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Application of Drift Kinetic Theory in
Monte-Carlo-Studies of Impurity
Transport in Tokamak Plasmas

A drift kinetic model for the transport of non-maxwellian impurities is derived
from first principles. This model fits in a consistent way in a hybrid concept,
i.e. a combination of a fluid model for the background particles and a kinetic
test particle description for the impurities. Impurities in a stationary toroidal
magnetic field configuration are considered taking into account the interaction of
the impurities with the background particles via Coulomb collisions. Also relevant
processes like ionization, recombination and interactions with boundary materials
in the tokamak are considered in the model. A Monte-Carlo-algorithm is presented
for the numerical solution of the resulting model equations in realistic tokamak
configurations. Results of simulations performed with the code DORIS for carbon
and neon impurities in the tokamak TEXTOR are presented and discussed.

Zur Anwendung der driftkinetischen
Theorie in Monte-Carlo-Studien zum
Verunreinigungstransport in
Tokamak-Plasmen

Ein driftkinetisches Modell zur Beschreibung des Transports nichtmaxwellscher
Verunreinigungen wird aus ersten Prinzipien hergeleitet. Dieses Modell fiigt sich
in konsistenter Weise in ein Hybridkonzept, in dem die Hintergrundteilchen durch
Fluid-Modelle, die Verunreinigungen jedoch im Rahmen der kinetischen Testteil-
chentheorie beschrieben werden. Betrachtet werden Verunreinigungen in einer
stationaren toroidalen Magnetfeldkonfiguration, die sich iiber Coulomb-Stéfe in
Wechselwirkung mit den Hintergrundteilchen befinden. Uberdies werden rele-
vante Prozesse wie lonisation, Rekombination und Wechselwirkungen mit den
Wandmaterialien des Tokamakgeféfles im Modell beriicksichtigt. Zur numerischen
Losung der resultierenden driftkinetischen Modellgleichungen in realistischen To-
kamakgeometrien wird ein Monte-Carlo-Algorithmus vorgestellt. Resultate aus
Simulationsrechnungen mit dem Code DORIS zu Kohlenstoff- und Neonverun-
reinigungen im Tokamak TEXTOR werden vorgestellt und diskutiert.
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Einleitung

Die Nutzung der Kernfusion zielt darauf ab, mit technischen Mitteln ein geziinde-
tes Plasma zu erzeugen, in welchem die Energie, die bei der Verschmelzung von
Deuteronen und Tritonen zu Heliumkernen frei wird, ausreicht, um die Fusions-
prozesse aufrechtzuerhalten und gleichzeitig einen Nettoenergiegewinn zu gewéhr-
leisten.

Gegenwartig stellen Tokamakkonfigurationen das fithrende Konzept zur Annéhe-
rung an die Zindbedingung dar.

In einem Tokamak wird versucht, ein Hochtemperaturplasma in toroidalen Ma-
gnetfeldkonfigurationen rdumlich einzuschliefen, um damit die Teilchen- und
Energiedichte im Tokamakvolumen so weit zu erh6hen, daf ein dauerhaftes Bren-
nen des Plasmas moglich wird.

Neben der Aufgabe, die Plasmen magnetisch einzuschlieflen, besteht das Pro-
blem, die Konzentration von Verunreinigungen, d. h. Partikel, die nicht an der
Fusionsreaktion teilnehmen, im Plasmavolumen gering zu halten.

Da auch das Fusionsprodukt Helium zu den Verunreinigungen zahlt, ist ihr Vor-
handensein im Plasma unvermeidbar. Uberdies steht das Plasma standig in Kon-
takt mit begrenzenden Wandmaterialien des Tokamaks, die unter der Wirkung
energiereicher Teilchenfliisse zerstaubt und verdampft werden, womit weitere Ver-
unreinigungen in das Plasma gelangen.

Verunreinigungen beeinflussen in starkem Mafle das Verhalten und die Eigen-
schaften des Gesamtplasmas, wobei ithnen eine ambivalente Rolle zukommt: Im
Kernplasma sind sie unerwiinscht, denn sie verdiinnen den Fusionsbrennstoff
und entziechen dem Plasma, im Falle nicht vollstandig ionisierter Verunreini-
gungen, Energie durch Linienstrahlung. Am Rande des Plasmas hingegen ist
eine Abkiihlung durch Linienstrahlung erwiinscht, denn die gleichméaBig abge-
strahlte Energie entlastet einzelne stark exponierte Bauteile des Tokamakgefafies.
Aus diesem Grunde werden gezielt eingebrachte Verunreinigungen fiir die Rand-
schichtkiithlung genutzt.

Die geschilderte Situation hegriindet das Interesse an einem detaillierten
Verstandnis des Transportverhaltens von Verunreinigungen in Plasmen. Realisti-
sche Modelle sollen dabei helfen, einen Kompromifi zwischen den sich widerspre-
chenden Absichten einer Nutzung und einer Vermeidung von Verunreinigungen




zu finden.

Thema dieser Arbeit ist die Begriindung eines theoretischen Modells fiir den
Transport von Verunreinigungsionen in Tokamakplasmen und die Entwicklung
eines darauf basierenden numerischen Monte-Carlo-Codes. Numerische Rechnun-
gen sollen Aufschluf geben tiber die Dichte- und Energieverteilung, die Eindring-
tiefe und die abgestrahlte Leistung von Verunreinigungen im Poloidalschnitt eines
Tokamaks realistischer Dimensionen.

Der Einsatz numerischer Methoden hat sich bei Problemstellungen dieser Art
als unentbehrliches Werkzeug erwiesen, denn die mathematische Formulierung
theoretischer Modelle fithrt aufgrund der Komplexitidt des Vielteilchensystems
Plasma auf Gleichungssysteme, die nur in stark vereinfachten Fillen eine ge-
schlossene analytische Losung zulassen.

Der Transport geladener Teilchen in Plasmen wird vornehmlich bestimmt
durch die Coulomb-Wechselwirkung mit anderen Teilchen, durch die dort vor-
herrschenden elektromagnetischen Felder, die sich aus externen und internen,
d. h. von den Plasmateilchen selbst aufgebauten, Feldern zusammensetzen, und
durch den speziellen Charakter der jeweiligen Teilchenquelle. Gleichzeitig treten
z. B. Tonisations- und Rekombinationsprozesse auf, und auch kénnen Teilchen in
lokalisierten Senken absorbiert werden.

Ausgangspunkt fiir theoretische Modelle sind die kinetischen Gleichungen der sta-
tistischen Physik, welche die zeitliche Entwicklung der Verteilung der einzelnen
Teilchenspezies im Phasenraum beschreiben.

Die erwahnte Vielzahl von physikalischen Effekten, die das Plasmaverhalten be-
stimmen, fiihrt in der allgemeinen mathematischen Beschreibung auf bislang ana-
lytisch wie auch numerisch unloshare Systeme sogenannter gekoppelter Integro-
Differential-Gleichungen.

Unterschiedliche Ansédtze wurden entwickelt, um die allgemeinen Gleichungen
fiir theoretische Uberlegungen und praktische Rechnungen verwendbar zu ma-
chen. Vom numerischen Standpunkt aus hat sich die Fluidndherung als be-
sonders erfolgreich erwiesen. Hierbei ergeben sich durch Integration der ki-
netischen Gleichungen {iber die Geschwindigkeitskoordinaten gekoppelte Diffe-
rentialgleichungen (verallgemeinerte Navier-Stokes-Gleichungen) fiir makrosko-
pische Plasmagroflien. Fiir derartige Gleichungssysteme steht eine Vielzahl nu-
merischer Losungsmethoden zur Verfiigung, doch wird dieser Vorteil durch eine
Einschrankung des physikalischen Modells erreicht, da implizit die Annahme eines
nur leicht gestérten lokalen Gleichgewichts im Plasma gemacht wird. Auflerdem
erfordern dabei numerische Probleme fiir gewéhnlich die Annahme einer einheit-
lichen Temperatur aller Ionen im Plasma.

Obgleich die Erfahrung gezeigt hat, dafl die Wasserstoffionen und die Elektronen
(das Hauptplasma) in Tokamaks meist befriedigend mit Hilfe der hydrodynami-
schen Methoden modelliert werden kénnen, fiigen sich Neutralteilchen und niedrig




ionisierte Verunreinigungen fiir typische Tokamakszenarien nicht in das Bild der
Fluidmodelle. Thre IKurzlebigkeit, d. h. schnelle Ionisation im Vergleich zu typi-
schen Stofizeiten, verhindert das Erreichen eines Quasi-Gleichgewichts und einer
Thermalisierung durch Coulomb-Wechselwirkung mit dem Plasma.

Um jene Effekte zu berticksichtigen, die aus dem Nicht-Gleichgewicht der Verun-
reinigungen resultieren, wurden Ansétze entwickelt, die eine Fluidmodellierung
des Hauptplasmas mit einer kinetischen Modellierung, d. h. Lésung der allgemei-
neren kinetischen Gleichungen, fiir die Verunreinigungen verkniipfen. Inshesonde-
re haben sich Monte-Carlo-Methoden, die durch eine numerische Simulation von
Zufallsprozessen eine statistische Annéherung an die Losung komplizierter mehr-
dimensionaler Gleichungen gestatten, im Zuge der Entwicklung leistungsfahiger
Rechenmaschinen, als robuste und flexible (und oftmals einzig anwendbare) Ver-
fahren fiir die kinetische Modellierung etabliert.

Besonders hervorzuheben ist im Zusammenhang mit den beabsichtigten prakti-
schen Rechnungen fiir realistische Tokamakkonfigurationen der Code DIVIMP,
der vor bereits iiber zehn Jahren von P. C. Stangeby entwickelt wurde. Hier-
in wird eine Monte-Carlo-Prozedur benutzt, um die Bewegung von Verunreini-
gungen im zweidimensionalen Poloidalschnitt eines stationdren Tokamakplasmas
numerisch zu simulieren, dessen Hauptplasma-Parameter einer fluidtheoretischen
Modellierung entstammen. Die Trajektorien der Verunreinigungsteilchen werden
im DIVIMP-Code durch sukzessive Konstruktion iiber kleine Zeitschritte nume-
risch verfolgt und ausgewertet, um raumliche Profile der Dichte, der mittleren
Energie und weiterer Parameter der Verunreinigungen zu ermitteln. In diesen
Rechnungen werden die Bewegung geladener Verunreinigungen entlang der Ma-
gnetfeldlinien, die Coulomb-Streuung an Hintergrundteilchen und ein anomaler
diffusiver Transport senkrecht zu den magnetischen FluBflichen modelliert. Au-
Berdem werden lonisations- und Rekombinationsprozesse einbezogen, und es be-
steht die Moglichkeit, komplexe raumliche Quellverteilungen und Randbedingun-
gen zu beriicksichtigen.

Trotz breiter Verwendung stand aber eine tiefere Begriindung des Simulations-
algorithmus, der sich eher auf Plausibilitdtsargumente stiitzte, aus. Man befand
sich daher in der merkwiirdigen Situation, einen Losungsalgorithmus anzuwen-
den, ohne die Gleichungen zu kennen, die gelost wurden.

Die Aufgabe der vorliegenden Arbeit war deshalb zunéchst die Analyse des nu-
merischen Algorithmus des Monte-Carlo-Codes DIVIMP, um die Verbindung zu
einem diskutierbaren plasmaphysikalischen Modell herzustellen. Fs zeigte sich,
daf} die Simulation des Verunreinigungstransports einer numerischen IKonstruk-
tion stochastischer Prozesse entspricht, die kinetischen Gleichungen der Plasma-
physik dquivalent sind. Das der Simulation zugrundeliegende Transportmodell
erwies sich aber als liickenhaft, insofern als diverse Elemente der Drifthewegung
der Tonen im toroidalen Magnetfeld und der Coulomb-Streuung an den gelade-




nen Teilchen des Hauptplasmas ausgelassen wurden. Zudem finden N&herungen
Anwendung, die einer fluidtheoretischen Beschreibung des Verunreinigungstrans-
ports entliehen sind, womit sich ein Widerspruch zur gewiinschten kinetischen
Modellierung der Verunreinigungen ergibt.

Um die beabsichtigte numerische Modellierung des kinetischen Verunreinigungs-
transports in konsistenter Weise mit bestehenden Ansétzen zur Fluidmodellierung
des Hauptplasmas zu verkniipfen, wurde daher das Transportmodell des Codes
DIVIMP umfassend erweitert, wobei die Neuformulierung aus ersten Prinzipien
begriindet wird. Diese Darstellung enthédlt das Modell des Codes DIVIMP als
Spezialfall, die Unterschiede werden in dieser Arbeit diskutiert.

Aus dieser theoretischen Analyse ergab sich dann allerdings die Notwendigkeit,
einen komplett neuen Monte-Carlo-Code zu entwickeln, der die Aufgabe erfiillt,
bestehende Ansétze der Modellierung um eine angemessene kinetische Beschrei-
bung des Verunreinigungstransports zu erweitern. Dieser DORIS genannte Code
wird ebenfalls in exemplarischen Anwendungen vorgestellt.

Der Inhalt dieser Arbeit ist wie folgt strukturiert:

In Kapitel 1 wird ein kinetisches Transportmodell fiir Verunreinigungen vorge-
schlagen und aus grundlegenden Prinzipien hergeleitet.

Nach einer Darstellung elementarer Tatsachen der kinetischen Theorie von Plas-
men in Abschnitt 1 wird in Abschnitt 2 fiir die Verunreinigungen das Testteilchen-
modell eingefithrt. Es bietet eine Beschreibungsgrundlage fiir Verunreinigungen,
die das Hauptplasma nur geringfiigig storen. Hieraus resultiert eine kinetische
Gleichung in Fokker-Planck-Form fiir die Verteilungsfunktion der Verunreinigun-
gen. In Abschnitt 3 wird diese lineare Fokker-Planck-Gleichung auf sogenannte
driftkinetische Variablen transformiert. Der Coulomb-Term, der die Wechselwir-
kung der Verunreinigungen mit Hauptplasmateilchen beschreibt, wird dabei di-
rekt transformiert. Die Annahme einer Verteilungsfunktion der Hauptplasmateil-
chen in Form einer Maxwell-Verteilung mit einer {iberlagerten kleinen Stérung
fithrt zu neuen Gleichungen fiir den Coulomb-Term, die bislang nicht aus der Li-
teratur bekannt waren und in dieser Arbeit erstmals vorgestellt werden. Fiir die
Transformation des Liouville-Terms der kinetischen Testteilchengleichung werden
Ergebnisse einer Standardprozedur fiir die Mittelung iiber den Gyrationswinkel
der helikalen Teilchenbahnen um die Magnetfeldlinien benutzt. Hierbei werden
diverse Drift-Effekte, die in bisherigen Monte-Carlo-Simulationen vernachlassigt
wurden, in das Modell einbezogen. In Abschnitt 4 wird die driftkinetische Glei-
chung fiir die Verunreinigungen durch Teilchenquellen und -senken ergénzt, die
fiir eine realistische Modellierung von Tokamakplasmen notwendig sind. In Ab-
schnitt 5 werden Spezifika des in dieser abgeleiteten Modell-Coulomhb-Terms un-
tersucht, wobei der Zusammenhang und die Unterschiede zu anderen Modellen,
die auf der Fluidndherung fuflen, herausgearbeitet werden und die Notwendigkeit
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der durchgehend kinetischen Formulierung gezeigt wird.

In Kapitel 2 werden Fokker-Planck-Gleichungen vom Gesichtspunkt der Theorie
stochastischer Prozesse dargestellt.

Nach einer Einfithrung in die Zusammenhange markovscher Prozesse und den ih-
nen korrespondierenden stochastischen Grundgleichungen, wie Master-Gleichung,
Fokker-Planck-Gleichung und Liouville-Gleichung, in Abschnitt 1, wird in den
Abschnitten 2 und 3 gezeigt, auf welche Weise die numerische Simulation stocha-
stischer Prozesse zur Losung spezieller Fokker-Planck-Gleichungen, wie sie in der
Plasmaphysik auftauchen, genutzt werden kann. Praktische Beispiele unterschied-
licher Schwierigkeitsgrade demonstrieren die Leistungsfdhigkeit der Methode. In
den Abschnitten 4 und 5 wird der Monte-Carlo-Algorithmus vervollstédndigt, um
ihn zur Losung einer erweiterten Klasse von Differentialgleichungen (IKombina-
tionen aus Fokker-Planck- und Master-Gleichungen) anwendbar zu machen. Die
theoretischen I{onzepte und die vorgestellten Algorithmen dieses Kapitels bilden
die Grundlage fiir die numerische Losung der in Kapitel 1 hergeleiteten Modell-
Gleichungen fiir den Verunreinigungstransport.

Das Kapitel 3 ist exemplarischen Resultaten gewidmet, die mit dem im Rahmen
dieser Arbeit entwickelten Code DORIS fiir TEXTOR-Szenarien berechnet wur-
den.

Die Abschnitte 1 und 2 gelten der Darstellung der Hauptplasma- und Magnetfeld-
parameter, die als Eingabeparameter fiir DORIS dienen. In Abschnitt 3 werden
Resultate vorgestellt, die {iber eine Kopplung an das Code-System B2-EIRENE
berechnet wurden. Hierbei dienten Ergebnisse dieses Code-Systems fiir das
Hauptplasma als Eingabeparameter fiir die Rechnungen. Ein Vergleich berech-
neter Strahlungsprofile mit qualitativ typischen Ergebnissen aus der Bolometer-
Diagnostik in TEXTOR wird vorgenommen. Ein numerischer Vergleich zwischen
dem in dieser Arbeit vorgestellten Transportmodell und dem des Codes DIVIMP
liefert signifikant unterschiedliche Ergebnisse fiir die verschiedenen Ansétze in der
Beschreibung der Coulomb-Streuung der Verunreinigungen an den Hauptplasma-
teilchen. Die Ergebnisse dieses Abschnitts unterstreichen die Wichtigkeit der hier
vorgenommenen Erweiterungen des Transportmodells fiir die Verunreinigungen
gegeniiber bisherigen Ansdtzen. Fiiv weitere Berechnungen von Strahlungsprofi-
len von IKohlenstoff und Neon in Abschnitt 3 wurde ein selbstentwickeltes semi-
empirisches Modell fiir das Hauptplasma in TEXTOR benutzt. Den Abschluf}
des dritten Kapitels bildet eine kritische Bewertung des quantitativen Gehalts

der numerischen Ergebnisse.

Teile dieser Arbeit wurden bereits in
“Eine Monte-Carlo-Methode zur Untersuchung von Verunreinigungsionen in

[&524




Tokamak-Plasmen, Jiil-3173, KFA-Jiilich Report, Jan. 1996
veroffentlicht.
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Kapitel 1

Ein driftkinetisches
Testteilchenmodell fiir den
Transport von
Verunreinigungsionen

1.1 Kinetische Gleichung fiir Transportprozesse
in vollionisierten Plasmen

Zur theoretischen Beschreibung des Vielteilchensystems Plasma bedient man
sich bei verdiinnten Plasmen des statistischen Konzepts der Einteilchen-
Verteilungsfunktion. Diese Verteilungsfunktion sei mit f,(@,v,t) bezeichnet.
Sie stellt eine Wahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum dar, derart, dafl
fo(®,v,t) dedv die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, dafl ein Teilchen der Spezies
a zur Zeit t im Volumenelement dedv bei (@,v) angetroffen wird. Es gilt also

die Normierung
/fn,(a:,'v,t) dedv=1 . (1.1)

Eine oft benutzte Form fiir die Bestimmungsgleichung (kinetische Gleichung) der
Verteilungsfunktion ist (Hinton 1983)

Ofe =~ 0
I N

Zﬂ‘e a q - ;p o .

('U ]CO',) + 77?’a a’U /j

Hierin sind Z,e und m, die Ladung bzw. die Masse der Teilchen der Spezies a.
FE und B bezeichnen das wirksame elektrische bzw. magnetische Feld, definiert

durch




0B
VD= ; VXE=—/-
1Y 3 ot
. JdD
VB =10 : VxH=j+ w7
mit D = ¢,50F und B = p,poH. Dabei sind ¢ und po die elektrische bzw. ma-
gnetische Feldkonstante, ¢, die relative Dielektrizitatskonstante und p,. die re-

lative Permeabilitidt. Der Anteil des Plasmas an der Ladungsdichte o und der

(1.3)

Stromdichte g ist durch

on = 3. Zae / Ny [ dv
(1.4)

I ZZO,e/Navfa dv

gegeben (m steht fiir mikroskopisch). N, bezeichnet dabei die Anzahl von Teil-
chen der Spezies o im Plasma.
Die Terme C,p auf der rechten Seite der kinetischen Gleichung (1.2) beschrei-
ben die Coulomb-Wechselwirkung der Spezies a mit der Spezies 8. In dieser Ar-
beit verwenden wir die Wechselwirkungsterme in der sogenannten Fokker-Planck-
Form
. n2
Cop = =3 afm, (K" 1)+ Do (DF 1) - (15)

ik DVei vk

Hierin sind K7 und DS die Drift- bzw. Diffusionskoeffizienten. Sie sind Funk-
tionale der Verteilungsfunktion fs, und es gilt

KeP = <1+%> p 96(vs)

! mg OVqi

(1.6)
, 0*hp(va)
i a'vaialvak

Dabei sind die Trubnikov-Potentiale (Trubnikov 1965) ¢ und 15 hier! folgen-
dermaflen definiert

ITyrubnikov definierte sie mit anderen Vorfaktoren:

dp(ve) = ! /.M(lvﬂ

Cdr |[va — vg|

Il

17
Ya(va) o / lva —vg| fa(vg) dvg

oo




fs(vs)

qb/g(_va.) = — (lvﬁ
[ve — vg]
(1.7)
Pp(va) = /lva —vg| fp(vp) dvp
und A ist ein numerischer Faktor
Z2 ZZ 4
A=X——ng (1.8)
dredm?

mit der Dichte ng der Teilchen 8 und dem Coulomb-Logarithmus A, der durch

b N ¢ v
max b ‘ bzl b 2 b
A — / lb = 1 1 - 1 Tn l .

gegeben ist. b ist der StoBparameter fiiv Zweier-Coulombstée. Der Coulomb-
Logarithmus tritt auf, weil die Wechselwirkungsintegrale, die zur Herleitung der
Koeffizienten (1.6) gelost werden miissen, eine logarithmische Divergenz aufwei-
sen, wenn der Stoffparameter b gegen Unendlich (der Streuwinkel gegen Null) geht
(Montgomery und Tidman 1964, Trubnikov 1965). Dies hat seine Ursache in der
1/r-Skalierung des Coulomb-Wechselwirkungspotentials. Um diese Divergenz zu
umgehen, wird z. B. ein maximaler Stolparameter b,,, (ein minimaler Streu-
winkel) eingefiihrt, der iiblicherweise in der Groflenordnung des Debye-Radius
gewihlt wird (Abschirmeffekt). b) ist der Stoparameter, der einem Streuwinkel
von 7 /2 entspricht. Zwischen den Koeffizienten Kf‘ # und D“ﬁ gilt die Beziehung

1 m
[70[)’ — - « DC\/3
b 2 ( 777/3) ZOUGA ( >
(1.10)
1 My pop
) ( mﬁ> Zdv < )
Definiert man nun
Py
Ugp = —2—|o, — 1.11
o Vo — vg (1.11)
und berticksichtigt die Beziehungen (Trubnikov 1965, Abschnitt 6)
Op(va) Ofs(vs)
O Z / 3vm ve
(1.12)

*ths(va)

‘ l]z L g l 7
OV 0V / kfa(vg) dvg
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so 1aBt sich (1.5) in der folgenden, als Landau-Integral bekannten Form schreiben

Cap = —ma \Z v Z/U <]LO Va) OJol05) _ Jo(0a) 0.{0,(1;0')) dvg

ai mg  Ovgy Me  Qvag
(1.13)

Der Fokker-Planck-Term (1.5) (bzw. das Landau-Integral (1.13)) besitzt eini-
ge wichtige und vom physikalischen Gesichtspunkt wiinschenswerte Eigenschaf-
ten (Montgomery und Tidman 1964, Hinton 1983). Betrachtet man n&amlich
die kinetische Gleichung (1.2) unter alleiniger Beriicksichtigung der Coulomb-

Wechselwirkung

- Z C'aﬂ(fa‘) ff)’) )
A
so gilt:
(1) Positivitat der Verteilungsfunktion f,:
fa>0flirt=0 — f,>0ftirt>0

(ii) Teilchenerhaltung:

% / fadv =0

(iii) Impulserhaltung:

B_Ot > / . Mo fodv =0

(iv) Energieerhaltung:

1

5 Z/ 57710,1)2]“& dv =90

(v) H-Theorem:
Das Funktional

H:Z/ﬁmﬁ@

kann zeitlich nicht anwachsen (H ist proportional zur negativen Entropie,
das H-Theorem ist die gaskinetische Formulierung des 2. Hauptsatzes der
Thermodynamik). Als Folge hieraus ergibt sich, dafi die zeitunabhéngigen
Losungen fiir die f, Maxwell-Verteilungen sind

My \3/2 1 mg 5
~ﬁ"‘<2nT> *“p<_§'r(”—IM))
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mit gleicher Temperatur 7" und Stromungsgeschwindigkeit v fiir alle Spe-

zies a.

Die hier verwendete Form (1.2) der kinetischen Gleichung mit den Ausdriicken
(1.5) oder (1.13) fiir den StoBanteil 148t sich auf verschiedenen Wegen ableiten
und begriinden. Landau (Landau 1936) leitete die Form (1.13) fiir den Coulomb-
Term aus dem Boltzmann-Stofiterm ab, indem er nur Kleinwinkelstrenung be-
trachtete und die oben erwidhnte Beschrankung der Integrale beziiglich des Stof3-
parameters verwendete. Obgleich der Boltzmann-Stofiterm urspriinglich ein Gas
beschreibt, das ausschlieBlich Zweierstofl-Wechselwirkung aufweist, kann er aber
fiir ein Plasma aus geladenen Teilchen benutzt werden, wenn Effekte infolge von
Dreiteilchen-IKorrelationen sowie der Einflufl dritter (unabhéngiger) Teilchen auf
Zwelerstofle vernachlissighar sind. Eine etwas elementarere Herleitung des Stof3-
terms (1.5) wurde von Rosenbluth et al. angegeben, die die Analogie zwischen der
Diffusion der Plasmateilchen im Geschwindigkeitsraum und Brownscher Bewe-
gung ausnutzten. Die Annahme wiederum von Zweierstoflen fithrt auf obige Aus-
driicke (1.6) fiir die Drift- und Diffusionskoeffizienten (Rosenbluth 1957, Trubni-
kov 1965). Eine detailliertere Ableitung der Landau-Fokker-Planck-Gleichung aus
grundlegenden Prinzipien ist zum Beispiel bei Nicholson (Nicholson 1983, Kapitel
5) oder bei Ecker (Ecker 1972, Kapitel 4) angegeben. Nicholson leitet die Lenard-
Balescu-Gleichung (Lenard 1960, Balescu 1960) aus der BBGKY-Hierarchie (Bo-
goliubov 1946, Born und Green 1949, Kirkwood 1946, Yvon 1935) ab, die sich
wiederum aus der exakt giiltigen Liouville-Gleichung ergibt (Klimontovich 1964).
Die Fokker-Planck-Gleichung folgt bei ihm als Spezialfall der Lenard-Balescu-
Gleichung. Ecker demonstriert, wie sich die Fokker-Planck-Gleichung ohne Um-
weg iiber die Lenard-Balescu-Gleichung aus der BBGICY-Hierarchie ergibt. Diese
Herleitungen, ausgehend von der exakt giiltigen Liouville-Gleichung fiir das vollio-
nisierte Plasma geben Auskunft iber den Giiltigkeitshereich der Landau-Fokker-
Planck-Gleichung. Auf die Darstellung dieser umfangreichen Analysen und nicht-
trivialen mathematischen Zusammenhéange soll hier verzichtet werden. In stark
vereinfachender Weise wird nur festgehalten, daf die von uns angesetzte Form der
kinetischen Gleichung eine gute Beschreibungsgrundlage liefert, wenn die Plas-
mateilchen nur schwach korreliert sind (die Stofiprozesse &hneln Zweierstofien)
und die rdumlichen Inhomogenitaten in den Verteilungsfunktionen - und damit
auch in den Vlasov-Feldern (1.3) - auf einer mittleren freien Weglange der Teil-
chen nur klein sind (typische Gradientenlédngen im Plasma sind groff im Vergleich
zur mittleren freien Weglange).

Obwohl die Gleichungen (1.2), (1.3) und (1.5) den Ausgangspunkt zahlreicher
Untersuchungen bilden, ist es aufgrund ihrer Komplexitat bisher nur fiir spezi-
elle Probleme gelungen, Néaherungslosungen zu finden. Das allgemeine Problem
gilt bis heute als analytisch und numerisch unlésbar. Im n&chsten Abschnitt soll
gezeigt werden, wie auf der Grundlage der in diesem Abschnitt vorgestellten
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kinetischen Beschreibung fiir das gesamte Plasma ein Transportmodell fiir Ver-
unreinigungsionen abgeleitet werden kann.

1.2 Testteilchenmodell fiir Verunreinigungen in
Fluid-Plasmen

Die vorliegende Arbeit befait sich vornehmlich mit Verunreinigungsionen in der
Randschicht von Tokamak-Plasmen. In vielen praktisch interessierenden Fillen
kann dabei angenommen werden, dafl die Verunreinigungsteilchen eine nur klei-
ne Stérung im System des Hintergrundplasmas (Deuteriumionen und Elektro-
nen) ausmachen, Vernachlassigt man diese Storung und nimmt weiterhin an, daf
die Wechselwirkung der Verunreinigungsteilchen untereinander vernachlédssighar
ist, so kann man diese Teilchen im sogenannten Testteilchen-Modell betrachten:
die Testteilchen ,spiliren“ den Hintergrund (Coulomb-IKréfte), storen aber nicht
dessen Verteilung. Auf diese Weise 148t sich eine einzelne lineare Fokker-Planck-
Gleichung aus dem System gekoppelter kinetischer Gleichungen (1.2) separieren
af 0 Ze 0

o Yoy W+ o (E+vxB)f)=C(f,h) . (1.14)

Hierin wurden die griechischen Indizes weggelassen. f steht fiir die Verteilungs-
funktion der Verunreinigungsteilchen und der Index b bezeichnet Hintergrund-
groBen. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit wird hier die Wechselwirkung mit
nur einer Hintergrundspezies (der D¥-Tonen) betrachtet. Geméaf der Testteilchen-
Annahme tragt nur das Hintergrundplasma zu den Feldern F und B bei. Um
die Gleichung (1.14) fiir die Testteilchen vollstindig festzulegen, ist die Kennt-
nis der Hintergrundverteilungsfunktion notwendig, die die Berechnung der Felder
E, B und der Drift- und Diffusionskoeffizienten des Coulomb-Terms erlaubt.
Im weiteren wird angenomimnen, dafl die Gleichungen fiir das Hintergrundplasma
anderweitig gelost wurden und wir Kenntnis {iber die Hintergrundparameter in
Gleichung (1.14) haben. Dies spiegelt unsere praktische Vorgehensweise wider:
Die numerischen Rechnungen fiir das Hauptplasma werden mit Hilfe eines Fluid-
Codes wie SOLXY (Gerhauser und Claaflen 1987) oder dem Code B2-EIRENE
durchgefiihrt, der ein Fluid-Modell fiir die geladenen Hauptplasmateilchen (B2-
Code, Braams 1987) und ein kinetisches Neutralgas-Modell (EIRENE-Code, Rei-
ter 1992 (a)) verkniipft. Die Kopplung dieser beiden Ansidtze wurde von Reiter
durchgefiihrt und dokumentiert (Reiter 1992 (b)). Die Resultate aus diesen Rech-
nungen dienen dann als Bestimmungparameter fiir die kinetische Gleichung (1.14)

der Verunreinigungsteilchen.
Die angesprochenen hydrodynamischen Methoden (Fluid-Methoden) fiir das Hin-
tergrundplasma fulen auf der Annahme der Nahe zu einem lokalen Gleichgewicht
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in einem stoflbestimmten Plasma. Die Verteilungsfunktionen werden deshalb in
Form einer Maxwell-Verteilung mit kleiner Stérung angesetzt (Balescu 1988)

. 2T\ 32 1 mg , ;
o) = (Z22) 7 exp (=3 250 — 0ol (1 (w, 1)
Mo 2 1q (1.15)

= fow,t)-(I+n(v,t))  mit  [p(v, )] <1

12 ist darin die ungestérte Maxwell-Verteilung, die durch die Parameter 7, und
vy festgelegt ist (Temperatur und mittlere Stromungsgeschwindigkeit, die auBer-
dem Funktionen des Ortes @ sind). Die Stérung n(v) wird so angesetzt, dafi sie
proportional zu den Inhomogenititen (Temperaturgradienten etc.) der Plasma-
parameter ist. Dieser Ansatz ermdglicht die SchlieBung des zunéchst unendli-
chen gekoppelten Gleichungssystems, das sich durch Bildung der Momente der
Gleichungen (1.2) ergibt (jede Momentengleichung enthilt das ndchsthohere Ge-
schwindigkeitsmoment).

5;: = / N, %ii dv
d<v,> v Ofa Jo
ot B ot
2 . 3 1.16°
T = [ o
USW.

Je nach Anzahl der Momente, die in die funktionale Form von 7(v) einbe-
zogen werden, benennt man die Approximation (1.15) als 13-Momente-, 21-
Momente, 29-Momente-Entwicklung usf. (Balescu 1988, Kapitel 4). Die Integra-
tion tiber die Geschwindigkeitskoordinaten und die Schliefung der Momenten-
gleichungen (1.16) fithren auf ein endliches System von gekoppelten Differenti-
algleichungen zu deren Losung effiziente numerische Methoden zur Verfiigung
stehen (siehe z. B. Patankar 1980). Dies macht den Vorteil der Fluid-Methoden
in der Transport-Theorie aus. Ein haufig verwendetes System bilden zum Bei-
spiel die Braginski-Gleichungen (Braginski 1965), die allerdings nicht auf einer
Momenten-Methode wie hier angesprochen beruhen, sondern auf einem modifi-
zierten Chapman-Enskog-Ansatz (Chapman und Cowling 1960). Die Annahme
einer nur wenig von einer Maxwell-Verteilung abweichenden Verteilung der Teil-
chen im Geschwindigkeitsraum schrankt aber den Giiltigkeitsbereich von Fluid-
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Modellen ein. So sind beispielsweise die uns interessierenden Verunreinigungsio-
nen oftmals sehr kurzlebig, denn Verunreinigungen, die durch Zerstaubung von
Wandmaterialien oder &hnlichen Prozessen als Neutralteilchen in die Plasma-
randschicht eindringen, werden so schnell in die hochsten Ladungszustande ioni-
siert, daf die niedrigen Ladungszustinde nicht eine Maxwell-Verteilung anneh-
men kénnen. Auch wird in Fluid-Modellen fiir Multi-Spezies-Plasmen aufgrund
numerischer Schwierigkeiten héufig die Annahme gemacht, dafl alle lonensorten
die gleiche lokale Temperatur besitzen. Die I{urzlebigkeit der unteren Ladungs-
zustédnde der Verunreinigungen verhindert aber auch einen Energieausgleich, so
daB die ,Temperatur® (mittlere thermische Energie) fiir die meisten Ionen sehr
unterschiedlich sein kann.

Die eben geschilderten Griinde fiiv die Zweifelhaftigkeit der Fluid-Modelle fiir
Verunreinigungsionen motivierten zu der in dieser Arbeit verwendeten IKombina-
tion aus Fluid-Modellen fiir das Hauptplasma und der kinetischen Beschreibung
von Verunreinigungsionen. Dies bedeutet, wir verwenden eine gestorte Maxwell-
Verteilung als Ansatz fiir die Hintergrundteilchen, deren Parameter zuvor in einer
separaten Rechnung ermittelt wurden, und bestimmen damit die kinetische Glei-
chung (1.14) fiir die Verteilungsfunktion der Verunreinigungsionen.

1.3 Ubergang zur driftkinetischen Beschrei-
bung

Wie in Kapitel 2 gezeigt wird, konnte die Monte-Carlo-Methode, die wir zur
Lésung der kinetischen Gleichungen fiir die Verunreinigungen auswahlten, auch
auf die kinetische Testteilchengleichung (1.14) angewendet werden. Doch ergeben
sich dabei Probleme mit den stark unterschiedlichen Zeitskalen fiir die Bewe-
gung der geladenen Teilchen. So fithrt die Lorentz-IKraft, die auf der linken Seite
von (1.14) auftritt, zu einer sehr schnellen Gyration der Teilchen um die Ma-
gnetfeldlinien (typische Zeitskala ~ 107% s fiir iibliche Verhéltnisse in Tokamaks),
wohingegen die Bewegung entlang der Feldlinien auf einer um Gréfenordnungen
unterschiedlichen Zeitskala stattfindet (~ 107*s), und die Coulomb-Sti8e eine ty-
pische Zeitskala im mittleren Bereich (~ 107¢ — 1077 s) aufweisen. Die Zeitskalen
der Transport-Gleichung sind aber von entscheidender Bedeutung fiir die numeri-
sche Prozedur, die auf einer Konstruktion der Trajektorien im Phasenraum iiber
Zeitintervalle ~ 1s beruht (bei den von uns angestrebten Berechnungen fiir die
Plasmarandschicht). Die vollstandige Beriicksichtigung der Details der Gyrati-
onsbewegung wiirde einen unakzeptablen Rechenaufwand erfordern (es sei denn,
man beschrankt das Problem, z. B. durch Reduzierung des Rechengebietes, wie
es im ERO-Code getan wurde (IKogler 1997). Praktische Rechnungen, die auf
der Gleichung (1.14) beruhen, werden deshalb in dieser Arbeit nicht vorgestellt.
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Hier entschlossen wir uns, zu einer sogenannten driftkinetischen Beschreibung des
[onentransportes iiberzugehen. Hierunter versteht man eine Beschreibung der Io-
nenbewegung, in der in geeigneter Weise die schnelle Gyrationshewegung beseitigt
wird und die folgenden Variablen eingefiihrt werden: die Guiding-Center-Position
R, die in etwa die mittlere Position eines gyrierenden Teilchens im Ortsraum an-
gibt, und die mittleren Geschwindigkeiten v und vy, parallel bzw. senkrecht
zum Magnetfeld. Die Herleitung driftkinetischer Transportgleichungen kann auf
verschiedenste Weise geschehen (Gardner 1959, Claaflen und Repp 1976, Ha-
zeltine 1977). Unsere konkrete Approximation orientierte sich vornehmlich an
der Anwendbarkeit effizienter Standard-Monte-Carlo-Prozeduren zur Loésung von
Fokker-Planck-Gleichungen (siehe Kapitel 2), weshalb wir uns bemiihten, eine
driftkinetische Gleichung in dieser Form abzuleiten. Die Annahmen und Einzel-
heiten dieser Ableitung werden in den nédchsten Abschnitten erlautert.

1.3.1 Allgemeine Transformation des Coulomb-Stofiterms

Die Transformation des Fokker-Planck-Stoiterms wird am einfachsten erreicht,
wenn er in eine geeignete tensorielle Form gebracht wird, um den Apparat der
Tensoranalysis (Sokolnikoff 1964, Mathews, Walker und Benjamin 1965, Sim-
monds 1995) nutzen zu kénnen. Der Stofiterm (1.5) mit den Drift- und Diffusions-
koeffizienten (1.6) sei in einem kartesischen Koordinatensystem (Referenzsystem

im Geschwindigkeitsraum) gegeben durch

oo ) m dp(v) 1 0? 0*p(v) | o
Cfy=-> Do, ((1 + —) A—@v; f) +5 ZA Todn (A B, f) . (1.17)

; my

Hier wurde die im Abschnitt 1.2 eingefithrte Bezeichnungskonvention fiir unser
Testteilchenmodell verwendet. Der Coulomb-Operator erscheint in diesem Modell
als linearer Operator bzgl. der Testteilchen-Verteilungsfunktion f. Nun werden
die folgenden kontravarianten [{omponenten eingefiihrt

T'z' — Zgil Qb,l
li
| (1.18)
Sik = Zgllgks d’,ls ’

l,s

wobei ¢! die kontravarianten Iomponenten des metrischen Tensors sind (= &y
fiir kartesische Koordinatensysteme) und ¢ ; und ), die kovarianten Ableitungen




06
1.19
o (1.19)

b o= T A
Vs = Ovi0v, 27:{ [s } dv;
{ J } ist das Christoffel-Symbol zweiter Art

s
{ ljs } = Zg""’ s, o] (1.20)

mit [ls, a], dem Christoffel-Symbol erster Art

1 agla 093 : agls
[s,a] = = R . 1.21

[ ] 2 ( v, + dvuy  Ovg (1.21)
Die g sind die kovarianten Komponenten des metrischen Tensors.
Berticksichtigt man, dafl die Verteilungsfunktion f ein relativer Skalar mit Ge-
wicht +1 ist, d. h. , daf

/ flv)dv = / (%) do (1.22)
fiir die Transformation v — © bzw. v — v gilt, so erhélt man

ST = ST

| (1.23)
02

" IRy
i,k ik,

Z(f‘Sdk)’ik B Zdv dv f ”A +Z

und der Coulomb-Term (1.17) kann in der folgenden Form geschrieben werden

C(f)=-% (1 + ﬂ) - it ZA £S5, (1.24)
; my ) i
(die Christoffel-Symbole verschwinden fiir kartesische I\oordma,tensysteme).
Dies ist die gewtinschte tensorielle Form fiir (1.17).
Da die kovarianten Ableitungen (1.19) ebenfalls relative Tensoren mit Gewicht
+1 sind, folgt, dafl der Stofiterm (1.24) geméf

. 1
vt

v
transformiert, wobei |Jv/dv| die Jacobi-Determinante der Transformation & — v
ist und C(f) durch

C(f) = C(f) (1.25)
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gegeben ist.

1.3.2 Berechnung der transformierten Drift- und Diffu-
sionskoeffizienten

Die Gleichungen des letzten Abschnitts werden nun benutzt, um den Coulomb-
Stofterm auf die Variablen (v, vy, ) zu transformieren. v und vy sind die Ge-
schwindigkeiten parallel bzw. senkrecht zum Magnetfeld und ¢ ist der Gyrati-
onswinkel. Um einen von ¢ unabhéngigen Coulomb-Stofiterm in diesen Variablen
zu erhalten, ist es notwendig, die Betrachtung auf Situationen zu beschranken,
in welchen sowohl die Verteilungsfunktion der Hintergrundteilchen als auch der
Testteilchen (im Geschwindigkeitsraum) axialsymmetrisch bzgl. der v-Achse ist,

d. h.

f(wav||av_l.>997t) = f(iB,’U“,’UJ_,t)
(1.27)

fb(azv Yy Vi, W?t) = fb(w; Y|, VL, t)

Andernfalls ware nach der Transformation eine Mittelung {iber den Gyrations-
winkel notig, um diesen zu eliminieren. Solche Betrachtungen sollen aber in dieser
Arbeit noch nicht angestellt werden, sie bilden den Gegenstand zukiinftiger Un-
tersuchungen.

Fir die Hintergrund-Verteilung f;, wéhlen wir eine Form, die konsistent ist mit
einer hydrodynamischen Beschreibung des D7-Elektronen-Plasmas (sieche Ab-
schnitt 1.2)

, 2Ty 3 1m
vty = ( ‘,/T b) - exp (——2~ %(v - vb)2> (14 n(v,t))
my b (128)

= fi(v,1)- (1 +n(v,1)

also eine Maxwell-Verteilung ff mit Stérung 5 - f2. Die Storfunktion n wird in
der folgenden Form approximiert (Balescu 1988)

n(w) =S K HD (0) + 3 P HP (v) (1.29)
i ik

Dabei sind H® (v) und H ,»(f )(v) irreduzible tensorielle Hermite-Polynome (Abra-

mowitz 1965)
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(1.30)

; 1
HP(v) = \@(,\’i/\/k—gXZ(%k)

X=a—v) ; a:Jg% . (1.31)

Dieser spezielle Ansatz entspricht der 13-Momente-Entwicklung der hydrodyna-
mischen Theorie. Die Entwicklungskoeffizienten h,ﬁ ) und hﬁk) sind proportional
zu makroskopischen Groflen des Hintergrundplasmas, die in unserem Modell als

bekannt vorausgesetzt wurden.
(mb) 3/2 1
T 4i
j—,b mpny

1 1
[ U
Vik 2 anb ik

q ist der WarmefluB der Hintergrundspezies (D1) und 7 deren Viskosititstensor

mit

A =

‘1

|
e

(1.32)

1
¢i(e,t) = S M /(v,» — ) [v — v N, fi(, v, ) dv

4

[l

(@, 1) my / <(v; — vy ) (v — vpg) — % v — vy]? 5,~k> Ny fy(@,v,t) dv
(1.33)
N, ist die Anzahl der Hintergrundteilchen im betrachteten Systemvolumen.
Mit Hilfe dieser funktionalen Form der Verteilungsfunktion f, werden nun die
Trubnikov-Potentiale ¢(v) und t(v) geméf Gleichung (1.7) berechnet. Da uns
die Berechnung dieser Potentialfunktionen fiir Verteilungen, die von Maxwell-
Verteilungen abweichen, nicht aus der Literatur bekannt ist, werden unsere Re-

sultate hier ausfiihrlich abgeleitet.




Die Berechnung fiithrt auf die folgenden Integrale, deren Auswertung im Anhang

A erlautert wird:

[1(’0) — 4b

Pw) = [lo-v] @) d

/ R@YHP W)

- dv
v — v

NiXk 1 1 « ‘. 1l «
_ 51—3 — L Tt (I) V2 T (D /,
( Y ) ((W?a Tas /\,2) W= (\))

) = [lo=v/| ) HY @

NiXk 1T 1 1 11 |
= |03 )+ | =) ] .
( k \2 ) (4\/§ QXQ (\) (6\/5 ay 4\/§ G/X3 (\) |

wobel wieder




ist und @(x) die Fehler-Funktion bezeichnet

!

X
2 ' 2 2
Die gesuchten Trubnikov-Potentiale sind damit

$(v) = ['v)+ S Blo)+ S0P 1 (v)
i ik
(1.37)

P(v) = 1)+ AP IHw) + 30 15 (v)
i ik

In dieser allgemeinen Form wiirden die Potentialfunktionen - und damit der
Coulomb-Stofiterm - nicht unabhéngig vom Gyrationswinkel ¢ sein. Wir beheben
dies durch die folgenden Einschrankungen fiir die Verteilungsfunktion f;:

(i) Die mittlere Stromungsgeschwindigkeit v, der Hintergrundionen wird als
parallel zum magnetischen Feld angenommen, d. h.

vy ||b (1.38)
mit dem Richtungsvektor b = B/B.

(ii) Der Warmeflul g der Tonen wird in der reduzierten Form

15 16722 T

= — ~ k) b(b- VT, 1.39
1 8v2m Zjeth m;/z i o1 g ( )
betrachtet, mit &) = 1.0/0.5657. Dies ist der von Balescu angegebene Wert
fiir die dimensionslose Warmeleitfahigkeit in der 13-Momente-N&aherung
(Balescu 1988, Kapitel 5). Somit wird nur der zum Magnetfeld B paral-
lele Anteil des Warmeflues beriicksichtigt. Der vollstandige Ausdruck fiir

q ist bei Balescu angegeben.

(iii) Vom Viskositatstensor & berticksichtigen wir nur den folgenden Anteil

3 16m%&d 1/2 5/2 I
= — my T Ty vy 1.40
Tik 1or Ziein my Ly MY ik ( )
mit
Vew 0 0
vl = 0 %(’/yy + ) 1 0 . (1.41)
0 0 3y + 122
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Hierbei ist die 2-Richtung die Richtung des Vektors b und w;; ist definiert

als

vi =20 — -V, . (1.42)

Der dimensionslose Viskosititskoeffizient iy ist wiederum bei Balescu ange-

il g
geben als 7 = 1.0/(1.2 +0.8485 Z; ') Dort kann ebenfalls der vollsténdige
Ausdruck fir m;;, gefunden werden.

Die genannten Einschrinkungen fithren zu den folgenden Ausdriicken fiir die
Entwicklungskoeffizienten in (1.29)

3V5h 16m2e? T

@) = Y= P —2
hs 8/ Zieth S Viti

~ 3 16m2es | 777,;/27})3/2 1
= s E e T <_§V”b+2\7””b") (1.43)

3 16m2el 772,11/2T1)3/2 2
- iy ~Vo, ~ Vo)
s/m Zien M T o, <3 R s

h() = h3 =
Alle {ibrigen Komponenten von hl(-3) und h,('z) sind in diesem Koordinatensystem
(2-Richtung paralell zu B) gleich Null. Setzt man die Koeffizienten (1.43) in die
Gleichungen (1.37) fiir die Trubnikov-Potentiale ein, erhélt man

2
. X / - X
o) = )+ o0+ s (133 )
(1.44)
2
. Y R
P(v) = 1/’0(X')+Cl%¢1(/\’)+62 (l —3\/2) ba(x)
mit
. 1
O = ———hpB)
| 7l |
1 1 (1.45)
G = 5 (hﬁ?—§(h§?+hg))>

Die Potentialfunktionen (1.44) sind nun nur noch Funktionen von ) und v,
den Anteilen von x parallel bzw. senkrecht zur Richtung von v, (bzw. B), und
unabhéngig vom Gyrationswinkel ¢. Die ¢o, @1, ..., ¥ sind Funktionen vom
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Betrag x und im Anhang B angegeben.
Fir die neuen Variablen

Vp =) 5 V=L o V3= (1.46)

lauten die metrischen Tensoren

100 10 0
gr=101 0 ;g =101 0 (1.47)
00 o? 0 0 vy

und die einzigen von Null verschiedenen Christoffel-Symbole zweiter Art sind

5 3 3 '
-, _ _ L (1.48)
{33} {23} {32} o

Aus den Gleichungen (1.18),(1.19) und (1.44) folgt dann (da d¢/de und O /dy
verschwinden)

oxh 0%

d : ‘ 0
d—jl Ovﬁ v dv
_ . 2 2,/
| oo | osn=| 9 Y 0 L (1.49)
% 81@87)“ 8vl
L oy
0 0 —_
0 7)_3L a‘UJ_

Die Ableitungen der Potentialfunktionen sind ebenfalls im Anhang B aufgefiihrt.
Fir den Coulomb-Term ergibt sich schliellich

Y R
C(f) = _5_1’—]_] (]&Hf)—a(]‘l'f)

Lo A :

2 7 (D7) +35 Jogdvs (D2 /) (1.50)

2 2

19 N 10 ;
Jr;Z— Ju. 0, (DJ_H f) + 5 ﬁ (D_LJ_ f>

mit
f=uv, flogve,t) (1.51)
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(v, ist die Jacobi-Determinante der Transformation) und den Drift- und Diffusi-

onskoeffizienten
Dy = A %20—‘%’ . DyL=A aj;‘/m (1.52)
Dyjy=A a’ffgv” o Dypg :Agj—)%/j

1.3.3 Driftkinetische Approximation des Liouville-Terms

Im Gegensatz zur direkten Transformation des Coulomb-Terms im letzten Ab-
schnitt, wo wir die Abhéngigkeit vom Gyrationswinkel ¢ durch gewisse Annah-
men iiber die Symmetrie der Verteilungsfunktionen im Geschwindigkeitsraum eli-
minierten, nutzen wir fiir die driftkinetische Form des Liouville-Terms (linke Seite
der kinetischen Testteilchengleichung (1.14)) die Ergebnisse von Sivukhin (Sivuk-
hin 1965). Sivukhin leitete Ausdriicke fiir die Zeitableitungen der driftkinetischen
Variablen ab (Bewegungsgleichungen), indem er die schnelle Gyrationsbewegung
der geladenen Teilchen durch eine Mittelungsprozedur beseitigte. Fiir Finzelhei-
ten dieser Methode sei auf die Originalarbeit verwiesen. An dieser Stelle soll nur
angemerkt werden, daf} die wesentliche Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit sei-
ner Methode darin besteht, dafl das Verhaltnis ¢ = o1,/ Ly des Larmor-Radius gy,
und der Gradientenldnge Ly der Inhomogenitaten des magnetischen Feldes klein
ist. Dies gewéhrleistet, dafl die Gyration der Teilchen auf einer weitaus kleine-
ren Zeitskala stattfindet, als die Bewegung entlang der magnetischen Feldlinien.
Geht man davon aus, daf} alle makroskopischen Gradientenl&ngen von derselben
Gréfenordnung sind, so kann

o IVB| v.|VB|/B

€=0r B 0]
fiir Abschatzungen in praktischen Rechnungen dienen. 2 = ZeB/m ist dabei die
Larmor-Frequenz der Testteilchen. Diese Bedingung kann auch so interpretiert
werden, dal} || sehr groB ist im Vergleich zur Frequenz v, [V B|/B (die ein Maf
ist fiir die Starke der rdumlichen Inhomogenitéten des Magnetfeldes, die pro Zeit-
einheit durchlaufen werden). Dies werden wir uns in der folgenden Darstellung
zunutze machen, indem wir die Grofenordnung der verschiedenen Terme in den
Resultaten von Sivukhin mit Hilfe der Ersetzung

)
Q-)g

(1.53)
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markieren. § ist dabei ein kleiner Parameter, der am Ende unserer Betrachtun-
gen wieder zu 1 gesetzt werden muf, um die korrekten Werte der physikalischen
GroBen wiederherzustellen. Die Resultate Sivukhins in 1. Ordnung ¢ lauten nun

: E B 1 »2bxVB v

R = ob+s—t _-—<S%XT—5%b><(bx(‘V><b))

v = —Z—eEb+—zyLVb (1.54)
m 2

_ 1

v, = —SUH'UJ_VI)

In diesen Ausdriicken erkennt man diverse wohlbekannte Drift-Effekte (Chen
1974, Wesson 1987), wie die E x B-Drift, die V B-Drift und die Curvature-Drift
(letzter Term in der Gleichung fiir R) Die Terme proportional zu Vb in den
Beschleunigungen v) und o beschreiben den Spiegeleffekt.

Der Liouville-Term wird in diesen Variablen

df df af af . of
+ R+ V)| o Dy + vy o,

G _of .
A ot R (1.55)

Man erkennt, dafi dieser Ausdruck fiir df /dt nicht von der allgemeinen Fokker-
Planck-Form ist (siehe Kapitel 2, Gleichung (2.13)), d. h.

of of ;91 G, 9 . d L
R0R+ I dvy TG, a—R(R7> o <Unf)+aT(vM) . (1.56)

Wie bereits erwihnt, ist aber eine driftkinetische Gleichung in Fokker-Planck-
Form wesentliche Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit unserer numerischen
(Monte-Carlo-) Methode. Diese Form kann aber in gewissen Grenzen wiederherge-
stellt werden, wenn man beachtet, daf ein Faktor 1/v; (Jacobi-Determinante der
Transformation) auf der rechten Seite der transformierten Gleichung auftaucht,
die den Coulomb-Term (1.50) enthéalt (siehe die Transformationsgleichung (1.25)).
Dieser Faktor wiirde auch die Fokker-Planck-Struktur der transformierten rechten
Seite zerstoren, doch liefert eine Multiplikation unserer vollstandigen driftkineti-
schen Gleichung mit v; einen Coulomb-Stofiterm in Fokker-Planck-Form fiir die
rechte Seite und fiir die linke Seite




g 0 .0
le—f—Jrva”afl Loy v i

IR avl
R (1 LR f) a?)u <m v)) 7“) + % (vive f) — OiR (R — b) v f
) (i)l 9 (. a0 g ]
=gz (RI) + 5 (1F) + 5,- (02.7) = 5 (=) ]
9 o /. - .
TR <R f) By (Ull f) E (U_L f) — 0(6)
(1.57)
wobei
(R, vs,t) = s f(R v, 0L, 1) (1.58)

ist (siehe auch Gleichung (1.51) fiir die Transformation der Verteilungsfunktion).
In der obigen Gleichung (1.57) erscheint neben den Drift- und Diffusionstermen in
Fokker-Planck-Form auBerdem ein Quellen- bzw. Senkenterm der Ordnung O(4),
welcher in unseren Anwendungen vernachlissigt werden soll. Diese Naherung mag
zunédchst ungerechtfertigt erscheinen, da dieser Term von derselben Ordnung im
kleinen Parameter ¢ ist wie die Driften in der Guiding-Center-Geschwindigkeit
R. Diese ctwas grobe Vorgehensweise zur Wiederherstellung der Form einer Er-
haltungsgleichung weist auf bekannte inharente Probleme bei der driftkinetischen
Approximation hin (Balescu 1988, Kapitel 1). Durch die spezielle Mittelungspro-
zedur zur Eliminierung der Gyrationswinkelabhangigkeit in der linken Seite der
kinetischen Gleichung (1.14) geht die sogenannte Hamilton-Struktur (Moglich-
keit einer Fokker-Planck-Form) verloren und artifizielle Quellterme treten in Er-
scheinung, obgleich sie in der urspriinglichen Gleichung nicht enthalten waren.
Diese Mittelung entspricht nicht einer Punkttransformation, wie wir sie fiir den
Coulomb-Term benutzten, bei der einem Punkt in den alten Koordinaten ein
Punkt in den neuen zugeordnet wird. Hierbei wird vielmehr ein Punkt in den neu-
en I{oordinaten einem Integral iiber einen Pfad im urspriinglichen Phasenraum
zugeordnet. Balescu gab Methoden fiir die driftkinetische Approximation an, die
die Hamilton-Struktur der kinetischen Gleichung bis zur Ordnung O(§) wieder-
herstellen, indem sogenannte ,natiirliche Guiding-Center-Variablen“ eingefiihrt
werden, die pseudo-kanonischen Transformationen entsprechen. Methoden zur
Herleitung driftkinetischer Gleichungen in Fokker-Planck-Form in beliebiger Ord-
nung in ¢ wurden von Gardner und Weitzner entwickelt (Gardner 1959, Weitzner
1981). Leider lassen die Variablensitze dieser verfeinerten Formalismen nicht die
einfache physikalische Interpretation zu wie die von uns benutzten Variablen R,




v und vy. Auch ist eine Riicktransformation auf R, v und vy nicht bekannt.
Dies verhindert ihre Anwendung in unserer numerischen Methode, die darauf ab-
zielt, Momente der Geschwindigkeitsvariablen v und vy zu berechnen. Aufgrund
der angesprochenen Probleme entschlossen wir uns zur nachtriaglichen Korrek-
tur der driftkinetischen Gleichung durch Vernachléssigung der unphysikalischen
Quellterme (obgleich der Liouville-Term keine inelastischen Prozesse heschreibt,
ist die Teilchenerhaltung im Phasenraum (R, vy, vy) nicht gewédhrleistet!). Eine
ausfiihrlichere Analyse dieser Terme ist in Anhang F gegeben. Dort wird auch
gezeigt, dafl diese Terme in unseren Anwendungen von durchaus vernachlassig-
barer Groflenordnung sein kénnen im Vergleich mit Quellen bzw. Senken wie sie
infolge von lonisationsprozessen auftreten.

1.4 Erweiterung des Transportmodells fir An-
wendungen in Tokamak-Plasmen

FaBt man die Resultate der letzten Abschnitte zusammen, so erhélt man die
folgende driftkinetische Gleichung fiir den Testteilchentransport

af 9 ;i B, D
= = —agp (B - v (vin /) = JoL (v, f)

0 0
__av“ (Ix“ f) a (AL f)

(1.59)

L o 1o ;
3 o 5 (D7) + 5 3 Fordon (Dy. )

1 82 2
+§ amav“ ( L1l f) 2 ovi ? <DLJ‘ f>

Die Zeitableitungen R, ) und v wurden in Gleichung (1.54) definiert, die Koeffi-
zienten K), Ky, Dy, ... in den Gleichungen (1.52). Sie beschreiben das Verhalten
geladener Teilchen unter der Wirkung stationérer elektrischer und magnetischer
Felder und der Coulomb-Wechselwirkung mit einem Fluid-Hintergrundplasma.
Fiir eine realistische Beschreibung der Verunreinigungsionen in Tokamak-Plasmen
ist es aber notwendig, weitere physikalische Prozesse zu beriicksichtigen, die das
Transportverhalten entscheidend mithestimmen:

(i) Anomaler Transport: Als anomalen Transport bezeichnet man einen experi-
mentell beobachteten verstarkten Transport geladener Teilchen in Richtung
senkrecht zum Magnetfeld, der von klassischen und neoklassischen Theo-
rien nicht beschrieben wird (Bohm 1949, Chen 1974). In der klassischen
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(ii)

Theorie (die fiir den Transport in einem Zylinder mafigeblich ist) wird die
Coulomb-Streuung der Teilchen aneinander als Ursache fiir einen radialen
(diffusiven) Transport betrachtet. In der neoklassischen Theorie wird au-
Berdem die Auswirkung der toroidalen Geometrie realer Tokamak-Plasmen
berticksichtigt. Die Moglichkeit von gefangenen Teilchen (Teilchen pendeln
zwischen magnetischen Spiegeln) und zusitzlichen Driften im inhomoge-
nen Torusfeld fiihrt auf einen gegeniiber dem klassischen Resultat erhohten
radialen Transport, wobei {iblicherweise verschiedene Regimes unterschie-
den werden, die unterschiedlicher St6Bigkeit entsprechen (Bananen-Regime,
Plateau-Regime und Pfirsch-Schliiter-Regime in der Reihenfolge zunehmen-
der StoBigkeit). Offensichtlich existieren aber, wie gesagt, noch weitere Me-
chanismen in realen Plasmen, die einen zusatzlichen Transport verursachen,
Der Ursprung dieses verstarkten Transports ist noch nicht vollstandig ge-
klart, und seine theoretische Beschreibung ist verwickelt und Gegenstand
gegenwartiger Untersuchungen (eine etablierte Auffassung ist, die, daf} tur-
bulente elektrische und magnetische Felder den anomalen Transport ver-
ursachen (Fufimann 1992)). Wir beriicksichtigen den anomalen Transport
durch einen zusatzlichen diffusiven Transport im Ortsraum und fithren in
obige Gleichung (1.59) einen Term der Form

ZOR 8RA (7 D1 f) (1.60)

ein. # bezeichnet darin den Einheitsvektor in radialer Richtung. D, ist der
anomale Diffusionskoeffizient, der als freier Modellparameter dient. Er kann
als geeignet gewihlte KKonstante der GroBenordnung ~ 1 m?/s angesetzt
oder als Funktion des Ortes gewihlt werden (zum Beispiel entsprechend
des Alcator-Scalings (Gondhalekar et al. 1979): Dy = 5-10'® m~1s71/n,
mit n. = Elektronendichte in m™). Dieser so eingefiihrte anomale Trans-
port soll iiberdies in gewissen Grenzen den klassischen und neoklassischen
Transport senkrecht zum Magnetfeld in unserem Modell wiederherstellen,
der durch unsere driftkinetische Naherung teilweise verloren ging (siehe
hierzu die speziellen Voraussetzungen in Abschnitt 1.3.2 zur Berechnung
der Koeffizienten des Coulomb-Stofiterms).

lonisations- und Rekombinationsprozesse: Diese Prozesse werden in unse-
rem Formalismus durch Quellen und Senken der Art S?7 fZ bzw. S& f?
beriicksichtigt. 57 und S% sind UbelgangswahlSchemhchkelten pro Zeit-
einheit fiir die Ionisation bzw. Rekombination eines Teilchens der Ladung
Z. Derartige Ladungsdnderungsprozesse fithren auf ein gekoppeltes System
driftkinetischer Gleichung der Form (1.59) fiir die Verteilungsfunktion der
unterschiedlichen Ladungszustiande der Verunreinigungen.

o
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(iii) Andere Teilchenquellen und -senken: Die Effekte von Absorption und/oder
physikalischer Zerstaubung aufgrund von StéBen der Verunreinigungen mit
Tokamak-Wanden sowie Prozesse wie Verunreinigungsinjektion etc. sollen
hier summarisch durch die Quell-Terme Q% und Q7 erfafit werden.

Z Z

Konkrete Ausdriicke fiir die Terme S7 f#, SZ f?, Q% und Q3 werden im Kapi-
tel 3 im Zusammenhang mit unseren praktischen Anwendungen angegeben und

erlautert.
Letztendlich bildet das folgende Gleichungssystem die Basis fiir unsere numeri-

schen Anwendungen:

ar” %) d /. - o /.
o = ar BRI =gy (0F7) = g0 (077

9 (KH fZ> - Jij (KL fZ)

1 0 0? _
3 a7 (D %) + 5 G (Dy. 77)

(1.61)

L& 1 ]
+§ a?)la'v“ (DJ-” fZ) + § ﬁ (DJ_ L /Z>

A A 77
+ZE)R8RA itk Dy f7)
_$7 f7 4 571 f-1 _ SZ 7 4 GZ+1 f741
+Q% — Q7
1.5 Anmerkungen zum Modell-Coulomb-Term

1.5.1 Die Thermokraft

Als Thermokrafte werden gemeinhin Kraftterme in den fluidtheoretischen Im-
pulsgleichungen bezeichnet, die proportional zu den Temperaturgradienten der
wechselwirkenden Partikel sind. Ein Ausdruck fiir die Thermokraft, die eine zeit-
liche Anderung des mittleren Impulses < v > der Verunreinigungen parallel zu
den Magnetfeldlinien bewirkt, wurde von Neuhauser et al. angegeben (Neuhauser

et al. 1984)

0 <vy> _ "~ df(v,1) .
m——— = m/ v dv =Bz V[T, . (1.62)

o
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Darin ist 7}, die Temperatur der Hintergrundionenspezies, mit der die Verunrei-
nigungen der Ladung Z wechselwirken. Der Koeffizient der Thermokraft lautet

] L— =527 (1.1 45 — 0.35 1%/%)
Pz =~ 26 —2p+5.4p2

worin g = m/(m 4+ my) ist. Dieser Koeffizient ergibt sich fiir den Sonder-
fall, da die Verunreinigungen in nur geringer Konzentration im Deuterium-
Elektronen-Plasma vorhanden sind (Testfluidmodell), aus allgemeineren Aus-
driicken, die von Chapman und Cowling fiir ein mehrkomponentiges Plasma in
der Fluidnédherung abgeleitet wurden (Chapman und Cowling 1960, Kapitel 9).
Wie in Abschnitt 1.3.2 erldutert, beriicksichtigen wir in unserem Testteilchen-
modell die Inhomogenitéten in der Hintergrundtemperatur durch Zusatzterme in
den Trubnikov-Potentialen (1.44), was zu entsprechenden Erweiterungen in den
Drift- und Diffusionskoeffizienten (1.52) fithrte. Daf} iiberhaupt in unserem Mo-
dell explizit die makroskopische Grofie Hintergrundtemperatur auftaucht, liegt
an unserem Hybrid-Konzept, in dem das Hintergrundplasma in der Fluidnéhe-
rung und die Verunreinigungen in einem kinetischem Modell betrachtet werden.
Der obige Kraftterm (1.62) aber basiert auf einem Fluidmodell, in dem auch fiir
die Verteilungsfunktion der Verunreinigungen eine Maxwell-Verteilung mit klei-
ner Storung angesetzt wird. Trotzdem wurde die Thermokraft (1.62) oftmals in
Monte-Carlo-Algorithmen fiir den Verunreingungstransport verwendet, die auf
demselben Hybrid-Konzept fuflen wie der unsrige (Stangeby 1992, Takizuka und
Shimizu 1994, Kogler 1997). In diesen Rechnungen wird die obige Thermokraft
durch eine Einteilchen-Drifthewegung

(1.63)

?

av” - 0 <y > _ Bz

o~ ot T om
entlang der Magnetfeldlinien berticksichtigt. Dies stellt aber nach eben gesag-
tem eine Inkonsistenz dar, denn bei dieser Vorgehensweise wird fiir die Kraft,
die auf ein einzelnes Verunreinigungsteilchen wirkt, die mittlere Kraft, die auf
ein anndhernd maxwellsches Ensemble wirkt, angesetzt. Es wird also implizit
eine Annahme {iber die zu berechnende Verteilungsfunktion der Verunreinigun-
gen gemacht. Insbesondere ist die Thermokraft in der kinetischen Betrachtung
ein Effekt, der stark von der Relativgeschwindigkeit der Wechselwirkungspart-
ner abhingt (Rutherfordsche Streuformel fiir die Coulomb-Wechselwirkung). So
fithrt der Temperaturgradient V)7, in unserem Modell zu einer Einteilchen-
Driftbewegung der Form

/2 ’,2
Oy _ (14 ) ancy (% 61(x) + 2% (blm) . (1.65)

V1 (1.64)

ot my X2 X
Die rechte Seite ist dabei der zu V|T} proportionale Anteil des Driftkoeffizienten
K aus Gleichung (1.52), wobei

29




AN AN mp 3 16m2ei Ty,
A=A 28  a= | o Wy Ty . (1.66
" “ 2T, ! bf Z4)\e4 mh“ 4o ( )

et m?

Dies kann auch in einer zu (1.64) analogen Form geschrieben werden

()U“ ﬁz( ) ;

T 1.67
ot m Virls ( )
mit

> C Xf 1 é1(v)
j - <1 ﬂ) an S (N X
Bz(x) o) mal T\ Loy (x) + 7y
(1.68)

B my\ 3 72 2\ 2
- (HE) 5 73 i (1—2xf) e

Man erkennt, daB der Koeffizient 8 sowohl vom Betrag wie auch von der
Richtung der Relativgeschwindigkeit x abhéngt. In Abbildung 1.1 zeigen wir
einen Vergleich des fluidtheoretischen Koeffizienten 7 mit dem geschwindig-
keitsabhangigen Koeflizienten ﬁz(X) unseres kinetischen Modells fiir das Mas-
senverhéltnis m/m, = 10 der Verunreinigungs- und der Hintergrundionen sowie
verschiedene Ladungszahlen Z der Verunreinigungen (Z; ist gleich 1). Die durch-
gezogenen Linien stellen die beiden Grenzfille von 3 z(x) dar (x) = x und x) = 0,
Relativgeschwindigkeit parallel bzw. senkrecht zum magnetischen Feld), die ge-
strichelten Linien den Koeffizienten 7. Fiir alle Ladungszahlen ergibt sich dassel-
be Bild, dafl der geschwindigkeitsunabhéngige Koeffizient 8z bereits fiir Werte der
normierten Relativgeschwindigkeit v um 1 vollig falsch ist, da sich das Vorzeichen
nicht dandert. Dies entspricht aber einer fiir Tokamak-Plasmen recht iiblichen Si-
tuation, in der die Relativgeschwindigkeit in der Gréfenordnung der thermischen
Geschwindigkeit der Hintergrundionen liegt. Auch auf hochenergetische Verun-
reinigungen wirkt bei Verwendung der Thermokraft aus der Fluidndherung eine
Beschleunigung, obgleich der korrekte kinetische Ansatz das Verschwinden der
Thermokraft liefert. Insgesamt fithrt die Naherung (1.64) fitr den Teilchentrans-
port im kinetischen Modell zu einer starken Uberschitzung der auf die Verunrei-
nigungen in Richtung des Temperaturgradienten wirkenden Thermokraft.

Zur weiteren Verdeutlichung der Zusammenhénge zwischen dem fluidtheoreti-
schen Thermokraftkoeffizienten und der Einteilchenkréfte im kinetischen Modell
zeigen wir nun, wie sich der Koeffizient 7 ndherungsweise aus unserem driftkine-
tischen Modell-Coulomb-Term ableiten 1a3t. Die Driftterme des Coulomb-Terms
fithren zu folgender Kraft (parallel B), die von der gestérten Hintergrundionen-
verteilung auf ein einzelnes Verunreinigungsteilchen ausgetibt wird
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Abbildung 1.1: Vergleich der Koeffizienten 7 und /EZ(X) der Thermokraft im
Fluidmodell (gestrichelte Linien) bzw. im kinetischen Modell (durchgezogene Li-
nien) fiir die Ladungszahlen 7 = 1,2,3,4,5,10. 7, ist gleich 1. Gezeigt werden
fiir 3 2(x) die Grenzfélle v = x (untere durchgezogene Linien) und xjj = 0 (obere
durchgezogene Linien).
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0 : :
m% =mhj=m (1 + %> gjl . (1.69)

Fiir unsere Betrachtungen beschrianken wir uns hier auf den Anteil, der durch die
ungestorte Hintergrund-Maxwell-Verteilung und der Stérung proportional zum
Gradienten VT, hervorgerufen wird

m% =m <1—|— ) Ao [l /\“ ¢1( )+ Cy \L $1(x) . (1.70)
ot ms X% X

%( )+ G

Geméf der Definitionen von ¢0( ) und ¢y (x ) folgt

01?” m o (X)) (1 o 1 , . o 2 )
it = (1) Aot (3 (S900 -5 000) 6 (1-24f) 1w
(1.71)

Um die (lineare) Thermokraft auf das Ensemble der Testteilchen (Verunreinigun-
gen) zu berechnen, miissen wir eine Annahme tiber deren Verteilungsfunktion f

machen und das Integral

F=[m=l “ f(v)dv ~ 87 VT, (1.72)

berechnen, wobei wir nur Terme in erster Ordnung in V|T; beriicksichtigen. Der
in der letzten Gleichung definierte Koeffizient 7 sollte im Idealfall mit dem Ko-
effizienten 3 iibereinstimmen. Fiir eine vollstindige Ubereinstimmung sollten
wir aber denselben approximativen Coulomb-Stofiterm und die gleichen Ansétze
fiir die Verteilungsfunktionen beider lonenspezies verwenden, die Chapman und
Cowling benutzten. Diese Informationen sind jedoch in ihrer Ableitung in sehr
verwickelter Weise in einem umfangreichen Formalismus versteckt, wobei zudem
andere als die von uns verwendeten Anséitze benutzt wurden. So wird dort der
Coulomb-Stoterm - wie in der magnetohydrodynamischen Theorie tiblich - un-
ter Ausnutzung kleiner Massenverhdltnisse vereinfacht und gewisse Parameter
der Verteilungsfunktionen durch Laguerre-Sonine-Polynome dargestellt (wir be-
nutzen irreduzible tensorielle Hermite-Polynome zur Darstellung der Verteilungs-
funktion selbst). Der Einfachheit halber verwenden wir hier einen plausiblen An-
satz fiir die Verteilungsfunktion der Verunreinigungen, der in etwa die Annahmen
wiederspiegelt, die in die Theorie von Chapman und Cowling eingingen.

Auch fiir die Verunreinigungen wird dabei eine Maxwell-Verteilung angenommen
mit einer Storung infolge einer Temperaturinhomogenitat. Wir nehmen an, daf}
die Verunreinigungen dieselbe Temperatur und Stréomungsgeschwindigkeit besit-
zen wie die Hintergrundionen, und fiir Massen m grofier oder gleich der Hauptio-
nenmasse my, soll ihre Verteilungsfunktion dieselbe Struktur besitzen wie die der
Hauptionen, d. h.




- Q o2 . 4 o~ .~ = -

FR)=—pe (1= Ciiy (287 = 5)) (1.73)
wobei

~ m . . a

a = o, X:C\‘(U—Ub):‘&x (1.74)
ist.
Fiir den Fall, dafl m < my, soll die Ersetzung

ZE ,
Cy — Z_g Cy (1.75)

gelten, die ndherungsweise die Modifikation erfaBt, die sich aufgrund des kleinen
Massenverhaltnisses ergibt. Dies entspricht der Abhangigkeit von den Ladungen
der Wechselwirkungspartner, wie sie auch in der Elektronen-Verteilungsfunktion
fiir ein zweikomponentiges Plasma auftritt (Balescu 1988). Um zwischen den bei-
den Grenzféllen sehr kleiner und sehr grofer Massen m zu interpolieren, verwen-
den wir den einfachen Ansatz

. 5'3 -3 sz ~ ~2 ’ ;
J‘(X)Zme M- N+(1—H)ﬁ Crx)(2¥° = 5) (1.76)

mit g =m/(m +my).

Die zu V|| T} proportionale Kraft ' aus Gleichung (1.72) setzt sich dann zusam-
men aus den Anteilen Fi, der die Kraftwirkung der ungestorten Hintergrund-
Maxwell-Verteilung auf die Storung in der Verteilung der Verunreinigungen er-
fafit, und Fy, der Kraft, die von der Hintergrundstérung auf die ungestorte Ver-
teilung der Verunreinigungen ausgeiibt wird.




Fiir diese Anteile folgt gemafl (1.71), (1.72) und (1.76)

] Z2
Fi = —m <1 + 77_7) 37N a? Ch </l + (1 —p) —b) X
My Z
| (1 - Lao) v 28— 5) e d
>(/__ —® (v)— —= d(y 2y —=50) e N d
3 myp z N Zl?
yp ( - ) Zb2 h” V“ I (Ll -+ ( ,Ll) 2 X
2m +1

7 o i ( A2 / ;
/ <3 V2o (3— \) -5 <9\>) cos) x (L.77)
a9 Q a3 o a3

X (2 N 5) e ¥ dy dcost) dy

my\ 22 . Z2
= — <1 +—) -Z? || V”Tb (,LL-}— (l —;L) Zz) X

f , . 52 ' -2
x /(Sm (9\) E \<I>(9\>) (2% —5) e dy
2 a o « «

Fa = m (1 + ﬂ) A O / (1 — 2xﬁ> <I>l(,x') eV dx

my

3 my\ 22
= = (1 -+ W) Z2 h|| V“Tb X

27 +1

+1 co
X///(l—sz/\” cosv)\ @(
0-10
\~> e dy

my\ Z2 ya 2 a®
= 3 <1+ b) Z2 /m” V”Tb / (1 — § 2 \/2> (I) (
(1.78)

Die Terme F; und F, wurden von uns numerisch ausgewertet und der sich erge-
bende Koeffizient 85 mit dem Koeffizienten 85 verglichen. Abbildung 1.2 zeigt die
Thermokraftkoeffizienten 3z (nach Neuhauser et al., Gleichung (1.63)) und [;Z
(Ergebnis unserer Ableitung durch Integration kinetischer Grofien) in Abhingig-
keit des Massenverhéltnisses p1 = m/(m—+my). Fiiv m > my (@ > 0.5) ist die Uber-
einstimmung sehr gut, inshesondere fiir Z = 1. Fiir den Fall m < m; (1 < 0.5) ist

) e X dy deosd dy

D:ID

Dz]D
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die Ubereinstimmung erst bei hoheren Ladungszahlen befriedigend. Trotz gewis-
ser Abweichungen der auf verschiedenen Wegen abgeleiteten Thermokraftkoeffizi-
enten, zeigt der Vergleich, daff unser Modell-Coulomb-Term beim Ubergang zu ei-
ner Betrachtung der Verunreinigungen im Testfluidmodell im wesentlichen gleiche
Resultate liefert. Eine bessere Ubereinstimmung wire zu erwarten, wiirde man
unseren ad-hoc-Ansatz fiir die Verteilungsfunktion der Verunreinigungen durch
eine strengere Betrachtung ersetzen. Doch liefert bereits diese einfache Naherung
eine erfreuliche Bestétigung fiir die Richtigkeit unseres Modells, indem sie den
Briickenschlag zwischen verschiedenen theoretischen Ansatzen demonstriert.

4

3

B4
o
B2
o
B3

~5 -10
-2
-3 -10 -20
—4
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
" 1 u
300
40 50
200
40
20
20 100
S o / £ o /| & 0 d
-20 -100
-20
~40
—200
40 -60
—300
0.0 0.5 1.0 0.0 05 1.0 0.0 0.5 1.0
I Iz 7

Abbildung 1.2: Vergleich der fluidtheoretischen Thermokraftkoeffizienten ()
und fz(p) nach Neuhauser et al. (durchgezogene Linien) bzw. nach unserem
Modell (gestrichelte Linien) in Abhéngigkeit von u = m/(m + my) und fir die
Ladungszahlen Z = 1,2,3,4,5,10. Z, ist hier gleich 1.

1.5.2 Limits fiir die rAumlichen Inhomogenititen der Hin-
tergrundverteilung
Die Wahl von Maxwell-Verteilungen mit kleiner Stérung (Gleichung (1.15) fiir

die Verteilungsfunktionen der Plasmateilchen erlaubt die Integration der kine-
tischen Gleichungen und den Ubergang zur fluidtheoretischen Beschreibung des




Plasmas. Dabei wird an die Stérung, die als proportional zu den rdumlichen In-
homogenitiaten makroskopischer Groflen wie Temperatur, mittlere Stromungsge-
schwindigkeit etc. angenommen wird, die Forderung gestellt, daf} sie betragsméafig
viel kleiner als 1 ist. Dies ist gleichbedeutend damit, daf die charakteristischen
Langen, auf denen sich die makroskopischen Parameter andern, viel grofier sind
als die mittlere freie Weglange fiir die Coulomb-Wechselwirkung der Plasmateil-
chen, und somit die Voraussetzung eines lokalen Gleichgewichts erfiillt ist. Die
Frage jedoch, ob eine zwar kleine Storung nicht bereits aus dem Giiltigkeitsbe-
reich des Fluidmodells herausfiihrt, wird dabei meistens nicht beantwortet.

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, wie sich aus unserem Modell-Coulomb-
Term (1.50), der die Coulomb-Kraftwirkung von Hintergrundionen, die einer Ver-
teilung der Form (1.28) gehorchen, auf Testteilchen beschreibt, quantitative Li-
mits fiir die von uns berticksichtigte Stérung (1.29) der Hintergrundverteilungs-
funktion ableiten lassen. Sie ergeben sich aus der Notwendigkeit eines positiv
semidefiniten Diffusionstensors. Ein Diffusionstensor, der diese Forderung nicht
erftillt, liefe die unphysikalische Situation auftreten, dafi die Verteilungsfunkti-
on negativ wiirde, also eine negative Wahrscheinlichkeit auftrate. Um dies zu
begriinden gehen wir von der folgenden driftkinetischen Gleichung aus

f%(v) B o ;. 5 o
ot - _%ﬂ (Ix“ ! (v)) = Jos (fu ! (v))
1 o2 ) - 3 |
2 ézﬁ (DI[H fZ(U)) + 3 Do (DHL fZ(v)> (1.79)
1o ) - T
"2 90,0y (D7) +5 ot (DLs 7))

die als Sonderfall der Gleichung (1.61) den Transport von Testteilchen der Ladung
Z unter alleiniger Wirkung der Coulomb-Wechselwirkung mit den Hintergrundio-
nen beschreibt. Wir stellen uns nun eine Situation vor, in der die Verteilungsfunk-
tion fZ(v) an einem Punkt v = vy gleich Null ist (lokales Minimum). Dann gilt

fiir kleine |v — o), dafBl

= 1 9% f7(v)

fZUN— e v; — Vo) (v — vor) >0 1.80

(v) 5 ZZA: udor |y ( 0i) (Vi — vor) (1.80)

und der Tensor 9% (v)/dv; avklv v somit positiv definit ist (die Indizes ¢ und
=vo

k stehen hier fiir || bzw. L). Betrachtet man die driftkinetische Gleichung (1.79)

an der Stelle v = vy, so erhédlt man
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01 (v)
ot

(1.81)

V=0 ik
Damit sz(v)/at‘v » > 0 ist, muB der Diffusionstensor D;; positiv semidefinit
=vo

sein. Wire er es nicht, so ist der Fall 9f%(v)/ at‘v o, < 0 moglich, was bedeutete,
=vo

daB die Wahrscheinlichkeitsdichte f#(v) am Ort v — vy negativ werden wiirde.
Dafl der Diffusionstensor positiv semidefinit sein muf, ist gleichbedeutend mit
der Forderung, daf} seine Determinante fiir alle v groBer oder gleich Null ist. Mit
diesem Kriterium werden nun die Storanteile C; und C, des Diffusionstensors
(siehe Gleichungen (B.5) und (B.6))) untersucht. Zunéchst wird die Determinante

det[Co —+ Cyl Cl] = a1 + b1 C’l + C1 6'12 (182)

betrachtet. Die Koeffizienten a1, b; und ¢; sind

4 = %'(x) ¢0(/X)
A (o BolX) ('wi(/\/)_dn(x)))
b= A (m) 4 () G (1.83)

Pi(x) 's/n(x)) et (uém B dn(x))g

2

X'” " (
. = —'l/) X p

Y2 1) X X\ Y2 X x>

X
Der Ausdruck (1.82) stellt (bis auf einen numerischen Vorfaktor) die Determi-
nante des Diffusionstensors dar, falls nur die Temperaturinhomogenitét des Hin-
tergrundplasmas beriicksichtigt wird (C'y ~ VT}). Die Ungleichung a;y + by Cy +
¢; CF > 0 wurde von uns numerisch ausgewertet, um die Wertebereiche des Ko-
effizienten C'; zu ermitteln, in denen der Diffusionstensor positiv semidefinit ist.
Dies liefert auch Ober- bzw. Untergrenzen fiir die Gradientenldnge Ty, /¥ T5.
Ty 6 72 6(2) /TZ” Tb2 1 (1 84)
VT Jroet AZin, O '
In Abbildung 1.3 sind die Obergrenzen (gestrichelte Linien) und Untergrenzen
(durchgezogene Linien) des Kehrwertes 1/C; in Abhangigkeit der normierten
Relativgeschwindigkeit x fiir zehn verschiedene Richtungen von x (x)/x = cos?,
costd = 0,7/9,2n/9,...,7) zu sehen. Die Kurvenschar {iberdeckt den Bereich,
in dem der Diffusionstensor des Coulomb-Terms nicht positiv definit und somit,
nach unserem Kriterium, die Fluidndherung fiir die Hintergrundteilchen nicht

giiltig ist.




1/C1

Abbildung 1.3: Untergrenzen (durchgezogene Linien) und Obergrenzen (gestri-
chelte Linien) fiir den Kehrwert 1/C fiir verschiedene Richtungen von x ()/x =
0,7/9,2r/9,...,m). Im Bereich zwischen den Einhiillenden dieser Kurven ist der
13-Momente-Fluidansatz fiir die Hintergrundverteilung nicht giiltig.

Die Abbildung 1.3 zeigt auch, daf} der Fluid-Ansatz fiir die Hintergrundteilchen
nur giiltig ist, falls die Gradientenlénge Ly, = T,/|VT3| folgende Bedingung
erfiillt
Ty ; , &y T} _
Lyy= —e > L7 » 4.0 10 — 1.85

Ty IVHTIJI = My )\ZZ} ne ) ( ‘))
da nur dann der Diffusionstensor fiir alle Werte von y positiv definit ist?. (Beispiel:
Fp = 1.0/0.5657, X = 13.5, Z, = 1, T, = 1.6022 - 10717 J (= 100.0eV), ny =
1-10¥m™ — Ly, > 134m).

2Es ist anzumerken, daf8 diese Aussage auch iiber unser Testteilchenmodell hinaus Giiltig-
keit besitzt, da der von uns betrachtete Coulomb-Term (im Rahmen unserer Niherungen) in
unverdnderter Form auch in einem Modell fiir das Gesamtplasma auftrate.
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Eine analoge Betrachtung wird nun fiir die Determinante

det[Co + Cy Co] = ag + by Cy + co CF (1.86)

mit

@ o= o)L

b= (1-32) w0 B g (1220} iy 0
( X X X

+( \—2) wl(y) Pl
X

X

/

AN 00 BV a(\)
Gy = <1—3\,g> 7[’2(/\')7,\ 6(1—3 “) (l— \”) €b2(/\) (\

2
X )

i

—36

/\||/\L (%/’;(\) _ ¢’2(X))2
X X X’

(1.87)
durchgefiihrt.
Dies ist die Determinante des Diffusionstensors fiir den Fall, daf nur die Inhomo-
genitdt in der Stromungsgeschwindigkeit v, der Hintergrundteilchen berticksich-
tigt wird. Wieder definieren wir eine charakteristische Lange durch

Vi 3 wiel mTE o1
il = T e - (1.88)
BV”vb” — Vo, \/7_r e /\Zb ny Cy
(v, = 4/2T3/my, ist die thermische Geschwindigkeit der Hintergrundteilchen.)

und bestimmten den Wertebereich von 'y, in dem der Fluid-Ansatz fiir die Hin-
tergrundteilchen moglich ist.

Die Abbildung 1.4 zeigt die Unter- und Obergrenzen des Kehrwertes 1/Cy fiir
zehn verschiedene Richtungen von x (x)/x = cos?, cost) = 0,7/9,2mw/9,...m).
Die Kurvenschar iiberdeckt den Bereich, in dem der Diffusionstensor des
Coulomb-Terms nicht positiv definit ist.

Auch dabei 18t sich wieder eine Minimalbedingung formulieren

Uth min . 77“ Tb
= B Vol > LM 2.7 10% NG (1.89)

(Beispiel: iy = 1.0/(1.2 + 0 8485 Z; 1), A = 13.5, Z, = 1, Ty, = 1.602 - 1077 J (=
100.0eV), np = 1-10¥m=2 — L,, > 25m).
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Abbildung 1.4: Untergrenzen (durchgezogene Linien) und Obergrenzen (gestri-
chelte Linien) fiir den Kehrwert 1/, fiir verschiedene Richtungen von x (x)/x =
0,7/9,2r/9,...,m). Im Bereich zwischen den Einhiillenden dieser Kurven ist der
13-Momente-Fluidansatz fiir die Hintergrundverteilung nicht giiltig.
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Kapitel 2

Numerische Losung einer
Fokker-Planck-Gleichung durch
Monte-Carlo-Simulation

2.1 Die Chapman-Kolmogorov-Differentialglei-
chung fiir Markov-Prozesse

In diesem Abschnitt sollen einige Grundtatsachen aus der Theorie der Markov-
schen Prozesse zusammengestellt werden. Die Darstellung orientiert sich dabei
weitgehend an den Ausfithrungen von Gardiner (Gardiner 1985) und der dort
verwendeten Notation. Fiir eine prazisere Grundlegung der mathematischen De-
tails sei auf die Monographien von Arnold, Van Kampen und Feller verwiesen
(Arnold 1973, Van Kampen 1981, Feller 1971).

Als stochastischer Prozefl soll ein System bezeichnet werden, welches durch ei-
ne zeitabhéngige Zufallsvariable X (¢) charakterisiert ist. Diese Zufallsvariable
kann die moglichen Werte @1, @,, @3, ... etc. zu den Zeitpunkten ¢y, ¢, i3, ...
annehmen. Es wird angenommen, daf} ein Satz von Wahrscheinlichkeitsdichten

])(wl,tl;iug,fg;mg,t;g;...) (21)

existiert, der das System vollstandig beschreibt, d. h., daBl die Wahrscheinlichkeit
daftr, dafl die Zufallsvariable zur Zeit ¢; einen Wert zwischen @ und @ -+ da;,
zur Zeit t5 einen Wert zwischen &, und @y + day usw. besitzt, durch

pl@y, t1; g, to; @3, ts;. . .) doey dey das . .. (2.2)

gegeben ist.
Weiterhin seien bedingte Wahrscheinlichkeiten definiert durch
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Pl t @, lo; ... |y1>tl1§y2at;§ L) =

= p(@r, i @a, bo; Y L Yon oy )/ P(Y1 L Yo ;)
(2.3)

wobei hier wie im weiteren als Konvention die Zeitordnung

>ty > > >t > (2.4)

vorausgesetzt wird.
Ein Markov-Proze wird nun iiber bedingte Wahrscheinlichkeitsdichten definiert.

Fir ihn soll gelten

! 1 ’
])(wl’t1;w2>t2;'"Iylatl;y%t?;'") :p(whtl;w??t?;'"|y17t1) . (25)

Geméf oben eingefiihrter Zeitordnung bedeutet dies, daf die durch vorherge-
hende Ereignisse bedingte Entwicklung des stochastischen Prozesses zu den Zeit-
punkten ¢y, 15, ... nur vom jiingsten Ereignis zur Zeit #; abhingt. Die Markov-
Annahme (2.5) 148t es zu, daf eine beliebige Wahrscheinlichkeitsdichte der Form
(2.1) durch ein Produkt einfacher bedingter Wahrscheinlichkeitsdichten (Uber-

gangswahrscheinlichkeiten) ausgedriickt werden kann.

pl@1t; ®o,to; @3, 1503 @y b)) =
(2.6)
= ])(wl,tl‘w%tz)p(wg,tglwg, f3) P p(wn_l,tn_1|wn,tn)

Die beiden folgenden Gleichungen besitzen nun allgemeine Giiltigkeit fiir alle

stochastischen Prozesse.
p(wl,tl) = /])(wl,tl;w27t2> (lCBQ

= /p(wlatl[w%t‘z)p(wg,tQ)(12132

plaey, ty|es, ts) = /P(wbtl;332>7f2|f133,t3)(15132

= /‘])(yiﬂl, tl [iUQ, tg, T3, t3) ])(iB2, t2|az3, fg) (liEz

Verwendet man in der zweiten Gleichung die Markov-Annahme (2.5), so ergibt
sich die Chapman-IKolmogorov-Gleichung
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])(wl,tl'wg,tg) = /])(2131,tllwz,tg)p(ﬂlg,t2|a}3,t3) (liUQ . (28)

Die Chapman-Kolmogorov-Gleichung kann unter gewissen Bedingungen zu ei-
ner Differentialgleichung umgeformt werden, und zwar soll fiir die nachfolgenden
Grenzprozesse fir alle € > 0 gelten:

(i)

1
— — W
L&m A7 ple,t + At|z,t) = W(x|z, 1) (2.9)

gleichméaBig konvergent bzgl. @, z und ¢ fiv | — 2| > ¢
(i)

1 .
Zgl_l_;lo E' /[ (v;— zi)p(®,t + At|z,t) de = Ai(2,1)+ O(e)  (2.10)
r—zl<e

gleichmafig konvergent bzgl. z, ¢ und t;

(iii)
1 .
Alglo Y / (x; — zi)(zp — zi) p(@, t + At|z,t) de = Dy, (z,t) + O(e)
|z—z|<e
(2.11)

gleichméafig konvergent bzgl. z, ¢ und ¢.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so 1aBt sich zeigen (Gardiner 1985), daf} die
Chapman-IKolmogorov-Differentialgleichung gilt

d
Ep(zaﬂyv _Z 0~1 ( z t ]) z f|y’ ))

L O
3 2 G

(D.,:k(z, ll) ])(2, tlya tl)>

+/ (W (zle, t) pl@, tly, 1) — W(@|2,0) p(z, 1]y, 1) de

(2. 1")
Je nach Art der Koeffizienten ergeben sich hieraus verschiedene Grundgleichun-
gen stochastischer Prozesse. Fiir A; = Dy, = 0 folgt die Master-Gleichung, die
Sprungprozesse beschreibt. Fiir W = 0 die Fokker-Planck-Gleichung (Diffusions-
prozesse) und fiir W = Dy, = 0 die Liouville-Gleichung (deterministische Prozes-
se). (Die Benennungen unterscheiden sich in der Theorie stochastischer Prozesse
von den in der Plasmaphysik {iblichen!)
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2.2 Fokker-Planck-Gleichung und stochastische
Differentialgleichungen |

Fir W = 0 wird die Chapman-IKolmogorov-Differentialgleichung (2.12) zur
Fokker-Planck-Gleichung

2, ' s, , :
5P (= tlyt) = _2;3025 (Ai(z,1) p(=, 1]y, 1))
) (2.13)
1 ) :
+§ %: D2rdor (Dik(z,t) p(z,ty,t ))

Der Vektor A(z,t) wird Driftvektor und die (positiv semidefinite und symmetri-
sche) Matrix D(z,t) Diffusionsmatrix genannt. Den zugehorigen stochastischen
Prozef bezeichnet man als DiffusionsprozeB. Er kann folgendermaflen veranschau-
licht werden: Unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung

p(=,tly,1) = 8(z — y) (2.14)

erhélt man fiir ein kleines Zeitintervall A¢ unter Vernachlassigung hoherer Terme
in At (Gardiner 1985)
Pz, 0+ Ay, £) = (2m) 22 (det[D(z, 1))/ (A1) 2

12—y — Ay, ) AT [D(y. )] [z — y — A(y,t) Al]
Xexp 5 A

(2.15)
L ist hier die Dimension des Zufallsvektors Y (¢). Die Wahrscheinlichkeits-
dichte nach einer Zeit At ist also durch eine Gaufverteilung mit Mittelwert
y+ A(y,t) At und Kovarianzmatrix D(y,t) At gegeben. Dies bedeutet, daf} sich
die Anderung der Zufallsvariablen Y (t) zusammensetzt aus einer systematischen
Drift mit Geschwindigkeit A(y,?) und einer Gauflschen Fluktuation mit Kovari-
anz D(y,t) At, was auch geschrieben werden kann als

y(t+At) = y(t) + A(y(t), 1) At + £(t) (AD)' /2. (2.16)

£(t) ist dabei ein stochastischer Term mit Mittelwert 0 und Kovarianz D(y(t),1).
Die Untersuchung solcher stochastischer Bewegungen mit diffusivem Anteil
£(t) (At)Y/? fithrte zum Konzept der stochastischen Differentialgleichungen und
der stochastischen Integration. Die Entwicklung der zugehorigen Theorie kann
auf unterschiedliche Weise erfolgen, zumeist kommt das von Ito vorgeschlagene
Kalkil zur Anwendung (Arnold 1973).
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Die stochastische Differentialgleichung fiir ein System, das sich gemaff Gleichung
(2.16) entwickelt, wird definiert durch

dy = A(y,t)dt + B(y,t)dW(t) . (2.17)

Darin ist dW (¢) das Inkrement eines L-dimensionalen Wiener-Prozesses. Der
Wiener-Prozef} entspricht der speziellen Fokker-Planck-Gleichung

a 2
ap(w t]’u)o,fo Z Dw 2]) w t[wO,lLo) . (218)

Es ist nun so, daf die obige stochashsche Differentialgleichung (mit der Anfangs-
bedingung y = y, fiir ¢t = 1) in Aquivalenter Weise denselben stochastischen
Prozef beschreibt wie die Fokker-Planck-Gleichung

d
57 Yo, o) = _Za/z ) p(y, t|yo, to))

92
+% Z By?ayk ((Bly,)B" (y,t))ix p(y: Uyo, to))

(2.19)
Wiirde man eine grofie Zahl von Trajektorien der Zufallsvariablen Y (¢) verfolgen
(sie seien mit Y'1(¢), Ya(?), ... bezeichnet), ergébe sich eine Verteilung der Werte
von Y(t), Yi(t), ... im Konfigurationsraum, die der Losung p(y,t|yy,to) von
Gleichung (2.19) entspricht und umgekehrt.
Betrachtet man y = y, fiir ¢t = ¢, als sicheres Ereignis, so ist p(y, t|yo, to) = p(y, 1)
und Gleichung (2.19) wird zu

m]) y, = _Z an p(y,t))
(2.20)

- Z aJ,aJ;, ( (y,1)B (3, 1)) p(y, 1))

Gleichungen dieses Typs smd héufig in der kinetischen Theorie von Plasmen an-
zutreffen, wie in Kapitel 1 besprochen wurde. Methoden zur numerischen Losung
dieser Gleichung bilden den Gegenstand der néachsten Abschnitte.

2.3 Die numerische Methode I: Fokker-Planck-
Gleichung und Master-Gleichung

Das oben gesagte {iber den Zusammenhang zwischen den Trajektorien eines sto-
chastischen Prozesses, die durch stochastische Differentialgleichungen der Form
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(2.17) beschrieben werden, und der korrespondierenden Fokker-Planck-Gleichung
(2.20) legt es nahe, die numerische [Konstruktion von Trajektorien zur ndherungs-
weisen Losung einer Fokker-Planck-Gleichung zu nutzen. Ein solcher Losungsal-
gorithmus ist mit einem Computer einfach zu realisieren (I{loeden, Platen und
Schurz 1994, Reiser 1996). Man bedient sich einer statistisch représentativen
Zahl von Simulationsteilchen, die zur Startzeit ¢, am Ort y, lokalisiert seien
(p(y,to) = 6(y — y,)) und andert ihre Koordinaten in diskreten Schritten

Ay = A(y, 1) At + B(y,t) AW . (2.21)

Die praktische Realisierung eines Inkrements AW; wird dabei erreicht durch

AW = (A) Py, (2.22)

wobei g, eine gauBverteilte Zufallszahl mit Mittelwert 0 und Varianz 1
bezeichnet!. Die Konstruktion wird so lange mit geniigend kleinem Zeitschritt
At durchgefiihrt, bis ein interessierender Zeitpunkt ¢ erreicht ist. Der zugrunde-
liegende Konfigurationsraum fiir die Zufallsvariable Y (#) wird in ein feines Netz
unterteilt, und ein abschlieendes Durchzidhlen in diesem Netz liefert eine Nédhe-
rung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte p(y, |y, to):

7.
(Y g, o) A i (2.24)
»ry, y07 4] A‘/Z [\f )

wobei N;/N die relative Haufigkeit der N Simulationsteilchen im Teilvolumen
AV; bezeichnet. Diese Vorgehensweise kann als Analogon des Euler-Verfahrens
fiir gewoShnliche Differentialgleichungen angesehen werden.

Zur Differenzengleichung (2.21) ist aber anzumerken, daf§ sie im Grunde nicht
mehr einen Diffusionsprozefl beschreibt, wie es die stochastische Differentialglei-
chung (2.17) tut. Die Trajektorien eines Diffusionsprozesses besitzen namlich die
Figenschaft, zwar {iberall stetig, jedoch nirgends differenzierbar zu sein (Gardiner
1985). Die fiir den numerischen Algorithmus notwendigerweise diskreten Schrit-
te entsprechen eigentlich einem Sprungprozefl mit Pfadstiicken zeitlicher IXon-
stanz und sprunghaften Anderungen, womit der Algorithmus also eine Master-
Gleichung 16sen wiirde. Es 148t sich aber zeigen, daff die angegebene Konstruktion

'Die Loésung des Wiener-Prozesses (2.18) in einer Dimension (L = 1) fiir einen kleinen
Zeitschritt A¢ lautet fiir die Anfangsbedingung p(w,t|wg,t) = 6(w — wp) (siche Gleichung
(2.15))

1 w—1wg)?
plw, t + Atlwg, t) = Noroi T . (2.23)
iy s

Einen Zufallsschritt AW, der einer solchen Wahrscheinlichkeitsdichte (Gaufiverteilung mit Mit-
telwert 0 und Varianz At) entspricht, erhilt man nach der allgemeinen Vorschrift o v+ m, worin
v eine gauBverteilte Zufallszahl mit Mittelwert 0 und Varianz 1 bezeichnet, o2 die gewiinschte
Varianz und m der gewiinschte Mittelwert ist.
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einen Prozef liefert, der zu einer Klasse von Prozessen gehort, die fiir gentigend
kleine At den gewiinschten Diffusionsprozef (2.17) approximieren.
Gilt fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten Ws(z|y, t) einer Master-Gleichung

o) |
ap(ayt, ):/(I/vs(y!z,t)p(z,t)—1/1/5(z|y,t)p(y,t)) dz (2.25)

die von einem Parameter § abhédngen, daf fiiv alle ¢ > 0:

(i)
1 A = 2
lim Ws(zly,t) =0 (2.26)

gleichméaBig konvergent bzgl. z, y und ¢ fir |2 — y| > ¢,

(ii)
lim / (2 — yi) Wi(z]y, 1) dz = Ai(y, 1) + O(c) (2.27)
|z—yl<e

gleichméafig konvergent bzgl. y, ¢ und ¢,
(iii)

151_% / (zi —yi)(ze — y) Wis(z|y,t) dz = Dy (y,t) + O(e) (2.28)
lz—yl<e

gleichméafig konvergent bzgl. y, ¢ und ¢,

so geht die Master-Gleichung fiir § — 0 in die Fokker-Planck-Gleichung

J 0
ap(yat) - _Ei:a,—w(A'i(y)t)p(yat))
(2.29)
82
YOy

T (By, )BT (g, ) ply. 1)

<k
tiber. Eine Herleitung der Gleichung (2.29) aus der Gleichung {2.25) unter den
genannten Bedingungen ist im Anhang C angegeben.
Betrachtet man nun den Zeitschritt At als Parameter §, so schreibt sich geméaf
Cleichung (2.15) die Ubergangswahrscheinlichkeit unseres Sprungprozesses (2.21)

War(zly) = (2m) 52 (det[D(z,1)])" Y2 (At)~*/?x

ox <_} [z —y— Ay, ) A" [D(y, )] [z —y — Ay, 1) At
exp N
(2.30)
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mit

und es ergibt sich aus den wohlbekannten Eigenschaften der mehrdimensionalen
Gaufiverteilung, dafl die Forderungen (2.26), (2.27) und (2.28) erfiillt sind, unser
numerischer Sprungprozefl (2.21) fiir At — 0 also tatsdchlich den gewiinschten
Diffusionsprozef (2.17) annéhert.

Die Konstruktionsvorschrift (2.21) ist immer anwendbar, doch kann es vom nu-
merischen Standpunkt gesehen effektivere Sprungprozesse geben, die denselben
Diffusionsprozefl annéhern. Ein wichtiges Beispiel sei noch genannt: Die Kon-
struktion der Trajektorien mit Hilfe der Differenzengleichungen

Ay; = Ai(y,t) At + > By, t) VAL i, (2.32)
k

mit Zufallszahlen »;, die mit gleicher Wahrscheinlichkeit nur die Werte +1 oder
—1 annehmen koénnen, entspricht einem Sprungprozef mit Ubergangswahrschein-
lichkeit

1

Wai(Zly,1) = Sy

> d(z—y—AAI+Bn° At)+8(z—y—AAI—Bn* At)
) (2.33)

worin ° ein Vektor ist, dessen Komponenten nur die Werte +1 annehmen kénnen
und der Index o die Hilfte der 2 méglichen Kombinationen der KKomponenten-
werte bezeichnet (L ist wieder die Dimension des Zufallvektors y). Fiir diese
Sprungwahrscheinlichkeit gilt:

(i)
im W —
Al%l_l;lo War(zly,t) =0 fir z+#y (2.34)
(i)
. 2L—2
' vi—;) Way(2 =2 (A : — A,
Jim [ (i) Wl ly,0) d2 = 5 (Aily, ) At Ady, 1) A% = Ai(y, 1)
(2.35)
(iii)
: 1 Qoo
Jlim /(‘Zf = yi)(ar — yn) War(zly, ) dz = 57 an; Bim By 0y
(2.36)
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Fir die Summe tiber a im letzten Ausdruck erhilt man

1 o 208
n#m : 5L Zn;‘ Ny = oY= (+1—-1-14+1)=0
(2.37)
1 o 2L—2 »
n=m 2L_1277277,f: = 3071 (+1+1)=1 ,
und somit
1 a Q'
F Z Z BiW Bgﬁ M M = Z Bim Bg;l\ : (23b>

Das heifit, dal auch dieser Sprungprozefl fiir eine Approximation des interes-
sierenden Diffusionsprozesses geeignet ist. Fiir welche numerische Prozedur man
sich entscheidet, ist abhangig von den Anforderungen an die Genauigkeit und
Effizienz der Rechnung. Der Sprungprozef} (2.21) erlaubt grofiere Zeitschritte A,
wohingegen der Sprungprozefl (2.32) weniger Rechenaufwand zur Generierung

der Zufallszahlen bendtigt.
Anhand von drei analytisch 16sharen Fokker-Planck-Gleichungen soll nun die nu-

merische Prozedur demonstriert werden.

2.3.1 Beispiel 1: Ornstein-Uhlenbeck-Prozefy (1-dimensio-
nal)

Als Ornstein-Uhlenbeck-Prozef bezeichnet man einen stochastischen Prozef, der
durch die Fokker-Planck-Gleichung

op(a,t) 0 1 0?

= —(L -2 -pla,i — =

ot 3&7( p(x, ))+20$2

beschrieben wird. Er dient als einfaches Modell fiir eine eindimensionale Brown-

sche Bewegung. Die Koeffizienten K" und D sind Konstanten. Fiir die Anfangs-

bedingung

(D - p(a,t)) (2.39)

lautet die Losung

1 x?
pla,t) = — exp (—‘ ) (2.41)
2mo(1) 207(1)
mit
2 D - .
o (t) = ﬁ(l —exp(—2ht)) . (2.42)
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Dies ist eine Gauflverteilung mit Mittelwert 0 und zeitlich veranderlicher Varianz
o*(t). Fiir t — oo strebt p(z,t) gegen die stationdre Losung p,(2)

1 K
ps(@) = ————=exp (——172> . (2.43)
D/ K D

Die Gleichung (2.39) wurde von uns mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode gelost
und das Ergebnis mit dem analytischen Ausdruck (2.41) verglichen. Verwendet
wurden die Parameter &' = 1-10% und D = 110" und ein Zeitschritt von
At =1-107°. Die stochastische Differenzengleichung fiir die Simulation lautete

Ar=—KaAt+VDAW . (2.44)

In den Abbildungen 2.1 und 2.2 werden die berechneten Wahrscheinlichkeitsdich-
ten p(x,t) fir zwei verschiedene Zeiten ¢ gezeigt. Zum Test des Rechenaufwan-
des wurden jeweils drei verschiedene Teilchenzahlen in der Simulation verwen-
det. Zusatzlich zu den berechneten Wahrscheinlichkeitsdichten wurde die analyti-
sche GauBkurve (2.41) eingezeichnet. Die Abbildungen zeigen fiir die berechneten
Wahrscheinlichkeitsdichten einen unregelmafligen Verlauf, der aber mit steigender
Teilchenzahl in der Simulation glatter wird und sich der analytischen Gaufikurve
annahert,

In Tabelle 2.1 sind aulerdem die berechneten Mittelwerte und Varianzen von a
(m, 6%) und die analytisch gegebenen (m, o?) aufgefithrt, wobei

m = <a¢>:/x])(ar,t)claf
(2.45)

o? = <(z—m)>= /(:c —m)?p(a,t) dv

ist. Man erkennt, dafl bereits die unregelméafig erscheinenden Wahrscheinlich-
keitsdichten aus den Rechnungen mit 1000 Teilchen nur wenig von den exakten
Resultaten abweichende Werte fiir /i und &2 liefert.

Im oberen Diagramm der Abbildung 2.3 wird der Verlauf der Varianz ¢%(t) aus
einer Simulation mit 10000 Teilchen gezeigt. Ebenfalls eingezeichnet ist die IKurve
der analytischen Funktion () aus Gleichung (2.42). Die Ubereinstimmumg ist
augenscheinlich sehr gut. Um dies zu prézisieren, wird im unteren Diagramm die
prozentuale Abweichung

~2 0_2

Ao? — 100.!

g2

(2.46)

dargestellt. Man erkennt, dafl die Abweichung meistenteils ca. 1-3 % betragt.
Zusétzlich sind die 95 %-I{onfidenzintervalle fiiv die berechneten Mittelwerte
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Abbildung 2.1: Berechnete Wahrscheinlichkeitsdichte p(x, t) zur Zeit ¢ = 1075 fiir
verschiedene Teilchenzahlen N im Vergleich mit der analytischen Losung (2.41).
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Abbildung 2.2: Berechnete Wahrscheinlichkeitsdichte p(w,t) zur Zeit t = 1072 fiir
verschiedene Teilchenzahlen N im Vergleich mit der analytischen Losung (2.41).
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Abbildung 2.3: Oben: Berechnetes und analytisches Resultat fiir die Varianz o*(¢)
des O. -U. -Prozesses (siehe (2.42)). Fiir die Rechnung wurden 10000 Simulations-
teilchen verwendet. Unten: Prozentuale Abweichung der berechneten Resultate
von den analytischen. Die punktierten Linien kennzeichnen die 95 %-Konfidenz-

intervalle.




<2?> (als Niherung fiir die Konfidenzintervalle von %) eingezeichnet. Die Kon-
fidenzintervalle sind die Intervalle, in denen mit einer vorgegebenen Wahrschein-
lichkeit o der wahre Mittelwert von x? liegt, wobei wir hier a = 0.95 wéahlten.
Thre Bestimmung beruht auf der Aussage des zentralen Grenzwertsatzes (Fisz
1970, Abschnitt 6.8), daB die Folge der Summen yy tiber die zufalligen Ereignisse
x?
1 ¥
2
YN = — » @i 2.47
YN N & ( )

fiir N — oo normalverteilt mit Mittelwert m und Varianz o2 ist. Dabei wurde vor-
ausgestzt, daB die 2? voneinander unabhingige Zufallsereignisse mit Mittelwert
m und Varianz o* seien. Die Zahl N = 10000 im obigen Beispiel ist ausreichend
grof fiir die Giiltigkeit der Aussage des zentralen Grenzwertsatzes und es lafit
sich folgende Wahrscheinlichkeit dafiir angeben, dafl der geniherte Mittelwert
<a*> iiber N = 10000 Teilchen sich im Bereich m+1.96-0/ VN um den wahren
Mittelwert m befindet (Fisz 1970, Abschnitt 13.8, Bowman 1987, Miiller 1991)

1.96 1.
P (——O’ <<a?> —m < 1.96 O') =0.95 . (2.48)
VN VN

Mit den Niherungen

1 a 2 2 IR 4 1 al 2 )
R — g ; ~—) @ — | — E @ 2.49
. N =1 " ’ 7 N i=1 v (‘/\7 i=1 (ll) ( )

ergeben sich die Konfidenzintervalle zu

1Y, (1 2\2
2Rl 27,

N ’

<a’> £1.96 - (2.50)

worin die x; die Werte von a sind, die die einzelnen Simulationsteilchen zu einer
betrachteten Zeit annehmen.

Zur besseren Darstellung bezogen wir die Konfidenzintervalle auf den wahren
(den analytischen) Mittelwert o?(¢). Man erkennt, dal unsere Rechenresultate
tatsachlich in maximal 5 % der Fille auflerhalb des Konfidenzintervalls liegen
und man fiir unsere Rechnung eine Genauigkeit von mindestens + 3 % annehmen
kann.




t N m o m o
1073 100 | 1.72-10% | 4.37 - 108 | 0.0 | 4.32 - 10®
1073 | 1000 | 7.27 - 10% | 4.33-10% | 0.0 | 4.32 - 108
1073 | 10000 | 1.18-10? | 4.38-10% | 0.0 | 4.32 - 10®
1072 100 | 1.14-10% | 3.92-10% | 0.0 | 5.00 - 108
1072 | 1000 | 8.07 - 10% | 4.97-10% | 0.0 | 5.00 - 10"
1072 | 10000 | 3.56 - 102 | 4.98 - 10% | 0.0 | 5.00 - 10®

Tabelle 2.1: Berechnete (12, 6%) und analytische (m, o?) Momente fiir die O.-U .-
Prozesse der Abbildungen 2.1 und 2.2.

2.3.2 Beispiel 2: Coulomb-Wechselwirkung (2-dimensio-

nal)

In diesem Abschnitt soll ein Spezialfall der im Abschnitt 1.3 abgeleiteten drift-
kinetischen Gleichung (1.61) betrachtet werden. Zu den Variablenbezeichnungen
sei auf die dort gegebenen Erlduterungen und auf Anhang B verwiesen.

Berticksichtigt man in der driftkinetischen Gleichung (1.61) ausschliefllich die
Coulomb-Wechselwirkung, betrachtet also quasi ein reines Relaxationsproblem,

so erhilt man die Gleichung (der Index Z wird hier weggelassen)

atf('v”, vy, t)

ot

In diesem Beispiel soll die Wechselwirkung von Testteilchen mit einem maxwell-
verteilten Hintergrund ohne Stérung behandelt werden. Die Koeffizienten (2.51)

—8'—0”

B

L
2 Bvﬁ

o
2 dvi oy

sind dann gegeben durch

0 ([f| | f)

= 1
<D”H f> + 5 &v,,@m

Jv,

by
51

([\l f )

(DJ_H f) + .
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K“ = (1 + ﬁl) Aa M gbg

. ; ' l 1 ¢ /
N, = <1 + 2) Ao /\—L¢O +-Aa — AL o
X 2 vioX

/2 4
Dy = Ad? (AQ%’ > %)
X X? X
" (2.52)
e / / 4 )
Dy = A o? (\”\ ¢0 '\”él _0>
x? X% X
NIIX L XIXL U
DJ_“ = AC\ ( ”/2 ¢0 ”/2 ___Q)
X X% X
2 ’
X|| 'l/"o
Dy, = ( hy — =5 2
X2 X x
mit
Z? 72 et my
A=Agm™ 5 o\
-0 o (2.53)

xp=alvy—w) ; xr=ave ; x=,/xjf+xi

Die stationdren Losungen f, der Gleichung (2.51) sind nach dem H-Theorem ein
Produkt aus Maxwell-Verteilungen, wobei die Mittelwerte und Varianzen (mitt-
lere Stromungsgeschwindigkeit und Temperatur) die der Verteilung der Hinter-

grundteilchen sind, d. h.
(o)) = — To(on) o 2.54
Fslopy o) = o= floy) filvs) (2.54)
mit

2m

. 7 m /2 m
‘s 1 = s , [ = >4 —
f((v“) 0/0/ v” vy)dopdv, = (2’7TTb> e\p< 9T (v vp) )

00 27
Fs(vy) = O/ (v, v ) de doyp = vy % exp ( {)’;b vi>

é"\\-i-

In der Simulation wahlten wir fiir die Parameter typische Werte fiir Anwendungen

in Tokamal-Plasmen




m = 2.007 107 kg (Kohlenstoff) ; my, = 3.345-107*"kg (Deuterium)
Z=1 3 Zy=1 ; ny=5-10¥%m3

vp=1-10"m/s ; A=135 ; At=1-10""s

(2.56)
Die Differenzengleichungen fiir die Simulation lauteten
Avj = (1 + ﬁ) Aa Mg Ay
my, X
+,/Aa? Al Yo At 41 — 4| Aa? Xz Yo At vy
X X X
(2.57)

Av, = <1+l7l> Aoty At Eaa L X pia
X 2 v X

my

s,

b fhar Xt g Ary — A2 PO Ay
( X X 7

mit zwei voneinander unabhédngigen gaufiverteilten Zufallszahlen v; und v, mit
Mittelwert 0 und Varianz 1.

Abbildung 2.4 zeigt die Resultate aus einer Monte-Carlo-Simulation fiir die Ver-
teilungsfunktionen f (v),t) und f(vy,t) zur Zeit t = 1-107%s. In der Rechnung
wurden 10000 Simulationsteilchen verwendet. Ebenfalls eingezeichnet sind die
analytischen Losungen (2.55) fiir den stationdren Fall. Man erkennt, daff die Re-
sultate der Simulation fiir ¢ = 1 -107%s bereits sehr gut die stationire Losung
annéhern.

In Abbildung 2.5 oben wird der zeitliche Verlauf der Energien £ und I aus der
Simulation mit 10000 Teilchen dargestelit.

+co

1 _
Ey(t) = 5m /vﬁf(v”,t)dv“
- (2.58)
I
E, (t) = g m v? Flvg,t)dvy
0

Es wird deutlich, dafl bereits nach 51075 die Werte Ef und FE% fiir die stati-
) I L
ondren Verteilungen erreicht werden. Sie sind gegeben durch

5

~
{
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Abbildung 2.4: Berechnete Wahrscheinlichkeitsdichten f('v”,t) und f(vp,t) zur
Zeit t = 1073 s im Vergleich mit den analytischen Losungen (2.55).
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Abbildung 2.5: Oben: Zeitlicher Verlauf der Energien £ und £, in der Simu-
lation. Die Werte fiir die stationare Situation sind durch waagrechte Linien ge-
kennzeichnet. Unten: Prozentuale Abweichungen der berechneten Werte fiir die
Energien (¢ > 5-107%s) von den analytischen Werten fiir den stationéren Fall.
Die punktierten Linien kennzeichnen die 95 %-Konfidenzintervalle.




1 = 1 1
Ei = g m / vﬁ fs(v), 1) doy = 5 Ty + gm v = 56.3eV

(2.59)

+20
E{ = =m / v folvi,t)dv, = Ty, = 100.0eV
0

Die Diagramme in Abbildung 2.5 unten zeigen die prozentualen Abweichungen

BB g 2 gp. B =B

Ej £

der Energien aus der Rechnung von den analytischen Werten. Ebenfalls einge-
zeichnet sind die 95 %-Konfidenzintervalle (2.50) fiir die berechneten Energien.
Die Abweichungen liegen fast durchweg innerhalb der theoretischen Fehlergren-
zen. Die Genauigkeit der Resultate 148t sich mit mindestens 3 % angeben.

ABy =100 (2.60)

2.3.3 Beispiel 3: Coulomb-Wechselwirkung (3-dimensio-
nal)

Im letzten Beispiel soll der Sonderfall

————876 ©.8) _ Dy f) (2.61)

1
045 s

der kinetischen Gleichung (1.14) betrachtet werden. Ebenso wie im letzten Bei-
spiel sollen die Testteilchen mit einem maxwell-verteilten Hintergrund wechselwir-
ken. Die Koeffizienten I; und Dy, sind dann gegeben durch (siehe auch Anhang

B):

Kio= (1+2) el L o
my
/ (2.62)
NiXk\ Yo | NiXk ,»
Dy = Aco? ((5-ik— T{‘) —\9 + e ‘%)
mit
Xi = a (v — vy) (2.63)

und o und A wie in Gleichung (2.53). Der Coulomb-Term fiir diesen Fall ist in der
Literatur oft behandelt worden (Trubnikov 1965). Ublicherweise werden dabei die

folgenden Koeflizienten definiert
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<Av”> = (1-]-&) Aa'(bé) = - \

my QTs
" 1 \2
< (A’U”)Z > = Ad? (UM = 102 = (264)
oy 2
<(Av )2 > = 2A a? Yo = /;
X a*Tyq

Die Groflen 7,, 7. und 74 werden Slowing-Down-Time, Energy-Exchange-Time
und Deflection-Time genannt. Sie wurden erstmals von Spitzer (Spitzer 1956)
definiert. Die Indizes || und L beziehen sich nicht auf ein magnetisches Feld,
dieses tritt in den Gleichungen (2.64) noch nicht auf. Vielmehr bezeichnet ||
die Geschwindigkeitsrichtung eines individuellen Teilchens, das mit den maxwell-
verteilten Hintergrundteilchen wechselwirkt. Die Deflection-Time beschreibt da-
mit eine Anderung der Testteilchengeschwindigkeit senkrecht zu seiner momen-
tanen Bewegungsrichtung.

Fiir den stationaren Fall der obigen Gleichung (2.61) gilt wie beim Beispiel des
zweidimensionalen Coulomb-Terms im letzten Abschnitt, dafl die Losung durch
eine Maxwell-Verteilung mit der mittleren Driftgeschwindigkeit v, und der Tem-
peratur Tj der Hintergrundteilchen gegeben ist:

fs(v) = fo(va) fo(vy) fo(v2) (2.65)
mit
m \ 1/2
fs(’uz-):<2;:;b> eXP( ;;b — vpi)? (2.66)

In der Simulation verwendeten wir wieder die Parameter (2.56) mit dem Unter-

schied, dafl nun

e =0 3 vy =0 5 v, =1-10"m/s (2.67)

der dreidimensionale Vektor der Hintergrunddriftgeschwindigkeit ist. Die Diffe-
renzengleichungen fiir die Simulation lauten nun unter Verwendung der oben
eingefiihrten Abkiirzungen

Av; = Ny <Avp > Al + iy, \/< (Ay)2 > Aty

(2.68)

1_:

1 1
+129; \/ < (Avyp)? > At yo + ns; \/ <(Avp)? > At 3
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Y1, Y2 und 3 sind wieder gauBiverteilte Zufallszahlen mit Mittelwert 0 und Va-
rianz 1. Die fiy;, 719; und n3; sind Komponenten von Einheitsvektoren, die ein -
rechtshandiges System bilden, wobei gelten soll

=X (2.69)
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Abbildung 2.6: Berechnete Wahrscheinlichkeitsdichten f(v.,t), f(v,,t) und
fvs,t) zur Zeit t = 1073 s im Vergleich mit den analytischen Lésungen (2.66).

In Abbildung 2.6 sind die Resultate aus einer Monte-Carlo-Simulation zur Be-
rechnung der Verteilungsfunktionen f(v,,t), f(vy,t) und f(v.,t) fiir die Zeit
t =1-107%s zu schen. Auch hierbei wurden 10000 Simulationsteilchen verwen-
det und zum Vergleich die analytischen Losungen (2.66) fiir den stationaren Fall
eingezeichnet.

die Abbildung 2.7 zeigt den zeitlichen Verlauf der Energien

+co
1 v
Ei(t) = 5m / v? (v, 1) dv; (2.70)

in der Simulation mit 10000 Teilchen. Da hier dieselben Parameter wie im letz-
ten Beispiel zugrundelagen, werden auch hier die Werte I? fiir die stationdre
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Abbildung 2.7: Zeitlicher Verlauf der Energien F;(t) in der Simulation mit 10000
Teilchen. Die Werte fiir die stationdre Situation sind durch waagrechte Linien

gekennzeichnet.
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Verteilung nach etwa 5 - 10™*s angenommen.

EP =

AE [%]

AE [%]

AE [%]

5 10 15 20

+o0 50.0eV fir 1

m / v? fo(v;) dv; =

o0 56.3eV flir 1

:n/\/“/\/\ ) /\\/\/\UA Ay A/\AM

V VY v

t [10% g

Abbildung 2.8: Prozentuale Abweichungen der berechneten Werte fiir die Ener-
gien (¢ > 5-107*s) von den analytischen Werten fiir den stationdren Fall. Die

punktierten Linien kennzeichnen die 95 %-Konfidenzintervalle.

In Abbildung 2.8 werden die prozentualen Abweichungen

Ei(t) — E;

AE; =100 -
B

(2.72)

der berechneten Energien vom analytischen Wert und die 95 %-Konfidenzinter-
valle (2.50) dargestellt. Auch diese Abbildungen zeigen, daf die Resultate der
Simulation mit 10000 Teilchen eine Genauigkeit von etwa +3 % aufweisen.
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2.4 Die numerische Methode II: Teilchenum-
wandlungsprozesse im Algorithmus

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, wie eine Fokker-Planck-Gleichung nume-
risch, mit Hilfe einer Monte-Carlo-Konstruktion diffusiver stochastischer Prozes-
se, gelost werden kann. Eine Anwendung des vorgestellten Verfahrens auf die drift-
kinetischen Gleichungen (1.61) fiir Verunreinigungsionen ist aber nur in Fallen
moglich, in denen man es mit lediglich einer Sorte von Teilchen zu tun hat,
d. h., daff Teilchenumwandlungen (z. B. Anderung des Ladungszustandes durch
Ionisation) keine Rolle spielen. Andernfalls verteilt sich die Gesamtheit der Ver-
unreinigungsteilchen auf unterschiedliche Gruppen, die ein jeweils anderes Trans-
portverhalten zeigen und zudem durch Ubergénge von Teilchen von einer in eine
andere Gruppe miteinander in Wechselwirkung stehen. Auflerdem kénnen die
Teilchenquellen und -senken in (1.61) durch oben beschriebenes Verfahren nicht
berticksichtigt werden.

Teilchenumwandlungsprozesse wie lonisation sind typische Sprungprozesse, bei
denen ein Teilchen schlagartig seine Charakteristik &ndert. Wie bereits in Ab-
schnitt 2.1 und 2.3 angesprochen, werden derartige Vorgénge durch eine Master-
Gleichung beschrieben. Hier soll gezeigt werden, wie sich Gleichungen vom
Typ (1.61) ergeben, die eine Kombination von Fokker-Planck- und Master-
Gleichungen darstellen, wenn der Nonfigurationsraum fiir die Einteilchenzustande
geeignet erweitert wird (unter Auslassung der Quellen und Senken, sie werden in
Abschnitt 2.5 behandelt).

Erneut bezelchne y einen Punkt im Konfigurationsraum, den man sich als den
physikalischen Phasenraum vorstellen kann. Mit Z sei eine weitere Zustandsva-
riable bezeichnet (z. B. der Ladungszustand). Die Ersetzung

p(y,t) = p(Z,y,1) (2.73)

in unseren Betrachtungen bedeutet im physikalischen Bild, daffi man sich nun
nicht mehr nur fiir die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Teilchen sich zur Zeit ¢ am
Punkt y belindet, interessiert, sondern fiir die Wahrscheinlichkeit fiir den Ein-
teilchenzustand (Z,y). Auch p(Z,y,1) sei fiir alle Zeiten ¢ auf 1 normiert

Z/JJ(Z,y,t) dy=1 . (2.74)
4

Die Summe geht dabei {iber alle moglichen diskreten Werte von Z. Die zeitli-
che Anderung von Z sei durch gewisse Ubergangswahrscheinlichkeiten W (Z'|Z)
gekennzeichnet, die zeitliche Anderung von y wieder durch gewisse Drift- und Dif-
fusionskoeffizienten. Die Gleichung fiir einen solchen stochastischen Prozef} lautet

dann
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J d
EP(Zvyvt) - _Z[: a—yl (AZ-(Z,y,t)p(Z,y,t))

1 H? .,
+§ MZ’\ 03/,50% (<B(Z’y’t)B (Zay7t)> 2 P(Z,'y,t)) (275)

7

+3(W(Z'|2)p(Z y,t) - W(Z|2') plZ,y, 1))
~

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten W (Z'|Z) seien Funktionen von g und ¢

W(Z'|2) =ty ,(y,1) . (2.76)

Sie geben die Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit an, dafl ein Teilchen am Punkt
y den Ubergang Z — 7' vollzieht. Man erkennt, daf nun ein gekoppeltes Glei-
chungssystem fiir die Wahrscheinlichkeitsdichten p(Z,y,t), Z = Z1, Zs, ... gelost
werden muf.

Identifiziert man Z wieder mit dem Ladungszustand und setzt

W/(ZI|Z) = ‘S’]Z'%(_yat) 52’,2-1 + Sé-(y,t) 52’,z+1
(2.77)

])(Z>y7t) = fZ(y>t) 5
so ergeben sich die Tonisations- und Rekombinationsterme aus der Gleichung
(1.61). Prozesse &hnlicher Natur lassen sich in analoger Weise einbeziehen.
Der numerische Algorithmus zur Losung der Gleichungen (2.75) besteht zum
einen wieder aus der Konstruktion der Trajektorien des Diffusionsprozesses in
der Variablen y

Ay =A(Z,y,t) At + B(Z,y,t) AW (t) , (2.78)
hinzu kommt aber noch eine Zufallsentscheidung iiber eine eventuelle Anderung
der Zufallsvariablen Z, die durch die Ubergangswahrscheinlichkeiten ¢,/ ,(y, 1)
bedingt wird. Fiir hinreichend kleine Zeitschritte At stellt

E=1- 2 ty,(y.0) At (2.79)
ZI

die Wahrscheinlichkeit? dafiir dar, daff das Simulationsteilchen den Wert von Z

2Um in der praktischen Rechnung nicht mit der Bedeutung von & als Wahrscheinlichkeit in
Konflikt zu geraten, wird iiblicherweise die Formel

& = exp(— ZtZ’Z At)

z
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nicht &ndert. Mit Hilfe einer in [0, 1] gleichverteilten Zufallszahl iy wird entschie-
den, ob sich Z nach der Zeit At dndert ‘

m < € : keine Anderung von Z
i (2.80)
mo > £ : Anderung von 7

Wird dabei fiir eine Anderung von Z entschieden, so wird eine zweite in [0, 1]
gleichverteilte Zufallszahl 7y herangezogen, um zu entscheiden, welchen Wert Z
nach der Zeit At annimmt. Dazu werden kumulative Ubergangswahrscheinlich-
keiten C; wie folgt definiert

Z; Zn
Ci= Y W(Z'\z)] Y, W(Z|2) i=0,1,2,....n , (2.81)
Z'=7z; Z'=7,

worin Zy, Zy, ..., Zn die moglichen Werte von Z’ (Z ' # 7) bezeichnen. Cy wird
gleich Null gesetzt und C,, ist geméf der Definition gleich 1. Gilt nun fir die
Zufallszahl 9y, daf

Cio1 < 72 < C; , (282)

so findet in der Simulation der Ubergang Z — Z; statt.

2.5 Die numerische Methode III: Simulation
von Teilchenquellen und -senken

In den bisherigen Ausfiihrungen dieses Kapitels galt das Augenmerk ausschlief3-
lich der Simulation von Prozessen, bei denen eine Einteilchenverteilungsfunktion
zum Zeitpunkt ¢ = 0 in Form einer Delta-Funktion gegeben ist und sich im Laufe
der Zeit im Konfigurationsraum ausbreitet. Die betrachtete Situation ist somit
die eines Ensembles von Teilchen, welches zu einem bestimmten Zeitpunkt in ein
System eingebracht wurde und sich hiernach unter dem Einfluf} diverser Effekte
umverteilt. Entscheidend ist, dafl die Wahrscheinlichkeit, dafl sich ein Teilchen
in irgendeinem der moglichen Zustédnde im betreffenden System befindet, immer
gleich 1 ist, das System also geschlossen ist. Im Modell fiir die Verunreinigungsio-
nen (Gleichung (1.61) jedoch treten Quellen und Senken fiir die Teilchen auf, die
das Modellsystem zu einem offenen System machen. Lokalisierte Teilchensenken
lassen sich noch problemlos in die oben beschriebene Simulationsmethode einbau-
en, indem ein zusatzlicher ,, Absorptionszustand® fiir die Variable Z eingefiihrt

verwendet. Hierdurch ist gewihrleistet, dafi immer 0 < ¢ < 1 gilt. Fiir sehr kleine At folgt
wieder der obige Ausdruck (2.79).
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wird, der mit Z4 bezeichnet sei. In den Gleichungen (2.75) fiir die Wahrschein-
lichkeitsdichten p(Z, y,t) tritt dann ein Term der Form

tZAZ(yat)p(Zvyvt) (283)

hinzu. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang aus dem Zustand mit 7 = Z4
soll aber gleich Null sein, d. h. tzz,(y.t) = 0. Fiir die Normierung der Wahr-
scheinlichkeitsdichten gilt dann

) /p(Z, y t)dy <1 . (2.84)
T#7 4

Solch eine Vorgehensweise ist aber fiir lokalisierte Teilchenquellen nicht moglich,
d. h. Quellen kénnen nicht durch gewisse Ubergangswahrscheinlichkeiten bei der
Konstruktion von Einteilchentrajektorien beriicksichtigt werden. Fiir jedes hin-
zukommende Teilchen miissen jeweils eigene Pfade konstruiert werden, was be-
deutet, daBl das Gleichungssystem (2.75) mit jeweils unterschiedlichen Startver-
teilungen gelost werden muBl und die Losungen, die sich aus den Simulationen
ergeben, aufaddiert (und geeignet normiert) werden miissen. Fiir gewohnlich hat
dies einen immensen Rechenaufwand zur Folge, wenn man sich fiir die Verteilung
von Verunreinigungen {iber einen groflen Zeitraum (im Vergleich zum Simula-
tionszeitschritt At) interessiert. In vielen praktisch wichtigen Fillen jedoch ent-
stammen die Verunreinigungen zeitlich konstanten Quellen und verbleiben infolge
vorhandener Teilchensenken nicht unbegrenzt im System. Hier 148t sich folgende
Naherung in der Simulation anwenden: Die Simulationsteilchen werden geméaf
der Quellverteilung in den Variablen (Z,y) zur Zeit t = 0 ausgestreut und nach
oben beschriebenem Schema iiber Zeitschritte At verfolgt, bis sie absorbiert wer-
den (das System verlassen). Im Unterschied zu den oben erlauterten Algorithmen
wird aber die Teilchenverteilung nicht zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ ausge-
wertet, sondern fiir jeden Zeitschritt und man bildet die Summe

S op(Z,y,t;) wobel tjyq—t; = At . (2.85)
J

Durch Normierung mit der Quellstirke v = N/At (N Teilchen pro Zeit At)
erhélt man eine Dichteverteilung der Teilchen, die dem stationdren Prozef bei
Anwesenheit einer konstanten Quelle entspricht. Geht man davon aus, dafy die
simulierte Verteilung der Teilchen zu jedem Zeitpunkt ¢; reprasentativ ist, so ist
es nicht notwendig, fiir jeden Zeitpunkt eine neue Simulation anzusetzen.
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Kapitel 3

Numerische Anwendungen fiir

TEXTOR — Der Code DORIS

Fiir die numerische Untersuchung praktisch relevanter Fragen zum Verunreini-
gungstransport wurde von uns der Monte-Carlo-Code DORIS entwickelt. Der
Code dient dazu, fiir eine vorgegebene Magnetfeldkonfiguration und ein vorgege-
benes Hintergrundplasma die in Kapitel 1 abgeleiteten driftkinetischen Trans-
portgleichungen fiir Verunreinigungsionen mit der in Kapitel 2 vorgestellten
Monte-Carlo-Methode zu losen. Die Struktur des Codes ist gegenwértig auf ei-
ne zweidimensionale rdumliche Geometrie ausgerichtet (Poloidalschnitt im axi-
alsymmetrischen Tokamak-Plasma), 1at sich jedoch problemlos auf dreidimen-
sionale Geometrien ausweiten. In dieser Arbeit werden Anwendungsheispiele fiir
den Tokamak TEXTOR des Forschungszentrums Jiilich vorgestellt (Toroidales
EXperiment zur Technisch ORientierten Forschung, Eidens und Wolf 1993).
Zunéchst werden in den folgenden Abschnitten einige, fiir die numerische Si-
mulation wichtige physikalische Einzelheiten erlautert, die in den allgemeinen
Formulierungen der Kapitel 1 und 2 offengelassen wurden. Hiernach wird eine
rechnerische Kopplung an Ergebnisse des B2-EIRENE-Codes (Reiter 1992 (b))
demonstriert. Unter Verwendung von Resultaten dieses Code-Systems fiir unter-
schiedliche Randschichtplasmen in TEXTOR werden die Thermalisierung sowie
Strahlungs- und Dichteprofile von Kohlenstoff-Verunreinigungen untersucht. Da-
bei wird auch ein rechnerischer Vergleich mit dem Modell des Codes DIVIMP
angestellt. In weiteren Anwendungen werden zweidimensionale Strahlungsprofi-
le von Kohlenstoff untersucht, wobei zur Modellierung des Hintergrundplasmas
in der Randschicht zusatzlich ein einfach zu parametrisierendes eindimensionales
Fluid-Modell (Tokar 1997) herangezogen wird. Die Bewertung einzelner Resulta-
te erfolgt durch Vergleich mit qualitativ typischen Resultaten aus bolometrischen
Strahlungsmessungen in TEXTOR. (Rapp 1996). Den Abschluf bilden erste An-
wendungen auf die Berechnung zweidimensionaler Strahlungsprofile von Neon,
das in TEXTOR bereits erfolgreich zur Strahlungskithlung der Randschicht ein-
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gesetzt wird (Samm 1992).

3.1 Details der praktischen Monte-Carlo-Simu-
lation fiir TEXTOR

3.1.1 Das Magnetfeld und die Rechengeometrie

In einem Tokamak wird durch geeignet angebrachte Spulen eine Magnetfeldkon-
figuration erzeugt, die aus einer Uberlagerung eines toroidalen Magnetfeldes B,
mit einem poloidalen Magnetfeld By besteht, wobei letzteres zu einer helika-
len Verschraubung der Magnetfeldlinien fithrt (siehe Abbildung 3.1). Das Poloi-
dalfeld By wird durch einen Plasmastrom I, erzeugt, der wiederum durch ein
zeitlich verdanderliches externes Magnetfeld induziert wird. Die resultierende Ma-
gnetfeldkonfiguration stellt sich entsprechend der Gesetzméafigkeiten magneto-
hydrodynamischer (MHD) Gleichgewichte ein (Chen 1974, Wesson 1987), wobei
sich ineinander geschachtelte Flufflichen ausbilden (die im Falle von TEXTOR
exzentrische kreisformige Querschnitte besitzen). Die Verschiebung A der Flufl-
flichenmittelpunkte im poloidalen Querschnitt wird Shafranov-Verschiebung ge-
nannt. Im Tokamak TEXTOR wird durch einen sogenannten Limiter, das ist ein
mechanisches Hindernis, das in das Plasma hineinragt, eine letzte geschlossene
FluBfliche (Separatrix) erzeugt. AuBerhalb der Separatrix schneiden die Magnet-
feldlinien den Limiter und es bildet sich aufgrund des dominierenden Transports
entlang der Feldlinien eine nur wenige Zentimeter dicke Plasmarandschicht aus,
die Abschélschicht (englisch: Scrape off Layer, SOL). Unser Modell-Feld ent-
stammt nicht selbstkonsistenten MHD-Rechnungen, sondern stellt eine Modifi-
kation der von Baelmans und Kadomtsev verwendeten Naherungen fiir toroidale
Konfigurationen dar (IKadomtsev 1970, Baelmans 1994). Die von uns vorgenom-
mene Verbesserung garantiert die exakte Divergenzfreiheit des magnetischen Fel-
des in der TEXTOR-Geometrie.

Die toroidale Geometrie unter Einbeziehung der Shafranov-Verschiebung wird
durch folgende (nicht-orthogonale) Transformation erfaft

x = (rcosh+ Ry + A) cosg por = \/(\/i'Q—FzQ—Ro—A)?-Fyz

Yy

y = 7rsind ;0 = arctan
S | (W—RO—A)

z = —(rcos + Ro+ A) sing } ¢ = —arctan <i>

T

(3.1)
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Abbildung 3.1: Oben: Schematische Darstellung der Fluflichenstruktur im To-
kamak TEXTOR. Unten: Geometrische Grofien im Poloidalschnitt.
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¢ ist dabei der toroidale Winkel. Die Bedeutung der anderen Gréflen wird aus
Abbildung 3.1 ersichtlich. Fiir die Shafranov-Verschiebung A(r) verwenden wir
die Naherung (Baelmans 1994)

r2/ Ry — Ry r2/Ro — Ro\~ r2 _ p2
Alr)= -3 — —— ’ s ' . 5 ' 39
W=gm—a t\\2ym—1) " Tam 4 (32)

Dabei ist A(r) = 0 an der Separatrix (r = r,).
Fiir das Toroidal- bzw. Poloidalfeld setzen wir

BO RO BO r RO
B, = i By = . ; 3.3

"R T Y Re (1+ A cost) R °* (33)
mit

R = Ro+A-+rcosd

e = —singe, —cospe, (3.4)

es = —sinb cospe, + cosf e, + sinfd singe,
und

2 p2\ ! - 21 12 By
=¢—= |1-|1——= g =— 3.5
4= s ( < ,2) ) = T T (3.5)

By bezeichnet die Stérke des toroidalen Feldes bei R = Ry. I, ist der gesamte
Plasmastrom in toroidaler Richtung und A" die Ableitung dA/dr.

Unter Verwendung der Transformationsgleichungen (3.1) werden von uns zwei-
dimensionale Rechengitter fiir die Monte-Carlo-Simulation generiert. Die Abbil-
dung 3.2 zeigt ein Gitter, das den Aulenbereich des TEXTOR-Plasmas zwischen
r = 0.3m und r = 0.5m abdeckt (Ry = 1.75m, r, = 0.46 m). Der ALT-Limiter
in TEXTOR bei ' = —45° (Winkel bzgl. des geometrischen Mittelpunktes des
Poloidalschnitts) wird durch ausgesparte Zellen im Rechengitter angenihert.
Die Zellen werden durch Kurven r = const. (FluBflichen) und 6 = const.
(bzgl. geometrischem Mittelpunkt) gebildet. Die Umrechnung zwischen 6" und
dem oben definierten Winkel 6 bzgl. des Flufiflachenmittelpunktes erfolgt durch

0 = arctan ( Y = arctan (—31—11{)———
vVa?+ 22 — Rg A/r + cost

(3.6)

A si110’>

P

0 = ¢ 4 arcsin (
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Abbildung 3.2: Beispiel eines Rechengitters fiir den Auflenbereich des TEXTOR-
Poloidalschnitts zwischen r = 0.3m und r» = 0.5m. Das untere Bild zeigt die
ausgesparten Zellen, die den ALT-Limiter ndhern.
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3.1.2 TIonisations- und Rekombinationsraten fiir C und Ne

Ohne Riickgriff auf komplizierte Modelle verwenden wir in dieser Arbeit appro-
ximative Fit-Formeln fiir die Anh&ngigkeit der Ionisations- und Rekombinations-
raten von der Elektronentemperatur (Tokar 1992). Diese Fit-Formeln nédhern die
Ergebnisse tiefergehender theoretischer Betrachtungen (Bell 1982), die auf Streu-
modellen in der Coulomb-Born-Approximation fufien, und erfassen in befriedigen-
der Weise die Situation in optisch diinnen Plasmen, in denen die lonisation und
Rekombination vornehmlich durch Stéfie mit Elektronen verursacht werden (die
Dreikérper-Rekombination wird nicht erfaft; diese Beschrankung auf StoBionisa-
tion und Strahlungsrekombination wird in der plasmaphysikalischen Literatur als
Corona-Néherung bezeichnet). Die Formel fiir die Ionisationskonstante C'Z lautet

damit
oy L VT E
7 1+ BLT

Die Temperatur 1" wird hierin in eV gerechnet und C'% ist in Einheiten von [m?/s]
gegeben. Die Rekombinationskonstante C% ist gegeben durch

(3.7)

Ne¥ (=058 —InX + X
—0.25 X% +0.55X%) fur X <1
CB=52107"VX (3.8)
X2 4+9233X 4025
fir X >1
X% 13.33X 1 1.68 A

Die dimensionslose Gréfie X ist dabei EL_, /T und die Rekombinationskonstante
CB ist in Einheiten von [m®/s] gegeben. Auch hierin wird die Temperatur in eV
gerechnet,.

Ubergangswahrscheinlichkeiten, wie sie in den Gleichungen (1.61) und (2.77) auf-
tauchen und fiir unsere numerische Monte-Carlo-Prozedur bendtigt werden, er-
geben sich durch Multiplikation von C'} bzw. C¥ mit der Elektronendichte n,

St =n.Cl , Sh=nCE . (3.9)

In der Tabelle 3.1 sind die Fit-Parameter fiir die von uns betrachteten Verun-
reinigungen Kohlenstoff und Neon aufgefiihrt. Die halblogarithmischen Darstel-
lungen in den Abbildungen 3.3 und 3.4 zeigen die Temperaturabhangigkeit der
Tonisations- und Rekombinationskonstanten C'L bzw. C'%,

3.1.3 Strahlungsraten fiir C und Ne

Auch die Strahlungsraten fiir die von uns betrachteten Verunreinigungen Koh-
lenstoff und Neon werden in dieser Arbeit durch Fit-Formeln beschrieben, die
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Spezies | AL [107mPs~1 eV~ | BL[1072eV™Y] | EL [eV]
o 26.800 10.000 11.3
ct 5.900 6.300 24.4
ot 1.340 4,100 48.0
3t 0.274 1.730 64.5
ctt 0.020 0.372 392.0
ot 0.006 0.410 490.0
Ne® 5.100 2.300 21.6
Nelt | 2.720 1.810 41.1
Ne*t | 1.450 1.150 63.5
Ne®t | 0.766 1.450 92.5
Ne*t  10.326 1.450 126.2
Ne®t 1 0.190 1.260 157.9
Ne®t | 0.069 0.890 207.5
Ne™ | 0.024 0.460 239.1
Neft | 0.002 0.160 1196.0
Ne®t  10.001 0.175 1360.0

Tabelle 3.1: Fit-Parameter fiir die Formeln (3.7) und (3.8) zur Berechnung der
Tonisations- und Rekombinationsraten C% bzw. C¥.
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Abbildung 3.3: Abhingigkeit der Ionisationskonstanten C' ! von der Elektronen-
temperatur fiir die verschiedenen Ladungsstufen von C und Ne.
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Abbildung 3.4: Abhéngigkeit der Rekombinationskonstanten CE von der Elek-
tronentemperatur fiir die verschiedenen Ladungsstufen von C und Ne.




die Abhéngigkeit von der Elektronentemperatur wiedergeben wie sie aus aufwen-
digeren theoretischen Modellen folgen (Tokar 1992, Bell 1982). Hierbei ist die
Giltigkeit ebenfalls auf optisch diinne Plasmen beschriankt, in denen die Abre-
gung infolge von Stofen mit Elektronen dominiert. Die Strahlungsrate Ry wird
beschrieben durch (Temperatur in eV)

/UZ:{ \/T C—E}Z?'/T
L+ BEVT 4+ DET
Der Anteil proportional zu Z? beschreibt dabei die Bremsstrahlung, die aufgrund
der Ablenkung von Elektronen im Feld des Tonenkerns auftritt (F% = 1.44 - 10,
1.73-10" e VY2 m? fiir C bzw. Ne). Durch Multiplikation mit der Elektronendichte
n. und der Dichte ny der jeweiligen Ionenspezies ergibt sich die Strahlungslei-
stungsdichte W (in eVm™2/s)

Rz + FPRZEVT . (3.10)

W =n.nz Ry . (3.11)

In Tabelle 3.2 sind die Fit-Parameter fiir C und Ne aufgefiithrt. Abbildung 3.5
zeigt die Temperaturabhéngigkeit der Strahlungsraten fiir diese Elemente.

3.1.4 Physikalische Zerstiubung des Kohlenstofflimiters

Eine wesentliche Quelle fiir Kohlenstoff-Verunreinigungen (und auch fiir ,recy-
clierende“ Elemente wie Neon) im TEXTOR-Plasma ist der ALT-Limiter, der
aus Graphit besteht und in direktem Kontakt mit dem Plasma steht. Die hoch-
energetischen Tonen des Plasmas konnen beim Stoff mit den Gitteratomen des
Limiters soviel Energie {ibertragen, daf die Gitteratome ihre Platze verlassen und
weitere Gitteratome durch Stéfle aus dem Gitterverband losen konnen, falls der
Energieiibertrag ausreicht, um das Oberflichenpotential (Sublimationsenergie)
zu liberwinden. Die Zerstaubungsausheute Y ist definiert als die Zahl der emit-
tierten Atome pro einfallendes Teilchen. Zur Berechnung der Zerstdubungsrate ¥
benutzen wir in dieser Arbeit die semi-empirische Bohdansky-Formel (Eckstein

1993)

3«E¢1:oy:Q5§ﬂ@)<1_<€?>wj O.-é?)Q . (3.12)

Hierin ist £ die Energie der auftreffenden lonen und o der Auftreffwinkel. Ei-
ne Variation der Zerstaubungsrate ¥ mit dem Winkel o wird vorldufig nicht
betrachtet, obgleich das analytische Modell auch dies erfafit und zum Teil signi-
fikant hohere Zerstdubungsausbeuten fiir o # 0 vorhersagt. Dies begriinden wir
mit Unsicherheiten bei der Festlegung des Auftreffwinkels, die einer detaillierten,
gesonderten Betrachtung bedarf (I<nauf 1997).

Es sind ¢ die reduzierte Energie
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Spezies | A [10713 eVY2m?®] | B [eV™Y/?] | DB [1072eVT'] | EZ [eV]
ehas 5.600 0.213 14.3 7.76
C 7.270 0.265 23.0 7.59
ot 7.540 0.483 56.5 5.48
it 0.223 0.000 3.4 257.50
Pt 0.046 0.000 0.6 250.00
Ne'* ] 0.000 0.000 0.0 0.00
Ne*t 1 0.000 0.000 0.0 0.00
Ne** 1 0.970 0.000 25.0 6.23
Ne*t | 1.490 0.000 28.2 7.94
Ne* 1.320 0.000 9.5 7.61
Neft | 2.520 0.000 14.3 9.70
Ne™ | 0.970 0.200 13.4 4.13
Ne®t | 0.042 0.000 0.4 711.00
Ne¥t 1 0.016 0.000 0.3 795.00

Tabelle 3.2: Fit-Parameter fiir die Formel (3.10) zur Berechnung der Strahlungs-

rate R,.
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My ay, b .
=F = 3.1.
my 4+ mo 2y Zye? Erp (3.13)

cry

und s57¢ der nukleare Bremsquerschnitt

o 0.5 In(1 + 1.2288¢ ,
He) = o (3.14)
e+ 0.1728 /e + 0.008 £0-1504
mit den Massen m; und my und den Ladungen Z; und Z; des Projektil-
bzw. des Targetatoms. Epp ist das Thomas-Fermi-Potential. SchlieBlich ist ay,

die Lindhard-Abschirmlénge

ar, = 0.4685 (Z2/° 4+ Z2/%=12 A (3.15)

und ¢ und K}y, sind Fit-Parameter zur Anpassung an experimentelle Daten. (Die
Schwellen-Energie Ey, ist die Mindestenergie, die das auftreffende Projektilatom
besitzen mufl, um ein Atom aus dem Gitterverband zu 16sen.)

In Tabelle 3.3 sind die Parameter fiir die Projektil-Target-KKombinationen
Deuterium-Kohlenstoff und Kohlenstoff-I{ohlenstoff aufgefiihrt. Abbildung 3.6
zeigt die Abhangigkeit der Zerstaubungsrate Y von der Projektilenergie fiir diese
Kombinationen.

Die Geschwindigkeits- und Winkelverteilung der abgestdubten Atome kann durch
eine I{ombination aus Kosinusverteilung und Thompson-Verteilung (Thompson
1969) beschrieben werden

Q 2
f(v,0)dvdcost = ° M— cosf dv /v, dcosf . (3.16)
m (14 (v/vs)?)°

Darin ist # der Winkel bzgl. der Oberflichennormalen und v, = 1/2 U /mg mit der
Oberflachenenergie Us. In der praktischen Simulation muf} eine Abschneideenergie
eingefithrt werden, da die Thompson-Verteilung bei einer Integration {iber v von
0 bis oo zwar endliche Mittelwerte fiir die Geschwindigkeit und die kinetische
Energie liefert, der Mittelwert des Energieflusses (~ v®) jedoch divergiert. Wir
wahlen fiir die Abschneideenergie in unseren Rechnungen die maximale Energie
FE e, die von den Projektilatomen auf die Targetatome bei einem zentralen Stof3
tibertragen werden kann, d. h.

dmy me

Fpow = ——+
maax (7711 + ?712)2

(3.17)
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Projektil-Target | @ Ey, [eV] | BErp [eV]
D-C 0.08 | 27.64 447.0
C-C 0.75 | 52.98 5688.0

Tabelle 3.3: Parameter fiir die Bohdansky-Formel (3.12) zur Berechnung der

Zerstaubungsrate Y.

-3 . . L .
0 50 100 150 200 250 300

E [ev]

Abbildung 3.6: Abhéngigkeit der Zerstaubungsrate Y von der Energie der Pro-
jektilatome fiir die Projektil-Target-IKombinationen D-C und C-C.
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3.2 Ubersicht und Details zu den Simulations-
rechnungen

Wie eingangs erwdhnt, untersuchen wir das Transportverhalten von IKohlenstoff
und Neon fiir verschiedene Szenarien von Randdschichtplasmen in TEXTOR,
wobei wir zum einen Resultate des B2-EIRENE-Codes heranziehen, und zum an-
deren Hauptplasma-Parameter mit Hilfe eines auf zwei Dimensionen extrapolier-
ten eindimensionalen Modells (siehe Anhang D) bestimmen. Insgesamt wurden
dreizehn Simulationsrechnungen unter Verwendung von sechs unterschiedlichen
Modell-Plasmen durchgefiihrt. Die sechs Modell-Plasmen seien mit dgl, dg2, dg3,
K-OH, OH-1 und OH-2 bezeichnet:

- Die Resultate dgl, dg2 und dg3 entstammen Modellierungen, die von Gray
(Gray 1996) mit Hilfe des B2-EIRENE-Codes durchgefithrt wurden. Sie
geben drei ohmsch geheizte Schiiffie unterschiedlicher Dichte 7 (liniengemit-
telte Dichte entlang der Aquatorialebene von TEXTOR) wieder. Details
zur B2-EIRENE-Modellierung finden sich bei Gray (Gray 1996, Abschnitt
4.1).

- Die Hintergrundplasma-Parameter K<-OH wurden von Keijers (Keijers
1996), ebenfalls unter Verwendung des B2-EIRENE-Codes, modelliert.
Auch sie reprisentieren einen ohmschen Schufl in TEXTOR.

- Die Hauptplasma-Profile OH-1 und OH-2 wurden mit dem in Anhang D
beschriebenen Modell ermittelt, wobei die erforderlichen Eckdaten (siehe
Abschnitt 3.4) so gewdhlt wurden, daf} sie in etwa B2-EIRENE-Resultaten
fiir ohmsch geheizte Plasmen in TEXTOR entsprechen.

Die jeweiligen Rechnungen wurden mit unterschiedlichen Zielsetzungen vorge-
nommen und differieren in der Wahl einzelner Basisparameter und in der Beriick-
sichtigung bzw. Auslassung verschiedener Effekte in der Simulation des Verunrei-
nigungstransports (eine Ubersicht iiber die GréBenordnung der Transport-Effekte
ist in Anhang G zu finden). Die Tabelle 3.4 verschafft einen Uberblick itber die
grundlegenden Unterschiede der Simulationsrechnungen, deren Resultate in den
nachfolgenden Abschnitten vorgestellt und diskutiert werden.

Im ersten Block der Tabelle 3.4 werden die betrachteten Verunreinigungsspezies,
der Satz der verwendeten Plasma-Parameter und Angaben zur Geometrie des
Rechenbietes aufgefithrt. Das Rechengebiet wird definiert durch einen minimalen
und einen maximalen FluBflachenradius (7 bzw. 74z ), sowie durch den Radius
der Separatrix 7.

Im zweiten Block sind die Effekte aufgefithrt, die den Transport im Ortsrawm
verursachen. Geméfl der Diskussion in Anhang G 14t sich grob folgende globale
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Einteilung (lokal kénnen die Verhéltnisse durchaus anders sein) fiir TEXTOR-
Randschicht-Félle vornehmen:

Parallel-Drift . Dominanter Effekt

E x B-Drift : Dominanter Effekt

V B-Drift : Kleiner Effekt ~ 1/Z
Kriimmungsdrift . Mittlerer Effekt ~ 1/7

Anomaler Transport : Mittlerer Effekt

Die Beriicksichtigung eines dieser Effekte ist in der Tabelle durch ein ,x“ ge-
kennzeichnet, die Vernachlassigung durch ein ,0“.

Im dritten Block sind die Effekte aufgefiihrt, die einen Transport im Geschwindig-
keitsraum verursachen. Sie sind nach Anhang G alle von gleicher Gréflenordnung
und unterscheiden sich nur in ihrer eventuellen Proportionalitit zu Z bzw. 72
Eine Vernachlassigung der Parallel-Drift, des anomalen Transports und des Spie-
geleffekts (der im wesentlichen die toroidale Geometrie in die Simulation einfithrt)
wurden von uns in allen Simulationen miteinbezogen. Auch die ¥V B-Drift und
die Kriimmungsdrift, die sich als gréfenordnungsméfig sekundare Effekte erwie-
sen, wurden von uns in allen Rechnungen beriicksichtigt. Ebenso beliefen wir
durchweg eine ,minimale* Coulomb-Strenung an maxwell-verteilten Hintergrun-
dionen in der Simulation!. Zur Untersuchung von Einzeleffekten — insbesondere
der E x B-Drift und der Thermokraft — wurden aber in einzelnen Rechnungen
das elektrische Feld und/oder die Coulomb-Streuung an den Inhomogenitéten
des Hintergrundplasmas ausgelassen. Weiterhin betrachteten wir in einer Rech-
nung zu Vergleichszwecken den Effekt der approximativen Thermokraft, die im
Abschnitt 1.5.1 diskutiert wurde.,

Zu den Rechnungen waren weiterhin die folgenden Details von Bedeutung:

- Als Quelle fiir die Verunreinigungen wurde ausschliefilich der ALT-Limiter

!Die Vernachlissigung der Coulomb-Streuung an den Elektronen des Hauptplasmas be-
griindet sich wie folgt: Betrachtet man die Ausdriicke (1.52) fiir die Drift- und Diffusionskoeffi-
zienten des Coulomb-Stoflterms, so zeigt sich, dafl die Proportionalitét der Koeffizienten K| und
K, vom —1m Falle von Elektronen als Hintergrundspezies — grofien Vorfaktor (1 + m/m;) nur
eine vermeintliche ist, da die ersten Ableitungen der Potentialfunktionen ¢ und ¢ proportional
zu my sind. Fir den Fall von Elektronen ergibt sich iiberdies, daf die normierte Relativge-
schwindigkeit y von nur kleinem Betrag ist, da die thermische Geschwindigkeit der Elektronen
weit groBler 1st als die Differenz der Geschwindigkeit niederenergetischer Verunreinigungen und
der Elektronen-Stémungsgeschwindigkeit. Da also v < 1 gilt, folgt, dafl im Falle von Elektro-
nen als Hintergrundteilchen K}, K1 ~ 0 ist. Die Diffusionskoeffizienten hingegen sind zwar
nicht Null fiir y < 1, doch sind sie proportional zu \/mp und somit um eine Gréflenordnung
kleiner als die Diffusionskoeffizienten fiir die Coulomb-Streuung an den Hintergrundionen. Es
ist aber zu bemerken, daf} sich die Situation dndert, wenn hochenergetische Verunreinigungen
betrachtet werden, wie z. B. Heliumkerne, die bei I{ernverschmelzungen entstehen. Dabeil wére
die Coulomb-Streuung an den Elektronen viel starker als die an den Hintergrundionen, weshalb
die Modellierung anders gestaltet werden miisste.
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angenommen, wobei die Quellstirke v, der neutralen C°-Teilchen iiber den
Deuteronenflufl, der auf die Limiterkanten auftrifft, ermittelt wurde:

o = /n Ye,dA (3.18)

worin n die Dichte der Deuteronen hezeichnet, ¢, die Schallgeschwindigkeit
(¢s = T%nTL, m = Deuteronenmasse), Y die Zerstaubungsrate, die wir mit
Hilfe der Bodhansky-Formel (3.12) ermittelten, und dA ein Flichenelement

der Limiteroberflache.

- Die neutralen Kohlenstoffteilchen verlieBen den Limiter in unserer Simu-
lation gem&f der Thompson-IKosinus-Verteilung (3.16), wobei wir aber die
Vorzugsrichtung um 60° in das Plasma hineindrehten, um die spezifische
Form des ALT-Limiters realistischer anzun&hern als es die Zellen des Re-
chengitters tun. Fiir die Energie F der zerstdubenden Deuteronen verwende-
ten wir in der Bohdansky- und der Thompson-Formel naherungsweise den
Ausdruck F = 27T; + 3.5T.. Diese Formel erfalit ndherungsweise die Be-
schleunigung, die die Deuteronen im elektrischen Potential der Vorschicht
und in der Debye-Schicht erfahren.

- Es wurde keine Selbstzerstdubung betrachtet. Tests zeigten, daf} sie in den
hier vorgestellten Fallen keine bedeutende Rolle spielt.

- Die dufleren Wénde des Rechengebietes nahmen wir als absorbierend an,
fiir die inneren, dem Plasmakern zugewandten, nahmen wir fiir die Verun-
reinigungen eine Totalreflexion an (dies entspricht der Annahme eines ver-
schwindenden Dichtegradienten fiir die Verunreinigungen an diesem Rand).

- Wie bereits bemerkt, vernachlassigten wir die Coulomb-Streuung der Ver-

unreinigungen an den Elektronen.

Abschlieflend soll an dieser Stelle noch die dreidimensionale Darstellung erlautert
werden, die wir fiir die verschiedenen Satze der Plasma-Parameter und die Er-
gebnisse des Abschnitts 3.3.1 benutzen. Wir wahlten eine Darstellung {iber einem
rechtwinkligen r-a-Gitter, das den Zellen unseres Rechengitters entspricht. Ab-
bildung 3.7 zeigt die Bedeutung der Koordinaten. a wird bezogen auf den geome-
trischen Mittelpunkt des Poloidalschnitts und von der Limitermitte aus gezahlt.
r ist der Fluflachenradius. In dem dargestellten rechtwinkligen Gitter befindet
sich also unten der Plasmarand, oben die Grenze zum Plasmakern und unten
rechts und links jeweils eine Hélfte des Limiters.
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Abbildung 3.7: Zusammenhang zwischen dem rechtwinkligen Gitter fiir die drei-

dimensionalen Darstellungen und dem Rechengitter.
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Tabelle 3.4: Parameter und einbezogene Transporteffekte
Rechnungen der Abschnitte 3.3.1, 3.3.2, 3.3.3, 3.4.1 und 3.4.2.
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3.3 Kopplung an den B2-EIRENE-Code

Das Code-System B2-EIRENE (Reiter 1992 (b)) wurde in den vorangegangenen
Abschnitten bereits mehrfach erwahnt. Dieses Werkzeug zur zweidimensionalen
Modellierung von Plasmen in toroidalen Magnetfeldkonfigurationen 148t die Be-
rechnung der Parameter des kompletten Plasmas zu, soll jedoch von uns dazu
genutzt werden, die Parameter des Hauptplasmas zu bestimmen, um mit diesen
Informationen den Transport von Verunreinigungen zu untersuchen. Diese Auf-
teilung der Modellierung findet aus den oben ausfiihrlich dargelegten Griinden fiur
die Notwendigkeit einer kinetischen Modellierung des Verunreinigungstransports
statt (eine Modellierung der Verunreinigungen auf der Basis von Fluidmodellen
ist auch mit dem B2-EIRENE-Code mdglich). Fiir die Zukunft ist auch eine Riick-
kopplung unseres Codes DORIS an den B2-EIRENE-Code geplant, bei der die
Resultate aus der Monte-Carlo-Simulation der Verunreinigungen als zusétzliche
Quellen und Senken fiir Teilchen-, Impuls- und Energiebilanz an den B2-EIRENE-
Code zuriickgegeben werden. Ein darauf folgender B2-EIRENE-Lauf liefert dann
ein modifiziertes Hintergrundplasma fiir den Code DORIS, und durch weiteren
Datenaustausch zwischen den Codes wird eine iterative Losung fiir das Gesamt-
plasma angestrebt. Diese Kopplung befindet sich derzeitig noch in der Entwick-
lung. Bisher ist nur eine Richtung dieser Prozedur realisiert worden, namlich die
Verwendung von B2-EIRENE-Resultaten fiir unsere Rechnungen mit DORIS, wo-
bei aber auch hierbei noch nicht die gesamte mogliche Information tibermittelt
wird. So werden momentan noch nicht die elektrischen Felder und Gradienten
fiir Temperatur, Dichte etc. tibergeben (obgleich diese Informationen implizit
im B2-EIRENE-Code enthalten sind). Wir beschrianken uns deshalb in unseren
Anwendungsbeispielen entweder auf eine reduzierte Betrachtung des Verunreini-
gungstransports auf B2-EIRENE-Hintergrundplasmen, oder versuchen fehlende
Information durch Interpolation zu ermitteln.

3.3.1 Thermalisierung von Limiter-Kohlenstoff

In diesem Abschnitt wollen wir die Aufheizung von Kohlenstoffverunreinigun-
gen untersuchen, die durch Zerstdubung des ALT-Limiters in TEXTOR in das
Plasma gelangen. Wir betrachten hierzu die drei TEXTOR-Szenarien dgl, dg2
und dg3, die mit dem B2-EIRENE-Code von Gray (Gray 1996) modelliert wur-
den. Die berechneten Plasma-Parameter geben drei unterschiedliche, ohmsch ge-
heizte Schiisse wieder, wobei dgl einen Schufl mit niedriger Dichte (liniengemit-
telte Dichte entlang der Aquatorialebene @ = 1.8 - 10 m~?), dg2 einen Schufl
mittlerer Dichte (W = 2.6 - 10 m™®) und dg3 einen Schuf mit hoher Dichte
(7 = 4.0-10" m™?) darstellt. Die Separatrix befand sich beim Experiment und in
der Modellierung beim Radius r = 0.45m. Das Rechengitter iiberdeckt den Be-
reich von r = 0.4m bis r = 0.5 m. Weitere Details der B2-EIRENE-Modellierung
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finden sich bei Gray (Gray 1996, Abschnitt 4.1). Die Parameter n, T¢, T; und V)|,
d. h. die Dichte, die Elektronen- und Ionentemperatur und die Stomungsgeschwin- -
digkeit der Tonen entlang des Magnetfeldes, sind in den Abbildungen 3.8 und 3.9
dargestellt. Es ist erkennbar, daf} im Fall dgl eine héhere Ionentemperatur und
eine hohere Stromungsgeschwindigkeit in der Abschélschicht als in den Féllen dg?2
und dg3 vorherrscht. Fiir dg2 und dg3 sind diese Parameter in der Abschélschicht
annéahernd gleich. Die Elektronentemperatur in der Abschéalschicht ist am grofiten
fiir dgl und am kleinsten fiir dg3. In der Simulation betrachteten wir ausschlief-
lich die Verunreinigungsionen C° bis C**, wobei die Wirkung elektrischer und der
Coulomb-Streuung an Inhomogenitaten im Hintergrundplasma nicht berticksich-
tigten. Das Augenmerk galt hauptsichlich der Coulomb-5Streuung am ungestorten
Maxwell-Anteil der Hintergrundionen. Die Beschrankung auf die Spezies C° bis
C** fand aus rechenzeittechnischen Griinden statt und laBt sich rechtfertigen
durch die annéhernd fehlende Rekombination von C** nach C*t in diesem Tem-
peraturbereich, die die Verteilung der niedrigen Ladungsstufen von den héher-
en abkoppelt. Fiir den anomalen Diffusionskoeffizienten wahlten wir einen kon-
stanten Wert von D; = 1.0m?/s. Ansonsten wurde die Monte-Carlo-Simulation
durchgefiihrt wie in Kapitel 2 und Anhang E beschrieben. Die Quellstarken fir
die C%-Teilchen betrugen (in Teilchenzahl pro Sekunde): dgl: 0.53 - 10*¥ 571, dg2:
0.65 - 1018571, dg3: 0.54 - 108571, ist also in allen drei Fillen annéhernd gleich
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Abbildung 3.8: Parameter des Hintergrundplasmas aus der BZ-EIRENE—
Modellierung fiir die drei ohmsch geheizten Schiisse dgl (oben), dg2 (mitte) und
dg3 (unten). Links: Tonen- bzw. Elektronendichte n. Rechts: lonentemperatur T;.
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Abbildung 3.9: Parameter des Hintergrundplasmas aus der B2-EIRENE-
Modellierung fiir die drei ohmsch geheizten Schiisse dgl (oben), dg2 (mitte) und
dg3 (unten). Links: Elektronentemperatur 7. Rechts: Strémungsgeschwindigkeit

V) der Tonen entlang des Magnetfeldes.
90 |




Ergebnisse der Simulation

Die Abbildungen 3.10, 3.11 und 3.12 zeigen die Ergebnisse fiir die Monte-Carlo-
Simulation von Limiter-Kohlenstoff fiir die Spezies C'*, C** und C**. In der
linken Spalte ist jeweils der Ionendruck n7" der einzelnen Spezies abgebildet, in
der rechten deren Temperatur (mittlere kinetische Energie) im Verhéltnis zur
IMintergrundionentemperatur. Aufgrund der in Anhang E angesprochenen Pro-
bleme bei der Berechnung der Temperatur (Division durch eine verschwindende
Dichte) geben wir eine solche nur fiir Bereiche an, in denen die Dichte iiber 5%
des Maximalwertes lag, d. h. hier also in der Nahe des Limiters. Die Profile des
Ionendrucks der einzelnen Spezies weisen durchweg eine starke Lokalisierung in
der Néhe des Limiters auf, was in erster Linie auf die schnelle Ionisation der
Teilchen zuriickzufiihren ist, die nicht durch Rekombinationsprozesse ausgegli-
chen wird. Betrachtet man die Profile der Temperaturverhaltnisse, so erkennt
man eine zunehmende Thermalisierung der Verunreinigungen von dgl nach dg3,
was der Erwartung entspricht, da die Dichten der Hintergrundteilchen von dgl
nach dg3 zunehmen und somit die Coulomh-Wechselwirkung mit den Hinter-
grundionen zunimmt. Es wird aber deutlich, da die C**-Ionen in nur kleinen
Gebieten die Hintergrundtemperatur angenommen haben und die C**- und C**-
Tonen zumeist nicht einmal die halbe Hintergrundtemperatur besitzen. Dies steht
im Einklang mit experimentellen Ergebnissen fiir die Temperatur von kurzlebi-
gen Verunreinigungen in niedrigen Ladungszustinden (Hey 1994). Dafl an man-
chen Stellen die Hintergrundtemperatur iiberschritten wird, ist durchaus nicht
unphysikalisch und bedeutet einen wichtigen kinetischen Geschwindigkeitseffekt,
denn die Temperatur stellt die Varianz der Verteilung im Geschwindigkeitsraum
dar, und bei grofien Abweichungen von einer einfachen Maxwell-Verteilung (zum
Beispiel bei einer bimodalen Verteilung bestehend aus zwei schimalen Maxwell-
Verteilungen) kann diese Varianz sehr grofl sein, auch wenn die Gesamtenergie der
Teilchen es nicht ist. Trotz der UnregelméBigkeiten in den Temperatur-Profilen
zeigh sich weiterhin deutlich, daf3 die Thermalisierung der Verunreinigungen in
Richtung auf den Plasmakern abnimmt. Auch dies wird verstandlich in Betracht
der steigenden Elektronentemperatur und -dichte, die eine verstarkte Ionisation
zur Folge hat, womit die Teilchen iiber zunehmend kiirzere Zeitraume Energie
von den Hintergrundteilchen aufnehmen kénnen. Letztlich bestétigen die Ergeb-
nisse die Notwendigkeit fiir eine kinetische Modellierung der Verunreinigungsio-
nen, da die Thermalisierung, die Voraussetzung fiir fluidtheoretische Ansétze ist,
fiir die unteren Ionisationsstufen nicht erfiillt ist. Auch 148t die Uberschreitung
der Hintergrundionentemperatur in einzelnen Féllen darauf schlieffen, dafl die
Verunreinungen lokal starke Abweichungen von einer einfachen (leicht gestorten)
Maxwell-Verteilung aufweisen.
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3.3.2 Strahlungsprofil von Limiter-Kohlenstoff

Um zumindest eine gualitative Darstellung der Effekte zu erzielen, die mit den
im letzten Abschnitt vernachlassigten elektrischen Feldern und Inhomogenitaten
in den Plasma-Parametern des Hintergrundes auftreten, betrachten wir in diesem
Abschnitt ein B2-EIRENE-Resultat fiir einen ohmsch geheizten Fall, das bereits
von Keijers diskutiert wurde (IKeijers 1996). Dieser Iall wurde fiir einen gréferen
Bereich des Randschichtplasmas in TEXTOR (von r = 0.3m bis » = 0.5m)
gerechnet. Die Abbildung 3.13 zeigt die Profile der Parameter n, T3, T, und V4.
Diese Plasma-Profile weisen hohere Temperaturen fiir die Tonen und Elektronen
in der Abschélschicht auf, als die oben betrachteten Félle dgl, dg2 und dg3
(lonentemperatur bis zu einer Gréflenordnung hoher). Um die elektrischen Felder
abzuschétzen, bedienten wir uns der folgenden Formeln: Fiir das elektrische Feld
E) entlang der magnetischen Feldlinien setzten wir

1 or. T. On
=—= (171 =2 1
b= ( ot az) (3:19)

Diese Gleichung entstammt der Impulsgleichung fiir die Elektronen in der
Fluidn&herung. Die Ableitung nach [ bezeichnet die Ableitung entlang der ma-
gnetischen Feldlinie (siehe auch Anhang D).

Fir das radiale elektrische Feld £, setzten wir (Claalen 1997)

1 onT; .
— fir o < a,
ne Jx .
E = . (3.20)
3aT.
—= fir > @,
e Oz

Darin ist @ die Koordinate entlang der Fluiflachennormalen und 2, bezeichnet
die Lage der Separatrix (@ < x; steht fiir einen Ort innerhalb der Separatrix).

Die Ableitungen der Plasma-Parameter ermittelten wir durch Interpolation der
gegebenen Profile. Fiir den anomalen Diffusionskoeffizienten D setzten wir einen
konstanten Wert von 1 m?/s an. In diesen Rechnungen wurden die Effekte der
elektrischen Felder und der Temperaturinhomogenitéten der Hintergrundionen
auf die Strahlung von Kohlenstoff untersucht, dessen Quelle wieder der ALT-
Limiter war (die Quellstirke der C°-Teilchen betrug fiir dieses Hintergrundplas-
ma 7y, = 0.60- 10'® s=!). Wir betrachteten hierzu alle Ladungsstufen, d. h. C° bis
(%", um auch einen Vergleich mit experimentellen Resultaten aus der Bolometrie-
Diagnostik in TEXTOR (Rapp 1996) zu ermoglichen. Hierzu integrierten wir die
berechnete Strahlungsleistungsdichte entlang der 25 Sichtlinien, die in Abbildung
3.14 dargestellt sind. Als Orientierung bei der Bewertung unserer Rechenergeb-
nisse dient die Abbildung 3.15, die ein typisches Meflergebnis fiir einen ohmsch
geheizten Schuf} in einem frisch borierten TEXTOR-Plasma zeigt. Bei diesen ex-




perimentellen Ergebnissen wird davon ausgegangen, daf} sie hauptsiachlich auf
Strahlung von Kohlenstoff- und Sauerstoffverunreinigungen zurtickzufiihren sind.
Die Darstellung der MeBergebnisse in Abbildung 3.15 ist so gewahlt, daf die korre-
spondierenden Sichtlinien sich fiir steigende p (lotrechter Abstand der Sichtlinien
vom geometrischen Mittelpunkt des Poloidalschnitts) weiter entfernt vom Limiter
befinden, links im Diagramm also der limiternahe und rechts der am weitesten
vom Limiter entfernte Bereich im Plasma zur gemessenen Strahlung beitragt.
Es ist eine starke Lokalisierung der Strahlung in Limiterndhe zu erkennen. Die-
ses Ergebnis soll als Leitfaden bei der Bewertung unserer Monte-Carlo-Resultate

dienen.
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Abbildung 3.13: Parameter des Hintergrundplasmas aus der B2-EIRENE-
Modellierung fiir den Randbereich von r = 0.3m bis » = 0.5m eines ohmsch
geheizten Plasmas. Oben: Dichte n und Ionentemperatur 7;. Unten: Elektronen-
temperatur 7, und Strémungsgeschwindigkeit 1}, der Ionen entlang des Magnet-
feldes.
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Abbildung 3.14: Schematische Darstellung der Bolometer-Sichtlinien im Poloidal-
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Abbildung 3.15: Typischer experimenteller Befund der Bolometer-Diagnostik in
einem frisch borierten TEXTOR-Plasma (Rapp 1996). »: Sichtlinien 1-9, +: Sicht-

linien 10-17, A: Sichtlinien 18-25.




Ergebnisse der Simulation

Abbildung 3.16 zeigt die zweidimensionalen Strahlungsleistungsdichte-Profile von
Limiter-Kohlenstoff. Zum Test einzelner Effekte, die im letzten Abschnitt ausge-
lassen wurden, betrachteten wir den gesamten Transport der IKohlenstoffverunrei-
nigungen, den Transport ohne die E x B-Drift, den Transport ohne E x B-Drift
und ohne Thermokraft und zuletzt den Transport ohne F-Feld und ohne Ein-
flul von Inhomogenitaten im Hintergrundplasma. Die vier Resultate illustrieren
ein Verhalten der Verunreinigungen, das sich geméfl der Diskussion im Anhang
G erwarten 148t. Die E x B-Drift und die Thermokraft (die in Richtung stei-
gender Hintergrundionentemperatur wirkt) verursachen eine starke Ausbreitung
der geladenen Verunreinigungen vom Limiter weg, wobei die E x B-Drift eine
Asymmetrie in der Verteilung bewirkt, die Thermokraft jedoch — da die grofien
Temperaturgradienten in der Nahe der Limiterkanten auftreten — zu einer symme-
trischen Verteilung (bzgl. des Limiters) fithren. Ohne diese beiden Effekte nimmt
die Lokalisierung der Strahlung in der Nahe des Limiters zu. Wird aulerdem das
parallele elektrische Feld, das ebenfalls seine maximalen Werte an den Limiter-
kanten besitzt, aus der Simulation ausgelassen, so sind die Strahlungsmaxima
am Limiter noch stérker ausgeprigt, da dann ein Abpumpeffekt wegfallt (£
weist auf den Limiter), der die Teilchen auf den Limiter treibt. Aufféllig sind die
niedrigen Werte fiir die Gesamtstrahlung in den einzelnen Féllen. Sie weist zwar
die erwartete Tendenz auf, d. h. mit Fortfall der E x B-Drift nimmt die Strah-
lung zunichst zu, da die Verunreinigungen nicht mehr (in der Abschilschicht)
auf den Limiter getrieben werden, und nimmt bei Vernachlassigung der Thermo-
kraft wieder ab (die Teilchen werden schneller am Limiter absorbiert), um bei
Vernachlassigung des Pumpeffektes durch das Ej-Feldes wieder etwas zuzuneh-
men, doch liegen die konkreten Werte um ein bis zwei Groflenordnungen unter
typischen Werten fiir die Verunreinigungsstrahlung in TEXTOR fiir derartige
Szenarien. Dies erkldren wir mit einem nur ungenau bestimmten Wert fiir die
Quellstirke 4, und mit eventuell venachlassigten Quellen fiir die Kohlenstoffteil-
chen (Wande, chemische Zerstaubung). Die Berechnung der Quellstirke hingt
zum einen von einer sorgfaltigen Bestimmung der Hintergrundparameter ab, de-
ren Qualitat wir hier nicht beurteilen kénnen, zum anderen spielen aber auch
Oberflacheneffekte am Limiter eine grofie Rolle (siehe Abschnitt 3.1.4 zur Dis-
kussion der Bodhansky-Formel). Beide méglichen Fehlerquellen kénnen in dieser
Arbeit nicht in der angemessenen Tiefe diskutiert werden. Die Einbeziehung wei-
terer rdumlicher Quellen fiir IKohlenstoff ware zwar mit unserem Code DORIS
einfach gewesen, doch mangelt es solchen Korrekturen an zuverlassigen Informa-
tionen {iber solche Quellen. Daf} die physikalische Zerstaubung z. B. gegentiiber
der chemischen Zerstaubung (Aufbrechen von IKohlenstoffverbindungen) eine un-
tergeordnete Rolle spielen kann wurde von Bogen und Rusbiildt (Bogen und
Rushiildt 1992) auf experimentellem Wege gezeigt.
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Die Abbildung 3.17 zeigt die linienintegrierten Strahlungsleistungsdichten fiir die
vier Monte-Carlo-Simulationen. Hier fallt erneut das Resultat fiir den Transport
unter Einbeziehung der E x B-Drift auf, da hierbei eine starke Akkumulati-
on auf der dem Limiter gegeniiberliegenden Seite zu erkennen ist. Auch ruft
die Thermokraft eine starkere Akkumulation der Strahlung gegeniiber dem Li-
miter hervor, was in Einklang mit der obigen Diskussion der zweidimensionalen
Strahlungsdichte-Profile steht. Ohne die E x B-Drift zeigen die Profile eine grofie
Ahnlichkeit zu den experimentellen Resultaten der Abbildung 3.15, wobei die
Ubereinstimmung fiir die Simulation ohne elektrische Felder und ohne Thermo-
kraft am besten ist, da hierbei die starkste Lokalisierung der Strahlung am Limiter
zu erkennen ist. Hier wirft sich die Frage auf, ob eventuell die Naherungsformel
(3.20) eine zu ungenaue Beschreibung des stark wirksamen radialen elektrischen
Feldes liefert. Fir kiinftige Anwendungen wére es sicher ratsam gerade diesen
dominanten Effekt zuverlassig zu erfafien. Trotzdem sollten die Simulationser-
gebnisse nicht iiberinterpretiert werden, da, wie bereits angesprochen, auch ver-
nachlissigte Quellen die Resultate dndern kénnen. Uberdies gibt die Bolometer-
Diagnostik Auskunft {iber die Strahlung aller strahlenden Teilchen (und auch den
Energien von Neutronen), so dafl die von uns betrachteten physikalisch zerstaub-
ten Kohlenstoffteilchen nur einen Teil des experimentellen Resultats bestimmen.
Als Ergebnis unserer Rechnungen 148t sich festhalten, dafi die E x B-Drift und
die Thermokraft dominante Effekte in unserem Transportmodell ausmachen, die
die Resultate in signifikanter Weise beeinfluflen.
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Abbildung 3.16: Ergebnisse der Monte-Carlo-Simulation fiir die gesam-
te Strahlungsleistungsdichte von Limiter-Kohlenstoff auf dem B2-EIRENE-
Hintergrundplasma von Abschnitt 3.2.2. Oben links: Beriicksichtigung des ge-
samten Transports in der Rechnung. Oben rechts: Vernachldssigung der £ x B-
Drift. Unten links: Vernachlassigung der E x B-Drift und der Thermokraft. Unten
rechts: Vernachléssigung des gesamten elektrischen Feldes und aller Effekte infol-
ge von Inhomogenitaten im Hintergrundplasma. Fiir jeden Fall ist auflerdem die
Gesamtstrahlung P,.,q angegeben.
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Abbildung 3.17: Ergebnisse der Monte-Carlo-Simulation fiir die Gesamtstrahlung
von Limiter-Kohlenstoff auf dem B2-EIRENE-Hintergrundplasma von Abschnitt
3.2.2, linienintegriert iiber die Bolometer-Sichtlinien. *: Sichtlinien 1-9, +: Sicht-
linien 10-17, A: Sichtlinien 18-25. Oben links: Beriicksichtigung des gesamten
Transports in der Rechnung. Oben rechts: Vernachlassigung der F x B-Drift. Un-
ten links: Vernachlassigung der E x B-Drift und der Thermokraft. Unten rechts:
Vernachlassigung des gesamten elektrischen Feldes und aller Effekte infolge von

Inhomogenitaten im Hintergrundplasma.
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3.3.3 Dichte-Profile von Limiter-Kohlenstoff; Vergleich
der Thermokrifte der Codes DORIS und DIVIMP

In diesem Abschnitt soll ein wesentlicher Unterschied zwischen den Codes DI-
VIMP (Stangeby 1992) bzw. IMPMC (Takizuka und Shimizu 1994) und unserem
Code DORIS illustriert werden, namlich die Modellierung der Thermokréafte. Fiir
eine ausfiithrlichere Diskussion der Unterschiede in den Transportmodellen sei auf
Anhang H verwiesen. Wir benutzten diesselben Hintergrundplasma-Profile wie
in Abschnitt 3.3.2 beschrieben und beriicksichtigten — aufler der E x B-Drift
— sdmtliche Transporteffekte, wobei wir jedoch zwei unterschiedliche Rechnun-
gen ansetzten: In einer Rechnung verwendeten wir das von uns abgleitete Mo-
dell fir die Thermokraft, indem wir eine Coulomb-Streuung an einer Stérung
der Hintergrund-Maxwell-Verteilung einbezogen. In einer zweiten Rechnung ver-
wendeten wir stattdessen die approximative Formel (1.64) zur Beschreibung der
Thermokraft, wie es auch in den Codes DIVIMP und IMPMC geschieht (siehe die
Diskussion in Abschnitt 1.5.1). Die sonstigen Parameter und Details der Rech-
nungen sind bereits in Abschnitt 3.3.2 beschrieben worden. Untersucht wird die
Auswirkung der unterschiedlichen Ansétze fiir die Thermokraft aul die Dichte-
verteilung von Kohlenstoffverunreinigungen.

Ergebnisse der Simulation

Die Abbildungen 3.18 und 3.19 zeigen die Dichte-Profile der Spezies C'* bis C°F
entlang den FluBflichen bei r = 0.48 m (innerhalb der Abschélschicht) bzw. bei
r = 0.458m (in der Nahe der Separatrix). Innerhalb der Abschélschicht, in der
Néhe des Limiters (desen Mitte beim Poloidalwinkel 0 bzw. 27 liegt), treten star-
ke Gradienten der Hintergrundionentemperatur auf, die eine starke Thermokraft
zur Folge haben. In diesem Gebiet ist der Unterschied zwischen den beiden unter-
schiedlich gewonnenen Simulationsergebnissen signifikant. Zwar sind die Dichte-
Profile der C'*-Tonen nahezu identisch (diese Spezies ist zu kurzlebig, um von
der Thermokraft allzu weit vom Limiter weggetrieben zu werden), doch unter-
scheiden sich die C*™- und C*-Dichten um bis zu drei Gréfienordnungen. Es
zeigt sich, dafl die approximative Thermokraft den Effekt der Temperaturgradi-
enten stark tiberschétzt und die Teilchen sich viel weiter entlang der magnetischen
Feldlinien in das Plasma hinein bewegen. Fiir die hoheren Ladungsstufen nédhern
sich die Profile wieder einander, was darauf schlieflen 1afit, dafl diese Spezies
bereits anndhernd maxwellisiert und thermalisiert sind. Diese Spezies erfiillen al-
so schon die Voraussetzungen fiir ein Fluid-Modell, weshalb die Unterschiede in
den Simulationsrechnungen nur klein sind. In der N&he der Separatrix spielen die
Thermokréafte keine grofie Rolle mehr, so daf} die Form der Profile fiir beide Simu-
lationsrechnungen sehr dhnlich ist. Die Absolutwerte der Dichten unterscheiden
sich aber merklich (bis zu einem Faktor 2), was darauf zuriickzufiihren ist, daf die
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Verteilung der Verunreinigungen innerhalb der Separatrix durch die unterschied-
lichen Quellen in der Abschélschicht beeinflufit wird, d. h. die stark verschiedenen
Dichte-Profile in der Abschélschicht, die eine direkte Folge der Modelle fiir die
Thermokraft sind, spiegeln sich wieder in Bereichen, in denen die Thermokraft
nicht mehr relevant ist. Man erkennt, daf} die niedriggeladenen Verunreinigungs-
spezies einer sorgfatigen kinetischen Beschreibung bediirfen und sich nicht mehr
den Voraussetzungen eines Fluid-Modells fiigen. Insbesondere gilt dies fiir ei-
ne zuverlassige Modellierung der Strahlungsprofile von Niedrig-Z-Elementen, da
hierbei vor allem die niedrigen Ionisationsstufen dominieren.
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Abbildung 3.18: Vergleich der Kohlenstoffdichten entlang der FluBfliche bei
r = 0.48m. Gestrichelte Linien: Rechnung mit approximativer Thermokraft.
Durchgezogene Linien: Rechnung mit der korrekten kinetischen Thermokraft.
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Abbildung 3.19: Vergleich der Kohlenstoffdichten entlang der FluBfliche bei
r = 0.458m. Gestrichelte Linien: Rechnung mit approximativer Thermokraft.
Durchgezogene Linien: Rechnung mit der korrekten kinetischen Thermokraft.




3.4 Simulationen auf semi-empirischem Modell-
Plasmahintergrund

In diesem Abschnitt wollen wir weitere Ergebnisse flir Profile der Verunreini-
gungsstrahlung vorstellen, wobei wir aber auf einfachere Profile fiir das Hinter-
grundplasma zuriickgreifen, als die oben mit dem B2-EIRENFE-Code herechne-
ten. Sie fuflen auf eindimensionalen Modell-Gleichungen, die in empirischer Wei-
se auf den zweidimensionalen Poloidalschnitt von TEXTOR extrapoliert werden.
Durch Verwendung dieser analytisch vollstandig gegebenen Profile umgehen wir
die numerischen Schwierigkeiten bei der Interpolation der Plasma-Parameter aus
den B2-EIRENE-Resultaten. Das Modell wurde gemeinsam mit Tokar (Tokar
1997) entwickelt und wird im Anhang D erlautert. Fiir die Eck-Parameter in
den Modell-Gleichungen verwendeten wir die beiden in Tabelle 3.4 aufgefithrten
Sétze. Die Abbildungen 3.20 und 3.21 zeigen die Profile der Plasma-Parameter fiir
diese Werte. Der Parametersitze OH-1 und OH-2 wurden dabei so gewéhlt, dafl
die Plasma-Profile grofenordnungsméfig in der Néhe der Hintergrundplasma-
Parameter I<-OH des Abschnitts 3.2.2 liegen. Die Gradienten der Hintergrun-
dionentemperatur entlang der magnetischen Feldlinien sind bei diesen Profilen
jedoch weitaus kleiner als die von K-OH, was einen weniger starken Effekt der
Thermokraft zur Folge hat. Die radialen Gradienten der Temperaturen, die nach
Formel (3.20) das radiale elektrische Feld bestimmen, sind grofier als in I{-OH,
womit die F x B-Drift starker wirksam wird. Der Parameter-Satz OH-1 lie-
fert niedrigere Temperaturen und Dichten innerhalb der Abschélschicht als OH-
2. Die Simulation erfolgte auf einem Rechengebiet, das den Bereich zwischen
r = 03m und r = 0.5m des TEXTOR-Poloidalschnitts umfafit. Fiir den an-
omalen Diffusionskoeffizienten D) setzten wir wieder 1 m?/s. Die elektrischen
Felder berechneten wir erneut mit den Formeln (3.19) und (3.20). Erneut be-
trachten wir den ALT-Limiter als einzige Quelle fiir die Verunreinigungen, wobei
wir uns fiir die Betrachtung von Neon der einfachen Naherung bedienten, fiir die
Quelle der Ne’-Teilchen dieselbe Energie- und Winkelverteilung der physikalisch
zerstiaubten C°-Teilchen anzunehmen (in Ermangelung eines besseren Ansatzes).
Die Quellstirken betrugen: v, = 0.12-102° s7! fiir OH-1 und , = 0.20-10'° 57 fiir
OH-2. Wie in Abschnitt 3.3.2 berechneten wir die Strahlungsleistungsdichten al-
ler Ladungsstufen von Kohlenstoff bzw. Neon und analysierten die Frgebnisse fiir
die Sichtlinien der Bolometer-Diagnostik. Fiir jeden Satz von Plasma-Parametern
betrachteten wir jeweils den kompletten Transport der Verunreinigungen und den
Transport unter Vernachldssigung der E' x B-Drift, die hier den starksten Effelt
ausmachte.
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nS (L) TS(L) | TS(L) | 6r | 67, | 6. | n© ¢ | TC
OH-1 | 1.5-10" | 150 70 0.02 | 0.03 | 0.10 | 7.0 - 10 | 2500 | 2000
OH-2 | 5.0-10'® | 200 150 0.01 | 0.03 | 0.02 | 5.0 - 10" | 1000 | 1000

m™3 eV eV m m m m~3 eV |eV

Tabelle 3.5: Parameter fiir
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Abbildung 3.20: Parameter des Hintergrundplasmas berechnet mit dem semi-
empirischen Modell aus Anhang D und dem Parametersatz OH-1 aus Tabelle
3.4. Oben: Dichte n und Ionentemperatur T;. Unten: Elektronentemperatur T
und Strémungsgeschwindigkeit V] entlang des Magnetfeldes.
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3.4.1 Strahlungsprofil von Limiter-Kohlenstoff

Die Abbildungen 3.22 und 3.23 zeigen die zweidimensionalen Strahlungsprofi-
le und sichtlinienintegrierten Strahlungsdichten der Spezies C't bis C®F fiir die
Hintergrundplasmen OH-1 und OH-2. Im Gegensatz zu den Resultaten des Ab-
schnitts 3.3.2 zeigen die zweidimensionalen Profile der Strahlungsleistungsdichte
eine weitaus stérkere Lokalisierung in der Néhe des Limiters, wobei im Plas-
ma OH-2 eine etwas stérkere Verschmierung der Strahlung als im Plasma OH-1
zu erkennen ist. Die Gesamtstrahlung ist bei beiden um ein mehrfaches hoher
als in den entsprechenden Ergebnissen fiir das Plasma IK-OH, was priméar durch
die hoheren Quellstiarken fiir die Verunreinigungen bedingt wird. Die héheren
Quellstarken wiederum sind zum einen eine Folge der unterschiedlichen Geome-
trie des ALT-Limiters, die den Rechnungen zugrundegelegt wurde (in diesem
Abschnitt naherte eine rechteckige Aussparung im Rechengitter den Limiter an
(sieche Abbildung D.1), in den Rechnungen der vorhergehenden Abschnitte wurde
cine realistischere Anordnung betrachtet (sieche Abbildung 3.2)) und zum ande-
ren eine Folge der hoheren Deuteronenfliifie, die auf den Limiter auftreffen. Dafl
die Quellstérke fiir den Fall OH-1 grofler ist, als fiir OH-2 schligt sich in ei-
ner ungefahr dreimal groBeren Gesamtstrahlung in den Simulationen auf OH-1
gegeniiber denen auf OH-2 nieder. Weitere Details lassen sich in den zweidi-
mensionalen Strahlungsprofilen nicht ausmachen. Die linienintegrierten Profile
hingegen weisen markantere Unterschiede auf. Sowohl fiir OH-1 wie auch OH-
2 fithrt die E x B-Drift zu einer starken Akkumulation der Strahlung auf der
dem Limiter entgegengesetzten Seite. Wie oben angemerkt, ist dies auch der do-
minante Effekt, der die in der Strahlung dominierenden Verunreinigungen vom
Limiter wegtreibt, d. h. die niedrigionisierten Spezies C'* bis C°*. Ohne diese
Drift wiirden die stark strahlenden Verunreinigungen vermehrt vom Limiter ab-
sorbiert werden und triigen nicht mehr zur Gesamtstrahlung bei. Dies bestatigt
sich auch in den um den Faktor 2 verminderten Werten fiir die gesamte Strah-
lung in den Rechnungen ohne den E x B-Transport. Dieser Effekt war in den
Rechnungen des Abschnitts 3.3.2 genau umgekehrt. Dort konnte die Thermokraft
bei Vernachldssigung der E x B-Drift starker wirksam werden und die vom Li-
miter fortgetragenen Verunreinigungen langer zur Strahlung beitragen. In den
Rechnungen dieses Abschnitts ist die Thermokraft nur klein und kann dies nicht
bewirken. Daf} die Resultate fiir OH-1 eine starkere Lokalisierung der Strahlung
am Limiter aufweist als fiir OH-2, kann mit den hoheren Elektronentemperaturen
und -dichten in der Abschélschicht fiir den Fall OH-2 erklart werden. Die Ver-
unreinigungen werden schneller in die weniger stark strahlenden Ladungsstufen
ionisiert, womit die Strahlung fernab vom Limiter im Verhaltnis kleiner wird.
Der Vergleich unserer berechneten Sichtlinien-Profile mit dem experimentellen
Resultat aus Abbildung 3.15 zeigt in keinem Fall eine klare Ubereinstimmung.
Das Resultat der Rechnung ohne E x B-Transport fiir OH-2 kommt dem beob-
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achteten Ergebnis zwar sehr nah, doch #ndert sich die Profilform bei Anderung
der Plasma-Parameter, sprich: bei Betrachtung des Plasmas OH-1, so stark, daf}
man eher von einer zufilligen Ubereinstimmung ausgehen muB. Letztlich ver-
deutlichen diese Rechnungen die Notwendigkeit einer sorgféltigen Abstimmung
der modellierten Plasma-Parameter mit den realen Gegebenheiten, womit wie-
der vornehmlich die elektrischen Felder und die Quellstirken gemeint sind. Der
EinfluB} dieser Groflen auf das Transportverhalten der Verunreinigungen ist zu
ausgepragt, als daB sich fiir verschiedenartige Plasma-Szenarien Aussagen allge-

meiner Giiltigkeit ableiten lieflen.
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Abbildung 3.22: Ergebnisse der Monte-Carlo-Simulation fiir das Hintergrundplas-
ma OH-1. Links: Gesamte Strahlungsleistungsdichte der Kohlenstoffverunreini-
gungen in W/m?. Rechts: Linienintegrierte Strahlungsdichte fiir die Bolometer-
sichtlinien. %: Sichtlinien 1-9, +: Sichtlinien 10-17, A: Sichtlinien 18-25. Oben:
Beriicksichtigung des gesamten Verunreinigungstransports. Unten: Vernachlassi-
gung der E x B-Drift. Fiir jeden Fall ist aulerdem die Gesamtstrahlung F,.q
angegeben.
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Abbildung 3.23: Ergebnisse der Monte-Carlo-Simulation fiir das Hintergrundplas-
ma OH-2. Links: Gesamte Strahlungsleistungsdichte der Kohlenstoffverunreini-
gungen in W/m?® Rechts: Linienintegrierte Strahlungsdichte fiir die Bolometer-
sichtlinien. x: Sichtlinien 1-9, +: Sichtlinien 10-17, A: Sichtlinien 18-25. Oben:
Beriicksichtigung des gesamten Verunreinigungstransports. Unten: Vernachléssi-
gung der E x B-Drift. Fiir jeden Fall ist auerdem die Gesamtstrahlung P4

angegeben.
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3.4.2 Strahlungsprofil von Limiter-Neon

Die Abbildungen 3.24 und 3.25 zeigen die zweidimensionalen Strahlungsprofile
und ihre linienintegrierte Auswertung fiir Neon fiir die Hintergrundplasmen OH-
1 und OH-2. Die zweidimensionalen Strahlungsprofile zeigen sowohl fiir OH-1
als auch fiir OH-2 weitaus drastischere Unterschiede zwischen den Rechnungen
mit und ohne F x B-Drift als die Resultate fiir Kohlenstoff. Dies liegt darin be-
griindet, daB bei Neon vorwiegend die Spezies Ne® bis Ne™™ die Linienstrahlung
dominieren. Diese Spezies sind langlebiger als die stark strahlenden IKohlenstof-
fionen C'* bis C*F, o daB der Transport des Neons vom Limiter weg eine viel
deutlichere Spur im Strahlungsprofil hinterlafit als beim Kohlenstoff, wo die strah-
lenden Ladungsstufen jauf dem Weg® ionisiert werden. Wie beim ICohlenstoff ist
die Gesamtstrahlung im Plasma OH-1 hoher als in OH-2, was wir wieder mit den
hoheren Elektronentemperaturen und -dichten in OH-1 erkléren, die eine loni-
sation in die hochsten, wenig strahlenden Zustiande begiinstigt. Betrachtet man
die Sichtlinien-Resultate, so zeigen sich fiir Neon weniger deutliche Unterschiede
zwischen OH-1 und OH-2 als fiir Kohlenstoff (abgesehen von den Absolutwerten),
was ein Hinweis darauf ist, daf die dominierenden Linienstrahler unter den Neon-
Ionen weniger sensitiv sind gegeniiber den Details der Plasma-Profile am Limiter,
da sie sich bereits weit in das Plasma hinein bewegt haben. Fiir die Verunreini-
gung Neon stand uns kein ,typisches® experimentelles Resultat zur Verfiigung,
doch ist bekannt, dafl Neon eine starke Tendenz besitzt, einen nahezu homo-
genen poloidalen Strahlungsgiirtel auszubilden. Dies ist in unseren Rechnungen
nicht aufgetreten, doch kann unsere einfache Modell-Quelle fiir diese Verunrein-
gung (Energie- und Winkelverteilung von zerstdubtem I{ohlenstoff ibernommen)
sicherlich nicht in Anspruch nehmen, eine gute Beschreibungsgrundlage fiir die
realen Verhéaltnisse abzugeben. Die hier gezeigten Resultate sollen vielmehr der
exemplarischen Hlustration der Moglichkeiten der Transportmodellierung mit un-
serem Code DORIS dienen und tiberdies einige wesentliche Unterschiede zwischen
den Niedrig-Z-Verunreinigungen Kohlenstoff und Neon herausstellen, die darauf
begriindet sind, daB die Linienstrahlung bei Kohlenstoff von den niedrigsten La-
dungsstufen und bei Neon von den mittleren Ladungsstufen dominiert wird.
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Neon Radiation
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Abbildung 3.24: Ergebnisse der Monte-Carlo-Simulation fiir das Hintergrundplas-
ma OH-1. Links: Gesamte Strahlungsleistungsdichte der Neonverunreinigungen in
W/m?. Rechts: Linienintegrierte Strahlungsdichte fiir die Bolometersichtlinien. :
Sichtlinien 1-9, +: Sichtlinien 10-17, A: Sichtlinien 18-25. Oben: Berticksichtigung
des gesamten Verunreinigungstransports. Unten: Vernachlassigung der E x B-
Drift. Fiir jeden Fall ist auflerdem die Gesamtstrahlung P,.q angegeben.
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Abbildung 3.25: Ergebnisse der Monte-Carlo-Simulation fiir das Hintergrundplas-
ma OH-2. Links: Gesamte Strahlungsleistungsdichte der Neonverunreinigungen in
W /m3. Rechts: Linienintegrierte Strahlungsdichte fiir die Bolometersichtlinien. %
Sichtlinien 1-9, +: Sichtlinien 10-17, A: Sichtlinien 18-25. Oben: Beriicksichtigung
des gesamten Verunreinigungstransports. Unten: Vernachldssigung der E x B-
Drift. Fiir jeden Fall ist auflerdem die Gesamtstrahlung P,.q angegeben.




3.5 Bewertung der numerischen Ergebnisse

In unseren Anwendungen konnten wir als dominierende Effekte die E' x B-Drift
und die Thermokraft ausmachen. Der Spiegeleffekt erwies sich als unabdingbar
in der Simulation (Eine Vernachlassigung des Spiegeleffektes ist gleichbedeutend
mit der Reduktion auf eine Zylindergeometrie) und das gleiche gilt fiir die Ein-
beziehung des kompletten Coulomb-Terms, die tiberhaupt erst eine korrekte Be-
rechnung der Temperaturen der Verunreinigungen ermoglichte. Damit stellen sich
die von uns vorgenommenen Erweiterungen der Ansétze fiir die Verunreinigungs-
modellierung von Stangeby, Takizuka und Shimizu (Stangeby 1992, Takizuka und
Shimizu 1994), die diese Effekte nicht beriicksichtigen, als entscheidend fiir einen
realistischen Monte-Carlo-Algorithmus dar.

Zu allen vorgestellten Resultaten ist jedoch zu bemerken, daf sie nur exemplari-
schen Charakter besitzen und eher qualitative Tendenzen als zuverlissige quan-
titative Ergebnisse widerspiegeln. Dies liegt in erster Linie an zahlreichen Ein-
gabeparametern, die wir nur durch einfache Modelle annahern, die jedoch, wie
gezeigt wurde, entscheidenden Einflufl auf die Rechnungen hatten.

So sehen wir die verwendeten Quellverteilungen fiir Kohlenstoff — und insbe-
sondere fiir Neon — als nur grob genahert an. Die im Vergleich mit dem Ex-
periment aufféllig niedrigen Werte fiir die Gesamtstrahlung von Kohlenstoff in
unseren Simulationen fithren wir auf einen unkorrekten Normierungsfaktor fiir
die Quellstarke zuriick. Diese Quellen sollten in zukiinftigen Anwendungen durch
eine zuverldssigere Rechnung (zum Beispiel mit dem Neutralgas-Code EIRENE
(Reiter 1992)) ermittelt werden.

Auch entstammen die verwendeten Parameter fiir die Hintergrundplasmen des
Abschnitts 3.3 nicht einer echt zweidimensionalen Modellierung, sondern geben
nur Tendenzen realistischerer Hintergrundprofile wieder. Dabei scheint zum Bei-
spiel der Temperaturgradient der Hintergrundionen in der Nahe der Limiterkan-
ten stark unterschétzt zu werden, und die fiir experimentelle Szenarien sehr starke
Thermokraft spielt fiir diese Hintergrundplasmen keine grofie Rolle mehr.

Ein weiterer Parameter, den wir moglicherweise zu ungenau niherten, ist das
elektrische Feld. Speziell fiir das radiale elektrische Feld sollte in Zukunft ein
préaziseres Modell die Gleichung (3.20) ersetzen, da dieser Ansatz zu starken Dis-
krepanzen zwischen den rechnerischen und experimentellen Ergebnissen fiihrt.
Die angesprochenen Probleme, die zu Unsicherheiten bei den quantitativen Re-
sultaten fiithren, sind aber externer Natur, in dem Sinne, daf} sie nicht in unserem
Code DORIS implementiert sind, sondern durch Eingabeparameter bedingt wer-
den. Die Losung dieser Probleme lag auflerhalb der Zielsetzung dieser Arbeit.
Nichtsdestotrotz geben unsere Simulationen in korrekter Weise experimentelle
Befunde wieder, wie die fehlende Thermalisierung der Verunreinigungen in nied-
rigen lonisationsstufen, eine starke Lokalisierung der Verunreinigungsstrahlung
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in der Nihe des ALT-Limiters in TEXTOR sowie die Tendenz zur Ausbildung
eines strahlenden Giirtels im Falle von Neon-Verunreinigungen.
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Zusammenfassung

Hintergrund und Problemstellung

Ziel dieser Arbeit war die Erweiterung bzw. Erginzung des bereits seit Jahren
mit Erfolg eingesetzten Code-Systems B2-EIRENE, welches zur numerischen Mo-
dellierung von Plasmen in realen Tokamakkonfigurationen eingesetzt wird. Dieses
Code-System basiert auf einer fluidtheoretischen Modellierung der geladenen Teil-
chen im Plasma, die mit einer kinetischen Beschreibung der neutralen Teilchen
kombiniert wird.

Das verstarkte Interesse am Transportverhalten von Verunreinigungen im Zusam-
menhang mit ihrem gezielten Einsatz bei der Randschichtkiithlung im Tokamak
warf aber die Frage auf, ob die, infolge schneller Ionisation, oftmals sehr kurz-
lebigen Verunreinigungen in niedrigen Ladungsstufen durch magnetohydrodyna-
mische Modelle addquat beschrieben werden. Denn diese Verunreinigungsspezies
gehorchen nicht einfachen (oder nur leicht gestorten) Maxwell-Verteilungen im
Geschwindigkeitsraum und thermalisieren auch nicht mit dem Hauptplasma, so
dafl die Voraussetzungen der fluidtheoretischen Ansétze nicht erfiillt werden.
Um diese Unsicherheiten in der Modellierung beziiglich des Verunreinigungstrans-
ports zu beseitigen, wurde beschlossen, ein Hybrid-Modell zu nutzen, in dem die
geladenen Teilchen des Hauptplasmas weiterhin mit Hilfe magnetohydrodynami-
scher Methoden erfafit werden, wihrend die Verunreinigungsionen durch Verwen-
dung kinetischer Modelle beschrieben werden. Zur Realisierung dieses Konzepts
sollte der Monte-Carlo-Code DIVIMP von P. C. Stangeby fiir die Modellierung
der Verunreinigungen eingesetzt und an den B2-EIRENE-Code gekoppelt wer-
den.

Die im Rahmen dieser Arbeit vorgenommene Analyse dieses Codes hat gezeigt,
daB das zugrundeliegende Modell fiir den Verunreinigungstransport nicht mit
der Fluidbeschreibung des B2-EIRENE-Codes fiir das Hauptplasma kompatibel
ist. Es beruht daritber hinaus auf verschiedenen ad-hoc-Annahmen, die der be-
absichtigten rein kinetischen Beschreibung der Verunreinigungen widersprechen.
AuBerdem zeigten sich diverse Moglichkeiten zur Komplettierung des Modells um
zum Teil wesentliche physikalische Effekte.

Es ergab sich somit die Notwendigkeit, ein neues Modell zu formulieren, das ge-
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eignet ist, eine Grundlage fiir die beabsichtigten Monte-Carlo-Simulationen der
Verunreinigungen zu liefern, die sich konsistent in das Hybrid-Modell fir das Ge-
samtplasma einfiigt. Aulerdem mufite ein neuer Code entwickelt werden, der im
Zusammenspiel mit B2-EIRENE numerische Rechnungen in realistischen Toka-
makgeometrien, d. h. zweidimensionalen Poloidalschnitten in axialsymmetrischen
Plasmakonfigurationen, zulafit.

Ergebnisse

Das neue Transportmodell und der hierauf entwickelte Code DORIS werden in
dieser Arbeit vorgestellt. Das theoretische Modell basiert auf einer driftkine-
tischen Beschreibung des Verunreinigungstransports fiir Teilchen in der Test-
teilchenndherung, die mit einem stationéren fluidahnlichen Hauptplasma tiber
Coulomb-Kréfte in Wechselwirkung stehen. Die Teilchen bewegen sich gem&f der
Drift-Néherung in einer statischen toroidalen Magnetfeldkonfiguration, wobei sie
infolge von Stéflen mit den Elektronen des Hauptplasmas lonisations- und Re-
kombinationsprozesse erleiden. Zudem werden Wechselwirkungen mit den Wand-
materialien des Tokamakgefifles berticksichtigt, die zur Absorption der Teilchen
und physikalischer Zerstaubung der Wande fithren konnen.

Der Code DORIS verwendet ein Monte-Carlo-Verfahren zur sukzessiven Kon-
struktion der Trajektorien der Verunreinigungen, die eine numerische Représen-
tation der Losung der driftkinetischen Modellgleichungen liefert. Dieses Verfahren
wurde gewahlt, da es sich durch Robustheit und Flexibilitit beziiglich komplizier-
ter Rechengeometrien und zu beriicksichtigender Randbedingungen auszeichnet.

In Kapitel 1 wurde ausgehend von einem Satz gekoppelter Fokker-Planck-
Gleichungen fiir alle Teilchenspezies im Plasma durch Einfithrung des Testteil-
chenmodells fiir die Verunreinigungsionen eine einzelne lineare Fokker-Planck-
Gleichung zur Beschreibung des Transports dieser Spezies separiert.

Durch die Annahme von Maxwell-Verteilungen mit kleiner Stérung fiir die Haupt-
plasmateilchen wird die kinetische Gleichung fiir die Verunreinigungen vollstandig
festgelegt und eine konsistente Ankniipfung an das fluidtheoretische Modell des
B2-EIRENE-Codes fiir das Hauptplasma erreicht.

Um die Effizienz des numerischen Algorithmus zu steigern, wurde eine driftkine-
tische Naherung fiir die Fokker-Planck-Gleichung fiir die Verunreinigungen vor-
genomimen.

Dabei wird der Coulomb-Term direkt transformiert, wobei von der Annahme Ge-
brauch gemacht wurde, dafl die Inhomogenititen der makroskopischen Parameter
des Hauptplasmas entlang der magnetischen Feldlinien die Coulomb-Streuung der
Verunreinigungen dominieren.

Die Einbeziehung einer Stérung in die angenommene Verteilung der Teilchen des
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Hauptplasmas fithrte zu neuen Ausdriicken fiir die Drift- und Diffusionskoeffizi-
enten des Coulomb-Terms, welche die Inhomogenitéten in den Parametern des
Hauptplasmas beriicksichtigen. Diese erweiterten Drift- und Diffusionskoeffizien-
ten stellen die korrekte Formulierung der Coulomb-Streuung in einer durchgehend
kinetischen Beschreibung des Verunreinigungstransports dar.

Im Gegensatz zu bisher verwendeten Naherungen fiir die Coulomb-Streuung von
Verunreinigungen am Hauptplasma gewahrleistet der hier abgeleitete Coulomb-
Term die korrekte Thermalisierung mit dem Hauptplasma und kommt ohne die
Verwendung von fluidtheoretischen Approximationen fiir die Streuung an den
Inhomogenitaten in der Verteilung des Hauptplasmas aus. Diese Approximatio-
nen bedingten in den bisherigen Modellen fiir einzelne Félle Fehler von mehreren
Groflenordnungen in berechneten Dichte- und Energieprofilen der Verunreinigun-
gen.

Fiir die Transformation des Liouville-Terms wurden Resultate einer Standard-
prozedur zur Mittelung tiber den Gyrationswinkel der helikalen Teilchenbahnen
entlang der Magnetfeldlinien genutzt. Hierbei werden Drift-Effekte wie die E x B-
Drift, die ¥V B-Drift, die Kriimmungsdrift und der Spiegeleffekt in das Modell
eingefiihrt, die in bisherigen Modellen fehlten. Es zeigte sich, dafl die E x B-
Drift fiir typische Bedingungen in Tokamaks von bedeutender Gréfienordnung
sein kann und damit einen nicht zu vernachlassigenden Effekt darstellt. Auch
erwies sich der Spiegeleffekt als wichtig in der korrekten Simulation des Trans-
ports der Verunreinigungen in toroidalen Magnetfeldkonfigurationen. Seine Ver-
nachléssigung bedeutet die Reduktion des Modells auf eine Zylinder-Geometrie,
was zu erheblichen Unterschieden der Verunreinigungsdichten an der Hochfeld-
seite in einem Tokamak mit groflem Aspekt-Verhéltnis fithrt. Die ¥ B-Drift und
die Krtimmungsdrift stellten in den in dieser Arbeit angestellten Untersuchungen
Effekte zweiter Ordnung dar, wurden jedoch aus Griinden der Vollstéandigkeit
und Allgemeinheit des Modells mitherticksichtigt.

In Kapitel 2 wurde der Zusammenhang zwischen kinetischen Gleichungen der
Plasmaphysik und Grundgleichungen der Theorie stochastischer Prozesse darge-
stellt. Es wurde gezeigt, dafl Fokker-Planck-Gleichungen und Master-Gleichungen
speziellen stochastischen Prozessen entsprechen und eine numerische Simulation
dieser Prozesse einer Losung der korrespondierenden Gleichungstypen dquivalent
ist.

Da kinetische Gleichungen oftmals die Form von Fokker-Planck-Gleichungen
und/oder Master-Gleichungen besitzen, lassen sich Monte-Carlo-Simulationen
spezieller Diffusions- und Sprungprozesse zur Losung einer grofien IKlasse phy-
sikalischer Modell-Gleichungen einsetzen. Numerische Anwendungen an analy-
tisch losharen Beispielen von Transportproblemen illustrierten den Aufbau sol-
cher Losungsalgorithmen und demonstrierten die Leistungsfahigkeit der relativ
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einfach zu realisierenden Monte-Carlo-Methode, die sich inshesondere fiir mehr-
dimensionale Probleme auf kompliziert berandeten Rechengebieten eignet. Das
Verfahren weist keinerlei Konvergenzprobleme auf und 148t im Prinzip die be-
liebig genaue Berechnung von physikalischen Verteilungsfunktionen zu, wobei je-
doch die erforderliche Rechenzeit aufgrund der statistischen Natur der Methode
sehr schnell ansteigt.

Es wurde gezeigt, auf welche Weise sich der zunéchst fiir die reine Transportsi-
mulation vorgestellte Losungsalgorithmus durch die Einbeziehung von Teilchen-
umwandlungsprozessen und Teilchenquellen hzw. -senken erweitern 1&8t. Damit
wurde das Monte-Carlo-Verfahren anwendbar fiir die im ersten Kapitel abgelei-
teten driftkinetischen Modell-Gleichungen fiir die Verunreinungen.

In Kapitel 3 wurden exemplarische Anwendungen des Codes DORIS fiir Sze-
narien im Tokamak TEXTOR vorgestellt. Dieser Code erlaubt die Berechnung
von Dichte-, Energie- und Strahlungsprofilen sowie weiterer charakteristischer
Parameter, die sich aus der Verteilungsfunktion der Verunreinigungen im Pha-
senraum ableiten lassen, fiir den zweidimensionalen Poloidalschnitt eines axial-
symmetrischen Tokamakplasmas. Benutzt werden hierzu das Transportmodell
und der Monte-Carlo-Algorithmus, wie sie in den ersten beiden IKapiteln dar-
gestellt wurden. Fiir die Simulationsrechnungen benétigt der Code Vorgaben
tiber die Magnetfeldstruktur, iber die atomaren Daten, welche die Ionisations-,
Rekombinations- und Zerstaubungsprozesse bestimmen, und iiber makroskopi-
sche Parameter des Hauptplasmas (Dichte, Temperatur, Stromungsgeschwindig-
keit etc.).

Es wurden einfache Naherungen fiir das Magnetfeld im Tokamak TEXTOR und
die atomaren Daten erldutert, die in den in dieser Arbeit realisierten Rechnungen
Verwendung fanden. Fiir die Parameter des Hauptplasmas wurden sowohl Ergeb-
nisse numerischer Modellierungen mit dem B2-EIRENE-Code wie auch Profile,
die mit einem semi-empirischen eindimensionalen Modell berechnet wurden, ver-
wendet.

Fiir drei verschiedene TEXTOR-Randschichtplasmen, die aus einer B2-EIRENE-
Modellierung stammen, wurde die Thermalisierung von Kohlenstoff untersucht,
der durch physikalische Zerstdubung des Limiters in TEXTOR in das Plasma
gelangt. Die Resultate bestatigten die Notwendigkeit einer kinetischen Beschrei-
bung der niedrigen Ladungszustinde dieser Verunreinigung, da die Annahme
einer Thermalisierung, wie sie in der Fluid-Theorie gemacht wird, erst fiir die
Ladungsstufen Z > 4 erfiillt ist. Dieses Resultat steht in Ubereinstimmung mit
experimentellen Beobachtungen fiir die Temperaturen der verschiedenen Tonen-
spezies von IKohlenstoff.

Fiir ein weiteres TEXTOR-Randschichtplasma, das ebenfalls mit Hilfe des B2-
EIRENE-Codes modelliert wurde, wurde zum einen die Strahlungscharakteristik
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von Limiter-Kohlenstoff untersucht, und zum anderen ein Vergleich der unter-
schiedlichen Ansétze zur Beschreibung der fiir diese Verunreinigungen wirksamen
Thermokrafte in dem hier verwendeten Modell und dem des DIVIMP-Codes an-
gestellt.

Die Ergebnisse der Strahlungsprofile des I{ohlenstoffs zeigten qualitativ eine zu-
friedenstellende Ubereinstimmung mit bolometrisch an TEXTOR ermittelten ex-
perimenteilen Resultaten. Als die den Transport dominierenden Effekte konnten
die £ x B-Drift, die Thermokraft und das parallele elektrische Feld ausgemacht
werden.

Der Vergleich des neuen driftkinetischen Modells fiir die Thermokraft mit dem
Fluid-Ansatz des DIVIMP-Codes ergab lokale Unterschiede in der Dichte- und
Energieverteilung der niedrig geladenen Iohlenstoff-Verunreinigungen in der
Randschicht von bis zu drei Grofenordnungen. Erst fiir die Ladungsstufen 7 > 4
lieferten die unterschiedlichen Ansétze anndhernd gleiche Resultate fiir die Rand-
schicht des Plasmas, womit sich auch hier wieder die Wichtigkeit der vorgestellten
durchgehend kinetischen Beschreibung bestétigt. Erst die hoheren Ladungsstufen
lassen sich zufriedenstellend mit einem Fluidmodell beschreiben. Die gednderten
Quellverteilungen fiir die hoheren Ladungsstufen, die sich durch die unterschied-
lichen Dichteverteilungen der unteren lonisationszustdnde ergibt, zog aber auch
signifikante Effekte fiir die Verteilung der hoheren Ladungsstufen innerhalb der
Separatrix nach sich, so daf} sich der Fehler der Fluid-Approximation nicht nur
auf die niedrigen Ladungsstufen allein beschrénkt.

Weitere Rechnungen fiir TEXTOR wurden mit Hilfe von Ergebnissen eines semi-
empirischen Modells gemacht, wobei das Augenmerk hauptséchlich der Untersu-
chung des Effekts der starken E x B-Drift galt, aber auch zwei Szenarien mit
unterschiedlich hohen Dichten und Temperaturen des Hauptplasmas am Limiter
gegeniiber gestellt wurden.

Es wurde wiederum Limiter-I{ohlenstoff und in ersten Anwendungen auch Neon
untersucht, wobei fiir Neon zunéchst eine Quellverteilung angenommen wurde,
die der des IKohlenstoffs entspricht.

Erneut konnte die E x B-Drift als wichtiger Effekt identifiziert werden, der in
zukiinftigen Anwendungen sorgfiltig modelliert werden muf}, da die Resultate
diesem Effekt gegeniiber duBerst sensitiv waren, das theoretische Verstandnis des
radialen elektrischen Feldes jedoch noch nicht vollsténdig ausgereift ist.

Die unterschiedlichen Temperatur- und Dichteverhaltnisse in den zwei betrachte-
ten Hauptplasmaprofilen bewirkten in erster Linie eine Anderung der Tonisations-
und Rekombinationswahrscheinlichkeiten der Verunreinigungen, welche die Ein-
dringtiefe der niedrigen Ladungsstufen in das Plasma bestimmen und damit auch
die Gesamtstrahlung der Verunreinigungen, die vornehmlich von diesen Ladungs-
stufen beeinflufit wird.

Als wesentlicher Unterschied zwischen den Verunreinigungen Kohlenstoff und Ne-




on erwies sich, dafl die Strahlungsprofile des Neons weit weniger sensitiv sind
gegeniiber Details der Plasmaprofile am Limiter, als die des Kohlenstoff, da béi
Neon die Strahlungscharakteristik starker von lonen mittlerer Ladungsstufe als
von niedrigionisierten, wie beim Kohlenstoff, bestimmt werden. Die Dominanz
der mittleren Ladungszustande bei der Strahlung spiegelte sich in den rechneri-
schen Ergebnissen auflerdem in der Tendenz des Neon wider, einen strahlenden
Giirtel am Plasmarand auszubilden, wie er auch experimentell beobachtet wurde

und in der Randschichtkiithlung angestrebt wird.

Ausblick

Die Struktur des Codes DORIS wurde so gestaltet, dafl er als Unterroutine
an bestehende Code-Systeme zur Berechnung von Magnetfeldstrukturen und
Hauptplasma-Parametern angekoppelt werden kann.

Momentan befindet sich diese Kopplung noch in der Entwicklung und 148t ledig-
lich die Verwendung von anderweitig gewonnenen Hauptplasma-Parametern im
Code DORIS zu. Zukiinftig soll aber auch eine Riickkopplung der mit DORIS
gewonnenen Resultate an Codes zur Berechnung der Hauptplasma-Parameter
(d. h. B2-EIRENE) stattfinden, welche die Resultate fiir die Verteilung der Ver-
unreinugungen als zusétzliche Teilchen-, Impuls- und Energiequellen herticksich-
tigen und daraufhin ein modifiziertes Hintergrundplasma liefern sollen, das wie-
derum als Eingabe fiir DORIS dient. Durch eine Fortfithrung dieser Kopplung
wird eine iterative Losung fiir ein nicht-lineares Modell fiir das gesamte Plasma
im Tokamak angestrebt.

Um dabei eine grofiere Zuverlassigkeit der mit DORIS ermittelten Ergebnisse zu
gewihrleisten ist es notwendig, Unsicherheiten in Eingabeparametern, wie dem
elektrischen Feld und der Quellverteilung der Verunreinigungen, durch Verwen-
dung verbesserter Modelle zu vermeiden.

Durch die Einbeziehung diverser driftkinetischer Effekte erweist sich das hier erar-
beitete Modell zudem als geeignetes Werkzeug, um erste Aufschliisse zu erhalten
tiber den Transport von Verunreinigungen (oder auch geladenen Teilchen im all-
gemeinen) in gestorten Magnetfeldkonfigurationen, wie sie zukiinftig im Rahmen
des DED-Projekts (Dynamic Ergodic Divertor) am Tokamak TEXTOR realisiert
werden sollen.

Aufgrund seiner Flexibilitat kann der vorgestellte Monte-Carlo-Algorithmus auch
im Studium dreidimensionaler Magnetfeldstrukturen (Stellarator), in der Unter-
suchung von Gyro-Effekten (Verzicht auf die driftkinetische Approximation, Be-
schrankung auf kleine Raumbereiche) und fiir (rdumlich) nulldimensionale Rela-
xationsstudien (Thermalisierung im Geschwindigkeitsraum) Einsatz finden.
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Anhang A

Berechnung der Integrale I', 12,
[7:37 ]7,47 ]7?]67 ]z'6/€

Mit Hilfe der Beziehungen (siehe (1.28), (1.30), (1.31))

3
0o_ A 2 _dx 1 . o
fb—me\ ) d'U—Eg ; |U—UOI—E[X+WI 7 W =Xo ™ X
X=0av—wv) ; Xo=avo ; X, = Qv
(A.1)
schreiben sich die Integrale (1.34) als
Mwo) = 2 [x—wl e dy
2 _ Ix -y
(UO) - Q,'7T3/2 A» - w} € CX
I(vg) = WB/Q /Y (2x2 = 5) [x — w| e dy
(A.2)
4 _ 3
]‘i(vo) - 71_3/2 \/_/ /\ —O ]X wle \ dX
It “ Vi s 1y
p(vo) = =3/2 2 / XiXk — §X i) Ix — W’ e - ax
. o 1, 2
I(vo) = m\/z/ Xe'/\/k_g/\/ ik IX—(—G’|6 dx
Fs wird nun die Substitution
X — X +w (A.3)
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und auferdem eine Koordinatentransformation vorgenommen
i ’
(X +w)i=> tuly+w) , (A4)
l

wobei die orthogonale Transformationsmatrix ¢3! die Komponenten von x und
w in ein System {iberfithrt, in dem eine Achse parallel zum Vektor w liegt:

Wi =wdy = dotdtwr (A.5)
]

Die irreduziblen tensoriellen Hermite-Polynome (1.30) transformieren dann wie

(x +@)i (2(x +w)?=5) =D talx; +w) (2 3 (x, +w,)* = 5)
!

n

(x +w)i (x +w)r = % (X +w)? &y = (A.6)

_ , ’ / ' 1 o /-
Z t’il tm}\ ((/\l + wl) (Xm + wm) - g Z(/\n =+ (.071)2 51771)

{m n

Setzt man diese Ausdriicke in die Integrale (A.2) ein und geht iiber zu Kugelko-
ordinaten

’ /
Xi+w, = xcost 4w

Ny 4w, = Y sind cosp
(A7)
Yo+ ws = ysind sing
dx' = \sinddddody

so zeigt sich, daf} diverse Terme bei der Integration iiber ¢ verschwinden. Letzt-
endlich lassen sich alle Integrale I' bis If, durch Integrale des folgenden Typs
ausdriicken (n, m und [ sind ganze Zahlen mit n,m >0 und { = 0, £1)

oo 21
N

LM = / /(;\/ sind cosp)?" (v cos?+w)™ \! e~ (2w cost+w) \ 2 ing ) dip dy
000

Es gilt

0

(A.8)




Pog) = =512

3/2
72 _ 1 1,00
(vo) = and/2 Tt
a 1
IP(vy) = a2 75ti1 (4 L2 +21°7 — 5Lgi)
4 11 21 03 _ & 701
IHvy) = pcrey A (4128 +215% —518))
(A.9)
, o 2 . 1 B ‘ .
Bw) = 55 V2 (Stat (19 - 129) - staty! (123 - 129)
L1 (00 20
— g tists, (£°2 - 129)
7 _ 1 NG) %t_ =1 (102 _ 120\ _ lt- =1 (102 _ 20
zA('UO) - 0,7_[_3/2 3 11 ( +1 +1) 3 12Y9k ( +1 +1>
1 02 20
Aufgrund der Definition von ¢ (siehe (A.5)) gilt
g g
o=t 2ttty — laly] =37 5y (A.10)
und somit wird aus den Integralen 72, I, I} und If
3 o 1w 21 03 01
I{('UO) = 7]_—35%'; (41/ + )L 5[/_1)
Boo) = — 2 (4120 42192 — 510}
7 ('UQ - 0’7_{_3/2 5 ZJ +1 + — 9 +1
(A.11)
5 .« V2 , Wi Wk 20 02
],,g,\,(vo) = ;5—2 7 (5 . o ) <L_1 — L_1>
1 \/5 o Wi WL :
fhtoo) = ooy (B3 ) (18- 153)

Das Integral L™ laBt sich folgendermaBen auswerten:
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oo 27

kis
. . a0 o 2
Lpm = ///(\ sind cosp)?™ (y cost) 4+ w)™ y'em H2vw costwt) o
000
x 2 sind dv) d dy
m co 2w m
m idian . 2 i ‘ :
— Z( Z )///XZn-}-m i+I+2 81112”/19 COSm 119 COSZHQO wz %
/000

=0 0

2 . 2 .
x e~ (2w eost ) ging ) do dy

m oo 2m 41
_ Z ( 7:‘1 )///X271,+m—1+l+2 (l . COS219)H COSm_Z’lg COSQngO wz %
i=0 ' 00 1
x e~ (P HIxw costHw?) oo dp dx
oo +1
= 2r | [] > n ///\/2”"'”7‘““_’ (1 — cos®?)" x
i 2k S\
= i= 0 -1
x cos™ ) wiem (T cost ) e ngy dy
(A.12)
Im letzten Schritt wurde die Formel
27
: " to2k—1 ,
/C082 wdp = <H 5T ) 27 (A.13)
0 k=1
benutzt, die fitr n > 0 giiltig ist (Beweis durch vollstandige Induktion).
Auswertung des Terms (1 — cos?¥)" liefert
2mm 2k -1V & [ m i, g [ \
=2 (] T z_j i wZ(—U j)x
k=1 =0 7=0
oo +1
X //X,271+m+1+2—i COSZ]’-{—m—'{ﬂ e—(x2+2,\~w cosﬁ—l—wz)dcosﬂ dX
0 ~1
(A.14)

Und geméaf der Formel

n n—1

' s n! B :
farerede = Lo ggm e (A1)
1=
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die fiir n > 0 gilt (Beweis durch vollstdndige Induktion), folgt aus der Integration
tiber cosd

nm T2k —1 = m i " P n
o= (S () o S () -

k=1 =0

y 2‘7§—'i (25 +m —1)!
(27 +m—1—p

p=0

o
2ntmtld2—i—p—1 —p—1 —(,\'2+w2)
X //\ (2w) e X

% (e—2xw . (_1)2j+m—'i—p 6+2xw) (l/\

(A.16)
Variablensubstitution y — v + w liefert
no9k _ m ’ n ) ,
g = o (2530 () w -y (1) =
=i 2k =0\ ! =0 J
) 2‘74-2773—1(2@_7)_1 (27 +m —1)! y
=0 (27 +m —1—p)!
oo (A.17)
% (/(X o w)2n+m+1+1—i—p€—x2 ([X
_(_1)2j+m—'f—y) / (/\ +w)2n+m+l+1—i—p€—x2 (l/\)
und damit
, D2k -1V m . S n
L[Zn,m = 97 (H ) ( i ) w' Z(_l)l ( : ) %
k=1 Qk =0 t j=0 j
; 2;7'4—2773—1'(2('0)_7)&1 (27 +m —)!
p=0 (2-7 +m - T — p)‘
(A.18)
q 00 N
X (Z(——l)s ( Z ) ws//\/q_seﬂ” dy
s=0 - o
q e
(1 \2itm—i—p q .9/ LA 2 )
s (e [ d,\> ,




wobei g =2n+m+1{+1—17—p.
Mit Hilfe der Abkiirzungen

nml 9 < nook — 1) ( m ) ( n ) < q ) (‘)J +m —q) o—p-1 2 po1ts
ijps — i " . . . 5
i 2k v J s ) (27 4+m—1—p)

2
K-, = /quse-—,\ dy

K., = / N e dy
(A.19)

1aB3t sich schreiben

m  n 2j+m—1

Lnm = ZZ Z ZQZ’;}SZ ( ’+s K+ — (—1)“7"’""_7) Kq__s) (A.20)
=0 j=0 p=0 s=0
mitg=2n+m+I+1—1—p.
Die Integrale [x und Kq‘_s lassen sich mit Hilfe der Formeln

—S

1 =/l o1 —2k 22
L2n—a?N? I = — S2n—=1-2t —a®x
//\ © W 1 (EO 20?2 ) X ¢
(A.21)
n—1
2 —1-2k\ /7
* (AI;[O 202 ) %‘b(a"\/)
und
Ny n=l / & 9. 19 9L\ ) o
204l —a?y? v = ant2—2 2n—21 —adx?
//\ e ay 277_'_912;(1;[ Y )/\ e
(A.22)
n-l 2n — 2k 1 202
_ H X
o 202 20?

bestimmen. Sie sind giiltig fiir n > 0 (Beweis durch vollstdndige Induktion). ®(x)
ist die Fehler-Funktion (siehe (1.36)).
Die Formeln (A.19) - (A.22) wurden von uns zur Berechnung der Integrale (1.34)

verwendet.
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Anhang B

Die Potentialfunktionen o¢g, ¢1,
¢27 wOv wla ¢2

Die Potentialfunktionen der Gleichung (1.44) lauten

do(Xx)

¢1(x)

$2(X)

/\—,‘I’(x)

ay®'(x)

(23& ‘\95) ‘I"(\)—fg—@(\)

51;‘5'(/\/) + (i—\— + %) o(x) (B-1)
Qi\ () - 2;\2 (x)
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Die fiir uns wichtigen Ableitungen dieser Funktionen nach y sind

oy Q

do(x) = /\—}1) (x) — 0 P(x)
$i(v) = (a=201?) @'(x)
/ 2y 20 3« , Ja
o= [ 2 T ) By O(v
I3 1 ! 1 ].
AT O (v - O\
) 1 1 ) 1
- — — p— (D ’ @ /
2109 <a + 0’/\/2> () + a® (x) (B.2)
' 2 3 ' 1 3 A
’ — — @ / — (P /
(2109) (Sax + 2@/\/3> (x) + ( Sonz T 2ax4> (x)
W) = g @00+ g O)
o\X) = ay? X ay?® X

" 2/ 2 3 ' 3
b(x) = ( L= 4 3) ¢ (x) = —52(x)

« ay ay ay

%u>=(4+ m+-6)wm+<2 §J®m

3a ' 3ay? | ay? 3ax?  ay’

Die Ableitungen der Potentialfunktionen ¢ und 4, die in den Gleichungen (1.49)
und (1.52) auftauchen, sind gegeben durch (x und « sind in (1.35) definiert)

(0o
vy o [ X1 XL
== (Ao + Cr A+ ChA) (B.3)
09 YAy
Jv,
9
v a [ NI AL
= —/ (Bo + C/vl Bl + 6’2 BZ) 9 (B4)
P Yl oy
0’1)_]_
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0% 0%y
v dvjdvy o2 (X1 e | | XL
= (Co +CiCy + Cy CQ)

E /2
% %P AL —XL )|
Blvﬁv” 803

(B.5)
Dabei lauten die Vektoren Ag, Ay, ..., By und Matrizen Co, C; und Cy
N A
Po(X) X '
Ay = ;A= ;A=
0 XL g NIXL Cf)z
X X 2
ALy, /\u
! - l - 3
Yo(X) X '
By = ;o By = ;o By =
0 XL ¥ xn\/ cbz
X X X
¥ O
C = !
0 O '(,Z’O
X
k(G
. 71 2
X X X X
Cl —
() ()
X \xy ¥ XoAx X
X XIXL (¥y 2
(— g)% 6 1,2 <,2——2‘>
X Y X X
CQ —
) N oy 2 b
o (5-8) ()52
X X X X X X
(B.6)

Mit den Ableitungen aus den Gleichungen (B.2).




Anhang C

Sprungprozeflapproximation
eines Diffusionsprozesses

In diesem Abschnitt wird gezeigt, auf welche Weise sich die Fokker-Planck-

Gleichung

Ip(y,1) _ _Z 9

(Ai(y, 1) p(y,1))

ot ~ Oy;
(C.1)
52 T (B, 1)B (g, )y, 1)
2 aJZC)JA s v ) R 9
als Grenzfall der 1\/Iaster~Glelchung
8' ,t 7 (I
1’(5‘1 ) = [ (Walylz,t) p(z,1) = Wil=ly, 1) ply, 1)) d= (C.2)

fitr & — 0 ergibt, wenn die Bedingungen (2.26), (2.27) und (2.28), die im Ab-
schnitt 2.3 genannt wurden, erfiillt sind.

Die Bedingungen (2.26), (2.27) und (2.28), die an die Ubergangswahrscheinlich-
keiten Ws(z|y, t) der Master-Gleichung gestellt werden, &hneln denen, die im Ab-
schnitt 2.1 zur Helleltung der Chapman-Kolmogorov-Gleichung genannt wurden
((2.9), (2.10) und (2.11)). Im folgenden orientieren wir uns deshalb an der Argu-
mentation, wie sie Gardiner im Zusammenhang mit der Herleitung der Chapman-
Kolmogorov-Gleichung benutzt hat (Gardiner 1985, Kapitel 3).

Wir betrachten eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f(y) und die zeitli-
che Anderung ihres Mittelwertes, wie sie sich aus der Master-Gleichung ergibt

a .
5 ) ply,t) dy = // ) Ws(zly,t)ply,t)dzdy . (C.3)
Es werden nun zwei Integrationsgebiete |z — y| < ¢ und |z —y| > ¢ mit ¢ > 0
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eingefiihrt. In dem kleinen Bereich |z —y| < ¢ wird die Funktion f(z) nach Taylor

entwickelt

o . 9, ' 0% f . ‘
12 = St S I ey f S I etz Bz )

i aJ? ik ayzayA
(C.4)
Fiir die zweimal stetig differenzierbare Funktion gelte
|R(z,y)] =0 fix |z—y|—0 . (C.5)
Einsetzen in obige Gleichung (C.3) liefert
En / fy)ply,t)dy = // (v)) Ws(z|y,t) p(y,t) dz dy

_yl>¢

—y;) Ws(z|y,t) p(y,t) dz dy

l7—y|>r

IE Z S (o i)k — ) Wal 2y, 0l 1) d dy
lz—y|>e
(C.6)
Wegen Voraussetzung (2.26) findet sich fiir jedes beliebige ¢ > 0 ein d, so daB das
erste Integral verschwindet. Wegen der vorausgesetzten Existenz der Grenzwerte

in den Bedingungen (2.27) und (2.28) folgt

lim —/f y)ply,t)dy = Z/ OJ y)p(y,t)dy

§50 ¢

(C.7)

+5 Z/an@,ﬂ. () p(y. 1) dy

Dabei wurde von der vorausgesetzten gleichméfligen Konvergenz Gebrauch ge-
macht und Grenzwertbildung und Integration vertauscht. Gleichzeitig wurde auch
der Ubergang ¢ — 0 gemacht.

Abschliefende partielle Integration liefert

, b
lim —/f y)ply,t)dy = —Z/ a)jj(y ) dy

§—=0 ¢
1 e P (Da(y) plyst))
—|—§ %:/ f('!/) y: Oy dy

(C.8)
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wobei angenommen wurde, dafl p(y) am Rande des Integrationsgebietes ver-
schwindet.

Da diese Gleichung nun fiir beliebige Funktionen f(y) gelten muB, folgt mit
BB = D die obige Aussage.




Anhang D

Semi-empirisches Modell fiir

Hauptplasma-Parameter in

TEXTOR

Wir gehen von der allgemeinen Form der Fluid-Gleichungen aus, wie sie sich aus
der Integration der Gleichung (1.2) fiir jede Spezies im Plasma ergibt (siehe auch
(1.16), der Index fiir die Spezies wird hier weggelassen).

an
ot

——a— (mnVj)

ot

or
n—

ot

)
S LV
2{: dx; (n Vi)
d .
> Do (mn Vi Vi +nT 6 + i)

+en (E+V x B), + Ry

(9T 2 OV | 2 0g;

oV, 2
—!~%: I 0—%) +3 Q

(D.1)

(D.3)

Zu den Standard-Definitionen der einzelnen Groflen siehe Balescu und Baelmans
(Balescu 1988, Baelmans 1994). Statt (D.3) wird iiblicherweise eine Gleichung in
konservativer Form fiir die Energie verwendet.
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Jd (3 1 ‘
— [ = — > ov?
T <272,T+2mn i ‘l>

o /5
_Zaq < nTV; + ¢

+ Z i Vi 4+ Z %m nV? Vk) (D.4)
k L~

+Y enViEi+ Y ViRi+Q

Die Gleichungen (D.1), (D.2) und (D.4) werden nun fiir die Richtungen entlang
({) und senkrecht () zum Magnetfeld geschrieben. Naherungsweise werden dabei
die Kriimmung der l\dagnetfeldhmen und der Viskositatstensor 11;; vernachlassigt
und fiir die kinetische Energie &2 § mn V2 | gesetzt.

on
ot

% <m n VII)

Jd /3 1
%<—2~77T+Emn‘”>

9 (n V”) _ oy

ol dz

0 0

9 <m?ﬂ|l +77T> ~ <m FLY”)

+en By + R

a /5 K
e ( nT Vi + g+ - —m w1t Vi) (D.5)

\
—_ k‘)FLT—#qL—F—m\” FL)
—!—6?7‘/“E”+€FJ_EJ_+‘/[|R||+‘/J_RJ_

+Q

Fiir den stationdren Fall und unter Einbeziehung zusétzlicher Quellterme lauten

die Gleichungen (D.5):
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Scparatrix (x=0)

N

t
1 Torusachse
1

Abbildung D.1: Geometrie des Modellplasmas (Poloidalschnitt im TEXTOR-
Plasma). Die Struktur an der Separatrix nidhert den ALT-Limiter.

ar'y

a i
5(71‘)-’__51—_50
d 2 0 y z
57(771711“ +71T)+%<mFL\”>:en |+ Ry + Ro
d /5 0 D.6)
57(—2—1TVH+—mn‘ 1/[|>+5;<2FLT+ m‘” FJ_) (D6
0 %)
;Z”-}-#—enV”EH—#eFLEL—I—V“R”-H R,
+Q + Qo

Fiir die Modellierung der Plasma-Parameter n, T; und V}; (Dichte, Temperatur
und Stromungsgeschwindigkeit der Hintergrundionen) wird der folgende verein-
fachte Satz von Gleichungen betrachtet (7. ist die Elektronentemperatur, die
entlang der Magnetfeldlinien als konstant angenommen wird)

d

8[ (?7 ‘/”) = S()

881 <m n V2 I +n T;) =en E”

f (D.7)
7 (nT.) = —en k)

d (5 0T K

() & i)
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Da der Gesamtflul senkrecht zur Fluifliche fiir @ — oo verschwindet, kann man
den Fluf an der Separatrix mit Hilfe der letzten Gleichung aus (D.7) folgender-

mafien ausdriicken

5 7o (5 oT; ,
— . =— | —=[=nWVT — g — T . D.
(2 [‘LTZ-FQL) L 0/81 (2 n W1 — k) 81) da (D.8)

Unter der Annahme, daf} dieser Flufl entlang der Separatrix ndherungsweise kon-
stant ist, besteht die Integration der linken Seite iiher ! nur aus einer Multi-
plikation mit [. Zur Integration der rechten Seite verwenden wir fiir @ > 0 die

Ansatze

l |
o= AT T=T) el by =Tj 7 (DY)

Fﬁ ist dabei eine Konstante, die durch das Bohm-IKriterium (Chen 1974) fest-
gelegt ist (Stromungsgeschwindigkeit am Limiter ist gleich Schallgeschwindigkeit

cs)

Te +Tz

m

(D.10)

Fﬁ:nS(L)cs : ¢y =

Die Ionenwérmeleitfihigkeit x) entnehmen wir der fluidtheoretischen Theorie,
wie sie in den Abschnitten 1.2 und 1.3 angesprochen wurde (Balescu 1988)

15 16#263 ﬁN’c”

A= D.11
SV A Jm (D-11)
mit Fc” = 1.0/0.5657.
Man erhéilt
5 5 _ ¢ [ oporp o TS 267
ST T = —T9T5 — ——— + A(TF)P? =L = D.12
<2 4 +([l> 0 9 |+ T 51_‘ +($T + ( i ) ol 7 ( )

Eine weitere Gleichung fiir den unbekannten Flufi an der Separatrix ergibt sich
durch die Randbedingung am Limiter, d. h. bei [ = L (Igitkhanov 1985)

5
<5 I' T+ (j_L>

x=0

L = — /fﬂ“ﬂg TS da
0 (D.13)
or o7
or + o7

Die dimensionslose Grofle v ist dabei eine Funktion der Temperaturen an der

= I T7(L)

Separatrix bei [ = L
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(24 M) ™™ 4/ M (M? +2.5) (1 + ®(M))

= D.14
7 e=M* 4\ /m M (1 4+ ®(M)) ( )

mit

2 T S(L)
N\ T3(L)+TA(L)
Es ergibt sich eine einfache Differentialgleichung fiir die Temperatur T7:°(1) entlang

der Separatrix

M =

(D.15)

24 S aT P [ (Sr 5
S = e <HT T (L)) , (D.16)

die problemlos numerisch gelést werden kann.
Addiert man nun die zweite und dritte Gleichung aus (D.7) und berlicksichtigt
die Randbedingung ¥}, = ¢; am Limiter, so folgt

mn ‘II +nTli4+nT, =2mn(L)c . (D.17)

SchlieBlich folgt noch aus der ersten Gleichung von (D.7)

[,
nV”:,S'ol:Fﬁze_m/‘SP : (D.18)

Dabei wurde vorausgesetzt, daBl So = I'f /%t /I = const. ist.

Die drei Gleichungen (D.16), (D.17) und (D.18) lassen die Berechnung der Gré8en
n, T; und V)| (und ihrer Ableitungen) entlang der Separatrix zu. Die Extrapolation
fir @ > 0 wird durch Vorgabe der Abfallangen dr, ér (sowie einer Abfallange
fiir die Elektronentemperatur) vorgenommen. Fiir die Parameter innerhalb der
Separatrix (@ < 0) wird gesetzt

C ;)2 C 212\ ?
n =n® (1 = M) ; T=T1°¢ (1 — (Q—Jr—q—-s—l—) ,  (D.19)

ay ar

A\

worin die Parameter «,, und a7 so gewéhlt sind, daf8 die Profile der Plasmagréfien
einen stetigen Ubergang bei @ = a5 und [ = 0 besitzen. Der Index C steht fiir
das Plasmazentrum.

Letztlich benétigt unser Modellplasma nur die Vorgabe der Parameter n®(L), n%,
TS(L), TE, TS, TC, also einiger Eckwerte fiir die Ionen- und Elektronentempera-
tur, sowie der Abfallingen §r und §r (o7 fiir Ionen und Elektronen unterschied-

lich).
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Anhang E

Statistische Auswertung des
Monte-Carlo-Algorithmus

Die praktischen Rechnungen der Abschnitte 2.3.1 bis 2.3.3 und des Kapitels 3
basieren alle auf dem gleichen Grundmuster, das in Abbildung E.1 schematisch

dargestellt ist.

> p=1,N
{ o1t
X=X+Ax
y=y +Ay
1
S :Srll+gipt Q( pt) ;lt
R :R?+ Iypr - QI pT).V;lT

Abbildung E.1: Schematische Darstellung der Teilchen- und Zeitschleife im

Monte-Carlo-Algorithmus.

Die Rechnung verlduft so, daf§ die Trajektorien im Phasenraum fiir N Teilchen
tiber T' Zeitschritte verfolgt werden, wobei die diskreten Schritte Aa im Orts- und
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Av im Geschwindigkeitsraum pro Zeitschritt durch das jeweilige Problem festge-
legt sind. Das Rechengebiet im Ortsraum wird in Zellen mit Index i aufgeteilt
und {iber jedes Teilchen p und jeden Zeitschritt ¢ wird die Summe

St = Z Gipt Q(Vpr) vy (E.1)
it

gebildet. Darin ist g;, ein Gewichtsfaktor, Q)(v,) eine beliebige Funktion von vy,
und n eine nicht-negative ganze Zahl.
Eine weitere fiir unsere Anwendungen wichtige Grofle ist die Summe

R} = gir Qupr) vip (E.2)
P

die nur fiir einen bestimmten Zeitpunkt ¢ = T" gebildet wird. Die Bedeutung von
R} ist einfach einzusehen:

R~ N / /Q(v)v” flz,v)dvde . (E.3)
AV
f(2,v) bezeichnet die Verteilungsfunktion der Teilchen im Phasenraum. AV} ist
das Volumen der ¢-ten Zelle. Die Anzahl N; der Teilchen in der i-ten Zelle zum
Zeitpunkt T' ist damit durch die Summe

N; = }:ng ~ N / /f(w,'v) dv dz (E.4)
3

AV
gegeben. Der Mittelwert < Q(v) v" > fiir die Zelle ¢ wird also mit folgender Formel

berechnet

e 1Q)v f(a,v)dv Ry ;
<Qv)v">= [ f(w,0)do ~ N, (E.5)

Diese Formel mufl zum Beispiel zur Berechnung von Temperaturen und ande-
ren Momenten der Geschwindigkeitsverteilung benutzt werden. Dabei ergeben
sich aber oft numerische Probleme, da zum einen hierbei ein Quotient aus zwei
voneinander abhéngigen statistischen Groflen gebildet wird, fiir den man nicht in
allgemeiner Weise eine Abschéatzung fiir Fehlergrenzen angeben kann, zum andern
auch die Situation auftreten kann, daff die Teilchenzahl in einzelnen raumlichen
Zellen des Rechengitters nur sehr klein ist oder gar verschwindet. Groflen hinge-
gen wie die Energiedichte u. &. kénnen problemlos berechnet werden und durch
Fehlergrenzen (siehe Abschnitt 2.3.1) bewertet werden. Bei den Anwendungen der
Abschnitte 2.3.1 bis 2.3.3 hingegen traten keine Schwierigkeiten mit der Berech-
nung von Temperaturen auf, da dort nur Probleme im Geschwindigkeitsraum
betrachtet wurden, das raumliche Rechengebiet sich also auf eine einzige Zelle
beschrénkte. Dann gilt
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n Rn

< Q(’l)) v >= W )
d. h. der Mittelwert < Q(v)v"™ > ist direkt durch Division mit der Zahl N der
Simulationsteilchen gegeben.
Die Summe 57, die iiber alle Teilchen und alle Zeitpunkte gebildet wird, ist fiir
die Anwendungen des Kapitels 3 von Bedecutung. Dort wurden konstante Teil-
chenquellen untersucht, die fortwéhrend Teilchen ins Rechengebiet einbrachten.
Prinzipiell wire es deshalb notwendig, um Auskunft {iber die stationére Vertei-
lung der Teilchen zu erhalten, wahrend der Simulation standig neue Ensembles
von Simulationsteilchen zu starten und eine immer grofiere Zahl von Teilchen
numerisch zu verfolgen. Um dieses rechnerische Problem zu umgehen, benutzten
wir das in Abschnitt 2.5 erlauterte Konzept, indem wir nur ein Ensemble von N
Teilchen zum Zeitpunkt ¢ = 1 in das Rechengebiet einbrachten und deren Trajek-
torien verfolgten, jedoch annahmen, daf§ die Teilchen, die zu einem bestimmten
Zeitpunkt ¢ registriert werden, zu einem unabhéngigen Ensemble gehéren. Das
soll heiBen, daf ein Teilchen, das zu den Zeitpunkten t = ¢ und t = ¢’ + 1 regi-
striert wird, jeweils einmal zu zwei verschiedenen Ensembles gerechnet wird, die
um einen Zeitschritt verschoben in das Rechengebiet eingebracht wurden. Durch
die Verfolgung eines Ensembles wird also die Verfolgung vieler gleichartiger En-
sembles gendhert. Dies setzt natiirlich voraus, daff das Ensemble in der Simulation
zu jedem Zeitpunkt statistisch reprasentativ ist. In der Gleichung fiir 57 driicken
wir dies dadurch aus, dafl wir die Indizes p und ¢ zu einem neuen Teilchenindex

(E.6)

pl Zusa,llllllenfa‘sseﬂ
S = Zgipf Q(vpr) 'Ugt = Zgip/ Q(Up’) v;ﬁ . (E.7)
Pt P

Fiir die Berechnung von Momenten gilt dann wieder das oben fiir R} gesagte.
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Anhang F

Artifizielle Quellen und Senken
bei der driftkinetischen

Approximation

Der Koeffizient des Quellterms, der nach der driftkinetischen Approximation der
linken Seite von Gleichung (1.14) nun in Gleichung (1.57) in Erscheinung tritt,

lautet

ExB mvibxVB m U|2| b x (b x rotb))

V(R =
(F =) V( B2 t2ze B Ze B
(F.1)
Unter Benutzung der Beziehungen
rotB = B-rotb4+ VB xb
(F.2)
b x (b xroth) = (b-rotb)b — rotb
laBt sich der Koeffizient umformen zu
: ExB mvibxVB mui (b rotB)b
(B—wb) ( BT T3e B¢ Ze 7
(F.3)

m vﬁ rot B N m 'U|2| bxVEB
Ze B2 7 e B2

In unserem axialsymmetrischen Modellfeld fiir die TEXTOR-Magnetfeldkonfigu-
ration (siche Abschnitt 3.1.1) gilt rot B - VB = 0, da wir fiir das Toroidalfeld das
Vakuumfeld benutzten und die kleinen Poloidalstréme vernachlassigten. Damit
folgt




bx VB rotB - VB
v (g—) =~ =0
(F.4)
rotB 2
V< 2 ) = ———B-,grotB-VB:O ,
und Gleichung (F.3) reduziert sich zu
: ExB mvf (b rotB)b
V(R—v”b):v( e (F.5)

Betrachtet man nun ein Volumen V im Tokamak-Plasma, das von zwei Fluf}-
flachen eingeschlossen wird, so kann eine mittlere Quellstarke wie folgt berechnet

werden

I ExB muvj (b-rotB)b
_ _ .
v!v ( B2 Ze B a

(F.6)

1/ ExB muvf (b-rotB)b
B? Ze B?

ov

Hierbei wurde das Integral iiber das Volumen V mittels des gauBschen Satzes
in ein Oberflachenintegral iiber die Berandung 0V umgewandelt. Da die Ober-
flichennormale dA auf den FluBflichen immer senkrecht zu B steht, verschwindet
die mittlere Quellstirke. Bei einer gleichméaBigen Verteilung der Verunreinigun-
gen im Tokamak-Plasma wiirden die kiinstlichen Quellterme also im Mittel die
Teilchenzahl unverindert lassen und in solchen Fillen wére die Vernachlassi-
gung dieser Quellen bzw. Senken vollig gerechtfertigt. Sind die die Verunreini-
gungen aber nicht homogen im Plasma verteilt, was ein typisches Resultat unse-
rer Rechnungen fiir die niedrigen Ladungsstufen der Verunreinigungen war, die
zu kurzlebig sind, als daf§ sie sich im gesamten Plasmavolumen ausbreiten, so
koénnen die lokalen Quellen durchaus von Bedeutung sein. Um eine Vorstellung
vom Verhéltnis derartiger Quellen und Quelltermen wie sie aufgrund von Ionisa-
tion in unseren Anwendungen auftreten zu gewinnen, wollen wir folgende grofien-
ordnungsmiBige Abschatzung durchfithren: den Anteil R — v b der Guiding-
Center-Geschwindigkeit schétzen wir ab durch gy vy, /Ly mit der thermischen
Geschwindigkeit vy, = 1/27T/m. Das Verhaltnis or, /Ly aus Larmor-Radius gy,
und makroskopischer Gradientenlénge Ly reprisentiert dabei den kleinen Para-
meter ¢ aus den Gleichungen (1.54). Die Ableitung nach R wiederum schitzen
wir durch Division mit der Gradientenldnge Ly ab, also
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2T
ZeBL%

02
Vg, 11

ZeBL%

OL Vth ~

— -1
L% ~ ~ 40s

|V (R —ub)| ~

fir 7T =100.0eV , Z=1 , B=225T , Lyg=B/|VB/=15m
(F.7)
Fiir Ionisationsraten von IKohlenstoff zum Beispiel (Abschnitt 3.1.2) ergeben sich
fiir typische Elektronendichten von n, ~ 1:10'¥* m™2 und 7' = 100 eV Quellstarken
in der Gréflenordnung von 10°s71, d. h. um den Faktor 2.510* gréfier als die von
uns vernachlassigten Quellterme, die infolge der driftkinetischen Mittelungspro-

zedur auftraten.
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Anhang G

Ubersicht iiber die
Groflenordnung der
Transportterme und
Abschitzung des
Monte-Carlo-Zeitschritts

In diesem Abschnitt werden typische Werte fiir die Transportterme der Gleichun-
gen (1.61) in TEXTOR-Plasmen angegeben, indem wir die zeitlichen Anderungen
Az; und Av; im Real- und Geschwindigkeitsraum abschatzen, die den stochasti-
schen Prozef in der Monte-Carlo-Simulation definieren (siche Gleichung (2.21)
und die Beispiele in den Abschnitten 2.3.1 bis 2.3.3). Die diskreten Anderun-
gen Az; und Av; in den Trajektorien der Simulationsteilchen pro Monte-Carlo-
Zeitschritt At sind gegeben durch die Grofen R, vy, 01 (Gleichung (1.54)) und
Ky, Ky, Dyy, ..., D1y (Gleichung (1.52)) sowie dem anomalen Diffusionskoef-
fizienten D). Neben einem quantitativen Uberblick {iber die Gréenordnungen
der einzelnen Effekte, dient die Analyse der Bewertung des von uns verwende-
ten Zeitschritts in der Simulation. Ein fiir eine zuverlassige Simulation geeigneter
Zeitschritt sollte die Bedingungen erfiillen, dafl zum einen die Realraumschritte
Auw; klein sind im Verhéltnis zur Auflésung unseres raumlichen Rechengitters (das
wiederum derartig in Zellen aufgeteilt sein sollte, daB die relative Anderung der
Hintergrundparameter von Zelle zu Zelle nur klein ist), und zum anderen die rela-
tiven Anderungen Av;/v; viel kleiner als 1 sind. Ein allgemeines Rezept zur Wahl
des Zeitschritts At existiert nicht und man mufl diesen jeweils den Parametern
des interessierenden Problems anpassen. Zur Verringerung des Rechenaufwands
ist dann der groftmogliche Zeitschritt zu wihlen, der die genannten Forderungen
erfiilllt. Die Parameter entnahmen wir dem Modell-Plasma des Abschnitts 3.2.2
und dem entsprechenden Magnetfeldfeld des Abschnitts 3.1.1. Zur Abschétzung
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der Terme (1.54) betrachten wir den Bereich

v v <2-10°m/s (G.1)

-

was thermischen Geschwindigkeiten vy, = 4/27'/m von Kohlenstoff (m = 12m,)
fiir T' < 1000 eV entspricht. Die einzelnen Summanden der Drift- und Diffusions-
koeffizienten K, 1, Dy, ..., D11 schitzen wir ab mit Hilfe der Werte von
und (s, die sich in Abschnitt 1.5.2 als die in unserem Modell maximal moglichen

ergaben, d. h.

Eine numerische Auswertung der Ausdriicke (1.52) (siehe auch Anhang B) zeigt,
dafl die Koefliezienten L) und K und die Eigenwerte Ay und Ay der zweidi-
mensionalen Diffusionsmatrix mit den Komponenten Dy, Dy, Dy und Dy
folgender Beschrankung! unterworfen sind

|1 < (34100 +3C5)a?A
|| < (10+10C +10C3) 0 A (G.3)
Al Al < (1+C1+3C)aA

(Das Massenverhéltnis, das in die Ausdriicke von K|y und K eingeht, wurde als

ungefahr 1/10 angenommen).
Fiir unser betrachtetes TEXTOR-Plasma und Kohlenstoffverunreinigungen erge-

ben sich folgende Werte fiir A und o

Al < 225101 m3/s? ; o] < 1.5-107%s/m

laA] < Z%.3-102m?/s? ; le? Al < Z%-1.8-10"m/s? .
(G.4)

Des weiteren gilt fiir dieses Szenario

Hierbei ist anzumerken, dafl ') fiir v; — 0 natiirlich gegen Unendlich geht und damit
im Prinzip unbeschrénkt wire. Doch widerspriche der Wert vy = 0 unseren Modellvorausset-
zungen (schnelle Gyration der Teilchen um die Magnetfeldlinie) weshalb wir fiir die normierte
Geschwindigkeit Y1 eine untere Grenze von y; = 0.05 ansetzten. Die fiir v, — 0 stark an-
wachsende Funktion K’ verhindert im Modell, daf v beliebig klein werden kann.
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%Vbl < 3.1072m™!
%Eb‘ < Z-1-10°m/s?
E;B' < 210" m/s (C.5)
S
bx (b ><Q(V><b)) < %.3.10—83/111

Unter Verwendung dieser Plasma-Parameter schiatzen wir die in der Simulati-
on moglichen Schrittgréfien Az und Av ab, wobei wir einen Zeitschritt von
At =1-10""s (wie er von uns in den praktischen Rechnungen benutzt wurde)
annehmen. Fiir den anomalen Diffusionskoeffizienten D, setzen wir D = 1m?/s.
In den Tabellen G.1 und G.2 sind die maximalen Schrittgrofen, die durch die ein-
zelnen Effekte verursacht werden, aufgefithrt. Man erkennt, dafl in allen Fallen
die Geschwindigkeitsanderungen klein sind gegen typische thermische Geschwin-
digkeiten im eV-Bereich. Auch entsprechen die maximalen Schritte im Realraum
der Forderung klein zu sein im Vergleich mit den Abmessungen unserer Zellen
(sie umfafen Bereiche von einigen Zentimetern in Magnetfeldrichtung und einigen
Millimetern in radialer Richtung). Die Wahl unseres Zeitschrittes ist damit fiir
unsere Rechnungen angemessen. Es ist noch anzumerken, daf die Wahl des Zeit-
schritts At sich auflerdem an den in unserem Modell einbezogenen lonisations-
und Rekombinationsprozessen orientieren mufl. Und zwar nahmen wir in den
Ausfithrungen des Abschnitts 2.4 zam Monte-Carlo-Algorithmus an, daf pro Zeit-
schritt nur eine Anderung der Ladungszahl Z um =+1 stattfinden kann. Dies ist
natiirlich nicht mehr sinnvoll, wenn der Zeitschritt so grofl gewahlt wird, dafl viele
Uberginge stattfinden konnen. Um den Algorithmus konsistent zu halten, ist es
deshalb notwendig, den Zeitschritt so klein zu wahlen, da$f bereits die Anderung
Z — 7 +1 eine nur kleine Wahrscheinlichkeit besitzt. Betrachtet man die maxi-
malen Tonisationsraten des Abschnitts 3.1.2 fiir Kohlenstoff (S; = 1-10°s™" fiir
Elektronendichten n, ~ 1 -10®m™), so zeigt sich, daf§ eine Ladungszahlinde-
rung in der Zeit At = 11077 s eine Wahrscheinlichkeit p ~ 1 - 1072 besitzt.
Eine Anderung Z — Z + 2 beséfie demgemiB nur noch eine Wahrscheinlichkeit
p~1-107* und kann als vernachlassighar angesehen werden.
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Parallel-Drift:
Ax = Y| Al

E x B-Drift:

F x B
Az = 2 At

V B-Drift:
Ay VL bxVB

20 B Al

Krimmungsdrift:

|Az| <1-107%m
|Az] <2-10°m

1
|Az| < 28 107" m

02 1
Av=Lbx(bx(Vxb)At — |A9:|371-10_4m

Q

Anomaler Transport:

Ax = +y/D; At

Tabelle G.1: Obergrenzen fiir die diskreten Monte-Carlo-Schritte im Realraum |

—

|Az] <3-107"m

fiir einen Zeitschritt von At = 1. 1077s. Zugrundegelegt wurden die Plasma-
Parameter des Modell-Plasmas aus Abschnitt 3.2.2
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Paralleles elektrisches Feld:

Z
Av = Z°EbAt — JAv| < Z-1-10°m/s

m

Spiegel-Effekt:

1
Av = Svi Vb At —  JAv|[ < 1-10%m/s

F4

1
Av = —5 UIvL VbAt — |Av|<1-10°m/s

Coulomb-Streuung:

Av = K At — JAv| < Z%.2.(0.34C, +0.3Cy) - 10°m/s
Av = K| At — A< ZF2- (14 Cy + Cy) - 10%°m/s
Av =44/ Ao At — |Av| < Z-6- 1+ C1+3C,-10°m/s

Tabelle G.2: Obergrenzen fiir die diskreten Monte-Carlo-Schritte im Geschwin-
digkeitsraum fiir einen Zeitschritt von At = 1-1077s. Zugrundegelegt wurden die
Plasma-Parameter des Modell-Plasmas aus Abschnitt 3.2.2
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Anhang H

Vergleich des Codes DORIS mit

anderen
Monte-Carlo-Transport-Codes

Der Umfang des von uns entwickelten Transport-Modells und des darauf basie-
renden Monte-Carlo-Codes wird an dieser Stelle durch Vergleich mit zwei be-
kannten, in der Literatur ausfiithrlich dokumentierten Monte-Carlo-Codes zum
Verunreinigungstransport zusammenfassend dargestellt. Wir beziehen uns hier-
bei auf die Codes DIVIMP (Stangeby 1992) und IMPMC (Takizuka und Shimizu
1994). Wir vergleichen die unterschiedlichen Arten der Simulation des Transports
der geladenen Verunreinigungen, da unsere Weiterentwicklungen im wesentlichen
diesen Punkt betreffen. Die Simulation von lonisations-, Rekombinations- und
Zerstdubungsprozessen unterscheidet sich in den Codes nur unwesentlich oder
garnicht, weshalb sie — genauso wie Unterschiede in Optionen fiir die Rechengeo-
metrie — hier nicht angesprochen werden.

Die Transport-Algorithmen in den Codes DIVIMP und IMPMC lauten:

DIVIMP: Amu = UHAt
ALL‘T = \/QDJ_At’)’l

A‘U” = < Aw“ > At 4+ \/< (Aw”)2 > At 7y

(H.1)

Ze

%_

By AL+ e A+ P2 v A
m m

m
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IMPMC: Afv” = 'U”Alf

Az, = V2D, Aty

e e
—}——€ E” At + Qe VHTE At + & V“Tb At
m m m

Av;, = \/< (Awy)? > At 73

Die Indizes ||, L und r bezeichnen dabei die Richtungen parallel und senkrecht
zum Magnetfeld bzw. in radialer Richtung. T} ist die Temperatur der Hinter-
grundionen, 7, die Temperatur der Elektronen. Die Grofien vy, 2 und ~3 sind
gaulverteilte Zufallszahlen mit Mittelwert 0 und Varianz 1. D, ist auch hier
wieder der Koeffizient der anomalen Diffusion. 8z ist der Koeffizient der Ther-
mokraft, die von den Hintergrundionen ausgeiibt wird. Er wurde im Abschnitt
1.5.1 ausfithrlich besprochen. «. ist der Koeffizient einer Thermokraft, die von
den Elektronen auf die Verunreinigungen ausgeiibt wird (o, = 0.71 - Z?, Neu-
hauser et al. 1984). Die Koeffizienten < Awy >, < (Awy)? > und < (Awp)* >
beschreiben die Coulomb-Streuung an Hintergrundionen, die einer ungestorten
Maxwell-Verteilung gehorchen. Sie stellen Niherungsausdriicke fiir die in Ab-
schnitt 2.3.3 angegebenen Koeffizienten < Av >, < (Ay))* > und < (Avy)? >
fiir den Grenzfall y < 1 dar, also fiir kleine Relativgeschwindigkeiten zwischen
den Verunreinigungen und den Hintergrundionen (im Verh&ltnis zur thermischen
Geschwindigkeit der Hintergrundionen).

v 1

< Avp >, < (Ayp)? >, < (Avy)? > L, <Ay, < (Awy)® >, 2 < (Awy)? >

(H.3)

Die diesen Simulationsgleichungen entsprechenden Fokker-Planck-Gleichungen
lauten (statt den Variablen a; und @, fithren wir nun wieder die Guiding-Center-
Koordinaten R ein, um den Vergleich mit unseren Modellgleichungen (1.61) {iber-
sichtlicher zu gestalten):
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DIVIMP:

afZ . 0 =7 d Ze A
o = “am (k] )_a—v,,<EEb‘f )
d
_5—1)|| << Awy > f >
1Y,
+557ﬁ(< (Awy)? > f7) (H.4)
02
+ZA: ORIT (Fte Doy f7)

IMPMC:
o = mame ) -5 (S r)
—%}H (< Awy > fZ>
%5—% (< (Awy)? > J7) + :—5% (<@w)*>77)  (ms)
. g 0 04 1

Zum Zwecke der Ubersichtlichkeit seien hier auch unsere Modellgleichungen fiir
den Verunreinigungstransport nochmals aufgefithrt (siehe Gleichung (1.61); zu
den Definitionen der einzelnen Koeffizienten siehe (1.52) und (1.54)).
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DORIS:

%—Z— - _a_aé (RF7) - a%n (6 17) — % (v 77)
%5—% (D s%) +3 av,;,vl (D12.77) (H.6)
s (01 ) 4§ 2 (0107
+ ZA ﬁ% (R Do F7)

Folgende Unterschiede zwischen den Modellen der drei Code-Systeme werden

erkennbar:

— In den Codes DIVIMP und IMPMC wird von der Guiding-Center-

Geschwindigkeit R nur die parallele Driftbewegung | b berticksichtigt. Die
FE x B-Drift, die V B-Drift und die Kritmmungsdrift werden bei dieser
Transportsimulation vernachléssigt. In den Code DORIS sind diese Effekte
implementiert. Die Abschatzungen des letzten Abschnitt haben gezeigt, daf
fiir unsere Anwendungen auf TEXTOR-Plasmen gerade die E x B-Drift zu
einer nicht zu vernachlassigenden Bewegung senkrecht zu den magnetischen
FluBflachen fithren kann.

Von den Ausdriicken fiir die Geschwindigkeitsanderungen vy und v3 wird in
den Codes DIVIMP und IMPMC nur das parallele elektrische Feld bertick-
sichtigt. Die Terme ~ Vb, die den Spiegeleffekt wiedergeben, fehlen dort,
wurden jedoch in den Code DORIS implementiert. Diese Terme sind unab-
dingbar in der korrekten Einbeziehung der toroidalen Magnetfeldkonfigu-
ration. Das Fehlen dieser Terme in DIVIMP und IMPMC bedeutet, dafl in
diesen Codes nur eine zylindrische Geometrie erfaflt wird, ein Mangel, der
sich bei unkorrekter Normierung auf Torusvolumina in einer kiinstlichen
Dichteerhohung auf der Hochfeldseite des Tokamaks bemerkbar macht.

Die Coulomb-Stofiterme in den Modellen von DIVIMP und IMPMC (die
durch die Koeffizienten < Awy >, < (Awy)* > und < (Awy)? > be-
schrieben werden) modellieren genauso wie im Code DORIS eine Coulomb-
Streuung an den Ionen des Hintergrundplasmas. Jedoch wird in DIVIMP
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und IMPMC nur eine Coulomb-Streuung an maxwell-verteilten Hintergrun-
dionen betrachtet, wohingegen in DORIS die Streuung an Hintergrundio-
nen, die einer gestorten Maxwell-Verteilung gehorchen, modelliert wird.
Uberdies werden nur einzelne Teile des Coulomb-Stofterms in DIVIMP und
auch IMPMC berticksichtigt (IMPMC erfafit im Gegensatz zum Code DI-
VIMP zumindest noch eine diffusive Bewegung im Geschwindigkeitsraum in
v -Richtung). Diese rudimentaren Coulomb-Stofiterme erlauben nicht die
korrekte Berechnung der Temperaturen der Verunreinigungen und fithren
nicht auf eine Thermalisierung der Teilchen, was eine Minimalforderung an
den Modell-Coulomb-Term wére. Solche Mangel werden im Code DORIS
vermieden, da wir den kompletten driftkinetischen Coulomb-Term verwen-

den.

— Die Coulomb-Streuung der Verunreinigungen an der Storung der Vertei-
lungsfunktion fithrt — wie im Abschnitt 1.5.1 ausfiihrlich diskutiert — zu
einer konsistenten kinetischen Beschreibung der Kréfte, die infolge von In-
homogentitdten im Hintergrundplasma auf die Verunreinigungen wirken. In
den Codes DIVIMP und IMPMC werden Effekte, die durch einen Tempera-
turgradienten in der Hintergrundionentemperatur verursacht werden, durch
eine gemittelte Kraft gendhert. Die Ausdriicke fiir diese Krifte sind dabei
der Fluid-Theorie entlichen, was zu einer Inkonsistenz im Modell fiihrt,
wie oben bereits angesprochen. Die Verwendung dieser fluidtheoretischen
Ausdriicke fiir die Thermo-Kriéfte liefert grofe Fehler in den Dichteprofilen,
wenn die Verunreinigungen sich weit von einer Maxwell-Verteilung entfernt
befinden, was inshbesondere fiir die niedrig geladenen, kurzlebigen Verunrei-
nigungen zutrifft, die niederenergetisch in das Plasma eintreten (zerstaub-
te Wandmaterialien etc. ). Gerade diese Ladungsstufen sind aber bei der
Linienstrahlung der Verunreinigungen dominant und deshalb von groflem
Interesse fiir die Tokamak-Physik. Auch eine durch Inhomogentitaten in
der Elektronentemperatur hervorgerufene Thermo-ICraft wird in den Codes
DIVIMP und IMPMC beriicksichtigt. Wir vernachlassigten im Code DO-
RIS die Coulomb-Streuung an den Elektronen (siehe auch die Fuinote in
Abschnitt 3.2.1). Da in DIVIMP und IMPMC aber auch dabei wieder eine
fluidtheoretische Naherung fiir diesen Effekt verwendet wird, haftet dem
Modell in diesem Punkt ebenfalls der Mangel an Konsistenz an.

— Der anomale Transport senkrecht zum Magnetfeld wird in allen drei Codes
auf gleiche Weise durch einen diffusiven Transport im Realraum simuliert,
wobei durchweg ein anomaler Diffusionskoeffizient in der Gréflenordnung
D; ~ 1m?/s verwendet wird.

Der Vergleich der Transport-Simulation in den drei unterschiedlichen Codes zeigt,
dafl dem Code DORIS in dieser Hinsicht das kompletteste und konsistenteste Mo-




dell zugrundelegt. Tests haben gezeigt, dafl gerade die unterschiedliche Behand-
lung der Thermo-Kréfte, die fehlende E x B-Drift und die verschiedenen Grade
der Naherungen fiir die Coulomb-Streuung, zu sowohl qualitativ als auch quan-
titativ stark unterschiedlichen Ergebnissen fiihren kann. Auf weitere Vergleiche
wollen wir an dieser Stelle nicht eingehen, da den Arbeiten an den Codes ganz
unterschiedliche Zielsetzungen zugrundeliegen.
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