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Application of Drift 1(ü1etic T11eory in 
Monte-Carlo-Studies of 1111 purity 
Transport in Toka111ak Plas111as 

A drift kinetic model for the transport of non-maxwellian impurities is derived 
from first principles. This model fits in a consistent way in a hybrid concept, 
i.e. a cmnbination of a fluid model for the background particles and a kinetic 
test particle description for the impurities. Irnpurities in a stationary toroidal 
magnetic field configuration are considered taking into account the interaction of 
the impurities with the background particles via Coulomb collisions. Also relevant 
processes like ionization, recombination and interactions with boundary materials 
in the tokamak are considered in the HlOdel. A Monte-Carlo-algorithm is presented 
for the numerical solution of the resulting model equations in realistic tokarnak 
configurations. Results of sin1Ulations performed with the code DORIS for carbon 
andneon ünpurities in the tokamak TEXTOR are presentecl anel eliscllsseel. 

Zur Anwendung der driftkinetisc11e11 
Theorie i11 Monte-Carlo-Studiell ZUlU 

Verunreinigungstransport in 
Tokan1ak-Plasluen 

Ein driftkinetisches Ivlodell zur Beschreibung des Transports nichtmaxwellscher 
Verunreinigungen ""ird aus ersten Prinzipien hergeleitet. Dieses :Modell fügt sich 
in konsistenter -Weise in ein Hybridkonzept, in deIn die Hintergrundteilchen durch 
Fluicl-Modelle, die Verunreinigungen jedoch iIn j{,ahmen der kinetischen Testteil­
chentheorie beschrieben werden. Betrachtet werden Verunreinigungen in einer 
stationä.ren tOl'oidcden Magnetfeldkonfiguration, die sich über COUlOHlb-Stöße in 
vVechselwirkung mit den Hintergrundteilchen befinden. Überdies werden rele­
vante Prozesse wie Ionisation, Rekombination und vVechselwirkungen mit den 
'iVandmaterialien des Tokmnakgefäßes im Modell berücksichtigt. Zur numerischen 
Lösung der resultierenden driftkinetischen lVlodellgleichungen in realistischen To­
kamakgeometrien wird ein Monte-Carlo-Algorithmus vorgestellt. Resulta.te aus 
Simula.tionsrechnungen Hüt dem Code DORIS zu Kohlenstoff- llnd Neonverun­
reinigungen im Tokamak TEXTOR werden vorgestellt und diskutiert. 
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Einleitung 

Die Nutzung der Kernfusion zielt darauf ab, mit technischen lVIitteln ein gezünde­
tes Plasma zu erzeugen, in welchem die Energie, die bei der Verschmelzung von 
Deuteronen und Tritonen zu Heliumkernen frei wird, ausreicht, unl die Fusions­
prozesse aufrechtzuerhalten und gleichzeitig einen Nettoenergiegewinn zu gewähr­
leisten. 
Gegenwärtig stellen Tokamakkonfigurationen das führende Konzept zur Annä.he­
rung an die Zünd bedingung dar. 
In einem Tokama.k wird versucht, ein Hochtenlperaturplaslna in toroidalen IVIa­
gnetfeldkonfigurationen räumlich einzuschließen, um damit die Teilchen- und 
Energiedichte im Tokamakvolumen so weit zu erhöhen, daß ein dauerhaftes Bren­
nen des Plasmas möglich wird. 
Neben der Aufgabe, die Plasmen magnetisch einzuschließen, besteht das Pro­
blem, die Konzentration von Verunreinigungen, cl. h. Partikel, die nicht an der 
Fusionsreaktion teilnehmen, im Plasmavolumen gering zu halten. 
Da auch das Fusionsprodukt Helium zu den Verunreinigungen zählt, ist ihr Vor­
handensein im Plasma unvermeidbar. Überdies steht das Plasma ständig in Kon­
takt mit begrenzenden \;\Tandmaterialien des Tokmnaks, die unter der \;\Tirkung 
energiereicher Teilchenflüsse zerstäubt und verdampft werden, womit weitere Ver­
unreinigungen in das Plasma gelangen. 
Verunreinigungen beeinflussen in starkem .Maße das Verhalten und die Eigen­
scha.ften des Gesamtplasmas, wobei ihnen eine ambivalente Rolle zukommt: Im 
Kernplasma sind sie unerwünscht, denn sie verdünnen den Fusionsbrennstoff 
und entziehen denl Plasma, im Falle nicht vollständig ionisierter Verunreini­
gungen, Energie durch Linienstrahlung. Am Rande des Plasmas hingegen ist 
eine Abkühlung durch Linienstrahlung erwünscht, denn die gleichmäßig abge­
strahlte Energie entlastet einzelne stark exponierte Bauteile des Tokamakgefä.ßes. 
Aus diesem Grunde werden gezielt eingebrachte Verunreinigungen für die Rand­
schichtkühlung genutzt. 
Die geschilderte Situation begründet das Interesse an einem detaillierten 
Verständnis des Transportverhaltens von Verunreinigungen in Plasmen. Realisti­
sche Modelle sollen dabei helfen, einen Kompromiß zwischen den sich widerspre­
chenden Absichten einer Nutzung und einer Vermeidung von Verunreinigungen 
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zu finden. 
Thema dieser Arbeit ist die Begründung eines theoretischen :Modells für den 
Transport von Verunreinigungsionen in Tokamakplasmen und die Entwicklung 
eines darauf basierenden numerischen Monte-Carlo-Codes. Numerische Rechnun­
gen sollen Aufschluß geben über die Dichte- und Energieverteilung, die Eindring­
tiefe und die ahgestrahlte Leistung von Verunreinigungen im Poloidalschnitt eines 
Tokamaks realistischer Dimensionen. 
Der Einsatz numerischer Methoden hat sich bei ProbleIIlstellungen dieser Art 
als unentbehrliches "Verkzeug erwiesen, denn die mathelTlatische Formulierung 
theoretischer Modelle führt aufgrund der Komplexität des Vielteilchensystems 
Plasma auf Gleichungssysteme, die nur in stark vereinfachten Fällen eine ge­
schlossene analytische Lösung zulassen. 
Der Transport gela.dener Teilchen in Plasmen wird vornehmlich bestimmt 
durch die Coulomb-\iVechselwirkung mit anderen Teilchen, durch die dort vor­
herrschenden elektromagnetischen Felder, die sich aus externen und internen, 
cl. h. von den Plasmateilchen selbst aufgebauten, Feldern zusammensetzen, und 
durch den speziellen Charakter der jeweiligen Teilchenquelle. Gleichzeitig treten 
z. B. Ionisations- und Rekombinationsprozesse auf, und auch können Teilchen in 
loka.lisierten Senken absorbiert werden. 
Ausgangspunkt für theoretische :Modelle sind die kinetischen Gleichungen der sta­
tistischen Physik, welche die zeitliche Entwicklung der Verteilung der einzelnen 
Teilchenspezies iIIl Phasenramn beschreiben. 
Die erwähnte Vielzahl von physikalischen Effekten, die das PlaslTlaverhalten be­
stimmen, führt in der allgemeinenInathematischen Beschreibung auf bislang ana­
lytisch wie auch numerisch unlösbare Systeme sogenannter gekoppelter Integro­
Differential-Gleichungen. 
Unterschiedliche Ansätze wurden entwickelt, um die allgemeinen Gleichungen 
für theoretische Überlegungen und praktische Rechnungen verwendbar zu ma­
chen. Vom numerischen Standpunkt aus hat sich die Fluidnäherung als be­
sonders erfolgreich erwiesen. Hierbei ergeben sich durch Integration der ki­
netischen Gleichungen über die Geschwindigkeitskoordinaten gekoppelte Diffe­
rentialgleichungen (verallgeIIleinerte N a:vier-Stokes-Gleichungen) für Il1akrosko­
pisehe PlaslTlagrößen. Für derartige Gleichungssysteme steht eine Vielzahl nu­
merischer Lösungslnethoden zur Verfügung, doch wird dieser Vorteil durch eine 
Einschränkung des physikalischen :Modells erreicht, da implizit die Annahn'le eines 
nur leicht gestörten lokalen Gleichgewichts im Plasma gemacht wird. Außerdem 
erfordern dabei numerische Probleme für gewöhnlich die Annahme einer einheit­
lichen Temperatur aller Ionen im Plasma. 
Obgleich die Erfahrung gezeigt hat, daß die \iVasserstoffionen und die Elektronen 
(das Hauptplasma) in Tokamaks meist befriedigend mit Hilfe der hydrodynami­
schen lVlethoden modelliert werden können, fügen sich Neutralteilchen und niedrig 
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ionisierte Verunreinigungen für typische Tokamakszenarien nicht in das Bild der 
Fluichnodelle. Ihre Kurzlebigkeit, d. h. schnelle Ionisation im Vergleich zu typi­
schen Stoßzeiten, verhindert das Erreichen eines Quasi-Gleichgewichts und einer 
Thermalisierung durch Coulomb-\iVechselwirkung mit dem Plasma. 
Um jene Effekte zu berücksichtigen, die aus dem Nicht-Gleichgewicht der Verun­
reinigungen resultieren, wurden Ansä.tze entwickelt, die eine Fluidmodellierung 
des Hauptplasmas mit einer kinetischen Modellierung, d. h. Lösung der allgemei­
neren kinetischen Gleichungen, für die Verunreinigungen verknüpfen. Insbesonde­
re haben sich Monte-Carlo-Methoden, die durch eine numerische Simulation von 
Zufallsprozessen eine statistische Annä,herung an die Lösung komplizierter mehr­
dimensionaler Gleichungen gestatten, im Zuge der Entwicklung leistungsfä,higer 
Rechenmaschinen, als robuste und flexible (und oftmals einzig amvendbare) Ver­
fahren für die kinetische Modellierung etahliert. 
Besonders hervorzuheben ist im Zusammenhang mit den beahsichtigten prakti­
schen Rechnungen für realistische Tokamakkonfigurationen der Code DIVIlVIP, 
der vor bereits über zehn Jahren von P. C. Stangeby entwickelt wurde. Hier­
in wird eine Monte-Carlo-Prozedur benutzt, mll die Bewegung von Verunreini­
gungen im zweidimensionalen Poloidalschnitt eines stationären Tokamakplasmas 
numerisch zu simulieren, dessen Hauptplasma-Parameter einer fluidtheoretischen 
Modellierung entstammen. Die Trajektorien der Verunreinigungsteilchen werden 
im DIVIMP-Code durch sukzessive Konstruktion über kleine Zeit schritte nume­
risch verfolgt und ausgewertet, um räumliche Profile der Dichte, der mittleren 
Energie und weiterer Parameter der Verunreinigungen zu ermitteln. In diesen 
Rechnungen werden die Bewegung geladener Verunreinigungen entlang der Ma­
gnetfeldlinien, die Coulomb-Streuung an Hintergrundteilchen und ein anomaler 
diffusiver Transport senkrecht zu den magnetischen Flußflächen modelliert. Au­
ßerdem werden Ionisations- und Rekombinationsprozesse einbezogen, und es be­
steht die lVlöglichkeit, komplexe räumliche Quellverteilungen und Randbedingun­
gen zu berücksichtigen. 
Trotz breiter Verwendung stand aber eine tiefere Begründung des Simulations­
algorithmus, der sich eher auf Plausibilitätsargumente stützte, aus. Man befand 
sich daher in der merkwürdigen Situation, einen Lösungsalgorithmus anzuwen­
den, ohne die Gleichungen zu kennen, die gelöst wurden. 
Die Aufgahe der vorliegenden Arbeit war deshalb zunä,chst die Analyse des nu­
merischen Algorithmus des Monte-Carlo-Codes DIVIMP, um die Verbindung zu 
einem diskutierbaren plasmaphysikalischen 'Modell herzustellen. Es zeigte sich, 
daß die Simulation des Verunreinigungstransports einer numerischen Konstruk­
tion stochastischer Prozesse entspricht, die kinetischen Gleichungen der Plasma­
physik ä,quivalent sind. Das der Sinmlation zugrundeliegende TransportInodell 
erwies sich aber als lückenhaft, insofern als diverse Elemente der Drift bewegung 
der Ionen im toroidalen lVlagnetfeld und der Coulomb-Streuung an den gelade-
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nen Teilchen des Hauptplasmas ausgelassen wurden. Zudem~ finden Näherungen 
Anwendung, die einer fiuidtheoretischen Beschreibung des Verunreinigungstrans­
ports entliehen sind, womit sich ein vViderspruch zur gewünschten kinetischen 
lVlodellierung der Verunreinigungen ergibt. 
Um~ die beabsichtigte numerische Modellierung des kinetischen Verunreinigungs­
transports in konsistenter vVeise mit bestehenden Ansätzen zur Fluichnndellierung 
des Hauptplasrnas zu verknüpfen, wurde daher das Transportmodell des Codes 
DIVIMP umfassend erweitert, wobei die Neuformulierullg aus ersten Prinzipien 
begründet wird. Diese Darstellung enthält das Modell des Codes DIVIMP als 
Spezi alfall , die Unterschiede werden in dieser Arbeit diskutiert. 
Aus dieser theoretischen Analyse ergab sich dann allerdings die Notwendigkeit, 
einen komplett neuen Monte-Carlo-Code zu entwickeln, der die Aufgabe erfüllt, 
bestehende Ansätze der Modellierung um eine angemessene kinetische Beschrei­
bung des Verunreinigungstransports zu erweitern. Dieser DORIS genannte Code 
wird ebenfalls in exemplarischen Anwendungen vorgestellt. 

Der Inhalt dieser Arbeit ist wie folgt strukturiert: 
In Kapitell wird ein kinetisches Transportmodell für Verunreinigungen vorge­
schlagen und aus grundlegenden Prinzipien hergeleitet. 
Nach einer Darstellung elementarer Tatsachen der kinetischen Theorie von Plas­
men in Abschnitt 1 wird in Abschnitt 2 für die Verunreinigungen das Testteilchen­
modell eingeführt. Es bietet eine Beschreibungsgrundlage für Verunreinigungen, 
die das Hauptplasma nur geringfügig stören. Hieraus resultiert eine kinetische 
Gleichung in Fokker-Planck-Form für die Verteilungsfunktion der Verunreinigun­
gen. In Abschnitt 3 wird diese lineare Fokker-Planck-Gleichung auf sogenannte 
driftkinetische Variablen transformiert. Der Coulomb-Term, der die vVechselwir­
kung der Verunreinigungen mit Hauptplasrnateilchen beschreibt, wird dabei cli­
rekt transformiert. Die Annahme einer Verteilungsfunktion der Hauptplasnu.teil­
chen in Form einer lVlaxwell-Verteilung mit einer überlagerten kleinen Störung 
führt zu neuen Gleichungen für den Coulomb-Term, die bislang nicht aus der Li­
teratur bekannt waren und in dieser Arbeit erstmals vorgestellt werden. Für die 
Transformation des Liouville-Tenns der kinetischen Testteilchengleichung werden 
Ergebnisse einer Standardprozedur für die Mittelung über den Gyrationswinkel 
der helikalen Teilchenbahnen um die lVlagnetfeldlinien benutzt. Hierbei werden 
diverse Drift-Effekte, die in bisherigen Monte-Carlo-Simulationen vernachlässigt 
wurden, in das Modell einbezogen. In Abschnitt 4 wird die driftkinetische Glei­
chung für die Verunreinigungen durch Teilchenquellen und -senken ergänzt, die 
für eine realistische Modellierung von TokamakplaslTlen notwendig sind. In Ab­
schnitt 5 werden Spezifika des in dieser ahgeleiteten :Modell-Coulomb-Ternls un­
tersucht, wobei der Zusanl111enhang und die Unterschiede zu anderen lVlodellen, 
die auf der Fluiclnäherung fußen, herausgearbeitet werden und die Notwendigkeit 
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der durchgehend kinetischen Formulierung gezeigt wird. 
In Kapitel 2 werden Fokker-Planck-Gleichungen vom Gesichtspunkt der Theorie 
stochastischer Prozesse dargestellt. 
N ach einer Einführung in die Zusammenhänge markovscher Prozesse und den ih­
nen korrespondierenden stochastischen Grundgleichungen, wie Master-Gleichung, 
Fokker-Planck-Gleichung und Liouville-Gleichung, in Abschnitt 1, wird in den 
Abschnitten:2 und 3 gezeigt, auf welche 'Weise die numerische Siumlation stocha­
stischer Prozesse zur Lösung spezieller Fokker-Planck-Gleichuugen, wie sie in der 
Plasmaphysik auftauchen, genutzt "ver den kann. Praktische Beispiele unterschied­
licher Schwierigkeitsgrade demonstrieren die Leistungsfähigkeit der Methode. In 
den Abschnitten 4 und 5 wird der Monte-Carlo-Algoritlm:ms vervollständigt, um 
ihn zur Lösung einer erweiterten Klasse von Differentialgleichungen (Kol11.bina­
tiOllen aus Fokker-Planck- und Master-Gleichungen) anvvendbar zu machen. Die 
theoretischen Konzepte und die vorgestellten Algorithmen dieses Kapitels bilden 
die Grundlage für die nUl11.erische Lösung der in Kapitel 1 hergeleiteten lVlodell­
Gleichungen für den Verunreinigungstransport. 
Das Kapitel 3 ist exel11.plarischen Resultaten gewidmet, die nlit dem im Rahmen 
dieser Arbeit entwickelten Code DORIS für TEXTOR-Szenarien berechnet wur­
den. 
Die Abschnitte 1 und 2 gelten der Darstellung der Hauptplasma- und Magnetfeld­
parameter, die als Eingabeparameter für DORIS dienen. In Abschnitt 3 werden 
Resultate vorgestellt, die über eine Kopplung an das Code-System B2-EIRENE 
berechnet wurden. Hierbei dienten Ergebnisse dieses Code-Systems für das 
Hauptplasma als Eingabeparameter für die Rechnungen. Ein Vergleich berech­
neter Strahlungsprofile mit qualitativ typischen Ergebnissen aus der Bolometer­
Diagnostik in TEXTOR wird vorgenommen. Ein numerischer Vergleich zwischen 
dem in dieser Arbeit vorgestellten Transportmodell und deIn des Codes DIVIlVIP 
liefert signifikant unterschiedliche Ergebnisse für die verschiedenen Ansätze in der 
Beschreibung der Coulomb-Streuung der Verunreinigungen an den Hauptplasma­
teilchen. Die Ergebnisse dieses Abschnitts unterstreichen die 'Wichtigkeit der hier 
vorgenommenen Erweiterungen des Transportmodells für die Verunreinigungen 
gegenüber bisherigen Ansätzen. Für weitere Berechnungen von Strahlungsprofi­
len von Kohlenstoff und Neon in Abschnitt 3 wurde ein selbstentwickeltes semi­
empirisches Modell für das Hauptplasma in TEXTOR benutzt. Den Abschluß 
des dritten Kapitels bildet eine kritische Bewertung des quantitativen Gehalts 
der numerischen Ergebnisse. 

Teile dieser Arbeit wurden bereits in 
"Eine Monte-Carlo-lIlethode zur Untersuchung von Verunreinigungsionen in 
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Tokamak-Plasll'len", Jül-3173, KFA-Jülich Report, Jan. 1996 
veröffentlicht. 
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Kapitell 

Ein driftkinetisches 
Testteilchenmodell für den 
Transport von 
Verunreinigungsionen 

1.1 Kinetische Gleichung für Transportprozesse 
in vollionisierten Plasmen 

Zur theoretischen Beschreibung des Vielteilchensystems Plasma bedient man 
sich bei verdünnten PlasIllen des statistischen Konzepts der Einteilchen­
Verteilungsfunktion. Diese Verteilungsfunktion sei mit fo.(w, v, t) bezeichnet. 
Sie stellt eine ,,yahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum dar, derart, daß 
f~(w, v, t) dwdv die vVahrscheinlichkeit dafür angibt, daß ein Teilchen der Spezies 
0' zur Zeit t im Volumenelement dwdv bei (w, v) angetroffen vvird. Es gilt also 
die Normierung 

J f",(w, v, t) dwdv = 1 (1.1 ) 

Eine oft benutzte Form für die Bestimmungsgleichung (kinetische Gleichung) der 
Verteilungsfunktion ist (Hinton 1983) 

öfa ö (f Za e 
Ö ((E B) f') '" C-' (f' f') -ö + -a v Ja) + -- -ö + v X .0 = L..; aß. a,. ß 

t w m a v (3 
(1.2) 

Hierin sind Zae und m o die Ladung bzw. die Masse der Teilchen der Spezies ü. 

E und B bezeichnen das wirksame elektrische bzw. magnetische Feld, definiert 
durch 
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VD = (] 

VB=ü 

öB 
V xE=-­

öt 

öD 
V x H = j + öt 

(1.3 ) 

mit D = ErEOE und B = flrpoH. Dabei sind Eo und flo die elektrische bzw. ma­
gnetische Feldkonstante, Er die relative Dielektrizitä.tskonstante und pr die re­
lative Permeabilitä.t. Der Anteil des Plasmas an der Ladungsdichte (] und der 
Stromdichte j ist durch 

(]m L Za e / lVa fa dv 
a 

(1.4 ) 

Jm = L Za e / No v fa dv 
er 

gegeben ('In steht für mikroskopisch). Na bezeichnet dabei die Anzahl von Teil­
chen der Spezies 0' im Plasma. 
Die Tenne C'aß auf der rechten Seite der kinetischen Gleichung (1.2) beschrei­
ben die Coulomb-vVechselwirkung der Spezies 0' mit der Spezies ß. In dieser Ar­
beit verwenden wir die vVechselwirkungsterme in der sogenannten Fokker-Planck­
FOrIn 

(1.5 ) 

Hierin sind Kfß und D~t die Drift- bzw. Diffusionskoeffizienten. Sie sind Funk­
tionale der Verteilungsfunktion /(3, und es gilt 

(1.6) 

Dabei sind die Trubnikov-Potentiale (Trubnikov 1965) cPß und 'lj;ß hier! folgen­
dern'laßen definiert 

ITrubnikov definierte sie mit anderen Vorfaktoren: 
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J fß( vß) dV
j
3 

IVa - vßI 

~)ß(va) = J IVc\ - vßI fß(vß) dVß 

und A ist ein numerischer Faktor 

\ Z~ ZJ e4 

A=/\ 2 211ß 
47l"co 1n a 

(1. 7) 

(1.8) 

mit der Dichte nr3 der Teilchen ß und dem Coulomb-Logarithmus A, der durch 

A = r bi : b' <lb = In ( Jb;n~,~ + bi ) ce 111 (b~:" ) (1.9) 

gegeben ist. b ist der Stoßparamder für Zvveier-Coulombstöße. Der Coulomb­
Logarithmus tritt auf, weil die vVechselwirkungsintegra.le, die zur Herleitung der 
Koeffizienten (1.6) gelöst werden müssen, eine logarithmische Divergenz aufwei­
sen, wenn der Stoßparameter b gegen Unendlich (der Streuwinkel gegen Null) geht 
(Montgonlery und Tidman 1964, Trubnikov 1965). Dies hat seine Ursache in der 
l/l'-Skalierung des Coulomb-vVechselwirkungspotentia.ls. Um diese Divergenz zu 
umgehen, wird z. B. ein maximaler Stoßparameter bmax (ein minimaler Streu­
winkel ) eingeführt, der üblicherweise in der Größenordnung des Debye-Radius 
gewählt wird (Abschirmeffekt). b.1. ist der Stoßparameter , der einem Streuwinkel 
von 7l" /2 entspricht. Zwischen den Koeffizienten Krß und D~t gilt die Beziehung 

21 (1 + m a
) L ~ (D~t) 

mß k OVok 

1 (1 + 177
0

) L. ~)O (D~f) 
2 TI?ß k UVai 

Definiert man nun 

02 

Uik = . IV a - vßI 
OVaiOVal.' 

und berücksichtigt die Beziehungen (Trubnikov 1965, Abschnitt 6) 

O~ß(Va) 

OVo'i 

02~)ß( Va) 

OVoiOVak 

9 

(1.10) 

(1.11) 

(1.12) 



so lä,ßt sich (1.5) in der folgenden, als Landau-Integral bekannten Form schreiben 

CI - _17l0: \"~ "/[[" (fo:(Vo:)8 f ß(Vß,) _ fß(Vß)8f~(V,O:)) 1 
'o:ß - J L.-. L.- lk. • cVß . 

2 i 8Vo:i k mß OV(3/.' 171.0: OVo:k 
(1.13 ) 

Der Fokker-Planck-Term (1.5) (bzw. das Landau-Integral (1.13)) besitzt eini­
ge 'wichtige und vom. physikalischen Gesichtspunkt wünschenswerte Eigenschaf­
ten (l\iIontgomery und Tidman 1964, Hinton 1983). Betrachtet man nämlich 
die kinetische Gleichung (1.2) unter alleiniger Berücksichtigung der Coulomb­
'Wechselwirkung 

8fo: - "C ( .(' f') 8t - L.- o:ß.I 0: , • ß 
(3 

so gilt: 

(i) Positivität der Verteilungsfunktion fo:: 

f 0: 2: 0 für t = 0 ~ 1'0: > 0 für t > 0 

(ii) Teilchenerhaltung: 

ä ' 
8t / fCl dv = 0 

(iii) hnpulserhaltung: 

ä /. ät L m Cl V f 0: dv = 0 
0: 

(i v ) Energieerhaltung: 

ä ,,/'1 2t' 1 
ä 

L.- - '171'0: V . 0: C V = 0 
t CI 2 

(v) H-Theorem: 
Das Funktional 

H = ~/ fo: lnfo:dv 

kann zeitlich nicht anwachsen (H ist proportional zur negativen Entropie, 
das H-Theorem ist die gaskinetische Forumlierung des 2. Hauptsatzes der 
Thermodynamik). Als Folge hieraus ergibt sich, daß die zeitunabhängigen 
Lösungen für elie fCl Maxwell-Verteilungen sind 

( 

'171'0: )3/2 (1 m a ( )2) f - -- . eXI) - - - v - va 
• 0: - 27fT " 2 T 
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mit gleicher Temperatur T und Strömungsgeschwindigkeit Va für alle Spe­
ZIes 0'. 

Die hier vervvendete Form (1.2) der kinetischen Gleichung mit den Ausdrücken 
(1.5) oder (1.13) für den Stoßanteil läßt sich auf verschiedenen \iVegen ableiten 
und begründen. Landau (Landau 1936) leitete die Form (1.13) für den Coulomb­
Term a.us dem Boltzma.nn-Stoßterm ab, indem er nur Kleinwinkelstreuung be­
trachtete und die oben erwähnte Beschränkung der Integrale bezüglich des Stoß­
paranleters verwendete. Obgleich der Boltzmann-Stoßterm ursprünglich ein Gas 
beschreibt, das ausschließlich Zweierstoß-\rVechselwirkung aufweist, kann er aber 
für ein Plasrna aus geladenen Teilchen benutzt werden, wenn Effekte infolge von 
Dreiteilchen-Korrelationen sowie der Einfluß dritter (unabhängiger) Teilchen auf 
Zweierstöße vernachlässigbar sind. Eine etwas elementarere Herleitung des Stoß­
terms (1.5) wurde von Rosenbluth et a.l. angegeben, die die Ana.logie zwischen eler 
Diffusion der Plasmateilchen im Geschwindigkeitsraum und Brownscher Bewe­
gung ausnutzten. Die Annalune wiedenun von Zweierstößen führt auf obige Aus­
drücke (1.6) für die Drift- und Diffusionskoeffizienten (Rosenbluth 1957, Trubni­
kov 1965). Eine detailliertere Ableitung der Landau-Fokker-Planck-Gleidumg aus 
grundlegenden Prinzipien ist ZUlTl Beispiel bei Nicholson (Nicholson 1983, Kapitel 
5) oder bei Ecker (Ecker 1972, Kapitel 4) angegeben. Nicholson leitet elie Lenard­
Balescu-Gleichung (Lenard1960, Balescu 1960) aus der BBGKY-Hierarchie (Bo­
goliubov 1946, Born und Green 1949, Kirkwood 1946, Yvon 1935) ab, elie sich 
wiederum aus der exakt gültigen Liouville-Gleichung ergibt (Klimontovich 1964). 
Die Fokker-Planck-Gleichung folgt bei ilun als Spezialfall der Lenard-Balescu­
Gleichung. Ecker demonstriert, wie sich die Fokker-Planck-Gleichung ohne Um­
weg über elie Lenard-Balescu-Gleichung aus der BBGKY-Hierarchie ergibt. Diese 
Herleitungen, ausgehend von der exakt gültigen Liouville-Gleichung für das vollio­
nisierte PlaslTla geben Auskunft übel' den Gültigkeitsbereich der Landau-Fokker­
Planck-Gleichung. Auf die Darstellung dieser umfangreichen Analysen und nicht­
trivialen mathelTlatischen Zusammenhänge soll hier verzichtet werden. In stark 
vereinfachender \iVeise wird nur festgeha1ten, daß die von uns angesetzte Form der 
kinetischen Gleichung eine gute Beschreibungsgrundlage liefert, wenn die Plas­
ITlateilchen nur schwach korreliert sind (die Stoßprozesse ähneln Zweierstößen) 
und die rä.umlichen InhOInogenitäten in den Verteilungsfunktionen und damit 
auch in den Vlasov-Feldern (1.3) - auf einer Inittleren freien \rVeglä,nge der Teil­
chen nur klein sind (typische Gradientenlängen im Plasma sind groß im Vergleich 
zur mittleren freien \rVeglänge). 
Obwohl die Gleichungen (1.2), (1.3) und (1.5) elen Ausgangspunkt zahlreicher 
Untersuchungen bilden, ist es aufgrund ihrer Komplexität bisher nur für spezi­
elle Probleme gelungen, Näherungslösungen zu finden. Das allgenTeine Problem 
gilt bis heute als analytisch und numerisch unlösbar. Im nächsten Abschnitt soll 
gezeigt werden, wie auf der Grundlage der in diesem Abschnitt vorgestellten 
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kinetischen Beschreibung für das gesamte Plasma ein Transportmodell für Ver­
unreinigungsionen abgeleitet werden kann. 

1.2 Testteilchenmodell für Verunreinigungen in 
Fluid-Plasmen 

Die vorliegende Arbeit befaßt sich vornehmlich mit Verunreinigungsionen in der 
Randschicht von Tokanla,k-Plasmen. In vielen praktisch interessierenden Fällen 
kann dabei angenommen werden, daß die Verunreinigungsteilchen eine nur klei­
ne Störung in'l System des Hintergrundplasmas (Deuteriumionen und Elektro­
nen) ausmachen. Vernachlässigt man diese Störung und nimmt weiterhin an, daß 
die \iVechselwirkung der Verunreinigungsteilchen untereinander vernachlässigbar 
ist, so kann man diese Teilchen im sogenannten Testteilchen-Modell betrachten: 
die Testteilchen "spüren (( den Hintergrund (Coulomb-Kräfte), stören aber nicht 
dessen Verteilung. Auf diese Weise läßt sich eine einzelne lineare Fokker-Planck­
Gleichung aus dem System gekoppelter kinetischer Gleichungen (1.2) separieren 

[)l [) Ze [) " > 

-[)' +-[) (vf)+--[) ((E+vxB)f)=CU"h) 
t x 171 v 

(1.14) 

Hierin vvurden die griechischen Indizes weggelassen. f steht für die Verteilungs­
funktion der Verunreinigungsteilchen und der Index b bezeichnet Hintergrund­
größen. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit wird hier die \iVechselwirkung mit 
nur einer Hintergrundspezies (der D+ -Ionen) betrachtet. Gemäß der Testteilchen­
Annalul1e trägt nur das Hintergrundplasma zu den Feldern E und B bei. UIll 

die Gleichung (1.14) für die Testteilchen vollständig festzulegen, ist die Kennt­
nis der Hintergrundverteilungsfunktionnotwendig, die die Berechnung der Felder 
E, B und der Drift- und Diffusionskoeffizienten des Coulomb-Terms erlaubt. 
Im weiteren wird angenommen, daß die Gleichungen für das Hintergrundplasma 
anderweitig gelöst wurden und wir Kenntnis über die Hintergrundparameter in 
Gleichung (1.14) haben. Dies spiegelt unsere praktische Vorgehensweise wider: 
Die numerischen Rechnungen für das Hauptplasma werden mit Hilfe eines Fluid­
Codes wie SO LXY (Gerhauser und Claaßen 1987) oder dem Code B2-EIRENE 
durchgeführt, der ein Fluid-1Vlodell für die geladenen Hauptplasmateilchen (B2-
Code, Braams 1987) und ein kinetisches Neutralgas-Modell (EIRENE-Code, Rei­
ter 1992 (a)) verknüpft. Die Kopplung dieser beiden Ansätze wurde von Reiter 
durchgeführt und dokumentiert (Reiter 1992 (b)). Die Resultate aus diesen Rech­
nungen dienen dann als Bestimmungparameter für die kinetische Gleichung (1.14) 
der Verunreinigungsteilchen. 
Die angesprochenen hydrodynamischen Methoden (Fluid-IVlethoden) für das Hin­
tergrundplasma fußen auf der Annahme der Nähe zu einern lokalen Gleichgewicht 
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in einem stoßbestimmten Plaslna. Die Verteilungsfunktionen werden deshalb in 
Form einer Maxwell-Verteilung mit kleiner Störung angesetzt (Balescu 1988) 

f~.(v, t) (2 T 
)

-3/2 (1 ) 7r er 1n er 2 
-- . exp -- -(V - Va) . (1 + 17(v, t)) 

m er 2 Ter (1.15) 

f~ (v, t) . (1 + 17( v, t)) Init 

f2 ist darin die ungestörte :Maxwell-Verteilung, die durch die Parameter Ter und 
Va festgelegt ist (Tenlperatur und mittlere Strömungsgeschvvindigkeit, die außer­
dem Funktionen des Ortes x sind). Die Störungl7( v) wird so angesetzt, daß sie 
proportional zu den Inhomogenitäten (Temperaturgradienten etc.) der Plasma­
parameter ist. Dieser Ansatz ernlöglicht die Schließung des zunächst unendli­
chen gekoppelten Gleichungssystems, das sich durch Bildung der :Momente der 
Gleichungen (1.2) ergibt (jede Mon'lentengleichung enthält das nächsthöhere Ge­
schwindigkeitsmoment) . 

oner J N ofce I 
ot ce 0 (V t 

o <Ver > J of~ I 
ot 

v--cv 
ot 

0< v; > / 2 ofer I (1.16) 

öt 
v --CV 

. ot 

usw. 

Je nach Anzahl der Momente, die in die funktionale Form von 17( v) einbe­
zogen werden, benennt man die Approximation (1.15) als 13-lVlomente-, 21-
Momente, 29-Momente-Entwicklung usf. (Balescu 1988, Kapitel 4). Die Integra­
tion über die Geschwindigkeitskoordinaten und die Schließung der Momenten­
gleichungen (1.16) führen auf ein endliches System von gekoppelten Differenti­
algleichungen zu deren Lösung effiziente numerische lVlethoden zur Verfügung 
stehen (siehe z. B. Patankar 1980). Dies macht den Vorteil der Fluid-lVlethoden 
in der Transport-Theorie aus. Ein häufig venvendetes System bilden zum Bei­
spiel die Braginski-Gleichungen (Braginski 1965), die allerdings nicht auf einer 
Momenten-Methode wie hier angesprochen beruhen, sondern auf einem modifi­
zierten Chapman-Enskog-Ansatz (Chapman und Cowling 1960). Die Annahme 
einer nur wenig von einer Maxwell-Verteilung abweichenden Verteilung der Teil­
chen im Geschwincligkeitsraum schränkt aber den Gültigkeitsbereich von Fluicl-
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.Modellen ein. So sind beispielsweise die uns interessierenden Verunreinigungsio­
nen oftmaIs sehr kurzlebig, denn Verunreinigungen, die durch Zerstäubung von 
'iVandmateriaIien oder ä,hnlichen Prozessen als Neutralteilchen in die Plasma­
randschicht eindringen, werden so schnell in die höchsten Ladungszustände ioni­
siert, daß die niedrigen Ladungszustä,nde nicht eine Maxwell-Verteilung anneh­
men können. Auch wird in Fluid-Modellen für Multi-Spezies-Plasm.en aufgrund 
numerischer Schvvierigkeiten häufig die Annahme gemacht, daß alle Ionensorten 
die gleiche lokale Ten1.peratur besitzen. Die Kurzlebigkeit der unteren Ladungs­
zustände der Verunreinigungen verhindert aber auch einen Energieausgleich, so 
daß die "Temperatur" (mittlere thermische Energie) für die meisten Ionen sehr 
unterschiedlich sein kann. 
Die eben geschilderten Gründe für die Zweifelhaftigkeit der Fluid-Modelle für 
Verunreinigungsionen motivierten zu der in dieser Arbeit verwendeten Kombina­
tion aus Fluid-Modellen für das Hauptplasma und der kinetischen Beschreibung 
von Verunreinigungsionen. Dies bedeutet, wir verwenden eine gestörte Maxwell­
Verteilung aIs Ansatz für die Hintergrundteilchen, deren Parameter zuvor in einer 
separaten Rechnung ermittelt wurden, und bestimmen damit die kinetische Glei­
chung (1.14) für die Verteilungsfunktion der Verunreinigungsionen . 

.. 
1.3 Ubergang zur driftkinetischen Beschrei-

bung 

'iVie in Kapitel 2 gezeigt wird, könnte die Monte-Carlo-Methode, die WIr zur 
Lösung der kinetischen Gleichungen für die Verunreinigungen auswählten, auch 
auf die kinetische Testteilchengleichung (1.14) angewendet werden. Doch ergeben 
sich dabei Probleme mit den stark unterschiedlichen Zeit skalen für die Bewe­
gung der geladenen Teilchen. So führt die Lorentz-Kraft, die auf der linken Seite 
von (1.14) auftritt, zu einer sehr schnellen Gyration der Teilchen um die IVIa­
gnetfeldlinien (typische ZeitskaIa rv 10-8 s für übliche Verhältnisse in Tokamaks), 
wohingegen die Bewegung entlang der Feldlinien auf einer um Größenordnungen 
unterschiedlichen Zeitskala stattfindet (rv 10-4 s), und die Coulomb-Stöße eine ty­
pische Zeitskala im mittleren Bereich (rv 10-6 - 10-7 s) aufweisen. Die Zeitskalen 
der Transport-Gleichung sind aber von entscheidender Bedeutung für die numeri­
sche Prozedur, die auf einer Konstruktion der Trajektorien im Phasenraum über 
Zeitintervalle ;v 1 s beruht (bei den von uns angestrebten Berechnungen für die 
Plasmarandschicht ). Die vollständige Berücksichtigung der Details der Gyrati­
onsbewegung würde einen unakzeptablen Rechenaufwand erfordern (es sei denn, 
man beschränkt das Problem, z. B. durch Reduzierung des Rechengebietes, wie 
es im ERO-Code getan wurde (Kögler 1997). Praktische Rechnungen, die auf 
der Gleichung (1.14) beruhen, werden deshaIb in dieser Arbeit nicht vorgestellt. 
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Hier entschlossen wir uns, zu einer sogenannten driftkinetischen Beschreibung des 
Ionentransportes überzugehen. Hierunter versteht Ulan eine Beschreibung der 10-
nenbewegung, in der in geeigneter ·Weise die schnelle Gyrationsbewegung beseitigt 
wird und die folgenden Variablen eingeführt werden: die Guiding-Center-Position 
R, die in etwa die mittlere Position eines gyrierenden Teilchens im Ortsraml1. an­
gibt, und die mittleren Geschwindigkeiten vII und VJ.., parallel bzw. senkrecht 
zum Magnetfeld. Die Herleitung driftkinetischer Transportgleichungen kann auf 
verschiedenste \!\Teise geschehen (Gardner 1959, Claaßen und Repp 1976, Ha­
zeltine 1977). Unsere konkrete Approximation orientierte sich vornehmlich an 
der Anwendbarkeit effizienter Standard-Monte-Carlo-Prozeduren zur Lösung von 
Fokker-Planck-Gleichungen (siehe Kapitel 2), vveshalb wir uns bemühten, eine 
driftkinetische Gleichung in dieser Form abzuleiten. Die Annalul1.en und Einzel­
heiten dieser Ableitung werden in den nä.chsten Abschnitten erlä.utert. 

1.3.1 Allgenleine TranSfOrIllation des COldolllb-StoßterIllS 

Die Transformation des Fokker-Planck-Stoßterms wird am einfachsten erreicht, 
wenn er in eine geeignete tensorielle Form gebracht wird, um den Apparat der 
Tensoranalysis (Sokolnikoff 1964, Ivlathews, ·Walker und Benjamin 1965, Sim­
monds 1995) nutzen zu können. Der Stoßterm (1.5) mit den Drift- und Diffusions­
koeffizienten (1.6) sei in einen1. kartesischen Koordinatensystem (Referenzsystem 
im Geschwindigkeitsraum) gegeben durch 

· (1.17) 

Hier wurde die im Abschnitt 1.2 eingeführte Bezeichnungskonvention für unser 
Testteilchenmodell verwendet. Der Coulomb-Operator erscheint in diesem Modell 
als linearer Operator bzgl. der Testteilchen-Verteilungsfunktion f. Nun werden 
die folgenden kontravarianten Komponenten eingeführt 

Ti I:gilcjJ,l 

(1.18) 
S'il< 

>- I: gil gks 'V',1s 
l,s 

wobei gil die kontravarianten Komponenten des metrischen Tensors sind (= Oi! 
für kartesische Koordinatensysteme) und cjJ,I und 7/),18 die kovarianten Ableitungen 
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cP,I 

(1.19) 

,,1'1 -Y--, S -

{ /s } ist das Christoffel-Symbol zweiter Art 

{ /~ } = Lg:icx 
• [ls, 0'] 

er 

(1.20) 

ITüt [ls, 0'], dem Christoffel-Symbol erster Art 

(1.21 ) 

Die gik sind die kovarianten Komponenten des metrischen Tensors. 
Berücksichtigt man, daß die Verteilungsfunktion f ein relativer Skalar mit Ge­
wicht +1 ist, d. h. , daß 

I f ( v) elv = In v) elv (1.22 ) 

für die Transformation v -t V bz,;v. v -t v gilt, so erhält man 

(1.23 ) 

und der Coulomb-Term~ (1.17) kann in der folgenden Form geschrieben werden 

(1.24) 

(die Christoffel-Symbole verschwinden für kartesische Koordinatensysteme). 
Dies ist die gewünschte tensorielle Form für (1.17). 
Da die kovarianten Ableitungen (1.19) ebenfalls relative Tensoren mit Gewicht 
+ 1 sind, folgt, daß der Stoßtenn (1.24) gemäß 

Ö 1+1 C'(.f) = ö~ C(f) (1.25) 

transformiert, wobei lövjövl die Jacobi-DeLerminante der TransforInation v -t v 
ist und C(.f) durch 
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(1.26) 

gegeben ist. 

1.3.2 Berechnung der tranSfOrillierten Drift- und Diffu­
sio nskoeffizien t en 

Die Gleichungen des letzten Abschnitts werden nun benutzt, um den Coulomb­
Stoßterm auf die Variablen (vII' '01-, tp) zu transformieren. vII und v 1- sind die Ge­
schwindigkeiten parallel bzw. senkrecht zum Magnetfeld und tp ist der Gyrati­
onswinkel. Um einen von tp unabhängigen Coulomb-Stoßtenn in diesen Variablen 
zu erhalten, ist es notwendig, die Betrachtung auf Situationen zu beschränken, 
in welchen sowohl die Verteilungsfunktion der Hintergrundteilchen als auch der 
Testteilchen (im Geschwindigkeitsraum) axialsymmetrisch bzgl. der vII-Achse ist, 
d. h. 

(1.27) 

Andernfalls wä,re nach der Transformation eine lVIittelung über den Gyrations­
winkel nötig, um diesen zu eliminieren. Solche Betrachtungen sollen aber in dieser 
Arbeit noch nicht angestellt werden, sie bilden den Gegenstand zukünftiger Un­
tersuchungen. 
Für die Hintergrund-Verteilung ,h wählen wir eine Form, die konsistent ist mit 
einer hydrodynamischen Beschreibung des D+ -Elektronen-Plasmas (siehe Ab­
schni tt 1. 2) 

fb(V,t) (
27rTb) -3/2 (1 'I71b 2) 
-- . exp -- -(v - Vb) . (1 + '17(V, t)) 

'Inb 2 n (1.28) 

f~(v, t) . (1 + 17(V, t)) 

also eine Maxwell-Verteilung fP mit Störung 17 . fP. Die Störfunktion '17 wird in 
der folgenden Form approximiert (Balescu 1988) 

17(V) = L 11.;3) H?l(v) + L h;~) Hg)(v) (1.29) 
i,k 

Dabei sind Hi3l (v) und Hif l (v) irreduzible tensorielle Hermite-Polynome (A bra­
n1m~Ti tz 1965) 
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mit 

(2) 
Hn" (V) 

0' -- V2
n
::'b X=O:(V-Vb) ; 1, 

(1.30 ) 

(1.31 ) 

Dieser spezielle Ansatz entspricht der 13-Momente-Entwicklung der hydrodyna­
mischen Theorie. Die Entwicklungskoeffizienten h~3) und h)~) sind proportionaI 
zu makroskopischen Größen des Hintergrundplasmas, die in unsereIn Modell aIs 
bekannt vorausgesetzt wurden. 

h(3) = 
I 

(1.32) 

(2) - If' 1 h i k - - ----;:;:;- 7ri k 
2 npb 

q ist der \l\Tännefiuß der Hintergrundspezies (D+) und1f deren Viskositätstensor 

= 1nb J (CVi - Vb,i) (V", - vb,d - ~ Iv - vbl 2 Sik) Nb .ti(x, v, t) dv 

( 1.33) 
Nb ist die Anzahl der Hintergrundteilchen im betrachteten Systemvolmnen. 
Mit Hilfe dieser funktionaIen Form der Verteilungsfunktion ,h werden nun die 
Trubnikov-Potentiale 4>( v) und V' (v) gen.1ä,ß Gleichung (1. 7) berechnet. Da uns 
die Berechnung dieser Potentialfunktionen für Verteilungen, die von Maxwell­
Verteilungen abweichen, nicht aus der Literatur bekannt ist, werden unsere Re­
sultate hier ausführlich abgeleitet. 
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Die Berechnung führt auf die folgenden Integrale, deren Auswertung im Anhang 
A erlä.utert wird: 

J1( v) 

0' 
- <])(X) 
X 

J2(v) /Iv - vii f~(V') dv' 

1 I (1 X) -, <]) (X) + - + - <])(X) 
20' 2ax 0' 

If(v) 
. f~(V') Hi3)(V' ) I 

j Iv - vii dv 

1 X' I 

--~ax<])(x) 
V5x 

It(v) J Iv - vii f~(V') Hi3
)(V' ) dv ' 

Xi ( 1 1 I 1 1 ) 
X - 2V5 ax <]) (X) + 2V5 ax2 <])(X) 

. 'O( ') (2)( ') 

j .h V H ik v I I 

I 'I G,V v-v 

(
XiX"') (1 1 I (1 1 1 1) ) 6ik - 3- -- - <]) (X) + - - - - -. <])(X) 
X2 4V2 ax2 6V2 ax 4V2 ax3 

(1.34 ) 

wobei wieder 

x = 0' (v - Vb) ; 0' = (1. 35) 
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ist und <I> (x) die Fehler-Funktion bezeichnet 

( 1.36) 

Die gesuchten Trubnikov-Potentia.le sind dmnit 

cP(v) = I 1(v) + Lh~3) If(v) + Lh;Z) ITk(v) 
i,k 

(1.:37) 

lj;(v) = 12(v)+Lh~3)It(v)+Lh;Z)I~,(v) 
i,k 

In dieser allgelneinen Form würden die Potentia.lfunktionen - und damit der 
Coulomb-Stoßtenn - nicht unabhängig von'l Gyrationswinkel <.p sein. "Vir beheben 
dies durch die folgenden Einschrä.nkungen für die Verteilungsfunktion .ti: 

(i) Die mittlere Strömungsgeschwindigkeit Vb der Hintergrundionen wird als 
parallel zum magnetischen Feld angenommen, cl. h. 

(1.38) 

mit dem Richtungsvektor b = B / B. 

(ii) Der vVärmefluß q der Ionen wird in der reduzierten Form 

(1.39) 

betrachtet, mit h~11 = 1.0/0.5657. Dies ist der von Balescu angegebene \t\Tert 
für die dimensions lose \t\Tä.rmeleitfä.higkeit in der 13-Momente-Näherung 
(Ba.lescu 1988, Kapitel 5). Somit wird nur der zum Magnetfeld B para.l­
lele Anteil des \t\Tä.rmeflußes berücksichtigt. Der vollständige Ausdruck für 
q ist bei Ba.lescu angegeben. 

(iii) Vom Viskositätstensor 11" berücksichtigen wir nur den folgenden Anteil 

3 I r: 2 2 
. _ ___ 07r ,so. 1/2 5/2._ II 

7r1k - 4V27f Zte4 ). In/) Tb '711 l/il.: (1.40 ) 

mit 

( 'I 0 0 ) vii = !(l/yy + l/zz) 0 (1.41 ) 
0 ~(l/yy + l/z:;) 
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Hierbei ist die ;1:-Richtung die Richtung des Vektors bund lI/:i ist definiert 
als 

aVl' 1 ,) )/ '("7 
1/" = ~ -.- - - v Vb 

11 ;:'l '3 u;Ti . 
(1.42) 

Der climensionslose Viskositätskoeffizient 7711 ist wiederum bei Ba.lescu ange­
geben als '1711 = 1.0/(1.2 + 0.8485 Z;;l). Dort kann ebenfalls der vollständige 
Ausdruck für 7rik gefunden werden. 

Die genannten Einschränkungen führen zu den folgenden Ausdrücken für die 
Entwicklungskoeffizienten in (1.29) 

h~3) 

(1.43) 

Alle übrigen Komponenten von h;3) und h)~) sind in diesem Koordinatensystem 
(x-Richtung para.lell zu B) gleich Null. Setzt man die Koeffizienten (1.43) in die 
Gleichungen (1.37) für die Trubnikov-Potentia.le ein, erhält man 

(1.44) 

~(V) 

mit 

C\ 

(1.45) 

(,'2 = 2~ (hi,~j - ~ (h1~ + h~~)) ) 
Die Potentialfunktionen (1.44) sind nun nur lloch Funktionen VOll XII und Xl., 

den Anteilen VOll X parallel bzw. senkrecht zur Richtung von Vb (bzw. B), und 
unabhängig vom Gyrationswinkel tp. Die rPo, rP1, ... , '11'2 sind Funktionen V0111. 
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Betragy und im Anhang Bangegeben. 
Für die neuen Variablen 

VI = VII 

lauten die Il1etrischen Tensoren 

1 0 0 

o 0 vi 

( 1.46) 

100 

gik = 0 1 0 (1.47) 

o 0 

und die einzigen von Null verschiedenen Christoffel-Symbole zweiter Art sind 

( 1.48) 

Aus den Gleichungen (1.18),(1.19) und (1.44) folgt dann (da ocjJjo<p und o'l/Jjo<p 
verschwinden) 

0
21' 0

21' 
oV11 OVIIOV1.. 

ocjJ 

oU11 

o 

c,'ik _ 021) 0
2 '1' 

L -

OV1.. 0VII ov2 
1.. 

t i = ocjJ 
OV1.. 

(1.49) o 

Vi OV1.. 
0 o 1 01' o 

Die Ableitungen der Potentialfunktionen sind ebenfalls im Anhang B aufgeführt. 
Für den Coulomb-Term ergibt sich schließlich 

(1. 50) 

Init 

(1.51) 
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(v ~ ist die J acobi-Determinante der Transformation) und den Drift- und DifI'usi­
onskoeffizienten 

( m) 1+-
m'b 

(1.52) 

1.3.3 Driftkinetische Approxhllation des Liouville-Terllls 

Im Gegensatz zur direkten Transformation des Coulomb-Terms im letzten Ab­
schnitt, wo wir die Abhängigkeit vom Gyrationswinkel lfJ durch gevvisse Annah­
men über die Symmetrie der Verteilungsfunktionen im Geschwindigkeitsraum eli­
minierten, nutzen wir für die driftkinetische Form des Liouville-Terms (linke Seite 
der kinetischen Testteilchengleichung (1.14)) die Ergebnisse von Sivukhin (Sivuk­
hin 1965). Sivukhin leitete Ausdrücke für die Zeit ableitungen der driftkinetischen 
Variablen ab (Bewegungsgleichungen), indem er die schnelle Gyrationsbewegung 
der geladenen Teilchen durch eine Mittelungsprozedur beseitigte. Für Einzelhei­
ten dieser :Methode sei auf die Originalarbeit verwiesen. An dieser Stelle soll nur 
angenlerkt werden, daß die wesentliche Voraussetzung für die Anwendbarkeit sei­
ner Methode darin besteht, daß das Verhältnis E. = (}LI L H des Larmor-Radius (}L 

und der Gradientenlänge LH der Inhomogenitäten des Inagnetischen Feldes klein 
ist. Dies gewährleistet, daß die Gyration der Teilchen auf einer weitaus kleine­
ren Zeitskala stattfindet, als die Bewegung entlang der magnetischen Feldlinien. 
Geht man davon aus, daß alle makroskopischen Gradientenlängen von derselben 
Größenordnung sind, so kann 

(1.5:1) 

für Abschätzungen in praktischen Rechnungen dienen. D = Z eB I m ist dabei die 
Larmor-Frequenz der Testteilchen. Diese Bedingung kann auch so interpretiert 
werden, daß IDI sehr groß ist im Vergleich zur Frequenz v~IV BII B (die ein :Maß 
ist für die Stä,rke der räumlichen InhOlTlogenitäten des Magnetfeldes, die pro Zeit­
einheit durchlaufen werden). Dies werden wir uns in der folgenden Darstellung 
zunutze machen, indeIIl wir die Größenordnung der verschiedenen Terme in den 
Resultaten von Sivukhin mit Hilfe der Ersetzung 

D 
D----+-

6 
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markieren. cl ist dabei ein kleiner Parameter, der am Ende unserer Betrachtun­
gen wieder zu 1 gesetzt werden Hmß, um die korrekten \iVerte der physikalischen 
Größen wiederherzustellen. Die Resultate Sivukhins in 1. Ordnung cl lauten nun 

R 

Ze 1 2 
-Eb+ -v1. Vb 
m 2 

(1. 54) 

In diesen Ausdrücken erkennt man diverse wohlbekannte Drift-Effekte (Chen 
1974, \iVesson 1987), wie die E x B-Drift, die VB-Drift und die Curvature-Drift 
(letzter Term in der Gleichung für R). Die Terme proportional zu Vb in den 
Beschleunigungen vII und 'v 1. beschreiben den Spiegeleffekt . 
Der Liouville-Term wird in diesen Variablen 

(~f fJf . fJf . fJf . fJf 
-= -+R-+vll-+V1.­
dt fJt fJR fJvll fJV1. 

(1.55) 

Man erkennt, daß dieser Ausdruck für ({f / dt nicht von der allgemeinen Fokker­
Planck-Forn'l ist (siehe Kapitel 2, Gleichung (2.13)), cl. h. 

--I- fJ (R f') fJ (. f') fJ (' f') -; ~R ,+ -;:;- vII, + --;:;-- V 1. , 
U uV11 UV1. 

. (1.56) 

'Wie bereits erwähnt, ist aber eine driftkinetische Gleichung in Fokker-Planck­
Form wesentliche Voraussetzung für die Anwendbarkeit unserer numerischen 
(lVlonte-Carlo-) Methode. Diese Form kann aber in gewissen Grenzen wiederherge­
stellt werden, wenn man beachtet, daß ein Faktor l/v.l (Jacobi-Determinante der 
Transformation) auf der rechten Seite der transformierten Gleichung auftaucht, 
die den Coulomb-Term (1.50) enthält (siehe die Transformationsgleichung (1.25)). 
Dieser Faktor würde auch die Fokker-Planck-Struktur der transformierten rechten 
Seite zerstören, doch liefert eine Multiplikation unserer vollständigen driftkineti­
schen Gleichung mit V.l einen Coulomb-Stoßterm in Fokker-Planck-Form für die 
rechte Seite und für die linke Seite 
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. of . of . of 
VJ. R -< + VJ. vll-< + VJ. VJ. -. -<- = 

o R oVIl OV J. 

= ~OR(vJ.Rf)+ ~o (vJ.'tillf)+ ~o (vJ.v·J.f)- ~OR(R-Vllb) vJ.f 
U UVII uVJ. U 

o ('~) 0 (~) 0 ( -) 0 (' ) ~ = -, - R f + - 'till f + - V·J. f - -, - R - vII b f 
oR 0'011 Olh äR 

(1.57) 
wobei 

(1.58 ) 

ist (siehe auch Gleichung (1.51) für die Transformation der Verteilungsfunktion) . 
In der obigen Gleichung (1.57) erscheint neben den Drift- und Diffusionstermen in 
Fokker-Planck-Form außerdem ein Quellen- bzw. SenkentenIl der Ordnung 0(5), 
welcher in unseren Anwendungen vernachlässigt werden soll. Diese Näherung Inag 
zunächst ungerechtfertigt erscheinen, da dieser Term von derselben Ordnung im 
l~leinen ParanIeter 5 ist wie die Driften in der Guiding-Center-Geschwindigkeit 
R. Diese etwas grobe Vorgehensweise zur 'iViederherstellung der Form einer Er­
haltungsgleichung weist auf bekannte inhärente Probleme bei der driftkinetischen 
Approximation hin (Ba.lescu 1988, I\apitel1). Durch die spezielle Mittelungspro­
zedur zur Eliminierung der Gyrationswinkelabhä,ngigkeit in der linken Seite der 
kinetischen Gleichung (1.14) geht die sogenannte Hamilton-Struktur (lVlöglich­
keit einer Fokker-Planck-Form) verloren und artifizielle Quellterme treten in Er­
scheinung, obgleich sie in der ursprünglichen Gleichung nicht enthalten waren. 
Diese Mittelung entspricht nicht einer Punkttransformation, wie wir sie für den 
Coulomb-Term benutzten, bei der einem Punkt in den alten Koordinaten ein 
Punkt in den neuen zugeordnet wird. Hierbei wird vielmehr ein Punkt in den neu­
en Koordinaten einem Integral über einen Pfad im ursprünglichen Phasenraum 
zugeordnet. Balescu gab Methoden für die driftkinetische Approximation an, die 
die Hamilton-Struktur der kinetischen Gleichung bis zur Ordnung 0(5) wieder­
herstellen, indem sogenannte "natürliche Guiding-Center-Variablen" eingeführt 
werden, die pseudo-kanonischen Transformationen entsprechen. rvlethoden zur 
Herleitung driftkinetischer Gleichungen in Fokker-Planck-Form in beliebiger Ord­
nung in 5 wurden von Gardner und \iVeitzner entwickelt (Gardner 1959, vVeitzner 
1981). Leider lassen die Variablensätze dieser verfeinerten Formalismen nicht die 
einfache physikalische Interpretation zu wie die von uns benutzten Variablen R, 
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VII und V.L. Auch ist eine Rücktransformation auf R, vII und V.L nicht bekannt. 
Dies verhindert ihre Anwendung in unserer numerischen :Methode, die darauf ab­
zielt, :Momente der Geschwindigkeitsvariablen vII und V.L zu berechnen. Aufgrund 
der angesprochenen Probleme entschlossen wir uns zur nachträglichen Korrek­
tur der driftkinetischen Gleichung durch Vernachlässigung der unphysikalischen 
Quellterme (obgleich der Liouville-Term keine inelastischen Prozesse beschreibt, 
ist die Teilchenerhaltung ün Phasenraum (R, vII, V.L) nicht gewährleistet!). Eine 
ausführlichere Analyse dieser Terme ist in Anhang F gegeben. Dort wird auch 
gezeigt, daß diese Terme in unseren Anwendungen von durchaus vernachlässig­
barer Größenordnung sein können im Vergleich mit Quellen bzvv. Senken wie sie 
infolge von Ionisationsprozessen auftreten. 

1.4 Erweiterung des Transportmodells für An­
wendungen in Tokamak-Plasluen 

Faßt man die Resultate der letzten Abschnitte zusammen, so erhält man die 
folgende driftkinetische Gleichung für den Testteilchentransport 

fJ (' -) fJ ( --) fJ ( -) -- Rf -- vllf -- v·.Lf 
fJR oVIl OV.L 

--ß- (1\.'11 I) -~ (K.L I) 
öV11 OV.L 

(1.59) 
1 02 

- 1 02 
-

+ -2 Tl2 (Dilil f) + -') 7 0 (DII.L f) uV11 ~ cV11 V.L 

1 02 - 1 02 -

+2 OV.LOVII (D.LII.t') + 2 ovi (D.L.L f) 
Die Zeitableitungen R, vII und v·.L wurden in Gleichung (1.54) definiert, die Koeffi­
zienten K II , K.L, DIlii,'" in den Gleichungen (1.52). Sie beschreiben das Verhalten 
geladener Teilchen unter der vVirkung stationä.rer elektrischer und magnetischer 
Felder und der Coulomb-vVechselwirkung lTüt einem Fluid-Hintergrundplasma. 
Für eine realistische Beschreibung der Verunreinigungsionen in Tokamak-PlaslTlen 
ist es aher notwendig, weitere physikalische Prozesse zu berücksichtigen, die das 
Transpol'tverhalten entscheidend mi t bestimmen: 

(i) Anomaler Transport: Als anomalen Transport bezeichnet lTlan einen experi­
lTlentell beobachteten verstä.rkten Transport geladener Teilchen in Richtung 
senkrecht zum Magnetfeld, der von klassischen und neoklassischen Theo­
rien nicht beschrieben wird (Bohm 1949, ehen 1974). In der klassischen 
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Theorie (die für den Transport in einem Zylinder maßgeblich ist) wird die 
Coulomb-Streuung der Teilchen aneinander als Ursache für einen radialen 
(diffusiven) Transport betrachtet. In der neoklassischen Theorie wird au­
ßerdem die Auswirkung der toroidalen Geometrie realer Tokamak-Plasmen 
berücksichtigt. Die lVlöglichkeit von gefangenen Teilchen (Teilchen pendeln 
zwischen magnetischen Spiegeln) und zusätzlichen Driften im inhomoge­
nen Torusfeld führt auf einen gegenüber dem klassischen Resultat erhöhten 
radialen Transport, wobei üblicherweise verschiedene Regimes unterschie­
den werden, die unterschiedlicher Stößigkeit entsprechen (Bananen-Regime, 
Plateau-Regime und Pfirsch-Schlüter-Regime in der Reihenfolge zunehmen­
der Stößigkeit). Offensichtlich existieren aher, wie gesagt, noch weitere TvIe­
chanismen in realen Plasmen, die einen zusätzlichen Transport verursachen. 
Der Ursprung dieses verstärkten Transports ist noch nicht vollständig ge­
klärt, und seine theoretische Beschreibung ist verwickelt und Gegenstand 
gegenwärtiger Untersuchungen (eine etahlierte Auffassung ist, die, daß tur­
bulente elektrische und magnetische Felder den anOIIlalen Transport ver­
ursachen (Fußmann 1992)). '!\Tir berücksichtigen den anomalen Transport 
durch einen zusätzlichen diffusiven Transport im Ortsraum und führen in 
obige GleichUllg (1.59) einen Term der Form 

(1.60 ) 

ein. T bezeichnet darin den Einheitsvektor in radialer Richtung. D 1.. ist der 
anomale Diffusionskoeffizient, der als freier ModellparaIneter dient. Er kann 
als geeignet gewählte Konstante der Größenordnung rv 1 m 2 /s angesetzt 
oder als Funktion des Ortes gewählt werden (zum Beispiel entsprechend 
des Alcator-Scalings (Gondhalekar et al. 1979): D1.. = 5.1018 m-1s-1/n e 

mit n e == Elektronendichte in m-3
). Dieser so eingeführte anomale Trans­

port soll überdies in gewissen Grenzen den klassischen und neoklassischen 
Transport senkrecht zum Magnetfeld in unserem Modell wiederherstellen, 
der durch unsere driftkinetische Näherung teilweise verloren ging (siehe 
hierzu die speziellen Voraussetzungen in Abschnitt 1.3.2 zur Berechnung 
der Koeffizienten des Coulomb-Stoßtenns). 

(ii) Ionisations- und RekOInbinationsprozesse: Diese Prozesse werden in unse­
rem~ Formalismus durch Quellen und Senken der Art Sf IZ bzvv. S~ IZ 
berücksichtigt. sf und S~ sind Übergangswahrscheinlichkeiten pro Zeit­
einheit für die Ionisation bzw. Rekombination eines Teilchens der Ladung 
Z. Derartige Ladungsänderungsprozesse führen auf ein gekoppeltes System 
driftkinetischer Gleichung der Form (1.59) für die Verteilungsfunktion der 
unterschiedlichen Ladungszustä.nde der Verunreinigungen. 
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(iii) Andere Teilchenquellen und -senken: Die Effekte von Absorption und/oder 
physikalischer Zerstä.ubung aufgrund von Stößen der Verunreinigungen mit 
Tokamak-vVä.nden sowie Prozesse wie Verunreinigungsinjektion etc. sollen 
hier sumnlarisch durch die Quell-Ternle Qi und Qz erfaßt werden. 

Konkrete Ausdrücke für die Tenne Sf ,F, S~ .F, Qi und Qz werden im Kapi­
tel 3 im Zusammenhang mit unseren praktischen Anwendungen angegeben und 
erläutert. 
Letztendlich bildet das folgende Gleichungssystem die Basis für unsere numeri­
schen Anwendungen: 

-~ (il t-;Z) - ~ (,li t-;Z) - ~ (v' t-;Z) :='IR' :='I 11, :='I .l. 
U uVIl UV.l 

[) (7/ t-;Z) [) ( T. T t-;Z) -- 1\11. - -, - 1\.l. 
[)VII [)V.l 

(1.61 ) 

1.5 Anmerkungen zum Modell-Coulomb-Term 

1.5.1 Die Therlllokraft 

Als Thermokräfte werden gemeinhin Kraftterme in den fluidtheoretischen Im­
pulsgleichungen bezeichnet, die proportional zu den Temperaturgradienten der 
wechselwirkenden Partikel sind. Ein Ausdruck für die Thermokraft, die eine zeit­
liche Änderung des mittleren Impulses< vII> der Verunreinigungen parallel zu 
den lVlagnetfeldlinien bewirkt, wurde von Neuhauser et al. angegeben (Neuhauser 
et a.l. 1984) 

(1.62) 
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Darin ist n die Temperatur der Hintergrundionenspezies, mit der die Verunrei­
nigungen der Ladung Z wechselwirken. Der Koeffizient der ThenIlokraft lautet 

(1.6:3) 

worm II '/T/,/(m + mb) ist. Dieser Koeffizient ergibt sich für den Sonder­
fall, daß die Verunreinigungen in nur geringer Konzentration im DeuteümIl­
Elektronen-Plasma vorhanden sind (Testfluidmodell), aus allgemeineren Aus­
drücken, die von Chapman und Cowling für ein mehrkomponentiges Plaslna in 
der Fluiclnäherung abgeleitet wurden (Chapman und Cowling 1960, Kapitel 9). 
\iVie in Abschnitt 1.:3.2 erlä,utert, berücksichtigen wir in unserem Testteilchen­
Illodell die Inhomogenitäten in der Hintergrundtemperatur durch Zusatzterme in 
den Trubnikov-Potentialen (1.44), was zu entsprechenden Erweiterungen in den 
Drift- und Diffusionskoeffizienten (1.52) führte. Daß überhaupt in unserem 1V10-
delI explizit die nlakroskopische Größe Hintergrundtemperatur auftaucht, liegt 
an unserem Hybrid-Konzept, in dem das HintergrundplasIl1a in der Fluidnähe­
rung und die Verunreinigungen in einel11~ kinetischem :Modell betrachtet werden. 
Der obige Kraftterm (1.62) aber basiert auf einem Fluidmodell, in dem auch für 
die Verteilungsfunktion der Verunreinigungen eine Maxwell-Verteilung mit klei­
ner Störung angesetzt wird. TrotzdeIl1 wurde die Thermokraft (1.62) oftn'laIs in 
lV10nte-Carlo-Algorithmen für den Verunreingungstransport verwendet, die auf 
demselben Hybrid-Konzept fußen wie der unsrige (Stangeby 1992, Takizuka und 
Shimizu 1994, Kögler 1997). In diesen Rechnungen wird die obige Thermokraft 
durch eine Ei nt eilchen-Drift bewegung 

ÖVII ~ Ö <VII> _ ßz V' 'Ti 
~t ~t - 11 b 
U u, 171 

( 1.64) 

entlang der Magnetfeldlinien berücksichtigt. Dies stellt aber nach eben gesag­
tem eine Inkonsistenz dar, denn bei dieser Vorgehensweise wird für die Kraft, 
die auf ein einzelnes Verunreinigungsteilchen wirkt, die mittlere Kraft, die auf 
ein annähernd maxwellsches Ensemble wirkt, angesetzt. Es wird also implizit 
eine Annahme über die zu berechnende Verteilungsfunktion der Verunreinigun­
gen gemacht. Insbesondere ist die Thermokraft in der kinetischen Betrachtung 
ein Effekt, der stark von der Relativgeschwindigkeit der vVechselwirkungspart­
ner abhängt (Rutherfordsche Streuformel für die Coulomb-\iVechselwirkung). So 
führt der Temperaturgradient V'IITb in unserem Modell zu einer Einteilchen­
Drift bewegung der Form 

ÖVII (1+~) GACl (XI1cP'(X) + xi cPl(X)) (1.65) 
öt mb X2 1 X2 X 

Die rechte Seite ist dabei der zu V'IITb proportionale Anteil des Driftkoeffizienten 
/\'11 aus Gleichung (1.52), wobei 
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Dies kann auch in einer zu (1.64) analogen Forl11~ geschrieben werden 

OVII = ßz(:X) \7 n 
oi; 'In, II 

mit 

v 2 e A 

( 1.66) 

(1.67) 

(1.68) 

Man erkennt, daß der Koeffizient ßz sowohl vom Betrag WIe auch von der 
Richtung der Relativgeschwindigkeit X abhängt. In Abbildung 1.1 zeigen wir 
eil1en Vergleich des ftllidtheoretischen Koeffizienten ßz mit dem geschwindig­
keitsahhängigen Koeffizienten ßz(X) unseres kinetischen Modells für das Mas­
senverhältnis 1711mb = 10 der Verunreinigungs- und der Hintergrundionen sowie 
verschiedene Ladungszahlen Z der Verunreinigungen (Zb ist gleich 1). Die durch­
gezogenen Linien stellen die beiden Grenzfälle von llz(x) dar (XII = X und XII = 0, 
Relativgeschwindigkeit parallel bzw. senkrecht zum magnetischen Feld), die ge­
strichelten Linien den Koeffizienten (lz. Für alle Ladungszahlen ergibt sich dassel­
be Bild, daß der geschwindigkeitsunabhängige Koeffizient ßz bereits für ~Werte der 
nonnierten Relativgeschwindigkeit X um 1 völlig falsch ist, da sich das Vorzeichen 
nicht ändert. Dies entspricht aber einer für Tokamak-Plasmen recht üblichen Si­
tuation, in der die Relativgeschwindigkeit in der Größenordnung der thermischen 
Geschwindigkeit der Hintergrundionen liegt. Auch auf hochcnergetische Verun­
reinigungen wirkt bei Verwendung der Thermokraft aus der Fluidnäherung eine 
Beschleunigung, obgleich der korrekte kinetische Ansatz das Verschwinden der 
Thern'lokraft liefert. Insgesamt führt die Nä,herung (1.64) für den Teilchentrans­
port im kinetischen Modell zu einer starken Überschätzung der auf die Verunrei­
nigungen in Richtung des Temperaturgradienten wirkenden Thermokraft. 
Zur weiteren Verdeutlichung der Zusammenhänge zwischen dem fluidtheoreti­
schen Thermokraftkoeffizienten und der Einteilchenkräfte im kinetischen Modell 
zeigen wir nun, wie sich der Koeffizient (3z näherungsweise aus unserem driftkine­
tischen Modell-Coulomb-Term ableiten lä,ßt. Die Driftterme des Coulomb-Terms 
führen zu folgender Kraft (parallel B), die von der gestörten Hintergrundionen­
verteilung auf ein einzelnes Verunreinigungsteilchen ausgeübt wird 
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Abbildung 1.1: Vergleich der Koeffizienten ßz und /3z (X) der Thermokraft im 
Fluidmoclell (gestrichelte Linien) bzw. im kinetischen :Modell (durchgezogene Li­
nien) für die Ladungszahlen Z = 1,2,3,4,5,10. Zb ist gleich 1. Gezeigt werden 
für jj~(X) die Grenzfä11e XII = X (untere durchgezogene Linien) und Xii = 0 (obere 
durchgezogene Linien). 
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OVII ' 
m,- = m,AII = m ot ( m,) \ ocp 1+- j-

1/1.b oV11 
(1. 69) 

Für unsere Betrachtungen beschränken wir uns hier auf den Anteil, der durch die 
ungestörte Hintergrund-'Maxwell-Verteilung und der Störung proportional zum 
Gradienten vlln hervorgerufen wird 

. (1.70) 

Gem,äß der Definitionen von CPo(X) und CPl(X) folgt 

1/1. ~~)II = 1/1. (1 + ~) J\ 0'2 (XII (~<I>'cx) - ~ <I>(X)) + Cl (1 - 2 X~) <I> , (X)) 
ut mb X X X 

(1. 71) 
Um die (lineare) Thermokraft auf das Ensemble der Testteilchen (Verunreinigun­
gen) zu berechnen, müssen "viI' eine Annahme über deren Verteilungsfunktion f 
machen und das Integral 

(1. 72) 

berechnen, wobei wir nur Terme in erster Ordnung in VIIT& berücksichtigen. Der 

in der letzten Gleichung definierte Koeffizient ßz sollte im Idealfall Init dem Ko­
effizienten pz übereinstimmen. Für eine vollständige Übereinstimmung sollten 
wir aber denselben approximativen Coulomb-Stoßterm und die gleichen Ansä,tze 
für die Verteilungsfunktionen beider Ionenspezies verwenden, die Chapman und 
Cowling benutzten. Diese Informationen sind jedoch in ihrer Ableitung in sehr 
verwickelter vVeise in einem umfangreichen Formalismus versteckt, wobei zudem 
andere als die von uns verwendeten Ansätze benutzt wurden. So wird dort der 
Coulomb-Stoßtenn - wie in der magnetohydrodynamischen Theorie üblich - un­
ter Ausnutzung kleiner Massenverhä.ltnisse vereinfacht und gewisse Parameter 
der Verteilungsfunktionen durch Laguerre-Sonine-Polynome dargestellt (wir be­
nutzen irreduzible tensorielle Hermite-Polynome zur Darstellung der Verteilungs­
funktion selbst). Der Einfachheit halber verwenden wir hier einen plausiblen An­
satz für die Verteilungsfunktion der Verunreinigungen, der in etwa die Annahmen 
wiederspiegelt, die in die Theorie von Chapman und Cowling eingingen. 
Auch für die Verunreinigungen wird dabei eine Maxwell-Verteilung angenommen 
mit einer Störung infolge einer Temperaturinhomogenität. 'iVir nehmen an, daß 
die Verunreinigungen dieselbe Temperatur und Strömungsgeschwindigkeit besit­
zen wie die Hintergrundionen, und für lVlassen 1/1. größer oder gleich der Hauptio­
nemnasse 1/1.b soll ihre Verteilungsfunktion dieselbe Struktur besitzen wie die der 
Hauptionen, cl. h. 
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wobei 

x 

ist. 
Für den Fall, daß m « 771,b soll die Ersetzung 

CI Zl C' 
'1 ----1- - 1 Z2 

(1. 73) 

(1.74) 

(1.75) 

gelten, die näherungsweise die Modifikation erfaßt, die sich aufgrund des kleinen 
lVlassenverhältnisses ergibt. Dies entspricht der Abhängigkeit von den Ladungen 
der \iVechselwirkungspartner, wie sie auch in der Elektronen-Verteilungsfunktion 
für ein zweikonlponentiges Plasma auftritt (Ba.lescu 1988). Um zwischen den bei­
den Grenzfä.llen sehr kleiner und sehr großer Massen 171 zu interpolieren, venven­
den wir den einfachen Ansatz 

f(x) = 7r~;2 e-;\2 (1 - (fl + (1 - fl) ~~) Cl ~~II (2x2 
- 5)) 

mit fl = 771,/(771, + mb). 

(1.76) 

Die zu VllTb proportiona.le Kraft F aus Gleichung (1.72) setzt sich dann zusam­
men aus den Anteilen F1 , der die Kraftwirkung der ungestörten Hintergrund­
lVlaxwell-Verteilung auf die Störung in der Verteilung der Verunreinigungen er­
faßt, und F2 , der Kraft, die von der Hintergrundstörung auf die ungestörte Ver­
teilung der Verunreinigungen ausgeübt wird. 
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Für diese Anteile folgt gemäß (1.71), (1.72) und (1.76) 

2 ( 2) 3 . 171b Z ~ Zb 
-- (1+-) -""IIVIITz, p+(l-p)- x 

41T 177, Zl Z2 

(1. 77) 

3 (
. 17/.b) Z2 ~ ~ 'Tl j~( 2 0'2 ~2) ~2m.' (O'~) _;\2 l~ 1 + - - ""11 v II·Lb 1 - -~. X X 'cl' ~.\ e· C,X 

'In Zl 3 0'2 0' 
o 

(1. 78) 
Die Terme F1 und F2 wurden von uns lllul1erisch ausgewertet und der sich erge­
bende Koeffizient ßz mit dem Koeffizienten ßz verglichen. Abbildung 1.2 zeigt clie 
Thermokraftkoeffizienten ßz (nach Neuhauser et al., Gleichung (1.63)) und ßz 
(Ergebnis unserer Ableitung durch Integration kinetischer Größen) in Abhängig­

keit des lVlassenverhältnisses Il = m/(m+m'b)' Für 171 2': m'b (Il 2': 0.5) ist die Über­
einstimmung sehr gut, insbesondere für Z = 1. Für den Fall m < mb (Il < 0.5) ist 
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die Übereinstinnnung erst bei höheren Ladungszahlen befriedigend. Trotz gewis­
ser Abvveichungen der auf verschiedenen ~Wegen abgeleiteten Thermokraftkoeffizi­
enten, zeigt der Vergleich, daß unser Modell-CoulOlTlb-Term beiIn Übergang zu ei­
ner Betrachtung der Verunreinigungen im Testfluidn:lOdell im wesentlichen gleiche 
Resultate liefert. Eine bessere Übereinstimmung wä,re zu erwarten, würde man 
unseren ad-hoc-Ansatz für die Verteilungsfunktion der Verunreinigungen durch 
eine strengere Betrachtung ersetzen. Doch liefert bereits diese einfache Näherung 
eine erfreuliche Bestätigung für die Richtigkeit unseres ~lVIodells, indem sie den 
Brückenschla.g zwischen verschiedenen theoretischen Ansätzen demonstriert. 
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Abbildung 1.2: Vergleich der fluidtheoretischen Thermokraftkoeffizienten ßZ(fl) 
und ßZ(fl) nach Neuhauser et al. (durchgezogene Linien) bzw. nach unserem 
:lVIodell (gestrichelte Linien) in Abhängigkeit von fl = m)(m + m'b) und für die 
Ladungszahlen Z = 1,2,3,4,5,10. Zb ist hier gleich 1. 

1.5.2 Lhnits für die rälunlichen Inho1110genitäten der Hin­
tergrund verteil ung 

Die \iVahl von Maxwell-Verteilungen mit kleiner Störung (Gleichung (1.15) für 
die Verteilungsfunktionen der Plaslnateilchen erlaubt die Integration der kine­
tischen Gleichungen und den Übergang zur fluid theoretischen Beschreibung des 
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Plasmas. Dabei wird an die Störung, die als proportional zu den räumlichen In­
homogenitä.ten makroskopischer Größen wie Temperatur, mittlere Strön1Ungsge­
schwindigkeit etc. angenommen wird, die Forderung gestellt, daß sie betragslnä,ßig 
vielldeiner als 1 ist. Dies ist gleichbedeutend damit, daß die charakteristischen 
Längen, auf denen sich die makroskopischen ParalIleter ändern, viel größer sind 
als die mittlere freie vVeglänge für die Coulomb-\!Vechselwirkung der Plasmateil­
chen, und sonüt die Voraussetzung eines lokalen Gleichgewichts erfüllt ist. Die 
Frage jedoch, ob eine zwar kleine Störung nicht bereits aus dem Gültigkeitsbe­
reich des Fluidmodells herausführt, wird dabei meistens nicht beantwortet. 
In diesem Abschnitt werden wir zeigen, wie sich aus unserem Modell-Coulomb­
Term (1.50), der die Coulomb-Kraftwirkung von Hintergrundionen, die einer Ver­
teilung der Form (1.28) gehorchen, auf Testteilchen beschreibt, quantitative Li­
mits für die von uns beriickRichtigte Störung (1.29) der Hintergrundverteilungs­
funktion ahleiten lassen. Sie ergeben sich aus der Notwendigkeit eines positiv 
semidefiniten Diffusionstensors. Ein Diffusionstensor, der diese Forderung nicht 
erfüllt, ließe die unphysikalische Situation auftreten, daß die Verteilungsfunkti­
on negativ würde, also eine negative vVahrscheinlichkeit aufträte. Unl dies zu 
begründen gehen wir von der folgenden driftkinetischen Gleichung aus 

O.rz (v) 
ot 

1 0
2 ( -z ) 1 0

2 ( -Z) 
+-2 ~ 2 Dilil f (v) + -2 0 0 Dill. f (v) 

u'Vll vII v l. 
(1. 79) 

die als Sonderfall cler Gleichung (1.61) den Transport von Testteilchen der Ladung 
Z unter alleiniger \!Virkung der Coulomb-\!Vechselwirkung mit den Hintergrundio­
neIl beschreibt. \!Vir stelleu uns uun eine Situation vor, in der die Verteilungsfunk­
tion .rz (v) an einem Punkt v = Va gleich Null ist (lokales Minimum). Dann gilt 
für kleine Iv - Val, daß 

(1.80 ) 

und der Tensor 02,rZ(V)/O'Vi oVkl somit positiv definit ist (die Indizes -i und 
v=vo 

k stehen hier für II bzw. -.1). Betrachtet man die driftkinetische Gleichung (1.79) 
an der Stelle v = Va, so erhält man 
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o.fZ ( v) I _ 1 ,,0
2
.fZ ( V) I - - LDlk 

ot V=Vo 2 i,h' OViOVk V=Vo 
(1.81) 

Damit o.fZ(v)/Dtlv=vo 2:: 0 ist, nmß der Diffusionstensor Dih, positiv semidefinit 

sein. \t\Tä,re er es nicht, so ist der Fall o.fZ (v) /otl < 0 möglich, was bedeutete, 
V=Vo 

daß die \t\Tahrscheinlichkeitsdichte IZ (v) am Ort v - Va negativ werden würde. 
Daß der Diffusionstensor positiv semidefinit sein nmß, ist gleichbedeutend mit 
der Forderung, daß seine Determinante für alle v größer oder gleich Null ist. lVIit 
diesem Kriterium werden nun die Störanteile Cl und C2 des Diffusionstensors 
(siehe Gleichungen (B.5) und (B.6))) untersucht. Zunächst wird die Detenninante 

betrachtet. Die Koeffizienten (ll, bl und Cl sind 

7/J~ (X) 7/J~(X) 
X 

(1.82) 

(1.83) 

Der Ausdruck (1.82) stellt (bis auf einen mllTlerischen Vorfaktor) die Determi­
nante des Diffusionstensors dar, falls nur die Temperaturinhomogenität des Hin­
tergrundplasmas berücksichtigt wird (Cl rv Vlln). Die Ungleichung (ll + bl C\ + 
Cl Cf 2:: 0 "vurde von uns numerisch ausgewertet, um die vVertebereiche des Ko­
effizienten Cl zu ermitteln, in denen der Diffusionstensor positiv semidefinit ist. 
Dies liefert auch Ober- bzw. Untergrenzen für die Gradientenlänge n/Vlln. 

_ ~ 7r 2 [5 K:II TC 1 

fii e4 A zt nb C\ 
(1.84) 

In Abbildung 1.3 sind die Obergrenzen (gestrichelte Linien) und Untergrenzen 
(durchgezogene Linien) des Kehrwertes I/Cl in A bhä,ngigkeit der normierten 
Relativgeschwindigkeit X für zehn verschiedene Richtungen von X (XII/ X = cos?9, 
cos?9 = 0, 7r /9, 27r /9, ... ,7r) zu sehen. Die Kurvenschar überdeckt den Bereich, 
in dem der Diffusionstensor des Coulomb-Terms nicht positiv definit und SOlTlit, 
nach unserem Kriterium, die Fluidnä,herung für die Hintergrundteilchen nicht 
gültig ist. 
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Abbildung 1.3: Untergrenzen (durchgezogene Linien) und Obergrenzen (gestri­
chelte Linien) für den Kehrwert l/C\ für verschiedene Richtungen von X (XII/X = 
0, 7f /9, 27f /9, ... ,7f). Im Bereich zvvischen den Einhüllenden dieser Kurven ist der 
13-Momente-Fluidansatz für die Hintergrundverteilung nicht gültig. 

Die Abbildung 1.3 zeigt auch, daß der Fluid-Ansatz für die Hintergrundteilchen 
nur gültig ist, falls die Gradientenlänge LTb = n/IVllnl folgende Bedingung 
erfüllt 

Tb "'11 T2 LTb = > L;;,in ~ 4.0 . 1054 
4 b 

IVllnl - b .\ Zb nb 
(1.85) 

da nur dann der Diffusionstensor für alle ~Werte von X positiv definit ist 2 . (Beispiel: 
g;11 = 1.0/0.5657, .\ = 13.5, Zb = 1, n = 1.6022 .10-17 J (= 100.OeV), 'nb = 
1 . 1018 m-3 -+ LTb 2: 134m). 

2Es ist anzumerken, daß diese Aussage auch über unser Testteilchenmodell hinaus Gültig­
keit besitzt, da der von uns betrachtete Coulomb-Term (im R.ahmen unserer Näherungen) in 
unveränderter Form auch in einem Ivlodell für das Gesamtplasma aufträte. 

38 



Eine analoge Betrachtung wird nun für die Determinante 

( 1.86) 

Init 

(1.87) 
durchgeführt. 
Dies ist die Deternlinante des Diffusionstensors für den Fall, daß nur die Inhomo­
genität in der Strömungsgeschwindigkeit Vb der Hintergrundteilchen berücksich­
tigt wird. Wieder definieren wir eine charakteristische Länge durch 

(1.88) 

(Vih = V2Tb / 7nb ist die thennische Gesch vvindigkei t der Hintergrund teilchen. ) 
und bestimmten den vVertebereich von C2 , in dem der Fluid-Ansatz für die Hin­
tergrund teilchen möglich ist. 
Die Abbildung 1.4 zeigt die Unter- und Obergrenzen des Kehrwertes 1/C2 für 
zehn verschiedene Richtungen von X (XII/ X = cos'!9, cos19 = 0, 7r /9, 27r /9, ... 7r). 
Die Kurvenschar überdeckt den Bereich, in dem der Diffusionstensor des 
Coulomb-Terms nicht positiv definit ist. 
Auch dabei läßt sich wieder eine Minimalbedingung formulieren 

~ T'J 
L = Vlh > Lmin ~ 2.7. 1054 1711 b~ (1.89) 

Vb /3 V'llvbll - VVb/ - Vb A zt nb 

(Beispiel: 1711 = 1.0/(1.2 + 0.8485 Z;;l), A - 13.5, Zb = 1, n = 1.602 . 1O-17 .J (= 
100.0eV), nb = 1·1018 m-3 ----+ L Vb ~ 25Il1} 
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x 

Abbildung 1.4: Untergrenzen (durchgezogene Linien) und Obergrenzen (gestri­
chelte Linien) für den Kehrwert 1/ C2 für verschiedene Richtungen von X (XII/ X = 
0, 7f /9, 27f /9, ... ,7f). Im Bereich zwischen den Einhüllenden dieser Kurven ist der 
13-Momente-Fluiclansatz für die Hintergrundverteilung nicht gültig. 
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Kapitel 2 

Numerische Lösung einer 
Fokker .... Planck ... Gleichung durch 
Monte-Carlo-Simulation 

2.1 Die Chapman-Kohnogorov-Differentialglei­
chung für Markov-Prozesse 

In diesem Abschnitt sollen einige Grundtatsachen aus der Theorie der Markov­
sehen Prozesse zusanlInengestellt werden. Die Darstellung orientiert sich dabei 
weitgehend an den Ausführungen von Gardiner (Gardiner 1985) und der dort 
verwendeten Notation. Für eine präzisere Grundlegung der mathematischen De­
tails sei auf die Monographien von Arnold, Van Kampen und Feller verwiesen 
(Arnold1973, Van Kampen 1981, Feller 1971). 
Als stochastischer Prozeß soll ein System bezeichnet werden, welches durch ei­
ne zeitabhängige Zufallsvariable X (t) charakterisiert ist. Diese Zufallsvariable 
kann die möglichen vVerte Xl, X2, X3, ... etc. zu den Zeitpunkten t 1 , t 2 , t 3 , ... 

annehmen. Es vvird angenommen, daß ein Satz von \t\Tahrscheinlichkeitsdichten 

(2.1 ) 

existiert, der das System vollständig beschreibt, d. h., daß die vVahrscheinlichkeit 
dafür, daß die Zufallsvariable zur Zeit t l einen \J\Tert zwischen Xl und Xl + dXI, 

zur Zeit t 2 einen \J\Tert zwischen X2 und X2 + dX2 usw. besitzt, durch 

(2.2) 

gegeben ist. 
\J\Teiterhin seien bedingte vVahrscheinlichkeiten definiert durch 
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(2.3 ) 

vvobei hier wie im weiteren alfl Konvention die Zeitordnune: 
u 

(2.4) 

vorausgesetzt wird. 
Ein Markov-Prozeß wird nun über bedingte '\i\Tahrscheinlichkeitsdichten definiert. 
Für ihn soll gelten 

Gem.ä.ß oben eingeführter Zeit ordnung bedeutet dies, daß die durch vorherge­
hende Ereignisse bedingte Entwicklung des stochastischen Prozesses zu den Zeit­
punkten t l , t 2 , ••• nur vom jüngsten Ereignis zur Zeit t~ abhängt. Die Markov­
Annalnne (2.5) Hißt es zu, daß eine beliebige '\i\Tahrscheinlichkeitsdichte der FonD. 
(2.1) durch ein Produkt einfacher bedingter vVahrscheinlichkeitsdichten (Über­
gangswahrscheinli chkei ten) ausgedrückt werden kann. 

(2.6) 

Die beiden folgenden Gleichungen besitzen nun allgen1.eine Gültigkeit für alle 
stochastischen Prozesse. 

(2.7) 

= J p( Xl, t l lx2' t 2 ; X3, t 3 ) p( X2, t 2 1x 3' t 3 ) dX2 

Verwendet man in der zweiten Gleichung die lVlarkov-Annahme (2.5), so ergibt 
sich die Chapman-Kolmogorov-Gleichung 
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(2.8) 

Die Chapman-Kolmogorov-Gleichung kann unter gewissen Bedingungen zu ei­
ner Differentialgleichung umgeforn'lt werden, und zwar soll für die nachfolgenden 
Grenzprozesse für alle s > 0 gelten: 

(i) 
1 

lim A p(x, t + 6tlz, t) = Hf(xlz, t) 
~t-+o ut . 

(2.9) 

gleichmä,ßig konvergent bzgl. x, z und t für Ix - zl2:: S; 

(ii ) 

1 
lim A J (Xi- Zi)p(X,t+6tlz,t)dx=Ai(z,t)+O(s) 
~t-+O ut 

(2.10) 

Ix-zl<c 

gleichmä,ßig konvergent bzgl. z, sund t; 

(iii) 

l~~'lo ~t J (Xi - Zi )(Xk - Zk) p(x, t + 6tlz, t) dx = Di/,'(z, t) + O(s) 
I;r-zl<e 

(2.11) 
gleichmäßig konvergent bzgl. z, sund t. 

Sind diese Bedingungen erfüllt, so läßt sich zeigen (Gardiner 1985), daß die 
Chapman-Kolmogorov-Differentialgleichung gilt 

f) , 
mP(z, tly, t ) - L f)~i (Ai(z, t) p(z, tly, t')) 

I 

+ J (Hf(zlx,t)p(x,tly,t') - Hf(xlz,t)p(z,tly,t')) dx 

(2.12) 
Je nach Art der Koeffizienten ergeben sich hieraus verschiedene Grundgleichun­
gen stochastischer Prozesse. Für A; = Dik = 0 folgt die Master-Gleichung, die 
Sprungprozesse beschreibt. Für Hf = 0 die Fokker-Planck-Gleichung (Diffusions­
prozesse) und für Hf = Du" = 0 die Liouville-Gleichung (deterministische Prozes­
se). (Die Benennungen unterscheiden sich in der Theorie stochastischer Prozesse 
von den in der Plasmaphysik üblichen!) 



2.2 Fokker-Planck-G leichung und stochastische 
Differentialgleichungen 

Für Bl = 0 wird die Chapman-Kolmogorov-Differentialgleichung (2.12) zur 
Fokker-Planck-Gleichung 

ö , 
--;:)p(z, tly, t ) 
ut - L Ö~i (A(z,t)p(z,tly,t')) 

I 

(2.13) 

Der Vektor A( z, t) wird Driftvektor und die (positiv semidefinite und symmetri­
sche) Ma.trix D(z, t) Diffusionsmatrix genannt. Den zugehörigen stocha.stischen 
Prozeß bezeichnet man aIs Diffusionsprozeß. Er kann folgendermaßen veranschau­
licht werden: Unter Berücksichtigung der Anfangsbedingung 

p( z, tl y, t) = cl (z - y) (2.14) 

erhält man für ein kleines Zeitinterva.ll6.t unter Vernachlässigung höherer Terme 
in 6.t (Gardiner 1985) 

p(z, t + 6.tly, t) = (211" (L/2 (det[D(z, t)])-1/2 (6.t(1/2 X 

( 
1 [z - y - A(y, t) 6.tjT [D(y, t)l-l [z - Y - A(y, t) 6.tl) X exp - - -"----=-------.::..:=----=-------'-----'----'---------'--'---=-----=-------.::..:=----=-------'--'-

2 6.t 
(2.15) 

L ist hier die Din1ension des Zufallsvektors Y(t). Die vVahrscheinlichkeits­
dichte nach einer Zeit 6.1 ist also durch eine Gaußverteilung mit :Mittelwert 
y + A(y, t) 6.t und Kovarianzmatrix D(y, t) 6.t gegeben. Dies bedeutet, daß sich 
die Änderung der Z ufa.llsvariablen Y ( t) zusanlmensetzt aus einer systematischen 
Drift mit Geschwindigkeit A(y, t) und einer Gaußschen Fluktuation ITlit Kovari­
anz D(y, t) 6.t, was auch geschrieben werden kann als 

y(t + 6.t) = y(t) + A(y(i;), t) 6.t + e(t) (6.t)1/2 (2.16) 

e(t) ist dabei ein stochastischer Term mit Mittelwert 0 und Kovarianz D(y(t), t). 
Die Untersuchung solcher stochastischer Bewegungen mit diffusivem Anteil 
e (t) (6.t)1/2 führte zum Konzept der stochastischen Differentialgleichungen und 
der stochastischen Integration. Die Entwicklung eier zugehörigen Theorie kann 
auf unterschiedliche vVeise erfolgen, zumeist kommt das von Ito vorgeschlagene 
Kalkül zur Amvendung (Arnold1973). 
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Die stochastische Differentia.lgleichung für ein System, das sich gemäß Gleichung 
(2.16) entwi ckelt, wird definiert durch 

dy = A(y, t) dt + B(y, t) dW(t) (2.17) 

Darin ist dW(t) das Inkrement eines L-dimensiona.len vViener-Prozesses. Der 
\iViener-Prozeß entspricht der speziellen Fokker-Planck-Gleichung 

8 1 82 

-8 p(w, tlwo, to) = - L -8 2P(W, tlwo, to) 
t 2 i wi 

(2.18) 

Es ist nun so, daß die obige stochastische Differentialgleichung (mit der Anfangs­
bedingung y = Yo für t = t o) in äquivalenter \iVeise denselben stochastischen 
Prozeß beschreibt wie die Fokker-Planck-Gleichung 

(2.19) 
vVürde man eine große Zahl von Trajektorien der Zufallsvariablen Y (t) verfolgen 
(sie seien mit Y 1 (t), Y 2 (t), ... bezeichnet), ergäbe si ch eine Verteilung der \iVerte 
von Y 1(t), Y1(t), ... im Konfigurationsraum, die der Lösung p(y,tlyo,to) von 
Gleichung (2.19) entspricht und umgekehrt. 
Betrachtet man y = Yo für t = to als sicheres Ereignis, so ist p(y, tlyo, to) = p(y, t) 
und Gleichung (2.19) wird zu 

8 - 2( 8Yi (Ai(y,t)p(y,t)) 

(2.20) 
1 82 

+2" E 8Yi8Yk ((B(y,t)BT(y,t)bp(y,t)) 

Gleichungen dieses Typs sind häufig in der kinetischen Theorie von PlaslTlen an­
zutreffen, wie in Kapitell besprochen wurde. Methoden zur numerischen Lösung 
dieser Gleichung bilden den Gegenstand der nä.chsten Abschnitte. 

2.3 Die numerische Methode I: Fokker-Planck­
Gleichung und Master-Gleichung 

Das oben gesagte über den Zusammenhang zwischen den Trajektorien eines sto­
chastischen Prozesses, die durch stochastische DifferentiaJgleichungen der Form 
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(2.17) beschrieben werden, und der korrespondierenden Fokker-Planck-Gleichung 
(2.20) legt es nahe, die numerische Konstruktion von Trajektorien zur näherungs­
weisen Lösung einer Fokker-Planck-Gleichung zu nutzen. Ein solcher Lösungsal­
goritlullus ist mit einen'l Computer einfach zu realisieren (Kloeden, Platen und 
Schurz 1994, Reiser 1996). Man bedient sich einer statistisch repräsentativen 
Zahl von Simulationsteilchen, die zur Startzeit to am Ort Yo lokalisiert selen 
(p(y, to) = o(y - Yo)) und ändert ihre Koordinaten in diskreten Schritten 

6.y = A(y, t) 6.t + B(y, t) 6. W (2.21) 

Die praktische Realisierung eines Inkrements 6. H/i wird dabei erreicht durch 

(2.22) 

wobei IG,i eine gaußverteilte Zufallszahl mit Mittelwert 0 und Varianz 1 
bezeichnetl. Die Konstruktion wird so lange mit genügend kleinem Zeitschritt 
6.t durchgeführt, bis ein interessierender Zeitpunkt t erreicht ist. Der zugrunde­
liegende Konfigurationsraum für die Zufallsvariable Y (t) wird in ein feines Netz 
unterteilt, und ein abschließendes Durchzählen in diesem Netz liefert eine Nähe­
rung für die ,t\Tahrschcinlichkeitsdichte p(y, tlyo, to): 

1 Ni 
p(y, tlyo, to) ~ 6.10 N (2.24) 

wobei Ni/lV die relative Häufigkeit der lV Simulationsteilchen im Teilvolumen 
6.10 bezeichnet. Diese Vorgehensweise kann als Analogon des Euler-Verfahrens 
für gewöhnliche Differentialgleichungen angesehen ·werden. 
Zur Differenzengleichung (2.21) ist aber anzumerken, daß sie im Grunde nicht 
mehr einen Diffusionsprozeß beschreibt, wie es die stochastische Differentialglei­
chung (2.17) tut. Die Trajektorien eines Diffusionsprozesses besitzen nämlich die 
Eigenschaft, zwar überall stetig, jedoch nirgends differenzierbar zu sein (Gardiner 
1985). Die für den numerischen Algorithmus notwendigerweise diskreten Schrit­
te entsprechen eigentlich einem Sprungprozeß mit Pfadstücken zeitlicher Kon­
stanz und sprunghaften Änderungen, womit der Algorithmus also eine Master­
Gleichung lösen würde. Es läßt sich aber zeigen, daß die angegebene Konstruktion 

1 Die Lösung des Wiener-Prozesses (2.18) in einer Dimension (L = 1) für einen kleinen 
Zeitschritt ~t lautet für die Anfangsbedingung p(w, tJwo, t) = J(w - wo) (siehe Gleichung 
(2.15)) 

1 (w-wo)" 

p(w, t + ~tJwo, t) = V2i!S:i e-~ 
2 7r ~t 

(2.23) 

Einen Zufallsschritt ~W, der einer solchen Wahrscheinlichkeitsdichte (Gaußverteilung mit .Mit­
telwert 0 und Varianz ~t) entspricht, erhält man nach der allgemeinen Vorschrift (J ,+111, worin 
, eine gaußverteilte Zufallszahl mit :Mittelwert 0 und Varianz 1 bezeichnet, (J2 die gewünschte 
Varianz und 111 der gewünschte Ivlittelwert ist. 
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einen Prozeß liefert, der zu einer Klasse von Prozessen gehört, die für genügend 
kleine ~t den gewünschten Diffusionsprozeß (2.17) approxinlieren. 
Gilt für die Übergangswahrscheinlichkeiten HIs(z Iy, t) einer lVIaster-Gleichung 

()p(y, t) j' 
()t = (Hlo(Ylz, t) p(z, t) - Hlo(zIY, t) p(y, t)) dz 

die von eInem Parameter S abhängen, daß für alle c > 0: 

(i) 
lün TVs(zly, t) = 0 
s-+o 

gleichmäßig konvergent bzgl. z, y und t für Iz - yl ?: c, 

(ii) 

E~6 J (Zi - Yd H/s(zIY, t) dz = A;(y, t) + O(c) 
Iz-yl<c 

gleichlnä.ßig konvergent bzgl. y, c und t, 

(iii) 

lim J (Zi - Yd(Zk - Yh) H/s(zIY, t) dz = Dil.'(y, t) + O(f) 
0-+0 

Iz-yl<c 

gleichmäßig konvergent bzgl. y, c und t, 

so geht die lVIaster-Gleichung für J --+ 0 in die Fokker-Planck-Gleichung 

8 
--;:}p(y, t) 
ut 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 

über. Eine Herleitung der Gleichung (2.29) a.us der Gleichung (2.25) unter den 
genannten Bedingungen ist im Anhang C angegeben. 
Betrachtet man nun den Zeitschritt ~t a.ls Parameter J, so schreibt sich gelnä.ß 
Gleichung (2.15) die Übergangswahrscheinlichkeit unseres Sprungprozesses (2.21) 

H/t.t(zIY) = (27rtL/2 (det[D(z, t)])-1/2 (~t)-3/2X 

xexp (_~ [z - y - A(y, t) ~tF [D(y, t)]-l [z - Y - A(y, t) ~t]) 
2 ~t 

(2.30) 
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mit 

D(y, t) = B(y, t)BT(y, t) (2.31) 

und es ergibt sich aus den wohlbekannten Eigenschaften der mehrdinlensionalen 
Gaußverteilung, daß die Forderungen (2.26), (2.27) und (2.28) erfüllt sind, unser 
numerischer Sprungprozeß (2.21) für I::,.t -t 0 also tatsächlich elen gewünschten 
Diffusionsprozeß (2.17) annähert. 
Die Konstruktionsvorschrift (2.21) ist immer anwendbar, doch kann es vom nu­
merischen Standpunkt gesehen effektivere Sprungprozesse geben, die denselben 
Diffusionsprozeß annähern. Ein wichtiges Beispiel sei noch genannt: Die Kon­
struktion der Trajektorien mit Hilfe der Differenzengleichungen 

I::,.Yi = Ai(y, t) I::,.t + L Bik(y, t) JEt 17k (2.32) 

", 
Il1it Zufallszahlen '/7"" die mit gleicher vVahrscheinlichkeit nur die Werte +1 oder 
-1 annehmen können, entspricht einem Sprungprozeß mit Übergangswahrschein­
lichkeit 

1 
Hf~t(Zly, t) = 2L - 11::,.t L S(z-y-A I::,.t+B 'lJ0' I::,.t)+S(z-y-A I::,.t-B 'lJ0' I::,.t) 

0" 

(2.33) 

worin 'lJ0' ein Vektor ist, dessen Komponenten nur die vVerte ±1 annelullen können 
und der Index 0' die Hälfte der 2L möglichen Kombinationen der KOIllponenten­
werte bezeichnet (L ist wieder die Dimension des Zufall vektors y). Für diese 
Sprungwahrscheinlichkei t gilt: 

(i) 

lim Hf ~ t ( z I y, t) = 0 für z i- y 
~t--+O 

(2.34) 

(ii) 

, ')L-2 

lim j(Zi-Yi) lV~t(zly, t) dz = ; 1 I::,. (Ai(y, t) l::,.i+Ai(y, t) I::,.t) = A(y, t) 
~t--+o 2 - t 

(2.35) 

(iii) 

l~~o /(Zi - Yi)(Zk - Yd Hf~t(zly, t) dz = ')[~-1 L L B im B;k 17~ 17~; 
i-.J L1' n~)n 

(2.36) 
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Für die Summe über 0' im letzten Ausdruck erhäIt man 

n-l-m 
1 2L - 3 

')L-l L 17~ 17~~ = ')L-l (+ 1 - 1 - 1 + 1) = 0 
~ Q' ~ 

(2.37) 

n = 171. 

und somit 

2L1_1 L L Bim B~k 17~ 17~ = L Bim B~k 
0' n,n1- n1 

(2.38) 

Das heißt, daß auch dieser Sprungprozeß für eine Approximation des interes­
sierenden Diffusionsprozesses geeignet ist. Für welche nmnerische Prozedur man 
sich entscheidet, ist abhängig von den Anforderungen an die Genauigkeit und 
Effizienz der Rechnung. Der Sprungprozeß (2.21) erlaubt größere Zeit schritte 6t, 
wohingegen der Sprungprozeß (2.32) weniger Rechenaufwand zur Generierung 
der Zufallszahlen benötigt. 
Anhand von drei anaIytisch lösbaren Fokker-Planck-Gleichungen soll nun die nu­
IIlerische Prozedur deIl10nstriert werden. 

2.3.1 Beispiel 1: Ornstein-Uhlenbeck-Prozeß (1-dhnensio­
nal) 

Als Ornstein-Uhlenbeck-Prozeß bezeichnet man einen stochastischen Prozeß, der 
durch die Fokker-Planck-Gleichung 

fJp( :r , t) fJ ( " 1 fJ2 ( 
7 = -;::) I~ . :r . p(:r, t)) + - ;::l 2 D· p( a:, t)) 
ct oa: 2 uX 

(2.39) 

beschrieben ~wird. Er dient aIs einfaches Modell für eine eindimensionale Brown­
sehe Bewegung. Die Koeffizienten J{ und D sind Konstanten. Für die Anfangs­
bedingung 

p( a; , t = 0) = cl ( a; ) (2.40) 

lautet die Lösung 

1 (a;2 ) 
p( a;, t) = V ~ exp -. 2 ( ) 

27f0'2(t) 20' t 
(2.41 ) 

mit 

0'2(t) = ~ (1 - exp( -2J{t)) (2.42) 
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Dies ist eine Gaußverteilung mit Mittelwert 0 und zeitlich veränderlicher Varianz 
(J"2(t). Für t ---+ CX) strebt p(x, t) gegen die stationä.re Lösung Ps(:(;) 

1 ( J( 2) ps(:e) = J exp --x 
7fD/J( D 

(2.43) 

Die Gleichung (2.39) wurde von uns mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode gelöst 
und das Ergebnis mit dem analytischen Ausdruck (2.41) verglichen. Verwendet 
wurden die Parameter J( = 1 . 103 und D = 1 . 1012 und ein Zeitschritt von 
f::"t = 1 . 10-5

• Die stochastische Differenzengleichung für die Simulation lautete 

f::"x = - J( x f::"t + JD f::" Hf (2.44) 

In den Abbildungen 2.1 und 2.2 werden die berechneten vVahrscheinlichkeitsdich­
ten p( x, t) für zwei verschiedene Zeiten t gezeigt. Zum Test des Rechenaufwan­
des wurden jeweils drei verschiedene Teilchenzahlen in der Simulation verwen­
det. Zusätzlich zu den berechneten vVahrscheinlichkeitsdichten vvurde die analyti­
sche Gaußkurve (2.41) eingezeichnet. Die Abbildungen zeigen für die berechneten 
'iVahrscheinlichkeitsdichten einen unregeln'läßigen Verlauf, der aber mit steigender 
Teilchenzahl in der Sinmlation glatter wird und sich der analytischen Gaußkurve 
annähert. 
In Tabelle 2.1 sind außerdem die berechneten Mittelwerte und Varianzen von :c 

(71&, 0-2) und die analytisch gegebenen (771, (J"2) aufgeführt, wobei 

m <:c>= ! xp(::c,t)d:-c 

(2.45 ) 

(J"2 = «x-m.)2>= !(:c-m)2 p(x,t)d:r 

ist. Man erkennt, daß bereits die unregelmä.ßig erscheinenden 'iVahrscheinlich­
keitsdichten aus den Rechnungen mit 1000 Teilchen nur wenig von den exakten 
Resultaten abweichende 'iVerte für 7'h und 0-2 liefert. 

Im oberen Diagramm der Abbildung 2.3 wird der Verlauf der Varianz 0-2(t) aus 
einer Simulation mit 10000 Teilchen gezeigt. Ebenfalls eingezeichnet ist die Kurve 
der analytischen Funktion (J"2(t) aus Gleichung (2.42). Die Übereinstimmumg ist 
augenscheinlich sehr gut. Um dies zu präzisieren, wird im unteren Diagramm die 
prozentuale Abweichung 

(2.46) 

dargestellt. :Man erkennt, daß die Abweichung meistenteils ca. 1-3 % beträ.gt. 
Zusätzlich sind die 95 %-Konfidenzintervalle für die berechneten lVIittelwerte 
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Abbildung 2.1: Berechnete vVahrscheinlichkeitsdichte p(x, t) zur Zeit t = 10-3 für 
verschiedene Teilchenzahlen N im Vergleich mit der analytischen Lösung (2.41). 
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Abbildung 2.2: Berechnete vVahrscheinlichkeitsdichte p(:r, t) zur Zeit t = 10-2 für 
verschiedene Teilchenzahlen N im Vergleich mit der analytischen Lösung (2.41). 
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Abbildung 2.3: Oben: Berechnetes und analytisches Resultat für die Varianz (J'2(t) 
des O. -U. -Prozesses (siehe (2.42)). Für die Rechnung wurden 10000 Simulations­
teilchen verwendet. Unten: Prozentuale Abweichung der berechneten Resultate 
von den analytischen. Die punktierten Linien kennzeichnen die 95 %-Konfidenz­
intervalle. 
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< :1:
2 > (als Näherung für die Konfidenzintervalle von 0- 2

) eingezeichnet. Die Kon­
fidenzintervalle sind die Intervalle, in denen mit einer vorgegebenen \l\Tahrschein­
lichkeit 0' der wahre IVIittelwert von :1: 2 liegt, wobei wir hier 0' = 0.95 wählten. 
Ihre Bestimmung beruht auf der Aussage des zentralen Grenzwertsatzes (Fisz 
1970, Abschnitt 6.8), daß die Folge der Summen YN über die zufälligen Ereignisse 
:1,2 
"/ 

1 N 

YN = N L:1:; 
/=1 

(2.47) 

für N ----+ CXJ normalverteilt mit Mittelwert 171 und Varianz (52 ist. Dabei wurde vor­
ausgestzt, daß die :1:~ voneinander unabhängige Zufallsereignisse mit Mittelwert 
1H und Varianz (52 seien. Die Zahl N = 10000 im obigen Beispiel ist ausreichend 
groß für die Gültigkeit der Aussage des zentralen Grenzwertsatzes und es läßt 
sich folgende vVahrscheinlichkeit dafür angeben, daß der genäherte :lVIittelwert 
< :1:

2 > über lV = 10000 Teilchen sich im Bereich 171 ± 1.96· (5/ JN um den wahren 
IVIittehvert 171 befindet (Fisz 1970, Abschnitt 13.8, Bowman 1987, Müller 1991) 

( 
1.96 ,2 1.96 ) _ ~ p - fi\T(5 «:1 > -171 < fi\T(5 - 0.90 
viV - -vN 

Mit den Näherungen 

1 N 
171 Rj - LX; 

N i=l 

ergeben sich die Konfidenzintervalle zu 

(2.48) 

(2.49) 

(2.50) 

worin die :1:i die 'Werte von :1: sind, die die einzelnen Simulationsteilchen zu einer 
betrachteten Zeit annehmen. 
Zur besseren Darstellung bezogen wir die Konfidenzintervalle auf den wahren 
(den analytischen) Mittelwert (52(t). Man erkennt, daß unsere Rechenresultate 
tatsächlich in Inaximal 5 % der Fälle außerhalb des Konfidenzintervalls liegen 
und man für unsere Rechnung eine Genauigkeit von mindestens ± 3 % annehmen 
kann. 
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t N m. &2 m (J2 

10-3 100 1.72.103 4.37.108 0.0 4.32 . 108 

10-3 1000 7.27· 102 4.33 . 108 0.0 4.32 . 108 

10-3 10000 1.18 . 102 4.38.108 0.0 4.32 . 108 

10-2 100 1.14 . 103 3.92· 108 0.0 5.00 . 108 

10-2 1000 8.07 . 102 4.97.108 0.0 5.00 . 108 

10-2 10000 3.56 . 102 4.98.108 0.0 5.00 . 108 

Tabelle 2.1: Berechnete (1'h, (2) und analytische (n'/" (J2) Momente für die O.-U.­
Prozesse der Abbildungen 2.1 und 2.2. 

2.3.2 Beispiel 2: COUIOlllb-Wechselwirkung (2-dhllensio­
nal) 

In diesem Abschnitt soll ein Spezialfall der im Abschnitt 1.:3 abgeleiteten drift­
kinetischen Gleichung (1.61) betrachtet werden. Zu den Variablenbezeichnungen 
sei auf die dort gegebenen Erläuterungen und auf Anhang B verwiesen. 
Berücksichtigt man in der driftkinetischen Gleichung (1.61) ausschließlich die 
Coulomb-\iVechselwirkung, betrachtet also quasi ein reines Relaxationsproblem, 
so erhält man die Gleichung (der Index Z wird hier weggelassen) 

o.f(vlI, '1)1-, i) 

Bi 

(2.51 ) 

In diesem. Beispiel soll die Wechselvvirkung von Testteilchen Il1it einem maxwell­
verteilten Hintergrund ohne Störung behandelt werden. Die Koeffizienten (2.51) 
sind dann gegeben durch 
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Dl.l l 

mit 

(1 
171.) \ XII A.-' + - j 0' -<PO 
mb X 

( m) Xl.' 1 1 Xl. ' 1 + - A 0' - cPo + - A 0' - -- '~'o 
7nb X 2 vi X 

v = JV 2 + v 2 
/\'\ 11·\ 1.. 

(2.52) 

(2.53) 

Die stationären Lösungen ls der Gleichung (2.51) sind nach dem H-Theorenl ein 
Produkt aus Maxwell-Verteilungen, wobei die Mittehverte und Varianzen (n'litt­
lere Strömungsgeschvvindigkeit und Temperatur) die der Verteilung der Hinter­
grundteilchen sind, d. h. 

(2.54) 

mit 

(2.55 ) 

In der Sinmlation wählten wir für die Parameter typische "Werte für Anwendungen 
in Tokamak-Plasmen 
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171 = 2.007 . 10-26 kg (Kohlenstoff) mb = 3.345 . 10-27 kg (Deuterium) 

Vb = 1 . 104 m/s A = 13.5 t6..t = 1 . 10-7 
S 

Die Differenzengleichungen für die Simulation lauteten 

t6..v~ 

(1 
m) \ XII ),' A + - ho: - 'Po ut 
mb X 

( m) 1+-
m'b 

x~, 1 1 x~ , 
A 0: -" - rPo t6..t + - A 0: - -' - 4)0 t6..t 

X 2 vi X 

+ \ 2 X~ ,1," At A 2 XII 4)~ At ho: - ''Po u /1 - , 0: - - u /2 
X X X 

(2.56) 

(2.57) 

mit zwei voneinander unabhängigen gaußverteilten Zufallszahlen /1 und /2 mit 
Mittelwert 0 und Varianz 1. 

Abbildung 2.4 zeigt die Resultate aus einer Monte-Carlo-Simulation für die Ver­
teilungsfunktionen l(vll' t) undl(v~, t) zur Zeit t = 1 .10-3 s. In der Rechnung 
wurden 10000 Simulationsteilchen verwendet. Ebenfalls eingezeichnet sind die 
analytischen Lösungen (2.55) für den stationären Fan. Man erkennt, daß die Re­
sultate der Simulation für t = 1 . 10-3 s bereits sehr gut die stationäre Lösung 
annähern. 

In Abbildung 2.5 oben wird der zeitliche Verlauf der Energien Eil und E~ aus der 
Simulation mit 10000 Teilchen dargestellt. 

-0:::) 

(2.58) 
+00 

E~(t) = ~ m I vll(v~, t) dv~ 
o 

Es wird deutlich, daß bereits nach 5 . 10-4 s die \iVerte Eil und Ei für die stati­
onären Verteilungen erreicht werden. Sie sind gegeben durch 
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Abbildung 2.4: Berechnete vVa.hrscheinlichkeitsdichten l(vlI, t) und l( V1., t) zur 
Zeit t = 10-3 s im Vergleich mit den ana.lytischen Lösungen (2.55). 
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Abbildung 2.5: Oben: Zeitlicher Verlauf der Energien Eil und E-L in der Simu­
lation. Die \iVerte für die stationä,re Situation sind durch waagrechte Linien ge­
kennzeichnet. Unten: Prozentuale Abweichungen der berechneten \iVerte für die 
Energien (t > 5 . 10-4 s) von den analytischen \"/erten für den stationären Fall. 
Die punktierten Linien kennzeichnen die 95 %-Konfidenzintervalle. 
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-co 

(2.59) 
1 +';0 

Ei = 2, 171 j vi ls(v~, t) dv~ = n = 100.0eV 
o 

Die Diagramn1.e in Abbildung 2.5 unten zeigen die prozentualen Abweichungen 

E (t) ES 
6.E = 100. 11 - 11 

11 ES 
11 

6.E = 100. EL(t) - Ei 
~ ES 

~ 

(2.60) 

der Energien aus der Rechnung von den analytischen vVerten. Ebenfalls einge­
zeichnet sind die 95 %-Konfidenzintervalle (2.50) für die berechneten Energien. 
Die Abvveichungen liegen fast durchweg innerhalb der theoretischen Fehlergren­
zen. Die Genauigkeit der Resultate läßt sich mit mindestens ±3 % angeben. 

2.3.3 Beispiel 3: COUIOlllb-Wechselwirkung (3-dhllensio­
nal) 

Im letzten Beispiel soll der Sonderfall 

EJf(v,t) EJ.
T

• 1 EJ2 . 
EJt = - L ~ (I"'-i.t) + 2, L EJ .EJ (Dik f) 
·i VI i,k V1 VI., 

(2.61 ) 

der kinetischen Gleichung (loH) betrachtet werden. Ebenso wie in1 letzten Bei­
spiel sollen die Testteilchen mit einem maxwell-verteilten Hintergrund wechsehvir­
ken. Die Koeffizienten Ki und Dik sind dann gegeben durch (siehe auch Anhang 
B): 

(2.62) 

Dik 

mit 

Xi = Cl: (Vi - Vbi) (2.63) 

und Cl: und A wie in Gleichung (2.53). Der Coulomb-Term für diesen Fall ist in der 
Literatur oft behandelt worden (Trubnikov 1965). Üblicherweise werden dabei die 
folgenden Koeffizienten definiert 
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< 6.V II > ( 171,) I X 1 + - AO'(po 
171,b 0' T s 

< (6.VII)2 > \ 2 'ljJ" 1 \:2 
J 0' 0 --- (2.64) 

40'2 TE: 

< (6.V1Y > 2A 0'2~'; X
2 

- --
X 0'2 Td 

Die Größen T s , TE: und Td werden Slowing-Down-Time, Energy-Exchange-Time 
und Defiection-Time genannt. Sie wurden erstmaIs von Spitzer (Spitzer 1956) 
definiert. Die Indizes 11 und .l beziehen sich nicht auf ein magnetisches Feld, 
dieses tritt in den Gleichungen (2.64) noch nicht auf. Vielmehr bezeichnet 11 

die Geschwindigkeitsrichtung eines individuellen Teilchens, das mit den maxwell­
verteilten Hintergrundteilchen wechselwirkt. Die Defiection-Time beschreibt da­
n'lit eine Änderung der Testteilchengeschvvindigkeit senkrecht zu seiner momen­
tanen Bewegungsrichtung. 
Für den stationä.ren Fall der obigen Gleichung (2.61) gilt wie beim Beispiel des 
zweidimensionalen Coulomb-Terms im letzten Abschnitt, daß die Lösung durch 
eine lVlaxwell-Verteilung mit der mittleren Driftgeschwindigkeit Vb und der Tem­
peratLu n der Hintergrundteilchen gegeben ist: 

(2.65 ) 

mit 

(
'In, ) 1/2 (171, 2) 

27T'n exp - 2n (Vi - Vbi) (2.66) 

In der Simulation verwendeten wir wieder die Parameter (2.56) mit dem Unter­
schied, daß nun 

Vbx = 0 Vby = 0 (2.67) 

der dreidimensionale Vektor der Hintergrunddriftgeschwindigkeit ist. Die Diffe­
renzengleichungen für die Simulation lauten nun unter Verwendung der oben 
eingeführten Abkürzungen 

+h2i V~ < (6.v~)2 > 6.i /2 + 7'1'3i v1 < (6.v~)2 > 6.i /3 

(2.68) 
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/1, /2 und /3 sind wieder gaußverteilte Zufallszahlen mit Mittelwert 0 und Va­
rianz 1. Die h'li, {i'2i und tl'3i sind Komponenten von Einheitsvektoren, die ein ' 
rechtshändiges System. bilden, 'wobei gelten soll 

X (2.69) n1 - -

X 

0,3 

v, t=lO,3 s 

0,2 

0,1 

0,0 

vy 

~ 0,2 

'l~ 

>-i+:;' 
0,1 

0,0 

v, 

0,2 

0,1 

0,0 
,0,8 ,0.4 0,0 0,4 0,8 

x [10' mls) 

Abbildung 2.6: Berechnete vVahrscheinlichkeitsdichten f( V"-" t), f(v y, t) und 
f(v,n t) zur Zeit t = 10-3 s im. Vergleich mit den ana.!ytischen Lösungen (2.66). 

In Abbildung 2.6 sind die Resultate aus einer lVlonte-Carlo-Simulation zur Be­
rechnung der Verteilungsfunktionen f(v x , t), f(v y, t) und f(v z , t) für die Zeit 
t = 1 ' 10-3 

S zu sehcn. Auch hierbei wurden 10000 Simulationsteilchen verwen­
det und zum Vergleich die analytischen Lösungen (2.66) für den stationären Fa.!l 
eingezeichnet. 

die Abbildung 2.7 zeigt den zeitlichen Verlauf der Energien 

+00 1 ' 
E-(t) = - 1n J v 2 

{(v' t) clv' 1 2 I. I, 1 (2.70) 
-00 

in der Sinmlation mit 10000 Teilchen. Da hier dieselben Parametcr wie im letz­
ten Beispiel zugrundelagen, 'werden auch hier die \Verte Ei für die stationäre 
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Abbildung 2.7: Zeitlicher Verlauf der Energien Ei(t) in der Simulation mit 10000 
Teilchen. Die \tVerte für die stationä.re Situation sind durch waagrechte Linien 
gekennzeichnet. 



Verteilung nach etwa 5 . 10-4 sangenommen. 

+00 

Ei = ~ 171 .I v; fs( vi) dVi = 
-00 

{ 

50.0eV 

56.3eV 

für Z = :D, y 

für 

4,-------,-------------------~ 

~ 
III 
<1111 

-2 

-4 
5 10 15 20 

4 

~ 
~ 

0 

-2 

4 

~ 
III 

0 

<1111 

-2 

t [10-4 s] 

(2.71) 

Abbildung 2.8: Prozentuale Abvveichungen der berechneten ·Werte für die Ener­
gien (t > 5 . 10-4 s) von den analytischen ·Werten für den stationären Fall. Die 
punktierten Linien kennzeichnen die 95 %-Konfidenzintervalle. 

In Abbildung 2.8 wcrdcn die prozentualen Abweichungen 

t::,.g = 100 . _E_i (,-t ),--_E~i 
1 E!' 

1 

(2.72) 

der berechneten Energien vom analytischen Wert und die 95 %-Konfidenzinter­
valle (2.50) dargestellt. Auch diese Abbildungen zeigen, daß die Resultate der 
Simulation mit 10000 Teilchen eine Genauigkeit von etwa ±3 % aufweisen. 
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2.4 Die numerische Methode 11: Teilchenum­
wandlungsprozesse im Algorithmus 

Im letzten Abschnitt vvurde gezeigt, wie eine Fokker-Planck-Gleichung nmne­
risch, mit Hilfe einer Monte-Carlo-Konstruktion diffusiver stochastischer Prozes­
se, gelöst werden kann. Eine Anwendung des vorgestellten Verfahrens auf die drift­
kinetischen Gleichungen (1.61) für Verunreinigungsionen ist aber nur in Fä.llen 
möglich, in denen man es mit lediglich einer Sorte von Teilchen zu tun hat, 
cl. h., daß Teilchenumwandlungen (z. B. Änderung des Ladungszustandes durch 
Ionisation) keine Rolle spielen. Andernfalls verteilt sich die Gesmntheit der Ver­
unreinigungsteilchen auf unterschiedliche Gruppen, die ein jeweils anderes Trans­
portverhalten zeigen und zudem durch Übergänge von Teilchen von einer in eine 
andere Gruppe miteinander in 'iVechselwirkung stehen. Außerdem können die 
Teilchenquellen und -senken in (1.61) durch oben beschriebenes Verfahren nicht 
berücksichtigt werden. 
Teilchenumwandlungsprozesse wie Ionisation sind typische Sprungprozesse, bei 
denen ein Teilchen schlagartig seine Charakteristik ändert. 'Nie bereits in Ab­
schnitt 2.1 und 2.3 angesprochen, werden derartige Vorgänge durch eine Master­
Gleichung beschrieben. Hier soll gezeigt werden, wie sich Gleichungen vom 
Typ (1.61) ergeben, die eine Kombination von Fokker-Planck- und :Master­
Gleichungen darstellen, wenn der Konfigurationsraum für die Einteilchenzustände 
geeignet erweitert wird (unter Auslassung der Quellen und Senken, sie werden in 
Abschnitt 2.5 behandelt). 
Erneut bezeichne y einen Punkt im Konfigurationsraum, den man sich als den 
physikalischen Phasenraum vorstellen kann. lVlit Z sei eine weitere Zustandsva­
riable bezeichnet (z. B. der Ladungszustand ). Die Ersetzung 

p(y,t) ---+ p(Z,y,t) (2.73) 

in unseren Betrachtungen bedeutet inl physikalischen Bild, daß man sich nun 
nicht mehr nur für die ~Wahrscheinlichkeit, daß ein Teilchen sich zur Zeit t am 
Punkt y befindet, interessiert, sondern für die V/ahrscheinlichkeit für den Ein­
teilchenzustand (Z, y). Auch p(Z, y, t) sei für alle Zeiten tauf 1 normiert 

I:jP(Z,y,t)dY = 1 
z 

(2.74) 

Die Summe geht dabei über alle möglichen diskreten ~Werte von Z. Die zeitli­
che Änderung von Z sei durch gewisse Übergangswahrscheinlichkeiten H/(Z'IZ) 
gekennzeichnet, die zeitliche Änderung von y wieder durch gewisse Drift- und Dif­
fusionskoeffizienten. Die Gleichung für einen solchen stochastischell Prozeß lautet 
dann 
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o 
"71P(Z, y, t) 
ut 

1 02 
T 

+2" ft. 0YiOYk ((B(Z,y,t)B (Z,y,t))ik p(Z,y,t)) (2.75) 

+ L (HI(Z'IZ)p(Z',y,t) - HI(ZIZ')p(Z,y,t)) 
z' 

Die Übergangswahrscheinlichkeiten HI(Z'IZ) seien Funktionen von y und t 

HI(Z'IZ) =tz'Z(y,t) (2.76) 

Sie geben die 'iVahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit an, daß ein Teilchen am Punkt 
y den Übergang Z ---+ Z' vollzieht .. Man erkennt, daß nun ein gekoppeltes Glei­
chungssystem für die 'iVahrscheinlichkeitsdichten p( Z, y, t), Z = Zl, Z2' ... gelöst 
werden muß. 
Identifiziert man Z wieder mit dem Ladungszustand und setzt 

HI(Z'IZ) S~(y, t) ()Z',Z-l + Sf(y, t) clz',Z+l 
(2.77) 

p(Z, y, t) lz(y, t) 

so ergeben sich die Ionisations- und Rek0111.binationsterme aus der Gleichung 
(1.61). Prozesse ähnlicher Natur lassen sich in analoger 'Weise einbeziehen. 
Der numerische Algorithmus zur Lösung der Gleichungen (2.75) besteht zum 
einen wieder aus der Konstruktion der Trajektorien des Diffusionsprozesses in 
der Variablen y 

tJ.y = A(Z, y, t) tJ.t + B(Z, y, t) tJ. W(t) (2.78) 

hinzu kon1.mt aber noch eine Zufallsentscheidung über eine eventuelle Änderung 
der Zufallsvariablen Z, die durch die Ubergangswahrscheinlichkeiten t z! z( y, t) 
bedingt wird. Für hinreichend kleine Zeitschritte tJ.t stellt 

~ = 1- "L-tz'z(y, t) tJ.t (2.79) 
z' 

die vVahrscheinlichkei t 2 dafür dar, daß das Simulationsteilchen den vVert von Z 

2Um in der praktischen Rechnung nicht mit der Bedeutung VOll ~ als Wahrscheinlichkeit in 
Konflikt zu geraten, wird üblicherweise die Formel 

~ = exp(- Ltz' z ~t) 
z' 
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nicht ä.ndert. Mit Hilfe einer in [0,1] gleichverteilten Zufallszahl 171 wird entschie­
den, ob sich Z nach der Zeit I::,.t ändert 

keine Anderung von Z 
(2.80) 

Anderung von Z 

~Wird dabei für eine Anderung von Z entschieden, so wird eine zweite in [0,1] 
gleichverteilte Zufallszahl 172 herangezogen, um zu entscheiden, welchen vVert Z 
nach der Zeit I::,.t annimmt. Dazu werden kumulative Übergangswahrscheinlich­
keiten Ci wie folgt definiert 

Zi Zn 

Ci = L H1(Z'IZ)j L H1(Z'IZ) i = 0,1,2, ... ,n (2.81 ) 

worin Zl, Z2, ... , Zn die rnöglichen \iVerte von Z' (Z' i- Z) bezeichnen. Co wird 
gleich Null gesetzt und Cn ist gemä.ß der Definition gleich 1. Gilt nun für die 
Zufallszahl 172, daß 

Ci-I< '172 :s: Ci (2.82) 

so findet in der Simulation der Übergang Z -+ Zi statt. 

2.5 Die numerische Methode 111: SiInulation 
von Teilchenquellen und -senken 

In den bisherigen Ausführungen dieses Kapitels galt das Augenmerk ausschließ­
lich der Simulation von Prozessen, bei denen eine Einteilchenverteilungsfunktion 
zum Zeitpunkt t = ° in Form einer Delta-Funktion gegeben ist und sich im Laufe 
der Zeit im Konfigurationsraum ausbreitet. Die betrachtete Situation ist somit 
die eines Ensembles von Teilchen, welches zu einenl bestimmten Zeitpunkt in ein 
System eingebracht wurde und sich hiernach unter dem Einfluß diverser Effekte 
unwerteilt. Entscheidend ist, daß die vVahrscheinlichkeit, daß sich ein Teilchen 
in irgendeinem der möglichen Zustä.nde im betreffenden System befindet, immer 
gleich 1 ist, das System also geschlossen ist. Im ~Modell für die Venmreinigungsio­
nen (Gleichung (1.61) jedoch treten Quellen und Senken für die Teilchen auf, die 
das IVlodellsystem zu einem offenen System machen. Lokalisierte Teilchensenken 
lassen sich noch problemlos in die oben beschriebene Simulationsmethode einbau­
en, indem ein zusätzlicher "Absorptionszustand" für die Variable Zeingeführt 

verwendet. Hierdurch ist gewährleistet, daß immer 0 :::; e :::; 1 gilt. Für sehr kleine l:it folgt 
wieder der obige Ausdruck (2.79). 
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wird, der n'lit ZA bezeichnet sei. In den Gleichungen (2.75) für die vVahrschein­
lichkeitsdichten p( Z, y, t) tritt dann ein Term der Form 

(2.83) 

hinzu. Die \iVahrscheinlichkeit für einen Übergang aus dem Zustand mit Z = ZA 
soll aber gleich Null sein, cl. h. tzzA (y, t) = O. Für die Normierung der \iVahr­
scheinlichkeitsdichten gilt dann 

:L J p(Z,y,t)dy:::; 1 
Zi=ZA 

(2.84) 

Solch eine Vorgehensweise ist aber für lokalisierte Teilchenquellennicht möglich, 
d. h. Quellen können nicht durch gewisse Übergangswahrscheinlichkeiten bei der 
Konstruktion von Einteilchentrajektorien berücksichtigt werden. Für jedes hin­
zukommende Teilchen müssen jeweils eigene Pfade konstruiert werden, was be­
deutet, daß das Gleichungssystem (2.75) mit jeweils unterschiedlichen Startver­
teilungen gelöst werden muß und die Lösungen, die sich aus den Simulationen 
ergeben, aufaddiert (und geeignet normiert) 'werden müssen. Für gewöhnlich hat 
dies einen immensen Rechenaufwand zur Folge, wenn man sich für die Verteilung 
von Verunreinigungen über einen großen Zeitraum (im Vergleich zum Simula­
tionszeitschritt 6.t) interessiert. In vielen praktisch wichtigen Fällen jedoch ent­
stammen die Verunreinigungen zeitlich konstanten Quellen und verbleiben infolge 
vorhandener Teilchensenken nicht unbegrenzt im System. Hier läßt sich folgende 
Näherung in der Simulation anwenden: Die Simulationsteilchen werden gemä,ß 
der Quellverteilung in den Variablen (Z, y) zur Zeit t = 0 ausgestreut und nach 
oben beschriebenem Schema über Zeitschritte 6.t verfolgt, bis sie absorbiert wer­
den (das System verlassen). Im Unterschied zu den oben erläuterten Algorithmen 
wird aher die Teilchenverteilung nicht zu einem bestimmten Zeitpunkt t ausge­
wertet, sondern für jeden Zeitschritt und man bildet die Summe 

:Lp(Z, y, (i) wobei tj+l - (i = 6.t 
.i 

(2.85) 

Durch Normierung mit der Quellstä,rke i' = N/6.t (N Teilchen pro Zeit 6.t) 
erhä.lt man eine Dichteverteilung der Teilchen, die dem stationären Prozeß bei 
Anwesenheit einer konstanten Quelle entspricht. Geht man davon aus, daß die 
simulierte Verteilung der Teilchen zu jedem Zeitpunkt (i repräsentativ ist, so ist 
es nicht notwendig, für jeden Zeitpunkt eine neue Simulation anzusetzen. 
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Kapitel 3 

Numerische Anwendungen für 
TEXTOR - Der Code DORIS 

Für die lUllnerische Untersuchung praktisch relevanter Fragen zunl Verunreini­
gungstransport wurde von uns der Monte-Carlo-Code DORIS entwickelt. Der 
Code dient dazu, für eine vorgegebene Magnetfcldkonfiguration und ein vorgege­
benes Hintergrundplasma die in Kapitell abgeleiteten driftkinetischen Trans­
portgleichungen für Verunreinigungsionen mit der in Kapitel 2 vorgestellten 
Monte-Carlo-~/lethode zu lösen. Die Struktur des Codes ist gegenwärtig auf ei­
ne zvveidimensionale räumliche Geometrie ausgerichtet (Poloidalschnitt im axi­
alsymmetrischen Tokamak-Plasma), läßt sich jedoch problemlos auf dreidimen­
sionale Geometrien ausweiten. In dieser Arbeit werden Anwendungsbeispiele für 
den Tokamak TEXTOR des Forschungszentrums Jülich vorgestellt (Toroidales 
EXperiment zur Technisch ORientierten Forschung, Eidens und ~Wolf 1993). 
Zunächst werden in den folgenden Abschnitten einige, für die numerische Si­
mulation wichtige physikalische Einzelheiten erläutert, die in den allgemeinen 
Formulierungen der Kapitell und 2 offengelassen wurden. Hiernach wird eine 
rechnerische Kopplung an Ergebnisse des B2-EIRENE-Codes (Reiter 1992 (b)) 
demonstriert. Unter Verwendung von Resultaten dieses Code-Systems für unter­
schiedliche Randschichtplasmen in TEXTOR werden die Thermalisierung sowie 
Strahlungs- und Dichteprofile von Kohlenstoff-Verunreinigungen untersucht. Da­
bei wird auch ein rechnerischer Vergleich mit dem Modell des Codes DIVIMP 
angestellt. In weiteren Anwendungen werden zweidimensionale Strahlungsprofi­
le von Kohlenstoff untersucht, wobei zur Modellierung des Hintergrundplasmas 
in der Randschicht zusätzlich ein einfach zu parametrisierendes eindimensionales 
Fluid-Modell (Tokar 1997) herangezogen wird. Die Bewertung einzelner Resulta­
te erfolgt durch Vergleich mit qualitativ typischen Resultaten aus bolometrischen 
Strahlungsmessungen in TEXTOR (Rapp 1996). Den Abschluß bilden erste An­
wendungen auf die Berechnung zweidimensionaler Strahlungsprofile von Neon, 
das in TEXTOR bereits erfolgreich zur Strahlungskühlung der Randschicht ein-
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gesetzt wird (Samm 1992). 

3.1 Details der praktischen Monte-Carlo-Simu­
lation für TEXTOR 

3.1.1 Das Magnetfeld und die Rechengeonletrie 

In einem Tokamak wird durch geeignet angebrachte Spulen eine Magnetfeldkon­
figuration erzeugt, die aus einer Überlagerung eines toroidalen .Magnetfeldes B <p 

mit einem. poloidalen Magnetfeld Be besteht, wobei letzteres zu einer helika­
len Verschraubung der lVlagnetfeldlinien führt (siehe Abbildung 3.1). Das Poloi­
dalfeld Be wird durch einen Plaslnastrom Ip erzeugt, der wiedenun durch ein 
zeitlich veränderliches externes Magnetfeld induziert wird. Die resultierende IVla­
gnetfeldkonfiguration stellt sich entsprechend der Gesetzmäßigkeiten magneto­
hydrodynamischer (MHD) Gleichgewichte ein (ehen 1974, \tVesson 1987), wobei 
sich ineinander geschachtelte Flußflädlen ausbilden (die im Falle von TEXTOR 
exzentrische kreisförmige Querschnitte besitzen). Die Verschiebung ß der Fluß­
flächenmittelpunkte im poloida.len Querschnitt wird Shafranov-Verschiebung ge­
nannt. Im Tokamak TEXTOR wird durch einen sogenannten Limiter, das ist ein 
mechanisches Hindernis, das in das Plasma hineinragt, eine letzte geschlossene 
Flußfläche (Separatrix) erzeugt. Außerhalb der Separatrix schneiden die Magnet­
feldlinien den Limiter und es bildet sich aufgrund des dominierenden Transports 
entlang der Feldlinien eine nur wenige Zentim.eter dicke Plasmarandschicht aus, 
die Abschälschicht (englisch: Scrape off Layer, SOL). Unser Modell-Feld ent­
stammt nicht selbstkonsistenten MHD-Rechnungen, sondern stellt eine Modifi­
kation der von Baelm.ans und Ka.clomtsev verwendeten Näherungen für toroidale 
Konfigurationen dar (KadOIntsev 1970, Baelmans 1994). Die von uns vorgenom­
mene Verbesserung garantiert die exakte Divergenzfreiheit des magnetischen Fel­
des in der TEXTOR-Geometrie. 
Die toroida.le Geometrie unter Einbeziehung der Shafranov-Verschiebung wird 
durch folgende (nicht-orthogonale) Transformation erfaßt 

x (Tcose+Ra+ß) cos4> 

y T sine e arctan ( y ) vx2 + Z2 - Ra - ß 

z -( T cose + Ra + ß) sin4> - arctan (~) 
:1 

(3.1 ) 
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z x 

R 

\ \ 
Torusachse Separatrix (11 =0) 

Abbildung 3.1: Oben: Schematische Darstellung der Flußflächenstruktur im To­
kamak TEXTOR. Unten: Geometrische Größen im Poloidalschnitt. 
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1; ist dabei der toroidale '!\linkel. Die Bedeutung der anderen Größen wird aus 
Abbildung 3.1 ersichtlich. Für die Shafranov-Verschiebung 6(1') verwenden wir 
die Nä,herung (Baelmans 1994) 

Dabei ist 6(1') = 0 an der Separatrix (1' = 1's). 
Für das Toroidal- bzw. Poloidalfeld setzen wir 

B 
Ba l' Ra 

g = -- . eg 
q Ra (1 + 6' cose) R 

mit 

R Ra + 6 + T cose 

eg - sine cos1; e:r + cose e y + sine sin1; e z 

und 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5 ) 

Ba bezeichnet die Stä,rke des toroidalen Feldes bei R = Ra. I p ist der gesamte 
Plasmastrom in toroidaler Richtung und 6' die Ableitung d6/ dT. 
Unter Verwendung der Transformationsgleichungen (3.1) werden von uns zwei­
dimensionale Rechengitter für die lVIonte-Carlo-Simulation generiert. Die Abbil­
dung 3.2 zeigt ein Gitter, das den Außenbereich des TEXTOR-Plasn1.as zwischen 
l' = 0.3111 und T = 0.5m abdeckt (Ra = 1.75m, 1'8 = 0.46m). Der ALT-Limiter 
in TEXTOR bei e' = -450 (Winkel bzgl. des geometrischen Mittelpunktes des 
Poloidalsclmitts) wird durch ausgesparte Zellen im Rechengitter angenä.hert. 
Die Zellen werden durch Kurven l' = const. (Flußflä.chen) und e' = const. 
(bzgl. geometrischem Mittelpunkt) gebildet. Die Umrechnung zwischen e' und 
dem oben definierten 'tVinkel e bzgl. des Flußflächenmittelpunktes erfolgt durch 

( 
Y~ ) Ei = arctan -.1' /~===;c--=-

V :r 2 + Z2 - Ra ( 
si ne ) 

= arctan A/ e 
D. T + cos 

(3.6) , . (6 Sine') e e + arCSl11 l' 
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Abbildung 3.2: Beispiel eines Rechengitters für den Außenbereich des TEXTOR-
Poloidalschnitts zwischen T = 0.:31n und T - 0.5m. Das untere Bild zeigt die 
ausgesparten Zellen, die den ALT-Limiter nähern. 
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3.1.2 Ionisations- und Rekolnbinationsraten für C und Ne 

Ohne Rückgriff auf komplizierte Modelle verwenden wir in dieser Arbeit appro­
ximative Fit-Formeln für die Anhä,ngigkeit der Ionisations- und Rekombinations­
raten von der Elektronentemperatur (Tokar 1992). Diese Fit-Forn"leln nähern die 
Ergebnisse tiefergehender theoretischer Betrachtungen (Bell 1982), die auf Streu­
modellen in der Coulomb-Born-Approximation fußen, und erfassen in befriedigen­
der \t\1eise die Situation in optisch dünnen Plasmen, in denen die Ionisation und 
Rekombination vornehmlich durch Stöße mit Elektronen verursacht werden (die 
Dreikörper-Rekombination wird nicht erfaßt; diese Beschränkung auf Stoßionisa­
tion und Strahlungsrekombination wird in der plasmaphysikalischen Literatur als 
Corona-Näherung bezeichnet). Die Formel für die Ionisationskonstante Cf lautet 
damit 

(3.7) 

Die Temperatur T wird hierin in eV gerechnet und Cf ist in Einheiten von [m3 /s] 
gegeben. Die Rekombinationskonstante C~ ist gegeben durch 

C,R - ~ 2 10-14 IV 'z - 0.' V ~'\. 

X eX 
( -0.58 - In X + X 

-0.25 X 2 + 0.55 X 3
) für X < 1 

X 2 + 2.33 X + 0.25 
X2 + 3.33 X + 1.68 

für X > 1 

(3.8 ) 

Die dimensionslose Größe X ist dabei Ef_dT und die Rekombinationskonstante 
C'§ ist in Einheiten von [m3 

/ s] gegeben. Auch hierin wird die Temperatur in e V 
gerechnet. 
Übergangswahrscheinlichkeiten, wie sie in den Gleichungen (1.61) und (2.77) auf­
tauchen und für unsere numerische Monte-Carlo-Prozedur benötigt werden, er­
geben sich durch Multiplikation von Cf bzw. C'§ mit der Elektronendichte n e 

5,1 C,I 
! Z = n e 'Z (3.9) 

In der Tabelle 3.1 sind die Fit-Parameter für die von uns betrachteten Verun­
reinigungen Kohlenstoff und Neon aufgeführt. Die halblogarithmischen Darstel­
lungen in den Abbildungen 3.3 und 3.4 zeigen die Temperaturabhängigkeit der 
Ionisations- und Rekombinationskonstanten cf bzw. C'§. 

3.1.3 Strahlungsraten für C und Ne 

Auch die Strahlungsraten für die von uns betrachteten Verunreinigungen Koh­
lenstoff und Neon werden in dieser Arbeit durch Fit-Formeln beschrieben, die 
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Spezies A~ [10-14 m3 S-l e V-1/ 2] B~ [10-3 eV-1
] E~ [eV] 

CO 26.800 10.000 11.3 

e1+ 5.900 6.300 24.4 

e 2+ 1.340 4.100 48.0 

e 3+ 0.274 1.730 64.5 

e4+ 0.020 0.372 392.0 

e5+ 0.006 0.410 490.0 

Neo 5.100 2.300 21.6 

Ne1+ 2.720 1.810 41.1 

Ne2+ 1.450 1.150 63.5 

Ne3+ 0.766 1.450 92.5 

Ne4+ 0.326 1.450 126.2 

N .5+ e 0.190 1.260 157.9 

Ne6 + 0.069 0.890 207.5 

Ne7
+ 0.024 0.460 239.1 

Ne8+ 0.002 0.160 1196.0 

N9+ e 0.001 0.175 1360.0 

Tabelle 3.1: Fit-Parameter für die Formeln (3.7) und (3.8) zur Berechnung der 
Ionisations- und Rekombinationsraten Cf bzw. C§. 
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Abbildung 3.3: Abhä.ngigkeit der Ionisa.tionskonsta.nten cf von der Elektronen­
temperatur für die verschiedenen Ladungsstufen von C und Ne. 
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Abbildung 3.4: Abhängigkeit der Rekombinationskonstanten C§ von der Elek­
tronentemperatur für die verschiedenen Ladungsstufen von C und Ne. 
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die Abhängigkeit von der Elektronentemperatur wiedergeben "vie sie aus aufwen­
digeren theoretischen Modellen folgen (Tokar 1992, Bell 1982). Hierbei ist die 
Gültigkeit ebenfalls auf optisch dünne PlasIl1en beschränkt, in denen die Abre­
gung infolge von Stößen mit Elektronen don'liniert. Die Strahlungsrate Rz wird 
beschrieben durch (Temperatur in eV) 

R z = Jl~JT CE~/T + FR Z2 JT (3.10) 
1 + B§VT + D~T 

Der Anteil proportional zu Z2 beschreibt dabei die Bremsstrahlung, die aufgrund 
der Ablenkung von Elektronen im Feld des Ionenkerns auftritt (FR = 1.44.1019

, 

1. 73.1019 e V1
/

2 m3 für C bzw. Ne). Durch .Multiplika.tion mit der Elektronendichte 
ne und der Dichte nz der jeweiligen Ionenspezies ergibt sich die Strahlungslei­
stungsdichte Hf (in eVm-3 js) 

(3.11) 

In Tabelle 3.2 sind die Fit-Parameter für C und Ne aufgeführt. Abbildung 3.5 
zeigt die Temperaturabhängigkeit der Strahlungsraten für diese Elemente. 

3.1.4 Physikalische Zerstäubung des Kohlenstofflhniters 

Eine wesentliche Quelle für Kohlenstoff-Verunreinigungen (und auch für "recy­
clierende" Elemente wie Neon) im TEXTOR-Plasma ist der ALT-Limiter, der 
aus Graphit besteht und in direktem Kontakt mit dem Plasma steht. Die hoch­
energetischen Ionen des Plasmas können beim Stoß mit den Gitteratomen des 
Limiters soviel Energie übertragen, daß die Gitteratome ihre Plätze verlassen und 
weitere Gitteratome durch Stöße aus dem Gitterverband lösen können, falls der 
Energieübertrag ausreicht, um das Oberfiä.chenpotential (Sublimationsenergie ) 
zu überwinden. Die Zerstäubungsausbeute Y ist definiert als die Zahl der emit­
tierten Atome pro einfallendes Teilchen. Zur Berechnung der Zerstäubungsrate Y 
benutzen wir in dieser Arbeit die semi-empirische Bohdansky-Formel (Eckstein 
1993) 

( 
E 2/3) E 2 Y(E,er=O)=Qs~\rC'(E) l_(~h) (1- ;1) (3.12) 

Hierin ist E die Energie der auftreffenden Ionen und er der Auftreffwinkel. Ei­
ne Variation der Zerstä.ubungsrate Y mit dem 'Winkel a wird vorläufig nicht 
betrachtet, obgleich das analytische Modell auch dies erfaßt und zum Teil signi­
fikant höhere Zerstäubungsausbeuten für a -=I- 0 vorhersagt. Dies begründen wir 
mit Unsicherheiten bei der Festlegung des Auftreffwinkels, die einer detaillierten, 
gesonderten Betrachtung bedarf (Knauf 1997). 
Es sind E die reduzierte Energie 
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Spezies A~ [10- 13 eyl/2 m3] B§ [ey-1/2] D~ [10-3ey-l] E§ [eY] 

eH 5.600 0.213 14.3 7.76 

eH 7.270 0.265 23.0 7.59 

eH 7.540 0.483 56.5 5.48 

eH 0.223 0.000 3.4 257.50 

eH 0.046 0.000 0.6 250.00 

Ne1+ 0.000 0.000 0.0 0.00 

Ne2+ 0.000 0.000 0.0 0.00 

Ne3+ 0.970 0.000 25.0 6.23 

NeH 1.490 0.000 28.2 7.94 

Ne5+ 1.320 0.000 9.5 7.61 

Ne6+ 2.520 0.000 14.3 9.70 

Ne7+ 0.970 0.200 13.4 4.13 

Ne8+ 0.042 0.000 0.4 711.00 

Ne9+ 0.016 0.000 0.3 795.00 

Tabelle 3.2: Fit-Parameter für die Formel (3.10) zur Berechnung der Strahlungs­

rate Rb' 
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Abbildung 3.5: Abhängigkeit der Strahlungsraten Rz von der Elektronentell1pe­
rahn für die verschiedenen Ladungsstufen von C und Ne. 

80 



[= E m2 (lL 

1771 + 17/.2 Zl Z2 1'2 

und s~\rC' der nukleare Bremsquerschnitt 

E 

ETF 

KrC'(c) _ 0.5 ln(l + 1.2288 [) s,o v - -----'--;::::-----'-::-:-::-::-:-" [ + 0.1728 JE + 0.008 [0.1504 

(3.13) 

(3.14) 

mit den Massen 1711 und n?2 und den Ladungen Zl und Z2 des Projektil­
bzvv. des Targetatoms. ETF ist das TholTlas-Fermi-Potential. Schließlich ist (lL 

die Lindhard-Abschirmlänge 

(3.15) 

und Q und E th sind Fit-Parameter zur Anpassung an experimentelle Daten. (Die 
Schwellen-Energie E th ist die lVlindestenergie, die das auftreffende Projektilatom 
besitzen ITlUß, um ein Atom aus dem Gitterverband zu lösen.) 
In Tabelle 3.3 sind die Parameter für die Projektil-Target-Kombinationen 
Deuterium-Kohlenstoff und Kohlenstoff-Kohlenstoff aufgeführt. Abbildung 3.6 
zeigt die Abhängigkeit der Zerstäubungsrate Y von der Projektilenergie für diese 
Kombinationen. 
Die Geschwindigkeits- und W'inkelverteilung der ahgestäubten Atome kann durch 
eine Kombination aus Kosinusverteilung und Thompson-Verteilung (Thompson 
1969) beschrieben werden 

. 8 (vlvs? 
f(v,())dvdcos() = - ( (I )2)3 cos()dvlvsdcos() 

7r 1 + v V s 
(3.16) 

Darin ist () der "Winkel bzgl. der Oberfiä.chennormalen und V s = V2 Us lm2 Il1it der 
Oberfiächenenergie Uso In der praktischen Simulation muß eine Abschneideenergie 
eingeführt werden, da die Thompson-Verteilung bei einer Integration über v von 
Obis 00 zwar endliche Mittelwerte für die Geschwindigkeit und die kinetische 
Energie liefert, der Mittelwert des Ellergiefiusses (",-, '0

3
) jedoch divergiert. ,l\Tir 

wählen für die Abschneideenergie in unseren Rechnungen die maximale Energie 
Ema:l:, die von den Projektilatomen auf die Targetatome bei einem zentralen Stoß 
übertragen werden kann, d. h. 

(3.17) 
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Projpktil-Targpt Q Eth [eV] ETF [eV] 

D-C 0.08 27.64 447.0 

C-C 0.7.5 .52.98 .5688.0 

Tabelle 3.3: Parameter für die Bohdansky-Formel (3.12) zur Berechnung der 
Zerstäubungsrate Y. 

>-
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Abbildung 3.6: Abhängigkeit der Zerstä.ubungsrate Y von der Energie der Pro­
jektilat01lle für clie Projektil-Target-Kombinationen D-C und C-C. 
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3.2 Übersicht und Details zu den Simulations­
rechnungen 

vVie eingangs erwä,hnt, untersuchen ,"vir das Transportverhalten von Kohlenstoff 
und Neon für verschiedene Szenarien von Randdschichtplasmen in TEXTOR, 
wobei wir zum einen Resultate des B2-EIRENE-Codes heranziehen, und ZUITl an­
deren Hauptplasma-Parauleter Init Hilfe eines auf zwei Dimensionen extrapolier­
ten eindimensionalen :Modells (siehe Anhang D) bestimmen. Insgesamt wurden 
dreizehn Sin'lulationsrechnungen unter Verwendung von sechs unterschiedlichen 
.Modell-Plasmen durchgeführt. Die sechs Modell-Plasmen seien mit dg1, dg2, dg3, 
K-OH, OH-1 und OH-2 bezeichnet: 

Die Resultate dg1, dg2 und dg3 entstammen Modellierungen, die von Gray 
(Gray 1996) mit Hilfe des B2-EIRENE-Codes durchgeführt wurden. Sie 
geben drei ohms eh geheizte Schüße unterschiedlicher Dichte fi (liniengemit­
telte Dichte entlang der Äquatorialebene von TEXTOR) wieder. Details 
zur B2-EIRENE-Modellierung finden sich bei Gray (Gray 1996, Abschnitt 
4.1). 

- Die Hintergrundplasma-Parameter K-OH wurden von Keijers (Keijers 
1996), ebenfalls unter Verwendung des B2-EIRENE-Codes, modelliert. 
Auch sie reprä,sentieren einen ohms ehen Schuß in TEXTOR. 

- Die Hauptplasma-Profile OH-l und OH-2 wurden mit dem in Anhang D 
beschriebenen Modell ermittelt, wobei die erforderlichen Eckdaten (siehe 
Abschnitt 3.4) so gewählt wurden, daß sie in etwa B2-EIRENE-Resultaten 
für ohmsch geheizte Plasmen in TEXTOR entsprechen. 

Die jevveiligen Rechnungen wurden mit unterschiedlichen Zielsetzungen vorge­
nommen und differieren in der vVahl einzelner Basisparameter und in der Berück­
sichtigung bzw. Auslassung verschiedener Effekte in der Simulation des Verunrei­
nigungstransports (eine Übersicht über die Größenordnung der Transport-Effekte 
ist in Anhang G zu finden). Die Tabelle 3.4 verschafft einen Überblick über die 
grundlegenden Unterschiede der Simulationsrechnungen, deren Resultate in den 
nachfolgenden Abschnitten vorgestellt und diskutiert werden. 
Im ersten Block der Tabelle 3.4 werden die betrachteten Verumeinigungsspezies, 
der Satz der verwendeten Plasma-Parameter und Angaben zur Geometrie des 
Rechenbietes aufgeführt. Das Rechengebiet wird definiert durch einen minimalen 
und einen maximalen Flußflächenradius (Tmin bzw. Tmax ), sowie durch den Radius 
der Separatrix T s . 

Im zweiten Block sind die Effekte aufgeführt, die den Transport im Ortsraum 
verursachen. Gemäß der Diskussion in Anhang G läßt sich grob folgende globale 
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Einteilung (lokal können die Verhä.ltnisse durchaus anders sein) für TEXTOR­
Randschicht-FäHe vornehmen: 

Parallel-Drift 
E x B-Drift 
'\7 B-Drift 
Krümnlungsdrift 
Anomaler Transport 

Dominanter Effekt 
Dominanter Effekt 
Kleiner Effekt rv 1/ Z 
Mittlerer Effekt rv 1/ Z 
Mittlerer Effekt 

Die Berücksichtigung eines dieser Effekte ist in der Tabelle durch e111 "x" ge­
kennzeichnet, die Vernachlässigung durch ein ,,0" . 
Im dritten Block sind die Effekte aufgeführt, die einen Transport im Geschwindig­
keitsraum verursachen. Sie sind nach Anhang G aHe von gleicher Größenordnung 
und unterscheiden sich nur in ihrer eventuellen Proportionalität zu Z bzw. Z2. 
Eine Vernachlässigung der Parallel-Drift, des anoma.len Transports und des Spie­
geleffekts (der im wesentlichen die toroida.le Geometrie in die Simulation einführt) 
wurden von uns in allen Simulationen miteinbezogen. Auch die '\7 B-Drift und 
die Krümmungsdrift, die sich als größenordnungsmä,ßig sekundäre Effekte erwie­
sen, wurden von uns in allen Rechnungen berücksichtigt. Ebenso beließen wir 
durchweg eine "minimale" Coulomb-Streuung an maxwell-verteilten Hintergrun­
dionen in der Simulation1. Zur Untersuchung von Einzeleffekten - insbesondere 
der E x B-Drift und der Thermokraft - wurden aber in einzelnen Rechnungen 
das elektrische Feld und/oder die Coulomb-Streuung an den Inhomogenitäten 
des Hintergrundplasmas ausgelassen. VVeiterhin betrachteten wir in einer Rech­
nung zu Vergleichszwecken den Effekt der approximativen Thermokraft, die im 
Abschnitt 1.5.1 diskutiert wurde. 
Zu den Rechnungen waren weiterhin die folgenden Details von Bedeutung: 

- Als Quelle für die Verunreinigungen wurde ausschließlich der ALT-Limiter 

1 Die Vernachlässigung der Coulomb-Streuung an den Elektronen des Hauptplasmas be­
gründet sich wie folgt: Betrachtet man die Ausdrücke (1.52) für die Drift- und Diffusionskoeffi­
zienten des Coulomb-Stoßterms, so zeigt sich, daß die Proportionalität der Koeffizienten 1(11 und 
f{.1. vom - im Falle VOll Elektronen als Hintergrulldspezies - großen Vorfaktor (1 + m/mb) nur 
eine vermeintliche ist, da die ersten Ableitungen der Potentialfunktionen cp und 4' proportional 
zu 1nb sind. Für den Fall von Elektronen ergibt sich überdies, daß die normierte R.elativge­
schwindigkeit X von nur kleinem Betrag ist, da die thermische Gesclnvindigkeit der Elektronen 
weit größer ist als die Differenz der Geschwindigkeit niederenergetischer Verunreinigungen und 
der Elektronen-Stömungsgeschwindigkeit. Da also X « 1 gilt, folgt, daß im Falle von Elektro­
nen als Hintergrundteilchen 1(11, 1(.1. R:! 0 ist. Die Diffusionskoeffizienten hingegen sind zwar 
nicht Null für X « 1, doch sind sie proportional zu .;mb und somit um eine Größenordnung 
kleiner als die Diffusionskoeffizienten für die Coulomb-Streuung an den HintergrundioneIl. Es 
ist aber zu bemerken, daß sich die Situation ändert, wenn hochenergetische Verunreinigungen 
betrachtet werden, wie z. B. Heliumkerne, die bei Kernverschmelzungen entstehen. Dabei wäre 
die Coulomb-Streuung an den Elektronen viel stärker als die an den Hintergrundionen, weshalb 
die Ivlodellierung anders gestaltet werden müsste. 
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angenommen, wobei die Quellstä.rke /s der neutralen CO-Teilchen über den 
Deuteronenfluß, der auf die Limiterkanten auftrifft, ermittelt wurde: 

/s= JnYcsdA (3.18) 

worin 11, die Dichte der Deuteronen be7,eichnet, C s die Scha.llgeschwindigkeit 

(es = !Te'l~Ti , m = Deuteronenmasse ), Y die Zerstäubungsrate, die wir mit 
Hilfe der Bodhansky-Formel (3.12) ermittelten, und dA ein Flächenelement 
der Limiteroberfläche. 

- Die neutralen Kohlenstoff teilchen verließen den Limiter in unserer Simu­
lation gemä,ß der TholTlpson-Kosinus-Verteilung (3.16), wobei wir aber die 
Vorzugsrichtung mn 60° in das Plasma hineindrehten, um die spezifische 
Form des ALT-Limiters realistischer anzunähern als es die Zellen des Re­
chengitters tun. Für die Energie E der zerstäubenden Deuteronen verwende­
ten "viI' in der Bohdansky- und der Thompson-Formelnäherungsweise den 
Ausdruck E = 2 Ti + 3.5 Te. Diese Formel erfaßt näherungsweise die Be­
schleunigung, die die Deuteronen im elektrischen Potential der Vorschicht 
und in der Debye-Schicht erfahren. 

- Es wurde keine Selbstzerstäubung betrachtet. Tests zeigten, daß sie in den 
hier vorgestellten Fällen keine bedeutende Rolle spielt. 

- Die äußeren \tVände des Rechengebietes nahmen wir als absorbierend an, 
für die inneren, dem Plasmakern zugewandten, nahmen wir für die Verun­
reinigungen eine Totalreflexion an (dies entspricht der Annahme eines ver­
schwindenden Dichtegradienten für die Verunreinigungen an diesem Rand). 

- \tVie bereits beIIlerkt, vernachlässigten wir die Coulomb-Streuung der Ver­
unreinigungen an den Elektronen. 

Abschließend soll an dieser Stelle noch die dreidimensionale Darstellung erläutert 
werden, die wir für die verschiedenen Sätze der PlaslTla-Parameter und die Er­
gebnisse des Abschnitts 3.3.1 benutzen. ~Wir wählten eine Darstellung über einem 
rechtwinkligen 7'-0'-Gitter, das den Zellen unseres Rechengitters entspricht. Ab­
bildung 3.7 zeigt die Bedeutung der Koordinaten. 0' wird bezogen auf den geome­
trischen Mittelpunkt des Poloidalschnitts und von der LiInitermitte aus gezä,hlt. 
7' ist der Flußflächenradius. In dem dargestellten rechtwinkligen Gitter befindet 
sich also unten der Plasmarand, oben die Grenze zum Plasmakern und unten 
rechts und links jeweils eine Hälfte des Limiters. 
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Abbildung 3.7: Zusa.l11lnenhang zwischen dem rechtwinkligen Gitter für die drei­
dhnensionalen Darstellungen und dem Rechengitter. 

I Abschnitt 3.3.1 3.3.2 3.3.3 3.4.1 3.4.2 

Verunreinigungs- CO-C3+ CO_C6+ CO_CH CO_CH Neo-Ne1O+ 
spezies 

Plasma-Parameter dg1 dg2 dg3 K-OH K-OH OH- OH- OH- OH-
1 2 1 2 

7'mi,,-7'ma,n / [ln] 0.4 - 0.5 0.3 - 0.5 0.3 - 0.5 0.3 - 0.5 0.3 - 0.5 

7's / [m] 0.45 0.46 0.46 0.46 0.46 

Parallel-Drift. x x x x x x x x x x x x x 
Ex B-Drift 0 0 0 x 0 0 0 0 0 x 0 x 0 

VB-Drift x x x x x x x x x x x x x 
Krümmungsclrift x x x x x x x x x x x x x 
Anomaler x x x x x x x x x x x x x 
Transport 

D1- / [m2/s] 0.5 1.0 1.0 1.0 1.0 

Eil-Feld 0 0 0 x x x 0 x x x x x x 
Spiegel-Effekt x x x x x x x x x x x x x 
Coulomb-Streuung x x x x x x x x x x x x X 

an :Maxwell-Hillter-
grund 

Coulomb- 0 0 0 x x 0 0 x 0 x x x x 
Streuung an 1nho-
mogenitäten 

A pproximati ve 0 0 0 0 0 0 0 0 x 0 0 0 0 

Thermo-Kraft. 

Tabelle 3.4: Parameter und einbezogene Transporteffekte der TEXTOR­
Rechnungen der Abschnitte 3.3.1,3.3.2, 3.3.3, 3.4.1 und 3.4.2. 

86 



3.3 Kopplung an den B2-EIRENE-Code 

Das Code-System B2-EIRENE (Reiter 1992 (b)) wurde in den vorangegangenen 
Abschnitten bereits mehrfach erwähnt. Dieses ·Werkzeug zur zweidimensionalen 
ModelIierung von Plasmen in toroidalen Magnetfeldkonfigurationen lä,ßt die Be­
rechnung der Parameter des kompletten Plasmas zu, soll jedoch von uns dazu 
genutzt werden, die Parameter des Hauptplasmas zu bestimIllen, UlTl mit diesen 
Informationen den Transport von Verunreinigungen zu untersuchen. Diese Auf­
teilung der Nlodellierung findet aus den oben ausführlich dargelegten Gründen für 
die Notwendigkeit einer kinetischen ModelIierung des Verunreinigungstransports 
statt (eine Modellierung der Verunreinigungen auf der Basis von Fluidmodellen 
ist auch mit dem B2-EIRENE-Code möglich). Für die Zukunft ist auch eine Rück­
kopplung unseres Codes DORIS an den B2-EIRENE-Code geplant, bei der die 
Resultate aus der Monte-Carlo-Simulation der Verunreinigungen als zusätzliche 
Quellen und Senken für Teilchen-, Impuls- und Energiebilanz an den B2-EIRENE­
Code zurückgegeben werden. Ein darauf folgender B2-EIRENE-Lauf liefert dann 
ein modifiziertes Hintergrundplasma für den Code DORIS, und durch weiteren 
Datenaustausch zwischen den Codes wird eine iterative Lösung für das Gesamt­
plasma angestrebt. Diese Kopplung befindet sich derzeitig noch in der Entwick­
lung. Bisher ist nur eine Richtung dieser Prozedur realisiert worden, nämlich die 
Verwendung von B2-EIRENE-Resultaten für unsere Rechnungen mit DORIS, wo­
bei aber auch hierbei noch nicht die gesamte mögliche Information übermittelt 
wird. So werden momentan noch nicht die elektrischen Felder und Gradienten 
für Temperatur, Dichte etc. übergeben (obgleich diese Informationen implizit 
im B2-EIRENE-Code enthalten sind). vVir beschränken uns deshalb in unseren 
Anwendungsbeispielen entweder auf eine reduzierte Betrachtung des Verunreini­
gungstransports auf B2-EIRENE-Hintergrundplasmen, oder versuchen fehlende 
Information durch Interpolation zu ermitteln. 

3.3.1 Therlllalisierung von Lillliter-Kohlenstoff 

In diesem Abschnitt wollen wir die Aufheizung von Kohlenstoffverunreinigun­
gen untersuchen, die durch Zerstäubung des ALT-Limiters in TEXTOR in das 
Plaslna gelangen. 'Wir betrachten hierzu die drei TEXTOR-Szenarien dg1, dg2 
und dg3, die mit dem B2-EIRENE-Code von Gray (Gray 1996) modelliert wur­
den. Die berechneten Plasma-Parameter geben drei unterschiedliche, ohmsch ge­
heizte Schüsse wieder, wobei dg1 einen Schuß mit niedriger Dichte (liniengemit­
telte Dichte entlang der Äquatorialebene n = 1.8 . 1019 m-3 ), dg2 einen Schuß 
mittlerer Dichte (n = 2.6 . 1019 m-3 ) und dg3 einen Schuß mit hoher Dichte 
(n = 4.0.1019 m-3 ) darstellt. Die Separatrix befand sich beim Experiment und in 
der IVlodellierung beim Radius T = 0.45 m. Das Rechengitter überdeckt den Be­
reich von T = O.4m bis T 0.5 m. Weitere Details der B2-EIRENE-Moclellierung 
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finden sich bei Gray (Gray 1996, Abschnitt 4.1). Die Paralneter 11., Te, Ti und ''11, 
d. h. die Dichte, die Elektronen- und Ionentemperatur und die Stömungsgeschwin- . 
digkeit der Ionen entlang des Magnetfeldes, sind in den Abbildungen 3.8 und :3.9 
dargestellt. Es ist erkennbar, daß im Fall dg1 eine höhere Ionentemperatur und 
eine höhere Strömungsgeschwindigkeit in der A bschälschicht als in den Fällen dg2 
und dg3 vorherrscht. Für dg2 und dg3 sind diese Paran'leter in der A bschälschicht 
annähernd gleich. Die Elektronentemperatur in der Abschälschicht ist am größten 
für dg1 und am kleinsten für dg3. In der Simulation betrachteten wir ausschließ­
lich die Verunreinigungsionen CO bis C3+, wobei die \l\Tirkung elektrischer und der 
Coulomb-Streuung an Inhomogenitäten im Hintergrundplasma nicht berücksich­
tigten. Das Augenmerk galt hauptsä,chlich der Coulomb-Streuung am ungestörten 
Maxwell-Anteil der Hintergrundionen. Die Beschränkung auf die Spezies CO bis 
CH fand aus rechenzeittechnischen Gründen statt und läßt sich rechtfertigen 
durch die annähernd fehlende Rekombination von CH nach C3+ in diesem Tem­
peraturbereich, die die Verteilung der niedrigen Ladungsstufen von den höher­
en abkoppelt. Für den anomalen Diffusionskoeffizienten wählten wir einen kon­
stanten vVert von D.l. = 1.0 m2/s. Ansonsten wurde die Monte-Carlo-Simulation 
durchgeführt wie in Kapitel 2 und Anhang E beschrieben. Die Quellstärken für 
die CO-Teilchen betrugen (in Teilchenzahl pro Sekunde): dg1: 0.53 . 1018 s-1, dg2: 
0.65 . 1018 S-I, dg3: 0.54.1018 S-I, ist also in allen drei Fällen annähernd gleich 
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dg3 

Abbildung 3.8: Parameter des Hintergrundplasmas aus der B2-EIRENE­
lVIodelIierung für die drei ohmsch geheizten Schüsse dgl (oben), dg2 (mitte) und 
dg3 (unten). Links: Ionen- bzw. Elektronendichte n. Rechts: Ionentenlperatur Ti' 
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Abbildung 3.9: Parameter des Hintergrundplasmas aus der B2-EIRENE­
Modellierung für die drei ohmsch geheizten Schüsse dgl (oben), dg2 (mitte) und 
clg3 (unten). Links: Elektronentemperatur Te. Rechts: Strön'lungsgeschwindigkeit 
'11 der Ionen entlang des :Magnetfeldes. 
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Ergebnisse der Simulation 

Die Abbildungen 3.10, 3.11 und 3.12 zeigen die Ergebnisse für die Monte-Carlo­
Simulation von Limiter-Kohlenstoff für die Spezies C1+, C2+ und C3+. In der 
linken Spa1te ist jeweils der Ionendruck nT der einzelnen Spezies abgebildet, in 
der rechten deren TeIIlperatur (mittlere kinetische Energie) im Verhältnis zur 
IIintergrundionentenlperatur. Aufgrund der in Anhang E angesprochenen Pro­
bleme bei der Berechnung der Temperatur (Division durch eine verschwindende 
Dichte) geben wir eine solche nur für Bereiche an, in denen die Dichte über 5% 
des :Maximalwertes lag, d. h. hier also in der Nähe des Limiters. Die Profile des 
Ionendrucks der einzelnen Spezies weisen durchweg eine starke Lokalisierung in 
der Nähe des Linüters auf, was in erster Linie auf die schnelle Ionisation der 
Teilchen zurückzuführen ist, die nicht durch Rekombinationsprozesse ausgegli­
chen wird. Betrachtet man die Profile der Temperaturverhä1tnisse, so erkennt 
man eine zunehnlende Thermalisierung der Verunreinigungen von dg1 nach dg3, 
vvas der Erwartung entspricht, da die Dichten der Hintergrundteilchen von dg1 
nach dg3 zunehmen und somit die Coulomb-'''echselwirkung mit den Hinter­
grundionen zunimmt. Es wird aber deutlich, daß die C3+ -Ionen in nur kleinen 
Gebieten die Hintergrundtemperatur angenommen haben und die CH - und C2+_ 
Ionen zumeist nicht einmal die halbe Hintergrundtemperatur besitzen. Dies steht 
im Einklang mit experinlentellen Ergebnissen für die Tenlperatur von kurzlebi­
gen Verunreinigungen in niedrigen Ladungszuständen (Hey 1994). Daß an man­
chen Stellen die Hintergrundtemperatur überschritten wird, ist durchaus nicht 
unphysikalisch und bedeutet einen wichtigen kinetischen Geschwindigkeitseffekt, 
denn die Temperatur stellt die Varianz der Verteilung im Geschwindigkeitsraum 
dar, und bei großen Abweichungen von einer einfachen Maxwell-Verteilung (zum 
Beispiel bei einer bimodalen Verteilung bestehend aus zwei schmalen Maxwell­
Verteilungen) kann diese Varianz sehr groß sein, auch wenn die Gesamtenergie der 
Teilchen es nicht ist. Trotz der Unregelmäßigkeiten in den Temperatur-Profilen 
zeigt sich weiterhin deutlich, daß die Thermalisierung der Verunreinigungen in 
Richtung auf den Plasmakern abnimmt. Auch dies wird verständlich in Betracht 
der steigenden Elektronentemperatur und -dichte, die eine verstä,rkte Ionisation 
zur Folge hat, womit die Teilchen über zunehmend kürzere Zeiträ,ume Energie 
von den Hintergrundteilchen aufnehmen können. Letztlich bestätigen die Ergeb­
nisse die Notwendigkeit für eine kinetische Modellierung der Verunreinigungsio­
nen, da die Thermalisierung, die Voraussetzung für fluidtheoretische Ansätze ist, 
für die unteren Ionisationsstufen nicht erfüllt ist. Auch läßt die Überschreitung 
der Hintergrundionentemperatur in einzelnen Fällen darauf schließen, daß die 
Verunreinungen lokal starke Abweichungen von einer einfachen (leicht gestörten) 
IVIaxwell-Verteilung aufweisen. 
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Abbildung 3.10: Ergebnisse der Monte-Carlo-SitTlUlation für das B2-EIRENE­
HintergrundplaslTla dgl. Links: Ionendruck der Spezies CH , CH und CH. Rechts: 
Verhältnis der Ionentemperatur zur IIintergrundtemperatur. 
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TITb [%] 

Abbild ung 3.11: Ergebnisse der lVlonte-Carlo-Simulation für das B2-EIRENE­
Hintergrundplasma dg2. Links: Ionendruck der Spezies C1+, C2+ und CH

. Rechts: 
Verhältnis der Ionentemperatur zur IIintergrundtemperatur. 
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Abbildung 3.12: Ergebnisse der lVlonte-Carlo-Sinmlation für das B2-EIRENE­
Hintergrundplasma dg3. Links: Ionendruck der Spezies CH, C2+ und C3+. Rechts: 
Verhä.ltnis der Ionentenlperatur zur Hintergrundtemperatur. 
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3.3.2 Strahlungsprofil von Lhniter-Kohlenstoff 

lhn zumindest eine qualitative Darstellung der Effekte zu erzielen, die mit den 
im letzten Abschnitt vernachlässigten elektrischen Feldern und Inhomogenitäten 
in den Plasma-Parametern des Hintergrundes auftreten, betrachten wir in diesem 
Abschnitt ein B2-EIRENE-Resultat für einen ohmsch geheizten Fall, das bereits 
von Keijers diskutiert wurde (Keijers 1996). Dieser Fall wurde für einen größeren 
Bereich des Randschichtplasmas in TEXTOR (von T = 0.3 m bis T = 0.5 m) 
gerechnet. Die Abbildung 3.13 zeigt die Profile der Paranleter n, Ti, Te und 111' 
Diese Plasma-Profile weisen höhere Tempera.turen für die Ionen und Elektronen 
in der Abschälschicht auf, als die oben betrachteten Fälle dg1, dg2 und dg3 
(Ionentemperatur bis zu einer Größenordnung höher). Um die elektrischen Felder 
abzuschätzen, bedienten wir uns der folgenden Formeln: Für das elektrische Feld 
Eil entlang der magnetischen Feldlinien setzten wir 

E = _! (1.71 oTE + Te on) 
II c: öl 17, öl 

(3.19) 

Diese Gleichung entstammt der Impulsgleichung für die Elektronen in der 
Fluidnäherung. Die Ableitung nach I bezeichnet die Ableitung entlang der ma­
gnetischen Feldlinie (siehe auch Anhang D). 
Für das radiale elektrische Feld E l.. setzten wir (Claaßen 1997) 

El.. = 

1

_1- on Ti für x < x 8 

n c: ox 
30Te .. 

-~ ox fur ;1: > :C S 

(3.20) 

Darin ist :r die Koordinate entlang der Flußflächennormalen und :c 8 bezeichnet 
die Lage der Separatrix (;c < x s steht für einen Ort innerhalb der Separatrix). 
Die Ableitungen der Plasma-Paran~eter ermittelten wir durch Interpolation der 
gegebenen Profile. Für den anomalen Diffusionskoeffizienten D l.. setzten wir einen 
konstanten vVert von 1 m 2 

/ s an. In diesen Rechnungen wurden die Effekte der 
elektrischen Felder und der Temperaturinhomogenitä.ten der Hintergrundionen 
auf die Strahlung von Kohlenstoff untersucht, dessen Quelle wieder der ALT­
Limiter war (die Quellstärke der CO-Teilchen betrug für dieses Hintergrundplas­
ma /8 = 0.60.1018 s-l). '!\Tir betrachteten hierzu alle Ladungsstufen, d. h. CO bis 
C6+, um auch einen Vergleich mit experimentellen Resultaten aus der Bolometrie­
Diagnostik in TEXTOR (Rapp 1996) zu ermöglichen. Hierzu integrierten wir die 
berechnete Strahlungsleistungsdichte entlang der 25 Sichtlinien, die in Abbildung 
3.14 dargestellt sind. Als Orientierung bei der Bewertung unserer Rechenergeb­
nisse dient die Abbildung 3.15, die ein typisches Meßergebnis für einen ol1111sch 
geheizten Schuß in einem frisch borierten TEXTOR-Plasma zeigt. Bei diesen ex-
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perimentellen Ergebnissen wird davon ausgegangen, daß sie hauptsä.chlich auf 
Strahlung von Kohlenstoff- und Sauerstoffverunreinigungen zurückzuführen sind. 
Die Darstellung der Meßergebnisse in Abbildung 3.15 ist so gewählt, daß die korre­
spondierenden Sichtlinien sich für steigende ]J (lotrechter Abstand der Sichtlinien 
vom geometrischen Mittelpunkt des Poloidalschnitts) weiter entfernt vmn Linüter 
befinden, links im Diagrannn also der linüternahe und rechts der am weitesten 
vom Limiter entfernte Bereich im Plasma zur gemessenen Strahlung beiträgt. 
Es ist eine starke Lokalisierung der Strahlung in LiIniternä.he zu erkennen. Die­
ses Ergebnis soll als Leitfaden bei der Bewertung unserer Monte-Carlo-Resultate 
dienen. 
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n [l/m"3] Ti [J] 

Te [J] Vp [m/s] 

Abbildung 3.13: Parameter des HintergrundplaslTlas aus der B2-EIRENE­
Moelellierung für elen Randbereich von '/' = 0.3 n1 bis r = 0.5m eines ohmsch 
geheizten Plasmas. Oben: Dichte 17, und Ionentemperatur 'lj. Unten: Elektronen­
temperatur Te und Strömungsgeschwindigkeit III der Ionen entlang des Magnet­
feldes. 
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Abbildung 3.14: Schematische Darstellung der Bolometer-Sichtlinien im Poloidal­
schnitt von TEXTOR. 
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Abbildung 3.15: Typischer experinlenteller Befund der Bolometer-Diagnostik in 
eineIIlfrisch borierten TEXTOR-Plasma (Rapp 1996). *: Sichtlinien 1-9, +: Sicht­
linien 10-17, 6: Sichtlinien 18-25. 
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Ergebnisse der Simulation 

Abbildung 3.16 zeigt die zweidimensionalen Strahlungsleistungsdichte-Profile von 
Limiter-Kohlenstoff. Zum Test einzelner Effekte, die im~ letzten Abschnitt ausge­
lassen wurden, betrachteten wir den gesamten Transport der Kohlenstoffverunrei­
nigungen, den Transport ohne die Ex B-Drift, den Transport ohne E x B-Drift 
und ohne Thermokraft und zuletzt den Transport ohne E-Feld und ohne Eill­
fluß von InholTlOgenitäten im Hintergrundplasma. Die vier Resultate illustrieren 
ein Verhalten der Verunreinigungen, das sich gemä.ß der Diskussion im Anhang 
G erwarten läßt. Die E X B-Drift und die Thermokraft (die in Richtung stei­
gender Hintergrundionentemperatur wirkt) verursachen eine starke Ausbreitung 
der geladenen Verunreinigungen vom Limiter weg, wobei die E x B-Drift eine 
ASYlnInetrie in der Verteilung bewirkt, die Thennokraft jedoch - da die großen 
Temperaturgradienten in der Nähe der LiIniterkanten auftreten - zu einer symme­
trischen Verteilung (bzgl. des Limiters) führen. Ohne diese bei den Effekte nimmt 
die Lokalisierung der Strahlung in der Nähe des Limiters zu. vVird außerdem das 
pm'allele elektrische Feld, das ebenfalls seine maximalen \iVerte an den Limiter­
kanten besitzt, aus der Simulation ausgelassen, so sind die Strahlungsmaxilna 
an1 Limiter noch stä.rker ausgeprägt, da dann ein Abpumpeffekt wegfällt (Eil 
weist auf den Limiter), der die Teilchen auf den Limiter treibt. Auffä.llig sind die 
niedrigen vVerte für die Gesamtstrahlung in den einzelnen Fällen. Sie weist zwar 
die erwartete Tendenz auf, d. h. mit Fortfall der E x B-Drift nimmt die Strah­
lung zunä.chst zu, da die Verunreinigungen nicht mehr (in der Abschälschicht) 
auf den Limiter getrieben werden, und nimmt bei Vernachlässigung der Thermo­
kraft wieder ab (die Teilchen werden schneller am Limiter ahsorbiert), um bei 
Vernachlässigung des Pump effektes durch das Eil-Feldes wieder etwas zuzuneh­
nlen, doch liegen die konkreten \iVerte um ein bis zwei Größenordnungen unter 
typischen \iVerten für die Verunreinigungs strahlung in TEXTOR für derartige 
Szenarien. Dies erklären wir mit einem nur ungenau bestimmten \iVert für die 
Quellstärke 18 und mit eventuell venachlässigten Quellen für die Kohlenstoff teil­
chen (Wände, chemische Zerstäubung). Die Berechnung der Quellstärke hängt 
zum einen von einer sorgfältigen Bestimmung der Hintergrundparameter ab, de­
ren Qualität wir hier nicht beurteilen können, zum anderen spielen aber auch 
Oberflächeneffekte am Limiter eine große Rolle (siehe Abschnitt 3.1.4 zur Dis­
kussion der Bodhansky-Formel). Beide möglichen Fehlerquellen können in dieser 
Arbeit nicht in der angemessenen Tiefe diskutiert werden. Die Einbeziehung wei­
tei'er räumlicher Quellen für Kohlenstoff wäre zwar mit unserem Code DORIS 
einfach gewesen, doch mangelt es solchen Korrekturen an zuverlä.ssigen Informa­
tiOllen über solche Quellen. Daß die physikalische Zerstäubung z. B. gegenüber 
der chemischen Zerstäubung (Aufbrechen von Kohlenstoffverbindungen) eine un­
tergeordnete Rolle spielen kann wurde von Bogen und Rusbüldt (Bogen und 
Rusbüldt 1992) auf experimentellem VVege gezeigt. 
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Die Abbildung 3.17 zeigt die linienintegrierten Strahlungsleistungsdichten für die 
vier Monte-Carlo-Simulationen. Hier fällt erneut das Resultat für den Transport 
unter Einbeziehung der E x B-Drift auf, da hierbei eine starke Akkunmlati­
on auf der dem Limiter gegenüberliegenden Seite zu erkennen ist. Auch ruft 
die Thermokraft eine stä,rkere Akkumulation der Strahlung gegenüber dem Li­
nüter hervor, was in Einklang mit der obigen Diskussion der zweidimensionalen 
Strahlungsdichte-Profile steht. Olme die Ex B-Drift zeigen die Profile eine große 
Ähnlichkeit zu den experimentellen Resultaten der Abbildung 3.15, wobei die 
Übereinstinnllung für die Simulation ohne elektrische Felder und ohne Thermo­
kraft all1 besten ist, da hierbei die stärkste Lokalisierung der Strahlung am Lin'liter 
zu erkennen ist. Hier wirft sich die Frage auf, ob eventuell die Näherungsformel 
(3.20) eine zu ungenaue Beschreibung des stark wirksamen radialen elektrischen 
Feldes liefert. Für künftige Anwendungen wäre es sicher ratsam gerade diesen 
dominanten Effekt zuverlässig zu erfaßen. Trotzdem sollten die Simulationser­
gebnisse nicht überinterpretiert werden, da, wie bereits angesprochen, auch ver­
nachlässigte Quellen die Resultate ändern können. Überdies gibt die Bolometer­
Diagnostik Auskunft über die Strahlung aller strahlenden Teilchen (und auch den 
Energien von Neutronen), so daß die von uns betrachteten physikalisch zerstäub­
ten Kohlenstoff teilchen nur einen Teil des experimentellen Resultats bestimmen. 
Als Ergebnis unserer Rechnungen läßt sich festha.Iten, daß die E x B-Drift und 
die Thermokraft dominante Effekte in unserem Transportmodell ausmachen, die 
die Resultate in signifikanter 'Weise beeinfiußen. 
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Abbildung 3.16: Ergebnisse der lVlonte-Carlo-Simulation für die gesam­
te Strahlungsleistungsdichte von Lilniter-Kohlenstoff auf dem B2-EIRENE­
Hintergrundplasma von Abschnitt 3.2.2. Oben links: Berücksichtigung des ge­
samten Transports in der Rechnung. Oben rechts: Vernachlä.ssigung der E x B­
Drift. Unten links: Vernachlässigung der Ex B-Drift und der Thermokraft. Unten 
rechts: Vernachlässigung des gesan'lten elektrischen Feldes und aller Effekte infol­
ge von Inhomogenitäten im Hintergrulldplasma. Für jeden Fall ist außerdem die 
Gesamtstrahlung Prur! angegeben. 
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Abbildung 3.17: Ergebnisse der lVIonte-Carlo-Simulation für die Gesamtstrahlung 
von Limiter-Kohlenstoff auf dem B2-EIRENE-Hintergrundplasma von Abschnitt 
3.2.2, linienintegriert über die Bolometer-Sichtlinien. *: Sichtlinien 1-9, +: Sicht­
linien 10-17, 6: Sichtlinien 18-25. Oben links: Berücksichtigung des gesamten 
Transports in der Rechnung. Oben rechts: Vernachlässigung der Ex B-Drift. Un­
ten links: Vernachlässigung der E x B-Drift und der Thermokraft. Unten rechts: 
Vernachlässigung des gesan'lten elektrischen Feldes und aller Effekte infolge von 
Inhomogenitä.ten im Hintergrundplasma. 

102 



3.3.3 Dichte-Profile von Lhniter-Kohlenstoff; Vergleich 
der Thernl0kräfte der Codes DORIS und DIVIMP 

In diesem Abschnitt soll ein wesentlicher Unterschied zwischen den Codes DI­
VIlVIP (Stangeby 1992) bzvv. IlVIP1VIC (Takizuka und Shimizu 1994) und unserem 
Code DORTS illustriert werden, nämlich die ModelIierung der Thermokräfte. Für 
eine ausführlichere Diskussion der Unterschiede in den Transportmoclellen sei auf 
Anhang H verwiesen. vVir benutzten diesselben Hintergrundplasma-Profile wie 
in Abschnitt :3.3.2 beschrieben und berücksichtigten ~ außer der E x B-Drift 
~ sämtliche Transporteffekte, wobei wir jedoch zwei unterschiedliche Rechnun­
gen ansetzten: In einer Rechnung verwendeten wir das von uns abgleitete Mo­
dell für die Thermokraft, indem wir eine Coulomb-Streuung an einer Störung 
der Hintergrund-1Vlaxwell-Verteilung einbezogen. In einer zweiten Rechnung ver­
wendeten wir stattdessen die approximative Formel (1.64) zur Beschreibung der 
ThernlOkraft, wie es auch in den Codes DIVIMP und IMPMC geschieht (siehe die 
Diskussion in Abschnitt 1.5.1). Die sonstigen Parmneter und Details der Rech­
nungen sind bereits in Abschnitt :3.3.2 beschrieben worden. Untersucht wird die 
Auswirkung der unterschiedlichen Ansätze für die Thermokraft auf die Dichte­
verteil ung von KohlenstoffverunreinigungeIl. 

Ergebnisse der Simulation 

Die Abbildungen :3.18 und :3.19 zeigen die Dichte-Profile der Spezies CH bis e6+ 
entlang den Flußflächen bei T = 0.48m (innerhalb der Abschälschicht) bzw. bei 
T = 0.458m (in der Nähe der Separatrix). Innerhalb der Abschälschicht, in der 
Nähe des Limiters (desen Mitte beiIn Poloidalwinkel 0 bzw. 27f liegt), treten star­
ke Gradienten der Hintergrundionentemperatur auf, die eine starke Thermokraft 
zur Folge haben. In dieseln Gebiet ist der Unterschied zwischen den beiden unter­
schiedlich gewonnenen Simulationsergebnissen signifikant. Zwar sind die Dichte­
Profile der eH-Ionen nahezu identisch (diese Spezies ist zu kurzlebig, um von 
der Thermokraft allzu weit vom Limiter weggetrieben zu werden), doch unter­
scheiden sich die C2+ - und C3+ -Dichten um bis zu drei Größenordnungen. Es 
zeigt sich, daß die approximative Thermokraft den Effekt der Temperaturgradi­
enten stark: überschätzt und die Teilchen sich viel weiter entlang der magnetischen 
Feldlinien in das Plasma hinein bewegen. Für die höheren Ladungsstufen nä.hern 
sich die Profile wieder einander, was darauf schließen lä.ßt, daß diese Spezies 
bereits annäherndmaxwellisiert und thermalisiert sind. Diese Spezies erfüllen al­
so schon die Voraussetzungen für ein Fluid-Modell, weshalb die lJnterschiede in 
den Simulationsrechnungen nur klein sind. In der Nähe der Separatrix spielen die 
Thermokrä.fte keine große Rolle mehr, so daß die Form der Profile für beide Simu­
lationsredmungen sehr ähnlich ist. Die Absolutwerte der Dichten unterscheiden 
sich aber merklich (bis zu einem Faktor 2), was darauf zurückzuführen ist, daß die 
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Verteilung der Verunreinigungen innerhalb der Separatrix durch die unterschied­
lichen Quellen in der Abschälschicht beeinfiußt vvird, d. h. die stark verschiedenen 
Dichte-Profile in der Abschälschicht, die eine direIde Folge der Modelle für die 
Thermokraft sind, spiegeln sich wieder in Bereichen, in denen die Thermokraft 
nicht nlehr relevant ist. Man erkennt, daß die niedriggeladenen Verunreinigungs­
spezies einer sorgfätigen kinetischen Beschreibung bedürfen und sich nicht mehr 
den Voraussetzungen eines Fluid-lVlodells fügen. Insbesondere gilt dies für ei­
ne zuverlässige Modellierung der Strahlungsprofile von Niedrig-Z-Elementen, da 
hierbei vor allem die niedrigen Ionisationsstufen dOIninieren. 
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Abbildung 3.18: Vergleich der Kohlenstoffdichten entlang der Flußfiä.clle bei 
T = 0.48m. Gestrichelte Linien: Rechnung mit approximativer Thermokraft. 
Durchgezogene Linien: Rechnung mit der korrekten kinetischen ThenllOkraft. 
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Abbildung 3.19: Vergleich der Kohlenstoffdichten entlang der Flußfläche bei 
T = 0.458 m. Gestrichelte Linien: Rechnung mit approximativer Thennokraft. 
Durchgezogene Linien: Rechnung mit der korrekten kinetischen Thennokraft. 
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3.4 Simulationen auf semi-empirischelu Modell­
Plasluahintergrund 

In diesem~ Abschnitt wollen wir "veitere Ergebnisse für Profile der Verunreini­
gungsstrahlung vorstellen, wobei wir aher auf einfachere Profile für das Hinter­
grundplasma zurückgreifen, als die oben Init dem B2-EIRENE-Code berechne­
ten. Sie fußen auf eindimensionalen IvIodell-Gleichungen, die in empirischer vVei­
se auf den zweidimensionalen Poloidalschnitt von TEXTOR extrapoliert werden. 
Durch Verwendung dieser analytisch vollständig gegebenen Profile umgehen wir 
die numerischen Schwierigkeiten bei der Interpolation der Plasma-Parameter aus 
den B2-EIRENE-Resultaten. Das Modell wurde gemeinsam mit Tokar (Tokar 
1997) entwickelt und wird im Anhang D erlä,utert. Für die Eck-Parameter in 
den Modell-Gleichungen verwendeten wir die beiden in Tabelle 3.4 aufgeführten 
Sätze. Die Abbildungen 3.20 und 3.21 zeigen die Profile der Plasma-Paralneter für 
diese \iVerte. Der Paramdersätze OH-1 und OH-2 wurden dahei so gewählt, daß 
die Plasma-Profile größenordnungsmäßig in der Nähe der Hintergrundplasma­
Parameter l(-OH des Abschnitts 3.2.2 liegen. Die Gradienten der Hintergrun­
dionentemperatur entlang der magnetischen Feldlinien sind bei diesen Profilen 
jedoch weitaus kleiner als die von l(-OH, was einen weniger starken Effekt der 
Thennokraft zur Folge hat. Die radialen Gradienten der Temperaturen, die nach 
Formel (3.20) das radiale elektrische Feld bestimmen, sind größer als in l(-OH, 
wOlnit die E X B-Drift stä,rker wirksam wird. Der Parameter-Satz OH-1 lie­
fert niedrigere Temperaturen und Dichten innerhalb der Abschälschicht als OH-
2. Die Sinmlation erfolgte auf einem Rechengebiet, das den Bereich zwischen 
T = 0.3n'1 und T = 0.5 m des TEXTOR-Poloidalschnitts umfaßt. Für den an­
omalen Diffusionskoeffizienten D 1. setzten wir wieder 1 m2 /s. Die elektrischen 
Felder berechneten wir erneut mit den Formeln (3.19) und (3.20). Erneut be­
trachten wir den ALT -Limi tel' als einzige Quelle für die Verunreinigungen, wo bei 
wir uns für die Betrachtung von Neon der einfachen Näherung bedienten, für die 
Quelle der Neo-Teilchen dieselbe Energie- und \iVinkelverteilung der physikalisch 
zerstä,u bten CO-Teilchen anzunehmen (in Ermangelung eines besseren Ansatzes). 
Die Quellstä,rken betrugen: 18 = 0.12.1020 s-1 für OH-1 und 18 = 0.20.1019 s-1 für 
OH-2. \iVie in Abschnitt 3.3.2 berechneten wir die Strahlungsleistungsdichten al­
ler Ladungsstufen von Kohlenstoff bzw . Neon und analysierten die Ergebnisse für 
die Sichtlinien der Bolometer-Diagnostik. Für jeden Satz von Plasma-Parametern 
betrachteten wir jeweils elen kompletten Transport der Verunreinigungen und den 
Transport unter Vernachlässigung der E x B-Drift, die hier den stärksten Effekt 
ausmachte. 
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n 8 (L) T1S(L) Te
8 (L) or ()Ti OTe nC TC 

I 
TC 

e 

OH-1 1.5 . 1019 150 70 0.02 0.03 0.10 7.0 . 1019 2500 2000 

OH-2 5.0 . 1018 200 150 0.01 0.03 0.02 5.0 . 1019 1000 1000 

m-3 fN ~V 111 111 m 111-3 eV eV 

Tabelle 3.5: Parameter für das semi-empirische :Modell aus Anhang D. 

Ti [J] 

Te [J] Vp [m/s] 

Abbildung 3.20: Parameter des Hintergrunclplasmas berechnet mit dem semi­
empirischen .Modell aus Anhang D und dem Parametersatz 0 H -1 aus Tabelle 
3.4. Oben: Dichte n und Ionentemperatur Ti. Unten: Elektronentemperatur Te 
und Strämungsgeschvvindigkeit \111 entlang des Magnetfeldes. 
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Ti [J] 

Te [J] Vp [m/s] 

Abbildung 3.21: Paranleter des Hintergrundplasmas berechnet Il1it dem semi­
empirischen Modell aus Anhang D und dem Parametersatz OH-2 aus Tabelle 
3.4. Oben: Dichte n und Ionentemperatur Ti. Unten: Elektronentemperatur Te 
und Strömungsgeschwindigkeit 111 entlang des Magnetfeldes. 
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3.4.1 Strahlungsprofil von Lhlliter-Kohlenstoff 

Die Abbildungen 3.22 und 3.23 zeigen die zweidiInensionaIen Strahlungsprofi­
le und sichtlinienintegrierten Strahlungsdichten der Spezies eH bis e6+ für die 
Hintergrundplasmen OH-1 und OH-2. Im Gegensatz zu den Resultaten des Ab­
schnitts 3.:3.2 zeigen die zweidimensionalen Profile der Strahlungsleistungsdichte 
eine weitaus stä,rkere Lokalisierung in der Nähe des Limiters, wobei im Pla.s­
lIla OH-2 eine etwas stä,rkere VerSclllTlierung der Strahlung aIs im Plasma. OH-1 
zu erkennen ist. Die Gesamtstrahlung ist bei beiden um ein mehrfaches höher 
aIs in den entsprechenden Ergebnissen für das Plasnla, K-OH, was primä.r durch 
die höheren Quellstärken für die Verunreinigungen bedingt wird. Die höheren 
Quellstärken wiederum sind zum einen eine Folge der unterschiedlichen Geome­
trie des ALT-Limiters, die den Rechnungen zugrundegelegt wurde (in diesem 
Abschnitt näherte eine rechteckige Aussparung im Rechengitter den Limiter an 
(siehe Abbildung D.1), in den Rechnungen der vorhergehenden Abschnitte wurde 
eine realistischere Anordnung betrachtet (siehe Abbildung :3.2)) und zum ande­
ren eine Folge der höheren Deuteronenflüße, die auf den Limiter auftreffen. Daß 
die Quellstä,rke für den Fall OH-1 größer ist, als für OH-2 schlägt sich in ei­
ner ungefähr dreimal größeren Gesamtstrahlung in den Simulationen auf OH-1 
gegenüber denen auf OH-2 nieder. \l\Teitere Details lassen sich in den zweidi­
mensionaIen Strahlungsprofilen nicht ausmachen. Die linienintegrierten Profile 
hingegen weisen markantere Unterschiede auf. Sowohl für OH-1 wie auch OH-
2 führt die E X B-Drift zu einer starken Akkumulation der Strahlung auf der 
dem Limiter entgegengesetzten Seite. \l\Tie oben angemerkt, ist dies auch der do­
minante Effekt, der die in der Strahlung dominierenden Verunreinigungen vom 
Limiter wegtreibt, d. h. die niedrigionisierten Spezies eH bis e3+. Ohne diese 
Drift würden die stark strahlenden Verunreinigungen vermehrt vom Limiter ab­
sorbiert werden und trügen nicht mehr zur Gesamtstrahlung bei. Dies bestätigt 
sich auch in den um den Faktor 2 verminderten ·Werten für die gesamte Strah­
lung in den Rechnungen ohne den E x B-Transport. Dieser Effekt war in den 
Rechnungen des Abschnitts 3.3.2 genau umgekehrt. Dort konnte die Thermokraft 
bei Vernachlässigung der E x B-Drift stä,rker wirksam werden und die vom Li­
miter fortgetragenen Verunreinigungen länger zur Strahlung beitragen. In den 
Rechnungen dieses Abschnitts ist die Thermokraft nur klein und kann dies nicht 
bewirken. Daß die Resultate für OH-1 eine stä,rkere Lokalisierung der Strahlung 
am. Limiter aufweist als für OH-2, kann mit den höheren Elektronentemperaturen 
und -dichten in der Abschälschicht für den Fall OH-2 erklärt werden. Die Ver­
unreinigungen werden schneller in die weniger stark strahlenden Ladungsstufen 
ionisiert, womit die Strahlung fernab vom Limiter im Verhältnis kleiner vvird. 
Der Vergleich unserer berechneten Sichtlinien-Profile nüt dem experimentellen 
Resultat aus Abbildung 3.15 zeigt in keinelTl Fall eine klare Übereinstimmung. 
Das Resultat der Rechnung ohne E x B-Transport für OH-2 kommt dem beob-
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achteten Ergebnis zwar sehr nah, doch ändert sich die Profilform bei Änderung 
der Plasma-Parameter, sprich: bei Betrachtung des Plasmas Oll-I, so stark, daß 
Inan eher von einer zufäHigen Übereinstimnmng ausgehen muß. Letztlich ver­
deutlichen diese Rechnungen die N otwendigkei t einer sorgfä.ltigen A bstiInInung 
der modellierten Plasma-Parameter nüt den realen Gegebenheiten, womit wie­
der vornehmlich die elektrischen Felder und die Quellstä.rken gemeint sind. Der 
Einfluß dieser Größen auf das Transportverha.lten der Verunreinigungen i~:;(. zu 
ausgeprägt, als daß sich für verschiedenartige Plasrna-Szenarien Aussagen allge­
meiner Gültigkeit ableiten ließen. 
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Abbildung 3.22: Ergebnisse der Monte-Carlo-Simulation für das Hintergrundplas­
ma OH-l. Links: Gesamte Strahlungsleistungsdichte der Kohlenstoffverunreini­
gungen in VV /n~3. Rechts: Linienintegrierte Strahlungsdichte für die Bolometer­
sichtlinien. *: Sichtlinien 1-9, +: Sichtlinien 10-17, 6: Sichtlinien 18-25. Oben: 
Berücksichtigung des gesamten Verunreinigungstra.nsports. Unten: Vernachlässi­
gung der E x B-Drift. Für jeden Fall ist außerdem die Gesamtstrahlung Prad 

angegeben. 
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Abbildung 3.23: Ergebnisse der Monte-Carlo-Simulation für das Hintergrundplas­
ma OH-2. Links: Gesamte Strahlungsleistungsdichte der Kohlenstoffverunreini­
gungen in 'vV /m3 . Rechts: Linienintegrierte Strahlungsdichte für die Bolometer­
sichtlinien. *: Sichtlinien 1-9, +: Sichtlinien 10-17, ~: Sichtlinien 18-25. Oben: 
Berücksichtigung des gesamten Verunreinigungstransports. Unten: Vernachlässi­
gung der E x B-Drift. Für jeden Fall ist außerdem die Gesamtstrahlung Prad 

angegeben. 
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3.4.2 Strahlungsprofil von Lhlliter-Neon 

Die Abbildungen 3.24 und 3.25 zeigen die zweidimensionalen Strahlungsprofile 
und ihre linienintegrierte Auswertung für Neon für die Hintergrundplasmen OH-
1 und OH-2. Die zweidimensionalen Strahlungsprofile zeigen sowohl für OH-l 
als auch für OH-2 weitaus drastischere Unterschiede z~wischen den Rechnungen 
mit und olme E x B-Drift als die Resultate für Kohlenstoff. Dies liegt darin be­
gründet, daß bei Neon vorwiegend die Spezies Ne3+ bis Ne7+ die Linienstrahlung 
dominieren. Diese Spezies sind langlebiger als die stark strahlenden Kohlenstof­
fionen eH bis e3+, so daß der Transport des Neons vom Limiter weg eine viel 
deutlichere Spur iIn Strahlungsprofil hinterläßt als beim Kohlenstoff, wo die strah­
lenden Ladungsstufen "auf dem \,yeg" ionisiert werden. ~Wie beim Kohlenstoff ist 
die Gesamtstrahlung iIn Plasma OH-l höher als in OH-2, was 1,-vir wieder mit den 
höheren Elektronentemperaturen und -dichten in OII-l erklären, die eine Ioni­
sation in die höchsten, wenig strahlenden Zustände begünstigt. Betrachtet man 
die Sichtlinien-Resultate, so zeigen sich für Neon weniger deutliche Unterschiede 
zwischen OH-l und OH-2 als für Kohlenstoff (abgesehen von den Absolutwerten), 
was ein Hinweis darauf ist, daß die dominierenden Linienstrahler unter den Neon­
Ionen weniger sensitiv sind gegenüber den Details der Plasma-Profile am Limitel" 
da sie sich bereits weit in das Plasma hinein bewegt haben. Für die Verunreini­
gung Neon stand uns kein" typisches" experiInentelles Resultat zur Verfügung, 
doch ist bekannt, daß Neon eine starke Tendenz besitzt, einen nahezu homo­
genen poloidalen Strahlungsgürtel auszubilden. Dies ist in unseren Rechnungen 
nicht aufgetreten, doch kann unsere einfache Ivlodell-Quelle für diese Verunrein­
gung (Energie- und vVinkelverteilung von zerstäubtem~ Kohlenstoff übernomInen) 
sicherlich nicht in Anspruch nehmen, eine gute Beschreibungsgrundlage für die 
realen Verhältnisse abzugeben. Die hier gezeigten Resultate sollen vielmehr der 
exemplarischen Illustration der Möglichkeiten der Transportmodellierung mit un­
serem Code DORIS dienen und überdies einige wesentliche Unterschiede zwischen 
den Niedrig-Z-Verunreinigungen Kohlenstoff und Neon herausstellen, die darauf 
begründet sind, daß die Linienstrahlung bei Kohlenstoff von den niedrigsten La­
dungsstufen und bei Neon von den mittleren Ladungsstufen donliniert wird. 
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Abbildung 3.24: Ergebnisse der lVlonte-Uarlo-Simulation für das Hintergrunclplas­
ma OH-l. Links: Gesamte Strahlungsleistungsdichte der Neonverunreinigungen in 
'~/m3 . Rechts: Linienintegrierte Strahlungsdichte für die Bolometersichtlinien. *: 
Sichtlinien 1-9, +: Sichtlinien 10-17, 6: Sichtlinien 18-25. Oben: Berücksichtigung 
des gesamten Verunreinigungstransports. Unten: Vernachlä.ssigung der E x B­
Drift. Für jeden Fall ist außerdem die Gesamtstrahlung Pl'ad angegeben. 
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Abbildung 3.25: Ergebnisse der Monte-Carlo-Simulation für das Hintergrundplas­
ma OH-2. Links: Gesamte Strahlungsleistungsdichte der Neonverunreinigungen in 
VV /m3

. Rechts: Linienintegrierte Strahlungsdichte für die Bolometersichtlinien. *: 
Sichtlinien 1-9, +: Sichtlinien 10-17,6: Sichtlinien 18-25. Oben: Berücksichtigung 
des gesamten Verunreinigungstransports. Unten: Vernachlässigung der E x B­
Drift. Für jeden Fall ist außerdem die Gesamtstrahlung Prad angegeben. 
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3.5 Bewertung der nUluerischen Ergebnisse 

In unseren Anwendungen konnten wir als dominierende Effekte die E X B-Drift 
und die Thermokraft ausmachen. Der Spiegeleffekt erwies sich als unahdingbar 
in der Simulation (Eine Vernachlässigung des Spiegeleffektes ist gleichbedeutend 
mi t der Reduktion auf eine Zylindergeometrie ) und das gleiche gilt für die Ein­
beziehung des kompletten Coulomb-Terms, die überhaupt erst eine korrekte Be­
rechnung der Temperaturen der Verunreinigungen ermöglichte. Damit stellen sich 
die von uns vorgenommenen Erweiterungen der Ansätze für die Verunreinigungs­
modellierung von Stangeby, Takizuka und Shimizu (Stangeby 1992, Takizuka und 
Shimizu 1994), die diese Effekte nicht berücksichtigen, als entscheidend für einen 
realistischen Monte-Carlo-Algorithmus dar. 
Zu allen vorgestellten Resultaten ist jedoch zu bemerken, daß sie nur exemplari­
schen Charakter besitzen und eher qua1itative Tendenzen als zuverlässige quan­
titative Ergebnisse widerspiegeln. Dies liegt in erster Linie an zahlreichen Ein­
gaheparametern, die wir nur durch einfache Modelle annähern, die jedoch, wie 
gezeigt vvurde, entscheidenden Einfluß auf die Rechnungen hatten. 
So sehen wir die verwendeten Quellverteilungen für Kohlenstoff - und insbe­
sondere für Neon - als nur grob genä.hert an. Die im Vergleich ITlit dem Ex­
periment auffällig niedrigen W'erte für die Gesamtstrahlung von Kohlenstoff in 
unseren Simulationen führen wir auf einen unkorrekten Normierungsfaktor für 
die Quellstä,rke zurück. Diese Quellen sollten in zukünftigen Anwendungen durch 
eine zuverlässigere Rechnung (zum Beispiel nlit dem Neutralgas-Code EIRENE 
(Reiter 1992)) enllittelt werden. 
Auch entstammen die verwendeten Parameter für die Hintergrundplasmen des 
Abschnitts 3.3 nicht einer echt zweidimensionalen lVIodellierung, sondern geben 
nur Tendenzen realistischerer Hintergrundprofile wieder. Dabei scheint zum Bei­
spiel der Temperaturgradient der Hintergrundionen in der Nähe der Limiterkan­
ten stark unterschätzt zu werden, und die für experimentelle Szenarien sehr starke 
Thermokraft spielt für diese Hintergrundplasmen keine große Rolle nlehr. 
Ein weiterer Parameter, den wir möglicherweise zu ungenau näherten, ist das 
elektrische Feld. Speziell für das radiale elektrische Feld sollte in Zukunft ein 
präziseres Modell die Gleichung (3.20) ersetzen, da diesel' Ansatz zu starken Dis­
krepanzen zwischen den rechnerischen und experimentellen Ergebnissen führt. 
Die angesprochenen Probleme, die zu 1J nsicherheiten bei den quantitativen Re­
sultaten führen, sind aher externer Natur, in dem~ Sinne, daß sie nicht in unserem 
Code DORIS implementiert sind, sondern durch Eingabeparameter bedingt wer­
den. Die Lösung dieser Probleme lag außerhalb der Zielsetzung dieser Arbeit. 
Nichtsdestotrotz geben unsere Simulationen in korrekter Weise experimentelle 
Befunde wieder, wie die fehlende Thennalisierung der Verunreinigungen in nied­
rigen Ionisationsstufen, eine starke Lokalisierung der Verunreinigungsstrahlung 
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in der Nähe des ALT-Limiters in TEXTOR sowie die Tendenz zur Ausbildung 
eines stra.hlenden Gürtels im Fa.lle von N eon-Verunreinigungen. 
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Zusammenfassung 

Hintergrund und Problemstellung 

Ziel dieser Arbeit war die Erweiterung bzw. Ergänzung des bereits seit Jahren 
mit Erfolg eingesetzten Code-Systems B2-EIRENE, welches zur numerischen Mo­
dellierung von Plasmen in realen Tokamakkonfigurationen eingesetzt wird. Dieses 
Code-Systenl basiert auf einer fluidtheoretischen lVlodellierung der geladenen Teil­
chen im Plasma, die mit einer kinetischen Beschreibung der neutralen Teilchen 
kombiniert wird. 
Das verstärkte Interesse am Transportverha.Iten von Verunreinigungen im Zusam­
menhang mit ihrem gezielten Einsatz bei der Randschichtkühlung im Tokamak 
warf aber die Frage auf, ob die, infolge schneller Ionisation, oftmals sehr kurz­
lebigen Verunreinigungen in niedrigen Ladungsstufen durch magnetohydrodyna­
mische l\!Iodelle adäquat beschrieben werden. Denn diese Verunreinigungs spezies 
gehorchen nicht einfachen (oder nur leicht gestörten) lVlaxwell-Verteilungen im 
Geschwindigkeitsraum und therma.lisieren auch nicht mit dem Hauptplasma, so 
daß die Voraussetzungen der fluidtheoretischen Ansätze nicht erfüllt ·werden. 
Um diese Unsicherheiten in der Modellierung bezüglich des Verunreinigungstrans­
ports zu beseitigen, wurde beschlossen, ein Hybric1-lVlodell zu nutzen, in dem die 
geladenen Teilchen des Hauptplasmas weiterhin mit Hilfe magnetohydrodYllami­
scher Methoden erfaßt werden, während die Verunreinigungsiollen durch Verwen­
dung kinetischer Modelle beschrieben werden. Zur Realisierung dieses Konzepts 
sollte der Monte-Carlo-Code DIVIMP von P. C. Stangeby für die lVlodellierung 
der Verunreinigungen eingesetzt und an den B2-EIRENE-Code gekoppelt wer­
den. 
Die im Rahmen dieser Arbeit vorgenommene Analyse dieses Codes hat gezeigt, 
daß das zugrundeliegende Modell für den Verunreinigungstransport nicht mit 
der Fluidbeschreibung des B2-EIRENE-Codes für das Hauptplasma kompatibel 
ist. Es beruht darüber hinaus auf verschiedenen ad-hoc-Annahmen, die der be­
absichtigten rein kinetischen Beschreibung der Verunreinigungen widersprechen. 
Außerdem zeigten sich diverse Möglichkeiten zur Komplettierung des l\!Iodells um 
zum Teil wesentliche physikalische Effekte. 
Es ergab sich somit die Notwendigkeit, ein neues Modell zu formulieren, das ge-
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eignet ist, eine Grundlage für die beabsichtigten :Monte-Carlo-Simulationen der 
Verunreinigungen zu liefern, die sich konsistent in das Hybrid-1Vlodell für das Ge­
samtplasma einfügt. Außerdem mußte ein neuer Code entwickelt werden, der im 
Zusammenspiel mit B2-EIRENE numerische Rechnungen in realistischen Toka­
nwkgeometrien, d. h. zvveidimensionalen Poloidalschnitten in axialsymmetrischen 
Plasmakonfigurationen, zulä.ßt. 

Ergebnisse 

Das neue Transportmodell und der hierauf entwickelte Code DORIS werden in 
dieser Arbeit vorgestellt. Das theoretische Modell basiert auf einer driftkine­
tischen Beschreibung des Verunreinigungstransports für Teilchen in der Test­
teilchennäherung, die mit eineIIl stationären fiuidähnlichen Hauptplasma über 
Coulon~b-Kräfte in vVechselwirkung stehen. Die Teilchen bewegen sich gemäß der 
Drift-Näherung in einer statischen toroidalen Magnetfeldkonfiguration, wobei sie 
infolge von Stößen mit den Elektronen des Hauptplasmas Ionisations- und Re­
kombinationRpl'o7,eRRe erleiden. Zudem werden vVechRelwirknngen mit den vVand­
materialien des Tokamakgefäßes berücksichtigt, die zur Absorption der Teilchen 
und physikalischer Zerstäubung der vVände führen können. 
Der Code DORIS verwendet ein Monte-Carlo-Verfahren zur sukzessiven Kon­
struktion der Trajektorien der Verunreinigungen, die eine numerische Repräsen­
tation der Lösung der driftkinetischen lVlodellgleichungen liefert. Dieses Verfahren 
wurde gewählt, da es sich durch Robustheit und Flexibilitä.t bezüglich komplizier­
ter Rechengeometrien und zu berücksichtigender Randbedingungen auszeichnet. 

In Kapitell wurde ausgehend von einem Satz gekoppelter Fokker-Planck­
Gleichungen für alle Teilchenspezies im Plasma durch Einführung des Testteil­
chenmodells für die Verunreinigungsionen eine einzelne lineare Fokker-Planck­
Gleichung zur Beschreibung des Transports dieser Spezies separiert. 
Durch die Annahme von Maxwell-Verteilungen mit kleiner Störung für die Haupt·· 
plasmateilchen wird die kinetische Gleichung für die Verunreinigungen vollständig 
festgelegt und eine konsistente Anknüpfung an das fiuidtheoretische Modell des 
B2-EIRENE-Codes für das Hauptplasma erreicht. 
Um die Effizienz des numerischen Algorithmus zu steigern, wurde eine driftkine­
tische Näherung für die Fokker-Planck-Gleichung für die Verunreinigungen vor­
genon~n~en. 

Dabei wird der Coulomb-Term direkt transformiert, wobei von der Annahme Ge­
brauch gemacht wurde, daß die Inhomogenitä.ten der makroskopischen Parameter 
des Hauptplasmas entlang der magnetischen Feldlinien die Coulomb-Streuung der 
Verunreinigungen dominieren. 
Die Einbeziehung einer Störung in die angenommene Verteilung der Teilchen des 
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Hauptplasmas führte zu neuen Ausdrücken für die Drift- und Diffusionskoeffizi­
enten des Coulomb-Ternls, welche die Inhomogenitäten in den Parametern des 
Hauptplasmas berücksichtigen. Diese erweiterten Drift- und Diffusionskoeffizien­
ten stellen die korrekte Formulierung der Coulomb-Streuung in einer durchgehend 
kinetischen Beschreibung des Verunreinigungstransports dar. 
Im Gegensatz zu bisher verwendeten Näherungen für die Coulomb-Streuung von 
Verunreinigungen am Hauptplasnla. gewährleistet der hier abgeleitete Coulomb­
Term die korrekte Thermalisierung mit dem Hauptplasma und kommt ohne die 
Verwendung von fluidtheoretischen Approximationen für die Streuung an den 
Inhomogenitäten in der Verteilung des Hauptplasmas aus. Diese Approximatio­
nen bedingten in den bisherigen :Modellen für einzelne Fälle Fehler von mehreren 
Größenordnungen in berechneten Dichte- und Energieprofilen der Verunreinigun­
gen. 
Für die Transformation des Liouville-Terms wurden Resultate einer Standard­
prozedur zur JVIittelung über den Gyrationswinkel der helikalen Teilchenbahnen 
entlang der Magnetfeldlinien genutzt. Hierbei werden Drift-Effekte wie die Ex B­
Drift, die VB-Drift, die Krümmungsdrift und der Spiegeleffekt in das Modell 
eingeführt, die in bisherigen Modellen fehlten. Es zeigte sich, daß die E x B­
Drift für typische Bedingungen in Tokamaks von bedeutender Größenordnung 
sein kann und damit einen nicht zu vernachlässigenden Effekt darstellt. Auch 
erwies sich der Spiegeleffekt als wichtig in der korrekten Simulation des Trans­
ports der Verunreinigungen in toroidalen Magnetfeldkonfigurationen. Seine Ver­
nachlässigung bedeutet die Reduktion des Modells auf eine Zylinder-Geometrie, 
was zu erheblichen Unterschieden der Verunreinigungsdichten an der Hochfeld­
seite in einem Tokamak mit großem Aspekt-Verhä1tnis führt. Die VB-Drift und 
die Krümmungsdrift stellten in den in dieser Arbeit angestellten Untersuchungen 
Effekte zweiter Ordnung dar, vvurden jedoch aus Gründen der Vollständigkeit 
und Allgemeinheit des Modells mit berücksichtigt. 

In Kapitel 2 wurde der ZusaIl1menhang zwischen kinetischen Gleichungen der 
Plasmaphysik und Grundgleichungen der Theorie stochastischer Prozesse darge­
stellt. Es wurde gezeigt, daß Fokker-Planck-Gleichungen undlVlaster-Gleichungen 
speziellen stochastischen Prozessen entsprechen und eine numerische Simulation 
dieser Prozesse einer Lösung der korrespondierenden Gleichungstypen äquivaJent 
ist. 
Da kinetische Gleichungen oftmals die Form von Fokker-Planck-Gleichungen 
und/oder Master-Gleichungen besitzen, lassen sich Monte-Carlo-Simulationen 
spezieller Diffusions- und Sprungprozesse zur Lösung einer großen Klasse phy­
sikalischer lVlodell-Gleichungen einsetzen. Numerische Anwendungen an analy­
tisch lösbaren Beispielen von Transportproblemen illustrierten den Aufbau sol­
cher Lösungsalgorithmen und demonstrierten die Leistungsfähigkeit der relativ 
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einfach zu realisierenden Monte-Carlo-Methode, die sich ins besondere für n'lehr­
dimensionale Probleme auf kompliziert berandeten Rechengebieten eignet. Das 
Verfahren weist keinerlei Konvergenzprobleme auf und lä.ßt im Prinzip die be­
liebig genaue Berechnung von physikalischen Verteilungsfunktionen zu, wobei je­
doch die erforderliche Rechenzeit aufgrund der statistischen Natur der Methode 
sehr schnell ansteigt. 
Es wurde gezeigt, auf welche Weise sich der zunä.chst für die reine Transportsi­
mulation vorgestellte Lösungsalgorithmus durch die Einbeziehung von Teilchen­
umwandlungsprozessen und Teilchenquellen bzw. -senken erweitern läßt. Damit 
wurde das Monte-Carlo-Verfahren anwendbar für die im ersten Kapitel abgelei­
teten driftkinetischen Modell-Gleichungen für die Verunreinungen. 

In Kapitel 3 wurden exemplarische Anwendungen des Codes DORIS für Sze­
narien im Tokamak TEXTOR vorgestellt. Dieser Code erlaubt die Berechnung 
von Dichte-, Energie- und Strahlungsprofilen sowie weiterer charakteristischer 
Parameter, die sich aus der Verteilungsfunktion der Verunreinigungen im Pha­
senraum ableiten lassen, für den zweidimensionalen Poloidalschnitt eines axial­
symmetrischen Tokamakplasmas. Benutzt werden hierzu das Transportmodell 
und der lVlonte-Carlo-Algorithmus, wie sie in den ersten beiden Kapiteln dar­
gestellt wurden. Für die Simulationsrechnungen benötigt der Code Vorgaben 
über die Magnetfeldstruktur, über die atomaren Daten, welche die Ionisations-, 
Rekombinations- und Zerstä.ubungsprozesse bestimmen, und über makroskopi­
sche Parameter des Hauptplasmas (Dichte, Temperatur, Strömungsgeschwindig­
keit etc.). 
Es wurden einfache Näherungen für das Magnetfeld im Tokamak TEXTOR und 
die atomaren Daten erläutert, die in den in dieser Arbeit realisierten Rechnungen 
Verwendung fanden. Für die Parameter des Hauptplasmas wurden sowohl Ergeb­
nisse numerischer Modellierungen mit dem B2-EIRENE-Code wie auch Profile, 
die mit einem semi-empirischen eindimensionalen Modell berechnet wurden, ver­
wendet. 
Für drei verschiedene TEXTO R-Randschichtplasmen, die aus einer B2-EIRENE­
Modellierung stammen, wurde die Thermalisierung von Kohlenstoff untersucht, 
der durch physikalische Zerstäuhung des Limiters in TEXTOR in das Plasma 
gelangt. Die Resultate bestätigten die Notwendigkeit einer kinetischen Beschrei­
bung der niedrigen Ladungszustände dieser Verunreinigung, da die Annahme 
einer Thermalisierung, wie sie in der Fluid-Theorie gemacht wird, erst für die 
Ladungsstufen Z ;::: 4 erfüllt ist. Dieses Resultat steht in Übereinstimmung mit 
experimentellen Beobachtungen für die Temperaturen der verschiedenen Ionen­
spezies von Kohlenstoff. 
Für ein weiteres TEXTOR-Randschichtplasma, das ebenfalls mit Hilfe des B2-
EIRENE-Codes modelliert wurde, vvurde zum einen die Strahlungscharakteristik 
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von Limiter-Kohlenstoff untersucht, und zurn anderen ein Vergleich der unter­
schiedlichen Ansätze zur Beschreibung der für diese Verunreinigungen vvirksalnen 
Thermokräfte in dem hier verwendeten Modell und dem des DIVIMP-Codes an­
gestellt. 
Die Ergebnisse der Strahlungsprofile des Kohlenstoffs zeigten qualitativ eine zu­
friedenstellende Übereinstimmung mit bolomdrisch an TEXTOR ermittelten ex­
perimentellen Resultaten. Als die elen Transport dOIlünierenden Effekte konnten 
elie E x B-Drift, die Thermokraft und das parallele elektrische Feld ausgemacht 
werden. 
Der Vergleich des neuen elriftkinetischen Modells für die Thermokraft mit dem 
Fluid-Ansatz des DIVIlVIP-Codes ergab lokale Unterschiede in der Dichte- und 
Energieverteilung der niech'ig geladenen Kohlenstoff-Verunreinigungen in der 
Randschicht von bis zu drei Größenordnungen. Erst für die Ladungsstufen Z ;::: 4 
lieferten die unterschiedlichen Ansätze annähernd gleiche Resultate für die Rand­
schicht des Plasmas, womit sich auch hier wieder die \iVichtigkeit der vorgestellten 
durchgehend kinetischen Beschreibung bestätigt. Erst die höheren Ladungsstufen 
lassen sich zufriedenstellend mit einem Fluidmodell beschreiben. Die geänderten 
Quellverteilungen für die höheren Ladungsstufen, die sich durch die unterschied­
lichen Dichteverteilungen der unteren Ionisationszustände ergibt, zog aber auch 
signifikante Effekte für die Verteilung der höheren Ladungsstufen innerhalb der 
Separatrix nach sich, so daß sich der Fehler der Fluid-Approximation nicht nur 
auf die niedrigen Ladungsstufen allein beschränkt. 
"Weitere Rechnungen für TEXTOR wurden Init Hilfe von Ergebnissen eines semi­
empirischen Modells gemacht, wobei das Augenmerk hauptsä,chlich der Untersu­
chung des Effekts der starken E x B-Drift galt, aber auch zwei Szenarien mit 
unterschiedlich hohen Dichten und Temperaturen des Hauptplasmas am Limiter 
gegenüber gestellt wurden. 
Es wurde wiederum Limiter-Kohlenstoff und in ersten Anwendungen auch Neon 
untersucht, wobei für Neon zunächst eine Quellverteilung angenommen wurde, 
die der des Kohlenstoffs entspricht. 
Erneut konnte die E x B-Drift als wichtiger Effekt identifiziert werden, der in 
zukünftigen Anwendungen sorgfältig ITlodelliert werden muß, da die Resultate 
diesem Effekt gegenüber äußerst sensitiv waren, das theoretische Verständnis des 
radialen elektrischen Feldes jedoch noch nicht vollständig ausgereift ist. 
Die unterschiedlichen Telnperatur- und Dichteverhältnisse in den zwei betrachte­
ten Hauptplasmaprofilen bewirkten in erster Linie eine Änderung der Ionisations­
und Rekombinationswahrscheinlichkeiten der Verunreinigungen, welche die Ein­
dringtiefe der niedrigen Ladungsstufen in das Plasma bestimmen und damit auch 
die Gesamtstrahlung der Verunreinigungen, die vornehmlich von diesen Ladungs­
stufen beeinflußt wird. 
Als wesentlicher Unterschied zwischen den Verunreinigungen Kohlenstoff und Ne-
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on ei'wies sich, daß die Strahlungsprofile des Neons weit 'weniger sensitiv sind 
gegenüber Details der Plasmaprofile am Limiter, als die des Kohlenstoff, da bei 
Neon die Strahlungscharakteristik stärker von Ionen nüttlerer Ladungsstufe als 
von niedrigionisierten, wie beim Kohlenstoff, bestimmt werden. Die Dominanz 
der mittleren Ladungszustände bei der Strahlung spiegelte sich in den rechneri­
schen Ergebnissen außerdem in der Tendenz des Neon wider, einen strahlenden 
Gürtel am Plasmaralld auszubildell, wie er auch experilllentell beobachtet wurde 
und in der Randschichtkühlung angestrebt wird. 

Ausblick 

Die Struktur des Codes DORIS wurde so gestaltet, daß er als Unterroutine 
an bestehende Code-Systeme zur Berechnung von lVlagnetfeldstrukturen und 
Hauptplasma-Parametern angekoppelt werden kann. 
Momentan befindet sich diese Kopplung noch in der Entwicklung und läßt ledig­
lich die Verwendung von anderweitig gewonnenen Hauptplasma-Parametern im 
Code DORIS zu. Zukünftig soll aber auch eine Rückkopplung der mit DORTS 
gewonnenen Resultate an Codes zur Berechnung der Hauptplasma-Parameter 
(cl. h. B2-EIRENE) stattfinden, welche die Resultate für die Verteilung der Ver­
unreinugungen als zusätzliche Teilchen-, Impuls- und Energiequellen berücksich­
tigen und daraufllin ein modifiziertes Hintergrundplasma liefern sollen, das wie­
derum als Eingabe für DORIS dient. Durch eine Fortführung dieser Kopplung 
wird eine iterative Lösung für ein nicht-lineares Modell für das gesamte Plasma 
im Tokamak angestrebt. 
Um dahei eine größere Zuverlässigkeit der mit DORIS ermittelten Ergebnisse zu 
gewährleisten ist es notwendig, Unsicherheiten in Eingabeparametern, wie dem 
elektrischen Feld und der Quellverteilung der Verunreinigungen, durch Verwen­
dung verbesserter Modelle zu vermeiden. 
Durch die Einbeziehung diverser driftkinetischer Effekte erweist sich das hier erar­
beitete Modell zudem als geeignetes 'Werkzeug, um erste Aufschlüsse zu erhalten 
über den Transport von Verunreinigungen (oder auch geladenen Teilchen im. all-
genleinen) in !testörten Ma!metfeldkonnQ'nrationen. wie sie ?mkiinfti[t im Rahmen u ef U I U 

des DED-Projekts (Dynamic Ergodie Divertor) am Tokamak TEXTOR realisiert 
werden sollen. 
Aufgrund seiner Flexibilität kann der vorgestellte lVlonte-Carlo-Algorithmus auch 
im Studium dreidimensionaler Magnetfeldstrukturen (Stellarator), in der Unter­
suchung von Gyro-Effekten (Verzicht auf die driftkinetische Approximation, Be­
schränkung auf kleine Raumbereiche ) und für (räumlich) nulldimensionale Rela­
xationsstudien (Thermalisierung im Geschwindigkeitsraum ) Einsatz finden. 
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Anhang A 

Berechnung der Integrale J1, J2, 
13 14 15 J6 i, i, ik' ik 

IvIit Hilfe der Beziehungen (siehe (1.28), (1.30), (1.31)) 

dX 
dv= -3 

0' 

Xo = O'Vo 

1 
Iv - vol = -Ix + wl 

0' 

Xb = O'Vb 

schreiben sich die Integra.le (1.34) a.ls 

0' 1 J 2) I I 1 v
2 

= 7[3/2 15 Xi (2X - 5 X - w - e-' dX 

It( vo) = _1 __ 1_ J' v.' (')\/2 - 5) Ix - wl e-x2 dx 
0'7[3/2 15 /\/ ~/\ 

w = Xo - Xb 

(A.1 ) 

(A.2) 

1 ( 1 ) I~,(vo) = 0'7[3/2 J2 J XiX/.., - '3 X2 
6ik Ix - wl e-

x2 
dX . 

Es wird nun die Substitution 

X--tX+w (A.3) 
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und außerdem eine Koordinatentransformation vorgenommen 

'"""' I I (x + W)i = ~ tn (XI + WI) (A.4) 
I 

wobei die orthogonale TransforIIlationsmatrix tii/ die Komponenten von X und 
w in ein System überführt, in dem eine Achse para.llel zum Vektor v.) liegt: 

(A.5) 

Die irreduziblen tensoriellen Hermite-Polynome (1.30) transformieren dann wie 

(X + W)i (2 (X + W)2 - 5) = Ltil (X; + w;) (2 L(X~ + W~)2 - 5) 
I n 

1 2 
(X + W)i (X + w)", - - (X + w) Oi!; = 

3 (A.6) 

Setzt man diese Ausdrücke in die Integrale (A.2) ein und geht über zu Kugelko­
ordinaten 

I I 

Xl +W1 X cOS19 + w 

I I 

X2 +w2 \:' sill19 cOS1' 
(A.7) 

X sin1? SÜl1' 

so zeigt sich, daß diverse Terme bei der Integration über l' verschwinden. Letzt­
endlich lassen sich alle Integrale I 1 bis IPk durch Integrale des folgenden Typs 
ausdrücken (n, TI? und l sind ganze Zahlen mit n, 171 2: 0 und l = 0, ±1) 

0:' 27r 7r 

Lrnm = / / /Cy sin1? COS1')2n (X cos19+w)m Xl e-(x
2+2x w cos19+w2\~2 sin1? dlJ d1' dy 

000 

(A.8) 
Es gilt 
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Ir( Vo) 

It( Vo) 

1 -1 (L02 L 20 )) - 3 ht3k -1 - -1 

1 i i-I (L02 L 20 )) - 3 i3 3k +1 - +1 

Aufgrund der Definition von iik (siehe (A.5)) gilt 

W' t 
iil =­

W 

und somit wird aus den Integralen Ir, It, I~, und Ifk 

I 3() ~ _'_. Wi (4 L 21 + '> L03 _ or: L01 ) 
i Vo = 3/2 ~ -1 - -1 -1 

7[' vo W 

It( vo) 

~ J2 (Cl" _ 3 Wi Wh) (L 20 _ L 02 ) 
7['3/2 3 lh W -1-1 

Das Integral L1'l171 läßt sich folgendermaßen auswerten: 
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00 27f 7f IIICx. sind cos<p)2n(X cosd+w)m\lc-(:\2+2:\wcosHw
2

) x 

000 

X X 2 sim9 dd d<p dX 

Im letzten Schritt wurde die Formel 

27f 

I cos 2n <p d<p = 
o 

( 

n 2k - 1) TI 27f 

k=1 2k 

benutzt, die für 17, 2:': 0 gültig ist (Beweis durch vollständige Induktion). 
AusVirertung des Tenns (1 - cos2d)n liefert 

n 

L 2nm - 2 I - 7f w i I) -l)j 
j=O 

00 +1 
x II x2n+m+I+2-i cOS 2.i+m-id c-(x2 +2X w cos1'J+w2

) dcosd dx 

o -1 

Und gemäß der Formel 
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die für n ~ 0 gilt (Be,iveis durch vollstä.ndige Induktion), folgt aus der Integration 
über cos'z9 

(A.16) 

Variablensubstitution X -t X ± w liefert 

2:i+m-i (0 . :)' 
X L ( t p - 1 ~J + 111 - l. X 

])=0 2w (2j + 111 - i - p)! 

(A.17) 

-( _1)2:i+m-i-p l(x + w)2n+m+l+l-i-P e-,2 dX) 

-w 

und damit 

L 2nm - ')7T I - ~ 

2.i~-i(2w)_P_l (2j + 111 -i)! x 
x ~ (')' ')' p=o ~J + 111 - 1 - P . 

(A.18) 
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wobei q = 211, + m + I + 1 - i - p. 

:Mit Hilfe der Abkürzungen 

Q~v:nl 
lJPS - 2n (g 2k2~ 1) ( 7 ) ( ~' ) ( ~ ) (') , ')' ~J + n~ - Z. 2-p- 1 i-p-1+s 

(2j + m _ i _ p)! w 

co 

/ Xq
-

s e-
x2 dX 

w 

co 

[(;-s / Xq
-

s e-
x2 d';( 

-w 

(A.19) 
lä.ßt sich schreiben 

'171, n 2,i+m-i q 

L 2nm = "'" "'" "'" "'" Qr:ml ((_l):i+ s g+ _ (_l)Hm-i- p [(- ) I ~ ~ ~ ~ IJPS q-s q-s 
i=o j=O p=O s=o 

(A.20) 

mit q = 2n + 171 + I + 1 - i - p. 

Die Integrale g:-s und l\.";;_s lassen sich mit Hilfe der FOl'Ineln 

(A.21 ) 

+ ('h,-l 2'11 -1?- 21,,) Vi <I>(O'';() 
20'- 20' 

1.=0 

und 

(A.22) 

bestimmen. Sie sind gültig für 17, 2 0 (Beweis durch vollständige Induktion). <I>(X) 
ist die Fehler-Funktion (siehe (1.36)). 
Die Formeln (A.19) - (A.22) wurden von uns zur Berechnung der Integrale (1.34) 
verwendet. 
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Anhang B 

Die Potentialfunktionen cpo, CPl, 
CP2, 1fJo, 1fJl, 1fJ2 

Die Potentialfunktionen der Gleichung (1.44) lauten 

<po(X) 
0' 

- -<I>(X) 
X 

<PI (X) 
I 

= 0' X <I> Cx) 

(?O' 0') I 0' <P2(X) = ~ + - <I> (X) - _. <I> (X) 
3X2 X3 

I I (I X) '1f!o(X) = -, <I> (X) + - + - <I> (X) 
20' 20'X 0' 

I I I 
~'1 (X) - - <I> (X) - - <I>(X) 

20'X 20'X2 

I I ( I I) '1f!2(X) - -<I> (X) + - - - <I>(X) 
20'X2 ' 30'X 20'X3 / 
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Die für uns wichtigen Ableitungen dieser Funktionen na.ch X sind 

0' I 0' 
- <1> (x) - - <1>(X) 
X . X2 

rP~ (X) 

1 I (1 1) - <1> (X) + - - -. - <1> (X) 
20'X 0' 20'X2 

~)~ (X) (1 1) I 1 - -+- <1> (X)+-, <1> (X) 
0' O'X2 O'X3 (B.2) 

( 2 3) I (1 3) - -+- <1>(X)+ --+- <1>(X) 
30'X 20'X3 / 30'X2 20'X4 / 

(
2X 2 3) I 3 - + -. + -.- <1> (X) - - <1> (X) 
0' O'X O'X3 O'X4 

Die Ableitungen der Potentialfunktionen rP und 'lj!, die in den Gleichungen (1.49) 
und (1.52) aufta.uchen, sind gegeben durch (X und 0' sind in (1.35) definiert) 

/ ocjJ 

l oV11 

ocjJ 

OVl. 

(B.3) 

(B.4) 
O~' 

OVl. 
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fFlj; 

oV11 

024' 
OVl.OVl1 

024' 
OVIIOVl. 

(

XII Xl.) 

-Xl. XII 

(B.5) 

Dahei lauten die Vektoren Ao, Al, ... , B 2 und Matrizen Co, Cl und C2 

_ ( 4'~(x) ) 
Bo-

a 

( 

'I/J~ a) 
Co = 0 ,;~; 

Xl. (4)~ 'l/J1) 
-- ---

'v y ,2 
/\ '\ /... /\ 

X X 

X X 

Xl. ('lj;~ 4'1 ) -- ---

X X X2 

XII ('~'~ _ 'lj;1 \ 
y v y2) 
/... ,/\ /... / 

Mit den Ableitungen aus den Gleichungen (B.2). 
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Anhang C 

Sprungprozeßapproximation 
eines Diffusionsprozesses 

In dieseln Abschnitt wird gezeigt, auf welche ~Weise sich die Fokker-Planck­
Gleichung 

op(y,t) 
8t 

o - 2( 0Yi (Ai(y, t) p(y, t)) 

als Grenzfall der Ivlaster-Gleichung 

op(y, t) J ot ~ = (HIs(Ylz, t) p(z, t) - H1s(zIY, t) p(y, t)) dz 

( C.l) 

(C.2) 

für c5 ~ 0 ergibt, wenn die Bedingungen (2.26), (2.27) und (2.28), die im Ab­
schnitt 2.3 genannt wurden, erfüllt sind. 
Die Bedingungen (2.26), (2.27) und (2.28), die an die Übergangswahrscheinlich­
keiten f;l!'s(zIY, t) der Master-Gleichung gestellt werden, ähneln denen, die ün Ab­
schnitt 2.1 zur Herleitung der Chapman-Kolmogorov-Gleichung genannt wurden 
((2.9), (2.10) und (2.11)). Im folgenden orientieren wir uns deshalb an der Argu­
mentation, wie sie Gardiner im Zusammenhang mit der Herleitung der ChaplTlan­
Kolmogorov-Gleichung benutzt hat (Gardiner 1985, Kapitel 3). 
\iVir betrachten eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f(y) und die zeitli­
che Änderung ihres :Mittelwertes, wie sie sich aus der Master-Gleichung ergibt 

%t J f(y) p(y, t) dy = J J (f(z) - f(y)) Hls(zly, t) p(y, t) dz dy (C.3) 

Es werden nun zwei Integrationsgebiete Iz - y I < E und Iz - y I 2: E mit E > 0 
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eingeführt. In deIl1~ kleinen Bereich Iz -yl < c wird die Funktion f(z) nach Taylor 
entvvickelt 

'(. . ~()f(y) ) 1 ~()2f(Y) 1 12 
.f z) = .f(y)+ L.J D (Zi-Vi +~ L.J () . () (Zi-Vi)(Zk-Vk)+ z-y R(z, y) 

i Yi ~ i,1-.: Vi Vk 

Für die zweimal stetig differenzierbare Funktion gelte 

IR(z, y)1 -+ 0 für Iz - yl -+ 0 

Einsetzen in obige Gleichung (C.3) liefert 

( C.4) 

(C.5) 

() 
mff(y)p(y,t)dY= f f (f(z)-f(y))TVs(zly,t)p(y,t)dzdy 

Iz-yl>€ 

j'j' ()f(y) 
+ 2f 8Vi (Zi - Vi) H1s(zIY, t) p(y, t) dz dy 

Iz-yl>€ 

VI,,) H1s(zly, t) p(y, t) dz dy . 

(C.6) 
~Wegen Voraussetzung (2.26) findet sich für jedes beliebige c > 0 ein 6, so daß das 
erste Integral verschwindet. vVegen der vorausgesetzten Existenz der Grenzwerte 
in den Bedingungen (2.27) und (2.28) folgt 

() f j' ()f(y) ~~6 m f(y)p(y,t)dy = 2f ()Vi Ai(y)p(y,t)dy 

(C.7) 
1 f ()2f(y) +- L: () () DidY) p(y, t) dy 
2 i k Vi VI" , 

Dabei wurde von der vorausgesetzten gleichmäßigen Kon Vel'gellz Gebra.uch ge­
macht und Grenzwertbildung und Integration vertauscht. Gleichzeitig wurde auch 
der Übergang c -+ 0 gemacht. 
Abschließende partielle Integration liefert 

}1-+'n6 ~tff(y)p(y,t)dY = -L:J'f(y) ()(Ai(y)p(y,t)) dy 
u i ' ()Vi 

(C.8) 
+~ ~j' f( ) ()2(Didy)p(y,t)) d 

2 L.J·y ~)~J y, 
i I" UYiUVk , 
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wobei angenommen wurde, daß p(y) am Rande des Integrationsgebietes ver­
schwindet. 
Da diese Gleichung nun für beliebige Funktionen f(y) gelten umß, folgt mit 
BBT = D die obige Aussage. 
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Anhang D 

Semi-empirisches Modell für 
Hauptplasma-Parameter in 
TEXTOR 

Wir gehen von der allgemeinen Form~ der Fluid-Gleichungen aus, wie sie sich aus 
der Integration der Gleichung (1.2) für jede Spezies im~ Plasma ergibt (siehe auch 
(1.16), der Index für die Spezies "vird hier weggelassen). 

on 
ot 

DT 
n-ot 

- L -!!- (m n \I~, 1;; + nT Oki + IIki) 
i O;Ci 

(D.1) 

(D.2) 

(D.3) 

Zu den Standard-Definitionen der einzelnen Größen siehe Ba.lescu und Baehnans 
(Ba.lescu 1988, Baelmans 1994). Statt (D.3) wird üblicherweise eine Gleichung in 
konservativer Form für die Energie verwendet. 
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Die Gleichungen (D.l), (D.2) und (D.4) werden nun für die Richtungen entlang 
(l) und senkrecht (x) zum Magnetfeld geschrieben. Näherungsweise werden dabei 
die Krümmung der Magnetfeldlinien und der Viskositätstensor Ilil,: vernachlässigt 
und für die kinetische Energie ~ ~ Tn n 1~1 gesetzt. 

ön 
öt 

ö (3 1 T2) - - 11 T + - m 11 1- 11 öt 2 2 

ö ( ) ör 1.. -- n 111 - -.-
öl öx 

(D.5) 

Ö /5 1 \ 
-~ ( - r 1.. T + q1.. + .:::. m lil r 1..) 

u;1 \2 2 

+Q 

Für den stationären Fall und unter Einbeziehung zusätzlicher Quelltenne lauten 
die Gleichungen (D.5): 
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, 

1\ 
I Torusachse , , , 

Scporatrix (x=O) 

X>O 

R 

\ I=L 

l=-L 

Abbildung D.1: Geometrie des rVlodellplasmas (Poloidalschnitt im TEXTOR­
Plasma). Die Struktur an der Separatrix nähert den ALT-Limiter. 

i ( 1;; ) or 1- - S' 
8l n \" + o;c -, 0 

o (5 1 2) 0 ( 5 1 72 ) (D .6) 
8l :2 n T 111 + :2 m n '11 'li + OX :2 r 1- T + :2 TI? "" r 1-

oq" oq1-
+7-5l + ox = en 'li E" + er 1- E1- + 'li R" + 1/1- R1-

+Q+Qo 

Für die Modellierung der Plasma-Parameter n, Ti und 'li (Dichte, Temperatur 
und Strömungsgeschwindigkeit der Hintergrundionen) wird der folgende verein­
fachte Satz von Gleichungen betrachtet (Te ist die Elektronentemperatur, die 
entlang der Magnetfeldlinien als konstant angenommen wird) 

~ (mn 1112 
+nTi ) = enEl1 

ul 

o 
8l (n Te) = - e n E" 
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Da der Gesamtfluß senkrecht zur Flußfläche für x -+ CX) verschvvindet, kann Inan 
elen Fluß an der Separatrix mit Hilfe der letzten Gleichung aus (D.7) folgender­
maßen ausdrücken 

(
5 ) I co 0 ( 5 DTc· ) ~ r.L Tci + q.L = - J - -n 111 Tci - K:II _I dx 
2 x=O Dl 2 Dl 

o 

(D.8) 

Unter der Annahme, daß dieser Fluß entlang der Separatrix näherungsweise kon­
stant ist, besteht die Integration der linken Seite über l nur aus einer Multi­
plikation mit l. Zur Integration der rechten Seite verwenden wir für :r > 0 die 
Ansätze 

5/2 
K:II = A Tci (D.9) 

rff ist dahei eine Konstante, die durch das Bohm-Kriterium (ehen 1974) fest­
gelegt ist (Strömungsgeschwindigkeit am Linüter ist gleich Schallgeschwindigkeit 

es) 

(D.10) 

Die Ionenwärmeleitfähigkeit K:II entnehmen wir der fluieltheoretischen Theorie, 
wie sie in den Abschnitten 1.2 und 1.3 angesprochen wurde (Balescu 1988) 

mit h:1I = 1.0/0.5657. 
IVlan erhält 

(~ r r ) I l = -~ rS Tcs i 6r 6T 4 (TcS)5/2 DTcf 26T 
2 .L I + q.L x=O 2 11 1 L 6r + 6T +"1 Dl 7 

(D.ll) 

(D.12) 

Eine weitere Gleichung für den unbekannten Fluß an der Separatrix ergibt sich 
durch elie Ranelbedingung am~ Linüter, cl. h. bei I = ±L (Igitkhanov 1985) 

0:' 

(~ r.L Tci + q.L) l:t,=o L = - J I rff Tc;'> d:r 
o (D.13) 

_ rS Tcs(L) 6r C)T 
I 11 I 6r + 6T 

Die clin'lensionslose Größe I ist dahei eine Funktion der Temperaturen an der 
Separatrix bei I = L 
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(2 + ]11'1 2
) e-kI2 +.;n AI (11;/2 + 2.5) (1 + <I?(1I'I)) 

I = e-M2 + ;n JH (1 + <I? ( Jl;/)) 
(D.14) 

mit 

I _ I 2 TiS(L) 
J1!~- .~ Tes ( L) + Ti5 ( L ) (D.15) 

Es ergibt sich eine einfache Differentialgleichung für die Temperatur Ti
s (l) entlang 

der Separatrix 

2 A (TS)5/2 8T;5 = rS i 6r (~?~ T1
s _ "Y T1S(L)) 

7 I fJl 11 L 6r + 6T _ I 
(D.16) 

die problemlos numerisch gelöst werden kann. 
Addiert ITlan nun die zweite und dritte Gleichung aus (D. 7) und berücksichtigt 
die Randbedingung 'li = Cs am. Limiter, so folgt 

m n '112 + n Ti + 11, Te = 2 m n ( L) c; 

Schließlich folgt noch aus der ersten Gleichung von (D. 7) 

1;; S' I rS l -x/Sr n I11 = I 0 = 11 L e 

Dabei wurde vorausgesetzt, daß 80 = rff e-a;/Sr / L = const. ist. 

(D.17) 

(D.18) 

Die drei Gleichungen (D.16), (D.17) und (D.18) lassen die Berechnung der Größen 
n, Ti und 'li (und ihrer Ableitungen) entlang der Separatrix zu. Die Extrapolation 
für x > 0 wird durch Vorgabe der Abfallängen 6r, 6T (sowie einer Abfallä,nge 
für die Elektronentemperatur) vorgenomn1.en. Für die Parameter innerhalb der 
Separatrix (;r < 0) wird gesetzt 

T = TC (1 _ -'.-( ;(_: +_;(;-'S )_2 \ 2 
aT ) 

(D.19) 

worin die Parameter an und (lT so gewählt sind, daß die Profile der Plasmagrößen 
einen stetigen Übergang bei ;(; = ;(;S und l = 0 besitzen. Der Index C steht für 
das Plasmazentrum. 
Letztlich benötigt unser Modellplasma nur die Vorgabe der Parameter 'n s (L), n C

, 

Tr (L ), TF, Te
s , Tee, also einiger Eckwerte für die Ionen- und Elektronentempera­

tur, sowie der Abfallä,ngen 6r und 6T (6T für Ionen und Elektronen unterschied­
lich). 
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Anhang E 

Statistische Auswertung des 
Monte-Car 10-Algorithmus 

Die praktischen Rechnungen der Abschnitte 2.3.1 bis 2.3.3 und des Kapitels 3 
basieren alle auf dem gleichen Grundmuster, das in Abbildung E.1 schematisch 
dargestellt ist. 

p=l,N 

.1 t=l,T 

x=x+Llx: 
Y=Y+~ 

S~ n n 
- S.+g. t.Q(Vt)'V t 
-

l l lp P P 

R~ 
n 

. Q (v pT ) • V~T = R. + g. T l l lp 

Abbildung E.1: Schematische Darstellung der Teilchen- und Zeitschleife 1m 
lVl on te-C arlo-Algori thn:ms. 

Die Rechnung verlä.uft so, daß die Trajektorien im. Phasenraum für N Teilchen 
über T Zeitschritte verfolgt werden, wobei die diskreten Schritte ~:r im Orts- und 
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.6.v im Geschwindigkeitsraum pro Zeit schritt durch das jeweilige Problem festge­
legt sind. Das Rechengebiet im Ortsraunl wird in Zellen nlit Index i aufgeteilt 
und über jedes Teilchen]J und jeden Zeitschritt t wird die Summe 

on '\""' Q ( ) n 'Ji = L..t gipf· Vpf vpt (E.1) 
p,t 

gebildet. Darin ist gipt ein Gewichtsfaktor, Q(VPf) eine beliebige Funktion von Vpt 

und 11 eine nicht-negative ganze Zahl. 
Eine weitere für unsere Anwendungen wichtige Größe ist die Summe 

Ri = L gipT Q(VpT) V;;T (E.2) 
p 

die nur für einen bestimmten Zeitpunkt t = T gebildet wird. Die Bedeutung von 
Ri ist einfach einzusehen: 

Ri ~ N / / Q(v) vn f(:c, v) dv d;1: 
~11; 

(E.3) 

f(;1:, v) bezeichnet die Verteilungsfunktion der Teilchen im Phasenraum . .6.1,~ ist 
das Volumen der i-ten Zelle. Die Anzahl Ni der Teilchen in der i-ten Zelle zunl 
Zeitpunkt T ist damit durch die Summe 

Ni = L gpT ~ N / / f (x, v) dv dx 
P ~Vi 

(E.4) 

gegeben. Der Mittelwert< Q( v) vn > für die Zelle i wird also mit folgender Formel 
berechnet 

n J Q(v) vn f(;1;, v) dv Ri 
<Q(v)v >=. ~-J f ( x , v) dv Ni 

(E.5) 

Diese Formel muß zum Beispiel zur Berechnung von Temperaturen und ande­
ren Momenten der Geschwindigkeitsverteilung benutzt werden. Dabei ergeben 
sich aber oft numerische Probleme, da zum einen hierbei ein Quotient aus zwei 
voneinander abhängigen statistischen Größen gebildet wird, für den man nicht in 
allgemeiner vVeise eine Abschätzung für Fehlergrenzen angeben kann, zum andern 
auch die Situa.tion auftreten kann, daß die Teilchenzahl in einzelnen räumlichen 
Zellen des Rechengitters nur sehr klein ist oder gar verschwindet. Größen hinge­
gen wie die Energieclichte u. ä .. können problemlos berechnet werden und durch 
Fehlergrenzen (siehe Abschnitt 2.3.1) bewertet werden. Bei den Anwendungen der 
Abschnitte 2.3.1 bis 2.3.3 hingegen traten keine Schwierigkeiten mit der Berech­
nung von Temperaturen auf, da dort nur Probleme im Geschwindigkeitsraum 
betrachtet wurden, das räumliche Rechengebiet sich also auf eine einzige Zelle 
beschränkte. Dann gilt 
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(E.6) 

d. h. der Mittelwert < Q( v) vn > ist direkt durch Division mit der Zahl N der 
Simulationsteilchen gegeben. 
Die Sumn'le Si, die über alle Teilchen und alle Zeitpunkte gebildet vvird, ist für 
die Anwendungen des Kapitels 3 von Bedeutung. Dort wurden konstante Teil­
chenquellen untersucht, die fortwährend Teilchen ins Rechengebiet einbrachten. 
Prinzipiell wäre es deshalb notwendig, um Auskunft über die stationäre Vertei­
lung der Teilchen zu erhalten, wä,hrend der Simulation ständig neue Ensembles 
von Simulationsteilchen zu starten und eine immer größere Zahl von Teilchen 
numerisch zu verfolgen. Um dieses rechnerische Problem zu umgehen, benutzten 
wir das in Abschnitt 2.5 erläutel'te Konzept, indem wir nur ein Ensemble von N 
Teilchen zum Zeitpunkt t = 1 in das Rechengebiet einbrachten und deren Trajek­
torien verfolgten, jedoch annahmen, daß die Teilchen, die zu einem bestimmten 
Zeitpunkt t registriert werden, zu einem unabhängigen Ensemble gehören. Das 
soll heißen, daß ein Teilchen, das zu den Zeitpunkten t = t' und t = t ' + 1 regi­
striert wird, jeweils einmal zu zwei verschiedenen Ensembles gerechnet wird, die 
um einen Zeitschritt verschoben in das Rechengebiet eingebracht wurden. Durch 
die Verfolgung eines Ensembles wird also die Verfolgung vieler gleichartiger En­
sembles genähert. Dies setzt natürlich voraus, daß das Ensemble in der Simulation 
zu jedem Zeitpunkt statistisch repräsentativ ist. In der Gleichung für Sr drücken 
"viI' dies dadurch aus, daß wir die Indizes p und t zu einem neuen Teilchenindex 
pi zusan'llnenfassen 

Si = L gipt Q(vpt) V;t = L g;P' Q( vp') V;, (E. 7) 
p,t pi 

Für die Berechnung von Momenten gilt dann wieder das oben für R? gesagte. 
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Anhang F 

Artifizielle Quellen und Senken 
bei der driftkinetischen 
Approximation 

Der Koeffizient des Quellterms, der nach der driftkinetischen Approximation der 
linken Seite von Gleichung (1.14) nun in Gleichung (1.57) in Erscheinung tritt, 
lautet 

(R' b) _ (E x B mv1 b x VB 171 VII b x (b x rotb)) V - vII - V + -- - -- --'-----
B2 2 Z e B2 Z e B 

(F.1 ) 
Unter Benutzung der Beziehungen 

rotB B . rotb + V B x b 
(F.2) 

b x (b X rotb) (b· rotb) b - rotb 

lä,ßt sich der Koeffizient umformen zu 

V (E X B + mv1 b X VB _ n/,vO (b.rotB)b 
B2 2 Z e B2 Z e ß2 

(F.3) 
m VII rotB 171 VII b X VB 2 2 ) 

+ Ze -----g2 + Z e B2 

In unSereIl1~ axialsymmetrischen Modellfeld für die TEXTO R-1VIagnetfeldkonfigu­
ration (siehe Abschnitt 3.1.1) gilt rotB . VB = 0, da wir für das Toroidalfeld das 
Vakuumfeld benutzten und die kleinen Poloidalströme vernachlässigten. Dalnit 
folgt 
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V (rotB) 
B2 

und Gleichung (F.3) reduziert sich zu 

rotB· VB 
--B-:-2-- = 0 

.) 

- ~3 rotB . VB = 0 

(
. _ ) _ (E x B _ rn vII (b· rotB) b) 

V R vII b - V B2 Z e B2 

(FA) 

(F.5) 

Betrachtet man nun ein Volumen V im Tokamak-Plasma, das von zwei Fluß­
flächen eingeschlossen wird, so kann eine mittlere Quellstärke wie folgt berechnet 
werden 

~j' (E x B _ mv~ (b.rotB)b) I_ 
V V B2 Z e B2 dl -

17 

~ J (E x B _ ?TI, vII (b· rotB) b) dA = 
V B2 Z e B2 0 

EIV 

(F.6) 

Hierbei wurde das Integral über das Volumen V mittels des gaußsehen Satzes 
in ein Oberflächenintegral über die Berandung 8V umgewandelt. Da die Ober­
flächennormale dA auf den Flußflächen immer senkrecht zu B steht, verschwindet 
die mittlere Quellstä,rke. Bei einer gleichmä,ßigen Verteilung der Verunreinigun­
gen im Tokamak-Plasma würden die künstlichen Quellterme also iln Mittel die 
Teilchenzahl unverändert lassen und in solchen Fällen wä,re die Vernachlässi­
gung dieser Quellen bzvv. Senken völlig gerechtfertigt. Sind die die Verunreini­
gungen aber nicht homogen im Plasma verteilt, was ein typisches Resultat unse­
rer Rechnungen für die niedrigen Ladungsstufen der Verunreinigungen war, die 
zu kurzlebig sind, als daß sie sich im gesamten PlaSIllavolumen ausbreiten, so 
können die lokalen Quellen durchaus von Bedeutung sein. Um eine Vorstellung 
vom Verhältnis derartiger Quellen und Quelltermen wie sie aufgrund von Ionisa­
tion in unseren Anwendungen auftreten zu gewinnen, wollen wir folgende größen­
ordnungsmäßige Abschätzung durchführen: den Anteil R - VII b der Guiding­
Center-Geschwindigkeit schätzen wir ab durch (!L Vthl LH mit der thermischen 

Geschwindigkeit Vth = V2 Tim. Das Verhältnis (!LI LH aus Larmor-Radius (!L 

und makroskopischer Gradientenlänge L H repräsentiert dabei den kleinen Para­
Inder 0 aus den Gleichungen (1.54). Die Ableitung nach R wiederum schä,tzen 
wir durch Division n'lit der Gradientenlänge LH ab, also 
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IV' (k - b) I ~ I (JL Vth I ~ I V;h m. I = I 2 T I ~ 40 -1 
VII L1 ZeBL1 ZeBL1 s 

für T = 100.0eV Z = 1 B=2.25T LH = B/IV' BI = 1.5m 
(F.7) 

Für Ionisa.tionsraten von Kohlenstoff zum Beispiel (Abschnitt :3.1.2) ergeben sich 
für typische Elektronendichten von n e ~ 1·101s m -3 und T = 100 e V Quellstä.rken 
in der Größenordnung von 105 s-l, d. h. um den Faktor 2.5104 größer aIs die von 
uns vernachlä.ssigten Quellterme, die infolge der clriftkinetischen Mittelungspro­
zedur auftra.ten. 
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Anhang G 
... 
Ubersicht über die 
Größenordnung der 
Transportterme und 
Abschätzung des 
Monte~Carlo-Zeitschritts 

In diesem Abschnitt werden typische \iVerte für die Transportterme der Gleichun­
gen (1.61) in TEXTOR-Plasmen angegeben, indem wir die zeitlichen Änderungen 
6Xi und 6Vi im Real- und Geschwindigkeitsraum abschätzen, die den stochasti­
schen Prozeß in der Monte-Carlo-Simulation definieren (siehe Gleichung (2.21) 
und die Beispiele in den Abschnitten 2.3.1 bis 2.3.3). Die diskreten Änderun­
gen 6;Yi und 6Vi in den Trajektorien der Simulationsteilchen pro Monte-Carlo­
Zeit schritt 6i sind gegeben durch die Größen il,i!jj, ,i,.L (Gleichung (1.54)) und 
J{II' !,'.L, D IIII , ... , D.L.L (Gleichung (1.52)) sowie dem anomalen Diffusionskoef­
fizienten D.L. Neben einem quantitativen Überblick über die Größenordnungen 
der ein7,elnen Effekte, dient die Analyse der Bewertung des von uns verwende­
ten Zeitschritts in der Simulation. Ein für eine zuverlässige Simulation geeigneter 
Zeitschritt sollte die Bedingungen erfüllen, daß zum einen die Realraumschritte 
6Xi klein sind im Verhältnis zur Auflösung unseres l'ä,umlichen Rechengitters (das 
wiederum derartig in Zellen aufgeteilt sein sollte, daß die relative Änderung der 
HintergrundparalTleter von Zelle zu Zelle nur klein ist), und zum anderen die rela­
tiven Änderungen 6vJUi viel kleiner als 1 sind. Ein allgemeines Rezept zur \iVahl 
des Zeit schritts 6i existiert nicht und man muß diesen jeweils den Parametern 
des interessierenden ProblenTs anpassen. Zur Verringerung des Rechenaufwands 
ist dann der größtmögliche Zeitschritt zu wählen, der die genannten Forderungen 
erfüllt. Die Parameter entnahmen wir dem Modell-Plasma des Abschnitts 3.2.2 
und dem entsprechenden Tvlagnetfeldfeld des Abschnitts 3.1.1. Zur Abschätzung 
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der Terme (1. 54) betrachten wir den Bereich 

(G.l) 

was thermischen Geschwindigkeiten Vth = j2T / m von Kohlenstoff ('171. = 12 m.p ) 

für T ~ 1000 e V entspricht. Die einzelnen Summanden der Drift und Diffusions­
koeffizienten [{li ' [{l., DIIII , ... , Dl. .1. schätzen wir ab ITlit Hilfe der \iVerte von C\ 
und C2 , die sich in Abschnitt 1.5.2 als die in unsereIIl Modelln1aximal möglichen 
ergaben, cl. h. 

(G.2) 

Eine numerische Auswertung der Ausdrücke (1.52) (siehe auch Anhang B) zeigt, 
daß die Koeffiezienten [{II und [{l. und die Eigenwerte Al und A2 der zweidi­
mensionalen Diffusionsmatrix mit den Komponenten D IIII , Dill., D .1.11 und D .1..1. 
folgender Beschrä.nkung l unterworfen sind 

< 

(G.3) 

(Das Massenverhältnis, das in die Ausdrücke von [{li und [{l. eingeht, wurde als 
ungefä.hr 1/10 angenommen). 
Für unser betrachtetes TEXTOR.-Plasma und Kohlenstoffverunreinigungen erge­
ben sich folgende \iVerte für A und a 

!cl I < 1.5· 10-5 s/m 

(G.4) 
Des weiteren gilt für dieses Szenario 

lHierbei ist anzumerken, daß Kl. für Vl. -+ 0 natürlich gegen Unendlich geht und damit 
im Prinzip unbeschränkt wäre. Doch widerspräche der Wert v l. = 0 unseren lvlodellvorausset­
zungen (schnelle Gyration der Teilchen um die Magnetfeldlinie) weshalb wir für die normierte 
Geschwindigkeit Xl. eine untere Grenze von Xl. = 0.05 ansetzten. Die für Vl. -+ 0 stark an­
wachsende Funktion Kl. verhindert im Modell, daß Vl. beliebig klein werden kann. 
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/~Vb/ < 3 . 10-2 11'1- 1 

/Ze Eb/ 
'In 

< Z . 1 ·109 m/s 2 

IE;2
B

I < 2 . 104 111)s (G.5) 

l~bXVBI 
2 DB < 1 8 / Z ·2· 10- s m 

Ib x (b X~V x b))1 < 1 . 8 / - . 3 ·10- s m 
Z 

Unter Verwendung dieser Plasm.a-Parameter schätzen wir die in der Simulati­
on möglichen Schrittgrößen ~x und ~v ab, wobei wir einen Zeitschritt von 
~t = 1 . 10-7 s (wie er von uns in den praktischen Rechnungen benutzt wurde) 
annehmen. Für den anon:wlen Diffusionskoeffizienten D.l setzen wir D.l = Im2/s. 
In den Tabellen G.l und G.2 sind die maximalen Schrittgrößen, die durch die ein­
zelnen Effekte verursacht werden, aufgeführt. Man erkennt, daß in allen Fällen 
die Geschwindigkeitsänderungen klein sind gegen typische thermische Geschwin­
digkeiten im. eV-Bereich. Auch entsprechen die maxin1.alen Schritte im Realraum 
der Forderung klein zu sein im Vergleich mit den Abmessungen unserer Zellen 
(sie umfaßen Bereiche von einigen Zentimetern in Tvlagnetfeldrichtung und einigen 
Millimetern in radialer Richtung). Die \l\Tahl unseres Zeitschrittes ist damit für 
unsere Rechnungen angemessen. Es ist noch anzumerken, daß die vVahl des Zeit­
schritts ~t sich außerdem an den in unserem Modell einbezogenen Ionisations­
und Rekombinationsprozessen orientieren muß. Und zwar nahmen wir in den 
Ausführungen des Abschnitts 2.4 zum JVlonte-Carlo-Algorithmus an, daß pro Zeit­
schritt nur eine Änderung der Ladungszahl Z um ±1 stattfinden kann. Dies ist 
natürlich nicht mehr sinnvoll, wenn der Zeitschritt so groß gewählt wird, daß viele 
Übergänge stattfinden können. Um den Algorithmus konsistent zu halten, ist es 
deshalb notwendig, den Zeitschritt so klein zu wählen, daß bereits die Änderung 
Z --+ Z ± 1 eine nur ldeine \l\Tahrscheinlichkeit besitzt. Betrachtet man die maxi­
malen Ionisationsraten des Abschnitts 3.1.2 für Kohlenstoff (SI = 1 . 105 S-l für 
Elektronendichten ne r-v 1 . 1018 m-3

), so zeigt sich, daß eine Ladungszahlände­
rung in der Zeit ~t = 1 . 10-7 seine \l\Tahrscheinlichkeit p r-v 1 . 10-2 besitzt. 
Eine Änderung Z --+ Z ± 2 besäße demgemä.ß nur noch eine vVahrscheinlichkeit 
p r-v 1 . 10-4 und kann als vernachlässigbar angesehen werden. 
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Parallel-Drift: 

~:r = vll~t 

Ex B-Drift: 
ExB 

~x = ~t 
B2 

VB-Drift: 

~,_ vl b x VB ~ 
J'-20 B t 

Krünlll1 ungsdrift: 
v2 

~x = ~ b x (b x (V x b)) ~t n 

Anol11.aler Transport: 

~:r = ±VD~ ~t 

I 
1 5 

I~x ::; Z 8 . 10- m 

I~xl ::; ~ 1 . 1O-4 m 

Tabelle G.l: Obergrenzen für die diskreten Monte-Carlo-Schritte im Realraum 
für einen Zeitschritt von ~t = 1 . 10-7 s. Zugrundegelegt wurdcn dic Plasma.­
Parameter des Modell-Plasmas aus Abschnitt 3.2.2 

150 



Paralleles elektrisches Feld: 
Ze 

.6.v = - E b.6.t ---+ l.6.vl ~ Z . 1 . 1021n/s 
m 

Spiegel-Effekt: 
1 2 l.6.vl ~ 1 . 102 111/s .6.v = - v ~ Vb.6.t ---+ 
2 

1 l.6.vl ~ 1 . 102 111/S .6.v = -"2 vI/v ~ Vb.6.t ---+ 

Coulomb-Streuung: 

.6.v = J{rr.6.t ---+ l.6.vl ~ Z2 ·2· (0.3 + Cl + 0.3 C2 ) . 102 111/S 

.6.v = J{~ .6.t ---+ l.6.vl ~ Z2. 2· (1 + Cl + C2) .102 111/s 

.6.v = ±VAl,2 .6.i ---+ l.6.vl ~ Z . 6 . VI + Cl + 3 C2 . 102 111/s 

Tabelle G.2: Obergrenzen für die diskreten lVIonte-Carlo-Schritte im Geschwin­
digkeitsraum für einen Zeitschritt von .6.t = 1.10-7 s. Zugrundegelegt wurden die 
Plasma-Parameter des Modell-Plasmas aus Abschnitt 3.2.2 
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Anhang H 

Vergleich des Codes DORIS mit 
anderen 
Monte-Carlo-Transport-Codes 

Der Umfang des von uns entwickelten Transport-Modells und des darauf basie­
renden Tvlonte-Carlo-Codes wird an dieser Stelle durch Vergleich mit zwei be­
kannten, in der Literatur ausführlich dokun'lentierten Monte-Carlo-Codes zum 
Verunreinigungstransport zusammenfassend dargestellt. \lViI' beziehen uns hier­
bei auf die Codes DIVIMP (Stangeby 1992) und IMPMC (Takizuka und Shimizu 
1994). '!\Tir vergleichen die unterschiedlichen Arten der Simulation des Transports 
der geladenen Verunreinigungen, da unsere Weiterentwicklungen im wesentlichen 
diesen Punkt betreffen. Die Simulation von Ionisations-, Rekombinations- und 
Zerstäubungsprozessell unterscheidet sich in den Codes nur unwesentlich oder 
garnicht, weshalb sie - genauso wie Unterschiede in Optionen für die Rechengeo­
metrie - hier nicht angesprochen werden. 
Die Tra.nsport-Algorithmen in den Codes DIVIMP und IIvIPMC lauten: 

DIVIMP: ßXII 

(!-1.1) 
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IMPMC: 6:rll vl16t 

6:r r• J2 D.l 6t '1 
6vII < 6'W1I > 6t + V< (6'WIIF > 6t 12 (H.2) 

Ze a e ßz +- EII6t + - \7I1Te 6t + - \7I1Tb 6t 
171 171 171 

6V.l V< (6'W.lF > 6t 13 

Die Indizes 11, -1 und T bezeichnen dabei die Richtungen parallel und senkrecht 
zum .Magnetfeld bzw. in radialer Richtung. n ist die Temperatur der Hinter­
grundionen, Te die Temperatur der Elektronen. Die Größen /1, 12 und 13 sind 
gaußverteilte Zufallszahlen mit lVlittelvvert 0 und Varianz 1. D.l ist auch hier 
wieder der Koeffizient der anomalen Diffusion. ß z ist der Koeffizient der Ther­
n1.okraft, die von den Hintergrundionen ausgeübt wird. Er wurde im Abschnitt 
1.5.1 ausführlich besprochen. a e ist der Koeffizient einer Thermokraft, die von 
den Elektronen auf die Verunreinigungen ausgeübt wird (a e = 0.71 . Z2, Neu­
hauser et al. 1984). Die Koeffizienten< 6'W1I >, < (6'W11)2 > und< (6'W.l)2 > 
beschreiben die Coulomb-Streuung an Hintergrundionen, die einer ungestörten 
Maxwell-Verteilung gehorchen. Sie stellen Näherungsausdrücke für die in Ab­
schnitt 2.3.3 angegebenen Koeffizienten< 6vII >, < (ßVII)2 > und< (6V.l)2 > 
für den Grenzfall y « 1 dar, also für kleine Relativgeschwindigkeiten zwischen 
den Verunreinigungen und den Hintergrundionen (im Verhä.ltnis zur thermischen 
Geschwindigkeit der Hintergrundionen ). 

;\ (;\)2 ( )2 Y « 1 )2 ()2 < uVIl >, < u'Vll >, < 6v.l >. < 6'W1I >, < (6'W1I >, 2 < 6'W.l > 
---+ 

(H.3) 

Die diesen Simulationsgleichungen entsprechenden Fokker-Planck-Gleichungen 
lauten (statt den Variablen ;1:11 und ;1:1' führen wir nun wieder die Guiding-Center­
Koordinaten R ein, um den Vergleich mit unseren Modellgleichungen (1.61) über­
sichtlicher zu gestalten): 
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DIVIMP: 

o ( -Z) ö (Ze -Z) -- vllbf - - -Ebf oR OVII m 

1 ::\2 
U ( 2 -Z) +-2 ~l, 2 < (~WII) > f 

uV11 
(H.4) 

IMPMC: 

o ( -Z) 0 ( Z e -Z) --.- vllbf - -. - -Ebf 
öR OVII m 

o ( -Z) --. - < ~WII > f 
OVII 

(H.5) 

-~ (O'e \7 T TZ) 
OVII '/71, 11 E. 

Zum Zwecke der Übersichtlichkeit seien hier auch unsere Modellgleichungen für 
den Verunreinigungstransport noclllTlals aufgeführt (siehe Gleichung (1.61); zu 
den Definitionen der einzelnen Koeffizienten siehe (1.52) und (1.54)). 
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DORIS: 

ooF 
ot 

o (' -CZ) 0 (. -Z) 0 (. -CZ) --. - Rf - - vllf - - v~f oR oV11 OV~ 

o ( T.' f-Z) 0 (I' f-CZ) --. - 1\110 - -- \~ 0 
OVII OV~ 

(H.6) 

Folgende Unterschiede zwischen den Modellen der drei Code-Systeme werden 
erkennbar: 

- In den Codes DIVIMP und IMPMC wird von der Guiding-Center­
Geschwindigkeit R nur die parallele Driftbewegung vII b berücksichtigt. Die 
E X B-Drift, die VB-Drift und die Krümmungsdrift werden bei dieser 
Transportsimulation vernachlässigt. In den Code DORIS sind diese Effekte 
inlplementiert. Die Abschä.tzungen des letzten Abschnitt haben gezeigt, daß 
für unsere Anwendungen auf TEXTOR-Plasmen gerade die Ex B-Drift zu 
einer nicht zu vernachlässigenden Bewegung senkrecht zu den magnetischen 
Fl ußflächen führen kann. 

- Von den Ausdrücken für die Geschwindigkeitsä.nderungen 1ill und v~ wird in 
den Codes DIVIlVIP und IMPMC nur das parallele elektrische Feld berück­
sichtigt. Die Terme'" Vb, die den Spiegeleffekt wiedergeben, fehlen dort, 
wurden jedoch in den Code DORIS implementiert. Diese Terme sind unah­
dingbar in der korrekten Einbeziehung der toroidalen Magnetfeldkonfigu­
ration. Das Fehlen dieser Terme in DIVIMP und IMPMC bedeutet, daß in 
diesen Codes nur eine zylindrische Geometrie erfaßt wird, ein :Mangel, der 
sich bei unkorrekter Nonnierung auf Torusvolumina in einer künstlichen 
Dichteerhöhung auf der Hochfeldseite des Tokan'laks bemerkbar macht. 

- Die Coulomb-Stoßterme in den Modellen von DIVIMP und IlVIPMC (die 
durch die Koeffizienten< 6'W11 >, < (6'W11)2 > und < (6'W~)2 > be­
schrieben werden) modellieren genauso wie im Code DORIS eine Coulomb­
Streuung an den Ionen des Hintergrundplasmas. Jedoch wird in DIVIMP 
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und IMF:J\iIC nur eine Coulomb-Streuung an maxwell-verteilten Hintergrun­
dionen betrachtet, wohingegen in DORIS die Streuung an Hintergrundio- . 
nen, die einer gestörten Maxwell-Verteilung gehorchen, modelliert "vird. 
Überdies werden nur einzelne Teile des Coulomb-Stoßterms in DIVI1/1P und 
auch IlV1PMC berücksichtigt (IMPMC erfaßt im Gegensatz zum Code DI­
VIlV1P zumindest noch eine diffusive Bewegung im Geschwindigkeitsraum in 
v 1. - Richtung). Diese rudimentären Coulomb-Stoßterme erlauben uiclü die 
korrekte Berechnung der Temperaturen der Verunreinigungen und führen 
nicht auf eine Therrna.lisierung der Teilchen, was eine MiniInalforderung an 
den Modell-Coulmnb-Term wäre. Solche Mängel werden im Code DORIS 
verm.ieden, da wir den kompletten driftkinetischen Coulomb-Term verwen­
den. 

Die Coulml1.b-Streuung der Verunreinigungen an der Störung der Vertei­
lungsfunktion führt - wie im Abschnitt 1.5.1 ausführlich diskutiert - zu 
einer konsistenten kinetischen Beschreibung der Kräfte, die infolge von In­
hOlllogentitä.ten im Hintergrundplasma auf die Verunreinigungen wirken. In 
den Codes DIVIMP und IMPMC werden Effekte, die durch einen Tempera­
turgradienten in der Hintergrundionentemperatur verursacht werden, durch 
eine gemittelte Kraft genä,hert. Die Ausdrücke für diese Kräfte sind dabei 
der Fluid-Theorie entliehen, was zu einer Inkonsistenz im. Modell führt, 
wie oben bereits angesprochen. Die Verwendung dieser fluidtheoretischen 
Ausdrücke für die Thermo-Kräfte liefert große Fehler in den Dichteprofilen, 
wenn die Verunreinigungen sich weit von einer Maxwell-Verteilung entfernt 
befinden, was insbesondere für die niedrig geladenen, kurzlebigen Verunrei­
nigungen zutrifft, die niederenergetisch in das Plasma eintreten (zerstäub­
te vVandmateria.lien etc. ). Gerade diese Ladungsstufen sind aber bei der 
Linienstrahlung der Verunreinigungen dominant und deshalb von großem 
Interesse für die T'okan1.ak-Physik. Auch eine durch Inhomogentitäten in 
der Elektronentemperatur hervorgerufene Thermo-Kraft wird in den Codes 
DIVIMP und IMPMC berücksichtigt. "ViI' vernachlässigten im Code DO­
RIS die Coulomb-Streuung an den Elektronen (siehe auch die Fußnote in 
Abschnitt 3.2.1). Da in DIVIMP und IMPMC aber auch dabei wieder eine 
fluidtheoretische Nä,herung für diesen Effekt verwendet wird, haftet dem 
.Modell in diesem Punkt ebenfalls der Mangel an Konsistenz an. 

- Der anomale Transport senkrecht zum Magnetfeld wird in allen drei Codes 
auf gleiche '\!\Teise durch einen diffusiven Transport im Realraum simuliert, 
wobei durchweg ein anomaler Diffusiol1skoeffizient in der Größenordnung 
D 1. rv 1m2 

/ s verwendet wird. 

Der Vergleich der Transport-Simulation in den drei unterschiedlichen Codes zeigt, 
daß dem Code DORIS in dieser Hinsicht das kompletteste und konsistenteste lV1o-
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delI zugrundelegt. Tests haben gezeigt, daß gerade die unterschiedliche Behand­
lung der Thermo-Kräfte, die fehlende E x B-Drift und die verschiedenen Grade 
der Näherungen für die Coulomb-Streuung, zu sovvohl qualitativ als auch quan­
titativ stark unterschiedlichen Ergebnissen führen kann. Auf weitere Vergleiche 
wollen vvir an dieser Stelle nicht eingehen, da den Arbeiten an den Codes ganz 
unterschiedliche Zielsetzungen zugrundeliegen. 
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