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Zusammenfassung

Zicl dieser Arbeit ist die Entwicklung und Implementierung von Bisektions- und Multisek-
tionsverfahren auf CRAY-Multiprozessorrechnern zur Bestimmung aller Eigenwerte von
reellen symmetrischen Tridiagonalmatrizen; die Verfahren verwenden die Sturmsche Kette
oder eine aus ihr abgeleitete rationale Folge. Besonders beriicksichtigt werden Moglich-
keiten zur Vektor- und Parallelverarbeitung. Als Werkzeug zur Parallelisierung wird das
CRAY-Multitasking-Konzept Autotasking verwendet. Die Bestimmung der Eigenwerte ist
in drei Phasen aufgeteilt: Initialisierung, Isolation und Extraktion. In der Isolationsphase
werden durch Bisektion oder Multisektion Intervalle ermittelt, die genau einen Eigenwert
enthalten. Diese Intervalle werden an die Extraktionsphase iibergegeben und dort durch
Bisektion, Multisektion oder ein Iterationsverfahren nit superlinearer Konvergenz, das
Pegasusverfahren, in vorgegebener Genanigkeit bestimmt. Durch giinstige Vektorisierung
sowohl in Isolations- als auch Bxtraktionsphase sowie durch Verwendung des Pegasusverfah-
rens werden auf einem Prozessor von CRAY Y-MP Ausfithrungszeiten erreicht, die deutlich
kiirzer als die der schnellsien Eispack-Routine (TQL1) sind, die sur Locung des vorliegen-
den Eigenweriproblems allgemecin empfoblen wird und den QL-Algorithmus verwendet.
Durch Kombination von Vektor- und Parallelverarbeitung werden auf CRAY Y-MP mit 8
eingesetzten Prozessoren fiir grofie Matrizen Speedup-Werte erreicht, die hher als 7 sind.
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1 Einleitung

Fiir die Losung vieler technischer und physikalischer Probleme ist es erforderlich, zu einer
reellen vollbesetzten symmetrischen n x n Matrix 4 die Lésungen der Gleichung Az = Az,
die sogenannten Eigenwerte X; und Eigenvektoren z;, i = 1,...,n, zu finden. Dies ist
als das reelle symmetrische Eigenwertproblem bekannt. Die Eigenwerte A; sind als die

Nullstellen des charakteristischen Polynoms g,o(/\) det{4 — \I) definiert. 1 ist hierin_ die

Einheitsmatrix der Ordnung n.

Anwendungen treten in der Theorie mechamscher und elektnscher Systeme auf Be1sp1e1e
sind in {9], [32] und {34] zu finden.

Der erste Schritt zur Losung des reellen symmetrischen Eigenwertproblems ist gewdhnlich
die Reduktion der Matirix auf Tridiagonalgestalt durch Ahnlichkeitstransformationen. Die
Eigenwerte dieser Tridiagonalmatrix kénnen dann mit verschiedenen Methoden ‘bestimmt
werden, etwa mit dem Verfahren der Sturmschen Kette [30].

Ziel dleser Arbeit ist die Entwicklung und Implementierung von Bisektions- und Mul-
tisektionsverfahren auf CRAY-Multiprozessorrechnern zur Bestimmung aller Eigenwerte
von reellen symmetrischen Tridiagonalmatrizen; darin wird die Sturmsche Kette oder eine
aus ihr abgeleitete Folge verwendet. Da die CRAY-Rechner X-MP und Y-MP des For-
schungszentrums Jiilich Vektorrechner mit 4 bzw. 8 Prozessoren sind, ist.besonders. auf die
Vektorisierungs- und Parallelisierungseigenschaften der Verfahren zu achten. Hinsichtlich
der Parallelisierung wird eine gleichm#Bige Auslastung der Prozessoren angestrebt.. Als
Werkzeug zur Parallelisierung wird das CRAY -Multitasking-Konzept Autotasking verwen-
det. RO E ER i _ |
In mehreren Arbeiten wurde bereits anf die Parallelisierung von Bisektions- und Multisekti-
onsver{ahren zur Bestimmung von Eigenwerten reeller symmetrischer Tridiagonalmatrizen
eingegangen (s. [4], [7], [8] und [22]). In [29] wird ein Ansatz zur Vektorisierung von
Multisektionsverfahren beschrieben.

In dieser Arbeit ist die Bestimmung der Figenwerte in drei Phasen aufgeteilt: Initialisie-
rung, Isolation und Extraktion. In der Initialisierungsphase wird ein Intervall ermittelt,
das alle Figenwerte enthili. Ferner werden Vorbesetzungen fiir die Isolationsphase vor-
genommen. In der Isolationsphase werden Intervalle ermittelt, die genau einen Eigenwert
enthalten. Diese Intervalle werden an die Extraktionsphase iibergeben. Dort werden die
Eigenwerte in vorgegebener Genauigkeit bestimmt. Eigenwerte, die sich um weniger als die
vorgegebene Genauigkeit unterscheiden, durchlaufen die Extrakiionsphase nicht. Sie wer-
den bereits in der Isolationsphase in -vorgegebener Genauigkeit berechnet. Die Trennung
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von Isolation und Extraktion der Eigenwerte wird auch in [22] vorgenommen. In [22] wird
jedoch lediglich auf die Vektorisierung der Auswertung der Sturmschen Ketie eingegangen.
Die vorliegende Arbeit untersucht ebenfails die Vektorisierung der Auswertung der Sturm-
schen Kette und greift den Ansatz zur Vektorisierung von Multisektionsverfahren aus [29)
auf. Ferner werden eigene Ansiitze zur Vekiorisierung sowohl bei der Isolation als auch bei
der Extraktion getestet. In der Extraktionsphase wird neben Bisektion und Multisektion
ein Iterationsverfahren mit superlinearer Konvergenz untersucht. Ein Iterationsverfahren
mit superlinearer Konvergenz wurde auch in [22] zur Extraktion der Eigenwerte eingesetzt.
Da die dazu erforderlichen Funktionswerte des charakteristischen Polynoms mit Hilfe der
Sturmschen Kette berechnet wurden, traten hiufig Zahlenbereichsiiberschreitungen auf. In
der vorliegenden Arbeit wird daraufeingegangen, wie man Zahlenbereichsiiberschreitungen
bei der Berechnung des Funktionswertes des charakteristischen Polynoms entgegenwirken
kann. Messungen auf einer CRAY X-MP/48 in [22] ergaben, dafl das schnellste dort ent-
wickelte Verfahren zur Bestimmung aller Eigenwerte bei Ausfithrung auf einem Prozessor
ca. 1.25 mal langsamer war als die vektorisierende EISPACK-Routine TQL1, die den QL-
Algorithmus verwendet und die schnellste EISPACK-Routine zur Losung des vorliegenden
Eigenwertproblems ist. Bei paralleler Ausfiihrung auf 4 Prozessoren konnte in [22] eine
Beschleunigung des Verfahrens um einen Faktor 2.7 erreicht werden. In der vorliegenden
Arbeit wird untersucht, ob durch andere Vektorisierungskonzepte als in [22] ein giinstigeres
Zeitverhalten erreicht werden kann. Da das Vektorisierungskonzept auch das Parallelisie-
rungskonzept beeinflufit, mufl darauf geachtet werden, Vektor- und Parallelverarbeitung in
glinstiger Weise zu kombinieren. R

In der vorliegenden Arbeit wird zunichst in einem allgemeinen Kapitel auf mathematische
Grundlagen zur Bestimmung der Eigenwerte von reellen symmetrischen Tridiagonalma-
trizen eingegangen. Es folgt je ein Kapitel iiber die CRAY-Rechner des Forschungszen-
trums Jiilich sowie iiber Werkzeuge {iir Vektorisierung und Parallelverarbeitung auf CRAY-
Rechnern. Anschliefend werden die entwickelten Algorithmen beschrieben, im darauf fol-
genden Kapitel werden die Ergebnisse von Laufzeit- und Speedup-Messungen diskutiert.




2 Eigenwerte reeller symmetrischer

Iridiagonalmatrizen

In diesem Kapitel wird auf die mathematischen Grundlagen zur Bestimmung der Eigen-
werte von reellen symmetrischen Tridiagonalmatrizen eingegangen. Das Kapitel beginnt
mit einem allgemeinen Abschnitt iiber reelle symmetrische Tridiagonalmatrizen. Im folgen-
den Abschnitt werden die Sturmsche Kette und ein Bisekiionsverfahren zur Bestimmung
der Eigenwerte von reellen symmetrischen Tridiagonalmatrizen beschrieben. Anschlieflend
folgt ein Abschnitt iiber Tridiagonalmatrizen mit speziellen Eigenschaften. Danach wird
in je einem Abschnitt darauf eingegangen, wie ein Intervall, das alle Eigenwerte enthilt,
bestimmt und der Funktionswert des charakteristischen Polynoms berechnet wird. Im letz-
ten Abschnitt wird das Pegasusverfahren, ein Iterationsverfahren mit superlinearer Kon-
vergenz, beschrieben. e

2.1 Reelle symmetrische Tridiagonalmatrizen

2.1.1 DBezeichnungen |
Reelle symmetrische Matrizen sind definiert durch:

AT = 4. - | "'_._.'.'(2.-_1_)
AT ist dabei die transponierte Matrix zu A. |

Hat A die Gestalt © 7 B RIS

B oy B 0 0 _
CA=L L e e ] (2.2)
S 8 - Baoy Qny ﬁn .'

0.. 0 ._ﬂn __an.

so heifit A reelle symmetrische Tridiagonalmatrix der Ordnung n mit den Elementen der

:'Haupt_di_agonalen a;; = o; fiir 1 = 1,..., n und den Elementen der Nebendiagonalen a;;l,; =
-a;,;_:lﬁﬁ;fﬁrz‘ﬂz,...,n. ' S o
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2.1.2 Transformation einer reelien symmetrischen Matrix auf
~ Tridiagonalgestalt

Eine Mﬂrix B, die durch eine Ahnlichkeitstransformation der Form i
 B=T7'AT - o (23)

aus einer Matrix A entsteht, besitzt dasselbe charakteristische Polynom wie A und damit
dieselben Eigenwerte A. T ist dabei eine beliebige nichtsingulire n x n Matrix, 7! die
Inverse von 7. A, B sind n x n Matrizen. Zlel ist es, die Matrix A durch eine Folge von
Ahnhchkeltstransformatlonen

AR = gtAGYT L =19, B (2.4)
schrittweise in eine Matrix einfacherer Gestalt zu transformieren, deren Eigenwerte man
leichter bestimmen kann {31].
Ein hiufig verwendetes Verfahren zur Reduktion vollbesetzier symmetrischer Matri-
zen auf Tridiagonalgestalt in endlich vielen Schritten ist die sogenannte Householder-
Transformation. Hier werden geeignete Householder-Matrizen, die symmetrisch und or-
thogonal (T7T = I) sind, zur Transformation benutzt. Beschreibungen und Algorithmen
zu diesern Verfahren sind z.B. in [31], [23], [13] [28] und {15] zu finden.

2.1.3 Eigenschaften der Figenwerte symmetrischer Tridiago-
nalmatrizen

Ist eine n X n Matrix 4 reell und symmetrisch, so besitzi sie nur reelle Eigenwerte
Ai, t=1,...,n. Setzt man voraus, dal kein Element §; der Nebendiagonalen der reellen
symmetrischen Tridiagonalmatrix 4 in der Gestalt (2.2} null ist, so besitzen die Eigenwerte
folgende Eigenschaften:

1. Alle Eigenwerte sind reell.

2. Alle Eigenwerte als Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind einfach.

Der Fall, dafi Nullen in den Ncbendiagonalen auftreten, wird in 2.3.1 diskutiert.

2.2 Sturmsche Ketten und Bisektionsverfahren

2.2.1. Eeﬁnitlon und Elgenschaﬁen der 8‘iurmschen Kette

"-Sel p(x) eln reelles Polynom n-ten Grades

p(z) = agz” +aw 4, a #0. - {2.5)
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Die sogenannte Sturmsche Kette erlaubt Aussagen iiber die Anzahl und Lage der reellen
Nullstellen von p{z). Dabei ist die Anzahl der Vorzeichenwechsel einer mit po(z) = p(z)
beginnenden Kette von Polynomen p;(z), ¢ = 1,...,m, absteigenden Grades an der Stelie
z = p von Bedeutung. Verabredet wird, die Anzahl der Vorzeichenwechsel w(p) in der
Folge {p:(s)}i=01...m abzuzdhlen, ohne alle p;(¢) mit p;{) = 0 zu beriicksichtigen [30].
Die Sturmsche Kette ist {olgendermafien definiert {30]:

Def. 2.1 Die Folge
plz) = po(z), p1(2), ..., Pml2)

reeller Polynome heifit eine Sturmsche Kette, falls gilt:

1. po(z) besitzt nur einfache Nullstellen.

2. sign p;(€) = —sign p}(€) fiir alle reellen Nullstellen § von po(z).

3. Firi=1,2,...,m—1gilt

pina(E)pi-1(8) <0,
falls € reelle Nullstelle von p;(z) ist.

4. Das letzte Polynom p,,(z) dndert sein Vorzeichen nicht in ganz IR.

Folgender Satz (s. [30]) macht Aussagen iiber die Anzahl der reellen Nullstellen von p(z)
im Intervall [a, §[: o

Satz 2.1 Die Anzahl der reellen Nullstellen von p(z) = polz) im Intervall a < g < b ist
gleich w(b) — w(e), wobei w(z) die Anzahl der Vorzeichenwechsel der Kette

po(z), ..., pmlz)

an der Stelle r ist, vorausgesetzt, dafl diese Kette eine Sturmsche Ketie Ist.

2.2.2 Ein Bisektionsverfahren zur Bestimmung der Eigenwerte
reeller symmetrischer Tridiagonalmatrizen
Satz 2.1 wird hauptsichlich dazu verwandt, um durch ein Bisektionsverfahren die Eigen-
werte von reellen symmetrischen Tridiagonalmatrizen zu bestimmen.
Sei A eine reelle symmetrische Tridiagonalmatrix und A; ihre i-te Hauptabschnittsmatrix.
o B 0 : _
A:' = 132 . * - .. . . - (2.6)
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Das charakteristische Polynom ¢{z) = det(4 — zI) von 4 kann dann leicht tekursiv be-
rechnet werden {30], [31). Man findet durch Entwicklung von det(.4; — 2/} nach der letzten
Spalte {Laplacescher Entwicklungssatz) folgende Rekursionsformel:

Pu(z) = 1
pn—1(z) = 01—z (2.7)
Pn— t(lﬂ) = (Otg - z)pn—(i—-l)(:c) - ﬁ?pn-—(i—2)($): L= 2: 3: cees T

Nun ist po(z) = @(z) = det(4 — zI) das charakieristische Polynom von 4, dessen Null-
stellen die Eigenwerte von A sind.

Wird vorausgesetzt, daB 8; # 0, ¢ = 2,3,...,n, erfiillt ist, so heiflen die reellen symmetri-
schen Tridiagonalmatrizen nichtzerfallend, und es gilt der folgende Satz [31]; der teilweise
schon in 2.1.3 angegeben wurde: '

Satz 2.2 Jede reelle symmetrische nichtzerfallende n-reihige Tridiagonalmatrix A besitzt
n verschiedene reelle Ligenwerte

£1>§2>...>€n.

Die Polynome p,;(z) in (2.7) bilden eine Sturmsche Keite.

Die Reihenfolge der Folgenglieder in {2.7) ist umgekehrt zu der in Definition 2.1. Die Anzahl
der Vorzeichenwechsel der Folgenglieder an der Stelle # wird dadurch nicht verdndert.

Eine weitere Eigenschaft der Folge (2.7) ist die strikte Trennung der Nullstellen von
Pa—(i+)(z} durch die von pa_i(z). Seien Ay die Nullstellen von p,_;(x) und g die von

pagean(t), 5o gilt [33:
LA S e > A > D> > A D i (2.8)
Fiir ¢ = —o0 besitzt die Polynomkette (2.7) die Vorzeichenfolge
e - Y _ N .
also w{~o0) = 0. Aus Satz 2.1 folgt daher, daﬁ w(,u) gerade die Anzahl der Nullstellen ¢
von po( ) mit £ < g angibt: : _
o wp) >n+1- ! gilt genau -da‘nn, wenn &, < p. (2.9)

Hieraus ergibt sich folgendes Bisektionsverfahren, um die 4-te Nullstelle von po(z) zu be-
stimmen (El > >0 > é-n) [30]

Zunichst ermittelt man ein Intervall {ay, by}, das & sicher enthilt. Dann halbiert man suk-
zessiv dieses Intervall und erhilt nach Auswertung der Sturmschen Kette im Teilungspunkt




2.2: Sturmsche Ketten und Bisektionsverfahren 7

die Information, in welchem der beiden neuen Teilintervalle & liegt. Der Algorithmus lautet

folgendermafBen:
Fir 7 =0,1.2,... bilde man

wo= (e +8;)/2
. — | % falls w(p;)>n+1-—#
T gy, falls w(p) <n+1-k (2.10)
pi, falls w(p)>n+1-4%

b;, falls w{y)<n+1-k.

bjn

Es gilt dann stets:
[2j41, b41] © a5, 8] '
lajer = bl = Ja; —;{/2 (2.11)
& € [aj41,b541]

Die a; konvergieren monoton wachsend, die b; monoton fallend gegen &;. Die Konvergenz ist
linear mit dem Konvergenzfaktor 0.5 {30]. Dieses Verfahren zur Bestimmung der Nullstellen
eines reellen Polynoms mit lanter reellen Nullstellen ist zwar langsam aber auch sehr genau.
Es ist auflerdem vorteilhaft, daff man jede beliebige Nullstelle unabhingig von den ubngen
bestimmen kann.
Natiirlich ist es auch mdglich, auf diese Weise alle Nullstellen zu bestimmen. Die Aus-
wertung der Sturmschen Kette liefert unter Beriicksichtigung von Satz 2.1 stets die In-
formation, wieviele Nullstellen in den einzelnen Teilintervallen enthalten sind. Ziel ist
es, zunéchst die einzelnen Nullstellen in Teilintervallen zu isolieren. Danach ist es unter
Umsténden von Vorteil, die Nullstellen durch ein schneller als Blsektlon komerg1erendes
Verfahren bis zur gew unschten Genauigkeit zu berechnen. -
Die lineare Rekursion in (2.7) ist bei Implementierung auf einer Rechenanlage anfillig fiir
Over- und Underflow. Dies wird deutlich, wenn man das charakteristische Polynom in der

Form . : _
po(e) = .H(A‘ S e (219)
1=1 ’ .
darstellt. J;, i = 1,...,n, sind die Nullstellen des charakteristischen_Poiyhoms. ‘Liegen z.B.
die Nullstellen sehr eng beieinander, so wird py(z) fiir ein ¢ in der Nahe der ); sehr klein.
Ferner kénnen einige der p,_;(z) sehr klein werden und zu Underflow neigen, ohne daf py(z)
dieses Verhalten zeigt [5]. Dies ist méglich, da gemiB (2.8) die Nullstellen von p,_;(z) die
VoI Pu—(i+1)(2) strikt trennen. Ein méglicher Overflow ist im Gegensatz zu Underflow
leicht vorab zu erkennen, indem man den Betrag von py(z) in (2.12) durch |a — b|" fiir alle
z € [a,b] nach oben abschitzt. Fiihrt die Berechnung von la — b|* zu keinem Overflow,
so ist bei Auswertung der Sturmschen Kette (2.7) kein Overflow méglich,.da wegen (2. 8)
ja—b' > pai(z), i=1,...,n,fir alle ¢ € [a,b] gilt. Dabei ist [a, b] ein Intervall, das alle
‘Nullstellen enthalt. e e e




8 Kapiiel 2: Eigenwerte reeller svmmetrischer Tridiagonalmatrizen

Diese Schwierigkeiten lassen sich vermeiden, indem man die Sturmsche Kette
{Pn-i{z) }imo,1,...n 10 (2.7} durch die Folge

Pail) .
gooiflz)= ———, t=1...,n (2.13)
Pr~(i=1)(2)

ersetzt [22], [6], {5]. Die lineare Rekursion zweiter Ordnung in (2.7) geht dann iiber in die
nichilineare Rekursion erster Ordnung

gn1(z) = o1z
ﬂ?
i) = a—1-—2 i=2.m (.14)
gn-(i-1)(2)

gn_:, die gleich Null sind, werden inplementierungsabhéngig durch sehr kleine positive
Zahlen ersetzt [5], [6]. Die Anzahl der Eigenwerte kleiner als p ist dann gegeben durch
die ‘Anzahl negativer Werte in der Folge {gn-i(tt)}i=1,...n. Hier bedarf lediglich der Fall,
daf} die g,—;(¢t) = 0 durch sehr kleine positive Zahlen ersetzt werden, der Uberpriifung.
Ist ein pn_;{z) in (2.7) gleich Null, so soll diesem p,_;() dasselbe Vorzeichen wie seinem
Vorgénger pn—(i—1)(ft) zugeordnet werden. Aufeinanderfolgende Terme in (2.7) kénnen
nicht Null sein (s. Def. 2.1). Dies entspricht dem Vorgehen in 2.2.1, die Terme mit
Pr—i{t) = 0 nicht zu beriicksichtigen. Isi nun Pu—(i—){(#) = 0, so wird das Vorzeichen von
Pa-i—y{#t) wie das von pn—i—2)(p) gewahlt. Man erhélt dann entsprechend zum Vorgehen
in2.2.1,,— als Vorzeichen von g,_;{(), da pn—i{pt)pu-(i=2)(#t) < 0fiir po_gi—ny(p) = 0 gilt (s.
Def. 2.1). Das Vorzeichen von g,—;(u) ergibt sich direkt durch eine Vorzeichenbetrachtung
in (2.13). Folglich 148t sich gn—(;—1)(1), falls der Wert des Termes Null ist, durch eine
sehr kleine positive Zahl ersetzen. In diesem Fall erhélt n&mlich wie gefordert gn—i () =
— ¢ — B2 /gn—(i-1) €in negatives Vorzeichen.

2.2.3 Muliisektionsverfahren

Bisektion ist ein Spezialfall der Multisektionsverfahren. Bei einem allgemeinen Multisek-
tionsverfahren der Ordnung % wird ein Interv all I = [a, 8] durch & innere Teilungspunkte
in k41 Teﬂmtervalle L= = [2;, 2i41] mit z; = a + i(b — a)/(k- + 1) fii_r § = 0, k41,
unterteilt.. ' .

Existiert nur ein Elgenwert im Intenall i und soll dleser Imt einerm absoluten Fehler €

ermittelt werden 50 smd

Cmemlog (0 Memb) @19

Multisektionen der Ordnung % notwendig [22].
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Multisektionsverfahren sind hauptsichlich in Hinsicht auf Parallelverarbeitung interessant.
Die Sturmsche Kette kann bei einer Multisektion der Ordnung £ beispielsweise an k¥ Punk-
ten gleichzeitig ausgewertet werden.

2.3 ‘Tridiagonalmatrizen mit speziellen Eigenschaf-
ten

2.3.1 Reelle symmetrische Tridiagonalmatrizen mit Nullen in
den Nebendiagonalen '

Sind r Elemente 3; in den Nebendiagonalen einer reellen symmetrischen Tridiagonalmatrix
A in der Gestalt (2.2) gleich Null, so 188t sich A in {r + 1) reelle symmetrische Tridiago-
nalmatrizen A% niedrigerer Ordnung ohne Nullen in den Nebendiagonalen zerlegen. Die
A sind von der Ordnung m; mit $72) m; = n. Die Vereinigungsmenge der Eigenwerte
aller A®) ergibt dann die Menge der Eigenwerte von A [31], [33].

Die Zerlegung von A wird im folgenden beschrieben. Setzi man voraus, dafl 8, gleich Null
ist und die iibrigen f#; ungleich Null sind, so zerfillt 4 in zwei unzeﬂegbare Tridiagonal-

matrizen A% und A®@), o
1
- ( . ‘ ) . _ (2.16)

0 4@
mit ..
a; B 0 _ _
aw=| B (2.17)
- ’ Bz -
0 Be-1 oy
und - ¢ Lo :
| a Gy O ) L
0 Bn Cn )

Die Richtigkeit der Behauptung, die Vereinigungsmenge der Eigenwerte von A1) und A
sei die. Menge -der Eigenwerte von A, zeigt sich durch Bilden- des. charaktenstlschen Poh—
noms von A nach (2 7). Dann gilt: : : L

CPr--)(2) = (s~ 2)Pa_r—2)(2) = Br_iPa—e—n(z)
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Pak(z) = (0% = 2)pa—pe-1y{2) — 0
pn—(k+l}($) = pn—{k—l)[(ak+1 —zfog —z) - :62-1-1] {2.19)

Po(ﬂ?) = pn—(k—l)($)Pé2)(I)-

Hierin sind po{z) = det{A — zI) das charakteristische Polynom von A, pp—p-n(z) =
pg)(:c) = det{ A% —zT) das charakteristische Polynom von 4() und pgz)(:c) = det(A® —z])
das charakteristische Polynom von A%, Da py{z) als Produkt von pgl)(m) und péQ)(:c) in
(2.19) auftritt, folgt die Behauptung. B

Zerlegt man die Matrix im Falle 5, = 0 nicht, so ist folgendes zu beachten:

1. Es kénnen vielfache Nullstellen des charakteristischen Polynoms auftreten. Besitzt
“das charakieristische Polynom eine Nullstelle der Vielfachheit k, so miissen minde-
stens (k — 1) Elemente der Nebendiagonalen gleich Null sein. Ist andererseits ein
Element der Nebendiagonalen g, gleich Null, so kann daraus nicht geschlossen wer-
den, dafi eine vielfache Nullstelle vorhanden ist [33].

2. Zwel aufeinanderfolgende Terme der Sturmschen Kette in (2.7) kénnen zu Null wer-
den. In diesem Fall ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms als Testpunkt
z gewdhlt worden. Da alle folgenden Terme Null sind, kann das Zihlen der Vorzei-
chenwechsel zu falschen Ergebnissen fiihren.

Wird die Anzahl der Nullstellen des charakteristischen Polynoms, die kleiner als eine Zahl
g sind, mit Hilfe einer der beiden Folgen (2.7) und (2.14) bestimmt, so werden eventuelle
Vielfachheiten von Nullstellen beriicksichtigt. Ist z.B. nur eine Nullstelle der Vielfachheit
k kleiner als u, so ergibe die Auswertung einer der beiden Folgen an der Stelle r = p,
dafl £ Nullstellen kleiner als u sind. Bei einem Bisektions- oder Multisektionsverfahren
zur Bestimmung aller Eigenwerte einer symmetrischen Tridiagonalmatrix kann mit Hilfe
der Folgen (2.7) und (2.14) nicht bestimmt werden, ob sich ein echter vielfacher Eigenwert
in einem Intervall befindet oder sich mehrere verschiedene Eigenwerte um weniger als die
vorgegebene Genauigkeit unterscheiden. Das Problem in 2. tritt bei Verwendung der Folge
(2.14) nicht auf, wenn man Nullen als positiv z&hlt bzw. vorkommende Nullen durch sehr
kleine positive Zahlen ersetzt.

Auf das Zerlegen der Matrix liefle sich also bei Verwendung der Folge (2.14) verzichten.
“Gewodhnlich ist jedoch beim Auftreten von Nullen in den Nebendiagonalen das Aufteilen
des urspriinglichen Problems in kleiner dimensionierte Teilprobleme von Vorteil.
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2.3.2 Reelle unsymmetrische Tridiagonalmatrizen

Seien b;; = @, bijy1 = Big1; b1 = %41 und b;; = 0 sonst die Elemente einer reellen
allgemeinen Tridiagonalmatrix B:

a1 [ 0 0

Yo @ s T 0
B=1| i .. - . (2.20)
0 T Ya—r Op— 611 : .
g ... 0 Vo o Cin
Ist o _
ﬂi'ﬁ > 0, i:.’Z,...,n . .(2.21)

erfiillt, so kann B durch Ahnlichkeitstransformationen mit einer geeigneten Diagonalmatrix -
D in eine reelle symmetrische Matrix transformiert werden [33]. Ist D definiert durch .. .

dl,l =1, dii = (7273 rea ‘Yi/ﬁzﬁs . -.Bi)%s N '(2-22)
dann gilt | R -
D™'BD = A. (2.23)

A ist tridiagonal und besteht aus den Elementen
@G = @y Gign = Gy = (Fivin)? ' C(224)

Ist (2.21) erfiillt, so lassen sich die Sturmsche Kette (2.7) und die Folge (2.14) zur Be-
stimmung der Eigenwerte von B einsetzen. Es ist lediglich 47 durch 8;v zu ersetzen.
Tridiagonalmatrizen, die (2.21) erfiillen, werden quasisymmetrische Tridiagonalmatrizen
genannt_ . . : : . - . . P
Ist ein B; oder v; gleich Null, so lassen sich die Eigenwerte von B als die Eigenwerte kleinerer
Tridiagonalmatrizen bestimmen. Dies kann wie in 2.3.1 iiber die Folge (2.7) nachgewiesen
werden. Sind Jy oder 7, gleich Null, so verlduft die Zerlegung von B analog zu der in 2.3.1.

0 B®
oy 0 Yoo
BW=| B o - (2.26)

0 ) -.-'-'-Yk—l g1 ..
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und
o Frn 0
po | T (2.27)
g,
0 Yo O

2.4 Bestimmen eines Intervalls, das alle Eigenwerte
enthilt

Zum Bestimmen eines Intervalls, in dem alle Eigenwerte einer reellen symmetrischen Tridia-
gonalmatrix A in der Gestalt (2.2) liegen, lassen sich zum einen bestimmte Matrixnormen,
zum anderen die Gerschgorin-Kreise heranziehen.

Hier sei zunichst die Zeilensummennorm als Hilfsmittel zur Abschitzung vorgestellt. s
gilt folgender Satz [31]:

Satz 2.3 Fiir die Eigenwerte A; der Matrix A gemé8 (2.2) gilt

i)‘j| < lrg%:‘;ﬂﬁJ + |04'z'| + wiﬂ”s B = Buy1 = 0.

max; ci<n{| Gl + il + |Bis:|} ist die Zeilensummennorm || 4||, und hier auch zugleich die
Spaltensummennorm von A. Ein Intervall, in dem alle Eigenwerte von A liegen, ist also
durch [—|4]|s, || Allec] gegeben.

Die Gerschgorin-Kreise (s. z.B. [31]) erlauben folgende Aussage iiber dle Eigenwerte reeller
symmetrischer Tridiagonalmatrizen: Alle Eigenwerte sind in der Vereinigungsmenge der
Intervalle [o; — (|8:] + 18ixal), i+ (18:] +18ima])], 1=1,..., 7, mit fi = Buy = 0 enthalien

[5] Ein Intervall [xmm, zmax] das alle Elgenv.erte von A enthalt erglbt su:h also aus - -

emin = min {as— (] + 1)
zmazr = -112%*;{&; + (18| + |Bisal) }- (2.28)

2.5 “BRerechnung des Funktionswertes des charakteri-
sﬁsehen P@Eynems -

Der Funkuonswert des charakteristischen Polynoms ¢ ka.nn mit Hilfe der Sturmschen Kette
-berechnet werden; nach (2. ?) gllt w{z) =po(z).
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Die Bestimmung des Funktionswertes des charakteristischen Polynoms ist auch mit Hilfe
der Folge (2.14) nach Gleichung

= I_nI @n-i(2) (2.29)

moglich, da mit Verwendung von (2.13)

Pr-2 Pr-3 P Po (2.30)

Prn—y- ==
Pne1  Pr-2 P: Di

gilt.

Da g,.;, die den Wert Null haben, durch eine sehr kleine positive Zahl ¢ ersetzt werden, ist
zu untersuchen, wie sich diese Ersetzung auf die Berechnung von ¢(z) nach (2.29) auswirkt.
Wird angenommen, daf p,_¢i_2) # 0 und Pn—-(;-1} = 0 ist, so gelten die folgenden Glei-

chungen: .
Pui = =B Pn(i—z) _ (_2.31)

und
Prizr) = (Qit1 — T)Pnei = —(@ig1 — 2)F Pa—iza) - (2.32)

Fiir die Folge (2.14) ist in diesem Fall nach (2.13) gpe(icy) = 0. Wird qﬂ_{, 1} durch ¢
ersetzl, so ergibt sich fiir die Folgenglieder ¢,—; und g,_(i41): : Lo '

2
Gni = —x—'@— S i 2.33)
und : ;
Qn(i+1) = Cip1 — T — L, T {2.34)

Der exakte Wert fiir das Produkt aus g,_(j-1), gn—i und g,_(i41) lautet unter Verwendung
von (2.13) und (2.32):

p'n—"‘“ 1 R -

e (i= 1)t Gn(i+1) = Tl "(Ofi+1 = x)ﬁf C o (2_.30)

o o Pn—(i-2) T P

Wird gn.(i—1) durch € ersetzt, so gilt:

: _r Grne(i-1)Gn—ifr—(iz1) = c[{ez—2z)— —;][0&41 =T = ;2_+1E( ) - 82_] R

) - i m 2Mda o D) B B (5 4q)

= [ela;—= — 'e(a,- T =

= Ef(m-;; —z){e; — ) .._ ﬁ?ﬂ} - (Of£+1_ —m),@f .
(eiy1 — )} e inn R

&
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Fiir den letzten Schritt mufl
lasss — ) —2) = F,,] < |(ases - 2|87 (237)

erfiillt sein. {2.37) gilt auf jeden Fall, wenn

ela; —z] € B7 (2.38)
und
ﬁ?
e < JO.’,‘.H - :E!E;_ (239)
Pi .

ist. Hieraus folgt, daf} sich o{z) fiir ein geniigend kleines ¢ trotz der Ersetzung von ¢,_¢i_1)
durch ¢ ohne grofien Fehler nach (2.29) berechnen 14ft.

Ist go(z) = 0, so ist auch po(z) = 0, d.h. es liegt eine Nullstelle von ¢(z) vor. In diesem
Fall geht nach (2.29) ¢ als letzter Fakior in die Berechnung von ¢(z) ein. Ist ¢ geniigend
klein, so entsteht auch in diesemn Fall kein grofier Fehler bei der Berechnung von ¢(z).
Abschlieflend ist zu sagen, daf Nullen in den Gliedern der Folge (2.14) in Anwendungsféllen

selten auftreten.

2.6 Das Pegasusverfahren

Liegen Intervalle vor, die jeweils genau einen Eigenwert einer reellen symmetrischen Tridia-
gonalmatrix enthalten, so kdnnen diese Eigenwerte statt mit Bisektion oder Multisektion
auch durch ein Iterationsverfahren mit superlinearer Konvergenz in vorgegebener Genau-
igkeit berechnet werden. Um verschiedene Iterationsverfahren miteinander vergleichen zu
kénnen, fithrt man den Effizienzindex E ein [21}:

1

E=uw (2.40)
m ist die Zahl der Funktionsauswertungen in jedem Schritt des Iterationsverfahrens, w
die Konvergenzordnung. In Tabelle 2.6 sind die Effizienzindizes einiger Iterationsverfahren

zusammengestellt.
Das Pegasusverfahren besitzt den hochsten Effizienzindex der in Tabelle 2.6 zusammenge-

stellten Verfahren. Die Iterationsvorschrifi-des Pegasusverfahrens zur Bestimmung einer
Nullstelle T einer Funktion f(z) lautet (s. [21] und [11}):

Ty = Zp

! :”-$.u+1_ ..:....T'n —-—-—f(xn) - P

wobei z,_, und g,_, wie folgt gewdhlt werden: -

Flza), n=1,2,3,..., (2.41)
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Iterationsverfahren Effizienzindex
Bisektion | 1-
“Newtonverfahren | /2 ~ 1.414
Sekantenverfahren | (1 + v/5)/2 ~ 1.618
Pegasusverfahren | ~ 1.642

Tabelle 2.1: Effizienzindizes einiger Iterationsverfahren -

a) Ist.f(zﬂ)f(:cn_l) < 0, so setzt man
| Znel = Zyp_y und gp_ = f(;cn_l).. R | I (2.{12)
Dies entspricht einem Schriit des Sekantenverfahrens. | | |

b) Ist f(2n)f(Zn-1) >_d, so setzt man- |

ey = 2, und N
 feafl)
T @)+ f(@a) | - (2.43)

In Abbildung 2.1 sind elmge Schntte des Pegasusverfahrens dargestellt (durchgezogene
Lmlen) .

.Abb. 2.1 Pegasusverfahren . .

_Dle Tterationspunkte z,_; und z, wurden wie belm Sekantem erfahren enmttelt Der Fall
b) tritt zum ersten Mal beim Bestlmmen YON Z,41 €in. '
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Beginnt man mit einem Intervall, das genau eine Nullstelle 7 einer Funktion f{z) enthalt,
so schliefit jedes Paar von Iterationspunkten des Pegasusverfahrens {z,, z,_, } die Nullstelle
‘ein. Als einschlieflendes Verfahren konvergiert das Pegasusverfahren immer, wenn f'(z) # 0
gilt. Das Sekantenverfahren besitzt gegeniiber dem Pegasusverfahren den _\a.chteﬁ, dafl je-
des dritte Paar von Iterationspunkten die Nullstelle nicht einschliefit. Ferner konvergieren
Newton- und Sekantenverfahren nur, wenn die Startwerte der Verfahren geniigend nahe an
der Nullstelle liegen und zusiitzlich f'(Z) # 0 ist.

Bei der Herleitung des Effizienzindexes des Pegasusverfahrens in [11] wird vorausgesetzt,
daf} die Startwerte des Pegasusverfahrens nahe an der gesuchten Nullstelle liegen. In vielen
Anwendungsfillen ist diese Voraussetzung jedoch nicht gegeben. Insbesondere kann der
Fall eintreten, daf} eine Intervallgrenze des Intervalls, das die Nullstelle enth&lt, w&hrend
des gesamten Verfahrens festgehalten wird. Dies geschieht, wenn in Fall b) die Steigung
der Geraden, die durch die Nullstelle und den Punkt (z,_;, f(z.—1)) festgelegt ist, mehr
als doppelt so steil ist wie die der Tangente an die Funktion f{z) im Punkt Z. Dieser
Fall liegt in Abbildung 2.1 vor und fiihrt zum Verlust der superlinearen Konvergenz des
Verfahrens. Ersetzt man jedoch in (2.43) f(z,_») durch g,.», so wird das Festhalten einer
Intervallgrenze verhindert. Man erhilt ein modifiziertes Pegasusverfahren. In Abbildung
2.1 unterscheidet sich das modifizierte Pegasusverfahren (gestrichelte Linie) vom eigent-
lichen Pegasusverfahren (durchgezogene Linie) zum ersten Mal bei der Bestimmung von
T,+2. Beim modifizierten Pegasusverfahren wird der lterationspunkt ¢4 ermittelt. Dieser
liegt ndher an der Nullstelle T als der Iterationspunkt z,.» des eigentlichen Pegasusver{ah-
rens. Durch die Modifikation in {2.43) wird die Steigung der Geraden zur Bestimmung des
néchsten Iterationspunktes mit jedem Schritt des modifizierten Pegasusverfahrens gerin-
ger, so daf nach einigen Schritten ein Iterationspunkt rechts von der Nullstelle 7 ermittelt
wird. Ist im Verlauf des Verfahrens das Intervall, das die Nullstelle einschliefit, geniigend
klein geworden, so unterscheiden sich das modifizierte und das eigentliche Pegasusverfahren
nicht mehr. In diesem Fall tritt das Festhalten einer Intervallgrenze nicht auf.

Ferner ist es in Anwendungsfillen oft lohnend, vor dem Finsatz des eigentlichen oder
modifizierten Pegasusverfahrens einige Bisektionsschritte durchzufithren. Diese verkleinern
das die Nullstelle einschlieende Intervall und fiithren so zu giinstigeren Startwerten fiir
das lterationsverfahren mit superhnearer Kom ergenz In vielen Faﬂen sinkt dadurch die
Gesamtzahl der Iterationsschritte.

Das charakteristische Polynom ga(:r:) von reellen Symrnetrischen Tridiagonalmatrizen mit
B #0,1i=2,...,n, besitzt nur einfache Nullstellen (s. 2.1.3), so dafi ©'(Z) 5 0 fiir jede
Nullstelle T von ¢(z) gilt. Sind Intervalle ermittelt, die genau eine Nullstelle von ¢(z)
enthalten, so ist das modifizierte Pegasusverfahren mit einigen vorher durchgefiihrten Bi-
sektionsschritien aus den oben genannten Griinden ein sehr geeignetes Iterationsverfahren,
um dje Nullstellen in vorgegebener Genauigkeit zu besiimmen.
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3 CRAY-M

lehrprozessorrechner

In diesem Kapitel werden die Eigenschaften der CRAY-Rechner des Forschungszentrums
-Jitlich beschrieben. Im ersten Abschnitt wird auf gemeinsame Eigenschaften von CRAY
X-MP und CRAY Y-MP eingegangen, in den folgenden Abschnitten sind Unterschiede und
Kenndaten beider Rechner dargestellt. |
Umfassendere Beschreibungen der CRAY-Rechner sind:in [16] und [20] zu finden. - -

3.1 '-.Kiassiﬁzierung und allgemeine Eigenschaften

CRAY X-MP und Y-MP Systeme sind jeweils Mehrprozessorrechner mit gemeinsamem
Speicher. Beide Systeme sind Vektor-Supercomputer. ‘Nach der Klassifizierung der Rech-
nerstrukturen von Flynn [12] zihlen beide Systeme zu den MIMD-Rechnern (Multiple
Instruktion Stream Multiple Data Stream).  Die voneinander unabhingigen Prozessoren
der CRAY-Systeme sind in der Lage, gleichzeitig unterschiedliche Maschineninstruktionen
auf unterschiedlichen: Daten auszufithren. Jeder einzelne Prozessor der CRAY-Systeme
stellt nach Flynn einen SINID-Rechner (Single Instruktion Stream Multiple Data Stream)
dar, da jeder Prozessor Funktionseinheiten besitzt, die gleichzeitig unabhéngige Operatio-
nen auf Vektoren ausfiihren kénnen.

Jede CPU der beiden CRAY-Systeme ist ein Vektorrechner mit Register-Register-
Architektur. Zur Vektorverarbeitung stehen jeder CPU 8 Vektorregister zur Speicherung
von jeweils 64 Operanden zur Verfligung. Ferner besitzt jede CPU Vektor-Funktionsheiten
(Pipelines), die parallel genutzt werden konnen. Es ist méglich, verschiedene Funktions-
einheiten miteinander-'zu_ verbinden. Hierbei wird ein Ausgabewert einer Funktionseinheit
zum Eingabewert einer anderen, ohne dafl die Zwischenresultate in einem Register gespei-
chert werden miissen, ehe die zweite ‘Operation beginnen kann. Der Vorgang der Verket-
tung von Funktionseinheiten wird als ,chaining® bezeichnet. Jede CPU ist mit spezieller
Gather/Scatter- und Compress-Index-Hardware zur Vektorisierung von Bedingungsanwei-
sungen ausgeriistet. Dabei wird der vektorielle Zugriff iiber Indexlisten durch die spezielle
Hardware beschleunigt. Neben der Vektoreinheit besitzt jede CPU auch eine sehr schnelle
Skalareinheit mit mehreren skalaren Funktionseinheiten. Ferner sind in jeder CPU grofie
AInstruktionspuffer vorhanden, in denen die nachsten auszufithrenden Befehle bereitgehalten
~werden. - S A R e T e B L
Die einzelnen Prozessoren eines CRAY-Systems sind iiber den gemeinsamen Speicher und
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gemeinsame Register gekoppelt. Die gemeinsamen Register sind in Gruppen (cluster) auf-
geteilt, die von allen Prozessoren gemeinsam genutzt werden konnen. Jede Gruppe enthilt
8 Adrefl-, 8 Skalar- und 32 Semaphor-Register. Auf den bindren Semaphor-Registern ist
eine Test-and-Set-Operation implementiert, die zur Synchronisation zwischen verschiede-
nen Prozessen verwendet werden kann. Ebenso ermdglichen diese Gruppen von gemeinsa-
men Registern Hochgeschwindigkeitskommunikation zwischen den einzelnen Prozessoren,
wenn Multitasking genutzt wird.

3.2 CRAY X-MP/416

Der Rechner CRAY X-MP/416 verfiigt iiber 4 unabhéngige Prozessoren und 16 Megaworte
Hauptspeicher. Die Wortlinge betrigt 64 Bit. Die Hardware besteht aus ECL-Bausteinen
(Emitter-Coupled Logic) mit lediglich 16 Gattern je Chip und Schaltzeiten von 300-400
ps. Die CPUs werden mit einer Zykluszeit von 8.5 ns getaktet, die Speicherzugriffszeit
(Memory Access Time) betrigt 34 ns. Das System besitzt 5 identische Gruppen von
gemeinsamen Registern. Jede CPU verfiigt iiber 13 Vektor-Funktionseinheiten.

Der Hauptspeicher ist in 64 Binke aufgeteilt, die in 4 Sektionen zusammengefafi werden.
Als Hintergrundspeicher steht -ein SSD (Solid-State Storage Device) mit einer Kapazitit
von 32 Megaworten in MOS-Technologie (Metal-Oxide-Semiconductor) zur Verfiigung.
Die Ubertragungsgeschwindigkeit des Hintergrundspeichers zum Hauptspeicher betrdgt
1000 Megabytes/s. Die Schnitistelle zwischen dem Rechner und den Peripheriegeréten
bildet das physikalisch und logisch vollsténdig sepanerte I/ O- Subsvstem (IOS) .

3.3 CRAY Y-MP8/832

CRAY Y-MP ist das Nachfolge-System von CRAY X-MP. Der Rechner CRAY Y-MP8/832
des Forschungszentrums Jiilich verfiigt iiber 8- Prozessoren und 32 Megaworte Haupi-
speicher (Wortlinge 64 Bit). ‘Die Hardware besicht ans von CRAY selbst entwickelten
LSI-Chips (Large Scale Integration) in ECL-Technik. Gegeniiber CRAY X-MP wurde
die Integrationsdichte wesentlich erhht (2500-Gate-Arrays). Die Takizeit der CPUs
wurde gegeniiber CRAY X-MP auf 6 ns verkiirzt. Die Speicherzugriffszeit betrigt 30
ns. Das System verfiigt iiber 9 gemeinsame Registergruppen. Jede CPU besitzi 13 Vektor-
Funktionseinheiten. Die logische Struktur der CPUs ist mit der des Vorgénger-Systems
identisch. CRAY Y-MPist X- MP kompa.tlbel im normalen Y-Mode und X-MP / 416 Bit-
kompatibel im X-Mode. -

Die Speicherorganisation wurde gegenuber CRA& X-MP wesenthch verbessert. ‘Der Haupt-
speicher ist in 256 Banke aufgeteilt, die in 4 Sektionen und 32 Untersektionen zusammen-
‘gefaBt werden. Jede Sektion ist also noch einmal in 8 Untersektionen unterteilt. Durch die
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gednderte Speicherorganisation konnte auch die Aufigsung von Speicherkonflikten deutlich
verbessert werden [17]. Gegeniiber CRAY X-MP wurde die Speicherbandbreite auf 42.6
GByte/s nahezu verdreifacht. Als Hintergrundspeicher wird ein SSD mit einer Kapazitit
von 128 Megaworten verwendet.
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Werkzeuge fiir V@E@@ﬂgmyuﬁg
und Parallelverarbeitung

4.1  Vektorverarbeitung auf CRAY-Rechnern

Zur automatischen Vektorisierung von FORTRAN-Programmen kann auf den CRAY-

Rechnern der vektorisierende FORTRAN-Compiler CFTT7 allein oder das FORTRAN-

Compiling-System CF77, das aus Priprozessor, Midprozessor, Compiler und Segment-

Loader besteht, genutzt werden [3]. ~ Die Vektorisierungseigenschaften des "CFT77-

Compilers allein sind beschrénkt, da einige im Prinzip vektorisierbare Programmkon-
strukte von CFT77 nicht vektorisiert werden. Im FORTRAN-Compiling-System entschei-

den Priprozessor FPP und Compiler CFT77 gemeinsam iiber die Vektorisierbarkeit. von
Programmkonstrukten. Der Priiprozessor ist in der Lage, Programmtransformationen am
Quellcode durchzufithren und Compiler-Direktiven einzufiigen, um die Vektorisierbarkeit

des FORTRAN-Programms zu verbessern. Auf diese Weise kénnen die Vektorisierungsei-

genschaften des FORTRAN-Programms gegeniiber der alleinigen Benutzung des Compilers

deutlich verbessert werden.

Compiler und Compiling-System analysieren vorwiegend DO-Schleifen. Liegen keine Da-

tenabhéngigkeiten vor oder kénnen Datenabhingigkeiten durch Programmtransformatio-
nen am Quellcode verhindert werden, so werden die entsprechenden Schleifen vektori-

siert. ~ Die Vektoren werden in Teilvektoren der Linge 64 zerlegt, da jedes:Vektorregi-

ster 64 Elemente anfnehmen kann. Zur Laufzeit werden die Teilvektoren in den Vektor-

Funktionseinheiten ‘verarbeitet. Zur Vekiorverarbeitung -geeignet sind eindimensionale
Felder, Spalten und Zeilen einer Matrix oder iiber einen Indexvektor adressierte Teldele-

mente. Programmteile mit Bedingungsanweisungen kénnen mit Hilfe der Gather/Scatter-

und Compress-Index-Hardware vektoriell verarbeitet werden. Es ist giinstig und notwen-

dig, schon bei der Programmerstellung auf gute Vektorisierungseigenschafen zu -achten.

Zur Steuerung der Vektorisierung durch Compiler oder Compiling-System sind -Direkti-

ven vorhanden, die in den Quellcode eingefiigt werden kénnen. Die Vektorisierung einer
DO-Schleife verhindern folgende Anweisungen innerhalb der Schleife: I/O-Anweisungen,

. GOTO—Anwmsungen mit Sprungzaei auﬁerhalb der Schlelfe ELSEIF Anwemungen und 8o
‘schachtelte IF-Strukiuren. - . : : '
'Dle \’ektonslerung eines Programms fuhrt durch Elnsatz von Hardware zur \*ektorverar—
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beitung sowohl zu kiirzerer Ausfiihrungszeit als auch kiirzerer CPU-Zeit als bel skalarer
Bearbeitung des Programms. Die Parallelisierung eines Programms fiihrt hingegen zwar
zu kiirzerer Ausfithrungszeit, nicht jedoch zu kiirzerer CPU-Zeit, da die Arbeit auf meh-
rere Prozessoren verteilt wird. Daher ist es auf CRAY-Systemen in der Regel von Vorteil,
zuniichst die Vektorisierungseigenschaften eines Programms zu untersuchen und dann erst
die Parallelisierungseigenschaften.

4.2 Konzepte zur Parallelverarbeitung auf CRAY-
Rechnern | |

In den beiden folgenden Abschnitten werden die CRAY-Multitasking-Strategien Micro-
und Macrotasking kurz beschrieben. Auf Autotasking wird im dritten Abschnitt ausfithr-
licher eingegangen, da diese Strategie in dieser Arbeit ausschlieBlich zur Parallelisierung
der entwickelten Programme verwendet wurde. Multitasking ist eine Sonderform des Mul-
tiprocessing, die die parallele Ausfiithrung unabhéngiger Teile eines Programms durch so-
genannte Tasks zuldBt. Der Begriff Task wird im Sinne von User Library Task (s. [2])
verwendet. Da die zeitliche Abfolge der Ausfiihrung der Tasks nichtdeterministisch ist,
sind Synchronisations- und Kommunikationsmechanismen erforderlich, um die Bearbei-
tung eines Programms zeitlich zu koordinieren.

Die Informationen fiir die folgenden Abschnitte sind [1], [2], [10], [19], [24], [25] und [26]

entnommen.

4.2.1 “Macrotasking

Macrotasking nutzt als grobgranulares Parallelisierungskonzept Parallelitét auf der Ebene
von Unterprogrammen. Jeweils ein Unterprogramm wird einer Task zur Bearbeitung zu-
gewiesen, so dafl die Unterprogramme gleichzeitig auf unterschiedlichen Prozessoren aus-
gefiihrt werden konnen. ‘Die Aufteilung des Programms geschieht durch den Aufruf von
Bibliotheksroutinen. Vom Benutzerprogramm werden Anforderungen an den Bibliotheks-
scheduler gestellt. Dieser verwaltet die Tasks und stellt Kommunikations- und Synchroni-
sationsroutinen bereit. Damit bildet er die Schnittstelle zum Betriebssystem. -

Die Macrotasking-Bibliothek enthélt Unterprogramme, die die Erzeugung und Beendi-
gung von Tasks kontrollieren, Unterprogramme, die die ‘Synchronisation von Tasks mit
Hilfe von Ereignisvariablen ermoglichen und Unterprogramine, die den wechselseitigen
Ausschlufl von kritischen Bereichen ‘gewshrleisten. Ferner sind Unterprogramme fiir- die
Barriere-Synchronisation vorhanden, die sicherstellen, daf} eine bestimmte Anzahl von Pro-
grammiteilen abgearbeitet ist, bevor Anweisungen hinter der Barriere ausgefiihrt werden.
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Durch diese Routinen erlaubi Macrotasking eine flexible, aber auch sehr aufwendige Par-
allelisierung.

Der Scheduler nutzt die Hardware-Register in den meisten Fillen nicht fiir Synchronisati-
onsaktivitdten, Kommunikation zwischen parallel ausgefiihrien Programmteilen geschieht
iiber gemeinsame Variablen im Hauptspeicher. Hieraus folgt ein grofier Overhead, der sich
bei Programmen mit haufiger Synchronisation und Kommunikation stark auf das Zeitver-
halten auswirkt.

4.2.2 DMicrotasking

Microtasking nutzt als feingranulares Parallelisierungskonzept Parallelitit auf der Ebene
von Schleifen und Anweisungen innerhalb von Unterprogrammen. Kommunikation
und Synchronisation geschehen weitgehend iiber unmittelbaren Zugriff auf gemeinsame
Register-Gruppen. Ferner liegen gegeniiber Macrotasking wesentlich schnellere Basisrouti-
nen fiir Synchronisation und Kommunikation vor. Hieraus folgt ein wesentlich geringerer
Overhead. ‘

Parallele Programmteile werden vom Benutzer durch Einfiigen von Microtasking-
Direktiven gekennzeichnet. Diese Direktiven werden von einem Préprozessor in den not-
wendigen Assembler-Code, in Bibliotheksprogrammaufrufe und zusitzliche FORTRAN-
Anweisungen umgesetzt. Durch die Direktiven werden Kontrollstrukturen festgelegt, die
die Zuordnung von parallel ausfiihrbaren Programmteilen zu Prozessoren zur Laufzeit
beeinflussen. Diese Zuordnung geschieht dynamisch, d.h. ein Unterprogramm, das als
Microtasking-Unterprogramm gekennzeichet ist, wird von allen Prozessoren ausgefiihrt,
die nicht anderweitig beschiftigt, also momentan verfiigbar sind. - Durch Microtasking-
Direktiven kénnen Kontrollstrukturen zur parallelen Bearbeitung von DO-Schleifen und.
zur expliziten Partitionierung in unabhingige Anweisungsblscke festgelegt werden. In Un-
terprogrammen die Microtasking-Direktiven enthalten, ist die Unterscheidung von global
im rufenden Programm und lokal im Unterprogramm deklarierien Variablen von grofer .
Bedeuiung, da dadurch weitgehend entschieden wird, welche Variablen fiir die Tasks ge-
meinsam oder privat sind {26]. Es ist darauf zu achten, dafl allen Tasks gemeinsame
Variablen nicht unkontrolliert modifiziert werden. Ferner sollten.Werte von privaten Va-
riablen auflerhalb der Kontrollstruktur, in der ihnen ein Wert zugewiesen wurde, micht
verwendet werden, da die Verfiigharkeit der Werte nicht garantiert werden kann [26]. ‘Ne-
ben den oben genannten Direktiven sind Direktiven zur Anforderung und Riickgabe von
CPUs und zur Kennzeichnung kritischer Bereiche, die mehrere Tasks nicht gleichzeitig be-
arbeiten ‘diirfen, vorhanden. ‘Alle Direktiven beginnen mit ,,C* 'in der ersten Spalte einer
Programmzeile, werden also von FORTRAN-Compilern als Kommentar angesehen. Daher
sind FORTRAN- Programme mit -} ’\/Imrotaskngnektn en-auch in. a.nderen Rechnerumge-.
bungen: 1auﬁ'ah1g ' ' : e LR
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4,2.3 Autotasking

Autotaskingist ein feingranulares Parallelisierungskonzept, das parallel ausfithrbare Blacke
innerhalb eines Programms durch vorherige Programmanalyse antomatisch erkennt. Kom-
munikation und Synchronisation sind iiber unmittelbaren Zugriff auf gemeinsame Register-
Gruppen realisiert. Ein Programm, das Autotasking-Direktiven enthalt, wird zunéchst
von einem einzelnen Prozessor bearbeitet, wihrend zusitzlich verfiigbare Prozessoren
eine Test-and-Set-Operation auf einem Semaphor-Register ausfilhren. Wird ein durch
Autotasking-Direktiven gekennzeichneter paralleler Bereich erreicht, wird das Semaphor-
Register zuriickgesetzt, und alle Tasks nehmen an der parallelen Bearbeitung dieses Be-
reichs teil.

Autotasking wird durch das Compiling-System CF77 realisiert, das aus drei Teilen besteht.
Der Préprozessor FPP analysiert FORTRAN-Programme, erkennt parallele Programmteile
(z.B. Schleifen) und kennzeichnet diese Teile mit Praprozessor-Direktiven. Diese Direktiven
werden durch den zweiten Préprozessor FMP iibersetzt. Der Compiler CFT77 verwendet
die Ausgabe des FMP als Eingabe und erzeugt fiir das medifizierte Programm Maschinen-
Code.

Nach dem Autotasking-Konzept kann ein paralleler Bereich an jeder Stelle eines Programins
gekennzeichnet werden, wihrend bei Microtasking ein paralleler Bereich grundsitzlich
ganze Unterprogramme umfafit. Bel Verwendung von Autotasking erzeugt der FMP fiir
jeden parallelen Bereich ein Unterprogramm. Alle zur Verfiigung stehenden Prozessoren
beginnen mit der Bearbeitung der ersten Anweisung dieses Unterprogramms. Innerhalb des
parallelen Bereichs konnen durch Direktiven Kontrollstrukturen festgelegt werden. Mdaglich
sind Kontrollstrukturen zur parallelen Bearbeitung von DO-Schleifen und zur parallelen
Bearbeitung unabhingiger Programmbliécke. Am Ende der Kontrollstrukturen wird im-
plizit synchronisiert. Durch Optionen zu den Direktiven sind bei den Kontrollstrukturen
fiir DO-Schleifen verschiedene Partitionierungsstrategien méglich (s. [26] und [1]). Fer-
ner sind Direktiven zur Kennzeichnung kritischer Bereiche, die von mehreren Tasks nicht
gleichzeitig bearbeitet werden diirfen, vorhanden. Die Autotasking-Direktiven bilden eine
Obermenge der ‘Microtasking-Direktiven. Die vorhandenen Erweiterungen verbessern die
Funktionalitdt des Multitasking-Konzepts. Nach Bearbeitung und Terminierung des par-
allelen Bereichs (s. [26]) setzt ein Prozessor die Bearbeitung des Programms fort, wahrend
die iibrigen verfiigbaren Prozessoren eine Test-and-Set-Operation-auf einem Semaphor--
Register ausfiihren, bis erneut ein paralleler Bereich erreicht wird.

Der Giiltigkeitsbereich von privaten und gemeinsamen -Variablen der Tasks wird anto-
matisch fiir jeden parallelen Bereich analysiert, kann aber-auch vom Benutzer explizit
definiert werden. Dies ertffnet dem Benutzer vielfaltige Mdglichkeiten, den Giiltigkeitsbe-
reich von Variablen zu kontrollieren. Ferner ist der Giiltigkeitsbereich von Variablen beim
Autotasking-Konzept iiberschaubarer als bel Microtasking. ' | o

Bei Autotasking ist .der Overhead durch die Parallelisierungsroutinen gering. Messungen
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zum Overhead der Autotasking-Direktiven sind [26] zu eninehmen. Ferner ist die Geschwin-
digkeit der Synchronisation verglichen mit Microtasking unter demn Betriebssystem COS
grofler. Statt Funktionsaufrufen wie bei Microtasking verwendet Autotasking Inline-Code
zur Synchronisation. Autotasking ist auf den CRAY-Rechnern unter dem Betriebssystem
UNICOS verfiigbar.

Bei Verwendung von Autotasking kann zur Laufzeit festgestellt werden, ob fiir einen par-
allelen Block eine ausreichend grofie Granularitit vorliegi, d.h. ob der zeitliche Vorteil
durch parallele Bearbeitung den Overhead durch die Parallelisierungsroutinen iiberwiegt
(Threshold Test). Es ist méglich, die parallele Ausfithrung eines parallelen Bereichs von
einer automatisch oder vom Benutzer spezifizierien Bedingung abhéngig zu machen. Ist
die Bedingung nicht erfillt, wird der gekennzeichnete Bereich sequentiell ausgefiihrt.
Autotasking kann in Programmen gemeinsam mit Micro- und Macrotasking genutzt wer-
den. Die Verwendung von Auto- und Microtasking ist jedoch im gleichen Unterprogramm
nicht zulédssig. Ferner ist die Schachtelung von parallelen Bereichen oder Kontrallstruktu-
ren weder bei Micro- noch bel Aulotasking vorgesehen.

In den meisten Féllen verliuft die automatische Parallelisierung durch Autotasking von
Programmen nicht optimal. Der Benutzer kann in diesen Fillen eingreifen, indem er selbst
Direktiven einfiigt. Kleinere Anderungen der Spezifikation der Parallelisierung sind bei
Autotasking leichter maglich als bei Microtasking (s. [10]).
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eschreibung der Algorithmen

In diesem Kapitel werden die entwickelten Algorithmen und Programme zur Bestimmung
aller Eigenwerte von symmetrischen Tridiagonalmatrizen vorgestellt. Da die Auswertung
der Sturmschen Kette (2.7) und der Folge (2.14) bei Matrizen hoher Ordnung sehr zeitauf-
wendig ist, werden im ersten Abschnitt Ansétze zur Vektorisierung dieser Folgen diskutiert.
Es folgt ein Abschnitt mit allgemeinen Uberlegungen zum Speedup bei Parallelisierung von
Multisektionsverfahren der Ordnung % > 1 und Bisektionsverfahren. Schlieflich werden die
entwickelten Algorithmen und Programme in ihrer Struktur beschrieben, wobei besonde-
rer Wert auf die Darstellung der Parallelisierungs- und Vektorisierungseigenschaften gelegt
wird. Ansétze zur Vektorisierung und Parallelisierung der Algorithmen bilden jeweils den
Abschluf} der elnzelnen Abschmtte Genauere Untersuchungen und Messungen folgen in

Kapltel 6.

5.1  Vektorisierbarkeit der Sturmschen Kette und
der Folge (2.14)

Die Sturmsche Kette (2.7) ist als lineare Rekursion zweiter Ordnung sowohl vektorisier-
bar als auch parallelisierbar. Parallele Algorithmen zur Lésung von linearen Rekutsionen
verwenden gewdhnlich das Prinzip des rekursiven Doppelns, das sowohl Vektorisierung als
auch Parallelisierung zulafit [18], [27]. Der Rekurrente Produkiform-Algorithmus (s. [18]
und [27]), auf den hier nicht weiter eingegangen wird, ist einer der schnellsten parallelen
Algorithmen, um eine lineare Rekursion niedriger Ordnung zu lésen. Auf den CRAY-
Rechnern des Forschungszentrums Jiilich ist-eine vektorisierende Hilfsroutine zur Lésung
einer linearen Rekursion zweiter Ordnung verfiighar (SOLR).

Die nichtlineare Rekursion erster Ordnungin (2.14) ist in einem Bisektionsverfahren zur Be-
stimmung der ‘Bigenwerte reeller symmetrischer Tridiagonalmatrizen nicht vektorisierbar.
Der folgende Algorithmus in Pseudocode verdeutlicht dies. Er beschreibt die Berechnung

und ‘Auswertung der Folge (2. 14) als Kern eines: BlsekthS\ erfahrens und 1st mit elmgen_

Korrekturen [29] entnommen..
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Algorithmus 5.1 Kern eines Bisektionsverfahrens

ge— o —
v 0 :
if (g <0) then v «— 1
forg=2---ndo

if (g =0) thenq<—€

ge—a;—z— /g
zf(q<0) thenu<—v-i—1
enddo' '

€ ist ein sehr kleiner p051t1ver Wert (maschinenabhingig), v die Anzahl der Eigenwerte
kleiner als z. :

Bei einem- Multisektionsverfahren der Ordnung & wird » an k verschiedenen Punkten
z;, ¢ = 1,..., k, berechnet. Durch Vertauschen der inneren (Laufvariable 7} und der
dufleren Schieife (Laufvariable 1) 1&fit sich die Berechnung der g- und »-Werte vektorisieren
[29]. Der zusétzliche Aufwand an Speicherpldtzen besteht aus drei Feldern der Linge k fiir
die Speicherung der z-, ¢- und v-Werte. Im untenstehenden Algorithmus in Pseudocode
sind die Schleifen bereits vertauscht und einige Korrekturen gegeniiber dem Algorithmus
in [29] eingefiigt. Der Algorithmus beschreibt die Berechnung und Auswertung der Folge
(2.14) als Kern eines Multisektionsverfahrens zur Bestimmung der Eigenwerte reeller sym-
metrischer Tridiagonalmatrizen.

Algeorithmus 5.2 Kern eines Multisektionsverfahrens

fori=1---k do
9(0) < a1 — 2(3)
(i)~ 0
i (q(7) < 0) thenw(i) — 1
end do T e
for j=2---ndo
Lford=1---kdo

sf (g(z) = 0) then q(2) —
qle) oy — x(i) — B gl )
Cif (g(d) < O) then v( ) — v(z) +1-
oooenddo o NI
.__éﬁ_,d do_ PR

D1e innere Schlelfe vektorlslert Es bleibt Zu untersuchen fur “elches E der Zeltaufwand
fiir die obige Mulmsektmnsschlafe aufl einem Vektorprozessor optimal ist. A
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Angenommen, ein Eigenwert, der sich im Intervall [ag, ;] mit der Linge Iy = by — ag
befindet, soll mit Hilfe eines Multisektionsverfahrens berechnet werden. In jedern Multi-
sektionsschriti wird die Linge des Intervalls um den Faktor (k + 1)7! verkleinert. Um das
Intervall auf eine Lénge [; mit [;/l; < ¢; zu reduzieren, sind j Multisektionsschritie mit

— Inf{eq)

1= M@+N (5.1)

notwendig. Der Zeitaufwand der obigen Multisektionsschleife auf einem Vektorprozessor
128t sich fiir diesen Fall wie folgt optimieren [29]: Die Berechnung der Folge in (2.14) in &
Punkten ist in jedem der j Schritte auf einem Vektorrechner proportional zu

=1y + 1.k (5.2}

t ist die Ausfiihrungszeit einer Vektorinstruktion, ¢, die ,,Startup“-Zeit und 1. die Zeit
pro Vektorelement (Anzahl der Takte pro Resultat). Der gesamte Zeitaufwand C der
Multisektionsschleife ist dann gegeben durch o o

C={g+ k) ———=]- _ 5.3
C wird minimal fiir einen Wert k¢, der
(%+UM%+U*%=f N XS

e

erfiillt. 1o/%. entspricht Hockneys n, /2, der ,Performance-Halbwertslédnge”. Je nach dem
Verhiltnis 1o/t fiir die obige Multisektionsschleife, das von der ‘Architektur des Rechners
abhéngt, ist ein optimales k zu wihlen. In Tabelle 5.1 sind fiir einige & die Werte fiir {o/1.
berechnet. Fiir i, = 0 (Skalarprozessor) ergibt sich aus (5.3) ein minimales C fiir £ ='1
(Bisektion). Zur Bestimmung des optimalen £ des gesamten Multisektionsverfahrens zur
Berechnung aller Eigenwerte einer reellen symmetrischen Tridiagonalmatrix ist eine Lauf-
zeitanalyse des zugehdrigen Programms notig. Da die Anzahl der Auswertungen der Folge
(2.14) bei einem Multisektionsverfahren der Ordnung & > 1 gegeniiber.einem Bisektions-
verfahren trotz geringerer Anzahl an Iterationsschritten ansteigt, ist.zu untersuchen, ob
Multisektion {iberhaupt Vorteile gegeniiber Bisektion besitzi. Es ist zu erwarten, daf dies
stark rechnerabhingig ist, da die Schnelligkeit der Vektor- gegeniiber der Skalareinheit des
verwendeten Rechners eine entscheidende Rolle spielt. Muliisekiion ist nur dann schneller
_als Bisektion, wenn die innere Schleife des obigen Multisektionsverfahrens schon bei & der

Gréfienordnung 10 von der Vektoreinheit des verwendeten Rechners wesenthch schneller.

‘abgearbeitet werden kann als von der Skalareinheit. -
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to/te | & || to/Tc | *
0.0 1] 141 9
1312 18410
2.6 3] 18911
414 21412
58 (5[ 24013
7716 268.71 14
9.7 71 294115
11.8 | 8 | 32.2| 16

Tabelle 5.1: Optimale Anzahl von Multisektionspunkten

5.2 Speedup bei paralleler Bisektion und paralieler
Multisektion

Der Speedup eines parallelen Algorithmus gegeniiber einem sequentiellen Algorithmus ist
definiert durch:

5, = f%- (5.5)
Fa

T, sei die Zeitkomplexitit eines parallelen Algorithmus fiir ein p-Prozessor-System, d.h.
d1e Anzahl der Zeitschritte. 7} ist dementsprechend die Zeitkomplexitét, die derselbe
oder ein entsprechender {d.h. das Problem lésender, ggf. dieselbe Methode benutzender)
Algorithmus auf einem seriellen Rechner {mit einem Prozessor -enisprechend angepafiter
Leistung) bendtigt [18]. lm allgemeinen gilt 1 <.5; < p. Es. glbt Sonderfélle, in denen
diese Speedup-Grenzen nicht gewihrleistet sind.

Gegeben sei ein lntervall 7 = [a,b], das alle n Eigenwerte einer reellen sy mmetnschen
Tridiagonalmatrix A in der Gestalt (2.2) enthdlt. Bei einem sequentiellen Verfahren zur
Bestimmung der Eigenwerte wird das Intervall an einem inneren Punkt getestet (s. 2.2).
Man erhilt ein oder zwei kleinere Intervalle, die Eigenwerte enthalten. Unterteilt man das
Intery all Iinm, Teﬂmtervaﬂe s0. laﬁt smh Parallelismus auf zwe:lfache Weise einfithren [4 [4]:

. 1. Emlge oder alle der m Telhntervaﬂe werden gieu:hzeltlg an einem inneren. Punkt
o untersucht '

2. Em Telhntervall erd an mehreren inneren Punkten glelchzeltlg getestet

Bel paralleler Blsektlon werden -p der ‘m Telhnterx alle glelchzeltig an einem Punkt un-
tersucht P 1st die Anzahl der zur Verfiigung stehenden  Prozessoren.. Teilintervalle, die
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Eigenwerte enthalten, werden ermittelt, indem man zunéchst das Intervall 7 am Bisekti-
onspunkt testet. Die erhaltenen ein oder zwei nichtleeren Teilintervalle werden wiederum
solange geteilt, bis man m nichtleere Teilintervalle von / erhélt. Der gegeniiber dem se-
quentiellen Verfahren maximal erreichbare Speedup betréigt p. Dies setzt eine gleichméfige
Verteilung der Eigenwerte in den m Teilintervallen mit m = ip, i = 1,2,... voraus. Der
glinstigste Fall liegt vor, wenn sich bel p = n Prozessoren und m = n Teilintervallen genau
ein Eigenwert in jedem Teilintervall befindet. Der Speedup betrigt dann n. Im ungiinstig-
sten Fall liegen alle Kigenwerte sehr nah beieinander. Der Speedup ist dann minimal und
betrigt 1.

Bei paralleler Multisektion werden die m Teilintervalie von I der Reihe nach behandelt,
jedoch wird jedes einzelne Teilintervall an ¥ Punkten gleichzeitig getestet. Die Anzahl der
bei diesem Verfahren einsetzbaren Prozessoren p ist beliebig und bestimmt die Zahl der
Testpunkte &. Im folgenden ist vorausgesetzt, dafi die Teilintervalle, die untersucht werden,
Eigenwerte enthalten, Dies ist zu erreichen, indem das Multisektionsverfahren zunichst
auf das gesamte Intervall 7 angewendet wird. Nichtleere Teilintervalle werden dann erkannt
und gesammelt. Der ungiinstigste Fall liegt vor, wenn alle Eigenwerte sehr nah beicinander
liegen. Jeder Multisektionsschritt produziert dann nur ein Teilintervall, das Eigenwerte
enthilt. Ein sequentielles Bisektionsverfahren wiirde dasselbe Ergebnis nach log,(k + 1)
Schritten erreichen. Der minimale Speedup betriigt also log,(k + 1). Im giinstigsten Fall
zerfallt jedes Teilintervall in jedem Muitisektionsschritt so in (& + 1) kleinere Intervalle,
daf} alle neuen Teilintervalle Eigenwerte enthalten. Sequentielle Bisektion kann dies erst
in k Schritten erreichen. Der maximale Speedup betrégt also k. Jedoch wird, je mehr
Teilintervalle erzeugt werden, die Zah! der enthalienen Eigenwerte kleiner als & werden.
Folglich wird der temporale Speedup im Verlauf des Algorithmus auf logy{(k + 1) fallen.
Eine Verbindung beider Verfahren verspricht eine Verbesserung der unteren Speedupgrenze.
Liegen m Teilintervalle vor, die Eigenwerte enthalten, so werden jedem Teilintervall =
p/m Prozessoren zugeteilt. Den Speedup dieses Ver{ahrens erhélt man durch das Produki
aus der Zahl der parallel behandelten Teilintervalle (m) und dem Speedup fiir das Testen
eines einzelnen Intervalls in & Punkien. Die Speedupgrenzen sind also mlog,(I + 1} nach
unten und m! = p nach oben. Da I < m < n gilt, ist der immer erreichbare Speedup nach
unten durch logQ(p + 1) begrenzt und nach oben durch p fiir p < n oder nlogg( /n + 1)
fiir p > n [4]. . .

5.3 Beschreibung der Algorithmen und Prégramme

s.3.1 Allgemeine Strukturierung
Die grundlegende Programmstruktur ist in Abbildung 5.1 ‘dargestellt. .




32

Kapitel 5:

Beschreibung der Algorithmen

Hauptprogramm

Einlesen der -
Matrix _

Unsymmetrische - Matrix

- Umwandlung ‘| Zerlegung der -|  /Ausgabe der
L | \_Ergebnisse /

| = Symimnetrische

Fiir jede Teilmatrix:

Bestimmung der Eigenwerte

“Initialisierungsphase | |-~ Tsclationsphase

Extraktionsphase

Aligemeine
Initialisierungen

‘Gerschgorin-
Kreise

Vorbesetzung der

Intervallisten

Abb. 5.1:  Grundlegende Struktur aller Programmversionen -
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Zuniichst erfolgt das Einlesen der Matrix (Ordnung n). Liegt eine unsymmetrische Tridia-
gonalmatrix mit gy, > 0 fiir ¢ = 2,...,n, vor, wird diese in eine symmetrische Tridiago-
nalmatrix mit 5; = /8% fiir ¢ = 2,..., n, umgewandelt {(s. 2.3.2).

Die Elemente der Diagonalen und einer Nebendiagonalen der symmetrischen Tridiagonal-
matrix werden in den eindimensionalen Feldern o und 3 abgespeichert. Aus programmtech-
nischen Griinden werden 8| sowie &,y und f,4: zu Null gesetzt. Bei der Programmierung
der Gerschgorin-Kreise (s. auch 2.4) und der Zerlegung der Matrix (s. auch 2.3.1} fiihrt
dies zu Code-Einsparungen. In dem Feld o besitzen die Elemente der Diagonalen einer Ma-
trix der Gestalt 2.2 die Indizes 1 bis n, in dem Feld 3 die Elemente einer Nebendiagonalen
die Indizes 2 bis n. ' ' :

Treten §; = 0 aunf, so wird die Matrix in Teilmatrizen zerlegt (s. Abbildung 5.2). Zur
Bestimmung der Indizes der &; mit g; = 0 im Feld 5 steht auf den CRAY-Rechnern die
vektorisierende Routine ISRCHEQ zur Verfiigung. Die folgenden Phasen werden dann fir
jede Teilmatrix durchlaufen.

Die erste Programmphase ist die Initialisierungsphase. Sie dient der Bestimmung von
Intervallen, die mehrere bzw. einen Eigenwert enthalten, um die Listen der Isolationsphase
vorzubesetzen.

In der Isolationsphase werden dann Intervalle ermittelt, in denen sich genau ein Eigenwert
befindet.

Die in der Isolaticnsphase ethaltenen Intervalle werden an die Extraktionsphase iibergeben.
Dort werden die Eigenwerte in vorgegebener Genauigkeit bestimmt.

5.3.2 Initialisierungsphase

In der Initialisierungsphase wird zunéchst die Zahl € bestimmt, durch die g,_;, die gleich
Null sind, ersetzt werden (s. die Algorithmen 5.1 und 5.2}. ¢ wird in Abhingigkeit von
dem maximalen Betrag der Matrixelemente und dem Rundungsfehler der Maschine nach
der folgenden Gleichung ermittelt: ' ' S . ' '

c=max(max (o) mex (80) & (58)

Hierin ist n die Ordnung der Matrix. Auf den CRAY-Rechnern betrdgt die Rechenge-
nauigkeit bei einfach genaven REAL-Zahlen 14 Dezimalstellen, der Zahlenbereich reicht
von 10~24%% bis 10%4%¢, 6, ist im Programm zu 10~'¢ gesetzt. - Dies entspricht ungefahr
dem dezimalen Rundungsfehler der Mantisse von einfach genauen REAL-Zahlen auf den
CRAY-Rechnern. Durch diese Wahl des ¢ wird Overflow in dem Quotienten von (2.14) sehr
unwahrscheinlich, da das Matrixelement mit dem maximalen Betrag in die Berechnung von
¢ eingeht. Eine andere Moglichkeit besteht darin, € gleich 107** zu setzen. In diesem Fall ist
Overflow im Quotienten von (2.14) wesentlich wahrscheinlicher, daim Zahler 57 vorkommt.
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Initialisierung: die 1. Teilmatrix beginnt mit
dem Index 1in den Feldern o, 3
ERSTER.INDEX :=1
Bestimmen des Indexes INDEX des
ersten J; mit &; =0 ab
ERSTER_INDEX~+1 einschlieBlich
Die Teilmatrix endet mit dem Index
INDEX-1 in den Feldern o, 8
LETZTER INDEX :=INDEX-1
Ermitilung der Eigenwerte der
Teilmatrix
Aktualisierung: die nichste Teilmatrix
beginnt mit dem Index
LETZTER_INDEX+1 in den Feldern «, 8
ERSTER_INDEX:=LETZTER_INDEX+1
Bis der Index des letzten Elementes
LETZTER_INDEX der Ordnung n der
urspriinglichen Matrix entspricht

Abb. 5.2:  Zerlegung in Teilmatrizen

Als nichstes wird ein Intervall bestimmt, das alle Eigenwerte der Matrix enthalt Die
Intervallgrenzen liefern die Gerschgorin-Kreise (s. 2.4).

Das erhaltene Intervall wird dann durch k innere Punkte in & + 1 Teilintervalle geteilt.
Diese Teilintervalle werden mit Hilfe der Sturmschen Keite bzw. der Folge (2.14) daraul-
hin getestet, wieviele Eigenwerte sie enthalten. Teilintervalle mit mehreren Eigenwerten
werden in die Intervalliste der Isolationsphase, Teilintervalle mit genau einem Eigenwert
in die Intervalliste der Fxiraktionsphase eingetragen. Das durch die Gerschgorin-Kreise
ermittelte Intervaﬂ lz‘iﬁt-sich auf zweieriei Weise unterteilen:

1 ‘Man teilt das Intervaﬂ aqu1dlstant durch k ‘Punkte {Multisektion der Ordnung k).

. “Hierbei ist keine Aussage dariiber méglich, wieviele Teilintervalle iiberhaupt Eigen-

' -'-werte enthalten. Sind jedoch mindestens soviele nichtleere Teilintervalle entstanden,
. wie Prozessoren zur Verfiigung stehen, so kann jeder Prozessor schon im ersten Schritt
.. der Isolationsphase mindestens ein Teilintervall bearbeiten. Die Wahrscheinlichkeit,
- viele nichtleere Teilintervalle nach der Initialisierungsphase zu erhalten, steigt mit
2 der Ordnung der Matrix, D1es ist nicht der Tall, wenn die meisten ‘Eigenwerte schr
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nah beieinanderliegen. Es ist vorteilhaft, schon nach der Initialisierungsphase so-
viele Teilintervalle, wie Prozessoren vorhanden sind, zur Verfiigung zu haben. Da die
Mehrprozessorsysteme CRAY X-MP und Y-MP 4 bzw. 8 Prozessoren besitzen, sind
als Anzahl der Teilintervalle Vielfache von 4 bzw. 8 zu bevorzugen.

2. Bei der zweiten Variante bestimmt man die inneren Testpunkie als Nullstellen
der Glieder p,_;(z) und p,—s(z) der Sturmschen Keite. Hierbei wird vorausge-
setzt, dafl die Matrix eine Ordnung n > 2 besitzt. Nullstelle von p,.;(z) ist ay,
die zwei Nullstellen von p,_»(#) kinnen als Lsungen der quadratischen Gleichung
Pa-2(z}) = 0 bestimmt werden. Da die Nullstellen von p,_;(z) die von p._q41y(z)
strikt trennen, liegt a; zwischen den beiden Nullstellen von p,_s(z). Ferner ent-
halten mindestens 2 der 4 entstandenen Teilintervalle Eigenwerte, da die Nullstellen
Vol p,—_o(z) die des charakteristischen Polynoms py(z) in mindestens zwei nicht leere
Gruppen unterteilen. In den beiden &ufieren Teilintervallen - von den Intervaligrenzen
des Ausgangsintervalls bis zur jeweils nichstgelegenen Nullstelle von p,_5(z) - befin-
den sich gemif (2.8) immer Nullstellen des charakteristischen Polynoms py(z). Da
die Bestimmung der Nullstellen weiterer Glieder der Sturmschen Ketie zu aufwendig
wire (Grad der Polynome gréfier oder gleich 3), werden bei diesem Verfahren héch-
stens vier Teilintervalle mit Eigenwerten ermittelt. Daher kénnen im ersten Schritt
der Isolationsphase hdchstens vier Teilintervalle parallel bearbeitet werden.

Vektorisierung und Parallelisierung

Die Initialisierungsphase 148t sich an mehreren Stellen gut vektorisieren. Bei der Bestim-
mung von € kann die vektorisierende CRAY-Routine ISAMAX verwendet werden. ISA-
MAX ermittelt den Index des absolut gréfiten Elementes eines Vektors. Die Intervall-
grenzen des Intervalls, das alle Eigenwerte enthilt, werden durch die Gerschgorin-Kreise
bestimmt. Dies 148t sich mit Hilfe der vektorisierenden CRAY-Routinen ISMIN und IS-
MAX gut vektorisieren. ISMIN bzw. 1SMAX berechnen den Index des kleinsten bzw.
gréfiten Elementes eines Vektors. Sowohl bei der Bestimmung von ¢ als auch der Intervall-
grenzen betrégt die Vektorlinge n (Ordnung der Matrix}, kann also beliebig groR werden.
Zur Auswertung der Sturmschen Kette 146t sich die vektorisierende CRAY-Routine SOLR
zur Berechnung einer linearen Rekursion zweiter Ordnung heranziechen. Die Vektorlinge
ist hier ebensfalls n. Die Berechnung der Folge (2.14) 148t sich mit Hilfe des Multisektions-
verfahrens aus Algorithmus 5.2 vektorisieren. Die Vektorlinge hiingt hier von der Anzah)
der inneren Teilungspunkte des: Ausgangsmtervalis ab und 1st gewohnhch kleln (von der
Gréflenordnung 10). ' :

Die Initialisierungsphase ist nicht parallelisiert, da der Anteil am Gesamtprogramm nur
gering ist. Prinzipiel sind die auftretenden vektorisierbaren Schleifen auch parallelisierbar.




36 Kapitel 5: Beschreibung der Algorithmen

5.3.3 Isolationsphase

Bisektions- und Multisektionsverfahren ohne Aufteilung in Gruppen

Setzen der Anzahl der Punkte ANZAHL PUNKTE fiir Multisektion
Die Anzahl an Intervallen mit mehreren Eigenwerten wird
zu 0 gesetzt

Aktualisieren der Schleifenwerte ANFANG und ENDE fiir den
Zugrift auf die zirkuldre Liste, die Intervalle mit mehreren
’ Eigenwerten enthilt
Fir I:=ANFANG bis ENDE
J:=1 modulo LISTENLAENGE
Lesen des Listeneintrags mit dem Index J aus der
zirkuldren Liste
Teilung des aktuellen Intervalls und Bestimmen der
Anzahl] an Eigenwerten in den neun entstandenen
Teilintervallen
Bestimmen des skalierten, absoluten Fehlers, mit dem die
Eigenwerte bestimmt werden sollen

Verteilung der neuen Teilintervalle auf drei
Zwischenlisten nach Anzahl der enthalfenen Figenwerte

Aktualisieren der Listenzeiger fiir die Hauptlisten
- (Zirkulsre Liste, Liste mit Intervallen mit genau einem
Eigenwert, Liste mit exirahierten Eigenwerten)

- Bestimmen der neuen Anzahl von Intervallen mit
mehreren Eigenwerten
Eintragen der Elemente der Zwischenlisten in die -
o Hauptlisten -
‘Bis die Anzahl an Intervallen mit mehreren Eigenwerten gleich 0
C _ ist . . .

Abb.5.3: " Struktur der Isolationsphase ohne Aufteilung in Gruppen

In der Isolationsphase werden Intervalle bestimmt, die genau einen Eigenwert der Matrix
enthalten. Die Eigenwerte werden isoliert. Den Aufbau der Isolationsphase zeigt Abbildung
Zunichst wird die Anzahl der ‘Punkte gesetzt, durch die ein Intervall, das mehrere Ei-
genwerte enthilt, in Teilintervalle unterteilt wird. Alle Intervalle, die mehrere Eigenwerte
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enthalten, werden in dieser Variante der Isolationsphase einzeln bearbeitet. Die Isolations-
phase ist beendet, sobald keine Intervalle mit mehreren Eigenwerten mehr vorhanden sind.
Dies wird nach jedem Isolationsschritt tiberpriift (dufere Schleife).

Die Datenstruktur, auf der in der Isclationsphase hauptsichlich gearbeitet wird, ist eine
zirkuldre Liste, die nach jedem Isolationsschritt die aktuellen Intervalle mit mehreren Ei-
genwerten enthdlt. Nach jedem Isolationsschritt befinden sich die aktuellen Intervalle auf
neuen Listenpldtzen, die direkt hinter den Listenplitzen der Intervalle aus dem vorheri-
gen Isolationsschritt liegen. Ist der letzte Listenplatz besetzt, so werden weitere aktuelle
Intervalle auf den ersten Listenplétzen abgelegi. In den Abbildungen 5.4 und 5.5 ist die
zirkuldre Liste in den Zusténden vor und nach einem beliebigen Scnrztt der Isolationsphase
krelsforrmg dargestellt. . ' : :

ANFANG=3
LETZTES=4
ENDE=4

l.istenlange—1

Abb. 5.4: Zirkulire Liste vor dem nichsten Isolationsschritt. Die mlt o c"el-ctennzeu:hneten
' Llstenplatze enthalten die a.ktue]len Interva.lle ' '

ANFANG=5 :
LETZTES=0 .
ENDE=0+
Listenlange. .

~Listenlange-1 \*\,

1:Abb_.-_5_.5: erkulare Liste nach dem nachsten Isolationsschritt. Die nut ,,x gekennzelchneten
Listenplitze enthalten die neuen akiuellen Intervalle, .o - :
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Ein Listenelement enthilt als Eintrige die untere und obere Intervallgrenze des jeweiligen
aktuellen Intervalls sowie die Anzahl der Eigenwerte, die kleiner als die untere Intervall-
grenze sind und die Anzahl der Eigenwerte, die kleiner als die obere Intervallgrenze sind.

In FORTRAN ist die zirkuldre Liste durch vier Felder realisiert. Die Dimension dieser
Felder entspricht der Ordnung der grofiten Matrix, die bearbeitet werden kann. Die Ord-
nung dieser Matrix ist bis auf die Beschrénkung durch den verfiigharen Speicherplatz frei
wihlbar und ist in allen Programmversionen zu 10000 gesetzt. Diese Dimensionierung ist
ausreichend, da die Liste nur Intervalle mit mehreren Eigenwerten enthilt. Die grofite
Anzahl an Intervallen mit mehreren Eigenwerten liegt vor, wenn alle Intervalle genau zwei
Eigenwerte enthalten. Sie 1at sich ermitteln, indem man die Ordnung der gréfiten Matrix,
die bearbeitet werden kann, durch 2 dividiert {ganzzahlige Division). Im ungiinstigsten Fall
werden dann im aktuellen Isolationsschritt keine Eigenwerte isoliert, und es wird wieder
die gleiche Anzahl an Intervallen mit je zwei Eigenwerten in die Liste eingetragen. Uber-
schreiben der aktuellen Intervalle durch die neuen Intervalle ist bei der oben genannten
Dimensionierung also auszuschlieflen. Zwei Felder enthalten die Intervallgrenzen, zwei die
Anzahl der Eigenwerte, die kleiner als die untere Intervallgrenze sind und die Anzahl der
Eigenwerte, die kleiner als die obere Intervallgrenze sind. Eine zirkuldre Liste als Daten-
struktur ist Speicherplatz sparend, da die Daten kreisférmig umlaufen, d.h. ist der letzte
Listenplatz besetzt, werden die nichsten Daten auf dem ersten Listenplatz abgelegt. Da
nicht vorab bestimmt werden kann, wieviele Isolationsschritte bendtigt werden und wieviele
aktuelle Intervalle mit mehreren Eigenwerten in den einzelnen Isolationsschritten gefunden
werden, ist die zirkuldre Liste eine dem Problem angemessene Datenstruktur.

Vor jedem Isolationsschritt werden die Schleifenwerte ANFANG und ENDE aktualisiert.
ANFANG wird gleich dem Index des ersten Elementes der zirkuldren Liste, die die aktuellen
Intervalle mit mehreren Eigenwerten enthilt, gesetzt. ANFANG enthdlt damit den Index des
ersten aktuellen Intervalls. Ist der Index des letzten Elementes grifler oder gleich dem
des ersten Elementes, so wird ENDE der Index des letzten Elementes zugewiesen (Index
des letzten aktuellen Intervalls). Ansonsten erhilt ENDE den Wert des Indexes des letzten
Elementes und wird anschliefend um die Listenlinge erhoht {s. auch die Abbildungen 5.4
und 5.5). Dies ist aus programmtechnischen Griinden notwendig, da jeder Isolationsschritt
als Zahlschleife von ANFANG bis ENDE realisiert ist. Eme Zahlschleife ist zur Parallelisierung
jedes Isolationsschrittes notwendig.

Danach werden alle aktuellen Intervalle, die mehrere Figenwerte enthalten, in der Zahl-
schleife von ANFANG bis ENDE bearbeitet. Nach Verlassen dieser Schleife ist der aktuelle
Isolationsschritt beendet. Sind neue Intervalle mit mehreren Figenwerten ermittelt wor-
~den, so wird der nachste Isolationsschritt eingeleitet. In der Schieife wird zunéchst mit
“Hilfe der MODULO-Funktion auf einen Listeneintrag der zirkuldren Liste (Index J) zuge-
griffen. “Es folgt die Teilung des Intervalls und die Bestlmmung der _]ewelhgen Anzahl der
'Elgenwerte in den neu entstandenen Teilintervallen.
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Zur Intervallteilung sind sowohl Multisektion der Ordnung & > 1 als auch Bisektion ge-
eignet. Bei Multisektion ist zu untersuchen, welche Anzahl an inneren Teilungspunkten £
optimal ist, d.h. den geringsten Zeitaufwand benétigt. Bisektion ist in jedem Isolations-
schrit! mit weniger Aufwand verbunden, allerdings sind mehr Schritte zu erwarten. Hier
mufl gepriift werden, welches Verfahren den geringeren Zeitaufwand besitzt. Die Bestim-
mung der Anzahl an Elgenwerten kann sowohl iiber die Sturmsche Kette als auch iiber die
Folge (2.14) erfolgen.

Als nichstes wird der Fehler, Imt dem die Eigenwerte héchstens berechnet werden sollen,
ermittelt. Dies geschieht mit Hilfe der Punkte a und b mit a < b aus dem aktuellen Intervall

nach folgender Gleichung:
Dshar =265 - (|a] + [8]) (5.7)

§; ist der in (5.8) auftretende Fehler. Wird Multisektion der Ordnung & > 1 durchgefiihrt,
so werden fiir @ und & zwei Teilungspunkte aus der Mitte des aktuellen Intervalls gewihlt,
bei Bisektion die Intervallgrenzen des akiuellen Intervalls. A, ist der skalierte, absolute
Fehler der Eigenwerte. Der Fehler ist skaliert, da die Summe der Betrige der Intervall-
grenzen als Faktor in die Berechnung des Fehlers eingeht. Die Summe der Betriige der
Intervallgrenzen wird verwendet, da sie nur Null ist, wenn beide Intervallgrenzen den Wert
Null haben. In diesem Fall wére der Eigenwert bestimmti. Wahlie man als Skalierungsfak-
tor den Betrag nur einer Intervallgrenze, ergébe sich beim Wert Null der Intervallgrenze als
Fehler Null. Dies kénnte im Laufe der weiteren Rechnung zu Schwierigkeiten fithren. Im
Algorithmus wird A, mit der Intervallbreite der neuen Teilintervalle verglichen. A,
wird hier wie ein absoluter Fehler verwendet. Durch die Skalierung ist gesichert, dafi die
Anzahl der bestimmten Stellen der Mantlsse des Elgenwerts das Genauigkeitskriterium
darstellt.

Es folgt die Verteilung der neuen Teilintervalle auf drei Zwischenlisten. Kriterium ist dabei,
wieviele Eigenwerte die Teilintervalle enthalten. Die Zwischenlisten sind als Felder der
Dimension von der Gréflenordnung der Anzahl der inneren Teilungspunkte & (maximal 20}
realisiert. Den genauen Algorithmus fiir die Verteilung der Teilintervalle zeigt Abbildung
5.6.

Zunéchst werden die drei Listenzeiger fiir die Zwischenlisten mit Null initialisiert. Ist
die Intervallbreite der neuen Teilintervalle kleiner oder gleich dem skalierten, absoluten
Fehler Arat, so ist die erwiinschte Genauigkeit bei ‘der Elgenwertbestlmmung erreicht.
Jedes neue Teilintervall, das Eigenwerte enthiilt, wird dann in einer Schleife iiber alle
neuen Teilintervalle einer der drei Zwischenlisten zugeteilt.“ Ist die Anzahl der enthaltenen
Eigenwerte grofler -als 1 und die Genauigkeit-bei der Eigenwertbestimmung noch nicht
erreicht, so werden die Intervaligrenzen sowie die Anzahl der ‘Eigenwerte, die kleiner ‘als
die untere . Intervallgrenze sind und die Anzahl der Eigenwerte, die kleiner ‘als die obere
Intervallgrenze sind,in die erste Liste eingetragen. Ist dagegen die Anzahl der enthaltenen

Eigenwerte gréfier als 1 und die Genauigkeit-bei der Eigenwertbestimmung bereits erreicht,
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Initialisieren der drei Lisienzeiger fiir die Zwischenlisten mit Null

Intervallbreite < skalierter, absoluter Fehler

true . false
Genauigkeit erreicht Genauigkeit nicht erreicht
GENAU:=TRUE GENAU:=FALSE

Fiir K:=1 bis Anzahl der Teilintervalle
(Anzahl der Eigenwerte im K-ten Teilintervall
> 1) A —GEWAU
true false

Einiragen in die 1. Zwischenliste

Inkrementieren des 1. Listenzeigers
(Anzahl der Eigenwerte im K-ten Teilintervall
> 1) A GENAU
true false

Eintragen in die 2. Zwischenliste

Inkrementieren des 2. Listenzeigers

Anzahl der Eigenwerte im K-ten Teilintervall = 1

true false

Fintragen in die 3. Zwischenliste

Inkrementieren des 3. Listenzeigers

Abb..5.6:"  Verteilung der Teilintervalle anf drei Zwischenlisten

so werden der Intervallmittelpunkt und die Anzahl der im Intervall enthaltenen Eigenwerte
als Vielfachheit des. Eigenwerts in die zweite Liste eingetragen. Hierbei kann es sich nur um
eine numerische Vielfachheit des Eigenwerts, d.h. verschiedene Eigenwerte liegen sehr nah
beieinander, handeln, da echte mehrfache Eigenwerte nicht auftreten knnen (s. Satz 2.2).
Ein Eintrag in die dritte Zwischenliste erfolgt, wenn das Teilintervall genau einen Eigenwert
enthilt. . Eingetragen werden die Intervallgrenzen sowie die ‘Anzahl der Eigenwerte, die
kleiner als die untere Intervallgrenze sind und die Anzahl der Eigenwerte, die kleiner als die
obere Interv. allgrenze smd Im Falie eines Emtrags w11:d der Listenzeiger der entsprechenden
Liste inkrementiert. :

Danach werden die’ Llstenzelger der dI’E‘I Hauptlisten- aktualisiert. Die Hauptlisten sind
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einmal die zirkulire Liste, die Intervalle mit mehreren Eigenwerten enth&lt, dann eine Liste
mit Intervallen mit genau einem Eigenwert - diese Liste wird nach der Isolationsphase an
die Extraktionsphase iibergeben - und schliefllich die Liste mit bereits extrahierten, d.h.
aul die gewiinschte Genanigkeit bestimmten Eigenwerten. Diese Listen sind als Felder
der Dimension maximale Ordnung der Matrix realisiert. Die Dimension dieser Felder ist
bei Matrizen hoher Ordnung wesentlich gréfier als bei den entsprechenden Feldern der
Zwischenlisten. Anschliefend wird die Anzahl an Intervallen mit mehreren Eigenwerien
aktualisiert, indemn die Anzahl an neuen Intervallen mit mehreren Eigenwerten zu dem

vorherigen Wert addiert wird. _
Schliefilich werden die Elemente der Zwischenlisten in die Hauptlisten eingetragen.

Der Isolationsschritt endet, sobald alle aktuellen Intervalle abgearbeitet sind. Sind im letz-
ten Isolationsschritt keine neuen Tellmtervalle mit mehreren Elgen“ erten gefunden worden
ist dle Isolatlonsphase beendet ; o

Vektorisierung und Parallelisierung Die Vektorisierung der Sturmschen Kette und
der ‘Folge (2.14) bei Multisektion geschieht in gleicher Weise wie in der Initialisierungs-
phase (s. 5.3.2). Wird Bisektion durchgefiihrt, ist die Folge (2.14) nicht zu vektorisieren.
Ebenso lassen sich nur bei Multisektion das Abspeichern der Teilintervalle in die Zwi-
schenlisten und das Umspeichern der Zwischenlisten in die Hauptlisten vektorisieren. Die
Vektorlingen besitzen dabei die GréBenordnung der Anzahl der inneren Teilungspunkie

(meist 15). Aufler bei der Vektorisierung der Sturmschen Kette (Vektorlinge von der

Gréflenordnung Ordnung der Mairix) sind also die Vektorlingen klein. Zusammenfas-
send ist zu sagen, daB bei Verwendung der Folge (2.14) und Multisektion Vektorisierung
nur mit geringen Vektorlingen in der Isolationsphase mdglich ist, wihrend die Sturmsche
Kette auch Vektorisierung mit groflen Vektorldngen zulaft. Allerdings neigt die Sturmsche
Ketie, wie schon in 2.2.2 erwéhnt, bei der Auswertung zu Zahlenberelchsuberschre1tungen

(Lnder- ‘bzw. Overflow).

Zur ‘Parallelisierung bietet sich in der Isolationsphase die Schleife zur Bearbeitung aller
aktuellen Intervalle an (s. Abbildung5.3: Fiir I:=ANFANG bis ENDE). Jedes aktuelle Intervall
kann unabhéngig von den iibrigen behandelt werden. Bel paralleler Bearbeitung sind die
Zwischenlisten fiir jede Task (1 Schleifendurchlauf) private, d.h. jede Task besitzt eigene
‘Zwischenlisten. Die Hauptlisten dagegen sind fiir alle Tasks gemeinsame {shared}, d.h.
‘alle Tasks greifen auf den gleichen Speicherbereich zu. Das Aktualisieren der Listenzeiger
-fiir die Hauptlisten sowie das Bestimmen der neuen Anzahl von Intervallen mit mehreren
Eigenwerten muf in einen kritischen Bereich eingeschlossen werden den- mehrere Tasks
nicht gleichzeitig bearbeiten kénnen. - o :
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Bisektionsverfahren mit Partitionierung

Dieser Variante der Isolationsphase liegt eine dhnliche Vorgehensweise wie der oben be-
schriebenen zugrunde. Hier werden jedoch die Intervalle, die mehrere Eigenwerte enthal-
ten, in jedem Isolationschriti in Gruppen aufgeteilt. Alle Elemente einer Gruppe werden
zusammen bearbeitet.

Die Datenstrukturen, auf denen in dieser Variante der Isolationsphase hauptsichlich gear-
beitet wird, sind zwei lineare Listen. Die erste Liste enthilt die Intervalle mit mehreren
Eigenwerten, die im vorherigen Isolationsschritt ermittelt wurden. Aus dieser Liste wird
im aktuellen Isolationsschritt gelesen, sie wird im folgenden als Eingabeliste bezeichnet.
Die zweite Liste enthilt die Teilintervalle, die im aktuelien Isolationsschritt entstanden
sind und mehrere Figenwerte enthalten. Diese Liste wird im aktuellen Isolationsschritt
beschrieben, sie wird im folgenden als Ausgabeliste bezeichnet. Die Ausgabeliste wird
in der Initialisierungsphase mit den Intervallen mit mehreren Eigenwerten, die in dieser
Phase ermittelt werden, vorbesetzt. Ein- und Ausgabeliste sind als vier zweidimensionale
Felder implementiert. Je eine Spalte dieser Felder enthilt die Elemente einer der beiden
Listen. In zwei Feldern werden die Intervallgrenzen der Intervalle mit mehreren Eigen-
werten abgespeichert, in den zwei anderen die Anzahl der Eigenwerte, die kleiner als die
Intervallgrenzen sind. Die maximale Anzahl an Eintrigen in jeder Spalte dieser Felder ist
durch die Hélfte der Ordnung der gréften Matrix, die bearbeitet werden kann, gegeben.
In zwei INTEGER-Variablen wird festgehalten, welche Spalte der Felder im aktuellen Iso-
lationsschritt die Ein- bzw. Ausgabeliste darstellt. Die beiden Variablen enthalten den
Spaltenindex (1 oder 2) der jeweiligen Liste. Durch Vertauschen der Werte dieser Varia-
blen wird die Ausgabeliste des aktuellen Isolationsschrittes zur Eingabeliste des folgenden
und umgekehrt. Die Verwendung der linearen Listen spart gegeniiber der zirkuléren Liste
aus der vorherigen Variante Aufwand zur Listenverwaltung.

Abbildung 5.7 zeigt den Aufbau der Isolationsphase bei Bisektion mit Partitionierung.
Zunichst wird die Anzahl der Intervalle, dic mehrere Eigenwerte enthalten, mit Null in-
itialisiert. Danach wechseln Ein- und Ausgabeliste aus dem vorherigen Isolationsschritt
ihre Funktion. Die Ausgabeliste des vorherigen Isolationsschritts wird zur Eingabeliste des
aktuellen und umgekehrt. Anschlieflend wird die Anzahl der Gruppen, deren Elemente
Intervalle mit mehreren: Eigenwerten aus der:Eingabeliste sind, bestimmt. : Die Anzahl
der Gruppen héngt sowohl von der Zahl der eingesetzten Prozessoren als auch von der
Anzahl der Intervalle mit mehreren Eigenwerten in der Eingabeliste des aktuellen Isola-
tionschritts ab. “Beim Einsatz von 8 Prozessoren werden diese Intervalle in 8 Gruppen
aufgeteilt. Enthilt jedoch die Eingabeliste weniger als 8 Eintrége, so werden entsprechend
weniger Gruppen gebildet, die dann jeweils aus einem Element bestehen. Als néchstes folgt
‘eine Zahlschleife, in der alle Gruppen des aktuellen Isolationsschritts bearbeitet werden.
Innerhalb dieser Schleife werden zu Beginn die. Indlzes der Gruppenelememe dex ‘]e“eﬂlgen
Gruppe in der Emgabehste ermittelt. : e T
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Die Anzah! an Intervallen mit mehreren Eigenwerten wird
zu 0 gesetzt

Vertauschen von Ein- und Ausgabeliste

Bestimmen der Anzahl der Gruppen

Fiir I:=1 bis zur Anzahl der Gruppen

Bestimmen der Indizes des ersten und letzien
Gruppenelements (BEGINN, SCHLUSS) in der Eingabeliste

Fiir I:=BEGINN bis SCHLUSS
Bestimmen der Bisektionspunkte

Ermitteln des skalierten, absoluten Fehlers

Initialisieren der Folge (2.14), Berechnen der ¢,_;
Fir J:=2 bis n (Ordnung der Matrix) -
Fiir I:=BEGINN bis SCHLUSS
Auswerten der Folgenglieder ¢,—; der Folge (2.14)
Fiir I:=BEGINN bis SCHLUSS
Bestimmen der Anzahl der Eigenwerte in den jeweils
zwei durch Bisekiion entstandenen Teilintervallen
Fiir T:=BEGINN bis SCHLUSS -
Verteilung der Teilintervalle auf drei Zwischenlisten -
nach Anzahl der enthaltenen Eigenwerte '

-Aktualisieren der Listenzeiger fiir die Hauptlisten
(Ausgabeliste, Liste mit Intervallen mit genau einem
Eigenwert, Liste mit extrahierten Eigenwerten)

Bestimmen der neuen Anzahl von Intervallen mit
| mehreren Eigenwerten o
Eintragen der Elemente der Zwischenlisten in die =
Hauptlisten

Bis die Anzahl an Intervallen mit mehreren Eigenwerten gleich 0

Abb :5_:_.-7:: " Struktur d_e;:_--Is_ola_tion_sp_l_las_e bei Bisektion mit Partitionierung
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Dies geschieht auf die gleiche Weise wie bei der in [24] gewdhlten Partitionierung. Dabei
entstehen mdglichst gleich grofie Gruppen. Die Gruppengréfie wird durch Division der
Anzahl der Intervalle mit mehreren Eigenwerten durch die Anzahl der Gruppen ermit-
telt. Verbleibt ein Rest, so erhalten die ersten Gruppen ein zusitzliches Element, bis alle
Intervalle mit mehreren Eigenwerten aufgeteilt sind.

Alle folgenden Operationen werden fiir alle Gruppenelemente durchgefithrt (Schleifen von
BEGINN bis SCHLUSS). Zunichst werden die Bisektionspunkte und die skalierten, absoluten
Fehler bestimmt sowie die Folge (2.14) initialisiert. Anschlieflend wird die Folge (2.14)
ausgewertet und danach jeweils die Anzahl der Eigenwerte in den durch Bisektion ent-
standenen Teilintervallen bestimmt. Als nichstes werden die Teilintervalle auf die Zwi-
schenlisten je nach Anzahl der enthaltenen Eigenwerte verteilt. Dies geschieht wie in der
ersten Variante der Isolationsphase (s. ‘auch Abbildung 5.6). In dieser Variante entspricht
die Dimension der Zwischenlisten der Ordnung der gréBten Matrix, die bearbeitet werden
kann. Diese Dimensionierung ist notwendig, da, wenn nur eine Gruppe gebildei wird, die
Moglichkeit besteht, dafl alle Eigenwerte in einem Schritt isoliert werden. Danach werden
die Listenzeiger der Hauptlisien (Ausgabeliste, Liste mit Intervalien, die genau einen Ei-
genwert enthalten, Liste mit bereiis extrahierten Eigenwerten) aktualisiert und die neue
Angahl an Intervallen mit mehreren Eigenwerten bestimmt. SchlieBlich werden die Ele-
mente der Zwischenlisten in die Hauptlisten eingetragen. Die Isolationsphase endet, wenn
keine Intervalle mit mehreren Eigenwerten mehr vorhanden sind.

Vektorisierung und Parallelisierung . Alle inneren Schleifen, die iiber alle Gruppen-
elemente laufen, vektorisieren (s. Abbildung 5.7). Wenn nach einigen Isolationsschritten
viele Intervalle mit mehreren Eigenwerten vorliegen, werden grofie Gruppen gebildet, und
die Vektorisierung ist sehr lohnend. Das Eintragen der Elemente der Zwischenlisten in die
Hauptlisten vektorisiert ebenfalls Die Anzahl der Elemente der Zwischenlisten bestimmt
Jeweils die Vektorlange. '

Die Zahlschleife, die iiber alle Gruppen lauft kann parallelisiert werden, da jede Gruppe
unabhingig von den iibrigen bearbeitet werden kann. Das Aktuallsleren der Listenzeiger
fiir die Hauptlisten sowie das Bestimmen der neuen Anzahl von Intervallen mit mehreren
Eigenwerten mu8 in einem kritischen Bereich geschehen.

§.3.4 Extraktionsphase

In der Extraktionsphase liegt eine Liste mit Intervallen vor, die genan einen Eigenwert
enthalten. Ziel ist es, alle Eigenwerte in vorgegebener Genauigkeit zu berechnen.

In den Algorithmen fiir die Extraktionsphase treten drei Schleifen auf, deren Schachte-
lung fiir die Vektorisierung und Parallelisierung besondere Bedeutung zukommt. Hier ist
zun#chst die Schieife iiber alle Intervalle mit genaun einem Eigenwert zu nennen. Eine
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andere wichtige Schleife ist die Schleife iiber alle lterationsschritte des gewahlten Itera-
tionsverfahrens. Als dritte relevante Schleife kommt die Schleife fiir die Auswertung der
Sturmschen Kette bzw. der Folge (2.14) hinzu.

Als Tterationsverfahren zur Extraktion der Eigenwerte aus den vorgegebenen Intervallen
werden Muliisektion (s. auch Algorithmus 5.2), Bisektion mit Verwendung von Algorith-
mus 5.1(in allen Intervallen, die genau einen Eigenwert enthalien, wird durch Bestimmen
der jeweiligen Anzahl der Eigenwerte, die kleiner als die Bisektionspunkte sind und durch
Vergleich mit der Anzahl der Eigenwerte, die kleiner als die untere Intervallgrenze sind
oder mit der Anzahl der Eigenwerte, die kleiner als die obere Intervallgrenze sind, ermit-
telt, in welchem der jeweils zwei durch Bisektion entstandenen Teilintervalie sich genau ein
Eigenwert befindet), Bisektion mit Auswertung des charakieristischen Polynoms {,normale
Bisektion“) und das Pegasusverfahren (s. 2.6) eingesetzt.

Je nach Schachtelung der oben genannten Schleifen, dem eingesetzten lterationsverfahren
und der Verwendung der Sturmschen Kette bzw. der Folge (2.14) ergeben sich die im
folgenden erlauterten Varianten der Extraktionsphase.

Variante 1

Variante 1 der Extraktionsphase enthélt drei Zahlschleifen iiber die Anzahl der Intervalle
mit genau einemn Eigenwert (s. Abbildung5.8). Die zweite Zihlschleife bildet den Hauptteil
von Variante 1, die Berechnungen der ersten und dritten Zahlschleife werden vor bzw. nach
dem Hauptteil durchgefiihrt, da sie nur dann vektorisiert werden kénnen. Verzichtet man
auf die Vektorisierung dieser Berechnungen, so kénnen sie im Hauptteil vor bzw. nach
der inneren Schleife eingefiigt werden. In Variante 1 wird nur die Folge (2.14) in den
Herationsschritten verwendet. Folgende Iterationsverfahren werden untersucht:

a) Multisektion. Hier ist zu testen, ob Multisektion in der Extraktionsphase Vorteile
- gegeniiber Bisektion besitzt und welche Zahl an inneren Intervallteﬂungspunkten

~optimal ist.
b) Bisektion mit Verwendung von Algorithmus 5.1.

c) Bisektion mit Auswertung des charakteristischen Polynoms. Hierzu miissen zu Beginn
“der Extraktionsphase die Funktionswerte des charakteristischen Polynoms an den
Intervallgrenzen aller Intervalle mit genau einem FEigenwert bestimmt werden, da

" dies in der Isolationsphase nicht erfolgt. Der Funktionswert des. charakteristischen
Polynoms wird durch Multiplizieren aller g,_; (2.14) berechnet (s. auch 2.5).  ~ =

d). Pegasusverfahren (s. 2.6). Zu Beginn der Extraktionsphase miissen ebenfalls die Funk-
" ‘tionswerte des charakteristischen Polynoms an den Interv aﬂgrenzen aHer Intervalle
--mit genau einem Eigenwert bestimmt werden. B ' '
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Abbildung 5.8 zeigt die Struktur der ersten Variante der Extraktionsphase.

Fiir I:=1 bis Anzahl der Intervalle mit genau einem Eigenwert

Bestimmen des skalierten, absoluten Fehlers fiir das Intervall
mit dem Index I
Fiir I:=1 bis Anzahl der Intervalle mit genau einem Eigenwert
Solange die geforderie Genauigkeit des Eigenwerts nicht
__erreicht ist
Teilung des Intervalls mit dem Index I und Bestimmen
des neuen Teilintervalls mit genau einem Eigenwert nach
dem jeweiligen lterationsverfahren

Uberschreiben des Eintrags mit dem Index I in der Liste
mit Intervallen mit genau einem Eigenwert durch die
Werte des neuen Teilintervalls
Fiir I:=1 bis Anzahl der Intervalle mit genau einem Eigenwert
Inkrementieren des Listenzeigers fiir die Liste mit den
extrahierten Eigenwerten
Ermitteln des Eigenwerts aus dem Intervall mit dem Index I
aus der Liste mit Intervallen mit genau einem Eigenwert und
Eintragen in die Liste mit den extrahierten Eigenwerten

Abb. 5.8: Extraktionsphase: Variante 1

Zundchst werden die skalierten, absoluten Fehler A,z fiir alle Intervalle mit genau einem
Eigenwert in einer Schleife bestimmt. Bei Bisektion und Multisektion geschieht dies nach
folgender Gleichung: '

A =2+ 65 - (Ja] +[b]) (5.8)
@ und b sind die Intervallgrenzen der Intervalle mit genau einem Eigenwert zu Beginn der
Extraktionsphase. In (5.7) stellen @ und b im Gegensatz dazu entweder zwei Punkte aus
der Mitte des aktuellen Intervalls (Multisektion) oder die Intervallgrenzen des aktuellen
Intervalls (Bisekiion) dar. §; ist die in (5.6) und (5.7) verwendete Gréfle. Beim Pegasus-
verfahren fallt der Faktor 2 in (5.8) weg, da hier der letzte Iterationspunkt und nicht wie
bei Bisektion und Multisektion der Mittelwert des letzten Intervalls nach Erreichen der
geforderten Genauigkeit als Eigenwert gewéhlt wird.
Tm Hauptteil von Variante 1-der Extraktionsphase liuft die dufiere Schleife iiber alle In-
tervalle mit genau einem Eigenwert. In der inneren Schleife werden alle lterationsschritte
bis zur Extraktion des Eigenwerts durchgefliihrt. Bei 'den. Verfahren a, b und ¢ ist die
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Extraktion des Eigenwerts beendet, sobald die aktuelle Intervallbreite kleiner oder gleich
dem skalierten, absoluten Fehler ist. Beim Pegasusverfahren (Verfahren d} bricht die in-
nere Schleife ab, wenn der Betrag des aktuellen Iterationspunktes sich von dem Betrag des
vorherigen hdchstens um den skalierten, absoluten Fehler unterscheidet.

In der inneren Schleife erfolgt zunichst die Teilung des aktuellen Intervalls und das Bestim-
men des neuen Teilintervalls, das den Eigenwert enthilt, nach einem der oben genannten
lterationsverfahren. Die Intervallgrenzen des neuen Teilintervalls sowie die Anzahl der
Nullstellen kleiner als die Iniervallgrenzen (Verfahren a und b) bzw. die Funktionswerte
des charakteristischen Polynoms an den Interv allgrenzen (Verfahren c und d) ersetzen dann
die entsprechenden Werte des akiuellen Intervalls.

Nach ‘Beendigung des Hauptteils der Extraktionsphase werden alle Figenwerte aus der
Intervalliste, die alle Intervalle mit genau einem Eigenwert enthili, bestimmt und in die
Liste mit den extrahierten Eigenwerten eingetragen. Bei den Iterationsverfahren a, b
und ¢ werden die Mittelpunkte der Intervalle mit genau einem Figenwert in diese Liste
ibernommen, bei Verfahren d der letzte Iterationspunkt, der immer auf dem Spexcherplatz
der oberen Intervallgrenze abgespeichert ist. : -

Vektorisierung und Parallelisierung In Variante 1 der Extraktionsphase sind
zunéchst das Bestimmen des skalierten, absoluten Fehlers und der Listeneintrag in die
Liste mit den extrahierten Eigenwerten vektorisierbar (s. die Schleifen in Abbildung 5.8).
Die Gréflenordnung der Vektorléngen entspricht hier gewdhnlich der Ordnung der Matrix.
Ansonsten &8t sich lediglich die Auswertung der Folge (2.14) bei Multisektion gemaf Al-
gorithmus 5.2 vektorisieren. Die Vektorlinge entspricht der Anzahi der inneren Teilungs-
punkte und besitzt die GréBenordnung 10.

Zur Parallelisierung bietet sich die Schleife iiber alle Intervalle mit genau einem Eigenwert
an (s. Abbildung 5.8), da jedes Intervall unabhingig von allen anderen behandelt werden
kann. Ferner stellt diese Schleife den bei weitem zeitintensivsten Teil der Extrakiionsphase
dar. Bei den ersten beiden oben genannten vektorisierbaren Schleifen ist zusitzlich Paral-
lelisierung moglich, jedoch ist dies erst bei sehr grofien Vektorlingen Iohnend Auﬁerdem
ist der zelthche Antell dleser Schlelfen an der Extraktlonsphase genng SRR '

Variante 2

Variante 2 der Extraktionsphase besitzt dieselbe Struktur wie Variante 1 (s. Abbildung
5.8)..In den Iterationsschritten wird jedoch statt der Folge 2.14 die Sturmsche Kette.___
\ern’endet FoIgende Iteratlonsx erfahren werden getestet: - :

a) Blsektlon mit Bestimmen der Anzahl der Eigenwerte in einem der belden durch den_ '
Bisektionspunkt entstandenen Teilintervalle nach Satz 2.1. ' :
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b) Bisektion mit Auswertung des charakieristischen Polynoms.
¢) Pegasusverfahren.

Auf die Untersuchung von Multisektion wird in Variante 2 verzichtet, da bei Vektorisierung
der Sturmschen Kette die Vorteile von Algorithmus 5.2 wegfallen.

Vektorisierung und Parallelisierung Die Sturmsche Kette 1861 sich als lineare Rekur-
sion zweiter Ordnung mit Hilfe der CRAY-Routinen SOLR {Verfahren a) und SOLRN (Ver-
fahren b und ) vektorisieren. Die Groflenordnung der Vektorldngen entspricht gewthnlich
der Ordnung der Matrix. SORLN liefert nur das Endergebnis einer linearen Rekursion
zweiter Ordnung, wihrend SOLR auch alle Zwischenergebnisse zuriickgibt, so daf sich die
Zahl der Vorzeichenwechsel bestimmen 188t (s. Satz 2.1). Ansonsten gilt fiir die \ekton-
sierung und Parallelisierung von Variante 2 das gleiche wie fiir Variante 1.

Variante 3

In Variante 3 der Extraktionsphase bildet die Schleife iiber alle Iterationsschritte die duflere
Schieife im Hauptteil (s. Abbildung 5.9, Mitte).

Innerste Schleife ist immer die Schleife iiber alle Intervalle, die genau einen Eigenwert ent-
halten. Das verwendeie Iterationsverfahren wird ,parallel“ in allen Intervallen mit genau
einem Figenwert durchgefiihrt. In Variante 3 wird die Folge (2.14} in den Iteratmnsschnt-
ten auswertet. Folgende Iterationsverfahren w erden untersucht: ' - =

a) Bisektion mit Verwendung von Algorithmus 5.1. .I
b) -Bi_se_ktion_mit Aus‘:‘.-'e:tung _des Cha;akte;i_st_is;hen Polynoms.. |
c) Pega.susverfahre_n“(s. 2.6).

Bei ‘den Verfahren b und ¢ miissen zu Beginn der Extraktionsphase die Funktionswerte
des charakteristischen Polynoms an den Intervallgrenzen aller Intervalle mit genau einem
Eigenwert bestimmt werden, da dies in der Isolationsphase nicht erfolgt. Der Funktions-
wert des charakieristischen Polynoms wird durch Multiplizieren aller g¢,_; der Folge {2.14)
berechnet (s. auch 2. 0) Die St_ruktur von Var_ia.nte 3 der Extra.ktionsphase zeigt Abbild_ung
59 _ . R S
Zunichst werden die skalierten, absoluten Fehler fiir alle Intervalle mit genau einem Ei-
genwert wie bel Variante 1 nach (5.8) bestimmt.

Der folgende Hauptteﬂ der \~ anante ist: durch d1e Schleife iiber aﬂe Iterat:onsschmte em—
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Fir T:=1 bis Anzahl der Intervalle mit genau einem Eigenwert

Bestimmen des skalierten, absoluten Fehlers fiir das Intervall mit
dem Index I

Initialisieren des Z&hlers ZAEHLER, der die bis auf den skalierten,
absoluten Fehler genan bestimmten Eigenwerte zdhlt, mit Null

Fiir I:=1 bis Anzahl der Intervalle mit genau einem Eigenwert

Bestimmen der lterationspunkte

Initialisieren der Folge (2.14), Berechnen der ¢,_,

Fiir 7:=2 bis n (Ordnung der Matrix)

Fiir I:=1 bis Anzahl der Intervalle mit genan einem Eigenwert

Auswerten der Folgenglieder g,_; der Folge (2.14)

Fiir I:=1 bis Anzahl der Intervalle mit genau einem Eigenwert

Bestimmen des neuen Teilintervalls

Uberschreiben des Eintrags mit dem Index I in der Liste mit _
Intervalien mit genau einem Eigenwert durch die Werte des
neuen Teilintervalls

Eigenwert bis auf den skalierten, absoluten
Fehler genau bestimmt =~

true . L alse

Inkrementieren des Zihlers ZAEHLER - o

Bis ZAEHLER gleich der Anzahl an Intervallen mit genau einem
Eigenwert ist

- Fiir I:=1 bis Anzahl der Intervalle mit genau einem Eigenwert -

. Inkrementieren des Llstenzmgers fiir die Llste mit den extrahierten :

Eigenwerten

Ermitteln des Eigenwerts aus dem Intervall mit dem Index I.aus der

Liste mit Intervallen mit genan einem Eigenwert und Emtragen in. . :

die Liste mit den extrahierten Elgenwerten B

Abb. 5_.9:

Extraktionsphase: Variante 3
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Innerhalb dieser dufleren Schleife wird zunichst der Zihler, der die bereits extrahierten,
d.h. bis auf den skalierten, absoluten Fehler genau bestimmten Eigenwerte z&hlt, zu Null
gesetzt. Danach werden die lterationspunkie fiir alle Intervalle mit genau einem Figenwert
ermittelt und die Folge (2.14) initialisiert. Hierzu werden die g,—; berechnet und die
jeweilige Anzahl der Eigenwerte, die kleiner als die Iterationspunkte sind, (Verfahren a)
oder die Funktionswerte an den Iterationspunkten {Verfahren b und ¢) vorbesetzt.

Als néchstes wird jedes Glied der Folge (2.14) an jedem Iterationspunkt bestimmt. Dies
wird durch eine Schleife iiber alle Folgenglieder (dufiere Schleife, von 2 bis n) und einer
Schleife {iber alle Intervalle mit genau einem Figenwert {innere Schleife) realisiert. In der
inneren Schleife wird das Folgenglied ¢,,—; (s. Abbildung 5.9) an allen Iterationspunkten
bestimmt. Die Werte der ¢,_; werden bei Verfahren a zur Bestimmung der jeweiligen An-
zahl der Eigenwerte, die kleiner als die Iterationspunkte sind, verwendet, bei den Verfahren
b und ¢ zur Funktionsauswertung des charakteristischen Polynoms.

Nach Auswertung aller Folgenglieder an allen lterationspunkten werden in einer Schleife
tiber alle aktuellen Intervalle mit genau einem Eigenwert alle neuen Teilintervalle, die genau
einen Figenwert enthalten, ermitielt. Die neuen Teilintervalle ersetzen dann die entspre-
chenden aktuellen Intervalle in der Liste, die alle Intervalle mit genau einem Eigenwert
enthdlt. Zusitzlich wird in dieser Schieife gepriift, wieviele Eigenwerte bereits bis auf
den skalierten, absoluten Fehler genau bestimmt sind. Die Anzahl dieser Eigenwerte wird
in dem Zahler ZAEHLER (s. Abbildung 5.9) festgehalten. Bei den Verfahren a und b wird
iiberpriift, ob die Intervalibreiten der neuen Teilintervalle kleiner oder gleich dem skalierten,
absoluten Fehler sind, bei Verfahren ¢, ob sich die Betrige der aktuellen Iterationspunkte
und der vorherigen um hochstens den skalierten, absoluten Fehler unterscheiden.

Die Schleife iiber alle Iterationsschritte (dufiere Schleife des Hauptteils, s. Abbildung 5.9)
ist beendet, wenn die Anzahl der bis-auf den skalierten, absoluten Fehler genau bestimmten
Eigenwerte mit der Anzahl der Intervalle mit genau einem Eigenwert iibereinstimmt.
Nach Beendigung des Hauptteils von Variante 3.der Extraktionsphase werden wie in den
Varianten 1 und 2 alle Eigenwerte aus 'der_ Intervalliste mit Intervallen mit genau einem
Figenwert bestimmt und in die Liste mit den extrahierten Eigenwerten eingetragen. Bei
den Iterationsverfahren a und b werden die Mittelpunkte der Intervalle mit genau einem
Eigenwert in diese Liste iibernommen, bei Verfahren e der letzte Iterationspunkt, der immer
aul dem Speicherplatz der oberen Intervallgrenze abgespeichert ist. '

Bei Bisektion (Verfahren a und b) 1d8t sich die Anzahl der Iterationsschritte fiir ein Intervall
[a, ] explizit nach folgender Gleichung bestimmen:

b —
Anzahl der Iterationsschritte = || logz(lA al)” (5.9)
o skal _
Agpa st der skalierte, absolute Fehler fiir das Intervall [a, 8]. Zu Beginn der Extrakti-

onsphase ist es bei Bisektion moglich, die Anzahl der Iterationsschritte fiir jedes Intervall
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mit genau einem Eigenwert zu bestimmen. Das Maximum dieser Werte gibt an, wieviele
Iterationsschritte durchgefithrt werden miissen, um alle Eigenwerte bis auf den skalierten,
absoluten Fehler genau zu berechnen. Bei den Verfahren a und b ist die duflere Schleife im
Hauptteil von Variante 3 (s. Abbildung 5.9) auch als Z&hlschleife von 1 bis zur maximalen
Anzahl der Iterationsschritte realisiert.

Varianie 3 hat den Nachteil, daf fiir viele Intervalle mit genau einem Eigenwert zu viele
Iterationsschritte durchgefithrt werden. In der Isolationsphase werden Intervalle mit genau
einem Eigenwerte zu sehr unterschiedlichen Zeitpunkten gefunden (s. auch Abbildung
5.3), so dafl Intervalle sehr unterschiedlicher Breite an die Extraktionsphase iibergeben
werden. In den Varianten 5 und 6 wird versucht, diesen Nachteil zu umgehen. Ferner ist
zu untersuchen, ob sich der genannte Nachteil iiberhaupt stark auf das. Zeltverhalten der
Extraktlonsphase auswirkt.

Vektorisierung und Parallelisierung Variante 3 der Extraktionsphase bietet hervor-
ragende Mdoglichkeiten zur Vektiorisierung, da alle inneren Schleifen iiber alle Intervalle
mit genau einem Eigenwert laufen. Die Gréfienordnung der Vektorlingen entspricht dabei
gewdhnlich der Ordnung der Matrix. Durch die gute Vektorisierbarkeit von Variante 3
ist ein wesentlich giinstigeres Zeitverhalten als bei den Varianten 1-und 2 bei sequentzeller
- Programmausfithrung zu erwarten.

Parallelisierung ist zusétzlich zur Vektorisierung bei allen inneren Schleifen méoglich. Dies
1st allerdings erst bei Matrizen hoher Ordnung lohnend. Ziel der Parallelisierung muf hier
sein, den Anteil des Overheads durch die Parallelisierung mdglichst gering zu halten. In
allen inneren Schleifen wird auf voneinander unabhéngigen Intervallen gearbeitet, nur das
Inkrementieren des Zihlers fiir die bereits bis auf den skalierten, absoluten Fehler genau
bestimmten Eigenwerte (s. ‘Abbildung 5.9) muf in einem’ krltzschen Berelch geschehen den .
nur eine Task zur glelchen Zezt bea,rbeu:en kann -

Variante 4 |

Variante. 4 der. Extraktionsphase unterscheidet sich nur darin von Variante 3, daf statt der
Folge (2. 14) die Sturmsche Kette ausgewertet wird. Abbildung 5.10 zeigt. den Ausschmtt
von Variante 4, der sich von Variante 3 (s. Abbildung 5.9) unterscheidet."

Nach Bestitnmung der Iterationspunkte wird die Sturmsche Kette an allen Iterationspunk-
ten ausgewertet. Dies geschieht. mit Hilfe der CRAY-Routinen SOLR. bzw. SOLR\T s
auch Variante 2), d1e mtern alle Folgengheder der Sturmschen Kette bestlmmen o

Vektorisierung und Paralleﬁsierung ~ In der zweiten Schleife in - Abbildung 5.10 wird
die Berechnung aller Folgenglieder der Sturmschen Kette wie in Variante 2 mit Hilfe der
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Fiir I:=1 bis Anzahl der Intervalle mit genau einem Eigenwert
Bestimmen der Iterationspunkte
Fiir I:=1 bis Anzahl der Intervalle mit genau einem Eigenwert

Auswerten der Sturmschen Kette an dem Iteratmnspunkt mit
dem Index I

Abb. 5.10: Extraktionsphase: Variante 4, Ausschnitt

CRAY-Routinen SOLR bzw. SOLRN vektorisiert. Dies geschieht innerhalb der CRAY-
Routinen. Die Schleife iiber alle Intervalle mit genau einem Eigenwert wird hier nicht
vektorisiert. Da bei der Bestimmung der Iterationspunkte die Schleife iiber alle Inter-
valle, die genau einen Eigenwert enthalten, vektorisiert (erste Schleife in Abbildung 5.10),
sind fiir eine giinstige Vektorisierung zwei Schleifen erforderlich. Ansonsten entspricht die
Vektorisierung von Variante 4 der von Variante 3.

Die zweite Schleife aus Abbildung 5.10 kann gut parallelisiert werden. Sie stellt den zeit-
intensivsten Teil von Variante 4 der Extraktionsphase dar, da sie die Auswertung der
Sturmschen Ketie enthilt. Parallelisierung ist in dieser Schleife im Gegensatz zu den
inneren Schleifen in Variante 3 schon bei Matrizen wesentlich kleinerer Ordnung lohnend.
Sonst -gilt fiir die Parallelisierung von Variante 4 das fiir Variante 3 Gesagte. .-

Variante §

In Variante 5 der Extraktionsphase wird versucht, den Nachteil von Variante 3, daf} fiir
viele Intervalle mit genau einem Eigenwert zu viele Iterationsschritte durchgefiihrt werden,
zu umgehen. Hierzu bietet sich an, die Intervalle mit genau einem Eigenwert, die ungefihr
gleich viele Tterationsschritte benétigen, in Gruppen zusammenzufassen. Die Gruppen
werden nach jedem Isolationsschritt der Isolationsphase gebildet, da der Algorithmus der
Isolationsphase garantiert, dafl die in jedem Isolationsschritt gefundenen Intervalle mit ge-
nau einem Figenwert die gleiche Intervallbreite besitzen. Die Extraktion der Eigenwerte
aus allen Intervallen einer Gruppe erfolgt dann genau wie in Variante 3 der Extraktions-
phase. Zur Realisierung der Gruppenbildung und -bearbeitung sind Ergénzungen in der
Initialisierungsphase, der Isolationsphase und der Extraktionsphase notwendlg o

Die Ergéinzungen in der Initialisierungsphase zeigt Abbildung 5.11.

Am Ende der Initialisierungsphase direkt vor der Isolationsphase werden zunichst die letzte
Anzahl an Intervallen mit genau einem Eigenwert und die Anzahl der Gruppen mit Interval-
len mit genau einem Eigenwert zu Null gesetzt. Ist nun die aktuelle Anzahl an Intervallen
-mlt genau einem Elgenwert die in ‘der Initialisierungsphase ermittelt wurde, gréfer oder
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Initialisieren der letzten Anzahl an Intervallen mit genau einem
Figenwert LETZTE_ANZAHL mit Null
Initialisieren der Anzahl an Gruppen mit Intervallen mit genau
einem Eigenwert ANZAHL GRUPPEN mit Null
Aktuelle Anzahl an Intervallen mit genau einem
Figenwert AKTUELLE_ANZAHL < minimale
' Gruppengrofie 7
nen : Ja

Inkrementieren von ANZAHL GRUPPEN
Die Gruppengrofie
GRUPPEN.GROESSE (ANZAHEL _GRUPPEN) wird gkﬁch
AKTUELLE_ANZAHL gesetzt
Aktualisieren von LETZTE ANZAHL
LETZTE_ANZAHL :=AKTUELLE_ANZAHL

Abb. 5.11: Initialisierungsphase: Erginzungen zur Gruppenbildung

gleich der minimalen Gruppengréfe, so wird eine Gruppe gebildet. Sehr kleine Grup-
pen sind aus Vektorisierungsgriinden unglinstig, deshalb wird als Wert fiir die minimale
Gruppengrdfie im Programm gewdhnlich 64 (Anzahl der Elemente eines Vektorregisters)
gewihlt. Bei einer minimalen Gruppengréfie von 1 werden die Gruppen so gebildet, wie
zuféllig Intervalle mit genau einem Eigenwert gefunden werden. Es kénnen dann schr kleine
Gruppen entstehen, die die Vektorisierung stéren. Wird eine neue Gruppe gebildet, so wird
zundchst der Zihler fiir die Anzahl der Gruppen ANZAHL GRUPPEN inkrementiert. In der
Liste, die die Gruppengrdfien enthilt, wird das. Element mit dem Index ANZAHL GRUPPEN
gleich der aktuellen Anzahl an Intervallen mit genau einem Eigenwert gesetzt. Schliefilich
wird der Wert der letzten Anzahl an Intervallen mit genau einem Figenwert durch den-
Wert ‘der aktuellen Anzahl iiberschrieben. Ist die Anzahl an inneren Teilungspunkten in
der Initialisierungsphase kleiner als die minimale Gruppengréfie minus 1, so kann die if-
Abfrage in Abbildung 5.11 wegfallen, da dann direkt nach der Initialisierungsphase keine
Gruppenbildung erfolgen kann. Die Liste fiir die Gruppengréfien der einzelnen Gruppen
ist als Feld der Dimension maximal mogliche Ordnung der Matrix realisiert. Bei fest. ein-
gestellter minimaler Gruppengrofie ist als Dimension die maximal mégliche Ordnung der
I__\/Iat_rix_dix-'id_iert.durch die minimale Gruppengréfie (ganzzahlige Division) ausreichend.
In der Isolationsphase wird nach jedem Isolationsschritt {nach Bearbeitung der Schleife .
von ANFANG bis ENDE in Abbildung 5.3) gepriift, ob neue Gruppen gebildet werden kénnen.
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Die dazu an dieser Stelle notwendigen Ergéinzungen zeigt Abbildung 5.12.

 (AKTUELLE_AKZAHL - LETZTE_ANZAHL) <
minimale Gruppengrofie 7

nein Ja

Inkrementieren von ANZAHL _GRUPPEN
Die Gruppengréfie
GRUPPEN_GROESSE(ANZABL GRUPPEN) wird gleich
(AKTUELLE ANZAHL - LETZTE_ANZAHL) gesetzt
Aktualisieren von LETZTE_ANZAHL
LETZTE ANZAHL :=AKTUELLE ANZAHL

Abb. 5.12: Isolationsphase: Erginzungen zur Gruppenbildung

Ist die Differenz aus aktueller und letzter Anzahl an Intervallen mit genau einem Eigen-
wert grofler oder gleich der minimalen Gruppengrofie, so wird zunédchst der Zahler fiir die
Anzahl der Gruppen ANZAHL_GRUPPEN inkrementiert. Danach wird in der Liste mit den
Gruppengréfien der Wert des Listenplatzes mit dem Index ANZAHL GRUPPEN auf den Wert
der Differenz aus aktueller und letzter Anzahl an Intervallen mit genau einem Eigenwert ge-
setzt. Diese Differenz entspricht der Gruppengréfie der neu gebildeten Gruppe. Schliefilich
wird der ‘Wert der letzten Anzahl an Intervallen mit genau einem Figenwert aktualisiert,
indem ihm der Wert der aktuellen Anzahl zugewiesen wird. '

Am Ende der Isolationsphase (s. Abbildung 5.3, nach der #uferen until-Schleife) sind zwei-
Sonderfélle zu behandeln. Diese sind in Abbildung 5.13 dargestellt.

Sind iiberhaupt keine Gruppen gebﬂdet worden, da die minimale Gruppengrdfie nie erreicht
wurde, so wird eine Gruppe mit der Gruppengréfie der aktuellen Anzahl an Intervallen mit
genau einem Eigenwert eingerichtet (erste if-Abfrage in Abbildung 5.13). Danach muf} der:
Wert der letzten Anzahl an Intervallen mit genau einem Eigenwert auf den Wert der ak-
tuellen gesetzt werden, -damit der zweite Sonderfall nicht durchlaufen wird (s. Abbildung
5.13).  Der zweite Sonderfall liegt dann vor, wenn die Anzahl der in den abschlieflen-
den Isolationsschritten gefundenen Eigenwerte kleiner als die minimale Gruppengréfie war.
Die Anzahl dieser Eigenwerte wird dann zur Gruppengrofle der aktuellen Gruppe (Inde'{ '
ANZAHL GRUPPEN) addiert {zweite if-Abfrage in Abbildung 5.13}). .
Die Extraktionsphase nach Variante 5 wird durch die Schleife itber alle Gruppen emgefaﬁt '
Die duflere Struktur der Extraktlonsphase nach Variante 5 zeigt Abbildung 5.14. E
Zunichst werden die ‘Indizes fiir das erste ‘und -letzte Gruppenelement (BEGINN bzw.
SCHLUSS} mit Null initialisieri. Die Indizes geben das erste und letzte Gruppenelement der
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ANZARL GRUPPEN =0 .7

ja o nein

ANZAHL GRUPPEN :=1
GRUPPEN_GROESSE(1) :=AKTUELLE _ANZAHL
LETZTE_ANZAHL :=AKTUELLE ANZAHL
LETZTE ANZAHL < AKTUELLE ANZAHL 7

ja nein

Die Gruppengréfie GRUPPEN_ GROESSE (ANZAHL GRUPPEN)
wird um (AKTUELLE_ANZAHL - LETZTE_ANZAHL) erhéht

Abb. 5.13:  Isolationsphase: Sonderfille bei dér_ Gruppenbildung a

aktuellen Gruppe in der Liste mit allen Intervallen, die genau einen Eigenwert enthalten,
an. Es folgt die Zghischleife zur Bearbeitung aller Gruppen (von 1 bis ANZAHL GRUPPEN).
In dieser Schieife werden als ersies -die Indizes fiir das erste und letzte Gruppenelement
der aktuellen Gruppe aktualisiert. BEGINN wird auf SCHLUSS plus 1 gesetzt, SCHLUSS wird
um die Gruppengrofie der aktuellen Gruppe erhSht. Danach werden die Eigenwerte aus
allen Intervallen der aktuellen Gruppe extrahiert. Hierbei wird genau wie in Variante 3
(s. Abbildung 5.9) verfahren, jedoch laufen alle inneren Schleifen statt iiber alle Intervalle
mit genau einem Eigenwert iiber alle Intervalle der aktuellen Gruppe (Indizes BEGINN bis
SCHLUSS). Alle inneren Schleifen zur Extraktion der Eigenwerte in Variante 5 enthalten die

gleichen Anweisungen wie die enisprechenden Schleifen in Variante 3 (s. Abbildung 5.9)..
Um nicht alle Anweisungen wiederholen zu missen, 1st dleser Teil in Abblldung 5 14 zu'

elner Blocka,nwelsung zusammengefa,ﬁt

Vektorisierung und Parallelisierung Gut vektorisierbar sind in Variante 5 wie in

Variante 3 der Extraktionsphase die inneren Schleifen, die in Variante 5 iiber alle Intervalle
einer Gruppe laufen. Die Vektorlangen ergeben sich in der Isolationsphase und sind nicht im
voraus abzuschétzen, betragen aber mindestens die vorgegebene minimale Gruppengréfe.
In:Variante 5 sind die Vektorlingen gewdhnlich kleiner als in Varla,nte 3, _]edoch werden
~-meist weniger Iterationsschritte in-der Extraktionsphase bendtigt. SRS

~Eine Moghchkeit zur Parallelisierung bieten wie in Variante 3 die inneren Schleifen. Loh— 3
) '-nend 1st dies erst bei Matrizen hoher Ordnung, wenn hohe: Gruppengmﬁen auftreten. In
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Initialisieren der Indizes fiir das erste und letzte
Gruppenelement (BEGINN bzw. SCHLUSS) mit Null
Fiir K:=1 bis ANZAHL GRUPPEN
BEGINN:=SCHLUSS+1
SCHLUSS : =SCHLUSS+GRUPPEN_GROESSE(X)
Extraktion der Eigenwerte aus allen Intervallen der aktuellen
Gruppe; die Intervalie der akiuellen Gruppe besitzen in der
Liste mit Intervallen mit genau einem Eigenwert die Indizes
BEGINNK bis SCHLUSS

Abb. 5.14: Extraktionsphase, .Va,rianffe 5: duflere Struktur

Variante 5 ist es noch schwieriger als in Variante 3, bei Parallelisierung und Vektorisierung
der inneren Schicifen den Anteil des Overheads durch die Parallelisierung gering zu halten.
Eine andere Moglichkeit ist die Parallelisierung der dufleren Schleife iber alle Gruppen, da
alle Gruppen voneinander unabhéngig sind. Allerdings sind im voraus keine Aussagen iiber
Anzah! und Gréfle der Gruppen zu machen. Bel wenigen Gruppen sehr unterschiedlicher
. Gréfie ist eine gleichmifige Lastverteilung nicht zu erreichen. Liegen dagegen sehr viele
Gruppen gleicher Gréfie vor, so ist nur noch die Anzahl an Iterationsschritten in den ein-
zelnen Gruppen unterschiedlich. ‘Bei einer grofien Anzah] an Gruppen kann dann durchaus
eine gleichmifige Lastverteilung erhalten werden. In \farlante 6 wird: der Ansatz uele
Gruppen glemher Groﬁe 2u. bllden aufgegrlﬁ‘en R S '

Vaz lante 6

InV a,nante 6 der Ehtraktlonsphase wird die Gruppengrdfle fiir die Gruppen mit Intervallen
mit genau einem Eigenwert fest vorgegeben. Sind die Gruppengréfien nicht zu grof gewéhlt,
werden fiir die meisten Intervalle einer Gruppe wie in Variante 5 ungefahr gleich viele
Iterationsschritte benstigt. Als Gruppengréfien werden gewdhnlich Vielfache der Anzahl
an Elementen eines Vektorregisters festgelegt, meist 64 oder 128. Abbildung 5.15 zeigt die
suBere Struktur der Extraktionsphase nach Variante 6. Ergénzungen in der Inltlahslerungs-
und Isolationsphase sind im Gegensatz zu Variante 5 nicht notwendig. '

Zunzchst wird die Anzahl der Gruppen durch ganzzahlige Division der Anzahl der Intervalle '
mit genau einem Eigenwert durch die vorgegebene Gruppengréfie bestimmt. Die Extrak- )
tionsphase wird dann wie'ln Variante 5 .durch die Schleife fiber alle Gruppen eingefafit. In
dieser. Schleife werden.zunichst die Indizes fiir die Intervalle der aktuellen Gruppe in der
Liste mit Intervallen mit genau einem Eigenwert bestimmt (BEGINN bis SCHLUSS). SCHLUSS
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Bestimmen der Anzahl der Gruppen durch ganzzahlige Division
der Anzahl der Intervalle mit genau einem Eigenwert durch die
vorgegebene Gruppengrifie
ANZAHL GRUPPEN :=ANZAHL _INTERVALLE/GRUPPEN_GROESSE
Fiir K:=1 bis ANZAHL_GRUPPEN
Bestimmen des Indexes des aktuell letzten Gruppenelements
SCHLUSS : =K*GRUPPEN_GROESSE
Bestimmen des Indexes des aktuell ersten Gruppenelements
BEGINN:=5CHLUSS+1-GRUPPEN _GROESSE
K = ANZAHL_GRUPPEN ?

ja nein

SCHLUSS : =ANZAHL INTERVALLE |
Extraktion der Eigenwerte aus allen Intervallen der aktuellen
Gruppe; die Intervalle der aktuellen Gruppe besitzen in der
Liste mit Intervallen mit genau einem Eigenwert die Indizes
BEGINN bis SCHLUSS

Abb. 5.15: Extraktionsphase, Variante §: dufere Struktur

wird als Produkt aus aktuellem Gruppenindex K und der Gruppengréfie ermittelt. BEGINN
ergibt sich aus SCELUSS plus 1 abziiglich der Gruppengréfie. Danach wird abgefragt, ob
die aktuelle Gruppe die letzte ist. Ist dies der Fall, wird SCELUSS gleich der Anzahl an In-
tervallen mit genau einem Eigenwert gesetzt. Ein bei der Bestimmung der Gruppenanzahl
iibrig gebliebener Rest wird so beriicksichtigt. Es ist sinnvoll, der letzten Gruppe die restli-
chen Intervalle anzuh#ingen, da die Intervalle der letzten Gruppe gewdhnlich die wenigsten
Iterationsschritte bentigen und damit die Bearbeitung der letzten Gruppe am wenigsten
zeitintensiv ist. Zuletzt werden die Eigenwerte aus allen Intervallen der aktuellen Gruppe
extrahiert. Hierbei wird genau wie in Variante 5 vorgegangen.

Vektorisierung und Parallelisierung In Variante 6 sind die inneren Schleifen iiber alle
Intervaile einer Gruppe gut vektorisierbar. Die Vektorldngen in Variante 6 entsprechen der
vorgegebenen Gruppengrifie.

Die &uflere Schleife {iber alle Gruppen bietet sich zur Parallelisierung an (s. Abbildung
5.15). Parallelisierung dieser Schieife ist moglich, sobald die Anzahl an Intervallen mit
genau einem Eigenwert grofler oder gleich der doppelten Gruppengréfie ist. Es entstehen
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dann mindestens zwei Gruppen, die parallel bearbeitet werden kénnen. Bei einer Matrix
hoher Ordnung ergeben sich bei einer giinstig gewihlten Gruppengrofie sehr viele Gruppen
gleicher Gréfle, so dafi trotz der unterschiedlichen Anzahl an Iterationsschritien der einzel-
nen Gruppen eine giinstige Lastverteilung zu erreichen ist. Der Einflufl der Gruppengréfie
auf die Vektorisierung mufl bei der Wahl der Gruppengréfie mit beriicksichtigt werden, da
kleine Gruppengrdfien die Vektorisierung stark verschlechtern.
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6 Ergebnisse

Dieses Kapitel beschreibt die Ergebnisse der Zeit- und Speedup-Messungen der einzelnen
Programmversionen. Zun#chst wird auf die Eigenschaften der fiir die Messungen verwen-
deten Matrizen eingegangen, dann folgen Beschreibung und Diskussion der Messungen in
Initialisierungsphase, Isolationsphase und Extraktionsphase. Der Beschreibung der Ergeb-
nisse in jeder Phase ist jeweils ein kurzer Abschnitt zur Implementierung vorangestellt.
Die Abschnitte iiber Isolations- und Extraktionsphase werden durch eine kurze Zusam-
menfassung abgeschlossen. Anschlielend werden die Ausfithrungszeiten der schnellsten
Programmversion mit denen von Bibliotheksprogrammen verglichen. Den Abschiufi des
Kapitels bildet die Beschreibung von. Sonderfallen in denen d1e Lelstungsfahigkelt der
Programme beeintréichtigt ist.

Alle Messungen wurden auf dedizierter Maschine durchgefﬁhrt. Dabei wurde die jeweils
kiirzeste von mehreren Zeitmessungen verwendet. Bei allen Messungen war &; (s. (5.6),
(5.7) und (5.8)) zu 107* gesetzt. Im folgenden bedeutet sequentielle Programmausfithrung,
daB die, wenn méglick, vektonslerte, aber mcht parallellslerte Verszon der _]ewelhgen Pro-
gramme ausgefuhrt w 1rd ' : ' '

@ 1 Verwendete Maﬁsmzen e

Zwel der fiir die Messungen verwendeten Matnzen smd [14] entnommen Die erste - relhxge
Matrix der Gestalt ISR E RO

02

-wurde auch bei den Messungen auf einer- CRAY X- MP/ 48 in [22] verwendet Dle Elgen-
_werte dleser Matnx lassen smh nach folgender Formel berechnen ' R

)\ —~1+4?§s —l—i :

...'.’?, ist dle Ordnung der Ma.trlx Wie sich. (6 2) entnehmen laﬁt hegen fur groﬁe n sehr v1e1e '-

-'Elgenwerte in der Nahe von. 5 und -3.::

T = 1 2 o (6 2)
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Die zweite Matrix lautet

O Iq G
Bn=| % " (6.3)
Typ—1

mit .

z; = i, i=12..n=1 . _

n ist die Ordnung der Matrix. Ist n gerade, so besitzt die Matrix die Eigenwerte N
& (1), £(n—=3), ..., £ ST (6.5)

Die Matrizen Bn sind unsymmetrische Tridiagonalmatrizen. Sie lassen.sich jedoch, da
z;y; > 0 gilt, in symmetrische Tridiagonalmatrizen umwandeln (s. 2.3.2). o

Aufler den oben genannten Matrizen wurden ferner Matrizen verwendet, bei denen die Ele-
mente der Diagonalen und der Nebendiagonalen mit einem Zufallszahlengenerator erzeugt
wurden. Benutzt wurde der CRAY-Zufallszahlengenerator RANEF, der gleichverteilte Zu-
fallszahlen zwischen 0 und 1 ermittelt, mit unterschiedlichen Startwerten fiir jede erzeugte
Matrix. Diese Matrizen werden im folgenden mlt Zn bezeichnet, wobei n die Ordnung der
Matrix angibt.

Fiir die Messungen wurden Matrizen der Ordnung 128, 512, 800, 1000, 3200, 6400 und
10000 verwendet. Alle Ordnungen sind durch 8 teilbar. Bei manchen der untersuchten
Programmversionen ist dies zur gleichmifigen Auslastung aller 8 Prozessoren der CRAY
Y-MP von Vorteil, jedoch bei keiner Version notwendig."

Einige Eigenwerte der Matrizen Zn und - An liegen sehr nah belemander Dlese Matrizen
bieten sich an, um die Leistungfihigkeit des Isolationsv erfahrens zu testen. Fiir die Mes-
sungen wurden daher hauptséchlich die Matrizen Zn und An verwendet. Die Eigenwerte
der Matrizen Bn dagegen sind sehr giinstig verteilt (Abstand der Eigenwerte irmer 2, s.
(6.5)). Allerdings fithrt die Berechnung des Funktionswertes des charakteristischen Poh—
noms bei diesen Matrizen leicht zu Zahlenbereichstiberschreitungen. . Auf die. Berechnang _
der E;gem&'erte dleser Matnzen mit. hoher Ordnung wird in 6.6 emgegangen NI
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6.2 Initialisierungsphase

6.2.1 Implementierung

Zur Unterteilung des durch die Gerschgorin-Kreise erhaltenen Intervalls, das alle Eigen-
werte enthilt, sind drei Varianten implementiert. In der ersten wird Multisektion mit drei
inneren Punkten durchgefithrt. Als-Multisektionspunkte werden o und die zwei Nullstel-
len der quadratischen Gleichung p,_ = 0 verwendet. In-der zweiten Variante wird das
durch die Gerschgorin-Kreise erhaltene Intervall durch Multisektion mit 15 Punkien in 16
Teilintervalle gleicher Intervallbreite unterteili. Beide Varianten verwenden zur Bestim-
mung der Anzahl der Eigenwerte, die in den jeweiligen Teilintervallen enthalten sind, die
Folge (2.14). In der dritten untersuchien Variante liegt wie in der zweiten dquidistante
Multisektion mit 15 Punkten vor. Die Anzahl der Eigenwerte in den Teilintervallen wird
hier jeweils mit Hilfe der Sturmschen Kette ermittelt. Die Auswertung der Sturmschen
Kette geschieht unter Verwendung der CRAY-Routine SOLR.

6.2.2 DMessungen

Da der zeitliche Aufwand der Initialisierungsphase gegeniiber dem der Isolations- und Ex-
traktionsphase gering ist, wurde auf Parallelisierung verzichtet. . Abbildung 6.1 zeigt die
Ausfithrungszeiten von sequentiellen Programmliufen der ‘drei Varianten der Initialisie-
rungsphase bei den Matrizen A512 und Z512. In der Legende weist p auf die Verwendung
der Sturmschen Kette (Glieder der Folge Pn-:) hm g auf d1e \ erwendung der Folge (2 14)
(Glieder der Folge: g,-;).

Abbildung 6.1 zeigt, daf} Multlsektlon mit drel Punkten die kurzesten Ausfuhrungszelten
liefert. Dies war zu erwarten, da bel drei Punkten nur ein Fiinftel der Auswertungen

der Folge (2.14) bzw. der Sturmschen Kette gegeniiber Multisektion mit 15 Punkten

durchgefiihrt werden. Die Zeiten bel Multisektion mit 15.Punkten sind jedoch nur um ca.
ein Drittel hdher als bei Multisektion mit 3 Punkten. Dies ist durch die Vektorisierung
der Auswertung der Folge (2.14) nach Algorithmus 5.2 sowie durch die Vektorisierung
der ‘Auswertung der Sturmschen Kette mit Hilfe der CRAY-Routine SOLR zu erkliren.
Abbildung 6.1 ist auch zu entnehmen, daB bei Multisektion mit 15 Punkten die Verwendung
der ‘Folge (2.14) zeitlich giinstiger.ist ‘als die Verwendung der Sturmschen Kette,  Dies
zeigt, dafl die Vektorisierung der Auswertung der Folge (2.14) nach Algorithmus 5.2 bei
“Multisektion mit 15 Punkten besser ist -als die: der ‘Auswertung der Sturmschen Kette mit
_-Hilfe der CRAY-Routine SOLR. Ferner 1d8t sich das Zihlen der negativen Vorzeichen der
~Glieder der Folge (2.14) effizienter codieren als das Zihlen von Vorzeichenwechseln bei den
-'--_'Folgenghedem der Sturmschen ‘Kette (s. “auch 2.2)." Bei Multisektion mit 15 Punkten

':.-1st also. dle Verwendung der- Folge. (2.14) der \fer“endung der Sturmschen Kette in der -
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Abb. 6.1:  Zeitmessungen der drei Varianten der Initialisierungsphase

Initialisierungsphase vorzuziehen.

Ob. Multisektion mit drei oder .15 Punkten gunstlger ist, hingt auch von der Verteilung
der Eigenwerte im durch die Gerschgorin-Kreise erhaltenen Ausgangsintervall ab. Wie
schon in 5.3.2 erwihnt, liefert die oben genannte Multisektion mit drei Punkten in jedem
Fall mindestens zwei Intervalle mit Eigenwerten, wihrend man bei Multisektion mit 15
Punkien in manchen Féllen nur ein Intervall mit Eigenwerten erhilt. Auf Ausw 1rkungen
der. Imtlahslerungsphase a.uf d1e Isolatlonsphase w 1rd in- 6 3.2 elngegangen S

6 3 Eseiatmnsphase

8. 3 3. Emplemen‘tierung

In der Isolationsphase wurden verschiedene Multisektions- und Bisektionsverfahren imple-
mentiert und getestet. ‘An Multisektionsverfahren liegen zwei Verfahren mit frei wihlbarer
Punktzahl unter Verwendung der Folge (2.14) bzw. ‘der Sturmschen Kette vor. Das erste
Multisektionsverfahren vektorisiert die Auswertung der Folge {2.14} gemifi Algorithmus
5.2, das zweite die Auswertung der Sturmschen Kette mit Hilfe der CRAY-Routine SOLR.
‘Das erste 1mplement1erte Bisektionsverfahren verwendet die Folge (2.14). Da nur ein Tei-

lungspunkt vorhanden ist, ist Vektorisierung hier nicht méglich, jedoch 1Bt sich Bisektion

“effizienter codieren als -'Multisektion. 1m zweiten :Bisek_t_ionsverfa._hren ~wird ‘die. Sturmsche
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Kette mit Hilfe der CRAY-Routine SOLR vektorisiert. Ebenso wie im ersten Bisektions-
verfahren sind hier Code-Einsparungen gegeniiber Multisektion moghch Auf ein weiteres
Bisektionsverfahren wird weiter unten eingegangen. -

In allen oben genannten Verfahren wurde jeder Isolationsschritt (s. Abbildung 5.3, Schleife
von ANFANG bis ENDE) unter Verwendung der Autotasking Direktive DO ALL parallelisiert.

Wird dagegen die gesamte Isolationsphase in einen parallelen Bereich eingeschlossen und
die Direktive DO ALL durch DO PARALLEL ersetzt, so wird ab dem zweiten Isolations-
schritt der Aufwand fiir Einrichtung und Terminierung des parallelen Bereichs eingespart.
Nach [26] ist dies ab drei parallelen DO-Schleifen lohnend, hier also ab drei Isolationsschrit-
ten. Da aber in diesem Fall-die Aktualisierung der Anzahl an Intervallen mit mehreren.
Eigenwerten sowie der Schleifenwerte ANFANG und ENDE {s. Abbildung 5.3) mit Hilfe der
Direktiven CASE und END CASE zusitzlich in eine Kontrollstruktur fiir genau einen
Prozef§ eingeschlossen werden muB, ergeben sich keine Zeitvorteile. Deshalb ist in allen
oben genannten Varianten der Isolationsphase die Direktive DO ALL implementiert. Die
Aktualisierung der Listenzeiger fiir die Hauptlisten sowie die Bestimmung der neuen An-
zahl an Intervallen mit mehreren Eigenwerten (s. Abbildung 5.3) sind unter Verwendung
der Direktiven GUARD und END GUARD in einen krltlschen Bereich eingeschlossen, den
mehrere Tasks nicht gleichzeitig bearbeiten kénnen. _

Ein ‘weiteres Bisektionsverfahren ist implementiert, .das sowohl dle Folge (2 14} verwen-
det als auch vektorisiert. Dieses Verfahren nutzt die Beschleunigung durch Vektorisie-
rung und spart gegeniiber Multisektion Code. = Letzteres fiihrt ebenfalls zu schnelleren
Ausfiihrungszeiten. Alle Intervalle mit mehreren Eigenwerten eines Isolationsschritts wer-
den in 8 moglichst gleich grofile Gruppen aufgeteilt. Jede innere Schleife eines Isolations-
schritts l4uft iiber alle Gruppenelemente und vektorisiert. Nach einigen Bisektionsschritten
werden grofiere Vektorldngen erreicht, so daf die Vektorisierung der inneren Schieifen sehr
lohnend wird. Ist die Anzahl an Intervallen mit mehreren Eigenwerten kleiner als 8, so ent-
spricht die Zahi der Gruppen dieser. Anzahl. Jede Gruppe enthélt dann genau ein Element.
Ist die Anzahl an Intervallen mit mehreren Eigenwerten gréfier als 8, aber nicht durch 8
teilbar, so erhalten die ersten der 8 Gruppen jeweils ein Element mehr ‘als die letzten, bis
der nicht durch 8 teilbare Rest aufgeteilt ist. Die Anzahl der Gruppen ist frei wihlbar, Bei
8 Gruppen kann jedem der 8 Prozessoren einer CRAY Y-MP eine Gruppe zur Bearbeitung
zugeteilt werden. Bei sequentiellen Programmliufen ist eine Gruppe am gunstlgsten da.
dann in jedem Isolationsschritt die grofBten Vi ektorlingen erre1cht werden. -

In dem oben genannten Bisektionsverfahren -wird -die Schleife iiber alle Gruppen d1e
die ‘Buflere Schleife jedes Isolationsschritts darstellt, unter Verwendung der Autotasking-
Direktive DO.ALL parallelisiert. Die Aktuahsy‘erung der Listenzeiger fiir die. Hauptlisten
. sowle ‘die Bestimmung der neuen Anzahl an Intervallen ‘mit mehreren Eigenwerten sind
~in einen kr1t1schen Berelch unter \ferwendung der D;rektu en GD ARD und END GU ARD_
-Qelngeschlossen 35 AR B Pt T S e :
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Werden in der Extraktionsphase Bisektion mit Auswertung des charakteristischen Poly-
noms oder das Pegasusverfahren verwendet, ist jeweils die Ubergabe der Anzahl der Fi-
genwerte, die kleiner als die unteren Intervallgrenzen der Intervalle mit genau einem Fi-
genwert sind und der Anzahl der Eigenwerte, die kleiner als die oberen Intervallgrenzen
dieser Intervalle sind, an die Extraktionsphase iberfliissig. In der Extraktionsphase werden
stattdessen die Funktionswerte des charakteristischen Polynoms an den Intervallgrenzen
berechnet. Die sich dadurch ergebenden Einsparungen in der Isolatlonsphase sind gering
und bemﬁussen das Zeitverhalten der Isolationsphase kaum.

§.3.2 Auswxrkungen der Em‘tlahswrungsphase aui die Isolati-
onsphase

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie sich Multisektion mit drei bzw. 15 Punkten
in der Initialisierungsphase auf das Zeitverhalten der Isolationsphase auswirkt. In der
Isolationsphase werden einerseits Bisektion ohne Vektorisierung, andererseits Multisektion
mit 15 Punkten mit Vektorisierung nach Algorithmus 5.2 durchgefuhrt Beide Verfahren
verwenden die Folge {2.14).

In Abbildung 6.2 werden die Laufzeiten des Bisektionsverfahrens in der Isolationsphase bei
Multisektion mit drei bzw. 15 Punkten in der Initialisierungsphase verglichen. Gemessen
wurden die Zeiten fiir die Isolation aller Eigenwerte der Matrizen 4012 und Z512 auf CRAY

Y-MP bei sequentieller und paralleler Programmausfiihrung.

Abbildung 6.2 zeigt, dafl sich bei Multisektion mit 15 Punkten in der Inltlahslerungsphase
bei allen Messungen etwas niedrigere Zeiten ergeben als bei Multisektion mit 3 Punkten.

Die Zeitgewinne in der Isolationsphase bei Multisektion mit 15 Punkten in der Initialisie-
rungsphase gegeniiber Multisektion mit 3 Punkten betragen bei dem Matrizen A512 und
7512 sequentiell 2.3 ms bzw. 6.1 ms sowie parallel 0.8 ms bzw. 1.5 ms. In der Initialisie-
rungsphase dagegen treten Zeitverluste von 0.27 ms bzw. 0.33 ms auf (s. Abbildung 6.1).

Die Zeitverluste in der Initialisierungsphase gleichen also die Zeitgewinne in der Isolations-
phase bei weitem nicht aus. Bei Multisektion mit:15 Punkten in der Initialisierungsphase
werden ‘bei den Matrizen A512 und Z512 aufwendige Isolationsschritte auf Kosten von
wenig Mehraufwand in der Initialisierungsphase gegeniiber Multisektion mit 3 Punkten
eingespart. Bel paralleler Ausfilhrung erzeugt Multisektion mit 15 Punkten in der Initia-
lisierungsphase bei diesen Matrizen zu Beginn der Isolationsphase zuséitzlich mehr Tasks
(mehr Intervalle mit mehreren Eigenwerten) als bei Multisektion mit 3 Punkten. Daher
konnen schon im ersten Isolationsschritt mehr Prozessoren beschiftigt ‘werden. Aus den
Messungen in Abbildung 6.2 148t sich der SchluB} ziehen, dafi bei Bisektion in der Isolati-
onsphase Multisektion mit 15 Punkten in der Initialisierungsphase in der Regel giinstiger
‘als Multisektion mit 3 Punkten ist. Dies ist nur dann nicht der Fall, wenn Multisektion
mit 3 Punkten in der Initialisierungsphase mehr Intervalle mit mehreren Eigenwerten er-
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Abb. 6.2:  Bisektion in der Isolationsphase: Vergleich der Zeiten bei Multisektion mit drei bzw.
15 Punkten in der Initialisierungsphase a '

zeugt als: \Iultlsektlon mlt 15 Punkten \’\ ie: schon in 5 3 2 erwahnt kann dles durchaus
vorkommen. B K ' ' '
Abbildung 6.3 zeigt entsprechende Zeltmessungen bei. Multlseklon rmt 15 Punkten in der
Isolationsphase. . : - SR

Bei Matrix 4512 sind die sequentlelien und parallelen Ausfuhrungszelten be1 Multisektion
mit 3 Punkten in der Initialisierungsphase wesentlich niedriger als bei Multisektion mit
15 Punkten. Dies weist aufl die starke Abhéngigkeit des Multisektionsverfahrens in der
Isolationsphase von der Verteilung der Eigenwerte in den Ausgangsintervallen hin. Multi-
sektion der Ordnung £ ist am effektivsten, wenn in einem Intervall mit & + 1 Eigenwerten
alle Eigenwerte in einem Multisektionsschritt getrennt werden. Dies ist'jedoch nur selten
der Fall. In ungiinstigen Féllen - wird z.B.Z-kein Eigenwert getrennt - wird Multisektion
sehr aufwendig. Aus diesen Griinden kann Multisektion in der Isolationsphase bei weniger
Ausgangsintervallen mit giinstiger-Verteilung der Eigenwerte wesentlich bessere Ergebnisse
als bei mehr Ausgangsmtervaﬂen mit schlechter \fertellung der Elgenwerte hefern Dies ist
bei Matrix. A512 der Fall. L o L RO
Bei Matrix Z512 ist die sequentleHe Ausfuhrungszeit be1 Muitlsektlon mit 3 Punkten in
‘der Tnitialisierungsphase ‘geringfiigig niedriger als bei Multisektion mit 15 Punkien. Die.
~parallele Ausfithrungszeit dagegen ist bei ‘Multisektion ‘mit 15 Punkten in. der Initialisie-
rungsphase geringfiigig besser “als bei Multisektion mit 3 Punkten. Dies.ist dadurch zu
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Abb. 6.3:  Multisektion mit 15 Punkten in der Isolationsphase: Vergleich der Zeiten bei Mul-
tisektion mit dret bzw. 15 Punkten in der Initialisierungsphase

erklidren, dafl bei Multisektion mit 15 Punkten in der Initialisierungsphase in den meisten
Fallen schon im ersten Isolationsschritt alle acht Prozessoren der CRAY Y-MP Intervalle
mit mehreren Eigenwerten bearbeiten konnen, wahrend bei Muliisektion mit 3. Punkten
im ersten Isolationsschritt maximal 4 Prozessoren eingesetzt werden kénnen. - o
Da die Effektivitdt von-Multisektion in der lsolationsphase stark von der \erteﬂung der
Eigenwerte abhingt, die im Normalfall unbekannt ist, 148t sich keine Regel fiir eine gunstlge
Anzahl von Multisektionspunkten in der Initlahsmrungsphase a.ufsteﬂen

6.3.5 J:-MufﬁSektiﬂﬁ-Qder._ﬁﬁis.ektian in der Isolationsphase?

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie sich ‘Bisektion und Multisektion auf das Zeit-
verhalten der Isolationsphase auswirken. Das getestete Multisektionsverfahren verwendet
die Folge (2.14) und vektorisiert nach Algorithmus 5.2. Bei den Matrizen A512 und Z512
wurden die sequentiellen und parallelen Ausfithrungszeiten der Isolationsphase bei 1 bis 40
Multisektionspunkten gemessen, bei den Matrizen A128 und Z128 bei 1 bis 127 Multisek-
‘tionspunkten.. Die Anzahl der Multisektionspunkte, die die kiirzesten Ausfiithrungszeiten
‘ergab, wurde jeweils festgehalten.  Alle Messungen wurden auf CRAY X-MP und CRAY Y-
MP-durchgefiihrt, um zu untersuchen, ob sich -die unterschiedlichen Startup-Zeiten beider -
Rechner bel V ektoroperatlonen auf die Ergebmsse auswlrken Das zum V erglemh herange-
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zogene Bisektionsverfahren verwendet ebenfalls die Folge (2.14) und vektorisiert nicht.
Abbildung 6.4 zeigt die sequentiellen Ausfilhrungszeiten der Isolationsphase fiir die Matrix
A512 bei 1 bis 40 Multisektionspunkten auf CRAY X-MP und CRAY Y-MP. In der Initia-
lisierungsphase wurde Multisektion mit 3 Punkten durchgefiihrt. Die diskreten MeBpunkte
wurden aus Griinden der Ubersichtlichkeit miteinander verbunden,

Zait {ms]

c ¥ I I ) 1 T 1 1
o} 5 ia 5 20 25 3Q 35 40
Muitisektionapunkis

Abb. 8.4: Isolationsphase: Multisektion mit 1 bis 40 Punkten, sequentielle Ausfiihrungszeiten
bei Matrix A512° L

Die optimale Anzahl an Multisektionspunkten mit den kiirzesten Ausfithrungszeiten fiir
die Isolationsphase liegt bei beiden Rechnern in dieser Mefireihe bei 13 Punkten. Es ist zu
erkennen, daf sich die Zeiten im Bereich von 10 bis 18 Punkten wenig unterscheiden. Bei
héherer Anzahl der Multisektionspunkte steigen die Ausfiihrungszeiten langsam an. Es
ist nicht auszuschliefen, daf bei héherer ‘Anzahl der Multisektionspunkte wieder kiirzere
Ausfithrungszeiten auftreten. Dies héngt stark von der Verteilung der Eigenwerte ab, die
gewOhnlich unbekannt ist. ‘In den meisten Fillen wichst jedoch bei hiherer Anzahl der
Multisektionspunkte der zeitliche Aufwand der Multisektion stdrker als der Nutzen durch
Trennung von mehr Eigenwerten in einem Isclationsschritt. Die auf CRAY X-MP gemes-
senen Werte liegen wegen der hoheren Taktzeit iiber den auf CRAY Y-MP gemessenenen.
Die Abbildungen 6.5 und 6.6 zeigen die sequentiellen Ausfihrungszeiten der Isolations-
‘phase mit optimaler Anzahl der Multisektionspunkte der jeweiligen Mefireihen auf CRAY

“X-MP und CRAY Y-MP im Vergleich zu den durch Bisektion erzmlten Zeiten. “In der

Initialisierungsphase wurde Multisektion mit- 3 Punkten. durchgefuhrt
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Die Skalierung der y-Achse ist logarithmisch, um die Messungen mit den Matrizen 4128,
A512, 7128 und Z512 in einem Diagramm darstellen zu kénnen.

Wie den Abbildungen 6.5 und 6.6 zu entnehmen ist, werden bei Multisektion mit in diesen
Mefireihen optimaler Punktzahl bei allen Matrizen deutlich kiirzere Zeiten als bei Bisek-
tion erzielt. Auf beiden Rechnern ist die jeweils optimale Anzahl der Multisekiionspunkte
gleich. In der Isolationsphase ist bei sequentieller Ausfiihrung nur die Verteilung der Ei-
genwerte ausschlaggebend. Die unterschiedlichen Startup Zeiten auf CRAY X-MP und
CRAY Y-MP becinflussen die optimale Anzahl der Multisektionspunkte nicht.

In den Abbildungen 6.7 und 6.8 sind die parallelen Ausfiihrungszeiten der Isolationsphase
mit der optimalen Anzahl der Multisektionspunkte der jeweiligen Mefreihen auf CRAY
X-MP und CRAY Y-MP im Vergleich zu den durch Bisektion erzielten Zeiten dargestellt.

Bei paralleler Ausfithrung liegen die Zeiten fiir Multisektion mit optimaler Punktzahl eben-
falls deutlich unter denen von Bisektion. Es ergeben sich andere optimale Punktzahlen als
bei sequentieller Ausfithrung, da bei paralleler Ausfithrung neben der Verteilung der Ei-
genwerte auch die Anzahl der in jedem Isolationsschritt vorhandenen Tasks (entspricht
der Anzahl an Intervallen mit mehreren Eigenwerten) und die Aufteilung der Tasks auf
die Prozessoren das Zeitverhalten beeinflussen. In den Isolationsschritten kann eine nicht
durch 4 bzw. 8 teilbare Anzahl der Intervalle mit mehreren Eigenwerten vorkommen,
so daf} die 4 bzw. 8 Prozessoren nicht gleichmifiig ausgelastet werden. Die sehr grofien
Unterschiede zwischen Bisektion und Multisektion bei den Messungen anf CRAY Y-MP
lassen sich dadurch erkléren, daB bei Bisektion in den ersten Isolationsschritten nur wenige
Tasks vorhanden sind und die 8 Prozessoren noch nicht voll ausgelastet werden. Zusiitzlich
steigi durch die groflere Anzahl an Isolationsschritten bei Bisektion gegeniiber Multisek-
tion der Overhead durch die Parallelisierung jedes Isolationsschritts. Da auf CRAY X-MP
nur 4 Prozessoren vorhanden sind, beeinflussen diese Effekte die Zeiten hier nicht so stark.
Durch die unterschiedliche Prozessorzahl auf CRAY X-MP und CRAY Y-MP lifit sich
auch eine unterschiedliche optimale Anzahl der Multisektionspunkte beider Rechner wie
bei Matrix A128 erkldren. Die Aufteilung der Ta.sks auf 4 bzw. 8 Prozessoren kann zu
unterschiedlichen Ergebnissen fiihren. S

In den bisherigen Messungen war Bisektion Multisektion mit giinstiger Punktzahl unterle-
gen. Eine giinstige Anzahl von Multiscktionspunkten kann jedoch nicht ohne Kenntnis der
Verteilung der Eigenwerte vor der Programmausfiihrung ermittelt werden. Die Verteilung
der Eigenwerte ist in den meisten Anwendungen unbekannt. In den Abbildungen 6.9 und
6.10 werden daher Multisektion. mit 15 Punkten in der Isolationsphase und Bisekiion bei
sequentieller und paralleler Programmausfithrung auf CRAY Y-MP bei Matrizen hoher
_Ordnung verglichen. 15 Multisektionspunkte wurden gewihlt, da diese Zahl im Bereich
“:der bisher gemessenen optimalen Multisektionspunkte liegt, der Aufwand der Multisektion
" bei 15 Punkten nicht sehr hoch ist und die sich im glinstigsten Fall in jedem Multisektions-
schritt ergebende Anzahl von 16 Intervallen mit mehreren Eigenwerten durch 8 teilbar. ist.
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Abb. 6.7:  Isolationsphase: Vergleich zwischen Multisektion mit optimaler Punktzahl und Bi-
sektion auf CRAY X-MP, parallel ' .

305
1 Bisektion
™ Muttisektion
10-
=
e
™ 24
S 13
R bt
1 38

U Ates LUASTR U ZEe 751 -
. Punktes 20, . Punkig 11, 0% Funiie: ¥ : - Punle: 30 . .

Abb 6 8 Isola.tmnsphase Verwlemh zw1sc11e11 Multlsektlon mlt optlmalex Pun tzahl Illld Bi-
sektmn a.uf CRAY Y-MP, parallel - ' LT e :




6.3: Isolationsphase 71

In der Initialisierungsphase wurde Multisektion mit 15 Punkten durchgefiihrt. Dies ist,
wie schon in 6.3.2 erwihnt, fiir Bisektion in der Regel giinstiger. Die Messungen wurden
mit den Matrizen 43200, 46400, 23200 und Z6400 durchgefiihrt.

Die Abbildungen zeigen, daf sich fiir die Matrizen A6400 und Z8400 bei Bisektion sequen-
tiell und parallel geringfiigig niedrigere Zeiten als bei Multisektion mit 15 Punkten ergeben.
Bei Matrix A3200 liegen die Ausfiihrungszeiten fiir Multisektion sequentiell und parallel
deutlich unter denen fiir Bisektion. Die Ausfithrungszeiten fiir die Matrix Z3200 bei Mul-
tisektion sind dagegen nur sehr geringfiigig niedriger als bei Bisektion. Hier zeigt sich,
daf} Bisektion und Multisektion mit 15 Punkten in der Isolationsphase bei fiir Multisektion
nicht giinstigen Verteilungen der Eigenwerte gleichwertig sind. Ist jedoch die Verteilung der
Eigenwerte fir Multisektion mit 15 Punkten giinstig, so ergeben smh deutliche Zeitvorteile
fir Multisektion. :

35 y 558"
[73 Bisextion
l 1 Multisektion

314

25
22? 515

A3200

Abb. 6.9: Isola.tmnsphase Vergleich zwischen Mnlhsektmn mit 15 Punkten und Bisektion aunf
CRAY Y—MP bei Matnzen hoher Ordnung, seque11t1e11 o :

Zusammenfassend 148t sich sagen, 'da,ﬁ sich das Zeitverhalten von Multisektion und Bisek-
tion nur geringfiigig unterscheidet, wenn die Anzahl der Multisektionspunkte nicht gut auf
die Verteilung der Eigenwerte abgestimmt ist. Da die Verteilung der Eigenwerte in den mei-
sten Anwendungsféllen unbekannt ist, ist eine gute Absiimmung vor Programmausfithrung
nicht moglich. Ist jedoch die Anzahl der Multisektionpunkte fiir die Verteilung der Eigen-
-werte giinstig, lassen sich durch Multisektion in der Isolationsphase deutlich kiirzere Zeiten
erzielen als durch Bisektion. Bei paralleler Programmausfithrung besitzt ‘Multisektion in
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Abb. 6.10: Isolationsphase: Vergleich zwischen Multisektion mit 15 Punkten und Bisektion auf
CRAY Y-MP bei Matrizen hoher Ordnung, pazallel

den ersten Isolationsschritten Vorteile gegeniiber Bisektion, da mehr Tasks erzeugt werden.
Da jedoch auch bei Bisektion nach einigen Isolationsschritten gentigend Tasks vorhanden
sind, wirkt sich dies vor allem bei Matrizen hoher Ordnung kaum auf das Zeitverhalten
der Isolationsphase aus (s. auch Abbildung 6.10). Bei den hier verwendeten Matrizen lie-
fert Multisektion mit 15 Punkten kiirzere oder ungeféhr gleiche Zeiten wie Bisektion. Der
Mehraufwand der Multisektion gegeniiber Bisektion wird durch die Vektorisierung nach
Algorithmus 5.2 in Grenzen gehalten.

6.3.4 Verwendung der Sturmschen Kette be1 Muitisektlon mit
15 Punkten o o

In diesem Abschnitt wird die Verwendung der Sturmschen Kette bei Multisektion mit 15
Punkten in der Isolationsphase untersucht. Die Auswertung der Sturmschen Kette wird
mit Hilfe der CRAY-Routine SOLR vektorisiert. In den Abbildungen 6.11und 6.12 werden
die sequentiellen Ausfithrungszeiten der Isolationsphase auf CRAY Y-MP bei Multisektion
mit 15 Punkten unter Verwendung der Sturmschen Kette sowie der:Folge (2.14). verglichen.
Die untersuchten Matrizen sind 4128, A512, A3200, Z128, Z512 und :Z3200." ‘

Den ‘Abbildungen 6.11 und 6.12 ist zu'entnehmen, daB die ‘Auslihrungszeiten ba Verwen-
dung der.Stu_rmsch_en_Kette hoher sind ‘als bei Verwendung der Folge (2.14). Dies zeigt,
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wie schon in 6.2.2 erwdhnt, dafl die Vektorisierung der Auswertung der Folge (2.14) nach
Algorithmus 5.2 bei Multisektion mit 15 Punkten giinstiger ist als die der Auswertung
der Sturmschen Kette mit Hilfe der CRAY-Routine SOLR. Ferner 148t sich das Zahlen
der negativen Vorzeichen der Glieder der Folge (2.14) effizienter codieren als das Zahlen
von Vorzeichenwechseln bei den Folgengliedern der Sturmschen Kette (s. auch 2.2). Bel
Multisektion mit 15 Punkten ist also die Verwendung der Folge (2.14) der Verwendung der
Sturmschen Kette in der Isolationsphase vorzuziehen. -

8.3.5 Verwendung der Sturmschen Kette bei Bisektion in der
isolationsphase

Wahrend bei dem bisher erwihnten Bisektionsverfahren mit Verwendung der Folge {2.14)
keine Vektorisierung in der Isolationsphase méglich ist, 188t sich bei Bisektion mit Verwen-
dung der Sturmschen Kette die Auswertung der Sturmschen Kette mit Hilfe der CRAY-
Routine SOLR vektorisieren. Abbildung 6.13 zeigt die sequentiellen Ausfithrungszeiten
auf CRAY Y-MP von Bisektion mit Verwendung der Sturmschen Kette im Vergleich zu
Multisektion mit 15 Punkten und fiir die Verteilung der Eigenwerte giinstiger Punktzahl
unter Verwendung der Folge {2.14) sowie Bisektion mit Verwendung der Folge (2.14). Bei
den Multisektionsverfahren wurde in der Initialisierungsphase Multisektion mit 3 Punk-
ten durchgefiihrt. Dies erwies sich in 6.3.2 bei den auch hier verwendeten Matrizen A512
und Z512 bei Multisektion mit 15 Punkten in der Isolationsphase als giinstiger als Mul-
tisektion mit 15 Punkten in der Initialisierungsphase. Bei den Bisektionsverfahren wird
Multisektion mit 15 Punkten in der Initialisierungsphase durchgefiithrt. In der Legende
weist ¢ auf die Verwendung der Folge:(2.14) hin, p auf die Verwendung der Sturmschen
Kette. Die zweite Angabe bezeichnet die Zahl der verwendeten Multisektionspunkte bzw.
das verwendete Verfahren, die dritte Angabe die Zahl der Multisektionspunkte in der In-
itialisierungsphase. Bei Multisektion mit giinstiger Punktzahl (,,opt “} st die Zah!l der
Muliisektionspunkie unter der z- Achse angegeben : .

Abbildung 6.13 zeigt, daB sich bei Bisektion mit \’emendung der Sturmschen Kette die
deutlich kiirzesten Laufzeiten ergeben. Dies ist durch die Vektorisierung der Auswertung
‘der Sturmschen Kette zu erkldren, die neben der effizienten Codierung der Bisektion die
schnellen - Ausfiihrungszeiten bewirkt. Die Verwendung der Sturmschen Kette hat jedoch
‘den Nachteil, daf 1hre_Auswertung ]e1cht zu Zahlenberelchsuberschreltungen fiihren kann

(s. auch 2.2).
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Abb. 6.13: Isolationsphase: Vergleich von verschiedenen Bisektions- und Multisektionsverfah-
1en, sequentiell

6.3.6 Speedup-Messungen bei Matrizen unterschiedlicher Grd-
nung

In diesem Abschnitt wird die Abhiingigkeit der Speedup-Werte von der Ordnung der Ma-
trizen untersucht. Bei dem hier untersuchten Verfahren wird in der Initialisierungsphase
Muitisektion mit 15 Punkien durchgefithrt, in der Isolationsphase Multisektion mit 15
Punkten unter Verwendung der Folge (2.14). Zur Berechnung der Speedup-Werte wurde
die kiirzeste von mehreren sequentiellen ‘Ausfiithrungszeiten durch die kiirzeste von meh-
reren parallelen Ausfiihrungszeiten dividiert. Bei Matrizen bis einschlieflich der Ordnung
1000 wurden je 4 Messungen durchgefiihrt, bei hheren Ordnungen je 2 Messungen. Ge-
messen wurde auf CRAY Y-MP bei dedizierter Maschine mit den Matrizen A128, 4512,
A800, A1000, A3200 und A6400 sowie 7128, Z512, Z800, Z1000, Z3200 und Z6400. Bei
den parallelen Messungen wurden alle 8 Prozessoren emgesetzt D1e Abblldungen 6.14 und
6.15 zeigen die jeweiligen Speedup—\?\ erte.. . -

Den Abbildungen 6.14 und 6.15 ist zu entnehmen daﬁ che Speedup Werte mit zuneh-
mender Ordnung der Matrizen steigen und ab der Ordnung 512 in der Nidhe des maxi-
-mal méglichen Speedups 8 liegen. Die Abweichungen vom maximalen Speedup bei diesen
‘Ordnungen sind zum einen durch den Overhead durch die Parallelisierungsroutinen, zum
anderen durch eine geringfiigig ungleiche Auslastung der Prozessoren in einigen Isolations-
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schritten zu erkldren. Eine ungleiche Auslastung der Prozessoren kann vor allem in den
ersten und letzten Isolationsschritten auftreten, da dort in der Regel nur wenige Intervalle
mii mehreren Eigenwerten vorliegen. In den mittleren Isolationsschritten sind die Pro-
zessoren durch die sehr hohe Anzahl an Intervallen mit mehreren Eigenwerten bei diesen
Matrizen gleichmiflig ausgelastet. An sich stellt jede Matrix ein eigenes Problem dar, da
die Parallelisierung der Isolationsphase stark von der Verteilung der Eigenwerte abhéngt.
Liegen alle Eigenwerte einer Matrix sehr nah beieinander, so ist die Isolationsphase sehr
schlecht parallelisierbar. Die Messungen mit den Matrizen An und Zn, die keine besonders
giinstige Verteilung der Eigenwerte aufweisen, zeigen jedoch, dafl aufler bei sehr extremen
Verteilungen der Eigenwerte gute Speedup-Werte erreicht werden konnen.

Der schlechte Speedup bei den Matrizen A128 und Z128 kommt zustande, da selbst bei
4 aufeinanderfolgenden Messungen die Ausfiihrungszeit des Programms kleiner ist als die
Zeit, bis alle Prozessoren zur Verfiigung stehen. Diese Zeit liegt im Bereich von einigen
10 Millisekunden. Hieraus folgt, dafi sich maximale Speedups erst ab Ausfiithrungszeiten
im Bereich von Sekunden erreichen lassen. Um dies zu {iberpriifen, wurde vor dem eigent-
lichen Programm ein paralleles Dummy-Unterprogramm mit einer Ausfiihrungszeit von
einigen Sekunden ausgefiihrt. Die Speedup-Werte der Isolationsphase ergaben daraufhin
5.31 bei Matrix A128 und 5.45 bei Matrix Z128. Die jetzt noch auftreienden Speedup-
Verluste sind dadurch zu erkliren, daf sich der Overhead durch die Parallelisierung und
eine geringfiigig unterschiedliche Auslastung der Prozessoren bei Matrizen niedriger Ord-
nung stiirker auswirken als bei Matrizen hoher Ordnung. Paralielisierung von Routinen,
deren Ausfithrungszeiten bei den vorliegenden Problemgrdfien im Millisekunden-Bereich
liegen, ist auf CRAY-Rechnern in Anwendungenfillen nur dann sinnvoll, wenn die. Rou-
tinen sehr oft ausgefiihrt werden oder Teil eines Gesamtprogramms sind, in dem vorher
parallele Abschnitte mit hheren Ausfithrungszeiten durchlaufen werden. . . . '

6. 3 '7 Speedup Messungen %ei 1 bls 8 ??Gzessoren

Abbildung 6.16 zeigt die auf CRAY Y-MP mit 1 bis 8 Prozessoren erzielten Speedup Werte
der Isolationsphase bei Matrix A3200. In der Initialisierungsphase wurde Muliisektion
mit 15 Punkien durchgefuhrt in: der Isolatlonsphase I\Iultlsektlon mit 15 Punkten unter
Verwendung der Folge (2.14). e SRS e G

Aﬂe Speedup-Werte in Abbildung 6.16 liegen nahe am ma)ﬂmal erreichbaren Wert. Da in
den Isolationsschritten sehr viele Tasks (entspricht der Anzahl an Intervallen mit mehreren
‘Eigenwerten) erzeugt werden, kdnnen die jeweils angeforderten Prozessoren gut ausgelastet
.werden. Trotzdem auftretende Speedup-Verluste sind mit dem Overhead durch die Paralle-

~lisierungsroutinen und geringfiigig unterschiedliche Auslastungen der Jeweﬂs angeforderten

-Prozessoren in-einzelnen. Isola,tlonsschntten Zu. erklaren
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Abb. 6.16: Tsolationsphase: Speedup-Werte bei 1 'bi_s § Prozessoren, Matrix A3200

6.3. 8 Parallele Blsektlon mlt Partztiomerung in der Esoiatmnsw

In diesern Abschnitt wird das Zeitverhalten von paralleler Bisektion mit Partitionierungin
der Isolationsphase untersucht. Dieses Bisektionsverfahren teilt alle vorliegenden Intervalle
mit mehreren Eigenwerten in Gruppen moglichst gleicher Gréfie auf. Alle inneren Schleifen
des Verfahrens laufen iiber die Anzahl der Gruppenelemente und vektorisieren. Die Vek-
torlinge entspricht der Anzahl der Gruppenelemente im jeweiligen Isolationsschritt. Die
suBere Schleife jedes Isolationsschritis, die fiber die Anzahl der Gruppen léuft, wird par-
allelisiert. Zur Bestimmung der jeweiligen Anzahl der Eigenwerte in den durch Bisektion
entstandenen Teilintervallen wird die Folge {2.14) verwendet. In Abbildung 6.17 werden
die sequentiellen Ausfithrungszeiten auf CRAY Y-MP von Bisektion mit Verwendung der
Sturmschen Kette, Bisektion ohne Partitionierung {entspricht einer Gruppe), Bisekton mit
Partitionierung in 8 Gruppen und Multisektion mit 15 Punkten verglichen. Die 3 zuletzt
genannten Verfahren verwenden die Folge (2.14). In allen Verfahren wurde in der Initialisie-
rungsphase Multisektion mit 15 Punkten durchgefiihrt. ‘Gemessen wurde.mit den Matrizen
A512, A800 und A1000. In der Legende weist: p auf die: \ ‘erw endung der Sturmschen Kette
hin, ¢ auf die Verwendung der Folge. (2.14). AN : .

Abbﬂdung 6.17 zeigt, dafl die sequentiellen- ‘kusfuhrungszelten von B1sekt10n ohne Par—
_tltlomerung die bei weitem kurzesten sind.. Be1 Blsektaon ohne: Part1t1on1erung ergeben
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Abb. 6.17: Isolationsphase: Vergleich von Bisektion mit Verwendung der Sturmschen Kette,
- Bisektion ohne Partitionierung, Bisektion mit Partitioniernng in 8 Gruppen und
Multisektion mit 15 Punkten, sequentiell

sich ca. 8 mal héhere Vekiorlédngen als bei Bisektion mit Partltlomerung in 8 Gruppen.
Dies ‘erklirt die Zeitunterschiede ‘dieser beiden Verfahren. Abbildung 6.17 ist ferner zu
entnehmen, daf die Vektorisierung bei Bisektion chne Partitionierung besser -ist als ‘die
Vektorisierung der Auswertung der Sturmschen Kette mit Hilfe der CRAY-Routine SOLR.
Bisektion mit Partitionierung in 8 Gruppen fiihrt dagegen zu hsheren Laufzeiten als Bisek-
tion mit Verwendung der Sturmschen Kette. Bei hoheren Ordnungen der Matrizen werden
jedoch die Unterschiede geringer, da dann bei Bisektion mit Partitionierung hohere Vek-
_torléngen- erremht werden.  Bisektion mit bzw.. ohne Partitionierung sind auf jeden Fall
Maultisektion mit 15 Punkten vorzuziehen, wie Abbildung 6.17 deutlich zeigt. Multisektion

mit giinstiger Punktzahl (s, -auch. Abbildung 6.13, Matrix-A512) fiihrt ebenfalls zn hoheren :

_Ausfuhrungszelten als Bisektion mit bzw. -ohne Part1t10n1erung

“Abbildung 6.18 vergleicht. die- sequentleﬁen und parallelen . Ausfuhrungszelten von Blsek—
“tion mit Verwendung der Sturmschen Kette und Bisektion mit Partitionierung in.8 Grup-

-pen bei den Matrizen. A3200-und 73200 fir CRAY. Y-MP. Ferner smd die: sequentlellen |

liAusfuhrungszelten von B1sekt10n ohne Partitionierung ergénzt. -

"~ Die Ausfithrungszeiten von Bisektion mit und ohne Partitionierung in Abblldung 6.18 he- .
_-gen deutlich unter denen von ‘Bisektion mit Verwendung der ‘Sturmschen Kette. ‘Dies ist-

~durch.die hohe Anzahl der Intervalle mit mehreren Eigenwerten, die nach einigen Isolati-
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Abb. 6.18: Isolationsphase: Vergleich von Bisektion mit Verwendung der Sturmschen Kette,
Bisektion chne Partitioniernng und Bisektion mit Partitionierung in 8 Gruppen

onsschritten bei diesen Matrizen auftritt und die Vekiorlangen bei den Bisekiionsverfahren
mit und ohne Partitionierung bestimmt, zu erklren. Abbildung 6.18 zeigt ferner, dafi die
sequentiellen Ausfiihrungszeiten von Bisektion mit und ohne Partitionierung bei Matnzen
hoher Ordnung néher belemander liegen. als bex Matnzen mednger Ordnung (zum Vergleich
. Abbﬂdung 6. 17) : -

Speedup—Messungen : Eei Matrizen unterschiedlicher Ordnung . - -

Die Abbildungen 6.19 und 6.20 zeigen die Speedup-Werte auf CRAY Y-MP mit 8 Prozes-
soren fiir die Matrizen A512, “A800, A1000, 43200 und A6400 sowie Z512, Z800, Z1000,
73200 und Z6400 bei Blsektlon ‘mit Partitionierung in 8 Gruppen. Zur Berechnung der
Speedup-Werte wurden die sequentiellen Ausfithrungszeiten des Bisektionsv erfahrens mlt
Partitionierung in 8 Gruppen durch die parallelen Ausfithrungszeiten dividiert.- '

In den Abbildungen 6.19 und 6.20 nihern sich die Speedups bei den Matrizen hoher Ord-
nung dem Maximalwert 8. Speedup-Verluste treten durch den Overhead durch die Paralle-
lisierungsroutinen und unterschiedliche Auslastung der Prozessoren vor allem in den ersten
“und letzten Isolationsschritten auf. Ein Bisektionsverfahren benétigt gegeniiber einem Mul-
tisektionsverfahren zu Beginn der Isolation mehr Isolationsschritie, um eine grofe Anzahl
an Intervallen mit mehreren Eigenwerten zu-erzeugen. Ist eine grofle Zahl an Intervallen
mit mehreren Eigenwerten erzeugt und enthalten dann die ersten Gruppen ein zusétzliches
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Abb 6.20:  Isolationsphase: Speedup-Werte bei Matrizen unterschiedlicher Ordnung, Matrizen
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Element, so beeinflufit die daraus folgende geringfiigig unterschiedliche Auslastung der Pro-
zessoren das Speedup-Verhalten kaum. Ferner sind in den letzten Isolationsschritten hdufig
sehr wenige Eigenwerte zu isolieren. Die Isolation dieser Eigenwerte erfordert bei einem
Bisektionsverfahren in der Regel mehr Schritte als bei einem Multisektionsverfahren, so
dafd sich eine unterschiedliche Auslastung der Prozessoren in den letzten Isolationsschrit-
ten stirker auswirkt. Dies macht sich gerade bei Matrizen niedriger Ordnung bemerkbar,
da der zeitliche Anteil der ersten und leizien Isolationsschritte an der Gesamtzeit der Isola-
tionsphase in der Regel grofier ist als bei Matrizen hdherer Ordnung. Bei sehr ungiinstiger
Verteilung der Eigenwerte, z.B. wenn alle Figenwerte sehr nah zusammenliegen, gelten die
obigen Aussagen nicht. In diesem Fall sind nur kleine Speedups durch Parallelisierung

moglich.

Speedup-Messungen bei 1 bis 8 Prozessoren

Abbildung 6.21 zeigt die Speedup-Werte auf CRAY Y-MP mit 1 bis 8 Prozessoren bei
Bisektion mit Partitionierung in 1 bis 8 Gruppen in der Isolationsphase fiir die Matrix
A3200. Zur Speedup-Berechnung wurde die sequentielle Ausfithrungszeit durch die paral-
lele dividiert. Sequentiell und parallel entsprach die Anzahl der Gruppen der Zahl der fiir
die parallele Ausfithrung angeforderten Prozessoren.
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Abb. 6.21: Isolationsphase: Speedup-Werte bei 1 bis § Prozessoren, Matrix 43200

In Abbildung 6.21 liegen die .Speedup-.\\-’erte desto niher am Maximahﬂ’ert, je kleiner die
Anzahl der Prozessoren ist. Bei wenigen Prozessoren und der entsprechenden Anzahl an
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Gruppen lassen sich die Intervalle mit mehreren Eigenwerten eines Isolationsschritis glinsti-
ger verteilen und damit die Prozessoren besser auslasten. Speedup-Verluste haben anson-
sten die gleichen Ursachen wie die im vorherigen Abschnitt erwdhnten. Bei einem Prozessor
und entsprechend einer Gruppe ist der Speedup tatséchlich eins, da eine Schleife mit einem
Durchlauf nicht parallelisiert werden kann und dies auch zur Laufzeit durch die Paralle-
lisierungroutinen erkannt wird. In den Routinen wird die Anzahl der Schleifendurchliufe
abgefragt. Liegt nur ein Schleifendurchlauf vor, werden keine weiteren Operationen zur
Parallelisierung der Schieife durchgefithrt [26].

Die Speedup-Werte in Abbildung 6.22 wurden durch Division der sequentiellen
Ausfithrungszeit bei einer Gruppe durch die parallele Ausfithrungszeit bei der Anzahl an
Gruppen berechnet, die jeweils der Anzahl der angelorderten Prozessoren entsprach. Es
liegt hier also im Sequentiellen ein anderes Verfahren als im Parallelen vor, wenn zur pai-
allelen -Bearbeitung mehr als ein Prozessor angefordert w1rd Das sequentlelle und das
paraﬂele Verfahren sind jedoch sehr ahnhch '
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Abb.6.22: - Isolationsphase: Speedup-Werte bei 1 bis § Prozessoren, Matrix A3200

Die Speedup-Werte in Abbildung 6.22 liegen bei mehr als einem Prozessor deutlich unter
dem Maximalwert, der durch die-Anzahl der Prozessoren gegeben ist. ‘Dies ist durch-die
grofleren Vektorlingen bei Bisektion ohne Partitionierung gegeniiber Bisektion mit Par-
‘titionierung in eine der Prozessoranzahl entsprechende ‘Anzahl an ‘Gruppen zu erkliren.
-Bei 2 und mehr Gruppen wird Beschleunigung durch Vektorisierung eingebiifit. Es liegt
-der: Fall :vor, dafi -der-beste hier untersuchte sequentielle Algorithmus nicht ohne leichte:
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Anderungen des Verfahrens parallelisiert werden kann. FEine mogliche Konsequenz des
Speedup-Verhaltens in Abbildung 6.22 wire, zur Parallelisierung der Isolationsphase nicht
alle Prozessoren anzufordern (z.B. nur 4 oder 5). Die iibrigen Prozessoren kénnten dann
im Multiprogramming-Betrieb anderweitig genutzt werden. Die durch Parallelisierung er-
reichbaren Speedups werden jedoch hoher, je gréfier die Ordnung der Matrix ist. Bet
Matrix A6400 wird z.B. bei Einsatz von 8 Prozessoren ein Speedup von 5.79 gegeniiber
dem sequentiellen Verfahren ohne Partitionierung erreicht (Matrix Z6400: 5.96). Sollten
Matrizen sehr hoher Ordnung vorliegen, so kann sich auch der Einsatz aller Prozessoren
ohne grofle Speedup Verluste lohnen ' :

6.2.89 Zusammenfassung

Zusammenfassend 148t sich sagen, daf§ Bisektion mit Partitionierung in Gruppen sequen-
tiell und parallel das schnellste der hier untersuchten Verfahren fiir die Isolationsphase
darstellt. Da dieses Verfahren die Folge (2.14) verwendet, kann in der Isolationsphase
ohne Geschwindigkeitsverluste auf die Verwendung der Sturmschen Kette, die leicht zu
Zahlenbereichsiiberschreitungen fiihrt, verzichtet werden.

Multisektion hat gegeniiber Bisektion nur dann Vorteile, wenn die Anzahl der Multisekti-
onspunkte fiir die vorliegende Verteilung der Eigenwerte giinstig ist. Ohne Kenntnis der
Verteilung der Figenwerte ist diese Anzahl jedoch vor der Programmausfithrung nicht ab-
zuschitzen. Bisektion stellt dagegen fiir jede Verteilung eine gute ,mittlere” Losung dar,
da dieses Verfahren sehr effizient zu codieren ist.

Die Parallelisierung der Bisektions- und Multisekiionsverfahren ohne Aufteilung der In-
tervalle mit mehreren Eigenwerten in Gruppen- ergibt giinstigere Speedup-Werte als die
von Bisektion mit Partitionierung in Gruppen. Die kurzen Laufzeiten von Bisektion mit
Partitionierung in Gruppen gerade bei Matrlzen hoher. Ordnung “erden jedoch von den
itbrigen Verfahren bei Weltem nicht. erreicht ' - e

6.4 Extraktionsphase

6.4.1 Awuswirkungen der Isclationsphase auf die Extraktions-
phase | |

Multlsektlon der Ordnung k > 1 in der Isolationsphase fiihrt zu einem anderen Zeit-
verhalten der Extraktlonsphase als Bisektion in der Isolationsphase. Bei Multisektion in
der Isolationsphase werden in der Regel Intervalle kleinerer Intervallbreite an die Extrak-
tionsphase iibergeben- als bei Bisekiion in der Isolationsphase. Die Intervallbreite dieser
Intervalle, die genau einen Eigenwert enthalten, bestimmt die Anzahl der lterationsschritte
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in der Extraktionsphase. Bei kleinerer Intervallbreite sind in der Extraktionsphase weni-
ger Iterationsschritte erforderlich, um die vorgegebene Genauigkeit zu erreichen. Wird
Bisektion statt Multisektion mit 15 Punkten in der Isolationsphase durchgefiihrt, so ist in
der Extraktionsphase beim Pegasusverfahren in der Regel ein zus#tzlicher Iterationsschritt
notwendig. Bisektion in der Extraktionsphase erfordert ca. 4 zusétzliche Iterationsschritte.
Die Auswirkungen dieser zusétzlichen Iterationsschritte auf das Zeitverhalten der Extrak-
tionsphase sind jedoch nicht sehr groff, da bei dem vorgegebenen Genauigkeitskriterium
(s. (5.8) mit é; = 107**) beim Pegasusverfahren, wenn vorher 10 Bisektionsschritte durch-
gefiihrt werden, um bessere Startwerte fiir dieses Verfahren zu erhalten, insgesamt ungefihr
15 Iterationsschritte notwendig sind, bei Bisektion bis zu 40 [terationsschritte. Die Zahl
der Iterationsschritte schwankt bei den einzelnen Intervallen mit genau einem Eigenwert,
da die Intervallbreite dieser Intervalle von der Zahl der Isolationsschritte, die erforderlich
sind, um die jeweiligen Eigenwerte zu isolieren, abhéngt. |

Umn Auswirkungen der Isolationsphase auf das Zeitverhalten der Extraktionsphase richtig
einschitzen zu kdnnen, mufl auch der Anteil der Laufzeiten von Extraktionsphase und
Isolationsphase an der Ausflithrungszeit des Gesamtprogramms beriicksichtigt werden. Der
zeitliche Aufwand der schnellsten Verfahren der Extraktionsphase - die einzelnen Verfahren
der Extraktionsphase werden in den folgenden Abschnitten diskutiert - ist bei den in den
Messungen verwendeten Matrizen 4 bis 9 mal hdher als der der schnellsten Verfahren
der Isolationsphase. Der zeitliche Anteil des Isolationsverfahrens an der Ausfiihrungszeit
des Gesamtprogramms steigt jedoch, wenn eine geringere Genauigkeit vorgegeben wird
(6; > 107'*) und dadurch die Laufzeit des Extraktionsverfahrens verkiirzt wird.

In den Abbildungen 6.23 und 6.24 werden die sequentiellen und parallelen Ausfiihrungs-
zeiten der Gesamtprogramime bei Bisektion mit Partitionierung in 8 Gruppen in der Iso-
lationsphase und Multisektion mit 15 Punkien in der Isolationsphase verglichen. In der
Initialisierungsphase wurde Multisektion mit 15 Punkten durchgefiihrt, in der Extrakti-
onsphase Variante 6 mit Verwendung des Pegasusverfahrens. Die Ausfiihrungszeiten der
Gesamtprogramme wurden bei den Matrizen A3200, A6400, Z3200-und Z6400 gemessen.

Die Abbildungen 6.23 und 6.24 zeigen, daf} sich bei Bisektion mit Partitionierung in Grup-
pen in der Isolationsphase deutlich kiirzere Ausfithrungszeiten des Gesamtprogramms er-
geben als bei Multisektion mit 15 Punkten in der Isolationsphase. Die Zeitgewinne durch
das wesentlich schnellere Isolationsverfahren (s. auch 6.3.8) iiberwiegen die geringen Zeit-
verluste in der Extraktionsphase bei weiten. Die Isolationsverfahren aus 6.3.8 sind folglich
die fiir den gesamten Algorithmus giinstigsten der untersuchten Isolationsverfahren. Die
-etwas geringeren Zeitunterschiede bei Matrix A3200 sind dadurch zu erklédren, daf 15 Mul-
tisektionspunkte bei dieser Matrix eine fiir die Verteilung der Eigenwerte giinstige Anzahl
sind (s. ‘auch die Abbildungen 6.9 und 6.10). - S '
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Abb. 6 23: Vergleich der Ausfihrungszeiten der Gesamtprogramme bei Multisektion mit 15

Punkten und Blsektmn mit Pazutmluerung in 8 Gruppen in der Isolationsphase,
sequentlell '
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Abb 6. 2-1 Verglelch dez Ausfuhrunv‘szelten der Gesamtprogra.mme bei Multisektion mit 15

. Punkten und B1sekt1011 ‘mit Partmomemnn‘ in'§ Gruppen in det Isolatlonsphase
pa_rallel :
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§.4.2 Variante 1

Implementierung

In Variante 1 der Extraktionsphase werden 4 unterschiedliche [terationsverfahren miteinan-
der verglichen. Implementiert sind Multisektion mit frei wihlbarer Anzahl der Multisekti-
onspunkte, Bisektion mit Verwendung von Algorithmus 5.1, Bisektion mit Auswertung des
charakteristischen Polynoms und das Pegasusverfahren. Bei Bisektion mit Auswertung des
charakteristischen Polynoms werden zu Beginn der Extraktionsphase die Funktionswerte
“des charakteristischen Polynoms an den unteren Intervallgrenzen aller Intervalle, die genau
einen Eigenwert enthalten, berechnet. Beim Pegasusverfahren werden die Funktionswerte
des charakteristischen Polynoms an den unteren und oberen Intervallgrenzen ermittelt. Vor
dem Pegasusverfahren werden, wie in allen anderen Varianten auch, 10 Bisektionsschritte
durchgefithri, um giinstigere Startwerte fiir dieses Verfahren zu erhalten. Die Funktions-
werte des charakteristischen Polynoms werden durch das Produkt aller q,_;, i =1,...,n,
berechnet (s. auch 2.5). | e '

Das Multisektionsverfahren vektorisiert nach Algorlthmus 5. 2 wahrend die iibrigen Itera-
tionsverfahren nicht vektorisieren.

Im Hauptteil von Variante 1 der Extraktionsphase wird die Schleife iiber alle Intervalle
mit genau einem Eigenwert (s. Abbildung 5.8, Mitte) mit Hilfe der Autotasking-Direktive
DO ALL parallelisiert. Die Bearbeitung jedes Intervalls mit genau einem Eigenwert stellt
eine Task dar. Die beiden Schleifen zur Bestimmung des skalierten, absoluten Fehlers sowie
zum Eintragen der Eigenwerte in die Liste mit den extrahierten Eigenwerten (s. Abbildung
5.8, oben und unten) werden mit Hilfe der Direktive DO ALL VEKTOR parallelisiert. Der
zelthche Anteil dieser Schleifen an der Laufzeit der Extraktionsphase ist jedoch sehr germg
so dafl auf ihre Parallehslerung auch \erzmhtet werden konnte o '

Ernﬁtﬂung der Performanc_:e-._Haibwertsl&nge der Muitis_a_ki;iqns_s_éhlei_fe_. o

Um die Anzahl an Multisektionspunkten abzusch#tzen, bei der sich die kiirzesten Laufzei-
ten des Multisektionsverfahrens in der Extrakiionsphase nach Variante 1 ergeben, wurden
die Performance-Halbwertslingen n, f, der inneren Multisektionsschleife in Algorithmus 5.2
auf CRAY X-MP und CRAY Y-MP ermittelt.- Die Bearbeitung der inneren und sufleren
Schleife in Algorithmus 5.2 hat den hdchsten zeitlichen Anteil an der gesamten Laufzeit
des :Multisektionsverfahrens. 'Zur Abschétzung der Performance-Halbwertslingen wurde
die lineare Néherung aus -5.’2 verwendet Durch Umformung erhhlt man die Gleichung -

’ e obg T T e P
(6. 6) ist zu entnehmen, daB k = —nlig fur 1= 0 gilt, die Performance Halbwertslange also

'dem_x_i_egle_r_ten z- Achsenabsch__mtt_ entspricht. “In den-Abbildungen 6.25 und 6.26 sind die
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Laufzeiten der inneren Schieife aus Algorithmus 5.2 bei den Vektorléngen (k} 10 bis 50
in 5-er Schritten aufgetragen. Durch die Mefipunkte wurde eine Ausgleichgerade gelegt
(lineare Regression) und der Schnittpunkt dieser Geraden mit der z-Achse ermittelt,

_ Anzah! der Takte

760 -
S0D
S00 -
400 -
300
2 g — Lingare Regression
Y¥=8.1333X+212.33
Y=0: X=-281
100 =
& MeBpunkie
T 1 i ; Y T Y 1
—40 -30 =10 0 10 20 3. 40 &0
—100 -

‘Vektorlange

Abb. 6.25: Ab_schiit_zung de_r Pe:fqrmance-Halbwertsl_%inge,_ .X-MP

Die Abschédtzung der Performance-Halbwertslange fiir die innere Multisektionsschleife in
Algorithmus 5.2 ergibt fiir CRAY X-MP ungefahr 26 (s. Abbildung 6. 25) und fiir CRAY
Y-MP ungefshr 30 ('s. Abbildung 6.26). Mit Hilfe der Tabelle 5.1 148t sich die jeweils
optimale Anzahl der Multisektionspunkte abschitzen. Fiir CRAY Y-MP erhdlt man 15
oder 16 Multiscktionspunkte, fiir CRAY X-MP 13 oder 14 Multisektionspunkte. In den
folgenden Messungen wird u. a. ‘untersucht, ob diese Werte gute Abschatzungen fiir das
gesamte Multlsektlonsverfahren der Ehtraktzonsphase smd SURSTRE

Multlsekﬁlon oder Blsektlon in der Extraktlonsphase" :

In diesem Abschnltt w1rd das Zel‘n rerhalten von Multisektion und Bisektion in der Extrak-
tionsphase untersucht. Zu diesem Zweck wurden die Ausfithrungszeiten des Multisektions-
verfahrens mit 1 bis 40 Punkten bei den Matrizen A512 und Z512 sowie mit 1 bis 127
Punkten bei den Matrizen A128 und Z128 ermittelt. Die Anzahl der Multisektionspunkte,
die die jeweils kiirzeste Ausfiihrungszeit ergab, wurde festgehalten.

In den Abbildungen 6.27 und 6.28 werden die sequentiellen und parallelen Ausfiihrungs-
zeiten von Multisektion mit Jexf»ells optimaler. Anzahl der: Multlsektlonspunkte und - von
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Abb. 6.26: Abschitzung der Performance-Halbwertslinge, Y-MP -

Bisektion auf CRAY X-MP bei den Matrizen A128, A512, Z128 und Z512 verglichen. Die
Jjeweils optimale Anzahl der Multisektionspunkte ist unter der z-Achse vermerkt. In der In-
itialisierungsphase und in der Isolationsphase wurde, wie auch bei allen Zeitmessungen der
Extraktionsphase in den folgenden Varianten, Multlsektlon mit 15 Punkten durchgefiihrt.

Die Abbildungen 6.27 und 6.28 zeigen, dafl auf CRAY X- MP die- -sequentiellen und par-
allelen Ausfithrungszeiten von Bisektion bei allen Matrizen geringfiigig kiirzer sind als die
von Multisektion mit optimaler Punktzahl. Dies 188t sich durch die effiziente Codierung
des Bisektionsverfahrens erkléren. Der zeitliche Aufwand des Multisektionsverfahrens ist
auf CRAY X-MP héher, obwohl gegeniiber Biscktion Iterationsschritte eingespart werden
und die Auswertung der Folge (2.14) nach Algorithmus 5.2 vektorisiert. Die hdhere An-
zahl an Auswertungen der Folge {2.14) bei Multisekton fithrt trotz der Vektorisierung zu
hoheren Ausfithrungszeiten -als bei Bisektion. Bisektion in der Extraktionsphase ist auf
CRAY X-MP also das etwas giinstigere Verfahren als Multisektion. Als optimale Anzahl
der Multisektionspunkte ergeben sich bei sequentieller Programmausfithrung 12, 13 und 14
Punkte. Die Abschitzung aus dem vorherigen Abschnitt von 13 oder 14 Punkten stimmt
also ziemlich genau mit den gemessenen Werten iiberein. “Bei den Matrizen A128 und
A512 sind bei paralleler Programmausfilhrung 13 bzw. 16 Multisektionspunkte optimal.

~ Die Unterschiede zu den bei sequentieller Ausfiihrung ermittelten optimalen Punktzahlen
_sind durch eine unterschledhche Auslastung der Prozessoren bei der Bearbeitung der letz-
B ten Intervalle mit ‘genau einem Elgen“ ert zu erklaren Zur Extraktlon der Elgenwerte kann S
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Abb. 6.27: Extraktionsphase, Variante 1: Vergleich zwischen Bisekiion und Multisektion mit
optimaler Punkizahl, X-MP, sequentiell
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Abb 6 28 Extxaktmnsphase Vanante 1:. Verglelch zw:schen Blsektlon uud Mulﬂsektmn mit
S ':_ optlma,ler Punktzahl X—MP para]lel '
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eine unterschiedliche Anzahl an Multisektionsschritten erforderlich sein. Dies hingt zum
einen davon ab, in welchem Isolationsschritt die Figenwerte isoliert wurden, zum anderen
von der Zahl der Multisektionspunkte. Bei einer htheren Anzahl der Multisektionspunk(e
ist unter Umsténden eine glinstigere Auslastung der Prozessoren bei der Bearbeitung der
letzten Intervalle mit genau einem Eigenwert zu erreichen, wenn sich die Anzah! der Mul-
tisektionsschritte bei diesen Intervallen und dieser Anzahl der Multisektionspunkte wenig
oder gar nicht unterscheidet. Dies kann bei paralleler Ausfithrung zu geringfiigig kiirzerer
Laufzeit der gesamten Extraktionsphase fiihren.

Die Abbildungen 6.29 und 6. 30 zexgen dxe Ergebnisse der entsprechenden Messungen aufl
CRAY Y-MP.

10
D Bisektion 4931 5.047
[T Multisaxtion :
=
- 1
T
™~
0.326 0328 0.326 0.330
ol 1 e R 1
) AlZ8 0 A2 e Z128 Lo 2812

€PuNkte . G Puikte. . 1BELNke . M Pukte

Abb 6 29: Extraktionsphase, Variante 1:- Verglelch zwmchen Blsektzon und Multmektmu mit
opt1maler Punktzahl Y'V.{P seqnentlell ' SR SR

Die sequentiellen Ausfithrungszeiten auf CRAY Y-MP in Abbildung 6.29 sind bei Mulii-
sektion mit optimaler Punktzahl geringfiigig besser als bei Bisektion. Als optimale An-
zahl der Multisektionpunkte ergaben sich dreimal 16 und einmal 14 Punkte. Dies stimmt
gut mit der Abschitzung aus dem vorherigen Abschnitt’ (15 oder 16 Punkte) iiberein.
Die jeweils optimale Anzah] der Multisektionspunkte ist wegen der grofleren Performance-
Halbwertsldnge (s. vorheriger Abschnitt) héher als aul CRAY X-MP. Ferner zeigt sich
bei ‘den sequentiellen Messungen, dafi auf CRAY Y-MP im Gegensatz zu CRAY X-MP
‘Multisektion mit optimaler Punktzahl bei sequentieller Ausfithrung geringfiigig giinstiger
als Bisektion ist. Bei paralieler Ausfiihrung liegen die Ausfiihrungszeiten bei Bisektion
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Abb. 6.30: Extraktionsphase, Variante 1: Vergleich zwischen Bisektion und Multisektion mit
optimaler Punktzahl, Y-MP, parallel

geringfiigig unter denen von Multisektion {s. Abbildung 6.30). Diese den Ergebnissen aus
Abbildung 6.29 gegenldufige Tendenz ist durch unterschiedliche Auslastung der Prozesso-
ren bei der Bearbeitung der leizten Intervalle mit genau einem Eigenwert zu erkldren. Eine
unterschiedliche Anzahl an aufwendigen Multisektionsschritien wirkt sich auf das Zeitver-
halten der gesamten Extraktionsphase in der Regel stirker aus als eine unterschiedliche
Anzahl an Bisektionsschritten. Bei Matrizen hdherer Ordnung wirkt sich die unterschiedli-
che Auslastung der Prozessoren bei der Bearbeitung der letzien Intervalle mit genau einem
Eigenwert weniger auf das Zeitverhalten der: gesamten Extraktionsphase aus. In diesem
Fall miifite Multisekiion auch bei paralleler Ausflithrung zu geringfiigig kiirzeren Laufzeiten
als Bisektion fiihren. Um dies zu bestétigen, werden in Abbildung 6.31 die sequentiellen
und parallelen Ausfilhrungszeiten von Multisektion mit 16 Punkten und von Biscktion auf
CRAY Y-MP bei den Matrizen A800, 41000 und A3200 verglichen.

In Abbﬂdung 6.31sind die sequentiellen und parallelen Ausfithrungszeiten von Multlsektlon
mit 16 Punkten geringfiigig kiirzer als die von Bisektion. Dies bestétigt, dafi auf CRAY Y-
MP Multisektion mii opmnaler Punktzahl im Gegensatz zu CRAY X- MP etwas gunstlger
als ‘Bisektion ist.” : e

Zusammenfassend ist zu sagen, daf sich die Ausfuhrungszelten von Bisektion und Multi-
‘sektion mit optimaler Punktzahl sowohl auf CRAX h ’\IP als auch auf CRAY Y-MP wemg
unterscheiden. L B SR
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Abb. 6.31: Extraktionsphase, Variante 1: Vergleich zwischen Bisektion und Multisektion mit
16 Punkten, Y-MP, sequentiell und parallel '

Auf beiden Rechnern sind diese lterationsverfahren als gleichwertig zu beurteilen.

Vergleich der 4 implementierten Iterationsverfahren

In diesem Abschnitt werden ‘Multisektion mit optimaler Punktzahl, Biscktion, Bisektion
mit Auswertung des charakteristischen Polynoms und das Pegasusverfahren in ihrem Zeit-
verhalten verglichen. In den Abbildungen 6.32 und 6.33 sind die sequentiellen und paralle-
len Ausfithrungszeiten dieser. Iteratlonsverfa,hren auf CRA\ Y- MP bel den Matrizen A512
und Z512 dargestellt.

In den Abbildungen-6.32 und 6 33 hegen die sequentlellen und paraHeIen Laufzeiten von
Bisektion mit Auswertung des charakteristischen Polynoms (Bisek. 'm. F.} deutlich unter
denen von Bisektion und Multisektion mit optimaler Punktzah], Bisektion mit Auswer-
tung des charakteristischen Pol} noms spart gegeniiber diesen Verfahren den Aufwand, der
sich durch das Zihlen der negativen Vorzeichen in den Ghedern der Folge (2.14) ergibt.
Stattdessen wird das Produkt aller go—; gebildet (s. auch 2.5)." Dies ist zeitlich weniger
aufwendig. Das Pegasusverfahren ist das bei weitem schnellste Verfahren, da es als Itera-
tionsverfahren mit superlinearer Konvergenz {s. auch 2.6} die Wemgsten Iterationsschritte
‘bendtigt. Ein Iterationsschritt des Pegasusverfahrens ist nur wenig aufwendiger als ein
Bisektionsschritt. Wie den Abbildungen 6.32 und 6.33 zu entnehmen ‘ist, ‘betragen die
‘sequentiellen und parallelen Ausfiihrungszeiten des Pegasusverfahrens ungefz’ihr ein Drittel
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Abb. 6.32: Extraktionsphase, Variante 1: Vergleich der 4 implementierten Verfahren, sequen-
tiell ' - '
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der Ausfithrungszeiten von Bisektion mit Auswertung des charakteristischen Polynoms.
Wird der Funktionswert des charakteristischen Polynoms berechnet, so sind Zahlenbe-
reichsiiberschreitungen méglich, da sich unter Umstéinden sehr hohe Werte ergeben. Dies
ist z.B. bei den Matrizen A10000 und Z10000 der Fall. In 6.6 wird auf eine Moglichkeit
eingegangen, Zahlenbereichsiiberschreitungen bei der Berechnung des Funktionswertes des
charakteristischen Polynoms nach 2.5 zu verhindern.

Speedup-Werte bei Matrizen unterschiedlicher Ordnung

In Abbildung 6.34 sind die Speedup-Werte von Bisektion in der Extraktionsphase auf
CRAY Y-MP mit 8 Prozessoren bel den ’\iamzen Al28, A512, ASOO A1000 und A3200

dargestellt.

128 512 800 1000 3209
: Qrdnung der Matrizen

Abb. 6.34: Extraktionsphase, Variante 1: Speedup-Werte bei Matrizen unterschwdhcher Ord—
nung, Matrizen 4~ -

Die Speedup—VVerte in Abbildung 6.34 liegen bei allen Matrizen nahe am Maximalwert 8.
Speedup-Verluste treten durch den Overhead durch die Parallelisierungsroutinen und durch
unterschiedliche “Auslastung der Prozessoren bei ‘der Bearbeitung der letzten Intervalle
mit genau einem Eigenwert auf.-Da auch die.iibrigen Iterationsverfahren von Variante 1
der Extraktionsphase auf die gleiche V\ eise. wie.das BlsektloHS\ erfahren pa,rallehslert smd :
ergeben sich &hnliche Speedup Werte Bty e EER S
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Speedup-Werte bei 1 bis 8 Prozessoren

Abbildung 6.35 zeigt die Speedup-Werte des Pegasusverfahrens auf CR AY Y-MP mit 1 bis
8 Prozessoren bei Matrix A512. . S

7 GBS

_1 s : — .
4 & 6. .7 8. -
Anzahl der Prozessoren. . . :

Abb. 6.35: Extraktionsphase, Variante 1: Speedup-Werte bei 1 bis § Prozessoren, Matzix 4512

Die Speedup-Werte liegen jeweils nahe am Maximalwert, der der Anzahl der angeforder-
ten Prozessoren entspricht. Speedup-Verluste ergeben sich durch den Overhead durch die
Parallelisierungsroutinen und durch unterschiedliche Auslastung der Prozessoren bel der
Bearbeitung der letzten Intervalle mit genau einem Eigenwert

8.4.3 Variante 2
Implementierung

In Variante 2 der Extraktionsphase sind Bisektion, Bisektion mit Auswertung des charak-
teristischen ‘Polynoms und das Pegasusverfahren implementiert. "Statt ‘der Folge {2.14)
wie in Variante 1 -wird hier die Sturmsche Kette: verwendet. -Die Auswertung der
Sturmschen Kette geschiehi mit Hilfe der vektorisierenden CRAY-Routinen ‘SOLR und
SOLRN. SOLRN Tiefert lediglich das Endergebnis einer:linearen Rekursion zweiter Ord-
nung, wihrend SOLR auch alle Zwischenergebnisse -an das die Routine aufrufende Pro--
gramm zuriickgibt. Bei Bisektion wird die Routine S_QLR._'ver“_’endet,'. da die Zahl der
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Vorzeichenwechsel in den Folgengliedern der Sturmschen Kette bestimmt wird. Bisek-
tion mit Funktionsauswertung und das Pegasusverfahren ben&tigen dagegen lediglich den
Funktionswert des charakteristischen Polynoms. Daher ist in diesen Verfahren die Routine
SOLRN implementiert. Ansonsten stimmt die Implementierung von Variante 2 mit der
von Variante 1 iiberein. SO "

Vergleich mit Variante 1

In den Abbildungen 6.36 und 6.37 werden die sequentiellen und parallelen Ausfiithrungszei-
ten der Verfahren von Variante 1 und von Variante 2 auf CRAY Y-MP bei den Matrizen
A512 und Z512 verglichen. Die Ausfithrungszeiten der Verfahren von Variante 1 und der
entsprechenden Verfahren von Variante 2 sind in Paaren nebeneinander dargestellt. Der
linke Balken entspricht jeweils der Ausfiihrungszeit des Verfahrens von Variante 1, der
rechte der des Verfahrens von Variante 2. In der Legende wird auf die jeweilige Variante
der Extraktionsphase ( V. 1 oder V. 2) und das Tterationsverfahren hingewiesen ( Pegasus-
verfahren: Pegasus., Bisektion mit Auswertung des charakteristischen Polynoms: Bi. m.
F., Biscktion: Bisek.).

<]
. . . : [ dPegasus., V.1
' ' 505 : 205 ¢
. 5= S— e — ..o /LA Pegasus. V. 2
C © 450 L S 4 24 g
; 1 . —m s mE, vl
.
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=3
T
=
2
1
047
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Abb. 6.36: Extraktionsphase, Variante 2: .Vergl_eich der 3.implementierten Verfahren mit den
Tl entsprechenden Verfahren von Variante 1. sequentiell . i i R
Die ‘Abbildungen 6.36 und 6.37 zeigen, dafl die Verfahren von Variante 2 mehr als dreimal
~schneller sind-als ‘die entsprechenden Verfahren von Variante 1. Die Vektorisierung der:
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[J3mex, V.1
El3sek, v.2

AS12

Abb. 6.37. Extraktionsphase. Variante 2: Vergleich der 3 implementierten Verfahren mit den
entsprechenden Verfahren von Variante 1, parallel

Auswertung der Sturmschen Kette mit Hilfe der CRAY-Routinen SOLR bzw. SOLRN
bewirkt die Beschleunigung der Verfahren von Variante 2 gegeniiber denen von Variante
1, die nicht vektorisieren. Die Ausfiithrungszeiten der einzelnen Verfahren von Variante 2
verhalten sich zueinander wie die von Variante 1. Das Pegasusverfahren ist das schnellste,
Bisektion das langsamste Verfahren. Das Speedup-Verhalten der Verfahren von Variante
2 ist dem der Verfahren von Variante 1 sehr dhnlich, da die Verfahren von Variante 2 auf
die gleiche Weise parallelisiert sind. Daher wird auf das Speedup Verhalten der Verfahren
von Variante 2 hier nicht Welter elngega.ngen S

6.4.4 Variante 3

Implementierung

In Variante 3 der Extraktionsphase sind Bisektion, Bisektion mit Auswertung des charakte-
ristischen Polynoms und das Pegasusverfahren implementiert. Alle inneren Schieifen dieser
Verfahren laufen iiber alle Intervalle, die genau cinen Eigenwert enthalten und vektorisie-
ren (s. Abbildung 5.9). Zur parallelen Ausfihrung anf CRAY Y-MP mit 8 Prozessoren
‘werden alle inneren Schleifen mit Hilfe der Autotasking-Direktive DO PARALLEL NUM-
CHUNKS(8) ‘parallelisiert. Die gesamte Extraktionsphase nach Variante 3 ist in einen
parallelen Bereich eingeschlossen. - Durch die Verwendung der Option. NUMCHUNKS(8)
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liegt bei paralleler Programmausfithrung ein anderer Algorithmus vor als bei sequentieller
Programmausfihrung. Beide Algorithmen sind aber sehr &hnlich. Bei paralleler Program-
mausfihrung werden die Schieifendurchliufe aller inneren Schleifen in 8 mdglichst gleich
grofie Gruppen aufgeteilt. Die Aufteilung geschieht genauso wie in 6.3.8 bei Bisektion mit
Partitionierung in 8 Gruppen beschrieben. Stehen alle 8 Prozessoren von CRAY Y-MP zur
Verfligung, so {ibernimmt jeder die Bearbeitung ciner Gruppe. Es ist zu beachten, daf auf
diese Weise die Vektorlingen bei der Vektorverarbeitung aller inneren Schleifen ca. achtmal
kiirzer sind als bei sequentieller Programmausfithrung. Dies fiihrt zu Speedup-Verlusten.

Bei Bisektion sind drei verschiedene Verfahren zur Bestimmung des Abbruchkriteriums des
Iterationsverfahrens implementiert. Im ersten Verfahren wird die Anzahl der Bisektions-
schritte fiir jedes Intervall, das genau einen Figenwert enthlt, nach (5.9} berechnet. Das
Maximum dieser Werte gibt an, wieviele Iterationsschritte durchgefuhrt werden miissern,
um alle Figenwerte bis auf den skalierten, absoluten Fehler genau zu berechnen. Daher
ist in diesem Verfahren eine Z#hlschleile von 1 bis zur maximalen Anzahl der Bisekti-
onsschritte implementiert. Wahrend im ersten Verfahren die Berechnung der maximalen
Anzahl der Bisektionsschritte sequentiell mit Hilfe der vektorisierenden CRAY-Routine
ISMAX erfolgt, wird diese Berechnung in dem zweiten Verfahren durch Partitionierung
parallelisiert. Das Feld, das die jeweilige Anzahl der Iterationsschritte aller Intervalle mit
genau einem Eigenwert enthélt, wird in 8 Teile zerlegt und jeder Teil mit Hilfe der Rou-
tine ISMAX bearbeitet. Der grofite der 8 Maximalwerte der Teilfelder ist die maximale
Anzahl der Bisektionsschritte. Im dritten Verfahren ist eine until-Schleife implementiert,
die beendet ist, wenn alle Eigenwerte extrahiert sind. Die aktuelle Anzahl der extrahier-
- ten Eigenwerte wird in einem Zahler festgehalten (s. Abbildung 5.9). Das Inkrementieren
dieses Zéhlers, der bei paralleler. Ausfithrung allen Tasks gemeinsam ist, geschieht in ei-
nem kritischen Bereich, der von mehreren Tasks nicht glelchzertig bea]:bemet werden kann
( Autotaskmg—Dlrektwen GUARD und END GUARD) T

Verglezch der stektlonsverfahren m.lt unterschledhcher Bestlmmung des Ab-
bruchkrltermms -- ) S

In ALbbildung 6 38 werden die é.e.qzllentiellen und iaaré,llelén ;i\_usfﬁhrungszeiten der 3 oben
genannten Bisektionsverfahren mit unterschiedlicher Bestimmung des ‘Abbruchkriteriums
auf CRAY Y-MP bei den Matrizen A6400.und Z6400 \erghchen

iAbbﬂdung 6.38 zeigt, daB sich bei -allen 3 Verfahren - ungefahr gleiche . f-&usfuhrungszelten
~ergeben. Alle drei Verfahren sind also als glemhwertlg zu beurteilen. Ferner ist zu sagen,
daf der ‘zeitliche Anteil der Bestlmmung des Abbruchkntenums an der Ausfuhrungszelt
der Extraktlonsphase gering ist. S T R e e B
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Abb. 6.38: Extraktlonsphase Variante 3: Vergleich dreier Bisektionsverfahren mit unterschied-
' hcher Bestimmung des Abbruchkntenums sequentze]l und parallel '

Vergleich mit Variante 2

In den Abbildungen 6.39 und 6.40 werden die sequentiellen und parallelen Ausfiihrungs-
zeiten von Bisektion, Bisektion mit Auswertung des charakteristischen Polynoms und des
Pegasusverfahrens von Variante 3 mit denen der entsprechenden Verfahren von V arlante 2
auf CRAY Y-MP bei den Matrizen A3200 und Z3200 verglichen, ~

In den Abbildungen 6.39 und 6.40 liegen die Ausfithrungszeiten von Variante 3 mit Aus-
nahme der parallelen Ausfithrungszeiten des Pegasusverfahrens deutlich unter denen von
Variante 2. Dies zeigt, dafl die Vektorierung der inneren Schleifen von Variante 3 giinstiger
ist als die Vektorisierung der Sturmschen Kette mit Hilfe der CRAY-Routinen SOLR bzw.
SOLRN. Die parallele Ausfiihrungszeit des Pegasusverfahrens von Variante 3 ist bei Matrix
A3200 etwas hoher als die von Variante 2, bei Matrix Z3200 sind beide Zeiten ungefahr
gleich. Dies ist durch das ungiinstigere Speedup-Verhalien der Verfahren von Variante
3 gegeniiber dem der Verfahren von Variante 2 zu erkliren: -Das Speedup—Verha]ten der
\’erfahren von Variante 3- erd in’ den folgenden Abschmtten naher untersucht R

Speedup—Messungen bex Matrlzen un‘terschledhcher Ordmmg

In Abblldung 6.41 sind dle Speedup-\\erte des Pegasusverfahrens auf CRAY Y-MP I]llt 8
Prozessoren bei den Matrizen A512, A800, A1000, 43200 und A6400 dargestellt. -
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Abb. 6.41: Extraktionsphase, Variante 3: Speedup-Werte bel Matzizen unterschiedlicher Ord-
nung, Matrizen An

Die Speedup-Werte in Abbildung 6.41 liegen bei allen Matrizen deutlich unter dem Maxi-
malwert 8. Zu Speedup-Verlusten fiihrt der Overhead durch die Parallelisierungsroutinen.
Dieser ist bel Variante 3 hoher als bei den bisher untersuchten Varianten, da jede innere
Schleife in eine Kontrollstruktur eingeschlossen ist. Ferner werden bei paralleler Programm-
ausfithrung von jedem der 8 Prozessoren Vektoren ca. achtmal kiirzerer Lange bearbeitet
als bel sequentieller Programmausfuhrung von einem Prozessor D1es fiihrt zu deutlichen
Speedup-Verlusten. o S

Spee&up—Werte bei 1 'bls 8 Prozessoren

Abbildung 6.42 zeigt die Speedup Werte: des Pegasusxerfahrens auf CRAY Y-MP mit 1
bis 8 angeforderten Prozessoren bei Matrix A3200. Der Option NUMCHUNKS(anz) der
Autotasking-Direktive DO PARALLEL w urde als Paramete]: anz jeweils die Anzahl der
angeforderien Prozessoren iibergeben.

Die Speedup-Werte in Abbildung 6.42 liegen deutlich unter dem Maximalwert, der durch
die Anzahl der angeforderten Prozessoren gegeben ist. Die Speedup-Verluste werden desto
hoher, je mehr Prozessoren eingesetzt werden, da der Overhead durch die Parallelisierungs-
routinen {s. anch{26], Option NUMCHU\TKS) stelgt und die Lange der \’ektoren die Jeder
-Prozessor bearbeltet kurzer wird. ' . '
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Abb. 6.42: Extraktionsphase, Variante 3: Speedup-Werte bei 1 bis 8 Prozessoren, Matrix 43200

6.4.5 Variante 4
Implementierung

Die Implementierung von Variante 4 ist der von Variante 3 sehr dhnlich. Der wesentliche
Unterschied besteht darin, dafl in Variante 4 statt der 'Folge (2.14) die Sturmsche Keite an
allen Bisektionspunkten a,ller'Inf;erva,He,' die genau einen Eigenwert enthalien, ausgewertet
wird. Die Schleife, in der die Sturmsche Kette an allen Bisektionspunkten ausgewertet wird,
wird mit Hilfe der-Autotasking Direktive DO PARALLEL parallelisiert (s. auch Abbildung
5.10, zweite Schleife). Der zeitliche Aufwand dieser. Schleife bestimmt in groflem MaBe das
Zeltverhalten der gesamten Extraktlonsphase da dle Ausuertung der Sturmschen Kette
sehr zeltmtensn 1st SRR : : o SRR

Vergleich mit Variante 3.

In Abbildung 6.43 sind die sequentiiellen und parallelen Ausfiithrungszeiten der Bisektions-
verfahren von Variante 3 und Variante 4 auf CRAY Y-MP bei den Matnzen A3200 und
Z3200 dargestellt.

Alle Ausfiihrungszeiten des Blsektlonsverfahrens von Variante 4 liegen in Abbﬂdung 6. 43
deutlich tiber denen von Variante 3. Dies zeigt, ‘daB die Vektorisierung der Variante 3

glinstiger ist als die der Auswertung der Sturmschen Kette mit Hilfe der. CRAY-Routine
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Abb. 6.43: Extraktionsphase, Variante 4: Vergleich mit Variante 3 bei Bisektion, sequentiell
und parallel

SOLR.

Die Speedup-Werte des Bisektionsverfahrens von Variante 4 betragen 7.71 bei Matrix
A3200 und 7.88 bei Matrix Z3200. Sie sind deutlich hoher als die Speedup-Werte des
Bisektionsverfahrens von Variante 3 {5.72 bei Matrix 43200 und 5.47 bei Matrix Z3200).
Dies ist dadurch zu erkliren, dafl bei paralleler Ausfiihrung der zeitintensivsten Schieife
von Variante 4, die die Auswertung der Sturmschen Kette enthilt, keine Speedup-Verluste
durch kiirzere Vektorlingen als bel sequentieller Ausfiithrung auftreten. Ferner wirkt sich
bei dieser Schleife der Overhead durch die Parallelisierungsroutinen nur sehr geringfiigig
auf das Speedup- Verhalten aus, da der Overhead 1m Vergleich zum zeitlichen Aufwand
der Auswertung der Sturmschen Kette bei Matrizen hoher Ordnung sehr gering ist. Trotz
des giinstigeren Speedup-Verhaltens liegen die parallelen Ausfiihrungszeiten von Variante
4 deutlich iiber denen von Variante 3 (s. Abbildung 6.43). Durch d1e ungunsmgeze \ekto-
rlsierung besitzt Variante 4 keme Vorteﬂe gegenuber \/arlante Bo e e e

'6.4.’6: - 71‘Variante 5

__Implementlerung

“In-Variante ‘5 “der Extrakt}onsphase smd Blsektlon Blsektlon m1t Auswertung des cha—
~rakterisiischen Polynoms_u_nd das. Pegasusverfahren implementiert. _Dl_e_.Extrakal_on.(__ier
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Eigenwerte erfolgt in Gruppen. Die Intervalle mit genau einem Eigenwert, die derselben
Gruppe angehdren, erfordern ungeféhr gleich viele Iterationsschritte zur Extraktion der Ei-
genwerte. Die Gruppen werden nach jedem Isolationsschritt gebildet, da die in demselben
Isolationsschritt ermittelten Intervalle mit genau einem Figenwert die gleiche Intervallbreite
besitzen (s. auch 5.3.4, Variante 5). Die minimale Gréfie der Gruppen ist frei wihlbar.
Da zu kleine Gruppen aus Vektorisierungsgriinden ungiinstig sind und die Vektorregister
der CRAY-Rechner 64 Elemente anfnehmen kdnnen, ist die minimale Gruppengréfie in
den Verfahren von Variante 5 zu 64 gesetzt. Die einzelnen Gruppen werden nacheinander
bearbeitet. Bel der Extraktion der Eigenwerte einer Gruppe laufen alle inneren Schleifen
iiber alle Intervalle mit genau einem Eigenwert, die dieser Gruppe angehdren. Die inneren
Schleifen in Variante 5 sind auf die gleiche Weise vektorisiert und parallelisiert wie die
inneren Schleifer in Variante 3, die im Gegensatz zu den inneren Schleifen in Variante 5
iiber alle Intervalle mit genau einem Eigenwert laufen. =

Vergleich mit Variante 3

In den Abbildungen 6.44 und 6.45 werden die sequentiellen und parallelen Ausfithrungs-
zeiten auf CRAY Y-MP der Verfahren von Variante 5 mit den entsprechenden Verfahren
von Variante 3 bei den Matrizen 43200 und Z3200 verglichen. :

[Z Pegasus. V. 3 |F} Pegasus. V. 5{[]8L m. ., v.elD Bi.m. F. V. 5]
Ssek, Vv.3{C]8kek, V.3 L
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Abb 6 44 . Extraktionsphase, Va,na.ute 5 Verglelch der 3. 1mpleme11t1erten Veriahren m1t den
: s entsprechenden Verfahxen von Va.na.nte 3 sequentlell 5 :
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Abb. 6.45: Extraktionsphase, Variante 5: Vergleich der 3 implementierten Verfahren mit den
entsprechenden Verfahren von Variante 3, parallel

Die sequentiellen Ausfithrungszeiten der Verfahren von Variante 5 in Abbildung 6.44 sind
bei beiden Matrizen kiirzer als die der entsprechenden Verfahren wvon Variante 3. Die
Verfahren von Variante 5 ben&tigen in der Regel weniger Iterationsschritte als die Ver-
fahren von Variante 3 (s. auch 5.3.4, Variante 5). Dies fiihrt gegeniiber den Verfahren
von Variante 3 zu weniger Rechenaufwand. Die kiirzeren Vektorldngen, die sich durch die
Aufieilung in Gruppen bei den inneren Schleifen der Verfahren von Variante 5 ergeben,
verursachen jedoch eine gegeniiber den Verfahren von Variante 3 geringere Beschleunigung
durch Vektorisierung. Ob der geringere Rechenanfwand oder die geringere Beschleunigung
durch Vektorisierung das Zeifverhalten der Verfahren von Variante 5 entscheidend beein-
flussen, hingt davon ab, wie unterschiedlich die Intervallbreiien der Intervalle mit genau
einem Eigenwert sind. Die Intervallbreiten dieser Intervalle ergeben sich im Verlauf der
Isolationsphase und sind damit von der Verteilung der. Eigenwerte abhingig.

Die parallelen Ausfithrungszeiten der Verfahren von Variante 5 der Extrakiionsphase in
Abbildung 6.45 liegen tliber denen der Verfahren von Variante 3. Dies wird durch das ge-
gentiber den Verfahren von Variante 3 deutlich schlechtere Speedup-Verhalten der Verfah-
ren von Variante 5 verursacht. Speedup-Verluste bei paralleler Ausfiihrung der Verfahren
von Variante 5 haben die gleichen Ursachen wie in Variante 3, jedoch treten in Vari-
ante 5 bel paralleler Bearbeitung der inneren Schleifen durch die Aufteilung in Gruppen
kiirzere Vektorlangen auf. Ferner steigt der Overhead durch die Parallelisierungsroutinen
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gegeniiber den Verfahren von Variante 3, da die Elemente jeder Gruppe parallel bear-
beitet werden. Aus diesen Griinden besitzen die Verfahren von Variante 5 bei paralleler
Programmausfithrung in der Regel keine zeitlichen Vorteile gegeniiber den Verfahren von
Variante 3. Auf das Speedup Verhalten der \erfahren von Variante 5 wird daher nicht

weiter eingegangen.

6.4.7 Variante 6
Implementierung

In Variante 6 der Extraktionsphase sind Bisektion, Bisektion mit Auswertung des cha-
rakteristischen Polynoms und das Pegasusverfahren implementiert. Die Extraktion der
Eigenwerte erfolgt in Gruppen gleicher Gré8e. Lediglich die letzte Gruppe kann mehr Ele-
mente als die tibrigen enthalten (s. auch Abbildung 5.15). Die GréfBe der Gruppen ist
frei wahlbar. Bei den untersuchten Verfahren ist sie zu 64 gesetzt, da 64 der Anzahl der
Elemente eines Vektorregisters der CRAY-Rechner entspricht. Die Gruppenelemente sind
Intervalle, die genaun einen Eigenwert enthalten. Die Bearbeitung der Gruppenelemente
wird vektorisiert. Die Vektorldnge entspricht dabei der fest vorgegebenen Gruppengrife.
Die &uflere Schleife der Extraktionsphase nach Variante 6 (s. Abbildung 5.15), die iiber
alle Gruppen lduft, wird mit Hilfe der Autotasking-Direkiive DO ALL parallelisiert. In
Variante 6 werden dle emzelnen Gruppen und nlcht me in \’anante 5 dle Gruppenelemente
parallei bearbeltet

Vergleich mit den schnellsten_é_er bisher untersuchten Verfahren )

In Abbildung 6.46 werden die sequentiellen Ausfithrungszeiten der Verfahren von Variante 6
auf CRAY Y-MP mit denen der entsprechenden Verfahren von \ arlante 5 be1 den Matrizen
A3200 und Z3200 verglichen.

Wie Abbildung 6.46 zeigt, ergeben sich bei den Verfahren von Variante 6 im V erglelch zu
den entsprechenden Verfahren von Variante 5 deutlich kiirzere oder ungefihr gleiche Lauf-
zeiten. Bei nicht zu hohen Gruppengréfien (hier 64) enthalten die einzelnen Gruppen in der
Regel Intervalle, die ungeféhr gleich viele lierationsschritte zur Extraktion der Eigenwerte
erfordern. Dies trifft bei den Gruppen nicht zu, die Intervalle enthalten, die in aufeinan-
derfolgenden Isolationsschritten ermittelt Wurden. Die iiberfliissigen Iterationsschritte bei
einigen Intervallen dieser Gruppen wirken sich jedoch nicht stark auf das Zeitverhalten
“der:gesamten Extraktionsphase aus, da sehr viele kleine Gruppen bearbeitet ‘werden. In
‘Variante 6 liegen zwar in der Regel kiirzere Vektorléngen als in den Varianten 3 und 5 vor,
- jedoch werden bei den untersuchten Matrizen insgesamt deutlich weniger Tterationsschritte
“zur Extraktion aller Figenwerte durchgefithrt. Variante 5 hat gegeniiber Variante 6 den
Nachteil, dafi bei vorgegebener minimaler Gruppengréfie von 64 unter Umsténden Intervalle
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Abb, 8. 46 .Extraktionsphase, Variante 6: Vergleich der 3 implementierten Verfahren mit den
enf.sprechenden Verfakren von Va,na.nte 5, sequentle]l

in einer groflen Gruppe zusammengefafit werden, die jeweils eine deutlich unterschiedliche
Anzahl der Iterationsschritte erfordern. Dieser Fall tritt ein, wenn in einigen Isolations-
schritten sehr wenige Intervalle isoliert werden. Bei einer minimalen Gruppengréfie von 1
wiirden diese Intervalle jeweils zu sehr kleinen Gruppen zusammengefafit, jedoch ergiiben
sich infolge der sehr kleinen Vektorlangen deutliche. Embuﬁen an Beschleumgung durch
Vektorisierung. : -

In Abbildung 6.47 sind die parallelen Ausfithrungszeiten der Verfahren von Variante 6 auf
CRAY Y-MP im Vergleich zu denen der entsprechenden Verfahren von Variante 2 bzw.
Variante 3 bei den Matrizen 43200 und Z3200 dargestellt. Beim Pegasusverfahren ergaben
sich in der bisherigen Uniersuchung bei Variante 2 die kiirzesten parallelen Laufzeiten,
wihrend bei den. belden anderen Verfahren V. /ariante 3 das bisher gunstlgste Zeitv erhalten
aufwies. ' e : :

In Abbildung 6.47 hegen die parallelen Ausfuhrungszaten der Verfzhren von Variante 6
deutlich unter denen der Verfahren von Variante 2 bzw. Variante 3. Bei Variante 6 entsteht
gegeniiber Variante 3 wesentlich weniger Overhead durch die Parallelisierungsroutinen, da
nur eine Schleife parallelisiert wird. Ferner wirkt sich der Overhead in Variante 6 kaum
auf das Zeitverhalten der Extraktionsphase aus, da er gegeniiber -dem zcitlichen Aufwand
zur Bearbeitung einer Gruppe sehr gering ist.” Gegeniiber Variante 2 fiihrt hauptsachhch
dle bessere \'ektorlslerung in Variante 6 zu einem gunstlgeren Zeitverhalten.:. L
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Abb. 6.47: Extraktionsphase, Variante 6: Vergleich der 3 implementierten Verfahren mit den
schnellsten der bisher untersuchien Verfahren, parallel

Speedup-Werte bei Matrizen unterschiedlicher Ordnung

In Abbildung 6.48 sind die Speedup-Werte des Pegasusverfahrens von \anante 6 be1 den
Matrizen 4128, 4512, A800, A1000, A3200 und A6400 dargestellt.
In Abbildung 6.48 sind die Speedup—\\ erte desto hoher, je hoher die Ordnung der Matrizen
ist. Bei Matrizen hoher Ordnung werden sehr viele Gruppen bearbeitet, so dafl sich eine
unterschiedliche Auslastung der Prozessoren bei der Bearbeitung der letzten Gruppen nicht
stark auf das Speedup-Verhalten auswirkt. Eine unterschiedliche Auslastung der 8 Prozes-
soren von CRAY Y-MP bei der Bearbeitung der letzten Gruppen tritt zum einen dann auf,
wenn die Anzahl der Gruppen nicht durch 8 teilbar ist. Dies ist bei den hier untersuchten
Matrizen aufier bei Matrix A512 der Fall. Zum anderen kann eine jeweils unterschiedliche
Anzahl der Iterationsschritte, die die letzten Gruppen zur Extraktion der ‘Eigenwerte der
einzelnen Gruppen erfordern, zu unterschiedlicher ‘Auslastung der Prozessoren fiihren, auch
‘wenn die Anzahl der Gruppen durch 8 teilbar ist. Neben der unterschiedlichen ‘Auslastung
der. Prozessoren ‘bei der Bearbeitung der letzten Gruppen verursacht der O\ erhead durch
die Parallelisierungsroutinen geringfiigige Speedup-Verluste. ' AR '
‘Da bei Matrix 4728 nur zwet Gruppen der-Grofle 64 gebildet werden hegt der mammal
_erreichbare Speedup bei 2. Dies erklirt den niedrigen Speedup-Wert von 1.76." Der hohe
Speedup von 7.43 bei Matrix ‘A512 kommt zustande, da bei dieser Matrix 8 Gruppen der

Gréfe 64 gebildet "wgrden und damit die 8 Prozessoren von CRAY Y-MP gut ausgelastet
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Abb. 6.48: Extraktionsphase, Variante 6: Speedup-WeIte bei Mairizen unterschiedlicher QOrd-
nung, Matrizen 4n : . -

werden kinnen.

Ein V erglemh von Abbildung 6.48 mit 6.41 zeigt, dafl das Speedup—\*erhalten be1 \fanante
6. der Ektraktlonsphase deuthch gunstiger 1st als be1 \.arlante 3 _ :

Speedup-werte b.ei. 1 _%Jis_ 8 -Prozessoren _ -

Abblldung 8. 49 ze1gt d1e Speedup—Werte des Pegasusverfa,hrens auf CRAY Y- MPrmtl b__is
8 angeforderten Prozessoren bei Matrix A3200. : .. o

D1e Speedup-Werte in ‘Abbildung 6. 49 liegen auﬁer bei 7. Prozessoren desto naher am Ma-
ximalwert, der der Zahl der angeforderten ‘Prozessoren entspricht, je weniger Prozessoren
eingesetzt ‘werden. Die Bearbeitung der: Gruppen kann bei weniger Prozessoren in der
Regel giinstiger auf die eingesetzten Prozessoren verteilt werden, so daf ein bessere Aus-
lastung entsteht. Da bei Matrix 43200 50 Gruppen der Grofle 64 gebildei werden, wird
‘bei 7 eingesetzten ‘Prozessoren nach der Bearbeitung der ersten 49 Gruppen. im letzten
“Schritt nur eine-Gruppe von einem Prozessor bearbeitet. ‘Dies erklirt den vorm sonstlgen '
'-.Speedup—\ferlauf etwas abweichenden Wert be1 T emgesetzten Prozessoren. . '
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Abb. 6.49: Extraktionsphase, Variante 6: Speedup-Werte bei 1 bis 8§ Prozessoren, Matrix A3200

6.4.8 Zusammenfassung

Die Verfahren von Variante 6 der Extraktionsphase sind bei sequentieller und paralleler
Programmausfithrung die schnellsten der untersuchten Verfahren. Da diese Verfahren die
Folge (2.14) verwenden, kann wie in der Isolationsphase auf die V. ferw endung der Sturmschen
Kette ohne GESCh“lHdngGIES\ erluste verzichtet. werden.

Bisektion und Multisektion in der Extraktionsphase sind auf CRAY X-MP und CRAY Y-
MP gleichwertige Verfahren. Auf CRAY X-MP ergeben sich geringfiigige zeitliche Vorteile
fiir Bisektion, auf CRAY Y-MP dagegen fiir Multisektion. Dies zeigt, dafl Multisektion ein
Verfahren ist, dessen Zeitverhalten stark maschinenabhingig ist. Die optimale Anzahl an
Multlsektxonspunkten laBt smh in der Extraktmnsphase rmt Hllfe der Uberlegungen in 5.1
gut abschitzen. e ,

6.5 Vergiemh mgt B;Mmth@kspmgrammen

In dlesem Abschnitt werden dle Ausfiihrungszeiten ‘des schnellsten in dieser Arbeit un-
tersuchten Verfahrens mit denen der Bibliotheksroutinen BISECT und IMTQL1 aus der
.CRAY-Programmbibliothek SCI (SClentific Library) auf CRAY Y-MP bei den Matrizen
©A3200, A6400, Z3200 und Z6400 verglichen. Beim schnellsten in dieser-Arbeit untersuch-
ten Verfahren wird in der Initialisierungsphase Multisektion mit 15 Punkten durchgefiihrt,
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in der Jsolationsphase Bisektion mit Partitionierung in 8 Gruppen sowie das Pegasusver-
fahren von Variante 6 in der Extraktionsphase. Da die Routinen BISECT und IMTQL1 die
Eigenwerte der Grofle nach geordnet an das rufende Programm zuriickgeben, wurden die
Eigenwerte bei dem in dieser Arbeit entwickelten Verfahren aus Griinden der Vergleichbar-
keit mit Hilfe der vektorisierenden CRAY-Routine ORDERS nach der Extraktionsphase
geordnet. Der zeitliche Aufwand fiir das Ordnen der Eigenwerte ist in den Ausfithrungs-
zeiten in Abbildung 6.50 enthalten. Die Bibliotheksroutinen sind den CRAY-Rechnern
angepafite Routinen aus dem Programmpacket EISPACK. Sie sind, wenn méoglich, auf
Assembler-Ebene vektorisiert und kénnen nur sequentiell ausgefithrt werden. Die Routine
~ BISECT wird zur Bestimmung einiger Eigenwerte von reellen symmetrischen Tridiagonal-
matrizen empfohlen. Alle Eigenwerte, die in dem an die Routine iibergebenen Intervall
enthalten sind, werden berechnet. BISECT vektorisiert nicht. In den Messungen wurde
an BISECT jeweils ein Intervall iibergeben, das alle Eigenwerte der verwendeten Matrix
enthalt. Die Routine fithrt zur Eigenwertberechnung ein Bisektionsverfahren unter Verwen-
dung der Folge (2.14) durch. Die Routine IMTQL1 wird zur Bestimmung aller Eigenwerte
von reellen symmetrischen Tridiagonalmatrizen empfohlen. Die Routine verwendet den
QL-Algorithmus, in dessen Verlauf eine Folge symmetrischer Tridiagonalmatrizen gebildet
wird, die durch Ahnlichkeitstransformationen aus der urspriinglichen Matrix entstehen.
Diese Folge konvergiert gegen eine Diagonalmatrix. Die Routine IMTQL1 vektorisiert.

el ID BISECT !D TG | ~pgasys., V. 6, seq. | B Pagesus., V. &, r,sa'.l
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Abb. 6.50; . Vergleich der Ausfiilhrungszeiten des schnellsten in dieser Arbeit_-ﬁnter_s_u_chten_"fer-
e fahr_ens mit denen der Bibliotheksroutinen BISECT und TQL1. .. .. o LT
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In Abbildung 6.50 sind die Ausfithrungszeiten von BISECT, IMTQL1 und des schauellsten
in dieser Arbeit untersuchten Verfahrens dargestellt. Die Laufzeiten von BISECT wurden
lediglich bei den Matrizen 43200 und Z3200 gemessen, da sie wesentlich hoher sind als die
der {ibrigen Routinen. Beim Pegasusverfahren sind die parallelen Ausfiihrungszeiten aufl
CRAY Y-MP mit 8 eingesetzten Prozessoren ergiinzt.

Abbildung 6.50 zeigt, daf die sequentiellen Ausfithrungszeiten des schnellsten in dieser
Arbeit untersuchten Verfahrens weniger als die Hélfte von denen der Routine IMTQL1

betragen und ca. ein Zwanzigstel von denen der Routine BISECT. Die gute Vektorisierung -

des in dieser Arbeit entwickelten Verfahrens sowie das Iterationsverfahren mit superlinearer
Konvergenz in der Extraktionsphase fithren zu den wesentlich kiirzeren Ausfithrungszeiten.
Die parallelen Ausfithrungszeiten des in dieser Arbeit entwickelten Verfahrens sind um
einen Faktor gréfler als 7 kiirzer als die sequentiellen. Das in dieser Arbeit entwickelie
Verfahren ist gut auf die Eigenschaften zur Vektor- und Parallelverarbeitung der CRAY-
Rechner abgestimmt. Da es durch die giinstige Vektorisierung sequentiell schneller als die
Routine IMTQL1 ist und zusétzlich gut parallelisiert, kann es auf den CRAY-Rechnern zur
Bestimmung alier Eigenwerte von reellen symmetrischen Tridiagonalmatrizen durchaus mit
dem QL-Algorithmus konkurrieren.

6.6 Problemfilie

Liegen sehr viele Eigenwerte einer Matrix sehr nah beieinander, ist bei ‘allen untersuch-
ten Verfahren der zeitliche Aufwand zur Isolation der Eigenwerte grofi. Die Laufzeit der
Isolationsphase ndhert sich in diesem Fall der der Extraktionsphase an. Das Zeitverhal-
ten des Gesamtprogramms wird ungiinstiger, da in der Isolationsphase nur Bisektion oder
Multisektion eingesetzt werden kdnnen. In der Extraktionsphase, deren zeitlicher Aufwand
in diesem Fall sinkt, kann dagegen ein Iterationsverfahren mit superlinearer Konvergenz
durchgefithrt werden. Unterscheiden sich alle Eigenwerte einer Matiix um weniger als den
skalierten, absoluten Fehler, liegen aber keine echten mehifachen Eigenwerte vor, so ist
die‘Ausfiihrung der: Extraktlonsphase nicht erforderlich, da alle Eigenwerte - bereits. in der
Isolationsphase bis auf den skalierten, absoluten Fehler genau bestimmt werden. '

Sind echte mehrfache Eigenwerte vorhanden so fiilhrt die Zerlegung der Matrix zu einem
giinstigen Zeitverhalten. In diesem Fall sind Elemente ‘der Nebendiagonalen der Matrix
gleich Null (s. auch 2.3.1). In Abbildung 6.51 werden die sequentiellen und parallelen
Ausfithrungszeiten eines Verfahrens mit Zerlegung der Matrix und eines Verfahrens ohne

~Zerlegung der Matrix verglichen. Bei beiden Verfahren wird in der Initialisierungsphase und:

‘in der Isolationsphase Multisekiion mit 15 Punkten. durchgefithrt, in der Extraktionsphase
das Pegasusverfahren von Variante 3-ohne vorher ausgefuhrte Bisektionsschritte. -Matrix
:AB1252ist aus zwei Matrizen A512 zusammengesetzt, besitzt also die Ordnung 1024. ‘Alle
Figenwerte sind zweifach.. Die Matrix 4512 + Z512 besteht aus den Matrizen “A512:und
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Z512, ist ebenfalls von der Ordnung 1024 und besitzt nur einfache Eigenwerte.

0
~{[] Chne Zeriegung
g 1E] Mt Zerlegung
8- e _
= S
b—4
2}
1]

3.8

R

13

AS2%2 AbiEs2 ABIR4+Z512 AS12+7512
SED, par, senq. par.

Abb. 6.51: Auswirkung der Zerlegung der Matrix auf das Zeitverhalten

Abbildung 6.51 zeigt, dafl sich fiir Matrix 4512 = 2 bei Zerlegung der Matrix sequentiell
ca. zehnmal kiirzere Lanfzeiten ergeben als ohne Zerlegung und parallel ca. 4 mal kiirzere
Laufzeiten. Ohne Zerlegung werden alle Eigenwerte in der Isolationsphase bestimmi. Die
Extraktionsphase wird nicht durchlaufen. Die superlineare Konvergenz des Pegasusverfah-
rens kann nicht genutzt werden. Mit Zerlegung werden nacheinander die Eigenwerte von
zwel Matrizen A512 berechnet und jeweils Isolations- und Extraktionsphase durchlaufen.
Bei paralleler Ausfiithrung sind die Unterschiede der Verfahren mit und ohne Zerlegung ge-
ringer, da die Extraktionsphase bei Variante 3 ein schlechteres Speedup-Verhalten aufweist
als die Isclationsphase bei Multisektion mit 15 Punkten (vergl. die Abbildungen 6.14 und
6.41). Abbildung 6.51 ist ebenfalls zu entnehmen, daf die Zerlegung der Matrix auch bei
Matrix 4512 + Z512 zu deutlich kiirzeren-Ausfiihrungszeiten fithrt. Dies zeigt, daf die
Zerlegung der Matrix, wenn Nullen inden l\ebendlagonalen vorhegen lohnend ist, auch
wenn keine mehrfachen Eigenwerte vorliegen. :

Wie schon in 2.2.2 erwihnt, ist die Auswertung der Sturmschen Kette anfalhg fiir Zah-
lenbereichsuberschreltungen, Bei den untersuchten Verfahren, die die ‘Sturmsche Kette
verwenden, ‘treten bei -der Berechnung der Eigenwerte der -Matrizen 46400 und "Z6400
Zahlenbereichsiiberschreitungen auf, wihrend :dies bei den Verfahren, die die Folge (2.14)
auswerten, nicht der Fall ist. Daher ist die Verwendung der Folge {2.14) der der Sturmschen
Kette vorzuziehen.  Auf Zahlenbereichsiiberschreitungen bei -Auswertqng der Sturmschen
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Kette wird auch in [22] hingewiesen.

Bei Bisektion mit Auswertung des charakteristischen Polynoms und dem Pegasusverfah-
ren wird der Funkiionswert des charakteristischen Polynoms berechnet. Dabei konnen
auch bei Verwendung der Folge (2.14) Zahlenbereichsiiberschreitungen auftreten, da die
Funktionswerte des charakieristischen Polynoms an manchen Punkten sehr grofl oder sehr
klein werden. Die Berechnung der Eigenwerte der Matrizen A10000 und Z10000 sowie
B1000, B3200, B6400 und B10000 fiihrt zu Zahlenbereichsiiberschreitungen, wenn der
Funktionswert des charakteristischen Polynoms bestimmt werden muf8. Bei Bisektion ohne
Auswertung des charakteristischen Polynoms treten bei keiner der untersuchten Matrizen
Zahlenbereichsiiberschreitungen auf. Alle implementierten Verfahren, die dieses Iterations-
verfahren verwenden, sind fiir Zahlenbereichsiiberschreitungen nicht anfillig. Bei Bisektion
mit Auswertung des charakteristischen Polynoms und dem Pegasusverfahren konnen Zah-
lenbereichsiiberschreitungen jedoch abgefangen werden, wenn der Funktionswert des cha-
rakteristischen Polynoms nach 2.5 berechnet wird. Zum Abfangen von Zahlenbereichsiiber-
schreitungen ist ein Verfahren implementiert, in dem nach jedem Zwischenschritt der Pro-
duktbildung des Produktes aller g,—; (s. 2.5) abgefragt wird, ob der Betrag des aktuellen
Wertes 1020 {iberschreitet bzw. 10~2°%° unterschreitet {Zahlenbereich der CRAY-Rechner
bei einfach genauen REAL-Zahlen: von 107%% bis 102%%¢), Ist dies der Fall, wird der
aktuelle Wert durch 10%°% dividiert bzw. mit 10%°%° multipliziert. Beim Pegasusverfahren
muf} darauf geachtet werden, dafl die Funktionswerte, die zur Berechnung des néchsten Ite-
rationspunktes verwendet werden (s. auch 2.6), mit den gleichen Faktoren gewichtet sind.
Eine Wichtung der Funktionswerte mit gleichen Fakioren beeinfluflt den weiteren Verlanf
des Pegasusverfahrens nicht. Die Wichtung mit gleichen Faktoren wird erreicht, indem bei
Berechnung jedes Funktionsweries in einem Zihler festgehalten wird, wie oft durch 102°%
dividiert bzw. mit 10%°°° multipliziert wird. 'Bei unterschiedlichen Zahlerstinden kann
durch Multiplikation mit 10?9 bzw, -durch Division durch 10%°®° bei den Funktionswer-
ten, die zur Berechnung des n#chsten Iterationspunktes verwendet werden, dafiir gesorgt
werden, daf diese mit den gleichen Faktoren gewichtet sind. . Bei Anwendung dieses Verfah-
rens zum Abfangen von Zahlenbereichsiiberschreitungen traten bei keiner der untersuchten
Matrizen Zahlenbereichsiiberschreitungen auf. ‘Sicherlich sind auch andere Methoden zum
‘Abfangen von Zahlenbereichsiiberschreitungen méglich, so konnte z.B. auch die Matrix
selbst gewichtet werden. Auf diese Methoden wird in dieser Arbeit jedoch nicht eingegan-
gen.

Das oben beschriebene Verfahren zum Abfangen von Zahlenbereichsiiberschreitungen fiihrt
zu zusdtzlichem Rechenaufwand. Dieser Aufwand wirkt sich deutlich auf das Zeitverhal-
‘ten der Extraktionsphase aus, da er in den zeitintensivsten Schleifen der Extraktionsphase
. auftritt. In Abbildung 6.52 sind die sequentiellen und parallelen Ausfithrungszeiten des
- Pegasusverfahrens mit und ohne Zusatzaufwand zum Abfangen von Zahlenbereichsiiber-
‘schreitungen sowie von Bisektion nach Variante 6 der Extraktionsphase auf CRAY Y-MP
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bei Matrix Z6400 dargestelit.

10 rmpmemen 85,05
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Abb. '6.5_2: -.:Extraktionsphase, Variante 6: Auswirkung des Zusatzaufwandes zur Verhinderung
"~ von Zahlenbereichsiiberschreitungen auf das Zeitverhalten des Pegasusverfahrens -

Abbildung 6.52 zeigt, daB die Ausfithrungszeiten des Pegasusverfahrens mit Zusatzauf-
wand zum Abfangen von Zahlenbereichsiiberschreitungen ca. 1.7 mal hoher sind als die
des Pegasusverfahrens ohne zusitzlichen Aufwand zur Vermeidung von Zahlenbereichsiiber-
schreitungen. 'Es ist zu beachten, da das Pegasusverfahren von Variante 6 trotz dieses
Zusatzaufwandes deutlich schneller als Bisektion ist. Ebenso ist es trotz der ca. 1.7 mal
hoheren Laufzeit der Extraktionsphase immer noch: schneller -als die Routine IMTQLI,
da die Laufzeit dieser Routine mehr als doppelt so hoch wie die Laufzeit ‘des schnellsten
Gesamtprogramms mit Verwendung des ‘Pegasusverfahrens von Variante 6 i in der Extrak-
tionsphase ist (s. Abbildung 6.50)." Die Verwendung des Pegasusverfahrens ist also auch
mit zusétzlichern Aufwand zur Vermeidung von Zahlenbereichsiiberschreitungen 1thend.
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7 Schlufibemerkungen

In dieser Arbeit wurden verschiedene Bisektions- und Multisektionsverfahren zur Bestim-
mung aller Eigenwerte von reellen symmetrischen Tridiagonalmatrizen entwickelt und auf
den CRAY-Rechnern des Forschungszentrums Jilich implementiert. Dabei wurden die
Vektorisierungs- und Parallelisierungseigenschaften dieser Verfahren besonders beriicksich-
tigt. Zur Parallelisierung der Verfa.hren wurde das Multltaskmg-Konzept Autotaskmg ver-
wendet.

Alle entwickelten Verfahren sind in drei Phasen aufgeteilt: Initialisierung, Isolation und
Extraktion. In der Initialisierungsphase konnte durch ein spezielles Multisektionsverfah-
ren sichergestellt werden, daf zu Beginn der lsolationsphase mindestens zwei Intervalle
vorliegen, die Eigenwerte enthalten. Neben diesem Verfahren wurde dquidistante Mul-
tisektion untersucht. In der Isolationsphase konnten bei Bisektion mit Partitionierung in
Gruppen gute Vektorisierungseigenschaften bei der jeweiligen Bearbeitung der Gruppenele-
mente erreicht werden, wihrend die parallele Bearbeitung der von einander unabhéngigen
Gruppen moglich ist. Die Extraktionsphase konnte durch Verwendung des modifizierten
Pegasusverfahrens sowie durch eine spezielle Gruppenaufteilung optimiert werden. Diese
Gruppenaufteilung fiihrt sowohl zu guten Vektorisierungs- als auch Parallelisierungseigen-
schaften der Extraktionsphase und spart zusitzlich gegeniiber den Verfahren, die keine
Aufteilung in Gruppen vornehmen, lterationsschritte. Durch das Genamgkeltskﬂterlum
des skalierten, absoluten Fehlers konnte eine hohe Genauigkeit bei der Bestimmung der
Eigenwerte erreicht werden.

Durch gute Vektorisierungseigenschaften in allen Phasen sowie den Einsatz des Pegasus-
verfahrens fiir die Extraktion konnten auch bei sequentieller Ausfiihrung des schnellsten
der untersuchten Verfahren deutlich kiirzere Laufzeiten als die der EISPACK-Routinen
BISECT und IMTQLI erzielt werden, die als den CRAY-Rechnern angepafite Versionen
in der Programmbibliothek SCILIB vorliegen. Bei paralleler Bearbeitung auf CRAY Y-
MP mit 8 eingesetzten Prozessoren wurden fiir Matrizen hoher Ordnung Speedup-Werte
erreicht, die grofler als 7 waren.

Es wurde gezeigt, daB auf die Sturmsche Kette ohne Geschwindigkeitsverluste verzichtet
und statt dieser die fiir Zahlenbereichstiberschreitungen weniger anféllige rationale Folge
-.verwendet werden kann, auch wenn die Berechnung des Funktionswertes des charakteristi-
-schen Polynoms erforderlich ist. Dennoch auftretende Zahlenbereichsiiberschreitungen bei
~der Berechnung des Funktionswertes des chara,ktenstlschen Polvnoms konnen abgefangen

werden.
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In der Isolationsphase erwies sich erwartungsgemifl das Zeitverhalten von Multisektion
als stark von der Verteilung der Eigenwerte abhéngig. Lediglich bei giinstiger Verteilung
der Figenwerte ergaben sich nennenswerte zeitliche Vorteile gegeniiber Bisektion. In der
Extraktionsphase unterschied sich das Zeitverhalten von Bisektion und Multisektion wenig.
Die optimale Zahl der Multisektionspunkte konnte hier gut mit Hilfe der Performance-
Halbwertslinge abgeschitzt werden.

Alle entwickelten Verfahren kénnen ohne grofien Aufwand auf die Bestimmung der Ei-
genwerte in einem vorgegebenen Intervall umgestellt werden. Hierzu miissen lediglich die
Sturmsche Kette oder die entsprechende rationale Folge zu Beginn der Initialisierungsphase
an den Intervallgrenzen des vorgegebenen Intervalls ausgewertet werden. In diesem Fall
entfillt die Bestimmung des Intervalls, das alle Eigenwerte enthalt. '

Bisektions- und Multisektionsverfahren ohne Aufteilung in Gruppen in der Isolations-
phase und die Varianten 1 und 2 der Extraktionsphase fithren auf den CRAY-Rechnern
zu schlechteren Laufzeiten als die tibrigen Verfahren, da sie keine giinstigen Vektorisie-
rungseigenschaften besitzen. Auf hochparallelen Systemen ohne Vektorverarbeitung sind
diese Verfahren jedoch geeigneter als die iibrigen Verfahren, da sehr viele parallele Prozesse
entstehen. Ferner kénnte auf hochparallelen Systemen die Trennung von Isolations- und
Extraktionsphase aufgehoben werden, und ermittelte Intervalle, die genau einen Eigen-
wert enthalten, kénnten direkt zur Extraktion des Eigenwerts an verfiigbare Prozessoren

iibergeben werden.
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