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Zusammenfassung

Hyercube-Rechner fallen in die Klasse der aus Mikroprozessoren aufgebauten Multicompu-
ter mit verteiltem Speicher, deren Entwicklung durch fortschreitende Erfolge auf dem Ge-
biet des VLSI-Designs vielversprechend erscheint. Allgemein zeichnen sich Rechner dieser
Klasse durch einfachen und kostengiinstigen Aufbau und gute Erweiterbarkeit aus. Jegliche
Kommunikation zwischen den Prozessoren wird durch Message-Passing abgewickelt, wo-
durch Lokalitét in Berechnungen effektiv genutzt und die bei Systemen mit gemeinsamem
Speicher auftretenden Speicherkonflikte vermieden werden.

Hypercube-Rechner bestehen aus Prozessoren, die nach Art der Hypercube-Struktur un-
tereinander direkt verbunden sind. Diese Struktur zeichnet sich durch eine Vielzahl gut
untersuchter Eigenschaften aus, erlaubt die Abbildung vieler Problemstrukturen und die
effektive Durchfiihrung vieler hiufig bendtigter Kommunikationsarten.

Die Arbeit geht auf Eigenschaften der Hypercube-Struktur ein und stelli die existieren-
den Hypercube-Rechner verschiedener Firmen und Forschungsgruppen vor. Den Schwer-
punkt der Arbeit bildet eine Untersuchung verschiedener Arten von Interprozessorkom-
munikation, deren effektive Durchfiihrung einen entscheidenden Einflufl auf den erzielba-
ren Speedup hat. Untersucht werden z.B. Unicast-, Multicast-, Broadcast- und Scatter-

Algorithmen.
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1 Einleitung

Seit dem Bau der ersten elektronischen Digitalrechner in den vierziger Jahren hat sich
die Leistungsfihigkeit dieser Anlagen sowchl durch Verbesserung der einzelnen Bauele-
mente als auch durch Weiterentwicklung verschiedenster Konzepte fiir Rechnerarchiiektur
und Programmierung drastisch vergrofiert. Weiteren Geschwindigkeitssteigerungen durch
Entwicklung schnellerer Schaltelemente ist jedoch mit der Lichtgeschwindigkeit eine phy-
sikalische Schranke gesetzt, der man sich nur noch unter groﬁen und weiter stelgenden
Kosten annihern kann.

Es existiert jedoch eine Vielzahl komplexer Probleme, die sich teilweise ‘oder ganz einer
Losung in akzeptabler Zeit mit Hilfe heutiger dlgltaler Rechenanlagen ent21ehen Emlge
Beispiele solcher Probleme sind [Quin8§] : RS '

e langfristige, genane Wettervorhersage, -

Windkanalmodellierungen,

©

Simulation chemischer Prozesse,

L]

Festkdrperberechnugen, = -

&

Berechnung seismischer Modelle und

o Probleme aus der kiinstlichen Intelligenz
(z. B. Mustererkennung, \erarbeltung natiirlicher Sprache)

Neben Verbesserungen bestehender Algorithmen versprechen neue architektonische Kon-
zepte fiir die Zukunft das einzige Mittel zur Erreichung der fiir diese und viele andere Pro-
bleme bené&tigten Rechenleistung zu sein. Ein solches Konzept ist die Parallelverarbertung.
d. h. die gleichzeitige Ausfiihrung von Prozessen, die zusamimen ein einziges Problem lsen.
Rechner, die Parallelverarbeitung auf Programmebene durch Bereitstellung mehrerer ein-
facher oder komplexer Prozessoren gestatten werden Paralielrechner (paralle! computers)
‘genannt [Quin88, Dunc90]. - - SRR - o
‘Zwar 148t sich durch den Einsatz von. Parallelrechnern eine teﬂwelse erhebhche Beschleum—
-gung (Speedup) der Losung eines Problems erzielen, jedoch erfordert- die Programmierung
von Parallelrechnern im. \ergielch Zu. herkommhchen serleilen Rechnem -einen erhohten

Auf“ rand.




2 Kapitel 1: Einleitung

Zum einen muf} ein Algorithmus fiir ein gegebenes Problem auf seine parallelisierbaren
Teile hin untersucht werden. Dazu #ndert man entweder einen schon bekannten sertellen
Algorithmus so ab, dafl er in Teile zerfallt, die parallel ausgefiihrt werden kdnnen, oder
man entwickelt einen véllig neuen paralielen Algorithmus. Letzteres ist besonders dann
sinnvoll, wenn die gegebenen seriellen Algorithmen durch einen hohen Anteil seriell aus-
zufithrender Anweisungen nur in unzureichender Weise parallelisierbar sind und daher die
zu erwartende Beschleunigung durch Parallelisierung nur gering ist [Amda67].

Zum anderen mufl man Prozesse, die sowohl identisch als auch verschieden sein kénnen,
aufl die gegebenen Prozessoren durch Lasiverteilung (load balancing) méglichst so vertei-
len, daf} eine gleichmaRige Auslastung aller Prozessoren erreicht und somit die gesamte
Rechenzeit minimiert wird. Zu beachten ist dabei besonders, daf} die entstehenden Kosten
(Overhead) fir Kommunikation zwischen den Prozessoren und Verwaltung der Prozesse
minimiert wird, denn der Speedup S 1dBt sich durch den Overhead o und die Anzahl der
beteiligten Prozessoren N abschitzen durch S < 2= et

Der erste Parallelrechner wurde 1958 am National Bureau of Standards Pilot gebaut und
umfaBte drei unabhiéngig voneinander operierende Rechner, die zusammenarbeiten konnten
[Ensl77]. Der Anfang der siebziger Jahre in Betrieb genommene Illiac IV {Bouk&& 72} hatte
bereits 64 Prozessoren, die in einem zweidimensionalen Feld verbunden waren.

Schon 1963 wurde jedoch ein Parallelrechner auf der Basis eines n-dimensionalen Hyper-
cubes vorgeschlagen [Sq&Pa63, Stou90]. 1977 wurde dann eine Idee fiir den Aufbau eines,
die Verbindungsstruktur des Hypercube simulierenden, speziellen Schaltnetzes erstmalig
verdffentlicht {indirect binary n-cube [Peas77]), die als Grundlage fiir die Ankiindigung
des ersten Hypercube- Rechners durch IMS Associates genommen wurde [Mill75, Ho& Je88].
Dieser Versuch verlief zwar erfolglos, wurde aber Anfang der achtziger Jahre durch den
Cosmic Cube des California Institute of Technology (Caltech) [Seit85] und spéter durch
den ersten verfiigbaren kommerziellen Hy percube Rechner der Firma Intel [Fox&&88] er-
folgreich wieder aufgegriffen.

Seitdem wurden viele Hypercube-Rechner sowohl zu Forschungs- als auch zu kommerziellen
Zwecken entwickelt und Probleme aus vielen, hauptsichlich wissenschaftlich-technischen
Anwendungegebieten auf ihnen geldst. Zu den Anwendungsgebieten gehdren beispielsweise
Bioclogie, Chemie, Physik, Geologie, \\eltraumforschung, Astronoxme Astrophysik, Mathe-
matik und Informatik [Angu&&90, Sh&Fi89).

Der Begriff ,, Hypercube® bezeichnet zwar nur eine spezielle V. erbmdungsstruktur wird aber
auch synonym fiir das gesamte, derartig verbundene Rechnersystem verwendet. In dieser
Arbeit wird ein solches System zur deutlicheren Abgrenzung mit Hypercube-Rechner und
‘die zugrundeliegende Verbindungsstruktur mit Hypercube-Struktur bezeichnet. Hypercube-
‘Rechner werden aus 2", von 0 bis 2" — 1 numerierten, Prozessoren aufgebaut, die jeweils mit
genau den n Prozessoren verbunden sind, deren -Binirdarstellungen sich von der eigenen
in genau einer Ziffer unterscheiden. Man nennt n die Dimension des Hypercube-Rechners




bzw. der Hypercube-Struktur. Man kann sich einen n-dimensionalen Hypercube-Rechner
als einen n-dimensionalen Wiirfel denken, dessen Knoten je einen Prozessor und dessen
Kanten Verbindungen zwischen ihnen reprisentieren. Eine dreidimensionale Hypercube-
Struktur ist in Abbildung 2.8 dargestellt.

Hypercube-Rechner werden in der Regel als MIMD-Rechner [Flyn66] klassifiziert, die
aus identischen Prozessoren mit ausschlieflich lokalem Speicher gebildet werden und somit
durch den Austausch von Nachrichten {A/essage-Passing) mit den direkt verbundenen Pro-
zessoren kommunizieren miissen (nearesi neighbour communication). Nachrichten an nicht
benachbarte Prozessoren (remote communicaiion) werden mittels mehrerer direkter Kom-
munikationsschritte durch einen einfachen, verklemmungsfreien Algorithmus [Kats88] ans
Ziel geleitet ( Routing). Oflensichtlich beansprucht Kommunikation mit direki verbundenen
Prozessoren weniger Zeit als ein Routing. Daher werden Algorithmen mit hohem Anteil
direkter Kommunikation am gesamten Kommunikationsaufwand einen hoheren Speedup
erwarten lassen als solche, deren entsprechender Anteil klein ist.

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit verschiedenen Aspekten zum Thema Hjyper-
cube-Rechner. Nach einem generellen Uberblick iiber Architekturen von Parallelrechnern
und deren Klassifikation wird der Begrifl Hypercube-Struktur genauer definiert, verschie-
dene ihrer Eigenschaften diskutiert und mit anderen Verbindungsstrukturen verglichen.
Anschliefend werden die derzeit verfiigharen Hypercube-Rechner und deren Aufbau, Un-
terschiede und Gemeinsamkeiten aufgefiihrt. Abschliefend folgt eine Untersuchung von
Datentransferalgorithmen fiir Interprozessorkommunikation in Hypercube-Rechnern, die
aufgrund ihrer Bedeutung fiir die Leistungsfahigkeit von Parallelrechnern den Schwerpunki
dieser Arbeit bildet.




Kapitel 1: Einleitung




Rechnerarchitekturen

Zur vollstindigen Beschreibung eines parallelen Rechnersystems gehdrt sowohl die Betrach-
tung der verschiedenen Bauteile, aus denen der Rechner aufgebaut ist als auch der Kon-
zeple, nach denen er arbeitet. Interessant sind z.B. Anzahl, Aufbau und Leistungsfihigkeit
der verwendeten Prozessoren, iiber wieviel Speicher sie verfiigen und wie schnell Ein- und
Ausgabe von ihnen unterstiitzt wird. Wichtig ist ebenfalls die Art der Verbindungen (Bus
oder Kanal), deren Struktur (Erweiterbarkeit, Partitionierbarkeit, Fehlertoleranz,...) und
welche Synchronisationsmechanismen (SIMD, gemeinsamer Speicher, Message-Passing)
benutzt werden. [Alma83]. -




6 Kapitel 2: Parallele Rechnerarchitekturen

2.1 Die Klassifikation nach Flynn

Fin ersier Ansatz zur Klassifikation der Vielzahl heute existierender Rechnersysteme ist
die Einteilung nach den Méglichkeiten, ein- oder vielfache Instruktions- und Datenstréme
zu verarbeiten [[lyn66]. Demnach existieren vier Klassen von Rechnern:

SISD (single instruction stream, single data stream) Mit diesem Rechnert\p wird
“ein von l\eumann Rechner bezeichnet. o v

SIMD (smgle instruction stream, multiple data stream) Alle Rechner, die in der
Lage sind, verschiedene Datenstréme mit den gleichen Befehlen zu bearbeiten, fal-
len unter die SIMD-Kategorie. Die Synchronitét der Ausfithrung der Instruktionen
auf jedem Datenstrom und die zentrale Kontrolle aller ausfithrenden Einheiten sind
Merkmale dieser Rechner. Illiac IV [Bouk&&72] ist ein Rechner dieses Typs.

MISD (muliiple instruction stream, single data stream) Gleichzeitiges Ausfiihren
verschiedener Instruktionen auf einem Datum wird als wenig sinnvoll erachtet
[Dunc90]. Daher fallt kein Rechner unter diese Kategorie.

MIMD (multiple instruction stream, multiple data stream) Hier sind Multipro-
zessorsysteme gemeint, deren Einzelprozessoren autonom, mit moglicherweise ver-
schiedenen Programmen, auf jeweils verschiedenen Daten arbeiten. Im Gegensatz zu
SIMD-Rechnern geschieht dies asynchron, und Kontrollmechanismen fiir die Prozes-
soren sind dezentral implementiert. Jeder Prozessor kann daher als ein eigensténdiger
Rechner angesehen werden, so daf in diesem Zusammenhang auch der Begriff Multi-
computer benutzt wird. Die meisten Hypercube-Rechner sind MIMD-Rechner, z.B.

der iPSC/2 von Intel.




2.2: Parallelismus aufl unteren Ebenen 7

2.2 Parallelismus auf unteren Ebenen

Die Abgrenzung zwischen Parallelrechnern und seriellen Rechnern ist bel genauerer Un-
tersuchung des Aufbaus heutiger Rechner nicht ganz einfach, denn sie stellen eine Vielzahl
von Moglichkeiten zur Leistungssteigerung zur Verfligung, die zwar iiber das Konzept des
seriellen von Neumann-Rechners hinausgehen, aber noch nicht die Kriterien fiir einen Pa-
rallelrechner erfiillen. Eine Auswahl besteht aus [Dunc80, Quin88]

e dem Befehlspipelining {instruction pipelining). die z.B. in Reduced Instruction Set
Computers (RISC-Rechnerj Anwendung findet. Hierbei wird die Ausfithrung aller
Instruktionen in eine Folge von n elementaren Befehlen zerlegt, die nacheinander von
verschiedenen hintereinandergeschalteten Funktionseinheiten des Prozessors { Pipe-
line) in jeweils gleicher Zeit ¢y ausgefithrt werden.

Nach der Ausfithrung des ersten Teilschritts eines Befehls in einer anfangs leeren Pi-
peline kénnen der zweite Schritt dieses Befehls und der erste”Schritt des nichsten
Befehls parallel ausgefiihrt werden. Danach kdnnen Schritt eins des dritten, Schritt
zwel des zweiten und Schritt drei des ersten Befehls parallel ausgefiihrt werden (Abb.
2.1). Bis zum n-ten Schritt (Startzeit, starfup-time) liefert die Pipeline noch kein

leere Pipeline : Befehl 1 abgeschlossen
§ i
Schritt 4 g E il Befell 1/Befehl 2
Schritt 3 | E[ sf Befehl 1|Befelil 2|{Befehl 3
Schritt 2 i :: Befehl 1|Befeh] 2iBefell 3|Befehl 4
Schritt 1 | VBefehl 1/Befell 2|Befehl i Befehl 4|Befehl 5
|

1
1o 2, 31, 41, 5t 61,

p———— Startzeit ——————|

Abb. 2.1:  Zeitdiagramm zum Befehlspipelining

Ergebnis, von da an jedoch wird mit jedem Schritt eine komplette Instruktion abge-

schlossen.
Eine mdgliche Zerlegung (n = 4) ist zum Beispiel die Aufteilung in
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1. Instruktion laden,
.2. Instruktion dekodieren,
3. Operand laden und

4. Instruktion ausfiithren.

¢ Verschiedene Prozessor-Funktionseinheiten (multiple CPU functional units) fir arith-
metische-, logische- und Vektoroperationen, die parallel arbeiten kénnen und

e separate Fin- und Ausgabeprozessoren (I/O-processors), die fiir die Kommunikation
von und zu externen Speichern zusténdig sind, fithren ebenfalls zu teilweise erhebli-
chen Leistungssteigerungen des gesamten Rechners.

Systeme, die nur iiber derartige Moglichkeiten verfiigen, werden nicht Parallelrechner ge-
nannt, denn ein Parallelrechner soll die Verarbeitung paralleler Programme durch die
Bereitstellung mehrerer Prozessoren gestatten, die zusamimen gleichzeitig an einer Pro-
blemlésung arbeiten [Dunc90]. - '




2.3: Klassifikation paralieler Rechner 9

2.3 Klassifikation paralleler Rechner

Zur Klassifikation von Parallelrechnern {Abb. 2.2) unterscheiden wir nun aufl oberster
Ebene in Ergéinzung der Flynn’schen Klassifikation zwischen Synchronen-, MIMD- und
MIMD-basierten Rechnern. Synchrone Svsteme werden in Vektorrechner, SIMD-Rechner
und Systolische Felder, MIMD-Rechner in geschaltete und Netzwerk-verbundene Systeme
und MIMD-basierte Rechner in Datenflufirechner, Reduktionsarchitekturen, assoziative
-Prozessoren und Wavelront Array Rechner eingeteilt [Dunc90, Ho& Je88].

—-{ Wavefront Arrays ]

| Reduktionsarch. |

—MIMD-basiert |-
‘ | Datenfluirechner|

—Ess. Prozessoreﬂ
Netzwerk-Rechner |
MIMDr '
I Ldgeschaltete Rec_hner.l

Systolische Feldcﬂ |

Parallel

SIMD

— Synchron

Vektorrechner |

Abb, 2.2:  Klassifikation paralleler Rechner

2.3.1 Synchrone Rechner
e Vektorrechner (pipelined vectorcomputers)
.—-Register-Register Maschinen

= Memory-Memory Maschinen
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Vektorrechner verfiigen tiber mehrere, parallel arbeitende Funktionseinheiten fiir
Skalar- und Vektoroperationen, die wiederum in einer Pipeline hintereinandergeschal-
tet werden kénnen. Regisier-Register Maschinen verfiigen iiber spezielle, schnelle Vek-
torregister, die sowoh] Operanden als auch Ergebnisse aufnehmen konnen (z.B. CRAY
Y-MP). Memory-Memory Maschinen benutzen spezielle Puffer statt Vektorregister
{(z.B. CYBER 205).

e SIMD-Rechner

— Prozessorfelder

— Assoziative-Speicher-Prozessoren

Prozessorfeldrechner sind die bekanntesten Beispiele fiir SIMD-Rechner. Hierbei sind
die Prozessoren in einem Feld fester Dimension verbunden (z.B. Illiac IV, zweidimen-
sionales Feld).

Assoziative-Speicher- Prozessoren greifen auf gespeicherte Daten inhaltsabhingig zu.
Alle Worte des Speichers werden dabei gleichzeitig, bitweise auf einen bestimmten
Inhalt hin iberpriift (z.B. Bell Laboratories Parallel Element Processing Ensem-
ble). Einsatzmoglichkeiten dieser Rechner liegen im Datenbankbereich, z.B. fiir Such-

zwecke.

e systolische Felder
Systolische Felder (systolic arrays) sind sehr speziell auf ein Problem hin ausgelegte,
regelméfige Netzwerke mit hoher Parallelitét, die Daten aus dem Speicher lesen,
synchron mittels Pipelining durch das Netzwerk laufen lassen und die verdnderten
Daten wieder in den Speicher schreiben. Im allgemeinen kann ein systolisches Feld
nur fiir die Losung desjenigen Problems eingesetzt werden, fiir das es konstruiert
wurde.

2.3.2 MIMD-Rechner

e geschaltete Rechner (switched computers)

— gemeinsamer Speicher (shared memory) (Abb. 2.3)
— verteilter Speicher (distributed memory) (Abb. 2.4)

Als geschaltete Rechner werden Systeme mit einem zentralen, dynamischen Schalt-
netz bezeichnet, an das eine Reihe von Prozessoren durch je eine Leitung angeschlos-
sen sind. Verbindet das Schaltnetz die Prozessoren untereinander, so spricht man von
einem System mit verteiltem Speicher, wihrend die Verbindung von Prozessoren mit
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<~ Speicher

Schaltnetz

I__]?LJ <- Prozessor

Abb. 2.3:  Geschalteter Rechner mit gemeinsamem Speicher

© Schaltnetz |

(Abb. 2.4: Gesclalteter Rechuer mit verteiltem Speicker

1]
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—— Gitter-verbunden f

L Kubus-verbunden|

Netzwerke mehrstufig |
N— Perfect-Shuffie |

—-{\'oilsténdig verbunden |

re‘konﬁgurierbarj

Abb. 2.5:  Klassifikation von Netzwerken

einer oder mehreren Speichereinheiten zu einem System mit gemeinsamem Speicher
fithrt. Letzieres hat zur Folge, daff die Kommunikation der Rechner {iber Variablen
im gemeinsamen Speicher abgewickelt werden muf. Bei Systemen mit grofier Anzahl
von Prozessoren kann daraus ein Engpafi (Flaschenhals, botftleneck) resuitieren, der
die Leistungsfihigkeit des gesamten Rechners einschrinkt.

e netzwerkverbundene Rechner (nefworks) (Abb. 2.5)
Netzwerkverbundene Rechner sind . Multiprozessorsysteme mit identischen Prozes-
soren, deren Verbindungen dezentral realisiert sind. Jeder Prozessor verfiigt iiber
einen lokalen Speicher, der von keinem anderen Prozessor angesprochen werden
kann (verteiltes Speicherkonzept). Jeder Prozessor ist mit einigen anderen Prozes-
soren (nearest-neighbours) direkt verbunden. Zur eventuell erforderlichen Synchroni-
sation und zum Datenaustausch wihrend einer Programmausfiihrung kommunizie-
ren die Prozessoren untereinander durch das Verschicken von Nachrichten (Message-
Passing). Kommunikation mit nicht direkt verbundenen Prozessoren wird durch meh-
rere Schritte iiber Prozessoren, die zwischen Sender und Empfénger liegen, abge-
wickelt. Das Finden eines Weges zwischen zwei Prozessoren nennt man Rouiing. Die
Finfachheit des Routings ist ebenso wie die maximale und die durchschnittliche auf-
tretende Weglénge, sowie die Anzahl alternativer Wege ein Bewertungskriterium fiir
ein Netzwerk. - ' '

Beispiele fiir Netzwerkstrukturen sind:




2.3: Klassifikation paralleler Rechner 13

— Gitterstrukturen verschiedener Dimension mit und ohne duflere Verbindungen
(wrap-around) (Abb. 2.6 und 2.7)

Prozessor  ‘erbindung

Abb. 2.6:  Zwei Darstellungen einer cindimensionalen Gitterstruktur mit dufleren Verbindun-

gen (Ring)

%T
Abb. 2.7:  Zweidimensionale Gitterstruktur ohune dufiere :Verbindungen

— Wiirfelnetzwerke und verwandte Strukturen

(a) Hypercube-Strukturen (binary n-cube, boolean n-cube oder n-cube)
{Abb. 2.8) [Heat85b] _

(b) Cube Connected Cycles (Abb. 2.9) [Pr&Vu8l, Leng82]

{c¢) Generalized Hyperﬁubes (Abb. 2.10), base-b cubes [Bh& Ag84, La&Dh8g]

(d) Nearest Neighbour Mesh Hypercube (Abb. 2.11) [Bh& Ag84]

(e) Banyan-Hypercubes [Yo&Na90] Qe

(f) Folded Hypercubes [La&EI89]

(g) Twisted Hypercubes [Efe& &88]

(h) Bridged Hypercubes [El&La30]

[
— hierarchische Strukturen {Hayn& &82]
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§ 4 8 46 48 ¢

Abb. 2.8:  Drei- und zweidimensionale Darstellung einer dreidimensionalen Hypercube-Struk-
tur

Abb. 2.9:  Dreidimensionaler Cube Connected Cycle L
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Abb. 2.10:

Abb. 2.11:

Generalized Hypercube

Nearest Neighbour Mesh Hypezcube

V4 4
/ I A
‘ | A |
OOt Ot -
P VA V4
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(a) Baume

(b) Pvramiden {Quin8g]

{c) Cluster

(d) Hypertrees (Abb. 2.12) [Go&Se81]

Abb. 2.12: Hypertree

— mehrstufige Netzwerke [Feng81]
(a) Multistage Cube Networks [Sieg&&87a, Siegd &87b]
- mehrstufige Perfect-Shuffle
. Omega [Lawr75] o
- baseline
- delta

. indirect binary n-cube [Peas77} "
* fip . __
- SW-banyan :
(b) extra-stage cube networks =
(c) dynamic redundancy networks
- — Perfect-Shuffie [Ston71]
— vollsténdige Verbindung

— rekofigurierbare Netzwerke
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Ringe sind Beispiele fiir eine (eindimensionale) Gittersirukiur mit dufleren Verbin-
dungen.

Ein Hypercube-Rechner der Dimension n besteht aus 2" Prozessoren, die in einer
n-dimensionalen Wiirfelstruktur mit je zwei Prozessoren pro Dimension verbunden
sind. Damit ist jeder Prozessor mit n anderen Prozessoren verbunden. Eine Ver-
allgemeinerung der Hypercube-Struktur ist der Cube Connected Cycle (CCC). In
dieser Verbindungsstruktur ersetzt man jeden einzelnen Prozessor eines Hypercube-
Rechners durch einen Ring mit n Prozessoren und verbindet nur je einen Prozessor
eines Ringes mit einem Prozessor der n benachbarten Ringe. Die Anzahl von Verbin-
dungen pro Prozessor wird damit fiir beliebige Dimension n auf eine Kubus- und zwei
Ringverbindungen reduziert. Beispiele weiterer Verallgemeinerungen der Hypercube-
Struktur sind der Generalized Hypercube (GHC) bzw. der base-b cube, der Nearest
Neighbour Mesh Hypercube (NNMHC), der Banyan- Hypercube, der Folded Hypercube,
der Twisted Hypercube sowie der Bridged Hypercube. Der GHC besteht in-der eien
Dimension, 0 < i < n — 1, aus m; Prozessoren, die untereinander vollstdndig ver-
bunden sind. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurden in Abbildung 2.10 nicht alle
Verbindungen eingezeichnet. Fiir m; = 2,0 < ¢ < n — 1, erhédlt man eine Hypercube-
Struktur. Ein NNMHC besteht aus m Prozessoren pro Dimension, die innerhalb
einer Dimension mit ihren beiden Nachbarn auch iiber duflere Leitungen verbun-
den sind. Auch hier erhilt man bei zwei Prozessoren pro Dimension (m = 2} eine
Hypercube-Struktur. Banyan-Hypercubes sind eine Mischform aus Banyan-Aetzen
und der Hypercube-Struktur. Folded Hypercubes sowie Twisted Hypercubes sind
leicht abgewandelte Hypercube-Strukturen mit verbesserten Eigenschaften beziiglich
Routing und Durchmesser. In Bridged Hypercubes schliellich wird der Durchmesser
des Netzwerks durch Einfiigen einiger weniger Verbindungen in eine herkdmmliche
Hypercube-Struktur in etwa halbiert.

Pyramiden, Biume und Cluster bezeichnet man als hierarchische Strukiuren. Bau-
me kénnen fiir viele verschiedene Algorithmen verwendet werden und sind sehr
leicht dynamisch erweiterbar. Eine Verbindung dieser Eigenschaften mit denen der
Hypercube-Struktur erreicht man durch Hypernets [Hw&Gh87] oder Hyperirees. Hy-
pertrees sind wie bindre Biume aufgebaut mit zusétzlichen Verbindungen zwischen
einigen, jedoch nicht allen Knoten einer Ebene, deren Bindrdarstellungen sich in ge-
nau einem Bit unterscheiden.

Mehrstufige Netzwerke kdnnen in verschiedenen Familien eingeteilt werden. Die oben
aufgefithrten Vertreter der Multistage Cube Networks sind topologisch dquivalent.
Eztra Stage Cube Networks kénnen als Multistage Cube Networks mit sehr einfacher
TFehlertoleranz aufgefafit werden, wahrend Dynamic Redundancy Networks auch bei
Ausfall eines beliebigen Prozessors einige Systemeigenschafien erhalten kénnen.
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Rekonfigurierbare Netzwerke schliefilich kénnen ihre Verbindungsstruktur dynamisch
dndern und sind somit flexibel einsetzbar.

Ein Uberblick iiber weitere Verbindungsstrukturen findet sich in [Feng81].

2.3.3 MIMD-basierte Rechner

e Als MIMD/SIMD-Rechner bezeichnet man MIMD-Rechner, die in verschiedene
- Bereiche aufgeteilt werden konnen, die jeweils wie ein SIMD-Rechner arbeiten

[Sieg& &87al.

e Wavefront Array Prozessoren sind im Prinzip wie systolische Felder aufgebaut, jedoch
arbeiten die Prozessoren asynchron und kommunizieren untereinander wéhrend einer
Programmausfiihrung.

o Reduktionsarchitekturen (reduction architectures, demand-driven architectures) fith-
ren eine Anweisung aus, falls deren Resultate fiir die Berechnung einer anderen,
zur Ausfithrung anstehenden Anwelsung bendtigt w rerden (z.B. \ewcastle Reduction

Maschine).

e Datenflufirechner basieren auf der Idee, eine Instruktion genau dann auszufiihren,
wenn alle fiir die Ausfithrung bendtigten Operanden zur Verfiigung sichen.
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2.4 Leistungsparameter und weitere Begrifie

Speedup: Unter dem Speedup S eines parallelen Algorithmus versteht man das Verhélt-
nis der Ausfithrungszeit T des schnellsten sequentiellen Algorithmus auf einem Pa-
rallelrechner zur Ausfiihrungszeit Tp des parallelen Algorithmus auf dem gleichen
Parallelrechner: : S B :

s=1s
Tp

Eine obere Schranke fiir den Speedup ist die Anzahl der verwendeten Prozessoren N.
Alternative Definitionen fiir S sind das Verhaltnis der Ausfiihrungszeiten des paralle-
len Algorithmus auf einem Prozessor und auf einem Parallelrechner oder das Verhélt-
nis der Ausfiithrungszeit des effizientesien, seriellen Algorithmus auf dem schnellsten
seriellen Rechner zu der Zeit, die der parallele Algorithmus auf einem parallelen Rech-

ner bendtigt.
Die erste alternative Definition ist jedoch insofern irrefiihrend, als daf} sie nicht

beriicksichtigt, daB sequentielle Algorithmen meist einen wesentlich kleineren Ver-
waltungsaufwand enthalten als parallele Algorithmen. Daher wird der in diesem Fall
resultierende Speedup stets grofer ausfallen als in der ersten Definition.

Die zweite Definition setzt den Zugang zu den schnellsten seriellen Rechnern voraus

und ist deshalb zumeist unbrauchbar [Quin88]. .

Effizienz: Die Effizienz € eines parallelen Algorithmus ist das Verhéltnis von Speedup S
zur Anzahl N der verwendeten Prozessoren:

S
€= —
A:’

Esgilt 0 <e<1.

Kosten: Kosten werden definiert als das Produkt aus der Zeitkomplexitét « eines Algo-
rithmus und der Anzahl N der verwendeten Prozessoren:

Kosten =k« N

x wird meist in einer O-Notation [Knut75] in Abhéngigkeit von der Problemgrdfie

angegeben.

Overhead: Der Speedup 1&8t sich auch mitiels des Begriffs Overhead o durch
AT
S <
~— 140
- abschitzen. Overhead bezeichnet den durch Parallelverarbeitung entstehenden zu-
saizlichen Aufwand. Darunter fallt z.B. die Kommunikation zwischen den Prozessoren
und der Verwaltungsaufwand fiir die verschiedenen Prozesse.
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Granularitdt: Unter Granularitét (grain size) eines Problems versteht man die Grifie pa-

rallel abarbeitbarer Prozesse, in die ein Problem aufgeteilt werden kann. Statt kleiner
Granularitit spricht man hiufig auch von feiner- und statt grofler auch von grober
Granularitét.
Der Begriff Granularitdt wird in der Literatur in vielfdltiger Weise benutzt. Bel-
spielsweise kann von der Granularitit eines Parallelrechners oder eines Programms
gesprochen werden, womit die Leistungsfhigkeit der verwendeten Prozessoren bzw.
die GroBe der Prozesse, aus denen das Programm besteht, gemeint ist [Dall8g].

Amdahl’s Gesetz: Als Amdahl’s Gesetz wird die Tatsache bezeichnet, dafl der maximal
- zu erzielende Speedup durch den Anteil % der sequentiell auszufithrenden Befehle
eines Algorithmus beschrinkt ist [Amda67]:
_Ts 1 1

______<_
~k

- - 1—k
Tp  k+ %

S

k beschrinkt damit die Anzahl der sinnvoll nutzbaren Prozessoren auf 1/k, d.h. bei
einem Anteil von ¥ = 0.1 kann kein Speedup erreicht werden, der gréfer ist als

1/k = 10.

Diese Begriffe stammen aus den Quellen [Ho& Je88, Seit85, Quin88, Fox&&88]. Dort finden
sich noch weitere Begriffe, die in dieser Arbeit jedoch nicht verwendet werden.
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3 Hypercube-Strukturen @ﬁﬁé

-~ deren Eigenschaften

Hypercube-Rechner fallen in der Regel in die Klasse der netzwerkverbundenen MIMD-
Rechner {Kap. 2.3.2). Vorteile dieser Systeme gegeniiber der anderen Klasse von MIMD-
Rechnern, den geschalteten Rechnern, sind die Art der Kommunikation (Message-Passing),
die Einfachheit des Aufbaus, die leichte und im Prinzip unbegrenzte Erweiterbarkeit und
die Moglichkeit der Nutzung von Lokalitit bei der Kommunikation (nearest-neighbour

communication).
Durch Message-Passing wird der Aufbau eines grofien, zentralen Schaltnetzes und die bei
Systemen mit grofier Prozessorzahl auftretende Konkurrenz beim Zugriff aufl einen gemein-
samen Speicher vermieden. Bei einer Erweiterung des Rechners miissen die neuen Prozesso-
ren nur mit dem System verbunden werden. Die bestehende Verbindungsstruktur kann —
logisch gesehen — vollstindig iibernommen werden. Die in Kapitel 2.3.2 vorgesteliten Netz-
werke lassen eine einfache Abbildung eines Problems oder Algorithmus auf den gesamten
Rechner zu. Fiir Matrixoperationen beispielsweise sind zweidimensionale Gitterstrukturen
sehr gut geeignet [Bern89]. Viele Netzwerke lassen weiterhin die Abbildung einer Vielzahi
anderer Netzwerke etwa gleicher Knotenzahl in die gegebene Struktur zu, wobei alle Nach-
barschaftsbeziehungen erhalten werden kénnen. Im Fall der Hypercube-Struktur sind dies
z.B. Ringe gerader Knotenzahl, Gitter verschiedener Dimensionen mit und ohne duflere
Verbindungen und Baume.

Rechner mit zentralem Schaltnetz und gemeinsamem Speicher hingegen erlauben fir den
Benutzer einfacheren Datenzugriff wegen des linearen Speicherbereichs. Damit kann diese
Att von Rechner auf dhnliche Weise wie ein sequentieller Rechner programmiert werden.
Weiterhin erlaubt das dynamische Schaltnetz, bei méglicherweise groflerem Zeitaufwand.
eine Simulation aller Netzwerkstrukturen. Da jedoch das Schaltnetz mit zunehmender Pro-
zessorzahl komplexer wird und Speicherkonflikte héufiger auftreten, ist diese Art von Rech-
ner fiir Systeme mit sehr vielen Prozessoren nicht geeignet [Sa&Sc88].

Im folgenden werden einige Figenschaften der Hypercube-Struktur und die Einbettung ves-
schiedener anderer Strukturen in diese Struktur behandeli. Abschliefend folgt ein tabella-
rischer Vergleich der aufgefiihrten Eigenschaften fiir die Verbindungsstrukturen Ring, zwei-
dimensionales Gitter, bindrer Baum, Hypercube, Cube Connected Cycle und vollstdndige -
Verbindung.. i T e e e S '
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3.1 Definition und Eigenschaften der Hypercube-
Struktur

Hypercube-Strukturen finden schon seit ldngerer Zeit Anwendung bei der Losung von Schal-
tungsproblemen und in der Kodierungstheorie [Gilb58] und werden meist in einer graphen-
theoretischen Notation angegeben. Eine Hypercube-Struktur {n-cube, binary n-cube, boo-
lean n-cube) besteht aus 2%, von 0 bis 2" — 1 numerierten Knoten (nodes). Zwischen zwei

Knoten existiert genau dann eine Verbindung {Kante, edge), wenn sich die Adressen (labels)-

der Knoten in den durch Voranstellung von Nullen auf n Ziffern erweiterten Binérdarstel-
lungen in genau einem Bit unterscheiden. Daraus folgt, dafi jeder Knoten mit genau n
anderen Knoten verbunden ist. Diese Struktur laft sich als n-dimensionale Wiirfelstruktur
darstellen. Daher heifit n die Dimension der Hypercube-Struktur.

@ )

Abb..3.2: Dreidimensionale Hypercube-Stxu_ktur :

Hypercube-Strukturen der Dimensionen eins bis vier sind in den Abbildungen 3.1, 3.2 und
3.3 dargestellt. Die dort gewshlten Bezeichnungen der Knoten sind nicht eindeutig. In
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Abb. 3.3:  Vierdimensionale Hypercube-Struktur

Abbildung 3.1 (b) beispielsweise hat man anfangs 4 = 2® Moglichkeiten, eine beliebige
Knotennummer (Knotenadresse) vorzugeben. Die beiden Nachbarknoten kénnen dann auf
zwei Arten numeriert werden, wihrend die Nummer des nicht benachbarten Knotens be-
reits mit der Wahl der ersten Nummer festliegt. Damit ergeben sich insgesamt 8 = 4:2
verschiedene Numerierungen. Fiir beliebiges n existieren 27 n! giiltige Numerierungen
(Sa&Scss]. M e o
Man erkennt bei Hypercube-Strukturen bis zu einer Dimension von drei, dafl jeder Knoten
iiber alle Dimensionen mit genau einem weiteren Knoten verbunden ist. Meist numeriert
man. die Dimensionen von 0 bis n — 1 derart, dafl man eine Verbindung zwischen zwei
Knoten iiber die ¢-te Dimension an den verschiedenen Eintragen in: den i-ten Stelien der
jeweiligen Bindrdarstellungen erkennt.

Eine ausfiihrliche Diskussion verschiedener Elgenschaﬂen der H\ percube—Struktur ﬁndet
sich in [Sa&ScSaa Sa&ScSS] : a

3.1.1 Rekursiver Aufbau

Eine Eigenschaft der Hypercube-Struktur ist der rekursive dufbau, d.h. man kann eine
Hypercube-Struktur der Dimension n+ 1, n > 0 aus Hypercube-Strukturen der Dimension
-n konstruieren. Da eine (n+1)-dimensionale Hypercube-Struktur aus 2**! Knoten besteht,
“benétigt ‘man fiir ihre Konstruktion genau zwei ‘n-dimensionale -Hypercube-Strukturen.
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Die Konstruktion.ist sehr einfach, denn es miissen lediglich 2" neue Verbindungen —
von jedem Knoien der einen Hypercube-Struktur genau eine Verbindung zu dem Knoten
gleicher Nummer der anderen Hypercube-Struktur — gezogen werden. Danach werden die
Knoten neu numeriert. Eine einfache Umnumerierung besteht in der Einfiigung einer null
an einer beliebigen, festen Stelle 7, 0 < 7 < n — 1, der alten Knotenadressen der ersten
Hypercube-Struktur und einer eins an der glelchen Stelip ¢ aller Knotenadressen der zweiten
Hypercube-Struktur.

100 (00)

Abb. 3.4:  Aufbau einer dreidimensionalen Hypercube-Struktur

Abbildung 3.4 zeigt die Zusammensetzung einer dreidimensionalen Hypercube-Struktur
aus zwei zweidimensionalen Hypercube-Strukturen {Abb. 3.1 (b)). Die diinneren Linien
stehen fiir neu zu errichtende Verbindungen. Die Adressen in Klammern sind die alten
Knotenadressen. Die neuen Adressen entstehen in diesem Beispiel aus den alten durch
Voranstellen einer null bzw. eins. '
Die Eigenschaft des rekursiven Aufbaus beinhaltet auch das Aufspalten (tearing) einer
Hypercube-Struktur in Unterwiirfel (subcubes), d.h. in Hypercube-Strukiuren kleinerer Di-
mension [Sa&ScSS} Aus obiger Beschreibung folgt, daB eine n-dimensionale Hypercube-
Struktur in 277 j-dimensionale Hypercube-Strukturen aufgespalten werden kann, falls
0 < j < n. Fiir j = n—1 heifit dies, dafl man zwei Unterwiirfel der Dimension n —1 findet.
Fiir diese spezielle Aufspaltung existieren n Méglichkeiten, denn eine Aufspaltung kann
mittels Weglassen einer der n biniren Ziffer in den Knotenadressen durchgefiihrt werden.
Aufspaltungen von Hypercube-Rechnern kénnen z.B. fiir Mehrbenutzerbetrieb, Debugging
auf kleineren Konfigurationen und feinere Problemaufspaltungen genutzt werden.

3. 1 2 Routmg

Mit Routing bezemhnet man das Finden cines \\ eges zwischen zwei Knoten s und { eines
Netzwerks. Der Weg wird meist als eine Folge von zu durchlaufenden Knoten angegeben, die
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mit s beginnt und mit f endet. Das Prinzip eines Routing- Algorithmus fir eine Hypercube-
Struktur ist sowohl einfach zu verstehen als auch einfach zu programmieren und kann ven
jedem Knoten selbstindig durchgefiihrt werden. D.h. jeder Knoten, der eine Nachrich
erhilt, kann nur mit Hilfe der Knotenadresse des Empfiingers und seiner eigenen Adresse
entscheiden, wohin die Nachricht weitergeleitet werden muf.

Dem Algorithmus Liegt der in der Definition der Hypercube-Struktur festgelegte Sachver-
halt zugrunde, daf} sich die Adressen benachbarter Knoten an genau einer Stelle unterschei-
den. Vergleicht man nun seine eigene Adresse mit der des Empféngers bitweise in beliebiger
Reihenfolge, und unterscheiden sie sich an der Stelle 7, so leitet man die Nachricht &ber
die Verbindung der 7-ten Dimension weiter [Raab&&88]. Die Adresse des empfangenden
Prozessors unterscheidet sich an der Stelle ¢ nun nicht mehr von der des Empféngers der
Nachricht. Sind beide Adressen in allen Stellen gleich, so hat die Nachricht ihr Ziel erreicht.
Die Anzahl ungleicher Bits (Hamming-distance, Hamming-Abstand) im bitweisen Vergleich
beider Knotenadressen ergibt demnach die Anzahl der Schritte im Routing-Algorithmus.
Maximal miissen n Schritte ausgefiihrt werden.

Initialisierung: 1 := 0 und equal := true

Solange, wie (i # n) A equal

i-tes Bit von Empfanger und
eigener Adresse gleich 7

ja nein
=i 1 Sende _I\Tachr.icht'iiber
Dimension 1

equal := false

equal 7
ja “nein

... .Nachricht hat Empfénger .
' erreicht

Abb. 3.5: ““Routing-Algorithmus fiir einen Hypercube-Rechner: .

Eine genauere -Formulierung des Algorithmus, der in jedem Knoten nach Empfang einer
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Nachricht abliuft, zeigt das Struktogrammin Abbildung 3.5. Der Vergleich der Bits beginnt
mit der Stelle null-und endet mit der Stelle n — 1. Nach Abschluf des Algorithmus gibt der
Wert der boolschen Variablen egual an, ob der Knoter Empfinger der Nachricht ist oder
nicht. '

3.1.3 Abstidnde

Als Abstand (distance) zwischen zwei verschiedenen Knoten s und ? bezeichnet man die
kleinste Anzahl von Zwischenknoten einschlieflich s, die eine Nachricht von s nach 7 pas-
sieren muf. Dies entspricht der Anzahl der dabei benutzten Verbindungen.

Wie aus dem in Kapitel 3.1.2 vorgestelltem Routing-Algorithmus ersichtlich ist, ergibt die
Linge n der Binérdarstellung der Knotenadressen den maximalen Abstand zweier Knoten,
den Durchmesser (diameter) eines Hypercube-Rechners [Raab&&88].

Der durchschnittliche Abstand DA (durchschnittliche Weglinge) [Raab&&88] zwischen

zwei Knoten berechnet sich aus dem Quotienten der Summe aller Wegliéngen® ST mit

n
S]'/I’ HJ‘pezcnb:e-Suukwr z (n) ¥
i=1 \!

und der Anzahl der erreichten Knoten, die der um eins verringerten Gesamtknotenzahl ¥
entspricht. Damit ist

SW
pa = F3
Hypercube-Struktur _1_ ) n-2"
| B 2 7 —1
— n
7 5

3.1.4 Anschliisse pro Knoten

Die Zahl der Anschliisse pro Knoten (Ports), d.h. die Zahl der Verbindungsleitungen, die
an jeden Prozessor angeschlossen sind, spielt fiir die technische Realisierung des Prozessors
eine wichtige Rolle und sollte mdglichst klein sein. Ebenfalls von Vorteil ist die Unabhéngig-
keit von der Gesamtzahl der Prozessoren des Netzwerks. Dadurch erfordert nicht nur die
Herstellung von Prozessoren fiir Systeme beliebiger Gréfe konstanten Aufwand, sondern
man kann im Prinzip auch ein bestehendes Netzwerk unter \Weiterverwendung der darin
benutzten Prozessoren durch einfaches Verbinden mit weiteren Prozessoren erweitern.

" Dje Anzahl der Knoten einer Hypercube-Struktur im Abstand ¢ zu einem beliebigen Knoten ist gleich
der Anzahl der Moglichkeiten, i Bits aus der n Ziffern langen Bindrdarsteliung der Adressen zu wahlen.
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Fiir n-dimensionale Hypercube-Strukturen gilt, daf} jeder Knoten mit n» Knoten verbun-
den ist, also iiber n Verbindungen verfiigt. Dadurch ist eine logarithmische Abhéngigkeit
der Verbindungen pro Knoten von der Gesamtzahl der Knoten gegeben. Dieser Nach-
teil bedingt, daf Prozessoren aus Hypercube-Rechnern niedriger Dimension in Hypercube-
Rechnern hiherer Dimension im allgemeinen nicht verwendet werden kdnnen, obwohl die
Hypercube-Struktur rekursiv aufgebaut ist [Raab& &88].

3.1.5 Parallele Wege

Parallele Wege (node-disjoint paths, parallel paths) sind knotendisjunkte Wege zwischen
zwei Knoten. Solche Wege kénnen zur schnelleren, parallelen Dateniibertragung oder zur
Umgehung eines fehlerhaften Knotens genutzt werden. Eine hohe Anzahl paralleler Wege
kann als ein entscheidender Vorteil eines Netzwerks angesehen werden.

Eine obere Grenze fiir die Zahl paralleler Wege ist die Zahl der Anschliisse pro Knoten.
Bei Hypercube-Rechnern ist dies die Dimension n. Angenommen, die Adresse des Senders
unterscheidet sich von der des Empfingers in j Stellen, so kann der Sender zwischen j
Méglichkeiten fiir den ersten Kommunikationsschritt wihlen. Die dadurch entstehenden j
Wege gleicher Linge sind, bis aul Sender und Empfinger, knotendisjunkt, falls alle wei-
teren Knoten den bekannten Algorithmus aus Abbildung 3.5 mit einigen Modifikationen

durchfithren (Abb. 3.6) [Sa&Sc88].
Als Beispiel seien die so entstehenden, parallelen Wege zwischen zwei Knoten eines vierdi-

mensionalen Hyvpercube-Rechners aufgefiihrt:
Beispiel 3.1.1 : Wege zwischen den Knoten 0001 und 1111 (Hamming-Abstand drei}

1. 0001 = 1001 = 1101 = 1111
2. 0001 = 0101 = 0111 = 1111
3. 0001 = 0011 = 1011 = 1111

Der erste Schritt fiir jeden der drei Wege ist durch den Sender 0001 frei
wihlbar. Die restlichen beiden Schritte sind durch den modifizierten Routing-
Algorithmus vorgegeben. :

Man erkennt, dafl die weiteren Bits nach der Wahl des ersten Bit in allen Knoten nach einem
bestimmten Muster abgearbeitet werden miissen. Dieses Muster kann jedoch frei gewihlt
werden. So fithrt auch die Bearbeitung in umgekehrter Reihenfolge in allen Prozessoren zu

parallelen Wegen:
Beispiel 3.1.2 :
1. 0001 = 1001 = 1011 = 1111
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Initialisierung: 7 := ,Dimension, aus der die
Nachricht empfangen wurde®, equal := true
und i:={j + 1) mod n

.Soia.nge, wie (i 3£ j) A equal

i-tes Bit von Empfénger und
eigener Adresse gleich ?

ja nein
1= Sende Nachricht {iber
(t+ 1) mod n Dimension {

equal ;= false

equal 7
ja nein

Nachricht hat Empfénger
erreicht

Abb. 3.6: Rout_il_lg-Algorithmus fiir einen Hypercube-Rechner =~
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2. 0061 = 0101 = 1101 = 1111
3. 0001 = 0011 = 0111 = 1111

Auch hier wurde der jeweils erste Schritt frei gew#hlt. Die restlichen Bits wur-
den nun ,von rechts nach links” bearbeitet,

Werden aber verschiedene Reihenfolgen benutzt, so erhilt man i.a. keine parallelen Wege:
Beispiel 3.1.3 :
1. 0001 = 1001 = 1101 = 1111

2. 0001 = 0101 = 1101 = 1111
3. 0001 = 0011 = 1011 = 1111

Hier sind die Wege eins und zwei nicht knotendisjunkt, denn Knoten 1001
hat die Bits von ,links nach rechts“ und Knoten 0101 von ,rechts nach links®
verglichen.

Neben den j parallelen Wegen der Linge j kénnen noch n—j Wege der Linge j+2 gefunden
werden, so daf alle n Wege knotendisjunkt sind [Sa&Sc88]. Somit kénnen alle Verbindungen
eines Prozessors gleichzeitig zur Kommunikation mit einem anderen Prozessor genutzt
werden. Man erhilt einen der n — j neuen Wege durch die Ubermittlung der Nachricht
iiber eine der n — j Dimensionen, deren Bit in Sender und Empfinger gleich ist. Danach
verfihrt man wie in obigem Algorithmus und sendet zum Schlufl die Nachricht wieder iiber
die anfangs gewihlte Dimension. Somit bendtigt man zusitzlich zu der Anzahl der Schritte
des Routing-Algorithmus zwel weitere Schritte.

Man erhilt damit fiir Beispiel 3.1.1 den zusétzlichen Weg

0001 = 0000 = 1000 = 1100 = 1110 = 1111
Weg nach erstem Algarithmus

Da nach dem ersten Algorithmus verschiedene Wege eusmeren konnen auch andere ’\I}t—
telstucke“ fiir den oblgen Weg gewahlt werden z. B SARRERE SN '

0000 = 0010 =-0110= 1110

;3 1.6 Fehiertoieranz

Unter Fehlertoleranz (fault tolerance) versteht man d1e maximal mogliche Anzahl beheblger
Knoten, die ausfallen konnen, ohne den Zusammenhang der intakien Knoten zu zerstoren

[Raab&&88].
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Da jeder Knoten einer Hypercube-Struktur iiber genau n Verbindungen verfigt. ist n
eine obere Schranke fiir dessen Fehlertoleranz. denn der Ausfall alier n Nachbarknoten
isoliert einen Knoten vom restlichen System. Andererseits existieren n knotendisjunkte
Pfade zwischen zwel beliebigen Knoten. Damit existiert selbst bei Ausfall von n—1 Knoten
noch mindestens ein Weg von einem beliebigen Knoten zu allen anderen Knoten. Die
Fehlertoleranz einer n-dimensionalen Hypercube-Struktur betrigt damit n — 1.

3.1.7 Durchschnittliche Verkehrsdichte

Die durchschnittliche Verkehrsdichte DV D ist ein Maf fiir die auftretende Belastung der
Verbindungsleitungen eines Netzwerks. Sie ist definiert durch das Produkt von durch-
schnittlichem Abstand DA (Seite 26) und Knotenzahl N, dividiert durch die Anzahl aller
Verbindungen VL [Raab&&88}. Mit VL = }-n- N fir d1e Hypercube-Struktur ergibt sich

. DA-N
DbvD = L
' Hypercul_:é-s‘-truktur é— ' Ki\l ) ‘N‘
TnN
N
- N-1

Je grafer der Wert der D17 D ist, desto gréﬁer wird die Wahrscheinlichkeit fiir die Verzoge-
rung einer Nachricht aufgrund der Blocklerung einer V erbmdung durch eine andere Nach-

richt. Da N
) — 1
i, (A = 1) ’

ist die durchschnittliche Verkehrsdichie fiir Hypercube-Rechner, unabhingig von deren
Dimension, sehr gering und sogar nahezu konstant.

3.1.8 Gesamtbandbreite

Die maximale Anzahl der zu einem Zeitpunkt gleichzeitig versendbaren Pakete wird mit
Gesamtbandbreite GB eines Netzwerks (bandwidih) [Kris89] bezeichnet. Eine grofie Ge-
samtbandbreite kann fiir einen schnellen Datentransfer zwischen den Knoten des Netzwerks
benutzt werden.

Die Gesamtbandbreite der Hypercube-Struktur berechnet sich unter der Vorraussetzung
von bidirektionalen Vi erbmdungsleltungen durch das Produkt aus Knotenzahl N und der

_Anschlusse pro Knoten ns B
e T GB-—n N
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3.2 Abbildung von Netzwerken in die Hypercube-

Struktur

Die Abbildung von Netzwerken in eine gegebene Verbindungsstruktur unter Erhalt aller
Nachbarschaftsbeziehungen zwischen den Knoten kann sich bei der Entwicklung von Algo-
rithmen als &uferst niitzlich erweisen. Laft sich die Struktur eines Problems leicht auf die
Struktur eines Netzwerks abbilden, so 148t sich ebenfalls leicht ein Algorithmus zur Lésung
‘des Problems auf diesem Netzwerk angeben, welcher beziiglich Kommunikation effizient
ist. Ist man nun in der Lage, eine Abbildung dieses Netzwerks in ein zweites Netzwerk
zu definieren, so hat dies den Vorteil, daB man den urspriinglich fiir das erste Netzwerk
entwickelten Algorithmus nur durch Zuhilfenahme der Abbildung fiir das zweite Netz-
werk itbernehmen kann. Als Beispiel hierfiir kénnen Matrixalgorithmen angegeben werden,
die hiufig fiir zweidimensionale Gitterstrukturen definiert sind [Bern89, Fox&&87]. Diese
konnen ohne Schwierigkeiten in eine Hypercube-Struktur abgebildet werden [Sa&Sc88).
Im folgenden werden die Abbildungen verschiedener, spezieller Netzwerke in die Hyper-
cube-Struktur betrachtet. Fiir die Verbindungsstrukturen Ring, Gitter und Baum kann
dies mit Erhalt der Nachbarschaftsbezichungen geschehen. Bei Perfect-Shuffle- und Shuffe-
Exchange-Netzwerken ist dies nicht mdglich. Fiir jeden dieser speziellen Fille allerdings
kann die Abbildung auf einfache Weise definiert werden. Hingegen wird fiir das allgemeinere
Problem der Feststellung, ob ein beliebiger Graph ein Teilgraph einer Hypercube-Struktur
ist, in [Krum&&83) nachgewiesen, daff es NP-vollsténdig ist.

Statt Abbildung eines Netzwerks in ein anderes spricht man auch von Einbettung (embed-
ding) oder Simulation eines Netzwerks. :

3.2.1 Ringe

Es soll hier das Probiem der Abbildung von Ringen (Abb. 2.6, Seite 13) der Knotenzahl
[ in n-dimensionale Hypercube-Strukturen betrachtet werden, so dafl jedem Knoten der
Hypercube-Struktur hichstens ein Knoten des Ringes zugeordnet wird.

Zunichst 158t sich feststellen, daf | gerade sein muf}, denn es existieren keine Zykel, d.h.
in sich abgeschlossene Folgen von Knoten, ungerader Lénge in einer Hypercube-Struktur.
Dies folgt aus der Tatsache, dafl sich die Adressen benachbarter Knoten in genau elnem
Bit unterscheiden. Die Paritdten? benachbarter Knoten sind also unterschiedlich. Ange-
nommen, es existiert ein Zykel ungerader Lange mit den Knoten S1,. -, 5141 = 8. Mit
jedem Wechsel von s; zu s;4; dndert sich die Paritét des gerade besuchten Knotens. Wire
!+ 1 nun ungerade, so wiirde dies bedeuten, dafl s;4, eine andere Paritét beséfle als s;. Da

?Dije Paritat eines Knotens ist als positiv definiert, falls die Anzahl gesetzter. Bits in dessen Adresse
gerade ist, und negativ sonst. BT T
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8, = 8141, ist dies ein Widerspruch.

Ringe gerader Linge lassen sich mit Hilfe bingrer Gray Codes (binary reflected Gray codes)
auf Hypercube-Strukturen abbilden. Binére Gray Codes [Sa&Sc88] sind Folgen aller bindrer
Zahlen einer konstanten Linge und kénnen wie folgt rekursiv definiert werden:

G o= o : 0, 1 ) - einstelliger Gray Code
C Gan = { 0G,, 1GE ) (n + 1)-stelliger Gray Code

GE steht fiir den n-stelligen Gray Code in umgekehrter (reverse) Reihenfolge. Der (n +1)-
stellige Gray Code entsteht also aus der Aneinanderreihung der Elemente des n-stelligen
Gray Codes in urspriinglicher mit den gleichen Elementen in umgekehrter Reihenfolge.
Den Elementen der ersten Folge wird dabei eine null und denen der zweiten Iolge eine eins
vorangestellt. Der Gray Code der Stellenzahl n wird auch n-bit Gray Code genannt.
Beispielsweise lauten die Gray Codes der Stellenzahl zwei und drei:

G, = ( 00, 01, 11, 10 ) |
G, = { 000, 001, 011, 010, 110, 111, 101, 100 )

Mit einem n-bit Gray Code ist die Abbildung eines Ringes der Linge 2" in eine Hypercube-
Struktur gleicher oder grofierer Knotenzahl direkt gegeben, denn aufeinanderfolgende Ele-
mente eines bindren Gray Codes unterscheiden sich — wie die Adressen - benachbarter
Knoten einer Hypercube-Sirukiur — an genau einer Stelle. '

1

101 € B 001

Abb. 3.7: . Abbildung eines Ringes der Linge acht in eine dreidimensionale Hypercube-Struktur

Beispiel 3.2.1 : Abbildung 3.7,
' Die dick geéeichneten Linien stellen Hypercube-Verbindungen fiir die Simu- |
- lation des Ringes dar. Die diinnen Linien sind die iibrigen Verbindungen der
Hypercube-Struktur. o o
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Die Abbildung in eine m-dimensionale Hypercube-Struktur mit m > n geschieht auf die
gleiche Weise. In diesemn Fall kann man die verbleibenden m —n Stellen der Knotenadressen
der Hypercube-Struktur beliebig, aber fest waklen, d.h. es wird nur ein n-dimensionaler
Unterwiirfel der Hypercube-Struktur genutzt. Die restlichen 2™™" — 1 n-dimensionalen
Unterwiirfel kénnen fiir andere Zwecke eingesetzt werden. '

Bis jeizt wurde nur beschrieben, wie solche Ringe in Hypercube-Strukturen abgebildet
werden, deren Linge [ sich als eine Zweierpotenz mit positivem, ganzzahligem Exponen-
ten darstellen 148t. Ringe mit beliebiger, gerader Linge lassen sich jedoch auch, unter
Verwendung von partiellen Gray Codes, in Hypercube-Strukturen abbilden.

Ein partieller n-bit Gray Code Gy (m) mit m < 2" besteht aus den ersten m Folgenghedem
des n-bit Gray Codes, z.B. G5(3) = (00,01,11).

Sei ! die beliebige, aber gerade Lénge eines Ringes und n so, dafl [ < 2". Eine Fulge von
Knotenadressen der Hypercube-Struktur, die einen Ring bﬂden 1st durch -

(OGn-—l(m); ]-Gn-l(m) ): m7= .
gegeben.

010 060

10] 111

Abb. 3.8: - Abbildung eines R.mges der Linge 'sechs in eine. dreldnnensmna.le Hypercube-
‘Struktur L

Beispiel 3.2.2 :1=6,dh. m=3,n>3, Abbildung 3.8 mit n=3 .~

000 = 001 => 011 = 111 => 101 = 100 (= 000)
OG;'(S) 16::(’3)"E
n, die Dimension der Hypercube-Struktur, wurde hier minimal gewahit. Die .
Verwendung einer héherdimensionalen Strukiur bereitet auch hier keinerlei - -
_.Schmemgkelten Oblge Bemerkung tiber nicht genutzte Unierwiirfel gllt apa- . .

| '.;:Iog
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3.2.2 @Gitter

Ringe kénnen als eindimensionale Gitter mit duferen Verbindungen aufgefafit werden {Abb.
2.6, Seite 13). Die Simulation von Gittern beliebiger Dimension und Ausdehnung ohne
duBere Verbindungen 148t sich durch wiederholte Anwendung der Simulation von Ringen
durchfiihren. Gitter mit dufleren Verbindungen in der Dimension 7 miissen in dieser eine
gerade Anzahl von Knoten besitzen.

Sei eine d-dimensionale Gitterstruktur gegeben mit m; Knoten in der i-ten Dimension,
0 < i < d. Um eine Zuweisung von hiichstens einem Knoten des Gitters an einen Knoten der
Hypercube-Struktur zu erreichen, bendtigt man eine Hypercube-Struktur der Dimension
n > Y43 [logy(m;)] [Sa&Sc85a, SakSc8s].

Jeder Dimension i,0 < i < d— 1, wird nun ein [log,(m;)]-stelliger Gray Code zugeordnet.
Dieser biidet die Verbindungen innerhalb der i-ten Dimension ab. Analog zur Abbildung
von Ringen wird eine Kombination partieller, [log,(m;} — 1]-stelliger Gray Codes ver-
wendet, falls m; keine ganzzahlige Zweierpotenz ist. Allerdings darf dann die Anzahl der
Knoten einer Dimension, in der dufere Verbindungen existieren, nicht ungerade sein, denn
Ringe ungerader Linge lassen sich nicht in eine Hypercube-Struktur abbilden (Kap. 3.2.1).
Die Abbildung dieser (eindimensionalen) Verbindungsstrukturen entspricht im iibrigen ge-
nau der Abbildung eines Ringes. Verfiigt das Gitter tiber keine dufleren Verbindungen,
so betrachtet man die entsprechende Verbindung vom ersten zum letzten Knoten in der
Hypercube-Struktur als fiir die Abbildung nicht relevant. Die endgiiltigen Knotenadressen
der Hypercube-Struktur erhélt man schliefilich aus der Konkatenation je eines Elements
der Gray Codes aller Dimensionen. Fine genauere Formulierung des Algorithmus findet

sich in Abbildung 3.9.
Beispiel 3.2.3 : 6 x 4-Gitter, d.h. d = 2, mg = 6, my = 4, Abbildung 3.10 auf Seite 36

Entlang der nullten Dimension ist der partielle 2 = [logy(6) — 1]-stellige
Gray Code (0G5(2*), 1G3(%4)®) und entlang der ersten Dimension der 2 =
[log,(4)]-stellige Gray Code eingetragen. In kleiner Schrift sind die Knoten-
adressen der n = [log,(6)] + [log,(4)] = 5-dimensionalen Hypercube-Struktur
eingetragen.

Man erkennt, dafl die Adressen benachbarte Knoten in genau einer Stelle difle-
rieren und nicht alle fiinf Verbindungen pro Knoten in der Hypercube-Struktur
pro Knoten genutzt werden. . .

3.2.3 _;Bfééur__ne__.: o

Biiume spielen eine wichtige Rolle als Daten- und Kommunikationsstrukturen. Als Daten-
stl_ru_ktu_ren_sind sie leicht manipulierbar und unterstiitzen effektiv vielféltige Operationen
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Initialisierung: ¢ := G

Solange, wie ¢ < d

m; ungerade und &uflere Verbindungen in
der Dimension ¢ vorhanden ?

ja nein
Abbildung
nicht : m; Zwelerpotenz ?
mbglich ja nein
Ordne in aufsteigender Ordne in aufsteigender
Reihenfolge den _ Reihenfolge die Folge
Mog,(m;}]-stelligen Gray | (0G,([%]), 1G:(|3] I
Code allen Knoten so zu, mit k; = [logy{m;) — 1]
daf Knoten gleicher allen Knoten so zu, - | -
Koordinate in der dafl Knoten gleicher
Dimension 7 gleiches Koordinate in der =
Element erhalien. “Dimension i-das gleiche

Element_érhai‘;en. S

=4l

_'Bilde fiir jeden Knoten des ‘Gitters die Konkatenation der Elemente :

~‘des ihm zugeordneten Gray Codes. Sie bezeichnet die Jexxfe111ge
Knotenadresse der Hy percube Struktur B

Abb..3.8:

. Algorithmus zur Abbildung ein_es__ Gitters in eine Hypercube-Struktur . . o
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1e01n

Qonre 048110 Gliin 1tEie 10110
10 & & &— = & £

16111 10011

11 @0001] %OG]H %DIHI %11111 %

16001

coool 001¢1 01103 1110} 101901
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Abb. 3.10: Abbildung einer Gitterstruktur in eine Hypercube-Struktusx

(z.B. Suchen und Sortieren). Weiterhin reprisentieren sie die Struktur von Divide and
Conquer Algorithmen und kénnen somit als Kommunikationsstruktur fiir Implementierun-
gen dieser Algorithmen auf Parallelrechnern genutzt “erden [Wagn89, Bi&Lo89, Wus5,
Bh&Ip85]..

Die Abbildung von Baumen in Hypercube- Strukturen wirft aufgrund unterschiedlicher
Knotenzahlen pro Ebene gréBlere Problem_e@u:f als die Abbildung von — in diesem Sinne
regelmifig aufgebauten — Gittern. '

Ziel ist es, eine injektive Abbildung f der Knoten eines beliebigen Baumes in die Kno-
ten einer Hypercube-Struktur mit maximaler Prozessornutzung, minimaler Kommunikati-
onsverzdgerung und gleichméfiger Lastwerteﬂung in den Verbindungen zu definieren. Die
Prozessornutzung {ezpansion) wird durch das Verhdltnis von Knotenzahl des Hypercube-
Rechners zur Knotenzahl des Baumes, die Kommunikationsverzgerung (dilation) durch
die maximale Linge aller kiirzesten Wege (f{s), f()) zwischen zwei benachbarten Kno-
ten s, des Baumes und die Lastverieilung (load factor) durch die maximale Anzahl von
Benutzungen einer Verbindung des Hypercube-Rechners durch Wege (f(s), f(t)) zwischen
benachbarten Knoten s,7 des Baumes definiert [Wagn89). Fiir den Fall des Erhalts aller
Nachbarschaftsbeziehungen des Baumes ergibt sich eins als Wert sowohl fiir die Kommu-
nikationsverzégerung als auch fiir die Lastverteilung.

Es werden in den folgenden Abschnitten einige allgemeine Ergebnisse zum beschriebenen




3.2: Abbildung von Netzwerken in die Hypercube-Struktur 37

Abbildungsproblem behandelt. In Kapitel 5 wird auf die Abbildung spezieller, spannender
Béume und Graphen eingegangen, die dort als Kommunikationsstrukturen Verwendung

finden.

Bindre Biume

Zunichst wird nur die Abbildung vollstindiger, bindrer Béume der Hdhe n mit 2" — 1
Knoten in Hypercube-Strukturen betrachtet. Da an die Abbildung f die Bedingung der
Injektivitit gestellt wird, d.h. dafl jedem Knoten der Hypercube-Struktur hochstens ein
Knoten des Baumes zugeordnet wird, wird fiir n > 1 als Zielbereich von f mindestens eine
Hypercube-Struktur der Dimension n bendtigt. In diesem Fall kdnnen jedoch nicht alle
benachbarten Knoten des Baumes auf benachbarte Knoten der Hypercube-Struktur abge-
bildet werden, denn die Parititen (Kap. 3.2.1) der Bilder zweier Knoten aus benachbarten
Ebenen des Bauimnes sind verschieden. Unter der Annahme, daf} n gerade (ungerade) ist und
die Wurzel des Baumes ohne Einschrinkung auf den Knoten mit Adresse null abgebildet
wird, existieren

k{3

Z 21’ > 271—1: n >2

. =0
t ungerade (gerade}

Baumknoten, deren Bilder negative (positive) Paritdt haben. Jedoch ﬁnden__sich_ nur

()

i=0
i ungerade (gerade)

entsprechende Knoten der n-dimensionalen Hypercube-Struktur. Es existieren also nicht
geniigend viele Hypercube-Knoten, die die Voraussetzung erfiillen, als Bilder der Baumkneo-
ten aus geraden (ungeraden) Ebenen in Frage zu kommen. Mit anderen Worten bedeutet
dies, daf keine Abbildung der Knoten eines vollstindigen bindren Baumes der Héhe n > 2
in eine Hypercube-Struktur der Dimension n mit KommunlkatlonS\ erzogerung eins und
Prozessornutzung kleiner als zwei existiert. : = : :

Abbildung 3.11 verdentlicht dies fiir die Hohen eins, zwei und drei. Der Abstand -zwischen

s und t betrigt fiir den Baum der Hohe drei im Bildbereich zwei. ‘Die- Kommunikations-

verzdgerung betrigt also ebenfalls zwei.

In {Bh&Ip85] wird jedoch gezeigt, "daB alle bis auf eine Verbindung eines xollstand1geu:a
bindren Baumes der Hoéhe n mit Kommunikationsverzégerung eins in-eine-Hypercube
Struktur der Dimension n eingebettet werden kdnnen. Fiir die eine Ausnahme kann eine

Kommunikationsverzégerung mit Wert zwei garantiert werden, -und zusétzlich “H‘d de,l.

dafur benotlgte Knoten fiir keine weitere Baumverbmdung benutzt
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Abb. 3.11: Einbettungen binirer Biume in Hypercube-Strukturen minimaler Dimension

Verwendet man als Zielbereich von f nun eine (n + 1)-dimensionale Hypercube-Struktur,
so kann man f so definieren, daf die Nachbarschaftsbeziehungen erhalten bleiben {Kom-
munikationsverzégerung gleich eins) und die Lastverteilung eins betréigt. Unabhéngig von
f betrégt die Prozessornutzung (22: 5~ 2

Ein Adgonthmus fiir diesen Fall aus [Wu85] begmnt mit der Einbettung der Blétter des
Baumes in jeweils einen Unterwiirfel mit einem Knoten, so da die Bilder beider Blétter
einen gemeinsamen, benachbarten, noch nicht verwendeten Knoten haben. Dieser wird als
Bild der Wurzel beider Blitter benutzt. Hat man auf diese Art bereits zwei (Teil-)Béume
abgebildet, so verwendet man einen freien, benachbarten Knoten der ersten Wurzel als neue
Waurzel beider Teilbdume und verschiebt gof. den zweiien Baum, damit dessen '\_’Vurzel .zur
neuen Wurzel benachbart ist. -

Abbildung 3.12 verdeutlicht die Einbettung fiir Biume der Héhen eins, zwei und drei in
Hy percube-Strukturen der Dimensionen zwei, drei und vier. Man sieht, dafl fiir Hohen
kleiner als zwei je eine Hypercube-Struktur gleicher Dimension ausreicht, fiir Hohen gréfler
oder gleich zwei jedoch nicht mehr. Im Fall der Hohe drei erkennt man, dafl der Teilbaum
mit Wurzel 7 im linken Wiirfel und der Teilbaum mit Wurzel v im rechten Wiirfel abgebildet
ist. Statt-der eingezeichneten Wahl von s kann man auch den a_nderen N _a.chb_a.rk_not_en von
t und u wahlen. : ' - -
Hitte man 1 und u wie in-Abbildung 3.13 gewahlt, so wire die oben erwihnte Verschiebung
eines Baumes erforderhch geworden denn 1 und - haben kemen gememsamen \achbar—
knoten. : Lo - :

Die Einbettung umollstand1ger bin&rer Baume 146t sich auf genau- dle glelche Weise
durchfiihren. Gegebenenlalls lassen sich jedoch durch geschickte Wahl einige Dimensionen
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Abb. 3.12: Einbettung mit Erhalt der Nachbarschaftsbeziehungen

Abb. 3.13: Einbettung zweier binirer Biume in Hypercube-Strukturen

Abb. 3.14: Einbettung eines unvollstindigen biniren Banmes

39
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der verwendeten Hypercube-Struktur einsparen, wie z.B. in Abbildung 3.14.

\Weitere Resultate zur Einbettung bindrer Biume in Hypercube-Strukturen und den
Méglichkeiten, die Dimension der Hypercube-Struktur gegeniiber der damit erreichbaren
Kommunikationsverzdgerung abzuwiigen, finden sich in [Bh&Ip83, Bhat& &86].

In [Bi&Lo89] wird die Einbettung von biniren Biumen, die als Kommunikaticnsmuster
verwendet werden, besprochen und die Annahme getroffen, daf} zu jedem Zettpunkt aus-
schlieflich Knoten aus genau zwei Ebenen des Baumes aktiv sind und die Berechnung von
Ebene zu Ebene fortschreitet. Damit ergeben sich verschiedene Méglichkeiten zur Abbil-
dung der Baumknoten auf die Knoten der Hypercube-Struktur. In Schieifeneinbettungen
(loop embeddings) wird die Zuordnung eines Baumknotens und einer seiner Nachfolger auf
einen Knoten der Hypercube-Struktur zugelassen. Ebeneneinbettungen (level embeddings)
hingegen erfordern die Disjunktion der Bildermengen der Knoten zweier aufeinanderfolgen-
der Ebenen. Zuordnungen von Knoten nicht aufeinanderfolgender Ebenen an einen Knoten
hingegen sind erlaubt.

f-nére Biume

k-nire Biume mit hochstens & > 2 Nachfolgern pro Knoten lassen sich durch Einfiigen
von [logy(k)] — 1 neuen Ebenen mit hichstens 2196:(5)1 — 2 neuen Knoten zwischen einem
Knoten und dessen Nachfolgern in binére Biume umwandeln [Wu85].

h8 h9

Abb. 3.15: Umwandlung eines k-niren Baumes in einen biniren Banm

Der Abstand zwischen ehemals benachbarten Knoten betrégt dann [logy(k)]. Die Hohe
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des bindren Baumes wichst auf
n+ (n— 1) (Mlogy (k)] — 1} = [logy(k}n — Tlogy (k)] + 1.

Abbildung 3.15 zeigt ein Beispiel einer Umwandlung eines Baumes mit {iinf Nachfolgern.
Es werden zwei neue Ebenen bendtigt. Alle mit ,H* beginnenden Knoten werden meu
eingefiigt. Die Knoten H2, H6, H8 und H9 sowie alle mit ihnen verbundenen Kanien kénnen
weggelassen und statt dessen die gestrichelte Verbindung benutzt werden. Man erhilt in
diesern Fall einen unvollsténdigen bin&ren Baum.

Der umgewandelte Baum kann nun gemifl obigem Kapitel in eine Hypercube-Struktur ab-
gebildet werden. Unier Beibehaltung der Nachbarschaftsbezichungen beispielsweise betrigt
die minimale Dimension der Hypercube-Struktur im Fall eines vollstindigen binéren Bau-

Hog,(k)]n — flogy(k)] + 2.

3.2.4 Perfect-Shuffie

Das bekannte Perfect-Shuffle Netzwerk (PS-Netzwerk) wurde 1971 von Harold S. Sione
eingefiihrt [Ston71]. Er erwéihnte damals bereits die Bedeutung dieser Verbindungsstruk-
tur fiir die Parallelverarbeitung und die enge Verwandtschaft mit der Hypercube-Struktus.
Beide Systeme kénnen sich wechselse1t1g — allerdings ohne Erhalt der Nachbarschaftshe-
ziehungen — simulieren.

Ein PS-Netzwerk besteht aus 2° Knoten, die von 0 bis 2" — 1 numeriert werden. Es set
5 = {8p—1 ...80) die bindire Darstellung einer Knotenadresse. Dann existieren Verbindungen
zwischen je zwel Knoten, deren Adressen durch eine der beiden Abbildungen PS (Perfect-
Shuffle} und U S (Perfect-Unshuflie) aufeinander abgebildet werden.

PS(s) = (sp-2.-. ,1..1)
US(s) = “(808p—1 - - 51) S

Kommuniziert man iiber eine Verbindung, die durch die Abbildung PS5 bz“ L S gegebeu
ist, so spricht man von einem PS-Schritt iiber eine Perfect-Shuflle-Verbindung bzw. von
einem U S-Schritt iiber eine Perfect-Unshuffle-V erbmdung Ein PS-Netzwerk mlt n =3 ist
in Abbildung 3.16 dargestellt. :

Erweitert man das PS-Netzwerk um Verbindungen, die analog zu Perfect-Shuffie- und
“Perfect-Unshuffle- Verbindungen durch eine Abbildung £X (Exchange) definiert sind mit

. | _ 1 falls 5o = 0
EX (5) = (Sn—l ] --31%) und 35 = { 0 fzﬂz ':2 _1 S

~so erhélt man ein Shuffle- Ezchange Netzwerk (Abb. 3.17).
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Abb. 3.16: Perfect-Shuffie Netzwerk

. 100 e 110
Abb. 3.17:  Shuffle-Exchange Netzwerk R

[ Ausgangspunkt [ nach PS-Schritt 1 | nach PS-Schritt 2 | nach PS-Schriit 3 |

000 .. | . .. 000 000 000
001 - 010 100 001
010 100 001 010
011 110 101 1 011

~160 0o | 001 010 7100 -
01 - | .o 011 110 ' 101
110 101 011 110
111 Coo111. 111 111

Tabelle 3.1: Perfect-Shufle-Schritte
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Tabelle 3.1 zeigt in jeder Zeile diejenigen Knoten, die nach dem i-ten P5-Schritt, 1 <7 < n,
von einem bestimmten Knoten aus erreicht werden.
Interessant sind folgende Feststellungen:

1. Betrachtet man Paare von Knoten, die iiber eine Exchange-Verbindung direkt mit-
einander kommunizieren kénnen, so erkennt man, dafi nach dem ¢-ten PS-Schritt
von jedem Paar aus ein Paar erreicht wird, deren Knotenadressen sich genau an der

Stelle ¢ mod n unterscheiden.
2. Nach n PS-Schritten erreicht man wieder die Ausgangsposition.

Daraus folgt, daf ein PS-Netzwerk die Verbindung tiber die Dimension 1,0 < ¢ < n, einer
Hypercube-Struktur simulieren kann durch '

e n—i PS-Schritie oder 7 I/ S-Schritte, (Verschiebung des i-ten Bits an die S_teile__n_ull_),
o einen EX-Schritt (Invertieren des Bits an der Stelle null) und - .' S
e i PS-Schritte oder n — i U S-Schritte, (Verschiebung des nullten Bits an die Stelle 7).

Ein Hypercube-Rechner der Dimension n kann die PS-, US- und EX-Schritte eines PS—
Netzwerks mit 2" Knoten wie folgt simulieren: :

P5-Schritt: Vergleiche voni=n -1 bis 0 paarweise benachbarte Bits (¢, (i + 1) mod 1)
des Startknotens und kommuniziere iiber Dlmensmn (i + 1) mod n, falls die an

ungleich sind.

U S-Schritt: Analog zu PS-Schritt, jedoch kommuniziere im Fall d}fferlerender Bits uber
Dimension 1. :

EX-Schritt: Kommuniziere iiber Dimension null.
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3.3 Vergleich von Netzwerken

Tabelle 3.2 zeigt einen Vergleich verschiedener Eigenschaften der n-dimensionalen Hyper-
cube-Struktur mit Ringen, Gittern und vollstéindigen Verbindungen der Knotenzahl 27,
Cube Connected Cycles mit n - 2* und bin#ren Biumen mit 2® — 1 Knoten [Do&kJa87,
John88, Raab&&88). '

Eigenschafien Netzwerke ]

Gitterstrukturen Wiirfelstrukturen

Ring | Torus !/ | bin. Baum n-cube? - CCC vollst.
Knotenzahl 2" 2 2 —1 o peom 2"
Dimension ' 1 2 n—12 7 n —
modularer Aufbau || nein nein ja ja nein ja
Erweiterbarkeit 3 ja ja ja nein ja nein
Routing |l einfach | einfach einfach | einfach | aufwendig | trivial
DA ~on? | 2Bt 9 ~% |~i-n-3 1
Durchmesser 2n-t =27 | 2-(n—=1) n < i 1
Ports 2 4 <3 n 3 2" — 1
Fehlertoleranz 1 3 0 n—1 2 27— 2
VL an 2nHl 2" -2 n-2""1 1 3.p.270 | 220}
DVD =92 2772 — ~ 1 = n X s
GB 2ntl PARE 27t g n.2" d-n. 27 ~ 2%

L betrachte hier v/2* x v/2" Torus
2) Hohe des Baumes
3) im Sinne der Mdglichkeit der Weiterverwendung von Bauteilen (Prozessoren)

aus kleinen Netzwerken in grofleren zu verstehen
¢) Definition des durchschnittlichen Abstands fiir inhomogene Neizwerke nicht anwendbar

Tabelle 3.2: Vergleich von Eigenschaften verschiedener Netzwerke

Neben einfachem Routing, modularem Aufbau und geringer durchschnittlicher Verkehrs-
dichte DV D zdhlen die gute Fehlertoleranz, der geringe Durchmesser sowie der geringe
durchschnittliche Abstand D4 zu den Stirken der Hypercube-Struktur. Abgesehen von
der in der Praxis bei grofier Prozessorzahl technisch kaum noch realisierbaren vollsténdigen
Verbindung besitzt die Hypercube-Struktur fiir diese Eigenschaften die giinstigsten Werte
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und eine, von der Knotenzahl unabhingige, konstante. durchschnittliche Verkehrsdichte.

Als Nachteil hingegen wird meist die logarithmisch in der Knotenzahl wachsende Zahi
der Anschliisse pro Knoten angesehen, die eine dynamische Erweiterung von Hypercube-
Rechnern begrenzt oder gar verhindert und die Realisierung der einzelnen Knoten mit
zunehmender Dimension erschwert [Go&M189, Su&Ba77, Raab&&88, Do& Ja87]. L.G. Va-
liant jedoch fiihrt in [Vali88] das Argument an, daf diese Zahl der Anschliisse pro Knoten
notwendig ist unter der Voraussetzung, daB keine Lokalitét in der Kommunikation auftritt.
in diesem Fall wird eine Nachricht gew8hnlich iiber eine Anzahl von Verbindungen iibertra-
gen, die dem Durchmesser des Netzwerks n entspricht. Falls jeder der N = 2* Knoten nun
pro Zeiteinheit eine Nachricht sendet und keine Haufung von Kommunikation in einem Teil
des Netzwerks auftritt, so ist die Gesamtbandbreite der Hypercube-Struktur genau auf die
n-N pro Zeiteinheit unter den gegebenen Voraussetzungen im gesamten Netzwerk zu iibert-
ragenden Nachrichten ausgerichtet. Fraglich ist jedoch, ob die Annahme, daf} wiahrend der
Berechnungen keine Lokalitat auftritt, realistisch ist, denn tatséchlich tritt sie in vielen Al-
gorithmen aus den verschiedensten Gebieten auf, und schliefilich z&hlt die Moglichkeit der
leichten Nutzung von Lokalitdt zu den Stérken von Multicomputern [Sa&Sc85a, SadSc8s].
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4 Rechner und deren

lypercube-R
Aufbau
In diesem Kapitel wird der Aufbau von Hypercube-Rechnern beschrieben. Besondere

Beriicksichtigung werden dabei die Rechner des auf diesem Gebiet wohl bedeutendsten
Herstellers (Intel) erfahren. T e _
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4.1 Allgemeine Charakterisierungen

Ein tvpischer Hypercube-Rechner ist ein Multicomputer, d.h. er ist aus eigenstéindigen.
meist identischen, Rechnern {Knoten) aufgebaut. Diese sind untereinander statisch nach
Art der Hypercube-Struktur mittels bidirektionaler Leitungen (Kap. 3) vernetzt. Kommu-
nikation zur Synchronisation und zum Datentransfer findet zwischen je zwei verbundenen
Knoten statt (nearest-neighbour communication). Nachrichten fiir nicht verbundene Kno-
ten werden von Knoten zu Knoten durch das Netzwerk ans Ziel geleitet (Routing). Der
Hauptspeicher des Systems ist lokal in den Knoten realisiert, und jeder Knoten hat nur auf
den eigenen Speicherbereich Zugrifl. Die Leistungsfahigkeit der verwendeten Prozessoren
wird im allgemeinen mit ,medium® bezeichnet und entspricht in etwa der einer Worksta-
tion. Meist besitzt jeder Knoten eigene Einheiten fiir Kommunikation und numerische Be-
rechnungen und verfiigt iiber eine Kopie des Betriebssystemkerns und des Anwendungspro-
gramms. Die Programmierung des Hypercube-Rechners erfolgt {iber einen Hosi-Rechner,
der mit einem oder mehreren Knoten verbunden ist, und diese sowohl mit Programmen als
auch mit Daten versorgt {Do&Du89, Wile87, Fox&&88].
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4.2 Spezielle Bewertungskriterien

Fiir die Bewertung von Hypercube-Rechnern kinnen die folgenden Merkmale herangezogen
werden [Bo&Ro89]:

1. Wieviele und welche Prozessoren werden verwendet und wie leistungsfihig sind sie?
2. Wie ist der {ibrige Knoten aufgebaut?

o Sind Koprozessoren fiir numerische Berechnungen vorhanden?”
o Existierern Prozessoren fiir Kommunikationsaufgaben?

e Uber wieviel Hauptspeicher verfiigt der Knoten?
3. Wie schnell kénnen die Knoien miteinander kommunizieren?
s Wie grof} ist die Startzeit 1,44, einer Ubertragung?
e Wie grof ist die (asymptotische) Kommunikationsgeschwindigkeit eomm |

4. Wie ist das Verh#ltnis von Kommunikationszeit pro iiberiragenem Wort bei & ins-
gesamt iibertragenen Worten f,.4(k) = (fstare + & - teomm)/k zur Rechenzeit pro
Glettkommaberechnung #...7

5. Welche Host-Rechner und Peripheriegeriite kiinnen verwendet werden”

6. Welche Programmiersprachen, Anwendungsprogramme und Entwicklungsumgebun-
gen {Kompiler,Debugger, Optimierer,...) sind verfiigbar?

7. Wieviel kostet der Rechner?

Die Startzeit #,4,,¢ hingt neben der Bandbreite der benutzten Kommunikationsverbindun-
gen von der Anfwendigkeit des benutzten Protokolls, z.B. den darin verwendeten Algorith-

men zur Fehlererkennung, ab.
Der vierte Punkt gibt Aufschiufl dariiber, ob sich ein gegebenes Problem der Grofie & in
sinnvoller Weise auf mehrere Prozessoren aufteilen 148t. Dies ist der Fall, falls

isend (k)

twlc

<L

Man spricht in diesern Fall vom einem Rechner, dessen Kommunikations- und Rechenlei-
stung ,balanciert® ist [Bo&Ro89). Es lohnt sich dann, die Daten an einen Nachbarprozessor
zu senden und die Berechnungen dort durchzufiihren, anstatt selbst zu rechnen. Je kleiner
der Maximalwert von k ist, der obige Bedingung erfiilit, desto einfacher ist die Aufteilung
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von auszufithrenden Berechnungen und der dafiir benétigten Daten auf verschiedene Kno-
ten. Dieser Maximalwert kann nur durch Messungen von f,.,.{k} fiir verschiedene Werte
von k ermittelt werden, denn ?.omsm wird meist nur fiir grofle Alengen zu iibertragender
Daten annshernd erreicht.

Weiterhin ist von Bedeutung, ob der Rechner kommerziell vertrieben wird, ob er sich
noch im Prototypstadium befindet oder ob er nur zu Forschungszwecken eingesetzt wird
und welche Firma/Forschungsgruppe ihn ab wann und in welchen Ausbaustufen anbie-
tet fentwickelt. | | |
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4.3 Kommerzieile Rechner

4.3.1 1iPSC
iPSC/1 und iPSC/2

1985 brachte die 1984 gegriindete Firma iSC (intel Scientific Computing) den ersten kom-
merziellen Hypercube-Rechner iPSC/1 aul den Markt. Er ging aus dem bei Caltech (Cali-
fornia Institute of Technologie) entwickelten Cosmic Cube hervor und besteht aus maximal
128 Intel 80286 Prozessoren mit numerischem Koprozessor 80287 und jeweils 0.5 MByte
Hauptspeicher [Ratt85]. Das Verhaltms von isend(k) zu im,c _mrd ab ca. 100 Byte kleiner
als eins [Bo&Ro89].

Seit Dezember 1987 wird der :PSC/2 angeboten der gegenuber dem iPSC/1 in einigen
Punkten wesentliche Verbesserungen erfahren hat. Die maximal 128 Knoten des iPSC/2
sind mit den Prozessoren Intel 80386/80387 ausgeriistet, die eine numerische Rechenlei-
stung von 0.35 MFLOPS (Million Floating Point-Operations per second, Millionen Gleit-
komma Operationen pro Sekunde) bei einer Taktrate von 16 MHz liefern. Der Hauptspei-
cher kann von einem bis zu 16 MByte ausgeriistet werden, ein Cache der Gréfle 64 KByte
steht zur Verfiigung, und es kann sowohl eine Skalar- {Intel SX scalar extension module) als
auch eine kanalisierte Vektoreinheit (vecfor co-processor) nachgeriistet werden, die einfach
durch ecinen Bus mit dem restlichen Knoten verbunden werden. Die erweiterten Systeme
werden iPSC/2-SX bzw. 1PSC/2 \ X genannt Abblldung 4.1 zelgt den Knotenaufbau des
tPSC/2-VX [Clos88].

Die Kommunikation zwischen Prozessoren wird ausschliefilich iiber das Direct Connect Mo-
dule (DCM) auf Hardware-Ebene abgewickelt, d.h. kein Prozessor eines Knotens wird mit
Kommunikationsaufgaben aufgehalten. Abbildung 4.2 zeigt den Aufbau des DCM [Nuge88].
Es besteht aus acht voneinander unabhingigen, bitseriellen, bidirektionalen Kanilen, die
durch je ein Routing-Element gesteuert werden und durch zwel unidirektionale Busse mit
dem restlichen Knoten verbunden sind. Ein Kanal ist-fiir I/O zu externen Speichern und
fiir Kommunikation mit dem Host-Rechner reserviert. ‘Dementsprechend kdnnen bis zu
27 = 128 Knoten in Hy percube-Struktur verbunden Werden Pfade werden dynamisch anf-
gebaut und exklusiv fiir eine Ubertragung reserviert, d.h. es wird kein Multiplex-Verfahren
benutzt, und damit sind die beteiligten Kanéle fiir die Dauer der Kommunikation blockiert.
Die Ubertragung wird nach Aufbau des gesamien Pfads nach Art eines. circuit-switched
Netzwerks durchgefiihrt. Kennzeichnend fiir ‘diese Art der Ubertragung ist das Senden
der Nachricht in einem Paket nach: Aufbau des gesamten Pfads. Damit entfillt die Not-
wendigkeit, Daten in Zwischenknoten puffern zu miissen, wie dies beim wormhole-routing
[Da&Se87, Gr&Re89] notwendig ist. Auflerdem wird im Gegensatz zum store-and-forward-
routing [Gr&Re89] kein Zwischenknoten in der Ausfithrung seiner Té#tigkeiten beeintrichk-

tigt, denn lediglich das DCM 1st an- der ﬁbertragung_bete_ilﬁ_gt..'Insgesamt wird der Da-
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tentransfer wesentlich beschleunigt und nur ausgesprochen wenig Speicher fiir der Puffer
bendtigt. Dieser hat die relaiiv geringe Grofie von zwel mal vier KByte pro DCA und
arbeitet nach dem FIFO-Prinzip.

Verschickte Nachrichten kénnen beliebig lang sein und mit 2.8 MByte/sec bidirektional
gesendet werden. f,,,,; betrigt bei Nachrichten kleiner als 100 Byte 350us und fiir groflere
Nachrichten 660us. Die beiden verschiedenen Werte werden durch das benutzte Kommuni-
kationsprotokoll hervorgerufen, welches eine unterschiedliche Behandlung von Nachrichten
kleinerer und gréfierer Linge als 100 Byte vorsieht. Nachrichten kieiner als 100 Byte wer-
den in speziell hierfitr vorgesehenen Puffern gespeichert, die jeder Knoten fiir alle anderen
Knoten bereitstellt. Jeder Knoten hat Kenntnis iiber die Anzahl der freien Puffer, die die
anderen Knoten fiir ihn zur Verfiigung stellen. In regelméfigen Absténden werden alle
Knoten iiber die Anzahl der fiir sie freigewordenen Puffer unterichtet. Durch diese Puffer-
verwaltung kann eine Nachricht kleinerer Lénge als 100 Byte direkt gesendet werden, falls
der Empfanger noch iiber einen freien Puffer fiir den Sender verfiigt. Nachrichten gréferer
Linge hingegen erfordern eine Anfrage aul geniigend Speicherplatz beim Empféinger und
miissen erst dessen Bestéitigung abwarten und gegebenenfalls solange auf das Senden war-
ten, bis geniigend Speicherplatz frei geworden Ist [Pier88]. '

Mit 'den obigen Werten von {4, und feomm wird das Verhiltnis von {,e.q(k) 20 fe5c ab
ca. k = 512 iibertragenen Byte kleiner als eins [Bo&Ro89]. Dies bedeutet, daff aufgrund
des kleineren Werts von & = 100 fiir den 1PSC /1 die Aufteﬂung eines Problems auf dlesem
Rechner einfacher zu realisieren ist.

Alle Intel Hypercube-Rechner der Serie iPSC/2 sind mit dem DCAMI ansgeriistet, wihrend
die Knoten des iPSC/1 — einem Hypercube der sogenannten ersten Generation —
gemifl dem packet-switched Modell kommunizierten. Dies bedeutet, dafi ein gesendetes Pa-
ket von einem Knoten erst \olistandlg empfangen worden sein muf, bevor es w eitergeleitet
werden kann. e . : .

Als Host-Rechner (System Resource- Manag_er, SRM) kénnen SUN-Workstations unter
UNIX benutzt werden. Seit September 1988 steht das CFS (Concurrent File System) zur
Verfiigung, welches UNIX-ghnliche Funktionen zur Verfiigung stellt, jedoch mit einer Viel-
zahl von Platten arbeitet, auf die parallel zugegriffen-wird. Beispielsweise kénnen Teile
einer Datel ‘aufl verschledenen Platten gespeichert werden und durch verschiedene Wege
parallel in den Hauptspeicher eines-Knotens geladen werden. Die Platien, die dem Benut-
zer wie eine einzige logische Platte erscheinen, slnd mit in der Zahl erweiterbaren spe21e11en
I/O-Knoten iiber Busse verbunden.- o : '

Der iPSC/2 kann in disjunkte Unterwiirfel aufgeteilt und diese verschiedenen Benutzern
zugeteilt werden.-Als Knotenbetriebssystem wird NX/2 [Pier88] verwendet, welches maxi-
‘mal 20 Prozesse pro Knoten unterstiitzt und Kommunikationsaufrufe fiir Kommunikation
it anderen Prozessoren und fiir Ein- und Ausgabe bereitstellt. Als Programmiersprachen
sind FORTRAN;, C, Common LISP. und ADA verfiigbar. Ein Vektorisierer fiir FORTRAN
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Programme, ein sog. MIAID’izer. welcher herkémmliche Programme in MIMD-Programme
umwandeln kann, sowie ein Debugger auf Quellcodeebene {DECOXN, [Pa&Ja88]) und ver-
schiedene Bibliotheken zur Lésung numerischer Probleme werden ebenfalls angeboten
[INTEL8S].

Bis 1989 wurden weltweit 175 iPSC/2 verkauft [Arch90]. In der Bundesrepublik Deutsch-
land verfiigen z.B. die GMD, St. Augustin, die Universitit Stuttgart, AEG Berlin und die
Gesellschaft fiir Strahlen- und Umweltforschung {(GSF), Miinchen iiber Intel Hypercube-
Rechner verschiedener Ausfithrungen [Fox&&88, Bo& Ro89, Gehr& &88, INTELS(, WileB7).

iPSC/860

Der iPSC/860, das jiingste Produkt von iSC, ist das erste kornmerzielle Produkt des Touch-
stone Projekis von Intel und DARPA (Defense Advanced Research Projects Agency), wel-
ches zum Ziel hat, bis zum Jahr 1992 Parallelrechner mit bis zu 2048 Knoten und einer
maximalen Rechenleistung von 150 GFLOPS zu bauen. Der iPSC/860 wurde im Januar
1990 der Offentlichkeit vorgestellt und an die ersten Kunden ausgeliefert. Auffalligster
Unterschied zu seinen Vorgéngern ist die stark angestiegene Rechenleistung pro Knoten.
Ein iPSC/860 umfaft acht bis 128 Knoten mit jeweils einem Prozessor Intel 80860 (i860).
Herausragende Merkmale des 1860 sind seine RISC-Architektur (siche Kap. 2.2) und ver-
schiedene Funktionseinheiten, die in einem Kanal zusammengeschaltet werden kénnen und
zu einer maximalen numerischen Rechenleistung von 80 MFLOPS pro Knoten mit 64 Bit
Genauigkeit und 80 MFLOPS pro Knoten-mit 32 Bit Genauigkeit bei einer Taktrate von
40 Mhz fithren. Die gesamte Rechenleistung des iPSC/860 liegt also bei maximal 10.24
GFLOPS. ‘Pro Knoten kénnen ein bis 16 MByte Hauptspeicher installiert werden und
maximal sieben Leitungen stehen fiir Kommunikation mit anderen Knoten zur Verfiigung.
Eine Leitung ist fiir Plattenzugriff oder Verbindung mit dem, auf 80386/80387 Prozessoren
basierenden, unter UNIX System V betriebenen SRM reserviert.

Als Kommunikationssystem wird weiterhin das DCM verwendet, welches smh in Ausbau
und Leistungsfahigkeit im Vergleich zum iPSC/2 nicht grundlegend geéindert hat. Lediglich
die Kontrolle des Datentransfers wird beim iPSC/860 durch den dufierst leistungsfihigen,
zentralen Prozessor selbst ausgefiihrt, wahrend diese Aufagbe beim iPSC/2 zwei DAfA
Controller (Direct Memory Access Controller) iibernehmen. Beim iPSC/860 verbessern
sich die Startzeiten i,.,; deshalb auf 69 us fiir Nachrichten kleinerer Lange als 100 Byte
und auf 178 ps fiir langere I\achrlchten Dle Dbertragungsrate von 2.8 MBy te/sec.bleibt
erhalten [Berr&&90]. . : :

Mit der asymptotisch im V erglezch zum 1PSC/2 unverdnderten Kommumkauonsgeschu in-
digkeit und der stark angestiegenen Rechenleistung der Einzelprozessoren ({g. =.0.25)
hat sich das Verhiltnis von Rechen- zu Kommunikationsgeschwindigkeit nachteilig fiir die
Kommunikation geéindert. Dies duflert sich auch-darin, dafl das Verhaltnis von tyena(k)
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zu 1oy fiir kein £ kleiner als eins ist. Damit ist der iPSC/880 nach der Terminologie
aus Kapitel 4.2 fiir kein £ balanmert Detailiertere Lelstungsbeuertungen finden sich in
[Berr& &80, Heat& &90]. S

Der iPSC/860 kann z.B. iiber- TCP/IP und VMS-Link an verschiedene Netzwerke an-
geschlossen ‘werden. Als Knotenbetriebssystem kann weiterhin NX/2 verwendet werden.
Generell ist Quellcodekompatibilitit zu den \ organgermodeﬂen gegeben.

Folgende Software-Pakete werden angeboten: ' -

e C- und vektorisierender FORTRAN-Kompiler

e ein Programm zur Portierung von FORTR AN- Programmen mittels Abhingigkeits-
analysen (FORGE) :

e UNIX Tools
e Concurrent Debugger
e eine mathematische Bibliothek

e ein System Simulator u.a.

Zur Zeit verfiugt in der Bundesrepubhk z.B. die GSF, Munchen iiber einen iPSC/860
[INTEL90, Marg90]. ' :

4.3.2 NCUBE

Seit 1985 bietet die Firma NCUBE, Beaverton/Oregon einen gleichnamigen Hypercube-
Rechner an. Er kann in drei Ausbaustufen von 16 bis zu 1024 Knoten mit je 512 KByte
Hauptspeicher umfassen. Jeder Knoten ist mit einem, von NCUBE selbst entwickelten,
Prozessor auf 32-bit Basis ausgeriistet und kann mit einer kanalisierten Vektoreinheit nach-
geriistet werden. Die verwendeten Host-Rechner basieren auf Intel 80x86 Prozessoren. Je 64
Knoten sind auf einer Prozessorkarte untergebracht. Fiir je zwei Prozessorkarten wird eine
I/0O-Karte benétigt, die aus 16 Prozessoren besteht. Jeder Prozessor einer Prozessorkarte
ist durch einen Kanal direkt mit einer I/O-Karte verbunden [Palm83, Palm88].
Abbildung 4.3 zeigt die drei_Ausba.us_tufen;_des NCUBE und Abbildung 4.4 ein Prozessor-
Board cines NCUBE/four, der bis zu 16 Prozessoren. umfaBt. Die Prozessor- und 1/0-
Boards der NCUBE/ten und NCUBE/seven sind identisch, ‘wihrend die Prozessorkarten
fiir den NCUBE/four als Einsteckkarten fiir IBM PC- AT kompatlble Rechner angeboten
werden, welcher auch als Host-Rechner benutzt wird. :

Kompiler fiir FORTRAN 77, C und ein UNIX- ahnhches Betnebssx stem \\erden angebo-
ten. Die Knoten des Rechners konnen aufgeteﬂt und \erschledenen Benutzern zuge\uesen

W erden
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Mit einer Rechenleistung von 0.3-0.5 MFLOPS pre Knoten und einer maximalen Kom-
munikationsgeschwindigkeit von acht MBit/sec pro Verbindungsleitung ist der NCUBE
weit weniger leistungsfihig als die Intel Hypercube-Rechner iPSC/2 und iPSC/860
[Do&Du89, Gehr& &88]. Jedoch ist das Verhélinis von {eomm (k) zU oo Ehnlich wie beim
iPSC/1 ab ca. 100 Byte kleiner als eins {Bo&Ro89] und liegt damit giinstiger als fiir die
Systeme iPSC/2 und iPSC/860. Eine genauere Analyse der Leistungsfdhigkeit des NCUBL
im Vergleich mit dem iPSC/1 findet sich in [Duni86, Re&Fu87, Sh&Fi89].

Bis 1989 wurden ca. 88 NCUBE-Rechner verschiedener Ausfithrungen installiert [Arch90].
Die Firma NCUBE bietet laut [Heat&&90] inzwischen eine nene Produktreihe von
Hypercube-Rechnern kommerziell an, deren Leistungsfahigkeit bis in den GFLOPS-Bereich

reichen soll.

4.3.3 Connection Machine

Thinking Machines in Cambridge, USA bietet seit 1986 die Connection Machine (CA)
an, die seit April 1987 in der zweiten Version CM-2 verkauft wird. Die Connection Ma-
chine arbeitet auf SIMD-Basis und ist somit kein typischer Vertreter eines Hypercube-
Rechners. Maximal 65536 Ein-bit Prozessoren kénnen in Gruppen zu 16 Stiick auf je einem
Chip untergebracht werden. Die Prozessoren eines Chips mit je acht XByte Hauptspeicher
sind vollstindig verbunden und nur die Verbindungen der Chips untereinander weisen
eine Hypercube-Struktur auf. Die Kommunikationsgeschwindigkeit betrégt maximal drei
GBit/sec. Numerische Koprozessoren konnen nachgerﬁstet_werden. _und als Hos[—Rechner
stehen z.B. SUN-Workstations zur Verfiigung.

Bis 1989 wurden ca. 55 Connection Machines der ersten und ca la Connectlon ’\Iachmes
der zweiten Version installiert. :

Fiir die Zukunft ist der Bau einer Connection Machme mlt bls zu emer Mllhon Prozessoren

geplant [Fren86 McBr89, Arch90].
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4.4 Projekte, Prototypen, Sonstige

4.4.1 FPS - T-Serie

Ab 1986 bot Floating Point Systems in Beaverton/Oregon einen maximal 16384 Knoten
umfassenden Hypercube-Rechner an, dessen Vertrieb inzwischen eingestellt wurde. Jeder
Knoten bestand aus einem INMOS Transputer fiir Kommunikationsaufgaben, einer Vek-
toreinheit, einem zentralen Prozessor und einemn MByte Hauptspeicher. Pro Knoten konnte
eine Rechenleistung von 16-20 MFLOPS erreicht werden [Fren86, Gehr& & 88, Do& Du8§l.

4.4.2 Cosmic Cube

Der von Caltech Anfang der achtziger Jahre entwickelte Cosmic Cube war der erste funk-
tionierende Prototyp eines Hypercube-Rechners. Er bestand aus 64 Knoten mit jewells 128
KByte Hauptspeicher und den Prozessoren Intel 8086/8087. Die Kommunikationsgeschwin-
digkeit betrug zwei MBit/sec. Erste Messungen der Rechenleistung ergaben einen Speedup
von ca. 50 gegeniiber der Rechenleistung eines Knotens [Seit85]. Der Erfolg dieses Projekts
gab den ersten Anstofl zur Entwicklung kommerziell vertriebener ‘Hypercube-Rechner.

4.4.3 Mark I1, Mark ITTfp

Die Hypercube-Rechner Mark ITund Mark IIIfp von JPL (Jet Propulsion Laboratory) und
Caltech sind Weiterentwicklungen des Cosmic Cube und erfuhren im wesentlichen Verbes-
serungen beziiglich Rechenleistung (Mark IT: maximal 64 80286/80287 Prozessoren, Mark
IIIfp: maximal 1024 68020/68881 Prozessoren mit weiteren numerischen Co- und Vektor-
prozessoren) und Kapazitit des Hauptspeichers (256 KByte bzw. vier MByte). Mark IIIfp
unterstiitzt weiterhin Kommunikation auf Hardware-Basis [Fox&&88, Wile87, Fox& & 87}
Der Knotenaufbau eines Mark IIIfp ist in Abbildung 4.5 dargestellt [Tuaz&&88].

In [Gré&Re86] werden die Leistungsfihigkeiten der Rechner Mark Iifp, iPSC/1 und System
14, Ametek verglichen.

4.4.4 Navier-Stokes Computer

Der Navier-Stokes Computer (Princeton University, CCI Corporation) ist ein speziell fiir
numerische Probleme mit grofler Vektorlinge, z.B. Windkanalmodellierungen, gebauter
Hypercube-Rechner. Die maximal 128 Knoten sind sehr leistungsstark und umfassen jeweils
32 arithmetische Funktionseinheiten, die in einem Kanal mit einer Rechenleistung von 640
MFLOPS zusammengeschaltet werden kénnen. Der Hauptspeicher betrigt zwel GByte und
die Kommunikationsgeschwindigkeit ein GByte/sec [McBr88, Nose&k &86].
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Laut [Nose&&86] plant CCI Corporation, eine kommerzielle Version dieses Rechners an-

zubleten.

4.4,8 Sonstige

Weitere Rechner auf der Basis der Hypercube-Struktur sind CHoPP (Columbia University)
[Alma83], Gemini {Paralex Research Inc.) [McBr88], UNMHC (University of New Mexico,
Los Alamos Laboratory) [Poll&&86, Hong&&85), BTL-Hypercube (AT&T Bell Laborato-
ries) [Losz88], der ehemals kommerziell angebotene Sysiem 14 {Ametek Inc.) [Trel88), sowie
die auf der Basis von Personal Computern bzw. Apple Macintosh aufgebauten PC-CUBE
[Ho&&88a] bzw. MAC-CUBE [Ho&&88b]. .
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Aufgrund der verteilten Realisation des Speichers in Multicomputern kénnen Synchronisa-
tion und Datentransfer nur durch Interprozessorkommunikation mittels Message-Passing
realisiert werden. Die Kommunikationsgeschwindigkeit ist jedoch im Vergleich zur Re-
chenleistung heutiger Rechner nur gering und hat dementsprechend einen grofilen Anteil
am entstehenden Overhead (Kap. 2.4). Dieser kann, neben einer guten und moglichst
gleichm&Bigen Lastverteilung, durch eine effiziente Durchfithrung der Kommunikation ent-
scheidend verringert werden {Lan&&90, Ch&Sh90]. -

Verglichen mit anderen Multicomputern verfiigen Hypercube-Rechner aufgrund der lei-
stungsfahigen Verbindungsstruktur und der daraus resultierenden grofien Gesamtband-
breite (Kap. 3.1.8) iiber gute Vorraussetzungen zum schnellen Datentransfer fiir viele ver-
schiedene Kommunikationsarten {Bh&Ip85].

Die Minimierung des Verkehrsaufkommens (#raffic) — gemessen in der Anzahl der insge-
samt versendeten Pakete — und des Zeitbedarfs (time) sind die wichtigsten Anforderungen
an einen Kommunikationsalgorithmus. In Kapitel 5.5 wird anhand des Beispiels 5.5.1 ge-
zeigt, daf} Zeitbedarf und Verkehrsaufkommen voneinander abhéingig sein kénnen und man
sich in diesem Fall fiir die Minimierung eines Kriteriums entscheiden muf. Hier wird in der
Regel die Minimierung des Zeitbedarfs vorgezogen. Dementsprechend sind alle Algorith-
men aus den Kapiteln 5.4-5.9 zeitminimiert. Jedoch wird auch eine abgeschwéchte Form
der Verkehrsminimierung garantiert, denn alle Daten werden genau einmal, jedoch aul-
grund von Pipelining oder der Benutzung paralleler Wege meist mcht in elnem Paket, auf
kiirzestem Weg vom Sender zum Empfanger geschickt. =

Neben der Vorstellung von verteilten, d.h. ohne globale Kontrolle oder Synchronisation
ausfithrbaren, Datentransferalgorithmen fiir spezielle Kommunikationsarten wird in Kapi-
tel 5.3 auf einige allgemeine Verfahren (Routing- Verfahren) eingegangen, die zur Realisation
beliebiger Kommunikationsarien geeignet sind. Da in allgemeinen Verfahren jedoch kein
Gebrauch von problemspezifischen Informationen gemacht wird, sondern entweder keine
oder nur netzwerkspezifische Parameter herangezogen werden, sind. dlese Zilgonthmen im
Vergleich zu speziellen Algorithmen weit weniger lelstungsfahlg

Weitere, in dieser Arbeit nicht behandelte, teilweise sehr spezielle Kommumkatlonsarten
finden sich in [St& Wa86, St&Wa90, Fo& Fu86, Fo&kFud8a, Fo&Fu88b, Ho&Jo88].. o
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5.1 Grundlegende Definitionen

In diesem Kapitel werden einige zur Beschreibung der Algorithmen benutlcte \otatmnen
und graphentheoretische Begriffe aus [Jo& Ho89)] eingefithrt.

Sei A = 2" die Anzahl der Knoten eines Hypercube-Rechners, A" = {0,1,..., N — 1} die
Menge der biniren Knotenadressen, P = {0,1,...,n — 1} die Menge der Dimensionen, &
bezeichne die bitweise EXKLUSIV-ODER Operation zweier Bindrzahlen und |A] sei die
Kardinalitit einer Menge A. Die Kardinalitdt der zu iibertragenden Datenmenge sei M.
Eine nur aus Nullen {Einsen) bestehende binére Zahl wird mit 0 (1) abgekiirzt. Verbindun-
gen eines Hypercube-Rechners werden entsprechend der Stelle des differierenden Bit der
Adressen der durch sie verbundenen Knoten numeriert, d.h. entsprechend der Dlmensmn
in der die Verbindung liegt (Kap. 3.1). -

Definition 5.1.1 {gerichtete Graphen)

Gerichtete Graphen G = {V,£) werden durch eine Knofenmenge V und eine
Kantenmenge £ C ¥V x V gerichteier Kanten definiert. Die Lange oder Gewich-
tung der Kanten in G sei hier fiir alle Kanten konstant und gleich eins. Ist
(s,1) € &, so nennt man s Anfangs- und { Endknoten der Kante (s,1). Knoten,

die nicht Anfangsknoten einer Kante sind, heiflen Endknoten, wihrend Knoten,

die keine Endknoten sind, Anfangsknoten des Graphen genannt werden. Die =
'Anzahl der Nachbarn eines Knotens wird Grad des Knotens genannt, und der

" Durchmesser von G sei das Maximum aller Wegléngen in G.
Es werden im folgenden nur zusammenhangende Graphen betrachtet

Deﬁmteon 5.1.2 (Béume, spannende Biume)

" 'Ein Baum ist ein zy kelfreier, gerichteter Graph G = (V, &) mit genau einem
" Anfangsknoten (Wurzel, root) von der aus es einen eindeutigen Weg zu jedem
Knoten des Graphen geben muf. Endknoten eines Baumes heiflen Bldtier, und
ein Knoten, die weder Blatt noch Wurzel ist, wird als Zwischenknoten bezeich-
net. Das Maximum aller Weglingen von der Wurzel zu allen Blattern wird Héhe
*_"h des Baumes genannt. Die Knoten eines Baumes werden in h+1 Ebenen einge- o
" teilt. Jede Ebene ¢ mit 0 < 7 < h enthé&lt genau diejenigen Knoten des Baumes,
“"die den jeweils gleichen. Abstand 7 zur W urzel haben Ebene nuH beispielsweise
enthilt nur die Wurzel selbst. - '
- Spannende Biume G' = (V', 5’) sind Teilgraphen eines gerlchteten Graphen
G = (V, 5).mit einer Knotenmenge ¥ = V und einer Kantenmenge &' C £, -
s0 daB G’ ein Baum ist: Ein spannender Baum mit der Wurzel 's € V heifit
‘abstandstreu (greedy), falls alle Knoten einer Ebene 7, 0 < i ‘<'m, den glelchen e
Hamming-- Axbsta,nd (Kap. 3. 1 2) zu s -haben. e : '




5.1: Grundlegende Definitionen 63

Definition 5.1.3 (Hypercube-Graph)

Ein Hypercube- Graph ist ein gerichteter Graph, der aus der Knotenmenge V' =
A und der Kantenmenge £ = {(s,1) € V x V| s &1 =2%d € D} besteht,
Gemifl obiger Notation liegen die Kanten (s,1) und (,8) mit s& ¢ = 29 in
der Dimension d und verbinden die Knoten s und { miteinander iiber die d-te
(bidirektionale} Verbindungsleitung,. - |

Definition 5.1.4 (Rotation, Translation)

Unter der Rotation Ro{s) eines Knotens s wird eine Rechtsrotation seiner
binren Adresse (8,_18p-2...8) verstanden, d.h. Ro(s) = (s¢85-1...5:). Die
Rotation eines Graphen G = (V, £) ist definiert durch Ro(G) = (Ro(V), Ro(£)) -~
mit ' S
Ro(V) = {Ro(s)| s€V} .
Ro(€) = {(Ro(s), Ro(t))| (s,t) € £}.
Ro* ist fiir £ > 1 als Roo Ro*™! definiert. Ro%(s) sei s selbst.
Die Translation Tr{s,t) eines Knotens { mit einem Knoten s ist definjert durch .
“Tr{s,1) = s 1. Unter der Translation eines Graphen Tr(s, G) wird analog zur
"'Rotatlon der Graph (Tr(s V), Tr(s,£)) verstanden mit SR B

Tr(s V) = {Tr(s,t)] t €V}
Tr(s, &) = {(Tr(s,1), Tr(s, u))| (t,u) € &}

Ttk ist definiert durch T'r o Tr*=! fiir k > 1 und es sei wiederum Tr%(s) = s.
‘Durch Rotation und Translation wird der H_ammmg Abstand zweier Knoten
‘nicht verindert. Eine k-fache Rotation Ro* bildet alle Kanten in der Dimen-
“sion d € D eines Graphen in die Dimension (d — k) mod n ab, wihrend eine
k-fache Translation Tr* die Dimension jeder Kante erhélt. Jedoch dndert eine
Translation die Richtung einer Kante falls an der m-ten Stelle \on s eine eins '

steht.
Alle sonstigen Eigenschaften eines Graphen, msbesondere dle "\erbmdungs—

struktur der Knoten, bleiben bestehen. ... -
Deﬁmtwn 5.1.5 {Periode, zyklische Knoten)
2 D1e Permde P(s) einer n-stelligen bindren Zahl s ist-definiert. als.
.. mm{|0<z<n/\Ro(s)—s} |

- s heift zyklisch, falls P(s) < n. (Beispiel: s = 0101, P(s) = 2, d. h sist zy kliSCh) _
.1 heifit zyklischer Knoten beziiglich einer Wurzel ‘s, faHs s e}i zy khsch ist. s et
~ wird auch relative 4dresse \ont bezughch 8 genannt DR o
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5.2 Arten, Strategien und Modelle
der Kommunikation

5.2.1 Kommunitkationsarien

In den Kapiteln 5.4-5.9 werden Algorithmen fiir die folgenden héufig benutzten Kommu-
nikationsarten in Parallelrechnern aus [Jo& Ho89, Bert& &89, Lan& &90] vorgestellt:

Unicast: Das Senden veon Daten eines Knotens an einen anderen Knoten wird Unicast
genannt.

Multicast: Unter Multicast versteht man das Senden von jeweils gleichen Daten eines
Knotens an mehrere, aber nicht alle anderen Knoten [Lan&&90].

Broadcast: Broadcast {Verbreitung) heifit das Senden von jeweils gleichen Daten eines
Knotens an alle anderen Knoten. Die Datenmenge wird von einem empfangenden
Knoten genau so oft vervielfaltigt wie er sie an Nachbarknoten weiterleiten muf.

Accumulation: Accumulation (Sammlung) bedeutet das Senden von je einer Datenmenge
jedes Knotens an einen Knoten unter der Voraussetzung, dafl die Datenmengen je-
derzeit so kombiniert werden kénnen, daf die Transferzeiten der urspriinglichen und
der kombinierten Menge gleich bleiben. Accumulation ist die zu Broadcast in dem
Sinne inverse Operation, daB das Benutzen der Wege eines Algorithmus fiir Broad-
cast (Accumulation) in umgekehrter Richtung zu einem Algorithmus fiir Accumula-
tion (Broadcast) fiihrt [Bert&&89). Ein Beispiel fiir Accumulation ist die Addition
von liber das gesarnte System verteilten Zahlen in einem Knoten. Die Kombination
besteht hier in der Addition von jeweils zwei Zahlen zu einem Zwischenergebnis, und
die Transferzeiten eines Summanden und eines Zwischenergebnisses sind gleich.

Maultibroadcast: Sendet jeder Knoten eine jeweils gleiche Datenmenge an alle ande-
ren Knoten, so spricht man von Multibroadcast (complete broadcast) oder VoIt

Durchfiihrung eines Broadcast jedes Knotens.

Multiaccumulation: Multiaccumulation ist die zu Multibroadcast inverse Kommunika-
tionsart und beinhaltet eine Accumulation jedes Knotens.

Scatter: Mit Scatter (personalized communication, distributing) wird das Verschicken von
jeweils verschiedenen Datenmengen eines Knotens an alle anderen Knoten bezeichnet,
Hier 1st keme Verv 1e}falt1gung der Mengen sinnvoll.

Gather: Analog zu Accumulatlon wzrd Gather d1e zu-Scatter i inverse Kommumkatmnsart
genannt. Ein Knoten empféngt je eine — mit anderen Mengen nur durch Verdoppe-
lung der Transferzeit zusammenfafibare — Datenmenge.
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Total Exchange: Total Ezchange (complete exchange) schliefllich bezeichnet eine Scat-
ter- oder eine Gather-Operation von jedem Knoten aus, d.h. jeder Knoten erhiit
je eine Datenmenge von jedem anderen Knoten bzw. schickt je eine Datenmenge
an jeden anderen Knoten. Im Unterschied zu Multibroadcast sind alle gesendeten
Datenmengen untereinander verschieden, '

| Kommunikationsart | Anwendung |
Multicast Schaltungssimulation

Berechnung mechanischer Modelle
Simulation von Rechnernetzen
Broadcast/Accumulation | Gaufische Elimination mit Pivotisierung
Berechnung von inneren Produkten
Matrixmultiplikation

Berechnung transitiver Hiillen

Scatter/Gather - Losung tridiagonaler Systeme
Multibroadcast Iterative Algorithmen
Total Exchange Matrixtransposition

Tabelle 5.1: Anwendungen von Kommunikationsarien

In Tabelle 5.1 werden Probleme aufgelistet, zu deren Losung auf Parallelrechnern einige
der obigen Kommunikationsarten auf sinnvolle Weise eingesetzt w erden kénnen [Bert& &89,
Hoé Jo86, Lan& & 90].

Neben der oben erwihnten inversen Bezichung bestehen noch weitere Beziehungen zwischen
den Kommunikationsarten derart, daf} eine Kommunikationsart 4 eine Kommunikations-
art B einschlieBt, d.h. ein Algorithmus fiir A fithrt ohne zusétzlichen Aufwand ebenfalis B
durch. Beispielsweise fithrt ein Algorithmus fiir Multibroadcast auch Gather durch, denn
bei Multibroadcast erhilt ein beliebiger Knoten eine Datenmenge von jedem anderen Kno-
ten. Ein Algorithmus fiir Gather wiederum kann ebenfalls fiir Accumulation eingesetzt wer-
den. Es ergibt sich insgesamt eine Ilierarchie der Kommunikationsarten, die in Abbildung
5.1 fiir die beschriebenen Arten dargestellt ist. Horizontale Pfeile sind zwischen zueinander
inversen Arten eingezeichnet. Alle anderen. Pfelle zelgen von einer. Kommumkatlonsart zu
einer darin enthaitenen [Bert&&SQ] : L

522 ;'.Kommunikationsmodeﬂ;e -

Folgende Annahmen werden bei der Beschreibung der Algorithmen zugr_unde:ge__legt:
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Abb.
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Total Exchange r

/\

Multibroadcast Multiaccumulation
Scatter Gather
Broadcast : Accumulation
' Multicast
}
TUnicast
5.1: Hierarchie von Kommunikationsarten

Die Anzahl der zu itbertragenden Daten pro Knoten ist (auch fiir Scatter, Gather
und Total Exchange) konstant.

Die Ubertragung der Daten ist fehlerfrei.

Die Zeit, die zur Manipulation (Vervielfaltigung, Kombination) der zu transferleren—

: "'-den Daten von einem Knoten benotlgt wird, wird vernachlissigt.-

Son

'Eln Paket kann von einem Knoten erst dann weiterverwendet werden, wenn es

vollsténdig iibertragen wurde (store-and-forward oder packet-switched model)

Acomm und im,t (Kap 4.2) sind, im wesentlichen unabhingig von der Anzahl der
- iibertragenen Daten und der benutzten (bidirektionalen) Verbindungen, konstant fiir

alle Knoten. In emsuerenden Hypercube-Rechnern. gilt meist {.omm < T5tar:-

Die zur Dbertragung eines Datenpakets der Grofle A ‘von einem Knoten zu einem

Nachbarknoten bendtigte Zeit betrdgt M -{omm+1stare- Die ("Ibertra.gung eines Pakets
wird routing cycle (Routing-Schritt) genannt. Den Zeitanteil, der durch 1,4, hervor-
gerufen wird, nennt man Startzeit, wihrend der Term mit { .5, die (asy mptotische)
Kommunlkatlonsgeschwmdlgkelt im folgenden reine Ubertragungszeif genannt, be-

zelchnet
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7. Entweder kénnen alle Knoten zu einem Zeitpunkt auf je einer Verbindung Daten emp-
fangen und senden, wobei die sendende und die empfangende Verbindung nicht iden-
tisch sein miissen (one-port- oder processor-bound communication, Ein-Kanal Kom-
munikation), oder alle Knoten kénnen auf allen Verbindungen gleichzeitig senden und
empfangen (n-port- oder link-bound communication, n-Kanal Kommunikation}).

Die ersten vier Annahmen sind in allen Arbeiten zum Thema Datentransferalgorithmen zu
finden, wihrend in den Punkten fiinf bis sieben Unterschiede festzustellen sind. Die hier
aufgefithrten Annahmen finden sich z.B. in [Sa&Sc89a, Jo& Ho88, St&Wad0] und sind sinn-
voll, denn die Werte fiir #.pmm und f,1.; k&nnen fiir spezielle Hypercube-Rechner ermittelt
werden {Kap. 4).

Ahnliche Annahmen wie oben werden in [Bert&&89, Lan&&90] benutzt. Jedoch wird hier
nicht nur die insgesamt zu iibertragende Datenmenge, sondern auch die Groéflen der ein-
zeln gesendeten Pakete wihrend des gesamten Algorithmus als konstant angenommen,
und dementsprechend sind alle Transferzeiten pro Paket konstant, d.h. es kann angenom-
men werden, daf f,mm Konstant und %, gleich null ist. Zeitminimierung bedeutet in
diesem Fall die Minimierung der fiir die Ubertragung benétigten Routing-Schritte. Dies
heift, daff aufgrund der konstanten Paketgréfie keine der im néchsten Kapitel vorgestellten
Strategien, Pipelining oder vielfache Wege benutzt werden.

In [Frai89, Frai90] hingegen wird angenommen, dafl die Startzeit f,4,¢ von der Zahl der
benutzten V erbmdungen abhéngig ist. Dlese kann zwischen eins und der mammal méglichen

Zahl schwanken.

523 'E{o_mmunikationsstrategien

Es existieren einige Standardtechniken, deren Verwendung in Datentransferalgorithmen zu
einer teilweise erheblichen Verringerung der Gesamttransferzeit bzw. des Verkehrsautkom-
mens fithrt. Dazu gehoren nach [St&Wa86): o

Pipelining: Die Ubertragung eines Datenpakets der Lénge M iiber n—1 Zwischenknoten
_benétigt bei n Routing-Schritten rmt jeweiliger Lbertragung aHer M Daten in einem
Paket die Zeit '

7 (M - Leomm + t,ta,t)

" Unterteilt man das Paket jedoch in [4L] kleinere Pakete etwa glelcher Lange B und
schickt in je einem Routing-Schritt ein Paket auf den Weg zum Zielknoten, so wird die
‘Gesamtbandbreite (Kap. 3.1.8) des Hypercube-Rechners durch Benutzung mehrerer

% erbmdungen pro Routmg—Schntt besser genutzt und die Transferzelt T. verrlngert

o '_'su:h Zu-

T = ([{;.I—}-n—l) (B'tcomm.'i'tatart) o L .
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' A
= (.ﬁf —%-_(n — 1) B} teomm + (}'Ef] + 1 - ]) Latarts

denn [%"{ Pakete werden nacheinander verschickt, und das letzte Paket mufi noch
{n — 1) Schritte bis zum Ziel zuriicklegen.

Optimiert man die Paketgrofie beziiglich minimaler Transferzeit durch Nullsetzen der
ersten Ableitung nach B, so erhilt man als optimale Paketgrofie '

M A ytar
Bo: =
i \/(n - 1) “Leomm

mit der mmlmalen Translerzeit

ot o i M-twmm—l-(n—— 1) tytare = 25 /M (1= 1)+ Lo * Latart
bl 2

- "(\/M Aeomm + 1/ (1 — 1) -imre) :

Jedoch wird das Verkehrsaufkommen durch Pipelining von urspriinglich » auf B - n
versendete Pakete gesteigert.

Es sei darauf hingewiesen, dafl die hier erstmals auftretenden Briiche in Gaulklam-
mern im folgenden genauso wie Briiche in herkémmlichen Klammern behandelt wer-
den. Insbesondere werden Terme der Form [4]- B zu A/ vereinfacht. Falls der Bruch
M keine ganze Zahl ergibt, kann der durch diese Vereinfachung entstehende Fehler
fur kleine Werte von Af und B zwar grof werden. Fiir groflere Werte kann man ihn
Jjedoch vernachldBigen. Des weiteren wiirde eine exakte Behandlung aller Gaufiklam-
mern ‘einen groficn Aufwand durch Fallunterscheidungen erfordern und nur-einen
unwesentlichen Beitrag zum Verstdndnis der Algorithmen leisten. ' .

vielfache Wege: Das Aufspalten eines Datenpakets in mehrere, moglichst gleich grofle
‘Teilpakete und deren gleichzeitiger Transfer iiber kantendisjunkte Wege gleicher
Linge kann im Fall der n-Kanal Kommunikation zu einer um den Faktor n schnel-
leren Transferzeit fithren und nutzt die Bandbreite des Hypercube-Rechners besser
aus als die Lbertragung liber nur einen Weg.

~Aber auch hier wird der schnellere Transfer nur durch ein um den Faktor n erhohtes
_\erkehrsaufkommen errelcht ' PR ' : ' o

dynamische Paketgroﬁe: Pakete kénnen nicht nur in der Quelle und im Empf{énger,
sondern auch in Zwischenknoten zusammengefafit oder aufgespalten werden. Ein Bei-
spiel hierfiir ist das Aneinanderhdngen zweier Pakete aus verschiedenen Knoten, die
dasselbe Ziel haben. Dadurch wird ein Routing-Schritt, d.h. die Zeit {,4,; gespart.
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Umgekehrt kénnen Pakete mit einem anfiinglich gemeinsamen Wegstlick, die jedoch
fiir verschiedene Empfénger bestimmt sind, in einem Paket zusammengefafit und erst
~am Ende des gemeinsamen Weges wieder aufgespalten werden.

" Durch diese Strategie wird nicht nur die benétigte Zeit, sondern auch das Verkehrsauf-
kommen um die um eins verringerte Anzahl der zusammengefaiten Pakete reduziert.

Kommunikationsalgorithmen werden im folgenden durch die Angabe aller Pfade von Sen-
dern zu Empfingern (Kommunikationsstrukiur) und einer oder mehrerer der obigen Stra-
tegien definiert. Im Fall der Ein-Kanal Kommunikation mufl zusétzlich fiir alle Guellen
angegeben werden, in welcher Reihenfolge mit den jeweiligen Nachbarn kommuniziert wer-
den soll. Die Menge der Pfade wird im Fall von Broadcast, Multibroadcast, Scatter und
Total Exchange durch einen spannenden Baum und im Fall von Multicast durch einen
Baum angegeben. Falls mehrere Sender auftreten (Multibroadcast, Total Exchange), wird
jeder Sender als Wurzel eines entsprechenden Baumes angenommen.. '

Nicht explizit behandelte Algorithmen fiir Kommunikationsarten aus Kapitel 5.2.1 (Gather,
Accumulation, Multiaccumulation) ergeben sich durch einfache Umkehrung aller Pfade der
Kommunikationsstruktur von Algorithmen fiir das jeweils inverse Problem.
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5.3 Routing-Verfahren

-Neben der in Kapitel 3.1.2 beschriebenen Maglichkeit, Nachrichten zwischen zwei beliebigen
Knoten unabhingig von der Belastung des Neizwerks auf immer gleichen Wegen zu iiber-
tragen (fized-path rouling), verspricht besonders in Parallelrechnern mit leistungsfahiger
Verbindungsstruktur die Benutzung des flexiblen adaptiven Roufings schnelle Interprozes-
sorkommunikation. Bei dieser Art des Routings kann nach verschiedenen Kriterien, z.B. in
Abhingigkeit vom Status des Netzwerks, von der Linge des noch zuriickzulegenden Weges
oder von der Linge des gesamten Weges gewihlt werden, an welchen Nachbarknoten eine
Nachricht weitergeleitet werden soll [Ragh&&88]. Bei verteiltem adaptiven Routing trifft
jeder Knoten seine Entscheidung nur aufgrund eigener lokaler Informationen. Der Status
des restlichen Netzwerks bleibt unberiicksichtigt. Im Gegensatz dazu werden in zentrali-
sierten adaptiven Routing-Verfahren globale Informationen in einem oder auch mehreren
Knoten gesammelt und aufgrund dieser Informationen ein Weg gesucht. Durch das Sam-
meln von Informationen kann zwar eine genauere Einschitzung der tatséchlichen Belastung
des Netzwerks erfolgen, jedoch muf} ein grofler zusétzlicher Overhead in Kauf genommen
werden.

Die Anzahl von Nachbarn, zu denen jeder Knoten eines Hypercube-Rechners eine Nachricht
weiterleiten kann, ist gleich dem Hamming-Abstand des Knotens vom Ziel der Nachricht,
falls die Nachricht auf dem kiirzesten Weg weitergeleitet werden soll. Beispielsweise kann
die Nachricht iiber diejenige Verbindung iibertragen werden, deren Warteschiange mit noch
zu iibertragenden Nachrichten iiber die wenigsten Eintrige verfiigt (shortest qgueue routing).
Weitere adaptive Routing-Verfahren aus [Ki&Re88] sind das NRCC routing (ein zentra-
lisiertes Verfahren, welches Informationen iiber das Netzwerk in einem Knoten sammelt
und in bestimmten Zeitintervallen Tabellen mit den besten Pfaden an alle anderen Knoten
weiterleitet), das delta routing (eine Mischung aus NRCC und shortest queue routing, bei
der fiir jedes Ziel verschiedene Wege vorgeschlagen werden und ein Knoten einen dieser
Wege nur aufgrund lokaler Informationen auswihlt) und das hybrid weighted routing (ihn-
lich wie delta routing, nur entscheidet jeder Knoten mit Hilfe von lokalen und globalen
Informationen, welcher \Weg eingeschlagen wird).

Ein Routing-Verfahren, welches zwar auf jeglichen Gebrauch von Netzwerkinformationen
verzichtet, aber Nachrichten dennoch nicht auf festen Pfaden iibertrigt, wird in [Vali82,
Va&Br81, Vali80] vorgeschlagen. Die Idee dieses Routing-Verfahrens ist es, zuféllig einen
der fiir eine Ubermittlung in Frage kommenden Nachbarn auszusuchen. Es ist besonders
dafiir geeignet, die Kommunikation von einem Knoten zu einem anderen Knoten gleichzeitig
fiir alle Knoten eines Hypercube-Rechners zu realisieren, falls ein ungleichméfiiges und
nicht vorhersehbares Kommunikationsaufkommen zuv erwarten ist. Es kann aber auch jede
beliebige andere Kommunikationsart unterstiitzi werden.

Das Verfahren besteht aus zwei Phasen. In der ersten Phase wird {iir jedes zu iibertragende
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Paket und fiir jede Dimension der Verbindungsstruktur des Hypercube-Rechners zufillig
entschieden, ob das Paket iiber eine Verbindung in dieser Dimension tibertragen werden
soll oder nicht. Nach der Ubertragung iiber die gewshiten Dimensionen sind die Pakete mit
grofler Wahrscheinlichkeit gleichm#Big fiber das System verteilt, und in der zweiten Phase
wird jedes Paket durch adaptives Routing auf zuféllig ausgesuchten, aber kiirzesten Wegen
zu seinem Ziel geschickt. ' '

Dieses Verfahren kann verteilt implementiert werden, wenn in der ersten Phase die Menge
der gewihlten Dimensionen pro Paket mit tibertragen wird.

In [Vali82] wird gezeigt, daf dieses Verfahren fiir jede Kommuntikationsart mit grofier Wahr-
scheinlichkeit nach O(logn) Kommunikationsschritten abgeschlossen ist.
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5.4 Unicast

Zur Angabe eines Algorithmus speziell fiir den Datentransfer zwischen zwel Knoten wird
fiir Ein-Kanal Kommunikation das Pipelining-Konzept und im Fall von n-Kanal Kommu-
nikation zusdtzlich das Konzept der vielfachen Wege benutzt (Kap. 5.2.3) [Sa&Sc89%a].
Nach Kapitel 3.1.5 existieren genau n knotendisjunkte {parallele}, also auch kantendis-
junkte Wege zwischen zwei Knoten. Ist j der Hamming-Abstand beider Knoten und j < n,
so haben j der parallelen Wege die Lange j und die librigen n — j Wege die Linge 7 + 2.
Falis j = n ist, existieren nur Wege der Linge n [Sa&Sc85a]. '
Sei ¢ das Maximum der Lingen der obigen n parallelen Wege, d.h.

;= 7 Jalls =n
T l1j+2 fallsj<n

5.4.1 Ein-Kanal Unicast

Eine untere Schranke fiir die durch Unicast benétigte Zeit mit Ein-Kanal Kommunikation

ist
(ﬂj + J - 1) ' icomm + 7 istartg

denn der sendende Knoten mufl A Daten verschicken, und das letzte Element mufl danach
noch einen Weg der Linge j — 1 zuriicklegen. i ist die minimale Anzahl der Startzeiten,
d.h. die minimale Anzahl weiterleitender Knoten.

Da jeder Knoten nur auf einem Kanal lesen und auf einem weiteren schreiben kann, wird
zum Transfer eines Pakets der Lange A/ unter Benutzung von Pipelining nach Kapitel 5.2.3

die Zeit

A
T = ([B}+i_1)(8immm+tstart)

M
= (M4 (= 1) B) e + ([ |+ 1) tut

ben&tigt, falls das Paket in f%] etwa gleich grofie Pakete der Gréfle B aufgespalten wird
und diese tiber einen der 7 Wege der Lénge 7 nacheinander iibertragen werden. Die optimale

Paketgrofie betrigt
M - istart
B, =—
& \/(2 - 1) “Aeomm

und man erhalt in diesemrFa,Il die minimale Transferzeit

Toin = (\/M Aeomm + /(i = 1) - im”)?.
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5.4.2 mn-Kanal Unicast

FEine untere Schranke fiir der Zeitbedarf von Unicast mit n-Kanal Kommunikation ist
Al , .
([?‘f + 7 - 1) ) tcomm + 1 t.!tart-.

denn die Quelle braucht nun nur noch [%ﬂ teomm Zeil zum Senden der Daten bei wiederum
J Startzeiten.

Ein zu transferierendes Paket der Linge A/ wird zunichst in n Pakete der Linge [#]
geteilt. Jedes dieser n Pakete wird nun auch in Pakete der Gréfle B unterteilt. Die An-
zahl der Pakete betrigt nun [2£7. Jeweils n Pakete werden schliefilich gleichzeitig mittels
Pipelining iiber je einen der n kantendisjunkten Wege zum Ziel geschickt. Dafiir benétigt
man bei einer optimalen Paketgréfle von

| ﬁj ) tstari
B, = -
P \/n (1= 1) Leomm

2
Tmin = ( "]'t_{' 'tcomm + \/ (2 - 1) 'istart) .
V n 8

Sinnvoll wird die Aufteilung in n Pakete natiirlich erst ab A/ > n. Dann jedoch verringert
sich die reine Ubertragungszeit um dem Faktor n gegeniiber der Ein-Kanal Kommunikation.
Abbildung 5.2 veranschaulicht den Datentransfer zwischen den Knoten 0000 und 1100 ei-
nes vierdimensionalen Hypercube-Rechners. Der Hamming- Abstand beider Knoten betragt
zwei. Dementsprechend existieren zwischen ihnen zwei Wege der Lange zwei und zwei Wege
der Linge vier. Letztere Wege sind nicht eindeutig bestimmt (Kap. 3.1.5) und kénnen z.B.
durch ein adaptives Routing-Verfahren bestimmt werden.

die Zeit
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oboo

Schritt

Abb. 5.2 Parallele Wege von 0000 nach 1100
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5.5 Multicast

Seien s die Adresse des Senders und di,...,d; die Adressen der Empfinger einer Nach-
richt in einem n-dimensionalen Hypercube-Rechner. Die Kommunikationsstruktur des
Multicast-Problems 148t sich unter Voraussetzung von n-Kanal Kommunikation nach
[Lan&&90] durch die Angabe eines Teilbaumes (AMulficasi-Baum) T = (V7,Er) eines
Hypercube-Graphen G = (V, &) mit A" = 2" (Def. 5.1.3, Seite 63} darstellen. 7 muB fol-
gende Eigenschaften besitzen:

1 {s,dy,...,ds} C Vs

2. Die Linge eines kiirzesten Weges von s nach d; in. Q ist glelch der Lénge des Weges
vonsnachd;in7 fir 1 <:< &. :

Die zweite Bedingung impliziert, dafl der Baum abstandstreu ist, und garantiert die Mini-
mierung der Anzahl der bendtigien Routing-Schritte und damit auch der benétigten Zeit,
da fiir deren Messung in [Lan&&90] nur die Anzahl der Routing-Schritte herangezogen
wird (Kap. 5.2.2). Aufgrund dessen wird hier weder das Konzept des Plpehmng noch die
Strategie der vielfachen Wege angewendet. . :
Ein Baum, der zusétzlich der Bedingung

3. lé'g-] so klein wie moglich

geniigt, wird OMT (Optimal Multicast Tree) genannt. Ein OMT ist damit derjenige
Multicast-Baum, der als Kommunikationsstruktur fiir Multicast minimales Verkehrsauf-
kommen erzeugt. Dies wird, dhnlich wie bein Konzept der dynamischen Paketgrofie (Kap.
5.2.3) dadurch erreicht, daf die zu {ibertragenden Daten erst dann vervielfaltigt und iiber
verschiedene Wege weitergeleitet werden, wenn ein gemeinsames Wegstiick endet.

Daraus folgt jedoch nicht immer, dafl das Verkehrsaufkommen eines OMT optimal ist. DIES
zeigt folgendes Beispiel: ' : : : :

Beispicl 551 : 5= 0000, (ds,dy, ds, ds) = (0010, 1001, 1010, 1011) (mit - iﬁarkien)

- Bei vier Empféngern wird ein \erkehr von mmdestens vier erzeugt Dles kann
' durch einen Baum bestehend aus dem W eg ' :

(0000)—(0010)—( 1010)——(1011}—(1001)

'reahslert werden, der aber auch vier: Routmg Schntte benomgt Der O\IT mit
: _den zwei Wegen ' : : . . : :
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001010107
1000 }—{1001%—10117)

hingegen hat ein Verkehrsaufkommen von fiinf, bendtigt aber nur drei Routing-
Schritte.

Als problematisch stellt sich bei gegebenem Sender s und Empfangern d,, ..., d, mit d; # d;

fiir 1 £ 7 und s £ d; (1 <4i,j < k) das Finden eines OMT heraus, denn die Autoren von
[Lané& &90] vermuten, dafl dieses Problem in der Klasse der NP-schweren Probleme liegt.
Die Klasse NP ist durch alle Probleme charakterisiert, die durch nichtdeterministische
Algorithmen mit polynomialem Zeitaufwand geldst werden kdnnen. Ist ein Problem NP-
schwer, so liegt es in NP, und falls ein deterministischer polynomieller Algorithmus zur
Lésung des Problems existiert, so existieren Algorithmen gleicher Komplexitdt fiir jedes
Problem in NP [Ho&U190].

Daher gibt es vermutlich keinen eflizienten Algorithmus zum Finden eines ONT. Statt
dessen wird in [Lan& & 90] eine Heuristik (greedy multicast algorithm, Multicast-Heuristik)
angegeben, die einen Multicast-Baum erzeugt. Simulationen zeigen, daff die durch die
Multicast-Heuristik gefundenen Multicast- Baurne bezughch V erkehrsaufkommen sehr nahe
an der optimalen Losung liegen. g o

Die Schwierigkeiten beim Finden eines ONT liegen darin begriindet, dafi es aufgrund der
verschiedenen Mdglichkeiten fiir die Anzahl und die Lage der Empfénger keine einheitliche
Représentation der Kommunikationsstruktur durch einen Baum gibt. Lediglich fiir eine
konstante Anzahl von Empféngern & € {1,2,3} gibt es einheitliche Muster.. Schon fir
k = 4 existieren zwei, fiir ¥ = 5 drei und fiir £ = 6 sechs Strukturen, die nicht aufeinander
abgebildet werden kénnen.

Abbildung 5.3 zeigt die Kommunikationsstrukturen fiir Multicast mit zwei und drei
Empféngern. Jeder Zwischenknoten ist der eindeutig bestimmte, néchste gemeinsame
Vorginger {nearest common ancestor, NCA) seiner beiden Nachfolger. Der NCA zweier
Knoten { und u NCA(t, u) beziiglich einer Wurzel s ist als derjenige Knoten mit maxi-
malem Abstand zur Wurzel definiert, der im Hypercube-Graphen G auf kiirzesten Wegen
von ¢ und u zur ‘Wurzel liegt. Gegebenenfalls kann der NCA auch # oder u selbst sein.
Der NC A kann auf einfache Weise durch eine logische UND-Verkniipfung (A) der binéren
Adressen von 1 und u berechnet werden, falls s = 0000. Ist s # 0000, so muf fiir beide
Knotenadressen vor der UND-Verkniipfung und mit diesem Ergebnis eine EXKLUSIV-
ODER-Verkniipfung (©) mit der Adresse von s durchgefiihrt werden. Beispielsweise gilt
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(b) (a)

Abb. 5.3:  Allgemeines Kommunikationsmuster fiir zwei (a) und drei (b) Empfinger

fiir einen vierdimensionalen Hypercube-Rechner und die Wurzel s = 0001:

NCA(0110,1100) = NCA(0D1108s,11000 )& s -
(01117 1101) & s

0100 e
 NCA(0110,1001) = 0001 =s

NCA(0111,1110) = o111 =1

il

Fiir Abbildung 5.3 {(a) kénnen somit je nach Adresse von s, d; und d; folgende Falie auf—
treten, die alle durch den abgebﬂdeten Baum reprasent1ert W erden o .

1. Tip = dl
2. L9 = d2
. 3 L9 = 8

Die Kommunikationsstruktur eines Algorithmus fiir Multicast mit zwei Empfingern kann
somlt emfach aufgebaut w erden durch '

._Blide einen Pfad von s:nach 7,5 und sende daruber die Daten .
- Bilde einen Pfad von zo nach d; und sende dariiber die Daten .
S Bllde einen Pfad VO Zyp nach dy und sende daruber che Daten

Auch fur k = 3 existiert ein Baum, der aﬂe dort auftretenden Faile abdeckt (Abb. 5.3 (b)),
und ein Algorithmus fiir diesen Fall kann auf &hnlich einfache Weise formuliert werden. Ab
“k = 4 jedoch existieren mehrere solcher Biume (Abb. 5.4), und es muf durch aufwendige
~Suche der fiir ein gegebenes Problem passende Baum gesucht werden. Folglich kann nur
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Abb. 5.4:  Allgemeine Kommunikationsmuster fiir vier Empfanger

ein Multicast mit ¥ < 3 Empfangern durch einen effizienten Algorithmus und eine — auf
einem OMT basierende — Kommunikationsstruktur realisiert werden.

Die Multicast-Heuristik

Die Multicast-Heuristik wird von jedem Zwischenknoten nach Erhalt eines Datenpakets,
bestehend aus den Daten selbst und einer Liste von Empféngern, ausgefiihrt und beginnt
mit der Abarbeitung im Sender s. Die Heuristik sucht nacheinander durch Bestimmung der
Wurzel denjenigen Teilbaum aus, in dem die meisten Empfénger liegen und schickt die Da-
ten und die Liste der in diesemn Teilbaum liegenden Empfanger an dessen Wurzel. Somit ist
ein empfangender Knoten entweder selbst Empfanger der Nachricht oder Zwischenknoten
fiir alle Empfénger in seiner Empféngerliste.

Die Multicast-Heuristik lautet:

1. Vergleiche die eigene Adresse mit den Adressen in der Empféngerliste. Falls Gleichheit
mit einem Eintrag besteht, iibernehme die T\Tachmcht und losche den \erghchenen
Eintrag aus der Liste. s ' o = -

2. Beende den Algorithmus, falls die Empfangerliste Ieer ist. Andernfalls Jege ein Wer-

tungsfeld der Ldnge n an und initialisiere jeden Eintrag mit null. ‘Durchlaufe die

‘Liste der Empfinger und addiere eins zum i-ten Feldeintrag, falls eine eins an der

i-ten Stelle der relativen Adresse von Empfanger und eigener Adresse steht. Dies be-

deutet, daB die eigene Adresse und die des betrachteten Empfangers an der Stelle

: -dlffeneren d h. die, Dlmensmn ¢ muﬁ auf dem W, eg zum Empfanger noch durch]aufen
werden. : e S el

- .3.';Sch1cke die empfangene Nachricht 'ﬁber die_..\"erbind_ung in 'derjenigen Dimension 7,
e de_r_e_n.ElfntI_'a»g_ im Wertungsfeld maximalist, d.h. die Anzahl der Nachrichten, die {iber
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diese Dimension noch iibertragen werden miissen, ist maximal fiir alle Dimensionen.
Schicke mit der Nachricht jeweils eine Teilliste der Empfiingerliste, bestehend aus
denjenigen Empfingern, deren relative Adressen beziiglich eigener Adresse an der
Stelle j eine eins besitzen, d.h. alle Empfanger, die auf kiirzestem Weg iber die
Dimension j erreicht werden kénnen. Falls mehrere Dimensionen mit maximalem
Wertungsfeldeintrag existieren, wikle eine beliebige Dimension aus.

Losche die Teilliste aus der eigenen Empfingerliste und fahre mit Punkt 2 fort.

Zur Veranschaulichung wird obiger Algorithmus fiir das Senden einer Nachricht in einem
vierdimensionalen Hypercube-Rechner von Knoten 1001 zu den Knoten 0111, 1101, 1010
und 1110 durchgefiihrt. In Tabelle 5.2 sind die wichtigsten Schritte des Algorithmus einge-
tragen. In den Spalten stehen nacheinander die ausfiihrenden Knoten, deren Empfénger-
liste, die relativen Adressen der Empfinger, das Wertungsfeld, der Index des Wertungs-
felds mit maximalem Eintrag (d.h. die Dimension, iiber die zuerst iibertragen wird) und
schlieBlich die mitzusendende Teilliste der Empféngerliste. Mit ! gekennzeichnete Dimen-
sionen wurden zufillig gewshlt. Die Ausfithrung des Algorithmus durch die Knoten, die
Blatter des Baumes sind, wurde nicht in die Tabelle eingetragen, denn deren Aktion be-
schrankt sich auf die Lberprufung der {einelementigen) Empfangerhste, bestehend aus der
eigenen Adresse, und damlt der Beendigung des Algorlthmus ' e

Knoten Empfangerliste relative Adressen = Feld +Dim.| zu sendende -
der Empfénger | Teilliste
1001  ©0111,1101,1010,1110 | 1110,0100,0011,0111 1,3,3,2 1t o1t 1010, 111(}
1101 0100 0,1,00 2 1101
g .
1011 0111,1010,1110 1100,0001,0101 1,2,0,2 0f 1010,1110
0111 1100 : 1,1,0,0 3t 0111
0
0011 0111 0100 0,1,0.0 2 0111
0
1010 1010,1110
1110 0100 0,1,0,0 2 1110
B

Tabelle 5.2: Beispiel eines Ablaufs der Multicast-Heuristik

Die Baume in Abbildung 5.5 sind die von deren Wurzeln erzeugten Teilbdume des gesamten
Multicast-Baumes in Abbildung 5.6. Empfingerknoten sind mit ™ gekennzeichnet.
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(1011) (o) (1010) (0011) (01117 '(11103

Abb. 5.5:  Von Zwischenknoten erzeugte Teilbdume des Multicast-Baumes

Abb. 5.6:  Gesamter Multicast-Baum

Die Ziffern in Abbildung 5.8 geben den Routing-Schritt an, in dem eine Ubertragung auf
der gekennzeichneten Verbindung stattfindet unter Voraussetzung von n-Kanal Komimu-
nikation. Da die Héhe des Baumes gleich dem Maximum der Hamming-Absténde von
der Wurzel zu den Empfingern ist, gibt dieses Maximum die Anzahl der notwendigen
Routing-Schritte an. Dies gilt jedoch nur bei der (vorausgesetzten) Vernachldssigung der
fiir die Berechnung der Nachfolger bendtigten Zeit. Eine obere Schranke fiir die Anzahl der

bendtigten Routing-Schritte ist n.
Der Multicast-Baum aus Abbildung 5.6 ist ein Spezialfall des linken Baumes ans Abbildung

54mit -
o s=1001,d; = 1110, d; = 1010,d, = 0111, d;, = 1101
o a5 = dj, denn 7, = NCA(d;, ;) = 1010 |
e y= 1011, denn y = NCA(z;,d,) = 1011
e z = 1001 = s, denn z = NCA(y, d;,) = 1001.°
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5.6 Broadcast

Erste einfache Algorithmen fiir Broadcast in Hypercube-Rechnern werden in [Su&kBa77)
angegeben. Die darin zur Anwendung gekommene ldee des Sendens iiber einen spannen-
den Binomialbaum wird ebenfalls in spiteren Arbeiten [Ho& Jo86, Jo&Ho89] verwendet
und dient teilweise als Grundlage fiir die in den folgenden Kapiteln eingefiihrien komple-
xeren Kommunikationsstrukturen. Diese bestehen entweder aus einem (fiir Broadcast und
Scatter) oder aus der Komposition mehrerer Graphen gleichen Typs (fir Multibroadcast
und Total Exchange), wobei jeder Sender die Position der Wurzel bzw. Anfangsknoten
eines Graphen annimmt.

Explizite Beweise der Eigenschaften der Biume werden der Ubersicht halber nicht angege-
ben, kdnnen jedoch ausnahmslos in den angegebenen Quellen nachgeschlagen werden.

5.6.1 Spannender Binomialbaum

Ein spannender Binomialbaum {spanning binomial tree, SBT) [Ho& Jo86, Jo& Ho89, Fraido)
ist ein Baum der Hhe n > 0, dessen Name auf die Eigenschaften zuriickzufiihren ist, dafi er
als spannender Baum in eine n-dimensionale Hypercube-Struktur eingebetiet werden kann
und die Knotenzahl auf jeder Ebene 7, 0 < ¢ < n, (’:) betragt. Allgemein erfolgt die
Definition eines SBT rekursiv (Abb. 5.7) durch: o

1. Ein SBT der Héhe null besteht aus einem Knoten.

2. Ein SBT der Héhe n+1, n > 0, entsteht aus zwei SBT der Hhe n durch Einfiligen ei-
ner Kante von der Wurzel des ersten zur Wurzel des zweiten Baumes. Als neue Wurzel
wird die als Ausgangspunkt der eingefiigten Kante gewéhlte alte Wurzel genommen.

Ein SBT der Hohe n besteht demnach aus n, zur Wurzel adjazenten Teilbdumen, die
die Eigenschaft besitzen, selbst spannende Binomialbiume zu sein, die jeweils die Hohe
0,1,...,n — 1 besitzen.

Die Einbettung eines SBT in einen Hypercube-Rechner kann verteilt erfolgen, denn je-
der Knoten kann unter Verwendung der eigenen Adresse und der Adresse der Wurzel so-
wohl alle Nachfolger als auch seinen Vorgéinger bestimmen. Letztere Moglichkeit ist fiir
die Durchfiihrung der, hier nicht explizit vorgestellten, inversen Kommunikationsarten von
Wichtigkeit. Diese kénnen meist einfach durch Benutzung alier V\ege in. umgekehrter Rich-
tung durchgefiihrt werden. : o

Da die auszufiihrende Kommunikationsart jedem Knoten bekannt sein muﬁ kann davon
‘ausgegangen werden, dafl auch die Wurzeladresse global bekannt ist. Falls dies jedoch nicht
‘der Fall ist, muf; sie in jedes zu verschickende Datenpaket integriert werden. .. =

‘Fiir den spannenden Bmomlalbaum eines: H} percube—Graphen erg1bt smh die folgende for—
‘male Definition: R TI - . . . R
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SBT der Héhe n + 1

ATTA

_ SBT der Hbhe n

SBT der Héhe n

Abb. 5.7:  Rekursiver Aufhau eines SBT

Definition 5.6.1 : (Spannender Binomialbaum, SBT) '

Ein SBT der Héhe n mit der Wurzel s = {Sp—1...518) in einem n-dimen-
sionalen Hypercube-Graphen G = (V, £) ist gegeben durch die Nachfolgermenge
childrensgr und die emelementlge \organgermenge parenthT fiir alle Knoten

= (lper...ilg) € V.
_MSB_T ist als Menge der Stellenzahlen (Indizes) der fithrenden binéren Ziffern
vonec=1®8={cpe1-..010p) mit Wert null und P als Stellenzahl der hochst—

w ertlgen Zlﬁer vom ¢ imt Wert ems deﬁmert d.h.
e =1Aen=0Y¥me{p+Lp+2,..., n~—1}_JvLBT
Die Mengen childrengs; und parentsgr sind nun wie folgt definiert:.

.'chil_drenS.BT.(t: S.) = {(tn-—}_in—_z - -im-_l-l‘i:;—tm—l .. ._ig)} . Vm 6 MSBT S .
éreni .(i s) . 6 7 fallst=s
p . SBT : ) . — h {(tn lin_g_-'_.i +lz_ip__ o ‘t)} . fa.Hs t%s

Ein spannender Binomialbaum kann also durch die Inv ertlerung fuhrender Nul-
.len der Knotenadressen bestlmmt w erden ' e

Da d}e Lanahl der Knoten Jeder FEbene, 0 < i < neines SBT der Hohe n durch ( ) gegeben
ist und dieser Term ebenfalls die ‘Anzahl der Knoten im Abstand 7 von einem gegebenen
Knoten einer Hypercube-Struktur bezeichnet (Kap. 3.1.3), ist ein SBT abstandstreu. Somit
kann jeder Knoten eines Hypercube- Rechners aul kiirzestem \Weg erreicht werden
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1000

1101

1011

1111

Teilbaum 0 1 23

Abb. 5.8:  Spannender Binomialbaum

0019 &

Abb. 5.9:  Spannender Binomialbaum.
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Die Abbildungen 5.8 und 5.9 zeigen einen SBT der Héhe vier mit Wurzel 0 in unterschied-
licher Darstellung, Die Numerierung der Teilbiume in Abbildung 5.8 ist gleich der Anzahl
aufeinanderfolgender Nullen am Ende einer Adresse eines Knotens des entsprechenden Teil-
baumes. Die Beschriftungen der Kanten des Baumes werden spater benétigt.

Ein SBT ist aufgrund der unterschiedlichen Hohen seiner Teilbdume als Kommunikations-
struktur fiir Ein-Kanal Kommunikation geeignet, wenn die Wurzel die Strategie verfolgt,
Daten zuerst an diejenigen Teilbdume mit grofiter HHohe zu senden.

5.6.2 Spannender balancierter n-Baum,
spannender balancierter Graph

Ein spannender balancierter n-Baum (spanning balanced n-tree, SBnT) [Jo&Ho89] ist ein
spannender Baum eines n-dimensionalen Hypercube-Graphen, der dessen Knotenmenge
in n etwa gleich grofie Mengen aufteilt. Jede dieser Teilmengen bildet einen zur Wurzel

adjazenien Teilbaum des SBnT.
Sei ¢ = 1% s die relative Adresse zweier Knoten {, s eines Hy percube Graphen. Dann sei
K(t, s) definiert als die Menge der Zahlen &, die den Wert von ¢ durch &-fache Rotation

Ro*{c) minimieren, d.h. genauer
K{t.s) = {k,.. . kn] 05k <. <k < m} mit
Ro®(¢) = Ro%(c) Yo,B€ K(i,s) A
Ro*(¢) < Ro(c) Ya € K(1,s),v € K[, s)

Das Minimum &; aus K{, s) wird mit base\g,ﬂr (1, s) bezeichnet. Fir nicht zyklische Adressen
e gilt 1K(1, 8)| = 1, sonst gilt |K(1, s)] = P{c)

Beispiel 5.6.1 :

1. baseanT(OHIOO 000000) = 2, denn ¢ = 011100 @ 000000 = 011100 ist
nicht zyklisch und nur Ro*(c ) ergibt den minimalen Wert 000111, also
K(011100, 000000) = {2}. |

2. basesy,r(011010,001111) = 0, denn ¢ = 011010 & 001111 = 010101
und Pc) = 2. ¢ ist also zyklisch und Ro%(c)(= Ro%(c) = Ro*{c))
minimiert den Wert von ¢, daher K(011010,001111) = {0,2,4} und
K(011010,001111)| = £ = 3.

Zur Bestimmung eines SBrT in einem Hypercube-Rechner wird — wie im Fall der Be-
stimmung eines SBT — neben der eigenen Adresse nur die Wurzeladresse bendtigt. Damit
kann auch hier eine verteilte Bestimmung des Baumes erfolgen.
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Definition 5.6.2 : (Spannender balancierter n-Baum, SBnT)

Ein SBnT mit der Wurzel s in einem n-dimensionalen Hypercube-Graphen
ist gegeben durch den Vorgénger pareniss,:(f, s} und die Nachfolgermenge
childreng,.. (t, s) fiir alle Knoten ¢ des Hypercube-Graphen.

Sei k = basesp,; (1, 5), ¢ = 1@ s und { die Stelle des ersten gesetzten Bit zyklisch
rechts von der Stelle k in ¢, falls ¢ mehr als ein gesetztes Bit enth&lt. In Beispiel
5.6.1 ist im ersten Fall ¥ =2, ¢ = 011100 und { = 4 und im zweiten Fall £ = §,
¢ = 010101 und wiederum / = 4. Es sei weiterhin

—1 fallse=0
p = {k fallsc,=1c,=0VYm#k
[ sonst
_ {p+1,...,n~1} falls k =0
MSBHT(i 5) - { {(p+ 1) mod n,.. ,(}{ - 1) mod TI} falls £ > 0.

Esist ¢, = 0 fiir alle m € Mapar(f, 8), d.h. Mgpar (2, 8) ist die Menge direkt
aufeinanderfolgender Stellenzahlen nullwertiger Bits zyklisch links von Bit p in
.

childrenss,s(l,5) =

{0 MEPUUE FUEY SR 1)) SR .
. Ym € Msgar (t, 5)_ ' [ falis c=0
{gm = (tn..g_in_g ' 'im-i-li_r;im—l .. t[})} : R
Vm 6 J’VISBnT(i; S) A :
basespr(gm, ) = basessr(t,s) fallsc# 0

Paremsan'r(t 5) {( n— iin— tp+1f—tp— e do)} : fa,lls C-?é 0.

Aus der Definition der Menge parenis,; in Definition 5.6.2 folgt direkt, daB ein SBnT ab-
standstreu ist, denn durch die pareni-Funktion wird von jedem Knoten aus ein kiirzester
Weg zur Wurzel definiert. Damit betréigt die Hohe des Baumes n. Weiterhin gilt wegen:der
Bedingung der Gleichheit der Werte basessar (¢m, 5) und basess,r (1, 5), dafl ein Teilbaum aus
einem anderen Teilbaum durch Rotation der Knotenadressen unter Ausschluf} zyklischer
Knoten erhalten werden kann. Der Ausschiuff zyklischer Knoten erfolgt aufgrund des sonst
mehrfachen Auftretens dieser Knoten in verschiedenen Teilbdumen, da durch n Rotationen
einer zyklischen Adresse keine n verschiedenen Adressen entstehen und der entstehende
Baum somit kein spannender Baum ist. ‘

Eine ausfithrliche \orsteHung xersc}uedener Elgenschaften von SBrT- Graphen ﬁndet 51ch

in [Ho&JoSS]
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1111

Teilb.aum 0 1 2 : 3
Abb. 5.10: Spannender balancierter 4-Baum

Abbildung 5.10 bzw. 5.11 zeigt einen SB4T bzw. einen SB5T mit Wurzel 0 in einer vier-
bzw. fiinfdimensionalen Hypercube-Struktur. Die den Teilbdumen zugeordnete Numerie-
rung ist identisch mit dem Wert von basesp,r (i, s} fiir alle ihre Knoten ¢.

Als Beispiel seien die Berechnungen zu Teilbaum null des SB4T mit Wurzel 0 aus Abbildung
5.101in Tabelle 5.3 angegeben. In Klammern angegebene Zahlen in den Spalteng;, I <1 < 3,
sind die Werte basess,.r(g;, $). . B o

| ¢ |[k!l[p| Mspar | a1 | éz I gs | childrengg, ]

0000 R o {1000, 0100, 0010, 0001}
0001 ] 0 0 | {1,2,3} | 0011 (0) | 0101 (0) | 1001 (3) g0}
Torortol2i2] 13} B 1101 (2) - p
Jooirjof1(1| {2,838} | 0111 (0) | 1011 (3} BT
Jomtrjof2]2] {3} - T 1111 (0) | - {gs}
f111z]of3[s] ¢ R | IR

Tabelle 53 _'B_er__eclu_mngen 2 Te_:il_ba_u_m null eines SB4T mit Wurzel 0

Die Differenz der Anzahl von Knoten zweier Teilb&ume ist fiir einen SBrT ‘héchstens eins,
falls n Primzahl ist, da in diesem Fall nur die zwei zyklischen Knoten 0.und 1 existieren.
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Abb. 5.11: Spannender balancierter 5-Baum
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Damit muf} bei der Konstruktion des SBnT durch Rotation eines seiner Teilbdume nur
der Knoten 1 ausgeschlossen werden. Ist n aber keine Primzahl. so muf} eine in Abhéngig-
keit von n steigende Differenz in Kauf genommen werden. Die entstehende Differenz fiihrt
zu einer unterschiedlichen Auslastung der Verbindungen der Wurzel bei Scatter und Aul-
tiscatter, denn die Menge der pro Verbindung zu iibertragenden Daten héngt fiir diese
Kommunikationsarten von der Anzahl der Knoten in dem durch die Verbindung erreichten
Teilbaum ab.

Um die Daten genau gleichmafBig auf die Teilbdume zu verteilen, konstruiert man mehrere
kiirzeste Wege zu jedem zyklischen Knoten des SBrT. Der auf diese Weise entstehende
Graph verliert allerdings die Baumeigenschaft und wird spannender balancierter Graph
(spanning balanced graph, SBG) genannt [Jo&Ho89]. Er ist definiert durch eine Komposi-
tion von n, auf bestimmte Art rotierte, spannende balancierte n-Baume.

Graphen G, die durch Vereinigung von rotierten Graphen entstehen, werden im folgenden
nur fiir die Wurzel 0 angegeben. Fiir jede andere Wurzel s # 0 148t sich ein Graph des
selben Typs durch Translation von G mit s berechnen:

G(s) =Tr(s.G)
Definition 5.6.3 : {(Spannender balancierter Graph, SBG)

Sel Gepnr(0) ein SBnT mit Wurzel 0. Ein spannender balanciert Graph G5 (0)
mit gleicher Wurzel in einem n-dimensionalen Hypercube-Graphen ist definiert
durch: ' ' :
gSBG(O) = U Rod(gSBnT(O))-

deDn

Ein SBG in einer vierdimensionalen Hypercube-Struktur ist in den Abbildungen 5.12! und
5.13 zu sehen. In Abbildung 5.13 wird der Verlust der Baumeigenschaft des SBG deutlich.
In [Ho&Jo89] wird gezeigt, dafi die Anzahl verschiedener Wege zu zyklischen Knoten s
gleich F’-("L;v ist. Spannende balancierte Graphen sind durch die Eigenschaft der Balancierung
besonders fiir n-Kanal Kommunikation geeignet.

5.6.3 n rotierte spannende Binomialbdume

Eine Kommunikationsstruktur zur Realisierung des Konzepts der vielfachen Wege (Kap.
5.2.3) und des Aufspaltens der zu libertragenden Datenmenge ist die Vereinigung von n,
jeweils verschieden rotierten, spannenden Binomialbdumen gleicher Wurzel s und gleicher

1Es sei darauf hingewiesen, daB die in dieser Abbildung aus Griinden der besseren Anschanung gewghlte
Darstellung des SBG keinen Graphen darstellt, da einige Knotenbezeichnungen mehrfach verwendet wer-
den. Dies gilt ebenfalls fiir die Darstellungen anderer Graphen in den Abbildungen 5.15 und 5.18.
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Abb. 5.12: Spannender balancierter Graph
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Héhe n {n rotierte spannende Binomialbdume, n rotated spanning binomial trees, nRSBT)
[Jo&Ho89]. Durch einen nRSBT-Graph werden n verschiedene \Wege gleicher Linge von
der Wurzel s zu je einem anderen Knoten bereitgestellt. Das Maximum der Weglingen
betréigt weiterhin n.

Definition 5.6.4 : (n rotierte spannende Binomialbiume, nRSBT}

Sei Gep:(0) ein SBT der Hhe n mit Wurzel 0. Ein nRSBT-Graph Gurezr(0)
mit Wurzel 0 in einem n—dimensionalen Hypercube-Graphen ist definiert durch

nRSBT LJ }20 QBT 0)
dep

Fir die Wurzel s # 0 gilt:

gnRSBT(S) = TT(Sa gnRSBT(G))

Der entscheidende Nachteil des nRSBT ist die fehlende Disjunktion der Kantenmengen
der ihn erzeugenden Binomialbéume. Daher kénnen die Verbindungen nicht in beliebiger
Reihenfolge benutzt werden, weil sonst Verzégerungen durch Wartezeiten in den Knoten
auftreten wiirden.

0000

(1301}

w11 & =
1110 Citl

Abb. 5.14: Einmal rotierter, spannender Binomialbaumn

Abbildung 5.14 zeigt einen der zur Konstruktion eines nRSBT mit W urzel 0 bendtigien
Bmomlalbaume der Hohe vier. In Abbildung 5.15 ist der gesamte 4RSBT der Héhe vier mit
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Abb. 5.15:  Vier rotierte spannende Binomialbiume (4RSBT)

Wurzel 0 abgebildet, dessen spannende Teilbdume mittels der Anzahl der durchgefithrten
Rotationen numeriert werden. Mehrfach vorkommende Kanten sind nur einmal eingezeich-

net,

5.6.4 n kantendisjunkte spannende Binomialbdume

Ein weiterer Graph, bestehend aus der Vereinigu: .z von n spannenden Teilb&umen der Hohe
n, deren Kantenmengen jedoch disjunkt sind, ist der nESBT-Graph {n kantendisjunkte
spannende Binomialbiume, n edge-disjoint spanning binomial trees, nESBT) [Ho& Jo89].
Die einzelnen spannenden Binomialbdume werden so rot:ert dafl die Wurzel s des nESBT
der kleinste Teilbaum aller SBT ist. Die Richtung der mit s  verbundenen Kante wird
umgekehrt, so dafi die zu s adjazenten Teilbdume als spannende Binomialbéiume angesehen
werden konnen, deren kleinster Teilbaum entfernt wurde (Abb, 5.16).

Es ergibt sich n + 1 als Héhe des nESBT, welche minimal ist fur alie moghchen Vereini-
_ gungen von n kantendlsj unkten spannenden Blnomlalbaumen L

'-.Deﬁm't_ion '5.6.5 (n -kantendisjunkte spannende_'Binqnﬁalbéum_e_,_ nESBT)

SEI Q\BT( ) ein SBT der Hohe » mit W urzel 0. Ein nESBT Graph G,,EHBT( ) mit
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Abb. 5.16: Translierter. rotierter SBT mit Kante zu 0 in umgekehrter Richtung

Wurzel 0 in einem n-dimensionalen Hypercube-Graphen ist durch

Goesr(0) = | Tr(2¢, Ro™*(Gep (0)))

dep
definiert. Fiir Wurzeln s 3 0 gilt:

.gﬂESBT(S) = Tr(s, Gesp=(0))

Ein mit 0001 = 2° translierter, dreifach rotierter, spannender Binomialbaum Gegr ist in
Abbildung 5.17 dargestellt (Gssr = Tr(0001, Ro*G(0)))} und Abbildung 5.18 zeigt ei-
nen 4ESBT mit Wurzel 0. Aufgrund der Kantendisjunktion des nESBT ‘miissen alle vier
spannenden Teilbiume vollstindig eingezeichnei werden. Deren Numerierung ist durch die
Dimension d € D aus obiger Definition gegeben D1e emgezemhnete \umerlerung emlger
Kanten w 1rd spiter benotlgt : o

5.6.5 KEin-Kanal Broadcast

Bei der Durchfithrung von Ein- Kanal Broadcast miissen die M zu iibertragenden Daten von
der Wurzel gesendet und mindestens ein Datum nacheinander von n — 1 Zwischenknoten
weitergeleitet werden Dafur smd mindestens n aufemanderfolgende Routmg Schntte notig

Daher lst o
(ﬁl{'f'n_l) comm'f'n istart CLi e (51)
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Abb. 5.17:  Translierter, rotierter, spannender Binomialbaum

spannender Baum

Abb. 5.18; Vier kantendisjunkte spannende Binomialbiume (4ESBT)
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eine untere Schranke fiir den Zeitbedarf von Ein-Kanal Broadcast [Frai89].
Ein-Kanal Broadcast kann mit Hilfe jedes spannenden Baumes oder Teilgraphen G = (V, £}
mit ¥V = A" eines Hypercube-Graphen durchgefithrt werden. Dazu gehort beispiels-
weise auch der einfachste spannende Baum, der Hamiltonsche Weg (hamiltonian path)
[Tv&Na89, Jo&Ho89], der durch die Einbettung eines eindimensionalen Gitters mit N
Knoten ohne duflere Verbindungen aufgebaut werden kann. Als spannender Baum eines
Hypercube-Graphen kann ebenfalls der balancierie 3-quasistar mit N Knoten verwendet
werden [Tv&Na89]. Weitere Betrachtungen hierzu finden sich in [Hara& &88|. Der gering-
ste Zeitbedarf wird jedoch nur erzielt, falls sich die Anzahl der sendenden Knoten pro
Routing-Schritt verdoppelt, d.h. nach n Schritien alle 2* Knoten erreicht werden. Dies 146t
sich nur durch spannende Binomialbiume (SBT) realisieren {Ho& Jo86].
Die effektivste Art der Durchfithrung von Broadcast mit Ein-Kanal Kommunikation hingt
von der Grofle der zu idibertragenden Datenmenge M ab. Fiir M = 1 kann die untere
Schranke durch Benutzung des SBT aus Def. 5.6.1 als Kommunikationsstruktur und Sen-
den an alle Nachfolger in der Reihenfolge der Grofle der durch sie erreichbaren Teilbdume,
beginnend mit dem gréften Baum, erreicht werden [Jo&Ho89]. Der grofite, zu einem Kno-
ten adjazente Teilbaum wird iiber Verbindung null, der zweitgréBte fiber Verbindung eins
und der kleinste schliefilich iiber Verbindung n — 1 erreicht. Diese Strategie wird im {olgen-
den als SBT-Strategie bezeichnet.
Aufgrund des rekursiven Aufbaus eines SBT ist die SBT-Strategie in alien Knoten durch-
zufithren, und nach n Schritten hat jeder Knoten das Datum genau einmal empfangen.
In jedem Schritt ¢, 0 < i < n, senden 2 Prozessoren gleichzeitig iiber die Dimension i,
d.h. die n Dimensionen des Hypercube-Rechners werden nacheinander abgearbeitet. Damit
wird fiir A/ =1 die Zeit

T =1n"(lomm T+ lsert)
-~ bené&tigt und die untere Schranke {5.1) erreicht. Die Wurzel sendet in jedem Routing-
Schritt, jeder andere Knoten nach Erhalt des Datums bis zum (n — 1)-ten Schritt. Die
Anzahl der sendenden Knoten verdoppelt sich somit nach jedem Schritt. In Abbildung 5.8
auf Seite 83 smd die Kanten des abgebﬂdeten SBT in der Rezhenfolge 1hrer Benutzung
numeriert.
Fiir M > 1 fiihrt die Benutzung eines SBT mit der angegebenen Strategie zu dem, asymp-
totisch um den Faktor n {iber der unteren Schranke (5.1} liegenden, hohen Zeitbedarf
T = n- (M - toomm + Lstare). Auch durch die Benutzung von Pipelining kann 7" nicht verrin-
gert werden denn bei einer Paketgréfe von B werden [4] Pakete nach der SBT- Strategle
verschlckt und man erhélt

M
T n- ’VE'-I b (B " tcomm + tstart)

n- _(.M L eomm T [—} . tstart) .

B
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Dieser Wert wird aufgrund der minimal notwendigen Anzahl von n Routing-Schritten fir
B = B,,; = M minimiert und man erhélt auch hier Ty, = - M Ao + 72~ Lopars

Die Benutzung eines nESBT statt eines SBT flihrt fiir A/ > ] zu einer besseren Ausnutzung
der Gesamtbandbreite des Hypercube-Rechners. Es werden die Konzepte der viellachen
Wege und Pipelining benutzt. Die zu iibertragenden Daten werden in ¢ = min{n, A/} dis-
Junkte, etwa gleich grofle Teilmengen aufgespalten. Fiir A/ > n werden also n, sonst Af Teil-
mengen gebildet. Im letzten Fall werden n — A{ Teilbdume nicht benutzt. Je eine Teilmenge
wird iiber genau einen spannenden Teilbaum durch Pipelining mit einer Paketgrifie vor B
und zyklisches Senden der Wurzel des nESBT an die Wurzeln der beteiligien Teiibdume
fibertragen. Innerhalb der Teilbdume wird wiederum zuerst an die Teilbdume mit groBter
Knotenzahl gesendet. Durch diese Strategie werden 2- ¢ — 1 Routing-Schritte benétigt, um
den letzten Knoten des i-ten Teilbaumes zu erreichen. Abbildung 5.18 auf Seite 93 zeigt
die entsprechende Numerierung der Kanten des nESBT. - . . .

Es ergeben sich somit fiir jeden der ¢ Teilbdume [;%-I Durchgénge, in denen durch die
Wurzel jeweils B Daten iibertragen werden. Das zuletzt verschickte Datenpaket benétigt
nach Ubertragung durch die Wurzel noch n Routing-Schritte zum Erreichen des letzten
Knotens, da die Héhe des nESBT n + 1 betridgt. Damit bendtigt man nun die Zeit

L M 7
T =1 [;——BI * (B b tcomm +'tstart) +n- (B g icomm -+ tetart) -

B ]u - iwmm * [E-l ' té’fart +n-B- icomm +n '.t.!iari SRR

o STM
= (ﬁ_’[ + n B) tcomm + ({"B"" + TI,) ‘-i.!tari'

Man erhilt, unabhingig von ¢, die minimale Zeit

2
Tie = (VM Leomen V7 Tt ).

durch Wahl der optimalen Paketgrofie. - .

.. .. ﬂj'ismrt
Bo =TT

Pt V- teomm
die durch Nullsetzen der Ableitung nach B berechnet werden kann.
“Fiir grofle Datenmengen A wird die angegebene untere Schranke (5.1) damit asymptotisch
erreicht. Dies kann anschaulich durch die — im Vergleich zum Senden.iiber einen'SBT —
bessere Ausnutzung der Gesamtbandbreite (Kap. 3.1.8) des Hypercube-Rechners erklért

werden. e
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5.6.8 n-Kanal Broadcast

Fine untere Schranke fiir n-Kanal Broadecast ist

(Pi] +n— 1) Aeomm T+ N+ Lstare, : (5.2)
n
da die Wurzel nur noch die reine Ubertragungszeit [i—’] - toomm zum Senden der A Da-
ten iiber n Verbindungen bendtigt. Ansonsten #ndert sich hier im Vergleich zur unteren
Schranke von Ein-Kanal Broadcast nichts [Frai8$].

Die Auswahl der geeigneten Biume oder Graphen, die fiir die Durchfiihrung von n-Kanal
Broadcast mit minimaler Anzahl von Routing-Schritten herangezogen werden kénnen, be-
schriinkt sich im Gegensatz zu Ein-Kanal Broadcast nicht auf Binomialbdume. V ielmehr
kann der Transfer iiber jeden spannenden Baum der Hohe n nach n Schritten beendet
werden [Ho&Jo86, Jo& Ho89). '

Ahnlich wie fiir den Ein-Kanal Fall wird auch hier fiir kleine Datenmengen bei der Wahl des
Baumes auf die Eigenschaft der minimalen Hohe Wert gelegt, wihrend fiir grofie Werte von
M die Bandbreiie des Hypercube-Rechners méglichst gut genutzt werden soll. Zusétzlich ist
eine effektive Unterstiitzung der Kommunikation auf allen Verbindungen eines Prozessors
wichtig.

Fin nRSBT wird fiir den Fall A < n benutzt. Die Datenmenge wird in M einelementige
Mengen geteilt, und diese werden von der Wurzel gleichzeitig iiber je einen spannenden
Baum iibertragen. Auch hier werden n — A Teilbdume nicht genutzt. Innerhalb der span-
nenden Biume wird wiederum die bekannte SBT-Strategie angewendet, also das Senden an
die Nachfolger in der Reihenfolge der Gréfie der durch sie erreichten Teilbédume. Pipelining
wird aufgrund der fehlenden Disjunktion der Kantenmengen der spannenden Teilbdume
nicht benutzt. Damit werden n Schritte mit der Ubertragung je eines Datums bendétigt,

also
T=n- (tcomm + iataft)'

Die untere Schranke {5.2) wird also genau erreicht.

Die Benutzung der beschriebenen Strategie und eines nRSBT fiihrt fiir A/ > n zu einem
um den Faktor n gegenuber der unteren Schranke {5.2) erhdhten Zeitbedarf. Bei einer
PaketgroBe von B, [2L] von der Wurzel auszufiihrenden Routing- Schritten und n — 1
weiteren Schritten zum Errelchen des letzten Knotens, w rird die Zeit

A
nB

benotlgt ‘Die optimale Paketgroﬁe Bopt betragt |'M ] denn es gllt 1- < B < M und dle
mlmmaie Zelt Tmm betragt damlt S . _ S Hn

T =Tn- [ ] (B ' tcomm + tatart)

Tmm - AI tcomm + n: t.!tart
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Fiir A/ > n kann die untere Schranke durch Benutzung eines nESBT asymptotisch erreicht
werden. Auch hier teilt man die Datenmenge aul und erhélt n Pakete. Da die Kantenmen-
gen der spannenden Teilbdume disjunkt sind. wird Pipelining mit einer Paketgrofie B
angewendet. Die Wurzel sendet auf allen n Verbindungen gleichzeitig, und die spannenden
Binomialbiume werden wieder sequentiell nach der SBT-Strategie durchlaufen [Jo& Ho89].
Man erhalt wiederum [2L7] Pakete pro spanneaden Teilbaum des nESBT, d.h. [AL]
Routing-Schritte miissen von der Wurzel ausgefithrt werden. Die im letzten Routing-Schritt
versendeten Daten haben noch einen Weg der Lénge n zuriickzulegen, da die Hohe des
nESBT n + 1 betrigt. Damit ergibt sich die Zeit '

A
T = [ ] ) (B . icomm + tsfart) +n: (‘B ' icomm + tst‘"t)

n- B .
M !

= (_ '{" n- B) - tcomm + ([ A ] + n) ) tstart'
i n- .B .

Q. F. Stout und B. Wagar haben in [St& Wa90] eine geringfiigige Modifikation dieser Stra-
tegie vorgeschlagen, die mit einem Routing-Schritt weniger auskommt (siche auch [Fraigg]).
Die Anderung beruht darauf, daff der in Ebene n + 1 des nESBT liegende Knoten eines
spannenden Teilbaumes 7,0 < j < n, auch in Ebene n — 1 des Teilbaumes (j + 1) mod n
liegt. Das nochmalige Senden der Pakete des letzten Routing-Schritts fiir Teilbaum j an
Teilbaum (j + 1) mod n, 0 < j < n, fithrt dazu, daf der Algorithmus nach Erreichen der
Ebene n durch die urspriinglich zuletzt gesendeten Daten bzw. nach Erreichen der Ebene
n — 1 durch die zusitzlich gesendeten Daten beendet werden kann.

Abbildung 5.19 zeigt die Teilbdume eins und zwei des 4ESBT aus Abbildung 5.18 auf
Seite 93. Die Numerierung der Kanten zeigt die Reihenfolge der Benutzung der Verbin-
dungen zum Transfer des letzten Pakets fiir den linken Teilbaum. Die Wurzel sendet das
Paket zun#chst an den vorgesehenen Teilbaum j = 1, und im nichsten Routing-Schritt
an Teilbaum (7 + 1) mod n = 2. Nach Erreichen des Knotens 1111 des linken Teilbaumes
bzw. des Knotens 1101 des rechten Teilbaumes kann der Algorithmus im Vergleich mit der
urspriinglichen Strategie einen Schritt frither beendet werden.

Zwar spart man durch diese Vorgehensweise einen Routing-Schritt, jedoch wird das Ver-
kehrsaufkommen durch das doppelte Senden der letzten Pakete gesteigert und n—1 Knoten
jedes Teilbaumes erhalten sie doppelt. Durch diese Medifikation wird nun nur noch die Zeit

A
T = l"n, . B" ; (-B A comm + tatari) + (TL - 1) : (B *teomm + i“m”)
A A
= (3400 B) -t t ([ 75| 7= 1) b

bendtigt. Mit Hilfe der Nullstellen der Ableitung nach B erhélt man die optimale Pa-
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Abb. 5.19: Doppeltes Senden des letzien Pakets fiber zwei Teilbiume

ketgrofie

_ A - Latart ) |
B"Pt - \/?’l ) (T" — 1) “teomm
und schliefilich den minimalen Zeitbedarf I

. i} 9 o :
. Tm{n_ = H j_n"' “Loomm + Af (n - 1) *Lstars -
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5.7 Multibroadcast

5.7.1 Ein-Kanzal Multibroadcast

Bei der Durchfithrung von Fin-Kanal Multibroadcast sendet jeder Knoten A/ Daten an
jeden anderen Knoten, d.h. jeder Knoten muB8 (& —1)-Af Daten empfangen. Die benétigte
minimale reine Ubertragungszeit betragt also ' '

(N =1} M -t eomm-

n Routing-Schritte sind notig, um alle Knoten zu erreichen. Da jedoch die von verschie-
denen Knoten stammenden Pakete i.a. verschieden sind und zum Transfer von Zwischen-
knoten zusammengefafit werden konnen, kann hier bel hinreichend grofiem M der Fall
auftreten, dafl das Senden eines grofien Pakets gleichzeitig zum Senden von kleineren Pa-
keten geschieht. Dann wiirde der Zeitbedarf zum Senden der kleineren Pakete nicht.in
die Gesamtiransferzeit eingehen und Startzeiten kdnnten gespart werden. Ein Beispiel zur
Verdeutlichung dieser Problematik findet sich in Kapitel 5.8.2.

In der in dieser Arbeit untersuchten Literatur ist zwar kein Algorithmus fiir Ein-Kanal
Multibroadcast zu finden, der die minimale reine Ubertragungszeit bendtigt und in des-
sen Gesamttransferzeit weniger als n Startzeiten eingehen, jedoch fehlt ein iiberzeugendes
Argument, welches die Berechnung einer unteren Schranke mittels Addition der minima-
len reinen Ubertragungszeit und der fiir’ dle n Routmg—Schmte benotlgten n Startzeiten

erlauben wiirde. Somit kann nur oA
max {(N ~ 1) M - T R (5.3)

als eine untere Schranke fiir die benétigte Zeit angegeben werden [Fra189] In Abhingigkeit
VON {opmm UNd 1440,; Werden fiir grofle Werte von Al die reine Lbertragungszelt und fiir
kleine Werte von M die Startzeiten dominieren. - '
Die zugrunde liegende Kommunikationsstruktur muf} einen W eg von jedem Knoten zu je-
dem anderen Knotien enthalten. Dies kann durch die Vereinigung von N geeigneten Graphen
(spannende Biume oder andere Teilgraphen eines Hypercube- -Graphen, die-alle Knoten ent-
haiten) mit je einer Wurzel eines Graphen oder Baumes pro Knoten realisiert werden. Die
Ubertragung geschieht gleichzeitig liber die N Baume mit jeweils glelcher Strategle und
der Benutzung des Konzepts der dynamische Paketgrofie {Kap. §.2.3). :

Der geringste Zeitbedarf wird durch die Benutzung von spannenden Blnomlalbaumen it
der gleichen Strategie wie bel Ein-Kanal Broadcast (SBT- -Strategie) erzielt, d.h. ‘nach n
Schritten wird die Kommunikation beendet. Danun — im Gegensatz zu Broadcast mit nur
einem Sender — genau N verschiedene Pakete nacheinander iiber die n-Dimensionen iiber-
tragen werden, werden pro Schritt p Pakete zu einem zusammengefaﬁt p kann aufgrund der
\orausgesetzten Ein-Kanal Kommumkatlon hochstens glelch zwel sein. D1e entsprechenden
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Pakete sind die in allen vorherigen Schritten empfangenen Pakete sowie das an die anderen
Knoten zu verbreitende eigene Paket [Jo& Ho89].

Zuerst (nullter Schritt) schickt also jeder Knoten sein eigenes Paket iiber Dimension null.
d.h. jeder Knoten empfingt ein Paket der Lange A/, und damit ist eines der &' —1 zu emp-
fangenden Pakete bereits angekommen. Dieses wird mit den eigenen Daten zu einem Paket
der Linge 2- A zusammengefafit, welches im néchsten Schritt iiber Dimension eins ibertra-
gen wird. In diesem Schritt empféingt jeder Knoten somit ein Paket, welches sich aus zwei

Datenmengen der Linge A/ zusammensetzt, kopiert diese in den eigenen Speicherbereich

und erstelit ein neues Paket der Gréfe 4 - A1, welches sich aus den soeben empfangenen
(GréBe 2 - M), den eigenen (Gréfle M) und allen vorher empfangenen Daten (Gréfe Af )
zusammensetzt. Nach dessen Ubertragung besteht das daraufhin erstelite Paket wiederum
aus allen empfangenen sowie den eigenen Daten {Grdfie (4+2+141)-M = 8- /). Nach je-
dem Schritt verdoppelt sich die Gréfle der zu iibertragenden Pakete. Durch die Ausfiihrung
von Schritt ¢, 0 < ¢ < n, werden in jedem Knoten die Daten von Zt—e 2¢ = 271 — 1 ver-
schiedenen Prozessoren iiber Dimension i empfangen. Nach n Schritten sind damit alle
no19i = 9% — 1= N — 1 verschiedenen Pakete eingetroffen.

| Routing-Schritt | Adressen der Ursprungsknoten ]
0 0001 ' :
1 0010 0011
2 0100 0101 0110 0111
3 1000 1001 1010 1611 1100 1103 1110 1111

Tabelle 5.4: Von Knoten 0 empfangene Datenpakete in den Routing-Schritten null bis drei

Tabelle 5.4 zeigt die Adressen derjenigen Knoten eines vierdimensionalen Hypercube-
Rechners, deren Datenmengen Knoten 0 in den Routing-Schritten null bis drei empféngt.
In Routmg—Schntt zwei beispielsweise empfingt Knoten 0 iiber Dimension zwei von Knoten
0100. Dieser hat in den vorherigen Schritten iiber Dimension eins bzw..null Daten von
Knoten 0110 bzw.. 0101 erhalten Knoten 0110 wiederum hat in. Schrltt null von Knoten
0111 empfangen. ~ * '~

Abbildung 5.20 zeigt die zuruckgelegten Wege der von Knoien 0 gesendeten Daten. Die
Reihenfolge der Benutzung der Kanten ist die gleiche wie bei der SBT-Strategie. Die. Grofle
der von den Zwischenknoten zu iibertragenden Datenmengen sind in Vielfachen von A/
neben ‘den ‘benutzien -Kanten eingetragen. Man -beachte, daf nach .dem nullten Schritt
auch Knoten 0 Daten anderer Knoten weiterleitet, d.h. Zwischenknoten ist. ' '
Die zur Durchfithrung von Multibroadcast in einem dreidimensionalen Hypercube-Rechner
notwendxgen Kommumkatlonsschntte smd in Abbildung 5.21 zu sehen. In jedem Routing-
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Abb. 5.20:  Spannender Binomialbaum mit Paketgrofien fiir Ein-Kanal Multibroadcast

erster Schritt zwelter Schritt dritter Schritt
Paketgrofie M Paketgrofie 2 - M ' Paketgrofle 4 - M

Abb 521 Ein-Kanal Muliibroadeast in éinem_ gl;eidi_mens_ional_en Hypercube-Rechner FRRE
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Schritt werden die dick eingezeichneten Verbindungen in beiden Richtungen benutzt.

Da alle Knoten in jedem Routing-Schritt iiber die gleiche Dimension senden und empfan-
gen, sind die Voraussetzungen fiir Ein-Kanal Kommunikation erfiillt, und jeder Knoten
sendet und empfingt Daten von Anfang bis Ende des Algorithmus.

Die fiir die n Schritte bendtigte Zeit T betrdigt bei einer sich von Schritt zu Schritt ver-
doppelnden Paketgrifie

Biy=1+> 21=%

beginnend mit 4/ und endend mit (1 + S22 29) - M = "\—;—I Daten

n=1
T = (2 M Aeomm + Letart)
i=0 .

= (AY - 1) <M icomm +n- tsmrt

und iiberschreitet somit zwar die untere Schranke (5.3}, jedoch wird sowohl die minimale
Anzahl von Routing-Schritten als auch die minimale reine Ubertragungszeit bendtigt.

5.7.2 n-Kanal Multibroadcast

Nur die von der Wurzel benétigte reine Ubertragungszeit reduziert sich bei n-Kanal Kom-
munikation um den Faktor n gegeniiber Ein-Kanal Kommunikation. Damit ist

S (GRS IE P s

7

eine untere Schranke des Zeitbedarfs fiir n-Kanal Multibroadcast [Fraig9l.

Ahnlich wie bei n-Kanal Broadcast wird auch hier statt spannender Binomialbiume eine
fiir n-Kanal Kommunikation geeignetere Kommunikationsstruktur benutzt. Dies sind hier
der SBG-Graph Gipg oder der nRSBT-Graph G, pspr. ' :

Sei G* im folgenden einer der beiden Graphen

G = U Gsse (1) ._oder
€A’ S
G = U gnRs_BT(i):

iEA

d.h. G~ besteht aus der Vereinigung von N Graphen, die jeder die gesamte Knotenmenge
des Hypercube-Rechners umfassen und die Hohe bzw. den Durchmesser n besitzen.

Jeder Knoten sendet seine Daten iiber den von ihm ausgehenden Teilgraphen von G~ nach
der Strategie, die in n disjunkte Teilmengen aufgeteilten Daten der Linge [2] gleichzeitig
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iiber alle spannenden Teilb&ume zu iibertragen. Alle Zwischenknoten senden gleichzeitlg an
ihre Nachfolger im jeweiligen Teilgraphen. Damit werden mindestens 7 Schritte bendtigt
[Jo&Hog9.

Auch hier werden Datenmengen, die iiber die gleiche Verbindung eines Knotens libertragen
werden sollen, in einem Paket zusammengefaBt. Damit 18t sich die minimale Anzahl von
Routing- Schritten erreichen. Die maximale Anzahl der zusammengefaBiten Pakete ¢(z) und
damit die maximale Paketgréfie B,n.., die wihrend eines Routing- Schritts ¢, 0 < ¢ < =n,
auftritt, ist fiir dessen Ausfiihrungszeit von Bedeutung. Die Summe iber den Zeitbedarf
aller Routing-Schritte ergibt den gesamten Zeitbedarf. Es gilt

" z([ ] (Bt + ) ()

n-B
= 5 (& tommeeli + [t )
Mit B = B(:) = e(i) - & ergibt sich |
T = § e(i} - ﬂ Aeomm T 7 - Lotare.
= n

Es ist sowohl fiir die Vereinigung von SBG- als auch fiir nRSBT-Graphen, e(z) = (I.:l)
[Jo& Ho89] und weiter

d M
T = Z(n) ; tcomm""n tsmrt

(3

1=1
(22 —1)- M
- "(—_)_"_ ) icomm +n- istart
i
N-1)-M
= L"_T)“_ - tcomm +n- tstart-

Auch fiir n-Kanal Multibroadcast wird also die angegebene untere Schranke (5.4) nicht
erreicht. Allerdings wird weder mehr als die minimale reine Ubertragungszeit noch mehr
als die minimale Anzahl von Routmg—Schntten benotlgt :
Mlt der St1rhngschen Formel ' :

-n!z(ﬁ) V2 mon, nef0,1,2,...} | B

€

ut
it
R

ergibt sich die maximal benétigte Paketgréﬁ_e Brnaz 70

Bpgs = max{e(i)] 0<i< a} - fg. =({’;) : A o

A2 n
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o
v
e
S
[SIE}
]
=
BT
'PI;
m
N’
wls
~o
[XIE)
=3

2 NoM
R

Mit der Benutzung des nESBT- statt der SBG- oder nRSBT-Graphen ergibt sich eine
Ubertragung, die aufgrund der Hohe n + 1 des nESBT eine Startzeit mehr, ansonsten
jedoch die gleichen Zeit bendtigt.

untere Schranke Graph | M | Paketgrifie Zeitdedarf 41
Ein-Kanal Broadcast
(M +n- 1) ‘teamm + 1 - taiart SBT i 1 - (fcamm + fstar!}
nESBT >1 -ﬁf!—:ﬁ (V.’\I' feomm +VH‘1smﬂ)2

n=-Kanal Broadcast

-ﬂ;:—f +n - 1)'t:amm + n -tsiars rnHSBT <n 1 Tl'(tcomm +f5!ar!)
Al Al ?
RESBT | > | /ot | (VA o 4/ 1) f-m")

‘Ein-Kanal Multibroadcast

mex{(N —1)- M - tamm, % - Estart} SBT > < &M (N =13 M tcomm + n - terart

n-Kanal Multibroadcast
max{&%ui.tmmmgn.t“a,,} SBG >1 < \/-2;: N-p _QE::;LE'immm*}-ﬂ'fsmrt

(N=1}-A
n

nRSBT | >1 | . </Z Ed

" teomm + - Lsiart

Tabelle 5.5: Zeitbedarf von Broadcast/Multibroadcast -
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AbschlieBend werden in Tabelle 5.5 die wichtigsten Ergebnisse zu Broadcast und Multi-
broadcast zusammengefafit. In der Spalte ,Paketgrofie” sind fiir Broadcast die optimalen
und fiir Multibroadcast die maximalen Paketgréfien eingetragen.

Fiir Ein- und n-Kanal Multibroadcast sowie fiir einelementige Datenmengen bei Ein-Kanal
Broadcast und fiir Datenmengen kleinerer Gréfle als n bel n-Kanal Broadcast werden nur
die entsprechenden unteren Schranken der reinen Ubertragungszeit benétigt. In den rest-
lichen Fallen wird diese Zeit nur asymptotisch bei grofien zu ibertragenden Datenmengen
erreicht. ' :

Der Zeitbedarf der vorgesteliten Algorithmen ist minimal unter allen in.der angegebenen
Literatur beschriebenen Algorithmen. ' ' .
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5.8 Scatter

Algorithmen fiir Scatler werden in [Jo&Ho89., Ho&Jo86, Frai89, Sa&Sc88a, Bert& &89,
St& Wa90] beschrieben. In ihnen kommen die bekannten Konzepte des Pipelining, der viel-
fachen Wege und der dynamischen Paketgrofie (Kap. 5.2.3) zur Anwendung. Der fiir den
Zeitbedarf bedeutsamste Unterschied zu den vorgestellten Algorithmen fiir Broadcast be-
steht in der wurzelorientierten Kommunikation. Darunter wird verstanden, daf} die Wurzel
alle Pakete fiir alle Empféinger selbst senden mu$, denn eine Vervielfdltigung von Nachrich-
ten, die sich bei Broadcast als sinnvoll erweist, entfsllt hier aufgrund der Unterschiedlichkeit =
der zu versendenden Pakete. Damit ist insgesamt ein hdherer Zeitbedarf als fiir Broadcast
ZU erwarten.

5.8.1 Ein-Kanal Scatter

Bei Ein-Kanal Scatter sendet die Quelle mindestens N —1 Pakete der Gréfie A und benétigt
dafiir die minimale reine Ubertragungszeit

(N = 1) M+ Lepmm-

Der langste zuriickzulegende Weg hat die Linge n, und daher werden mindestens n
Routing-Schritte benétigt. Aufgrund einer analogen Uberlegung wie bei Multibroadcast
fehlt ein iiberzeugendes Argument fiir eine Addition der minimalen reinen Ubertragungs-
zeit und des Zeitbedarfs fiir die n Routing-Schritte zu einer unteren Schranke. Daher wird
in [Jo& Ho89]

max {(N — 1} M - Leomm, 7 - Totart} (5.6)

als eine untere Schranke fiir den Zeitbedarf von Ein-Kanal Scatter angegeben.

Die minimale reine Ubertragungszeit kann nur erreicht werden, falls mit der Beendigung
des Sendens der Wurzel auch der Algorithmus beendet wird. Dies wiederum ist, wie bei
Ein-Kanal Multibroadcast, nur durch Senden iiber einen spannenden Binomialbaum nach
der SBT-Strategie unter Anwendung des Konzepts der dynamischen Paketgréfie zu errei-
chen. Dies bedeutet, dal n Routing-Schritte benotigt werden und in jedem Schritt nur
Ubertragungen iiber Verbindungen genau einer Dimension stattfinden. Im Unterschied zu
Broadcast wird hier jedoch kein Datenpaket vervielfiltigt, denn je zwei Knoten erhalten
verschiedene Pakete. Alle Daten fiir die Knoten in Teilbaum ¢, 0 € ¢ < n, werden wihrend
des i-ten Routing-Schritts in einem Paket verschickt. Da im ¢-ten Teilbaum eines SBT
der Hohe n insgesamt 2"*~! Knoten zu finden sind, hat das im i-ten Routing-Schritt,
0 < i < n, von der Wurzel verschickte Paket die Gréfie

B= B(i)=2"""1. AL
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Die Zwischenknoten spalten das erhaltene Paket auf und senden alle fiir einen Teilbaum
bestimmten Daten in einem Paket an dessen Wurzel. Hierbei wird aufgrund des rekursiven
Aufbaus des SBT die Reihenfolge des Sendens ebenfalls nach der SBT-Strategie festgelegt.
Alle auf diese Weise im i-ten Routing-Schritt von 2 Knoten gesendeten Datenmengen
haben die gleiche GréfRe. Damit ist der Datentransfer beendet, wenn die Wurzel das letzte
Paket (Grofle A7) geschickt hat. Der Zeitbedarf T' betragt somit

|
—

n

T = (2""—1 M-iwmm-&im,t) | |

EM

P
=

1) M- twmm+n tatart

und die untere Schranke (5.6) wird aufgrund der n aufeinanderfolgenden Routing-Schritte
fiberschritten. Die minimale reine Ubertragungszeit wird jedoch erreicht.

Wie in allen vorherigen Datentransferalgorithmen — mit Ausnahme von n-Kanal Broadcast
— wird auch hier jedes Paket auf kiirzestem Weg ubertragen und genaun einmal von den

Empfangem erhalten g

1000

1 s011 1_101_:' '

1111

Abb. 5.22: Paketgrofie bei Ein-Kanal-Scatter in einem. Hypercube-Rechuer.

Abbildung 5.22 zeigt einen SBT der Héhe vier mit Wurzel 0 in einem vierdimensionalen
Hypercube-Rechner. Die Kanten sind mit den Grdfien der iiber sie gesendeten Pakete in
Vielfachen von M beschriftet. Pakete gleicher Grofle: werden im gleichen Routlng Schntt
gesendet Begonnen wird mit der Ubertragung zu Knoten 0001. - . L
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5.8.2 n-Kanal Scatter

Zum Senden von N — 1 Paketen der GrifBe Al mit n-Kanal Kommunikation bendtigt die

Wurzel mindestens die Zeit
[(;\f — 1) M} ,

n

Im Vergleich zu Ein-Kanal Scatter dndert sich sonst beziiglich der Berechnung einer unte-
ren Schranke nichts. Die minimale Anzahl von Startzeiten betrdgi auch hier n. Hier 1afit
sich jedoch ein Beispiel angeben, welches zeigt, dal der minimale Zeitbedarf fiir die reine
Ubertragung und das Minimum der Startzeiten nicht zu einer unteren Schranke addiert

werden diirfen {St&Wa90].

& 111

9 11

nullter Schritt erster Schritt _ zweiter Schritt

Abb. 5.23: Scatter in einem dreidimensionalen Hypercube-Rechner mit zwei Startzeiten

| Routing-Schritt | Sender | Empfinger | Datenmengen | Zeitbedar{ |
0 0 II, 111 4 4/3 - ]‘I ! T:co:rr.-.'m + ista‘rt
1 ] I ’ M - tcomm <+ isturt

2 1 H 1/2 - A icomm + tatart
1I 11 1/3 - AM - tcomm + t.sta.rt

3 .

I III 1 1/6 ' -n-{ " icomm + istart
3
1

Tabelle 5.6: Routing-Schritte bei n-Kanal Scatter und deren Zeitbedarf

Betrachtet wird eine Scatter-Operation in einem dreidimensionalen Hypercube-Rechner.
Diese bendtigt zwar aufgrund des Durchmessers. drei der Verbindungsstruktur auf jeden
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Fall drei Routing-Schritte, jedoch kénnen ab einer gewissen Grifie der zu tibertragenden
Datenmenge Al unter Erhalt der minimalen reinen Ubertragungszeit zwei Routing-Schritte
gleichzeitig ausgefithrt werden [S1&Wa90]. Damit wird einmal die Startzeit 1,,,,, gespart.
Abbildung 5.23 zeigt die wihrend der Routing-Schritte aktiven Verbindungen. Die Knoten
sind in drei Gruppen I, II und Il jeweils gleichen Abstands eins, zwei und drei von der
Wurzel 0 eingeteilt. Tabelle 5.6 zeigt den genauen Ablauf des Algorithmus. Die Spalte
»Empfinger® enthilt diejenigen Empfingeradressen, fiir die d1e gesendeten Pakete des
Jexve1hgen Routing-Schritts bestimmt sind. '
In Schritt null sendet Knoten 0 die insgesamt vier Datenmengen fiir die Gruppen II und
III iiber die drei Verbindungen in drei gleich grofien Paketen. Schritt eins besteht aus dem
Senden der Daten fiir Gruppe I durch Knoten 0 {iber drei Verbindungen und gleichzeitigem
Senden der Daten fiir Gruppe III durch alle Knoten der Gruppe I iiber die sechs zur
Verfiigung stehenden Verbindungen. Das Senden des Knotens 0 bendtigt bei hinreichend
grofler Datenmenge A mehr Zeit als das Senden durch Gruppe I. Dadurch kann der zweite
Schritt, bestehend aus dem Senden von Gruppe I an Gruppe II und von Gruppe II an
Gruppe III schon angefangen und aufgrund der groflen Bandbreite zwischen den Knoten
der Gruppen I und IT sogar beendet werden, bevor Knoten 0 den ersten Routing-Schritt
‘beendet hat. Der zweite Routing-Schritt mit geringem Zeitaufwand, insbesondere die dafiir
bendtigte Startzeit, wird also durch den ersten Routing-Schriit mit groBem Zeitaufwand
nverdeckt®,
Damit geht nur der Zeitbedar{ des nullten und des ersten Routing-Schritts in die insgesamt
benétigte Zeit T ein und man erhélt

T = ) ﬁf - icomm + iatart + ﬁ[ - tcamm -+ ist&rt

| =3 | =

- AM - icomm +2- tstart

Damit treten nur zwei Startzeiten in der Berechnung von T auf. Die reine Ubertragungszeit

kann jedoch nicht weiter verringert werden. :
In [St&Wa80] wird ein Algorithmus. vorgestellt in dessen Zenbedarf in einem n-dimensio-

nalen Hypercube-Rechner nur ca. log — Startzeiten eingehen, also
2

T = '('——)—"‘“"‘ . icomm -+ - - tatart-
n log,

Der zu erzielende Zeitgewinn wird jedoch erst ab einer — von der Startzeit {,4,,, abhéngen-
den — Gréfie von A erreicht, ist dann jedoch von Af unabhéngig, d.h. falls ein Zeitgewinn
auftritt, ist er fiir alle Werte von A konstant.

Als untere Schranke fiir den Zeitbedarf von Scatter kann somit nicht die Addition der mi-
~nimalen reinen Ubertragungszeit und der minimalen Anzahl von Stattzeiten herangezogen
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werden. Daher wird in [Jo&Ho89] das Maximum beider Werte

N—1) M h |
max { [(—“"“"‘“‘)—.l . icomm: T "t.!f,afi} ' (5.7)

-

als untere Schranke angegeben

Diese wird sowohl in dem hier vorgestellten Algorithmus als auch in dem Algorithmus
aus [St&Wa90] {iberschritten. In beiden Fillen wird lediglich die gleiche mlmmale reine
Cbertragungszeit [M—] + Lomm erreicht.

Der hier vorgestellte Algorithmus basiert entweder auf dem SBG- oder dem nRSBT-
Graphen. Die fiir beide Kommunikationsstrukturen benutzte Strategie ist die reverse-
breadth-first Strategie [Jo&Ho89]. Sie stellt sicher, daB die Daten fiir alle Knoten der
(n — i)-ten Ebene, 0 < ¢ < n, im #ten Routmg—Schrltt von der Wurzel gesendet wer-
den. Damit ben&tigt man n Routing-Schritte. Werden in jedem Routing-Schritt nach der
reverse-breadth-first Strategie auf jeder Verbindung der Wurzel genau gleich viele Daten
iibertragen, d.h. die Anzahl der erreichbaren Knoten muf fiir alle \erbmdungen gleich sein,
so wird fiir das Senden von B Daten in einem Routing-Schritt die Zeit [ 1 - teomm + Ustart
bendtigt. Mit der Abstandstreue beider Graphen, d.h. jeder Knoten ist auf kiirzestem Weg
erreichbar, und der Anzahl ( ) der Knoten, die sich im Abstand ¢ zur Wurzel befinden

[Jo& Ho89], ergibt sich der Zeitbedarf

nl n | Al
T = T 'icamm ts ar
5 ((ac o) 5t i)

t=0
nz_:l n ﬁj ‘t + t
= * T beomm - Latar
1=0 2 + 1 n et
N-—-1)-M
= '(_‘__)'— ' icomm + - istart
bei einer Paketgrofle von ' :
n A
B =Bl = «—_
(i) (i + 1) n

im i-ten, 0 < i < n, Routing-Schritt. Die maximale Paketgrofie B,,., wird im Routing-
Schritt |— 1 bzw. | 5] erreicht und 148t sich mit Hilfe der Stirlingschen Formel (5.5) berech-

nen Zu .
- .-..'Z"Bmaz': :
o= ()T

12 N - -I
;-_ .n3/2:.-

n
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Die Bedingung der gleichmafigen Verteilung der in einem Routing-Schritt zu versendenden
Daten aul die n Verbindungen der Wurzel wird im Fall des nRSBT-Graphen durch das
Konzept der vielfachen Wege erreicht. Jedes einzelne der (i_’f_l) in Schritt ¢ zu verschickenden

Datenpakete wird in j = min{n, A/} disjunkte Teilmengen aufgespalten. (:’:1) Teilmengen
aus jeweils verschiedenen Datenpaketen werden zusammengefaft und iiber eine Verbindung
iibertragen. Falls M < a, d.h. j = A, werden nur j Teilbdume des nRSBT benutzt.

Fiir SBG-Graphen gilt, daB nur zyklische Knoten auf verschiedenen Wegen erreichbar sind.
Die Anzahl der erreichbaren zyklischen Knoten einer Ebene ist fiir alle Wurzelverbindungen
gleich. Somit kann die Anzahl der pro Verbindung und Routing-Schritt zu ibertragenden
Daten genau balanciert werden, d.h. iiber jede Verbindung wird pro Routing-Schritt die
gleiche Datenmenge fibertragen [Jo&Ho89]. Damit ergibt sich fiir die Benutzung des SBG
der gleiche Zeitbedarf wir fir den nRSBT.
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5.9 'Total Exchange

5.8.1 Ein-Kanal Total Exchange

Ein-Kanal Total Exchange besteht aus N-maligem Ein-Kanal Scatter von A/ Daten mit &
verschiedenen Wurzeln. Zur Bestimmung einer unteren Schranke fiir den Zeitbedarf wird
die bendtigte Bandbreite (bandwidih) [Jo& Ho89] herangezogen. Sie betrégt fiir eine Scatter-
Operation von einem Knoten aus sowohl fiir Ein- als auch fiir n-Kanal Kommunikation

n-N-M

n - n

denn genau ’:) 0 <t < n, Pakete der Lange A/ miissen von der Wurzel aus einen Weg
der Lange 7 zuriicklegen. Insgesamt wird fiir Total Exchange also die Bandbreite

n-N?. A

5 (5.8)

benotigt. Aufgrund der Annahme der Ein-Kanal Kommunikation kann pro Routing-Schritt
aul maximal N Verbindungen gleichzeitig gesendet werden. Damit betrigt die minimale
reine U bertragungszeit

n- N M

2

Auch hier trifft die bei der Vorstellung eines Algorithmus fiir Ein-Kanal Multibroadcast
(Kap. 5.7.1) formulierte Therlegung zu, daf verschiedene Routing-Schritte derart {iberla-
gert werden konnen, daf} weniger als n Startzeiten in die Gesamttransferzeit eingehen. In
keiner der angegebenen Quellen ist jedoch ein Algorithmus fiir Ein-Kanal Total Exchange
zu finden, der die minimale reine Ubertragungszeit und weniger als n Routing-Schritte
benétigt. Somit wird

) tcomm-

-N M
max {f——g-——— Aommy T t,m,t} (5.9)
als eine untere Schranke fir den Zeitbedarf von Ein-Kanal Total Exchange angegeben

[Jo&Ho89!.

Die Benutzung der Vereinigung von & SBT-Graphen nach der SBT-Strategie, d.h. jeder
Knoten sendet nach der SBT-Strategie iiber den von ihm ausgehenden Binomialbaum,
fiihrt zu einer Transferzeit, die der unteren Schranke (5.9) am néchsten kommt [Jo& Ho89].
Pakete verschiedener Sender an einen Empfinger, die liber die gleiche Verbindung eines
Knotens iibertragen werden sollen, werden in einem Paket zusammengefaft (dynamische
Pakeigrofe, Kap. 5.2.3). Jeder Knoten schickt dabei im i-ten Routing-Schritt alle Daten-
pakete sowohl die bis dahin erhaltenen, die nicht fiir ihn selbst bestimmt sind, als auch die
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- 011 (53

i

01

Abb. 5.24: Kommunikationsstruktur fiix Ein-Kanal Total Exchange in einem dreidimensionalen

Hypercube-Rechner

110

000&

zweiter Schritt

.+ nuliter Schritt o :
... -Paketgréfle 4- M Paketgréfle 4- M~ : - Paketgrofe 4 M-

“Abb. 5.25:  Ein-Kanal Total Exchange in einem dreidimensionalen Hypercube-Rechuer -
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von ihm selbst zu verschickenden Pakete in einem Gesamtpaket {iber die Verbindung in
Dimension 7, d.h. an die Wurzel des héchsten von ihm aus erreichbaren Teilbaumes.
Abbildung 5.24 zeigt die acht verwendeten spannenden Binomialbdume in einem dreidi-
mensionalen Hypercube-Rechner. Die mit Knoten 0 verbundenen Kanten sind mit den
GréBen des iiber sie gesendeten Datenpakets in dem in Klammern angegebenen Routing-
Schritt beschriftet. Es werden jeweils nur die fiir den entsprechenden einzelnen Baum, d.h.
fiir eine Scatter-Operation relevanten Paketgréfien angegeben. Da die in einem Routing-
Schritt von Knoten 0 zu {ibertragenden Daten in einem Paket zusammengefafit werden,
bleibt dessen Grofie B fiir jeden Schritt 7, 0 < i < n, gleich. In Abbildung 5.25 sind die
wihrend des ¢-ten Routing-Schritts, 0 < ¢ < 2, benutzten Verbindungen durch die dick
eingezeichneten Linien gekennzeichnet. Die Paketgrifie ist B = 4 - A{ in jedem Schritt,
denn im Schritt null sendet Knoten ¢ alle Daten fiir die {iber Dimension null erreichbaren
Knoten im Binomialbaum mit Wurzel 0. Gleichzeitig empfingt Knoten 0 iiber Dimension
null ein Datenpaket der Gréfe 4 - M (siche Binomialbaum mit Wurzel 001). Dieses be-
steht aus einem fiir Knoten 0 bestimmten Paket und drei weiteren Paketen fiir die Knoten
010,110 und 100. Im néichsten Schritt sendet Knoten 0 iiber Dimension eins die eigenen
Daten an die beiden Knoten 010 und 110 in dem Binomialbaum mit Wurzel 0 sowie die
von Knoten 001 im vorherigen Routing-Schritt erhaltenen Daten fiir die Knoten 010 und
110. Das zu verschickende Datenpaket hat also die Grofie 4 - A, In Schritt eins empféngt
Knoten 0 ebenfalls iiber Dimension eins ein Paket der Linge 4 - A, bestehend aus je zwei
Einzelpaketen fiir den Knoten 100 und sich selbst, von den Knoten 011 und 010. Im letzten
Schritt schliefflich sendet Knoten 0 itber Dimension zwel an Knoten 100 vier Einzelpakete,
die von den Knoten 001, 010,011 und von sich selbst stammen. Empfangen werden Pakete
der Knoten 110,111, 100 und 101.

- [ Routing-Schritt | gesendete Pakete | empfangene Pakete |

0 001 011 111 101001
1 010 110 010 011
2 100 110 111 100 101

Tabelle 5.7: von Knoten 0 gesendete und empfangene Datenpakete in den Routing-Schritten null
. Dis zwej - o ' '

Tabelle 5.7 listet die Adressen derjenigen Knoten auf, fiir die die in Routing-Schritt 7 von
Knoten 0 gesendeten Datenpakete bestimmt sind, bzw. von denen Knoten 0 in Routing-
Schritt ¢.das fiir ihn bestimmte Paket empfangt.

Da jeder Knoten genau einmal als Wurzel eines SBT auftritt, gilt analog auch fiir die
Knoten 001,..., 111, daf die Grofle der zu iibertragenden Pakete konstant gleich 4 - A/ ist.
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Bei Durchfithrung des Algorithmus wird also in n Routing-Schritten iber jeweils eine
Verbindung jedes Knotens ein Datenpaket konstanter Grofle empfangen und ein weiteres
gleichzeitig gesendet. Die Moglichkeiten der Ein-Kanal Kommunikation werden also voll
ausgeschopft und es werden nacheinander alle n Dimensionen des Hy percube Rechners

genutzt.
Die Paketgréfie B betragt in _}edem Schritt

Der Zeitbedarf T errechnet sich damit auf einfache Weise zu

T = n- (B ‘ tcomm + istart)
n-N-A

= 'tcom'm +n't.star£;

2

womit zwar wiederum die untere Schranke {5.9) nicht erreicht, aber nur die minimale reine
Ubertragungszeit und n Routing-Schritte bendtigt werden.

5.9.2 n-Kanal Total Exchange

Die untere Schranke

N-M .
max{ 5 -twmm,n-tm”} (5.10)

fiir den Zeitbedarf von n-Kanal Total Exchange erhilt man durch die gleiche Uberlegung
beziiglich der bendtigten Bandbreite , der pro Routing-Schritt maximal benutzbaren Ver-
bindungen und méglicher Uberlagerungen von Routing-Schritten wie fiir Ein-Kanal Total
Exchange in Kapitel 5.9.1 [Jo&Ho89]. '

Da sich gegeniiber Fin-Kanal Total Exchange nur die Annahmen beziiglich der Kom-
munikationméglichkeiten jedes einzelnen Knotens verdndert haben, bleibt die bendtigte
Bandbreite die gleiche wie in Formel {5.8). Es kénnen nun jedoch alle Verbindungen des
Hypercube-Rechners gleichzeitig genutzt werden. Damit ergibt sich die fiir grofie Daten-
mengen A{ um den Faktor n geringere untere Schranke (5.10).

Durch Benutzung eines fiir n-Kanal Kommunikation besonders geeigneten Graphen kann
die untere Schranke (5.10) nur beziiglich reiner Ubertragungszeit erreicht werden. Wie im
Fall von n-Kanal Muliibroadcast (Kap. 5.7.2) kann sowohl der SBG-Graph als auch der
nRSBT-Graph als Basis fiir die Kommunikationsstruktur benutzt werden. Diese setzt sich
‘dann entweder aus der Vereinigung von N:SBG-Graphen oder aus N, nRSBT-Graphen
‘zusammen. Jeder der N Knoten des Hypercube-Rechners ist Wurzel genau eines der. N
‘Teilgraphen. Die durchzufiithrende Strategie des Sendens ist die reverse-breadth-first Stra-
“tegie (Kap. 5.8.2), d.h. alle Daten fiir die:Knoten einer Ebene jedes der N Teilgraphen
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werden von dessen Wurzel gleichzeitig gesendet. Begonnen wird mit der am weitesten ent-
fernten Ebene, und nach n Schritten wird die Ebene — bestehend aus den zur Wurzel
adjazenten Knoten — abgearbeitet.

Jeder Knoten des Hypercube-Rechners ist in jeder Knotenmenge der N SBG- bzw. nRSBT-
Graphen enthalten und sendet die in jedem dieser Graphen erhaltenen Datenpakete an die
entsprechenden Empfinger. Pakete, die iiber die gleiche Verbindung tibertragen werden
sollen, werden auch hier in einem Paket zusammengefafit.

Wie bei n-Kanal Multibroadcast errechnet sich der gesamte Zeitbedarf 7 mit Hilfe der
durch die Anwendung des Konzepts der dynamischen PaketgréBe in Routing-Schritt 4,
0 < ¢ < n, entstehenden Paketgrofie B [Jo&Ho89)

B=Bi)=2. 3 (?)z%{-- 5 (”)

n j=n—-t J J=i+l ]
Es ist
n—1
T = (B(Z) *teomm + istart)
1=90
L VAR
= - Z - 'icomm"l'n'tatart
=0 " mizr \J :
M = n
= _'tcomm' - . 'tsar
| - ; 2. (2) + 1 Lytarg
= — teomm 7" 212—1 + 7 et
n .
N
=. _‘_2'_ : icomm +n- tstart:

und die maximale Paketgréﬁe -Bmm wird im ersten Routing-Schritt bendtigt und betrégt

R M (n

LN =1) M

Analog zu n-Kanal Multibroadcast wird auch hier zur Erreichung einer gleichméBigen
Verteilung der zu tibertragenden Daten auf die n pro Wurzel zur Verfiigung stehenden
Verbindungen fiir die Vereinigung von nRSBT-Graphen das Konzept der vielfachen Wege
(Kap. 5.2.3) herangezogen, d.h. die Datenmengen der Linge M werden in n Teilmengen der
Linge [4] geteilt und jede fiber einen anderen der spannenden 7 Teilbdume iibertragen.
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Falls A/ < n, werden nur A7 Teilbdume zur Cbertragung der, in diesem Fall einelementigen,
AMengen genutzt.

Fiir den SBG-Graphen gilt aufgrund der gleichen ( berlegung wie in Kapitel 3.7.2, daf} sich
die zu iibertragenden Daten genau auf die n Verbindungen der Wurzel aufteilen lassen
[Jo&Ho89).

Als Abschluff der Vorstellung von Scatter-Algorithmen werden die wichtigsten diesbeziigli-
chen Ergebnisse in Tabelle 5.8 znsammengefafit. In der Spalte ., Paketgrofle” sind fiir dieje-
nigen Algorithmen, deren Paketgrofien sich von Routing-Schritt zu Routing-Schritt &ndern
(Ein-Kanal- und n-Kanal Scatter sowie n-Kanal Total Exchange) die maximalen und fiir
Algorithmen mit konstanter Paketgrofie {Ein-Kanal Total Exchange) die optimalen Pa-
ketgroflen eingetragen. |

Bei allen Scatteralgorithmen werden die angegebenen unteren Schranken fiir den Zeitbedarf
der reinen Ubertragunszeit fiir alle GréBen der zu iibertragenden Datenmenge erreicht. Bis
auf n-Kanal Scatter besitzen die vorgestellten Algorithmen den geringsten Zeitbedar aller
in der angegebenen Literatur zu findenden Algorithmen. - o :
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untere Schranke Graph | M | Paketgrdfle Zeitdedarf
Ein-Kanal Scatter .
max{(f\‘? - 1) <A tcomm, - islart} SBT 2 1 S ‘TE‘:’")M' (1’\". - 1) 'ﬂ/[ . tcomm +n- tsta.rt

n-Kanal Scatter

Ne1)-M
max{'(_-_ﬂL “teomm, tstart}

aREBT

N-13M
( ) “teomm + T tetar

2 N:-M
S \/w: nd/i2

"

SBG

N—1)-
W-LM teomm + 7 Lorart

2  N-AM
S \'/; w3i?

n

Ein-Kanal Total Exchange
max{""’\,_,ﬂ - tcomme - tﬂa”} SBT 2 1 L;'\i %"’y_ * icomm +n- tsta,rt
n-Kanal Total Exchange
mak{'fvg_” “leomms isiart} SBG >1 < ﬂ:;}')_ﬂ iﬁﬂ” “loomm T T Letart
nRSBT ?_ 1 S N—:)-]\I I—V% “teomm + 1 tstart

Tabelle 5.8: Zeitbedarf von Scatter/Total Exchange
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5.10 Vergleich der Transferzeiten fiir parallele
Architekturen

Der Zeitbedarf von Datentransferalgorithmen in Hypercube-Rechnern soll abschlieend mit
den Laufzeiten von entsprechenden Algorithmen fiir die folgenden parallelen Architekturen
verglichen werden:

Broadcast Bus : In diesem Modell seien N Prozessoren durch einen Bus miteinander
verbunden, der in der Lage ist, Daten von einem zu allen anderen Prozessoren ge-
nau so schnell wie von einem zu nur einem anderen Prozessor zu ubertragen AHe
Prozessoren konnen gleichzeitig iiber den Bus kommunizieren. o

gemeinsamer Speicher : Hier sind N Prozessoren durch einem gemeinsamem Speicher
verbunden, von dem alle gleichzeitig lesen oder auf den alle gleichzeitig schreiben

kénnen.

Ring : N Prozessoren sind nach Art eines Ringes verbunden und jeder Prozessor kann an
beide Nachbarn gleichzeitig senden bzw. an einen Nachbarn senden und vom anderen

Nachbarn empfangen.

zweidimensionale Gitter : Es wird eine zweidimensionale Gitterstruktur mit v N Pro-
zessoren pro Dimension als Verbindungsstruktur der Prozessoren angenommen. Jeder
Prozessor kann gleichzeitig mit allen seinen Nachbarn kommunizieren.

geschalteter Rechner : In diesern Modell kann jeder der A’ Prozessoren mittels eines zen-
tralen Schaltnetzes mit genau einem Prozessor verbunden werden. Nach dem Aufbau
der Verbindungen konnen alle Prozessoren gleichzeitig mlt 1hrern direkt v erbundenen
Prozessor kommunizieren,

Die Laufzeiten fiir diese Algorithmen in Tabelle 5.9 und die Rechnermodelie stammen aus
[Sad&:Sc89b, Sa&Sc86, St&Wad0]. Es sei darauf hingewiesen, dafl in diesen beiden Arbeiten
keinerlei Anspruch auf Zeitoptimalitit erhoben wird, also moglicherweise schnellere 'l\igo-
rithmen fiit einige oder gar alle Architekturen, ausgenommen der Hypercube-Struktur, exi-
stieren. Die angegebenen Laufzeiten fiir die H\ percube-Struktur hingegen sind die schnell-
sten der in den angegebenen Quellen beschriebenen Algorithmen bei n-Kanal Kommum-
kation. ' :

Das benutzte Kommunikationsmodell entspricht im wesentlichen dem aus Kap1tel 3. 2 2.
Fiir den Rechner mit gemeinsamem Speicher kann 1/%.,nr, als Bandbreite eines Prozes_s_ors
angesehen werden. Die zum Transfer eines Pakets der Grofie A7 von einem Prozessor zum
gemeinsamen Speicher oder umgekehrt bendtigte Zeit betrdgt M - feomm + fotare. i das
Modell des geschalteten Rechners entspricht die Zeit i, der Zeit, die das. Schaltnetz
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Broadcast Bus gemeinsamer Speicher J
Unicast AM - teomm + tstart 2- (-ﬁ[ " icomm -+ tsta.r!)
Broadecast M Aiomm =+ tstart 2-{M icomm + tstart)
Multi- N-M- fomm —+ N tstart N AT icomm +2- tstaﬂ:
broadcast
Scatter N-&f. icomm -+ N . tstari N M. comm + tsta.rt
Total N-M-. icomm + N - tstart 2- (A’ - M- tcomm + isiart)
Exchange
Ring zweidimensionales Gitter J
. . 2 2
Unicast (\/ 'J';i “legmm + A7/ ('1 - 1) ’ istar!) (\.’ "1'41 “teomm + 1% (7— - 1) - istari)
7 N 2 ! :
Broadcast ( AL icomm + \/(I_?J - 1) N tsim’i) ( “Ag' * tccmm + \/( r\/’ﬁ’l - 1) N tsturi.)
Multi- (N-1)-M-1 + (N - 1)1 N-M-1 2. VN
- - * teomm - tlstart M deomm +2- * Tsiart
broadcast
Scatter . N_;i *leomm T [%-l - start N-AL- Teomm + 2. \/A_- tetart
Total lgﬂ_f *leomm + N tstart 2:N-M. tcomm + 2- \/j\_r tsta.rt
fxchange : .
| geschaiteter Rechner Hypercube-Rechner J
2
Unicast ) A teomm + Tstart (V 31—1 “teomm + v (1 - 1) " istari)
T- _ 2 — 2
Broadcast 2. (V A-{_ *logmm + \ﬂlogQ N - 2) * tsmrt) (V 'I:Tf “leomm + V/ (n - 1) . tsia.tt)
-~ Multi- : i\(' M teomm T 1052 Nt N--’: '-M *leomm T 7 - tstart
broadcast
" Scatter N-M - teomm + 108, N+ toiart UMt comm + s~ start
Exf;gﬂge }Qgi’ N '(A’I ~teomm T+ 2. tstar.t:). : . Eg"hi “teomm 7 Lsart

Tabelle 5.9: ‘Vergleich von Transferzeiten fiir verschiedene paraliele Architekturen. _. N
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zum Aufbau der N Verbindungen bendtigt. Der Vergleichbarkeit halber werden fiir alle
Architekturen die gleichen Werte fiir ¢,150r und fomm angenommen. fklle ju;isdrucke sind
fiir groﬁe zu iibertragende Datenmengen Al angegeben.
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5.11 Kommunikation in fehlerhaften
Hypercube-Rechnern

Bei der Untersuchung der Datentransferalgorithmen in den Kapiteln 5.2-5.9 wurde im-
mer ein fehlerfreier Betrieb aller Verbindungsleitungen und Knoten des betrachteten
Hypercube-Rechners vorausgesetzt. Es muf jedoch in der Praxis mit zunehmender Sy-
sterngréfie auch mit einer steigenden Wahrscheinlichkeit fiir den Ausfall einer oder mehre-
rer Hardware-Komponenten gerechnet werden. In diesem Fall kénnen Daten beim Transfer
unter Beteiligung einer fehlerhaften Komponente verfilscht werden oder sogar ganz ver-
loren gehen. Jedoch kann durch eine geringe Anzahl fehlerhafter Komponenten nicht das
ganze System in Mitleidenschaft gezogen werden, da die einzelnen Knoten nur iiber spezielle
Verbindungen kommunizieren kdnnen und, im Gegensatz zu Parallerechnern mit gemeinsa-
mem Speicher, keinen direkten Zugriff auf Speicher haben, die von anderen Knoten benutzt
werden. _

Um laufende Berechnungen erfolgreich beenden zu kénnen oder um eventuell sogar den wei-
teren Betrieb des Rechners bis zum Austausch der fehlerhaften Komponente zu gewihrlei-
sten, sollten Kommunikationsalgorithmen bereitgestellt werden, die im Fehlerfall nach der
Identifikation der fehlerhaften Einheit fiir deren Umgehung und somit fiir den fehlerfreien
Betrieb des Rechners sorgen [Go&St88b.

Falls die Aufrechterhaltung des Betriebs erfolgreich durchgefithrt werden kann, mufi den-
noch fiir die Dauer des Defekts mit einem erheblichen Verlust an Leistungsfahigkeit ge-
rechnet werden. Dies liegt an der meist speziell auf die Verbindungsstruktur und auf
GleichmiBigkeit ausgerichteten Lastverteilung, die durch die Umgehung fehlerhafter Kom-
ponenien sehr unausgeglichen werden kann. Zum einen muff sowohl bei Ausfall von Verbin-
dungsleitungen als auch bei Ausfall eines Knotens mit langeren Wegen beim Datentransfer
fiir diejenigen Wege gerechnet werden, die im Normalfall die nun fehlerhaften Komponen-
ten benutzen. Zum anderen muf bei Ausfall eines Knotens die fiir ihn anfallende Arbeit
von anderen, fehlerfreien Knoten iibernommen werden, Letzteres erweist sich als schwierig,
falls angefangene Berechnungen noch erfolgreich beendet werden sollen, denn es bleibt of-
fen, wie die bendtigten Daten, die im fehlerhaften Knoten gespeichert sind, dem fehlerfreien
Restsystem zur Verfiigung gestellt werden konnen.

Eine einfache Mdoglichkeit zur weiteren Nutzung des Rechners — allerdings unter Ver-
zicht auf die Beendigung bereits angefangener Berechnungen — besteht im Ausweichen
auf kleinere, fehlerfreie Konfigurationen des Hypercube-Rechners, d.h. Beschrankung auf
die Nutzung einer Hypercube-Struktur kleinerer Dimension (Unterwiirfel, Kap. 3.1.1) als
die Dimension der gesamten Struktur. In diesem Fall muf} im allgemeinen weder die Last-
verteilung gedindert noch ein gréferer Overhead durch langere Kommunikationswege in
Kauf genommen werden. Jedoch wird hochstens die Hilfte aller zur Verfiigung stehen-
den Prozessoren genutzt, und es muf ein Algorithmus zur Anforderung und ggf. Freigabe
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fehlerfreier Unterwiirfel (siehe z.B. [Ka&Sh&8]} implementiert werden.

Weitere Mafinahmen zum durchgehenden Betrieb des Rechners im Tall von Knoten-
ausféllen sind algorithmenbasierte Fehlererkennungsmethoden (algorithm-based fault delec-
tion, [Bane& & 90]). Hierbel kdnnen wihrend der Berechnung durch algorithmenspezifische
Mafnahmen, z.B. geeignete Kodierungen, Knotenfehler erkannt und der Algorithmus ent-
sprechend umgestellt werden, so dafl die Benutzung des fehlerhaften Knotens vermieden
wird. In [Bane&&90] werden entsprechende Methoden fiir die Matrixmultiplikation, die
Gauflsche Elimination und die schnelle Fourier-Transformation vorgestellt. Literaturhin-
weise auf weitere Anwendungen und theoretische Betrachtungen zu algorithmenbasierter
Fehlererkennung finden sich in [Ba&St88].

Der Ausfall eines Knotens mufi aufgrund oben genannter Griinde als ein schwerwiegen-
der Fehler angesehen werden, wahrend bel Ausfall einer Verbindungsleitung noch recht
gute Aussichten fiir die erfolgreiche Beendigung laufender Berechnungen und fiir den wei-
teren Betrieb bestehen. Dies wird anschaulich durch die mégliche Betrachtung eines Kno-
tenausfalis als einen Ausfall aller mit diesem Knoten verbundenen Verbindungsleitungen
unterstiitzt. Weiterhin miissen schlimmstenfalls n Verbindungsieitungen ausfallen (Fehler-
toleranz, Kap. 3.1.6) — ndmlich gerade alle mit einem bestimmten Knoten verbundenen
— um dessen Isolierung, d.h. Ausfall und damit auch den Defekt aller ihn enthaltenden
Unterwiirfel nach sich zu ziehen. Der Ausfall eines Knotens hingegen schliefit dessen weitere
Benutzung von vorneherein aus. Weitergehende Betrachtungen iiber den Zusammenhang
zwischen der Anzahl fehlerhafter Komponenten eines Hypercube-Rechners. und der. Exi-
stenz fehlerfreier Unterwiirfel finden sich in [Be&Si88]. '

H.P. Katsefl beschiftigt sich in [Kats86, Kats88] mit unvollstandigen Hypercube-Rechnern
(incomplete hypercubes). Ein unvollstandiger Hypercube-Rechner besitzt eine Knotenzahl,
die nicht einer Zwelerpotenz entspricht, wobei die Knoten mit den héchsten Adressen feh-
len. Somit kann diese Klasse von Rechnern als Spezialfall fehlerhafter Hypercube-Rechner
aufgefafit werden.

Abbildung 5.26 zeigt einen unvollsténdigen Hypercube-Rechner mit sieben Knoten, der
einem Hypercube-Rechner entspricht, dessen Knoten mit Adresse 111 ausgefallen ist.
Laut [Kats88] solien unvollstdndige Hypercube-Rechner die schrittweise Erweiterung eines
bestehenden Systems erleichtern, denn statt einer Verdoppelung der Knotenzahl kann nun
mit beliebiger Knotenzahl erweitert werden. Zur Unterstiitzung dieser Behauptung werden
Algorithmen fiir Routing und Broadcast angegeben, die ebenso einfach sind.wie Algorith-
men _fiir herkémmliche Hypercube-Rechner. Aufgrund der i.a. entstechenden: Asymimetrie
der- Verbindungsstruktur muf jedoch davon ausgegangen werden, daf} eine gleichmifige
‘Lastverteilung fiir weitverbreitete Probleme mit symmetrischer Struktur {z.B. Matrixalgo-
‘rithmen) unter Benutzung aller Knoten nur sehr schwierig zun erreichen ist. Dies muf als
schwerwiegender Nachteil angesehen werden, der durch den V ortell elner 1e1chteren Erwei-
'terbarkelt des -Rechners kaum ausgeglichen werden kann. :
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Abb. 5.26: Unvollstindiger Hypercube-Rechner mit sieben Knoten

In den nun folgenden Abschnitten werden die in der angegebenen Literatur zu finden-
den Methoden zum fehlertoleranten Datentransfer in Hypercube-Rechnern iiberblicksweise
angegeben, aufgrund der Vielfalt der Algorithmen jedoch nur teilweise néher erldutert.
Das Hauptaugenmerk liegt in allen Artikeln auf dem Problem des Findens eines méglichst
kurzen Weges zwischen zwei fehlerfreien Knoten bzw. auf dem Problem der Feststellung,
daf kein derartiger Weg existiert. Auf das Problem des méglichst schnellen Datentrans-
fers durch Benutzung von Konzepten wie vielfache Wege, Pipelining oder dynamische Pa-
ketgrofe (Kap. 5.2.3) sowie auf eingehendere Untersuchungen der bendtigten Transfer-
zeit, z.B. durch Unterscheidung von Startzeit {4, und reiner Kommunikationszeit 1.gmm
(Kap. 5.2.2) wird in keiner der angegebenen Arbeiten eingegangen. Als Maf fiir die Lei-
stungsfihigkeit eines Algorithmus wird vielmehr die zu erwartende Lénge eines durch ihn
entstehenden Weges herangezogen, d.h. es wird ein Modell wie in [Lan&&90, Berté&&89]
benutzt, welches die. Linge einer Nachricht unberiicksichtigt 148t - '

5.11.1 | _.:Feh_leﬁ.ole_ranz durch zusétz_iiche Hardware

Eine Moglichkeit, den Betrieb des Rechners im Fehlerfall aufrechtzuerhalten, besteht in
der Verwendung von zusatzlicher Hardware, die im Fehlerfall die ausgefallene Komponente
vollstindig ersetzt. Dies 148t sich fiir-den Fall eines Knotenausfalls durch die Bereitstellung
eines oder mehrerer Ersatzknoten {spare nodes) fiir je einen Unterwiirfel konstanter Gréfie
realisieren. In [Al&Me89] werden sogenannte fehlertolerante Unterwiirfel {fault folerant ba-
sic block, FTBB) aufgebanut, die fiir je einen dreidimensionalen Unterwiirfel des Hypercube-
Rechners vier Ersatzknoten vorsehen, die in einer zweidimensionalen Hypercube-Struktur
‘miteinander verbunden sind. Die Knoten sind mit den Ersatzknoten so'verbunden, daf} je
vier Knoten mit einem Ersatzknoten und je zwei Ersatzknoten mit einem Knoten verbun-
den sind. Anschaulich kann dies durch die Verbindung jedes der vier Ersatzknoten mit allen
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Knoten jeweils verschiedener Seiten eines Wiirfels dargestellt werden (Abb. 5.27). Durch-
gezogene Linien reprisentieren die Verbindungen des Unterwiirfels, gestrichelte Linien die
zusitzlichen Verbindungen von Knolen zu Ersatzknoten und gepunktete Linien die Ver-
bindungen der zweidimensionalen Hypercube-Struktur der Ersatzknoten. Ein Ersatzknoten
kann alle Knoten ersetzen, deren Adressen durch Ersetzen der ,X* in der Bezelchnung des

Ersatzknotens entstehen

000

X0X Q \(\) ¥1X

001

Abb. 5.27: - Fehlertoleranter Unterwiirfel (FTBB)

Fallt ein Knoien eines FTBB aus, so nimmt ein freier Ersatzknoten dessen Adresse an
und fithrt dessen Berechnungen weiter, sofern dies ohne Kenntniss der durch den Fehler
verlorengegangenen Daten méglich ist. Sind beide Ersatzknoten des ausgefallenen Knoten
schon beschéftigt, so fiihrt dies zu einem fehlerhaften FTBB.

Neben der Bestimmung, welcher der beiden Ersatzknoten die Funktionen eines fehlerhaften
Knotens fibernimmt, muf noch ein Routing-Algorithmus bereitgestellt werden, der alle fiir
‘den fehlerhaften Knoten bestimmte Nachrichten an dessen Ersatzknoten weiterleitet.

Der ‘Betrieb eines Hypercube-Rechners kann hierdurch theoretisch durch eine konstante
Anzahl aktiver Prozessoren ohne Leistungsverluste-aufrechterhalten werden, Dies ist jedoch
nur bis zu einer bestimmten Maximalzahl von Ausfillen moglich, und es bleibt neben
dem Problem der Wiederherstellung verlorener Daten das Problem eines aufwendigeren
“Routings. Eventuell miissen auch hier lingere Wege in Kauf genommen werden und nicht
“zuletzt muf zusitzliche Hardware im Umfang der halben Knotenzahl des ursprunghchen
Rechners beschafft werden, die nur im Fehlerfall genutzt wird. ' :
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5.11.2 Fehlertoleranz ohne zusitzlichen Hardware-A ufwand

Anstatt zusdtzliche Hardware za beschaffen, die nur im Fehlerfall aktiviert wird und daher
im allgemeinen nur eine geringe Auslastung aufweist, 146t sich fehlertolerantes Routing
auch durch geeignete Mafinahmen im Software-Bereich erzielen. _

Ein solches Konzept ist das vielfache Senden von Nachrichten auf kantendisjunkten Wegen
{sending multiple copies through disjoint paths) [Ra& Sh88]. Kopien der zu {ibertragenden
Nachricht kdnnen hierbei auf bis zu n kantendisjunkten Wegen gleichzeitig ibertragen wer-
den (Kap. 3.1.5). Falls der Rechner fehlerfrei arbeitet, erhilt der Empfinger schliefllich alle
gesendeten, identischen Nachrichten. Anderenfalls erhilt der Empfanger moglicherweise
keine oder nur wenige der gesendeten Nachrichten. Je nach zugrundegelegtem Fehlermo-
dell muf der Empfiinger nun geeignete MafBnahmen ergreifen [Ra&Sh88, Lamp&&82]:

einfache Fehler : (simple omission faults)
Falls man davon ausgehen kann, daB nur einfache Fehler auftreten kénnen, d.h.
dafl ein Knoten entweder eine empfangene Nachricht korrekt weiterleitet oder diese
_gar nicht sendet, ist die Entscheidung fiir den Empfanger der Nachricht einfach. Falls
er iiberhaupt eine Nachricht erhilt, ist sie in genau dieser Form auch von der Quelle
gesendet worden, und alle weiteren eintreffenden Kopien dieser Nachricht sind iden-
tisch.

schwere Fehler : ( Byzantine-, non-Byzantine faults)
Unter der Annahme, daff durch auftretende Fehler Nachrichten verdndert, umgeleitet
oder ausgelassen werden kénnen, muf damit gerechnet werden, dafl der Empfinger
Nachrichten verschiedenen Inhalts erhdlt. Der Entscheidungsmechanismus, welche
der erhaltenen Nachrichten als die richtige zu akzeptieren ist, ist in diesem Fall nicht
“einfach [Lamp& &82]. Eine Mdglichkeit besteht darin, diejenige Nachricht, die am
hiufigsten empfangen wurde, als die richtige zu akzeptieren (Mehrheitsentscheid, ma-
jority voting), wobei eine bestimmte Mindestzahl identischer Kopien eintreffen muf,
“um mit hoher W ahrschemhchkelt entschelden zu konnen dafl dlese die unv erfalschte

achrlcht ist.

Ein Vorteil dieser-Methode liegt darin, daBl keine ldentifikation von fehlerhaften Kom-
ponenten notwendig ist und somit, zumindest hierfiir, kein Overhead anféllt. Als Nachteil
‘hingegen muf jedoch sowohl das stark ansteigende Verkehrsaufkommen als auch ein aufwen-
diges Akzeptanzverfahren angefiihrt werden, welches im wesenthchem aus dem Vergleich
‘aller- eintreffenden Kopien aller Nachrichten besteht : -

“Zur Vermeidung dieser Nachteile bietet sich an, daf} Jeder Knoten Informationen iiber den
'Zustand von Teilen des Netzwerks sammelt und mit deren Hilfe versucht, die Benutzung
fehlerhafter Knoten oder Verbindungen zu vermeiden. Es ist dabei ausreichend zu wissen,
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ob eine Verbindung oder ein Knoten fehlerhaft ist oder nicht. Vorschlige iiber die Menge
der zu sammelnden Netzwerkinformationen reichen vom Sammeln von Informationen nur
iiber die unmittelbaren Nachbarn [Le&Ha88, Ch&Sh88. Ch&Shy0, GodSt88a, Go& St88b.
Blou& &89] bis hin zur vollstiandigen Information jedes Knotens iiber den gesamten Rechner
[Le& Ha88). Letzteres ist nur mit grofem Aufwand realisierbar, kann jedoch chne weiteres
zum Finden des kiirzesten noch verbleibenden Weges zwischen zwei fehlerfreien Knoten
genutzt werden. Mit abnehmender Informationsmenge tiber das Netzwerk wird es fiir jeden
Knoten natiirlich zunehmend schwieriger oder gar unmdglich zu entscheiden, welches die
beste Routing-Entscheidung ist.

Fiir den Fall des Sammelns von Informationen iiber die Nachbarn wird hiufig von der Me-
thode des Sidetracking Gebrauch gemacht [Go&St88b, Blou& &89, Ch&Sk88, Ch&Sh90].
Es wird hierbei zuniichst versucht, eine fehlerfreie Verbindung zu einem fehlerfreien Knoten
zu benutzen, so daff die Entfernung zum Empfinger verringert wird. Die Auswahl einer
solchen Verbindung kann sowohl durch zuféllige Entscheidung als auch z.B. durch Wahl
der kleinsten oder grifiten in Frage kommenden Dimension erfolgen. Falls nun keine der-
artige Verbindung existiert, benutzt man nacheinander alle anderen Verbindungen, iiber
die noch nicht besuchte Knoten erreicht werden kénnen, d.h. es wird ein Umweg in Kauf
genommen. Falls auch keine derartigen Verbindungen mehr existieren, wird die Nachricht
wieder an denjenigen Knoten zuriickgesendet, von dem sie zuerst empfangen wurde (Back-
tracking). Ist der ausfithrende Knoten, der die Nachricht zuriickschickt, der urspriingliche
Sender, so sind Sender und Empfinger nicht verbunden. Zur Bestimmung, welcher Knoten
bereits besucht wurde und welcher nicht, muff mit jeder Nachricht zusétzlich zur Adresse
des Senders auch eine Liste der Adressen der bereits besuchten Knoten oder der bis jetzt
benuizten Dimensionen mitgeschickt werden.

Das Struktogramm aus Abbildung 5.28 verdeutlicht genauer diese mit Tiefensuche (depth-
first search) bezeichnete Vorgehensweise in einem n-dimensionalen Hypercube- Rechner
[Ch&Sh90]. e; sei gleich der binsren Zahl mit Wert 2¢, d.h. diejenige binére Zahl mit einer
eins an der Stelle i und null sonst. @ bezeichne die bitweise EXKLUSIV-ODER Opera-
tion {Kap. 5.1). Der Algorithmus beginnt in jedem Knoten nach Empfang aller gesendeten
Daten.

Betrachtet man belsple}suelse die Darstellung eines fehlerhaften Hypercube-Rechners in
Abbildung 5.29 auf Seite 129 und wendet obigen Algorithmus auf das Problem des Routings
zwischen den Knoten 0001 und 1101 an, so werden die Zwischenknoten 1001, 1011 und 1111
durch Wahl der kleinsten Dimension, deren Benutzung die Entfernung zum Empfénger
‘verkiirzt, in den Knoten 0001.und 1011 gewihlt. In Knoten 1001 hingegen mufl ein Umiweg
‘in Kauf genommen werden, da die einzige Verbindung, die einen kiirzesten Weg garantiert,
“fehlerhaft ist. Die Reihenfolge der Benutzung der Verbindungen ist mit arabischen Ziffern
_gekennzeichnet. Es ist ersichtlich, daf Backtrackingin diesem Fall nicht bendtigt wird. Dies
wiire jedoch der Fall, falls auch-die Verbindung von 1001 nach 1011 fehlerhaft wire. Der in
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empfangene Daten: relative Adresse ¢ von ausfithrendem Knoten und
Empfinger, Menge der besuchten Knoten BK und die zu iibertragende
Datenmenge DATEN

Initialisierung: ¢ := 0; s := ,Adresse des ausfiihrenden Knotens”

kein gesetztes Bit in ¢ vorhanden 7

ja ' nein
Die Daten ..
. . Solange, wie 1 # n
sind fiir den £e, 7
ausfithren- ~—
den Knoten . i-tes Bit von ¢ gesetzt, i-te Verbindung

bestimmt. _ ' fehlerfrei und s & ¢; € BK 7

ja nein

Sende c G e;, BK U {s} und DATEN
iiber die Verbindung in Dimension 1.

Beende Algorithmus

1:=1+1

Sei A die Menge aller noch nicht besuchter Knoten, die von
s aus iiber eine fehlerfreie Verbindung erreichbar sind.

M gleich der leeren Menge 7

ja nein

Sel m die kleinste

s gleich erstmals sendender _~7 =~ = Dimension, iiber
o " Knoten ? " R die ein Knoten in
Cja N nein | M erreicht
— _ werden kann.
_ ~ “Sender und | ~Sei-m die Dimension EEETTREE
| “Empf3nger sind nicht 7 Ciiber die die
~verbunden. | “Nachricht erstmals -
Beende Algorithmus empfangen wurde.

“Sende ¢ & €,,, BK U{s} und DATEN iiber Dimension m.

Abb. 5.28: Routing-Algerithmus mit Tiefensuche fiir einen fehlerhaften Hypercube-Rechner




5.11: Kommunikation in fehlerhaften Hyvpercube-Rechnern 129

0001 01061

oooe &

ootc &Y

Abb. 5.29: Vierdimensionaler. fehlerhafter Hypercube-Rechner

diesem Fall resultierende Weg ist der mit romischen Ziffern gekennzeichnete. Man erkennt
nun, dafl bei Knoten 1001 aufgrund fehlender fehlerfreier Verbindungen ein Backtracking
erforderlich wird.

Der beschriebene Algorithmus findet in jedem Fall einen Weg zwischen zwei fehlerfreien
Knoten, falls ein solcher existiert, denn durch Backtracking werden alie in Frage kommen-
den Wege getestet, bis man das Ziel erreicht oder feststellt, daf kein Weg dorthin existiert.
Der zuriickgelegte Weg kann also wesentlich langer werden als der Hamming- Abstand zwi-
schen Sender und Empfanger. Falls die Anzahl fehlerhafter Knoten gegeniiber der Gesamt-
zahl relativ gering ist, findet der Algorithmus jedoch mit grofler Wahrscheinlichkeit einen
kiirzesten Weg [Ch&Sh90]. ' '

Neben fehlertolerantem Routing besteht eine weitere Einsatzmoglichkeit von Sidetracking-
Algorithmen in der Umgehung vielbeschiftigter Knoten [Go&St88a]. Denkbar wire dabei
die bevorzugte Benutzung von Verbindungen, die zu wenig beschéftigten Knoten fithren.
Eventuell auftretende lingere Wege fiithren in diesem Fall aufgrund kiirzerer Wartezeiten
nicht unbedingt zu einer langerern Transferzeit. '
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6 Zusammenfassung und ﬁs_a};éébsﬁsk

Ziel dieser Arbeit war die Auswertung der verfiigharen Literatur iiber Hypercube-Rechner
mit Schwerpunkten auf den Eigenschafien der Hypercube-Struktur, dem Aufbau von
Hypercube-Rechnern und der Interprozessorkommunikation. Es hat sich gezeigt, daf die
Hypercube-Struktur eine Vielzahl gut untersuchter Eigenschaften besitzt, die sowohl die
einfache Abbildung vieler Problemstrukturen als auch eflizienten Datentransfer zwischen
den Knoten des Rechners erlaubt. Zusitzlich kénnen die Verbindungsstrukturen der mei-
sten zur Zeit angebotenen Multicomputer auf elnfache Weise ohne zusatzhchen Kommuni-
kationsaufwand simuliert werden.

Zwei verschiedene Entwicklungsrichtungen zeigen sich- beim Aufbau von vaercube-
Rechnern. Zum einen werden zunehmend leistungsfihigere Knoten verwendet (iPSC/860)
und in Systemen mittlerer Knotenzahl benutzt, die die Lésung von Problemen grofler
Granularitét auf dem Gesamtsystem erlauben. Zum anderen wird versucht, durch Bereit-
stellung einfachster Prozessoren in grofler Zahl (Connection Machine) die Lésung von Pro-
blemen feiner Granularitit effizient zu unterstiitzen. In beiden Féllen wird die Bearbeltung
zunehmend gréferer Probleme in angemessener Zeit ermdglicht. :

Da der aufl jedem Multiprozessorsystem erzielbare Speedup wesentlich von der Effizienz
der Interprozessorkommunikation abhingt [Ch&Sh88]), wurde in dieser Arbeit besonderes
Gewicht. auf die. Vorstellung und Untersuchung von Datentransferalgorithmen gelegt. Die
behandelten Kommunikationsarten kdnnen auf Hypercube-Rechnern verteilt implementiert
werden, wobei in den meisten Féllen die angegebenen unteren Schranken fiir den Zeitbedarf
erreicht werden. Dies 188t auf eine sehr gute Nutzung der lelstungsfahlgen \ferblndungs—
strukiur des Hypercube-Rechners schlieflen. =~

Die "Unterstiitzung ‘von Kommunikationsarten durch emstlerende Betnebssx steme fur
Hypercube-Rechner geht jedoch nur in wenigen I'dllen iiber die Bereitstellung von Rou-
tinen fiir Unicast hinaus (siehe einige Beispiele in Tabelle 6.1). Aus dem Rahmen fallen
in diesem Zusammenhang das Betriebssystem CrOS$ III ( Crystalline Operating System),
‘welches neben Routinen fiir Broadcast, Scatter und Unicast noch weitere speziellere Routi-
nen zur Verfiigung stellt [Anguéz&90], und Topologies, eine Betriebssystemerweiterung. die
dem Benutzer die Definition eigener Kommunikationsgraphen ermoglicht [Sc&Bo88]. Auf
Hardware-Ebene wird lediglich durch die Intel Hy percube-Rechner 1PSC/ 2 und 1PSC/ 860
Unicast unterstiitzt (DCM, Kap. 4.3.1). '

In Zusammenhang mit Datentransferalgorithmen in Hy percube Rechnern wire auch eine
— in dieser Arbeit unberiicksichtigt gebliebene — Untersuchung der Vielzahl.von Metho-
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[ CrOSTII | NX/2 [SIMPLEX | MOOSE | Trillium |

Unicast . Unicast LUnicast “Unicast Unicast
Broadcast Broadcast
Scatter
verschiedenes
Hypercube allg. | iPSC/2 i NCUBE iPSCAl FPS - T-Serie
_ ‘ NCUBE
[Angu& &90] | [Pier88] | [Krum88] | [Salm&&88] | [Burn&&88]

Tabelle 6.1: Hypercube-Betriebssysteme |

den zur Lastverteilung interessant, denn durch siec werden im wesentlichen die bendétigten
Kommunikationsarten vorgegeben. Literaturhinweise hierzu finden sich in Anhang A.4.
Ohne Zweifel besteht heute und in Zukunft im wissenschaftlich-technischen Bereich ein
grofler Bedar{ an Rechnern, deren Leistungsfahigkeit um ein Vielfaches hoher liegt als die
heutiger Supercomputer. Leisiungssteigerungen um einige GroBenordnungen sind jedoch
vermutlich nur durch den Einsatz massiv paralleler Systeme mit grofier Knotenzahl zu
erzielen. Allerdings muf betont werden, dafl es noch viele Schwierigkeiten bei der Nutzung
derartiger Systeme gibt. Beispiele hierfiir sind die unzureichende Software-Aussiattung
sowohl im Anwendungs- als auch im Entwicklungsbereich. Weiterhin ist die Portierung der
bestehenden Programme auf MIMD-Rechner keine einfache Aufgabe. Das ‘automatische
Erkennen und Ausnutzen vorhandener Parallelitét in Programmen und deren effizienteste
Ausnutzung wirft weitere Schwierigkeiten auf, fiir die momentan noch keine befriedigenden
Losungen gefunden wurden. Die bendtigte mathematische Theorie zur Nutzung massiv
paralleler Rechner ist insgesamt alles andere als gut erschlossen [Tv&Na89]. Auch hat der
Mensch selbst meist Probleme, sich in parallelen Denkweisen zurechtzufinden.
Das noch nicht abzusehende Ende in der Entwicklung auf dem Gebiet der Mikroprozes-
soren hingegen schafft die technischen Vorraussetzungen fiir den Bau zukiinftiger mas-
siv paralleler Rechner mit sehr hohen Spitzenleistungen. Die dringend notwendige Ent-
wicklung von Anwendungs- und Entwicklungsprogrammen ist Gegenstand intensiver For-
schungen in vielen "verschiedenen Projekten. Eine Auswahl-hierzu findet sich z.B. in
[Heat85a, Heat86, Fox88; Angu&&90]. Vom Erfolg dieser-Projekte wird es abhingen, ob
die Ausnutzung der Besonderheiten massiv paralleler Rechner in Zukunft, dhnlich wie dies
fiir heutige Vektorrechner der Fall ist, automatisiert und vereinfacht werden kann. Damit
wiirde in vielen Fallen uberhaupt ersi eine sinny oHe I\utzung mit veriretbarem Arbeits-
aufwand moéglich. - _ ' .
Neben groﬁer Spltzenlelstung 1st das glinstige: Prels—Lmstungsxerhaitms welches in der
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Hauptsache durch Verwendung preisgiinstiger Mikroelektronik erreicht wird, ein weiterer
Vorteil massiv paralleler Systeme. Dieses Verhiltnis liegt 2.B. bei Hypercube-Rechnern
um etwa eine Grofenordnung niedriger als bei heutigen Vektor-Supercomputern, d.h. die
Kosten pro erzielbaren MFLOPS liegen fiir Hypercube-Rechner bei einem Zehntel der ent-
sprechenden Kosten fiir einen Vektor-Supercomputer. Dadurch werden Hypercube-Rechner
und auch sonstige massiv parallele Systeme mit dhnlich giinstigen Kosten fiir kleinere Fir-
men und Institutionen finanzierbar. Bereits Miite 1989 waren von 1288 weltweit instal-
lierten Supercomputern 288 parallele Systeme mit mindestens 64 Prozessoren [Arch90],
wovon wiederum der gréfite Anteil auf Hypercube-Rechner entfiel. Jedoch kann heute noch
niemand absehen, ob die Hypercube-Struktur als Verbindungsstruktur massiv paralleler
. Systeme weiterhin diese dominierende Rolle einnimmt oder ob sie von einer anderen aus
der Vielzahl méglicher Verbindungsstrukturen verdréngt wird.
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eitere Literatur

A

Zum: Themenbereich Hypercube-Rechner existiert eine Vielzahl von Literatur, die meist
in Form von Artikeln in regelmifig erscheinenden Fachzeitschriften und Tagungsbénden
von Konferenzen; aber auch als Berichte von Forschungseinrichtungen und Universitdten
erscheinen.

Nachstehende, gesichtete und nach Stichworten geordnete Literaturangaben aus diesem
Bereich wurden in der vorliegenden Arbeit nicht verwendet, entweder weil sie nicht das
Thema der Arbeit behandeln oder weil deren Beriicksichtigung den Umfang der Arbeit
gesprengt hitte. '

Insbesondere die im Literaturverzeichnis auf den Seiten 139 und 141 aufgefilhrien Ta-
gungsbinde dreier Konferenzen iiber Hypercube-Rechner und deren Anwendung [Heat85a.
Heat86, Fox88] beinhalten eine Vielzahl von Artikeln iiber, hier-nicht oder nur zum Teil
beriicksichtigte, Aspekie von Hypercube-Rechnern.
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