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Kurzfassung

Koombinatorische Versuchspline (engl. experimental designs) gehen historisch auf land-
wirtschaftliche Versuchsanordnungen zuriick, deren Entwurfsprinzipien eine Verzerrung
der Experimentresultate durch Unterschiede in der Bodengiite ausschlieBen sollen. Mit
der stirmischen Entwicklung der Kombinatorik in der zweiten Hélfte dieses Jahrhun-
derts wurden sowohl eine Vielzahl spezieller kombinatorischer Strukturen entwickelt als
auch stetig neuve Anwendungsgebiete fiir kombinatorische Versuchsplédne erschlossen.
Seit dem Aufkommen elektronischer Rechenanlagen wurde die Bereitstellung von Hilfs-
strukturen fiir die Informatik eine zunehmend wichtigere Aufgabe der Kombinatorik.
Mit dem Ubergang zu (massiv-)parallelen Rechnerarchitekturen ist das Verstindnis wie
die Beherrschung paralleler Vorginge zur groflen Herausforderung an die Informatik
erwachsen. Die vorliegende Arbeit analysiert daher Problemstellungen aus dem Bereich
der Parallelverarbeitung mit den Mitteln der kombinatorischen Versuchspline. Hierbei
gilt es insbesondere, die strukturelle Verwandschaft der parallelen Strukturen mit den
kombinatorischen Versuchsplidnen nachzuweisen, wie sie in der jingeren Literatur po-
stuliert, aber bisher nicht gezeigt wurde. Mit dieser Zielsetzung wird zunichst eine
Modellierung von Parallelrechnern und parallelen Algorithmen in einem kombinatori-
schen Konzeptrahmen durchgefiihrt. Die damit moégliche Auffassung von Objekten der
Parallelverarbeitung als Versuchspline erschlieBt die ganze Vielfalt der in der
Kombinatorik vorhandenen Sétze und GesetzmifBigkeiten fur die Behandlung von Pro-
blemen der Parallelverarbeitung. Zu den betrachteten Aufgabenstellungen zdhlen das
Mapping, das Partitioning, das Embedding sowie das Routing, wobei der in den letzten
Jahren entwickelten Methode des Randomized Routing besondere Bedeutung beigemes-
sen wurde.
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Die Strukturen, denen sich diese Arbeit widmet und die allgemein die Bezeichnung
»versuchsplan® fiihren, werden seit ihrem erstmaligen Auftreten von zwei sehr unter-
schiedlichen Bereichen der Mathematik fur sich beansprucht: von der K ombinatorik und
der Statistik. Wihrend in der Kombinatorik die Struktur als solche, im Sinne eines Ob-
jektes der diskreten Mathematik, von Interesse ist, zielen die Anwendungen im Rahmen
der Statistik mehr auf die den Strukturen innewohnenden statistischen Eigenschaften ab,
die beispielsweise bei Stichprobenexperimenten den EinfluB von Verzerrungen beschrei-
ben kénnen. Dem Auflenstehenden, wenn er nicht iiber weitergehende Kenntnisse der
Statistik verfugt, fillt der kombinatorische Zugang im allgemeinen leichter, da viele re-
lativ bekannte Strukturen wie Graphen, projektive Ebenen oder Lateinische Quadrate
als Auspragungsform von (kombinatorischen) Versuchsplidnen aufgefat werden kon-
nen. Auch im Rahmen dieser Arbeit soll die kombinatorische Sichtweise im Vordergrund
stehen, da die Modellbildung den Kernpunkt der Arbeit darstellt. Die statistischen Ei-
genschaften der Versuchsplidne bleiben jedoch nicht gédnzlich unberiicksichtigt, sondern
werden flir den Entwurf neuer Routing-Verfahren genutzt.

Die erstmalige systematische Untersuchung der Versuchsplanstruktur wird allgemein
Euler zugewiesen, wenngleich davon ausgegangen werden muf}, dafl gleiche oder ver-
wandte Strukturen bereits weitaus frither das Interesse insbesondere von Mathematikern
geweckt haben werden, wenn beispielsweise die Historie der Magischen Quadrate be-
~ trachtet wird [D&K,74]. Bekanntgeworden ist Eulers Problem der 36 Offiziere [Eul,82],
dessen Aufgabe in der Konstruktion einer (6 x 6)-Matrix besteht, deren Elemente 36
Offiziere repisentieren. Die Offiziere sollen dabei so antreten, daB in jeder Reihe und in
jeder Spalte je 1 Offizier aus einem von 6 verschiedenen Regimentern und je 1 Offizier
mit einem von 6 verschiedenen Réngen steht. Es ist sicherlich trivial, (6 x 6)-Matrizen
zu konstruieren, die den Teilanforderungen hinsichtlich Regimentern oder Réngen ge-
niigen. Das Problem der 36 Offiziere verlangt jedoch dariiber hinaus, daB in einer ge-
dachten Uberlagerungsstruktur aus Regiment- und Rangmatrix jede Regiment-Rang-
Kombination genau einmal auftritt. Euler vermutete, und dies wurde 1901 von Tarry
bestitigt ([Tar,00], [Tar,01]), daB die gewiinschte Uberlagerungsstruktur fir die Ord-
nung 6 nicht existiert. Die generelle Vermutung Eulers aber, die besagt, daf} fur alle ge-
raden Ordnungen n, die nicht durch 4 teilbar sind, solche Paare orthogonaler Quadrate
nicht existieren, wurde 1959 durch Bose, Shrikhande und Parker widerlegt, was ihnen in
der Fachwelt den Namen Euler’s spoilers einbrachte [BSP,60].

Euler bezeichnete die Elemente der einen quadratischen Teilmatrix mit lateinischen, die
der anderen mit griechischen Buchstaben, daher sprach er eine Uberlagerungsstruktur
wie die gesuchte als Griechisch-Lateinisches Quadrat an. Daraus ergab sich dann riick-
wirkend die Bezeichnung ,,Lateinisches Quadrat” fur die einfache Struktur, die bisweilen
Euler selbst [Fla,69], bisweilen Fisher zugeschrieben wird [S&S,87]. Es waren also rein
#uBerliche Griinde, die zu dieser, zundchst unverstéindlichen, Benennung fihrten; eine
mathematische Herleitung des Begriffes ist nicht gegeben. Nun ist zwar mit den histo-
rischen Anfingen die Begriffsbildung Lateinisches Quadrat als spezielle Form des Ver-
-suchsplans erklirt, nicht jedoch die Bezeichnung Versuchsplan als solche.

Seit dem ausgehenden 18. Jahrhundert wurde, beginnend in der Landwirtschaft, die sy-
stematische Planung von Experimenten entwickelt, wobei im wesentlichen darauf abge-
zielt wurde, dufiere Einflisse, die zu Verzerrungen der experimentellen Ergebnisse fithren
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konnen, auf ein Minimum zu beschranken. Ein typisches Experiment konnte etwa der
Beurteilung verschiedener Diingemethoden gelten. Dazu wird eine landwirtschaftliche
Nutzfliche entsprechend der Anzahl v der zu untersuchenden Diinger in v Bahnen auf-
geteilt. Aus frilheren Experimenten ist bekannt, dafl die verwendeten Bdden teilweise
beachtliche Unterschiede hinsichtlich ihrer Giite bzw. ihrer Fruchtbarkeit aufweisen, so
daB die Ergebnisse des Experimentes vollig unbrauchbar sein konnen, wenn die Bahn
eines bestimmten Dingers sich zu groBen Teilen mit dem besonders fruchtbaren Bereich
des Feldes deckt. Es kann gezeigt werden, daf im Mittel eine optimale Entkopplung der
Experimentresultate von den Bodengiiteunterschieden gegeben ist, wenn das Feld wie
eine (v x v)-Matrix aufgeteilt wird und die unterschiedlichen Diinger in der Art ausge-
bracht werden, wie es durch die Anordnung in Lateinischen Quadraten vorgegeben ist.
Soll dariiber hinaus ein weiterer Faktor, etwa v Weizensorten, kontrolliert werden, so
kann dies durch ein Griechisch-Lateinisches Quadrat geschehen.

In der Landwirtschaft und auch in anderen Bereichen sind viele weitere Experimente
denkbar, bei denen die gleichen Uberlegungen zu analogem Vorgehen fiihren [Che,58].
Street und Street [S&S,87] beschreiben ein Experiment von de Palluel aus dem Jahre
1788, in dem Futterarten fur Schafe unterschiedlicher Ziichtung untersucht werden. Ex-
perimente in der Medizin konnten etwa der vergleichenden Analyse unterschiedlicher
Medikamente zur Behandlung der gleichen Krankheit dienen. Diese und &hnliche An-
wendungen fiihrten zur Bezeichnung Versuchsplan (engl.: experimental design) fur die in
der vorliegenden Arbeit behandelten Strukturen. Wéhrend im Deutschen fur dieselben
Strukturen auch die Bezeichnung optimaler Versuchsplan geldufig ist, spricht man im
Englischen oft nur von designs, fiigt andererseits aber gerne das Adjektiv combinatorial
hinzu, wenn die kombinatorische Sichtweise im Vordergrund steht.

Die Anordnung, die durch ein Lateinisches Quadrat beschrieben wird, kann
mathematisch so formuliert werden, daB in einem Paar aus einer Menge und einem
Mengensystem zunichst die Grundmenge der Elemente festgelegt wird und mittels des
Mengensystems dann die Eintrige zeilenweise zu sogenannten Blocken zusammengefaBt
werden. Basierend auf diesem Formalismus kénnen die Strukturen dahingehend abge-
wandelt werden, dal} die einzelnen Blocke, vormals Zeilen, nicht mehr alle Elemente der
Grundmenge in fester Anordnung enthalten, sondern nur noch eine Teilmenge, wobei
eventuell auch die Reihenfolge der Elemente innerhalb eines Blockes beliebig wird. Das
Mengensystem wird somit zu einer Sammlung von Teilmengen der Grundmenge. Im
Gegensatz zur Potenzmenge diirfen einzelne Teilmengen auch mehrfach auftreten.

Ein bekanntes Problem, da8 sich so formulieren 146¢, ist Kirkman's Schulmddchenpro-
blem [Ahr,18]. Dieses stellt die Frage, ob fur eine Klasse von 15 Mé#dchen sieben An-
ordnungen zu funf Dreierreihen hintereinander so gefunden werden konnen, daB} an sie-
ben aufeinanderfolgenden Tagen jedes Midchen mit jedem anderen Maidchen genau
einmal in einer gemeinsamen Reihe marschiert. In derartigen kombinatorischen Struk-
turen von Dreierblocken, die allgemein Steiner-Tripelsysteme, und in dem Fall der Auf-
teilbarkeit in Anordnungen, die alle Elemente enthalten, Kirkman-Tripelsysteme genannt
werden [Jac,83], ist folglich von Interesse, ob jedes ungeordnete Paar gleichhiufig in
allen Tripeln auftritt. Hier spielt die sogenannte Balance eine Rolle, die zu den stati-
stischen Betrachtungen hinfiihrt. Fisher war es schlieflich, der ab dem Jahre 1926 dic
systematische Untersuchung der Versuchspline im Hinblick auf die Gestaltung von Ex-
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perimenten initiierte und zu einer eigenstdndigen Theorie ausbaute ([Fis,26], [Fis,607).
Mit der stiirmischen Entwicklung der Kombinatorik in der zweiten Hilfte dieses Jahr-
hunderts ([Bec,64], [Sri,73], [Hal,86]) wurden sowohl eine Vielzahl spezieller kombi-
natorischer Strukturen entwickelt als auch stetig neue Anwendungsgebiete fiir kombi-
natorische Versuchsplidne erschlossen ([S&H,84], [Mea,90]). Seit dem Aufkommen
elektronischer Rechenanlagen wurde die Bereitstellung von Hilfsstrukturen zur Behand-
lung von Problemen der Informatik eine zunehmend wichtigere Aufgabe der Kombi-
natorik [O&W,76].

Mit dem Ubergang zu (massiv-)parallelen Rechnerarchitekturen ist das Verstindnis wie
die Beherrschung paralleler Vorginge zur groBen Herausforderung an die Informatik
erwachsen. Die vorliegende Arbeit zielt daher auf die Behandlung von Problemstellungen
aus dem Bereich der Parallelverarbeitung mit den Mitteln der kombinatorischen Ver-
suchspline. Hierbei gilt es, die Fiille der Strukturen, Sidtze und GesetzmiBigkeiten der
Kombinatorik der optimalen Versuchsplidne zu nutzen, um typische Strukturen aus dem
Bereich der Parallelverarbeitung in einem ersten Schritt zu beschreiben und dann, basie-
rend auf diesen Beschreibungen, die sich dort stellenden Probleme mit kombinatorischen
Mitteln zu 16sen. Dabei soll die Erfassung der Objekte der Parallelverarbeitung, na-
mentlich parallele Algorithmen und Multiprozessorrechner mit verteiltem Speicher, mit
Hilfe der kombinatorischen Versuchsplidne durchaus als eigenstédndige Aufgabe angese-
hen werden. Zwar ist in den letzten beiden Jahrzehnten eine groBe Zahl von wissen-
schaftlichen Publikationen iiber spezielle Probleme in der Parallelverarbeitung mit teil-
weise origindren Losungen erschienen, man kann jedoch sicherlich bei weitem noch nicht
von einem geschlossenen, methodischen Gebédude sprechen, wie man es in den meisten
Teilgebieten der Mathematik, insbesondere auch bei der Kombinatorik, vorfindet
[HoB,83].

Sogenannte Integrierte Konzepte beschreiben parallele Hardware und parallele Algo-
rithmen mit gleichen Mitteln und er6ffnen damit insbesondere neue Zuginge zum
Mapping-Problem. Valiant zielt mit seinem bulk-synchronous parallel model auf die
gleiche Problematik ([Val,90a], [Val,90b]). Er sieht das Fehlen eines einheitlichen
Grundmodells fiir Parallelrechner, wie es mit dem von-Neumann-Modell im sequentiel-
len Fall geschaffen wurde, als eigentliche Ursache fiir den noch nicht erfolgten Durch-
bruch der Parallelrechner in der Anwendung an. Theoretische Vorarbeit zum Aufbau
eines solchen Standardmodells der Parallelverarbeitung kann zumindest ansatzweise
durch die Modellierung mit Hilfe kombinatorischer Versuchspldne geleistet werden.
Ahnlich wie .das von Valiant vorgeschlagene Modell zielt auch die Modellierung mit
kombinatorischen Versuchsplinen weder ausschlieflich auf Hardware noch auf Software
ab, sondern schligt eine konzeptionelle Briicke und eignet sich daher insbesondere zur

Lésung des Mapping-Problems.

Beziiglich der Modellierung paralleler Strukturen ist es ein wichtiges Anliegen der vor-
liegenden Arbeit, das Versuchsplankonzept dem Graphentheoriekonzept gegeniiberzu-
stellen. Nach Mickunas [Mic,80] liefert die Graphentheorie dann nur wenig brauchbare
Ergebnisse, wenn entweder der- Durchmesser des Graphen oder die Zahl der Knoten pro
Verbindung erhoht werden soll. In der vorliegenden Arbeit soll gezeigt werden, da3 mit
der Auffassung eines Graphen als eine spezielle, eingeschrinkte Form eines kombinato-
rischen Versuchsplans die groflere Méchtigkeit der Versuchsplanstruktur genutzt werden
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kann, ohne die gewohnte und als Quasistandard akzeptierte Modellierung mittels
Graphen aus den Augen zu verlieren.

Das Ziel der vorzunehmenden Untersuchungen ist vor allem darin zu sehen, die struk-
turelle Verwandschaft der Objekte aus Kombinatorik und Parallelverarbeitung aufzuzei-
gen, welche auch von Richard M. Karp postuliert wird [K&W 85]:

... We believe that combinatorial designs will find many applications in the design of efficient
deterministic algorithms, and particularly in parallel algorithms, where they seem to fit so
naturally.

Die Verwendung des Begriffes parallel auf Seiten der Kombinatorik scheint hier erste
Indizien zu liefern ([Cam,76], [Phe,79]). Wenn die Giiltigkeit des Karpschen Postulats
nachgewiesen werden kann, ist es moglich, vom methodischen Gebdude der Kombi-
natorik hinreichend viel in die Parallelverarbeitung zu iibertragen, um ein weiteres lei-
stungsfiahiges Instrumentarium fir die Parallelitit zu entwickeln.

Neben diesem Induzieren einer strengen Systematik in den Bereich paralleler Strukturen
soll die umfangreiche Theorie liber kombinatorische Versuchspline fur die Parallelver-
arbeitung genutzt werden, um durch die Ubertragung von GesetzmiBigkeiten aus dem
Bereich der Kombinatorik in den Bereich der Parallelverarbeitung auf interessante und
wichtige Fragestellungen, wie Mapping, Partitionierung und Emulation, neue Antworten
zu finden. C. J. Colbourn und P. van Oorschot konstatieren, daB} die Kombinatorik der
optimalen Versuchpline zu diesem Zweck hinreichend Instrumente zur Verfiigung stellt:
»- the tools of combinatorial designs form a valuable part of the equipment needed to
solve problems of computation efficiently” [C&0,89]. In Anhang A sind diejenigen
Definitionen und Sitze liber kombinatorische Versuchspline zusammengefaft, die in der
vorliegenden Arbeit Anwendung finden.,

In einzelnen Teilbereichen der Informatik und speziell auch in der Parallelverarbeitung
wurde bereits auf Versuchsplanstrukturen zurlickgegriffen. Im Bereich der sogenannten
;kewing-Schemata ([B&K,71], [Wij,89]), die den konfliktfreien Zugriff auf mehrdimen-
sionale Datenstrukturen in verschrankten Speichern erméoglichen konnen, ist gezeigt
Worc?en, daf} die Forderungen an ein entsprechendes Abspeicherungsmuster auf das
.Vorl.xegen eines Knut-Vik-Plans zuriickgefihrt werden kann [Sha,78]. Ein Knut-Vik-Plan
ist eine Weiterentwicklung des Lateinischen Quadrats mit zusétzlichen Anforderungen
an die Verteilung der Elemente iiber Diagonalen. Das Zugriffsproblem bzw. die zu seiner
Losung herangezogene Struktur stehen in Zusammenhang mit dem von Polya beschrie-
benen Problem der Superqueens (n-Damen-Problem) [P61,18]. Eine Superqueen, als
hypothetische Schachfigur, verfigt dabei tiber die Zugmoglichkeiten einer Dame, die um
zyklisches Schlielen der Zugrichtungen tiber den Brettrand hinaus erginzt werden.
Shapiro zeigte, daBl » nicht-angreifende Superqueens dann und nur dann auf einem
(n x n)-Schachbrett positioniert werden kénnen, wenn » weder durch 2 noch durch 3
teilbar ist. Anwendungen des n-Damen-Problems und damit implizit des Knut-Vik-
Versuchsplans ergeben sich ebenso bei den Scheduling-Verfahren,. die die Optimierung
der Zuteilung von Prozessen zu Prozessoren-untersuchen [W&S,90]. Ein Beispiel flir
origindre Parallelisierung mit Hilfe optimaler Versuchspline wird von Karp und
Wigderson [K&W,85] beschrieben. Sie liefern einen parallelen Algorithmus, der mit
O(»*[(log n)?) Prozessoren fiir einen gegebenen Graphen mit » Knoten eine’maximal



unabhédngige Menge in der Komplexitdt O(( log )*) bestimmt. Lateinische Quadrate sind
auch als Operatoren (templates) in der Bildverarbeitung verwendet worden [K&L,88].
Daneben sind starke Bindungen zur Codierungstheorie gegeben ([C&L,75], [B&J,83]).

Colbourn und van Oorschot [C&O0,89] beschreiben einzelne Anwendungen, die
Schwellwertschemata, Authentisierungscodes, Kernspeicher und die Organisation ver-
teilter Datenstrukturen betreffen, dazu sei auch auf spezielle Arbeiten verwiesen
(TAGR,68], [Ber,76], [BAG,69]), es wird jedoch kein Gesamtkonzept geliefert. Demge-
geniliber wird hier der Versuch vorgelegt, eine systematische, die einzelnen Instrumente
integrierende Sicht paralleler Strukturen auf der Basis der Theorie der kombinatorischen
Versuchspldne zu entwerfen. Dabei kénnen in den einzelnen Teilbereichen nur prinzipi-
elle Strukturen und Vorginge beriicksichtigt werden, da die Arbeit primir auf eine
Gesamtaussage abzielt, womit in die Breite gehende Untersuchungen in den Teilbe-
reichen ausgeschlossen sind.

Mit dieser Zielsetzung soll Kapitel 2 erste Anhaltspunkte fir die strukturelle
Verwandschaft von kombinatorischen Versuchsplinen und parallelen Objekten licfern.
Der Zugang erfolgt zunéchst liber die parallelen Architekturen, fir die in Abschnitt 2.1
eine kurze Klassifizierung vorgestellt wird. Diese dient auch zur Erlduterung der in der
Arbeit auf der Hardware-Seite durchgefiihrten Restriktion. In Abschnitt 2.2 wird erliu-
- tert, wie Parallelrechner durch kombinatorische Versuchspline beschrieben werden
kénnen und welche Bedeutung damit die fir die Kombinatorik geschaffenen Eigen-
schaften von Versuchspldnen in der Parallelverarbeitung gewinnen. Dariiber hinaus wird
aufgezeigt, wie die Vorgehensweise systematisiert und die Untersuchungen auch auf an-
dere parallele Strukturen ausgeweitet werden kénnen. In Abschnitt 2.3 werden Beispiele
fur Forschungsarbeiten gegeben, die bereits Moglichkeiten zum Entwurf von Parallel-
rechnerarchitekturen auf der Basis von Versuchsplidnen analysiert haben.

Ziel der Kapitel 3 und 4 ist es, die Eignung kombinatorischer Versuchsplidne als struk-
turierende Elemente fur die Parallelitit herauszuarbeiten. Die Spezifikation mit Hilfe
kombinatorischer Versuchspline konzentriert sich in Kapitel 3 auf parallele Rechner, in
Kapitel 4 auf parallele Algorithmen. Mittels der Beschreibung durch kombinatorische
Objekte soll so eine Klassifizierung paralleler Strukturen entstehen, die sich unmittelbar
aus der kombinatorischen Mathematik ergibt, wenn Parallelrechner und parallele Algo-
rithmen als kombinatorische Versuchspline verstanden werden.

Dies ist der Ausgangspunkt fir weitere Strukturierungsmafinahmen, die sich, nachdem
fir Rechner und Algorithmen bereits Versuchsplandarstellungen vorliegen, in Kapitel 5
konsequenterweise im Mapping, also der Abbildung paralleler Programme auf verteilte
Rechner, fortsetzen. Die Verwendbarkeit mathematischer Werkzeuge der Kombinatorik
am Beispiel der Aufgabenfelder Partitionierung und Einbettung (embedding) soll in Ka-
pitel 6 demonstriert werden.

Zuweilen wird auf die wertvolle Balance-Eigenschaft kombinatorischer Versuchspline im
Hinblick auf Anwendungen in der Informatik verwiesen [C&0,89]; die in dieser Arbeit
postulierte Anwendbarkeit auf die Lastbalance im Kommunikationsnetzwerk eines
Parallelrechners ist jedoch bisher nicht analysiert worden. Dazu sollen in Kapite] 7
kombinatorisch motivierte Routing-Verfahren entworfen werden, wobei sowohl deter-
ministische Routing-Strategien als auch zufillige von Interesse sind. Bei den zufilligen
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Verfahren werden durch Ersetzung von Zufallsschemata durch kombinatorische
Schemata neue Routing-Verfahren entwickelt und hinsichtlich ihrer Eignung untersucht.

Im abschlieBenden Kapitel 8 erfolgt eine Zusammenfassung der wesentlichen Ergebnisse
sowie eine einfithrende Betrachtung in die zahlreichen offencn Probleme und die Mog-
lichkeiten der Weiterentwicklung des Modells, der Problemldsungsansdtze und der
kombinatorischen Routing-Verfahren. Dariiber hinaus soll die ganze Bandbreite der
Anwendungsmdoglichkeiten kombinatorischer Versuchspline auch fur die Teilgebiete der
Parallelverarbeitung angedeutet werden, die im Rahmen der Arbeit nicht behandelt
werden konnten.
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2.1 Klassifizierung von Rechnerarchitekturen

Zahlreiche Klassifizierungschemata fiir Rechner sind in-den letzten Jahrzehnten vorge-
schlagen worden, von denen hier nur die Klassifizierungen von Flynn [Fly,66] und
Héndler [Hén,75] sowie als neuere Arbeit die Klassifikation von Duncan [Dun,90] er-
wihnt sein sollen. Wichtige Feststellungen in diesem Zusammenhang sind:

® Klassifizierungsschemata miissen einfach und schliissig sein, wenn sie eine hinrei-
chende Akzeptanz erfahren sollen; wihrend Flynns Taxonomie nahezu jedem
Informatiker bekannt ist, konnte sich Handlers Schema nicht allgemein durchsetzen.

* Eine Klassifizierung, die den Gesamtraum méglicher Architekturen logisch — nicht
technologisch — volistindig erschlieft, wie dies bei Flynn der Fall ist, induziert eine
eingéngigere und stabilere Ordnung als eine Klassifizierung, die sich auf Bdume un-
terschiedlicher Astlénge stiitzt, selbst dann, wenn wie bei Flynn einzelne Klassen
faktisch leer bleiben.

* Entwicklungen auf dem Hardware-Sektor fihren zu impliziten Klassifikationen, die
mit einem zu entwerfenden Schema konform sein missen bzw. in dieses integriert
werden miissen.

Auf der Grundlage dieser Feststellungen 148t sich ein Klassifikationsschema entwickeln,
das sich aus sechs oder mehr hierarchisch angeordneten Ebenen (level) aufbaut:

Ablaufprinzip

Flynns Taxonomie
Speicherorganisation
Topologie
Vektorisierungsfahigkeit
Kommerzielle Kategorie
Zusatzspezifikationen

N AL~

Unter Berticksichtigung der logischen Abgeschlossenheit definiert eine Gliederung nach
Ebene i eine Aufteilung jedes Segmentes aus Ebene i — 1 auch dann, wenn auf diese
Weise Teilklassen leer bleiben; beispielsweise betrifft das Kriterium verteilter Speicher in
Ebene 3 nur diejenigen Architekturen aus Ebene 2, die iber mehrere Prozessoren verfu-
gen; der Teilraum (Kontrollflu/SISD/verteilter Speicher) mit seinen Unterklassifizie-

rungen ist also leer.
Ablaufprinzip. Es werden drei Grundprinzipien des Aktionsablaufs unterschieden:

¢ KontrollfluBprinzip
¢ DatenfluBprinzip
e Systolisches Prinzip

Kontrollfluf bedeutet, daff die Reihenfolge der auszufiihrenden Operationen durch die
Befehlsreihenfolge des Programms vorgegeben wird. Alle herkémmlichen Rechner ba-
sieren auf diesem Prinzip. In Datenflufirechnern sind Anweisungen dann-ausfihrbar,
wenn alle notwendigen Eingabevariablen vorliegen; die Anordnung der Befehle im Pro-
gramm ist also ohne Bedeutung. Es kénnen mehrere Belehle gleichzeitig ausfuhrbar sein
und beim Vorhandensein mehrerer Prozessoren auch ausgefihrt werden. Die
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systolischen Architekturen sind gekennzeichnet durch einen rhythmischen Wechsel von
Datentransport und arithmetisch-logischen Operationen, der zu ihrer Bezeichnung fihrte
[Kun,82]. Systolische Architekturen sind in der Regel aus einer grofien Anzahl sehr
einfacher Prozessoren aufgebaut und implementieren einen bestimmten Algorithmus.

Flynns Taxonomie. Es werden vier Architekturklassen unterschieden:

Ein Befehlsstrom - ein Datenstrom (SISD)

Ein Befehlsstrom - mehrere Datenstrome (SIMD)
Mehrere Befehlsstrome - ein Datenstrom (MISD)
Mehrere Befehlsstrome - mehrere Datenstrome (MIMD)

e & o o

Die Klasse SISD umfaBt Einprozessorrechner und damit die herkdmmlichen sogenann-
ten von-Neumann-Rechner, wihrend die anderen Klassen mehrere Prozessoren verlan-
gen, sei es zur gleichzeitigen Bearbeitung verschiedener Datenstréme oder zur gleichzei-
tigen Anwendung verschiedener Operationen auf einen oder mehrere Datenstrome. Die
Klasse MISD ist de facto leer bis auf einige wenige Spezialrechner. Die Klasse SIMD
besteht im wesentlichen aus sogenannten Feldrechnern, deren Prozessorelemente zu je-
dem Zeitpunkt gleiche Operationen (synchron) auf eigenen Daten ausfiihren, wihrend
die meisten neueren Systeme als MIMD-Rechner auch die gleichzeitige Ausfiihrung un-
terschiedlicher Befehle gestatten.

Speicherorganisation. Bei Systemen mit mehreren Prozessoren wird unterschieden, ob alle
diese Prozessoren auf einen gemeinsamen (globalen) Speicher zugreifen kénnen, der
dann auch als Kommunikationsmedium dient, oder ob der Speicher auf die einzelnen
Prozessor (lokal) verteilt ist, womit die Interprozessorkommunikation zwischen den
Prozessoren durch den Austausch von Nachrichten iiber Verbindungswege erfolgen
mufl. Systeme, die sowohl lokalen als auch globalen Speicher besitzen, sind selten.

Topologie. Bei Multiprozessorrechnern mit verteiltem (lokalem) Speicher ist es ent-
scheidend, wie die Verbindungsstruktur zwischen den Prozessoren aufgebaut ist, da sie
die Moglichkeiten zur Kommunikation bestimmt. Man unterscheidet zunschst zwischen
statischen und dynamischen Verbindungsnetzwerken. Bei statischen Verbindungs-
netzwerken liegt die Struktur fest. Der Weg einer Nachricht von Prozessor A nach Pro-
zessor B flihrt im allgemeinen {iber mehrere Zwischenstationen, also andere Prozessoren.
In dynamischen Netzwerken wird fiir die Kommunikation zwischen zwei Prozessoren
eine Leitung aufgebaut, wofiir in der Regel auf mehreren Stufen Schaltelemente betétigt
werden miissen. Fir die verschiedenen moglichen Topologien wird auf die Klassifika-
tionen von Feng [Fen,81] sowie Broomell und Heath [B&H,83] verwiesen; die wesent-
lichen statischen Topologien sind auch in Kapitel 3 der vorliegenden Arbeit Objekt der
Untersuchungen. Eine Teilklassifizierung dynamischer Verbindungsnetzwerke ist:

einstufige Netzwerke

mehrstufige Netzwerke

— Dblockierende Netzwerke

— rekonfigurierbare Netzwerke

— nicht-blockierende Netzwerke
» Kreuzschienenverteiler
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Vektorisierungsfihigkeit. Das Prinzip der Vektorisierung oder des (Daten-)Pipelining
kann an dieser Stelle nicht niher erldutert werden, stattdessen sei auf die Literatur ver-
wiesen [H&J,88]. Es wird hier unterschieden in:

Vektorrechner des Register-Register-Typs
Vektorrechner des Speicher-Speicher-Typs
Rechner mit Vektorkoprozessor

Skalare Architekturen

Die Pipelines der Register-Register-Maschinen laden und speichern Vektoren iiber Re-
gister, wihrend Speicher-Speicher-Maschinen direkt auf den Speicher zugreifen. Zusitz-
lich besteht die Variationsméglichkeit, daB ein einzelner Prozessor eine oder mehrere
Pipelines besitzen kann.!

Kommerzielle Kategorie. Die Uberginge zwischen den einzelnen Kategorien dieser Klas-
sifizierungsebene sind oft flieBend, insbesondere wenn Maximalleistungen (peak
performance) als Maf3stab betrachtet werden. Hier wird eine solche Betrachtungsweise
im Hinblick auf die Entwicklungszyklen als ungeeignet angesehen; wesentlich wichtiger
erscheint die Art und Weise, in der die Rechner eingesetzt werden. So kénnen beispiels-
weise die Zahl angeschlossener Bildschirme oder typische Anwendungsprogramme
herangezogen werden. Unter diesem Aspekt ergeben sich sechs Rechnerkategorien, zu
denen sich die {iberwiegende Mehrheit der ausgelieferten Rechner eindeutig zuordnen
lassen:

Supercomputer
Minisupercomputer

GroBrechner (mainframes)
Minicomputer
Arbeitsplatzrechner (workstations)
Personalcomputer

* & o o o o

Zusatzspezifikationen. Uber die Unterscheidungskriterien der sechs bislang vorgestellten
Ebenen hinaus, sind noch eine Reihe weiterer Kriterien denkbar, deren Bedeutung
diskutierfihig ist. Sicherlich ist die Anzahl der Prozessoren von Interesse, die mit den

1 In der Literatur wird bisweilen cin einzelnes Segment einer Pipeline als vollwertiges Verarbei-
tungselement (processing element) aufgefaBit. Das hat zur Folge, daB die Vektorisierungsfahigkeit
die Zuordnung zu Flynns Taxonomie beeinflufit, und fiihrt fir einen Vektorrechner entweder
zur Klassifizierung SIMD, da der Standpunkt vertreten werden kann, daB mit einem einzigen
(Vektor-)Befehl viele einzelne Vektorelemente bearbeitet werden, oder zur Klassifizierung
MISD, wenn der gesamte Vektor als ein einheitliches Datum aufgefalit wird, das zu gleicher
Zeit in den verschiedenen Segmenten der Pipeline mit unterschiedlichen Operationen bearbeitet
wird. Fiir die vorgestellte Klassifikation ist eine Pipeline, im Sinne des Vektorprinzips, jedoch
nur Teil eines Prozessors und beeinfluBt die Zugehorigkeit zu Flynns Klassen nicht. Anderer-
seits sind sehr wohl Pipelines vollstindiger Prozessoren denkbar, wie es in systolischen Archi-
tekturen anzutreffen ist. Dabei kann der Hardware-Aufwand fiir das Segment einer Vektor-
Pipeline wesentlich groBer sein als fir einen schlichten Prozessor eines systolischen Feldes, auch
kann der Beschleunigungsfaktor durch Vektorisierung oft hoher scin als durch Parallelverarbei-
tung; die hier zugrundeliegende logische Sichtweise zwingt jedoch zu dem vorgestellten Schema.
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Topologien nach Ebene 4 zusammenhéngt. Auch ist das Vorliegen von Assoziativ- oder
Spezialrechnern erwihnenswert. Ebenso kdnnen wichtige Architektureigenschaften, wie
mehrstufige Speicherhierarchie und lange Instruktionsworte (VLIW), oder Sonderld-
sungen, wie decoupled access und tag bits [Gil,81], signifikant sein.

Die Hierarchie der definierten Ebenen resultiert in dem in Abb. 1 dargestellten Klassi-
fikationsschema.
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Abb. 1. Klassifizierung von Rechnerarchitekturen
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2.2 Entsprechungen zwischen parallelen Strukturen und
Versuchsplinen

In der Literatur existiert eine grofie Zahl von Arbeiten liber Zusammenhinge zwischen
(gewohnlichen) Graphen und Netzwerken, die im wesentlichen Optimierungen aufgrund
von Grapheneigenschaften anstreben ([Wil,72], [Cat,79], [M&R,82], [Agr,83],
[S&R,86], [Y&&,88], [BBB,89], [Sch,91]). Hierbei scheinen Cayley-Graphen als Mo-
delle besonders geeignet ([A&K,86], [LJD,93]). Untersuchungen betreffend den Zu-
sammenhang zwischen Netzwerken und den gegeniiber Graphen sehr viel leistungsfi-
higeren kombinatorischen Versuchsplinen sind kaum anzutreffen. Bermond et al. stellen
Uberlegungen betreffend der Verwendung von balancierten unvollstindigen Blockpldnen
fir den Entwurf von Netzwerken an, wobei sie darauf abzielen, den Durchmesser (vgl.
Kapitel 3) des Netzwerks zu minimieren ([B&&,83], [BBS,84]). Wihrend die in Ab-
schnitt 2.3 angefiihrten Arbeiten die Eigenschaften der Versuchspline ausschlieBlich zum
Entwurf neuer Topologien nutzen, deutet allein Fiduccia die mogliche Analyse beste-
hender Netzwerktopologien mit Hilfe kombinatorischer Versuchsplidne an [Fid,92].

Sei V eine endliche Menge von v Elementen, so wird eine Kollektion von Teilmengen von
V als Mengensystem & auf V bezeichnet. Hierbei ist es im Unterschied zu einer Menge
von Mengen gestattet, daBl ein Mengensystem eine bestimmte Teilmenge mehr als einmal
enthilt, anderenfalls heifit das Mengensystem einfach.

Es ist auch moglich, dafl die Reihenfolge der Elemente in den einzelnen Mengen we-
sentlich ist, wie beispielsweise bei Lateinischen Quadraten, wo jede Teilmenge alle Ele-
mente der Menge V enthilt, so dal man allgemein von Blocken spricht. Da bei der in
der vorliegenden Arbeit angestrebten Modellbildung (Kapitel 2 bis 6) die Reihenfolge
der Elemente in einem Block ohne Bedeutung ist, werden Blocke als Mengen behandelt,
jedoch aus Griinden der Ubersichtlichkeit mit runden Klammern notiert. Daher ist hier
die Bezeichnung von 2@ als Mengensystem korrekt. Es existieren auch wesentlich allge-
meinere Definitionen, beispielsweise in der Form von [Inzidenzstrukturen ([BJL,85],
[Dem,70]), die aus einem Tripel von Punkten, Blocken und Fahnen gebildet werden,
oder als Uberdeckungsstrukturen [OHW,87], fur die eine groBe Zahl von praktischen
Anwendungen gegeben ist. Fiir die vorliegende Arbeit wird die aus dem Paar von
Grundmenge und Mengensystem gegebene formale Darstellung als ausreichend be-

trachtet.
Liegt nun eine endliche Menge V .vor, sowie ein darauf basierendes Mengensystem £,

so wird das Paar (V,2) als (kombinatorischer) Versuchsplan bezeichnet.

Beispiel 2.1
(V,2) mit V= {0,1,2,3,4,B,C}, Z = {(0,1,2,4),(4,8,C),(0),(0,1),(4,B,C)}

Bin kombinatorischer Versuchsplan entsteht also durch Auswahl einer Anzahl von
Teilmengen, eventuell aufgrund bestimmter Eigenschaften, aus einer gegebenen end-
lichen Menge. Dabei ist es zundchst zuldssig, daBB Blocke einzelner Elemente existieren
sowie freie Elemente, die in keinem Block auftreten. Die Méchtigkeit der dem Ver-
suchsplan zugrundeliegenden Menge V wird als Kardinalitit des Versuchsplans bezeich-
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pet. Falls alle Blocke des Versuchsplans (V,2) die gleiche Anzahl k£ von Elementen ent-
halten, wird der Versuchsplan als k-uniform bezeichnet.

Von den zahlreichen wichtigen Eigenschaften der kombinatorischen Versuchspldne soll
‘hier nur auf die Balance eingegangen werden, da dieser fiir die in der vorliegenden Arbeit
beabsichtigte Beschreibung paralleler Strukturen eine zentrale Bedeutung zukommt. Fir
eine Zusammenstellung aller hier verwendeten Strukturen und GesetzméBigkeiten wird
auf Anhang A, fur dariiber hinausgehendes auf die Standardwerke ([BJL,85], [S&S,87],
[Wal,88]) verwiesen.

Wihlt man eine beliebige Teilmenge SCV aus, so ist diese eine (nicht notwendigerweise
echte) Teilmenge einer Anzahl von Blécken aus #. Die Anzahl der Blocke in &, die S
enthalten, wird mit 1(S)( = 0) bezeichnet und heifit der Index von S in 8. Betrachtet man
alle r-elementigen Teilmengen von V, so werden die entsprechenden A(S) in der ¢-Index-
Menge A, = {A(S):| S |=1, ScV} des Mengensystems zusammengefafit.

Beispiel 2.1 (Fortsetzung)

S ={0,1}=>1(S) =2 wegen S=(0,1,2,4), S=(0,1)
A= {031:2}1 da

¢ die dreielementige Menge {A,B,C} zweimal in den Blocken von & auftritt
e die dreielementige Menge {0,1,2} einmal in den Blécken von 2 auftritt
¢ alle tibrigen dreielementigen Mengen in den Blécken von & nicht auftreten

Ein Mengensystem heif3t ¢-balanciert, falls seine -Index-Menge nur einen einzigen Wert
A.> 0 enthilt. Ein 1-balanciertes Mengensystem zeichnet sich lediglich dadurch aus, dafl
(Einzel-)Elemente gleichhiufig in den Blécken von & vorkommen. Jedes Mengensystem
ist 0-balanciert, wobei 1, der Zahl der Bldcke entspricht. Ein t-balanciertes k-uniformes
Mengensystem ist ebenso (¢ — 1)-balanciert. Das zu Abb. 4 auf Seite 21 gehorige Bei-
spiel 2.3 zeigt einen Versuchsplan, der 2-balanciert ist; alle ungeordneten Paare von
Elementen von V treten genau zweimal in den Blocken dieses Versuchsplans auf.

Mit diesen Definitionen gelangt man schlieflich zur wichtigsten Struktur im Bereich
kombinatorischer Versuchsplidne: Ein balancierter unvollstindiger Blockplan (balanced
incomplete block design, BIBD) ist ein Paar (V,2), wobei £ ein k-uniformes Mengensy-
stem auf V darstellt, das 2-balanciert mit Index A=/, ist. (V,&) wird dann als
(v,k,A)-Plan bezeichnet. Neben dem BIBD -existiert eine grofie Zahl weiterer, ver-
einfachter-oder speziellerer, Strukturen, fiir die auf Anhang A verwiesen wird.

Im Rahmen dieser Arbeit werden ausschlieBlich Multiprozessorrechner nach dem
KontrollfluBprinzip mit verteiltem Speicher und statischem Verbindungsnetzwerk ent-
sprechend der in Abschnitt 2.1 gegebenen Klassifikation betrachtet, wobei sowohl
SIMD- als auch MIMD-Rechner zugelassen sind. Die Bezeichnungen ,,Parallelrechner
sowie ,,Netzwerk® beschrinken sich im folgenden auf diese Restriktion.2 Ein Netzwerk

2 Es erscheint hier sinnvoller, eine Restriktion auf Rechner mit statischem Verbindungsnetzwerk
vorzunehmen und inperhalb dieser eine umfassende Behandlung zu liefern, als eine auf einzelne
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im Sinne der durchgefiihrten Restriktion besteht somit aus einer Menge von
(Prozessor-)Knoten sowie aus zwischen diesen Knoten bestehenden Verbindungen. Eine
Verbindung fiir genau zwei Knoten wird als Link, eine Verbindung fiir mehr als zwei
Knoten wird als Bus bezeichnet. Der AnschluB eines Knotens an eine Verbindung heifit
Port. Die Zahl der Ports, iiber die ein Knoten insgesamt verfligt, wird mit Grad be-
zeichnet. Verbindungen sollen im folgenden bidirektional nutzbar sein, womit eine
Unterscheidung in Innen- und AuBengrad hinfillig wird. Die Kapazitit von Bussen wird
mit 1 Paket pro Zeiteinheit angenommen, die der Links mit 1 Paket pro Zeiteinheit fir
jede Richtung (Vollduplexbetrieb). Dariiber hinaus werden ausreichende Pufferungs-
moglichkeiten vorausgesetzt,

Ausgangspunkt fir die vorliegende Arbeit ist die Auffassung solcher Netzwerke als
kombinatorische Versuchspldne. Hierbei entsprechen die v Elemente den Knoten, die &
Blécke den vorhandenen Verbindungen. Die Elemente jedes Blocks spezifizieren die
Knoten, die auf der entsprechenden Verbindung kommunizieren kénnen. Die jeweilige
Blockgrofle gibt also die Zahl der an diese Verbindung angeschlossenen Knoten an,
wihrend der Wiederholungsfaktor eines Elementes (vgl. Anhang A) die Zahl der An-
schliisse eines Knotens spezifiziert. Um auch Netzwerke mit Busverbindungen in ein
einheitliches Schema integrieren zu kénnen, sind herkémmliche Graphen ungeeignet, da
sie einen (2-uniformen) Spezialfall kombinatorischer Versuchspldne darstellen, weshalb
man die Versuchspldne auch als Hypergraphen bezeichnet (vgl. Anhang A). Es wird
deutlich, daf} diejenige Eigenschaft der Strukturen, die in der Kombinatorik mit Balance
bezeichnet wird, auch fiir die Netzwerke von besonderer Wichtigkeit ist, da sie hier dar-
iber Auskunft gibt, ob zwischen einer festen Zahl beliebiger Knoten eine identische
Verkniipfungsdichte vorliegt. Existiert also beispielsweise ein (konstantes) 1,, so besagt
dies, daf} zwischen allen Knotenpaaren gleich viele Verbindungen bestehen. Dies ist ins-
besondere fiir Netzwerke mit unterschiedlichen Verbindungsarten von Interesse. Tab. 1
zeigt die Zusammenhinge zwischen Versuchsplan- und Netzwerkparametern.

Versuchsplan formal Parallelrechner

Element @ Prozessor

Anzahl der Elemente v Anzahl der Prozessoren

Block B=(ay, .., an) Verbindung

Anzahl der Blocke b Anzahl der Verbindungen

Blockgrofe k Anzahl der Prozessoren der Verbindung
Wiederholungsfaktor T | Anzahl der Ports eines Prozessors
Balance A spezifische Verkniipfungsdichte

Tab. 1.  Ubertragung der Parameter

Aspekte beschrinkte Behandlung sowohl statischer als auch dynamischer Netzwerke durchzu-
fiihren. Eine universelle Behandlung sowohl beider Kategorien als auch aller-Aufgabenfelder
wiirde den Rahmen dieser Arbeit iibersteigen. Auf die speziellen numerischen Fihigkeiten der
Prozessoren soll in der Arbeit nicht eingegangen werden, womit die Klassifizierungsebenen
hinsichtlich Vektorisierungsfahigkeit und kommerzieller Verwendung fiir die vorliegende Arbeit

ohne Bedeutung sind.
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Die Auffassung eines Multiprozessorrechners mit statischem Verbindungsnetzwerk als
Versuchsplan wird in Beispiel 2.2 erldutert.

Beispiel 2.2
Das in Abb. 2 dargestellte Netzwerk mit zwei Bussen und vier Links entspricht dem

Versuchsplan (V,%) mit
v =1{0,1,2,3,4,5,6,7}, 2 = {(0,1,2,3),(4,5,6,7),(0,5),(1,4),(2,7),(3,6)}.

Abb. 2. Verbindungsnetzwerk mit 2 Bussen und 4 Links

Aufgrund der widerstrebenden Zielfunktionen bei der Entwicklung von Verbindungs-
netzwerken, der effizienten Kommunikation einerseits, d. h. Maximierung direkter Kno-
tenverbindungen, und der moglichst kostengiinstigen Herstellung andererseits, d. h. Mi-
nimierung direkter Verbindungen, ist man beim Entwurf derartiger Systeme naturgemif
an einem in beider Hinsicht befriedigenden Kompromif interessiert. Faf3t man nun ein
Netzwerk als kombinatorischen Versuchsplan auf, so ist es méglich, die GesetzmiBig-
keiten der kombinatorischen Theorie der optimalen Versuchspliane fiur die Losung des
Problems heranzuziehen.

Sieht man Prozessorknoten als die Elemente und Knotenverbindungen als Blocke eines
kombinatorischen Versuchsplans an, wie dies in der vorliegenden Arbeit vorausgesetzt
wird, so kann man sich das aus der Kombinatorik bekannte Faktum zunutze machen,
daB in einem symmetrischen Plan (vgl. Anhang A) — fir den Bereich der Blockplidne —
die Zahl der Blocke (also der Verbindungen, d.h. der Kosten) minimal wird.

Ahnlich wie die Behandlung der Rechner kann auch die formale Behandlung paralleler
Algorithmen durchgefiihrt werden. FafBt man einen parallelen Algorithmus als eine
Menge separat ausfiihrbarer Prozesse auf, so kénnen diese als Grundmenge eines Ver-
suchsplans angesehen werden, dessen Mengensystem die Kommunikation von Prozessen
beschreibt; mit anderen Worten: Paarweise untereinander kommunizierende Prozesse
bilden einen gemeinsamen Block im Mengensystem. Hierbei ist es, wie in Kapitel 4 aus-
gefiihrt, von Fall zu Fall méglich und sinnvoll, den parallelen Algorithmus in einzelne
Phasen aufzutrennen und fur jede Einzelphase einen eigenen Versuchsplan bereitzustel-
len. Der parallele Algorithmus wird dann insgesamt durch eine Folge von Versuchspla-
nen und zwischen diesen bestehenden Relationen beschrieben.

Die sowohl flir parallele Rechner als auch Algorithmen somit mégliche Beschreibung

durch Versuchspldne induziert in beiden Bereichen eine Klassifizierung hinsichtlich
kombinatorischer Strukturen, die fiir viele Problemstellungen, insbesondere aber das
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Mapping (vgl. Kapitel 5), genutzt werden kann. Dariiber hinaus ist so aber auch eine
allgemeine Anwendung von GesetzméBigkeiten der Kombinatorik optimaler Versuchs-
pline in der Parallelverarbeitung méglich und die zahireichen Instrumente, die die aus-
gereifte Theorie der Kombinatorik bereitstellt, werden fir die Probleme im Bereich
Parallelitdit nutzbar. Interessante, zum Teil ungeldste Problemstellungen aus der
Parallelverarbeitung konnen so auf allgemein geldste Probleme aus der Kombinatorik
zurlickgefiihrt werden.

Kombinatorik Parallelverarbeitung
~ ™ -

JREERRARRRBEERANBINISURIARENR HSBSLERRR IS RS
. kombinatorische parallcle Objekte L}
+ | + 4
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modiftrierte -' > modiftzierte &
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h N\
Abb. 3. Transformationstechnik: Rickfihrung von Problemstellungen der Parallelverar-
beitung auf bekannte Probleme der Kombinatorik

Fiir die Ubertragung der GesetzmiBigkeiten aus der Kombinatorik der optimalen Ver-
suchspline in die Parallelverarbeitung nutzt die vorliegende Arbeit die in Abb. 3 darge-
stelite Transformationstechnik. Fir eine Aufgabenstellung, die sich beispielsweise auf die
parallelen Strukturen A, ..., 4, und die Operation @ im Bereich Parallelverarbeitung be-
zieht, transformiert man die Strukturen in ihr Versuchsplandquivalent (¥,2);,.....(V,8)x
mit (V,8) =47, i=1,.,n und wendet die transformierte Operation ®7 im
Kombinatorikbereich an. Die auf diesem Wege im Kombinatorikbereich als modifizierte
Versuchpléine erhaltene Losung ist dann durch ,,Interpretation” in den Parallelverarbei-
tungsbereich zuriickzutransformieren und fithrt so zur Losung des eigentlichen Pro-
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blems. Diese Technik wird in der vorliegenden Arbeit nur fiir einzelne Kernbereiche ge-
nutzt, die Moglichkeiten sind damit aber bei weitem nicht ausgeschopft.
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2.3 Parallelrechnerarchitekturen auf Versuchsplanbasis

In-diesem Abschnitt wird mit Ergebnissen aus der Literatur verdeutlicht, dafl die kom-
binatorischen Versuchspline nicht nur zur Klassifizierung bestehender sondern ebenso
zum Entwurf neuer effizienter Netzwerke dienen kénnen, womit ein weiteres Indiz fiir
die strukturelle Verwandschaft von parallelen Objekten und Versuchplidnen gefunden ist.

2.3.1 Topologien auf der Basis projektiver Ebenen

Eine spezielle Form eines symmetrischen Versuchsplans stellen projektive Ebenen dar.
Uberlegungen zur Verwendung projektiver Ebenen als Grundlage fiir den Entwurf von
Rechnertopologien sind von Mickunas [Mic,80] vorgenommen worden. Eine projektive
Ebene (vgl. Anhang A) ist ein symmetrischer kombinatorischer Versuchsplan (d. h.
v=>), fur den die Parameter (v,k, 1) wegen 1 =1 die Form (k2 —k + 1,k,1) haben. Mit
p = k — 2 haben die Parameter die Form (u*+ u + 1, u + 1, 1), und die Ebene heifit dann
von der Ordnung p. Aquivalent zu dieser kombinatorischen Formalisierung der
projektiven Ebene ist die im allgemeinen besser bekannte geometrische Definition, die
auf der projektiven Inzidenzebene und der Giiltigkeit des Satzes von Pappos-Pascal be-
ruht [K1i,92].

Beispiel 2.3: Projektive Ebene der Ordnung 2

Eine projektive Ebene der Ordnung u = 2 ist ein 2-(7,3,1)-Plan (V,8), d. h. die Zahl der
Elemente betrigt v= 7, die Blockgrofle betrdgt & = 3 und wegen A( = 4,) = 1 kommt je-
des ungeordnete Paar genau einmal in & vor. Fiir diesen in Abb. 4 dargesteliten Ver-
suchsplan ergibt sich:

vV ={0,1,2,3,4,5,6}

B = {(09192):(2’3:4)’(4v590)!(0’6s3)9(1r6!4)v(2:6:5)v(] v3:5)}

Abb. 4. Projektive Ebene der Ordnung 2

Das Beispiel-zeigt, daB, mit Ausnahme der projektiven Ebene der Ordnung '1- mit-drei
Prozessoren, Busse anstelle von Links Verwendung finden. Busse beinhalten die Mog-
lichkeit, die Zahl der direkt verbundenen Knoten zu erhdhen und damit die mittlere
Weglinge zu minimieren, ohne die Zahl der Verbindungen tiber Gebiihr zu erhdhen.
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Dieses Vorgehen birgt jedoch die Gefahr der Uberlastung von Bussen. Neben der Zahl
der angeschlossenen Knoten pro Bus ist auch die Zah! der Busse von Interesse, zu denen
cin-einzelner Knoten Zugang besitzt. Es ist offensichtlich, da® eine Balance des Systems
dahingehend wiinschenswert ist, daf8 die Zahl der Knoten pro Bus nicht allzu sehr
differieren solite.

Unter Beriicksichtung der in Anhang A aufgefuhrten Ergebnisse liber symmetrische
Versuchspline, insbesondere also auch projektive Ebenen, ist festzustellen, dafl diese
Strukturen aufgrund ihrer Balanciertheit, wobei hier kombinatorische und praktische
Bedeutung des Begriffes zusammenfallen, und ihrer Symmetrie den Optimali-
tdtsanforderungen in idealer Weise entsprechen, was die Entwicklung entsprechender
Hardware nahelegt; dies ist jedoch noch nicht geschehen. Der Balancewert 1 ist bei den
projektiven Ebenen stets 1. Das bedeutet, daf} jedes ungeordnete Paar von Elementen
aus V, also hier: Paar von Knoten, genau einmal innerhalb der Blocke des Versuchsplans
auftritt; die jeweils zu wihlende Verbindung fur das Versenden einer Nachricht zwischen
zwei Knoten ist so eindeutig bestimmbar. Damit wird das Routing in einer solchen
Topologie sehr einfach.

Flir den allgemeinen Entwurf projektiver Ebenen kann auf die konstruktive Theorie
projektiver Geometrien zuriickgegriffen werden: Es ist moglich, fur jedes u, das als
Primzahlpotenz darstellbar ist, eine projektive Ebene der Ordnung u derart zu konstru-
ieren, dafl

die projektive Ebene (V,2) genau v=u? + u + 1 Knoten enthilt,

die projektive Ebene (¥,8) genau b= u? + p + 1 Verbindungen enthilt,

je zwei verschiedene Knoten genau eine gemeinsame Verbindung haben,

je zwei verschiedene Verbindungen genau einen gemeinsamen Knoten haben,
jeder Knoten mit genau p + 1 Verbindungen inzidiert, d.h. r,=p + 1 Vx e V und
jede Verbindung mit genau u + 1 Knoten inzidiert, d.h. k=p+ 1 VBe @.

SN h W=

Wie insgesamt fir die Anwendbarkeit kombinatorischer Versuchspline in der Parallel-
verarbeitung gilt auch bei der Verwendung projektiver Ebenen, daB auf diesem Wege
viele Ergebnisse der zugehorigen Mathematik fiir die Informatik erschlossen werden. Fr
den Fall, daf} die Zahl der erforderlichen Knoten nicht der Zahl der Knoten einer mog-
lichen projektiven Ebene entspricht, konnen abgeleitete Pline bzw. Residuenpléne (vgl.
Anhang A) der projektiven Ebene mit ausreichender Ordnung so ausgewihlt werden,
daf} eine hinreichende Balance des Systems gegeben ist [Mic,80].

Falls die Kommunikationsanforderungen an ein zu entwickelndes Netzwerk ein hohes
Maf} lokaler Kommunikation innerhalb von Subnetzwerken, jedoch nur wenig globale
Kommunikation reflektieren, kann man wiederum auf ein Ergebnis aus der Theorie
zurlickgreifen; es besagt, daB.in einer gegebenen projektiven Ebene, die durch "ein
Galois-Feld induziert wird, die projektive Ebene der Ordnung p = 2, die auch als Fano-

Konfiguration bezeichnet wird, hiufig als Substruktur auftritt, falls innerhalb des
Galois-Feldes bestimmte Voraussetzungen vorliegen.

22



2.3.2 Topologien mit mehreren gemeinsamen Speichern

Es gilt allgemein als erwiesen, daB das Prinzip des gemeinsamen Speichers bei einer
grofen Zahl von Prozessoren nicht mehr effizient umgesetzt werden kann, so dal man
zu Systemen mit ausschlieBlich lokalen Speichern iibergehen muf, wiewohl die Pro-
grammierung dieser Rechner mit verteiltem Speicher wesentlich aufwendiger ist.
Hagemann [Hag,91] schlégt daher als Alternative ein Konzept vor, in welchem mehrere
gemeinsame Speicher existieren, so dafl je zwei Prozessoren zumindest einen gemeinsa-
men Speicher haben.

Ahnlich wie bei Mickunas basiert die Entwurfsstrategie von Hagemann im wesentlichen
auf projektiven Ebenen, aber auch auf affinen Ebenen sowie verwandten Klassen von
Blockpldnen. Eine Zusammenstellung geeigneter Strukturen kann dem Anhang des
Standardwerks von Beth, Jungnickel und Lenz [BJL,85] entnommen werden. Beziiglich
der Konstruktion derartiger kombinatorischer Strukturen verweist Hagemann explizit
auf die Moglichkeit der Generierung mit Hilfe von Differenzmengen (vgl. Anhang A).
Der grundlegende Unterschied zum Vorgehen von Mickunas besteht darin, daf3 hier die
in Blocken (geometrische Diktion: Linien) zusammengefafiten Elemente (Knoten) nicht
als iber einen Bus gekoppelt und tiber lokalen Speicher verfligend betrachtet werden.
Vielmehr bedeutet das Enthaltensein in einem gemeinsamen Block fir die Prozessoren
der Architektur den Zugriff auf einen gemeinsamen Speicher. Die Zahl der notwendigen
gemeinsamen Speicher entspricht dann der Zah! der Blocke des Versuchsplans.

Wird beispielsweise die in Abb. 4 dargestellte projektive Ebene der Ordnung p =2 als
Entwurfsgrundlage herangezogen, so verfugt der zu konstruierende Rechner tber 7
Speicher, die jeweils drei Prozessoren gemeinsam sind. Wie im Entwurfskonzept von
Mickunas ist dann aufgrund des Balancewertes 4 = 1 fur je zwei kommunzierende Pro-
zessoren der zu benutzende gemeinsame Speicher eindeutig. Das Verfahren von
Hagemann erscheint jedoch nur fiir Systeme mittlerer Parallelitét geeignet und nicht fur
die hier primir betrachteten Systeme hoher bzw. massiver Parallelitét.

2.3.3 Versuchsplanarchitekturen

Die von Beth und Hatz vorgeschlagenen Versuchsplanarchitekturen (design machines)
([B&H,92a], [Hat,92]) stellen einen weiteren Ansatz dar, um die glnstigen Eigen-
schaften kombinatorischer Versuchspline zum Entwurf neuer Architekturen zu nutzen.
Die Blocke der Versuchsplidne -werden-bei Hatz weder durch Busse noch durch gemein-
same Speicher realisiert, -sondern es wirdauf einen Spezialbaustein, den sogenannten

Rotor, zuriickgegriffen.

Ein Rotor [B&H,91] ist ein Permutationsbaustein, der topologisch einem Kreuzschie-
nenverteiler entspricht, d.h. alle an ein und denselben Rotor angeschlossenen Prozes-
soren sind direkt miteinander verbunden, dies jedoch nur fur einen gewissen Zeitraum.
-Basierend auf einer 1-Faktorisierung (vgl. Anhang A) des dem Rotor zugrundeliegenden
vollstindigen Graphen gerader Knotenzahl -werden, entsprechend der Zahl r der
1-Faktoren, in einem aus » Takten bestehenden Zyklus alle diese Faktoren durchlaufen,
so daB wihrend eines Gesamtzyklus alle 1-1-Verbindungen einmal realisiert werden. Das
verwendete Rotationsprinzip ist bereits in dem Buch von Ahrens [Ahr,18] zu finden,
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Kann man sicherstellen, daB der Rotortakt dem r-fachen des Taktes des
Gesamtnetzwerks entspricht, so wird virtuell die Funktion eines Kreuzschienenverteilers
bzw. eines vollstindig verbundenen Graphen zur Verfugung gestellt. Gegeniiber der
standardmiBigen (Voll-)Implementierung des Kreuzschienenverteilers hat der Rotor
einen wesentlich geringeren Flichenbedarf beziiglich der Herstellung als VLSI-Baustein.
Rotoren sind bereits in 2u-CMOS-Technologie konstruiert und erfolgreich getestet wor-
den [B&H,911.

Die in einem Block eines geeigneten Versuchsplans befindlichen Elemente werden liber
einen dedizierten Rotor miteinander verbunden; die Zahl der notwendigen Rotoren ent-
spricht also der Zahl der Blécke des zugrundeliegenden Versuchsplans.

Prozessoren
4 & [

Rotoren

Abb. 5. Design Machine DM(134): Darstellung des zugrundeliegenden Versuchsplans als
bipartiter Graph.

Beispiel 2.4: Design Machine DM(13,4)

Die Versuchsplanarchitektur DM(13,4) ist durch das Tupel (Zy;, Zi5, PG(3,3), Ty, Ty, T2)
gekennzeichnet. Hierbei liefern die ersten beiden Parameter die Zahl der in der Topologie
befindlichen Prozessoren und Rotoren, die also jeweils mit den Indizes {0,1,...,12} zu
versehen sind. Der dritte Parameter, hier die projektive Ebene der Ordnung 3, gibt an,
wie Prozessoren und Rotoren miteinander zu verkniipfen sind, und die Gibrigen Parame-
ter T; bezeichnen die jeweils in den unterschiedlichen Rotorstellungen sich ergebenden
Topologien. Bei der Darstellungsform des Versuchsplans als bipartiter Graph (vgl. An-
hang A) ergibt sich dann die in Abb. 5 verdeutlichte Design Machine DM(13,4), wobei
13 die Zahl der Prozessoren der Architektur bezeichnet, wihrend 4 der Zahl der Ports
pro Prozessor entspricht.

Mit der Einfihrung des Rotor-Permutationsbausteins scheint ein vielversprechender
Ansatz gefunden, um die Zahl der Ports pro Prozessor — der wesentliche Kostenfaktor
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eines Entwurfs — zu reduzieren, ohne die Busse zu iiberlasten. Da Beth und Hatz fiir ihre
Implementierungsversuche den Transputer als Prozessor vorsehen, sind Versuchspline
mit Blockgrdfle 4 naturgemdfl von besonderem Interesse. Die von ihnen geplanten
experimentellen Untersuchungen werden zeigen, ob der Rotorbaustein und die darauf
basierenden Design Machines die hohen Erwartungen erfiillen kénnen.

2.3.4 Permutationsnetzwerke auf der Basis von Differenzmengen

Kilian, Kipnis und Leiserson [KKL,87] beschreiben die Konstruktion von speziellen
Permutationsnetzwerken, sogenannten zyklischen Shift-Netzwerken (cyclic shifter, barrel
shifter), deren Konstruktion sich durch die Generierung zyklischer symmetrischer BIBDs
aus einer Differenzmenge als Basisblock (vgl. Anhang A) ergibt. Abb. 6 zeigt als Beispiel
ein Shift-Netzwerk basierend auf der Differenzmenge {0,1,3,9} fiir Z;..

-
]

-
-

~
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MLl
O~NGANDIQYME

—

oot amu |t .-J.._. L] ——-J ..J.J.J L] _JJJ nus =
of Lef 2] [o] o] L&) Lo] L7) |2) |2 |9 |71

=

Prozessoren

Abb. 6. Zyklisches Shift-Netzwerk fiir 13 Prozessoren

Das in Abb. 6 gezeigte Beispiel ist nach den in Anhang A dargestellten Zusammenhén-
gen nur eine andere Darstellungsform des dem Rotor-Netzwerk in Abb. 5 zugrundelie-

genden symmetrischen Versuchsplans.

Wie in den oben dargestellten Entwurfskonzepten ist auch hier die Kostenreduktion das
vordringliche Ziel der Konstrukteure, die insbesondere auf die notwendige Anzahl von
Pins pro Chip abheben. Hier ergeben sich folgende Aussagen [KKL,87], die sich aus der
K ombinatorik optimaler Versuchspline, speziell der Differenzmengen, ergeben:

e Falls die Menge der Permutationen eine Gruppe mit p Elementen bildet, kann jede
Permutation in dieser Gruppe in 1 Zeiteinheit durch einen Entwurf mit O(/p log p )

Pins pro Chip realisiert werden.
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Ist die Gruppe abelsch (kommutativ), so reichen O(/p ) Pins pro Chip aus.

Es existiert eine uniforme Topologie (d.h. die Zahl der an einen Bus angeschlossenen
Prozessoren ist fiir alle Busse konstant) fiir eine Permutationsmenge IT mit k& Pins
- pro Chip genau dann, wenn es eine Differenzmenge flir [T mit & Elementen gibt.
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Netzwerke, wobei sich diese Bezeichnung entsprechend der eingefiihrten Restriktion
ausschlieBlich auf statische Verbindungsnetzwerke von Multiprozessorrechnern mit ver-
teiltem Speicher bezieht, werden im folgenden mit einem festen Schema erfaBt:

* In Abschnitt A. werden weitere Bezeichnungen der Topologie angegeben, um die
betreffenden Beziige herzustellen. Auflerdem wird auf eine von Fall zu Fall vorzu-
nehmende Spezialisierung hingewiesen; aufgrund der Fiille der Sonderformen kon-
nen hier nur prinzipielle Strukturen aufgenommen werden. Zusitzlich werden die
Topologien mit einer 3-Buchstaben-Kurzform versehen, um die formale Behandlung
zu erleichtern.

¢ In Abschnitt B. wird auf Implementierungen der jeweiligen Architektur verwiesen,
um den Bezug zur Praxis herzustellen und insbesondere die Verwendung der ver-
schiedenen Topologien durch die Rechnerhersteller zu verdeutlichen.

® In Abschnitt C. erfolgt schlieBlich die kombinatorische Spezifikation:

1. Hierzu wird zunichst ein Abbildungsbeispiel gegeben, um die Konstruktions-
prinzipien zu veranschaulichen.

2. Dann werden die am speziellen Beispiel gefundenen Versuchsplanparameter,
Zahl der Knoten (v), Zahl der Blocke (b), Blockgréfle (k) und Wiederholungs-
faktor (r,), auf den allgemeinen Fall erweitert bzw. durch die Expansionsstufe
(Ausbaustufe, Dimension) n der Topologie parametrisiert.

3. Darauf erfolgt die Bestimmung der flir Netzwerke wichtigen Kenngroéfien Ver-
kniipfungsdichte (d), Verbindungskosten (C), Redundanz (p), Durchmesser
(Amax), mittlere Weglidnge (6), Verkehrsdichte () und Bandbreite (w). Abschlie-
Bend erfolgt eine Aussage dariiber, wie die Anzahl der Prozessoren der
Topologie von Ausbaustufe zu Ausbaustufe anwéchst.

4. Sodann wird die aus Sicht der kombinatorischen Versuchsplidne wichtigste Ei-
genschaft, die Balance des Systems, analysiert.

5. Damit gelangt man schlieBlich zu einer Klassifizierung im Sinne der Theorie der
kombinatorischen Versuchspline, die deren Anwendung fiir die Netzwerktheorie

ermoglicht.

Innerhalb des Bereichs der partiell balancierten unvollstindigen Blockplidne (PBIBD)
(vgl. Anhang A) wird bei den Verdichtungen (packings) noch einmal zwischen Linear-,
Polynomial- und Exponentialverdichtungen unterschieden. Diese Bezeichnungen bezie-
hen sich auf die Form, in der die Expansionsstufe »n in den Parameter v des
Parameterquadrupels eingeht. Die Betonung dieses Zusammenhangs erscheint aus kom-
binatorischer Sicht zunschst ungewdhnlich, ist jedoch bei der in Kapitel 5 eingefiihrten

Methode des strukturorientierten Mapping eine wertvolle Hilfe.

Da die KenngréBenbezeichnung in der Literatur nicht einheitlich erfolgt, werden sie an
dieser Stelle definierend zusammengestellt. Die Verkniipfungsdichte 4 ermittelt sich aus
der Division der Zahl der Verbindungen durch die Zahl der Knoten. Die Verbindungs-
kosten C reprisentieren das gleiche Verhiltnis in der Schreibweise von Komplexitits-
ordnungen. Die Redundanz p beschreibt die Fahigkeit des Netzwerks, nach Ausfall einer
Verbindung noch Kommunikation zu gewahrleisten. Sie ermittelt sich folglich aus der
Minimalzahl von Verbindungen zwischen je zwei Knoten minus |
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(p = min {r. | x € ¥} — 1). Der Durchmesser A... bezeichnet die maximale Distanz A (vgl.
Kapitel 5) zwischen zwei beliebigen Knoten im Netz. Die durchschnittliche Distanz wird
durch die mittlere Wegliinge § verkorpert. Die Verkehrsdichte  errechnet sich aus dem
Produkt von mittlerer Wegliinge und der Gesamtzahl aller Knoten im Netzwerk. Je
grofer die durchschnittliche Verkehrsdichte eines Netzwerks desto grofer ist die Wahr-
scheinlichkeit der Verzégerung der Nachricht aufgrund der Blockierung der Verbindung
durch eine andere Nachricht [RLH,88]. Die Bandbreite w bestimmt die Zahl der Nach-
richten, die gleichzeitig im gesamten Netzwerk empfangen bzw. gesendet werden konnen.
Beispielsweise errechnet sich die Bandbreite bei auf Links basierenden Netzwerken mit
konstanter Portzahl pro Prozessor und angenommener bidirektionaler Nutzbarkeit der
Links aus dem Produkt der Anzahl der Prozessoren mit der Zahl der Ports pro Prozessor.
Die Untersuchung der Expansionsfihigkeit erfolgt nur in logischer Hinsicht, d.h. ohne
Beriicksichtigung technologischer Probleme.

Beziiglich der Aussagekraft der verwendeten Kenngrofien zur Beurteilung der Giite einer
Topologie wird hier nur festgestellt, daB es sicherlich falsch ist, mit Hilfe von
Kenngréfien nach einer universal besten Topologie zu suchen; nur fiir eine bestimmte
Anwendung kann nach der jeweils besten Zieltopologie gesucht werden. Levitan unter-
sucht die Eignung verschiedener Kenngréfien zur Beurteilung von Netzwerken
[Lev,85]. Fiir eine vergleichende Analyse von Netzwerken auf der Basis von Kenngrofien
konnen die Arbeiten von Wittie [Wit,81], Bhuyan [Bhu,84] und Mudge et al.
[M&&84] herangezogen werden. Saad und Schultz vergleichen die wesentlichen hier

aufgefiihrten Topologien anhand der Komplexitidten beziiglich verschiedener Kommu-
nikationsformen [S&S,89].

Fir die in diesem Kapite] ohne Literaturreferenz angefithrten Implementierungen wird
auf einen Bericht von Dongarra und Duff verwiesen [D&D,89].
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3.1 Balancierte unvolistindige Blockpline (BIBD)

3.1.1 Einfache Bussysteme

A. Weitere Bezeichnungen.
Simple Bus Computer, SBC

B. Implementierungen.
CULLER 8, (Metastruktur der) CDC CYBERPLUS, ELXSI 6400, Encore Multimax
310/320, FLEX/32 Multicomputer

C. Kombinatorische Spezifikation.

(1) Beispiel.
Das in Abb. 7 dargestellte einfache Bussystem der Stufe n =4 entspricht folgendem

Versuchsplan;
vV ={0,1,2,3}
2 = {(0,1,2,3)}

v=4b=1,rn=1VxeV
A ={A(S):|S|=2,8cV}={1}

RRY

Abb. 7. Einfaches Bussystem der Stufe 4

(2) Versuchsplanparameter. Ein SBC (V,8) der Stufe n besitzt v=rn Knoten und b =1
Block der GréBe k = n. Der Wiederholungsfaktor betrédgt r,=1 VYxe V.

(3) Kenngrifien. Die Verkniipfungsdichte des SBC betrédgt d = 1/v, die Redundanz ist
p = 0, der Durchmesser ist Anee = 1 und die Bandbreite ist w = v. Die Verbindungskosten
betragen O(1/v), die mittlere Weglidnge ist O(1) und die Verkehrsdichte ist O(v). Ein SBC

kann beliebig expandiert werden.

(4) Balance. SBC der Stufe n sind 1-balanciert mit 4, = I (=), 2-balanciert mit 1, =1
und dartber hinaus z-balanciert fur ¢ < »n mit 4,= 1.

(5) Klassifizierung. Ein SBC (V,2) der Stufe n(=:1) ist ein +-Plan und daher insbeson-
dere ein balancierter unvollsténdiger Blockplan (BIBD).3

3  Obwohl es sich um einen vollstindigen Versuchsplan handelt, da der einzige Block alle Ele-
mente von ¥ umfaBt, werden die Anforderungen an einen BIBD nach der Definition in Anhang
A dennoch erfiillt, da Unvollstindigkeit nicht zwingend vorausgesetzt wurde.
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3.1.2 Vollstiindig verbundene Rechner

A. Weitere Bezeichnungen. .
Completely Interconnected Computer, CIC, vollstindiger Graph X, (Graphentheorie)

B. Implementierungen.
(Viele Multiprozessorprojekte mit nur einigen wenigen Prozessoren waren vollstédndig
verbundene Systeme.)

C. Kombinatorische Spezifikation.

(1) Beispiel.

Der in Abb. 8 dargestellte vollstandig verbundene Rechner der Stufe n =6 entspricht
folgendem Versuchsplan:

V=1{0,1,2,3,4,5}

2 = {(0,1),(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(5,0),(0,2),(0,3),(0,4),(1,3),(1,4),(1,5),(2,4),(2,5),(3,5)}
v=6,b=15,r,=5VxeV

Ao={A(S):|S|=2,8cV} = {1}

3
4 2
5 1
0
Abb. 8. Volistindig verbundener Rechner der Stufe 6

(2) Versuchsplanparameter. Ein CIC (V,8) der Stufe n besitzt v=n Knoten und

b=n(n—1)/2 Blocke der GroBe k=2VBe®. Der Wiederholungsfaktor betrigt
rr=n—1V¥xeV.

( 3) Kenngrifen. Die Verkniipfungsdichte des CIC betrigt d = (v — 1)/2, die Redundanz
ist p = v —2, der Durchmesser ist Anw = 1 und die Bandbreite ist w = (v — 1). Die Ver-

bindungskosten betragen O(v), die mittlere Wegldnge ist O(1) und die Verkehrsdichte ist
O(v). Ein CIC kann beliebig expandiert werden,

(4) Balance. CICs der Stufe n sind 1-balanciert mit A, =7~ 1(=r,) und 2-balanciert
mit ),3 = 1.

(5) Klassifizierung. Ein CIC (V,8) der Stufe n ist ein balancierter unvollstédndiger
Blockplan (BIBD).
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3.2 Partiell balancierte unvollstiindige Blockpline (PBIBD)
3.2.1 Linearverdichtungen

3.2.1.1 Sternformige Rechner

A. Weitere Bezeichnungen.
Star-Connected Computer, STC

B. Implementierungen.
(Kern der Verbindungsstruktur im) Carnegie-Mellon Cm* ([Gil,81])

C. Kombinatorische Spezifikation.

(1) Beispiel.

Der in Abb. 9 dargestellte Star-Connected Computer der Stufe (AuBenknoten) n =8
entspricht folgendem Versuchsplan:

vV ={0,1,2,3,4,5,6,7,8}

2 = {(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(0,6),(0,7),(0,8)}

v=9b=8,rn=8,r.=1Vxe V\ {0}

A= {A(S):| S|=2,ScV}={0,1}

? 5
6 4
® ®
7 3
8 . 2
1
Abb. 9. Sternformiger Rechner der Stufe (Aullenknoten) 8

(2) Versuchsplanparameter. Ein STC (V,8) der Stufe n besitzt v=n+1 Knoten und
b =n Blécke der GrofBe k=2 VB e @. Der Wiederholungsfaktor betridgt r, = n fir das

Zentrum und 7, = 1 fiir die peripheren Knoten.

(3) KenngriBen. Die Verkntipfungsdichte des STC betrigt 4= n/(n + 1), die Redundanz
ist p =0, der Durchmesser ist A =2 und die Bandbreite ist w = v. Die Verbindungs-

kosten betragen O(1), die mittlere Weglidnge ist O(1) und die Verkehrsdichte ist O(v). Ein
STC kann unter Berticksichtigung der Kapazitdt des Zentralknotens beliebig expandiert

werden.
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(4) Balance. Ein STC der Stufe n ist nicht 1-balanciert (unterschiedliche Wiederho-
lungsfaktoren) und daher auch nicht 2-balanciert.

(5) Klassifizierung. Ein STC (V,®) mit n Asten ist eine 2 — (1 + 1,2,1)-Verdichtung und
somit auch ein partiell balancierter unvollstandiger Blockplan (PBIBD).

3.2.1.2 Ringverkniipfte Rechner

A. Weitere Bezeichnungen.
Ring-Connected Computer, RCC

B. Implementierungen.

(Substruktur des) Kendall Square Research KSR-1 ([Web,93]), (Substruktur der) CDC
CYBERPLUS, PS 2000

C. Kombinatorische Spezifikation.

(1) Beispiel.

Der in Abb. 10 dargestellte Ring-Connected Computer der Stufe » =8 entspricht fol-
gendem Versuchsplan:

v =1{0,1,2,3,4,56,7}

2 = {(0,1),(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(5,6),(6,7),(7,0)}

v=8,b=8,r,=2VxeV

A= {A(S):|S|=2,8cV}={0,1}

Abb. 10. Ringférmiger Rechner der Stufe 8

(2) Versuchsplanparameter. Ein RCC (V,28) der Stufe n besitzt v=» Knoten und b = n
Blocke der GroBle k =2 VB € 8. Der Wiederholungsfaktor betrigt r,=2 VYx e V.

(3) Kenngrdfen. Die Verkniipfungsdichte des RCC betrigt d = 1, die Redundanz ist
p =1, der Durchmesser ist A= v/2 und die Bandbreite ist w = 2v, Dje Verbindungs-

kosten betragen O(1), die mittlere Wegldnge ist O(v) und die Verkehrsdichte ist O(?). Ein
RCC kann beliebig expandiert werden.
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(4) Balance. Ein RCC der Stufe # ist 1-balanciert mit 4, =2 (= r,). Die 2-Indexmenge
ist A; = {0,1}.

(5) Klassifizierung. Ein RCC (V,2) der Stufe # ist eine 2 — (»,2,1)-Verdichtung und somit
auch ein partiell balancierter unvollstindiger Blockplan (PBIBD).

3.2.1.3 Verstrebte Ringe

A. Weitere Bezeichnungen.
Chordal-Ring-Connected Computer, CRC

B. Implementierungen.
ELI-512 ([P&&,847)

C. Kombinatorische Spezifikation.

Hier wird eine spezielle Form mit Diagonalverkniipfungen betrachtet; es existieren je-
doch auch andere Formen mit einer wesentlichen gréfleren Zahl von, gegeniiber dem
Ring zusétzlichen, Verbindungen [Dot,84].

(1) Beispiel.

Der in Abb. 11 dargestelite Chordal-Ring-Connected Computer der Stufe »= 8 ent-
spricht folgendem Versuchsplan:

vV ={0,1,2,3,4,5,6,7}

B = {(0,1),(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(5,6).(6,7),(7,0),(0,4),(1,5),(2,6),(3,7))
v=8b=12,r,=3VxeV

A= {A(S): | S|=2,8cV}={0,1}

Abb. 11. Rechner mit verstrebtem Ring der Stufe 8

(2) Versuchsplanparameter. Ein CRC (V,8) der Stufe n besitzt v=n Knoten und
b=3n/2 Blocke der Grofe k=2VBeZ. Der Wiederholungsfaktor betrégt

ry=3VxeV.

(3) Kenngrifen. Die Verkniipfungsdichte des CRC betridgt d = 3/2, die Redundanz ist
p =2, der Durchmesser ist Amx = v/4 und die Bandbreite ist w = 3v. Die Verbindungs-
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kosten betragen O(1), die mittlere Wegliinge ist O(v) und die Verkehrsdichte ist O(%). Ein
CRC kann fiir gerade Knotenzahlen v beliebig expandiert werden.

(4) Balance. Ein CRC der Stufe » ist 1-balanciert mit A, = 3 ( =r,). Die 2-Indexmenge
ist A; = {0,1}.

(5) Klassifizierung. Ein CRC (V,8) der Stufe » ist eine 2 — (»,2,1)-Verdichtung und somit
auch ein partiell balancierter unvollstdndiger Blockplan (PBIBD).

3.2.2 Polynomialverdichtungen

Im folgenden werden nur soiche maschenverbundenen Rechner betrachtet, deren Ver-
bindungsstruktur zyklisch iber die Rénder geschlossen ist und die daher auch die Be-
zeichnung Torus tragen. Ein zyklischer Ring von Verbindungen in einer Torusstruktur
wird im folgenden als Masche bezeichnet. Des weiteren werden nur Strukturen betrach-
tet, deren Ausdehnung in alle Dimensionen (zwei oder drei) gleich ist. Bei den
maschenverbundenen Strukuren, die auf Bussen aufbauen (MBC2, MBC3), wird eine
(komplette) Masche durch einen (einzelnen) Bus realisiert.

3.2.2.1 Zweidimensional maschenverbundene Rechner

A. Weitere Bezeichnungen.
Mesh-Connected Computer, MCC2, zweidimensionales Gitter

B. Implementierungen.

ICL DAPI1, ICL DAP2, Active Memory Technology DAP 510, Active Memory

Technology DAP 610, MasPar MP-1, MasPar MP-2, Loral MPP, Intel Paragon XP/S
([E&K,93])

C. Kombinatorische Spezifikation.

(1) Beispiel.

Der in Abb. 12 dargestellte zweidimensional maschenverbundene Rechner der Stufe

n =3 entspricht folgendem Versuchsplan:

vV ={0,1,2,3,4,5,6,7,8}

2 = {(0,1),(1,2),(2,0),(3,4),(4,5),(5,3),(6,7),(7,8),(8,6).(0,3),(3,6).(6,0),(1,4),(4,1),(7, 1,(2,5),
(5,8),(8,2)}

v=9,b=18,r,=4VxeV

Ar={A(S):| §|=2,5¢V} = (0,1}

(2) Versuchsplanparameter. Ein MCC2 (V@) der Stufe n besitzt v=n* Knoten und

b=2n* Blocke der GroBe k=2YBeP. Der Wiederholungsfaktor betrigt
rn=4VxeV.

(3) Kenngrifen. Die Verkniipfungsdichte des MCC2 betrigt d = 2, die.Redundanz ist
p =3, der Durchmesser ist Amw=+/v und die Bandbreite ist o = 4v, Dje Verbindungs-
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kosten betragen O(1), die mittlere Weglinge ist O(//v) und die Verkehrsdichte ist
O(vy/v). Ein MCC2 kann im Rahmen von Quadratzahlen expandiert werden.

(4) Balance. Ein MCC2 der Stufe » ist 1-balanciert mit A, = 4-( = r,). Die 2-Index-Menge
ist A, = {0,1}

(5) Klassifizierung. Ein MCC2 (V,9) der Stufe n ist eine 2 — (#2,2,1)-Verdichtung und
damit insbesondere ein partiell balancierter unvollstindiger Blockplan (PBIBD). Fur
n =2 ist das Mengensystem nicht einfach und der MCC2 eine 2 — (12,2,2)-Verdichtung,

S —  —
678*_
[ )
St st
)
oU U 20

Abb. 12. Zweidimensional maschenverbundener Rechner der Stufe 3

3.2.2.2 Dreidimensional maschenverbundene Rechner

A. Weitere Bezeichnungen.
Mesh-Connected Computer, MCC3, dreidimensionales Gitter

B. Implementierungen.
CRAY MPP ([Oed,93])

C. Kombinatorische Spezifikation.

(1) Beispiel.
Der in Abb. 13 dargestellte dreidimensional maschenverbundene Rechner der Stufe

n =3 entspricht folgendem Versuchsplan:
V={0,1,2,3,..,26}

B = {(0,1),...,(25,26)}
v=27,b=81,r,=6VxeV

A= {A(S):|S|=2,5cV}={01}

(2) Versuchsplanparameter. Ein MCC3 (V,#) der Stufe n besitzt v=nr® Knoten und
b=13m Blocke der GroBe k=2VBeB. Der . Wiederholungsfaktor betrigt

r=6VxeVl.
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(3) Kenngréfen. Die Verkniipfungsdichte des MCC3 betriigt 4 =3, die Redundanz ist
p =3, der Durchmesser ist Anux= 3/23/_v_ und die Bandbreite ist w = 6v. Die Verbin-
dungskosten betragen O(1), die mittlere Weglénge ist O(¥ v) und die Verkehrsdichte ist
O(v¥/ v). Ein MCC3 kann im Rahmen von Kubikzahlen expandiert werden.

(4) Balance. Ein MCC3 der Stufe n ist 1-balanciert mit 4, = 6 ( = r,). Die 2-Index-Menge
ist A; = {0,1} bzw. A, = {0,2} fiir n = 2.

(5) Klassifizierung. Ein MCC3 (V,2) der Stufe n ist eine 2 — (#*, 2,1)-Verdichtung und
somit insbesondere ein partiell balancierter unvollstindiger Blockplan (PBIBD). Fiir

n =2 ist das Mengensystem nicht einfach und der MCC3 eine 2 — (3, 2,2)-Verdichtung.

Fiir den Fall n =2 besitzen MCC2 bzw. MCC3 gegeniiber den Bus-Systemen MBC2
bzw. MBC3 doppelte Kapazitit.

%',

)

S

Abb. 13. Dreidimensional maschenverbundener Rechner der Stufe 3: Knotennumerierungen
entfallen aus Griinden der Ubersichtlichkeit; das Adressierungsschema des MCC2
ist entsprechend zu erweitern.

3.2.2.3 Zweidimensional maschenverbundene Rechner mit Bussen

A. Weitere Bezeichnungen.
Mesh-Bus-Connected Computer, MBC2, zweidimensionales Gitter mit Bussen

B. Implementierungen.

(Maschenstrukturen auf der Basis von Bussen werden von Fiduccia vorgeschlagen
[Fid,92].)

C. Kombinatorische Spezifikation.

(1) Beispiel.

Der in Abb. 14 dargestellte zweidimensional maschenbusverbundene Rechner der Stufe
n =3 entspricht folgendem Versuchsplan:

V={0,1,2,3,4,5,6,7,8}

2 = {(0,1,2),(3,4,5),(6,7,8),(0,3,6),(1,4,7),(2,5,8)}
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v=9b=6,r,=2VxeV
A= {A(S) S| =2,5cV}={0,1}

S N s
( D
6 7 8
( D
3 4 5
C )
U
0 R
Abb. 14, Zweidimensional maschenbusverbundener Rechner der Stufe 3

(2) Versuchsplanparameter. Ein MBC2 (V,8) der Stufe n besitzt v=n* Knoten und
b = 2n Blocke der Grofle k = n VB e #. Der Wiederholungsfaktor betrigt r,=2 Vx e V.

(3) Kenngripen. Die Verkniipfungsdichte des MBC2 betriigt d = 2/\/v, die Redundanz
ist p = 1, der Durchmesser ist An = 2 und die Bandbreite ist w = 2v. Die Verbindungs-
kosten betragen O(1//v), die mittlere Weglinge ist O(1) und die Verkehrsdichte ist
O(v). Ein MBC2 kann im Rahmen von Quadratzahlen expandiert werden.

(4) Balance. Ein MBC2 der Stufe n ist I-balanciert mit 4, = 2 ( = r,). Die 2-Index-Menge
ist A, = {0,1}

(5) Klassifizierung. Ein MBC2 (V,2) der Stufe n ist eine 2 — (#?n,1)-Verdichtung und
damit insbesondere ein partiell balancierter unvollstdndiger Blockplan (PBIBD).

3.2.2.4 Dreidimensional maschenverbundene Rechner mit Bussen

A. Weitere Bezeichnungen.
Mesh-Bus-Connected Computer, MBC3, dreidimensionales Gitter mit Bussen

B. Implementierungen.
(Maschenstrukturen auf der Basis von Bussen werden von Fiduccia vorgeschlagen

[Fid,92].)
C. Kombinatorische Spezifikation.

(1) Beispiel.
Die Abb. 13 auf Seite 38 zeigt die grundlegende Struktur des dreidimensional

maschenbusverbundenen Rechners der Stufe n=3. Analog zur Abbildung des
zweidimensional maschenbusverbundenen Rechners, Abb. 14 auf Seite 39, wird ein
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zyklischer Umlauf (Masche) jedoch nur durch einzelnen Bus realisiert. Der MBC3 der
Stufe n = 3 entspricht daher folgendem Versuchsplan:

V={0,1,2,3,..,26}

2 = {(0,1,2),...,(24,25,26)}

v=21,b=27,r,=3VxeV

Ay ={A(S):|S|=2,5cV}={0,1}

(2) Versuchsplanparameter. Ein MBC3 (V,8) der Stufe n besitzt v=r® Knoten und
b=13n* Blocke der GroBe k=nVBe®. Der Wiederholungsfaktor betrdgt
r.=3VxeV.

(3) Kenngrgfen. Die Verkniipfungsdichte des MBC3 betrigt d = 3/ v, die Redundanz
ist p = 2, der Durchmesser ist A, = 3 und die Bandbreite ist w = 3v. Die Verbindungs-
kosten betragen O(1/3/v), die mittlere Weglinge ist O(1) und die Verkehrsdichte ist
O(v). Ein MBC3 kann im Rahmen von Kubikzahlen expandiert werden.

(4) Balance. Ein MBC3 der Stufe » ist 1-balanciert mit 4, = 3 (= r,). Die 2-Index-Menge
ist A, ={0,1}

(5) Klassifizierung. Ein MBC3 (V,%) der Stufe n ist eine 2 — (%, n,1)-Verdichtung und
somit insbesondere ein partiell balancierter unvollstindiger Blockplan (PBIBD).

3.2.3 Exponentialverdichtungen

3.2.3.1 Hyperwiirfel

A. Weitere Bezeichnungen.
Cube-Connected Computer, CCC, Hypercube, binary N-Cube

B. Implementierungen.

Floating Point Systems Serie T, Caltech Cosmic Cube, Caltech/JPL Mark II,
Caltech/JPL Mark 1Ilfp, Intel iPSCI, Intel iPSC2, Intel iPSC/860, NCUBE/four,
NCUBE/seven, NCUBE/ten, CCI Navier Stokes Computer, Columbia University
CHoPP, Paralex Gemini, University of New Mexiko UNMHC, AT&T BTL-Hypercube,

Ametek System 14, PC-CUBE, MAC-CUBE, (Metastruktur der) Thinking Machines
CM-2 ([Rod,917)

C. Kombinatorische Spezifikation.

Der Fall v=2,b=1 (1-dimensionaler Fall) wird hier nicht als Hypercube angesehen
(vgl. 3.1.2: vollsténdig verbundene Rechner). Die Knotennumerierungen entsprechen
dem Gray-Code.

(1) Beispiel.

Der in Abb. 15 dargestelite Hypercube der Stufe (Dimension) n=3 entspricht fol-
gendem Versuchsplan:

Vv ={0,1,2,3,4,5,6,7}

2 = {(0,1),(1,2),(2,3),(3,0),(0,7),(1,6),(2,5),(3,4),(4,5),(5,6),(6,7),(7,4)}
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v=8,b=12,r,=3VxeV
A= {A(S):|S]|=2, SV} ={0,1}

1T

0 1

Abb. 15. Hyperwiirfel der Stufe (Dimension) 3

Der Hypercube der Stufe (Dimension) n =4 ist in Abb. 34 auf Seite 120 dargestellt.

(2) Versuchsplanparameter. Ein Hypercube (V,2) der Stufe n besitzt v = 2" Knoten und
b=n2"-1 Blocke der Grofle k=2VBeZP. Der Wiederholungsfaktor betragt

r.=nV¥xelV.

(3) Kenngrifen. Die Verkniipfungsdichte des CCC betrégt d = ( log,v)/2, die Redundanz
ist p = logev — 1, der Durchmesser ist A, = log,v und die Bandbreite ist w = v log,v. Die
Verbindungskosten betragen O( log v), die mittlere Weglinge ist O(logv) und die Ver-
kehrsdichte ist O(vlogv). Ein CCC kann im Rahmen von Zweierpotenzen expandiert

werden.

(4) Balance. Hypercubes sind 1-balanciert mit 1, =n(=r,) Die 2-Index-Menge ist
A ={0,1}

(5) Klassifizierung. Ein Hypercube (V,2) der Dimension # ist ein partiell balancierter
unvollstindiger Blockplan (PBIBD). Wegen A, < 1 kann der Hypercube der Stufe n auch
als 2 — (2,2,1)-Verdichtung bezeichnet werden.

3.2.3.2 Rechner mit wiirfelartig verkniipften Zyklen

A. Weitere Bezeichnungen.
Cube-Connected Cycle Computer, COC

B. Implementierungen.
(vorgeschlagen von Preparata und Vuillemin [P&V,81]), Boolean Vector Machine

(BVM) ([P&&,84])
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C. Kombinatorische Spezifikation. ‘ o
Hier wird nur die spezielle Form betrachtet, in der die Zahl der Knoten in einem Zykel

immer genau der Dimension des zugrundeliegenden Wiirfels entspricht.

ispiel. .
I(DI:r li’xf'X’bb. 16 dargestelite Cube-Connected Cycle Computer der Stufe n = 3 entspricht
folgendem Versuchsplan:
V= {0,...,23}
B = {(0,1),(1,2),(2,0),...,(21,22),(22,23),(23,21),(0,3),...,(19,2l)}
v=24,b=36,r,=3VxeV
A= {MS):1S|=2,5cV}={0,1}

Abb. 16. Hyperwiirfel mit Zyklen der Stufe 3

(2) Versuchsplanparameter. Ein COC (V,#) der Stufe n besitzt v=n2" Knoten und

b=3n2-' Blocke der GroBe k=2VxeV Der Wiederholungsfaktor betrigt
rr=3VxeV.

(3) Kenngrifen. Die Verkniipfungsdichte des COC betriigt d = 3/2, die Redundanz ist
p =2, der Durchmesser ist A = 27 und die Bandbreite ist w = 3v. Die Verbindungsko-

sten betragen O(1), die mittlere Weglidnge ist O(n) und die Verkehrsdichte ist O(nv). Ein
COC kann in bestimmtem Rahmen (vgl. Knotenzahl) expandiert werden.

(4) Balance. Ein COC der Stufe # ist 1-balanciert mit 4, = 3 (=r,). Die 2-Index-Menge
ist Az = {0,1}.

(5) Klassifizierung. Ein COC (V,®) der Stufe n ist eine 2 — (n27,2,1)-Verdichtung und
somit auch ein partiell balancierter unvollsténdiger Blockplan (PBIBD).

3.2.3.3 Biniarbiume

A. Weitere Bezeichnungen.
Tree-Connected Computer, TCC
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B. Implementierungen.
ip-Systems TX3, NON-VON, DADO, X-Tree

C. Kombinatorische Spezifikation.

(1) Beispiel.

Der in Abb. 17 dargestelite Tree-Connected Computer der Stufe (Baumhohe) n=3
entspricht folgendem Versuchsplan:4

V=1{0,1,2,34,5,7,8,9,10,11,12,13,14}

2 ={(0,1),(0,2),(1,3),(1,4),(2,5),(2,6),(3,7),(3,8),(4,9),(4,10),(5,11),(5,12),(6,13),(6,14)}
v=15b=14,n=2,r.=1Vxe {1,2,3,4,56}, r,=3 Vye {7,8,9,10,11,12,13,14)

A= {A(S):|S|=2,8ScV} ={0,1)

Abb. 17. Binidirbaum-Rechner der Stufe (Baumhihe) 3

(2) Versuchsplanparameter. Ein TCC (V,2) der Stufe n besitzt v = iZ" =2+1—~1 Kno-
n i=0

ten und b= Y 20— 1=2"+1—-2 Blocke der Grofle k=2 VBe . Die Wiederholungs-
i=0

faktoren betragen r, = 2 fir die Wurzel, r, =1 flir die Blétter und r, =3 fur alle librige

Knoten.

(3) KenngrgPen. Die Verknlipfungsdichte des TCC betrdgt =1, die Redundanz ist
p =0, der Durchmesser ist A= 2log:v und die Bandbreite ist @ = 2v. Die Verbin-
dungskosten betragen O(1), die mittlere Wegldnge ist O(log v) und die Verkehrsdichte ist
O(v log v). Ein TCC kann im Rahmen von Zweierpotenzen expandiert werden.

(4) Balance. Ein TCC der Stufe # ist aufgrund unterschiedlicher Wiederholungsfaktoren
nicht 1-balanciert und daher auch nicht 2-balanciert.

(5) Klassifizierung. Ein TCC (V,2) der Stufe n ist eine 2 — (2"+! — 1,2,1)-Verdichtung
und somit auch ein partiell balancierter unvollstindiger Blockplan (PBIBD).

4 Die Numerierung der Binirbaum- sowie der Hyperbaumrechner konnte ebenso wie die der
maschenverbundenen Rechner im Hinblick auf andere Operationen wesentlich systematischer
oder effizienter erfolgen. Dies ist hier jedoch nicht erforderlich, so da8 Konsistenz.mit den an-

deren Topologiebeispielen im Vordergrund steht.
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3.2.3.4 Hyperbiume

A. Weitere Bezeichnungen.
Hypertree-Connected Computer, Hypertree, HCC

B. Implementierungen. .
(projektiert durch Goodman und Sequin [G&S,817)

C. Kombinatorische Spezifikation.

(1) Beispiel. ) '

Der in Abb. 18 dargestelite Hypertree Computer der Stufe (Baumhohe) n = 3 entspricht

folgendem Versuchsplan:

vV ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14}

B = {(0,1),0,2),(1,3),(1,4),(2,5),(2,6),(3,7),(3,8),(4,9),(4,10),(5,1 1),(5,12),(6,13),(6,14),(1,2),
(3,5),(4,6),(7,11),(8,12),(9,13),(10,14}} v

v=15b=21,n=2r=2Yxe{73,.,14}, n=4Vye {1,2,3,4,5,6}

A= {A(S): | S|=2,5¢cV}={0,1}

Abb. 18. Hyperbaum-Rechner der Stufe (Baumhéhe) 3

(2) Versuchsplanparameter. Ein HCC (V,2) der Stufe n besitzt v = iZ’ =2"+!—1 Kno- .
n n-1 =
ten und b=b +by= 32— 1+ 32 =3(2"— 1) Blocke der GréBe k=2 VBe B. Die

=0 =
Wiederholungsfaktoreﬁ betragenirou= 2 fur die Wurzel sowie r, = 2 fur alle Bliatter und
ry =4 fir alle Gibrige Knoten.

(3) Kenngrgfien. Die Verkniipfungsdichte des HCC betrigt d~3/2, die Redundanz ist
p =1, der Durchmesser ist Amx =2 log,y — 1 und die Bandbreite ist @ = 3v. Die Verbin-
dungskosten betragen O(1), die mittlere Weglinge ist O( log v) und die Verkehrsdichte ist
O(vlog v). Bin HCC kann im Rahmen von Zweierpotenzen expandiert werden.

(4) Balance. Ein HCC der Stufe # ist aufgrund unterschiedlicher Wiederholungsfaktoren
nicht 1-balanciert und daher auch nicht 2-balanciert.

(5) Klassifizierung. Ein HCC (V,8) der Stufe » ist eine 2 — (27+1 = 1,2,1)-Verdichtung
und somit auch ein partiell balancierter unvollstindiger Blockplan (PBIBD).
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3.2.3.5 Pyramidenformig verkniipfte Rechner

A. Weitere Bezeichnungen.
Pyramidal-Connected Computer, PCC

B. Implementierungen.
Erlangen General Purpose Array (EGPA) (in modifizierter Form [M &S,76])

C. Kombinatorische Spezifikation.

(1) Beispiel.

Der in Abb. 19 dargestelite Pyramidal-Connected Computer der Stufe » =2 (Ebenen-

zahl — 1) entspricht folgendem Versuchsplan:

V={0,1,...,20}

2 = {(0,1),0,2),(0,3),(0,4),(1,2),(2,3),(3,4),(4,1),(1,5),(1,6),(1,7),(1,8),(2,9),(2,10),(2,11),(2,12),
(3,13),(3,14),(3,15),(3,16),(4,17),(4,18),(4,19),(4,20),(5,6),(6,7),(7,8),(8,5),(9,10),(10,11),
(11,12),(12,9),(13,14),(14,15),(15,16),(16,13),(17,18),(18,19),(19,20),(20,17)}

v=21,b=40,rn=4,r,=7Vxe {1,234}, r,=3Vye V\{0,1,2,3,4)

A= {A(S) | S| =28V} ={0,1}

Abb. 19. Pyramidenformiger Rechner der Stufe (Ebenenzahl — 1) 2

(2) Versuchsplanparameter. Ein PCC (V,2) der Stufe n besitzt v= 12_:04' =4+ -1)/3
Knoten und b =23 4' = 2(d+! —1)/3 — 2 Blécke der GroBe k=2 VB e @. Die Wieder-
holungsfaktoren l;Zéragen ro=4 fur den Wurzelknoten, r,=3 fur die Knoten der

untersten Ebene und r, = 7 fur alle tibrigen Knoten.
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(3) Kenngripen. Die Verkniipfungsdichte des PCC betrigt d~2, die Redundanz ist
p =2, der Durchmesser ist An. = logsv und die Bandbreite ist w=5v. Die Verbindungs-
kosten betragen O(1), die mittlere Weglinge ist O(logv) und die Verkehrsdichte ist
O(vlog v). Ein PCC kann im Rahmen von Viererpotenzen (vgl. o0.) expandiert werden.

(4) Balance. Ein PCC ist aufgrund unterschiedliche Wiederholungsfaktoren nicht
1-balanciert und daher auch nicht 2-balanciert.

(5) Klassifizierung. Ein PCC (V,2) der Stufe n ist ein partiell balancierter unvollstin-
diger Blockplan (PBIBD) und hier speziell eine ((4*+! —1)/3,2,1)-Verdichtung.
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3.3 Partielle paarweise balancierte Pline (PPBD)

3.3.1 Hierarchische Bussysteme

A. Weitere Bezeichnungen.
Hierarchical Bus Computer, HBC

B. Implementierungen.
SUPRENUM ([Gil,881)

C. Kombinatorische Spezifikation.
Hier werden nur Hierarchische Bussyteme mit einem Systembus betrachtet.

(1) Beispiel.

Das in Abb. 20 dargestellte hierarchische Bussystem mit bc=3 Clusterbussen zu je
n =4 Knoten entspricht folgendem Versuchsplan:

V=1{0,1,2,..,11, 4,B,C}

2 = {(0,1,2,3,4),(4,5,6,7,B),(8,9,10,11,C),(4,B,C)}

v=15,b=bc+ 1=4,r,=1Vxe {0,1,.,11}, ,=2Vye {4,B8,C}

C A= {A(S): | S| =2,85cV}={0,1}

Clusterbus
'Y EXNE
0 1 2 3 0
Clusterbus -
XXKNIE
4 5 6 7 >
Clusterbus wn
®

1

o

11

Abb. 20. Hierarchisches Bussystem mit 3 Clusterbussen und 1 Systembus

(2) Versuchsplanparameter. Ein HBC (V,2) mit bc Clusterbussen zu je n Knoten und 1
Systembus besitzt v = bcn + bc = (n + 1)bc Knoten inclusive Hilfsknoten, & = bc Blocke
der GréBe kc=n+ 1 und 1 Block der GroBe ks = bc. Die Wiederholungsfaktoren betra-
gen rg = 1 fiir die (Prozessor-)Knoten, ry = 2 fur die Hilfsknoten.

(3) Kenngrifen. Die Verknipfungsdichte des HBC betrdgt d=(bc+ 1)/nbc, die
Redundanz ist p = 0, der Durchmesser ist Anx =3 und die Bandbreite ist w = bc. Die
Verbindungskosten betragen O(1/n), die mittlere Wegldnge ist 2 und die Verkehrsdichte
ist O(v). Ein HBC kann proportional zur Zahl der Clusterbusse expandiert werden.
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(4) Balance. Ein HBC ist aufgrund unterschiedliche Wiederholungsfaktoren nicht
1-balanciert und daher auch nicht 2-balanciert.

(5) Klassifizierung. Ein HBC (V,2®) mit b Clusterbussen und 1 Systembus wird durch
einen partiellen paarweise balancierten Plan (PPBD) mit den Parametern
(v,K,Az) = ((n + Dbe, {ke, ks}, {0,1}) beschrieben und kann daher auch als nicht-uniforme
Verdichtung bezeichnet werden.

3.3.2 Aligemeine wiirfelverbundene Zyklen

Realisiert man im Cube-Connected Cycle Computer (vgl. 3.2.3.2) die Zykel durch jeweils
einen Bus, so wird der COC (V,#) durch einen partiellen paarweise balancierten Plan

(PPBD) mit den Parametern (v,K,A;) = (n2~, {n,2}, {0,1}) beschrieben und kann daher
auch als nicht-uniforme Verdichtung bezeichnet werden.
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3.4 Sonderformen

3.4.1 Rekonfigurierbare Netzwerke

Mit ,rekonfigurierbar” werden an dieser Stelle Rechner bezeichnet, die verschiedene
Topologien im Sinne der bisher behandelten statischen Verbindungsnetzwerke anneh-
men konnen, nicht aber Topologien mit Schaltelementen, die auch wihrend einer Kom-
munikationsaufgabe ihre Konfiguration verindern kénnen, also von ihrer Funktions-
weise dynamische Verbindungsnetzwerke darstellen. Auch diese werden in der Literatur
mit dem Begriff rekonfigurierbar belegt. Zu den im statischen Sinne rekonfigurierbaren
Netzwerken gehoren beispielsweise Transputer-Systeme, wie das MEIKO-Konzept, die
manuell umkonfiguriert werden kdénnen. Derartige Systeme kénnen durch Hyperpline
(vgl. Anhang A) beschrieben werden, also Familien von Versuchsplinen {iber der glei-
chen Menge V.

3.4.2 Kombinationen von Topologien

Entsteht das statische Verbindungsnetzwerk eines Rechners durch Kombination ver-
schiedener hier aufgefiihrter Topologien, so kann auch dies mit optimalen Versuchspli-
nen beschrieben werden. Beispielsweise sind Ringe sternformiger Topologien denkbar
oder auch Bindrbdume, an deren Blittern sich komplette Ringe befinden dhnlich dem
Kendall Square KSR-1 [Web,93]. Tsai, Bagherzadeh und Kim schlagen eine Kombina-
tion aus Maschen- und Baumverbindungen vor [TBK,91]. Kumar und Patnaik be-
schreiben einen erweiterten Hypercube, dessen ,,Knoten“ wiederum Hypercube-Rechner
darstellen [K&P,92]. Obwohl diese Rechner keiner der bekannten Einzel-
Topologieklassen entsprechen, fallen sie dennoch in eine bestimmte Klasse von Ver-
suchspldnen, so daB sich mit Hilfe kombinatorischer Beschreibung ein neuer Zugang
zum Mapping-Problem (vgl. Kapitel 5) ergibt.

3.4.3 Noch nicht integrierte Architekturen

Mit einfachen Erweiterungen koénnen auch andere Formen statischer Verbindungs-
netzwerke beschrieben werden, beispielsweise Architekturen, bei denen sich nicht an
allen Endpunkten von Verbindungen Prozessoren befinden, wie etwa beim sogenannten
fat-tree [G&L,85], der im Verbindungsnetzwerk der Connection Machine CM-5 Ver-
wendung-gefunden hat. Der far-tree verfigt zwar tiber eine Baumstruktur, wie bei den
hier besprochenen Tree-Topologien, es sind jedoch nur die Blitter des Baumes mit Pro-

zessoren besetzt.
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4 Beschreibung paralleler Algorithmen durch Versuchspline
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4.1 Charakterisierung paralleler Algorithmen

4.1.1 Griinde fiir eine Klassifizierung von Algorithmen

Uber die beim Entwurf sequentieller Algorithmen zu treffenden Entscheidungen hinaus
sind bei der Entwicklung paralleler Algorithmen eine Reihe zusitzlicher Aspekte zu be-
riicksichtigen. Neben der Zahl der maximal sinnvoll einzusetzenden Prozessoren spiclt
die Frage der Datenallokation eine entscheidende Rolle. Weiterhin muB die Festlegung
von Prozessen, sofern diese wihlbar ist, im Hinblick auf eine balancierte Lastverteilung
und somit gute Auslastung des Zielrechners erfolgen. Daher nimmt der Schwierigkeits-
grad sowohl in Entwicklung als auch Implementierung beim Ubergang vom sequentiel-
len zum parallelen Fall aufgrund der zusétzlichen Freiheitsgrade der Entscheidungspro-
zesse um ein Vielfaches zu [Jam,87].

Um eine hohe Effizienz bei der Ausfiithrung eines Programms auf einem Rechner zu
gewidhrleisten, kann es entscheidend sein, daf} die Struktur des Verbindungsnetzwerks
des einzusetzenden (verteilten) Rechners die Kommunikationsstruktur des auszufiih-
renden Programms hinreichend gut widerspiegelt. Diese Quasi-Emulation kann natur-
geméf nur von einer rekonfigurierbaren Architektur fiir verschiedene Typen von Algo-
rithmen geleistet werden. Anderenfalls — und das ist die Realitit aufgrund der
gegenwirtigen Nichtverfiigbarkeit derartiger Rechner — mufl zur Implementierung eines
bestimmten Algorithmus die jeweils geeignetste Rechnertopologie ausgew#hlt werden.
Ist nur ein Rechnersystem verfligbar, so ist die Problemstellung offensichtlich hinfillig.

Es ist nun sicherlich sinnvoll, die fiir einen bestimmten Algorithmus brauchbarste Ar-
chitektur einmalig zu ermitteln, damit nicht fiir jedes Implementierungsvorhaben diese
Optimierung erneut geleistet werden mufB. Da viele Algorithmen gleiche oder dhnliche
Grundstrukturen aufweisen, ergibt sich, daBl im allgemeinen nicht fiir einen einzelnen
Algorithmus sondern fur eine Klasse von Algorithmen die beste Topologie zur Imple-
mentierung gefunden werden muB. Beispielsweise kann das Prinzip des Divide-and-
Conquer in vielen Algorithmen angetroffen werden, wie bei der Summation von Zahlen
oder beim Quicksort-Verfahren [Kne,90]. Hat man einmal nachgewiesen, daB die
Rechnertopologie in der Form des bindren Baumes diejenige ist, die das Divide-and-
Conquer-Schema optimal reflektiert, so wird die Suche nach dem idealen Rechner fur
einen bestimmten Algorithmus bereits durch Identifikation des Divide-and-Conquer-
Prinzips in diesem Algorithmus geleistet. Die Klassenbildung trégt also in erheblichem
Mage zur Reduktion des Implementierungsaufwands bei.

Die hier dargestellte Situation der Klasseneinteilung anhand der algorithmischen
Grundprinzipien, wie Divide-and-Conquer, greedy. oder dynamisches Programmieren
[Kri,89], ist eine grobe Vereinfachung der tatsichlichen Situation, da der Raum der Al-
gorithmen nur eindimensional dargestellt wurde. Um eine brauchbare Klasseneinteilung
zu erreichen, muB man jedoch eine Vielzahl verschiedener Aspekte beriicksichtigen,
. welche dann einen mehrdimensionalen Raum zur Charakterisierung.paralleler Algo-

rithmen aufspannen.

Neben der Problematik der optimalen Abbildung paralleler Algorithmen auf bereits exi-
stierende parallele Hardware kann man die ideale Zieltopologie fiir einen praxisrele-
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vanten Algorithmus auch als Entwurfsvorbild fur neue Rechnerkonstruktionen n.utzen.
Dies ist in gewissen Spezialfillen, insbesondere solchen aus der Nachrlchtente:chmk und
der digitalen Bildverarbeitung, mit dem Entwurf von Spezialprozessoren bereits geschc?-
hen. Andererseits erhofft man sich brauchbare und zuverlissige Vorhersagen Uber die
mit einem bestimmten Algorithmus auf einer bestimmten Hardware erzielbare Leistung,.
Die Bereitstellung eines einheitlichen Rahmens fir die Beurteilung paralleler Algo-
rithmen dient zum Vergleich mehrerer Algorithmen zur Losung des gleichen Problems.
Das Idealbild kinftiger Rechnertopologien wird jedoch zweifelsfrei mit dem Attribut der
Rekonfigurierbarkeit beschrieben.

4.1.2 Kriterien zur Charakterisierung paralleler Algorithmen

Kung [Kun,80] klassifiziert Algorithmen direkt im Hinblick auf zu verwendende Rech-
nerkategorien und teilt parallele Algorithmen in die Klassen SIMD, MIMD und
systolisch ein. Diese Vorgehensweise wird hier nicht nachvollzogen, da die generelle
Leistungsfihigkeit eines parallelen Algorithmus oft gerade dadurch begrenzt wird, dafl
er mit Blick auf eine bestimmte Architektur entworfen wurde [P&Y,88]. Die einem be-
stimmten Problem innewohnende Parallelitit, die durch einen Algorithmus formuliert
sein kann, ist von wesentlich gréBerem Interesse als die Parallelitit eines (festen) Pro-
gramms [Val,82b]. Die fur den jeweiligen Algorithmus geeignete Topologie soll sich da-
her aus den algorithmen-spezifischen Eigenschaften herleiten, die fur diesen Algorithmus
zutreffen. Jamieson [Jam,86] liefert eine Zusammenstellung wesentlicher Attribute zur
Charakterisierung paralleler Algorithmen, die in der vorliegenden Arbeit in
komprimierter und modifizierter Form aufgegriffen wird:

Natur des Parallelismus

Grad des Parallelismus

Charakter des Algorithmus

Grundlegende Operationen
Datenstrukturen und Datenabhingigkeiten
Kommunikationsgeometrie

® & & e o o

Natur des Parallelismus. Falls auf hinreichend groBen Datenfeldern gleiche, voneinander
unabhéngige, Operationen ausgefiihrt werden, wie beispielsweise bei der Multiplikation
eines Vektors mit einem Skalar, so kann das Feld der Daten partitioniert werden. Das
bedeutet, daf die jeweiligen Einzeloperationen auf den verschiedenen Datenelementen
des Feldes von entsprechend vielen Prozessoren gleichzeitig bearbeitet werden koénnen.
Man spricht von Datenparallelismus. In diesem speziellen Falle reicht es fiir die parallele
Abarbeitung aus, daff die verschiedenen Prozessoren des Systems zu einer Zeit exakt die
gleiche Operation ausfiihren. Daraus resultiert, daB hier ein SIMD-System (vgl. Ab-
schnitt 2.1) zum Einsatz kommen kann. Falls in einem Algorithmus zur gleichen Zeit
verschiedene Operationen ausgefiihrt werden sollen, und sei es auch auf verschiedenen
Elementen ein und desselben Datenfeldes, so miissen die Prozessoren des Rechnersy-
stems-in der Lage sein, zu gleicher Zeit voneinander unabhingige bzw. unterschiedliche
Operationen ausfihren zu kénnen. Diese Anforderung wird durch ein System gewidhr-
leistet, welches als MIMD bezeichnet wird (vel. Abschnitt 2.1). Es ist offensichtlich, daB
ein SIMD-System durch ein MIMD-System emuliert werden kann, und somit
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Datenparallelismus sehr wohl auch von einem MIMD-System genutzt werden kann.
Mit einem solchen MIMD-Rechner kénnen jedoch auch Algorithmen parallelisiert wer-
den, die Multitasking, d.h. Aufteilung in parallele Prozesse, nicht aufgrund von
Datenparallelismus erméglichen, wohl aber aus Teilprozessen bestehen, die zumindest
teilweise parallel ausgeflibrt werden kénnen. Diese Art des Parallelismus wird daher als
Funktionsparallelismus bezeichnet. Die Art des Parallelismus beeinfluft die Speicherung
der Daten, die Zuwejsung von Prozessen zu Prozessoren und die grundlegende Ent-
scheidung dariiber, welches Parallelrechnerparadigma zum Einsatz kommt; also die Ab-
wégung zwischen MIMD und SIMD. Bisweilen kénnen auf den unterschiedlichen
Granularitédtsniveaus desselben Algorithmus verschiedene Arten von Parallelismus an-
getroffen werden.

Grad des Parallelismus. Die maximale Aufteilung eines parallel zu bearbeitenden Daten-
feldes in moglichst kleine, noch separat zu behandelnde Teile, bestimmt die Grofe der
Datenbasiseinheit, die bearbeitet wird. Dieses MaBl wird als Datengranularitit bezeich-
net. Im allgemeinen kristallisiert sich eine eindeutige, brauchbare Datenbasisgréfie nur
dann heraus, wenn Datenparallelismus vorliegt. Die Datengranularitit steht in Bezie-
hung zur Datenspeicherung, zu den Kommunikationsanforderungen, zu den Prozessor-
fahigkeiten und den lokalen Speicheranforderungen. Die minimal erforderliche Spei-
cherbandbreite wird im wesentlichen durch die Datengranularitit bestimmt. In den
meisten Fillen sind feingranulare Algorithmen vom SIMD- und grobgranulare Algo-
rithmen vom MIMD-Typ. Die Modulgranularitit beschreibt den Anteil der Berech-
nungen, der unabhingig von anderen Prozessen erfolgen kann. Sie ist daher ein MaB fur
die Haufigkeit der notwendigen Synchronisation. Falls die Granularitdten innerhalb
eines Algorithmus stark divergieren, nimmt die Modulgranularitidt Einfluf} auf die Ent-
scheidung betreffend SIMD- oder MIMD-Modus und somit die Zuordnung von Pro-
zessen zu Prozessoren, die Kommunikationsanforderungen und die Ausgewogenheit der
Prozessorauslastung. Die aus feinkdrniger Modulgranularitit resultierende hédufige
Synchronisation erfordert ein schnelles Verbindungsnetzwerk. Im allgemeinen sind Al-
gorithmen mit grober Modulgranularitit fir asynchrone Multiprozessoren gut geeignet
[Kun,80]. Der Grad des Parallelismus steht sowohl in Beziehung zur Daten- als auch zur
Modulgranularitit; die grobere der beiden Granularitdten bestimmt die obere Schranke
der Parallelitdt. Der Parallelitdtsgrad beeinflufit direkt die Wahl der Maschinengrofie
hinsichtlich der Zahl der Prozessoren und liefert somit den maximal moéglichen Speedup.
In der Praxis ist massiver Parallelismus hiufig mit dem SIMD-Paradigma verbunden.
Hier liegt jedoch kein logischer Zwang vor. Andererseits wird die Verwendung lokaler
Speicher anstelle .eines gemeinsamen Speichers im massiv-parallelen Falle aufgrund

technischer Moglichkeiten zwingend erforderlich.

Charakter des Algorithmus. Zusitzlich zu den Synchronisationsanforderungen, die durch
die ProzeBgranularitit hervorgerufen werden, entstehen weitere aufgrund von Préze-
denzbedingungen. Die Prizedenzrelationen konnen beispielsweise durch Prdzedenzgra-
phen (Prizedenzmatrix, Konnektivitdtsmatrix, vgl. Abschnitt 4.2.2) veranschaulicht
werden. Die Synchronisationsanforderungen wirken sich auf die Zuweisung von Pro-
zessen zu Prozessoren und das Scheduling der verschiedenen Komponenten des Algo-
rithmus aus [Prz,92]. Die Abfolge von ProzeBerzeugung und -vernichtung beeinflufit die
Prozessorauslastung, das Scheduling der Subprozesse, die Speicherorganisation und den
K ommunikationsbedarf. Liegen ProzeBaufteilung und Synchronisationsbedarf vor Aus-
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fihrung fest, so wird der parallele ‘Algorithmus als statisch bezeichnet, ergeben sich
Interaktionen erst zur Laufzeit, so handelt es sich um einen dynamischen Algorit}}mus
[Qui,88]. In der Regel sind statische Algorithmen vom Typ SIMD, wihrend dynafmsche
Algorithmen MIMD erzwingen. Dariiber hinaus macht ein dynamischer Algorithmus
entweder einen gemeinsamen Speicher oder ein sehr schnelles Verbindungsnetzwerk er-
forderlich.

Grundlegende Operationen. Die grundlegenden Operationen bestimmen die notwendigen
Fahigkeiten der Prozessoren. Ebenso nehmen sie EinfluB auf den Kommunikationsbe-
darf, der zum Teil durch die Bandbreite spezifiziert wird, sowie auf die Speicherorga-
nisation. Datentypen und Genauigkeit zielen ebenfalls auf die Leistungsfihigkeit der
Prozessoren sowie auf die Speicheranforderungen und die Kommunikationsbandbreite.
Weiterhin entstehen Forderungen beziiglich der sprachlichen Mittel.

Datenabhiingigkeiten und Datenstrukturen. Die Datenabhéngigkeiten spielen die grofite
Rolle bei der Bestimmung der Datenallokationsmuster und der Kommunikationscha-
rakteristik. Sie haben ebenso einen wesentlichen Anteil an der Entscheidung fur globalen
oder lokalen Speicher. Die Analyse der Datenabhingigkeiten gehort zu den Kernbe-
standteilen der Abbildung paralleler Algorithmen auf parallele Hardware. Viele Algo-
rithmen haben natlirliche Datenstrukturen (Vektoren, Matrizen, Bdume, ...), auf denen
die Operationen ausgefiihrt werden. Die Féhigkeit der Architektur, diese Datenstruk-
turen und die damit zusammenhédngenden Zugriffsmuster zu unterstiitzen und mogliche
RegelmiBigkeiten durch Architekturmerkmale auszunutzen, hat grofien Einflufl auf die

Leistung, die mit dem Algorithmus erzielt wird; dies zeigt auch die Konstruktion von
Spezialprozessoren.

Kommunikationsgeometrie. Fafit man die Module des zu beschreibenden Algorithmus als
die Knoten eines Graphen auf und fiigt man fir miteinander kommunizierende Module
Pfade zwischen den entsprechenden Knoten ein, so definiert der resultierende Graph die
Kommunikationsgeometrie des parallelen Algorithmus. Es ist hiufig méglich, fir ein
bestimmtes Problem Algorithmen mit unterschiedlicher Kommunikationsgeometrie zu
entwerfen [Kun,807. Ein Beispiel hierfur ist das Sortieren, welches auf Netzwerken er-

folgen kann, deren Geometrie einem ein- oder mehrdimensionalen Feld oder einem
Shuffle-Exchange entspricht.

Sieht man die oben angeflihrten Eigenschaften als Dimensionen an, so spannt ihr
Kreuzprodukt den Raum paralleler Algorithmen auf. Somit ist eine Taxonomie von Al-
gorithmen méglich, indem man jedem Algorithmus seine Position innerhalb dieses n-di-
mensionalen Raumes zuweist. NaturgemiB sind viele Teilriume des Gesamtraumes
schlicht leer oder von geringem Interesse. Dies ist beim Aufbau einer logisch
konsistenten Klassifizierung jedoch im allgemeinen nicht vermeidbar und wird daher in
Kauf genommen. Bei allen diesen Charakteristiken muB unterschieden werden zwischen
wﬁt'xlbare:n und erzwungenen Eigenschaften. Beispielsweise setzt SIMD-Verarbeitung
Uniformitét zwingend voraus; ist andererseits SIMD einsetzbar, so kann im allgemeinen
auch ein MIMD-System mit annihernd gleicher Effizienz eingesetzt werden.
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4.2 Etablierte Beschreibungsmethoden fiir die Struktur paralleler
Algorithmen

4.2.1 Sprachkonzepte

Imperative Programmiersprachen. Mit dem Aufkommen paralleler Rechner wurden auch
sprachliche Mittel notwendig, um die parallele Ausfiihrung von Progammen oder Pro-
grammteilen zu spezifizieren. Hierzu wurden verschiedene Wege beschritten [BST,89]:

* Entwicklung neuer Sprachen speziell im Hinblick auf Parallelisierung
Beispiel: CSP (Communicating Sequential Processes) [Hoa,85]

¢ Erweiterung von Sprachen um parallele Konstrukte
Beispiel: FORTRAN D [HKT,92]

* Rechnerspezifische Priprozessoren fr parallelititsdefinierende Direktiven
Beispiel: Microtasking (CRAY-Multitasking-Konzept) [Bur,89]

Mit diesen Methoden kann Parallelitit so beschrieben werden, daB Compiler und
Betriebssystem eines Multiprozessorsystems in der Lage sind, einen parallelen Ablauf
mehrerer Prozesse zu bewerkstelligen. In den traditionellen imperativen Programmier-
sprachen wie FORTRAN, PASCAL und C erlauben die herkémmlichen Kontrollstruk-
turen a priori keinen parallelen Ablauf und missen auf Spracherweiterungen oder
Préprozessoren zurlickgreifen. Auf die Erlduterung grundlegender paralleler Konstrukte
wird an dieser Stelle verzichtet; statt dessen wird exemplarisch auf die Monographie von
Brandes [Bra,88] hingewiesen.

Deklarative -Programmiersprachen. Im Gegensatz zu den imperativen Programmier-
sprachen arbeiten deklarative Programmiersprachen nicht mit Variablen und Wertzu-
weisungen sondern durch direktes Operieren auf Funktionen. Deklarative Programmier-
sprachen verfiigen aufgrund ihrer funktionalen Ablaufstruktur {iber implizite Parallelitit;
hier wurde quasi schon immer auf die Einsetzbarkeit paralleler Rechner , gewartet”. Zu
den deklarativen Programmiersprachen zihlen sowohl Logik-Sprachen wie PROLOG
[S&S,86] als auch funktionale Sprachen [L00,89].

Das Datenflufkonzept. Das im wesentlichen von Jack B. Dennis am MIT entwickelte
DatenfluBkonzept [Den,74] stellt eine vollige Abkehr vom bis dahin bekannten
KontrollftuBprinzip dar. Statt der gewohnten Ablaufkontrolle durch explizit eingefugte
Kontrolistrukturen ergibt sich in einen Datenflu8programm die aktuelle Abfolge der
auszufithrenden Instruktionen implizit. Die Reihenfolge, in der die Anweisungen eines
Programms aufgefuhrt sind, ist nicht mafigebend; vielmehr sind alle Anweisungen
ausfuhrbar, deren Inputvariablen bereits vollstéindig vorliegen. Sind entsprechend viele
Prozessoren. .v.erﬁigbér, konnen alle diese Anweisungen gleichzeitig ausgefilhrt werden.
Auf diese Weise kann jeglicher vorhandener Parallelismus direkt ausgenutzt werden.
Aufgrund des Fehlens von effizienten Hardware-Umsetzungen konnte sich das Konzept

bislang in der Praxis noch nicht durchsetzen.
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. Formel K= Ra—R2

4.2.2 Prizedenzgraph, Prizedenzmatrix, Prozefisystem

Ein Priizedenzgraph ist ein gerichteter azyklischer Graph (directed acyclic graph, DA G)
(V,E), dessen Knoten zu individuellen Anweisungen korrespondieren. Eine gerichtete
Kante vom Knoten v zum Knoten v, bedeutet, daB die Anweisung v, erst ausgefithrt
werden darf, wenn die Ausfithrung der Anweisung beendet ist, die durch den Knoten v
reprisentiert wird [P&S,85].

Die Darstellungsform des Prizedenzgraphen ist universell in dem Sinne, daf sich alle
vollparallelen, teiliiberlappenden und natiirlich auch sequentiellen Situationen damit
modellieren lassen. In dieser Hinsicht entspricht der Prizedenzgraph in seiner
Funktionalitit beispielsweise der Kontrollstruktur FORK/JOIN, wihrend das von
Dijkstra vorgeschlagene Konzept PARBEGIN/PAREND nicht die gleiche Michtigkeit
besitzt [P&S,85]. Die Modellierungsfihigkeiten reichen jedoch fur alle praxisrelevanten
Fille aus. Abb. 21 zeigt ein Beispiel fiir einen Prézedenzgraphen.

Abb. 21. Prizedenzgraph

Ein dem Prizedenzgraphen gleichwertiges Modellierun
minimale Konnektivitétsmatrix [KNU,75] dar,
phen aufgefafit werden kann. Eine minimale

gswerkzeug stellt die sogenannte
die als Adjazenzmatrix des Prizedenzgra-
" Konnektivititsmatrix K 148t sich mit der
For er sogenannten Prdzedenzmatrix R be i i

md.xrekten (transitiven) Beziechungen der Anweisungen (Proz«ta)ssr:)chvlvliec;:;rsd lfe a;:h I;’;‘
welferes dquivalentes Modellierungskonzept ist das Prozefisystem [KNUk’;?S]gda.s die
Beziehungen formal in aufzéhlender Form beschreibt. Beispiel 4.1 zeigt d’as l;rozeﬁsy-
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stem, die Prizedenzmatrix und die minimale Konnnektivitdtsmatrix zu dem in Abb. 21
dargestellten Prizedenzgraphen.

Beispiel 4.1

a) Prozefsystem

® =({P}, S, ) mit P=(®d, C) bzw.

£ = ({(D,({41, 42, ..., 4T}, <))}, S, 5) mit

<:={A1< A2, A1 < A3, A1 < A4, A2 < A5, A2 < A6, A3 < A5, A3 < A6,
A4 < A5, 44 < A6, A5 < AT, A6 < AT}

b) Prizedenzmatrix R

< | A1 | A2} A3 | A4d| AS5| A6 | A7
Al}l 0 1 i 1 1 1 1
A21 0 10O O 1 1 1
A3t 0y 010} O 1 1 )
A4} 0 0jJ]07f0O0 1 1 1
A51 0 0O} O OO} O {1
A6| 0 | 0O O ]J]O OGO}
A710 1010} 010}01]0

c) minimale Konnektivitidtsmatrix K

- | A1 | A2} A3 | Ad| AS| A6 | A7
Al
A2
A3
A4
AS
A6
A7

Ololo]jlojociole
Cloio|oilolo|—
OSiojQiIojoc|lol—
QIO |OiIoioc|Ot -
QIO Ojm |~
OlOI Q| refjrm || O
Si—=j=—iocjo|jolo

4.2.3 Graphentheoretische Beschreibung

Zahlreiche Autoren haben unterschiedlichste, vor allem graphentheoretische, Modelle
zur Beschreibung von Parallelitit vorgeschlagen ([L&L,90], [M&E,92]). Diesen Ent-
wirfen liegen verschiedene Schwerpunkte hinsichtlich ihrer Zielrichtungen zugrunde:

die Gestalt modularer paralleler Systeme und ihrer Verbindungsstruktur
¢ Kontrolltechniken, die es erlauben, daB Prozeduren und Daten gemeinsam von

mehreren Prozessoren genutzt werden.
e Bezichungen zwischen sequentiellen Programmen und ihrer transforrmerten Dar-

stellung in parallele Form
. Vorhersage beziiglich der Leistungszunahme und der zusitzlichen Kosten beim

Ubergang vom sequentiellen zum parallelen Rechner
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Abhingigkeitsgraphen bilden die Grundlage fur Compiler-Optimierung und das Erken-
nen von Parallelitit in Programmen [Bro,85].

Das UCLA-Modell von Estrin und Turn [B&T,63] basiert auf sogena_mnten d.a.b.-
Graphen (directed acyclic bilogic graphs) und zielt auf den Einsatz auf einem Rechner
mit verinderlicher Struktur. Das Modell setzt auf einem FORTRAN-Quellprogramm
auf und kann automatisch hergeleitet werden. Die Knoten entsprechen einzelnen FOR-
TRAN-Anweisungen und der KontrollfluB wird durch Pfeile reprisentiert. Jedem 'Kno-_
ten ist eines der folgenden vier Paare zugeordnet: (*,*), (*,+), (+,%), (+,+). Hierbei
bezieht sich das erste Element eines Paares auf die Inputlogik und das zweite Element
auf die Outputlogik des jeweiligen Knotens. "+’ reprasentiert XOR-Logik, wihrend *’
AND-Logik bezeichnet. Anstelle von Determinismus wird angesichts des Feh.lens von
Variablenhistorien nur ,,Legalitit” iiberprift. Ein Graph heifit legal, wenn es einen ein-
deutigen Startknoten und einen eindeutigen Endknoten gibt und alle Subgraphen, die
sich wihrend der Simulation ergeben, vom AND-Typ sind.

Petri-Netze [Rei,82] sollen dazu dienen, sowohl statische als auch dynamische
Parallelititsbedingungen zu charakterisieren und insbesondere soll die Koordination
asynchroner Ereignisse modelliert werden. Ein Petri-Netz ist ein Tripel £ = (wW,u,0),
wobei W = {wy, wy, ..., w,} eine endliche Menge von Transitionen ist, die zu Ereignissen
korrespondieren, und U = {u, w, ..., 4} eine endliche Menge von Stellen ist, die zu Be-
dingungen korrespondieren. Die Kontrolle C besteht im wesentlichen aus einer Menge
A= {a, @, ..., a,} von Pfeilen, die Elemente von W mit Elementen von U verbinden und
umgekehrt. Falls a,= (4, wi), so ist u eine Input-Stelle fiur die Transition w, und die
Menge der Input-Stellen fiir w, ist definiert durch I = {u; | (u;, wi) € 4}. Output-Stellen
fur eine Transition sowie die Menge der Output-Stellen Oy sind analog definiert.

Stellen sind in der Lage, Marken zu empfangen. Sie kénnen entweder voll sein, d. h. sie
besitzen eine oder mehrere Marken, oder sie sind leer, d. h. sie besitzen keine Marken.
Da Stellen Bedingungen représentieren, zeigt eine volle Stelle eine erfiillte Bedingung an.
Das Erflllltsein von Bedingungen bestimmt das Schalten von Transitionen, d.h. das
Eintreten von Ereignissen, und das Schalten von Transitionen wiederum dirigiert das
Erfillen von Bedingungen. Um zu schalten muB} eine Transition alle eigenen Input-
Stellen gefuillt haben. Das Schalten von w, bewirkt dann das Entfernen jeweils einer
Marke von allen Elementen von I, und das Belegen jedes Elementes von O, mit einer,
eventuell zusétzlichen, Marke. Ein Zustand ist eine Instantiierung der Netzhistorie und
wird durch -eine bestimmte Verteilung von Marken Uber die Stellen spezifiziert. Das

Schalten einer Transition &ndert den Zustand des Netzes. Eine Simulation des Netzes
orientiert sich an Algorithmus 1.

Das Konzept des Determinismus wird im Rahmen der Petri-Netze durch die Konzepte
»Jicherheit” und ,,Lebendigkeit” ersetzt. Ein Petri-Netz heifit sicher, wenn jede Stelle zu
keiner Zeit mehr als eine Marke besitzen kann. Eine Transition w, heifit lebendig, wenn
fur einen gegebenen Ausgangszustand stets eine Folge von Zustinden existiert, so daB
w; schalten -wird. Ein Netz heifit lebendig, wenn- alle seine Transitionen lebendig sind.
Determinismus ist nicht gegeben, da Konflikte méglich sind. Zwei Transitionen sind im

Km}ﬂ'ikt, wenn sie eine gemeinsame Input-Stelle besitzen und die beiden. Transitionen
aktiviert werden.
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Algorithmus 1: Simulation im Petrinetz

1. Festlegung der Ausgangsbedingungen, d. h. die Menge derjenigen Stellen U,cU, die
bereits zu Anfang Marken besitzen. Dies ist der Startzustand.

2. In einem aktuellen Zustand wihlt man irgendeine der Transitionen aus, die in der
Lage sind zu schalten, und schaltet diese. So wird der néchste Systemzustand defi-
niert.

3. Das Verfahren bricht entweder nach einer vorher festgelegten Zahl von Schaltungen
ab oder dann, wenn kein weiteres Schalten erfolgen kann.

Das Modell von Rodriguez [Rod,69] stellt hinsichtlich Interpretation der Operatoren und
Prizisierung der Kontrolle ein im Sinne einer Verfeinerung iiber die Modelle von
Estrin/Turn und Petri hinausgehendes Konzept dar. Es existieren zwei Arten von Pfeilen:
Datenpfeile, die sowohl einen Zustand als auch einen Wert besitzen, und Kontrollpfeile,
die nur einen Zustand besitzen. Die Beendigung einer Berechnung beeinfluit nicht nur
den Transfer von Werten sondern ebenso Zustandsédnderungen in hereinkommenden und
 hinausgehenden Pfeilen. Eine Simulation im Modell von Rodriguez verlduft dann ent-
sprechend Algorithmus 2.

Algorithmus 2: Simulation nach Rodriguez

1. Im Ausgangszustand einer Simulation sind alle Pfeile untétig mit Ausnahme derje-
nigen, die mit aktivierten Eingabestationen verbunden sind.
2. Der Zustand des Graphen wird bestimmt durch die Zustéinde und Dateninhalte der

Pfeile.
3. Der Zustand des Graphen entscheidet, welche Knoten ihre Operationen ausfihren

kénnen.
4. Die Ausfithrungssequenz (Simulation) ist dann die Folge der Zusténde des Graphen.
Ein Endzustand ist ein Zustand, in dem kein Knoten aktiviert werden kann.
6. FEin Verklemmungszustand ist ein Endzustand, mit wenigstens einem Pfeil, der nicht

im Zustand ,,untétig® ist.

n

Notwendige und hinreichende Bedingungen, die gewéhrleisten, dafi eine Simulation nicht
in einen Verklemmungszustand l4uft, sind bekannt. Der Determinismus der Modelle, die

zu einem regulidren Ende kommen, wurde nachgewiesen.

Das Graphenmodell PCM (Parallel Computation Model) von Adiga und Browne
[A&B,86] dient dazu, das Verhalten von Programmen zu analysieren, die in der Sprache
CSL formuliert wurden ([Bro,85],[O&B,86]). Diese wurde an der Universitidt von Texas
speziell fur den Texas Reconfigurable Array Computer (TRAC) entwickelt. CSL unter-
stiitzt die dynamische Strukturierung von Berechnungen Uber mehrere Phasen, von
denen jede unterschiedliche Grade und Typen von Parallelitdt beinhalten kann. Eine
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parallele Berechnung besteht aus einer Sammlung von Tasks und die Spezifikation von
Abhingigkeiten zwischen ihnen.

Das PCM-Modell basiert auf dem Petri-Netz-Modell und ist mit Erweiterungen verse-
hen, die es erlauben, die Leistung paralleler Berechnungen auszuwerten. Jede Transition
1, besitzt ein korrespondierendes Pridikat n(¥) und eine Transitionsprozedur ¢{(V). Die
Pradikate sind auf Programmvariablen definiert und werden benutzt, um Transitionen
zu aktivieren. Die Transitionsprozeduren operieren ebenso auf Elementen von ¥ und
konnen diese modifizieren. Die Funktion (V) spezifiziert die Verzogerung, die mit der
jeweiligen Transition ¢ verbunden ist, und kann ebenso eine Funktion aul der Menge der
Programmvariablen sein. Das PCM-Modell stellt ein Konzept dar, um den Konfigura-
tionenraum einer gegebenen parallelen Berechnung zu studieren und zu entscheiden,
welche Konfiguration fiir eine gegebene Berechnung und gegebene Architektur die ge-
eignetste ist. '

Das Modell von Bokhari [Bok,81], welches direkt im Hinblick auf eine Anwendung im
Rahmen des Mapping (vgl. Kapitel 5) konzipiert ist, setzt nicht mehr auf einzelnen An-
weisungen auf, sondern spricht nur noch von (Programm-)Modulen, deren expliziter
Aufbau a priori nicht restringiert ist und auch nicht néher interessiert. Das Abstrak-
tionsniveau ist also wesentlich hoher oder grober als bei den vorangegangenen Modellen.

Ein Problem, welches mittels Parallelverarbeitung auf einem verteilten Rechner berech-
net werden soll, wird modelliert durch einen Graphen G, = (V,, E,); hierbei reprisentiert
die Knotenmenge V, die Menge der im Programm vorhandenen Module. Eine Kante
(mi, m)) € E, bedeutet, dal die Module m; und m; miteinander kommunizieren. Aufgrund
der Symmetrie und der Irreflexivitit der Kommunikation kann man das Problem auch
als Funktion F:V, x V,—{0,1} auffassen, fur die gilt: F,(m, m)= F(m;, m) und
Fy(mi, m) =0 Ymmy € V,. F(m, m) =1 bedeutet dann, dafl die Module 7 und m; mit-
einander kommunizieren, bzw. dafl im Graphen G, eine Kante (m, m) e E, existiert.
Abb. 22 zeigt einen moglichen Problemgraphen nach Bokhari.

Abb. 22. Problemgraph nach Bokhari
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4.3 Kombinatorische Beschreibung paralleler Algorithmen

4.3.1 Konzeption und Restriktionen

Das Studium paralleler Phénomene wund der zugehérigen Algorithmen-
transformationstechniken erfordert einen strengen mathematischen Rahmen [F&M,85].
Jede formale Behandlung von Parallelitéit muB mit dem Entwurf eines formalen Modells
beginnen [Par,87]. Die ersten — graphentheoretischen — Modelle zur Beschreibung pa-
ralleler Berechnungen liegen etwa 30 Jahre zuriick. Bereits zu dieser Zeit wurden Klas-
senbildung und Algorithmentransformationstechniken gefordert [K&M,66] oder gar re-
konfigurierbare Rechner vorgeschlagen [E&T,63]. Die Verwendung kombinatorischer
Hilfsmittel, insbesondere der Theorie der optimalen Versuchspline, zur Beschreibung
paralleler Phidnomene dient im Fall der Spezifikation paralleler Algorithmen der Verfol-
gung zweier Ziele:

* Es soll die strenge Ordnung der kombinatorischen Theorie auf die Formulierung der
Parallelitdt ibertragen werden. Hierzu dienen Definitionen und GesetzmiBigkeiten
der kombinatorischen Theorie der optimalen Versuchspldne.

¢ Es soll die groflere Michtigkeit der kombinatorischen Beschreibungsmethode ge-
geniiber der iblichen, graphentheoretischen Beschreibungsmethode gezeigt werden,
wobei die, als Quasistandard akzeptierte, graphentheoretische Sichtweise nicht vollig
verloren gehen soll.

Liegen umfangreichere parallele Algorithmen in einer imperativen Programmiersprache
vor, so erweisen sich die auf einzelnen Anweisungen basierenden Modelle von Estrin und
Turn, Petri, Rodriguez sowie Adiga und Browne als zu feingranular und damit unprak-
tikabel fir die praktische Anwendung; im Modell von Bokhari hingegen geht die zeitliche
Komponente, also die Prézedenzen, vollig verloren, weshalb diese Abstraktion hier als
zu weitgehend angesehen wird. Die erstgenannten Modelle sind im wesentlichen nur da-
zu geeignet, das Wesen der Parallelitit zu verstehen. Sie eignen sich dazu, bestimmte
Einzelsituationen in parallelen Abldufen nachzuvollziehen. Soll die Parallelisierung auf
einem Rechner auf diesem feinstgranularen Niveau durchgefiihrt werden, so erscheint
das Mittel der funktionalen Programmierung oder das DatenfluSprinzip als geeigneter.
Das hier zu enwickelnde Modell, das auf kombinatorischen Versuchspldnen basiert, ist
daher vom Abstraktionsniveau zwischen den feingranularen Modellen und dem Modell

von Bokhari angesiedelt.

Die Anlage des Modells ist von seiner Wichtigkeit her kaum zu tberschétzen; ist das
Modell schlicht falsch oder auch nur ungeeignet, so konnen alle weiterfilhrenden Be-
trachtungen im Sinne des ,,ex falso quodlibet” vollig unbrauchbar werden. Die Auswahl
des geeigneten Modells ist von entscheidender Bedeutung, da es hinreichend ausdrucks-
stark sein muB, um die Berechnungsanforderungen, die die verschiedenen Aktivitdten
und zeitlichen Zwiinge beinhalten, hinreichend beschreiben zu k&nnen; andererseits mufl
.das Modell einfach genug sein, damit es in die Praxis umsetzbar ist [Mok,85].

Um die Problematik der Mehrdeutigkeit des Prozefbegriffs zu vermeiden und gleichzeitig
eine Abstraktion von der mit dem ProzeBbegriff eng assoziierten Aufwands- oder
Granularititsvorstellung zu erreichen, wird im folgenden der Begriff Modul verwendet,
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der fiir mathematisch-theoretische Modelle besser geeignet ist. Da fiir einen bestimmten
Algorithmus je nach Anwendung eine Modularisierung in mehr oder min.der starkem
MaBe erfolgen soll, wird hier von einem geeigneten Beschreibungsmecham.smus gefor-
dert, daB die unterschiedlich zu wihlenden Granulierungen einheitlich, im Slr.me. von !o-
gischer Konsistenz, formalisiert werden koénnen. Ein Prizedenzgraph beispielsweise
zwingt zu moglichst feingranularer Strukturierung; es ist nicht moglich, mehrere Module
zu einem Gesamtmodul zusammenzufassen, was hinsichtlich einer, in Relation zur
Modulzahl, geringen Prozessorzahl durchaus von Interesse sein kann. Die
Vorteilhaftigkeit, verschiedene Ebenen der Granulierung im Modell zur Verfligung zu
haben, wird auch von Yau und Shatz [Y&S,82] betont.

Ein paralleler Algorithmus, wobei in einer ersten Ausbaustufe des Modells nur statische
Algorithmen betrachtet werden, die mit dem PARBEGIN/PAREND-K onstrukt
modellierbar sind [P&S,85], wird als eine Menge M = {M), M, ..., M,} selbstandiger
Module aufgefaBt. Zwischen diesen Modulen kénnen Prizedenzbeziehungen bestehen,
anderenfalls ist parallele Ausfihrung von zwei oder mehr Modulen méglich. Zeitgleich
oder teiliiberlappend aktive Module kénnen miteinander kommunizieren. Wie bei
Preparata [Pre,84] sowie Wu und Shu [W&S,90] wird ein Modul als atomar angesehen;
die innere Struktur des Moduls ist nicht analysierbar. Schleifen und Verzweigungen, die
sich innerhalb von Modulen befinden, verschwinden durch diese Abstraktion. Auflerhalb
der separat ausfilhrbaren Module befindliche Verzweigungen werden durch Platzhalter-
module, externe Schleifen durch explizite Notation der Einzelmodule aufgeldst. Ein ent-

sprechender Ablaufgraph ist somit zyklenfrei, wie dies auch an anderer Stelle gefordert
wird [K&B,88].

Ein paralleler Algorithmus besteht im allgemeinen aus mehreren Teilalgorithmen bzw.
Abschnitten, die im folgenden als Phasen bezeichnet werden. Konnen aufgrund des
makroskopischen Modellansatzes keine Phasen erkannt werden, so ist der gesamte Al-
gorithmus in eine Phase zu fassen; die Genauigkeit des hier vorgestellten Modells sinkt
dann auf die des Modells von Bokhari ab. Innerhalb der Phasen erfolgen in den in dieser
Phase existenten Modulen Operationen, die eventuell Modifikationen von Daten bewir-
ken. Die Gesamtheit der in allen Phasen und Modulen ausgefiihrten Operationen ent-
spricht der Semantik des parallelen Programms.

Jede Phase des parallelen Algorithmus wird im kombinatorischen Algorithmenmodell
durch einen eigenen Versuchsplan modelliert. Kommunizierende Module werden durch
Blocke des zugehorigen Mengensystems représentiert. Um die Beziehungen von Mo-
dulen in verschiedenen Phasen i,j zu beschreiben, dienen Relationen @y, die Module des
Versuchsplans fur Phase / auf Module des Versuchsplans fiir Phase j abbilden. Diese
Relationen werden in der Relationenfolge ® zusammengefaBt. @ beschreibt also insbe-
sondere auch Prézedenzrelationen bzw. Abhéngigkeitsbeziehungen zwischen Modulen.
Man kann die Zusammenhénge auch so auffassen, daB aufgrund der zwischen Modulen
bestehenden Prézedenzen neue Phasen generiert werden miissen. Hinzu kommt die
Kreierung neuer Phasen wegen einer geinderten Kommunikationsstruktur unter den
Modulen. Der parallele Algorithmus kann dann modelliert werden durch das Gesamt-

gebilde, das aus der Folge der Versuchspline und der Relationenfolge @ besteht. Diese
Struktur wird als Versuchsplansequenz bezeichnet (vgl. Anhang A).
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4.3.2 Beriicksichtigung der Algorithmencharakteristiken nach Jamieson

Die Darstellung der Kommunikationsstruktur eines Algorithmus als kombinatorischer
Versuchsplan ist naturgemaB eine sehr theoretische, mathematische Herangehensweise.
Um zu zeigen, daB} praktische Erwdgungen dennoch nicht zu kurz kommen und somit
die Untersuchungen letztendlich auch von praktischem Nutzen sind, wird nun dargelegt,
wie und in welchem Mafle die von Jamieson vorgeschlagenen, praxisnahen Kenngrofen
zur Charakterisierung von Algorithmen in das kombinatorische Modell miteinflieBen.

Natur des Parallelismus. Es wird nicht zwischen Daten- und Funktionsparallelismus un-
terschieden; entscheidend ist nur, ob grundsétzlich parallele Ausfithrung méglich ist. Je-
doch tritt in der praktischen Anwendung im Zusammenhang mit dem Mapping aufgrund
inhdrenter Zwinge die Unterscheidung zwischen Daten- und Funktionsparallelismus
implizit zutage; wenn beispielsweise ein massiv-paralleles System effizient genutzt werden
soll, so wird der entsprechend geforderte hohe Grad an Parallelismus im allgemeinen nur
von einem datenparallelen Algorithmus geliefert.

Grad des Parallelismus. Die feinstmogliche Granulierung des Algorithmus, sei sie nun
durch die grobere Datengranulartitit oder durch die grébere Modulgranularitit be-
stimmt, legt die maximale Zahl der Module eines Phasenversuchsplans fest. Ebenso wie
sich im Modell von Jamieson der Grad des Parallelismus aus Daten- und
Modulgranularitit ergibt, so bestimmt der Grad des Parallelismus im kombinatorischen
Modell die Zahl der maximal zu beriicksichtigenden Module.

Charakter des Algorithmus. Es werden nur statische Algorithmen betrachtet, wobei not-
wendige Synchronisationen im kombinatorischen Modell in Form von Kommunikation
auftreten. Muf} beispielsweise ein Modul auf das Ende einer Berechnung warten, die von
einem anderen Modul durchgefiihrt wird, so erhdlt das wartende Modul nach Abschiufl
der Operationen eine Nachricht vom rechnenden Modul. Je h4ufiger die Kommunika-
tionsgeometrie wechselt, desto mehr Phasen werden unterschieden und desto grofer wird
die Zahl der Versuchspline der Versuchsplansequenz. Je hdufiger Kommunikation zwi-
schen Modulen einer Phase erfolgt, desto héher wird die spezifische Verknlipfungsdichte
des zugehorigen Phasenversuchsplans, die formal durch die t-Indexmenge A, verkdrpert

wird,

Grundlegende Operationen. Je nach Art der grundlegenden Operationen wird mehr oder
minder starke Kommunikation erforderlich. Datentypen konnen Einfluf auf die not-
wendige Kommunikation nehmen, Genauigkeiten spielen beim kombinatorischen Mo-
dell keine Rolle. Im Hinblick auf die zunehmende Verwendung von Mikroprozessoren
mit 64 bit-Arithmetik, wie des Intel 1860, kann eine ausreichende Rechengenauigkeit im
allgemeinen auch fur verteilte Systeme vorausgesetzt werden, wenn Sonderfille, die
1bit-Prozessoren einsetzen, an dieser Stelle unberiicksichtigt bleiben.

Datenabhiingigkeiten und Datenstrukturen. Der bei Jamieson festgestellte -Einflu} von
Datenabhéngigkeiten auf die Kommunikationscharakteristik kommt auch innerhalb des
Versuchsplans zum Tragen. Dariiber hinaus nimmt die ’Z,ahl der Relationen zwischen
verschiedenen Phasen mit wachsender Zahl von Datenabhédngigkeiten zu. Die vom Pro-
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gramm verwendeten Datenstrukturen nehmen insbesondere durch die davon bestimmten
Datenzugriffsmuster EinfluB auf Art und Héufigkeit der Kommunikation.

Kommunikationsgeometrie. Die Kommunikationsgeometrie ist exakt der Punkt, an der
die besondere Eignung kombinatorischer Versuchspline zur Modellierung paralleler
Strukturen zur Geltung kommt. Aufgrund der Vielseitigkeit kombinatorischer Ver-
suchspline kann hier mit méichtigen Instrumenten weit mehr ausgedriickt werden, als
dies mit herkdmmlichen Modellierungswerkzeugen, insbesondere Graphen, moglich ist.

4.3.3 Beschreibung der Kommunikationsstruktur durch Versuchspliine

Die Bezeichnungskonventionen und formale Syntax, deren sich die vorliegende Arbeit
bedient, sind im Symbolverzeichnis im Anschlufl an das Inhaltsverzeichnis zusammen-
gefaBt. Fiir die graphische Darstellung der Kommunikationsgeometrie werden die drei
in der Abbildung Abb. 23 dargestellten Symbole verwendet.

Phase 2 o
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Phase i+1 (M) (M)

Phase i+2

Abb. 23. Kommunikation, Prizedenz, Remanenz: Kommunikation der Module M, und
M,. Prizedenz des Moduls M; vor den Modulen M, und M;. Remanenz des Moduls
M.

Fiir die Pseudocodedarstellung der Algorithmen wird konform zur durchgefithrten Re-
striktion auf das PARBEGIN/PAREND-Konstrukt [P&S,85] zuriickgegriffen. Dieses
entspricht den Grundsdtzen der strukturierten Programmierung, welche durch das
méchtigere FORK/JOIN und #quivalente Konstrukte aufgrund deren Realisierung unter
Verwendung‘vog Sprungbefehlen sicherlich verletzt wiirde. Dariiber hinaus wird hier aus
Griinden der Ubersichtlichkeit das Konstrukt SEQBEGIN/SEQEND analog zum
SEQ-Konstrukt der Sprache OCCAM [P&R,87] benutzt, um sequentielle Teilabldufe
innerhalb paralleler Konstrukte zu verdeutlichen. Die Anweisungsfolge PARBEGIN;
M;; My; PAREND; erlaubt die parallele Ausfiihrung der Module M, und M, Die An-
weisungsfolge SEQBEGIN; M;; M,; SEQEND; erzwingt die Prizedenz des Moduls M,
vor dem Modul M, Die Anweisungsfolge SEQBEGIN; PARBEGIN; My; .., My,
PAREND; PARBEGIN; Mj; ..; M;,; PAREND; SEQEND; erzwingt -die ‘paarweise
Prizedenz aller Module der Form M,, 1<r<n, vor allen Modulen der Form
A/{,-,, 1 <s<m. Eine Schachtelung gleicher Konstrukte entspricht semantisch der allei-
nigen Benutzung des duBeren Konstruktes und mufl daher hier nicht diskutiert werden.
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Die ebenfalls dem OCCAM entstammende Anweisung CHAN vereinbart Kommunika-
tionskandle fiir die nachstehende Kontrollstruktur #hnlich wie dies im CSL-Modell
(computation structures language) von O'Dell und Browne [O&B,86] geschieht. Auszu-
fihrende Operationen in den einzelnen Teilprozessen werden hier nicht niher spezifi-
ziert; in der Diktion von Krayl [KNU,75] kann man deshalb von uninterpretierten
ProzeBsystemen sprechen. Unabhéngige Prozesse, dies konnen auch einzelne Anwei-
sungen sein, werden als Module aufgefaBt und innerhalb der hier verwendeten Notation
mit M; bezeichnet. Abweichend von der CHAN-Notation in OCCAM werden hier zur
Vereinfachung anstelle expliziter Kanalkommunikationsanweisungen lediglich zu jedem
Modul durch Parametrisierung die entsprechenden Kommunikationspartner angegeben.
Dabei wird nicht zwischen lesender und schreibender, sendender und empfangender
Kommunikation unterschieden; es ist auf dieser theoretischen Betrachtungsebene nur
von Interesse, zwischen welchen Modulen grundsitzlich Kommunikation besteht. Wei-
terhin unterbleibt die hier unwesentliche Typfestlegung der Kanile. Aus Symmetrie-
griinden wird eine wechselseitige Kommunikation als Eigenschaft beider Module ange-
sehen und tritt entsprechend zweifach als Parameter auf.

Nach den bislang angestellten Voriiberlegungen stellt die Bestimmung bzw. Festlegung
der Phasen sicherlich den kritischsten Teil bei der Ermittlung der Kommunika-
tionsgeometrie eines parallelen Algorithmus dar. Die Phaseneinteilung kann beispiels-

weise erfolgen

¢ anhand einer gegebenen funktionellen Aufteilung des Algorithmus in mehrere chro-
nologische Teile (hdufig: Initialisierung, Berechnung, Ausgabe),

¢ durch Erzeugung des zugehorigen Prdzedenzgraphen (Prizedenzmatrix,
Konnektivitdtsmatrix); anschlieliend eventuell Zusammenfassung mehrerer Anwei-
sungen zu einem Modul,

e durch Vérwendung anderer, oben in Auswahl besprochener, Modelle als Zwischen-
schritte; Ausgangsparameter: Zahl der Zusténde in Simulationen.

Fiir die Bestimmung der Zahl der Phasen gelten folgende unteren und oberen Schranken:

¢ Die maximale Zahl von Phasen entspricht der maximalen Tiefenstaffelung des zu-
gehorigen Prézedenzgraphen.

¢ Die minimale Zahl der Phasen ergibt sich aufgrund der Modul- und Kommunika-
tionsstruktur des Algorithmus: Genau dann, wenn sich die Zahl der aktiven Module
indert, oder die Kommunikationsstruktur zwischen den Modulen — auch bei
gleichbleibenden Modulen — eine andere Gestalt annimmt, wird eine neue Phase per
definitionem eingefihrt. Eine dartiber hinausgehende Einfihrung neuer Phasen ge-

schieht fakultativ.

» Hat man innerhalb eines Programmes eine Sequenz der Linge r mit jeweils wieder-
um &,.. s Subsequenzen, so hat die den Algorithmus .beschreibende

Versuchsplansequenz mindestens 3. s Phasen bzw. Einzelversuchspline.
i=1

Ohne .Zweifel stellt die Untersuchung eines paralielen Algorithmus hinsichtlich einer
Aufteilung in separat ausfiihrbare Module, und damit auch die hier, nach eingefithrter
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Restriktion, vorzunehmende Phaseneinteilung, ein duflerst kompliziertes Problemfeld
dar, auf daB hier verstindlicherweise nicht in der Breite eingegangen werden kann. Die
Problematik wird hier deshalb dahingehend ausgeklammert, daB fur die Modellierung
mit Versuchsplinen die Modulaufteilung eines Algorithmus als gegeben betrachtet wird.
In der Praxis mag dies zur Zeit noch mehrheitlich manuell geschehen; in der Zukunft
werden mehr und mehr rechnerunterstiitzte Werkzeuge zum Einsatz kommen
[B&H,92b]. Wie sich eine Phaseneinteilung eines realen Algorithmus ergeben kann, zei-
gen die Beispiele 4.4 bis 4.6.

Die Transformation eines parallelen Algorithmus in einen kombinatorischen Versuchs-
plan orientiert sich an Algorithmus 3.

Algorithmus 3: Kombinatorische Spezifikation paralleler Algorithmen

1. gegeben: paralleler Algorithmus

2. bestimme die Zahl [ der Phasen (Zeitabschnitte) des Algorithmus
3. ermittle fiir jede Phase i die Zahl » der in ihr enthaltenen Module

4. bestimme fur jede Phase die Kommunikationsbeziehungen zwischen den entspre-
chenden Modulen

5. spezifiziere fur jede Phase i den entsprechenden Versuchsplan (V,2), aufgrund der
Kommunikationsbeziehungen der Module My, ..., Mi,,

6. fuge die einzelnen Versuchspldne zu einer Folge von Versuchsplinen zusammen,
welche die  Kommunikationsstruktur  in  allen  Phasen  beschreibt
(V. 8) = (V, B)...(V,B),

7. verfolge die Bezichungen von Modulen zunichst in aufeinanderfolgenden Phasen

und dann mit inkrementell zunehmendem Abstand und beschreibe diese durch Re-
lationen ¢y

8. vereinige die Einzelrelationen ¢, zur Relationenfolge ®
9. konstruiere aus der Folge der Versuchspline ((V,%)) und der Relationenfolge ® die

Versuch:v)plansequenz (v<,#<,®,0), die die Kommunikationsstruktur und
Modulhierarchie des Algorithmus beschreibt

Komm‘xmzie‘ren aus einer Menge von n Modulen innerhalb einer Phase alle Module
paarweise miteinander, so kann dies durch einen n-elementigen Block beschrieben wer-
den. Besteht (?ie wechselseitige Kommunikation nur zwischen einem Teil der Module, so
werden nur.dlese in einem (1) Block zusammengefafit, die iibrigen Module bilden d::lnn
nochmals einen oder mehrere Blcke. Ein Modul kann in mehreren Blocken auftreten
und zwar dann, wenn es mit verschiedenen Modulen kommuniziert, die selbst unterein-
ander nicht kommunizieren. Module, die innerhalb einer bestimmten Phase mit keinem
anderen Modul kommunizieren, bilden innerhalb des Versuchsplans, der diese Phase
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beschreibt, einen 1-elementigen Block. Auf diese Weise treten alle Module zumindest
einmal in Blocken auf, es existieren keine freie Elemente, und Verifikationen sind sehr
leicht mdglich. Abb. 24 zeigt eine mogliche Kommunikationsgeometrie unter den Mo-
dulen einer Phase. Daraus ergibt sich folgender Versuchsplan fiir diese Phase:
(V,.@) mit V= {M], Mz, Ma, M4, M_s}, .@ = {(Ml, Mz),(Mz, M3, Ma),(Ms)}.

(M, LM S &M fM)

Abb. 24. Beispiel fiir Kommunikation innerhalb einer Phase

Wenn innerhalb eines parallelen Konstruktes ein Modul M parallel zu einer Sequenz aus
Modulen M,, ..., M, ausgefithrt werden kann, aber nicht nur Modul M; sondern ebenso
Module M;, M;, 2 <ij<n, mit Modul M kommunizieren miissen, dann bleibt Modul
M bis zur Phase max {ij} noch aktiv, tritt also auch in den entsprechenden Versuchs-
pldnen dieser Phasen in bestimmten Blécken auf. Abb. 25 zeigt ein Beispiel fir einen
derartigen, als Remanenz bezeichneten, Fall.

Phase i+3 M M

Abb. 25. Beispiel fiir notwendige Remanenz

Fur die Versuchsplandarstellung bedeutet die Prizedenz aller Module einer Phase i vor
einem Modul der Phase j, daB mit der Berechnung der Phase j erst begonnen werden
kann, wenn alle Module der Phase i abgearbeitet sind. Die Aufteilung in Phasen ist je-
doch nicht so zu verstehen, daB mit dem Beginn der Berechnungen in einer Phase i + 1
grundsitzlich auf die Beendigung aller Module aus Phase i gewartet werden mufl. Wenn
beispielsweise ein Modul M in Phase i aufgesetzt wird und dann in spéteren Phasen nicht
mehr aktiv bleiben mup, weil keine Kommunikation mit anderen Modulen dieser Phasen
i+ 1, .., i+ r erfolgt, kann unter der Voraussetzung, dafl keine Prdzedenzen zwischen
Modul M und Modulen aus Phase i+ 1 bestehen, die Phase i+ 1 auch dann bereits
aufgesetzt werden, wenn Modul M noch nicht vollstindig berechnet ist. Die Module
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einer Phase j konnen daher beim Mapping (vgl. Kapitel 5) sofort auf den Zielrechner
abgebildet werden, wenn keine Pridzedenzen mehr vor diesen Modulen bestehen }md
ausreichend Prozessoren verfigbar sind. Zur Uberpriifung, ob alle Prézedenzen vor emer
Phase j abgearbeitet sind, werden alle Relationen ¢y mit i <j betrac?lte.t, also alle, deren
Bild in Phase j liegt. Abb. 26 verdeutlicht diesen Sachverhalt am Beispiel.

Abb. 26, Prizedenzen und Phasen

Module der Phase j konnen auf den Rechner im Wege des Mapping abgebildet werden,
sobald die Module M,, M, M, abgearbeitet sind. Auf die Beendigung von Modul M; muf}
nicht gewartet werden. Da Modul M; als Kommunikationspartner fiir die Module
M, und M, dienen muB, wirkt sich die Prizedenz des Moduls M; vor Modulen aus Phase
J dahingehend aus, daB mit den Berechnungen der Phase j auch auf die Beendigung der
Module M; und M, gewartet werden muB. Besitzt der Rechner lediglich vier Prozessoren,
so kann zunéchst nur eines der beiden Modulpaare aus Phase j abgebildet werden, so-
lange Modul M, noch aktiv ist.

Je nach Art des verwendeten Rechners und den zur Verfligung stehenden Scheduling-
Mechanismen kann man zunéchst ein Mapping auf virtuelle Prozessoren vorsehen; die
Zuordnung der virtuellen Prozessoren zu den physikalisch tatsdchlich vorhandenen
Ubernimmt dann das Betriebssystem oder eine dariiberliegende Scheduling-Oberfliche
[Prz,92].

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurden die Module so indiziert, daB eine moglichst
einfache Zuordnung zu Konstrukten, Phasen und benachbarten Modulen méglich wird.
Dies darf jedoch nicht zu der Annahme verleiten, die kombinatorische Strukturierung
beziehe sich in irgendeiner Form auf diese Indizes. Dies ist nicht der Fall; die Module
kénnten ebenso ,,sprechende Namen* besitzen, wie dies in grofleren Software-Systemen
aus Griinden der Verstéindlichkeit und Wartbarkeit praktiziert wird.

Eine sinnvolle Erweiterung des kombinatorischen Beschreibungsmodells bestiinde darin,
nicht nur Prizedenzen mittels Relationen darzustellen, sondern ebenso Dateniibernah-
men durch Module in spiteren Phasen. Diese zusdtzlichen Relationen kénnten dazu
dienen, die Zahl der Datentransferoperationen méglichst gering zu halten, wenn daten-
Uibernehmende Module in spiteren Phasen nach Maéglichkeit auf den gleichen Prozessor
oder einen benachbarten abgebildet wiirden, Das Modell wiirde an Genauigkeit gewin-
nen, wenn fuir die unterschiedlichen AusmaBe der Kommunikation zwischen verschie-
denen Modulpaaren, eine entsprechende Gewichtung in die Bewertung integriert wiirde.
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4.3.4 Beispiele fiir die kombinatorische Beschreibungsmethode

Die im folgenden aufgefiihrten Beispiele mdgen die kombinatorische Spezifikationsme-
thode hinsichtlich des notwendigen Buchfiihrungsaufwandes als relativ aufwendig er-
scheinen lassen. Bei einer praktischen Anwendung wiirde diese Verwaltung jedoch vom
Rechner iibernommen, fiir den eine entsprechende Handhabung auch von mehreren
tausend Modulen vollig problemlos wire, wobei eine solche Modulanzahl bei dem hier
projektierten makroskopischen Ansatz schon eine sehr feingranulare Applikation dar-
stellt. Bei der graphischen Darstellung der Beispiele 4.4 bis 4.6 wird aus Griinden der
Ubersichtlichkeit nur ein signifikanter Teil der Prizedenzen abgebildet, der aufgrund der
exakt gleichen Modulgranularitdten in den jeweiligen Phasen hier ausreichend ist. Um
Konsistenz zwischen graphischer und kombinatorischer Darstellung zu gewihrleisten,
werden dann auch nur die abgebildeten Pridzedenzen in der Relationenfolge der
Versuchsplansequenz modelliert.

Beispiel 4.2 (Konstruiertes Beispiel)
a) Pseudocode

SEQBEGIN
My
PARBEGIN
M
Ma2
PAREND
- CHAN com;,com;,comz,coms :
PARBEGIN
Ma1{comy(Msz), comy(Mh2)}
SEQBEGIN
Msa{comy(M31),comz(M33), coms(Mza) }
Maz{comy(M31), coma(Ma3) }
SEQEND
SEQBEGIN
Ma3{comy(Ms2) ,coma(Mza) }
Maz{coma(Ma2)}
M3
SEQEND
M3a{coms(M3z),coma(Ms3)}
PAREND
Me1
SEQEND

b) Graphische Darstellung der Modulbeziehungen

Abb. 27 veranschaulicht die Kommunikation der Module in den einzelnen Phasen.

c) Kombinatorische Beschreibung

Der parallele Algorithmus wird beschrieben durch die Versuchsplansequenz
(Vx, B, @, 6) mit V*=(V}, ..., Vo), B* = (2, -, Be).
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Die Kommunikationsstruktur in den Phasen i=1,...,6 wird durch folgende Versuchs-
pline beschrieben:

i= 1 (V,@)l mit V] = {Mn}; .@1 = {(Mn)}

i=2 (V,8), mit V2= {My, My}, B2 = {(M),(M2))}

i=3(V,8)mit Vs= { Ma1, Mz, M3, Ms}; B3 = {(Ma1, Ma2),(Maz, Mz, M;a)}

i=4: (V,.@)zs mit Va= {Msx, Maz, M43}; Bi= {(Msl, Maz),(Maz, Mas)}

i=235 (V,.@)s mit Vs = {M53}; @5 = {(Msg)}

i=6: (V,.@)s mit V5 = {Ms]}; -@6 = {(Ms;)}

Die Ubergéinge zwischen den einzelnen Phasen werden beschrieben durch die Folge der

Relationen @ = (@1, ..., Pss) Mit:

P2 = {(Mn"—’le),(Mﬂ—’Mzz)}

Pn = {(le"—*Msl),(le'—’Msz),(le""’Mas),(le*—*Msa),
(Mzz'—*Msl),(Mzz'—’Maz),(Mzz""Maa),(MzzHMu)}

Q= {(MszHM«sz),(Mss'—)Maa)}

@as = {(Ma—> Ms3)}

Pss = {(]V[ssHMsl)}

Pas = {(M31HM61),(M42HM61)}

@35 = {(Ma—>Ma)}

Fir alle itbrigen ¢, 1 <i<5, 2<j<6 gilt: oy = {}

Phase 1

- " T o o - —— - - — b

- - s s

- - - - e > o " ot > - - ——

Phase 5§

- - - o -

Abb. 27. Kommunikationsgeometrie des Algorithmus aus Beispiel 4.2
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Beispiel 4.3 (Konstruiertes Beispiel)
a) Pseudocode

CHAN comy, comg ,coms,comy , coms,comg :
PARBEGIN
Mir{comy(M12) , coma(Mi3), coms(Maz) )
Miz{com (M), coms(M3)}
SEQBEGIN
Miz{comy(M11) ,coma(Mr2)}
Ma3{coms(My1)}
CHAN comsg,comg :
PARBEGIN
Ms3{coms(M3q)}
Msa{coms(M33), come(Ma)}
PAREND
Ma3
SEQEND
Mlq { CO”)G(M34)}
PAREND

b) Graphische Darstellung der Modulbeziehungen

Abb. 28 veranschaulicht die Kommunikation der Module in den einzelnen Phasen.

- . o~ o -

Phase 3

- g T Oy Y - T T o -

Abb. 28. Kommunikationsgeometrie des Algorithmus aus Beispiel 4.3

c) Kombinatorische Beschreibung

Der parallele Algorithmus wird beschrieben durch die Versuchsplansequenz
(V*, @*, ®, 4) mit V<= (V,, ..., Va), B*= (B, ..., Ba).

Die Kommunikationsstruktur in den Phasen /= I,...,4 wird durch folgende Versuchs-
pldne beschrieben:
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i=1 (V,.@)] mit Vl = {M]x,M]z,Mlg,Mu}; .@1 = {(MXI,MIZ.MB),(MM)}
i=2: (V,B), mit V, = {MyMnMa}; B = {(MuMx),(M)}

i=3: (V,B)s mit Vs = {Ma M Mi}; B3 = {(Ms,Mse),(Mss M)}
i=4 (V,.@).; mit V,= {Mag}; By = {(M43)}

Die Ubergiinge zwischen den einzelnen Phasen werden beschrieben durch die Folge der
Relationen ® = (@1, ..., @) Mit:

¢12 = {(My3— M)}

Q= {(MstMss),(MstMu)}

Q3= {(Mss""’M«u),(Mu'—’Maa)}

Fiir alle iibrigen ¢y 1 <i<3, 2<j<4gilt: ;= {}

Beispiel 4.4 (Potenzierung nach H. T. Kung)
a) Vorbemerkungen

H. T. Kung présentierte im Jahre 1974 ein origindres Verfahren zur Berechnung von x
[Kun,74], welches nur zwei Schritte mit komplexen Multiplikationen und Divisionen

und log n Schritte komplexer Additionen erfordert. Die Berechnung von x" beruht auf
folgender Identitit:

n

n .
x"—l - Z x—(u/

j=1

. o —2ni . . . .
Hierbei ist w = e™7— eine n-te Einheitswurzel, deren Potenzen bereits durch Vorausbe-

rechnung zur Verfiigung stehen. Die gesuchte Potenz x* berechnet man daher wie folgt:

= 1

o
PR

b) Ermittlung der Zahl der Phasen

Die Addition x — «/ erfolgt in 1 Phase.
Die Division o//(x — «’) benétigt 1 Phase.

Die Summenbildung nach dem Prinzip des rekursiven Doppelns benétigt log n Pha-
sen.,

¢ Die Division durch die Summe benétigt 1 Phase.
Die Addition der 1 benétigt 1 Phase.

c) Ermittlung der Zahl der Module

Fur die Berechnung der Potenz x" ergeben sich bej méglichst feiner Granulierung:

* Additions- und Divisionsschritt bendtigen je » parallele Module.
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L J

Die Summenbildung startet mit » Modulen, diese Zahl halbiert sich in jedem Schritt
bis schlieBlich 1 Modul ibrigbleibt.
Abschlieffende Division und Addition benétigen je 1 Modul.

SEQBEGIN

PARBEGIN
M
M2
M
PAREND
PARBEGIN
M2
M2z
Mon
PAREND
CHAN comy,...,coms :
PARBEGIN
M31{com(Ms2)}
M3z {com(M31)}

Ma3 { COIIIQ(M34) }
M34 {comg(M33) }

M3,n — 1{coms(Msn)}
Msn{coms(M3,n - 1)}

PAREND

CHAN comy,...,com ¢

PARBEGIN
Ma1{com(Ma2)}
Ma2{como(Mar) }
Maz{comy(Mas) )}
Maa{comy(Ma3)}

My, s — 1{com; — 1(Ma,s)}
Ma, s {come(Ms,s - 1)}
PAREND

CHAN com :

PARBEGIN
My 4 1,1{comPMr + 1,2)}
Mr 4 1,2{comr+1,1)}

PAREND

Mri2,1

Mr-(-a,l

Mrra,1

SEQEND

d) Pseudocode (Setzungen: r: =logn, s:=n/2, t : = n/4)

[fy=x—wl,j=1,...,n

/* wj/y,j=1,.,.,n

/* Summationsschritt 1
/* jeweils Addition in benachbarten Modulen

/* Summationsschritt 2

/* Summationsschritt (log n)-1

/* Summationsschritt log n
/* abschlieBende Division
/* abschlieBende Addition

4.3 Kombinatorische Beschreibung paralleler Algorithmen
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e¢) Graphische Darstellung der Modulbeziehungen

Abb. 29 veranschaulicht die Kommunikation der Module in den einzelnen Phasen.

L2222 R R

o e D)

Abb. 29. Kommunikationsstruktur des Algorithmus aus Beispiel 4.4: (fiir n= 8)

J) Kombinatorische Spezifikation der Kommunikationsstruktur

Der parallele Algorithmus wird beschrieben durch die Versuchsplansequenz
(V< 3%, ®,r+4) mit Vx=(Vy, ..., V,14), B*= (D1, ..., B, 1.0).

Die Kommunikationsstruktur in den Phasen i=1,...,r + 4 wird durch foigende Ver-
suchspldne beschrieben:

i=1: (V,g)l; V1 = {Mu, eeey M],,}; :@1 = {(Mu), ...,(Ml,.)}

i=2(V,B)s; Vo= {My, ..., Man}; By = {(My), ....(Ms,)}

i=3:(V,B) Vs = {M,, ..., My} By = {(M, M), "'1(M3,n—h M)}

i=4 (V. B)s; Vo= {Mu, ..., Mas}; Bs = {(Mu, M), ..M, _1, Ma,)}

l:= r+2: (V,'@)r+2; I/r+2 = {Mr+2.h Mr+2.2}; -@y-pz = {(M,.'.z,], M,+2'2)}
{= r+ 3 (V@)is Vies={M13,}; B, 3= {(M, .3}
i=r4+4 (Va'@)r+4; I/'r+4 = {Mr+4‘l}; '@r+4 = {(Mr+4.l)}

Die Ubergiinge zwischen den einzelnen Phasen werden beschrieben durch die Folge der
Relationen @ = (¢, ..., Priapsa) Mit:

@12 = {(Mut—My),(M— M), voos( My M3}
@2 = {(Mar>Ma) (M= Myy), ....(Mai— M)}
(p34 = {(MalHMql),(MnHM4;),(M33HM42),(M34HM42), "',(M3,n - IHM4¥)’(M3’1HM4¥)}

Orirpra= {(M,, M, 00),(M, 1M, )}

(pr+2.r+3 = {(Mr+2,lHMr+3,l)}
@Prizrsa= {(Mr+3,lHMr+4,l)}
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Fir alle tibrigen ¢y 1<i<3, 2<j<4gilt: ¢, = {}

Beispiel 4.5 (Column-Sweep-Algorithmus)

a) Vorbemerkungen

Der Column-Sweep-Algorithmus [H&W,83] dient zur Losung linearer rekurrenter Sy-
steme und macht von der Funktion des broadcasting [J&H,89] Gebrauch. Der Column-

Sweep-Algorithmus benétigt p= O(n) Prozessoren und wird relativ ineffizient fir
rekurrente Systeme R(n,m) mit m < n.

Abb. 30. Kommunikationsstruktur des Algorithmus aus Beispiel 4.5: (fir n=8)

b) Ermittlung der Zahl der Phasen

In Pseudonotation hat der Column-Sweep-Algorithmus die Gestalt von Algorithmus 4.

Algorithmus 4: Column-Sweep-Algorithmus

X1=c1;
for k=1 step 1 until (- 1) do
broadcast xx to Pj (Vj>&);
multiply &;jk x Xk (Vj>k);
add bj=(ajk x xk) +cj (Vi>kK);

update cj« by (Vj>k);
Xk + 1+ bk 4 15
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Da sich die Modulstruktur und die K ommunikationstruktur innerhalb eines solchen
kombinierten Schleifenschrittes nicht &ndern, kann jeder Schieifendurchlauf in einer
Phase erfolgen, so daB sich insgesamt n — 1 -+ 1 = n Phasen ergeben.

c) Ermittlung der Zahl der Module

Die Zahl der Module ist zu Beginn #, sinkt dann in jeder Phase um 1, bis schiiefilich 1
Modul ibrigbleibt.

d) Pseudocode

SEQBEGIN
CHAN comyy... C0My 1 ¢
PARBEGIN /* 1. Schleifendurchlauf
Mn[coml(Mlz) ,C0m2(M13) geeeyCOMp — I(Mln)}
M12{comy(M11))
My3{coma(th1)}

Min{com, — 1(M11)}
PAREND
CHAN comy, ... com, -2 ¢
PARBEGIN /* 2. Schleifendurchlauf
Ma1{comy(Maz),coma(Maz), . - « yCOMy — 2(M2,n — 1)}
Maa{comy(Mz1)}
Ma3{coma(Ma1)}

Mz,n - 1{comy — 2(M21)}
PAREND

CHAN comy :

PARBEGIN /* n-1. Schieifendurchiauf
Mo — 1,1{com(M, - 1,2)}
My —1,2{com(M, - 1,1)}
PAREND
Mnl
SEQEND

e¢) Graphische Darstellung der Modulbezichungen

Abb. 30 veranschaulicht die Kommunikation der Module in den einzelnen Phasen.

[) Kombinatorische Spezifikation der Kommunikationsstruktur

Der parallele Algorithmus wird beschrieben durch di
. ie  Versuchsplansequenz
(V*, %, @, n) mit V= (W, ..., V,), B*=(8,, ..., B.). P !

Die Kommunikationsstruktur in den Phasen -i= 1 ird d
pline beschrieben: oot Wird durch folgende Versuchs-

I"j ;i (;:"@)li Vl = {Mlly very Mln}; By = {(Mu, Mlz),(Mu, M!-_,), "',(Mll, M,")}
b= ( ,.@)2, Vo= {sz, " Mz'"_l}; B> = {(MZI’ M”)’(MZI, MZJ), "'7(M2I; MZ,n-l)}
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l:= n—1: (V"@)n—l; Vn—l = {Mn—-l.h Mn—m}; ‘@""1 = {(M,,..],], M”"l‘z)}
i=n (VB Vo= {My}; B, = {(M.)}

Die Uberginge zwischen den einzelnen Phasen werden beschrieben durch die Folge der
Relationen ® = (@, ..., @._ 1,,) it

@1z = {(My— M ),( Mg Man) (Mg M), ... (Mo My, 1)}

Q= {(sz'—’Msl),(Mzz'—’Msl),(Mzs'—*Msz), '°'y(M2,n—lHM3,n—2)}

(pu-Z,n—l = {(Mn-Z.IHMn- 1,1)7 {(MR—Z,IHMn— l,l)a(Mn—Z,ZHMn— 1,2)
Prnorp= {(Mn-x.z'—’Mn!),(M ~12> M)

Fir alle tibrigen ¢y 1<i<n—1, 2<j<ngit: ;= {}
Beispiel 4.6 (Schnelle Fourier-Transformation)

a) Vorbemerkungen

Betrachtet wird eine eindimensionale, komplexe Radix-2-Transformation der Linge
N =27 [Bur,89]. Die Schnelle Fourier-Transformation (FFT) zerfillt in drei Schritte:
Initialisierung, Transformation und Bitreversion. Die Initialisierung bezeichnet die
Bereitstellung der Potenzen der n-ten Einheitswurzeln; sodann folgt die eigentliche
Transformation und schlieBlich die Bitreversion, in der die Transformierten derart um-
gespeichert werden, wie es einer Spiegelung ihrer als Binédrzahlen aufzufassenden Indizes

entspricht.

b) Ermittlung der Zahl der Phasen

¢ Die Berechnung der Potenzen der Einheitswurzel erfolgt in 1 Phase.
Die Transformation erfolgt in » = log,N Phasen.
¢ Die Bitreversion erfolgt in 1 Phase.

c) Ermittiung der Zahl der Module

Fiir eine FFT der Linge N = 2" ergeben sich bei moglichst feiner Granulierung

in der Initialisierung N/2 Module, da die Potenzen w?, ..., ®*?-! bendtigt werden,
in der Transformation N/2 Module, da die Elementaroperationen, die sogenannten
wbutterflies”, die die Berechnungen fir zwei korrespondierende Knoten umfassen,
aus Effizienzgrinden im allgemeinen nicht aufgespalten werden, bzw. bei
in-place-Berechnung nicht aufgespalten werden koénnen [Bur,89],

® in der Bitreversion N Module fiir N Spiegelungen.

Da die Granularitit der einzelnen Module der Bitreversion in Relation zur
Transformation sehr klein ist, kann auch hier vereinfachend von einer Zusammenfassung
von je zwei Modulen ausgegangen werden, so daf auch in der Bitreversion eine
Partitionierung in N/2 Module vorgenommen wird. Dies ist auch im Hinblick auf prak-
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tische Erwigungen verniinftig, da sich im allgemeinen grofie Dimensionen N und we-

sentlich kleinere Prozessorzahlen p gegeniiberstehen.

d) Pseudocode (Setzungen: n:=1log N, r:= NJ2, s: = N/4)

SEQBEGIN
PARBEGIN

er
PAREND
CHAN comy, ...,coms :
PARBEGIN
Maa{comy(Mzz)}
Maz{comy(Ma1)}
Mz3 { COIHg(qu)}
Maa{coma(M23)}

Mo, — 1{coms(Mar) }
Mor{coms(Mz,r — 1)}
PAREND
CHAN comy,...,com; :
PARBEGIN
Ms1{com(Ms3)}
M32 { camg(M34) }
Maz{comy(M31)}
Mza{coma(M32) }

Ms,r —1{coms — 3(Ms,r - 3)}
M3r{cams(M3,r - 2)}
PAREND
CHAN comy,...,com; :
PARBEGIN

Mo+ 1,1{com(M, + Ls+1)}
Mo+ l.Z{CO’”Z(Mn +1,5+2)}
Mo +1,3{coms(M, Ls+3)}
Mo+ 1,a{coma(My 4 1,5 + a)}

M+ 1,0~ 1{coms — y(My 4 1,5 - 1)}
Mo+ 1,r{coms(My 4 1,5)}

PAREND

PARBEGIN
Mot2,1
Mn +2,2
”n+ 2,r

PAREND

SEQEND
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/* Bitreversion



e) Graphische Darstellung der Modulbezichungen

Abb. 31 veranschaulicht die Kommunikation der Module in den einzelnen Phasen.

Abb. 31. Kommunikationsstruktur des Algorithmus aus Beispiel 4.6: (fiir N = 16 bei Ver-
wendung von N/2 Modulen) '

J) Kombinatorische Spezifikation der Kommunikationsstruktur

Der parallele Algorithmus wird beschrieben durch die Versuchsplansequenz
(V, B*, ®, n+ 2) mit V*=(Vy, ..., V,12), B*= (D1, .., Brs)-

Die Kommunikationsstruktur in den Phasen /= 1,..,n+2 wird durch folgende Ver-

suchspléne beschrieben:

i=1:(V,3); Vi ={My, ..., Mi.,}; B, = {(My), ....(Mr)}

i= 21 (V,g)z; Vz = {Mz], rory Mz,}; .@2 = {(Mz}, Mzz),(M:za, M2d), m,(Mzr-—l: Mzr)}
i=3:(V,B)y Vs= {Ms, .., Ms}; B3 = {(Ms1, Mzs),(Ms, Msa), ....(Ms, -2, M)}

i=n+ 1: (V,g)n-;.l; Vn+l = {Mn+l,ly sery Mn+].f s
Q’H_l = {(Mn-H.l: Mn+];+l)y(Mn+l.27 Mn+l.s+2)s '-'1(Mn+l.n Mn+l.r—:)}
i= hn + 2: (V:g)n-!-?; I/n+2 = {Mn+2.ls seey Mn+2,r}; QHJ-Z = {(Mn+2.l)y "')(Mn+2.r)}

Die Ubergénge zwischen den einzelnen Phasen werden beschrieben durch die Folge der
Relationen @ = (@12, -y Pns1042) Mit:

@12 = {(Mut—> M),(M— M), .., (Mi—Ma)}
Pz ™ {(Mn+ l.ll'—)M,,.pz,]),(M,,.,. l.ZHMn+2,2), ""(M"+l.rHMn+2.r)}

Fir alle Uibrigen @y 1 <i<n—2, 1<j<n—1git oy={}
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5 Mapping auf der Basis kombinatorischer Versuchspline
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5.1 Mapping paralleler Algorithmen auf Parallelrechner

Aufgrund der Entwicklung der Rechnerarchitekturen hin zu massiv-parallelen Systemen
gewinnt die Kommunikationskomplexitdt mehr und mehr an Bedeutung, denn eine Re-
duktion der Berechnungskomplexitét unter die Kommunikationskomplexitit ist nutzlos
[Gen,78]. Es muf} daher darauf geachtet werden, auch die Kommunikation in vertret-
barer Zeit zu bewerkstelligen. Deshalb wird versucht, Botschaften bzw. Daten moglichst
effizient, d. h. auf kurzen Wegen und sparsam, zwischen den Rechnerknoten zu versen-
den. Da jedoch eine vollstindige Vernetzung aller Prozessorelemente in einem Netzwerk
bereits bei Systemen mittlerer Parallelitit technologische Probleme und zu hohe Kosten
verursacht, bestehen in der Regel nur zwischen einem geringen Teil der Prozessoren di-
rekte Verbindungen. Eine naheliegende Optimierungstechnik besteht deshalb darin, die
Kommunikationsstruktur des zu parallelisierenden Algorithmus zu analysieren und die
einzelnen Daten- und Programmodule so auf das Rechnersystem abzubilden, daf mit-
einander kommunizierende Module méglichst auf benachbarten, d. h. direkt verbun-
denen, Knoten plaziert werden; zumindest solite eine Minimierung der Kommunika-
tionsdistanzen erreicht werden. Diese immer wichtiger werdende Problematik wird als
Mapping bezeichnet. Berman und Snyder [B&S,84] spezifizieren zwei unterschiedliche
Bestandteile des Mapping-Problems. Wenn die Verbindungsstruktur des parallelen Al-
. gorithmus von der Verbindungsstruktur des vorgesehenen parallelen Rechners abweicht,
wird dies als topologische Variation bezeichnet. Ist — auflerdem — die Zahl der vom Al-
gorithmus benétigten Prozesse grofler als die Zahl der Prozessoren des Netzwerks, so
kommt noch eine Kardinalititsvariation hinzu.

Fiir eine effiziente Nutzung paralleler Rechnersysteme ist es von entscheidender Bedeu-
tung, daf} das Verstindnis der Beziehungen zwischen parallelen Algorithmen und paral-
lelen Architekturen weit mehr als bisher zu Bewufitsein gelangt. Die Fakten, die die Zu-
sammenhénge zwischen paralleler Software und Hardware beschreiben, konnen direkten
Einfluf auf den Algorithmenentwurfsprozefl nehmen. Insbesondere kann dieser bei ge-
gebener Zielarchitektur wesentlich beschleunigt werden; andererseits ermoglichen sie den
Entwurf algorithmenspezifischer Rechner [Jam,87]. Weiterhin kénnen Leistungsaussa-
gen iiber ein gegebenes Algorithmen-Architektur-Paar getroffen werden. Mit Hilfe ver-
schiedener Mapping-Methoden kann man eine Bibliothek von Algorithmen-Topologie-
Paaren aufstellen; so kann eine einzelne, zu aufwendig erscheinende
Mapping-Berechnung durch das Heranziehen eines Bibliothekseintrags geleistet werden.
Die vollendetste Form der Abbildung paralleler Algorithmen auf parallele Architekturen
ist die automatische Realisierung der.Abbildung durch das Betriebssystem oder einen
Priprozessor eines rekonfigurierbaren Rechnersystems. Derartige. Architekturen sind
aber bisher kaum tber das Projektstadium hinaus zur Marktreife gelangt (CHiP

[Sny,82], PASM [K&#&,85], TRAC [DJL,85]).

Da ein optimales Mapping beziiglich seiner Komplexitdt in die Klasse der
NP-vollstindigen Probleme fillt [K&B,88], werden im allgemeinen nur heuristische
Verfahren entworfen. Krimer und Mithlenbein analysieren Abweichungen zwischen zu-
filligen und optimalen Losungen von Mapping-Aufgaben [K&M,89], die naturgemal
fur dicht-vernetzte Topologien weniger bedeutend sind. Bei den in der Literatur vorge-
schlagenen Mapping-Verfahren werden zum Teil sehr restriktive Einschrénkungen vor-
genommen; insbesondere wird die Klasse der erlaubten Rechnertopologien sehr eng de-
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finiert. Abhéngigkeitsbeziehungen zwischen verschiedenen Modulen, die meist als Tasks
bezeichnet werden, bleiben haufig auBer Betracht. Hinsichtlich der Optimierung werden
unterschiedliche Strategien verfolgt und variierende Zielgréfienparameter betrachtet. Zu
diesen gehoren vor allem die kiirzest mogliche Rechenzeit des abzubildenden Algorith-
mus, die kiirzeste Kommunikationszeit oder die bestmogliche Lastverteilung auf dem
Zielrechner. Praxisrelevante Beschrankungen werden in der Regel aufgehoben. Kim und
Browne [K&B,88] charakterisieren die noch aktuelle Situation derart, daf zwar eine sehr
groBe Zahl von Mapping-Verfahren existiert, diese jedoch ohne Ausnahme starke Ein-
schrinkungen vornehmen und daher ein geschlossenes logisches Konzept fir eine gene-
relle Behandlung verschiedenartiger Algorithmen und Rechnertopologien bislang nicht
vorliegt. Insbesondere fehlt es an integrierten Konzepten, also der formalen Gleichbe-
handlung von paralleler Software und paralleler Hardware.

Setzt man die Priferenz darauf, die Hardware optimal auszunutzen, so mufl man, wie
Valiant [Val,90b], zu dem SchluBl kommen, daB durch eine grofiere Zahl von Prozessen
als Prozessoren noch Spielraum (slackness) zur flexiblen Behandlung gegeben ist. Will
man jedoch den Algorithmus in méglichst geringer Zeit, d. h. in der Regel moglichst
parallel, abarbeiten, so ist dies nur dann theoretisch moglich, wenn die Zahl der Prozes-
soren die Zahl der parallel ausfiihrbaren Prozesse egalisiert, besser noch tibersteigt.

Da ein groBer Teil der Algorithmen durch nur einige wenige Paradigmen abgedeckt wird,
kann ebenso fir die Implementierung auf nur einige wenige Architekturen zuriickge-
griffen werden [Pre,84]. Preparata bemerkt weiterhin, daB} gerade diejenigen Architek-
turen, die auf einfachen geometrischen Prinzipien basieren, fur die Implementierung im
allgemeinen die effizientesten sind. Systolische (und) VLSI-Architekturen sind die bei
weitem am héufigsten ins Auge gefaBiten Zielobjekte fiir das Mapping. Als Beispiele seien
hier die Arbeiten von Preparata [Pre,84] sowie Fortes und Moldovan [F&M,85] ge-
nannt. Griinde hierfir sind die detailliert und hochspeziell definierten Hardware-
Eigenschaften, die erste Anhaltspunkte liefern und somit die Zuordnung erleichtern.

Neben dem Charakterisierungsansatz von Jamieson existieren vor allem sprachenba-
sierte und graphenbasierte Verfahren. Die Programmiersprache stellt ein wichtiges
Bindeglied zwischen Algorithmus und Architektur dar. Hier kommt es darauf an, daB
die fur den Algorithmus wichtigen Konstrukte in der Sprache effizient realisiert sind und
daf die Kontrollstrukturen der Sprache auf der Architektur effizient implementiert sind
[Jam,86]. Die Mittlerfunktion der Programmiersprache wird beispielsweise von Chen
[Che,88] fiir das Mapping paralleler Algorithmen benutzt; hierbei handelt es sich not-
wendigerweise um eine architekturunabhingige Programmiersprache auf sehr hohem
Abstraktionsniveau. Die Stdrke graphischer Methoden liegt darin, formale Gesetz-
méBigkeiten graphischer Transformationen und geometrischer Darstellungen auf ver-
schiedfane Teilaspekte des Mapping-Problems anzuwenden. Der graphentheoretische
Mappmg—Ansatz ist in gewissem Sinne allgemeiner als der Charakterisierungsansatz, da
er nicht die Existenz und das Erkennen spezifischer Muster in Algorithmen verlangt.
Neuere Verfahren sind teilweise nicht auf SIMD oder MIMD festgelegt [BKS,917 und
nutzen die Technik des simulated annealing ([H&X,90], [M&K,917).
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5.2 Ausgewiihlte Beispiele vorgeschlagener Mapping-Strategien

5.2.1 Verfahren von Jamieson

Basierend auf den in Kapitel 4 vorgestellten Eigenschaften zur Charakterisierung paral-
leler Algorithmen und einer komplementiren Menge von Eigenschaften zur Klassifizie-
rung von parallelen Architekturen beschreibt Jamieson ein Verfahren fur das Mapping
paralleler Algorithmen auf eine rekonfigurierbare Architektur [Jam,87]. Der Grundge-
danke dieses Verfahrens besteht in der Erkenntnis, daf viele Algorithmen eine
identifizierbare Struktur besitzen, seien es #hnliche Kommunikationsmuster, gleiche
Datenstrukturen oder gleiche Rechentechniken. Derart verwandte Algorithmen kdnnen
oft aus gleichen Grundbausteinen aufgebaut werden.

Aufsetzend auf dem zu implementierenden Problem wird als Zwischenschritt ein soge-
nannter virtueller Algorithmus erzeugt, der den Punkt im Entwurfszyklus beschreibt, an
dem entschieden werden muB, welche Berechnungsschritte durchzufiihren sind. Mit Hilfe
der Charakterisierungen von parallelen Algorithmen und Rechnern kann man dann den
Ubergang vom virtuellen Algorithmus zum (bendtigten) architekturabhingigen Algo-
rithmus bestimmen. Ideal wire sicherlich eine eindeutige Vorschrift, die exakt festlegt,
. bei welchen Algorithmeneigenschaften welche Hardwareeigenschaften zu fordern sind.
Angesichts der Komplexitit der Beziehungen ist dies jedoch unrealistisch. Jamieson lie-
fert stattdessen eine Ubersicht {iber die Zusammenhiinge die, basierend auf ca. 50 Algo-
rithmen aus verschiedenen Bereichen, durch eine dreistufige Gewichtung die mehr oder
minder starken Relationen zwischen Algorithmen- und Architekturcharakteristiken be-
wertet (vgl. Tab. 2 auf Seite 88).

3.2.2 Graphenbasierte Verfahren

In den graphenbasierten Verfahren werden Graphentransformationen benutzt, um die
graphische Darstellung der Algorithmen auf die graphische Darstellung der Rechnerto-
pologie abzubilden.

Das Verfahren von Kung, Lewis und Jean [K1J,87] unterteilt das Mapping in drei Phasen.
Zunichst wird ein lokal-rekursiver Algorithmus (LRA) entwickelt, der die Berechnungen
darstellt. Die Datenabhingigkeiten zwischen den indizierten Variablen werden mit einem
lokalisierten Datenabhingigkeitsgraphen beschrieben. In einem zweiten Schritt werden
die Indexpunkte des LRA und ihre assoziierten Variablen auf eine abstrakte Feldarchi-
tektur abgebildet, die mittels eines SignalfluBgraphen (SFG) modelliert wird. In der
dritten Phase erfolgt schlieBlich die Implementierung des SFG auf einem realen Rechner,
wobei insbesondere systolische Architekturen von Interesse sind, da nur Algorithmen
mit einem MindestmaB an Regularitit betrachtet werden, die sich in rekursiver Form

darstellen lassen.

Nach Berman-und Snyder [B&S,84] kann man einen parallelen Algorithmus als eine Fa-
milie von Graphen auffassen oder darstellen, indem man einen speziellen Graphen fuir
jede Problemgrofe heranzieht. Fiir das Mapping wird der zu implementierende Algo-
rithmus dann zundchst auf den Kkleinsten Graphen der entsprechenden Familie
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kontrahiert. Dieser wird dann auf die Hardware abgebildet, wobei die Zahl der PrOZt?sse
kleiner sein sollte als die Zahl der Prozessoren. SchlieBlich wird der wirkliche Algorith-
mus via ,Multiplexing® auf der Hardware implementiert. Aul diese Weise werden zu-
nichst Kardinalititsdifferenzen und sodann Topologiedifferenzen ausgeglichen.

Algorithmencharakteristiken Architekturcharakteristiken

g é

Ak g Z 5

8|8 3 e | - g

E 1Rl 2| Z BlE|2

& go | © b g £ | =

g S Bl | x| E §. £ @

-~ e ~ Tt 2] E -

— @ 3 ™ [ 2 % & 2 <«

HIEEERERR R AR R AR RN

2 | 2|8 |8 s|B|E|5!|5 |5

E Alwi=slZ|ad|lajral<iAl|@
Art des Parallelismus 1 2 1 3 . 1 n u L w | =
Datengranularitit = 3 2 3 1 n n u u 2 | =
Modulgranularitéit = 3 " 3 3 3 L L) n - u
Grad des Parallelismus 3 2 " 2 = L) ) " . L "
Speicherbedarf 2 2 3 L n | w n n » L] L]
Uniformitit " 2 L] 3 1 L] = L] ” » n
Synchronisation n 2 u 3 2 3 n n n u .
Statik/Dynamik wm | 3w {31211 |% || w|n|n
Datenabhéngigkeiten " 2 |- 1 3 | == » = | =
Grundlegende Operationen . 2 L u 2 ] 3 n » = =
Datentypen . n = . | n - 3 2 n 3
Datenstrukturen u 2 L 1 2 L = u 1 3 "
Ein-/Ausgabe " { 1 212 | w|m L) L] " |3

Tab. 2.  Zusammenhang zwischen parallelen Algorithmen und Architekturen nach Jamieson

Shen und Tsai, die ebenfalls ein graphenbasiertes Verfahren entwickelt haben [S&T,85],
beschreiben die Hauptschwierigkeit beim Mapping folgendermafien: Der Durchsatz
kann in einem verteilten Rechner nur erhéht werden, wenn die Auslastung maximal
balanciert wird, wihrend gleichzeitig die Interprozessorkommunikation minimiert wird.
Wihrend die Minimierung der Interprozessorkommunikation nahelegt, die Berech-
nungen auf einem einzigen Prozessor durchzufuhren, zwingt die Maximierung der
Lastbalancierung zu einer rigorosen Verteilung der Arbeitslast unter den Prozessoren.
Daher muB hinsichtlich dieser gegenliufigen Tendenzen ein Kompromif gefunden wer-
den. Das schlieBlich durchgefihrte Mapping kann durch eine Matrix dargestellt werden.

Chiang und Fu [C&F,83] fuhren zur Spezifikation paralleler Algorithmen und paralleler
Rechner sogenannte attributierte gerichtete Graphen (attributed divected graphs, ADG)

ein. Durch die einheitliche Beschreibungsform fur parallele Hardware und parallele
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Software wird dann das Mapping erméglicht. Das ADG-Modell stellt eine gewisse Er-
weiterung zum Petri-Netz-Modell dar und verfiigt tiber zwei Arten von Knoten, Opera-
tionsknoten und Datenknoten. Diese entsprechen den Transitionen und Stellen in Petri-
Netzen. Zusétzlich erhalten die Knoten Attribute beziiglich wesentlicher Anforderungen.
Wie die tibrigen hier beschriebenen Graphen-Verfahren kann auch das ADG-Modell von
Chiang und Fu im allgemeinen nur Hinweise und Richtlinien vermitteln; direkte, ein-
deutige Algorithmen-Architekturzuordnungen sind in der Regel nicht zu erwarten.

Das Verfahren von Kim und Browne [K&B,88] basiert auf der Abbildung einer gra-
phischen Darstellung einer parallelen Berechnungsstruktur ([Bro,857) auf die graphische
Darstellung einer Multiprozessorarchitektur., Im Wege des Abbildungsvorgangs konnen
ein oder mehrere sogenannte virtuelle Architekturgraphen als Zwischenschritte erzeugt
werden. Ziel ist die Minimierung der Gesamtausfithrungszeit der parallelen Berechnung.
Die Vorgehensweise beruht auf linearem Clustering, dessen grundlegende Idee darin be-
steht, sequentiell voneinander abhéngige Module einem einzigen Prozessor zuzuweisen,
wiéhrend wechselseitig unabhingige Module mehreren Prozessoren zugewiesen werden.
Lineare Cluster werden im Hinblick auf ihre Gesamtausfiihrungszeit ausgewihlt mit
einem Prozessor fur jeden Knoten des Graphen und einem getrennten Verbindungskanal
fur jede Kante des Graphen. Mit Hilfe des linearen Clustering wird ein Berechnungs-
graph in einen virtuellen Architekturgraphen (VAG) tberfiihrt. Der VAG reprisentiert
eine optimale Multiprozessorarchitektur fir den Berechnungsgraphen. Die optimale Ar-
chitektur stellt einen Prozessor fiir jeden linearen Cluster zur Verfligung, so daB3 vonein-
ander unabhéngige Tasks, die verschiedenen linearen Clustern angehoren, so parallel als
moglich ausgefiihrt werden konnen. Dariiber hinaus besitzt die optimale Architektur di-
rekte Kommunikationskandle fur adjazente Cluster. Ein VAG kann in einen anderen
VAG entwickelt werden, indem zwei oder mehr Cluster in einem Cluster zZusammenge-
falt werden, wenn dies sinnvoll ist. Nachdem der optimale VAG erzeugt wurde, erfolgt
die Abbildung dieses VAG auf den physikalischen Architekturgraphen (PAG), der die
Zielarchitektur repréisentiert. Dieses abschlieBende Mapping wird als physikalisches
Mapping bezeichnet, wobei Kim und Browne sowohl fur homogene als auch fir
heterogene Architekturen Mapping-Algorithmen entwickelt haben. Das Schliisselpro-
blem ist die Reduktion der Mapping-Komplexitit, ohne wesentliche Abstriche bei der
Optimalitit hinnehmen zu miissen. Ein dhnliches Verfahren wird von Yang, Bic und

Nicolau vorgeschlagen [YBN,91].

Das Verfahren von Lin und Moldovan [L&M,85] basiert auf friheren Verfahren von
Moldovan, die als Zielrechnertopologien -ausschliellich systolische Architekturen vorse-
hen. Nunmehr sind Feldrechner -als Implementierungshardware vorgesehen, die im Ge-
gensatz zu systolischer Hardware iiber eine hohere Kapazitdt an lokalem Speich'er ver-
fugen und deren Verbindungsstruktur weniger restringiert ist, so dafi sie im Hinblfck auf
die Bignung fur verschiedene Algorithmen wesentlich flexibler sind. Ein Algorithmus
wird beschrieben durch die Datenabhéngigkeitsmatrix D, die Indexmenge I* und die
Menge der Berechnungen. Die Verbindungsnetzwerke werden durch P-Matrizen cha-
rakterisiert. Fir einen gegebenen Algorithmus findet man dann basierend auf den Ma-
trizen D und P die Transformation 7. Der II-Vektor von T bestimmt die Rechenzeit des
Algorithmus. Die Matrix S bestimmt die Kommunikatjonszeit und die Zahl der erfor-
derlichen Prozessoren. Durch Kombination verschiedener IT und S kann man die ge-
wiinschte Transformation auswihlen. Je nach Zielvorgabe kann man entweder die Be-
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rechnungszeit, die Kommunikationszeit oder die Zahl der einzusetzenden Prozessoren
minimieren. Das Mapping-Verfahren besteht aus zwei Schritten, wobei im ersten Schritt
eine Abbildung in der Art von Abbildungen auf VLSI-Felder erfolgt. Mit einer zweiten
Abbildung wird versucht, den Kommunikationsaufwand des Zwischenergebnisses aus
Schritt 1 zu senken. Die Zahl der vorhandenen Prozessoren wird zunéchst nicht be-
riicksichtigt. Man bestimmt die Datenabhéngigkeiten, stellt sie als Vektoren dar und fafit
sie in der Abhéngigkeitsmatrix zusammen. Um die hohere Kapazitit der Feldrechner an
lokalem Speicher gegeniiber den systolischen Systemen auszunutzen, wird die Abhdn-
gigkeitsmatrix erneut in Augenschein genommen und entweder zeilenweise oder spal-
tenweise vorgehend nachoptimiert. Das Verfahren von Lin und Moldovan ist insbeson-
dere fiir das Mapping von Algorithmen mit geschachtelten Schleifen geeignet und kann
auch fir andere Zielrechner modifiziert werden.

Bokhari [Bok,81] beschreibt einen parallelen Algorithmus durch einen Graphen
G, = (V,, E;), dessen Knoten die Module des Algorithmus reprisentieren (vgl. Abschnitt
3.2); die parallele Hardware wird durch einen Graphen G, = (V,, E,) beschrieben, wobei
die Knoten des Graphen die Prozessorknoten des Rechnersystems widerspiegeln.
Bokhari nimmt eine starke Restriktion dahingehend vor, dal} die Méchtigkeit von V,
geringer sein muf} als die Michtigkeit von V,, eine Festlegung, die nur fir zukiinftige
hochstparallele Rechner als sinnvoll angesehen werden kann. Das Mapping von Algo-
rithmenmodulen auf Prozessoren kann dann durch die Funktion f;;: ¥, — ¥, bezeichnet
werden. Die Glite des Mapping kann beurteilt werden durch die Zahl der Algorithmen-
kanten, die durch die Funktion auf Netzwerkkanten abgebildet werden. Als Algo-
rithmenkante wird eine Kommunikation zwischen parallel auszufiihrenden Modulen
angesprochen. Die Zahl der deckungsgleichen Kanten, also die Mapping-Giite, belegt
Bokhari mit dem Begriff Kardinalitiit, die formale Bezeichnung ist | f,, |. Die Kardinalitét
kann mathematisch ermittelt werden aus der Gleichung:

Ul = 5 D Golerd) Golfnl) fu0)

xy € Vp

Hierbei ist (vgl. Abschnitt 3.2) G,(xy)=1, wenn die Module x und y miteinander
kommunizieren, also im Problemgraphen zwischen den entsprechenden Knoten eine
Kante existiert. f(x) bzw. f,(y) bezeichnen die Prozessoren, auf die die Module x bezie-
hungsweise y abgebildet werden. Der Ausdruck G,(f,(x),fn(y)) wird daher nur gleich 1,
wenn die Prozessoren, auf die x und y abgebildet werden, verbunden sind. Ein Sum-
menglied wird daher nur gleich 1, falls kommunizierende Module auf direkt verbundene
Netzwerkknoten fallen. Da bei der Summation tber alle x,y e ¥, jede Netzwerkkante
zweifach gezdhlt wird, muB anschliefend mit 1/2 multipliziert werden. Um das
bestmdgliche Mapping zu erreichen, muB aus den (| ¥,|)! Moglichkeiten zur Kon-
struktion von f, diejenige (oder eine) mit maximaler Kardinalitit ausgewdhlt werden.
Bokhari weist nach, dafl das so formulierte Mapping-Problem dem Graphenisomor-
phieproblem entspricht, insbesondere auch hinsichtlich der Berechnungskomplexitt.
Dies bringt es mit sich, daB eine Losung in polynomialer Zeit nur fir hinreichend ein-
geschrénkte Fille gefunden werden kann, nicht jedoch fiir den allgemeinen Fall. Wei-
terhin verweist Bokhari auf die Verwandschaft des Mapping mit der Bandbreitenreduk-
tion bei diinnbesetzten quadratischen Matrizen und dem in industriellen Anwendungen
hiufig auftretenden quadratischen Zuordnungsproblem.
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5.3 Kombinatorische Verfahren des Mapping

5.3.1 Konzeption und formale Syntax

Entsprechend den in Kapitel 2 getroffenen Restriktionen werden in dieser Arbeit nur
verteilte Rechner mit homogenem Aufbau betrachtet. Heterogene Rechnersysteme mit
unterschiedlichen Prozessortypen spielen auch in der Praxis nur eine untergeordnete
Rolle. Dies gilt insbesondere bei den fiir die hier untersuchte Problemstellung des
Mapping interessantesten Architekturen, den massiv-parallelen Rechnern. Fiir die hier
vorgenommenen Untersuchungen ist es daher vom Standpunkt der Berechnungskom-
plexitit ohne Bedeutung, auf welchem Prozessor ein bestimmtes Modul zur Ausfiihrung
kommt, da alle Prozessoren die gleiche Leistungsfihigkeit besitzen. Aufgrund der eben-
falls im Hinblick auf massiv-parallele Systeme hier zumeist angestrebten feinen
Granulierung der parallelen Algorithmen ist in der Regel nur von einer geringen
Granularitétsdifferenz verschiedener Module einer Phase auszugehen. Falls die Module
einer Phase algorithmisch bedingt in ihrer Granularitit dennoch stark voneinander ab-
weichen, so ist dies durch den Benutzer durch Modulaufteilung und Konstruktion der
Kommunikationsgeometrie zu beriicksichtigen. Bei einer ausreichenden Zahl von Pro-
zessoren konnen dann einzelne Module aktiv bleiben, wihrend schon Module einer
spiateren Phase, vor der keine Prizedenzen mehr bestehen, zugeordnet werden. Daher
wird hier ausschliellich eine gute Verteilung der Module und damit gute Auslastung der
Prozessoren angestrebt; das Kernziel der Analyse bildet somit die Reduktion der Kom-

munikationskomplexitit.

Im einzelnen sind verschiedene Anwendungsfille des Mapping méglich:
* Stufe I: Auswahl der geeigneten Topologie/Konfiguration

—~ Bestimmung einer optimalen Topologie fiir einen gegebenen Algorithmus

— Auswahl der geeigneten Konfiguration fir die optimale Implementierung eines
parallelen Algorithmus auf einer rekonfigurierbaren Architektur

— Auswahl einer geeigneten Rechnertopologie bei mehreren zur Verfugung ste-

henden Zielrechnern
— Wirtschaftlichkeitsbetrachtungen auch im Falle nur eines verfiigbaren Rechners

e Stufe 1I: Bestimmung der Modul-Prozessor-Zuordnungen

— Beachtung der Kommunikationsgeometrie innerhalb der Phasen
— Beriicksichtigung der durch die Relationenfolge @ gegebenen phaseniibergrei-

fenden Einflilsse

Es ist offensichtlich, daB mit der Stufeneinteilung I, II keine Chronologie postuliert wird,
sondern nur eine Hierarchie von Arbeitsniveaus, da, um das Ergebnis in Stufe I zu er-
halten, Optimierungsversuche innerhalb von Stufe II erfolgen missen. Aufgrund der
geringen Verfugbarkeit rekonfigurierbarer Rechner fur praktische Anwendungen kon-
zentriert sich diese Arbeit auf die Auswahl der besten Rechnertopologie aus einer gege-
benen Menge von Architekturen, wiewohl! beide Problemstellungen nicht unabhéngig
voneinander sind. Man kann zunéchst aus den in Kapitel 3 kiassifizierten Architekturen
die optimale bestimmen oder eine reduzierte Gruppe von Rechnertypen ins Auge fassen,
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die fur eine tatsichliche Implementierung eher in Betracht kommen, sei es nun aus
wirtschaftlichen oder technischen Griinden.

Fiir den Fall, daB die Zahl der Module in einer bestimmten Phase groBer ist als die Zahl
der zur Verfligung stehenden Prozessoren, kann beispielsweise das in Abschnitt 5.2.2
erwihnte Verfahren von Berman und Snyder herangezogen werden: Zunéchst wird das
Problem auf eine hinreichend kleine ProblemgroBe reduziert. Das Mapping erfolgt dann
mit dem parallelen Algorithmus fiir das reduzierte Problem, also im vorliegenden Fall
mit dem optimalen Versuchsplan, der das reduzierte Problem représentiert. SchlieBlich
wird durch , Faltung® das Implementierungsvorhaben auf die eigentliche Problemgréfie
transformiert. Hier wird diese Vorgehensweise als flir die allgemeine praktische Anwen-
dung zu sophistisch angesehen und deshalb bei zu geringer Prozessorenzahl entweder
von einer teilweise sequentiellen Ausfithrung der Module ausgegangen oder es erfolgt
eine Verschmelzung mehrerer Module zu einem neuen Modul analog zum /linearen
Clustering bei Kim und Browne (vgl. Abschnitt 5.2.2).

Die zur formalen Behandlung der zu untersuchenden Mapping-Vorgénge notwendige
Syntax ist im Symbol- und Abkiirzungsverzeichnis im AnschiuBl an das Inhaltsverzeich-
nis zusammengefafit. Die Booleschen Prddikate V.(ay, ..., ai), =(M;My) und O(P,, M)
reprisentieren folgende Aussagen:

o Via, .., a): das k-Tupel (ai, ..., &) bildet im Versuchsplan von 4 einen Block
* =(M,, M,): in Phase i kommunizieren die Module j und
* ®(P, M,): in Phase i enthilt Prozessor r Modul j

Die Booleschen Pridikate liefern das Ergebnis 1, wenn die Aussage des Pradikats zutrifft,
0 sonst.

Die Distanz zweier Prozessoren, A(P,, P,), bezeichnet die minimale Zahl der Knoten, tiber
die ein Senden von P, nach P, erfolgen muB. Es gilt:

e A(P,P)=0

* A(P, P) =1, falls eine direkte Verbindung zwischen den Knoten P, und P, besteht

s—1
¢  A(P, P)=min {kz_; A(Py, Py41)} sonst

Hierbei seien P, und P, ,, benachbarte, d. h. direkt verbundene, Prozessorelemente. Alle
an einen (1) Bus angeschlossenen Prozessoren stehen zueinander in Entfernung 1; ein
Bus kann jedoch zu einer Zeit nur von einer Nachricht benutzt werden. Die Distanz
zweier Module, A(M;M,), wird festgelegt durch die Distanz der sie enthaltenden Pro-
zessoren, d:h. A(MyMy): = A(P,, P,) <> O(P,, M)AO(P, My). Die Zuordnungsfunktion
¢ bezieht sich auf alle Phasen eines Algorithmus und kann daher als Funktionenschar
1: Vg I'/R, vy @11 Vo>V aufgefaBt werden. Die auch als Mapping-Funktion bezeich-
nete .Abblldung ¢ kann ebenso dargestellt werden durch eine Menge erfullter (=1)
P{idlkate: ¢ = {@(P,, My)}. Ein paralleler Algorithmus A und ein ins Auge gefaBter
Zielrechner R werden im folgenden als Mapping-Paar (A,R) bezeichnet.
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Mit den kombinatorischen Hilfsmitteln aus Anhang A und den kombinatorischen Spe-
zifikationen der Topologien fiir verteilte Rechner und der parallelen Algorithmen aus
den Kapiteln 3 und 4 sind nun beispielsweise folgende Mapping-Strategien denkbar:

¢  Uberdeckungsverfahren
¢ Funktionales Verfahren

¢  Strukturorientiertes Verfahren

5.3.2 Uberdeckungsverfahren

Seien die Versuchpléne eines parallelen Algorithmus und die der zur Verfiigung stehen-
den Zieltopologien gegeben, so lassen sich leicht die zugeh&rigen Adjazenzmatrizen (vgl.
Anhang A) erstellen, wobei im Falle des Algorithmus fir jede Phase eine Adjazenzmatrix
zZu erstellen ist.

Ein Block (a,b) bewirkt den Eintrag einer 1 in Zeile a, Spalte b sowie in Spalte a, Zeile
b der Adjazenzmatrix. Zur Umsetzung eines Blocks der Form (a,, ..., a;), der etwa einen
Bus mit & angeschlossenen Knoten reprisentiert, miissen die k(k — 1)/2 Einzelbezie-
hungen notiert werden. Jegliche Direktverbindung fuhrt zum Eintrag einer 1; einzelne
1-Eintrige konnen dabei durchaus mehrfach begriindet sein. Aufgrund der hier voraus-
gesetzten bidirektionalen Nutzbarkeit ist nur die rechte obere Dreiecksmatrix der Adja-
zenzmatrix zu beachten. Im Falle des parallelen Algorithmus wird fur jede Phase i eine
Adjazenzmatrix erzeugt mit der Seitenldinge m, also der Zahl der Module in dieser Phase.
Eine 1 in der Adjazenzmatrix fur Phase i in Zeile r, Spalte s bedeutet dann, daf} in Phase
i die Module r und s miteinander kommunizieren.

Liegen die Adjazenzmatrizen von Rechner und Algorithmenphasen vor, so kann man
ein geeignetes Mapping des parallelen Algorithmus auf eine der Architekturen ermitteln,
indem man die Zahl der Uberdeckungen der jeweiligen Algorithmenadjazenzmatrizen
durch die Rechneradjazenzmatrix maximiert. Uberdeckung bedeutet hierbei daB an der
Stelle, an der in der Phasenadjazenzmatrix eine 1 eingetragen ist, auch in der Rechner-
adjazenzmatrix eine 1 eingetragen sein mufl. Hierzu werden wiederum nur die rechten
oberen Dreiecksmatrizen betrachtet, und die Algorithmenmatrizen innerhalb der Rech-
nermatrix ,,verschoben®. Uberschiissige I-Eintréige in der Rechneradjazenzmatrix kon-
nen als Don’t Care betrachtet werden. Ist bei diesem Approximationsvorgang, der auch
Zeilen- und Spaltenvertauschungen gestattet, keine vollstdndige Uberdec:};ung
ermittelbar, miissen N&herungslésungen herangezogen werden. Eine vollstindige Uber-
deckung einer Algorithmen(phasen)adjazenzmatrix durch eine Rechneradjazenzmatrix

kann aus mehreren Griinden unméglich sein:

¢ Der Rechnerversuchsplan kann den Algorithmenversuchsplan fur diese Phase nicht
emulieren (vgl. Abschnitt A); d.h. es existiert keine mdgliche Anordnung der
Algorithmenadjazenzmatrix in der Rechneradjazenzmatrix .derart, dafl die Verbin-
dungen des Rechners der Kommunikationsgeometrie der Module in Phase / des Al-

gorithmus entsprechen.

¢ Die mogliche Totalitberdeckung ist dadurch verhindert, dafl
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— der Rechner im Mehrprogrammbetrieb genutzt wird und die noch notwendigen
Verbindungen zur Zeit durch andere Benutzer belegt werden.

— die noch notwendigen Verbindungen noch.durch- Module genutzt werden, die
fritheren Phasen des gleichen Algorithmus zuzurechnen sind, aber noch aktiv
sind.’

Diese Punkte spielen bei der Auswahl der Topologie keine Rolle, sondern nur bei

der direkten Modul-Prozessor-Zuordnung bei festem Mapping-Paar.

Bei mehreren zur Verfiigung stehenden Rechnern wird dann zunéchst derjenige ausge-
wihlt, der die grofte Zahl an Ubereinstimmungen erzielt. Ist dieser beste Zielrechner
ermittelt, oder nur ein Rechner gegeben, werden die Modul-Prozessor-Zuordnungen be-
stimmt.

Zwei einfache Beispiele mogen zur Verdeutlichung der Adjazenzmatrizen von Parallel-
rechnern genligen:

Beispiel 5.1: Adjazenzmatrix eines Hypercube der Dimension 2

) 28 ) <) P, P,
"Po u 1 0 1
Py 1 n 1 0
P, 0 1 " 1
Py i 0 1 u

Beispiel 5.2: Adjazenzmatrix eines Chordal-Ring-Connected Computer der Stufe 4

Po | Pr | P, | P
Py L) 1 1 1
Py 1 L 1 1
P, 1 1 . 1
P, 1 1 1 =

Als Beispiel fur die Adjazenzmatrixdarstellung eines parallelen Algorithmus dient der
Algorithmus aus Beispiel 4.2; dieser entspricht folgenden Adjazenzmatrizen:

Beispiel 5.3: Adjazenzmatrizen des Algorithmus aus Beispiel 4.2

Phasen1 — 6
Mll
My | »

Aufgrund dfr 'Anlage des Algorithmenbeschreibungsmodells nach Kapitel 4 ist dieser Fall
durchaus méglich. Er kann dann auftreten, wenn alle Prizedenzen vor Phase i abgearbeitet sind,

die'Mc?dule dieser Phase also zuordnungsfihig sind, aber noch Module aus fritheren Phasen
aktiv sind.
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My | My
My| = 0
Mzz 0 L]
My | Ma, | My | M
My| = 1 0 0
M| 1 L 1 1
My| O 1 L 1
My O 1 1 =
My | My | My,
M| » 0
Mgy 1 L 1
M43 0 n
M
M53 =
Mg
My| =

Ist nun der hier durch Adjazenzmatrizen dargestelite Algorithmus auf einem der Rechner
der Beispiele 5.1 und 5.2 zu implementieren, so ist unter Beachtung der vorhandenen
Prézedenzen folgendes festzuhalten: Fiir die Adjazenzmatrix der Phase 3 des Algorith-
mus wird keine Totalliberdeckung durch die Adjazenzmatrix des Hypercube erzielt, wohl
aber durch diejenige des Chordal-Ring-Connected Computer. Da flr alle {ibrigen Phasen
Totalliberdeckungen erzielt werden, wiirde von diesen beiden Rechnern die Wahl auf den
CRC fallen. Dies bedeutet nicht, daf der Algorithmus nicht auf dem Hypercube
ausfithrbar wire, dies ist sehr wohl moglich und sogar in paralleler Weise; der CRC muf3
hier jedoch als effizienter angesehen werden, da er die Kommunikation der Module Ms,
und M, in Phase 3 dadurch unterstiitzt, dafl die Module auf direkt verbundene Prozes-

soren abgebildet werden konnen.

Die zu den Phasen 1, 2, 5, 6 gehérigen Adjazenzmatrizen geben fiir die Beurteilung mit
dem Uberdeckungsverfahren keine Anhaltspunkte, da keine Kommunikation zwischen
den jeweiligen Modulen besteht. Mogliche Totaliiberdeckungen einer Phasenadjazenz-
matrix durch eine Rechneradjazenzmatrix liefern die gesuchten Modul-Prozessor-
Zuordnungen. Fir Phase 3 konnte dies beispiclsweise die Zuordnung

¢’ = {®(P0s M3l)r ®(Ph Msz), ®(P2, Mag), @(P3, M34)} sein.

5.3.3 Funktionales Verfahren

In Analogie zur mathematischen Formulierung bei Bokhari [Bok,81], die auf dem
Graphen-Isomorphie-Problem basiert, kann man ebenso mit Isomorphismen auf kom-
binatorischen Versuchsplinen (vgl. Anhang A) Mapping-Optimierungen fiir die Abbil-
dung paralleler Algorithmen auf parallele Hardware vornehmen.
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Sei ein Mapping-Paar (A,R) gegeben, so betrachte dessen Versuchspline
(V,B)a1, oV, B)a und (V,B)p. Existieren Bijektionen ¢i: Vu—=Va, .o $1t Var>Va, so dall
adjazente Knoten des Versuchsplans (kommunizierende Module) auf adjazente Knoten
des Parallelrechners (direkt-verbundene Prozessoren) abgebildet werden, so sind die je-
weiligen Phasenversuchspline des Algorithmus A isomorph zum Versuchsplan des pa-
rallelen Rechners R. Die Bilder der Module, die im Versuchsplan einer Algorithmen-
phase einen Block bilden, bilden im Versuchplan des Rechners dann also wiederum einen
Block. Die Bijektionen ¢, die die Isomorphie belegen, liefern dabei direkt die Modul-
Prozessor-Zuordnungen. Im Falle einer gegebenen Isomorphie zwischen den Versuchs-
plinen eines Mapping-Paares ist dann sicherlich ein eflizientes Mapping-Paar gefunden.

Eine solche ,,vollkommene* Isomorphie iiber alle Phasen eines parallelen Algorithmus
wird jedoch in den seltensten Féllen gegeben sein, so dafl man sich mit Nadherungsio-
sungen zufrieden geben muB. Die Giite der jeweiligen ,,partiellen Isomorphie®” und damit
des Mapping 14t sich analog zur Vorgehensweise bei Bokhari durch Summenbildung
ermitteln, wobei die Zahl der Blockiibereinstimmungen von Algorithmen(phasen)plan
und Rechnerversuchsplan bestimmt wird. Das hier vorgestellte Verfahren ist aufgrund
der Aufteilung in Phasen jedoch wesentlich elaborierter und damit genauer als dasjenige
von Bokhari. Insbesondere mufl dem Verfahren von Bokhari vorgehalten werden, dali,
wenn man alle Module ohne Phasenunterteilung in einen Topf (Graph, Versuchsplan)
wirft, die Vernetzung (Verkniipfungsdichte) so gering wird, daB} die Isomorphie nur sehr
schwache Anhaltspunkte liefert. Miller [Mil,78] beschreibt ein Verfahren zur Entschei-
dung der Isomorphie zweier kombinatorischer Versuchspline der Kardinalitdt v mit der
Zeitkomplexitdt O(v's).

Aufbavend auf der Kardinalititsfunktion von Bokhari, wobei Graphen auf Versuchs-
pldne zu ibertragen sind, muB dann noch iber die Phasen summiert werden. Die Be-
wertungsfunktion hat dann folgende Gestalt:

l

160:= D D" Vadars o @) Va@(@), s ()

1=1 a € VA’

Die Prézision des hier vorgestellten funktionalen Verfahrens wichst weiter, wenn dar-
tiber hinaus auch die Datentransferkosten betrachtet werden. Durch diese Weiterent-
wicklungen kann man eventuell eine Entscheidung bei sonst gleichwertigen Mapping-
Paaren finden, oder gar zu einer ginzlich anderen Entscheidung kommen.

Ohne Berlicksichtigung der Tatsache, ob die gewshlte Mapping-Funktion ¢ eine opti-
n.xale 1st, werden hier zwei Beispiele angegeben, an denen verdeutlicht werden soll, wie
die Isomorphie zur Bewertung von Mapping-Funktionen herangezogen werden kann.

Beispiel 5.4
a) Mapping-Objekte

Zielrechnertopologie:
Pyramidal-Connected Computer (PCC) der Stufe 1 (vgl. 3.2.3.5)
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Pavalleler Algorithmus:
vgl. Pseudocode

SEQBEGIN

M

CHAN coml :

PARBEGIN
M1 {coml(zz))
Maz{com1 (M)}

PAREND

CHAN coml,com? :

PARBEGIN
Ms1{coml(M2)}
Msa{com1{Ms1)}
Ma3{com2(Msq))
Maa{com2(Ms3) }

PAREND

CHAN coml,com? :

PARBEGIN
Mar{coml(Maz)}
Maz{com1(My1)}
ng{COl”Z(qu)}
Maa{com2(My3)}

PAREND

SEQEND

b) Kombinatorische Spezifikation des Algorithmus

Der parallele Algorithmus wird beschrieben durch die Versuchsplansequenz
(V*, 3%, ®,4) mit Vx=(V,, ..., Vo), Bx= (B, ..., B).

Die Kommunikationsstruktur in den Phasen i= 1,...,4 wird durch folgende Versuchs-

pléne beschrieben:

i=1:(V,2); V= {Mn}; B, = {(Mn)}

i=2: (V,.@);; Vy= {le,Mn}; B, = {(le.M‘n)}

i=3:(V,B)s; Vs = { My MuMuMsy}; By = {(May, M), M M)}
i=4:(V,B)s; Vo= { My Mo MuMu}; Bs = {(MaMa),(Me,Ma)}

Die Uberginge zwischen den einzelnen Phasen werden beschrieben durch die Folge der
Relationen @ = (@3, ..., @) mit:

@12 = {(Mur>My),(Mu— M)}

P = {(le*"’Mal),(leleaz)y(MnHMs),(MzzHMu)}
Q= {(M”HM4l)’(M32HMdz);(MMHMds),(MsaHM«)}

Fur alle tibrigen ¢y 1<i<3, 2<j<4gilt: ;= {}

¢) Kombinatorische Spezifikation der Zielrechnertopologie

Die Zielrechnertopologie wird beschrieben durch den Versuchsplan (V, Z)pcc_; mit
V'={0,1,2,3,4}
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2 = {(0,1),0,2),(0,3),(0,4),(1,2),(2,3),(3,4),(4,1)}
v=>5,b=8,n=4,r,=3Vxe {1,234}
A= {A(s):| S| =2, 8V} ={0,1}

d) Zu analysierende Abbildungsfunktion ¢

@ li=1: {O(Po, M)}

@ liza: {O(Py, M), O(Ps, M2)}

d) ';=3 : {@(P;, M3|), @(Pz, Msz), @(P3, M34), ®(Pa, M33)}

d’ l!=4 : {®(P11 M“Z)! ®(P3v M‘")! ®(P3! M43): ®(P47 MM)}

Die Mapping-Funktion ¢ wird in Abb. 32 graphisch veranschaulicht.

Phase 2 0

Phase 3 0 Phase 4 0

M4 M43

131 Mz 2 1 M42 Me1 2

Abb. 32. Mapping des Beispielalgorithmus auf einen PCC der Stufe 1: Boxen entsprechen
Modulen. Pfeile zeigen Kommunikation auf den jeweiligen Verbindungen an.

e) Bewertung des Mapping

4
IBIAPCC—1) = 3" " V@) Vi (@), $(6)

i=1 a,beVA,
=0+14+2+2=5

¢ liefert in diesem Fall also alle 5 méglichen Blockiibereinstimmungen und damit die
vollsténdige Isomorphie.
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Beispiel 5.5
a) Bezeichnung der Mapping-Objekte

Zielrechnertopologie:
Sternformiger Rechner (STC) der Stufe » = 4 (vgl 3.2.1.1)

Paralleler Algorithmus:
vgl. Algorithmus aus Beispiel 5.4

b) Kombinatorische Spezifikation des Algorithmus
vgl. Beispiel 5.4
c) Kombinatorische Spezifikation der Zielrechnertopologie

Die Zielrechnertopologie wird beschrieben durch den Versuchsplan (V\B)src-4 mit

vV ={0,1,2,3,4}

Z = {(0,l),(O,Z),(O,3),(O,4)}

v=23, b=4, r,=4 (fur das Zentrum), r, = 1 Vx e {1,2,3,4} (fir die peripheren Knoten)
Ar={A(s):] S| =2,ScV} = {0,1}

d) Zu analysierende Abbildungsfunktion ¢

@-Jier {®(Po, M)}

@ liez: {O(Py, M), Py, Myn)}

@ lics: {O(Py, My), O(Ps, Mss), O(Ps, Ms;), O(Ps, Mss)}

@ li=a: {O(P1, M), O(P2, Mu), O(Ps, May), O(Ps, Ma3)}

Die Mapping-Funktion ¢ wird in Abb. 33 graphisch veranschaulicht.

e) Bewertung des Mapping

4

IOIASTC—4) = )~ > Va(ab) Vsrc_a#(@), $(5)

i=1 abeVy
=04+0+0+0=0

¢ liefert in diesem Fall also keine der 5 mdglichen Blockiibereinstimmungen.

Fiur die Kostenanalyse im Bereich Datentransfer wird auf den Abschnitt 5.3.5 verwiesen.

5.3.4 Strukturorientiertes Verfahren

Entspricht das Kommunikationsverhalten eines bestimmten parallelen Alg9rithmus in
den einzelnen Phasen einer bestimmten Struktur aus dem Bereich der Theorie der kom-
binatorischen Versuchspline, etwa einem BIBD, so liegt es nahe, diesen Algoritbmus al'xf
eine Rechnertopologie abzubilden, die, entsprechend den Ergebnissen aus Kapitel 3, die
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Bedingungen an die gleiche kombinatorische Struktur erfullt. Ist aufgrund der Struktur
einmal die geeignete Topologie gefunden, so kann iiber die Maximalzahl der Module
einer Phase ( max m,) die Mindestzahl von Prozessoren dieser Topologie bestimmt und
so der erforderiiche Parallelrechner gefunden werden.

Im allgemeinen kann nicht davon ausgegangen werden, dafl die Versuchspline aller
Phasen eines Algorithmus derselben Versuchsplankategorie angehoren. Daher muf} auch
hier wie in den anderen Varianten des Mapping mit Niherungslosungen gearbeitet wer-
den.

Phase 1 Phase 2
3
11
4 0 2
1
Phase 3 92 Phaose 4 41

Abb. 33. Mapping des Beispielalgorithmus auf einen STC der Stufe 4: Boxen entsprechen
Modulen. Pfeile zeigen Kommunikation auf den jeweiligen Verbindungen an.

Beispiel 5.6

Gegeben sei ein paralleler Algorithmus, der durch folgende Versuchsplansequenz be-
schrieben wird: (V*, @, @, 3) mit V* = (V}, V;, V3), B* = (8., B, B»)

Die Kommunikationsstruktur in den Phasen i = 1,2,3 wird durch folgende Versuchspldne
beschrieben:

i=1:(V,2) mit V)= {My MM}, B,= {(M3y),(M,),(M3)}
i=2: (V@) mit Va= { MMMz}, By = {(MnMss),(Mo, M), Moy M)}~ -
i=3:(V,2); mit V3= {My, ..., My}, By = {(Ma1, M, M) ,( My Maa, Mis)  Ms, Mg, M),

(Mo, M, Maa),( M2 My Miss),( My My Mig),
(Msz.MM,Mss)}
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Die Uberginge zwischen den einzelnen Phasen und die damit zusammenhédngenden Da-
tentransferkosten mogen zunichst einmal unberiicksichtigt bleiben. Es ist dann festzu-
stellen, daf} der Versuchsplan fir Phase 1 im Hinblick auf cin Mapping sowohl in Stufe
I als auch Stufe I1 nicht beriicksichtigt werden muB, da keine Kommunikation zwischen
den entsprechenden Modulen stattfindet. Die Versuchspline der Phasen 2 und 3 sind
jedoch wesentlich und entsprechen aufgrund der Blockstruktur ihrer Mengensysteme je-
weils der kombinatorischen Struktur eines balancierten, unvolistindigen Blockplans
(BIBD). Falls nun als Zieltopologien genau die in Kapitel 3 vorgestellten Topologien fiir
das Mapping zur Verfiigung stehen wiirden, so wiirde die Analyse des Algorithmus nach
der strukturorientierten Mapping-Methode nur die Wahl zwischen einem einfachen
Bussystem (SBC) und dem vollstindig verbundenen Rechner (CIC) lassen, da diese als
einzige innerhalb der in Kapitel 3 genannten Strukturen die Anforderungen an einen
BIBD erfiillen. In Kapitel 2 wurde jedoch gezeigt, daBl noch weitere Topologien denkbar
sind, die einen BIBD reprisentieren. Bezliglich einer Entscheidung zwischen CIC und
SBC wiirde im vorliegenden Fall die unterschiedliche Blockgréfe in den verschiedenen
Phasen eher fur den CIC sprechen, da das SBC auf die Méachtigkeit der grofiten Grund-
menge V; dimensioniert werden miiite und die Kommunikation auch in den ersten
Phasen auf einer einzigen Verbindung bewiltigen miiite. Der CIC wiederum ist die we-
sentlich teurere Architektur und miiBite einen Dreierblock aus Phase drei unter Zuhilfe-
nahme von drei Verbindungen simulieren. '

Beispiel 5.7

Gegeben sei ein paralleler Algorithmus, der durch folgende Versuchsplansequenz be-
schrieben wird: (V*, @, @, 4) mit V<= (¥, ..., Vo), B*= (B, ..., Ba)

Die Kommunikationsstruktur in den Phasen i=1,...,4 wird durch folgende Versuchs-
pléne beschrieben:
i=1 (V,.@)] mlt Vl == {Mu‘Mn}, -@1 = {(M;]),(Mlz)}
i=2 (V,.@); mit ‘Vz = {Mthn,Mz;;.Mza}, Qz = {(Mzt,MZZ),(MZJ,Mzd)}
i=3:(V,B); mit Vs = (M, ..., My}, By = {(Ms M Mz, Mas),(Mas Mss, M1 M)}
i=4: (V,B)s mit Vo= {Ma, ..., Mus}, Ba= {(Ma1, Mas Mo Mar3),{ My, Mss Maro, M1a),
(M3 My My Mays),( Mis Mg Myyp, M)}

Die Ubergiinge zwischen den einzelnen Phasen und die damit zusammenhéngenden Da-
tentransferkosten bleiben zunichst unberiicksichtigt. Die Analyse der Phasenversuchs-
pline des Algorithmus ergibt, daB es sich jeweils um partiell balancierte unvollstindige
Blockpline (PBIBD) handelt. Dies reduziert die Menge der geeigneten Topologien, wenn
wiederum die gesamten Topologien aus Kapitel 3 als zur Verfligung stehend vorausge-
setzt werden, fihrt jedoch noch zu keinem eindeutigen Ergebnis. Es miissen also weitere
Parameter der einzelnen Versuchspline herangezogen werden.

Die Verinderung bzw. Zunahme der Modulzahl von Phase zu Phase ist polynomialer
Natur, womit die geeignete Topologie unter den Polynomialverdichtungen zu suchen ist.
Dartiber hinaus liefert der Versuchsplan von Phase 4, daf der Zielrechner iiber min-
destens 16 Prozessoren verfiigen mufl, will man den Algorithmus maximal parallel aus-
fuhren. Die BlockgroBen der Versuchspline der Phasen 3 und 4 erzwingen die
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MindestblockgréBe 4 im Rechnerversuchsplan; d.h. es ist ein Bussystem erforderlich mit
Mindestbusgréfe 4. Die bisher aufgestellten Forderungen spezifizieren nun den Ziel-
rechner so weitgehend, daB innerhalb der zur Verfiigung stehenden Rechnermenge (vgl.
Kapitel 3) eine eindeutige Mapping-Zuordnung méglich ist. Die Analyse der
Versuchsplansequenz  des - gegebenen Algorithmus liefert das Mapping-Paar
(A,MBC2-4).

Bisher wurde ohne Beriicksichtigung der phaseniibergreifenden Relationen stets eine
eindeutige Algorithmus-Rechner-Zuordnung ermitteit. Das muf} jedoch nicht immer der
Fall sein und die Relationenfolge kann entscheidend werden. Das weitere Vorgehen er-
folgt dann ebenso wie bei den anderen beiden vorgestellten Verfahren anhand einer ex-
pliziten Kostenermittlung, die im nédchsten Abschnitt beschrieben wird.

5.3.5 Kostenbestimmung einer Implementierung

Ziel des Mapping ist es, wie eingangs erldutert, eine mdglichst kostengilingstige Abbil-
dung der Module des Algorithmus auf die Prozessoren des Zielrechners zu erreichen.
Kostengiinstig ist dabei zum einen im Sinne von Bokhari [Bok,81] zu verstehen, d. h.
es wird eine Minimierung der Kommunikationsdistanzen angestrebt. Dabei wird jegliche
einmalige, einfache Kommunikation iliber die gleiche Distanz zwischen zwei Modulen
bzw. den sie enthaltenden Prozessoren im Sinne des Kostenmafles als gleichwertig an-
gesehen. Diese Kosten werden als Kommunikationskosten bezeichnet. Wie bei Bokhari
[Bok,88] werden Kommunikationskosten zwischen Modulen, die auf ein und denselben
Prozessor abgebildet werden, vernachléssigt.

Zum anderen werden hier jedoch auch die Kosten beriicksichtigt, die dadurch entstehen,
dafl ein Modul in Phase i+ 1 Daten eines Moduls aus Phase i iibernimmt, um bei-
spielsweise eigene Berechnungen darauf aufzubauen. Diese Kosten werden als Daten-
transferkosten bezeichnet. Werden Vorginger- und Nachfolgermodul in diesem Sinne
durch das Mapping auf den gleichen Prozessor des Zielrechners abgebildet, so sind die
Datentransferkosten flir diesen konkreten Fall gleich Null. Dies gilt jedoch nur fiir direkt
aufeinanderfolgende Phasen oder wenn der betreffende Prozessor zwischenzeitlich nicht
mit einem fremden Modul belegt worden ist.

Die Gesamtkosten ergeben sich daher aus der Summe folgender Bestandteile:
¢ den Kommunikationskosten innerhalb der einzelnen Phasen

» den Datentransferkosten beim UUbergang von einer Phase zu chronologisch darauf
folgenden :

Hierbei ergeben sich die jeweiligen Kostenarten direkt aus der Distanz der miteinander
kommunizierenden oder zueinander transferierenden Module. Einzelkosten addieren sich
bei n-facher Kommunikation auf derselben Strecke plausiblerweise auf das n-fache.

Die notwendigen Informationen-zur Bestimmung der beiden Kostenanteile werden durch
die Versuchspline des Mapping-Paares (Paralleler Algorithmus, Paralleler Rechner) ge-
liefert. Zur Bestimmung der Kommunikationskosten zieht man die Versuchspline
(V, 8); der den Algorithmus beschreibenden Versuchsplansequenz heran. In einer be-
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stimmten Phase / sind die miteinander kommunizierenden Module durch die Blocke des
Mengensystems 2, gegeben. Eine, fiir diese spezielle Phase /, optimale Abbildung der
Module auf die Prozessoren beziiglich der Kommunikationskosten ist sicher gefunden,
wenn in einem gemeinsamen Block befindliche Module auf direkt miteinander verbun-
dene Prozessoren abgebildet werden. Zur rechnerischen Ermittlung der Kosten dienen
folgende Zielfunktionen:

{
min - Zi= ) (AGMyMy) | =My My)

1 SJ,kSm,- i=1

Z, ist die Hauptzielfunktion, die zur Bestimmung des optimalen Mapping herangezogen
wird. Mit Hilfe der Zielfunktion Z, werden die Kommunikationskosten innerhalb der
einzelnen Phasen ermittelt und anschlieflend tiber die Phasen summiert. Z; dient ebenso
zur Ermittlung der idealen Topologie flr einen speziellen Algorithmus. Die Spezifikation
eines virtuellen Algorithmus [Jam,87] ist ein komplementéres Verfahren.

Die Beispiele 5.8 bis 5.13 verdeutlichen, dafl mit dieser Zielfunktion Z, die Kommunika-
tionskosten wesentlich differenzierter ermittelt werden kénnen, als dies mit Bokharis
Bewertungsfunktion und auch mit der hier vorgestellten verfeinerten Isomorphiemethode
moglich ist. Daher ist die vorliegende Kostenermittlung, selbst ohne Hinzunahme der
dariiber hinaus beriicksichtigten Datentransferkosten, ein wesentlich brauchbareres
Werkzeug . bei der Beurteilung der Giite eines Mapping. Wihrend die Isomorphie-
methode nur die ,,direkten Treffer” zidhlt, werden mit der Zielfunktion Z, die tatsich-

lichen Kommunikationskosten der Implementierung ermittelt.

Die Zielfunktion Z, erméglicht die Bestimmung der Datentransferkosten, die beim
Ubergang zwischen den verschiedenen Phasen entstehen. Dabei wird hier und auch in
den anschlieBenden Beispielen vereinfachend angenommen, dafl genau zwischen den
Modulen verschiedener Phasen Datentransfer erfolgt, zwischen denen Prézedenzen be-
stehen. Da im allgemeinen Prézedenzen dadurch begriindet sind, daf} auf die Berechnung
bestimmter Werte, die weiterverwendet werden sollen, gewartet werden muf, ist diese

Setzung nicht praxisfremd.

-1
Zyi= ) (AP P (M= My ) € Oy15 INO(B, MPAO(Py My 1))

min
0srs<p- i=1

1<jsm
Isksmy,

Zur praktischen Unterstiitzung des gesamten Mapping-Verfahrfns kann man die Hilfs-
zielfunktion Z, heranziehen, die gewéhrleisten soll, daf beim Ubergang zwischen zZwel

Phasen, méglichst wenige Umgruppierungen erfolgen miissen.

(-1
1= ) (&P, My) | O(P, M;_
e Z ;( (P My) | O(P, M, _3 )
1<jsm

Die durch die Hilfszielfunktion Z, ermittelten Kosten werden nicht hinzuaddiert, sondern
sollen lediglich die Bestimmung des optimalen Mapping erleichtern.

5.3 Kombinatorische Verfahren des Mapping 103



Die Gesamtkosten zur Bestimmung der Giite des Mapping resultieren also aus der Ad-
dition der Kosten der beiden Hauptzielfunktionen Z, und Z;:

C'map =((Z)) + ((2y)

Beispiel 5.8

a) b) c) d) vgl. Beispiel 5.4

¢) Bestimmung der Kosten des Mapping
1) Kosten nach Zielfunktion Z,:

Dies bedeutet einen Vergleich der Mengensysteme @ pcc.; und 8, ..., Z, und ergibt im
einzelnen in Phase:

1 Modul, keine Kommunikation, Kosten 0

2 Module, 1 * Kommunikation, Module auf benachbarten Prozessoren, Kosten 1
4 Module, 2 * Kommunikation, Module auf benachbarten Prozessoren, Kosten 2
4 Module, 2 * Kommunikation, Module auf benachbarten Prozessoren, Kosten 2

Bwihr=

= Kosten nach Zielfunktion Z;: C(Z,) =5

2) Kosten nach Zielfunktion Z;:

Dies bedeutet einen Vergleich des Mengensystems 2 ..., mit der Relationenfolge @
und im einzelnen beim Ubergang

1. von Phase 1 nach Phase 2:
Q= {(MuHMzn),(Mu'—*Mzz)}
Dies bedeutet 2 Datentransfers.

Das Mapping bewirkt folgende Zuordnungen:

{O(Po, M1), O(Py, M), O(Ps, Mz)}

(Po, P,) und (Py, P,) sind jeweils direkte Nachbarn;

formal: A(Py, P) =1, A(Py, Ps) =1

Damit ergeben sich an Datentransferkosten nach Zielfunktion Zy Cx(Z;) =2

2. von Phase 2 nach Phase 3:

Pn= {(MZIHMSI),(MZIHMaz),(MnHMga),(MnHMy)}
Dies bedeutet 4 Datentransfers.

Das Mapping bewirkt folgende Zuordnungen:

{®(P,, My), O(Py, M), O(P\, My), O(P,, My;), O(Ps, M), O(Ps, M)}

Da die Module M;,, My und M, My, auf die jeweils gleichen Prozessoren abgebildet
werden und die an den iibrigen beiden Datentransfers beteiligten Prozessoren direkt

- benachbart sind, entstehen bei den 4 notwendigen Datentransfers nur Kosten von.2
nach Zielfunktion Z: Cs(Z;) =2
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3. von Phase 3 nach Phase 4:
- 0% = {(Ms— Ma),(Mss~ M) ,( Msi— Mus) ( Mai— Mas))
Dies bedeutet 4 Datentransfers.

Das Mapping bewirkt folgende Zuordnungen:
{®(P21 M32)) ®(P3’ MM)’ ®(Ph M42), ®(P21 M4l)s ®(P37 M43)! ®(P43 M“)}

Da die Module My, M., und Ms, My, auf die jeweils gleichen Prozessoren abgebildet
werden und die an den ibrigen beiden Datentransfers beteiligten Prozessoren direkt
benachbart sind, entstehen bei den 4 notwendigen Datentransfers nur Kosten von 2
nach Zielfunktion Z;: Cu(Z;) =2

Somit entstehen entsprechend Zielfunktion Z, Kosten im Ausmaf von:

CZ)= Y CfZ)=2+2+2=6

15ig3,2¢/54

3) Gesamtkosten:

An Gesamtkosten ergeben sich: Cpapy = C(Z))+ C(Z)) =5+ 6=11

Beispiel 5.9

a) b) c) d) vgl. Beispiel 5.5

e) Bestimmung der Kosten des Mapping
1) Kosten nach Zielfunktion Z,:

Dies bedeutet einen Vergleich der Mengensysteme Zsrc und %, ..., 8 und ergibt im
einzelnen in Phase:

1 Modul, keine Kommunikation, Kosten 0

2 Module, 1 * Kommunikation, Modulentfernung 2 Kosten 2
4 Module, 2 * Kommunikation, Modulentfernung 2 Kosten 4
4 Module, 2 * Kommunikation, Modulentfernung 2 Kosten 4

AW~

== Kosten nach Zielfunktion Z;: C(Z,) = 10

2) Kosten nach Zielfunktion 7.

Dies bedeutet einen Vergleich des Mengensystems @src mit der Relationenfolge ® und
im einzelnen beim Ubergang

1. von Phase I nach Phase 2:
@P12= {(MlHMx)y(MuHMzz)}
Dies bedeutet 2 Datentransfers.

Das Mapping bewirkt folgende Zuordnungen:
{®(P09 Mll)9 ®(Ph le)s ®(P2) Mzz)}
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(P, Py) und (Py, P,) sind jeweils direkte Nachbarn;
formal: A(Po, Pl) = 1, A(Po, Pz) =1 .
Damit ergeben sich an Datentransferkosten nach Zielfunktion Z: CiZ,) =2

2. von Phase 2 nach Phase 3:
Qa3 = {(le'—’Msl),(leHMaz),(MzzHMsa),(MzzHMu)}
Dies bedeutet 4 Datentransfers.

Das Mapping bewirkt folgende Zuordnungen:

{®(Ph M2l)’ ®(P2’ MZ?): ®(P|! M31)s ®(P2! MSS): @)(Pih M32)1 ®(P47 MM)}

Da die Module M, Ms, und My, My auf die jeweils gleichen Prozessoren abgebildet
werden entstehen hier keine Datentransferkosten. Die an den iibrigen beiden Da-
tentransfers beteiligten Prozessoren haben jeweils die Distanz 2, da alle Wege uber
den Zentralknoten P, filhren. Daher entstehen bei den 4 notwendigen Datentransfers
Kosten von 2 * 2 = 4 nach Zielfunktion Z;: Cx(Z;) =4

3. von Phase 3 nach Phase 4:
@3 = {(Ma—> May),(Mad— Map) (Mag— Mas) (M= Maa)}
Dies bedeutet 4 Datentransfers.

Das Mapping bewirkt folgende Zuordnungen:

{@(P;;, Maz), @(Pq, Msa), @(Pl, M42), @(Pz, MM), @(Pa, de), @(P4, Maa)}

Da die Module Ms,, My und ‘Ms,, M,; auf die jeweils gleichen Prozessoren-abgebildet
werden entstehen hier keine Datentransferkosten. Die an den Ubrigen beiden Da-
tentransfers beteiligten Prozessoren haben jeweils die Distanz 2, da alle Wege tiber
den Zentralknoten P, fithren. Daher entstehen bei den 4 notwendigen Datentransfers
Kosten von 2 * 2 = 4 nach Zielfunktion Z;: Cu(Z;) =4

Somit entstehen entsprechend Zielfunktion Z, Kosten im Ausmal} von:
CZ)= X ClZ)=24+4+4=10

1<ig3,25j<4

3) Gesamtkosten:

An Gesamtkosten ergeben sich: Cp, = C(Z) + C(Z) =10+ 10 =20

Bewertung der Mapping-Beispiele 5.8 und 5.9

Die Pyramidal-Struktur erweist sich als erheblich ginstiger zur Implementierung des
Beispielalgorithmus als die sternformige Struktur; dies kann durch die ermittelten Kosten
belegt werden. Es zeigt sich, wie dies schon hiufig in der Literatur festgestellt wurde, daBl
die Uberlastung des Zentralknotens, Uiber den alle Wege fithren, die Schwiche der
sternformigen Parallelrechnerarchitektur ist. Nur dann, wenn auch der zu implementie-
rende parallele Algorithmus innerhalb der einzelnen Phasen ebenfalls ,sternformig®
aufgebaut ist (master-slave-Konstellation), wird die sternférmige Topologie zum Vorteil
und der Star-Connected Computer somit zu einem geeigneten Zielrechner. Restimierend

muf} der Star-Connected Computer daher als reiner Spezialrechner fir solche Algo-
rithmen angesehen werden.
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Beispiel 5.10
a) Bezeichnung der Mapping-Objekte

Zielrechnertopologie:
2D-Mesh-Connected Computer (MCC2) der Stufe n = 4 (vgl. 3.2.2.1)

Paralleler Algorithmus:
Algorithmus aus Beispiel 4.5 (Column-Sweep-Algorithmus) mit » = 4

b) Kombinatorische Spezifikation des Algorithmus
Der parallele Algorithmus wird beschrieben durch die Versuchsplansequenz
(V*, &%, @, 4) mit V*x=(V, ..., Va), B* = (B, ..., B).

Die Kommunikationsstruktur in den Phasen i=1,...,.4 wird durch folgende Versuchs-
pline beschrieben:

i=1 (V,-@)l; V1 = {Mu MM M.}; B, = {(MII.MXZ)’(MIl.MlS)s(Mll,MM)}

i=2(V,B)y Vo= { My MuMz}; B> = {(Mn M2z),(Mn, M)}

i=3:(V,B)s; Vs = {MayMs}; Bs = {(Ma, M)}

i=4 (V,-@)a; Vei={May}; Bs= {(Ma)}

Die Ubergiinge zwischen den einzelnen Phasen werden beschrieben durch die Folge der
Relationen @ = (@13, ..., @3s) mit:

P2= {(MllHle),(Mlele),(anHMzz),(Mla'—’Mzs)}

Pn = {(le"‘*M31),(MzzHMsl),(MzaHMsz)}

P = {(MaxHMal),(MazHMax)}

Fiir alle iibrigen ¢, 1 <i<3, 2<j<4gilt: 5= {}
¢) Kombinatorische Spezifikation der Zielrechnertopologie

Die Zielrechnertopologie wird beschrieben durch den Versuchsplan (¥, &) ucc -4 mit

V ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15}

2 = {(0,1),(1,2),(2,3),(3,0),(4,5),(5,6),(6,7),(7,4),(8,9),(9,10),(10,11),(8,11),(12,13),
(13,14),(14,15),(15,12),(0,4),(4,8),(8,12),(12,0),(1,5),(5,9),(9,13),(13, 1),
(2,6),(6,10),(10,14),(14,2),(3,7),(7,11),(11,15),(15,3)}

v=16,b=32,r,=4VxeV

A= {As): | S|=2,8cV}={0,1}

d) Zu analysierende Mapping-Funktion ¢

Entsprechend der Zahl der Phasen des Algorithmus lduft das Mapping ebenso in 4
Phasen ab: -

i = 1: {O(Py, My), ®(Pis, Mys), O(Prs, Mi3), O(Pis, My4)}

i=2: {®(Ps, Ma), ®(Pro, M), O(P11, M»)}

=3 (@(Ps, M31), ®(P‘h Msz)}

i=4 {@(Pz, Mal)}
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¢) Bestimmung der Kosten des Mapping
1) Kosten nach Zielfunktion Z,:

Dies bedeutet einen Vergleich der Mengensysteme @ ycc;-« Und 8, ..., &, und ergibt im
einzelnen in Phase:

1. 4 Module, 3 * Kommunikation, 2 * Distanz 1, 1 * Distanz 2, Kosten 4
2. 3 Module, 2 * Kommunikation, 1 * Distanz 1, 1 * Distanz 2, Kosten 3
3. 2 Module, 1 * Kommunikation, 1 * Distanz 1, Kosten 1

4. 1 Modul, 0 * Kommunikation, Kosten 0

= Kosten nach Zielfunktion Z;: C(Z,))=4+3+1=38
2) Kosten nach Zielfunktion Z;:

Dies bedeutet einen Vergleich des Mengensystems 2 ycc - mit der Relationenfolge @
und im einzelnen beim Ubergang

1. von Phase 1 nach Phase 2:
QPz= {(Mu'—"le),(MuHle),(stHMzz),(MuHMzg)}
4 Datentransfers, 1 * Distanz 2, 3 * Distanz 1, Kosten 5

2. von Phase 2 nach Phase 3:
P = {(ManMsx),(MnHMal),(Mzsi—*Msz)}
3 Datentransfers, 1 * Distanz 2, 2 * Distanz 1, Kosten 4

3. von Phase 3 nach Phase 4:
QP = {(MalHMI),(MszHMu)}
2 Datentransfers, 1 * Distanz 2, 1 * Distanz 1, Kosten 3

Somit entstehen entsprechend Zielfunktion Z, Kosten im Ausmaf von:
C(Z) = > C(Z)=5+4+4+3=12
1€i€3,2</<4

3) Gesamtkosten:

An Gesamtkosten ergeben sich: Coyp = C(Z)) + C(Z;) =8 + 12=20

Beispiel 5.11
a) Bezeichnung der Mapping-Objekte

Zielrechnertopologie:
2D-Mesh-Bus-Connected Computer (MBC2) der Stufe n =4 (vgl. 3.2.2.3)

Paralleler Algorithmus:
Algorithmus aus Beispiel 5.10
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b) Kombinatorische Spezifikation des Algorithmus
vgl. Beispiel 5.10
©) Kombinatorische Spezifikation der Zielrechnertopologie

Die Zielrechnertopologie wird beschrieben durch den Versuchsplan (¥,2)ysc-4
V={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15)

2 = {(0,1,2,3),(4,5,6,7),(8,9,10,11),(12,13,14,15),(0,4,8,12),(1,5,9,13),(2,6,10,14),(3,7,11,16)}
v=16,b=8,r,=2VxeV

A= {A(s):| S| =2,5¢cV} = {0,1}

d) Zu analysierende Mapping-Funktion ¢
vgl. Beispiel 5.10

e) Bestimmung der Kosten des Mapping
1) Kosten nach Zielfunktion Z:

Dies bedeutet einen Vergleich der Mengensysteme &y und 2, ..., 8, und ergibt im
einzelnen in Phase:

4 Module, 3 * Kommunikation, 3 * Distanz 1, Kosten 3
3 Module, 2 * Kommunikation, 2 * Distanz 1, Kosten 2
2 Module, 1 * Kommunikation, 1 * Distanz 1, Kosten 1
1 Modul, 0 * Kommunikation, Kosten 0

B W=

= Kosten nach Zielfunktion Z;: C(Z;)) =3+24+1=6
2) Kosten nach Zielfunktion 7

Dies bedeutet einen Vergleich des Mengensystems & ;e -« mit der Relationenfolge ®
und im einzelnen beim Ubergang

1. von Phase 1 nach Phase 2:
P = {(MuHle)y(MleM:l),(anHMzz),(Mna‘—’Mzs)}
4 Datentransfers, 1 * Distanz 2, 3 * Distanz 1, Kosten 5

2. von Phase 2 nach Phase 3:
Pn = {(le’—*Mal),(MnHMax),(MzaHMn)}
3 Datentransfers, 1 * Distanz 2, 2 * Distanz 1, Kosten 4

3. von Phase 3 nach Phase 4:
QPu = {(MalHMcl),(MszHMn)}
2 Datentransfers, 1 * Distanz 2, 1 * Distanz 1, Kosten 3

Somit entstehen entsprechend Zielfunktion Z; Kosten im Ausmaf8 von:
AZ)= Y CfZ)=5+4+3=12

15153,35/s4
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3) Gesamtkosten:

An Gesamtkosten ergeben sich: Gy = C(Z)) + C(Z)) =6+ 12 =18

Bewertung der Mapping-Beispiele 5.10 und 5.11

Die tendenziellen Unterschiede zwischen den maschenverbundenen Strukturen, die auf
Links aufbauen, und denjenigen, die mit Bussen arbeiten, treten bei den hier eingesetzten
Vertretern mit kleiner Prozessorzahl noch nicht allzu stark auf. Solange die Busse noch
nicht zu stark belastet sind, kann wie im vorliegenden Fall durch die kiirzere Kommu-
nikationsdistanz die MBC-Struktur im Vorteil sein. Sobald Busse iiberlastet werden,
steht die MCC-Struktur besser da. Wiirden der MBC-Struktur Zusatzkosten angerech-
net, da ein Bus zu einem Zeitpunkt nur ein Paket transportieren kann, im gezeigten
Beispiel wiren dies 2 ZE in Phase 1 plus 1 ZE in Phase 2, so wiirde die MCC-Struktur
im Beispiel die giinstigere sein. Sieht man andererseits den Bus als broadcast-Medium an,
das das von einem Knoten ausgesandte Paket in 1 ZE an alle iibrigen Knoten des Busses
iibermitteln kann, so wiirde die MBC-Topologie noch effizienter arbeiten als errechnet.

Beispiel 5.12
a) Bezeichnung der Mapping-Objekte

Zielrechnertopologie:
Chordal-Ring-Connected Computer (CRC) der Stufe n = 8 (vgl. 3.2.1.3)

Paralleler Algorithmus:
FFT der Dimension N = 2° = 8 (vgl. Beispiel 4.6)

b) Kombinatorische Spezifikation des Algorithmus

Der parallele Algorithmus wird beschrieben durch die Versuchsplansequenz
(v, 3%, @, 5) mit V*=(V,, ..., Vs), B* = (B,, ..., B5).

Die Kommunikationsstruktur in den Phasen i= 1,...,5 wird durch folgende Versuchs-
plédne beschrieben:

i=1: (V,g)l; I/l = {Mu, seey Mu};gx = {(Mu), ...,(M]s)}

i=2:(V\B)5; Va={Ma, ..., Mn}; B = {(MnMz),(Ma Mss), ...,(Myy M)}

i=3:(V,B) Va={My, ..., M}, B3 = {(M:n,Mas),(Maz,Mu),(Mss.Mm),(MM.Msa)}

i=4 (VB Vo= {Ma, ..., Mus}; Bs= {(M41.M4s),(M42.M46),(MJ.MM),(M«.Mu)}
i=5:(V,B)s; Vs = {Ms, ..., Mss}; Bs = {(Msy), ...,(Mss)}

Die Uberginge zwischen den einzelnen Phasen werden beschrieben durch die Folge der
Relationen @ = (@, ..., Pos) mit:
@ = {(My—>Ma),(My—My), ...,(Mys— Mz)}

@as = {(Ma—> Ms),(Mo— M), ...,(Meg—> Mey)}
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Fur alle tibrigen @y mit |j—i| > 1 gilt: ¢, = {}
¢) Kombinatorische Spezifikation der Zielrechnertopologie

Die Zielrechnertopologie wird beschrieben durch den Versuchsplan (V,2)czc- s mit
vV ={0,1,2,3,4,5,6,7)

2 = {(0,1),(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(5,6),(6,7),(7,0), (0,4),(1,5),(2,6),(3,7)}
v=8,b=12,r,=3VxeV

Ay={A(s):| S| =2, SV} ={0,1}

d) Zu analysierende Mapping-Funktion ¢

Entsprechend der Zahl der Phasen des Algorithmus lduft das Mapping ebenso in 5
Phasen ab:
i=1: {®(P0y Mll)y ®(Ply MlZ), ovey ®(P7, MIB)}

i:= 3: {O(Po, Msy), O(Py, Msy), ..., O(P1, Ms)}

€) Bestimmung der Kosten des Mapping

1) Kosten nach Zielfunktion Z,:

Dies bedeutet einen Vergleich der Mengensysteme @ crc-_s und 2y, ..., Bs.

Anmerkung: Fiir die Kommunikation in Phase 4 kénnen die Ringstreben genutzt wer
den, so daB trotz der numerischen Differenz der Prozessornummern nur eine tatséchliche
Kommunikationsdistanz 1 besteht. Es ergibt sich also in den einzelnen Phasen:

8 Module, 0 * Kommunikation, Kosten 0
8 Module, 4 * Kommunikation, Distanz 1, Kosten 4
8 Module, 4 * Kommunikation, Distanz 2, Kosten 8
8 Module, 4 * Kommunikation, Distanz 1, Kosten 4
8 Module, 0 * Kommunikation, Kosten 0

LR -

= Kosten nach Zielfunktion Z;: C(Z,) = 16
2) Kosten nach Zielfunktion Z,:

Dies bedeutet einen Vergleich des Mengensystems @ cpcs mit der Relationenfolge .
Da stets alle Nachfolgemodule in der gleichen Prozessorposition verbleiben, entstehen

keine Kosten aufgrund Zielfunktion Z;:
=C0Z)= Y C{Z)=0+0+0+0+0=0

15i54,25/8S

3) Gesamtkosten:

An Gesamtkosten ergeben sich: G = C(Z}) + C(Z3) = 16 +0=16
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Beispiel 5.13
a) Bezeichnung der Mapping-Objekte

Zielrechnertopologie:
Hypercube (CCC) der Stufe n =3 (vgl. 3.2.3.1)

Paralleler Algorithmus:
FFT der Dimension N = 23 = 8 (vgl. Beispiel 4.6)

b) Kombinatorische Spezifikation des Algorithmus
vgl. Beispiel 5.12
) Kombinatorische Spezifikation der Zielrechnertopologie

Die Zielrechnertopologie wird beschrieben durch den Versuchsplan (V,8)ccc -3
V={0,1,2,3,4,5,6,7}

2 = {(0,1),(1,2),(2,3),(3,0),(0,7),(1,6),(2,5),(3,4),(4,5),(5,6),(6,7),(7.4)}
v=8,b=12,r,=3VxeV

A= {As): | S|=2,8cV}={0,1}

d) Zu analysierende Mapping-Funktion ¢

Wie der Algorithmus zerfillt auch das Mapping in 5 Phasen:
i=1: {@(Po, Mn), @(Pl, Mlz), erey @(P'I, Mm)}

i =5 {@(Ps, M), O(Py, M), .., O(Pr, M)

e) Bestimmung der Kosten des Mapping

1) Kosten nach Zielfunktion Z,:

Dies bedeutet einen Vergleich der Mengensysteme @¢cc..; und @y, ..., Bs.

Anmerkung: Fur den Abstand der Module zueinander ist zu beachten, daf} durch die
statische Zuordnung zu bestimmten Prozessoren und die Anordnung der Prozessoren im
Hypercube entsprechend dem Gray-Code in den Transformationsphasen der FFT, also
hier in den Phasen 2, 3 und 4, die Kommunikationsdistanz jeweils 1 betréigt. Es ergibt
sich also in den einzelnen Phasen:

8 Module, 0 * Kommunikation, Kosten 0
8 Module, 4 * Kommunikation, Distanz 1, Kosten 4
8 Module, 4 * Kommunikation, Distanz 1, Kosten 4
8 Module, 4 * Kommunikation, Distanz 1, Kosten 4
8 Module, 0 * Kommunikation, Kosten 0

ARSIl S

= Kosten nach Zielfunktion Z;: C(Z;) = 12
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2) Kosten nach Zielfunktion Z,

Dies bedeutet einen Vergleich des Mengensystems Pccc_; mit der Relationenfolge ®.
Da stets alle Nachfolgemodule in der gleichen Prozessorposition verbleiben, entstehen
keine Kosten aufgrund Zielfunktion Z,:

=CZ)= Y CfZ)=04+0+04+0+0=0

1<igd,2</<5

3) Gesamtkosten:

An Gesamtkosten ergeben sich: Cpep = C(Z)) + C(Z)) = 12+ 0= 12

Bewertung der Mapping-Beispiele 5.12 und 5.13

Obwohl der Chordal-Ring-Connected Computer die fiir die Radix-2-FFT giinstige Ei-
genschalft besitzt, dafl fiir die Kommunikation der Prozessoren P, und P,,,, eine beson-
dere Verbindung mit Kosten 1 besteht, kann der CRC die Effizienz des Mapping-Paares
(Radix-2-FFT, Hypercube) nicht erreichen. Die Ursache ist die besondere Anordnung
der Prozessoren im Hypercube, bei der zwei Prozessoren genau dann miteinander ver-
bunden sind, wenn sich ihre Adressen, als Bindrzahlen aufgefaBt, in genau einem Bit
~unterscheiden. Dies entspricht der Kommunikationsstruktur der Radix-2-FFT in opti-
maler Weise, da bei entsprechendem Mapping der Module jegliche notwendige Kom-
munikation nur tber Distanz 1 erfolgen mufl [Bur,89]. Vergleichbare Effizienz kann ~
im Bereich statischer Netzwerke — nur von einem CIC erbracht werden6 , dessen Ver-
bindungskosten fir grofliere Dimensionen aufgrund des quadratischen Aufwands zu hoch
werden. Der hier zum Vergleich herangezogene CRC ermoglicht nur in der ersten und
in der letzten Transformationsphase der FFT die Kommunikationsdistanz 1. Daher tritt
im hier durchgefiihrten Mapping einer Radix-2-FFT der Dimension 2° der Nachteil ge-
geniiber dem Hypercube nur in einer Phase auf. Mit zunehmender Dimension der FFT

wichst dieser Nachteil linear an.

5.3.6 Beurteilung kombinatorischer Mapping-Methoden

Es wird deutlich, daB die strukturelle Methode nur fur die Mapping-Stufe I, der Auswahl
des geeigneten Zielrechners fiir einen bestimmten Algorithmus, sinnvoll erscheint. Die
Uberdeckungsmethode eignet sich insbesondere fur die Bestimmung der optimalen
Zieltopologie durch die beste gefundene Uberdeckung. Die explizite Zuweisung der ein-
zelnen Module zu den Prozessoren des Rechners in den verschiedenen Phasen geschieht
dann auf funktionalem Wege mit Hilfe der Isomorphismen. Die eigentliche Optimierung,
die aus Griinden der praktischen Verwendbarkeit numerisch erfolgen mu8, erfolgt dann
mittels Zielfunktionen, die man beispielsweise auch im Bereich der linearen Optimierung
bzw. des Operations Research findet. Zwar wiirde auch die alleinige Anwendung des
funktionalen Verfahrens zum gleichen Ergebnis fiihren, durch die Vorschaltung der gro-
beren Verfahren kann jedoch Zeit eingespart werden, da ungeeignete Architekturen mit

6 Ein einfaches Bussystem (SBC) ist fiir eine groflere Anzahl von Prozessoren nicht geeignet.
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geringerem Aufwand ausgesondert werden konnen. Diese Uberlegungen fihren zu der
in Algorithmus 5 zusammengefaliten Vorgehensweise:

Algorithmus 5: Mapping auf der Basis kombinatorischer Versuchspline

1.

gegeben:

e der zu implementierende parallele Algorithmus, dessen Kommunikationsstruk-
tur fur [ Phasen als Versuchsplansequenz der Lénge ! vorliegt

e die zur Implementierung zur Verfigung stehenden Topologien in der formalen
Gestalt kombinatorischer Versuchspldne

Vorauswahl geeigneter Zieltopologien durch Anwendung des strukturorientierten
Verfahrens

Bildung einer Eignungshierarchie unter den ausgewihlten Architekturen mit Hilfe
des Uberdeckungsverfahrens

Bestimmung der optimalen Zieltopologie durch Anwendung des funktionalen Ver-
fahrens unter zusitzlicher Beriicksichtigung phaseniibergreifender Einfliisse

Festlegung der Modul-Prozessor-Zuordnungen auf Basis der im funktionalen Ver-
fahren erzeugten Mapping-Funktion

Ermittlung der Kosten des Mapping durch Auswertung der Zielfunktionen Z, und
Z

fakultative abschlieBende Beurteilung mit Abschétzung der Verluste gegeniiber einer
idealen Implementierung und Vergleich mit existierenden Implementierungen
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6.1 Partitionierung

6.1.1 Partitionierung in Parallelrechnern mit statischem Verbindungsnetzwerk

Um Systemressourcen effizient zu nutzen, werden Rechner heute im allgemeinen im
Mehrprogrammbetrieb eingesetzt. Es werden also gleichzeitig mehrere Programme im
System gehalten, um beispielsweise den Prozessor eines sequentiellen Systems zu nutzen,
wenn die librigen Programme zeitweilig nur Ein-/Ausgabe vornehmen. Mehrprogramm-
betrieb gewinnt fiir Multiprozessorsysteme noch zusitzlich an Gewicht, da es mit der
Vervielfachung der Rechenkapazitit immer schwieriger wird, diese zufriedenstellend zu
nutzen. Ein Multiprozessorrechner, der sich nicht in einer Experimentalumgebung be-
findet, wird daher hdufig im Mehrprogrammbetrieb eingesetzt. Es muB also eine Auftei-
lung des Gesamtsystems erfolgen, damit den verschiedenen im System befindlichen Pro-
grammen Rechenkapazitdt zur Verfiigung steht [W&Y,91]7.

Bei zukinftigen (massiv-)parallelen Systemen kann aus vielfachen Griinden das Kom-
munikationsprinzip des gemeinsamen Speichers nicht mehr zum Einsatz kommen; die
durch das Netzwerk verbundenen Prozessoren tauschen Daten aus ihren lokalen Spei-
chern per Message Passing aus (vgl. Kapitel 7). Das aber verursacht zusdtzlichen Auf-
wand, und zwar umso mehr, je weiter die kommunizierenden Prozessoren voneinander
entfernt sind. Der Begriff' ,,Entfernung” bezieht sich hierbei nicht notwendigerweise auf
eine riumliche Distanz, sondern mehr auf die Zahl der zu iiberwindenden Schaltstellen
bzw. Prozessoren. Um das Gesamtsystem effizient zu nutzen, ist es also nicht ratsam, im
Mehrprogrammbetrieb einem bestimmten Programm die p angeforderten Prozessoren
beliebig tiber das System verteilt anzubieten. Zusammenhédngende Cluster einer ausrei-
chenden Zahl von Prozessoren scheinen eher angebracht.

Weiter gilt, daB gewisse Algorithmen und gewisse Topologien ideal aufeinander abge-
stimmt sind (vgl. Kapitel 5) wie das Paar (Radix-2-FFT, Hypercube), so daB es sicherlich
vorteilhaft ist, nicht nur ein zusammenhingendes Cluster von Prozessoren einem be-
stimmten Programm zuzuteilen, sondern die ausgewihlte Teilstruktur solite nach Mog-
lichkeit der Topologie der Gesamtstruktur entsprechen, wenn auch in Kkleinerer
Ausbaustufe. Diese Betrachtungsweise geht von der Annahme aus, daf§ der zu imple-
mentierende Algorithmus auf die Topologie der Gesamtstruktur abzielt; dies ist sinnvoll,
da die Moglichkeit besteht, dal das gesamte System exklusiv einem Programm zur Ver-
fugung gestellt wird — wenn Ubrige Programme nur Ein-/Ausgabe machen — und da die
" Topologien in der Regel am besten in Teilstrukturen gleicher Art partitionierbar sind.
Daneben ist auch der Fall méglich, daB auf dem — vielleicht einzig verfigbaren —
Rechner ein Programm ablaufen soll, dessen Algorithmus besser zu einer anderen
Topologie korrespondiert. Dieser Fall wird in Abschnitt 6.2 unter der Thematik

Einbettung behandelt.

Es soll daher hier unter dem Begriff’ Partitionierung eine Aufteilung des Gesamtsystems
in Teilsysteme verstanden werden, die die gleiche Topologie in einer reduzierten
Ausbaustufe darstellen [Sie,80]. Von den in Kapitel 3 vorgestellten Architekturen sind
manche mehr und manche weniger fiir dieses ,,Prinzip der Selbstdhnlichkeit” geeignet.
Ringe beispielsweise konnen die Struktur nicht bewahren. Im folgenden sollen
Hyperwiirfel, gitterartige Strukturen und baumartige Rechner exemplarisch untersucht
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werden, da diese nicht nur geeignete Voraussetzungen zur Partitionierung bieten, son-
dern auch die weitaus am hiufigsten realisierten Architekturen sind.

Die Betonung des Hypercube durch hiufiges Heranzichen in diversen Beispielen resul-
tiert aus mehreren Griinden:

e Der Hypercube ist bereits eine gut untersuchte Topologie. Daher wird durch die
Verwendung des Hypercube als Standardbeispiel ein Vergleich der hier verwendeten
Betrachtungsweise mit anderen Verfahren in der Literatur sicherlich am besten
unterstiitzt [FCS,91].

e Die Hypercube-Topologie ist, wenn auch in jlingster Zeit zunehmend Gitter-
Topologien Verwendung finden, die meist verwendete Architektur zur Implementie-
rung von parallelen Systemen mit einer mittieren und groflen Zahl von Prozessoren.
Hierzu vergleiche man die jeweils im Teil B. der Architekturbeschreibungen von
Kapitel 3 gemachten Angaben. Die Beliebtheit des Hypercube resultiert aus seinen
attraktiven Verbindungseigenschaften, seiner Fehlertoleranz und seiner Modularitét
[D&H,88]. Daher wird die grofite Praxisnéhe der hier vorzunehmenden Analysen
durch Verwendung dieser Netzwerkstruktur erreicht.

¢ Die Bauprinzipien des Hypercube sind komplexer oder charakteristischer als die der
meisten anderen Strukturen, insbesondere so einfacher Strukturen wie Ring und
Stern. Der EinfluB} gewisser Modifikationen wie Partitionierung und Einbettung auf
die zugrundeliegende Struktur eines verteilten Rechners kann daher am Beispiel des
Hypercube in der Regel wesentlich deutlicher herausgearbeitet werden.

e Beziiglich des Verhéltnisses zwischen idealem Parallelrechner mit gemeinsamem
Hauptspeicher und dem Hypercube sei auf ein Ergebnis von Valiant verwiesen.
Valiant [Val,88] hat gezeigt, daf} fiir die Simulation einer parallelen Berechnung
eines idealisierten Parallelrechners mit gemeinsamem Hauptspeicher durch einen
Hypercube der zusitzliche Aufwand durch einen konstanten Faktor beschrieben
werden kann.

Um jedoch die Ergebnisse in ihrer Allgemeingiiltigkeit nicht einzuschrinken, miissen
selbstverstindlich auch andere Architekturen betrachtet werden.

6.1.2 Partitionierung durch Resolution kombinatorischer Versuchspline

6.1.2.1 Partitionierung von Hypercubes

Dutt und Hayes [D&H,88] sehen die mégliche Zuweisung von Subcubes unterschied-
licher Grofle an die verschiedenen Benutzer im Mehrprogrammbetrieb als eine wesent-
liche Eigenschaft des Betriebssystems in einem Hypercube-Rechner an. Die
Partitionierung wird erforderlich, weil auf zukiinftigen Systemen mit vielen tausend oder
gar Millionen Prozessoren auch parallele Programme gerechnet werden, die {iber eine
geringere Zahl von Modulen verfiigen, das Gesamtsystem also allein nicht ausnutzen
[C&L,89]. Das allgemeine Zuweisungsproblem, d.h. die Beantwortung der Frage, ob fiir
eine zufillige Menge freier Subcubes einer zufiilligen Anforderung mehrerer Subcubes
gleichzeitig entsprochen werden kann, ist NP-vollstindig. Bekannte (heuristische) Stra-
tegien zur Aufteilung eines Hypercube in Subcubes sind [D&H,887:
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¢ die lineare Strategie
Auf eine Anfrage nach einem n-dimensionalen Wiirfel wird der erste Wiirfel mit
freien Adressen der Form m2~ bis (m + 1)2" zugewiesen.

¢ die Buddy-Strategie
Diese aus der Speicherverwaltung bekannte Strategie halbiert und verdoppelt (Spei-
cher-, Adressen-) Bereiche, deren Groflen Potenzen von 2 sind.

® Gray-Code-Strategien
Hierbei wird der Gray-Code zur Bestimmung zusammenhingender Wiirfel verwen-
det.

Neben allgemeinen Effizienziiberlegungen sollte von einem guten Verfahren erwartet
werden, dafi, falls noch ein Subwiirfel der angeforderten Gréf3e verfiigbar ist, dieser auch
zugewiesen wird. Die lineare Strategie beispielsweise leistet dies nicht. Als schwieriges
Problem erweisen sich weiterhin interne und externe Fragmentierung des Gesamtsystems
[H&J,90b], die nicht vermieden werden konnen. Externe Fragmentierung kann jedoch
minimiert werden, indem man einen Prozef} bereitstellt, der vollstindige Subcubes er-
kennt, und dariiber hinaus effiziente Task-Migration ermoglicht. Diese Aktionen bedin-
gen jedoch einen erheblichen Rechenaufwand, so daB auch die dafiir notwendigen Be-
rechnungen nach Maoglichkeit parallel, also verteilt, ausgefihrt werden sollten
[T&D,90].

‘Neben der sehr -aufwendigen -Methode, Jobs auf andere Subcubes zu- migrieren, damit
..die freien Prozessoren einen der.Anforderung.geniigenden Subcube bilden, schlagen
Chen und Lai [C&L,89] vor, durch den Aufbau notwendiger Pfade virtuelle Subcubes
hinreichender Grofie zu bilden. Dies erfordert jedoch eine besondere Fihigkeit zur
Etablierung von Direktverbindungen, wie sie beispielsweise im Intel iPSC/2 gegeben ist.

Die Méglichkeit der rekursiven Erweiterbarkeit einer Rechnertopologie, wie beispiels-
weise im Falle des Hypercube, beinhaltet gleichzeitig die Moglichkeit, der Aufteilung des
Gesamtsystems in die Teilstrukturen kleinerer Ausbaustufe. Fafit man die Hypercube-
Topologie, wie in Kapitel 3 beschrieben, als kombinatorischen Versuchsplan auf, so
kann man die in Anhang A beschriebenen Gesetzmi@igkeiten zur Zerlegung von opti-
malen Versuchsplinen in parallele Klassen verwenden, um einen Hyperwiirfel der Di-
mension » in 2 Hyperwiirfel der Dimension 2"-* aufzuspalten.

Beispiel 6.1

Ein Hypercube der Dimension n=3 entspricht folgendem Versuchsplan (V,2)ccc-»:
Vece= {0,1,2,3,4,5,6,7}

Bcce = {(0,1),(1,2),(2,3),(3,0),(0,7),(1 ,6):(2,5),(3,4),(4,5),(5,6),(6,7),(7,4)}
v=8,b=12,r,=3VxeV

A= {A(S): I S I =2, SQV} = {0’1}

Wegen der bidirektionalen Nutzung der Verbindungen ist die Verbindung (3,0) gleich-
bedeutend mit der Verbindung (0,3); dies geht konform mit der Auffassung von Blocken
als Mengen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden die Blocke nach Anwendung der
linearen Ordnung <, die auf der <-Relation basiert, daher in der dquivalenten Form
(i) mit i< basierend auf i <j aufgefihrt. Entsprechend den Ausfithrungen in Anhang
B induziert die lineare Ordnung < der Menge ¥ dann eine lexikographische Ordnung
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< im Mengensystem 2. Die lexikographische Ordnung bewirkt im Mengensystem des
vorliegenden Hypercube folgende Ordnung:
(0,1)<(0,3)<(0,7)<(1,2)<(1,6)<(2,3)<(2,5)<(3,4)<(4,5)<(4,7)<(5,6)<(6,7)

Der Versuchsplan (V,8)ccc-s ist resolvierbar. Teilt man nun die Blocke des Mengensy-
stems @ im Rahmen einer Resolution in dieser Reihenfolge den parallelen Klassen zu,
d.h. zunichst wird versucht, die Klasse mit dem niedrigsten Index zu bedienen, so liefert
die Resolution des Hypercube die paralielen Klassen:

PClcc = {(Ov1)1(2:3)’(4’5)y(617)}

PCtec = {(0,3)!(1’2)’(4!7)’(5!6)}

PCcc = {(0!7)3(1!6)s(2’5)v(3’4)}

Beispielsweise kann der Block (1,2) nicht der Klasse PCtcc zugeteilt werden, da das Ele-
ment 1 mit dem Block (0,1) bereits in dieser Klasse vorhanden ist, so daf} die
nichstmogliche Klasse genommen wird.

Betrachtet man nun den Ausgangs-Hypercube (vgl. Abb. 15 auf Seite 41) in der Rei-
henfolge seiner Anordnung, die durch den Gray-Code gegeben ist, so wiirde der erste
abzuspaltende Sub-Hypercube der Dimension 2 gerade aus den Knoten {0,1,2,3} beste-
hen. Besinnt man sich darauf, daBl ein Hypercube der Dimension » + 1 konstruiert wird,
indem man zwei Hypercubes der Dimension » verwendet und so verbindet, daf} jeweils
entsprechende Knoten (parallele Knoten, Antipoden) miteinander verbunden werden, so
heifit das — angewendet auf ‘den vorliegenden Hypercube —, dafl der zweite
,Baustein“-Hypercube aus den Knoten {4,5,6,7} bestanden haben mufl. Daraus folgt,
daf} die Hilfsverbindungen, die die beiden Ausgangsstrukturen der Dimension n zu dem
neuen Gebilde der Dimension n + 1 zusammenfiigen, sich aus folgenden Verbindungen
rekrutieren: {(0,7),(1,6),(2,5),(3,4)}. Diese also quasi ,kiinstlich“ eingefiihrten Verbin-
dungen liefert aber gerade die oben aus dem Versuchsplan durch Resolution entstandene
parallele Klasse PCi.. Ubertrigt man nun die lexikographische Ordnung auf die ge-
wonnenen parallelen Klassen, die selbst wieder kombinatorische Versuchspline darstel-
len, so kann man die beiden Subcubes der Dimension 2 aus den parallelen Klassen
PCtcc und PCtcc gewinnen, in dem man die jeweils (aufgrund der Ordnung) ersten bei-
den Blocke aus den parallelen Klassen zu einem Subcube zusammenfiigt und ebenso die
jeweils letzten beiden. Damit ist die Partitionierung abgeschlossen.

Abb. 34. Hypercube der Stufe (Dimension) 4
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Beispiel 6.2

Ein Hypercube der Dimension n =4 (vgl. Abb. 34) entspricht folgendem Versuchsplan
(V:g)ccc-al
Veee={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15)
Bece = {(0,15),(1,14),(2,13),(3,12),(4,11),(5,10),(6,9).(7,8),(0,7),(1,6),(2,5),(3,4),(8,15),
- (9,14),(10,13),(11,12),(0,3),(1,2),(4,7),(5,6),(8,11),(9,10),(12,15),(13,14),(0,1),(2,3),
(4,5),(6,7),(8,9),(10,11),(12,13),(14,15)}
v=16,b=32,r,=4VxeV
A= {A(s):| S| =2,Sc¥V} ={0,1}

Der Versuchsplan (V,2)ccc- ist resolvierbar. Die lexikographische Ordnung < erzeugt

im Mengensystem 2 folgende Ordnung:

(0,1)<(0,3)<(0,7)<(0,15)<(1,2)<(1,6)<(1,14)<(2,3)<(2,5)<(2,13)<(3,4)<(3,12)<(4,5)
<(4,7)<(4,11)<(5,6)<(5,10)<(6,7)<(6,9)<(7,8)<(8,9)<(8,11)<(8,15)<(9,10)
<(9,14)<(10,11)<(10,13)<(11,12)<(12,13)<(12,15)<(13,14)<(14,15)

Teilt man nun die Blocke des Mengensystems 2 in dieser Reihenfolge den parallelen
Klassen zu, d.h., zunichst wird versucht, die Klasse mit dem niedrigsten Index zu be-
dienen, so liefert die Resolution des Hypercube die parallelen Klassen:

PCtcc = {(0,1),(2,3),(4,5),(6,7),(8,9),(10,11),(12,13),(14,15)}

PCtcc = {(0,3),(1,2),(4,7),(5,6),(8,11),(9,10),(12,15),(13,14)}

PCtcc = {(0,7),(1,6),(2,5),(3,4),(8,15),(9,14),(10,13),(11,12)}

PCtcc = {(0,15),(1,14),(2,13),(3,12),(4,11),(5,10),(6,9),(7,8)}

Betrachtet man nun den Ausgangs-Hypercube (vgl. Abb. 34) in der Reihenfolge seiner
Anordnung, die durch den Gray-Code gegeben ist, so wiirde der erste abzuspaltende
Sub-Hypercube der Dimension 3 gerade aus den Knoten {0,1,2,3,4,5,6,7} bestehen.
Daraus folgt, daB der zweite ,Baustein“-Hypercube aus den Knoten
{8,9,10,11,12,13,14,15} bestanden haben muB}. So ergibt sich, dal die Hilfsverbindungen,
die die beiden Ausgangsstrukturen der Dimension n zu dem neuen Gebilde der Dimen-
sion n+1 zusammenfiigen, sich aus folgenden Verbindungen rekrutieren:
{(0,15),(1,14),(2,13),(3,12),(4,11),(5,10),(6,9),(7,8)}. Diese also quasi ,kiinstlich“ einge-
fuhrten Verbindungen liefert aber gerade die oben aus dem Versuchsplan durch Resolu-
tion entstandene parallele Klasse PCtcc. Ubertrigt man nun die Ordnung auf die ge-
wonnenen parallelen Klassen, die selbst wieder kombinatorische Versuchsplidne
darstellen, so kann man die beiden Subcubes der Dimension 3 aus den paralielen Klassen
PClcc bis PCicc gewinnen, in dem man die jeweils (aufgrund der Ordnung) ersten vier
Blécke aus den parallelen Klassen zu einem Subcube zusammenfigt und ebenso die je-
weils letzten vier. Damit ist die Partitionierung abgeschlossen.

Die Erweiterung auf den allgemeinen Fall fithrt zu folgendem

Satz: Ein Hypercube, welcher nach dem Gray-Code aufgebaut ist, ist stets
resolvierbar.
Beweis: 0.B.d.A. seien die Knoten des Hypercube jeweils von 0,...,.N — 1 =27 —1

numeriert, anhand der linearen Ordnung < innerhalb von Blocken jeweils
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geordnet und die Blocke des Hypercube darauf aufbauend jeweils
lexikographisch geordnet. Sei der betrachtete Hypercube wie vorausgesetzt
im Gray-Code adressiert.

(Induktion {iber die Hypercube-Dimension n, bzw. tber den Aufbau des
Gray-Code.)

I. Induktionsanfang (n=2)

z.z.: Ein Hypercube der Dimension 2 ist resolvierbar.

Ein Hypercube der Dimension 2 wird durch folgenden Versuchsplan be-
schrieben: (V,8) mit ¥ = {0,1,2,3} und & = {(0,1),(0,3),(1,2),(2,3)}. Die
Zerlegung des Hypercube in die Klassen C'={(0,1),(2,3)} und
C* = {(0,3),(1,2)} ist eine Resolution des Hypercube, weil C' und C? paral-
lele Klassen sind, da sie Mengen von disjunkten Bldcken sind, die alle Ele-
mente von ¥ umfassen, und die Vereinigung der beiden Klassen das voll-
stindige Mengensystem 2 ergibt. &

11. Induktionsvoraussetzung
Ein Hypercube der Dimension r ist resolvierbar.
II1. Induktionsdurchfiihrung (Schiyf von n auf n+ 1)

Behauptung:
Ein Hypercube der Dimension n + 1 ist resolvierbar.

Beweis:

Gegeben sei ein Hypercube der Dimension n. Sei mit Induktions-
voraussetzung PC, ..., PC" eine Resolution des Hypercube der Dimension
n. Der Hypercube der Dimension n wird nun dupliziert. Dann werden
Knoten mit gleicher Adressierung miteinander verbunden. Es entsteht ein
neuer Hypercube mit der Dimension » 4+ 1. Nun werden die Knotenadres-
sen des Gesamtgebildes um 1 Bit erweitert, wobei den Gray-Code-
Knotenadressen des einen Baustein-Hypercube eine 0 vorangestellt wird,
denen des zweiten eine 1. Auf diese Weise ist jede Knotenadresse im
Gesamtgebilde eindeutig, da auch die fritheren Adressen eindeutig waren,
und die Adressierung entspricht insgesamt wieder dem Gray-Code (vgl.
Anhang B). '

Die Verbindungen, die die beiden Cubes der Dimension n zum neuen
Hypercube der Dimension # + 1 verbinden, sind die N = 2" Verbindungen:
{(0ay - 1...a0, lay,-1...a00), "',(Oan-l,n-l'"an—l.l)’ | 7 APPSO BEPPS }

Geht man nun-mit Induktionsvoraussetzung von der Resolution des
Hypercube der Dimension n aus: { = {PC!, ..., PC"} und erweitert jede pa-
rallele Klasse PC' mit N Blocken auf 2N Blocke durch Ersetzung eines
Blocks der Form (@,-i...@g Gxn-1.-ahg) durch 2 Blocke der Form



(010, 05 y..tig) und (1a,-y...@0, 1a@yn-1...ak0), ‘SO ergibt sich fol-
gendes:

® Bezeichnet man die so durch Ersetzung der parallelen Klassen von {
entstandenen Klassen doppelter Michtigkeit mit C!, ..., O und die
eingeflihrten Zwischenverbindungen zwischen beiden Baustein-
Hypercubes als Klasse C*+!, so bilden diese » + 1 Klassen eine Zerle-
gung des Hypercube der Dimension »+ 1, da sie alle dort vorkom-
menden Verbindungen enthalten.

¢ Jede der entstandenen Klassen C' ist eine parallele Klasse, weil

1. die Ersetzungsoperation auf den parallelen Klassen des n-dimen-
sionalen Hypercube die Eindeutigkeit der Elemente pro Klasse er-
hilt; anstelle der Zahl a,,_,...a;o sind nun die Zahlen 0Oaq,,,_...a;; und
1a;,-...a;p in der verdoppelten Klasse. Die Klasse C"+! enthilt
aufgrund des Aufbaus der Zwischenverbindungen (vgl. 0.) eben-
falls jede Zahl exakt einmal. Mit anderen Worten: Die Klassen
, ..., Cr+t sind Mengen disjunkter Blocke.

2. Dariiber hinaus sind in jeder Klasse C' alle Knoten des n + 1-di-
mensionalen Hypercube enthalten. Da nach Induktions-
voraussetzung eine Resolution des n-dimensionalen Hypercube
gegeben war, und somit jede parallele Klasse alle Elemente dieses
Hypercube enthielt, sind durch die Ersetzungsoperation entspre-
chend den Konstruktionsprinzipien des Gray-Code in jeder der
Klassen CY,..,C" wiederum alle Knoten des verdoppelten
Hypercube enthalten. Durch das Konstruktionsschema der einge-
fuhrten Verbindungen sind auch in C"+' alle Knoten vertreten.

= Durch die Klassen C', ..., C*+! wird eine Resolution des Hypercube der
Dimension # + 1 beschrieben.

q.e.d.

Es kann also festgehalten werden:

Ein Hypercube (V,2)ccc der Dimension » ist stets resolvierbar und die Resolution
liefert n parallele Klassen PClcc, PClcc +..y PClcc.

Jede dieser parallelen Klassen enthilt definitionsgemdB alle Knoten der Gesamt-
struktur, d.h.: | Vegeee! = | Veeel V1< i<n, mit anderen Worten, die PPC sind
maximal,

Jede dieser parallelen Klassen — dies ergibt sich aus dem vorherigen Punkt — besitzt

die gleiche Zahl von (disjunkten) Bldcken, die gewissen Verbindungen im Hypercube
entsprechen, reprisentiert also genau b/n Verbindungen des zu partitionierenden

Hypercube.
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e Eine dieser parallelen Klassen, und zwar diejenige mit dem hochsten Index, liefert
genau die beim Aufbau , kiinstlich® eingefuhrten Verbindungen zur Verknipfung der
beiden Ausgangsstrukturen.

e Um einen Hypercube der Dimension n wieder auf zwei Subcubes der Dimension
n— 1 zuriickzufiihren, was das Ziel des Partitionierungsvorhabens ist, werden daher
mittels Resolution diese ,,Schweifindhte” wieder ausgesondert.

e Die beiden Subcubes bestehen nun aus den Verbindungen, die in den tbrigen n — 1
parallelen Klassen enthalten sind.

¢ Die Zuordnung der Verbindungen dieser n— | restlichen Klassen zu den beiden
Subcubes erfolgt wiederum durch Einfuhren der lexikographischen Ordnung < (vgl.
Anhang B) auf die restlichen #n — 1 parallelen Klassen. Subcube A der Dimension
n— 1 wird gebildet aus den (n — 1) 2"-2 Blocken niedrigerer Ordnung jeder Klasse,
Subcube B aus den (n — 1) 27-2 Blocken hoherer Ordnung.

Weitere Bemerkungen:

¢ Hier wurde die Beweisfiilhrung auf dem Gray-Code aufgebaut und die entsprechende
Numerierung vorausgesetzt; die tibliche Dualnumerierung ist jedoch ebenso zuldssig.

¢ Eine untere Schranke fiir die Zahl n der parallelen Klassen bei der Resolution eines
Hypercube der Dimension » ist bereits durch den Wiederholungsfaktor r, gegeben.
In Kapitel 3 wurde dieser mit », = n fiir einen Hypercube der Dimension » bestimmt.
Da nun eine parallele Klasse aus disjunkten Blocken und die Resolution eines Ver-
suchsplans aus disjunkten parallelen Klassen bestehen muf, erzwingt 7. =n min-
destens » parallele Klassen.

* Die Konkretisierung des Wertes » ergibt sich durch die mégliche (und stattfindende)
Resolution des entsprechenden Versuchsplans anstelle einer gewdhnlichen Zerle-
gung.

¢ Die lexikographische Ordnung < garantiert die Eindeutigkeit der Zusammensetzung
der paralielen Klassen. Ohne die Einfuhrung dieser Ordnung sind auch andere
Klassenzuordnungen moglich.

¢ Benétigt man im Mehrprogrammbetrieb eines (massiv-)parallelen Rechners Teil-
strukturen unterschiedlicher Grofle, so ist es moglich, eine von beiden aktuell ge-
fundenen Substrukturen weiter zu partitionieren, wihrend die andere Teilstruktur
intakt beibehalten wird.

Zur Partionierung eines Hypercube der Dimension 27 in 2* Subcubes der Dimension
2"~k wird Algorithmus 6 k-fach angewandt.

Die Komplexititsanalyse des Algorithmus 6 fithrt zu folgenden Ergebnissen: Da bei der
hier vorgenommenen kombinatorischen Behandlung der Aufgabenstellungen stets vom
Umgang mit Versuchsplinen ausgegangen wird, wird die jeweilige Versuchsplandarstel-
lung einer Topologie als gegeben betrachtet; Schritt 1 wire also kostenlos. Die Einfih-
rung der lexikographischen Ordnung erfordert zundchst b Vergleiche, um die Elemente
in Blocken entsprechend der linearen Ordnung < zu sortieren und anschliefend b log b
Sortieroperationen. Die Resolution des Hypercube erfordert N?log N Operationen, da
es einem (log N)-fachen Sortieren durch Einfigen der N =yv Elemente entspricht. Das
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Entfernen der parallelen Klasse PCicc geschieht in 1 Operation. Die lexikographische
Ordnung in den tibrigen Klassen wird kostenfrei aus der Resolution beibehalten. Das
Aufirennen der #n — 1 Klassen ist unter Ausnutzung eines geeigneten Speicherungssche-
mas kostenfrei. Die Konstruktion der Subcubes erfolgt mit der gleichen Technik eben-
falls kostenfrei. Insgesamt ergibt sich dann die Komplexitit:

O(b) + O(b log b) + O(N* log N) + O(1)

Unter Beachtung der Zusammenhinge b = n2"-! und N = 2 ergibt sich:

O(b log b) + O(N* log N) = O(N* log N)

Ein Implementierung wird erst fiir ein massiv-paralleles System sinnvoll, welches als
Zielrechner im Rahmen dieser Arbeit auch beabsichtigt ist.

Algorithmus 6: Partitionierung von Hypercubes in Subcubes

1. Erzeuge den Versuchsplan (¥,®)ccc, der den Hypercube spezifiziert, wie in Kapitel
3 beschrieben.

2. Fihre die lexikographische Ordnung < in das Mengensystem 2 .. ein.

3. Resolviere den Hypercube (V,@)ccc in n parallele Klassen PChee, PChee, ooy PClec,
wobei die geordneten Blocke nacheinander parallelen Klassen mit méglichst nied-
rigem Index zuzuordnen sind.

4. Entferne die parallele Klasse PCicc aus der Resolution.
5. Lege die Ordnung < auf die parallelen Klassen PClcc, PCécc, ..., PCtgd.

6. Trenne jede parallele Klasse PClcc, 1 <i<n—1, in je zwei partiell-parallele Klas-
sen PPClcc und PPC8cc auf, die die 2»~2 Blocke niedrigerer bzw. hoherer Ordnung

enthalten,

7. Konstruiere Subcube A durch die Vereinigung aller partiell-parallelen Klassen
PPClce, 1<i<n—1,und ebenso Subcube B vermoge (V,B)cca = U PPCic..

1gign-1

6.1.2.2 Partitionierung von Binarbaumen

Im folgenden sollen nur vollbesetzte Bindrbaume betrachtet werden, wie sie in Kapitel
3 eingefiihrt wurden. Unvollstindige Bindrbaume wiirden die nun folgenden Betrach-
tungen nicht wesentlich beeintrichtigen, jedoch eine Fille von zu beriicksichtigenden
Sonderfiillen erzwingen. Weiterhin wird davon ausgegangen, daB die Knoten des
Gesamtsystems systematisch numeriert sind, und zwar so, wie dies in Kapitel 3 be-
schrieben ist. Einzelknoten werden im folgenden nicht als Bdume angesehen, womit der
kleinste Binidrbaum aus einer Wurzel und ihren zwei Sohnen,.insgesamt also aus drei

Knoten besteht.

Wie im Falle der Hyperwiirfel kann auch bei Bindrbaumen von einem rekursiven Aufbau
gesprochen werden, so dal ebendieser, durch inverses Vorgehen, zur Partitionierung des
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Gesamtsystems in Teilbdume dient. Der wesentliche Unterschied der Bindrbdume ge-
geniiber den eben untersuchten Hyperwiirfeln im Hinblick auf eine Partitionierung be-
steht darin, daB sich die Hypercubes vollstidndig in Subcubes auflosen lassen, wihrend
bei den Bindrbiumen die Nutzung der urspriinglichen Wurzel nicht mehr méglich ist.
‘Die Bezeichnung ,,volistindige Partitionierung” bezieht sich nur auf die Knoten des
Gesamtsystems, nicht aber auf die zwischen diesen bestehenden Verbindungen; denn,
wie oben gezeigt wurde, werden auch bei der Partitionierung von Hypercubes gewisse
Verbindungen aus der Gesamtstruktur herausgelost. Die alleinige Beriicksichtigung der
Knoten beziiglich einer Aufteilung und weiteren Nutzung ist jedoch sinnvoll, da die
Knoten die Prozessoren und somit die Rechenkapazitit des Gesamtsystems représentie-
ren. Im Falle eines Bindrbaums ergibt sich die Situation, daB} bei Abspaltung der beiden
Bindrbidume, deren Wurzeln die Sohne der urspriinglichen Wurzel sind, die Isolierung
dieser Ausgangswurzel eintritt, so daB deren Rechenkapazitdt ausfillt und die Lei-
stungsfihigkeit des Systems im Gegensatz zum Hypercube zuriickgeht. Fiir sequentielle
Anwendungen wire der Einzelprozessor der Wurzel natiirlich weiterhin nutzbar. Einzel-
knoten werden hier jedoch nicht als vollstindige Bdume angesehen; als Anforderungen
werden daher nur reguldre Teilbdume des Gesamtbaumes betrachtet.

Beispiel 6.3

Ein Tree-Connected Computer der Stufe n=2 entspricht folgendem Versuchsplan
(V,-@ )rcc-i

Vree = {0,1,2,3,4,5,6}

Brec= {(Osl)1(0:2)1(1’3)1(1s4)1(2!5)’(2’6)}

v=75=6

ro=2 (Wurzel), ».= 1 Vx € {3,4,5,6} (Blatter), r,=3 Yy e {1,2} (iibrige Knoten)

A= {A(s): ] S|=2,8cV}={0,1}

Betrachtet man nun die Defintion eines abgeleiteten Versuchsplans (V\X,2\X) (vgl.
Anhang A) und initiert die Menge X mit der Wurzel des Ausgangsbaumes, d.h.
X = {0}, so liefert die Ableitung des Versuchsplans (V,2)rcc nach X den Versuchsplan
(N{0},2\{0}).

Dieser nach {0} abgeleitete Versuchsplan hat explizit folgende Gestalt:
VTCC\{O} = {1,2,3,4)5’6}

QTCC\{O} = {(1v3)9(194)s(2’5)v(216)}

v=6,b=4,

n = rn=2 (fur die spiteren Wurzeln)

rn=ry=rs=rs= 1 (flr die spiteren Bl%itter)

Aa={A(s):| S| =2,ScV}={0,1}

Fiihrt man nun wie im Fall der Hypercube-Partitionierung die lexikographische Ordnung
< in das Mengensystem des abgeleiteten Plans ein und spaltet dieses dann, anhand der
Ordnung <, in die zwei Teilsysteme oberer und unterer Ordnung auf, so liefern die so
entstandenen Mengensysteme, die maximal verfligbaren Teilbdume {(1,3),(1,4)} und
{(2,5),(2,6)}, deren Wurzeln die S6hne der urspriinglichen Wurzel sind.
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‘Beispiel 6.4

Ein Tree-Connected Computer der Stufe n=3 (vgl. Abb. 17 auf Seite 43) entspricht
folgendem Versuchsplan (V,2)rcc_3.

Vree = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14}

Zrcc = {(0,1),(0,2),(1,3),(1,4),(2,5),(2,6),(3,7),(3,8),(4,9),(4,10),(5,11),(5,12),(6,13),(6,14)}
v=15,b=14

ro=2 (Wurzel), r.= 1 Vx e {1,2,...,6} (Bldtter), r,=3 Vy e {7,8,...,14} (iibrige Knoten)
A= {A(s): | S|=2,5cV}={0,1}

Betrachtet man nun den abgeleiteten Versuchsplan (V\X,2\X), wobei die Menge X mit
der Wurzel des Ausgangsbaumes initiert wird, d.h. X = {0}, so liefert die Ableitung des
Versuchsplans (V,2)rcc nach X den Versuchsplan (\{0},2\{0}).

Dieser nach {0} abgeleitete Versuchsplan hat explizit folgende Gestalt:
Vred\{0} = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14}

Prec\(0} = {(1,3),(1,4),(2,5),(2,6),(3,7),(3,8),(4,9),(4,10),(5,11),(5,12),(6,13),(6,14)}
v=14,b=12,

rn =r,=2 (fur die spateren Wurzeln)

r.=1VYxe {78,..,14} (fir die spdteren Blitter)

r,=3Vye {3,4,5,6} (fur alle iibrigen Knoten)
Ay={A(s):1S|=2,8c¥}={0,1}

Zunichst induziert man mit Hilfe der linearen Ordnung < eine lexikographische Ord-
nung auf dem Mengensystem @rcc\{0}. Beginnend bei dem kleinsten Element, {1,3},
beginnt man nun und weist der Teilstruktur 24 zunéchst zwei Blocke des Mengensy-
stems zu, dann erhilt die zweite Teilstruktur 2°* ebenfalls zwei Blocke. Anschlieend
werden je vier Blocke zundchst 24 und dann die letzten vier verbleibenden Blocke 2%
zugeteilt. Die Partitionierung ist damit abgeschlossen. Die so entstandenen Mengensy-
steme &4 = {(1,3),(1,4),(3,7),(3,8),(4,9),(4,10)}, &% = {(2,5),(2,6),(5,11),(5,12),(6,13),(6,14)}
sind die maximal verfugbaren Teilbdume; ihre Wurzeln sind die S6hne der urspriing-
lichen Wurzel.

Es kann also festgehalten werden:

¢ Die Aufteilung eines Bindrbaums in die néchstkleineren Teilbdume bringt eine Lei-
stungseinbufle des Gesamtsystems mit sich, da der Prozessor, der durch den
Wurzelknoten représentiert wird, fiir die Dauer der Partitionierung ausfilit.

¢ Die Menge aller Knoten und aller Verbindungen, die nach der Partitionierung noch
verfigbar sind, kénnen ermittelt werden, indem man den Versuchsplan, der den Bi-
nirbaum verkodrpert, nach der Menge X ableitet, die als einziges Element die Wurzel

enthdlt.

¢ Fihrt man nun die lexikographische Ordnung < in das Mengensystem des abgelei-
teten Versuchsplans ein, so. entstehen die gesuchten maximalen Teilbdume durch
Zuteilen von zunichst je zwei, dann je vier Blécken und so fort an die beiden zu
generierenden Partitionen bis alle Blocke des Gesamtsystems aufgeteilt sind.
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Weitere Bemerkungen:

Wie im Fall des Hypercube ist auch hier die Einfihrung der lexikographischen
Ordnung < wesentlich; neben der Nichteindeutigkeit der entstehenden Mengensy-
steme wiirde auch der Zusammenhang der beiden Teilbiume verloren gehen.

Firr die variierenden Anforderungen in einer Mehrbenutzerumgebung kann auf jeder
Stufe der Partitionierung mit der Aufteilung einer der beiden erzeugten Teilbdume
fortgefahren werden, wihrend der andere in der gerade erzeugten Dimension beno-
tigt und daher auch beibehalten wird.

Aufgrund des Konstruktionsprinzips der Bindrbdume geht die Verteilung der Blocke
in der beschriebenen Art stets auf.

Bei einer mehrstufigen Partitionierung ist der Wurzelknoten eines aktuellen Teil-
baums, nach dem also abgeleitet werden mu8, einfach zu ermitteln, da er das kleinste
Element der Menge ¥, beziiglich der linearen Ordnung < darstelit.

Wiirde man anstelle von binédren mit g-nidren Bidumen arbeiten, so wiirden zunéchst
je g, dann je g2, ¢* und so fort Blécke zu den g entstehenden Teilbdumen zuzuweisen
sein,

Zur Partitionierung eines Tree-Connected Computers der Stufe n in zwei Tree-
Connected Computer der Stufe » — 1 wende man Algorithmus 7 an:

Algorithmus 7: Partitionierung von Bindrbiumen in Teilbiume

1.

Erzeuge den Versuchsplan (V,8)rcc, der den Tree-Connected Computer beschreibt,
wie in Kapitel 3 beschrieben.

Leite den Versuchsplan (V,2)rcc nach der Wurzel, d.h. dem Knoten 0, ab. Bilde also
den Versuchsplan ("\{0},2\{0})rcc.

Fithre die lexikographische Ordnung < in das Mengensystem des nach {0} abgelei-
teten Versuchsplans ein.

Stelle zwei Zielstrukturen, d.h. Mengensysteme, 4 und 2° bereit, die mit der leeren
Menge initialisiert werden.

Der eingefiihrten Ordnung folgend, beginnend beim kleinsten Element, weise diesen
Mengensystemen im k-ten Schritt, 1 < 4 < n— 1, 2% Blocke en bloc zu, d.h. zunéchst
erhilt 24 2* Blocke, anschlieBend erhilt 2? ebenso 2* Blocke.

Nach n — 1 Schritten ist die Partitionierung abgeschlossen und jede Teilstruktur hat
n~1

>, 2 = 2»— 2 Blécke erhalten.

=]

Je nach Anforderung wird nun mit der Partitionierung in einer bestimmten Stufe s

mit einem oder mit beiden Teilbdumen sukzessive weiterverfahren, d.h. dieser Algo-
rithmus wird auf die entstandenen Teilstrukturen angewendet.
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Die Komplexitdtsanalyse von Algorithmus 7 wird durch Betrachtung der Einzelkomple-
xitdten der Schritte 1 — 6 durchgefiihrt. Fiir Schritt 1 wird die Versuchsplandarstellung
der Topologie als gegeben vorausgesetzt, d.h. es entstehen keine Kosten. Das Ableiten
bedingt 1 Operation auf der Menge ¥ und 2 Operationen, bei naivem Vorgehen » Ope-
rationen, auf dem Mengensystem 2. Das Einfiihren der lexikographischen Ordnung
entspricht einem Sortiervorgang der Komplexitit O(b log b). Schritt 4 erfolgt kostenfrei.
Die Schritte 5§ und 6 bedingen b — 2 Operationen, da jeder Block nur genau einmal be-
trachtet werden muB. Insgesamt ergibt sich die Komplexitit:

O(b) + O(b log b) + O(b) = O(b log b)

Unter Beachtung des Zusammenhangs N = b + 1, ergibt sich damit auch beziiglich der
Knotenzahl N die Komplexitit O(N log N). Eine Verwendung des Verfahrens ist nur fur
einen Parallelrechner mit einer grofien Zahl von Prozessoren sinnvoll.

6.1.2.3 Partitionierung von maschenverbundenen Rechnern

Gegenwirtig werden in der Rechnerarchitektur gitterartige Topologien préferiert, wih-
rend die Hypercube-Topologie an Akzeptanz zu verlieren scheint. Diese Entwicklung
steht im Zusammenhang mit dem Ubergang zu hoch- und massiv-parallelen Systemen.
Die Verbindungskosten (vgl. Kapitel 3) favorisieren hier die Gitterstrukturen gegeniiber
den Hypercube-Strukturen, da im Gitter die Verbindungskosten pro Knoten auch bei
wachsender Prozessorzahl konstant bleiben, wéhrend im Hypercube die Zahl der Ver-
bindungen mit der Zahl der beteiligten Prozessoren wichst, wenn auch nur
logarithmisch. Hinzu kommt, daf} die bislang so sehr geschitzte Eigenschaft der Fehler-
toleranz, die im Hypercube mit dem Redundanzwert r, = log n —1 zu charakterisieren ist,
bei den heutigen, wesentlich zuverlédssigeren, verteilten Parallelrechnern nicht mehr so
stark ins Gewicht fillt, so dal man die im Mesh-Connected Computer gegebene kon-
stante, von der Rechnerausbaustufe unabhédngige, Redundanz fir ausreichend hilt.
Valiant [Val,88] hilt jedoch fir den Fall, daB keine Lokalitdt in der Kommunikation
auftritt, log » Anschliisse pro Knoten, wie dies im Hypercube gegeben ist, fiir notwendig.
Eine weitere Ursache der Abkehr vom Hypercube konnte in der besseren Eignung git-
terartiger Strukturen fiir die wichtige Klasse der systolischen Algorithmen zu finden sein.

Im folgenden sollen exemplarisch zweidimensional maschenverbundene Rechner be-
trachtet werden, die in Kapitel 3 mit der Bezeichung MCC2 klassifiziert wurden. Zur
Partitionierung eines MCC2 der Stufe » sind nun zwei grundsidtzliche Vorgehensweisen

moglich:
e Partitionierung in 4 MCC2 der Stufe n/2

e Stufenweises Einreduzieren auf 1 (n — k)(n — k)-System mit k=1, ...,n—1 in eine
feste ,,Richtung® etwa SO

Man kann einen zweidimensional maschenverbundenen Rechner durch den Ubergang
von einem # X n-System auf ein (1) (n— 1) x (n — 1)-System sukzessive in eine feste
Richtung, etwa SO, ,.einschrumpfen®, bis man schliefllich das kleinstmdgliche System
noch ausreichender Grofe produziert hat, welches der Anforderung dann zugewiesen
wird. Bei diesem Verfahren stehen im ersten Zwischenschritt nicht alle Prozessoren zur
Verfiigung, da sie keine Masche bilden. Es sind die Prozessoren des fritheren
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,,Nordwest-Rahmens“. Ein Vorteil dieses Verfahrens besteht darin, daB n nicht notwen-
digerweise gerade sein mufl,

Da das oben erwihnte ,Prinzip der Selbstihnlichkeit“ jedoch konsequent fortgefiihrt
werden soll, wird hier die Partitionierung eines MCC2 der Stufe » in 4 (n/2 X n/2)-Teil-
systeme untersucht. Dazu benétigt man als Ausgangssytem ein MCC2 gerader Stufen-
zahl. Daher sei n fiir die Dauer dieser Betrachtungen (Abschnitt 6.1) gerade. Bei dieser
Partitionierungsmethode bleibt, wie bei der Partitionierung der Hyperwlrfel, die Lei-
stungsfihigkeit des Gesamtsystems erhalten, da die Summe der Teilstrukturen stets alle
Knoten des Gesamtsytems umfaft.

FaBt man die maschenverbundene Topologie als kombinatorischen Versuchsplan auf,
wie dies in Kapitel 3 geschehen ist, so kann man die Partitionierung des MCC2 wie im
Falle des Hypercube auf die Resolution optimaler Versuchspline zuriickfiihren.

Beispiel 6.5

Ein zweidimensional maschenverbundener Rechner der Stufe n = 4 entspricht folgendem

Versuchsplan (V,2)uca:

Vueca = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15}

Buca={(0,1),(1,2),(2,3),(3,0),(4,5),(5,6),(6,7),(7,4),(8,9),(9,10),(10,11),(8,11),(12,13),
(13,14),(14,15),(15,12),(0,4),(4,8),(8,12),(12,0),(1,5),(5,9),(9,13),(13,1),(2,6),
(6,10),(10,14),(14,2),(3,7),(7,11),(11,15),(15,3)}

v=16,b=32,r,=4VxeV

A= {As): | S| =2,ScV} ={0,1}

Abb. 35 verdeutlicht, in welche Teilgitter der MCC2 partitioniert werden soll.
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Abb. 35. Partitionierung eines MCC2 der Stufe 4 in 4 MCC?2 der Stufe 2
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Die Abbildung zeigt, daf bei der Aufteilung in Teilgitter die Maschen der Substrukturen
nicht. nach auflen geschlossen werden koénnen. Daher spielt die 1. Stufe der
Partitionierung eine Sonderrolle.

Der Versuchsplan (V,2)ucc ist resolvierbar.
Die lexikographische Ordnung < (vgl. Anhang B) erzeugt im Mengensystem 2 folgende
Ordnung:

(0,1)<(0,3)<(0,4)<(0,12)<(1,2)<(1,5)<(1,13)<(2,3)<(2,6)<(2,14)<(3,7)<(3,15)
<(4,5)<(4,7)<(4,8)<(5,6)<(5,9)<(6,7)<(6,10)<(7,11)<(8,9)<(8,11)<(8,12)<(9,10)
<(9,13)<(10,11)<(10,14)<(11,15)<(12,13)<(12,15)<(13,14)<(14,15)

Hierbei gilt wieder, daBl, wegen der bidirektionalen Nutzung der Verbindungen, eine
Verbindung (i)j) gleichbedeutend mit der Verbindung (j,/) ist; dies geht konform mit der
Auffassung von Bldcken als Mengen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden die
Blocke nach Anwendung der Ordnung daher in der dquivalenten Form (iy) mit i <
aufgeflihrt.

Teilt man nun die Blocke des Mengensystems & in dieser Reihenfolge den parallelen
Klassen zu, d.h. zunichst wird versucht, die Klasse mit dem niedrigsten Index zu bedie-
nen, so liefert die Resolution des Mesh-Connected Computer MCC2 die parallelen
Klassen:

PClyca ={(0,1),(2,3),(4,5),(6,7),(8,9),(10,11),(12,13),(14,15)}

PCccz = {(0,3),(1,2),(4,7),(5,6),(8,11),(9,10),(12,15),(13,14)}

PCica = {(0,4),(1,5),(2,6),(3,7),(8,12),(9,13),(10,14),(11,15)}

PCirca = {(0,12),(1,13),(2,14),(3,15),(4,8),(5,9),(6,10),(7,11)}

Beispielsweise kann der Block (1,2) nicht der Klasse PClc, zugeteilt werden, da das
Element 1 mit dem Block (0,1) bereits in dieser Klasse vorhanden ist, so daf} die
nichstmogliche Klasse genommen wird.

Die zu erzeugenden Teilstrukturen (vgl. Abb. 35 auf Seite 130) verfiigen iiber alle Kno-
ten der Ursprungsstruktur, jedoch nur iiber die Hilfte der Verbindungen. Leicht
verifiziert man, daBl die wegfallenden Verbindungen genau diejenigen sind, die durch die
Resolution des Versuchsplans (V,Z)ucc den parallelen Klassen PCc; und PClcc: zu-
geteilt worden sind. Die Konstruktion der vier Teilgitter aus den parallelen Klassen
PClca und PCicc erfolgt dhnlich wie im Fall des Hypercube, wenn auch etwas auf-
wendiger. Anhand der bestehenden Ordnung < werden die beiden gewonnenen paral-
lelen Klassen PChca und PCicc nun aufgespalten in je zwei partiell-parallele Klassen
PPClica, PPClce und PPCilcca, PPClicas, die jeweils die 4 , kleineren” und ,,groferen”
Elemente der jeweiligen parallelen Klasse umfassen. Zwei der vier zu generierenden
Teilgitter #4 und #? werden nun aus Blécken von PPClicc; und PPClicc; erzeugt; B¢
und 2P rekrutieren ihre Blocke aus den tibrigen beiden partiell-parallelen Klassen.
Wihrend PPClice nun abwechselnd je einen Block an $4 und 2°? zuteilt, gibt PPClicq
zunéchst zwei Blécke an £ und anschlieBend zwei Blocke an 2*. 2¢-und #? werden
analog aus den partiell-parallelen Klassen PPClicc; und PPClic; erzeugt. Alle Zutei-
lungen orientieren sich wie iiblich immer an der Ordnung < innerhalb der aufzuteilenden

Struktur.
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Damit ergibt sich

4 = {(0,1),(0,4),(1,5),(4,5)},

B = {(2’3)’(2!6)v(3’7)7(677)}9
2°={(8,9),(8,12),(9,13),(12,13)},
und die Partitionierung ist abgeschlossen.

Fiir die 1. Stufe der Partitionierung und den speziellen Fall n =4 kann zunéchst einmal
festgehalten werden:

Die Resolution des MCC2 der Stufe 4 liefert 4 parallele Klassen PClyca, PClca,
PCycay PClycca

Jede dieser parallelen Klassen enthlt definitionsgemif alle 16 Knoten der Gesamt-
struktur, d.h.: | PCyca| = | Vucal Vi<i<4

Jede dieser parallelen Klassen — dies ergibt sich aus dem vorherigen Punkt — besitzt
die gleiche Zahl von (disjunkten) Blocken, die gewissen Verbindungen im
Ursprungs-MCC2 entsprechen, représentiert also genau ein Viertel der Verbin-
dungen des zu partitionierenden Gitters.

Die parallelen Klassen PCice und PClcc, liefern die zu eliminierenden Verbin-
dungen.

Um einen MCC2 der Stufe 4 auf vier Substrukturen der Stufe 2 zurtickzufiihren, was
das Ziel des Partitionierungsvorhabens ist, werden daher mittels Resolution die
Blocke der parallelen Klassen PCice, und PClic; ausgesondert.

Die vier Teilgitter bestehen nun aus den Verbindungen, die in den beiden {ibrigen
parallelen Klassen enthalten sind.

Die Zuordnung der Verbindungen zu den vier Teilgittern geschieht wie folgt: Es er-
folgt zundchst eine Aufspaltung der beiden verbliebenen parallelen Klassen in
partiell-parallele Klassen entsprechend der partiellen Ordnung <. Die partiell-
parallelen Klassen mit Superscript il dienen zur Konstruktion der Teilstrukturen A
und B. Die Teilgitter C und D werden aus den ,,htheren” partiell-parallelen Klassen
gebildet. Hierbei weisen die Teilsysteme der parallelen Klasse PClc, abwechselnd
je einen Block den entsprechenden Teilgittern zu; die Teilsysteme der parallelen
Klasse PCicc; vergeben die Blocke in Gruppen von je zwei.

Weitere Bemerkungen:
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Im Gegensatz zum Hypercube ist die Zahl der parallelen Klassen, die durch die Re-
solution erzeugt werden, konstant und zwar gleich 4 (beim MCC2). Dies
korrespondiert zu den Wiederholungsfaktoren 7, der beiden Topologien.

Wie beim Hypercube bleiben alle Elemente des Versuchsplans der Gesamtstruktur
nach der Resolution erhalten, d.h. || PCycal = | Vimcal-

Wihrend beim Hypercube nur eine ¥h » parallelen Klassen ausgesondert wird, sind
dies beim MCC2 in der 1. Stufe der Partitionierung 2/n aller Verbindungen, fiir den
Fall n=4 also die Hilfte aller Verbindungen, die sich in zwei parallelen Klassen



wiederfinden. Die Partitionierung belastet daher den Mesh-Connected Computer im
Verhiltnis zum Cube-Connected Computer mit einem wesentlich héheren Verlust
an Redundanz und damit an Fehlertoleranz.

¢ Die lexikographische Ordnung des Mengensystems garantiert auch hier die Eindeu-
tigkeit der Zusammensetzung der parallelen Klassen. Ohne vorgenommene Ordnung
sind auch andere Klassenzuordnungen mdoglich. Auch ist eine systematische Be-
zeichnung der Knoten im Gesamtgitter notwendig; hier wird von dem in Kapitel 3
bei der Beschreibung des MCC2 verwendeten Schema ausgegangen.

* Benottigt man im Mehrprogrammbetrieb eines (massiv-)parallelen Rechners Teil-
strukturen unterschiedlicher Grofle, so ist es mdglich, wenn das aktuelle # gerade ist,
eine oder mehrere der vier aktuell gefundenen Substrukturen weiter zu
partitionieren, wihrend die anderen Teilstrukturen intakt beibehalten werden.

Die so basierend auf der Resolution von Versuchspldnen konstruierte Partitionierung
des MCC2 erweist sich als wesentlich komplexer als im Fall des Hypercube. Die Kom-
plexitit nimmt zu, wenn man vom speziellen Fall » = 4 auf den allgemeinen Fall iiber-
geht. Hinzu kommt, daB} bei dieser Vorgehensweise die 1. Stufe der Partitionierung ge-
sondert betrachtet werden muf, da die Auflenmaschen wegfallen. Daher wird nun eine
auf Restklassen (vgl. Anhang B) basierende Partitionierungsmethode vorgestellt, die
diese Nachteile vermeidet.

Beispiel 6.6

Untersucht wird erneut die Partitionierung des MCC2 der Stufe 4, dessen Versuchsplan
bereits in Beispiel 6.5 gegeben ist. Die Restklasseneinteilung der Menge Viuca liefert die
folgenden 4  Restklassen modulo 4: RC = {0,48,12) RG = {1,59,13}
RG = {2,6,10,14} RC, = {3,7,11,15}

Die auf ” <” basierende lineare Ordnung < erzeugt in V die Ordnung: (0,1,2, ..., 15). Dies
Uibertrigt sich auf die Restklassen und resultiert in der oben notierten Anordnung. Eine
Aufteilung der Restklassen in zwei Hélften unter Beachtung der Ordnung liefert:

RCl = (0,4), RCt = (8,12), RC} = (1,5), RG3 = (9,13), RC} = (2,6), RC3 = (10,14),
RC} = (3,7), RC3 = (11,15). Nun werden 4 Mengen X, ..., Xi gebildet vermoge:

X, = RCIURC=(0,14,5)

X, = RCIU RC1=(2,3,6,7)

X, = RGtU RC3=(8,9,12,13)

X. = RG U RCi=(10,11,14,15)

Zur Konstruktion der vier gewiinschten Partitionen R4, Rp, Rc und R) leitet man den
Versuchsplan (¥,8)axca nach folgenden Mengen ab:

Ry = (V,B)uca\(Xa U X U X9

R = (V,@ )Mca\(Xx U X U Xd)

Rc = (V,Q)Mca\(Xl Uk UkX)

Rp = (VB)uca\(Xi U X2 U Xi)

Die Partitionierung des MCC2 der Stufe 4 ist damit abgeschlossen.

Die Erweiterung auf den allgemeinen Fall mit gerader Ausbaustufe » fihrt zu Algorith-
mus 8.
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Algorithmus 8: Partitionierung eines MCC2 der Stufe n in 4 Teilgitter der Stufe n/2

1. Konstruiere den Versuchsplan (V, @)uce, der das zweidimensionale Gitter be-
schreibt

2. Zerlege Vyce in Restklassen modulo n. Es entstehen n Restklassen R,,..., R..

3. Fiihre die lineare Ordnung < in die Menge Vice und damit auch in die Restklassen
ein.

4. Teile jede Restklasse R, anhand der Ordnung < in eine ,obere” R} und ,untere”
Hilfte R? auf.

5. Konstruiere 4 Mengen X,,...,X; vermoége X, =
Xx=U RLX=U R I<

nf2<i<n njlgign

U R, Xx=U R,
i<nf2

1<i<nf2

6. Zur Konstruktion der vier gewiinschten Partitionen R4, Rz, Rc und R, leite den
Versuchsplan (V,2)xcc: nach folgenden Mengen ab:
R, = (V.2 )Mccz\(Xz UXsUZXd), Rs = (V.2 )Mcc:\(Xl UX:U Xd),
Re = (ViB)uca\(Xi U X2 U X), Ro = (V,B)uce\(Xi U X2 U X)

7. Die Partitionierung ist damit abgeschlossen.

Mit der Setzung N = v fiir die Knotenzahl liefert die Komplexitdtsanalyse von Algorith-
mus 8 folgende Ergebnisse: Die Versuchsplandarstellung wird kostenlos bereitgestellt.
Die Zerlegung in Restklassen benétigt O(N) Divisionsoperationen. Das Einfiihren der
linearen Ordnung < in die Menge V erfordert O(N log N) Sortieroperationen. Die Auf-
teilung in obere und untere Hilften geschieht durch Beachtung des Abspeicherungsmu-
sters kostenfrei. Die Konstruktion der 4 Mengen X, ..., X; erfordert 4 x n/2 = 2n Verei-
nigungsoperationen. Diese erfolgen mit dem Union-Find-Algorithmus mit
Pfadkompression [AHU,74] und benétigen dann insgesamt 2 x O(nG(n)) Operationen,
wobei G(n) fur praxisrelevante GroBenordnungen als <5 angenommen werden kann
[AHU,74]. Die erforderlichen 4 Ableitungen von Versuchsplinen, erfordern zunichst
noch einmal 8 Vereinigungsoperationen mit konstantem Aufwand. Zur eigentlichen
Ableitung missen alle Blocke angesehen werden, was 2N Operationen erfordert. Mit
dem Zusammenhang N = n? ergibt sich insgesamt die K omplexit:it:

O(N) + O(N'log N) + O(/N G(/N)) + O(1) + O(N) = O(N log N)

Bemerkungen:

® Durch die Ableitung von Versuchsplinen erfolgt die Herausnahme der entspre-
chenden Verbindungen stets korrekt; die erste Partitionsstufe, in der die

AuBenmaschen verloren gehen, muBl daher im Gegensatz zum Resolutionsverfahren
nicht gesondert behandelt werden.

e Ist die Stufenzahl eines entstandenen Subsystems wiederum gerade, so kann die
Partitionierung in diesem Subsystem fortgesetzt werden und bei gegebenem geraden
n sukzessive weiter bis das reduzierte System der Prozessoranforderung entspricht.
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6.2 Einbettung

6.2.1 Einbettung in Parallelrechnern mit statischem Verbindungsnetzwerk

In Kapitel 5 wurde gezeigt, dafl bestimmte parallele Algorithmen oder Klassen paralleler
Algorithmen zu bestimmten Topologien fiir Parallelrechner ideal korrespondieren.
Standardbeispiel ist hier die Abbildung einer Radix-2-FFT auf einen Cube-Connected
Computer oder auch die Abbildung der Klasse der Divide-and-Conquer-Algorithmen auf
Bindrbaumarchitekturen. In der Praxis tritt nun hiufig der Fall ein, daB fiir einen zu
implementierenden Algorithmus weder dessen ideale Zieltopologie noch ein rekonfigu-
rierbares verteiltes System zur Verfligung steht. In dieser Situation wire es dann vor-
teilhaft, wenn das Verbindungsnetzwerk des zur Verfugung stehenden Multiprozes-
sorrechners die ideale Zieltopologie nachbilden konnte. Somit wire dann die Zuordnung
der Module des Algorithmus zu den Prozessoren des Implementierungsrechners be-
stimmt und die optimale Kommunikationskomplexitit kénnte realisiert werden. Die
Fachliteratur bezeichnet diese Problemstellung auch als Einbettung (embedding) einer
Architektur A in eine Architektur B.

Hier soll im folgenden nur eine 1-1-Prozessorzuordnung beriicksichtigt werden, nicht je-
doch die Ersetzung mehrerer Prozessoren der gewiinschten Topologie durch einen (1)
Prozessor der einbettenden Topologie. Dies impliziert, dafl die Zahl der Prozessoren des
einbettenden Systems grofler oder gleich der Zahl der Prozessoren des einzubettenden
Systems sein mufl. Weiterhin soll unter Einbettung einer Struktur A in eine Struktur B
nur der Fall verstanden werden, bei der direkt verbundene Prozessoren der Struktur A
auf direkt verbundene Prozessoren der einbettenden Struktur B abgebildet werden. Fir
die Thematik dieser Arbeit reicht diese Vereinfachung aus, da nur prinzipielle Betrach-
tungen angestellt werden sollen. In der Literatur wird dariiber hinaus auch eine solche
Einbettung akzeptiert, bei der direkt verbundene Knoten des gewiinschten Rechners
durch nicht benachbarte Knoten des einbettenden Rechners ersetzt werden. Dabei wird
jedoch darauf geachtet, dafl der Abstand entsprechender Knoten relativ klein ist. Der
hierfur eingefiihrte Parameter ist die sogenannte Kommunikationsverzogerung (dilation).
Sie bezeichnet den in einem einbettenden Rechner bestehenden Maximalwert fur die
Distanz zweier Knoten (vgl. Kapitel 5), die im einzubettenden Rechner direkt verbunden
sind. Hitten beispielsweise Paare von Knoten, die im gewlinschten Rechner benachbart
sind, im einbettenden Rechner die jeweiligen Distanzen 1, 2 und 3, so wiirde man von

Kommunikationsverzdgerung 3 sprechen.

Weitere KenngroBen fur die Beurteilung der Giite einer Einbettung sind die Ausweitung
der Zahl der Prozessoren beim Ubergang auf das einbettende System. Dieser mit Ex-
pansion bezeichnete Parameter sollte moglichst gering ausfallen; diese Minimierung zielt
auf die Partitionierung eines Gesamtsystems in Teilsysteme gleicher Struktur fur den Fall
des Mehrprogrammbetriebs. Die Expansion wird bestimmt durch die Division der Zahl
der Prozessoren des einbettenden Rechners durch die Knotenzahl des einzubettenden
Rechners. Hat der tatséchlich genutzte Rechner, oder die davon erforderliche Partition,
die doppelte Zahl an Prozessoren-wie der eigentlich gewiinschte Rechner, so betrégt die
Expansion 2. NaturgemiB sind die Parameter Kommunikationsverzogerung und Ex-
pansion nicht unkorreliert. Die fiir die vorliegende Arbeit getroffene Restriktion auf
Kommunikationsverzégerung 1 kann unter Umstidnden eine grofiere Expansion erfor-
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derlich machen. Ein weiterer {iblicher Parameter ist der Lastfaktor [Wag,89]. Dieser er-
gibt sich aus dem Verhiltnis der Zahl der Verbindungen, bei kombinatorischer Sicht-
weise also der Zahl der Blocke, die der gewiinschte Rechner besitzt, und der Zahl der
Blocke, die fiir dessen Einbettung benotigt werden. Erzwingt man, wie hier angenom-
men, Kommunikationsverzogerung 1, also die Simulation benachbarter Knoten durch
benachbarte Knoten, so betrdgt auch der Lastfaktor konstant 1.

6.2.2 Einbettung durch Emulation kombinatorischer Versuchspline

Aus Griinden, die bereits in Abschnitt 6.1 erwdhnt wurden, ist der Hyperwirfel eine in-
teressante Architektur zur Einbettung anderer Topologien. Die Einbettung von Baumen,
maschenverbundenen Rechnern und Pyramiden in Hyperwiirfel wird von Monien und
Sudborough behandelt [M&S,88]. Wu, Wagner, Bier und Loe sowie Fang und Chen
beschrinken sich auf Bindrbdume ([Wu_,85], [Wag,89], [B&L,89], [F&C,91]).
Zweidimensionale Gitter werden von Chan und Chin [C&C,88], dreidimensionale von
Liu und Huang [L&H,91] in den Hypercube eingebettet; Ho und Johnsson lassen dar-
tber hinaus auch zyklisch iiber den Rand geschlossene Verbindungen zu [H&J,90a].
Krishnakumar, Hegde und Iyengar untersuchen die Einbettung der besonders in der
Bildverarbeitung wichtigen Struktur des quadtree [KHI,91]. Greenberg und Bhatt be-
trachten sowohl die Einbettung von Gittern als -auch von Bdumen in -den Hypercube,
wobei sie darauf abzielen, moglichst viele der vorhandenen Verbindungen zu nutzen
[G&B,91]. Zusiitzlich zu Gittern werden von Saad und Schultz [S&S,88] Ringe als
Einbettungsobjekte analysiert, die auch in der vorliegenden Arbeit neben sternférmig
verkniipfien Rechnern in den Hypercube eingebettet werden sollen.

6.2.2.1 Einbettung von ringformigen Rechnern in den Hypercube

Beispiel 6.7

Ein Ring der Stufe 4 wird durch folgenden Versuchsplan (V,%)pcc- 4 reprisentiert:
V={0,1,2,3}

2 = {(0,1),(1,2),(2,3),(3,0))

v=4b=4,r=2VxeV

Az={A(s): | S| =2, ScV} = {0,1}

Der kleinste Hyperwiirfel, der das erste Kriterium erfiillt, mindestens ebensoviele Knoten
zu besitzen wie die einzubettende Ringstruktur, ist der Hyperwiirfel der Dimension 2
mit ebenfalls 4 Knoten, den man als eine Art ,Quadrat* auffassen kann. Die
Einbettungsmoglichkeit in den Hypercube ist hier sofort einsichtig: Wihrend sich in der

graphischen Darstellung scheinbar unterschiedliche Formen ergeben, sind die Versuchs-
plidne beider Netzwerke identisch.
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Beispiel 6.8

Offensichtlich sind Ringe mit einer ungeraden Zahl von Knoten bei den vorgegebenen
Prémissen nicht zur Einbettung geeignet. Daher soll als nichstes ein Ring der Stufe 8
eingebettet werden. Dieser wird durch folgenden Versuchsplan (V,8)cc; spezifiziert:
V={0,1,2,3,4,5,6,7}

2 = {(0,1),(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(5,6),(6,7),(7,0)}

v=8b=28,rn=2VxeV

Ay={A(s):| S|=2,5c¥}={0,1}

Der einbettende Hypercube mufl mindestens 8 Knoten enthalten, um diesen Ring ein-
betten zu konnen. Der kleinste Hypercube, der dieser Anforderung geniigt, ist der CCC
der Dimension 3, der durch folgenden Versuchsplan (V,8)ccc- 3 reprisentiert wird.
V={0,1,2,3,4,5,6,7}

Z = {(0,1),(1,2),(2,3),(3,0),(0,7),(1,6),(2,5),(3,4),(4,5),(5,6),(6,7),(7,4)}
v=8,b=12,r,=3VxeV

Ay={A(s):1 S| =2,85¢V}={0,1}

Aus den Konstruktionsprinzipien eines Hypercube ist bekannt, daf}, wenn man die
Knotenadressen 0, ..., 7 in den Gray-Code iibertréigt, gerade diejenigen Prozessoren mit-
einander verbunden sind, die in genau einem Bit differieren. Wihit man nun die ersten
8 Code-Worte — der ausreichenden Linge 3 — aus, so sind dies: 000, 001, 011, 010, 110,
111, 101, 100 entsprechend den Ziffern 0,...,7. Diese Ziffern, die mit den Ringadressen
Ubereinstimmen, bilden also bereits eine Kette. Da sich, wie man sieht, auch die Adres-
sen 0 und 7 in nur einem Bit unterscheiden, kann die Kette zum Ring geschlossen werden
und die Einbettung ist abgeschlossen. Die Uibrigen vier im Hypercube verfiigbaren Ver-
bindungen werden nicht benéttigt. Beziiglich der Zahl der zur Einbettung notwendigen
Prozessoren ergibt sich fur diesen konkreten Fall eine optimale Einbettung; ein
8-Prozessor-System wurde in ein 8-Prozessor-System eingebettet. Dies ergibt den
bestmdglichen Expansionswert 1.

Beispiel 6.9

Es leuchtet unmittelbar ein, daB dies fur eine beliebige (gerade) Anzahl » von Knoten im
Ring nicht immer der Fall sein kann, da Hypercubes nur fir Prozessorzahlen existieren,
die Zweierpotenzen sind. Demnach kann die Einbettung eines Ringes mit 6 Knoten be-
stenfalls in einen Hypercube der Dimension 3, also mit 8 Prozessoren erfolgen. Fiir diese
tatsdchlich mogliche Einbettung betrégt die Expansion dann 4/3.

Fafit man einbettendes und einzubettendes Netzwerk als kombinatorische Versuchspléine
auf, so resultiert die Frage der Einbettungsmoglichkeit in der Uberpriifung der Tatsache,
ob alle Bldcke des zu emulierenden Versuchsplans im Emulator-Versuchsplan enthalten
sind. Hierbei ist eine Umbenennung der Knoten des Emulators mittels eines
Endomorphismus gestattet. Fiir das Beispiel der eben angesprochenen Emulation eines
Ringes mit 6 Prozessoren durch einen Hypercube der Dimension 3 kann man einen
Sechserring im Hypercube bilden mit den Knoten {0,1,2,5,6,7}. Dieser besteht aus den
Verbindungen {(0,1),(1,2),(2,5),(5,6),(6,7),(7,0)}. Um mit diesen Verbindungen des
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Hypercube den Ring nachbilden zu kénnen und eine Uberpritfung durch Vergleich der
kombinatorischen Versuchspline zu erméglichen, dient folgender Endomorphismus auf
den Knoten des Hypercube:

f: = {(00),(1+1),(22),(36),(47),(5->3),(6+4),(T—35)}

Nach Anwendung des Endomorphismus f hat das Mengensystem des Hypercube fol-
gende Gestalt:
QCCC—-B = {(Osl),(l)2):(276)!(6’0)!(095)’(1 )4)’(273),(657)!(773)1(3’4)’(475)?(5’7)}

Der verwendete Endomorphismus kann auch als Permutation der Menge Vecc angesehen
werden. Die Topologie des Hypercube bleibt hierbei erhalten, nur die dezimalen Kno-
tenadressen 4ndern sich. Dies kann man auch als virtuelle Adressierung zum Zwecke der
Emulation auffassen. Abb. 36 zeigt den Hypercube mit den virtuellen und realen
Adressen. Anhand der virtuellen Adressen ldt sich nun leicht der Verlauf des in den
Hypercube ecingebetteten Ringes (0-1-2-3-4-5) nachverfolgen. .

5(3)

2(2)

e ot o o ot 4

0(0) (1)

Abb. 36. Einbettung eines 6-Knoten-Ringes in einen Hypercube: Ziffern in Klammemn be-
zeichnen die virtuellen Adressen. Die durchgezogene Linie skizziert die zur
Einbettung verwendeten Verbindungen.

Leicht verifziert man, daB auch andere Positionen des Ringes im Hypercube moglich
sind. Dieser Tatbestand kann bei grofleren zur Verfiigung stehenden Emulatoren dafur

ausgenutzt werden, um mehrere Ringe, oder andere Topologien, gleichzeitig zu
emulieren.

Die Frage, ob ein bestimmtes Netzwerk A in ein bestimmtes Netzwerk B eingebettet
werden kann, kann man auch mit kombinatorischen Mitteln 16sen. Falls eine Permuta-
tion der Elemente des Versuchsplans des Emulators existiert, so daB der sich durch die
Permutation ergebende Versuchsplan (V,8) den Versuchsplan des einzubettenden Ver-
suchsplans emuliert (vgl. Anhang A) so ist die Einbettung moglich. Die Einbettung
statischer Netzwerke kann also auf die Emulation der zugehorigen Versuchspline
zuriickgefiihrt werden. Ein Versuchsplan (V,2); emuliert dabei einen Versuchsplan
(V,3)4 (strikt), wenn alle in &, enthaltenen Blécke auch in &, enthalten sind. Permu-
tationen der Menge Vj sind dabei zugelassen. Fa3t man Mengensysteme als Mengen und
Blocke als deren Elemente auf, so kann dieser Zusammenhang auch durch die Teilmen-
genbeziehung 2,2, charakterisiert werden.
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Auf das obige Beispiel der Einbettung des 6-Knoten-Ringes in den dreidimensionalen
Hypercube angewendet bedeutet dies:
IM: = {(0—0),(1—=1),(22),(3+-6),(4—T7),(5+3),(6—4),(T—5)}

Die hier angewendete Permutation Il entspricht dem 5-Zyklus (3 6 4 7 5). Leicht
verifiziert man, auch durch Betrachten der Abb. 36, dal} die Transposition (5 7) den
gleichen Zweck erfiillt hitte. Somit ergibt sich:

PBrec-6= {(0’1)!(1!2)1(2t3)!(334):(4v5)3(5’0)}

B cce-» = {(0,1),(1,2),(2,3),(3,0),(0,7),(1,6),(2,5),(3,4),(4,5),(5,6),(6,7),(7,4)}

B ccc-3 = {(0,1),(1,2),(2,6),(6,0),(0,5),(1,4),(2,3),(6,7),(7,3),(3,4),(4,5),(5, )}

Es gilt nun:

VBie Brec—_63Bj€ Bece—3 mit Bi=B; = (V,B)pcc—6S (V. B)cce -3

Eine Permutation IT bildet einen Versuchsplan stets auf einen dquivalenten Versuchsplan
ab:

(ViB)ccc-3 = M(ViB)cec-3) = (ViB)ecc-3 = (ViB)ccc -3

so daB} die Emulation {iber den Zwischenschritt der Permutation deutlich wird:

(ViB)ecc-3 % (ViB)ccc—3 A (ViBrec~6 S (ViB)ecc—3 = (ViBrec—6 S (ViB)cce -3
Die .Ausweitung auf den allgemeinen Fall fithrt zu folgendem

Lemma: In einem Hypercube der Dimension # sind Ringe mit gerader Knotenzahl
bis zu 2 emulierbar.

Beweis: Betrachte den Aufbau des Gray-Code (vgl. Anhang B): Der Ubergang vom
Gray-Code der Stufe n zum Gray-Code der Stufe »+ 1, und damit der
Ubergang von der Adressierung des n-dimensionalen Hypercube zur
Adressierung des » + l1-dimensionalen Hypercube, erfoigt durch eine Art

Spiegelung:
Don—1 %0
Stufe n : :
an - 1n—1 a4 - 1,0
an,n—l o oo
Oan ~1ln~1° an — 1,0
Stufe n+1

Ian— 1L,n—1 Ay~ 1,0

lagp 1 G
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Wird nun ein Ring mit gerader Knotenzahl 2N < 2"+! emuliert durch die
2N fortlaufenden Knotenadressen des Hypercube, A,, ..., 4y, von denen
sich jeweils N oberhalb (4,, ..., Ax), bzw. unterhalb (Ay., ..., A2v) der €in-
gezeichneten imaginiren Spiegelachse befinden, so ergibt sich folgendes:

¢ Da aufeinanderfolgende Zahlen im Gray-Code sich nur in je einem Bit
unterscheiden, unterscheiden sich die Zahlenpaare
(Al, Az),(Az, A3), "',(AN—ly An),(AN, AN+1); '--,(AZN—h Azn) nur in jeweils
einem Bit, d.h. die Knoten mit diesen Adressen sind im Hypercube di-
rekt verbunden.

¢ Da die Adresse A,y durch Spiegelung aus der Adresse 4, hervorge-
gangen ist, unterscheidet sich dieses Paar ebenfalls nur in einem Bit,
némlich dem am weitesten links befindlichen, die entsprechenden
Knoten haben also eine direkte Verbindung.

= Werden die Adressen 4;, 1 < i< 2N entsprechend dieser Vorschrift ge-
wihlt, dann liefert die Permutation IT mit I1(4)=i— 1 fir Ringe mit ge-
rader Knotenzahl bis zum Maximalwert 2N = 2"+! im Hypercube der Di-
mension n+ 1 virtuelle Adressen fur direkt verbundene Knoten in der
Form0, 1, ...,2N — 1, d.h. die entsprechenden Ringe sind emulierbar.
q.e.d.

Es kann also festgehalten werden:
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In einem Hypercube der Dimension » sind Ringe mit gerader Knotenzahl bis zu 2"
einbettbar.

Die Expansion betrdgt hierbei im giinstigsten Fall 1, im unginstigsten Fall
27271+ 2)

Basierend auf dem Aufbau des Gray-Code (vgl. Anhang B) sind im Hypercube der
Dimension »n + 1 Ringe bis zur Knotenzahl 2" in gleicher Weise emulierbar wie beim
Hypercube der Dimension . Dies geschieht durch Ubergang von Knotenadressen
der Form aig...a;,-, zZu Adressen der Form Oay...a;,_;. Da man im » + 1-dimensio-
nalen Hypercube auch die Adressen der Form la...a;,_, hitte wihlen kénnen, be-
stehen in der n+ l-dimensionalen Struktur doppelt so viele Moglichkeiten zur
Einbettung von Ringen bis zur Knotenzahl 2,

Aus der n-fachen Symmetrie des Hypercube ergibt sich die Konsequenz, daB zur
Einbettung der Ringe verschiedene Positionen denkbar sind. L4Bt man Adressen-
umbenennungen aufier Betracht, so sind in einem Hypercube der Dimension 3 vier
Positionierungen flr einen einzubettenden Ring der Grofe 8 moglich, fur einen
4-Knoten-Ring sind es sechs unterschiedliche Positionen.

Damit die hier geforderte durchlaufende Numerierung der Knoten im eingebetteten
Ring gewdhrleistet ist, muBl eventuell ein Automorphismus bzw. eine Permutation
auf der Knotenmenge des Hypercube erfolgen, um den Ring zu schliefen.



-+ Da auch eine identische Abbildung als Permutation aufgefaBt werden kann, kann
aus Griinden einer systematischen Vorgehensweise stets eine Permutation vorge-
nommen werden,

¢ In der praktischen Anwendung wird man im allgemeinen zuerst eine Partitionierung
des Hypercube-Gesamtsystems in Subcubes hinreichender Grofle durchfithren, um
die iibrigen Subcubes fiir weitere Anforderungen zur Verfligung zu haben.

Poplawski zeigt, da} fiir den Fall des Hypercube der T-Serie der Firma Floating Point
Systems, die hier genutzte Technik nicht anwendbar ist, da in diesem speziellen Rechner
bestimmte Verbindungen nicht gleichzeitig genutzt werden kénnen [Pop,88]. Unter Zu-
hilfenahme des konstruktiven Beweises fiir das Lemma resultiert die Vorgehensweise zur
kombinatorischen Einbettung in Algorithmus 9.

Algorithmus 9: Emulation von Ringen mit gerader Knotenzahl im Hypercube

1. Erzeuge den Versuchsplan des zu emulierenden Ringes (V,2)rcc Wie in Kapitel 3
beschrieben.

2. Sei ein Ring mit gerader Knotenzahl N gegeben; wihle den kleinsten Hypercube aus,
dessen Knotenzahl grofier oder gleich der Zahl der Knoten des Ringes ist, und
erzeuge dessen Versuchsplan (V,2)ccc.

3. Definiere eine Permutation I1 auf der Knotenmenge des Hypercube V¢ec nach dem
im Beweis beschriebenen Prinzip, so daf} sich ein Ring der gewiinschten Knotenzahl
schliefit.

(ViB)cce = T(V\B)ccc)
4. Die Permutation liefert virtuelle Adressen fiir die Knoten des Hypercube.

5. Der emulierte Ring kann jetzt im Hypercube durch Lokalisierung der virtuellen
Adressen 0, ..., n — 1 realisiert werden.

Panrd

((V8B)cece® (ViB)cce A (ViB)ece 2 (ViBree) = (ViB)ece R (ViBrec

6.2.2.2 Einbettung von sternformigen Rechnern in den Hypercube

Zieht man zur Beschreibung eines sternférmigen Rechners dessen kombinatorische Spe-
zifikation aus Kapitel 3 heran, so erkennt man, daf sich die Ausbaustufe des Star-
Connected Computer (STC) im Wiederholungsfaktor r. des Zentralknotens wiederfindet.
Andererseits ist der Wiederholungsfaktor 7, im Hypercube — fiir alle Knoten — gleich n,
so daB bereits aus dieser Tatsache deutlich wird, daf} zur Einbettung eines sternférmigen
Rechners der Stufe n, d.h. mit » Asten, ein Hypercube der Dimension » erforderlich ist.
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Beispiel 6.10

Gesucht ist eine Einbettung eines STC der Stufe 4 in einem minimal dimensionierten
Hypercube hinreichender GroBe. Ein STC der Stufe 4 wird spezifiziert durch folgenden
kombinatorischen Versuchsplan (V,8)src-«

v =1{0,1,2,3,4}

2 = {(0,1),(0,2),(0,3),(0,4)}

v=2>5,b=4, r, = 4 fiir das Zentrum, r, = 1 fur die peripheren Knoten

A= {As): | S|=2,5cV}={0,1}

Der notwendige Wiederholungsfaktor 4, wenn auch nur fir einen einzelnen Knoten, be-
dingt einen Hypercube der Dimension 4, also mit 16 Knoten. Dieser wird durch fol-
genden Versuchsplan beschrieben:

V={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15}

2 = {(0,15),(1,14),(2,13),(3,12),(4,11),(5,10),(6,9),(7,8),(0,7),(1,6),(2,5),(3,4),(8,15),(9,14),
(10,13),(11,12),(0,3),(1,2),(4,7)(5,6),(8,11),(9,10),(12,15),(13,14),0,1),(2,3),(4,5),(6,7),
(8,9),(10,11),(12,13),(14,15)}

v=16,b=32

rr=4VxeV

A= {As): | S|=2,ScV} = {0,1}

Der hohe Preis der notwendigen enormen Expansion 16/5 wird etwas relativiert durch
die Einfachheit der durchzufiilhrenden Permutation auf den Knoten des Emulators. Im
STC ist der 0.B.d.A. mit der Adresse 0 versehene Zentralknoten mit allen tibrigen Kno-
ten der Topologie verbunden. Der Knoten mit der Adresse 0 im Hypercube ist, wie auch
alle iibrigen Knoten innerhalb dieser Architektur, mit denjenigen Knoten verbunden,
deren Bindradresse sich in genau einem Bit unterscheidet, die also numerisch um eine
Zweierpotenz differieren. Die erforderliche Permutation mufl diese Kommunikations-
struktur auf die des Sterns abbilden.

Fir das konkrete Beispiel ergibt sich: IT |« 13745 = {(0—0),(1—1),(3—2),(7—3),(15—4)}
Dies kann zu einer Permutation auf V vervollstindigt werden, beispielsweise zu dem
5-Zyklus (2 15 4 7 3). Betrachtet man das Mengensystem P ...+ des Hypercube nach
Durchfiihrung der Permutation, so entstehen aus den Verbindungen {(0,3),(0,7),(0,15)}
die Verbindungen {(0,2),(0,3),(0,4)}. Die dariiber hinaus benétigte Verbindung (0,1) war
bereits im urspriinglichen Hypercube vorhanden und wird durch die Permutation in sich
selbst tiberfiihrt. Somit enthédlt der Hypercube alle notwendigen Verbindungen und die
Emulationsméglichkeit des sternformigen Rechners der Stufe 4 ist nachgewiesen.

Es gilt nun:

VBie Bsrc_43IBje Bece_ o mit Bi=B; = (V\B)src_s S ViB)ccc -4

Eine Permutation IT bildet einen Versuchsplan stets auf einen 4quivalenten Versuchsplan
ab:

s

(Vi®B)ccc—a = I(ViB)ccc—-a) = ViB)ecc~a = (ViB)cce -4
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so daB die Emulation iiber den Zwischenschritt der Permutation deutlich wird: .

(Vi@)ecc—a®(ViB)ecc—a N ViB)src—a S (ViB)ccc—a = (ViB)stc—a S ViB)ece—a

Es kann also festgehalten werden:

*

Zur Emulation eines sternfdrmigen Rechners mit » Asten ist ein Hypercube der Di-
mension » erforderlich.

Diese Erfordernis bedingt eine sehr grofle Expansion. Sie betrigt 2"/(n + 1).

Benotigt wird eine Permutation, die Adressen der Form 2/— 1 auf Adressen der
Form i abbildet.

Die Verbindung (0,1) bleibt durch die Permutation unverindert.

Dies fuhrt allgemein zu dem in Algorithmus 10 beschriebenen Vorgehen:

Algorithmus 10: Einbettung von sternformigen Rechnern im Hypercube

1.

Erzeuge den Versuchsplan des einzubettenden sternformigen Rechners.(V,2)src wie
in Kapitel 3 beschrieben.

Zur Einbettung eines Star-Connected Computer der Stufe » wird ein Hypercube der
Dimension » benétigt. Erzeuge dessen Versuchsplan (V,%)ccc.

Generiere eine Abbildung I1 vermoge folgender Vorschrift:
IT |lgaas,.. 2y = {2 = =i | i=1,..,n}. Ein solches IT kann stets zu einer Permuta-
tion vervollstéindigt werden.

(Vi®)cce = (V. B)ccc)
Die Permutation liefert virtuelle Adressen fuir die Knoten des Hypercube.

Der emulierte sternformige Rechner kann jetzt im Hypercube durch Lokalisierung
der Verbindungen (0,1),...,(0,n) realisiert werden.

((ViB)cce ® (ViB)ece A (ViB)ece R (ViB)sre) = (ViB)ece 2 (ViB)sre

Weitere Bemerkungen:

In einem Hypercube der Dimension n konnen simultan zwei Star-Connected
Computer der Stufe n konfliktfrei emuliert werden. Hierbei ist die Position des ersten
STC — bezogen auf dessen Zentralknoten — unter den 2" Knoten des Hypercube frei
wiéhlbar.

Im Hypercube der Dimension 3 muf der Zentralknoten des zweiten zu emulierenden
STC dann den Platz an dem (einzigen) Knoten einnehmen, dessen Entfernung zum
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Zentralknoten des ersten STC genau 3 betréigt; beide Zentralknoten besitzen also
maximale Distanz (vgl. Abb. 37).

Die notwendige Dimension des emulierenden Hypercube kann man unter Beriick-
sichtigung der Ergebnisse aus dem vorherigen Abschnitt betreffend die
Partitionierung auch daraus ableiten, daB ein Star-Connected Computer nicht in
parallele Klassen zerlegbar ist, sondern nur aufteilbar in partiell-parallele Klassen,
deren, fur Stufe n, n bendtigt werden.

Die Emulation ¢-nérer Bidume kann man, beginnend mit Héhe 1, auf die Emulation
sternformiger Rechner der Stufe ¢ zuriickfiihren.

Abb. 37. Einbettung von zwei STC-3 in einen Hypercube: Die Adressen A0, ..., A3 be-

zeichnen die zur Einbettung des einen, die Adressen B0, ..., B3 die zur Einbettung
des anderen STC-3 verwendeten Knoten des Hypercube. Die durchgezogenen Li-
nien skizzieren die zur Einbettung verwendeten Verbindungen.
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7 Entwicklung kombinatorisch motivierter Routing-Verfahren
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7.1 Routing in Multiprozessorrechnern mit verteiltem Speicher

Die Féhigkeit. eines universellen Parallelrechners, den inh4renten Parallelismus eines be-
liebigen Problems vollstindig zu nutzen, kann auch heute noch, nach mehr als zwei
Jahrzehnten der Forschung liber Parallelverarbeitung, als ein ideales Ziel angesehen
werden, das es nach wie vor zu erreichen gilt. Valiant und Brebner, die diese Feststellung
bereits 1981 trafen [V&B,81], sehen hierbei das parallele Routing als das Kernproblem
an, da es bei effizienter Ausfihrung einem realen Parallelrechner erméoglichen wiirde,
einen idealen Parallelrechner mit vertretbarem Aufwand zu simulieren.

Gegenstand der Untersuchungen sind daher nun parallele Routing-Verfahren, deren
zentrale Bedeutung flir das massiv-parallele Rechnen hiufig betont wird ([M&C,86],
[KRT,88]). Fiir die immer wieder geforderte Skalierbarkeit als wichtigste Eigenschaft
zukiinftiger Parallelrechner postuliert Valiant [Val,90a], daB die Kommunikationslei-
stungen in stirkerem Mafle wachsen miissen als die Rechenleistungen. Upfal und
Wigderson [U&W,84] beschreiben einen Extremfall von Kommunikationsanforde-
rungen in einem verteilten Rechner mit p Prozessoren, der dazu fithrt, da selbst bei
vollstindiger Verbindungsstruktur (vgl. Kapitel 3) und voller Parallelisierbarkeit des
Problems kein Speedup (> 1) erzielt wird. Als Hauptschwierigkeit erweist sich hierbei
weniger die technische Realisierung einer ausreichenden Bandbreite als vielmehr die
Entstehung von Engpissen durch lokale Konzentration von Nachrichten, wodurch er-
hohter Zeitbedarf verursacht wird; mit anderen Worten: die verfligbare Bandbreite wird
im allgemeinen nur zu einem sehr geringen Prozentsatz ausgenutzt. Bevor MaBnahmen
zur Abhilfe von Kommunikationsengpéssen in Netzwerken iiberlegt werden, sollten da-
her zunichst die auftretenden Muster bei Uberlastungssituationen des Netzwerks ana-
lysiert werden. An dieser Stelle setzen die Untersuchungen in dieser Arbeit an, mit Hilfe
kombinatorischer Versuchsplidne und der ihnen eigenen Balance eine Lastbalance auf
Verbindungsnetzwerken zu erreichen, so daf auf diesem Wege Komplexititsverbesse-
rungen fir das Routing auf der betreffenden Architektur erzielt werden.

7.1.1 Deterministisches Routing in statischen Verbindungsnetzwerken

Fiir die hier vorzunehmenden Untersuchungen sind die verwendeten Rechner auf ver-
teilte Rechner mit ausschlieBlich lokalem Speicher eingeschrinkt worden. Diese Spei-
chersituation bzw. ~distribution bringt es gleichzeitig mit sich, daf} die Kommunikation
zweier Prozessoren in einem der hier betrachteten Systeme nur mittels Message Passing
erfolgen kann, da kein gemeinsamer Speicher, das Kommunikationsmittel stark-
gekoppelter Systeme, zur Verfligung steht. Message Passing bedeutet die Versendung
von Nachrichten tiber Wege in Netzwerken, die aus einer Kette direkt miteinander ver-
bundener Prozessoren und diesen Verbindungen selbst bestehen. Eine Nachricht muf3
daher neben dem eigentlichen Inhalt der Nachricht auch die Zieladresse stéindig mit sich
fuhren, damit das Weitersenden in den Zwischenstationen korrekt fortgefithrt werden
kann. Fiir das eventuelle Auftreten von Fehlern und die Meldung derselben oder eine
Ankunfisbestitigung des Zielknotens ist es ratsam, auch die Startadresse mitzufiihren.
Dariiber hinaus kann es aus Griinden von Aufwandsabschdtzungen und Balancierung
der Lasten auf den verschiedenen Ubertragungswegen sinnvoll sein, die GroBe einer
Nachricht ebenfalls zusétzlich als Teil der Gesamtnachricht aufzunehmen. Dieser Para-
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meter ermdglicht dann auch Zwischenkontrollen betreffend teilweiser Verluste von
Nachrichten.

Da aus den in Kapitel 5 angefiihrten Griinden normalerweise nicht zwischen allen Kno-

-ten eines verteilten Systems eine direkte Verbindung besteht, muf} eine Nachricht in der
Regel iiber mehrere Zwischenstationen, also andere Prozessoren, laufen. Mit dem Begriff
Routing wird die Bestimmung solcher, fir die Versendung von Nachrichten notwendigen,
Wege zwischen verschiedenen Prozessoren eines verteilten Rechners bezeichnet. Der
Weg von einem Startknoten s zu einem Zielknoten d wird im allgemeinen beschrieben
durch die Netzwerkknoten, die auf diesem Weg durchlaufen werden. Fiir den speziellen
Fall eines Hypercube-Rechners, in dem die als Binidrzahlen aufzufassenden Adressen
verbundener Knoten sich in genau einem Bit unterscheiden, besteht ein solcher Weg
folglich aus entsprechenden Bindrzahlen, wobei die Gesamtweglinge deshalb bereits a
priori durch den Hamming-Abstand [Ham,87] von Start- und Zieladresse gegeben ist.
Wie in diesem Fall kann man die jeweilige Vorgehensweise im allgemeinen formalisieren
und in Form eines Routing-Schemas oder Routing-Algorithmus formulieren.

Effizientes Routing ist vor allem auch deshalb von grofier Wichtigkeit, weil einerseits das
Verhiltnis von Kommunikationsleistung relativ zur Rechenleistung bei heutigen Rech-
nern noch zu gering ist, andererseits aber die Ergebnisse von Gentleman [Gen,78] be-
legen, daBl eine Reduktion der Berechnungskomplexitit unter die Kommunikations-
komplexitdt die Gesamtkomplexitdt nicht verbessert. Neben den bereits in Kapitel 3 zu
findenden KenngréBen fur die Bewertung oder Charakterisierung von Netzwerken ist
auch die Einfachheit der Routing-Operationen von entscheidender Bedeutung fur die
Beurteilung einer bestimmten Topologie hinsichtlich ihrer Eignung als Form eines ver-
teilten Rechners [R6d,917.

In Anlehnung an die Terminologie von Pippenger [Pip,84] erfolgt zunichst eine defi-
nierende Zusammenfassung der im folgenden notwendigen Fachtermini des Routing.
Zwischen verschiedenen Prozessoren (Knoten) eines Netzwerks kénnen Nachrichten
versendet werden, die aus einem oder mehreren Paketen bestehen kénnen. Derjenige
Prozessor, der die Nachricht aussendet, wird als Startknoten, der Prozessor, der die
Nachricht empfangen soll, wird als Zielknoten der Nachricht bezeichnet. Das Kommu-
nikationsproblem besteht nun darin, alle Pakete in moglichst wenigen Zeiteinheiten von
ihren Startknoten zu ihren Zielknoten zu bringen unter der Nebenbedingung, daB jede
Verbindung in einer Zeiteinheit nur von einem Paket benutzt werden kann. Als Permu-
tation wird der Spezialfall des Kommunikationsproblems bezeichnet, bei dem (jede
Nachricht aus genau einem Paket besteht und) in einem System mit N Knoten N Pakete
versendet werden, die jeweils unterschiedliche Start- und Zielknoten haben. Werden
nicht alle Knoten belegt, ist die Zahl der Pakete also kleiner als N, so spricht man von
einer partiellen Permutation. Dieser Fall wird von Valiant und Brebner [V&B,81] ver-
allgemeinert zur partiellen k-Relation, die gestattet, daB sich bis zu 4 Knoten einen Start-
bzw. Zielknoten teilen. Der Transport der Pakete, zur Losung des Kommunikations-
problems, geschieht in Abhéngigkeit bestimmter Regeln, die sowohl deterministischer als
auch zufilliger Art sein kdnnen und in einem Routing-Verfahren zusammengefait wer-

den. Die Anwendung dieser Regeln 148t jedes Paket einem bestimmten Pfad von seinem
Startknoten zu seinem Zielknoten folgen.
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Ein Kommunikationsschema besteht aus einem festgelegten statischen Verbindungs-
netzwerk sowie einem zugehorigen Routing-Verfahren, das in der Lage ist, beliebige
Kommunikation zwischen Paaren von Knoten des Netzwerks zu etablieren. Ein Kom-
munikationsschema heift lokal (oblivious, vergeBilich), wenn der Pfad einesjeden Paketes
nur von dessen eigenen Start- und Zielknoten abhingt, nicht jedoch von denen anderer
Pakete. Als Komplexitiit (delay, Verzogerung) wird die Zahl der Zeiteinheiten bezeichnet,
die maximal bendtigt werden, um alle Pakete von ihren Startknoten zu ihren Zielknoten
zu bringen. Mit Population wird die Zahl der Pakete bezeichnet, die sich zu einem Zeit-
punkt in einem Knoten aufhalten, der Begriff Stauung (congestion) bezieht sich auf die
Zahl der Pakete, die sich in einer Warteschlange befinden. Borodin und Hopcroft wiesen
nach, daf} ein deterministisches, lokales Kommunikationsschema fiir gewisse Permu-
tationen mindestens die Komplexitit Q(N'?) erfordert [B&H,82]. Stout und Wagar
[S&W,90] beschreiben Techniken, die sowohl die Transferzeiten als auch das Verkehrs-
aufkommen reduzieren konnen. Hierzu gehoren Pipelining, parallele Wege und
verdnderliche Paketgrofie. Auf grobem Abstraktionsniveau kann man zwischen fol-
genden Routing-Verfahren unterscheiden [RLS,887:

e starres Routing

¢ flexibles Routing
= zentralisiertes flexibles Routing
— verteiltes flexibles Routing

Wihrend bei starrem Routing (fixed-path routing) der einmal festgelegte Weg fiir die
Ubertragung einer Nachricht von einem Startknoten zu einem Zielknoten, wenn man
Uberhaupt Auswahlmoéglichkeiten hat, nicht mehr veréndert wird, kann man durch fle-
xibles Routing, das auch als adaptives Routing bezeichnet wird, in jedem Zwischenknoten
wihlen, welche von den vorhandenen (Rest-) Routen zum Ziel die geeigneste ist. Die
Kriterien, die fiir diese Auswahl herangezogen werden, beschreiben im allgemeinen den
Zustand des Gesamtsystems, der sich durch Parameter wie Verkehrsaufkommen, Last-
verteilung und Nutzung der Bandbreite beschreiben 143t. Wihrend bei zentralisisiertem
flexiblem Routing die Situation zentral bewertet wird und allen notwendigen Knoten
mitgeteilt wird, entscheidet bei verteiltem flexiblem Routing der aktuell betroffene Zwi-
schenknoten nur aufgrund seiner lokal bei ihm vorhandenen Informationen. Der Auf-
wand sowohl an Speicherplatz als auch an zusétzlicher Kommunikation ist bei zentrali-
sierter Vorgehensweise erheblich grofer.

Zu den Kriterien, die die Entscheidung fur die Auswahl des nédchsten Routing-Teilstiicks
unterstiitzen konnen, zihlt beispielsweise auch der Fiillungsgrad der Warteschlangen fur
die betreffenden Verbindungen. Wihlt man lokal diejenige Verbindung aus, deren War-
teschlange mit der geringsten Zahl von Nachrichten belegt ist, so spricht man von
shortest queue routing. NRCC-Routing ist ein zentralisiertes Verfahren, welches in festen
Zeitabstinden die Netzwerkknoten mit Ranglisten tiber die geeignetsten Pfade versorgt.
Delta-Routing und hybrid weighted routing sind Mischverfahren, die sich durch Kombi-
nation der NRCC- und shortest-queue-Verfahren ergeben [K&R,88].

Eine weitere, zuniichst irrational erscheinende Moglichkeit des Routing besteht darin, in
einer ersten Phase fur die einzelnen Nachrichten beliebige Knoten als Zwischenziele zu-
fillig auszuwihlen, wodurch im Mittel eine gleichméBige Verteilung iiber das System
erreicht wird, und in der zweiten Phase das eigentliche Ziel mit den Mitteln des adaptiven
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Routing anzusteuern. Man mag nach dem Sinn der Phase I fragen, welche ja unte.r
Umstéinden die doppelte Pfadléinge fir bestimmte Routen erfordert. Fir Netzw-erke @t
einer geringen Zahl von Prozessoren bedeutet die Hinzunahme von Phase I 51cher11f:h
erhdhten Aufwand, fiir die hier interessierenden massiv-parallelen Systeme kdnnen je-
doch Komplexititsverbesserungen erzielt werden. Diese als randomized routing bekannte
Verfahren werden im néchsten Abschnitt genauer analysiert.

7.1.2 Nichtdeterministisches Routing

Die Zufallstechnik hat seit ihrer Einfiihrung in die Informatik durch Rabin, Solovay und
Strassen ([Rab,76], [S&S,77]) vielfache Anwendung sowohl im Entwurf sequentieller
als auch paralleler Algorithmen gefunden. Seit Anfang der achtziger Jahre sind auch
Anwendungsmoglichkeiten im Routing bekannt [Val,82a]. Belege fiir die Wichtigkeit
von Zufallsverfahren und ihre erhebliche und noch wachsende Bedeutung im Bereich
Parallelverarbeitung findet man bei Leighton [Lei,90]. Beziiglich der bisherigen Beurtei-
lung der Komplexitit von Standardkommunikationsaufgaben verweist er darauf, daf}
man aus der relativ kleinen Zahl von worst-case-Féllen und der relativ kleinen Zahl von
Standard-Routing-Situationen bezogen auf die Gesamtheit aller moglichen Routing-
Aufgaben falsche SchluBifolgerungen zog, die Komplexititen daher zu niedrig ansetzte,
da die Standard-Routing-Situationen nahezu alle in den worst-case-Bereich fallen. Die
Abhilfe besteht hier darin, eine ungiinstige Routing-Aufgabe bzw. Permutation, z.B. fur
die Matrixinversion, durch die Komposition zweier zufilliger Permutationen zu ersetzen,
um so die Zahl der Konflikte im Verbindungsnetzwerk des Parallelrechners erheblich zu
reduzieren [Lei,92b]. Zum Zeitpunkt der ersten Arbeiten von Valiant, mul man die
Methode der Zufalls-Routing-Verfahren eher als eine Technik sehen, um die Komplexi-
tét einer Permutation analytisch auf O( log N) zu reduzieren [Val,83], als daB die Vor-
stellung gegeben war, man kénne mit Zufallsverfahren in der Praxis tatséchlich Vorteile
gegeniiber determiinistischen Verfahren erreichen. Dies wird hier gefolgert aus dem
Faktum, daB die von Leighton gefithrte Argumentation in den frithen Arbeiten von
Valiant an keiner Stelle zu finden ist.

Durch unbalancierte Auslastung der Verbindungen zwischen den Prozessoren eines
massiv-parallelen Rechners kann es zu starken Einbriichen in der Leistung des Kom-
munikationssystems eines solchen Rechners kommen [H&J,86]. Derartige Situationen
treten in der Praxis recht hiufig auf [G&&,83], so daB MaBnahmen zur Abhilfe dringend
vonndten sind. Mit Hilfe der Methode des sogenannten randomized routing wird ver-
sucht, eine gleichmiflige Verteilung der Last tiber das gesamte Verbindungssystem zu
erreichen. Valiant gelang es erstmals, den Aufwand zur Durchfiihrung einer Permuta-
tion, auf einem Hypercube, mit Hilfe von Zufallstechniken von O(log?N) auf O(log N)
zu reduzieren [Val,82a]. Zwar existieren (dynamische) Netzwerke, wie das Clos-
Netzwerk [Clo,53] oder das Benes-Netzwerk [Ben,65], die aufgrund der Zahl ihrer Stu-
fen die Realisierung einer Permutation in Komplexitit O( log N) gestatten; der Aufwand
zu ihrer Initialisierung betrigt jedoch glinstigstenfalls O(log2N), so daB dies als die be-
stimmende Funktion fir die Realisierung der Kommunikation angesehen werden muf
[Ale,82]. Gleiches gilt fir Batcher-Netzwerke [Bat,68]. Da Valiants Verfahren, Verfah-
ren V, sowohl den Ausgangspunkt fir die gesamte Entwicklung der parallelen Zufalls-
Routing-Verfahren darstellt, als auch die Grundlage fiir die hier zu entwickelnden Ver-
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fahren bildet, soll es exemplarisch etwas detaillierter erlidutert werden, wobei das in
Abb. 38 auf Seite 153 beschriebene Kommunikationsmodell gilt.

Verfahren V (Verfahren von Valiant)

Der Algorithmus besteht aus zwei getrennt ablaufenden Phasen; in Phase I wird jede
Nachricht an ein zufilliges Ziel, d.h. an jeweils einen zufélligen (Zwischen-)Knoten, ge-
sendet und in Phase II erfolgt die Weitersendung von den zufilligen Zwischenknoten zu
den Zielknoten,

1. In Phase I wihit jedes Paket in jeder Zeiteinheit eine Kommunikationsrichtung
(AdreBdimension) zufillig aus und bewegt sich mit Wahrscheinlichkeit 0,5 entlang
dieser Verbindung. Eine Richtung kann fir die gesamte Phase I nur einmal ausge-
wihlt werden. Falls eine Nachricht sich dafiir entscheidet, in eine bestimmte Rich-
tung weiter zu laufen, reiht sie sich in die entsprechende Warteschlange im aktuellen

Knoten ein.

2. In Phase II geschieht technisch dasselbe, nur wird jetzt deterministisch der kiirzeste
Pfad von dem in Phase I zufillig angesteuerten Zwischenknoten zum eigentlichen
Zielknoten beschritten. Wihlt eine Nachricht in Phase 11 eine bestimmte Richtung
aus, so wird diese Verbindung — im Gegensatz zu Phase I — tatséchlich immer be-

nutzt.

Jedem Nachrichtenpaket p ist eine Menge U,={1,...,n} mit n=log,N zugeordnet. In
Phase I enthilt U, diejenigen Richtungen, die noch nicht betrachtet, und damit insbe-
sondere auch nicht benutzt, worden sind. In Phase II enthélt U, diejenigen Richtungen,
die noch benutzt werden miissen, um an den Zielknoten zu gelangen. Jede Phase ist
folglich beendet, wenn die Mengen U, fur alle Pakete p leer sind.

Valiant hat gezeigt, daB dieses zufillige, lokale Verfahren flir jede Parameterkombination
aus den in Abschnitt 7.2 genannten Modellen, Prioritédten und zufilligen Kommunika-
tionsaufgaben (Permutation, Relation) mit groBer Wahrscheinlichkeit nach O(log N)
Kommunikationsschritten abgeschlossen ist. Das Verfahren kann verteilt implementiert
werden, wenn in der ersten Phase die Menge der gewéhlten Dimensionen pro Paket
mitlibertragen wird. Nach Valiant eignet sich das Verfahren besonders, wenn gleichzeitig
alle Knoten des Rechnersystems kommunizieren oder das Kommunikationsaufkommen
ungleichmiBig und nicht vorhersehbar ist. Experimentelle Ergebnisse bestitigen die
theoretische, stochastische Analyse des Verfahrens sowohl in zeitlicher Hinsicht als auch
im Hinblick auf Stauung [Val,80]. Die Optimalitit des Verfahrens, hinsichtlich der
K omplexitéitsordnung, wurde von Valiant nachgewiesen; er zeigte dariiber hinaus, dafB
unter gewissen Umstdnden die Linge der Pfade nahezu dem doppelten Durchmesser
entsprechen kann, wenn eine moglichst glinstige Komplexitét erre?cht werden soll
[Val,83]. Da-die Phasen I und-1I getrennt behandelt werden konnen, ist-Phase .I una}b-
héingig von den Zielknoten und Phase IT unabhéngig von den Startknoten. Damit ergibt
sich fiir das Gesamtverfahren nach Valiant die Unabhéngigkeit des Laufzeitverhaltens
von der jeweils zu realisierenden Permutation oder Relation [Val,90a]. Daher kann das
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probabilistische Verhalten jeder Phase durch Simulation mit einer beliebigen Permuta-
tion, insbesondere auch der Identitiit, bestimmt werden. Diese als Uberpriifbarkeit
(testability) bezeichnete Eigenschaft ist unabhingig vom jeweiligen Arbeitsmodus der
Warteschlangen.

Weitere wichtige Verfahren aus dem Bereich des Randomized Routing, fur den Leighton
eine gute Zusammenstellung liefert [Lei,92a], sollen nun im Gesamtkontext besprochen
werden, wobei es an dieser Stelle sinnvoll ist, auch Verfahren fur dynamische Netzwerke
zu beriicksichtigen. Valiant und Brebner [V&B,81] wendeten die nichtdeterministische
Routing-Technik auf den d-way-shuffle-graph an. Hierbei ergaben sich Kommunika-
tionsschemata mit Komplexitdt O(log N) und Grad O(log N/ log?N). Dariiber hinaus
postulierten sie die Existenz von Schemata mit Komplexitit O(log N) und Grad O(1).
Dies wurde unabhingig von Aleliunas [Ale,82] fur die gleiche Topologie und Upfal
[Upf,84] fur den d-way-digit-exchange-graph bestitigt. Pippenger [Pip,84] wies die Exi-
stenz eines parallelen Kommunikationsschemas fiir den d-way-digit-exchange-graph
nach, das bei Stauung O(1) mit hoher Wahrscheinlichkeit Komplexitit O(log N) hat.
Pippengers Verfahren besitzt jedoch nicht die Verifikationseigenschaft, da der Zeitauf-
wand von der jeweiligen Kommunikationsaufgabe abhéngig ist. Ebenso wie Valiant ar-
beiten Aleliunas und Upfal mit zwei Phasen und einem lokalen Verfahren. Eine wichtige
KenngroBe der zu untersuchenden Algorithmen ist die maximale Linge der Warte-
schlange in jedem Knoten; fiir die Routing-Verfahren von Valiant und Upfal betrégt
diese O( log N), im Verfahren von Pippenger hingegen O(1). Auch fur das Verfahren von
Rabin [Rab,897 -sind Warteschlangen konstanter Linge ausreichend. Dieses als IDA
(information dispersal algorithm) bezeichnete Verfahren besitzt dariiber hinaus durch
Einfihrung von Redundanz Fehlertoleranzeigenschaften. Aiello et al. entwickeln ein
Zufalls-Routing-Verfahren fiir den Hypercube und zeigen, daBl die asymptotisch opti-
male Komplexitidt O(log N) adaptives Vorgehen erzwingt [A&&,91]. Rajasekaran und
Tsantilas [R&T,87] liefern einen  Zufalls-Routing-Algorithmus fiir einen
maschenverbundenen Rechner. Dieser leistet das Routing von N? Paketen in einem
(Nx N)-MCC ohne zyklische Randverbindungen mit hoher Wahrscheinlichkeit in
2N 4+ O(log N) Schritten. Aufgrund der maximal moglichen Entfernung zweier Knoten
in einer solchen Topologie ist das Verfahren als optimal anzusehen. Mitra und Cieslak
((M&C,86], [M&C,87]) arbeiten mit einem erweiterten Omega-Netzwerk, das man er-
hilt, indem ein gewohnliches Omega-Netzwerk [Law,75] fiir N = 2" Prozessoren, also
mit # Stufen, mit einem Verteilungssnetzwerk (scattering-network) aus r Stufen zufillig
arbeitender Schaltelemente gekoppelt wird, wobei sich r zwischen 1 und n— 1 bewegen
kann. Szymanski und Fang betrachten sogenannte Aypermeshes, die auf Kreuzschienen-
verteilern basieren, sowie erweiterte Banyan-Netzwerke als Zieltopologien zur Imple-
mentierung von Zufalls-Routing-Verfahren ([Szy,91], [S&F,91]). Das Zufallsverfahren
von Greenberg und Leiserson [G&L,85] ist fir die Topologie des far-tree konzipiert (vgl.
Abschnitt 3.4.3). Im Gegensatz zum Verfahren von Valiant bestimmt der Zufall nicht,
welche von den verschiedenen moéglichen Richtungen bzw. Verbindungen eine Nachricht
zu einem bestimmten Zeitpunkt wihlt, sondern ob die Nachricht gesendet wird. Mit der
Integration des fat-tree und dem darauf basierenden Zufalls-Routing-Verfahren von
Greenberg und Leiserson in das Verbindungsnetzwerk der Connection Machine CM-5
[Lei,92c] ist erstmals ein Zufallsverfahren fir das Routing zum Bestandteil eines kom-
merziellen Produktes geworden.
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7.2 Analysehilfsmittel

7.2.1 Konzeption des Simulators und MeBumgebung

Anstelle eines stochastischen Beweises wird auf eine Simulation zuriickgegriffen, da es
offensichtlich nicht zu erwarten ist, wie in Abschnitt 7.1 ausgefiihrt, daB man die Kom-
plexitdtsordnung O(log N) zur Durchfithrung einer Permutation reduzieren kann. Fiir
praktische Belange kann jedoch auch eine Beschleunigung um wenige Prozent wertvoll
sein, sei es, daB man die hohe Zahl der insgesamt durchzufiihrenden Sendeoperationen
betrachtet oder Echtzeitbedingungen unterstellt. Daher sind hier — im Gegensatz zu den
in den anderen Kapiteln untersuchten Bereichen — auch die Multiplikationsfaktoren in-
nerhalb einer Komplexititsklasse von Interesse, die durch einen stochastischen Beweis
wie bei Valiant [Val,82a] nur sehr schwierig und nicht hinreichend exakt bestimmt wer-
den konnen [FCS,91].

Um die zu entwickelnden Routing-Verfahren geeignet mit Referenzverfahren vergleichen
zu konnen, wurde ein Simulationsprogramm in der Sprache C entworfen. Anstelle eines
moglicherweise anderweitig verfligbaren Simulators wurde ein eigenes Analysewerkzeug
entwickelt, um zum einen das Kommunikationsmodell demjenigen von Valiant anzu-
passen — da dieses Verfahren fiir den Schwerpunktbereich der zufélligen Verfahren das
Hauptreferenzverfahren darstellt — und zum anderen um, falls eine weitere Verfeinerung
der Analyse notwendig werden sollte, durch Erweiterung des Programms um neue Ana-
lysekriterien flexibel reagieren zu kdnnen. In Abb. 38 sind die Annahmen des dem ent-
wickelten Simulator zugrundeliegenden Kommunikationsmodells zusammengefafit.

1. Jede Nachricht besteht aus genau 1 Datenpaket und alle Datenpakete haben
identische Grofle.

2. Die Ubertragung der Daten ist fehlerfrei.

3. Es gilt das store-and-forward-Modell, d.h. ein Paket kann von einem Knoten
erst dann weiterverwendet werden, wenn es vollsténdig libertragen wurde.

4. Das Versenden der Pakete erfolgt in synchronen, diskreten Schritten.

5. Es gilt Vollduplexbetrieb, d.h. eine Verbindung darf zu einer Zeit in jeder der
beiden Richtungen von maximal einem Paket genutzt werden.

6. Die Verwaltungsarbeit in den Knoten erfolgt kostenfrei.

7. Die Ubertragungszeit ist fiir alle Pakete konstant und unabhéngig von der Zahl
der insgesamt zu Ubertragenden Pakete und der benutzten Verbindungen.

8. Die Startzeit wird vernachlissigt und die Ubertragungszeit eines Paketes wird fiir
direkt verbundene Knoten auf 1 ZE (Zeiteinheit) gesetzt.

Abb. 38. Annahmen des Kommunikationsmodells
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Die Ubernahme des Kommunikationsmodells von Valiant aus den obigen Griinden er-
zwingt auch die Festlegung auf die Topologie des Hypercube, welche jedoch sehr
konform zur Schwerpunktbildung in den bisherigen Kapiteln ist. Neben der Festlegung
auf den Hypercube wurde auch die Valiantsche Anordnung tibernommen, in jedem Ex-
periment genau N Pakete auszusenden, wenn ein Hypercube mit N = 2" Knoten ver-
wendet wird. Diese Zahl », die also dem Logarithmus dualis sowohl der Anzahl der
Prozessoren des Hypercube als auch der Zahl der zu versendenden Pakete entspricht,
wird im folgenden als Problemgrofie des Kommunikationsproblems bezeichnet.

Maogliche Varianten des Simulationsmodells ergeben sich dann durch beliebige Kombi-
nationen der folgenden Parameter:
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Zahl der Warteschlangen pro Knoten

1.

2.

Modell A (I-port-communication-model)

Es existiert 1 (Abgangs-)Warteschlange pro Knoten.

Modell B (n-port-communication-model)

Es existieren n = log, N Warteschlangen pro Knoten, eine Warteschlange fiir jede
Verbindung zu einem Nachbarknoten.

Prioritéten fur die Abarbeitung von Warteschlangen

L.

FIFO-Prioritit (first in, first out)

Dasjenige Paket, das zuerst an einem Knoten angekommen ist, wird auch zuerst
weitergesendet.

FAFI-Prioritit (farthest to go, first)

Dasjenige Paket, das noch den weitesten Restweg zu seinem Zielknoten hat,
wird als erstes weitergesendet.

Kommunikationsaufgaben (Art der Sender-Empfinger-Beziehungen)

1.

Permutation (zufdllige Kommunikationsaufgabe)

Jeder Prozessorknoten tritt genau einmal als Startknoten und genau einmal als
Zielknoten auf.

Relation (zufallige Kommunikationsaufgabe)

Ein Knoten kann Sender und Empfiinger mehrerer Pakete sein.
Matrixtransposition (deterministische Kommunikationsaufgabe)

Fur gerade Problemgréfien n =24 werden Matrizen der Dimension (24 % 29)
transponiert. Die N =2 Matrixelemente sind zunéchst mittels der Abspeiche-

rungsfunktion sp(4,)) =ix 29+, 0<ij<2¢—1 in den Knoten des Hypercube
abgelegt.

Hypercube-Dimension

Die Hypercube-Dimension ist (> 5) frei variierbar und nur durch die Speicherkapa-
zit4t des Simulationsrechners beschrinkt,

Zahl der Durchldufe pro Simulationsexperiment (gleiche Parameter und Verfahren)
Die Zahl der Durchldufe pro Simulationsexperiment ist frei variierbar.



Fir die deterministische Kommunikationsaufgabe Matrixtransposition ist die Zuord-
nung bestimmter Pakete zu bestimmten Knoten im Gegensatz zu den zufdlligen Kom-
munikationsaufgaben Permutation und Relation wesentlich. Daher mufi fir die
Matrixtransposition der Gray-Code zwischengeschaltet werden, was fiir die zufilligen
Aufgaben nicht notwendig ist.

Die MeBlumgebung im Zentralinstitut fir Angewandte Mathematik des Forschungszen-
trums Jilich basierte im April 1993 auf einem Rechner CRAY Y-MP M94/4256
[Cra,92] mit dem Betriebssystem UNICOS 7.0 und dem Cray-C-Compiler SCC 3.0
[Cra,91]. Alle im folgenden aufgefithrten Messungen beziehen sich exakt auf diese
MeBumgebung, wiewohl das Simulationsprogramm auch auf anderen C-Plattformen
laufféhig ist und mit Ausnahme einer moglicherweise unterschiedlichen Charakterisitik
der jeweiligen Zufallszahlengeneratoren auch gleiche Ergebnisse liefern sollte. Da die
Untersuchungen nicht nur fir synchrone Algorithmen sondern ebenso fiir asynchrone
von Wert sein sollen, da diese an Bedeutung gewinnen, werden sowohl die maximalen
als auch die mittleren Paketlaufzeiten der einzelnen Simulationsldufe betrachtet. In bei-
den Fillen wird dann wiederum iiber alle Liufe, in der Regel 100, des gesamten
Simulationsexperimentes gemittelt. Fiir eine detaillierte Beschreibung des Simulations-
programms wird auf eine spezielle Verdffentlichung verwiesen [Bur,93].

7.2.2 Sensitivititsanalyse des Simulators

Fir eine umfassende Analyse der Simulationsparameter wird auf die angegebene Verof-
fentlichung verwiesen; hier soll nur kurz das Verhalten des Simulators in Abhingigkeit
der wesentlichen Parameter beleuchtet werden. Dazu werden alle Vorexperimente mit
einheitlichen Parametervorgaben durchgefiihrt, die in Tab. 3 zusammengefaflt sind.

Parameter Standardvorgabe

Modell Modell A

Prioritit FIFO

Kommunikationsaufgabe Permutation

Durchldufe pro Experiment 100

Verfahren Verfahren D (vgl. Abschnitt 7.3)

Tab. 3.  Standardparametervorgaben fiir die Sensitivitiitsanalyse

Fur die Sensitivititsanalyse wird jeweils einer dieser Parameter variiert, wihrend die uib-
rigen festgehalten werden. Wenn keine speziellen Konstellationen bezeichnet werden,
gelten die jeweiligen Feststellungen allgemein; insbesondere sind die hier anhand des
Verfahrens D ermittelten Grundtendenzen auch fiir die anderen Verfahren zutreffend.

Zunichst interessiert die Brauchbarkeit der verwendeten Zufallszahlengeneratoren. Als
Beispiel ist in Abb. 39 das Verhalten des CRAY-Zufallszahlengenerators abgetragen.
Das Beispiel kann als représentativ in dem Sinne gelten, dafl die Generatoren der Qibrigen
verwendeten Rechner vergleichbare Ergebnisse liefern. Die Abbildung zeigt, dafi der
Zufallszahlengenerator die Adressen wie gewiinscht verteilt, so dafl die entstehenden
Pfadlingen im Mittel eine hinreichend gute Normalverteilung zeigen. Die so entste-
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henden mittleren Pfadlingen treffen denn auch die entsprechenden Erwartungswerte
{iber die gesamte Spanne der Problemgrdfien.
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Abb. 39. Giite des Zufallszahlengenerators:
a) Verteilung der Pfadlingen bei ProblemgroBe 10
b) mittlere Pfadlingen

Nun muB untersucht werden, welche Zahl von Simulationsldufen notwendig ist, um
stabile, verldBliche Ergebnisse zu erhalten. Abb. 40 zeigt, daB} die Erhohung der Anzahl
der Simulationsldufe pro Experiment iber 100 keinen wesentlichen zusétzlichen Stabili-
tidtsgewinn erbringt. Die abgetragene mittlere Abweichung vom Mittelwert ergibt sich
aus dem Quotienten von Varianz [Mcg,92] und der Anzahl der Simulationsldufe.

a) bei Betl:achtung mittlerer Paketlaufzeiten b) bei Betrachtung maximaler Paketlaufzeiten
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Abb. 40. Bestimmung der Anzahl der Simulationsliufe pro Experiment: Mittlere Abwei-
chungen vom Mittelwert in Abhéingigkeit von der Anzahl der Simulationsliufe pro
Experiment bei Problemgr68e 10

Dartliber hinaus interessiert auch, welche Aussagekraft die Simulationsergebnisse hin-
sichtlich der Vorhersage der Komplexitét einzelner durchzufithrender Kommunikations-
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aufgaben besitzen (vgl. Abb. 41). Fiur die mittleren Paketlaufzeiten werden die
Simulationsdaten umso aussagekriftiger, je groBer die betrachtete Problemgrofe ist.
Gerade fur die besonders interessanten Fille massiv-paralleler Kommunikation werden
sehr stabile Ergebnisse erzielt. Fur die maximalen Paketlaufzeiten muf zunichst festge-
stellt werden, daB} die Varianz nicht abnimmt, die Simulationsdaten also fiir die Vorher-
sage von Einzelexperimenten nur bedingt geeignet sind. Dariiber hinaus treten in Ab-
héngigkeit von Modellen und Kommunikationsaufgaben drei unterschiedliche
Verhaltensmuster auf.

a) bei Betrachtung mittlerer Paketlaufzeiten b) bei Belrachlung maximsler Paketlaufzeiten
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Abb. 41. Aussagekraft der Ergebnisse: Varianz in Abhingigkeit von der Problemgrofie bei
je 100 Simulationsidufen pro Experiment

Es folgt nun eine Grobbeurteilung der Modellvarianten. Abb. 42 zeigt, dafl das Vor-
handensein von einer Warteschlange fiir jede Abgangsrichtung im Knoten, wie in Modell
B gegeben, zu verkiirzten Paketlaufzeiten fihrt, wobei der Zeitgewinn fir grofer wer-

dende Problemgréen zunimmt,

a) mittlere Paketlaufzeiten b) maximale Paketlaufzeiten
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Abb. 42. Beurteilung der Modelle
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Abb. 43 zeigt, daB das Vorliegen einer Permutation, die bedeutet, dafl die Pakete vor
und nach der Losung der Kommunikationsaufgabe gleichmifig tiber die Topologie ver-
teilt sind, aufgrund ebendieser balancierten Verteilung zu einer besseren Nutzung der
Bandbreite fithrt, wodurch gegeniiber dem Relationsfall eine konstanter Zeitgewinn er-
wirtschaftet wird.

a) mittlere Paketlaufzeiten b) maximale Paketlaufzeiten

< &

: A

© Jﬂ/E o

=
e [ Ng y

* -& Permutation U-;E.r}., -& Permutation
| v -

o -= Relation -8 Relation

° — E —

5 6 7 8 9 10 i1 12 13 14 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

ProblemgroBe ProblemgroBe

Abb. 43. Beurteilung der zufilligen Kommunikationsaufgaben

Abb. 44 zeigt, daB die Prioritdten im Mittel aller Paketlaufzeiten nahezu identische Er-
gebnisse liefern. Bei den maximalen Paketlaufzeiten erzielt die Prioritdt farthest to go,
first (FAFI) jedoch merkliche Komplexititsreduktionen gegeniiber der FIFO-Prioritit,
die zudem mit wachsender Hypercube-Dimension zunehmen. Die FAFI-Prioritit ist also
insbesondere flir synchrone Algorithmen von Interesse, wo auf die Ankunft des letzten

Paketes gewartet werden muf}, um auf allen Prozessoren den nichsten Prozef} starten zu
konnen.

a) mittlere Paketlaufzeiten b) maximale Paketlaufzeiten
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Abb. 44, Beurteilung der Priorititen
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7.2.3 Referenzverfahren

Fir eine umfassende, formale Behandlung von Kommunikation auf dem Hypercube wird
auf die Arbeiten von Bertsekas et al. [B&&,91] sowie Fox und Furmanski [F&F,88]
verwiesen. Entsprechend den Ausfithrungen in Kapitel 3 verfiigt ein Hypercube der Di-
mension » {iber N = 2" Knoten. Jeder Knoten ist mit # weiteren Knoten verbunden, d.h.
der Grad betrégt n. Jeder Knoten wird durch eine n-stellige Bindradresse (x...x,) be-
zeichnet. Fir jede Adresse a bezeichne @ diejenige Adresse, die sich gegentiber der
Adresse a genau in der i-ten Stelle unterscheidet. An der i-ten Stelle von g steht das
Komplement der i-ten Komponente von a. Ein Knoten mit der Adresse a ist dann ver-
bunden mit allen Knoten, die Adressen der Form @, i=0,...,n — | haben. Durch die
Hamming-Distanz [Ham,87] von Start- und Zieladresse ist bei den deterministischen
Verfahren die insgesamt zuriickzulegende Pfadlinge sofort gegeben. Fiir ein Paket be-
deutet Bewegung in Richtung %, daf} sich ein Paket, welches sich an einem Knoten mit
der Adresse a befindet, sich zu dem Knoten mit der Adresse @, bewegt.

Referenzverfahren fiir deterministische Routing-Verfahren

Als Referenzverfahren fiir die deterministischen Verfahren soll nun das direkte Verfah-
ren, Verfahren D, dienen:

Verfahren D (Direktes Verfahren)

In jedem Routing-Schritt wird fir jedes Paket die aktuelle Knotenadresse mit der Kno-
tenadresse des Zielknotens verglichen. Der Vergleich beginnt beim niedrigwertigsten Bit
und endet beim hochstwertigsten Bit. Die erste Binérstelle, an denen sich die beiden
Adressen unterscheiden, liefert die Richtung, in die sich das Paket im néchsten
Routing-Schritt bewegen muB. Sei beispielsweise a die Adresse des aktuellen Knotens
und sei k die niedrigwertigste Stelle, an der sich beide Adressen unterscheiden, dann wird
im néchsten Schritt der Knoten mit der Adresse a, angesteuert.

Referenzverfahren filr Zufalls-Routing-Verfahren

Um die korrekte Umgebung fiir das (Hauptreferenz-)Verfahren von Valiant zu gewéhr-
leisten, werden die Zufallsverfahren wie bei Valiant in zwei getrennten Phasen durchge-
fuhrt. Die sich dann durch Addition der in den beiden Phasen benétigten Zeiteinheiten
ergebende Gesamtzeit eines einzelnen Paketes ist daher zundchst nur eine statistische
GrdBe, die sich im wesentlichen nur zum Vergleich verschiedener Verfahren unterein-
ander eignet, was hier aber auch Ziel der Untersuchungen ist. Neben dem Verfahren von
Valiant (vgl. Verfahren V, Abschnitt 7.1) soll ein weiteres Verfahren, Verfahren Z, als
Referenzverfahren dienen. Der wesentliche Unterschied des Verfahrens von Valiant ge-
geniiber dem Verfahren Z besteht darin, dafl im Verfahren V nicht nur die Zwischen-
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adresse zufiillig ausgewihlt wird, sondern auch die Reihenfolge, in der die Richtungen
betrachtet werden. Diese zusitzliche Variation gilt fir beide Phasen des Verfahrens.

Verfahren Z (Standard-Zufallsverfahren)

Das Verfahren stiitzt sich auf den Zufallszahlengenerator des jeweiligen Rechners ab und
148t von diesem die zufilligen Zwischenadressen berechnen.

Daneben ist noch ein weiteres Verfahren denkbar, dessen rechnerbasierte Zufallszahlen
nicht wie bei Verfahren Z selbst als Zwischenadressen dienen, sondern die gesetzten Bits
in den Zufallszahlen liefern die Stellen, an denen die Bits der Startadressen zu invertieren
sind. Die so modifizierten Startadressen stellen dann die zufilligen Zwischenadressen
dar. Hdufungen in einzelnen Knoten sind also, wie bei Verfahren Z, durchaus méglich
[Bur,93]. Die unterschiedliche Verwendung der vom Generator gelieferten Zufallszahlen
zur Produktion von zufilligen Zwischenadressen, wird dann entscheidend, wenn man zu
den Verfahren mit pfadléingenreduzierter Phase I iibergeht.

Referenzverfahren fiir Zufalls-Routing-Verfahren mit pfadlingenreduzierter Phase 1

Ziel der Zufallsverfahren ist eine Entkopplung der Zieladressen von den Startadressen,
damit bei den Standard-Routing-Situationen, beispielsweise aus dem Bereich der
Matrixbearbeitung, die regelméBigen Kommunikationsmuster, die fiir die Verstopfungen
verantwortlich sind, nicht mehr auftreten. Es stellt sich nun die Frage, ob die mittleren
Pfadlingen der Zufallsverfahren fiir Phase 1 tatséichlich im Mittel die Linge »/2 und
damit insgesamt die doppelte Pfadlinge gegeniliber den deterministischen Verfahren
aufweisen miissen, um die gewiinschte Entzerrung zu erreichen. In erster Ndherung kann
man versuchen, hier mit einer mittleren Pfadlinge n/4 auszukommen; dazu sind ver-
schiedene Ansitze moglich.

Verfahren Y (modifiziertes Austausch-Zufallsverfahren)

Das Verfahren stiitzt sich auf den Zufallszahlengenerator des jeweiligen Rechners. Es
werden pro Paket zwei Zufallszahlen generiert; diese werden mit bitweisem AND mit-
einander verkniipft. Diese neu entstandene Zufallszahl besitzt dann im Mittel n/4 ge-
setzte Bits (a,= 1). Diese gesetzten Bits bestimmen diejenigen Stellen, an denen die
Startadresse zu invertieren ist. Das Ergebnis ist die zufillige Zwischenadresse.

Abb. 45 zeigt, dal die angestrebten mittleren Pfadlingen im Vergleich zum determinis-
tischen Verfahren D und zu dem typischen (voll) zufilligen Verfahren Z erreicht werden.
Die maximalen Pfadlingen bewegen sich ein -wenig oberhalb des Mittelwertes aus den
Pfadldngen des deterministischen und des voll-zufiilligen Verfahrens. Die Differenzver-

hiltnisse der drei Verfahren zueinander bleiben jeweils tiber die gesamte Spanne der
Problemgrofen erhalten.
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a) mittlere Pfadlangen
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Abb. 45. Beurteilung des Referenzverfahrens Y: (Modell A / Prioritit FIFO / Permutation)

Die Simulation zeigt weiterhin, daB sich das Faktum der verkiirzten Pfadlingen auch auf
die benotigten Zeiten iibertrégt (vgl. Abb. 46). Auch die Unterschiede im Ubergang von
mittleren Daten des Einzellaufs zu Maximaldaten des Einzellaufs werden wieder vorge-
funden.

a) mittlere Paketlaufzeiten b) maximale Paketlaufzeiten
84| = Verfahren D 24| -8 Verfahren D
w
g ll-e- Verfohren Z /(1) ;,-- - Verfahren Z{| | &~
o ||~ Verfahren Y ] w1 -m Verfahren Y
= Bl o > )
S oL U <7 _A
e Y .
o i - -
S T o4
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
ProblemgroB8e n Problemgrofie n
Abb. 46. Beurteilung des Referenzverfahrens Y: (Modell A / Prioritit FIFO / Permutation)

Die hier an einer Beispielkonstellation demonstrierten Fakten sind fir alle tibrigen Pa-
rameterkombinationen #hnlich. Von Interesse ist nun, ob mit dieser pfadlingenre-
duzierten zufilligen Phase eine hinreichende Entkopplung von Start- und Zieladressen
gewihrleistet ist. Fiir bestimmte Architekturen wird das von Valiant bestritten [Val,83].
Mitra und Cieslak beispielsweise sehen jedoch auch kiirzere Pfadldngen- vor, da sich die
Stufenzahl ihres Verteilungsnetzwerks zwischen 1 und log N bewegen kann [M&C,86].
Diese Fragestellung kann durch die Generierung deterministischer Routing-Situationen

auf dem Simulator untersucht werden.
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Vergleich deterministischer und zufilliger Verfahren

Es gilt nun noch zu verifizieren, daB bei praxisrelevanten, wichtigen K ommunikations-
aufgaben Zufalls-Routing-Verfahren tatsdchlich bessere Komplexitdten erzielen konnen
als deterministische Verfahren. Dazu werden die Referenzverfahren D, Y und Z anhand
der Durchfithrung einer Matrixtransposition miteinander verglichen. Da es sich um eine
deterministische Kommunikationsaufgabe handelt, ist fiir das deterministische Verfahren
D nur ein einziger Lauf notwendig. Abb. 47 zeigt, daB die zufilligen Verfahren Z und
Y ab Problemgrofe 10, also bei der Versendung von 1024 Paketen auf einem
10-dimensionalen Hypercube tatsichlich effizienter arbeiten als das deterministische
Verfahren D.

a) mittlere Paketlaufzeiten b) maximale Paketlaufzeiten
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Abb. 47. Vergleich deterministischer und zufilliger Verfahren:
(Modell A / Prioritit FIFO / Matrixtransposition)

Eine weitere wichtige Feststellung ist, daf} Zufallsverfahren mit pfadlingenreduzierter
Phase I durchaus eine hinreichende Entkopplung von Start- und Zielknoten gewihrlei-
sten kdnnen, so daf sie sicherlich fur viele Kommunikationsaufgaben den voll-zufilligen
Verfahren vorzuziehen sind. Auch Fulgham et al., die Zufallsverfahren ohne Phasen-
trennung untersuchen, stellen fest, daB es je nach Kommunikationsaufgabe und
Problemgrofle ausreichend ist, nur einen Teil der Bits zufillig zu dndern [FCS,91]. Ver-
gleicht man die maximalen Paketlaufzeiten der Verfahren Y und Z aus Abb. 47 mit
denjenigen aus Abb. 46 so ist jedoch zu beobachten, daB das voll-zufillige Verfahren Z
bei zunehmender Problemgrofle weniger anfillig fiir Verstopfungen ist. Wihrend das
deterministische Verfahren D bei der Matrixtransposition einen drastischen Leistungs-
einbruch verzeichnet und auch das halbzufillige Verfahren Y die angedeutete
Grundsensibilitét zeigt, entsprechen die Laufzeiten des Verfahrens Z den bei der Per-
mutation erzielten. Dies steht im Einklang mit der von Valiant beschriebenen Verifika-
tionseigenschaft, die gleiche Komplexititen unabhiingig von der Kommunikationsauf-
gabe garantiert.

162



7.3 Analyse kombinatorischer Routing-Verfahren

‘Bei der Darstellung der nun folgenden MeBergebnisse ist neben der in Abschnitt 7.2
eingefiihrten Definition der ProblemgroBe die Bezeichnung der Ordinate zu beachten.
Die Werte auf der "Y’-Achse liefern Zeiteinheiten relativ zur Problemgrife n. Die ge-
messenen Zeiteinheiten werden also durch die jeweilige Problemgréfe dividiert und der
Quotient wird abgetragen. Einerseits konnen so die abzulesenden Werte direkt als die fiir
Kommunikationsaufgaben interessierenden Multiplikatoren der GréBe log N bzw. der
Komplexitdt O( log N) aufgefaBBt werden, wobei N sowohl die Zahl der zu versendenden
Pakete als auch die Zahl der Prozessoren des Hypercube beschreibt. Andererseits kénnen
die Differenzen zwischen den zu analysierenden kombinatorischen Verfahren und den
Referenzverfahren bei Verwendung von absoluten Zeiteinheiten, auch bei logarith-
mischer Skalierung, in der Regel nur unzureichend wahrgenommen werden. Unter Be-
riicksichtigung der festliegenden Komplexitiitsschranken und den Setzungen des Mo-
dells, gilt die Priferenz der vorgenommenen Untersuchungen zunéchst dem Verhiltnis
der Verfahren untereinander und erst in zweiter Linie dem absoluten Zeitverbrauch. Die
tatsidchlich benétigten Zeiteinheiten des jeweiligen Experimentes ergeben sich also durch
Multiplikation der in den Diagrammen dargestellten Ordinatenwerte mit den jeweiligen
Problemgrofien (Abszissenwerten).

7.3.1 Deterministische Routing-Verfahren auf der Basis Lateinischer
Quadrate

Ziel der vorliegenden Arbeit ist die effizientere Ausnutzung der gegebenen Bandbreite.
Es ist nun zu iiberlegen, wie die Balanceeigenschaft kombinatorischer Versuchspline,
hier konkret des Lateinischen Quadrats, auf die Routing-Problematik tibertragen werden
kann. Dazu wird ein erster Ansatz formuliert, fr den die Struktur des Basisquadrats

benétigt wird.

Als (Lateinisches) Basisquadrat der Stufe # wird im folgenden eine (# x n)-Matrix ver-
standen, deren erste Zeile aus den Zahlen 0,1,....,n — 1 besteht. Die zweite Zeile enthilt
die Zahlen 1,2,...,n — 1,0 und sukzessive weiter; die letzte, n-te, Zeile enthélt schlieBlich
n—1,0,1,..,n — 2. Die Zeilen des Basisquadrats représenticren die Pakete in der Art, daf}
die Paketnummer modulo der Dimension » die Zeile bestimmt. Die durchnumerierten
Pakete sind ihrer Nummer nach also zyklisch den Zeilen, modulo n, zuzuordnen. Fiir
einen gegebenen Hypercube der Dimension n ist das Basisquadra-t gle.icher
Dimensionierung heranzuziehen. Dies wird beispielhaft am Hypercube der Dimension 3

demonstriert (vgl. Tab. 4).

Paketnummer Basisquadrat
0 1 2
0,3,6 0 1 2
1,4,7 1 2 0
25 2 0 1

Tab, 4. Basisquadrat fiir den Hypercube der Dimension 3
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Alon, Barak und Manber [ABM,87] sowie Han und Finkel [H&F,88] verwenden dhn-
liche Strukturen mittels denen sie, auf Permutationen aufbauend, jedoch lediglich die
spezielle Aufgabe des broadcasting betrachten.

Nimmt man an, daB die Spalten des Basisquadrats Dimensionen (Senderichtungen) im
Hypercube représentieren, so ist aufgrund der Gesetzméfligkeiten fur Lateinische
Quadrate garantiert, daB jedes Paket jede Richtung genau einmal betrachtet bzw. sich
in der entsprechenden Richtung bewegt. Da in jeder Zeile und jeder Spalte eines Latei-
nischen Quadrats jeder Eintrag genau einmal auftritt, ist gewédhrleistet, daf8 alle Rich-
tungen (fast) gleich belastet werden, insbesondere auch zu jedem konkreten Zwischen-
zeitpunkt und nicht nur in der Gesamtbilanz. Die Bezeichnung ,.fast gleich“ resultiert
aus drei EinfluBfaktoren:

¢ Die Division der Zahl der Pakete N durch die Dimension » geht in der Regel nicht
auf, so daB einzelne Zeilen ein Paket mehr vertreten als andere; die Differenz der
Anzahl reprisentierter Pakete betréigt offensichtlich zwischen verschiedenen Zeilen
maximal 1, so daB} fiir eine hinreichend grofe Zahl von Paketen die Differenz
vernachldssigbar wird und insbesondere im Hinblick auf die hier interessierenden
massiv-parallelen Systeme von balancierter Verteilung gesprochen werden kann.

¢ Im Verlauf des Verfahrens werden mehr und mehr Pakete zugestellt, fallen also als
Belastungsfaktor des Kommunikationsssytems aus. Dies kann einzelne Bereiche
mehr betreffen als andere, im Mittel werden jedoch alle Zeilen und Teilwiirfel glei-
chermafien betroffen.

¢ Aufgrund von Stauungen ist es moglich, daB einzelne Pakete nicht in jedem Schritt
einen Weg zuriicklegen. Daraus resultiert, daB ein Paket i noch einmal den Eintrag
von Spalte 1 beriicksichtigen muf}, wihrend Paket j schon bei Spalte 2 aufsetzen

kann und vielleicht bei Spalte 4 die erste Abweichung von aktueller Adresse und
Zieladresse findet.

Balancierte Verteilung iiber die einzelnen Richtungen in den verschiedenen Schritten der
Phase I, die aus der eben nachgewiesenen balancierten Verteilung auf die Zeilen resul-
tiert, bedeutet a-priori jedoch noch keine balancierte Auslastung des Kommunikations-
systems als solches. Aus der gleichmidBigen Verteilung auf die Richtungen kann noch
nicht auf die gleichmiBige Verteilung auf die verschiedenen Verbindungen geschlossen
werden. Hier werden die jeweils vorliegenden Kommunikationsaufgaben und -modelle
mdglicherweise eine Rolle spielen. Dies muB durch die Simulation verifiziert werden.
Dabei ist auf die maximale Stauung zu achten, da diese den Gesamtzeitbedarf fur die
Zustellung eines einzelnen Paketes wesentlich mitbestimmt.

Beziglich der Komplexitit der Konstruktion des im folgenden verwendeten
Basisquadrats wird hier davon ausgegangen, daB fiir eine feste, als Arbeitsplattform ge-
wihlte, Topologie, also hier ein Hypercube fester (Maximal-)Dimensionierung, das
Basisquadrat kostenfrei, d.h. mit Komplexitdt O(1), zur Verfligung gestellt wird, da die
jeweilige Topologie fir den Verlauf der Analyse eines bestimmten Routing-Verfahrens
unverindert bleibt. Da hier nur verteilte bzw. lokale Verfahren von Interesse sind, muf}
das Basisquadrat in jedem Rechnerknoten vorliegen, sei es festverdrahtet oder abgespei-
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chert, was aufgrund des geringen Speicherplatzverbrauchs problemlos méglich ist, oder
durch Software realisiert werden.

Mit Hilfe des Basisquadrats sind nun mehrere Routing-Verfahren denkbar. Das
Referenzverfahren D kann dahingehend abgewandelt werden, daB der in jedem Schritt
notwendige Adressenvergleich nicht fir jedes Paket beim niedrigwertigsten Bit beginnt,
sondern die Startposition wird aus dem Basisquadrat entnommen.

Verfahren E (Einfaches kombinatorisches Verfahren)

In jedem Routing-Schritt wird flir jedes Paket die aktuelle Knotenadresse mit der Kno-
tenadresse des Zielknotens verglichen. Die Reihenfolge, in der die Binérstellen der beiden
Adressen miteinander verglichen werden, ergibt sich aus den Eintrdgen im Basisquadrat
der der Hypercube-Dimension entsprechenden Grofle. Fiir Paket Nr. / wird die Zeile
i mod n herangezogen. Diese liefert die Reihenfolge, in der die Binirstellen miteinander
verglichen werden.

Durch Simulation ist nun zu untersuchen, ob die durch das Lateinische Quadrat
induzierte Verteilung der Aufsetzpunkte fir den Adressenvergleich zu einer besseren
Auslastung des Kommunikationssystems .und damit zu einer reduzierten Komplexitét
fuhrt.

Bei Modell A hat das Referenzverfahren D gegeniiber dem Verfahren E im allgemeinen
Vorteile, die Ergebnisse beziiglich maximaler Paketlaufzeiten in der Konstellation
FIFO/Relation sind eine der wenigen Ausnahmen dieser Rangfolge, wie Abb. 48 zeigt.

a) mittlere Paketlaufzeiten b) maximale Paketlaufzeiten
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Abb. 48. Analyse des Verfahrens E: (Modell A / Prioritit FIFO / Relation)

Bei Modell B ist die Situation umgekehrt, hier zeigt das kombinatorische Verfahren E
durchweg die besseren Resultate, wie Abb. 49 beispielhaft zeigt. Die Ursache fur das
unterschiedliche Verhalten ist darin zu suchen, daf3 der Effekt des kombinatorischen
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Verfahrens E im Modell A aufgrund von Warteschlangenstauungen in der Regel nic}'lt
zum Tragen kommt oder sich sogar nachteilig auswirkt, wihrend bei Modell B flle
Stauungen im Mittel viel geringer und Verstopfungen damit seltener sind, wodurch eine
hohere ,,Abgangsrate® bedingt ist, die Verfahren E fiir positive Ergebnisse verlangt.
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Abb. 49. Analyse des Verfahrens E: (Modell B / Prioritit FIFO / Relation)

Man kann das Verfahren E nun dahingehend erweitern, da3 man fiir jeden Routing-
Schritt innerhalb einer Zeile des Basisquadrats zur nichsten Spalte tibergeht. Das so
entstehende Verfahren zeigt fiir Modell A ein mit Verfahren E vergleichbares Verhalten,
fir Modell B schneidet die modifizierte Variante schlechter ab [Bur,93].

Anstelle fester, zu Beginn festgelegter, Paketnummern kann man auch in jedem Schritt
eine neue Numerierung vornehmen, wobei nur noch diejenigen Pakete betrachtet wer-
den, die noch nicht zugestellt sind. Derartige Verfahren sollen hier nicht betrachtet wer-
den, da sie globale Informationen voraussetzen und hier nur lokale (oblivious) Verfahren
beriicksichtigt werden. Dem einzelnen Paket ist nach dem ersten Routing-Schritt lokal
nicht bekannt, wieviele Pakete noch nicht zugestellt sind.

7.3.2 Zufalls-Routing-Verfahren

Zufélligkeit ist die traditionelle Methode, um Verzerrungen zu eliminieren, die durch
Stichproben-Vorgehen entstehen [Ale,82]. Diese Erzeugung einer gleichmifBigen Vertei-
lung soll nun durch die Verwendung kombinatorischer Versuchspline geleistet werden.

7.3.2.1 Verfahren auf der Basis Lateinischer Quadrate

Zufallstechniken bieten fiir zahlreiche Problemstellungen der Informatik elegante und
effziente Lésungsmoglichkeiten [R&S,89]. Da die in der Praxis verwendeten Rechner
jedoch deterministisch arbeiten, verwendet man verschiedene Methoden, um den Zufall
ktinstlich zu simulieren. Die wesentlichen Verfahren zur Derandomisierung sind:
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¢ Generierung von Pseudozufallszahlen

Die auf den herkdmmlichen Rechnern eingesetzten Zufallszahlengeneratoren erzeu-
gen keine wirklich zufiilligen Zahlen, sondern arbeiten nach deterministischen Prin-
zipien und produzieren deshalb nur Pseudozufaliszahlen. Eine Pseudozufalls-
zahlensequenz ist dann eine Folge von Zahlen (oder Bits), die aus einer Saar
(Ausgangsmenge) von Zahlen auf deterministischem Wege konstruiert wird, so daB
ein Rechner mit endlichen Ressourcen ohne Zusatzinformationen im allgemeinen
nicht erkennen kann, daB es sich nicht um tatsichlich zufillige Zahlen handelt
[GKL,88].

¢ Reduktion des Wahrscheinlichkeitsraumes
Das Ziel der Entrandomisierung besteht hier darin, den Wahrscheinlichkeitsraum so
einzugrenzen, daB ein erschopfendes, d.h. stets erfolgreiches, Absuchen der gesamten
Menge méglich wird [Lub,85].

¢  Deterministischer Miinzwurf
Cole und Vishkin 16sen das Problem der Bestimmung einer beherrschenden Menge
von r Elementen, r-ruling-set, durch ein Verfahren, welches sie als deterministischen

Minzwurf bezeichnen [C&V,86].

Nach Rajasekaran und Reif [R&R,87] existiert bislang kein paralleles Verfahren,
welches die Technik der Ersetzung von Zufallsverfahren durch kombinatorische Kon-
struktionen implementiert. Auf diesem Feld soll nun Neuland betreten werden. Dazu
wird auf die Idee zurlickgegriffen, die urspriinglich hinter dem Einsatz der optimalen
Versuchspline stand: die Ersetzung zufilliger Stichproben durch deterministische Stich-
proben [K&W,85]. Aufsetzend auf dem Verfahren von Valiant [Val,82a] werden die
Routing-Strecken in Phase I nun anstelle der Zufallszahlengeneratoren durch kombi-

natorische Versuchsplidne vorgegeben.

Es ist wichtig zu beachten, da} die hier entwickelten 2-Phasen-Verfahren genau wie die
anderweitig entwickelten Zufallsverfahren im wesentlichen dann giinstige Ergebnisse er-
zielen, wenn es sich um eine ,Standard“-Routing-Aufgabe handelt, die also ein sehr
regelméiBiges Kommunikationsmuster liefert und deshalb bei deterministischer Vorge-
hensweise eine hohe Zahl von Konfliktsituationen und damit hohe Stauungen aufweist
[Lei,92b]. Mit der Generierung von zufilligen Kommunikationsaufgaben, Permutatio-
nen oder h-Relationen, ist daher der Wert der 2-Phasen-Verfahren nur untereinander,
nicht jedoch im Vergleich zu den deterministischen Verfahren zu beurteilen.

Ein erster Ansatz konnte darin bestehen, daB die Eintrdge in der zu jedem Paket gehd-
renden Zeile des Basisquadrats als die Reihenfolge betrachtet werden, in der die Bits der
Startadresse zu invertieren sind. Die zufillige Zwischenadresse ist erreicht, wenn die ge-
samte Zeile abgearbeitet ist. Wiirde das so konstruierte Lateinische Quadrat unveréir'xdert
verwendet werden, so wire der Zielknoten einesjeden Paketes abhﬁngig. von seinem
Startpunkt und damit die Entkopplung der beiden Phasen des Verfahrens nicht g.egebc?n.
Da ein Paket sich in jeder Richtung bewegt, wire der Zielknoten der Knoten mit def]e-
nigen Adresse, die aus den invertierten Bits der Startadresse besteht; Start- und Ziel-
adresse wiren also direkt abhingig voneinander, was im direkten Widerspruch zur ge-
wiinschten Entkopplung der Phasen I und II steht. Der nach Phase I angestrebte
Zwischenknoten muB sich in gewisser Weise pseudozufillig ergeben und darf sich nicht
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direkt aus dem urspriinglichen Startknoten ableiten lassen. Das Basisquadrat muf3 daher
modifiziert werden.

Leicht verifiziert man, daB durch Vertauschen von Zeilen oder Spalten die Eigenschaften
eines Lateinischen Quadrats nicht verletzt werden, da in jeder Zeile und Spalte jedes
Element nach wie vor genau einmal auftritt. Da die Anforderungen an ein Lateinisches
Quadrat erhalten bleiben, bleiben auch die Eigenschaften beziiglich der balancierten
Verteilung tber die Richtungen in jedem Schritt erhalten. Fiir unseren F all sind derartige
Manipulationen des durch das Lateinische Quadrat gegebenen Routing-Planes jedoch
nicht hinreichend, da in jeder Zeile nach wie vor alle Dimensionen auftreten und daher
das Zwischenziel der Phase 1 aus dem urspriinglichen Startknoten durch Inversion
hervorgeht, die gewiinschte Entkopplung also noch nicht geleistet ist. Man geht daher
tiber zu einem partiellen Lateinischen Quadrat (vgl. Anhang A), welches iiber leere Ein-
trige verfiigt, so da — wihrend Phase I — nicht jedes Paket alle Richtungen durchlduft.

Verfahren C (Kombinatorisches Zufallsverfahren)

Die Zwischenadressen werden mittels eines Zufallszahlengenerators bestimmt. Die zu
jedem Paket gehorige Zeile des Basisquadrats gibt die Reihenfolge an, in der die Rich-
tungen zu untersuchen sind, ob eine Abweichung zwischen Start- und Zwischenadresse
besteht.

Man kann das Verfahren C auch so auffassen, dafl die Zeilen des Basisquadrats mit einer
fur jedes Paket individuellen Zufallszahl mittels eines bitweisen AND verkniipft werden.
Auf diese Weise entsteht eine Familie partieller Lateinischer Quadrate, in der jedes Paket
in der ihm zugewiesenen Zeile des Basisquadrats durch Verkniipfung mit der individu-
ellen Zufallszahl bestimmte Richtungen auswibhit. -
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Abb, 50. Analyse des Verfahrens C: (Modell A / Prioritit FIFO / Permutation)
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Fir den Fall (Modell A / Permutation / Prioritit FIFO) zcigt das Verfahren C ein mit
dem Verfahren von Valiant vergleichbares Verhalten, das Referenzverfahren 7 arbeitet
jedoch etwas glinstiger, wie Abb. 50 zeigt.

Gleiches gilt fir die FAFI-Prioritét; fir den Relationsfall liegen alle Verfahren etwa
gleichauf. Die Verhiltnisse 4ndern sich jedoch erheblich, wenn zu Modell B tibergegan-
gen wird, wie Abb. 51 zeigt.
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Abb. 51. Analyse des Verfahrens C: (Modell B / Prioritit FIFO / Permutation)

Wihrend bereits das Verfahren von Valiant einen Komplexititsvorteil gegeniiber dem
Referenzverfahren Z erzielt, arbeitet das kombinatorische Verfahren C noch einmal
deutlich besser als das Valiantsche Verfahren. Da dies auch fur die Ubrigen
Parameterkonstellationen mit Modell B gilt, kénnen mit diesem neuen Ansatz also Ver-
besserungen erzielt werden, die sich sowohl fur die mittleren Paketlaufzeiten als auch fur
die maximalen Paketlaufzeiten uiber die gesamte Spanne der Problemgrofen erstrecken.

7.3.2.2 Verfahren auf der Basis von Differenzmengen

Differenzmengen (vgl. Anhang A) konnen zur Erzeugung zyklischer symmetrischer
balancierter Blockpline verwendet werden und haben sich dariiber hinaus als Standard-
beschreibungsform eines zyklischen BIBD etabliert. Fiir beide gilt die notwendige Be-
dingung A(v — 1) = k(k — 1). Diese Bedingung ist ebenso fur die Existenz binédrer Pseu-
dozufallsfolgen (PRBS) notwendig [H&A,70]. Im Falle der bindren Pseudozufallsfolgen
bezeichnet der Parameter v die Periodenlinge der Zufallsfolge, wihrend der Parameter
k die Anzahl der Einsen in einer Periode angibt. Der Parameter 1 ergibt sich aus der
Differenz A = k — m, wobei n, die Anzahl der Gruppen aufeinanderfolgender Einsen in

einer Periode bezeichnet.
Die speziellen Pseudozufallsfolgen, die sich hier zur AdreBgenerierung eignen, sind die
PRBS mit maximaler Periodenlinge, die mit speziellen Schieberegistern erzeugt werden

konnen. Die Schieberegistertechnik, auf die auch das Simulationsprogramm zuriickgreift,
soll im Rahmen dieser Arbeit nur kurz erldutert werden. Fur Weiterfihrendes iiber
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Schieberegisterfolgen, ihre Anwendungen und Zusammenhénge ‘mit anderen Bereichen
der diskreten Mathematik sei hier beispielhaft auf die Monographie von Lineburg
[Lin,79] verwiesen. In der Literatur wird gezeigt, dafl sich maximal-periodische
Schieberegister aufgrund ihrer Eigenschaften, beispielsweise, dafl Nullen und Einsen sehr
ausgewogen auftreten, in optimaler Weise als Zufallszahlengeneratoren eignen
[Gol,67].

Ein linearer Schaltkreis auf einem Galoisfeld ist ein Schaltwerk, das aus den drei Baust-
einen Addierer, Multiplizierer und Verzogerungsglied (delay) aufgebaut ist und durch
einen gerichteten azyklischen Graphen dargestellt werden kann. Der Multiplizierer leistet
die Multiplikation eines eingegebenen Korperelementes mit einem festen K érperelement.
Fir den Fall, daB man auf dem Boole’schen Korper, GF(2), arbeitet, sind die
Multiplikatoren 1 und 0 méglich, entsprechend einem Passieren des Elementes bzw.
einem Unterbrechen der Leitung. Lineare Schaltkreise spielen eine bedeutende Rolle in
der Codierungstheorie [O&V,86]. Ein riickgekoppeltes Schieberegister ist ein linearer
Schaltkreis, dessen Registerinhalte (Delay-Inhalte) in jedem Takt um ein Glied nach
rechts geschoben werden und der Output aus dem am weitesten links befindlichen Ad-
dierer als Input in das am weitesten links befindliche Register dient (Abb. 52).

v

urTr

Abb. 52. 7-stufiges riickgekoppeltes Schieberegister: Die Inhalte der Delays 0 bis 6 konnen
an den Stellen a0 bis a6 als 7-stellige Binérzahl abgegriffen werden.

Man kann ein rlickgekoppeltes d-stufiges Schieberegister, d.h. mit 4 Delays, beispiels-
weise derart als Generatorsystem nutzen, daB8 man in jedem Takt die Inhalte der Register
abgreift und als d-stellige Zahl tiber dem Galoisfeld auffait. Im folgenden wird als end-
licher Korper stets GF(2) angenommen.

Ein rtickgekoppeltes d-stufiges Schieberegister heifit maximal-periodisch, wenn es, nach
Initialisierung mit einem von Null verschiedenen Wert, d.h. zumindest ein Delay enthilt
den Wert 1, in N — 1 = 2¢—1 aufeinanderfolgenden Takten alle Zahlen von 1 bis N ein-
mal produziert. Dies wiederholt sich in Perioden von N — 1 Takten. Die Bestimmung
derjenigen Delays, deren Inhalt in einem d-stufigen Schieberegister als Input in einen
Addierer dienen muB3, um ein maximal-periodisches Schieberegister zu erhalten, kann

iiber die Koeffizienten der irreduziblen Polynome vom Grad d iiber GF(2) erfolgen
[Ltn,79].
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Verfahrensbedingt, da die Null nicht als Startwert dienen kann und auch im Verlauf des
Schiebens nicht auftritt, ist bei den N = 2» zufiillig erzeugten Zwischenadressen des Ver-
fahrens P jede Zahl zwischen 1 und N — 1 einmal vertreten, mit Ausnahme des Start-
werts, der am Anfang und am Ende der Folge auftritt, da nur N — 1 verschiedene Zahlen
erzeugt werden kénnen.

Verfahren P (PRBS-Zufalisverfahren)

Die Zwischenadressen werden mittels eines Schieberegisters erstellt. Fiir den Hypercube
der Dimension » wird das n-stufige maximal-periodische Schieberegister benutzt. Das
Schieberegister wird mit einer von Null verschiedenen Zufallszahl initialisiert.

Wihrend die kombinatorischen Verfahren, die auf Lateinischen Quadraten basieren,
spiirbare Vorteile nur fiir den Fall der n-port-communication (Modell B) erzielen konnten,
zeigen sich fur das auf Differenzmengen basierende Verfahren P gerade fiir Modell A
gute Ergebnisse. In Abb. 53 ist beispielhaft die Konstellation mit Permutation und
Prioritit FIFO abgetragen, deren qualitative Aussage ebenso fiir die anderen
Konstellationen mit Modell A gilt.
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Abb. 53. Analyse des Verfahrens P:  (Modell A / Prioritit FIFO / Permutation)

Im Gegensatz zu den Verfahren E und C, die auf Lateinischen Quadraten .beruhen, ist
keine Leistungsabhéngigkeit von den Modellen gegeben, da wie Abb. 54 zeigt, auch ﬁ.ir
die korrespondierende Konstellation mit Modell B das kombinatorische Verfahren P die

Referenzverfahren tibertrifft.

Andererseits ist innerhalb der Konstellationsmoglichkeiten mit Modell B eir}e Abhin-
gigkeit von der K ommunikationsaufgabe gegeben; dazu ist Abb. 55 heranzuziehen.

In der Situation der Permutation, in der laut Definition zu Anfang und Ende der Kom-
munikationsaufgabe eine gleichméBige Verteilung der Pakete iiber das System gegeben
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ist, wird eine besonders gute Lastbalancierung wahrend des gesamten Kommunika-
tionsproblems erreicht, wenn auch die Zwischenadressen eine Permutation darstellen,
wie s durch die Schieberegistersequenz.annihrend gegeben ist. Dies wird durch die gute
Leistung des Verfahrens P in Abb. 54 verdeutlicht. Im Falle der Relation kann das
Verfahren P zwar das Referenzverfahren Z unterbieten, ist jedoch dem Verfahren von
Valiant nur fur einzelne Hypercube-Dimensionen iiberlegen, wie Abb. 55 zeigt.
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Abb. 54. Analyse des Verfahrens P: (Modell B / Prioritdt FIFO / Permutation)
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7.3.3 Zufalls-Routing-Verfahren mit pfadliingenreduzierter Phase I

7.3.3.1 Verfahren auf der Basis Lateinischer Quadrate

Die mit dem Referenzverfahren Y eingefiihrte Technik wird nun im Verfahren M auf-
bauend auf dem voll-zufilligen, kombinatorischen Verfahren C angewendet.

Verfahren M (modifiziertes Verfahren C)

Durch einen Zufallszahlengenerator werden in getrennten Durchldufen pro Paket zwei
Zufallszahlen erzeugt. Diese werden dann mit bitweissm AND verkniipft und bilden
dann eine neue Zufallszahl. Die gesetzten Bits dieser Zufallszahl liefern die zu
invertierenden Stellen der Startadresse, woraus die zufiillige Zwischenadresse erhalten
wird. Die zu jedem Paket gehorige Zeile des Basisquadrats gibt die Reihenfolge an, in
der die Richtungen zu untersuchen sind, ob eine Abweichung zwischen Start- und Zwi-
schenadresse besteht.

Ahnlich wie in dem zugrundeliegenden Verfahren C ergibt sich auch hier eine Abhén-
gigkeit der Leistung des zu untersuchenden kombinatorischen Verfahrens von den Mo-
dellen. Fiir Modell A arbeitet das Referenzverfahren Y im allgemeinen besser, nur fiir
den Relationsfall werden bei den maximalen Paketlaufzeiten die besseren Werte durch
das kombinatorische Verfahren M geliefert (Abb. 56).
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Abb. 56. Analyse des Verfahrens M: (Modell A / Prioritit FIFO / Relation)

Fiir alle Konstellationen mit Modell B, und zwar sowohl ﬁir' mittlere als auch maximale
Paketlaufzeiten, behilt das auf Lateinischen Quadraten b.as;erende Verf:ah.ren M gegen-
iber dem Referenzverfahren Y eindeutig die Oberhand, wie Abb. 57 beispielhaft zeigt.
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a) mittlere Paketlaufzeiten b) maximale Paketlaufzeiten
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Abb. 57. Analyse des Verfahrens M: (Modell B / Prioritit FIFO / Relation)

7.3.3.2 Verfahren auf der Basis von Differenzmengen

Die mit dem Referenzverfahren Y eingefithrte Technik wird nun im Verfahren Q analog
zu dem voll-zufilligen Verfahren P mit Schieberegistern durchgefiihrt.
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Abb. 58. Analyse des Verfahrens Q: (Modell A / Prioritéit FIFO / Permutation)

Abb. 58 zeigt, daB die Glte des auf Differenzmengen basierenden kombinatorischen
Verfahrens Q vergleichbar ist mit derjenigen des Referenzverfahrens Y. Fiir alle iibrigen
Fiélle werden vergleichbare Resultate mit dem Verfahren Q erzielt; auch das schlechtere
Abschneiden gegeniiber dem Referenzverfahren fur kleine ProblemgroBen bei den mitt-
leren Paketlaufzeiten ist grundsitzlich zu beobachten.
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Verfahren Q (modifiziertes Verfahren P)

Mittels eines Schieberegisters werden in -getrennten Durchlidufen pro Paket zwei Zu-
fallszahlen erzeugt. Diese werden dann mit bitweisem AND verkniipft und bilden dann
eine neue Zufallszahl mit im Mittel n/4 gesetzten Bits, die die Stellen liefern, an denen
die jeweilige Startadresse zu invertieren ist. Die so modifizierten Startadressen bilden
dann die zufilligen Zwischenadressen des Verfahrens.

7.3.4 Vergleich deterministischer und zufilliger Verfahren

Es gilt nun noch zu verifizieren, daB} die entwickelten kombinatorischen Verfahren auch
bei praxisrelevanten, wichtigen Kommunikationsaufgaben tatséchlich bessere Komple-
Xitdten erzielen konnen als deterministische Verfahren und keine ungewollten Systema-
tiken auftreten, die zu ungiinstigem Verhalten bei deterministischen Routing-Aufgaben
fiihren. Hierzu wird als Kommunikationsaufgabe die Matrixtransposition gewihlt. Da es
sich um eine deterministische Kommunikationsaufgabe handelt, ist fiir das deterministi-
sche Verfahren D nur ein einziger Lauf notwendig. In der graphischen Darstellung sind,
wegen der hinreichend groBen Differenzen, wie in Abschnitt 7.2 tatsdchliche Zeit-
einheiten -auf der Ordinate abgetragen.

7.3.4.1 Verfahren auf der Basis Lateinischer Quadrate

Abb. 59 zeigt, daB das kombinatorische Zufallsverfahren C und die zugehorige Variante
M mit pfadlingenreduzierter Phase I ab Problemgrofie 10 tatsichlich effizienter arbeiten

als das deterministische Verfahren D.
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Abb. 59. Effizienz kombinatorischer Zufalls-Routing-Verfahren:
(Modell A / Prioritit FIFO / Matrixtransposition)
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7.3.4.2 Verfahren auf der Basis von Differenzmengen

Abb. 60 zeigt, daBf das kombinatorische Zufallsverfahren P und die zugehdorige Variante
Q mit pfadlingenreduzierter Phase I fiir massiv-parallele Kommunikationsaufgaben
deutlich effizienter arbeiten als das deterministische Verfahren D.

a) mittlere Paketlaufzeiten b) maximale Paketlaufzeiten
8 1 I 1 ¥ . § I 1 1 i
24.| 8 Verfahren D /} g ||& Verfahren D 4
S 4.|-® Verfahren Q // ot Verfahren Q
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N @ N3
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6 7 8 9 10 11 12 13 14 6 7 B8 9 10 11 12 13 14
ProblemgréBe n ProblemgroBe n
Abb. 60. Effizienz kombinatorischer Zufalls-Routing-Verfahren:
(Modell A / Prioritit FIFO / Matrixtransposition)

Unter Beachtung der Ergebnisse fiir mittlere Paketlaufzeiten ist festzustellen, daff Zu-
fallsverfahren mit pfadldngenreduzierter Phase I durchaus eine hinreichende Entkopp-
lung von Start- und Zielknoten gewéhrleisten konnen, so daf} sie sicherlich: fiir viele
Kommunikationsaufgaben zumindest im Bereich asynchroner Algorithmen den voll-
zufilligen Verfahren vorzuziehen sind.

Weitere Untersuchungen ergaben, dafl die zufiilligen Verfahren im Modell B mit »n-port-
communication erst bei grofleren Kommunikationsproblemen das deterministische Ver-
fahren tibertreffen, was auf die hohere Bandbreite des Modells und die daraus resultie-
rende geringere Anfilligkeit fir Verstopfungen zuriickzufithren ist [Bur,93].
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Die Giiltigkeit desAKarpschen Postulats tiber die strukturelle Verwandschaft von paral-
lelen Strukturen und optimalen Versuchsplinen, dessen Verifikation als Kernprojekt der
vorliegenden Arbeit. aufzufassen ist, wurde mit dem vorgestellten Ansatz zu einer kom-
binatorischen Theorie von Multiprozessorrechnern mit lokalem Speicher und statischem
Verbindungsnetzwerk, die sich iiber die Kapitel 3 bis 6 erstreckt, nachweislich bestitigt.
Der Ansatz umfaft eine einheitliche Beschreibungsmethodik fiir Parallelrechner und pa-
rallele Algorithmen und entspricht somit den Anforderungen an ein Integriertes Kon-
zept; er erlaubt, basierend auf den Versuchplandarstellungen paralleler Strukturen, die
kombinatorische Formulierung der wichtigsten Aufgaben Mapping, Partitionierung und
Einbettung. Basierend auf der kombinatorischen Klassifizierung paralleler Strukturen
und ausgehend von der Behandlung der Kernbereiche liegen mit der Verwendung der in
Abschnitt 2.3 vorgestellten Transformationstechnik die wesentlichen Voraussetzungen
fur ein kombinatorisches Tragwerk des noch zu konstruierenden methodischen Gebiu-
des der Parallelverarbeitung vor.

Die Uberlegenheit des Versuchsplankonzeptes gegeniiber dem Graphentheoriekonzept
resultiert aus der hoheren Machtigkeit der zugrundeliegenden Basisstruktur und der da-
durch begriindeten groBeren Flexibilitdt oder gar universellen Einsetzbarkeit. Hier seien
drei charakteristische Beispiele genannt: Mit Hilfe kombinatorischer Versuchspline
kénnen auch Rechnerarchitekturen in ein konsistentes Schema integriert werden, die auf
Bussen aufbauen, was im Falle der Graphen nicht méglich ist, da sie einen 2-uniformen
Spezialfall der auch als Hypergraphen bezeichneten Versuchspline darstellen. Auf Al-
gorithmenseite betrachte man den Fall, daB innerhalb einer bestimmten Phase eines Al-
gorithmus eine Teilmenge der dort vorliegenden Module jeweils paarweise miteinander
kommunizieren miissen. Mit der Versuchsplanstruktur kann man diese Situation durch
einen einzelnen Block beschreiben, wihrend bei der Beschreibung mittels Graphen nur
die Einzelbeziehungen modellierbar sind. Das Versuchsplankonzept bietet hier also ge-
geniiber dem Graphenkonzept die Mdglichkeit, sogenannte cluster zu erkennen, welches
beim Mapping eine wertvolle Hilfe darstellt. Ein weiterer Aspekt zielt auf die Auto-
matisierung und die damit zusammenhéngende Implementierung eines Modells. Die
Versuchspline bilden hierfiir eine wesentlich detailliertere Informationsbes?s als
Graphen. Die Notwendigkeit automatischer Programmoptimierung und -parallelisierung
wird in der Literatur vielfach hervorgehoben, so daff man fur zukunﬁstréichtige
Modellierungskonzepte eine automatische Umsetzung ermoglichen sollte..Anderersexts
kann man aufgrund der Obermengensituation die gewohnte und als Qu‘asxstand.ard ak-
zeptierte Modellierung mit Graphen in das Versuchsplankonzept integneren: Eme ver-
gleichbare Konstellation wird in der Informatik auch mit Aufwirtskompatibilitéit bz?-
zeichnet und stellt eine wesentliche Voraussetzung fur die Einfihrung bzw. die

hinreichende Akzeptanz eines neuen Konzeptes dar.

Uber die reine Modellbildung hinaus war es Anliegen dieser Arbeit, die ausgereifte
Theorie der Kombinatorik optimaler Versuchspline fir Problemstellungen aus der
Parallelverarbeitung nutzbar zu machen. Dazu wurden die Prob.lemstellungen der
Parallelverarbeitung auf Operationen auf Versuchspléinex.l transforrfuert ?nd so offene
Probleme aus dem Bereich paralleler Strukturen auf bereits allgemein ge']oste Proble.me
aus der Kombinatorik zuriickgefuhrt. Die wichtigsten Tran_sformatlonspaare .smd
(Mapping, Isomorphie), (Partitionierung, Resolution? und (Embfzttung, ?mula.txon).
Dariiber hinaus bietet die Fiille der Werkzeuge, die in der Theorie kombinatorischer
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Versuchpléne bereitgestellt werden, eine Reihe weiterer Anwendungsmdglichkeiten, die
teilweise nur angedeutet werden konnten, wie die Behandlung des Zugriffs auf parallele
Speicher, der Entwurf neuer Topologien fir Rechner mit statischem Verbindungs-
netzwerk sowie Ansétze zur orginiren Parallelisierung vieler Algorithmen. Zukinftige
Anwendungsfelder kombinatorischer Versuchspline kénnten auf Ersetzungsheuristiken
fir Cache-Inhalte, die Organisation verteilter Datenstrukturen und die Modellierung
fehlertoleranter Systeme abzielen.

Die statistischen Eigenschaften der Versuchspline, und damit ihre urspriingliche prak-
tische Anwendung, wurden fir den Entwurf neuer Routing-Verfahren genutzt, wobei
sich diese Arbeit auf eine einzige Topologie beschrinken muBte. Bereits fur determinis-
tische Verfahren konnte gezeigt werden, daB3 die schon fiir andere Bereiche der Parallel-
verarbeitung wertvolle Balance der Versuchspline sich auch auf die Lastverteilung in
einem Kommunikationssystem auswirken kann und je nach Kommunikationsaufgabe zu
mehr oder minder groBen Komplexititsreduktionen fihrt. Fir die Zukunft von gré-
Berem Interesse sind jedoch die Verfahren des Randomized Routing, fiir die ebenso teil-
weise beachtliche Effizienzgewinne mit kombinatorischen Techniken erzielt werden
konnten.

Im Rahmen diese Arbeit konnten insbesondere auch bei den Untersuchungen der
Routing-Verfahren nur prinzipielle Uberlegungen angestellt werden; hier bieten sich si-
cherlich neue Ankniipfungspunkte. So wire es sinnvoll, analoge Untersuchungen auch
fur andere Topologien als den hier gewéhiten Hypercube anzustellen. Dabei kénnte man
sich zundchst, in Reaktion auf die gegenwirtigen Entwicklungen auf dem Architektur-
sektor, den maschenverbundenen Strukturen widmen. Léingerfristig werden auch
Topologien mit dynamischen Verbindungsnetzwerken wieder an Bedeutung gewinnen,
so dafl die Weiterentwicklung des gesamten Modells fiir diesen Sektor naheliegt; das er-
fordert aber die dafiir notwendige Klassifizierung dynamischer Netzwerke durch kombi-
natorische Versuchspléne.

Als interessantester, zugleich aber schwieriger Schritt in einer Weiterentwicklung der
vorliegenden Arbeit muf} die Implementierung des vorgestellten kombinatorischen Mo-
dells der Parallelverarbeitung angesehen werden. Hier sind noch sehr komplexe Probleme
zu bewidltigen, zu denen die Bestimmung der Phasen eines parallelen Algorithmus und
die damit zusammenhingende Festlegung separat ausfihrbarer Module zihlen. So
schwierig diese Probleme auch sein mégen, so lohnend ist ihre Bewiltigung: Nur dann,
wenn es gelingt, den inhérenten Parallelismus eines gegebenen Algorithmus hinreichend
gut durch automatische Umsetzung zu nutzen, nur dann wird der Durchbruch der
Parallelrechner in allgemeinen Anwendungen gelingen. Der durchschnittliche Anwender
ist vielleicht noch in der Lage, parallele Programmierung auf einem System mit gemein-
samem Speicher zu bewiltigen, wobei ihm auch das oft Miihe bereitet, die Kommu-
nikation mittels Austausch von Nachrichten, die fiir die massiv-parallelen Systeme der
Zukunft unumgénglich ist, tiberfordert ihn in der Regel. Hier ist eine Hilfestellung des
Rechnersystems langfristig unverzichtbar, sei es durch Erweiterungen des Betriebssy-
stems, sei es durch zusitzliche Oberfléchen, die etwa ein Konzept mit virtuell gemein-
samem Speicher unterstlitzen, sei es durch Entwicklung von effizienten DatenfluBarchi-
tekturen oder vielleicht durch Implementierung eines ganzheitlichen Modells dhnlich
dem hier vorgestellten. Ohne vergleichbare benutzerunterstiitzende Konzepte wird man
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die grofien Chancen, die der Ubergang zum massiven Parallelismus bietet, nicht nutzen
konnen.

Der Trend zu massiver Parallelitit aber, der die Parallelverarbeitung zur Herausforde-
- rung der Informatik in den achtziger und neunziger Jahren hat werden lassen, ist unge-
brochen und erklért sich aus seiner Eigendynamik, die von Upfal und Wigderson in fol-
gende Worte gekleidet wird [U&W,847: ,,...in parallel computation, appetite increases
with eating: the more processors we can have in parallel computers, the larger the pro-
blems we want to solve®.
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Anhang A. Einfithrung in die Kombinatorik der optimalen
Versuchspline

Das hier -zusammengetragene Material stiitzt sich auf die Arbeiten [BJL,85],
[C&O0,89], [Col,85]), [Dem,70], [Hed,77], [H&F,75], [H&P,85], [OHW,87], [5&S,87]
und [Wal,88]. Um ein anwendungsorientiertes Suchen zu erméglichen, werden bei den
jeweiligen Abschnitten die Anwendungsfelder in der Parallelverarbeitung kurz angedeu-
tet. Flir die zugehorigen Beweise wird auf die hier angegebene Literatur, fiir weiterfiih-
rende Dinge wie Existenztheorien und Zusammenhéinge mit anderen Bereichen der Ma-
thematik wird auf folgende Arbeiten verwiesen: [Bat,86], [Ber,73], [Bol,84], [Bol,89],
[D&G,79], [G&&,69], [H&L,75], [Liu,68], [Liu,85], [Men,82], [0&W,76], [Rag,71],
[Rob,84], [Rys,63], [Tom,85]. Die hier aufgefilhrten Werke stellen mehrheitlich
Monographien und Tagungsbinde dar; die Zahl verwandter (Einzel-)Arbeiten ist un-

tiberschaubar.

A.1 Blockpline

Zunichst erfolgt die Definition des zentralen Begriffs, des kombinatorischen Versuchs-
plans, auf welchem die gesamte Theorie aufbaut, und die Erlduterung der damit zusam-
menhéngenden wichtigsten Spezifikationsparameter. Der Abschnitt wird ergidnzt durch
wichtige ‘Erweiterungen und Spezialfille von Versuchspldnen, die beispielsweise im Be-
reich des Mapping paralleler Algorithmen auf parallele Architekturen ihre Anwendung

finden.

Def. 1: Sei V eine endliche Menge von v Elementen; ein Mengensystem & auf V
ist eine Kollektion von Teilmengen von V. Das Mengensystem heif3t ein-
fach, falls @ keine dieser (Teil-)Mengen mehr als einmal enthélt. Elemente
von & (Mengen) werden als Blocke bezeichnet; die Anzahl der Blocke wird

mit b = |#| bezeichnet.

Def. 2: Sei V endliche Menge, 2 Mengensystem auf ¥V, dann heiflt das Paar
(V,®) ein kombinatorischer Versuchsplan.

Def. 3: Die Zahl v = | V| heiBt Kardinalitit des Versuchsplans.

Def. 4: K bezeichnet die Menge der Blockgrofen {| B|:B e #}. Falls K nur eine
einzige BlockgrdfBe, k, enthilt, so wird das Mengensystem als k-uniform
bezeichnet. :

Def. 5: Jedes Element x € V tritt in einer bestimmten Anzahl von Blécken auf.

B.c® bezeichne diejenige Teilmenge von £, die alle Blcke enthilt, die x
enthalten. Der Wiederholungsfaktor r. ist definiert durch 7,:= 12,]>0
und die Menge R der Wiederholungsfaktoren ist definiert durch

t={r| xe ¥}

Besitzen in einem k-uniformen Versuchsplan ( V,®) alle Elemente von V

Def. 6 )
den gleichen Wiederholungsfaktor r, so heiflt der Versuchsplan (r-)regulir.
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Def. 7: Falls ein Block des Versuchsplans alle Elemente von ¥ enthilt, heifit dieser
Block vollstindig. Falis dies in einem reguldren Versuchsplan auftritt, so
handelt es sich um einen vollstindigen Versuchsplan. Ein Versuchsplan
heifit unvollstindig, wenn wenigstens ein Block nicht vollsténdig ist.

In volistindigen Versuchplinen gilt X =v und r = b. An derartigen Versuchsplénen be-
steht wenig Interesse, wenn nicht eine weitergehende Struktur, wie z. B. ein Lateinisches
Quadrat, betrachtet wird.

Jede Teilmenge SV ist eine (nicht notwendigerweise echte) Teilmenge einer Anzahl von
Blocken aus 2.

Def. 8: Die Anzahl! der Blocke in 8, die S enthalten, wird mit A(S) bezeichnet und
heifit der Index von § in 2.

Def. 9: Die t-Index-Menge eines Mengensystems (V,2) ist definiert als die Menge
A= {AS):]S|=1ScV}; Ai=A

Def. 10: Ein Mengensystem heifit t-balanciert, falls die t-Index-Menge nur einen
einzigen Wert 4, > 0 enthilt.

Ein 1-balanciertes Mengensystem zeichnet sich lediglich dadurch aus, daB es einen ein-
zigen Wiederholungsfaktor r mit r = A, gibt. Jedes Mengensystem ist 0-balanciert mit
Ao = b. Ein t-balanciertes k-uniformes Mengensystem ist ebenso (1 — 1)-balanciert.

Def. 11: Ein balancierter unvollstindiger Blockplan (balanced incomplete block
design, BIBD) ist ein Paar (V,48), wobei & ein k-uniformes Mengensystem
auf V darstellt, das 2-balanciert mit Index 1 ist. (V,2) wird dann als
(v,k,A)-Plan bezeichnet.

Die tibrigen Parameter, r und b, kénnen aus den spezifizierten Parametern durch Be-
achtung der Identitdten v = bk und r(k — 1) = A(v— 1) berechnet werden. Diese 1denti-
tdten erhilt man durch Abzidhlen der Anzahl der Paare, in denen ein gegebenes Element
auftritt, und der Gesamtzahl der Elemente des Plans in je zwei Richtungen. Blockpléne
sind Mengensysteme, in denen ungeordnete Paare uniform auftreten; die natiirliche
Ausweitung sind ¢-balancierte Mengensysteme.

Def. 12: Ein ¢-Plan (V,2) oder genauer ein t-(v,k,A)-Plan enthilt ein k-uniformes
Mengensystem £ auf ¥V mit | V|=v, welches t-balanciert ist mit der
t-Index-Menge {1}.

Triviale t-Plédne ergeben sich durch Setzen von v=% oder k=1

Eine notwendige Bedingung fur die Existenz von Blockplinen ergibt sich durch Be-
trachtung der Zahl der Blécke.

Lemma 1:  Die Zahl der Blocke b in einem Blockplan betrigt:
wW\,(k
b=4 (2)/ (2)
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Satz 1:

Kor. 1:

Def. 13:

(Fishers Ungleichung)
In jedem Blockplan (mit v > k) gilt:

b>v

Damit ergibt sich:
Av—=D=kk—-1)

Sei (V,2) Versuchsplan, X eine beliebige, feste Teilmenge von V; sei 2, die
Teilmenge der Blocke von 2, die X enthalten. Sei #,\X die Menge von
Blocken, die man erhilt, wenn aus jedem Block in 2, alle Elemente von X
entfernt werden. Dann heifit der Plan (V\X,2,\X) der nach X abgeleitete
Plan.

Falls (V,#) ein t-Plan ist, so ist der abgeleitete Plan (V\X,2,\X) ein (z-| X |)-Plan.

Def. 14:

Def. 15:

Ein Hyperplan (¥, {3}, ]) (] Indexmenge) ist eine Familie von i=| 17|
kombinatorischen Versuchsplidnen (V, 2)), die iiber der gleichen Grund-
menge V von Elementen operieren.

Eine Versuchsplansequenz (V*, #*, @, /) umfaBit eine Folge von Versuchs-
plinen (V,2)...(V,2),, wobei l die Linge der Folge festlegt, und eine Folge
von Relationen ® = (¢y, ..., ¢,—;,), die die Beziehungen von Blécken in
verschiedenen Versuchspldnen festlegt.

A.2 Symmetrische Pliine

Eine Ursache fir das besondere Interesse an symmetrischen Plidnen besteht darin, daf3
sie die Zahl der Blscke in einem Plan minimieren. Ubertrigt man diesen Zusammenhang
auf Verbindungen in einem Netzwerk so wird die Optimierungseigenschaft deutlich.
Einen zweiten Grund liefert das nachfolgende Lemma.

Def. 16:

Bem. I:

Def. 17:
Def. 18:
Def. 19:

Lemma 2:

Ein Plan mit b = v heiflt symmetrischer Plan.

In einem symmetrischen Plan gilt A(v — 1) = k(% — 1) und daher haben die
Parameter des symmetrischen Plans die Form (((&* — k)/A) + 1,k,A). Man
beachte, daB b= v impliziert, dafl k =7r.

Die Zahl p = k — A heifit Ordnung des symmetrischen Plans.
Symmetrische Pléne mit 4 = 2 werden als Bi-Ebenen (biplanes) bezeichnet.

Aus einem symmetrischen Plan kann man einen Residuen-Plan generieren,
indem man einen Block auswihlt, diesen Block entfernt und ebenso alle
seine Elemente aus den iibrigen Blocken entfernt.

Zwei Blocke in einem symmetrischen (v,k,4)-Plan schneiden sich immer in
genau A Elementen, d. h. sie haben genau 4 identische Elemente.

Der Fall 1 = 1 hat eine besondere Aufmerksamkeit erlangt.
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Def. 20: Ein symmetrischer Plan mit den Parametern (k* — & + 1,k,1) wird als (end-
liche) projektive Ebene bezeichnet. Die Parameter knnen alternativ ge-
schrieben werden als (u? 4+ u + 1, z + 1,1) und die Ebene heif3t dann von der
Ordnung a.

Def. 21: Residuen projektiver Ebenen sind (12, 4,1)-Pline und werden ublicherweise
als affine Ebenen bezeichnet.

Projektive Ebenen treten in vielen Bereichen, insbesondere der darstellenden Geometrie,
auf — daher auch der Name; nur selten werden sie als Teil der kombinatorischen Theorie
der optimalen Versuchspline betrachtet bzw. identifiziert. Dieser Abschnitt weist die
Zugehorigkeit zu der hier betrachteten Theorie nach, wobei die Motivation fiir die Ein-
beziehung der projektiven Ebenen in diese Arbeit im wesentlichen durch jhre Verwend-
barkeit als Konstruktionsprinzip neuer Netzwerktopologien gegeben ist (vgl. Kapitel 2).
Projektive Ebenen kann man aus einer allgemeinen Klasse von Strukturen gewinnen, die
symmetrische Pléne hervorrufen.

Def. 22: Sei S ein (m+ 1)-dimensionaler Vektorraum iiber GF(q), dem endlichen
Korper mit ¢ Elementen, wobei g eine Primzahl oder eine Primzahlpotenz
ist. Die Menge aller Teilriume von S heifit projektive Geometrie der Di-
mension m iiber GF(q) und wird mit PG(m,q) bezeichnet.

Def. 23: Die eindimensionalen Teilriume von S heilen Punkte, die (m — 1)-dimen-
sionalen Teilrdume heiflen Hyperebenen.

Lemma 3:  Fiir jede Hyperebene H bezeichne By die Menge der Punkte, die in H ent-
halten sind. Benutzt man nun die eindimensionalen Teilrdiume von S als
Punkte, so definiert dic Menge der Blocke {By | H=S} einen symmetrischen
Plan mit den Parametern:
m+1
-1
V= L——-— k ==

-1 "’

q—1 g—1

3

Flr m = 2 ergeben sich projektive Ebenen.

Kor. 2: Es folgt, daB projektive Ebenen fiir alle Werte u=gq existieren, die
Primzahlpotenzen sind.

A.3 Verallgemeinerungen von Blockplinen

Da die Verbindungsnetzwerke in der Parallelverarbeitung, aus technischen Griinden oder
kostenbedingt, im allgemeinen nicht die idealen Formen besitzen, die den Grundstruk-
turen optimaler Versuchspline entsprechen, kénnen sie in der Mehrheit der Fille nur
mittels Versuchsplinen kombinatorisch beschrieben werden, die gegentiber balancierten
unvolistindigen Blockplénen hinsichtlich Uniformitit oder Balance nur reduzierten An-
forderungen gentiigen miissen.

Def. 24: Sei (V,8) ein Mengensystem, welches k-uniform auf v Elementen ist und
jede t-Teilmenge erscheine in héchstens [mindestens] A Blocken von 9.
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‘Dann wird (V,%) ‘als eine t-(v,k,A)-Verdichtung [¢-(v,k,A)-Uberdeckung]
bezeichnet.

Lemma 4:  Eine #-(v,k,1)-Verdichtung kann maximal

Bty ) = ,1(j)/(’t‘)

Blocke haben, wihrend eine #-(v,k,4)-Uberdeckung mindestens diese Zahl
von Blocken besitzen muB. Die Gleichheit gilt genau dann, wenn dic Ver-
dichtung (Uberdeckung) ein z-(v,k,1)-Plan ist.

Def. 25: Ein partiell balancierter unvollstindiger Blockplan (PBIBD) ist eine Verall-
gemeinerung eines BIBD. In diesem Fall ist es nicht notwendig, daB jedes
Paar von Elementen gleichhéufig auftritt. Falls A = {4,,..., 1.} eine Menge
positiver ganzer Zahlen ist, dann ist ein PBIBD mit den Parametern
(v,k,A) eine Anordnung von v Elementen in A-Teilmengen derart, daB jedes
Paar insgesamt in A; Blocken auftritt flr irgendein A; aus A.

Verdichtungen und Uberdeckungen entbinden von der Forderung, daB der Index kon-
stant sein muBl. Nun wird stattdessen die Forderung aufgegeben, dafl die BlockgroBe

konstant sein muf}:

Def. 26: Ein paarweise balancierter Plan (pairwise balanced design, PBD) mit den
Parametern (v,K,1) ist ein Mengensystem auf v Elementen, mit
Blockgrofien aus K, welches 2-balanciert mit Index 4 ist.

Ein PBD hat im allgemeinen keinen eindeutigen Wiederholungsfaktor. Blockpline sind
PBDs mit einer einzigen Blockgrofe. Es existiert eine umfassende Theorie liber paarweise
balancierte Pldne. Fishers Ungleichung gilt auch fur PBDs; daher sind symmetrische
Pline wiederum PBDs mit einer Minimalzahl von Blocken.

SchlieBlich kann man sowohl die Restriktion betreffend die Blockgrofen aufgeben, als
auch nur eine obere Grenze fur den Index vorgeben.

Def. 27: Ein partieller PBD ist ein Versuchsplan (¥,#) mit den Parametern
‘ (v,K,A), es existiert also weder fir die BlockgroBe noch fiir die Balance ein
einheitlicher Wert. Ein partieller PBD wird auch als nicht-uniforme Ver-

dichtung bezeichnet.

A.4 Zerlegbarkeit

Die Zerlegbarkeit kombinatorischer Versuchspline findet ihre direkte Korrespondenz in
der Partitionierung statischer Netzwerke.

Def. 28: Eine partiell-parallele Klasse (PPC) eines Plans (V,B) ist eine Sammiung
disjunkter Blocke von 2.
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Def. 29: Fiir einen Plan (V,2) ist eine parallele Klasse (Zerlegungsklasse, PC) von
Blocken #<2 eine Menge von Blocken derart, da3 die Schnittmenge von
je zwei Blocken leer ist und die Vereinigung aller Blocke von £ V ergibt.

Eine parallele Klasse ist demnach eine PPC, in der jedes Element von ¥V exakt einmal
auftritt; mit anderen Worten, eine PC enthélt v/k Blocke.

Def. 30: Eine fast-parallele Klasse ist eine abgeschwichte Form einer parallelen
Klasse, bei der die Vereinigung alle bis auf ein Element von V enthalten
muf.

Def. 31: Wenn 2 in parallele Klassen zerlegt werden kann, wenn also die b Blocke

in disjunkte parallele Klassen partitioniert werden konnen, wird diese Zer-
legung als Resolution bezeichnet und (V,#) heifit dann ein resolvierbarer
Plan.

Def. 32 Ganz allgemein kann ein #-(v,k,A)-Plan zerlegbar sein in (¢')-(v,k,4")-Pline;
Resolution ist dann der Fall ¥ = 1 und 4’ = 1.

Def. 33: Die grofite(n) PPC(s) in einem gegebenen Plan werden als Maximum be-
zeichnet.
Def. 34: Eine PPC ist maximal, wenn kein Block-in dem verbleibenden Plan exi-

stiert, der wechselseitig disjunkt zu allen Blocken innerhalb der PPC ist, d.
h. die PPC kann nicht erweitert werden.

A.5 Isomorphie

Die Eigenschaft zweier Versuchpldne, zueinander isomorph zu sein, wird in der
Parallelverarbeitung an der Stelle wesentlich, wo der eine Versuchsplan einen parallelen
Algorithmus, der andere eine parallele Architektur reprisentiert.

Die Isomorphie weist in diesem Fall auf die Moglichkeit eines geeigneten Mapping hin.

Def. 35: Zwei Pline (V), 8,) und (V3, @) heiflen isomorph genau dann, wenn eine
Bijektion ¢:¥; — V; existiert, so daf gilt:
by, i) € By« ((D(bl): eey ‘P(bk)) €3,

Def. 36: - Gilt dariiber hinaus V, = Vy=:V (und existiert damit eine Permuation IT
auf V¥, die ein I1 auf-2@, induziert, so daB I(B,) = 2;), so heiflen die Ver-
suchsplédne (V,2), und (V,2); dquivalent, (V,2),(V,2)5.

Def. 37: Ein Versuchsplan (V,2), emuliert einen Versuchsplan (V,2),
(V.8). > (V,B), (V,2): < (V,B),, wenn gilt: I(V,B),~(V,B), mit

1. Ve,
2. VBe 2, I EB; € B, mit B[SB/

Die Emulation heiit strikt, (V,2),2(V,2),, (V,8),S(V,®),, wenn folgende
Bedingungen gelten:
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1. VeV,
2. VBe® |3B e B, mitB = B;

Def. 38: Gegeben sei ein Versuchsplan (V,8); der zu (V,#) duale Versuchsplan
entsteht, indem man Bldcke als duale Elemente und Elemente als duale
Blécke auffaft. Hierbei bezeichnen die Elemente von Mengen aus & rmt
welchen dualen Blocken, das jeweilige duale Element inzidiert.

Def. 39: Ein Automorphismus eines Plans ist eine Bijektion der Elemente des Plans
auf sich, wobei Blocke auf Blocke abgebildet werden und Teilmengen, die
keine Blocke bilden, auf Teilmengen abgebildet werden, die keine Blécke
bilden.

Def. 40: Die Menge aller Automorphismen bildet eine Gruppe mit der iiblichen
Komposition von Abbildungen als Verkniipfung und wird als
Automorphismen-Gruppe bezeichnet.

Def. 41: Ein zyklischer Automorphismus ist eine zyklische Permutation, die alle
Elemente des Plans einschliefit.

Def. 42: Ein Plan der Kardinalitédt v heifit zyklisch, Bezeichnung: ¢-CB(v,k,1), wenn
seine Automorphismen-Gruppe einen v-Zyklus enthilt.

Ein t-CB(v,k,A)-Plan kann reprisentiert werden als ¢-(v,k,4)-Plan mit den Elementen
{0,...,v — 1}, fur die, wenn {a, ..., a:} einen Block bildet, {a; + 1, ..., ax -+ 1} ebenso einen
Block bildet, wobei die Addition modulo v ausgefiihrt wird. Ein zyklischer Plan ist immer
isomorph zu einem Plan (V,8), fir den V=2 ={0,1,.,v—1} und die Abbildung
fi i i+ 1 (modv) ein Automorphismus ist.

A.6 Differenzmengen

Die gebriuchlichste Darstellung eines zyklischen Plans geschieht in Form einer
Differenzmenge. Differenzmengen konnen vielseitig, auch mit Anwendungen in der
Informatik, als Generatorsysteme genutzt werden.

Def. 43: Eine (zyklische) (v,k,4)-Differenzmenge D, D = {d,,...,d:}, ist eine Samm-
lung von k Resten modulo v, so daB fur jeden Rest x# 0(modv) die
Kongruenz d,—dy=x (modv) genau 1 Losungspaare (d, d)) besitzt mit

dydye D.

Eine notwendige Bedingung ist: k(k —1)=A(v—1). Dies entspricht der Gleichheit im
Korollar zu Fishers Ungleichung (Korollar 1). Jede (v,k,A)-Differenzmenge erzeugt einen
zyklischen symmetrischen BIBD, dessen Blocke durch B(i) = {d, +.i,..., dx + i{}( mod v),
i=0,..,v—1 bestimmt werden. Die Differenzmenge, die Rir einen gegebenen Plan
schwierig zu ermitteln ist, wird daher oft auch als Anfangs- oder Basisblock des symme-

trischen Plans bezeichnet.
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Def. 44: Ein (v,k,2)-Plan heifit zyklisch, wenn der Plan -durch m Anfangsblocke
modulo v erzeugt werden kann, méglicherweise mit dem Extra-Basis-Block
0,m' 2 ,....(k — 1)m’), wobei b=mv+m',m" <v.

Die Definition kann offensichtlich leicht -auf groBere Werte von ¢ und A verallgemeinert
werden.

Def. 45: Gegeben seien zwei Differenzmengen D und D, mit identischen Parame-
tern. Falls D, = tD, + s( mod v) fiir beliebige ganze Zahlen ¢ und s, so sind
die Differenzmengen D, und D, dquivalent.

Def. 46: Falls D, = ¢tD, + s( mod v) fiir ein s, so heifit ¢ ein Multiplikator von D,.

Die Abbildungen x+ tx+ i(modv), i=0,..,v— 1, sind Isomorphismen der zugehd-
rigen symmetrischen Blockpléne.

Def. 47: Ein Plan heifit r-rotational, » > 1, wenn er einen Automorphismus besitzt,
der ein Element festhilt und die {ibrigen Elemente in » Zyklen jeweils der
Léange (v — 1)/r permutiert.

A.7 Lateinische Quadrate

Lateinische Quadrate sind, neben der Grundstruktur als solcher, sicherlich die be-
kannteste Ausprigung kombinatorischer Versuchspldne. Fisher stellte 1926 erstmalig
den Zusammenhang zwischen den Lateinischen Quadraten in ihrer historisch gewach-
senen Notation und den kombinatorischen Versuchsplidnen, in der Form wie sie auch
hier eingefuhrt wurden, dar. Algebraisch gesehen ist ein Lateinisches Quadrat die
Multiplikationstabelle einer Quasigruppe.

In der Parallelverarbeitung ergeben sich Anwendungsméglichkeiten Lateinischer
Quadrate und ihrer Sonderformen beispielsweise im Skewing und im Routing.

Def. 48: Sei (V,2) ein vollstindiger Versuchsplan. Fasse die Blocke als gerichtet auf,
d.h. die Reihenfolge der Elemente ist signifikant. (Blocke sind hier also
keine Mengen.)

Falls sich die Blocke in einer (b x v)-Matrix zeilenweise so anordnen lassen,
daf} jedes Element von ¥ in jeder Spalte hochstens einmal auftritt, heiit
der Versuchsplan Lateinisches Rechteck.

Def. 49: Sei (V,2) ein vollsténdiger, symmetrischer Versuchsplan. Falls sich die ge-
richteten Blocke in einer quadratischen (v x v)-Matrix zeilenweise so an-
ordnen lassen, daf jedes Element von ¥ (in jeder Zeile genau einmal und)
in jeder Spalte genau einmal auftritt, heift der Versuchsplan Lateinisches
Quadrat (der Kardinalitit v).

Def. 50: Ein Griechisch-Lateinisches Quadrat entsteht durch Uberlagerung zweier

Lateinischer Quadrate derart, daB in der Uberlagerungsstruktur jedes Paar
von Objekten genau einmal auftritt.
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Def. 51: Verhalten sich die beiden Lateinischen Quadrate so ‘zueinander, daB sich
durch Uberlagerung ein Griechisch-Lateinisches Quadrat ergibt, so werden
die Quadrate als orthogonal bezeichnet.

Satz 2: Eine Menge von paarweise orthogonalen Lateinischen Quadraten der
Kardinalitét v hat hochstens Méachtigkeit v — 1.

Fur (vollstindig genannte) Mengen von v— 1 paarweise orthogonalen Lateinischen
Quadraten der Kardinalitit v besteht ein Zusammenhang mit den projektiven Ebenen:

Satz 3: Eine endliche projektive Ebene der Ordnung v existiert genau dann, wenn
es eine vollstindige Menge von v — 1 paarweise orthogonalen Lateinischen
Quadraten der Kardinalitit v gibt.

Eine wichtige Untersuchung der Struktur Lateinischer Quadrate zielt auf die Charak-
terisierung partieller Lateinischer Quadrate, die ohne Hinzunahme von Zeilen, Spalten
oder Elementen zu Lateinischen Quadraten vervollstindigt werden kénnen.

Def. 52: Ein partielles Lateinisches Quadrat der Kardinalitiit v ist ein v x v-Feld; je-
der Eintrag ist entweder leer oder enthidlt ein Element der Menge
{0,...,v — 1}. Jede Zeile (Spalte) enthilt jedes Element hdchstens einmal.

Wichtig fur viele Anwendungen sind Verfeinerungen Lateinischer Quadrate, die die
gleichmiBige Verteilung der Elemente nicht nur {iber Zeilen und Spalten sondern auch
tiber die Diagonalen fordern.

Def. 53: Ein Lateinisches Quadrat heifit diagonal, falls jedes Element i (1 <i< n)
auf der Hauptdiagonalen nur exakt einmal auftritt. Ein Lateinisches
Quadrat heifit doppelt diagonal (dd), falls dies sowohl fir die Haupt- als
auch fur die Nebendiagonale gilt.

Satz 4: Ein beliebiges doppelt diagonales Lateinisches Quadrat der Kardinalitét p
(p = 1), kann mit einem geeigneten diagonalen Lateinischen Quadrat der
Kardinalitit ¢ (= 1vg = 4 falls p = 1, ¢ > 1 sonst) kombiniert werden, um
ein doppelt diagonales Lateinisches Quadrat der Kardinalitdt pg zu erhal-

ten.

Def. 54: Ein Knut-Vik-Versuchsplan der Kardinalitét v ist ein v x v-Feld von Ele-
menten, so daf} folgende Bedingungen gelten:

1. (im Hinblick auf Zeilen und Spalten) bildet der Versuchsplan ein La-

teinisches Quadrat '
2. Diagonalen und Gegendiagonalen enthalten fir alle j=0,1,..v— 1.

(ebenfalls) jedes Element exakt einmal; die j-te Diagonale
[Gegendiagonale] ist dabei definiert durch die Elemente (ij + i mod v)

[(ij —i— 1 modv)] fur i=0,1,..v— 1.
Satz 5 (Hedayat, Federer 1975)

Knut-Vik-Versuchspline existieren fir alle Kardinalitdten v mit v> 1 falls
v weder durch 2 noch durch 3 teilbar ist.
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A8 Hypergraphen

In diesem Abschnitt soll deutlich gemacht werden, daf die Graphentheorie als Teil der
kombinatorische Theorie der optimalen Versuchspline aufgefait werden kann. Dieser
Zusammenhang erlaubt die Integration der in vielen Teilbereichen der Parallelverarbei-
tung bereits vorhandenen graphentheoretischen Modelle in das in der vorliegenden Ar-
beit entwickelte kombinatorische Modell.

Def. 55: Ein Graph ist ein 2-uniformer Versuchsplan (V,2).

Aufgrund dieses Zusammenhangs werden Versuchsplédne auch als Hypergraphen ange-
sprochen. Das Mengensystem & wird bei dieser Betrachtungsweise dann héufig als E
(edges, Kantenmenge) notiert. r-Regularitét des Hypergraphen (V,E) bedeutet dann, daf
jede Ecke (vertex) x € ¥ mit r Kanten inzidiert; k-Uniformitit des Hypergraphen (V,E)
bedeutet, daBl jede (Hyper-)Kante y € E mit & Ecken inzidiert.

Def. 56: Sei (V,8) Hypergraph (Versuchsplan) der Kardinalitdit v, die
Inzidenzmatrix des Hypergraphen ist eine (b x v)-Matrix, fur deren Eintri-
ge ay gilt: a;=1 falls a,e B;, 0 sonst. (Dies setzt eine vorangegangene
Numerierung der Blocke B; € 2 und Elemente a; € V voraus.)

Def. 57: Sei (V,2) Hypergraph (Versuchsplan) der Kardinalitédt v; die Adjazenzma-
trix - des Hypergraphen ist eine (vx v)-Matrix, fur die gilt: Die
Diagonaleintrige sind leer; falls fiir. zwei Elemente a,b € ¥V ein Block B im
Mengensystem 2 existiert, der beide Elemente enthilt, so wird in der Ad-
jazenzmatrix an den Stellen (a,b) und (b,a) jeweils eine 1 eingetragen; ist
kein solcher Block vorhanden, so wird an diesen Stellen eine 0 eingetragen.

Def. 58: Zwei Graphen G, und G; heilen zueinander isomorph, wenn zwischen ihren
Ecken und ihren Kanten Bijektionen bestehen, derart, daff die
Inzidenzbezichungen erhalten bleiben. Formal: Fur G,=(V,, E;) und
G:=(V;, B)mit | V| = | V;] existiert eine Bijektion @:V;— V5, fur die gilt:
(xy) € B <= (0(x), o)) € E2 Yxyp e V.

Def. 59: Sei G =(V,E) Graph; ein Faktor F=(V, E;) von G ist ein spannender
Teilgraph, d.h. Vr= ¥V und Vve V| 3we V; mit (v,w) € Ep.

Def. 60: Ein Faktor heif3t r-Faktor, wenn er r-regulir ist.

Def. 61: Eine [r-]Faktorisierung eines Graphen ist eine Kollektion kantendisjunkter
[r-JFaktoren, deren Vereinigung den vollstindigen Graphen ergibt.

Def. .62: Ein Graph G = (V,E) ohne Schlingen, d.h. Kanten der Form (v,v), heifit
bipartit, wenn es eine Zerlegung V,,¥%, von V gibt, derart daB
Vv € W, 2 € V21w, v, sind nicht adjazent.

Es ist moglich, einen kombinatorischen Versuchsplan (V,8) als bipartiten Graphen

G=WV,U Vs, E) darzustellen mit der Setzung; Vie=V, V=2,
VveV,Be #:(v,Bye E<>ve B.
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Anhang B. Zusitzliche mathematische Hilfsmittel

~In diesem Abschnitt werden-mathematische Hilfsmittel definiert, die im Verlauf der Ar-
beit zur Anwendung gelangen, aber nicht Teil der kombinatorischen Theorie der opti-
malen Versuchspline sind ((AHU,74], [Ger,87], [Big,897).

B.1 Ordnungsrelationen

Def. 63:

Def. 64:

Def. 65:

Eine partielle Ordnung auf einer Menge V ist eine Relation <, so daf} fiir
alle a, b e V gilt:

I. ax<a (< ist reflexiv)
2. (axbabxc) = axXc (X ist transitiv)
3. (abab<a)=>a=0b (< ist antisymmetrisch)

Eine lineare Ordnung (totale Ordnung) < auf einer Menge ¥ ist eine par-
tielle Ordnung, so da@ fiir jedes Paar (a,b) von Llementen von V entweder

gilt a<b oder b<a.

Sei & ein k-uniformes Mengensystem tiber einer Menge V. Auf ¥V existiere
eine lineare Ordnung <. Fir alle (x,..,.x)e®@ sei o.B.dA.
xn<x<...<x;. Die lineare Ordnung < auf V induziert eine
lexikographische Ordnung auf dem Mengensystem £ vermoge der Vor-
schrift: Y(ay, ..., ai),(by, ..., b)) € B :

(@1 ooy @)= (b1y ooy b)) > Y mit g<byna=b VI<i<].

B.2 Gray-Codes

Def. 66:

Gray-Codes sind Codierungen von Dezimalzahlen in Dualzahlen, in denen
Codewdrter aufeinanderfolgender Dezimalzahlen sich in genau einem Bit
unterscheiden. Ein solcher Code kann rekursiv (induktiv) nach folgendem
Schema entwickelt werden:

o fiir die Zahlenbereiche 0,..N—1=2"—1 hat die Gray-Code-
Darstellung einer Dualzahl n Bits.

e fur die Zahlen {0,1} sind die Gray-Code-Dualdarstellungen {0,1}; fiir
die Zahlen {0,1,2,3} sind die Gray-Code-Darstellungen {00,01,11,10}.

o Seien @g...don—1y seey Gno19ebn-1a-1 die Gray-Code-Dualdarstellungen
des Zahlenbereichs 0,..,N—1=2"—1, dann ergibt sich die Gray-
Code-Darstellung des Bereichs 0,...,2N — 1 =2+!—1 rekursiv daraus

wie folgt:
O, vesy N-1= an‘o...ao',,_l, ey Oa,,_;,o...a,,_,,,_,
N’ seey ZN— 1= lan—l,ﬂ"'an—l.n—ls veey laO.U'"aO,n-l

Fir den Bereich N,..,2N-—1 wird also auf die gegebene n-Bit-
Darstellung des Bereichs 0,...,N — 1 in absteigender Form zugegriffen;
dies kann auch als Spiegelung aufgefaflt werden, wobei anschlieflend
der ersten Hilfte eine 0, der zweiten Hilfte eine 1 vorangestellt wird.
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B.3 Permutationen

Def. 67: Eine Permutation einer Menge M ist eine bijektive Abbildung IT:M—M.

Def. 68: Die Menge aller Permutationen von {1,2,...,n} wird mit S, bezeichnet. S,
bildet mit der Verkettung von Abbildungen als Verkniipfung eine Gruppe.
Diese heifit Symmetrische Gruppe vom Grad n.

Lemma 5: S, hat »/ Elemente.

Def. 69: IMesS, heiBt r-Zyklus, 1= (i...;), wenn es i,..., L€ {l,.,n} gibt, mit
n(ll) = iz, n(lz) = is, veey H(z,) = il und I'I(]') =J V‘]é{l], cery i,}.

Def. 70: Ein 2-Zyklus heifit Transposition. Der 1-Zyklus ist die identische Abbil-
dung.

Satz 6: Jedes Il e S, ist Produkt von disjunkten Zyklen, also von Zyklen mit
disjunkten Ziffernmengen. Jeder r-Zyklus ist Produkt (Verkettung) von
(r — 1) Transpositionen. Jedes I € S, ist Produkt von Transpositionen aus
{(12),(23),34),...(n — 1 n)}.

B.4 Restklassen

Def. 71: Sei M eine Menge ganzer Zahlen, » eine natiirliche Zahl. Eine Zerlegung
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von M in Restklassen modulo # ist eine Zerlegung von M in n Mengen
Ry, ..., R,_, derart, daB} die Teilmenge R, alle diejenigen Elemente von M
enthilt, die bei der ganzzahligen Division durch » den Rest i liefern.
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