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Zusammenfassung

Heutzutage werden immer groRere Datenbestande bei deur®) neuer oder der Verbesserung
bereits vorhandener Produkte in der Industrie erhobere ®winhtige Aufgabe besteht nun darin,

die verborgenen Informationen innerhalb dieser Daten kengren und auszuwerten. Der Begriff
des Data Minings umfasst in diesem Zusammenhang halb atisochaMethoden zur Bestimmung

statistisch signifikanter Strukturen (Modelle, MusterrélyrelmaRigkeiten). Jedoch wird so gut wie
jede Datenanalyse von verfalschenden Beobachtungereremgten Ausrei3ern, beeinflusst. Zur
Behandlung dieses Ausreil3erproblems kann man zum einageifaszu Beginn der Untersuchung

identifizieren und eliminieren oder man setzt robustestiathe Verfahren ein, die den Einfluss von
Ausreil3ern reduzieren.

Im Rahmen eines Projektes, initiiert von einem pharmagelgin Unternehmen aus Aachen, wur-
den in dieser Diplomarbeit die RobustheitseigenschaftenSchatzern fur univariate und multiva-
riate Lage- und Streuungsparameter untersucht. Versagebbuste Verfahren aus der Klasse der
L- und M-Schatzer sowie ein Algorithmus zur robusten Haaptponentenanalyse wurden vorge-
stellt und implementiert.

Abstract

Nowadays in more and more industrial sectors increasinguata@f data are collected when de-
signing and developing innovative or improved products.important task in this context is to
uncover hidden information contained in the data. UndeaDéining semi-automatic procedures
for extracting statistically significant structures suchnaodels, patterns or anomalies from large
data sets are subsumed. Almost every analysis is conceynedrbpresentative observations, so-
called outliers, reducing and distorting the informatidooat the data structure. One approach to
the outlier problem is to detect and reject outliers at thgirbeng of the data analysis. Another
approach is to use robust statistical procedures, whialceethe influence of outliers.

Within a project initiated by a pharmaceutical company frdathen (Germany) this diploma the-
sis investigates the robustness properties of estimatongnivariate and multivariate location and
scale parameters. Several robust procedures from theesla$$ -estimators and M-estimators as
well as an algorithm for robust principal component analysere examined and implemented.
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Einleitung

In immer mehr Bereichen der Industrie werden heutzutageeimgroRere Datenbestande bei der
Entwicklung neuer oder verbesserter Produkte erhobeneilBgiielt die Erfassung und Archivie-
rung dieses Datenmaterials aufgrund der Entwicklung vagicBprkapazitaten und leistungsstar-
ken Rechnern nur noch eine untergeordnete Rolle. Vielneht sie Suche nach Informationen
innerhalb dieser Daten im Vordergrund.

Mit Data Mining wird eine Untersuchungsmethode bezeichnet, aus einkr %in Daten und Be-
obachtungen mit Hilfe statistischer Verfahren die Infotior@en zu filtern, die fir eine bestimmte
Fragestellung von Bedeutung sind.

Bei der Betrachtung der Daten kann man zwei grundlegendgaleinbereiche unterscheiden. Zum
einen sollte man RegelmaRigkeiten und Abhangigkeiterermalb des Datenmaterials erkennen
kdnnen, zum anderen sollten sogenannte Ausredgettifiziert und ihr Einfluss auf die gewonne-
nen Informationen minimiert werden.

Ausreil3er kdnnen verschiedene Ursachen haben:

e Es wurden fehlerhafte Messungen durchgefihrt.

e Einige wenige Beobachtungen besitzen Uberdurchsdhbhittyiinstige oder unglinstige
Eigenschaften.

Nun besitzen einige statistische Verfahren zum Data MiniiegEigenschaft, dass ihre Ergebnis-
se sehr stark von solchen Ausrei3ern beeinflusst werden iensbdgewonnenen Informationen
nur eine geringe bis keine Aussagekraft besitzen. An dieBankt angelangt, bieten sich zwei
Losungsmaglichkeiten an. Entweder nutzt man VerfahteanfsreiRererkennung und eliminiert
diese bevor Informationen gewonnen werden, oder es stigfahren genutzt werden, die weitge-
hend unempfindlich gegenuiber Ausreil3ern sind. Genau aerd&telle werden robuste Verfahren
wirksam. Sie erlauben, Aussagen Uber das Datenmateri@éffen, die nicht von grenzwertigen
Beobachtungen verfalscht werden.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es daher, eirfldberblick iiber robuste Verfahren zu geben. Dabei
wird auf univariate und multivariate Problemstellungengeigangen, und es werden Kriterien zur
Verfligung gestellt, die eine qualitative BeurteilungsdieVerfahren ermdglichen. Diese Arbeit er-
hebt nicht den Anspruch der Vollstandigkeit.

Die Implementierung einiger ausgewabhlter robuster Veeha erfolgte in der Programmiersprache
C und findet bereits Anwendung in der Forschungsabteilungsajro3en Industrieunternehmens.
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Mal3zahlen fur Lage und Streuung
(univariat)

Hat man eine Beobachtungsreihe mit Datenmaterial voriegemochte man diese Daten meist mit
wenigen charakteristischen Grolzen kennzeichnen. Héerfigendete Charakteristika sind die Lage
und die Streuungler Daten. Eine LagemalRzahéschreibt in geeigneter Weise das Zentrum der
beobachteten Wertg, ..., x,,, wohingegen eine Streuungsmalzatndibt, wie die Daten von einem
Zentrum im Mittel abweichen. Einige dieser Lage- und Stregamaf3zahlen sollen im Folgenden
vorgestellt werden.

2.1 Lagemal3zahlen

Definition 2.1.1. (Arithmetisches Mittel)
Das arithmetische Mittet,, einer Stichprobe:, ..., z, vom Umfangn ist definiert als

n
_ 1
Ty 1= — E T;
n -
=1

Aufgrund der leichten Berechenbarkeit dieser Lagemalaaicheint das arithmetische Mittel als
ein einfaches und leicht anzuwendendes Hilfsmittel, um Z&strum einer Beobachtungsreihe
zunachst einmal zu beschreiben. Untersucht man das atiguhe Mittel hingegen auf seine Emp-
findlichkeit gegenuber Ausrei3ern, also gegeniuber Wede sehr weit entfernt von diesem be-
rechneten Zentrum liegen, so stellt man schnell fest, dasamthmetische Mittel nicht das optimale
Werkzeug zur Beschreibung der Lage ist. Das folgende B#iaps [7] soll dies verdeutlichen.

Beispiel 2.1.2.

Von einer Holzlatte der Lange 5m werden nacheinander 8iti€ke der Lange 1m abgesagt. An-
schliessend werden die Abweichungernvon der Solllange 1m gemessen und in mm angegeben,
d.h.z; = (& — 1) - 103, wobei¢; die Lange des-ten Stiickes in m angibt. Dabei ergeben sich
folgende Werte flrq, ..., x5:

—0,5; 1,5; —1,0; 0,5; —9,5

Berechnet man das arithmetische Mittel auf der Grundldge féinf Beobachtungen, so ergibt sich
Ts = —1, 8. Dieser Durchschnittswert legt die Vermutung nahe, dasS#ége bei jedem abgesagten
Stiick einen Fehler von c&, 8mm macht. Die ersten vier Lattenstiicke wurden jedoch faemmi
korrekt mit der gewlinschten Lange von 1m gesagt. Da abiejedlem Sagevorgang 2mm durch
Sagespane verloren gingen, kann das letzte Lattenk#iok Lange von 1m mehr haben und weist
die angegebene relativ grolde Abweichung vom Sollwert aufilt man hingegen nur die ersten
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vier Werte zur Berechnung des Mittels, dann ergibt sich eant\ir das arithmetische Mittel von
T4 = 0,125. Dieser Wert zeigt offensichtlich eine adaquatere Besibhng der Sachlage.

Bei diesem einfachen Beispiel war es unproblematisch, desreM3erwert zu erkennen und fur
weitere Berechnungen zu eliminieren. In den allermeistéleR ist diese Identifikation jedoch nicht
so schnell und sicher zu bewerkstelligen und man sollterdaheiner LagemafRzahl tibergehen, die
nicht so empfindlich auf extreme Werte in den Rohdaten readyjerbereitend wird dazu zunachst
der Begriff der geordneten Stichprobmgefihrt.

Definition 2.1.3. (Geordnete Stichprobe, Ordnungsgif3e)
Hat mann Beobachtungen, ..., z, aus einer Stichprobe vom Umfamgund werden die Daten
der Grof3e nach sortiert, so bezeichn@; deni-kleinsten Wert, also inshesondere

Ty = min z; T,y = max I;
W= 5 () = 55

Die der Grof3e nach sortierte Reihe
TU) ST S - S Tno1) S T

heif3t die geordnete Stichproben x1, ..., z, undz; wird die i-te Ordnungsgrofgenannt.

Damit lassen sich nun weitere Lagemaf3zahlen definieren:

Definition 2.1.4. (Empirischesa-Quantil)
Das empirischex-Quantil z,, einer Stichprobe:, ..., z,, vom Umfangn ist definiert als

1

_ T([n-a]+1) , falls n - « keine ganze Zahl ist
To = . .
5 () + T(nat1)) - fallsn-a eine ganze Zahlist .

Als Spezialfall dieser Definition stellt sich der empiriscklediandar.

Definition 2.1.5. (Empirischer Median)
Unter dem empirischen Median,, einer Stichprobe:, ..., z,, vom Umfangn versteht man

. :c(ngl) , falls n ungerade

1
5 (x(%) +x(n+2)) , falls n gerade .

Beispiel 2.1.6.
Betrachtet man nun noch einmal das Beispiel 2.1.2 und beetafen empirischen Median, so
erhalt man als geordnete Stichprobe zunachst

:C(l) = —9,5; 56(2) = —1,0; 56(3) = —0,5; 56(4) = 0,5; 56(5) = 1,5

Damit ergibt sich der Median zms = Zo5 = —0,5, welcher eing,robustere” Beschreibung der
Situation liefert als das arithmetische Mittel.

Bei symmetrisch verteilten Daten ist das midquartile geeignetes Lagemals.

Definition 2.1.7. (midquatrtile)
Das midquartileeiner Stichprobe:y, ..., z,, vom Umfangn ist definiert als

1

3 (Zo,25 + To,75)
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Beispiel 2.1.8.
In Beispiel 2.1.2 ergibt sich so

1 . - 1

B (To25 + .%'0,75) = 5(%(2) + x(4)) =—0,25

Diese kleine Auswahl an moglichen Lagemal3zahlen zeigirselm simplen Beispiel, wie unter-
schiedlich auf Ausreil3er reagiert wird, und es wird debtlidass man bei der Untersuchung expe-
rimentell erzeugter oder auch pseudo-zufallig erzeuDtgen am Rechner auf Verfahren zuriick-
greifen sollte, die moglichst unempfindlich gegeniibesrilern sind.

2.2 Streuungsmalizahlen

Das wohl bekannteste Verfahren zur Bestimmung der Streinmaghalb einer Stichprobe ist die
empirische Standardabweichung

Definition 2.2.1. (Empirische Standardabweichung, empische Varianz)
Die empirische Standardabweichuamer Beobachtungsreihg, ..., z,, vom Stichprobenumfang
n ist definiert als

n

Sn = ! Z (z; — fn)2

n—14
=1

Die quadrierte empirische Standardabweichung wird esgtig Variangenannt.

Beispiel 2.2.2.
Angewendet auf die Daten aus Beispiel 2.1.2 erhalt manflireden arithmetischen Mittelwert
Ts = —1,8 und eine empirische Standardabweichung ¥98- 4,41 , beiz, = 0,125 ergibt sich

ein Wertvons, = 1, 11.

Die Werte des Beispiels zeigen, dass auch die empirisched&@abweichung empfindlich auf

Ausreil3erwerte reagiert. Dies lasst sich damit begriindass grof3e, stark vom Zentrum abwei-
chende Werte durch das Quadrieren bei der Berechnung déisrhen Standardabweichung einen
noch groRReren Einfluss gewinnen und so die Streuung denDatélscht wiedergeben. Auch die

Verwendung einer ausreiRerunempfindlicheren Lagemalkzain dies nicht unterbinden, da das
arithmetische Mittelr,, gerade der Wert ist, der den Ausdrugk(x; — a)? fur @ minimiert.

Eine gegenlber Ausreil3ern robustere StreuungsmafRtderiQuartilabstand

Definition 2.2.3. (Quartilabstand)
Als Quartilabstand (Interquartilabstand, interquantlage)einer Stichprobe, .. ., =, bezeichnet
man die Differenz der beiden Gro3gn7s und 2y o5, also

IQR,, = Zo,75 — Z0,25

Auf den Begriff des Interquartilabstandes wird in Kapitadl@gch naher eingegangen.

Fur die Stichprobe des Beispiels 2.1.2 ergibt sich J@R1, 5. Dieser Wert zeigt einen robusteren
Umgang mit dem Ausrei3erwert van;) = —9,5 und ist daher hier besser geeignet, die Streuung
der Daten um ein Lagezentrum zu beschreiben als der derisai@n Standardabweichung.
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Kriterien fur Robustheit

Wie man in dem vorangegangenen Kapitel an einfachen B&asgdiereits festgestellt hat, reagieren
unterschiedliche Verfahren zur Bestimmung von Lage uneusing unterschiedlich auf Ausreifer.
Was man in diesem Zusammenhang unter eigredousten” Verfahren versteht, ist intuitiv klar, aber
wie kann man diese Robustheit mathematisch beschreibetihergrifen? Dieser Frage soll im
vorliegenden Kapitel nachgegangen werden. Als Kriteri@nBeurteilung von Robustheit werden
an dieser Stelle die Sensitivitatskureke Einflusskurveind der Bruchpunkibenutzt.

Bezeichne im Weiteren

T =Tn(x1,...,2,)
eine Stichprobenfunktigrauch Statistilgenannt, zur Stichprobe,, . .., 2, vom Umfangn.

Beispiel 3.0.1. (Stichprobenfunktionen)
1. Arithmetisches Mittel:

1 n
To(z1,. .., zp) = " ZCEZ
i=1

2. Median:
Ty, ) = T((n+1)/2) , falls n ungerade
%(x(n/Q) + I((n+2)/2)) , falls n gerade

3. Standardabweichung:

3.1 Die Sensitiviaitskurve

Definition 3.1.1. (Sensitiviitskurve, sensitivity curve)
SeiT, = T,(x1,...,z,) eine Stichprobenfunktion basierend auBeobachtungen. Dann ist die
Sensitivitatskurvelefiniert als

SC(I';I'l, s 7$n—17Tn) =n: (Tn(xh' .. 7xn—17m) - Tn—l(wlv s 7xn—1))

Die Sensitivitatskurve beschreibt die Reaktion einectgtrobenfunktion, falls zu einer Stichprobe
x1,...,Ty_1 €ine weitere Beobachtunghinzugefigt wird. Ihr Wert entspricht der Differenz von
T, und T, _; multipliziert mit der Anzahln der Beobachtungen insgesamt.

Beispiel 3.1.2. (Sensitiviitskurve von arithmetischem Mittel und Median)([7])
Es seien folgende Daten gegeben:

r1 =-0,5;, 29 =1,5;, x3=—-1,0; 24 =0,5 =n—-1=4
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1. Sensitivitatskurve des arithmetischen Mittels

1 1
SCz;x1,...,x4,T5) = 5- <g(£61—|—...+£C4—|—$)—Z(£C1+...—|—ZC4)>

1
= 5-(0,1+5x—0,125)
= x—0,125

2. Sensitivitatskurve des Medians

-2,5 ,fallsz < —0,5
SCz;x1,...,24,T5) = < b ,falls —0,5 <2 <0,5
2,5 ,falls0,5 < =

SCy SCa

2.5

°
5
&
4 4

Abbildung 3.1: Sensitivitatskurve fur das arithm. Mittel (links) undrdiledian (rechts)

Im letzten Beispiel zeigt sich deutlich am Steigungsveemaber Kurven, dass das arithmetische
Mittel bei Hinzunahme eines weiteren beliebigen Werntadie Sensitivitatskurve und damit auch

den Wert fur das Zentrum der Datenpunkte so verandern,ldass der neu berechnete Wert fir
die Lage der Daten ein stark verfalschtes Bild der Stichgigefert. Dies zeigt sich darin, dass die
Sensitivitatskurve des arithmetischen Mittels unbedckirist. Im Gegensatz dazu ist die Sensiti-
vitatskurve des Medians beschrankt, so dass auch eatztischér weit ausserhalb des Zentrums
liegender Beobachtungswert die geschatzte Lage desutemntricht mafigeblich verandern kann.

Bevor nun weitere Kriterien zur Beurteilung von Robustbgigenschaften von Mal3zahlen ein-
gefuhrt werden, wird die bisherige Betrachtungsweise @eis Sicht der rein beschreibenden
(deskriptiven) Statistik verlassen und ein fur das weitéorgehen zugrundeliegendes mathema-
tisches Modell vorgestellt [12]. Dabei bezeichieeine Zufallsvariable (ZufallsgroRedie auf ei-
nem geeigneten Wahrscheinlichkeitsragfh .4, P) als eine Abbildung vorf2 in die Menge der
reellen Zahlen definiert ist, undbezeichnet im Folgenden eine Realisat#ner Zufallsvariablen
X. Des Weiteren sei

F:R—[0;1] mit F(x):=PX <=x) Vz e R

die Verteilungsfunktiorder ZufallsvariablenX mit den bekannten Eigenschaften.
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Um sich bei unbekannter Verteilungsfunktion trotzdem eid 2on der Verteilung der Zufallsgrof3e
X machen zu konnen, ist die Konstruktion der empirischertéidengsfunktionf;, hilfreich. Fur
eine unabhangige Folg¥§,, ..., X,, von Zufallsgrof3en mit der Verteilungsfunktidn gibt

Fo(t,w) == %Z Lo, (Xi(w))
i=1

die relative Haufigkeit deX; mit den Werten< ¢ an, wobei mitl(_oo,t die Indikatorfunktion?
auf dem Intervall—oo, t] bezeichnet wird. AuRerdem heil3t eine Stichprobenfunkiiemen Wert
einen unbekannten Parameter der den Beobachtungen zadiegenden Verteilung schatzt, ein
Schatzeibzw. eine_SchatzfunktionAlle bisher betrachteten Stichprobenfunktionen sindabar
von Lage- bzw. Streuungsparametern der zugrunde liegevehtsilung.

3.2 Die Einflusskurve

Bei der Berechnung der Sensitivitatskurve stellt man f@ass diese nicht ausschlie3lich von der
jeweiligen Stichprobenfunktioff;, (-) abhangt, sondern vor allem auch von den konkret vorliegen-
den Stichprobendaten und deren Anzahl. Man kann versudiesg Abhangigkeit zu eliminieren,
indem man eine Grenzwertbetrachtung filir~ oo durchfiihrt. Dazu betrachtet man zum Beispiel
die SC-Kurve des arithmetischen Mittels:

1 n—1 1 n—1
SCx; 1,y Tp—1,Tp) nlﬁ (in—kx)—n_lz:mi]
i=1 i=1
n—1 n n—1
= in+x—n—1zxi
i=1 1=1

1 n—1
= T Zwi—kx
i=1

Sind die Beobachtungen unabhangige Realisationen eimfall&rofRe mit existierendem Erwar-
tungswertu, dann konvergiert aufgrund des Starken Gesetzes GroR@rZ@GGZ)die Sensiti-
vitatskurve SC fast sichérgegenz: — 4.

ICn

Abbildung 3.2: Einflusskurve des arithmetischen Mittels file= 0

1, fall A

11A(UJ) _ ,fallsw €
0,fallsw ¢ A

2Der Begriff der fast sicheren Konvergenz wird in 5.1.3 defini
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Betrachtet man jetzt allgemein eine Stichprobenfunktidie, wie das arithmetische Mittel eine
Funktion der empirischen Verteilungsfunktiafi, ist, 7,, = T'(F,), dann ergibt sich fur die
SC-Kurve:

-1 1
SCz;21,...,2n-1,Th-1) = n {T <n Fo_1+ _5x> - T(Fn—l):|
n n

T (“=1F, 1+ 16,) — T(Fu-1)
% )
wobei §, die sogenannte Einheitsmadse Punktz ist. Firn — oo strebtF,,_; — F, und man
erhalt fur ein hinreichend regular@s von dem man voraussetzt, dass es auch definiert ist, in

vielen Fallen (s. [6]): i 5 )
s. T((1 — )T
SCx; X1,y ..oy X1, Tp—1) I lirr(l) (( €) 4(;5 ) (F)

E—

(3.1)

In diesem Fall ist'(F,,) ein naturlicher Schatzwert fr(F).

Definition 3.2.1. (Einflusskurve, influence function)
Der Grenzwert (3.1) wird als die Einflusskurve (influencevelibezeichnet, d.h.

IC (s F.T) = tim LU=+ €0) = T(F)

e—0 £

Die Einflusskurve gibt also Auskunft Uber die Reaktion eifehatzfunktion auf einen hinzu-
gefugten Wert unter der Annahme, dass die Stichprobe au=udeundeliegenden Verteilung von
groRem Umfang ist. Da bei der Grenzwertbildung wegen dek&tasesetzes GroRRer Zahlen die
Stichprobe nicht mehr betrachtet wird, hangt die Einfluss& nur noch vorr ab und wird da-
her auch als lokale Kenngro®ezeichnet. Ausserdem kann man den maximalen Einfluss,jmen e
einzelne Beobachtung auf den zu schatzenden Wert au&aben mit dem maximalen Betrag der
Einflusskurve angeben. Diese GroRRe wird als AusreiRerediffinkeit (gross-error sensitivitye-
zeichnet. Untersucht man das arithmetische Mittel und dedidh hinsichtlich dieser Grofde, so
stellt man fest, dass das arithmetische Mittel im Gegermatz Median einen unendlichen Wert
annnehmen kann und deshalb bei ausrei3erbehafteten Deltergyeeignet ist. Auch die Steigung
der Einflusskurve kann man im Bezug auf die Robustheit iné¢igren. Sie liefert einen Anhalts-
punkt fir das Verhalten der Schatzfunktion bei nur gegingnderungen, wie sie zum Beispiel
bei Rundungen oder Klassenbildung der Rohdaten auftraéiendn. Solchédnderungen haben
einen starkeren Einfluss auf den zu schatzenden Wertilersdee Steigung der Einflusskurve ist.
Je grolRer der maximale Wert des Absolutbetrages der Stpifiacal-shift sensitivity ist, desto
starker konnen solch&nderungen auf den Schatzwert durchschlagen. Fiir denadeugibt sich
hier ein unendlicher Wert, wahrend die GrofRe beim aritisoken Mittel den endlichen Wert 1
annimmt. Wie in Kapitel 5 noch genauer erlautert wird, gistauch robuste Schatzer, die weit
auBBerhalb liegende Stichprobenwerte vollstandig igmeri, d.h. die Einflusskurve hat ab einem
bestimmten Abstand vom zu schatzenden Lageparameter deridéhtisch Null (s. die Beispiele
in Kapitel 5.2).

Beispiel 3.2.2. Einflusskurve des Medianés. [7])
Es wird angenommen, dass eine Normalverteildig:, o) mit Mittelwert ;, und Varianzo? vor-
liegt. Dann gilt
1
IC(x; F,my,) = 5\/2 -0 - Sgn(z — )
—/5-0 ,fals z—p<0
= <0 Jfalls z—p=0

\/g-a Jfalls z—p >0
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Abbildung 3.3: Einflusskurve des Medians figr= 0 undo? = 1

Der Grenzwert, der die IC-Kurve definiert, kann als Ablegutes Funktionald” interpretiert wer-
den. Man bezeichnet diese Ableitung als Gateaux-Difte@krlas im Folgenden vorgestellt wird.

Definition 3.2.3. (Gateaux-Differential)
Es seienF" und G Verteilungen aus der Mengg aller Verteilungsfunktionen und

{1=NF+AG, 0<A<1}

sei die Menge der Konvexkombinationen afisund GG. Das FunktionalT sei definiert auf
F + X\(G — F) fur alle hinreichend kleinen. Existiert der Grenzwert

TG F) = i T(F+)\(G;\F)) T

so wird dieser als das Gateaux-Differential des Funki®haan der Stellé in Richtung vonG
bezeichnet.

Man erkennt, dass der Ausdrudk?' (F'; G — F’) die rechtsseitige Ableitung der reellen Funktion
Q(\) =T(F + MG — F)) nach\ an der Stelle\ = 0 ist.

Als nachstes wird die Abweichung der Schatzdmgd,) von dem wahren Weff'(F') mit Hilfe des
Gateaux-Differentials vofi” an der Stelle’ in RichtungF;, untersucht. Es sei

Q) = T(F + AF, - F))
Die lineare Taylorapproximation va@ an der Stelle\ = 0 ergibt

T(F,) -T(F) = Q@1)-Q0)
~ Q'(0+)
= d\T(F;F, — F)

Ist das Gateaux-Differential im zweiten Argument linesghalt man weiter

T(F)~T(F) ~ 3 4T(Fid,, ~ F) (3.2)
i=1

= LS icwsn (3.3)
=1

Dieses Ergebnis liefert eine weitere Begriindung fur déedichnung Einflusskurve. (G approxi-
miert den Beitrag der Beobachtung zu dem Schatzfehler(F,,) — T'(F'). Daruber hinaus zeigt
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sich aus der Darstellung des Fehlers in (3.2), dass diedmrarigsweise als arithmetisches Mittel
der IC-Kurve verstanden werden kann, das aufgrund desaentGrenzwertsatzes bei existieren-
der positiver Varianz von ICX; F', T') asymptotisch normalverteilt ist. Damit kann man schliasse
dass der Fehler, d.h. die linke Seite der Gleichung (3.Brlbdstimmten Voraussetzungen (s. [16],
S. 225f) asymptotisch normalverteilt ist:

Satz 3.2.4.
Sind die Bedingungen
e Var(/C(X;F,T)) > 0und

. ﬁ((T(Fn) ~T(F)) - 13" IC(X;F, T)) 0
erfullt 3, so gilt

T(F,) -T(F)® N (E(IC(X;F, T)), %Var(IC(X;F, T))> ,

wobei die Bezeichnung® N/(...) bedeutet, dass der Ausdruck
(T(F) = T(F)) - (BIC(X; F, T)))
V/Avar(IC(X; F,T))

asymptotisch standardnormalverteilt ist, d.h. die Folgg @ (F,,) — T'(F")) konvergiert der Vertei-
lung nach gegenV (0; 1) (vgl. Definition 5.1.4).

Bemerkung 3.2.5.
Im Allgemeinen liegt asymptotische Erwartungstreue vdr, der Erwartungswert der Einflusskur-
ve ist gleich Null und fur die Varianz gilt

Var(IC(X; F,T)) = B(IC(X; F, T)?)
Bemerkung 3.2.6.
In [16] wird flr viele Beispielfalle gezeigt, dass die Begungen aus Satz 3.2.4 erfullt sind.

Abschliessend zwei Beispiele zum Begriff des Gateautebshtials:

Beispiel 3.2.7. Zentrale Stichprobenmomente
Dask-te zentrale Moment einer Verteilurig kann mit Hilfe von

pe=1(F) = [ [x [ dF(yﬂ e

— 00 —00

als Funktional geschrieben werden und das zentrale Stichprobenmoment lautet dann

my =T (F,) = /OO (z — Zp)* dF, ()

— 00

Setzt manup = [z dF(z) undF)\ = F + A\(G — F), dann gilt

pEy = ptF + Ape — pr)

und man erhalt

T(F\) = /(x — ,uFA)k dF (z) + )\/(x — MF/\)]C d[G(z) — F(z)]

3Der Begriff der stochastischen Konvergenz wird in 5.1.2rdeft.
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Differenziert man diesen Ausdruck nashso ergibt sich

dT(F))
X

= k(g — pr) / (2 — )" dF (@)
n / (& — pry)* dG(z) - F(z)]
Da nach [16]

LT(F: G~ F) = %T(F FAG - F))

ergibt sich mitu = pr = g, fur das Gateaux-Differential

A=0+

WT(F:G— F) = / (@ = 1w~ hprra] d[G(a) — ()

Fur G = 4, folgt daraus die Einflusskurve

dT[F + \(6, — F)]
dX A=0+

= (2 — )" = kprx —B(X — )" — k-1 X]

IC(z; F,T) =

Beispiel 3.2.8. Maximume-Likelihood-Sclatzung

SeienXy, ..., X,, unabhangig und identisch verteilte ZufallsgroRen nrieeMerteilungFy, die zu
einer Familie{ Fp,0 € © C R} gehort. AulRerdem sei vorausgesetzt, dass die Verteilyrgjne
Dichtefunktion f (z; #) besitze. Die Likelihood-Funktioder Stichprobery, ..., z,, ist definiert als

n

L(t;zq,...,xy) = Hf(wi;t)

i=1

Die Maximum-Likelihood-Methodeietet als Schatzer fir das unbekanhfeden Wertd an, der
die Likelihood-Funktion Ube® maximiert. Dabei stellt es eine Erleichterung dar, wenn man
Negativen der logarithmierten Likelihood-Funktion

—log (L(t;z1,...,24)) = —Zlog (f(x45t))

Uibergeht und so das Produkt durch eine Summe ersetzen Rarch den Vorzeichenwechsel ist
nun ein Minimum zu bestimmen. Dazu wird eine Nullstelle deten Ableitung gesucht, d.h. die
Gleichung

QgL _, (3.4)
ot |i—p

ist zu losen. (3.4) entspricht der Integralgleichung

/g(.%',t) dFy(z) =0

mit

d.h.
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wobei

d

flwit) = = Fi(w)

Damit ist der Maximum-Likelihood-Schatzér= T'(F,,), wobeiT'(F) das Funktional ist, das durch
die Losung von

/g(x,t) dF(z) =0 (3.5)
definiert wird. Unter gewissen Regularitatsbedingungefil@], S. 144) af F, 0 € ©} ergibt sich

dFp(z) =0 (3.6)
t=0

[ Glos (i)

und

& f(x3t)

Pt de =0 . 3.7)

t=60

2
dFow) = [ G0 (w0)

t=0

Aus (3.6) folgt unmittelbar
/g(x,@) dFy(z) =0

d.h.
T(Fy) =6

SeiFy = Fy + A0y, — Fp) und H(t,\) = [ g(z,t) dF\(x), dann erhalt man durch implizites
Differenzieren der Gleichung

H(T(Fy),\) =0

nach\ an der Stelle\ = 0 die Gleichung

OH (t, \) ‘ dT(F)) n OH (t, \) _0
ot |i—g =0 dX =g 2N P
und daraus ergibt sich
dT(F)) __O0H(t,N) OH (t,\) (3.9)
dX 2o £ S PR ot |i—gr—0
Setzt man nun die bis dahin gewonnenen Ergebnisse ein, &ib ierdn
OH (t, \) 0 U
= — g(z,t) dFp(x) + )\/g(ac,t) d[0z, — Fp(x)]
X g =0 O ’ t=0,A=0

— /g(x,@) dby, — /g(m,ﬁ) dFp(z)

< fzo;t)
f(xost)
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und
OH (t, \) B d
e [ G|
[ d Gf(wt)
= /E t(x;t) . dF@(I’)
Sl @it)] - Tty — (31 @],
dt t=60 dt t=0
N / t f(a;0)?2 Holr)
d—if(:v;t)( 2
_ dt =0 _ a4 .
— / f(x;@)t ng(x)J /(dtlog(f(x,t))> . dFy(x)
oy
d 2
-~ [ (frestrem) i
Damit folgt fur das Gateaux-Differential
T (Fyibay —Fo) = T (Fy+ Aoy — F0))
A=0
_ & f (0; 0) 1
f(z0;0) 4 f(x:0))”
’ f( f(=; )) dx
und fur die Einflusskurve
d .
Clos By 1) — 108 (:0)

3.3 Der Bruchpunkt

Definition 3.3.1. (Bruchpunkt)
Der Bruchpunkt (breakdown point) g

J (& log (f(x:6)))” dFy()

ibt diejenige Grenze an, bis zu welcher der Anteil von Aus-

reiern in einer Stichprobe ansteigen darf, ohne dass sidbrch der Schatzwert unbeschrankt

verandern kann.
Im Gegensatz zur Einflusskurve ist d

er Bruchpunkt eine dgdolkanngrofRe der Robustheit.

Beispiel 3.3.2. Bruchpunkt von arithmetischem Mittel und Median

() Arithmetisches Mittel

Beim arithmetischen Mittel kann bereits ein einzelner Wererhalb einer Beobachtungsrei-

he den Schatzwert fur das Zen
gilt

(b) Median

trum der Stichprobe UbeiGaénzen wachsen lassen, daher

*
Earith. Mittel = 0

Liegt der Anteil der AusreiRer unté%, so kann keine beliebige Veranderung des Schatz-
wertes vorkommen. Der Median hat daher als Bruchpunkt dem We

*
EMedian = 0, 9



Kapitel 4

L-Schatzer

Die in Kapitel 2 vorgestellten Schatzer fir Lage- und Garmgsmalizahlen beruhen alle auf Linear-
kombinationerder Ordnungsstatistikeryy), . . ., ¥(,,) einer Stichprobe vom Umfang Daher wer-
den sie L-Schatzagenannt.

Definition 4.0.1. (L-Schatzer)
Seienz(y), ..., z(,) die Ordnungsstatistiken einer Stichprobe vom Umfanmd seieruy, .. . , a,
reelle Zahlen mit) < a; <1,i=1,...,n,so0dass ;" ; a; = 1. Dann ist

T = i a; SC(Z)
=1

ein L-Schatzer mit Gewichtedn, . . . , a,,.

Das arithmetische Mittel ist also ebenso ein L-Schatzer ddr Median oder der Interquartilab-
stand. Die Bezeichnungl-Schatzer* sagt also noch nichts lGber die EigenschaftRidbustheit
aus. Ein Vorteil der L-Schatzer liegt in der leichten Bémabarkeit, die in der Regel lediglich eine
Vorsortierung der Stichprobenelemente erfordert.

4.1 L-Schatzer fir Lageparameter

4.1.1 Dasa-gestutzte Mittel

Es sei vorausgesetzt, dass die zugrundeliegende Vegeigmmetrisch und stetig ist, d.h. sie be-
sitzt eine Dichte. Beinw-gestutzten Mittebls Schatzer fur den Median bzw., sofern er existiert,
den Erwartungswert der zugrunde liegenden Verteilung @reedis der geordneten Stichprobe am
unteren und oberen Ende eine gleiche Anzahl von Beobaotuwgggelassen und tber die ver-
bliebenen Werte das arithmetische Mittel berechnet. DeéeiRder zu entfernenden Werte wird mit
« angegeben. Unter demgestutzten Mittel versteht man daher den Wert

1 n—nh
Ta= "% _Z T
i=h-+1

wobei0 < o < 0,5 istundh = [na| die groRte ganze Zahl kleiner oder gleieh bezeichnet.
Dieser Ansatz stellt damit einen Kompromiss zwischen detinraetischen Mittel und dem Median
dar, die sich fur die Wertes — 0 bzw. o« — 0, 5 ergeben wirden.

Eine asymptotisch aquivalente Version degetrimmten Mittels ist durch

To =T(Fy)

15
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gegeben, wobei fur eine beliebige Verteilungsfunktion

1 Fﬁl(lfa)

T(F) = / v dF(z)

1 -2« F_l(a)

1 l—« 1
= F(p)d
90 /a (p)dp

gilt mit F~!(a) = inf{z|F(z) > a}. Zur Berechnung der Einflusskurve ist zunachst nach [16] f*
eine stetige Verteilung

AT[F + A(64 — F)]
X

1 = p — I(zg < F(p))
N 1—2oc/a f(F~1(p)) v

B 1 1=apy — I(F(x0) < p)
Cwl e

wobei!(-) die Indikatorfunktion bezeichnet. Nun muss eine Fallisdkeidung vorgenommen wer-
den fur die FalleF'(z9) < o, F(x9) > 1 —aunda < F(z) < 1 — «. Schlie3lich erhalt man

o [F @) —F'(1/2) falls @< F (o)
e iz(f = - { (e — F(1/2)) Jfalls i) <z < F(1-a)
A=0 = F M1 —a)—F7Y(1/2)] ,falls 2> F'(1-a)

4.1.2 Dasa-winsorisierte Mittel

Beim a-winsorisierten Mittelwertwird im Gegensatz zum gestutzten Mittelwert die Anzahl der
Beobachtungen beibehalten. Jedoch werden die eid@obachtungen durch déh+ 1)ten Wert
ersetzt und dié: letzten Werte durch defw. — h)ten Wert, dann wird das arithmetische Mittel
gebildet, d.h.

n—nh
1
Ta,win = o ( Z Ty + M@ (1) + w(n—h))>

i=h+1

4.2 L-Schatzer fir die Streuung

4.2.1 Der Interquartilabstand

Der Begriff des Interquartilabstandes wurde bereits init€éhR definiert. Er dient an dieser Stelle
der Motivation des robusten Skalenschatzers MA& im nachsten Unterabschnitt eingefuhrt wird.
Der Bruchpunkt des Interquartilabstandes betfﬁg{ =0, 25.

Beispiel 4.2.1. Interquartilabstand
Mit den bekannten Werten aus Beispiel 2.1.2 erhalt man nvi€aipitel 2 bereits angegeben

Zoos = —1,0, %075 =0,5 = IQR=1,5

Erganzt mancg = 10,5, so ergibt sich der Wert IQR= 2, 5, jedoch beitg = —10,5 ergibt sich
IQR = 10,0. Ursache fir diesen auffalligen Unterschied ist die Ldge beiden AusreiRer am
gleichen Ende der Stichprobe. Ihr Anteil an der Stichproﬂeﬁgt% = 0, 33 und Ubersteigt damit
den Bruchpunkt.
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4.2.2 Der Median der absoluten Abweichung vom Median

Sei F' eine beliebige Verteilungsfunktion, dann ist

T(F)= [Fl G) o @]

das Funktional, das die Halfte gles Interquartilabstaradegbt. Zu diesem Funktional kann man
nun eine,symmetrische VersionI" konstruieren, indem man

F(z)=1-F(—z+ F(1/2))

und

setzt. F'(x) entsteht dabei auB'(z) durch eine Symmetrisierung am Median,. Definiert man
anschlieend

T(F):=T(F)

so istT’ der Median der absoluten Abweichung vom Median (MAD)

Definition 4.2.2. (Median der absoluten Abweichung vom Medin)
Als Median der absoluten Abweichung vom Median (MA&Mher Stichprobe vom Umfang be-
zeichnet man

MAD,, = med{|z; — m,|}

wobei
med{x;} = m,,

Der Vorteil der symmetrisierten Version des halben Intartjlabstandes liegt darin, dass sich der
Wert fur den Bruchpunkt verdoppelt, d.h.

E?\(AAD :0,5:20,25:2€TQR

Daruber hinaus ist die Einflusskurve beschrankt, so dagelee Beobachtungswerte nur begrenz-
ten Einfluss auf den Schatzwert haben.

Beispiel 4.2.3.
Es seien die funf Beobachtungswerte wie in Beispiel 2.2@eben. Zur Berechnung des MAD
bendtigt man zunachst den Wert des Medians fir diesen@tbe. Der Median betragt hier
ms = —0,5. Damit lassen sich die Grossgn = |z; — ms| ,i = 1,...,5 berechnen und man
erhalt:

y1=0,0; y2=2,0; y3 =0,5; y4 = 1,0; y5 = 9,0

Berechnet man auf Grundlage dieser Werte den Median eseathalt man schliesslich als MAD
dieser Stichprobe den Wert MAD= 1, 0.

Eliminiert manxs = —9, 5 als Ausreil3er, so erhalt man MADB= 0, 75. Der Wert der Sensitivitats-
kurve an der Stelle = —9, 5 ergibt sich zu:

SC(—Q, 5; L1y yT4, MAD5) = —1, 25

Bei der Berlicksichtigung vomy, ..., x5 ergibt sich eine Standardabweichung vwon= 4,41,
wohingegen bet, ..., z4 sich der Werts;, = 1, 11 ergeben wiirde, d.h.

SC(—9,5;x1,...,24,85) = 16,5
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Mittels einer Multiplikation mit einer Konstanten kann maimen Schatzwert korrigieren.

Beispiel 4.2.4. Schtzer fir die Standardabweichung einer Normalverteilung
Sindzy, ..., z, Realisationen aus eingf (11, 02)-Verteilung, so ist der MAD ein Schatzer fiir

FH0.75) -0,

SO dasw - MAD als Schatzer fue selbst gilt, wobeiF~1(0.75) = 0,6745 das0, 75-Quantil
der Standardnormalverteilung ist (s. [7]). Verwendet man thterquartilabstand, so ergibt sich
entsprechend, da%s- ﬁ -IQR ~ 0, 7413 - IQR ein Schatzer fis ist.

4.2.3 Die«-gestutzte Varianz

Die a-gestutzte Varianist definiert als die skalierte Varianz einergestutzten Stichprobe:

n—[na]

1
2 _ = )2
Sgest = n—2nal Z (x(z) Ta)
i=[na]+1

Jedoch unterschatzt dieser Schatzer die Varianz undirst konsistente Schatzung fur die Varianz.
Daher benutzt man einen Korrekturterm
1 -2«
1—2a— 2j17a¢(jlfa) ’

wobeiz; _,, das(1 — «)-Quantil der Standardnormalverteilung ist. Damit ist

L 1 -2« 52
1 = .
gest — 1 _ 94 — 2210 d(T1-a) gest

eine konsistente Schatzung fif unter der Normalverteilung.

4.2.4 Diea-winsorisierte Varianz

Die a-winsorisierte Varianst definiert als

n—[na]
1
2 _ - 2
Swin = n—1 ( § (1’(2) - mOMUW«)

i=[nal+1

+ [na](x([na]Jrl) - ja,win)Q
+ [na](x(n—[na]) - xa,win)2> s

wobei auch dies zunachst kein konsistenter Schatzadifi¥arianz ist. Analog zun-gestutzten
Varianz kann man auch fur diesen Fall einen Korrekturtemgehen, so dass
~2 1 2

0- . — . S .
win 1 — 2 — 2.%'1_@(25(-%1—@) + 2@@%_04 win

insgesamt ein konsistenter Schatzerdéiunter der Normalverteilung ist.
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M-Schatzer

5.1 Theoretischer Hintergrund

Die Theorie der M-Schatzédrasiert auf einer Verallgemeinerung der Maximum-LiketileMetho-
de (s. Beispiel 3.2.8). Wie dort séy(z) := F(z;0) eine Verteilung aus der Verteilungsfamilie
{Fy| 8 € © C R} mit einer Dichtefy(z) := f(x;0). Die Maximum-Likelihood-Methode lie-
fert einen Schatzer fir den unbekannten Parantetedem der Ausdruck”; | (—log(f(z:;9)))
minimiert wird. Ist f differenzierbar, so fuhrt dies zur Losung des Gleichsggems

> o= og(/ (i 0))) = 0

Beispiel 5.1.1. Normalverteilung

Der oben beschriebene Ansatz fuhrt unter der Voraussgtziass eine Normalverteilung mit Er-
wartungswerf: und Varianzo? vorliegt, zu folgender Problemstellung bei der Suche néaoéne
Schatzer fur den Erwartungswert:

d.h.

=1
Das Ergebnis ist das arithmetische Mittgl.

Probleme bei diesem Vorgehen tauchen dann auf, wenn Aesrigifflen Daten vorhanden sind.

D.h. die AusreilRerempfindlichkeit der ML-Methode ist niblefriedigend. Um diese zu verbessern,
ersetzt man- log(f(z;6)) durch eine Funktiom(x, #), die weniger sensitiv auf Ausrei3er reagiert.
Damit lautet das verallgemeinerte Vorgehen

minimiere den Ausdruckz p(z;,0) (5.1)
i=1

bzw.

|6se das GleichungssysteE (z;,0) =0 (5.2)
=1
wobei(x, §) die Ableitung vorp(x, #) nachd ist. Jede Losung von (5.1) bzw. (5.2) wird M-Schatzer
genannt.

19
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5.1.1 Grundlagen

Zu einer beliebigen Funktion(x, t) sei ein zugehdriges Funktion&lauf einer Menge von Vertei-
lungsfunktionenZ” wie folgt definiert. Es ist’(F") die Losungt, der Gleichung

/¢(m,t0) dF(z) =0 (5.3)

Ein solchesl” wird das zuy) gehtrende M-Funktionalenannt. Fur eine Stichprobs, . .., z,, aus
einer VerteilungF' ist der zuy) gehérende M-Schatzér, die Losung der Gleichung

> (i, T) =0,
=1

die sich aus (5.3) mi’ = F,, ergibt, d.h.7,, = T(F,). Dabei ist zu beachten, dass mehrere
Losungen existieren konnen. Gleichung (5.3) ergibt gickielen Fallen aus der Minimierung des
Ausdrucks

/M%Wd”@,

wobei dann die Funktiog bestimmt ist durch

U t) = ¢ 2 pla )

mit einer Konstantem, falls p(z, -) hinreichend glatt ist.
Gilt fur ein FunktionalT" auf der Verteilungsfamilid Fy| 6 € © C R}

T(Fy) =0

dann ist der zugehorige SchatZzBr = T'(F;,) ein Schatzer fup. Ein Kriterium zur Beurteilung
eines Schatzers stellt die Einflusskurve (s. Abschniff @2, die somit zur Bestimmung einer ge-
eigneterw)-Funktion und somit eines geeigneten M-Schatzers hezagge werden kann.

Ziel ist es nun, das Gateaux-Differential eines M-Funkiis zu berechnen, d. h. es ist
d,T(F,G — F) fur ein Funktionall’ gesucht, das Losung der Gleichung

/ (e, to)dF(x) = 0
ist. )(x, t) sei dabei eine beliebige Funktion. Es sei
Ht ) = [ vl 0dF(2)

Mit

Fyx(z)=F+XG-F)
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folgt wie in Beispiel 3.2.8 durch implizite Differentiatioder GleichungH (T'(F), A) = 0 nach\
an der Stelle\ = 0!

dT(F,G-F) = %T(F + MG - F))

A=0

OH(t,\)
=T(F),\=0 ot

L[ ¥(x,t) dF(z) + X [¢(z,t) dG(z )—F(w)]“t:T(F)’A:O
dtfﬂ”': t) dF (z |t =T(F)

OH(t,))
)

t=T(F),A=0

(5.3),

[ () dG@)] e — / (o, 1) dF (z)
dtf¢$t ) dF ()], T(F)

J¥ (96 T(F))dG(x)
Xp(T(F))

vorausgesetzt, dass.(T'(F)) # 0 mit

t=T(F)

:/¢(x,t) dF(x), —oo<t< oo

Damit besitzt die Einflusskurve vah die Form:

Y(x, T(F))

b )

—0<Tr <

Aufgrund der Tatsache, dass die Einflusskurve proportianat ist, besitzen M-Schatzer die Ei-
genschaft, dass Bedingungen an die Einflusskurve Uiber di¢ Vidn+> gesteuert werden konnen.
D.h. eine geeignete Wahl van fuhrt zu vorteilhaften Eigenschaften der Einflusskurve damit
des M-Schatzers.

5.1.2 Asymptotische Eigenschaften von M-Sétzern

In diesem Abschnitt werden M-Schatzer hinsichtlich Kstesiz und asymptotischer Normalitat
untersucht. Zunachst sei dazu an dieser Stelle auf diehiedenen Konvergenzbegriffe in der
Wahrscheinlichkeitstheorie hingewiesen.

Definition 5.1.2. (Stochastische Konvergenz)
SeienX, X», ... und X ZufallsgrofRen Uiber einem Wahrscheinlichkeitsraim.A, P).
Dann konvergiert X,,),,>1 stochastisclyegenX, falls

lim P(| X, —X|<e)=1 Ve>0
n—oo

Bez. X, 25 X (n— o)

g in Beispiel 3.2.8 entsprichp hier
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Definition 5.1.3. (Fast sichere Konvergenz)
SeienX, X», ... und X ZufallsgrofRen Uber einem Wahrscheinlichkeitsraiim.A4, P).
(Xn)n>1 konvergiert fast sicher (f.sgegenX, falls

P(lim X, = X) =1

n—oo

Bez. X, 1% X (n — )

Definition 5.1.4. (Konvergenz der Verteilung nach)

SeienF(-), F»(+),... und F(-) Verteilungsfunktionen und seieX, X»,... sowie X Zufalls-
grolRen (nicht notwendig Uber einem gemeinsamen Wahrdididkeitsraum) mit den angegebenen
Verteilungen.

Dann konvergiert X,,),,>1 der Verteilung naclyegenX, falls

lim F,(t) = F(t) V Stetigkeitsstellert von F’

n—0o0

Bez.. X, ¥ X (n — o0)

Konsistenz eines M-Schtzers

Definition 5.1.5. (Starke und schwache Konsistenz eines Siitaers)
Eine Folge{T,} von Schatzern fur eine parametrische Funktidfi) heilt konsistentfalls 7,
gegeny(0) in geeigneter Weise konvergiert. Man spricht von schwakloaisistenz falls

T, % g8)  (n— )

und von starker Konsistenm Falle von

T, L2 900)  (n— o)

Sei ¢(z,t) eine Funktion und\p(t) = [¢(z,t) dF(x). AuBerdem besitze die Gleichung
Ar(t) = 0 eine Losung, und die,empirische” Gleichung\r, (t) = 0 ebenfalls eine Losung;,.

Im Folgenden werden nun Bedingungen genannt, unter dE,pe’:qL to gilt. Dazu seiry, ..., z,
eine Stichprobe aus einer naghverteilten Grundgesamtheit mit empirischer Verteilungktion
E,.

Lemma 5.1.6.

Seit, eine isolierte Losung der Gleichung-(¢) = 0 und seiy(x,t) monoton int. Dann istt
eindeutig und jede Folg€T;,} von Losungen der empirischen Gleichukg, (t) = 0 konvergiert
fast sicher gegety. Ist auRerdem)(x,t) stetig int in einer Umgebung von,, so existiert eine
solche Folge von Losungen.

Fur den Beweis sei an dieser Stelle auf [16], Abschnitt. (§.2erwiesen.

Bemerkung 5.1.7.
to muss nicht notwendigerweise eine Nullstelle Van(t) sein. Es reicht aus, dass die Funktion in
jeder hinreichend kleinen Umgebung genau einmal das \@reaiwechselt.

Die Beispiele in 5.2.1, 5.2.2 und 5.2.3 zeigen konsistewtgatzer der jeweiligen Lageparameter.
FUr den Hampel-Schatzer (s. Beispiel in 5.2.4) reichselieErgebnis jedoch nicht aus und man
bendtigt
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Lemma5.1.8.

Seitg eine isolierte Nullstelle der Gleichung-(¢) = 0 und sei(x, t) stetig int und beschrankt.
Dann besitzt die empirische Gleichung, (t) = 0 eine Folge{T},} von Losungen, die mit Wahr-
scheinlichkeit 1 gegety, konvergiert.

Der Beweis hierzu ist ebenfalls in [16], Abschnitt (7.2.L)finden.

Asymptotische Normalverteilung

Seiy(z,t) gegeben undp(t) = [ ¢(z,t)dF(x). AuBerdem sefy = T'(F) eine Losung der Glei-
chung\r(t) = 0. {X;} ist eine Folge von unabhangig und identisch verteilterasdro3en mit ei-
ner Verteilung F' und 7,, = T(F,) eine zut, konsistente Folge von Losungen von
Ar,(t) = 0. In dem vorliegenden Abschnitt sollen nun Bedingungen gegen werden, unter
denen

V(T — to) 2 N(0,0%(T, F)) (5.4)

gilt. Dabei isto?(T, F') abhangig von den Annahmen &z, t) entweder gegeben durch

f¢2($,t0) dF(:C)
(Np(t0))?

oder durch

[ 2 (z,to) dF(z) i
(22, ar)

Das folgende Ergebnis behandelt den Fall, dass die Funkiions) monoton in¢ ist und wird in
[16], Abschnitt (7.2.2) bewiesen.

Satz 5.1.9.

Seit, eine isolierte Nullstelle vor\p(t) = 0 und(x,t) monoton int. Angenommen\g(t) ist
differenzierbar int = to mit A (to) # 0 und [ ¢?(x,t) dF () ist endlich fiirt in einer Umgebung
von ty und stetig int = ty. Dann erflllt jede Folgd’, von Losungen der empirischen Gleichung
Mg, (t) = 0 die Bedingung (5.4), wobei?(T', F') gegeben ist durch

[ (. to) dF (x)
[Np(to)]?

Dariiber hinaus gilt}, 2> ¢, nach Lemma 5.1.6.

5.2 M-Schatzer fur Lageparameter

Sind die das M-Funktional bestimmenden Funktioneh und p von der Form
Y(x,t) = P(x — t) bzw. p(z,t) = p(xz — t), so nennt ma’(F) einen Lageparameter. Ist zu-
dem F' symmetrisch zu, p gerade und) ungerade, so gili’(F') = 6, d.h. alle M-Schatzer mit
ungeradem) schatzen das Symmetriezentrdreiner symmetrischen Verteilung. Ausserdem soll-

ten M-Schatzer translations- und skalierungsaquinasain, d.h. es sollte gelten:

z1— A T, — A
Tn(xl,...,xn):BTn<1B e >+A
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Die meisten M-Schatzer fir einen Lageparameter miisaskarcine Skalierung der Daten berick-
sichtigen, so dass sie diese Bedingung erfullen. Dab#estdas arithmetische Mittel und der
Median zwei Ausnahmen dar, denn fir den Mittelwert gilt

Y(z,t) =x —t
und damit folgt
Yz +a,bt+a) = br+a—bt—a
= bx—10bt
= bz —1t)
= (z,t)

Analoges gilt fur den Median mip(z,t) = sgnz — t). Alle anderen M-Schatzer bendtigen die
Skalierung der Argumente vamund . Daher wird ein Skalierungsschatzgy als Funktion von
x1,...,Ty, benutzt, der zusammen mit einer Tuning-Konstartaten Ausdrucke; —t neu skaliert.
Damit erhalt man zentrierte und skalierte Daten Uber desdfuck

xi—t

C s,

U; =

5.2.1 Das arithmetische Mittel

Sucht man einen kleinste-Quadrate-Schatzer, so will neanfdisdruck

n

> (@i —0)?

i=1

minimieren. Alsp undy ergeben sich in diesem Falle

plu) = o
Yu)=u, —oo<u<oo

Damit ist das M-Funktional” der Erwartungswert und der M-Schatzer ist das arithniegiddittel
T

p

1.29 154

0.59

05 1 15

u -1.54

Abbildung 5.1: Arithmetische Mittelp(u) (links) undy (u) (rechts)
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Die -Funktion ist eine Gerade und nach beiden Seiten unbeaddhihh. Ausreil3er haben einen
starken Einfluss.

5.2.2 Der Median

Mochte man die absoluten Abweichungen minimieren, alsoAlesdruck

n
Z‘xi - 6‘ )
=1

so lauten die zugehorigen Funktionen fiund«):
pu) = |u|

¥(u) = sgr(u)

Hier ist der M-Schatzer der Stichprobenmedian. Er ist ysferdlich gegeniiber Ausrei3ern, da die
1-Funktion beschrankt ist. Die Sprungstelle woibei« = 0 zeigt jedoch an, dass der Median sehr
stark von denmittleren” Werten abhangt.

1.44 lIJ

1.2

0.57
0.8+

0.6

-15 -1 -0.5 0.5 1 15

0.4+ u

-15 N Y 05 1 15

u S

Abbildung 5.2: Medianp(u) (links) undy (u) (rechts)

5.2.3 Der Huber-Sclatzer

Als Familie der Huber-Schatzéezeichnet man die M-Schatzer, die

n
> plui)
=1
minimieren. Dabei isp von der Form

1u? falls  Ju| < k
p(u) = 1,2
Elu| — 5k, falls |u| >k

Das entsprechendg lautet

<
() = u Jalls  ju| <k
k-sgnu) ,falls |u| >k
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Dabei hat sich in Anwendungen gezeigt, dass sich als Skalisschatzeg, der normalisierte
MAD empfielt, so das€' gleich Eins gesetzt wird und fiif sollte man einen Wert im Intervall
[1; 2] wahlen. Der zugehorige M-Schatzer ist von der Art eine@ssarisierten Mittelwertes, d.h. es
ist der Stichprobenmittelwert Uber dig's, wobei diejenigent; durchT,, &+ kC's,, ersetzt werden,
fur die |u;| > k gilt. Hierbei wird der Einfluss von Ausreilern gedampfteahicht vollstandig
ausgeraumt.

129 k=2.5

v k=1.5
1
k=15 /

-3 -2 -1 1 2 3

k=0.5 ; A

—2

0.5 1 15

u

Abbildung 5.3: Huber-Schatzes(u) (links) undy(u) (rechts)

5.2.4 Der Hampel-Schtzer

Hampel [5] hat den Huber-Schatzer im Bezug auf die Ausreifdpfindlichkeit (gross-error-sensitivity)
modifiziert. Er verlangt, dasg(u) fur AusreiRer den Wert Null annehmen soll. Analog zu den bis
herigen Fallen ist auch hier der Ausdruck

Z p(u;)

zu minimieren. Dabei ist

Su? falls |ul <a
alu| — 3a? falls a < |u|l <b

= 2
plu) ab— 3a®+ (c —b) {1 — (c;“g‘) } Jalls b < |u| <e

(SIS}

ab— 3a*+ (c — b)% ,falls |u| > ¢
und
u Jalls  Jul <a
a-sgnu) falls a < |ul <b
vlw) = a- <cc%|lg‘) -sgn(u) ,falls b<|ul<c
0 ,falls |u| > ¢

Hierbei sinda, b und ¢ positive Konstanten mit < b < ¢ aus dem Interval[2; 9] (zum Beispiel

a = 2,b=4undc = 8). Als Skalierungsschatzer, wird wie im vorangegangenen Beispiel beim
Huber-Schatzer der normalisierte MAD benutzt Undleich Eins gesetzt. Beim Hampel-Schatzer
bleiben Ausreil3er vollstandig unberiicksichtigt.
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104

a=2.0, b=4.0 und c=8.0
0 2 4 6 8 10

10 -8 6 -4

u

a=2.0, b=4.0 und c=8.0

10 -

Abbildung 5.4: Hampel-Schatzes(u) (links) undi(u) (rechts)

5.2.5 Andrew’s wave

%6 4 2

Man geht hier ebenfalls von dem zu minimierenden Ausdruck

Z p(u;)

aus mit
# (1 — cos(mu))
plu) =47
Die zugehorige)-Funktion ist gegeben durch
L sin(mu)
V) = {o falls

, falls

, falls
, falls

lu| <1
lul > 1

ul <1
lu| > 1

—24

und eliminiert ebenfalls AusreiRer vollstandig. Hier evials Skalierungsschatzer ebenfalls
s, = MAD empfohlen und” sollte im Bereich1, 57; 2,4~] liegen.

P os]

0.4+

0.3

0.2

0.14

-3 2 ) 0 1 2 3

Abbildung 5.5: Andrew’s wavep(u) (links), (u) (rechts)

0.89

0.6

0.4+

0.29

-15

0.5 1 15
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5.2.6 Tukey’s biweight

Zu dem zu minimierenden Ausdruck

mit
La—-1—-u?3) ,falls Jul <1
3  falls  |ul > 1
lautet das zugehorige:
uw(l —u?)? L falls |u| <1
0  falls  |ul > 1

Der MAD wird als Skalierungsschatzer, verwendet und fulC' empfehlen sich Werte aus dem
Intervall [6; 12].

P 0.2

0.1

-15 R o5 70 05 1 15

0.5 1 15

Abbildung 5.6: Tukey’s biweightp(u) (links), ¢(u) (rechts)

Auch hier werden Ausreil3er mit einem zu grof3en Abstand zunirden der Datenpunkte elimi-
niert. FUr kleineu gilt ¢(u) ~ u. Daher verhalt sich dieser Schatzer in der Nahe des RBatdrums
ahnlich dem arithmetischen Mittel.

Von diesen sechs Schatzern wurden der Huber-Schatzdrewfs wave und Tukey's biweight in
der die Diplomarbeit begleitend entwickelten Software lenpentiert und dienen dort der Berech-
nung von robusten Lagemalfizahlen. Auf der Grundlage diebesten Schatzungen kdnnen dann
verlassliche Aussagen tUiber das Zentrum der Daten gemactien.

5.3 Diskussion der Eigenschaften verschiedener M-Satzer

Die Robustheitseigenschaften der im vorangegangenenhAltseorgestellten M-Schatzer kann
man an Hand deg-Funktion diskutieren. Folgende Eigenschaften sollteydieunktion eines ro-
busten Lage-M-Schatzers einer symmetrischen Verteiasizen:

1. Hoher Bruchpunkt.
2. 1 ist beschrankt.
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3. ¥ besitzt,annahernd” stetiges Verhalten.

4. 1) besitzt endlichen Ablehnungspunkt.

5. Y(u) = k - u, k # 0 fur kleine Werte von.

6. ¥(—u) = —(u).
Fur die wichtigsten sechs M-Schatzer fasst folgende Il geforderten Eigenschaften zusam-
men:

Schatzer 1. 2. 3. 4. 5 | 6.
Mittelwert nein| nein| ja | nein| ja |ja
Median ja ja | nein| nein| nein | ja
Huber ja ja ja | nein| ja |ja
Hampel ja ja ja ja ja |ja
Andrew's wave | ja ja ja ja ja |ja
Tukey's biweight| ja ja ja ja ja |ja

Tabelle 5.1:Eigenschaften der wichtigsten Schatzer

Die Spaltennummern beziehen sich auf die Aufzahlung ziurBedjeses Abschnittes.
Die Tuning-Konstanté: beim Huber-Schatzer kann bei bekanntem Ausrei3eranteiyenderma-
Ren bestimmt werden:

2¢(k) £
I A

wobei® die Standard-Normalverteilungsfunktion bezeichnet ¢igie zugehorige Dichtefunktion.
Die Tuning-Konstanten bei der Familie der Hampel-Schatdanen auf analoge Weise bestimmt
werden ([8]).

Mochte man die im vorliegenden Abschnitt vorgestellterSkhatzer mit den L-Schatzern aus Ka-
pitel 4 vergleichen, so fallt auf, dass die M-Schatzer én BRegel einen hohen Bruchpunkt nahe
beie* = 0,5 haben und eine hohe Effizienz in einer Umgebung der Modédieng aufweisen
(siehe dazu [9]). L-Schatzer hingegen besitzen in diesalhe Eine geringere Effizienz oder einen
kleineren Bruchpunkt.

5.4 Berechnung von M-Schtzern

5.4.1 Berechnung mittels Newton-Raphson-Verfahren

Zur Berechnung eines Lage-M-Schatzerdlistals Losung der Gleichung

& Ii—Tn
Z¢< c- S, >:

i=1

zu bestimmen. Im Allgemeinen ist diese Losung jedoch resitizit angebbar. Einzige Ausnahme
stellt der Fall des arithmetischen Mittels dar mitz;, 7,,) = z; — T,,. In allen anderen Fallen muss
daher mit Hilfe eines geeigneten Iterationsverfahrens eisung gesucht werden. Als geeignet hat
sich das Newton-Raphson-Verfahrerwiesen. Dabei ist eine Nullstelle der Funktipfi) gesucht.
Diese Nullstelle wird durch Auswertungen vanund /' an einer Naherungsstelt€®) bestimmt.
t(k+1) ist dann die Stelle, an der die Tangenteraim Punkt¢(*) die ¢-Achse schneidet. Bei der
Berechnung eines M-Schatzers lautet die Funkkion

W(T,) = Zz:;w (xc _S?>
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Fur die Iterationsvorschrift ergibt sich daraus

k
T+ k) W)
! B (T)
n (k)
= Tr(zk) +c-S, Zz’:l w(uz k))
S ()

Als Startwert sollte fUﬂ}(LO) der Median gewahlt werden als erste robuste Naherung emnglesuch-

te M-Schatzer ergibt sich dann als Grenzwert der F(ﬂﬁ))kzl. Das Ergebnis ist in den meisten
Fallen ein robuster Schatzer.

5.4.2 1-Schritt-Verfahren

Fuhrt man beim Newton-Raphson-Verfahren nur einen edmzigerationsschritt aus, so wird das
daraus resultierende Ergebnis fiir den gesuchten ScHag&ehritt-M-Schatzegenannt. Bei diesem
Vorgehen ist offensichtlich die Wahl des Startwertes]ﬂ&?’ sehr wichtig. Falls als Startwert der
arithmetische Mittelwert benutzt wird, ist das Ergebnistnainem Iterationsschritt unbefriedigend.
Es sollte daher der Median als Anfangswert genutzt werdemjtddas Ergebnis einen robusten M-
Schatzer liefert.

5.5 M-Schatzer fur Streuungsparameter

Grundlage sei eine Verteilungsfamilie mit Dichtérfy (2£) = f(x;u,0) mit Lageparameter
1 und Skalierungsparameter Wendet man das Prinzip der Maximum-Likelihood-Schadzanf
diesen Fall an, so ergibt sich folgendes zu losendes Rroble

- 1 T — .
D ~los (;f°< ; M)) ~

i=1

Aufgrund der Rechenregeln fur die Logarithmusfunktiogilersich daraus

o (om0 (52)) -

~~

=Pfy ( zi;#)

Zur Bestimmung des Minimums werden nun die partiellen Ablegen nach: und o gebildet,
diese gleich Null gesetzt und das so entstandene Systemadaraldengleichungen geldst, wobei
Yy = ply ist. Man erhalt

S Lo (B52) <0 a3 (3 mte (22)) -
=1

i=1

und daraus ergibt sich

> v (w;u) =0 A Z(xi(;uwfo (%—;u) —1> =0
=1 =
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Um nun simultanévi-Schatzer fir Lage und Streuung zu erhalten, wird digselsende System
verallgemeinert zu

- .%'Z'—T . - I'i—T .
;¢< 5 >‘° : 2*( 5 )‘0

Im Allgemeinen ist dabej eine ungerade ung eine gerade Funktion. In Funktionalschreibweise
ergeben sich damit folgende Integralgleichungen:

/d}(m;T) dF(z) =0 A /X<x;T> P

D.h. die Schatzer fur den Lageparameter und den Strepargymeter werden durch simultanes
Losen dieser beiden Gleichungen bestimmt.

Beispiel 5.5.1. Huber-Schtzer fiir Lage und Streuung
Mit
Y(x) = max[—k, min(k, )]
und
X(:U) = miD(C2,£C2) - ﬁ )
wobei3 = ((c) = [ min(c?, 2?) ¢(z) dz und0 < 3 < ¢?, ergibt sich ein unter Normalverteilung

konsistenter Schatzer fur die Streuung git) als der Dichtefunktion der Standardnormalvertei-
lung.

Beispiel 5.5.2. Median und MAD
Fur

Y(x) = sgn(x)
und
x(z) = sgn(|z| - 1)
ergeben sich der Median als Schatzer fur den Lageparammededer MAD als Schatzung fur die
Streuung.

Eine weitere Moglichkeit, einen robusten Schatzer fér\darianz bzw. Streuung einer Stichprobe
zu erhalten ist die Verwendung von sogenannten A-Schitzer

Die A-Schatzer
_ C-MAD/n- /> P(u;)?

ST
| 22 ¥ (wi)]
erhalt man aus der asymptotischen Varianz der M-Lagepteathatzer (s. Abschnitt 5.2) mit
s = RS-
Beispiel 5.5.3.
Setzt man

o) = {SZ"I’L(?TU) ,falls |u| < 1

o alls |ul >1
so fuhrt dies zu dem Skalenschatzer

(C-MAD)Vn[Y ), <y sin®(mu;)]'/?

71 1 08 ()|

Swa =

der auf Andrew's Wave Schatzer fur einen Lageparametér.2s5) basiert.
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Ein weiteres Beispiel zeigt einen A-Schatzer fur die @trey, der auf dem Biweight-Lageschatzer
(s. 5.2.6) beruht.

Beispiel 5.5.4.
Sei

w(l —u2)? [ falls |ul <1
P LI u
0 Jalls |ul >1

dann erhalt man 1o
VI | S jugr (@i = ma)?(1 = 2]
[ (1= u2)(1 = 5u?)]

Sbi =

als Skalenschatzer.

Die Skalenschatzer aus den beiden vorangegangenen éeispind in der begleitenden Software
implementiert worden.



Kapitel 6

Robuste Sclatzer fur multivariate Lage
und Streuung

6.1 Einleitung und Motivation

Bisher lagem Beobachtungen aus einer Beobachtungsreihe vor, fir dieriliRegekin Lagepa-
rameter unatin Parameter fur die Streuung zu schatzen waren. Im vorigge Kapitel seien nun
mehrere Beobachtungsreihen gegeben, d.h. es séign. ., z(™ p-variate Beobachtungsdaten.
Die robuste Schatzung eines Lageparameters fir dieséiivamaten Fall fuhrt daher zur Bestim-
mung eines robusten LagevektoEn multivariater Lagevektor kann auf zwei unterschigtuli
Methoden geschatzt werden. Zum einen kann man komporveaiten fir jede Beobachtungsreihe
einen einzelnen robusten Lageschatzer bestimmen. Dgaearesich die in Kapitel 4 und Kapitel 5
vorgestellten L- bzw. M-Schatzer.

Eine weitere Moglichkeit besteht in der multivariatermsltanen Schatzung des Lagevektors, bei
der alle Beobachtungen gemeinsam eingehen. Dieses Vorgtblt eine Erweiterung der M-
Schatzer fur den multivariaten Fall dar. Im Abschnitt @& den dazu M-Schatzer fur multivariate
Lage und Streuung betrachtet.

Die Schatzung der Streuung lauft auf die Berechnung_vovaKanz- bzw. Korrelationsmatrizen
hinaus. Auf der Grundlage der Matrizen, die sich aus diesmraKanzen bzw. Korrelationen auf-
bauen, wird zum Beispiel die HauptkomponentenanaligseKapitel 7) oder die Faktoranalyse
durchgefuhrt. Dariiber hinaus dienen Kovarianz- und &ationsmatrizen dem Test auf Unab-
hangigkeit. Die entsprechenden empirischen Matrized gdoch sehr ausreiRerempfindlich, so
dass robusten Methoden eine groRe Bedeutung zukommt.

Definition 6.1.1. (Kovarianz und Korrelation )
Gegeben seien zwei ZufallsgroR&nundY . Die Kovarianz vonX undY ist definiert als

Kov(X,Y) = E((X —E(X)) - (Y — E(Y))>

Unter der Korrelation vorX undY versteht man den Ausdruck

. Kov(X,Y)
Korm(X,¥) = VVar(X) - /Var(Y)

33
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Definition 6.1.2. (Kovarianz- und Korrelationsmatrix )
SeienXq,..., X,, Zufallsvariablen, dann ist die Kovarianzmatdgfiniert als

VarX; KOV(Xl,XQ) S KOV(Xl,Xn)
Kov(X2, X1) VarXs . Kov(X2, X,,)

Kov(X,, X1) . Kov(X,, X,—1) VarX,,

und als Korrelationsmatriwird

1 Korr(Xy, X2) e Korr( X1, X,,)
R Korr(X1, X2) 1 . Korr(Xz, X,,)
Korr(X1, Xp) e Korr(X,,—1, X») 1
bezeichnet.

Bei der Berechnung robuster Kovarianz- bzw. Korrelatioatsipen unterscheidet man zwei Vorge-
hensweisen. Zum einen kann man jeden Eintrag in der Kowarlazw. Korrelationsmatrix separat
robust schatzen. Dieses Vorgehen flihrt zu univariatealy®sen fur die Varianzen und bivariaten
Analysen fur die Kovarianzen bzw. Korrelationen. Diesesfahren hat aber den Nachteil, dass
die sich ergebenden Matrizen im Allgemeinen nicht posiimidefinitsind. Die zweite Vorge-
hensweise besteht in der simultanen Schatzung aller Bkenter Kovarianzmatrix und fuhrt zu
einer multivariaten Analyse. Die aus dieser Methode siglel@enden Matrizen sind positiv semi-
definit. Die Methode der separaten Schatzung bietet jetfodieile, wenn ein groRerer Anteil der
Beobachtungen fehlen.

6.2 Separate robuste Sciizer fir die Elemente der Kovarianz- bzw.
Korrelationsmatrix

Ein einfacher Ansatz zur Schatzung der Kovarianz zwisawe Zufallsvariablert; undY; beruht
auf der Gleichung

Kov(Y1,Y2) = —[Var(Y; + Y3) — Var(Y; — Y3)]

1
4
Die Schatzung der Kovarianz kann somit zuriickgefuhndee auf die Schatzung von Varianzen.
Auf der Grundlage der robusten univariaten Streuungssehaus den Abschnitten 4.2 und 5.5 ist
es also moglich, robuste Schatzer fur Kovarianz- und&ationsmatrix anzugeben.
Einen robusten Schatzef, fur die Kovarianz zwischefr; undY; erhalt man mittels

1 Ax2 6'*2]

879 4[‘71 2

)

wobei 67, 65 robuste Skalenschatzer fiif + Y, undY; — Ys sind. Damit erhalt man auch eine
robuste Schatzung der Korrelation zwischgrund Ys:

*
512
* * )
V811 " 522

wobeis}; eine robuste Schatzung der Varianz ugrist.
Berechnet man fur zwei ZufallsgroRéhundY die herkdbmmliche Korrelation

* —
19 =

Svy > i (@i = @) (yi — Un)
sesy /Sy (@i — Tn)? e (Wi — )

2 =
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so liegt der Wert aufgrund der Glltigkeit der Cauchy-Sataadngleichung immer im Intervall
[—1; 1]. Da aber}, nicht auf den normalen Standardabweichungen, sonderolaugten Schatzun-
gen fur die Varianzen basiert, muss, nicht zwangslaufig im Intervall-1; 1] liegen. Um diese
Eigenschaft der Korrelation sicher zu stellen, wendet niram Blodifikation an:
Sei

Y

S

Z = —
1

die standardisierte Form vadr) mit einer robusten Schatzusg der Varianz. Definiert man jetzt

~ %2 A k2D

P12 = 6_;2 I &Zg ) (6.1)
wobei 632, 532 robuste Schatzungen der Varianzen Von+ Z» bzw. Z; — Z5 sind, so ergibt
sich, das$}, im Intervall [—1; +1] liegt. Die robusten Varianzschatzungen sind im Allgeragin
nicht konsistent. Eine konsistente Schatzung der VarsmzNormalverteilung erhalt man durch
geeignete Normierungskonstanten. Diese miissen bei dectBring der Kovarianzen jedoch nicht
beriicksichtigt werden, da sie sich herauskurzen.

Aus Gleichung (6.1) lasst sich leicht auch der entspredbeabuste Kovarianzschatzer herleiten:

% Ak * ok
019 = P12 ° V 511592

In der begleitenden Software wurde dieses Verfahren mitrdeuasten Verfahren der-gestutzten
Varianz und dern-winsorisierten Varianz (s. Abschnitt 4.2.3 und 4.2.4) iempentiert.

6.3 M-Schatzer flur multivariate Lage- und Skalierungsparameter

Wie im univariaten Fall ergeben sich die M-Schatzer duremalfgemeinerung der Maximum-

Likelihood-Schatzung. Zunachst wird die Klasse der Nalkrerteilungen, fir die die zugehorigen
Maximum-Likelihood-Schatzer nicht robust sind, zu eiMerteilungsklasse erweitert, die auch
Verteilungsfamilien mit starker besetztg®chwanzen® (Tails) enthalt, deren Maximum-Likelihood-
Schatzer robust sind.

Ein p-dimensionaler Zufallsvektok mit der Verteilungsdichte

F(z) = (det )" %h ((w )T Yz — t)) T

wobei i eine nichtnegative reellwertige Funktionc RP und V' eine positiv-definite Matrix ist,
heif3t elliptisch symmetrischerteilt.

Beispiel 6.3.1. Normalverteilung undt-Verteilung

1. Fir )
u
h(u) ::(2ﬂjp/2 exp(__id
ergibt sich die Normalverteilung.
2. Mit o
r(ve
hw) = — 2 ) 1 6.2)

(mv)P2D(v/2) (14 Lu)+p)/2

ergibt sich die Familie dep-dimensionaleri-Verteilung mity Freiheitsgraden. Wie im uni-
variaten Fall sind digSchwanze" der multivariatetrVerteilung starker besetzt als die der
Normalverteilung. Die auf derVerteilung basierende Maximum-Likelihood-Schatzureg g
wichtet stark abweichende Beobachtungen schwacher.

'mitz " bzw. AT sei im Folgenden der transponierte Vektor bzw. die trangptmMatrix bezeichnet
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Die Maximume-Likelihood-Schatzung ergibt sich durch Maigerung der Likelihood-Funktion
ﬁ Fa®) = f[ \/d;h (@~ TV 1) - max
i=1 i=1 Vdet(V) nv

wobei mitz()) der Vektor deri-ten Beobachtungsreihe bezeichnet wird, d.h.

2@ = <£U§Z), ..,x](f)) , 1<i1<n
Logarithmiert man die Likelihood-Funktion und maximiegh. V—! stattV, so ergibt sich die
aquivalente Formel

logﬁf(x(i log (det V™) + Zlog ( ( @ _ )Ty - t))) — max
i=1

V-1

Zur Bestimmung des Maximums werden nun die beiden parntiglieleitungen nacht und V1!
gebildet:

: =21 ((z® =) TV a® —2))
[Iong ( ] - Z - ((ac(i) T t)) 174 1(m( ) t)

=1

_ det(VED —
Tdet(v—1)” ik

(@ -V 1@ —1) 0
+ Zzl w( i) _ t) V—l(m(i) — t)) ) (wk - tk)(xl — 1)

wobei v*! das(k,1)-te Element der inversen Matrik ! bezeichnet und’*! die Matrix ist, die
aus der MatrixV" entsteht, indem dag, [)-te Element gleich Eins gesetzt wird und die restlichen
Elemente dek-ten Zeile und-ten Spalte gleich Null gesetzt werden. Damit ergibt sidy@samt
fur die partielle Ableitung nach der inversen Mat#ix !

- ; n Ly 4 ((ac(i) )TV (z® — t)) ; ;
av-1 logil;[lf(x( ))] - §VT +Z h (0 —)TV-1(z0 — 1)) (@ e -7

i=1

Beide partiellen Ableitungen werden anschliessend giidhgesetzt, wobei als abkirzende Schreib-
weisen ‘ '
d? = (@D — )TV (@® -
—2h'(d)
h(ds)

verwendet werden und = VT gilt. Damit ergibt sich folgendes Gleichungssystem

w(df) = (6.3)

n

S w@)a? -1 = 0

=1

Z(w(df)(az(i)—t)(:c(i)—t)T—V> = 0
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Durch Verallgemeinerung dieses Gleichungssystems enggibk die M-Schatzer fur multivariate
Lage und Streuunddie Losungen des Gleichungssystems

S (@) 1) = 0 (6.4
=1
3 (@@ — 0 — 7 — o @) = 0 (6.5)

i=1

heiRen M-Schatzer fur den multivariaten Lageparameatdrdie Kovarianzmatrix.
Hieraus ergeben sich die Maximum-Likelihood-Schatzerddimensionalert-Verteilung direkt
aus (6.3) und (6.2):
m—+ v 9 9
wy(d) = Py wa(d®) und o(df)=1 ,

wahrend bei den auf HubersFunktionen basierenden Schatzern

() 1 Jfalls d<a
w =
! falls d>a

Qle

und
wy(d?) = wi(d)?> und v(d?) =c

gilt, wobei ¢ ein Korrekturterm fur die asymptotische Erwartungstraoter der Normalverteilung
ist und geman [14], S. 225 berechnet werden kann.

Beispiel 6.3.2.Die fur dieses Beispiel genutzten Daten werden im Datersan Anhang angege-
ben. Aus den zunachst 109 Datenpaaren werden drei Beobgskierte als Ausreil3er identifiziert
und nacheinander eliminiert. Die Angaben zur Korrelatiordér folgenden Tabelle zeigen deut-
lich, dass bei der herkdbmmlichen Korrelationsberechnunitgden drei Ausreil3ern der Wert keine
Aussage Uber eine Beziehung zulasst. Die Werte, die sciBénutzung der robusten Verfahren
ergeben, ahneln sich und zeigen eine Korrelation von,¢a.

Verfahren Korrelation | Ausreil3er Tuning-Parameter
einfache Korrelation -0,35 keiner

-0,81 (1; 105)

-0,88 (1; 105), (10; 10)

-0,89 (1; 105), (10; 10), (14; 1
0,01-getrimmt -0,81 (1; 105), (10; 10)
0,05-getrimmt -0,90 (1; 105), (10; 10), (14; 1
0,01-winsorisiert -0,75 (1; 105), (10; 10)
0,05-winsorisiert -0,90 (1; 105), (10; 10), (14; 1
Tukey's biweight -0,90 (1; 105), (10; 10), (14; 1 9
(A-Schatzer) -0,91 (1; 105), (10; 10), (14; 1 6
Andrew's wave -0,90 (1; 105), (10; 10), (14; 1 6,6
(A-Schatzer)
Huber -0,91 (1; 105), (10; 10), (14; 1 15
(A-Schatzer)
Huber -0.89 (1; 105), (10; 10), (14; 1
(Simultan)

Tabelle 6.1:Daten zur Korrelation bei verschiedenen M-Schatzern
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109 3
1001

Variable 2 Variable 2

40 4 . ° 8 ° 8 °

] o °
o 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14

Variable 1 Variable 1

Abbildung 6.1: Streubild zweier Variablen: 109 Datenpaare (links), 106ebpaare (rechts)

6.4 ROBETH

ROBETH ist eine FORTRAN Subroutine Library [14]. Aus die&#liothek wurden Routinen zur
Berechnung robuster Kovarianzmatrizen auf der GrundlageM-Schatzern genutzt. Die Routi-
nen basieren auf den theoretischen Grundlagen aus denéxrhvein Huber [9], Hampel [6] und
Rousseeuw [15]. ROBETH ist in ANSI FORTRAN 77 geschriebed sowohl auf Grof3rechnern
wie auch auf Microcomputern installiert worden. Bekanni@iBtheken wie etwa die NAG-Library
haben Teile von ROBETH Ubernommen.

6.4.1 Theoretische Grundlagen

Der in ROBETH verwendete Algorithmus zur Berechnung rofustultivariater Lageparameter
und Bestimmung robuster Streuungsmatrizen beruht auf dghematischen Grundlagen wie sie
im Abschnitt 6.3 angegeben sind. Das heil3t, dass der Vektdrateparameter und die Streuungs-
matrix durch simultanes Losen von Gleichungen der Ford) (@d (6.5) bestimmt werden.

Im folgenden Abschnitt werden vier Moglichkeiten fur ggeete Gewichtsfunktionem (-), wa ()
undu(-) angegeben, die in der begleitenden Software zur Auswateistéas System der Matrix-
gleichungen wird in ROBETH mit Hilfe des Newton-Algorithmgimultan gelost (s. [14]).

6.4.2 Mogliche Gewichtsfunktionen

In der von ROBETH Ubernommenen Routine zur BerechnungstebiKovarianzmatrizen einer
multivariaten Verteilung werden folgende Gewichtsfuoktn zur Auswahl gestellt:

1. klassische Analyse
wi(s) =1
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2. Huber’'s Minimax

() 1 ,falls s<ec
wils) =
' c falls s> c

IS
m|m

Jfalls  s2 < a?

wo(s) =41 falls a® < s®<b?
Yoo falls b < s?
v(s) =d

wobeia, b, c undd gegebene Konstanten sind.

3. Hampel-Krasker
wi(s) =1

wa(s) =2P(c/s) — 1

wobeic eine gegebene Konstante ist und mit) die Verteilungsfunktion der
Standardnormalverteilung bezeichnet wird.

4. Krasker-Welsch
wi(s) =1

wo(s) = 12 4+ (1 — t2)(2®(t) — 1) — 2t¢(t), wobeit = c/s

wobeic eine gegebene Konstante ist up(d) die Dichtefunktion der Standard-
normalverteilung darstellt.



Kapitel 7

Robuste Hauptkomponentenanalyse

7.1 Motivation

Bei der Hauptkomponentenanalyse geht man der Frage nadtinetReduktion der Dimension
des Merkmalsraumes ohne wesentlichen Informationsvemhdglich ist. D.h. man versucht, die
Originaldaten durch eine kleinere Anzaldahinter liegender* Variablen zu ersetzen. Dazu nimmt
man eine orthogonale Hauptachsentransformation deriurglichen Variablen in eine neue Men-
ge unkorrelierter Variablen, den sogenannten Hauptkoeamen (principal componentsvor. Die
Hauptkomponenten werden nacheinander in absteigendexuBed) konstruiert und sind Linear-
kombinationen der urspriinglichen Variablen. Man hoftieiadass nur wenige der ersten Variablen
fur den grofdten Teil der Variation in den Originaldatemargwortlich sind, so dass die effektive Di-
mension der Daten reduziert werden kann.

Das Vorgehen erfolgt in zwei Schritten. Zunachst wird desggung des neuen Koordinatensystems
in den Schwerpunkt der Punktwolke der Originaldaten geliayin wird das Koordinatensystem so
gedreht, dass die erste Koordinate in Richtung der gro@eeianz der Punktwolke zeigt. Somit
erhalt man die erste Hauptachse, und die Varianz in diemdtug ist der groRte Eigenwert. Die
nachste Drehung wird um diese Koordinatenachse durochgefinter den Bedingungen, dass die
zweite Hauptachse orthogonal zur ersten liegen muss urid Richtung der grof3ten verbleibenden
Varianz zeigen muss. Diesen Schritt wiederholt man solabigeeine neug-dimensionale Basis
erzeugt ist.

7.2 Herleitung der Hauptkomponenten

Nach [11] seiX = (Xq,... ,Xp)T ein p-dimensionaler Zufallsvektor mit Erwartungswertvek-
tor ;1 und Kovarianzmatrix:, der diep Merkmale bezeichnet. Die Aufgabe ist es nun, neue Va-
riablen Z, ..., Z, zu finden, die unkorreliert sind und deren Varianzen mit waodem Index
j=1,...,pfallen. Jedes/; ist eine Linearkombination deX;, so dass

Zj = alel + a2jX2 +...+ aijp = CL;FX (7.1

wobeia; = (ayj,...,ay,;) ein Vektor von Konstanten ist. Da man einen Einheitsrichswektor
in Richtung der Hauptachse haben mochte, wird der Vektso normiert, dass

P
T . _ 2 _
a; aj = E ajp; =1
k=1

Die erste Hauptkomponeni& wird bestimmt durch die Bedingung, dass die Varianz maxseat
soll, d.h. es soll gelten
Var(Z,) = Var(a; X) = a] Ya; — max

40
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mit der Kovarianzmatrix

Var(X) Kov(X1,X2) ... Kov(Xi,X,)
KOV(XQ,Xl) Val’(Xz) S KOV(XQ,XP)
Kov(X,, X1) Kov(X,,Xs2) ... Var(X,)

und unter der Nebenbedingumg a; = 1. Bestimmt man nun fiir diese Kovarianzmatrix ihre Ei-
genwerte, so konnen mehrere Eigenwerte den gleichen \&kerhbzw. gleich Null sein. Im Fol-
genden stellt es jedoch keine Einschrankung dar, wenmang®en wird, dass die Eigenwerte alle
paarweise verschieden und ungleich Null sind. AuRerdesefasich so Missverstandnisse in Be-
zeichnungen vermeiden.

Zur Bestimmung des Maximums benutzt man das Verfahren naghabhge mit Nebenbedingun-
gen (s. [3], Kapitel 3.5). Unter Beriicksichtigung der Nefedingunga{ a; = 1 lautet der zu
maximierende Ausdruck

al Ya; — Najap —1)

wobei A der Lagrange-Multiplikator ist. Leitet man diesen Ausdrmacha, ab und setzt anschlie-
Rend den Term gleich Null, so ergibt sich folgende zu l6sg@tkichung

(S—A,)a; =0 (7.2)

wobei I, die p-dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet. Diese Gleighengibt sich ebenso, wenn
man die Eigenwertder Matrix X berechnen mochte.

Definition 7.2.1. (Eigenwert und Eigenvektor einer Matrix)
Sei A € RP*P eine quadratische Matrix unde RP mit z # 0 ein p-dimensionaler Vektor. Erfullt
x die Gleichung

Ax =Xz (7.3)

so heil3tr der Eigenvektor vomd und A der zugehorige Eigenwert vah.

Bemerkung 7.2.2. Die Bestimmungsgleichung (7.3) fur einen Eigenwert vbist gleichbedeu-
tend mit der Bedingung, dagsl — A\I,,) z = 0 gelten soll.

Damit entspricht die Suche nach der ersten Hauptkompomemtedsung des Eigenwertproblems
der Kovarianzmatrix una; ist ein Eigenvektor der Kovarianzmatr® und A der zugehorige Ei-

genwert. Mit

2 alT)\al = )\alTal =A

folgt, dassa; der zum grofdten Eigenwelt; gehorende Eigenvektor ist und damit ist die erste
Hauptkomponente bestimmt durch

alTEal

Zi=a] X mit Var(Z)) =X\

Die zweite Hauptkomponente soll ebenfalls maximale Variamter den noch verbliebenen, Zy
unkorrelierten Linearkombinationen d&r haben, d.h.

KOV(Zl, ZQ) =0
Es qilt
Kov(Zy, Zy) = Kov(a{ X,aq X) = a Yag = ag Ya; = ag \a; = A\ag a; =0

Daher mussaQTal =0 (A # 0) gelten, wennZ; unkorreliert zuZ, sein soll. Man hat also
eine weitere Nebenbedingung bei der Bestimmung der zweitaiptkomponente mit maximaler
Varianz:

ag Yag — Mag ag — 1) — Nag ay
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wobei \, \ die Lagrange-Multipliaktoren fiir die beiden Nebenbedingen sind. Leitet man den
Ausdruck naclus ab, setzt ihn gleich Null und multipliziert von links migT, so erhalt man

aj Yay — aj Aag — an\al =0
Aufgrund der Nebenbedingungen folgt, dass: 0 sein muss und daher wegen
Eaz—)\azzo = (E—)\Ip)azzo

erneut ein Eigenwertproblem zu losen ist. Wegen der Amdiandg, dass die Varianz maximal sein
soll, ist A der zweitgroRte Eigenwert, und a, der zugehorige Eigenvektor, falls die Eigenwerte
der Kovarianzmatrix paarweise verschieden sind. Analsgga sich die noch verbleibenden Haupt-
komponenten bestimmen:

Zk:agp und Var(Zk):)\k, k=1,...,p
Beispiel 7.2.3.Fuhrt man eine klassische HauptkomponentenanalyseidiiDaten aus dem Da-

tensatz A durch, so ergibt sich folgendes Bild bei Beriatkijung aller 109 Beobachtungen:
120

100

80

Variable 2 60
401
20
| H E 8 -
] B 8 8 3% 8 3 : B
0 2 6 8 10 12 14
Variable 1
°°°°°° Datenpaare

1. Hauptkomponentenachse
———————————————— 2. Hauptkomponentenachse

Abbildung 7.1: Klassische Hauptkomponentenanalyse fur 109 Beobachtung

Nachteil der herkdbmmlichen Hauptkomponentenanalyserdifler in den Daten fuhren zu verfalschen-
den Ergebnissen bei der Bestimmung des Mittelwertes, wemekobuste Schatzung vorgenom-
men wird. Gleiches gilt bei der Berechnung der Kovarianzinainsgesamt wird so das Ergebnis

der Hauptkomponentenanalyse beeinflusst. Daher sollteeinarrobuste Hauptkomponentenana-
lyse durchfuhren.

7.3 Robuste Hauptkomponentenanalyse

In der Arbeit von J.E. Jackson [10] werden drei unterscigedl Methoden kurz vorgestellt, die zur
Durchfiihrung der robusten Hauptkomponentenanalyseeratet werden konnen.
o Eliminiere zunachst Ausreil3er aus den Rohdaten und figehliel3end eine konventionelle
Hauptkomponentenanalyse auf den verbliebenen Daten.durch
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e Benutze eine robuste Schatzung der Kovarianz- bzw. Katioglsmatrix und fiihre eine kon-
ventionelle Hauptkomponentenanalyse durch.

e Verwende robuste Schatzungen der Eigenwerte und Eigemeskvon Kovarianzmatrizen.

Ein Verfahren zur Bestimmung robuster HauptkomponentémeuGrundlage robuster Schatzun-
gen der Eigenwerte und Eigenvektoren wird in [1] angegelahsoll im Folgenden vorgestellt
werden. Die Berechnung erfolgt ebenfalls iterativ nachgdaber Iterationsvorschrift:

(1) Berechne Startschatzumgfur die Kovarianzmatrix und berechne den ersten Eigeovekt

(2) Initialisiere w,, = 1.

(3) Bestimme die Hauptkomponenten-Scoggs= 1] .

(4) Berechne M-Schatzungen flr den Mittelwert und digafax zuy,,, (wie in Kapitel 5) iterativ:
Z wfgemym

7= S

z w%’zeu)

2 2™ i — 9
Z(M%Leu))Q 1

mit
1 falls d,, <dy
(new) _ , (neu) d _ ! m —
W™ = w0 () {g%exp(:%%%%ﬁ> falls d,, > do
und B
S
Als Startwerte werden der Median uf@ 74 - IQR)? empfohlen.

(neu

(5) Setzew,, = min{w,, wmy, )} und berechn& und V' mit dem gerade bestimmten,,

> W Tm

> W,

D O ) (Rt
> wp — 1
(6) Berechne den ersten Eingenwert und Eigenvekioron V.
(7) Wiederhole die Schritte (3) - (6) so lange, bis Konvemeorliegt.
Zur Bestimmung der weiteren Hauptkomponenten2 < ¢ < p, muss man die Daten auf den
Raum orthogonal zu den bisherigen Eigenvektaien .., u;_1 projizieren und anschlieend die
Schritte (2) bis (7) wiederholen. Als Algorithmus ergilttsiierfir:
(8) Bilde Tim = (I — UiflUi—[l)xmy wobeiU;_1 = (ul, o ,uifl).
Wahle als Startwert fur den ersten Eigenvektor den zwditigenvektor der letzten Iteration
fur den vorherigen Eigenvektor.
(9) Wiederhole Schritt (2) bis (7) mit; ,,, anstelle vonz,,, und bestimme den ersten Eigenvektor
u, der danny; ist.
Die Schritte (7) bis (9) werden so lange wiederholt, bis alleigenwertee; und Eigenvektorem;
mit entsprechenden Gewichten bestimmt sind.
SchlieRlich kann eine robuste Schatzung der Kovarianw: Borrelationsmatrix durci/ EU "
alternativ zul” gefunden werden, die positiv semi-definit ist. Dabelistie Matrix, die sich spal-
tenweise aus den Eigenvektorejzusammensetz uni eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten
e; als Eintrage auf der Hauptdiagonalen.

T =

)T
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Beispiel 7.3.1.Fur den Datensatz A mit 109 Beobachtungen (das Dater{pady105,0) wird
in der Grafik nicht berticksichtigt) ergibt sich nach Bemaafg der robusten Hauptkomponenten-
analyse folgendes Bild:
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)

10+

Variable 2

Variable 1

o o o o o o Datenpaare
— 1. Hauptkomponentenachse
———————————————— 2. Hauptkomponentenachse

Abbildung 7.2: 108 von 109 Beobachtungen zweier Variablen und beide Hauggknentenachsen



Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurden zu Beginn die Probleme aefgezdie sich ergeben, wenn
mit Ausreil3ern behaftete Daten mit nicht-robusten Vedahn der Statistik untersucht werden.
Verlassliche Aussagen sind dann in der Regel nicht mbglier man ist gezwungen, vor der Unter-
suchung die Ausreil3er zu eliminieren, um dann die nichtistén Verfahren anwenden zu kénnen.
Dieses Vorgehen wird insbesondere in der Arbeit von T. Dacish([2]) ausfuhrlich vorgestellit.

Es hat sich ebenfalls gezeigt, dass im univariaten Fall éeuBzung robuster Verfahren keines-
falls zu einem sehr viel groReren Rechenaufwand fuhrtiiBer hinaus wurden mit Sensitivitats-
kurve, Einflusskurve und dem Bruchpunkt Kriterien an die iHgegeben, die es erlauben, die
Robustheitseigenschaften eines Schatzers beurteil&bnnen. In Bezug auf die L-Schatzer und
die M-Schatzer wurden diese Kriterien an den Beispiglzdrih gezeigt und Unterschiede deutlich
gemacht. Im multivariaten Fall wurden Schatzer fur digeand fur Kovarianz- bzw. Korrelations-
matrizen angegeben und das Programmpaket ROBETH kurzsteliiedas auch in dem parallel
zu dieser Arbeit entstandenen Computerprogramm seine Aduvg findet. Insbesondere wurden
der Huber-Schatzer sowie Andrew's Wave-Schatzer unaéysiBiweight-Schatzer in diesem Pro-
gramm verwendet. Die Diskussion dieser Schatzmethodameddamit auch der Vorbereitung zur
robusten Hauptkomponentenanalyse. In ihr wird ausgehendobusten Schatzern fur Eigenwer-
te und Eigenvektoren eine gegeniber Ausrei3ern unemicfiedé Methode zur Berechnung der
Hauptkomponenten im multivariaten Fall entwickelt und &igorithmus angegeben, der bereits in
Aufgabenstellungen aus der Praxis Anwendung findet.

Im Rahmen der multivariaten Analyse hat sich gezeigt, dassdparaten Schatzungen der einzel-
nen Eintrage in der Kovarianz- bzw. Korrelationsmatrigsdi in der Regel nicht positiv semi-definit
sind. Dies kann zu Problemen filhren bei weiteren Beredemydie auf diesen Matrizen beruhen.
Um die positive Definitheit der Matrizen dennoch garantieze konnen, wird in [4] eine Mdglich-
keit aufgezeigt, mit Hilfe einer Shrinkage-Schatzungifposemi-definite Matrizen zu erzeugen.
AuRerdem gibt es neben den Familien der L- und M-Schatzeh nlie Familie der_S-Schatzer
(s. [15]). Im Gegensatz zu den M-Schatzern, fur die beihsander Dimensiop die Robustheit
»hachlasst’, da fur den Bruchpunkt = 1/p qilt, liegt der Bruchpunkt der S-Schatzer fur glieei
konstant 0,5. Ziel der S-Schatzer ist es, eine Ellipsenmateén Volumens zu finden, so dass 50% der
Datenpunkte in ihr liegen. Der Nachteil dieser Vorgehensgviegt in der schweren numerischen
Berechenbarkeit und es bleibt abzuwarten, ob in Zukunfteristhe Verfahren entwickelt werden,
die eine effiziente Berechnung ermoglichen. Ebenfallsregsant ist in diesem Zusammenhang die
Klasse der P-Schatzés. [13]). Sie basieren auf détberlegung, die Daten so zu transformieren,
dass die Streuung in alle Richtungen gleich ist. Eine solechasformation existiert jedoch nicht,
so dass man dazu Ubergeht, die Streuung so klein wie nhidglidestimmen. Ebenfalls ist hierbei
die numerische Berechnung problematisch und erfordeiZeaitmoch einen zu hohen Aufwand.
Insgesamt kann man daher feststellen, dass die Klasse @ahiskzer die momentan geeignete Me-
thode ist, Lage-und Streuungsparameter im univariatennutvariaten Fall robust zu schatzen,
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auch wenn der Bruchpunkt als ein Kriterium der Robustheitwmichsender Dimension abnimmt
und man beste Ergebnisse nur fir den pa# 2 erzielen kann.



Anhang A

Verwendete Symbole

Symbole | Bedeutung

[] Gauf3klammer

| M| Machtigkeit der Mengé//

sgn+) Vorzeichenfunktion

zT transponierter Vektor bzw. Matrix

E() Erwartungswertoperator

Var(-) Varianzoperator

P(-) Wahrscheinlichkeitsoperator

O(4) Verteilungsfunktion der Standardnormalverteiluk@o, 1)
o(+) Dichte der Standardnormalverteilung(0, 1)
I, p-dimensionale Einheitsmatrix

14(+) Indikatorfunktion auf der Mengél

Tabelle A.1: Ubersicht der verwendeten Symbole

a7
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B.1. DATENSATZ A
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Anhang B

Verwendeter Datensatz

B.1 Datensatz A

Nr. | Variable 1| Variable 2 || Nr. | Variable 1| Variable 2| Nr. | Variable 1| Variable 2
1 6,0 2,0 38 4,0 51 74 4,0 4.4
2 7,0 3,0 39 7,0 3,0 75 9,0 3,0
3 6,0 3,0 40 2,0 8,6 76 8,0 2,0
4 3,0 6,0 41 3,0 6,3 77 7,0 2,5
5 4,0 49 42 3,0 6,4 78 3,0 3,8
6 6,0 4,0 43 3,0 55 79 8,0 1,7
7 5,0 5,0 44 1,0 71 80 9,0 1,0
8 8,0 1,9 45 9,0 1,7 81 6,0 3,0
9 8,0 1,9 46 5,0 2,0 82 5,0 4,0
10 7,0 2,1 47 3,0 6,8 83 8,0 4,0
11 5,0 4,2 48 9,0 1,0 84 7,0 4,0
12 4,0 4,0 49 8,0 4,0 85 14,0 1,0
13 2,0 7,2 50 9,0 1,0 86 10,0 2,0
14 1,0 8,3 51 6,0 2,6 87 10,0 3,0
15 1,0 10,0 52 5,0 3,5 88 9,0 2,0
16 2,0 7,0 53 6,0 2,7 89 4,0 55
17 2,0 6,3 54 7,0 3,6 90 8,0 1,8
18 3,0 7,0 55 5,0 3,9 91 2,0 8,0
19 5,0 4,0 56 7,0 3,9 92 8,0 1,7
20 1,0 9,9 57 10,0 0,8 93 7,0 5,0
21 8,0 1,0 58 4,0 4,5 94 3,0 7,9
22 8,0 2,0 59 4,0 45 95 2,0 9,1
23 8,0 1,0 60 9,0 1,7 96 2,0 7.1
24 4,0 4,0 61 2,0 7,0 97 6,0 3,3
25 7,0 3,0 62 1,0 7,7 98 5,0 4,5
26 3,0 6,1 63 3,0 6,0 99 2,0 6,7
27 8,0 2,4 64 4,0 2,0 100 5,0 4,6
28 10,0 0,5 65 4,0 54 101 10,0 0,6
29 4,0 7,4 66 7,0 2,8 102 9,0 1,9
30 9,0 1,0 67 4,0 3,7 103 3,0 8,1
31 6,0 2,0 68 5,0 3,6 104 5,0 3,4
32 6,0 2,0 69 6,0 2,0 105 1,0 10,2
33 6,0 4,0 70 10,0 10,0 106 1,0 7,7
34 10,0 1,0 71 5,0 4,0 107 1,0 51
35 1,0 105,0 72 7,0 3,0 108 1,0 7,5
36 7,0 1,7 73 10,0 0,8 109 3,0 6,4
37 6,0 3,0

Tabelle B.1: Datensatz aus Industrieprojekt
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