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Traglast- und Einspielanalyse zur Bewertung der Sicherheit
passiver Komponenten

von Michael Heitzer

Genaue Kenntnis der Spannungen und Verformungen in passiven Komponenten gewinnt man
mit detaillierten inelastischen FEM Analysen . Die lokale Beanspruchung läßt sich aber nicht
direkt mit einer Beanspruchbarkeit im strukturmechanischen Sinne vergleichen. Konzentriert
man sich auf die Frage nach der Tragfähigkeit, dann vereinfacht sich die Analyse . Im Rah-
men der Plastizitätstheorie berechnen Traglast- und Einspielanalyse die tragbaren Lasten direkt
und exakt . In dieser Arbeit wird eine Implementierung der Traglast- und Einspielsätze in ein
allgemeines FEM Programm vorgestellt, mit der die Tragfähigkeit passiver Komponenten di-
rekt berechnet wird . Die benutzten Konzepte werden in Bezug auf die übliche Strukturanalyse
erläutert. Beispiele mit lokal hoher Beanspruchung verdeutlichen die Anwendung der FEM-
basierten Traglast- und Einspielanalyse . Die berechneten Interaktionsdiagramme geben einen
guten Überblick über die möglichen Betriebsbereiche passiver Komponenten . Die Traglastana-
lyse bietet auch einen strukturmechanischen Zugang zur Kollapslast rißbehafteter Strukturen.

Bei Auslegung einer Komponente ist zu beachten, daß die Stoffwerte, die Dimension und die
Belastung der Komponente in der Regel keine Größen sind, die deterministisch vorgegebenen
sind. Diese Größen unterliegen einer statistischen Verteilung, welche in der Regel nicht bekannt
ist . Die hier vorgestellte Zuverlässigkeitsanalyse verbindet die strukturmechanischen Methoden
der Traglast- und Einspielanalyse mit den probabilistischen Methoden der First Order Reliabili-
ty Method. Damit ist eine Zuverlässigkeitsanalyse des plastischen Strukturverhaltens möglich.

Limit and shakedown analysis for the safety assessment of
passive components

by Michael Heitzer

Limit and shakedown theorems are exact theories of classical plasticity for the direct compu-
tation of safety factors or of the load carrying capacity under constant and varying loads . The
direct calculation of complex structures with Finite Element Methods (FEM) leads to large
scale optimization problems . General mathematical optimization methods can not solve these
problems in sufficient time . The solution is obtained from a basis-reduction technique and the
reduced problem is solved by sequential quadratic programming methods . The approach needs
considerably less input data and computer time than incremental plastic analyses and is applied
to complex structures.

Design and assessment of engineering structures imply decision making under uncertainty of
the actual load carrying capacity of a structure. Uncertainty may originate from random fluctua-
tions of significant physical properties, from limited information and from model idealizations
of unknown credibility . Structural reliability analysis deals with all these uncertainties in a ra-
tional way. The present contribution uses lower bound theorem of limit and shakedown load to
define a limit state function for reliability analysis by the First Order Reliability Method .



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung und Aufgabenstellung

	

1

2 Grundlagen der Kontinuumsmechanik und Plastizitätstheorie

	

5

2.1 Allgemeines, Dehnungen, Spannungen 	 5

2.2 Elastische Eigenschaften	 6

2.3 Plastische Eigenschaften	 7

2.4 Eigenspannungen	 10

3 Einspieltheorie

	

11

3 .1 Einspielen von Systemen aus ideal plastischem Material 	 16

Einspielen für thermisch belastete Systeme	 19

3.2 Einspielsatz für unbeschränkt linear kinematisch verfestigendes Material 	 20

3.3 Einspielsatz für beschränkt linear kinematisch verfestigendes Material 	 20

4 Behandlung diskretisierter Systeme

	

21

4.1 Strukturdiskretisierung durch finite Elemente 	 21

4.2 Lastdiskretisierung	 23

4.3 Der Eigenspannungsraum 13 	 25

4.3 .1 Basisreduktionsverfahren 	 25

4.3 .2 Erzeugung der Eigenspannungsunterräume 	 26

4.3.3 Entwicklung eines Kriteriums für den Lastanstieg 	 29

5 Mathematische Optimierung

	

33

6 Neue analytische Lösungen spezieller Grenzlastprobleme

	

45

6.1 Zeitlich konstante Lastanteile	 45

Berechnung der Fließlast bei konstanten Lasten 	 47

6.2 Optimierung bei thermischen und mechanischen Lasten 	 49

6.3 Behandlung temperaturabhängiger Fließgrenzen 	 53

i



11 INHALTSVERZEICHNIS

6.4 Einspielanalyse für kinematisch verfestigendes Material	 58

6.4.1 Traglastanalyse für beschränkt kinematisch verfestigendes Material 	 58

6.4.2 Einspielanalyse für unbeschränkt linear verfestigendes Material . .

	

60

6.4.3 Einspielanalyse für beschränkt linear verfestigendes Material	 64

7 Probabilistische Grenzlastanalyse

	

67

7 .1 Einführung in die Probabilistik 	 68

7 .2 Allgemeine Zuverlässigkeitstheorie 	 70

7 .3 Normalverteilte Basisvariablen 	 72

7 .4 Allgemein verteilte Basisvariablen	 73

7 .5 Ein Suchalgorithmus für den /3-Punkt 	 74

7.6 Sensitivitäten der Grenzzustandsfunktion	 75

7.6.1 Fließspannung	 75

7.6.2 Lasten	 78

7.7 Spezielle probabilistische Grenzlastanalyse 	 80

7.7.1 Gestalt des Versagensbereichs V	 83

7.7.2 Analytische Lösung	 84

8 Validierung der implementierten Methode an Beispielen

	

87

8.1 Quadratische Scheibe mit kreisrundem Loch 	 87

8 .1 .1 Einachsige Belastung	 87

8 .1 .2 Zweiachsige Belastung	 90

8 .2 Quadratische Scheibe mit elliptischem Loch 	 92

8 .3 Flachstab mit Außenkerbe	 95

8.4 Dünnes Rohr	 98

8 .4.1 Variabler Innendruck	 100

8 .4.2 Konstanter Innendruck	 101

8 .5 Rohrabzweig	 102

8 .5 .1 Modell und Belastung 	 102

8.5 .2 Kollapsdruck nach Traglastanalyse und AD-Merkblatt	 103



INHALTSVERZEICHNIS iii

8 .5 .3 Kollapsdruck des Rohres	 104

8 .5 .4 Vergleiche mit experimentellen Untersuchungen	 104

8 .5 .5 Inkrementelle Rechnung	 109

8.6 Japanisches Benchmark Problem für Druckbehälter 	 110

8 .7 Ebene Scheibe mit Riß	 112

8 .7 .1 Homogenes Material	 112

8 .7 .2 Inhomogenes Material	 113

8.8 Rohr mit innenliegendem Umfangsriß 	 115

8.9 Probabilistische Analyse einer Lochscheibe	 117

8.10 Zusammenfassende Bewertung der Beispielrechnungen 	 120

9 Zusammenfassung und Ausblick

	

123

Literaturverzeichnis

	

125

A Anhang

	

A 1

A.1 Herleitung des Arbeitsprinzip	 A 1

A.2 PERMAS-Notation	 A 1

A.3 Beweis des Lemmas über den Lastanstieg	 A 2

A.4 Positive Definitheit der Aufdatierungsmatrix	 A 5

A.5 Verteilungen und deren Dichten	 A 6

A.6 Grenzlastanalyse für Strukturen mit Schädigung 	 A 8

A.7 Das Overlaymodell in der Schadensmechanik	 A 11

A.8 Eingabedatensatz der Einspielanalyse des dünnen Rohrs	 A 16

A.9 Spannungsverteilungen des Abzweiges (Innendruck) 	 A 17

A.10 Rechenzeitvergleich für den Rohrabzweig 	 A 18

A.11 Konvergenzvergleich der Optimierungstrategien 	 A 18

A.12 Vergleichsergebnisse des Japanischen Benchmark Problems 	 A 19

A.13 Spannungsbilder zum Brite-EuRam Benchmark	 A 20

A.14 Ergebnisse der Zuverlässigkeitsanalyse 	 A 22



Bildverzeichnis

3.1

	

Bree-Interaktionsdiagramm für dünnwandige Rohre [SH97a]	 11

3.2

	

Betriebsfestigkeit des Zugstabes für Schwellbeanspruchung nach [Sc195]	 12

4.1

	

Veranschaulichung der Optimierung in Unterräumen 	 26

4.2

	

Flußdiagramm der Grenzlastanalyse	 32

6.1

	

Funktionsgraphen von f(g(T)) und g2 (T )a-ä	 56

7.1

	

Versagenswahrscheinlichkeit für zwei Basisvariablen 	 71

7.2

	

Versagenswahrscheinlichkeit für allgemein verteilte Variablen	 71

7.3

	

Transformation der allgemeinen in normalverteilte Zufallsvariablen 	 74

7.4

	

Flußdiagramm der probabilistischen Grenzlastanalyse	 76

8.1

	

Vermaßung, Testmatrix und Ergebnisse der Traglast- und Einspielberechnung
für die Scheibe unter einachsiger Zugbelastung 	 88

8 .2

	

Ergebnisse der Grenzlastuntersuchungen für die einachsig belastete Scheibe	 89

8 .3

	

Rechenzeitvergleich für die Lochscheibe mit D/L = 0.2	 89

8 .4

	

Interaktionsdiagramm der quadratischen Scheibe für D/L = 0.2	 91

8.5

	

FE-Netz und uniaxiale Traglast für die Scheibe mit elliptischem Loch 	 93

8.6

	

FE-Modelle der Scheibe für die Radienverhältnisse x/y = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8	 93

8 .7

	

Interaktionsdiagramme für Lochverhältnisse x/y = 0 .2, 0.4, 0 .6, 0 .8	 94

8 .8

	

FE-Netze des gekerbten Flachstabes für D/L = 0.5 mit Belastungen	 96

8 .9

	

Elastische, Einspiel- und Traglast des gekerbten Flachstabes unter Zugbelastung 96

8.10 Interaktionsdiagramme für den gekerbten und ungekerbten Flachstab 	 97

8 .11 Dünnes Rohr unter Innendruck und Temperaturbelastung mit FE-Netz 	 98

8 .12 Interaktionsdiagramm des endlich dünnen Rohres für Lastfall 1 und 2 	 100

8 .13 Interaktionsdiagramm des dünnen Rohres für Lastfall 3 	 101

8 .14 FE-Netz und Dimensionierung des Abzweigs 	 103

8 .15 FE-Netz Rohres mit Ausschnitt 	 105

v



vi

	

BILDVERZEICHNIS

8.16 Interaktionsdiagramm des Rohrabzweigs 	 108

8.17 Bauteilfließkurve berechnet für Punkt A des Abzweigs 	 109

8 .18 Abmessungen und VON MIsEs-Vergleichsspannungen des FE-Modells 	 111

8 .19 Scheibe mit Riß für homogenes Material 	 112

8.20 Scheibe mit Riß für inhomogenes Material 	 114

8.21 FE-Netz mit Vermaßung und Dimensionierung des Rohres . mit Innenriß	 115

8 .22 Traglastdiagramm des Rohres mit Innenriß 	 117

8 .23 Graphische Darstellung der Ergebnisse für o- x = 0 .1µs , Uy = 0 .l py	 119

A.1 Spannungsverteilung während der inkrementellen Belastung 	 A 17

A.2 Rechenzeitvergleich für einen Rohrabzweig 	 A 18

A.3 Vergleich der Konvergenz verschiedener Optimierungstrategien der Traglast-
rechnung für einen Rohrabzweig	 A 18

A.4 Isolinien für die Scheibe mit Schweißnaht für cö /o-ö = 1 .5	 A 20

A.5 Isolinien für die Scheibe mit Schweißnaht für o /cö = 0 .75	 A 21



Tabellenverzeichnis

8 .1

	

Abmessungen und Materialdaten des Druckbehälters 	 .

	

.

	

110

8 .2

	

Tabellarische Darstellung der Ergebnisse für vs = 0.1µs, uy = 0.1µy . . . . .

	

.

	

119

A.1

	

PERMAS-Notation und Buch-Verzeichnis (entwickelt aus [PER88]) . . . . . .

	

A 1

A.2

	

Liste der angewandten Programme, FE-Modelle und Traglastergebnisse

	

. . .

	

A 19

A.3

	

ox = 0.1µs, o- v = 0 .2µy	 . . A 22

A.4

	

a-s = 0.2µs, oy = 0 .2µy	 . . A22

vii



1 Einleitung und Aufgabenstellung

Die Auslegung einer technischen Komponente dient der Gewährleistung ihres sicheren und
zuverlässigen Betriebes unter allen vorhersehbaren oder nach Regelwerk (z .B. ASME, KTA)
zu postulierenden Belastungen . Die Beanspruchbarkeit einer innerlich statisch unbestimmten
Komponente folgt im Gegensatz zur innerlich statisch bestimmten Komponente nicht direkt aus
der Versagensgrenze des Komponentenwerkstoffs. Deshalb stellt das Regelwerk Auslegungsre-
geln auf, mit denen ein Zusammenhang zwischen Belastung und Belastbarkeit der Kompo-
nente hergestellt wird . Die oft ungenaue Kenntnis von Belastung, Werkstoffdaten und ande-
ren Eingangsgrößen, wird durch die Einführung von Sicherheitsfaktoren kompensiert, welche
die zulässige Belastung hinreichend abmindern . Diese Auslegungsregeln können für komple-
xe Komponenten zu konservativ sein, so daß die tatsächlich vorhandene Sicherheit wesentlich
größer ist . Es ist das Ziel verfeinerter Festigkeitsanalysen, ein noch vorhandenes Belastungs-
potential zu nutzen. Dadurch können Komponenten wirtschaftlicher oder die für einen Betrieb
notwendigen Sicherheiten erst nachgewiesen werden.

Die inkrementelle Berechnung einer Komponente ist ein verfeinertes Verfahren der Festigkeits-
bestimmung. Sie nutzt die genaue Kenntnis der Geometrie, der Lastgeschichte (mechanische
Last, Temperaturgradient, Reihenfolge) und des komplexen Materialverhaltens . Die Berech-
nung der Sicherheit der Komponente gegen Verlust der Funktionsfähigkeit (Versagen) ist er-
heblich aufwendiger als die Auslegung nach Regelwerk . Im allgemeinen sind die Parameter der
Lastgeschichte und des Materialgesetzes nur unvollständig bekannt, so daß zur Berechnung der
Sicherheit sämtliche Parameter mit ihren Streubändern in Betracht gezogen werden müssen.

Die Festigkeitsberechnung mittels Traglast- bzw. Einspielanalyse ermittelt dagegen direkt die
maximale Beanspruchbarkeit einer Komponente unter monotoner und zyklischer Belastung un-
ter Benutzung asymptotischer Materialgesetze. Diese Methode ist eine verfeinerte Festigkeits-
berechnung, da die Sicherheit komplexer Komponenten direkt aus der Kenntnis der Versagens-
grenzen berechnet wird . Der Aufwand dieser Berechnungsmethode gegenüber der inkremen-
teilen Berechnung ist wesentlich geringer, da direkt nur die maximal tragbaren Belastungen
berechnet werden. Dadurch sind nur eingeschränkte Informationen über Dehnungs- und Span-
nungsverläufe während der Belastung vorhanden.

Zusammenfassend haben die drei Ansätze folgende Vor- und Nachteile:

Regelwerk
+ einfache und schnelle Auslegung einer Komponente möglich,
- eventuell zu konservative Auslegung für komplexe Komponenten,
Inkrementelle Berechnung
+ genaue Modellbildung und damit bessere Ausnutzung der Sicherheit,
- hoher Aufwand durch Materialmodellierung und Nachrechnung der gesamten Lastgeschichte,
Traglast- und Einspielanalyse
+ genaue Modellbildung und damit bessere Ausnutzung der Sicherheit,
+ geringer Aufwand durch direkte Sicherheitsberechnung mit asymptotischen Stoffwerten,
- keine Angabe über genaue Spannungs- und Dehnungsverläufe.

1



2 EINLEITUNG UND AUFGABENSTELLUNG

In dieser Arbeit soll der dritte Ansatz zur Festigkeitsberechnung erweitert werden, da ein Ge-
nauigkeitsgewinn gegenüber der Regelwerkauslegung und eine Aufwandsverminderung ge-

genüber der inkrementellen Berechnung erwartet wird.

Jedem hinreichend zähen Werkstoff können experimentell eine Streck- und Bruchgrenze zuge-

ordnet werden. Belastungen unterhalb der Streckgrenze induzieren rein elastische Verformun-

gen. Fallen Streck- und Bruchgrenze zusammen (ideal plastischer Werkstoff), so können in-

nerlich statisch bestimmte Komponenten (z .B. Zugstab) oberhalb der Streckgrenze keine Bela-

stungen ertragen . Für innerlich statisch unbestimmte Komponenten (z .B. Rohrabzweig) gilt dies

nicht mehr. Wird die statisch unbestimmte Komponente plastisch (überelastisch) beansprucht,
so resultieren daraus bleibende Verformungen . Bleiben diese Verformungen örtlich und zeitlich
beschränkt, so versagt die Komponente infolge zu großer Verformungen nicht.

Eine begrenzte lokale plastische Verformung kann gezielt bei der Auslegung einer Komponente
vorgesehen werden, um ihre Wirtschaftlichkeit zu steigern . Mechanisch und thermisch hoch-
beanspruchte Komponenten lassen sich im Anlagenbau oft erst bei Ausnutzung des plastischen
Bereiches wirtschaftlich betreiben . Das klassische Beispiel des dünnen Rohres (nach BREE)

zeigt, daß die plastische gegenüber der elastischen Auslegung eine bis zu vierfach höhere zy-
klische Belastung zuläßt.

Für innerlich statisch unbestimmte Komponenten sind bei zyklischer Belastung verschiedene
Fälle möglich . Nicht zu hohe zyklische Belastungen können nach eventuell anfänglicher pla-
stischer Verformung reversibel von der Komponente abgetragen werden. Dieses Komponenten-
verhalten heißt elastisches Einspielen . Sind die zyklischen Belastungen dagegen zu groß, zeigt
die Komponente ein anderes Verhalten . Die irreversiblen plastischen Verformungen dieser Bela-
stungen alternieren (Alternierende Plastifizierung oder Low Cycle Fatigue, LCF) oder wachsen
monoton und stufenförmig im Laufe der Belastung an (Inkrementelle Plastifizierung oder Rat-
chetting) . Wenn genaue Materialdaten und die Art der zyklischen Belastung unbekannt sind,
muß die Komponente so konservativ ausgelegt sein, daß LCF und Ratchetting ausgeschlossen
sind, da anderenfalls eine Bestimmung der noch zulässigen Belastungszyklen schwierig ist.

Eine analytische Spannungsbewertung ist nur für Komponenten mit einfacher geometrischer
Form möglich . Die Finite Elemente Methode (r'EM) ist in der Lage, Komponenten mit kom-
plexer Form auf eine Anordnung von Elementen mit endlich vielen Freiheitsgraden abzubilden.
Dadurch ist es möglich, beliebige Komponenten zu diskretisieren und eine Spannungsbewer -
tung durchzuführen. Traglast- und Einspielanalysen konnten bisher erfolgreich auf vereinfachte
Geometrien angewandt werden, so daß eine Erweiterung der Methode mit Hilfe eines allgemei -
nen Finite Element Programms für dreidimensionale Probleme sinnvoll ist. Die Validierung
der implementierten Traglast- und Einspielanalyse muß mit experimentellen oder analytischen
Vergleichslösungen erfolgen. Für zyklische Belastungen existieren nur vereinzelt experimen-
telle Ergebnisse, so daß analytische Vergleichslösungen hergeleitet werden müssen, sofern sie
nicht aus der Literatur bekannt sind.

Die Untersuchung der Sicherheit und Zuverlässigkeit passiver Komponenten ist ein Arbeits-
schwerpunkt des Instituts für Sicherheitsforschung und Reaktortechnik (ISR) der Forschungs-
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zentrum Jülich GmbH. Die Wirkung passiver Komponenten (z.B . Rohr, Notkondensator) beruht

direkt auf physikalischen Gesetzmäßigkeiten (z .B . Gravitation, Naturkonvektion, Verdampfung).

Sie dienen zur Ersetzung aktiver Sicherheitseinrichtungen (z .B . Pumpen), um die Ausfallwahr-

scheinlichkeit eines Sicherheitssystems zu senken.

Bei Auslegung einer Komponente ist zu beachten, daß die Stoffwerte, die Dimension und die
Belastung der Komponente in der Regel keine Größen sind, die deterministisch vorgegebenen

sind. Diese Größen unterliegen einer statistischen Verteilung, welche in der Regel nicht bekannt
ist . Daher wäre es von Vorteil, die Traglast- und Einspielanalyse probabilistisch zu erweitern.

Die im ISR benutzte First / Second Order Reliability Method (FORM/SORM) bietet eine
Möglichkeit das elastische Verhalten einer Komponente zu untersuchen . Für das plastische Ver-
halten einer Komponente ist diese Methode bisher nicht anwendbar, so daß auf aufwendige

Monte-Carlo-Simulationen zurückgegriffen werden mußte . Im Unterschied zu dem im kom-
merziellen Finite-Element-Programm PERMAS der Firma INTES bereits realisierten proba-
bilistischen Verfahren werden das nichtlineare Stoffgesetz und die zeitabhängigen Belastungen

durch asymptotische Lösungen ersetzt.

Aufgabe dieser Arbeit ist es, mit Hilfe der FEM und den Traglast- und Einspielsätzen der
Plastizitätstheorie die Komponentensicherheit und -zuverlässigkeit gegen Kollaps, LCF oder

Ratchetting zu analysieren . Im einzelnen sollen folgende Ziele erreicht werden:

- Erweiterung der direkten Grenzlastanalyse auf komplexe 3D-Komponenten mittels FEM,

- Implementation des entwickelten Verfahrens in das umfassende FEM-Programm PERMAS,

- Herleitung analytischer Lösungen der Grenzlastanalyse zur Validierung der Implementation,
- Validierung des implementierten Verfahrens mittels bekannter und hergeleiteter Lösungen,

- Probabilistische Erweiterung der allgemeinen Grenzlastanalyse mittels FORM

- Entwicklung von Konzepten zur Berechnung der Sensitivitäten zur Verwendung in FORM,
- Beurteilung der Zuverlässigkeit einer Komponente mit Hilfe der implementierten Trag- und

Einspielanalyse und FORM für unsichere Lasten und Werkstoffgrößen.

Werden diese Ziele erreicht, so könnte die direkte Traglast- und Einspielanalyse auf komplexe

Komponenten angewandt werden . Dies bedeutete gegenüber der inkrementellen Berechnung

einen erheblichen Vorteil, da die Rechenzeiten deutlich niedriger wären . Zusätzlich könnte die

Sicherheit einer komplexen Komponente unter zyklischer Belastung beurteilt werden, was mit
einer inkrementellen Rechnung nur bei genauer Kenntnis der Lastgeschichte möglich ist. Durch

die Ersetzung der inkrementeller Berechnung durch die Traglast- und Einspielanalyse könn-
te die Zuverlässigkeitsanalyse mittels FORM durchgeführt werden . Dabei könnte erstmals ein

direkter Zusammenhang zwischen der Grenzlast und den sensitiven Größen (z .B . Fließspan-

nung) hergestellt werden . Dies bedeutete einen erheblichen Rechenzeitgewinn gegenüber einer
herkömmlichen Monte-Carlo-Simulationen mittels indirekter inkrementeller plastischer Be-

rechnung.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:

In Kapitel 2 werden die Grundlagen der Kontinuumsmechanik und Plastizitätstheorie darge-
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legt. Die Spannungsaufteilung in Primär- und Sekundärspannungen wird vorgestellt, so daß die
Traglast- und Einspielsätze formuliert werden können.

In Kapitel 3 wird ein Überblick über die bisherigen Arbeiten in der Literatur zum Einspielen
gegeben . Ferner werden die Grundlagen der Einspieltheorie und die Einspielsätze für ideal pla-
stisches und kinematisch verfestigendes Material angegeben.

In Kapitel 4 werden die Einspielsätze in diskretisierter Form dargestellt. Dazu werden die nöti-
gen Bedingungen für die Berechnung der Trag- und Einspiellast mittels der Finite Element Me-
thode vorgestellt. Durch die Struktur-, Last- und Eigenspannungsraumdiskretisierung können
effektive Algorithmen zur Berechnung der Trag- und Einspiellast entwickelt werden und in
das Finite Element PERMAS implementiert werden . Weiter wird eine Einführung in den Be-
rechnungsteil der plastischen Verformungen des Programmsystems PERMAS gegeben . Darauf
aufbauend wird dargelegt, wie ein Teilraum des Eigenspannungsraums mittels PERMAS er-
zeugt werden kann. Es wird ein Konvergenzkriterium der dargestellten Methode auf beliebige
Strukturen erweitert.

In Kapitel 5 wird die Entwicklung und Implementation der allgemeinen Grenzlastanalyse vor-
gestellt. Mit Hilfe der Sequentiellen Quadratischen Programmierung (SQP) wird ein spezieller
Algorithmus für die Grenzlastanalyse entwickelt . Dazu werden die mathematischen Grundlagen
der Lösung der Traglast- und Einspieluntersuchung mit Hilfe der mathematischen Optimierung
vorgestellt.

Neue analytische Lösungen spezieller Traglast- und Einspielanalysen werden in Kapitel 6 vor-
gestellt. Für spezielle Belastungsformen und Materialgesetze können damit erstmals analytische
Lösungen dreidimensionaler Probleme allgemein angegeben werden . Aus einigen analytischen
Ergebnissen können Auslegungsregeln abgeleitet werden.

In Kapitel 7 wird eine neue Methode der Zuverlässigkeitsanalyse mittels der First Order Reliabi-
lity Method (FORM) und plastischer Grenzlastanalysen vorgestellt. Dazu werden die Grundla-
gen der probabilistisehen Zuverlässigkeitanalyse und der First Order Reliability Method (FORM)
dargelegt. Es wird die Einbeziehung plastischer Grenzlastanalysen vorgestellt, mit deren Hilfe
ein funktionaler Zusammenhang zwischen der Trag- bzw. Einspiellast und den Einflußgrößen
(z.B . Fließspannung und Belastung) hergestellt wird. Damit können die für FORM benötigten
Sensitivitäten der plastischen Grenzlastanalyse erstmals bestimmt werden . Weiter wird für eine
Lochscheibe eine analytische Lösung der Zuverlässigkeit berechnet.

In Kapitel 8 werden Beispielrechnung der Traglast- und Einspielanalyse zur Validierung der
neu implementierten Methode vorgestellt . Bei Kenntnis der analytischen Grenzbelastungen die-
nen sie zur Verifizierung der implementierten Methode . Es werden zwei- und dreidimensionale
Probleme mit und ohne Defekte behandelt . Die Ergebnisse der numerischen Berechnung stim-
men gut mit den bekannten analytischen Lösungen überein.

Das 9. Kapitel beinhaltet eine Zusammenfassung der Arbeit und einen Ausblick .



2 Grundlagen der Kontinuumsmechanik
und Plastizitätstheorie

2.1 Allgemeines, Dehnungen, Spannungen

Eine Struktur 52 besteht aus Materialpunkten, die durch ihre Ortsvektoren x E SZ repräsentiert

werden können. Ein Punkt x E 52 läßt sich mittels eines Koordinatensystems {e l , e 2 , e3 } und
den Komponenten x 1 , x2 und x 3 darstellen als x = x ie 2 . Die Bewegung eines materiellen Punk-

tes x in der Zeit t wird durch die Verschiebung u (x, t) beschrieben . In der hier vorausgesetzten

geometrisch linearen Theorie besteht eine lineare Beziehung zwischen den Verschiebungen u

und den Dehnungen e in jedem Punkt x E a Es gilt in jedem Punkt:

e = 2 (gradu + (gradu) T) , bzw. eis = 2
au2 auk

axk + ax2
(2.1)

Aufgrund der partiellen Differenzierbarkeit der Verschiebungsfunktionen und des Satzes von

SCHWARZ gilt für die Dehnungsraten e:

1

	

1

(

a2li

	

auk
	e = 2 (gradii + (gradii)

T
) , bzw . eik =

2 axk + axi

	

(2.2)

Die Spannungen erfüllen die statischen Gleichgewichtbedingungen des Systems S2

diva = -b in SZ

mit den äußeren Volumenlasten b . Weiter sind die statischen Randbedingungen

an = p auf 91L

erfüllt, wobei p die auf dem Lastrand OS2~ . wirkende Oberflächenlast bezeichnet und n der nach

außen gerichtete Normalenvektor auf aS2 ist . Es gelten mit dem Verschiebungsrand a52u die

Gleichungen aSZ = aSl, U aftu und 91l fl aS2u = 0.

Erfüllt ein Spannungsfeld O die statischen Rand- und Gleichgewichtsbedingungen zu den La-

sten b und p, so bilden &, b und p eine Gleichgewichtsgruppe (statische Gruppe) . Wählt

man kompatible Dehnungs- bzw. Verschiebungsfelder e und u, so bilden sie eine Kompati-

bilitätsgruppe (kinematische Gruppe) . Zwischen beiden Gruppen muß kein kausaler Zusam-

menhang bestehen, so daß die Gruppen unabhängig voneinander gewählt werden können . Mit :

als Abkürzung der doppelten Überschiebung von Tensoren gilt (siehe z .B. [Kaz84]):

fa :€dcl=fPuds+fbudft

	

(2 .5)

(2.3)

(2.4)

5



6	 GRUNDLAGEN DER KONTINUUMSMECHANIK UND PLASTIZITÄTSTHEORIE

Diese Beziehung heißt Arbeitsprinzip . Ist ein System unter einer Belastung im Gleichgewicht,

so besagt das Prinzip, daß die Arbeit aller äußeren Kräfte während einer Verschiebung gleich

der inneren Arbeit ist, die die Spannungen auf die Dehnungen ausüben.

Das Prinzip folgt also direkt aus den statischen Gleichgewichts- und Randbedingungen (2 .3)

und (2.4) sowie der Gleichung (2 .1) . Umgekehrt folgen aus dem Arbeitsprinzip und der kinema-

tischen Beziehung die statische Gleichgewichts- und Randbedingung, so daß das Arbeitsprinzip

auch als Axiom aufgefaßt werden kann (siehe [Hah85]) . Das Prinzip gilt auch für unstetige und

damit auch nicht stetig differenzierbare Spannungsfelderi . Für unstetige Verschiebungsfelder

gilt das Arbeitsprinzip dagegen nicht mehr (siehe z.B . [GC80] und [Kö87]).

Mit (2 .2) läßt sich das Arbeitsprinzip auch auf die Dehnungsraten E anwenden, wobei die Grup-

pen (a- , [3,p) und (8, ii) unabhängig voneinander gewählt werden können:

J er :EdSZ= ( püds+ fbüdSZ .

	

(2.6)
as2

2.2 Elastische Eigenschaften

Da bei der Komponentenauslegung üblicherweise nur geringe örtliche Dehnungen (kleiner 1 %)

zugelassen sind (siehe [IRH95]), wird hier auf die Behandlung großer Dehnungen verzichtet.

Es wird deshalb im weiteren angenommen, daß sich die Dehnungen e additiv in elastische e E ,

plastische eP und thermische Dehnungen eT zerlegen lassen (geometrisch lineare Theorie):

e = eE + eP -~- eT .

Das elastische Materialverhalten wird dadurch charakterisiert, daß die elastischen Dehnungen

eE durch den vierstufigen, positiv-definiten Elastizitätstensor E nach dem HooKEschen Gesetz

linear von den Spannungen o abhängen :

= E : 6E .

	

(2.8)

Für isotrope Materialien ist der Elastizitätstensor E durch die Symmetrien des Materials und der

Spannungen bzw. Dehnungen nur von zwei Variablen abhängig . Die LAMEschen Konstanten A
und sind mit dem Elastizitätsmodul E und der Querkontraktion v definiert durch:

(1 + v)(1 - 2v) '

	

- 2(1 + v) .

	

(2 .9)

Durch die Isotropie und die Symmetrieeigenschaften lassen sich die Komponenten von E mit

Hilfe des KRONECKERsymbols darstellen durch:

E

	

v

	

11

Ei,kl = ASijSkl -f-,u(C~ik(~jl + SicSjk) = 1 -{- v 1 - 2vSi~Skr
+ 2(SikS'i + öi16~k)

J
.

	

(2 .10)

'Dies ist bei der Konstruktion zeitunabhängiger Eigenspannungsfelder in der Traglastanalyse wichtig, da dort

zum Teil nicht stetig differenzierbare Spannungsfelder konstruiert werden (siehe [GM54a] und [GM54b]) .

(2.7)



GRUNDLAGEN DER KONTINUUMS MECHANIK UND PLASTIZITATSTHEORIE

Stellt man die Spannungen und Dehnungen als Vektoren ar = (ax, ay, az, a y, axz, ayz)T bzw.
e = (ex, Ey, ez, E y, e z, Eyz) T dar, so läßt sich der Elastizitätstensor und damit das HooKEsche
Gesetz in Matrixform schreiben:

/ Qx ~ / a + 2y

	

A

	

A 0

	

0

	

0 \ / EE

ay A

	

A +2µ

	

A 0

	

0

	

0 EE

az A

	

A

	

A+ 2/.t 0

	

0

	

0 eE
(2.11)

Q xy o

	

0

	

0 2µ

	

0

	

0 6E

Qxz o

	

0

	

0 0

	

2µ

	

0 Exz

\ ayz l 0

	

0

	

0 0

	

0

	

2µ l \ EEz l

Für Strukturen im ebenen Spannungszustand reduziert sich die Matrixform um alle Komponen-
ten normal zur Ebene . Im weiteren wird für ebenen Probleme nur der ebenen Spannungszustand
untersucht.

2.3 Plastische Eigenschaften

Treten für eine Struktur aus elastisch, ideal plastischem Material unter Belastung neben den ela-

stischen Dehnungen auch plastische Dehnungen EP auf, so erreicht der Wert einer Fließfunk-
tion nD(a•) zu den Spannungen a eine materialabhängige Fließspannung aö, d .h . n:D(u) = aö.
Durch die Bedingung I, (o) < aö sind Spannungen resultierend aus rein elastischen Dehnungen
gekennzeichnet . Dabei darf der Wert der Fließfunktion nicht von unterschiedlichen Koordina-

tendarstellungen des Spannungstensors a abhängen. Dies gilt nur dann, wenn eine Invariante

von a ist . Da der hydrostatische Druck keinen Einfluß auf die Fließfunktion haben soll und

das untersuchte Material gleiches Verhalten im Zug und Druckbereich hat, ist der einfachste

Ansatz für 1 die VON MISES Fließfunktion:

~(~) = 3J2 = 2 [(ax - ay )2 + (Qx - az) 2 + (ay - az)2 + 6ax y + 6ax z + 64z ] . (2.12)

Die Funktion ist eine quadratische Form und läßt sich ähnlich dem Elastizitätstensor E in
Matrixschreibweise darstellen . Es gilt (a•) = a•T Qar . Dabei ist für dreidimensionale Probleme

die Matrix Q 3 gegeben durch

/ 1 -0 .5 -0.5 0 0 0 \
-0 .5 1 -0 .5 0 0 0

-0 .5 -0.5 1 0 0 0
Q3 = (2.13)

0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 3 0

\ 0 0 0 0 0 3/

Die Matrix Q 2 im ebenen Spannungszustand erhält man durch sukzessives Streichen der z, xz

und yz betreffenden Zeilen. Die Matrix Q 2 ist positiv definit, d.h . u-TQ 2a . > 0 für a•

	

0,

7



8 GRUNDLAGEN DER KONTINUUMSMECHANIK UND PLASTIZITÄTSTHEORIE

wogegen Q3 nur positiv semi-definit ist, d .h . a.TQ3a > 0 für alle Spannungen a• . Die Matrix

Q3 läßt sich nach dem Spektralsatz der linearen Algebra mit Hilfe der orthonormierten Eigen-

vektoren zu den Eigenwerten 0 und 3/2 aufspalten in Q 3 = QT Q mit

/ 0

	

0 0 0

	

0

	

0\
2 -1 2

	

0

	

0

	

0

2 0 2 0 0 0
0 0 0fa 0 0
0 0 0 0 fa 0

\ 0 0 0 0 00J

Die Funktion läßt sich also alternativ durch die Matrix Q darstellen durch

(D
(
a

) _ crTQ u = a'T QT Qa- _ (Qo. )T(Qa-) = 111' I 2 ,

mit der euklidischen Vektornorm 11 • I I . Im dreidimensionalen Fall geht die positive Definitheit
von Q3 durch den Kern der Abbildung : a• 1-4 'Oa verloren. Der Kern ist definiert durch

KernO = {a•l Qa• = 0} = {al 6x = a'y = Qz und an = axz = a-yz = 0},

	

(2.16)

so daß die Spannungen aus Kerne den hydrostatischen Spannungen entsprechen . Dies ent-

spricht dem gewählten Ansatz für 4) . Damit beeinflußt die lineare Abbildung die Normei-

genschaften von I I . I I, so daß durch ,V(I•(•) eine durch I I • I I indizierte Halbnorm definiert ist.

Daraus folgt, daß die voN MisES Fließfunktion mit E° = E \ (Kernq) positiv definit auf

E° U{0} ist und daß durch \/(In (•) eine Norm auf E° U {0} definiert ist . Dies gilt für Q 2 und Q 3 ,
so daß nicht mehr zwischen Q 3 und Q2 unterschieden wird. Damit folgen per Definition der
Norm \/4)(-) für Spannungen, die nicht dem hydrostatischen Spannungszustand entsprechen:

1. 0(a-) > 0, ba-

2. 0 (a•)=0Q~ =0

3. n'b(aa•) = a2t. (a•), Va E IR, Va

4. \/4)(a• 1 + a'2) G V D ( 0'1) + "\/413' (0'2) b'Cr1, U2 .

Q (2 .14)

(2.15)

Aus der Dreiecksungleichung folgt sofort \/cu1) - \/(D(0-2) < vca' 1 - (72) .

Für die weiteren Untersuchungen in den folgenden Abschnitten ist es nützlich, zusätzlich fol-

gende Funktion zu definieren :

n5(a1, o-2) = a iQa'2 .

	

(2.17)
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Die so definierte Funktion ist bilinear, symmetrisch und es gilt 45 (o l , cr i ) = 4 (a• 1) . Weiter gilt:

80
2Qo und somit oi

	

= 20 Qcr2 = 2 nB(cr i , 172) .

	

(2.18)
007 0. 2

Spannungen u, die die Ungleichung .1. (o) < o(!, erfüllen, bewirken keine plastischen Dehnun-
gen und werden deshalb sicher genannt . Bei Gleichheit ist die Fließbedingung erfüllt und die
Spannungen werden als zulässig bezeichnet.

Aufgrund der Definition von 41. begrenzt die Menge der zulässigen Spannungen eine konvexe
Teilmenge des Spannungsraums, d .h. für alle sicheren und zulässigen Spannungen cr i und Q 2

mit n1•(o ] ), (D(o 2 ) < o-, ist auch die Konvexkombination ~(~a l + (1 - ()0 2 ) < oö mit
0 < < 1 sicher oder zulässig. Die sicheren Spannungen bilden die offene Teilmenge E der
elastischen Spannungen des Spannungsraums . Deren Rand wird Fließfläche .F genannt und
durch die zulässigen Spannungen gebildet.

Weiterhin wird Materialstabilität im Sinne des DRUCKERschen Postulats gefordert, d .h. für alle
zulässigen Spannungen a.z gilt:

(o•- a'z) :e~> 0, Va. E£U .F	(2 .19)

Diese Eigenschaft bedeutet, daß die Arbeit einer angreifenden Kraft an den Dehnungsänderun-

gen nicht negativ sein kann (siehe [Dru5l], [Dru59]) und wird auch Prinzip der maximalen

spezifischen Dissipationsarbeit genannt . Daraus folgt, daß anders als bei der elastischen De-

formation die in die plastische Deformation gesteckte Energie nicht wieder aus dem System

zurückgewonnen werden kann . Weiter folgt, daß E eine konvexe Menge ist.

Aus der Konvexität von folgt für alle sicheren und zulässigen Spannungen ö , daß die Tan-

gentialebene an ,F in einem Punkt a z E .F mit E U F höchstens einen Punkt gemeinsam hat:

: (o - oz) > 0 bzw. -(a'z , ä^ - cf.') > O .

	

(2 .20)ao- 0. z

Da dies für alle sicheren und zulässigen Spannungen gilt, folgt mit der Ungleichung (2 .19):

A äe- , mit A > 0,

	

(2.21)

so daß die plastischen Dehnungsraten senkrecht auf der Fließfläche stehen, wobei A der unbe-

stimmte plastische Multiplikator ist (siehe z .B. [Kaz84]) . Die Beziehung (2 .21) wird assoziierte

Fließregel genannt. Der plastische Multiplikator A ist durch den aktuellen Spannungszustand

bestimmt. Liegt ein elastischer Zustand vor oder eine Entlastung, so verschwindet A und damit

nach der assoziierten Fließregel auch das plastische Dehnungsinkrement e:
A = 0, wenn n10(a) < c oder .Tn (o) = oö und 1 n (a.) < 0 gilt.

	

(2.22)

elastisch

	

Entlastung
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Die Struktur fließt weiter, wenn gilt:

A > 0, wenn 40(a . ) = or?)

	

t,(a) = O.

	

(2.23)

Die Bedingungen (2 .22) und (2 .23) werden Konsistenzbedingungen genannt. Die bisher aufge-

stellten Regeln gelten in der Form nur für ideal plastisches Material . Dementsprechende Formu-

lierungen können auch für kinematisch verfestigendes Material aufgestellt werden ([Dru51]).

2 .4 Eigenspannungen

Die während der Belastung in der Struktur S2 auftretenden Spannungen a lassen sich in einen

elastischen und einen plastischen Teil additiv zerlegen:

a. = E + p. (2.24)

a•E = E : E sind fiktive Spannungen, die in einem unendlich elastischen Material aufträten . Da

die Spannungen a• und o-E mit den gleichen Lasten b und p im Gleichgewicht stehen, gelten

die statischen Gleichgewichts- und Randbedingungen:

divo-E = - b divp = 0

	

in SZ (2.25)

o•En = p pTn= 0 auf öSZ. (2.26)

Daraus folgt, daß das Spannungsfeld p mit der Nullast im Gleichgewicht steht, es wird daher

Eigenspannungsfeld genannt. Die einzelnen Spannungen p(x) werden Eigenspannungen ge-

nannt, sie resultieren aus der plastischen Deformation und hängen vom gesamten plastischen

Dehnungsfeld E ' ab. Aus der Definition der Eigenspannungen folgt sofort, daß die Menge al-

ler Eigenspannungsvektoren einer Struktur mit der skalaren Multiplikation und der üblichen

Vektoraddition einen linearen Vektorraum bilden.

Durch Einsetzen von Gleichung (2 .8) und (2 .24) in Gleichung (2 .7) werden die zwei kompati-

blen Dehnungen erzeugt (siehe [SZM93]):

_ E-1 : a.E+ eT

= E-1 : p + E P .

(2.27)

(2.28)

e1

E2

Die Eigenspannungen p leisten nach dem Prinzip der virtuellen Arbeit keine elastische Arbeit

an den Dehnungen E2 - eine Eigenschaft, die in den Beweisen des Einspielsatzes zum Tragen

kommt, es gilt:

J p
: (E-1 : p + EP ) dS2 = 0 und

J p
: (E-1 : p e) dSZ = 0 .

	

(2.29)

n

	

sz



3 Einspieltheorie

Die plastische Spannungsbewertung beruht heute implizit auf der Traglast- und Einspielanalyse

einfacher Modellprobleme für idealplastisches Material [Cip80], [SH97b] . Diese geht - in ihrer
klassischen Formulierung im Rahmen der geometrisch linearen Theorie 2 - von dem Konzept
kritischer Strukturzustände (in Bild 3 .1 dargestellt) aus:

e
,a

b

_

IQ

	

e
	 °

QM __ _

	

_

ill:om
/

e
Low Cycle Fatigue

	

o

	

e

	

c

2 I
Q

-

ii7 -
1

~

	

Elastisches
~ ~

	

Einspielen

	

I
~

~

0

Rein

	

~

	

I
elastisches

	

•..

Verhalten

	

~ ~

` •

.

I

	

6~~ .~u ~ 60

Bild 3 .1 : Bree-Interaktionsdiagramm für dünnwandige Rohre [SH97a]

• Unbeschränktes Fließen ist kritisch, weil es sofort zum plastischen Kollaps führt . Lasten
unterhalb der Traglast (limit load) sind in diesem Sinne unkritisch.

• Inkrementeller Kollaps durch Akkumulation plastischer Dehnungen über aufeinander-

folgende Lastzyklen (Ratchetting) und plastische Ermüdung (Low Cycle Fatigue, LCF)

durch alternierende Plastifizierung sind kritisch, weil sie zum Strukturversagen führen,

wenn dieser Betriebszustand nicht verlassen wird . Lasten die unterhalb der Einspiellast

(shakedown load) liegen, sind in diesem Sinne unkritisch.

Diesen Versagensarten lassen sich zeitabhängige Festigkeiten zuordnen, wie es in Bild 3 .2 für
einen Zugstab unter reiner Schwellbeanspruchung dargestellt ist . Der Beanspruchungsbereich

'Geometrisch nichtlineare Theorien werden zum Beispiel in [BH95], [CZ75], [SaS90] und [TW93] untersucht.

11
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läßt sich in drei Bereiche aufteilen . Einige Autoren schlagen dafür die Bezeichnungen Sofort-

ausfall, Kurzlebigkeit und Langlebigkeit vor. Der Festigkeitsbereich läßt sich somit in die Be-

reiche Kurzzeit-, Zeitfestigkeits- und Dauerfestigkeitsbereich aufteilen . Bei Belastung durch

die Zugspannung o-u erfolgt der Kollaps. Aber auch bei zyklischer überelastischer Last erfolgt

ein Sofortausfall innerhalb weniger Zyklen durch plastische Ermüdung (LCF) . Nur bei elasti-

scher Beanspruchung kann eine technisch nutzbare Lebensdauer ermittelt werden . Unterhalb

der Dauerfestigkeit SD muß praktisch mit keinem Ermüdungsversagen gerechnet werden.

Bild 3.2: Betriebsfestigkeit des Zugstabes für Schwellbeanspruchung nach [Sc195]

Für ein Bauteil ist der Betriebs- oder Zeitfestigkeitsbereich auf den Bereich beschränkt, in

dem die Komponente elastisch einspielt. Auch bei lokaler überelastischer Beanspruchung kann

die Lebensdauer anhand einer (experimentell aufgenommenen) Lebensdauerlinie (Wöhlerli-

nie) ermitteln werden, wenn man zeigt, daß weder LCF noch Ratchetting auftreten [Lan7l].

Die Fließspannung ist die Einspiellast des Zugstabs . Die Einspielgrenze einer zyklisch bean-

spruchten Struktur entspricht dem Materialkennwert go . Anders als bei innerlich statisch unbe-

stimmten Bauteilen fallen bei dem Zugstab elastische Grenze und Einspielgrenze zusammen.

Die Einspielgrenze ist nur so scharf, wie es das Konzept einer Fließgrenze erlaubt, die das

elastische vom plastischen Werkstoffverhalten trennt. Bei der Verwendung von Werkstoffen,

die zyklisch stark ver- oder entfestigen, sind zyklisch stabilisierte Stoffwerte experimentell zu

bestimmen. Die Einspielanalyse muß dann mit diesen von der Lastgeschichte abhängigen Stoff-

werten durchgeführt werden.

Die nach der Be- und Entlastung einer Struktur entstehenden Eigenspannungen resultieren aus

den verbleibenden plastischen Dehnungen. Eigenspannungen, auch herstellungsbedingte, ha-

ben bei hinreichender Duktilität keinen Einfluß auf die Traglast, sind also Sekundärspannungen

([Kaz84], siehe dazu auch die Experimente von MAIER-LEIBNITZ [ML28] und die inkremen-

Sofortausfall Kurzlebigkeit Langlebigkeit

Spannungs-
Dehnungs-Kurve

6

Zeitfestigkeitsbereich
(HCF)

Kurzzeitfestigkeitsbereich

(LCF)

Schwellbelastung
0

Dauerfestigkeitsbereich

1
Dehnung bzw. Zeit

	

Schwingspielzahl N (log)
ND 10 7
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teile Berechnung in Abschnitt 8 .5) . Die Traglastanalyse liefert im Gegensatz zur inkrementel-
len Berechnung nicht die Dehnungen beim Kollaps . Dehnungen und Verschiebungen hängen

bei der zyklischen Belastung von der Lastgeschichte und von Eigenspannungen ab (siehe Bild

8 .17). Selbst wenn alle Bedingungen genau bekannt sind, sind diese Größen mit zunehmend

flacher verlaufender Belastungskurve ungenauer bestimmbar . Die statischen Größen sind die
technisch meist wichtigeren Kennwerte . Das gilt für die Werkstoffwerte o-o und a72,, (siehe Bild

3 .2), ebenso wie für den Bauteilkennwert alimit (Traglastfaktor). Bei starker Annäherung an

diese Grenzen ist ausreichende Duktilität des Werkstoffs nachzuweisen oder es muß von abge-

minderten Festigkeitskennwerten ausgegangen werden . Nur bei sehr geringer Zähigkeit können

uu bzw. Traglast durch Eigenspannungen vermindert sein, wenn keine ausreichende Verform-

barkeit des Werkstoffs vorliegt (siehe [IRH95]).

Die Spannungsbewertung überträgt die für vereinfachte Modelle bekannten Trag- und Einspiel-

lasten auf kompliziertere technische Problemstellungen . Die nichtlineare Spannungsinteraktion

von Primär- und Sekundärspannungen wird in Bild 3 .1 in der Ebene der mechanischen und

thermischen Umfangsspannungen im idealplastischen dünnen Rohr unter konstantem Innen-

druck und unter Thermozyklen dargestellt (Längsspannungen wurden von Bree konservativ

vernachlässigt [Bre67]) . Das Interaktionsdiagramm ist ein regelgerechter Weg zur Bewertung

der Spannungen in einer speziellen Komponente im Hinblick auf die genannten Versagensarten.

Die Grenze zum plastischen Kollaps in Bild 3 .1 zeigt die allgemeingültige Aussage, daß Wärme-

spannungen Sekundärspannungen sind, weil die Traglast von ihnen unbeeinflußt ist . Insbeson-

dere die Traglastgrenzen sind für typische Strukturelemente des Apparatebaus formelmäßig

aufbereitet worden [Sav97] . .Trotzdem bleibt die Spannungsbewertung wichtiger Elemente im

Apparatebau wie Behälterabschlüße, Rohrverzweigungen und -krümmer in der Diskussion (z .B.

[Ho193],[WRL95] und [WJ96]).

Durch die Konzentration auf das Berechnungziel Trag- bzw . Einspiellast werden der rechneri-

sche Aufwand und die benötigte Datenmenge erheblich reduziert . Werden zusätzliche Informa-

tionen über den Belastungsverlauf benötigt, kann nach Berechnung der Trag- und Einspiellast

eine inkrementelle Berechnung erfolgen, welche bei Kenntnis der Trag- und Einspiellast einfa-

cher ist.

Die statischen Sätze der Einspielanalyse nach MELAN [Me138] sind in den Spannungen formu-

liert und ergeben ein mathematisches Maximierungsproblem für sichere Lasten . Die maximale

sichere Last ist bei Ausschluß von Strukturkollaps die Traglast und bei Vermeidung von Rat-

chetting und LCF die (elastische) Einspiellast . Demgegenüber sind die kinematischen Sätze

nach KOTTER [Koi60] in kinematischen Größen formuliert. Sie definieren ein mathematisches

Minimierungsproblem für unsichere Zustände und führen zu einer dualen Formulierung für die

obere Schranke der Trag- und Einspiellast (siehe [SHH98], [SH99]) . Jede zulässige Belastung,

die den statischen Satzes erfüllt, ist eine untere, jede Belastung, die dem kinematischen Satz
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genügt, ist eine obere Schranke für die sichere monotone bzw. variable Last (siehe [Koi60]).

Nach dem Dualitätssatz (siehe z . B. [Kö87], [TS80], [Chr96] und [Chr80]) ist die größte un-

tere Schranke gleich der kleinsten oberen Schranke, so daß die exakte Lösung beliebig genau

erreicht werden kann . Um konservative Lösungen zu erhalten, werden hier nur die statischen

Sätze angewandt . Zur Betrachtung der kinematischen Einspielsätze siehe zum Beispiel [Atk96],

[KW92], [KM94a], [KM94b], [PM92] und [Zha95].

Untersucht wird eine Struktur SZ, die durch eine zeitlich veränderliche Belastung P(t) aus einem

Lastraum G belastet wird . Zum Zeitpunkt t ist P(t) = (b(t), p(t), T (t)) die verallgemeinerte

Belastung mit der Volumenlast b(t), der Oberflächenlast p(t) und der Temperaturlast T (t).

Durch diese symbolische Schreibweise von L lassen sich monotone und zyklische Lasten zu-

sammenfassen . Für den Lastraum £ sind folgende Strukturstände möglich:

1. Rein elastisches Verhalten:

Das System Sl bleibt für alle Belastung P(t) E ,C rein elastisch.

2. Elastisches Einspielen:
Nach anfänglicher plastischer Verformung klingen die plastischen Dehnungszuwächse ab

und das System geht in einen elastischen Zustand über.

3. Plastisches Einspielen(Low Cycle Fatigue):

Die plastischen Dehnungen bleiben beschränkt, während die plastischen Dehnungsinkre-

mente im Laufe der Belastung ständig ihr Vorzeichen wechseln . Das Fließen der Struktur

hört nicht auf und die Struktur wird aufgrund alternierender Plastifizierung versagen.

4. Ratchetting:

Die plastischen Dehnungen akkumulieren im Laufe der Belastung, so daß die Struktur

durch große Verformungen oder Bruch versagen wird.

5. Kollaps:

Im Lastbereich existiert eine Belastung, die die Traglast der Struktur erreicht, so daß die

Struktur kollabiert . Die Verschiebungen können somit über alle Grenzen anwachsen.

Die Zustände 3 ., 4 . und 5 . der Auflistung werden als kritische Strukturzustände bezeichnet . Die

Zustände 3. und 4. sind dadurch charakterisiert, daß in der Struktur Sl mindestens ein Punkt

x existiert, in dem die plastischen Dehnungsinkremente E (x, t) im Laufe der Belastung nicht

verschwinden, so daß lim e(x, t)

	

0 gilt . Da die plastischen Dehnungen im Zustand 3 . der
t->oo

Auflistung beschränkt bleiben und nur die Dehnungsinkremente ihr Vorzeichen ändern, spricht

man vom plastischen Einspielen . Dieser Strukturzustand wird zum Beispiel in [Po193b] und
[Po193a] genauer untersucht . In dieser Arbeit soll jedoch das plastische Einspielen nicht unter-
sucht werden . Es wird aber durch das elastische Einspielen ausgeschlossen . Für Zustand 5 . der

Auflistung erfolgt das Versagen direkt im ersten Belastungszyklus .
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Die Strukturzustände 1 . und 2 . der Auflistung sind nach dem Abklingen der plastischen Dehnun-
gen nicht mehr zu unterscheiden . Da im Allgemeinen bei einer Struktur nicht die vollständige

Lastgeschichte (z .B . durch den Herstellungsprozeß) bekannt ist, sind die beiden Zustände qua-
litativ identisch. Für sie verschwinden die plastischen Dehnungen im Laufe der Zeit

lim

	

= 0, `dx E S2,

	

(3 .1)
t--).co

so daß das System in einen elastischen Zustand übergeht. Der Fall des lokalen Materialversa-

gens vor Erreichen des elastischen Einspielens kann durch diese Bedingung nicht ausgeschlos-

sen werden . Zusätzlich zu der Forderung (3 .1) muß deshalb für das elastische Einspielen noch

die Beschränktheit der plastischen Dissipationsenergie im Laufe der Belastung gelten:

t

Wp = t rn fw(x, t) dSl = lim

	

J o-(x, T) : EP (x, T) dT dSl < c .

	

(3 .2)
o

Dabei ist mit w, die Dichte der plastischen Dissipationsenergie bezeichnet . Diese Forderungen

machen nur für die Untersuchung der Einspiellast Sinn, da bei Erreichen der Traglast die Dis-

sipationsenergie beschränkt bleibt . Im weiteren wird davon ausgegangen, daß der Lastbereich

C so gewählt ist, daß aus allen Lasten P(t) E ,C nur rein elastische Dehnungen resultieren.

Im Fall der Traglastberechnung schrumpft der Lastbereich ,C zu einem Vektor zusammen. Die

Vergrößerung des Lastbereichs bedeutet in diesem Fall eine Streckung des Vektors.

Bei der Einspielanalyse wird der größtmögliche Faktor a gesucht, mit dem der Lastbereich ,C

proportional vergrößert werden kann, so daß die Struktur unter dem vergrößerten Lastbereich

noch einspielt . Die aktuellen Spannungen o- während der Belastung P(t) müssen dann die sta-

tischen Gleichgewichts- und Randbedingungen in jedem Punkt erfüllen:

4)(cr(t)) in S2 (3 .3)

diva•(t) _ -ab(t) in S2 (3 .4)

a(t) n = ap(t) auf ö1 , . (3 .5)

Der größtmögliche Faktor, der diese Bedingung erfüllt, wird Einspielfaktor genannt . Dies führt

zu einem mathematischen Optimierungsproblem in der statischen Größe a•:

max a (3 .6)

unter Erfüllung von Bedingung (3 .3) - (3.5) . (3 .7)

Diese Einspielbedingungen sind noch unabhängig von dem gewählten Materialgesetz . Sie gel-

ten für ideal plastisches wie auch für verfestigendes Material . BLEICH hat schon in [B1e32]

eine vereinfachte Version dieses Einspielsatzes für einfach statische unbestimmte Strukturen

bewiesen. In dieser zeitabhängigen Form lassen sich die Einspielbedingungen jedoch nur durch

inkrementelles Nachrechnen der Lastgeschichte nachprüfen. Durch die Aufteilung der aktuellen

Spannungen in elastische, plastische bzw . aus der Verfestigung resultierende innere Variablen

können die Einspielbedingungen wesentlich vereinfacht werden .
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3.1 Einspielen von Systemen aus ideal plastischem Material

Für ideal plastisches Material werden die aktuellen Spannungen o-(x, t) in fiktive elastische

Spannungen o-E(x, t) und Eigenspannungen p(x, t) aufgeteilt : cr(x, t) = o-E (x, t) + p(x, t).

Im Falle des elastischen Einspielens verhält sich das System nach dem Zeitpunkt des Einspie-

lens rein elastisch, so daß sich die zeitliche Änderung der Spannungen nur in den Spannungen

a-E (x, t) und nicht mehr in den Eigenspannungen p wiederspiegelt. Es bildet sich nach dem

Einspielen ein zeitunabhängiges Eigenspannungsfeld p, so daß die Überlagerung dieses Ei-

genspannungsfelds mit den fiktiven elastischen Spannungen cr E ein zulässiges Spannungsfeld

ergibt . Die aktuellen Spannungen sind nach dem Einspielen zulässig, so daß sich für das Ein-

spielen von Sl folgende notwendige Bedingung zu jeder Zeit t aufstellen läßt:

1n (o-E (x , t ) + p (x)) ~ o (x), Vx E S2 .

	

(3 .8)

Da aus den im Laufe der Belastung auftretenden plastischen Dehnungen BP die Eigenspannun-

gen p resultieren, muß im Fall des Einspielens nach obigem gelten:

lim p(x, t) = 0, V x E SZ.

	

(3 .9)

Für jede Versagensart existiert ein Punkt, für den (3 .9) nicht erfüllt ist. Die notwendige Bedin-

gung (3 .8) wird in dem von MELAN [Me136] hergeleiteten Einspielsatz erweitert:

Satz (Melan):

Existiert ein Faktor a > 1 und existieren zeitunabhängige Eigenspannungen p(x)

mit f p : E-1 : p df < oo, so daß für alle Lasten P(t) E ,C die Ungleichung
sl

1n [a(a'E(x, t) + p(x))] < aro

	

V x E Sl

	

(3.10)

erfüllt ist, so wird die Struktur unter dem Lastbereich ,C elastisch einspielen.

Beweis:

Exemplarisch für ideal plastisches Material wird der Einspielsatz von MELAN bewiesen
(siehe [Me136]) . Die Beweise der Einspielsätze für kinematisch verfestigendes Material

folgen einem ähnlichen Schema und sind z .B . in [Me138], [Kö87], [WGW88] und [Zha9l ]
dargestellt . Zum Beweis wird das mit p zeitabhängige Funktional J betrachtet:

	

J= 2 fp- :E' : [p -/5]dft

	

(3 .11)

Es kann angenommen werden, daß p(x, t = 0) = 0 gilt. Da E- 1 positiv definit ist, ist J
nicht negativ. Für die zeitliche Ableitung von J ergibt sich mit der Symmetrie von E' 1 :

J = f [p - p] : E-1 : p dSZ .

	

(3 .12)
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Wendet man Gleichung (2 .29) auf das Eigenspannungsfeld p - p an, so gilt:

f[p_] :[E_ 1 : p + e ] dS2 = O .

	

(3 .13)

n

Durch Einsetzen von Gleichung (3 .13) in Gleichung (3 .12) erhält man:

J = - f [P - : ep dSZ = - f [(+P) -(a'E + P)] : ep dc

- - f [a - (cE `I- P)] : ep dS2 < 0.

	

(3 .14)

Die Nichtpositivität der Ableitung folgt aus der Zulässigkeit der Spannung cr g + p und

dem DRucKERschen Postulat . Das Funktional J ist somit nach unten beschränkt und

monoton fallend, so daß es gegen eine Konstante konvergieren muß . Damit müssen auch

die Eigenspannung p gegen ein konstantes Eigenspannungsfeld konvergieren, d. h.

lim p(x,t) = p(x) und damit lim

	

ep(x, t) = 0 .

	

(3 .15)
t- oo

	

t-->oo

Diese Eigenschaften folgen aus der notwendigen Bedingung für das Einspielen (3 .8) . Für

den Beweis des Satzes muß noch überprüft werden, ob die plastische Dissipationsenergie

endlich bleibt . Aus .1, (a(o.-E + p)) < aö und der Ungleichung (2 .19) folgt (siehe [Kö87]):

	

[cr - a(crE + P)] : ep > O, bzw. cr : ep < a	 a 1 (P -

	

: iv .

	

(3.16)

Damit folgt für die plastische Dissipationsenergie:

Co

	

00

Wp =
J
f : ~p dSZ dT < aaf f [P - : iv dSl dT = -

o st

	

/

	

o n

< a a
1
	 J(0) =

2a 2a

	

J

	

E-1 : p dSZ < oo

	

(3.17)

Daraus folgt, daß die plastische Dissipationsarbeit unter den getroffenen Voraussetzungen

beschränkt bleibt und das System SI unter dem Lastraum .C elastisch einspielt .

	

q

Folgerung:

Nach den Voraussetzungen des Einspielsatzes für ideal plastisches Material können Struk-

turen mit Singularitäten in den fiktiven elastischen Spannungen nicht einspielen . In diesen

Fällen existiert kein zeitunabhängiges Eigenspannungsfeld welches die Voraussetzun-

gen des Einspielsatzes erfüllt, da es auch ein singuläres Spannungsfeld sein müßte, im

Widerspruch zur Bedingung f p : E-1 : dS1 < oo . Da Strukturen mit Rissen un-

ter bestimmten Belastungen Spannungssingularitäten ausbilden, können sie unter diesen

17
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Belastungen nicht einspielen. Andererseits existiert zu bestimmten Strukturen mit Riß

eine wohldefinierte statische Traglast. Beim statischen Traglastsatz (siehe z .B. [Pra76]

und [PH54]) wird nur die Existenz eines Eigenspannungsfelds p benötigt, welches durch

die Überlagerung mit den fiktiven elastischen Spannungen aE einen zulässigen Span-

nungszustand o- ergibt. Die Forderung der Endlichkeit von f p : E-1 : p df wird im

statischen Traglastsatz nicht benötigt, so daß auch singuläre Spannungsfelder behandelt

werden können (siehe auch die Beispiele defekter Strukturen in Abschnitt 8) . Insofern

ist der statische Traglastsatz formal eine Erweiterung des statischen Einspielsatzes, da

der Einspielsatz durch Hinzunahme von weiteren Voraussetzungen aus dem Traglastsatz

entsteht.

Der größte Wert ashake , der die Bedingungen des Satzes von MELAN erfüllt heißt (elastischer)

Einspielfaktor (shakedown-factor) . Besteht der Lastraum ,C nur aus einem Punkt, so wird der

maximale Faktor alimit Traglastfaktor genannt . Im weiteren werden die beiden Faktoren ashake

und alimit auch zusammenfassend als Grenzlastfaktoren a bezeichnet, wenn ersichtlich ist, um

welche Art der Belastung es sich handelt . Jeder Faktor a, für den ein zeitunabhängiges Eigen-

spannungsfeld p existiert, so daß die Voraussetzungen des Satzes erfüllt sind, ist eine untere

Schranke für den exakten Einspiel- bzw . Traglastfaktor.

In der allgemeinen Traglast- bzw. Einspielanalyse ist die Berechnung von alimit bzw . ashake

das Ziel . Die Lösung dieser Fragestellung führt auf das mathematische Optimierungsproblem

max a (3 .18)

unter 'Ts [acrE(x, t) + p(x)] <

	

0-o(x) Vx E SI (3.19)

div p(x) = 0 Vx E S2 (3.20)

Mx) n = 0 Vx E aft, . (3 .21)

Dabei kann der Faktor a vor der zeitunabhängigen Eigenspannung p wegfallen, da die Eigen-

spannungen den Kern von bilden . Dieses Optimierungsproblem faßt die statische Zulässigkeit

der Spannungen 0.E und den Satz von MELAN zusammen. Da das DRUCKERSche Postulat vor-

ausgesetzt wurde, ist dies ein konvexes Maximierungsproblem, so daß ein lokales Maximum des

Problems auch das globale Maximum ist (siehe z .B. [Lue84]). Daher führt der Satz zu einem
eindeutig berechenbaren Grenzlastfaktor . Das Problem hat mit den Materialpunkten unendlich

viele Nebenbedingungen, welche durch eine Finite-Elemente Diskretisierung reduziert werden

können. Da hier die VON MIsES-Fließfunktion benutzt wird, handelt sich um ein nichtlineares

Optimierungsproblem . Diese Nichtlinearität steigert den Lösungsaufwand erheblich, so daß es

Bestrebungen gab, dies durch die Verwendung der TRESCA Fließfunktion zu umgehen (sie-

he z.B. [AK72], [CZ74], [DG57], [Gen88], [KL65], [Mai69] und [She86]) . Hier wird jedoch
darauf verzichtet.

Dabei muß beachtet werden, daß die Voraussetzungen in jedem Punkt x E Sl überprüft werden
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müssen, um sichergehen zu können, daß eine echte untere Schranke von ashake bzw . alimit erhal-
ten wird. Im Allgemeinen können die Voraussetzungen des Satzes von MELAN jedoch nicht in

jedem Punkt der Struktur überprüft werden . Ausnahmen bilden Strukturen, die in jedem Punkt
die gleichen Spannungsformen haben, z .B. ein unendlich dünnes Rohr unter Innendruck (siehe

die Untersuchung von BREE in [Bre67]) . Diese Strukturen bilden jedoch die Ausnahme und

existieren nur näherungsweise, so daß davon ausgegangen werden kann, daß die Voraussetzun-

gen des Einspielsatzes nicht in jedem Punkt überprüft werden können und damit die erhaltenen

Grenzlastfaktoren nicht mit Sicherheit Schrankencharakter für die wahren Werte von alimit bzw.

ashake haben. Weiterhin werden die Spannungen in den Punkten x in der Regel mit Hilfe der

Finiten-Element-Methode berechnet und sind somit nur Näherungen.

Durch die Einspielanalyse erhält man einen begrenzenden sicheren Lastbereich, in dem die La-

sten mit beliebiger Lastgeschichte variieren können . In der Formulierung der Einspielanalyse

wurde davon ausgegangen, daß sich die Werte der Fließspannungen im Laufe der Belastung

nicht ändern . Bei thermischen Belastungen ändert sich jedoch die Fließspannung mit der Tem-

peratur T, d .h. a-o = o ro(T) . Im folgenden Abschnitt wird kurz darauf eingegangen.

Einspielen von thermisch belasteten Systemen

Bei hoher Temperaturbelastung können Effekte auftreten, die bei Raumtemperatur kaum eine

Rolle spielen (z.B. Kriechen und temperaturabhängige Fließspannung) . Hier wird nur eine Er-

weiterung der statischen Sätze für temperaturabhängige Fließspannung angegeben, wobei ange-

nommen wird, daß die Gestalt der Fließflache nicht von der Temperatur abhängt (siehe [Chi93],

[Smi74]) . Die Fließspannung sei eine monoton fallende Funktion der Temperatur T, d .h.

n:D(aa) < rrö(T) und ao(Tl ) < ao(T2) `d Tl > T2 .

	

(3 .22)

Kann die Temperaturabhängigkeit des E-Moduls vernachlässigt werden, so 1äßt sich der stati-

sche Einspielsatz erweitern (siehe [GC80], [Kö87]):

Satz 3.1

Existiert ein Faktor a > 1 und zeitunabhängige Eigenspannungen p(x) mit

f p : E-i : p d1 < oo, so daß für alle Lasten P(t) E £

,1. [acrE (x, T, t) + p(x)] < a-o(x, T)

	

V x E Sl

	

(3.23)

erfüllt ist, so spielt die Struktur unter dem Lastbereich .C elastisch ein.

Das diesem Satz entsprechende Optimierungsproblem wird dann mit den temperaturabhängigen

Fließspannung o-o(T) aufgestellt (siehe auch Abschnitt 6) .
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3.2 Einspielsatz für unbeschränkt linear kinematisch verfe-

stigendes Material

MELAN hat schon in [Me138] einen Einspielsatz für linear kinematisch verfestigendes Mate-

rial angegeben . Da in Abschnitt 6 einige spezielle Einspielanalysen analytisch gelöst werden,

werden hier kurz die nötigen Einspielsätze dargelegt . MELAN geht davon aus, daß sich die ak-

tuellen Spannungen o- darstellen lassen durch a = v + a. Die Spannungen a beschreiben

die Verschiebung der Anfangsfließfläche im Spannungsraum und werden backstresses genannt.

Um das Fließen der Struktur festzustellen, wird der Anteil v in die Fließfunktion eingesetzt:

Cv) _ Ca- - a) < ao. Dieses Modell beschreibt eine unbeschränkte lineare kinematische

Verfestigung und kann den BAUSCHINGEReffekt eines Materials darstellen (siehe [Me138]).

Der Einspielsatz nach MELAN ([Me138]) für unbeschränkt linear kinematisch verfestigendes

Material lautet:

Satz 3.2

Existiert ein Faktor a > 1, ein zeitunabhängiges Eigenspannungsfeld p und ein zeitun-

abhängiges Backstressfeld ~x mit f pT' : E-1 : p cal < oo, so daß
sz

Ca(o E(x, t) + 0(x) - ä(x))] < ao(x)

	

V x E St VP(t) E ,C

	

(3 .24)

erfüllt ist, so wird die Struktur unter dem Lastbereich ,C elastisch einspielen.

3.3 Einspielsatz für beschränkt linear kinematisch verfesti-

gendes Material

Die notwendigen Einspielbedingung für Strukturen aus beschränkt kinematisch verfestigendem

Material lauten nach ZHANG [Zha9l] mit der Fließspannung ao und der Bruchspannung ay

(siehe dazu auch [Mas24], [Mro67], [WGW88]):

Satz 3.3

Existiert ein Faktor a > 1, ein zeitunabhängiges Eigenspannungsfeld und ein zeitun-
abhängiges Backstressfeld a mit f pT : E -1 : p dfl < oa und

sz

4)[aix(x)] < [oy(x) - o.o(x)]2 ,

	

(3 .25)

so daß für alle Lasten P(t) E ,C

(I)[a(a-E(x, t) + P(x) - cx(x))]

	

V x E SZ

	

(3.26)

erfüllt ist, so wird die Struktur unter dem Lastbereich ,C elastisch einspielen .



4 Behandlung diskretisierter Systeme

4.1 Strukturdiskretisierung durch finite Elemente

Um die Traglast- bzw. Einspielanalyse auf beliebige Systeme anwenden zu können, ist es not-

wendig, die Möglichkeiten der Finiten-Element-Methode (FEM) zu nutzen . Nach den Bemer-
kungen in Abschnitt 3 .1 geht der Schrankencharakter der erhaltenen Grenzlastfaktoren durch

die approximative Berechnung der auftretenden Spannungen eventuell verloren. Um ein großes
Spektrum von Strukturen abzudecken, wurde zur Implementierung der Grenzlastanalyse das

kommerzielle Finite-Element-Programm PERMAS der Firma INTES benutzt (siehe [PER88]).

PERMAS ist in der Version IV hinreichend offen, um die Grenzlastanalyse ohne direkte Hilfe

des Herstellers als Subroutine zu implementieren.

Das benutzte FE Programm wird dazu benutzt, für ideal plastisches Material die fiktiven ela-

stischen Spannungen a-E sowie Eigenspannungen p zu berechnen. Die Berechnung des größten

Lastfaktors wird dann unabhängig vom FE Programm durchgeführt.

Nach den theoretischen Ansätzen der Grenzlastanalyse wäre eine Implementierung mit Span-

nungsansätzen sinnvoll, da der Satz von MELAN in statischen Größen (Spannungen) formu-

liert ist. Mit Hilfe der AlRYschen Ansatzfunktionen hat es solche Ansätze für ebene Proble-

me gegeben (siehe [Be172], [WGW88]) . Aufgrund der Nachteile bei der Definition geeigne-

ter finiter Elemente wurde diese Methode hier jedoch nicht verfolgt . Bei der Implementation

der Grenzlastanalyse wurde daher die in PERMAS (und in allen bedeutsamen kommerziellen

FEM Programmen) benutzte Verschiebungsmethode verwendet.

Bei der Finite-Element-Methode wird die Struktur SI in Ne finite Elemente aufgeteilt mit den

GAUsspunkten xi, i = 1, . . . , NG . Da die Voraussetzungen des Einspielsatzes von MELAN

nicht in jedem Punkt der Struktur überprüft werden können, werden die Bedingungen nur in

den GAusSpunkten der Struktur überprüft . Um die Korrektheit der berechneten Spannungen

zu garantieren, ist der durch die Diskretisierung der Struktur entstandenen Fehler abzuschätzen

(siehe [PER88]) . Zur Reduzierung des Fehlers können wie bei jeder herkömmlichen Finite-

Element-Berechnung gegebenenfalls adaptive Netzverfeinerungen durchgeführt werden.

Die Struktur Sl wird durch die Last P(t) belastet und die diskretisierten fiktiven elastischen

Spannungen of(t) = aE (xi, t) werden mit Hilfe der Verschiebungsmethode berechnet . Mit

den diskretisierten Eigenspannungen p i = p(xi) lautet die diskretisierte Fassung der notwen-

digen Bedingung (3 .8) mit der Fließspannung o-o,i in jedem GAUsspunkt i:

CaE(t) + pi) < OÖ i.
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Zur weiteren Untersuchung werden folgende Abkürzungen eingeführt . 1

NG Anzahl der GAusspunkte der Struktur

NsK Anzahl der Spannungskomponenten je GAusSpunkt

NF Anzahl der Freiheitsgrade der Struktur

Das FE Programm PERMAS berechnet die lastabhängigen elastischen Spannungen o (t) nach

der Verschiebungsmethode (siehe [PER88]) . Über einen Verschiebungsansatz und das Prin-

zip der virtuellen Verschiebungen werden mit Hilfe der Elementmatrizen, der Elementinzi-

denzmatrix und der Globalmatrix die diskretisierten homogenen Gleichgewichtsbedingungen

der Eigenspannungen p2 formal aufgestellt (siehe Abschnitt 4.3, [AM87], [PER88], [SH97d],

[Zha91]) :

NG
E Cipi =O.
i=1

Die Elementmatrizen C i berechnen sich aus den virtuellen Knotenverschiebungen und den geo-

metrischen Randbedingungen der Struktur; es gilt C i E ]RNF XNsx und pi E fNsx . Die

Gleichung (4 .1) stellt somit die diskrete Formulierung der Gleichungen (3 .20) und (3 .21) im

GAUSSpunkt i dar. Faßt man die Matrizen Ci und die Vektoren pi zusammen durch C =

(Cl , . . . , CNG ) bzw. oT = (p i , . . . , pNG ) , so geht Gleichung (4 .1) über in

Co= O .

	

(4.2)

Die Matrix C ist durch die gewählte Diskretisierung und die Randbedingungen eindeutig fest-

gelegt; es gilt C E IRNF " (NsK ' NG) und E IRNsK ' NG . Da nur Strukturen untersucht werden,

die keine Starrkörperverschiebung zulassen, besitzt die Matrix C maximalen Rang, der durch

die Anzahl der Freiheitsgrade NF von SZ gegeben ist.

Die Menge aller Vektoren o, die die Gleichung (4 .2) erfüllen, bilden den Kern der durch die

Matrix C definierten Abbildung . Damit ist die Menge dieser Vektoren mit der Vektoradditi-

on und der skalaren Multiplikation ein Vektorraum 13, der Eigenspannungsraum genannt wird.
Die Dimension des Eigenspannungsraums B ist gegeben durch den Defekt der durch die Ma-

trix C gegebenen Abbildung dim(B) = Nsx • NG - NF . Im allgemeinen ist die Anzahl der

GAusspunkte wesentlich größer als die der Verschiebungsfreiheitsgrade NG » NF, so daß die

Dimension des Eigenspannungsraums B im wesentlichen durch die Anzahl der GAUSSpunkte
NG und durch Nsx gegeben ist . Somit wird in der Grenzlastanalyse folgendes Optimierungs-
problem gelöst mit oT

	

T

	

T .

max a

unter (Ia[ao-E(t) -f- p i ] < a~o i

	

i=1, . . . , NG , P(t) E

	

E B .

(4.1)

(4.3)

(4.4)

Zur Vereinfachung der Darstellung wird o.B .d .A. angenommen, daß NSK für alle GAusspunkte gleich ist.
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Dieses Optimierungsproblem hat die Unbekannten pi und a, d.h. insgesamt NsK • NG + 1 und
durch die Zeitabhängigkeit von oE unendlich viele Nebenbedingungen . Zwar ist die Anzahl

der Unbekannten reduziert worden, die Anzahl der Nebenbedingungen ist jedoch weiterhin un-

endlich, was die Lösung erheblich erschwert . Im nächsten Abschnitt wird die Möglichkeit einer

Diskretisierung des Belastungsraums ,C beschrieben, so daß die Anzahl der Nebenbedingungen

endlich wird und die Grenzlastanalyse erheblich vereinfacht wird.

4.2 Lastdiskretisierung

Im Lastbereich ,C sind beliebige Lasten zusammengefaßt, die auf die Struktur S2 einwirken.

Durch die Variable t ist jede Last in .C durch P(t) charakterisiert . Soll durch den Lastbereich

eine zyklische Belastung abgebildet werden, so liegen unendlich viele Belastungen P(t) in L.

Sie alle müssen die hinreichenden Bedingungen im Falle des elastischen Einspielens erfüllen.

Meist ist die zyklische Belastung jedoch durch endlich viele NL unabhängige Lastfälle P(k),

k = 1, . . . , NL bestimmt. Diese Lastfälle bewegen sich während der gesamten Belastung zwi-

schen gegebenen Grenzen Pik) und Pik) . Als Beispiele dienen Strukturen belastet durch

zyklische Druck- bzw. Zugbelastungen, die zwischen der jeweiligen Maximallast und der Mi-

nimallast variieren (siehe dazu [KK78]) . Der Ort der Lastaufbringung bleibt konstant, d .h. der

Lastrand ändert sich nicht . Da ein wesentlicher Teil der praktischen Problem Belastungen dieses

Typs beinhaltet, werden ab jetzt nur noch Belastung dieser Art untersucht (siehe [Kö87]).

Auch für erweiterte Formen der zyklischen Belastung ist es möglich, Einspiellasten mit Hilfe

der Einspielanalyse durchzuführen . SHEN untersucht zum Beispiel in [She86] bewegte Lasten

auf Scheiben, KAPOOR und JOHNSON betrachten in [KJ94] Kontaktstrukturen und deren Ein-

spielen und STUMPF bestimmt in [Stu93] Einspiellasten für nichtproportionale Belastungen,

um einige Beispiele zu nennen.

Die so bestimmten zyklischen Belastungen lassen sich durch die Lastfälle P(1), . . . , P(NL)

darstellen mit

P(t) =

	

AjP(j)•

	

(4 .5)
j=1

Somit wird jede Belastung P(t) E .C durch die Basislasten P(1), . . . , P(NL ) erzeugt. Wird

zusätzlich angenommen, daß die Basislasten durch die jeweiligen Maximallasten gegeben sind,

so läßt sich die Last P(t) eindeutig als Konvexkombination der Basislasten P(j) darstellen, d .h.

es gilt zusätzlich

und aj>0, j=1, . . .,NL.

	

(4.6)

j=1
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Daraus folgt, daß der Lastbereich ,C ein durch die Basislasten P(1), . . . , P(NL ) erzeugtes kon-

vexes Polyeder ist, wobei die Basislasten die Ecken des Polyeders bilden und daraus folgend

auch Lastecken genannt werden . Dadurch lassen sich die hinreichenden Bedingungen für das

Einspielen vereinfacht formulieren . Dazu betrachtet man die fiktiven elastischen Spannungen

of(t), die in den hinreichenden Bedingungen als einzige von t abhängige Größe vorkom-

men. Dazu sei a-E(j) diejenige elastische Spannung im GAUSSpunkt x i , die zur Basislast P(j)

gehört, sie wird Basisspannung genannt . Aus dem Superpositionsprinzip für elastische Lasten

folgt, daß sich die Spannung o-( t) konvex aus den Basisspannungen a•E (j) zusammensetzt:

o (t) = ~ ,) o (~) •

	

(4.7)

j=1

Für die Gültigkeit von Ungleichung (4.4) im GAusspunkt xi reicht schon die abgeschwächte

Forderung f ü r die Basisspannungen o (j )

Caof (j) + Pi) <

	

(4.8)

denn nimmt man (4 .8) für alle j an, so folgt aus der Konvexität von ID in allen Punkten x i :

Nr.

	

N

CaQE(t) + Pi] = 1' [a ~

	

( .7) + Pi]
j=1

N

[

	

~j(aa'E(i) + Pi)]

N

AjO[ao (j ) + pi] <

	

AjUL = 0- i .

	

(4 .9)

j=1

	

j=

Damit folgt die Zulässigkeit der aktuellen Spannung aa•E(t) + pi im GAUSSpunkt xi direkt

aus der Zulässigkeit der NL Spannungen aa-E (j) + p i im Punkt xi und der Konvexität des

Lastbereiches ,C. Die hinreichenden Bedingungen (4 .4) müssen nur noch für die Basislasten

überprüft werden, was eine wesentliche Vereinfachung der Grenzlastanalyse bedeutet . Für die

. Traglastanalyse wird dementsprechend nur eine Lastecke betrachtet . Bei der Grenzlastanalyse

für ideal plastisches Material nach der Lastdiskretisierung wird dann folgendes Problem gelöst:

max

	

a

	

(4 .10)

unter nb[aa•E(j) + pi ] < vo i

	

i = 1, . . . , NG , j = 1, . . . , NL , O E B. (4 .11)

Die Unbekannten dieses Problems sind weiterhin die zeitunabhängigen Eigenspannungen Pi
und der Lastfaktor a, d.h. man hat insgesamt NsK • NG + 1 Unbekannte. Die Anzahl der Ne-

benbedingungen hat sich auf endlich viele reduziert . Insgesamt folgt aus der Lastdiskretisie-
rung, daß NL • NG Ungleichungsnebenbedingungen resultierend aus der Fließbedingung und

NF Gleichungsnebenbedingungen resultierend aus der Dimension von C zu erfüllen sind.

Zwar ist die Anzahl der Nebenbedingungen jetzt endlich, für realistische Finite-Element-Model-
le mit NG GAUSSpunkten muß man jedoch weiterhin O(NG ) Unbekannte und O(NG ) Neben-
bedingungen betrachten. Durch Active-Set-Strategien (siehe Kapitel 5) ist zwar die Menge der

Nebenbedingungen während der Optimierung reduzierbar, die Menge der Unbekannten macht

jedoch für realistische Strukturen die Lösung mit herkömmlichen Mitteln nahezu unmöglich .
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4.3 Der Eigenspannungsraum B

Die Menge aller Eigenspannungsverteilungen einer Struktur S2 bildet nach der Definition in

Abschnitt 2 zusammen mit der skalaren Multiplikation und der Vektoraddition einen linearen,

unendlich dimensionalen Vektorraum . Durch die in Abschnitt 4 vorgestellte Diskretisierung der

Struktur ist durch die Menge der diskreten Eigenspannungsverteilungen ein linearer, endlich
dimensionaler Vektorraum gegeben . Die Dimension dieses Vektorraums B ist bestimmt durch
die Diskretisierung und nach Gleichung (4.2) gilt dimB = NG • N1 - NF . Die Dimension von
13 steigt somit mit der Anzahl der GAusspunkte, so daß die Anzahl der Unbekannten für reali-

stische FE-Modelle die Lösung mit herkömmlichen Optimierungsmethoden nahezu unmöglich
macht.

4.3.1 Basisreduktionsverfahren

Zur Lösung dieser Problematik wird der folgende Ansatz der Basisreduktion gewählt (siehe

[She86], [Zha9l]) . Statt im gesamten Eigenspannungsraum B die Lösung des Optimierungs-

problems (4 .10) und (4 .11) zu suchen, beschränkt man sich auf einen Teilraum Bd von B der
Dimension d . Durch die iterative Wahl verschiedener Unterräume Eid in einer Iterationsstufe k

werden die in den Unterräumen erhaltenen Lösung ak verbessert. Die Dimension der gewähl-

ten Unteräume ist im Vergleich zur Dimension des Raums B sehr gering, im allgemeinen wird

dimBd < 6 gewählt . Da alle Ba Teilräume von B sind, lassen sich alle Vektoren p k E Bä durch

d linear unabhängige Vektoren bi (Basisvektoren) darstellen . Es gibt demnach reelle Zahlen

µi, . . . , µd, so daß für alle pk E Bä gilt:

pk = µl bi +µ 2b2 + . . . + µdbä•

	

(4.12)

Die Koeffizienten , . . . , µd lassen sich zu einem d-dimensionalen Vektor µ zusammenfas-

sen. Dadurch läßt sich das diskretisierte Optimierungsproblem (4 .10) und (4 .11) nur noch in

den Basisvektoren formulieren . Die Unbekannten des Problems sind dann a und der die Koef-

fizientenvektor A. Faßt man die Basisvektoren W', i = 1, . . . ,d des Unterraums Ba von B zu

einer Spaltenmatrix Bd ° k zusammen

Bd,k = ~
bk ,

	,d bk)1•••
	,

so existiert für jeden Vektor pk E 13d ein Vektor E.c k E IRd mit

pk = µl bi + . . . + µdbä = Bd ' kµ k .

Hat man zu Problem (4.10) und (4 .11) in der Iterationsstufe k - 1 einen optimalen Lastfaktor

ak-i und eine optimale Eigenspannungsverteilung pk-1 gefunden mit p° = 0, so lautet das zu
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gewichtsiteration erzeugt . GROSS-WEEGE und WEICHERT geben in [GW96] eine abgewan-
delte Methode zur Erzeugung der Basisvektoren an . BUCKTHORPE und WHITE generieren in
[BW93b] und [BW93a] einen Eigenspannungsteilraum durch eine thermische Belastung . SIEB-

LER führt in [Sie88] Eigenspannungsansatzfunktionen ein, um die nötigen Eigenspannungsba-
sen zu erhalten . Dies ist jedoch nur sinnvoll, wenn die Belastungsart auch dementsprechend ist.

Auch bei rein mechanischer Belastung kann auf diesem Weg zwar ein Eigenspannungsteilraum

erzeugt werden, aber dieser steht mit dem zu untersuchenden zeitunabhängigen Eigenspan-
nungsfeld p in keinen direkten Zusammenhang. Beim Ansatz nach SHEN entsteht der generierte

Eigenspannungsteilraum mit Hilfe der jeweiligen Belastung, deshalb wird dieser Ansatz weiter
verfolgt.

Zur Einspieloptimierung nach der Unterraumtechnik müssen in der Iteration verschiedene Un-
terräume Bd der Dimension d des Eigenspannungsraums erzeugt werden . Hier wird der
Eigenspannungsraum Sd in einer Gleichgewichtsiteration mit Hilfe des FE-Programm PER-

MAS erzeugt (siehe [PER88]) . Durch die Nutzung eines allgemeinen FE-Programms ist es

möglich, alle Belastungsarten (Knoten-, Linien-, Flächen- und Volumenlasten, . . . ), Element-

typen (ein-, zwei- und dreidimensionale Elemente) und Strukturtypen (ein-, zwei- bzw . dreidi-

mensional, rotationssymmetrisch) zu behandeln . Das Reduktionsverfahren kann auch in andere

FE-Programme implementiert werden, die das Verfahren hinreichend unterstützen.

In der plastischen Finite-Element Berechnung in PERMAS werden ausgehend von einer elasti-

schen Berechnung iterativ weitere Lastinkremente aufgebracht . In PERMAS IV ist das folgende

Verfahren implementiert . Die dargestellte Nomenklatur entspricht der aus [AM87] und [PER88]

(siehe auch Anhang A .2), wobei die Dehnungen ri p den Dehnungen E p entsprechen.

Ausgehend von einem Spannungszustand o-o, resultierend aus einem vorherigen Iterations-

schritt, und den plastischen Dehnungen ~o wird zu Beginn der Iteration folgendes berechnet:

1. Das plastische Dehnungsinkrement 1) p~ wird aus dem äquivalenten plastischen Deh-

nungsinkrement Apo und einer dem Deviator von a- proportionaler Spannung s berechnet:

rlpo = ?"7Ipo s.

2. Über die elastische Materialsteifigkeit ° wird das Elementanfangslastinkrement Jpo be-

rechnet

Jpo = -h tripo.

3. Das Gesamtlastinkrement der Gesamtstruktur RTO setzt sich aus dem Anfangslastinkre-

ment Rot und Jpo mit der Elementinzidenzmatrix a zusammen

Rto = Rol - aT Jpo .
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4. Das Verschiebungsinkrement ro ist mit der Struktursteifigkeit K gegeben durch

ro = K-i Rto

5. Daraus berechnet man die Elementverschiebungsinkremente po

po = a ro.

6. Über die Dehnungsverschiebungsmatrix a und die elastische Materialsteifigkeit werden

die fiktiven Spannungsinkremente oto berechnet

7. Das aktuelle Spannungsinkrement ao ergibt sich nun aus der Differenz des fiktiven Span-

nungsinkrements a• to und dem plastische Dehnungsinkrement rlpo

a•o = o• to - trlpo.

8. Das tatsächliche Spannungsfeld a• berechnet sich aus der Summe der Anfangsspannung

a•o und des Spannungsinkrements a o

= a•o + a•o.

9. Aus diesen Spannungen wird dann das äquivalente plastische Dehnungsinkrement Fiep

berechnet und eine Konvergenzuntersuchung durchgeführt.

Ist das Konvergenzkriterium erfüllt, so wird a•o = a- gesetzt und mit einem neuen Lastinkre-

ment Rot begonnen. Andernfalls wird die inkrementelle Rechnung mit dem neuen äquiva-

lenten plastischen Dehnungsinkrement Apo zu dem alten Lastinkrement Ro t durchgeführt. In

der herkömmlichen plastischen Analyse wird diese Analyse bis zur Konvergenz durchgeführt.

Danach wird eventuell eine neues Lastinkrement aufgebracht . Dabei wird die Steifigkeitsma-

trix jedoch nicht aufdatiert . ZHANG wählt in [Zha9l] die konsistente Elasto-Plastizitätsmatrix

nach [ST85] und [GS88] zur Aufdatierung der Elastizitätsmatrix . Für große Systeme ist dies

jedoch sehr aufwendig, so daß aus diesem Grund hier darauf verzichtet wurde . Eine tabella-

rische Erläuterung der PERMAS-Notation ist in Tabelle A.1 im Anhang A.2 gegeben. Alle

gespeicherten Matrizen bzw. Vektoren werden PERMAS-intern als Buch bezeichnet.

Für die Reduktionstechnik wird jedoch nach einem Vorschlag von SHEN [She86] die Differenz

p = am - an, zweier Spannungen am, an, die in einer Iteration zu dem gleichen Lastinkre-
ment RO1 berechnet wurden, gebildet . Die so entstandene Spannung am - an ist eine Eigen-
spannung . Die statische Gleichgewichtsbedingung für die diskretisierte Struktur lautet mit dem

Anfangslastinkrement R und der Struktursteifigkeit K:

R = Kr + aTJpo .
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Für das Spannungsfeld p = a m - a n gilt die Gleichgewichtsbedingung

R = Rm - Rn = K(rm - rn) + aT (Jppm - JpAn)

[Rol - aT Jpom - RAI + aT Jppn] + aT (JpOm - JpOn) = O . (4.14)

Die Spannungsdifferenz p befindet sich mit der Nullast im Gleichgewicht und ist somit eine
Eigenspannung. Um einen d-dimensionalen Eigenspannungsraum 13 d zu erzeugen, muß diese
Iteration also d + 1-mal durchgeführt werden, um die Spannungen a' 1 , . . . , a.d+l und damit die
Spannungsdifferenzen p l = a' 1 , . . . , pd = 1rd+1 - a .l zu erhalten. Die Spannungen

P1 , . . . , Pd sind Eigenspannungen unabhängig davon, ob die Iteration konvergiert oder nicht.

Bei der Optimierung in der Einspielberechnung müssen im k-ten Iterationsschritt NL Lastecken
untersucht werden. Es wird jedoch nur in den aktiven Lastecken der vorherigen Iterationstufe
k - 1 ein Lastinkrement R; aufgebracht, mit dem dann die Basisvektoren berechnet werden.

Ingesamt werden in jeder Iterationsstufe 3-6 Basisvektoren erzeugt, so daß eventuell nicht zu

jeder aktiven Lastecke gleich viele Basisvektoren berechnet werden . Trotzdem ist gesichert,

daß bei der Erzeugung der Basisvektoren Rücksicht auf die jeweilige Belastungsart genommen
wird. In einer Iterationsstufe werden also d Basisvektoren erzeugt und in dem dadurch erzeug-

ten d-dimensionalen Unterraum wird die Optimierung durchgeführt. Mit den dazugehörigen

optimalen Werten ak und pk werden dann in der k + 1-ten Stufe d neue Basisvektoren und da-

durch ein weiterer d-dimensionaler Unterraum erzeugt . Durch dieses Verfahren werden iterativ

verschiedene d-dimensionale Unterräume berechnet.

ZHANG zeigt in [Zha9l], daß für zwei-dimensionale Strukturen dieses iterative Vorgehen stets

eine Verbesserung des Optimalwerts ak im k-ten Unterraum erreicht werden kann . Dieses

Lemma kann auch für dreidimensionale Strukturen bewiesen werden und bedeutet somit eine

Erweiterung der Ergebnisse von ZHANG in [Zha9l].

4.3.3 Entwicklung eines Kriteriums für den Lastanstieg

Ziel ist es, eine Bedingung zu erhalten, die garantiert, daß im jeweiligen erzeugten Unterraum

ein Lastanstieg Da k > 0 möglich ist. Der ebene Traglastfall wird in [Zha9l] untersucht . Das

dortige Kriterium wird auf dreidimensionale Probleme verallgemeinert. Sei dazu b' k ein Basis-

vektor eines eindimensionalen Unterraums L3 1 ' k von 13d . Im Zustand k - 1 sind der Lastfaktor

ak-1 und der Eigenspannungsvektor pk-1 bekannt . Es gilt

o.k-i = ak-l o.r + pk-1
Z

Wie muß nun der Basisvektor b l ' k aussehen, damit ein positiver Zuwachs a = ak - ak-1

möglichst groß ist? Das heißt, es wird eine Lösung (Dak , uk ) von

max

	

Dak

unter

	

.1. (aka•E + PZ-1 + b2'kuk ) = 1.(a.
-1

+ Daka' + b2'kuk) G ao V i E (14 .16)

(4.15)
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mit Da > 0 gesucht . Im Zustand k-1 fließt die Struktur nicht unbedingt in allen GAusSpunkten,

so daß die Menge der Indizes I in die Menge der aktiven Indizes ,A k-i und die Menge der in-

aktiven Indizes C k- 1 zerlegt werden kann, d. h. I = Ak-1 U C k-1 und fl Ck-1 = O. Es

gilt :

'D(cri-1 ) = vö Vi E .A
k_1

	

(4.17)

Inaktive Indizes bzw. inaktive GAUSSpunkte i E I \ •Ak-1 lassen einen kleinen Lastzuwachs zu

und werden deshalb nicht weiter betrachtet . Es werden nur solche Punkte i E Ak-1 c Ak-1

untersucht, die bei einer Erhöhung des Lastfaktors weiterfließen, da die anderen Punkte i E
Ak-i \ Ak-1 entlastet werden und dadurch keine Information über den maximalen Lastfaktor

beinhalten . Deshalb genügt es im weiteren, das Problem

max

	

Oa

unter

	

,t. (a•Z-1 + Dao•E + u kb2-'k ) < v .2 V i E ,Ak-1

	

(4.18)

zu studieren. Das folgende Lemma ist eine dreidimensionale Erweiterung des entsprechenden

zweidimensionalen Formulierung in [Zha9l] . Der Beweis dazu wird im Anhang A.3 gegeben.

Lemma 4.1

Das Problem 4 .18 besitzt genau dann eine Lösung (Da k , uk) mit Dak > 0, wenn entwe-
der

b2'k < 0 b' i E .Äk
-1

es!-1,~ 1

b2'k > 0 V i E ,Äk-1 erfüllt ist.

Berechnet man die Eigenspannungsvektoren auf die oben angegebene Weise mit Hilfe einer

Gleichgewichtsiteration über PERMAS, so erfüllt mindestens eine der berechneten Spannun-

gen die Voraussetzungen der Folgerung, wenn die Iteration konvergiert (siehe [Zha9l]) . Denn
dann konvergieren die plastischen Dehnungsinkremente ep gegen Null und aus der Konvexität
der Fließfläche schließt man die Eigenschaft (siehe den Beweis von ZHANG in [Zha9l]) . Das
heißt, daß garantiert werden muß, daß in der iterativen plastischen Berechnung von PERMAS

das aufzubringende Lastinkrement stets kleiner als die gesamte Traglast (bzw . Einspiellast) ist.
Da im allgemeinen die Grenzlast der untersuchten Struktur nicht bekannt ist, ist eine geeignete
Strategie zur Verminderung der Lastinkremente zu wählen. Weiter muß gesichert sein, daß die
erzeugten Basisvektoren linear unabhängig sind, damit die constraint qualifications des Opti-
mierungsproblems (siehe Abschnitt 5) erfüllt sind . Ansonsten verringert sich die Dimension
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des untersuchten Eigenspannungsraums und die beim SQP-Verfahren (Sequentielle Quadrati-

sche Programmierung siehe Abschnitt 5) erzeugten Matrizen werden singulär, so daß das Opti-
mierungsverfahren abbricht . In allen untersuchten Beispielen konnte durch die Halbierung des

Lastinkrements nach zwei bis drei Lastschritten eine gute Konvergenz erzielt werden . In al-
len Fällen in denen eine analytische Lösung der Grenzlast bekannt ist, konnte sie innerhalb 10

Iterationsschritten mit einem Fehler von maximal 5% erreicht werden . Nach maximal 20 Itera-
tionsschritten war der Fehler geringer als 1 %. Daher wurden bei Strukturen mit unbekannter
Grenzlast die Anzahl der Iterationen auf 20 beschränkt.

Ist trotzdem während der Iteration ein Lastinkrement so gewählt, daß die Unterschreitung der

Grenzlast nicht mehr gewährleistet ist, so muß in dem dann erzeugten Vektorraum nicht zwin-

gend ein verbesserter zeitunabhängiger Eigenspannungsvektor liegen . Trotzdem sind die erhal-

tenen Spannungen Eigenspannungen und der bisher erhaltene Lastfaktor ist weiterhin gültig und

kann bei der nächsten Halbierung des Lastinkrements verbessert werden, wenn die Grenzlast

noch nicht erreicht ist. Der Algorithmus der Grenzlastanalyse kann in dem in Bild 4 .2 darge-

stellten Flußdiagramm zusammengefaßt werden .



32 BEHANDLUNG DISKRETISIERTER SYSTEME

Bild 4.2: Flußdiagramm der Grenzlastanalyse

Vorgegebene Struktur aus
duktilem Material

Finite Element Modell

1
Berechnung der elastischen
Spannungen mit PERMAS

i

Bestimmung einer Eigenspannungsbasis
durch eine Gleichgewichtsiteration

-------------- ------------------------

Traglastfaktor bzw.
Einspiellastfaktor a

Sequentielle Lösung des zum aktuellen
Wert «gehörenden mathematischen

Optimierungsproblems



5 Mathematische Optimierung

In diesem Abschnitt werden die mathematischen Grundlagen zur Lösung der Grenzlastanalyse

gegeben (siehe dazu [Pow76], [Pow78], [Sci81], [Sci86], [Sci92] und [SZZ94]) . Das zu lösende

Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen wird analysiert und eine passende Lösungsstra-

tegie basierend auf dem SQP-Algorithmus entwickelt . Aufgrund der engen Verknüpfung mit

dem Finite-Element Programm PERMAS und der speziellen Form des Optimierungsproblems

wurde kein kommerzielles Optimierungsverfahren benutzt, sondern ein SQP-Algorithmus pro-

grammiert und auf dieses Problem zugeschnitten in PERMAS implementiert . Damit kann erst-

mals die nichtlineare Trag- bzw . Einspielanalyse für Strukturen aus ideal plastischem Material

durchgeführt werden.

Das Optimierungsproblem zur Einspielanalyse lautet im k-ten Iterationsschritt

(OP')

	

Maximiere

	

ak

unter

	

.b (akcrE(j ) + P -1 + Bd'kx) < oo V i E I, j E J

wobei a•E (j) die fiktiven elastischen Spannungen im Punkt i zur Last j sind. In diesem Kapi-

tel sind alle auftretenden Spannungen als Vektoren zu verstehen . Bd' k bezeichnet die durch die

Basisvektoren des Unterraums (d = dim ßd) im Punkt i im k-ten Schritt erzeugte Matrix

und x den Koeffizientenvektor zu den Basisvektoren . Zur Abkürzung werden bei ak und B id,k

ab jetzt in diesem Kapitel der Index k bzw. d und k weggelassen . p2 -1 ist das optimale Eigen-

spannungsfeld aus der vorherigen Iterationsstufe im Punkt i zur Last j (mit p° = 0) . Weiter sei

Iz I = NG und I,7I die Anzahl der GAusspunkte, bzw . die Anzahl der verschiedenen Lasten.

Für die Restriktionen gilt mit 1n (a•) = a.TQa•:

(D(aaff(j) + p
- i + Bix)

	

(5.1)

= a2 Ca•E(j)) + 2a(a •E(j))T Q(Bix) + .1. (B ix)

+ 2a(a•E(j))T QPi-1
+ 2(pi-1)TQ(Bix) + t. (p i -1 )

= a2a i(j ) + 2abT (j)x + xTCi(j)x + 2adi(j ) + 2eT(j)x + fi

	

(5.2)

Ci (j) = BT (j)QBi E .jR rxr

Im Punkt i zur Lastecke j (zur Abkürzung Ii,j ) gilt mit B i = (bkl)k , l

	

und Q = (gkt)k,1 :

mit

	

ai(.7) _ ~(a'E(j )) E IR

	

di(i) _ (a'E(i))TQP
-1 E IR

bi(.7) = BT (9)Qo-E(i) E IR r

	

e i(9) = BT U)QPi -1 Etar

fi = Cpi-1 ) E TR. (5.3)

bil

	

. . .

	

blr

bml

(5.4)

i, i

Ci(j) =
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m m

/ E

	

bklgklbll . . . E E bklgklblr
k=ll=l

m m

	

m m
'~E E bkrgklb ll . . . E [~ bkrgklblr

\ k=11=1

	

k=ll=l

C(j) ist per Definition symmetrisch und damit auch

Di(j) =
	 ai(j)	 bT U)

	

E N(r-+l)x(r+l).

bi(j ) C i(j)

Durch die Setzungen y = (a, x) T E IRr+l und Fi (j) = (d i (j ), ei (j)) gilt für die Restriktionen

aus Problem (OP') nach (5.1)

Caa•E(j) + p -l (j) + Bix) = yTDi(j)Y + 2Fi(j)Y + f. V i E Z, j E J.

Mit Q ist auch D(j) für Spannungen ungleich des hydrostatischen Drucks positiv definit (siehe

Abschnitt 2) . Insgesamt betrachten wir ab jetzt das Optimierungsproblem mit linearer Zielfunk-

tion und quadratischen Nebenbedingungen

(OP)

	

Minimiere

	

-yl

unter

	

-yTDi(j)y - 2F i(j )y - fi + cTö > 0 V i E Z, j E J.

Bemerkung

Skaliert man die Restriktionen von (OP) mit einem konstanten Faktor t2 , d. h. be-

trachtet man die Restriktionen

-t2YTDi(j )y - 2t2Fi(j)Y - t2fi + t2 oo > 0 V i E Z, j E,7,

so verändert sich die Lösung des Optimierungsproblems nicht . In der Form der

Restriktionen von (OP') lauten die modifizierten Nebenbedingungen

~(atcrE(j) + tp -l + tBix) G (tcfo) 2 V i E I, j E J

Betrachtet man also statt der Spannungsfelder a.E, pk-l und der Matrix B, die
Spannungsfelder to, tpk-l und die Matrix tB im Punkt i zur Lastecke j, so
verändert sich der Optimalwert des Optimierungsproblems nicht. Um eventuell auf-
tretende numerische Schwierigkeiten zu umgehen, kann man deshalb statt den ur-

sprünglichen Spannungsfeldern skalierte Spannungsfelder betrachten.

Die Idee des SQP-Verfahrens ist es, ein allgemein nichtlineares Problem durch quadratische

Subprobleme zu ersetzen, die iterativ gelöst werden und deren Lösungen eine Näherung des
ursprünglichen Problems ergeben. Untersuchen wir dazu ein allgemeines nichtlineares Problem
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(ANP)

	

Minimiere

	

f (x)

unter

	

gi (x) > 0

mit x E IR' und f, gi : IRn --~ IR V i E Z. Sei R. (Restriktionsmenge) die Menge der zulässi-
gen Punkte von (ANP), d. h. R = {x E IRn I gi (x) > 0, i E Z} . Da in einem Punkt x der
Restriktionsmenge in der Regel nicht alle gi(x) = 0 (d .h. nicht alle aktiv) sind, definieren wir
die Aktivitätsabbildung

Io(x) = {i E Zlgi(x)' = 0}.

Zusätzlich betrachten wir den Tangentialraum Tx(R) von R im Punkt x mit

Tx(%Z)={ EIRn I Tvgi(x) = 0, iEZ}.

Ein entscheidendes Hilfsmittel zur Untersuchung von Optimierungsproblemen (ANP) mit Ne-

benbedingungen ist die LAGRANGE Funktion L, die definiert ist durch

L(x, µ) = f (x) -

	

l.6igi(x).
iET

Ist x* E R ein lokales Minimum des Problems (ANP) und sind die Regularitätsbedingungen

(constraint qualifications) in x* erfüllt (wenn z . B. die Vektoren Vgi(x*) linear unabhängig für

i E Zo(x*) sind), so existieren LAGRANGE-Multiplikatoren µi mit

1) >0, ViEZ

plgi (x*) =0, Vi El

VL(x*, µ*) = 0 ,

2) Tv 2 L(x*, p,* ) ? 0 V

	

E Tx*(R),

wobei 0( .
) = (' . .

. , ä()~)
T

gilt . Die erste notwendige Bedingung heißt KARUSH-KUHN-

TucKER-Bedingung und sie besagt, daß sich in einem lokalen Minimum der Gradient der Ziel-

funktion als positive Linearkombination der Gradienten der Restriktionen darstellen läßt . Die

zweite notwendige Bedingung besagt, daß V 2 L(x*, µ*) positiv semidefinit auf dem Tangenti-

alraum T x* (R) ist. Die Bedingung ,ugi (x*) = 0 V i El heißt Komplementaritätsbedingung,

denn es ist µi = 0 für i E Z \ Zo(x* ), so daß zu den inaktiven Nebenbedingungen die entspre-

chenden LAGRANGE-Multiplikatoren verschwinden . Mittels der Komplementaritätsbedingung

läßt sich die erste notwendige Bedingung für ein Minimum x* mit LAGRANGE-Multiplikatoren

µz auch nur in den aktiven Indizes formulieren:

1')

		

> 0 ,

	

V i E Zo(x*)

E ,u Vgi(x* ) = Vf (x* ).
iETo (x* )

Erfüllt ein Punkt x* E R mit den LAGRANGE-Multiplikatoren zusätzlich zu den KARUSH-

KUHN-TUCKER-Bedingungen noch a) µz > 0 V i E Zo(x*) und b) V2L(x*, lt*) ist positiv

definit auf Tx* (R), so ist x* ein lokales Minimum des Optimierungsproblems .
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Statt das Problem (ANP) zu lösen, untersucht man beim SQP-Verfahren linearisierte Restriktio-

nen und eine quadratische Approximation der Zielfunktion. Entwickelt man in der k-ten Stufe

die Funktionen f, g in ein TAYLOR-Reihen um eine Näherungslösung xk von (ANP), so ergibt

sich :

f (x) = f(xk) + V f(Xk)(X - x k )
+ 2

(X - Xk)TV 2 f (Xk ) (X - Xk) + . . .

g(x) = g(xk) + Vg(xk)(x - xk) + . . .

Wird stattdessen die TAYLORentwicklung erster Ordnung betrachtet, so erhält man auf ana-

logem Weg den Algorithmus der Sequentiellen Linearen Programmierung (SLP) (siehe z .B.

[McC83]) . Das SQP-Verfahren bietet jedoch in der Regel eine höhere Genauigkeit in der Ap-

proximation, da die Struktur des Problem genauer wiedergegeben wird.

Setzt man in (5 .6) d = x - xk , so folgt für (ANP)

Minimiere

	

dTV2f (xk )d+Vf (xk)d + f(xk)
unter

	

Vgl ' (xk)d + gi(xk) > 0

	

V i E Z.

Beachtet man, daß der Optimalwert eines Optimierungsproblems mit dem Optimalwert eines

Problems mit identischen Restriktionen und einer um eine Konstante verschobenen Zielfunktion

übereinstimmt und ersetzt V2f (xk ) durch Ak , so ergibt sich schließlich

(QP)

	

Minimiere

	

dTAkd + V f (xk )d
unter

	

Vg,T(xk )d + gi (xk ) > 0

	

b' i E Z.

Dies ist ein Problem in der Variablen dE IRn , dessen Restriktionsmenge

1Z' ={dE IRn lVgT(xk)d+gi(xk)>_O,iEI}

. ist . Für die zugehörige LAGRANGE-FUnktiOn gilt

L(d, /c) =

VL(d, µ) = Akd + V f (xk) - ~ µiV gi (xk) und

V2L(d, I-i ) = Ak .
iET

Die Matrix Ak ist positiv definit und approximiertdie HESSE-Matrix der LAGRANGE-Funktion
von f im Minimum (i . a. wird Ao = I gewählt) . Dadurch ist die zweite hinreichende Bedingung
für ein lokales Minimum erfüllt, denn ist Ak positiv definit, so ist V2L(d*,,u*) auf Td* (TZ') po-
sitiv definit.

Betrachtet man nur die aktiven Restriktionen, so ist folgendes Gleichungssystem zu lösen

VL(d, µ) = 0

V gT (xk) d + gi (xk) = 0 V i E Zo(d).
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Gilt für eine Lösung (d* , µ*) dieses Systems ,uz > 0 V i E Zo(d * ), so ist d * ein lokales
Minimum von (QP), da V2L(d*, µ*) = Ak positiv definit ist . Wir schreiben dieses lineare

Gleichungssystem in der Form Hz = h mit m = IZo(

\
d* ) ~ und \

/

	

Ak

	

-Vgl(xk) . . . -Vgm(xk) 1 / d 1

-Vgi (xk)

37

0

	

0

	

µl
~ -of(Yk))

gl (xk )

~ -vgm( xk) 0

	

/ \ /µm /

	

\ gm(xk) ~0

H

	

z

	

h

H ist symmetrisch jedoch nicht positiv definit, denn mit S = (Vg i (xk), . . . , Vgm (xk)) E

IRn" m läßt sich H darstellen als

H=
Ak

-ST

Nach einem GAUSS'schen Eliminationsschritt ergeben sich zwei quadratische Blöcke und man

erhält det(H) = det(Ak ) det(-STA-'S) . Da in xk die Regularitätsbedingungen erfüllt sind

(d. h. S hat maximalen Rang) und da A k (und damit auch A') positiv definit ist, gilt det(H)< O.

Für das Problem (OP) lautet das sequentielle Subproblem (SOP) in der k-ten Iterationsstufe (der

Index j ist als Abkürzung weggelassen) mit di = V f(xk )d = (-1, 0, . . . , 0)d:

(SOP)

	

Minimiere

	

ä dTAkd - di

unter

	

-2(y Di+Fi )d-(yTDi+2F'i)Yk-fi+ O-ö > 0 V i E I,

Die zugehörige LAGRANGE-Funktion L und V d L lauten

f'"i(2(YkDi + Fi)d + (YTD i + 2Fi )yk + fi - o-ö )

VdL( d ,

	

= Akd + di + 2

	

µi(Diyk + F i),

iET

mit d l = (-1, 0, . . . , 0)T . Betrachtet man nur die aktiven Nebenbedingungen, lauten die not-

wendigen Gleichungen zum Problem (SOP) für jeden Lastfall (nach (5 .8) und (5 .9))

Akd+d i +2> ,ui(Diyk+ Fi) = 0
iET

-2(y kT, Di + Fi)d - (Yl Di + 2Fi)Yk - fi + at!, = 0 d i E Zo(d) .

	

(5 .10)

Insgesamt löst man für jede Lastecke das lineare Gleichungssystem Hz = h mit m = 11o(d*) I,

/

	

Ak	2(D lyk + F1)	 . . . 2(DmYk+Fm)

2(YTD1 + Fi)

	

0

	

0

2 (Yti Dm + Fm)

	

0

	

0

	

/

(1, . . . , 0, a-o2 - (YkTD1 + 2F 1)yk -

	

. . . , U 2 - (YTDm + 2Fm)Yk - fm)Tfl ,

	

o

L(d, tt) = 2dTAkd -d l +

(5 .9)

H =

h =_-

(di,- ,

	

, l_Gm)T ,

	

(5 .11)
z =
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mit H E IR (r+1+m)x(r+l+m), h E jR r+1+m und z E IR r+l+m .

Zur Lösung dieses Problems verwenden wir eine Active-Set-Strategie (siehe z. B. [F1e87],

[Lue84]) . Die Lösung von (SOP) wird auf das Lösen endlich vieler linearer Gleichungssysteme

zurückgeführt. Sei dk eine zulässige Näherungslösung von (SOP) und Io(dk ) die Menge der

aktiven Indizes in dk . Führen wir die Schlupfvariablen 8 ein mit d = d k + S, so ist (SOP) für

aktive Indizes äquivalent zu

(ASOP)

	

Minimiere

	

ZSTAk ö + (di + d2kAk )8

unter

	

(-2y7 Di - 2F i)8 = 0

	

V i E Io(d k ).

Dies entspricht für jede Lastecke dem linearen Gleichungssystem Hz = h mit

Ak	 2 (D iYk +Fi), iE Io(dk)

	

S H -dl - Ak d k

2(YTDi + Fi), i E Zo(d k )

	

0

	

v

	

0
'~.

H

	

z

	

h

Sei nun 8 * eine Lösung von Hz = h. Gilt S * 0, so hat man die Restriktionsmenge von

(SOP) eventuell verlassen. Falls nicht, so definieren wir als neue Näherungslösung dk+ 1 =

d k + 8* . Anderenfalls sucht man auf einem Halbstrahl (in Richtung von S * ) von d k ausgehend,

die erste Stelle dk+ 1 , die eine Ungleichungsrestriktion von (SOP) verletzt . Das heißt man sucht

entlang einer Suchrichtung s*(- 8 *) von dk ausgehend, ein maximales ak, so daß die neue

Näherungslösung d k+ 1 = dk + ak s* zulässig bleibt . ak berechnet sich als das Minimum über
alle i Zo(dk) mit -2(yTDi + Fi)s* < 0 durch

ak -min 1, 2(Yk D i + Fi)dk + (Yl D i + 2Fi)yk +fi -T°ö
-2(y'Di + Fi)s*

Ist ak = 1, d. h . `d i ,~ Io(d k) gilt

2 (y,Dt+F =) dk+(YtiDt+2F=)Yk+fti-aö
- 1

-2 (Yk D L +F t )s*

<

	

> 2(yl Di + Fi)dk + (YkDi

	

2Fi )Yk+

	

+ .fi - cr < -2(yk Di + Fi )s*

<

	

> 2(YxTDi + Fi)dk + (YkDi

	

2F i)Yk+

	

+ .fi - ~ö < -2(yk Di + Fi)(dk+1 - dk )
> -2(Y'Di + Fi)dk+1

	

Di

	

2Fi)Yk- (Yk

	

+

	

- A + Qö > 0,

	

(5 .12)

so ist dk+ 1 zulässig für (SOP) und wir ersetzen d k durch dk+ 1 . Ist hingegen ak < 1, so set-
zen wir d k+ 1 = dk + aks* und Io(dk+1) = Zo(dk) U {i*}, wobei i* der Index ist, für den
ak minimal wird . Die Restriktionsmenge hat sich also vergrößert und wir lösen (ASOP) mit
diesen neuen Eingangsdaten . Dieser Vorgang kann nur endlich oft wiederholt werden, so daß
wir O. b. d. A. nach k Schritten 8* = 0 erzielen, d. h. dk ist optimal für (ASOP) . Sind die
LAGRANGE-Multiplikatoren vi zu d k alle nicht negativ, so ist dk optimal für (SOP). Ist je-
doch mindestens ein Multiplikator negativ, so definieren wir i** als den Index zum kleinsten
LAGRANGE-Multiplikator vi ** . Diese Restriktion wird entfernt, d . h. wir ersetzen die Restrik-
tionsmenge von (ASOP) durch Zo(d k) \ {i**} und lösen (ASOP) erneut.
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Benutzt man keine Active-Set Strategie, sondern operiert man mit allen Ungleichungen, so

erhält man mit der Komplementaritätsbedingung das nichtlineare Gleichungssystem:

VL(d, µ) = 0

µi(VgT(xk)d + gi(xk)) = 0 V i E Z.

	

(5.13)

Für das Problem (SOP) lauten diese Gleichungen Vj E ,7:

A .k d + di + 2

	

µi ( D i -I- F i)Yk = 0
iET

-2µi (Yk Di + 2Fi)d - [(Y1T~- D i + 2F i)Yk + .fi - o 'ö] = 0 V i E Z.

	

(5.14)

Man muß für jede Lastecke das Gleichungsystem Hi =1i lösen, mit r"rc = I11,

2(D l y k +F l)	 2 (D,,,Yk + F;,,)

(YZ'D 1 + 2F1)Yk + fi - ai 0

	

0

0

39

/

	

A k
2/-t1(Yk D 1 + Fi)

H=

\ 2um (Yti D,,,, + F' ' m )

0

0

	

0 (yZ'D in + 2F,n)Yk + fm - aö f

sowie i = ( d1i d2 , . . . , dr+ 1 ,µ i , . , µm)T und h = (1, 0, . . . , 0)T . Hat man eine Lösung d *

dieser Probleme berechnet deren LAGRANGE-Multiplikatoren der aktiven Nebenbedingungen

positiv sind, so ist d* ein lokales Minimum von (SOP) . Wir suchen jedoch ein globales Mini-

mum der Zielfunktion . Die Theorie der konvexen Mengen und Funktionen hilft hier weiter . Eine

Menge M E IRn heißt konvex, falls mit x, y E M auch Ax + (1 - A)y E M gilt, V A E (0, 1).

Das heißt mit x, y gehört auch das verbindende Liniensegment zu M . Seien d 1 und d 2 Punkte

der Restriktionsmenge von (SOP) . Dann gilt für Ad 1 + (1 - A)d2 :

-2 (y7 Di + Fi)(Ad1 + (1 - A)d2) - (YT,Di + 2Fi)Yk - fi + 60

= A ( - 2 (YTD i + Fi)dl - (YT-. Di + 2F i)Yk - fi + a'ö)
>o

+ (1 - A)(-2(y7D i + Fi )d2 - (YkDi + 2Fi)Yk - fi + aö)
>o

> 0

	

d A E (0,1) . (5 .15)

Damit ist die Restriktionsmenge von (SOP) konvex . Eine Funktion f : M -4 IR (M konvex)

heißt konvex, falls f (Ax + (1 - A)y) < A f (x) + (1 - A)f(y) gilt V x, y E M, V A E (0,1)

(f heißt konkav, falls -f konvex ist) . Gilt die strikte Ungleichung, so heißt f strikt konvex. Ist

f : IRn - + IR zweimal stetig differenzierbar, so sind die drei Aussagen äquivalent ([Lue84]):

1. f ist konvex

	

2 . f (y) - f (x) > VTf (x) (y - x)

2. V2f(x) ist positiv semidefinit `d x E IRn .
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Da Ak positiv definit ist, ist die Zielfunktion ädTAkd - dl von (SOP) eine konvexe Funktion.

Ferner gilt eine wichtige Äquivalenz für konvexe Funktionen f : JR' -+ IR und konvexe

Restriktionsmengen R:

1. x* ist lokales Minimum für f bzgl . R.

2. x* ist globales Minimum für f bzgl . R

3. x* ist kritischer Punkt von f , d . h. Vf(x*) = 0.

Ist ein lokales Minimum von (SOP) gefunden, so ist dies auch ein globales Minimum von (SOP)

(siehe z. B . [JT88]) . Weiter gilt ein interessanter Zusammenhang zwischen den Restriktions-

mengen R und R' der Probleme (ANP) und (QP) (siehe [GPM76]) . Sei dazu x k eine Näherung

der Lösung von (ANP) und dk = x - Xk (Suchrichtung ohne Schrittweitenwahl).

Rk = {x gi (x k ) + Ugi(xk)(x - x k ) > 0,d i E Z}

ist die um -Xk verschobene Restriktionsmenge von (QP) . Ist R nicht leer und sind alle gi

konkav, so gilt R. C Rk . Nehmen wir dazu an, alle gi seien konkav (bzw. -gi konvex) . Für

x E R und die Näherungslösung x k gilt nach der obigen Charakterisierung

-gi (x) + gi (xk) > -Vgi(xk)(X - xk ), bzw. gi(x) < gi(xk) + Ugi(xk)(x - X k ).

Damit folgt für x E R

0 < gi (x) < gi (xk ) + Vgi(xk )(x - x k ) bi E I,

d. h. x E Rk und damit R C Rk . Aufgrund der Konvexität der voN MIsEs-Funktion gilt diese

Aussage auch für die Restriktionsmengen der Probleme (OP) und (SOP).

Es werden jetzt die Näherung yk des Minimums und die angenäherten LAGRANGE-Multipli-
katoren Ak von (OP) im k-ten Schritt betrachtet. Löst man (SOP) im k-ten Schritt, so erhält
man eine Lösung dk mit LAGRANGE-Multiplikatoren µk . Eine neue Näherung der Lösung des
Problems (OP) erhält man mit a k E IR durch

Y k
Äk+lAk) + Cak µk

	

/- Akt .

Die Lösung d k ist in diesem Sinne eine Suchrichtung für das Problem (OP). Für diese neue
Lösung müssen jetzt die KARUSH-KÜHN-TUCKER-Bedingungen von (OP) sowie die hinrei-
chenden Bedingungen kontrolliert werden, um festzustellen, ob man das Minimum von (OP)
gefunden hat. Für zweidimensionale Probleme ist D 1(j) positiv definit, so daß die zweite not-
wendige Bedingung immer erfüllt ist. Das Verhältnis der Lösungen von (OP) und (SOP) klärt
der folgende Satz (siehe [F1e87]).
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Satz 5.1

Sei d die Lösung des quadratischen Teilproblems (SOP) in der k-ten Iterationsstufe und

µ* die zugehörigen LAGRANGE-Multiplikatoren, sowie yk eine Näherung des Minimums
von (OP) . Gilt d = 0, so erfüllen Yk undµ* die notwendigen Bedingungen für ein lokales
Minimum von (OP).

Beweis:

Da dk eine Lösung von (SOP) ist, ist die erste notwendige Bedingung zu (SOP) erfüllt.

Sie lautet für jede Lastecke :

µi >0 ,Vi El

[- 2 (YTDi + Fi)d'k: - (YTD i + 2F2)Yk - fi + ag] = 0 ,V i E I,

AkdZ + d 1 + 2

	

µ2 (DiYk + F i) = 0 .

	

(5 .16)
iET

Mit d = 0 gilt :

µ* >0 ,Vi Eli

[ - (YA~D i + 2Fi)Yk - fi + 6g ] = 0 ,V i E Z,

dl+ 2 ~ y2(D iyk+ F i) =0
iET

Dies ist die erste notwendige Bedingung für ein lokales Minimum von (OP) . Da die Pro-

bleme (SOP) und (OP) eine identische HESSE-Matrix der LAGRANGE-Funktion haben,

ist die zweite notwendige Bedingung auch erfüllt .

	

0

Da (SOP) ein konvexes Optimierungsproblem ist, ist eine lokale Lösung von (SOP) auch ei-

ne globale. Es bleibt noch zu zeigen, daß auch (OP) ein konvexes Optimierungsproblem ist.

Die Zielfunktion -y1 ist als lineare Funktion konvex . Betrachten wir zu jeder Lastecke die

Restriktionsmenge S = {yI - (yT D i + 2F i )y - fi + 6ö > 0} von (OP) . Wählen wir zwei

Punkte yl = (al, xl)T und y2 = (a2 , x2 ) T E S, mit a 1 = a 1 oE + 13 -1 + Bix 1 und

0. 2 = a20.E + p?_1
+ Bix2 , so gilt V A E (0,1) und ay l + (1 - A )y 2 :

-[( AY1 + (1 - A )Y2)TDi + 2Fi][AYl + (1 - A)Y2] - fi + cTO
= - [(aal + (1 - A)a2)of + p2-1 + Bi (Ax 1 + (1 - A )x2)] + ag

= -'D[A(aioi + pi-1 + Bix1 ) + (1 - A)(a2a.E + p,-1 +
Bix2 )] + 6g

_ -41''(Ao + (1 - A)a2) + ag > 0,

	

(5.18)

da n11(a) eine konvexe Funktion ist . Die Konvexität der VON MISES-Funktion 11 in der Varia-

blen a überträgt sich also auf die Funktion in der Variablen y, so daß ein lokales Minimum

von (OP) auch ein globales Minimum ist . Für konvexe Probleme (d. h. f konvex und gi konkav

Vi E I in der Normalform (ANP)) hat das SQP-Verfahren eine interessante Eigenschaft .
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Lemma 5.1

Sei Xk ein zulässiger Punkt von (ANP), d k eine Lösung des Subproblems in der k-ten

Stufe mit den LAGRANGE Multiplikatoren ec k , fc ki > 0 d i E Z und a E [0, 1] eine

Schrittweite, so gilt

gi (xk -I- adk) < gi (xk) und

OTgi(xk + adk)d k < OT ,gi (xk)dk < 0 d i E Z.

Beweis:

Da dk Lösung des Subproblems ist, erfüllt die Suchrichtung die Komplementaritätsbedin-

gung des Subproblems, d . h.

[tki(gi(xk) + VTgi(xk)dk) = 0 V i E I.

Aus der Zulässigkeit von Xk folgt, daß VTgi (xk )dk negativ ist . Da alle gi konkav sind,

gilt

gi(xk + adk) - gi(xk) aVTgi (xk)dk

	

V i E Z

und folglich der erste Teil des Lemmas.

Aus der Konkavität der gi folgt einerseits

gi (xk ) - gi (xk + adk ) < -aVTgi (xk + adk)dk V i El

und andererseits

gi(x k + adk) - gi(xk) < aVTgi(xk)dk V i E I.

Addiert man beide Ungleichungen, so folgt

0 < a[VTgi (xk)dk - VTgi(xk + adk)dk] V i E I.

Mit a E [0,1], der Zulässigkeit von x k und der Komplementaritätsbedingung des Subpro-

blems folgt die zweite Behauptung des Lemmas .

	

q

Der zweite Teil des Lemmas ist unabhängig davon, daß dk eine Lösung des Subproblems ist.
Sie folgt direkt aus der Konkavität der gi , so daß für zwei Schrittweiten al und a 2 mit 0 < al <
a2 < 1 die Aussage

VTgi(xk + a2dk)dk <- VTgi(xk + aldk)dk V i El

gilt. Auch die erste Aussage läßt sich auf a1 und a2 mit 0 < al < a 2 < 1 verallgemeinern . Es
gilt für alle i E Z

gi(xk + a2dk) - gi(xk + al dk) < (a2 - a1)VTgi (xk + aldk)dk

C (a2 - al)VTgi(xk)dk < O .

	

(5.19)
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Damit sind alle Funktionen .i (a) = gi (xk + adk ) monoton fallende Funktionen auf dem Inter-
vall [0, 1] . Für konvexe Probleme nähert man sich also während der Iteration immer mehr dem

Rand der Restriktionsmenge.

Es ist noch unklar wie die Schrittweite ak gewählt werden muß, damit garantiert werden kann,
daß durch die neue Definition von Yk+1 die Restriktionsmenge von (OP) nicht verlassen wird.

Man definiert im k-ten Schritt eine eindimensionale Bewertungsfunktion

/

	

/
r(ak) _ Tr(zk - akPk) mit zk -= CYkJ

und pk :_ - C
dk

JAk

	

~k - "k

Die Funktion I r kann auf verschiedene Arten definiert werden (siehe [Lue84],[Mah9l] und

[Sci8 1]), wobei r ein geeigneter Penalty-Parameter ist . Wir betrachten die differenzierbare er-

weiterte (engl . augmented) LAGRANGE-Funktion (siehe [Sci8l]) mit z :_ (yT, )n
T)T

43

T r(z) = f(Y) -
A igi(Y) - 2rgi (Y)2
1 A ?

JET

	

2 r

, falls gi (y) < r
, sonst

und ihre Ableitung

v * Tr(Z) _
-E

VygJ(Y)( A J - rgJ(Y)) , falls gJ(Y) <_ rt
iET

	

0

	

, sonst

mit

o*( .) =

	

(a( .)

	

a( . ) a( .)

	

a( .)) T
	ay1 '

	

' ayr+l ' aA l ' •

	

' ai~ ITl

gT = (gl ~ . . . , glTl )T

gJ(Y) ,falls gJ (Y) < r°
gJ(Y) =

	

, bi E Z.
, sonst

r

Die erweiterte LAGRANGE-Funktion bewirkt, daß die LAGRANGE-Funktion L gestört (be-

straft) wird, sobald die Restriktionsmenge 1Z verlassen wird . Nun ist noch zu klären wie man

den Penalty-Parameter wählt . Beim SQP-Verfahren nach SCHITTKOWSKI wählt man ausge-

hend von der Lösung d k von (SOP) positive Konstanten r > 1, < 1 und bestimmt die Größen

Sk, e k, mit S- 1 := 1 durch :

	 Ild,ll2	 	 falls µk

	

ak
und 6k =

	

IIit _AkII2 '
, sonst.

Hat man diese Werte bestimmt, so berechnet man die kleinste positive Zahl ik für die

	 16	

1

	

C
1

	

1 \

	

In61' 4(4-807
< -4 EkSk 1 - 4Sk gilt, d .h. jk = min j E IN, j >

	

In r
7

Sk = min {
dtiA k d k

dti
2 , Sk-1 ~

(5.20)
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Der Penalty-Parameter r k ergibt sich mit r_ 1 := r aus: r k = max {rk_ 1i riA } . Wählt man

Startwerte a < 1 und y < und berechnet die kleinste nicht negative Zahl ik mit

ik = min {i E .IN, W r k (Zk - a&Pk) < Tr k (Zk) - -yajV*Tk (Zk)Pk},

so ergibt sich die Schrittweite ak durch ak = aik . Dabei ist

v*'PT (Zk)Pk = -Dyf (yk) dk

(Aki - rgi(Yk))Dygi(Yk)d k

+gi(Yk)(Pki - Aki)
iET

	

)n
° (µki -

A ki)

Dieses Vorgehen garantiert, daß die Schrittweite einerseits klein genug ist, um in der Restrik-

tionsmenge zu bleiben, andererseits groß genug, um eine Verbesserung der Werte zu erlangen.

Dieses Verfahren ist eine Rückverfolgungsstrategie, die mit einer positiven Schrittweite beginnt

und dann sukzessiv diesen Wert verkleinert (ARMIJO-Regel) . Der neue Iterationspunkt ergibt
sich wie oben beschrieben . Die Aufdatierung der Matrix Ak erfolgt mit Hilfe der von POWELL

modifizierten inversen BFGS-Formel (siehe z . B . [Sci8l]). Startet man mit einer symmetri-
schen, positiv definiten Matrix A0 , so berechnet man die Matrix Ak+ 1 mit Hilfe von Ak durch

Aksksi'Ak gkgT

	

Ak+1 =Ak -	 T	 +	 TS k AkSk

	

qk sk
Wobei sk = yk+1 - Y k das Inkrement der Iterationslösungen ist . Für qk gilt

qk = 0 ktk + (1 - Ok)AkSk mit tk = VL (yk+l, µ*) - VL(Yk , ii ).

µ* := Ak+ 1 sind die LAGRANGE-Multiplikatoren zum Wert yk+1 . 0k ist definiert durch

	

1

	

, falls Sktk > 0.2s kT. Aksk
0k =	 	 0 .8skA ks k

	s, T,, Ak s k -sT tk

	

sonst.

Da Yk+1 mittels der erweiterten LAGRANGE-Funktion berechnet wurde, ergibt sich Sk = akdk,
wobei ak die mit Hilfe der ARMIJO-Regel bestimmte Schrittweite ist . Wir erhalten mit Glei-
chung (5 .9) für tk zu jeder Lastecke

tk =

	

2µi D i(Yk+1 - Yk) =

	

2µiD isk•

	

(5.23)
iET

	

iET
Gilt sktk > 0.2sTAksk , so ist 0 = 1 und gksk = sktk . Ist sktk < 0 .2s'Aksk erfüllt, so gilt

	

O.84'AkSk

	

- S 't
qk SkA k Sk - Sktk tk

+ (0.2sTAksk
SkAkSk STtk
	 k  )

AkSk.
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,falls gi (yk ) <

	

(5.21)

, sonst

(5 .22)

Damit ist

T

	

O .8(skAksk) sktk+ O .2(skAksk) 2 - (sTAksk)sk tkg
k

sk =

	

T
SkAk5k - Sktk

	

= 0.2s k Aksk .

	

(5.24)

Zusammenfassend gilt also gksk = max {Sktk, 0 .2s7k'Aksk} > 0, da sk 0 und Ak positivdefinit ist . Mit Hilfe dieser Definitionen ist gewährleistet, daß mit Ak auch Ak+1 positiv definitist . Der Beweis dazu befindet sich im Anhang A .4.



6 Neue analytische Lösungen spezieller
Grenzlastprobleme

6.1 Zeitlich konstante Lastanteile

Hier sollen Probleme untersucht werden, deren zugrundeliegende Belastung einer Struktur Il

aus einer zeitlich konstanten Last (wie etwa Erdschwere o .ä.) und einer monotonen oder zy-
klischen Last besteht . Dazu leitet PoLIzzoTTo in [Po193a] statische und kinematische Ein-

spielsätze her. Sei Po = (bo, po) die konstante Belastung und ,C ein konvexer Lastraum mit n

Lastecken Pi = (bi , p 2), wobei b i Volumenlasten und p2 Oberflächenlasten sind . Jede mögli-

che Belastung P(t) E .C läßt sich als konvexe Linearkombination der Lastecken Pi schreiben.

Es gilt (siehe [Po193a]) mit Po + £ = {P P = P + Po, P E

Satz 6.1

Existiert ein a > 1 und ein zeitunabhängiges Spannungsfeld & mit f &TE-1 &dSl < oo,

welches im Gleichgewicht mit der konstanten Belastung Po steht und gilt zu jeder Zeit t

der Belastung

4[a(a'E (x , t ) + & (x))] < 6o(x) Vx E Sl,

so spielt die Struktur Sl unter der Belastung Po + £ elastisch ein.

Beweis:

Analog zum Beweis des Einspielsatz von MELAN wird gezeigt, daß die plastischen Deh-

nungsinkremente im Laufe der Zeit verschwinden und daß die dissipierte plastische Ener-

gie beschränkt bleibt. Die dabei ausgelassenen Details des Beweises sind analog zum

ursprünglichen Beweis zu vervollständigen . Das aktuelle Spannungsfeld a und das Span-

nungsfeld ä lassen sich aufspalten in

bzw.0.=0.E+, 0.p + p & = a'ö -I- Po,

wobei a.E bzw . oä fiktive elastische Spannungen zu den Lasten P bzw. Po sind . p ist

das aktuelle und po ein zeitunabhängiges Eigenspannungsfeld . Nach der Voraussetzung

ist o-E + & ein zulässiger Zustand, so daß nach dem DRucKERschen Postulat für das

aktuelle Spannungsfeld a gilt:

[o. - (crE + &)] :

	

= [p - Po] : e~ > 0.
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Definiert man das positive Funktional J(t) durch

J(t) = 2 f (P - Po) : E-l : (p - Po) d52,

so folgt mit dem Prinzip der virtuellen Arbeit und dem DRUCKERschen Postulat ange-

wandt auf das Eigenspannungsfeld p - po

J(t) = - f (P-Po) :Epal<0.

n

Damit ist J(t) monoton fallend und beschränkt, so daß daraus folgt

lim p(t) = 0

	

und

	

firn e(t) = 0.
t-+oo

	

t-+oo

Weiter gilt unter der Einspielbedingung und dem DRUCKERSChen Postulat

[Q - a(o.E -f- o. + P0)1 : Ep > 0,

bzw.

(a-1)cr : trp<a(p -Po) : Ep •

Die dissipierte plastische Energie ist beschränkt, denn es gilt:

	

00

	

oo

Wp = ff :?dtda1ff(p_po) :ePdtd

n o

	

o
co

	

= -aa	 1 f J(t) dt < 2aa 2
J Po : E-1 : Po < oo .

	

(6.1)

o

	

st

Damit klingen die plastischen Dehnungsinkremente e' im Laufe der Zeit ab und die dissi-

pierte plastische Energie bleibt beschränkt, so daß die Struktur unter den genannten Vor-
aussetzungen elastisch einspielt .

	

q

Dies ist insofern eine Erweiterung des in Abschnitt 3 .1 gezeigten Einspielsatzes, als daß man
bei Einsetzen von Po - 0 genau die Bedingung des Eigenspannungsfelds p erhält . In der Ein-
spielanalyse ist die größtmögliche lineare Vergrößerung von L gesucht, so daß alle Belastungen
aus a,C = {P'(t) ~ P'(t) = aP(t), P(t) E L} zu elastischem Einspielen der Struktur führen.
Man erhält als Optimierungsproblem der Einspielanalyse

max a (6.2a)
unter 4D[ao• E (x, t) + &(x)1 < oö Vx E SZ (6.2b)

div ä. (x) = -bo dx E SZ (6.2c)

Fr(x) n = Po Vx E all, . (6.2d)
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Jetzt werden die Spannungen 6- aufgespaltet in & = o + p, wobei a r o die fiktiven elastischen
Spannungen zu Po und p Eigenspannungen sind mit

div o4(x) = -bo

	

und

cr (x) n= Po

div p = 0

p(x)n=0

Vx E SZ

Vx E äS2, . (6.3)

Damit erhält man das Problem :

(6.4a)max a

unter (D[aa rE (x, t) + o (x) + p- (x)] 6
0

Vx E (6.4b)

div p(x)

	

= 0 Vx E S2 (6.4c)

p(x) n

	

= 0 Vx E äSZ Q . (6.4d)

Benutzt man die Basisreduktion des ursprünglichen Verfahrens, so muß man in jeder Iterations-
stufe k das folgende Optimierungsproblem lösen:

max ak

unter

	

[ako (j) + o r o i + pk-i + Bd'kx] o-o

	

V i E I, j E J.

	

(6.5b)

Dabei ist I die Menge aller GAusspunkte und J die Menge aller Lastecken . Bd'k ist die Matrix

der Basiselemente in Punkt i des reduzierten .Eigenspannungsunterraums 13 d und pk-1 ist der

resultierende Eigenspannungstensor der vorherigen Iterationsstufe mit p° - O . Setzt man nun

stattdessen p° := o-ff und nach Lösung des Optimierungsproblems mit den optimalen Parame-
tern x*

pk := pk-1 + Bd,kx*

so erfüllt pk in jeder Iterationsstufe die Gleichgewichtsbedingungen zur Last Po, da p° sie

erfüllt und Bd ' kx ein Eigenspannungsfeld für alle Parameter x E IRd ist . Mit diesen Modifika-

tionen erhält man also in jeder Iterationsstufe k das Problem

max

	

ak

	

(6.6a)

unter

	

,D ako.E

	

k-1 B4,kx] < 0.2

	

`d i El,

	

E 7,

	

(6.6b)

welches analog zur ursprünglichen Einspielanalyse gelöst werden kann . Die konstante Bela-

stung Po beeinflußt bei der Lösung der Einspielanalyse lediglich die Initialisierung des Felds
p°, so daß die zusätzliche konstante Belastung Po sehr einfach in das vorhandene Programm

der Einspielanalyse zu implementieren ist.

Berechnung der Fließlast bei konstanten Lasten

Die Struktur sei durch eine konstante Last Po und eine monotone bzw . zyklische Last P be-

lastet. Im allgemeinen spielt die konstante Last (z .B . Eigengewicht) bei den hier untersuch-

ten Strukturen eine untergeordnete Rolle, so daß angenommen werden kann, daß die Traglast

(6.5a)
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bzw. Einspiellast im wesentlichen durch die variable Last dominiert wird. Bei den bisherigen

Traglast- und Einspielanalysen wurde jeweils von der fiktiven elastischen Spannung crE zur

Last P zu Fließbeginn ausgegangen . Treten konstante Lasten Po (mit den dazugehörigen elasti-

schen Spannungen ofo) auf, so lassen sich die elastischen Spannungen crE nicht mehr über die

Fließspannung skalieren . Bei den weiteren Betrachtungen wird vorausgesetzt, daß die Struktur
unter der konstanten Last Po nicht fließt (d .h . 11(orö) < ° rg )•

Zu den Spannungen crE und a ö und der Fließspannung cro wird nun der größte Faktor y* > 0

gesucht, so daß die Ungleichung

~(y*a.E + 0-0 ) ~ U O

in jedem Punkt der Struktur erfüllt ist . Zu den Spannungen crE und o-cE wird in jedem Punkt x
der Wert y(x) berechnet, so daß die Struktur unter der Last Po + y(x*)P zu fließen beginnt,
d.h . nD(y(x)o5(x) + o-ff (x)) = o-o gilt . Mit der Matrix Q gilt n1n (o) = o•T Qcr (siehe Abschnitt
2), so daß die Gleichheit in

(

(6.7) äquivalent ist zu der Gleichung

y2(x)~(o'E(x)) + 2y(x )( crE (x )) TQo'0 (x) + .D(0'0 (x)) = 4) .

	

(6 .8)

Die Lösungen von Gleichung (6 .8) sind:

y 1,2(x) - -
(cE (x))TQOö (x)

	

(o.E(x))TQo-(x)1 2 - ~( o
(

ö (x)) - a'o
(6.9)

)̀ (o'E (x))

	

C a.E(x))

	

/

	

o-E x ( ))
Für die Lösungen yl und Y2 kann O.B .d.A. y l Y2 angenommen werden . Ansonsten muß
der Wurzelausdruck in Gleichung (6 .9) verschwinden, so daß im Widerspruch zur Annahme
.1)(o (x)) > ao folgte. Zuerst wird folgendes Lemma bewiesen:

Lemma 6.1

Für die elastischen Spannungen o.E und ofo gilt für h, y* > 0 mit 1(y*oE + 17ö) = 01) :
nIn (y*uE

+ o ) < (D ((y* + h)crE + oro ) .

	

(6.10)

Beweis:

Aus .1)(o ) < cr(3 und der Konvexität von folgt:

- .1)&4) _ ~(y * QE + o ) - t. (4)
> a~

	

au
E

(Va.' + Qp - Op) = 2y*(crE )TQc p .

	

(6.11)

Nimmt man im Widerspruch die Umkehrung von Ungleichung (6 .10) an, so folgt aus der
Konvexität von und Ungleichung (6 .11) mit dem Korrekturfaktor y*/2h > 0:

0 > y* /2hR((y * + h)crE + uff) - n:D(y*cE +
oo )]

> (y*uE + o0 )T Qy*OE = 'D(y*cr- E + o ) - (y*mE + o ) T Q0
= [o

	

( .ff)] y* (cE )T QQE > y* (QE)TQo- •

	

(6.12)

(6.7)
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Daraus folgt mit 0 > y*(a'E)TQaf und Ungleichung (6 .12)

0 > [aö - co )] - y*(o'E)TQo. > 0 .

	

(6 .13)
>o

Ein offensichtlicher Widerspruch, so daß die Behauptung folgt .

	

0

Aus der Definition (6 .9) von y1 und Y2 und y l y2 folgt direkt y l > Y2 . Nimmt man an, daß
beide Werte positiv sind, so folgt mit dem Lemma angewandt auf y* = y2 > 0 und y l = y2+h =
y* + h > 0 ein Widerspruch zur Definition von y l und y2 . Man schließt daraus yl > 0 > y2 .
Da nur positive Lösungen des lokalen Problems (6 .8) untersucht werden, ist die Lösung y(x)
gegeben durch y(x) = yl . Bildet man nun das Minimum von y(x) über alle Punkte mit

y* = min y(x),
)(En

(6.14)

so ist Bedingung (6 .7) aufgrund von Ungleichung (6 .10) in jedem Punkt der Struktur erfüllt.

Dies führt zu folgendem Ergebnis:

Satz 6.2

Fließt die Struktur unter rein statischer Belastung Po nicht, so berechnet sich der elastische

Faktor aelast zur variablen Last P durch

C(a'E(x))TQ cr Ö (x)) 2 _ ()(crÖ ( x)) - ~Ö

~( crE (x))

	

(No- E (x))

	

''D(o-E(x))

6 .2 Optimierung bei thermischen und mechanischen Lasten

In diesem Abschnitt werden Strukturen untersucht, die mechanisch und thermisch beansprucht

sind. Die Materialwerte ao,E seien temperaturunabhängig . Es werden nur solche Probleme un-

tersucht, bei denen angenommen werden kann, daß das Strukturverhalten durch das Verhalten

eines Punktes charakterisiert werden kann (z .B . dünnes Rohr unter Innendruck) . Es ist dann

ausreichend, ein einziges rotationssymmetrisches Element zu untersuchen . Der untersuchte Las-

traum habe die Gestalt :

0<P<aPoy i ,

	

0 5 yl 5 1

0 < T < aToy2i

	

0 < y2 < 1 .

	

(6 .15)

Es handelt sich dabei um einen rechteckigen Lastbereich . In den vier Lastecken ist folgendes

Einspielproblem zu lösen:

max

	

a

	

(6.16)

n1)(aarE(x) + p(x)) -- a'g < 0 j = 1, . . . , 4 V x .

	

(6 .17)

aelast =
XESt

(0-E (x)) T QK(x) +

~
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Bei einer einfachen Struktur wie dem unendlichen dünnen Rohr unter Innendruck und einem

stationären rotationssymmetrischen Temperaturfeld (siehe [Bre67]) müssen nicht alle Punkte

des Rohres untersucht werden . Da die Belastung rotationssymmetrisch ist und die Belastung

über die Länge des Rohres gleichbleibend ist, werden nur die Punkte auf einem repräsentati-

ven Radius benötigt. Bei einem dünnen Rohr ist die Temperaturverteilung über den Querschnitt

näherungsweise konstant, so daß die maximale Belastung auf dem äußeren Radius des Roh-

res auftritt. Aus diesen Überlegungen folgt, daß für die Einspielanalyse nur ein repräsentativer

Punkt x* auf dem Außenrand benötigt wird . Das reduzierte Einspielproblem lautet:

max

	

a

4) (aaT(x*) -I- P(x * )) - ~ö < 0 j = 1, . . . , 4 .

(6.18)

(6 .19)

Die aus der rein thermischen Belastung resultierenden elastischen Spannungen a•T sind Eigen-

spannungen . Bei zyklischer rein thermischen Belastung ergibt sich dann sofort durch die Wahl

von p(x*) = -oi(x*) der optimale Einspielfaktor 2.

Eine Abschätzung für den Einspielfaktor bei mechanischer und thermischer Belastung ergibt

sich durch folgende Überlegung . Nimmt man an, daß sich der während der zyklischen Belastung

einstellende Eigenspannungszustand näherungsweise proportional zu of, ist, so ist das Problem

,D (aa-E-}- poi) - a~a <O j = 1, . . . ,4

(6.20)

(6.21)

max

	

a

zu lösen. Das Optimierungsproblem hat zwei Unbekannte a, µ und vier Restriktionen. Die fik-

tiven elastischen Spannungen zu den verschiedenen Lastecken werden auf die Fließgrenze nor-
miert, so daß Ca E) = oro gilt, für j = 1 . . . 4 . Der Einspielfaktor muß dann später auf den
untersuchten Lastraum skaliert werden . Es sei a E = 0 die fiktive elastische Spannung zur
unbelasteten Struktur und a 4 = a•T die zur rein thermisch beanspruchten. Die zugehörige
LAGRANGEfunktion lautet

4

L(a, µ) = a - Ai [1.(a'4 + µo'4) - 41 . (6.22)
j=1

Aus der KARUSH-KuHN-TucKER-Bedingung OL = 0 im lokalen Maximum folgt mit den
Abkürzungen a• ; = o4, a := a* und := µ*:

4
-1 + E Ai [2auo + 2µcrrQa•4 ]

VL(a, _

	

j=1
4
E Ai [ 2µo'ö + 2acrTQ4]
j=1

Die Komplementaritätsbedingung im lokalen Minimum lautet für j = 1 . . . 4

A
[cr - (aa'a + µa. 4)TQ(aa i + µa'4)] = 0.

	

(6.23)
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Werden alle Komplementaritätsbedingungen summiert, folgt mit VL = 0

Aj[a2 a'o +µ2ao + 2aµa•TQ o'4]
j=1

4
A j [a2ao + µ2ao - 2µ2aö] =

j=1

j=1

j[a2 - µ 2 ] . (6.24)

Daraus schließt man

a2 -=1.

Aus VL = 0 folgt mit a2 - µ2 = 1

µ
OL -

a a = a + 2(µ2 - a
µ

und damit

j=1

(6.25)

j=1

a=2

j=1

(6.26)

Die vierte Komplementaritätsbedingung lautet:

A4[a0 - a2aö - µ 2 6ö - 2aµaö] = 0

Mit a2 - /2 2 = 1 und µ 0 folgt :

A 4 [µ + a] = 0,

woraus sofort A4 = 0 folgt . Ansonsten ist a = - µ und damit a 2 - µ 2 = 0 1, was einen Wi-

derspruch bedeutet. Für die Summe aus der zweiten und dritten Komplementaritätsbedingung

gilt mit a2 + µ2 = 1 -{- 2µ2

(A2 + A3)0-ö = A2[a2aö + µ2°2 + 2aµor2Qo'4] + A 3[a2aö + µ2°ö + 2aµc3 Qo'4]

_ A 2 [aö + 2µ2 °'o + 2aµo2Qa '4] + A 3 [aö + 2µ2 °'ö + 2aµ° 3 Qo' 4 ] . (6.27)

Aus VL = 0 folgt mit 01 = 0 und A4 = 0

2A 1 µ24 + A 2 [2/1 2 4 + 2aµ2QQ4] + '3[2µ2a° + 2aµ3Qar 4 ] = 0.

Setzt man dies in Gleichung 6 .27 ein, so gilt:

(A2 + A3)aö = (A2 + A3)0-ö - 2A 1,2ao,

so daß A 1 = 0 gilt und damit auch die erste Restriktion im Optimum nicht aktiv sein kann.

Nimmt man nun an, es gelte noch A2 = 0, so folgt aus VL = 0:

A3[2,u2ao + 2aµc3Qar4] = 0 .
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Die dritte Komplementaritätsbedingung lautet:

A3[4 - a2(To - µ2Q(!) - 2aµa3 Qa4 ] = 0.

Addiert man beide Gleichung, so gilt mit a2 - µ2 = 1

A3 [c0 - a 2vö + µ 2
aö

2

	

2
] _ A3ao = 0,

so daß A3 = 0 folgt . Dies bedeutet, daß alle Restriktionen inaktiv sind und damit einen Wider-

spruch. Man schließt A 2 0 und analog dazu A3 0. Im Minimum sind also die zweite und

dritte Restriktionen aktiv, d .h. die Komplementaritätsbedingungen lassen sich durch A2 bzw. A3

dividieren und es gilt

T

	

T
Q' 2 Q a4 = a3 Qa4'

Die zweite und dritte Restriktion sind also für alle a, µ identisch, so daß eine Restriktion

wegfällt (O .B .d .A sei dies die dritte Restriktion) . Daher folgt aus Gleichung (6 .26)

a = 24,a2 .

Weiter schließt man aus V L = 0

0 = A 2 [21w + 2aa2Qa 4 ]

und wegen A 2 0 durch Einsetzen von A 2 folgt für µ

a2 Qa4=-a	 Q 2
0

Wiederum mit V L = 0 gilt :

0 = -1 + A 2[2avo + 2µa2 QQ 4 ].

Durch Einsetzen von A2 und erhält man schließlich

4

a2 =

	

(7°

	

bzw . a=
Qp - (6'1(1(7.4)2	, %QÖ - (a2(la

4)
2

Bemerkung

Als Beispiel betrachten wir eine achsensymmetrische dünne Schale, die ein dünnes
Rohr repräsentiert . Das Rohr ist durch Innendruck und ein achsensymmetrisches
Temperaturfeld belastet . Bei Fließbeginn sind die elastischen Spannungen in Haupt-
spannungsform zur rein mechanischen Last am Innenrand mit Innendurchmesser d
nach der Kesselformel (siehe [Sza60]) in Zylinderkoordinaten gegeben durch:

E = E

	

(d' + 1

	

T

a2 am =

	

d2 , 1, 1 - d 2
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Die fiktiven thermischen Spannungen zu Fließbeginn sind :

\/ 2a'
4

= cr
T

= (co, 0, 0)T und damit gilt a r g QQ4 = 2 oo.

Schließlich berechnet sich die Abschätzung des Einspielfaktors durch

a .2
o

	

__a __	 /ot	 (ai
Qa

.4)2 2.

Hier ist zu beachten, daß sich der Einspielfaktor auf das modifizierte Einspielpro-

blem bezieht, in dem alle fiktiven elastischen Spannungen auf die Fließgrenze nor-

miert sind. Im Standard-Optimierungsverfahren sind die fiktiven elastischen Span-

nungen jedoch in der Regel nur in einer Lastecke auf die Fließgrenze normiert.

6 .3 Behandlung temperaturabhängiger Fließgrenzen

Ist eine Struktur durch ein Temperaturfeld T belastet, so sollte i .a . die Fließspannung als tem-

peraturabhängig angenommen werden . Der Beweis des Einspielsatzes (siehe Abschnitt 3) be-

nutzt die Zeitunabhängigkeit des Elastizitätstensors, so daß eine Temperaturabhängigkeit des

E-Moduls hier nicht weiter untersucht wird . Im folgenden stehe die Struktur unter einer varia-

blen thermischen Belastung und gegebenenfalls unter mechanischer Belastung, d .h. es gilt

0 < T < aToyi,

0 <P<aPoy2,

o<yi < 1

o<-y2 <1 . (6.28)

Geht man von einer in 60 linearen Temperaturabhängigkeit aus, wobei o-o = oo(To) die Fließ-

grenze zu Beginn der thermischen Belastung ist, so hat die Fließspannung die Form:

ao(T ) = g (T ) cro•

Dabei ist g(T) eine monoton fallende materialabhängige Funktion . Die fiktiven elastischen

Spannungen im Einspielsatz sind temperaturabhängig, so daß die Schreibweise o (x, T) (bzw.

abkürzend crE(T)) gerechtfertigt ist. Mit o.E wird die fiktive elastische Spannung zu Beginn

der Belastung To benannt. Mit der VON MISES Fließfunktion bezieht man o-E immer auf die

Fließgrenze Qo (T ), d.h . .1s ( .. E) = a'o (T) . Für o.-E (T) gilt nun:

d. (o-E(T)) = o ( T) = g( T ) 2 °ö
g(T)2(l.(o-E) = .1.(g(T)o-E) .

	

(6.29)

Damit folgt a.E (T) = g(T)o-E, so daß sich der funktionale Zusammenhang von ao(T) auf

die elastischen Spannungen crE(T) überträgt. KÖNIG stellt in [Kö87] ein Einspieltheorem für

Temperaturlasten auf .
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Maximiere a

unter

	

1(ao (T) + p i ) < 6ö(T)

	

bi, V T.

Nach (6 .29) kann die Restriktion im i-ten GAUSSpunkt umgeformt werden in

1n (ag(T )o f + p i) < g2 (T )uö•

Dabei sei g(T) eine monoton fallende Funktion mit 0 < g(T) < 1 und die fiktiven elastischen

Spannungen so gewählt, daß 4)(a•E) = aö gilt. Sei a ein zulässiger Einspielfaktor und p ein

zulässiges Eigenspannungsfeld, so daß ein aktiver GAUSS-Punkt i existiert mit

'(aar + Pi ) = Qo.

Zu diesen Daten ist jetzt eine Temperatur T* gesucht, so daß

(D(ag(T)o-E + pi) < g2 (T)c ö

für alle T < T* gilt . Mit den Abkürzungen o•E := of, p := pi und Q = CQTiQ folgt:

~(ag(T
)a-E

+ p)

	

(ag(T)a'E + P)TQ(ag(T)a'E + p)

= a2g2(T)a•EQa•E + 2ag(Z' )PTQaE +
pTQp

= a2g2(T)(Q°'E)T
(OuE) +

2ag
(Z')(0P)T(Q uE ) + (QP)T (

' p)

a

	

b

a2g2 (T ) la l 2 + 2g(T)aaTb + I b 1 2 = lag(T)a + b12

f(g(T)).

Die Funktion f(g(T)) ist eine Parabel mit

f(0) = I b l 2

f (l) = a2 IaI
2 + 2aaTb + IbI2

Iaa + bI 2 = $1, (aa'E + p) = IaI2 .

Aus f(1) = a I 2 folgt 0 < (a2 - 1) kW1 2 +bI2 = - 2aaTb . Durch Differenzieren von f nach
g(T) erhält man den Scheitelpunkt g(Ts) der Parabel durch

_ T

g(Ts) =
alaI2 mit

f(g(Ts)) = Ial2IbI	
(aTb)2

la
2

	

(6.32)

Da aTb < 0 gilt, ist g(Ts) > 0 und wegen IbI2 < Iaj 2 folgt 0 < g(Ts) < 1 . Aus der
ScxwARzschen Ungleichung folgt f(g(Ts)) > 0 . Da g(T) - damit auch cro(T) - eine monoton
fallende Funktion in T ist, und f(g(T)) eine Parabel in g(T) ist, können Schnittpunkte von

(6.30)

(6.31)
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f(g(T)) und o-o(T) existieren . Zur Abkürzung schreiben wir t := g(T), so daß die Nullstellen
von f(t) - t 2 uo = f(t) - t2 l a1 2 gesucht sind. Aufgrund der Gestalt von f und g existieren
höchstens zwei Nullstellen . Es ist

f(t)-t2lalt = a2 lal2t 2 +2aaTbt+ 1
b

1 2-t2lal2

(a2 - 1) la l 2t2
+ 2aaTbt + lbl 2 .

	

(6 .33)

Da f (O) = lbl2 > 0 gilt, sind die Werte der Funktion f(g(T)) bis zum kleinsten Schnittpunkt

der Funktionen größer als die Werte der Funktion 4(T) . Zwischen dem kleinsten und dem

größten Schnittpunkt der Funktionen gilt f(g(T)) < crö(T) . Eine Nullstelle ist laut Vorausset-

zung t = 1, so daß sich die zweite Nullstelle durch Polynomdivision berechnen läßt:

[(a2 - 1)l a 1 2t 2+2aaTbt+Ibl2] : (t - 1) = (a 2 - 1)lal 2 t + 2aaTb + (a 2 - 1)lal 2

- (a2 - 1)Ial 2t2 +(a2 - 1)Ial2t

(2aaTb + (a 2 - 1)lal2 )t + 1 b 1 2

- (2aaTb + (a2 - 1)Ial 2 )t + 2aaTb + (a2 - 1)laI2

2aaTb+ (a 2 - 1)1a1 2
+1b12

mit

2aaTb + (a2 -1)1x1
2 + I b l 2 = a2 lal2 + 2aaTb + 1 b 1 2 - lal l

	

f(l) - 11a1 2 = 0 .

	

(6.34)

Daraus folgt

f(t ) - t2 l a l 2 = (t - 1)( t ( a2 -1)lal2 + 2aaTb + (a2 -1)1a1 2 )

(a2 -1)Ia1 2 (t-1)
t- -2aaTb-(a 2 -1)1a1 2 1

C

	

(a2 _ 1)la l2
J

= (a2-1)1a1 2 (t-1) t- (a2-1)1x12+Ib12-(a2-1)lal
l(a2 -1)1a12

= (a2-1)1a1 2 (t-1) Ct-	 I b l 2	 	 (6.35)
( a2 - 1 )1 a 1 2

so daß die Nullstellen von f (t) - t21
a1 2

	

t i = 1 und t 2 = (a2 -1b121)1a12 sind .

	

(6.36)

Für die Funktionswerte gilt:

b 4	
f (t1) = ti xö = 1a12 und f(t2) = t2vö = (a2 1 1)21x12

	

(6.37)

Es kann angenommen werden, daß t2 < 1 gilt, denn ansonsten gilt f(g(T)) > o-o(T) für alle

T > 0. Dies bedeutet, daß keine Temperaturlast zulässig wäre, was physikalisch sicherlich nicht
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Bild 6 .1 : Funktionsgraphen von f(g(T)) und g2 (T)a8

plausibel ist . Die Funktionsgraphen der Funktionen f(g(T)) und g2 (T) oo haben also qualitativ

die Gestalt (siehe Bild 6 .1).

Mit g(T*) = t2 folgt :

f(g(T)) > g2 (T)o-ö,

	

V 0 < g(T) g(T*) und

f (g ( T )) g2(T)crg ,

	

V g(T*) < g(T) < 1 .

	

(6.38)

Durch Ausschreiben von Gleichung (6 .36) erhält man

g(T*)
=	 PTQP(a2- 	1)u2

0

Dag(T) monoton fallend in T ist, läßt sich die Temperatur T* eindeutig zum aktiven GAusspunkt
i berechnen durch

-i (	 PTQp1(a2
- 1 )°ö /

Mit der Monotonie der Funktion g folgt dann schließlich für einen aktiven GAUSSpunkt i:

.I)(arf (T) + pi) < 4(T), V 0 < T < T* und

0(acrf (T) + p i) > aö(T),

	

VT > T* .

	

(6 .39)

Für GAusspunkte i, die zulässig aber nicht aktiv sind, läßt sich der Schnittpunkt der beiden
Parabeln nicht in solch einfacher Form angeben . Die Funktion

F (g(T)) := g2(T)o 'ö - f(g(T))

g2 (T)(cö - a2 la I 2 ) - 2aaTbg(T) - Ib12

	

(6.40)



g1,2 = 0-11 -a2 la l 2

aaTb ~ .Va2 (aTb) 2 +lbl2(o•(3 -a2 la l 2 )
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kann als quadratische Funktion höchstens zwei Nullstellen besitzen . Es gilt

F(O) = 0 - AO) = - lbl2 < 0

F(1) = ao - (a 2 lal2 + 2aaTb + lbl2) > 0,

	

(6 .41)

so daß genau eine Nullstelle im Intervall [0, 1] liegen muß . Die Nullstellen gl und g2 der Funk-
tion F(g(T)) sind

Bemerkung

1. Setzt man zur Kontrolle für die aktiven GAusspunkte lal l = o•ö ein, so folgt

aaTb ± 0.25(lbl2 + (a2 -1)lal2)2 + lbl2(1-a2 )l a l 2
(1- a2 )la l 2

aaTb f 0 .5(lbl 2 - (a2 - 1 )l a l 2 )
(1 - a2 )la l 2

2aaTb+lbl2 -(a2 - 1)lal 2 -1

2(1 - a2)l a l 2
2aa Tb -lbl2+ (a2 - 1)lal2 _	 l b l 2	

2(1 - a2)lal2

	

(a2 _	 1)lal2

2. Eine obere Schranke für die gesuchte Nullstelle ist:

	 I b l 2	
g3 =

a2lal2 o '
-

denn es gilt :

=

	

a2lallbl4

Oo2)
2 (QÖ - a2 lal2) - 2aaTb all

I 12 12

(

	

aÖ

=
lbl2

I b l2+2aaTb + a2 lal2 - vo
> 0.

In den aktiven GAusspunkten stimmen die Werte g2 und g3 überein.

Bei den Werten gl und g2 kann man nicht im voraus sagen, welcher der beiden Werte im Inter-

vall [0, 1] liegt, so daß man beide Werte berechnet und dann den Wert g(T*) mit 0 < g(T*) < 1

auswählt. Auch für inaktive GAusspunkte i gilt

F (g3)

gl,2

g i

g2

0
.11 -a2la l	-

2

mit

und•

(6.42)

(6.43)

Cacr(T) + Pi) o'ö(7' ),

.1,(ao'E(T) + pi) > a•ö(T),

V0 <T Ti*<und

dTT*, (6.44)
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so daß man bei Bildung des Wertes :

T * = min T*,

für alle GAusspunkte i erhält

1n (acrE(T) + pi) < cö(T), V 0 T < T*.

Die Temperatur T* = T * (a, uE , p) ist optimal, da bei einer Erhöhung der Temperatur ein

GAUsspunkt existiert, in dem die zugehörige Restriktion verletzt wäre . Da der Einspielfaktor a

und das Eigenspannungsfeld p optimal für das temperaturunabhänigige Problem sind, existiert

keine zulässige Vergrößerung des Einspielfaktors.

Zum Ausgangslastbereich (siehe (6 .28)), dem entsprechenden Einspielfaktor a, der temperatur-

abhängigen Fließfunktion a'o (T) und der maximal zulässigen Temperatur T* ist der Einspielbe-

reich mit a* = T* /To gegeben durch

0<T<a*Toys,

	

0<yl <1

o<Pa*Poy2 ,

	

0<72 <1 .

	

(6.45)

6.4 Einspielanalyse für kinematisch verfestigendes Material

Aus den notwendigen Einspielbedingung für beschränkt kinematisch verfestigendes Material

(siehe Abschnitt 3) erhält man für die Einspielanalyse mit der Fließspannung ao und der Bruch-

spannung Uy das Optimierungsproblem:

Maximiere

	

a

unter

	

'D (ao (j)+pi-ai) < °ö
und

	

1.(ai)<[ay-a'o]2

	

ViEI, jEJ,

dabei sind der Lastfaktor a, das Eigenspannungsfeld pi und das Backstressfeld ai die Unbe-
kannten des Problems.

6.4.1 Traglastanalyse für beschränkt kinematisch verfestigendes Material

Aus dem Traglastproblem mit 1,71 = 1 für beschränkt kinematisch verfestigendes Material
kann der Traglastfaktor direkt aus der Lösung des ideal-plastischen Problem berechnet werden.

Nach der KARUSH-KUHN-TUCKER-Theorie wird das Optimum auf dem Rand der Restrikti-
onsmenge angenommen . Im Optimum (a*, p*, a*) sind in den aktiven GAUSS-Punkten i E Zo
jeweils beide Ungleichungsbedingungen aktiv, d .h. für alle i E 1o gilt simultan:

n1•(a*af + pi - an = aö

	

(6.46)

~(az) = [aY - (To?

	

(6.47)
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Beweis:

Nimmt man O .B .d.A. im Gegensatz an (ansonsten ist immer ein Lastanstieg möglich), es
existiere im Optimum (a*, p*, a*) ein i E Zo mit

0(* a•E + pi - a':) = Qo und 4'( a7) < [(Ty - co] 2 , (6.48)

dann wählt man die Werte :

« i = ca * 6E + x pi + ai

	

(6.49)

Pi = (1 + c)p2

	

(6.50)

ä = (1 + c)a* > a* mit

	

(6 .51)

c = (~y -
c'o) -	 1~O (a 2 )

> 0 .

	

(6 .52)
c'o + " an

und sind zeitunabhängig, da sich im Traglastfall die fiktive elastische Spannung a.E

im Laufe der Belastung nicht ändert . Es folgt:

~(äaE-I-Pi-ai) "- '1'(a*a'E( .7)+Pi -ai) = ~o.

Weiter gilt die Abschätzung:

1/0(6i) _ ~Eca*af + cp? + ai )

	

(6.53)

= A/Cc(a*rrE + p? - ai) + (1 + c)ai)

	

(6.54)

< cao + (1 + c)\/41)(ai)

	

(6 .55)

(ay	 - ao)ao + (cry	 -	 60)VcE ai )
Q I •

	

(6.56)
c'o -I- ,VCai)

Damit ist (ä, Pi , & i ) mit (1 + c)a* > a* eine zulässige Lösung des Optimierungsproblems

im Widerspruch zur Annahme . Dies heißt, daß in jedem aktiven GAUSSpunkt i E Zo beide

Nebenbedingungen erfüllt sind .

	

0

Weiter gilt mit den Werten ä, Pi , & i folgendes:

\/C(äa'E + Pi) = (1 + c) / (a*a'E + p7)

	

(6.57)

ay	 /*E + Pi)

	

(6.58)
c'o + V(1n (a7)

<

	

/
(a*oE + pz -	 ai)+VCai) = ay .

	

(6.59)
6y

	

c'o + \/ Cal)

Damit folgt mit cri = (1 + c)[a * off -I- pfl ] die Abschätzung (D(cri) < c4. Das Traglastoptimie-

rungsproblem des verfestigenden Materials kann damit alternativ formuliert werden zu :
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Maximiere a

unter (1n (aof + pi - ai) < 6ö

~(aa E + Pi ) C 6y
Cai)<[6y-6p]2

	

yiEI.

Dieses Optimierungsproblem entsteht aus der ideal plastischen Formulierung mit Fließgrenze

6y durch die Hinzunahme von zusätzlichen Nebenbedingungen . Daraus folgt, daß der Trag-

lastfaktor a« einer Struktur aus verfestigendem Material nicht größer als der Traglastfaktor ay

einer Struktur aus ideal plastischen Material mit Fließspannung 6y ' sein kann.

Wählt man schließlich das zeitunabhängige Backstressfeld

a* =
6y - 60 (a*a,E

+ p*)6y

mit den optimalen Werten a* und p* des ideal plastischen Problems zur Fließspannung cry, so

folgt für alle i E I:

4)(a7) = (cry - 60)2 1'(a*	
Q2
	 +P7) - < (cry - 60)2

y

<1

und weiterhin in allen GAUSspunkten:

Cacif + - a2) < 6ö.

Dies bedeutet, daß a*, p* und a* die Nebenbedingungen des verfestigenden Materials erfüllen

und damit der Traglastfaktor ac, des verfestigenden Materials gleich dem Traglastfaktor ay des

ideal plastischen Materials ist.

Satz 6.3

Eine Struktur aus beschränkt kinematisch verfestigendem Material mit der Fließspannung

60 und der Bruchspannung 6y besitzt die gleiche Traglast, wie die gleiche Struktur aus

ideal plastischem Material mit der Fließspannung 6y.

Anstatt der Traglastberechnung für kinematisch verfestigendes Material wird die Optimierung
für ideal plastisches Material mit 6y durchgeführt.

6.4.2 Einspielanalyse für unbeschränkt linear verfestigendes Material

Für Strukturen aus unbeschränkt linear verfestigendem Material, die lokal versagen, ist das Ein-

spielverhalten durch einige Punkte dominiert, in denen die maximale Vergrößerung am klein-
sten ist (siehe [SH97b]) .

ashake = mE~(maX a).
p (6 .60)
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Dominiert nur ein einzelner Punkt dieses Verhalten, so kann eine analytische Lösung des Op-
timierungsproblems entwickelt werden . In diesem Fall stimmen die Lösungen für ideal pla-
stisches und kinematisch verfestigendes Material überein (siehe [Zha91]) . ZHANG löst dieses
Problem in [Zha9l] für zwei-dimensionale Strukturen . STEIN und HUANG lösen das Problem
im Hauptspannungsraum (siehe [SH93]) mit Hilfe des Programms MACSYMA.

Hier wird für eine lokal versagende Struktur aus unbeschränkt linear verfestigendem Materi-
al unter einparametrischer Belastung, eine analytische Lösung hergeleitet . Die backstresses a
müssen keine Nebenbedingungen erfüllen, so daß y = p-a freie Größen sind (siehe [Me138]).
Versagt die Struktur lokal in einem Punkt x, so ist folgendes Problem zu lösen:

-a

aö - (D(aa•(x) + Y(x)) > 0 7 = 1, . . . , m

(6.61)

(6.62)

min

Die zugehörige LAGRANGEfunktion lautet
m

L(a,Y) = -a - ~ .~j krö - ~(aa•(x) -I- Y(x))] .

	

(6.63)
j=1

Mit den Abkürzungen a• .; := a•7(x) und y := y(x) und der Matrix Q aus Abschnitt 2 gilt:

Mit z := (a, y) T lautet also Gleichung (6 .63) in Matrixschreibweise

NL

L(z) = (-1, 0, . . . , 0)z - ~ Ai [aö - zT Aj z] und

	

(6.66)
j=1

N

VzL(z) = (-1, 0 , . . . ,0)T + 2

	

A j Ajz.
j=1

mit dem Differentialoperator V z L (•) = (2-(l , ä , . • • , ä ) Für ein lokales Minimum z* =

(a* , y*), folgt aus der KARUSH-KUHN-TUCKER-Bedingung VzL(z *) = 0 mit den optimalen

LAGRANGEmultiplikatoren )k
3

(siehe [Fle87])

NL N

(1, . . . , 0) T = 2

	

AAlj z*
_

	

3

	

crTQmm' °'Q z*

	

(6.68)

j=1 j=1

l NL

E Aj a-j Q(Y9
j=1

NL

Q E Aj cj~

	

j=1

o (aa-j -F Y) a2 a•T Qtr.; + 2aa•TQY + YTQY

a•T Q a•juTQ

	

a
(a~ Y)

	Q~j

	

Q

	

Y

(6.64)

(6.65)

(6.67)

= 2

T
NL

EAja'j Q
j-1 \ z* .

	

(6.69)
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Im lokalen Minimum z* lauten die Komplementaritätsbedingungen für jede Lastecke:

A (ug - z*T Aj z*) = 0 j=1, . . .,NL.

	

(6.70)

Nach der Summation der Gleichungen (6 .70) erhält man mit (6 .68):

	

a~Z*TAjz* = z*T

	

A*A, z

	

(6.71)
j=1

	

j=

1

	

1
, 0)z* = a*=

	

.

	

(6.72)

Der Einspielfaktor a* läßt sich durch die LAGRANGEmultiplikatoren ) berechnen:

j=1

(6.73)a* =

j=1

Mit (6 .73) folgt aus (6.69)

a*
)`, Qcri + 20~2

QY
*

,
0

und mit a* > 0

(6 .74)

(6.75)

1VL

	

1vL

	

NL	N L

jQai +

	

j QY
j=1

	

j=1

	

j=1

	

j=1

3 j,

N

QY* _ -
j=1

*
jQe'j . (6.76)

Nun folgt mit (6.68)

N

j ° j Q+

	

jj QY* (6.77)

NL
2a* E A.70-TQo-j -1

j=1
*

(6.78)

Für ein-parametrische Belastung hat der Lastbereich für die Einspielanalyse zwei Lastecken.
Die zugehörigen fiktiven elastischen Spannungen o - l und 02 mit (D(o) = 0 und lcn(a. 2 ) =
für die beiden Lastecken P 1 = 0 und P 2 lauten

a' 1 = (0, 0, 0, 0, 0, 0) und O'2 = (S1, S2, S3, S4, S6, S6)

	

(6.79)



NEUE ANALYTISCHE LÖSUNGEN SPEZIELLER GRENZLASTPROBLEME

Aus (6 .73) folgt

a * = 2o-o(a 1* + A2).

Es gilt

Mit (6 .73) und (6 .78) schließt man aus (6 .81)

(A + A21'2'0 4Q2 = ( .~ 2 ) 2 a2 bzw. A
i
A2 = 44 .

0

	

0

Daraus folgt sofort, daß beide Lastecken im lokalen Minimum aktiv sein müssen.
KARUSH-KÜHN-TUCKER-Bedingungen und den Gleichungen (6 .73) und (6 .82) folgt dann

A* = a2 = 21 und damit a* = 2.
0

Man erhält somit das Ergebnis, daß für ein-parametrische Lastbereiche bei lokalem Versagen

unabhängig von der kinematischen Verfestigung der Einspielbereich doppelt so groß ist wie der

elastische Bereich.

Folgerung:

Aus physikalischen Gründen gilt stets, daß der Einspielfaktor aideal für eine Struktur aus

ideal plastischem Material nicht größer sein kann, als der für beschränkt linear verfesti-

gendes Material aendlich . Weiter gilt die Abschätzung für unbeschränkt linear kinematisch

verfestigendes Material mit aendlich C aunendlich • Da das lokale Versagen einer Struktur

aus unbeschränkt kinematisch verfestigendem Material dem schwächsten Versagensmo-

dus genügt (siehe [Zha9l]), gilt:

aideal 5. aendlich

	

aunendlich ~ alokal•

Stimmen die Werte aideal und alokal überein, so erhält man auch trivial die Werte aendlich

und aunendlich, ohne die genaue Art der Verfestigung zu kennen . Rein thermisch belastete

Strukturen, die lokal versagen, entsprechen dieser Eigenschaft . Nach Abschnitt 6 .4.2 gilt

für diese Strukturen alokal = 2 . Aufgrund der thermischen Belastung sind die auftretenden

Spannungen selbst Eigenspannungen, so daß mit dem zeitunabhängigen Eigenspannungs-

feld = -a.E gilt : aideal > 2 und damit aideal = alokal = 2. Für diese Strukturen wird

also nur eine genaue Berechnung der Last Pelast zu Fließbeginn benötigt, die Einspiellast

P shake ergibt sich dann durch Pshake = 2Pelast, unabhängig von der Art der Verfestigung

des Materials .

= ( A 2a2)TQ(A20-2) = (A 2) 20-p •
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(6.80)

(6.81)

(6.82)

Aus den

(6.83)
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6.4.3 Einspielanalyse für beschränkt linear verfestigendes Material

ZHANG gibt in [Zha91] notwendige Einspielbedingungen für das Einspielen von Strukturen aus

beschränkt linear kinematisch verfestigendem Material an, die von der Formulierung von WEI-

CHERT & GROSS-WEEGE in [WGW88] abweichen (siehe dazu die Bemerkung von ZHANG in

[Zha9l] S . 45). Anstelle der Bedingung (3 .25) für alle i E Z wird in [WGW88] die Bedingung

Cacti (j ) + Pi] C a•Y

	

Vi E Z

benutzt. Diese Bedingung garantiert, daß die Spannungen a• = aa•E (j) + P sowohl in der

verschobenen Anfangsfließfläche als auch in der Verfestigungsfläche liegen, d.h. jeweils

	

,b[a• - a] < aö

	

(6.84)

	

,1. [cr] < a~Y .

	

(6.85)

Es kann jedoch nicht ausgeschlossen werden, daß die verschobene Anfangsfließfläche Spannun-

gen enthält, die außerhalb der Verfestigungfläche liegen . ZHANG stellt deshalb die Frage nach

der Richtigkeit der von WEICHER' & GROSS-WEEGE angegebenen Methode zur Berechnung
des Einspielfaktors.

Zur Beantwortung dieser Frage werden die beiden Optimierungsprobleme nach [Zha9l] und
[WGW88] nach der Lastdiskretisierung untersucht:

1 .
Maximiere

unter
a

'T'(ao

	

(j) + pi - ai) < ao
und 0 (ai) 5 [0-Y- 0'0] 2 ViEZ, jEJ,

2 .

Maximiere

unter
a

I'(auE(j ) + Pi - ai ) < 0-ö
und (aaf(?) + Pi) < o-Y V i E Z,

	

E,7 .

Dazu werden die Teilmengen A, 13 und C von JR6 (für 3D) bzw. IR3 (für 2D) definiert:

.A =

B .

{TI 'D(T)c'g}

{TI~(T)<4Y}
(6.86)

(6.87)

(6.88)C = {T I nD(T) < (ay - 0.0 ) 2 },

so daß die Restriktionsmengen der beiden Optimierungsprobleme jeweils durch AnC und AnS
gegeben sind. Weiter ist leicht zu zeigen, daß die Funktion IITII = Vc1( T) für Spannungen
die nicht dem hydrostatischen Druck entsprechen, eine Norm definiert . Speziell gilt dann die
Dreiecksungleichung für die Spannungen T 1 und T 2 in der Form:

.

	

I IITIII -11T 211 I < 1171 + 721 1 <- 117111 + 117211 .
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Wählt man Werte auf den Rändern von A und %3, d .h.

65

Ti mit

mit

II T l l l =

	

(6.89)

1172II = cry,

	

(6 .90)T2

so folgt mit oo < ay die Ungleichung ay - oo <
1I71 + 72 11 . d.h . T1 + 72 ist eine Spannung

aus dem Abschluß des Komplements C° von C.

Seien nun aAnc und aAnB jeweils die optimalen Einspielfaktoren der Einspielprobleme 1) und

2). Die weiter auftretenden Einspielfaktoren sind die Lösungen, der durch Hinzu- bzw . Hin-

wegnahme der jeweiligen Restriktionen erhaltenen modifizierten Einspielprobleme . Es gilt

aAnC = aAnt3nC,

da nach der Dreiecksungleichung aus 7E A n C zusätzlich T E I3 folgt . Weiter kann durch

Hinwegnahme einer Nebenbedingung der Optimalwert nicht kleiner werden, so daß folgt:

aAn8nC < aAne3•

Mit Hilfe der KARUSH-KÜHN-TUCKER-Bedingungen zeigt man, daß im Optimum (a*, p*, a*)

des Optimierungsproblems 2) mindestens ein Punkt i* E I, j* E existiert, für den beide Ne-

benbedingungen aktiv sind, d .h.

~(a*°'E(i*) + Pi* - a i*) = c)ö
~(a*~E(

?*) + Pi*) = 4 .

Wählt man in diesem Punkt die Spannungen 71 E A und 72 E 13 mit

(6.91)

(6.92)

= a*erE(j*) + Pi* - ai*

_ - (a*cr(j*) + Pi*),

(6.93)

(6.94)
71

T2

T2 E Cc. Damit
so folgt aus der Dreiecksungleichung oy - o'o < T i11- 72 11 und damit T1

folgt dann sofort:

aAnB = aAnt3nC°•

Damit schließt man insgesamt:

aAnC = aAnßnC < aAnß = aAnC3nC° < aAr

	

(6.95)

Da aAnc und aAnB jeweils zu konvexen Optimierungsproblemen gehören, wird das Optimum

in a(A fl C) bzw. a(A n 5) angenommen . Auf Grund von aAnß = aAntnF wird auch aAnßnu

in 0(A f1 z3 fl C°) angenommen. Ist TAnc die Lösung in a(A n C), so folgt : TAnC E Ü .A. fl aC.
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Ansonsten kann 71 so gewählt werden, daß bei gleichem Optimalwert im Widerspruch zur

globalen Optimalität i-1 E A n C gilt. Daraus folgt sofort:

TAnc E aA n aC = a,A n D.

Da das zu aA gehörige Optimierungsproblem ebenfalls konvex ist, gilt 'TA E aA und damit

auch TAn~~ E a(AnCc ) . Mit dem gleichen Argument wie oben, kann auch hier gezeigt werden,

daß sogar T.Ancu E aA n aCG = aA n aC gilt.

Da in aA n aC aufgrund der Konvexität jedoch nur ein Optimalwert existieren kann, stimmen

die Werte aAnc und aAn-5 und damit mit Ungleichung (6.95) auch aAnc und aAnß überein.

Damit haben die Optimierungsprobleme 1) und 2) den gleichen Optimalwert, obwohl die Re-

striktionsmengen der Probleme nicht notwendig gleich sind . Dies beantwortet die Frage nach

dem Zusammenhang zwischen den Formulierungen von ZHANG und WEICHERT & GROSS-

WEEGE .



7 Probabilistische Grenziastanalyse

Sicherheit und Zuverlässigkeit gehören zu den wichtigsten Eigenschaften von baulichen Anla-
gen und technischen Strukturen . Im allgemeinen wird die Zuverlässigkeit durch Unsicherheiten
der Beanspruchungs- und Materialdaten beeinflußt . Unter der Zuverlässigkeit einer Struktur

wird deren Eigenschaft verstanden, die vorgesehene Funktion für die beabsichtigte Lebensdau-

er mit ausreichender Wahrscheinlichkeit zu erfüllen . FREUDENTHAL [Fre56] erkannte, daß die
Einwirkungen und Widerstände einer Struktur nicht als deterministisch vorgegebene Maximal-
werte angesehen werden können. Die charakteristischen Größen der zu untersuchenden Struk-

tur müssen als stochastische Werte betrachtet werden, so daß die Zuverlässigkeitstheorie nur

auf Grundlage der Wahrscheinlichkeitstheorie sinnvoll ist (siehe dazu z .B. [Bje84], [Bou88],
[Fre56], [HGK+ 87], [Ka198], [MKL86], [Rac97], [Sar90], [GS83] und [Scu81].

Dabei ist zu beachten, daß die Zuverlässigkeitsanalyse bezüglich plastischem Strukturverhalten

durchgeführt werden sollte, da thermisch hochbeanspruchte Strukturen oft erst im plastischen

Bereich wirtschaftlich betrieben werden können (siehe Abschnitt 1) . Bisher beschränkten sich

die in diesem Abschnitt vorgestellte rechenzeitgünstige First Order Reliability Method (FORM)

auf die Analyse elastischen Materialverhaltens, da die Sensitivitäten der Grenzzustandsfunktion

bei plastischen Analysen nur durch zusätzliche Finite Element Berechnungen der Grenzlast

erzeugt werden konnten . Im plastischen Fall müssen dann z .B. in jedem Iterationsschritt von

FORM für jede Basisvariable durch Simulation der inkrementellen Grenzlastberechnung die

Sensitivitäten berechnet werden.

AUGUSTI, BARATTA und CASCIATI zeigen in [ABC84], die Möglichkeit der approximativen

Berechnung der Versagenswahrscheinlichkeit unter Einbeziehung verschiedener Versagensmo-

di auf. VASARHELYI verbindet in [Vas87] die Zuverlässigkeitsanalyse mit der Berechnung ei-

nes optimalen Designs einer Struktur . Für Stabwerke zeigen KIUREGHIAN und KE in [KK85]

und KLINGMÜLLER in [K1i79] die Möglichkeit auf, Finite Elemente zur Zuverlässigkeitsanaly-

se zu nutzen. ZIMMERMANN verwendet in [Zim9l] den kinematischen Satz, um die verschie-

denen Versagensmodi zu bestimmen und daraus die Versagenswahrscheinlichkei t zu berech-

nen. BJERAGER nutzt in [Bje89] die lineare Programmierung und FORM zur Berechnung der

plastischen Zuverlässigkeit für verschienden Versagensmodi . Auf dieser Basis stellt Loco in

[Loc95] eine Implementation der probabilistischen Traglastberechnung in ein Finite-Element-

Programm vor, falls die Traglast einfach bestimmbar ist.

Bisher mußte bei der plastischen Zuverlässigkeitsanaly se jede Grenzlast mittels eines inkre-

mentellen Verfahrens berechnet werden. Für Einspielrechnungen ist dies aus den in Abschnitt

1 dargelegten Gründen kaum möglich . Erst durch die Grenzlastanalyse mit Hilfe des Basisre-

duktionsverfahrens kann die Berechnung der Sensitivitäten mit vertretbarem Rechenaufwand

erfolgen.
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Wie z .B . in PERMAS-RA konnte die probabilistische Untersuchung plastischen Strukturver-

haltens nur mit Hilfe von zum Teil sehr aufwendigen Monte-Carlo-Simulationen durchgeführt

werden [ARS 981 Durch die Berechnung der Sensitivitäten aus der deterministischen Traglast-

und Einspielanalyse können die Monte-Carlo-Simulationen mit indirekter inkrementeller pla-

stischer Berechnung durch FORM-Berechnungen mittels direkter Traglastberechnung ersetzt

werden.

Zu Beginn dieses Abschnittes wird eine kurze Einführung in die Wahrscheinlichkeitstheorie

gegeben (siehe dazu zum Beispiel [Kre88]).

7.1 Einführung in die Probabilistik

Eine Funktion X : SZ -* E von einem Grundraum Sl in den Zielraum E heißt Variable . Eine

reelle Variable, die je nach dem Ausgang eines Versuchs verschiedene Werte annimmt, heißt

Zufallsvariable . Unter einem Versuch ist hier allgemein ein Vorgang zu verstehen, bei dem

verschiedene Ausgänge möglich sind, zum Beispiel die Herstellung eines Materials (Stahl)

oder eines Bauteils (Rohr) . Als Zufallsvariable könnte dann die Streckgrenze des Stahls oder

der Durchmesser des Rohres gewählt werden, da beide Werte als zufällig angesehen werden
können. Im weiteren sind alle Zufallsvariablen reell.

Eine Familie {Xi}i von Zufallsvariablen mit X i : SZ -+ E heißt unabhängig, wenn für jede
Wahl einer Teilmenge Ai C E die Ereignisse {X i E A2 }i unabhängig voneinander sind.

Ist X eine Zufallsvariable, so bezeichnet F(X) die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen . Für
die Verteilungsfunktion gilt F(x) = P(X < x) . Das heißt, der Wert der Verteilungsfunktion an

der Stelle x ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Zufallsvariable X einen Wert kleiner als
x annimmt. Eine Zufallsvariable ist durch ihre Verteilungsfunktion vollständig charakterisiert.

Die wichtigsten Eigenschaften einer Verteilungsfunktion sind nachfolgend aufgezählt:

1. lim F(x) = 1, lim F(x) = 0,
x-ioo

	

x-4-co

2. F(x) ist monoton steigend und linksseitig stetig,

3. P(a < X < b) = F(a) - F(b).

Bisher wurde noch nicht die Stetigkeit der Zufallsvariable gefordert, so daß diese Eigenschaften
für diskrete und stetige X gilt . Eine Zufallsgröße X heißt stetig, wenn sich ihre Verteilungsfunk-
tion F darstellen läßt durch

x

F(x) = f f(t)dt.
-CO
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Dabei heißt die Funktion f Dichte der Verteilung . Aus den Eigenschaften der Verteilungsfunk-
tion F folgt für die Dichte f

If(t)dt

	

00

1. P(a < X < b) =

	

3 .
J

f(t)dt = 1

-co

2. P(X = a) = 0.

Im Anhang A .5 sind die in diesem Zusammenhang wichtigsten Verteilungen mit ihren Dichten

und weiteren Eigenschaften angegeben . Für das weitere Vorgehen spielen die beiden folgenden

Verteilungen eine gesonderte Rolle:

Normalverteilung und Standardnormalverteilung (CT = 1, µ = 0)

f(x) =	 1	 e-(x - µ)22u2

	

bzw.

	

f(x) =	
1	 e-0.5x2

'327rv- 2	2~r

Der Wert einer Zufallsvariable hängt vom Zufall ab, es stellt sich jedoch die Frage nach ihrem

„mittleren" oder „durchschnittlichen" Wert . Interpretiert man die Dichte f als „Massendichte"

zur Zufallsvariable X, so ist der Erwartungswert E(X) der Schwerpunkt dieser Massenvertei-

lung. Daraus folgt, daß der Erwartungswert von der Wahrscheinlichkeitsverteilung P abhängt

und es gilt die Definition :
0o

E(X) =
J x

f(x)dx.
-co

Dabei ist vorausgesetzt, daß das Integral absolut konvergiert . Anderenfalls hat die Verteilung

keinen Mittelwert. Interpretiert man die Wahrscheinlichkeiten P(X = x) als Massen, so ent-

spricht der Erwartungswert dem Schwerpunkt dieses Systems auf der reellen Achse . Für den

Erwartungswert gelten folgende einfache Regeln . Sie folgen direkt aus der Definition des Er-

wartungswertes, falls die jeweiligen Erwartungswerte existieren.

1. E(a) = a, a E N.

2. E(x + Y) = E(X) + E(Y)

3. E(X • Y) = E(X) • E(Y), falls X und Y unabhängig.

4. E(AX) = AE(X), a E N.

Für die Transformation von Zufallsvariablen ist folgende Eigenschaft wichtig
. Ist X eine Zu-

fallsvariable mit stetiger Dichte f und ist g eine stetige Funktion, so existiert der Erwartungs-

wert E(g(X)) genau dann, wenn flg(x) f (x)dx < oo gilt und es gilt dann:

~

E(g(X)) = f g(x) f(x)dx .
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Eine weitere wichtige Charakteristik der Zufallsvariablen X und ihrer Verteilung ist die Varianz

von X. Während der Erwartungswert ein Maß für den Mittelwert einer Verteilung ist, ist die

Varianz ein Maß für die Streuung um diesen Mittelwert . Als Maß für die Abweichung einer

Realisation x von X vom Mittelwert E(X) verwendet man (x - E(X)) 2 . Der Erwartungswert

hiervon reflektiert dann die Schwankungen der Realisationen um den Mittelwert . Man definiert

die Varianz durch :

Var(X) = E((X - E(X))2).

Mit /Var(X) bezeichnet man die Streuung oder Standardabweichung von X. Zum Begriff der

stochastischen Unabhängigkeit führt man noch die Korrelation bzw. Kovarianz zweier Zufalls-

variablen X und Y ein. Die Kovarianz ist definiert durch:

Cov(X, Y) = E((X - E(X))(Y - E(Y))) = E(XY) - E(X)E(Y) ..

Zwei Zufallsvariablen X und Y heißen unkorreliert, wenn Cov(X,Y)=0 gilt. Damit sind un-

abhängige Zufallsvariablen immer unkorreliert, die Umkehrung gilt i .a. jedoch nicht . Im An-

hang A.5 sind der Erwartungswert und die Varianz der definierten Verteilungen angegeben.

Weiter sind die wichtigsten Eigenschaften zusammengesetzter Zufallsvariablen angegeben.

Ein wichtiger Aspekt zusammengesetzter Zufallsvariablen ist im Zentralen Grenzwertsatz ge-

geben. Ist X 1 , X2 , . . . eine Folge von Zufallsvariablen die alle unabhängig identisch verteilt

sind, das heißt mit gleicher Verteilungsfunktion (und damit auch gleichem Erwartungswert

und Varianz 0' 2 ), so ist die Zufallsvariable Y,,, = X 1 + . . . + Xn asymptotisch normalverteilt mit
E(Yn) --~ nµ und Var(Yn) -4 n 2 o- 2 (siehe zum Beispiel [Kre88], [KZ95]).

7.2 Allgemeine Zuverlässigkeitstheorie

Der Zustand einer Struktur hängt von unsicheren Größen (zum Beispiel Größe der Belastung,

Art der Belastung, Fertigungsfehler, Materialdaten, . . . ) ab, die zu einem Zufallsvektor X
von Zufallsvariablen Xi zusammengefaßt werden : X = (X1 , . . . , Xn) . Dazu gehört die n-

dimensionale Verteilungsfunktion mit der gemeinsamen Dichte f (xl , . . . , xn )

Diese Zufallsvariablen werden Basisvariablen genannt . Die Realisationen der Zufallsvariablen
Xi werden mit kleinen Buchstaben xi bezeichnet und zu einem Vektor x = (x 1 , . . . , xn) zu-
sammengefaßt . Wir betrachten hier nur die beiden wesentlichen Zustände einer Struktur, den
uneingeschränkt verfügbaren Zustand und den Versagenszustand . Die Struktur geht in den Ver-
sagenszustand über, wenn die aufgebrachte Last P, die maximal tragbare Last Plimit (Traglast
bzw. Einspiellast) der Struktur übersteigt . Somit wird der Struktur S2 eine Beanspruchbarkeit
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F(x) =

	

,x.) = P(X 1 < x1 , . . . , Xn. < xn) = J 1 . . .
J

x~ f \tl~ . . . , tn)dtl . . . dtn.
-~
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(R)
Beanspruchung S

Beanspruchbarkeit R

R,S

Bild 7 .1 : Versagenswahrscheinlichkeit für zwei Basisvariablen

R = Plimit I und eine Beanspruchung S = P zugeordnet . In der elastischen Zuverlässig-

keitstheorie entspricht der Wert R (resistance) der Fließspannung c"o und die Beanspruchung S

der höchsten elastischen Vergleichsspannungen o. ,M . Dieses Kriterium kann durch die Grenz-

zustandsfunktion g beschrieben werden, das heißt die Struktur versagt, wenn gilt:

g(x) _ ~ Plimitl - 1 PI = R- S< 0.

Dabei sind P und Plimit im allgemeinen von den Basisvariablen Xi abhängig. Die Realisa-

Bild 7 .2 : Versagenswahrscheinlichkeit für allgemein verteilte Variablen

tionen x von X, für die g(x) nicht positiv ist, werden Versagenszustände genannt und bilden

gemeinsam den Versagensbereich V = {xIg(x) < 0} . Ein Ereignis F, welches definiert ist

durch F = {x E V}, heißt Versagensereignis . Die Aufgabe der Zuverlässigkeitstheorie ist die
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Berechnung der Wahrscheinlichkeit P diese Ereignisses F, unter der Voraussetzung, daß die Ba-

sisvariablen Xi nach Fi verteilt sind . Im weiteren wird angenommen, daß die Zufallsvariablen

Xi neben den Verteilungen Fi auch Dichten fi besitzen, so daß zu X eine gemeinsame Dichte

fx existiert. Damit läßt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit darstellen durch:

P h,. = P(F) = ffx(x)dx.

V

Pf heißt Versagenswahrscheinlichkeit (probability offailure) . Die komplementäre Wahrschein-

lichkeit P,. = 1 - Pf heißt Zuverlässigkeit (reliability) . Im allgemeinen entspricht die Berech-

nung von Pf der Berechnung eines mehrdimensionalen Volumenintegrals über das Gebiet V,

welche nur selten analytisch möglich ist . Die First Order Reliability Method (FORM) bietet ei-

ne Technik an, mit der diese komplizierte Berechnung umgangen werden kann (siehe [Bje89],

[Rac97], [ScS87], [Sta95]) . Zunächst werden unabhängige normalverteilte Basisvariablen un-

tersucht, da allgemeinverteilte Variablen immer in diese transformiert werden können . In Bild

7.2 sind die Wahrscheinlichkeit über den Zufallsvariablen aufgezeichnet . Der schraffierte Be-

reich zeigt den durch die Grenzzustandsfunktion bestimmten Versagensbereich V.

7.3 Normalverteilte Basisvariablen

Wir nehmen an, daß der Vektor U = (U 1 , . . . , Un) ein Zufallsvektor aus unabhängigen stan-
dardnormalverteilten Zufallsvariablen U i ist, d .h. U1 ti N(0,1), . . . , Un N(0,1) . Die Ver-
sagensereignisse F werden dann zu der Menge VF zusammengefaßt, so daß sich jedes Ver-
sagensereignis schreiben läßt als F = {u E VF}, bzw. mit der Grenzzustandsfunktion G:
F = {ulG(u) < 0} . In der First Order Reliability Method (FORM) wird eine lineare Approxi-
mation V von VF in einem Punkt uo untersucht . Diese lineare Approximation läßt sich mit der
Normalen a = VG(uo) von V im Punkt uo darstellen durch:

	

V = {ulaTu + ao < 0} = {uIVTG(uo)u + ao < 0}

	

(7.1)

Der Rand dieses Bereiches wird als Grenzzustandsfiäche aV definiert und hat die Normalform:
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aV= {u I aTU+ ao =0}={u a
T

l lu+ la0l

	

}={uHTu+ß=O},a

	

a
mit

a= a und = ao
lal

	

lal .

Aus der Normierung folgt sofort, a = 1 . Der Vektor a ist proportional zu den Sensiti-
vitäten VG im Punkt uo . Aus der Faltungsformel (A.11) für unabhängige Zufallsvariablen
folgt, daß die Zufallsvariable aT U ebenfalls normalverteilt ist, mit dem Mittelwert E(aTU) =
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aTE(U) = 0 und der Varianz Var(aTU) = aTaVar(U)=1, das heißt aTU ti N(0,1) . Das
Versagensereignis F = {u E V} ist also äquivalent mit dem Ereignis {aTu + ß < 0} bzw. mit
{aTu < -ß}. Die Wahrscheinlichkeit für dieses Ereignis ist P f = P(aTU < -/3) . Da aTU
standardnormalverteilt ist, entspricht diese Wahrscheinlichkeit dem Wert

	 fe°.5z zPf P(a U < -ß) =

	

.
27r

-00

Dabei ist die Verteilungsfunktion der GAUSSschen Standardnormalverteilung . Da die Wahr-
scheinlichkeit P f nur vom Wert ß abhängt, ist es sinnvoll /3 als Sicherheitsindex zu bezeichnen.

Ist es möglich ß analytisch zu berechnen, so kann die Versagenswahrscheinlichkeit direkt an-

gegeben werden. Dies ist jedoch im allgemeinen nicht möglich . Bild 7.3(a) und 7 .3(b) zeigen

schematisch für einfache Zufallsvariablen die Transformation der allgemeinverteilten Variablen

in die normalverteilten. Dabei sind Linien konstanter Wahrscheinlichkeit eingezeichnet.

7.4 Allgemein verteilte Basisvariablen

Für beliebig verteilte Basisvariablen existiert im allgemeinen keine analytische Lösung von

Pf . Zusätzlich kann die Versagenswahrscheinlichkeit von der Wahl des stochastischen Modells

abhängen (siehe dazu [Rac97]) . Deshalb werden die Basisvariablen XZ in standardnormalver-

teilte Variablen U. durch die allgemeine vektorielle Abbildung i transformiert. Damit geht der

Versagensbereich Vx = {xlg(x) < 0} in den Bereich Vu = {ulG(u) < 0} über. Für zwei Ba-

sisvariablen X und Y ist die Transformation T. in die standardnormalverteilten Zufallsvariablen

U und V in den Bildern 7 .3(a) und 7 .3(b) veranschaulicht. Für unabhängige Zufallsvariablen

sind die einzelnen Komponenten der Transformation unabhängig, für abhängige gilt dies

nicht mehr. Die allgemeine Transformation ist dann meist kompliziert (siehe [Rac97]).

Es ergeben sich abhängig von der mechanischen Formulierung unterschiedliche Sicherheitsindi-

zes . HASOFER und LIND schlagen eine Modifizierung vor, so daß die Versagenswahrscheinlich-

keit nicht mehr von dem stochastischen Modell abhängt (siehe [Rac97]) . Die Zufallsvariablen

werden um ihre Mittelwerte zentriert . Durch die Standardisierung werden die neuen Variablen

unkorreliert mit Mittelwert 0 und Varianz 1 . Der Sicherheitsindex nach HASOFER und LIND

berechnet sich dann zu :

ßxL = min uTu mit {u G(u) < 0} .

	

(7 .2)

Der Punkt u*, der das Optimum von /3HL definiert, heißt 13-Punkt oder auch Designpunkt.

Anschaulich ist dies der Punkt auf dem Rand der Grenzzustandsfläche äV = {u G(u) = 0}

mit dem geringsten Abstand zum Ursprung.
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konstante
konstante Wahrscheinlichkeit

	

Wahrscheinlichkeit

Last

(a) Allgemein verteilte Zufallsvariablen (b) Normalverteilte Zufallsvariablen

Bild 7 .3 : Transformation der allgemeinen in normalverteilte Zufallsvariablen

Sei jetzt U ein unabhängiger standardnormalverteilter Zufallsvektor und V das Versagensgebiet.
Eine lineare Approximation V ist gegeben durch

V={u~aTu+ß<0}

mit Ial = 1 . Dann ist Pf = .1. (-,ß) die Versagenswahrscheinlichkeit. Der O-Punkt ist u* =
-~aT . Dabei ist a der Richtungsvektor und 13 _ ~u* der Abstand zum Ursprung.

7.5 Ein Suchalgorithmus für den ß-Punkt

Beschränken wir uns nun auf den Fall einer stetig differenzierbaren Grenzzustandsfunktion
G(u) . Der Designpunkt u* ist die Lösung des Optimierungsproblems (7 .2) . Dies ist im allge-
meinen ein nichtlineares Optimierungsproblem mit der Nebenbedingung G(u) < O . Transfor-
miert man das Problem (7 .2) durch die Zielfunktion f(u) = 0.5uTu unter die Nebenbedingung
G(u) < 0, so läßt sich nach den KARUSH-KÜHN-TucKER-Optimalitätsbedingungen die Ab-
leitung der Zielfunktion im Optimum u* durch die Ableitung der Nebenbedingung darstellen.
Da u* ein Minimum ist, folgt

Vuf (u*) = u* _ -A
*VuG(u*)

= -Oa.

Entwickelt man G(u) in eine lineare TAYLoRreihe um uo auf aV = {u~G(u) = 0}, so folgt:

G(u) = G(uo) + VuG(uo)(u - uo) .
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Setzt man voraus, daß jede Umgebung von uo einen nichtleeren Schnitt mit der Grenzzustands-
fläche äV hat, so folgt für Punkte diese Schnittes G(u) = 0. Ist uk = uo eine Näherung
des Designpunktes u*, so läßt sich damit ein neuer Näherungswert 1 k+ 1 berechnen durch die
Rekursionsformel (für VuG(uk) 0):

DuG( u k)

	

T

Uk+1

	

I VuG(uk) 12

[uk VuG(uk) - G(uk)] .

	

(7 .3)

Die Bestimmung der partiellen Ableitungen von g ist der aufwendigste Teil dieses Iterations-
verfahrens. Die Ableitungen der Funktion G werden über die Kettenregel aus den Ableitungen
Vxg und Vux berechnet :

QuG(u) = Dug(x) = Vxg( x)Vux.

Diese Ableitungen werden auch Sensitivitäten nach den Basisvariablen genannt . Die Ableitun-
gen Dux hängen in der Regel nur von der gewählten Transformation T ab und können dem-
nach unabhängig von der Wahl der Grenzzustandsfunktion berechnet werden . Im allgemeinen
können die Sensitivitäten nur analytisch durch Bildung von Differenzenquotienten bestimmt
werden . Da dies in der Regel durch Finite Element Analysen geschieht, ist der Aufwand für die
Sensitivitätsanalyse groß.

In elastischen Analysen, bei denen Versagen schon bei Erreichen der Fließgrenze angenommen
wird, können die Ableitungen in der FE-Analyse berechnet werden . Dazu wird in PERMAS-

RA eine Sensitivitätsanalyse genutzt, die für die Strukturoptimierung bereits implementiert war.
Dabei wird benutzt, daß ein linearer Zusammenhang zwischen den Spannungen a und den Deh-
nungen e besteht, der während der Berechnung konstant bleibt . Die Sensitivitäten der Maxi-

malbelastung nach den Einflußgrößen werden dann über die Kettenregel berechnet (siehe dazu

[PER88], [Sar90]) . Bisher konnte dieses Verfahren nicht auf plastische FE-Analysen erweitert

werden, da der lineare . Zusammenhang zwischen a und e nicht mehr gegeben ist . Für proba-

bilistische Fließspannungen und Lasten werden die Sensitivitäten in dieser Arbeit erstmals im
Rahmen der Traglast- und Einspielanalyse analytisch berechnet (siehe [HS98]) . Der Ablauf der

gesamten probabilistischen Grenzlastanalyse ist in Bild 7 .4 dargestellt.

7.6 Sensitivitäten der Grenzzustandsfunktion

7.6.1 Fließspannung

Beim Suchalgorithmus nach Abschnitt 7 .5 müssen die partiellen Ableitungen der Grenzzu-

standsfunktion g nach den Basisvariablen berechnet werden . Die Sicherheit einer Komponente

ist stark vom Wert der Fließspannung abhängig, so daß die Fließspannung als probabilistisch

angesehen werden muß. In der deterministischen Traglastanalyse tritt die Fließspannung ao in
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Deterministische
FEM-Daten

Stochastisches Modell
Modell, Daten, Variablen x

---------------

FEM- basierte Traglast-
und Einspielanalyse

"imit ' '"'load

Grenzzustandsfunktion

g ( x) = ry
'"limit aload

FORM-Algorithmus

ag/au= ag/ax x/au

Versagenswahrscheinlichkeit

Pfailure

ax/auaxa '"'limit

Bild 7 .4: Flußdiagramm der probabilistischen Grenzlastanalyse
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den Nebenbedingungen auf. Die Grenzzustandsfunktion g wird jetzt mit der elastischen Fließ-
last Pe i normiert, so daß der Grenzlastfaktor alimit auf die Fließlast bezogen wird. Mit ad und
P = a eiPel folgt für g :

g = alimit - ael .

Mit den elastischen Spannungen cE (j) im i-ten GAusspunkt zur Lastecke j E J hat die
Grenzlastanalyse die Form (siehe (4 .10) und (4 .11))

Maximiere a

unter

	

(T+(acrE(j) + p i)

	

Vi E Z.

In vereinfachter Form ist die Traglastanalyse ein Optimierungsproblem der Form

Maximiere x (i; )

unter

	

'P() G S.

Dabei ist tIf = ( 1 , . . . ,O,,) der Vektor der Ungleichungen des Optimierungsproblems . In der

Grenzzustandsfunktion g tritt das Optimum alimit dieses Optimierungsproblems auf. Zuerst

werden die partielle Ableitung von alimit nach den Basisvariablen Eo berechnet . Der Wert ao

einer Realisation von E 0 kann in jedem Punkt der Struktur unterschiedlich sein, so daß dann

in jedem Punkt eine Basisvariable der Fließspannung einzuführen ist . Hier wird zuerst eine

Struktur mit einer in jedem Punkt konstanten Fließspannung untersucht.

Überträgt man die Berechnung der partiellen Ableitung von alimit nach ao in die obige ver-

einfachte Form, stellt sich die Frage nach der Änderung der Zielfunktion x( ) bezüglich einer

Änderung der Parameter S = (Sl , . . . , Sn) im Optimalpunkt . Zur Lösung dieses Problems ist

folgender Satz hilfreich (siehe [Jit84] und [Lue84]):

Satz 7.1

Ist mit den LAGRANGEmultiplikatoren A* = (A 1 , . . . , An) für = So eine Lösung des

Optimierungsproblems

Maximiere x()

unter

	

T() S,

so existiert in einer Umgebung von ao eine stetige Optimallösung * (8) und es gilt:

vöx( *(S )) 6,50 = -A*.

Dies verdeutlicht die Rolle der LAGRANGEmultiplikator en in der Optimierung mit Nebenbedin-

gungen, sie werden auch als Schattenpreise bezeichnet. Ist der LAGRANGEmultiplikator einer
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Nebenbedingung (zum Beispiel die Investitionen einer Firma) groß, so ändert sich der Wert

der Zielfunktion (zum Beispiel der Gewinn der Firma) bei einer geringen Änderung (zum Bei-

spiel zusätzliche Investition) erheblich . Hier bedeutet ein großer LAGRANGEmultiplikator, daß

bei einer geringen Änderung der Fließspannung (modifiziertes Material) eine starke Änderung

der Zielfunktion (Traglast) eintritt . Die Zielfunktion reagiert dann sensitiv auf eine Änderung

der Nebenbedingung . Im Gegensatz dazu hat eine Nebenbedingung mit kleinem LAGRAN-

GEmultiplikator nur geringen Einfluß auf die Zielfunktion.

In der deterministischen Traglastanalyse mittels sequentieller Optimierung in den reduzier-

ten Eigenspannungsunterräumen (siehe Abschnitt 5) können die LAGRANGEmultiplikatoren

nur näherungsweise berechnet werden (siehe Satz 6.1) . Ist die Schrittweite l dti I des optimalen

Schrittes im k-ten Iterationsschritt klein, so ist auch die Abweichung der LAGRANGEmultipli-

katoren ati von dem optimalen LAGRANGEmultiplikator a* und damit die Abweichung von den

tatsächlichen Sensitivitäten klein . Damit berechnet sich die partielle Ableitung von alimit nach

uo näherungsweise über die optimalen LAGRANGEmultiplikatoren aiz der k-ten Iterationsstufe.

Als Abbruchbedingung im SQP-Verfahren dient dann die Schrittweite

	

1.

7.6.2 Lasten

Eine zweite wesentliche Unbekannte bei der Grenzlastanalyse ist die Last . Meist ist die genaue

Verteilung der Last bezüglich der Struktur nicht bekannt, außer zum Beispiel bei Innendruck-
belastungen von Behältern oder Rohrleitungen . Umgebungsbedingte zeitabhängige Lasten wie
z.B . Seegang oder Windlasten erfordern in der Regel probabilistische Modelle . Bei der direk-
ten Einspielanalyse wird die Zeitabhängigkeit der Lasten nach dem üblichen Verfahren (siehe

Abschnitt 4) durch eine zeitunabhängige Untersuchung ersetzt.

Zur Sensitivitätsanalyse der Grenzzustandsfunktion wird die Referenzlast P° in n Teillasten
P°, , P° aufgespalten mit P° = P° + . . . + P° und P = y1 P° + . . . + yn,P° . Den Teilla-
sten entsprechen die elastischen Spannungen a•0, . . . en . Die Lastbasisvariablen sind dann die
Zufallsvariablen Y 1 , . . . , Yn mit den Realisationen yl , . . . , yn . Die elastische Fließlast Pe i ist
gegeben durch P ei = xelP mit den elastischen Spannungsfeldern

a'
E

= xel [yicr° + . . . + yno-°] und
E

	

p
a 1

	

= xel1=1, . . ., n,

dabei ist xei gegeben durch :

xei = min a'o,i
jET0

	

(co)
v i

so daß I)i(xelo-0 ) < aö i für alle GAUSspunkte i gilt . Zum Optimierungsproblem
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Minimiere

unter
-alim

~( alim~E + P) < crg

wird die LAGRANGEfunktion L betrachtete mit

L = -a lim -

	

A i [op - ~(alim~E + PA•
iET

Da im Optimum die Ableitungen der LAGRANGEfunktion verschwinden, lassen sich die Sensi-
tivitäten von a lien, nach den Belastungen P i durch die Restriktionen des Optimierungsproblems

berechnen . Mit der Kettenregel gilt z .B . für die yj im Optimum aiim

aL

a *,

	

aa lim a*
Lem

	

~

-o

aL

ayj

aalirr

ayj
=0.

Ist (arim , A * , p*) eine Lösung dieses Optimierungsproblems, so gilt für die Menge T.0 der akti-

ven GAUSspunkte:

*
	 alim

	

[~g - ~i(a lim(yl a E +

	

+ ynQE) + p)]. . .
ayjayj

i ETo (aiim, A *,P *)

i a [ug - ~i( a limxelQ° + p)]
ayji ETo (alim, A *,P *)

i ETo

a

	

°
~i2 [alim a E + P]TQ- (a lim xela + p)

0y9

	

(aiim,%, *,P*)

axel °

	

0a°)
Ai2 [alim a'E + P]T Q Calim

	

a + alim xel
\

	

ayj

	

ayj
iETo (alim,A *,p*)

axel o
Ai 2 [alima'E + P * ]TQ alim

	

a+ a lima'j
ayj

i ETo

Diese partiellen Ableitungen lassen sich mit Hilfe der Ableitung von xel nach Y j berechnen.

Es gilt mit a0 = y i a° + . . . + yna 0 :

axel _ 0 min

ayj

	

ayj ETo '3c((T0 )
Das Minimum werde im Fließpunkt i* angenommen . Falls mehrere Punkte gleichzeitig die

Fließspannung erreichen, wird i* durch die Menge {i*} ersetzt, das heißt es folgt

axel

ayj

-ao,i* 2(a°)T Q a~0

2,3V* (a'0 )
(7.7)
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Damit folgt für die Lastsensitivitäten mit cr
E = xei a° und o = xel

(0.O)TQ 0.0

0aa *

	

_

	

)i2 [alimxeio° + p*] Ti Q alim xeiQO - alim xel

	

*(uo)	 O'

ayj ait,n

	

iE2o

	

z l

	

J

( a.ET Q QE

2

	

A i [a*. aE + p* ] T Q alim

	

- QE

	

1 2

	

(7 .8)

iEZo

Die Summe wird über die aktiven GAusspunkt gebildet . Für aktive GAusspunkte i, die nicht

elastische Fließpunkte sind (iEZo \ {i*}), ist x e l nicht von Y; abhängig, so daß die entspre-

chenden Ableitungen nach der Produktregel wegfallen . Es folgt

/ E T

	

E

~a

	

= 2

	

~* [a * QE +
p*]T

Q a* QE - QE l~	 Q	
0.

2
yj a*

	

i

+ 2 E AT [a*crE + plT Q a*~E

	

(7.9)

iEZo{i*}

Wie im Fall der probabilistischen Fließspannung werden die Optimalwerte am Ende der se-

quentiellen Optimierung in das allgemeine Optimierungsproblem eingesetzt, so daß die Sensi-

tivitäten des Grenzlastfaktors aiim bezüglich der Lastvariablen Y ; einfach zu berechnen sind.

Für die Grenzzustandsfunktion g = alim - a el sind noch die Sensitivitäten von ael nach den

Y j zu bestimmen . Nur in den elastischen Fließpunkten {i*} ändert sich ael bei Änderung der

unterschiedlichen Lastvariablen . Mit P = aei P el und Pei = xeiP folgt ae l = 1l xei, so daß sich

die Sensitivitäten berechnen lassen durch:

Üael

	

(
1 1 l~xet

	

C~ ( 1

	

( 	a' 0

ll

1T Q ~0

	

(a.E1T Q of
ay j

	

- \xel/ ayj

	

ayj x el)

	

x el ~ 2*(a ° )

	

ll xll el 0'0

7.7 Spezielle probabilistische Grenzlastanalyse

Als Spezialfall der probabilistischen Grenzlastanalyse wird hier davon ausgegangen, daß die zu

untersuchende Struktur S2 deterministisch vorgegeben sind, so daß keine Geometrieänderungen
untersucht werden . Da der Einfluß einer Geometrieänderung auf die Gleichgewichtsbedingun -

gen gering ist (siehe [Kli77]) und herstellungsbedingte Eigenspannungen keinen Einfluß auf

das Tragverhalten haben (siehe Abschnitt 3), werden bei der probabilistischen Erweiterung der

Grenzanalyse nur die stochastischen Eigenschaften der Lasten und der Fließgrenze untersucht.

Die Fließgrenze a o des Materials sei nach einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeitsdichte ver-
teilt, d .h . ao ,y = Y a-0 ist eine Funktion der Zufallsvariable Y mit einer Referenzfließspannung
ao . Dabei ist Uo ,y die Fließspannung zu der Realisation y für die gesamte Struktur . Weiterhin sei
P eine stochastisch einparametrische Belastung, d.h. mit einer Referenzlastverteilung Po und
einer Zufallsvariable X läßt sich eine Realisation der Belastung ausdrücken durch P = xPo.
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Alle hier untersuchten Lasten P bestehen aus Volumenlasten und Oberflächenlasten . Die Ge-
samtlast P wird durch eine Normalverteilung beschrieben.

Zur Belastung Po errechnen sich die fiktiv elastischen Spannungen o aus den statischen
Gleichgewichtsbedingungen . Als Fließlast P * zur Fließspannung oo ,y wird die Last x*Po ein-
geführt, für die die Struktur 52 in mindestens einem Punkt x fließt,

P * = x*Po, so daß m
z

nP(x*oöi) = ~,y gilt .

	

(7 .10)

Die zur Belastung P * gehörenden fiktiven elastischen Spannungen werden mit a .* bezeichnet.
Der von der Fließgrenze o o , y abhängige Faktor x* läßt sich für die Realisation y von Y berech-

nen durch
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((

	

(cr.'

	

((

	

(7.11)
~l~Öi ) max

iEl
3~ i) E2 3~l~Öi)

x * = x* (y) = min
iET

2
ao,y

	

Gr0 y

	

yQ o

Damit ist die Last P von X und die Last P* von Y abhängig . Weiterhin wird der elastische

Lastfaktor cel für eine Realisation x der Zufallsvariablen X folgendermaßen definiert:

ael E I- sei der Faktor, mit dem die Fließlast P * multipliziert werden muß, um die

Belastung P zu erhalten, d .h.

P = xPo = aeiP* = ael x * PO

Daraus folgt sofort für die Realisationen x und y:

P

	

x x
max ~~(a'ö i)

ael =-=-= - JET

P*

	

x*

	

y

	

a'o

const

Der elastische Lastfaktor ael = aet (X, Y) ist damit über P und P * von den Zufallsvariablen

X und Y abhängig, bzw. linear abhängig von der Zufallsvariablen Z := X/Y. Die partiellen

Ableitungen von ael nach den Zufallsvariablen X und Y ergeben sich zu:

aael

	

(X

	

1

	

ael

aX

	

5XCx**)x* X

aY

	

(acye,

	

-X

	

_ -x _aet
aael

a * C 8Y ) ~ =
x*2)

C Yx*) x*Y

	

Y

Damit gilt für den Operator V = (ö(•)/dx, 50/5y) der partiellen Ableitungen:

	

Vael(X,Y) = ael(X,Y)

	

1/X

-1/Y

Die deterministische Grenzlastanalys e zur Belastung xPo und zur Fließfunktion ao ,y lautet:

(7.12)

(7.13)

(7.14)

(7.15)
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Maximiere a

unter

	

np (axa'o i -I- Pi) ~ 6ö,y Vi E I.

Die aus der Lösung aiim des Problems resultierende Grenzlast PIZm ist definiert durch:

P lim = a lim
x Po•

Normiert man die fiktiven elastischen Spannungen xa•o auf Fließbeginn zur Fließspannung

6o ,y , d.h. setzt man das fiktiv elastische Spannungsfeld a* zur Fließlast P * ein, so lautet die

modifizierte Grenzlastformulierung:

Maximiere a
unter ,D(aa•? + pi ) < 6(!,,y

	

Vi E Z .

Die aus der Lösung alim resultierende Grenzlast Piim ist in diesem Fall definiert durch:
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(7.16)

Plim = a limP* (7 .17)

Da die fiktiv elastischen Spannungen a•* zu Fließbeginn nicht von der Zufallsvariablen X abhängen,

ist die Lösung aiim des Optimierungsproblems und damit auch Piim nicht von X abhängig. Ist
aiim eine Lösung des deterministischen Optimierungsproblems zu den Realisationen x und y l

der Zufallsvariablen X und Y, so erfüllt sie die Optimalitätskriterien des Problems mit dem

optimalen Eigenspannungsfeld pl . Ist y2 eine weitere Realisation von Y, so muß die Fließspan-
nung 60,2 = y26 0 in das Optimierungsproblem eingesetzt werden . Die Fließspannungen zu den
verschiedenen Realisationen y l und y2 lassen sich wie folgt transformieren:

60,2 = y260 =
Y2
-60,1 .
yl

(7.18)

Dadurch berechnet sich die fiktive elastische Spannung a 2 zu Fließbeginn für die Fließspan-
nung 60 , 2 durch:

* Ea 2 = x2a•o =
max1/~(6öi) yliEZ VV

(7.19)
60,2

	

Y2 ~*=

	

1

Das Eigenspannungsfeld

P2 = -PI
yl

(7.20)

erfüllt mit dem Faktor aum die KARUSH-KÜHN-TucKERBedingungen zu dem Optimie-
rungsproblem :

Maximiere a

unter

	

Cao-2 i + Pi) <_ a0,2 bi E Z.
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Damit ist ali' auch die Lösung für die Realisation Y2 von Y, so daß der Grenzlastfaktor ali'

auch unabhängig von der Zufallsvariablen Y ist . Zusammenfassend folgt damit:

Der Grenzlastfaktor au' bezogen auf die Fließlast P* ist unabhängig von den Zu-
fallsvariablen X und Y.

Die Grenzzustandsfunktion g der probabilistischen Grenzlastanalyse läßt sich damit wie folgt

definieren:

g(X , Y) = ali' - e el (X,Y)

	

(7.21)

Die Struktur S2 versagt, für alle Realisationen x und y von X und Y mit g(x, y) < 0 . Interpre-

tiert man e el als verallgemeinerte Beanspruchung S (stress) und ali' als verallgemeinerte Be-

anspruchbarkeit R (resistance), so hat die Grenzzustandsfunktion die übliche Form g = R - S.

Die Abhängigkeit der Grenzzustandsfunktion g von den Zufallsvariablen X und Y ist nach obi-

gem nur im elastischen Faktor a el gegeben, so daß gilt:

vTg(X,Y) _ - OTael(X, Y) = ael(X,Y)
-1/X

1/Y

7.7.1 Gestalt des Versagensbereichs V

Sind die Unsicherheit der Last und der Fließspannung durch jeweils eine Zufallsvariable X und

Y beschreibbar, so kann der Versagensbereich genauer beschrieben werden . Dazu untersucht

man die durch P * skalierte Grenzzustandsfunktion

g(X, y) = Plim (Y) - p (x) = I'* (Y)
[alim - ael (X , Y) ] ,

mit der Grenzlast Plim und der aktuellen Last P. Mit den vorherigen Bezeichungen gilt

P lim =
alimP* und P = ael P * .

Die Grenzlast Plim, ist von der Lastvariablen X und die Last P von der Fließspannungsvariablen

Y unabhängig. Für die Abhängigkeit von Plim
von Y gilt:

a

	

*

	

_
(?Y (a

limp*) - alim
aP - alim

	

P

äY

	

aY ael

a

	

1

	

Pa
li'

Plim

P alim_

	

_

aY (ael

	

Yael

	

Y

Damit löst Plim die Differentialgleichung f(y) = f(y)/y und ist eine lineare Funktion von

Y. Da P eine lineare Funktion von X ist, läßt sich die Grenzzustandsfunktion g mit reellen

Konstanten a und b darstellen durch

g(X, Y) = P lim(Y) - P (X) = aY - bX .
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g ist eine lineare Funktion in der Zufallsvariablen Z = (X, Y) und damit konvex . Der Versa-

gensbereich V = {(x, y) Plim(y) - P(x) < 0} = {(x, y) 1 ay - bx < 0} ist dann ebenfalls

konvex. Jede lokale Lösung eines Optimierungsproblems mit konvexer Zielfunktion und V als

Restriktionsmenge ist somit auch eine globale (siehe dazu Kapitel 4 .3) . Der Suchalgorithmus

für den 0-Punkt aus Kapitel 7 .5 konvergiert damit in diesem Fall mit den Zufallsvariablen X

und Y immer gegen eine eindeutige Lösung ß*.

7.7.2 Analytische Lösung

Für einfache Geometrien, für die eine analytische Traglastlösung vorliegt (siehe zum Beispiel

8 .1 .1) und deren Basisvariablen gemeinsam normal oder lognormal verteilt sind, kann ana-

lytisch die Versagenwahrscheinlichkeit berechnet werden. Betrachtet man zum Beispiel die

Lochscheibe (siehe Abschnitt 8 .1 .1), so ist für bestimmte Lochverhältnisse D/L die Traglast

analytisch berechenbar (siehe auch [GM54b] und [SH97d]) . Dazu betrachten wir eine qua-

dratische Scheibe der Kantenlange L mit einem kreisrunden Loch des Durchmessers D mit

dem Verhältnis D/L = 0 .2. Die deterministische Traglast Plim zur Fließspannung 60 beträgt

P`27z = (1 - D/L)uo = 0 .8uo . Die aktuelle Last sei mit P bezeichnet und es wird angenommen,
P sei nur von einem Parameter x abhängig, so daß die Last P direkt als Zufallsvariable X = P
gesetzt werden kann . Die Fließspannung o-o sei nur von einem Parameter y abhängig, so daß

auch hier gesetzt werden kann :Y = oo(y) . Damit berechnet sich die Traglast Pli ,n (y) für jede
Realisation y von Y durch :

Plim(y) = (1 - D/L) Y .

Die Grenzzustandsfunktion g wird gesetzt zu

9(x,y)=Plim-P=(1-D/L)y-x=(-1,1-D/L) x

	

(7 .24)
y

Seien X und Y normalverteilt nach X ti N(l.G x , a-x) bzw. Y N N(,uy , o. ) . Die Realisationen
x und y lassen sich nun über die Varianzen a!, Qy und die Mittelwerte µx , µ y standardnormal
darstellen durch :

x = ox ux + µx und y = cYy u y + /y

Die Grenzzustandsfunktion g läßt sich dann darstellen durch:

g(x, y ) = (1 - D/L) y - x

= ((1 - D /L)µy - yx) + (1 - D/L)Qy uy - ~xux

= (-us , (1 - D/L)o'y) ux + ((1 - D/L)µy - ,ax).
y
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Mit der zweidimensionalen standardnormalverteilten Zufallsvariablen U mit der Realisation
u = (us, uy ) T und einer Normierung läßt sich die Grenzzustandsfunktion g transformieren in:

	

g (u) - (
- as,	 (1 - D /L) ory) u +	 (1 - D /L),ay - µx

~ax + (1 - D/L) 2 Q12i

	

+ (1 - D/L) 2 u

aT

Mit 11 a 11 = 1 ergibt sich der Sicherheitsindex ,ß für die Zufallsvariable U durch:

ß =	 (1 - D/L)µy	

	~ + (1 -D/L)202

	

+ 0.644
(für das Beispiel D/L = 0 .2) .

	

(7 .29)

Für die Versagenswahrscheinlichkeit Pf gilt dann Pf

Bemerkung

Es läßt sich auch direkt die Verteilung der durch die Grenzzustandsfunktion defi-

nierten Variablen Z zu den Zufallsvariablen X und Y angeben . Mit

Z=(1-D/L)Y-X=0 .8Y-X

folgt Z ti N(0 .8µy - µx, 0 .644 + Qmm) und die Dichte ist:

_ (z-(O .8py-µx))2

	

L
=	 1	 e 2(oi+0 .89oy)

z

	

.\/27r(4 + 0.644)

Für die Versagenswahrscheinlichkeit folgt dann
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0

	

0

P(g 0)

	

ffz(z )dz= f

	

-00

	

-00

(z-(0 .8µy -µx))2

1	 e- 2(o+0 .8903) dz

V27r(o-+ 0 .644)

-ß

-0.5z2

f e

	

dz = c-/3).
2~r -00

Setzt man zum Beispiel die aufgebrachte mittlere Last gleich der analytischen Trag-

last, das heißt p, = (1 - D/L)µy, so ist die Grenzzustandsfunktion verteilt nach

N(0, (1 - D/L)2 4 + mix) . Daraus folgt das naheliegende Ergebnis, daß die Versa-

genswahrscheinlichkeit Pf = P(g < 0) gleich 0.5 ist, unabhängig von den Varian-

zen v~ und ay, da die Verteilung von g den Mittelwert 0 besitzt.

Nachfolgend sind verschiedene analytische Lösungen für unterschiedliche Varianzen bei glei-

chen Mittelwerten der Fließspannung aufgetragen . Es ist jeweils die Versagenswahrscheinlich-

keit über der Belastung P aufgetragen, wobei die Belastung jeweils auf den Mittelwert der

(7.30)
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Fließspannung o- normiert ist . Die Varianzen ox und ay betragen jeweils 1, 5, 10 und 20 % der

Mittelwerte µx und µy.
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8 Validierung der implementierten
Methode an Beispielen

Das in den vorherigen Abschnitten entwickelten Verfahren zur Berechnung der Grenzlasten

von Strukturen wird in diesem Kapitel auf unterschiedliche zwei- und dreidimensionale Struk-

turen angewendet. Die Strukturen sind zum Teil durch mechanische und thermische, zeitlich

variable sowie durch konstante Lasten beansprucht . Die numerischen Ergebnisse werden mit

den zum Teil analytisch oder aus Experimenten gewonnenen Ergebnissen verglichen . Weitere

Vergleichsergebnisse wurden in dieser Arbeit erstmals hergeleitet . Die Eigenschaften der be-

nutzten Finiten Elemente finden sich in [AM87] . Alle Strukturen werden für ideal plastisches

Material untersucht . Eine Erweiterung für verfestigendes Material ist mit den in Abschnitt 3

vorgestellten Einspielsätzen möglich . Die Strukturen sind in dieser Arbeit mit der in das Fini-

te Element Programms PERMAS [PER88] implementierten Grenzlastanalyse PERMAS-LISA

[SH99], [LWH+ 99] untersucht worden.

8 .1 Quadratische Scheibe mit kreisrundem Loch

8.1.1 Einachsige Belastung

Zuerst wird eine quadratische Scheibe mit kreisrundem Loch unter einachsiger Zug-Belastung

p im ebenen Spannungszustand auf Traglast und Einspielen untersucht . Die Scheibe hat die

Länge L und konstante Dicke, das Loch hat den Durchmesser D . Für unterschiedliche Verhält-

nisse D/L wurden Traglast- und Einspielanalysen durchgeführt (0 .1 < D/L < 0 .9) . Da die

Ergebnisse für die Einspiellast und die Traglast stets auf v ° normiert werden, wird der Wert von

cro nicht weiter in der Rechnung benötigt.

Aus Symmetriegründen wird nur ein Viertel der jeweiligen Scheibe untersucht . Die Schei-

ben werden mit 200 ebenen 9-knotigen Membranelementen (QUAM9) diskretisiert (siehe für

D/L = 0.2 das Bild 8 .1(a)) . Die benötigten FE-Datensätze wurden mit dem am ISR entwickel-

ten Programmsystem SAPS erstellt (siehe [Car95]) . Die Elementspannungen werden in den 4

Ecken der Elemente durch das FE Programm PERMAS berechnet, so daß man für die diskreti-

sierten Traglast- und Einspielanalysen 800 Knotenpunktspannungen zur Verfügung hat. Bei der

Traglastanalyse wächst die Zugbelastung p monoton an . Für die Einspielanalyse wird folgen-

der Lastbereich .C untersucht : Die Zugbelastung p kann zwischen 0 und einem Maximalwert p°

zyklisch variieren.

05_ p

	

aµp°, 0<µ<1 . (8.1)
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Der Lastbereich ,C ist durch das Intervall ,C = [0, p°] gegeben . Gesucht ist der maximale Faktor

ashake, für den der vergrößerte Lastbereich [0, ashakep°] nur zulässige Lastzyklen enthält.

Die Ergebnisse für die elastische Last (d .h. die Last bei Fließbeginn), die Einspiellast und die

Traglast für einachsige Zugbelastung (variabel bzw. monoton) sind Tabelle 8 .1(b) bzw. Bild

8.2(b) zu entnehmen. In Bild 8 .2(b) sind die auf die Fließspannung 0° normierten Lasten über

den unterschiedlichen Lochverhältnissen aufgetragen.

88

D/L elastische Last Einspiellast Traglast

0.1 0.33640° 0.67100 ° 0.89510 °

0.2 0.30940° 0.61570 ° 0.78790 °

0.3 0.26510° 0.52120° 0.69100 °

0.4 0.21810° 0.43610° 0.57200°

0.5 0.16600° 0.3302a0 0.44090°
0.6 0.11400° 0.21040° 0.25560°

0.7 0.06740 ° 0.13270° 0.13760°
0.8 0.03100 ° 0.05570° 0.05650°
0.9 0.01550° 0.01910° 0.01930°L

D

(a) FEM-Netz und Belastung (b) Ergebnisse der Grenzlastanalyse

Bild 8 .1 : Vermaßung, Testmatrix und Ergebnisse der Traglast- und Einspielberechnung für die
Scheibe unter einachsiger Zugbelastung

Für D/L -9- 0 und D/L -+ 1 wurden die Kurven auf die analytischen Werte für die unendli-
che gelochte Scheibe und die Scheibe ohne Restligament extrapoliert . Die elastische Last der
unendlichen Scheibe bei Fließbeginn ist p/uo = 1/3 (siehe z .B. [Wan53] und [Hah85]) . Die
Einspiellast ist in diesem Fall gleich der doppelten elastischen Last (siehe dazu auch [Zha91])

Die Traglasten für die unterschiedlichen Geometrien stimmen gut mit den bekannten analyti-
schen Schranken überein (siehe [GM54b], [SH97d] und [SH97c]) . Dazu sind zum Vergleich in
Bild 8.2(a) die besten bekannten analytischen Grenzen für die TRESCA und die VON MISES
Fließfunktionen eingetragen (siehe dazu jeweils [GM54a] und [GM54b]).

Für D/L G 0.2 fallen untere und obere Schranke für die VON MISES Fließfunktion zusammen,
so daß man die exakte analytische Lösung plimit = (1 - D/L)0° erhält (siehe [GM54b]) . Für
D/L = 0 .2 ist dann die analytische Traglast gegeben durch plimit = 0 .80° . Dem entsprechen
auch die numerischen Ergebnisse in [BM95], [CC82], [GW96] und [Zha91].

Bei der Traglastberechnung werden 20 Iterationsschritte durchgeführt, nach 10 Iterationsschrit-
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\

(a) Vergleich der numerischen Resultate der

Traglastanalyse mit den analytischen Schran-

ken aus [GM54a] und [GM54b]

(b) Elastische, Einspiel- und Traglast der Scheibe

unter einachsiger Zugbelastung

Bild 8 .2 : Ergebnisse der Grenzlastuntersuchungen für die einachsig belastete Scheibe
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Auf elastische Berechnung normierte Zeit
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ten ist der Fehler gegenüber der analytischen Lösung nur noch ca . 1 % . Die Lastinkremente

in der plastischen Rechnung werden sukzessive verkleinert, so daß während der Berechnung

gewährleistet ist, daß die aufgebrachte Last unterhalb der Traglast liegt . Die Beispielrechnun-

gen zeigten jedoch, daß auch bei geringfügiger Überschreitung der (in diesem Fall vorher be-

kannten) Traglast zulässige Eigenspannungen berechnet wurden . Diese Eigenschaft erleichtert

die Inkrementierung während der Berechnung einer Struktur, so daß mit einer konstant verrin-

gernden Inkrementierung gerechnet werden kann . Da zu Beginn der Analyse relativ zum Trag-

lastfaktor hohe Verbesserungen des Lastfaktors erzielt werden, wird in den hier untersuchten

Beispielen nach jeder dritten Iteration das Lastinkrement halbiert.

Die CPU-Zeit für eine Traglastanalyse ist etwa 5 bis 10mal kürzer als für eine plastische in-

krementelle Rechnung, je nachdem für welchen relativen Fehler man den Vergleich aufstellt

(siehe Bild 8 .3) . Diese Werte der Rechenzeitverkürzung haben sich als charakteristisch für al-

le hier untersuchten Probleme herausgestellt . Dabei wird in jedem Iterationsschritt etwa 90 %

der benötigten CPU-Zeit in der Erzeugung der Eigenspannungsbasen verbraucht, während die

restlichen 10 % auf die Unterraum-Optimierung entfallen . Es wurden unterschiedliche Aufda-
tierungsstrategien im Optimierungsalgorithmus verfolgt, die jedoch nur einen geringen Einfluß

auf die erzielten CPU-Zeiten hatten.

Ein Rechenzeitvergleich der Einspielanalyse mit inkrementellen Rechnungen ist nicht möglich

(siehe [SSB91]), weil die inkrementellen Rechnungen keine Berechnung des Einspielfaktors

a' shake erlauben. Inkrementell läßt sich nur entscheiden, ob die Struktur unter einer gegebenen
Lastgeschichte einspielt oder nicht. Dazu müssen in der Regel sehr viele Lastzyklen (10 bis
100) für jede Lastgeschichte gerechnet werden ; ein oft unvertretbar hoher Aufwand.

8.1.2 Zweiachsige Belastung

Bei der Untersuchung zweiachsiger Belastungen der Scheibe mit Loch für D/L = 0 .2 wurden
folgende Lastbereiche für die Einspielanalyse untersucht.

1. Beim zweiachsigen Zug können pi, p2 > 0 unabhängig voneinander variieren (LC 1):

0< p i < a/,c 1p°, 0<µ 1 <1
0 < p2 < aµ2p2, 0

	

µ2

	

1.

2. Bei Zug- und Druckbelastungen können p1 > 0 und p2 < 0 unabhängig voneinander
variieren, d .h. mit den Referenzlasten p° und p2 (LC 2) : -

0 < pi < aµrp , , 0<,u1 <1
0 > p 2 ! alu 2 p

2,
0<µ 2 <1.
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3 . Die Lasten p1 und P2 variieren proportional (LC 3)

0 < p1 < amp?, 0 < m < 1

0 < p2 < amp2, bzw. 0 > p2 >_ amp 2 .

Zusätzlich wurde für die einparametrischen zweiachsigen Belastungen die Traglast berechnet,

sie ist zusätzlich zu den Einspielergebnissen in Bild 8 .4 eingetragen . Die elastische Grenze ist

durch den Punkt bestimmt, in dem die Scheibe zuerst fließt . Dieser Punkt verändert sich bei
unterschiedlichen Werten von µ1 1m 2 . Die unterschiedlichen Teile der elastischen Grenzkurve

sind im Interaktionsdiagramm (Bild 8 .4) durch die anfänglichen Fließpunkte A, B und C ge-

kennzeichnet. Bild 8.4 stimmt gut mit den Ergebnissen in [GW96] überein . Dort wurde jedoch

das zum Fließpunkt A gehörende Segment in der elastischen Grenze nicht angegeben, was dazu

führte, daß die elastische Grenze teilweise außerhalb der Grenze LC 1, 2 lag, was physikalisch

nicht sinnvoll ist .

Einspielgrenze LC 1, 2

Einspielgrenze LC 3

Traglastgrenze

' A
.

Bild 8 .4: Interaktionsdiagramm der quadratischen Scheibe für D/L = 0.2
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Bei variabler Belastung versagt die Scheibe lokal in den Punkten B oder C, da die Einspiellast

für ideal plastisches Material genau so groß ist wie für unendlich verfestigendes Material und

dies nur für lokales Versagen möglich ist (siehe Abschnitt 6). Die Abschnitte der Einspielgrenze

sind durch den bestimmenden Versagenspunkt markiert. Bei der Zug/Druckbelastung stimmen

anfänglicher Fließpunkt und Versagenspunkt überein und der Einspielfaktor bezogen auf die

elastische Lösung ist näherungsweise gleich 2 . Dies stimmt mit der analytischen Lösung aus

Abschnitt 6 überein. Ältere Einspielrechnungen für die Lochscheibe sind in [SSB91] zusam-

mengestellt . Sie weichen alle mehr oder minder stark von den hier neu berechneten Werten

ab. Zusammenfassend kann gesagt werden, daß die Struktur zwischen aSD und alimn.it in allen

untersuchten Belastungen lokal durch alternierende Plastifizierung (LCF) versagt.

8.2 Quadratische Scheibe mit elliptischem Loch

Zusätzlich zu den Parameterstudien zur quadratischen Scheibe mit kreisrundem Loch wurden

auch Scheiben mit deformiertem Loch untersucht . Mit Hilfe des am ISR entwickelten Loch-
scheibengenerators SAPS [Car95] konnte eine Parameterstudie zum Traglastverhalten von ein-

achsig belasteten quadratischen Scheiben mit elliptischem Loch durchgeführt werden . In der
Schadensmechanik sind deformierte Löcher beim Hohlraumwachstum und Zusammenschluß

von Löchern von Interesse (siehe [Sei92]) . Im Anhang A.6 ist eine Formulierung der Ein-
spielsätze (siehe [FY95]) für geschädigtes Material erweitert worden . Damit lassen sich die
Konzepte der Traglast- und Einspielanalyse mit denen der Schädigung verbinden.

Um die Grenzlastberechnung für unterschiedliche Lochgeometrien durchzuführen, sind un-

terschiedliche Verhältnisse der Lochradien x und y untersucht worden . Das Verhältnis vom
Lochradius x zur Scheibenlänge L ist in allen Fällen konstant x/L = 0 .2 (siehe Bild 8 .5(a)).
Durch Verzerrung des FE-Netzes für eine quadratische Scheibe mit kreisrundem Loch kann

direkt eine Vernetzung der quadratischen Scheibe mit elliptischem Loch erzeugt werden . Für
x = y ist das Modell das der quadratischen Scheibe mit kreisrundem Loch . Die einzelnen Mo-
delle sind durch die monotonen bzw. variablen Lasten P1 und P2 (siehe Bild 8 .5(a)) belastet.
In Bild 8 .6 sind exemplarisch 4 FE-Modelle für die Radienverhältnisse x/y =0.2, 0.4, 0 .6,
0.8 dargestellt. Proportionale Belastungen in folgenden Lastbereichen wurden bei der Traglast
und Einspielanalyse untersucht.

1 . Beim zweiachsigen Zug variieren P1 , P2 > 0 voneinander abhängig:

0 < P1 < a[1P°,
0< P2 < aµP2

	

0<µ<1.
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2. Bei Zug- und Druckbelastungen können P1 > 0 (bzw. P1 < 0) und P2 > 0 variieren,
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0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

- Einachsige Belastung (P1=O)
	 Einachsige Belastung (P,=0)

L

(a) Vermaßung und Belastung der quadra-

tischen Scheibe mit elliptischem Loch

x/y

(b) Uniaxiale Traglast für die Radienverhältnisse x/y

Bild 8 .5 : FE-Netz und uniaxiale Traglast für die Scheibe mit elliptischem Loch

ISR-FZ-Juelich 1

	

R A P S

L
ISR-FZ -JUelich

i

	

R A P S

L.

(a) x/y = 0 .2 (b) x/y = 0 .4

ISR-FZ-Juellch

	

A P S

L.
ISR-FZ -JUelich I R A P S

(c) x/y = 0 .6

	

(d) x/y = 0 .8

Bild 8 .6: FE-Modelle der Scheibe für die Radienverhältnisse x/y = 0 .2, 0 .4, 0.6, 0.8
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d.h. mit den Referenzbelastungen P° und 11:

0< P1 < aµP° bzw.0 > P1 > aµP°,
0< P2 < aµP2,

	

0<µ<1.

Zusätzlich zu den Einspielanalysen wurden ein- und zweiachsige Traglastberechnungen für

die Radienverhältnisse x/y = 0 .1, . . . , 0 .9 durchgeführt . Durch die Vertauschung der bela-

steten Seiten erhält man mit den jeweiligen Modellen Scheiben mit den Radienverhältnissen

y/x = 0 .1, . . . , 0 .9 unter einachsiger Belastung . Die Interaktionsdiagramme für die Scheiben
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0.6

	

0.8

	

1 .0

	

1 .2

P1 / ag
0.0 0.40.20.6 0 .8

	

1 .0

	

12

P,/ ae

(a)x/y=0 .2 (b)x/y=0 .4

--- Elastischer Bereich
--- Einsplelberelch
- Traglastberelch

-1 .0 -0.8 -0.6 -0 .4 -0 .2 0.0 0.2 0.4 0.6

	

0 .8

	

1 .0

	

1 .2

P, / a0
0 .6 1 .0

P1 /ag
1 .20.8

(c) x/y = 0 .6

	

(d)x/y=0.8

Bild 8 .7: Interaktionsdiagramme für Lochverhältnisse x/y = 0 .2, 0.4, 0 .6, 0 .8

mit den Radienverhältnissen x/y = 0.2, 0.4, 0.6, 0 .8 sind in Bild 8 .7 dargestellt. Dabei sind
jeweils die auf die Fließspannung o'o normierten Lasten P2 /ao über den Lasten P1 l ao aufge-
tragen. Der Einspielfaktor ashake bezogen auf die elastische Grenze ist dabei in allen Fällen
entweder nahezu 2 oder gleich dem Traglastfaktor anmit , d.h. a shake = min{2, aljmit} . Dies
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entspricht dem lokalen Verhalten der Lochscheibe mit kreisrundem Loch (siehe Abschnitt 8 .1).
Der Einspielfaktor l ist solange nahezu gleich 2, bis der Einspielfaktor den Traglastfaktor er-
reicht (siehe auch [SH97b] und [SH97a]).

In Bild 8 .5(b) sind für die untersuchten Radienverhältnisse x/y die jeweiligen normierten Trag-
lasten P1 /uo bzw. P2/ ao aufgetragen . Für das Verhältnis x/y = 1, d .h. für das kreisrunde Loch
konvergiert die jeweilige Traglast gegen Plimit = 0.8o r0 = x/Lcro . Für x/y -+ 0 konvergiert die
Traglast Plimit für die einachsige Belastung P1 gegen oo, da sich die Geometrie der Scheibe mit

elliptischem Loch an die Geometrie der unendlichen punktierten Scheibe für x/y -+ 0 annähert.
Die Traglast Plimit konvergiert damit gegen die Fließspannung des Materials . Die Traglast P?„tit
konvergiert für x/y -4 0 gegen die Traglastlösung für die Scheibe mit Schlitz, d .h. gegen 0 .20x0

(siehe dazu den vorherigen Abschnitt).

Die untersuchte Scheibe mit elliptischem Loch versagt lokal unter einachsigen Belastung, so

daß die Einspielast für ideal plastisches und unendlich linear kinematisch verfestigendes Mate-

rial gleich ist (siehe Abschnitt 6 .4.2 und [Zha9l])

8.3 Flachstab mit Außenkerbe

Als weiteres Beispiel wird ein Flachstab mit einer Außenkerbe unter Zug- und Momentenbe-

lastung N und M untersucht. Für unterschiedliche Verhältnisse D/L wurde die Traglast- und

Einspielanalyse für reinen Zug (M = 0) durchgeführt . Im untersuchten Beispiel gilt h = 1 .5L.

Für diese Rechnungen wurde aus Symmetriegründen je nach Lastfall nur ein Viertel oder die

Hälfte des Stabes (siehe Bild 8 .8) untersucht . Die benötigten FE-Datensätze wurden wie auch

schon für die Lochscheibe mit dem am ISR entwickelten Programmsystem SAPS [Car95] er-

stellt . Die untersuchten Modelle haben 200 ebene 9-knotige Membranelemente (QUAM9) . Die

Elementspannungen werden in den 4 Ecken der Elemente untersucht, so daß 800 Knotenspan-

nungen zur Verfügung stehen für den ebenen Spannungszustand.

Die Ergebnisse für die Zugbelastung sind in Bild 8.9 festgehalten . Dabei sind die elastische,

Einspiel- und Traglast über den Quotienten D/L aufgetragen. Die Traglastergebnisse stimmen

für die entsprechenden Geometriedaten gut mit den Ergebnisse in [CC82] überein . Für das

Verhältnis D/L = 0.5 ergibt sich nach [WD69] die Formzahl a k ,

um- = 1 .498ak =

bezogen auf die Nennspannung anL (gemittelte Normalspannung) im engsten Querschnitt L

(Ligament) . 0ma ist die maximal auftretende Vergleichsspannung im Kerbgrund . Aufgrund

I Die elastische Last ist nach INGLIS
[Ing 13] für die unendliche Scheibe mit elliptischem Loch unter einachsiger

Zugbelastung gegeben durch p/o'o = 1/(1 + 2x/y) .

0-nL
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des Verhältnisses D/L = 0.5 lautet die Formzahl bezogen auf den ungeschwächten Querschnitt

&k = 2 .996 = ak L/D. Die elastische Grenzspannung für D/L -4 0 bei reinem Zug ergibt sich

ZU O'elast = 0.33a-0 . Dies folgt aus dem Problem von KIRSCH (siehe [Hah85]) ; im Kerbgrund

ist eine ca . 3-fache Spannungserhöhung vorhanden . Die mit der FEM berechnete elastische

Grenzlast lautet 0elast = 0 .31o-o.

D

h

D

L
L

Bild 8.8 : FE-Netze des gekerbten Flachstabes für D/L = 0.5 mit Belastungen

0.8 -
-• - Traglast

-•-- Einspiellast

-4- Elastische Last

0.2

	

0 .4

	

0.6

	

0.8

	

1 D/L

Bild 8 .9 : Elastische, Einspiel- und Traglast des gekerbten Flachstabes unter Zugbelastung

Bis zu einem Verhälnis D/L = 0.4 ist der Einspielfaktor bezogen auf die elastische Grenze
bei reiner Zugbelastung näherungsweise gleich 2, der Stab versagt durch LCF . Für größere
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Verhältnisse fallen Einspielfaktor und Traglastfaktor zusammen, so daß keine Erhöhung über
die Einspiellast hinaus möglich ist.

Für das Interaktionsdiagramm in Bild 8 .10(a) wurde ein Flachstab mit dem Verhältnis D/L =
0.5 untersucht . Im Lastbereich der Einspielanalyse können das Moment M und die Zugbela-

stung N unabhängig voneinander variieren

0< MG aµi Mo,

	

0<G1
0G NG aµ2 No,

	

0Gµ2 <1.

Die elastische Grenze ist in beiden Lastfällen linear von den Proportionalitätsfaktoren zwischen

Mo und No abhängig .

1 .5

	

2 N /Net

(a) Interaktionsdiagramm des gekerbten

	

(b) Interaktionsdiagramm des Rechteckbalkens als
Modell für den ungekerbten FlachstabFlachstabes mit D/L = 0 .5

Bild 8 .10: Interaktionsdiagramme für den gekerbten und ungekerbten Flachstab

Zum Vergleich zeigt Bild 8 .10(b) das Interaktionsdiagramm für den ungekerbten Stab. Für die

elastische Grenze, Einspiel- und Traglastgrenze eines ideal plastischen Balkens mit rechtecki-

gem Querschnitt läßt sich nach [Kö87] herleiten:

M N
1

(8 .2)Elastische Grenze:
111,1

= - Ne1

Einspielgrenze : -M
= min 1, 2 1 - N-N1

el

	

{

	

\

(8 .3)

2

Traglastgrenze : M = 2 - (N) ( 8 .4)

Bei reiner Biegung wie auch bei reinem Zug kann der ungekerbte Stab keine überelastischen

zyklischen Lasten ertragen . Ein statisches reines Biegemoment kann dagegen bis zum 1 .5-

fachen der elastischen Beanspruchung getragen werden.

	 Elastische Grenze
Einspielgrenze

- - Traglastgrenze

0

	

0 .5

	 Elastische Grenze

Einspielgrenze

- - Traglastgrenze
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8.4 Dünnes Rohr

Ein weiteres in der Literatur gut bekanntes Beispiel ist das Modell eines unendlich langen

dünnen Rohres . Ist das unendlich lange Rohr durch konstanten Druck und eine variable Tempe-

raturlast belastet, so entspricht dieses Beispiel dem klassischen BREE-Beispiel (siehe [Bre67]).

Da das unendlich dünne Rohr nicht mit Hilfe der Finiten Element Methode untersucht werden

kann, wird ein Rohrmodell mit dem Radius r und der Wandstärke s mit s/r = 0 .1 stattdessen

betrachtet. Das Rohr ist an beiden Enden abgeschlossen (siehe Bild 8 .11).

98

/N/N//l//l//f//J//l//lJ/l///N/f/NIV/Nl/N/J///l!N%IIVJNJJfIJJJN/

T i >Ta
P

///N,,,,/! N f/ i// JJ,llll! /l J N N J f/ f N J f l/ 11 NJJ JJN/ f J/ l/ N f/ J JN fJ J/ J J

Bild 8 .11 : Dünnes Rohr unter Innendruck und Temperaturbelastung mit FE-Netz

Das Rohr wurde durch ein rotationssymmetrisches 4-knotiges Element (QUAX4) diskretisiert.

Es ist durch Innendruck P und durch ein achsensymmetrisches quasi-statisches Temperatur-
feld T belastet. Dabei ist T = Ti - Ta gesetzt, mit linearem Temperaturverlauf zwischen der
Innentemperatur Ti und der Außentemperatur L . Es wird angenommen das Ta = 0 gilt, so daß
die Belastung durch T = Ti gekennzeichnet ist. Für T = 0 und P = 0 sei das Rohr spannungs-
frei . Es wird sich auf temperaturunabhängige Materialdaten (Fließspannung) beschränkt . Das
ti -Modell hat dann die in Bild 8 .11 dargestellte Form.

Es ist zu beachten, daß bei der Diskretisierung durch nur ein Element, welches an beiden Seiten

gefesselt ist, in den GAUsspunkten jeweils an der Innen- und Außenseite des Rohres iden-
tische Spannungen berechnet werden . Dadurch sind die Spannungen linear abhängig und die
constraint qualifications des Optimierungsproblems sind nicht erfüllt (siehe Abschnitt 5) . Da

alle Spannungen über die Höhe des Elements identisch sind, ist es ausreichend jeweils nur
einen GAUSSpunkt zu den verschiedenen Radiien zu untersuchen . Diese Spannungen erfüllen
dann die lineare Unabhängigkeitsbedingungen des Optimierungsproblems . Dieses Verfahren ist
auch schon implizit bei der rotationssymmetrischen Vereinfachung geschehen, da auch dort alle

auftretenden Spannungen durch ein rotationssymmetrisches Element repräsentiert werden.

Ist das Rohr nur durch Innendruck belastet, so berechnet sich der Druck Pelastic zu Fließbeginn
durch (siehe [Sza60]) :

a
~'elastic =

(1
+ -

s/r) -1

-F- s
/r)Qo ti 0 .1vp.

~(1
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Der Traglastfaktor &limit bezogen auf die elastische Lösung (siehe [Sza60] und [WD69]) ist

2 1n(1-I sir) ,,, 1
.098,	 2a limit =

1-	 rr-+ - s)

so daß der Kollapsdruck Plimit gegeben ist durch

Plimit = a limit Pelastic = rQoln(1 + s/r)

	

O.11Uo .

	

(8 .7)

In der Einspielanalyse werden folgende Lastbereiche untersucht:

1. Der Druck P und die Temperatur T variieren simultan mit einem Proportionalitätsfaktor

(ein-parametrische Belastung):

05 P< a.Po,

	

05µG1

05 T< apTo,

	

O5µ51.

Po und To sind jeweils ein Referenzdruck und eine Referenztemperatur.

2. Der Druck P und die Temperatur T variieren unabhängig voneinander (zwei-parame-

trische Belastung)

05

	

P5 aµ i Po, 0<µ i <1

05

	

T 5

	

aµ2 To, 0 < µ2 < 1 .

3. Der Druck P bleibt konstant und die Temperatur T variiert mit dem Faktor µ

0

	

T 5 a,uTo,

	

O5_µ51.

Die ersten beiden Lastfälle wurden in [SH97a] behandelt (siehe dazu auch [GW96] . Der dritte

Lastfall entspricht dem Beispiel von BREE . In [Bre67] ist ein analytisches Einspieldiagramm für

das unendliche Rohr angegeben (siehe Bild 3 .1) . Numerische Berechnungen der Einspielgrenze

mit Hilfe des statischen Satzes sind in [GW96] zu finden . YAN und NGUYEN geben in [YH96]

mit Hilfe der kinematischen Sätze und speziellen Elementen obere Schranken für die Einspiella-

sten an. In der dort angegebenen Formulierung kann der Versagensbereich noch weiter in einen

Ratchetting und einen LCF-Bereich unterteilt werden . Für die statischen Einpielsätze ist dies

nur im Einzelfall möglich, da die untere Schranke der Einpiellast keine Information über die

Versagensart im Falle deren Überschreitens gibt .
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8.4.1 Variabler Innendruck

Im Interaktionsdiagramm (Bild 8 .12) sind die Einspielgrenzen für die ersten beiden Belastungs-

fälle aufgetragen . Bei proportionaler Belastung ist der Einspielfaktor gleich 2, bis der Innen-

druck den Kollapsdruck erreicht hat . Bis dahin versagt das Rohr an der Innenseite durch LCF.

Übersteigt der doppelte elastische Innendruck jedoch den Kollapsdruck, ist keine weitere Druck-

steigerung über den Kollapsdruck möglich.

~

	 Elastische Grenze

- - - Einspielgrenze (prop .)

Einspielgrenze

Traglastgrenze

1
Variabler Druck

P/P,

Bild 8 .12: Interaktionsdiagramm des endlich dünnen Rohres für Lastfall 1 und 2

Da die thermischen Spannung Eigenspannungen sind, haben sie keinen Einfluß auf den Kol-
lapsdruck. Der analytische elastische Druck ist Pelast = 0'0/9 .98 (siehe Abschnitt 8 .4) und der
analytische Traglastfaktor für den Innendruck ist a limit = 1 .0983, so daß der Kollapsdruck
Piimit = alimit Pelast = 0.11o0 ohne Temperaturbelastung etwa 10 % über dem elastischen
Druck liegt (siehe dazu z . B . [Scw83] und [Sza63]) . Das Rohr kann bei mechanischer Kollaps-
last keine zusätzliche geringe thermische Last tragen.

Der elastische Fließdruck Pelast ist geringer als mit kleiner thermischer Zusatzlast bei propor-
tionaler Belastung . Allerdings liegt die Traglast dann nur noch etwa 3 % über der elastischen
Lösung .
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Im zweiten Lastfall fallen die elastische Grenze und die Einspielgrenze sogar teilweise mit we-
niger als 1% Differenz zusammen. GROSS-WEEGE erhält in [GW96] vergleichbare Ergebnisse.

8 .4.2 Konstanter Innendruck

Im dritten Lastfall wird das Rohr durch konstanten Innendruck und zyklische radiale Tern-

peraturlast belastet . Die analytische Einspiellösung des unendlich dünnen Rohres von BREE

in [Bre67] beruht auf folgenden Vereinbarungen. Die Spannungen werden im Gegensatz zu

den numerischen Einspieluntersuchungen mit Hilfe der Fließfunktion von TRESCA beurteilt . In

den analytischen Abschätzungen der Einspielgrenze von BREE für das unendlich dünne Rohr

können die Radialspannungen im Bezug auf die Axialspannungen vernachlässigt werden.

	 Unendlich dünnes Rohr

- - - Elastische Grenze

Einspielgrenze

Endliches Rohr

	 Elastische Grenze
Einspielgrenze

H

Konstanter Druck

	

1 P / P1.

Bild 8 .13: Interaktionsdiagramm des dünnen Rohres für Lastfall 3

Dadurch stellt sich im Interaktionsdiagramm für das unendlich dünne Rohr die elastische Gren-

ze als Gerade dar zwischen der auf Fließbeginn normierten elastischen Temperatur und dem

konstanten Fließdruck . Die Einspielgrenze ist durch das Abknicken der variablen Einspieltem-

peratur 2 * Tel für den konstanten Innendruck 1/2Pe1 gegeben. Dort spielt das Rohr bei vierfach

überhöhter elastischer Temperatur noch ein, d. h. der maximale Einspielfaktor ashake bezogen

auf die elastische Temperatur Tei ist bei 1/213'e1 gegeben durch ashake = 4. Für das unend-

lich dünne Rohr stimmen die elastische, die Einspiel- sowie die Traglastgrenze der variablen
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Temperatur für den konstanten Fließdruck überein . In diesem Fall ist keine zusätzlich variable

Temperatur zulässig, da im Rohr schon vollständiges Fließen vorliegt.

In der numerischen Einspielanalyse haben auf Grund der Endlichkeit des untersuchten Rohres

die elastische sowie die Einspielgrenze eine abweichende Gestalt. Die elastische Grenze zeigt

bei konstantem Druck 1/3 Pei ein ähnliches Verhalten wie die elastische Grenze bei variablem

Druck. Sie ändert sich jedoch bis zum konstanten Druck Pei.

Das Interaktionsdiagramm in Bild 8 .12 für die Lastfälle 1 und 2 unterscheidet sich von dem In-

teraktionsdiagramm in Bild 8 .13 für den Lastfall 3 (siehe auch das Bree-Diagramm in [Bre67]).

Für Lastfall 3 konnte in PERMAS-LISA keine konstante Zuglast über der Fließlast aufgebracht

werden, so daß alle Kurven in Bild 8 .13 in der elastischen Fließlast zusammenlaufen.

8.5 Rohrabzweig

8.5.1 Modell und Belastung

In einem weiteren Beispiel wird ein Rohrabzweig belastet durch Innendruck P und achsensym-

metrische quasi-stationäre Temperaturbelastung Ti im Inneren des Abzweigs untersucht . Die
Außentemperatur Ta entspricht der Umgebungstemperatur, die gleich Null gesetzt wird, so daß
die Temperaturdifferenz Ti - Ta = Ti ist . Wir beschränken uns auf temperaturunabhängige

Materialdaten - E-Modul, Querkontraktionszahl und Fließspannung.

Der Abzweig ist durch 125 dreidimensionale 27-knotige Elemente (HEXEC27) diskretisiert.

Die Elementspannungen werden in den 8 Ecken der Elemente abgelesen, so daß 1000 Knoten-
spannungen zur Verfügung stehen . Das FE-Netz ist Bild 8 .14 zu entnehmen . Es ist:

Innendurchmesser Rohr D =39 mm
Innendurchmesser Abzweig d =15 mm
Wandstärke Rohr und Abzweig s =3.44 mm.

Folgende Lastbereiche werden untersucht:

1 . Der Druck P und die Temperatur Ti variieren simultan mit einem Proportionalitätsfaktor
(ein-parametrische Belastung):

0<

	

P< aµPo, 0<µ<1

0<

	

Ti < aµTo, 0<µ<1.

Po und To sind jeweils ein Referenzdruck und eine Referenztemperatur.
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Bild 8 .14: FE-Netz und Dimensionierung des Abzweigs

2. Der Druck P und die Temperatur Ti variieren unabhängig voneinander (zwei-parametrische

Belastung)

0< PG aµ1 Po,

	

0<µ 1 G1

0

	

Ti

	

aµ2 To,

	

0µ2 <1.

Beide Belastung werden für To < 0 und To > 0 untersucht . Dies entspricht jeweils einer

erhöhten Außen- und Innentemperatur. Den Kollapsdruck erhält man als Spezialfall durch To =

0. Der Druck bei Fließbeginn ist Pelastic 0.0476cTo.

8.5.2 Kollapsdruck nach Traglastanalyse und AD-Merkblatt

Zum Vergleich wurde der Kollapsdruck (To = 0) nach dem AD-Merkblatt B9 berechnet (siehe

[SH97d],[Wag9 1 ]) . Die tragenden Längen im Grundrohr und im Stutzenrohr ao und al

ao = \/(D + s)s

	

12.083, (8.8)

al

	

= 1 .25\/(d + t)t : 9 .956 . (8 .9)

definieren die beiden Gebiete

(8.10)
AQ = aos + a l t + st N 87 .648

Ap = 0 .5D(ao + t + 0.5d) + 0.5d(a l + s) = 549.419 . (8.11)

Dabei ist AQ die druckbeaufschlagte Fläche und Ap die tragende Rohrfläche . Der Verschwächungs-

faktor vA ergibt sich dann durch

	

_ D AQ	ao -I- ait/s -}- t

	

0 .904 .

	

(8.12)
vA

	

2sAp

	

ao -I- t - ►- 0.5d -f 'Mal -f- s)
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Der Kollapsdruck Plimit berechnet sich dann mit

(D + 2s)/D 1 .176

nach DIN 2413 (siehe [Wag9l]) zu

2cTo s VA

Plimit = D + 2s N 0 .136(70

	

2 .85Pelastic•

Über den Sicherheitsfaktor 1 .5 erhält man den Auslegungsdruck durch Pdesign = 1 .9Pelastic =

0.09040 0 . Die Traglastanalyse mittels PERMAS-LISA ergibt den Traglastfaktor

104

(8 .13)

(8.14)

alimit = 2.82.

Der durch die Traglastanalyse berechnete Kollapsdruck ist also

Plimit = alimit Pelast = 0 .1340.o .

(8.15)

(8 .16)

Die Absicherung gegen Kollaps ist mit der Traglastanalyse etwa 10 mal schneller als mit der

herkömmlichen inkrementellen Rechnung . Die Rechenzeiten im Verhältnis zu der inkrementel-

len Berechnung sind im Anhang A .10 in Bild A.2 dargestellt.

8.5.3 Kollapsdruck des Rohres

Zum weiteren Vergleich wird aus der Schalentheorie der elastische Druck für das ungestörte

Rohr berechnet (siehe Abschnitt 8.4) . Der elastische Druck Pelastic des äquivalenten ungestörten

Rohres mit Innendurchmesser D = 39mm und Wandstärke s = 3 .44mm berechnet sich zu

Pelastic ti 0 .160o-0 . Der Traglastfaktor &limit bezogen auf die elastische Lösung ist &limit =
1 .171, so daß der Kollapsdruck Plimit gegeben ist durch Plimit 0 .188o-0, anstelle von 0.1360'o

für den Abzweig . Der Abzweig bedeutet eine Verschwächung um 28% . Bezogen auf den Fließ-
beginn im Abzweig bei 0 .0476o'0 erhält man für den Kollapsdruck eine um 181% höhere Last.

8.5.4 Vergleiche mit experimentellen Untersuchungen

Beispiel von CALLADINE und GOODALL

CALLADINE und GOODALL dokumentieren in [CG69] eine umfangreiche experimentelle und

analytische Testserie zur Kollapslastberechnung von Rohren mit Ausschnitten unter Innen-
druckbelastung. Bei jeder Probe wird der Rohrinnenradius mit R, die Wandstärke des Rohres
mit T und der Radius des Ausschnittes mit r bezeichnet . In Abhängigkeit des Verhältnisses

r
P

VR • T
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Bild 8 .15: WE-Netz Rohres mit Ausschnitt

wird die Kollapslast Ptimit für unterschiedliche Rohre mit den Verhältnissen R/T 25 und

R/T ti 50 angegeben (siehe [CG69] für R/T 25). Darin wird die Kollapslast Plimit auf die

Kollapslast Ptimit des jeweiligen ungestörten Rohres mit dem gleichen Verhältnis R/T bezogen.

Für Vergleichsrechnungen wird ein Rohr mit Ausschnitt untersucht, welches die gleichen Di-

mensionen wie der in den vorherigen Kapiteln untersuchte Abzweig hat, d .h . R/T = 5.669 und

R/r = 2 .6 . Der Kollapsdruck Ptimit des äquivalenten ungestörten Rohres beträgt 0 .188or0 . Aus

einer Extrapolation der Ergebnisse aus [CG69] erhält man für den Kollapsdruck des Rohres mit

Ausschnitt den Schätzwert Plimit 0 .12x0 .

Das Modell des Rohres mit Ausschnitt, welches für die Traglastanalyse benutzt wurde, ist

in Bild 8.15 dargestellt . Es wurden für die Diskretisierung 164 27-knotigen Elemente (HE-

XEC27) verwendet . Der berechnete Fließdruck ist gegeben durch Pelast = 0.036aro . Mit dem

Traglastfaktor a limit = 3.27 ergibt sich ein Kollapsdruck Plimit = 0.117°o, welcher gut mit

dem geschätzten Kollapsdruck von CALLADINE und GOODALL übereinstimmt, jedoch von der

Näherungsformel von KITCHING, DAVIS und GILL abweicht.

Gegenüber dem ungestörten Rohr bedeutet dies eine Verschwächung von 38 % . Der berechnete

Kollapsdruck liegt mit 13 % Abweichung unter der Kollapslast des Abzweigs, so daß eine

Abschätzung der Kollapslast des Abzweigs durch die Kollapslast des Rohres mit Ausschnitt

sinnvoll erscheint.

Beispiel von KITCHING, DAVIS und GILL

KITCHING, DAVIS und GILL untersuchen in [KDG70] Rohre mit rechteckigen, quadratischen

kreisrunden und elliptischen Öffnungen. Abhängig von der dimensionslosen Größe p = c/V RT

wird die Traglast berechnet . Dabei ist c eine Einheitsgröße, welche für Kreisöffnungen dem Ra-

dius, für quadratische und rechteckige Öffnungen der halben Kantenlänge und für elliptische

ISR-Fz Juelich I
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Öffnungen der halben Hauptachsenlänge entspricht. Diese Vereinheitlichung der verschiedenen

Öffnungsgeometrien wird durch die experimentellen Ergebnisse gestützt, die auch für unter-

schiedliche Geometrien nur eine Abhängigkeit von der Größe c nahelegt . Eine untere Schranke

der Traglast Plimit berechnet sich mit Hilfe von Plimit nach [KDG70] durch:

1

	

-1 + /1 + 8p 2
Plimit = + p2 Plimit für p ~ 1, und Plimit =

	

4p2

	

Plimit für p G 1

Im hier untersuchten Beispiel gilt p = 0.9157 und damit Plimit = 0 .0996o0 . Die experimentel-

len Resultate weichen jedoch für kreisrunde Öffnungen von den mittels obiger Formel angege-

benen unteren Schranke zum Teil erheblich ab (siehe z .B . Experiment 21 aus [KDG70]).

Beispiel von CLOUD und RODABAUGH

CLOUD und RODABAUGH geben in [CR68] eine obere Schranke für den Kollapsdruck Plimit

eines Rohrabzweigs mit

Innenradius des Rohres

	

D = 43.815 mm
Innenradius des Abzweigs d = 27 .6 mm

Wandstärke Rohr

	

sp = 2.54 mm
Wandstärke Abzweig

	

s; = 1 .78 mm

an (siehe auch [PBW+ 97]. Die Lösung gilt für Abzweige mit d/D < 0.5 . Diese wird durch
ein gewähltes Geschwindigkeitsfeld über den kinematischen Satz erzeugt . Zu vier unterschied-
lichen Kollapsmechanismen wird jeweils eine obere Schranke für die Traglast angegeben . Eine
obere Schranke für den Kollapsdruck ergibt sich mit

h
= -

and
g = sD

	

(8.17)

durch die Näherungsformel

s 2	s 2

P

	

2

	

38s s
_

1 .5-

	

(
	 d2+2d2\1+ h )	 +9gd+ d ( 269h + 47

	
l

54h2_	 ./0	 g ,, /~/gPuma	 	 V 	38

	

38

	

76

	

2

	

0'o

	

(8 . 18)

9g + 9h2g + 27h3gV5 +
(8 .19)0.033uo.

Der elastische Druck Pelastic des ungestörten Rohres beträgt nach Gleichung (8 .5)

Pelagic N 0 .062cro . (8 .20)

Der Traglastfaktor ist & limit = 1 .057, so daß man den Kollapsdruck Plimit erhält durch

Plimit ti 0.0660x0 .

	

(8.21)
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Der Abzweig bedeutet eine Verschwächung des ungestörten Rohres um 50 % . Das Ergebnis der
einfachen Gleichung (8 .18) (Plimit = 0.0330o) zeigt gute Übereinstimmung mit experimentel-
len Ergebnissen von SCHROEDER in [SR69] (Plimit = 0 .03400).

Für den Rohrabzweig von Abschnitt (8 .5.2) ist das Ergebnis von Gleichung (8 .18) jedoch nicht
sinnvoll . Die obere Schranke aus Gleichung (8 .18) ergibt Plimit = 0.19700 , der Kollapsdruck
des ungestörten Rohres ist nach Gleichung (8 .7) jedoch nur Plimit = 0.16000 . Der Kollaps-

druck des Abzweigs kann aber nicht über dem des ungestörten Rohres liegen, so daß die obere

Schranke zu konservativ ist. Die von CLOUD und RODABAUGH angesetzten Kollapsmecha-

nismen spiegeln den wahren Versagensmechanismus nicht wieder. Vermutlich ist das größere

Verhältnis 2s/D = 0 .176 im Beispiel aus (8 .5.2) gegenüber 2s/D = 0.058 in SCHROEDERs

Beispiel ein Grund für die auffällige Diskrepanz.

Die zusätzlich für die Einspielanalyse bei zyklischem Innendruck benötigte CPU-Zeit beträgt

ca. das Doppelte der elastischen Rechnung . In diesem Fall konvergiert die Einspielanalyse

schneller als die Traglastanalyse und liegt im Bereich einer elastischen Rechnung.

Die Ergebnisse der Einspielanalyse sind in Bild 8 .16 dargestellt . Die kurz-gestrichelte Linie

in Bild 8 .16 begrenzt den elastischen Lastbereich . Das Abknicken im ersten Quadranten be-

deutet, daß eine geringe Temperaturbelastung eine Erhöhung des möglichen elastischen Drucks

ermöglicht . Bei zwei-parametrischer Belastung stößt der Lastbereich für die Werte 1 auf der

Abszisse und -1 auf der Ordinate an die elastische Grenze, so daß hier der elastische Lastbe-

reich „abgeschnitten" wird . Die mögliche elastische Vergrößerung des Lastbereiches ist dann

durch den rein elastischen Druck und die rein elastische Temperatur begrenzt.

Die Traglastanalyse für den Innendruck führt zum Kollapsdruck 2 .82Petastic (siehe [SH97c]).

Die zur thermischen Belastung gehörenden Spannungen sind Eigenspannungen, da sie mit kei-

ner Volumen- bzw. Oberflächenlast im Gleichgewicht stehen . Daraus folgt, daß die thermische

Belastung keinen Einfluß auf die Traglast des Abzweigs hat . Die Traglastgrenze stellt im In-

teraktionsdiagramm (siehe Bild 8 .16) eine Gerade parallel zu der Ordinate dar. Abszisse und

Ordinate sind auf den elastischen Druck Pel und auf die elastische Vergleichsspannung 0ö re-

sultierend aus der mechanischen bzw. thermischen Belastung zu Fließbeginn normiert.

Die strich punktierte Linie begrenzt den Einspielbereich für ein-parametrische Belastung . Der

Einspielfaktor ashake bezogen auf die elastische Lösung ist im gesamten Bereich näherungs-

weise 2 (1 .98 < ashake < 2) . Für proportionale Belastung verdoppelt sich der Lastbereich bei

elastischem Einspielen gegenüber dem rein elastischen Betriebsbereich . Dies begründet sich im

lokalen Versagen des Abzweigs in den Stutzenkanten durch LCF. Der Punkt des erstmaligen

Fliegens und der für das Versagen verantwortliche Punkt stimmen überein . Dies stimmt auch

mit der in Abschnitt 6 .2 hergeleiteten analytischen Lösung überein . In diesem Fall des lokalen

Versagens erhöhen sich die Einspiellasten für linear und nichtlinear kinematisch verfestigendes

Material nicht . Allgemein kann die Einspiellast durch kinematische Verfestigung (linear oder
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nichtlinear) nur dann gesteigert werden, wenn inkrementelles Versagen (Ratchetting) oder nicht

lokal beschränktes LCF vorliegt (siehe dazu auch [GW96] und [Zha9lD.

108

Elastische Grenze
Einspielgrenze
Einspielgrenze (prop .)
Traglastgrenze

Bild 8 .16: Interaktionsdiagramm des Rohrabzweigs

Die durchgezogene Linie begrenzt den Einspielbereich für zwei-parametrische Belastung. Der
Einspielfaktor liegt bezogen auf die elastische Lösung zwischen 1 .46 und 2. Die Dimension

des reduzierten Eigenspannungsraums variiert während der Iteration zwischen 3 und 6 . Das

betrachtete Optimierungsproblem hat 4 bis 7 Unbekannte und 2000 für ein-parametrische und

4000 Knotenspannungen für zwei-parametrisehe Belastung .
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8.5.5 Inkrementelle Rechnung

Aus einer inkrementellen Berechnung des Abzweigs unter Innendruck erhält man eine Druck-
Dehnungskurve (siehe Bild 8 .17). Es ist der aufgebrachte Druck P über der maximalen Ver-
gleichsdehnung e A im Stutzenpunkt A aufgetragen. Die x- und y-Achse sind jeweils auf die
elastische Vergleichsdehnung Ee im Punkt A und auf den elastischen Druck Pel normiert. Die
Bauteilfließkurve (Bild 8 .17) kann analog zur Werkstoffkurve (o-, 6-Diagramm) interpretiert

werden, wenn man die elastische Grenze mit der Anfangsfließspannung o und die Traglast
mit der Bruchspannung cu identifiziert . Nach Belastung bis Fließbeginn wird der Innendruck

Bild 8.17: Bauteilfließkurve berechnet für Punkt A des Abzweigs

bis auf den doppelten elastischen Innendruck gesteigert . Danach wird der Abzweig vollständig

ent- und wiederbelastet. Dieser Ent- und Belastungsteil verläuft parallel zur ursprünglichen

elastischen Gerade. Daraufhin wird die Struktur weiterbelastet . Die Ent- und Wiederbelastung

hat darauf keinen Einfluß, so daß der Kollapsdruck unabhängig von der Lastgeschichte ist . Die

nach der Entlastung verbleibenden plastischen Dehnungen korrespondieren mit den verbleiben-

den Eigenspannungen. Eigenspannungen, auch herstellungsbedingte, haben keinen Einfluß auf

die Traglast (siehe dazu auch die Experimente von MAIER-LEIBNITZ [ML28]) . Ganz entspre-

chend ist auch der Werkstoffwert vu, eindeutig bestimmt und unabhängig von der Lastgeschich-

te. Die Kraft beim Bruch einer Zugprobe ist ihre Traglast . Die Traglastanalyse liefert nicht die

Dehnungen bei Kollaps . Dehnungen und Verschiebungen hängen wie in Bild 8 .17 offensicht-

lich von der Lastgeschichte und von den Eigenspannungen ab . Selbst wenn alle Bedingungen

genau bekannt sind, sind diese kinematischen Größen mit zunehmend flacher verlaufender Bela-

stungskurve ungenauer bestimmbar. Auch diese Eigenschaften der Bruchdehnungen sind beim

Zugversuch analog. Die statischen Größen sind die technisch wichtigeren Kennwerte . Das gilt
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für den Werkstoffwert o,,, ebenso wie für den Bauteilkennwert alimit•

Die Spannungverteilungen während dieser inkrementellen Berechnung sind exemplarisch im

Anhang A.9 in Bild A.1 aufgezeigt . Die Indizes der Belastungen in Bild A .1 gehören zu den

jeweiligen Abschnitten in Bild 8 .17.

8.6 Japanisches Benchmark Problem für Druckbehälter

In Japan haben 16 Teams ein Benchmark Programm bezüglich Traglast mit unterschiedlichen

FBM-Programmen und Diskretisierungen durchgeführt (siehe [YAO97] und Tabelle A .2) . Das

untersuchte Modell ist aus einem Zylinder und einem gewölbten Boden mit kegeligem Zwi-

schenstück zusammengesetzt (für die Dimensionierung siehe Bild 8.18). Alle Teams unter-

suchten den Druckbehälter unter Innendruckbelastung bezüglich des Kollapsdrucks . In allen

Traglastuntersuchungen wurde elastisch ideal plastisches Materialverhalten vorausgesetzt . Im

Beispiel ist der Baustahl SFVQIA des Japanischen Industrie Standards (JIS) gewählt (entspricht

dem warmfesten Stahl20MnMoNi45 nach DIN) . Die Materialdaten sind nach dem MITI Code

für eine Temperatur von 300° C berechnet . Die Abmessungen und Materialdaten des Bench-

mark Beispiels sind in Tabelle 8 .1 zusammengefaßt . Statt der Fließspannung o wird der durch

den Faktor 2 abgeminderte Werkstoffwert Sm ti 0 .5uo verwendet.

Tabelle 8 .1 : Abmessungen und Materialdaten des Druckbehälters

Die elastische Analyse der japanischen Teams ergibt bei Fließbeginn den Druck von 8 .6 N/mm2
für 1 .5 . Sm = 276N/mm 2 . Die Traglastberechnungen der japanischen Teams wurden für
1 .5 • Sm mit Hilfe der Double Elastic Slope Method (DESM) für ideal plastisches Materialver-
halten durchgeführt (siehe dazu ASME Code, Sect . III, NB-3213 .25). Eine Liste der benutzen
FE-Programme und der wichtigsten Eigenschaften der FE-Modelle sind in Tabelle A .2 auf-
gezeigt. Es wurden 7 FE-Programme mit unterschiedlichen Modellen getestet . Dabei wurden
Modelle mit bis zu 2435 Knoten untersucht.

Zwischenstücklänge 1

Zylinderlänge

	

L

Bodeninnenradius Rb

Krempeninnenradius Rk

Zylinderinnenradius RZ
Wandstärke

	

s

E-Modul

Querkontraktion

	

v

Fließspannung

	

c o

658.2 mm

3000 mm

4500 mm

360 mm

3000 mm

225 mm

1 .75 • 10 5 N/mm2
0.3

370N/mm2

E
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Für die Traglastanalyse mit PERMAS-LISA wurde das Modell durch 208 rotationssymmetri-

sche 9-knotige Elemente (QUAX9) diskretisiert . Die elastische Analyse ergibt für die in Bild

8 .18 dargestellte Diskretisierung einen Fließdruck von 8 .5 .V/nrrrn' und stimmt damit gut mit

den Ergebnissen der japanischen Teams überein (siehe dazu auch das Bild der Spannungsschat-

tierungen in Bild 8 .18) . Der Fließdruck für den geschlossenen Zylinder be-

rechnet sich nach [Szah3] durch:

(rj) Abl

	

,ungen des FF-- g9cxlells

Bild 8 .18 : Abtue . ~.angen und vo :v MP .. at,

	

-isspannun :

	

VI dells

Der Traglastfaktor

	

für den Zylinder berechnet sich nach [ Sza60]

daß die analytische Traglast des Zylinders durch

der Traglastanal v o wurde eine Traglast von

weichung von 0 - von der Traglast des Zylinders . so daß die Krempe und der Behiiltenk

keinen nennenswerten Einfluß auf die Traglast haben.

Ein Vergleich der durch die japanischen Teams erhaltenen "Praglasten des Beh

Traglast nach Traglastanalyse ist in Anhang A .12 in Tabelle A .2 dargestellt . Die

Teams erhielten geringere Traglasten, da in der verwendeten Doubk

(DEW) die Deformationen beschränkt werden.

ist .

	

Ililfe

):rechnet . Dies bedeutet eine Ah-
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8.7 Ebene Scheibe mit Riß

8.7.1 Homogenes Material

Nach der Analyse der Scheibe mit kreisrundem Loch und den Erweiterungen der Untersuchun-

gen für Scheiben mit elliptischen Löchern wird abschließend für diesen Themenbereich die

Scheibe mit Riß als Grenzwert für elliptische Löcher untersucht . Aus Gründen der Symmetrie

genügt es, ein Viertel der Scheibe zu untersuchen . Die Viertel-Scheibe hat die aus den voran-

gegangenen Beispielen übliche Länge L, der Riß hat die Breite D . Es werden Scheiben mit den

Verhältnissen D/L = 0 .1, 0 .2, . . . , 0 .9 untersucht. Im homogenen Fall wird in jedem Punkt

der Struktur die gleiche Fließspannung vorausgesetzt . Die Modelle für die unterschiedlichen

Verhältnisse D/L haben den gleichen Aufbau (siehe Bild 8 .19(a)). Die Scheibe ist durch 270

8-knotigen Elemente (QUAM8) diskretisiert . Die verschiedenen Verhältnisse werden mit den
vorgegebenen Werten von D/L durch die jeweilig passenden Fesselungen in y-Richtung reali-
siert . Die Scheibe wird durch einachsigen Zug beansprucht (siehe Bild 8 .19(a)).

Da bei dieser Belastung im Rißgrund in der elastischen Lösung eine Spannungssingularität

auftritt, ist nur eine Traglastuntersuchung sinnvoll, da in der Einspieluntersuchung keine Lösung

existiert (siehe Bemerkung in [Zha9l] und das Beispiel einer Scheibe mit quadratischem Loch

und der fragwürdigen Einspieluntersuchung in [WGW88]).

(a) FR-Netz der Scheibe für D/L = 0 .5

	

(b) Vergleich der numerischen Traglast mit der ana-
lytischen für unterschiedliche D/L

Bild 8 .19 : Scheibe mit Riß für homogenes Material
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Die Ergebnisse für die Zugbelastung sind in Bild 8 .19(b) festgehalten . Dabei sind die numerisch
berechneten Traglasten über den Quotienten D/L aufgetragen . Zum Vergleich ist die normierte
analytische Traglast Piimit/co = 1 - D/L = (L - D)/L für den ebenen Spannungsfall nach
[Hod59] aufgetragen.

Die numerischen Ergebnissen stimmen gut mit den analytischen überein . Die Spannungssin-
gularität im Rißgrund wird durch die Finiten Elemente nicht exakt abgebildet, im Laufe der

Rechnung wird sie jedoch durch das überlagerte Eigenspannungsfeld abgebaut.

Das Verhältnis Plimit/ o = (L - D)/L kann folgendermaßen interpretiert werden . Plimit und

o'0 entsprechen jeweils der Traglast der gestörten und der ungestörten Scheibe . Beim Kollaps

der Scheiben unter einachsigem Zug fließt der gesamte kleinste Querschnitt (Ligament) . Dieser

ist jeweils L - D und L für die defekte und die perfekte Scheibe. Dies führt zu folgendem

Verhältnis der beiden Traglasten:

Traglast defekte Scheibe _ Plimit _ L - D

	

Ligament defekte Scheibe

Traglast perfekte Scheibe

	

o-o

	

L

	

Ligament perfekte Scheibe

Die Kollapslast der defekten Scheibe im ebenen Spannungszustand berechnet sich also aus dem

Verhältnis des Ligaments zum gesamten Querschnitt. Im ebenen Dehnungszustand verändert

sich das Verhältnis durch den konstanten Faktor 2/0- N 1 .1547 zu Piimitl o'o = 2//(L -

D)/L, da dort die z-Komponenten des Spannungstensors nicht verschwinden (siehe [Hod59]).

Die Testrechnungen zeigen, daß mit Hilfe eines relativ groben FE-Netzes, die Traglast schon

sehr genau berechnet werden kann . Da die Scheibe mit Riß im gesamten Ligament kollabiert

und nicht lokal um die Rißspitze, ist es nicht nötig zur Traglastberechnung die diskretisierte

Struktur lokal zu verfeinern. Allgemein haben die Testrechnungen gezeigt, daß bei nicht lo-

kal versagenden Strukturen auch die Traglastanalyse mit groben Netzen gute Näherungen der

analytischen Traglast liefern.

8.7.2 Inhomogenes Material

JOCH, AINSWORTH und HYDE bestimmen in [JAH93] Traglastlösungen für Scheiben mit Riß

in einer Schweißnaht mit Hilfe der J-Integralmethode . Die Scheibe wird durch einachsigen Zug

beansprucht. Die Schweißnaht wird vereinfachend durch eine vom Basismaterial abweichende

Fließspannung realisiert . oö und o sind jeweils die Fließspannung des Basismaterials und des

Schweißguts . Stimmen beide Werte überein, entsprechen die Ergebnisse der Traglastanalyse des

homogenen Materials.

Im Modell des inhomogenen Materials wird eine Schweißnaht der Breite h bei Scheibenlänge

L mit h/L = 0.3 durch eine veränderte Fließspannung simuliert (siehe [JAH93]) . Das Beispiel

ist als Benchmark im Brite-EuRam Projekt BE97-4547 FEM basedLimit and Shakedown Ana-



114	 VALIDIERUNG DER IMPLEMENTIERTEN METHODE AN BEISPIELEN

lysisfor Design and Integrity Assessment in European Industry, LISA aufgenommen. Das Netz

wurde von Electricite de France (EDF) in Paris erzeugt.

In [JAH93] wurde mit vorgegebenen Verschiebungen gerechnet und damit ein ebener Deh-

nungszustand simuliert . Der Kollapsmechanismus ist als gerade Gleitlinie durch das Schweiß-

gut und das Basismaterial in der analytischen Traglast idealisiert . Als Vergleichswert werden

alle Traglasten auf die Traglast der Scheibe aus dem Basismaterial mit PiBit/o-g = 2/0(1 -

D/L) normiert . In Bild 8 .20(b) werden die jeweils auf die Traglast des Basismaterials nor-

mierten Traglasten Plimit für den ebenen Dehnungszustand (EDZ) (2/0(1 - D/L)o- nach

[JAH93]) und den ebenen Spannungszustand (ESZ) ((1 - D/L)o-o) nach Traglastanalyse) ge-

genübergestellt. Der ebene Dehnungszustand wurde für die Traglastanalyse mit Hilfe von drei-

dimensionalen Elementen diskretisiert . Unter- und Oberseite der Struktur wurden gefesselt, um

die Dehnungen in z-Richtung zu verhindern.

h

1	 1	 1	 1	 1	 1	 T P

_~M/_~~/ _n1`~~~II~,~~ ~11~~
rniiiiiiuiiiiiiiii
J'r/lZ%J J7/.7%JJl %'/.~'r
fi '/J'/% % '//, '~i. ~f: ~ Y/Ji'%% '//. % % '/r.% % %
Yi.%/.li%%//•'//,%%%7/,"l //,%%%?,L'GSy
K%//.%%'//,%%!G~.~.GSy'~fsü%%%%%%
K~.~'.G.f~'%67%%%.(/.'//.%%%%%%'//.%
%"%//,'/'//.%%%%%//.%%Sl.~%ii%'~i'.%%

D

L

(a) FE-Netz der Scheibe mit

Schweißnaht für D/L = 0 .5

WB Puma
(EDZ) [JAH93]

Puma
(EDZ)

Puma
(ESZ)

0.5 0.615 0.668 0.496
0.75 0.848 0.897 0.741

1 .0 1 .0 1 .039 0.986
1 .25 1 .14 1 .155 1 .187

1 .5 1 .24 1 .263 1 .324

(b) Vergleich der Traglasten für EDZ und ESZ für

verschiedene Schweißmaterialien

Bild 8 .20: Scheibe mit Riß für inhomogenes Material

Für Werte a /cr < 1 stimmt im ebenen Spannungszustand der Wert Plimit/PlBi it gut mit

o-/cr überein . Im ebenen Spannungszustand versagt die Scheibe durch vollständige Plasti-
fizierung des Ligaments, so daß dann die Fließspannung des Ligaments die Kollapslast do-
miniert . Für größere Werte u ' /o-ä tritt eine Abweichung von diesem Schema auf. Da beim
Kollapsmechanismus auch Punkte des Basismaterials anfangen zu fließen, ist es möglich, daß

bei Vergrößerung des Wertes odas Versagen nicht in der Schweißnaht geschieht, sondern im
Basismaterial . Dadurch wird die Kollapslast nicht nur durch den Wert o-o bestimmt . Im ebenen
Dehnungszustand liegt die Gleitlinie sowohl in der Schweißnaht als auch im Basismaterial, so



VALIDIERUNG DER IMPLEMEN'IlERTEN METHODE AN BEISPIELEN

	

115

daß beide Werte ao und of Einfluß auf die Kollapslast haben (siehe [JAH93]).

In den Bildern A.4(a) bis A.4(d) im Anhang A .13 ist für das Verhältnis or/aö = 1 .5 für
verschiedene Belastungen die Fließgrenze durch Isolinien resultierend aus einer inkrementellen

Rechnung dargestellt. Die Ergebnisse für die Traglast der inkrementellen Rechnung stimmen

gut mit denen der Traglastanalyse überein . Man erkennt in Bild A .4(c) und A.4(d), daß die

Scheibe nicht im Ligament versagt, sondern daß eine plastische Zone existiert, die das Schweiß-

gut und das Basismaterial miteinander verbindet.

Im Gegensatz dazu sind in den Bildern A .5(a) bis A.5(d) die Fließgrenzen für verschiedene

Belastungen für das Verhältnis ao /o-o = 0.75 dargestellt. Die Scheibe versagt in diesem Fall

in der Schweißnaht, so daß dann nur ur die Traglast beeinflußt . Dies bedeutet, daß sich die

analytische Traglast für dieses Verhältnis durch die Traglast für die homogene Scheibe mit

Piimit = (L - D)/Lo- approximieren läßt.

8.8 Rohr mit innenliegendem Umfangsriß

Untersucht man die im vorherigen Kapitel untersuchte Scheibe mit Riß statt mit ebenen FE-

Modellen mit rotationssymmetrischen Elementen, so erhält man durch die gleiche Diskretisie-

rung ein Modell eines Rohres mit der Wandstärke L und einem innen- bzw. außenliegenden

Umfangsriß der Tiefe D . Der Innenradius R des Rohres ist dann noch variabel . Für einen In-

nenriß ist die Rißfläche 7r((R + D)2 - R2 ) und die Ligamentfläche ir((R + L) 2 - (R + D) 2 ).

Untersucht man dieses Rohr unter Zugbelastung, so entspricht dies im ebenen Fall der ein-

achsigen Zugbelastung. Für homogenes Material mit der Fließspannung o-o berechnet sich die

Traglast der ebene Scheibe mit Riß im ebenen Spannungszustand durch Plimit = (L - D)/L7-o.

H

R

Bild 8 .21
: FE-Netz mit Vermaßung und Dimensionierung des Rohres mit Innenriß
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Die analytische Traglast Plmit des Rohres mit Innenriß unter Zugbelastung berechnet sich ana-

log über die Verhältnisse der Rißfläche zur Gesamtfläche und die Traglast des perfekten Rohres

Piimit • Es gilt:

Traglast defektes Rohr

	

Plmit (R + L)2 - (R + D)2 Ligamentfläche_
Traglast perfektes Rohr

	

Ptimit (R + L)2 - R2 Rohrfläche

Die Traglast des ungerissenen Rohres Pcimit unter Zugbelastung ist gleich der Fließspannung

Piimit = oo aus dem einachsigen Zugversuch . Durch den Riß auf der Innenfläche weicht

das Spannungsverhalten jedoch vom dem des einachsigen Zugversuchs ab. Bei dem einfachen

Flächenvergleich ist noch nicht benutzt worden, daß die Flächen Querschnitte eines Rohres sind.

Es treten sowohl Umfangsspannungen o- t als auch Radialspannungen Q,. auf. Daher muß ana-

log zum ebenen Dehnungszustand die Traglast des ungestörten Rohrs durch den Faktor 0/2

abgeschwächt werden [Hi150], [Mi188] . Man erhält mit den vorherigen Gleichungen:

Pimit = -	
2 (R

(R +2 L) 2(R RD)2

Diese Formel kann direkt aus den Ergebnisse des vorherigen Abschnitts gefolgert werden . Die

Traglast einer Scheibe mit Riß ist mit den entsprechenden Bezeichnungen nach dem vorherigen

Abschnitt 2/ 0(L - DV La° . Multipliziert man dies mit dem Verhältnis der Mittelumfänge

des ungestörten Rohrs 2r (R + L/2) und des Ligaments 27r(R + (L + D)/2), so erhält man:

R

	

2 L-D R-}-(L+D) /2
limit -

0 L R -I- L/2

	

c0

Untersucht man ein dünnes langes Rohr mit dem Verhältnis L/R = 0 .1 unter Zugbelastung, so

erhält man eine untere Schranke für die Kollapslast des gerissenen Rohres Ptmit mit D/L =
0 .25 (siehe Bild 8 .21) durch Pam it 0 .8763o-o . Die Traglastanalyse mittels eines FE-Modells
aus 282 Elementen (QUAX4) (siehe dazu Bild 8 .21) liefert für den Kollapszug den Wert 0.8815a•o.

Zusätzlich wurden für dieses Modell noch weitere Lastfälle untersucht . Das Rohr wird durch
Innendruck belastet und durch unterschiedliche Randbedingungen, d .h. durch Aufbringung von
Schnittkräften auf den Stirnflächen des Rohres, wurden die Fälle des unendlichen offenen und

geschlossenen Rohrs idealisiert. Bei Innendruck werden innenliegende Rißflächen durch Druck
belastet im Unterschied zur Zugbelastung. Zusätzlich wurden die Belastungsarten Innendruck
und Zugbelastung mit verschiedenen Proportionalitätsfaktoren superponiert . Durch die einpara-
metrische Belastung erhält man dann eine Traglastgrenze. In Bild 8 .22 ist diese Grenze für die
jeweils auf die Fließspannung normierte Belastung aufgetragen . Die unterschiedlichen Ideali-
sierungen unterscheiden sich kaum . Unter reiner Zugbelastung resultiert aus dem Umfangsriß
eine ca. 12 %-ige Verringerung der Traglast gegenüber dem ungerissenen Rohr.
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Bild 8 .22: Traglastdiagramm des Rohres mit Innenriß

8.9 Probabilistische Analyse einer Lochscheibe

Die Zuverlässigkeit für plastisches Strukturverhalten kann analytisch berechnet werden, wenn

die Traglast bekannt ist und die Basisvariablen normalverteilt sind (siehe Abschnitt 7) . Die

Traglast Plimit der Lochscheibe mit D/L = 0 .2 (siehe Bild 8 .1(a)) unter einachsiger Belastung

ist bekannt und es gilt Plimit = (1 - D/L)aro = 0.8ao. Bei den Testrechnungen zum in Ab-

schnitt 7 (siehe auch [HS98]) vorgestellten Algorithmus zur Berechnung der Zuverlässigkeit

mittels der in PERMAS implementierten Traglastanalyse wurde davon ausgegangen, daß die

Fließspannung durch die Basisvariable X abgebildet werden kann . Daraus folgt, daß die Trag-

last P limit der Lochscheibe linear von der Realisation cro der Fließspannung abhängig ist. Die

Fließspannung sei normalverteilt mit dem Mittelwert µx und der Varianz crx

Die zweite Basisvariable Y ist die Größe der einachsig aufgebrachten Linienlast P . Dabei wird

davon ausgegangen, daß die Richtung der Belastung konstant bleibt, so daß die Belastung durch

eine eindimensionale Basisvariable abgebildet wird . Diese sei ebenfalls normalverteilt mit dem

Mittelwert und der Varianz cry.

Die analytische Zuverlässigkeit berechnet sich nach Gleichung (7 .29) durch (- 19) mit

_ (1 - Dl L)µy

	

0 .8µy --µx	 (für das Beispiel D/L = 0.2) .

	

(8 .22)
-

	

2 2

	

~T +0 .64oy

In PERMAS wurde die in Abschnitt 7 .7 vorgestellte spezielle Traglastanalyse implementiert.
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Die Implementation nutzt die analytische Berechnung der Sensitivitäten über die LAGRAN-

GEmultiplikatoren der deterministischen Traglastanalyse. Dadurch kann mittels FORM der De-

signpunkt und damit die Zuverlässigkeit der Lochscheibe gegenüber Kollaps berechnet werden.

Zur Berechnung mit Hilfe von FORM wurden Teile des FORM-Codes aus [Sta95] bzw. [Sta94]

benutzt.

In Bild 8 .23 und Tabelle 8 .2 sind die Ergebnisse der implementierten Zuverlässigkeitsanalyse

verglichen mit der analytischen Lösung nach Gleichung (7 .29) aufgetragen . Die Ergebnisse in

Bild 8.23 sind normiert auf den Mittelwerte µx. Es ist jeweils eine 10%-prozentige Standard-

abweichung gewählt, d.h . o-x = 0 .1px und Qy = 0.1µy . Die Ergebnisse für weitere Werte der

Streuung sind in Anhang A .14 dargestellt.

Die numerischen Ergebnisse korrespondieren sehr gut mit den analytischen Ergebnissen . Die

größten Abweichungen von den exakten Werten liegen im Bereich großer Versagenswahr-

scheinlichkeiten. Für = 0 .8µx liegen die numerisch berechnet Versagenswahrscheinlichkeit

10 % über der analytischen . Die entspricht jedoch dem Fall, in dem der Mittelwert der Bela-

stung genau der deterministischen Traglast entspricht, so daß Pf = 0.5 gilt. Für die Auslegung

sind wesentlich geringere Versagenswahrscheinlichkeiten interessant . So entnimmt man Tabel-

le 8 .2, daß die Abweichung für Versagenswahrscheinlichkeiten Pf < 10 -5 geringer als eine

Größenordnung ist . Eine größere Genauigkeit kann nach [Sta94] aus verschiedenen Gründen

nicht erwartet werden.

Bei der Einspielanalyse wird folgender Lastbereich untersucht [HS99]:

0

	

p

	

aApo,

	

0<A <l.

Der maximale Wert po ist die Zufallsvariable . Die Ergebnisse der FORM-Analyse werden mit

den analytischen Abschätzungen für die elastischen Spannungen in Tabelle 8 .2 verglichen.

Aufgrund des lokalen Versagens der Scheibe, ist der Einspielfaktor gleich 2 . Deshalb läßt sich
die Einspiellast aus der Fließlast p i = 0.2949o ry berechen zu 0 .5897uy. Die implementierte

probabilistische Einspielanalyse liefert sehr gute Ergebnisse, da der Einspielfaktor in 3 bis 5

Schritten exakt erreicht wird.

Es ist zu beachteten, daß die mittels der in PERMAS implementierten Traglastanalyse berech-
nete Traglast ca . 1 bis 2 % unterhalb der analytischen Traglast liegt, so daß in den Vergleichen
in Bild 8 .23 und Tabelle 8 .2 die Abweichungen aus der numerischen Traglastanalyse und der
FORM-Rechnung beinhaltet sind . In Tabelle 8 .2 sind die numerisch und analytisch berechneten
Versagenswahrscheinlichkeiten aufgetragen. Zusätzlich wurde nach Formel (7 .29) analytisch
der 0-Wert berechnet, mit einer um 2 % abgeminderten Traglast . Die daraus analytisch berech-
neten Werte Pf (analytisch-2%) liegen sehr nahe an den numerisch berechneten Werten (siehe
Tabelle 8 .2) . Daraus ersieht man, daß der größte Anteil des numerischen Fehlers gegenüber

der analytischen Lösung in der deterministischen Traglastberechnung gemacht wird . Der aus

(8.23)
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Bild 8 .23 : Graphische Darstellung der Ergebnisse für vx = 0.1px , Qy = 0.1py

	 Shakedown (analyt.)
- Targlast (analyt .)

• Shakedown (numer.)
• Traglast (numer .)

0 .0

Traglast

grips Pf (num.) Pf (anal .)

1 .718E-13

2.426E-09

3.872E-06

7.364E-04

2.275E-02

1 .734E-01

5.000E-01

7.969E-01

9.408E-01

9.863E-01

9.972E-01

9.995E-01

9.999E-01

Einspiel-Analyse

	

0 .2

	

2 .643E-13

	

0 .3

	

3 .843E-09

	

0.4

	

6.112E-06

	

0 .5

	

1 .093E-03

	

0 .6

	

3 .049E-02

	

0.7

	

2 .067E-01

	

0 .8

	

5 .550E-01

	

0 .9

	

8 .305E-01

	

1 .0

	

9 .544E-01

	

1 .1

	

9 .900E-01

	

1 .2

	

9 .981E-01

	

1 .3

	

9 .996E-01

	

1 .4

	

9 .999E-01

Pf (anal .-2%)

2.640E-13

4.063E-09

6.416E-06

1 .128E-03

3.118E-02

2.112E-01

5.567E-01

8 .344E-01

9.554E-01

9.903E-01

9.981E-01

9.996E-01

9.999E-01

	pr/,us	 Pf (num.)

	

0 .2

	

1 .943E-10

	

0 .3

	

5 .964E-06

	

0.4

	

3 .877E-03

0.5 1 .227E-01

0.55 3.108E-01

0.59 5.000E-01

	

0 .6

	

5 .485E-01

0.65 7.538E-01

	

0.7

	

8 .858E-01

	

0 .8

	

9.828E-01

	

0 .9

	

9 .980E-01

	

1 .0

	

9 .997E-01

	

1 .1

	

9 .999E-01

Pf (anal .)

1 .943E-10

5.963E-06

3 .877E-03

1 .229E-01

3.111E-01

5 .000E-01

5.485E-01

7.538E-01

8.858E-01

9.828E-01

9.980E-01

9.997E-01

9.999E-01

Tabelle 8 .2: Tabellarische Darstellung der Ergebnisse für ox = O.1, uy = 0.1µy
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der FORM Rechnung gegenüber der analytischen Rechnung resultierende Fehler ist dagegen

vernachlässigbar.

Bei den Berechnungen wurde der Startwert der FORM-Rechnung jeweils 10 % unter den Mit-

telwerten gewählt, eine Strategie die nicht für alle Werte Qx, lµx und O'yµy optimal ist . Trotzdem

wurde diese einfache Strategie der Startwertwahl beibehalten, um ein allgemeines Verfahren zu

erhalten.

Vergleiche des implementierten Verfahrens mit der in PERMAS-RA implementierten Zuverläs-

sigkeitsanalyse wurden nicht durchgeführt . In PERMAS-RA ist eine Zuverlässigkeitsanalyse

der plastischen Struktursicherheit nur mit Hilfe einer Monte-Carlo-Simulation mit eventuellem

Importance Sampling möglich. Jedoch ist es nicht möglich, eine vergleichbare Grenzzustands-

funktion mit Hilfe der indirekten Einspielanalyse aufzustellen, da mit PERMAS nur festgestellt

werden kann, ob die Struktur unter einer vorgegeben Lastgeschichte einspielt oder nicht . Wei-

ter ist keine direkte Traglastdefinition vorhanden. Auch bei einer vorgegebenen Lastgeschichte

muß nach endlich vielen Lastzyklen abgebrochen werden . Für den Abbruch sind jedoch nur

heuristische Kriterien (z .B. Abbruch nach 10 - 100 Zyklen) möglich . Diese Verfahren entspre-

chen jedoch nicht der direkten Berechnung der Einspielgrenze mit der Einspielanalyse, so daß

keine sinnvolle Vergleichsrechnung möglich scheint.

8.10 Zusammenfassende Bewertung der Beispielrechnungen

Anhand der durchgeführten Rechnungen zeigt sich, daß die in PERMAS IV implementierte

Traglast- und Einspielanalyse in der Lage ist, für zwei- und dreidimensionale Strukturen die
Trag- und Einspiellasten zu berechnen.

Für alle Beispiele beträgt der Rechenzeitaufwand für die Erzeugung der Basisvektoren und
damit der Eigenspannungsunterräume ca . 90% der gesamten Rechenzeit . Nur 10 % der Re-
chenzeit wird während der Optimierung in den Unterräumen verbraucht . Für die Verkürzung
der Rechenzeit der Optimierung wurde deshalb nur geringer Aufwand betrieben . Verschiede-
ne Aufdatierungsverfahren des SQP-Algorithmus' wurden untersucht, es konnten jedoch nur

geringe Unterschiede im Konvergenzverhalten festgestellt werden, so daß ein üblicher BFGS-
Update benutzt wird (siehe Bild A .3).

Der implementierte SQP-Algorithmus konvergiert stabil gegen das Optimum. Die Konvergenz
des SQP-Algorithmus konnte durch eine Skalierung der Eigenspannungsbasen verbessert wer-
den (siehe Bemerkung in Abschnitt 5) . Durch die Skalierung kann erreicht werden, daß die im
SQP-Algorithmus auftretenden Matrizen besser konditioniert sind und damit die Lösung der
Gleichungssysteme schneller und stabiler wird.

Ein weiterer Vorteil der Skalierung ist, daß dadurch die constraint qualifications im Rahmen
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der Rechengenauigkeit besser erfüllt sind. Andernfalls ist in einzelnen Beispielen das Optimie-
rungsverfahren abgebrochen, da singuläre Matrizen resultierend aus linear abhängigen Neben-

bedingungen aufgetreten sind . Diese linear abhängigen Nebenbedingungen können aus unter-
schiedlichen Gründen auftreten.

Eine Möglichkeit ist, daß linear abhängige Basisvektoren während der Gleichgewichtsiteration

erzeugt wurden. Dies ist meist durch eine veränderte Wahl der Lastinkremente zu vermeiden.

Speziell bei zu großen Lastinkrementen kann dieses Verhalten vereinzelt auftreten, da eventuell
die Trag- bzw. Einspiellast überschritten wird.

Weiter kann die Verletzung der constraint qualifications aus linear abhängigen Spannungen in

den GAusspunkten resultieren . Dieser Fall ist nur bei rotationssymmetrischen Elementen auf-

getreten, da dort, z.B. beim Modell des unendlichen Rohres, in den GAusspunkten mit der

gleichen Radialkomponente identische Spannungen vorliegen . Da diese Punkte im Sinne der

Optimierungstheorie identisch sind, kann dieses Verhalten durch die Wahl eines repräsentati-

ven Punktes und dessen Spannungen behoben werden. Ansonsten sind in den Beispielen die

constraint qualifications erfüllt.

Aufgrund des hohen Anteils der Basiserzeugung bei der Rechenzeit wurden Studien über den

Einfluß der wichtigsten Parameter der Basiserzeugung durchgeführt . Dies sind die Dimensi-

on des Unterraums und die Größe des Lastinkrements . Am Beispiel der Lochscheibe wur-

de eine einfache Strategie entwickelt, welche die Dimension der Eigenspannungsunterräume

erhöht, während die Größe des Lastinkrements verringert wird . Bei der iterativen Bestimmung

der Eigenspannungsunterräume wurde bei 3 Basisvektoren begonnen und dann die Anzahl der

Basisvektoren in weiteren Schritten auf bis zu 6 erhöht. Die Wahl einer höheren Anzahl von

Basisvektoren zu Beginn hat sich nicht als günstig erwiesen . Dadurch konnte im Beispiel der

Lochscheibe ein dafür optimales Verfahren gewählt werden, welches nach drei Schritten der

Basisreduktion die Traglast auf 5 % genau bestimmt hat. Nach 10 Schritten liegt der relative

Fehler unterhalb 2%.

Diese Strategie wurde für alle Beispiel gewählt, um eine einheitliche Verfeinerungsstrategie zu

verfolgen, statt für jedes Beispiel eine spezielle Strategie zu entwickeln . Dadurch ist es möglich,

daß für einzelne Beispiele die Rechenzeiten ungünstiger ausfallen, als bei einer speziell an das

Beispiel angepaßten Strategie. Trotzdem beträgt die Rechenzeit der implementierten Traglast-

analyse in allen Fällen im Vergleich ca . 10 bis 20% der inkrementellen Vergleichsrechnung . Bei

allen Beispielen konnte die Traglast in höchstens 10 Schritten der Basisreduktion mit einem

relativen Fehler von unter 5 % erreicht werden.

Die Einspiellast für einparametrische Belastung mittels der implementierten Einspielanaly-

se konnte in allen Beispiele schneller als die entsprechende Traglast berechnet werden
. Ein

Rechenzeit- bzw. Genauigkeitsvergleich mit inkrementellen Berechnungen ist nicht möglich,

da die Grenzlast mit der indirekten Methode nicht bestimmt werden kann
. Es ist nur möglich,
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für eine bestimmte Lastgeschichte zu entscheiden, ob die Struktur einspielt oder nicht.

Bei der direkten Traglast- sowie bei der Einspielanalyse erhält man nur geringe Informationen

über den genauen Kollapsmechanismus . Während der Optimierung ist es möglich, die aktiven

Restriktionen (diese entsprechen den fließenden GAUSspunkten) zu verfolgen, um damit Infor-

mation über die plastischen Zonen zu erhalten. Das sich einstellende Eigenspannungsfeld ist

jedoch aufgrund des Verfahrens nicht bestimmbar.

Um Spannungsverteilungen zu erhalten, und um die Ergebnisse der Traglastanalyse zu über-

prüfen, wurden inkrementelle Vergleichsrechnungen mittels der plastischen Version von PER-

MAS durchgeführt . In allen Beispielen konnte eine gute Übereinstimmung zwischen den Ergeb-

nissen der Traglastanalyse und denen des inkrementellen Verfahrens erzielt werden . Der mittels

der inkrementellen Berechnung erhaltene Versagensmechanismus stimmte in allen Beispielen

mit den Ergebnissen der Traglastanalyse überein. Die Rechenzeiten der direkten Traglastanaly-

se lagen jedoch um den Faktor 5-10 unter denen der inkrementellen Analyse . Der Rechenzeit-

gewinn ist bei der Einspielanalyse noch deutlich höher, da bei einer inkrementellen Berechnung

jede Lastgeschichte untersucht werden muß . Bei ein-parametrischer Belastung liegt die Re-

chenzeit einer direkten Einspielanalyse in der Größenordnung einer elastischen Berechnung.

Durch die, gegenüber der inkrementellen Berechnung, stark verkürzte Rechenzeit ist es möglich

die direkte Grenzlastanalyse als eigenständiges Berechnungspaket zu nutzen : Dadurch konnte

die Zuverlässigkeitsanalyse auf plastisches Strukturverhalten erweitert und implementiert wer-
den. Erst mit diesem Verfahren ist es möglich die so erweiterte Zuverlässigkeitsanalyse mit
vertretbarem Aufwand durchzuführen . Vergleichsrechnungen des direkten Verfahrens mit indi-

rekten Verfahren mittels Monte-Carlo-Simulation wurden nicht durchgeführt, da aus den in Ab-

schnitt 3 dargelegten Gründen keine vergleichbare Grenzzustandsfunktion für die inkrementelle

Einspielanalyse definierbar ist . Eine weitere Möglichkeit zur Nutzung der rechenzeitgünstigen

direkten Grenzlastanalyse liegt in der Strukturoptimierung unter Einbeziehung des plastischen
Strukturverhaltens . Auch diese Erweiterung ist nur mit direkten Verfahren mit vertretbarem
Aufwand möglich.

Zusätzlich wurden für die ebenen und rotationssymmetrischen Beispiele unterschiedliche FE-
Netze untersucht . Bei der Einspielanalyse von lokal versagenden Strukturen (z .B . Lochscheibe)
konnte festgestellt werden, daß der Einspielfaktor bei allen FE-Netzen exakt berechnet wer-
den konnte. Die Berechnung der elastischen Spannungen zu Fließbeginn, hängt jedoch stark

von der Verfeinerung ab, so daß es sich als günstig erwies, das Netz an Punkten mit Span-
nungüberhöhungen lokal zu verfeinern . Für die Beispiele mit Defekten (z .B . Scheibe mit Riß)
kann die Traglast auch mit groben Netzen genau berechnet werden, da hier die Struktur nicht
lokal sondern im gesamten Ligament versagt . Aus diesen Beobachtungen schließt man, daß ei-

ne FE-Verfeinerung nur dann die Genauigkeit der Einspielanalyse deutlich erhöht, wenn mit
lokalem Versagen gerechnet werden muß .



9 Zusammenfassung und Ausblick

Die theoretische und numerische Untersuchung der Sicherheit und Zuverlässigkeit allgemeiner

Strukturen mit Hilfe der Traglast- und Einpielanalyse bildet den Schwerpunkt dieser Arbeit.
Bei der allgemein üblichen Auslegung einer Komponente nach Regelwerk (z.B. ASME, KTA)
ist es möglich, daß die Auslegung zu konservativ ist . Da komplexe Komponenten in der Regel
mit Hilfe vereinfachter Näherungen beurteilt werden, ist der Rechenaufwand zur Sicherheits-
bestimmung gering. Um eine möglicherweise höhere Nennbelastung zu erreichen, muß eine
genauere Festigkeitsuntersuchung durchgeführt werden.

Die inkrementelle Berechung ist ein verfeinertes Verfahren der Festigkeitsbestimmung für all-
gemeine Strukturen. Sie bedeutet aber gegenüber der Auslegung nach Regelwerk eine erhebli-
che Steigerung des Aufwands . Trotzdem kann die Sicherheit gegen zyklisches Versagen nicht
direkt bestimmt werden. Die bisher hohen Rechenzeiten der inkrementellen Festigkeitsrech-
nungen werden durch die Berechnung der Festigkeit nach den Konzepten der Traglast- und

Einspielanalyse erheblich reduziert.

Die direkte Traglast- und Einspielanalyse ist eine anerkannte Methode, die Sicherheit einer
Struktur zu bewerten . Bisher konnten nur vereinfachte Strukturen mit Hilfe der direkten Grenz-

lastanalyse und der FEM untersucht werden . Deshalb wurde in dieser Arbeit die Entwicklung

und erstmals eine Implementation der nichtlinearen Traglast- und Einspielanalyse in ein all-
gemeines FEM-Programm (PERMAS) für drei-dimensionale Strukturen durchgeführt . Damit

kann eine genauere Festigkeitsberechnung gegenüber der Auslegung nach Regelwerk erfolgen.
Ferner ist die neu implementierte Traglastanalyse um den Faktor 5- 10 und die Einspielanalyse
um mehrere Größenordnungen schneller als die bisher verwendet inkrementelle Berechnung

der Sicherheit.

Da für Strukturen unter zyklischer Belastung nur vereinzelt analytische und experimentelle
Lösungen bekannt sind, wurden analytische Lösungen für spezielle Probleme aus ideal pla-

stischem und verfestigendem Material neu hergeleitet . Diese analytischen Lösungen sind von

Nutzen bei der Beurteilung der Sicherheit spezieller Komponenten unter zyklischer mechani-

scher und thermischer Belastung . Beispielsweise ist die Einspiellast einer lokal versagenden

Komponente unter einparametrischer Belastung (z .B. Rohrabzweig unter zyklierendem Innen-

druck) doppelt so groß wie die Belastung zu Fließbeginn, unabhängig von der genauen Wahl

des Stoffgesetzes.

Die neue Implementation der allgemeinen Traglast- und Einspielanalyse in PERMAS wurde
mit Hilfe neu entwickelter, aus dem Regelwerk und aus der Literatur bekannter Lösungen ver-

glichen . Dazu wurden zahlreiche FEM-Modelle erstellt . Die mit der direkten Grenzlastanalyse

berechneten Ergebnisse stimmen gut bis sehr gut (relativer Fehler unter 1%) mit den bekannten

Lösungen überein.

Der Rechenzeitvergleich zwischen der inkrementellen Festigkeitsanalys e und der Festigkeits-

analyse mittels Traglastanalyse ergab eine Rech enzeitreduzierung um bis zu 90 %, so daß die
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plastische Analyse nur um den Faktor 5 bis 10 höher liegt als die elastische Berechnung . Ein

Rechenzeitvergleich zwischen einer inkrementellen zyklischen Festigkeitsrechnung und einer
Festigkeitsrechnung mittels der implementierten Einspielanalyse ist nicht möglich, da eine in-

krementelle Berechnung nicht in der Lage ist, die Einspielgrenze zu bestimmen . Es kann bei

dem inkrementellen Verfahren nur entschieden werden, ob eine Lastgeschichte zum Einspielen
der Struktur führt oder nicht . Das Beispiel eines Rohrabzweigs zeigt, daß die Rechenzeit zur

Bestimmung der Einspielgrenze geringer sein kann, als bei der Bestimmung der Traglastgrenze.

Der neu implementierte Algorithmus zur Berechnung der Zuverlässigkeit einer Komponen-
te nutzt die rechenzeitgünstigen Ansätze der Grenzlastanalyse und der First Order Reliabili-

ty Method (FORM). Zur Entwicklung des Algorithmus' konnten neue Konzepte zur Integrie-
rung der Grenzlastanalyse in FORM hergeleitet werden. Insbesondere wurde die Lücke in der

Berechnung der für FORM notwendigen Sensitivitäten geschlossen . Die Beurteilung der Zu-
verlässigkeit einer Lochscheibe mit probabilistischen Werkstoffwerten und Belastungen zeigte
gute Übereinstimmung mit der analytisch hergeleiteten Versagenswahrscheinlichkeit.

Teile dieser Arbeit sind in das von der Europäischen Kommission geförderte Brite-EuRam Pro-
jekt BE97-4547 ,LISA- FEM based Limit and Shakedown Analysis for Design and Integrity
Assessment in European Industry " eingebunden . Ziel dieses Projekts ist die Entwicklung, Er-
probung und Anwendung von FEM basierten Verfahren zur Berechnung unterer und oberer
Schranken für sichere Belastungen und deren Zuverlässigkeit komplexer Strukturen.

Ausgehend von den Erfahrungen, die in dieser Arbeit bezüglich der genaueren und schnelleren
Festigkeitsberechnung mittels Traglast- und Einspielanalysen erarbeitet wurden, ist der Einsatz
der allgemeine Grenzlastanalyse mit Hilfe von PERMAS positiv zu bewerten.

Die in dieser Arbeit entwickelten Konzepte der Zuverlässigkeitsanalyse unter Berücksichtigung
des plastischen Strukturverhaltens sind eine vielversprechende Weiterentwicklung der bisheri-
gen elastischen Konzepte der Zuverlässigkeitsanalyse.

Zunächst sollten folgende Erweiterungen der Arbeit durchgeführt werden:

- Erweiterung auf korrelierte und stochastisch abhängige Basisvariablen

- Durchführung einer Monte Carlo Simulation mit Importance Sampling zur Validierung der
Versagenswahrscheinlichkeiten

- Weitere Parameterstudien beim Basisreduktionsverfahren

Allgemein empfehlen sich folgende Erweiterungen

- Durchführung geeigneter Experimente zur Bestimmung der Einspielgrenze
- Weiterentwicklung der Grenzlastanalyse für komplexe Stoffgesetze
- Einbeziehung komplexer Belastungen, z .B . dynamische (z .B. Temperaturfront), kurzeitige

(z.B. Stöße), plötzliche (z .B. Thermoschocks) Belastungen
- Untersuchung für geometrisch nichtlineare Verformungen
- Weiterentwicklung der Grenzlastanalyse für Material mit Schädigung
- Einbeziehung bruchmechanischer Konzepte
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A Anhang

A.1 Herleitung des Arbeitsprinzip
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A.2 PERMAS-Notation

Symbol Bezeichnung PERMAS-Buch
a Dehnungsverschiebungsmatrix ELDA
a Elementinzidenzmatrix SA

elastische Materialsteifigkeitsmatrix ELDA
K Struktursteifigkeitsmatrix BKTR

Apo plastisches Dehnungsinkrement ETPD
Jpo Elementanfangslastinkrement BJD
Rol Anfangslastinkrement BRLD

Rto Gesamtlastinkrement BLTD
rA Verschiebungsinkrement SRLD

PA Elementverschiebungsinkrement SRHO

a to fiktives Spannungsinkrement SGTD

aro aktuelles Spannungsinkrement SGTD

a r tatsächliche Spannung SG

a o Anfangsspannung SIG

Tabelle A.1 : PERMAS-Notation und Buch-Verzeichnis (entwickelt aus [PER88])

f :dS2

au" dSt
ax i
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A.3 Beweis des Lemmas über den Lastanstieg

Zum Beweis sei das zu beweisende Lemma nochmals notiert (siehe Abschnitt 4 .3):

Lemma 1.1

Das Problem 4.18 besitzt genau dann eine Lösung (i i , u k ) mit O~k > 0, wenn entwe-

der

• bi'k < 0 vi E Ak-1

b2'k > 0 v i E ,Ak-1 erfüllt ist.

Beweis:

Es wird eine Funktion Ti definiert durch

u ) = ,1n (A77a•E + Q'k-1 + ub'k) - o-Ö

(Or~~E + 0•2 -1 + ub'k )Q(oi7crE + o-k-1 + ubi' k ) - ao . (A.2)

Die Fließbedingung im i-ten GAUSSpunkt ist dann i i (Aii, u) < 0, wobei 41, die v. MISES
Fließfunktion ist . Die Matrix Q ist für dreidimensionale Probleme positiv semidefinit (sie-
he Abschnitt 2 .3), so daß die Menge yi = {(Ar? , u) T i (Arl, u) < 0} in der Arl-u-Ebene
konvex ist . Untersucht man die Menge 13h der Spannungen ungleich des hydrostatischen
Drucks mit

Bh= 13d\{a•EBd=Uy=O',z und Uxy = Qxz = O•y,z=0},

so ist die quadratische Form auf 13 h, positiv definit.

Ziel ist es, die Menge Zi = gin{(Or7, u) > 0} zu untersuchen, da ein Punkt (An, u) E
2i ein zulässiger Punkt des Problems (4 .18) ist . In denjenigen Randpunkten von yi, in
denen das Material fließt, gilt mit der Definition (a• 1

,
a• 2 ) = a•i Qa•2 (siehe [Zha9l])

die Gleichung

T i( Ar7, u) = (Orla•E + a'k-1 + ubi 'k)Q( Or1 a•E + 01-1 + ub'k ) - Qo

= Orl2~(a'E) + u2I)(b,l 'k ) + 2An -'6 (crE, a•k-1 ) +

-}-2u01]l.(a•E, bi 'k ) + 2u.5(a•k-1, b i 'k )
= aAr7 2 + bu2 + 2cu,6,97 + dOr~ + eu = 0,

	

(A.3)
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e = 24(a' -1 , b2'k)
= 013.

b1' k .
aT d ~_1 z

	

(A.4)

Da Q positiv semidefinit ist, folgt a > 0 und b > 0. Es werden nur GAusspunkte betrach-
tet, die bei einer weiteren Belastung weiterfließen, so daß aus der Konsistenzbedingung
aus Abschnitt 3 d _> 0 folgt . Die Fließbedingung ist eine Gleichung zweiten Grades, so
daß aus der Theorie der Kegelschnitte (siehe [BK8 1]) die Charakterisierung für die Kurve
W (Ar7, u) = 0 folgt:

< 0

	

: Ellipse
c2 -ab = 0

	

: Parabel
> 0

	

: Hyperbel

Es ist zu beachten, daß für u = 0 bzw. bi'k = 0 immer Arg = 0 gilt, da dann das Maximum
des vorherigen Schritts erreicht ist . Da nur Spannungsfelder ungleich dem hydrostatischen
Druck untersucht werden, kann mit den Normeigenschaften von ,/Co') und 0
angenommen werden, daß a, b > 0 gilt (siehe Abschnitt 2 .3).

Da Q symmetrisch ist, gilt Q = QTQ (siehe Abschnitt 2), so daß gilt

((o.1, o.2))2 = ( o1Qa,2) 2
= (o 1QT Q12)

2
= ((Q .1)T(Qo.2))2

IIQaIII2II4o2II2 = (QQ1 )T
(QuIA0.2)TA0. 2)

cr (4T Qcr1(r2 QTQcr2 = Q'1 Qu1 r2 Q r 2 = Co'1)I(c'2),(A.5)

wobei I I ' I I die euklidische Norm ist und die SCHWARZSChe Ungleichung eingesetzt ist.
Das Gleichheitszeichen tritt nur auf, falls Qcr 1 und Qcr 2 linear abhängig sind . Andernfalls
folgt mit a' 1 = of und a'2 = b?" die Ungleichung c2 - ab < 0 und die Randpunkte von

gZ bilden nach der Charakterisierung in der Arg-uEbene eine Ellipse. Daraus folgt, daß

die Randpunkte von gZ immer entweder eine Parabel oder eine Ellipse bilden, so daß keine

Hyperbel auftreten kann.

Aus c2 - ab < 0 schließt man, daß die Schnittpunkte der Ellipse (bzw . der Parabel) mit der

u-Achse durch die Lösungen der Gleichung bu2+eu = 0 gegeben sind. Die Lösungen von

A 77 (aA7-7 + d) = 0 sind die Schnittpunkte der Ellipse (bzw. Parabel) mit der A77Achse.

Die Schnittpunkte der Kurve mit der u-Achse fallen zusammen, falls e = 0 gilt. Da a

und d nichtnegativ sind, liegt die gesamte Ellipse (bzw . Parabel) im dritten und vierten

Quadranten, d . h . ZZ = 0. Gilt e 0, d.h. es existieren genau zwei Schnittpunkte mit der

u-Achse, so gibt es immer Punkte u mit Ari > 0, d . h . Z 0. Zusammenfassend gilt:

mit den Vereinfachungen und Gleichung (2.18)

a = (
a

E)

	

b = 41 ( 14 'k )
_ 1

c _ - , b 2 k)
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d = 2~ QE a'k-1
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Mit der Annahme Zi

	

0 und a, b > 0 können diejenigen u, für die ein Lastzuwachs
• > 0 möglich ist, folgendermaßen zusammengefaßt werden:

e=0

c=O

e=0

c<0

e=0

c>0

e<0

c=0

e<0

c<0

e<0

c>0

e>0

c=0

e>0

c<0

e>0

c>0

~ {u > 0} {u > 0} {u > 0} {u < 0} {u < 0} {u < 0}

In jedem Punkt i E Äk-1 gelten diese Zusammenhänge zwischen dem erzeugten Basis-
vektor bi ' k und

	

Problem 4.18 hat genau dann einen zulässigen Punkt (Orb, u) mit
• > 0, falls

n Zi w gilt.

iE.Ak- 1

Für zwei nichtleere Mengen Z 1 und Z2 muß gelten:

a.k-1
1

ok-1
1

äo-

Gilt jetzt zum Beispiel

a(l)

bi'k 0 und 080.4)
ä~

bi'k >0 und

	

•b2'k >0,
au a -1

2

b2' k ~ 0

	

(A.7)

so haben Z1 und Z2 einen nichtleeren Schnitt . Analog verhält es sich, falls beide Werte
negativ sind. Somit gilt die dreidimensionale Erweiterung des entsprechenden Lemmas
von ZHANG in [Zha91 ] für Spannungen ungleich des hydrostatischen Drucks . Falls gilt:

▪bi ' k < 0 d i E ,A .k-1
Z

oder

•bi' 1' > 0 V i E ;k-1 erfüllt ist, so folgt n Zi 0 (A.8)
iE .A k- 1

und damit die Behauptung des Lemmas .

	

q
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au

a4,
au



ANHANG A5

A.4 Positive Definitheit der Aufdatierungsmatrix

Der inverse BFGS-Update ist definiert durch (siehe Abschnitt 5, Gleichung 5 .22):

Ak+ 1 = Ak - A
k sksk Ak + gkgk

sk Aksk

	

qksk.

Nimmt man an, daß Ak positiv definit ist, so existiert A
k

. Damit gilt

A 2 (Ak A
ksksAk + gg A

- 	 Jk

	

skAksk

	

gk sk

	

k

= I- A k 2(Aksksk Ak)Ak2+ Ak 2	 gk qkAk2
skAksk

	

g
k

sk

ssT ggT

s s + qT8

mit := Aksk und := Akt q k . Um die positive Definitheit von Ak+ 1 zu zeigen, betrachtet

man ein w E IRn mit wTw = 1, w = As + u, A E IR und uTS = 0 . Es gilt

S3T
_ (i~ST -+ - uT)(I - T~ + gg^ )(

as + u)ss qs

_ A2sTS - A2 sT
(

s
	 )s + ~2 sT (ggT )s

g
uT(ssT)s +

2A
uTggTs

+ 2~uTS - 2a	
sT S

	

qs

uT(ssT)u uTggTu
+ uT U- T +

	

S s

	

qs

uT (ggT )u

	

uTggTs

	

A2qT"s + uTU +	 gTs	 -{- 2A
gTs

= uT U } (uT+
aqTS)2 > o

qs

Der Wert 0 wird nur angenommen, falls u = 0 und A = 0, d . h . Ak Ak+l Ak ist positiv definit

auf Dn = {w E IRn , wTw = 1 } und damit auch auf IR' . Ist Ak 2Ak+ l Ak2 positiv definit auf

IRn , so ist auch Ak+ 1 positiv definit auf 1Rn .

Ak 2 Ak+lAk 2

= I- (A.9)

i

	

i
wT (Ak 2 Ak+lA~ )w

(A.1O)
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A.5 Verteilungen und deren Dichten

Normalverteilung

f(x) =	 1	 e-(x - µ)2 /2o- 2

'V2'nro- 2
E(X) = µ, Var(X) = a.- 2

Standardnormalverteilung (o- = 1, µ = 0)

f(x) =	 1	 e -0 .5x2
'V27r

E(X) = 0, Var(X) = 1

Exponentialverteilung

f (x ) = I e-ax für x> 0 , mit A> 0
0

	

für x < 0

	

'

E(X) = 1/A, Var(X) = 1/A 2

Weibullverteilung

1
p	

xbn
	 e-(x/b)p für x > 0 ,mit b, p > 0,

0

	

für x<0{f(x ) =

E(X) = b I' (p+l\\ p J
Lognormalverteilung

f(x) =

	

1	
e-[log(x/µ)]2/2o-2 mit > 0,x > 0.

~27rx2a.2

	

,

E(X) = µ e1/2 u2 , Var(X) = µ 2 eo-2 (eu2 - 1)

Weiter werden einige Eigenschaften zusammengesetzter Zufallsvariablen angegeben.

1 . Sind X und Y unabhängige Zufallsvariablen mit den Dichten fr(x) und f2 (y), so ist die
Dichte f3 (z) der Zufallsvariablen Z = X + Y durch das Faltungsintegral gegeben:

f3( z ) = ffi (Z_u) f2(u) du.

0

Sind X und Y unabhängig und sind X und Y normalverteilt, d .h. kurz X , N(µ 1 , a?) und
Y ti N(µ2i a-2), so ist Z = X ± Y N(µ, a- 2 ) verteilt mit µ = ± µ2 und o a2 = o- + o .
Daraus folgt E(Z) = µl ± 1,1 2 und Var(Z) = ai + a2.

Var(X)=b2 [
I' Cpp2 / -I`2 Cpp 1 /J

(A.11)
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2. Sind X und Y unabhängige Zufallsvariablen mit Y > 0 und den Dichten fl (x) und f2(y),
so ist die Dichte f3 (z) der Zufallsvariablen Z = X/Y gegeben durch:

00

f3( z ) = f y f2(y) fi(yz) dz.

0

Der Erwartungswert E(Z) der Zufallsvariablen Z ist für unabhängige X und Y gegeben
durch (siehe dazu z .B. [Mor68]) :

00 00

(A.12)

E(Z) - f f y
Mx) f2(y) dx dy. (A.13)

_00 _DO
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A.6 Grenzlastanalyse für Strukturen mit Schädigung

Die Schädigung einer Struktur kann mit dem von LEMAITRE/CHABOCHE erweiterten Modell
nach KACHANOV [Kac7l] durch einen skalaren Schadensfaktor D beschrieben werden l . LE-

MAITRE/CHABOCHE geben in [LC9O] ein Schadensmodell an, in dem die Änderung des Scha-
dens proportional zur Änderung der plastischen Dehnungen eP ist. FENG/YU erweitern diesen
Ansatz in [FY94], [FY95] zu der Form D = C : e . Dabei ist C ein Tensor zweiter Stufe,
dessen Komponenten Materialkonstanten (oder Funktion von &') sind. Hier wird die Schädi-

gung D durch D(t) = max (0, fo D(r)dr - Do) definiert, wobei Do eine Materialkonstante

ist (siehe [FY94] und [FY95]) . Dabei nimmt man an, daß die Schädigung keinen Einfluß auf den
Elastizitätsmodul hat, und daß das Material unbeschränkt verfestigend ist . Spielt die Struktur
SZ unter einem vorgegebenen Lastraum ,C ein, so existiert nach dem Einspielsatz von MELAN
ein zeitunabhängiges Eigenspannungsfeld p(x), ein zeitunabhängiges Backstressfeld «(x) und
eine Konstante m, so daß [m(Q-E (x, t) + p(x) - ä(x))] < ~o V x E St, V t, V P E ,C gilt.
Um eine obere Grenze für den Schaden zu erhalten, betrachtet man zu einem Punkt xo E SZ ein
Volumenelement Sto c SZ mit Volumeninhalt Vo und den dadurch definierten lokalen Schaden

f

	

tffc, t) =

	

D(x, t)d, mit Dl =

	

: E~(x, ~r)dSt dr, so daß
0

00

	

o no

man durch Einsetzen D = max (0, DI - Do) erhält. Nun wählt man ein vergleichendes fiktives
Spannungsfeld (siehe [FY95]) e mit

d•xt =

	

'OIICII' xE Vo

( ~ )

	

0,

	

xESZ\Vo '

ein zeitunabhängiges Eigenspannungsfeld *(x) und ein zeitunabhängiges Backstressfeld fi(x),
so daß die Überlagerung mit ä eine sicheren Zustand ergibt, d . h.

.1)(er(x, t) + fe(x) - 'i)(x))

	

o-o V x E St, V t, V P E

Wendet man das DRUCKER5che Postulat auf den aktuellen Spannungszustand o-(x, t) - a(x, t)
an, so gilt

[cr(x, t) - a(x, t) - m(o•E (x, t) + p(x) - ix(x))] : eP(x, t) > 0

[o-(x, t) - a(x, t) - (er(x, t) + ~r(x) - fi(x))] : eP(x, t) > 0

	

und
[crE(x't) + p(x, t) - -ii-(x) - (a(x, t) - fi(x))] eP(x, t) > ii(x, t) : ep (x, t) . (A.14)

'Für die weitere Behandlung von Einspielsätzen für Material mit Schädigung sei auf die Arbeiten [Ju89],
[Lem92], [CL92], [HW92], [Sie93], [WB93], [BFP96] und [PBF96] verwiesen .
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Es ergibt sich für die Schädigung D I = IIC

o

l (WI + W2 + W3 ) mit

t

Wi = fJ f(P(x r)

	

fr(X)) : E p (X,T)dQ dr (A.15)

(A.16)W2

o n o

)f E (x T ) :eP(x T)ddT

W3 =

o sto

f f(a(x,-

	

T ) - 1)(X)) : E p (X,T)dS2 dr. (A.17)
o no

Bei der weiteren Berechnung von W1 , W2 und W3 werden die Variablen x, t bzw. T zur Abkürz-
ung weggelassen. Es ist zu beachten, daß a und i zeitunabhängige Größen sind und daß E -1
ein positiv definiter Tensor ist, so daß : E-1 : b > 0 gilt, für alle Tensoren zweiter Stufe
(insbesondere Spannungs- und Dehnungstensoren) . Durch die Aufspaltung der Dehnungen e
in ein residuales und ein elastisches Dehnungsfeld entstehen kompatible Dehnungfelder, so daß

die Arbeitsprinzipe f p : (E-1 : p + ep)dS2 = 0 und f p : (E-1 : p + ep)dIl = 0 gelten.
no

	

no

Diese Arbeitsprinzipe gelten für beliebige Eigenspannungsfelder (z . B. auch für p - *), so daß

WI , W2 und W3 entscheidend vereinfacht werden können . Weiter kann O. B . d . A. angenommen

werden, daß p(x, 0) = a(x, 0) = 0 gilt . Daraus folgt

Jfp

	

tf /

WI =

	

- ft. ) : epdS2 dr = - J J (p - *) : E-1 : pdS2 dT

o S2o

	

o no

1 f [(p - *) : E-1 : (p - *)]
o

dS2 dT < 2 ~ ~- E-1 : ~rdf2.
2

	

(A.18)

00

Da m(crE + p - a) einen sicheren Zustand definiert, folgt aus dem DRUCKERschen Postulat

'7E
: ep < m	

1
1 (P - mP) : ep - m

1
1 (a - mix) : ep .

Man erhält für W2

t

W2 =

	

0..s

epdf2 dT <
m
	 - 1 /t (p - mP - a -} mix) : epdSt dT

0 no

( p- mP) E-1 + (a - mix) : eP dS2 dT

m- 1

ft

o Sto

	1	 f[(p _ m) :E 1 :(P rn)J1'l
2(m - 1)

0 n o

(A.19)
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3
+ 4H'(m - 1) f [(a - mix) : (a - mä)]° dS2

2

	

3m 2

< 2(m 1)

f
E

-l PdSZ + 4H'(m - 1) f ä : ädS2 .

	

(A.20)

no

	

no

Dabei ist für a die von MELAN vorgeschlagene Verschiebungsregel

~e = 3 H'E p

eingesetzt worden . H' stellt den konstanten Verfestigungsmodul der eindimensionalen o - e-

Kurve dar (siehe [Me138] und [Zha9l]) . Für W3 erhält man

t r

	

ft

W3

	

-
J J

(a-r~) :ePdS2dr=- 2H' f (a - '4) ixdfl dr

o sto

		

0 no
tf f ( a

	

: (a fi)dQ dr
4H'

	

dr
o no

4H',
[(a-rl) :(a-rl)1°d52< 4H' f

:r1d52 .

	

(A.21)

no

	

no

Insgesamt ergibt sich also folgende Abschätzung für den lokalen Schaden an der Stelle xo

Dl

	

II cll=	 (WI + W2 + W3) D * ( ä, fl, it , P, m,xo),6oVo

	

-

	

2 J * : E-1 : *AI + 4H' f rl : fidS2

	

(A.22)
no

	

no

+ 2(m

2

1)

f :

	

Pd52 + 4H
3m? 1)

ä : äd52
(

	

~no

	

no

In dieser Abschätzung treten nur zeitunabhängige Größen auf, so daß der wahre Spannungsver-
lauf der Belastung nicht bestimmt werden muß . Zur Überprüfung ob eine Struktur sicher gegen
Schädigung ist, wird jetzt das folgende Optimierungsproblem gelöst:

max min

	

D* (ä, 4), *, , m, x)
x

	

&,Sj,Sr,p,m

	

unter

	

.1)[m(aE + - ä)] < o~ö

(ä' -}-* -< a 2
m > 1 .

	

(A.23)

mit

D* (ä , fr ,m,xo)
_ 11cII

cfo Vo
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Dabei sind p, * und a, zeitunabhängige Eigenspannungs- bzw. Backstressfelder, deren qua-
dratischen Integrale über S2 endlich sind. Die Bedingung für Sicherheit der Struktur gegen
Schädigung beim Einspielen lautet nun

max min D*(ä, i , 7r, p, m, x) < Ds.
x ä,fVr,p,m

Dabei ist Ds der kritische Schädigungsfaktor. Unterhalb dieses Faktors verhält sich das Material
unbeschränkt verfestigend. Bei Erreichen von Ds versagt die Struktur sofort (0 .2 < Ds < 0.8
für Metalle siehe [LC90]).

Bemerkung

Bei der Abschätzung der dissipierten Arbeit im Einspielsatz für unbeschränkt ver-
festigendes Material in [Zha9l] kann analog eine Abschätzung mit nur zeitun-
abhängigen Größen erzielt werden. Denn es gilt

00

	

oo

	

oor
Wp =

J
f a : sdT dS2 = f fcrE :drdfl+ f f p : edT dS2

• o st o o
oo

f/crE : edr dcl } 2f [p :E -1 : p]~dTdS2

• o st

< ff E :edT d52 .

	

(A.24)

st o

Mit der obigen Abschätzung für W2 folgt

oo

	

00

Wp = ff :edrdcl<ff :edrdcl

Sl 0

	

52 0

2

	

3m2m

<

	

f E-' : PdSZ -I- 4H'(m - 1)-

		

2(m-1) f Fxd52 . (A.25)

n

	

n

Ähnliche Abschätzung lassen sich auch für das Overlaymodell herleiten . Die Eigenschaften

der Abschätzung übertragen sich aus den Beweisen für das ideal plastische und kinematisch

verfestigende Material.

A.7 Das Overlaymodell in der Schadensmechanik

Zu Beginn seien die wichtigsten Eigenschaften der Mikroelemente (siehe [Zha9l]) wiederholt.
Man geht davon aus, daß jeder Materialpunkt (Makroelement) aus einem Spektrum von Mi-

kroelementen besteht, die mit Hilfe eines Parameters e E [0, 1] eindeutig definiert sind . Den
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Spannungen c(x) in einem Punkt x entsprechen die Mikrospannungen '(x, e) im Mikroele-
ment. Die Dehnungen im Mikroelement zum Punkt x werden mit r/(x, e) bezeichnet . Es gelten
folgende Eigenschaften:

1. Alle Mikroelemente in einem Punkt haben die gleiche Kinematik, d . h.

E (x) = rl(x , e) y e E [0 , 1 ] .

2. Die Makrospannungen o-(x) in einem Punkt x sind die Mittelwerte der zugehörigen Mi-
t

krospannungen, d. h. o-(x) = f 7k (x, ) de.
0

3. Die Mikroelemente verhalten sich alle linear elastisch, ideal plastisch . Das Elastizitäts-
modul ist für alle Mikroelemente gleich.

Weiter gilt

n( x , 6) = nE(x , e) +

r1 E (x , 6)

	

= E-1

	

7,b (x , e)

ry)p(x, O

	

= kx , 0

	

1i)
1. (O(x , e))

	

< k2(x, e)

0 = ~( x , eO(I.P( x , e)) - k2 (x , e)]
tP(x, e)

	

= E : [ E (x ) - 7I p (x , e)]
7P(x, e)

	

= a'E (x ) + P(x ) + 7T (x , e)
7r (x, e)

	

= E : [ Ep (x ) - ip (x, e)]

)(x ,e) dt.0 = (A.26)

0

Dabei ist p ein Eigenspannungsfeld für das Makroelement (auch als Makroeigenspannungsfeld
bezeichnet) und 7r ein Eigenspannungsfeld für das jeweilige Mikroelement (analog Mikroeigen-
spannungsfeld genannt) . Wendet man das Arbeitsprinzip auf die Mikroelemente an, so gelten
die Beziehungen (siehe [SZK91], [SBZ+90], [SBH+ 93], [SZ92]):

f f[p(x) + ,r( x , ~)] : [E- 1 :
(P(x ) + 7r (x, e)) + np(x , O]de dS2

sz o

ff [P(x ) + ir( x , ~)] : [E- 1 : (P(x ) + *(x , e)) + ilp(x , e)]de dSZ = O . (A.28)
st o

Spielt die Struktur S2 unter einem vorgegebenen Lastraum ,C ein, so existiert nach dem Einspiel-
satz für das Mikroelementmodell ([Zha9l]) ein zeitunabhängiges Makroeigenspannungsfeld
p* (x), ein zeitunabhängiges Mikroeigenspannungsfeld 7r* (x, e) und eine Konstante m, so daß

4D [m(uE(x, t) + P*(x ) + 7r*(x, C))] k2 (x, C) V x E S2, t > 0,

	

E [0,1],P E ,C

= 0 (A.27)
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gilt. Nimmt man an, daß der Schaden eines Mikroelements durch einen skalaren Schadensfaktor
D(e) beschrieben werden kann. LEMAITRE/CHABOCHE geben in [LC90] ein Schadensmodell
an, in dem die Änderung des Schadens proportional zur Änderung der effektiven plastischen
Dehnungen ist, d .h .

D (6) = c(e)7l(e)•

Der Schaden im Mikroelement ist dann durch

(0,
t

D(t, e) = max

	

J
D(T, e)dr - Do)

definiert, wobei Do eine Materialkonstante ist.

Um eine obere Grenze für den Schaden zu erhalten, betrachtet man zu einem Punkt xo E SZ im

Mikroelement ein Volumenelement SZo c Sl mit Volumeninhalt Vo und den dadurch definierten

lokalen Schaden

(

	

e) = 1 f D(x t e)dSZ.Dxo~t~

	

V o

	

>

0
glo

Man erhält durch Einsetzen .D = max(0, Dl - Do), mit

t

Di
Vo

f f f C(e) ii(x, T, Ode dS2 dr.

o sao o

Wählt man ein vergleichendes fiktives Mikrospannungsfeld mit

QoC( ) x E Vo
'(x, t ) ) =

	

IIC(~)II '	,
0,

	

xESt\Vo

ein zeitunabhängiges Makroeigenspannungsfeld p(x) und ein zeitunabhängiges Mikroeigen-

spannungsfeld 7r(x, e), so daß die Überlagerung mit & eine sicheren Zustand ergibt, d. h.

(1n (Q(x, t) + P(x) + fr(x, e)) < k 2 (x, e) b x E SZ, t > 0, e E [0,1], P E L.

Wendet man das DRUCKERSChe Postulat auf das aktuelle Mikrospannungsfeld &(x, t, e) an, so

gilt

'iI p (x, t , e) : [O(x,t, e) - m(°'E(x , t) + p*(x) + r*(x, e))] > 0

ie(x, t, e) : ['0(x,t, e) - (ö-(x , t ) + P(x) + fr(x, e))]

	

0.

	

(A.29)

Daraus folgt die Abschätzung

&x, t) : r1~(x, t, e)

	

[&(x , t, e) - P(x) - fr(x, e)] • iip (x , t , ~)•
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Es ergibt sich nach Einsetzen von ?/ (x, t, e) = a~E (x, t) + p(x, t) + ir(x, t, e) zu jeder Zeit t

für den lokalen Schaden D l = I1Clol(WI + W2 ) mit

t

Wl

	

- f f fp(x, T ) - P(x x T ) + (7r(x, t, e) - *(x, 0) ) : if (x, T, Ode dS2 dr

0 no 0

JfJ (x,r)W2

	

: if (x, T, e)de dS2 dT.

o sioo

Wendet man das Arbeitsprinzip für rj '(x, T, e) auf WI an, integriert nach der Zeit aus (zur
Verkürzung ist nur noch die Abhängigkeit von e notiert), so folgt

JfJ[P-+e)_*(eTYVI

		

) )
: E- ~ :

~ P + 'ir(e)]de dSZ dT

o no 0

<

2 f f Lp +

	

: E-1 : Lp + *( e)]
d

e dS2

no 0

ff p : E-1 : pdS2 + J f fr(o

	

7c(e)de d52 .

	

(A.31)

no 0

Aus dem DRucKERschen Postulat folgt für die fiktiven elastischen Spannungen

1
a E : if m- (p-mp*+7r(e) - mir* (e)) : iIp

und es folgt für W2

W2 <	

t

m - 1

	

fLP - mp* + 7r(e) - m7r * (e)] : 'ilpde dS2 dr
o sz0 0

t

	 1
m - 1 f f [P -

mp* +

7r(O - m7r * (e)] : E-1 : ~P + *(e)]de dSZ dT
o s20 0

t

m2

C 2(m - 1) f f [P* + 7r*(e)] : E- 1 : [P* + 7r * (e)]dSZ dr
0 520

f P * : E-1 : p*dS2 + ff *() : E-r
:7r*(e)d

e dS2

	

(A.32)

(T0U0(W1 +W2) C D*(P*, p, 7
r* ~7r ~ m ~ xo),

(A.30)

m 2

2(m - 1)

Insgesamt gilt also :

Di =

sio

	

no

Il cll
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mit

i
2

	

D* ( p* , p , 7r* , fr, m-, xo) =

	

ff *(e) E- ~ fr(O +
m-
	 17r*(e) : E-i : 7r*(Ode dSZ

.S2o 0

J

	

m2

	

+

	

P+
m 1 p* ' E-i

: p*ds2 2~V

	

(A.33)
00

0o

In dieser Abschätzung treten nur zeitunabhängige Größen auf, so daß der wahre Spannungsver-
lauf der Belastung nicht bestimmt werden muß . Zur Überprüfung ob eine Struktur sicher gegen
Schädigung ist, muß jetzt das folgende Optimierungsproblem gelöst werden:

max min

	

D* (p* , p, 7r*, fr, m, x)
P* ,p, ,r* ,fr , m

Cm(
o

.E + p* + 7< * (
M] < k2(e)

1'( & + P + *(e)) < k 2 (e)

m > 1 .

	

(A.34)

Dabei sind p*, p und 7r*, n- zeitunabhängige Makro- bzw . Mikroeigenspannungsfelder, deren

quadratischen Integrale über SZ endlich sind . Die Bedingung für Sicherheit der Struktur gegen

Schädigung beim Einspielen lautet nun

max min D * (p* , p, 7r * , 7T, m, x) < D3 .
X

	

P*,p, :c*,R,m

Dabei ist Ds der kritische Schädigungsfaktor . Unterhalb dieses Faktors verhält sich das Material

nach dem Mikroelementmodell, bei Erreichen von Ds versagt die Struktur sofort (0 .2 < Ds <

0.8 für Metalle siehe [LC90]) .

unter
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A.8 Eingabedatensatz der Einspielanalyse des dünnen Rohrs

TREE

NET 1 TYPE 150

END

TOPOLOGICAL DESCRIPTION

NET (1)

	

(9)

	

( ROHR achsensymmetrisch)

QUAX9 (1) (1) (1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9)

	

* Elementdefinition
SUPPRESS (2) (3) (1,1)

	

* Lagerung
SUPPRESS (2) (3) (7,1)
END

END TOPOLOGICAL DESCRIPTION

$DATA

$NPCO C=2

	

* Koordinaten
1

	

10 .

	

0 .

	

* (Radius, Dicke)
2

	

10 .05

	

0.
3

	

10 .1

	

0.

$EMOD C=2 S=1 G=A E=A

	

* E-Modul
1

	

2 .1E+05 0 .3

	

* Querkontraktion
$COTE C=1 G=A E=A

	

* Wärmeübergang
1 2 .E-06

$FIN

$PLDA C=1 G=A E=A
1

	

24.
$FIN

$BQIN C=2 L=1 G=1 S=7
1

	

1 .

	

1.
$NPTP C=1 L=1

1

	

10.
4

	

10.
7

	

10.
$FIN

$BQIN C=2 L=1 G=1 S=7
1

	

0 .001 0 .001
$NPTP C=1 L=1

1

	

0 .001
4

	

0 .001
7

	

0 .001

* Fließspannung

* Innendruck
* 1 . Lastecke
* Temperatur
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Bild A .l Spannungsverteilung wahrend der inkrementellen Belastung
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A.10 Rechenzeitvergleich für den Rohrabzweig

Bild A.2: Rechenzeitvergleich für einen Rohrabzweig

A.11 Konvergenzvergleich der Optimierungstrategien
3.0
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- Armijo-Schrittweite, BFGS-Update

- Armijo-Schrittweite, direkter Update
Armijo-Schrittweite, Einheits-Update

- konstante Schrittweite, BFGS-Update

- konstante Schrittweite, direkter Update
- konstante Schrittweite, Einheits-Update
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Bild A.3 : Vergleich der Konvergenz verschiedener Optimierungstrategien der Traglastrechnung
für einen Rohrabzweig
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A.12 Vergleichsergebnisse des Japanischen Benchmark Pro-
blems

Program Elementtyp Anzahl
Knoten

Anzahl
Elemente

Anzahl
Elemente/Dicke

Kollapsdruck
(N/mm 2 )

MARC 8-knotig Quad . 569 160 4 20.8
MARC 8-knotig Quad . 725 210 5 21 .0

ABAQUS 4-knotig Quad. 628 405 5 21.4
F1NAS 8-knotig Quad. 579 156 3 21 .0
FINAS 8-knotig Quad. 579 156 3 22.0
ADINA 8-knotig Quad . 1388 405 5 20.6
STAX 4-knotig Quad . 343 288 6 21.9

PC-rEAP 4-knotig Quad. 315 248 4 21.0
MARC 8-knotig Quad . 681 192 4 21 .0

ABAQUS 8-knotig Quad . 849 240 4 22.0
ABAQUS 4-knotig Quad . 492 405 5 21.0

FINAS 8-knotig Quad. 350 96 4 21 .0
ABAQUS 8-knotig Quad . 2435 744 8 21 .5
ANSYS 4-knotig Quad. 492 405 5 21 .8
FINAS 4-knotig Quad . 310 244 4 22.9

PERMAS-LISA 9-knotig Quad . 832 208 4 23.0

Tabelle A.2 : Liste der angewandten Programme, FE-Modelle und Traglastergebnisse
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A.13 Spannungsbilder zum Brite-EuRam Benchmark

(a) Verlauf der Fließgrenze für die normierte Last P = 1 .23

(b) Verlauf der Fließgrenze für die normierte Last P = 1 .27

(c) Verlauf der Fließgrenze für die normierte Last P = 1 .32

(d) Verlauf der Fließgrenze für die normierte Last P = 1 .36

Bild A.4 : Isolinien für die Scheibe mit Schweißnaht für o rö /a = 1 .5
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(a) Verlauf der Fließgrenze für die normierte Last P = 0 .70

(b) Verlauf der Fließgrenze für die normierte Last P = 0 .73

(c) Verlauf der Fließgrenze für die normierte Last P = 0 .75

(d) Verlauf der Fließgrenze für die normierte Last P = 0 .77

Bild A.5: Isolinien für die Scheibe mit Schweißnaht für cr /o- = 0 .75
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A.14 Ergebnisse der Zuverlässigkeitsanalyse

P/Qy Pf (numerisch) Pf (analytisch) abs . Fehler rel . Fehler

0 .1 6.455E-06 6.313E-06 1 .867E-07 1.910E-07

0.2 1 .085E-04 9.919E-05 9.299E-06 1.017E-05

0.3 1 .205E-03 1.065E-03 1 .403E-04 1 .587E-04

0.4 8.763E-03 7.646E-03 1 .117E-03 1 .280E-03

0.5 4.163E-02 3 .675E-02 4.873E-03 5 .519E-03

0.6 1 .361E-01 1 .209E-01 1 .519E-02 1 .709E-02

0.7 3.103E-01 2.835E-01 2.683E-02 2.936E-02

0.8 5.319E-01 5 .000E-01 3.189E-02 3.392E-02

0.9 7.397E-01 7 .070E-01 3.271E-02 3.422E-02

1 .0 8 .765E-01 8.554E-01 2.105E-02 2.156E-02

1 .1 9.499E-01 9.388E-01 1.105E-02 1 .118E-02

1 .2 9.821E-01 9.772E-01 4.873E-03 4.897E-03

1 .3 9 .943E-01 9.925E-01 1 .961E-03 1.964E-03

1 .4 9.983E-01 9.976E-01 6.443E-04 6.447E-04

1 .5 9 .995E-01 9.993E-01 2.090E-04 2.090E-04

1 .6 9.999E-01 9.998E-01 6.920E-05 6.920E-05

Tabelle A.3 : ax = 0 .1µi , ay = 0 .2µ y

Play Pf (numerisch) Pf (analytisch) abs. Fehler rel . Fehler
0.1 7.271E-06 7.085E-06 2.152E-07 2.208E-07

0.2 1 .514E-04 1 .374E-04 1 .404E-05 1 .547E-05

0.3 1 .948E-03 1 .717E-03 2.311E-04 2.621E-04

0.4 1 .437E-02 1 .267E-02 1 .698E-03 1 .925E-03

0.5 6.271E-02 5 .590E-02 6.788E-03 7.614E-03

0.6 1 .742E-01 1 .587E-01 1 .557E-02 1 .709E-02

0.7 3 .427E-01 3 .190E-01 2.366E-02 2.541E-02

0.8 5 .256E-01 5 .000E-01 2.558E-02 2.688E-02

0.9 6.843E-01 6.610E-01 2.332E-02 2.414E-02

1 .0 8.021E-01 7 .826E-01 1 .957E-02 2.005E-02
1 .1 8 .775E-01 8 .649E-01 1 .254E-02 1 .272E-02

1 .2 9.258E-01 9.172E-01 8.537E-03 8.617E-03
1 .3 9.550E-01 9.493E-01 5.700E-03 5.734E-03

1 .4 9.729E-01 9.686E-01 4.259E-03 4.278E-03
1 .5 9.823E-01 9.802E-01 2.079E-03 2.083E-03
1 .6 9.882E-01 9.873E-01 8 .666E-04 8 .673E-04

Tabelle A.4 : Qs = 0.2µi , cry = 0.2µy
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