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Traglast— und Einspielanalyse zur Bewertung der Sicherheit
passiver Komponenten

von Michael Heitzer

Genaue Kenntnis der Spannungen und Verformungen in passiven Komponenten gewinnt man
mit detaillierten inelastischen FEM Analysen. Die lokale Beanspruchung 148t sich aber nicht
direkt mit einer Beanspruchbarkeit im strukturmechanischen Sinne vergleichen. Konzentriert
man sich auf die Frage nach der Tragfahigkeit, dann vereinfacht sich die Analyse. Im Rah-
men der Plastizitétstheorie berechnen Traglast- und Einspielanalyse die tragbaren Lasten direkt
und exakt. In dieser Arbeit wird eine Implementierung der Traglast- und Einspielsitze in ein
allgemeines FEM Programm vorgestellt, mit der die Tragfahigkeit passiver Komponenten di-
rekt berechnet wird. Die benutzten Konzepte werden in Bezug auf die iibliche Strukturanalyse
erldutert. Beispiele mit lokal hoher Beanspruchung verdeutlichen die Anwendung der FEM-
basierten Traglast- und Einspielanalyse. Die berechneten Interaktionsdiagramme geben einen
guten Uberblick iiber die maglichen Betriebsbereiche passiver Komponenten. Die Traglastana-
lyse bietet auch einen strukturmechanischen Zugang zur Kollapslast riBbehafteter Strukturen.

Bei Auslegung einer Komponente ist zu beachten, daB die Stoffwerte, die Dimension und die
Belastung der Komponente in der Regel keine Grofien sind, die deterministisch vorgegebenen
sind. Diese GroBen unterliegen einer statistischen Verteilung, welche in der Regel nicht bekannt
ist. Die hier vorgestellte Zuverlédssigkeitsanalyse verbindet die strukturmechanischen Methoden
der Traglast- und Einspielanalyse mit den probabilistischen Methoden der First Order Reliabili-
ty Method. Damit ist eine Zuverlé4ssigkeitsanalyse des plastischen Strukturverhaltens moglich.

Limit and shakedown analysis for the safety assessment of
passive components

by Michael Heitzer

Limit and shakedown theorems are exact theories of classical plasticity for the direct compu-
tation of safety factors or of the load carrying capacity under constant and varying loads. The
direct calculation of complex structures with Finite Element Methods (FEM) leads to large
scale optimization problems. General mathematical optimization methods can not solve these
problems in sufficient time. The solution is obtained from a basis-reduction technique and the
reduced problem is solved by sequential quadratic programming methods. The approach needs
considerably less input data and computer time than incremental plastic analyses and is applied
to complex structures.

Design and assessment of engineering structures imply decision making under uncertainty of
the actual load carrying capacity of a structure. Uncertainty may originate from random fluctua-
tions of significant physical properties, from limited information and from model idealizations
of unknown credibility. Structural reliability analysis deals with all these uncertainties in a ra-
tional way. The present contribution uses lower bound theorem of limit and shakedown load to
define a limit state function for reliability analysis by the First Order Reliability Method.
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1 Einleitung und Aufgabenstellung

Die Auslegung einer technischen Komponente dient der Gewihrleistung ihres sicheren und
zuverldssigen Betriebes unter allen vorhersehbaren oder nach Regelwerk (z.B. ASME, KTA)
zu postulierenden Belastungen. Die Beanspruchbarkeit einer innerlich statisch unbestimmten
Komponente folgt im Gegensatz zur innerlich statisch bestimmten Komponente nicht direkt aus
der Versagensgrenze des Komponentenwerkstoffs. Deshalb stellt das Regelwerk Auslegungsre-
geln auf, mit denen ein Zusammenhang zwischen Belastung und Belastbarkeit der Kompo-
nente hergestellt wird. Die oft ungenaue Kenntnis von Belastung, Werkstoffdaten und ande-
ren EingangsgroBen, wird durch die Einfiihrung von Sicherheitsfaktoren kompensiert, welche
die zuléssige Belastung hinreichend abmindern. Diese Auslegungsregeln knnen fiir komple-
xe Komponenten zu konservativ sein, so daf die tatséichlich vorhandene Sicherheit wesentlich
groBer ist. Es ist das Ziel verfeinerter Festigkeitsanalysen, ein noch vorhandenes Belastungs-
potential zu nutzen. Dadurch kénnen Komponenten wirtschaftlicher oder die fiir einen Betrieb
notwendigen Sicherheiten erst nachgewiesen werden.

Die inkrementelle Berechnung einer Komponente ist ein verfeinertes Verfahren der Festigkeits-
bestimmung. Sie nutzt die genaue Kenntnis der Geometrie, der Lastgeschichte (mechanische
Last, Temperaturgradient, Reihenfolge) und des komplexen Materialverhaltens. Die Berech-
nung der Sicherheit der Komponente gegen Verlust der Funktionsfihigkeit (Versagen) ist er-
heblich aufwendiger als die Auslegung nach Regelwerk. Im allgemeinen sind die Parameter der
Lastgeschichte und des Materialgesetzes nur unvollstédndig bekannt, so da8 zur Berechnung der
Sicherheit sémtliche Parameter mit ihren Streubéndern in Betracht gezogen werden miissen.

Die Festigkeitsberechnung mittels Traglast— bzw. Einspielanalyse ermittelt dagegen direkt die
maximale Beanspruchbarkeit einer Komponente unter monotoner und zyklischer Belastung un-
ter Benutzung asymptotischer Materialgesetze. Diese Methode ist eine verfeinerte Festigkeits-
berechnung, da die Sicherheit komplexer Komponenten direkt aus der Kenntnis der Versagens-
grenzen berechnet wird. Der Aufwand dieser Berechnungsmethode gegeniiber der inkremen-
tellen Berechnung ist wesentlich geringer, da direkt nur die maximal tragbaren Belastungen
berechnet werden. Dadurch sind nur eingeschrinkte Informationen iiber Dehnungs— und Span-
nungsverldufe wihrend der Belastung vorhanden.

Zusammenfassend haben die drei Ansitze folgende Vor— und Nachteile:

Regelwerk

+ einfache und schnelle Auslegung einer Komponente moglich,

— eventuell zu konservative Auslegung fiir komplexe Komponenten,

Inkrementelle Berechnung

+ genaue Modellbildung und damit bessere Ausnutzung der Sicherheit,

— hoher Aufwand durch Materialmodellierung und Nachrechnung der gesamten Lastgeschichte,
Traglast— und Einspielanalyse

+ genaue Modellbildung und damit bessere Ausnutzung der Sicherheit,

+ geringer Aufwand durch direkte Sicherheitsberechnung mit asymptotischen Stoffwerten,
—keine Angabe iiber genaue Spannungs— und Dehnungsverléufe.

1



2 EINLEITUNG UND AUFGABENSTELLUNG

In dieser Arbeit soll der dritte Ansatz zur Festigkeitsberechnung erweitert werden, da ein Ge-
nauigkeitsgewinn gegeniiber der Regelwerkauslegung und eine Aufwandsverminderung ge-
geniiber der inkrementellen Berechnung erwartet wird.

Jedem hinreichend zihen Werkstoff konnen experimentell eine Streck— und Bruchgrenze zuge-
ordnet werden. Belastungen unterhalb der Streckgrenze induzieren rein elastische Verformun-
gen. Fallen Streck— und Bruchgrenze zusammen (ideal plastischer Werkstoff), so konnen in-
nerlich statisch bestimmte Komponenten (z.B. Zugstab) oberhalb der Streckgrenze keine Bela-
stungen ertragen. Fiir innerlich statisch unbestimmte Komponenten (z.B. Rohrabzweig) gilt dies
nicht mehr. Wird die statisch unbestimmte Komponente plastisch (iiberelastisch) beansprucht,
so resultieren daraus bleibende Verformungen. Bleiben diese Verformungen 6rtlich und zeitlich
beschrinkt, so versagt die Komponente infolge zu groer Verformungen nicht.

Eine begrenzte lokale plastische Verformung kann gezielt bei der Auslegung einer Komponente
vorgesehen werden, um ihre Wirtschaftlichkeit zu steigern. Mechanisch und thermisch hoch-
beanspruchte Komponenten lassen sich im Anlagenbau oft erst bei Ausnutzung des plastischen
Bereiches wirtschaftlich betreiben. Das klassische Beispiel des diinnen Rohres (nach BREE)

zeigt, da} die plastische gegeniiber der elastischen Auslegung eine bis zu vierfach hohere zy-
klische Belastung zulaf}t.

Fiir innerlich statisch unbestimmte Komponenten sind bei zyklischer Belastung verschiedene
Fille moglich. Nicht zu hohe zyklische Belastungen kénnen nach eventuell anfinglicher pla-
stischer Verformung reversibel von der Komponente abgetragen werden. Dieses Komponenten-
verhalten heifit elastisches Einspielen. Sind die zyklischen Belastungen dagegen zu groB, zeigt
die Komponente ein anderes Verhalten. Die irreversiblen plastischen Verformungen dieser Bela-
stungen alternieren (Alternierende Plastifizierung oder Low Cycle Fatigue, LCF) oder wachsen
monoton und stufenférmig im Laufe der Belastung an (Inkrementelle Plastifizierung oder Rat-
chetting). Wenn genaue Materialdaten und die Art der zyklischen Belastung unbekannt sind,
muf die Komponente so konservativ ausgelegt sein, daB LCF und Ratchetting ausgeschlossen
sind, da anderenfalls eine Bestimmung der noch zuléissigen Belastungszyklen schwierig ist. _

Eine analytische Spannungsbewertung ist nur fiir Komponenten mit einfacher geometrischer
Form moglich. Die Finite Elemente Methode (FEM) ist in der Lage, Komponenten mit kom-
plexer Form auf eine Anordnung von Elementen mit endlich vielen Freiheitsgraden abzubilden.
Dadurch ist es mdglich, beliebige Komponenten zu diskretisieren und eine Spannungsbewer-
tung durchzufiihren. Traglast— und Einspielanalysen konnten bisher erfol greich auf vereinfachte
Geometrien angewandt werden, so daB eine Erweiterung der Methode mit Hilfe eines allgemei-
nen Finite Element Programms fiir dreidimensionale Probleme sinnvoll ist. Die Validierung
der implementierten Traglast— und Einspielanalyse muf mit experimentellen oder analytischen
Vergleichslosungen erfolgen. Fiir zyklische Belastungen existieren nur vereinzelt experimen-

telle Ergebnisse, so daf analytische Vergleichslosungen hergeleitet werden miissen, sofern sie
nicht aus der Literatur bekannt sind.

Die Untersuchung der Sicherheit und Zuverlassigkeit passiver Komponenten ist ein Arbeits-
schwerpunkt des Instituts fiir Sicherheitsforschung und Reaktortechnik (ISR) der Forschungs-
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zentrum Jiilich GmbH. Die Wirkung passiver Komponenten (z.B. Rohr, Notkondensator) beruht

direkt auf physikalischen GesetzmiBigkeiten (z.B. Gravitation, Naturkonvektion, Verdampfung).
Sie dienen zur Ersetzung aktiver Sicherheitseinrichtungen (z.B. Pumpen), um die Ausfallwahr-

scheinlichkeit eines Sicherheitssystems zu senken.

Bei Auslegung einer Komponente ist zu beachten, daf die Stoffwerte, die Dimension und die
Belastung der Komponente in der Regel keine Grofien sind, die deterministisch vorgegebenen
sind. Diese GroBen unterliegen einer statistischen Verteilung, welche in der Regel nicht bekannt
ist. Daher wire es von Vorteil, die Traglast— und Einspielanalyse probabilistisch zu erweitern.

Die im ISR benutzte First / Second Order Reliability Method (FORM/SORM) bietet eine
Mboglichkeit das elastische Verhalten einer Komponente zu untersuchen. Fiir das plastische Ver-
halten einer Komponente ist diese Methode bisher nicht anwendbar, so dafl auf aufwendige
Monte—Carlo—Simulationen zuriickgegriffen werden mufte. Im Unterschied zu dem im kom-
merziellen Finite-Element—-Programm PERMAS der Firma INTES bereits realisierten proba-
bilistischen Verfahren werden das nichtlineare Stoffgesetz und die zeitabhéingigen Belastungen
durch asymptotische Losungen ersetzt.

Aufgabe dieser Arbeit ist es, mit Hilfe der FEM und den Traglast— und Einspielsitzen der
Plastizititstheorie die Komponentensicherheit und —zuverlissigkeit gegen Kollaps, LCF oder
Ratchetting zu analysieren. Im einzelnen sollen folgende Ziele erreicht werden:

— Erweiterung der direkten Grenzlastanalyse auf komplexe 3D-Komponenten mittels FEM,

— Implementation des entwickelten Verfahrens in das umfassende FEM~Programm PERMAS,

— Herleitung analytischer Losungen der Grenzlastanalyse zur Validierung der Implementation,

— Validierung des implementierten Verfahrens mittels bekannter und hergeleiteter Losungen,

— Probabilistische Erweiterung der allgemeinen Grenzlastanalyse mittels FORM

— Entwicklung von Konzepten zur Berechnung der Sensitivititen zur Verwendung in FORM,

— Beurteilung der Zuverlissigkeit einer Komponente mit Hilfe der implementierten Trag— und
Einspielanalyse und FORM fiir unsichere Lasten und Werkstoffgrofien.

Werden diese Ziele erreicht, so konnte die direkte Traglast— und Einspielanalyse auf komplexe
Komponenten angewandt werden. Dies bedeutete gegeniiber der inkrementellen Berechnung
einen erheblichen Vorteil, da die Rechenzeiten deutlich niedriger wiren. Zusétzlich konnte die
Sicherheit einer komplexen Komponente unter zyklischer Belastung beurteilt werden, was mit
einer inkrementellen Rechnung nur bei genauer Kenntnis der Lastgeschichte moglich ist. Durch
die Ersetzung der inkrementeller Berechnung durch die Traglast— und Einspielanalyse konn-
te die Zuverlissigkeitsanalyse mittels FORM durchgefiihrt werden. Dabei konnte erstmals ein
direkter Zusammenhang zwischen der Grenzlast und den sensitiven GroBen (z.B. FlieBspan-
nung) hergestellt werden. Dies bedeutete einen erheblichen Rechenzeitgewinn gegeniiber einer
herkémmlichen Monte—Carlo—Simulationen mittels indirekter inkrementeller plastischer Be-
rechnung.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:

In Kapitel 2 werden die Grundlagen der Kontinuumsmechanik und Plastizititstheorie darge-
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legt. Die Spannungsaufteilung in Primér— und Sekundirspannungen wird vorgestellt, so daB die
Traglast— und Einspielsitze formuliert werden kénnen.

In Kapitel 3 wird ein Uberblick iiber die bisherigen Arbeiten in der Literatur zum Einspielen
gegeben. Ferner werden die Grundlagen der Einspieltheorie und die Einspielsitze fiir ideal pla-
stisches und kinematisch verfestigendes Material angegeben.

In Kapitel 4 werden die Einspielsiétze in diskretisierter Form dargestellt. Dazu werden die néti-
gen Bedingungen fiir die Berechnung der Trag— und Einspiellast mittels der Finite Element Me-
thode vorgestellt. Durch die Struktur—, Last— und Eigenspannungsraumdiskretisierung kénnen
effektive Algorithmen zur Berechnung der Trag— und Einspiellast entwickelt werden und in
das Finite Element PERMAS implementiert werden. Weiter wird eine Einfiihrung in den Be-
rechnungsteil der plastischen Verformungen des Programmsystems PERMAS gegeben. Darauf
aufbauend wird dargelegt, wie ein Teilraum des Eigenspannungsraums mittels PERMAS er-

zeugt werden kann. Es wird ein Konvergenzkriterium der dargestellten Methode auf beliebige
Strukturen erweitert.

In Kapitel 5 wird die Entwicklung und Implementation der allgemeinen Grenzlastanalyse vor-
gestellt. Mit Hilfe der Sequentiellen Quadratischen Programmierung (SQP) wird ein spezieller
Algorithmus fiir die Grenzlastanalyse entwickelt. Dazu werden die mathematischen Grundlagen

der Losung der Traglast— und Einspieluntersuchung mit Hilfe der mathematischen Optimierung
vorgestellt.

Neue analytische Losungen spezieller Traglast— und Einspielanalysen werden in Kapitel 6 vor-
gestellt. Fiir spezielle Belastungsformen und Materialgesetze konnen damit erstmals analytische
Losungen dreidimensionaler Probleme allgemein angegeben werden. Aus einigen analytischen
Ergebnissen konnen Auslegungsregeln abgeleitet werden.

In Kapitel 7 wird eine neue Methode der Zuverlissigkeitsanalyse mittels der First Order Reliabi-
lity Method (FORM) und plastischer Grenzlastanalysen vorgestellt. Dazu werden die Grundla-
gen der probabilistischen Zuverléssigkeitanalyse und der First Order Reliability Method (FORM)
dargelegt. Es wird die Einbeziehung plastischer Grenzlastanalysen vorgestellt, mit deren Hilfe
ein funktionaler Zusammenhang zwischen der Trag— bzw. Einspiellast und den EinfluBgroBen
(z.B. FlieBspannung und Belastung) hergestellt wird. Damit konnen die fiir FORM bendtigten
Sensitivitéiten der plastischen Grenzlastanalyse erstmals bestimmt werden. Weiter wird fiir eine
Lochscheibe eine analytische Losung der Zuverlissigkeit berechnet.

In Kapitel 8 werden Beispielrechnung der Traglast— und Einspielanalyse zur Validierung der
neu implementierten Methode vorgestellt. Bei Kenntnis der analytischen Grenzbelastungen die-
nen sie zur Verifizierung der implementierten Methode. Es werden zwei— und dreidimensionale
Probleme mit und ohne Defekte behandelt. Die Ergebnisse der numerischen Berechnung stim-
men gut mit den bekannten analytischen Losungen iiberein.

Das 9. Kapitel beinhaltet eine Zusammenfassung der Arbeit und einen Ausblick.



2 Grundlagen der Kontinuumsmechanik
und Plastizitatstheorie

2.1 Allgemeines, Dehnungen, Spannungen

Eine Struktur ) besteht aus Materialpunkten, die durch ihre Ortsvektoren x € ) reprisentiert
werden konnen. Ein Punkt x € ) 148t sich mittels eines Koordinatensystems {e;, ez, e3} und
den Komponenten z, z, und z3 darstellen als x = z;e;. Die Bewegung eines materiellen Punk-
tes x in der Zeit ¢ wird durch die Verschiebung u(x, ¢) beschrieben. In der hier vorausgesetzten
geometrisch linearen Theorie besteht eine lineare Beziehung zwischen den Verschiebungen u
und den Dehnungen ¢ in jedem Punkt x € Q. Es gilt in jedem Punkt:

e =

(gradu + (gradu)?) , bzw. ey = : (8% + %) . (2.1)

1
2 2 \ Bz, ' Ou;

Aufgrund der partiellen Differenzierbarkeit der Verschiebungsfunktionen und des Satzes von
SCHWARZ gilt fiir die Dehnungsraten &:

= % (gradu + (grada)?) , bzw. &y = % <§;‘k + 21;") . (2.2)
Die Spannungen erfiillen die statischen Gleichgewichtbedingungen des Systems {2
dive = —b in O 2.3)
mit den dufleren Volumenlasten b. Weiter sind die statischen Randbedingungen
on=p auf 9Q, (2.4)

erfiillt, wobei p die auf dem Lastrand 912, wirkende Oberflichenlast bezeichnet und n der nach
auBen gerichtete Normalenvektor auf 05 ist. Es gelten mit dem Verschiebungsrand 01, die
Gleichungen 9 = 9Q, U 88, und 0Q, N 9N, = 0.

Erfiillt ein Spannungsfeld & die statischen Rand— und Gleichgewichtsbedingungen zu den La-
sten b und P, so bilden &, b und p eine Gleichgewichtsgruppe (statische Gruppe). Wihit
man kompatible Dehnungs— bzw. Verschiebungsfelder € und u, so bilden sie eine Kompati-
bilitdtsgruppe (kinematische Gruppe). Zwischen beiden Gruppen muf} kein kausaler Zusam-
menhang bestehen, so da3 die Gruppen unabhéngig voneinander gewdhlt werden kénnen. Mit :
als Abkiirzung der doppelten Uberschiebung von Tensoren gilt (siehe z.B. [Kaz84]):

/&:edﬂ:/puds—l—/ﬁudﬂ. (2.5)
Q

Q a0
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Diese Bezichung heifit Arbeitsprinzip. Ist ein System unter einer Belastung im Gleichgewicht,
so besagt das Prinzip, daB die Arbeit aller duBleren Krifte wihrend einer Verschiebung gleich
der inneren Arbeit ist, die die Spannungen auf die Dehnungen austiben.

Das Prinzip folgt also direkt aus den statischen Gleichgewichts— und Randbedingungen (2.3)
und (2.4) sowie der Gleichung (2.1). Umgekehrt folgen aus dem Arbeitsprinzip und der kinema-
tischen Beziehung die statische Gleichgewichts—und Randbedingung, so daf§ das Arbeitsprinzip
auch als Axiom aufgefaflt werden kann (siehe [Hah85]). Das Prinzip gilt auch fiir unstetige und
damit auch nicht stetig differenzierbare Spannungsfelder®. Fiir unstetige Verschiebungsfelder
gilt das Arbeitsprinzip dagegen nicht mehr (siehe z.B. [GC80] und [K687]).

Mit (2.2) 146t sich das Arbeitsprinzip auch auf die Dehnungsraten € anwenden, wobei die Grup-
pen (&, b, p) und (¢, 1) unabhingig voneinander gewihlt werden kénnen:

/&:édQ:/ﬁﬁds+/Bﬁdﬂ. (2.6)
Q

Q aQ
2.2 Elastische Eigenschaften

Da bei der Komponentenauslegung iiblicherweise nur geringe 6rtliche Dehnungen (kleiner 1 %)
zugelassen sind (siehe [IRH95]), wird hier auf die Behandlung groBer Dehnungen verzichtet.
Es wird deshalb im weiteren angenommen, daB sich die Dehnungen ¢ additiv in elastische €%,
plastische €” und thermische Dehnungen &7 zerlegen lassen (geometrisch lineare Theorie):

e=¢c? +ef +&7. .7

Das elastische Materialverhalten wird dadurch charakterisiert, da die elastischen Dehnungen

eF durch den vierstufigen, positiv—definiten Elastizititstensor E nach dem HOOKEschen Gesetz
linear von den Spannungen o abhéngen:

o=E:e" (2.8)

Fiir isotrope Materialien ist der Elastizitétstensor E durch die Symmetrien des Materials und der
Spannungen bzw. Dehnungen nur von zwei Variablen abhingig. Die LAMEschen Konstanten A
und ¢ sind mit dem Elastizitdtsmodul £ und der Querkontraktion v definiert durch:
vE E
(+0-%) ““20+o) 22
Durch die Isotropie und die Symmetrieeigenschaften lassen sich die Komponenten von E mit
Hilfe des KRONECKERsymbols ¢;; darstellen durch:
E

1
Eijti = Aijom + 1(0ixbs + 6udjr) = T |1 _sz&j&cz + 5(8dii + dud)) . (2.10)

A=

'Dies ist bei der Konstruktion zeitunabhéngiger Figenspannungsfelder in der Traglastanalyse wichtig, da dort
zum Teil nicht stetig differenzierbare Spannungsfelder konstruiert werden (siehe [GM54a] und [GM54b)).
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Stellt man die Spannungen und Dehnungen als Vektoren o = (0, 0y, 02, Ouy, Ouz, 0y )T bzw.
€ = (Ex,Ey; €2, Euys Exzy Eyz )~ dar, so 14Bt sich der Elastizititstensor und damit das HOOKEsche
Gesetz in Matrixform schreiben:

oz ) A2 A A o o o ¢B
oy Ao A+24 X |0 0 0 el
o, A A X424l 0 0 0 el
o | | 0 0 0 |2z 0 0 & @1
Ouz 0 0 0 0 2u 0 eZ
Oy 0 0 0 |0 0 2 el

Fiir Strukturen im ebenen Spannungszustand reduziert sich die Matrixform um alle Komponen-
ten normal zur Ebene. Im weiteren wird fiir ebenen Probleme nur der ebenen Spannungszustand
untersucht.

2.3 Plastische Eigenschaften

Treten fiir eine Struktur aus elastisch, ideal plastischem Material unter Belastung neben den ela-
stischen Dehnungen auch plastische Dehnungen e auf, so erreicht der Wert einer Fliefunk-
tion ®(o) zu den Spannungen o eine materialabhéngige FlieBspannung o2, d.h. ®(o) = o2.
Durch die Bedingung ® (o) < o sind Spannungen resultierend aus rein elastischen Dehnungen
gekennzeichnet. Dabei darf der Wert der Fliefunktion nicht von unterschiedlichen Koordina-
tendarstellungen des Spannungstensors o abhéngen. Dies gilt nur dann, wenn ¢ eine Invariante
von o ist. Da der hydrostatische Druck keinen Einflu auf die FlieBfunktion haben ® soll und
das untersuchte Material gleiches Verhalten im Zug und Druckbereich hat, ist der einfachste

Ansatz fiir ® die vON MISES FlieBfunktion:

1
(o) =3J, = 5 [(Gx - cry)2 + (0 — O‘z)2 + (0y — 02)2 + 6a§y + 602, + GO'Zz] . (212

Die Funktion @ ist eine quadratische Form und 148t sich dhnlich dem Elastizitétstensor E in
Matrixschreibweise darstellen. Es gilt ®(o') = o7 Qo . Dabei ist fiir dreidimensionale Probleme
die Matrix Qg gegeben durch

1 -05 —05|0 0 0
~05 1 =050 0 0
—05 —05 1 |0 00
_ 2.13
Qs 0 0 0 |3 00 @13)
0 0 0 |0 3 0
0 0 0 |0 0 3

Die Matrix Q, im ebenen Spannungszustand erhilt man durch sukzessives Streichen der z, zz
und yz betreffenden Zeilen. Die Matrix Q, ist positiv definit, d.h. 67Q,0 > 0 fiir o # 0,
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wogegen Q, nur positiv semi-definit ist, d.h. 07 Qzo > 0 fiir alle Spannungen o. Die Matrix
Q) 148t sich nach dem Spekitralsatz der linearen Algebra mit Hilfe der orthonormierten Eigen-
vektoren zu den Eigenwerten 0 und 3/2 aufspalten in Q3 = QTQ mit

[0 0 0 0 0 0 \
1 11 0 0 0
. =3 V3
g=| =2 o % 0 00 (2.14)
0 0 0 +v3 0 0
0 0 0 0 +3 0
\ 0o 0 0 0 0 v3)
Die Funktion ® 14Bt sich also alternativ durch die Matrix Q darstellen durch
~T ~ ~ o o
®(0) =TQo = e7Q Qo = (Qo)’(Qo) = ||Qa||?, (2.15)
mit der euklidischen Vektornorm || - ||. Im dreidimensionalen Fall geht die positive Definitheit

von Q durch den Kern der Abbildung ¢ : o Qo verloren. Der Kern ¢ ist definiert durch
Kemn¢ = {o| Qo = 0} = {o| 0; = 0y = 0, und 0y = 0y, = 0y, = 0}, (2.16)

so daB die Spannungen aus Kern¢ den hydrostatischen Spannungen entsprechen. Dies ent-
spricht dem gewihlten Ansatz fiir ®. Damit beeinflufit die lineare Abbildung ¢ die Normei-

genschaften von || - ||, so daB durch /®(:) eine durch || - || indizierte Halbnorm definiert ist.
Daraus folgt, daB die vON MiSES-FlieSfunktion ® mit X° = ¥ \ (Kern¢) positiv definit auf

Y°U{0} ist und daB durch /®(-) eine Norm auf ¥°U {0} definiert ist. Dies gilt fiir Q, und Q,
so daf} nicht mehr zwischen Q; und Q, unterschieden wird. Damit folgen per Definition der
Norm 4/ ®(-) fiir Spannungen, die nicht dem hydrostatischen Spannungszustand entsprechen:

1. (o) >0, Vo
2. 3(0)=02 Qo =0

3. ®(ao) = a*®(0), Ya € IR, Vo

4. /O(o1 + 03) < \/B(01) + /®(02) Vou,00,.

Aus der Dreiecksungleichung folgt sofort ’ V®(o1) — /®(o2)

S \/(I)(O'l —-0'2).

Fiir die weiteren Untersuchungen in den folgenden Abschnitten ist es niitzlich, zusitzlich fol-
gende Funktion ® zu definieren:

®(oy,02) = 0] Qo (2.17)
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Die so definierte Funktion ist bilinear, symmetrisch und es gilt ®(o;, ;) = ®(o,). Weiter gilt:

0® . 0P =

3 = 2Qo und somit o7 3 . =207 Qo = 28(0y, 02). (2.18)
Spannungen o, die die Ungleichung ®(o) < o erfiillen, bewirken keine plastischen Dehnun-
gen und werden deshalb sicher genannt. Bei Gleichheit ist die FlieBbedingung erfiillt und die

Spannungen werden als zuldissig bezeichnet.

Aufgrund der Definition von ® begrenzt die Menge der zuléssigen Spannungen eine konvexe
Teilmenge des Spannungsraums, d.h. fiir alle sicheren und zulidssigen Spannungen o/, und o,
mit ®(o1), (o) < of ist auch die Konvexkombination ®((oy + (1 — ¢)o3) < o2 mit
0 < ¢ < 1 sicher oder zulissig. Die sicheren Spannungen bilden die offene Teilmenge & der
elastischen Spannungen des Spannungsraums. Deren Rand wird Flieffliche F genannt und
durch die zuldssigen Spannungen gebildet.

Weiterhin wird Materialstabilitit im Sinne des DRUCKERschen Postulats gefordert, d.h. fiir alle
zuldssigen Spannungen o* gilt:

(0 —07):6P>0, Yo € EUF (2.19)

Diese Eigenschaft bedeutet, daf3 die Arbeit einer angreifenden Kraft an den Dehnungsénderun-
gen nicht negativ sein kann (siehe [Dru51], [Dru59]) und wird auch Prinzip der maximalen
spezifischen Dissipationsarbeit genannt. Daraus folgt, daB8 anders als bei der elastischen De-
formation die in die plastische Deformation gesteckte Energie nicht wieder aus dem System
zuriickgewonnen werden kann. Weiter folgt, dafl £ eine konvexe Menge ist.

Aus der Konvexitit von @ folgt fiir alle sicheren und zuldssigen Spannungen &, daB8 die Tan-
gentialebene an F in einem Punkt o* € F mit £ U F hochstens einen Punkt gemeinsam hat:

0®

—| :(6—-0°)>0 bzw. ®(c°,6 —a") > 0. (2.20)
00 | o

Da dies fiir alle sicheren und zuléssigen Spannungen gilt, folgt mit der Ungleichung (2.19):

&P = AQ?, mit A > 0, (2.21)
oo

so daB die plastischen Dehnungsraten senkrecht auf der Fliefliche stehen, wobei A der unbe-
stimmte plastische Multiplikator ist (siche z.B. [Kaz84]). Die Beziechung (2.21) wird assoziierte
Fliefiregel genannt. Der plastische Multiplikator A ist durch den aktuellen Spannungszustand
bestimmt. Liegt ein elastischer Zustand vor oder eine Entlastung, so verschwindet A und damit
nach der assoziierten FlieBregel auch das plastische Dehnungsinkrement £7:

A=0, wenn ®(c) < o2 oder ®(o)=0f und &(o) <0 gilt. (2.22)
N s N o

~
elastisch Entlastung
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Die Struktur fliefit weiter, wenn gilt:
A >0, wenn ®(o) = 02 und &(o) = 0. (2.23)

Die Bedingungen (2.22) und (2.23) werden Konsistenzbedingungen genannt. Die bisher aufge-
stellten Regeln gelten in der Form nur fiir ideal plastisches Material. Dementsprechende Formu-
lierungen konnen auch fiir kinematisch verfestigendes Material aufgestellt werden ([Dru51]).

2.4 Eigenspannungen

Die wiihrend der Belastung in der Struktur  auftretenden Spannungen o lassen sich in einen
elastischen und einen plastischen Teil additiv zerlegen:

o=0c"+p. (2.24)

oF = E : e sind fiktive Spannungen, die in einem unendlich elastischen Material auftriten. Da
die Spannungen o und o® mit den gleichen Lasten b und p im Gleichgewicht stehen, gelten
die statischen Gleichgewichts— und Randbedingungen:

dive” = —b divp=0 in Q (2.25)
ofn=p p’n =0 auf 0. (2.26)

Daraus folgt, da das Spannungsfeld p mit der Nullast im Gleichgewicht steht, es wird daher
Eigenspannungsfeld genannt. Die einzelnen Spannungen p(x) werden Eigenspannungen ge-
nannt, sie resultieren aus der plastischen Deformation und héngen vom gesamten plastischen
Dehnungsfeld e? ab. Aus der Definition der Eigenspannungen folgt sofort, daf die Menge al-

ler Eigenspannungsvektoren einer Struktur mit der skalaren Multiplikation und der iiblichen
Vektoraddition einen linearen Vektorraum bilden.

Durch Einsetzen von Gleichung (2.8) und (2.24) in Gleichung (2.7) werden die zwei kompati-
blen Dehnungen erzeugt (siehe [SZM93]):

eg = B l:ioP 4 el (2.27)
e, = El:ip4ef, (2.28)

Die Eigenspannungen p leisten nach dem Prinzip der virtuellen Arbeit keine elastische Arbeit

an den Dehnungen ¢, — eine Eigenschaft, die in den Beweisen des Einspielsatzes zum Tragen
kommt, es gilt:

/p: (E‘I:p-l-sp) dQ =0 und /p:(E"I:p—I-éP) dQ = 0. (2.29)

Q Q



3 Einspieltheorie

Die plastische Spannungsbewertung beruht heute implizit auf der Traglast- und Einspielanalyse
einfacher Modellprobleme fiir idealplastisches Material [Cip80], [SH97b]. Diese geht - in ihrer
klassischen Formulierung im Rahmen der geometrisch linearen Theorie? - von dem Konzept
kritischer Strukturzustinde (in Bild 3.1 dargestellt) aus:

Gl.hcrm / 60

Q

~ £ Elastisches

S Einspielen
~
A~
S
Rein -~
elastisches S e

Verhalten

1 0mecll / G0

Bild 3.1: Breé-Interaktionsdiagramm fiir diinnwandige Rohre [SH97a]

e Unbeschrénktes FlieBen ist kritisch, weil es sofort zum plastischen Kollaps fiihrt. Lasten
unterhalb der Traglast (limit load) sind in diesem Sinne unkritisch.

o Inkrementeller Kollaps durch Akkumulation plastischer Dehnungen iiber aufeinander-
folgende Lastzyklen (Ratchetting) und plastische Ermiidung (Low Cycle Fatigue, LCF)
durch alternierende Plastifizierung sind kritisch, weil sie zum Strukturversagen fiihren,
wenn dieser Betriebszustand nicht verlassen wird. Lasten die unterhalb der Einspiellast
(shakedown load) liegen, sind in diesem Sinne unkritisch.

Diesen Versagensarten lassen sich zeitabhingige Festigkeiten zuordnen, wie es in Bild 3.2 fiir
einen Zugstab unter reiner Schwellbeanspruchung dargestellt ist. Der Beanspruchungsbereich

2Geometrisch nichtlineare Theorien werden zum Beispiel in [BH95], [CZ75], [SaS90] und [TW93] untersucht.

11
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148t sich in drei Bereiche aufteilen. Einige Autoren schlagen dafiir die Bezeichnungen Sofort-
ausfall, Kurzlebigkeit und Langlebigkeit vor. Der Festigkeitsbereich 146t sich somit in die Be-
reiche Kurzzeit—, Zeitfestigkeits— und Dauerfestigkeitsbereich aufteilen. Bei Belastung durch
die Zugspannung o, erfolgt der Kollaps. Aber auch bei zyklischer iiberelastischer Last erfolgt
ein Sofortausfall innerhalb weniger Zyklen durch plastische Ermiidung (LCF). Nur bei elasti-
scher Beanspruchung kann eine technisch nutzbare Lebensdauer ermittelt werden. Unterhalb
der Dauerfestigkeit Sp muf praktisch mit keinem Ermiidungsversagen gerechnet werden.

Sofortausfall Kurzlebigkeit Langlebigkeit
Oy o e .
Spa nnu& Kurzzeitfestigkeitsbereich
Dehnungs-Kurve (LCF)
Oy v
an
5 ¢’ N =const
= kennzeichnende - :
& I~ Beanspruchungs- Zeitfestigkeitsbereich
2 hohe (HCF)
B Schwellbelastung .
8 Whahlerlinie
Sp
Dauerfestigkeitsbereich
0] ! T
1 1 Np 107
Dehnung bzw. Zeit Schwingspielzahl N (log)

Bild 3.2: Betriebsfestigkeit des Zugstabes fiir Schwellbeanspruchung nach [Scl95]

Fiir ein Bauteil ist der Betriebs- oder Zeitfestigkeitsbereich auf den Bereich beschrinkt, in
dem die Komponente elastisch einspielt. Auch bei lokaler iiberelastischer Beanspruchung kann
die Lebensdauer anhand einer (experimentell aufgenommenen) Lebensdauerlinie (Wohlerli-
nie) ermitteln werden, wenn man zeigt, dafy weder LCF noch Ratchetting auftreten [Lan71].
Die FlieBspannung ist die Einspiellast des Zugstabs. Die Einspielgrenze einer zyklisch bean-
spruchten Struktur entspricht dem Materialkennwert 0. Anders als bei innerlich statisch unbe-
stimmten Bauteilen fallen bei dem Zugstab elastische Grenze und Einspielgrenze zusammen.
Die Einspielgrenze ist nur so scharf, wie es das Konzept einer FlieBgrenze erlaubt, die das
elastische vom plastischen Werkstoffverhalten trennt. Bei der Verwendung von Werkstoffen,
die zyklisch stark ver— oder entfestigen, sind zyklisch stabilisierte Stoffwerte experimentell zu
bestimmen. Die Einspielanalyse muf dann mit diesen von der Lastgeschichte abhéingigen Stoff-
werten durchgefiihrt werden.

Die nach der Be- und Entlastung einer Struktur entstehenden Eigenspannungen resultieren aus
den verbleibenden plastischen Dehnungen. Eigenspannungen, auch herstellungsbedingte, ha-
ben bei hinreichender Duktilitét keinen Einflufl auf die Traglast, sind also Sekundérspannungen
([Kaz84], siche dazu auch die Experimente von MAIER-LEIBNITZ [ML28] und die inkremen-
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telle Berechnung in Abschnitt 8.5). Die Traglastanalyse liefert im Gegensatz zur inkrementel-
len Berechnung nicht die Dehnungen beim Kollaps. Dehnungen und Verschiebungen hingen
bei der zyklischen Belastung von der Lastgeschichte und von Eigenspannungen ab (siehe Bild
8.17). Selbst wenn alle Bedingungen genau bekannt sind, sind diese GréBen mit zunehmend
flacher verlaufender Belastungskurve ungenauer bestimmbar. Die statischen GréBen sind die
technisch meist wichtigeren Kennwerte. Das gilt fiir die Werkstoffwerte o, und o, (siehe Bild
3.2), ebenso wie fiir den Bauteilkennwert oy;,,; (Traglastfaktor). Bei starker Annsherung an
diese Grenzen ist ausreichende Duktilitéit des Werkstoffs nachzuweisen oder es muB von abge-
minderten Festigkeitskennwerten ausgegangen werden. Nur bei sehr geringer Zihigkeit konnen
o bzw. Traglast durch Eigenspannungen vermindert sein, wenn keine ausreichende Verform-
barkeit des Werkstoffs vorliegt (siche [IRH95]).

Die Spannungsbewertung iibertrégt die fiir vereinfachte Modelle bekannten Trag- und Einspiel-
lasten auf kompliziertere technische Problemstellungen. Die nichtlineare Spannungsinteraktion
von Primér- und Sekundérspannungen wird in Bild 3.1 in der Ebene der mechanischen und
thermischen Umfangsspannungen im idealplastischen diinnen Rohr unter konstantem Innen-
druck und unter Thermozyklen dargestellt (Langsspannungen wurden von Bree konservativ
vernachlissigt [Bre67]). Das Interaktionsdiagramm ist ein regelgerechter Weg zur Bewertung
der Spannungen in einer speziellen Komponente im Hinblick auf die genannten Versagensarten.

Die Grenze zum plastischen Kollaps in Bild 3.1 zeigt die allgemeingiiltige Aussage, dafl Wirme-
spannungen Sekundérspannungen sind, weil die Traglast von ihnen unbeeinflufit ist. Insbeson-
dere die Traglastgrenzen sind fiir typische Strukturelemente des Apparatebaus formelmiBig
aufbereitet worden [Sav97]. Trotzdem bleibt die Spannungsbewertung wichtiger Elemente im
Apparatebau wie Behilterabschliile, Rohrverzweigungen und -kriimmer in der Diskussion (z.B.
[Hol93],[WRLI5] und [WJ96]).

Durch die Konzentration auf das Berechnungziel Trag— bzw. Einspiellast werden der rechneri-
sche Aufwand und die benétigte Datenmenge erheblich reduziert. Werden zusiitzliche Informa-
tionen iiber den Belastungsverlauf benétigt, kann nach Berechnung der Trag— und Einspiellast
eine inkrementelle Berechnung erfolgen, welche bei Kenntnis der Trag— und Einspiellast einfa-

cher ist.

Die statischen Sitze der Einspielanalyse nach MELAN [Mel38] sind in den Spannungen formu-
liert und ergeben ein mathematisches Maximierungsproblem fiir sichere Lasten. Die maximale
sichere Last ist bei Ausschlu3 von Strukturkollaps die Traglast und bei Vermeidung von Rat-
chetting und LCF die (elastische) Einspiellast. Demgegeniiber sind die kinematischen Sétze
nach KOITER [Koi60] in kinematischen Grofen formuliert. Sie definieren ein mathematisches
Minimierungsproblem fiir unsichere Zusténde und fiihren zu einer dualen Formulierung fiir die
obere Schranke der Trag— und Einspiellast (siche [SHH98], [SH99]). Jede zuldssige Belastung,
die den statischen Satzes erfiillt, ist eine untere, jede Belastung, die dem kinematischen Satz
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geniigt, ist eine obere Schranke fiir die sichere monotone bzw. variable Last (siehe [K0i60]).
Nach dem Dualititssatz (siche z. B. [K687], [TS80], [Chr96] und [Chr80]) ist die grofte un-
tere Schranke gleich der kleinsten oberen Schranke, so dafl die exakte Losung beliebig genau
erreicht werden kann. Um konservative Losungen zu erhalten, werden hier nur die statischen
Sitze angewandt. Zur Betrachtung der kinematischen Einspielsitze siche zum Beispiel [Atk96],
[KW92], [KM94a], [KM94b], [PM92] und [Zha95].

Untersucht wird eine Struktur (2, die durch eine zeitlich verinderliche Belastung P(t) aus einem
Lastraum £ belastet wird. Zum Zeitpunkt ¢ ist P(t) = (b(¢),p(¢),T(t)) die verallgemeinerte
Belastung mit der Volumenlast b(t¢), der Oberflichenlast p(¢) und der Temperaturlast T'(%).
Durch diese symbolische Schreibweise von £ lassen sich monotone und zyklische Lasten zu-
sammenfassen. Fiir den Lastraum £ sind folgende Strukturstinde moglich:

1. Rein elastisches Verhalten:
Das System {2 bleibt fiir alle Belastung P(t) € £ rein elastisch.

2. Elastisches Einspielen:
Nach anfinglicher plastischer Verformung klingen die plastischen Dehnungszuwichse ab
und das System geht in einen elastischen Zustand iiber.

3. Plastisches Einspielen(Low Cycle Fatigue):
Die plastischen Dehnungen bleiben beschrinkt, wéhrend die plastischen Dehnungsinkre-
mente im Laufe der Belastung sténdig ihr Vorzeichen wechseln. Das FlieBen der Struktur
hort nicht auf und die Struktur wird aufgrund alternierender Plastifizierung versagen.

4. Ratchetting:

Die plastischen Dehnungen akkumulieren im Laufe der Belastung, so daB die Struktur
durch grofie Verformungen oder Bruch versagen wird.

5. Kollaps:
Im Lastbereich existiert eine Belastung, die die Traglast der Struktur erreicht, so da die
Struktur kollabiert. Die Verschiebungen konnen somit iiber alle Grenzen anwachsen.

Die Zustinde 3., 4. und 5. der Auflistung werden als kritische Strukturzustinde bezeichnet. Die
Zustande 3. und 4. sind dadurch charakterisiert, daB in der Struktur () mindestens ein Punkt
x existiert, in dem die plastischen Dehnungsinkremente &”(x, ) im Laufe der Belastung nicht
verschwinden, so daf} tlirgo €P(z,t) # O gilt. Da die plastischen Dehnungen im Zustand 3. der
Auflistung beschrinkt bleiben und nur die Dehnungsinkremente ihr Vorzeichen #ndern, spricht
man vom plastischen Einspielen. Dieser Strukturzustand wird zum Beispiel in [Pol93b] und
[Pol93a] genauer untersucht. In dieser Arbeit soll jedoch das plastische Einspielen nicht unter-
sucht werden. Es wird aber durch das elastische Einspielen ausgeschlossen. Fiir Zustand 5. der
Auflistung erfolgt das Versagen direkt im ersten Belastungszyklus.
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Die Strukturzusténde 1. und 2. der Auflistung sind nach dem Abklingen der plastischen Dehnun-
gen nicht mehr zu unterscheiden. Da im Allgemeinen bei einer Struktur nicht die vollstindige
Lastgeschichte (z.B. durch den Herstellungsproze8) bekannt ist, sind die beiden Zustéinde qua-
litativ identisch. Fiir sie verschwinden die plastischen Dehnungen im Laufe der Zeit

lim eP(x,t) =0, Vxe€q, (3.1

t—+00
so daf} das System in einen elastischen Zustand iibergeht. Der Fall des lokalen Materialversa-
gens vor Erreichen des elastischen Einspielens kann durch diese Bedingung nicht ausgeschlos-
sen werden. Zusitzlich zu der Forderung (3.1) muf} deshalb fiir das elastische Einspielen noch
die Beschrinktheit der plastischen Dissipationsenergie im Laufe der Belastung gelten:

t

= hm /wp (x,t) dQ) = tll>r£10 /a(x, 7): eP(x,7) dr| dQ < c. (3.2)
e Lo

Dabei ist mit w, die Dichte der plastischen Dissipationsenergie bezeichnet. Diese Forderungen

machen nur fiir die Untersuchung der Einspiellast Sinn, da bei Erreichen der Traglast die Dis-

sipationsenergie beschriinkt bleibt. Im weiteren wird davon ausgegangen, dal der Lastbereich

L so gewihlt ist, da aus allen Lasten P(t) € £ nur rein elastische Dehnungen resultieren.

Im Fall der Traglastberechnung schrumpft der Lastbereich £ zu einem Vektor zusammen. Die

VergroBerung des Lastbereichs bedeutet in diesem Fall eine Streckung des Vektors.

Bei der Einspielanalyse wird der groStmogliche Faktor a gesucht, mit dem der Lastbereich £
proportional vergroBert werden kann, so daf} die Struktur unter dem vergroferten Lastbereich
noch einspielt. Die aktuellen Spannungen o wihrend der Belastung P(t) miissen dann die sta-
tischen Gleichgewichts— und Randbedingungen in jedem Punkt erfiillen:

(o(t)) < o5 in® (3.3)
dive(t) = —ab(t) inQ (3.4)
o(t)n = ap(t) auf 09,. (3.5)

Der groBtmégliche Faktor, der diese Bedingung erfiillt, wird Einspielfaktor genannt. Dies fiihrt
zu einem mathematischen Optimierungsproblem in der statischen Grofie o

max o (3.6)
unter  Erfiillung von Bedingung (3.3) — (3.5). 3.7

Diese Einspielbedingungen sind noch unabhéngig von dem gewéhlten Materialgesetz. Sie gel-
ten fiir ideal plastisches wie auch fiir verfestigendes Material. BLEICH hat schon in [Ble32]
eine vereinfachte Version dieses Einspielsatzes fiir einfach statische unbestimmte Strukturen
bewiesen. In dieser zeitabhiingigen Form lassen sich die Einspielbedingungen jedoch nur durch
inkrementelles Nachrechnen der Lastgeschichte nachpriifen. Durch die Aufteilung der aktuellen
Spannungen in elastische, plastische bzw. aus der Verfestigung resultierende innere Variablen

konnen die Einspielbedingungen wesentlich vereinfacht werden.
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3.1 Einspielen von Systemen aus ideal plastischem Material

Fiir ideal plastisches Material werden die aktuellen Spannungen o (x,?) in fiktive elastische
Spannungen o-Z(x,t) und Eigenspannungen p(x,t) aufgeteilt: o(x,t) = oZ(x,t) + p(x,1).
Im Falle des elastischen Einspielens verhilt sich das System nach dem Zeitpunkt des Einspie-
lens rein elastisch, so daB sich die zeitliche Anderung der Spannungen nur in den Spannungen
oF(x,t) und nicht mehr in den Eigenspannungen p wiederspiegelt. Es bildet sich nach dem
Einspielen ein zeitunabhingiges Figenspannungsfeld p, so daB die Uberlagerung dieses Ei-
genspannungsfelds mit den fiktiven elastischen Spannungen o ein zuléssiges Spannungsfeld
ergibt. Die aktuellen Spannungen sind nach dem Einspielen zuléssig, so daB sich fiir das Ein-
spielen von {} folgende notwendige Bedingung zu jeder Zeit ¢ aufstellen 146t:

®(af(x,t)+ p(x)) < 02(x), VxeN . (3.8)

Da aus den im Laufe der Belastung auftretenden plastischen Dehnungen e die Eigenspannun-
gen p resultieren, muf} im Fall des Einspielens nach obigem gelten:

tl_i_}m p(x,t)=0, Yx €. (3.9)

Fiir jede Versagensart existiert ein Punkt, fiir den (3.9) nicht erfiillt ist. Die notwendige Bedin-
gung (3.8) wird in dem von MELAN [Mel36] hergeleiteten Einspielsatz erweitert:

Satz (Melan):

Existiert ein Faktor o > 1 und existieren zeitunabhéngige Eigenspannungen p(x)
mit [ p: E™' : p d) < oo, so daB fiir alle Lasten P(t) € £ die Ungleichung
Q

®la(a®(x,t) + p(x))] < ol Vx e (3.10)

erfiillt ist, so wird die Struktur unter dem Lastbereich £ elastisch einspielen.
Beweis:

Exemplarisch fiir ideal plastisches Material wird der Einspielsatz von MELAN bewiesen
(siche [Mel36]). Die Beweise der Einspielsitze fiir kinematisch verfestigendes Material
folgen einem 4hnlichen Schema und sind z.B. in [Mel38], [K687], [WGW88] und [Zha91]
dargestellt. Zum Beweis wird das mit p zeitabhingige Funktional J betrachtet:

1
J=§/[p—p]:E‘1:[p——p]dQ. 3.11)
Q

Es kann angenommen werden, daB p(x,t = 0) = 0 gilt. Da E~! positiv definit ist, ist J
nicht negativ. Fiir die zeitliche Ableitung von J ergibt sich mit der Symmetrie von E~':

J= /[p - p):E7': pda. (3.12)
Q
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Wendet man Gleichung (2.29) auf das Eigenspannungsfeld p — p an, so gilt:

/[p —p]: B! p+£P]d0 = 0. (3.13)
Q

Durch Einsetzen von Gleichung (3.13) in Gleichung (3.12) erhélt man:

J

i

—/[p—p]=épda=—/[<aE+p>—<aE+ml:épdﬂ

Q ag

- /[a B p)]:ePdQ <0 (3.14)

Die Nichtpositivitit der Ableitung folgt aus der Zulissigkeit der Spannung o + p und
dem DRUCKERschen Postulat. Das Funktional J ist somit nach unten beschrinkt und
monoton fallend, so daB es gegen eine Konstante konvergieren muB3. Damit miissen auch
die Eigenspannung p gegen ein konstantes Eigenspannungsfeld konvergieren, d. h.

. s G p _
tli}rglo p(x,t) = p(z) und damit tli)rge (z,t) =0. (3.15)

Diese Eigenschaften folgen aus der notwendigen Bedingung fiir das Einspielen (3.8). Fiir
den Beweis des Satzes muf} noch iiberpriift werden, ob die plastische Dissipationsenergie
endlich bleibt. Aus ®(a(af + p)) < o2 und der Ungleichung (2.19) folgt (siche [K687]):

[0 —a(cB+p)):&° >0, bzw. o:&” < ail (p—p): & (3.16)

Damit folgt fiir die plastische Dissipationsenergie:

oo o

W, = o: ededT<——a—//p pl: SdedT_—'—g—/j(T)d’T
P a-—1 10
o Q

o
20— 2

<

J(O) = /p E™':pd< oo (3.17)

Q

a—l

Daraus folgt, daB die plastische Dissipationsarbeit unter den getroffenen Voraussetzungen
beschrinkt bleibt und das System {2 unter dem Lastraum £ elastisch einspielt. O

Folgerung:

Nach den Voraussetzungen des Einspielsatzes fiir ideal plastisches Material konnen Struk-

turen mit Singularititen in den fiktiven elastischen Spannungen nicht einspielen. In diesen

Fillen existiert kein zeitunabhingiges Eigenspannungsfeld p, welches die Voraussetzun-

gen des Einspielsatzes erfiillt, da es auch ein singuldres Spannungsfeld sein miifite, im

Widerspruch zur Bedingung [ p : E-! : p dQ < oo. Da Strukturen mit Rissen un-
Q

ter bestimmten Belastungen Spannungssingularititen ausbilden, konnen sie unter diesen
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Belastungen nicht einspielen. Andererseits existiert zu bestimmten Strukturen mit Rif3
eine wohldefinierte statische Traglast. Beim statischen Traglastsatz (siche z.B. [Pra76}
und [PH54]) wird nur die Existenz eines Eigenspannungsfelds p benétigt, welches durch

E

die Uberlagerung mit den fiktiven elastischen Spannungen o~ einen zulissigen Span-

nungszustand o ergibt. Die Forderung der Endlichkeit von [ p : E™ : p dQ wird im
Q

statischen Traglastsatz nicht bendtigt, so daB auch singuldre Spannungsfelder behandelt
werden konnen (siehe auch die Beispiele defekter Strukturen in Abschnitt 8). Insofern
ist der statische Traglastsatz formal eine Erweiterung des statischen Einspielsatzes, da
der Einspielsatz durch Hinzunahme von weiteren Voraussetzungen aus dem Traglastsatz
entsteht.

Der grofite Wert a:spake, der die Bedingungen des Satzes von MELAN erfiillt heiBt (elastischer)
Einspielfaktor (shakedown—factor). Besteht der Lastraum £ nur aus einem Punkt, so wird der
maximale Faktor oy Traglastfaktor genannt. Im weiteren werden die beiden Faktoren aspake
und ay;ms auch zusammenfassend als Grenzlastfaktoren o bezeichnet, wenn ersichtlich ist, um
welche Art der Belastung es sich handelt. Jeder Faktor «, fiir den ein zeitunabhingiges Eigen-
spannungsfeld p existiert, so da die Voraussetzungen des Satzes erfiillt sind, ist eine untere
Schranke fiir den exakten Einspiel- bzw. Traglastfaktor.

In der allgemeinen Traglast— bzw. Einspielanalyse ist die Berechnung von ayipi: bzw. aspake
das Ziel. Die Losung dieser Fragestellung fiihrt auf das mathematische Optimierungsproblem

max (3.18)
unter @[aaE(x,t) +p(x)] < od(x) Vx el (3.19)
divp(x)= 0 Vx e (3.20)

px)n= 0 Vx € 09Q,. (3.21)

Dabei kann der Faktor « vor der zeitunabhéngigen Eigenspannung p wegfallen, da die Eigen-
spannungen den Kern von @ bilden. Dieses Optimierungsproblem fat die statische Zul#ssigkeit
der Spannungen o” und den Satz von MELAN zusammen. Da das DRUCKERsche Postulat vor-
ausgesetzt wurde, ist dies ein konvexes Maximierungsproblem, so daf ein lokales Maximum des
Problems auch das globale Maximum ist (siche z.B. [Lue84]). Daher fiihrt der Satz zu einem
eindeutig berechenbaren Grenzlastfaktor. Das Problem hat mit den Materialpunkten unendlich
viele Nebenbedingungen, welche durch eine Finite~Elemente Diskretisierung reduziert werden
konnen. Da hier die VON MISES—Flieffunktion benutzt wird, handelt sich um ein nichtlineares
Optimierungsproblem. Diese Nichtlinearitiit steigert den Lésungsaufwand erheblich, so daf es
Bestrebungen gab, dies durch die Verwendung der TRESCA-FlieRfunktion zu umgehen (sie-

he z.B. [AK72], [CZ74], [DG57], [Gen88], [KL65], [Mai69] und [She86]). Hier wird jedoch
darauf verzichtet.

Dabei muf} beachtet werden, daf} die Voraussetzungen in jedem Punkt x € ) {iberpriift werden
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miissen, um sichergehen zu kénnen, daB eine echte untere Schranke von o e 5 DZW. Qyimi: €rhal-
ten wird. Im Allgemeinen konnen die Voraussetzungen des Satzes von MELAN jedoch nicht in
jedem Punkt der Struktur iiberpriift werden. Ausnahmen bilden Strukturen, die in jedem Punkt
die gleichen Spannungsformen haben, z.B. ein unendlich diinnes Rohr unter Innendruck (siche
die Untersuchung von BREE in [Bre67]). Diese Strukturen bilden jedoch die Ausnahme und
existieren nur ndherungsweise, so dafl davon ausgegangen werden kann, daB die Voraussetzun-
gen des Einspielsatzes nicht in jedem Punkt iiberpriift werden kdnnen und damit die erhaltenen
Grenzlastfaktoren nicht mit Sicherheit Schrankencharakter fiir die wahren Werte von oy;,,.;: bzw.
Oshake haben, Weiterhin werden die Spannungen in den Punkten x in der Regel mit Hilfe der
Finiten—Element—Methode berechnet und sind somit nur Ndherungen.

Durch die Einspielanalyse erhdlt man einen begrenzenden sicheren Lastbereich, in dem die La-
sten mit beliebiger Lastgeschichte variieren kénnen. In der Formulierung der Einspielanalyse
wurde davon ausgegangen, dafl sich die Werte der FlieBspannungen im Laufe der Belastung
nicht dndern. Bei thermischen Belastungen #ndert sich jedoch die FlieBspannung mit der Tem-
peratur T', d.h. o9 = 0o(T'). Im folgenden Abschnitt wird kurz darauf eingegangen.

Einspielen von thermisch belasteten Systemen

Bei hoher Temperaturbelastung konnen Effekte auftreten, die bei Raumtemperatur kaum eine
Rolle spielen (z.B. Kriechen und temperaturabhéngige FlieBspannung). Hier wird nur eine Er-
weiterung der statischen Sitze fiir temperaturabhéngige FlieBspannung angegeben, wobei ange-
nommen wird, daB die Gestalt der FlieBfliche nicht von der Temperatur abhéngt (siehe [Chi93],
[Smi741). Die FlieBspannung sei eine monoton fallende Funktion der Temperatur 7', d.h.

(o) <ox(T) uwnd  oo(Ty) < oo(T2) VTi 2> To. (3.22)

Kann die Temperaturabhéngigkeit des E-Moduls vernachlissigt werden, so 146t sich der stati-
sche Einspielsatz erweitern (siehe [GC80], [K687]):

Satz 3.1

Existiert ein Faktor o > 1 und zeitunabhéngige Eigenspannungen p(x) mit
[p:E™:pdQ < oo, sodaB fiir alle Lasten P(?) € £
Q

dlao?(x,T,t) + p(x)] < 0o(x,T) Vx e (3.23)

erfiillt ist, so spielt die Struktur unter dem Lastbereich £ elastisch ein.

Das diesem Satz entsprechende Optimierungsproblem wird dann mit den temperaturabhéngigen
Fliefspannung oo(T') aufgestellt (siche auch Abschnitt 6).
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3.2 Einspielsatz fiir unbeschrankt linear kinematisch verfe-
stigendes Material

MELAN hat schon in [Mel38] einen Einspielsatz fiir linear kinematisch verfestigendes Mate-
rial angegeben. Da in Abschnitt 6 einige spezielle Einspielanalysen analytisch geldst werden,
werden hier kurz die nétigen Einspielsitze dargelegt. MELAN geht davon aus, daB sich die ak-
tuellen Spannungen o darstellen lassen durch o = v + «. Die Spannungen a beschreiben
die Verschiebung der AnfangsflieBfliche im Spannungsraum und werden backstresses genannt.
Um das FlieBen der Struktur festzustellen, wird der Anteil v in die FlieBfunktion eingesetzt:
®(v) = ®(o — ) < 3. Dieses Modell beschreibt eine unbeschrinkte lineare kinematische
Verfestigung und kann den BAUSCHINGEReffekt eines Materials darstellen (siche [Mel38]).

Der Einspielsatz nach MELAN ([Mel38]) fiir unbeschrinkt linear kinematisch verfestigendes
Material lautet:

Satz 3.2

Existiert ein Faktor o > 1, ein zeitunabhéngiges Eigenspannungsfeld p und ein zeitun-
abhingiges Backstressfeld & mit [ p7 : E™' : p dQ < oo, so da
(9] .

Bla(af(x,t) + p(x) — &(x))] < 02(x) VxeQ VP(t)e L (3.24)

erfiillt ist, so wird die Struktur unter dem Lastbereich £ elastisch einspielen.

3.3 Einspielsatz fiir beschrankt linear kinematisch verfesti-
gendes Material

Die notwendigen Einspielbedingung fiir Strukturen aus beschrénkt kinematisch verfestigendem
Material lauten nach ZHANG [Zha91] mit der FlieBspannung oo und der Bruchspannung oy
(siehe dazu auch [Mas24], [Mro67], [WGWS88]):

Satz 3.3

Existiert ein Faktor o > 1, ein zeitunabhéngiges Eigenspannungsfeld p und ein zeitun-
abhingiges Backstressfeld & mit [ p7 : E™ : p dQ) < oo und
Q

Plaa(x)] < [oy(x) — o0(x)]?, (3.25)
so daB fiir alle Lasten P(¢) € £

Bla(a(x,t) + p(x) — &(x))] < o2 Vx €N (3.26)

erfiillt ist, so wird die Struktur unter dem Lastbereich £ elastisch einspielen.



4 Behandlung diskretisierter Systeme

4.1 Strukturdiskretisierung durch finite Elemente

Um die Traglast— bzw. Einspielanalyse auf beliebige Systeme anwenden zu kdnnen, ist es not-
wendig, die Moglichkeiten der Finiten—Element-Methode (FEM) zu nutzen. Nach den Bemer-
kungen in Abschnitt 3.1 geht der Schrankencharakter der erhaltenen Grenzlastfaktoren durch
die approximative Berechnung der auftretenden Spannungen eventuell verloren. Um ein groBes
Spektrum von Strukturen abzudecken, wurde zur Implementierung der Grenzlastanalyse das
kommerzielle Finite-Element-Programm PERMAS der Firma INTES benutzt (siche [PER88]).
PERMAS ist in der Version IV hinreichend offen, um die Grenzlastanalyse ohne direkte Hilfe
des Herstellers als Subroutine zu implementieren.

Das benutzte FE-Programm wird dazu benutzt, fiir ideal plastisches Material die fiktiven ela-
stischen Spannungen o® sowie Eigenspannungen p zu berechnen. Die Berechnung des groften
Lastfaktors wird dann unabhéngig vom FE-Programm durchgefiihrt.

Nach den theoretischen Ansétzen der Grenzlastanalyse wire eine Implementierung mit Span-
nungsansitzen sinnvoll, da der Satz von MELAN in statischen Gréfen (Spannungen) formu-
liert ist, Mit Hilfe der AIRYschen Ansatzfunktionen hat es solche Ansétze fiir ebene Proble-
me gegeben (siche [Bel72], [WGW88]). Aufgrund der Nachteile bei der Definition geeigne-
ter finiter Elemente wurde diese Methode hier jedoch nicht verfolgt. Bei der Implementation
der Grenzlastanalyse wurde daher die in PERMAS (und in allen bedeutsamen kommerziellen
FEM-Programmen) benutzte Verschiebungsmethode verwendet.

Bei der Finite-Element—Methode wird die Struktur 2 in N, finite Elemente aufgeteilt mit den
GAUSSpunkten x;, ¢ = 1,..., Ng. Da die Voraussetzungen des Einspielsatzes von MELAN
nicht in jedem Punkt der Struktur iiberpriift werden konnen, werden die Bedingungen nur in
den GauUsspunkten der Struktur iiberpriift. Um die Korrektheit der berechneten Spannungen
zu garantieren, ist der durch die Diskretisierung der Struktur entstandenen Fehler abzuschétzen
(siche [PER88]). Zur Reduzierung des Fehlers konnen wie bei jeder herkdmmlichen Finite—
Element-Berechnung gegebenenfalls adaptive Netzverfeinerungen durchgefiihrt werden.

Die Struktur Q wird durch die Last P(t) belastet und die diskretisierten fiktiven elastischen
Spannungen o (¢) = oZ(x;,t) werden mit Hilfe der Verschiebungsmethode berechnet. Mit
den diskretisierten Eigenspannungen p; = p(x;) lautet die diskretisierte Fassung der notwen-
digen Bedingung (3.8) mit der FlieBspannung oo,; in jedem GAUSSpunkt ¢:

B(af(t)+ p;) < 05

21
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Zur weiteren Untersuchung werden folgende Abkiirzungen eingefiihrt. !

Ng Anzahl der GAUSSpunkte der Struktur
Nsx Anzahl der Spannungskomponenten je GAUSSpunkt
Nr Anzahl der Freiheitsgrade der Struktur

Das FE-Programm PERMAS berechnet die lastabhiingigen elastischen Spannungen oF(t) nach
der Verschiebungsmethode (siche [PER88]). Uber einen Verschiebungsansatz und das Prin-
zip der virtuellen Verschiebungen werden mit Hilfe der Elementmatrizen, der Elementinzi-
denzmatrix und der Globalmatrix die diskretisierten homogenen Gleichgewichtsbedingungen

der Eigenspannungen p, formal anfgestellt (siche Abschnitt 4.3, [AM&7], [PER&8], [SH97d],
[Zha91}):

Ng
S Cipi=0. @
i=1

Die Elementmatrizen C; berechnen sich aus den virtuellen Knotenverschiebungen und den geo-
metrischen Randbedingungen der Struktur; es gilt C; € IRNFXNsx und p; € IRNsx. Die
Gleichung (4.1) stellt somit die diskrete Formulierung der Gleichungen (3.20) und (3.21) im
Gausspunkt ¢ dar. FaBt man die Matrizen C; und die Vektoren p; zusammen durch C =
(Ci,... ,Cng)bzw. @7 = (pT,... ,p%.), so geht Gleichung (4.1) iiber in

Co=0. 4.2)

Die Matrix C ist durch die gewéhlte Diskretisierung und die Randbedingungen eindeutig fest-
gelegt; es gilt C € IRNF*(Nsx-Ne) ynd g € IRNsx*No, Da nur Strukturen untersucht werden,

die keine Starrkorperverschiebung zulassen, besitzt die Matrix C maximalen Rang, der durch
die Anzahl der Freiheitsgrade Ny von ) gegeben ist.

Die Menge aller Vektoren p, die die Gleichung (4.2) erfiillen, bilden den Kern der durch die
Matrix C definierten Abbildung. Damit ist die Menge dieser Vektoren g mit der Vektoradditi-
on und der skalaren Multiplikation ein Vektorraum B, der Eigenspannungsraum genannt wird.
Die Dimension des Eigenspannungsraums B ist gegeben durch den Defekt der durch die Ma-
trix C gegebenen Abbildung dim(B) = Nsgk - Ng — Np. Im allgemeinen ist die Anzahl der
GAusspunkte wesentlich groBer als die der Verschiebungsfreiheitsgrade Ng > N, so daB die
Dimension des Eigenspannungsraums B im wesentlichen durch die Anzahl der GAUSSpunkte

Ng und durch Ngp gegeben ist. Somit wird in der Grenzlastanalyse folgendes Optimierungs-
problem geldst mit o = (pf,... , pf):

max « (4.3)

unter  ®laof(t)+p;] < o2, i=1,...,Ng, P(t)eL, p€B. (4.4)

1Zur Vereinfachung der Darstellung wird 0.B.d.A. angenommen, dal NSK fiir alle GAUsSpunkte gleich ist.
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Dieses Optimierungsproblem hat die Unbekannten p; und o, d.h. insgesamt Ngx - Ng + 1 und
durch die Zeitabhéngigkeit von oF unendlich viele Nebenbedingungen, Zwar ist die Anzahl
der Unbekannten reduziert worden, die Anzahl der Nebenbedingungen ist jedoch weiterhin un-
endlich, was die Losung erheblich erschwert. Im néchsten Abschnitt wird die Moglichkeit einer
Diskretisierung des Belastungsraums £ beschrieben, so daf} die Anzahl der Nebenbedingungen
endlich wird und die Grenzlastanalyse erheblich vereinfacht wird.

4.2 Lastdiskretisierung

Im Lastbereich £ sind beliebige Lasten zusammengefaBt, die auf die Struktur ) einwirken.
Durch die Variable ¢ ist jede Last in £ durch P(¢) charakterisiert. Soll durch den Lastbereich
eine zyklische Belastung abgebildet werden, so liegen unendlich viele Belastungen P(%) in L.
Sie alle miissen die hinreichenden Bedingungen im Falle des elastischen Einspielens erfiillen.

Meist ist die zyklische Belastung jedoch durch endlich viele /V;, unabhéngige Lastfille P(k),
k=1,...,Ng bestimmt. Diese Lastfille bewegen sich wihrend der gesamten Belastung zwi-
schen gegebenen Grenzen P~ (k) und P*(k). Als Beispiele dienen Strukturen belastet durch
zyklische Druck— bzw. Zugbelastungen, die zwischen der jeweiligen Maximallast und der Mi-
nimallast variieren (siche dazu [KK78]). Der Ort der Lastaufbringung bleibt konstant, d.h. der
Lastrand dndert sich nicht. Da ein wesentlicher Teil der praktischen Problem Belastungen dieses
Typs beinhaltet, werden ab jetzt nur noch Belastung dieser Art untersucht (siehe [K687]).

Auch fiir erweiterte Formen der zyklischen Belastung ist es moglich, Einspiellasten mit Hilfe
der Einspielanalyse durchzufiihren. SHEN untersucht zum Beispiel in [She86] bewegte Lasten
auf Scheiben, KAPOOR und JOHNSON betrachten in [KJ94] Kontaktstrukturen und deren Ein-
spielen und STUMPF bestimmt in [Stu93] Einspiellasten fiir nichtproportionale Belastungen,
um einige Beispiele zu nennen.

Die so bestimmten zyklischen Belastungen lassen sich durch die Lastfdlle P(1),... , P(NL)
darstellen mit
Ny
P(t) =Y NP(j). 4.5)
Jj=1

Somit wird jede Belastung P(t) € £ durch die Basislasten P(1),... , P(/Ny) erzeugt. Wird
zusitzlich angenommen, daB die Basislasten durch die jeweiligen Maximallasten gegeben sind,
so 148t sich die Last P(t) eindeutig als Konvexkombination der Basislasten P(j ) darstellen, d.h.

es gilt zusétzlich

1, und \;>0,j=1,...,Np. (4.6)

N
I
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Daraus folgt, daB der Lastbereich £ ein durch die Basislasten P(1),... , P(NL.) erzeugtes kon-
vexes Polyeder ist, wobei die Basislasten die Ecken des Polyeders bilden und daraus folgend
auch Lastecken genannt werden. Dadurch lassen sich die hinreichenden Bedingungen fiir das
Einspielen vereinfacht formulieren. Dazu betrachtet man die fiktiven elastischen Spannungen
o¥(t), die in den hinreichenden Bedingungen als einzige von ¢ abhingige Grofe vorkom-
men. Dazu sei o () diejenige elastische Spannung im GAUSspunkt x;, die zur Basislast P(j)
gehort, sie wird Basisspannung genannt. Aus dem Superpositionsprinzip fiir elastische Lasten
folgt, daB sich die Spannung o-F(¢) konvex aus den Basisspannungen o7 () zusammensetzt:

Np
of(t) =Y Nof (). @.7)

J=1
Fiir die Giiltigkeit von Ungleichung (4.4) im GAUSSpunkt x; reicht schon die abgeschwéchte
Forderung fiir die Basisspannungen o ¥ (5)

®(ao?(j) + p;) < 03, (4.8)

denn nimmt man (4.8) fiir alle 7 an, so folgt aus der Konvexitéit von ¢ in allen Punkten x;:

Slao(t) +p] = Z/\N )+ pi] = Zx\ ao?(5) + p;)]

7=1

S ZAQ)[Q{U +pz]<z)‘001—a§z (49)

j=1
Damit folgt die Zulsssigkeit der aktuellen Spannung ao?(¢) + p; im GAUSSpunkt x; direkt
aus der Zuléssigkeit der Ny, Spannungen ao?(j) + p, im Punkt x; und der Konvexitit des
Lastbereiches £. Die hinreichenden Bedingungen (4.4) miissen nur noch fiir die Basislasten
iiberpriift werden, was eine wesentliche Vereinfachung der Grenzlastanalyse bedeutet. Fiir die
. Traglastanalyse wird dementsprechend nur eine Lastecke betrachtet. Bei der Grenzlastanalyse
fiir ideal plastisches Material nach der Lastdiskretisierung wird dann folgendes Problem gelst:

max « (4.10)
unter ®lao?(j)+p;] <oz, i=1,...,Ng, j=1,...,Ny, o €B. (4.11)

Die Unbekannten dieses Problems sind weiterhin die zeitunabhingigen Eigenspannungen p;
und der Lastfaktor c, d.h. man hat insgesamt Nsx - Ng + 1 Unbekannte. Die Anzahl der Ne-
benbedingungen hat sich auf endlich viele reduziert. Insgesamt folgt aus der Lastdiskretisie-
rung, da N, - Ng Ungleichungsnebenbedingungen resultierend aus der FlieBbedingung und
NF Gleichungsnebenbedingungen resultierend aus der Dimension von C zu erfiillen sind.

Zwar ist die Anzahl der Nebenbedingungen jetzt endlich, fiir realistische Finite-Element—Model-
le mit N¢ GAUSSpunkten mufl man jedoch weiterhin O(Ng) Unbekannte und O(Ng) Neben-
bedingungen betrachten. Durch Active-Ser—Strategien (siche Kapitel 5) ist zwar die Menge der
Nebenbedingungen wihrend der Optimierung reduzierbar, die Menge der Unbekannten macht
jedoch fiir realistische Strukturen die Losung mit herkémmlichen Mitteln nahezu unmdglich.
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4.3 Der Eigenspannungsraum 3

Die Menge aller Eigenspannungsverteilungen einer Struktur  bildet nach der Definition in
Abschnitt 2 zusammen mit der skalaren Multiplikation und der Vektoraddition einen linearen,
unendlich dimensionalen Vektorraum. Durch die in Abschnitt 4 vorgestellte Diskretisierung der
Struktur ist durch die Menge der diskreten Eigenspannungsverteilungen ein linearer, endlich
dimensionaler Vektorraum gegeben. Die Dimension dieses Vektorraums 3 ist bestimmt durch
die Diskretisierung und nach Gleichung (4.2) gilt dimB = Ng - Nsx — Nr. Die Dimension von
B steigt somit mit der Anzahl der GAUSSpunkte, so daB die Anzahl der Unbekannten fiir reali-
stische FE-Modelle die Losung mit herkémmlichen Optimierungsmethoden nahezu unméglich
macht.

4.3.1 Basisreduktionsverfahren

Zur Losung dieser Problematik wird der folgende Ansatz der Basisreduktion gewihlt (siehe
[She86], [Zha91]). Statt im gesamten Eigenspannungsraum B die Losung des Optimierungs-
problems (4.10) und (4.11) zu suchen, beschrinkt man sich auf einen Teilraum B; von B der
Dimension d. Durch die iterative Wahl verschiedener Unterrdume 5} in einer Iterationsstufe k
werden die in den Unterrdumen erhaltenen Losung oy, verbessert. Die Dimension der gewéhl-
ten Unterdume ist im Vergleich zur Dimension des Raums B sehr gering, im allgemeinen wird
dimB% < 6 gewshlt. Da alle B% Teilriume von B sind, lassen sich alle Vektoren p* € B% durch
d linear unabhingige Vektoren b¥ (Basisvektoren) darstellen. Es gibt demnach reelle Zahlen
L1y« 5 i, SO daB fiir alle p* € BE gilt:

pF = i b¥ + pgbh 4+ 4 ugbk, (4.12)

Die Koeffizienten u1,. .. , uq lassen sich zu einem d-dimensionalen Vektor p zusammenfas-
sen. Dadurch 148t sich das diskretisierte Optimierungsproblem (4.10) und (4.11) nur noch in
den Basisvektoren formulieren. Die Unbekannten des Problems sind dann o und der die Koef-
fizientenvektor y. FaBt man die Basisvektoren by, i = 1,... ,d des Unterraums B% von B zu

einer Spaltenmatrix B%* zusammen
B = (bf,...,bk),
so existiert fiir jeden Vektor p* € B ein Vektor p* € IRy mit
Pt = bt ..+ pgbt = B uk.

Hat man zu Problem (4.10) und (4.11) in der Iterationsstufe £ — 1 einen optimalen Lastfaktor
o*~1 und eine optimale Eigenspannungsverteilung p*~1 gefunden mit p° = 0, so lautet das zu
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lésende Optimierungsproblem in der k—ten Iterationsstufe im k—ten Unterraum 5 k

max aF (4.13)

unter ®[afef(j)+ i + B uf <ol i=1,... ,Ng,g=1,...,. N ke IR
Dieses Problem hat demnach nur d + 1 (o* und p*) Unbekannte und N¢; Nebenbedingungen.

Dieses Verfahren der Basisreduktion entspricht einem in der mathematischen Optimierung iibli-
chen Vorgehen. Statt in der gesamten Restriktionsmenge zu suchen, wird eine niederdimensio-
nale Suchrichtung definiert, in der dann die Optimierung durchzufiihren ist (siehe z.B. [Fle87]).
Bild 4.1 zeigt eine Veranschaulichung dieses Verfahrens fiir eine zweidimensionale konvexe
Restriktionsmenge mit konvexer Zielfunktion. Die Unterrdume entsprechen eindimensionalen
Suchrichtungen, so daB jeder Teilschritt einer Iterationsstufe k entspricht.

Zu klidren ist nun noch, wie die Eigenspannungsunterriume B’ zu wihlen sind, so da8 durch das
iterative Verfahren zur Optimierung stets das Optimum im gesamten Eigenspannungsraum B er-
reicht wird. Diese Wahl ist bestimmt durch die Wahl geeigneter Basisvektoren der Teilrdume
B%. Dazu ist zu bestimmen, wie man ein Eigenspannungsfeld berechnet und wenn dies berech-
net ist, ob in jeder Iterationsstufe ein verbesserter Lastfaktor erhalten werden kann.

Optimalwert f(x)x%) -

Isohinien

{

Zielfunktion fx, x,)

£

Optimum(x” x’

Bild 4.1: Veranschaulichung der Optimierung in Unterriumen

4.3.2  Erzeugung der Eigenspannungsunterriume

SHEN gibt in [She86] ein Verfahren zur Berechnung von Eigenspannungsfeldern mit Hilfe der
FEM an. Darin werden die notwendigen Basiseigenspannungen durch eine plastische Gleich-
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gewichtsiteration erzeugt. GROSS—WEEGE und WEICHERT geben in [GWI6] eine abgewan-
delte Methode zur Erzeugung der Basisvektoren an. BUCKTHORPE und WHITE generieren in
[BW93b] und [BW93a] einen Eigenspannungsteilraum durch eine thermische Belastung. SIEB-
LER fiihrt in [Sie88] Eigenspannungsansatzfunktionen ein, um die notigen Eigenspannungsba-
sen zu erhalten. Dies ist jedoch nur sinnvoll, wenn die Belastungsart auch dementsprechend ist.
Auch bei rein mechanischer Belastung kann auf diesem Weg zwar ein Eigenspannungsteilraum
erzeugt werden, aber dieser steht mit dem zu untersuchenden zeitunabhiingigen Eigenspan-
nungsfeld p in keinen direkten Zusammenhang. Beim Ansatz nach SHEN entsteht der generierte
Eigenspannungsteilraum mit Hilfe der jeweiligen Belastung, deshalb wird dieser Ansatz weiter
verfolgt.

Zur Einspieloptimierung nach der Unterraumtechnik miissen in der Iteration verschiedene Un-
terrdume By der Dimension d des Eigenspannungsraums B erzeugt werden. Hier wird der
Eigenspannungsraum B, in einer Gleichgewichtsiteration mit Hilfe des FE-Programm PER-
MAS erzeugt (siche [PER88]). Durch die Nutzung eines allgemeinen FE-Programms ist es
moglich, alle Belastungsarten (Knoten—, Linien—, Flichen— und Volumenlasten, . . . ), Element-
typen (ein-, zwei- und dreidimensionale Elemente) und Strukturtypen (ein—, zwei— bzw. dreidi-
mensional, rotationssymmetrisch) zu behandeln. Das Reduktionsverfahren kann auch in andere
FE-Programme implementiert werden, die das Verfahren hinreichend unterstiitzen.

In der plastischen Finite—Element Berechnung in PERMAS werden ausgehend von einer elasti-
schen Berechnung iterativ weitere Lastinkremente aufgebracht. In PERMAS 1V ist das folgende
Verfahren implementiert. Die dargestellte Nomenklatur entspricht der aus [AM87] und [PER88]
(siche auch Anhang A.2), wobei die Dehnungen 7, den Dehnungen e? entsprechen.

Ausgehend von einem Spannungszustand oo, resultierend aus einem vorherigen Iterations-
schritt, und den plastischen Dehnungen 7, wird zu Beginn der Iteration folgendes berechnet:

1. Das plastische Dehnungsinkrement n,, wird aus dem &quivalenten plastischen Deh-
nungsinkrement 7, und einer dem Deviator von o proportionaler Spannung s berechnet:

npA = ﬁpA 8.

2. Uber die elastische Materialsteifigkeit { wird das Elementanfangslastinkrement J,» be-

rechnet

Jpa = —h{n,a-

3. Das Gesamtlastinkrement der Gesamtstruktur Rz, setzt sich aus dem Anfangslastinkre-
ment Ra; und J,a mit der Elementinzidenzmatrix a zusammen

T
Ria =Ra1 —a” Jpa.
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4. Das Verschiebungsinkrement rp ist mit der Struktursteifigkeit K gegeben durch

ra = K_l RtA .
5. Daraus berechnet man die Elementverschiebungsinkremente p
PA = aTA.

6. Uber die Dehnungsverschiebungsmatrix (0 und die elastische Materialsteifigkeit { werden
die fiktiven Spannungsinkremente ;4 berechnet

o =1 p,.

7. Das aktuelle Spannungsinkrement o 4 ergibt sich nun aus der Differenz des fiktiven Span-
nungsinkrements o;4 und dem plastische Dehnungsinkrement 77,5

OA = 0p — f'ﬂpA-

8. Das tatsiichliche Spannungsfeld o berechnet sich aus der Summe der Anfangsspannung
o und des Spannungsinkrements o A

O =05+ 0A.

9. Aus diesen Spannungen wird dann das dquivalente plastische Dehnungsinkrement 7j,a
berechnet und eine Konvergenzuntersuchung durchgefiihrt.

Ist das Konvergenzkriterium erfiillt, so wird o = o gesetzt und mit einem neuen Lastinkre-
ment Ra; begonnen. Andernfalls wird die inkrementelle Rechnung mit dem neuen dquiva-
lenten plastischen Dehnungsinkrement 7,o zu dem alten Lastinkrement R; durchgefiihrt. In
der herkémmlichen plastischen Analyse wird diese Analyse bis zur Konvergenz durchgefiihit.
Danach wird eventuell eine neues Lastinkrement aufgebracht. Dabei wird die Steifigkeitsma-
trix jedoch nicht aufdatiert. ZHANG wihlt in [Zha91] die konsistente Elasto-Plastizititsmatrix
nach [ST85] und [GS88] zur Aufdatierung der Elastizititsmatrix. Fiir groBe Systeme ist dies
jedoch sehr aufwendig, so da aus diesem Grund hier darauf verzichtet wurde. Eine tabella-
rische Erlduterung der PERMAS-Notation ist in Tabelle A.1 im Anhang A.2 gegeben. Alle
gespeicherten Matrizen bzw. Vektoren werden PERMAS—intern als Buch bezeichnet.

Fiir die Reduktionstechnik wird jedoch nach einem Vorschlag von SHEN [She86] die Differenz
p = o, — Oy, ZWeier Spannungen o, o, die in einer Iteration zu dem gleichen Lastinkre-
ment Ra; berechnet wurden, gebildet. Die so entstandene Spannung o, — o, ist eine Eigen-

spannung. Die statische Gleichgewichtsbedingung fiir die diskretisierte Struktur lautet mit dem
Anfangslastinkrement R und der Struktursteifigkeit K:

R =Kr+a’J,a.
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Fiir das Spannungsfeld p = o, — o, gilt die Gleichgewichtsbedingung
R = Rm - Rn = K(rm - rn) + aT(JpAm - JpAn)
= [RAI - aT JpAm - RAI + aT JpAn] + aT(JpAm - JpA'n.) =0. (4'14)

Die Spannungsdifferenz p befindet sich mit der Nullast im Gleichgewicht und ist somit eine
Eigenspannung. Um einen d—dimensionalen Eigenspannungsraum 5B, zu erzeugen, muf} diese
Iteration also d + 1-mal durchgefiihrt werden, um die Spannungen o, . .. , %! und damit die
Spannungsdifferenzen p;, = o? — o', ..., p; = 0! — o zu erhalten. Die Spannungen
Py, - » Py sind Eigenspannungen unabhingig davon, ob die Iteration konvergiert oder nicht.

Bei der Optimierung in der Einspielberechnung miissen im k—ten Iterationsschritt Ny, Lastecken
untersucht werden. Es wird jedoch nur in den aktiven Lastecken der vorherigen Iterationstufe
k — 1 ein Lastinkrement R; aufgebracht, mit dem dann die Basisvektoren berechnet werden.
Ingesamt werden in jeder Iterationsstufe 3-6 Basisvektoren erzeugt, so daB eventuell nicht zu
jeder aktiven Lastecke gleich viele Basisvektoren berechnet werden. Trotzdem ist gesichert,
daB bei der Erzeugung der Basisvektoren Riicksicht auf die jeweilige Belastungsart genommen
wird. In einer Iterationsstufe werden also d Basisvektoren erzeugt und in dem dadurch erzeug-
ten d-dimensionalen Unterraum wird die Optimierung durchgefiihrt. Mit den dazugehérigen
optimalen Werten o, und p, werden dann in der &k + 1-ten Stufe d neue Basisvektoren und da-
durch ein weiterer d-dimensionaler Unterraum erzeugt. Durch dieses Verfahren werden iterativ
verschiedene d-dimensionale Unterrdume berechnet.

ZHANG zeigt in [Zha91], daB fiir zwei-dimensionale Strukturen dieses iterative Vorgehen stets
eine Verbesserung des Optimalwerts of im k—ten Unterraum erreicht werden kann. Dieses
Lemma kann auch fiir dreidimensionale Strukturen bewiesen werden und bedeutet somit eine
Erweiterung der Ergebnisse von ZHANG in [Zha91].

4.3.3 Entwicklung eines Kriteriums fiir den Lastanstieg

Ziel ist es, eine Bedingung zu erhalten, die garantiert, daB im jeweiligen erzeugten Unterraum
ein Lastanstieg Aa* > 0 moglich ist. Der ebene Traglastfall wird in [Zha91] untersucht. Das
dortige Kriterium wird auf dreidimensionale Probleme verallgemeinert. Sei dazu b}”" ein Basis-
vektor eines eindimensionalen Unterraums B* von B%. Im Zustand k — 1 sind der Lastfaktor

o~ und der Eigenspannungsvektor p*~! bekannt. Es gilt

ot =of el + pP (4.15)

k

s _ ohl

Wie muB nun der Basisvektor b'** aussehen, damit ein positiver Zuwachs Aa = «
: . . . . .. . k
moglichst groB ist? Das heifit, es wird eine Losung (Aa’”, u”®) von

k
max A«

unter d(cFaf + pFt + b}’kuk) = ®(of ' + Acfo? + bi*uk) < 02 Vi€ @.16)
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mit Aa > 0 gesucht. Im Zustand k—1 flieRt die Struktur nicht unbedingt in allen GAuUSSpunkten,
so daB die Menge der Indizes [ in die Menge der aktiven Indizes A*=1 und die Menge der in-
aktiven Indizes C*~! zerlegt werden kann, d. h. I = A1 U C** und A N C*T = (. Es
gilt:

B(oh ) =0k Vie A 4.17)

Inaktive Indizes bzw. inaktive GAUSSpunkte ¢ € I\ .A*~! lassen einen kleinen Lastzuwachs zu
und werden deshalb nicht weiter betrachtet. Es werden nur solche Punkte : € Ak-1 C Ak
untersucht, die bei einer Erhohung des Lastfaktors weiterflieBen, da die anderen Punkte ¢ €
A*-1\ AF-1 entlastet werden und dadurch keine Information iiber den maximalen Lastfaktor
beinhalten. Deshalb geniigt es im weiteren, das Problem

max JANGY

unter  ®(oF ! + Aaof 4+ b)) < o2 Vie AF? (4.18)

zu studieren. Das folgende Lemma ist eine dreidimensionale Erweiterung des entsprechenden
zweidimensionalen Formulierung in [Zha91]. Der Beweis dazu wird im Anhang A.3 gegeben.

Lemma 4.1

Das Problem 4.18 besitzt genau dann eine Losung (Ao*, u*) mit Ao* > 0, wenn entwe-

der
@ . ~
02 pk g vie g
0o 0-1;-—1
oder
0% : 7
3| B >0 Vie A erfilltist,
o 0-2:—1

Berechnet man die Eigenspannungsvektoren auf die oben angegebene Weise mit Hilfe einer
Gleichgewichtsiteration iiber PERMAS, so erfiillt mindestens eine der berechneten Spannun-
gen die Voraussetzungen der Folgerung, wenn die Iteration konvergiert (siehe [Zha91]). Denn
dann konvergieren die plastischen Dehnungsinkremente &? gegen Null und aus der Konvexitit
der FlieBfléiche schlieft man die Eigenschaft (siehe den Beweis von ZHANG in [Zha91}). Das
heift, da garantiert werden mu8, daB in der iterativen plastischen Berechnung von PERMAS
das aufzubringende Lastinkrement stets kleiner als die gesamte Traglast (bzw. Einspiellast) ist.
Da im allgemeinen die Grenzlast der untersuchten Struktur nicht bekannt ist, ist eine geeignete
Strategie zur Verminderung der Lastinkremente zu wihlen. Weiter muf gesichert sein, daB die
er'zeugten Basisvektoren linear unabhiingig sind, damit die constraint qualifications des Opti-
mierungsproblems (siehe Abschnitt 5) erfiillt sind. Ansonsten verringert sich die Dimension
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des untersuchten Eigenspannungsraums und die beim SQP-Verfahren (Sequentielle Quadrati-
sche Programmierung siehe Abschnitt 5) erzeugten Matrizen werden singulir, so daB das Opti-
mierungsverfahren abbricht. In allen untersuchten Beispielen konnte durch die Halbierung des
Lastinkrements nach zwei bis drei Lastschritten eine gute Konvergenz erzielt werden. In al-
len Fillen in denen eine analytische Losung der Grenzlast bekannt ist, konnte sie innerhalb 10
Iterationsschritten mit einem Fehler von maximal 5% erreicht werden. Nach maximal 20 Itera-
tionsschritten war der Fehler geringer als 1 %. Daher wurden bei Strukturen mit unbekannter
Grenzlast die Anzahl der Iterationen auf 20 beschrinkt.

Ist trotzdem wiihrend der Iteration ein Lastinkrement so gewihlt, daB die Unterschreitung der
Grenzlast nicht mehr gewahrleistet ist, so muB in dem dann erzeugten Vektorraum nicht zwin-
gend ein verbesserter zeitunabhéngiger Eigenspannungsvektor liegen. Trotzdem sind die erhal-
tenen Spannungen Eigenspannungen und der bisher erhaltene Lastfaktor ist weiterhin giiltig und
kann bei der nichsten Halbierung des Lastinkrements verbessert werden, wenn die Grenzlast
noch nicht erreicht ist. Der Algorithmus der Grenzlastanalyse kann in dem in Bild 4.2 darge-
stellten FluBdiagramm zusammengefalit werden.
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Bild 4.2: FluBdiagramm der Grenzlastanalyse
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In diesem Abschnitt werden die mathematischen Grundlagen zur Losung der Grenzlastanalyse
gegeben (siehe dazu [Pow76], [Pow78], [Sci81], [Sci86], [Sci92] und [SZZ94]). Das zu lsende
Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen wird analysiert und eine passende Losungsstra-
tegie basierend auf dem SQP-Algorithmus entwickelt. Aufgrund der engen Verkniipfung mit
dem Finite—Element Programm PERMAS und der speziellen Form des Optimierungsproblems
wurde kein kommerzielles Optimierungsverfahren benutzt, sondern ein SQP—Algorithmus pro-
grammiert und auf dieses Problem zugeschnitten in PERMAS implementiert. Damit kann erst-
mals die nichtlineare Trag— bzw. Einspielanalyse fiir Strukturen aus ideal plastischem Material
durchgefiihrt werden.

Das Optimierungsproblem zur Einspielanalyse lautet im k~ten Iterationsschritt

(OP?) Maximiere o
unter o(atof(G) + pF +BMx) <02 VieI jeJ

wobei o?(j) die fiktiven elastischen Spannungen im Punkt ¢ zur Last j sind. In diesem Kapi-
tel sind alle auftretenden Spannungen als Vektoren zu verstehen. B?’k bezeichnet die durch die
Basisvektoren des Unterraums B¢ (d = dim B%) im Punkt ¢ im k—ten Schritt erzeugte Matrix
und x den Koeffizientenvektor zu den Basisvektoren. Zur Abkiirzung werden bei o und Bf’k
ab jetzt in diesem Kapitel der Index k bzw. d und k& weggelassen. pf“l ist das optimale Eigen-
spannungsfeld aus der vorherigen Iterationsstufe im Punkt s zur Last 7 (mit p° = 0). Weiter sei
|Z| = Ng und | 7| die Anzahl der GAUSSpunkte, bzw. die Anzahl der verschiedenen Lasten.
Fiir die Restriktionen gilt mit ®(o) = 07 Qo

8(ac(j) + pi™ + Bix) .0

08(o (7)) + 20(oF(5)) QBX) + ©(Bix)
+ 20(oP ()7 Qe + 2ok )T Q(BX) + B(pF )

= o?ai(5) + 2abT (§)x + xTCi(j)x + 20d;(5) +2¢{ (j)x + fi (5.2)
mit  ai(j) = 9(oF(j) € R &(j) = (0F(3))"Qpt™ € IR

bi(j) = BI (j)Qo{(5) € R" ei(j) =B (5)Qpi™ € R

Ci(j) =B (j)QB:; € R"™" fi=0(pF") e R (5.3)

Im Punkt ¢ zur Lastecke 7 (zur Abkiirzung |¢,j) gilt mit B; = (bkl)k,l Ii,j und Q = (le)k,ﬁ

by ... b1 qin ... Qim bin ... by .
Ci(y) = : : : : : : 54

bir ... bmr gm1 -+ Omm b1 .- bmr i

33
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> > briqubu - - - E > br1Gribir
k=11=1 k=1l=1
= : S (5.5)
m m ) m m
Z > brrquibin - - - E E brrqribir
k=11=1 k=11=1 47

C;(7) ist per Definition symmetrisch und damit auch

o a;(g) lsz(J)) (r+1)X(r+1)
D;(j) = ( bi(7) | Cily) €

Durch die Setzungen y = (o, x)T € IR™ und F;(j) = (di(5), ei(7)) gilt fiir die Restriktionen
aus Problem (OP’) nach (5.1)

B(ao(j)+ p71(5) + Bix) =y Di(f)y + 2Fi(i)y + fi Vi€eIL,j€J.

Mit Q ist auch D;(j) fiir Spannungen ungleich des hydrostatischen Drucks positiv definit (siche
Abschnitt 2). Insgesamt betrachten wir ab jetzt das Optimierungsproblem mit linearer Zielfunk-

tion und quadratischen Nebenbedingungen

(OP) Minimiere -y1
unter —yTD;(j)y —2F:(j)y — fi+ o2 >0 VieZI, jeJ.

Bemerkung

Skaliert man die Restriktionen von (OP) mit einem konstanten Faktor ¢2, d. h. be-
trachtet man die Restriktionen

—t2yTD;(5)y — 26°F;(§)y — 2 f; + %02 >0 Vie I, j€ J,

so verdndert sich die Losung des Optimierungsproblems nicht. In der Form der
Restriktionen von (OP’) lauten die modifizierten Nebenbedingungen

O(ato?(j) +tpf +tBx) < (too)® VieZ, je J.

Betrachtet man also statt der Spannungsfelder 0%, p*~! und der Matrix B, die
Spannungsfelder to?, tp*~! und die Matrix tB im Punkt i zur Lastecke 7, SO
verdndert sich der Optimalwert des Optimierungsproblems nicht. Um eventuell auf-
tretende numerische Schwierigkeiten zu umgehen, kann man deshalb statt den ur-
spriinglichen Spannungsfeldern skalierte Spannungsfelder betrachten.

Die Idee des SQP-Verfahrens ist es, ein allgemein nichtlineares Problem durch quadratische
Subprobleme zu ersetzen, die iterativ geldst werden und deren Losungen eine Niherung des
urspriinglichen Problems ergeben. Untersuchen wir dazu ein allgemeines nichtlineares Problem
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(ANP) Minimiere f(x)
unter gi(x) >0 VielZ,
mitx € [R*und f,g; : IR® - IRYV:i € Z.SeiR (Restriktionsmenge) die Menge der zuldssi-
gen Punkte von (ANP), d. h. R = {x € IR"|g;(x) > 0,i € Z}. Da in einem Punkt x der

Restriktionsmenge in der Regel nicht alle g;(x) = 0 (d.h. nicht alle aktiv) sind, definieren wir
die Aktivititsabbildung

To(x) = {i € T|g:(x) = 0}.
Zusitzlich betrachten wir den Tangentialraum 7x(R) von R im Punkt x mit
Tx(R) = {€ € R*|¢"Vgi(x) =0, i € I}.

Ein entscheidendes Hilfsmittel zur Untersuchung von Optimierungsproblemen (ANP) mit Ne-
benbedingungen ist die LAGRANGE-Funktion L, die definiert ist durch

L(x, pu) = f(x) — Z 1igi(x).

Ist x* € R ein lokales Minimum des Problems (ANP) und sind die Regularititsbedingungen
(constraint qualifications) in x* erfiillt (wenn z. B. die Vektoren V g;(x*) linear unabhéngig fiir
i € To(x*) sind), so existieren LAGRANGE-Multiplikatoren u} mit

1) W >0, VieZ
prgi(x*) =0, Viel
VL(x*,p*) =0,
2) ETVAL(x*, p*)é >0 VYVEeTx(R),
T : :
wobei V() = (g%, ceey %’3 gilt. Die erste notwendige Bedingung heifit KARUSH-KUHN-

TUCKER-Bedingung und sie besagt, daB sich in einem lokalen Minimum der Gradient der Ziel-
funktion als positive Linearkombination der Gradienten der Restriktionen darstellen 14B8t. Die
zweite notwendige Bedingung besagt, daB VZL(x*, u*) positiv semidefinit auf dem Tangenti-
alraum 7x»(R) ist. Die Bedingung prgi(x*) = 0Vi € T heifit Komplementaritdtsbedingung,
denn es ist u; = 0 fiir 7 € T \ Zo(x*), so daB zu den inaktiven Nebenbedingungen die entspre-
chenden LAGRANGE-Multiplikatoren verschwinden. Mittels der Komplementaritéitsbedingung
148t sich die erste notwendige Bedingung fiir ein Minimum x* mit LAGRANGE-Multiplikatoren

©f auch nur in den aktiven Indizes formulieren:
17) w >0, Vie Io(x*)
> Ve =V
i€To(X*)
Erfiillt ein Punkt x* € R mit den LAGRANGE-Multiplikatoren wi zusétzlich zu den KARUSH—
KUHN-TUCKER-Bedingungen noch a) uf > 0V i € To(x*) und b) VZL(x*, p*) ist positiv
definit auf 7« (R), so ist x* ein lokales Minimum des Optimierungsproblems.
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Statt das Problem (ANP) zu 16sen, untersucht man beim SQP-Verfahren linearisierte Restriktio-
nen und eine quadratische Approximation der Zielfunktion. Entwickelt man in der k—ten Stufe
die Funktionen f, ¢ in ein TAYLOR-Reihen um eine Niherungslosung x; von (ANP), so ergibt
sich:

fx) = flxe) + VFxR)(x — %) + %(X — %) V2 f () (x — %) + - -

g(x) = g(xk)+ Vg(xi)(x —xp) + ... (5.6)

Wird stattdessen die TAYLORentwicklung erster Ordnung betrachtet, so erhilt man auf ana-
logem Weg den Algorithmus der Sequentiellen Linearen Programmierung (SLP) (siehe z.B.
[McC83]). Das SQP-Verfahren bietet jedoch in der Regel eine hohere Genauigkeit in der Ap-
proximation, da die Struktur des Problem genauer wiedergegeben wird.

Setzt man in (5.6) d = x — x;, so folgt fiir (ANP)
Minimiere 1TV f(xp)d + V f(xi)d + f(xx)
unter VoF (xi)d + gi(xx) > 0 Viel.

Beachtet man, daB8 der Optimalwert eines Optimierungsproblems mit dem Optimalwert eines
Problems mit identischen Restriktionen und einer um eine Konstante verschobenen Zielfunktion
libereinstimmt und ersetzt V2 f(x;) durch A, so ergibt sich schlieflich

(QP) Minimiere LdTAwd 4 VF(xp)d
unter Vol (xk)d + gi(xi) > 0 Viel.

Dies ist ein Problem in der Variablen de IR", dessen Restriktionsmenge

R ={d € R*|\Vg] (xx)d + gi(x1) > 0,7 € T}
. ist. Fiir die zugehorige LAGRANGE-Funktion gilt
_ Ll
Lid,p) = Sd"Ad +Vi(xe)d — > pi Vai(xe)d + gi(x)),

1€l
VL(d, ) = Apd+Vf(x) =Y p:iVgi(xs) und

VL(d,p) = A ©
> = k- 5.7

Die Matrix A, ist positiv definit und approximiert die HESSE~Matrix der L AGRANGE—-Funktion
von f im Minimum (i. a. wird Ao = I gewihit). Dadurch ist die zweite hinreichende Bedingung

fiir ein lokales Minimum erfiillt, denn ist A & Positi i i
, positiv definit, so ist V2L(d*, u* «(R) po-
sitiv definit. ( i ) af Td (R ) pe

Betrachtet man nur die aktiven Restriktionen, so ist folgendes Gleichungssystem zu 16sen

VL(d,p) =0

ng(xk)d +gz-(xk) =0 Vie Io(d). (5.8)
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Gilt fiir eine Losung (d”, u*) dieses Systems pf > 0V i € Zo(d*), so ist d* ein lokales
Minimum von (QP), da V2L(d*, p*) = A, positiv definit ist. Wir schreiben dieses lineare
Gleichungssystem in der Form Hz = h mit m = |Zo(d*)| und

Ag ~Vau(xx) ..o =Vgm(xx) d ~V£(yr))
~Vof(xx) 0 e 0 mo| 91(xx)
_V.g;{z(xk) 0 e 0 Hm gm (Xxc)

- -~ o, e’ - ~
H z h

H ist symmetrisch jedoch nicht positiv definit, denn mit S = (Vgi1(%x),..., Vgm(xk)) €

IR™*™ 148t sich H darstellen als
A, | -S
H= .

Nach einem GAUSS’schen Eliminationsschritt ergeben sich zwei quadratische Blocke und man
erhilt det(H) = det(Aj) det(—STA;'S). Da in x; die Regularititsbedingungen erfiillt sind
(d. h. S hat maximalen Rang) und da A, (und damit auch A;l) positiv definit ist, gilt det(H)< 0.
Fiir das Problem (OP) lautet das sequentielle Subproblem (SOP) in der k—ten Iterationsstufe (der
Index j ist als Abkiirzung weggelassen) mitd; = V f(x;)d = (—1,0,... ,0)d:

(SOP)  Minimiere  1d"A,d —d;
unter —2(yID+F,)d—(yID+2F,)y,— fi+to; 20 VieT,

Die zugehérige LAGRANGE~Funktion L und VL lauten

L(d,p) = %dTAkd —di+ > wi(2(yADi + Fi)d + (viDi + 2F.)y + fi = 07)

i€l
Vil(d,p) = Apd+di+2) w(Diyy +Fi), (5.9)
i€l
mit d; = (—1,0,...,0)7. Betrachtet man nur die aktiven Nebenbedingungen, lauten die not-

wendigen Gleichungen zum Problem (SOP) fiir jeden Lastfall (nach (5.8) und (5.9))
Apd+d+2) p(Diy, +Fi) =0

—2(yiD; + Fi)d — (yi Di 'ije?:IFz')Yk —fi+ o2 =0 VieIyd). (5.10)
Insgesamt 16st man fiir jede Lastecke das lineare Gleichungssystem Hz = h mitm = |Zo(d")|,
Ap 2Dyyy, +F1) ... 2(Dnyy+Fn)
H — 2(y;~fD% +F) 0 2 o
2(yIDy + F) 0 e 0
h = (1,...,0,02 = (yiD1+2F)y — fis- - 02 — (YiDm + 2Fn)yy — fm)T

z = (dlx--- adr+1a/~51a-'- nu'm)Ta (5.11)
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mit H ¢ [R (r+i+m)x(r+1+m) 1y ¢ [R+1+m ynd 7 € IR "HF™,

Zur Losung dieses Problems verwenden wir eine Active-Set-Strategie (siche z. B. [Fle87],
[Lue84]). Die Losung von (SOP) wird auf das Losen endlich vieler linearer Gleichungssysteme
zuriickgefiihrt. Sei dy, eine zuléssige Naherungslosung von (SOP) und Zo(dy) die Menge der
aktiven Indizes in d,. Fiihren wir die Schlupfvariablen & ein mit d = d; + 4, so ist (SOP) fiir
aktive Indizes dquivalent zu

(ASOP) Minimiere ~ 16TAx8 + (df + df Ay)d
unter (—2yTD; —2F;)6 =0 Vi € To(dy).

Dies entspricht fiir jede Lastecke dem linearen Gleichungssystem Hz = h mit

Ay i D;y, + Fi),i € To(dy) 0\ [ —di—Apdk
2(ykD +Fi),i € To(dy) | 0 v | 0 ’
ISRSSESEN .

— p—

z h

Sei nun 6" eine Losung von I:IZ = h. Gilt 6* # 0, so hat man die Restriktionsmenge von
(SOP) eventuell verlassen. Falls nicht, so definieren wir als neue Niherungslosung dxi1 =
d;, + 6*. Anderenfalls sucht man auf einem Halbstrahl (in Richtung von §*) von d;, ausgehend,
die erste Stelle dy;, die eine Ungleichungsrestriktion von (SOP) verletzt. Das heifit man sucht
entlang einer Suchrichtung s*(= &™) von d; ausgehend, ein maximales oy, so daB die neue

Niherungslosung dy; = di + oys™* zuldssig bleibt. o berechnet sich als das Minimum iiber
alle 1 ¢ To(dy) mit —2(yTD; + F;)s* < 0 durch

ak=min{ ,2(y +Di+ F)di + (yID; + 2F,)y, + fi — o2
—2(yiD; + Fi)s*

Istap =1,d.h.V: e Io(dk) gilt

2YI D+ Fi)di+(yIDi+2F)y, +fi—o2
—2yIDiFo)s* 21

<= 2AyiDi+F)d + (yID; + 2F))y, + f; — o2

" < —2(yiD; + Fy)s*
&= 2pDi +Fi)di + (yiDi + 2F)y, + fi — 02 < ~2(yFD; + Fy)(dpgr — di)
= —2(yiDi+F)deys — (yFD; + 2Fy)y, — fi+ 02 >0, (5.12)

80 ist dj., zuldssig fiir (SOP) und wir ersetzen dj, durch dj41. Ist hingegen oy < 1, so set-
zen w1r diyr = di + ays* und Zo(dpya) = Zo(dy) U {i*}, wobei i* der Index ist,,fﬁr den
a.k minimal wird. Die Restriktionsmenge hat sich also vergroBert und wir Iosen (ASOP) mit
dlfasen neuen Eingangsdaten. Dieser Vorgang kann nur endlich oft wiederholt werden. so daf
wir O. b. d. A. nach k Schritten 6* = 0 erzielen, d. h. d, ist optimal fiir (ASOP). S,ind die

LAGRANGE-Multiplikatoren »; zu dj, alle nicht-negativ, so ist dj optimal fiir (SOP). Ist je-

doch mindestens ein Multipli i i ir ¢
plikator negativ, so definieren wir 7** als den Index zum kleinsten

IjAGRANGE—Multiplikator vy, Diese Restriktion wird entfernt, d. h, wir ersetzen die Restrik-
tionsmenge von (ASOP) durch Zo(dy) \ {7**} und I6sen (ASOP) erneut.
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Benutzt man keine Active-Set—Strategie, sondern operiert man mit allen Ungleichungen, so
erhalt man mit der Komplementarititsbedingung das nichtlineare Gleichungssystem:

VL(d,u) =0
wi(Vgl (xi)d + gi(xz)) =0 Viel (5.13)
Fiir das Problem (SOP) lauten diese Gleichungen V5 € J:

Ard+d; +2 Z pi(Ds + Fy)y, =0
i1€L
—Zyi(yzDi + 2F1)d — /,Lz[(y’{D2 + 2F,~)yk + fi— 0'3] =0 VieZ. 5.14)

Man muB fiir jede Lastecke das Gleichungsystem Hz = h 16sen, mit 7 = |Z],

Ay 2(D1yk + F]_) c.. 2(Dmyk + Fm)
2u(YFD1+F) | 3FD1+2F)y,+fi—0f 0 ... 0
. 0
H=
0
2um(YE D +Fp) | 0 s 0 (YD +2Fs)ye + fin ~ 08
sowie 2 = (dy,da, ... ,drp1s i1, - ,pon)T und b = (1,0,...,0)7. Hat man eine Losung d*

dieser Probleme berechnet deren LAGRANGE-Multiplikatoren der aktiven Nebenbedingungen
positiv sind, so ist d* ein lokales Minimum von (SOP). Wir suchen jedoch ein globales Mini-
mum der Zielfunktion. Die Theorie der konvexen Mengen und Funktionen hilft hier weiter. Eine
Menge M € IR™ heiBit konvex, falls mit x,y € M auch A\x + (1 — A)y € M gilt, Ve (0,1).
Das heifit mit x, y gehort auch das verbindende Liniensegment zu M. Seien d; und d, Punkte
der Restriktionsmenge von (SOP). Dann gilt fiir Ad; + (1 — A)d2:

—2(yTD; + F))(Mdy + (1 = \d2) — (yiDi + 2F.)y;, — fi + 05
= M-2(yTDi + F)dy — (yiDs + 2Fi)y; — fi +03)
>0
+ (1= A)(=2(yTD; + Fi)ds — (yi Di + 2F:)y, — fi + 0g)
>0

> 0 YAe(0,1). (5.15)

Damit ist die Restriktionsmenge von (SOP) konvex. Eine Funktion f : M — IR (M konvex)
heiBt komvex, falls f(Ax + (1 — A)y) < M) + (1 = A)f(y) gilt Vx,y € M, ¥ A € (0,1)
(f heiBt konkav, falls — f konvex ist). Gilt die strikte Ungleichung, so heifit f strikt konvex. Ist
f: IR™ — IR zweimal stetig differenzierbar, so sind die drei Aussagen dquivalent ([Lue84]):

1. f ist konvex 2. fly)— f(x) = VIf(x)(y - X)

2. V2f(x) ist positiv semidefinit V x € IR".
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Da A, positiv definit ist, ist die Zielfunktion %dTAkd — d; von (SOP) eine konvexe Funktion.
Ferner gilt eine wichtige Aquivalenz fiir konvexe Funktionen f : IR® — IR und konvexe
Restriktionsmengen K:

1. x* ist lokales Minimum fiir f bzgl. R
2. x* ist globales Minimum fiir f bzgl. R

3. x* ist kritischer Punkt von f, d.h. V f(x*) = 0.

Ist ein lokales Minimum von (SOP) gefunden, so ist dies auch ein globales Minimum von (SOP)
(siche z. B. [JT88]). Weiter gilt ein interessanter Zusammenhang zwischen den Restriktions-
mengen R und R’ der Probleme (ANP) und (QP) (siche [GPM76)). Sei dazu x;, eine Niherung
der Losung von (ANP) und dj, = x — Xy, (Suchrichtung ohne Schrittweitenwahl).

R = {X l gi(Xk) + Vgi(xk)(x — Xk) >0,Vie I}

ist die um —x;, verschobene Restriktionsmenge von (QP). Ist R nicht leer und sind alle g;
konkav, so gilt R C Rj. Nehmen wir dazu an, alle g; seien konkav (bzw. —g; konvex). Fiir
x € R und die Niherungslosung x;, gilt nach der obigen Charakterisierung

—gi(x) + gi(xx) > —Vgi(xi)(x — xx), bzw. gi(x) < gi(xx) + Vgi(xx)(x — x).

Damit folgt firx € R

0 < gi(x) < gilxk) + V() (x — %) Vi€ Z,

d.h.x € Ry und damit R C Ry. Aufgrund der Konvexitit der VON MiSES—Funktion gilt diese
Aussage auch fiir die Restriktionsmengen der Probleme (OP) und (SOP).

Es werden jetzt die Ndherung y,, des Minimums und die angeniiherten LAGRANGE-Multipli-
katoren Ay von (OP) im k-ten Schritt betrachtet. Lost man (SOP) im k—ten Schritt, so erhilt

man eine Losung dj mit LAGRANGE-Multiplikatoren ;. Eine neue Niherung der Losung des
Problems (OP) erhilt man mit o, € IR durch

Yk+1> _ <Yk> dg

(Ak+1 Ak o B —Ag)

Die Losung d, ist in diesem Sinne eine Suchrichtung fiir das Problem (OP). Fiir diese neue
Losung miissen jetzt die KARUSH—KUHN—TUCKER—-Bedingungen von (OP) sowie die hinrei-
chenden Bedingungen kontrolliert werden, um festzustellen, ob man das Minimum von (OP)

gefunden hat. Fiir zweidimensionale Probleme ist D;(y) positiv definit, so daB die zweite not-

wendige Bedingung immer erfiillt ist. Das Verhiltnis der Losungen von (OP) und (SOP) klirt
der folgende Satz (siehe [Fle87]).
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Satz 5.1

Sei d}, die Losung des quadratischen Teilproblems (SOP) in der k—ten Iterationsstufe und
p* die zugehdrigen LAGRANGE-Multiplikatoren, sowie y, eine Néherung des Minimums

von (OP). Giltdj, = 0, so erfiillen y, und p* die notwendigen Bedingungen fiir ein lokales
Minimum von (OP).

Beweis:

Da d;, eine Losung von (SOP) ist, ist die erste notwendige Bedingung zu (SOP) erfiillt.
Sie lautet fiir jede Lastecke:

pr >0 VieZ
pi=2(yID; + Fi)dj — (yiD; + 2F.)y, — fi+oa] =0 ,VieZ,
Apdy+di+2) pi(Diy, +F:) =0 . (5.16)
ieT
Mit d}, = 0 gilt:
pr >0 ,Viel
pi—(yiDi+2Fy)y, — fi+og] =0 ,VieT,
di+2) w(Diyp+F) =0 . (5.17)
€T
Dies ist die erste notwendige Bedingung fiir ein lokales Minimum von (OP). Da die Pro-

bleme (SOP) und (OP) eine identische HESSE-Matrix der LAGRANGE—Funktion haben,
ist die zweite notwendige Bedingung auch erfiillt. O

Da (SOP) ein konvexes Optimierungsproblem ist, ist eine lokale Losung von (SOP) auch ei-
ne globale. Es bleibt noch zu zeigen, daB auch (OP) ein konvexes Optimierungsproblem ist.
Die Zielfunktion —y, ist als lineare Funktion konvex. Betrachten wir zu jeder Lastecke die
Restriktionsmenge S = {y| — (y7D; + 2F})y — fi + 0§ > 0} von (OP). Wahlen wir zwei
Punkte y, = (a3,%x)7 und y, = (02,%2)7 € S, mit oy = a10F + pf™' + Bix; und
02 = a,0F + pF! 4+ Bixy, s gilt V A € (0,1) und Xy, + (1 = A)y; :

—[(Ay, + (1 - A)Y2)TDi + 2F;][ Ay, + (1 - Nyl — fi+ oy
= —0[(Aay + (1 — )\)ag)af + pE 4+ Bi(Axy + (1 - Nx2)] + ol
= —®Mayof + pit + Bixa) + (1 = Mol + pi7! + Bixa)l + 05
= —®(\oy + (1= No3)+03 20, (5.18)

da ®(o) eine konvexe Funktion ist. Die Konvexitit der VON MISES—Funk'tion ® in de.r Yaria—
blen o iibertrigt sich also auf die Funktion @ in der Variablen y, so daf ein lokales Minimum
von (OP) auch ein globales Minimum ist. Fiir konvexe Probleme (d. h. f konvex und g; konkav
Vi € T in der Normalform (ANP)) hat das SQP—Verfahren eine interessante Eigenschaft.
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Lemma 5.1

Sei x;, ein zuldssiger Punkt von (ANP), d eine Losung des Subproblems in der k~ten
Stufe mit den LAGRANGE-Multiplikatoren gy, i > 0V i € Zund @ € [0,1] eine
Schrittweite, so gilt

gi(xx) und
VTgi(Xk)dk <0 Viel

gi(xx, + ady)
V% gi(xi + ady)dk

IN A

Beweis:

Da d; Losung des Subproblems ist, erfiillt die Suchrichtung die Komplementaritdtsbedin-
gung des Subproblems, d. h.

pi(gi(xi) + VEgi(xr)d) =0 VieZ.

Aus der Zulissigkeit von x;, folgt, daB V7 g;(x;)dx negativ ist. Da alle g; konkav sind,
gilt

gi(xx + adk) — gi(Xk) < aVTgi(Xk)dk <0 VieZl
und folglich der erste Teil des Lemmas.
Aus der Konkavitét der g; folgt einerseits
gi(xk) — gi(Xk -+ adk) < -—Oszgi(Xk + adk)dk Viel
und andererseits
gi(xy + adg) — gi(xx) < onTgi(xk)dk Viel.
Addiert man beide Ungleichungen, so folgt
0< O_'[VTg,'(Xk)dk - VTgi(xk + adk)dk] VieZ.

Mit o € [0,1], der Zuldssigkeit von x;, und der Komplementarititsbedingung des Subpro-
blems folgt die zweite Behauptung des Lemmas. -

Der zweite Teil des Lemmas ist unabhéngig davon, da§ d;, eine Losung des Subproblems ist.
Sie folgt direkt aus der Konkavitit der g;, so daB fiir zwei Schrittweiten o; und cy mit 0 < o <

ay < 1 die Aussage
VT gi(xk + ondi)dy < VTgi(x + andy)dy Vie T

gilt. Auch die erste Aussage 148t sich auf o, und o, mit 0 < a1 < oy < 1 verallgemeinern. Es
giltfiiralle: € 7 - |

9:(Xk + cady) — gi(xi + a1 dly) (02 ~— 1)V gi(xs + aydy)dy,

<
< (o2 — )V gi(xz)dy < 0. (5.19)
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Damit sind alle Funktionen g;(c) = g;(x, + ad},) monoton fallende Funktionen auf dem Inter-
vall [0, 1]. Fiir konvexe Probleme nihert man sich also wihrend der Iteration immer mehr dem
Rand der Restriktionsmenge.

Es ist noch unklar wie die Schrittweite o, gewidhlt werden muB, damit garantiert werden kann,
daB durch die neue Definition von y, ., die Restriktionsmenge von (OP) nicht verlassen wird.
Man definiert im k—ten Schritt eine eindimensionale Bewertungsfunktion

. Vi dy
I(ag) = ¥, (z, — . tzy = dp; = — .
(o) (zZk — axpy,) mit 2z (’%) und py, <Mk N )\k)
Die Funktion W, kann auf verschiedene Arten definiert werden (siehe [Lue84],[Mah91] und

[Sci81]), wobei r ein geeigneter Penalty—Parameter ist. Wir betrachten die differenzierbare er-
weiterte (engl. augmented) LAGRANGE—Funktion (siehe [Sci81]) mit z := (yT,AT)T

Xigi(y) — trai(y)? ,falls gi(y) < &
lIlr(z)—f(y)-Z{ 1Agz(y) g:(y) gi(y)

e o , sonst
und ihre Ableitung
Vygi(y)(hi —rgi(y)) falls gi(y) < 4
VU, (z) = Vy i) f?{r{ 0 ,sonst
-3(y)
mit
vy = (29,20 20 i"f,
T\ Oy’ Oyr 0N T O
QT = (gla"'7§|1'|)T
o ey hlsay) <3 o
aly) = { % sonst e

Die erweiterte LAGRANGE—Funktion bewirkt, daB die LAGRANGE-Funktion L gestort (be-
straft) wird, sobald die Restriktionsmenge R verlassen wird. Nun ist noch zu kldren wie man
den Penalty—Parameter wihlt. Beim SQP—Verfahren nach SCHITTKOWSKI wihlt man ausge-
hend von der Losung d, von (SOP) positive Konstanten 7 > 1, < 1 und bestimmt die Grofen

Ok, €k, mit §_; := 1 durch:

_Ndel? g A
di Axdy 5k_1} und 5k={ e o Tals b 7 A (5.20)

§p = min § ————
k g ,sonst.

1d®

Hat man diese Werte bestimmt, so berechnet man die kleinste positive Zahl j fiir die

In _51_6__
. . . . erbx(4—0k)
i_ < i‘ekék (]_ —_ %5k> gilt, d.h. Jr = 1min {.7 € EV)J > liI:f' : }
7
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Der Penalty—Parameter r;, ergibt sich mit r_; := 7 aus: r, = max {ry_s,7*}. Wihlt man
Startwerte o < 1 und vy < % und berechnet die kleinste nicht-negative Zahl ¢;, mit

i =min {1 € IN, ¥, (z — a'pr) < ¥, (zr) - ’)’aiV*\I’er (z&)Pr )

so ergibt sich die Schrittweite o, durch oy = o't Dabei ist

VU (z)pe = —Vyf(yi)de
(A = 79:(7)) Vy9: (v ) di
+ Z +i(¥r) (ri — Ari) Jalls gi(y,) < 2 (5.21)
€T %(Hki — ki) , sonst

Dieses Vorgehen garantiert, daB die Schrittweite einerseits klein genug ist, um in der Restrik-
tionsmenge zu bleiben, andererseits gro genug, um eine Verbesserung der Werte zu erlangen.
Dieses Verfahren ist eine Riickverfolgungsstrategie, die mit einer positiven Schrittweite beginnt
und dann sukzessiv diesen Wert verkleinert (ARMIJO-Regel). Der neue Iterationspunkt ergibt
sich wie oben beschrieben. Die Aufdatierung der Matrix A, erfolgt mit Hilfe der von POWELL
modifizierten inversen BFGS—Formel (siehe z. B. [Sci81]). Startet man mit einer symmetri-
schen, positiv definiten Matrix A, so berechnet man die Matrix A 41 mit Hilfe von A, durch

ApsesTA, r
Ak+1 — A-k . kSESE Ak 99k

. 522
sT Aysy, afsy, . 6-22)
Wobei s;, =y, — ¥y, das Inkrement der Iterationslosungen ist. Fiir q; gilt

U = Okt + (1 = Op)Apse mit ty = VL(ygyy, 4”) — VL(y,, 7).

K" := A1 sind die LAGRANGE-Multiplikatoren zum Wert Va1 0% ist definiert durch

1 Jfalls sTty > 0.2sT Ays;
0= 0.8s7A,s,
A o7 ,sonst.

Sk'l:' A 1SK—8S Et k
Day;., mittels der erweiterten LAGRANGE—Funktion berechnet wurde, ergibt sich s, = a;dy,

wobei o, die mit Hilfe der ARMITO-Regel bestimmte Schrittweite ist. Wir erhalten mit Glei-
chung (5.9) fiir t;, zu jeder Lastecke

b= 2 Di(yir — yi) = > 24 Disy. (5.23)
i€l €T
3¢ oT T .
Gilt st > 0.28% Agsy, soist § = 1 und dfsi = sTty. Ist Tty < 0.2s7 A s, erfiillt, so gilt
__08s7Aysy 0.257 Aysy, — sTty,
R v Tg, ok T 7 Asy.
EAESE — 83T SkAkSk—sktk
Damit ist
T T
oFs; = 0-8(sk Axsi)sy t + 0.2(sT Aysy,)? — (sT Aysi)sTt,

TAss; — Tty = 0.2s7 Aysy. (5.24)
Zusa{n{rlenfassend gilt also qf's; = max {sits,0.25TAksi} > 0, da s, # 0 und A}, positiv
fieﬁmt ist. Mit Hilfe dieser Definitionen ist gewihrleistet, da mit A, auch A4 positiv definit
ist. Der Beweis dazu befindet sich im Anhang A 4.



6 Neue analytische Losungen spezieller
Grenzlastprobleme

6.1 Zeitlich konstante Lastanteile

Hier sollen Probleme untersucht werden, deren zugrundeliegende Belastung einer Struktur 2
aus einer zeitlich konstanten Last (wie etwa Erdschwere 0.4.) und einer monotonen oder zy-
klischen Last besteht. Dazu leitet POLIZZOTTO in [Pol93a] statische und kinematische Ein-
spielsitze her. Sei Py = (bo, py) die konstante Belastung und £ ein konvexer Lastraum mit n
Lastecken P; = (b;, p;), wobei b; Volumenlasten und p,; Oberflichenlasten sind. Jede mogli-
che Belastung P(t) € £ 1Bt sich als konvexe Linearkombination der Lastecken P; schreiben.
Es gilt (siehe [Pol93a]) mit Py + L ={P |P =P + Py, P € L}:

Satz 6.1

Existiert ein o > 1 und ein zeitunabhéingiges Spannungsfeld & mit [ FTE15d0Y < oo,
Q

welches im Gleichgewicht mit der konstanten Belastung Py steht und gilt zu jeder Zeit ¢

der Belastung
®la(of(x, 1) + &(x))] < op(x) Vx €,
so spielt die Struktur 2 unter der Belastung Py + £ elastisch ein.

Bewelis:

Analog zum Beweis des Einspielsatz von MELAN wird gezeigt, daf} die plastischen Deh-
nungsinkremente im Laufe der Zeit verschwinden und daB die dissipierte plastische Ener-
gie beschrinkt bleibt. Die dabei ausgelassenen Details des Beweises sind analog zum
urspriinglichen Beweis zu vervollstindigen. Das aktuelle Spannungsfeld o und das Span-

nungsfeld ¢ lassen sich aufspalten in
o=cF+0of+p bzw. & =0+ py,

wobei of bzw. of fiktive elastische Spannungen zu den Lasten P bzw. Pg sind. p ist
das aktuelle und p, ein zeitunabhingiges Eigenspannungsfeld. Nach der Voraussetzung
ist of + & ein zuldssiger Zustand, so daf} nach dem DRUCKERschen Postulat fiir das

aktuelle Spannungsfeld o gilt:
o — (67 +8)]:€" = [p— po] : € 2 0.

45
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Definiert man das positive Funktional J (¢) durch
1 -
50 =5 [(o=p0) B : (o= po) i
Q

so folgt mit dem Prinzip der virtuellen Arbeit und dem DRUCKERschen Postulat ange-
wandt auf das Eigenspannungsfeld p — p,

J(t>=—/(p—po>:épdnso.
Q

Damit ist J (¢) monoton fallend und beschrinkt, so da daraus folgt
tliglo pt)=0 und tli_glo gP(t) = 0.
Weiter gilt unter der Einspielbedingung und dem DRUCKERschen Postulat
[0 — a(a? +of +po)] : &7 >0,
bzw.
(a—1)o:e" < alp—pg): .

Die dissipierte plastische Energie ist beschréinkt, denn es gilt:

W, = //a:épdtdﬂga—o‘_—I//(p—po):épdtdQ
Q0 Q0

o . a -
—aﬁl/J(t)dt§2a_2‘/p0:E1:p0<oo. 6.1)
0 Q

Damit klingen die plastischen Dehnungsinkremente 7 im Laufe der Zeit ab und die dissi-

pierte plastische Energie bleibt beschriinkt, so daB die Struktur unter den genannten Vor-

aussetzungen elastisch einspielt. 0

Dies ist insofern eine Erweiterung des in Abschnitt 3.1 gezeigten Einspielsatzes, als da3 man
bei Einsetzen von Py = 0 genau die Bedingung des Eigenspannungsfelds p erhilt. In der Ein-
spielanalyse ist die gréBtmogliche lineare VergroBerung von £ gesucht, so daf alle Belastungen

aus al = {P'(t) | P'(t) = aP(t), P(t) € £} zu elastischem Einspielen der Struktur fiihren.
Man erhiilt als Optimierungsproblem der Einspielanalyse

max o (6.2a)
unter  ®lao®(x,t) + &(x)] < o2 Vx e Q (6.2b)
diva(x) = —b, Vx e Q (6.2¢c)

~

F(x)n =p, Vx € 99, (6.2d)
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Jetzt werden die Spannungen & aufgespaltet in & = o + p, wobei o die fiktiven elastischen
Spannungen zu Py und p Eigenspannungen sind mit

div ef(x) = —b und divp=0 Vx e Q
a¥(x)n = p, px)n=20 Vx € 09,.  (6.3)

Damit erhélt man das Problem:

max « (6.4a)
unter  ®ac?(x,t) + o (%) + p(x)] < o2 VxeQ (6.4b)
divp(x) =0 Vx e (6.4c)

p(x)n =0 Vx € 09Q,. (6.4d)

Benutzt man die Basisreduktion des urspriinglichen Verfahrens, so muf3 man in jeder Iterations-
stufe k& das folgende Optimierungsproblem 16sen:

max of (6.5a)
unter  ®[afol(j) + ol +pf T+ B x| <0 Vi€, jeJ. (65b)
Dabei ist Z die Menge aller GAUSSpunkte und 7 die Menge aller Lastecken. B?’k ist die Matrix
der Basiselemente in Punkt 7 des reduzierten Eigenspannungsunterraums B, und p*~ ist der
resultierende Eigenspannungstensor der vorherigen Iterationsstufe mit p® = 0. Setzt man nun
stattdessen p° := ¥ und nach Losung des Optimierungsproblems mit den optimalen Parame-

tern x*
pk = pk—l +Bd,kx*,

so erfiillt p* in jeder Iterationsstufe die Gleichgewichtsbedingungen zur Last Po, da p° sie
erfiillt und B%*x ein Eigenspannungsfeld fiir alle Parameter x € IR? ist. Mit diesen Modifika-

tionen erhélt man also in jeder Iterationsstufe k£ das Problem
max of (6.6a)
unter  ®lcfof(j) + pf T + B x| < 0] Vi€, jeT, (6.6b)
welches analog zur urspriinglichen Einspielanalyse gelost werden kann. Die konstante Bela-

stung P, beeinfluft bei der Losung der Einspielanalyse lediglich die Initialisierung des Felds
p°, so daB die zusitzliche konstante Belastung P sehr einfach in das vorhandene Programm

der Einspielanalyse zu implementieren ist.

Berechnung der FlieBlast bei konstanten Lasten

Die Struktur sei durch eine konstante Last Po und eine monotone bzw. zyklische Last P be-
lastet. Im allgemeinen spielt die konstante Last (z.B. Eigengewicht) bei den hier untersuch-
ten Strukturen eine untergeordnete Rolle, so daf} angenommen werden kann, daB die Traglast
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bzw. Einspiellast im wesentlichen durch die variable Last dominiert wird. Bei den bisherigen
Traglast— und Einspielanalysen wurde jeweils von der fiktiven elastischen Spannung o? zur
Last P zu FlieBbeginn ausgegangen. Treten konstante Lasten P (mit den dazugehdrigen elasti-
schen Spannungen o¥’) auf, so lassen sich die elastischen Spannungen oF nicht mehr iiber die
FlieBspannung skalieren. Bei den weiteren Betrachtungen wird vorausgesetzt, dafl die Struktur
unter der konstanten Last Py nicht flieBt (d.h. ®(af) < o).

Zu den Spannungen oZ und ¥ und der FlieBspannung oo wird nun der groBte Faktor y* > 0
gesucht, so daf die Ungleichung '

d(y*of +o¥) < ol (6.7)

in jedem Punkt der Struktur erfiillt ist. Zu den Spannungen o® und 0% wird in jedem Punkt x
der Wert y(x) berechnet, so daB die Struktur unter der Last Py + y(z*)P zu flieBen beginnt,
dh. ®(y(x)o?(x) + o (x)) = o2 gilt. Mit der Matrix Q gilt ®(¢’) = o7 Qo (siehe Abschnitt
2), so daB die Gleichheit in (6.7) dquivalent ist zu der Gleichung

P(X)2(07(x)) + 2(x)(0"(x)) T Qo P (x) + B(oB (x)) = oF. (6.8)
Die Losungen von Gleichung (6.8) sind:
) - (TEEDTQOE ) | \/ (2F R0t )’ _ 8(oFl) -
’ O(0 " (x)) ®(o"(x)) ®(oF(x) -
Fiir die Losungen y; und y; kann O.B.d.A. y; # y, angenommen werden. Ansonsten muB

der Wurzelausdruck in Gleichung (6.9) verschwinden, so daf im Widerspruch zur Annahme
O(of (%)) > o folgte. Zuerst wird folgendes Lemma bewiesen:

(6.9)

Lemma 6.1
Fiir die elastischen Spannungen o und o gilt fiir £, y* > 0 mit ®(y*’® + o) = ok
(y*of + of) < d((y* + h)of + ab). (6.10)

Beweis:

Aus ®(oF) < 02 und der Konvexitit von @ folgt:

03— 8(a5) = B(y*o” +oF) - B(cF)
00
5|, OT+oT — B = (ePTQeE. (61D
0
Nimmt .nian im Widerspruch die Umkehrung von Ungleichung (6.10) an, so folgt aus der
Konvexitit von @ und Ungleichung (6.1 1) mit dem Korrekturfaktor y* /2h > 0:
0 2 v/2h[2((y" + o + oF) - 8(y* 0" + o))

2 Vo +00) Q0" = 0(y"0" 4 0F) - (407 4 oB ) Qog

76 = 2(e%)] - y*(e®)TQoE > y"(eF)'Qof.

il

(6.12)
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Daraus folgt mit 0 > y*(0®)* Qo ¥ und Ungleichung (6.12)

02> [08 — 8(a3)] - y*(¢”)Qaf > 0. (6.13)
5o <0
Ein offensichtlicher Widerspruch, so daf die Behauptung folgt. o

Aus der Definition (6.9) von y; und y, und y; # y, folgt direkt y; > y,. Nimmt man an, daf
beide Werte positiv sind, so folgt mit dem Lemma angewandt auf y* = y, > Oundy; = yo+h =
y* + h > 0 ein Widerspruch zur Definition von y; und y,. Man schlieBt daraus y1 2> 02> ys.
Da nur positive Losungen des lokalen Problems (6.8) untersucht werden, ist die Losung y(x)
gegeben durch y(x) = y;. Bildet man nun das Minimum von y(x) iiber alle Punkte mit

y" = min y(x), (6.14)

so 1st Bedingung (6.7) aufgrund von Ungleichung (6.10) in jedem Punkt der Struktur erfiillt.
Dies fiihrt zu folgendem Ergebnis:

Satz 6.2

FlieBt die Struktur unter rein statischer Belastung P nicht, so berechnet sich der elastische
Faktor o, zur variablen Last P durch

(¢°(x)"QE(x) | \/ <(0E(X))TQ%E(X)>2 _ (oE(x) — o
2(o7(x)) B(5(x))

Qelgst = N

xeq | ®(0E(x))

6.2 Optimierung bei thermischen und mechanischen Lasten

In diesem Abschnitt werden Strukturen untersucht, die mechanisch und thermisch beansprucht
sind. Die Materialwerte oo,E seien temperaturunabhéngig. Es werden nur solche Probleme un-
tersucht, bei denen angenommen werden kann, daB das Strukturverhalten durch das Verhalten
eines Punktes charakterisiert werden kann (z.B. diinnes Rohr unter Innendruck). Es ist dann
ausreichend, ein einziges rotationssymmetrisches Element zu untersuchen. Der untersuchte Las-

traum habe die Gestalt:

0<P<abPm, 0<m<l
0<T<aloy, 087n<l (6.15)

Es handelt sich dabei um einen rechteckigen Lastbereich. In den vier Lastecken ist folgendes
Einspielproblem zu losen:

(6.16)
(6.17)

max a
B(aof(x)+p(x)—05<0 j=1,...,4 Vv x.
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Bei einer einfachen Struktur wie dem unendlichen diinnen Rohr unter Innendruck und einem
stationdren rotationssymmetrischen Temperaturfeld (siehe [Bre67]) miissen nicht alle Punkte
des Rohres untersucht werden. Da die Belastung rotationssymmetrisch ist und die Belastung
iiber die Lénge des Rohres gleichbleibend ist, werden nur die Punkte auf einem représentati-
ven Radius bendtigt. Bei einem diinnen Rohr ist die Temperaturverteilung iiber den Querschnitt
naherungsweise konstant, so daB die maximale Belastung auf dem duBeren Radius des Roh-
res auftritt. Aus diesen Uberlegungen folgt, da fiir die Einspielanalyse nur ein représentativer
Punkt x* auf dem AuBenrand benétigt wird. Das reduzierte Einspielproblem lautet:

max Q (6.18)
O(aof(x*)+p(x*) —05 <0 j=1,....,4 (6.19)

Die aus der rein thermischen Belastung resultierenden elastischen Spannungen ag sind Eigen-
spannungen. Bei zyklischer rein thermischen Belastung ergibt sich dann sofort durch die Wahl
von p(x*) = —aZ(x*) der optimale Einspielfaktor 2.

Eine Abschitzung fiir den Einspielfaktor bei mechanischer und thermischer Belastung ergibt
sich durch folgende Uberlegung. Nimmt man an, daf sich der wihrend der zyklischen Belastung
einstellende Eigenspannungszustand naherungsweise proportional zu oZ ist, so ist das Problem

max ot (6.20)
d(ao? + pof) -02<0 j=1,...,4 (6.21)

zu 16sen. Das Optimierungsproblem hat zwei Unbekannte o, 1 und vier Restriktionen. Die fik-
tiven elastischen Spannungen zu den verschiedenen Lastecken werden auf die FlieBgrenze nor-
miert, so daB (o) = o? gilt, fiir j = 1...4. Der Einspielfaktor mu8 dann spiter auf den

untersuchten Lastraum skaliert werden. Es sei of = 0 die fiktive elastische Spannung zur
unbelasteten Struktur und o =

E . . .
o7 die zur rein thermisch beanspruchten. Die zugehorige
LAGRANGEfunktion lautet

4
L(o,p) = a — Z Aj [@(aaf + po¥) — o2l (6.22)
j=1
Aus der KARUSH-KUHN-TUCKER-Bedingung VL = 0 im lokalen Maximum folgt mit den

Abkiirzungen o; = 0¥, o := o und . := p*:

4
—14+ > Aj[2a0k + 2u0T
V(e p) = G <0>

_7=
4
j§1 Aj[2ual + 2007 Qo] 0

Die Komplementarititsbedingung im lokalen Minimum lautet fiir j = 1...4

Ailog = (aoj + pog)’ Q(ao; + poy)] = 0. (6.23)
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Werden alle Komplementaritéitsbedingungen summiert, folgt mit VI = 0

4 4
ol Z A= Z)\J ool + plol + 2opo Qo
—
4

4
= Z/\J 0’0ol + ol — 2utol] = 032 Ajle? — 1. (6.24)

=1

Daraus schliefft man
o =t =1. (6.25)
Aus VL = 0 folgt mit o — u? =1
L L 4 4
ug—u—ag—a—a-}-Q p? —a?)ol ZAj :a—ZUSZ)\jzo
Jj=1

i=1

und damit

4
= 2023 (6.26)
i=1

Die vierte Komplementaritéitsbedingung lautet:
Aol — o? 0‘0 plol — 2auog) =0
Mit o? — u? = 1 und p # 0 folgt:
Aafp + ] =0,

woraus sofort \, = 0 folgt. Ansonsten ist @ = —yu und damit o® — p? = 0 # 1, was einen Wi-
derspruch bedeutet. Fiir die Summe aus der zweiten und dritten Komplementarititsbedingung

gilt mit o? 4 p? = 1 4 24

o+ Xe)o? = Aga?o? + 202 + 2apol Q] + de[o’0d + p*of + 2003 Qo]
= Mo+ 2u’05 + 20u0; TQo 4] + As[o2 + 2u’0g + 20073 TQay). (6.27)

Aus VL = 0 folgtmit oy = Ound Ay = 0
I\ pial 4+ Ao[2p%05 + 2auo Qo] + As[2p’ay + 2opoy Qo] = 0.
Setzt man dies in Gleichung 6.27 ein, so gilt:
(A + Xa)o? = (A2 + Aa)od — 2’5,

50 daB \; = 0 gilt und damit auch die erste Restriktion im Optimum nicht aktiv sein kann.

Nimmt man nun an, es gelte noch A, = 0, so folgt aus VL =0:

No[2u20% + 2ap03 Qod] = 0.
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Die dritte Komplementarititsbedingung lautet:
As[o? — oPol — plog — 2auoiQay) = 0.

Addiert man beide Gleichung, so gilt mit o? — p* =1

As[o2 — ool + uPod] = Asog =0,

so daB A3 = 0 folgt. Dies bedeutet, da alle Restriktionen inaktiv sind und damit einen Wider-
spruch. Man schlieBt A, # 0 und analog dazu As # 0. Im Minimum sind also die zweite und
dritte Restriktionen aktiv, d.h. die Komplementarititsbedingungen lassen sich durch A, bzw. A3
dividieren und es gilt

a'gQau; = 0§Q0'4.

Die zweite und dritte Restriktion sind also fiir alle o, identisch, so da} eine Restriktion
wegfillt (O.B.d.A sei dies die dritte Restriktion). Daher folgt aus Gleichung (6.26)

a = 208X,.
Weiter schlieit man aus VL = 0
0 = Ao[2u0? + 2001 Qo]
und wegen A, # 0 durch Einsetzen von ), folgt fiir 4

ang’4

U=—a
2
o

Wiederum mit VL = 0 gilt:

0=—1+ X\[200% +2uclQay).

Durch Einsetzen von ), und u erhélt man schlieBlich

4

o 2
o’ = — 21 bzw. = %
o5 — (03 Qoy)? Vot —(67Qo,)?

Bemerkung

Als Beispiel betrachten wir eine achsensymmetrische diinne Schale, die ein diinnes
Rohr reprisentiert. Das Rohr ist durch Innendruck und ein achsensymmetrisches
Temperaturfeld belastet. Bei FlieBbeginn sind die elastischen Spannungen in Haupt-
spannungsform zur rein mechanischen Last am Innenrand mit Innendurchmesser d
nach der Kesselformel (siehe [Sza60]) in Zylinderkoordinaten gegeben durch:

B _ oo (d®+1 T
02—0Z=7%(_7t_’1’1_d2> i
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Die fiktiven thermischen Spannungen zu FlieBbeginn sind:

of = of = (00,0,0)" und damit gilt 7 Qo = */7503.

SchlieBlich berechnet sich die Abschétzung des Einspielfaktors durch

2
Jg

O VA (elaey

Hier ist zu beachten, daf sich der Einspielfaktor auf das modifizierte Einspielpro-
blem bezieht, in dem alle fiktiven elastischen Spannungen auf die Fliegrenze nor-

miert sind. Im Standard—Optimierungsverfahren sind die fiktiven elastischen Span-
nungen jedoch in der Regel nur in einer Lastecke auf die FlieBgrenze normiert.

6.3 Behandlung temperaturabhangiger FlieSgrenzen

Ist eine Struktur durch ein Temperaturfeld T' belastet, so sollte i.a. die FlieBspannung als tem-
peraturabhéingig angenommen werden. Der Beweis des Einspielsatzes (siche Abschnitt 3) be-
nutzt die Zeitunabhzingigkeit des Elastizititstensors, so daB eine Temperaturabhéngigkeit des
E-Moduls hier nicht weiter untersucht wird. Im folgenden stehe die Struktur unter einer varia-
blen thermischen Belastung und gegebenenfalls unter mechanischer Belastung, d.h. es gilt

0<T<aTlom, 0<m<l

0<P<aPm, 0<m<l (6.28)

Geht man von einer in o, linearen Temperaturabhéngigkeit aus, wobei op = oo(1) die FlieB-
grenze zu Beginn der thermischen Belastung ist, so hat die Flieflspannung die Form:

O'o(T) = g(T)ao

Dabei ist g(T) eine monoton fallende materialabhéngige Funktion. Die fiktiven elastischen
Spannungen im Einspielsatz sind temperaturabhéingig, so daB die Schreibweise of(x,T) (b'ZW-
abkiirzend o%(T')) gerechtfertigt ist. Mit of wird die fiktive elastische Spannung zu Beglr{n
der Belastung T, benannt. Mit der VON MISES Fliefifunktion ® bezieht man o immer auf die

FlieBgrenze oo(T), dh. ®(oZ) = o3(T). Fiir o¥(T) gilt nun:

o(af(T)) = o5(T)=9(T) oo
= g(T)*®(o®) = 8(g(T)o”). (6.29)

Damit folgt o%(T) = g(T)o®, so daB sich der funktionale Zusammenhang von oo(T') auf

die elastischen Spannungen oZ(T") iibertrégt. KONIG stellt in [K687] ein Einspieltheorem fiir

Temperaturlasten auf.
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Maximiere o«
unter d(aof(T) + p;) < od(T) Vi,V T.

Nach (6.29) kann die Restriktion im i—ten GAUSSpunkt umgeformt werden in
d(ag(T)of + p;) < g*(T)0p.

Dabei sei g(T') eine monoton fallende Funktion mit 0 < ¢(T') < 1 und die fiktiven elastischen
Spannungen so gewihlt, daB ®(cF) = o? gilt. Sei « ein zuldssiger Einspielfaktor und p ein
zulissiges Bigenspannungsfeld, so daf ein aktiver GAUSS—Punkt ¢ existiert mit

8(ac? + p;) = ob.
Zu diesen Daten ist jetzt eine Temperatur 7* gesucht, so dal
®(ag(T)o? + p;) < ¢*(T)o
fiir alle 7' < T™* gilt. Mit den Abkiirzungen 6% := ¥, p := p, und Q = QTQ folgt:

&(ag(T)o” + p)

I

(eg(T)o® + p) Q(ag(T)a” + p)
= ¢ (1)o"Qo” +209(T)p" Qo” + pTQp
= ¢ (D)(Qe")T (QoF) +209(T)(Qp)"(Q0") + (Qp)" (Qp)

a
= o’g"(T)al’ +29(T)aa"b + b]* = |ag(T)a + b|* ’
= f(o(T). (6.50)
Die Funktion f(g(T')) ist eine Parabel mit
f(0) = [bP
f1) = o®laf® + 20a”b + |b|?
= |aa+b[* = ®(ac? + p) = |af’. (6.31)

Aus f (1)"= |laf” folgt 0 < (a? — 1)|al? 4 |b|* = ~2aaT®. Durch Differenzieren von f nach
g(T') erhélt man den Scheitelpunkt g(T's) der Parabel durch

]

—aTb
9(Ts) = —Ofﬂ—z- mit

flo(Ts)y = |a|2'b|1:|2(“Tb)2. (6.32)

T . .
Da a”b < 0 gilt, ist g(Ts) > 0 und wegen 1b]* < |af? folgt 0 < 9(Ts) < 1. Aus der
fclzlﬂvx;Astche'n Ul:lgl@l(‘:hul’lg folgt f(9(Ts)) > 0. Da g(T) - damit auch 00(T') —eine monoton
allende Funktion in T ist, und f(g(T)) eine Parabel in 9(T") ist, konnen Schnittpunkte von
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f(g(T)) und oo(T') existieren. Zur Abkiirzung schreiben wir ¢ := g(T'), so daB die Nullstellen

von f(t) — t?00 = f(t) — t*|al® gesucht sind. Aufgrund der Gestalt von f und g existieren
hochstens zwei Nullstellen. Es ist

ft) =tlal® = o*la*® + 20aTbt + |b|* — ?|a)?
= (& —1)|a|** + 2aa”bt + |b|%. (6.33)

Da f(0) = |b|* > 0 gilt, sind die Werte der Funktion f(g(T')) bis zum kleinsten Schnittpunkt
der Funktionen grofler als die Werte der Funktion ¢3(7T'). Zwischen dem kleinsten und dem
groBten Schnittpunkt der Funktionen gilt f(g(T")) < o2(T). Eine Nullstelle ist laut Vorausset-
zung t = 1, so daB sich die zweite Nullstelle durch Polynomdivision berechnen 148t:

[(@® — 1)|a*t*4+20aTbt+|b]?] : (t — 1) = (a® — 1)|a|* + 20aTb + (a® — 1)|a|?
- (? = 1)|al?? + (® — 1)|a|*

(20a®b + (o — 1)|al*)t + |b]?

— (20a™b + (o? - D)|a|>)t + 2aaTb + (o? — 1)|al?

mit

20aTb + (a? — 1)|al? + |b?

20aTb + (a® —1)|al® + |b]?

Daraus folgt

f(t) = t*lal®

o*la|® + 20aTb + |b* — |af’
f(1) —1]a]* =0. (6.34)

= (t=1)(tc? - D]a]* +22ab + (o’ — 1)lal)

= (o =Dlal(t-1)
= (?=1)al*(t-1)

= (o= 1lal*(t-1)

so daB die Nullstellen von f(t) — t*|a|?

t —
t—

t—

—20aTb — (a? — 1)|a|2}

(0? —1)lal?
(a? —1)|af? + b — (o® — 1)|aI2]
(o? —1)laf?
b
e o

2
bl sind. (6.36)

t; =1 und tz=m

Fiir die Funktionswerte gilt:

2 2 _
ft) = t%”cz) = |a|2 und f(tz) = 1300 = (a? — 1)2|a|2'

Es kann angenommen werden, daf t»
T > 0. Dies bedeutet, daB keine Temperaturlast zuldssig ware,

bl (6.37)

< 1 gilt, denn ansonsten gilt f(g(T)) = oo(T) fiir alle

was physikalisch sicherlich nicht
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Fg(T))

laf*

i

by

(@-1)71aF |

|a|2|b|2 = (aThy?

0 b2 -a’h 1 4(T)

(e?-1)ja?  olal

Bild 6.1: Funktionsgraphen von f(g(T')) und ¢*(T")o2

plausibel ist. Die Funktionsgraphen der Funktionen f(g(T")) und g*(T")o3 haben also qualitativ

die Gestalt (siehe Bild 6.1).
Mit g(T™) = t, folgt:

flg(T)) = ¢*(T)od, VO0< g(T) < g(T*) und
f9(T)) < (Mo, Vg(T*) < g(T) < 1. (6.38)
Durch Ausschreiben von Gleichung (6.36) erhilt man
T
w_ P Qp
g(T ) - (012 _ 1)0_3

Da g(T') monoton fallend in T ist, 148t sich die Temperatur 7* eindeutig zum aktiven GAUSSpunkt
¢ berechnen durch
T
T‘I:* — g_l __LQL .
(0? = 1)o}

Mit der Monotonie der Funktion ¢ folgt dann schlieBlich fiir einen aktiven GAUS spunkt ¢:

O(ao? (T)+p;) <o%(T), VYO<T<T* und

(ac?(T) +p,) > ox(T), VT >T*

Fiir GAUSspunkte ¢, die zuléssig aber nicht aktiv sind, 188t sich der Schnittpunkt der beiden

Parabeln nicht in solch einfacher Form angeben. Die Funktion

F(g(T)) = g*(T)og~ f(g(T))
= g*(T')(05 - o?|al?) — 20aTbg(T) — [bJ? (6.40)

(6.39)
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kann als quadratische Funktion hochstens zwei Nullstelien besitzen. Es gilt

F) = 0—-f0)=—b*<0
F(1) = of—(c®|a]* +20a™b + |b]*) > 0, (6.41)

so daB genau eine Nullstelle im Intervall [0, 1] liegen muR. Die Nullstellen g; und g, der Funk-
tion F'(g(T")) sind

aa®b £ \/a?(aTb)? + [b]2(02 — a2|a[? )

o2 — a?|al?

g12 =

Bemerkung

1. Setzt man zur Kontrolle fiir die aktiven GAUSSpunkte |a|? = o2 ein, so folgt

aa’d £ ,/0.25(b]? + (a? = 1)|al)® + [b]*(1 - &?)|af”

T (1= a?)laP
_ aab 2 0.5(|b]* — (o? — 1)|al®) it
N (1-a?)al?
20a”b + |b]* — (o — 1)|af’
= =1 und -
” 2(1 — o?)[al
20aTb — |b]? + (« al? b|?
" bl + (a2~ lal ___JbE__ 642
2(1 - a?)lal (? - 1)la|
2. Eine obere Schranke fiir die gesuchte Nullstelle ist:
I &
gs = a2[a|2 . 0_37
denn es gilt:
lb[* 2 22 P e
F(QB) = (a2|a|2 g) (UO -« |a’| )—20[(1 ba2|al2 _0-(2) ]bl
2
_ P |b|2—|—2aaTb+a2]a| — ol >0, (6.43)
— o?|al?

In den aktiven GAUSSpunkten stimmen die Werte g und g iiberein.

Bei den Werten ¢; und g kann man nicht im voraus sagen, welcher der beiden Werte im Inter-
vall [0, 1] liegt, so daB man beide Werte berechnet und dann den Wert g(T7) mit 0 < g(T7) <1

auswihlt. Auch fiir inaktive GAUSSpunkte ¢ gilt

8(aoE(T) +p;) 2 00(T), VT 2T, (6.44)

)
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so daB man bei Bildung des Wertes:
T = miin T,
fiir alle GAUSSpunkte ¢ erhélt
d(aoP(T)+p;) <ag(T), YOS T ST

Die Temperatur T* = T*(c, 0, p) ist optimal, da bei einer Erhohung der Temperatur ein
GAusspunkt existiert, in dem die zugehorige Restriktion verletzt wire. Da der Einspielfaktor o
und das Eigenspannungsfeld p optimal fiir das temperaturunabhénigige Problem sind, existiert
keine zuldssige VergroBerung des Einspielfaktors.

Zum Ausgangslastbereich (siche (6.28)), dem entsprechenden Einspielfaktor c, der temperatur-
abhingigen Flieffunktion oo(7") und der maximal zuléssigen Temperatur T ist der Einspielbe-
reich mit o* = T*/To gegeben durch

0<T<L'Tom, 0<m<l1
0 < P < a*Pyys, 0<y <1 (6.45)

6.4 Einspielanalyse fiir kinematisch verfestigendes Material

Aus den notwendigen Einspielbedingung fiir beschrinkt kinematisch verfestigendes Material

(siche Abschnitt 3) erhélt man fiir die Einspielanalyse mit der Fliespannung o und der Bruch-
spannung oy das Optimierungsproblem:

Maximiere o
unter ®(aof(j) + p; — o) < o}
und (I)(ai) < [O’y - 0'0]2 VieZ j€J,

dabei sind der Lastfaktor o, das Eigenspannungsfeld p; und das Backstressfeld a; die Unbe-
kannten des Problems.

6.4.1 Traglastanalyse fiir beschrinkt kinematisch verfestigendes Material

Aus dem Traglastproblem mit | 7| = 1 fiir beschréinkt kinematisch verfestigendes Material
kann der Traglastfaktor direkt aus der Losung des ideal—plastischen Problem berechnet werden.
Nach der KARUSH-K UHN-TUCKER-Theorie wird das Optimum auf dem Rand der Restrikti-

?nsrrfenge.angenom.men. Im Optimum (%, p*, &*) sind in den aktiven GAUSS—Punkten i € o
jeweils beide Ungleichungsbedingungen aktiv, d.h. fiir alle 5 € I, gilt simultan:

®a"of +pf~af) = of

(6.46)
®(af) = [oy — oo]’ (6.47)
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Beweis:

Nimmt man O.B.d.A. im Gegensatz an (ansonsten ist immer ein Lastanstieg moglich), es
existiere im Optimum (o, p*, a*) eini € T mit

d(a*of +pf —af) =02 und ®(a)) < [oy — ag)?, (6.48)

dann wihlt man die Werte:

&; = co'of +apl+al (6.49)
p; = (1+o)p; (6.50)
& = (l+c¢)a* >a* mit (6.51)
o = r=oo)— ol (6.52)

oo+ 1/ ®(a)

& und p sind zeitunabhingig, da sich im Traglastfall die fiktive elastische Spannung o
im Laufe der Belastung nicht dndert. Es folgt:

B(ao? + p; — &) = B(a*oF(j) + p} — af) = od.

Weiter gilt die Abschitzung:

VE@E) = +/0(carof +cpi + ) (6.53)
= \/g(c(a*af” +p;—af) + (1 +c)o) (6.54)
< cog+ (1 +¢)/®(af) (6.55)

Il

(O'Y —_ 0‘0)0’0 + (UY - 00)\/5@ = oy — 09p. (656)
Jo + v (I)(a;k)

Damit ist (&, p;, &;) mit (1 + c)a* > o eine zuldssige Losung des Optimierungsproblems

im Widerspruch zur Annahme. Dies heift, da8 in jedem aktiven GAUSSpunkt ¢ € Zo beide

Nebenbedingungen erfiillt sind. .

Weiter gilt mit den Werten &, p;, ¢&; folgendes:

\@(@o? + b))

1l

(14¢) \/@(a*af + p}) (6.57)

- %Y [®(a*oF + pf) (6.58)
oo + v/ @(})

VO(eroF +pf — o) + Vo(a) = oy. (6.59)
oy oo + @(OL’:)

<

Damit folgt mit o = (1 + c)[a*F + p;] die Abschatzung &(o:) < o3 Das Traglastoptimie-

rungsproblem des verfestigenden Materials kann damit alternativ formuliert werden zu:
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Maximiere o
unter ®(acf + p; — i) < oy
®(aof + p;) < 0f
@(az) <loy — 0'0]2 Viel.

Dieses Optimierungsproblem entsteht aus der ideal plastischen Formulierung mit Fliefigrenze
oy durch die Hinzunahme von zusétzlichen Nebenbedingungen. Daraus folgt, daB der Trag-
lastfaktor o, einer Struktur aus verfestigendem Material nicht groBer als der Traglastfaktor oy
einer Struktur aus ideal plastischen Material mit FlieBspannung oy sein kann.

Wihlt man schlieBlich das zeitunabhéngige Backstressfeld
oy

mit den optimalen Werten o* und p* des ideal plastischen Problems zur FlieBspannung oy, s0

folgt fiir alle : € I:

OZ*O'E +P*)

§ d(a*o? *
<I>(az) = (O'Y - 0'0)2 (a a'z2 + pz) _<_ (O'Y — 0'0)
Oy
| S
<1

2

und weiterhin in allen GAUSSpunkten:
®(a"of + pi — o) < 0.

Dies bedeutet, da o*, p* und a* die Nebenbedingungen des verfestigenden Materials erfiillen

und damit der Traglastfaktor o, des verfestigenden Materials gleich dem Traglastfaktor oy des
ideal plastischen Materials ist.

Satz 6.3

Eine Struktur aus beschréinkt kinematisch verfestigendem Material mit der FlieBspannung

oo und der Bruchspannung oy besitzt die gleiche Traglast, wie die gleiche Struktur aus
ideal plastischem Material mit der FlieBspannung oy

Anstatt der Traglastberechnung fiir kinematisch verfestigendes Material wird die Optimierung
fiir ideal plastisches Material mit oy durchgefiibrt.

6.4.2 Einspielanalyse fiir unbeschréinkt linear verfestigendes Material

Fiir Strukturen aus unbeschrénkt linear verfestigendem Material, die lokal versagen, ist das Ein-

spielverhalten durch einige Punkte dominiert, in denen di i .
’ 1€ maximale Vergrd -
sten ist (siche [SHO7b]). ergrofierung am klein

Qshake = g{neig(mgx a). (6.60)
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Dominiert nur ein einzelner Punkt dieses Verhalten, so kann eine analytische Losung des Op-
timierungsproblems entwickelt werden. In diesem Fall stimmen die Losungen fiir ideal pla-
stisches und kinematisch verfestigendes Material iiberein (siche [Zha91]). ZHANG 16st dieses
Problem in [Zha91] fiir zwei—dimensionale Strukturen. STEIN und HUANG 16sen das Problem
im Hauptspannungsraum (siche [SH93]) mit Hilfe des Programms MACSYMA.

Hier wird fiir eine lokal versagende Struktur aus unbeschrinkt linear verfestigendem Materi-
al unter einparametrischer Belastung, eine analytische Losung hergeleitet. Die backstresses o
miissen keine Nebenbedingungen erfiillen, so daB y = p — « freie GroBen sind (siche [Mel38]).
Versagt die Struktur lokal in einem Punkt x, so ist folgendes Problem zu 16sen:

min - ‘ (6.61)
og — ¥(aof(x)+y(x) >0 j=1,...,m (6.62)

Die zugehorige LAGRANGEfunktion lautet
L(a =—a_ZAJ — ®(ao?(x) +y(x))]. (6.63)

Mit den Abkiirzungen o'; := o'¥(x) und y := y(x) und der Matrix Q aus Abschnitt 2 gilt:

Olaoc;i+y) = a2a']TQ0'j + 2anTQy +yTQy (6.64}
~ o7Qo; | 2]Q ) ( ° ) (6.65)
- (Ol, y) ( QO'J | Q / y
= A,

Mit z := (@, y)T lautet also Gleichung (6.63) in Matrixschreibweise

L(z) = (-1 0)z — Z \j[o2 — 2T A;z] und (6.66)

Vzl(z) = (-1,0,... ,0)T+22AjAjz. (6.67)

mit dem Differentialoperator VzL(-) = (%9, -g—%, - ,—31—1 Fiir ein lokales Minimum z* =
(a*,y*), folgt aus der K ARUSH—K UHN-TUCKER—Bedingung VzL(z*) = 0 mit den optimalen

LAGRANGEmultiplikatoren A} (siehe [F1e87])

ok Y (o7Qoi| iR ) . 460
(L,...,007 = 2 ZA*A)Z ZA( ao_j | g )z (6.68)

j=1

i=1

( Ny, Ng T
Y MelTQo; || L Ao ] @ )
z".

Jj=1 j=1

Ny, N
\Q(Z /\3503') QXN
j=1 J=1

(6.69)




62 NEUE ANALYTISCHE LOSUNGEN SPEZIELLER GRENZLASTPROBLEME

Im lokalen Minimum z* lauten die Komplementarititsbedingungen fiir jede Lastecke:

Xi(og —2TA;z") =0 j=1,...,N..

Nach der Summation der Gleichungen (6.70) erhélt man mit (6.68):

Ny Np NL
2 * * %T A % _ T * A ¥
> N = > nrTAz =2T) XAz
j=1 g=1 j=1
1

L _ 1
= 5(1,0,...,0)2 —é‘a.

Der Einspielfaktor o* 148t sich durch die LAGRANGEmultiplikatoren A} berechnen:

Ng
ot =203y X
J=1
Mit (6.73) folgt aus (6.69)
Ny, Ny, Ny N
0 = Q) Xoj, QZX;) z* ="y NQo; + (ZA;) Qy*
j=1 i=1 j=1 j=1
Ny o
j=1 %0
und mit o* > 0
Np,
Qy* = —202 Z X:Qa;.
i=1
Nun folgt mit (6.68)
N N
1 L NL NL
— = * 2T . * * * *
= (rien L= tan s $erar
Jj= Jj=1 Jj=1 j=1
und mit (6.76)

Ng
20> )\;fcero'j -1

i=1 NL T NL
o S o)
j=1

J=1

N, T Ny
(Z A?«n-) Q (z A;o-j) |
j=1 j=1

(6.70)

(6.71)

(6.72)

(6.73)

(6.74)

(6.75)

(6.76)

(6.77)

(6.78)

Fiir ein—parametrische Belastung hat der Lastbereich fiir die Einspielanalyse zwei Lastecken.

Die zugehorigen fiktiven elastischen Spannungen oy und o5 mit ®(
fiir die beiden Lastecken P; = 0 und P, lauten

01=1(0,0,0,0,0,0) und o, = (31,32,53,34,35736)

o1) =0 und ®(o;) = o}

(6.79)
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Aus (6.73) folgt

o = 203(NF + \Y). (6.80)

Es gilt

2 T 2
(Z /‘3"’1‘) Q (Z ’\3"0'1') = (%02)"Q(N502) = (13)00. (6.81)
J=1 Jj=1

Mit (6.73) und (6.78) schlieBt man aus (6.81)

()\1 + )\2)>\20'3 — 47"(2) = ()\2)20'3 bzw. /\1)\2 = R (682)
Daraus folgt sofort, dal beide Lastecken im lokalen Minimum aktiv sein miissen. Aus den
K ARUSH-KUHN-TUCKER-Bedingungen und den Gleichungen (6.73) und (6.82) folgt dann

Al = A = —1—2 und damit o* = 2. (6.83)
20§
Man erhilt somit das Ergebnis, daf fiir ein—parametrische Lastbereiche bei lokalem Versagen
unabhéngig von der kinematischen Verfestigung der Einspielbereich doppelt so groB ist wie der
elastische Bereich.

Folgerung:

Aus physikalischen Griinden gilt stets, daB der Einspielfaktor cv;qeq fiir eine Struktur aus
ideal plastischem Material nicht groRer sein kann, als der fiir beschrénkt linear verfesti-
gendes Material cengsich. Weiter gilt die Abschitzung fiir unbeschrénkt linear kinematisch
verfestigendes Material mit Qengrich < Qunendiics- Da das lokale Versagen einer Struktur
aus unbeschrinkt kinematisch verfestigendem Material dem schwéchsten Versagensmo-

dus geniigt (siche [Zha91]), gilt:
Qideal S Qendlich S Qynendlich _<_ Qlokal-

Stimmen die Werte o;geq und o liberein, so erhilt man auch trivial die Werte aendiich
und Qeynengich, Ohne die genaue Art der Verfestigung zu kennen. Rein thermisch belaste.te
Strukturen, die lokal versagen, entsprechen dieser Eigenschaft. Nach Abschnitt 6.4.2 gilt
fiir diese Strukturen qopq = 2. Aufgrund der thermischen Belastung sind die auftretenden
Spannungen selbst Eigenspannungen, so daf mit dem zeitunabhéingigen Eigenspannungs-
feld p = —oP gilt: tigeqr > 2 und damit Qideal = Ctokat = 2. FUI diese Strukturen wird

also nur eine genaue Berechnung der Last P gt zu FlieBbeginn bendtigt, die Einspiellast

P ke ergibt sich dann durch P ghake = 2P clast, unabhéngig von der Art der Verfestigung

des Materials.
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6.4.3 Einspielanalyse fiir beschrinkt linear verfestigendes Material

ZHANG gibt in [Zha91] notwendige Einspielbedingungen fiir das Einspielen von Strukturen aus
beschriinkt linear kinematisch verfestigendem Material an, die von der Formulierung von WEI-
CHERT & GROSS—WEEGE in [WGW88] abweichen (siehe dazu die Bemerkung von ZHANG in
[Zha91] S. 45). Anstelle der Bedingung (3.25) fiir alle « € Z wird in [WGW88] die Bedingung

Olaof(j)+p] <ok VieZ

benutzt. Diese Bedingung garantiert, daB die Spannungen & = ao®(j) + p sowohl in der
verschobenen AnfangsflieBfliche als auch in der Verfestigungsfliche liegen, d.h. jeweils

Olo - af
o]

g

(6.84)
(6.85)

IN A
<o O

o

Es kann jedoch nicht ausgeschlossen werden, daB die verschobene AnfangsflieBfliche Spannun-
gen enthélt, die auBerhalb der Verfestigungfiiche liegen. ZHANG stellt deshalb die Frage nach

der Richtigkeit der von WEICHERT & GROSS—WEEGE angegebenen Methode zur Berechnung
des Einspielfaktors.

Zur Beantwortung dieser Frage werden die beiden Optimierungsprobleme nach [Zha91] und
[WGW388] nach der Lastdiskretisierung untersucht:

Maximiere o

L. unter O(aof () + p; — a;) < o2
und @(a,') < [O‘Y — 0‘0]2 Vie Z,5¢€ J,
Maximiere o

2. unter (aof(5) + p; — ;) < 02
und B(aof(j) + p;) < 02 VieZ jeJ.

Dazu werden die Teilmengen .A, B und C von IR® (fiir 3D) bzw. IR? (fiir 2D) definiert:

A = {r]8(r)<o? (6.86)
B = {r|8(+)<o? (6.87)
C = {r|8(7) < (oy — o)}, (6.38)

so daf3 die Restriktionsmengen der beiden Optimierungsprobleme jeweils durch .ANC und ANB

gegeben sind. Weiter ist leicht zu zeigen, daB die Funktion ||r|| = /@(7) fiir Spannungen
die nicht dem hydrostatischen Druck entsprechen, eine Norm definiert. Speziell gilt dann die
Dreiecksungleichung fiir die Spannungen 7, und 7, in der Form:

Himsll =Nl < llrs 4 ol < Y]+ ).
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Wihlt man Werte auf den Réndern von A und B, d.h.

Ty mit ||7|| = oo, (6.89)

7o mit ||7y]| = oy, (6.90)

so folgt mit oy < oy die Ungleichung oy — o¢ < ||71 + 72||. dh. 71 + 7 ist eine Spannung
aus dem AbschluB des Komplements C¢ von C.

Seien nun o 4q¢ und o 4np jeweils die optimalen Einspielfaktoren der Einspielprobleme 1) und
2). Die weiter auftretenden Einspielfaktoren sind die Losungen, der durch Hinzu— bzw. Hin-
wegnahme der jeweiligen Restriktionen erhaltenen modifizierten Einspielprobleme. Es gilt

QANC = O ANBNC;

da nach der Dreiecksungleichung aus 7 € A N C zusitzlich 7 € B folgt. Weiter kann durch
Hinwegnahme einer Nebenbedingung der Optimalwert nicht kleiner werden, so daf folgt:

oAnBre S OLANB-

Mit Hilfe der K ARUSH—K UHN-TUCKER-Bedingungen zeigt man, da im Optirpum (o*, p*, a¥)
des Optimierungsproblems 2) mindestens ein Punkti* € Z, j* € J existiert, fiir den beide Ne-

benbedingungen aktiv sind, d.h.

(o oE(5*) + pir — i) = oq (6.91)
(ol + ps) = 0% (6.92)

Wihlt man in diesem Punkt die Spannungen 71 € A und 73 € B mit

i =L + i — i (6.93)

s =—(a*cE(F*) + Pi); (6.94)

. . _ —'E. .t
so folgt aus der Dreiecksungleichung oy — 0o < |71 — 75|| und damit T; — T3 € C¢. Dami

folgt dann sofort:
QANB = & pnBnCe’

Damit schlieBt man insgesamt:

= = 6.95
aAnc = XAnBNC < QANB = G AnBAEE < X ANC: ( )

. 5 i Optimum
Da o gnc und o 4np jeweils zu konvexen Optimierungspr oblemen gehtren, wird das Op

in (AN C) bzw. (AN B) angenommen. Auf Grund von ans = @ nsnge Wird auChaiAnt?
in 8(.A N B N C¢) angenommen. Ist 7 4nc die LOSUNg in (AN C), so folgt: Tanc € 0AN OC.
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Ansonsten kann 7; so gew#hlt werden, daB bei gleichem Optimalwert im Widerspruch zur
globalen Optimalitit ; € A N C gilt. Daraus folgt sofort:

T anc € OANOC = AN OCe.

Da das zu a4 gehorige Optimierungsproblem ebenfalls konvex ist, gilt 74 € 9.4 und damit
auch T 4zz € (ANC*). Mit dem gleichen Argument wie oben, kann auch hier gezeigt werden,
daB sogar T 4zc € AN OC° = OAN AC gilt.

Da in 0.A N 9C aufgrund der Konvexitit jedoch nur ein Optimalwert existieren kann, stimmen
die Werte a4nc und o 4-ze und damit mit Ungleichung (6.95) auch a4n¢ und aunp iiberein.
Damit haben die Optimierungsprobleme 1) und 2) den gleichen Optimalwert, obwohl die Re-
striktionsmengen der Probleme nicht notwendig gleich sind. Dies beantwortet die Frage nach

dem Zusammenhang zwischen den Formulierungen von ZHANG und WEICHERT & GROSS—
WEEGE.



7 Probabilistische Grenzlastanalyse

Sicherheit und Zuverldssigkeit gehéren zu den wichtigsten Eigenschaften von baulichen Anla-
gen und technischen Strukturen. Im allgemeinen wird die Zuverlissigkeit durch Unsicherheiten
der Beanspruchungs— und Materialdaten beeinflut. Unter der Zuverldssigkeit einer Struktur
wird deren Eigenschaft verstanden, die vorgesehene Funktion fiir die beabsichtigte Lebensdau-
er mit ausreichender Wahrscheinlichkeit zu erfiillen. FREUDENTHAL [Fre56] erkannte, daB die
Einwirkungen und Widerstéinde einer Struktur nicht als deterministisch vorgegebene Maximal-
werte angesehen werden kénnen. Die charakteristischen GroBen der zu untersuchenden Struk-
tur miissen als stochastische Werte betrachtet werden, so daB die Zuverlissigkeitstheorie nur
auf Grundlage der Wahrscheinlichkeitstheorie sinnvoll ist (siche dazu z.B. [Bje84], [Bou88],
[Fre56], [HGK*87], [Kal98], [MKL86], [Rac971, [Sar90], [GS83] und [Scu81].

Dabei ist zu beachten, daB die Zuverlissigkeitsanalyse beziiglich plastischem Strukturverhalten
durchgefiihrt werden sollte, da thermisch hochbeanspruchte Strukturen oft erst im plastischen
Bereich wirtschaftlich betrieben werden konnen (siehe Abschnitt 1). Bisher beschriinkten sich
die in diesem Abschnitt vorgestellte rechenzeitgiinstige First Order Reliability Method (FORM)
auf die Analyse elastischen Materialverhaltens, da die Sensitivititen der Grenzzustandsfunktion
bei plastischen Analysen nur durch zusitzliche Finite Element Beréchnungen der Grenzlast
erzeugt werden konnten. Im plastischen Fall miissen dann z.B. in jedem Iterationsschriit von
FORM fiir jede Basisvariable durch Simulation der inkrementellen Grenzlastberechnung die

Sensitivititen berechnet werden.

AUGUSTI, BARATTA und CASCIATI zeigen in [ABC84], die Moglichkeit der approximativen
Berechnung der Versagenswahrscheinlichkeit unter Einbeziehung verschiedener Versagensmc?-
di auf. VASARHELYT verbindet in [Vas87] die Zuverléssigkeitsanalyse mit der Berechnung ei-
nes optimalen Designs einer Struktur. Fiir Stabwerke zeigen KIUREGHIAN und KE in [KK85]
und KLINGMULLER in [K1i79] die Mdglichkeit auf, Finite Elemente zur Zuverlissigkeitsanaly-
se zu nutzen. ZIMMERMANN verwendet in [Zim91] den kinematischen Satz, um die verschie-
denen Versagensmodi zu bestimmen und daraus die Versagenswahrscheinlichkeit zu berech-
nen. BJERAGER nutzt in [Bje89] die lineare Programmierung und FORM zu.r Berechnung d'er
Plastischen Zuverlissigkeit fiir verschienden Versagensmodi. Auf diesef Ba}sm rc,tc?llt Loccl in
[Loc95] eine Implementation der probabilistischen Traglastberechnung 1n ein Finite-Element—

Programm vor, falls die Traglast einfach bestimmbar ist.
Bisher muBte bei der plastischen Zuverlissigkeitsanalyse jede Grenz.last mittels .em;s) mliqi-
mentellen Verfahrens berechnet werden. Fiir Einspielrechnungen 1st dies aus den in Abschnitt

1 dargelegten Griinden kaum mdoglich. Erst durch die Grenzlastanalyse mit Hilfe des Ba;sisre(;
duktionsverfahrens kann die Berechnung der Sensitivititen mit vertretbarem Rechenaufwan

erfolgen.

67
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Wie zB. in PERMAS-RA konnte die probabilistische Untersuchung plastischen Strukturver-
haltens nur mit Hilfe von zum Teil sehr aufwendigen Monte—Carlo—-Simulationen durchgefiihrt
werden [ARS98]. Durch die Berechnung der Sensitivititen aus der deterministischen Traglast—
und Einspielanalyse kénnen die Monte—Carlo-Simulationen mit indirekter inkrementeller pla-
stischer Berechnung durch FORM-Berechnungen mittels direkter Traglastberechnung ersetzt
werden.

Zu Beginn dieses Abschnittes wird eine kurze Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie
gegeben (siehe dazu zum Beispiel [Kre88]).

7.1 Einfiihrung in die Probabilistik

Eine Funktion X : @ — X von einem Grundraum {2 in den Zielraum X heifit Variable. Eine
reelle Variable, die je nach dem Ausgang eines Versuchs verschiedene Werte annimmt, heift
Zufallsvariable. Unter einem Versuch ist hier allgemein ein Vorgang zu verstehen, bei dem
verschiedene Ausgidnge moglich sind, zum Beispiel die Herstellung eines Materials (Stahl)
oder eines Bauteils (Rohr). Als Zufallsvariable kénnte dann die Streckgrenze des Stahls oder

der Durchmesser des Rohres gew#hit werden, da beide Werte als zufillig angesehen werden
konnen. Im weiteren sind alle Zufallsvariablen reell.

Eine Familie {X;}; von Zufallsvariablen mit X; : Q — ¥ heiBt unabhdngig, wenn fiir jede
Wahl einer Teilmenge A; C ¥ die Ereignisse {X; € A;}; unabhiingig voneinander sind.

Ist X eine Zufallsvariable, so bezeichnet F'(X) die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen. Fiir
die Verteilungsfunktion gilt F'(z) = P(X < z). Das heift, der Wert der Verteilungsfunktion an
der Stelle z ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Zufallsvariable X einen Wert kleiner als
x annimmt. Eine Zufallsvariable ist durch ihre Verteilungsfunktion vollsténdig charakterisiert.
Die wichtigsten Eigenschaften einer Verteilungsfunktion sind nachfolgend aufgezihit:

L. lim F(z) =1, lim F(z)=0

T00 L3 =00 ?

2. F(z) ist monoton steigend und linksseitig stetig,
3. P(a £ X <b) =F(a) - F(b).
Bisher wurde noch nicht die Stetigkeit der Zufallsvariable gefordert, so daf diese Eigenschaften

fiir diskrete und stetige X gilt. Eine ZufallsgroBe X heifBt stetig,

) wenn sich ihre Verteilungsfunk-
tion F darstellen 148t durch

F(z) = / F()dt.
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Dabei heifit die Funktion f Dichte der Verteilung. Aus den Eigenschaften der Verteilungsfunk-
tion F' folgt fiir die Dichte f

b

I Pla<X <b)= / F()dt 3, / ()t =1

Im Anhang A.5 sind die in diesem Zusammenhang wichtigsten Verteilungen mit jhren Dichten
und weiteren Eigenschaften angegeben. Fiir das weitere Vorgehen spielen die beiden folgenden
Verteilungen eine gesonderte Rolle:

Normalverteilung und Standardnormalverteilung (c = 1, 4 = 0)

f(z) = \/%_05 e—(z— p)?[20° bzw. f(z) = # 6—0'5:”2.

Der Wert einer Zufallsvariable hiingt vom Zufall ab, es stellt sich jedoch die Frage nach ihrem
Jmittleren” oder , durchschnittlichen Wert. Interpretiert man die Dichte f als ,,Massendichte*
zur Zufallsvariable X, so ist der Erwartungswert E(X) der Schwerpunkt dieser Massenvertei-
lung. Daraus folgt, daB der Erwartungswert von der Wahrscheinlichkeitsverteilung P abhingt

und es gilt die Definition:

E(X) = / zf(z)de.
Dabei ist vorausgesetzt, daB das Integral absolut konvergiert. Anderenfalls hat die Verteilung
keinen Mittelwert. Interpretiert man die Wahrscheinlichkeiten P(X = z) als Massen, so ent-
spricht der Erwartungswert dem Schwerpunkt dieses Systems auf der reellen Achse. Fiir den
Erwartungswert gelten folgende einfache Regeln. Sie folgen direkt aus der Definition des Er-
wartungswertes, falls die jeweiligen Erwartungswerte existieren.

l. E(a)=a, a € IR.

2. E(X+Y)=EX)+ E(Y)

3. E(X-Y) = E(X)- E(Y), falls X und Y unabhiingig.
4. E(XX) = AE(X), A € IR.

iablen ist folgende Eigenschaft wichtig. Ist X eine Zu-

Fiir die Transformation von Zufallsvar .
so existiert der Erwartungs-

fallsvariable mit stetiger Dichte f und ist g eine stetige Funktion, :
wert E(g(X)) genau dann, wenn [ |g()|f(z)dz < o0 gilt und es gilt dann:

o0

E(g(X)) = / g(z) f(=z)dz.

~—00
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Eine weitere wichtige Charakteristik der Zufallsvariablen X und ihrer Verteilung ist die Varianz
von X. Wihrend der Erwartungswert ein MaB fiir den Mittelwert einer Verteilung ist, ist die
Varianz ein MaB fiir die Streuung um diesen Mittelwert. Als MaB fiir die Abweichung einer
Realisation z von X vom Mittelwert £(X) verwendet man (z — E(X))?. Der Erwartungswert
hiervon reflektiert dann die Schwankungen der Realisationen um den Mittelwert. Man definiert
die Varianz durch:

Var(X) = E((X = E(X))?)-

Mit 1/Var(X) bezeichnet man die Streuung oder Standardabweichung von X. Zum Begriff der
stochastischen Unabhingigkeit fiihrt man noch die Korrelation bzw. Kovarianz zweier Zufalls-
variablen X und Y ein. Die Kovarianz ist definiert durch:

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y)..

Zwei Zufallsvariablen X und Y heiBen unkorreliert, wenn Cov(X,Y)=0 gilt. Damit sind un-
abhingige Zufallsvariablen immer unkorreliert, die Umkehrung gilt i.a. jedoch nicht. Im An-
hang A.5 sind der Erwartungswert und die Varianz der definierten Verteilungen angegeben.
Weiter sind die wichtigsten Eigenschaften zusammengesetzter Zufallsvariablen angegeben.

Ein wichtiger Aspekt zusammengesetzter Zufallsvariablen ist im Zentralen Grenzwertsatz ge-
geben. Ist X;,X,,... eine Folge von Zufallsvariablen die alle unabhingig identisch verteilt
sind, das heifit mit gleicher Verteilungsfunktion (und damit auch gleichem Erwartungswert u
und Varianz o?), so ist die Zufallsvariable Y,, = X; + ...+ X,, asymptotisch normalverteilt mit
E(Y,) = npund Var(Y,) — n?0? (siche zum Beispiel [Kre88], [KZ95]).

7.2 Allgemeine Zuverlissigkeitstheorie

Der Zustand einer Struktur hdngt von unsicheren Gréen (zum Beispiel GroBe der Belastung,
Art der Belastung, Fertigungsfehler, Materialdaten, ... ) ab, die zu einem Zufallsvektor X
von Zufallsvariablen X; zusammengefaBt werden: X = (Xy,...,X,). Dazu gehort die n—
dimensionale Verteilungsfunktion mit der gemeinsamen Dichte f(zy, ... ,z,)

1 Tn
F(x)=F(x1,... ,%,) = P(X; < zy,... ,Xn<:cn)=/ / F(a,. . tn)dty .. diy.

Diese Zufallsvariablen werden Basisvariablen genannt. Die Realisationen der Zufallsvariablen
X; werden mit kleinen Buchstaben x; bezeichnet und zu einem Vektor x = (1y... ,2y) ZU-
sammengefallt. Wir betrachten hier nur die beiden wesentlichen Zustinde einer Struktur, den
uneingeschrénkt verfiigbaren Zustand und den Versagenszustand. Die Struktur geht in den Ver-
sagenszustand iiber, wenn die aufgebrachte Last P, die maximal tragbare Last Pj;,,;; (Traglast
bzw. Einspiellast) der Struktur iibersteigt. Somit wird der Struktur € eine Beanspruchbarkeit
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Bild 7.1: Versagenswahrscheinlichkeit fiir zwei Basisvariablen
R = |Pimi| und eine Beanspruchung S = |P| zugeordnet. In der elastischen Zuverléssig-

keitstheorie entspricht der Wert R (resistance) der Fliespannung o, und die Beanspruchung .S
der hichsten elastischen Vergleichsspannungen o¢,ps. Dieses Kriterium kann durch die Grenz-
zustandsfunktion g beschrieben werden, das heift die Struktur versagt, wenn gilt:

9(x) = |Piima| — |P]= R -5 <0.

Dabei sind P und Pjim:: im allgemeinen von den Basisvariablen X; abhéngig. Die Realisa-

A "
'g‘b
]
A
- I
2 i vl
S \ j-’?!;
A Y \._// 1\’ ‘}‘ Sicherer Bereich
A /\1 X Y)50
. . " .,“‘ N
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Bild 7.2: Versagenswahrscheinlichkeit fiir allgemein verteilte Variablen

tionen x von X, fiir die g(x) nicht positiv ist, werden Versagenszustinde genannt und .bild?n
gemeinsam den Versagensbereich V = {x|g(x) < 0}. Bin Ereignis F ' ?velc‘hes dei?m.ert I_St
durch F = {x € V}, heiit Versagensereignis. Die Aufgabe der Zuverlissigkeitstheorie ist die
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Berechnung der Wahrscheinlichkeit P diese Ereignisses F, unter der Voraussetzung, daf die Ba-
sisvariablen X; nach F; verteilt sind. Im weiteren wird angenommen, da3 die Zufallsvariablen
X; neben den Verteilungen F; auch Dichten f; besitzen, so da zu X eine gemeinsame Dichte
fx existiert. Damit 148t sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit darstellen durch:

P, =P(F)= | fx(x)dx.
/

Py heifit Versagenswahrscheinlichkeit (probability of failure). Die komplementire Wahrschein-
lichkeit P, = 1 — Py heiit Zuverldssigkeit (reliability). Im allgemeinen entspricht die Berech-
nung von P; der Berechnung eines mehrdimensionalen Volumenintegrals iiber das Gebiet V/,
welche nur selten analytisch moglich ist. Die First Order Reliability Method (FORM) bietet ei-
ne Technik an, mit der diese komplizierte Berechnung umgangen werden kann (siehe [Bje89],
[Rac97], [ScS87], [Sta95]). Zunichst werden unabhingige normalverteilte Basisvariablen un-
tersucht, da allgemeinverteilte Variablen immer in diese transformiert werden kénnen. In Bild
7.2 sind die Wahrscheinlichkeit iiber den Zufallsvariablen aufgezeichnet. Der schraffierte Be-
reich zeigt den durch die Grenzzustandsfunktion bestimmten Versagensbereich V.

7.3 Normalverteilte Basisvariablen

Wir nehmen an, daB der Vektor U = (Uy,...,U,) ein Zufallsvektor aus unabhingigen stan-
dardnormalverteilten Zufallsvariablen U; ist, d.h. Uy ~ N(0,1),... ,U, ~ N(0,1). Die Ver-
sagensereignisse F werden dann zu der Menge Vi zusammengefaBt, so daB sich jedes Ver-
sagensereignis schreiben 146t als F = {u € Vr}, bzw. mit der Grenzzustandsfunktion G:
F = {u|G(u) < 0}. In der First Order Reliability Method (FORM) wird eine lineare Approxi-
mation V' von Vr in einem Punkt u, untersucht. Diese lineare Approximation 148t sich mit der
Normalen @ = VG(ug) von V im Punkt ug darstellen durch:

V = {ula™u + ap < 0} = {u|VTG(uo)u + ao < 0} (7.1)
Der Rand dieses Bereiches wird als Grenzzustandsflsiche OV definiert und hat die Normalform:

8V={u |aTu-|—a0=0}={u

aT a
mu—l-'—a%':O}:{u |O£Tu+ﬁ=0},

mit

a=-—und B=—,
al al

Aus der Normierung folgt sofort, || = 1. Der Vektor o ist proportional zu den Sensiti-

vitdten V(G im Punkt uo. Aus der Faltungsformel (A.11) fiir unabhéingige Zufallsvariablen
folgt, da} die Zufallsvariable ™ U ebenfalls normalverteilt ist, mit dem Mittelwert E(a®U)
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a’E(U) = 0 und der Varianz Var(a?U) = of aVar(U)=1, das heiBt a7U ~ N (0,1). Das
Versagensereignis ' = {u € V'} ist also dquivalent mit dem Ereignis {aTu + 3 < 0} bzw. mit
{aTu < —p}. Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis ist Py = P(aTU < —f). DaaTU
standardnormalverteilt ist, entspricht diese Wahrscheinlichkeit dem Wert

-8
P; =P(a’U < —B) = &(-f) = \/—% / =05 g,

Dabei ist @ die Verteilungsfunktion der GAUSSschen Standardnormalverteilung. Da die Wahr-
scheinlichkeit P ; nur vom Wert 3 abhéngt, ist es sinnvoll 3 als Sicherheitsindex zu bezeichnen.
Ist es moglich £ analytisch zu berechnen, so kann die Versagenswahrscheinlichkeit direkt an-
gegeben werden. Dies ist jedoch im allgemeinen nicht moglich. Bild 7.3(a) und 7.3(b) zeigen
schematisch fiir einfache Zufallsvariablen die Transformation der allgemeinverteilten Variablen
in die normalverteilten. Dabei sind Linien konstanter Wahrscheinlichkeit eingezeichnet.

7.4 Allgemein verteilte Basisvariablen

Fiir beliebig verteilte Basisvariablen existiert im allgemeinen keine analytische Losung von
P . Zusitzlich kann die Versagenswahrscheinlichkeit von der Wahl des stochastischen Modells
abhingen (siehe dazu [Rac97]). Deshalb werden die Basisvariablen X; in standardnormalver-
teilte Variablen U; durch die allgemeine vektorielle Abbildung ¥ transformiert. Damit geht der
Versagensbereich Vy = {x|g(x) < 0} in den Bereich Vy = {u|G(u) < 0} tiber. Fiir zwei Ba-
sisvariablen X und Y ist die Transformation ¥ in die standardnormalverteilten Zufallsvariablen
U und V in den Bildern 7.3(2) und 7.3(b) veranschaulicht. Fiir unabhéngige Zufallsvariablen
sind die einzelnen Komponenten der Transformation ¥ unabhiingig, fiir abhéngige gilt dies
nicht mehr. Die allgemeine Transformation ist dann meist kompliziert (siche [Rac97]).

Es ergeben sich abhiingig von der mechanischen Formulierung unterschiedliche Sicherheitsindi-
zes. HASOFER und LIND schlagen eine Modifizierung vor, so daf die Versagenswahrscheinlich-
keit nicht mehr von dem stochastischen Modell abhéngt (siehe [Rac97]). Die Zufallsvariablen
werden um ihre Mittelwerte zentriert. Durch die Standardisierung werden die neuen Variablen
unkorreliert mit Mittelwert O und Varianz 1. Der Sicherheitsindex nach HASOFER und LIND

berechnet sich dann zu:

Byz = minu’u mit {u|G(u) < 0}. (7.2)

Der Punkt u*, der das Optimum von Sy, definiert, heiBt S—Punks oder auch Designpunkt.
Anschaulich ist dies der Punkt auf dem Rand der Grenzzustandsfliche 8V = {u | G(u) = 0}

mit dem geringsten Abstand zum Ursprung.
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Bild 7.3: Transformation der allgemeinen in normalverteilte Zufallsvariablen

Sei jetzt U ein unabhéngiger standardnormalverteilter Zufallsvektor und V das Versagensgebiet.
Eine lineare Approximation V' ist gegeben durch

V={u|aTu+p<0}

mit || = 1. Dann ist Py = ®(—/0) die Versagenswahrscheinlichkeit. Der B—-Punkt ist u* =
—paT. Dabei ist o der Richtungsvektor und 3 = |u*| der Abstand zum Ursprung.

7.5 Ein Suchalgorithmus fiir den 5—Punkt

Beschrénken wir uns nun auf den Fall einer stetig differenzierbaren Grenzzustandsfunktion
G(u). Der Designpunkt u* ist die Losung des Optimierungsproblems (7.2). Dies ist im allge-
meinen ein nichtlineares Optimierungsproblem mit der Nebenbedingung G(u) < 0. Transfor-
miert man das Problem (7.2) durch die Zielfunktion f(u) = 0.5uTu unter die N ebenbedingung
G(u) <0, so 148t sich nach den KARUSH—KUHN~TUCKER—Optimalitéitsbedingungen die Ab-
leitung der Zielfunktion im Optimum u* durch die Ableitung der Nebenbedingung darstellen.

Da u* ein Minimum ist, folgt
Vuf(u") = u* = -\V,G(u*) = —fa.

Entwickelt man G(u) in eine lineare TAYLORreihe um uo auf 0V = {u|G(u) = 0}, so folgt:

G(u) = G(uo) + V,G(uo)(u — o).
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Setzt man voraus, da jede Umgebung von u, einen nichtleeren Schnitt mit der Grenzzustands-
fliche 0V hat, so folgt fiir Punkte diese Schnittes G(u) = 0. Ist uy = u, eine Niherung
des Designpunktes u*, so 148t sich damit ein neuer Ndherungswert u,; berechnen durch die
Rekursionsformel (fiir V,,G(uy) # 0):

qu(uk)

A CHIE [uf V.G(u) ~ G(uy)] - (7.3)

Uy

Die Bestimmung der partiellen Ableitungen von ¢ ist der aufwendigste Teil dieses Iterations-
verfahrens. Die Ableitungen der Funktion G werden iiber die Kettenregel aus den Ableitungen
Vg und VX berechnet:

V.G(u) = Vug(x) = Vig(x)Vx.

Diese Ableitungen werden auch Sensitivitdten nach den Basisvariablen genannt. Die Ableitun-
gen V,x hédngen in der Regel nur von der gewéhlten Transformation ¥ ab und kdnnen dem-
nach unabhingig von der Wahl der Grenzzustandsfunktion berechnet werden. Im allgemeinen
konnen die Sensitivititen nur analytisch durch Bildung von Differenzenquotienten bestimmt
werden. Da dies in der Regel durch Finite Element Analysen geschieht, ist der Aufwand fiir die
Sensitivititsanalyse groB.

In elastischen Analysen, bei denen Versagen schon bei Erreichen der FlieBgrenze angenommen
wird, konnen die Ableitungen in der FE-Analyse berechnet werden. Dazu wird in PERMAS~
RA eine Sensitivititsanalyse genutzt, die fiir die Strukturoptimierung bereits implementiert war.
Dabei wird benutzt, daB ein linearer Zusammenhang zwischen den Spannungen o~ und den Deh-
nungen e besteht, der wihrend der Berechnung konstant bleibt. Die Sensitivitéiten der Maxi-
malbelastung nach den EinfluBgroBen werden dann iiber die Kettenregel berechnet (siehe dazu
[PER88], [Sar90]). Bisher konnte dieses Verfahren nicht auf plastische FE—-Analysen erweitert
werden, da der lineare Zusammenhang zwischen o und € nicht mehr gegeben ist. Fiir proba-
bilistische FlieBspannungen und Lasten werden die Sensitivititen in dieser Arbeit erstmals im
Rahmen der Traglast— und Einspielanalyse analytisch berechnet (siche [HS98]). Der Ablauf der
gesamten probabilistischen Grenzlastanalyse ist in Bild 7.4 dargestellt.

7.6 Sensitivititen der Grenzzustandsfunktion

7.6.1 FlieBspannung

Beim Suchalgorithmus nach Abschnitt 7.5 miissen die partiellen Ableitungen der Grenzzu-
net werden. Die Sicherheit einer Komponente

so daB die FlieBspannung als probabilistisch
e FlieBspannung oy in

standsfunktion ¢ nach den Basisvariablen berech
ist stark vom Wert der FlieBspannung abhingig, ann
angesehen werden muB. In der deterministischen Traglastanalyse tritt di
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den Nebenbedingungen auf. Die Grenzzustandsfunktion ¢ wird jetzt mit der elastischen FlieB-
last P; normiert, so daf} der Grenzlastfaktor a;,,,;; auf die FlieBlast bezogen wird. Mit «,; und
P = «.P,; folgt fiir g:

g = Qpmit — Qg

Mit den elastischen Spannungen o¥(j) im i—ten GAUSSpunkt zur Lastecke J € J hat die
Grenzlastanalyse die Form (siehe (4.10) und (4.11))

Maximiere «
unter O(aof(j) +p;) < od; Viel.

In vereinfachter Form ist die Traglastanalyse ein Optimierungsproblem der Form

Maximiere x(&)
unter U(¢g) <.

Dabei ist U = (41, ... ,%,) der Vektor der Ungleichungen des Optimierungsproblems. In der
Grenzzustandsfunktion g tritt das Optimum ;i dieses Optimierungsproblems auf. Zuerst
werden die partielle Ableitung von ¢y;mq: nach den Basisvariablen Yo berechnet. Der Wert o
einer Realisation von ¥y kann in jedem Punkt der Struktur unterschiedlich sein, so da8 dann
in jedem Punkt eine Basisvariable der FlieBspannung einzufiihren ist. Hier wird zuerst eine
Struktur mit einer in jedem Punkt konstanten FlieBspannung untersucht.

Ubertréigt man die Berechnung der partiellen Ableitung von oim;: nach oy in die obige ver-
einfachte Form, stellt sich die Frage nach der Anderung der Zielfunktion x(&) beziiglich einer
Anderung der Parameter & = (dy, ... ,d,) im Optimalpunkt £*. Zur Losung dieses Problems ist

folgender Satz hilfreich (siche [Jit84] und [Lue84]):

Satz 7.1

Ist £* mit den LAGRANGEmultiplikatoren A™ = (A1y-- -, Ag) fiir 8 = d¢ eine Losung des
Optimierungsproblems

Maximiere x(&)
unter () <4,

5o existiert in einer Umgebung von &, eine stetige Optimallosung £*(9) und es gilt:

Vsx(€(8)]s_s, = A"

Dies verdeutlicht die Rolle der LAGRANGEmultiplikatoren in der Optimierung mit Nebenbedin-
gungen, sie werden auch als Schattenpreise bezeichnet. Ist der LAGRANGEmultiplikator einer
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Nebenbedingung (zum Beispiel die Investitionen einer Firma) gro8, so &@ndert sich der Wert
der Zielfunktion (zum Beispiel der Gewinn der Firma) bei einer geringen Anderung (zum Bei-
spiel zusitzliche Investition) erheblich. Hier bedeutet ein groBer LAGRANGEmultiplikator, daf
bei einer geringen Anderung der FlieBspannung (modifiziertes Material) eine starke Anderung
der Zielfunktion (Traglast) eintritt. Die Zielfunktion reagiert dann sensitiv auf eine Anderung
der Nebenbedingung. Im Gegensatz dazu hat eine Nebenbedingung mit kleinem LAGRAN-
GEmultiplikator nur geringen EinfluB} auf die Zielfunktion.

In der deterministischen Traglastanalyse mittels sequentieller Optimierung in den reduzier-
ten Eigenspannungsunterriumen (siche Abschnitt 5) konnen die LAGRANGEmultiplikatoren
nur niherungsweise berechnet werden (siehe Satz 6.1). Ist die Schrittweite |d}| des optimalen
Schrittes im k—ten Iterationsschritt klein, so ist auch die Abweichung der LAGRANGEmultipli-
katoren A}, von dem optimalen LAGRANGEmultiplikator A* und damit die Abweichung von den
tatséchlichen Sensitivititen klein. Damit berechnet sich die partielle Ableitung von «y;,;; nach
oo ndherungsweise iiber die optimalen LAGRANGEmultiplikatoren A}, der k—ten Iterationsstufe.
Als Abbruchbedingung im SQP-Verfahren dient dann die Schrittweite |d};|.

7.6.2 Lasten

Eine zweite wesentliche Unbekannte bei der Grenzlastanalyse ist die Last. Meist ist die genaue
Verteilung der Last beziiglich der Struktur nicht bekannt, auBer zum Beispiel bei Innendruck-
belastungen von Behiltern oder Rohrleitungen. Umgebungsbedingte zeitabhingige Lasten wie
z.B. Seegang oder Windlasten erfordern in der Regel probabilistische Modelle. Bei der direk-

ten Einspielanalyse wird die Zeitabhéingigkeit der Lasten nach dem iiblichen Verfahren (siehe
Abschnitt 4) durch eine zeitunabhéngige Untersuchung ersetzt.

Zur Sensitivitdtsanalyse der Grenzzustandsfunktion wird die Referenzlast P° in n Teillasten
PY,..., P aufgespalten mit P° = PO + ... + P} undP = y; P9 + ... 4 y,P?. Den Teilla-
sten entsprechen die elastischen Spannungen o, . . .05 Die Lastbasisvariablen sind dann die
Zufallsvariablen Yy,... ,Y, mit den Realisationen Y1, ... ,Yn. Die elastische FlieBlast P ist
gegeben durch P; = P mit den elastischen Spannungsfeldern

0-0

E -~ -

o = zq [y0)+...4+y,6°] und (7.4)
£ yeen s M, (7.5)

o,

0
welo'l) l=]—

dabei ist z.; gegeben durch:

) 0o
Tel = min 0.t

i€y /@i(UO) ’

so daB} ®;(z.10°) < 02, fiir alle GAUSSpunkte ; gilt. Zum Optimierungsproblem
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Minimiere —ay;,,
unter (imo® + p) < 0}

wird die LAGRANGEfunktion L betrachtete mit

L= —Qlim — Z >‘ - @(ahmlf + P)]

1€l
Da im Optimum die Ableitungen der LAGRANGEfunktion verschwinden, lassen sich die Sensi-
tivitidten von oy, nach den Belastungen P; durch die Restriktionen des Optimierungsproblems
berechnen. Mit der Kettenregel gilt z.B. fiir die y; im Optimum o, ,

oL oL

_ Oouim
ay.? af, 80‘”"” al

Oy;

= (.

%iim

=0
Ist (aj;,,, A¥, p*) eine Losung dieses Optimierungsproblems, so gilt fiir die Menge Z, der akti-
ven GAUSSpunkte:

0
alzm = - Z Aig— (ahm (y10'1 + ...+ Yo ) + P)]
et (@fimX*0%)
= - Z Ai=— [02 — ®;(auimzeao® + p)]
1€I0 (a{im’)‘n"p*)
= Y A2mo” + P]TQ—— (ctime0® + p)
ieto (eimo\*0)
Oz do®
Z AiQ[alimaE + p];fQ (ahm 0y 10,0 + QlmTel 75— ay >
1€y I ! ( lim? )‘*vp*)
Oz el E
Z )‘* alzm E +p ]TQ < Alim 8 0 + alzmo.] > (7'6)
1€Ip

Diese partiellen Ableitungen lassen sich mit Hilfe der Ableitung von z.; nach Y; berechnen.

Esgiltmito® = y100 +... + Yo

Oel ——?— min — a )
dy;  Oy; \ i€k 1/Bi(0?)

Das Minimum werde im FlieBpunkt ¢* angenommen. Falls mehrere Punkte gleichzeitig die
FlieBspannung erreichen, wird i* durch die Menge {i*} ersetzt, das heit es folgt

O0zel B _Q_ 00,i* _ —00,i* Z(UO)T Q ‘7? (7.7)
dy; 0y \ \[B(0?) 2,/3x(0°)
(69’ Qoj

B MCON
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Damit folgt fiir die Lastsensitivitéten mit 0% = z, 0% und crf = Tl 0'?:

T 0
801 T 0 * (0-0) Q aj 0
— = E X2 o, 200”4+ p*]; Q |0fina0; — QimTea—g 57" O
6.%' ok ieTo ' [ lom=e ]z J @Z*(O'O) ;
ENT E
i€To %0 i

Die Summe wird tiber die aktiven GAUSSpunkt gebildet. Fiir aktive GAUSSpunkte 7, die nicht
elastische FlieBpunkte sind (¢ € Zp \ {i*}), ist z nicht von Y ; abhiingig, so daf die entspre-
chenden Ableitungen nach der Produktregel wegfallen. Es folgt

E\T O oF
-2-‘% = 2 Z A [a*O'E—I—p*];TF Qo O'jE—-O'E———-—————(a ) 2QU]
Yilax ie{i*} %0 i
+ 2 Z A [ero® + p*]f Qa'o?. (7.9)

i€o\{*}

Wie im Fall der probabilistischen FlieBspannung werden die Optimalwerte am Ende der se-
quentiellen Optimierung in das allgemeine Optimierungsproblem eingesetzt, so dafl die Sensi-
tivititen des Grenzlastfaktors a;;,,, beziiglich der Lastvariablen Y ; einfach zu berechnen sind.

Fiir die Grenzzustandsfunktion ¢ = ay;m — @ sind noch die Sensitivititen von del nach den
Y zu bestimmen. Nur in den elastischen FlieBpunkten {i*} 4ndert sich o bei Anderung der
unterschiedlichen Lastvariablen. Mit P = qg/P; und P, = 2P folgt ey = 1/, s0 daB sich
die Sensitivitidten berechnen lassen durch:

aaez=_<i>3_$€z___a_<_1_>_(°'0)TQ°'? ()T Qof
dy; e ) Oy;  Oyj \za)

Tel (I)Z'*(a‘o) - Tel 0'3

2'*

7.7 Spezielle probabilistische Grenzlastanalyse

Als Spezialfall der probabilistischen Grenzlastanalyse wird hier davon ausgegangen, daB die zu
untersuchende Struktur ) deterministisch vorgegeben sind, so daB keine Geometrieinderungen
untersucht werden. Da der EinfluB} einer Geometrieinderung auf die Gleichgewichtsbedingun-
gen gering ist (siehe [K1i77]) und herstellungsbedingte Eigenspannungen keinen Einflu auf
das Tragverhalten haben (siche Abschnitt 3), werden bei der probabilistischen Erweiterung der
Grenzanalyse nur die stochastischen Eigenschaften der Lasten und der FlieSgrenze untersucht.

Die FlieBgrenze oo des Materials sei nach einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeitsdichte ver-
teilt, d.h. ooy = Yoy ist eine Funktion der Zufallsvariable Y mit einer ReferenzflieBspannung
oo. Dabei ist 0,y die FlieBspannung zu der Realisation y fiir die gesamte Struktur, Weiterhin sei
P eine stochastisch einparametrische Belastung, d.h. mit einer Referenzlastverteilung Po und
einer Zufallsvariable X 148t sich eine Realisation der Belastung ausdriicken durch P = zPo.
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Alle hier untersuchten Lasten P bestehen aus Volumenlasten und Oberfiichenlasten. Die Ge-
samtlast P wird durch eine Normalverteilung beschrieben.

Zur Belastung Pq errechnen sich die fiktiv elastischen Spannungen oZ aus den statischen
Gleichgewichtsbedingungen. Als FlieBlast P* zur FlieBspannung oo, wird die Last 2*Py ein-
gefiihrt, fiir die die Struktur {2 in mindestens einem Punkt x flieft,

P* = 2*Py, soda max o(z*0y;) = o5, gilt. (7.10)

Die zur Belastung P* gehorenden fiktiven elastischen Spannungen werden mit o* bezeichnet.
Der von der FlieBgrenze o, abhingige Faktor =* 148t sich fiir die Realisation y von Y berech-

nen durch
a2 o o
2" = a"(y) = miny | =g = oy __ Y% (7.11)
€ (a'o,i) max ®(af) max o(af,)
i€ ! t !

Damit ist die Last P von X und die Last P* von Y abhingig. Weiterhin wird der elastische
Lastfaktor o fiir eine Realisation z der Zufallsvariablen X folgendermafen definiert:

a® € IR sei der Faktor, mit dem die FlieBlast P* multipliziert werden muB, um die
Belastung P zu erhalten, d.h.

P = zP, = o%P* = o®'2*Py.

Daraus folgt sofort fiir die Realisationen z und y:

max ,/®(af))

_ Tz VT (7.12)

Y 00
N e’

const

el __

AR

P —
P

Der elastische Lastfaktor o® = a®(X,Y) ist damit iiber P und P* von den Zufallsvariablen
X und Y abhingig, bzw. linear abhéngig von der Zufallsvariablen Z := X/Y. Die partiellen
Ableitungen von o nach den Zufallsvariablen X und Y ergeben sich zu:

da! 0 <X> _ i _o (7.13)

0X X |
o aael () (222 (7.14)
oY ~ \ oz = )\Y/) &Y Y

Damit gilt fiir den Operator V = (9(+)/d, 9(-)/dy) der partiellen Ableitungen:

Val(X,Y) = a(X,Y) ( _11/;; ) : (7.15)

lautet:

Die deterministische Grenzlastanalyse zur Belastung 2P, und zur FlieBfunktion oo,y



82 PROBABILISTISCHE GRENZLASTANALYSE

Maximiere o«
unter ®(azod; +p;) <03, Vi€l

Die aus der Losung o™ des Problems resultierende Grenzlast P*™ ist definiert durch:
P'™ = olimz P, (7.16)

Normiert man die fiktiven elastischen Spannungen zoZ auf FlieSbeginn zur FlieBspannung
Oo,y, d.h. setzt man das fiktiv elastische Spannungsfeld o™ zur FlieBlast P* ein, so lautet die
modifizierte Grenzlastformulierung:

Maximiere o
unter (a0} +p;) <0}, Viel

Die aus der Losung o™ resultierende Grenzlast P"™ ist in diesem Fall definiert durch:
Plim = glimp*, (7.17)

Da die fiktiv elastischen Spannungen o* zu FlieBbeginn nicht von der Zufallsvariablen X abhéngen,
ist die Losung o™ des Optimierungsproblems und damit auch P“™ nicht von X abhzngig. Ist
o™ eine Losung des deterministischen Optimierungsproblems zu den Realisationen z und y;
der Zufallsvariablen X und Y, so erfiillt sie die Optimalititskriterien des Problems mit dem
optimalen Eigenspannungsfeld p, . Ist y, eine weitere Realisation von Y, so muf die FlieBspan-
nung oo, = Y20 in das Optimierungsproblem eingesetzt werden. Die FlieBspannungen zu den
verschiedenen Realisationen y; und y, lassen sich wie folgt transformieren:

00,2 = Yo0p = %0’0,1. (718)
1

Dadurch berechnet sich die fiktive elastische Spannung o zu FlieBbeginn fiir die FlieSspan-
nung oy o durch:

* % 4 9 *
o, = :1:20'5)3 = 02 = = gza'l (7]9)
max ,/@(og;) Y
Das Eigenspannungsfeld
Y2
p, == .20
2 y1P1 (7.20)

erfiillt mit dem Faktor o*™ die KARUSH—KUHN—TUCKER—Bedingungen zn dem Optimie-
rungsproblem:

Maximiere o

unter O(aoy; +p;) <ol, Viel
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Damit ist /"™ auch die Losung fiir die Realisation y, von Y, so daB der Grenzlastfaktor o/i™
auch unabhingig von der Zufallsvariablen Y ist. Zusammenfassend folgt damit:

Der Grenzlastfaktor o™ bezogen auf die FlieBlast P* ist unabhéingig von den Zu-
fallsvariablen X und Y.

Die Grenzzustandsfunktion g der probabilistischen Grenzlastanalyse 148t sich damit wie folgt
definieren:

g(X,Y) = "™ — (X, Y). (7.21)

Die Struktur § versagt, fiir alle Realisationen z und y von X und Y mit g(z,y) < 0. Interpre-
tiert man o als verallgemeinerte Beanspruchung S (stress) und o/*™ als verallgemeinerte Be-
anspruchbarkeit R (resistance), so hat die Grenzzustandsfunktion die iibliche Formg = R — S.
Die Abhingigkeit der Grenzzustandsfunktion ¢ von den Zufallsvariablen X und Y ist nach obi-
gem nur im elastischen Faktor o gegeben, so daB gilt:

VIg(X,Y) = —-VTad(X,Y) = o?(X,Y) ( ”i%{ X ) : (7.22)

7.7.1 Gestalt des Versagensbereichs 1/

Sind die Unsicherheit der Last und der FlieBspannung durch jeweils eine Zufallsvariable X und
Y beschreibbar, so kann der Versagensbereich genauer beschrieben werden. Dazu untersucht

man die durch P* skalierte Grenzzustandsfunktion
9(X,Y) = Pyn(Y) = P(X) = PX(Y) [o" = (X, V)],
mit der Grenzlast Py;,, und der aktuellen Last P. Mit den vorherigen Bezeichungen gilt
P = o""P* und P = o”'P".

Die Grenzlast Py, ist von der Lastvariablen X und die Last P von der FlieBspannungsvariablen
Y unabhiingig. Fiir die Abhéngigkeit von Py von 'Y gilt:

. | _oP* . 0 (P
Pin = 2 (P =ain gy =d 53?(:> )
im @ (1Y) P _ Pun
= Pa —a—? &E = Yael = ————Y .

Damit 16st P™ die Differentialgleichung f'(y) = f(y)/y und ist eine line?re F unlftion von
Y. Da P eine lineare Funktion von X ist, liBt sich die Grenzzustandsfunktion g mit reellen

Konstanten « und b darstellen durch

g(X,Y) = Ph'm(Y) - P(X) =aY — bX.



84 PROBABILISTISCHE GRENZILASTANALYSE

g ist eine lineare Funktion in der Zufallsvariablen Z = (X, Y) und damit konvex. Der Versa-
gensbereich V = {(z,) | Pum(y) — P(z) < 0} = {(2,y) | ay — bz < 0} ist dann ebenfalls
konvex. Jede lokale Losung eines Optimierungsproblems mit konvexer Zielfunktion und V' als
Restriktionsmenge ist somit auch eine globale (siche dazu Kapitel 4.3). Der Suchalgorithmus
fiir den 3-Punkt aus Kapitel 7.5 konvergiert damit in diesem Fall mit den Zufallsvariablen X
und Y immer gegen eine eindeutige Losung 3.

7.7.2 Analytische Losung

Fiir einfache Geometrien, fiir die eine analytische Traglastlosung vorliegt (siche zum Beispiel
8.1.1) und deren Basisvariablen gemeinsam normal oder lognormal verteilt sind, kann ana-
lytisch die Versagenwahrscheinlichkeit berechnet werden. Betrachtet man zum Beispiel die
Lochscheibe (siche Abschnitt 8.1.1), so ist fiir bestimmte Lochverhiltnisse D/L die Traglast
analytisch berechenbar (siche auch [GM54b] und [SH97d]). Dazu betrachten wir eine qua-
dratische Scheibe der Kantenlange L mit einem kreisrunden Loch des Durchmessers D mit
dem Verhiltnis D/L = 0.2. Die deterministische Traglast Py, zur FlieBspannung o, betrigt
Piim = (1= D/L)og = 0.80¢. Die aktuelle Last sei mit P bezeichnet und es wird angenommen,
P sei nur von einem Parameter z abhiingig, so daf die Last P direkt als Zufallsvariable X = P
gesetzt werden kann. Die FlieBspannung o sei nur von einem Parameter y abhiingig, so daB

auch hier gesetzt werden kann:Y = oy(y). Damit berechnet sich die Traglast Py;,, (y) fiir jede
Realisation y von Y durch:

Piim(y) = (1 - D/L) y.

Die Grenzzustandsfunktion g wird gesetzt zu

9(z,y) = Pim —P=(1-D/L)y — 2= (-1,1 - D/L) ( y ) : (7.24)
y

Seien X und Y normalverteilt nach X ~ N(u,,02) bzw. Y ~ N (1y,02). Die Realisationen
z und y lassen sich nun iiber die Varianzen o2, o2

2> 0, und die Mittelwerte ., u,, standardnormal
darstellen durch:
T =05 Us+ iy UNd Yy = 0y uy + . (7.25)
Die Grenzzustandsfunktion g 14Bt sich dann darstellen durch:

9(z,y) = (1-D/L)y-= (7.26)
= ((1=D/L)uy — pg) + (1 = D/L)oyu, — oyu, (7.27)

= (~0s,(1 - D/L)s) ( e ) +((1 = D/L)y — o). (7.28)

Uy
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Mit der zweidimensionalen standardnormalverteilten Zufallsvariablen U mit der Realisation
% = (ug, uy)T und einer Normierung 148t sich die Grenzzustandsfunktion g transformieren in:

(on(U=D/D)oy) (L= DLy —p
\/ —|—(1—D/L2a2 \/U-I-l—D/L 02

.

g(u) =

ar 8
Mit ||| = 1 ergibt sich der Sicherheitsindex g fiir die Zufallsvariable U durch:

1 = D/L)ity — e 0.8, — po .
g MDDy — s 08— (fiir das Beispiel D/L = 0.2).  (7.29)

\/ag +(1—D/L)?0? /o5 +0.640]

Fiir die Versagenswahrscheinlichkeit P; gilt dann Py = ®(—2).

Bemerkung

Es 148t sich auch direkt die Verteilung der durch die Grenzzustandsfunktion defi-
nierten Variablen Z zu den Zufallsvariablen X und Y angeben. Mit

Z=(1-D/L)Y -X =08Y - X
folgt Z ~ N(0.8uy — iz, 0.6402 4 ¢2) und die Dichte ist:
z==(0. —pz 2
fz —_ 1 e—( 2(51028:0.641;"5))) )

\/Zr(ag +0.6402)

Fiir die Versagenswahrscheinlichkeit folgt dann

_ (2=(0.88y~2))?
2(o540.6403) ]~

P(g<0) = / Z)dz—/\/2w02+06402

= —-\/——12__—/6—0’522dz=(1)(—ﬂ). (7.30)
T

Setzt man zum Beispiel die aufgebrachte mittlere Last gleich der analytischen Trag-
last, das heiBt y, = (1 — D/L)y, so ist die Grenzzustandsfunktion verteilt nach
N(0,(1 — D/L)?c? + o2). Daraus folgt das naheliegende Ergebnis, daB die Versa-
genswahrschemhchkelt P;=P(g < 0) gleich 0.5 ist, unabhiingig von den Varian-

zen o2 und o7, da die Verteilung von g den Mittelwert O besitzt.
Nachfolgend sind verschiedene analytische Losungen fiir unterschiedliche Varianzen bei glei-
chen Mittelwerten der FlieBspannung aufgetragen. Es ist jeweils die Versagenswahrscheinlich-
keit iiber der Belastung P aufgetragen, wobei die Belastung jeweils auf den Mittelwert der
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FlieBspannung o,, normiert ist. Die Varianzen o, und o, betragen jeweils 1, 5, 10 und 20 % der
Mittelwerte u, und py.

1 T 1 T T T T T T
‘anxlyl.dat — ‘anx5y10.dat’ —
o8} 4 esf
0.8 4 06}
04 f 1 o4f
o2t { o2t
0 . \ . ° . . . L .
0 02 0.4 06 08 1 12 140 02 04 06 08 1 12 14
Varianzen: o, = 0.01p;, o, = 0.01y, Varianzen: o, = 0.054,, oy = 0.1u,
1 1
s} 4 osf
08 <4 08
o7 d ot
081 J esf
o5t J esl
04t J ooal
03 - B 03k
02 4 oef
01} J 01k
0 : : . \ A
0 . . . L :
0 02 04 06 08 1 1 14 0 02 04 06 08 1 1.

14

Varianzen: o, = 0.1pg, oy = 0.2p, Varianzen: o, = 0.2y, o, = 0.2,2uy



8 Validierung der implementierten
Methode an Beispielen

Das in den vorherigen Abschnitten entwickelten Verfahren zur Berechnung der Grenzlasten
von Strukturen wird in diesem Kapitel auf unterschiedliche zwei— und dreidimensionale Struk-
turen angewendet. Die Strukturen sind zom Teil durch mechanische und thermische, zeitlich
variable sowie durch konstante Lasten beansprucht. Die numerischen Ergebnisse werden mit
den zum Teil analytisch oder aus Experimenten gewonnenen Ergebnissen verglichen. Weitere
Vergleichsergebnisse wurden in dieser Arbeit erstmals hergeleitet. Die Eigenschaften der be-
nutzten Finiten Elemente finden sich in [AM87]. Alle Strukturen werden fiir ideal plastisches
Material untersucht. Eine Erweiterung fiir verfestigendes Material ist mit den in Abschnitt 3
vorgestellten Einspielsitzen moglich. Die Strukturen sind in dieser Arbeit mit der in das Fini-
te Element Programms PERMAS [PER88] implementierten Grenzlastanalyse PERMAS-LISA
[SH99], [LWH™99] untersucht worden.

8.1 Quadratische Scheibe mit kreisrundem Loch

8.1.1 Einachsige Belastung

Zuerst wird eine quadratische Scheibe mit kreisrundem Loch unter einachsiger Zug—Belastung
p im ebenen Spannungszustand auf Traglast und Einspielen untersucht. Die Scheibe hat die
Linge L und konstante Dicke, das Loch hat den Durchmesser D). Fiir unterschiedliche Verhélt-
nisse D/L wurden Traglast— und Einspielanalysen durchgefiihrt (0.1 < D/L < 0.9). Da die
Ergebnisse fiir die Einspiellast und die Traglast stets auf oo normiert werden, wird der Wert von

0 nicht weiter in der Rechnung bendtigt.

Aus Symmetriegriinden wird nur ein Viertel der jeweiligen Scheibe untersucht. Die Schei-
ben werden mit 200 ebenen 9—knotigen Membranelementen (QUAMDY) diskretisiert (siehe fiir
D/L = 0.2 das Bild 8.1(a)). Die benttigten FE-Datensatze wurden mit dem am ISR en-twickel-
ten Programmsystem SAPS erstellt (siche [Car95]). Die Elementspannungen werden nT den 4
Ecken der Elemente durch das FE Programm PERMAS berechnet, so daf man fiir die dlSk.I'etl-
sierten Traglast— und Einspielanalysen 800 Knotenpunktspannungen zur Verfiigung }Tat. Bei der
Traglastanalyse wichst die Zugbelastung p monoton an. Fiir die Einspielanalyse V\:’ll‘d folgen;
der Lastbereich £ untersucht: Die Zugbelastung p kann zwischen 0 und einem Maximalwert p

zyklisch variieren.

0< p< aup®, 0<u<l (8.1)

87
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Der Lastbereich £ ist durch das Intervall £ = [0, p°] gegeben. Gesucht ist der maximale Faktor
Qshake, fiir den der vergroBerte Lastbereich [0, cthake p°] nur zuldssige Lastzyklen enthilt.

Die Ergebnisse fiir die elastische Last (d.h. die Last bei FlieBbeginn), die Einspiellast und die
Traglast fiir einachsige Zugbelastung (variabel bzw. monoton) sind Tabelle 8.1(b) bzw. Bild
8.2(b) zu entnehmen. In Bild 8.2(b) sind die auf die FlieBspannung oo normierten Lasten iiber
den unterschiedlichen Lochverhiltnissen aufgetragen.

p

7 7

7 7 7
/ / / // D/L | elastische Last | Einspiellast | Traglast
I // // // Pq 0.1 0.33640, 0.671009 | 0.89510y
yd 0.2 0.3094 0y 0.61570¢ | 0.78790
LA 03 | 026510, | 052120, | 0.69100,
<dhuB 04 | 0218lc | 0436loy | 0572000
T 0.5 0.166007 0.330200 | 0.440907¢
DI I 0.6 0.11400¢ 0210409 | 0.255600
0.7 0.06740¢ 0.13270¢ | 0.13760¢
} 1 08 | 0.031000 0.055700 | 0.05650¢
L 0.9 0.01550, 0.019109 | 0.01930y

(a) FEM—Netz und Belastung (b) Ergebnisse der Grenzlastanalyse

Bild 8.1: VermaBung, Testmatrix und Ergebnisse der Traglast— und Einspielberechnung fiir die
Scheibe unter einachsiger Zugbelastung

Fiir D/L — 0 und D/L — 1 wurden die Kurven auf die analytischen Werte fiir die unendli-
che gelochte Scheibe und die Scheibe ohne Restligament extrapoliert. Die elastische Last der
unendlichen Scheibe bei FlieBbeginn ist p/oy = 1/3 (siehe z.B. [Wan53] und [Hah85]). Die
Einspiellast ist in diesem Fall gleich der doppelten elastischen Last (siche dazu auch {Zha91])

Die Traglasten fiir die unterschiedlichen Geometrien stimmen gut mit den bekannten analyti-
schen Schranken tiberein (siehe [GM54b], [SH97d] und [SH97c]). Dazu sind zum Vergleich in
Bild 8.2(a) die besten bekannten analytischen Grenzen fiir die TRESCA und die VON MISES
FlieBfunktionen eingetragen (siehe dazu jeweils [GM54a] und [GM54b)).

Fiir D/L < 0.2 fallen untere und obere Schranke fiir die VON MISES FlieSfunktion zusammen,

so daf man c.lie exakte analytische Losung pj;n;; = (1 — D/ L)y erhilt (siehe [GM54b]). Fiir
D/L = 0.2 ist dann die analytische Traglast gegeben durch pjii; = 0.80,. Dem entsprechen
auch die numerischen Ergebnisse in [BM95], [CC82], [GW96] und [ZhaO1].

Bei der Traglastberechnung werden 20 Iterationsschritte durchgefiihrt, nach 10 Iterationsschrit-
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0.2}

(a) Vergleich der numerischen Resultate der
Traglastanalyse mit den analytischen Schran-

p/o,
— von Mises 1
--- Tresca .
. numerische T %
Ergebnisse N
Y 0.8 N
\ L}
obere Schranken - \

\)
untere Schranken

—e — Traglast
—e— Einspiellast
Elastische Last

P——

0.6 0.8 1

0. .
2 0.4 D/L

ken aus [GM54a] und [GM54b]

2.59

Lastfaktor

Traglast

D/L

(b) Elastische, Einspiel- und Traglast der Scheibe
unter einachsiger Zugbelastung

Bild 8.2: Ergebnisse der Grenzlastuntersuchungen fiir die einachsig belastete Scheibe

. s e ° ¢ ¢ ¢ s ¢ s V9

T Elastische Last » Traglastanalyse

» Inkrementelle Berechnung

............
e N I o B B et M

Auf elastische Berechnung normierte Zeit

Bild 8.3: Rechenzeitvergleich fiir die Lochscheibe mit D/L = 0.2
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ten ist der Fehler gegeniiber der analytischen Losung nur noch ca. 1 %. Die Lastinkremente
in der plastischen Rechnung werden sukzessive verkleinert, so da$ wahrend der Berechnung
gewihrleistet ist, daB die aufgebrachte Last unterhalb der Traglast liegt. Die Beispielrechnun-
gen zeigten jedoch, daB auch bei geringfiigiger Uberschreitung der (in diesem Fall vorher be-
kannten) Traglast zuldssige Eigenspannungen berechnet wurden. Diese Eigenschaft erleichtert
die Inkrementierung wihrend der Berechnung einer Struktur, so daf mit einer konstant verrin-
gernden Inkrementierung gerechnet werden kann. Da zu Beginn der Analyse relativ zum Trag-
lastfaktor hohe Verbesserungen des Lastfaktors erzielt werden, wird in den hier untersuchten
Beispielen nach jeder dritten Iteration das Lastinkrement halbiert.

Die CPU—Zeit fiir eine Traglastanalyse ist etwa 5 bis 10mal kiirzer als fiir eine plastische in-
krementelle Rechnung, je nachdem fiir welchen relativen Fehler man den Vergleich aufstellt
(siche Bild 8.3). Diese Werte der Rechenzeitverkiirzung haben sich als charakteristisch fiir al-
le hier untersuchten Probleme herausgestellt. Dabei wird in jedem Iterationsschritt etwa 90 %
der bendtigten CPU-Zeit in der Erzeugung der Eigenspannungsbasen verbraucht, wihrend die
restlichen 10 % auf die Unterraum—-Optimierung entfallen. Es wurden unterschiedliche Aufda-

tierungsstrategien im Optimierungsalgorithmus verfolgt, die jedoch nur einen geringen Einfluf
auf die erzielten CPU—Zeiten hatten,

Ein Rechenzeitvergleich der Einspielanalyse mit inkrementellen Rechnungen ist nicht moéglich
(siehe [SSBI1]), weil die inkrementellen Rechnungen keine Berechnung des Einspielfaktors
Oshake erlauben. Inkrementell 148t sich nur entscheiden, ob die Struktur unter einer gegebenen
Lastgeschichte einspielt oder nicht. Dazu miissen in der Regel sehr viele Lastzyklen (10 bis
100) fiir jede Lastgeschichte gerechnet werden; ein oft unvertretbar hoher Aufwand.

8.1.2 Zweiachsige Belastung

Bei der Untersuchung zweiachsiger Belastungen der Scheibe mit Loch fir D/L = 0.2 wurden
folgende Lastbereiche fiir die Einspielanalyse untersucht.

1. Beim zweiachsigen Zug konnen py, p, 2 0 unabhiingig voneinander variieren (LC 1):

0 ;< amp, 0<pm<1
0< p2 < augpl, 0< pp < 1.

2. Bei Zug— und Druckbelastungen kénnen P1 2 0und p, < 0 unabhiingig voneinander
variieren, d.h. mit den Referenzlasten p? und p (LC 2):

0< »< oppf, 0<pm<1
0> p2> apypl, 0<puy <1,
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3. Die Lasten p; und p, variieren proportional (LC 3)

0
0

Zusitzlich wurde fiir die einparametrischen zweiachsigen Belastungen die Traglast berechnet,
sie ist zusétzlich zu den Einspielergebnissen in Bild 8.4 eingetragen. Die elastische Grenze ist
durch den Punkt bestimmt, in dem die Scheibe zuerst flieBt. Dieser Punkt verindert sich bei
unterschiedlichen Werten von p; /2. Die unterschiedlichen Teile der elastischen Grenzkurve
sind im Interaktionsdiagramm (Bild 8.4) durch die anfinglichen FlieBpunkte A, B und C ge-
kennzeichnet. Bild 8.4 stimmt gut mit den Ergebnissen in [GW96] iiberein. Dort wurde jedoch
das zum FlieBpunkt A gehorende Segment in der elastischen Grenze nicht angegeben, was dazu
fiihrte, daB die elastische Grenze teilweise auBerhalb der Grenze LC 1, 2 lag, was physikalisch
nicht sinnvoll ist.

A Einspielgrenze LC 1, 2
Einspielgrenze LC 3
Traglastgrenze

-
-
-
-
-
-
-
-
«*
-

B

Bild 8.4: Interaktionsdiagramm der quadratischen Scheibe fiir D/L = 0.2
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Bei variabler Belastung versagt die Scheibe lokal in den Punkten B oder C, da die Einspiellast
fiir ideal plastisches Material genau so groB ist wie fiir unendlich verfestigendes Material und
dies nur fiir lokales Versagen moglich ist (siche Abschnitt 6). Die Abschnitte der Einspielgrenze
sind durch den bestimmenden Versagenspunkt markiert. Bei der Zug/Druckbelastung stimmen
anfanglicher FlieBpunkt und Versagenspunkt iiberein und der Einspielfaktor bezogen auf die
elastische Losung ist niherungsweise gleich 2. Dies stimmt mit der analytischen Losung aus
Abschnitt 6 iiberein. Altere Einspielrechnungen fiir die Lochscheibe sind in [SSB91] zusam-
mengestellt. Sie weichen alle mehr oder minder stark von den hier neu berechneten Werten
ab. Zusammenfassend kann gesagt werden, daB} die Struktur zwischen asp und «;;pi: in allen
untersuchten Belastungen lokal durch alternierende Plastifizierung (LCF) versagt.

8.2 Quadratische Scheibe mit elliptischem Loch

Zusitzlich zu den Parameterstudien zur quadratischen Scheibe mit kreisrundem Loch wurden
auch Scheiben mit deformiertem Loch untersucht. Mit Hilfe des am ISR entwickelten Loch-
scheibengenerators SAPS [Car95] konnte eine Parameterstudie zum Traglastverhalten von ein-
achsig belasteten quadratischen Scheiben mit elliptischem Loch durchgefiihrt werden. In der
Schadensmechanik sind deformierte Lécher beim Hohlraumwachstum und ZusammenschluB
von Lochern von Interesse (siehe [Sei92]). Im Anhang A.6 ist eine Formulierung der Ein-
spielsitze (siehe [FY95]) fiir geschiidigtes Material erweitert worden. Damit lassen sich die
Konzepte der Traglast— und Einspielanalyse mit denen der Schidigung verbinden.

Um die Grenzlastberechnung fiir unterschiedliche Lochgeometrien durchzufiihren, sind un-
terschiedliche Verhéltnisse der Lochradien z und y untersucht worden. Das Verhiltnis vom
Lochradius z zur Scheibenléinge L ist in allen Fillen konstant z/L = 0.2 (siehe Bild 8.5(a)).
Durch Verzerrung des FE-Netzes fiir eine quadratische Scheibe mit kreisrundem Loch kann
direkt eine Vernetzung der quadratischen Scheibe mit elliptischem Loch erzeugt werden. Fir
r = y ist das Modell das der quadratischen Scheibe mit kreisrandem Loch. Die einzelnen Mo-
delle sind durch die monotonen bzw. variablen Lasten P; und P, (siche Bild 8.5(a)) belastet.
In Bild 8.6 sind exemplarisch 4 FE-Modelle fiir die Radienverhiltnisse z Jy =0.2, 0.4, 0.6,

0.8 dargestellt. Proportionale Belastungen in folgenden Lastbereichen wurden bei der Traglast—
und Einspielanalyse untersucht.

1. Beim zweiachsigen Zug variieren P;, P, 2 0 voneinander abhingig:

0<
0< B< auon 0<u<l.

2. Bei Zug— und Druckbelastungen knnen Py >0 (bzw. P, < 0) und P, > 0 variieren,
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(a) VermaBung und Belastung der quadra- Xy

tischen Scheibe mit elliptischem Loch (b) Uniaxiale Traglast fiir die Radienverhltnisse z/y

Bild 8.5: FE-Netz und uniaxiale Traglast fiir die Scheibe mit elliptischem Loch

I‘S‘R-Fz—ducliuh ] [ R ae s :;R-Ez—aueuch | HEE
(@x/y=02 by z/y=104
L. L
I‘S.R‘""’“‘l“h | [ " Rar» s ToRFE-duelicn [ [ Races
(c)x/y=0.6 (dx/y=08

Bild 8.6: FE-Modelle der Scheibe fiir die Radienverhéltnisse Jy =0.2,04,06,038
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d.h. mit den Referenzbelastungen PP und Py

0< P < auP’bzw.0 > P > aouP?,
0< P, < auby, 0<u<gl

Zusitzlich zu den Einspielanalysen wurden ein— und zweiachsige Traglastberechnungen fiir
die Radienverhiltnisse z/y = 0.1,...,0.9 durchgefithrt. Durch die Vertauschung der bela-
steten Seiten erhilt man mit den jeweiligen Modellen Scheiben mit den Radienverhéltnissen
y/z = 0.1,...,0.9 unter einachsiger Belastung. Die Interaktionsdiagramme fiir die Scheiben

P,/ o, e Elagtischer Berelch | | Py / Gy
——=—- Einsplelbereich

-——— Traglastbereich
0.8+ 0.8

== Elastischer Berelch
——- Einsplelbereich
~—— Traglastberelch

0.6

L LA AL L T A e
~10 -08 06 -04 -02 00 02 04 06 08 10 12 10 -08 05 -04

Tt
-02 00 02 04 06 08 10 12
P,/ 6, P,/ c,

1

@ z/y=0.2

-~ Elastischer Bereich | 107 P,/ g,
==~ Elnsplelbereich
~——— Traglastberelch

T T T T T I’ T T T T T T ﬁ
-10 -08 -06 -04 02 00 02 04 06 08 1.0 12
P,/ o,

O z/y=0.4

e Elastischer Berelch | 107 P,/ o,
-—— Einspielbereich
—— Traglastbereich

T
~t0 -08 ~06 ~04 ~02 00 02 04 06 08 10 12

P,/ o,

©)z/y=0.6 dz/y=0.8

Bild 8.7: Interaktionsdiagramme fiir Lochverhiltnisse /y=10.2, 0.4, 0.6, 0.8

mit den Radienverhéltnissen z/y = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 sind in Bild 8.7 dargestellt. Dabei sind
jeweils die auf die FlieBspannung o, normierten Lasten P, /o tiber den Lasten P, /o, aufge-

tragen. Der Einspielfaktor ashqr. bezogen auf die elastische Grenze ist dabei in allen Fillen

entweder nahezu 2 oder gleich dem Traglastfaktor i , d.h. Qshake = min{2, Qimit }» Dies
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entspricht dem lokalen Verhalten der Lochscheibe mit kreisrundem Loch (siche Abschnitt 8.1).
Der Einspielfaktor! ist solange nahezu gleich 2, bis der Einspielfaktor den Traglastfaktor er-
reicht (siche auch [SH97b] und [SH97a)).

In Bild 8.5(b) sind fiir die untersuchten Radienverhltnisse z /y die jeweiligen normierten Trag-
lasten P; /oo bzw. P, /o aufgetragen. Fiir das Verhiltnis = /y =1, d.h. fiir das kreisrunde Loch
konvergiert die jeweilige Traglast gegen Pj;iz = 0.80¢ = z/Loy. Fiir z/y — 0 konvergiert die
Traglast P}, fiir die einachsige Belastung P; gegen o, da sich die Geometrie der Scheibe mit
elliptischem Loch an die Geometrie der unendlichen punktierten Scheibe fiir /y — 0 annihert.
Die Traglast Py;,,;, konvergiert damit gegen die FlieBspannung des Materials. Die Traglast P2_,,
konvergiert fiir z/y — 0 gegen die Traglastlosung fiir die Scheibe mit Schlitz, d.h. gegen 0.20,
(siehe dazu den vorherigen Abschnitt).

Die untersuchte Scheibe mit elliptischem Loch versagt lokal unter einachsigen Belastung, so
daB die Einspielast fiir ideal plastisches und unendlich linear kinematisch verfestigendes Mate-
rial gleich ist (siche Abschnitt 6.4.2 und [Zha91])

8.3 Flachstab mit AuBBenkerbe

Als weiteres Beispiel wird ein Flachstab mit einer AuBienkerbe unter Zug— und Momentenbe-
lastung N und M untersucht. Fiir unterschiedliche Verhltnisse D/L wurde die Traglast— und
Einspielanalyse fiir reinen Zug (M = 0) durchgefiihrt. Im untersuchten Beispiel gilt h =1.5L.
Fiir diese Rechnungen wurde aus Symmetriegriinden je nach Lastfall nur ein Viertel oder die
Hilfte des Stabes (siche Bild 8.8) untersucht. Die benotigten FE-Datensitze wurden wie auch
schon fiir die Lochscheibe mit dem am ISR entwickelten Programmsystem SAPS [Car95] er-
stellt. Die untersuchten Modelle haben 200 ebene 9—knotige Membranelemente (QUAMDY). Die
Elementspannungen werden in den 4 Ecken der Elemente untersucht, so daf3 800 Knotenspan-

nungen zur Verfiigung stehen fiir den ebenen Spannungszustand.

Die Ergebnisse fiir die Zugbelastung sind in Bild 8.9 festgehalten. Dabei sind die elas.tische,
Einspiel- und Traglast tiber den Quotienten D /L aufgetragen. Die Traglastergebnis.se stlr.nmen
fiir die entsprechenden Geometriedaten gut mit den Ergebnisse in [CC82] iiberein. Fiir das
Verhiltnis D/L = 0.5 ergibt sich nach [WD69] die Formzahl ay,

o = T2 = 1.498
OnL

bezogen auf die Nennspannung o,z (gemittelte Normalspannung) im engsten Querschnitt L
(Ligament). ¢, ist die maximal auftretende Vergleichsspannung 1m Kerbgrund. Aufgrund

IDje elastische Last ist nach INGLIS [Ing13] fiir die unendliche Scheibe mit elliptischem Loch unter einachsiger

Zugbelastung gegeben durch p/oo = 1/(1+ 2z/y)-
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des Verhiltnisses D/ L = 0.5 lautet die Formzahl bezogen auf den ungeschwichten Querschnitt
& = 2.996 = oy L/ D. Die elastische Grenzspannung fiir D/L — 0 bei reinem Zug ergibt sich
Z0 Gost = 0.33070. Dies folgt aus dem Problem von KIRSCH (siehe [Hah85]); im Kerbgrund
ist eine ca. 3—fache Spannungserhthung vorhanden. Die mit der FEM berechnete elastische

Grenzlast lautet o5t = 0.3100.

1\
FERLARRNN

DD

AL

NN
LIS

. |
L
Bild 8.8: FE~-Netze des gekerbten Flachstabes fiir D/L = 0.5 mit Belastungen

N/N

el

1

N —e — Traglast

—— Einspiellast
L N --+-- Elastische Last

Bild 8.9: Elastische, Einspiel- und Traglast des gekerbten Flachstabes unter Zugbelastung

Bi§ zu. einem Verhélnis D/L = 0.4 ist der Einspielfaktor bezogen auf die elastische Grenze
bei reiner Zugbelastung niherungsweise gleich 2, der Stab versagt durch LCF. Fiir groBere



VALIDIERUNG DER IMPLEMENTIERTEN METHODE AN BEISPIELEN 97

Verhiltnisse fallen Einspielfaktor und Traglastfaktor zusammen, so daB keine Erhohung iiber
die Einspiellast hinaus moglich ist.

Fiir das Interaktionsdiagramm in Bild 8.10(a) wurde ein Flachstab mit dem Verhiltnis D /L =
0.5 untersucht. Im Lastbereich der Einspielanalyse konnen das Moment M und die Zugbela-
stung N unabhéngig voneinander variieren

0< M< ap M, 0<m<l1

0< N apaN, 0< e <L

Die elastische Grenze ist in beiden Lastfillen linear von den Proportionalititsfaktoren zwischen
Mo und N, abhéngig.

M / Mel. 1
2.5+ 0 e i A
gasutc,clh ¢ Grenze M/M el. | 0 mmmmes Elastische Grenze
o inspielgrenze o
21 — — Traglastgrenze 15 4 — Einspielgrenze
1.5 N — — Traglastgrenze
1 -
0.5
T *} T \ } - *
0 05 1 15 2 N/N, 0 05 1 N/Ng
(a) Interaktionsdiagramm des gekerbten (b) Interaktionsdiagramm des Rechteckbalkens als
Flachstabes mit D/L = 0.5 Modell fiir den ungekerbten Flachstab

Bild 8.10: Interaktionsdiagramme fiir den gekerbten und ungekerbten Flachstab

Zum Vergleich zeigt Bild 8.10(b) das Interaktionsdiagramm fiir den ungekerbten Stab. Fiir die
elastische Grenze, Einspiel— und Traglastgrenze eines ideal plastischen Balkens mit rechtecki-

gem Querschnitt L:#Bt sich nach [K687] herleiten:

M N
i : —=1- (8.2)
Elastische Grenze: YR N,
M ) N
Einspielgrenze: m = min {1, 2 (1 - Nel) } 8.3)
2
M 3 N
Traglastgrenze: o =3 [1 - (Z_Ve_z> } (8.4)

Bei reiner Biegung wie auch bei reinem Zug kann der ungekerbte Stab keine iberelastischen

zyklischen Lasten ertragen. Ein statisches reines Biegemoment kann dagegen bis zum 1.5—

fachen der elastischen Beanspruchung getragen werden.



98 VALIDIERUNG DER IMPLEMENTIERTEN METHODE AN BEISPIELEN

8.4 Diinnes Rohr

Ein weiteres in der Literatur gut bekanntes Beispiel ist das Modell eines unendlich langen
diinnen Rohres. Ist das unendlich lange Rohr durch konstanten Druck und eine variable Tempe-
raturlast belastet, so entspricht dieses Beispiel dem klassischen BREE-Beispiel (siehe [Bre67]).
Da das unendlich diinne Rohr nicht mit Hilfe der Finiten Element Methode untersucht werden
kann, wird ein Rohrmodell mit dem Radius r und der Wandstirke s mit s/r = 0.1 stattdessen
betrachtet. Das Rohr ist an beiden Enden abgeschlossen (siehe Bild 8.11).

R

QUAXA

P, T>0

PLILELLLSLLTSTLELE LSS TETTTTTSEL LS TTT K FTTFTTTET FLTETTISILSTEXTTTILTT LT IS

d

Bild 8.11: Diinnes Rohr unter Innendruck und Temperaturbelastung mit FE—Netz

Das Rohr wurde durch ein rotationssymmetrisches 4—knotiges Element (QUAX4) diskretisiert.
Es ist durch Innendruck P und durch ein achsensymmetrisches quasi—statisches Temperatur-
feld T' belastet. Dabei ist T = T; — T, gesetzt, mit linearem Temperaturverlauf zwischen der
Innentemperatur T; und der AuBlentemperatur T,. Es wird angenommen das T, = 0 gilt, so da8
die Belastung durch T' = T; gekennzeichnet ist. Fiir 7 = 0 und P = 0 sei das Rohr spannungs-

frei. Es wird sich auf temperaturunabhéingige Materialdaten (FlieBspannung) beschriinkt. Das
. FE-Modell hat dann die in Bild 8.11 dargestelite Form.

Es ist zu beachten, daB bei der Diskretisierung durch nur ein Element, welches an beiden Seiten
gefesselt ist, in den GAUSSpunkten jeweils an der Innen— und AuBenseite des Rohres iden-
tische Spannungen berechnet werden. Dadurch sind die Spannungen linear abhiingig und die
constraint qualifications des Optimierungsproblems sind nicht erfiillt (siche Abschnitt 5). Da
alle Spannungen iiber die Hohe des Elements identisch sind, ist es ausreichend jeweils nur
einen GAUSSpunkt zu den verschiedenen Radiien zu untersuchen. Diese Spannungen erfiillen
dann die lineare Unabhingigkeitsbedingungen des Optimierungsproblems. Dieses Verfahren ist
auch schon implizit bei der rotationssymmetrischen Vereinfachung geschehen, da auch dort alle
auftretenden Spannungen durch ein rotationssymmetrisches Element représentiert werden.

Ist das Rohr nur durch Innendruck belastet, so berechnet sich der Druck P,144tic zu FlieBbeginn
durch (siehe [Sza60)):

A (1+s/r)*—1

P elastic =

Va(i+ sy 0T oo ®)
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Der Traglastfaktor & bezogen auf die elastische Losung (siche [Sza60] und [WD69]) ist

R 21n(1
iz = (_“’/7")2 ~ 1.098, (8.6)

r
1~ (75)
so daf} der Kollapsdruck Plz-m,-t gegeben ist durch

- R o 2
Plimit = &limit Petastic = —=00ln(1 + s/r) ~ 0.1105. (8.7)

V3

In der Einspielanalyse werden folgende Lastbereiche untersucht:

1. Der Druck P und die Temperatur 7' variieren simultan mit einem Proportionalitétsfaktor
(ein—parametrische Belastung):

0< P< aub, 0<u<l

0< T< aulo, 0<pu<l
Py und Ty sind jeweils ein Referenzdruck und eine Referenztemperatur.

2. Der Druck P und die Temperatur 7' variieren unabhéngig voneinander (zwei-parame-

trische Belastung)

0< PL aumbo, 0<u <1
OS TS a,u,zTo, Ogugél

3. Der Druck P bleibt konstant und die Temperatur T variiert mit dem Faktor

0< T< aply, 0<u<l

Die ersten beiden Lastfille wurden in [SHO7a] behandelt (siehe dazu auch [GW96]. Der dritte
Lastfall entspricht dem Beispiel von BREE. In [Bre67] ist ein analytisches Einspieldiagramm fiir
das unendliche Rohr angegeben (siche Bild 3.1). Numerische Berechnungen der Einspielgrenze
mit Hilfe des statischen Satzes sind in [GW96] zu finden. YAN und NGUYEN geben in [YHI6]
mit Hilfe der kinematischen Sitze und speziellen Elementen obere Schranken fiir die Einspiella-
sten an. In der dort angegebenen Formulierung kann der Versagensbereich noch.weiter 11.1 ein.en
Ratchetting und einen LCF-Bereich unterteilt werden. Fir die statischen Einplels.iitzeulst dlés
nur im Einzelfall moglich, da die untere Schranke der Einpiellast keine Information iiber die

Versagensart im Falle deren Uberschreitens gibt.
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8.4.1 Variabler Innendruck

Im Interaktionsdiagramm (Bild 8.12) sind die Einspielgrenzen fiir die ersten beiden Belastungs-
fille aufgetragen. Bei proportionaler Belastung ist der Einspielfaktor gleich 2, bis der Innen-
druck den Kollapsdruck erreicht hat. Bis dahin versagt das Rohr an der Innenseite durch LCF.
Ubersteigt der doppelte elastische Innendruck jedoch den Kollapsdruck, ist keine weitere Druck-
steigerung iiber den Koilapsdruck méglich.

g
5
g ---------- Elastische Grenze
5 ..
= — — — Finspielgrenze (prop.)
[P}
2 _ Einspielgrenze
E — — Traglastgrenze
A -
2 P / Pel

Variabler Druck

Bild 8.12: Interaktionsdiagramm des endlich diinnen Rohres fiir Lastfall 1 und 2

Da die thermischen Spannung Eigenspannungen sind, haben sie keinen Einfluf auf den Kol-
lapsdruck. Der analytische elastische Druck ist P.rost = 09 /9.98 (siehe Abschnitt 8.4) und der
analytische Traglastfaktor fiir den Innendruck ist aymi; = 1.0983, so daB der Kollapsdruck

Piimit = Qimit * Pelast = 0.110 ohne Temperaturbelastung etwa 10 % iiber dem elastischen

Druck .1iegt (siehe dazu z. B. [Scw83] und [Sza63]). Das Rohr kann bei mechanischer Kollaps-
last keine zusitzliche geringe thermische Last tragen.

Der elastische FlieBdruck Peyos: ist geringer als mit kleiner thermischer Zusatzlast bei propor-

tionaler Belastung. Allerdings liegt die Traglast dann nur noch etwa 3 % iiber der elastischen
Losung.
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Im zweiten Lastfall fallen die elastische Grenze und die Einspielgrenze sogar teilweise mit we-
niger als 1% Differenz zusammen. GROSS—WEEGE erhilt in [GW96] vergleichbare Ergebnisse.

8.4.2 Konstanter Innendruck

Im dritten Lastfall wird das Rohr durch konstanten Innendruck und zyklische radiale Tem-
peraturlast belastet. Die analytische Einspiellosung des unendlich diinnen Rohres von BREE
in [Bre67] beruht auf folgenden Vereinbarungen. Die Spannungen werden im Gegensatz zu
den numerischen Einspieluntersuchungen mit Hilfe der FlieBfunktion von TRESCA beurteilt. In
den analytischen Abschitzungen der Einspielgrenze von BREE fiir das unendlich diinne Rohr
konnen die Radialspannungen im Bezug auf die Axialspannungen vernachléssigt werden.

s A
-
~
I
Unendlich diinnes Rohr
~ — = Flastische Grenze
— — FEinspielgrenze
E
3]
2
g Endliches Rohr
Z ---------- Elastische Grenze
."3 Einspielgrenze
s
>
—

Konstanter Druck 1 P/P,

Bild 8.13: Interaktionsdiagramm des diinnen Rohres fiir Lastfall 3

Dadurch stellt sich im Interaktionsdiagramm fiir das unendlich diinne Rohr die elastische Gren-
ze als Gerade dar zwischen der auf FlieBbeginn normierten elastischen Temperatur und dem
konstanten FlieBdruck. Die Einspielgrenze ist durch das Abknicken der variablen Einspieltem-
peratur 2 * T.; fiir den konstanten Innendruck 1 /2P.; gegeben. Dort spielt das Rohr bei vierfach
{iberhohter elastischer Temperatur noch ein, d. h. der maximale Einspielfaktor csnare bezogen
auf die elastische Temperatur T; ist bei 1/2Fe gegeben durch aspake = 4. Fiir das u‘nend-
lich diinne Rohr stimmen die elastische, die Einspiel— sowie die Traglastgrenze der variablen
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Temperatur fiir den konstanten Fliefdruck iiberein. In diesem Fall ist keine zusétzlich variable
Temperatur zuléissig, da im Rohr schon vollstindiges FlieBen vorliegt.

In der numerischen Einspielanalyse haben auf Grand der Endlichkeit des untersuchten Rohres
die elastische sowie die Einspielgrenze eine abweichende Gestalt. Die elastische Grenze zeigt
bei konstantem Druck 1/3 P; ein dhnliches Verhalten wie die elastische Grenze bei variablem
Druck. Sie #ndert sich jedoch bis zum konstanten Druck ;.

Das Interaktionsdiagramm in Bild 8.12 fiir die Lastfille 1 und 2 unterscheidet sich von dem In-
teraktionsdiagramm in Bild 8.13 fiir den Lastfall 3 (siehe auch das Bree-Diagramm in [Bre67]).
Fiir Lastfall 3 konnte in PERMAS-LISA keine konstante Zuglast iiber der FlieBlast aufgebracht
werden, so daf alle Kurven in Bild 8.13 in der elastischen Flieflast zusammenlaufen.

8.5 Rohrabzweig

8.5.1 Modell und Belastung

In einem weiteren Beispiel wird ein Rohrabzweig belastet durch Innendruck P und achsensym-
metrische quasi-stationdre Temperaturbelastung 7; im Inneren des Abzweigs untersucht. Die
AuBentemperatur T, entspricht der Umgebungstemperatur, die gleich Null gesetzt wird, so daf
die Temperaturdifferenz T; — T, = T; ist. Wir beschrinken uns auf temperaturunabhingige
Materialdaten — E-Modul, Querkontraktionszahl und Fliespannung.

Der Abzweig ist durch 125 dreidimensionale 27-knotige Elemente (HEXEC27) diskretisiert.
Die Elementspannungen werden in den 8 Ecken der Elemente abgelesen, so daf 1000 Knoten-
spannungen zur Verfligung stehen. Das FE-Netz ist Bild 8.14 zu entnehmen. Es ist:

Innendurchmesser Rohr D =39 mm
Innendurchmesser Abzweig d =15mm
Wandstirke Rohr und Abzweig s =3.44 mm.

Folgende Lastbereiche werden untersucht:

1. Der Druck P und die Temperatur T; variieren simultan mit einem Proportionalitétsfaktor
(ein-parametrische Belastung):

0< P< auh, 0<pu<1
0< Ti < ouly, 0<u<l.

Fo und T sind jeweils ein Referenzdruck und eine Referenztemperatur



VALIDIERUNG DER IMPLEMENTIERTEN METHODE AN BEISPIELEN 103

%)
7
/]
’l
'1
‘l
'l
1oR-FR TR | RAr®S (2727 A a7z e adre 2 e 227 4

Bild 8.14: FE-Netz und Dimensionierung des Abzweigs

2. Der Druck P und die Temperatur 7; variieren unabhéngig voneinander (zwei—parametrische
Belastung)

0< P<L auhy, 0<u; <1
0< T: £ apgTy, 0<pu <1

Beide Belastung werden fiir 7o < 0 und Tp > 0 untersucht. Dies entspricht jeweils einer
erhshten AuBen— und Innentemperatur. Den Kollapsdruck erhélt man als Spezialfall durch Tp =
0. Der Druck bei FlieBbeginn ist Pejystic = 0.047600.

8.5.2 Kollapsdruck nach Traglastanalyse und AD-Merkblatt

Zum Vergleich wurde der Kollapsdruck (Tp = 0) nach dem AD-Merkblatt B9 berechnet (siche
[SH97d],[Wag91]). Die tragenden Lingen im Grundrohr und im Stutzenrohr ao und a;

a = +/(D+s)s~12.083, (8.8)

ap = 1.25\/(d+ )t ~ 9.956. (8.9)

definieren die beiden Gebiete

A, = ags+ayt+ st~ 87.648 (8.10)

Ap = 0.5D(ao+t+0.5d) +0.5d(as + ) ~ 549.419. (8.11)

Dabei ist A, die druckbeaufschlagte Fliche und A, die tragende Rohrfliche. Der Verschwichungs-
faktor v/4 ergibt sich dann durch

_ DA, _ ao + art/s +1 ~ 0.904. (8.12)
VAT 95A,  ao+t+05d+ f(aits)
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Der Kollapsdruck Pni: berechnet sich dann mit
(D +2s)/D =~ 1.176 (8.13)

nach DIN 2413 (siehe [Wag91]) zu

20‘0 S VA

D+ 2s

Piimiz = ~ 0.13609 ~ 2.85 Pjystic- (8.14)
TTber den Sicherheitsfaktor 1.5 erhilt man den Auslegungsdruck durch Pyesign = 1.9 Pelastic =
0.09040,. Die Traglastanalyse mittels PERMAS-LISA ergibt den Traglastfaktor

Qlimit — 2.82. (815)
Der durch die Traglastanalyse berechnete Kollapsdruck ist also
Piimit = Qimit Pelast = 0.13400. (8.16)

Die Absicherung gegen Kollaps ist mit der Traglastanalyse etwa 10 mal schneller als mit der
herkémmlichen inkrementellen Rechnung. Die Rechenzeiten im Verhiltnis zu der inkrementel-
len Berechnung sind im Anhang A.10 in Bild A.2 dargestellt.

8.5.3 Kollapsdruck des Rohres |

Zum weiteren Vergleich wird aus der Schalentheorie der elastische Druck fiir das ungestorte
Rohr berechnet (siehe Abschnitt 8.4). Der elastische Druck P, ;. des dquivalenten ungestorten
liohres mit Innendurchmesser D = 39mm und Wandstirke s = 3.44mm berechnet sich zu
Pejgstic = 0.16000. Der Traglastfaktor & ;m;; bezogen auf die elastische Losung ist &uimst =
1.171, so daf} der Kollapsdruck Primiz gegeben ist durch By, A~ 0.1880y, anstelle von 0.13600
fiir den Abzweig. Der Abzweig bedeutet eine Verschwichung um 28%. Bezogen auf den FlieB-

beginn im Abzweig bei 0.04760, erhdlt man fiir den Kollapsdruck eine um 181% hohere Last.

8.5.4 Vergleiche mit experimentellen Untersuchungen

Beispiel von CALLADINE und GOODALL

CALLADINE und GOODALL dokumentieren in [CG69] eine umfangreiche experimentelle und
analytische Testserie zur Kollapslastberechnung von Rohren mit Ausschnitten unter Innen-
druckbelastung. Bei jeder Probe wird der Rohrinnenradius mit R, die Wandstirke des Rohres
mit T und der Radius des Ausschnittes mit » bezeichnet. In Abhingigkeit des Verhiltnisses

r

VR-T

p:
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Bild 8.15: FE-Netz Rohres mit Ausschnitt

wird die Kollapslast Pj;,;; fiir unterschiedliche Rohre mit den Verhiltnissen R/T =~ 25 und
R/T = 50 angegeben (siehe [CG69] fiir R/T = 25). Darin wird die Kollapslast P;,;; auf die
Kollapslast P2, ;, des jeweiligen ungestorten Rohres mit dem gleichen Verhiltnis B/T bezogen.

Fiir Vergleichsrechnungen wird ein Rohr mit Ausschnitt untersucht, welches die gleichen Di-
mensionen wie der in den vorherigen Kapiteln untersuchte Abzweig hat, d.h. B/T = 5.669 und
R/r = 2.6. Der Kollapsdruck P?,., des dquivalenten ungestorten Rohres betrégt 0.18800. Aus
einer Extrapolation der Ergebnisse aus [CG69] erhilt man fiir den Kollapsdruck des Rohres mit
Ausschnitt den Schitzwert Py = 0.1200.

Das Modell des Rohres mit Ausschnitt, welches fiir die Traglastanalyse benutzt wurde, ist
in Bild 8.15 dargestellt. Es wurden fiir die Diskretisierung 164 27—knotigen Elemente (HE-
XEC27) verwendet. Der berechnete FlieBdruck ist gegeben durch P.i.st = 0.03600. Mit dem
Traglastfaktor ajm:: = 3.27 ergibt sich ein Kollapsdruck Piimit = 0.11709, welcher gut mit
dem geschiitzten Kollapsdruck von CALLADINE und GOODALL iibereinstimmt, jedoch von der
Niherungsformel von KITCHING, DAVIS und GILL abweicht.

Gegeniiber dem ungestorten Rohr bedeutet dies eine Verschwichung von 38 %. Der berechnete
Kollapsdruck liegt mit 13 % Abweichung unter der Kollapslast des Abzweigs, so da} eine
Abschitzung der Kollapslast des Abzweigs durch die Kollapslast des Rohres mit Ausschnitt

sinnvoll erscheint.

Beispiel von KITCHING, DAVIS und GILL

KITCHING, DAVIS und GILL untersuchen in [KDG70] Rohre mit rechteckigen, quadratischen
kreisrunden und elliptischen Offnungen. Abhéngig von der dimensionslosefl ?réﬁe p=c/VRT
wird die Traglast berechnet. Dabei ist ¢ eine EinheitsgroBe, welche fiir K.relsoffnunjgen d.err'l Ra-
dius, fiir quadratische und rechteckige Offnungen der halben Kantenldnge und fiir elliptische
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Offnungen der halben Hauptachsenléinge entspricht. Diese Vereinheitlichung der verschiedenen
Offnungsgeometrien wird durch die experimentellen Ergebnisse gestiitzt, die auch fiir unter-
schiedliche Geometrien nur eine Abhingigkeit von der Grof3e ¢ nahelegt. Eine untere Schranke
der Traglast Pj;,,;; berechnet sich mit Hilfe von P, nach [KDG70] durch:
1 —14+/1480% _, ..
Plimit 1 + > Plzmzt furp > ]. und -Plim'c't = 4p2 Plimit fur P S 1
Im hier untersuchten Beispiel gilt p = 0.9157 und damit Py = 0.09960¢. Die experimentel-

len Resultate weichen jedoch fiir kreisrunde Offnungen von den mittels obiger Formel angege-
benen unteren Schranke zum Teil erheblich ab (siehe z.B. Experiment 21 aus [KDG70]).

Beispiel von CLOUD und RODABAUGH

CLOUD und RODABAUGH geben in [CR68] eine obere Schranke fiir den Kollapsdruck P
eines Rohrabzweigs mit

Innenradius des Rohres D = 43.815 mm
Innenradius des Abzweigs d = 27.6 mm
Wandstérke Rohr 5p = 2.54 mm
Wandstéirke Abzweig s; = 1.78 mm

an (siehe auch [PBW*97]. Die Losung gilt fiir Abzweige mit d/D < 0.5. Diese wird durch
ein gewdhltes Geschwindigkeitsfeld iiber den kinematischen Satz erzeugt. Zu vier unterschied-

lichen Kollapsmechanismen wird jeweils eine obere Schranke fiir die Traglast angegeben. Eine
obere Schranke fiir den Kollapsdruck ergibt sich mit

d 2D
h=— and g=""
5 ad g ; (8.17)

durch die Naherungsformel

s g2 385 26 47
155455 ( + )+ — 42
2 hyg) " 9gd T d\ohg T 5am2
Piimiy = g g bdhig./g
timit 38 38 76 2 v o0 (8.18)

— +
99  9h%g + 27Th%g./g + h./g
~ 0.0330,. (8.19)

Der elastische Druck P, des ungestorten Rohres betrégt nach Gleichung (8.5)

ﬁelastic ~ 00620'0 (820)

Der Traglastfaktor ist &;mi; = 1.057, so daB man den Kollapsdruck Pﬁmit erhilt durch

Biimis ~ 0.0660,. (8.21)
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Der Abzweig bedeutet eine Verschwichung des ungestérten Rohres um 50 %. Das Ergebnis der
einfachen Gleichung (8.18) (Pyni: = 0.0330,) zeigt gute Ubereinstimmung mit experimentel-
len Ergebnissen von SCHROEDER in [SR69] (Py;yni: = 0.03405).

Fiir den Rohrabzweig von Abschnitt (8.5.2) ist das Ergebnis von Gleichung (8.18) jedoch nicht
sinnvoll. Die obere Schranke aus Gleichung (8.18) ergibt P,y = 0.1970¢, der Kollapsdruck
des ungestorten Rohres ist nach Gleichung (8.7) jedoch nur Plimit = (.1600,. Der Kollaps-
druck des Abzweigs kann aber nicht iiber dem des ungestorten Rohres liegen, so da die obere
Schranke zu konservativ ist. Die von CLOUD und RODABAUGH angesetzten Kollapsmecha-
nismen spiegeln den wahren Versagensmechanismus nicht wieder. Vermutlich ist das groBere
Verhiltnis 2s/D = 0.176 im Beispiel aus (8.5.2) gegeniiber 2s/D = 0.058 in SCHROEDERS
Beispiel ein Grund fiir die auffillige Diskrepanz.

Die zusitzlich fiir die Einspielanalyse bei zyklischem Innendruck benétigte CPU-Zeit betréigt
ca. das Doppelte der elastischen Rechnung. In diesem Fall konvergiert die Einspielanalyse
schneller als die Traglastanalyse und liegt im Bereich einer elastischen Rechnung.

Die Ergebnisse der Einspielanalyse sind in Bild 8.16 dargestellt. Die kurz—gestrichelte Linie
in Bild 8.16 begrenzt den elastischen Lastbereich. Das Abknicken im ersten Quadranten be-
deutet, daB eine geringe Temperaturbelastung eine Erhohung des moglichen elastischen Drucks
ermoglicht. Bei zwei—parametrischer Belastung stoft der Lastbereich fiir die Werte 1 auf der
Abszisse und -1 auf der Ordinate an die elastische Grenze, so daB hier der elastische Lastbe-
reich ,abgeschnitten wird. Die mogliche elastische VergroBerung des Lastbereiches ist dann
durch den rein elastischen Druck und die rein elastische Temperatur begrenzt.

Die Traglastanalyse fiir den Innendruck fiihrt zum Kollapsdruck 2.82Pejqstic (siche [SH97c]).
Die zur thermischen Belastung gehdrenden Spannungen sind Eigenspannungen, da sie mit kei-
ner Volumen— bzw. Oberflichenlast im Gleichgewicht stehen. Daraus folgt, daf die thermische
Belastung keinen EinfluB auf die Traglast des Abzweigs hat. Die Traglastgrenze stellt im In-
teraktionsdiagramm (siehe Bild 8.16) eine Gerade parallel zu der Ordinate dar. Abszisse und
Ordinate sind auf den elastischen Druck P,; und auf die elastische Vergleichsspannung ol re-
sultierend aus der mechanischen bzw. thermischen Belastung zu FlieBbeginn normiert.

Die strich—punktierte Linie begrenzt den Einspielbereich fiir ein-parametrische ?elastung. Der
Einspielfaktor czhqre bezogen auf die elastische Losung ist im gesamten Bereich niihe.rungsj
weise 2 (1.98 < aspare < 2). Fiir proportionale Belastung verdoppelt sich der La.stberel.ch l?el
elastischem Einspielen gegeniiber dem rein elastischen Betriebsbereich. Dies begriindet s1c}.1 im
lokalen Versagen des Abzweigs in den Stutzenkanten durch LCF. Der Punkt fies e'rstmahgen
FlieBens und der fiir das Versagen verantwortliche Punkt stimmen iiberein. Dies stimmt auch
mit der in Abschnitt 6.2 hergeleiteten analytischen Losung iiberein. I'n diese.m Fall des -lokalen
Versagens erhohen sich die Einspiellasten fiir linear und nichtlir%ear kmematl-sch verfc?stlgendes
Material nicht. Allgemein kann die Einspiellast durch kinematische Verfestigung (linear oder
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nichtlinear) nur dann gesteigert werden, wenn inkrementelles Versagen (Ratchetting) oder nicht
lokal beschriinktes LCF vorliegt (siche dazu auch [GW96] und [Zha91]).

......... Elastische Grenze
Finspielgrenze

— - — Einspielgrenze (prop.)
— —  Traglastgrenze

Bild 8.16: Interaktionsdiagramm des Rohrabzweigs

D'ie dl'lrchgezogene Linie begrenzt den Einspielbereich fiir zwei—parametrische Belastung. Der
Einspielfaktor liegt bezogen auf die elastische Losung zwischen 1.46 und 2. Die Dimension
des reduzierten Eigenspannungsraums variiert wihrend der Iteration zwischen 3 und 6. Das

betrachtete Optimierungsproblem hat 4 bis 7 Unbekannte und 2000 fiir ein—parametrische und
4000 Knotenspannungen fiir zwei—parametrische Belastung,
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8.5.5 Inkrementelle Rechnung

Aus einer inkrementellen Berechnung des Abzweigs unter Innendruck erhilt man eine Druck—
Dehnungskurve (siche Bild 8.17). Es ist der aufgebrachte Druck P iiber der maximalen Ver-
gleichsdehnung 4 im Stutzenpunkt A aufgetragen. Die x— und y-Achse sind jeweils auf die
elastische Vergleichsdehnung &2 im Punkt A und auf den elastischen Druck P.; normiert. Die
BauteilflieBkurve (Bild 8.17) kann analog zur Werkstoffkurve (o, e—Diagramm) interpretiert
werden, wenn man die elastische Grenze mit der AnfangsflieBspannung o, und die Traglast
mit der Bruchspannung o, identifiziert. Nach Belastung bis FlieBbeginn wird der Innendruck

P/Pel “

25t

1.5¢ / /

051 /4 T

) 1 3
t } ; t t t t

1 2 3 4 5 6 1 gYe)
Bild 8.17: BauteilflieBkurve berechnet fiir Punkt A des Abzweigs

bis auf den doppelien elastischen Innendruck gesteigert. Danach wird der Abzweig vollstindig
ent- und wiederbelastet. Dieser Ent— und Belastungsteil verlduft parallel zur urspriinglichen
elastischen Gerade. Daraufhin wird die Struktur weiterbelastet. Die Ent—und Wiederbelastung
hat darauf keinen EinfluB, so daB der Kollapsdruck unabhéngig von der Lastgeschichte ist. Die

nach der Entlastung verbleibenden plastischen Dehnungen korrespondieren mit den verbleiben-

den Eigenspannungen. Eigenspannungen, auch herstellungsbedingte, haben keinen Einflu$ auf

die Traglast (siche dazu auch die Experimente von MAIER—LEIBNITZ [ML28]). Ganz entsPre-
chend ist auch der Werkstoffwert o, eindeutig bestimmt und unabhéingig von der LaStge.SChIC}.‘“
te. Die Kraft beim Bruch einer Zugprobe ist ihre Traglast. Die Traglastanal?'se liefert mCh.t die
Dehnungen bei Kollaps. Dehnungen und Verschiebungen héiingen wie in Bild 8.17 offensmht—
lich von der Lastgeschichte und von den Eigenspannungen ab. Selbst wenn alle Bedingungen

genau bekannt sind, sind diese kinematischen Grofen mit zunehmend flacher verlaufender Bela-

stungskurve ungenauer bestimmbar. Auch diese Eigenschaften der Bruchdehnungen sind beim

Zugversuch analog. Die statischen Grofien sind die technisch wichtigeren Kennwerte. Das gilt
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fiir den Werkstoffwert o, ebenso wie fiir den Bauteilkennwert ayim.

Die Spannungverteilungen wihrend dieser inkrementellen Berechnung sind exemplarisch im
Anhang A.9 in Bild A.1 aufgezeigt. Die Indizes der Belastungen in Bild A.1 gehéren zu den
jeweiligen Abschnitten in Bild 8.17.

8.6 Japanisches Benchmark Problem fiir Druckbehalter

In Japan haben 16 Teams ein Benchmark Programm beziiglich Traglast mit unterschiedlichen
FEM-Programmen und Diskretisierungen durchgefiihrt (siche [YAO97] und Tabelle A.2). Das
untersuchte Modell ist aus einem Zylinder und einem gewdlbten Boden mit kegeligem Zwi-
schenstiick zusammengesetzt (fiir die Dimensionierung siehe Bild 8.18). Alle Teams unter-
suchten den Druckbehilter unter Innendruckbelastung beziiglich des Kollapsdrucks. In allen
Traglastuntersuchungen wurde elastisch ideal plastisches Materialverhalten vorausgesetzt. Im
Beispiel ist der Baustahl SFVQ1A des Japanischen Industrie Standards (JIS) gewéhlt (entspricht
dem warmfesten Stahl 20MnMoNi45 nach DIN). Die Materialdaten sind nach dem MITI Code
fiir eine Temperatur von 300° C berechnet. Die Abmessungen und Materialdaten des Bench-
mark Beispiels sind in Tabelle 8.1 zusammengefaft. Statt der FlieBspannung oo wird der durch
den Faktor 2 abgeminderte Werkstoffwert S,, ~ 0.509 verwendet.

Zwischenstiicklange 1 = 658.2 mm
Zylinderlidnge L = 3000 mm
Bodeninnenradius Ry = 4500 mm
Krempeninnenradius Ry = 360 mm
Zylinderinnenradius R, = 3000 mm
Wandstérke s = 225mm
E-Modul E = 1.75-10°N/mm?
Querkontraktion v = 03
FlieBspannung oo = 370N/mm?

Tabelle 8.1: Abmessungen und Materialdaten des Druckbehiilters

Die elastische Analyse der japanischen Teams ergibt bei Fliebeginn den Druck von 8.6 N/mm?
fir 1.5 - Sm = 276 N/mm?. Die Traglastberechnungen der japanischen Teams wurden fiir
1.5 - S, mit Hilfe der Double Elastic Slope Method (DESM) fiir ideal plastisches Materialver-
halten durchgefiihrt (siehe dazu ASME Code, Sect. 111, NB-3213.25). Eine Liste der benutzen
FE-Programme und der wichtigsten Eigenschaften der FE-Modelle sind in Tabelle A.2 auf-

gezeigt. Es wurden 7 FE-Programme mit unterschiedlichen Modellen getestet, Dabei wurden
Modelle mit bis zu 2435 Knoten untersucht,
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Fiir die Traglastanalyse mit PERMAS-LISA wurde das Modell durch 208 rotationssymmetri-
sche 9-knotige Elemente (QUAX9) diskretisiert. Die elastische Analyse ergibt fiir die in Bild
8.18 dargestellte Diskretisierung einen FlieBdruck von 8.5 N/mm? und stimmt damit gut mit
den Ergebnissen der japanischen Teams iiberein (siehe dazu auch das Bild der Spannungsschat-
tierungen in Bild 8.18). Der FlieBdruck P, bei 1.5 - 5, fiir den geschlossenen Zylinder be-

rechnet sich nach [Sza63] durch:

) 155, R? S
st = m"z?{-w» (i - mwm> = 21.46N/mm”.

276 Njm®

i 240 Nfmm#d
R 200 Njmn#
L 160 Nimm®
- 120 Nfmm?®
A,
30°
) B0 Nmm?
R ! 440 Nimm?
-~

- 1 Nfmm?

(a) Abmessungen des FE-Modells (b) elastische Vergleichsspannungen

Bild 8.18: Abmessungen und VON MISES-Vergleichsspannungen des FE-Modells

Der Traglastfaktor a;.;; fir den Zylinder berechnet sich nach [Sza60] durch oy = 1.074, s0

- ‘ . 3 U OV AT S ans & ey ere — 1 11
daB die analytische Traglast des Zylinders durch P, = 23.05N /mm? gegeben ist. Mit Hilfe
der Traglastanalyse wurde eine Traglast von 23.00N/m m? berechnet. Dies bedeutet eine Ab-

weichung von 0.2 % von der Traglast des Zylinders, so dal die Krempe und der Behilterboden

keinen nennenswerten Einfluf auf die Traglast haben.

Ein Vergleich der durch die japanischen Teams erhaltenen Traglasten des Behilters und der
lastanalyse ist in Anhang A.12 in Tabelle A.2 dargestellt. Die japanischen

Traglast nach Trag ‘ tetit-
lasten. da in der verwendeten Double Elastic Slope Method

Teams erhielten geringere Trag
(DESM) die Deformationen beschrénkt werden.
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8.7 Ebene Scheibe mit Rif3

8.7.1 Homogenes Material

Nach der Analyse der Scheibe mit kreisrundem Loch und den Erweiterungen der Untersuchun-
gen fiir Scheiben mit elliptischen Lochern wird abschliefend fiir diesen Themenbereich die
Scheibe mit Ri als Grenzwert fiir elliptische Locher untersucht. Aus Griinden der Symmetrie
genligt es, ein Viertel der Scheibe zu untersuchen. Die Viertel-Scheibe hat die aus den voran-
gegangenen Beispielen iibliche Linge L, der Rif hat die Breite D. Es werden Scheiben mit den
Verhiltnissen D/L = 0.1,0.2,...,0.9 untersucht. Im homogenen Fall wird in jedem Punkt
der Struktur die gleiche Fliefspannung vorausgesetzt. Die Modelle fiir die unterschiedlichen
Verhiltnisse D/L haben den gleichen Aufbau (siche Bild 8.19(a)). Die Scheibe ist durch 270
8—knotigen Elemente (QUAMS) diskretisiert. Die verschiedenen Verhiltnisse werden mit den
vorgegebenen Werten von D/ L durch die jeweilig passenden Fesselungen in y—Richtung reali-
siert. Die Scheibe wird durch einachsigen Zug beansprucht (siche Bild 8.19(a)).

Da bei dieser Belastung im Rifigrund in der elastischen Losung eine Spannungssingularitit
auftritt, ist nur eine Traglastuntersuchung sinnvoll, da in der Einspieluntersuchung keine Losung
existiert (siche Bemerkung in [Zha91] und das Beispiel einer Scheibe mit quadratischem Loch
und der fragwiirdigen Einspieluntersuchung in [WGW88])).

0.8

0.7

0.6

L 0.5

0.4

0.3

0.2

Analytische Losung
[ - 0.1 *  Numerische Ergebnisse

TT
w)

|
L — 0.0 I e I I I B ms wy
0.0 01 02 03 04 05 0.6 07 08 09 1.0

() FE-Netz der Scheibe fiir D/L = 0.5 (b) Vergleich der numerischen Traglast mit der ana-

lytischen fiir unterschiedliche D/L

Bild 8.19: Scheibe mit Rif fiir homogenes Material
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Die Ergebnisse fiir die Zugbelastung sind in Bild 8.19(b) festgehalten. Dabei sind die numerisch
berechneten Traglasten iiber den Quotienten D/ L aufgetragen. Zum Vergleich ist die normierte

analytische Traglast Pyimit/00 = 1 — D/L = (L — D)/L fiir den ebenen Spannungsfall nach
[Hod59] aufgetragen.

Die numerischen Ergebnissen stimmen gut mit den analytischen iiberein, Die Spannungssin-
gularitét im RiBgrund wird durch die Finiten Elemente nicht exakt abgebildet, im Laufe der
Rechnung wird sie jedoch durch das iiberlagerte Eigenspannungsfeld abgebaut.

Das Verhéltnis Py;,,i:/00 = (L — D)/ L kann folgendermaBen interpretiert werden. Py;,,;; und
oo entsprechen jeweils der Traglast der gestorten und der ungestorten Scheibe. Beim Kollaps
der Scheiben unter einachsigem Zug fliet der gesamte kleinste Querschnitt (Ligament). Dieser
ist jeweils L — D und L fiir die defekte und die perfekte Scheibe. Dies fiihrt zu folgendem
Verhiltnis der beiden Traglasten:

Traglast defekte Scheibe  Pimi L~ D Ligament defekte Scheibe
Traglast perfekte Scheibe ~ oo =~ L Ligament perfekte Scheibe

Die Kollapslast der defekten Scheibe im ebenen Spannungszustand berechnet sich also aus dem
Verhiltnis des Ligaments zum gesamten Querschnitt. Im ebenen Dehnungszustand verédndert
sich das Verhltnis durch den konstanten Faktor 2/v/3 & 1.1547 zu Pymit/00 = 2/v/3(L —
D)/L, da dort die z=—Komponenten des Spannungstensors nicht verschwinden (siehe [Hod59]).

Die Testrechnungen zeigen, daB mit Hilfe eines relativ groben FE-Netzes, die Traglast schon
sehr genau berechnet werden kann. Da die Scheibe mit RiB im gesamten Ligament kollabiert
und nicht lokal um die RiBspitze, ist es nicht nbtig zur Traglastberechnung die diskretisierte
Struktur lokal zu verfeinern. Allgemein haben die Testrechnungen gezeigt, daB bei nicht lo-
kal versagenden Strukturen auch die Traglastanalyse mit groben Netzen gute Néherungen der

analytischen Traglast liefern.

8.7.2 Inhomogenes Material

JocH, AINSWORTH und HYDE bestimmen in [JAH93] Traglastlosungen fiir Scheiben mit Rif3
in einer SchweiBnaht mit Hilfe der J-Integralmethode. Die Scheibe wird durch einachsigen Zug

beansprucht. Die Schweifinaht wird vereinfachend durch eine vom Basismaterial abweichende
sind jeweils die FlieBspannung des Basismaterials und des

FlieBspannung realisiert. ¢ und o
se der Traglastanalyse des

SchweiBguts. Stimmen beide Werte {iberein, entsprechen die Ergebnis

homogenen Materials.

Im Modell des inhomogenen Materials wird eine SchweiBnaht der Breite » bei Scheibenlénge

L mit k/L = 0.3 durch eine verédnderte FlieBspannung simuliert (siche [JAH93]). Das Beispiel
ist als Benchmark im Brite—-EuRam Projekt BE97-4547 FEM based Limit and Shakedown Ana-
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lysis for Design and Integrity Assessment in European Industry, LISA aufgenommen. Das Netz
wurde von Electricité de France (EDF) in Paris erzeugt.

In [JAH93] wurde mit vorgegebenen Verschiebungen gerechnet und damit ein ebener Deh-
nungszustand simuliert. Der Kollapsmechanismus ist als gerade Gleitlinie durch das Schweil3-
gut und das Basismaterial in der analytischen Traglast idealisiert. Als Vergleichswert werden
alle Traglasten auf die Traglast der Scheibe aus dem Basismaterial mit P2, ;, /o8 = 2/+/3(1 —
D/L) normiert. In Bild 8.20(b) werden die jeweils auf die Traglast des Basismaterials nor-
mierten Traglasten Py fiir den ebenen Dehnungszustand (EDZ) (2/ v3(1 — D/L)o® nach
[JAHO93]) und den ebenen Spannungszustand (ESZ) (1 — D/L)c§) nach Traglastanalyse) ge-
geniibergestellt. Der ebene Dehnungszustand wurde fiir die Traglastanalyse mit Hilfe von drei-
dimensionalen Elementen diskretisiert. Unter— und Oberseite der Struktur wurden gefesselt, um
die Dehnungen in z—Richtung zu verhindern.

q Py LN
T oy |oB Priimis Piimit | Plimat
(EDZ) [JAH93] | (EDZ) | (ESZ)
T 0.5 0.615 0.668 | 0.496
LI GG 227729 | n | 075 0.848 0.897 | 0.741
%% Z 1.0 1.0 1.039 | 0.986
! . 1.25 1.14 1.155 | 1.187
' L T 1.5 1.24 1.263 | 1.324

(a) FE-Netz der Scheibe mit (b) Vergleich der Traglasten fiir EDZ und ESZ fiir
SchweiBnaht fiir D/L = 0.5 verschiedene Schweimaterialien

Bild 8.20: Scheibe mit Rif§ fiir inhomogenes Material

Fiir Werte oy /of < 1 stimmt im ebenen Spannungszustand der Wert Py / Isl?m,-t gut mit
ol |58 iiberein. Im ebenen Spannungszustand versagt die Scheibe durch vollstindige Plasti-
fizierung des Ligaments, so daB dann die FlieBspannung des Ligaments die Kollapslast do-
miniert. Fiir gréBere Werte o}’ /o2 tritt eine Abweichung von diesem Schema auf, Da beim
Kollapsmechanismus auch Punkte des Basismaterials anfangen zu flieBen, ist es moglich, daB
bei Vergroferung des Wertes o) das Versagen nicht in der SchweiBnaht geschieht, sondern im
Basismaterial. Dadurch wird die Kollapslast nicht nur durch den Wert oy’ bestimmt. Im ebenen
Dehnungszustand liegt die Gleitlinie sowohl in der Schweifnaht als auch im Basismaterial, so
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daB beide Werte o und o EinfluB auf die Kollapslast haben (siche [JAH93]).

In den Bildern A.4(a) bis A.4(d) im Anhang A.13 ist fiir das Verhiltnis ¢} /6B = 1.5 fiir
verschiedene Belastungen die FlieBgrenze durch Isolinien resultierend aus einer inkrementellen
Rechnung dargestellt. Die Ergebnisse fiir die Traglast der inkrementellen Rechnung stimmen
gut mit denen der Traglastanalyse iiberein. Man erkennt in Bild A.4(c) und A.4(d), da die
Scheibe nicht im Ligament versagt, sondern daf eine plastische Zone existiert, die das SchweiB-
gut und das Basismaterial miteinander verbindet.

Im Gegensatz dazu sind in den Bildern A.5(a) bis A.5(d) die FlieBgrenzen fiir verschiedene
Belastungen fiir das Verhéltnis oY /o2 = 0.75 dargestellt. Die Scheibe versagt in diesem Fall
in der Schweifinaht, so dafl dann nur agV die Traglast beeinfluBt. Dies bedeutet, daf} sich die
analytische Traglast fiir dieses Verhltnis durch die Traglast fiir die homogene Scheibe mit
Piimit = (L — D)/ Loy’ approximieren 14Bt.

8.8 Rohr mit innenliegendem Umfangsrif3

Untersucht man die im vorherigen Kapitel untersuchte Scheibe mit Ri8 statt mit ebenen FE-
Modellen mit rotationssymmetrischen Elementen, so erhélt man durch die gleiche Diskretisie-
rung ein Modell eines Rohres mit der Wandstéirke L und einem innen— bzw. aulenliegenden
UmfangsriB der Tiefe D. Der Innenradius R des Rohres ist dann noch variabel. Fiir einen In-
nenriB ist die RiBfidche m((R + D)? — R?) und die Ligamentfléche r((R+ L)? — (R+ D)?).
Untersucht man dieses Rohr unter Zugbelastung, so entspricht dies im ebenen Fall der ein-
achsigen Zugbelastung. Fiir homogenes Material mit der FlieBspannung oo berechnet sich die
Traglast der ebene Scheibe mit Rif} im ebenen Spannungszustand durch Plimi: = (L - D)/Loy.

Bild 8.21: FE-Netz mit VermaBung und Dimensionierung des Rohres mit Innenrif
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Die analytische Traglast P, des Rohres mit Innenrif} unter Zugbelastung berechnet sich ana-
log iiber die Verhiltnisse der RiBfléiche zur Gesamtfliche und die Traglast des perfekten Rohres
Piimis. Bs gilt:

Traglast defektes Rohr P, (R+L)*—(R+ D)’ _ Ligamentfliche
Traglast perfektes Rohr ~ Pymix  (R+ L)~ R? Rohrfliche

Die Traglast des ungerissenen Rohres Pynix unter Zugbelastung ist gleich der FlieBspannung
Py.:: = 0o aus dem einachsigen Zugversuch. Durch den Rif auf der Innenfliche weicht
das Spannungsverhalten jedoch vom dem des einachsigen Zugversuchs ab. Bei dem einfachen
Fliichenvergleich ist noch nicht benutzt worden, da die Fléichen Querschnitte eines Rohres sind.
Es treten sowohl Umfangsspannungen o; als auch Radialspannungen o, auf. Daher muf ana-
log zum ebenen Dehnungszustand die Traglast des ungestorten Rohrs durch den Faktor V3/2
abgeschwiicht werden [Hil50], [Mil88]. Man erhélt mit den vorherigen Gleichungen:

r _ 2 (R+L}—(R+D)

limit = \/g (R‘l' L)2 _ R2 Jo.

Diese Formel kann direkt aus den Ergebnisse des vorherigen Abschnitts gefolgert werden. Die
Traglast einer Scheibe mit Rif ist mit den entsprechenden Bezeichnungen nach dem vorherigen
Abschnitt 2//3(L — D)/Loy. Multipliziert man dies mit dem Verhiltnis der Mittelumfainge
des ungestorten Rohrs 27 (R + L/2) und des Ligaments 27 (R + (L + D)/2), so erhilt man:

pr 2 L=D R+(L+D)2,
limit \/§ I R+L/2 0.

Untersucht man ein diinnes langes Rohr mit dem Verhiltnis L/ R = 0.1 unter Zugbelastung, so
erhélt man eine untere Schranke fiir die Kollapslast des gerissenen Rohres PE .. mit D/L =
0.25 (siehe Bild 8.21) durch PE,;, ~ 0.87630,. Die Traglastanalyse mittels eines FE-Modells
aus 282 Elementen (QUAX4) (siche dazu Bild 8.21) liefert fiir den Kollapszug den Wert 0.881500.

Zusitzlich wurden fiir dieses Modell noch weitere Lastfille untersucht. Das Rohr wird durch
Innendruck belastet und durch unterschiedliche Randbedingungen, d.h. durch Aufbringung von
Schnittkriften auf den Stirnflichen des Rohres, wurden die Fille des unendlichen offenen und
geschlossenen Rohrs idealisiert. Bei Innendruck werden innenliegende RiBflichen durch Druck
belastet im Unterschied zur Zugbelastung. Zusitzlich wurden die Belastungsarten Innendruck
und Zugbelastung mit verschiedenen Proportionalititsfaktoren superponiert. Durch die einpara-
metrische Belastung erhélt man dann eine Traglastgrenze. In Bild 8.22 ist diese Grenze fiir die
jeweils auf die FlieBspannung normierte Belastung aufgetragen. Die unterschiedlichen Ideali-
sierungen unterscheiden sich kaum. Unter reiner Zugbelastung resultiert aus dem Umfangsrif3
eine ca. 12 %-ige Verringerung der Traglast gegeniiber dem ungerissenen Rohr.
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Bild 8.22: Traglastdiagramm des Rohres mit Innenrif

8.9 Probabilistische Analyse einer Lochscheibe

Die Zuverlassigkeit fiir plastisches Strukturverhalten kann analytisch berechnet werden, wenn
die Traglast bekannt ist und die Basisvariablen normalverteilt sind (sieche Abschnitt 7). Die
Traglast Py;,,;; der Lochscheibe mit D/L = 0.2 (siehe Bild 8.1(a)) unter einachsiger Belastung
ist bekannt und es gilt Py = (1 — D/L)oo = 0.800. Bei den Testrechnungen zum in Ab-
schnitt 7 (siehe auch [HS98]) vorgesteliten Algorithmus zur Berechnung der Zuverlédssigkeit
mittels der in PERMAS implementierten Traglastanalyse wurde davon ausgegangen, daf die
FlieBspannung durch die Basisvariable X abgebildet werden kann. Daraus folgt, dal die Trag-
last Py;,,;: der Lochscheibe linear von der Realisation oo der FlieBspannung abhéngig ist. Die
FlieBspannung sei normalverteilt mit dem Mittelwert y, und der Varianz o,

Die zweite Basisvariable Y ist die GroBe der einachsig aufgebrachten Linienlast P. Dabei wird
davon ausgegangen, daB die Richtung der Belastung konstant bleibt, so da die Belastung durch
eine eindimensionale Basisvariable abgebildet wird. Diese sei ebenfalls normalverteilt mit dem

Mittelwert y, und der Varianz o.

Die analytische Zuverlassigkeit berechnet sich nach Gleichung (7.29) durch ®(—/4) mit

(L=D/L)uy — s _ OBy — fhe = (fiir das Beispiel D/L=02). (822)
\Jot+ (1= DLy} \/0z +0.640,

In PERMAS wurde‘die in Abschnitt 7.7 vorgestellte spezielle Traglastanalyse implementiert.
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Die Implementation nutzt die analytische Berechnung der Sensitivitdten tliber die LAGRAN-
Gemultiplikatoren der deterministischen Traglastanalyse. Dadurch kann mittels FORM der De-
signpunkt und damit die Zuverléssigkeit der Lochscheibe gegeniiber Kollaps berechnet werden.
Zur Berechnung mit Hilfe von FORM wurden Teile des FORM-—Codes aus [Sta95] bzw. [Sta94]
benutzt.

In Bild 8.23 und Tabelle 8.2 sind die Ergebnisse der implementierten Zuverléssigkeitsanalyse
verglichen mit der analytischen Losung nach Gleichung (7.29) aufgetragen. Die Ergebnisse in
Bild 8.23 sind normiert auf den Mittelwerte .. Es ist jeweils eine 10%—prozentige Standard-
abweichung gewshlt, dh. o, = 0.1y, und o, = 0.1p,. Die Ergebnisse fiir weitere Werte der
Streuung sind in Anhang A.14 dargestellt.

Die numerischen Ergebnisse korrespondieren sehr gut mit den analytischen Ergebnissen. Die
groBten Abweichungen von den exakten Werten liegen im Bereich groBer Versagenswahr-
scheinlichkeiten. Fiir 1, = 0.8y, liegen die numerisch berechnet Versagenswahrscheinlichkeit
10 % iiber der analytischen. Die entspricht jedoch dem Fall, in dem der Mittelwert der Bela-
stung genau der deterministischen Traglast entspricht, so dal Py = 0.5 gilt. Fiir die Auslegung
sind wesentlich geringere Versagenswahrscheinlichkeiten interessant. So entnimmt man Tabel-
le 8.2, daB die Abweichung fiir Versagenswahrscheinlichkeiten P; < 10~ geringer als eine

GroBenordnung ist. Eine groBere Genauigkeit kann nach [Sta94] aus verschiedenen Griinden
nicht erwartet werden.

Bei der Einspielanalyse wird folgender Lastbereich untersucht [HS99]:
0< p< adpo, 0<AL L. (8.23)

Der maximale Wert po ist die Zufallsvariable. Die Ergebnisse der FORM-Analyse werden mit
den analytischen Abschitzungen fiir die elastischen Spannungen in Tabelle 8.2 verglichen.

Aufgrund des lokalen Versagens der Scheibe, ist der Einspielfaktor gleich 2. Deshalb 1Bt sich
die Einspiellast aus der FlieBlast p; = 0.2949c, berechen zu 0.5897¢,. Die implementierte

probabilistische Einspielanalyse liefert sehr gute Ergebnisse, da der Einspielfaktor in 3 bis 5
Schritten exakt erreicht wird.

Es ist zu beachteten, daB die mittels der in PERMAS implementierten Traglastanalyse berech-
nete Traglast ca. 1 bis 2 % unterhalb der analytischen Traglast liegt, so daB in den Vergleichen
in Bild 8.23 und Tabelle 8.2 die Abweichungen aus der numerischen Traglastanalyse und der
FORM-Rechnung beinhaltet sind. In Tabelle 8.2 sind die numerisch und analytisch berechneten
Versagenswahrscheinlichkeiten aufgetragen. Zusitzlich wurde nach Formel (7.29) analytisch
der 3-Wert berechnet, mit einer um 2 % abgeminderten Traglast. Die daraus analytisch berech-
neten Werte Py (analytisch-2%) liegen sehr nahe an den numerisch berechneten Werten (siehe
Tabelle 8.2). Daraus ersicht man, daB der groBte Anteil des numerischen Fehlers gegeniiber
der analytischen Losung in der deterministischen Traglastberechnung gemacht wird. Der aus
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Bild 8.23: Graphische Darstellung der Ergebnisse fiir 0, = 0.1, 0 = 0.1,

Traglast Einspiel-Analyse
pr/ps  Pp(oum.) Py (anal) Py (anal-2%) u./ps Py (num.) P (anal.)
02 2643E-13 1.718E-13  2.640E-13 0.2 1.943E-10 1.943E-10
0.3  3.843E-09 2.426E-09  4.063E-09 0.3 5964E-06 5.963E-06
04  6.112E-06 3.872E-06  6.416E-06 0.4 3.877E-03 3.877E-03
0.5 1.093E-03 7.364E-04 1.128E-03 0.5 1227E-01 1.229E-01
0.6 3.049E-02 2.275E-02  3.118E-02 0.55 3.108E-01 3.111E-01
0.7 2.067E-01 1.734E-01  2.112E-01 0.59 5.000E-01 5.000E-01
0.8 5.550E-01 5.000E-01  5.567E-01 0.6 5485E-01 5485E-01
0.9 8.305E-01 7.969E-01  8.344E-01 0.65 7.538E-01 7.538E-01
1.0  9.544E-01 9.408E-01  9.554E-01 0.7 8.858E-01 8.858E-01
1.1  9.900E-01 9.863E-01  9.903E-01 0.8 9.828E-01 9.828E-01
1.2 9.981E-01 9.972E-01  9.981E-01 0.9 9.980E-01 9.980E-01
1.3 9.996E-01 9.995E-01  9.996E-01 1.0  9.997E-01 9.997E-01
14  9.999E-01 9.999E-01  9.999E-01 1.1 9.999E-01 9.999E-01

Tabelle 8.2: Tabellarische Darstellung der Exgebnisse fiir o = 0.1pig, 0y = 0.141y
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der FORM-Rechnung gegeniiber der analytischen Rechnung resultierende Fehler ist dagegen
vernachléssigbar.

Bei den Berechnungen wurde der Startwert der FORM—-Rechnung jeweils 10 % unter den Mit-
telwerten gewihlt, eine Strategie die nicht fiir alle Werte o5, i1 und o, optimal ist. Trotzdem
wurde diese einfache Strategie der Startwertwahl beibehalten, um ein allgemeines Verfahren zu
erhalten.

Vergleiche des implementierten Verfahrens mit der in PERMAS-RA implementierten Zuverlis-
sigkeitsanalyse wurden nicht durchgefiihrt. In PERMAS-RA ist eine Zuverlidssigkeitsanalyse
der plastischen Struktursicherheit nur mit Hilfe einer Monte—Carlo—Simulation mit eventuellem
Importance Sampling moglich. Jedoch ist es nicht moglich, eine vergleichbare Grenzzustands-
funktion mit Hilfe der indirekten Einspielanalyse aufzustellen, da mit PERMAS nur festgestellt
werden kann, ob die Struktur unter einer vorgegeben Lastgeschichte einspielt oder nicht. Wei-
ter ist keine direkte Traglastdefinition vorhanden. Auch bei einer vorgegebenen Lastgeschichte
muf} nach endlich vielen Lastzyklen abgebrochen werden. Fiir den Abbruch sind jedoch nur
heuristische Kriterien (z.B. Abbruch nach 10 — 100 Zyklen) moglich. Diese Verfahren entspre-

chen jedoch nicht der direkten Berechnung der Einspielgrenze mit der Einspielanalyse, so daf
keine sinnvolle Vergleichsrechnung méglich scheint.

8.10 Zusammenfassende Bewertung der Beispielrechnungen

Anhand der durchgefiihrten Rechnungen zeigt sich, daB die in PERMAS IV implementierte

Traglast— und Einspielanalyse in der Lage ist, fiir zwei— und dreidimensionale Strukturen die
Trag— und Einspiellasten zu berechnen.

Fiir alle Beispiele betrigt der Rechenzeitaufwand fiir die Erzeugung der Basisvektoren und
damit der Eigenspannungsunterrdume ca. 90% der gesamten Rechenzeit. Nur 10 % der Re-
chenzeit wird wihrend der Optimierung in den Unterriumen verbraucht. Fiir die Verkiirzung
der Rechenzeit der Optimierung wurde deshalb nur geringer Aufwand betrieben. Verschiede-
ne Aufdatierungsverfahren des SQP-Algorithmus’ wurden untersucht, es konnten jedoch nur

geringe Unterschiede im Konvergenzverhalten festgestellt werden, so daB ein iiblicher BFGS—
Update benutzt wird (siehe Bild A.3).

Der implementierte SQP—Algorithmus konvergiert stabil gegen das Optimum. Die Konvergenz
des SQP-Algorithmus konnte durch eine Skalierung der Eigenspannungsbasen verbessert wer-
den (siche Bemerkung in Abschnitt 5). Durch die Skalierung kann erreicht werden, daB die im

SQP-Algorithmus auftretenden Matrizen besser konditioniert sind und damit die Losung der
Gleichungssysteme schneller und stabiler wird.

Ein weiterer Vorteil der Skalierung ist, da dadurch die constraint qualifications im Rahmen
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der Rechengenauigkeit besser erfiillt sind. Andernfalls ist in einzelnen Beispielen das Optimie-
rungsverfahren abgebrochen, da singulire Matrizen resultierend aus linear abhéngigen Neben-

bedingungen aufgetreten sind. Diese linear abhéingigen Nebenbedingungen kénnen aus unter-
schiedlichen Griinden auftreten.

Eine Méglichkeit ist, daB linear abhiingige Basisvektoren wihrend der Gleichgewichtsiteration
erzeugt wurden. Dies ist meist durch eine verinderte Wahl der Lastinkremente zu vermeiden.
Speziell bei zu grofen Lastinkrementen kann dieses Verhalten vereinzelt auftreten, da eventuell
die Trag— bzw. Einspiellast tiberschritten wird. ‘

Weiter kann die Verletzung der constraint qualifications aus linear abhéingigen Spannungen in
den GAUSSpunkten resultieren. Dieser Fall ist nur bei rotationssymmetrischen Elementen auf-
getreten, da dort, z.B. beim Modell des unendlichen Rohres, in den GAUSSpunkten mit der
gleichen Radialkomponente identische Spannungen vorliegen. Da diese Punkte im Sinne der
Optimierungstheorie identisch sind, kann dieses Verhalten durch die Wahl eines représentati-
ven Punktes und dessen Spannungen behoben werden. Ansonsten sind in den Beispielen die

constraint qualifications erfiillt.

Aufgrund des hohen Anteils der Basiserzeugung bei der Rechenzeit wurden Studien iiber den
EinfluB der wichtigsten Parameter der Basiserzeugung durchgefiihrt. Dies sind die Dimensi-
on des Unterraums und die Gré8e des Lastinkrements. Am Beispiel der Lochscheibe wur-
de eine einfache Strategie entwickelt, welche die Dimension der Eigenspannungsunterrdume
erhoht, wihrend die GroBe des Lastinkrements verringert wird. Bei der iterativen Bestimmung
der Eigenspannungsunterriume wurde bei 3 Basisvektoren begonnen und dann die Anzahl der
Basisvektoren in weiteren Schritten auf bis zu 6 erhoht. Die Wahl einer hoheren Anzahl von
Basisvektoren zu Beginn hat sich nicht als giinstig erwiesen. Dadurch konnte im Beispiel der
Lochscheibe ein dafiir optimales Verfahren gewihlt werden, welches nach drei Schritten <.ier
Basisreduktion die Traglast auf 5 % genau bestimmt hat. Nach 10 Schritten liegt der relative

Fehler unterhalb 2%.

Diese Strategie wurde fiir alle Beispiel gewihlt, um eine einheitliche Verfeinerur?gsstratcigie' Zu
verfolgen, statt fiir jedes Beispiel eine spezielle Strategie zu entwickeln. DadPrch ist e.s moglich,
daB fiir einzelne Beispiele die Rechenzeiten ungiinstiger ausfallen, als bei emer.spezwll an das
Beispiel angepaBten Strategie. Trotzdem betragt die Rechenzeit der impleme.:ntlerten Traglastj
analyse in allen Fillen im Vergleich ca. 10 bis 20% der inkrementellen Vefrglelchs.rechnfmg. Bei
allen Beispielen konnte die Traglast in héchstens 10 Schritten der Basisreduktion mit einem

relativen Fehler von unter 5 % erreicht werden.

g mittels der implementierten Einspielanaly-

Die Einspi iir ei etrische Belastun '
‘¢ Einspicllast fir cinperam de Traglast berechnet werden. Ein

. - ie entsprechen
se konnte in allen Beispiele schneller als die en .- o
. ch,

Rechenzeit— bzw. Genauigkeitsvergleich mit inkrementellen Berechnungen ist nicht mogli

) . i oglich,
da die Grenzlast mit der indirekten Methode nicht bestimmt werden kann. Es ist nur mog
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fiir eine bestimmte Lastgeschichte zu entscheiden, ob die Struktur einspielt oder nicht.

Bei der direkten Traglast— sowie bei der Einspielanalyse erhélt man nur geringe Informationen
iiber den genauen Kollapsmechanismus. Wihrend der Optimierung ist es moglich, die aktiven
Restriktionen (diese entsprechen den flieBenden GAUSSpunkten) zu verfolgen, um damit Infor-
mation iiber die plastischen Zonen zu erhalten. Das sich einstellende Eigenspannungsfeld ist
jedoch aufgrund des Verfahrens nicht bestimmbar.

Um Spannungsverteilungen zu erhalten, und um die Ergebnisse der Traglastanalyse zu iiber-
priifen, wurden inkrementelle Vergleichsrechnungen mittels der plastischen Version von PER-
MAS durchgefiihrt. In allen Beispielen konnte eine gute Ubereinstimmung zwischen den Ergeb-
nissen der Traglastanalyse und denen des inkrementellen Verfahrens erzielt werden. Der mittels
der inkrementellen Berechnung erhaltene Versagensmechanismus stimmte in allen Beispielen
mit den Ergebnissen der Traglastanalyse iiberein. Die Rechenzeiten der direkten Traglastanaly-
se lagen jedoch um den Faktor 5-10 unter denen der inkrementellen Analyse. Der Rechenzeit-
gewinn ist bei der Einspielanalyse noch deutlich hoher, da bei einer inkrementellen Berechnung
jede Lastgeschichte untersucht werden muf. Bei ein—parametrischer Belastung liegt die Re-
chenzeit einer direkten Einspielanalyse in der Grofenordnung einer elastischen Berechnung.

Durch die, gegeniiber der inkrementellen Berechnung, stark verkiirzte Rechenzeit ist es moglich
die direkte Grenzlastanalyse als eigenstindiges Berechnungspaket zu nutzen. Dadurch konnte
die Zuverldssigkeitsanalyse auf plastisches Strukturverhalten erweitert und implementiert wer-
den. Erst mit diesem Verfahren ist es moglich die so erweiterte Zuverlissigkeitsanalyse mit
vertretbarem Aufwand durchzufiihren. Vergleichsrechnungen des direkten Verfahrens mit indi-
rekten Verfahren mittels Monte—Carlo-Simulation wurden nicht durchgefiihrt, da aus den in Ab-
schnitt 3 dargelegten Griinden keine vergleichbare Grenzzustandsfunktion fiir die inkrementelle
Einspielanalyse definierbar ist. Eine weitere Moglichkeit zur Nutzung der rechenzeitgiinstigen
direkten Grenzlastanalyse liegt in der Strukturoptimierung unter Einbeziehung des plastischen

Strukturverhaltens. Auch diese Erweiterung ist nur mit direkten Verfahren mit vertretbarem
Aufwand moglich.

Zusitzlich wurden fiir die ebenen und rotationssymmetrischen Beispiele unterschiedliche FE—
Netze untersucht. Bei der Einspielanalyse von lokal versagenden Strukturen (z.B. Lochscheibe)
konnte festgestellt werden, daB der Einspielfaktor bei allen FE-Netzen exakt berechnet wer-
den konnte. Die Berechnung der elastischen Spannungen zu Fliefbeginn, hingt jedoch stark
von der Verfeinerung ab, so daf es sich als giinstig erwies, das Netz an Punkten mit Span-
nungiiberhhungen lokal zu verfeinern. Fiir die Beispiele mit Defekten (z.B. Scheibe mit RiB)
kann die Traglast auch mit groben Netzen genau berechnet werden, da hier die Struktur nicht
lokal sondern im gesamten Ligament versagt. Aus diesen Beobachtungen schliet man, daf ei-

ne FE—Verfeinerung nur dann die Genauigkeit der Einspielanalyse deutlich erhoht, wenn mit
lokalem Versagen gerechnet werden mus.



9 Zusammenfassung und Ausblick

Die theoretische und numerische Untersuchung der Sicherheit und Zuverlassigkeit allgemeiner
Strukturen mit Hilfe der Traglast— und Einpielanalyse bildet den Schwerpunkt dieser Arbeit.
Bei der allgemein iiblichen Auslegung einer Komponente nach Regelwerk (z.B. ASME, KTA)
ist es moglich, daB die Auslegung zu konservativ ist. Da komplexe Komponenten in der Regel
mit Hilfe vereinfachter Niherungen beurteilt werden, ist der Rechenaufwand zur Sicherheits-
bestimmung gering. Um eine moglicherweise héhere Nennbelastung zu erreichen, muB eine
genauere Festigkeitsuntersuchung durchgefiihrt werden.

Die inkrementelle Berechung ist ein verfeinertes Verfahren der Festigkeitsbestimmunyg fiir all-
gemeine Strukturen. Sie bedeutet aber gegeniiber der Auslegung nach Regelwerk eine erhebli-
che Steigerung des Aufwands. Trotzdem kann die Sicherheit gegen zyklisches Versagen nicht
direkt bestimmt werden. Die bisher hohen Rechenzeiten der inkrementellen Festigkeitsrech-
nungen werden durch die Berechnung der Festigkeit nach den Konzepten der Traglast— und
Einspielanalyse erheblich reduziert.

Die direkte Traglast— und Einspielanalyse ist eine anerkannte Methode, die Sicherheit einer
Struktur zu bewerten. Bisher konnten nur vereinfachte Strukturen mit Hilfe der direkten Grenz-
lastanalyse und der FEM untersucht werden. Deshalb wurde in dieser Arbeit die Entwicklung
und erstmals eine Implementation der nichtlinearen Traglast— und Einspielanalyse in ein all-
gemeines FEM-Programm (PERMAS) fiir drei-dimensionale Strukturen durchgefiihrt. Damit
kann eine genauere Festigkeitsberechnung gegeniiber der Auslegung nach Regelwerk erfolgen.
Ferner ist die neu implementierte Traglastanalyse um den Faktor 5~ 10 und die Einspielanalyse
um mehrere GroBenordnungen schneller als die bisher verwendet inkrementelle Berechnung

der Sicherheit.

Da fiir Strukturen unter zyklischer Belastung nur vereinzelt analytische und exper.imentelle
Losungen bekannt sind, wurden analytische Losungen fiir spezielle Problen.ne aus 1d§al pla-
stischem und verfestigendem Material neu hergeleitet. Diese analytischen Lbs.ungen sind vo.n
Nutzen bei der Beurteilung der Sicherheit spezieller Komponenten unter zyklischer mechani-
scher und thermischer Belastung. Beispielsweise ist die Einspiellast einer lo¥<al versagenden
Komponente unter einparametrischer Belastung (z.B. Rohrabzweifg upter zyklierendem Ir:;,eﬁi
druck) doppelt so grof wie die Belastung zu FlieBbeginn, unabhingig von der genauen Wa

des Stoffgesetzes.

Die neue Implementation der allgemeinen Traglast— und Einspielanalyse in PERE\/IAS wurde
mit Hilfe neu entwickelter, aus dem Regelwerk und aus der Literatur l')ekannter Losungen ver-
glichen. Dazu wurden zahlreiche FEM-Modelle erstellt. Die mit der direkten (?renzlasi:nalyse
berechneten Ergebnisse stimmen gut bis sehr gut (relativer Fehler unter 1%) mit den bekannten

Losungen iiberein. |
mentellen Festigkeitsanalyse und der Festigkeits-

. : : inkre .
Der Rechenzeitvergleich zwischen der in duziorung um bis zu 90 %, so daf dic

analyse mittels Traglastanalyse ergab eine Rechenzeitre
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plastische Analyse nur um den Faktor 5 bis 10 hoher liegt als die elastische Berechnung. Ein
Rechenzeitvergleich zwischen einer inkrementellen zyklischen Festigkeitsrechnung und einer
Festigkeitsrechnung mittels der implementierten Einspielanalyse ist nicht moglich, da eine in-
krementelle Berechnung nicht in der Lage ist, die Einspielgrenze zu bestimmen. Es kann bei
dem inkrementellen Verfahren nur entschieden werden, ob eine Lastgeschichte zum Einspielen
der Struktur fiihrt oder nicht. Das Beispiel eines Rohrabzweigs zeigt, da die Rechenzeit zur
Bestimmung der Einspielgrenze geringer sein kann, als bei der Bestimmung der Traglastgrenze.

Der neu implementierte Algorithmus zur Berechnung der Zuverléssigkeit einer Komponen-
te nutzt die rechenzeitgiinstigen Ansitze der Grenzlastanalyse und der First Order Reliabili-
ty Method (FORM). Zur Entwicklung des Algorithmus’ konnten neue Konzepte zur Integrie-
rung der Grenzlastanalyse in FORM hergeleitet werden. Insbesondere wurde die Liicke in der
Berechnung der fiir FORM notwendigen Sensitivitdten geschlossen. Die Beurteilung der Zu-
verlédssigkeit einer Lochscheibe mit probabilistischen Werkstoffwerten und Belastungen zeigte
gute Ubereinstimmung mit der analytisch hergeleiteten Versagenswahrscheinlichkeit.

Teile dieser Arbeit sind in das von der Europ4ischen Kommission geférderte Brite—EuRam Pro-
jekt BE97-4547 ,LISA— FEM based Limit and Shakedown Analysis for Design and Integrity
Assessment in European Industry “ eingebunden. Ziel dieses Projekts ist die Entwickiung, Er-
probung und Anwendung von FEM basierten Verfahren zur Berechnung unterer und oberer
Schranken fiir sichere Belastungen und deren Zuverlissigkeit komplexer Strukturen.

Ausgehend von den Erfahrungen, die in dieser Arbeit beziiglich der genaueren und schnelleren
Festigkeitsberechnung mittels Traglast— und Einspielanalysen erarbeitet wurden, ist der Finsatz
der allgemeine Grenzlastanalyse mit Hilfe von PERMAS positiv zu bewerten.

Die in dieser Arbeit entwickelten Konzepte der Zuverlissigkeitsanalyse unter Beriicksichtigung
des plastischen Strukturverhaltens sind eine vielversprechende Weiterentwicklung der bisheri-
gen elastischen Konzepte der Zuverléssigkeitsanalyse.

Zunichst sollten folgende Erweiterungen der Arbeit durchgefiihrt werden:

— Erweiterung auf korrelierte und stochastisch abhiingige Basisvariablen

— Durchfiihrung einer Monte Carlo Simulation mit Importance Sampling zur Validierung der
Versagenswahrscheinlichkeiten

— Weitere Parameterstudien beim Basisreduktionsverfahren
Allgemein empfehlen sich folgende Erweiterungen

~ Durchfithrung geeigneter Experimente zur Bestimmung der Einspielgrenze

~ Weiterentwicklung der Grenzlastanalyse fiir komplexe Stoffgesetze

— Einbeziehung komplexer Belastungen, z.B. dynamische (z.B. Temperaturfront), kurzeitige
(z.B. St6Be), pl6tzliche (z.B. Thermoschocks) Belastungen

~ Untersuchung fiir geometrisch nichtlineare Verformungen

~ Weiterentwicklung der Grenzlastanalyse fiir Material mit Schidigung
— Einbeziehung bruchmechanischer Konzepte
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A Anhang

A.1 Herleitung des Arbeitsprinzip

[oican - [oumsan= [ ol (2,25) 4o
a 2 Ba:j 6.’121'
Q
= —_ a .. a 1 002-' aa'i‘
k)
= [ o a0 [ugan
Q Q

Gauss
= /aijuinjds—/udiva'dﬂ

—= 0

5a 2
GG & Rand /puds+/qu das. (A.1)
80 b

A.2 PERMAS-Notation

Symbol Bezeichnung PERMAS-Buch
a Dehnungsverschiebungsmatrix ELDA
a Elementinzidenzmatrix SA
{ elastische Materialsteifigkeitsmatrix ELDA
K Struktursteifigkeitsmatrix BKTR

Mpa plastisches Dehnungsinkrement ETPD
Joa Elementanfangslastinkrement BJD
Ra: Anfangslastinkrement BRLD
R:ia Gesamtlastinkrement BLTD
ra Verschiebungsinkrement SRLD
Pa Elementverschiebungsinkrement SRHO
oA fiktives Spannungsinkrement SGTD
oA aktuelles Spannungsinkrement SGTD
o tatsdchliche Spannung SG
oo Anfangsspannung SIG

Tabelle A.1: PERMAS—Notation und Buch~Verzeichnis (entwickelt aus [PER88])

Al
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A.3 Beweis des Lemmas iiber den Lastanstieg

Zum Beweis sei das zu beweisende Lemma nochmals notiert (siche Abschnitt 4.3):

Lemma 1.1

Das Problem 4.18 besitzt genau dann eine Losung (Anf, u*) mit An* > 0, wenn entwe-

der
0d® .
— biF <0 Vie A
60’ o.i;—l
oder
o® y ~
— b >0 Vie A erfiillt dst,
00' 0-5:—1
Beweis:

Es wird eine Funktion ¥, definiert durch

Ui(An,u) = ®(Ano? + oF ' + ubj*) — o2
= (Anof +or 1 4 ubg’k)Q(AmTf +oFt 4 ub%’k) — o2 (A2)

Die Fliebedingung im i—ten GAUSSpunkt ist dann ¥;(An,u) < 0, wobei ® die V. MISES
FlieBfunktion ist. Die Matrix Q ist fiir dreidimensionale Probleme positiv semidefinit (sie-
he Abschnitt 2.3), so daB die Menge G; = {(An, u)|¥;(An,u) < 0} in der An—u—Ebene

konvex ist. Untersucht man die Menge B}, der Spannungen ungleich des hydrostatischen
Drucks mit

Bh=3d\{0’63d|0w=0y=0'z und 04y = 04, = 0y = 0},

so ist die quadratische Form ® auf B;, positiv definit.

Zielist es, die Menge Z; = G,N{(An,u)|An > 0} zu untersuchen, da ein Punkt (An,u) €
Z; ein zuldssiger Punkt des Problems (4.18) ist. In denjenigen Randpunkten von G;, in

denen das Material fliefit, gilt mit der Definition ®(oy, ;) = o7 Qo (siehe [Zha91])
die Gleichung

U,(An,u) = (Ancrz-E + O'i-“‘l + ubi’k)Q(AnaZE + af"l + ub;’k) — ag
= An’®(o7) + u*®(b}*) + 2A78(aF, k1) +
+2uln®(o 7, b;*) + 2ud (a1, biH)

= aAn® +bu’ + 2culAn + dAn + eu = 0, (A.3)
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mit den Vereinfachungen und Gleichung (2.18)

a=9(o7) b= B(blF)
_ 1 0%
c=®(af,bj*) =2 =| .pt = 23(oF, gh-1y = 02 B
(07, bi%) = 5 >— o d=28(cF,0) = o= e
= it im0
=28(of 1 bMF) = = . pLk
e=28ol b = 50 bt (A4)

Da Q positiv semidefinit ist, folgt a > 0 und b 2 0. Es werden nur GAUSSpunkte betrach-
tet, die bei einer weiteren Belastung weiterflieBen, so daB aus der Konsistenzbedingung
aus Abschnitt 3 d > 0 folgt. Die FlieBbedingung ist eine Gleichung zweiten Grades, so
daf aus der Theorie der Kegelschnitte (siche [BK81]) die Charakterisierung fiir die Kurve
W;(An,u) = 0 folgt:

<0 : Ellipse
®~ab { =0 : Parabel
>0 : Hyperbel

Es ist zu beachten, daB fiir v = 0 bzw. b}"‘ = 0 immer An = 0 gilt, da dann das Maximum
des vorherigen Schritts erreicht ist. Da nur Spannungsfelder ungleich dem hydrostatischen
Druck untersucht werden, kann mit den Normeigenschaften von 4 /®(o) und b}’k # 0
angenommen werden, daB «, b > 0 gilt (siehe Abschnitt 2.3).

Da Q symmetrisch ist, gilt Q = QT Q) (siche Abschnitt 2), so daB} gilt

(8(e1,02)) = (07Q02)* = (67Q7Qe)’ = ((Qw)"(Qe)?
< 11Qa1])7)1Qo:|? = (Qe1)T(Qo1)(Qe2) (o)
= 067Q%Q010TQQo; = 07Qo101Qa; = B(01)D(03)(A.5)

wobsei || - || die euklidische Norm ist und die SCHWARZsche Ungleichung eingesetzt ist.
Das Gleichheitszeichen tritt nur auf, falls Qor; und Qo linear abhiingig sind. Andernfalls
folgt mit oy = o und o3 = b}’k die Ungleichung ¢® — ab < 0 und die Randpunkte von
G; bilden nach der Charakterisierung in der An—u—Ebene eine Ellipse. Daraus folgt, daf3
die Randpunkte von G; immer entweder eine Parabel oder eine Ellipse bilden, so daf keine

Hyperbel auftreten kann.

Aus ¢ — ab < 0 schlieBt man, daB die Schnittpunkte der Ellipse (bzw. der Parabel) mit der
u—Achse dm;h die Losungen der Gleichung bu®+eu = 0 gegeben sind. l?ie Losungen von
An(aAn + d) = 0 sind die Schnittpunkte der Ellipse (bzw. Parabel) mit der A7—Achse.
Die Schnittpunkte der Kurve mit der u—~Achse fallen zusammen, falls ¢ = 0 gllt.'Da a
und d nichtnegativ sind, liegt die gesamte Ellipse (bzw. Parabel) im drftten und V1.erten
Quadranten, d. h. Z; = §. Gilt e # 0, d.h. es existieren genau zwei Schnittpunkte m-1t der
u—Achse, so gibt es immer Punkte u mit An > 0, d. h. Z; # (). Zusammenfassend gilt:

6750 = Zzyé@ bzw. —g—?ak_lb}v’”?g() = Z,'?éw (A.6)

13
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Mit der Annahme Z; # 0 und a,b > 0 konnen diejenigen u, fiir die ein Lastzuwachs
An > 0 moglich ist, folgendermaflen zusammengefafit werden:

e=0|e=0|e=0 e<0 e<0 e<0 e>0 e>0 e>0
c=0jec<0]|ec>0 c=0 c<0 c>0 c=0 c<0 c>0
0 0 0 | {u>0}{{u>0}|{u>0}|{u<0}|{u<0}|{u<0}

In jedem Punkt ; € A*! gelten diese Zusammenhénge zwischen dem erzeugten Basis-
vektor b%’k und Z;. Problem 4.18 hat genau dann einen zulédssigen Punkt (An, ) mit
An > 0, falls

() 2 # 0gilt.

iEAk_l

Fiir zwei nichtleere Mengen Z; und Z, muB gelten:

od : 0d
—_— bP* £ und 2= - Lk .
80’ 0-1;—1 1 # ut 80’ 0.21;-—1 2 7& 0 (A 7)
Gilt jetzt zum Beispiel
0P
3o -bi’k >0 und _82 : b;’k >0,
o o-llc-—l 80‘ 0.5—1

so haben Z; und Z, einen nichtleeren Schnitt. Analog verhilt es sich, falls beide Werte
negativ sind. Somit gilt die dreidimensionale Erweiterung des entsprechenden Lemmas
von ZHANG in [Zha91] fiir Spannungen ungleich des hydrostatischen Drucks. Falls gilt:

0%

7 “-b_}”“ < 0 VieA?
o’
oder
00 1,k S
9| . P > 0 Vie A efilltist, sofolgt () Zi#£0  (AS)
-

ieAk—1

und damit die Behauptung des Lemmas. U
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A5
A4 Positive Definitheit der Aufdatierungsmatrix
Der inverse BFGS—Update ist definiert durch (siche Abschnitt 5, Gleichung 5.22):
ApspstTA,  quof
A=A, — ko
b * sT Agsp qaf st
Nimmt man an, dafl A, positiv definit ist, so existiert A;%. Damit gilt
-1 -4 -4 AsistAr | a1
2 2 — 2 A 2
A" Ak Ay A (Al‘ sTArs  ofsp) "
_L _L _1 _1L
-1 AP (AgsestAL)AL? . A g AL’
sT Agsk qi Sk
587 61“ T
. (A9)
§Ts %8

1 R _1
mit § := Als;und q := A, *q;.

S 1
wl (A 7 A AZ)w

Der Wert 0 wird nur angenommen, fallsu = 0 und A = 0,d. h. Ak Ak+1Ak
auf D, = {w € IR",wTw = 1} und damit auch auf [R". Ist A, A A, ? positiv definit auf

Um die positive Definitheit von A1 zu zeigen, betrachtet
maneinw € IR* mitwlw = 1,w = A§ +u, A € IR und u’$§ = 0. Es gilt

IR™, so ist auch A4y positiv definit auf IR™.

(A.10)

ist positiv definit

o
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A.5 Verteilungen und deren Dichten

Normalverteilung

1 (g — u)2 /202
f(”’)=—27§56( ' [20"

E(X) = p, Var(X)= o>

Standardnormalverteilung (¢ = 1, x = 0)

Ae= A fir >0 ;
= - , tA > 0,
f(=) { 0 fir z<0 'O

E(X) = 1/X, Var(X)=1/)\?

fl@) = {Nz—'f’_ie‘(‘”/b)” fir o> 0

= ,mitb,p > 0,
0 fir <0
2 1
E(X) = bT (Bir—l> Var(X) = b [1“ (Ei—) _r? (P—“L—ﬂ

b P p

Lognormalverteilung
flz) = L ~llog(z/m)l*/20? smit g > 0,2 > 0.
2mzlo?

2 2
EX) = pu /2o , Var(X) = p® e? (ea2 -1)

Weiter werden einige Eigenschaften zusammengesetzter Zufallsvariablen angegeben.

1. Sind X und Y unabhéingige Zufallsvariablen mit den Dichten fi(z) und f,(y), so ist die
Dichte f3(z) der Zufallsvariablen Z = X + Y durch das Faltungsintegral gegeben:

f3(z) = /fl(z — u) fz(u) du. (All)

Sind X und Y unabhéngig und sind X und Y normalverteilt, d.h. kurz X ~ N(uy, 0?) und
Y ~ N(ps,03),80ist Z = X £ Y N(u,0?) verteilt mit u = p; + s und 02 = o2 + o2.
Daraus folgt E(Z) = p; & p2 und Var(Z) = o? + o2.
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2. Sind X und Y unabhéngige Zufallsvariablen mit Y > 0 und den Dichten f; (z) und fo(y),
so ist die Dichte f3(z) der Zufallsvariablen Z = X/Y gegeben durch:

fa(z) = / y f2(y) fi(yz) da. (A.12)

Der Erwartungswert E(Z) der Zufallsvarjablen Z ist fiir unabhéingige X und Y gegeben
durch (siehe dazu z.B. [Mor68)):

[o ol o]

EB(Z) = / g file) foly) dz dy. (A.13)

—00 =00
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A.6 Grenzlastanalyse fiir Strukturen mit Schadigung

Die Schidigung einer Struktur kann mit dem von LEMAITRE/CHABOCHE erweiterten Modell
nach KACHANOV [Kac71] durch einen skalaren Schadensfaktor D beschrieben werden'. LE-
MAITRE/CHABOCHE geben in [LC90] ein Schadensmodell an, in dem die Anderung des Scha-
dens proportional zur Anderung der plastischen Dehnungen & ist. FENG/YU erweitern diesen
Ansatz in [FY94], [FY95] zu der Form D = C : &P. Dabei ist C ein Tensor zweiter Stufe,
dessen Komponenten Materialkonstanten (oder Funktion von €P) sind. Hier wird die Schidi-
gung D durch D(t) = max (O fo T)dT — Do) definiert, wobei Dy eine Materialkonstante
ist (siche [FY94] und [FY95]). Dabei nlmmt man an, daf die Schadigung keinen Einflul auf den
Elastizititsmodul hat, und dafl das Material unbeschrénkt verfestigend ist. Spielt die Struktur
{) unter einem vorgegebenen Lastraum £ ein, so existiert nach dem Einspielsatz von MELAN
ein zeitunabhéingiges Eigenspannungsfeld p(x), ein zeitunabhéngiges Backstressfeld &(x) und
eine Konstante m, so daB ®[m(o?(x,t) + p(x) — &(x))] <02 VxeQ, Vt, VP e L gilt.
Um eine obere Grenze fiir den Schaden zu erhalten, betrachtet man zu einem Punkt x, € ) ein
Volumenelement 2o C ) mit Volumeninhalt ¥, und den dadurch definierten lokalen Schaden

= 1
D(xo,t) = 7 /D(x $)dQ, mit D, = -——//C eP(x, T)dQ dr, so daf
0

man durch Einsetzen D = max (0, D; — D) erhilt. Nun wihlt man ein vergleichendes fiktives
Spannungsfeld (siehe [FY95]) & mit

?

O
(x,0)={ icp *<€V
0, x €N\

ein zeitunabhéngiges Eigenspannungsfeld 7 (x) und ein zeitunabhéngiges Backstressfeld 7(x),
so daf die Uberlagerung mit & eine sicheren Zustand ergibt, d. h.

®(a(x,t) +7(x) —N(x)) <ol VxeO, Vt,VPeL.

Wendet man das DRUCKERsche Postulat auf den aktuellen Spannungszustand o (x, t) — (%, t)
an, so gilt

[o(x,1) — a(x,1) = m(0%(x, ) + p(x) — &(x))] : &(x,8) > 0
[o(x,t) — a(x,t) — (6(x,t) + 7(x) — 7H(x))] ePl(x,t) > 0 und
(07(x,8) + P, 1) = (x) — (3, 8) = ] ¥(08) > F,t): E(,0).  (AI4)

IFir die weitere Behandlung von Einspielsitzen fiir Material mit Schidigung sei auf die Arbeiten [Ju89],
[Lem92], [CL92], [HW92], [Sie93], [WB93], [BFPI6] und [PBF96] verwiesen.
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Bs ergib sich fiir die Schadigung Dy = LSU(W; + W, + W3) mit

W, = p(x,7) X)) : €P(x,7)dQ dr (A.15)
/[
W, = oP(x,7): éP(x,7)dQ dr (A.16)
/]
X :
Ws = —//(a(X,T) — (%)) : é°(x, 7)dQ dr. (A.17)

Bei der weiteren Berechnung von Wi, W, und W3 werden die Variablen x, ¢ bzw. T zur Abkiirz-
ung weggelassen. Es ist zu beachten, daB & und # zeitunabhingige GroBen sind und da E~!
ein positiv definiter Tensor ist, so daB ¢ : E™ : ¢b > 0 gilt, fiir alle Tensoren 1 zweiter Stufe
(insbesondere Spannungs— und Dehnungstensoren). Durch die Aufspaltung der Dehnungen &
in ein residuales und ein elastisches Dehnungsfeld entstehen kompatible Dehnungfelder, so dafl
die Arbeitsprinzipe [ p: (E™': p+eP)dd=0und [ p: (E™': p+ é7)dQ = 0 gelten.

Qo o

Diese Arbeitsprinzipe gelten fiir beliebige Eigenspannungsfelder (z. B. auch fiir p — ), so daf3
W1, W, und W5 entscheidend vereinfacht werden kénnen. Weiter kann O. B. d. A. angenommen

werden, daB p(x,0) = a(x,0) = 0 gilt. Daraus folgt

W, = // : €2 dr = — //p 7):E7': pdQdr

0 o 0 Qo
= 5/[(p 7):E1: (p—#)], ddr < %/ﬁ':E"I :®dQ. (A18)
Qo QO

Da m(oF + p — &) einen sicheren Zustand definiert, folgt aus dem DRUCKERschen Postulat

. 1 L
a'E:zl:”<———1 (p—mp): €’ — (a — max) : €7,
“—m-1 -1

Man erhélt fiir W,

¢
1
W, = //a'E:é”de'rSm_l

0

¢
//(p—mﬁ—-a-i-m&):é”dﬂch
0 o

Il

// ):E7: p+ (o —ma) : €PdS dr
0

________)/ (p—mp EL (p-—m/’))]?dﬂ (A.19)
-1
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3 _ _
+ Wm=T) / (o — m&) : (@ — m&)]° dQ
Qo
. 3m? /_ -
m/p E™ : pdQ) + —_—_4H’(m — 1)9 & adf). (A.20)

Dabei ist fiir & die von MELAN vorgeschlagene Verschiebungsregel

= %H’é”

eingesetzt worden. H' stellt den konstanten Verfestigungsmodul der eindimensionalen oo — e—
Kurve dar (siche [Mel38] und [Zha91]). Fiir W3 erhilt man

W = // ePdeT_-zﬂ,// : edQ dr
0

0 Qo

_ _42///%(a—ﬁ):(a—ﬁ)dﬂdr

0 Qo

3 3
= 1 / (x—7): (a— )] dQ < Vi /,‘7 : do). (A21)
Qo So

Insgesamt ergibt sich also folgende Abschitzung fiir den lokalen Schaden an der Stelle x,

C
Dy = Yl 1w, 1 ) < D*(a, 9, 7, By x0),
0‘0V
mit
oim = = = Cil |1 [ 3
D = ”— —_ . “1- - —_— =
(&, 9,7, p,m,Xo) Ve |:2/7T.E dQ+4H,/n.ndQ (A.22)
Qo QO
m? 3m?
+ —— [ p:El i pdO+——— [ &:a
2(m-1)/” p +4H/(m—1)/°"adﬂ]
Qo ‘QO

In dieser Abschitzung treten nur zeitunabhingige GroBen auf, so daf} der wahre Spannungsver-
lauf der Belastung nicht bestimmt werden mu8. Zur Uberpriifung ob eine Struktur sicher gegen
Schidigung ist, wird jetzt das folgende Optimierungsproblem gelost:

max &,ﬁilgm D*(a,n,®, p,m,x)
unter  ®[m(o? + p— &)] < o2
®(6+7—1) <l
m > 1.

(A.23)
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Dabei sind p, 7 und &, 7 zeitunabhingige Eigenspannungs— bzw. Backstressfelder, deren qua-
dratischen Integrale iiber Q endlich sind. Die Bedingung fiir Sicherheit der Struktur gegen
Schidigung beim Einspielen lautet nun

maxagr;i? D*(&,q,®, p,m,x) < D,.
Dabei ist D, der kritische Schadigungsfaktor. Unterhalb dieses Faktors verhilt sich das Material
unbeschrinkt verfestigend. Bei Erreichen von D, versagt die Struktur sofort (0.2 < D, < 0.8
fiir Metalle siehe [1.C90])).

Bemerkung

Bei der Abschitzung der dissipierten Arbeit im Einspielsatz fiir unbeschrinkt ver-
festigendes Material in [Zha91] kann analog eine Abschitzung mit nur zeitun-
abhingigen GroBen erzielt werden. Denn es gilt

W, = / a:édrdQ://O'E:édeQ—I—//p:édeQ
Q Q0 Q0

1
aE:édeQ+§-/[p:E'1:p]zodeQ
Q

Il
D
O ~——g O g 3

< of . édr dQ. (A.24)

D —

Mit der obigen Abschétzung fiir W, folgt

W, = //a’:édeQS//aE:édrdQ
Qo Q0
m?

3m? -
— | p:E: _dQ+————-——/&:adQ. (A.25)
= 2(m—1)/p P 4:]':1’"(m—1)Q
Q

Ahnliche Abschétzung lassen sich auch fiir das Overlaymodell herleiten. Die Eig.enscha.ﬁen
der Abschitzung iibertragen sich aus den Beweisen fiir das ideal plastische und kinematisch

verfestigende Material.

A.7 Das Overlaymodell in der Schadensmechanik

Zu Beginn seien die wichtigsten Eigenschaften der Mikroelemente (siehe [Zha91]) wiederhol.t.
Man geht davon aus, daB jeder Materialpunkt (Makroelement) aus elnefn SpekFrum 'von Mi-
kroelementen besteht, die mit Hilfe eines Parameters ¢ € [0, 1] eindeutig definiert sind. Den
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Spannungen o () in einem Punkt @ entsprechen die Mikrospannungen (e, ) im Mikroele-
ment. Die Dehnungen im Mikroelement zum Punkt « werden mit n(, ) bezeichnet. Es gelten
folgende Eigenschaften:

1. Alle Mikroelemente in einem Punkt haben die gleiche Kinematik, d. h.
e(x) =n(x, &) VE€o,1].

2. Die Makrospannungen o (2) in einem Punkt @ sind die Mittelwerte der zugehorigen Mi-

krospannungen, d. h. o'(2) = flzp(:c,f) dé.
0

3. Die Mikroelemente verhalten sich alle linear elastisch, ideal plastisch. Das Elastizit:its-
modul ist fiir alle Mikroelemente gleich.

Weiter gilt

n(x, &) = n"(x,€) +7°(x,§)

n"(z,£) = E™:e(a,f)

(@6 = Aw6)p

B((e,8) < F(e,0)

0 = A=, 9[0(%(z,£)) — k*(, £)]

(l;b(waé.) E: [s(w) - np(maé.)]

P(x,§) o () + p(x) + m(, )

w(x,§) = E:[ef(z) - nP(e,{)]
0 = /'n'(az,f) dt. (A.26)

Dabei ist p ein Eigenspannungsfeld fiir das Makroelement (auch als Makroeigenspannungsfeld
bezeichnet) und # ein Eigenspannungsfeld fiir das jeweilige Mikroelement (analog Mikroeigen-
spannungsfeld genannt). Wendet man das Arbeitsprinzip auf die Mikroelemente an, so gelten
die Beziehungen (siehe [SZK91], [SBZ+90], [SBH*93], [SZ92)):

/ [16(@) + 72,6 (87 < (@) + w(,8)) + (2, e 0 = 0 (A27)
2 0

/ [10(@) + 72,60 (87 : (@) + (2, €)) + i (2, )¢ a2
(93

(o]

0. (A.28)

Spielt die Struktur {2 unter einem vorgegebenen Lastraum £ ein, so existiert nach dem Einspiel-
satz fiir das Mikroelementmodell ([Zha91]) ein zeitunabhéngiges Makroeigenspannungsfeld
p*(x), ein zeitunabhingiges Mikroeigenspannungsfeld 7 (x, ¢ ) und eine Konstante m, so daB

B[m(a”(x,1) + p"(x) + 7 (x, )] < K (x,6) Vx €0, £ >0, £ € [0,1,PeL
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gilt. Nimmt man an, daf der Schaden eines Mikroelements durch einen skalaren Schadensfaktor
D(€) beschrieben werden kann. LEMAITRE/CHABOCHE geben in [LC90] ein Schadensmodell

an, in dem die Anderung des Schadens proportional zur Anderung der effektiven plastischen
Dehnungen ist, d.h.

Der Schaden im Mikroelement ist dann durch

D(t,£) = max <o, /0 t D(r,&)dr — Do) :

definiert, wobei Dy eine Materialkonstante ist.

Um eine obere Grenze fiir den Schaden zu erhalten, betrachtet man zu einem Punkt xo € 2 im
Mikroelement ein Volumenelement Qg C ) mit Volumeninhalt V4 und den dadurch definierten
lokalen Schaden

Man erhilt durch Einsetzen D = max(0, D; — Dy), mit

D, = % O/t S{ 0/1 C(¢) : qi(x, T, €)dé d dr.

Wihlt man ein vergleichendes fiktives Mikrospannungsfeld 7 mit

a0 C (&)
D ,6) =4 ICOI *© Yo
0, xe€Q\V

b

ein zeitunabhingiges Makroeigenspannungsfeld p(x) und ein zeitunabhingiges Mikroeigen-
spannungsfeld 7 (x, £), so daB die Uberlagerung mit & eine sicheren Zustand ergibt, d. h.

B(6(x, 1) + p(x) + 7(x,8)) < K(x,6) Vxet20, ¢ €[0,1], PeL.

Wendet man das DRUCKERsche Postulat auf das aktuelle Mikrospannungsfeld #(x, ¢, {) an, so
gilt

B, 4,€) ¢ [$(x,8,6) = m(aP(x,1) + p*(%) + 7" (%,€))]

'f]p(X, i 6) : [¢(X, i é.) - (&(Xat) + [_)(X) + 7_1'(X, 6))]

(AR

0. (A.29)

Daraus folgt die Abschétzung

&(x, 1) : 77(%, 8, €) < [W(x,1,€) — plx) — 7(x,6)] : 7°(%:2, €)-
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Es ergibt sich nach Einsetzen von 9 (=, t,£) = of(=,t) + p(e,t) + 7 (e, t,£) zu jeder Zeit ¢
fiir den lokalen Schaden D; = Ll—%l(Wl + W3) mit

W= - / / / (0(5,7) = B, 7) + (7(x.1,€) — (%, £))) : 57(x, 72 )dE dQ dr

0 Q O
1

W, = / / / of(x, 1) : P (x, 7, £)dE d dr. (A.30)

0 Q O

Wendet man das Arbeitsprinzip fiir 9°(x, 7,£) auf W, an, integriert nach der Zeit aus (zur
Verkiirzung ist nur noch die Abhéngigkeit von ¢ notiert), so folgt

t 1

Wi = [ [ [lo-p+m© - @) : B o+ (e))de a0 dr
0 Q9 O

5[ [io+m@0: B o+ (e an

= L/p E! de+// BT w(€)de dﬂ] (A.31)

Aus dem DRUCKERschen Postulat folgt fiir die fiktiven elastischen Spannungen

IA
I

1

o P < ——(p~mp” + 7 (E) — mw(¢)) :

und es folgt fiir W,

1
1
W < [ [ [1o=mo" +7(6) - m(6) s i de dr ar
0 Qo O

= 1 [ [ [1o=mor 7() - (e : B (5 4 et d i

0 O
m2 * * A o * *
< m—mi"ﬁ!![p +7O) B [ + () dr
= ‘ _1) L/p B *dQ-i—// B 7 (€)dé dQ]. (A.32)
Insgesamt gilt also:

el

Dy =
1 OV

(W +W2) < D*( 7p77"*a7—77m7x0)a
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mit

2

7€) : E71 ¢ w*(€)de dQ

m—1

D*(p*, p,™*, &, m,%Xo) = L//lﬁ-(g) -E1. 7€) +

E71:p *LETL: px ———” A.
+ /p p+ —3P prdQd T (A.33)
Qo

In dieser Abschétzung treten nur zeitunabhéngige GréBen auf, so daB der wahre Spannungsver-
lauf der Belastung nicht bestimmt werden muB. Zur Uberpriifung ob eine Struktur sicher gegen
Schédigung ist, muf} jetzt das folgende Optimierungsproblem geltst werden:

max min D*(p*, p,w*, &, m,X)

x PNt Em

unter  ®[m(c? + p* + w*(€))] < KX(¢)
®(6 +p + 7(£)) < EX(E)
m> 1. (A.34)

Dabei sind p*, p und #*, @ zeitunabhéingige Makro— bzw. Mikroeigenspannungsfelder, deren
quadratischen Integrale iiber £ endlich sind. Die Bedingung fiir Sicherheit der Struktur gegen

Schidigung beim Einspielen lautet nun

max min D*(p*,p, 7", & m,x) < D;.

x PNt am
Dabei ist D, der kritische Schidigungsfaktor. Unterhalb dieses Faktors verhilt sich das Material
nach dem Mikroelementmodell, bei Erreichen von D, versagt die Struktur sofort (0.2 < D, <
0.8 fiir Metalle siehe [LC90]).
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A.8 Eingabedatensatz der Einspielanalyse des diinnen Rohrs

TREE
NET 1 TYPE 150
END
TOPOLOGICAL DESCRIPTION
NET (1) (9) ( ROHR achsensymmetrisch)
QUAXYS (1) (1) (1) (2) (3) (4) (5)(6){7)(8)(9) *  Elementdefinition
SUPPRESS (2) (3) (1,1) * Lagerung
SUPPRESS (2) (3) (7,1)
END
END TOPOLOGICAL DESCRIPTION
SDATA
SNPCO C=2 * Koordinaten
1 10. 0. * (Radius, Dicke)
2 10.05 0.
3 10.1 0.
$EMOD C=2 S=1 G=A E=A *  E-Modul
1 2.1E+05 0.3 *  Querkontraktion
SCOTE C=1 G=A E=A *  Wiérmeiibergang
1 2.E-06
SFIN
$PLDA C=1 G=A E=A *  Flieflspannung
1 24,
SFIN
$BQIN C=2 L=1 G=1 8S=7 *  Innendruck
1 1. 1. * 1. Lastecke
SNPTP C=1 L=1 *  Temperatur
1 10.
4 10.
7 10.
SFIN
$BQIN C=2 L=1 G=1 8=7 *  Nullast Innendruck
1 0.001 0.001 * 2 Lastecke
SNPTP C=1 L=1 * Nullast Temperatur
1 0.001
4 0.001
7 0.001

SFIN
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A.9 Spannungsverteilungen des Abzweiges (Innendruck)

Ve g

B N

7 = P Py =2P

B USSR ey
orv RIS

#okmeta

PR I

R & F B ISR~y Juslick

ipss s EMon 3 Mg 1 Ny |

:’g [}t L
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[T S i G N RO .

P. =P Py

e

Bild A.1: Spannungsverteilung wihrend der inkrementellen Belastung
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A.10 Rechenzeitvergleich fiir den Rohrabzweig

Kollapsdruck

2.85

25

Einspieldruck

Lastfaktor

Auslegungsdruck

Traglastanalyse

——
1 1% elastischer Druck .
=~ Einspielanalyse
o

inkrementelle Berechnung

— clastische Berechnung

0.5

1 s 10 15 2 25 30 3 40 45 S0 55 60 65 10

auf elastische Rechnung normierte Zeit

Bild A.2: Rechenzeitvergleich fiir einen Rohrabzweig

A.11 Konvergenzvergleich der Optimierungstrategien
3.0

2.5

g
=
l

Armijo-Schrittweite, BFGS-Update
Armijo-Schrittweite, direkter Update
Armijo-Schrittweite, Einheits-Update
konstante Schrittweite, BFGS~Update

Lastfaktor
[
T

1.0 konstante Schrittweite, direkter Update
konstante Schrittweite, Einheits—-Update

0.5

0.0 | | T | | | ]

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Anzahl der Basisreduktionen

Bild A.3: Vergleich der Konvergenz verschiedener Optimierungstrategien der Traglastrechnung
fiir einen Rohrabzweig
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A.12 Vergleichsergebnisse des Japanischen Benchmark Pro-

blems
Program Elementtyp Anzahl | Anzahl Anzahl Kollapsdruck
Knoten | Elemente | Elemente/Dicke | (N/mm?)

MARC 8—knotig Quad. | 569 160 4 20.8
MARC 8—knotig Quad. | 725 210 5 21.0

ABAQUS 4-knotig Quad. | 628 405 5 214
FINAS 8—knotig Quad. | 579 156 3 21.0
FINAS 8—knotig Quad. | 579 156 3 22.0
ADINA 8—knotig Quad. | 1388 405 5 20.6
STAX 4-knotig Quad. | 343 288 6 21.9

PC-FEAP 4-knotig Quad. 315 248 4 21.0
MARC 8—knotig Quad. | 681 192 4 21.0

ABAQUS 8—knotig Quad. | 849 240 4 220

ABAQUS 4-knotig Quad. | 492 405 5 21.0
FINAS 8—knotig Quad. | 350 96 4 21.0

ABAQUS 8—knotig Quad. | 2435 744 8 21.5
ANSYS 4-knotig Quad. | 492 405 5 21.8
FINAS 4-knotig Quad. 310 244 4 . 229

[ PERMAS-LISA || 9-knotigQuad. | 832 | 208 | 4 | 230 |

Tabelle A.2: Liste der angewandten Programme, FE-Modelle und Traglastergebnisse
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A.13 Spannungsbilder zum Brite-EuRam Benchmark
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(a) Verlauf der FlieBgrenze fiir die normierte Last P = 1.23
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(b) Verlauf der FlieBgrenze fiir die normierte Last P = 1.27
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(c) Verlauf der Flie3grenze fiir die normierte Last P = 1.32
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(d) Verlauf der Fliegrenze fiir die normierte Last P = 1.36

Bild A.4: Isolinien fiir die Scheibe mit SchweiBnaht fiir o /o8 = 1.5
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(a) Verlauf der FlieBgrenze fiir die normierte Last P = .70
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(b) Verlauf der Fliegrenze fiir die normierte Last P = 0.73
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(c) Verlauf der Fliefgrenze fiir die normierte Last P = 0.75

||

(d) Verlauf der FlieBgrenze fiir die normierte Last P = 0.77

Bild A.5: Isolinien fiir die Scheibe mit SchweiBnaht fiir o}’ /o5 = 0.75
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A.14 Ergebnisse der Zuverlissigkeitsanalyse

P/oy | Ps (numerisch) | Py (analytisch) | abs. Fehler | rel. Fehler
0.1 6.455E-06 6.313E-06 1.867E-07 | 1.910E-07
0.2 1.085E-04 9.919E-05 9.299E-06 | 1.017E-05
0.3 1.205E-03 1.065E-03 1.403E-04 | 1.587E-04
0.4 8.763E-03 7.646E-03 1.117E-03 | 1.280E-03
0.5 4.163E-02 3.675E-02 4.873E-03 | 5.519E-03
0.6 1.361E-01 1.209E-01 1.519E-02 | 1.709E-02
0.7 3.103E-01 2.835E-01 2.683E-02 | 2.936E-02
0.8 5.319E-01 5.000E-01 3.189E-02 | 3.392E-02
0.9 7.397E-01 7.070E-01 3.271E-02 | 3.422E-02
1.0 8.765E-01 8.554E-01 2.105E-02 | 2.156E-02
1.1 9.499E-01 9.388E-01 1.105E-02 | 1.118E-02
1.2 9.821E-01 9.772E-01 4.873E-03 | 4.897E-03
1.3 9.943E-01 9.925E-01 1.961E-03 | 1.964E-03
1.4 9.983E-01 9.976E-01 6.443E-04 | 6.447E-04
1.5 9.995E-01 9.993E-01 2.090E-04 | 2.090E-04
1.6 9.999E-01 9.998E-01 6.920E-05 | 6.920E-05

Tabelle A.3: 0, = 0.1u,, 0y = 0.2,

P/oy | P; (numerisch) | Py (analytisch) | abs. Fehler | rel. Fehler
0.1 7.271E-06 7.085E-06 2.152E-07 | 2.208E-07
0.2 1.514E-04 1.374E-04 1.404E-05 | 1.547E-05
0.3 1.948E-03 1.717E-03 2311E-04 | 2.621E-04
0.4 1.437E-02 1.267E-02 1.698E-03 | 1.925E-03
0.5 6.271E-02 5.590E-02 6.788E-03 | 7.614E-03
0.6 1.742E-01 1.587E-01 1.557E-02 | 1.709E-02
0.7 3.427E-01 3.190E-01 2.366E-02 | 2.541E-02
0.8 5.256E-01 5.000E-01 2.558E-02 | 2.688E-02
0.9 6.843E-01 6.610E-01 2.332E-02 | 2.414E-02
1.0 8.021E-01 7.826E-01 1.957E-02 | 2.005E-02
1.1 8.775E-01 8.649E-01 1.254E-02 | 1.272E-02
1.2 9.258E-01 9.172E-01 8.537E-03 | 8.617E-03
1.3 9.550E-01 9.493E-01 5.700E-03 | 5.734E-03
14 9.729E-01 9.686E-01 4.259E-03 | 4.278E-03
1.5 9.823E-01 9.802E-01 2.079E-03 | 2.083E-03
1.6 9.882E-01 9.873E-01 8.666E-04 | 8.673E-04

Tabelle A4: 0, = 0.2u5, 0y = 0.24,
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