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Symmetrische WILF’'sche Quadraturformein
von

H. Engels‘und U. Eckhardt

* Institut fir Geometrie und Praktische Mathematik der RWTH Aachen



Zusammenfassung. Unter Verwendung einer neuen Charakterisierung WILFscher
Quadraturformeln von ENGELS gelang es, diese Formeln fiir das Intervall
[-1, 1] mit bis zu 32 Stiitzstellen zu berechnen mit 25 zuverlissigen
dezimalen Ziffern.

In der vorliegenden Arbeit wird dargestellt, wie diese Formeln berechnet
wurden. Weiterhin werden die berechneten Knoten und Gewichte sowie Programme
zur WILF-Quadratur angegeben.

Summary. Using a new characterization for WILF quadrature formulae given
by ENGELS, these formulae are computed for the interval [-1, 1]up to 32
nodes with 25 significant digits.

In this paper it is described how to perform the calculation of nodes and
weights of these formulae. In addition, nodes and weights as well as
FORTRAN-subroutines for WILF-quadrature are listed, wich can be implemented
immediately.

Wir danken Frau E. Scholler fiir die sorgfdltige Ausfiihrung der Reinschrift

dieser Arbeit.



1. EINLEITUNG UND UBERBLICK

In [6]leitete H. S. WILF ein Quadraturverfahren her aus der Forderung

Q :=

n

~18

1

f noo 12 :

[ g x¥dx - } Aixi] —> Min. (1.1)
i=1 :

v=0
Dabei sind x,, i = 1(1)n, die Stiitzstellen und A,, i = 1(1)n, die Gewich-
te einer Mittelwertformel der Gestalt
1

j f(x) dx = A, f(xi) + Enf . (1.2)

e~

i=1

4.S. WILF versuchte, das aus den notwendigen Minimumsbedingungen fir (1.1)
folgende nichtlineare Gleichungssystem

a0 =0, =1=0, i =1(1)n, n=1,2, ... (1.3)

zu 10sen. Dieses System ist aber numerisch derart schlecht konditioniert,
daB man nur fir kleine Werte von n zu halbwegs zuverlassigen Losungen
kommen kann. '

Der wesentliche Wert der von H.S.WILF vorgeschlagenen Quadraturmethode liegt
in der Existenz von einfachen optimalen ableitungsfreien Fehlerschranken
fir Integranden f(z), die im Inneren des Einheitskreises |z| < 1 analytisch
und auf dem Rande [z| = 1 quadratisch integrierbar sind. H. S. WILF gab mit
Majorisierungsiiberlegungen einen ersten Beweis fiir die Konvergenz

n]lmw Q, =0 (1.4)
des Quadraturverfahrens.

N. RICHTER zeigte in [4] und [5], daB die Stiitzstellen der WILF-Quadratur
stets reell, paarweise verschieden und in (0,1) gelegen sind (der in [1]

angegebene Beweis enthdlt einen Fehler). Weiterhin zeigte U. ECKHARDT in

[1], daB die Gewichte A; fur i = 1(1)n, n = 1,2, ... stets positiv sind

und daB Qn mit n monoton gegen Null strebt.

Interessant ist, daB bei einer WILFSchen Quadraturformel i.a.
n
1
i=1
911t (vgl. [1]), d.h. daB die Funktion f(x) = 1 nicht exakt integriert

A; < 1 (1.5)



wird im Gegensatz zu den auf Polynomgenauigkeit fuBenden Quadraturverfahren
wie die Verfahren von NEWTON-COTES, GAUSS, TSCHEBYSCHEFF, ROMBERG etc. .

In [2] erbrachte H. ENGELS den Nachweis, daB das WILF”sche Quadraturverfah-
ren durch Integration eines geeignet gewahiten rationalen HERMITE schen
Interpolationsoperators erzeugt werden kann. Diese iiberraschende Eigen-
schaft erdffnet zugleich neue Wege zur Berechnung der Stiitzstellen, Gewichte
und Fehlerkoeffizienten der WILF schen Quadraturformeln. Es gelang damit,
fir n = 2(1)32 Stiitzstellen und Gewichte mit 25 zuverlassigen Dezimal-
stellen zu berechnen. Bei den Fehlerkonstanten retht eine'geringere Genau-
igkeit fiir praktische Zwecke vollkommen aus.

Anders als bei der WILF schen Arbeit [6] wurden die Formeln fir das Inter-
vall [ -1, 1] anstelle von [0, 1 ]bestimmt. Dabei ergaben sich durchweg
symmetrische Quadraturformeln. Der allgemeine Nachweis der Symmetrie ist
bisher noch nicht erbracht worden.

Die nunmehr bekannten Quadraturformeln wurden in einer Reihe von Beispielen
mit den GAUSS schen Quadraturformeln hinsichtlich ihrer Giite verglichen.
Sie erwiesen sich dabei den in Unterprogrammen sehr hdufig verwendeten
GAUSS” schen Quadraturformeln zumindest als ebenbiirtig. Liegt auferhalb des
Integrationsintervalles im Endlichen eine Singularitdt oder auf dem Rande
eine wesentliche Singularitiat des Integranden, so sind sie i.a. besser als
die GAUSS schen Formeln.

2, ERZEUGUNG DER WILF'QUADRATUR DURCH INTERPOLATION

Wie in [ 2 ] gezeigt wurde, ist der Interpolationsoperator

. h.
hf(x) JF(x;) + }(x) f'(xi)}xf(x) (2.1)

i(*4) i(%

o |
n(fsx) = L 100 - 2 (%))
1=

ein HERMITE'scher Interpolationsoperator mit den Eigenschaften (vgl. [2]
und [3]):
WM axs) = £ (), r=01, i = 1(Dn, (2.2)

und fiir



hi(x) =X =X j = 1(1)n (2.3)
w h‘- .
Ai(x) = _{éfl_liill i = 1(1)n (2.4)
wn(xi)hi(X) '
on(*) = 1 T -
gilt
1 1 -
H (e o iX) = T > i=1(1)n , (2.6)
H(—E——ix) = ——— i=1(1)n. (2.7)
((1 - XX ) X (1- xxi)2 ,

Die beiden letzten Eigenschaften ermoglichen die Darstellung des WILF'schen

Quadraturverfahrens im Intervall [-1, 1] als
1 1

i f(x)dx = l Hn(f; x)dx + Enf (2.8)
(vgl. (1.2)). Dazu muB natiirlich notwendigerweise gelten
1 _
2 .
-{ (x - xi)xiv(x)dx =0, i=1(1)n. (2.9)

Dies ist ein gekoppeltes nichtlineares Gleichungssystem fiir die Stutzstel-

lTen x;, 1 = 1(1)n. Ist dieses System geldst, dann erhdlt man die Gewichte
entweder aus 1

A, = [ Aé(x)dx (2.10)
-1 ,
durch Integration oder als Losungen des linearen Gleichungssystems
n A. rl
dx
J — = . , k = 1(1)n. (2.11)
is1 1 XXy _)1 1 XX .

Die Berechnung von Stiitzstellen und Gewichten ist also entkoppelt und somit

einfacher geworden. Erinnert man sich nun der Tatsache, daB die GAUSS'schen

Quadraturen durch Integration formal desselben HERMITE-Operators Hn(f; X)»

n

Jedoch mit w(x) = W (x - x;) erzeugt werden kdnnen, wobei x., i = 1(1)n,
i=1

die n Nullstellen des n-ten LEGENDRE-Polynoms sind, so bietet sich fiir die

numerische Berechnung der Stiitzstellen X i = 1(1)n, der WILF-Quadratur

ein Einbettungsprozep folgender Art an:



Man setzt
n X - xi
mn(x; €) = I T - _ (2.12)

i=1 1 - XX
Fir € = 0 erhdlt man dann die GAUSS-Quadratur und fir e= 1 die WILF-Quadra-
tur. Die GAUSS'schen Stiitzstellen kann man mit hinreichend hoher Genauigkeit
aus Tafeln entnehmen und so einen Einbettungsprozef starten, indem man €
geeignete Werte von Null bis Eins durhlaufen 13dBt. Damit erzeugt man eine
von ¢ abhangige Schar von Quadraturformeln, die nicht nur rechentechnische
Bedeutung hat. Indem man ¢ von Null zu Eins andert, 188t man Pole des

Integranden auBerhalb [ - %-, %-] Zu. Man holt also die Pole des Integra-
tionsoperators schrittweise an den Rand von [-1, 1 Jheran.

3. NUMERISCHE BERECHNUNG DER WILF'SCHEN KNOTEN

Fiir das Intervall [-1, 1] erhdlt man aus (2.9) das nichtlineare Gleichungs-
system

1

O (Xpseveaxy) i= I

-1

zur Bestimmung der Knoten X; Das Integral in (3.1) kann geschlossen aus-
gewertet werden. Durch partielle Integration erhdlt man die Darstellung

2
1 n (x- xj)

I ——3 — dx =0, k=1(1)n (3.1)
X = X j=1(1 - exxj)z

n n
k) (k) (k) 3.2
o= I 1 alk) alk) k) (3.2)
k421 j=1 ! J ]
wobei
a(k) - 7l Topk (17 =Xi%) 5.
Mot (x5 - %)
y(K) 2 Il X = Xy dx = - a;5 + éxk bsj » (3.4)
o (T - exx; ) (T - exx;) Jj
mit 1
3 = T 28 (3.5)
ij -~ ) (T exxy){T - exx;
| 1 dx ) (3.6)
blij - -E (T- EXX.i)(]. ';EXXJ-)



Die letzten beiden Integrale sind geschlossen auswertbar, wobei man gegebe-

nenfalls die Fdlle X = Xy und X; = 0 gesondert behandeln muB.

Aus der Darstellung (3.1-6) kann man ebenfalls leicht die GrbBen;a¢k/aXa
ausrechnen. Auch hierbei ist eine Reihe von Fallunterscheidungen zu treffen,
die Fdlle a = k, Xj = Xj und Xy = 0 sind wieder gesondert zu behandeln.
Durch diese vielen Fallunterscheidungen ergibt sich, daB ein'Prbg#amm, das
die GroBen ék und a¢k/axa berechnet, ziemlich komplex sein muB.

Eine betrachtliche Ersparnis an Rechenzeit und Programmieraufwand ergibt
sich, wenn man sich auf symmetrische Knoten beschrdnkt, d.h. man setzt
voraus '

X5 7 Xn-ja1 ?

j=1(1)n. (3.7)
Zunichst wurde jedoch ohne diese zusdtzliche Annahme gerechnet, um gegebe-
nenfalls auch asymmetrisch liegende Knoten nicht von vornherein auszu-

schlieBen.

Setzt man auf das nichtlineare Gleichungssystem (3.1) das NEWTON'sche Ver-
fahren an, dann stellt man fest, daB der Einzugsbereich dieses Verfahrens
sehr klein ist. Zundchst ist also zu iiberlegen, wie man sich Startwerte
flir das NEWTON-Verfahren beschafft. Fiir kleine Werte von n (d.h. n < 10)
wurde dazu das bereits erwdhnte Einbettungsverfahren verwendet. Ausgehend
von den bekannten GAUSS'schen Knoten als Losungen des Gleichungssystems
(3.1) fiir € = 0 wurde fiir eine Folge {ey} mit 1im ¢, = 1 eine Folge von
Losungen {xj(ek)} berechnet. Aus diesen xj(ek) wurde durch Extrapolation
ein Startwert fiir die Iteration mit e = 1 ermittelt. Es ergeben sich dabei
zwei Schwierigkeiten. Einmal wird das Gleichungssystem (3.1) beim UObergang
von € = 0 zu ¢ # 0 singuldr, was man am deutlichsten an den beiden Integra-
len (3.5) und (3.6) sieht, die bei ¢ = 0 vO11ig harmlose algebraische
Integrale sind, fir ¢ > 0 jedoch logarithmische LOosungen aufweisen. Zum
anderen kann es bei ¢ = 1 zu Schwierigkeiten kommen, wenn ein xj gegen + 1
rickt, wie das auch tatsdchlich bei den WILF'schen Quadraturformeln der
Fall ist. Bei der Auswertung der Funktionen @k ergeben sich demgemdf An-

teile sehr verschiedener GroBenordnung, die zu erheblichen Genauigkeits-
verlusten fiihren.

Fur hinreichend groBe n ergab sich experimentell, daB das folgende einfache
Verfahren sehr gute Startwerte fiir die NEWTON-Iteration liefert: Es seien



die xgn) bereits bekannt, -1 < xgn) < xg") < x§") <...< xﬁ") <1 . Damit

setzt man
=5 (x(") + x(")) J=2,3, ..., n,

2 =-% (-1 +x{M),

Yn+l ='% (1+ Xgn)) )

Die Yj J = 1(1)n+l, unterscheiden sich von den x§"+1) mit wachsendem n
immer weniger und liefern vorziigliche Startwerte.

4. GENAUIGKEITSBETRACHTUNGEN

Die bisher publizierten Zahlenwerte fiir WILF'sche Quadraturformeln in [ 6]
(bis n = 3) und [1] (bis n = 5) fiir das Intervall [0, 1] wurden mit sehr
schlecht konvergierenden Verfahren direkt aus den Gleichungen (1.3) ge-
wonnen. Dabei wirkte sich verhdngnisvoll aus, daB beide Satze von Glei-
chungen sehr schlecht konditioniert sind und daB man daher erhebliche
Genauigkeitsverluste in Kauf nehmen muBte. Bei dem hier gewahlten NEWTON'-
schen Verfahren hat man quadratische Konvergenz, infolgedessen geben die
Defekte des Gleichungssystems einen wesentlich besseren Anhalt iiber den
Fehler in den Knoten. Hinzu kommt, daB zur endgiiltigen Berechnung der
Knoten nur wenige Iterationen bendtigt wurden. Um aus 16-stelligen Naherungs
werten die definitiven 33-stelligen Knoten zu berechnen, wurden weniger

als 10 Iterationen gebraucht. Fir n = 30 kann man bei einer Darstellungsge-
nauigkeit von 33 Dezimalstellen die ¢k (vgl. (3.1)) auf die GroBenordnung
107 -25 reduzieren. Die gleiche GroBenordnung haben die Korrekturen, die an
den xj noch anzubringen sind. Aus diesen - und anderen - Oberlegungen ist
es gerechtfertigt anzunehmen, daB die Knoten auf etwa 25 Dezimalstellen
bekannt sind. Der erhebliche Genauigkeitsverlust von 33 auf 25 Stellen ist
auf Ausldschung zuriickzufilhren, wenn bei der Berechnung der ¢k und der
3¢k/8xa annihernd gleiche GroBen voneinander subtrahiert werden.

Die Gewichte A; wurden aus (2.10) errechnet. Die dort auftretenden Integrale
sind geschlossen auswertbar. Der Fehler der Gewichte diirfte in der gleichen

6roBenordnung liegen, wie der der Knoten.



Samtliche Rechnungen wurden auf der IBM 370/165 des Zentralinstituts fiir
Angewandte Mathematik der Kernforschungsanlage Jiilich durchgefiihrt. Alle
Programme wurden in PL1 geschrieben, was sich insbesondere bei den zahl-
reichen Fallunterscheidungen bei der Berechnung der ¢k und der a¢k/axa als
sehr vorteilhaft erwies. Fir die mihsame Arbeit der Erstellung der Programme
mochten wir Frau M. LISKEN herzlich danken.

Eine ausfiihrliche Beschreibung der Programme zur Erstellung von WILF'schen
Quadraturformeln wird demndchst in der Reihe der Berichte der KFA Jiilich
erscheinen. Die dabei verwendeten Methoden eignen sich in hervorragender
Weise zur Berechnung von neuen Quadraturformeln aus bereits bekannten, etwa
LOBATTO- und RADAU-Formeln WILF'schen Typs aus GAUSS- und WILF-Formeln.

5. DIE PROGRAMME

Um einem moglichst groPen Benutzerkreis entgegenzukommen, wurden die Pro-
gramme zur numerischen Quadratur mit WILF-Formeln in FORTRAN geschrieben.
Sie werden unter dem Namen DWQN (= Double-precision WILF Quadrature with

N nodes) aufgerufen, wobei N eine der Zahlen 2, 4, 8, 16, 24 oder 32 ist.
Das Programm fihrt dann eine WILF-Quadratur mit N Knoten in doppelter Ge-
nauigkeit (d.h. 16 Dezima]ste11en) aus. Das allgemeine Format des Programm-
aufrufs von DWQN zur Berechnung von

XB
Y = I FCT(x)dx

‘ XA
sieht fiir N = 32 folgendermaBen aus:

CALL DWQ32(XA,XB,FCT,Y).

Dabei ist
XA - die untere Integrationsgrenze,
XB - die obere Integrationsgrenze,
FCT - Name eines externen Unterprogrammes zur Berechnung
des Integranden,
Y - Rlickgabeparameter, der den Wert des Integrals enthidlt

Die Programme DWQN fiir die oben erwihnten Werte von N findet man in der
Tabelle III aufgelistet. |

Programme fiir weitere Werte von N = 2(1)32 sind auf Anfrage beim Zentral-
Institut fir Angewandte Mathematik der KFA Jiilich erhdltlich.



6. NUMERISCHE BEISPIELE

Durch den Einsatz der modernen GroBrechner wdachst naturgemif das Interesse
an Quadraturformeln mit Optimalitdtscharakter. Am deutlichsten zeigt sich
dieser Trend bei den GAUSS'schen Quadraturformeln. Wahrend diese Formein
noch vor einem Jahrzehnt als numerisch uninteressant galten wegen der
irrationalen Stiitzstellen und Gewichte, bereitet es heute kei.e Schwierig-
keiten, diese Formeln etwa auf einer Platte abzuspeichern und bei Bedarf
abzurufen. So stehen dem Benutzer des Zentralinstituts fiir Angewandte
Mathematik der KFA Jilich beispielsweise GAUSS-Formeln mit bis zu 80
Stiitzstellen zur Verfiigung. In der Mehrzahl aller vorkommenden Falle sind
diese Quadraturformeln allen anderen Formeln weit Uberlegen, insbesondere
den haufig benutzten ROMBERG-Verfahren und den adaptiven‘Quadraturverfahren.

Die WILF'schen Quadraturformeln sind nicht als Konkurrenz sondern als Er-
gdnzung der GAUSS'schen Formeln zu verstehen. Generell 1dBt sich sagen,
daB sie gerade dort, wo die GAUSS'schen Formeln versagen, gute Resultate
liefern und umgekehrt. So quadrieren sie beispielsweise ein Polynom nicht
exakt, andererseits liefern sie gute Naherungswerte und bieten die Mog-
lichkeit einer Féh]erabschﬁtzung bei Funktionen mit wesentlichen Singulari-
titen auf dem Rande des Integrationsintervalls bzw. mit Polen in der Nahe

desselben.

Aus der Fiille von Beispielen, die mit den vorliegenden Formeln gerechnet
wurden, seien hier nur einige typische herausgegriffen. Es wird jeweils
nur der tatsichliche Fehler angegeben, eine Fehlerabschdtzung ist in den
meisten Fillen praktisch nicht moglich. Der angegebene Fehler bezieht sich
auf den Fall n = 16. €q ist der Fehler der GAUSS-Quadratur, e, der der
WILF-Quadratur (jeweils wahrer Wert-Naherung). Die ersten vier Funktionen
sind typische Anwendungsbeispiele fiir WILF'sche Quadraturformeln. Bei der
Funktion 1 liegt in der Néhe des Integrationsintervalles ein Pol des
Integranden. Die zweite Funktion steht als Beispiel fiir eine Funktion, bei
der es nicht mgglich ist, eine klassische Fehlerabschitzung fir die
GAUSS'schen Quadraturformeln zu finden, da samtliche Ableitungen dieser
Funktion im Integrationsintervall unbeschrankt sind. Wie man sieht, ist

auch der tatsichliche Fehler der GAUSS-Quadratur sehr grof. Ahnliches gilt
fiir die Funktionen 3 und 4. Bei der fiinften Funktion versagen nahezu alle
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gewohnlich benutzten Quadraturmethoden; nur Quadraturformeln sehr hoher Ord-
nung liefern noch brauchbare Ergebnisse. Die siebte Funktion hat keinerlei
Komplikationen in der Nihe des Integrationsintervalles, demgemaf ist hier
der Fehler der GAUSS-Quadratur sehr klein.

XB
Funktion | XA | XB | e w | ] foo
XA
| —1 1|l 11l s5.3e-2! -5.3€-5 |1n 201 = 5.303 305
1.01 - x
2| Liog L ol 1l-2.4€-3] -3.2€-6 x - 1.644 934
x 09 T-x - ' " =
3 Vx ol 11-2365]| -7.6 €7 | > = 0.666 667
3
4 1 1| 1| 3.8E2| -87E-4 | L -1.570 7%
3 - x2 - 2X
2
5 e 0| 12| 2.2 E+60| -1.3 E+59| 1.444 493 . 100!
6| 10 1| 1| Jeg)<1078| 7.0 E-2 |- erf(V10)=0.560495
G V1o '
Tabelle 1

Vergleich von WILF- und GAUSS-Quadratur an Hand reprasentativer

Beispiele unter Verwendung von je 16 Stiitzstellen.

eg = tatsachlicher Fehler der GAUSS-Quadratur
€y = tatsachlicher Fehler der WILF-Quadratur.
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TABELLENANHANG
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Tabelle I: Knoten und Gewichte der WILF'schen Quadraturformeln in

[-1, 1] fur N = 2(1)32.

Die angegebenen Zahlenwerte sind jeweils symmetrisch zu erganzen gemaB

iT " n-jal

Aj = An-j+1 .



“+

19

11

12

14

KNOTEN

0.6657426959532128630253806Q+00

0.0
0.8906556103572918953941645Q+00

0.5196924295935199844885557Q2+00
0.9613%698946365364579419234+00

0.0
0e 7THBT055153023355306662715Q0+00
D.98516T61754T75876436825624Q+00

0e4393145495835771415841974G+00
Ce9075474419210293401953670Q+00
0.9938AT3IT2TT69520981913882Q+00

0.0

0.71207452956596912731424911Q+90
0.9583973770896035725352129Q+00
0.99730542966619015199448264G+00

0638595538989 T721559893513213+00
0.89645T3816129342964380581Q+00
0.583573199445520811209170304+00
0.99675471295169745924248400+00

0.0

D.0530926108715721072293613Q+00
D.9282180961131661795210792Q+00
0.99058820506941074992701294+00
0.9993995067921927317118970G+00

0434947194560649637084753347Q+00
0.8109562407306082228170254Q+400
0e96346863737165116984560446Q+00
0.9952834326072481689629024Q+00
0.99965971323955610316373859Q+00

0.0

046962346 05235505460543003598Q+00
0.89794529474256872603704604+00
0.,98098527329691715039503180+00
0.9975536957215444458892321Q+00
0.9998450645530750604920967Q+00

0432096935232537729348350892Q+09
0.77095614126041423344365902Q+00
0.94457354591676724478554543+00
0.98987029601082576466854933+00
D0.99870712627643129356899058Q+00
0.99991782437401731577221094+00

0.0

0.56766644000807861530260540+00
D.86%99386067558752218116762+00
0.96949756847112796305756214Q+400
0.9944822530975739406637180Q+400
0.9992971776460274425393318Q+00
0.9999553406346841009500769Q+00

GEWICHTE

0.9693032530017216145137782(+400

0.1292966156109711031790707Q+01
0.35350692194514448410456465Q+00

0.567796177894193T70872290993+00
N.12914896719169427366019380+00

0.10199236929241972840279163+01
0.4398335767103668170695296Q+00
0.50204576827534540916512664-01

DeT7T446959195129214263126769+00
0.20420563787922332423668254+00
0.208472307661210368983723333-01

D.66664361T2887705955367483Q+00
N4b6327372634525693413964582+00
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0.508684135219303508998870930-01
D.1563010304214010433312%8472-01
D.46373645869825343236097017-02
N.11534127297614325649281374-02
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J«3T781723511562193655%9277983-04
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0.999999310C14444196T73640969Q3+00
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De444267672827393312866447653+00
De30229349020292234651734375Q+00
1153313211839 785266447824163+400
1.64423609139039109063526139-01
0.26027230441027335186186563~01
0.81857825031655869833627697-02
0.2555218239546755985350781(~-02
0.72119025711459%6N0086392875Q-03
0.17899217230342590164960164-03
0.371751045857934738137675311-04
0.5865173363106°EAK0696003820-05
0.54942293615219919655834370-06

0.45785779271516213328319730+400
De3779156199588225T7851596644+00
1e2221966560352564489870735Q+00C
0.104522307113292559277T7T8483+40D
0.4234h60394318554683745771403-01
0.155646005568641942904841602-01
D.5274845150210397922346430823-02
0.16437045257899960127755880-02
N.46368058761431342%518326584-93
0.11506468255917337093550970~-03
NDe238971422729222662406864T0~04
D.377026530841074370889258754-05
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‘0.158914612343107548266934423+400
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Be1014013752040388495539357Q-01
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0.66476632740172319140628713-02
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N.,31565289531918494157261757-01
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DelaTb63415264058T62T737574383372-02
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3.1951393%9508378324R4T7T483,-05
JeI8536492854TDE635T0A498T710-27

Vet24523541232488925T75501723+20
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Ne22658545411965T86201F734245+00
J«11591047575216927033991725+00
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5e65437189935345143149085310-03
3e203350507340649511621555365-03
Ue5T7315002699221358155468203~0%
De14222314656356937711539285-04
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0.149850548555844665624037742-95
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De26058484053561799717572525-04
064650730051 7024%2405187933520-25
De13426050505676747069573500~05
)e211821303690764047967T72510-06
06198424186889639165081053760-07
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Tabelle II: Die Fehlerkonstanten Qn der WILF'schen Quadraturformeln

in [-1, 1] fur N = 2(1)32.

Zur Definition von Q, val. (1.1).



D)

21

Q(N)

1el29T+818430+CO
Jello32324400Q0-01
e 32 T1243194~01
7l 354 432000-01
T1e99952222Q-02
Vel 804350440-02
Teal3698183.Q-02
Jatr9a35 T %4$0-00
7a36233125000-03
el G54 22T4U-03
Ve LOTHHA0690-03
Je2UB3H65634—04
1 ea3%i3103514G~0%
Cal0356359T0-04
11alddTNY54 13-4
e lib984539Q-05
et d AT Z263040G-05
Je2T42004053-05
Jel713935504-05
0el032680409Q-05
TebYQFZ200L 3006
e t@499THTSQ-006
Jelk9r28020Q0-06
1e 139411051506
1e1£5055200Q-0%0
Da 831758215607
v aDHTOIF0 32¢-CT
e dTE505265G-07
JabH43461T1G-07
JelTavb41n33-07
JelX1Fa2l52 2007
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Tabelle III: Listen der Programme DWQN fir N = 2, 4, 8, 16, 24

und 32.



23

SUBRAUTING DHUZ (XA, X3 ,FNT,Y)

RE AL*‘ Ay P gl yYeXAgXizy FLT .

Az H70% (Y34 XA)

A=, Dn*(v& YA}

L N.688742 AIEQEIZ2123TN+00XE

YzRX (.345C3032252001721415400x(CCT(A+C)I+FCT(A-))
RETURN

END

SURROUTING DUENG (XA X FLT,Y)

REALTT Ay 3,0, Yy XA pX 7y FCT

Az gENNk(XE+XA)

B B00x(Y-YA)

T2 N E1FAGZAII57ER18GED+00*R

Y= DNabnT790 17104103710 +00% (FCT (ALY +FCT(A=C))

Cz 0,961 L0A9P24A3065365D+00%Y ‘

Y=O%(Y+ £,12914296712169427N+00%{FCT(A+CI+FCT(A-C)))
TETUIN

TNT

SURRNUTING DHUE (XA X, FLT,Y)
’\'.'AL*F A 19~,,Y1XA1Y’:‘ FrT

24 EN0O% (X4 XA)

=, BN (Y =-X3)

= G ARAORARRYEAT L IRE1D4+00%E

2 0 TNIABBANSA17223926D400%(FLT(A+C)+FCT(A-C))

= -.°5h457??1él?°34300+00*8

=Y+ O.ZQQQ14275A04362490+00*(FCT(A+C)+FCT(A-C))

= N,OB0STLIUG445520810D+400%R

=Y+ D 44405581 00231°24900=01%(FCT(A+C)+FCT(A-C))

= NL,O0RTRLTIAVE]1HT46D+00%R

=BR{Y+ ). 6P4352084068121663D=02%(FCT(A+CI+FCTIA-C))]
ETUKN .

NG

MLACO <N LOm T
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SR XUT INZ L 1A(KASXBFLT,Y)
SEALEE ApNy L e Yo XAyXE,FCT
LHDIR(NT+XA)
B0 (Y A=XA)
n, 779. GURUALDFOLGHRATDIONKE
Ce ?‘“UJ<797«49”°13+00*(“CT(A+’)+C’T(A—C))
. 7(\,4,1 6521215232205 3+00%R8
Y+ D,2046176% (OBNATL9T2TI+00R(SCTIA+CY+FCT(A-C))
,.?OG%77°H97“7”5468“+“J*%
Y* De 11’0114457;?f1’4¢)+00*(PPT(A+Q)+FrT(&-_),
1o QT AN 42 T4EB0ATIAI+DORY
Y+ QeBEIT2TRZLARRANTE 110=01%(CCTLA+CI+FCT(A=CY)
e DTLENL 43 4AB21G0A5DANDER
Y+ 0._’q"é??llc?*ﬂﬁua)-‘2*(#fT(A+F)+F’T(\ -C))
N,GOEGAZINANHIOTT20250400%72
Y4 0.126A0242056405 18 10-02%(RCT(A+C)I+FCT(A-C)])
GeGARTR24G 46 TTHN RN 204 00%3
v+ O >Qqunw"67asaéarz1w—ow*(FCT(A+C)+FCT(A-C))
L PO0CIAIOONL 24 TAH9DDI4NO%RR '
”*(V+ N2 TH18TC11 644G 21T0-04% (SCT(A+C)+FCT(A-C)))
.’\'TU.\.‘J
ra

e wnw anp Il "

non

‘“'-(\" €T €T LI << LY .\’

TR L N L U

SUIRDUTING IWG24 (XA4XRB4FCTeY)
RTALRR Agii LYy Xay iyt lT
A=, 830%(X"+XA)
D=2, 80 0% {X%=XA)
De 227 H0 4106023504002
Do A4aMATATIADTIAZALN DX (SCT(A+C)+FCT (A=)
NeOBNYLATINAZITOHITIATON+)0%N
Yo O,30229340902G29223403400% (FCT(A+CI+FCTIA-LD))
wo?33j7ﬁ92b41773713n+0b*8
Y+ 0,1833032)11 907882660 +00%(ECT(A+CI+FCT A=)
Ve “70810ﬁ1~5“50’073+d0*%
Y+ H,A44224091290391G60-01%(FCTIA+CIHFCTIA-CY)
CePT824422T516550260400%8
Y4 Qe2402T250441 027235001 %{(FCTIA+C)+FLTEA=))
UeBHO1 8921628512574 4+00%R
ve Gel1EHT7826031655B69L-02%(FLT(A+C)+FCTEA=C))
Qe FORDIINATT21510400+00%R .
Y+ 0 «I5HR2)R239846TRO0D-02%(FCT(A+CY+FCT( A~ F))
DeMYUAGLRZETHIIHSIBN+DOR]
~.7°119¢’A1114ﬁ950d)—ﬂ“*(FCT(A+C)*FFT(A—F)l
ePUARGATETICCRATE2D+00%A
Y+ (0o l7H°9°17’20342‘00“-0‘*(FPT(At?}&F”T(A—F))'
COOIRCAZTTIS212061D+00%0 - e :
Y# ﬁid7l7%1}45b57°14750““4*(FCT‘6*r!*F T(A-’)}
CeTITIGTHmBIHUTIT2300400%8
¥+ 0O qao\1733“31“&95“00‘55*(F”T(A*r)*Frr(&‘f);/
D.09559982026912541D400%3 ‘

TR{Y+ 0.T49422068615210920 3*&&*(rrT(A*C)+FrT(A-C)))
JQW

"o on

ﬁ-<ﬁ<("0~<<"):,

~<
4+

4 v

IS S I e I e IR I & I A e IRV o B0 4 LR 4

4'.’."1 [T L VN { S T U T T T TN T T TN | S IO [N LI I (]

e
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SUBROUTINE DWO32(XAZXRGFCT,Y)

EAL*u AeP syl e Yo XAy KR LFIT

SJRN0X (X4 XA )

=50k (XB~XA)

= N,1%993042018 04820000 +00%8

= .38?7972646741?2303+OO*(FCT(A+C)+FCT(A—C))

= (,84396124R204279260+00%7

=Y+ ).hﬁq7h?75%17ﬁ010«°~+uw*(F’T(A+f)+*CT(A -C))
= }o 77 3(3"’&. 13(3’;“& b“f’ “‘* )*Q ’
=Y+ 0.17051£7%sw01ﬂql7°)¢G“*(FFT(l+v)+rrT(A-r))'
= JLRCTIRLDIGIRAALHGACERTG+O0OXR

ZY+ G.BBEG0VDIE210655340=01%(ECT(A4C )+ FCT(A=C))
= 0.9565S7003T4N34483D+00%E

=Y+ D,32T711961514663685D~01%(FCT(A+C)}+FCT(A-C))
= 098272271333 794285D400%83

=¥+ 0.15339624R440912890-01%(FCT(A+C )+FCT(A-C))
= 0.595461053TTTL6069D+ Q0%

=Y+ 0. 65254936523015899403=-N2%x(FCT(A+C)+FCT(A=-C))

= 1.997655988976113250+00%R

=¥+ C, 24730507*7380«7%33—02*(rCT(A+f)+FrT(A—r))

= D.9G92G06TSTEET4664DN+00%R

=Y+ 0. thObl‘80517“0407&-03*(FCT(A+C)+FCT(Q—C))

= 0,99Q7RZ124953349200+00%3 s

TY+ (422758494 3139%05980—03*(F”T(A*C)+FCT(A~C))

T Q,9599288416T562228D+00%B

=Y+ 0. 0”46&9476/6‘quﬁsd—ﬁﬁ*(FLT(&+u)+FCT(A—u))

= N 929981 T4O6KIG2T22D+00%R

=Y+ O."6O5?4%4053%41R00\—04*(F’T(A+f)*ﬂCT(Anf))

= (3,9999959643T707465T7D+00%8

=¥+ 0.,64650000517029 41)-uﬁ*(FfT(A+C)+FCT(A—C))

= 0,90909927005463]12900+00%8 :
Y=Y+ 0,134260505056T76T473~ Ob*("CT(a+r)+FCTtA~C))

C= .99999993939009028D+00%8 ; :
Y=Y+ 0,21182 15o3moo754050~aa*(FCT(A*c)+FfT(A-C))

C= (1,90999900413075664D+00%8

Y=3%x(Y+ ,19R842418389839]1650-0C 7*(FCT£&+”)+¢’T(A~C)))
RETURN

END

\"’0-<ﬁ-(\’1-(('3-(1“'-(("0’((1-(()'-((”1-((3-(\’3-((‘-<\'l-<('1~JZD}J'ﬁ
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