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Zusammenfassung

Die Stewart-Hamiltonschen Gleichungen sind allgemein anerkannt als theoretische
Basis flr die Indikatordilutionsmethode. Im ersten Teil der Arbeit wird
versucht, ihre Gliltigkeitsbedingungen fir ein gewisses Modell zu finden. Um das
zu erreichen, werden zuerst die Beziehungen zwischen der Anfangsverteilung des
eingebrachten Indikators und der =zeitlichen Entwicklung seiner von den
MeBmethoden abhdngigen Mittelwerte gefunden. Es wird gezeigt, daB in gewissen
praktischen Experimenten flir ein gegebenes Modell die Stewart-Hamiltonschen
Gleichungen als glltig betrachtet werden kénnen. Man kann die S-H Gleichungen
interpretieren als die Beziehungen flir das nullte und erste Moment der
Dilutionskurve. Es ist 2zu erwarten, daB die Kenntnis aller Momente zu einer
umfassenden Theorie fihrt. Die wichtigste Frage ist, ob man dadurch das
Geschwindigkeitsprofil finden kann. Im zweiten Teil wird durch Modifizierung
der Methoden der klassischen Momententheorie gezeigt, daf die eindeutige
Bestimmung des Geschwindigkeitsprofils fir die von Null verschiedene
Randgeschwindigkeit mdglich ist. Diese Voraussetzung erscheint aufgrund der

Randturbulenzen in BlutgefdBen nicht ganz unrealistisch.

Summary

The Stewart-~Hamilton equations are widely accepted as a theoretical basis of
the indicator dilution method. The objective of the first part of this report
is to find the conditions for their validity in a certain model situation. This
goal is achieved by establishing relations connecting the initial distribution
and the time variation of the injected indicator with some average of its
density depending on the measuring process. It is demonstrated that there are
indeed practical experimental designs where the Stewart-Hamilton equations are
fulfilled in the given model. Since the S-H equations can be interpreted as the
zero and first moment relations, one should expect that the investigation of
all moments of the functions involved would yield a more general theory. The
question arises whether it is possible to recover from the moments of the
dilution curve the velocity profile. In the second part it is shown by
arguments adopted from classical moment theory that this is uniquely possible
for non-zero-boundary velocity. This assumption seems to be not unrealistic

because of boundary turbulences in the blood vessels.
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Einleitung

Es gibt zahlreiche Vorginge in Natur und Technik, die sich

durch das folgende einfache Modell beschreiben lassen:

In einem "hydrodynamischen System" fliesse eine Flissigkeit.
Dieser Flissigkeit sei irgendein Stoff beigemengt, der mit

der Stromung mittransportiert wird. Man kann die Zugabe des
Stoffes beeinflussen bzw. messen und man kann an irgendeiner
stromabwdrts gelegenen Stelle des Systems die Ankunftsverteilung
des Stoffes oder wenigstens irgendwelche damit korrelierten
Parameter messen. Zwischen Einleitungsort und Messtelle erfolgt
der Transport auf eine nur in groben Umrissen bekannte, auf
jeden Fall aber sehr komplexe Weise, so dass eine detailtreue
mathematische Modellierung entweder aussichtslos erscheint

oder doch zu einem unvertretbar hohen Rechenaufwand fihrt.

Zudem haben detaillierte - und damit in der Regel auch kompli-
zierte - Modelle den Nachteil, dass sich aus ihnen kaum all~-

gemeingiiltige Aussagen herleiten lassen.

An einigen Beispielen soll nun gezeigt werden, welche prak-

tischen Situationen sich diesem allgemeinen Modell unterordnen.

Bei komplizierten Rohr- und Reaktorsystemen in der chemischen
Verfahrenstechnik hat man zwei verschiedene Probleme zu lOsen.
Beim Problem der Auslegung mochte man aus dem im Labor er-
mittelten Verhalten der beteiligten stromenden und miteinander
reagierenden Medien auf das Verhalten im realen "grossen"

System zu schliessen. Aus diesem Grunde versucht man, das



Ubertragungsverhalten des Systems durch einige wenige
"typische" Parameter zu beschreiben, die entweder nicht oder
aber auf bekannte Weise von der Grosse des Systems abhéngen,
und die im Labor leicht messbar sind. Sind diese Parameter
"geeignet" gewdhlt, dann lassen sie Riickschliisse auf das zu
erwartende Verhalten der projektierten Anlage zu. Die Messungen
im Labor kdnnen erfolgen, indem man der stromenden Fliissigkeit
einen Indikator (Farbstoff, radiocaktives Isotop etc.) bei-
mischt, dessen Ankunftsverhalten auf einfache Weise gemessen
werden kann. Haufig enth8lt die Fliissigkeit schon von vorn-
herein Substanzen, die mittransportiert werden, und die sich
dann als Indikatoren anbieten. Dies ist insbesondere dann

von Interesse, wenn man etwa das Verweilverhalten von Teilchen

in Abhangigkeit von deren Grdsse studieren mdchte.

Beim Diagnoseproblem in der Verfahrenstechnik mdchte man den
Zustand eines vorgegebenen Systems diagnostizieren, ohne den
Betriebsablauf wesentlich zu beeinflussen. Dazu bringt man
wieder an "geeigneten" Stellen Indikatoren ein und misst deren
Ankunftsverhalten an anderen "geeigneten" Stellen. Abweichungen
im Ankunftsverhalten deuten auf Stdrungen im System hin, mit
Hilfe eines mathematischen Modells ist es dann mdglich, Riick-

schlisse auf die Ursachen der Storungen zu ziehen.

Beide beschriebenen Vorginge fasst man in der Verfahrenstechnik
als "Verweilzeitspektroskopie" zusammen [#4]/. Um zu gewdhr—
leisten, dass die Systemparameter moglichst signifikant und

leicht interpretierbar gewdhlt werden, beschreibt man das
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System durch ein sehr einfaches mathematisches Modell (Rithr-
kesselkaskade), das sich durch drei Parameter charakterisieren
ldsst. Durch den Vergleich der gemessenen Verweilzeitspektren
mit den aus dem Modell hergeleiteten ist man dann unter Umsténden
in der Lage, Riickschliisse auf die fiir das Ubertragungsverhalten

des Systems charakteristischen Grdssen zu ziehen.

In der Biologie und der Medizin steht man vor Zhnlichen Pro-
blemen wie in der Verfahrenstechnik. Man hat ausserordentlich
komplizierte Systeme, bei denen sich invasive diagnostische
Eingriffe hidufig verbieten. Auch hier kann man versuchen,

das Ubertragungsverhalten durch ein Ersatzmodell zu beschreiben,
das dann auf Grund seiner einfachen Struktur allgemeine Aussagen
zulasst. Anwendungsbeispiele hierfir sind etwa die Kompartment-
modell der Pharmakokinetikffi}, die Indikatordilutionstechniken
zur Herzdiagnostik oder Modelle zur Beschreibung der kompli-
zierten Transport- und Diffusionsphdnomene beim Stoffwechsel
[73],[94]. Da die biologischen Systeme eine weitaus grossere
Komplexitat aufweisen als die der Verfahrenstechnik, erweist

es sich hierbei haufig als notwendig, auch die mathematischen
Modelle mehr zu detaillieren. Andererseits diirfen die Modelle
nicht zu detailreich sein, damit man noch allgemeine Aussagen
bzw. allgemein ilbertragbare numerische Ergebnisse erzielen kann.
Beim Blutkreislauf etwa hat man eine pulsierende Fliissigkeit,
die verschiedene Teilchen mit sich filhrt. Die Flissigkeit
fliesst in elastischen Gefassen, man hat Verzweigungen im
Gefassystem und ein aktives Element, das Herz, das in Wechsel-
wirkung mit dem Verhalten der Tréagerflissigkeit den Transport

bewirkt. Zudem ist das System im Gegensatz zu technischen



Systemen nicht isolierbar, es hangt in vielfdltiger Weise

vom Zustand des gesamten Organismus ab. Bislang war es nur
moglich, Teilaspekte dieses Systems in befriedigender Detail-
getreue zu modellieren.[y?] . Fir diagnostische Zwecke bendotigt
man aber ein einfaches Gesamtmodell, das geeignet ist, die
Beobachtungen zu interpretieren. Zudem soll das Modell in
der Lage sein, Aussagen iiber die Anwendbarkeit verschiedener
moglicher Diagnoseverfahren durch allgemeine mathematische
Untersuchungen oder durch numerische Simulation zuzulassen.
Derartige Aussagen wiirden dazu beitragen, aufwendige und zum
Teil auch gefahrliche Versuche an Tieren und Menschen einzu-

schranken.

Eine &8hnliche Situation findet man vor, wenn man das Aus-
breitungsverhalten von Schadstoffen in Flissen untersucht.

Je nach der speziellen Fragestellung, die man behandelt,
bieten sich hier zahlreiche verschiedene Modelle an. Wenn
man etwa ein computergesteuertes Frihwarnsystem projektiert,
mit dem man anhand der an verschiedenen Stellen gemessenen
Schadstoffkonzentrationen in Realzeit iber mogliche Gegen-
massnahmen entscheiden soll, dann darf dieses System nicht

zu rechenzeitaufwendig sein. Zahlreiche Detailfragen der
Gewdsserkontrolle, beispielsweise die Auswirkungen verschiedener
Einleitungsverfahren von Abwassern, die Signifikanz von Mess-
systemen oder die Wirksamkeit von Gegenmassnahmen lassen sich
auch an einfachen Modellen studieren. Derartige Modelle sind
kostengiinstiger und weniger zeitaufwendig als detaillierte

Modelle. Zudem sind bei ihnen die Kausalzusammenhinge leichter



zu Uberschauen, sodass die hergeleiteten Aussagen und die
errechneten Ergebnisse allgemeingiiltiger sind als bei

komplexen Modellen.



Die Indikatordilutionsmethode

Die Indikatordilutionstechnik ist eine in der klinischen
Diagnostik haufig benutzte Methode, um gewisse Charakteristika
eines Kreislaufabschnittes zu messen. Dabei wird an einer
Stelle eine Indikatormenge 2i eingefihrt, die das Blut markiert,
und stromabwarts wird die Indikatordichte ¢ (t) gemessen. Der

—ﬁ
Fluss F (% ist das Geschwindigkeitsprofil)
— -
e [Fud
§

und das Volumen V des durchfliessenden Gefasses berechnet man

aus den folgenden Gleichungen:

1. Stewart-Hamiltonsche Gleichung

2 :

F o=
/c/«)df

o
2. Stewart-Hamiltonsche Gleichung

v /: C(t)A¢

F

(=<
4
/

[ CEE) et
o
Als Rechtfertigung dieser Beziehungen ist aus der zahlreichen

Literatur meistens die Arbeit[lO] von Meier und Zierler zitiert.
Bei genauerer Betrachtung dieser Arbeit stellt man aber fest,
dass die benutzten Relationen nur unter sehr einschrinkenden
Voraussetzungen, die in der Arbeit nicht klar definiert sind,
gelten und so kann diese Herleitung auf keinen Fall als ein

Beweis der S-H Gleichungen in der gewilinschten Allgemeinheit



dienen. Nun bedeutet ein unkorrekter Beweis keineswegs die
Ungiltigkeit der zu beweisenden Aussage. Es wurde aber in
mehreren Arbeiten, z.B. [2],[ 8] und| 7] an sehr einfachen
Beispielen gezeigt, dass die Gliltigkeit der S-H Gleichungen
sehr fraglich ist. In[ 7] haben wir ein einfaches Modell

der Stromung in einem kreisformigen Zylinder untersucht und
dabei festgestellt, dass die 1. S-H Gleichung eine Bedingung -
in Form einer Integralgleichung - fir die Input - Output
Parameter bedeutet. Das heisst, nur bel gewissen senr
speziellen Realisierungen des Experiments ist die 1. S-H
Gleichung anwendbar. Der erste Teill der vorliegenden Arbeit
ist durch die Arbeit [ 7] motiviert, besch&ftigt sich aber mit
der Stromung in einem "allgemeinen" Rohr, das als ein
Diffeomorphismus (= differenzierbarer Homdomorphismus) eines
kreisformigen Zylinders definiert ist, wobei die Trajektorien
der Teilchen die homdomorphen Bilder der Geraden des Zylinders

sind. Die Stromung sollte laminar und stationér sein.

Die Stromungseigenschaften des Blutes zeichnen sich durch
gewisse Besonderheiten aus. Zun&chst bleibt die laminare
Stromung, die in der Regel bei der Reynolds'schen Zahl 1000

in eine turbulente iibergeht, liberraschend auch bei hoheren
Reynolds'schen Zahlen (bis 2500) iberwiegend erhalten. Weiter-
hin machen die durch Turbulenz betroffenen wandnahen Grenz-
schichten weniger als 15% des Gefdssquerschnittes aus. Einen
Uberblick iiber die zahlreichen Experimente, die zu diesen

Aussagen fiihren, findet man in [9].



In unserem Modell wird deswegen eine laminare Strdmung vor-

ausgesetzt, wobei die Randturbulenz durch eine nicht-

verschwindende Randgeschwindigkeit approximiert wird. Die

letzte Annahme bedeutet, dass wir die in der Hydrodynamik

natirliche Randbedingung iz =0 nicht ohne weiteres bei-
10

behalten konnen.

Im Abschnitt 3 wird das Modell erklart und im Abschnitt 4

der Input - Output-Zusammenhang berechnet. Damit konnen

wir dann im Abschnitt 5 die Giltigkeit der 1. S-H Gleichung
untersuchen; bzw. Bedingungen finden, die ein Experimentator
bei den Messungen beachten muss, wenn er die 1. S~H Gleichung

benutzen mochte.

Die Existenz des nullten und ersten Moments der Funktion c (t)
in den S-H Gleichungen ist nicht evident. Es hangt vom Ge-
schwindigkeitsprofil ab, ob die Integrale konvergieren. Fiir
ein parabolisches Geschwindigkeitsprofil (Poiseuillesche
Stromung) divergiert sogar das nullte Moment, wie man dem
Beispiel im Abschnitt 4 entnehmen kann. Glicklicherweise
existieren fir den Fall mit einer nichtverschwindenden Rand-

geschwindigkeit alle Momente der Funktion c¢ (t).

Man kann die S-H Gleichungen interpretieren als den Versuch, aus
den ersten zwei Momenten der ”Dilutidnskurve” ¢ (%) gewisse
Informationen -~ hier sind das der Fluss F und das Volumen V -
uber das System zu bekommen. Es erhebt sich die Frage, ob

wir aus der Kenntnis aller Momente mehr Informationen iber

das System erhalten konnen. Die Abschnitte 6 und 7 beschiftigen
sich mit diesem Problem in einem kreisfdrmigen Zylinder mit

dem Ergebnis, dass unter ziemlich allgemeinen Voraussetzungen



die Momente das Geschwindigkeitsprofil bestimmen.

Zur Methode: ausser den kinematischen Uberlegungen benutzen
wir zusédtzlich nur die Kontinuitatsgleichung der Strdmungs-
mechanik, die an sich nicht zur Kinematik gehdrt (obwohl

sehr oft dazu gez&hlt), weil sie auf dem Massenerhaltungs-

Prinzip beruht.
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Das physikalische Modell

Zuerst wird das geometrische Gebilde definiert, in dem wir die

Stromung untersuchen werden.

Definition Seig? ein offenes Intervall in RB, d.h.

Q= {(Aj/z‘,/ﬁ)‘oqﬂzl?, O< At 2T, 0</1.3<6;}
Sei 1) (P eine stetige Abbildung von & in R5’

P —p(Q)e R’

2) ¢ sei eine eineindeutige Abbilung von Q auf f{g;/,

(7”@ CY-Q) mit der Jacobideterminante
9[(7‘77 (fz/ ‘?3/‘7—‘0 in Q
D, A, %)

4) (Periodizitdt von @ )

&/M 99(/2/2 A) = lom (f(ﬁ /2 /53) £=01

220 ” , AE20
5) Die Ableitungen % fir i = 1, 2, 2u.j = 1,2 existieren

und der Rang der Matrix j = 1, 2) ist zwei

3
. //(’ EIO 0 \
figr alle X €[0, 0, ] und alle[,zj/azjefo,k/ x(0,27) |

.

1
6) Die Ableitungen /(—)—f‘; fir i = 1, 2, 3 existieren und

der Vektor (5—{’ / * ’2)/7 ist von Null verschieden
op% D/zf
fir alle /}4//21/5 [0,;?]4‘[0,2/7]1111(1 fiir alle

[0,%].



Eine solche Abbildung definiert auf der Menge f[-Q) eine

Rohrstruktur.
Y2

A .

)
~ 77
1
4
\

Abb. 1

Im weiteren werden wir oft auch die Bezeichnung

=x7 - d
VAT gt Bt e N, SR G

benvtzen.

Jetzt einige Bemerkungen zur Definition.
Da die Mengeg? kompakt ist, garantiert uns die Voraussetzung

1) die Beschrinktheit und Abgeschlossenheit der VW@Q) .

Die Eigenschaften 2) und 3) versichern uns, dass ¥ eine
regulire Abbildung ist (d.h. eine ¢’ Abbildung einer offenen
Menge aus RS in RS mit der von Null verschiedenen Jacobi-
determinante). Wie das Beispiel X4=pQQﬁzeigt, ist die
Nichtsingularitédt der Jacobideterminante (Eigenschaft 3)
wirklich eine unabhéngie Bedingung. Aus der Regularitiat

der f’ folgt auch die Regularitat der inversen Abbildung f~4.
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Die Voraussetzung 5 ist fiir 0€(0,0;) trivialerweise erfiillt,
aber fiir 0 =0 und 6=6; verhindert sie das Zusammenschrumpfen
der Anfangs- und Endfliche. 2Zum Beispiel ist fiir die

Abbildung
X =/ 0001}009(6~2’!/ /J :/z/)»t'/n/'coy/@’-gj, 2 :/z/k'/h[G'— f)
0O< G< I
—~ o
fir 0 =0,7 die zweite Zeile der Matrix i

Uﬂd
“qu o C@(O" ///mwacm/a L///wn(a-")
op?

gleich Null. Also ist die Voraussetzung 5) nicht erfiillt

"ﬁ/}h;z/cc’&;{f—g //ZL’OJVQC{;’/(T-{/ J o

und tatsichlich ist die "Stirnfliche des Rohres" fiir G=0
das Segnment

X=0,9:0,2 A (0<hgR)
Im nachsten Beispiel wird die gleiche Kugel so parametrisiert,
dass sie eine Rohrstruktur hat; es ist also die Abbildung w
(und nicht etwa die Menge }0Cgl)), die die gewlinschte Struktur
charakterisiert und deswegenwird in der Definition die
Abbildung f’(Uﬁd nicht etwa die Menge ¥(Z) ) mit dem Begriff

Rohr identifiziert.

Beispiel:

7-v* O0gw(

W) = -

Abb. 2
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Mit Hilfe dieser Funktion § konnen wir implizit zwei Funktionen

2=2(n0) wd ¢=p(4,6) aus den Relationen

$=ry2) ;2 =0¢(p) , 0<p)0 < 4

definieren (Abb.3).

QQ\
\\\\x
U:/I.--b deee s '\.\\
‘ ' N
G=2 b— - ,
z .
™.
G=1 }—_
z
(GEN A S
4
|
l ]
4 =1 ::,/ PR -
{ ; é z /2‘-2,— /‘: _AA/ §
Abb. 3

Die Abbildung y’ ist dann

X :-.F(A/()'/)[(Nz} //ff//l/ff/ ?;zVa/ Z2=202,0)

Die Jacobideterminante ist

D(x1y,2) of 92 fp D2 op 02 of 02
— = — =pprp)f L2z df gF
D(%,Ji@) j° Qﬂ oG 90 Qﬂ }ﬂ /)@ﬂ, oG Zﬂf‘ai /

also hat die Abbildung fir A= eine kritische Stelle.

. ox 8y 02 . :
Dagegen ist die Lange des Vektors (%E‘/ﬁg/5§' fir /= gleich

eins.



Es ist namlich
@6*&0:} Qf-/zy/(f/ azcm# 2% 0,

@aZ-/zy(z/ /mw“ A=o,

aber

D2
5 V) +0pee) 5

Spdter werden die Kurven O d.h. A= WW//VQ-'W mit den
Trajektorien der Fliissigkeitsteilchen identifiziert und die
Bedingung 6) bedeutet, dass diese Kurven eine positive Lénge

haben.

Von dem Standpunkt der Differentialgeometrie sind die Zahlen
(,l/ JZ/ 0" ) Koordinaten der Punkte auf der Mannigfaltigkeit
y(52) . Um mit diesem Koordinatensystem zu arbeiten, benutzen
wir gewisse Elemente aus der Tensorrechnung, die jetzt kurz

zusammengefasst werden.

Zunédchst sind mit dem so elngefuhrten Koordinatensystem zwel

_fdx
lokale Vektorbasen €, und [f
1 a&4

verkniipft (Abb.4).

Abb. 4



Die skalaren Produkte definieren den metrischen Tensor

-3

‘t‘te = - g -
Jd =L ) Juc6.g (3,1)
und fiir die Determinante Deé(;,£] é dieses Tensors

gilt

D(X/y/i") =) - -
=€ .(4 X £
; 0(/2/1/0/ 0—) 7 (Z 3) (3,2)

Weiterhin erhalten wir fiur die Vektoren verschiedener Basen

A AR AN AN
/ d 0, ixp

=V;‘(sz Z°) =/;77([7y“x ve) (3,3)

Z:V/l——@—;(fz\’ )/.

die iibrigen Relationen entstehen durch zyklische Permutation

der Indizes.

- . . . . .
Einen Vektor # konnen wir in beiden Basen komponentenweise

darstellen

T T I > RN .
F=v' el v =g =g 27 (3,4)

dabei heissen die 7" resp. Z: die kontravarianten resp.

=y
kovarianten Komponenten des Vektors 7 .

Aus (3,1) und (3,4) folgt

PR
.

y‘ = 7-/?.'24‘.: %3‘}‘ EA.:: 7w 1 |
(1<) 57 (3,5)
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also ist der Zusammenhang der kontra- und kovarianten Kompo-

nenten durch den metrischen Tensor bestimmt.

Im ndchsten werden wir noch den Operator div benutzen. Seine

Darstellung in unserem Koordinatensystem ist

2 J .
vy 2‘7;;@/2"/@7') . (3,6)

Jetzt sind wir in der Lage unser Modell zu beschreiben.

Zverst nehmen wir an, dass sich die"Punkte" der Flissigkeit
auf den Kurven,i:con(,/icmwl bewegen (laminare Strémung)
mit einer Geschwindigkeit 52, die zeitlich unabhingig ist
(stationdre Stromung). Der Geschwindigkeitsvektor 7 ist
dannkollinear mit der Tangente der ¢ -Kurve, d.h. es gilt
— QX _ X 26
S VIR TP
5

= v 56)4 3,7

Die Funktion v~ setzen wir als stetig auf g? und positiv
auf 92 ‘{k=kf voraus. Am Rande £ = R lassen wir zuné&chst

auch eine verschwindende Geschwindigkeit zu.

Ist der Parameter O die Bogenlénge der G - Kurve, dann ist

die Lénge des Geschwindigkeitsvektors i;

> _ |94

7 = | L2
oy

gleich der dritten kontravarianten Komponente von i: .

3 = ps (3,8)

Die stromende Fliussigkeit wird nun mit einem Indikator

markiert; in der Regel dient als Indikator eine radioaktive
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Substanz, die durch eine Indikatordichte C(440¢) [§om™]
charakterisiert ist. Den fiir weitere Betrachtungen wichtigen

Indikatoreinfiihrungsvorgang stellen wir uns so vor (Abb. 5):

Abb. 5

Fs wird eine Menge des Indikators in den Teil M eingebracht,

was durch eine Funktion (u{{)[f/f'] beschrieben ist.

Diese Menge verteilt sich in M iber den ganzen Querschnitt;
dabel machen wir keine Voraussetzungen iiber die Stromung oder
die Art, wie sich der Indikator in M verhdlt. Es wird jedoch
verlangt, dass dieser Verteilungsvorgang nur in M stattfindet
und an der Flédche 0=0 beendet ist, so dass im weiteren Teil
(G> O ) wieder eine laminare Strdmung herrscht. Die Verteilung

des Indikators in ¢=0 so0ll durch eine Verteilungsfunktion

)Z,(/z/y(; ¢ ) [ C/M.‘Z_] beschrieben werden.
Damit ist folgendes gemeint:

] - -2 —1]
a) die Flussdichte des Indikators <« 4?5¢1 A ist

- =
»c(/f/Vf(ﬁa,f): (u/f//m,zsz') (3,9

_a
b) f ist normiert

/fc[f =7 (3,10)
G-:() .



Der Normierungsbedingung konnen wir eine andere Form geben.

Es ist (3,3)

[Fas - /f@/ﬂi’x%’wd} - [F05 58 oot
0=0

_ /ﬁ’fgg*oaaaf' - / /“guaa;f - /;!’3}?;;(6':0) T A f
T=p =0

o 0?3 2 (0=0)

z/)g//j%—o_mdf -7 (3,11)
G=0 =0

3 ; 3
Hier haben wir )f éﬁ; mit /%, bezeichnet; /fI;§3 ist
-—,

die Komponente des Vektors f’ in der Einheitsbasis

/ -
also die physikalische Komponente des f’.

Beispiel: Flussmarkierung und Querschnittsmarkierung.

Findet eine vollsténdige Mischung in M statt, so wird die
-_,
Verteilungsfunktion}! nur durch das Geschwindigkeitsprofil

bestimmt

- L e o
/ :W’F’ °/, Fefias

G=0

In diesem Fall spricht man von einer Flussmarkierung.
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Die Querschnittsmarkierung ist dagegen durch eine homogene

Verteilung des Indikators definiert. Das heisst

4/

7{;. -
& oA S
(/‘:{ 783 % !

oder

JZ war 1%/

CG=0
Daraus folgt

o2p 1323
also ist /A / ortsunabhidngig (fiir C=0 ).

Der eingebrachte Indikator wird dann am Systemausgang gemessen.
Unglicklicherweise ist es nicht moglich, den Indikator lokal
zu registrieren; die heutigen Messmethoden stellen uns

nur gewisse globale Charakteristikg zur Verfiigung. Wenn

wir in einem Segment zwischen.(% umd,ﬁ; (Abb.5) messen, hat

das Ergebnis die Form

C%_/G,(f) = /w(?) cx, t)dV, G ,12)
s,

wobei die Gewichtsfunktion &) die Art der Messung charakterisiert.
Zum Beispiel bei der Transillumination oder bei der Zahlung
der ausgestrahlten Quanten (bei Markierung durch einen

radioktiven Indikator i
) wird w = A

e,



- 23 -

Ausser den kinematischen Betrachtungen benutzen wir noch

die Kontinuitatsgleichung. Die Kontinuitétsgleichung gehort
im eigentlichen Sinne nicht zu der Kinematik ( = Beschreibung
der Bewegung), weil sie auf dem Massenerhaltungsprinzip

beruht.

Wenn wir die zeitliche Anderung einer Substanz - etwa die

Masse der tragenden Flissigkeit oder die Menge des Indikators -
in einem Teil mit einem positiven Volumen betrachten, dann

ist diese Anderung der Differenz der ein- und ausfliessenden
Menge der Substanz gleich, vorausgesetzt die Substanz kann

in dem Teil weder entstehen noch verschwinden. Dies ist eine
globale (integrale) Eigenschaft und ihre lokale (differenziale)

Formulierung ist [ 3 ]
%ﬁ # 0“?”({"7) =0 , (3,13)

dabei f die Dichte der Substanz bezeichnet.

Nun konnen wir dieses Prinzip zweimal anwenden. Erstens auf

die tragende Flilissigkeit, deren Dichte als zeitlich und

ortlich konstant vorausgesetzt wird. d.h.

iy = O , (3 ,14)

Zweitens auf den Indikator, dessen Dichte sich im allgemeinen

andert:

?"C' toir(ci)=0 3,15

s
vT
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System-theoretische Beschreibung

Von dem Standpunkt der Systemtheorie hat unser Modell

folgendes Schema:

1. die Inputinformation ist durch die Funktion (u(¥) [;/f{]

gegeben,

2. sie wird weiter im System verarbeitet, wobei der Uber-
tragungsoperator 2} nur von den Systemparametern - dem
Gefass, der Verteilungsfunktiondf , dem Geschwindigkeits-
profil;7 und der die Registriermethode charakterisierenden

Funktion W - abhangig ist.

3. Am Systemausgang ist die Outputinformation die gemessene

.

mittlere Indikatordichte QTU_/*} , so dass
o1

C; (\‘) :(; //{—) (4‘)1>
207 ( :

In diesem Abschnitt mochten wir eine Darstellung des
A A
Operators A konstruieren. Die Eigenschaften des Operators K

und die entsprechenden Voraussetzungen werden im Satz I

zusammengefasst.

Um die spateren Formulierungen nicht unndtig zu erschweren,
machen wir folgende Vereinbarungen:
Alle in Betracht kommenden Funktionen sind intﬁ'periodisch,

mit der Periode &7 .

Weiter mochten wir unser Modell in t = o "starten", d.h.
die zeitabhédngigen Funktionen sind fiir t € o gleich Null

zu setzen.



Bevor wir den Satz I formulieren, schicken wir zunichst die
folgende Bemerkung voraus:

Fir die ?S—Komponente der Geschwindigkeit folgt aus (3,7)

06

= - 3 2
wobeil die Funktion y‘?ﬂ/ﬁf G/) fir 4 #K als positiv voraus-
gesetzt wurde. Damit ist & eine streng monotone Funktion von t

fiur alle /2#1(7 und fir die Umkehrfunktion gilt

G

t =7(nte) = _ e (4,3)
177 / K #3(A/Vf/)) )

Die Beziehung (4,3) mit /4 =/ und /lyﬂ definiert eine
Abbildung einer Teilmenge aus g? auf die entsprechende

Bildmenge. Genauer gesagt:

A
Definition 3,1. Sei (S [0,R)x[0,8F]x[60,]. sei T aie

Abbildung 4 )
J= 5
t =7, uf a) (4,4)

die auf 6- definiert ist. Dann bezeichnen wir mit

/"(,/3/. g, {74) die Bildmenge der 6: , d.h.

P(VJ/'(';)(’;/ = f(G/

und mit

b (v4a,6)

die Schnittmenge, d.h. (Abb.6)

Er36,5):2 (4) ¢ [o,8) 50,2770, T) € [T 6, s 5



ta

-
¢ I_-! + — 1 >
/I,zﬂ N ——~ £
7
Abb. 6
Weiter seil
T = men T(A, 1}6' = A ° ol .
Come) / (b)) &V R) (4,58)
und
Z A
/(; = /Mmaxt 7-//2,// G, ) = rmar /;;7 ' (,50)
(2, %) k) 00 Ry 1))

Q; braucht nicht endlich 2zu sein.

Jetzt sind wir in der Lage den Satz I zu formulieren.
Satz I.

Die Voraussetzungen:

(A1) Sei )g_(/tﬂ/,c’ ) eine nichtnegative und in t stetige

Funktion fur fast alle

(2, F) e [0,R]x[0,i7]
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(A2) Sei 2 ";
7@@&/4-——~J el [lo,k]x[0,27)}
733
G=0
und weiter

/ﬁ- \—é-a(ao{}: 4/  fiir alle t.
=0

33

(A3) Es gibt eine Funktion 4(6@0%/ , sodass

7@(1,126) <A fiir alle t und
el 7]« ctevntoamy

G=0
(A4) Sei W eine nichtnegative Funktion aus

C/[O/R])‘[a/?”J*["Z,@]]/ 0<q <G

(45) ,
m(t)e L [o, e0)

(A6) Sei U1 Ru7
/ / 'wm’/'%j /e(/mﬂ}@' AP AG < oo

Fr o 5=0) |

(A7) Sei /;/) JdI7  in [O,KJX[O,Z/T_] eine Menge vom Mass Null
fiur alle t.

Weiter definieren wir folgende Funktion K

Jwudrindeapfpons ~/E }owf
r 33

_ ¢-C
Ker)= t 20, jrmax (0,¢-T,)< T < ¢-C,
0 ) fiir alle andere t und C

9

T ist in (4,3) definiert.
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Wenn die Voraussetzungen (Al) -~ (A5) erfiillt sind, dann gilt

m .
a) ¢ (¢)= —~ ~) g7 fir alle t > o
oo, ) ofk(f,(j(u(()o(t

,&/m, K(¢,T) = bim ki, 7) =0 ) //r(f,?‘/d?’<00
5 .

T— 0 ¢ —co

Wenn zusdtzlich auch (A6) gilt, dann ist

(2.2]

w(/z/ L) A b
. e A AC
) O//((é,<)dz‘ // Pen # oeo )| g

) — 1
CO'O"({j € [ [0e0) .

0~ 7
Wenn zus8tzlich auch (A7) gilt, dann ist

e) /t(f,fi} eine stetige Funktion.

Un den Beweils ibersichtlicher zu machen, schicken wir zwei

Lemmas voraus, danach werden wir den Satz I beweisen.

Lemma 1. Wenn die Kontinuit8tsgleichung (3,13) fiir die
tragende Flussigkeit und fur den Indikator giiltig ist, dann
ist fiir O < G < Gy |

C(/L/Vfa; Z) = c(,é,r/%(i':O/ t = 7(nt5)) y

O

_do
T,
! ) o Vi?@&ﬁ/q)

wobel



-29 -

Bemerkung: Die in (4,3) eingefiihrte Funktion T hat eine sehr
anschauliche physikalische Bedeutung. T ist die Zeit, die
ein Fliissigkeitsteilchen braucht, um auf der Linie A= comd »

f: Canil die "Strecke" [0,G] zuriickzulegen.

Beweils des Lemma 1:
Aus (3,14) und (3,6) folgt
0 - otiv®t =L 73
7o (707,
also

Gr:) =0 (4,6)

Fiir die Indikatordichte erhalten wir aus (3%,15) und (3,6)

de | 4
az*@:

Die Gleichung (4,7) ist eine partielle Differentialgleichung

_ ? 3)_ °o¢C 3 2¢C
0 = —(;-—(/}—CV)-% e . (4,7)

erster Ordnung und wir suchen die Losung filir die Randbedingung

C’=C(/i//ff7=0,f) . (4,8)

Dazu miissen wir die charakteristischen Gleichungen

ot 6(0' AcC
= -
7] / df yY?LDﬂﬁ 0

der Gleichung (4,7) fir die Anfangskurve

< =T,G:O/C=C(/t/y¢l(f:0/’2')

1osen. Die Gleichung

cée*
at

SEAD,



wurde in (4,2) und (4,3) untersucht und es ist

G

. /
t =ﬁ7"?/ /.) = /————-—dﬁ -
7 Gl /

daraus folgt

C(lﬂ’g(”/f)—-C{/z,Vfﬁ:g,Tj=C(/2,/€ 0,¢t - ,9)

m,/o-//

und das ist die gewilinschte Relation.

Die Gleichung (4,9) hat eine sehr einfache physikalische
Bedeutung. Bewegt sich ein Beobachter mit einem Fliissigkeits-
teilchen, dann beobachtet er keine Anderung der Indikator-
dichte. Diese Tatsache ist eine Konsequenz der Kontinuitdts-
gleichung, also des Massenerhaltungsgesetzes fir jeden Teil

des Gefasses. Bei Verlusten des Indikators etwa durch eine
radiale Diffusion oder eine nicht vernachlassigbare Ausstrahlung
wird die Gleichung (4,7) nicht mehr homogen und die Ldsung

kann wesentlich verschieden von (4,9) sein.

Bemerkenswert ist auch die Gleichung (4 ,6), die wir spiter
bendtigen werden. Sie besagt, dass das Produkt ngf nur von

A und Vﬁ abhéngig ist; beispielsweise ist damit
6 ¢
X 1
= 0=/ (4,10)

5V A) rrg

Diese Beziehung kann manchmal helfen, die Schnittmengen

aus Satz I analytisch zu konstruieren.
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Die Voraussetzung in Lemma 1, dass der Indikator der Kontinuitats-
gleichung gehorcht, ist eigentlich ein Teil unserer Modell-
vorstellung und deswegen immer erfiillt (s. Abschnitt 3). Im

Lemma 1 wurde sie nur wiederholt, um die Implikation:

konstante Indikatordichte
Massenerhaltung :::§>

auf den Charakteristiken

zu betonen.

Temma 2. Unter den Voraussetzungen (Al) - (A5) des Satzes I
gilt
Wwlt) folh € )

ct 0=0,¢) = — (#,11)
GEXAED

Beweis:
Die Indikatormenge /m , die im Zeitintervale (0,7) durch ein

Teil 5 der Flache O=¢0 (Abb.5) fliesst, ist

~o

m = //f(/?,z}i 0‘=0/0(J?a’f ,
0

=<7
wobei die Indikatorflussdichte A in (3,9) gegeben ist.

Ahnlich wie in (3,11) erhalten wir

/(u/t’/f(ﬂ,o £)AS = /(u;{‘. @d,}

J. 0=0

Fir 5%3 konnen wir aus (5,7) folgende Darstellung gewinnen:

o S — _ 3

und daraus endlich

~
[ [ CEND s 48 ot
i // |7t 4, 6=0)| a ‘ (#,12)
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Diese Indikatormenge fiillt dann ein Segment zwischen O =
-1 ~ -
und G =7 (04 T) aus, wobei 7T 'die Umkehrfunktion der in (4,3)

definierten Funktion T bezeichnet. So erhalten wir fir /m

7"35457
m :/ch ://C(/z/f//)/}'/géwd/)df
v I o

Jetzt benutzen wir Lemma 1
-t v
7{/‘/@7’/ P

m = [ [cer b o, 7- [ ) fgdocr d®
\FO/ 15,y O/y?/ﬂ////)/ ;

und mit einer Substitution fir A

A

¢t =T =[5 ol - e
0 VJ[A/‘//'/JV / 4
erhalten wir
7":
m =//C(ﬂ,r/</10/£/1/“3741{&(/1dvc *,13)
S o '

Der Integrand in (4,1%3) (und auch in (4 ,12)) ist nicht negativ
und die Gleichheit zwischen (4,12) und (4,13) soll fiir alle

7 und § gelten. Dies impliziert nach bekannten S&tzen

aus der Integralrechnung die Beziehung (4,11).

Bemerkung: Setzen wir (4,9) und (4#,11) zusammen, so ergibt sich

o G
.7 - (& 2
COy 1 58) = ot (41 Jrlpdie-[5), waw
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also eine lokale Version des Satzes I. Es gibt aber keine
Moglichkeit die Indikatordichte lokal zu messen und folglich
hat die Beziehung (4 ,14) keine praktische Bedeutung, aller-

dings wird sie wichtig filir den n&chsten Beweis.

Beweis des Satzes I.

Aus (3,12) folgt nach Lemma 1,

R 40,

5(];61{{) =0//F/w(/z//;(z‘)c(/,/,0', {/gdo-dﬁa =

R )i G, G
Ao
= // ‘W/’/"%—/Cﬂ/}if G=0,¢ "'O yW)Kide/a”a :
000

Die letzte Identitdt betrachten wir nur fir (s. 4,5a)
©o

N . ch
£ 3T =omim [0

K#) ﬂ(ﬁ/”g//"] / (415)

fir 2<7C, ist é;o =0 . Nach den Uberlegungen in (4,2)

[

und (4,3) diirfen wir fiir € eine neue Integrationsveridnderliche

T = 7r(ﬂ/‘€ GL)

einfihren und so erhalten wir

R 25 muem [€,T(,40,) ]
(—fgo-,”) :///‘(W/Z T ST)C (i 0, ¢-T) VV;"dmfaa

0 0 T(,47;)

Jetzt vertauschen wir noch die Reihe der Integrationen und

benutzen Lemma 2. Es ergibt sich



m’l[fl‘/]

Co (f)-' dc(u(f c)/“m’ T T ety ) 3,700%/‘
l?"(/z/ ,G=0)|

/d(/w/ AR Y ) AT I
may[o, ¢ - lf(/‘ VG(Z--O)I ;

1t-5] Z—’(‘)
Es sei noch bemerkt, dass &~3{37 eine & -unabhingige

Funktion ist (s. 4 ,6) und daher

rw)Vge)  rie=o) V;(G=o) 2

|7(6=0)l %3(6:0)1/7 =0 /33

G =0
Daraus folgt die Aussage a).

Fir T — 00 bei festem t wird (fir ’5’)-&—’(;) k({,?’) =0

und deswegen ist trivialerweise
co
&'/m,k(-é,?'}.—:o , /k(f,?‘/d?(oa
T— oo 0
Ist ’; endlich, dann ist auch f&:’m k/f,?y:(? evident.
-0
Bei Z;= O geht das Mass der Menge 6;_?7 gegen Null,

aber der Integrand bleibt beschrinkt. Damit ist auch b)

bewiesen.

Um ¢) zu beweisen, vertauschen wir zundchst die Reihe der

Integrationen und substituieren
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G

f='£'+/ oto

o P, tn) - Dann ist

o0 2 SUTAD)
/k(z‘ 2 /da/d#;{,.(/l, ,(j /au(/z,J Tin v, ¢-07)dt
0 o 75*7(,1,190')

,
’

Gy

R
a2 1/00‘}0((;‘
_ ( 1/07 __2_ el v, .
/obz/aéy‘% t 7, /[\ e J Fune) (4,16a)

0=0

| 2 R 25
___// V(?{V'o Vg(o‘ AG // Z((/_oj / (G) AG
04 %‘“”U /367 1%(0) (% | V;m'— 0) 7(t=0)

R 27 G,

() c)da%(/z
= fs 4, w(/z,/vjt’;fdo”
|”’(/L,J; G=0)l (*+,16b)

0 0 %,
Die Abschdtzung (A6) garantiert die Existenz des letzten
Integrals.
Aus der Eigenschaft a) folgt:

o0 0o oo oo 0

/ o (€)Mt = /me /(u(‘c‘}k/{,?/dfz /(vt(?’)d?' / k(e,T) ot

0 o 0 o 0

und der letzte Ausdruck ist wegen (Ab) endlich.



_56 -

Umn die Stetigkeit von K zu zeigen, schreiben wir

K#,7T)= /&ﬁ/dz/ayl’(/__}a)(/z, T(/z,v“f c)}/é(/z, </ 0755

wobeil Jf(é_T) die charakteristische Funktion der Menge Gi?,
ist. Ist nun fir einen gewissen festen Punkt (ﬁ;Jy
Go Gy

it <7< [

; rn 4 r) / ),
dann ist der Integrand in.(ﬂ77 stetig. Liegt aber der Punkt
(4, ve ¢ -C ) auf 9" , dann kdnnte der Integrand unstetig
seinj; Solche Punkte Cﬁ,t%/ aber bilden wegen (A7) nur eine
Nullmenge. Aufgrund (A3) und (A7) existiert eine integrierbare

Majorante also ist K stetig.

Aus dem Beweis ist leicht zu sehen, dass bei einer zeitunab-
hangigen Verteilungsfunktion f%‘=)476ﬁ,éa)v der Kern der
Integraltransformation nur eine Funktion der Differenz ¢ -T
ist. Daraus folgt der

Satz IT.

Sei
ot b8 ) = fotn #)

und seien die Voraussetzungen (A2), (A4), (A5)
giltig. Dann ist

K(¢,T)=R(¢-T) .
Wenn zusdtzlich fur 1{r/é auch die Voraussetzung (A6) gilt,

dann ist die Faltungstransformation

Go, () = AH) x put)

stabil, d.h.

_/i@/f/ At
0



Das nachste Beispiel zeigt, dass fir die Stabilitdt der
Faltungstransformation die Voraussetzung (A6) notwendig ist.
Beispiel:

Betrachten wir einen kreisférmigen Zylinder mit ) = 7/ 16-0-1
[}

(einfacher Mittelwert), }%—: 778 (Querschnittsmarkierung)

)= (1-(51).

und (Poiseuille'sche Stromung)

Dann bekommen wir

4 o, G G,
> (71— ©{¢-T( 2
- N
i (! i)y N
£(¢-7)=
G, - 9, 7 Gy
— S ¢-T
— ] \
b g, €T %
Allerdings 1ist
[ ] oo
4 /G, -6 . -
R(L)At = ' g tn % % [ 14t o
(}( v ° A % ¢
0 507 ° ° 156, ‘g
2

In diesem Falle ist aber die Voraussetzung (A6) nicht erfiillt.
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Die Flussmessung

In diesem Abschnitt mochten wir die Gliltigkeit der ersten
S-H Gleichung untersuchen. In unserem Modell hat die Gleichung

folgende Form

4 00
— = /C _)a¢ (5,1)
,C /‘0;(}-} ) 5’
O R
Wir nehmen an, dass die Voraussetzungen (Al) - (A6) erfiillt

sind, um {iberhaupt iiber das Integral (5,1) sprechen zu diirfen.

Es ist dabei

z 2/:1#);’{'75‘ y £o= /7_/:0{\?
o S

und mit (3,16) stellt (4,1) eine Bedingung fiir die Funktionen

@ /? 5? und dar (natiirlich nur in einer bekannten
VAR (u

Rohrstruktur). Es liegt der Gedanke nahe aus der Kenntnis

gewisser Parameter, d.h. aus gewissen der genannten Funktionen.

Aussagen iiber die restlichen zu erhalten. Um solche

Fragen sinnvoll zu gestalten, missen wir uns klarmachen

inwieweit diese Parameter vom Experiment her bestimmt sind

und umgekehrt, wie weit gewisse "wiinschenswerte'" Parameter

fiir das Experiment realistisch sind.

Im einzelnen haben wir folgende Situation:

~

7~ 1ist die Geschwindigkeit der Fliissigkeit, die nur sehr
schwer zu bestimmen ist und der Experimentator hat praktisch

keine Mgglichkeit sie zu andern.

__)
}[ ist, bis auf gewisse Ausnahmen, die spéater diskutiert

werden, eine unbekannte Funktion, die sich sogar von Experiment

zu Experiment &ndern kann.
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W 1ist eine gut bekannte Funktion, und es besteht innerhalb
gewisser Grenzen die Moglichkeit, filir eine "vorgegebene"

Funktion w die entsprechende Messapparatur zu konstruieren.

@L ist ndherungsweise bekannt und der Experimentator kann

in gewissen Grenzen die Gestalt von (449 beeinflussen.

Die Frage der Glltigkeit der Gleichung (5,1) miissen wir jetzt
mit Riicksicht auf die oben erwéZhnten Unsicherheiten betrachten,
also es wire relevant, etwa zu fragen, ob es ein «/ gibt,

so dass (5,1) fiir alle (v aus einer gewissen Klasse von
Funktionen gilt, oder unter welchen Bedingungen die Giiltigkeit
von (5,1)'wn1;é unabhéngig ist usw. Fiir die Untersuchung

solcher globalen Fragen ist das nachste bekannte Lemma niitzlich.

\ o . .
Lemma 3. Sei o(xj€l ($2), also eine wesentlich beschrinkte

”L .
Funktion auf SP C R und sel

/eﬂ\cﬁ)f’f(x}%e =0
£

fir alle /3¢ LY_Q] . Dann ist &« = (@ fast iiberall.

Beweis. S. [1 ]

Wir beginnen mit der Frage, ob es ein W gibt mit dem man

die Gleichung (5,1) fiir alle M befriedigen kann.

Satz 3. Es seien die Voraussetzungen (A1) - (A6) erfiullt.
4

Die Gleichung (5,1) ist giiltig fiir alle m ¢ L[0,00)

dann und nur dann, wenn es gilt

C()(/L//% G) = Vg(ﬂ/V/acr/(F—(-g?] * %/ﬂ/lﬂ/y))/ (5,2)
7 7o



wobeil ¢ eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften ist:

iy e C[[O,/(’jx[o,zi/‘] x[o;/o;jj

R i G
////(5(”/ ff}”(/‘/*’ﬁo‘) I—J——Z AGAH ot = O
0 0T | ;G3 o ’
3) -
/
P —
’ Ao, -5)

Beweis: Aus (5,1) folgt
co

O/(M(T,,g T = F/a(?"/«t/?’//k(é,?’/dt
0 0

und daher

O = //Wc//7 F/k/{ T)dtfoT

Damit diese Identitidt unabhingig von & erfillt ist, muss nach
dem Lemma gelten

/- F [kt¢,T)dt =0 (5,3)
0
fiir fast alle ¢ aus [©O, 00) .

Das Integral berechnen wir mit der Formel (4,16a) und erhalten

;{;(A,/c)w(x,uaﬁj (2 _
7 - /-’// A7) s deafop =0 (5,4)

0=0

000'
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Die Gleichung (5,4) ist eine lineare Integralgleichung fiir «)
also brauchen wir nur eine partikulidre LOsung 6@, des in-
homogenen Problems und die allgemeine Losung ak des homogenen
Problems zu finden. Das gesuchte W ist dann als w-= u)o+ a)_k

darstellbar.

Es ist leicht zu sehen, dass

9"3(./?/2 G

Ww. =
7] F(U;—C’;) (575)

eine partikulére Losung ist. Setzen wir (5,5) in (5,4) ein,

erhalten wir

R 76, —"1
7 - 6/;<Zﬁ ﬁéé@‘g \;i;‘jo&mﬂfd% -
(=0
R
=7 - ///{imz’”);ﬁo:ﬁm =0

und das ist die Normierungsbedingung (3,11).

Fir die Losung des homogenen Problems machen wir den Ansatz

3
[/2/ 0-) v //2/ 07 9’//// )
und das impliziert die Eigenschaften 1) - 3) fiir ¥ .
Umgekehrt, wenn &) durch (5,2) gegeben ist, geniigt es

w in (5,4) zu substituieren, um zu sehen, dass (5,4) und

dadurch auch (5,1) gilt.
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Eine gewisse Vereinfachung ergibt sich im Falle der Faltungs-

transformation, die im Satz 2 charakterisiert ist.

Satz 4. Es seien die Voraussetzungen (A2), (A4), (A6) erfiillt
und es sei Zuséitzlich;% (2, /,f) ﬁ/r;' 0/ zeitunabhingig.

Dann ist (5,2) eine notwendige und hinreichende Bedingung

fiir die Gliltigkeit der Gleichung (5,1).

Bewels: TUnsere Voraussetzungen erlauben uns, Satz 2 an-

zuwenden und somit ist

2' y o 00 ;P
= :—;—-—/(n/f/cz’t‘ =/Co;o~,”"”{* =) KG) x @lt) ot
0 0 g
.-://q({)df /(w/{)a’é
0 0

Daraus folgt
o0
7 . /k(f) oAt
~ 0

Jetzt konnen wir wieder die Formel (4 ,16a) benutzen und es
ergibt sich die Gleichung (5,4). Weiter verfahren wir wie

im friiheren Beweis.

In den vorherigen Sitzen wurde & von /% abhangig und zwar
durch die Funktion § . Sehr oft ist aber iiber f5 nichts
bekannt und dadurch erhebt sich die Frage nach « , das die

Gleichung (5,1) fiir "alle }% " pbefriedigt.

Eine Antwort darauf gibt der nichste Satz
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Satz 5: Unter den Voraussetzungen des Satzes 4 sind die beiden

folgenden Aussagen &dquivalent:

a) Die Gleichung (5,1) ist fiir alle /@ erfillt, fiir die gilt

ﬁ-(/z,fx‘l/ e/_/[a,k]x[a,zﬁ_g/
=0
b) Es gilt

- r*Yﬁ/f/gU/
F0,-0,)

%,

Beweis: Wegen Satz 3 ist & durch (5,2) gegeben und fiir 74
fordern wir nun, dass die Bedingung 2) im Satz 3 fir "alle" f@

erfiillt ist. Nach dem Lemma muss dann y'sc? fast Uberall sein.

Bemerkung: Im Abschnitt 3 haben wir die Flussmarkierung ein-
gefuhrt. Diese Markierung entsteht bei einer vollsténdigen
Mischung des Indikators mit der tragenden Fliissigkeit und
ist durch die Verteilungsfunktion
}§’=: FZ@@gGEQ/
- F

charakterisiert. In diesem Falle ist

(5,6)

fo = f /Ogﬂw 0) = r Y ‘WWT (5,7)



Andererseits ist das Erfiilltsein der Gleichung (5,1) fiir
"alle" M mit der Gleichung (5,4) gleichwertig. Wenn wir

jetzt fﬁx'/% in (5,4) substituieren, erhalten wir

R 25 Gy

S o) W FG)
1/ —F Vaca=0) A AL =
// / F v, 40) /

00 @
— .. Ki{fi‘?_il/wmw . roiga
V3 (7)) Vo)
R 250,
=7 - ///wm,yf@gdm/aa =0
0
o4a

Letzteres kann aber durch eine geeignete Normierung von &

immer erreicht werden.



Das Momentenproblem fir einen Zylinder

In diesem und n&dchsten Abschnitt beschranken wir uns auf
einen kreisfoOrmigen Zylinder, das heisst, die Abbildung

aus der Definition einer Rohrstruktur im Abschnitt 2 ist

X =4 COOVQ// 'S/z/ﬁ»t:'n;'/a/ 2 =06 (6,1)

In diesem Fall ist i?f:/ und 62;3 =7/ und daher sind
die Trajektorien der Teilchen A = Wllz/a: el mit der
Bogenlénge parametrisiert. Daraus ergibt sich nach (3,5)

und (5 )8>

—u—-.%_- 3—- —
V=/v/=71"=0 =1

also sind alle "dritten" Komponenten - die kontravariante,
die kovariante und die physikalische - gleich und werden

weiter mit /7 bezeichnet. Dasselbe gilt fiir die Verteilungs-

- . )
funktion/f , im Folgenden ist / =/\'§ )
Flir die Parameter des Systems machen wir folgende Annahmen
(Abb. 7):

1) Alle in Betracht kommenden Funktionen sind von 57 unab-

hangig (Axialsymmetrie).

2) Im Teil M (Abb. 7) findet eine vollstidndige Mischung statt,
d.h. die Indikatordichte f/ﬁ/ in M ha&ngt nur von t ab und

es ist

C(A/Z--fO/t"/‘rg)({) (6’2)

fir alle te.
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3) Das Geschwindigkeitsprofil ¢ héngt nur von A ab,
V=yg) 0 und ist eine nichtwachsende Funktion in [O,RJ.

4) Die Gewichtsfunktion @ sei konstant;

7 _ %

Ve TE(E-<)

hier ist (7‘0 :'a,/ (5‘7 __,,g, .

—

A

NN

M Gra O
Abb. 7

Bemerkung: In der Terminologie unseres Modells ist geméss

(3,11) die Verteilungsfunktion /als

yr)
¥ oE

zu schreiben und die Indikatordichte S’ gleich ('4/ zu setzen.

Bei vollstandiger Mischung des Indikators ist die
Menge des Indikators in M gleich f/é) lé und zwischen
¢ =¢, und £ =¢, #ndert sich diese Menge von ("/60)14

zZu f{é) V4 . In der gleichen Zeit fliesst die



Indikatormenge

¢

/(t(({)o(z.‘ ,
%
in den Teil M hinein und

2

/dé f({)/V/,z)o(f
¢ S

aus dem Teil M heraus. Somit ergibt sich

f/
Sa) —pls)l = };/c’mo/f
£

(2]

£y,

= [atsat - F / ;/{Mé
¢

4

4 6

Da dies fiir alle to, t1 gilt, ist

dp Fo @) ©,3)

-

T T

Die Losung der Differentialgleichung (6,3) kann man als
ein Faltungsintegral schreiben.
o —~ F
4 o T —y e
f/f)=~——/(%(£—cje > AT :(tw\f-l-z o 6 ,4)
¥ 7
)

und daraus auch alle Momente der Funktion f , falls sie

existieren, berechnen. Hat zum Beispiel die Funktion ct((}
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einen kompakten Trager, dann existieren alle Momente von(at

und f und wir erhalten

o

Oam o0 y o0 __f__?,
= - n 7 -7 v, ,o-
/ﬁ f/é)mf _/a/{f ; /(n(é ()€ " A7
0 ° 5

F'
/df/—-(f “TrT) (fA(é -T)e % o("'
F

m ©0 oo .
7 ) n-k £ "y
%Z(ﬁj/f /q(ddf./f 2 % o

k=0 0 o

4 = M v 7 ,
72/&)’{'//;/(‘%-4 (6,5)
° £=0

wobei ﬂm das M - te Moment von (u_ )

= /f m/bt(f) ot
0

i

bezeichnet.

Der Unterschied zu den fritheren Uberlegungen besteht nur
darin, dass wir statt (4,11) direkt die Formel (6,2) mit

(6 ,4) benutzen.

Auch die Annahme %) stellt eine Anderung zum friiheren dar.
In (3,7) wurde das Geschwindigkeitsprofil als stetig voraus-

gesetzt, hier fordern wir nur die Monotonie.
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Das ist ohne weiteres moglich, weil die Kontinuitdtsgleichung
. = .,
0‘( e = ":(" S ¥ =
v N 92 (/?3 (/ﬁ/) O

in unserem Falle auch filir ein unstetiges &?%y'erfﬁllt ist
und dadurch diirfen wir das Lemma 1 benutzen, was dann eine

besonders einfache Formel

- 4 = _-...%... (6’6)
Clry2,¢) =C(h,2=0,¢ m/}

ergibt.

Mit den oben gemachten Annahmen erhalten wir jetzt fir C (¢)

a4
folgenden Ausdruck:
y
c;&/é/ =//C(/,z,{/cdmja(cfa(z
a §
< R :
=37/ [0t 2=0,¢é -2 Yaia ) A
z/a/{j/ (# 2=0, ¢ ) (PR l) A 2
& %
:z?/”//z a)(/Z/WfZ//f(é—?jd?'&Oi :
3 (6,7)
4.
reA)

Fir die Funktion f verlangen wir die Existenz aller Momente
und im weiteren nehmen wir an, dass die Momente gegeben sind.
Dies ist z.B. fir eine Funktion ﬂtmit kompaktem Trager fast
selbstverstandlich, denn die Existenz der Momente von ﬂtund ?
ist nach (6,5) #quivalent und @ ist bei der praktischen An-

wendung gut bekannt.



Jetzt sind wir in der Lage, unser Ziel zu formulieren:

Aus den Momenten der Dilutionskurve’(;n

©

— m
C, =/cqﬂ((jf o/f/ M=0,7, ... 6 ,8)
O
mochten wir das Geschwindigkeitsprofil VZ@) bestimmen.

ImFolgenden werden wir untersuchen, ob und wann das mdglich

ist. Zuerst dazu der

Satz 6. Alle Momente { existieren dann und nur dann,

"

wenn die Integrale

VA7
v ™

existieren,und wir konnen sie vermittels folgender Identitat

berechnen

£f £ A
ﬂ)f et R
£/ )M é(fuj(; czj R vag®

Beweis: TFs ist

mt,)

. :/ #Jdte _Z///dfé /d/z W )T, /f/é Dar

v
¢z /t/

m vehy
=Z?Z(£//o&wc/z/a(/em/d??'/( C) y’(f “T) At
£=0

@7 )



7 ¢/ /Q
; (éjfm ,@/4)[/2/&‘//1//2£ 7/ v W/ ]@
=0

R
Z(%)f @é / V¥,
£ 1 ,e/( ey /ez viy*

Bemerkung: Fir b— a ergibt sich

R
N A
ﬁ—»a, Z(ﬁ/fﬂ -4 Q /2/‘(/>)€
Auf den ersten Blick kOnnen wir fur ﬂ"Q Ka die

Formel (5,9) "vereinfachen", allerdings ist die Annahme
f-a & a nicht realistisch, im Gegenteil im Experiment
bemiiht man sich die Messtelle so breit wie mdglich zu halten,

um eine bessere Genauigkeit der Messung zu erreichen.

Im nédchsten Beispiel werden wir sehen, dass es allgemein
nicht moglich ist, die Geschwindigkeit V(1) aus der

Integralen f&é@ eindeutig zu bestimmen.
o)™

Beispiel: Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit untersuchen

wir in diesem Beispiel die Integrale

R
4
o/ / ) vto) o e 6 ,10)




Zuerst definieren wir zwei Hilfsfunktionen 5?1 und é?z

Ji(0) = 2@— QH efn)
J2(P) = -?-\l/ + Y (2) ¢ 2 _//]o'n[o?//n-—w/]

A

2
-¢
hier ist (%yGGQ) =< & It das bekannte Fehlerintegral.
e

Offensichtlich ist

;”(~M)=fz("m)=0 /ﬁ(m)z;z(mj = £

und beide Funktionen sind monoton zunehmend (die Ableitungen

sind positiv).

Jetzt definieren wir parametrisch zwei Geschwindigkeits-

profile
7, :
ve "+

Hier ist 2; eine positive Zahl und - oo < 0 < OO .
Die Integrale

R
< // ]m 2 w(ﬂfz’)m 2
— - Ay = =
22 1oy pf/a/ r’x /(4§ o {IQQ)

0 -og
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existieren fir alle M wund es gilt

R
Z
R? /V(/z} B ’(0) /wh ’—//r//:} r/o/]/”"”

o0
2
B /4 (LD 5 i 10 ol

(20

" %‘z* 20} —XZ . ~
= —(ﬂ-{) 46 € /OVW-ZéquZ& =7<7

- 00

weil der Integrand im letzten Integral eine ungerade Funktion
ist. Somit sind fiir die beiden verschiedenen Funktionen die

Integrale (6,10) gleich.

In dem Beispiel verschwindet die Geschwindigkeit am Rande,
d.n. Y (R)=0,1i=1,2und das ist fiir die Eindeutigkeit

der Aufgabe sehr wichtig.

Im n&dchsten Abschnitt wird gezeigt, dass V’(’Q)¢0 fiir die
Eindeutigkeit eine hinreichende, aber nicht notwendige

Bedingung ist.



Die Bestimmung der Geschwindigkeit

Im letzten Abschnitt haben wir #¢A) als monoton voraus-
gesetzt. Bekanntlich hat eine monotone Funktion auf dem
Intervale [O,R] hochstens abz&dhlbar viele Unstetigkeiten

und die Grenzwerte

Com 1C)  , bom vp)
A=0, - APR

existieren. Wenn wir Jjetzt aus den Integralen

°

v 3/_@_(_4._ ~ (7,1)
J reny™

die Funktion ¥ bestimmen mdchten, dann ist das eine
trivialerweise nicht eindeutige Aufgabe, weil eine beliebige
Enderung des Integranden auf den Unstetigkeitsstellen die
Integrale (6,1) nicht &ndert. Um das zu vermeiden, verlangen
wir ohne Beschrénkung der Allgemeinheit, dass die monotonen
Funktionen, die wir hier betrachten werden, folgende Eigen-

schaften haben;

1) f(/l) =2,’/[7P[2“0)7‘/[/2 7‘0)] fir alle A 6(0//()/
(7,2)
2) )f ist in O und R einseitig stetig.

Der einzige Funktionswert der Funktion ¥(A), den wir direkt
messen konnen ist b”/dj , also die maximale Geschwindigkeit.

Dazu brauchen wir nur die Zeit, die das schnellste Teilchen



braucht um die Messtelle zu erreichen. Die kleinste
Geschwindigkeit V%UQ} kOnnen wir aus den &ﬁv berechnen.

Es gilt n&mlich

Satz /. m

»(R) =&'/mn47«ﬂ;:

Beweis: Wir betrachten die unendliche Reihe

e Zm. _ \ / z /1502
) = _
>_ L M)
me=po m=go O
Ist nun &%a) > A auf einer Menge mit positivem Mass,

dann divergiert die Reihe. Dagegen handelt es sich fiir

th) < 4 (fast iiberall) um eine konvergente Reihe.
Somit ist

230 A V(L) = A V(L) = v (R )

der Konvergenzradius der Reihe, (7,3)ist eine bekannte
Darstellung flur den Konvergenzradius einer unendlichen

Reihe.

(7,3)

Aus dem vorher Gesagten dirfen wir - mindestens theoretisch -

annehmen, dass 0) und ’V'(/() bekannt sind. Weiterhin
schliessen wir noch den trivialen Fall konstanter

Geschwindigkeit aus.

Un die n&chsten Uberlegungen und Beschreibungen nicht

unnotig zu erschweren, filhren wir noch die Funktion

4 7/ 4
= e ey /)

(7,4)



"CR)  vio)
ein. Dann ist /! eine monoton nichtfallende Funktion,

mit /(0} =0 )(9(/4/ =/

und alle Aussagen iber %7 sind leicht {ibertragbar auf % .,

Fir die Eindeutigkeit brauchen wir folgendes Lemma von

Hausdorff (1923).

Lemma. Zu den gegebenen Zahlen 4, , 71= 0,1,2,...
existiert hochstens eine Funktion AL (4) mit beschrinkter
Variation, die im Sinne (7,2) normiert dargestellt ist mit

A(0)=0 so dasg, gilt
m
/zl’ dtx) = “£,,
O
Beweis: S. [4] oder [6]

Satz 8. Seien ¥ (/) und % () zwei monoton nicht wachsende
Funktionen auf [0,R] mit 7y(R) # O fir « =4,2 |

R R
o
Sei /j@m = //2 ‘)'M . fir M =0,1,2 ...,
J 7 () . AL

dann ist Y% (k) =% (A) tir alle 4 € [0,R].

Beweis: Nehmen wir an, dass es zwei verschiedene Funktionen

%7 # y‘i gébe, filir die aber gilt

R R
X N O

hy™r gy




fiir alle M . Zuerst konstruieren wir die nach (7,4)
entsprechenden Funktionen }ﬂ . Dann definieren wir ein

Mass auf dem Intervale 0,1 mit Hilfe der monoton

: 2
wachsenden Funktion O (¢) = ¢°

Sei jetzt fir i = 1,2

’“,'(/} =—§; 7/*5[0/7]

fi<y)

Offensichtlich ist (0 )=0 und <; sind Fanktionen mit

beschrankter Variation. Weiterhin ist

Jlfi o] s < [ etar)

also gilt fir alle m
7 A
m _ m
Jy ) = 1t g)

Nach dem Hausdorff'schen Lemma sind dann “, und AU,

gleich und damit auch )ﬁ 1nm1)é . Letzteres widerspricht

aber der Annahme ’é‘ #* 'I/z" ,

Sei nun

(7,5)

4
% = [ipeo %
o

der Zusammenhang mit den in (7,1) eingefiihrten %. ist durch

(7,4) gegeben. Die Funktion )ﬂ@) wurde als monoton voraus-



gesetzt und im ndchsten Satz wird gezeigt, wie sich diese

Eigenschaft in den x,

~ wiederspiegelt. Zuerst fiihren wirdie

folgende Bezeichnung ein. Es sei irgendeine Folge reeller

Zahlen gegeben

J(;/ Jff/(?(z),..

Wir setzen

o ‘ m¢ 7 n, m
ﬁd% “oa% ) A Jfé:ﬁx;’é ‘Aﬂéu

Offensichtlich ist
7
4 o = “ché =Ky

ZJC _
O % =gy ~Ldy,, + 5,
und allgemein

4

Z{W)(’ 4) // (<) [77*‘7*)] ol * (7.6)

Satz 9. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafir,

dass die Zahlen 4; aus (7 ,5) einer monoton nichtfallenden

Funktion /((’X)/ //0) :0/){/4}= 7 entsprechen, ist
Am%)g 20 fir m= 0,1,.. 3 ‘€= O,1,... (7,7)

Um den Beweis iibersichtlicher zu gestalten, schicken

wir folgendes Lemma voraus.

Lemma., Es ist

~ |
£), m) mk
/h oo€ ()(‘gd dcézdcfm



£=0
m
1
.__.___mm
=0
1
_‘m,’”‘

77
_7
_fra""

J=0

dabei ist
7

Gm= )
£=0
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— 4 £r]-1) om-1 .
_ /éj(-y QI =y, .,
0O

fir J 24 . Damit haben wir eine Rekussionsformel fiir

Q(/‘,«m gefunden. Es ist leicht zu sehen, dass Q/'o =0

O rir / >m
& = |
m m )
/ C7)m ! fur J =
und wir erhalten

m 'min(nn,m,)
Z( // Ja" Z( )M Q//m

Im Weiteren werden wir noch folgende Grenzwertbeziehung

benctigen

&m/ m(m-1)... (m- 0}#4} C/J

Es ist somit

m—-wo Z(ﬁ)( : ='—Z—(_‘7}; m—,w(/)—i’%:
7j=0



m .
/ /‘./ m— co /72/)71’

Beweis des Satzes 9:

Ist die Funktion )f monoton nichtfallend mit /(0) =¢) und
;Q?) =4 , dann ist der Integrand in (7,6) nichtnegativ

und die Bedingung (7,7) ist wegen (7,6) erfiillt.

Un die andere Richtung zu beweisen, werden wir die gesuchte
Funktion }QQ) durch eine Folge geeigneter Stufenfunktionen

approximieren, deren Grenzwert die Funktion f&f) ist.

Dazu definieren wir zuerst

3
Ny m-1
e Z(«i/d “

1=0
und wegen (7,7) gilt

¥

Oca, oy (L, L, =

Weiterhin sei

%L(x):

Q s o
l_b
5
TB
~a
rAN
o
/\
Ky

fir o <X <4 y
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in den Knotenpunkten ai’e sei die Funktion %(X) S0
beschaffen, dass die Normierungsbedingung (7,2) befriedigt
ist. Somit ist ;ﬁtﬁ(j eine monoton nichtfallende Funktion

auf [O,l]. Fir die "Momente" erhalten wir

() 1 n xé TR
Jfrm = /[fm(x)]%": Z /(ﬂ-—fi) Av® -
¢ £=1 %,

- om
) Z/ff) /Z)Am—éfé
£ =1

Aus dem Lemma folgt

: (m)
&/w\. dfﬂn = d(m

m — oo

Die Folge ﬁg ist gleichmassig beschrénkt, damit kann man
das Helly'sche Auswahlprinzip benutzen. Demgeméss
existiert eine Indexfolge ;€ , so dass die Folge )é

m m
punktweise gegen eine monoton nichtfallenden Funktion

konvergiert.

Bemerkung: Im Beweils ist die Folge )ﬁz konstruktiv gegeben,
und wir konnen diese Konstruktion als ein numerisches Ver-
fahren fir /ﬁ%) betrachten. Es zeigt sich aber, dass fiir

kleine &Wﬂ(} die Konvergenz sehr langsam ist.
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Aus dem letzten Satz ist klar, dass die a;n die Funktion /((x)
und dadurch auch ?ﬁ%} bestimmen. Der Satz sagt aber nichts
iiber den Charakter der Funktion }ﬁ%},aus Z.B. iiber die Stetigkeit
oder das Wachstum der Funktion. Um diese Fragen zu erortern,

definieren wir:

Definition 7,1.

Die im Sinne (7,2) normiert dargestellte Funktion,/%7auf [O,l]
gehort zu der Klasse ziﬁ%J/ m = 1,2,... dann und nur dann, wenn

eine von den folgenden &quivalenten Bedingungen erfiillt ist.
m
1) [}ﬁ(/§;)] ist Lipschitz-stetig.

2) Es gibt ein A , sodass

o] "= Lfpl "< k(e 5% 7,9)

fir alle

~

O€7<x <7,
Die Zugehdrigkeit zur Klasse L(hﬂjist dann durch den nachsten

Satz charakterisiert.

Satz 10. )ZG[(/M} dann und nur dann, wenn es ein & > QO
gibt, so dass
({m*/é’_ﬁ[mw%-z)... (£+7)

(™t m )(mem=1) - (n+1)

fir alle /4 und g/ 0224

Offensichtlich ist

)[51(/»1) & v ellm)



Beweisg:

1. Sei )fe L{m) Dann gilt wegen (7,8) und (7,6)

1
-4 4 4, ., 7 -
S AT A 2 [ye)'Cr-pocy ﬁz//x/”‘
o @)

7 4
:0/; £, _/)na-%w gm/y'm;é-f/4~//m-/€9?
o

(-1 )i k=2) ... (R#1)
(27’)(/?7’1 fﬂl)(/)nfm-{/,..(m,ufj .

2. Um jetzt die Zugehdrigkeit von 7? zu Z(M/ (unter der
Bedingung (7,9)) nachzupriifen, benutzen wir die Ndherungen

%{X} aus dem Beweis des Satzes 9.

Sei £ die Anzahl der Unstetigkeitsstellen der Funktion %/X)

zwischen?undX;O{;{,x;(f.

~

Fir /L =¢? haben wir

[hed] [ty )] "
r?_ ;z =0




und fiir/z =4 ist

Z%,(X)jni [/’/n(;)_/o: @f,}m__ )gfm 7/
/t,z _;2 - nzfm /YZ—/Z

hier ist )él(/] = 57.4 . Der letzte Ausdruck wird fiir

feste gz und £ klein, wenn m gross genug ist, und

das gleiche konnen wir fiir /1 =2 sagen.

Sei nun jt) J und sei a;’é die ndchste Nichtstetigkeits-
stelle nach X , also das kleinste O(é , das grosser

als k£ ist.

Damit wird

(] = l)™ sp )™
%2 __;2_ L Xz__;2

) Rep) -7 4

m P (7,10)
" xz.f*/n-? x;é .

N

Aus der Definition 6\2’ und (7,9) ergibt sich
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rp -1
Tpr =) (2
4
C=frs
- Ap-q ‘
>“Z (M tiog)(med-7) ., . (£ +1) N
By (/m,cm/(m/-m—'//., c(mt1)
£tp-1
€=+t
dep-2
2"‘(0,”/&) L(mm 1)(m#d=2)... ({¢1) +
1= £4+2

+-2/—'(0’tfl€/...(éf2) n %(nnf{ 7 —z)m/@*/v)j 2

154/ 7
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Hierbei haben wir ausgenutzt, dass die Trapez-Regel fir

Integrale mit konvexen Integranden immer eine Abschi8tzung von

oben liefert.

Mit der letzten Abschitzung erhalten wir fiir (7,10)

[ ftd] - L) ™ #r)” - LR
p S /M"" *

i
Halten wir Jjetzt om fest, dann bleibt (’7nfn¢ beschrankt »

Mir /%'2 3 ist auch der Ausdruck

m

Bep) - 4
(Bep=1)"kr7)"

beschrinkt, dabei hangt die Schranke nur von 7 ab. Also
existiert in allen Fdllen zu einem vorgegebenen (" eine von

M unabhéngige Schranke fiir den Ausdruck in (7,10).

Schliesslich schreiben wir noch

el -1£GU™ Leo]™ [ed”
X2 _/2 | '(l ,_;Z
+[%"M]”i//§z[7/jm+ [nto )= lE GG )™
X2 -;2' X* _;2_




Das erste und das letzte Glied auf der rechten Seite werden
fir hinreichend grosses m Dbeliebig klein und das mittlere

Glied bleibt beschrankt.

Damit ist der Satz 10 bewiesen.



Numerische Ergebnisse

Die hier vorgestellte Theorie besitzt den Vorteil der Ein-
fachheit, so dass numerische Experimente sehr leicht und in
grosser Anzahl durchfiihrbar sind. Solche Experimente geben
Aufschluss {iber das Verhalten des Modellsystems unter ver-
schiedenen Bedingungen, und sie kOnnen benutzt werden, um
experimentell die Signifikanz gewisser Messanordnungen zu
iberpriifen. Weiterhin kann man das mathematische Modell dazu
benutzen, die Irgebnisse klinischer Messungen zu interpretieren.
Tatsachlich wurden im Institut fiir Medizin der Kernforschungs-
anlage Jiilich zahlreiche numerische Rechnungen mit dem be-
schriebenen Modell durchgefiihrt. Sie dienten zur Auslegung

von Messanordnungen und fiir den Entwurf von Messmethoden sowie
der Interpretation der gemessenen Resultate. Zudem wurde ver-—
sucht, durch solche Experimente mit dem Modell die Grenzen der

Indikatordilutionsmethode herauszufinden.

In Abb.8 ist ein Beispiel einer praktisch gemessenen Indikator-
dilutionskurve, d.h. der Kurve cgp (t), gegeben. Zu beachten
ist die sehr starke Streuung der Messwerte, die deutlich zeigt,
dass es problematisch ist, aus den Messungen allzu detaillierte
Aussagen herauslesen zu wollen. Diese Situation ist typisch

fir zahlreiche Messanordnungen in der Medizin, man muss aus dem
vorgelegten fehlerbehafteten Datenmaterial soviel an Information
extrahieren, wie nur moglich ist, aber natiirlich keinesfalls

mehr!

In den Abb.9 bis 11 sind die Ergebnisse numerischer Rechnungen
dargestellt. IEs wurde dazu die in Abb.7 angegebene Konfiguration

vorausgesetzt mit a = 30 cm, b = 32 cm und w (r) = const.
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Das Geschwindigkeitsprofil wurde als parabolisch angenommen mit
einer Maximalgeschwindigkeit von Vo, = 1 cm/s. Die Injektions-

funktion bei diesen Experimenten hatte die Form

1 fir 0 £ t € t
I (t) =
O fir ¢t > 1t

(0]

Die angegebenen Zahlenwerte entsprechen etwa denen im mensch-
lichen Korper. Auf jedervder Abbildungen sind die Dilutions-
kurven ¢ (t) fiir die Randgeschwindigkeiten vy = 0.1 (0.2)

0.9 cm/s aufgezeichnet. Man sieht deutlich, dass bei kurzer
"stossartiger" Injektion (to = 1 s) die Randgeschwindigkeit
einen erheblichen Einfluss auf die Form der Dilutionskurve hat.
Bei langzeitiger Injektion (to = 100 s) haben die Kurven kein
ausgepragtes Maximum mehr. Generell beobachtet man hier eine
grossere Formenvielfalt der Dilutionskurven, als dies nach der
klassischen Theorie, die etwa durch die Ldsungen von (6,3)

beschrieben werden kann, zu erwarten ist.

Bemerkenswert ist der ausserordentlich geringe Rechenaufwand zur
Berechnung der Dilutionskurven nach der hier vorgeschlagenen
Theorie. Man muss den Kern K (t,7 ) ausrechnen (vgl. Abschnitt 4)
und dann in die Gleichung (4,1) einsetzen. Hierdurch wird es
moglich, selbst sehr umfangreiche numerische Untersuchungen auf

billige Weise durchzufiihren.

Ein weitaus schwierigeres Problem ist das der numerischen
Identifikation der Systemparameter. Bekanntlich sind solche
Probleme inkorrekt gestellt und daher numerisch nur sehr schwer

durchfiihrbar. Wie sich gezeigt hat, besteht durchaus ein



Unterschied zWischen leicht und sicher zu bestimmenden Para-
metern wie Fluss und Volumen und solchen schwer zuginglichen
Grossen wie etwa der Randgeschwindigkeit. In den Satzen 3

bis 5 (Abschnitt 5) wurden Bedingungen dafiir aufgestellt, dass
die erste Stewart-Hamilton-Gleichung unabhingig von gewissen
nicht zugédnglichen Systemparametern gilt. Diese Aussage bedeutet,
dass die durch die erste Stewart-Hamilton-Gleichung (5,1) fest-
gelegte Grosse F ausserordentlich "robust" zu ermitteln ist;
selbst einschneidende Modifikationen - sofern sie die Voraus-
setzungen der Satze nicht beriihren - andern nichts an der
Gliltigkeit von (5,1). Eine allgemeine Definition und Charak-
terisierung solcher robuster Grossen bei Systemen geht Uber den

Rahmen dieser Arbeit hinaus.

Anders steht es mit der Randgeschwindigkeit Vpe Die Beobachtung,
dass in Abb.9 die Randgeschwindigkeit die Form der Dilutions-
kurven stark beeinflusst, zeigt einerseits an, dass dieser
Parameter wichtig ist flr die Interpretation der Kurven, anderer-
seits kann man zundchst hoffen, dass man aus der Form der
Dilutionskurven moglicherweise auf Vp schliessen kann. Dieser
Schluss wédre bei der praktischen Anwendung sehr erwiinscht, weil
sich damit eine einfache Methode anbote, auf ein sehr subtiles
Detail der Blutstromung anhand nichtinvasiver Messungen

schliessen zu kCnnen.

Eine direkte Mdglichkeit zur Rekonstruktion von vy wire es,
aus den Zahlen v, die Funktion v(r) zu rekonstruieren. Zundchst

einmal ist es recht interessant, auszuprobieren, inwieweit
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sich der Hausdorff'sche Konstruktionsprozess (Abschnitt 6) als
numerische Methode iiberhaupt verwenden l&dsst. Hierzu wurden
fiir ein parabolisches Geschwindigkeitsprofil mit vV, = 1 die

v, errechnet und auf diese dann das Hausdorff'sche Verfahren
angewendet. Fir Vg = 0.9, deh. fiir ein nahezu konstantes
Geschwindigkeitsprofil, erhdlt man die in Abb.12 dargestellte
recht gute Approximation des Profils durch eine Treppenfunktion
mit 20 Stufen. Fir vn = 0.01 hingegen erweist sich die Haus-

dorff'sche Darstellung als unbrauchbar (Abb.13).

Eine andere Moglichkeit zur Bestimmung von Vq bietet Satz 7.
Dazu berechnet man aus den gemessenen Momenten ch (vgl. 6,8)
gemédss (6,9) die Zahlen v, wobei fiir die§3n die aus (6,5)
bekannten Zahlen eingesetzt werden. Das lineare Gleichungs-
system (6,9) hat den Vorteil, dass es Dreiecksgestalt hat, so
dass die numerische Berechnung der v sehr einfach ist.

Versuche, vy aus den v_ zu berechnen, fiihrten zu keinen be-

n
friedigenden Ergebnissen. Insbesondere sind bei praktischen
Messungen die Daten sehr stark gestort (Abb.8), so dass eine

zuverlidssige Ermittlung der c_ nicht mdglich ist. Einen Hin-

n
weis auf die zu erwartenden Schwierigkeiten bei der Bestimmung
von vp liefert Abb.1l: Trotz der unterschiedlichen Randgeschwin-
digkeiten unterscheiden sich hier die Dilutionskurven nur sehr

wenig.

Die Grosse A ist sicher nicht robust bestimmbar, es stellt sich

hier also die Frage, wie ein Experiment beschaffen sein muss,



mit dessen Hilfe man die Randgeschwindigkeit aus den Messdaten
zuverlidssig ermitteln kann. Auch diese Frage der sogenannten
optimalen Auslegung eines Experiments (optimal Design) geht

iber den Rahmen der vorliegenden Arbeit hinaus.



Schlussbemerkungen

In der vorliegenden Arbeit wurde gezeigt, dass die Stewart-
Hamilton-Gleichungen, die haufig flir die Berechnung des Flusses
und des Volumens durchstromter Systeme herangezogen wurden,
nicht in allen Fallen giltig sind. Das hier vorgestellte Modell
wird durch die Systemparameter 7,:%,(@ und w beschrieben, und
die erste Stewart-Hamilton-Gleichung (5,3) stellt eine Integral-
gleichung dar, die diese vier Funktionen miteinander verkniipft.
Eine experimentelle Verifikation der Gleichung (5,3) ist aber
zundchst nicht mdglich, da zumindest die Parameterfunktionen

v und 33 nicht bekannt sind. Es liegt daher nahe zu fragen,

ob es praktische Versuchsanordnungen gibt, die das Erfiilltsein
der Stewart-Hamilton-Gleichungen unter nachpriifbaren, das heisst
nicht auf die "verborgenen" Parameterfunktionen bezogenen -
Bedingungen garantieren. Genau diese Frage wird durch die

Satze 3, 4 und 5 beantwortet. Diese Sétze liefern eine Lisung
fi{ir das praktisch wichtige Problem, eine Messapparatur -
charakterisiert durch die Funktion® - zu finden, die so
beschaffen ist, dass die Stewart-Hamilton-Gleichungen fir

alle({ und alle ﬁs gelten.

Ein wichtiges Anwendungsbeispiel filir diese Sdtze ist die in
Kapitel 3 eingefilihrte Flussmarkierung. Man realisiert sie in
der klinischen Praxis, indem man den Indikator unter hohen
Druck in die Armvene einspritzt. Dadurch entsteht an der
Injektionsstelle lokal Turbulenz, die eine homogene Durch-
mischung des Indikators mit der transportierenden Flissigkeit

bewirkt. Die Verteilungsfunktion 23 ist dann dem Geschwindig-



keitsprofil proportional und die Integralgleichung (5,4) stellt
lediglich eine Normierungsbedingung fiir die Apparatefunktion w

dar.

Ein anderer praktisch relevanter Spezialfall, in dem die
Stewart-Hamilton-Gleichungen erfiillt sind, liegt bei der Messung
mit einem Katheter vor. 1In diesem Falle ist w proportional
zur Geschwindigkeit

w = v/F,
und Gleichung (5,4) reduziert sich auf die Normierungsbedingung

(3,11).

Die physikalische Grundlage filir unsere Untersuchungen war die
kinematische Beschreibung einer laminaren Strémung und das
Massenerhaltungsgesetz fiir die transportierende Fliissigkeit
und den Indikator. Ublicherweise ist die Bestimmung des
Geschwindigkeitsfeldes ein sehr schwieriges Problem der
Hydrodynamik (Navier-Stokes-Gleichung). Die Frage, ob man
durch geeignete Messungen des Input-Output-Verhaltens des
Systems auf das Geschwindigkeitsprofil schliessen kann, ist
demnach von besonderer Wichtigkeit. Man kann die Stewart-
Hamilton-Gleichungen als Beziehungen fiir das nullte und das
erste Moment der Dilutionskurve ansehen. Die erste Stewart-
Hamilton-Gleichung liefert dann - sofern sie {iberhaupt gilt -
den Fluss, das heisst das Integral des Geschwindigkeitsprofils.
Es dréangt sich dann die Frage auf, ob man aus der Kenntnis aller
Momente das Geschwindigkeitsprofil rekonstruieren kann. Der

Untersuchung dieser Frage sind die Abschnitte 6 und 7 gewidmet.
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Im Abschnitt 6 wurde ein Beispiel konstruiert, das zeigt, dass
man nicht in jedem Falle aus den Momenten das Geschwindigkeits-
profil eindeutig rekonstruieren kann. ZEntscheidend war dabei,
dass fir die betrachteten Geschwindigkeitsprofile die Rand-
geschwindigkeit Null war. Im Abschnitt 7 konnte dann tatséchlich
gezeigt werden, dass fiir ein zylindrisches Rohr mit v(R) £ O

das Geschwindigkeitsprofil eindeutig aus den Momenten rekon-
struiert werden kann. Die Voraussetzung v(R) f O kann inter-
pretiert werden als eine Simulation der Randturbulenzen, die

man in zahlreichen Experimenten beobachtet hat (vgl. Abschnitt 2).
In diesem Zusammenhang gewinnen die Beziehungen (6,9) und (7,3)
an Interesse. Gleichung (6,9) gibt an, wie man aus den Momenten

der Dilutionskurve ch die Integrale

s

;’I!(

bestimmen kann, und vermittels der Beziehung (7,3%)

()t R
e 2 - R
(k) = e A /L P
a9t -» o0

hat man eine direkte Formel fiir die Randgeschwindigkeit.

Obwohl die Beweise in den Abschnitten 6 und 7 konstruktiv sind,
so dass man sie direkt numerisch ausnutzen konnte, erweisen sich
die daraus hergeleiteten Methoden als nicht effizient, ins-
besondere bei kleinen Randgeschwindigkeiten. Wie sich an den
numerischen Ergebnissen (Abschnitt 8) zeigte, bedarf es sicher-
lich noch weiterer Anstrengungen, ehe man die charakteristischen
Parameter des Geschwindigkeitsprofils durch Messungen 'von

aussen" zufriedenstellend bestimmen kann.



Sicherlich ist mit dieser Arbeit die Problematik der Dilutions-
technik noch keineswegs erschdpft. Sehr wichtig wire es
beispielsweise, eine Modellvorstellung und eine Theorie fiir
ein Rohr mit einer pulsierenden Strdmung zu entwickeln. Man
wird dann aber sicherlich nicht mehr mit der Kinematik der
Bewegung allein‘auskommen, es wird notwendig werden, auch die
hydrodynamischen Ursachen der Stromung mit einzubeziehen.
Damit verlore das Modell sicherlich an Einfachheit, die als
besonderer Vorzug der hier vorgestellten Theorie hervorzuheben
ist. Ahnliches gilt fiir noch realistischere Modelle, die
Stromungsverzweigungen beriicksichtigen oder die elastischen
Eigenschaften der Blutgefdsse beziehungsweise die komplexe

Struktur des Blutes selbst.
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Abbildungen 9 bis 11:
Berechnete Dilutionskurven fiir a = 30 und b = 32 (vgl. Abb.7),
Gewichtsfunktion ¢ (r) = const., parabolisches Geschwindigkeits-
profil mit einer Maximalgeschwindigkeit v, = 1 und der Injektions-
funktion
1 fir O £ t = ¢
a(6) = C e

O fur t 3 to

Auf jedem Bild sind die Kurven fiir die Randgeschwindigkeiten

VR = 0.9, 0.7, 0.5, 0.3 und 0.1 dargestellt.
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Abb.12 & 1%: Hausdorff-Approximation eines parabolischen
Geschwindigkeitsprofils mit Vv, = 1 durch eine Treppenfunktion
mit 20 Stufen bei gegebenen Momenten Ve
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