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EINLEITUXRG

Das Ziel einer hydrodynamischen Theorie ist es, die lang-
wellige und niederfrequente Dynamik eines makroskopischen Syste-
ms zu beschreiben. W&hrend die uneingeschr&nkte Dynamik eines
Systems die Berticksichtigung der etwa l&m mikroskopischen Frei-
heitsgrade und deren Bewegungsgleichungen voraussetzt, wird der
hydrodynamische Bereich lediglich durch ein paar Variable und
"deren Bewegungsgleichungen bestimmt. Fir deren Bestimmung lie-
fert dié hydrodynamische Theorie ein klares Konzept.

Wenn in einem Vielteilchensystem kleine Auslenkungen aus
dem Gleichgewicht vorgenommen werden, SO relaxieren die ausge-
lenkten Freiheitsgrade mit einer chrakteristischen Zeitkonstanten

in ihre Gleichgewichtswerte wieder zurtick. Fur ein paar dieser

Freiheitsgrade, die man als die hydrodynamischen Variablen be-

zeichnet, divergiert diese Zeitkonstante im Grenzfall langwelli-
ger Auslenkungen. Dieses Verhalten zeigen zum Beispiel solche

Freiheitsgrade, die lokalen Erhaltungsgr&gen entsprechen, wie

zum Beispiel Energie oder Massendichte, die sich homogen nicht
verindern k&nnen. Wenn hingegen eine inhomogene Auslenkung der
Wellenl&nge A vorliegt, so kann man die Wiederherstellung des
Gleichgewichts als ein Transportproblem ansehen: zum Beispiel
bei Fluktuationen der Massendichte muB Masse Uber Distanzen der
Wiellenl&nge X von den Maxima zu den Minima der Fluktuationen
transportiert werden. Die Dauer dieses Prozesses w8chst mit der
Distanz ), so daf im Limes einer homogenen Verd&nderung (A>),
wie bereits erw&hnt, diese charakteristische Zeit divergiert.

Dasselbe Verhalten wie die Erhaltungsgr&gen zeigen, in



einer geordneten Phase, die hydrodynamischen Komponenten des
Ordnungsparameters. Beispiele fur diese Freiheitsgrade, die man

als Symmetrie- oder Transformationsvariablen bezeichnet, sind

die Phase in einer Superflissigkeit oder der Verschiebungsvektor
in.einem Kristall. Die charakteristische Zeitkonstante, mit der,
zum BReispiel, die Atome eines Kristalls bei einer inhomogenen
Auslenkung in ihre Gleichgewichtslagen zurlckrelaxieren, wd&chst
stetig mit zunehmender Wellenl&nge der Deformation. Das bedeu-

tet, daf in einer geordneten Phase kontinuierliche Symmetrien

spontan gebrochen sind; im Beispiel des Kristalls ist einerseits

der Zustand nicht mehr translationsinvariant und andererseits
erzeugt eine homogene Translation keine riuckstellenden Krd&fte.
Die Analogie zum Transport der Erhaltungsgr&B8en besteht hier in
der Ubermittlung der Information tUber die Gleichgewichtslage der
Atome.

Diese zwei Typen von Freiheitsgraden, n&mlich die Erhal-
tungsgrégen und die Symmetrievariablen, sind die hydrodynami-
schen Variablen, mit denen allein die langwellige, niederfre-
guente Dynamik eines Systems beschrieben werden kann. Die zahl-

reichen restlichen Freiheitsgrade, die man als die mikroskopi-

schen Variablen bezeichnet, stellen sich praktisch "instantan"

auf die von den lokalen hydrodynamischen Variablen bestimmten
Gleichgewichtswerte ein. Somit l&sst sich die Vielzaﬁl der kon-
densierten Systeme in einige ;enige Grundklassen unterteilen,
so daB alle Systeme einer bestimmten Grundklasse analoge hydro-
dynamische Variable und daher dasselbe hydrodynamische Verhal-
ten haben. Das heiBt auch, dag jede Grundklasse all die Systeme

umfasst, in denen dieselben kontinuierlichen Symmetrien spontan

gebrochen sind. So haben, unabh&ngig von ihren mikroskopischen



Unterschieden zum Beispiel s&mtliche normale Flussigkeiten,
oder s&mtliche Kristalle jeweils ein und dieselbe Hydrodynamik.
So geh&ren die normalen FluUssigkeiten zu der Grundklasse von
Systemen, in denen keine Symmetriebrechung vorliegt, wé&hrend die
Hydrodynamik von Kristallen durch die spontane Brechung der
Translationssymmetrie gekennzeichnet ist.

‘Die Entdeckung der drei superflissigen Phasen von *He
erlaubte es, das Konzept der 'spontan gebrochenen Symmetrie und
der dazugehSrende Formalismus der Hydrodynamik zu erproben und
weiterzuentwickeln. Trotz des Einfachheit der mikroskopischen
Wechselwirkung zwischen den 3He-Atomen, bricht jede dieser Pha-
sen jeweils andere charakteristische Symmetrien. Dadurch repre-
sentiert jede Phase, und zwar als einmalig in der Natur reali-
siertes Beispiel, eine andere Grundklasse von hydrodynamischem
Verhalten. Die Vielfalt von Ph&nomenen, die die Hydrodynamik von
3He charakterisieren, ergibt sich als Konsequenz der Tatsache,
dap in jeder Phase mehrere Symmetrien spontan gebrbchen sind,
und daher mehrere Symmetrievariable und deren Bewegungsgleichun-
gen betrachtet werden muessen.

Die hydrodynamische Theorie der superflissigen Prasen von
34e zeichnet sich jedoch durch ein weiteres Merkmal aus: die
Brechung von mehr als einer Symmetrie vollzieht sich in diesen
Systemen n&mlich auf einer etwas subtile Art. Wie ich im Kapi-
tel I ausfihrlicher erl&utern werde, ergeben gewisse Linearkom-

binationen einiger Symmetrievariabler eine invariante Transfor-

mation fur das System und sind daher keine hydrodynamischen
Variablen (das heiBt, diese kombinierten Symmetrien werden nicht
gebrochen) . Andere Linearkombinationen dieser Symmetrievaria-

blen stellen keine invariante Transformation dar, ergeben also



relevante Symmetrievariable und sind daher als hydrodynamische
Variaklen zu betrachten. Das System bricht also nur die Symme-
trien, die von den letzteren Linearkombinationen charakterisiert
werden. Dieses stellt ein erweitertes Konzept der spontanen
Symmetriebrechungy dar, n8mlich der Brechury einer relativen
Symmetriéq). Jede der drei bisher eéperimentell nachgewiesenen
Phasen von 3He bricht einé jeweils andere relative Symmetrie.
Daher wurden von Liu und Cross(z'3 und von Liuﬂj fUr‘jedes dieser
Systeme unerwartete, charakteristische dynamische Figenschaften
vorhergesagt. In der A, -Phase wurden diese in jingster Zeit in
einem Experiment von Corruccini und Osheroffm)in quantitativer
Weise bestdtigt.

Die vorliegende Arbeit befaBt sich mit der Hydrodynamik

(6)

der ven Carton und von Bashkin und Meyerovich vorhergesagten

- )
Fulde—Ferrell—Phasé? in der Mischung 3He-"He. Fulde und Ferrell

betrachteten den EinfluB von hohen Magnetfeldern auf die Cooper-
Paarung der Elektronen in Typ-II Supraleitern. Statt des Uber-
gangs vom BCS-Zustand in den normalleitenden Zustand, erhielten
Fulde und Ferrell bei tiefen Temperaturen einen Ubergang erster
Ordnurg in einen supraleitenden Zustand mit einem anisotropen
Ordnungsparameter der Form Aﬁ(F}=4A°eM)eﬁ$r . In diesem, dem
Fulde-Ferrell-Zustand (FF-Zustand), haben die Cooper-Paare einen
endlichen Impuls “hg. Bis heute wurde dieser Zustand experimen-
tell nicht beobachtet. Da Effekte wie elektronischer Liamagne-
tismus, Spin-Rahn-Wechselwirkung und Streuung an Verunreinigun-
gen den FF-Zustand destabilisiereé?% erscheint seine Realisie-
rung in Supraleitern eher unwahrscheinlich. Hingegen treten bei
der Paarurg von ladungsneutralen 3He Kernspins diese verhindern-

()

den Effekte nicht auf , so daB die Realisierung des FF-Zustandes



in der verdlinnten Mischung von 3He in “He-II plausibel er-
scheint. Im Gegensatz zu reinem 3He (p-Wellen Paarung), kann
n&mlich in diesem System das verdlinnte Gas von 3He-Teilchen mit
einer s-Wellen Paarung in einen superflissigen BCS-Zustand kon-
densieren. Nach Fulde und Ferrell soll dann bei h®heren Magnet-
feldern dieser Zustand in den r&umlich inhomogenen FF-Zustand
Ubergehen.

Wie ich in der vorliegenden Arbeit anhand def Form des
Ordnungsparameters zeige, bricht der FF-Zustand eine relative
Eich-Translation-Symmetrie (RETS). Das bedeﬁtet, dag nur eine
Linearkombination zwischen Phase und Verschiebungsvektor eine
relevante Symmetrievariable des Systems darstellt und als hydro-
dynamische Variable betrachtet wird. Diese Symmetriebrechung
kennzeichnet eine weitere, nocﬁ unbekannte Grundklasse von hy-
drodynamischem Verhalten, die ich in dieser Arbeit im Rahmen
einer linearisierten Theorie in niedrigster Ordnung in der Wel-
lenzahl untersuchen werde. Aufgrund der RETS-Brechung kann das
System unter Phasentransformationen und Translationen nicht
unterscheiden (siehe 2.3.). Daraus ergibt sich z.B., daB ein
inhomogenes Geschwindigkeitsfeld in der FlUssigkeit einen Super-
strom erzeugen kann, ein &hnlicher Effekt, wie der "gauge-wheel"
in 3He—Ab), wo eine relative Phasen-Ortsraumrotations—-Symmetrie
gebrochen ist, so daB ein inhomogenes Rotationsfeld einen Super-
strom erzeugt. Ferner ergibt die spontane RETS-Brechung weitere
interessante physikalische Eigenschaften. Die beiden Kompo-
nenten des superfluiden Stromes senkrecht zur lokalen Vorzugs-

richtung sind nicht proportional zur superfluiden Geschwindig-



keit, sondern nur zu deren zweiten r&umlichen Ableitung. Daher,
in niedrigster Ordnung in der Wellenzahl, die wir betrachten,
verschwindet der transversale Superstrom! Diese Eigenschaft
ergibt sich aus: i) der Rotationsinvarianz der Energie und
ii) der RETS-Brechung. Fbenfalls als eine Folge der RETS—Brechwg
erh8lt der superfluide Strom Terme proportional zu uniformen
Variationen in der Temperatur oder Dichte. Indem man also die
Temperatur oder den Druck uniform verdndert, kann man im strom-
losen Gleichgewichtszustand einen endlichen Strom erzeugen.
Falls dieser Strom in einem freih&ngenden Torus erzeugt wird,
wird der Rehdlter in entgegengesetzter Richtung rotieren, um den
Prehimpuls zu erhalten.

Als hydrodynamische kollektive Anregungen des FF-Zustan-
des ergeben sich eine Schermode, eine Temperatur-Spin-Mode, und
eine Temperatur-Spin—Sch;rmode, deren Frequenzen verschwinden
(Diffusionen), und drei propagierende Moden: zwei der letzteren
sind gering figig modifizierte Dichtekompressionswellen (Gesamt-
dichte-und 3He-Konzentrationsfluktuationen), w&hrend die dritte
die Goldstone-Mode der gebrochenen RETS darstellt. Aufgrund
dieser Symmetriebrechurng hat diese anisotrop propagierende Mode
gemeinsame Eigenschaften mit den Jjeweiligen Goldstone-Moden der
einzelnen an der RETS teilhabenden Symmetrievariablen: &hnlich
wie in magnetischen Superfliissigkeiten hat sie den Charakter
einer gekoppelten Entropie-Magnetisierungspropagation, und zur
gleichen Zeit propagieren, wie in smektischen FlUssigkristallen,
Scherungen in der Flissigkeit. Es ergibt sich also flr das Expe-
riment die eigenartige M&glichkeit der Anregung einer dem "zwei-
ten Schall" &hnlichen Mode durch Oszillationen von Platten oder

Wi&nden in der Fliissigkeit. Die Vorhersage der hydrodynamischen



kollektiven Anrequrgen dieser neuen superflissigen Phase in der
3He-“He Mischung kann folglich auch als eine Richtlinie fiir
deren experimentellen Nachweis dienen.

In einer vor kurzem erschienen Arbeiém stellt Meyerovich
die Hydrodynamik superfliissiger inhomogener Phasen in der
3He-“He Mischung, mit Ordnungsparametern der Form
AlF) = e'? );.Am en T auf. Indem er die Phase und den Verschie-
bungsvektor als zwei unabhéngige hydrodynamische Variablen be-
trachtet, erh&lt er - chne Unterscheidung dieser Systeme - zwei
Goldsténe—Moden: eine Temperatur- und eine Scherpropagation.
Doch, wie ich oben erw&hnt habe, ist in der FF-Phase nur eine
bestimmte Linearkombination dieser Symmetrievariablen eine rele-
vante Symmetrievariable (RETS-Brechung), w&hrend Jjede weitere,
unabhingige Linearkombination keine hydrodynamische Gr&ge dar-
stellt. Meyerovich ordnet also die FF-Phase und éine weitere,
m&g liche, inhomogene Phase (z.B. mit dem Ordnungsparameter
Aiﬁﬁz Aoe“Pcougﬁ? ), fir die beide Symmetrien unabhidngig von-
einander gebrochen sind, in dieselbe Grundklasse von hydrodyna-
mischem Verhalten ein.

Im Kontext der RETS-Brechung wird in dieser Arbeit ein
weiteres Problem untersucht, das vor kurzem von Ho und Merminﬁn
aufgeworfen wurde. Ho und Mermin behaupten, eine skalare Super-
flissigkeit wie “He kann im stromtragenden Gleichgewichtszustand
%hnliche Effekte wie 3He-A, insbesondere den gauge-wheel Effekt
aufweisen. Dieses wiirde bedeuten, daf ein Superstrom durch ein

inhomogenes Rotationsfeld amgeregt werden kann. Hingegen werde

ich zeigen, dap der stromtragende Zustand von “He eine RETS
bricht, und daher ist (wie im FF-Zustand) eine Inhomogenit&t im

Geschwindigkeitsfeld diejenige, die einen Superstrom zur Folge




hat. Es wird also in dieser Arbeit auch die Hydrodynamik des
stromtragenden Zustandes von “*He-II untersucht und mit der des
FF-Zustandes von 3He verglichen. Der Unterschied des hydrodyna-
mischen Verhaltens dieser beiden Systeme ergibt sich aué deren
unterschiedlichen Gleichgewichtsbedingungen: i) wdhrend im FF-
Zustand bei verschwindendem Gesamtstrom die RETS spontan gebro-
chen ist, so wird im stromtragenden Zustand von “He diese Symme-
triebrechungy erst durch die Existenz eines Gleichgewichtsstroms
bewirkt. Folglich werden auch die Bewegungsgleichungen beider
Systeme um Jjeweils unterschiedliche G;eichgewichtswerte der
hydrodynamischen Variablen in den kleinen Auslenkungen ent-
wickelt. ii) In Anwesenheit des aufgepr&gten Gleichgewichtsstro-
mes in “He~II, ist die Rotationsinvarianz der Energie des
Systems gebrochen. Demzufolge ist die fiir den FF-Zustand er-
wihnte Folgerung des Verschwinden des transversalen Superstroms
im stromtragenden Zustand von “He-II nicht zutreffend.

Die Arbeit gliedert sich in folgender Veise. Im Kapitél I
wird ein kurzer Uberblick iUber die hydrodynamische Thecrie und
die ihr zugrundeliegenden Konzepte gegeben. Die folgenden drei
Kapitel beschaeftigen sich mit der Hydrodynamik von Systemen mit
spontan gebrochener RETS, wobei Kapitel II die Statik und Kapi-
tel IIT und IV die Dynamik betrachten. Das heiBt, im Kapitel II
wird die Elastizit&t dieser Systeme untersucht. Kapitel III
befaBt sich mit dem FF-Zustand in 3He-"He: der Aufstellung der
hydrodynamischen Gleichungen, deren L¥sung durch Linearisierung
und anschlieBend eine Zusammenfassung des hydrodynamischen Ver-
haltens dés FF-Zustandes. Kapitel IV untersucht den stromtra-

4

genden Zustand von 'He; die L¥sung der hydrodynamischen Glei-

chungen erlaubt am Fnde einen Vergleich mit dem FF-Zustand.



I. DIE HYDRODYNAMISCHE THEORIE

Wie schon in der Einleitung erl&utert wurde, kann das
langwellige und niederfrequente dynamische Verhalten eines
Xondensierten Systems mittels einiger weniger Variabler

beschrieben werden. Zu diesen Freiheitsgraden H;, die man als

hydrodynamisdh bezeichnet, gehéren solche Grd&fen, die bei einer
hinreichend langwelligen Auslenkung aus dem Gleichgewicht ﬁit
einer divergierenden Zeitkonstante Z? in dieses wieder
zurueckrelaxieren. Wie schon erw&hnt, zeigen solch ein
Verhalten: a) die lokalen, additiven Erhaltungsgr&fen, und b) in
Systemen mit spontan gebrochenen kontinuierlichen Symmetrien,
die entsprechenden Transformations- oder Symmetrievariablen.
W&hrend die hydrodynamischen Variablen sich langsam in

Raum und Zeit ver&ndern, definiert man als mikoskopische

Variablen F; die Freiheitsgrade, die praktisch "instantan" auf
die von den lokalen hydrodynamischen Variablen bestimmten
Gleichgewichtswerte relaxieren. (Durch diese Relaxations?rozesse
gelangt das System ins lokale Gleichgewicht.) Da die
charakteristischen Relaxationszeiten Cf der mikroskopischen
Variablen unabhingig von der Wellenzahl k sind, ergibt sich fdr
beliebig langwellige Auslenkungen 2544 Z?(k). Mit dieser

Forderung ist der hydrodynamische Frequenzbereich durch

F
wh; ¢« | (1.1)



definiert. Da in diesem Frequenzbereich die Relaxationsrate der
mikroskopischen Variablen wesentlich gr8Ber ist als die
Frequenz, mit der die hydrodynamischen Gr&$gen sich &ndern, wird
die Dynamik des Systems von den hydrodynamischen Gr&fen allein
beschrieben. Ferner beschrédnkt sich die GlUltigkeit dieser Be-
schreibung auf St8rungen des globalen Gleichgewichts, deren
Wellenlé&nge wesentlich gr8Ber als s&mtliche mikroskopischen

Korrellationsl&ngen §; sind, d.h.
k.g; W . (1.2)

Das lokale Gleichgewicht an jedem Raumzeitpunkt rechtfer—
tigt einerseits die Verwendung der Thermodynamik und anderer-
seits, bei der Beschreibung der Dynamik, die Beschrénkurg auf
die Bewegungsgleichungen der hydrodynamischen Variablen allein.

(40, 4412)
Diese haben die Form N

Wy Y =0 (1.3)

wo mit H, die Erhaltungsgr&fen und die Gradienten der Symmetrie-—
variablen gemeint sind.

Wie jede Variable des Systems ist auch H;

e eine Funktion

der hydrodynamischen Variablen. Setzt man voraus, daB diese -
Funktion nach den Gradienten der Variablen entwickelt werden

kann, ergibt sich:

’ o 1 (2



’

(0)

H
Mit der BRedingung, dapB %u —» % , wenn k—>0 , muBf A“

verschwinden. So folgt fiur die Strdme jB in G1.(1.3):
1 2
3\@‘ - (A(A“;\g ‘L’A‘(cg\dvi +) mé . (1.5)

Da in einer hydrodynamischen Theorie der Wellenvektor k
eine kleine Gr&pe ist (Gl. (1.2), kénn man diese Reihe, fur
hinréichend kleine k, nach dem ersten Term abbrechen. Ferner
kann die Struktur des Tensors A&k durch Betrachtungen uber die
Symmetrieeigenschaften der hydrodynamischen Variablen wesentlich
vereinfacht werden, wie im Verlaufe dieser Arbeit noch gezéigt
wird.

Obwohl die vorliegende Arbeit auf die bereits erw&hnten
Konzepte der Hydrodynami&aaufbaut, sei hier noch hinzugeflgt,
dag sich in gewissen Bereichen bei der Anwendung einer
hydrodynamischen Theorie Probleme ergeben. Zum Beispiel in der
unmittelbaren N&he eines Phasenilbergangs ist die Trennung der
gesamten Freiheitsgrade des Systems in hydrodynamische und
mikroskopische Variable picht m&glich. Hier divergierenv
n&mlich die Relaxationszeiten der nichthydrodynamischen
Komponenten des Ordnungsparameters, so dasB in diesem Bereich
Redingung (1.1) nicht mehr erfullt ist. Man kann dann die
hydrodynamische Theorie verallgemeinern, indem diese langlebigen
mikroskopischen Variablen als zusd&tzliche, unabhé&ngige,
dynamische Variable bertcksichtigt werden, wobel deren
Bewegungsgleichungen einen Relaxationsterm enthalteégﬂwx

Im Rahmen dieser sogenannten quasihydrodynamsichen Theo-
rie kann man auch die Dynamik solcher Systeme beschreiben, in

denen einer Erhaltungsgr&Be zus#tzliche Relaxationskandle offen

stehen, die sogar im Limes k—O weiterhin effektiv bleiben, so



daB fur diese Gr&Be Z(kf%o\ endlich bleibt. Dieses ist der
Fall zum BReispiel in 3He in der N&he von Oberflichen, die eine
schnelle Relaxation der Magnetisieruny bewirken kbnneéw§ Daher
iét fir bestimmte Frequenzbereiche diese Gr3ge nicht mehr erhal-
ten. Die Dynamik des Systems kann beschreiben werden, indem man
die Rewegungsgleichung dieser nunmehr "guasihydrodynamischen"”

(16)

Variablen durch einen Relaxationsterm ergédnzt .

Die hydrodynamischen Variablen.

1.1. Die Erhaltungsgr&gen.

Folgende Variable stellen die Gesamtheit der lokalen
additiven Erhaltungsgr®fen dar, die ein ladungsneutrales System
haben kann: Masse(l), Energie(l), Linearimpuls(3), Drehimpuls(3)
und - falls das System auch maghetische Freiheitsgrade besitzt -
Spin(3). W&hrend sich die Masse aus der Eichinvarianz der mikro-
skopischen Wechselwirkurg ergibéﬂ), lassen sich die restlichen
Erhaltungsgr&fen aus der Homogenitdt in der Zeit und im Ortsraum
und der Isotropie des Orts- und Spinraums herleitenig.‘Aus der
Homogenit&t in der Zeit folgt, daB der Hamiltonian eines ge-

schlossenen Systems nicht von der Zeit abh&ngen kann, und somit

die Energie erhalten ist. Die Homogenit#t des Raumes bewirkt,



daB Verschiebungen des Systems als Ganzes das System invariant
lassen, und somit 1ist der Linearimpuls eine erhaltene Gr&ge. Die
Isotropie des Ortsraumes eflaubt es, das System ohne Verdnderung
seiner Eigensachaften als Ganzes zu rotieren, so daf die Erhal-
turg des Drehimpulses folgt. Analay hierzu ist der Spin aufgrund
der Isotropie des Spinraumes erhalten.

Wenn der Gleichgewichtszustand eines'Systems ebenfalls
invariant unter diesen, die mikroskopischen Wechselwirkungen
invariant lassenden Transformationen ist (das heift, wenn der
Gleichgewichtszustand keine Symmetrie spontan bricht), dann wird
die Dynamik im hydrodynamischen Bereich von diesen elf aufge-
zadhlten Erhaltungsgrd&fen bestimmt. Das hydrodynamische Verhalten
alier Systeme ohne spontan gebrochene Symmetrien - unabhdngig
von deren mikroskopischen Unterschieden -, wird durch die Bewe-
gungsgleichungen dieser Erhaltungsgrdfen beschrieben, die die
Form von Gleichung (1.3) haben, wobei j,; der Strom der i-ten
Erhaltungsgr&Be ist. Wenn der Drehimpuls nur aus einem Orbital-
anteil besteht (d.h. keinen Beitrag von internem Drehimpuls der
Molekule hatf, so sind die drei Bewegungsgleichungen fur die
Komponenten des Drehimpulses mit einer geeigneten Vahl des Li-
near impulsstromes keine unabhidngigen Gleichungeén): sie werden
bereits mit den Gleichungen fur die Erhaltung des Linearimpulses
bertcksichtigt. Man erh&lt aus den acht restlichen Differential-
gleichungen (Masse(l), Energie(l), Impuls(3), Spin(3)) die maxi-
male Anzahl von kollektiven Moden in einer Euler-Flussigkeit mit
magnet ischen Freiheitsgraden: sechs sind diffusiv und zwei erge-

(13,49)
ben eine propagierende Schallmode mit w=*ck .

¥ Dieser kontroverse Standpunkt (siehe J&hnig und Schmidg“)) wird
in der vorliegenden Arbeit jedoch nicht tangiert.



1.2. Die Symmetrievariablen.

Wenn eine Fliissigkeit in eine geordnete Phase Ubergeht,
bricht\dieser Zustand eine, oder auch mehrere der oben erw&hn=
ten kontinuierlichen Symmetrien. Diese Symmetriebrechurg modifi--
ziert die Bydrodynamik in zwei Aspekten.

i) Wie in der Einleituny bereits erw#hnt, miissen die
Syrmmetrievariablen, die nicht mehr irnvariante Transformationen
des Grundzustandes beschreiben, in den Satz der hydrodynamischen
Variablen aufgenommen werden. So missen die Bewegurngsgleichungen
fir diese gymmetrievariablen aufgestellt und dem Satz der Rewe-
gungsgleichurngen der Erhaltungsgr&Ben zugefigt werden. Zum BRei-
spiel, in einer Superfliissigkeit, in der die Eichinvarianz spon-
tan gebrochen ist, ist die Phase ({ die zus&tzliche hydrodynami-
sche Variable, deren Rewegungsgleichung durch die Josephson~
Gleichun;ﬁ” gegeben ist (P.ist das chemische Potential, m die

Masse z.B. eines “He Atoms) :

%Q«L}A:o . (1.6)

ii) Die Symmetriebrechurg bewirkt, dag die Bewegungsglei~-
chungen der Erhaltungsgr&Ben durch Kopplungen an die Symmetrie-~
variablen modifiziert werden. Diese Kopplungen lassen sich bei
einer systematischen Herieitung der hydrodynamischen Gleichungen
bestimmen, wie in den Kapiteln J] und [V gezeigt wird. Im Rei-

spiel einer Superflissigkeit tritt in der Kontinuitdtsgleichung

fir die Massendichte P ein zus&tzlicher reaktiver Strom j$ auf:

'§+3-(97‘+F) =0 (1.7)
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é ist die superfluide Dichte, v. und v' Jjeweils die superfluide

und normale Geschwindigkeit.

Durch Hinzunahme der Bewegungsgleichung jeder Symmetrie-

variablen erh&dlt man jeweils eine zus#8tzliche hydrodynamische
& o)

Anregung, mit ﬂ!ato(k): o) . Man bezeichnet sie als Goldstone-

=0

Mode. (Nach dem Goldstone-Theorem in der relativistischen Teil-
chenphysik bewirkt die Brechung einer kontinuierlichen Symmetrie
eine zus#tzliche Anregung in Form eines massenlosen Teilchens).
Im Falle, daB langreichweitige Kr&fte vorhanden sind (Coulomb-
Kr&fte), verschiebt sich die Frequenz zu endlichen Werten,

Lim uﬂk).# 0 (in der Teilchenphysik ist die entsprechende Anre-

kao
gurng ein Teilchen endlicher Ruhemasse).

Ferner stellt der erwdhnte zus#tzliche nichtdissipative
Strom einen gengeniiber der ungeordneten Phase zus#tzlichen
Transportmechanismus dar, der h&ufig das diffusive Verhalten der
respektiven Erhaltungsgr&Be in ein propagierendes umdndert. Im
erws&hnten BReispiel einer Superflissigkeit ergeben also Gln.‘
(1.6,7) zusammen mit den Erhaltungssitzen der Impuls-und Ener-
giedichte, daB die‘Temperaturdiffusion einer normalen Fliissig-
kXeit in eine Temperaturpropagation der superfliissigen Phase
ibergeht: es ist n&mlich m&glich, die vier hydrodynamischen

. . . 24
Gleichungen in folgender, {lbersichtlicher Weise zu schrelbeé )

(der thermische Ausdehnungskoeffizient wurde vernachlgssigt):
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wo Ve(gle)ma(efle)ve, we (1) (v-v) o, und o, die ce-
schwindigkeiten des ersten und zweiten Schalls sind und T die
Entropie per Masse ist. Aus den Bewegungsgleichungen (1.9) fdr ¢

ist das propagierende Verhalten der Entropie, (bzw. der Tempe-

ratur %T:Gthvﬂiv) klar. Diese Mode mit W=+C,k stellt die
Goldstone~Mode gebrochener Eichinvarianz dar. Die nichttriviale
Tatsache, daB es ein Massenstrom (j¥) ist, der den Transportme-

chanismus einer Temperaturpropagation liefert, ergibt sich da-
—r
her, dass der Massenstrom im (v“=:0)—Bezugssystem als ein Entro-

(22)

-
piestrom im (v = O )-Bezugssystem angesehen werden kann .

Es folgt also die Festestellung, dap die niederfrequenten
und langwelligen Eingeschaften makroskopischer Systeme lediglich
durch Symmetrieerw&gungen bestimmt werden. Wenn n&mlich die
mikroskopischen Wechselwirkungen verschiedener Systeme dieselben
Symmetrien besitzen, und wenn die Grundzust&nde der jeweiligen
Systeme die gleiche Untergruppe dieser Symmetrign brechen, dann
haben diese Systeme analoge hydrodynamische Gleichungen. Zum
Beispiel, werden s&@mtliche Kristalle, unabh&ngig von ihren mi-
kroskopischen Unterschieden, von ein und derselben hydrodynami-
schen Theorie beschrieben, die sich aus der spontanen Brechung
der Translationssymmetrie ergibt. Die Komponenten des Verschie-
bungsverktors stellen die zus&tzlichen hydrodynamischen Varia-
blen dar. Deren Gradienten bilden den Spannungstensor, der einen
zusdtzlichen dissipationsfreien Impulsstrom darstellt. Schlieg-
lich erhaelt man als Goldstone-Moden der gebrochenen Transla-
tionssymmetrie zwei propagierende Scherwellen und eine Diffusion

von Fehlstellen. Es sei hier noch bemerkt, dass w&hrend die



Brechung der kontinuierlichen Symmetrien die Grundklasse von

Hydrodynamik bestimmt, so spielen die diskreten Symmetrien des
kristallinen Zustandes eine ganz andere Rolle fur das dynamische
Verhalten. Da sie die Zahl der unabh&ngigen elastischen und
Transportkoeffizienten bestimmen, ver&dndern sich fir verschiede-
ne kristalline Symmetrien die Kopplungen der Rewegungsglei-
chungen und daher die Kopplungen der kollektiven Moden unter-
einander. Diese bestehenljedoch fur alle Kristalle aus drei
elastischen Wellen (mit Jjeweils Lﬂzicik , i=1,2,3), einer wW&rme-
und einer Fehlste;lendiffusio§?)

Die Entdeckung der drei superflissigen Phasen von 3He
gestattete das Konzept der spontan gebrochenen Symmetrie und
den dazugeh&renden Formalismus der Hydrodynamik zu erproben und
weiterzuentwickeln. Insbesondere hat das Bestreben, das nieder-
frequente, langwellige Verhalten mit Hilfe der hydrodynamischen
Theorie zu beschreiben, zu einer Erweiterung der Konzepte dieser
Theorie gefthrt, n&mlich zur Einfidhrung des Begriffes einer

relativen Symmetrie.

Es soll hier der Begriff einer relativ gebrochenen Sym-
€))
metrie am Beispiel der 3ge-A Phase erl&utert werden. In der A-

Phase erfolgt die Cooper-Paarung in einem Zustand mit Drehimpuls

A A A
£=41 und Wu:i. beziiglich der Vorzugsrichtung {=ex &, wobei

A [N
€, und €, zwei ortogonale Einheitsvektoren sind. Der Ordnungs-

parameter ist im Ortsraum gegeben durch:

1« elw(és‘*"é’-) (1.10)

. . A
Hieraus folgt, dag eine Rotation der Vektoren e, und éz
A

. . . . . -9
um einen Winkel € um die Vorzugsrichtung L einen Phasenfaktor e’



ergibt. Daher kann eine Phasentransformation §¢ durch eine

A
Ortsraumrotation 39’ um £ kompensiert werden. Folglich stellt

die Phase und der Rotationswinkel nur in einer gewissen Linear-

kombination, z.B. @;-e , eine relevante Symmetrievariable des

Systems dar (das heiBt, eine Transformation 5 -56.4C> ver&ndert
Y

den Zustand des Systems). Jede andere, unabh&ngige Kombination,
z.B. %Lke’, bleibt hingegen eine irrelevante Gr&B8e. 2Zur Veran-—
schaulichung kann man sich die A-~Phase wie ein System vorstel-
len, fﬁr das'ﬁp und &5 relevante Transformationen sind, dem
jedech die Fdhigkeit fehlt, zwischen Phasentransformationen und
Ortsraumrotationen zu unterscheidén. Eine Transformation

(EL(J +o0, d¢ =0 ), ebenso wie eine Transformation (&p:o, g‘é#o)
ver&ndern den Zustand des Systems kda in jedem dieser beiden
F&llen die relevante Transformationsvariable g@— Se 0 ist),
doch k&8nnen diese beiden Transformationen den Zustand auf die
gleiche Weise transformieren. Die Transformation (th;c¢o,§9=zn
verdndert ndmlich den Zustand auf die gleiche Weise wie die
Transformation ( S({J =0, 36 =-c ), da die beiden ver&nderten
Zustdnde durch die irrelevante Transformation (&p+§6=-lc§@-$9=q

. (=)
verknupft sind.

In Bezug auf die Dynamik dieses Systems ist folgendes zu
bemerken. In den Rewegungsgleichungen ergeben sich zus&tzliche

reaktive Str8me: wie schon erw&hnt, tritt in der Kontinuit8ts-

gleichurg flir p ein weiterer Strom auf, der von Inhomogenit&ten

in der Phase herrtthrt (Gl. (1.7)). Die Inhomogenit&ten in ©

2

ergeben einen zusdtzlichen Impulsstrom . Ferner, da nur eine

s . . . . jaY
Symmetrie gebrochen ist, aus elner Llnearkombination von ? und v

bestehend, ist nur die eine Bewegungsgleichurg flir diese Linear-



kombination zu beriicksichtigen (wie erw#hnt, ist jede andere,

unabhé&ngige Linearkombination von ¢ und ¥ fur das System eine
irrelevante Gr&pRe). Diese Bewegungsgleichuny ergibt sich aus der
geeigneten Kombination der jeweiligen Rewegurngsgleichungen von
Qund‘g. So k&nnen Variationen von % durch Inhomogenitdten des
chemischen Potentials, und wiederum, Variationen von qD durch
Inhomogenitdten in ziﬁvﬁﬁ herrﬂhren@). Die physikalische Konse-
quenz dieser besonderen Symmetriebrechung ist, dafR sogenannte
"Gauge-wheel"” Effekte auftauchen: zum Beispiel k®nnen Oszilla-
tionen des 3He-A Beh&lters Superstr®me in die i—Richtung hervor-
rufeh(a.’

Die Brechung einer relativen Symmetrie, ebenso wie die
Breéhung einer "gew®hnlichen" Symmetrie, bewirkt das Auftauchen
einer Goldstcne-Mode. Sie besteht jedoch aus einer Kombination
der Goldstone-Moden der einzelnen Symmetrien, aus denen die
relative Symmetrie besteht. Dadurch hat ein System mit gebroche-
ner relativer Symmetrie: a) gemeinsame Figenschaften mit denje-
nigen Systemen, die die einzelnen Symmetrien unabh#ngig brechen;:
b) die charakterisﬁische Eigenschaft, daf die relative Symme-
trievariable von jedem der Felder angetrieben werden kann, die
fiir das Antreiben der einzelnen Symmetrievariablen verantwort-
lich sind, ohne daB das System unterscheidet, welches das an-
treibende Feld ist. Wie sich diese zwei Figenschaften in Syste-
men mit relativ gebrochener Eich-Translations-Symmetrie ergeben,
wird in der vorliegenden Arbeit aus dem Formalismus der Hydrody-
namik klar ersichtlich. Es sei noch hinzugeftigt, dap diese cha-
rakteristische Dynamik einer relativen Symmetrievariablen erst

vor kurzem experimentell nachgewiesen wurde. Corruccini und

g
Osheroff haben in 3He—A4, welches die relative Symmetrie zwi-



schen Phasentransformationen und Spinraumrotationen bricht,
Eigenschaften a) und b) in der Tat beobachtet: a) die Goldstone-
Mode in 3He-—Ai ist sowohl eine Temperaturpropagation als auch
eine Spinwelle, so daB das dynamische Verhalten dem einer Super-
fllUssigkeit und dem eines Antiferromagneten #&hnlich ist; b) die
Spinwelle kann charakteristischerweise durch den Superstrom, das

heiBt durch Gradienten in der Phase, angeregt werden.



II. STATIK VON SYSTEMEN MIT GEPROCHENER RELATIVFR EICH-

TRANSLATIONS~SYMMETRIE. -

In diesem Kapitel soll die Elastizitdt von Systemen mit
gebrochener relativer Eich—Transla£ions—Symmetrie (RETS) unter-
sucht werden.

Hierzu ist es n®&tig, die verschiedenen Kr&fte zu bestim-
men, die einen deformierten Zustand dieser Systeme wieder ins
Gleichgewicht treiben. Wir verstehen unter einem nicht defor-
mierten Zustand den, in dem sich das System im totalen thermi-
schen und mechanischen Gleichgewicht befindet. Durch eine Defor-
mation 8ndern sich jedoch gewisse Freiheitsgrade des Kdrpers,
zum Reispiel die Anordnung der Atome in einem Kristall, oder die
Massendichte in einer Flissigkeit, wodurch Kré&fte auftreten, die
das Gleichgewicht wieder herzustellen versuchen. Diese Kréfte
werden durch die Wechselwirkung der Moleklile des Kdrpers unter-—
einander hervorgerufen. In der Elastizit#tstheorie als einer
makroskopischen Theorie betrachten wir nur solche Abstdnde,
die gegeniiber den intermolekularen Abst&nden grog sind. Diese
Uberleguny setzt eine untere Grenze fiir das, was in diesem Rah-
men als ein makroskopisch sinnvoller Rereich definiert werden
kann.

Ich betrachte jetzt ganz allgemein ein System mit spontan
gebrochenen Symmetrien. Die Fxistenz von lokalem Gleichgewicht
rechtfertigt die.Anwendung der Thermodynamik. Die Entropie §
eines solchen Systems ist eine lokale Funktion der Frhaltungs-

gr&Ben (Fnergie (E), Masse (M), Impuls ©F spin () und der



- 4,12
Gradienten der spontan gebrochenen Symmetrien ( Vx* )( ):

TdS= dE - bdv - pdb - T 48 - .48 - Ve, di (2.2)

—

wo T, p, A . V" und ® jeweils die Temperatur, der Druck, das
chemische Potential, die GeschwindigkeitAund die Rotationsge-
schwindigkeit im Spinraum sind. V ist das Volumen und &; sind
als die konjugierten Variablen zu 5%“ definiert. In (2.2) wurde
die Summe iber alle m¥glichen Symmetrievariablen durch die Wie-
derholung des Indizes ® impliziert. Diese Konvention wird im
Laufe dieser Arbeit beibehalten werden. Da hier nur die Hydrody-
namik homogener Systeme innerhalb eines makroskopischen Volumens
betrachtet wird, ohne die Oberfldcheneffekte zu berucksichtigen,
k&nnen alle hydrodynamischen Variablen auf die Volumeneinheit
bezogen werden. Somit erh#lt man aus (2.2) die Beziehurg zwi-
schen der Fnergiedichte (£€) und der Entropie- (s), Massen- (p),

Impuls- (a) und Spindichte (A) und VXx%:

(2.3)

de = Tde4 }AO{P-\»:/.".O\% + aoﬁ + Ct)x‘c&{;)(“‘

mit der Duhem~-Gibbs-Relation fiir den Druck:

F:-E + Ts 4 }xe+7".%+ WA (2.4)



Die Gleichgewichtsbedingungen an die thermodynamisch
—

. o . :
konjugierten Variablen in (2.3) T, &, v*, W und 43 erhdlt man
aus der Forderung, daf im Gleichgewicht die ‘Entropie des Systems -

maximal ist:

Ss(&,p,—c}g,z'sx“‘)o{\B deimuw\ (2.5)

mit. den Redingungen, daB fur ein geschlossenes Systems die Ener-

gie, die Masse, der Impuls und der Spin konstant sind:

&Eo\\l: \.;onftan't (2.6)
Ked\f: konctawt (2.7)
j?é’av-.-. Vondant (2.8)

SX dv = kendad . (2.9)

Ferner halte ich x* auf den R&ndern des Systems konstant. Mit
den Lagrange-Parametern ¢,, C,, 33, c-:.“ ergibt (2.5) mit den

obigen Bedingungen:
J(K_Eg+qie+czSe+’c’3.S§+ C“.cﬁ]«i\lzo . (2.10)

Mit dem Ausdruck (2.3) fuer Ss folgt:



{r - -
-\, 1 ¢ A ——t N —~ o ..._vl - (
‘I;(:f*c(> 0& 4 (-£+C‘> 3{ *k-\g‘} 3\%3 +(-£‘.’.+04>,%A Sl e A=
- i ! & T i
(2.11)
Der letzte Term in (2.11) ergibt:

(v. °‘> ox* 4V

o«

| § e av (759 3o dv- 5 et - (5

(2.12)
Da x auf der Oberfl&che konstant gehalten wird,

ver-
‘'schwindet das Oberfl&chenintegral in (2.12). Mit Gl.
ergibt (2.11):

(2.12)
(o) Be - ko) Sp (48] o (8450 ()5 v

(2.13)

. . . a -

Aus der Unabhé&ngigkeit der Variationen 5&' Sp’ XS) SA
und o x*¥

in (2.13) folgt:

0= (2.14)
=
e,z M (2.15)
E%
%. 0 (2.16)
i
T @ (2.17)
=
51&"‘-: o ) (2.18)

-

-—
so dag im Gleichgewicht T,)A, v" und W konstant sind.



2.1. Gebrochene Fichinvarianz.

Der Ordnungsparameter eines Systems mit gebrochener Fich-
invarianz ist durch die makroskopische'Wellenfunktion des
Systems, 4%?)=%3é@65, gegeben“w. q%?) ist die ortsabhé&ngige
Phase, und *3 eine konstante Amplitude. Wdhrend eine rdumlich
homogene Ver&nderungy der Phase die Energie des Systems nicht
erhdht (Gl. (2.3)), bewirkt eine inhomogene Ver&nderung der
Phase eine rlickstellende Kraft in den Zustand konstanter Phase
zurtick. Rei konstant gehaltener Massen-, Entropie- und Impuls-
dichte mup diese Kraft im Limes beliebig langwelliger Deforma-
tionen verschwinden. Diesen Forderungen entsprechend ist nach

Gl. (2.3) die Fnergie in einer Superflissigkeit (ohne Spinfrei-

heitsgrade) durch den folgenden Ausdruck gegeben:

d€ - Tde s )Jc{g +:J"‘. of:} + 33. 0\7‘ , (2.20)
o
wO
—-— € -
vie A Vo (2.21)
2)m

die superfluide Geschwindigkeit ist, und m (bzw. 2m) die Masse
eines "He Atoms (bzw. zweier 3He Atome) ist.
-
Die Gleichgewichtsbedingung fiir das Kr&ftefeld j* unter

der Randbedingung, daB die Phase an den R&ndern des Integrations-



volumens festgehalten wird, ist durch (2.18) gegeben:

'y

-g.f‘= o . (2.22)

Ich schreibe die zu (2.20) &quivalente Gibbs-Relation fdr

die Energie pro Masseneinheit e::&[p:
de= TdT+ £ dp + v dv + 4. dvs (2.23)
e e

und bestimme nun von welchen thermodynamischen Variablen

VS ) jeweils die konjugierten Variablen einer

(¢, V= sle, Q“’
Superflissigkeit abh&ngen k&nnen. Die Abweichungen aus dem
Gleichgewicht des Druckes SF und der Temperatur 8T  x&nnen
durch Variationen der thermodynamischen Variablen Sp und 5G
gegeben sein, jedoch hicht von 5;; und SG; . da letztere
umgekehrtes Zeitumkehrverhalten wie gb und 8T haben. Die
Abhé&ngigkeit von quadratischen Termen in den Geschwindigkeiten,
wie SV"‘S\TS und (5-\7")z (oder (S\T‘Y’ ), werden in einer
linearisierten Theorie in den kleinen Abweichungen Y vernach-

l&8ssigt. So folgt:

%

oT

"

3h (b, 3¢)

(2.24)

"

5T (5, 30)

Ein analoges Argument fihrt zur Bestimmung der Funktio-
- bd
nalabhdngigkeit von g% und ga‘ , und zwar ist in linearer

Ndherung:



< Ny, ™ ™~ . g
@%1 . 0 §\; o040 Gve

s i (2.25)
%3% Y R YRR L RV
\ . & .
YW N3

! )

Durch eine Galilei-Transformation erh#lt man aus Gl.

(2.20) (siehe Anhang A), dap g und 3 nicht unabhangige Strome
(+2)

sind, sondern

—_ — -

3= C"’"*AS (2.26)

Ferner sind die gekreuzten Terme in (2.25) durch die Maxwell-

Relation %;/}Vz = —'D,js_sé /}v‘;}.

verkntipft. Somit reduzieren sich
die vier elastischen Tensoren in (2.25) auf zwei unabhdngige,
die zum Beispiel als die Massendichte und der Tensor der super-

fluiden Dichte ,P% gegeben werden k8nnen:

Sfi: t"ig_ (%v’i-%v'é), (2.27)

In der Reziehurg (2.27) wurde die weitere Maxwell-Rela-

s S
tion }$/WVE==}&/)V§ verwendet, so dap der Tensor eq symme-

trisch ist. Im allgemeinsten Falle, das eine Vorzugsrichtung

‘vorhanden ist, k&nnen die Eigenwerte des superfluiden Dichteten-

sors voneinander verschieden sein, fur eine isotrope Superfltis-

sigkeit hingegen ist dieser Tensor durch einen Skalar 9‘ gege-

ben.



2.2. Gebrochene Translationssymmetrie.

In diesem Abschnitt werde ich Systeme mit gebrochener
Translationssymmetrie in eine bestimmte Richtung betrachtenoﬂ,
wie es zum Beispiel in smektisch-A Flissigkristallen der Fall
ist. Deren Molektile sind in einer Vorzugsrichtung periodisch
ang eordnet, wdhrend in den Ebenen senkrecht zu dieser Richtung
der K&rper die Elastizit&t einer Flissigkeit hat.

Da jede Symmetriebrechurg durch das Auftreten eines Ord-
nung sparameters gekennzeichnet ist, ergibt hier die periodisch

. . (24,25)
variierende Massendichte

e(¥) = (%{i + & %QF] (2.28)

den entsprechenden Ordnung sparameter

*(F) ol eiq'r + 9-‘%‘r , (2.29)

mm'a die Vorzugsrichtung ist, in der die Translationssymmetrie
gebrochen- ist, T die Position.

Die Symmetrievariable, die zu dem Satz der hydrodynami-
schen Gr&Ben hinzugefigt werden muB, ist die Komponente des
Verschiebungsvefitors 0 in die gegebene Vorzugsrichtung,
u:TL§/1§{. Die beiden anderen Komponenten stellen nicht hydrody-
namische Gr&gen dar. Eine homogene Verdnderung von ?, das heiBt,
ein uniformer Verschiebungsvektor, bedeutet lediglich eine Ver-
schiebung des Systems als Ganzes und modifiziert daher den Zu-
stand nicht. BRei inhomogenen Verschiebungen taucht jedoch eine

riickstellende Kraft auf. Die Fnergie ist somit durch einen for-



mal &hnlichen Ausdruck gegeben wie Gl. (2.20) fUr eine Super-

flussigkeit:
a6 = Tde+ udp + :/.'\o{% # N dve (2.30)

In (2.30) ist u die Verschiebung in die einzige Richtung,
in der die Translationssymmetrie gebrochen ist. Der Verzerrungs-

tensor

und der Spannungstensor &% eines dreidimensionalen FestkdOrpers

"schrumpfen" in einem smektischen Krlstall zu den Vektoren Vh
Y
und \ der Gl. (2.30) zusammen.

-

Die Gleichgewichtsbedingung fur A ist nach (2.18) bei

festgehaltenem u an den R&ndern des Integrationsvolumens:

—

v\ = o0 (2.32)

analog wie fiur den Superstrom j* einer Superflissigkeit (vgl.

(2.22)). Da die Divergenz der Spannung \ die Kraft darstellt,
die auf die Volumeneinheit des K8rpers wirkt, bedeutet (2.32)
lediglich, daBg im Gleichgewicht keine Kré&fte wirken kdnneﬁ.

Ich werde nun zeigeggxdas in einem smektischen Kristall

-

die beiden Komponenten der Spannung % senkrecht zur Richtung,
in der die Translationssymmetrie gebrochen ist, nicht proportio-
nal zum Verzerrungstensor Tu sind, sondern zu dessen zweiten

Ableitung (das hei8t, >1~,k§). Ganz allgemein, ist die elasti-

sche Energie in Systemen mit gebrochener Translationssymmetrie



gegeben durch:

d@: K AV{HA | (2.33)

Da uniforme Rotationen durch den antisymmetrischen Tensor

(Viu&_ Véu;>{ 2, beschrieben werden, ergibt die Invarianz des

Systems unter uniformen Rotationen, dasg A€ in (2.33) nur durch

Variationen im symmetrischen Tensor u% (G1. (3.31)) gegeben ist:

€ = X&; (Lu;;\ J (2.34)

mit \b: Kéi+\<§ . Da ein smektischer Kristall zus&tzlich inva-
riant unter Scherungen der Ebenen Ubereinander ist, k®nnen uni-
forme Deformationen V,u, die Energie nicht ver#ndern ([ und L
bezeichnen jeweils Richtungen parallel und senkrecht zu der, in
der die Translationssymmetrie gebrochen ist). Folglich muB der
Koeffizient dieser Deformation in (2.34), n#mlich X“3=XL” , in
niedrigster Ordnungy im Wellenvektor k gleich Null sein, und,
entsprechenderweise, verschwindet kl in Gl. (2.30) in niedrig-
ster Ordnung. Rei Beriicksichtigurg inhomogener Deformationen in
Vlu“ erhdlt \L nichtverschwindende Terme hherer Ordnung in k.
Per Term in k> ist jedoch aus folgender Uberleguny auszu-
schlieBen. Eine r&umliche Spiegelung, 3-4 43, 188t den Ordnungs-
parameter (2.29) unver&ndert, so daB bei dieser Operation die

. R

Energie (2.20) ebenfalls urnverdndert bleibt. Da aber dabei

Vu—> - Vu, darf N in Gl (2.20) nur Terme mit ung eraden Potenzen
F =

in (Yu) hakten. Daher ist

>‘.L= vl (EB)

(2.35)
In der Fnergie (2.30) k®nnen diese Terme im Limes k -» O

6
vernachl&ssigt werden (wenn k nicht unmittelbar senkrecht zur

Vorzugsrichtung gerichtet ist) und die Fnergie eines smektischen



(42)
Kristalls lautet also :

-

OlE: TAS + }Af’{e + —\-/‘Aﬁ + \” OLVN“ * (2.36)

Die thermodynamisch konjugierten Variablen p, T, X”
h&ingen von den hydrodynamischen Variablen ( @, T, Vyuw ) ab, da

letztere dasselbe Zeitumkehrverhalten haben, d.h.

1"

3 3[1 (6,G, Uy u)
(2.37)
o

"

%T (P.G,‘% u)

g)\u = S>‘u (p'G, Vi Uk)

2.3. Spontan gebrochene relative Eich-Translations-Symmetrie:

der Fulde-Ferrell-Zustand.

In diesem Abschnitt untersuche ich die statischen Eigen-
schaften des FF-Zustandes in einer 3He-“HeIl Mischung. Wie in
der Einleitung erwdhnt, ist der FF-Zustand durch den Ordnungs-

parameter

b(F) = kh ei(cb-g"?) (2.38)



S
Iy

gegeben, wo die Amplitude %o, die Phase ¢ und der Vekﬁor a von
der Position T unabhidngig sind. Der Betrag *Q gibt die Stdrke
der 3He-Kondensation an;Fi\ist der "pitch" der Inhomogenit&t.

Wie ich nun zeigen werde, bricht dieses System die rela-
tive Eich-Translations-Symmetrie (RETS). Die Argumente sind
analog zu denen, die ich in der Erl&uterung der relativen Eich-
Ortsraumrotations-Symmetrie-~Brechung der 3He-A Phase in 1.2.
gebraucht habe. Der Effekt einer Translation (in J-Richtung) auf
den Ordnungsparameter (2.38) ist n8mlich analog zu dem Effekt
einer Rotation (um die E—Richtung) auf den Ordnungsparameter
(1.10) von 3He-A. Das heiBt, die Phase ¢ des Ordnungsparameters
(2.38) kann sowohl durch eine Translation §F — ?T" 4—9;53 wie
durch eine Phasentransformation $3—»qg1-3§g ~des 3He-Kondensats
verandert werden. Beide Symmetrieoperationen, && und é‘xl, die
fur das System ununterscheidbar sind, stellen nur in einer

Linearkombination,

= %¢,- g.ou
&?- 0, 4 ) (2.39)
eine relevante Symmetrieoperation dar. Eine Transformation

Y@4io und 4.0k 4+ O , bei der jedoch 0 Null bleibt, stellt
1 \

keine relevante Transformation des Systems dar (das heiBt, jede

andere, von (2.39) unabhidngige Linearkombination der beiden
Symmetrievariablen (@ und _g:)-& ergibt eine irrelevante Grb’Be). Das
System bricht also eine relative Phasen-Translations-Symmetrie
(RETS) .

Im lokalen Gleichgewicht variiert der Ordnungsparameter,
Gl. (2.38), in Raum und Zeit um d¢(ﬁt). Die Energie des Systems

-
wird durch inhomogene Variationen der Symmetrievariable,tiv¢>,

um



de - Ai.ivg (2.40)
erh8ht, wo )
. b oA = B A (T -a Vu) . .
3 2my 4) Limy (ng q‘ 4 > (2.41)

Unter Beriicksichtigung der restlichen hydrodynamischen

(24)

Variablen, ist die Energie des Systems gegeben durch :

de- Tde+ pd Tide 4 Bk 4 L 4 L

= Jas (33+14.,Jﬂ+v. g+ wdi . v3+34. v, (2.43)
WO

-+ t —_—
<
v = B dve, . (2.45)
My
my, @, , P und }H,(V=3ﬂ4) sind jeweils die atomaren Massen,
Massendichten, Phasenvariablen und chemischen Potentiale von 3He
und “He.
In der vorliegenden Arbeit betrachte ich kleine statische
. 3 - - 3 -
und dynamische Variationen Jd)ﬁ]{), d.h. ich beschrédnke mich auf
lineare Variationen des "pitches" (W”#) und der Richtung (YL&)
des konstanten g-Feldes (die Bezeichnungen [ und Ll definiere ich
beziglich a). Somit werden Texturprobleme ausgeschlossen. [Im
generellsten Falle, genau wie flr smektische Kristalle (siehe
2.2.), erfordert die hydrodynamische Theorie nicht, daB %}b
(d.h. die Anderung der Vorzugsrichtung) klein sein mug, sondern
2
daB diese Variation langsam zu erfolgen hat, d.h. Yui muB klein

“sein. Wie nach Gl. (2.58) erl&utert, ist der Grund hierfiir, dasB



eine Variation ‘§¢ = konstant zur Energie nicht beitr&gt, so dag
der Term Vi¢ den niedrigsten nichtverschwindenden Beitrag lie-
fert. Im generellsten Falle eines schnell variierenden #—Feldes
muf in Gl. (2.41) der konstante a—Vektor durch den lokalen
"pitch" Vektor %(‘F):' §+0(5(?) ersetzt werden, dé(?): i?cﬁ ]

Durch eine Galilei-Transformation (siehe Anhang A) erh&lt

man aus Gl. (2.43):

’S'z oV 4 éi’* “ , (2.46)

wO P:PB-‘—PL‘,-
Ich betrachte nun die Abh&ngigkeit der thermodynamisch
konjugierten Variablen von den hydrodynamischen Variablen. Die

e -
superfluiden Str&me 3} und jﬁ lassen sich entwickeln wie:

oA
(7 7

.= ?éfx_ gvg + 7;&_ S\Qg £ s S\ii8 "’Sﬁ;

o 7V§('\ Wi (2.47)
Shi= o W4 Yu W4 D G+ o,

Sy 8 s ¢ N d :

V-& 3V;é “i

wo die Str&me Sai und Byi (siehe unten, Gl. (2.52) definiert und

diskutiert werden. Die sechs elastischen Tensoren aus Gln.

(2.47) lassen sich auf drei unabhingige reduzieren mittels fol-

gender Relationen:

'b‘;;:").__‘\_}s.
L R SRR S

} VY, Wi, Vi,
<
/TR T T CO T (2.48)
v
R Wi Wi v
S
il 2 gy
IE. Vi, !

3



wo in Gln. (2.48) die erste Gleichheit eine Maxwell-Relation
ist und fuer die zweite Gleichheit Gl. (2.46) verwendet wurde.

So haben Gln. (2.47) die Gestalt:

T IR IR (2.4
S g 5@ 4 g SRy (2.50)

mit den Tensoren der superfluiden Dichten

- g N - S 3 . . = T —~—
el = (€, 9413 + (PR, (- %4i 1) =24
(2.51)
Die Str&me %X% (v = 3,4) in Gln. (2.49,50) beinhalten die
Kopplungen an die skaléren Gr&Ben G,p und c;(&/P (3He- Kon-

zentration):

—
¥ < -
e (6T gl B e 8 R)T
a ¥

wo Vizfﬁlzmgé. Diese Kopplungen ergeben sich im FF-Zustand aus
dem Vorhandensein der Vorzugsrichtung a (bzw. ;#), die ungerades
Zeitumkehrverhalten besitzt, d.h. géi\z—ﬁ(i). Dieses zeige ich

- * . -' = .
nun, indem ich das Gegenteil annehme, d.h. qét)=3({). Sei das
System im Gleichgewichtszustand, dessen Energie bei Zeitumkehr
unverindert bleibt. Aufgmnd der RETS-Brechung, wie in 2.3.
erliutert, bleibt sie auch unver&ndert bei einer inhomogenenen
Variation der irrelevanten Gr&Be q%+ §-G . Jedoch, ist qgeine
Phase, so daB (&Qt)=-¥§t£) , und die frither irrelevante Transfor-

-> ->
mation ist nach der Zeitumkehr S(7V4g+-$.VLL), eine Transforma-



tion, die die Energie erh®ht (Gl. (2.40)), wider der Aussage,
daB die Energie bei Zeiumkehr unver&ndert bleibt. So folgt, dasB
Gty -7 ).
- -

Da ji die konjugierte Variable von ﬁ(zmsyvqg und von

— -
@qznhngVu; ist, ist j} sowohl ein Superstrom als auch eine
Spannung. Die Dichten p;, p% und é% aus Gl. (2.52) k&nnen als
zum Teil bekannte thermodynamische Kreuzableitungen angesehen

werden. Zum Reispiel, folgt aus Gl. (2.49):

) (2.53)

so dasB ég die thermische Ver#nderung des "pitches", dvg, bei
konstanter Spannung, dj;=(3, angibt. So ist PS mit dem thermi-
schen Ausdehnungskoeffizienten eines Kristalls zu vergleichen.
Die St&rke, mit der Variationen in (| p und c super-
fluide Gleichgewichtsstr®me erzeugen, sind durch die ph&nomeno-
logischen Konstanten @;, pg' ﬁ; gegeben. Im Rahmen der streng
giltigen hydrodynamischen Theorie sind keine weiteren Aussagen
m&glich. Trotzdem k&nnen wir diese Kopplungen physikalisch

interpretieren, indem wir Gl. (2.49) als die Variation des

Stroms
R Y .
33: 03 (Avs -v") + ei (vi-vn) ) (2.54)

- - - - -
auffassen, wo AVS-;\I;-VZ. Mit :‘5 gegeben durch ('R/:z.mE)V((b-q.r),

-3 —
ist vg die vorhandene totale Textur, w&hrend v, die stromlose,
e
spannungsfreie, stabile Gleichgewichtstextur ist, fir die i} =0

—

- - -
(wenn Y"= V{ = 0). Bei konstantem v? und V] resultiert eine Varia-
" "

-

tion iﬁ des Superstroms ji, Gl. (2.54), aus einer Variation von



3;, gegeben durch ﬁ42m3>;V<b , Gl. (2.41), oder von v: uber

dessen funktionale Abhangigkeit von U, p und c. Ein Vergleich

mit Gl1. (2.49) lapt erkennen, daB

vi ool
P_ _ (oS r}VS
e3= - (f3), & Mo . (2.55)
Vq’ ?P )Gc
c . ¢
93 = -(?3)” - %)
A 2C P.G—

jeweils die Variationen des "Gleichgewichtpitches" bei Verdnde-
rungen von U, 0 oder c angibt.

Als interessantes Ergebnis des FF-Zustandes halten wir
fest, daB auf zwei verschiedene Weisen hier ein longitudinaler
Superstrom erzeugt werden kann: a) wie tiblich in Superflissig-
keiten, indem man die Phase 4) aufwickelt und so vy ver&ndert;
b) speziell im FF-Zustand, indem man die Gleichgewichtstextur vg

modifiziert durch Anderung der Temperatur, Dichte oder Konzen-
tration, oder, wie mikroskopische Rechnungen zeigenﬁq, durch
Anderung der Magnetfeldstsrke. In einem torusfdrmigen Reh&lter
(der Querschnitt soll groB genug sein, um ein 1okél uniformeé
tangentiales g-Feld zu haben) wird vi durch topologische Be-
dingungen festgelegt. Eine Ver&nderung in vS bedeutet dann, daB
die unverinderte vorhandene Textur v§ einer gespannten Konfigu-
ration enspricht. Es entsteht daher ein tangentialer superflui-
der Massenstrom, der zur Drehimpulserhaltung den Beh&dlter in

entgegegengesetzte Richtung rotieren 1l&Bt.



-

Die analogen Terme in Sai (Gl. (2.50)), die ebenfalls
durch die Symmetrie gestattet sind und #&hnliche Struktur wie die
bereits diskutieren Terme in Ea—s; besitzen, k®nnen nicht mit
derselben thermodynamischen Eindeutigkeit interpretiert werden.
Es ist jedoch plausibel anzunehmen, daf das qz—Feld nicht eben-

falls eine Gleichgewichtsinhomogenit&t entwickelt (mit einem

i;/a, unterschiedlicher St&rke). Mit dieser Annahme ist dann
i

gi: & (:i_:n) " (Vi_:;h\ )  (2.56)
so daB
%ﬁ = (eX)y Sﬁ ’ (2.57)

(03),,
wodurch die Zahl der unabhdngigen elastischen Koeffizienten aus
Gln. (2.52) durch drei reduziert wird. In anderen Worten, nehme
ich an, daB der longitudinale Teil der superfluiden kinetischen

A
Energie die Terme (Avj)

,(v‘.,); und AVy (V§), entnalt. Im allge-

meinsten, jedoch nicht all zu wahrscheinlichen Fall muB (&3)”
durch(Avﬁk=@i%-&a%ersetzt werden.

Eine weitere interessante Eigenschaft weist der FF-Zu-
stand in Bezug auf die transversale Komponente des Superstroms
;% auf. Betrachten wir eine infinitesimale homogene Rotation um
eine zu a senkrechte Richtung, so dasiﬁau“- ”5);0. Gl. (2.43),

oder expliziter Gl. (2.40), ergibt eine Energie&nderung

- () dgui) o[ Y Ehd Guay .
de - zms(ag)ld(gmu) <4m3) %d(g ) (2.58)



Unter Vernachléssigung der Einfliisse der Winde auf die
Bestimmung der E—Richtungu) ("pbulk"-System) muR diese Energie-
inderung jedoch Null sein. Daher mug (§2Lf=0 sein, und um die
thermodynamische Stabilit&t zu sichern, die (GSQ: Z ((JSI)L(()S“)_L G12)
fordert, ist.(eill=l>. Es folgt also, daB der transversale 3He
Superstrom verschwindet. Wie schon im Falle eines smektischen
Kristalls in 2.2. diskutiert, enth&lt die Energie im Prinzip
auch Beitr#ge vierter Ordnung inlg , die die Deformation unter
nichtuniformen Rotationen beschreiben; Anders als in smektischen
Kristallen, sind hier Terme dritter Ordnung in der Energie nicht
wegen der Invarianz unter rdumlichen Spiegelreflektionen, son-
dern der unter Zeitumkehr verboten. In der Tat, wihrend in smek-
tischen Kristallen die Richtungen a und —a 4dquivalent sind, ist
dieses bei dem Ordnungsparameter (2.38) nicht der Fall. Hinge-
gen bleibt der Ordnungsprameter bei einer Zeitumkehr unverandert.
(oben zeigte ich, daB :3@{)=-—;ﬁ(t), und qg@t\=—qgét)). Demzufol-
ge ist :fbt)rgéﬁJ, und da die Energie (2.43) unverdndert bleibt,
darf 3% nur Terme mit ungeraden Potenzen in 3; haben. Aus der
obigen Feststellung, daB(péh:@iL:O, ist dann der transversale
Superstrom von dritter Ordnung in 5', verschwindet also in nie-
drigster Ordnung.

Ich bestimme nun die Abh&#ngigkeit der restlichen konju-

gierten Variablen ( t,z,‘r,to , wie unten definiert) von den

hydrodynamischen Variablen. Hierzu fihre ich neue Variable ein,
g =JP3-,P¢
M= Clgt (=) g



Gl. (2.43) hat dann die Form:

-t - — -
\ - - — N S

dg - Tds+ pde + 5 de + v'\dg +owodA 4 -Aa.ol@ +2q.olv§.

(2.59)
Die Energie pro Masseneinheit e==£{P ist

. L - . 5

- Tdr+ B wde + V0L ATy + 245 dvs 5 115 . dvS
a\e_fzde-&‘i,dc-&idu-rﬁswd,. (F)-F*Gé" 3.;?3_“ :
(2.60)

wo die Duhem-Gibbs-Relation

(2.61)

—

%: - €+ Ts + Fps V\@ 4+ WA

verwendet wurde, 5:5{9 ,und wo 5::@/(Qt{lm3> den Quotienten der
longitudinalen Magnetisierung (parallel zum Magnetfeld) und der
Saturationsmagnet isierung darstellt.

Die konjugierten Variablen K; ( F,%,'T,ld ) héngen im

Prinzip von allen hydrodynamischen Variablen V; ( ¢, ¢, G, & )

ab:
Sk.o= oKy Ly = L. H.
GK[ —_.Wé 4 (\ | g IR (2.62)

Die hiermit definierte Matrix thermodynamischer Ableitungen ist
. AV RYY; L ;

weg en Maxwell—Relatlonen,¢K{t\5=}ﬂlbvx, aus Gl1. (2.60), symme-

trisch. Die AuBerdiagonalelemente sind in verdiinnten 3He-"“He

Mischungen kleine Gr&6fen und werden vernachldssigt: a) die



Ableitungen . ¢f | i a g

,C‘G[?.' ’ i

(proportional zu kleinen

L. NEEN LN ,
thermischen Ausdehnungskoeffizienten) und in&L;o@g ergeben in

Refn. (13,26) fur c «\{ unbedeutende Korrekturen; b) die gemes-

sene magnetische Suszeptibilitd&t unterscheidet sich unwesentlich

@3)
von der eines idealen Fermigases , so daf S vorwiegend von
Xg gegeben ist, und die Ableitungen >wf39)h¢&, >“ﬂ}c)ppg und

)wﬁmﬂpcs , bei denen & konstant gehalten wird, vernachlissigt

werden kd&nnen.

Ferner ergeben Maxwell-Relationen folgende Beziehungen:

\, R p
3 10.8\S, B vi-vn ’}@.'Q'q,g VS},\,‘*\}&_T'
) \1 rz-z \ _ P - 4
CEESU - I (2-64)
R \ _ LR = 05 VS (2.65)
AW P %Z\ B
DY ) Y P B (2.66)
}(vi-\'fh) o NV % v
T }zi_\l o PTBC?; (2.67)
WiV e 2T 0T
RN ";4) _ . a 98 (2.68)
Wi-v),  p vl 6 ' :
So folgt schlieBlich:
% = 2 ) So + o v () w gl v (Vv (2.69)
®legg, ..
W - ?Cé_) dot [ vi,(vz—\?‘)-& u v, (VE-V™) (2.70)
)C'FF:E... P F



- 4 oV B (VYL B R N S (2.71)
bq’/@&l;-.. eq @G

fw= W) 34 i (2.72)
}g‘&QG“M

Die chemischen Potentiale SPB und SH¢ kann man ausdrficken
mittels Gln. (2.69-72) und der aus Gln. (2.59,61) erhaltenen

Duhem-Gibbs-Relation

gk” 935}*3+ 9“5}14 4 ST 4+ AW . (2.73)

2.4, Der stromtragende Zustand in YHe-II.

In 2.1. wurde bereits die Statik eine Superfliissigkeit

erl¥utert. In der vorliegenden Arbeit besch&ftige ich mich mit

dem stromtragenden Zustand von *He, den ich als CC-Zustand

("current-carrying") bezeichne. Er ist durch das Auftreten eines

im Gleichgewicht nicht verschwindenden Gegenstroms von v"

uund vS

definiert:

; (2.74)

oder v 4o, so dag fi= {efp)w £ 0.

Die Fnergie in “He in einem mit der superfluiden Ge-



e

schwindigkeit sich bewegenden Inertialsystem  (s. Anharng A)

ist:

[ Y

Tde + fagdp + v ”llg 5

!

de

1

<) (2.75)

"

T ds+ PxAF n -\3 ol((\)“\;}) (2.76)

wo €, und M; die Energiedichte und das chemische Potential im
lokalen System'35=0 sind. FlUr einen CC-Zustand , der nur eine
kleine Abweichurg des isotropen Vi:() Zustandes darstellt, ist
in Gl. (2.76) die Betrachtung einer skalaren Dichte P" statt des

s
Tensors e" berechtigt. Mit der Gibbs-Duhem-Relation
| n_ 2
f:.— és+-73 + ﬁs? e (2.77)

erh&lt man aus (2.76) fiir das chemische Potential

S}LS: iSF gt £ Hw) (2.78)
F ap

Gl. (2.78) zeigt, daB FS;PS(%;T)NQ , nur eine Funktion

von p, T, und w2 ist. In einem anderen Inertialsystem kann das

D

chemische Potential, eine nichtgalileische Gr88e, auch von W.v

abh&ngen. So ist zum BReispiel P , das chemische Potential im

Laborsystem, gegeben durch (s. Anhamy A):

- ) ‘\}'V,‘ “e Vit
ﬂ }% VT4 LE% (2.79)

Ich werde als hydrodynamische unabhdngige Variable p, T



AN
i

und wihlen. In - -einer linearen Theorie flUr Vi-¢ h¥8ngen die Varia-

blen 0 und 7 nur von p und T ab. Hingegen, wenn w

Lo -
C-.T_U ,kbn

~ . - . LNt
nen §; und ¥ von einem aus w gebildeten Skalaren, wielw:. oder

-

w.v abhdngen. Da P und U unter Galilei-Transformationen inva-
riant bleiben, ist ihre Abhi&ngigkeit von W jedoch auszu-

schliegBen. Somit ist

Se= %o (b,T) + N S (2.80)
p= (pT) W\"H‘
§:=Sb(h7)4‘}§3 T (2.81)
\'J/'k:‘—\
Aus Gl. (2.78) ergeben sich die Maxwell-Relationen:
N Ty
By - £ 2Eip)
LIS L% T
(2.82)
W ot 2che
R BT

so dag folgende Reziehungen zwischen den Variablen gelten:

S (-1 1 i 1 Lo 10 ] -B |
4l »Gziﬁ’ o= T Fh;‘%l b (2.83)
5S¢ - iy LY o 3T
3 T Wt
Y (% 1 L L W) !
. - .

Diese Matrix thermodynamischer Ableitungen ist aufgrund

von Maxwell-Relationen symmetrisch. Die Ableiturngen ?Pﬁﬂkmf und

Xﬂﬁk\ die proportional zu dem kleinen thermischen Ausdeh-
Twr !
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nung skoeffizient sinéfu , werde ich vernachldssigen.

Zum sp8teren Vergleich mit dem FF-Zustand sei hier noch
erwdhnt, daB die soeben bestimmten Kopplungen der konjugierten
Variablen an die unabhdngigen Variablen im CC-Zustand analog zu
denen im FF-Zustand sind. Im Anhany H wird gezeigt, dap die

Koeffizienten FT und ()P jeweils Q{anﬁ)flﬂ und }(ZO"!P‘//B%: entsprechen.



III. DYNAMIK DES FULDE-FERRELL-ZUSTANDES.

Ich werde in diesem Kapitel die hydrodynamischen Rewe-
gungsgleichungen des FF-Zustandes aufstellen und l8sen. In den
Bewegurgsgleichungen behalte ich nur Terme in niedrigster Ord-
nung im Wellemnvektor bei. Das heiBt, ich betrachte hinreichend
langwellige Auslenkungen aus dem Gleichgewicht, so daB dissipa-
tive Effekte, die eine Ordnung h&her in der k-Entwicklung
sinéuﬁﬂ, beliebig klein sind. Ferner betrachte ich nur kleine
Fluktuationen um den Gleichgewichtszustand, so daB die Bewe-
gungsgleichurgen in den Auslenkungen aus dem Gleichgewicht 1i-

nearisiert werden.

4.1. Die Bewegungsgleichungen.

Zur Aufstellungy der hydrodynamischen Gleichungen bediene
ich mich der socgenannten Standard-prozedur der Hydrodynamik, die

(13) (23)
von Khalatnikov und Puttermann erdrtert und in verschiedenen

() (29) (12
hydrodynamischen Theorien fur “HeII , 3He , smektische , nemati-

(#4,12) (22) (12)
sche , superfluide und normale Kristalle verwendet wurde.
Die fUnf Erhaltungsgr8fen einer zweikomponentigen norma-
len magnetischen Euler-Flissigkeit, n#mlich die Energie-, zwei
Massen-, Impuls- und Spindichte (die beiden letzteren sind vekto-

rielle Gr&B8en) ergeben neun Erhaltungssdtze, die flir die Dynamik

des FF-Zustandes in der 3He-"“He Mischung berticksichtigt werden



mussen. Die Bewegungsgleichungen der Erhaltungsgr&dgen und die

zusatzliche Gleichung fur die Ekntropiedichte lauten:

. — -
£+ VR= o (3.1)
. = =
. + V‘é3"° (3.2)
. —
Cu + V'A“=° (3.3)
3{"' Vc%i—%ﬁg =0 (3.4)
A+ VY hi =0 (3.5)
¢
. - =
s+ V. = .
§ o , (3.6)
wo die jeweiligen Strdme &' zg ’3q \W;d | lqé und £ durch die
13,22) :
Standardprozedur der Hydrodynamik( bestimmt werden missen. Pa

hier kein interner Drehimpuls vorhanden ist und ferner Tﬂé;Té;
(s. Gl. (3.19)), ist nach Ref. (11) mit Gl. (3.4) die Erhaltung

des Drehimpulses
(Em - “a‘j) + V\J‘?T“&k - QT\:'R) =0

bereits garantiert.

Pie Gesamtmasse M:g EO\V , WO (5:(33-}@4 und der Ge-
samtimpuls ngg dv des Systems sind durch die Beziehurg
G. MR (3.7)

verknlipft, wo R= H'A(BEVOW die Koordinate des Massenschwer-



punktes ist. Aus (3.7) folgt:

|

Av = '\ @? 4V . (3.8)

2
ot )

a0y

Mit é:‘&;—\—& und Gln. (3.2,3) ist die Impulsdichte—a die

Summe der Massenstrdme j, und Jj, :

—

= és-\—é‘u‘ . ' (3.9)

aol

Wie in 2.3. erlautert, stellt die Phasentransformation 5(93 und
die Verschiebung éga nicht unabhdngig von einander relevante
Symmetrieoperationen dar. Nur eine Linearkombination, %’—5{._\1 ,
ist die einzige zu betrachtende Symmetrievariable. Deren Bewe-
gungsgleichung erhalte ich aus d'er Kombination der einzelnen
Gleichungen fur (§ und .L’l in Systemen mit jeweils gebrochener

(13 (2)
Phasen- und Translationssymmetrie :

4+ .

,_D_-(P-\—.:O

o O (3.10)
-‘a'—\]y‘:o .

(3.11)

-,

t
Hieraus ergibt sich fur Cp—_(@—g.u die Bewegungsglei-

chung :
4,4 Vv =0 » '
T, Fa , (3.12)
- -y ¢
oder flr Z:j—“_ VqD :
ln\s

v" o . (3.13)



Diese Gleichurg kann als Kennzeichen eines Zustandes mit
_gebrochener RETS angesehen werden. Sie besagt n&mlich, daB ein
Superstrom nicht nur durch ein inhomogenes chemisches Potential
in Gang gesetzt wird, sondern ebenfalls durch ein inhomogenes
Geschwindigkeitsfeld. .

Fiir die zweite Symmetrievariable des Systems, n&mlich ¢,

{#2)
ist die Bewegungsgleichung :

% @y + My = O (3.14)

oder flr ’i: -13- V@q :
Wiy
(3.15)
Gleichurgen (3.2-6,13,15) stellen den vollen Satz hydro-
dynamischer Gleichungen des FF-Zustandes dar. Mit der Standard-
prozedur der Hydrodynamik bestimme ich im Anhang B die reaktiven

Fllisse und erhalte:

QA =T‘Fj + w:\nai + }*3133 %}u éu& ¥ V] m& (3.16)
- - -

}3 - &V" 4 62 (3.17)
1 S, e

84 = Yo+ (Su (3.18)
'[TL3 - Vs 31 4 6§§V3 (3.19)
hi& = A v% (3.20)
][; A . (3.21)



3.2. Die Moden.

Ich wende mich nun der Losung der hydrodynamischen Gln.

(3.2-6,13,15) zu. Es seien die Fluktuationen jeder Variablen V

als ebene Wellen angesetzt,

(BT - w{)

VEAY= V, + 3V e ) (3.

22)

so dap das Differentialgleichungssystem (3.2-6,13,15) mit Gln.

(3.16-21) in das folgende linearisierte algebraische Gleichungs-

system umgewandelt wird:

—ULSQ:,)-L(PB:;“*-‘XJZ).L -0 (3.
S T CXL IR 7 N .
‘u(97"+55§+5§%)+3[;fe +(§§3§)\7 -0 (3.
S IR TR I A 3.
)
Cu(tp mﬁn.ﬁ -0 (3.
(Y q
_u\_l’g + (T}As-egﬂ,\?") L = 0 (3.

—

23)

24)

25)

26)

27)

28) .

[
- wvy o4 3 My L = o (3.29)



- 51 -

—

—»
Hier ist u= wl‘E( die Geschwindigkeit, 38% und g$¢ sind Jjeweils
durch Gln. (2.49,50) gegeben. Die Abweichungen »g und &q der
chemischen Potentiale vom absoluten Gleichgewichtszustand lassen

sich ausdrucken mittels der aus Gln. (2.59,61) erhaltenen Duhem-

Gibbs-Relation
§%= PBX}AB“'P‘*S}{‘*_-&- s 8T + 4w (3.30)

und der Gln. (2.69-72):
Oy = %Xt, +(-e) B = T BT - (Ffaw;) € 3w

O W fe -G TN _ T2 &
c_g_;@c) c- % ;zw\f 'gg

[ |

+L {pﬁ({«c 93]\(9: v v“ }J -c() &]vi (\l V“\ (3.31)
Xﬂqzixk-ch-v%‘r £ S
P &w3
sl -k _E £ %
P oc T T awy 08 2
4%{6@-(‘,@‘3-5;]\!3,(\/;-\/“)-(—,;{pf- cpi —(a:]v .(VZ—Y")) (3.32)
oder
Cc — —_ c - >
S, = 3}*3—[7% eobopr Vi (§-vt) 4 eV (Vi) (3.33)
¢ P

Die Bestimmung der neun Eigenwerte fur die Geschwindig-



keit u der neun hydrodynamischen Moden aus Gln. (3.23-29) fuhre
ich ausfuhrlich im Anhang C durch. Hier prasentiere ich die
Resultate.

Aus Gln. (3.25,26,27) ergibt sich sofort, dapg die Fluk-
tuationen in (§E/§~ &J)G:> und in S%& ( 3“’ ist die Komponente von

g senkrecht zur (k,q)-Ebene ) den Eigenwert
W=o0 (3-34)

haben (unter Berticksichtigung von dissipativen Termen in den
Bewegungsgleichungen entsprechen sie Diffusionen).

Die restlichen sieben Moden ergeben sich aus der LOsung
der entsprechenden 7x7 Matrix (s. Anhang C). Es ist also sinn-
voll, die langen Ausdrucke, éie sich hieraus ergeben, zu redu-
zieren, indem man die Gleichungen nach den folgenden kleinen

Parametern des Systems entwickelt:

T 2 2 2 2
N (i O S S i) BN CUET)
2 T a ) e ) a e
¢ e Ce e Ce & G

c; Y (3.36)
%P'/C\Ung
el - 17,_) : (3.37)
Wiog
Q-“.g
o} = g o) (3.38)
P9 g0
PRI o A (3.39)



@)

Mit den zur Zeit vorhandenen experimentellen Daten in
2He—‘*He Mis‘chungen konnen alle Grogen aus Gl. (3.35) auf eine
Grogenordnung ,{10—-2 geschatzt werden. So ist c < 6%,

Qez (oq aufse;,, Cery l03 wusee, Qoo Lw(&u (letzterer Wert fur die
bekannten Phasen von °He bei T~ 2 mK), C.~ §_|g CuA(SIc ( wo die
relative Magnetisierung % in magnetischen Feldern von '\-104 G

. . . . -1
je nach Konzentration wesentlich kleiner als 10

()

%o lo s’ (W ist aic - -
te ), V rv}l lmsv‘: ay ouq[su, (}AH ist die magnetische Energle, Y%

die Fermi Geschwindigkeit). Im nun folgenden werden also Terme

sein soll- "

der Grdge TS(\:;\ vernachlassigt, wo p; die kleinen Parameter aus

Gl. (3.35) sind.

Ich betrachte zuerst das (isotrope) Modenspektrum eber-

halb von T, so dag é:o ) (’?ﬁ &, gi: 95 ) e":c':p»@s . Gln.

(C.13-17) ergeben das wesentlich einfachere System:

IR -u’e+g'if ce b |
’ ¢ =0 ) (3.40)
(-Hc)lf-\» E;u_ C;-l» % QE \BG’ + E&Pfa cé Sc)

widhrend die Scherungen v;‘ , mit u=0, entkoppeln. Aus Gln.

(3.40) ergeben sich die zwei Geschwindigkeiten

u? = 1&2) (3.41)
V0/c,E

& £ %) (3.42)
n ”{E *
¢ (R

Sie entsprechen jeweils Dichte- und Konzetrationswellen,
wie aus (3.40) resultiert (erster und zweiter Schall). Unterhalb

o L S .
des Ubergangs T, in den FF-Zustand erhalten UL:‘ und W, Jewells



. . ,\1 / R 2 / k3 1(\ / 3 )
kleine Korrekturen der Grdge (\/%[CE; ’ \CrfLe) und QA/CQ) ,\“f.‘Cg) , die
<10  sind.

Ich wende mich nun der Goldstone-Mode des FF-Zustands in
der unmittelbaren Nahe von T zu (Ginzburg-Landau-Bereich). Die
H H
im Kapitel II eingefthrten Dichten p,, ex ) Gv ) gﬁ, , Pv (V 3 ¢+)
verschwinden oberhalb von T., so dag ich die Geschwindigkeit u,
der Goldstone-Mode wenig unterhalb von T. in erster Ordnung in
den kleinen Quotienten dieser Dichten und (& ausdrucken werde.

Nach einigen langeren Umformungen (s. Anhang C) gelangt man zum

Ausdruck:

(41 +(8) 28 o[ ety & (ol (& ] <o
(3.43)

mit ‘J‘:?‘.E/v? , und es folgt:

%M:T[’évg f(ég(C$+c¢i) +$—U’3&)(V3\:1 . (3.47)
93 : GB (@n\.‘_

. . ¥ S
Fur den Fall, dag die Koeffizienten (33 und §f, von dersel-
ben Grogenordnung sind, ist die Geschwindigkeit der Goldstone-
Mode (3.47) in niedrigster Ordnung dann:

!

= T L (Fcl) s (T (3.48)
Le e, |

v

o

Diese Mode besteht aus Fluktuationen in Entropie und Spin

und Scherungen:

% . 8% (3.49)
T
o= - f_(« ™ v 5“ , (3.50)

(™,



WO VC die (zu i) transversale Komponente der Geschwindigkeit o
ist. Die Kopplung (3.50) von Scherungen an Entropiefluktuationen
ist eine direkte Konsekuenz der RETS-Brechurng. Das r#umlich
inhomog ene vz—Geschwindigkeitsfeld bedeutet inhomogene Transla-
tionen, deren Komponente in a—Richtung die Phase in i—Richtung
aufwickelt. Daher, je mehr Xk von der E—Richtung abweicht, wird
diese Aufwicklung um so gr&fer, was zu grd8geren Fluktuationen im
Superstrom und folglich auch in & fuhrt, und qualitativ die

lz__
(4—1?1)] Abhsngigkeit in (3.50) erklirt.

3.3. Zusammenfassung.

In diesem Kapitel wurden die hydrodynamischen Gleichungen
des FF-Zustandes in JHe- "He aufgestellt und gelSst. Fdr die elf
hydrodynamischen Variablen des FF-Zustandes erhalte ich die elf
folgenden Moden: zwei diffusive Moden fur die (zu 1) transversa-
len Schwingungen der Geschwindigkeit, eine diffusive Temperatur-
Spinwelle (longitudinale Magnetisierung), zwei diffusive trans-
versale Spinwellen und drei propagierende Moden, bestehend aus
einer Dichte-, einer Konzentratioﬁ— und einer Temperatur-Spin-
Scherwelle (Goldstone-Mode der RETS). Charakteristischerweise
ist die Geschwindigkeit letzterer, uZH=(§!@)TIEk$4.c;)/ c o+
iﬁjel\ﬁfﬁ)UQY\ (nach Gl. (3.48)), nicht nur von den Suszeptibi-
lit4&ten ]waﬁ und 2w[?% wie in einer isotropen, magnetischen

i
. . . 2,4
Superflissigkeit bestimmt, sondern auch von der Sté&rke (LW“! Ve,



mit der Gradienten des transversalen Geschwindigkeitsfeldes
die Gradienten des chemischen Potentials beeinflussen (s. Gl.
(3.13)). So ist dieser Ausdruck fiir uaﬂanalog zu dem der
Goldstone-Mode spontan gebrochener relativer Phasen-Spinrota-

. : (u
tions-Symmetrie, wie sie in der A, -Phase auftritt

, n&mlich
Q;=(53+C: , wo ¢, die Spingeschwindigkeit, die analoge Rolle
von U'Uﬂqlvﬁ einnimmt. Letzteres Resultat wurde kfirzlich
experimentell nachgewiesens.

In 2.3.1. habe ich erldutert, daB die zu-a transversale
Komponente des Superstroms verschwindet. Als direkte Konsekuenz
weist u,, eine charakteristische Anisotropie auf, uiﬂ~'71, so daB
fﬁr.ila die Geschwindigkeit verschwindet. In ihrem Charakter

einer Scherpropagation kann diese Mode mit dem zweiten Schall in

smektisch-A Kristallen verglichen werden. FUr letztere wurde
2 2 2
dieselbe Anisotropie u}ﬂff(('ﬁ \, die ich ftur den zu (V4) propor-

12,2¢)
tionalen Term in Y4y, erhalten habe, vorhergesagt( und vor

kurzem experimentell verifizierénﬁ. FUr-i nahezu senkrecht oder
parallel zu a geht die Propagationsgeschwindigkeit der Sche-
rungen zuriick, bis in den Grenzfdllen ila und-iha die Scherungen
diffundieren wie in éiner isotropen Flﬂssigkeituﬂ. Dieser Sach-
verhalt erklirt sich jeweils durch i) die Abwesenheit einer
riickstellenden Kraft bei elastischen Deformationen mit iLa (Fak-
tor W&) und ii) der Abnahme der Fffektivitdt, mit der Scherungen
an Entropieschwankungen koppeln (s. Gl. (3.50)), wenn iﬂ& (Fak-
tor ({-T). Aufgrund dieser Koppiung von Scherungen an Entropie-
fluktuationen ergibt sich im FF-Zustand die eigenartige M&glich-
keit, Temperaturwellen (sogenannter "zweiter Schall" in einkom-

ponentigen Superfliissigkeiten) durch Oszillationen von Platten

oder von Winden des Behilters anzuregen. Eine ktinftige Untersu-



chung der Effektivit#t der Anregurng dieses "zweiten Schalls”
durch die {ibliche Methode der oszillierenden por&sen Membran,
wie sie in Ref. (21) fir “He und 3He gemacht wurde, wird fiir den
experimentellen Nachweis der FF-Phase m&ylicherweise noch zu-

s8tzliche Richtlinien liefern.



IV. DYNAMIK DES STROMTRAGENDEN ZUSTANDES IN “HE-II.

In diesem Kapitel werden die hydrodynamischen Moden eines
CC-Zustandes in uHe bestimmt und mit denen in der FF-Phase von
superflliissigem e verglichen. Zum ersten Mal ist die Hydrody-
namik eines CC-Zustandes von Khalatnikov untersucht wordeém}. Er
betrachtete nur lineare Effekte in dem kleinen Gegenstrom
“k:VQ—VE . Wie nach Gl. (4.7) erliutert wird, ist v, im CC-
Zustand analog zu v¥ im FF-Zustand. Da in letzterem System die
Modengeschwindigkeiten Korrekturen in Cﬁy haben, werde ich in
den Béwegungsgleichungen des CC-Zustandes auch quadratische
Terme in v: , bzw. in w,, berticksichtigen. Diese h&here Ent-
wicklung nach w, soll nur der formalen Vergleichsmoeglichkeit
mit dem FF-Zustand dienen, denn in der Praxis ist Woﬂhfaowesen—
tlich kleiner als ﬂ!wh (U, ist die Schallgeschwindigkeit des
i-ten Schalls der isotropen Superfliissigkeit).

ber Effekt auf die hydrodynamischen Moden der baryzentri-
schen Geschwindigkeit Q, mit der sich die Flissigkeit bewegt,
kann hier schon vorausgesagt werden, wenn manla als eine
Gélilei—Transformation des Reobachters betrachtet. Wenn K ein
ruhendes Koordinatensystem ist und K' das mit Q, sich bewegende

(32)

System ist, so hat eine monochromatische Welle-in K' die Form :

g‘ = \l' E;\E‘—F"wu\"\

\

wihrend im System K



&)}
O
!

- -

rl

1

. . s A . .
und r sind durch die Beziehung r= -Vt gegeben; ¢} 1ist die
Modenfrequenz im System K', in dem die Flissigkewit ruht. So

ergibt sich:

UJ:(JJ‘ 4 VQ‘E (4.18.)

Im Falle einer propagierenden Mode zum Beispiel, LS:Ck , folgt

dann

(4.1p)
Gln. (4.la) oder (4.1b) stellen folglich eine Doppler-Ver-

schiebung der Frequenzen dar. Die Lb8sung der hydrodynamischen

Gleichungen ftr “Hell mit %czgvcé.o und v2=v§ ergibt dieses

Resultat (s. 4.2.).

4.1. Die Bewegungsgleichungen.

Die Bewegungsgleichungen in “*HeII sind

(4.2)

(4.3)



av s b4 YT = (4.4)
z)L z{ + \d \‘é) = O

s+ Vd‘{é -0 (4.5)
e T (pe Viv)=o (4.6)

In einer isotropen Superflilssigkeit ist der Term V(&&:)
in der Bewegungsgleichung fiir v von zweiter Ordnung in den
kleinen Auslenkungen und daher in einer linearen Theorie zu
vernachl&ssigen. Im CC-Zustand ist jedoch vi<4 o , und so ergibt
sich eine Kopplung erster Ordnung der inhomojgenen Verschiebungen

an die Phase:

s - R
Vi 4 '\7.‘).( + \’i, Vvt = o (4.7)

Hier ist zu bermerken, daB Gl. (4.7) identisch mit der
(die RETS-kennzeichnende) Gl. (3.13) des FF-Zustandes ist.
Anstelle von.za tritt hier;% . Aus Gl. (4.7) ist zu erkennnen;
daf nicht die Phase allein die relevante Symmetrievariable ist,
sondern eine Kombination der Phase und dem Verschiebungsvektor
in %;—Richtung. In der Tat, daB im Gleichgewicht die superfluide
Geschwindigkeit nicht verschwindet, bedeutet, dap sogar im sta-
tion&ren Zustand ein Gradient der Phase in einer gewissen Rich-
tuny besteht. Diese stationdre Konfiguration der Phase kann man
so ansehen, daB die erwdhnte Richtung eine Anordnung von Ebenen
gleicher Phase definiert, wobei die Grdge von vi den "Gleichge-
wichtsabhstand" dieser Fbenen bestimmt. Eine inhomogene Transla-

-»> -
tion V.8V U in der Flissigkeit, das heift eine inhomogene Veran-



deruny dieses Gleichgewichtsabstandes der Ebenen, hat daher
eine homogene Variation v{ zur Folge. Genau dieses wird in Gl.
(4.7) widergespiegelt (nachdem t==;} ).

Nach Bestimmung der Flilsse ziJgjpﬂé,zl (analog zu An-
harg B, mit Vié&?ﬂ) bestimmen folgende Gleichungen das hydrody-

namische Verhalten eines CC-Zustandes:

éff].% - o (4.8)

: X (oM . S S\
G + V,#;Jr T/'d(v(.5 ?‘+3avi>' o (4.9)
SRR A Ty gy (4.10)
\}Sl + V|},l 4 ;iv‘ _‘“ = O (4.11)

4,2, Die Moden.

Die L8surg der hydrodynamischen Gleichungen werde ich in
zwei Schritten vornehmen. Im ersten betrachte ich nur lineare
Terme in w, , wobei ich, trotz Unstimmigkeiten mit einigen von
Khalatnikovs Forme1§3ﬂ (einige wegen offensichtlicher Setzfeh-
ler) zu denselben Resultaten gelange. Hierbei berlicksichtige
ich alle thermodynamische Ableitungen aus (2.83) ausser é22§ﬁ§}=

12) “;‘Nm

, die, wie Ublich o, vernachldssigt werden k&nnen. Im

T

. . . . . kn .
zweiten Schritt betrachte ich zusd&tzlich Terme 1in w, , um elnen

Vergleich mit dem FF-Zustand zu ermdglichen. Wie wir sehen



werden, ergeben die Terme erster Ordnung in w, nur eine kleine
Korrektur zur Geschwindigkeit des zweiten Schalls der Groge
eines Prozents. Ich werde daher in Termen zweiter Ordnung in w,

die Ableitungen'MHJHW% AB p\ﬁw nicht berucksichtigen

~
<

(G2 zhw. .
(M&ﬂﬂfﬁb ~ 452 basd' und @“ﬁ [3W-uM7“x7 sind in der Tat
vernachldssigbare Grogen). Ich werde ferner Terme &@Jgf und

NV% vernachlassigen.

Erste Ordnung in w,.

Die hydrodynamischen Gleichungen (4.2—5.7) um die Gleich-
gewichtswerte w o0, v4© linearisiert, haben die Form (s.

Anhang E):
evt + PV& Vdv + V% 4+ (L@wi?%wé + @5—‘ an&w =0 (4.13)

96+ 0P + {79V3V8+ ?*’ o% V(s‘+ 6‘@ VWé+ew6Vd(T + 0w Vde =0 (4.14)

’

\.(l-wg(%)-%'\\;19_+V}‘l‘+(VQ-%WQ\V(V1-%\WQ) =0 (4.15)

WO X@ und ¥ durch Gln. (2.83) und && durch Gl. (2.78) gege-
_fen sind. w und v bezeichnen die Gleichgewichtswerte, éW und
SV sind die Fluktuationen. Diese Fluktuationen und die der
anderen Variablen werden als ebene Wellen (Gl. (3.22)) mit
Wellenvektor‘i angesetzt. Die Indizes 1, t und tt sind ab Gl.
(4.15) keine Summationsindizes: ich bezeichne mit Vp die Kompo-

N -
nente eines Vektors V in die Richtung parallel zu k, mit Vv, die



Komponente senkrecht zu Tc in der (T(,;)-Ebene und mit Vie die
JKomponente senkrecht zu dieser Ebene.

Wie im Anhang E gezeigt wird, entkcppeln die Bewegungs-—
gleichungen fur die Richtung senkrecht zur (?c,-‘:v)-Ebene von den

restlichﬂen Gleichungen. Man erhdalt fur g\dt:
(-U + _Q.S\JQ) w, =0 , (4.16)
wo.
U= u- Vi (4.17)
und u:m[k die Gruppengeschwindigkeit der Mode ist. Es folgt:

V. .Qg "
W= 4 Wy -~ Vv 4.18

so dag die Oszillationen Svﬁz@"[e) SW,& einer Diffusion entspre-

chen (in einem System, in dem v"=0 im Gleichgewicht, verschwin-

det die Frequenz dieser Mode).
Fur die restlichen Variablen erha&lt man (Anhang E) fol-

gendes Gleichgungssystem:



i-U}ﬁ o Vo o U
Y G-}%ﬁ P Q%ﬁ“x | gt: |
1 0 9(%&‘% -pU 0 R

‘: [x J < . n - " .
G\QZB-(’M)% (’PU-&-GWL)’?:‘\;-@GE%T'EVQ (:‘u--eU}%ip W 0 PU}%TE”*:; duy = 0

€72p " 2 :

Udgle vy -G+ Ue Wy V¢ _3ddwy ©w, -Sw oV

}t’ T e —%& L _%L % t | L ‘:

i 0 0 {é“gwt o) -"W%e‘wz; , S, |
‘ = - (4.19)

In linearer Ordnung in w kann man sehen, dag die letzte
Zeile von (4.19) von den ersten vier entkoppelt. Das heigt, die
transversale Bewegung 5“& (und &@:(@‘e)gwk ) ist unabhangig von

den restlichen Variablen:

("U-‘—%“{L) S\'J_t =0 . (4.20)

Diese Mode mit der Geschwindigkeit

¢
W= LwWpd4 Vy = Vj (4.21)

L
stellt folglich ebenfalls eine Scherdiffusion dar. Die Fluktua-
tionen parallel zu k sind durch die obere 4x4 Matrix aus (4.19)
gegeben. Das Verschwinden derer Determinante ergibt die Ge-

schwindigkeiten des ersten und zweiten Schalls (Anhang E):

L=t (o 4vy) (4.22)



und
u'z_:iC-,_-l-Vk-(‘\'fL(;l {f-gwﬁ\) ) (4.23)
p " T DT
WO
2 2 S AT
Ciz= 2 , .= £ T 3_‘_) (4.24)
’) n ’b()‘/
e e P

jeweils die Geschwindigkeiten vom ersten und zweiten Schall in
einer Superflussigkeit mit verschwindendem Gleichgewichtsstrom
sind. Aus Gln. (4.22,23;ygst ersichtlich, dag eine konstante
baryzentrische Geschwindigkeit in die Ausbreitungsrichtung des
Schalls denselben Einflug auf die Modenfrequenzen in einer Su-
perflussigkeit hat wie in einer Euler-Flussigkeit: die Frequen-
zen erhalten eine Doppler-Verschiebung 3.%. Die Geschwindigkeit
des zweiten Schalls ist nach (4.23) anisotrop. Der anisotrope
Teil ergibt in “He eine Korrektur der Grdgenordnung von w, und
somit etwa eines Prozentes (der temperaturabhangige Ausdruck in
Klammern in (4.23) ist fur einen ausgedehnten Temperaturbereich

(3
N )

etwa von der Grd@genordnung 1, vz&lO-L c

Zwelte Ordnung in w.

Nachdem Terme der Ordnung w- Gln. (4.19) zugeftigt wurden

(s. Anhang F), betrachte ich nun das Gleichungssystem:



3 - - —
-V |
o 0 0 e 0 5h
L agag 26% 0 0 ST
¢ e P
| ‘
i’-g-x-:—}wl (’EU*E?VA;E'_@AU‘ (:SG'-QUAWﬁp‘Aw}, 0 -eUAwﬁe‘A\J(dté Swp = 0O )
. o
g
L FEM ~TrUA 30 A Vg 268, 0 -\ | v
f’ C, [ ol P 1) o 3 t i L :
S
n ! :
-F"ﬁ:"il_?. -2 A v, _ejgwt 0 _(,nw;?_éuz . S\dt !
L& e O |
(4.25)

wO A :Ib(e“le‘ /’bT } %,N"
Die Bewegungsgleichungen fur die tt-Richtung sind auch in
diesem Fall von den restlichen entkoppelt. Man erh&lt, wie in

(4.16):
$
(—U-@ %WL\ \;\d& =0 ) (4.26)
so dapg
u= V}' (4-27)

Die Geschwindigkeiten der restlichen Moden ergeben sich

aus dem Verschwinden der Determinante der Matrix (4.25):



(4.28)
" 1 2
(V- {:wL). 2684 Ve 44 @‘Q-%]{-@’Wﬁulu(g) Wy
¢ be amf (4.29)
{ { -—
"L.P-—ngzﬁ“?_‘\vu—c -
ke @"'\T"C‘J’L 2 O
Die LOsungen von Gl. (4.29) ergshen:
i) eine diffusive Mode mit:
(4.30)

)

ii) fur die Geschwindigkeit des ersten Schalls mache ich

den Ansatz,
tber dem iso

lung nach WZ

(die Koeffizienten von Termen in w oder in Wy

dag diese sich nur geringfugig ver&ndern kann gegen-

tropen Wert c¢,, und somit ist durch eine Entwick-

gegeben:

~

Uz et 4 qw, (4.31)

{

: ergeben Null).

Mit Gl. (4.31) ergibt Gl. (4.29):



LI
\Q; 3 E_Q_ ) (4.32)
so dapg

V2 ¢t 4+ 3 gg we . (4.33)

W= of 43000 ) (4.34)

und im Ginzburg-Landau-Bereich (d.h. in niedrigster Ordnung in

e ec s
W= ¢ 4 3 %‘(\J})L (4.35)

iii) die Geschwindigkeit des zweiten Schalls ist aus Gl.

(4.29) gegeben durch:

Vo ag W) fd g ogl) -0



und man erhd&lt:

2N w+lc2+ Wty V2 (4.37)
Wc-)Q’ ! f?* ('g) ¢

S‘ —
W, = (-2£ 4 BT ¥ 31 )¢ \(c22+ 20 (v 4( & 2 S\ ‘ (4.38)

Im Ginzburg-Landau-Bereich, das heigt in niedrigster

Ordnung in €ku<i, ist (4.38) gegeben durch:

1

Wy = ’IJ ¢l 4 «‘g (vi)? (4.39)

Ich werde nun die Eigenvektoren zu den erhaltenen Moden-
frequenzen bestimmen (s. Anhang G). Um die Eigenvektoren im CC-
Zustand mit denen im FF-Zustand (wo g=0) zu vergleichen (s.
4.3.), betrachte ich auch hier g=0, so dag W:-@@WV&

i) Eine der beiden diffusiven Moden (4.30) besteht, eben-

falls wie im FF-Zustand, aus einer gekoppelten Temperatur-Scher-

diffusion:

= _ S
THT = i o (4.40)

Die restlichen Variablen koppeln nicht an diese Temperatur-



Scherdiffusion.

ii) Der erste Schall weist zum Teil &hnliche Kopplungen

wie in einer isotropen Superfltussigkeit auf, namlich:

(4.41)

gT: Sw,t = 0 . (4.42)

Es ergeben sich zusdtzlich - wenn auch sehr kleine -

Fluktuationen im Gegenstrom wy :

Y I R A ) (4.43)
e & &

und somit in der Entropiedichte

Y (4.44)
P

aly

=:J.${‘.’Lr§9 ’ézlﬁi
T y

obs,

iii) Der zweite Schall im CC-Zustand besitzt dieselben

Eigenschaften wie die Goldstone-Mode des FF-Zustands. Es han-
delt sich hier ebenfalls um die Propagation einer Entropie-

Scherwelle:
tw, = W, 3T (4.45)

<4 T )

die durch Fluktuationen im Gegenstrom hervorgerufen wird:

g (4.46)



Dichtefluktuationen sind vom zweiten Schall entkoppelt:

E-E:&:O . . (4.47)

0

4.3. Zusammenfassung der Resultate und Vergleich mit dem FF-

Zustand.

In diesem Kapitel habe ich die kollektiven Moden im CC-
Zustand des 4HeII, einer nicht magnetischen, einkomponentigen
Superfltssigkeit, untersucht. Wir werden sie nun mit denen im FF-
Zustand in einer zweckmagig ebenfalls einkomponentigen Super-
flussigkeit ohne Spinfreiheitsgrade vergleichen (s. Anhang D, wo
von den Variablen aus Kapitel III ?Q:}iz A =0 gesetzt wird ,
was die Zahl der hydrodynamischen Variablen (und Moden) auf
sechs reduziert).

Fur die sechs hydrodynamischen Moden des CC-Zustandes erhielt
ich eine Scherdiffusion, eine Temperatur-Scherdiffusion, eine
propagierende Dichtekompressionswelle (erster Schall) und, als
Goldstone-Mode der gebrochenen RETé, ebenfalls wie im FF-Zu-
stand, eine propagierende Temperatur-Scherwelle. Obwochl von
experimenteller Relevanz nur die Ausdrtcke der Modengeschwindig-
keiten bis zur ersten Ordnung im (kleinen) Gegenstrom w sind,
entfalten sich die Eigenschaften der RETS-Brechung erst bei
Betrachtung der Bewegungsgleichungen bis zur zweiten Ordnung in
w. In der Tat ergibt die Rechnung bis zur ersten Ordnung quali-

tativ dasselbe Modenspektrum einer Superfltdssigkeit mit "“gewohn-



licher" Phasen-Symmetriebrechung. Insbesondere entkoppeln die
Scherungen von den longitudinalen Oszillationen der anderen
Variablen. Die Hinzunahme von Termen zweiter Ordnurg in den
Bewegung sg leichungen bewirkt dann lineare Kopplungen (ih w) der
Variablen.

Wie ein Vergleich der Ausdriicke dieses Kapitels mit
Anhang D zeigt, stimmt das Modenspektrum des CC-Zustandes
gualitativ mit dem des FF-Zustandes {iberein, insofern die Moden-
geschwindigkeiten und die jeweiligen Eigenvektoren in beiden
Systemen analoge Abh&ngigkeiten von dem jeweiligen
symmetriebrechenden Feld (;% im FF-Zustand und ;; im CC-Zustand)
" haben. Dié Unterschiede, die in den jeweiligen Ausdiicken
auftreten, resultieren aus: i) den anisotropen Eigenschaften des
FF-Zustands im Gegensatz zum isotropen Verhalten des CC-Zustands
(6 = Skalar, s. Kapitel II), ii) den unterschiedlichen Gleichge-
wichtszust&nden beider Systemé (sponfane RETS-~RBrechung im strom-
losen Gleichgewichtszustand im FF-Zustand; durch einen Gleichge-

wichtsstrom bewirkte RETS-Brechung im CC-Zustand).



ANHANG A: Galilei-Transformation einer zweikomponentigen

Superfliissigkeit.

Die Energie eines zweikomponentigen superfllissigen
Systems (ohne Magnetisierung) ist gegeben durch (s. Gl.

(2.43)):

de = Tds 4 fodey 4 pdp, + iy + 5.5+ i 48

(A.1)

Sei nun eine Galilei-Transformation V—V-u , die den Beobach-
ter vom unbewegten Inertialsystem in ein anderes Uberfihrt, das
-sich mit der Geschwindigkeit a bewegt., Die Energiedichte de& in
(A.1) &ndert zu d€', die chemischen Potentiale )43 und [ty jeweils

zu JL; und }-A'.; :

€' = Tds+ jiy dp, + /@ de, + (") .A@-ea) 4 ﬁ.d@ss-&) + ;@.d(\fz-a)

(A.2)

Unter der Galilei-Transformation ist:

g:g‘+§ w o4 . (’é—eﬁ) | (A.3)

wO ?‘(03"’&,' so daBg

d&: O{E'-F -e A.ul 4 _Lﬁz 0{P+(§-(Oa)d—l: + G.d-é - MIAP —(}?AATL (A.4)
L

2

Mit (A.2) folgt:

de= Tdes (}[B-t’lfw %)A\OB +(}§,-_'u\?"+22}) de,



Vergleich zu (A.l) ergibt die BReziehungen:

und

2
U

}jsz‘y; - GNU" + =
2L

t - = wt
/pqz M - VTR =

g frfover

(A.6)

(A.7)



ANHANG B: Reaktive Flusse im Fulde-Ferrell-Zustand.

Die Methode zur Bestimmung der hydrodynamischen Flusse

. : (12) 22

ist in den Textbuchern von Khalatnikov und Putermann ) und von
(=

Liu ) beschrieben worden. Hier gebrauche ich sie, um die Flusse

im FF-Zustand zu bestimmen.
Die hydrodynamischen Gleichungen des FF-Zustandes sind

(Kapitel III):

E+$.?Q =0 (B'l)

o+ Ty =0 (B.2)

‘eq'('dv:_‘q:o ' (B'3)

3w O T = (B.4)
g\'i' Lt}'\'vé—ﬂ-d 0

o4 e = ‘ (B.5)
AL+ dhﬁ o}

.5+ —%~.~( =0 (B.6)

T : + @{GM= (B.7)
ng + M = =0

: .8

_JE ('PQ + }14 =0 . (B )

s
—

Die Fluktuationen der Variablen S,&,94‘§, A'Vi' t

erhhen die Energiedichte :



de = Tde 4 fudey 4 pude,+ voda + w.dr o+ [ AV 4 15 dvg (2.9)
A / ' ¢ é" C )
woO
“s NN
Vi= B Vid (B.10)
e B Vg, - (B.11)
My

Der Erhaltungssatz der Energie

\

£4+4V.Q =0 (B.12)

folgt dann, wie nun gezeigt wird, von den obigen Gleichungen und

erlaubt es, die reaktiven Flisse zu bestimmen. Aus (B.9):

A . —

e iy . =L s Lo =
6-\s+}x393+p494+v“‘§+w.A+A§.§+3u.vu ) (B.13)
und mit (B.1-8) folgt:

&= T =Py - Wil - (e )

(B.14)

_U)VL\ a PRV Ly
( ' (}‘x ) - éé i M )
WO V%%>\durdh die Duhem-Gibbs-Relation gegeben ist:

S T .8

é\}:i YT + AT + 0 QJJ av\/“_ Udv3 SRLTRALY
(B.15)

Mit (B.15) folgt aus (B.14):
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£ - —vé\—_";i;é + wzk;é 4 }*3:\15* Mo éqé % v'}‘%-}
T o] <[y -2 g
AR L TR R A

AURN TR AIRT

(B.16)

Aus (B.16) erh&lt man Gl. (B.12), indem jeder der

Koeffizienten der unabhangigen Gradienten ( Vé—\, Y wy . V{\ f*l3. Vé}lw )

V:v1 ) zu Null gesetzt wird. Daraus folgt:

d

Q% = T-ge + N;“i& t }*3 83(\ + a“A + V.“—‘T\A

(B.

(B.

(B.

(B.

(B.

(B.

17)

18)

19)

20)

21)

22)



ANHANG C: L&sung der hydrodynamischen Gleichungen des Fulde-

Ferrell-Zustandes.

Aus den neun linearen algebraischen Gleichungen (3.23-29)
werde ich nun die Eigenwerte flir die Geschwindikgeiten u der
neun hydrodynamischen Moden bestimmen.

Aus Gln. (3.26,27) ergibt sich

“(

und aus Gl. (3.25) folgt fur die Komponente Iy von g senkrecht

(c.1)

w3
]
ongy!
~—
\
o

zur (k[&)—Ebene

ugg&-.-o : (c.2)

Damit sind die Eigenwerte fur die Schwingungen der Varia-
blen G{;{Q-XG[Q'> und S%ﬂ_ Null.

Ich definiere:

Y. vi—;k (c.3)
|4

G"v;.a = e\"& - Fsvaé VR (e.4)

el = qu " TR, T o)

A A
llef.g - Pg k\ka VY= 3,4 ) D= n.s (C.6)
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N
[OR—— 0:}* |
q ’25 ic% X
¢t o= L
|
Wles g
cLT = Gl ﬂ)
WGVG‘C'Q
2 : 2 \
C. . =h 2 pIA)
" Amy Q% )

9

und gebrauche folgende Beziehungen:

£y= Cp \ 6, = (4—c) e

%,z <Sp+ pic , 5&: (4—¢) Se - 9&

Ich elliminiere aus den Bewegungsgleichungen

(c.7)
.8)
9)

(c.

(c.10)

(c.11)

(c.12)

zunachst die -

Variablen V%,Vi,gﬁ,gi- Ich erhalte dann fir Gln. (3.23-25,31,33)

folgende Ausdrucke:
( wee+ (-
et rlmfu s avirlg ] vp =0

&) ] Ee+[ue+eﬂ“* bo + 6] o + {A] B

(c.13)

L= (el p o+ (o eI)w]?_Pe [ doru] e Lo lad B

4{{@1%\1? + [P'L]A W 4 Q: Vi Ldl vg = O

(c.14)
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g8 S . Ty A. s g
*{ (66l + gl o CTk ¢ Mvtl e

+E{e§+ Gi:\i\l? - u@‘ (93*(’&)“9‘(’& + @QT“-C‘“ k\e E.,_%'g\/:.‘ ki - (é;*érq)\/? L;

’m:& [ewe} vt es_vve‘\z ] } - =0 (C.15)

[9}“*1“3] S-g + {(“3“51 S +[-1+§(ei*ce§-e§)ﬁ;v]3}*s

{‘@(Pf*ff'f’f) v ] I+ - riem | Le-edi-@ )L T -

(Gz*ew‘c(ﬁ(’ﬁ)*((’:*eﬂV}]vg =0 (c.16)

e L

et e b m o - £ 07
*[‘—9(9‘;+ef)vfﬂv'? =0 - (c.17)

Unter Vernachl&ssigung von Termen der Ordnung

7(c) ;"’(“:) , v(c_{) , 6(9_%}) U((ﬁ\‘) v (§ ) zy(g_}_”' 5(@_)_‘)
= <

Ué‘ C(;‘ C:_' Ce Cc

lassen sich Gln. (C.13-17) vereinfachen, wie nun folgt.
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Aus (C.17):

Sy = g}ﬁ -2 be « é(p:+ei)v§rv§ . (c.18)

Gl. (C.18) in (C.16) eingesetzt, ergibt:

Yoo~ de + LSy t(@“ v . (C.19)
éz c’é : C;j) d

Erster und zweiter Schall.

. s n .8 S 4 L
Oberhalb von T ., d.h. mit fy=0 , Py= O H,FE’ L €= 9,(4.()3 ’

ergeben Gln. (C.18,19) in Gln (C.13-15) eingesetzt:

-'U?C. —\EP &u—s ge
1, 0 a2
V-Q-c.)u +%C@ | LGP ():u ¢ | = 0 , (Cc.20)
1.
" 1 2 \ Y \ '
L SRS
I J L
und Vv,

A entkoppelt mit Eigenwert u=0. Hieraus folgt

—ulQ + % Cg' -ui(o i E} pd Ccl \ ?@ .
e
§ = 0 . (c.21)

(—m)uﬂ %cg.;ﬂﬁcg “1(” P Py ccz/ be
: ‘

e"l

Das Verschwinden der Determinante ergbit schlieglich:

U}: e = '}-{E
e e

(c.22)
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b, = ,Ff el o2 , (C.23)
¢ e“r C

Die Eigenvektoren hierzu ergeben aus (C.21) jeweils Sc=0

und %P:D.

Die Goldstone-Mode des FF-Zustandes.

Hinreichend nahe an T, ist die Geschwindigkeit der
Goldstone-Mode u verschwindend klein, so daf Terme
2r 2 2 .
50*“@)15(9(C3> vernachl&ssigt werden k&nnen. Ich werde u in

erster Ordnung der an T, verschwindenden Dichtenquotienten

; ; M € ¢ .
Ga‘&, @x[PB) GV/PB; 53}93, GBIPs (V:3ﬁ43 ausdricken.
Gln. (C.18,19) in (C.l14) eingesetzt, ergibt:

Spp=c2e- @Wy‘g e Dk (e ) v
(c.24)

Gln. (C.18,19,24) in (C.13) eingesetzt, ergibt:

cjicz{_\/}_{_@_{;u-ﬁivﬂ\gé:\vz (c.25)
R (R (Y

und schlieglich Gln. (C.18,19,24,25) in Gl. (C.15) eingesetzt,

ergbit:

a; v = o G-t (c.26)

wo 1 und t jeweils die (zu k) longitudinale und transversale

Komponente symbolisieren, und



- £33 -

- A o e s il 7

ﬂi TS o8 . RS 1 y8 (e ‘

Qi = -V L TR 4= 4 "\'e\'w-V»- U- -—\ K* ’

=) S el b g g Tl e iy
JRYSIR ¢ [s, 8 q T T o7 yuh 'g g ‘
e el - (e A7)0k 4 ) (c.27)

m e

Hap i - wey +p CT*C”‘ \e\eh

=@ g 3 +[e§];§¢’s];&+ 6] vt (G + k)

>

Y Bl p (e +cm) kle + e;v%ui—ﬂea ‘243{83]‘1‘-% el (3 +§;L,)]

rA AN

+(9§\}3\r “6‘1 Lz;\eé + ié& (vaﬁ ® (af,% 4 %A\QJ (C.28)
- ¢ld g0 HCETAE:S

+ [-k_%(@}»ei) P+ (Sprehel 46 GUVQH} (é\e& + %L;)

I,

(c.29)
2 Q iu o S 9
[& FRREV L - delyr M(P:Va}]\e"gﬁ&&‘: SR

Um zur Gl. (C.29) zu gelangen wurden folgende Beziehungen

verwendet:

S
(Gz\l: (Gi\i =0 (Cc.30)
N s s ‘
), =& | Bxl=0 (c.31)
so dapg {Cfvfjlfﬂ;
N

(e3), = ¢ (c.32)



(Cc.33)
ks
jest = 7 & (C.34)
Ferner ist ih (C.29):
TR
4 - |
’6‘(‘__5‘1 !Iz {- a‘l / . (C. 35)
2% -ty
A IS I A
;H+%h: "
(4-1%) 0 (C.36)
A A i- O
‘»a;\ﬁg =
© © (C.37)

Aus dem Verschwinden der Determinante von a; aus (c.29)
ergibt sich eine Wurzel u=0 (die weitere Wurzel u=0 entsteht

klinstlich, wenn man die skalare Bewegungsgleichung fur <@ in der

vektoriellen Form (3.28) betrachtet). Die verbleibende G1.

zweiter Ordnung, mit der zus&tzlichen Annahme, dag

(FW%"@WL « 93 , 1st gegeben durch:

(B\\I s Yo A +X.-if—(c;+c:\\)‘_é
K v s & K@“



Ihre L&sung ergibt die Geschwindigkeit der Goldstone-Mode

des FF-Zustandes (s. Kapitel III).



ANHANG D: Eigenvektoren des FF-Zustandes.

betrachte ich den FF-Zustand in

Wie in 4.3. begriUndet,

einer einkomponentigen Superflissigkeit ohne Magnetisierung. Das

heiBt, von den Variablen aus Kapitel III setze ich hier

eq___ 33“ - A=0 , so daB die Bewegungsgleichungen gegeben sind

durch:
- “ e S Th T £ 5o\ o , - D.1
USP+[QV+EV+(P§+G—§)V€‘1‘\‘ ) ( )
-u “‘:‘+‘_.“C“+ 756 4 o & ;3]-%5 e
lew+e (€730 4 ¢ 2e) b
+W§s($-v‘~w+(@w¥+@e§”§a].kg§;ﬁ - o (p.2)
¢ e
-u(fﬁ_\ EE)-;?W( =9 (D.3)
v ¢
—UGS +[S)A -\»a\.ld"],\; =0 ) (D.4)
wO
\7"=T;+ff§—(§&‘+ffgﬁ)ﬁ (D.5)
¢ co ¢© ¢ )
R R A NP U TARY: (D.6)
R &1
-\;»l:. -\T;‘-\«: (D.7)
é}J: ¢y _dW r - - A (D.8)
£ ¢ q f
: 43 ‘ Ct: _Eg‘jj,_j\
ot Ao L



Zum Zwecke des Vergleichs mit dem CC-Zustand berechne ich

hier die kleinen Korrekturen zum ersten Schall.

algebraischen Schritten erhalte ich:

ﬁfﬂ”czé%eirieﬂl}@m )

u? = C?- +{ L
el ele"l;

und in niedrigster Ordnung in Qs“><ci

. QL
Uk = c?+{%‘f+ l_e(;+ @] (w‘-i\L
F'L

Nach einigen

(D.9)

(D.10)

Fir die Geschwindigkeit des zweiten Schalls erhalte ich

gl et -

in niedrigster Ordnung in

W, = WI—g c? + L(T)vE |
o t J 2 +-%( ) j ,

und fiir den Fall, dasg érw es,

U=t ¥ \) ¢+ g(l—‘g‘l)(\ﬂ){

Eigenvektoren.

(D.11)

(D.12)

Vernachl&ssigt werden Terme in VQﬂICJl,K(QJQ\

i)Diffusionen.

Eine Mode mit u

die weitere Mode mit u

0 erhalte ich aus (D.1,2):

0 entspricht Fluktuationen in vy. Fir
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<l
ﬁ,_s
1l
B
Iy
(@}

Aus (D.4,11) folgt:

-
7T = v

ii) Erster Schall.

(D.1) ergibt

-t - 4
A A

W C,

4 —

“2|37

Mit (D.20) (s. unten) ergeben (D.5,6,8)

jeweils:

Gln. (D.16-18) in (D.4) eingesetzt ergeben:

A

“« . q R f’ .
(%‘d‘).k :q,-“c—‘((i‘*%'vt)-\l .
(D.15) in (D.3) ergibt:

Wik -8 Vi
Uy P u\ Y,

+0

Ay
T
»te

WO XG“T nach (D.9,19) der Grdﬁenordnung(ywu{)ﬂ@k)ist.

SchlieBlich folgt aus (D.4):

(D.

(D.

(D.

(D.

(D.

(D.

(D.

(D.

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)



V_{:O . (D_zl)

iii) Zweiter Schall.

Im Ginzburg-Landau-Bereich, @sﬂbéx | benutze ich den

Ausdruck (D.12) und berechne die Eigenvektoren konsistent zu

dieser N&herung.

Gln. (D.1,3) ergeben:

wie oL Sé‘ (D.22)
T P
oot (ew).k . (D.23)
T u °F

TR ﬁ[@ﬁ-ﬁ@).m- d(Fal]ne mom
t u, L€ P ¢ e
Aus (D.4) folgt:
V{: - 1/39:. (g&t tf.\)‘;’ . (D.25)



ANHANG E: L&sung der hydrodynamischen Gleichungen des strom-

tragenden Zustandes (erste Ordnung in w).

Die hydrodynamischen Gleichungen des cC-Zustandes (G1ln.
(4.2-5,7) werden hier um die Gleichgewichtswerte
linearisiert und gel8st. (Mit w und v werden die Gleichgewichts-

werte, wdhrend mit gu und XV die Auslenkungen bezeichnet.)

i) Massenerhaltung:

£ Ve- Wﬂ‘" (E.1)
EHyiYie + €YY =0 . (E.2)

Mit den Definitionen u:tn[k’ U::u-%J und nach einer

Fourier-Entwicklung ist
.y 59 + € EV( -0 ) (E.3)

S@ ist nach Gl. (2.83) proportional zu g% und

5@1\:1(»1@!{4»1*3‘«!%\. Somit ist (E.2):

-U}ﬁ o - Up* }ﬁ_};(g v dw + pdv - Ug? 1%’_:‘1} yhy=zo . (E.4)
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ii) Impulserhaltung:

Jortp e G Gae e
und mit

—_— — - - f"" —

g‘: Q"?: Qvn*as ’ YL

ist (E.5):

%; + Wb o+ Y (Q\/;Vé +£:P&cw;wo =0

~.. . A 3 YR \Jr . . YR . "of oyt o
¢V +Vip & v‘gvm % V‘VavaF + v%p”\?év\;( VT- Vd (%& w.wé)_o,

(E.5)

(E.®6)

(E.7)

(E.8)

Der zweite, dri#te und vierte Terme ergeben (E.2) und sind somit

Null. D.h.

Y . WY : n g
BVt QYT + Vip + @—Pﬁ w; v N+ Q_§ w'évé W, =0 .

Nach ebenen Wellen entwickelt, erhdlt man:

"PU bv: + 5‘1 Xt,+ %‘m g‘*’é*ﬁ%@‘v&gwi _ 5

1 und i = t erh&lt man jeweils:

Fir i

XXDJ, 2 8¢ v dwy - U 3y =o
¥

und

Q@Ew{M + QSWQM{—PUSV{=O

(E.9)

(E.10)

(E.11)

(E.12)
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Flir i = tt erhd&dlt man:

,PU %% 4 Q%ihigw& =0 (E.13)
und da XV;=0, ist:
n
X\JJUt - £ Sw& ‘ (E.14)

und aus Gl. (E.13) folgt:

(,U+ %‘WQ) Ew-&za . (E.15)

iii) Entropiedechteerhaltung:

S+ Vé (sv:{) =0 (E.16)
oder mit (E.6)

S+ Va (své + S P{w;\) =0 (E.17)

(3(} +TE +GGV6\’d’ + UV&%G + e\/d-vd-()‘ + O Vd‘wé +G‘W-V’G -(»G\sl-Vo‘Qs =0,

44 d |
: (E.18)

Der zweite, dritte und vierte Term in (E.18) ergeben Null (Gl.

(E.2)), und somit erh&lt man:

(-pU+ gup) BT + €T o + OV gk%:) + £ oy dp =0
e (E.19)

Daf>@kV%X::N9kHEX , mit x = (p,t oder w?®), und nach G1l.

(2.83) fdr o7, erh&lt man:



S (£ 2 - p 2 5 +[lov e i) 3 - o 1T

Q’bb \., L T _“;
4 (erq,e\_) \o_%_“%g W-Q.) Xwg - PU )}Q;{p W B"J-t =0 . (E.20)

iv) Josephson-Gleichung:

. 2
v o+ W UA‘-A\%J ) =o - (E.21)

Hier kann i lediglich 1 sein. Mit Gln. (E.6,2.78), d.h.

YPS‘VF‘P‘UVT'@VZG)VOm)' ist (E.21):
N - w,&% o WQ*V}AS+L‘Q ewq ( --%“wt) = 0O (E.22)
{\}L»rquva)-wz ((%)4—\[2 V(@é)) - %‘(Wz +VQVWL),

Pl vt" T JT - @_ T() - £ T +(9£fw¢m=o . (E.23)

Mit Gl. (2.83):

~Uby + Uw "o SQ: + Uw e 5T + U o 41% _ghT
W T 0 3

- ngﬁwl_ %‘w,cﬁwe - %uQYVQ A (Q(‘: ‘Y v S¥, =0

(E.24)

Mit Gl. (E.11):
U_ﬁifwzgt 4 (—G+U@%{gwt> BT+(U% -3%@\\@3%-

_“WS\J —Q\!SV O
f @Q t (E.25)
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Schlieglich, da S\:t: 0o, 1st SV{—. (p“lg)&l: und éw{: ¢V, SO dag
o o (E.26)
v, = % by

Gln. (E.4,11,12,20,25,26) stellen ein komplettes Glei-

chungssystem in den Variablen SF’XT' XW;_,X\IL,SWL.X% dar.

Geschwindigkeiten des ersten und zweiten Schalls.

Die longitudinalen Fluktuationen sind durch die obere 4x4

Matrix aus (4.19) gegeben. Das Verschwinden der Sekulardetermi-
nante bis zur linearen Ordnung in w ergibt die folgende Glei-

chung flir die Geschwindigkeiten des ersten und zweiten Schalls:

LB (o ga)gu 2 [[urlev) - 80 b0
+{.UWQ%&;- Uﬁ‘gn{};‘g\f + G‘@J]‘ii- ' %EJ =0 . (E.27)

mit cl= Ob[2p) &Z:(@S(enw’%T/w)P, folgt:

[—Ul-\»c‘{\ &—Uzsr C;+Uw2(l-kpf-;2.qu_“»}z )jI:o ) (E.28)
2

Die Geschwindigkeiten des ersten und zweiten Schalls

ergeben so:

1 2
Ui = o oder U= £y +e,) (E.29)



(E.30)

und es folgt:

U‘l: tcz-" Vg t WL(Q

o,
|

@S'q

o/

€3

-

&l

e’

(E.31)



ANHANG F: Die linearisierten Gleichungen des CC-Zustandes, mit

Termen zweiter Ordnung in w.

Ich definiere:

A= }%"__{f) , B= M) (F.1)

%‘wx 2w

- i) Massenerhaltung:

Diese ist auch in Ordnung w: durch Gl. (E.4) gegeben:

U Sb - Ut Mo w, o ty, - Up Qe v, tw =0 (F.2)
{'FF P_}%’ffz“‘x*ez e—-%%f“‘tt F

ii)Impulsdichteerhaltung:

Zau Gl. (E.1l1) kommt der Term

wa-‘V(Q"g) = - AP WM V(%‘)Jr 0% wyw; Ve (F.3)
0* '
hinzu. Das heigt, (E.20) erhilt zusatzlich die Terme:

—J.Q"I\WQ\«J; bT 4 @Q; Mg Wy g\b . (F.4)

)\
e* ok

Somit erh&lt man statt der Gln. (E.11,12) jeweils:



! v ey e, . v . 0
(".\4;{. s \~!£>c‘~.—,;g"A\LL§T+ :;.ﬁf_f‘ WL(SWE—{JU(GVLT c (F.5)
: o , )

S ¢

und mit (E.26),

-G—;éj %gr W SF - 20w IT 4 _Q%QSW{ Su - (U %@s wg) b, = o
/ (F.6)
iii) Entropiedichteerhaltung:
(E.20) erh&lt die zus#dtzlichen Terme:
6 rz__gig(wl) L Gupp }%&g W) =
=g A Wy - QUPB\Q) buy + (g‘Aw,lw,c— .;LG(JBWQ_WQ by (F.7)

Folgt:
%G %f%wt?r ¢ [(-gm ¢ v ) %%_ - QGMJ T+

+ (¢T- eUA W, + PSAWE - 20p B wz )3‘*’1 +(—€UAN,C+@‘ANQW{— JGFB w,l\dt) Ew,cz 0,

(F-B)
iv) Josephson-Gleichung:
"Gl. (E.23) erh&lt den zusdtzlichen Term:
n 2 "
-@-NQ‘V £ , (F.9)
5 V()

In (E.24) figt man hinzu die Terme:



U %Who we s(wty + Jg e wg 3T (F.10)
dwt T

Statt (E.1l) verwendet man jetzt (F.5) und erhalt, statt

(E.25):

_%gs%% %&] . (-G+UAwL43a§AWi) 5T + (U%‘ -‘:_e;gwuaUBwE) Sw,

- QWQ&/Q + (— ,@“\«]‘t 4 QUBWL\JL) Xh}{ =0 (F.11)
¢ e



ANHANG G: Die Eigenvektoren im stromtragenden Zustand.

Konsistent mit der Berechnung der Schallgeschwindigkeiten
bis zur zweiten Ordnung in w werden die Eigenvektoren bis zur

ersten Ordnung berechnet. Vernachl&ssigt werden Terme W(N?d) )

v(eafdd).

i) Diffusionen.

Eine Mode mit \)=kﬂe)vQ entspricht Fluktuationen in S%k .

Fir die weitere Mode mit U:@?kf>wg ergibt (4.25e) (oder

(4.25¢)):
. M "
ka_ = 5\3 ) (G.1)

und da

oo b , (G.2)

ey e
ist:

§w1= W, 80, (G.3)

¢

(G.1) in (4.25b) ergibt:

S‘;: 0 (G.4)
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so dag, mit (4.25a),

g\D= X@= Sy - W =0 . (G.5)

Aus (4.25d) folgt:
TiT - - % W, Eut (G.6)

(die Wiederholung der Indizes 1 oder t impliziert keine Summa-

tion).

Da wzgky-(gw“\vs ' ergibt sich fir den Gleichgewichtszu-

stand g = 0 (wie der des FF-Zustandes) :

W: - ?’\VK ) (G‘7)
und (G.6) ergibt:
GOT = v fwe . (G.8)

ii) Erster Schall.

Gl. (4.252) mit Y[p = Jp((ee’) und dem Ausdruck (4.35)

ergibt:
oo oM o_x e (G.9)
@ W, ¢

Aus (4.25b) folgt:

-Qg_“_ezViefX\;Jr&ﬁe_‘wiEwﬂzo )
e o p* :
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so daB
N!L:,\’JQ ék; ) (G.10)

oder mit (4.25a):

~

U, (o

oder mit (G.7)

¢ S
W= 3 ﬁ,\ Vo SVQ . (G.11)
¢ o

(G.10) in (4.25c) ergibt:.

Zlc‘b' §w1 + (-QU+ ES“IIL) %%. 0T =o

mit (G.11) folgt:

6% = 2 & ' w Svi _ _3_531\/2 5\/5L : (G.12)
e ¢ Uy
das hei gt
YT=0 . (G.13)
(G.9) in (G.12) ergibt:
&:lﬁ’*fi&::lﬁf\fig—e (G.14)
9) P ou, ¢ e p
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(G.10) in (4.25e) ergibt:
"¢ . "
L %’f W bwy - (¢ - @PEQ\JL) dwp =0
und mit (G.1ll):

g\A’t =0 . (G.15) "

ii) Zweiter Schall.

Aus (4.25b) folgt:
"
Shad £6 w tw =0

so dasg

Mg: -2 %WQSWL (G.16)

Mit (4.25a) ergibt (G.16):

Q‘\ZE-& = C;L g_\[i = - _Q_“E‘wa EWL )
e Uy p*
und mit (G.20) unten:
YIS U S (G.17)
¢ Uy

(G.16) in (4.25c) ergibt:

(G.18)

(—uz(: A E:; 8T 4+ €0 Swﬂ =0
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Mit u, in niedrigster Ordnung in E%p gegeben,

b\q_:i\{’ c§+(g‘;’9)w,§ , folgt:

G = & O T (G.19)
w, @

5 - I A ) (G.20)

a 0 u

(G.17) in (4.25e) ergibt:

PSS

£L£F

o bug + (88w - i) By = o

¢

und mit (G.18):

.Q'legw \T-l
e tLop

)

/_u W o¢ et —
s TUaftp U] Tt (P_f g = Uy ™) W, =o
so dasg

b = W O , (G.21)
q
(G.20) in (G.21) ergibt:

T (G.22)
e w
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ANHANG H: Aquivalenz der Koeffizienten g und ePdes FF-Zustandes

mit BQﬂe)rr EEQ_’BGNQXP% im CC-Zustand.

Nach Gln.~(2.72,70)'ergeben sich im FF-Zustand einer
einkomponentigen Superfliissigkeit (zwecks Vergleich mit dem CC-

Zustand) folgende Beziehungen:

T = }1) EG-.@I?@.SQ (H.1)
2T ﬁm 0%

b 2\ Sp - ptVATN (H.2)

i w, ot

Hieraus folgt:

oo W) T+ W) o BN (H.3)
7T>'3 T>%m 0T
b = }2) o+ \ P Su (H.4)
‘Ci»

Vergleich mit den entsprechenden Beziehungen im CC-

Zustand, n&mlich:

e x) oy }gte_\ v | (H.5)
'}T‘t:,vd T ‘\:\\\

Yo %y § g[e . S :

p {b b e £ > W. o (H.6)

\

ergeben die XKquivalenz der Koeffizienten @ und Qeim FF-Zustand
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] !
/ i

mit jeweils \éf\@"(p} f"bT und ‘\G\\ﬁ'i’(;)["wgb im CC-Zustand

97\73 = 2ee }E\‘\—i W (H.7)
SN A D THE
P o
vaﬁ LS }_g_“_[@ _b_g\'l* - (H.8)
% orn
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