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EINLEITUNG

Das Ziel einer hydrodynamischen Theorie ist es, die lang-

wellige und niederfrequente Dynamik eines makroskopischen Syste-

ms zu beschreiben. Während die uneingeschränkte Dynamik eines
23

Systems die,Berücksichtigung der etwa 10 mikroskopischen Frei-

heitsgrade und deren Bewegungsgleichungen voraussetzt, wird der

hydrodynamische Bereich lediglich durch ein paar Variable und

deren Bewegungsgleichungen bestimmt . Für deren Bestimmung lie-

fert die hydrodynamische Theorie ein klares Konzept .

Wenn in einem Vielteilchensystem kleine Auslenkungen aus

dem Gleichgewicht vorgenommen werden, so relaxieren die ausge-

lenkten Freiheitsgrade mit einer chrakteristischen Zeitkonstanten

in ihre Gleichgewichtswerte wieder zurück . Für ein paar dieser

Freiheitsgrade, die man als die hydrodynamischen Variablen be-

zeichnet, divergiert diese Zeitkonstante im Grenzfall langwelli-

ger Auslenkungen . Dieses Verhalten zeigen zum Beispiel solche

Freiheitsgrade, die lokalen Erhaltungsgrößen entsprechen, wie

zum Beispiel Energie oder Massendichte, die sich homogen nicht

verändern können . Wenn hingegen eine inhomogene Auslenkung der

Wellenlänge a vorliegt, so kann man die Wiederherstellung des

Gleichgewichts als ein Transportproblem ansehen : zum Beispiel

bei Fluktuationen der Massendichte muß Masse über Distanzen der

Wellenlänge X von den Maxima zu den Minima der Fluktuationen

transportiert werden . Die Dauer dieses Prozesses wächst mit der

Distanz X, so daß im Limes einer homogenen Veränderung (a+-),

wie bereits erwähnt, diese charakteristische Zeit divergiert .

Dasselbe Verhalten wie die Erhaltungsgrößen zeigen, in



einer geordneten Phase, die hydrodynamischen Komponenten des

Ordnungsparameters . Beispiele für diese Freiheitsgrade, die man

als Symmetrie- oder Transformationsvariablen bezeichnet, sind

die Phase in einer Superflüssigkeit oder der Verschiebungsvektor

in einem Kristall . Die charakteristische Zeitkonstante, mit der,

zum Beispiel, die Atome eines Kristalls bei einer inhomogenen

Auslenkung in ihre Gleichgewichtslagen zurückrelaxieren, wächst

stetig mit zunehmender Wellenlänge der Deformation . Das bedeu-

tet, daß in einer geordneten Phase kontinuierliche Symmetrien

spontan gebrochen sind ; im Beispiel des Kristalls ist einerseits

der Zustand nicht mehr translationsinvariant und andererseits

erzeugt eine homogene Translation keine rückstellenden Kräfte .

Die Analogie zum Transport der Erhaltungsgrößen besteht hier in

der Übermittlung der Information über die Gleichgewichtslage der

Atome .

	

,

Diese zwei Typen von Freiheitsgraden, nämlich die Erhal-

tungsgrößen und die Symmetrievariablen, sind die hydrodynami-

schen Variablen, mit denen allein die langwellige, niederfre

quente Dynamik eines Systems beschrieben werden kann . Die zahl-

reichen restlichen Freiheitsgrade, die man als die mikroskopi -

schen Variablen bezeichnet, stellen sich praktisch

auf die von den lokalen hydrodynamischen Variablen

Gleichgewichtswerte ein . Somit lässt

densierten Systeme in einige wenige

so daß alle Systeme einer bestimmten

dynamische Variable und daher dasselbe hydrodynamische Verhal-

ten haben . Das heißt auch, daß jede Grundklasse all die Systeme

umfasst, in denen dieselben kontinuierlichen Symmetrien spontan

gebrochen sind . So haben, unabhängig von ihren mikroskopischen

"instantan"

bestimmten

sich die Vielzahl der kon-

Grundklassen unterteilen,

Grundklasse analoge hydro-



Unterschieden zum Beispiel sämtliche normale Flüssigkeiten,

oder sämtliche Kristalle jeweils ein und dieselbe Hydrodynamik .

So gehören die normalen Flüssigkeiten zu der Grundklasse von

Systemen, in denen keine Symmetriebrechung vorliegt, während die

Hydrodynamik von Kristallen, durch die spontane Brechung der

Translationssymmetrie gekennzeichnet ist .

Die Entdeckung der drei superflüssigen Phasen von 3 He

erlaubte es, das Konzept der'spontan gebrochenen Symmetrie und

der dazugehörende Formalismus der Hydrodynamik zu erproben und

weiterzuentwickeln . Trotz des Einfachheit der mikroskopischen

Wechselwirkung zwischen den 3He-Atomen, bricht jede dieser Pha-

sen jeweils andere charakteristische Symmetrien . Dadurch repre-

sentiert jede Phase, und zwar als einmalig in der Natur reali-

siertes Beispiel, eine andere Grundklasse von hydrodynamischem

Verhalten . Die Vielfalt von Phänomenen, die die Hydrodynamik von

3He charakterisieren, ergibt sich als Konsequenz der Tatsache,

daß in jeder Phase mehrere Symmetrien spontan gebrochen sind,

und daher mehrere Symmetrievariable und deren Bewegungsgleichun-

gen betrachtet werden muessen.

Die hydrodynamische Theorie der superflüssigen Phasen von

3He zeichnet sich jedoch durch ein weiteres Merkmal aus : die

Brechung von mehr als einer Symmetrie vollzieht sich in diesen

Systemen nämlich auf einer etwas subtile Art. Wie ich im Kapi-

tel I ausführlicher erläutern werde, ergeben gewisse Linearkom-

binationen einiger Symmetrievariabler eine invariante Transfor-

mation für das System und sind daher keine hydrodynamischen

Variablen (das heißt, diese kombinierten Symmetrien werden nicht

gebrochen) . Andere Linearkombinationen dieser Symmetrievaria-

blen stellen keine invariante Transformation dar, ergeben also



relevante Symmetrievariable und sind daher als hydrodynamische

Variablen zu betrachten . Das System bricht also nur die Symme-

trien, die von den letzteren Linearkombinationen charakterisiert

werden . Dieses stellt ein erweitertes Konzept der spontanen

Symmetriebrechung dar, nämlich der Rrechun3 einer relativen

Symmetries) . Jede der drei bisher experimentell nachgewiesenen

Phasen von 3 He bricht eine jeweils andere relative Symmetrie .

Dahe,r wurden von Liu und Crossund von Liu(4) für jedes dieser

Systeme unerwartete, charaktet'istische dynamische Eigenschaften

vorhergesagt . In der A,-Phase wurden diese in jüngster Zeit in.
(5)

einem Experiment von Corruccini und Osheroff in quantitativer

Weise bestätigt .

Die vorliegende Arbeit befaßt sich mit der Hydrodynamik
(6)

der von Carton und von Bashkin und Meyerov ich

	

vorhergesagten

Fuld e-Ferrell-Phase, in der Mischung 3 He- 4 He .

	

Fulde und Ferrell

betrachteten den Einfluß von hohen Magnetfeldern auf die Cooper-

Paarung der Elektronen in Typ-II Supraleitern . Statt des Über-

gangs vom BCS-Zustand in den normalleitenden Zustand, erhielten

Fulde und Ferrell bei tiefen Temperaturen einen Übergang erster

Ordnung in einen supraleitenden Zustand mitr J
Ordnungsparameter der

Fulde-Ferrell-Zustand

endlichen Impuls 'Fiq .

tell nicht beobachtet .

tismus, Spin-Bahn-Wechselwirkung und Streuung an Verunreinigun-

einem anisotropen

Form

	

Li (r) _ A
o~

	

e

	

In diesem, dem

(FF-Zustand), haben die Cooper-Paare einen

Bis heute wurde dieser Zustand experimen-

Da Effekte wie elektronischer Diamag ne-

gen den FF-Zustand destabilisieren , erscheint seine Realisie-

rung in Supraleitern eher unwahrscheinlich . Hingegen treten bei

der Paarung von ladungsneutralen 3 He Kernspins diese verhindern-

den Effekte nicht auf , so daß die Realisierung des FF-Zustandes



in der verdünnten Mischung von 3 He in `'He-II plausibel er-

scheint . Im Gegensatz zu reinem 3 He (p-Wellen Paarung), kann

nämlich in diesem System das verdünnte Gas von 3 He-Teilchen mit

einer s-Wellen Paarung in einen superflüssigen BCS-Zustand kon-

densieren . Nach Fulde und Ferrell soll dann bei höheren Magnet-

feldern dieser Zustand in den räumlich inhomogenen FF-Zustand

übergehen .

Wie ich in der vorliegenden Arbeit anhand der Form des

Ordnungsparameters zeige, bricht der FF-Zustand eine relative

Eich-Translation-Symmetrie (RETS) . Das bedeutet, daß nur eine

Linearkombination zwischen Phase und Verschiebungsvektor eine

relevante Symmetrievariable des Systems darstellt und als hydro-

dynamische Variable betrachtet wird . Diese Symmetriebrechung

kennzeichnet eine weitere, noch unbekannte Grundklasse von hy-

drodynamischem Verhalten, die ich in dieser Arbeit im Rahmen

einer linearisierten Theorie in niedrigster Ordnung in der Wel-

lenzahl untersuchen-werde . Aufgrund der RETS-Brechung kann das

System unter Phasentransformationen und Translationen nicht

unterscheiden (siehe 2 .3 .) . Daraus ergibt sich z .B ., daß ein

inhomogenes Geschwindigkeitsfeld in der Flüssigkeit einen Super-

strom erzeugen kann, ein ähnlicher Effekt, wie der "gauge-wheel"
(3)

in 3 He-A , wo eine relative Phasen-Ortsraumrotations-Symmetrie

gebrochen ist, so daß ein inhomogenes Rotationsfeld einen Super-

RETS-Brechung weitere

Die beiden Kompo-

zur lokalen Vorzugs-

richtung sind nicht proportional zur superfluiden Geschwindig-

strom erzeugt . Ferner ergibt die spontane

interessante physikalische Eigenschaften .

nenten des superfluiden Stromes senkrecht



des

eine Temperatur-Spin-Schermode, deren

(Diffusionen), und drei propagierende

sind geringfügig modifizierte Dichtekompressionswellen (Gesamt-

dichte-und 3He-Konzentrationsfluktuationen), während die dritte

die Goldstone-Mode der gebrochenen RETS darstellt . Aufgrund

dieser Symmetriebrechung hat diese anisotrop propagierende Mode

gemeinsame Eigenschaften mit den jeweiligen Goldstone-Moden der

einzelnen an der RETS teilhabenden Symmetrievariablen : ähnlich

wie in magnetischen Superflüssigkeiten hat sie den Charakter

einer _gekoppelten Entropie-Mag netisierung spropag ation, und zur

gleichen Zeit propagieren, wie in smektischen Flüssigkristallen,

Scherungen in der Flüssigkeit . Es ergibt sich also für das Expe-

riment die eigenartige Möglichkeit der Anregung einer dem "zwei-

ten Schall" ähnlichen Mode durch Oszillationen von Platten oder

Wänden in der Flüssigkeit . Die Vorhersage der hydrodynamischen

keit, sondern nur zu deren zweiten räumlichen Ableitung . Daher,

in niedrigster Ordnung in der Wellenzahl, die wir betrachten,

verschwindet der transv ersale Superstrom! Diese Eigenschaft

ergibt sich aus : i) der Rotationsinvarianz der Energie und

ii) der RETS-Brechung . Fbenfalls als eine Folge der RETS-Brechung

erhält der superfluide Strom Terme proportional zu uniformen

Variationen in der Temperatur oder Dichte . Indem man also die

Temperatur oder den Druck uniform verändert, kann man im strom-

losen Gleichgewichtszustand einen endlichen Strom erzeugen .

Falls dieser Strom in einem freihängenden Torus erzeugt wird,

wird der Rehälter in entgegengesetzter Richtung rotieren, um den

Drehimpuls zu erhalten .

Als hydrodynamische kollektive

ergeben sich eine Schermode, eine

Anregungen des FF-Zustan-

Temperatur-Spin-Mode, und

Frequenzen verschwinden

Moden : zwei der letzteren



kollektiven Anregungen dieser neuen superflüssigen Phase in der

3 He- 4 He Mischung kann folglich auch als eine Richtlinie für

deren experimentellen Nachweis dienen .

In einer vor kurzem erschienen Arbeit stellt Meyerovich

die Hydrodynamik superflüssiger inhomog ener Phasen in der

3 He- 4 He Mischung, mit Ordnungsparametern der Form

.Atr~= e i l E L,�

	

auf . Indem er die Phase und den Verschie-

bungsvektor als zwei unabhängige hydrodynamische Variablen be-

er - ohne Unterscheidung dieser Systeme - zweitrachtet, erhält

Goldstone-Moden :

Doch, wie ich oben erwähnt habe, ist in der FF-Phase nur eine

bestimmte Linearkombination dieser Symmetrievariablen eine rele-

vante Symmetrievariable (RETS-Brechung), während jede weitere,

unabhängige Linearkombination keine hydrodynamische Größe dar-

stellt . Meyerovich ordnet also die FF-Phase und eine weitere,

mögliche, inhömog ene Phase (z .B . mit dem Ordnungsparameter

für die beide Symmetrien unabhängig von-

in dieselbe Grundklasse von hydrodyna-

eine Temperatur- und eine Scherpropag ation .

einander gebrochen sind,

mischem Verhalten ein .

Im Kontext der RETS-Brechung wird in dieser Arbeit ein

weiteres Problem untersucht, das vor kurzem von Ho und Mermin(a)

aufgeworfen wurde . Ho und Mermin behaupten, eine skalare Super

flüssigkeit wie 4He kann im stromtragenden Gleichgewichtszustand

ähnliche Effekte wie 3He-A, insbesondere den gaug e-wheel Effekt

Dieses würde bedeuten, daß ein Superstrom durch ein

Rotationsfeld angeregt werden kann . Hingegen werde

aufweisen .

inhomog enes

ich zeigen, daß der stromtragende Zustand von 4 He eine RETS

bricht, und daher ist (wie im FF-Zustand) eine Inhomog enität im

Geschwindigkeitsfeld diejenige, die einen Superstrom zur Folge



hat . Es wird also in dieser Arbeit auch die Hydrodynamik des

stromtragenden Zustandes von 4 He-II untersucht und mit der des

FF-Zustandes von 3 He verglichen .

	

Der Unterschied des hydrodyna-

mischen Verhaltens dieser beiden Systeme ergibt sich aus deren

unterschiedlichen Gleichgewichtsbedingungen : i) während im FF-

Zustand bei verschwindendem Gesamtstrom die RETS spontan gebro-

chen ist, so wird im stromtragenden Zustand von 4 He diese Symme-

triebrechung erst durch die Existenz eines Gleichgewichtsstroms

bewirkt . Folglich werden auch die Bewegungsgleichungen beider

Systeme um jeweils unterschiedliche Gleichgewichtswerte der

hydrodynamischen Variablen in den kleinen Auslenkung en ent-

wickelt . ii) In Anwesenheit des aufgeprägten Gleichgewichtsstro-

mes in 4 He-II, ist die Rotationsinvarianz der Energie des

Demzufolge ist die für den FF-Zustand er-

wähnte Folgerung des Verschwinden des transv ersalen Superstroms

im stromtragenden Zustand von 4 He-II nicht zutreffend

Die Arbeit gliedert sich in folgender Weise . Im Kapitel I

wird ein kurzer Überblick über die hydrodynamische Theorie und

die ihr zugrundeliegenden Konzepte gegeben . Die folgenden drei

Kapitel beschaeftig en sich mit der Hydrodynamik von Systemen mit

spontan gebrochener RETS, wobei Kapitel II die Statik und Kapi-

tel III und IV die Dynamik betrachten . Das heißt, im Kapitel II

wird die Elastizität dieser Systeme untersucht . Kapitel III

befaßt sich mit dem FF-Zustand in 3 He- 4 He :

hydrodynamischen Gleichungen, deren Lösung

und anschließend eine Zusammenfassung

haltens des FF-Zustandes . Kapitel

genden Zustand von 4 He ; die Lösung

chungen erlaubt am Ende einen Vergleich mit dem FF-Zustand .

Systems gebrochen .

der Aufstellung der

durch Linearisierung

des hydrodynamischen Ver-

IV untersucht den stromtra-

der hydrodynamischen Glei-



I . DIE HYDRODYNAMISCHE THEORIE

Wie schon in der Einleitung erläutert wurde, kann das

langwellige und niederfrequente dynamische Verhalten eines

kondensierten Systems mittels einiger weniger Variabler

beschrieben werden . Zu diesen Freiheitsgraden HZ, die man als

hydrodynamisch bezeichnet, gehören solche Größen, die bei einer

hinreichend langwelligen Auslenkung aus dem Gleichgewicht mit
H

einer divergierenden Zeitkonstante ~~ in dieses wieder

zurueckrelaxieren . Wie schon erwähnt, zeigen solch ein

Verhalten : a) die lokalen, additiven Erhaltungsgrößen, und b) in

Systemen mit spontan gebrochenen kontinuierlichen Symmetrien,

die entsprechenden Transformations- oder Symmetrievariablen .

Während die hydrodynamischen Variablen sich langsam in

Raum und Zeit verändern, definiert man als mikoskopische

Variablen FL die Freiheitsgrade, die praktisch "instantan" auf

die von den lokalen hydrodynamischen Variablen bestimmten

Gleichgewichtswerte relaxieren .

gelangt das System ins lokale Gleichgewicht .) Da die

charakteristischen Relaxationszeiten ~,F der mikroskopischen

Variablen unabhängig von der Wellenzahl k sind, ergibt sich für

beliebig langwellige Auslenkungen

	

,F4< %e(k) . Mit dieser

Forderung ist der hydrodynamische Frequenzbereich durch

tot F GG

	

i

(Durch diese Relaxationsprozesse



- in -

definiert . Da in diesem Frequenzbereich die Relaxationsrate der

mikroskopischen Variablen wesentlich größer ist als die

Frequenz, mit der die hydrodynamischen Größen sich ändern, wird

die Dynamik des Systems von den hydrodynamischen Größen allein

beschrieben . Ferner beschränkt sich die Gültigkeit dieser Be-

schreibung auf Störungen des globalen Gleichgewichts, deren

Wellenlänge wesentlich größer als sämtliche mikroskopischen

Korrell-ationslängen ; Z sind, d .h .

Das lokale Gleichgewicht an jedem Raumzeitpunkt rechtfer-

tigt einerseits die Verwendung der Thermodynamik und anderer-

seits, bei der Beschreibung der Dynamik, die Beschränkung auf

die Bewegungsgleichungen der hydrodynamischen Variablen allein .

Diese haben die Form

wo mit H. die Erhaltungsgrößen und die Gradienten der Symmetrie-

variablen gemeint sind .

Wie jede Variable des Systems ist auch Hi eine Funktion

der hydrodynamischen Variablen . Setzt man voraus, daß diese

Funktion nach den Gradienten der Variablen entwickelt werden

kann, ergibt sich :



Mit der Bedingung, daß

	

--'~ ''~ , wenn k--~ o , muß A(äl

verschwinden . So folgt für die Ströme in G1 .(1 .3) :

Da in einer hydrodynamischen Theorie der Wellenvektor k

eine kleine Große ist (Gl . (1 .2), kann man diese Reihe, für

hinreichend kleine k, nach dem ersten Term abbrechen . Ferner

kann die Struktur des Tensors A~k durch Betrachtungen über die

Symmetrieeigenschaften der hydrodynamischen Variablen wesentlich

vereinfacht werden, wie im Verlaufe dieser Arbeit noch gezeigt

wird .

Obwohl die vorliegende Arbeit auf die bereits erwähnten
(+31

Konzepte der Hydrodynamik aufbaut, sei hier noch hinzugefügt,

daß sich in gewissen Bereichen bei der Anwendung einer

hydrodynamischen Theorie Probleme ergeben . Zum Beispiel in der

unmittelbaren Nähe eines Phasenübergangs ist die Trennung der

gesamten Freiheitsgrade des Systems in hydrodynamische und

mikroskopische Variable nicht möglich . Hier divergieren

nämlich die Relaxationszeiten der nichthydrodynamischen

Komponenten des Ordnungsparameters, so daß in diesem Bereich

Bedingung (1 .1) nicht mehr erfüllt ist . Man kann dann die

hydrodynamische Theorie verallgemeinern, indem diese langlebigen

mikroskopischen Variablen als zusätzliche, unabhängige,

dynamische Variable berücksichtigt werden, wobei deren
(13,14)

Bewegungsgleichungen einen Relaxationsterm enthalten

Im Rahmen dieser sogenannten quasihydrodynamsichen Theo-

rie kann man auch die Dynamik solcher Systeme beschreiben, in

denen einer Erhaltungsgröße zusätzliche Relaxationskanäle offen

stehen,die sogar im Limes k--*O weiterhin effektiv bleiben, so



daß für diese Größe

	

Fb f -~: o~

	

endlich bleibt . Dieses

	

ist der

Fall zum Beispiel in 3 He in der Nähe von Oberflächen, die eine
(45)

schnelle Relaxation der Mag netisierung bewirken können . Daher

ist für bestimmte Frequenzbereiche diese Größe nicht mehr erhal-

ten . Die Dynamik des Systems kann beschreiben werden, indem man

die Bewegungsgleichung dieser nunmehr "quasihydrodynamischen"

Variablen durch einen Relaxationsterm ergänzt
44)

.

Die hydrodynamischen Variablen .

1 .1 . Die Erhaltungsgrößen .

Folgende Variable stellen die Gesamtheit der lokalen

additiven Erhaltungsgrößen dar, die ein ladungsneutrales System

haben kann : Masse(1), Energie(1), Linearimpuls(3), Drehimpuls(3)

und - falls das System auch magnetische Freiheitsgrade besitzt -

Spin(3) . Während sich die Masse aus der Eichinv arianz der mikro-

skopischen Wechselwirkung ergibt , lassen sich die restlichen

Erhaltungsgrößen aus der Homogenität in der Zeit und im Ortsraum
Ute)

und der Isotropie des Orts- und Spinraums herleiten . Aus der

Homogenität in der Zeit folgt, daß der Hamiltonian eines ge-

schlossenen Systems nicht von der Zeit abhängen kann, und somit

die Energie erhalten ist . Die Homogenität des Raumes bewirkt,



daß Verschiebungen des Systems als Ganzes das System invariant

lassen, und somit ist der Linearimpuls eine erhaltene Größe . Die

Isotropie des Ortsraumes erlaubt es, das System ohne Veränderung

seiner Eig ensachaften als Ganzes zu rotieren, so daß die Erhal-

tung des Drehimpulses folgt . Analog hierzu ist der Spin aufgrund

der Isotropie des Spinraumes erhalten .

Wenn der Gleichgewichtszustand eines Systems ebenfalls

invariant unter diesen, die mikroskopischen Wechselwirkungen

invariant lassenden Transformationen ist (das heißt, wenn der

Gleichgewichtszustand keine Symmetrie spontan bricht), dann wird

die Dynamik im hydrodynamischen Bereich von diesen elf aufge-

zählten ErhaltungsgrC ßen bestimmt . Das hydrodynamische Verhalten

aller Systeme ohne spontan gebrochene Symmetrien - unabhängig

von deren mikroskopischen Unterschieden -, wird durch die Bewe-

gungsgleichungen dieser Erhaltungsgrößen beschrieben, die die

Form von Gleichung (1 .3) haben, wobei jk: der Strom der i-ten

ErhaltungsgrCße ist . Wenn der Drehimpuls nur aus einem Orbital-

anteil besteht (d .h . keinen Beitrag von internem Drehimpuls der

Moleküle hat), so sind die drei Bewegungsgleichungen für die

Komponenten des Drehimpulses mit einer geeigneten Wahl des Li-

nearimpulsstromes keine unabhangigen Gleichungen : sie werden

bereits mit den Gleichungen für die Erhaltung des Linearimpulses

berücksichtigt . Man erhalt aus den acht restlichen Differential-

gleichungen (Masse(1), Energie(1), Impuls(3), Spin(3)) die maxi-

male Anzahl von kollektiven Moden in einer Euler-Fluss igke it mit

magnetischen Freiheitsgraden : sechs sind diffusiv und zwei erge-

ben eine propagierende Schallmode mit

	

w= ± Ck

	

.

Dieser kontroverse Standpunkt (siehe Jähnig und Schmidwird
in der vorliegenden Arbeit jedoch nicht tangiert_



1 .2 . Pie--Symmetrievariablen .

Wenn eine Flüssigkeit in eine geordnete Phase übergeht,

bricht dieser Zustand eine, oder auch mehrere der oben erwähn-

ten kontinuierlichen Symmetrien . Diese Symmetriebrechung modifi-

ziert die Hydrodynamik in zwei Aspekten .

i) Wie in der Einleitung bereits erwähnt, müssen die

Symmetrievariablen, die nicht mehr invariante Transformationen

des Grundzustandes beschreiben, in den Satz der hydrodynamischen

Variablen aufgenommen werden. So müssen die Bewegungsgleichungen

für diese Symmetrievariablen aufgestellt und dem Satz der Bewe-

gungsgleichungen der Erhaltungsgrößen zugefügt werden . Zum Bei-

spiel, in einer Superflüssigkeit, in der die Eichinv arianz spon-

tan gebrochen ist, ist die Phase Y die zusätzliche hydrodynami-

sche Variable, deren Bewegungsgleichung durch die Josephson-
~3)

GleichungC

	

gegeben ist (p. ist das chemische Potential, m die

Masse z .B . eines 4 He Atoms) :

~ + ~ = O

	

(1 .6)
'm

ii) Die Symmetriebrechung bewirkt, daß die Bewegungsglei-

chungen der Erhaltungsgrößen durch Kopplungen an die Symmetrie-

variablen modifiziert werden . Diese Kopplungen lassen sich bei

einer systematischen Herleitung der hydrodynamischen Gleichungen

bestimmen, wie in den Kapiteln I( und 1v gezeigt wird .

	

Im Bei-

spiel einer Superflüssigkeit tritt in der Kontinuitätsgleichung

für die Massendichte f ein zusätzlicher reaktiver Strom js auf-.



wo

ist die superfluide Dichte, vs und v" jeweils die superfluide

und normale Geschwindigkeit .

Durch Hinzunahme der Bewegungsgleichung jeder Symmetrie-

variablen erhält man jeweils eine zusätzliche hydrodynamische
(2 0)

Anregung, mit ~;,, W(~~) = 0

	

. Man bezeichnet sie als Goldstone-
V--�o

Mode . (Nach dem Goldstone-Theorem in der relativistischen Teil-

chenphysik bewirkt die Brechung einer kontinuierlichen Symmetrie

eine zusätzliche Anregung in Form eines massenlosen Teilchens) .

Im Falle, da ß lang reichweitig e Kräfte vorhanden sind (Coulomb-

Kräfte), verschiebt sich die Frequenz zu endlichen Werten,

-`,im w(~) 4 0

	

(in der Teilchenphysik ist die entsprechende Anre-
iz- D
g ung ein Teilchen endlicher Ruhemasse) .

Ferner stellt der erwähnte zusätzliche nichtdissipativ e

Stromeinen gengenüber der ungeordneten Phase zusätzlichen

Transportmechanismus dar, der häufig das diffusive Verhalten der

respektiven Erhaltungsgröße in ein propagierendes umändert . Im

erwähnten Beispiel einer Superflüssigkeit ergeben also Gln .

(1 .6,7) zusammen mit den Erhaltungssätzen der Impuls-und Ener-

giedichte, daß die Temperaturdiffusion einer normalen Flüssig-

keit in eine Temperaturpropag ation der superflüssigen Phase

übergeht : es ist nämlich möglich, die vier hydrodynamischen

Gleichungen in folgender, übersichtlicher Weise zu schreiben

(der thermische Ausdehnungskoeffizient wurde vernachlässigt)

G



l

schwindigk einen des ersten und zweiten Schalls sind und G die

Entropie per Masse ist . Aus den Bewegungsgleichungen (1 .9) für G

ist das propagierende Verhalten der Entropie, (bzw . der Tempe-

ratur ~T=(OThU»)iV) klar . Diese Mode mit Wc±Cz ~t stellt die

Goldstone-Mode gebrochener Eichinvarianz dar . Die nichttriviale

Tatsache, daß es ein Massen strom (js) ist, der den Transportme-

chanismus einer Temperaturpropagation liefert, ergibt sich da-

her, dass der Massenstrom im (vA = o)-Bezugssystem als ein Entro-
(i2)

piestrom im (v = O)-Bezugssystem angesehen werden kann

Es folgt also die Festestellung, daß die niederfrequenten

und langwelligen Eingeschaften makroskopischer Systeme lediglich

durch Symmetrieerwägungen bestimmt werden . Wehn nämlich die

mikroskopischen Wechselwirkungen verschiedener Systeme dieselben

Symmetrien besitzen, und wenn die Grundzustände der jeweiligen

Systeme die gleiche Untergruppe dieser Symmetrien brechen, dann

haben diese Systeme analoge hydrodynamische Gleichungen . Zum

Beispiel, werden sämtliche Kristalle, unabhängig von ihren mi-

kroskopischen Unterschieden, von ein und derselben hydrodynami-

schen Theorie beschrieben, die sich aus der spontanen Brechung

der Translationssymmetrie ergibt . Die Komponenten des Verschie-

bungsverktors stellen die zusätzlichen hydrodynamischen Varia-

blen dar . Deren Gradienten bilden den Spannungstensor, der einen

zusätzlichen dissipationsfreien Impulsstrom darstellt . Schließ-

lich erhaelt man als Goldstone-Moden der gebrochenen Transla-

tionssymmetrie zwei propagierende Scherwellen und eine Diffusion

von Fehlstellen . Es sei hier noch bemerkt, dass während die



Brechung der kontinuierlichen Symmetrien die Grundklasse von

Hydrodynamik bestimmt, so spielen die diskreten Symmetrien des

kristallinen Zustandes eine ganz andere Rolle für das dynamische

Verhalten . Da sie die Zahl der unabhängigen elastischen und

Transportkoeffizienten bestimmen, verändern sich für verschiede-

ne kristalline Symmetrien die Kopplungen der Bewegungsglei-

chungen und daher die Kopplungen der kollektiven Moden unter-

einander . Diese bestehen jedoch für alle Kristalle aus drei

elastischen Wellen (mit jeweils

	

W=± C~k ,

	

i=1,2,3),

	

einer Wärme-

und einer Fehlstellendiffusion . )

Die Entdeckung der drei superflüssigen Phasen von 3 He

gestattete das Konzept der spontan gebrochenen Symmetrie und

den dazugehörenden Formalismus der Hydrodynamik zu erproben und

weiterzuentwickeln . Insbesondere hat das Bestreben, das nieder-

frequente, langwellige Verhalten mit Hilfe der hydrodynamischen

Theorie zu beschreiben, zu einer Erweiterung der Konzepte dieser

Theorie geführt, nämlich zur Einführung des Begriffes einer

relativen Symmetrie .

Es soll hier der Begriff einer relativ gebrochenen Sym-

metrie am Beispiel der 3He-A Phase erläutert werden) In der A-

Phase erfolgt die Cooper-Paarung in einem Zustand mit Drehimpuls
n n

-Q.- i

	

und

	

`mt= 1	bezüglich der Vorzugsrichtung

	

i- C-t x ez ,

	

wobei

e i und e--, zwei ortogonale Einheitsvektoren sind . Der Ordnungs-

parameter ist im Ortsraum gegeben durch :

Hieraus folgt, daß eine Rotation der Vektoren el und e Z

um einen Winkel $' um die Vorzugsrichtung Q einen Phasenfaktor e



ergibt . Daher kann eine Phasentransförmation ~,T durch eine

Ortsraumrotation ~e um Z, kompensiert werden . Folglich stellt

die Phase und der Rotationswinkel nur

kombination, z .B . - 4^- $

	

,- eine relevante Syrunetrievariable des

Systems dar (das heißt, eine Transformation

	

$O verändert

den Zustand des Systems) . Jede andere, unabhängige Kombination,

z .B . ~{-$ , bleibt hingegen eine irrelevante Größe .

schaulichung kann man sich die A-Phase wie ein System vorstel-

len, für das '~f und ~$ relevante Transformationen sind, dem

jedoch die Fähigkeit fehlt, zwischen Phasentransformationen und

Ortsraumrotationen zu unterscheiden . Eine Transformation

( E~ "FO , Y~ =O ),

	

ebenso wie eine Transformation

	

( YT = d 1

	

44 0 )

verändern den Zustand des Systems (da in jedem dieser beiden
cFällen die relevante Transformationsvariable

	

o~- ~$ -+ 0

	

ist),

doch können diese beiden Transformationen den Zustand auf die

gleiche Weise transformieren . Pie Transformation (~T= C *O ) ~e = 0)

verändert nämlich den Zustand auf die gleiche Weise wie die

Transformation (

	

~ T - O 1

	

~4~~4~ = - C ) ,

	

da die beiden veränderten

Zustände durch die irrelevante Transformation (~cQ+~~~-2C)
23

,

in einer gewissen Linear-

Zur Veran-

In Bezug auf die Dynamik dieses Systems ist folgendes zu

bemerken . In den Pewegung sg leichung en ergeben sich zusätzliche

reaktive Ströme : wie schon erwähnt, tritt in der Kontinuitäts

gleichurig für
P

ein weiterer Strom auf, der von Inhomogenitäten

in der Phase herrührt (Gl .

	

(1 .7)) . Die Inhomog enitäten in ti

ergeben einen zusätzlichen Impulsstrom (2) . Ferner, da nur eine

verknüpft sind.

Symmetrie gebrochen ist, aus einer Linearkombination von

	

und

bestehend, ist nur die eine Bewegungsgleichung für diese Linear-



kombination zu berücksichtigen (wie erwähnt, ist jede andere,

unabhängige Linearkombination von Ü und ~ für das System eine

irrelevante Grdße) . Diese Bewegungsgleichung ergibt sich aus der

geeigneten Kombination der jeweiligen Bewegungsgleichungen von

rund e . So können Variationen von -9 durch Inhomogenitäten des

chemischen Potentials, und wiederum, Variationen von (Q durch

Inhomogenitäten in Z.UYV'\) herrühren(-:5 . Die physikalische Konse-

quenz dieser besonderen Symmetriebrechung ist, daß sogenannte

"Lauge-wheel" Effekte auftauchen : zum Beispiel können Oszilla-

tionen des 3 He-A Behälters Superströme in die .Q-Richtung hervor-

rufen
(~l
~ .

Die Brechung einer relativen Symmetrie, ebenso wie die

Brechung einer "gewöhnlichen" Symmetrie, bewirkt das Auftauchen

einer Goldstone-Mode . Sie besteht jedoch aus einer Kombination

der Goldstone-Moden der einzelnen Symmetrien, aus denen die

relative Symmetrie besteht . Dadurch hat ein System mit gebroche-

ner relativer Symmetrie : a) gemeinsame Eigenschaften mit denje-

nigen Systemen, die die einzelnen Symmetrien unabhängig brechen ;

b) die charakteristische Eigenschaft, daß die relative Symme-

trievariable von jedem der Felder angetrieben werden kann, die

für das Antreiben der einzelnen Symmetrievariablen verantwort-

lich sind, ohne daß das System unterscheidet, welches das an-

treibende Feld ist . Wie sich diese_zwei Eigenschaften in Syste-

men mit relativ gebrochener Eich-Translations-Symmetrie ergeben,

wird in der vorliegenden Arbeit aus dem Formalismus der Hydrody-

namik klar ersichtlich . Es sei noch hinzugefügt, daß diese cha-

rakteristische Dynamik einer relativen Symmetrievariablen erst

vor kurzem exrerimentell nachgewiesen wurde . Corruccini und
5

Osheroff() haben in 3 He-A1 , welches die relative Symmetrie zwi-
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sehen Phasentransformationen und Spinraumrotationen bricht,

Eigenschaften a) und b) in der Tat beobachtet : a) die Goldstone-

Mode in 3He-A1	ist sowohl eine Temperaturpropag ation als auch

eine Spinwelle, so daß das dynamische Verhalten dem einer Super-

flüssigkeit und dem eines Antiferromagneten ähnlich ist ; b) die

Spinwelle kann charakteristischerweise durch den Superstrom, das

heißt durch Gradienten in der Phase, angeregt werden .



II . STATIK VOID? SYSTEMEN MIT GEPROCHENEP RELATIVER EICH-

TRANSLATIONS-SYMNETPIE .

In diesem Kapitel soll die Elastizität von Systemen mit

gebrochener relativer Eich-Translations-Symmetrie (RETS) unter-

sucht werden .

Hierzu ist es nötig, die verschiedenen Kräfte zu bestim-

men, die einen deformierten Zustand dieser Systeme wieder ins

Gleichgewicht treiben . Wir verstehen unter einem nicht defor

mierten Zustand den, in dem sich das System im totalen thermi-

schen und mechanischen Gleichgewicht befindet . Durch eine Defor-

mation ändern sich jedoch gewisse Freiheitsgrade des Körpers,

zum Beispiel die Anordnung der Atome in einem Kristall, oder die

Massendichte in einer Flüssigkeit, wodurch Kräfte auftreten, die

das Gleichgewicht wieder herzustellen versuchen . Diese Kräfte

werden durch die Wechselwirkung der Moleküle des Körpers unter-

einander hervorgerufen . In der Elastizitätstheorie als einer

makroskopischenTheorie betrachten wir nur solche Abstände,

die gegenüber den intermolekularen Abständen groß sind . Diese

ÜberleguM setzt eine untere Grenze für das, was in diesem Rah-

men als ein makroskopisch sinnvoller Bereich definiert werden

kann .

Ich betrachte jetzt ganz allgemein ein System mit spontan

gebrochenen Symmetrien . Die Existenz von lokalem Gleichgewicht

rechtfertigt die Anwendung der Thermodynamik . Die Entropie S

eines solchen Systems ist eine lokale Funktion der Erhaltungs-

größen (Energie (F), Masse (M), Impuls (G) , Spin (S') und der



~14, 42)
Gradienten der spontan gebrochenen Symmetrien ( 'ox°z )

T dS .	d~

wo T, p,).k , v" und W jeweils die Temperatur, der Druck, das

chemische Potential, die Geschwindigkeit und die Rotationsge-

schwindigkeit im Spinraum sind . V ist das Volumen und e sind

als die konjugierten Variablen zu V>C definiert . In (2 .2) wurde

die Summe über alle möglichen Symmetrievariablen durch die Wie-

derholung des Indizes of impliziert . Diese Konvention wird im

Laufe dieser Arbeit beibehalten werden . Da hier nur die Hydrody-

namik homogener Systeme innerhalb eines makroskopischen Volumens

betrachtet wird, ohne die Oberflächeneffekte zu berücksichtigen,

können alle hydrodynamischen Variablen auf die Volumeneinheit

bezogen werden . Somit erhält man aus (2 .2) die Beziehung zwi-

schen der Energiedichte (Z) und der Entropie- (s), Massen-

Impuls- (9) und Spindichte (A) und '790< :

d.E= Tds+ ~4 * v"

mit der Duhem-Gibbs-Relation für den Druck :

(2 .2)

(2 .3)

(2 .4)



S
E äv _

	

VOns a ~

dv -_

	

~onsla ~;~

Die Gleichgewichtsbedingungen an die thermodynamisch

konjugierten Variablen in

	

(2 .3)

	

T, JI, ,

	

v" , w und (p°` erhält man

aus der Forderung, da ß im Gleichgewicht die Entropie des Systems

maximal ist :

4v= Ha )4 ;mum

mit .den Bedingungen, daß für ein geschlossenes Systems die Ener-

gie, die Masse, der Impuls und der Spin konstant sind :

~ ~ dV c

	

61 C ghf

	

(2 .7)

J
-4

AV = VoKciant

	

(2 .8)

Ferner halte ich x °` auf den Rändern des Systems konstant . Mit

den Lagrange-Parametern c A , c z , c3 , c4 ergibt (2 .5) mit den

obigen Bedingungen :

(~ä ]s 4 r

	

'k
i SE +

	

c4 . d

	

AV

	

=

	

fl

Mit dem Ausdruck (2 . 3) fuer öS folgt :

(2 .5)

(2 .6)

(2 .9)

(2 .10)



T

CZ = T

C3 Y^

T
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Der letzte Term in (2 .11) ergibt :

dV -

	

~X" ~'` . AS -

so daß im Gleichgewicht T,~t, v" und W konstant sind .

(2 .12)

Da x°( auf der Oberfläche konstant gehalten wird, ver-

schwindet das Oberflächenintegral in (2 .12) . Mit G1 . (2 .12)

ergibt (2 .11) :

Vp%

	

- -) S ."011 AV = 04. C,) YE 4-

	

+ C,)

	

+

	

4

	

C')
T

	

T TT
(2 .13)

Aus der Unabhängigkeit der Variationen

und Öx" in (2 .13) folgt :

(2 .14)

(2 .15)

(2 .16)

(2 .18)



2 .1 . Gebrochene Eichinv arianz .

Der Ordnungsparameter eines Systems mit gebrochener Eich-

invarianz ist durch die makroskopischeWellenfunktion des
03~

Systems,

	

gegeben . ~0 ( ') ist die ortsabhängige

Phase, und ~ö eine konstante Amplitude_ . Während eine räumlich

homogene Veränderung der Phase die Energie des Systems nicht

erhöht (G1 . (2 .3)), bewirkt eine inhomogene Veränderung der

Phase eine rückstellende Kraft in den Zustand konstanter Phase

zurück . Bei konstant gehaltener Massen-, Entropie- und Impuls-

dichte muß diese Kraft im Limes beliebig langwelliger Deforma-

tionen verschwinden .

	

Diesen Forderungen entsprechend

	

ist nach

Gl . (2 .3) die Energie in einer Superflüssigkeit (ohne Spinfrei-

heitsgrade) durch den folgenden Ausdruck gegeben :

wo

7k, 4- ~dc i V v) . dq

	

+

	

,{S . AVS

	

(2 .20)
o

(2 .21)

die superfluide Geschwindigkeit ist, und m (bzw . 2m) die Masse

eines 4 He Atoms (bzw . zweier 3 He Atome) ist .

Die Gleichgewichtsbedingung für das Kräftefeld j s unter

der Randbedingung, daß die Phase an den Rändern des Integrations-



volumens festgehalten wird, ist durch (2 .18) gegeben :

Ich schreibe die zu (2 .20) äquivalente Gibbs-Relation für

die Energie pro Masseneinheit e =E /P

Näherung

de = T JG' + . . dP + v", dv +

P
Z

und bestimme nun von welchen thermodynamischen Variablen

S' P F V'^ e VS )

	

jeweils die konjugierten Variablen einer .

Superflüssigkeit abhängen können . Die Abweichungen aus dem

Gleichgewicht des Druckes g~ und der Temperatur ST können

durch Variationen der thermodynamischen Variablen 7P und

gegeben sein, jedoch nicht von ~V"

	

und JVS , da letztere

umgekehrtes Zeitumkehrverhalten wie ~~ und ~T haben . Die

Abhängigkeit von quadratischen Termen in den Geschwindigkeiten,.-a

	

41

	

Z

	

-j7-
wie

	

sv" . iYS

	

und

	

(i 4A)

	

(oder

	

(~~V)

	

) , werden in einer

linearisierten Theorie in den kleinen Abweichungen ä vernach-

lässigt . So folgt :

äT .

	

öT (~P, ~ (T)

P

(2 .24)

Ein analoges Argument führt zur Bestimmung der Funktio-

nalabhängigkeit von ~~

	

und ~~s , und zwar ist in linearer



oy',

Ferner

Relation

die vier elastischen

die zum Beispiel als

fluiden Dichte Pr

Durch eine Galilei-Transformation erhält man aus Gl .

(2 .20)

	

(siehe Anhang A),

	

da ß g und js

	

nicht unabhang ige Ströme

C+~l
sind, sondern

sind die gekreuzten Te rme in (2 .25) durch die Maxwell-

verknüpft . Somit reduzieren sich

Tensoren in (2 .25) auf zwei unabhangige,

die Massendichte und der Tensor der super

gegeben werden können :

- 2 7 -

(2 .25)

(2 .26)

(2 .27)

In der Beziehurr3 (2 .27) wurde die weitere Maxwell-Rela-
s

tion

	

verwendet,

	

so da ß der Tensor

	

Pij

	

symme-

trisch ist . Im allgemeinsten Falle, da ß eine Vorzugsrichtung

vorhanden ist, können die Eigenwerte des superfluiden Dichteten-

sors voneinander verschieden sein, far eine isotrope Superflas-
S

sigk eit hingegen ist dieser Tensor durch einen Skalar P

	

gege-

ben .



2 .2 . Gebrochene Translationssymmetrie .

In diesem Abschnitt werde ich Systeme mit gebrochener

Translationssymmetrie in eine bestimmte Richtung betrachten
(4)

,

wie es zum Beispiel in smektisch-A Flüssigkristallen der Fall

ist . Deren Moleküle sind in einer Vorzugsrichtung periodisch

angeordnet, während in den Ebenen senkrecht zu dieser Richtung

der Körper die Elastizität einer Flüssigkeit hat .

Da jede Symmetriebrechung durch das Auftreten eines Ord-

nungsparameters gekennzeichnet ist, ergibt hier die periodisch

variierende Massendichte
(24,25)

den entsprechenden Ordnungsparameter

(2 .28)

(2 .29)

wo q die Vorzugsrichtung ist, in der die Translationssymmetrie

gebrochen-ist, r die Position .

Die Symmetrievariable, die zu dem Satz der hydrodynami-

schen Größen hinzugefügt werden mu ß, ist die Komponente des

Verschiebung sv erktors ü in die gegebene Vorzugsrichtung,

u-uDie beiden anderen Komponenten stellen nicht hydrody-

namische Größen dar . Eine homogene Veränderung von r, das heißt,

ein uniformer Verschiebungsvektor, bedeutet lediglich eine Ver-

schiebung des Systems als Ganzes und modifiziert daher den Zu-

stand nicht . Bei inhomcg enen Verschiebungen taucht jedoch eine

rückstellende Kraft auf . Die Energie ist somit durch einen for-



G, \

	

= o

- 2 9 -

mal ähnlichen Ausdruck gegeben wie Gl . (2 .20) für eine Super-

flüssigkeit :

ä~ - Tä£ +

	

dP + v~ .

	

+

	

. d7u

In (2 .30) ist u die Verschiebung in die einzige Richtung,

in der die Translationssymmetrie gebrochen ist . Der Verzerrungs-

tensor

t

(2 .30)

(2 .31)

und der Spannungstensor ~;- eines dreidimensionalen Festkörpers

"schrumpfen" in einem smektischen Kristall zu den Vektoren Vtt

und X der G1 . (2 .30) zusammen .

Die Gleichgewichtsbedingung für ~ ist nach (2 .18) bei

festgehaltenem u an den Rändern des Integrationsvolumens :

(2 .32)

analog wie für den Superstrom js einer Superflüssigkeit (vgl .

(2 .22)) . Da die Divergenz der Spannung ~ die Kraft darstellt,

die auf die Volumeneinheit des Körpers wirkt, bedeutet (2 .32)

lediglich, daß im Gleichgewicht keine Kräfte wirken können .

Ich werde nun zeigen, daß in einem smektischen Kristall
y

die beiden Komponenten der Spannung % senkrecht zur Richtung,

in der die Translationssymmetrie gebrochen ist, nicht proportio-

nal zum Verzerrungstensor Vu sind, sondern zu dessen zweiten

Ableitung (das heißt,

	

~1 N ~3 ) . Ganz allgemein,

	

ist die elasti-

sche Energie in Systemen mit gebrochener Translationssymmetrie



gegeben durch :

Da uniforme Rotationen durch den antisymmetrischen Tensor

CQi (k~ _ 7~ (,t ; ) 12,

	

beschrieben werd en,

	

ergibt die Invarianz des

Systems unter uniformen Rotationen, daß d--c in (2 .33) nur durch

Variationen im symmetrischen Tensor uta (Gl . (3 .31)) gegeben ist :

mit

	

^ii = K~; V K
;i

	

. Da ein smektischer Kristall zusätzlich inva-

riant unter Scherung en der Ebenen übereinander ist, können uni

forme Deformationen D~u.L die Energie nicht verändern ( (1

	

und 1

bezeichnen jeweils Richtungen parallel und senkrecht zu der, in

der die Translationssymmetrie gebrochen ist) . Folglich muß der

Koeffizient dieser Deformation in (2 .34), nämlich

	

Xi,1= X�1

	

, in

niedrigster Ordnung im Wellenvektor k gleich Null sein, und,

entsprechenderweise, verschwindet ~1 in G1 . (2 .30) in niedrig-

ster Ordnung . Bei Berücksichtigung inhomogener Deformationen in

erhält ~1 nichtverschwindende Terme höherer Ordnung in k .

Der Term in k2 ist jedoch aus folgender Überlegung auszu-

schließen . Eine räumliche Spiegelung, q --.

	

g, läßt den Ordnungs

parameter (2 .29) unverändert, so daß bei dieser Operation die

Energie (2 .20) ebenfalls unverändert bleibt . Da aber dabei

darf X in Gl (2 .20) nur Terme mit ungeraden Potenzen

in (7Lc) haben . Daher ist

(2 .33)

(2 .34)

l ~3 )

	

(2 .35)

In der Energ ie

	

(2 .30)

	

können diese Terme im Limes k -+ a

vernachlässigt werden (wenn k nicht unmittelbar senkrecht zur

Vorzugsrichtung gerichtet ist), und die Fnerg ie eines smektischen



(42)
Kristalls lautet also

d~ -

	

T As +

	

dP

	

+

	

v . d~

	

.~

	

~~

	

~u LA

	

(2 .36)

Die thermodynamisch konjugierten Variablen p, T,

hängen von den hydrodynamischen Variablen ( P, C ;71 1 u ) ab, da

letztere dasselbe Zeitumkehrverhalten haben, d .h .

~1" CP l U, \71, ui

der Fulde-Ferrell-Zustand .

S X11 = S~1r

	

( P1 1') V11 Lk)

2 .3 . Spontan gebrochene relative Eich-Translations-Symmetrie :

In diesem Abschnitt untersuche ich die statischen Eigen-

schaften des FF-Zustandes in einer 3 He- 4 HeII Mischung . .Wie in

der Einleitung erwähnt, ist der FF-Zustand durch den Ordnungs-

parameter

(2 .37)

(2 .38)



gegeben, wo die Amplitude ~o, die Phase ~ und der Vektor -3 von

der Position r unabhängig sind . Der Betrag Ic gibt die Stärke

der 3 He-Kondensation an ;`q~ist der "pitch" der Inhomogenität .

Wie ich nun zeigen werde, bricht dieses System die rela-

tive Eich-Translations-Symmetrie (RETS) . Die Argumente sind

analog zu denen, die ich in der Erläuterung der relativen Eich

Ortsraumrotations-Symmetrie-Brechung der 3 He-A Phase in 1 .2 .

gebraucht habe . Der Effekt einer Translation (in -q> -Richtung) auf

den Ordnungsparameter (2 .38) ist nämlich analog zu dem Effekt

einer Rotation (um die 1-Richtung) auf den Ordnungsparameter

(1 .10) von 3He-A . Das heißt, die Phase ~ des Ordnungsparameters
-.

(2 .38) kann sowohl durch eine Translation 4 .r- -> 1 r41.

	

wie

durch eine Phasentransformation

	

des 3He-Kondensats

verändert werden .

	

Beide Symmetrieoperationen, %

	

und jTk , die

far das System ununterscheidbar sind, stellen nur in einer

Linearkomb inat ion,

(2 .39)

eine relevante Symmetrieoperation dar . Eine Transformation

i (~4 O

	

und

	

q .~k * O

	

, bei der jedoch %~

	

Null bleibt,

	

stellt

keine relevante Transformation des Systems dar (das heißt, j'ede

andere, von (2 .39) unabhängige Linearkombination der beiden

Symmetrievariablen t~ und 7 .u ergibt eine irrelevante Größe. Das

System bricht also eine relative Phasen-Translations-Symmetrie

(RETS) .

Im lokalen Gleichgewicht variiert der Ordnungsparameter,

G1 . (2 .38), in Raum und Zeit um d~(r,t) . Die Energie des Systems

wird durch inhomogene Variationen der Symmetrievariable, dV~ ,

um



erhöht, wo

- 33 -

(2 .40)

Unter Berücksichtigung der restlichen hydrodynamischen
(2 6)

Variablen, ist die Energie des Systems gegeben durch

Je= Td& + p,df3 +

	

d(°4 + vi , dg + w. a,0, + ~~ . dv3 +

wo

dVü =

	

dVCp~
M4

(2 .43)

(2 .45)

m.,

	

Pv
~ T�

	

und

	

~,) (y= 3,~)

	

sind jeweils die atomaren Massen,

Massendichten, Phasenvariablen und chemischen Potentiale von 3 He

und 4 He .

In der vorliegenden Arbeit betrachte ich kleine statische

und dynamische Variationen d .h . ich beschränke mich auf

lineare Variationen des "pitches" (Vin~) und der Richtung (os ~)

des konstanten q-Feldes (die Bezeichnungen /' und 1 definiere ich

bezüglich q) . Somit werden Texturprobleme ausgeschlossen . [Im

generellsten Falle, genau wie für smektische Kristalle (siehe

2 .2 .), erfordert die hydrodynamische Theorie nicht, daß

(d .h . die Änderung der Vorzugsrichtung) klein sein muß, sondern
i

daß diese Variation langsam zu erfolgen hat, d .h . 0,14 muß klein

sein . tlie nach Gl . (2 .58) erläutert, ist der Grund hierfür, daß



eine Variation '71.~ = konstant zur Energie nicht beiträgt, so da°
z~

der Term ~1~ den niedrigsten nichtverschwindenden Beitrag lie-

fert . Im generellsten Falle eines schnell variierenden f-Feldes

muß in G1 . (2 .41) der konstante q-Vektor durch den lokalen
w

"pit~h" Vektor

	

~(
r
~) _ i +

	

(~)

	

ersetzt werden, d-i (r)

Durch eine Galilei-Transformation (siehe Anhang A) erhält

man aus Gl . (2 .43) :

wo P=P3 -~ N

Ich betrachte nun die Abhängigkeit der thermodynamisch

konjugierten Variablen von den hydrodynamischen Variablen . Die

superfluiden Ströme js3 und j4 lassen sich entwickeln wie :

äVS3v

Sö .

V
S
i

- 3 4 -

S ~

	

~ t

	

s VS

	

,~=

	

a + a~ ~v3 .~

av~ .

	

1v4 .

wo die Ströme %j3 und ~~, (siehe unten, Gl . (2 .52) definiert und

diskutiert werden . Die sechs elastischen Tensoren aus Gln .

(2 .47) lassen sich auf drei unabhängige reduzieren mittels fol-

gender Relationen :

4{

(2 .46)

(2 .47)

(2 .48)



wo in Gln . (2 .48)

	

die erste Gleichheit eine Maxwell-Relation

ist und fuer die zweite Gleichheit Gl . (2 .46) verwendet wurde .

So haben Gln . (2 .47) die Gestalt :

H

PS

<-a

Cx

- 3 5 -

mit den Tensoren der superfluiden Dichten

4-4 -

P4 D ( V4_V h
) + b~4

(2 .49)

(2 .50)

(2 .51)

Die Ströme %ji (v = 3,4) in Gin . (2 .49,50) beinhalten die

Kopplungen an die skalaren Größen

	

p und Cr-'31p ( 3 iie- Kon-

zentration) :

(2 .52) .

wo V~= ~-~lzm3i~ . Diese Kopplungen ergeben sich im FF-Zustand aus

dem Vorhandensein der Vorzugsrichtung q (bzw . vt), die ungerades

Zeitumkehrverhalten besitzt, d .h .

	

1 ~t-) =-4 (t) . Dieses zeige ich

nun,

	

indem ich das Gegenteil annehme,

	

d .h .

	

~(-t} = 3 (t) . Sei das

System im Gleichgewichtszustand, dessen Energie bei Zeitumkehr

unverändert bleibt . Aufgmd der RETS-Brechung, wie in 2 .3 .

erläutert, bleibt sie auch unverändert bei einer inhomogenenen

Variation der irrelevanten Größe

	

Cß3+ 9 . U . Jedoch, ist
y3
eine

Phase, so daß (~(t) _-~. (k) , und die früher irrelevante Transfor-

mation ist nach der Zeitumkehr

	

V

	

+ 4 . '7-u» eine Transforma-



tion, die die Energie erhöht (G1 . (2 .40)), wider der Aussage,

daß die Energie bei Zeiumkehr unverändert bleibt . So folgt, daß

Da j3 die konjugierte Variable von ",~2m3~VCP3 und von

ist, ist j5, sowohl ein Superstrom als auch eine

Spannung . Die Dichten ('y, Po und Py aus G1 . (2 .52) können als

zum Teil bekannte thermodynamische Kreuzableitungen angesehen

werden . Zum Beispiel, folgt aus G1 . (2,49) "

P3 = - (3),i v (2 .53)

c,v 4 -v � , P~~

so daß P3 die thermische Veränderung des "pitches", dv3, bei

konstanter Spannung, dj3= O, angibt . So ist

	

T

	

mit dem thermi-

schen Ausdehnungskoeffizienten eines Kristalls zu vergleichen .

Die Stärke, mit der Variationen in G', p und c super-

fluide Gleichgewichtsströme erzeugen, sind durch die phänomeno-

logischen Konstanten

	

~y, P g ) Py gegeben . Im Rahmen der streng

gültigen hydrodynamischen Theorie sind keine weiteren Aussagen

möglich . Trotzdem können wir diese Kopplungen physikalisch

interpretieren, indem wir Gl . (2 .49) als die Variation des

Stroms

~3

	

( AVS _ v~

	

x

	

\ V4 _ V" (2 .54)

auffassen., wo LvS =V3 -Vö " Mit v3 gegeben durch Mzm3~Vq ~r

ist v3 die vorhandene totale Textur , während vö die stromlose,
-9

spannu ngsfreie, stabile Gleichgewichtstextur ist, für die jä -- O
J J

	

J r
(wenn v"= Y4 . o) . Bei konstantem v^ und v4 resultiert eine Varia-

tion W, des Superstroms j3, G1 . (2 .54) aus einer Variation von



v3 ,

	

gegeben durch ("I2m~l
e D

	

,

	

Gl .

	

(2 .41),

	

oder von vö

	

über

dessen funktionale Abhängigkeit von G~

	

und c . Ein Vergleich

mit Gl .

	

(2 .49)

	

lä ßt erkennen,

	

da ß

P3 = - Ce31,, !

	

-by.

- 3 7 -

(2 .55)

jeweils die Variationen des "Gleichgewichtpitches" bei Verände-

rungen von Q, P oder c angibt .

Als interessantes Ergebnis des FF-Zustandes halten wir

fest, daß auf zwei verschiedene Weisen hier ein longitudinaler

Superstrom erzeugt werden kann : a) wie üblich in Superflüssig

keiten, indem man die Phase

	

aufwickelt und so v, verändert ;

b) speziell im FF-Zustand, indem man die Gleichgewichtstextur vö

modifiziert durch Änderung der Temperatur, Dichte oder Konzen-

tration, oder, wie mikroskopische Rechnungen zeigen}) , durch

Änderung der Magnetfeldstärke . In einem torusförmigen Behälter

(der Querschnitt soll groß genug sein, um ein lokal uniformes

tangentiales q-Feld zu haben) wird v3 durch topologische Be-

dingungen festgelegt . Eine Veränderung in vö bedeutet dann, daß

die unveränderte vorhandene Textur v3 einer gespannten Konfigu-

ration enspricht . Es entsteht daher ein tangentialer superflui-

der Massenstrom, der zur Drehimpulserhaltung den Behälter in

entgegegengesetzte Richtung rotieren läßt .



Die analogen Terme in S~4 (Gl . (2 .50)), die ebenfalls

durch die Symmetrie gestattet sind und ähnliche Struktur wie die

bereits diskutieren Terme in ~~ä besitzen, können nicht mit

derselben thermodynamischen Eindeutigkeit interpretiert werden .

Es ist jedoch plausibel anzunehmen, daß das V.-Feld nicht eben-

falls eine Gleichgewichtsinhomogenität entwickelt (mit einem

cL4 /(q, unterschiedlicher Stärke) . Mit dieser Annahme ist dann

so da ß

~~4

	

=

	

(e5x)# m
(P3 )n

(2 .56)

(2 .57)

wodurch die Zahl der unabhängigen elastischen Koeffizienten aus

Gln . (2 .52) durch drei reduziert wird . In anderen Worten, nehme

ich an, daß der longitudinale Teil der superfluiden kinetischen

Energie die Terme C~.Vg l

	

~ V ,

	

und AVq (V4)// enthält . Im allge-

meinsten, jedoch nicht all zu wahrscheinlichen Fall muß (~4

durch (AV5) =(V4)~-(V;J~/ersetzt werden .

Eine weitere interessante Eigenschaft weist der FF-Zu-

stand in Bezug auf die transversale Komponente des Superstroms

j3 auf . Betrachten wir eine infinitesimale homogene Rotation um

eine zu q senkrechte Richtung,

	

so daß d(~1u,~ -~~~ u1) ~ .

	

G1 .

	

(2 .43),

oder expliziter G1 . (2 .x+0), ergibt eine Energieänderung

i

2,"3
(~3)1 Ct( q vl Lk' ) =

	

9M3

	

1~1 d (1

	

L U (2 .58)



Unter Vernachlässigung der Einflüsse der Wände auf die

t$)
Bestimmung der q-Richtung

	

("bulk"-System) muß diese Energie-

änderung jedoch Null sein . Daher muß (%~~1= 0

	

sein,

	

und um die
z

	

~
(f2i

thermodynamische Stabilität zu sichern', die (x

	

C (Pä~l~P41

fordert, ist CPx~1= ß . Es folgt also, daß der transversale 3He

Superstrom verschwindet . Wie schon im Falle eines smektischen

Kristalls in 2 .2 . diskutiert, enthält die Energie im Prinzip

auch Beiträge vierter Ordnung in 0 , die die Deformation unter

nichtuniformen Rotationen beschreiben. Anders als in smektischen

Kristallen, sind hier Terme dritter Ordnung in der Energie nicht

wegen der Invarianz unter räumlichen Spiegelreflektionen, son-

dern der unter Zeitumkehr verboten . In der Tat, während in smek-

tischen Kristallen die Richtungen q und -q äquivalent sind, ist

dieses bei dem Ordnungsparameter (2 .38) nicht der Fall . Hinge-

gen bleibt der Ordnungsprameter bei einer Zeitumkehr unverändert

(oben zeigte ich, daß

	

Ct)= - vg(t), und

	

Demzufol-

ge

	

ist

	

v3 ('t}='v3(t),

	

und da die Energie

	

(2 .43)

	

unverändert bleibt,

darf jä nur Terme mit ungeraden Potenzen in v3 haben . Aus der

obigen Feststellung, daß (P3)1 .(,-~ . ist dann der transversale

Superstrom von dritter Ordnung in

	

, verschwindet also in nie-

drigster Ordnung .

Ich bestimme nun die Abhängigkeit der restlichen konju-

gierten Variablen ( 1 , ~;, T, u3 , wie unten definiert)

	

von den

hydrodynamischen Variablen . Hierzu führe ich neue Variable ein,

CL"3 +

	

\4-C I P4



Gl . (2 .43) hat dann die Form :

d£ = T as 4

	

~ Je 4

	

e 2~ äc + v", d3

	

k

	

w,d~ 4

Die Energie pro Masseneinheit e - £( P ist

-1 y

P

	

, tiU 3

	

F

	

P

wo die Duhem-Gibbs-Relation

verwendet wurde, G_ zlP

	

, und wo

	

den Quotienten der

longitudinalen Magnetisierung (parallel zum Magnetfeld) und der

Saturationsmagnetisierung darstellt .

Die konjugierten Variablen KL

	

häng en im

Prinzip von allen hydrodynamischen Variablen Vi

ab

(2 .60)

(2 .61)

(2 .62)

Pie hiermit definierte Matrix thermodynamischer Ableitungen ist

wegen Maxwell-Relationen, ~k~ i
t+v
=~

	

~/ ~Vi ,

	

aus Gl .

	

(2 .60),

	

symme-

trisch . Die Außerdiagonalelemente sind in verdünnten 3 He-`'He

Mischungen kleine Größen und werden vernachlässigt : a.) die



Pa ICI

1) 1

_~vi_V

~(vi-v^)

- 41 -

Ableitung en

thermischen Ausdehnungskoeffizienten) und

	

ergeben in

Refn .

	

(13,26)

	

für c« i

	

unbedeutende Korrekturen ; b) die gemes-

sene magnetische Suszeptibilitat unterscheidet sich unwesentlich

von der eines idealen Fermigases

	

,

	

so da ß

	

SW

	

vorwiegend von

gegeben ist,

	

und die Ableitungen

	

äw~~Pl c,c~s

	

~wl~c~ P ~. l

	

und

lzlwiP,c z , bei denen g konstant gehalten wird,

	

vernachlassigt

werden können .

Ferner ergeben Maxwell-Relationen folgende Beziehungen :

S I

	

C -'+

-s

	

_

	

- -

	

--

	

V
)(vü -v")

	

. . .

	

P

	

1C.

	

J' . .

	

P

S I.

	

T QV+
ö(V3'v"~'~, ~G .'. . . (G

ö1 -

	

4
P4 v1

So folgt schließlich :

(proportional zu kleinen

P3 v~ (2 .63)

(2 .65)

(2 .66)

(2 .67)

(2 .68)



Die chemischen Potentiale äx3 und SP 4 kann man ausdrücken

mittels Gln . (2 .69-72) und der aus Gln . (2 .59,61) erhaltenen

Duhem-Gibbs-Relation

3 ~~z + \ ~~4 4 S ~T -f- A ScW

2 .4.

	

Der stromtragende Zustand in 4 He-II .

In 2 .1 . wurde bereits die Statik eine Superflüssigkeit

erläutert . In der vorliegenden Arbeit beschäftige ich mich mit

dem stromtragenden Zustand von 4 He, den ich als CC-Zustand

("current-carrying") bezeichne . Er ist durch das Auftreten eines

im Gleichgewicht nicht verschwindenden Gegenstroms von v" uund vs

definiert :

wo = V~ - Vn 4 fl

oder vö

	

o

	

,

	

so daß

	

C~c
= -~P S'P } Wa

	

p

Die Fnergie in 4 He in einem mit der superfluiden Ge-

(2 .72)

(2 .73)

(2 .74)



schwindigkeit sich bewegenden Inertialsystem

	

( s . Anhang A)

ist .

- 4 3 -

wo ez und ~a die Energiedichte und das chemische Potential im

lokalen System vs=o sind . Für einen CC-Zustand , der nur eine

kleine Abweichung des isotropen vä= o

	

Zustandes darstellt, ist

in G1 . (2 .76) die Betrachtung einer skalaren Dichte er' statt des
H

Tensors P' berechtigt . Mit der Gibbs-Duhem-Relation

ä S -~

	

~.,t S d F

	

+

	

W ,

	

G" W I

	

(2 .76)

erhält man aus (2 .76) für das chemische Potential

Ts 4

	

4s ~

	

4-

	

(,, w z
1

Gl . (2 .78) zeigt, daß

	

nur eine Funktion

von p, T, und w 2 ist . In einem anderen Inertialsystem kann das

chemische Potential, eine nichtgalileische Größe, auch von w .v
abhängen . So ist zum Beispiel ~ , das chemische Potential im

Laborsystem, gegeben durch (s . Anhang A)

(2 .77)

(2 .78)

(2 .79)

Ich werde als hydrodynamische unabhängige Variable p, T



und wählen . In einer linearen Theorie für

	

c häng en die Varia-

blen

	

(,

	

und

	

r

	

nur von p und T ab .

	

Hing eg en,

	

wenn w~ ~ u

	

,

	

kön-

nen

	

;̀

	

und

	

v"

	

von einem aus w gebildeten Skalaren,

	

wie ~w 2 oder

w.v abhängen . Da

	

und G unter Galilei-Transformationen inv a-
1

riant bleiben, ist ihre Abhängigkeit von w.v jedoch auszu-

schließen . Somit ist

r

S ~ = ~ e (p,T) i

	

2A

	

t(Wl)

4 ~~ `

	

r w21

	

(2 .81)
awt1~,~

Aus Gl . (2 .78) ergeben sich die Maxwell-Relationen :

so daß folgende Beziehungen zwischen den Variablen gelten :

44

	

_

(2 .80)

(2 .82)

(2 .83)

1

	

1 L

	

.s

Diese Matrix thermodynamischer Ableitungen ist aufgrund

von Maxwell-Relationen symmetrisch . Die Ableiturrgen ~f79T)� wi und

die proportional zu dem kleinen thermischen Ausdeh-

OWl
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`, .
nungskoeffizient sind , werde ich vernachlässigen .

Zum späteren Vergleich mit dem FF-Zustand sei hier noch

die soeben bestimmten Kopplungen der konjugierten

die unabhängigen Variablen im CC-Zustand analog zu

FF-Zustand sind . Im Anhang H wird gezeigt, daß die

entsprechen .

erwähnt, daß

Variablen an

denen im

Koeffizienten

	

P und

	

PP

	

jeweils

	

/~T und ~!~J1Pil~~



III . PYDTAMIK PES FULDE-FERRELL-ZUSTAITPES .

Ich werde in diesem Kapitel die hydrodynamischen Bewe-

gung sg leic-Igung en des FF-Zustandes aufstellen und lösen .

	

In den

Bewegungsgleichungen behalte ich nur Terme in niedrigster Ord

nung im Wellenvektor bei . Das heißt, ich betrachte hinreichend

langwellige Auslenkungen aus dem Gleichgewicht, so daß dissipa-

tive Effekte, die eine Ordnung höher in der k-Entwicklung
c1, t3)

sind

	

, beliebig klein sind . Ferner betrachte ich nur kleine

Fluktuationen um den Gleichgewichtszustand, so daß die Bewe-

gungsgleichungen in den Auslenkungen aus dem Gleichgewicht li-

nearisiert werden .

4 .1 . Die Bewegungsgleichungen .

- 46 -

Zur Aufstellung der hydrodynamischen Gleichungen bediene

ich mich der sog enannten Standard-prozedur der Hydrodynamik, die
(i3)

von Khalatnikov und Puttermann erörtert und in verschiedenen
(+~) (2q)

hydrodynamischen Theorien für 4HeII , 3H (29)
, smektische , nemati-

sche

	

, superfluide und normale Kristalle verwendet wurde .

Die fünf Erhaltungsgrößen einer zweikomponentig en norma-

len magnetischen Euler-Flüssigkeit, nämlich die Energie-, zwei

Massen-, Impuls-und Spindichte (die beiden letzteren sind vekto

rielle Größen) ergeben neun ErhaltungssMtze, die für die Dynamik

des FF-Zustandes in der 3He-`'He Mischung berücksichtigt werden



massen . vie Bewegungsgleichungen der Erhaltungsgrüßen und die

zus3tzliche Gleichung far die Entropiedichte lauten :

wo die jeweiligen Ströme

	

3
~k

II ;

	

und f durch die
(4322) 1 . 1

Standardprozedur der Hydrodynamik

	

bestimmt werden müssen . Da

hier kein interner Drehimpuls vorhanden ist und ferner T; _ Tid. ;
d

(s . G1 . (3 .19)), ist nach Ref . (11) mit G1 . (3 .4) die Erhaltung

des Drehimpulses

ri q~
-

CM = Mr

- 4 7 -

bereits garantiert .

Die Gesamtmasse_

	

P äV

	

, w
_	undder Ge-

samtimpuls G=`9 äV

	

des Systems sind durch die Beziehung

(3 .7)

verknüpft, wo 7 = I-1 " (

	

aV

	

die Koordinate des Massenschwer-

(3 .1)

-3
t3 4- 17 "

~3
= 0 (3 .2)

P4 = D (3 .3)

~~+v;~+~
.U

'
d
=o (3 .4)

(3 .5)

S + , = O (3 .E)



punktes ist . Pus (3 .7) folgt :

Mit ~=e3+~4

	

und Gln . (3 .2,3) ist die Impulsdichte g die

Summe der Massenströme ja und

Wie in 2 .3 . erläutert, stellt die Phasentransformation
il3

und

die Verschiebung 1 .5u nicht unabhängig von einander relevante

Symmetrieoperationen dar . Nur eine L inearkomb inat ion, T.- 1. u ,

ist die einzige zu betrachtende Symmetrievariable . Deren Bewe-

gungsgleichung erhalte ich aus der Kombination der einzelnen

Gleichungen ftYr (ra und u in Systemen mit jeweils gebrochener
(i3)

	

(22-)
Phasen- und Translationssymmetrie

chu ng

4
Y3 * Y3 = 0

	

(3 .10)

Hieraus ergibt sich fur

	

1 , u

	

die Bewegung sg lei-

der für

	

V3 = to

3

	

-f .

	

14
11

,

	

V 11

	

-_

	

0

(3 .9)

(3 .12)



Diese Gleichung kann als Kennzeichen eines Zustandes mit

gebrochener RETS angesehen werden . Sie besagt nämlich, daß ein

Superstrom nicht nur durch ein inhomogenes chemisches Potential

in Gang gesetzt wird, sondern ebenfalls durch ein inhomog enes

Geschwindigkeitsfeld .

Für die zweite Symmetrievariable des Systems, nämlich Yu
(11)

ist die Bewegungsgleichung

oder für V'4 _ =`

M4

(3 .15)

Gleichungen (3 .2-6,13,15) stellen den vollen Satz hydro-

dynamischer Gleichungen des FF-Zustandes dar . Mit der Standard-

prozedur der Hydrodynamik bestimme ich im Anhang R die reaktiven

Flüsse und erhalte :

T ; +

	

~b
+ P3 1 3

	

~- ~4 ~4~ +

e3V"

	

+

p4 V"

	

+

~ S4
t
+ '7~

~4
= o

V~

(3 .14)

(3 .16)

(3 .17)

(3 .18)

(3 .20)

(3 .21)



3 .2 . Die Moden .

Ich wende mich nun der Lösung der hydrodynamischen Gln .

(3 .2-6,13,15) zu . Es seien die Fluktuationen jeder Variablen V

als ebene Wellen angesetzt,

so daß das Differentialgleichungssystem (3 .2-6,13,15) mit Gln .

(3 .16-21) in das folgende linearisierte algebraische Gleichungs-

system umgewandelt wird :

(3 .22)

-~ ~C3 ~` P3 Vh + 3 -_ o (3 .23)

- u ~P4 + P4 "h + ~4 . a (3 .24)

+ + N (3 .25)

(3 .26)

P

(3 .27)

P

3 + ( ~~3
(3 .28)

(3 .29)



Hier ist

	

u= w I V~ ~

	

die Geschwindigkeit,

durch Gln . (2 .49,50) gegeben . Die Abweichungen ~~a und

chemischen Potentiale vom absoluten Gleichgewichtszustand lassen

sich ausdrilcken mittels der aus Gln . (2 .59,61) erhaltenen Duhem-

Gibbs-Relation

und der Gln . (2 .69-72) ;

oder

= e3~?3 + P4 ~~4 + söT + A~W

C?

	

+ -~) -~4

	

äc - Gz -~-'

	

k

	

- t

	

2 2w S

P

	

2c

	

W c aM3 '~

= c?4-c~5 k-eöT kc -
P

	

'~c

	

2G' ~

	

a~3

	

ö

J 1 J
~C3 -F31 v~ . w3-v ^ ~

P

und S~y sind jeweils

~U 4 der

(3 .30)

(3 .31)

Pk-cP ~VT(3.32)

Die Bestimmung der neun Eigenwerte fur die Geschwindig-



wo ich definiert habe

ez
7 _- ~~ ölI

öG Pev

a Lkk 3

	

_a~

	

~ ,C , T
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keit u der neun hydrodynamischen Moden aus Gln . (3 .23-29) führe

ich ausfahrlich im Anhang C durch . Hier prasentiere ich die

Resultate .

Aus Gln . (3 .25,26,27) ergibt sich sofort, daß die Fluk-

tuationen in (7Z'g- iC' )C)	und in i> ( : ist die Komponente von

g senkrecht zur (k,q)-Ebene ) den Eigenwert

haben (unter Berücksichtigung von dissipativen Termen in den

Bewegungsgleichungen entsprechen sie Diffusionen) .

Die restlichen sieben Moden ergeben sich aus der Lösung

der entsprechenden 7x7 Matrix (s . Anhang C) . Es ist also sinn-

voll, die langen Ausdrücke, die sich hieraus ergeben, zu redu-

zieren, indem man die Gleichungen nach den folgenden kleinen

Parametern des Systems entwickelt :

c~

	

cT

	

c~;

	

('14)
2

	

c-7
.

	

G1

	

(3 .35)
CF cP C~ CP

cc
CC

_

C
t - 4

)

	

(3 .36)
P

	

-O F 'C'Q-' §

(3 .37)

(3 .38)

(3 .39)



(1 " j

Mit den zur Zeit vorhandenen experimentellen Daten in

'he-4 He Mischungen können alle Großen aus Gl . (3 .35) auf eine

Größenordnung

	

410 -1	geschatzt werden .

	

So ist c-,6%,

CQ N jo "Sec,

	

C�ti loh u,uCT -~Ie

	

C,t,u«SEC (letzterer Wert far die

bekannten Phasen von 3He bei T ti 2 mK) ,

	

C, N g , tö "'VC

	

( wo die

relative Magnetisierung ~r, in magnetischen Feldern von -104 G

je nach Konzentration wesentlich kleiner als 10 1

	

sein soll-

to

	

) ,

	

A - ~A f 'r%Vg	~y-

	

io cut'iet

	

(~H ist die magnetische Energie,

	

v:

die Fermi Geschwindigkeit) . Im nun folgenden werden also Terme

der Größe

	

vernachlässigt, wo pl die kleinen Parameter aus

G1 . (3 .35) sind .

Ich betrachte zuerst das (isotrope) Modenspektrum ober-

halb

	

von

	

T,

	

so

	

da ß

	

=o

	

P5 = P~

	

'

	

F4= P

	

j

	

P = e~ + P3

	

.

	

Gln.

(C .13-17) ergeben das wesentlich einfachere System :

P P

- 5 3 -

wahrend die Scherungen v3 , mit u = o , entkoppeln . Aus Gln .

(3 .40) ergeben sich die zwei Geschwindigkeiten

U
aP

	

c~c~ ~

"

	

äC rP~Q~T

~P+ "4P3 ~Z
en

lbc I

(3 .41)

(3 .42)

Sie entsprechen jeweils Dichte- und Konzetrationswellen,

wie aus (3 .40) resultiert (erster und zweiter Schall) . Unterhalb

des Übergangs T, in den FF-Zustand erhalten t,kl und u2 jeweils



kleine Korrekturen

	

der

	

Grc7 ße

	

(c-- ic,, i

	

und (V ~C~}

	

\
r-, j Cc ~,

	

die

<10 sind .

Ich wende iLtich nun der Goldstone-Mode des FF-Zustands in

der unmittelbaren Nahe von T~ zu (Ginzburg-Landau-Bereich) . Die

im Kapitel II eingefahrten Dichten

	

P~

	

Px

	

Py

	

Py

	

Py

	

(9= 3,4%

verschwinden oberhalb von TG , so daß ich die Geschwindigkeit uE

der Goldstone-Mode wenig unterhalb von Tc in erster Ordnung in

den kleinen Quotienten dieser Dichten und (3 ausdrucken werde.

Nach einigen längeren Umformungen (s . Anhang C) gelangt man zum

Ausdruck :

z

Y ö

	

,~

	

(
+( U

	

~Z V

	

(CT 4 Cv~IK

	

(0)

	

Vq

F3

	

13

	

lP~j

	

P3 (3 .43)

mit

	

t=V~ .~ JO ,

	

und es

	

folgt :

'T

	

--,s
_

P3

	

~P"1l

Fur den Fall, daß die Koeffizienten Na und ~~ von dersel-

ben Größenordnung sind, ist die Geschwindigkeit der Goldstone-

Mode (3 .47) in niedrigster Ordnung dann :

t

GM -

Diese Mode besteht aus Fluktuationen in Entropie und Spin

und Scherungen

C
Ir

	

.I- Cm ) -, ~ (( -ö'z

	

(V 5)tr

	

.

Pa

	

WP Is

- 54 -

(3 .47)

(3 .48)

V h _ - L C
A-T~i V~ öü

	

(3 .50)
C



J
wo vt die (zu k) transversale Komponente der Geschwindigkeit v^

ist . Die Kopplung

	

(3 .50) von Scherung en an Entropiefluktuationen

ist eine direkte Konsekuenz* der RETS-Brechung . Das räumlich

inhomog ene vt -Geschwindigkeitsfeld bedeutet inhomog ene Transla-
J

	

J
tionen, deren Komponente in q-Richtung die Phase in k-Richtung

aufwickelt .

	

Daher, je mehr k von der -q-Richtung abweicht, wird

diese Aufwicklung um so größer, was zu größeren Fluktuationen im

Superstrom und folglich auch in Sr führt, und qualitativ die

(4-ö'Z),Iz __Abhängigkeit in (3 .50) erklärt .

3 .3 . Zusammenfassung .

In diesem Kapitel wurden die hydrodynamischen Gleichungen

des FF-Zustandes in 3He- `'He aufgestellt und gelöst . Für die elf

hydrodynamischen Variablen des FF-Zustandes erhalte ich die elf

folgenden Moden : zwei diffusive Moden far die (zu k) transversa-

len Schwingungen der Geschwindigkeit, eine diffusive Temperatur-

Spinwelle (longitudinale Magnetisierung), zwei diffusive trans-

versale Spinwellen und drei propagierende Moden, bestehend aus

einer Dichte-, einer Konzentration- und einer Temperatur-Spin-

Scherwelle (Goldstone-Mode der RETS) . Charakteristischerweise
a

	

SI ~-e2 ~~
T
Z -;-C Z 1ist die Geschwindigkeit letzterer,

	

l,lön= (P?t~)l

	

~

	

, ~ I C +

(nach G1 . (3 .48», nicht nur von den Suszeptibi-

litäten )TJä'- und ~u`I-9 wie in einer isotropen, magnetischen
9

Superflüssigkeit bestimmt, sondern auch von der Stärke (1-1) v 1
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mit der Gradienten des transv ersalen Geschwindigkeitsfeldes

die Gradienten des chemischen Potentials beeinflussen (s . Gl .

(3 .13» . So ist dieser Ausdruck für u~~, analog zu dem der

Goldstone-Mode spontan gebrochener relativer Phasen-Spinrota-
(4)

tions-Symmetrie, wie sie in der A.-Phase auftritt, nämlich

u2= Ci 4 Cs

	

, wo cs , die Spingeschwindigkeit, die analoge Rolle

von ~~'öz~~lz vT

	

einnimmt .

	

Letzteres Resultat wurde kürzlich

experimentell nachgewiesen

In 2 .3 .1 . habe ich erläutert, daß die zu q transv ersale

Komponente des Superstroms verschwindet . Als direkte Konsekuenz
; i

weist u.. eine charakteristische Anisotropie auf, U~h- 1 , so daß
J !

für k1q die Geschwindigkeit verschwindet . In ihrem Charakter

einer Scherpropag ation kann diese Mode mit dem zweiten Schall in

smektisch-A Kristallen verglichen werden . Für letztere wurde

dieselbe Anisotropie ui "~ ~~ «- ~~) . die ich für den zu
wYiz

propor

tionalen Term in uCh erhalten habe, vorhergesagt

	

und vor
(IM)

kurzem experimentell verifiziert . Für k nahezu senkrecht oder

parallel zu q geht die Propagationsgeschwindigkeit der Sche-

rung en zurück, bis in den Grenzfällen klq und kllq die Scherung en

diffundieren wie in einer isotropen Flüssigkeit

	

Dieser Sach-

verhalt erklärt sich jeweils durch i) die Abwesenheit einer
1 !

rückstellenden Kraft bei elastischen Deformationen mit kiq (Fak-

tor Z~) und ii) der Abnahme der Effektivität, mit der Scherungen
J !

an Fntropieschwankung en koppeln (s . G1 .

	

(3 .50)), wenn ki;q (Fak

tor

	

Aufgrund dieser Kopplung von Scherungen an Entropie-

fluktuationen ergibt sich im FF-Zustand die eigenartige Möglich-

keit, Temperaturwellen (sog enannter "zweiter Schall" in einkom-

ponentigen Superflüssigkeiten) durch Oszillationen von Platten

oder von Wänden des Behälters anzuregen . Eine künftige Untersu-



chung der Effektivität der Anregung dieses "zweiten Schalls"

durch die übliche Methode der oszillierenden porösen Membran,

wie sie in Ref . (21) für `'He und 3 He gemacht wurde, wird für den

experimentellen Nachweis der FF-Phase möglicherweise noch zu-

sätzliche Richtlinien liefern .



IV . DYNAMIK DES STROMTRAGENDEN ZUSTANDES IN 4 HE-II .

In diesem Kapitel werden die hydrodynamischen Moden eines

CC-Zustandes in 4 He bestimmt und mit denen in der FF-Phase von

superflüssigem 3 He verglichen . Zum ersten Mal ist die Hydrody-
(34)

namik eines CC-Zustandes von Khalatnikov untersucht worden . Er

betrachtete nur lineare Effekte in dem kleinen Gegenstrom

wo= v ö- Vö

	

. Wie nach G1 .

	

(4 .7)

	

erläutert wird,

	

ist v; im CC-

Zustand analog zu vt im FF-Zustand .

	

Da in letzterem System die

Modeng eschwindigkeiten Korrekturen in (Vg)1

	

haben, werde ich in

den Bewegungsgleichungen des CC-Zustandes auch quadratische

Terme in vs., bzw . i n w., berücksichtigen .

	

Diese höhere Ent-

wicklung nach wo soll nur der formalen Vergleichsmoeglichkeit

mit dem FF-Zustand dienen, denn in der Praxis ist wolU � o wesen-

tlich kleiner als

	

Vl I t;o

	

( U;c

	

ist die Schallgeschwindigkeit des

i-ten Schalls der isotropen Superflüssigkeit) .

Der Effekt auf die hydrodynamischen Moden der baryzentri-

schen Geschwindigkeit v,, mit der sich die Flüssigkeit bewegt,
J

kann hier schon vorausgesagt werden, wenn man vo als eine

Galilei-Transformation des Beobachters betrachtet . Wenn K ein

ruhendes Koordinatensystem ist und K' das mit vo sich bewegende
(32)

System ist, so hat eine monochromatische Welle-in K' die Form

während im System K

- ss -



r' und r sind durch die Beziehung U= ~ - Vc't

	

gegeben;

	

W' ist die

Modenfrequenz im System K', in dem die Flüssigkewit ruht . So

ergibt sich :

dann

W _ W

	

4

	

v, , -r.,

	

(4 .la)

Im Falle einer propagierenden Mode zum Beispiel,

	

W= c-k ,

	

folgt

i
W.	C i" -c

	

V1 . ~c

Gln . (4 .1a) oder (4 .1b) stellen folglich eine Doppler-Ver-

schiebung der Frequenzen dar . Die Lösung der hydrodynamischen

Gleichungen für 4HeII mit

Resultat (s . 4 .2 .) .

4 .1 . Die Bewegungsgleichungen.

__

	

1+31
Die Bewegungsgleichungen in 4HeII sind

=o

(4 .lb)

und

	

Vö_VD

	

ergibt dieses

(4 .2)

(4 .3)



C1

s VvSi+VZ(p-t V)-O

	

(4 .6)

In einer isotropen Superflüssigkeit ist der Term VLV'.Y^)

in der Bewegungsgleichung für vS von zweiter Ordnung in den

kleinen Auslenkung en und daher in einer linearen Theorie zu

vernachlässigen .

	

Im CC-Zustand ist jedoch vä -.1-. o

	

,

	

und so ergibt

sich eine Kopplung erster Ordnung der inhomo3 enen Verschiebungen

an die Phase :

Hier ist zu bermerken, daß Gl . (4 .7) identisch mit der

(die RETS-kennzeichnende) G1 . (3 .13) des FF-Zustandes ist .

Anstelle von v° tritt hier v~ . Aus Gl . (4 .7) ist zu erkennnen,

daß nicht die Phase allein die relevante Symmetrievariable ist,

sondern eine Kombination der Phase und dem Verschiebungsvektor

in v� -Richtung . In der Tat, daß im Gleichgewicht die superfluide

Geschwindigkeit nicht verschwindet, bedeutet, daß sogar im sta-

tionären Zustand ein Gradient der Phase in einer gewissen Rich-

tung besteht . Fiese stationare Konfiguration der Phase kann man

so ansehen, daß die erwähnte Richtung eine Anordnung von Ebenen

gleicher Phase definiert, wobei die Größe von vö den "Gleichge-

wichtsal-, stand" dieser Ebenen bestimmt . Eine inhomog ene Transla-

tion Vo . SQ; u

	

in der Flüssigkeit,

	

das heißt eine inhomogene Veran-

0 (4 .4)

0 (4 .5)



derun3 dieses Gleichgewichtsabstandes der Ebenen, hat daher

eine homogene Variation v7 zur Folge . Genau dieses wird in Gl .

(4 .7)

	

widergespiegelt

	

(nachdem U =V " ) .

Nach Bestimmung der Flüsse

	

Mi~ iBestimmung

	

fZ

	

C

	

(analog zu An-
> J

hang B, . mit vö = 0 ) bestimmen folgende Gleichung en das hydrody-

namische Verhalten eines CC-Zustandes :

4 .2 . Pie Moden .

~d(Vd C`
+~~VS~=

- o

+ 7, Cs V"~ = 0

	

(4.10)

(4 .8)

(4 .9)

Vergleich mit dem FF-Zustand zu ermöglichen . Wie wir sehen

Die Lösung der hydrodynamischen Gleichungen werde ich in

zwei Schritten vornehmen . Im ersten betrachte ich nur lineare

Terme in wo , wobei ich, trotz Unstimmigkeiten mit einigen von
(31)

Khalatnikcv s Formeln

	

(einige wegen offensichtlicher Setzfeh-

ler) zu denselben Resultaten gelange . Hierbei berücksichtige

ich alle thermodynamische Ableitungen aus (2 .83) ausser F2

	

z

(die, wie üblich J~) , vernachlMssigt werden können .

	

Im

zweiten Schritt betrachte ich zusätzlich Terme in wz, um einen



werden, ergeben die Terme erster Ordnung in w. nur eine kleine

Korrektur zur Geschwindigkeit des zweiten Schalls der Große

eines Prozents . Ich werde daher in Termen zweiter Ordnung in ö

die Ableitungen ~~Q~ipljal y Y (e pw'" nicht berttcksichtigen

(~(F"iPl lad

	

so~

	

' (J~l und ~P(p~)~~P~~P)(~wNlö~

	

j2 r sind

	

in

	

der

	

Tat
icz

vernachlassigbare Großen) . Ich werde ferner Terme f
Cc2rc,)a

und

Nwö vernachlassigen .

Erste Ordnung in wem .

Die hydrodynamischen Gleichungen (4 .2-5, 7 ) um die Gleich-

gewichtswerte w

	

o , v4 o

	

linearisiert, haben die Form (s .

Anhang E) :

PQ+ lyP f ci
Vv- + c va 7a

	

+
Qv

.
°äG+

q* e& oäw. + Ps

	

+QwdVdPs=o

	

(4 .14)

(4 .12)

P"c +
Pvj

väVL + V`~ +

	

s

	

w
ä +

	

wd~ VJ- =o

	

(4 .l3)
P

+ V s + (VR - P W..) V (v1- P we) = O

	

(4.15)

wo

	

s~

	

und

	

w

	

durch G ln .

	

(2 .83) und

	

i?s durch Gl .

	

(2 .78 ) gege-

ben sind . w und v bezeichnen die Gleichgewichtswerte, JW und

~V sind die Fluktuationen. Diese Fluktuationen und die der

anderen Variablen werden als ebene Wellen (G1 . (3 .22)) mit

Wellenvektor k angesetzt . Die Indizes 1, t und tt sind ab G1 .

(4 .15) keine Summationsindizes : ich bezeichne mit Vß die Kompo-

nente eines Vektors V in die Richtung parallel zu k, mit Vt die



Komponente senkrecht zu k in der (k,w)-Ebene und mit V, , die

Komponente senkrecht zu dieser Ebene .

Wie im Anhang E gezeigt wird, entkoppeln die Bewegungs-

gleichungen far die Richtung senkrecht zur (k,w)-Ebene von den

restlichen Gleichungen . Man erhalt fur ~Wtt :

wo

(-V +
F

W~

	

YWtt =o

U =

	

u- V,.

(4 .16)

(4 .17)

und U_WIk die Gruppengeschwindigkeit der Mode ist . Es folgt :

lk= VQ 4-
Ps

WL = Vß

	

(4 .18)

so da ß die Oszillationen ~V

	

einer Diffusion entspre-

chen (in einem System, in dem v'=:o im Gleichgewicht, verschwin-

det die Frequenz dieser Mode) .

Far die restlichen Variablen erhalt man (Anhang E) fol-

gendes Gleichgungssystem :



0

P

o

	

a ~s wj

	

-PU

	

o
P

~h
WL

	

4 U)-tile WC

	

_3EV'j,

	

*V]

aT

	

R pP

W
t

-_ 0

c

In linearer Ordnung in w kann man sehen, daß die letzte

Zeile von (4 .19) von den ersten vier entkoppelt . Das heißt, die

tränsversale Bewegung SW� (und ~Vt =

	

Butt ) ist unabhangig von

den restlichen Variablen :

Diese node mit der Geschwindigkeit

(4 .20)

stellt folglich ebenfalls eine Scherdiffusion dar . Die Fluktua-

tionen parallel zu k sind durch die obere 4x4 Matrix aus (4 .19)

gegeben . Das Verschwinden derer Determinante ergibt die Ge-

schwindigkeiten des ersten und zweiten Schalls (Anhang E) :



und

wo

U7.

	

V'k 4 41f (a

	

(4 .23)
p Pr` 21

jeweils die Geschwindigkeiten vom ersten und zweiten Schall in

einer Superflassigkeit mit verschwindendem Gleichgewichtsstrom
(3+)

sind . Aus Gln .

	

(4 .22, 23) ist ersichtlich, daß eine konstante

baryzentrische Geschwindigkeit in die Ausbreitungsrichtung des

Schalls denselben Einfluß

perflassigkeit hat wie in

zen erhalten eine Doppler-Verschiebung v .k . Die

des zweiten Schalls ist nach (4 .23) anisotrop .

Teil ergibt in 4He eine Korrektur der Gro ßenordnung

somit etwa eines Prozentes (der temperaturabh angige

Klammern in (4 .23) ist für einen ausgedehnten Temperaturbereich

etwa von der Großenordnung

	

1,

	

w ti 10 -Z cy( )

	

) .

Zweite Ordnung in w .

- 65 -

(4 .24)

auf die Modenfrequenzen in einer Su-

einer Euler-Flassigkeit : die Frequen-

Geschwindigkeit

Der anisotrope

von w, und

Ausdruck in

Nachdem Terme der Ordnung w7' Gln . (4 .19) zugefagt wurden

(s . Anhang F), betrachte ich nun das Gleichungssystem :



wo

so

	

da ß

-ZCAw1

- 2pnA w(wt

A = '~(N"IP) t2T ) ~, �,'

P

~_QU+~uI~-~rA,$ Q~-QUAw~+p'Aw~

	

0

	

-eUAW{+pSAw~d{ :;	~WQ

	

-- o
i

SVL-!+UAwj+3 ".Aw2

	

QeAp wp

	

v

	

- ~lt
P P P

	

P

P Wt
(4 .25)

Die Bewegungsgleichungen für die tt-Richtung sind auch in

diesem Fall von den restlichen entkoppelt. Man erhalt, wie in

(4 .16) :

C l) 4
PS

W~,l

	

~Qt _ o

	

(4 .26)

Die Geschwindigkeiten der restlichen Moden ergeben sich

aus dem Verschwinden der Determinante der Matrix (4 .25) :



(- f t U Aw e) -

P,°

	

{ UGL ~-

	

We

	

U P
_

	

,i
T,L

i

	

~'

	

4
+ wt l

	

^ ~t ~ - (.~

	

U - ~

	

s

we .l
(

	

s
We- UP ~ ~

P

	

P

	

P
.
P P

Folgt :

c 2 U
C 1+

	

~NZ -

	

%

	

e'T-k F UAVit)

	

UP"
~

P
G

Wl i

	

_ PG-A Wt
IT

_~4e_D,G ~C ~i ,i .u -c?
~V.t

Die Lösungen von G1 . (4 .29) ergeben ;

i) eine diffusive Mode mit :

=

	

s WR+V

	

= V"

	

(4 .30)
P ~ f

ii) für die Geschwindigkeit des ersten Schalls mache ich

den Ansatz, daß diese sich nur geringfügig verandern kann gegen-

über dem isotropen Wert c . , und somit ist durch eine Entwick-

lung nach w 7- gegeben :

=0

Mit Gl . (4 .31) ergibt G1 . (4 .29) :

(4 .28)

(4 .31)

i(die Koeffizienten von Termen in w oder in wt ergeben Null) .



so

	

da ß

U 2
P

Wenn

	

V=j'? =0,

	

so dag

	

W=
ä

1 P - (Pjf}YS= - (ele)4 # folgt :

l

	

(4 .34)2 2

	

S S
I

und im Ginzburg-Landau-Bereich (d .h . in niedrigster Ordnung in

P( ~~. « s) .

iii) die Geschwindigkeit des zweiten Schalls ist aus G1 .

(4 .29) gegeben durch :

c W{
+ 3 (~, )2 wil

	

O

	

1P

(4 .32)

(4 .33)

(4 .35)

(4 .36)



und man erhält :

02

s

I +uZs
C~P(^>Z~T~c'Yß f

bWt

p

	

P

	

'~ i 'äa-	P

	

P
2 4 - 4Wp 4-

Wenn v = o , ist w=~plP")vs so daß

Cz + ~--~= lVS ~z

	

l ~- ~~\VL )t

Im Ginzburg-Landau-Bereich, das heißt in niedrigster

Ordnung in P(P<ci,

	

ist (4 .38) gegeben durch :

(4 .37)

(4 .38)

Ich werde nun die Eigenvektoren zu den erhaltenen Moden-

frequenzen bestimmen (s . Anhang G) . Um die Eigenvektoren im cc-

Zustand mit denen im FF-Zustand (wo g=0) zu vergleichen (s .

4 . 3 . ),

	

betrachte ich

	

auch hier g=0,

	

so da ß W=-(PIP") Vf .

i) Eine der beiden diffusiven Moden (4 .30) besteht, eben-

falls wie im FF-Zustand, aus einer gekoppelten Temperatur-Scher-

diffusion :

(4 .40)

Die restlichen Variablen koppeln nicht an diese Temperatur-



Scherdiffusion .

ii) Der erste Schall weist zum 'feil shnliche Kopplungen

wie in einer isotropen Superflüssigkeit auf, namlich :

Es ergeben sich zusstzlich - wenn auch sehr kleine -

Fluktuationen im Gegenstrom w£ :

~q' = q ~_ 'It

	

~ Vl

	

_
en C~

	

C,

und somit in der Entropiedichte

~v - = + .1 4 vg

	

= ,}

	

~ Vg M

	

(4 .44)

iii) Der zweite Schall im CC-Zustand besitzt dieselben

Eigenschaften wie die Goldstone-Mode des FF-Zustands . Es han-

delt sich hier ebenfalls um die Propagation einer Entropie-

Scherwelle :

die durch Fluktuationen im Gegenstrom hervorgerufen wird :

(4 .41)

(4 .42)

(4 .43)

(4 .45)



Dichtefluktuationen sind vom zweiten Schall entkoppelt :

Zustand .

(4 .47)

4 .3 . Zusammenfassung der Resultate und Vergleich mit dem FF-

In diesem Kapitel habe ich die kollektiven Moden im CC-

Zustand des AHeII, einer nicht magnetischen, einkomponentigen

Superflussigkeit, untersucht . Wir werden sie nun mit denen im FF

Zustand in einer zweckmüßig ebenfalls einkomponentigen Super-

flussigkeit ohne Spinfreiheitsgrade vergleichen (s . Anhang D, wo

von den Variablen aus Kapitel III

	

f4= l4=A =O

	

gesetzt wird ,

was die Zahl der hydrodynamischen Variablen (und Moden) auf

sechs reduziert) .

Fur die sechs hydrodynamischen Moden des CC-Zustandes erhielt

ich eine Scherdiffusion, eine Temperatur-Scherdiffusion, eine

propagierende Dichtekompressionswelle (erster Schall) und, als

Goldstone-Mode der gebrochenen RETS, ebenfalls wie im FF-Zu-

stand, eine propagierende Temperatur-Scherwelle . Obwohl von

experimenteller Relevanz nur die Ausdrucke der Niodengeschwindig-

keiten bis zur ersten Ordnung im (kleinen) Gegenstrom w sind,

entfalten sich die Eigenschaften der RETS-Brechung erst bei

Betrachtung der Bewegungsgleichungen bis zur zweiten Ordnung in

w . In der Tat ergibt die Rechnung bis zur ersten Ordnung quali-

tativ dasselbe Modenspektrurn einer Superflussigkeit mit "gewöhn-
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licher" Phasen-Symmetriebrechung . Insbesondere entkoppeln die

Scherung en von den longitudinalen Oszillationen der anderen

Variablen . Die Hinzunahme von Termen zweiter Ordnung in den

Bewegungsgleichungen bewirkt dann lineare Kopplungen (in w) der

Variablen .

Wie ein Vergleich der Ausdrücke dieses Kapitels mit

Anhang D zeigt, stimmt das Modenspektrum des CC-Zustandes

qualitativ mit dem des FF-Zustandes überein, insofern die Moden

g eschwindigkeiten und die jeweiligen Eigenvektoren in beiden

Systemen analoge Abhängigkeiten von dem jeweiligen
r

symmetriebrechenden Feld (vi im FF-Zustand und vs im CC-Zustand)

haben . Die Unterschiede, die in den jeweiligen Ausdücken

auftreten, resultieren aus : i) den anisotropen Eigenschaften des

FF-Zustands im Gegensatz zum isotropen Verhalten des CC-Zustands

s
(P = Skalar, s . Kapitel II), ii) den unterschiedlichen Gleichge-

wichtszuständen beider Systeme (spontane RETS-Brechung im strom-

losen Gleichgewichtszustand im FF-Zustand ; durch einen Gleichge-

wichtsstrom bewirkte RETS-Brechung im CC-Zustand) .
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ANHANG A : Galilei-Transformation einer zweikomponentigen

Superflüssigkeit .

Die Energie eines zweikomponentig en superflüssigen

Systems (ohne Mag netisi erung)

	

ist gegeben durch (s . G1 .

(2 .43)) :

dE _ Tcis +

	

a JPa { }A4de4 { V^.

	

dv3 + ~ 4̀

Sei nun eine Galilei-Transformation

	

v --> V-U , die den Beobach-

ter vom unbewegten Inertialsystem in ein anderes überführt, das

-sich mit der Geschwindigkeit u bewegt . Die Energiedichte a£ in

(A .1) ändert zu cLE! , die chemischen Potentiale ~s und P4 jeweils

~~.' . Tds

	

+

	

+
(A.2)

Unter der Galilei-Transformation ist :

wo

	

Z> -

	

4 ,

	

so

	

daß

-t°ü~
. dü +

Z

	

ü,d~ _

	

dP - Pk .dü
L

Mit (A .2) folgt :
( l~

	

- -
dE =

	

T äS + (Y3
-

	

+ 2 ) a, +

	

- U .V" , 2 ) je,z

(A .3)

(A .4)

(A .5)
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Vergleich zu (A .1) ergibt die Beziehungen :

und

2

4 0

	

u ..

	

1.1 . \J "	44-
lL

Z

(A . 6)



ANHANG B : Reaktive Flüsse im Fulde-Ferrell-Zustand .

Die Methode zur Bestimmung der hydrodynamischen Flüsse
(13~

	

i~8)
ist in den Textbt[chern von Khalatnikov

	

und Putermann

	

und von
(za~

Liu

	

beschrieben worden . Hier gebrauche ich sie, um die Flüsse

im FF-Zustand zu bestimmen .

Die hydrodynamischen Gleichungen des FF-Zustandes sind

(Kapitel III) :

-" r
~+ Q.Q = o

	

(B.1)

Die Fluktuationen der Variablen

	

S . P3 P4i

	

i

	

~3,

	

4
erhöhen die Energiedichte

(B .3)

(B .4)

(B .5)

(B .6)

(B .7)



wo

QM3

Der Erhaltungssatz der Energie

p

	

-v.
r

~+Q _o
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(B .lo)

v4 _ ~ p~4

	

(s .11)

rn4

(B .12)

folgt dann, wie nun gezeigt wird, von den obigen Gleichungen und

erlaubt es, die reaktiven Flüsse zu bestimmen . Aus (B .9)

1

	

4

	

V"*

	

W . A

	

4-

	

~ ~ "4,1

	

4-

	

LI

	

4

und mit (B .1-8) folgt :

wo V~~ durch die Duhem-Gibbs-Relation gegeben ist :

Qa~ :
-

	

+ P3~ä

	

,+ ~la
j~
~~ 4 +

	

V

Mit (B .15) folgt aus (B .14) :

(B .14)

(B .15)



(B .16)

Aus (B .16) erhält man Gl . (B .12), indem jeder der

Koeffizienten der unabhängigen Gradienten

~a0) zu Null gesetzt wird . Daraus folgt :

+ P~v d

	

+

-~
L
.TI

;~

_
vä

~c _
o31

v

	

Vä
V

T + W'

	

f
~3

11
d
+ P4 4

` d

	

~ä

< ;Vä

	

(B .19)

(B .20)

(B .21)

(B .22)

S

a

T'. _
"

t
~3b Vi

_ 77 _

v" TI (B .17)



ANHANG C : Lösung der hydrodynamischen Gleichungen des Fulde -

Ferrell-Zustandes .

Aus den neun linearen algebraischen Gleichungen (3 .23-29)

werde ich nun die Eigenwerte für die Geschwindikgeiten u der

neun hydrodynamischen Moden bestimmen .

Aus Gln . (3 .26,27) ergibt sich

und aus G1 . (3 .25) folgt für die Komponente

zur (k,g)-Ebene

_o

J
von g senkrecht

(C .2)

Damit sind die Eigenwerte für die Schwingungen der Varia-

blen (ie'i - k1G) und 7~ , Null .

Ich definiere :

n
P ~ ..

	

=

	

P~d - Pyb

-j =3,4

	

)

	

-a _ V1, S

	

(C .5)

y_ 3,4

	

) -8= h,5

	

(C .6)

(C .3)

(C .4)



z
C-
T

=

	

ö~1

	

(C . 8 )
'äc 1

(F
. i

z 2~

	

(C .10)
"~

	

a wt

und gebrauche folgende Beziehungen :
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P4 = 0 - C) P

4 =

	

(I -C,)

Ich elliminiere aus den Bewegungsgleichungen zunachst die

Variablen v3, v4~iG~~e . Ich erhalte dann für Gln . (3 .23-25,31,33)

folgende Ausdrücke :

+ ~Ps - PäiT Lk]

	

+~ ü(' + P3 ~'U] öc

	

+
P

P

7)

	

C

Lk] 4- ~ul~ 4- LL] be

	

+ ~ ~- i ~~3 41 4 } ~P4

(C .7)

(C .9)

(C .12)

4

	

V~

	

Lk +

	

C)

	

(C-13)

(C .14)



P (`~
+

	

,

	

~;

	

- (PF t

	

e4

	

- (C3 t Pw .l
)

	Lk V7

	

4

	

(FF_

	

F_ .1
v~ ö v

tC(F3-+Pu) uV~ + l3Vi
~C

ps

e v + P x

	

+

	

P4 ~2,

	

'~

	

P4

	

V

Lt

z

	

z A N

	

k

	

n

+[.~~~+ PK .1 ;v

	

- u~ -(P; f P4~ o 6d + PCT

	

`"

	

+
F . vu

ö V

	

~; - (Pä+P~4~
~b

~~

-

	

( P3+ PP - C CP3+ P4 ) - (P~{ P+ ) VI V

	

(C .16)

P

F

C
I

	

~ ~-, - -9

	

V, r] ~41
C-] ~C

Unter Vernachlässigung von Termen der Ordnung

(C .17)

lassen sich Gln . (C .13-17) vereinfachen, wie nun folgt .



G1 . (C .18) in (C .16) eingesetzt, ergibt :

Erster und zweiter Schall .

Oberhalb von T, , d .h . mit

	

~3zo , P~_ ~;

	

~;4 : Es

	

()i_

	

y + Ca

ergeben Gln . (C .18,19) in Gln (C .13-15) eingesetzt :

Aus (C .17)

-Lie ~Z u ~P

h
LL + e ,4 el CC

(C .18)

(C .19)

=LjF

	

o

	

(C .20)

i
2

	

h + t hezcc

!L

und vt entkoppelt mit Eigenwert u=0 . Hieraus folgt

(C .21)

e P

	

P"

Das Verschwinden der Determinante ergbit schließlich :

CP
z = -~4 (C .22)



~,(I

	

f

C C 2 -

	

S C'I~~

	

(C .23)
Z

= -

	

c

P

h 2C_

Die Eigenvektoren hierzu ergeben aus (C .21) jeweils Sc=o

und ~Q= 0 .

Die Goldstone-Mode des FF-Zustandes .

Hinreichend nahe an T,_ ist die Geschwindigkeit der

Goldstone-Mode u verschwindend klein, so daß Terme

cl° ~_I
S i t

~l c`)

	

vernachlässigt werden können .

	

Ich werde u in

erster Ordnung der an T, verschwindenden Dichtenquotienten

~ä l Pa ,

	

PX ( P3 ,

	

fi
~ P3 )

	

~`~

	

pa ,

	

Pa

	

P3

	

Cy=3~~!

	

ausdrücken .

Gln . (C .18,19) in (C .14) eingesetzt, ergibt :

Gln . (C .18,19,24) in (C .13) eingesetzt, ergibt :

und schließlich Gln . (C .18,19,24,25) in Gl . (C .15) eingesetzt,

ergbit :

	

_

(C .24)

(C .25)

(C .26)

wo 1 und t jeweils die (zu k) longitudinale und tran5versale

Komponente symbolisieren, und



so- da ß

'. S S

	

Q

	

S

	

S

	

~

	

T T

	

T V~

	

~ ~

	

t

/.q VI

	

a

	

S

'I

	

z

	

A

LL

	

1A A

S

	

5

~F
,si l - ~Pk~1 = o

(F3~~~
= ~

	

(P; ) ~
_ es

1 S S

	

( S

	

S T S T

	

1
~F3+Px) P3 + \F3P3+ pX P~ -F PsP4~v4

(C .27)

(c .28)

(C .29)

Um zur Gl . (C .29) zu gelangen wurden folgende Beziehungen

verwendet :

(C .30)

(C .31)

(C .32)



( 4I l(~l ü -~Fr l i ~ `s ;

Aus dem Verschwinden der Determinante von aZj aus (C .29)

ergibt sich eine Wurzel u=0 (die weitere Wurzel u=0 entsteht

künstlich, wenn man die skalare Bewegungsgleichung für (~ in der

vektoriellen Form (3 .28) betrachtet) . Die verbleibende G1 .

zweiter Ordnung, mit der zusatzlichen Annahme, daß

(~") ll - ~^)1 « P3

	

,

	

ist gegeben durch :

(C .33)

{~3 ~
2

=
,p
C3 (C .34)

Ferner ist in (C .29) :

A

12 (C .35)

i 0,--
,z)I z

o j (C .36)

0
A, A

o 1 (C .37)
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Ihre Lösung ergibt die Geschwindigkeit der Goldstone-Mode

des FF-Zustandes (s . Kapitel III) .



ANHANG D : Eigenvektoren des FF-Zustandes .

Wie in 4 .3 . begründet, betrachte ich den FF-Zustand in

einer einkomponentigen Superflüssigkeit ohne Magnetisierung . Das

hei ßt, von den Variablen aus Kapitel III setze ich hier

so daß die Bewegungsgleichungen gegeben sind
P4

durch :

wo

-u ~P + ~ e
s vs

	

t

	

E
h
v

n

-LL

	

VC

P

t
Vs

	

+

	

PT ~c

(0- v w~ ) +

	

PT äc
6 P

~ Zk

	

~f	~ v~
P ~ P F

= o

= o (D .2)

(D .4)

(D .5)

(D .6)

(D .7)



Zum Zwecke des Vergleichs mit dem CC-Zustand berechne ich

hier die kleinen Korrekturen zum ersten Schall . Nach einigen

algebraischen Schritten erhalte ich :

LA? = c?

	

~
+ .~.fS

~e "]k

und in niedrigster Ordnung in

	

Q (e 4` i

Ui

Eic7envek toren .

l
P Fz

CI
;L

+- ~ ~_, ~',' 4- :L _j +

Für die Geschwindigkeit des zweiten Schalls erhalte ich

in niedrigster Ordnung in

	

~s i p << i

und

	

für den Fall,

	

daß

	

«r -
Ps

i)Diffusionen .

s(I-ä`z)
(\' 1)2,

(f
vg),-

,

	

(D .10)

Vernachlässigt werden Terme

	

in

	

(~4, I c,)2 2 76CCLic, fz

.

(D .12)

Eine Mode mit u = 0 entspricht Fluktuationen in v t . Für

die weitere Mode mit u = 0 erhalte ich aus (D .1,2)



Aus (D .4,11) folgt :

(D .1) ergibt

G ~T -_

	

v{ v{

ii) Erster Schall .

(D .15) in (D .3) ergibt :
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Mit (D .20) (s . unten) ergeben (D .5,6,8) jeweils :

Gln . (D .16-18) in (D .4) eingesetzt ergeben :

j' ^ P
W

	

'J,ü,

	

p U, Lt,

wo k1G

	

nach (D .9, 19) der Größenordnung

	

ist.

Schließlich folgt aus (D .4) :

(D .13)

(D .14)

(D .15)

.) 44

V
n

= V - -9 " V~ }

	

P S W

	

(D .16)

(D .18)

G C

	

PP

	

) , vC
P

	

)

	

(D .19)

(D .20)



V~ . o

iii) Zweiter Schall .

Aus (D .4) folgt :

Im Ginzburg-Landau-Bereich, Ps ~ «

	

benutze ich den

Ausdruck (D .12) und berechne die Eigenvektoren konsistent zu

dieser Näherung .

Gln . (D .1,3) ergeben :

Gln . (D .1,4,23) ergeben :
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a+ ^

F uz ~z P P

	

P P
r,4 0

(D .21)

(D .22)

(D .23)

(D . 24)



ANHANG E : Lösung de r hydrodynamischen Gleichungen des strom-

tragenden Zustandes (erste Ordnung in w) .

Die hydrodynamischen Gleichungen des CC-Zustandes (Gln .

(4 .2-5,7) werden hier um die Gleichgewichtswerte

linearisiert und gelöst . (Mit w und v werden die Gleichgewichts-

werte, während mit ~w und iV die Auslenkungen bezeichnet .)

i) Massenerhaltun

Mit den Definitionen

	

U= w' ~

	

U = u- V~

Fourier-Entwicklung ist

(E .2)

und nach einer

-U ~
P
+ F EVk = o

	

, (E .3)

ist nach Gl . (2 .83) proportional zu ~~ und

~~zi . 2C~1köW£~ v1t~`~11 "

	

Somit

	

ist

	

(E .2) : -

h

	

h

VI

	

I

	

QL- ~Q

	

(E . 4)



(E .5)

und mit

und

Null . D .h .

ii) Impulserhaltung :

ist (E .5) :

nc+
P w ;wai _ o

	

(E .7)

J~+v; e + v; ~*v~

	

v~v*

	

v

	

~ -	(~ Y

	

E .8

Der zweite, dritte und vierte Terme ergeben (E .2) und sind somit

h

SPv1 4-

	

va
qd

vj +

	

Vi h +

	

W.

	

W,

	

w;

	

= o

	

.

	

.

	

.

Nach ebenen Wellen entwickelt, erhält man:

Für i = 1 und i = t erhält man jeweils :

w~
~WQ +

	

w~ wt - P

	

~vt = o
P

r (E .6)

(E .10)

(E .12)



Für i = tt erhält man :

und da dV =O, i

~V
~t

und aus Gl . (E .

oder mit (E .6)

iii) Ent

S
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P~+~F }UP
7, v. +Gv~~ P t

Pä~~ct c~'
~"' . +F W. ~~G+~~daa~S=fl .

`

	

(E .18)

Der zweite, dritte und vierte Term in (E .18) ergeben Null (Gl .

(E .2)), und somit erhält man :

(- P l)

	

P +~~~

	

+

	

~s

	

~V,

	

-i-

	

~G v1f

	

I

	

-}

	

P G ul~ ~~

	

= o

	

( E.19 )

Da

	

= -~CP (F I 1 %x

	

.

	

mit

	

x

	

=

	

(p,t

	

oder w 2, ) ,

	

und

	

nach

	

Gl .

( 2 .83) für ~V, erhält man :

n ^`~
ä W

o
tk

- (E .13)
P

t :

öw+t (E .14)
P

3) folgt :

WL) ZV:,, = O (E .15)

opiedechteerhaltung :

Qä
(SV

ä
-_ O (E . 16')

CS v;
s+ S vJä } = o (E-17)



iv) Josephson-Gleichung :

~~- ~u ~ ~, vi 2-)

	

r�

	

-
~~ j~

	

k21 i

	

, i
-,b-T 1

2

	

(E.21)
+

	

~i

	

fs '{' L,4n

	

)

	

_ o

	

.a- . .

	

. .

Hier kann i

	

lediglich 1 sein .

	

Mit Gln .

	

(E .6, 2 .78) ,

	

d .h .

01.,,5 .ar~Q_Q~T- ^IZe~4(W1l ist (E .21)

vk_ ~~ ~ n

	

_ T
w~

t p~s

	

V; _
Ph
w2 )

	

w~-

	

we. } - o
F

+ ve v ve) - wt (

	

+ v~ 11())

	

-

	

C
we + vQ v wt

a- %7T

	

P"w.-wPe +(Pr ) Wev~r~_ o .

	

(E .23)

P

Mit G1 . (2 .83) :

Uäv~+Uwe

	

~~+ Uvk Y-~ ~T4- Uch~wz -~! ~~ -GöT
~T P P

Mit Gl . (E .11) :

~VQ -~ ( A *~ W,~w =o
F

U ~" Wk
Sh

4 (-c+ U~we) IT 4- (

~

	

'IT

Swt

	

-

	

~ v~ Evk

	

=o
P

	

F

(E .22)

(E .24)

(E .25)



Schließlich,

	

da

	

~vt = o ,

	

ist

	

und

	

so das

Gln .

	

(E .4, 11, 12, 20, 25, 26)

	

stellen ein komplettes Glei-

chungssystem in den Variablen

	

dar.

Geschwindigkeiten des ersten und zweiten Schalls .

Die longitudinalen Fluktuationen sind durch die obere 4x4

Matrix aus (4 .19) gegeben . Das Verschwinden der Sekulardetermi-

nante bis zur linearen Ordnung in w ergibt die folgende Glei

chung für die Geschwindigkeiten des ersten und zweiten Schalls :

~ ~c ( u
IT P öTP

+[ ucW~

	

07

	

+`
`~1ejP

Mit C?= a~'i~~i

	

c = (PS I P^~6~ÖTJäT1 ,

	

folgt :

r-01+cz~

	

- U + C2 + Uw~ G ö " äa

L

	

.~

	

P

	

p" QT

3 .~.~5'A,t c1
_

P

Die Geschwindigkeiten des ersten und zweiten Schalls

ergeben so :

(E .28)

U, : Ct

	

Cd Et`

	

u1 =

	

{ (v, 4 C,~

	

(E .29)



e

	

P

	

'-46

	

'E, ) I " -

	

c
')i IT

	

I

und es folgt :
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öT ~ac
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"~T) .

~, ',



ANHANG F : Die linearisierten Gleichungen de s CC-Zustandes, mit

Termen zweiter Ordnung in w .

Ich definiere :

i) Massenerhaltung :

Diese ist auch in Ordnung w Z durch G1 . (E .4) gegeben :

_

	

_ UP

	

,Jp ~Wj 4

ii)Impulsdichteerhaltung :

Zu G1 . (E .11) kommt der Term

hinzu . Das heißt, (E .20) erhält zusätzlich die Terme :

- e2 P" A W W;

Somit erhält man statt der Gln . (E .11,12) jeweils :

_ ue,~.~h wt ~Wt
_ o

	

(F .2)

(F .3)

(F .4)



und mit (E .26),

Folgt :

iii) Entropiedichteerhaltung :

(E .20) erhält die zusätzlichen Terme :

=(eA w,- aQ-P'B w) ~w + ( P'f,vit wt - IGF~VIC wt) S\tt

r
+elu'-FuAwp +F'Avwi2 -a ae'E w ) bw, +~-FU~wt~.FS WPW{_ayBwewt) Swf =o,

(F .a)

iv) Josephs on-Gleichur :

G1 . (E .23) erhält den zusatzlichen Term :

In (E .24) fügt man hinzu die Terme :

(F .5)

(F .7)

(F .9)



(E .25) .

U

	

w~, c ~~!z )

	

+

~w1

(F . 10)

Statt (E .11) verwendet man jetzt (F .5) und erhalt, statt

'-

	

P

-Z ) ST

	

aoi~"Jo Sw,

P

	

P
-

	

Jr We

	

Vlt 4

	

"J4- )	~' J.L



ANHANG G : Die Eigenvektoren im stromtragenden Zustand .

Konsistent mit der Berechnung der Schallgeschwindigkeiten

bis zur zweiten Ordnung in w werden die Eigenvektoren bis zur

ersten Ordnung berechnet . Vernachlassigt werden Terme

	

b7 (J1c,)

und da

ist :

i) Diffusionen .

Eine Mode mit U- (Ple) Wt entspricht Fluktuationen in ~~

Für die weitere Mode mit U_ (~(P ) Wt

	

ergibt (4 . 25e)

	

(oder

(4 .25c)) :

(G .1) in (4 .25b) ergibt :

_ 99

(G .3)

(G .4)



so

	

da B,

	

mit

	

(4 . 25 a) ,

tiJ, _ O .

Aus (4 .25d) folgt :

(die Wiederholung der Indizes 1 oder t impliziert keine Summa-

tion) .

Da

	

ergibt sich für den Gleichgewichtszu-

stand g = 0 (wie der des FF-Zustandes) :

und (G .6) ergibt :

ergibt :

~ ~T `

	

_ P

	

tilt ~4,1t

G-~T =

	

Vt

	

S Wt

	

(G . 8 )

ii) Erster Schall .

Gl . (4 .25a) mit ~el? -

	

und dem Ausdruck (4 .35)

Aus (4 .25b) folgt :

öVQ
C,
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(G .5)

(G .6)

(G .9)



so

	

da ß

oder mit (4 .25a) :

oder mit (G .7)

mit (G .11) folgt :

das heißt

~we ; + .

	

V.e Svt
n

F G

(G .10) in (4 .25c) ergibt :

a,is G ~W~ + (
PU

+
F' Wp ~

2_T

	

ET

	

o
`äT

:E

	

i
V c

	

~VR
Gz P

	

G~

(G .9) in (G .12) ergibt :

(G .10)

(G .12)

(G .14)



(G .10) in (4 .25e) ergibt :

und mit (G .11) :

so

	

da ß

S
wt

	

~ vie _

	

lF
h V _

	

Gf~
l

	

~a/~ _- t7

ii) Zweiter S chall .

Aus (4 .25b) folgt :

Mit (4 .25a) ergibt (G .16) :

vie01 % C%
Uz

P
z

und mit (G .20) unten :

- 10 2 -

(G .16) in (4 .25c) ergibt :

~_ u 2~ +
Fs 4Qi

	

^

	

ST

	

+

	

FSQ

	

~~ß = 0

(G .16)



(kZ _-l'
1~ Ci+(~'ifP)Wt"

	

,

	

folgt :

so

	

da ß

Mit u i in niedrigster Ordnung in

	

gegeben,

(U it =

	

c? ." ö"k
uZ P

~ bw;~

	

(G .20)
P üz

(G .17) in (4 .25e) ergibt :

und mit

	

(G. 18)

(G .20) in (G .21) ergibt :

14!t c ~i "!t
P u2

PS wt i - '- ~- uz P +! PS

5 A - ul~ ") ~wt = 0

(G .19)

(G .21)

(G .22)



ANHANG H : Aquivalenz der Koeffizienten P und ~OPdes FF-Zustandes

mit ä(e Je) IT

	

und

	

im CC-Zustand .

Nach Gln .'(2 .72,70) ergeben sich im FF-Zustand einer

einkomponentigen Superflüssigkeit (zwecks Vergleich mit dem CC-

Zustand) folgende Beziehungen :

Hieraus folgt :

W=

	

?T,

	

ä-I

	

.~-

	

2_j)

	

-J- v4 . Sw
ö~ w

	

IT, ~-

	

PG

~(=~) .. ~h +

	

l~~Pv~ .~W

	

(H.4)

T,~

	

T' W

Vergleich mit den entsprechenden Beziehungen im CC-

Zustand, nämlich :

_

	

~T

	

+

	

P"IP

	

W . ä w

(H .2)

(H .3)

(H .5)

(H .6)

ergeben die Äquivalenz der Koeffizienten ~ und eP im FF-Zustand



mit jeweils

	

~~`~"jFJ 1 ?,T

	

und

	

f~

	

im CC-Zustand :

P vq

PP vq
z
P
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