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Summary

The decay of the polarization P{t) of an initially polarized ensemble of spins due to ran-
dom walk processes is investigated. In contrast to previous work, where the stochastic
process acting on the individual rotating spins is assumed to be Gaussian, in this work
the stochastic processes resulting from actual random walks on d-dimensional lattices
are considered. Random local rotation frequencies are assigned to the vertices of the
lattices; the frequencies are typically chosen from a Gaussian probability distribution
with zero mean and width o. For simplicity mainly the case of fransverse spin rotation

1s studied.

An exponential polarization decay oc exp(—At) is found for large times ¢ in all
dimensions d when the spins perform a simple random walk on the lattice. In contrast,
the Gaussian—process theory predicts a faster time decay in d=1 and 2. The dependence
of the decay constant A on o and T, the average waiting time of the random walk, is
determined by the dimensionality d. In d=1 the effective exponent 3 in the expression
X = const - oP7P1 is given by 8 = % in the limit of fast frequency modulation o7 < 1.
In d=2, an effective-medium theory for the decay constant A yields an exponent § =2
in the limit or — 0, but with logarithmic corrections. This result is in qualitative
agreement with numerical simulations. In d >3 the exponential polarization decay can
be deduced directly from the transient nature of the walks. The Gaussian theory is
appropriate, at least for small o7: A = a(_}azfr, where ap depends on the structure of
the lattice. This result is corroborated by the results obtained in the effective-medium
theory and by simulations.

Other distributions of the rotation frequencies are also considered in d = 1. It
is found that the asymptotic polarization decay depends strongly on the particu-
lar form of the distribution. E.g., a “stretched exponentlal” decay proportional to
exp[—const nt/3 1112/3(n)} is found for a symmeiric exponential distribution. In the case
of small o7, there is a certain range of times ¢ for which each distribution yields ex-
ponential decay similar to that found in the case of the Gaussian distribution. With

decreasing o7, the actual (non—exponential) decay is shifted to extremely small values

of P.

Depolarization effects due to the interaction of an immobile spin with a single dif-
fusing “impurity” are also investigated. The “impurity” is characterized by a random

rotation—frequency vecior w with distribution g{w), i.e., the discussion is not restricted




to the case of purely transverse spin rotation. The problem of calculating the average
polarization P(%) is solved for two different cases: i) the rotation frequency of an impu-
rity is constant in time, and i1} with each new visit of the impurity at the site of the spin
the latter experiences a new frequency taken independently from g(w) (strong-collision
model). As a particular example, a three-dimensional Gaussian distribution ¢ is con-
sidered (i.e., the Kubo-Toyabe model). The results allow for the explicit calculation
of the zero-field, resp. longitudinal, depolarization for each random walk process for

which the probability of return to the origin is known.

Finally, the model of transverse spin depolarization is discussed for the case that
the spins are tracer particles in a noninteracting lattice gas of diffusing particles of
concentration ¢. Simulations of the average number S(¢) of distinct sites visited by
the tracer particle and of the depolarization P(¢) have been performed in d=1,2,3. In
d = 1, where the tracer diffusion is anomalous (Ar2 o ti/z), the distribution W(s,t)
of the number of sites visited is also investigated. A scaling ansatz for W(s,1) yields
an expression for P(t), which yields a good description of the observed dependence of
the polarization decay on o and c. In contrast to d=2 and 3, the decay is no longer
exponential in d=1; we find P(?) o exp(—const - {*), with an exponent o between 1.3
and 1.4. In d=2 and d = 3, the simulations show that for all values of ¢ and 7 the
behavior of the decay constant A can be described by a simple scaling law involving
the tracer-diffusion correlation factor f(c). In contrast, S(¢) does not scale with f(¢) in
both d =2 and d =3. This behavior can be explained in terms of a simple correlated

random walk model, which also yields a good quantitative description of the results of

the simulations of S(t).

This work was motivated by the muon spin rotation {#SR) method, where the polari-
zation decay P(t) is directly observed. The results also apply to the free induction decay
in NMR. The first portion of this work would be relevant to diffusion in low-dimensional
systems. However, the characteristic effects we obtained appear at values of P() that
are at present unmeasurable. The second portion of this thesis may find application,
e.g., for the description of depolarization of muons attached to polymer chains. The
third portion is related to puSR-experimentis in metal hydrides. Here, the interesting

effects are expected on linear chaﬁns, which are difficult to realize experimentally.
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1. Einleitung

In der Physik haben Experimente, die auf dem Prinzip der magnetischen Spinresonanz
bzw. Spinrotation basieren, seit langem eine grofie Bedeutung erlangt, wobei nicht un-
erwahnt bleiben soll, daf sich derartige Methoden auch in anderen naturwissenschaftli-

chen Disziplinen, so insbesondere in der Chemie, aber auch in der Biologie und Medizin,

erfolgreich etabliert haben.

Der Beginn der systematischen Untersuchung von Spinresonanzphanomenen lafit
sich auf die Mitte der vierziger Jahre dieses Jahrhunderts zuriickdatieren: Im Jahr
1945 fithrte Zavoisky [1] zum ersten Mal ein magnetisches Resonanzexperiment an ei-
nem Festkdrper durch (Elektronenspinresonanz (ESR) bei paramagnetischen Salzen);
erste, unabhangig voneinander durchgefiihrte Messungen zur Kernspinresonanz (NMR)
in Fliissigkeiten und Festkorpern wurden im Jahr darauf von zwei Forschergruppen

(Purcell et. al. [2], Bloch ef. al [3]) veroffentlicht.

Das Interesse an diesen Experimenten ging schnell iiber ihre erste und offensichtlich-
ste Anwendung, die Bestimmung der magnetischen Momente der jeweils untersuchten
(Kern— bzw. elektronischen) Spins, hinaus. Der Grund ist — und damit wird gleichzeitig
das Grundprinzip aller Spinresonanz— bzw. Spinrotationsexperimente deutlich —, dafi
iber die magnetischen Wechselwirkungen der Spins in einer Probe viele Erkenntnisse
iiber physikalische und chemische Vorgange in Materie gewonnen werden konnen, wenn
man versteht, wie sich diese in charakteristischen Merkmalen der gemessenen Signale
(z.B. Lage, Breite und Feinstruktur einer Resonanzlinie) dufiern. Es wiirde an dieser
Stelle zu weit fithren, auf die Vielzahl an Fragestellungen einzugehen, mit denen sich
in der Folgezeit Experimentatoren wie Theoretiker beschaftigt haben; einen gewissen
Uberblick bietet die einfiihrende Literatur [4-6], auf die an dieser Stelle verwiesen wer-
den soll.

Neben NMR und ESR soll auch die Myonenspinrotation (SR} erwahnt wer-
den, die — erstinals nachgewiesen 1957 [7]— seit Anfang der siebziger Jahre als
festkorperphysikalische Mefmethode Anwendung gefunden hat (siehe z.B. Ref. [8]).
Bei Myonenspinrotationsexperimenten werden spinpolarisierte Myonen (p) in eine
Probe implantiert; gemessen wird die Zahl der Zerfallspositronen der instabilen Myonen
(pﬁ' — et + Uy + Ve, mittlere Lebensdauer 7, = 2 - 10_65), die zu bestimmten Zeiten

in eine ‘bestimmte Richtung emittiert werden. Da die raumliche Verteilung der Zer-




fallspositronen anisotrop hinsichtlich der Spinrichtung des Myons ist, lassen sich somit
Riickschliisse auf die zeitliche Dynamik der p*-Spins ziehen. Hervorzuheben ist, daf
im Vergleich zur NMR oder ESR, wo oftmals Wechselwirkungen zwischen den betrach-
teten Spins eine besondere Rolle spielen, bei der SR die Wechselwirkungen einzelner
g+ —Spins in der Wirtssubstanz beobachtet werden; jedes Myon agiert sozusagen als lo-
kale Sonde. Auch die SR besitzt heute einen weiten Anwendungsbereich; zu empfehlen
ist neben einem Ubersichtsartikel [8] von Schenck insbesondere ein Buch des gleichen
Autors, das neben einer Darstellung der grundsétzlichen Konzepte dieser Methode auch
einen aktuellen Uberblick gibt [9]. Zu nennen ist schlieBlich ein Review-Artikel von

Cox, der im vergangenen Jahr erschienen ist [10] .

Von besonderer Bedeutung im Zusammenhang mit Spinresonanz— bzw. Spinrota-
tionsuntersuchungen ist das Studium von inneren Bewegungen in Materie. Die Frage,
wie sich z.B. Diffusionsprozesse der Spinteilchen — oder anderer Teilchen, mit denen
die Spins wechselwirken — in den gemessenen Signalen bemerkbar machen, ist dabei
in zweierlel Hinsicht von Interesse: Zum einen hinsichtlich der richtigen Interpretation
von experimentellen Ergebnissen, wenn andere physikalische Fragestellungen im Vorder-
grund stehen, zum anderen aber insbesondere deshalb, weil Spinrotationsexperimente
umgekehrt in vielen Fillen ein geeignetes Mittel zum Studium von Diffusionsvorgingen

selbst sein kénnen. Zwei Beispiele, die stellvertretend genannt sein sollen:

— Spin-Echo~Messungen an Proben, die sich in rdumlich inhomogenen Magnet-
feldern befinden (siehe die klassischen Arbeiten von Hahn [11] und Carr {12]), er-

lauben in vielen Féllen sehr genaue Bestimmungen von Diffusionskoeffizienten [5].

— Mit pSR-Experimenten lafit sich die Zwischengitterdiffusion positiver Myonen
in Metallen untersuchen. Da man das Myon in gewisser Hinsicht als leichtes
Wasserstoff-Isotop ansehen kann, sind solche Untersuchungen {(auf die an spiterer
Stelle noch einmal Bezug genommen werden wird, vgl. Kapitel IV) auch im Zu-
sammenhang mit dem Themenkomplex “Wasserstoff in Metallen” (siehe z.B. [13])
von Bedeutung, der nur als eins von vielen Beispielen fiir das aktuelle Interesse

an Diffusionsprozessen genannt sein soll.

Die experimentelle wie auch theoretische Beschaftigung mit dieser Fragestellung hat

ihren Ursprung in den spaten vierziger Jahren, als erstmals beobachtet wurde, daf




die Breite von NMR-Absorptionslinien mit zunehmender Beweglichkeit der Kerne un-
ter Umstanden drastisch abnimmt (siche dazu die klassische Arbeit von Bloembergen,
Purcell und Pound von 1948 [14]). Wahrend das Problem der sfafischen Linien-
breite (d.h. der Verbreiterung einer im Idealfall unendlichen scharfen Resonanzlinie),
die ihren Ursprung in den magnetischen Wechselwirkungen der (ortsfesten) Spins un-
tereinander und mit dem Gitter hat, zumindest grundsatzlich verstanden und — wie
z.B. von van Vleck im Fall von magnetischen Dipol-Dipol-Wechselwirkungen {15] —
zum Teil auch recht detailliert behandelt worden war, mufiten nun auch zusatzlich die
durch die Bewegungen der Spins bedingten zeitlichen Fluktuationen der magnetischen
Wechselwirkungen Beriicksichtigung finden. Der Effekt der Linienverengung (“motional
narrowing”) liefl sich anschaulich so erklaren, dafl diese Fluktuationen, wenn sie hin-
reichend schnell sind (s.u.), zu einer zeitlichen Ausmttelung der linienverbreiternden

Mechanismen fithren; Bloembergen ef. al. erhielten so eine Abschatzung fiir die Breite

der verengten Linie {14].

Zu erwahnen 1st, dafl Linienverengung nicht nur durch Bewegungen der Spinteil-
chen hervorgerufen werden kann, sondern vielmehr immer dann zu erwarten ist, wenn
Wechselwirkungen auftreten, die zu Fluktuationen der im engeren Sinn fur die Breite
einer Resonanzlinie verantwortlichen Wechselwirkungen fithren. Hervorznheben ist hier
die Austauschverengung (“exchange narrowing”} als Folge von Austauschwechselwir-

kungen zwischen (insbesondere elektronischen) Spins {tatsachlich wurde diese, obwohl

komplexer, zuerst diskutiert [15,16]).

Diese grundsatzlichen Ideen der Linienverengung wurden in den funfziger Jahren
von verschiedenen Autoren {Anderson, Weiss, Kubo und Tomita [17-20]) diskutiert,
die die sog. “Stochastische Theorie der Linienform” entwickelten, bei der nicht die
mikroskopischen Details der Wechselwirkungen, sondern der stochastische Aspekt der
Fluktuationen im Vordergrund stehen. Die Vorgehensweise lafit sich so charakterisieren,
dafB anstelle des kollektiven Gesamtsystems mit dem dazugehérigen Energiespektrum ein
Ensemble von voneinander unabhangigen Spins mit zeitlich fluktuierenden Larmorfre-
quenzen w(t) betrachtet wird, mit denen in einem Resonanzexperiment Strahlung ab-
sorbiert oder emittiert werden kann. Im klassischen Bild der Spinprazession entspricht
dies formal der Vorstellung, dafi die magnetischen Wechselwirkungen eines Spins durch

ein effektives lokales Magnetfeld modelliert werden, in dem dieser pragessiert.




Zentrale Grofle in der stochastischen Theorie der Linienform ist die Autokorre-
lationsfunktion ¢() des “resonanten” magnetischen Moments, deren Fouriertransfor-
mierte das Absorptionsspektrum I(w) ist. ¢(f) und damit auch die Linienform I(w)
lassen sich berechnen, wenn vereinfachende Annahmen hinsichtlich der stochastischen

Eigenschaften der Frequenzfluktuationen w(¢) gemacht werden.

Die Phanomenologie dieser Theorie 148t sich unmittelbar {ibertragen auf Experi-
mente, wo nicht die frequenzabhingige Resonanzabsorption I(w) eines Spinsystems
gemessen wird, sondern wo das zeitliche Verhalten der Magnetisierung bzw. der Po-

larisation der Spins der Messung direkt zuganglich ist:

-~ Bei den sog. Transienien-Methoden (NMR oder ESR) wird der zeitliche Zerfall ei-
ner anfanglich nicht im Gleichgewicht befindlichen Magnetisierung gemessen. Ein
typisches Experiment besteht in der Messung des sog. “Free-Induction-Decay”
(FID) nach einem 90°-Puls, mit dem die zuvor in einem externen Magnetfeld By
ausgerichteten Spins bzw. magnetischen Momente in die zu By senkrechte Ebene
geklappt werden. Der Zerfall der transversalen Magnetisierung wird als das von

allen prazessierenden Spins in einer Spule induzierte Signal gemessen.

— Bei der bereits erwahnten Myonenspinrotation liefert die Detektion der Zerfalls-
positronen die Depolarisation P(t), die den zeitlichen Zerfall der anfanglich vor-
handenen Spin-Polarisation der Myonen beschreibt. Diese liegt im Fall der sog.

transversalen pSR in der zu einem externen Magnetfeld By senkrechten Ebene.

Im Prinzip wird also in beiden Beispielen die gleiche Grofle gemessen. Der Zusam-
menhang zur Spinresonanz ergibt sich daraus, dafl sich bei vergleichbarer Geometrie
~ das heifit hier, dafl die Resonanz mit einemn zu By senkrechten Wechselfeld By cos{wt)
“durchgefahren” wird — die Korrelationsfunktion ¢ auch als Zerfall einer -~ allerdings
hypothetischen — transversalen Magnetisierung interpretieren 148t [5,6]. Im folgen-

den soll die Diskussion im wesentlichen auf die der zeitabhangen Depolarisation P(%)

beschrankt werden.

In dieser Arbeit werden verschiedene Modelle fiir die Spindepolarisation infoige von
Diffusionsprozessen auf Gittern untersucht werden. Im Vordergrund wird dabei die Un-
tersuchung der transversalen Spinrotation voneinander unabhingiger Spins stehen, d.h.,

es werden Spins betrachtet, die — vgl. die obigen Beispiele — in einem transversalen




magnetischen Feld rotieren, welches sich zusammensetzt aus einem externen Magnet-
feld By, entsprechend einer Rotationsfrequenz wy, und dem momentanen lokalen Feld,
in dem sich der Spin befindet, entsprechend einer Frequenz w(¢). Beschreibt man diese
Rotation formal in der komplexen Ebene, wobei alle Spins anfanglich in x-Richiung

(reelle Achse) polarisiert sind, ergibt sich die Depolarisation (im mit wy mitrotierenden

System} zu .
P() = <exp{uz'/o (a'w(f’)}>. (1.1)

Die spitzen Klammern bedeuten den Ensemble-Miiteiwert iiber alle Spins; dieser kann
gleichermaflen auch als Mittelwert tiber alle moglichen Frequenzmodulationen w(¢) ange-
sehen werden, die die Fluktuationen der magnetischen Wechselwirkungen der einzelnen
Spins modellieren. Es sei angemerkt, dafl stets angenomimen werden soll, dafl diese keine

systematischen Anteile enthalten, d.h., daf§ w(¢) im Mittel null ist.

In der stochastischen Theorie der Linienform ist P(¢) unter verschiedenen vereinfa-
chenden Annahmen hinsichtlich der stochastischen Natur von w(¢) diskutiert worden.
In der Theorie [17-20], die hier als “Standard-Theorie” bezeichnet werden soll, wird
die Annahme gemacht, dafl w(f) ein stationarer gaufischer Prozefl mit Mittelwert null
und Varianz o ist — eine Annahme, die z.B. dann gerechifertigt ist, wenn w(t) das
Resultat vieler (schwacher) unkorrelierter Stérungen ist. Der Prozef ist dann eindeutig
durch seine zweite Kumulante {w(¢)w(0)} charakterisiert, die den Zerfall von Frequenz-
korrelationen beschreibt. Weiter wird angenommen, daf} diese hinreichend schnell, d.h.
mit einer endlichen Korrelationszeit 7., zerfallen. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn
w(t) gleichzeitig ein Markov—Prozef ist, da dann nach einem Theorem von Doob (siehe
z.B. [21]) Frequenzkorrelationen notwendigerweise exponentiell zerfallen miissen. In
Abhangigkeit von den Parametern o und 7, liefert Gl. (1.1) zwei verschiedene Grenzfalle,

die die grundsatzliche Phanomenologie der Linienverengung widerspiegeln:

1. Langsame Freqguenzfluktuationen, or. > 1:

 Der ‘Polarisationszerfall wird vom Verhalten bei Zeiten { € 7. dominiert, d.h.
P(t) =~ exp(—1a%1?) (I.2)

.. In diesem stafischen Grenzfall spielen die Fluktuationen keine Rolle. Fouriertrans-
formation liefert eine gaufférmige Resonanzabsorptionskurve I{w) mit (statischer)

" Linienbreite ¢.




2. Schnelle Frequenzflukivationen, o7, < 1:

Der Polarisationszerfall wird vom Verhalten bei Zeiten ¢ > 7. dominiert:
P(t) = exp{—c?r.t) . (1.3)

Der langsamere Zerfall gegeniiber dem statischen Fall verdeutlicht den Ausmit-
telungseffekt schneller Fluktuationen. Der exponentielle Polarisationszerfall ent-

spricht einer Resonanzlinie I(w) mit Lorentz—Profil und reduzierter Breite o27,.

Neben diesem Standard-Modell sind verschiedene andere Modelle fiir die stocha-
stische Frequenzmodulation w(f) untersucht worden [18-20,22]. Als Beispiele fiir
nicht-gaufische Prozesse sind Modelle zu nennen, bei denen w(t) durch instantane
ﬂ'bergénge zwischen zwei oder mehreren Frequenzen wq,...,w, definiert wird, wobei
diese Uberginge selbst durch einen Markov-Proze mit konstanten Ubergangsraten
beschrieben werden. Besonders hervorzuheben ist dariiberhinaus das sog. “Strong-
Collision”Modell, bei dem in einem Poisson—-Prozef mit Sprungrate 'rc_1 ebenfalls in-
stantane Uberginge erfolgen, wobel jedoch jede neue Frequenz statistisch unabhangig
von den vorherigen einer (gaufischen) Verteilung entnommen wird [20]. Dieses Mo-
dell, dessen Losung im Laplace-Raum exakt angegeben werden kann, liefert in den
Grenzfallen langsamer bzw. schneller Frequenzmodulation ebenfalls das asymptotische
Verhalten der Gleichungen (I.2) und (I.3); das intermedidre Verhalten ist zudem sehr
ahnlich dem des Gaul-Markov—Modells fiir w(?) [23]. Der Grund dafiir ist darin zu se-
hen, dafi auch in diesem Modell, das einem Random-Walk—Prozef schon mehr dhnelt als

ein gaufisches Modell, Frequenzkorrelationen sehr schnell, d.h. exponentiell, zerfallen,

Wahrend die Resultate der Standard-Theorie vielfach in sehr befriedigender Weise
zur Beschreibung experimenteller Ergebnisse herangezogen wurden, so z.B. inshesondere
bei Linienverengung durch Bewegung in Gasen und Flissigkeiten, so stellt sich dennoch
die Frage, inwieweit diese Resultate Situationen richiig beschreiben konnen, wo die
zeitlichen Frequenzmodulationen ihren Ursprung in Diffusions— bzw. Random-Walk-
Prozessen auf Gittern haben. Die Untersuchung dieser Frage ist das zentrale Anliegen
dieser Arbeit.

Ein einfaches Beispiel ist das eines Myons, das — infolge dipolarer Wechselwirkun-
gen mit den Kernspins des Wirtsgitters — verschiedene Rotationsfrequenzen w, auf den

interstitiellen Platzen r des Gitters wahrnimmt. Fihrt das Myon einen Random Walk




auf dem interstitiellen Gitter aus, so ergibt sich eine Frequenzmodulation w(t) = w (),
wobei r(¢) den momentanen Platz des Teilchens bezeichnet. Fin vergleichbares Modell
158t sich auch fiir paramagnetische Anregungen in elektronischen Spinsystemen aufstel-
len, die auf einem zugrundeliegenden Gitter wandern, wobei die w; die verschiedenen
Hyperfeinfelder reprasentieren, denen die Anregung auf den verschiedenen Platzen aus-
gesetzt ist; Beispiele dafiir sind sog. Triplet-Exzitonen in verschiedenen organischen

Kristallen mit freien Radikalen {24].

Typisch fir stochastische Frequenzmodulationen durch Random-Walk—Prozesse ist
ein langsamer Zerfall von Frequenzkorrelationen durch Riicksprung— bzw. Ruckkehr-
effekte. Diese sind umso bedeutender, je niedriger die Dimensionalitat d des zugrunde-
liegenden Gitters ist. Obwohl ein wie oben definierter Prozef w(?) offensichtlich kein
gaufischer Prozef ist, ist es nichtsdestoweniger instruktiv, eine solche vereinfachende

Annahme zu machen und die daraus resultierende Depolarisation zu diskutieren.

Verschiedene Autoren diskutierten Anfang der Siebziger Jahre den Effekt des lang-
samen Zerfalls von Frequenzkorrelationen in niedrigdimensionalen Systemen, indem sie
von der gaufschen Naherung ausgingen [25-28]. Diese Arbeiten befafiten sich mit dem
Problem der Austauschverengung von ESR-Linien guasi-ein- bzw. zweidimensionaler
Substanzen. Anzumerken ist, dafl die durch die Austauschwechselwirkung zwischen
den Spins bedingte “Spindiffusion” ein komplizierteres Phanomen darstellt, d.h., daf
die entsprechenden Frequenzfluktuationen w(t) zwar diffusiven Charakter haben, sich
aber nicht in einem so einfachen Bild wie in den obigen Beispielen veranschaulichen
lassen. Unter der Annahme, dafl sich die Korrelationsfunktion {w(#)w(0)) aus der einfa-
chen Random-Walk-Theorie ableiten 1a8t, d.h. (w(t)w(0)) ~ ¢~4/2, liefert die gaufische
Annahme fiir w(t) in d = 1 und d = 2 einen asymptotischen Polarisationszerfall, der

schneller als einfach—exponentiell [Gl. (7.3)] ist; speziell fiir d = 1 ergibt sich
P(t) ~ exp —%(211')1/202761/2*63/2] : (I.4)

Dafl die starken Korrelationen im eindimensionalen Fall hier zu einem Verhalten fihren,
das qualitativ zwischen (7.2} und (7.3) liegt, macht dieses Resultat physikalisch anspre-
chend; tatsachlich lieflen sich Messungen an eindimensionalen Systemen damit relativ

gut beschreiben [25,27].

Auch Soos, der sich knapp zehn Jahre vorher mit der Depolarisation von Triplet—




Exzitonen eindimensionaler organischer Kristalle (s.o0.) beschaftigt hatte, hatte be-
reits die besondere Bedeutung des langsamen Zerfalls von Frequenzkorrelationen be-
tont. Auch er diskutierte das Problem im Rahmen der gaulschen Naherung; zusatzslich
berticksichtigte er jedoch pauschal auch noch alle anderen (langsameren) Fluktiuationen
im System, die auf groflen Zeitskalen aber stets die Korrelationen des diffusiven Anteils
exponentiell abschwachen sollten — was zur Folge hat, dafl im Langzeitlimes letztlich

doch wieder einfach—exponentieller Polarisationszerfall auftritt {24].

Diese ﬂ'berlegungen von Soos machen folgende Anmerkung notwendig: Da mit die-
ser Arbeit versucht werden soll, den Einflufl von Diffusionsprozessen moglichst detail-
liert zu verstehen, werden alle Fluktuationen anderen Ursprungs der Einfachheit halber
von vorneherein nicht beriicksichtigt. In diesem eingeschrankten Sinne sind also auch
Begriffe wie “asymptotisch” zu interpretieren; erst der Vergleich aller relevanten Zeit-
skalen im System kann im konkreten Einzelfall Aufschlufl dariiber geben, was unter dem

Gultigkeitsbereich dieser Asymptotik im realen System zu verstehen ist.

Trotz der Vorziige, die die Resultate der gaufischen Naherung offenkundig aufwei-
sen, bleibt deren Anwendbarkeit dennoch fraglich, da der Random Walk einen nichi—
gauflschen Prozefl w(?) erzeugt. Aus diesem Grund habe ich in Zusammenarbeit mit
Kehr [29, 30] eingehend das Modell untersucht, bei dem einzelne Spinteilchen auf einem
Gitter mit zufalligen (gaufiverteilten) Rotationsfrequenzen w, Random Walk ausfiihren.
Im Vordergrund stand dabei zuerst ein genaues Verstandnis des eindimensionalen Falls;
zum einen, weil hier der Einfluf} der durch den Random Walk bedingten Korrelationen
am wichtigsten ist, zum anderen bietet der eindimensionale Fall aber auch den Vorteil

der einfacheren analytischen Zugénglichkeit. Die wesentlichen Ergebnisse sind :

— Es konnte durch analytische Argumente gezeigt werden, dafi die Polarisation
asymptotisch einfach—exponentiell zerfallt, d.h. proportional zu exp(—At) fir Zei-
ten t 3> 7 (7: mittlere Wartezeit zwischen zwei Spriingen). Dieses Ergebnis wurde
durch numerische Simulationen bestatigt. Hieraus folgt zwangslaufig ein ebenfalls

. einfach—exponentieller Zerfall in Dimensionen d > 1.

— Die durch den Random Walk der Spins bedingte Frequenzmodulation fiihrt zu

einer 1m Vergleich zur Standard-Theorie anomalen Abhangigkeit der Zerfallskon-

stanten A des exponentiellen Zerfalls von der Breite o der Frequenzverteilung:

A o oPrB mit B~ % in d = 1, wihrend die Standard-Theorie A = &7,




liefert, s. Gl (7.3). Der Wert fiir 3 ergab sich aus einer Naherung far den asymp-
totischen Polarisationszerfall, die die Verteilung der Zahl der verschiedenen be-
suchten Platze des eindimensionalen Random Walks berticksichtigt, sowie eben-
falls in einer “Bffektiven—-Medium—Theorie” fir die Zerfallskonstante — in guter
ﬁbereinstimmung mit den numerischen Simulationen, die in dem betrachieten

Parameterbereich einen Wert von 1,30 &£ 0,02 lieferten.

— Die Bedeutung der gaufische Naherung fiir w(f) wurde im Rahmen der Untersu-
chung der Kumulantenentwicklung fir P(¢) deutlich. Sie kann als Naherung fir
kurge bis mittlere Zeitskalen angesehen werden; fiir das asymptotische Verhalten

sind jedoch die Kumulanten aller Ordnungen von Bedeutung.

Anzumerken ist, dal in diesem Modell der Polarisationszerfall voneinander un-
abhangiger Spins betrachtet wird. FEin solches Modell ist gerechtigt, wenn z.B. die
Depolarisation diffundierender Myonen diskutiert wird; es kann aber im Fall vieler wech-
selwirkender Spins nur als Naherung verstanden werden. Eine detaillierte Theorie fur
die Spinkorrelationsfunktion ¢ austauschgekoppelter Spins in d = 1 und d = 2 wurde
von Reiter und Boucher {31] entwickelt; ihre selbstkonsistente Theorie lieferte ebenfalls
exponentiellen Zerfall der Spinkorrelationsfunktionen, wobel dieser auf die dipolaren
Wechselwirkungen der Spins suriickgefiihrt werden konnte. Im Kontrast dazu ist zu
betonen, dafl im dem von uns diskutierten Modell die zufilligen Rotationsfrequenzen
Wechselwirkungen des jeweils betrachteten Spins mit dem Wirtsgitter reprasentieren,

im Falle des Myons z.B. die dipolaren Wechselwirkungen mit den Kernspins der Wirts-

atome.

Eine weitere Annahme, die diesem Modell zugrundeliegt, ist, dafl jeder diffundie-
rende Spin einen einfachen, in keiner Weise eingeschrankten Random Walk auf dem
Gitter ausfithrt. Bei realen Diffussionsprozessen liegt jedoch oft die Situation vor, dafl
die Bewegungen diffundierender Teilchen miteinander korreliert sind. Beispiele sind die
Selbstdiffusion tiber thermische Leerstellen in Metallen, fonenbewegungen in sog. su-
perionischen Leitern, die Diffusion von Wasserstoff in Metallhydriden, usw., ... . Ein
einfaches Modell fiir derartige Diffusionsprozesse ist das der Diffusion im “Gittergas”,
bei dem Teilchen betrachtet werden, die in endlicher Konzentration ¢ auf einem Git-
ter diffundieren, wobei Platze nicht doppelt besetzt werden konnen. Von Inferesse ist

hierbel nicht die kollektive Diffusion, sondern die einzelner “Tracer”-Teilchen, deren




Bewegung durch die Anwesenheit der anderen Teilchen eingeschrankt wird, In einer
Dimension hat dieser Effekt besonders drastische Konsequenzen; er fithrt zu anomaler
Diffusion des Tracer-Teilchens, d.h. Ar? « t1/2 [32-38]. Eine interessante Frage ist,
wie sich dies auf den Spinpolarisationszerfall auswirkt. Zu denken ist hier z.B. an die
Depolarisation von Myonen, die in Metall-Wasserstoffi-Systemen implantiert sind und

dort als Tracer Aufschliisse tiber die Diffusion der Wasserstoffs geben kénnten, vgl. [39].

Diese Arbeit, in der verschiedene Modelle fiir die Spindepolarisation diffundierender

Teilchen untersucht werden sollen, wird aus zwei Hauptabschnitten bestehen:

e Im ersten Teil der Arbeit wird die Depolarisation infolge einfacher Random Walks
untersucht werden. Im Mittelpunkt steht dabei das bereits vorgestellte Modell, bei
dem einzelne Spins Random Walk auf einem Gitter mit zufilligen Rotationsfre-
quenzen w;, ausfithren (Kapitel II). Nach einer Zusammenfassung der grundlegen-
den Eigenschaften des Modells und der E"Iberlegungen fiir den eindimensionalen
Fall wird der Polarisationszerfall in d = 2 und d = 3 untersucht. So werden
z.B. die Resultate diskutiert, die die Effektive~Medium-Theorie in diesem Di-
mensionen liefert. Weiterhin wird der Frage nachgegangen werden, inwieweit die
Resultate fir P(¢) von der speziellen Wahl einer gauBschen Frequenzverteilung
abhangen. Im Anschluff daran (Kapitel III) werden einige Modelle diskutiert, die
sich auf andere mégliche Mechanismen fiir Spindepolarisation beziehen; so kénnen
Depolarisationseffekte durch Diffusion eines Spins zu einer ortsfesten “Storstelle”
verursacht werden, wie auch umgekehrt durch Diffusion einer Stérung zu einem

ortsfesten Spin.
Ein Teil der Resultate dieses Kapitels ist bereits veroffentlicht worden [40].

o Im zweiten Teil wird die Depolarisation der transversalen Spinrotation durch Dif-
fusion im Gittergas untersucht werden (Kapitel IV). Der Schwerpunkt der Diskus-
sion wird dabei auf dem eindimensionalen Fall liegen. Zentrale Gréflen im Hin-
‘blick auf ein analytisches Verstandnis der Depolarisation sind die mittlere Zahl der

- verschiedenen besuchten Platze und die zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung
(s.0.); diese sind in der Theorie der Tracer—Diffusion in Gittergasen bisher kaum

behandelt worden. Ihrer Diskussion wird in diesem Teil der Arbeit entsprechend

viel Platz eingerdumt werden.

10




Zum Abschlu$ dieser Einleitung sollen noch folgende Bemerkungen gemacht werden:

Die hier behandelten Depolarisationsprobleme sind — neben ihrer Bedeutung im
Rahmen der Theorie der Linieform fiir Spinresonanzexperimente — auch aus der
Sicht der Random-Walk—Theorie von Interesse; im tbertragenen Sinn werden diffun-
dierende Teilchen betrachtet, die einen zusatzlichen inneren Freiheiisgrad aufweisen,
der an die Unordnung des zugrundeliegenden Gitters ankoppelt. Insofern ergeben sich
auch Ankniipfungspunkte zu Problemen, die im Rahmen der Theorie von Diffusions-
vorgangen in ungeordneten Medien von Bedeutung sind. So ist das Depolarisationspro-
blem in gewissem Sinne komplementar [28, 30] zum sog. Trapping-Problem, bei dem
die Uberlebenswahrscheinlichkeit von Teilchen untersucht wird, die auf einem Gitter

mit zufallig verteilten Haftstellen (“traps”) diffundieren {41-45].

Nur erwahnt werden soll hier, daBl es auch eine interessante Querverbindung zur
Theorie der statischen Eigenschaften von Polymeren gibt: Das Problem der Berechnung
der Polarisation im Modell mit gaunfiverteilten Rotationsfrequenzen entspricht formal bis

auf einen trivialen Faktor dem der Berechnung der Zustandssumme eines Polymers im

Domb-Joyce-Modell {46,47].
Zum Abschlufl soll angemerkt werden, dafl die in dieser Arbeit behandelten Fra-

gen unter Umstinden auch fiir die Deutung von Relaxationseffekten bei sog. PAC-
Experimenten von Interesse [48] sein konnten (PAC = Perturbed Angular Correlation).
Bei diesen Experimenten wird die Photonen—~Emission radioaktiver Kerne gemessen, die
in einer Probe implantiert sind. Da die Wahrscheinlichkeit fiir die Photonen-Emssion
bei einem bestimmten Kern von dem Winkel zwischen der Richtung des Kernspins und
der Emissionsrichtung abhéngt, lassen sich unter geeigneten experimentellen Bedin-
gungen aus gemessenen raumlichen Anisotropien wiederum Riickschliisse auf Wechsel-
wirkungen des Sondenatoms mit lokalen Feldern ziehen. Im Zusammenhang mit den
ﬂ'berlegungen in dieser Arbeit ware 2.B. an Spinrelaxationseffekte zu denken, die da-
durch bedingt sind, dafl eine Storung, z.B. ein Gitterdefekt, diffundiert, wahrend das
Sondenatom selbst festsitzt. Die eventuelle Moglichkeit, auch hier vergleichbare stocha-
stische Modelle anwenden zu kénnen, ist sicherlich ein interessanter Aspekt im Rahmen

weiterer. Untersuchungen von Spindepolarisations— und verwandten Problemen.

i1




II. Depolarisation der transversalen Spinrotation
durch Random Walk auf Gittern

In diesem Teil der Arbeit wird das bereits in der Binleitung erwihnte Modell fiir die
transversale Spindepolarisation von Spinteilchen diskutiert, die unabhingig voneinan-
der in einer Probe diffundieren, wobei sie — in Abhangigkeit von ihrem momentanen
Aufenthalisort r» —— unterschiedliche lokale Felder ,B_’;"""‘ wahrnehmen, die die magneti-
schen Wechselwirkungen der Spins mit ihrer jeweiligen Umgebung reprisentieren. Vor
der konkreten Definition des Modells sollen einige allgemeine Anmerkungen zu den An-

nahmen gemacht werden, auf denen das Modell beruht.

Betrachtet wird als Beispiel die Situation, wie sie bei einem typischen Myonenspin-
rotationsexperiment vorliegt, mit dem die Zwischengitterdiffusion der positiven Myonen
in einem Wirtskristall untersucht werden soll. Die Myonen werden spinpolarisiert im
Zwischengitter der Probe iinplantiert, wobei die Richtung der anfanglichen Polarisation
im Fall der fransverselen pSR in der zu einem externen Magnetfeld By senkrechten
Ebene liegt. Tm klassischen Bild prazessiert der Spin eines Myons unter dem Einfluf
des gesamten magnetischen Feldes, das sich aus By und dem lokalen Feld ﬁi.?k am

jeweiligen Zwischengitterplatz r zusammensetzt.

Das Feld B'* kann im allgemeinen Fall verschiedenste Wechselwirkungen repra-
sentieren; hier soll insbesondere an Situationen gedacht werden, in denen dipolare Wech-
selwirkungen mit den (nichtverschwindenden) magnetischen Kernmomenten der Atome
des Wirtsgitters die Dynamik der p*~Spins dominieren. In diesem Fall 18t sich zeigen,
dafl bei hinreichend starkem Feld By der Einflufl dieser Wechselwirkungen durch ein lo-
kales Feld in der durch By gegebenen Vorzugsrichtung beschrieben werden kann (siehe
z.B. Kapitel IV im Buch von Abragam [5]). Fiir die prazessierenden Spins bedeutet das,
daf ihre Bewegung auf die zu By senkrechte Ebene beschrankt bleibt, in der sie mit
einer Rotationsfrequenz wp + w'® proportional zu By + B!°F rotieren. In diesem Sinne
wird im hier betrachteten Modell das lokale Feld auf einem Platz r durch eine zuféllige
statische Rotationsfrequenz w; beschrieben. Die Annahme der zeitlichen Konstanz ent-
spricht dabei der weitergehenden Annahme, dafl die Relaxationszeiten der Kernspins
{die ihren Ursprung in den Wechselwirkungen im Wirtsgitter haben) vernachlissigbar
groB sind. Der Einfachheit halber soll in dieser Arbeit nachfolgend auf Vektornotation

bezuglich der Ortskoordinate verzichtet werden (r statt r).
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Zu betonen ist, daf die Beschreibung der Wechselwirkungen der Spins durch lokale
Felder in Vorzugsrichtung — und damnit das hier betrachtete Modell — nur im {ransver-
salen Fall gerechtfertigh ist. So ist unmittelbar einleuchtend, daf fir den Zerfall einer
anfanglich zum externen Feld parallelen Polarisation, wie er bei der sog. longiludinalen
1SR gemessen wird (vgl. [8,9]), gerade die zu By senkrechten Komponenten der loka-
Ien Felder verantwortlich sind. In diesem Fall, wie insbesondere auch bei Abwesenheit
eines externen Feldes (“Null-Feld-Messungen”), nmufl ein vergleichbares (klassisches)
stochastisches Modell zumindest alle Komponenten des lokalen Feldes gleichermafien
berucksichtigen. Ein entsprechendes Modell wurde von Kubo und Toyabe diskutiert,
die die Prazession von Spins in lokalen Feldern mit zufalligen Komponenten Bgf’k, B{f’k
und B betrachteten [49], s. auch Kapitel IIL. Modelle mit einer zufalligen Rotations-
frequenz w(?) sind — von einigen wenigen Ausnahmen abgesehen — fitr sich gesehen so

schwer, dafl der Binschlufl von Random-Walk-Effekten hoffnungslos schwierig wiirde.

Fir die Verteilung der statischen lokalen Dipol-Felder — und damit fur die Ro-
tationsfrequenzen w, — kann im allgemeinen in guter Naherung eine Gauflverteilung
um nunll angenommen werden; das zweite Moment bzw. die Breile dieser Verteilung
1&8t sich dabei mit der Theorie von van Vleck [15] berechnen. Der Zusammenhang
zwischen der Feldverteilung und der Depolarisation P(3) ist im Fall, in dem die Spin-
teilchen nicht diffundieren, einfach, da die Depolarisation im wesentlichen die zeitliche
Fouriertransformierte dieser Verteilung ist [s. Gl. (7.3)]. Fiir diffundierende Spins, die
zu verschiedenen Zeiten verschiedene lokale Felder wahrnehmen, d.h. mit einer zeit-
abhangigen Rotationsfrequenz w({) = W, (1) rotieren, bleibt die Frage nach dem Einflufl
der konkreten Form der Frequenzverteilung aber von Interesse. Dieser Frage wird in
einem Teil dieses Kapitels (Abschnitt I1.3) nachgegangen werden. Zuvor wird jedoch

das Modell mit gaufiverieilten Frequenzen im Mittelpunkt stehen,

I1.1. DEFINITION UND GRUNDLEGENDE EIGENSCHAFTEN DES MODELLS

Zur Beschreibung der Depolarisation diffundierender Spin—Teilchen wird das fol-
gende Modell gewshlt: Jeder Plats r eines (unendlich ausgedehnten) d-dimensionalen
Gitters ist durch eine zufallize Rotationsfrequenz w, charakterisiert, die jeweils un-
abhéngig von den anderen Gitterplatzen aus einer Verteilung g{w,) gezogen wird (siehe

Bild 77.1).
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(i) r——0— - OO0 t
=0 T 2r th= nv

{ii) c G O —_—0—— t
t=0

jumprate v

Bild I1.1 : Gitter mil zufilligen Rotationsfrequenzen w, (d = 2), Random Walk des Spin-Teilchens.

(a) diskreter Random Walk

(b} kontinuierlicher Random Walk

Die Annahme, daB die Frequenzen w, auf verschiedenen Plitzen unkorreliert sind,

stellt natiirlich eine gewisse Idealisierung dar. Korrelationen zumindest zwischen be-
nachbarten Platzen sind in der Realitadt durchaus zu erwarten, z.B. dann, wenn (s.0.)
die Dipolfelder der Kernspins eines Wirtsgitters durch die w, reprisentiert werden sol-
len. Es sei an dieser Stelle nur erwahnt, daf derartige Korrelationen in einer ersten
Néaherung dadurch beriicksichtigt werden kénnen, da man die (mittleren) Aufenthalts-
zeiten des diffundierenden Teilchens auf den Gitterplatzen in geeigneter Weise “renor-
miert”. Numerische Simulationen [50] haben gezeigt, dafl eine solche Vorgehensweise im
dreidimensionalen Fall gerechtfertigt zu sein scheint. Die Behandlung dieser Frage bei

niedrigdimensionalen Gittern, also insbsondere im Fall d = 1, bedarf jedoch sicherlich

noch eingehenderer Untersuchungen.
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Wahrend an spiterer Stelle auch andere Frequenzverteilungen betrachtet werden
sollen, wollen wir uns zunichst hauptsichlich auf den Fall einer Gaufiverteilung mit

Mittelwert (w) = 6 und Breite o = (w?)!/2 konzentrieren:

i
glw) = \/2—71_0_

Das Spinteilchen, das zur Zeit ¢ = § auf einen zufallig gewahlten Platz gesetzt wird,
vollfihrt danach einen einfachen, symmetrischen Random Walk (RW) auf dem Qitter
(siche Bild I1.1); dieser ist dadurch definiert, dafl mit jeweils gleicher Wahrschein-
lichkeit (1/z) nur Spriinge zu den z nachsten Nachbarplatzen erfolgen (z = 2d far

d-dimensionale “kubische” Gitter, auf deren Untersuchung ich mich in dieser Arbeit

exp [-—%(w/a)ﬂ . (I1.1)

beschranken werde). Es werden zwei verschiedene Modelle betrachtet:

— Beim kontfinuierlichen Random Walk (nachfolgend auch als “kontinuierliches Mo-
dell” bezeichnet) erfolgen die Spriinge des Teilchens in einem Poisson-Prozefl mit

Sprungrate v bzw. mittlerer Wartezeit 7 = vy~ !, siche Bild I1.1a.

— Beim diskrefen Random Walk erfolgen die Spriinge in festen zeitlichen Abstanden,

d.h. mit konstanter Wartezeit 7 (“diskretes Modell”), Bild I1.1b.

Da 7 in natirlicher Weise eine Zeitskala fiir beide Prozesse definierf, werden Zeiten
in der Regel dimensionslos in Vieifachen von + und Frequenzen in Vielfachen von ~

geinessen werden.

Im staiischen Fall, bei dem jedes Spin—Teilchen fur alle Zeiten auf seinem anfang-
lichen Gitterplatz bleibt, hangt der Polarisationszerfall (7.1) nur von der Art der Fre-
quenzverteilung g(w} ab [w(t) = w,(y=p) fiir alle Zeiten t]. Fithren wir die sog. charak-

teristische Funkiion § von g ein,

+o0

g(z) = <e?‘w"> = / eim!g(w) dw (11.2)

- OO

so ist die Depolarisation offenbar gegeben durch
Po() = (1) (1r3)

Im Fall der GauBlverteilung (F7.1) erhalt man sofort die Bezichung {I.2) wieder.
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Fur diffundierende Spinteilchen 148t sich der Ensemble-Mittelwert in Gl (1.1} als
doppelter Mittelwert interpretieren: Zum einen als Mittelwert iiber alle denkbaren Re-

alisationen des Random Walks, zum anderen als Mittelung iiber alle Frequenzkonfigu-

rationen {w,}:

P(t) = <<exp[—i‘[0t dt'w(t’)])Rw>{wr}. (I1.4)

Da die Frequenzen auf verschiedenen Platzen unkorreliert sind, kann der zweite Mittel-
wert exakt ausgefilhrt werden, wenn man die gesamte Zeit ¢ in die Zeiten £,(t) zerlegt,
die das Teilchen bis ¢ jeweils auf den verschiedenen Platzen r zugebracht hat. Die ak-
kumlierte Phase ¢ der Spinrotation, ¢(f) = ffw(¢')dt', 1aBt sich dann schreiben als
¥r wety(t); damit ergibt sich:

= <<exp Zw,t >> (11.5)
<H (0] )RW . (I1.6)

Speziell fiir die VGaquerteiIung (11.1) erhalt man somit:
P(t) = <exp th(t > (I1.7)

Im diskreten Modell erfolgen die Spriinge des Teilchens nur zu ganzzahligen Zeiten

th =n(n=1,2,3,...), wobei auch die Depolarisation nur zu diesen Zeiten betrachtet

werden soll. Die obigen Gleichungen lassen sich in der folgenden Form schreiben:

, = P(ty) = <<exp[—izr:w,.h,.(n)]>> (11.8)
- <exp[—°; ) h,’%(n)]> , (I1.9)

RIV

wobei h;(n) die Anzahl der Besuche des Teilchens auf dem Gitterplatz r bezeichnet. Zur
Vereinfachung soll im folgenden stets davon ausgegangen werden, da Random Walks
am Ursprung 7 = 0 beginnen. [Es sei darauf hingewiesen, dafi in die Groflen h,(n), so

wie sie hier eingefiihrt worden sind, der n—te Sprung des Teilchens nicht mehr eingeht.]{

fAnzumerken ist, daf8 (77.9) (bis auf einen trivialen Faktor) der Zustandssumme
eines Polymers im Domb-Joyce-Modell entspricht. In diesem Modell wechsel-
wirkt jedes der n Monomere des Polymers, das einem n-Schritt—-RW entspricht,
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Die Gln. (II.7,9) fir P(¢) bzw. P, sind die grundlegenden Begiehungen fur
die analytische (wie auch numerische} Behandlung des Depolarisationsproblems mit
gaufiverteilten Rotationsfrequenzen. Bevor die Schwierigkeiten, die mit der Ausfithrung
der entsprechenden Random-Walk-Mittelwerte verbunden sind, diskutiert werden, sol-

len zuerst einige allgemeine Bemerkungen zu den Eigenschaften des Modells gemacht

werden.

Ein wesentliches Charakteristikum der durch den Random Walk der Spins definier-
ten Frequenzmodulation w(t) ist, dafl gewisse Rotationsfrequenzen im Laufe der Zeit
mehrfach von einem Spin wahrgenommen werden kénnen, wenn dieser zu bereits vor-
her besuchten Gitterplatzen guriickkehrt — im Gegensatz zur Situation beim “Strong-
Collision”-Modell, bei dem mit jedem Sprung eine neue Frequenz angenommen wird.
Da durch die Riickkehreffekte die Zah! der tatsachlich besuchten Frequenzen gegeniiber
der Zahl der Spriinge herabgesetst wird —- das Teilchen in diesem Sinne also weniger
“mobil” ist — , erwartet man qualitativ ein reduziertes motional-narrowing, d.h. einen
schnelleren Polarisationszerfall. Dieser Effekt sollte bei Random Walks auf niedrigdi-
mensionalen Gittern besonders ausgeprigt sein, da mit abnehmender Dimensionalitat d
Riickspriinge immer wahrscheinlicher werden. Das Strong-Collision-Modell kann als
Grenzfall “d = oo” betrachtet werden; festzuhalten ist, daf es eine (triviale) obere

Schranke fiir den Polarisationszerfall bei Random Walk auf Gittern liefert, d.h. :

s 2
' ~ - II.
Pty < P(¥) ol ] exp(—c“1), (I1.10a)
[vgl. Gl (1.3)], baw.

P, < P = exp(—}o’n) (I1.100)

im diskreten Fall.

nur mit den Monomeren, die sich in seiner “unmittelbaren Nachbarschaft” (d.h.
am gleichen Platz r) befinden, so daff die Gesamtenergie ¢, des Polymers durch
en = (c0/2) T he(hr — 1) = (e0/2)[S; k2 — n] gegeben ist (h, = Zahl der Mo-
nomere am Platz 7, ¢g > 0: (ahstoBende) Paar-Wechselwirkungsenergie). Der
Zusammenhang zwischen der Zustandssumme Zp, = (exp(—en/kyT))py und P
ist mit (J1.9) offensichilich:

Z e P, exp(lO’Qn).
" J:(GU/F.'.BT)Uz " 2
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Die bereits in der Binleitung erwdhnte gaufische Theorie fir w(t) fithrt zu Resulta-
ten, die in Ubereinstimmung mit den anschaulichen Erwartungen eine charakieristische
Abhangigkeit des Polarisationszerfalls von der Dimension d zeigen. Obwohl der durch
den Random Walk definierte stochastische Prozefl w(t) kein gaufischer Prozef ist, ist

die Diskussion dieser Resultate nichtsdestoweniger aufschlufireich:

Charakteristisch fiir einen gaufischen Prozefl () ist das Verschwinden von Kumulanten
von hoherer als zweiter Ordnung [d.h. {w(f1) -+ w(tn))e = 0 fiir » > 2]. Bei Prozessen
mit verschwindendem ersten Moment, d.h. {w(¢)) = 0 fiir alle ¢, ergibt sich dann fiir die

Depolarisation (I.1):
t
P(1) = exp [—%j/dtldtg (w(tl)w(tg))} . (I1.11)
0

Ist w(t) zudem stationdr (was fiir den durch den markov’schen Random Walk definierten

Prozefl der Fall ist), so lafit sich diese Beziehung auch folgendermaflen schreiben:
t ! ! f ’
P(t) = exp |- /0 (w(t" (@)t ~¢')dt'] . (I1.12)

Das asymptotische Verhalten der Frequenzkorrelationsfunktion determiniert den asymp-
totischen Polarisationszerfall fiir Zeiten 1 > 1. Wie sich leicht zeigen 1&ft, ist im Fall

des kontinuierlichen Random Wallks
(w(®)w(0)) = a2 P(0,1) i const x o2t~ U2, (I1.13)

wobei P(0,t) die Wahrscheinlichkeit ist, daf das {(zur Zeit £ = 0 am Ursprung » = 0
startende) Teilchen sich zur Zeit ¢ auf dem Platz » = 0 befindet. Somit folgt fiir das
asymptotische Verhalten von P(t) in d =1 {vgl. (1.4)] und d = 2:

P(t) = exp(—const x o’zt3/2) (d=1), (I1.14)

P(#) = exp[—const x 0?1 In(t)] (d=2). (11.15)

Die gaufische Annahme fiihrt stets zu einem einfach—exponentiellen Zerfall, wenn Fre-

quenzkorrelationen so schnell zerfallen, dafl eine endliche Korrelationszeit 7, definiert

werden kann, d.h., wenn
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In diesem Fall ist P(t) ~ exp(—o?r.t) [“Standard-Theorie” der Linienverengung,
vgl. Binleitung (7.3)].

Die zu (I1.16) dquivalente Bedingung [5° P(0,{)dt < co ist in der RW-Theorie fir
die — bereits 1921 von Pélya [51] untersuchte — Frage entscheidend, ob ein Teilchen
mit Sicherheit irgendwann zu seinem Startplatz zuriickkommt (sog. “wiederkehrender”
Random Walk) oder andernfalls mit endlicher Wahrscheinlichkeit “im Unendlichen ver-
schwindet” (“iransienter” Walk), siehe z.B. [52]. Beim einfachen Random Walk in
d = 2 und d = 2 divergiert das Integral (d.h., die Walks sind wiederkehrend); die
gauflsche Naherung liefert einen schnelleren als einfach-exponentiellen Polarisationszer-
fall. In d > 3 — d.h. allgemein bei transienten Random Walks — existiert demgegeniiber
das Integral in (11.16), so daB die Polarisation in dieser Naherung einfach—-exponentiell
zerfallt. Die GréSe 7, ist dimensionslos durch [ P(0,¢)dt = ap gegeben, eine Kon-
stante, die beim hier betrachteten einfachen Random Walk fiir verschiedene Gitterty-
pen bekannt ist, beispielsweise ag = 1,516.. . beim dreidimensionalen einfach—kubischen

Gitter [siehe z.B. GI. (D3) in Ref. 53]. Die gaufische Annahme liefert also:
P(t) ~ exp(—ago?t)  (d >3). (11.17)

Wenngleich die gaufische Annahme fiir w(t) mithin physikalisch ansprechende Resultate
liefert, so stellt sich dennoch die Frage, ob bzw. inwieweil diese Naherung iberhaupt
zur Beschreibung des tatsachlichen Depolarisationszerfalls herangezogen werden kann.
Diese Frage ist — insbesondere fiir den eindimensionalen Fall -— eingehend untersucht
worden ( [29], siehe auch Ref. 40); die entsprechenden Resultate werden weiter un-
ten diskutiert. An dieser Stelle soll vorerst befont werden, dal aus den Resultaten
der gaufischen Niherung eine mathematisch-strenge Aussage iiber das Verhalten der

tatsachlichen Depolarisation abgeleitet werden kann:

Den Hollander [54] hat darauf hingewiesen, dafi die Ungleichung von Jensen fur

konvexe Funktionen —
(f(2)) = f({=)) , ({1.18)

wenn f eine stetige, konvexe Funktion der reellen (Zufalls-)Variablen z ist (s.
z.B. {55]) — auf das Depolarisationsproblem angewandt werden kann. Deutlich wird

dies in Gl (FL.7), in der P(t} als Mittelwert einer konvexen Funktion der Variablen
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>, t2(t) gegeben ist; somit folgt:

0.2
P02 exp (-5 (D200 ). (1119)

Nun ist aber, wie sich leicht zeigen 148, der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Un-
gleichung nur eine andere Form des Ausdrucks in Gl (II.11), d.h. der Depolarisation,
die man unter der gaufischen Annahme fiir w(t) erhilt. Die gauBsche Niherung liefert
somit bei allen Zeiten ¢ eine untere Grenze fiir den tatsichlichen Polarisationszerfall;
die asymptotischen Ausdriicke (77.14,15,17) sind dementsprechend als untere Grenzen
fur den asymptotischen Zerfall von P(t) aufzufassen. Die Konsequenzen, die sich hier-
aus fiir transiente Walks (also d > 3) ergeben, sind offensichtlich: Zusammen mit der
durch das Strong-Collision-Medell (fiir alle d) gegebenen oberen Grenze (11.10q) folgt
unmittelbar, daff P(t) asymptotisch einfach-exponentiell zerfallen mufl. Die Frage nach

dem Zerfall in d = 1 und d = 2 bleibt demgegeniiber aber weiterhin offen.

Im nachsten Abschnitt sollen die bereits in der Einleitung erwihnten Resuliate fiir
den eindimensionalen Fall zusammengefafit und diskutiert werden. Die wesentlichen
Ideen und Methoden, mit denen diese Resultate hergeleitet wurden, sollen dabei, ob-
wohl bereits an anderer Stelle dargelegt, { {29, 30], vgl. auch [40]), im Interesse der
inhaltlichen Geschlossenheit dieser Arbeit erlautert werden — zum einen, weil sie zum
prinzipiellen Verstindnis des Depolarisationsproblems beitragen kénnen, zum anderen
aber auch deshalb, weil an spéterer Stelle Bezug auf sie genommen werden wird (z.B.
bei der Untersuchung der Depolarisation im Gittergas, siehe Kapitel IV). Zuvor soll
jedoch ein kurzer Kommentar beziiglich der Schwierigkeiten gemacht werden, die mit
dem Versuch einer exakten Behandlung des Depolarisationsproblems bei Random Walk
auf Gittern verbunden sind.

Wie Gl (I1.9) fiir den diskreten Fall verdeutlicht, reduziert sich das Problem
der Random-Walk-Mittelung im Prinzip zunichst darauf, die Wahrscheinlichkeiten
pn({hr}) dafiir zu bestimmen, daB in einem n-Schritt Random-Walk die Plitze 7 je-
weils h,—mal besucht werden. Es soll hier nur erwahnt werden, daf die Kenntnis dieser
Wahrscheinlichkeiten aunch fiir die Berechnung der Depolarisation P(#) im kontinuier-
lichen Fall von Nutzen ware [29]. Die Random-Walk-Theorie liefert zu diesem Pro-
blem folgende Resultate: Rubin und Weiss [56] haben fiir beliebige Dimension d eine

formale Berechnungsvorschrift fir die erzeugende Funktion der Wahrscheinlichkeiten
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Prn({hrishrgs ooy hr, }) einer endlichen Menge von Gitterplatzen {ry,...,r} angege-
ben. Ihr Resultat ist von praktischem Nutzen, wenn nur wenige Platze von Interesse
sind, aber nicht geeignet fiir das Depolarisationsproblem (sieht man von einer Beschrei-
bung des Kurzzeitverhaltens einmal ab). Die einfache Topologie in d = 1 erlaubt es
demgegeniiber, in Anlehnung an Arbeiten von van Beijeren und Spohn, die ein ver-
wandtes Problem untersucht haben [57, 58], alle Walks mit vorgegeben Besuchszahlen
{h;} abzuzihlen. Die entsprechenden Ausdriicke sind jedoch relativ kompliziert, so
daB die Summation iiber alle moglichen Konfigurationen {A,} in den Ausdriicken fir
die Depolarisation nicht durchgefithrt werden konnte. [Wie in dnderem Zusammenhang
deutlich gemacht wurde, kann diese Methode allerdings hilfreich sein fiir numerische Be-

rechnungen, z.B. von Ausdriicken der Form (771.9) fur nicht allzu grofle Schritizahlen n

[59}. ]

I1.2. SPINDEPOLARISATION IN d = | (GAUSSSCHE FREQUENZVERTEILUNG)

Die transversale Depolarisation von Spins, die Random Walk auf einer linearen
Kette mit gauflverteilten Frequenzen ausfiihren, ist in Zusammenarbeit mit Kehr ein-
gehend untersucht worden [29,30,40]. Als wesentlichstes Resultat ergab sich, da8 im

Gegensatz zu einem Verhalten der Form P(i) ~ exp{—const x #3/2), das sich unter der
gaufschen Annahme fiir w(f) ergibt, die Depolarisation sowohl im kontinuierlichen wie
auch im diskreten Modell asymptotisch einfach—exponentiell zerfallt. Zuerst soll die
Bedeutung der gaufischen Ndherung als niedrigste Ordnung einer systematischen Ku-
mulantenentwicklung fiir P(f) diskutiert werden; anschlieen wird sich die Diskussion
der eigentlichen Asymptotik des Polarisationszerfalls, wobei die analytischen Resultate

denen numerischer Simulationen gegeniibergestellt werden.

11.2.1. KUMULANTENENTWICKLUNG FUR P(i)

Die Untersuchungen in diesem Abschnitt sind durch die bereits angesprochene Fra-
gestellung motiviert worden, ob bzw. inwieweit die gaufische Behandlung — oder all-
gemeiner eine systematische Kumulantenentwicklung — zumindest als naherungsweise
Beécheibung des tatsachlichen Polarisationszerfalls von Nutzen sein kann. Die Dis-
kussion beschrankt sich dabei der Binfachheit halber auf das kontinuierliche Modell,
in dem die Depolarisation P(¢) nach Ausmittelung der zufélligen Rotationsfrequenzen

durch den (exakten) Ausdruck (I7.7) gegeben ist. Betrachtet man die Verteilung der
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durch den Random Walk generierten Zufallsvariablen & = ¥, t2(f), so entspricht die
gaufsche Naherung — vgl. die Anmerkung nach Gl. (I7.19) — der Approximation die-
ser Verteilung durch eine einfache é—Funktion, d.h. durch §(Z — (). Die Méglichkeit,
systematisch auch hohere Momente dieser Verteilung su beriicksichtigen, liefert die Ku-
mulantenentwicklung von (I1.7); sie ist durch

P(f) = Iim P(m)(t) s

=00

k

m _02 1 !

P(m)(t) = exp[ Z ( 2 ) E(Ek(t»c} 1 (11.20)
k=1 .

gegeben, wobei sich die GréBen (2*(1)),, die Kumulanten k-ter Ordnung, in bekannter

Weise (s. z.B. [21]) durch die ersten £ Momente

My(t) = (S(t)) , ..., My(t) = (8% (2))

ausdriicken lassen. Die gauflsche Naherung entspricht in dieser Schreibweise also gerade
der Approximation von P durch P(l).f

Die Momente My(t), bzw. deren Laplace-Transformierte My(u), lassen sich in
einem ersten Schritt, in dem nur von der Markov-Eigenschaft und Translations-
invarianz des zugrundeliegenden Random-Walk—Prozesses Gebrauch gemacht wird,
auf (von der Dimension d unabhangige) Ausdriicke zuriickfithren, die nur noch die
Laplace-Transformierten P(r,u) der RW-Aufenthaltswahrscheinlichkeiten P(r,t) ent-
halten. Wie dies ~ im Prinzip fiir beliebige Ordnungen %, wobei allerdings der Auf-
wand mit wachsendem k erheblich zunimmt — konkret durchzufiihren ist, soll hier nicht

erlautert werden (siche [40] sowie Ref. 29, in der eine detaillierte Beschreibung zu finden

{In der Literatur zur Theorie stochastischer Prozesse wird die Kumulantenentwick-
lung iiblicherweise in der folgenden Form diskutiert [60, 61]:

vgl. Gl (I1.11) fiir gaufisches w(¢). Im vorliegenden Fall, in dem w(#) durch den
‘Random Walk auf einem Gitter mit gaullverteilten Frequenzen definiert ist, ist es
Jjedoch sinnvoller, die — natfirlich vollkommen dquivalente — Entwicklung (11.20)
‘zu benutzen, da bei der Berechnung der Kumulanten nur noch Random-Walk—

Mittelwerte anszufiithren sind.
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ist). Betrachten wir beispielhaft nur die entsprechenden Ergebnisse fiir die ersten beiden

Momente:
~ 2 -
Mi(u) = ;‘"Z”P(O,’U,) , (I1.21)
- 1~ ~ " -
My(u) = ;85 [;PQ(U, w) + P(0,%) Y PHru) + Y Pr,u)] . (I1.22)
F T

Im Fall des hier betrachteten einfachen Random Walks in d = 1 ist die Laplace-

Transformierte von P(r,t) durch

sy 2 2]
, Julu + 2) C(u)

gegeben [52]. Die im Ausdruck fiir Ms(u) auftretenden Gittersummen kénnen mit
(11.23) explizit ausgefithrt werden: ¥, PI(r,u) = C 7 (u)[1 FAI(u)/[1-AT ()] (5 > 2).
Durch inverse Laplace—Transformation kénnen nun sowohl Mj(t) als auch My(f) und

damit auch die entsprechenden Kumulanten numerisch fiir alle Zeiten ¢ berechnet wer-

(I1.23)

den.

Das asymptotische Verhalten fiir { — co erhalt man aus der Entwicklung von
My (u) fir kleine Argumente u. Fiir Mi(¢) = (Z(f)) findet man auf diese Weise
natiirlich das (7.4) bzw. (I7.14) entsprechende Verhalten wieder; fiir #3(¢) erhalt man
Mo(t) r~ l—gl-t?’. Beide asymptotischen Formen sind spezielle Falle des allgemeineren
Resultats Mp(f) ~ const x {3k/2 (f — o0), dessen Giiltigkeit fiir alle k gezeigt wer-
den kann [29]. Unter Vernachlassigung numerischer Faktoren findet man fir die zweite
Kumulanten—Naherung das asymptotische Verhalten

P(z)(i) ~ exp(—const x 153) ,

f-

das, da die Konstante im Exponenten positiv ist, fiir das tatsichliche asymptotische
Verhalten offensichtlich irrelevant ist. Nichtsdestoweniger liefert P(5)(Z) aber einen wich-
tigen Beitrag bei intermedidren Zeiten. Bild I1.2 zeigt beispielhaft das Verhalien von
P(l)(t) und P(9)(t) bei einem typischen Wert von 0. Der Vergleich mit der numerischen
Simulation zeigt, dafl sich der tatsachliche Polarisationszerfall mit P(l)(t) bis zu Werten
P(#) = 107! und mit P(g)(t) bis zu Werten P(1) = 1072 relativ gut approximieren laft.
Diese Beobachtung mag erkliren, daf sich die in der Einleitung erwahnien experimen-

tellen Resultate {25] recht gut mit der gaufschen Theorie beschreiben liefen. So liefert
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time t

Bid I11.2: Depolarisation des kontinuierlichen Random Walks ind = 1 {o = 0,1). Vergleick der ersten
und zweiten Kumulanten-Nikerung Piy(t) bzw. Fiy(t) mit dem Resultat der numerischen

Simalation (o).
bereits der asymptotische Ansdruck (7.4) als grobe Niherung Zeiten fiir den Zerfall
auf %, die nur um ca. 30% von den simulierten Werten abweichen. Dies legt den Schluf
nahe, dafl aus der gauBschen Naherung abgeleitete Linienbreiten die richtigen Werte
recht gut beschreiben sollten (siehe [25] ). Anzumerken ist, daB Reiter und Boucher zu
einem ahnlichen Schlu8 fiir das Modell wechselwirkender Spins gelangt sind [31].

Die Kumulantenentwicklung (I7.20) ist offensichtlich eine Entwicklung fiir kurze
Zeiten t. Der zeitliche Bereich, in dem der Polarisationszerfall mit einer bestimmten
Ordnung k noch gut beschrieben wird, wird dabei mit abnehmendem Parameter o,
den man als Maf} fiir die Unordnung des Gitters auffassen kann, grofer. Je gréfer
die Unordnung, d.h. ¢, ist, desto frither werden feinere Details des Random-Walk-
Progesses und die dadurch bedingten Frequenzkorrelationen wichtig. Wahrend in der
gauflschen Naherung nur Korrelationen durch einfache Riickkehreffekie zu einzelnen
Gitterplatzen berticksichtig werden, vgl. GL (I1.13) bzw. (I1.21), gehen in die héheren

Kumulanter der Ordnung k sowohl Korrelationen durch einfache Riickkehr zu % ver-
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schiedenen Plitzen als auch solche durch mehrfache (2k-fache) Besuche auf einzelnen
Plitzen ein (allgemeiner alle Korrelationen, die durch 2k Besuche des Teilchens auf be-
liebigen Platzen entstehen). Zumindest in d = 1 kénnen Korrelationen durch Besuche
von endlick vielen Platzen aber nicht der Situation im asymptotischen Bereich gerecht
werden, in dem beliebig viele Patze beliebig oft besucht werden kénnen. Festzuhalien ist
aber, dafl die Kumulantenmethode die zumindest prinzipielle Moglichkeit bietet, durch
sukzessive Entwicklung den anfanglichen Zerfall soweit wie gewlinscht zu beschreiben.
Abschlieflend soll angemerkt werden, daff im Fall ¢ > 1 der gaufiformige Zerfall (I1.2)
eine adaquate Beschreibung der Depolarisation darstellt, da dann die Details der Fre-
quenzmodulation w(#) praktisch irrelevant sind (das “wahre” asymptotische Verhalten

ist nicht mehr beobachtbar).

11.2.2. ASYMPTOTISCHES VERHALTEN DER DEPOLARISATION

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Uberlegungen und Resultate beziiglich
des Verhaltens der Depolarisation bei grofien Zeiten { bzw. Schrittzahlen n susammen-
gefafit. Im Vordergrund wird dabei eine Niherung fiir das asymptotische Verhalten
der Depolarisation P, des diskreten Modells stehen. Die Bedeutung dieser Naherung
ergibt sich daraus, daB sie zu Resultaten fiihrt, die sich in guter Ubereinstimnung mit
denen numerischer Simulationen befinden, dariiberhinaus aber auch in besonders an-
schaulicher Weise ein grundsatzliches Verstandnis der charakteristischen Eigenschaften
der durch den Random Walk der Spins bedingten Depolarisation ermoglicht.

Wie die Uberlegungen des vorhergehenden Abschnitts bereits deutlich gemacht ha-
ben, sollte eine Theorie fiir das asymptotische Verhalten der Tatsache Rechnung tra-
gen, daB mit zunehmender Zeit ¢ immer mehr Pliize unter Umstinden mehrfach be-
sucht werden kénnen. Als Ausgangspunkt betrachten wir die Zahl s der verschiedenen
Plitze, die von einem Teilchen in einem diskreten n—-Schritt—RW besucht werden (diese
Grofle wird in einer Dimension auch als Ausdehnung oder “Span” des Walks bezeich-
net). Anhand der beiden bei gegebenrem n méglichen Extremfalle, s = 2 bzw. s = n,
148t sich unmittelbar das unterschiedliche Verhalien “kontrahierter” (kleines s) baw.
“ausgedehnter” Walks (grofies s) verdeutlichen: Ihr individueller Beitrag zur Depolari-
sation ist einerseits ein gauBformiger Zerfall, exp(—dznz/é), fur s = 2, andererseits ein
einfach-exponentieller, exp(—a?n/2), fiir s = n [entsprechend dem diskreten Strong-

Collision—Modell (I1.108)]. Fiir belicbige Werte von s erhilt man eine naherungsweise
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Beschreibung, wenn man vereinfacht annimmt, daf jeder der s verschiedenen besuchten
Platze gleich oft, d.h. ®~mal, besucht worden ist. GL (II.8) reduziert sich damit zu

o2 n?
P, = (Cr(s)), Cn(s) = exp (—??) , (11.24)

wobei sich die Mittelung nun Gber alle moglichen Werte von s erstreckt. Ein interessan-
ter Zusammenhang mit der bereits diskutierten gaufischen Naherung ergibt sich, wenn
man weiterhin animmt, dafl jeder n—Schritt~RW gerade (s} verschiedene Plitze besucht.

Mit dem asymptotischen Verhalten [53]

(s) ~ (8n/mx)1/? (11.25)

n—oo
in d =1 fithrt (I1.24) dann zu P, ~ exp[—%02(1/8)1/2n3/2], einem qualitativ (17.14)
entsprechenden Verhalten. In hoheren Dimensionen verhilt sich die mittlere Zahl der

verschiedenen besuchten Plitze asymptotisch wie [53]

const x n/In(n) (d =2) (11.26)
) S const x n (d>3) (11.27)

Die Polarisationzerfille, die diese Naherung fiir d = 2 und d = 3 liefert, sind somit
wiederum analog zu den Resultaten (17.15,17) der gauBschen Niherung fiir P(¢). Die
gaufische Naherung 1d8t sich also anschanlich so interpretieren, da8 sie nur die Eigen-

schaften “mittlerer” Walks (d.h. solcher mit mittlerer Ausdehnung) beriicksichtigt.

Um in der Naherung (I/1.24) die Beitrage von Walks beliebiger Ausdehung zu
beriicksichtigen, bedarf es der Kenntnis der Verteilung W,(s) der Zahl s der in ei-
nem n-Schritt-RW besuchten Platze. In d = 1 ist diese exakt bekannt [62]. Da hier das
aymptotische Verhalten der Depolarisation im Vordergrund steht und dartiberhinaus
ausgedehnte Walks die groBien individuellen Beitrage Cp(s) liefern [s. (I7.24)], wird
direkt ein von Weiss und Rubin [62] - in der Form einer unendlichen Reihe - gegebener
asymptotischer Ausdruck fiir die Spanverteilung benutzt, der auf der rechten Flanke der
Verteilung, d.h. bei grossen Werten von s, schnell konvergiert:

Wi(s) = L i(q)ﬁlj? exp (—45%s%/n). (11.28)
'\/27"_7?' i=1
In Bild 7.3 sind Wy, (s) undCy(s) sowie das Produkt f,,(s) = Wy(s)Cr(s), das den effek-

tiven Beitrag aller Walks mit Span s zur Depolarisation beschreibt, fiir typische Werte
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s {number of sifes visited)

Bild I1.3: Spanuertcitung Wy, (s) {d = 1), individueller Beitrag Cn(s) eines Walks mat Span s zur Depo-
larisation, GL (11.24), und fn(s) = Wy (5)Cu(s) fitr n = 100 und o = 0,5. [Die Mazima von
W,, und C,, sind auf I normiert, das von f,, auf0.6.]

von n und o dargestellt. Bei hinreichend grofiem n geniigt es, bei der Ausfiihrung des
Mittelwertes in (77.24) nur den ersten Summanden der Summe (17.28) mitzunehmen
(die anderen Summanden liefern exponentiell verschwindende Beitrage). Die Summa-
tion itber f,(s) laft sich mittels Satielpunktsintegration ausfiihren. Der Sattelpunkt
bzw. das Maximum von f, liegt bei g, = 2_1/302/311, wobel die relative Breite von
der Groflenordnung 712 ist. Da fn{s) nicht fiir Argumente s > n definiert ist, ist die
Sattelpunkismethode somit nur filr solche Werte von o legitim, bei denen s, kleiner
als n ist, d.h. grob gesprochen fiir Werte von o kleiner als 1. Als Resultat fur das
asymptotische Verhalten der Depolarisation ergibt sich

Py~ o exp (~3 x 273343, (1I1.29)

V3

also ein einfach-exponentieller Polarisationszerfall. Bevor auf den Vergleich dieses Re-
sultats mit numerischen Simulationen eingegangen wird, soll elne weitere Anmerkung

gemacht werden.

Da fiir jeden einzelnen Walk die Ungleichung ¥, t2(t) > n?/s in Strenge erfiillt ist,
liefert die Naherung (77.24) eine obere Schranke fiir die Depolarisation P, . Die dement-
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sprechende Bedeutung von (I7.29) als einfach-exponentielle obere Schranke fiir den
asymptotischen Polarisationszerfall ist vom theoretischen Standpunkt aus aber nicht be-
friedigend, da dadurch — ebensowenig wie durch die triviale obere Schranke (11.105) —
natirlich nicht die Mdglichkeit eines Zerfalls P, ~ exp(—const xn”) mit einem Exponen-
ten a > 1 ausgeschlossen werden kann. Der Beweis, dafl die Depolarisation tatsichlich
einfach-exponentiell zerfallt, konnte aber durch geeignete Konstruktion einer unferen

Schranke erbracht werden, die ebenfalls asymptotisch einfach-exponentiell zerfallt [29].

Die obigen Resultate sind fiir das diskrete Modell hergeleitet worden. Inwieweit sich
diese auch auf das Modell des kontinuierlichen Random Walks iibertragen lassen, wird

in den nachsten beiden Abschnitten im Zusammenhang mit den Resultaten numerischer

Simulationen diskutiert.

11.2.3. VERGLEICH MIT NUMERISCHEN SIMULATIONEN

Dazu, wie die Simulationen, deren Ergebnisse hier zusammengefafit diskutiert wer-
den sollen, durchgefiihrt wurden, sollen nur einige allgemeinere Anmerkungen gemacht
werden. Details sind in [29] zu finden (vgl. auch Anhang B, in dem auf die numerischen

Simulationen der Depolarisation im (ittergas eingegangen wird).

Simulationen zum Depolarisationsproblem konnen im Prinzip anf verschiedenste Wei-
sen realisiert werden, je nachdem, wie die zur Berechnung von P durchzufithrenden
Mittelungen — die Frequenzkonfigurations— und die Random-Walk-Mittelung — in
der Simulation ihre Beriicksichtigung finden. Eine Methode, die der Simulation von
(I1.5) bzw. (I1.8) entspricht und sich am unmittelbarsten an der urspriinglichen Pro-
blemstellung orientiert, besteht im Kern darin, auf einem hinreichend grofien Gitter
mit zufallig erzeugter Frequenzenkonfiguration {w,} viele Random Walks mit zufilligen
Startplatzen zu simulieren, wobei man die Spinrotationsphase aller “Teiichen” mitver-
folgt. Diese Methode erwies sich jedoch als relativ zeitaufwendig und nicht sehr genau,
da grofie statistische Streuungen der Daten bereits bei Werten von P (typischerweise der
Gréfenordnung 1072-1073) auftraten, bei denen der asymptotische Bereich i.a. noch
nicht erreicht war. Vorteilhafter erweist sich, von vorneherein auf die Simulation der

Konfigurationsmittelung zu verzichtenf, d.h. direkt die Gln. (11.7,9) zugrunde zu legen.

{Umgekehrt sind Methoden denkbar, beil denen auf die Simulation des Random
Walks verzichtet werden kann. Im kontinuierlichen Fall 2.B. 138t sich das Depo-
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Diese Methode, bei der nur noch iiber viele Walks gemittelt werden muf}, erlaubte es,

den Depolarisationszerfall in einem weitem Parameterbereich (Werte von o zwischen
2 und 1073 im diskreten Modell) bis hinab zu Werten der Gréfenordnung 1078 (und

teilweise noch weiter) zu verfolgen. Simulationen des kontinuierlichen Modells wurden

nicht in gleichem Umfang durchgefithrt, da mit der Simulation der zufalligen Wartezei-

ten zusatzlicher Aufwand verbunden ist.

Bild IT.4:
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Depolarisaiion des kontinuicrlichen baw. diskreten Random Walks [ =1, Frequenzrerietlung
(I1.1)} frir zwei typische Werte von o, Simulationcn. Gefillie Symbole: Simulntion miitels
ersier im Text beschricbener Methode, offene Symbole: zweite Methode.

Die Simulationen zeigen, daf sich sowohl die diskrete wie auch die kontinuierliche

larisationsproblem iiber ein Differentialgleichungssystem formulieren (in Analogie
gur Beschreibung des RW’s mit der Master—Gleichung), das fir vorgegebene w;
numerisch geldst werden kann; allerdings erwies sich anch diese Methode als nicht
“allzu effizient [29]. Im diskreten Fall ware in Analogie dazu daran zu denken,
- die RW-Mittelung durch Multiplikation {w,}-abhéngiger Transfermatrizen exakt
durchzufithren. Obwoh! keine eigenen Erfahrungen hierzu vorliegen, ist zu vermu-
ten, daB auch in diesem Fall die Sinulation der w;, problematisch ist.
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Bild I1.5: Abhangigkeil der Zerfallskonstanten X des asymptotisch einfach—exponentiellen Polarisa-
ttonszerfalls von der Breite 0. o (diskreies Modell) und o (kontinuierliches Modell): Resul-
tate numerischer Simulationen. Gestrichelie Linie: Gl (I1.30) [durchgezogene Linie: Resul-
tal der Effektive-Medium—Theorie].

Depolarisation bei allen Werten von o asymptotisch einem einfach—exponentiellen Zer-
fall annahert, vgl. Bild 71.4, in dem die Resultate fiir P, und P(#) bei zwei typischen
Werten von o gezeigt sind. Zum Vergleich sind einige Datenpunkte miteingezeichnet,
die nach der ersten oben erwahnten Methode gewonnen wurden.

Gl. (I1.29) beschreibt das asymptotisch fithrende Verhalten der Depolarisation in
der Naherung (II.24). Die fiir den Vergleich mit den Simulationen sinnvolle Gréfle ist
daher die Zerfallskonstante

A =23 x27%/3;4/3 (11.30)

des einfach—exponentiellen Zerfalls dieses Ausdrucks. Bild IT.5 zeigt in doppeli-
logarithmischer Auftragung die Abhangigkeit der Zerfallskonstanten von der Breite o
der Frequenzverteilung. Die Steigung der Geraden durch die Datenpunkte der numeri-
schen Simulation betragt '1., 30 £ 0,02 und liegt damit nah bei dem theoretischen Wert
von % in Gl. (11.30).
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11.2.4. ZUSAMMENHANG ZWISCHEN KONTINUIERLICHER UND DISKRETER DEPOLARI-
SATION

Bs stellt sich die Frage, inwieweit sich die Ergebnisse fiir die Depolarisation P, des
diskreten Random Walks auf das kontinuierliche Modell ibertragen lassen, in dem die
Spriinge nicht in zeitlich konstanten Abstinden 7(= 1), sondern in einem Poisson—
Prozefl mit Sprungrate =1 bzw. mittlerer Wartezeit + erfolgen. Eine naheliegende
Annahme ware, daB — wie dies z.B. fiir typische RW-Gréflen wie die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeiten oder die mittlere Zahl der besuchten Plitze entsprechend der Fall
ist — P, und P(f) bei groflen Schrittzahlen n bzw. Zeiten ¢ iibereinstimmen, wenn
man die Umrechnung ¢t « n7 zugrundelegt. Bereits der Vergleich der Ergebnisse des
Strong-Collision—-Modells (I1.10e, b) zeigt jedoch, dafl diese Annahme nicht gerechtfer-
tigt ist; auch die Resultate der Simulationen, siche Bild 77.4 und Bild I1.5, machen dies
deutlich. Der Grund liegt darin, dafl beim Depolarisationsprobem die fiir die Mitte-
lung entscheidende Grofle, die akkumulierte Phase ¢ der Spinrotation, nicht nur davon
abhangt, wieviele Frequenzen wieoft besucht werden, sondern auch davon, wie lange
jeder einzelne Besuch dauert. Dafi Fluktuationen in den Wartezeiten zu einem schnel-
leren Zerfall fithren, kann beim Strong-Collision-Modell unmittetbar, beim Random-
Walk-Modell (wiederum) unter der Annahme, daf alle Plitze gleichoft besucht werden,
einsichtig gemacht werden [29,40]. Der Einfluf§ dieser Fluktuationen kann unter dieser
Annahme (die beim Strong-Collision~-Modell trivialerweise erfiillt ist) auch quantitativ

abgeschatzt werden; man findet:

P(t) =~ P, exp {M%(UT)Q‘RJ (cr €1, n=t/r>1) (I1.31)
[vgl. (IT.10a,b)]. Die Depolarisation P(t) des kontinuierlichen Randoin Walks zerfallt
im Rahmen dieser Naherung also exponentiell mit der Zerfallskonstanten A + o2/2
(7 = 1), wobei X durch (71.30) gegeben ist. Dafl die Zerfallskonstante somit propor-
{ional zu

0‘4/3(1 + const x 02/3)

sein sollte, liefert eine zumindest plausible Erklirung dafiir, daf sich die Zerfallskonstan-
ten des kontinuierlichen Moedells denen des diskreten Modells mit kleiner werdendem o

immer mehr annahern (Bild I7.5). Bei hinreichend kleinem o erwartet man also auch

im kontinuierlichen Modell die Abhangigkeit
A\ = const x ¢ (I1.32)
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mit § =~ % Anzumerken ist, daf§ die Effektive-Medium-Theorie (vgl. Abschnitt I1.4),
die in Bild II.5 miteingezeichnet ist, im Grenzfall ¢ < 1 ebenso wie Gl. (I1.30) im
diskreten Fall einen Wert von exakt % liefert. Dieser Exponent 8 unterscheidet sich
deutlich vom Wert § = 2, der im gaufischen Standard—Modell, Gl (1.3), wie auch
im Strong-Collision-Modell auftritt. Beschreibt man den Polarisationszerfall auf der
realen (unskalierten) Zeitachse, so schreibt sich die (I71.32) entsprechende Zerfallskon-
stante als A = const x a(a’r)ﬁ”l, d.h., dafl der Parameter 7 mit einem Exponenten von
= % eingeht. Die experimentelle Relevanz ist prinzipiell die folgende: Kennt man die
Temperaturabhangigkeit von 7, z.B. aus unabhéngigen Messungen der Diffusionskon-
stanten, so ergibt sich die Moglichkeit, durch Variation der Temperatur die Abhangigkeit
der Zerfallskonstanten von der Breite o, d.h. 8, zu bestimmen. Anzumerken ist, daB
die dimensionslose Kombination (o"r)l/ 3 auch im Resultat der gaufischen Naherung
(s. Ref. 26) identifiziert werden kann; sie tritt zudem auch in der Theorie von Reiter
und Boucher auf [31].

Erwahnt werden sollen an dieser Stelle noch Arheiten, in denen die Depolarisation
von Spins untersucht worden ist, die anf einem endlichen Gitter der Lange L — eben-
falls mit gaufiverteilten Frequenzen — Random Walk ausfiihren. Mazo und Van den
Broeck [63] fanden einen asymptotisch exakten Ausdruck fiir die Depolarisation dieses
Modells, der Korrekturen zum fithrenden Verhalten — das durch einen gaufischen Zer-
fall mit reduzierter Breite o/v/I gegeben ist — beinhaltet. Eine fiir die analytische
Behandlung bedeutsame Eigenschaft dieses Modells ist, dafl der Proze w(f) im asymp-
totischen Bereich, d.h. bei Zeiten £ > L2r, gauBisch wird. Ihre numerischen Simulatio-
nen bestitigen unsere Resultate insoweit, als daB sie (bei geeigneten Parametern) den
von uns gefundenen einfach—-exponentiellen Zerfall in einem intermediaren Zeitbereich
r €t € L’7, in dem die Teilchen die Endlichkeit des Gitters noch nicht bemerken,
beobachtet haben. Wahrend sich die o.g. Arbeit auf den kontinuierlichen Random Walk
beschrankt, haben Maes und Van den Broeck [64] das Modell insoweit verallgemeinert,
als dafl sie dieses fiir eine ganze Klasse von méglichen Sprungprozessen diskutieren, die
den diskreten wie auch den kontinuierlichen Random Walk als Grenzfalle beinhalten.
In ﬁbereinstimmung mit unseren Resultaten zeigt diese Arbeit in besonders schoner

Weise, wie die Depolarisation mit zunehmendem Grad an kontinuierlichem Verhalten

immer schneller gerfallt.
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11.3. VERSCHIEDENE FREQUENZVERTEILUNGEN

Die bisherigen Resultate fiir die Depolarisation sind unter der Annahme hergelei-
tet worden, daf die lokalen Rotationsfrequenzen w, gaufiverteilt sind. Es ist bereits
erwahnt worden, dafl eine solche Naherung im allgemeinen eine gute Beschreibung der
tatsachlichen Verteilung der lokalen magnetischen Felder in Kristallen liefert, wenn diese
auf Dipol-Dipol-Wechselwirkungen zuriickgefiihrt werden konnen (van Vleck [15]). Da
hier jedoch der Depolarisationszerfall in sehr detaillierter Weise diskutiert wird (z.B.
Zerfalle bis zur Grofenordnung 107°), stellt sich die Frage, inwieweit dieses Verhalten
von der expliziten Annahme einer Gauflverteilung abhangt. In der vorliegenden Arbeit
soll dieser Frage in der Weise nachgegangen werden, dafl — spesziell fiir den eindimen-
sionalen Fall — andere Typen von Verteilungen betrachtet und die entsprechenden

Polarisationszerfalle im Vergleich mit dem im gaufischen Fall diskutiert werden.

Ein Beispiel dafiir, daf in Abhangigkeit von der Frequenzverteilung ein Verhalten
der Depolarisation moglich ist, das sich in drastischer Weise von dem iiblicherweise zu

erwartenden (Stichwort “motional narrowing”) unterscheidet, ist das der Canchy- oder

Lorentzverteilung

5(52 +w)b (5> 0).

g9(w) = —

™
Im Fall dieser Verteilung ist der Polarisationszerfall vollkommen unabhangig davon, ob
oder wieviele verschiedene Frequenzen i Laufe der Zeit angenommen werden [65]; er

ist stets, ob die rotierenden Spins diffundieren oder nicht, durch
P(t) = exp(—61)

gegeben. (In der Spinresonanstheorie ist dieser Effekt als “total absence of motional
narrowing” bekannt.) Die Frage nach dem FEinfluf von Random-Walk—Prozessen auf

die Depolarisation ist somit fiir die Cauchy—Verteilung vollig irrelevant.

Nachfolgend werden drei verschiedene Beispiele von Verteilungen betrachtet, die mit
der GauBverteilung (I7.1) in Mittelwert (w) = 0 und Varianz o iibereinstimmen, sich
aber beziiglich ihrer (nichtverschwindenden, endlichen) hoheren Momente unterschei-

den. Als erstes Beispiel wird die symmetrische Exponentialverteilung

1

9(w) = 7 exp(—v2|w|/o) (11.33)
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diskutiert, wobei die resultierende Depolarisation detaillierter untersucht werden soll

als im Fall der anderen Beispiele (konstante bzw. Rechteck—Verteilung, dichotomische

Verteilung) [66).

I1.3.1. SYMMETRISCHE EXPONENTIALVERTEILUNG

Der statische Polarisationszerfall ortsfester Spins ergibt sich unmittelbar tiber die

Berechnung der charakteristischen Funktion § der Verteilung (77.33), vgl. GL (I1.3):
Pty = g(t) = (1 + LoMZ)y L, (17.34)

Hervorzuheben ist, daB der asympiofische Zerfall nun algebraisch ist, d.h. bedeutend
langsamer als im Fall einer gauischen Verteilung. Der anfangliche Zerfall von P(t), d.h.
das Verhalten fiir Zeiten t < o1, ist durch 1 — %aztz gegeben und unterscheidet sich
somit nicht vom Kurzzeitverhalten bei gaufischer Verteilung mit gleichem o,
Allgemein laBt sich leicht einsehen, daf jede beliebige Frequenzverteilung mit Mit-
telwert (w) = 0 und Varianz o2 einen anfanglichen Polarisationszerfall Pl)y~1- %agig
fiir £ € 0~1 zur Folge hat. Deutlich wird dies an der Kumulantenentwicklung der cha-
rakteristischen Funktion §, die sich unter diesen beiden Bedingungen in der folgenden

Form schreiben ia8t:;

X 0o qyn
ng(z) =Y ((2 m))' Kop(o)?" = ~Lko?2? + L Ey(oa)t -+ (11.35)
m=1 )
mit (dimensionslosen) Ky, = (w?™)./o?" (m =1,..., 00). Diese Entwicklung kann fiir

Naherungen fiir §(z) herangezogen werden, wenn oz < 1, und damit fiir das anfangliche
Verhalten der statischen Depolarisation P(t) = §(#).

Wie Gl. (11.34) beispielhaft verdeutlicht, hangt der asymptotische Polarisationszer-
fall im statischen Fall explizit von der Form der jeweiligen Verteilung ab. Die Frage
ist, inwieweit sich dies auch in der Depolarisation von Spinteilchen widerspiegelt, die
Random Walk ausfithren. Die Diskussion dieser Frage wird sich der Einfachheit halber
auf das Modell des diskreten Random Walks beschranken, in dem die Depolarisation

beim n—ten Schritt durch
Pn = <H g’(hr)>
7

gegeben ist [vgl. (I1.6)].




Das Verhalten von P, soll im Rahmen der Naherung untersucht werden, die bereits
im gauflschen Fall, Gl (F7.24)}, eingefithrt wurde und darin besteht, dafl die Besuchszah-

len h,(n) aller s verschiedenen besuchten Plitze durch % ersetzt werden. Ausgangspunkt

ist somit

n
Py = Z Wn(s)cn(s) ; (1136)
s=2

wobel wie zuvor W,(s) die Spanverteilung des n-Schritt Random Walks bezeichnet

und Cy(s) den sich in dieser Naherung ergebenden Beitrag eines Walks mit Span s.

Allgemein gilt:
Culs) = [9(n/s)]" = exp{—sIng(n/s)] . (I1.37)

Im Fall der GauBverteilung ist Cy(s) = exp[-—cr?nz/(Qn)] eine monoton steigende Funk-

tion von s, was die Tendenz widerspiegelt, dafl zunehmende “Mobilitat” einen langsame-
ren Polarisationszerfall zur Folge hat. Fur beliebige Verteilungen g soll zum Vergleich

Gl (I1.35) herangezogen werden, die eine Naherung fiir on/s < 1 liefert:
P L an? 76
Cn(s) mexp | —s50 —;—+3K40' "§+S'O[(0‘;) I - (11.38)
: s

Nur fiir o € 1 gibt es eine gewissen Bereich von s-Werten (on € s < n), in dem sich
Cr(s) ahnlich wie im gauflschen Fall verhilt. Wenn o > 1 ist — dann ist s € on fiir
alle s—Werte —, wird das Verhalten von (), von dem von g(z) fiir grofie  bestimmt. Be-
trachten wir dazu explizit die Exponentialverieilung (77.33) mit der charakteristischen
Funktion (F1.34); es folgt:

2
Cnis) = exp|—sIn(l + %o‘z%)] . (T1.39)
E

Zuerst soll folgende Eigenschaft von ), festgehalten werden: Cp(s) hat ein (einziges)
Minimum bei s3 = kon; die Konstante & kann numerisch berechnet werden und ist
durch k = 0,357 gegeben. Es gibt also zwei unterschiedliche Bereiche; ), wachst (wie
im gauflschen Fall) monoton mit s, wenn s > sq, aber fallt monoton mit s, wenn s < sg.
Die Frage, welcher dieser beiden Bereiche letztlich fiir das Verhalten von P, relevant

ist, erfordert eine detaillierte Betrachtung verschiedener Falle.
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(¢) e >1

In diesem Fall (d.h. priziser ausgedriickt, wenn o > k! so daf sg > n) ist Oy
auf dem ganzen Bereich méoglicher s—Werte monoton fallend. Im Gegensatz zum
Fall der gauflschen Verteilung liefern nun “kontrahierte” Walks die gréften individu-
ellen Beitrage. Da O, auf {2,...,n} zudem konvex ist, kann die Ungleichung ven
Jensen, Gl (II.18), benutzt werden, um eine untere Schranke fiir P, zu erhalten:
P = (Cn(3)) > Cn({s)). Mit dem asymptotischen Resultat (s) ~ (8n/x)1/2 fiir die
mittlere Zahl der besuchten Platze in d = 1 [Gl. (I1.25)] schreibt sich diese Ungleichung

in der Form
2

gny 1/2
Py, > exp _(n) In 1+£n
s 16
5 exp[ const x nl/? In(o n)] n>1. (11.40)
n3»1 ’
Man findet somit als bemerkenswertes Resultat, dafi die symmetrische Exponentialver-
tetlung eine Depolarisation sur Folge hat, die — zumindest in der Naherung (I71.36) —
langsamer als exponentiell zerfallt. Um zu einer Ausage iiber den tatsachlichen Polari-
sationsgerfall in dieser Naherung zu gelangen, soll ausgenutzt werden, dafl das fiihrende
Verhalten dieses Zerfalls von der Lage s,, des Maximums des Produkts f, = W, C,
abhangt. Da hier kontrahierte Walks besonders wichtig sind, wird ein Ausdruck fiir
Wh(s) benutzt, der spesziell fiir die Bescheibung der Spanverteilung auf der linken
Flanke, d.h. fir Werte s S (s), geeignet ist; fiir unsere Zwecke geniigt es, nur den

ersten Term der Sumine, durch die dieser Ausdruck gegeben ist (Gl. (23) in Ref. [62]),

mitzunehmen:
W 8n [7in ; xin 1141
11(3)""'3_3 _52_'* exp “é:;f . ( . )
Um das Maximum s,, von f, zu bestimmen, schreiben wir f, formal in der Form

fn(s) = exp[—¢(s)]; die Bedingung ¢’(s,,) = 0 liefert dann die gesuchte Grofe. Indem

man nur die Beitrage beriicksichtigt, die fiir das fithrende Verhalten im Grenzfall n — oo

relevant sind, erhalt man:

2.2
o n
o)~ T2 sln(%g),

m (

(11.42)
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Sattelpunkts—Integration liefert P, ~ fu{sm) = exp[—~¢(sm )] in fithrender Ordnung in
n. Mit der Definition = = n/s2, kann ¢(s,,) als (37%/2)z geschrieben werden; die GréBe

z wird durch

23t = nllzln(%aznm) (I1.43)

bestimmt. Diese Gleichung reduziert sich mit dem Ansatz 2z = 7r_4/3n1/3h(y), wobel

yEaS/zn, Zu

13%(y) = [} **h(y)] (11.44)
woraus sich fiir das fithrende Verhalten von A ergibt:

hy) ~ ()P w2(y) . (11.45)

Somit erhalt man im Grenzfall n — oo
Py ~ exp [ (6°) Bl B 1?30 )], (17.46)

d.h. einen im Vergleich zu einem Verhalten der Form P, ~ exp{—An) extrem lang-
samen Polarisationszerfall bei grofien Schrittzahlen n. Allerdings ist die Polarisation Py
bei den Schrittzahlen, fiir die die zu Gl. (/7.46) filhrende Naherung gerechtfertigt ist,
schon extrem klein, so dafl kaum erwartet werden kann, daf dieses Verhalten in nu-
merischen Simulationen beobachtet werden kann. Nichtsdestoweniger sollte aber eine

entsprechende qualitative Tendenz deutlich werden.

(b)) oK1

In diesem Fall ist die Behandlung nicht so einfach wie fir o » 1, da nun das Mini-
mum sy = kon von Cp im Bereich {2,3,...,n} der fiir einen n-Schritt Random Walk
moglichen s-Werte liegt, so daf im Prinzip beide Flanken von C,, d.h. die monoton
fallende wie die monoton steigende, von Bedeutung sein konnen. In Abhangigkeit von
der Lage von sy relativ zur Lage des Maximums von W,(s), das sich ungefahr bei
(s) ~ (Sn/'ﬁ)lﬂ befindet, lassen sich zwei verschiedene Fille unierscheiden; n* sei die
Schrittzahl, bei der beide Groflen zusammenfallen, d.h. bei der s = (s):

n* = ;r%a—z ~ 20072, (17.47)
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(i) Ist » < n*, also dementsprechend sy < (s), so dominiert die monoton steigende
Flanke von Cy, das Verhalten der Depolarisation Py,. Die Funktion f, hat (vergleichbar
zur Situation im Fall der Gaufiverteilung) ein ausgepragtes Maximum s,, jenseits des
Maximums von Wy; Bild I7.6a zeigt diese Situation fiir die Parameter ¢ = 0,2 und
n = 200 (n* = 500). Um die Grofle von f, an diesem Maximum, d.h. fn(sm), zu

bestimmen, wird in Analogie zur entsprechenden Behandlung im gaufischen Fall der

Naherungsausdruck

Wa(s) ~ o expl-e/n)
benutzt, der das Verhalten der Spanverteilung auf der rechten Flanke beschreibt,
vgl. GL (I1.28). Wenn die hier relevanten s-Werte (s grofer als {s)) zudem der Be-
dingung on/s < 1 geniigen, kann die Berechnung von f,(s;,) durch Zuhilfenahme der
Entwicklung (17.38) vereinfacht werden [— diese Bedingung ist z.B. dann erfiillt, wenn
bereits on/{s) <1 gilt]. In niedrigster Ordnung, in der Cy(s) durch exp[—o2n?/(2s)]
approximiert wird, erhédlt man offensichtlich die Resultate, die bereits, vgl. (I7.29), fiir
die GauBlverteilung hergeleitet wurden:

S = 2_1/30‘2/371 ,

(I1.48)

Py, ~ exp{—An) , A =3 x 273343

Der Einflufl der nachsthéheren Ordnung in (/7.38) kann zumindest naherungsweise
behandelt werden; hier sollen die Korrekturen zu (77.48) betrachtet werden, wie sie sich
in niedrigster Ordnung in o ergeben. Als Resultat fiir die Lage des Maximums ergibt
sich

81y R 8my (1 — %Kﬁl 25/30'2/3) . (11.49)
Konkret ist fiur die Verteilung (I1.33) die GréBe Ky = {(w¥)7/o? = 3 positiv,
vgl. Bild I1.6. Analog erhalt man fiir die Zerfallskonstante

V= (1= bk 27323 (I1.50)

Die hier betrachtete Naherung lafit somit fiir die Zerfallskonstante, die den exponentiel-
len Zerfall in einem gewissen Schrittzahlbereich n < n* beschreibt, einen Wert erwarten,

der etwas kleiner ist als der im Fall einer Gaufiverteilung mit gleicher Breite ¢,

(ii) Betrachten wir nun das Verhalten bei grofleren Schrittzahlen n. Bei Schrittzahlen

n 2 n* bildet f, ein zweites Maximum links vom Maximum von Wy(s) aus, das mit

38




(a) n=200

: M)

:_n_.. L lsh

051

-
-

i M: |: '-l-\-wt_l ..\._
0

s 5o\ 23 gl 100 150 200
1ok N T T T ]
. (b} n=650
: j/w,, (s
f, 1s)
05+ 1
OU 50
101 - .
. {dhn=750
- My bs]
f, (s}
iy
051 E

0 . ,-': <sl‘){ \\ L L
0 50 10 150 200
s (number of sites visited)

Bild I1.6: Verteilung Wy(s) der Zakl s der werschiedenen Plitze, dic in einem n-Schritt Random Walk
besucht werden (d = 1), Betlrag Cn(s) eines Walks zur Depolarisation {G1 (11.39), nur
in (a)], und £,(s) = Wo(s)Cn(s) fiir die symmetrische Erponentialverieilung (I1.33) mat
Breite ¢ = 0, 2 {willkirliche Einheiten).
(a)-{c): Darstellung fir verschiedene Schritizahlen n.

wachsendem n immer mehr ausgepragt wird, wahrend das erste langsam verschwin-
det, vgl. Bild IT.6{b) — was bedeutei, dafl nun die Walks fiir die Depolarisation

bedeutsam werden, die im Vergleich zu den typischen Walks mit s =~ (s} kontrahiert
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sind. Bel noch grofleren Schrittzahlen n > n*, bei denen sich das Minimum von C,
weit jenseits des Maximums von W, befindet, sind es nur noch diese Walks, die ef-
fektiv zur Depolarisation beitragen, vgl. Bild II.6. Diese Situation entspricht gerade
der, die bereits fiir ¢ 3> 1 diskutiert wurde, und man erwartet dementsprechend auch
jetzt, d.h. bei kleinen Werten von o, einen asymptotischen Polarisationszerfall der Form

exp[—const x nl/sln/3(03/2n)], vgl. GL (11.46).

Es soll darauf hingewiesen werden, dafl die Schrittzahl n* natiirlich nur eine un-
gefahre Abschatzung fiir die tatsachliche Schrittzahl ist, bei der [in der Naherung
(11.36)] der Ubergang zum nicht—-einfach-exponentiellen Zerfall einsetzt. Nichtsdesto-
weniger kann n* dazu dienen, eine grobe Abschatzung fiir die Grofle von P, in diesem
Ubergangsbereich und deren Abhéngigkeit von ¢ anzugeben. In diesem Sinne liefert die

Kombination von (11.48) mit (71.47)
Py =z exp(—3 x 21/37r_1k_2cr_2/3) : (11.51)

Es ist also zu erwarten, da mit immer kleiner werdendem o der Ubergang schliefilich
bei unmeflbar kleinen Werten von P, auftritt, so dafl man dann nur noch den einfach-

exponentiellen Zerfall beobachtet.

11.3.2. RECHTECK— UND DICHOTOMISCHE FREQUENZVERTEILUNG

In diesem Abschnitt sollen kurz zwei weitere Beispiele fiir Frequenzverteilungen

diskutiert werden. Das erste Beispiel ist das der konstanten oder Rechteck—Verteilung,

die folgendermaflen definiert ist:

1 1 fir 30 <w o
gn(w)z{g(ﬁ) fiir ~V30 Sw < V30, (I1.52)

sonst .

[Beachte: Die Kombination 3o ist Folge der Forderung (w?) = 2] Ihre charakteri-

stische Funktion ist

gp(z) = 5151\(%/%1) . (I71.53)

Als zweites Beispiel beschreibt die dichotomische Verteilung die Situation, in der die

lokalen Rotationsfrequenzen nur die beiden moglichen Werte w = 0 annehmen konnen:

gp(w) = §l6(w +0) + 8(w — o)] (I1.58)
Gp(z) = cos(ox) . (I1.55)
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Eine charakteristische Bigenschaft beider Verteilungen ist, dafl sie zu Oszillationen der
statischen Depolarisation P(f) = §(¢) fiihren. Der Konvergenzbereich der Kumulan-
tenentwicklung (I1.35) fiir §, die nur fiir Argumente ¢ mit §(z) > 0 wohldefiniert ist,
ist in beiden Fillen eingeschrankt; er ist gegeben durch |z| < ., mit =, = w(V30)1
fir g, baw. 2. = 7(20)~! fiir g,,. Weiterhin zeigt ein Vergleich mit (11.34), dafi der
Zerfall der Amplituden von §(t) fiir ¢ — co noch langsamer ist als der im Fall der Expo-
nentialverteilung (77.33); bei der dichofomischen Verteilung tritt sogar tiberhaupt kein
Amplitudenzerfall auf. Hieraus lafit sich bereits schliefen, dafl auch bei diesen beiden
Verteilungen solche Walks fiir die Depolarisation besonders wichtig sind, die nur wenige

verschiedene Plaize besuchen.

Fiir die Diskussion des Polarisationszerfalls durch Random Walk ist bedeutsam, daf
der individuelle Beitrag eines eingelnen Walks mit s verschiedenen besuchten Platzen,
C(s) = [6(n/5)]*, ebenfalls negative wie positive Werte annehmen kann. Es lassen sich
zwei Bereiche unterscheiden: Bei Werten von s mit s > s, = nz. 1 bestimmt das Ver-
halten von §(z) fiir z < z. das Verhalten von Cy; die Funktion Oy, ist in diesem Bereich
positiv und steigt monoton mit s von Cu(s.) = 0 bis Cp(n) = [g(1)]" an. Im Bereich
s < s wird das Verhalten von (, im wesentlichen von “Oszillationen” bestimmt, die
— anschaulich ausgedriickt — mit kleiner werdendem s immer schneller werden. In
Analogie zur Diskussion im Fall der Exponentialverteilung sind nun wiederum zwei un-
terschiedliche Situationen fiir das Verhalten von P, von Bedeutung, wobei sich diese nun
auf die relative Lage von s, und (s) besichen. In Entsprechung zur Definition von #* im
vorhergehenden Abschnitt fiihren wir die Schrittzahl n. ein, bei der gerade s. = (s) gilt;
ne ist durch (87/3)0~2 (g,,) brw. 2702 (g,,) gegeben. Die Situation, in der s, > (s)
ist, also n > n., ist fiir den asymptotischen Polarisationszerfall bei beliebigen Werten
von o (insbesondere natiirlich fiir den bei o > 1) relevant. Da hier die Oszillationen
von (), eine wesentliche Rolle spielen, kénnen einfache Sattelpunktsargnmente aller-
dings nicht angewandt werden; die Depolarisation nimmt sowoh] positive wie negative
Werte an. Auf jeden Fall 148t sich aber annehmen, da$} der Zerfall der Amplituden von

P, langsamer als der asymptotische Polarisationszerfall der Exponentialverteilung sein
sollte.
TFiir 0 € 1 und n <€ n, (also s, < (s)) entspricht die Situation im wesentlichen der

oben diskutierten fiir ¢ < 1 und n <€ n*; tatsachlich kénnen die gleichen Argumente
g g

angewandt werden. Wenn zusitzlich on/({s) < 1 erfiillt ist, kann wiederum die Ent-
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wicklung (17.35) fir C,, benutzt werden. Hier soll direkt auf das Resultat (71.50) Bezug
genommen werden, in dem — in niedrigster Ordnung in ¢ — Unterschiede zwischen den
verschiedenen Verteilungen in der Zerfallskonstanten des resultierenden exponentiellen
Zerfalls P, ~ exp(—A'n) deutlich werden: A’ = A (1-—-const x K402/3). Ky ist im Fall der
Rechteckverteilung g, (11.52) durch —%, in dem der dichotomischen g, (71.54) durch
—2 gegeben. Somit sind im Gegensatz zur Exponentialverteilung Zerfallskonstanten zu
erwarten, die etwas grofler sind als die, die den exponentiellen Polarisationszerfall bei

gaufiverteilten Frequenzen beschreibt.

11.3.3. VERGLEICH MIT NUMERISCHEN SIMULATIONEN
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Bild I1.7: {a) Depolarisation durch Random Walk auf eindimensionaler Ketle mil exponentiell verlesl
: fen Frequenzen [vgl. (I1.33)], Breite o = 2,0 (o, Simulation). Zum Vergleich: Depolari-
sation bei ganfiverieillen Frequenzen (@, Simulation).

(b} Effekiiver Ezponent a, defintert durch P,, = exp(—const x n®).
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Bsld II.8: Vgl Bald I1.7. Die Breite o ist hicr 0, 5.

Die vorhergehenden Betrachtungen und Resultate basieren auf der Naherung
(I1.36), die im Fall der gaufischen Frequenzverteilung eine wenn auch nicht quanti-
tativ, so doch qualitativ richtige Beschreibung der Depolarisation lieferte. Die Frage
bleibt, inwieweit das auch fiir die drei anderen hier untersuchten Verteilungen gilt. Aus
diesem Grund wurde fiir diese Verteilungen die Depolarisation P, des diskreten Random
Walks mittels numerischer Simulationen untersucht — wobei jedoch nicht beabsichtigt
war, diese ebenso detailliert durchzufiihren wie im Fall der Gaufiverteilung, da hier
das hauptsachliche Interesse auf eine qualitative Verifizierung der Vorhersagen in den

vorigen Abschnitten gerichtet sein soll.

Bild 71.7(a) zeigt die Depolarisation ‘P, der exponentiellen Verteilung mit Breite
o = 2,0 im Vergleich zu der im gaufischen Fall. Bereits bei kleinen Schrittzahlen n

ist deutlich erkennbar, dafl der Zerfall langsamer als einfach-exponentiell ist; der in
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Bild I1.9: Depolarisation durch diskreten Random Walk auf cindimensionaler Kette mit exponen-
tieller (M), konstanier (o) nnd dichotomischer (&) Frequenzuverteilung, zum Vergleich:
Gauflverieilung (— }, jeweils mit Breite o = 0,02 (Simulationen).

Bild 71.7(b) dargestellte eflektive Exponent «, definiert durch In P, = const x n%, ver-
deutlicht dieses Verhalten in besonderer Weise. Der erwartete asymptotische Zerfall,
Gl. (I1.46), entspricht einem asymptotischen Wert von o = %— Bild I1.7(b} macht bei-
spielhaft die Schwierigkeit deutlich, dieses Verhalten in Simulationen zu sehen bzw. zu
verifizieren. Bild I1.8 zeigt die entsprechenden Resultate fiir o = ¢,5. Bei diesem Wert
von o gibt es nur einen kleinen Schrittzahl-Bereich, in dem der Polarisationszerfall durch
eine einfache Exponentialfunktion approximiert werden kann [a(n) =~ 1,0 bei n = 45;
beachte, dafl n* = 80]. Demgegeniiber zeigt das Ergebnis fiir ¢ = 0,02 (Bild I7.9) einen
annahernd einfach-exponentiellen Zerfall iiber mehrere Dekaden; in ijereinstimmung
mit den Erwartungen setzt der f]bergang zu nicht—exponentiellem Zerfall erst bei sehr
kleinen Werten von P, ein. Fir einige Werte von o sind die Zerfallskonstanten A des
Bereichs des exponentiellen Zerfalls bestimmt worden. Wie Bild IT.10 zeigt, sind diese
~—- in qualitativer ﬁbereinstimmung mit GL (I7.50) und positivem K4 — kleiner als
die entsprechenden Zerfallskonstanten in Fall einer gauBischen Frequenzverteilung; der

Unterschied verringert sich mit kleiner werdendem o.

Im Fall der beiden anderen Verteilungen (71.52, 54} zeigen die Resultate der Simula-.
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Bild I1.10: Zerfallskonatante A im Bereich des cxponenticllen Polarisationszerfalls, Py = exp(—An}),
bei diskretem Random Walk auf binearer Keile mil erponentielier Frequenzverteilung (11.33)
der Breste o (o, Simulationen). Fum Vergleich: Ganfluerteilung (o, Simulationen).

tionen qualitativ das Verhalten, das sich aunfgrund der Uberlegungen im vorhergehenden
Abschnitt erwarten 138t. Ist n grofler als eine bestimmte “crossover”-Schrittzahl, die
mit kleiner werdendem o zunimmt, iberlagern sich Oszillationen dem Polarisationszer-
fall, und P, nimmt schlieflich sowoh! negative wie positive Werte an. Verglichen mit
dem Zerfall im vorigen Beispiel zerfallen die Amplituden dieser Oszillationen relativ
langsam. Bei hinreichend kleinem ¢ kann der (noch nicht durch Oszillationen gestorte)
Zerfall in der Tat durch eine einfache Exponentialfunktion approximiert werden, vgl
Bild 11.9. Wiederum in ﬁ_bereinstimmung mit (77.50) ist der Zerfall im Fall der dicho-
tomischen Verteilung (K4 = —2) schneller als in dem der konstanten (K4 = —g); in

beiden Fallen erfolgt er schneller als bei der gaufischen Verteilung.

Wie die Ergebnisse dieses Abschnitts deutlich gemacht haben, ist es eine spezielle
Eigenschaft der gaufischen Frequenzverteilung, daB sle einen asympiofisch einfach—
exponentiellen Polarisationszerfall zur Folge hat. Wahrend sich im Fall der anderen
Verteilungen ein vergleichbares Verhalten in einem bestimmten Schrittzahlbereich er-
gibt, wenn o hinreichend klein ist, so hangt des wahre asymptotische Verhalten stets von

der konkreten Form der jeweiligen Verteilung ab. Die hier betrachteten Beispicle, die
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alle durch einen langsamen Zerfall der statischen Depolarisation gekennzeichnet sind,

liefern einen asymptotischen Zerfall, der langsamer als einfach—-exponentiell ist.

I1.4. EFFEKTIVE-MEDIUM-THEORIE FUR DIE ZERFALLSKONSTANTE IM KONTINUIER-
LICHEN MODBELL

Da im Modell mit gaufischer Frequenzverteilung die Depolarisation bereits in d = 1
asymptotisch einfach-exponentiell zerfallt, folgt unmittelbar, daf dies ebenso in hdheren
Dimensionen der Fall sein mmfl. Diese Aussage ist spesiell fiir den Fall d = 2 von
Bedeutung, da fiir d > 3 eine entsprechende Folgerung bereits aus der Ungleichung von
Jensen, Gl. (I1.19), gezogen werden konnte. Vor dem Hintergrund der Resultate fiir den
eindimensionalen Fall stellt sich nunmehr die Frage, inwieweit sich die Eigenschaften von
Random-Walk—Prozessen in hoheren Dimensionen in einer jeweils charakteristischen
Abhangigkeit der Zerfallskonstanten von der Breite o der Frequenzverteilung bemerkbar
machen.

In diesem Kapitel wird eine Effektive-Medinm-Theorie (kurz EM-Theorie) fiir die

Zerfallskonstante A des exponentiellen Polarisationszerfalls
P(t) ~ exp(—At) (t — o0) (11.56)

im kontinuierlichen Modell diskutiert. Ein besonderer Vorteil dieser Theorie besteht
darin, daB§ Resultate fiir hohere Dimensionen fast ebenso einfach wie fiir den eindimen-
sionalen Fall (s. [29]) gewonnen werden konnen. Da der mit der Theorie verbundene
Formalismus bereits an anderer Stelle beschrieben worden ist [29,40], sollen hier die
grundlegenden Ideen nur soweit skizziert werden, wie fiir ein prinzipielles Verstandnis
der Theorie notwendig ist.

Ausgangspunkt der Theorie ist, dafl der asymptotische Polarisationszerfall (77.56)
formal so beschrieben werden kann, dafl er seinen Ursprung in einem Random-Walk-
Prozel auf einem homogenen Gitter — dem “effektiven Medium” — hat, auf dessen
Platzen die lokalen Depolarisationsamplituden jeweils eine exponentielle Dampfung der
Starke A erfahren; unter einer lokalen Depolarisationsamplitude ist hier der Beitrag aller
Teilchen zur Depolarisation zu verstehen, die sich gerade am jeweils betrachteten Ort
befinden. Die Maoglichkeit, eine Naherung fiir die unbekannte Gréfe A zu bekommen,
ergibt sich in der folgenden Weise: Anstelle des urspriinglichen, vollstandig ungeordne-

ten Gitters mit Frequenzkonfiguration {w,} betrachtet man ein weniger ungeordnetes
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Gitter, das dadurch gekennzeichnet ist, daf} nur ein Platz — der Ursprung r = 0 —
seine gufallige lokale Rotationsfrequenz wy behalt, wahrend alle anderen Platze als
dem effektiven Medium zugehdrig betrachtet werden. Die entsprechenden Depolarisa-
tionsamplituden konnen exakt berechnet werden. Die Bedingung, dafl der Zerfall der
gesamten Depolarisation — nach Mittelung liber alle moglichen Werte von wpy — wie-

derum durch (I7.56) gegeben ist, fiihrt schlieflich zu einer Selbstkonsistenz—Gleichung
fiir A, die die folgende Gestalt hat [40]:

1/2

V20
B()) = [P710,1) — AJ/(V20) .

exp[B2(X)] erfc[B(X)] = P(0,1) ,

(I1.57)

Da die Eigenschaften des Random Walks nur iiber die Wahrscheinlichkeit P(0,¢) einge-
hen — die Riickkehrwahrscheinlichkeit zum Ursprung —, 1afit sich die Zerfallskonstante

also im Prinzip fiir jeden Gittertyp berechnen, fiir den diese Grofle [bzw. deren Laplace-
Transformierte P(0,4)] bekannt ist.
In d = 1 ist P(0,u) durch [u(u + 2)]1/2 gegeben, vgl. Gl (17.23). Im Fall des

quadratischen Gitters (d = 2) 1aBt sich diese Grofle ebenfalls in geschlossener Form
angeben [67):

~ 2

Blo,w) = (1 + u)_igK [ +u)7?],

wobei K das vollstandige elliptische Integral erster Art ist; flir numerische Berechnungen
geeignete Approximationen bzw. Entwicklungen sind in Ref. 68 zu finden. Grundlage

fiir die Berechnung von P(0,u) in d = 3 ist die Bezichung
P(0,u) = 3G [3(u+1))

gwischen dieser Grofle und der Greenschen Funktion

1 g dg1dds doy
G(P(Z) T x3 /Z/ z —{cos ¢y + cos gy + 505453)

des einfach—kubischen Gitters, die von verschiedenen Autoren eingehend untersucht wor-

den ist [89,70]. Mit Hilfe zweier verschiedener Reihenentwicklungen fiir Gy [GL (5.24) in
Ref. 69 bzw. Gl (7) in Ref, 70] laBt sich P(0,u) fiir alle Werte « > 0 mit hinreichender

Genauigkeit berechnen, so dafl Gl (I1.57) fiir alle interessierenden Werte von o gelost

werden kann,
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Betrachten wir zuerst den Fall d == 1, fir den die Zerfallskonstante X in Bild II1.5
miteingezeichnet ist (siehe auch Bild I7.11). Der Vergleich mit den Werten der Simu-
lation des kontinuierlichen Modells zeigt, daf§ die Zerfallskonstante dieser Theorie bei
den vorliegenden Parameterwerten um ca. einen Faktor 2 zu klein ist; von der Tendenz
her ist dies plausibel, wenn man beriicksichtigt, daB -— im Vergleich zum vollstindigen
Depolarisationsproblem, bei dem Mehrfachbesuche auf allen Gitterplatzen einen relativ
schnellen Polarisationszerfall zur Folge haben — in der EM-Theorie nur Korrelationen

durch wiederholte Rickkehr zum Ursprung beriicksichtigt werden.

Die Losung A(o) der Gl. (I7.57) 1a8it sich im Grenzfall ¢ < 1 exakt angeben:
AL 9t ¢y (11.58)

Die EM-Theorie liefert also ebenso wie die Naherung (77.24) fiir den diskreten Ran-
dom Walk, vgl. Gl (I1.30), eine Abhingigkeit der Form A = const X o” it einem
Exponenten 8 = % Dieser entspricht in der doppelt-logarithmischen Auftragung in
Bild 71.5 bzw. Bild I7.11 der Steigung der Kurve A(c) bei kleinen Werten von o. Die
in Tab. II.1 aufgefiihrten Werte von 3 bei o = 0,1 und o = 0,01 geben einen Eindruck

von der Annaherung an den asymptotischen Wert % .

Die Resultate der EM—Theorie fiir d = 2 (quadratisches Gitter) und d = 3 (einfach-
kubisches Gitter) sind in Bild I7.11 den Ergebnissen numerischer Simulationen ge-
geniibergestellt; das Resultat fiir d = 1 ist zum Vergleich miteingezeichnet. Zuerst
ist anzumerken, dafl die Zerfallskonstanten in Entsprechnung zur abnehmenden Bedeu-
tung von Riuckkehreffekten mit zunechmender Dimension deutlich kleiner werden. Wie
bereits im Fall d = 1 stitzt auch in d = 2 und d = 3 der Vergleich mit der Simulation
die oben plausibel gemachte Erwartung, dafl die EM-Theorie eine untere Grenze fiir die

tatsachlichen Zerfallskonstanten liefern sollte.

Wenngleich in d = 2 bei den Werten von o, fur die Simulationen durchgefihrt wur-
den, immer noch eine deuntliche Differenz zwischen theoretischen und simulierten Wer-
ten von A festzustellen ist (Faktor von typischerweise &~ 1,3), so liefert diese Theorie
dennoch wiederum ein qualitativ richtiges Bild von der Abhangigkeit der Zerfallskon-
stanten A von o . Beispielhafte Werte fiir den Exponenten 8 sind in Tab. I1.1 zu finden.
Als Ergebnis der EM—-Theorie zeigt sich, da — wie auch bei den Simulationen — 3 mit

abnehmendem o langsam zunimmi. Zur Verdentlichung betrachten wir das Verhalten
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Bild IT.11: Abhdngighest der Zerfallskonsianten X in P(t) ~ exp(—At) von der Breste o der
Gaufloertcilung. Dic durchgezogenen Linien sind die Resullate der Effektive-Medium~
Theorie, d.h. die Losungen von GL (I1.57) fird = 1,2,3. Zum Vergleich: Resultate nu-
merischer §imulationen ind = 2 o) undd = 3 (&) Gestrichelle Linte: Resultal der
gaufischen Naherung fur d = 3, siehe GL (11.17).

der Zerfallskonstanten, das die Theorie im Grenzfall o € 1 liefert; es 188t sich zeigen,

dafl sich (71.57) in diesem Grenzfall auf die folgende implizite Gleichung fiir A reduziert:
A lolin(1/h) (o< 1). (I1.59)

Hieraus erhilt man fiir den Exponenten § =dInA/dlno:

2

N o 2, I1.
1 1-1/mr oo (I1.60)

B

Die in (I1.59) auftretende “logarithmische Korrektur”, d.h. der Faktor In(1/3), ist eine
Folge der fiir d = 2 charaktieristischen logarithmischen Singularitat der Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit P(0, ) fiir w — 0. Sie ist, wie Gl. (71.60) verdeutlicht, fir die — im
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Vergleich zum Fall d = 3, s.u. — langseme Anniherung von 8 an den asymptotischen
Wert von 8 = 2 verantwortlich. So ergibt sich 2.B. bei ¢ = 1079, dem kleinsten Wert,
fur den A explizit nach Gl. (I1.57) berechnet wurde, ein Wert von § = 1,92, der damit

immer noch deutlich von 2 verschieden ist.

g d=1 d=2 d=3 Tab. I1.1 Ezponent 8 in
_ 5
0.1 1.99 1.66 1.86 A = const X o
0.01 1.32 1.82 1.00 (Effektive-Medium-
o — 0 % 9{*) 9 Theorie)

(=) logarithmische Annaherung, vgl. Text

Die Resultate fir d = 3 zeigen, dafl bei Werten ¢ = 0,1 kaum noch ein Unter-
schied zwischen Theorie und Simulation festzustellen ist — was bedeutet, dafB} in diesem
Fall die der EM~Theorie zugrundeliegende Nahrung, nur Rickkehreffekte beziiglich des
Ursprungs mitzunehmen, den Einflufi der durch den Random Walk bedingten Korrela-
tionen auf den Polarisationszerfall im wesentlichen bereits richtig erfafit. Wie im Fall
d = 1 lafit sich auch fir d = 3 die Selbstkonsistenz—Gleichung (I7.57) im Grenzfall

o € 1 exakt losen; man findet

EM
A —F (I”(T2

(o 1) (11.61)
mit ag = 1.516..., d.h. gerade die Zerfallskonstante, die sich unter der gaufschen
Annahme fiir w(t) ergibt, vgl. (I1.17). Sie ist in Bild 77.11 als gestrichelte Linie
eingezeichnet. Da diese wie gezeigt [Gl. (I1.19)] eine obere Grenze fur die tatsachliche
Zerfallskonstante ist, man andererseits aber erwartet, dafl die EM—Theorie eine unfere
Grenze liefert, liegt der Schlufl auf der Hand, daf8 auch die tatsachliche Zerfallskonstante
fiir o < 1 den Wert age? anninumt. Wie Bild 77.11 deutlich macht, wird diese Annahme
durch die vorliegenden Resultate numerischer Simulationen deutlich bestatigt, Tab. I'T.1

gibt wiederum einen Eindruck von der Annaherung des Exponenten 8 an den Wert 8 =2

im Grenzfall ¢ < 1.

50




e &
e 2,
1078 0, s, .
@ “a
= ° £ d=3
[a -4 A -
07 @ N .
§ 107¢ o d=2 S
o B o P
I
5‘3; d=1 &
1078 - . ° .
®
?0“10_ =] _q
8, i 8
0 500 1000 1500

step number n

Bild IT.12 : Depolavisation P vs. Schrittzahl n bei Random Walk auf knearer Kette (d = 1), guadrats-
schem (d = 2) und einfach—kubischem Gitler (d = 3) mat gauflverteillen Rolationsfrequen-
sen (Bresie 0 = 0,1 ). Resullate numerischer Simulationen.

I1.5. DEPOLARISATION DES DISKRETEN RANDOM WALKS IN HOHEREN DIMENSIONBEN
‘ In diesem: Abschnitt soll die Depolarisation von Spins diskutiert werden, die diskre-
ten Random Walk auf einem quadratischen bzw. einfach-kubischen Gitter ausfithren.
Die numerischen Simulationen, auf deren Ergebnisse hier Bezug genommen wird, sind
in Analogie zu der in Abschnitt IT.2.3 erwihnten zweiten Methode durchgefuhrt worden,
d.h. der Ausdruck (77.9),

0,2
Po= <exp [—gghfon)]) ,
wurde durch Mittelung iiber viele n—Schritt—-Random Walks abgeschatzt. Entsprechen-
des gilt fiir die in d = 2 und d = 3 durchgefithrten Simulationen des kontinuierlichen
Random Walks, deren Ergebnisse im vorhergehenden Kapitel bereits diskutiert wurden
[Simulation von Gl (II.7), vgl. auch Anhang B]. Bild I7.12 zeigt fiir einen typischen
Wert von o den Zerfall von P, in einer, zwel und drei Dimensionen; es soll beispielhaft
einen Eindruck davon geben, wie der mit zunehmender Dimension schneller werdende

Polarisationszerfall konkret aussieht,
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Im eindimensionalen Fall lieferte die analytische Behandlung, die auf der Naherung
beruhte [Gl. {17.24)], daf alle s besuchten Platze gleichoft besucht werden, eine qua-
litativ gute Beschreibung der Abhangigkeit der Zerfallskonstanten A von der Breite o
der Frequenzverteilung. Fin entsprechendes Vorgehen fir hohere Dimensionen scheint
aber kaum mdglich zu sein, da der Kenntnisstand beztiglich der Verteilung Wy(s) der
Zahl der verschiedenen besuchten Platze bedeutend geringer isti. Fiir das Depolarisa-
tionsproblem ist das Verhalten diegser Verteilung auf der rechten Flanke, d.h. bei grofien
Werten von s, entscheidend; soweit mir bekannt ist, Liegen insbesondere hieriiber weder

fir d = 2 noch fiir d = 3 konkrete Ergebnisse vor.
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Bild 1113 : Abhangighett der Zerfallskonstanten X in P, ~  exp{—At) von der Brette o der
" Gauflverteilung. Resuliate numerischer Stmulationen von diskreiem RW auf linearer Kette

{d = 1), quadratischem {d = 2) und einfach-kubischem Gitter (d = 3}. Gestrichelte Linie:
unlere Grenze A = %0'2 , vgl. GL {I1.10b).

In Bild II1.13 sind die numerisch gefundenen Zerfallskonstanten in Abhangigkeit

iEine Zusammenfassung von Resultaten bzgl. der Zahl der verschiedenen besuchien
Platze in hoheren Dimensionen ist z.B. in Ref. 71 zu finden.
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vom Parameter o aufgetragen, wobei zum Vergleich die Werte fiir d = 1 miteingezeich-
net wurden. Betrachten wir zuerst die Ergebnisse fir d = 2: Nimmt man wiederum
eine Abhangigkeit der Form A o« of an, so zeigen die Daten, dafl der Exponent 8 —
ebenso, wie dies im kontinuierlichen Modell der Fall war, vgl. Bild 71.11 — langsam
mit kleiner werdendem o zunimmt. Bei den kleineren simulierten Werten von o findet
man 3 =~ 1,77. Es ist daran zu erinnern, dafl die Effektive-Medium-Theorie in diesem
Bereich vergleichbare Werte Lieferte, sieche Tab. IT.1.

Fiir die Diskussion der Ergebnisse im dreidimensionalen Fall ist es sinnvoll, die
Daten mit Schranken zu vergleichen, die sich fiir die Zerfallskonstante angeben lassen.
Zum einen bezieht sich dies auf die triviale untere Schranke A = %02, GL (I1.10b),
die von der Depolarisation des Strong-Collision-Modells geliefert wird, in dem keine
Riickkehreffekte auftreten. Zum anderen lafit sich in Analogie zu Gl (I1.19) aus der

Ungleichung von Jensen eine untere Schranke fiir P, — und daraus eine obere Schranke

fiir A — ableiten:

2
P> e (-G (EH) (I1.62)
¥
Wie den Hollander [72] explizit gezeigt hat, ist bel transienten Random Walks
(SR~ —Dn (1> 1),

so dafi der Ausdruck auf der rechten Seite von (I7.82) — die gauflsche N&herung
von P, — asymptotisch einfach-exponentiell mit der Zerfallskonstanten A = (ag—1/2)0?
gerfallt. Diese ist beim einfach-kubischen Gitter durch A ~ 1, 01602 gegeben. Anzumer-
ken ist, dafl der Unterschied zur entsprechenden Zerfallskonstanten im kontinuterlichen

Modell (A = ago? ) in Ubereinstimmung mit Gl. (11.31) gerade o2/2 betragt.

Die Zerfallskonstante mufl also folgender Bedingung gentigen:

o? < A< (ag~$)o?. (I1.63)

B ek

Bild 77.14 zneigt deren Giiltigkeit fiir die Resultate der Simulationen. Daruberhinaus ist
deutlich zu erkennen, dafl sich die Daten mit kleiner werdendem o der oberen Grenze
(ag — 1/2)0? annihern. Dieses Verhalten ist unter Beriicksichtigung von Gl (11.31)
konsistent mit den Resultaten fur die Zerfallskonstante des kontinuierlichen Modells,

die sich, wie im vohergehenden Abschnitt gezeigt, bel kleinen o—Werten ebenfalls dem

Wert der gauflschen Naherung annahert.
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Bild 114 : Abhdngighkeit der Zerfallskonsianten X von der Breile o bes Random Walk auf einem ein-
foch—kubischen Gitter (d = 3, Ganflverteilung). Resultate von Simulationen sowie obere
und uniere Schranke fir A, siehe Gl (11.63). Dic cbere Schranke 15t die Zerfallskonsiante
der gauflachen Niherung fir w(t).
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III. Depolarisation durch Random Walk von bzw. zu Storstelien

Im vorhergehenden Kapitel ist die (transversale) Depolarisation von Spins diskutiert
worden, die Random Walk auf einem Gitfer ausfiithren, wobei sie auf jedem Gitterplatz
einem zufilligen lokalen Feld ausgesetzt sind, das die magnetischen Wechselwirkungen

mit der jeweiligen Umgebung reprasentiert.

In diesem Kapitel werden einfache Modelle fir einen anderen moglichen Mechanis-
mus fiir Spindepolarisation durch Diffusion betrachtet. Es wird angenommen, dafl die
betrachteten Spins nur mit einzelnen Siorstellen magnetisch wechselwirken. Von Inter-
esse sind die Depolarisationseflekte, die eniweder infolge der Diffusion eines Spins zu

einer ortsfesten Storstelle oder umgekehrt infolge der Diffusion einer Storstelle zu einem

ortsfesten Spin auftreten.

Es gibt viele Beispiele fiir reale Systeme, in denen Spindepolarisations— bzw. Re-
laxationseffekte in Wechselwirkungen mit lokalisierten Storstellen ihre Hauptursache
haben. Als ein Beispiel soll die NMR—-Relaxation diffundierender lonen in superioni-
schen Leitern erwahnt werden, die wesentlich von der Anwesenheil paramagnetischer
Verunreinigungen beeinfluit wird (vgl. dazu die Arbeiten von Richards [73-75] sowie
die darin enthaltenen Referenzen). Dieser Effekt, der oftmals noch bei “nominell rei-
nen” Proben bedeutsam ist, lafit sich gezielt ausnutzen, um Informationen uber das
Diffusionsverhalten der Ionen zu bekommen, indem man in den lonenkristallen (z.B.
Pb Fy ) nichtmagnetische Tonen (Pb2*) teilweise durch paramagnetische Tonen (Mn2¥)
ersetzt (sog. “magnetic tagging” [76,77]).

Erwahnt werden sollen in diesemm Zusammenhang auch pSR-Messungen an
Polyazethylen—-Ketten, die in letzier Zeit ein grofles Interesse hervorgerufen haben
[78,79]. Fir die Depolarisation der Myonen-Spins in frans—Polyazethylen wird da-
bei als wesentlicher Mechanismus angenommen, dafl die Spins der jeweils an einem be-
stimmten Ort ( C—Atom ) auf der Kette gebundenen Myonen durch Wechselwirkung mit
dem vom Myon erzeugten ungepaarten Elekiron depolarisiert werden, welches auf der
Kette beweglich ist. In dieser vereinfachenden Beschreibung kann dieser Mechanismus
also als ein Beispiel fir die Depolarisation ortsfester Spins durch bewegliche Storstellen

angesehen werden ( — die in diesem Fall eindimensionale Diffusion ausfiihren).

- Wenngleich diese pSR—Messungen den eigentlichen Anstofi zu den ﬁberlegungen

dieses Abschnitts gegeben haben, so soll dennoch von vorneherein deutlich herausge-
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stellt werden, dafl die nachfolgend betrachteten Modelle aufgrund der ihnen zugrunde-
liegenden Annahmen — insbesondere bezliglich der Wechselwirkung zwischen Spin und
Storstelle — nicht den Anspruch erheben, die diesem pSR-Experiment zugrundelie-
gende physikalische Situation moglichst wirklichkeitsnah abzubilden. Im Vordergrund
steht vielmehr wiederum der stochastische Aspekt, der mit der Diffusion von Storstelle
zu Spin (bzw. umgekehrt) verbunden ist.

Fiur die Dynamik der betrachteten Spins wird wieder das einfache, klassische Bild
der Spin-Prazession gewahlt. Die magnetische Wechselwirkung eines Spins mit einer
Storsteile wird durch ein zufalliges magnetisches Feld bzw. eine zufallige Rotations-
frequenz w modelliert, der der Spin ausgesetszt ist, wenn sich Spin und Storstelle am
gleichen Ort befinden. Wahrend es beil einem starken transversalen Feld im allgemei-
nen genugt, nur die Komponente von w in Vorzugsrichtung zu bertcksichtigen, soll
hier vornehmlich der Fall betrachtet werden, dafl w beliebig im Raum orientiert sein
kann. Dieser Fall ist insbesondere fiir die Depolarisation in einem longitudinalen oder
verschwindenden aufieren Feld von Interesse. Die Moglichkeit der Spinpragession in
beliebig orientierten Feldern bedingt dabei eine analytische Behandlung, die zwar auf-
wendiger als im Fall der rein transversalen Rotation, dafiir aber auch von allgemeinerer
Giltigkeit 1st.

Nachfolgend wird stets ein Ensemble klassischer Spins S der Lange {|S|| = 1 betrach-
tet, das zu einer Anfangszeit ¢ = 0 vollstindig in einer bestimmten Richtung polarisiert
sei, d.h. S(t = 0) = Sy fiir alle Spins §. Bestimmt werden soll das Verhalten der

mittleren Polarisation P = (S(f)) der Spins, deren Bewegungsgleichung jeweils durch
5(t) = wint(t) x S(t) = Quot(t) - S(2) (I11.1)

gegeben ist, wobei wyot(t) dem gesamten momentanen Feld entspricht, dem der Spin zur
Zeit t ausgesetst ist, und im aligemeinen Fall neben dem stochastischen Anteil w(?) noch
einen externen Feldbeitrag wg enthalten kann [§2(f) bzw. Qg seien die entsprechenden
antisymmetrischen Matrizen).

Die stochastische Rotationsfrequenz w(?) wird zum einen durch das konkrete Modell
fur die Diffusion von Storstelle bzw. Spin definiert, zum anderen durch die Annahmen,
die hinsichtlich der zufalligen Frequenz w gemachi werden, die die Wechselwirkung zwi-
schen Spin und Storstelle beschreibt. Zuerst wird ein Modell betrachtet, bei dem jede

Storstelle durch ein zeitlich konstantes w charakterisiert ist. Im zweiten Modell wird
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demgegeniiber die Annahine gemacht, daf bei jedem neuen Kontakt zwischen Storstelle
und Spin w durch einen neuen, zufillig aus der zugrundeliegenden Verteilung g(w) ge-
zogenen Vektor gegeben ist {“Strong—Collision”-Modell).

Fiir konkrete Berechnungen wird fiir die den zufalligen Vektoren zugrundeliegende

Verteilung in beiden Modellen eine isotrope, dreidimensionale Gaufiverteilung,

1
gw) = Wexp{—%(wz oyt wl)fo’] = Wexpk%w%‘?] . (112)

angenommen werden [Kubo-Toyabe-Modell, s. unten].

IT11.1. DEPOLARISATION IM STATISCHEN FALL
Im Hinblick auf die Resultate, die in diesem Kapitel diskutierf werden, ist es sinnvoll,
kurz den statischen Fall zu betrachten, in dem sich jeder Spin in einem szeitlich konstan-

ten, aber zufilligen “Feld” w (Matrix §2) befindet. Bei verschwindendem aufleren Feld
ist mit §24,:(t) = © die Losung von GL (I1I.1) durch

5(t) = D(w,1) - Sy, D(w,t) =, (IT1.3)

gegeben; D ist die orthogonale Matrix, die eine Drehung mit dem Winkel wi um die

durch w definierte Drehachse beschreibt. Zur Berechnung der mittleren Polarisation ist

diese uber w zu mitteln:
P(t) = (D(w, )y - S0 = [d’w Dlw,1)g(w) - So (111.4)
Im Fall der Verteilung (777.2) erhalt man
{(D(w,t)) = G({{)- B (I11.5)
(B = Einheitsmatrix) mit der sog. (statischen) Kubo-Toyabe-Relaxationsfunktion
6(t) = 31 — *1%)exp(—So24%) + . (T11.6)

Dieses Resultat, das zuerst von Kubo und Toyabe [49] gefunden wurde, wurde spater

im Zusammenhang mit uSR von Yamazaki [80] und Hayano ef. al. [81] diskutiert.
G(2) beschreibt die statische Null-Feld-Depolarisation bei gauverteilten Zufallsfel-

dern. Nach anfinglich gaufiformigem Zerfall, G(t) = exp(—a?t?), zerfillt die Depolari-

sation - im Gegensatz zur transversalen Depolarisation (1.2) — asymptotisch nicht zu
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Null, sondern nahert sich bei groflen Zeiten “wieder” dem Wert % an (Bild III.1). Die-
ser Wert tritt als Folge der Mittelung tiber alle mdglichen Richtungen (Raumwinkel R)

der (spharisch symmetrisch verteilten) Vektoren w auf,
(D(w,t))p = [§cos(wt) + §| B, (II1.7)

und lafit sich so plausibel machen, daf (im Mittel} ein Drittel der Vektoren w parallel

zur anfanglichen Spinrichtung Sy und dementsprechend fiir die Depolarisation irrelevant

sind.

i 18
1 5
1 4
. 3
[ o
o -
] 2
o 4
M
=5
[ e
2] 1
nD -
: ¢
¢ . 7 3 & c b

Bild II1.1: Statische longitudinale Depolarisation im Fall der dreidimensionalen Gouflverieilung
(II11.2) fiir verschiedene externe Feldstirken wy . Die Kurve mit wy = 0 ist die Kubo-
Toyabe-Funkiton (I11.6), die anderen Kurven sind durch Gl (I11.9) gegeben. ¢ =1.

Dieses charakteristische Verhalten im statischen Fall hat zur Folge, dafl die Nuli-
Feld-Depolarisation besonders sensitiv gegeniiber (auch vergleichsweise langsamen) zeit-
lichen Modulationen der Zufallsfelder w (vgl. [49]) und deren jeweiligen stochasti-
schen Eigenschaften ist; so hat z.B. Petzinger [82] darauf hingewiesen, dafl Null-Feld-
Messungen es erlauben sollten, gwischen Einfang— und Entkommprozessen von Myonen

an Haftstellen (Traps) zu unterscheiden, wenn die Myonen hauptsachlich an den Trap-

Platzen depolarisiert werden.
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Betrachten wir abschlieflend den Fall, in dem ein externes Feld wq parallel zur
anfanglichen Polarisation Sg angelegt ist, die in z—Richtung zeigen soll. Die statische

longitudinale Depolarisation, d.h. die z-Komponente von
P(t) = (D(w + wp, 1)), - 5o, (I11.8)
vgl. (I71.3,4), ist in diesem Fall (wy = wy e, Sp = e, ) durch

G+(t) = ((B((&L 4+ QZO:i))y_)zz
4

202 20% 2,2y
=1- Eg{l - exp(—%aztz) cos{wpt)] + :u? jb exp(—%o’ t°) sin(wgt') dt(IT1.9)

gegeben [81]. Bild II1.1 zeigt das Verhalten dieser Funktion fiir verschiedene Werte
von wy. Festzuhalten ist, dafl mit grofler werdendem Feld der asymptotische Wert
der Depolarisation zunimmt, wobei gleichzeitig die totale zeitliche Variation von G (1)

immer mehr ausnivelliert wird.

II1.2. MODELL MIT ZEITLICH KONSTANTEM STORSTELLENFELD

Zur Definition dieses Modells betrachten wir die Situation, in der die Spins S, deren
Depolarisation bestimmt werden soll, ortsfest sind, wahrend die Storstellen auf dem
zugrundeliegenden Gitter diffundieren. Das Gitter kann im Prinzip von beliebiger Di-
mension und beliebigem Typ sein. Bild J77.2 veranschaulicht das Modell fiir den Fall
eines quadratischen Gitters in d = 2 (Bild 711.2a) sowie den einer halbunendlichen
linearen Kette (Bild 711.2b), der spater konkret behandelt werden wird.

Ein Spin § wird jeweils zur Zeit ¢ = 0 mit der vorgegebenen Orientierung Sg auf den
Ursprung » = § des Gitiers gesetzt, auf dem sich zur gleichen Zeit an einem bestimmten
Platz ry eine Storstelle befindet, die durch eine zufallige, aber zeitlich konstante Rota-
tionsfrequenz  charakterisiert ist. Die Storstelle filhrt anschlieflend einen einfachen,

kontinuierlichen Random Walk mit Sprungrate y = v~ = 1 aus (Bild TT1.2).
Mit der charakteristischen Funktion 7(t), die durch

1, wenn Storstelle zur Zeit ¢t auf » =0,
n(t) = (111.10)

0, sonst,

definiert ist, ist die monentane Rotationsifrequenz des Spins & mithin durch

wiot = wg + 7{t)w gegeben. [Einen entsprechenden Ausdruck erhdlt man offensichtlich,
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Bild IT11.2: Modell fiir die Depolarisation der Spins § durch Random Walk etner Storstelle.
{a) Quadratgitier {d = 2)
(4) halbunendliche lineare Kette (“Halbstrahl”)

wenn man umgekehrt annimmt, dafl die Storstelle am Ursprung festsitzt, wahrend der
Spin & diffundiert; n(t) beschreibt in diesem Fall einfach den Random Walk der Spins

zum Ursprung.] In der Schreibweise mit den entsprechenden Matrizen {23 bzw. §2 lautet
die Bewegungsgleichung (I11.1) fir §
§(6) = (O + 7D - 5(1), St = 0) = 5y . (171.11)
Zu beachten ist, daf} die Rotationen mit wy und w im allgemeinen nicht vertauschen, so
daB dementsprechend auch £y und € nichtkommutierende Malrizen sind.
Um Gl. (IT1.11) formal 16sen zu konnen, wird eine Transformation ins mit wq rotierende
Bezugssystem durchgefuhrt:
T
S'(t) = Dy (1) - 8(t) (I17.12)
Dy (£) = [Dlwo,t)] = e M0t (I11.13)
vgl. (I11.3). Beachte, daf8 die transponierte Matrix Dg gleichzeitig die inverse Matrix
von Dy ist. Die Bewegungsgleichung fiir §’ hat dann die Form
§)=n)@' @) -5, St=0=5, (11.19)

wobel
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/(1) = Dy (1) - 0 - Dyft) . (II1.15)

Gl (I11.14) kann formal durch Iteration gelost werden. Man erhélt den folgenden
Ausdruck, in den die Mittelung iiber den Random Walk der Storstelle bereits formal

einbezogen wurde:

RW

¢
($'0) = {E i fdh @'(41) 1)
0

¢ ty
+ [an fat @) 60) t)u(ta) pyy + -} S0 (TT116)
0 0

Die Random-Walk—Mittelwerte der Form (n{t;)- "n(t”))mv lassen sich unter Benut-
zung der Markov—Eigenschaft des RW’s auf Produkte von einfachen Aufenthaltswahr-

scheinlichkeiten zurifickfithren. Definieren wir fiir beliebige Gitterplatze r{, r9 und Zei-

tent >0
Priry(t) = Plra,t|r1,1 = 0) (IT1.17)

als die Wahrscheinlichkeit, dafl sich das Teilchen zur Zeit ¢ am Platz r9 befindet, wenn

es sich zur Zeit £ = 0 am Platz r; befunden hat, so ergibt sich fiir die obigen Mittelwerte

(781 e = Proo(t1) (17.18)
(n(t1) =+ 0(tn)) = Poolts — i2)Pooltz — £3) -+ Poolta—1 — ) Proo(tn) -

Der konkrete Typ des Gitters geht somit nur iiber die Wahrscheinlichkeiten Ppy(t)
und Ppo(t) in die analytische Beschreibung ein.

Mit (771.18) und der Definition
Mryry(t) = Pryry(t) - 82 - Do(t). (111.19)

188t sich Gl. (I77.16) in der folgenden Form schreiben:
co t (31
T
(Ef(t))RW = BO (i) . {Bg(i) + Z /dfl Dg(i — il) /dﬁg MOU(tl — ig) e
. n=1 0 0 .

tn—1
. f dty Mog(tn-1 —tn)Mroo(fn)} - Sy - (117.20)
0
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Nach Ricktransformation ins Laborsystem, S(¢) = Dg(¢) - §'(¢), und anschlieBender

Laplace-Transformation,

~ oo

K(u) = £{A()} = /0 exp(—ut)A(t)dt  [A(t) beliebige Matrix] ,
lat sich die Sumine in Gl. (I77.20) ausfithren. Man erhélt als Ergebnis

m - [E + Myg0(u) - Mgo(u)] -8y . (I11.21)
Zur Berechnung der mittleren Polarisation P({) = ((S(i))mv)u bzw. deren Laplace-
Transformierter P(u) ist noch die Mittelung tber alle zufélligen Rotationsfrequenzen w
auszufuhren. Zu beachten ist, dafi GI. (J71.21) fiir beliebiges aufleres Feld wqy und
beliebige Anfangspolarisation Sy giltig ist, mithin also auf beliebige experimentelle

Situationen (transversale, longitudinale und Null-Feld-Depolarisation) anwendbar ist.

(8(w)) pyy = Bo(u) -

Im folgenden soll mit Gl. (J77.21) der Polarisationszerfall fiir die dreidimensionale,
isotrope Gauflverteilung (771.2) berechnet werden. Hierbei werden wir uns auf den Fall
verschwindenden dufleren Feldes wq konzentrieren (Null-Feld-Depolarisation). Anzu-
merken ist, dafl die Ausfilhrung der Frequenzmittelung von (I71.21) fiir wg # 0 mit
erheblichen analytischen Schwierigkeiten verbunden ist (vgl. Anhang A), weshalb keine

geschlossene Form fiir die mittlere Polarisation P angegeben werden konnte.

I11.2.1. NULL-FELD-DEPOLARISATION

Bei verschwindendem &ufleren Feld wy = 0 ist Dy(t) = D(T)(t) = B, Dgu) =
Do(u) = vIE und M, py(n) = By pry ()2, vgl. GL (IT1.19), so daB sich (I17.21) zu

(S(u)) gy = L A(u) - Sp (IT1.224)
mit
A(u) = B+ [Pr{](}(ti) - PUD(U)} § (III.ZZB)
E — Pyn(u)it

reduziert. Die Berechnung der Polarisation
Bluy=L(A(u)), - S (I11.23)

soll in zwel Schritten diskutiert werden, wobei in dem ersten nur Bezug auf die Iso-
tropie der Verteilung g(w) genommen werden soll. Wie die Mittelung im einzelnen

durchzufithren ist, wird im Anhang A erlautert.
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(1) Sphirisch~symmetrische Verleilung g(w):
Eine spharisch-symmetrische (isotrope) Verteilung g(w) ist dadurch charakterisiert, dafi

sie nur vom Betrag w des Vektors w und nicht von dessen Orientierung abhangt:
() = 7-3() (111.24)
g W)= 4?1_9' w 1 *

wobei der Faktor 1/4x, der die Normierung der Raumwinkelanteile liefert, explizit her-
ausgezogen ist. Fiihrt man die Mittelung in (711.23) zunichst nur iiber alle moglichen
Richtungen von w (Raumwinkel R) aus, so findet man, in Analogie zu (I11.7) im stati-

schen Fall, dafl die Matrix (A(u)) die einfache Form
(A(), = f(u,0) B

annimmt; die Polarisation P hat also erwartungsgemaf eine nichtverschwindende Kom-
ponente P nur in Richtung der anfanglichen Polarisation Sy: P(f) = P(i)9y. Deren

Laplace-Transformierte,

Blu) = L{f(u,w)), = L / dw w? f (2, w)3(w) |
0

ist explizit durch

= 1 v 21+ a(u)prgO(u)_

Blu) =~ O] dw w T 3(w) (I11.25)
mit

() = 11+ 201 = Brpofu)/ Fro()]} (111.26)

gegeben (s. Anhang A). Mithilfe der Gln. (717.25,26) 1t sich die Depolarisation also

im Prinzip fiir beliebig w-abhangige isotrope Verteilungen g(w) berechnen.

(i1) Dreidimensionale Gaufverieilung g(w):
Zur Berechnung der Depolarisation P fir die Verteilung ({771.2) ist das Integral in
(I71.25) mit

§(w): \/2_7‘;03

exp(w%wz/ag) (F11.27)
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auszufithren. Die explizite Berechnung dieses Integrals erfordert — vgl. Anhang A —

einen gewissen Aufwand, so daB an dieser Stelle direkt das Endresultat fir P(«) ange-

geben werden soll:

Plu) = i(a — 1)'1;15[\/;‘1; exp(i%i) erfc(ﬁ\/%g) - 1} + z“ ) (111.28)
b(u) = o Pyo(n),  a(u) vgl. GL (IT1.26) .

Durch numerische Laplace-Riicktransformation 14t sich mit diesem Resultat der Po-
larisationszerfall P(1) explizit fur alle Typen von Gittern berechnen, fir die die RW-
Aufenthaltswahrscheinlichkeiten Pyy(x) und ﬁreg(u) bekannt sind. Bevor als konkretes
Beispiel der Fall der halbunendlichen linearen Kette (Bild 177.2b) diskutiert wird, soll
auf einige allgemeinere Eigenschaften der Depolarisation dieses Modells hingewiesen
werden, die sich aus (I11.28) ableiten lassen, okne daB eine genauere Kenntnis der

speziellen Form von Py; und _f",.go erforderlich ware.

Das Kurzzeitverhallen der Depolarisation P(?) bei Zeiten ¢ < 1 1aBt sich
mit (I11.28) aus dem Kurzzeitverhalten der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten Pyp(f)
und P, o(t) ableiten. Unabéngig von der Dimension und vom Gittertyp gilt

Poo(t) =, 1+0O(1),
bzw. (allgemeiner)
ny

¢
2 [14+0®), (I11.29)

PrgO (t)
wobel ng die minimale Anzahl von Schritten bezeichnet, mit denen die auf 7y startende
Storstelle den Ursprung » = 0 erreichen kann, und w die RW-Wahrscheinlichkeit, daf
sie bei ng Schritten auch tatsachlich den Ursprung erreicht (w = Zahl aller mini-
malen Wege der Lange ng / Zahl aller diskreten ng—Schritt Random Walks). Der
Faktor ¢"0/ng! ist das fithrende Verhalten der Wahrscheinlichkeit, dafl die Storstelle
in 10,4] ng Spriinge ausfithrt. Gl (I17.29) liefert das fithrende Verhalten von Pyg(u)
bzw. pmg(u) fir v > 1, so daf aus (I71.28) das fihrende Verhalten von Pu) firu>1
abgeleitet werden kann und daraus wiederum das Kurzzeitverhalten von P(¢):

P(t)=1- (’rlg+2)' w2 1+ 0@1)] (<l t<ol). (I11.30)
Wahrend das Kurzzeitverhalien im Fall »yp = 0 trivialerweise durch das Kurzzeitver-

halten der statischen Kubo—Toyabe—Funktion (II1.6) gegeben ist, zeigt dieses Resultat
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dartuberhinaus deutlich die Verlangsamung des Polarisationszerfalls mit zunehmender
Entfernung ng der Startposition rg vom Ursprung; der zusdtzliche Faktor ¢"0 spiegelt in
{"Ibereinstimmung mit der Erwartung die Tatsache wider, dafl die Storstelle mindestens

ng Springe ausfithren muf}, um zum ersten Mal den Ursprung zu erreichen.

Zur Diskussion des asympfotischen Verhalfens betrachten wir der Einfachheit halber
zuerst den Fall rg = 0 {(d.h. a(u) = %, GL (I11.26)] und unterscheiden zwischen wieder-
kehrenden und transienten Random Walks. Wiederkehrende Random Walks, wie z.B.
der RW auf der (halb)unendlichen linearen Kette, sind durch Pyp(u) — oo (u — 0) cha-
rakterisiert; in diesem Fall verschwindet der erste Summand in Gl (I71.28) fiir u — 0
[vgl. Gl (7.1.23) in Ref. 68], wahrend er bei endlichem Pyy{u=0) = ag (transiente

Random Walks) durch %c(ag) gegeben 1st. Somit folgt:

% wiederkehrende Random Walks,
P(t) AR ] (I11.31)
— 3 +c(ap) transiente Random Walks.

Auch dieses Resultat entspricht ganz den Erwartungen; wahrend bet wiederkehrenden
RW-Prozessen von jedem einzelnen Walk die Kubo-Toyabe-Funktion im Laufe der
Zeit mit Wahrscheinlichkeit 1 vollstandig “durchgefahren” wird, beschreibt die Kon-
stante c(ag) bel transienten Random Walks den Effekt, dafl ein endlicher Bruchteil aller
Walks frither oder spater nicht mehr den Ursprung besucht und damit nur eine un-
vollstandige Kubo-Toyabe—Relaxation zur Folge hat. Der Fall 7y # 0 hat nur insoweit
Einflufl auf das Verhalten in (171.31), dafl bei transienien Walks die Konstante ¢ eine
zusatzliche Abangigkeit von 7y bekommt, d.h. ¢ = ¢(ag,rg). Wie sich die Polarisa-
tion P(t) threm asymptotischen Wert annahert, 1afit sich nur von Fall zu Fall, d.h. bel

expliziter Kenntnis des (Langzeit—)Verhaltens von Fyg und P, beantworten.

I111.2.2. DEPOLARISATION DURCH RANDOM WALK AUF HALBSTRAHL

Da sich der Random Walk auf dem Halbstrahl als eindimensionaler RW mit reflek-
tierender Randbedingung (bei r = *%) charakterisieren laft, lassen sich die Grofien
Pyo(w) und f’reg(u) mit der sog. Spiegelbildmethode (s. z.B. [83]) leicht angeben. Die
Wahrscheinlichkeit PH(r,th"o, 0), daf} sich ein auf dem Halbstrahl diffundierendes Teil-
chen T, das zur Zeit £ = 0 am Platz 79 > 0 gestartet ist, zur Zeit ¢ am Platz » (r > 0)
befindet, ist gegeben durch die Summe der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten des unein-

geschrankien Random Walks des Teilchens selbst und seines Spiegelbildes T” | das zur
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Zeit t = 0 am Ort —(rg + 1) gestartet ist (vgl. Bild II1.3):
H
P (T)tITO: 0) = P(T:ter:G) + P(?’,i] - (7'0 + 1): 0)
= P(?‘ - To,f) + P(T 4+ rg + l,t) .

T T
Nt
~(r,+1) 170 1 r &

Biid IT1.3: Random Walk auf Halbstrahl: Reflekticrende Randbedingung bes —% , Tetlehen T und Spie-
gelbild T,

Fir Poo(t) = P"(0,£)0,0) und Poyo(t) = P"(0,4]ro,0) folgt somit mit GL (I71.23)
fir P(r,u):
1 . 1

Byo(u) = E(—zﬁ[l +A(w)l . Prolu) = Cla)

Cu) = Ju(u+2), Alu) =u+1—Julu+2).

Der aus Gl (II1.28) mit (I11.32) berechnete Zerfall der Polarisation P(t) ist in
Bild 7711.4 und Bild I71.5 fiir verschiedene Kombinationen der Parameter o und ry dar-
gestellt. Es sei hier nochmals daran erinnert, dafl in dieser Arbeit Zeiten bzw. Frequen-
zen dimensionslos in Vielfachen der mittleren Wartezeit 7 bzw. der Sprungrate y = 71
gemessen werden. Bild I11.4 zeigt bei fester Startposition rg = 0 die Abhangkeit des
Verhaltens von P(t) von der Breite ¢ der Frequenzverteilung (711.2), die — zu lesen
als o7 bzw. 0y~! — als inverses Ma$ fiir die Schnelligkeit der durch den RW bedingten

ATO(u)1 + A(w)], (II1.32)

wobei

Frequenzmodulation anzusehen ist. Bei den grofleren Werten von ¢ wird der Zerfall
noch deutlich vom Verhalten der statischen Kubo—Toyabe-Funktion, vgl. Bild ITI.1,
gepragt. Der Effekt, der bei allmahlich abnehmendem o, d.h. bei schneller werdender
Frequenzmodulation, auftritt, 1aflt sich so charakterisieren, daf} sich das fiir diese Funk-
tion typische Minimum langsam zu grofleren Zeiten hin verschiebt (auch im Vergleich
U tin = V3/0 im statischen Fall} und gleichzeitig immer schwacher wird. Dieses
Verhalten ist ein weiteres Beispiel fiir die bereits angesprochene Sensitivitat der Null-

Feld-Depolarisation im Bereich nicht allzu schneller Frequenzmodulation. Bei noch
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time t

Bild II1.4: Depolarisation durch Siorstellen bei Random Walk auf halbunendlicher linearer Kette
{ro = 0} fiir verschiedene Werle 2on o [dresdimensionale Gauflverteilung (111.2)].

kleineren Werten von o (¢ < 0,6 in Bild I71.4) fallt die Depolarisation schhiefilich von
Anfang an monoton auf den asymptotischen Wert % , vgl. Bild I11.5a (o = 0,1).

Aus den Gln. (FF1.28,32) 1at sich ein einfacher Ausdruck fir den asymptotischen
Zerfall auf % ableiten, der bei kleinen Werten von ¢ das Verhalten der Depolarisation
bestimmt. Betrachten wir zuerst den Fall »g = 0: Setzt man das fithrende Verhalten
von Pyo(u) fiir v < 1, Byg(u) =~ v2u~Y2 in (I11.28) ein, so erhdlt man mit a(u) = %

fiir g = 0 einen Ausdruck fiir die Laplace-Transformierte der Depolarisation,

~ 1 1 u w1/? 1
P Royu | — fe | — —
() uel 302" L: ul/? xp (402) e ( 20 + Ju’
der dem folgenden Verhalten im Zeitbereich {68] entspricht:
o 1,2 2 \—3/2 _
~o R4 £ # =0) . Irr.33
P(t) R (14 40°t) (rg = 0) ( )

Wie Bild ITI.5b zeigt, liefert dieser Naherungsansdruck auf fast dem gesamten Zeit-
bereich eine sehr gute Beschreibung des (exakt berechneten) Polarisationszerfalls.
Bild 7I1.5b zeigt — ebenso wie Bild 777.5a — deutlich die mit rg zunehmende Verlang-
samung der Annaherung an den asympfotischen Wert % . Die GlIn. (111.28,32) erlauben
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Bild I11.5:: Depolarisation durch Storsiellen bei Random Walk auf halbunendlicher Enearer Keite fir
verschiedene Startpositionen ry [dreidimensionele Gauflverteslung (111.2) mti Breite a']

(a} ¢ =1,0. Punktierte Linte: siatische Kubo-Toyabe-Funktion (I11.6).
(b} o =0,1. Punktieric Linien: asymplotisches Verhalien {vgl. Text).

68




naherungsweise eine einfache Beschreibung des Effekts, der damit verbunden ist, dafi
die Storstelle nicht am Ort des Spins startet. Die einzige Abhangigkelt von rg tritt in
der Grofe a(u) auf [(711.26)]; mit

a{u) uzi a(r9=0)+% 2r0u*1/2

berticksichtigen wir diese zusatzliche Abhangigkeit von ry in fuhrender Ordnung
von 4 < 1 und kénnen damit GL. (111.28) formal als P{u) = Pro=0 4 o £(u) schreiben.

Ein analoges Vorgehen wie oben liefert schlieflich:

P(H) = Plro=0(sy 4 w2 /2712 (110 GOl (111 34a)
bzw. mit (I7F.33)
Pz, 3+ rody/2e 1?4 0 (1737 (II1.34b)

Bemerkenswert 1st, dafl der asymptotische Zerfall auf %— in fiihrender Ordnung nun durch

einen Term o £ 1/2 statt ¢ 3/2 fiir rg = 0 gegeben ist. Die in Bild I11.5b eingetragenen
asymptotischen Kurven entsprechen der Gl. (771.34a) mit Gl (I11.33} fur Plro=0)4),

Die Abhangigkeit des anfanglichen Polarisationszerfalls von der Startposttion rp wird
durch Gl (I71.30) mit ng = rg und w = 2770 beschrieben. Bei groleren Werten von o,
vgl. Bild I771.5a, hat die mit ry zunehmende Verlangsamung der Depolarisation den
Effekt, dafl bereits in dem Fall, in dem die Storstelle statt am Ursprung am nachsten
Nachbarplatz rg = 1 startet, der Zerfall qualitativ anders aussieht: Das bei rg = 0 noch
zu beobachtende Minimuim verschwindet. Dieser Effekt ist abermals ein Beispiel dafiir,
dafB} die Null-Feld-Depolarisation vielfach in einfacherer Weise als z.B. die transversale

Spinrotation Rickschlisse auf die der Depolarisation zugrundeliegenden Mechanismen

zulaft.

111.3. STRONG-COLLISION—~MODELL

In diesem Abschnitt wird das zuvor betrachtete Modell fiir die Depolarisation durch
Storstellen insoweit modifiziert, dafl nun das “Feld” w, das die Stérstelle auf den Spin
ausiibt, nicht mehr zeitlich konstant ist, sondern bei jedem neuen Kontakt zwischen Spin
und Storstelle durch einen neuen, zufillig aus der zugrundeliegenden Verteilung g(w)
gezogenen Vektor gegeben ist. Diese Annahme kann als vereinfachtes Modell fur 5i-

tuationen angesehen werden, in denen z.B. die diffundierende Storstelle auf anderen
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Gitterplatzen als dem, an dem sie mit dem Spin wechselwirkt, zusitzlichen (schnellen)
Storungen ausgesetzt ist, die das mit ihr verbundene magnetische Feld zufillig — und

auf der durch den Random Walk gegebenen Zeitskala unkorreliert — verdndern.

Zur Berechnung der Polarisation P der Spins folgen wir hier in den Grundzigen
der Vorgehensweise von Kehr et. al [23], die das Strong-Collision-Modell fiir die
transversale Spinrotation behandelt haben, bei dem in einem Poisson—Prozefl mit
ﬁbergangsrate v. instantane T:Ibergé',nge zwischen gzufialligen, unkorrelierten Frequen-
zen w erfolgen. Das dquivalente Modell ist von Hayano et. ol [81] fiir die Null-Feld-
Depolarisation diskutiert worden, d.h. fiir ﬂbergénge zwischen Rotationsfrequenzen w
mit Gaufverteilung (I71.2). Betrachtet man die statische Kubo-Toyabe-Funktion als
Grenzfall v, = 0, so lafit sich der Effekt der stochastischen Frequenzmodulation so be-
schreiben, dafl bei kleinem 7, (d.h. 7. € 0.5¢) im wesentlichen nur das asymptotische
Plateau von %— (langsam) exponentiell zerfallt, wahrend der anfanglich gaufische Zerfall
noch kaum berithrt wird. Erst bei grofleren ﬁbergangsraten ist der Zerfall praktisch

von Anfang an exponentiell.

Abgesehen davon, daf im nachfolgend betrachteten Modell auch die Moglichkeit
der Anwesenheit eines externen Feldes wy miteingeschlossen wird, ist auch der stocha-
stische Prozef, mit dem die Ubergéinge selbst erfolgen, komplizierter. Dieser Prozef
ist hier durch die Statistik der Besuche der Storstelle am Ort r = 0 des Spins gegeben
(vgl. Bild 7711.2). Bild I17.6 veranschaulicht das Modell am Beispiel eines Random
Walks, charakterisiert durch die in Gl. (I17.10) definierte Funktion 5{f), bel dem die

Storstelle bis zur Zeit ¢ n—mal den Ursprung besucht.

<
L2
L)

Bild fII.ﬁ: Random Walk mit n Besuchen am Ursprung {n(t) = 1], zufdllige Rotationsfreqguenzen
8)] (n)
wil, e,
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Die Frequenz w(!) bezeichne die zufillige Rotationsfrequenz beim i—ten Besuch der
Storstelle (Bild 117.6). Die Rotation des Spins mit wy + w(?) wihrend dieses Besuchs

1aBt sich mit der Drehmatrix
pl =p e (1) IIr.3s
+ = (wo + w2\, 1), ( .35)
vgl. Gl (171.3), beschreiben, deren Mittelwert fiber alle moglichen Werte von wli) |

G4(1) = (D(ap +wl, 1)) (I11.36)

wi !

(unabhéngig von ) nur von der konkreten Gestalt der Verteilung g(w) abhingt, vgl.
die Gln. (ITI.5,6) bzw. (I1I.8,9) fur die dreidimensionale GauBverteilung (I111.2).
By(?) = D(wg,?) sel wie zuvor die Drehmatrix der Rotation mit wy.

Vor der Berechnung der mittleren Polarisation P ist es sinnvoll, die RW-

Wahrscheinlichkeiten fir die mit dem Random Walk verbundenen Teilprozesse zu defi-

nieren, die fiir die zeitliche Statistik der Besuche am Ursprung von Bedeutung sind:

(a) Random Walk zu r = 0:
t
Foo(f) baw. Nyy(t)=1- f Fo(t') dt’ (I71.37)
0

Fro(t) dt ist definiert als die Wahrscheinlichkeit, da8 das Teilchen (die Stérstelle)
zum ersien Mal in [t, ¢+ dt] auf » = 0 springt, wenn es gur Zeit £ = 0 auf rg gestar-
tet ist. Die zugehérige “Uberlebenswahrscheinlichkeit” Ny, ist demgegeniiber die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl das Teilchen bis ¢ nich? den Ursprung besucht hat.
Die “First-Passage”-Wahrscheinlichkeit Fy, 1d8t sich fur Markov’sche Random
Walks wie den hier betrachteten kontinuierlichen Random Walk in einfacher Weise
(s. z.B. [84]) durch elementare RW-Aufenthaltswahrscheinlichkeiten ausdriicken:
In der im vorigen Abschnitt eingefiihrien Notation [Def. (F11.17)] ist

t
Prgot) = [ Boolt = )P ()" (v #0), (I11.38)
{

so daB fiir die die Laplace-Transformierte von Fy, folgt:

Frg(u) = Pryolu)/ Poo(w) - (I11.39)
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Als Spezialfall hiervon wird Fy(f) als die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den ersten
Besuch am Ursprung definiert, wenn das Teilchen auf einem der (dquivalenten)
nachsten Nachbarplatze (“r = 17) des Ursprungs gestartet ist. Entsprechend ist
N1(t) die sugehdrige Uberlebenswahrscheinlichkeit.

(b) Aufenthalt auf r =10:

{
Yof) bzw. o) =1 - / Yol dt’ (I11.40)
0

Po(t) dt sei die Wahrscheinlichkeit, da8 das Teilchen, das zur Zeit ¢ = 0 auf den
Ursprung r = 0 gesprungen ist, diesen im Zeitintervall [t,{ + df] das erste Mal
wieder verlafit, d.h. auf irgendeinen der nichsten Nachbarplitze springt. ¢g(f) ist
dementsprechend die Wahrscheinlichkeit, dafl bis ¢ kein Sprung erfolgt ist. Fiir

den kontinuierlichen Random Walk mit Sprungrate -y 1st
Po(t) = yoexp(—yot) bzw. ¢o(t) = exp(—gt) (111.41)

wobei 49 = « fiir einfache d-dimensionale Gitter (vgl. Bild II1.2a), aber z.B.
Yo = %'y fiir den Halbstrahl (Bild II71.2b), bei dem das Teilchen vom Ursprung

nur auf den Platz » = 1 springen kann.

Die mittlere Polarisation, die der Bequemlichkeit halber in der Form
B(t) = P(t) - Sy (I11.42)

geschrieben werden soll, soll zuerst nur fur den Fall betrachtet werden, dafl die Storstelle
am Ursprung startet (ryp = 0). Die Verallgemeinerung auf »g # 0 kann in einem zwei-
ten Schritt mit Hilfe von (I11.37) leicht durchgefihrt werden. Zur Berechnung der
Matrix P(f) ist es sinnvoll, die Random Walks nach der Zahl der Besuche n am Utr-
sprung (n > 1, da rp = 0) und dariiberhinaus danach zu klassifizieren, ob der letzte
(n-te) Besuch zur Zeit { (a) noch andauert oder (b) bereits vorher abgeschlossen wurde.

F,(f)(t) bzw. Pgb)(i) seien die Beitrage aller Walks mit den entsprechenden Eigenschaf-

ten:

pey = 3 PO + pP(1)). (I11.43)

n=1
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Betrachten wir zuerst PS,“). Mit den Definitionen (I77.35,36,37 u. 40) folgt

P{) = (bo0DP(®) | = ho(0G+(),

w(1)

t tg
P{(e) = ( 6/’&@%&—@)@@@—@) JanFi(t2—t)Potz o)D)
/ RON

i tg
= fdiz do(t — 12)G4(t — fz)fdiif"i(iz —11)Bo(ty — 11 )Po(t1)G+ (1),
0 i

Das (2n—2)-fache Faltungsintegral, das sich in dieser Weise fur ng)(t) ergibt, ist symbeo-
lisch in Bild 711.7a dargestellt. Laplace-Transformation des entsprechenden Ausdrucks
liefert

~ —_ e — -1
Biw) = $C 4 (w) - [FDo(w) $81(w)]" ", (I1I.44a)
wobel
$G 1 (u) = L{B(H)C1(t)}, usw. .
My 6, v,G, @G,
1 ]
(a) !
) £ 0, Fi 0o, FiDo ;
FF f
=0 t
”(? 4G, 9,6, 4,6,
(b)
A F, Do F, D5, . Fi0s Ny Do
¢ J 1
T=0 T

Bild 1T1.7: Symbolicche Darsicllung dev Beitrige von Random Walks mit n Besuchen am Ursprung:
{a} Teslchen zwr Zeil t am Ursprung {?S,a))
(b) Teilchen zur Zeit t nicht am Ursprung (Pslb)).

(Ganz analog findet man fur die Beitrage Pg?,b) der Walks, bei denen sich das Teilchen
nach dem n—ten Besuch zur Zeit ¢ nicht mehr am Ursprung befindet, vgl. Bild 711.7b,
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das Resultat

] n (II1.44b)

B (w) = NiDo(u) - $G+(u) - [FiDo(u) - # G (u)

Die Aufsummation aller Beitrdge in Gl (717.43) liefert mit (177.44a,b) das Resultat

1

— (11I.45)
E — FDo(u)$ Gy (u)

P(u) = [§G () + N1 Dg(u)p & 4 ()] -

Dieses Resultat beschreibt das Verhalten der Polarisation fiir den Fall rg = 0. Mit den
in (I171.37) definierten Wahrscheinlichkeiten Fry bzw. Ny 148t sich ein einfacher Zusam-
menhang zwischen dem allgemeinen Fall mit beliebigem r; und dem oben behandelten

aufstellen. Indem wir die Matrizen P explizit durch die Startposition rg kennzeichnen,

ergibt sich mit
i
Pl0)(t) = [at' POt — )Py ()Do(t) + Nuy(1)Do(2)
0

im Laplace—-Raum die einfache Begiehung
Br0)(w) = BO)(w) . FDo(u) + NryBo(n) . (111.46)

Dieses Resultat ermoglicht also in Verbindung mit Gl. (II1.45) die Berechnung der
mittleren Polariation P [Gl. (I17.42)] fiir beliebige Startpositionen der Stérstelle.

Gl. (I17.45) 1aft sich im Hinblick auf konkrete Berechnungen noch etwas vereinfa-
chen. Zum einen stellen wir fest, dafl aus Gl. (JI1.37) mit rp =1

NiDo(u) = Do(x) - [B — FiDo(u)] (111.47)

folgt, so daB die Matrix N D in (I11.45) eliminiert werden kann. Beziehen wir uns
weiterhin explizit auf die exponentielle Form von g bzw. ¢y [(II1.41)], so ergibt sich

$Gi(u) = 1G4 (u+ ),

- ) (111.48)
¢G(v) = Gy(u+).
Mit (I11.47,48) erhalten wir aus Gl. (I71.45) schliefllich:

Plu) = B(u) - S
~ o~ ~ 1
= {B + 1%Do(w){E ~ F1Do(u)] }G(u+70) == 8o
E - 99 F1 Do(u)G +(u+70)
(I11.49)
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Mit diesem Resultat kann im Prinzip der Polarisationszerfall fiir beliebige externe Fel-
der wy und Anfangspolarisationen Sy berechnet werden, sowie fur alle Typen von Git-
tern, fiir die die First-Passage—Wahrscheinlichkeit Fy [z.B. iiber Gl. (111.39)] bekannt
ist. Im Fall der GauBlverteilung (117.2) ist G dabei wie erwdhnt im wesentlichen durch
die Resultate (111.6,9) gegeben.

II1.3.1. LONGITUDINALE UND NULL-FELD-DEPOLARISATION

Die Berechnung der Polarisation P wird im longitudinalen Fall, d.h. fur
So || wg = wpe,, wesentlich dadurch vereinfacht, dafl die Matrix G; ebenso wie
die Drehmatrix D keine Matrixelemente hat, die longitudinale Komponenten (z) mit
transversalen Komponenten (z,y) koppelt. Das Problem ist also vollstandig auf den
longitudinalen Unterraum beschrankt. Mit (Dg)., = %, (FiDg),: = Fi(u) und
(G4), = Gy(u) folgt aus (IT1.49) fiir die Depolarisation P(u) = P,(u) (rg = 0):

{1+ 20 B} Ga(utyo) (I11.50)
1 — o Fy(u) Gy (ut)

Gl (I711.46), die die Verallgemeinerung auf beliebiges rg 5 0 erlaubt, wird entsprechend

HOE

zZu

PU)(w) = Bo=0() B, (u) + Fpo(w). (771.51)

Die Funktion G, ist fiir wg = 0 durch die Laplace-Transformierte (vgl. [81]) der stati-
schen Kubo-Toyabe-Funktion (/11.6) gegeben,

Go(u) = 1 -+ 32”2 [ — wio(w)] (I11.52a)

und fiir wg # 0 durch die Laplace-Transforimierte des Ausdrucks (I11.9), die die folgende
Gestalt hat:

. 1 92 2 2
Gilu) = ;(1 — “E—') + 02 dn{u-+1wg) (1 + zi—)

‘*’0 “g won
0’2 ~ . ) (72
+ —5 do(u—1wp) (1 - E@) . (II7.52b)

W

0
Die in (Z7I1.52) aufiretende Funktion §p ist die Laplace-Transformierte von
g0(t) = exp(—3o°1%):

. 1 u? 7
gg(u) = \/%;: exp (ﬁ) erfc (\/532) . (III.53)
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Die longitudinale bzw. Null-Feld-Depolarisation P(}, die mit den Gln. (J11.50-53)

explizit berechnet werden kann, soll wiederum beispielhaft fiir den Random Walk auf

der halbunendlichen linearen Kette diskutiert werden,

IT1.3.2. DEPOLARISATION DURCH RANDOM WALK AUF HALBSTRAHL

Die Laplace-Transformierte der in (I71.37) definierten First—Passage—Wahrschein-
lichkeit F;,(t) ist fiir beliebige 7y > 0 mit der allgemeinen Besziehung (177.39) und dem
Resultat (777.32) fiir die RW-Aufenthaltswahrscheinlichkeiten Ppy{) und prog(u) auf
dem Halbstrahl durch

Frg(u) = [A()]0 = [u + 1 - fu(u+2)]" (I17.54)

gegeben. Anzumerken ist, dafl dieses Resultat natirlich identisch mit dem ist, welches
man im Fall des Random Walk auf einer unendlichen linearen Kette findet. Der Un-
terschied zwischen den beiden Modellen manifestiert sich somit in Gl (771.50) allein in

den unterschiedlichen Werten fiir vy (yg = 1/2 fiir den Halbstrahl}).

depolarization P

time t

Bild I11.8: Depolarisation durch Storstellen bet Random Walk auf Halbstrahl (Strong-Collision-
Modell} fir verschiedene Werte von o (wg =0, rg =0)

Bild I111.8 zeigt das Verhalten der Null-Feld-Depolarisation fiir verschiedene Werte

von o zwischen ¢ = 5,0 und ¢ = 0,2. Ebenso wie beim vorher betrachteten Modell
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mit zeitlich konstantem Stérstellenfeld, s. Bild 711.4, wird auch hier der Ubergang vom
fast—statischen Verhalten, bei dem noch das fiir die Kubo-Toyabe-Funktion typische
Minimum {abgeschwicht) vorhanden ist, zu einem Verhalten deutlich, bei dem die De-
polarisation von Anfang an monoton fallt. Wie fiir das Strong-Collision—Modell zu
erwarten ist, bleibt das asymptotische Plateau allerdings nicht erhalten; die Polarisa-
tion zerfallt asymptotisch langsam zu Null. Bild 777.9 macht fiir ¢ = 2,0 und ¢ = 0,5

den Unterschied zwischen beiden Modellen noch einmal im direkten Vergleich deutlich.
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Bild ITF.9: Depolarization durch Starsiellen bet Random Walk auf Halbstrahl Vergleich zwischen Mo-
dell mat zeitlich konstaniem Siorsicllenfeld {~x—) und Strong-Collision—Modell (—o— ) fir

e=20unde=0,5 fwy=0,r53=0)

Bild 771.10a und Bild I11.18b zeigen jeweils fiir festes o (¢ = 2,0 bzw. o0 = 0,1) das
Verhalten der longitudinalen Depolarisation bei verschiedenen Starken wp des externen
Feldes. Typisch ist wiederum der langsame Zerfall (s.u.) des im statischen Fall vorhan-
denen asymptotischen Plateaus, das, vgl. Bild 7771.1, mit zunehmender Feldstarke bet
hoheren Werten liegt. Bei noch relativ langsamer Frequenzmodulation (¢ = 2,0) sind
die typischen wg—abhangigen Oszillationen im Anfangsbereich noch weitgehend zu erken-
nen, Bild 777.10a, nicht aber im Fall schneller Frequenzmodulation (vgl. Bild I77.10b),
in dem der Polarisationszerfall bei allen Werten von wq durch einen langsamen, monoto-

nen Abfall gekennzeichnet ist. Die Langsambkeit dieses Zerfalls — beachte die Zeitskala
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in Bild I71.10b — ist offensichtlich darauf zuriickzufithren, da der mit abnehmen-
dem o zunehmende Ausmittelungseffekt, der bei stochastischen Ubergingen zwischen
verschiedenen Rotationsfrequenzen ohnehin aufiritt (vgl. das Strong-Collision—Modell
von Hayano et. ol [81]), in seiner Wirkung zeitlich noch dadurch gestreckt wird, daf

der Spin nur bei Besuchen der Storstelle depolarisiert wird.
Aus den Gln. (I71.50,54) 188t sich das fiihrende asymptotische Verhalten ableiten; man
findet:

Py ~ 200400 -1y (IT1.55)
t=eo T 71— 9G4 (v0)

Im Fall der Null-Feld-Depolarisation ergibt sich hieraus in den beiden Grenzfallen lang-
samner (79 < o) baw. schneller Frequenzmodulation (yy > o) mit (I11.53) in jeweils
fithrender Ordnung

Plt) ~ (I11.56)

t—co

(27rt)”1/2, falls v < o,
(1) 2rt)" 12, fal
4 7t) , alls yg > o

Im Grenzfall vy < o dauert jeder Besuch des Teilchens am Ursprung so lange, daf$ die
Polarisation bei diesen Besuchen stets vollstindig auf % ithres Anfangswertes zerfallt;
dies erklart, daff das asymptoische Verhalten — zumindest in fiihrender Ordnung —

nicht von den Parametern vy und o abhingt.
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IV. Depolarisation durch Diffusion im Gittergas

Das in Kapitel II diskutierte Modell fiir die transversale Spindepolarisation durch Ran-
dom Walks auf Gittern entspricht einer vergleichsweise idealisierten Beschreibung der
Depolarisation infolge von Diffusionsprozessen. Eine wesentliche Annahme dieses Mo-
dells ist, dafl jeder diffundierende Spin einen einfachen, in keiner Weise eingeschrankten
Random Walk auf dem zugrundeliegenden Gitter ausfiihrt. Sieht man von méglichen
zusatzlichen Effekten wie z.B. Trapping an Verunreinigungen einmal ab, so ist diese
Annahme in vielen Fallen durchaus gerechtfertigt, so z.B. bei der Myonenspinrota-
tion in Metallen, bei der einzelne Myonen auf dem Zwischengitter diffundieren. Auf
der anderen Seite liegt jedoch bei realen Diffusionsprozessen oft die Situation vor, daf
die Bewegungen vieler diffundierender Teilchen miteinander korreliert sind. Als Bei-
spiele wurden in der Einleitung bereits die Selbstdiffusion iiber thermische Leerstellen
in Metallen, Ionenbewegungen in superionischen Leitern, die Wasserstoffdiffusion in
Metallhydriden, usw. genannt. In all diesen Fallen hangt das Diffusionsverhalten der
Teilchen deutlich von der Konzentration ab, mit der die diffundierenden Teilchen die
ihnen zur Verfiigung stehenden (Zwischen—)Gitterplatze besetzen; eine Beschreibung
in einem einfachen Einteilchen-Bild ist in aller Regel — d.h. von gewissen einfachen

Grenzfillen abgesehen — nicht mehr angemessen.

Ein einfaches Modell, mit dem sich Korrelationen infolge der Bewegung vieler Teil-
chen beschreiben lassen, ist das der Diffusion im sog. Gitlergas, bei dem Teilchen in
endlicher Konzentration ¢ auf einem zugrundeliegenden Gitter diffundieren, wobei kein
Platz doppelt besetzt werden darf. Als “nichtwechselwirkendes” Gittergas bezeichnet
man dabei das Modell, in dem tuber dieses Verbot der Doppelbesetzung hinaus keine
weiteren — z.B. anzichenden oder abstofienden — Wechselwirkungen zwischen den Git-
tergasteilchen angenommen werden; dies soll nachfolgend — sofern nicht explizit anders

vermerkt — stets vorausgesetzt werden.

Von Interesse ist beim Gittergas nicht so sehr die kollektive Diffusion, sondern viel-
mehr die einzelner, markierter “Tracer”-Teilchen, deren Bewegung durch die Anwesen-
heit der anderen “Hintergrund”—Teilchen eingeschrankt wird., Wahrend dieser Effekt in
héheren Dimensionen u.a. zu einer charakteristischen Konzentrationsabhingigkeit der
Diffusionskonstanten fuhrt, hat er in einer Dimension — wenn nur nachste Nachbar—

Spriinge zugelassen sind, sich die Teilchen also nicht gegenseitig passieren kénnen —
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besonders drastische Konsequenzen: Die Tracer—Diffusion ist anomal, d.h. Ar? « $1/2
fiir £ > 1 (vgl. Abschnitt IV.1.2).

Abgesehen vomn grundsédtzlichen theoretischen Interesse ist das Studium der
Tracerdiffusion auch im Hinblick auf experimentelle Anwendungen von Bedeutung.
Die FEinteilchen—Korrelationsfunktion, d.h. die bedingte Aufenthaltswahrscheinlich-
keit P(r,%|0,0) eines Tracerteilchens, ist z.B. bei der inelastischen Neulronenstrenung
der Messung zuginglich. Ein anderes Beispiel (NMR) ist das bereits in Kapitel III
erwihnte “magnetic tagging” in superionischen Leitern {76,77]. In diesem Zusammen-
hang ist das Studium der Abhangigkeit der Gittergasdiffusion von der Dimensiona-
litat inbesondere im Hinblick auf Ionenleiter mit quasi-eindimensionaler bzw. quasi-
zweidimensionaler ionischer Leitfahigkeit von Bedeutung; hervorzuheben ist hier -
Eucryptit (LiAlSiO4), das eine der am besten dokumentierten Substanzen mit aus-
gepragt eindimensionaler {85] Tonenleitfahigkeit darstellt (vgl. [74,86,87]).

Fine Vielzahl von Fragestellungen, die sich im Zusammenhang mit der Diffusion in
Gittergasen ergeben, ist — insbesondere auch in den letzten Jahren — in der Literatur
diskutiert worden. Im néchsten Abschnitt wird ein kurzer Uberblick iiber die wichtigsten

Resultate gegeben werden, die im Hinblick auf die Untersuchungen in dieser Arbeit von

Bedeutung sind.

Bild IV.1: Gittergas (d = 2): Tracerteilchen (Spin S) wnd Hintergrundtellchen (schwarz). T = y [z s
die Rate fir einen Sprung zu cinem freden nn-Platz,

In diesem Kapitel soll die Frage untersucht werden, wie sich der fiir die Diffusion

im Gittergas typische Effekt der eingeschrinkten Beweglichkeit der Teilchen auf den
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Spinpolarisationszerfall auswirkt. Dazu wird das zuvor diskutierte Modell fiir die trans-
versale Spindepolarisation, Abschnitt 111, insofern modifiziert, dal nun angenommen
wird, dafl die Spinteilchen Tracer in einem nichtwechselwirkenden Gittergas diffundie-
render Hintergrundteilchen sind (Bild 7V.1). Die spinabhangigen Wechselwirkungen
werden wie zuvor durch zufillige (gauBverteilte) Rotationsfrequenzen w, modelliert,

mit denen der Spin § auf den Plitzen r des zugrundeliegenden Gitters rotiert.

Man kann sich dieses Depolarisationsmodell als einfaches Modell fiir die transver-
sale Spinrotation von Myonen in Metall-Wasserstoff-Systemen vorstellen, in denen die
pt als Tracer auf dem Zwischengitter diffundieren, das mit einer bestimmten Kon-
zentration ¢ mit (ihrerseits diffundierenden) H-Atomen als Hintergrundteilchen besetzt
ist. Hervorzuheben ist hier eine Arbeit von Richter ef. al. [39], die uSR~Messungen an
Nb Hp~ bzw. Nb D,~Proben durchgefiihrt haben, wobei im Vordergrund ihrer Untersu-
chungen gerade die Frage stand, inwieweit die Myonen tiberhaupt als Tracer Aufschliisse
uber die H-Diffusion geben konnen. Die Ergebnisse dieser Arbeit sollen an dieser Stelle

nicht im Detail erlautert werden (vgl. aber die Anmerkungen unten).

Im Vergleich zum einfachen Random-Walk-Modell, das man als Grenzfall ¢ — 0
auffassen kann, erwartet man infolge der Blockierungseffekte qualitativ einen mit zu-
nehmender Kongentration c¢ schneller werdenden Polarisationszerfall (— der Grensz-
fall ¢ — 1 entspricht offensichtlich dem statischen Limes, in dem die Polarisation
gauBisch zerfallt). Die wesentlichen Fragen, die sich hierbei ergeben, sind, ob — ins-
besondere auch in d = 1 — die Polarisation immer noch einfach-exponentiell zerfallt,

und falls ja, wie die Zerfallskonstante von der Konzentration ¢ der Gittergasteilchen

abhangt.

Das Ziel der folgenden Untersuchungen ist es, zunachst die allerwesentlichsten
Aspekte der Depolarisation bei Diffusion im Gittergas zu verstehen. Deshalb wird auch
ein moglichst einfaches Gittergas-Modell betrachtet. So soll z.B. stets davon ausgegan-
gen werden, dafl die Spinteilchen mit gleicher ﬂbergangsrate Sprunge ausfuhren wie die
anderen Gittergasteilchen, obwohl es gerade auch im Hinblick auf reale experimentelle
Situationen interessant wire, auch den allgemeineren Fall zn diskutieren, in dem sich
die ﬂ'bergangsra,ten von Tracer—- und Hintergrundteilchen unterscheiden konnen. Ins-
besondere im Fall von Myonen in Metall-Wasserstoff-Systemen sollte man — ebenso

wie Richter ef. al [39] — von diesem allgemeineren Fall ausgehen. Dariiberhinaus stellt
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natirlich bereits die Annahme eines nicht wechselwirkenden Gittergases eine ganz we-
sentliche Vereinfachung dar. Hier soll erwahnt werden, dafi die o.g. Autoren anhand
qualitativer ﬁberlegungen aus den experimentellen Daten fiir NbH, (8-Phase) den
Schlufl gezogen haben, dafl statt eines nichiwechselwirkenden Gittergas—Modells cher
ein Modell mit abstofienden Myon-Wasserstofi—-Wechselwirkungen herangezogen wer-
den sollte. Diese Beispiele machen deutlich, daf das vergleichsweise einfache Depolari-
sationsmodell, das in diesem Kapitel diskutiert werden soll, im allgemneinen noch nicht
ausreicht, wenn man eine moglichst wirklichkeitsnahe Beschreibung realer Systeme an-
strebt. Zudem ist, wie im Verlauf der folgenden Diskussion deutlich werden wird, bereits

die Behandlung des “einfachen” Modells mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden.

Abschliefend soll noch eine Bemerkung zu der dem Modell zugrundeliegenden An-
nahme gemacht werden, daff die Spins § wiederum nur an die statischen lokalen Fel-
der des Gitters ankoppeln (also z.B. die Dipolfelder der Kernspins der Wirtsatome).
Diese Annahme bedeutet, daff keinerlei spinabhangige Wechselwirkungen zwischen den
Gittergasteilchen selbst, d.h. zwischen dem Tracer S und den Hintergrundteilchen,
beriicksichtigt werden. Zumindest im Fall der Myonen in Nb Hy scheint dies gerechtfer-
tigt zu sein; der Beitrag der H—-Atome zur statischen Linienbreite o ortsfester Myonen
ist hier nur von der Groflenordnung einiger Prozent {39]. Allgemein bleibt aber in jedem

Einzelfall zu priifen, inwieweit diese Annahme noch eine gute Naherung liefert.

Das weitere Programm dieses Kapitels ist folgendes: Im néachsten Abschnitt (IV.1)
wird noch einmal eine genaue Definition des Gittergasmodells gegeben, gefolgt von
einem kurzen Uberblick iiber einige wichtige Resultate zur Tracerdiffusion. In dem
nachsten grofien Abschnitt (IV.2) wird die Depolarisation im eindimensionalen Fall un-
tersucht werden; der Fall d = 1 ist wegen der anomalen Diffusion der einzelnen Teilchen
besonders interessant. Wie in Kapitel II deutlich geworden ist, sind die Zahl der ver-
schiedenen besuchten Platze sowie die zugehdrigen Wahrscheinlichkeitsverteilung von
zentraler Bedeutung fiir das Depolarisationsproblem; diese Groflen werden in groflerer
Ausfiihrlichkeit diskutiert werden. Resultate fiir d = 2 und d = 3 werden im letzten

Teil dieses Kapitels diskutiert (Abschnitt IV.3).
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IV.l. MODELL DES NICHTWECHSELWIRKENDEN GITTERGASES

Das Gittergasmodell, das in diesem Kapitel betrachtet werden wird, ist in der fol-
genden Weise definiert (vgl. Bild IV.1): Das zugundeliegende, d~dimensionale Gitter
ist mit einer Konzentration ¢ mit Teilchen besetzt. Die Wechselwirkung zwischen diesen
Teilchen besteht einzig darin, dafl kein Gitterplatz doppelt oder mehrfach besetzt werden
darf; der Gleichgewichtszustand des Systeins ist demnach durch eine zufillige Besetzung
der einzelnen Gitterplatze (Wahrscheinlichkeit ¢) charakterisiert. Die Diffusion der Teil-
chen erfolgt in der Weise, daf entsprechend einer exponentiellen Wartezeitverteilung mit
Sprungrate I' = /2 Ubergange zu freien nachste-Nachbar—Plitzen erfolgen. (2 = Zahl
der nachsten Nachbarn). Bezogen auf ein beliebiges einzelnes Teilchen ist die Dynamik
also die gleiche wie im Modell des einfachen kontinuierlichen Random Walks, vgl. Ab-
schnitt I1.1, nur daf nun die Moglichkeit besteht, dafl die nachsten Nachbarplatze durch
andere Teilchen blockiert sind. Wie in Kapitel II soll sich auch hier die Diskussion auf

d-dimensionale “einfach—kubische” Gitter beschranken.

In einer Vielzahl von Arbeiten sind Probleme, die sich bei der Diffusion im Gitter-
gas ergeben, sowohl analytisch wie auch mittels numerischer Simulationen untersucht
worden. Einen sehr guten, aktuellen Uberblick bietet hier eine Arbeit von Kehr und
Binder [88]. Diese Arbeit, in der die numerischen Simulationen im Vordergrund stehen,
enthalt eine Vielzahl von Referenzen, die fiir eine weitergehende Einarbeitung in dieses
Thema von groflemn Nutzen sind. Nachfolgend sollen einige wichtige Bigenschaften der
Diffusion im Qittergas sowie die grundsatzlichen Probleme, die sich im Vergleich zum

einfachen RW-Modell ergeben, diskutiert werden.

Wahrend die kollektive Diffusion, die z.B. fiir den Zerfall eines Dichte-Gradienten
mafgeblich ist, im nichtwechselwirkenden Gittergas ein vergleichsweise einfaches Pro-
blem darstellt (vgl. [89]), ist die Diffusion einzelner Teilchen (Tracer) weitaus schwieriger
zu behandeln. Der Grund dafiir ist, dafl zwar die Anderung des Zustands des Gesamtsy-
stems durch einen Markov—Prozef gegeben ist, die Bewegung eines einzelnen Teilchens
selbst aber kein Markov—Prozefl mehr ist. Vermittelt durch die An— oder Abwesenheit
der anderen diffundierenden Teilchen sind die Spriinge des Tracers stark miteinander
korreliert — ganz im Gegensatz zum einfachen RW, bei dem die einzelnen Spriinge
vollig unabhéngig voneinander erfolgen. Der grundsitsliche Mechanismus ist folgen-

der: Unmittelbar nachdem das Teilchen einen Sprung ausgefiihrt hat, befindet sich mit
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Sicherheit eine Leerstelle hinter thm, so dafl eine erhohte Wahrscheinlichkeit {iir einen
Riicksprung besteht. Der Einflul der Leerstellen, die das Teilchen hinter sich lafit,
macht sich dabei jeweils so lange bemerkbar, bis diese — anschaulich gesprochen — aus
der Umgebung des Teilchens wegdiffundiert sind. Der fiir das Gittergas typische Effekt
der Rickwartskorrelation ist umso ausgepragter, je kleiner die Koordinationszahl z des
Gitters ist.

Die einfachste Theorie fiir die Tracerdiffusion im Gittergas ist die sog. “Mean—
Field{( MF)-Theorie” ( [88], vgl. auch [90]), in die die Anwesenheit der anderen Teilchen
nur pauschal iber die Wahrscheinlichkeit (1 — ¢) eingeht, mit der Gitterplatze im Mittel

nicht blockiert sind. Die Annahme ist, daf8 das Teilchen einen gewohnlichen Random

Walk mit einer effektiven Sprungrate ,,, = (1 —c)vy ausfiihrt. In diesem einfachen Bild

ergibt sich fiir die mittlere quadratische Auslenkung des Teilchens in allen Dimensionen d

(Ar%(t)) = D,,p -t
mit

Dy = alyyy = (1—¢)- Dy (IV.1)

Dy = a?y = 1 (mit Skalierung Gitterkonstante ¢ = 1, Sprungrate v = 1) ist die
Diffusionskonstante eines einzelnen Teilchens auf dem leeren Gitter, d.h. die des einfa-
chen kontinuierlichen RW’s. Die Autokorrelationsfunktion P(r,{) = P(r,tjry=0,0) des
Tracerteilchens (von dem stets angenommen werden soll, dafl es sich zur Zeit { = 0 am

Ursprung » = 0 des Gitters befindet} ist entsprechend durch die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit des einfachen RW’s mit v,,, statt v gegeben.

IV.1.1. TRACERDIFFUSION IN HOHEREN DIMENSIONEN

Zur Diskussion der Frage, inwieweit sich die {iir das Gittergas charakteristischen
Korrelationen in einem von (IV.1) abweichenden Verhalten niederschlagen, soll zuerst
der Fall hoherer Dimensionen betrachtet werden. In d > 2 liegt normale Tracerdiffu-
sion in dem Sinne vor, dafl die mittlere quadratische Auslenkung zumindest bet grofien

Zeiten t linear mit der Zeit wachst:
(P*(1) ~ Dyt (d22). (Iv.2)

Die Riickwartskorrelationen haben allerdings zur Folge, daf die Tracer-Diffusionskon-

stante D, gegeniiber D, . um einen konzentrationsabhangigen Faktor, den sog. Kor-
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relationsfaktor f(c), reduziert ist:
DT = f(c)'D}\-{F :f(c)(lkc)'Dﬂ (IVS)

mit f(c) < 1. Dieser prinzipielle Effekt wurde in den fiinfziger Jahren zuerst von Bar-
deen und Herring {91] im Zusammenhang mit der Tracerdiffusion in Metallen erkannt.
Der Korrelationsfaktor f 1a8t sich im sog. metallphysikalischen Limes ¢ — 1 (é geringe
Kongzentration thermisch aktivierter Leerstellen) exakt berechnen, da es im Prinzip
gentgt, den Random Walk einer einzigen Leerstelle zu beriicksichtigen (s. Referenzen
in [88]). Man findet z.B. im Fall des einfach-kubischen Gitters (d = 3) einen Wert von
f(c — 1) =10,653.... Im umgekehrten Grenzfall ¢ — 0 ist offensichtlich f(c — 0} = 1.

Wahrend die exakte Berechnung des Korrelationsfaktors in der Nahe dieser bei-
den Grenzfille (Verhalten von f(c) fiir ¢ <« 1 baw. 1 — ¢ < 1) moglich ist, stellt
die Tracerdiffusion im allgemeinen Fall beliebiger, intermediarer Konzentration ¢ ein
erheblich schwierigeres Problem dar, da nun die Korrelationen infolge der Bewegung
yieler Teilchen bzw. Leerstellen beriicksichtigt werden miissen und sich diese nicht in
einfacher Weise beschreiben bzw. analytisch erfassen lassen. Bisher ist keine exakte
Losung fir den Korrelationsfaktor f{c) bei beliebigem ¢ bekannt; entsprechendes gilt
fiir die Autokorrelationsfunktion eines Tracerteilchens. Es sind verschiedene — zum
Teil sehr komplizierte — Naherungsverfahren zur Berechnung dieser Grofien angewandt
worden, vgl. z.B. [92-95], die hier aber nicht im Detail diskutiert werden sollen (siche
auch Ref. 88). Angegeben werden soll das Resultat fiir f(c), das von Nakazato und
Kitahara [93] abgeleitet wurde:

_ 1+ {cos®)
) = T2 =30/ = o)f{eos ) (IV-4)

wobei {cosf) der mittlere Cosinus des Winkels zwischen anfeinanderfolgenden Spriingen
im Limes ¢ — 1ist. Gl. (/V.4) ist in den beiden Grenzfalllen ¢ — 1 und ¢ — 0 exakt und
stimmt auch bei intermedidren Werten von ¢ sehr gut mit den Simulationen tiberein.

Anzumerken ist, daf} das Resultat (IV.4) von Tahir-Kheli und Elliott [94] auf anderem
Wege ebenfalls gefunden wurde {vgl. auch {96, 97)).

Das im Vergleich zum einfachen Random Walk komplizierte zeitliche Verhalten der

Diffusion eines Tracers im Gittergas ist in einer Arbeit von Kehr ef. al [90] untersucht

worden (vgl. auch [98]).
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IV.1.2. ANOMALE TRACERDIFFUSION IN EINER DIMENSION

Charakteristisch fiur die Diffusion im eindimensionalen Gittergas ist, dafl die ein-
zelnen Teilchen einander nicht passieren koéunen. Jeweils “gefangen” zwischen dem
linken und rechten Nachbarn sind die Teilchen in ihrer Bewegungsfreiheit deutlich
eingeschrankt. Das Problem der Diffusion in eindimensionalen Systemen, die dieser
Einschrankung unterliegen, ist in der mathematischen Literatur von Harris [32] und
Spitzer [33] diskutiert worden, die daraufhingewiesen haben, daf die mittlere qua-
dratische Auslenkung eines markierten Teilchens nicht linear mit der Zeit, sondern
nur proprotional zu £1/2 anwachst. Unabhangig von diesen Arbeiten fand das Pro-
blem der Tracer—Diffusion auf linearen Ketten in den spaten Siebzigern im Zusam-
menhang mit der Beschaftigung mit eindimensionalen Jonenleitern das Interesse der
Festkorperphysiker. Richards [34] fiilhrte erste numerische Simulationen aus und beob-
achtete dabei die anomale Diffusion  t1/2; er fiihrte qualitative Argumente fiir dieses
Verhalien an. Kurz danach konnte Fedders [35] (mit einer diagrammatischen Entwick-
lung) das asymptotische Verhalten der mittleren quadratischen Auslenkung ableiten,

ez (2" 1v5)

i>1 C w

dessen Giiltigkeit spater von Arratia [37] mathematisch streng bewiesen wurde. Eine
clegante physikalische Erklarung dieses Resulfats wurde von Alexander und Pincus [36]
gegeben, die die Diffusion des Tracerteilchens mit der kollektiven Diffusion der anderen
Teilchen in Beziehung seizten.

Van Beijeren ef. al. [38] gelang es, eine naherungsweise Theorie aufzustellen, mit
der sich das Verhalien von (r2(¢)) bei beliebigen Zeiten t beschreiben laft. Das
von ihnen aus einem genaherten, aber expliziten Ausdruck fir die Geschwindigkeits—
Autokorrelationsfunktion (v{t)v(0)) des Tracerteilchens (im Laplace—Raum} abgeleitete
Resultat fur die mittlere quadratische Auslenkung liefert sowoh! das asymptotische Ver-
halten (I'V.5) wie auch das richtige Kurzzeitverhalten, das in fithrender Ordnung durch
das MF-Verhalten, vgl. (IV.1), gegeben ist:

(r*(1)) 3 (=at. (1V.6)

Dariliberhinaus zeigte der Vergleich mit numerischen Simulationen, die fiir verschiedene
Konzentrationen ¢ durchgefithrt wurden (Ref. 38), dafl diese Theorie auch bel inter-

mediaren Zeiten ¢ das Vehalten von (r’(f)) sehr gut beschreibt. Die Resultate zeigen
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deutlich den Ubergang von (IV.6) zu (IV.5); die Zeit, bei der dieser Ubergang ungefahr
auftritt, laft sich mit (IV5,6) zn

*
17 =~

= (IV.7)
abschatzen.

Explizite Resultate fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit P(r,%) bei allen Zeiten t-
bzw. fiir deren Laplace-Transformierte sind mir nicht bekannt (vgl. aber z.B. [35,99]).
Arratia {37} hat in seiner mathematischen Arbeit gezeigt, daB die Wahrscheinlichkeits-

verteilung der Variablen ri~1/* asymptotisch gegen eine Gaufiverteilung konvergiert;

das asymptotische Verhalten von P(r,¢) 14t sich damit folgendermaflen schreiben:
P(r,t) = (20) ¥ (at) " exp [~ 47 /(at) 71/ (IV.8)

mit @ = ;rz-[(l —¢)/c)?. Dieses Resultat deckt sich mit einer entsprechenden Annahme

von Richards [34], die dieser aus seinen numerischen Simulationen gefolgert hatte.

Zum Abschluf sollen noch einige kurze Anmerkungen zur anomalen Tracerdiffu-
sion (IV.5) gemacht werden. Untersuchungen an Modellen, mit denen sich der Ubergang
vom eindimensionalen zu hoherdimensionalem Verhalten studieren 188t [100, 101], zeigen
deutlich, dafl das Auftreten der anomalen Diffusion (d.h. das Verschwinden der Tracer-
Diffusionskonstanten D) in der Tat wesentlich von der strikten Eindimensionalitat des
Systems abhangt. Dariiberhinaus ist die anomale Diffusion eine spezifische Eigenschaft
des d = 1-Gittergases mit symmetrischen Sprungraten. Ein noch so kleiner Unterschied
zwischen den Sprungraten fiir Spriinge zu linken bzw. rechten nn-Platzen — bedingt
z.B. durch eine externe treibende Kraft — hat zur Folge, daB} wieder normales diffusi-
ves Verhalten vorliegt (d.h., die Dispersion (»%(t)) — (r(¢))? wachst asymptotisch linear
mit ¢) [37,102, 103].

IV.2. EINDIMENSIONALES GITTERGAS

In diesem Abschnitt soll die Depolarisation bel Diffusion im eindimensionalen Git-
tergas untersucht werden. Vom theoretischen Standpunkt aus gesehen ist der Falld = 1
besonders interessant. Der drastische Unterschied im Diffusionsverhalten von “freien”
und Gittergasteilchen wirft die Frage auf, ob beim Gittergas iiberhaupt noch motional
narrowing im Sinne eines asymptotisch einfach—exponentiellen Polarisationszerfalls zu

beobachten ist. Die Uberlegungen in Kapitel II fiir das einfache RW-Modell haben
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gezelgt, daB sich das grundsdtzliche Verhalten der Depolarisation aus dem Verhalten
der Zahl s(t) der verschiedenen Platze ableiten laBt, die ein Spinteilchen bis zur Zeit ¢
besucht. Es ist zu erwarten, daf} dies gleichermaflen beim Gittergas der Fall ist. Vor
der eigentlichen Diskussion der Depolarisation soll daher zunachst die Zahl der verschie-

denen besuchten Plitze {der Span) von Tracerteilchen im Gittergas untersucht werden.

IV.2.1. MITTLERER SPAN UND SPANVERTEILUNG
Beim Gittergas sind bisher weder die Verteilung W(s,?) der Zahl der verschiedenen

besuchten Plitze noch deren Mittelwert
S(t) = (s(1))

explizit untersucht worden. Zu erwéhnen sind allerdings Arbeiten von Bunde ef. ol die
nuinerische Simulationen zum Trapping von Tracerteilchen im eindimensionalen Gitter-
gas durchgefihrt haben. Untersucht wurde sowohl der Einfang an einzelnen [104] wie
auch der an zufallig mit einer Konzentration cy verteilten [105} “Iracer-selektiven”
Haftstellen. Zu verstehen sind hierunter Gitterplatze, an denen nur Tracerteilchen
absorbiert werden — die Diffusion der anderen Gittergasteilchen wird durch die Anwe-
senheit dieser Haftstellen nicht beeinflufit. Die Zahl der verschiedenen Plitze, die ein
Teilchen bei Abwesenheit der Haftstellen besuchen wiirde, ist fiir Trapping—Probleme
von zentraler Bedeutung (vgl. 2.B. [84]); dies ist anschaulich klar, da ein Teilchen umso
eher die Chance hat, auf eine Haftstelle zu treffen, je mehr verschiedene Platze es be-
sucht.

Bunde ef. al. haben beobachtet, dafl beiin Gittergas der Einfang an den Haftstellen
wesentlich langsamer erfolgt als im Fall von einzelnen Tetlchen, die einen einfachen
RW ausfithren (“anomales” Trapping). Sie kounten dieses Verhalten mit einfachen
Skalenargumenten qualitativ erklaren.

Aus der Annahmme, daB in d = 1 der mittlere Span S(¢) von der Groflenordnung der

mittleren Auslenkung der Teilchen sein sollte,
o 1/2
S() ~ (RO o (F5) T (1V.9)
C

haben die Autoren bei dem Modell mit Einfang an einer einzelnen Hafistelle
einen Skalenausdruck fiir die FEinfangrate abgeleitet, mit dem sich das in den

numerischen Simulationen beobachtete Verhalten dieser Grofle gut beschreiben
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lie8 [104]. Vergleichbare, ebenfalls auf (IV.5) aufbauende Argumente fir das Mo-
dell mit zufallig verteilten Haftstellen lieferten einen asymptotischen Ausdruck fiir die
Uberlebenswahrscheinlichkeit @ der Tracerteilchen, @ ~ exp(—const - tlls), die deut-
lich langsamer zerfallt als im Fall einfacher RW’s, wo das asymptotische Verhalten,

®(t) ~ exp(—const - £1/3) in d = 1 ( [45,106]) exakt bekannt ist.
Die Ergebnisse von Bunde ef. al sprechen fiir die Giiltigkeit der Annahme (IV.9).

In unserem Zusammenhang ist weiterhin von Bedeutung, dafl das asymptotische Verhal-
ten der Uberlebenswahrscheinlichkeit @ bei zufallig verteilten Haftstellen wesentlich vom
Verhalten der Spanverteilung auf der linken Flanke, d.h. bei kleinen Werten von s, be-
stimmt wird (vgl. z.B. [45, 84]). Die Skalentheorie fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit
— die fiir das Trapping von einzelnen, freien Teilchen fiir beliebige Dimension d
z.B. von Anlauf [107] diskutiert wurde (siche auch Ref. 108) — kann gleichermaflen
anch als Skalentheorie fiir W (s, ¢) bei kleinem s angesehen werden. Interpretiert man
die Uberlegungen von Bunde ef. al. beim Gittergas in dieser Weise, so sollte sich W(s,t)
bei kleinem s (1 € s < {3)) qualitativ wie

C 84

W(s,t) ~ exp [—const- (1 - C)2 i} (IV.10)

verhalten.

Im folgenden soll das Verhalten von s(f) und W(s,{) genauer untersucht werden.

Eine Frage wird sein, ob bzw. inwieweit die obigen Skalenausdriicke tatsachlich eine

qualitativ richtige Beschreibung liefern.

Das Problem der Statistik der Zahl der verschiedenen besuchten Platze —ind =1
die Statistik der Minima und Maxima des Prozesses 7({) — gehort zum allgemeinen
Problemkreis der Statistik von Erstbesuchs (“First-Passage”)- Prozessen. Die Berech-
nung von Groflen wie S(t) oder W(s,t) 1aBt sich auf die Berechnung von — mehr
oder weniger komplizierten — First—Passage(FP)}-Wahrscheinlichkeiten zuriickfithren
(vgl. 2.B. [62,84]). Um die Schwierigkeiten zu verdeutlichen, die bei dem Versuch
der analytischen Behandiung dieser Groflen beim Gittergas auftreten, betrachten wir
als einfacheren Fall den mittleren Span S. Dieser lafit sich durch die Erstbesuchs-
Wahrscheinlichkeiten F(r,t) fiir die einzelnen Gitterplatze » ausdriicken [— F(r,t) ist
die Wahrscheinlichkeitsdichte dafur, dafl zur Zeit ¢ der Platz » zum ersten Mal besucht
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wird]:

i
St)=1+Y [ F(r,4)dt . (IV.11)
070
Beim einfachen RW ist die Berechnung der FP-Wahrscheinlichkeiten F deshalb in ein-
facher Weise moglich, weil die folgende grundlegende Beziehung gilt:

P(r,t) = /;) " P(0, 1 — ) F(r, £l (IV.12)

vgl. (I71.38). Diese kann im Laplace-Raum nach F aufgelost werden, F‘(r, y) =

P(r,w)/P(08,v), und man erhalt unter Ausnutzung der Normierung 3, P(r,u) = u~!
fiir den mittleren Span das einfache Resultat
S(x) 1 (IV.13)
) = —= .
u? P(0, u)

S(¢) kann also in allen Fillen explizit berechnet werden, in denen die Laplace-

Transformierte der RW-Aufenthaltswahrscheinlichkeit P(0,1) bekannt ist.

Die wesentliche Voraussetzung fiir die Giiltigkeit von (IV.12) ist die Markov-
Eigenschaft des einfachen RW’s. Die beiden Teilprozesse, die zu P(r,t) beitragen — der
erste Besuch des Teilchens auf » zu einer Zeit # und die “Riickkehr” zu 7 nach einer
weiteren Zeitspanne ¢t —¢' — sind unabhingig voneinander und kdnnen daher getrennt
ausgemittelt werden.

Bel Nicht-Markov-Prozessen stellt sich das Problem, dafl beide Teilprozesse nicht
mehr unabhangig voneinander betrachtet werden konnen. Da ein “kanonischer” Weg
gur Berechnung der FP-Wahrscheinlichkeiten F(r,t), wie er im markov’schen Fall von
(IV.12) geliefert wird, fiir nicht—markov’sche Prozesse fehlt, mufl im Prinzip in jedem
Einzelfall nach einer jeweils gecigneten Methode gesucht werden, mit der sich die FP-
Wahrscheinlichkeiten berechnen lassen. Das besondere Problem bei FP-CGroéflen ist,
daf} bei diesen des Verhalten des betrachteten Prozesses zu allen vorherigen Zeiten eine
Rolle spielt. Dies erkldrt, weshalb die Behandlung von First—-Passage—Problemen bei
Nicht-Markov-Prozessen in aller Regel duflerst schwierig ist.

Das zuvor Gesagte gilt natiirlich insbesondere fiir die hier betrachtete Diffusion von
Tracerteilchen im Gittergas, bei der zeitlich-langreichweitige Gedachtniseffekte auftre-
ten. Theoretische Konzepte, mit denen sich beim Qittergas FP-Probleme erfolgreich

analytisch behandeln lassen, sind zur Zeit nicht bekannt. Als ein Beispiel soll hier
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das sog. “Scavenger”-Problem genannt werden [109-111] (vgl. auch Ref. 112). Bei
diesem Problem, bei dem im Gegensatz zum Trapping—Problem nicht die diffundie-
renden Teilchen von den zufallig verieilten Traps, sondern umgekehrt die “Traps” von
den Teilchen absorbiert werden, laft sich die Uberlebenswahrscheinlichkeit der Traps
in vergleichsweise einfacher Weise exakt berechnen, wenn Teilchen betrachtet werden,
die unabhingig voneinander Random Walk auf einem Gitter ausfiihren (s. obige Refe-
renzen). Demgegeniiber ist dieses Problem in dem Fall, in dem die Teilchen korrelierte

Diffusion im Gittergas ausfuhren, bereits in d = 1 so schwierig, dafl bisher keine exakte

Losung angegeben werden konnte [113].

Obwohl GL. (IV.12} und damit auch GL {IV.13) im Gittergas nicht gelten, ist es
trotzdem interessant zu fragen, was sich fiir den mittleren Span S(f) ergibt, wenn man
— im Sinne einer “markov’schen Naherung” — von der Giiltigkeit der Beziehung (1V.12)

ausgeht. Das asymptotische Verhalten der Riickkehrwahrscheinlichkeit P(0,%) ist mit
(IV.8) durch

1/2
PO,1) ~ w—1/42*3/4(1—?_~—z) §1/4 (IV.14)
gegeben, d.h. im Laplace-Raum:
= ~1/465—-3/4 c \l/2 -3/4
POw) v w2 r(3/4)( 1__0) u=3/4, (IV.15)

I(...) ist die Gamma-Funktion (BEulersches Integral). Das Verhalten von g(u) fiir
v < 1, daB sich mit (IV.15) aus (IV.13) ergibt, entspricht dem folgenden asymptotischen

Verhalten 1m Zeitbereich:

o 1/2
S@) v, oar () e (1v.16)

C
mit
agr = 4(87)/4/T(1/4) - T(3/4)] = 2,016 .
Wie zu erwarten war, findet man in dieser Naherung das Skalenverhalten (IV.9) wieder.

Nachdem die grundsatzlichen Schwierigkeiten erlautert worden sind, die einer di-
rekten analytischen Behandlung des Spans von Gittergasteilchen entgegenstehen, soll
kurz das weitere Vorgehen skizziert werden: Zunichst wird ein vergleichsweise einfa-

ches nicht-markov’sches RW-Modell diskutiert werden, das — obwohl die physikalische
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Ursache des nicht-markov’schen Verhaltens eine vollig andere als 1im Gittergas st —
gewisse Analogien zur Tracer—Diffusion aufweist. Das Modell hat den Vorteil, dafl
sich exakte Aussagen tiber das Verhalien von S(¢) und W(s,t) ableiten lassen. Wie
sich zeigen wird, lassen sich hieraus Riickschlisse auf das Verhalten dieser Grofilen im
Gittergas miehen. AnschlieBend werden die Resultate fiir den mittleren Span und die

Spanverteilung diskutiert, die mittels numerischer Simulationen gewonnen wurden.

IV.2.1.1. EIN EINFACHES MODELL MIT ANOMALER TEILCHENDIFFUSION: RANDOM
WALK AUF BINEM RANDOM WALXK.
Das Modell des “Random Walk auf einem Random Walk” (RWRW), das zuerst von
Kehr und Kutner [114] untersucht wurde, beschreibt den RW einzelner Teilchen auf
einer linearen Kette, die sich nicht gleichmaflig in eine Richtung erstreckt, sondern
vielfach in d = 1 gefaltet ist. Die Faliung der Kette wird ihrerseits in einem RW-Bild
beschrieben (sog. “Basis”-RW). Kehr und Kutner geben Beispiele fiir physikalische
Situationen, die mit einem solchen Modell beschrieben werden konnen (Diffusion in

irreguliren Kanalen in amorphen Substanzen, etc.), vgl. auch [115].

Bild IV.2: Random Walk auf cinem Random Walk: Basis-RW (s bzw. s, : vgl. Text).

Das Modell ist in der folgenden Weise definiert {vgl. Bild 1V.2): Die Kette, auf der
die Teilchen RW ausfithren, wird als Realisation »(v) eines eindimensionalen, symmetri-
schen RW’s mit einer Hilfsvariablen v als diskreter Schrittzahl definiert: v € {0,%1,...}
zahlt die Plitze auf der Kette ab, auf denen sich ein Teilchen befinden kann. Fir je-

den Basis—-RW 7(v) sei o.b.d.A. r(v = 0) = 0. Ein Teilchen, das sich zur Zeit ¢ = 0 am
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Platz v = 0 befindet, vollfithrt einen einfachen RW auf der Kette. Kehr und Kutner {114]
haben das Verhalten der Teilchen sowohl fiir den diskreten wie auch den kontinuierli-
chen RW diskutiert. Hier soll die Untersuchung der Einfachheit halber auf den diskreten
Fall beschrankt werden; die aktuelle Position eines Teilchen nach dem n—ten Schritt ist
durch r(n) = rfv{n)| gegeben.

Kehr und Kutner haben die Aufenthaltswahrscheinlichkeit P,(r) und deren Mo-
mente (rk(n)) diskutiert. Fur das asymptotische Verhalten der mittleren quadratischen

Auslenkung finden sie
1/2
2 o [z
) v (30)

Intuitiv ist die Proportionalitat zu n'/2 plausibel, da es sich hier um eine ﬂberlagerung
zweler RW-Prozesse handelt.

Man kann in der folgenden Weise eine gewisse Analogie zur Tracerdiffusion im ein-
dimensionalen Gittergas sehen [114]: Ein Tracerteilchen kann jeweils soweit einen RW
ausfithren, wie es seine beiden Nachbarteilchen zulassen. Da sich diese ebenfalls be-
wegen, befindet sich das Teilchen im Laufe der Zeit in standig unterschiedlich grofien
Gebieten, in denen es sich frei bewegen kann. Beim RW auf einem RW nimmt das
Teilchen Teilstiicke des Basis—RW’s wahr, die in ihrer Lange variieren. Auf ihnen kann
es normalen Random Walk ausfithren.

Beim Gittergas hangt die mittlere Grofle des Bereichs, in dem ein Teilchen “frei”
beweglich ist, von der Konzentration ab, mit der das Gitter besetzt ist. Beim RWRW
kann dieser Effekt dadurch simuliert werden, dafl man statt eines einfachen Basis—
RW'’s einen korrelierten Basis~RW mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten py fiir
Vorwartsschritte und py, fiir Rickwartsschritte betrachtet. Der mittlere Abstand zwi-
schen zweil Umkehrpunkten betragt %, wenn man pg = 1—cund pp = ¢ wahlt. Mit dieser

Erweiterung des Modells ergibt sich [114] fiir die mittlere quadratische Auslenkung

1/2
(Pn)) ~ (z fn) 2 (IV.17)
wobei
T (IV.18)
Ph c

der Korrelationsfaktor des korrelierten Basis—-RW’s ist. Das asymptotische Verhalten

ist also mit der Identifizierung n = ¢ formal identisch zu Gl (IV.5). Zu betonen ist,
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daf die Analogie zwischen den beiden Modellen natirlich nicht dberbewertet werden
sollte. Die physikalischen Ursachen fiir das Auftreten der anomalen Diffusion — zum
einen die Korrelation mit der Bewegung anderer Teilchen, zum anderen raumliche Un-
ordnung — sind dazu zun unterschiedlich. Die resultierenden Aufenthaltswahrschein-
lichkeiten sind verschieden: Wahrend beim Gittergas P(»,{) asymptotisch durch die
Gauflverteilung (IV.8) gegeben ist, finden Kehr und Kuiner beim RWRW fiir grofle
Schrittzahlen n ein Verhalten der Form P,(r)} ~ exp(—const 7'4/3/711/3).

Es ist aber nichtsdestoweniger interessant, der Frage nachzugehen, inwieweit sich

aus dem Verhalien des Spans in RWRW-Modell Hinweise auf das Verhalten des Spans

eines Tracerteilchens ergeben.

Wie eine Untersuchung fiir das kontinuierliche Modell gezeigt hat, laBt sich die
mittlere Zahl der verschiedenen besuchten Platze beim RWRW-Modell direkt berechnen.
Die First—Passage—Wahrscheinlichkeiten F{r,t) des RW auf einem RW lassen sich durch
First—Passage—Wahrscheinlichkeiten der beiden iiberlagerten RWs ausdriicken, und man
erhalt schlieflich mit Gl (FV.11) einen Ausdruck fiir die Laplace-Transformierte 5(x)
von S(t), aus dem sich das asymptotische Verhalten von 5(f) exakt berechnet 148t. Da
die damit verbundenen Rechnungen etwas aufwendiger sind, mdchte ich hier direkt das

Verhalten der Spanverteilung diskutieren. Der mittlere Span wird sich dabet in einfacher

Weise ableiten lagsen.

Wi(s) sei die Verteilung der Zahl der verschiedenen Plitze r, die bei einem diskre-
ten n~Schritt-RW auf einem (korrelierten) RW besucht werden. Um Verwechslungen
zu vermeiden, bezeichnen wir die Spanverteilung des einfachen, eindimensionalen RW'’s
als Wl(s) und die des korrelierten RW’s mit Korrelationsfaktor f als Wy’f(s). RW-
Mittelwerte von Groflen werden entsprechend als {...); bzw. {...); bezeichnet. Wir
betrachten zunachst einen festen n—Schritt~RW in der Variablen v. Die Zahl der ver-
schiedenen besuchten Platze v auf der Kette sei s, , siehe Bild JV.2. Nach Mittelung
iber alle Basis-RWs ist die Wahrscheinlichkeit dafitr, dafl s verschiedene Platze r be-
sucht werden, durch Wi_l(s) gegeben. Mittelung fiber alle n-Schritt-RWs in v liefert

somit

Wa(s)= 3 W)W 1(s) . (1v.19)

s,=1
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Fiir die k~ten Momente von W, (s) erhilt man hieraus
(sk(m)) = 3 Whs)(s*(s1 = 1))y - (1v.20)

Zur Berechnung des asymptotischen Verhaltens des mittleren Spans nutzen wir aus, daf§

die mittlere Zahl der verschiedenen besuchten Platze beim korrelierten RW asymptotisch

durch
(s(n); = (%)szl/znl/z +1-f+0(»'7?) (IV.21)

gegeben ist [116]. Mit dem asymptotischen Resultat [62]
(12 (m))y = K220 3/0) nl /4 O (a4,
wobet K = Z:;-’il(—l)j'l"l\/f = (,7602... (abelsche Summatibn), folgt aus Gl. (IV.20)

Sy = (s(n)) =af 2V 11 f 40 (n_1/4). (IV.22)

Die Konstanie a ist durch
a=nr"1215/40(3/4) K = 1,995... (IV.23)

gegeben. Wie Gl (IV.22) zeigt, verletzt der erste Korrektur—Term bereits das Skalen-
verhalten bzgl. f, das man in Analogie zn Gl (I'V.9) auch beim RW auf einem RW

erwarten wirde. Der Grund daftir ist offensichtlich, dafl bereits beim korrelierten RW

das Skalenverhalten auf die filhrende Ordnung beschrankt ist, siehe Gl (IV.21).
Anlauf et. al. [117] haben die Spanverteilung W,{(s) des korrelierten RW’s sehr

detailliert untersucht und eine asymptotisch exakie Losung fir n 3> 1 angegeben. Von

Interesse ist hier die asymptotisch giiltige Skalenrelation,
Wi(s) = Wi, (s +f-1), (IV.24)

mit der sich das Verhalten der Spanverteilung im korrelierten Fall auf das im unkor-
relierten Fall zurtickfithren 1a8t. Der Ausdruck fiir die mittiere Zahl der verschiedenen
besuchten Platze, (s(n))f, Gl. (I'V.21), der in Ref. 116 mit direkten Methoden abgeleitet

wurde, ergibt sich nunmehr als einfache Konsequenz von Gl (IV.24).
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Aus der Skalenrelation (IV.24) 1a8t sich mit Gl. (I'V.19) ein Skalenausdruck fiir die
Verteilung W,(s) des RW’s auf einem RW ableiten, wenn man weiterhin benutzt, dafl
die Spanverteilung W,l(s) des unkorrelierten RW’s asymptotisch die Form

W,%(s) r 12 1W(sn_i/?)

annimmt [62]. Das Verhalten der Skalenfunktion W laBt sich aus den Gln. (77.28,41)
ablesen. Man findet fiir den RW auf dem RW firn > 1

1

Wa(s) = mw[i(sﬂ (1V.25)
mit
s+ f—1
{= W . (IV.26)

Wie ein Vergleich mit G1. (IV.22) zeigt, entsprichi die Konstante a [GL (IV.23)] gerade
dem Mittelwert (£) = [ d& £ W(£) [ beachte die Normierung [ d¢ Wiy =1]).

Die Skalenfunktion W(¢) 148t sich nicht auf einfache Weise in geschlossener Form
angeben. Pine Aussage iiber das flithrende Verhalten von W auf der rechten bzw. lin-
ken Flanke, d.h. fiir § < @ bzw. £ > a 1afit sich mittels Sattelpunktsintegration ge-
winnen. Benutzt wird dabei nur das fithrende Verhalten von W)l(s) fiir 5 < (s) baw.
s 2 (s), vgl. die Abschnitte 11.2.2 und 11.3.1, in denen die entsprechenden Ausdriicke zur
naherungsweisen Berechnung der Depolarisation herangezogen wurden. Die Ausfuhrung
dieser Sattelpunktsintegration soll hier nicht explizit vorgefithrt werden. Es wird direkt
das Endresultat angegeben, wobei wir uns auf das fithrende Verhalten beschranken wol-
len:

expl 3 i) (€< a)

. (Iv.am)
exp[-35z]  ({>0)

Interessant ist, dafl das fithrende Verhalten von W auf der rechten Flanke dem fiihrenden
Verhalten der Aufenthaltswahrscheinlichkeit P,(r) entspricht, das Kehr und Kut-
ner {114] ebenfalls iiber Sattelpunktsintegration abgeleitet haben.

Zum Abschluf der Untersuchung des RWRW-Modells soll die Frage beantwortet
werden, was sich fiir die mittlere Zahl der besuchten Plitze ergibt, wenn man wie zuvor
beim Gittergas [Gl. (FV.16)] niherungsweise von der Giiltigkeit der Beziehung (IV.13)
ausgeht. Der Einfachheit halber betrachten wir direkt den Fall f = 1, d.h. den KW
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auf einem unkorrelierten Basis—-RW. Die Laplace-Transformierte der Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit P(r,t) des kontinuierlichen RWRW-Modells 1aft sich mit GL (29) in
Ref. 114 leicht berechnen, und damit auch S{x) nach Gl (IV.13). Hier soll nur das
asymptotisch fithrende Verhalten von 5(t) angegeben werden, das sich aus dem Aus-

druck fiir S(u) ableiten 1aBt:

1/4 21/4
S), ~ e 0, ayy= r(ija) ~ 2 (1v.28)

Die markov’sche Annahme liefert einen Vorfaktor ajs, der deutlich kleiner als der exakte

Wert o = 1,995 ist, vgl. GL (IV.23).

Dafl die Analogie zwischen dem Random Walk auf einem Random Walk und der Dif-
fusion von Tracerteilchen im Gittergas so weit geht, dafl die Resultate fiir das RWRW-
Modell auch das Verhalten von S(¢) oder W(s,1) im Gittergas richtig beschreiben, ist
kaum anzunehmen. Die Zahl der verschiedenen Platze, die ein Teilchen bis zu einer Zeit ¢
besucht hat, hangt von der ganzen Vorgeschichte dieses Teilchens ab. Hier ist zu beden-
ken, daf} die “ﬂbereinstimmung” zwischen den mittleren quadratischen Auslenkungen
beider Modelle nur im asymptotischen Bereich gegeben ist. Das Kurzzeitverhalten von
(»*(t)) ist vollig unterschiedlich [114]. Trotz dieser Einwénde haben sich aber einige
interessante Aspekte fiir die Untersuchung von S(i) und W (s, 1) im Gittergas ergeben;
diese werden bei der Diskunssion der Resuliate von numerischen Simulationen des Git-

tergases eine wichtige Rolle spielen.

IV.2.1.2. RESULTATE NUMERISCHER SIMULATIONEN

Die Verteilung W(s,?) der Anzahl der verschiedenen besuchten Platze und de-
ren Mittelwert S(¢) sind fiir verschiedene Konzentrationen c des Gittergases simuliert
worden. Wie diese Simulationen konkret durchgefiihrt worden sind, ist in Anhang B
erlautert, so dafl an dieser Stelle nur die Resultate diskutiert werden sollen.

Der mittlere Span 5(¢) ist fir flinf verschiedene Konzentrationen ¢ von ¢ = 0,1
bis ¢ = 0,9 simuliert worden. Um mdglichst genaue Aussagen iiber das asymptotische
Verhalten treffen zu konnen, wurde bis zu Zeiten von typischerweise tyar = 104, fir
c= 0,9 sogar bis zu 0, = 10° simuliert. Bild IV.3 zeigt die Resultate fir S(¢) in
doppelt-logarithmischer Auftragung; die Bedeutung der in diesem Bild ebenfalls ein-

gezeichneten asymptotischen Kurven wird weiter unten erlautert. Bild V.3 gibt einen
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Bild IV.3: Mittlerer Span S(t) im d = 1-Gitlergas. »: numerische Simulationen. Die durchgezoge-

nen Linten sind des asymplotizche Verhallen mit Finschluff des ersten Korrekturterms (vgl.
Text)

ersten Eindruck von dem Verhalten von S(1). Aus der Steigung der Datenpunkte lafit
sich abschatzen, mit welchem Exponenten der mittlere Span mit ¢ ansteigt. Wahrend
der Anstieg bei e = 4,9 von Anfang an sehr langsam erfolgt, ist bei ¢ = 0,1 erwartungs-
gemaf noch ein Bereich sichtbar, in dem S({) in etwa wie #1/2 wichst, bevor sich die

Kurve abzuflachen beginnt.

Bevor die Giiltigkeit der Skalenvelation (IV.8) lberpriift wird, soll zunachst die
Frage untersucht werden, ob S(¢) asymptotisch tatsichlich proportional zu 114 jst,
Obwohl die Zeiten ¢4, in Bild I'V.3 bereits sehr grof} sind, ist das asymptotische Ver-
halten aus diesem Bild nur schwer abzulesen, da die Kurven auch bei diesen Zeiten
immer noch eine leichte Kriimmung aufweisen. Es wire wenig sinnvoll, die in den Simu-
lationen beobachteten effektiven Exponenten gegen die Zeit { aufzutragen, da man dann

zur Bestimmung des asymptotischen Wertes o gegen unendlich extrapolieren miifite. Da
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Bild IV.4: Effektiver Erponent o in §(2) oc 1°fir ¢ = 0,9 (d = 1-Giltergas, Simulation)

bei zinem Verhalten der Form

S~ kit 4y (IV.29)

00

der effektive Exponent o, sy = dln §/dInt sich asymptotisch wie
aepp ~ afl = (ka/k1)t77]

verhalt, st es zur ffberprﬁfung der Hypothese o = 41 sinnvoller, den effektiven Expo-
nenten gegen & = ¢ 1/4 aufzutragen. Stimmt die Hypothese, so sollte sich, falls kg # 0,
durch lineare Extrapolation der Daten fiir # — 0 der Wert o = ;1' ergeben. Bild IV.4
zeigt eine derartige ‘Auftragung beispielhaft fiir ¢ = 0,9. Die Daten sind offensichi-
lich konsistent mit o = -é; allerdings lassen die vergleichsweise groflen Fehlerbalken bei
kleinem = keine definitivere Aussage zu. Entsprechende Auftragungen fiir die anderen
Werte von c erlauben eine genauere Extrapolation gegen o = i~ fiir @ —» 0. Bild IV.4

ist deshalb gewahlt worden, weil es zeigt, wie langsam die Annaherung von S(¢) an das
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asymptotische Verhalten selbst bei ¢ = 0,9 noch erfolgt [— beachte, dafl die cross—over—

Zeit ¥ der mittleren quadratischen Auslenkung fiir ¢ = 0,9 von der Groéflenordnung 1
ist, s. (IV.T)1
Zur weiteren Diskussion wollen wir in Anlehnung an(/V.22) fir den mittleren Span

beim RWRW-Modell 5(¢) in der Form

5 3, aft/2l/t _p (7V.30)

l1-c¢
7= ()
e
definiert ist. Die beobachtete langsame Annaherung von S5(¢) an das asymptotische

Verhalten oc £1/4 deutet an, dafl der Korrekturterm b auch bei sehr groflen Zeiten ¢ noch

bedeutsam ist. Dieser war beim RWRW durch b= f — 1 gegeben und verletzte damit
das Skalenverhalten der fuhrenden Ordnung.

schreiben, wobei f entsprechend als

30
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Lineare Bzirapolation zur Bestimmung der Groflen a und b in Gl (IV.30) aus den Resulta-
ten der numerischen Simulationen fir 5(1).

Bid IV5:
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Bild IV.5 zeigt fiir alle Konzentrationen ¢ die Auftragung von y = f_l/zt“1/45'(t)
gegen z = f~1/2=1/4, In dieser Auftragung entspricht Gl. (IV.30) einem Verhalten der

Form

=~ -5
y(=z) oA a—bzx,

so daf} sich durch lineare Extrapolation fiir # — 0 der Wert von a bestimmen 1afit. Aus
der Steigung der Extrapolationsgeraden ergibt sich der Wert fur b.

Bild TV.5 zeigt, dafl die Konstante o fiir alle Kongentrationen ¢ praktisch den glei-
chen Wert annimmt. Die Skalenannahme (IV.9) fiir das fithrende Verhalten von 5(t)

wird somit durch die Simulationen bestatigt. Eine genauere Analyse der Daten liefert

den folgenden Wert fur a:
ayo = 2,72 £ 0,04 . (IV.31)
Dieser ist deutlich grofler als der Wert von ¢ = 1,995 im RWRW-Modell,

vgl. Gl. (IV.23). Ebenso wie bei diesem Modell ist der tatsachliche Wert grofler als
der, der sich in der Markov‘schen Naherung ergibt [Gl. (IV.13)].

5L ¢
R
Rl
Ri
RE!
10 - \
b
5_
.
L \.e“"-._s
0
i i L 1 1 I 1 F1 ] I
0 05 1

concenteation C

Bild IV.6: Korrekiur b in GL (IV.30) im d = 1-Gitiergas ¢, Simulation) tm Vergleich zub = f -1
besm Random Walk auf einem Random Welk {durchgezogene Linie).
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Bild IV.6 zeigt die aus den Simulationen gefundenen Werte fiir die Korrektur & im
Vergleich zu b = f — 1 im RWRW-Modell. Wie deutlich wird, ergibt sich bei beiden
Modellen die gleiche qualitative Abhangigkeit von dem Parameter ¢. Festzuhalten ist,

daBl auch beim Gittergas der erste Korrekturterm das Skalenverhalten verletzt.

b
o e¢=0.1 o
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x : c=(03 /,z-’ 1/
o
*: ¢=105 ,x 0/
o: c=07 "‘/-’f;/
+: e=049 )_‘,_;Z, .
/y*x// _0/
= /"‘// 4
§ o - ‘k*/// /
= " %/ * o
e ;/’ + ?/
2 /s . /
YA,
s X R
v "y+/*/ ’ /O/
A x
+//’// X/ e
z .
¥
| i
: ¥
o -
=% T Tio 3 o 20 3o 0 30 80 70

Bild IV.Y: Skalenplot fir den mittleren Span im d = 1- Gittergas. Dic punkiieric Linie entapricht dem
Fehrenden Verhalten S(3) = afl2:14 it a ans GL. (IV.31).

In Bild fV.7 ist der mittlere Span § noch einmal als Funktion der Skalenvariablen

2 = (l—c)zt

C

dargestellt. Die gestrichelte Linie entspricht dem asymptotisch fithrenden Verhalten,
§ = af/2%/4 mit @ = aprc. Die Abweichungen vom asymptotisch fihrenden Ska-
lenverhalten sind bei den hier betrachteten Zeiten immer noch betrachtlich. An dieser
Stelle sel noch einmal auf Bild fV.3 verwiesen. Die zusatzlich zu den Simulationsda-
ten eingezeichneten Kurven entsprechen der Gl (IV.30) mit den aus den Simulationen

abgeleiteten Daten fiir die Konstanten a und 5{c).
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Die Spanverteilung W (s, t) ist fiir die Konzentrationen e =0,1,¢=0,5und c = 0,9
bei verschiedenen Zeiten ¢ simuliert worden. Die Frage, die hier im Vordergrund des

Interesses stehen soll, ist, ob fiir die Spanverteilung im Gittergas ebenso wie fiir die im

RWRW-Modell eine Skalenfunktion W einer Variablen £(s) mit

1

W(s, 1) = Wﬁf[&(s)] (IV.32)

existiert, vgl. Gl (IV.25). Ubertragen wir Gl. (IV.26) auf das Gittergas, so sollte ¢

durch
s+b
gegeben sein, wobel fiir die Verschiebung b = b(c) gerade die aus den numerischen

Simulationen des mittleren Spans gewonnenen Werte einzusetzen waren.

o
‘O_ n 1
o o: c=01 t=10%
1
6'% 1 c=0.5 f:l(ﬁ
& &
® +: e=09 =10
® %
o G
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o o %
- o
= o* o
2 o
. o s
ha
ey 2 + o]
= g
< 0 5
i | o 9,
&= o [
- *
Q
log
Q
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'y
¥ o
S,
*°%o %0 30
«108%—1 _ 8 + b
€= FUA

Bsld IV.8 : Skalenplot fiur dic Spanverteitung W{s,t) im d = 1-Gittergas, vgl. die Gln. (IV.32,33). Fir
die Verschiebung b(c) in & wurden die aus den Resultaten fir S(t) gewonnenen Werle einge-

setzt, vl Bidd TV.G.

Wie Bild IV.8 zeigt, lassen sich die Resultate der numerischen Simulationen

tatsiachlich mit dem obigen Skalenverhalten gut beschreiben. Die in diesem Bild einge-
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zeichneten Verteilungen sind die fiir die jeweils maximale Zeit {, fur die eine Verteilung

bei der entsprechenden Konzentration e simuliert wurde.

IV s,
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- E 4
&7 9, *
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¥ L :
. o o: e¢=01 t=10*
W - © ]
£ ! o oq’* £ c=05 {=1¢*
1 o, +: e=05 t=10° |
- w ¥
0 ©
2 ,
* 0 i0 20 30 40 50 60 70 80
«10wr—2
s+ b

log(¢), ¢&= T
Bild IV.9: vgl Bild I'V.8 und Texi.

Zur Untersuchung der Frage, wie das Verhalten der Spanverteilung auf der rechten
bzw. linken Flanke aussieht, sind in Bild IV.9 die obigen Verteilungen in der Form
log[— log(W)] vs. log(¢) dargestellt. In dieser Auftragung liefert die Steigung der Flan-

ken eine Abschatzung fir den Bxponenten v eines Verhaltens der Form
W(E) ~ exp{—const - £"] . (IV.34)

Wie Bild JV.9 zeigt, 188t sich nur ein ungefahrer Bereich fiir v angeben. Man kann in

diesem Sinne die linke Flanke von W (¢ < (£) = a) in etwa durch

W(e) ~ exp[—const- ¢ "],  V ~3,5-45, (IV.35)

und die rechte (€ > (¢) = a) durch

W(¢) ~ exp[—const - £”], v 3,0-4,0, (IV.36)
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charakterisieren. Diese Beschreibungen liefern natiirlich nur ein sehr pauschales Bild
der Skalenfunktion W.

An dieser Stelle soll angemerkt werden, daf der Skalenausdruck (7V.10) fiir die linke
Flanke von W(s,t), der aus der Skalentheorie fiir das Trapping herausgelesen werden
konnte, einen Exponenten von v/ = 4 besitzt und damit gut in das Bild paBt, dafl sich aus
den Simulationen fiir die Spanverteilung ableiten 148t [~ beachte, daff die Verschiebung
b in dem Ausdruck (IV.33) fir £ im asymptotischen Limes ¢ — oo keine Rolle mehr
spielt].

Die Spanverteilung im RWRW-Modell ist durch einen Exponenten von v = v/ = % cha-

rakterisiert und unterscheidet sich damit deutlich von der Spanverteilung im Gittergas.

Zum Abschlufl dieses Abschnitts soll noch einmal betont werden, dafl das Skalenver-
halten (IV.32) erst bei sehr grofien Zeiten ¢ wirklich erfiillt ist. Wie die durchgefiihrten
Simulationen gezeigt haben, konvergieren die Spanverteilungen W (s,f) mit zunehmen-
der Zeit { vergleichsweise langsam gegen die in Bild IV.7 dargestellte asymptotische
Skalenfunktion. Zu erwahnen ist, daf sich dabei die Exponenten v bzw. v/, mit denen

sich der Abfall der Verteilung W{s,?) in den Flanken charakterisieren laft, von kleineren

Werten her den asymptotischen Werten anndhern.

IV.2.2. DEPOLARISATION

In diesem Abschnitt soll das Verhalten der Depolarisation P(¢) im eindimensionalen
Gittergas untersucht werden. Hierbei wird die Diskussion notwendigerweise auf einer
mehr qualitativen Ebene gefilhrt werden miissen, da beim Gittergas keinerlei vergleich-
bare Basis fiir analytische Untersuchungen vorliegt, wie sie fiir das einfache RW-Modell
durchgefithrt werden konnten.
Ausgangspunkt ist wie in Kapitel 1T der Ausdruck fiir P(#), der sich nach Ausmittelung

der zufalligen Rotationsfrequenzen w, ergibt:

P(t) = <exp[—%cr2 Zif(t)]) . (IV.37)

Dieser Ausdruck wurde auch bei den numerischen Simulationen der Depolarisation si-

muliert, deren Resultate weiter unten diskutiert werden.
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Eine grundsiizliche Frage ist, mit welchem Exponenten a der asymptotische Polarisa-
tionszerfall,

P(t) ~ exp[—const-1%], (IV.38)

00
im Giftergas erfolgt. Im Vergleich zum einfachen RW-Modell ist insbesondere zu fragen,
ob trotz der anomalen Tracerdiffusion immer noch einfach-exponentieller Zerfall (a = 1)
auftreten kann.

Eine erste Vergleichsmoglichkeit zwischen beiden Modellen bietet die einfache
Naherung, die am Anfang des Abschnitts 11.2.2 fur die Depolarisation P, des diskreten
RW-Modells aufgestellt wurde und in die der RW-Prozefl nur iiber die mittlere Zahl
der verschiedenen besuchten Platze eingeht. Die Depolarisation {IV.37) schreibt sich in

dieser Niherung als
P(t) ~ exp| -2 /S(1)| (IV.39)

wobei 5(1) nun die mittlere Zahl der verschiedenen besuchten Platze im Gittergas ist.
Beziehen wir uns nur auf das durch die Simulationen bestitigte asymptotisch fithrende

Verhalten (IV.9) fiir 5(2), so liefert diese Naherung qualitativ einen Zerfall der Form

P(t) ~ exp| —const - o (1 ¢ )mt""/‘*] , (I'V.40)

—C

also einen Zerfall mit einem Exponenten von « = ;Z—. Im Unterschied dazu fithrie diese
Naherung beim einfachen Random Walk mit S(¢) ~ #1/2 1 dem Bxponenten o = %,

der sich gleichermafien aus der gaufschen Annahme fiir den Prozefl w(t) ergab.

Die gauflsche Naherung,
P(t) ~ exp[ =30 (L 47(0) ] (1v.41)
;

liefert, vgl. (17.19), eine untere Schranke fitr den tatsachlichen Polarisationszerfall. Sie
ermoglichte im Fall des einfachen Random Walks, bei dem (IV.41) fiir beliebige Zeiten ¢
berechnet werden konnte, dariberhinaus eine Beschreibung des in den Simulationen
beobachieten anfanglichen Zerfalls [vgl. 11.2.1]. Beim Gittergas ist ein entsprechendes
Vorgehen nicht moglich; selbst das asymptotische Verhalten der Depolarisation in der
gaufschen Naherung kann nicht exaki angegeben werden. Der Grund ist, dafl sich
im Gegensatz sum Fall des markov’schen Random Walks der Mittelwert (32, 12(1)) bzw.

dessen Laplace—Transformierte nicht mehr auf einen einfachen Ausdruck reduzieren 1aft,
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der nur noch die Laplace-Transformierte der einfachen Riickkehr-Wahrscheinlichkeit
P(0,t) enthalt [vgl. (I7.21)]. Geht man — wiederum im Sinne einer “markov’schen
N&herung” — trotzdem von der Giiltigkeit der Beziehung (I71.21) aus, so erhalt man
mit (IV.15) asymptotisch das folgende Verhalten:

16 (2\/4 s ¢ \1/2

) 7/4

12(t ~ e e e Iv.42
<zr: r( )> t—oo 21 (‘ﬁ') (1——()) ( )
Mit (IV.41) ergibt sich dann wie erwartet qualitativ das gleiche Verhalten fiir P(t) wie
in der einfachen Naherung (IV.39). Anzumerken ist, dafl Gl. (IV.42) trotz der Vereinfa-
chung, mit der diese Beziehung abgeleitet wurde, das in den Simulationen beobachtete

Verhalten von (¥, #2(¢)) bei groBen Zeiten t gut beschreibt. Wir kénnen deshalb an-
nehmen, daf der tatsachliche Wert des Exponenten « in (IV.38) nach oben durch den

Wert % begrenzt wird.

Was ergibt sich nun fiir den Polarisationszerfall, wenn man nicht wie in (IV.38) nur
den mittleren Span S(t), sondern die Verteilung der Zahl der verschiedenen besuchten
Platze berticksichtigt? In Analogie zu (I7.24) gehen wir von der Naherung aus, daf} die

Zeiten £,.(t) fiir alle s verschiedenen besuchten Platze r durch {/s gegeben sind:
P(t) = > W(s,t) exp [~ "t /3] . (IV.43)
&

Fir die Verteilung W(s,t) der Zahl der verschiedenen besuchien Plitze ist im Gegensatz
zum Fall des einfachen Random Walks in d = 1 kein expliziter Ausdruck bekannt. Wir
knupfen an die Diskussion im vorherigen Abschnitt an, indem wir von der Giltigkeit
der Skalenrelation (IV.32,33) ausgehen,

1 s+ b

Wi(s,t) = W W(E), £ = W ) (1V.44)

die zumindest bei grofien Zeiten ¢ gut mit den numerischen Simulationen Gbereinstimmt.
Fiir die Depolarisation sind ausgedehnte Walks von besonderer Bedeutung; fiir das Ver-

halten von W (s, ) auf der rechten Flanke nehmen wir die einfache Form (IV.34)/(1V.36)
an:

W(§) = exp(-K -¢") . (IV.45)

Zunachst soll nur das asymptotisch fiihrende Verhalten der Depolarisation P diskutiert

werden, so daf die Verschiebung b in der Skalenvariable ¢ nicht beriicksichtigt zu werden

braucht.
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Die Berechnung der Depolarisation (IV.43) 148t sich mit den obigen Annahmen
wiederum naherungsweise iber Sattelpunktsintegration ausfiihren. Wie man sich leicht

tiberzeugt, liegt das Maximum bei
g ~ const - 0_2/(1-1—1/) f%v/(l—l-u) t(?—[—v/é:)/(l—}-z:) ] (IV-46)
50 ist der Span der Walks, die — gewichtet mit der Wahrscheinlichkeit W(s,?) — den

groften Beitrag zur Depolarisation P liefern. Fiir P(f) ergibt sich damit in fithrender

Ordnung fiir ¢ — oo ein Verhalten der Form

P(t) ~ exp [—const Lo frf2 t7"/4] , (IV.47)
wobei
_ 14
F=rt

Festzuhalten ist, dafl infolge des Skalenverhaltens (IV.44) der Spanverteilung W die

Depolarisation P selbst eine Funktion der Skalenvariablen
2= STy (IV.48)

ist: P(t) ~ exp[—const - z7"/4]. Diese Skalenvariable z ist ebenfalls in der einfachen
Niherung (7V.48) zu identifizieren.

Gl. (IV.47) zeigt, wie der Exponent « in (IV.38) von dem Verhalten (der “Steilheit”)
der Spanverteilung W(s, ) auf der rechten Flanke abhangt:

v

v+17
Interessant ist, dafl die hier diskutierte Naherung fur das Modell des Random Walks
auf einem Random Walk, bei dem v = % [vgl. (IV.27)], einen einfach—-exponentiellen

Polarisationszerfall liefert. Die Resultate der numerischen Simulationen fiir das Git-

o = ;E,LL = % (IV.49)

tergas zeigen demgegeniiber, dafl der Wert von v bei = 3,5 liegt, vgl. (IV.36), so da8
demnach der Zerfall asymptotisch mil einem Exponenten a =~ 1, 36 erfolgen sollte. Der

abgeschéatzte Bereich 3 < v £ 4 entspricht dem folgenden Wertebereich fiir « :
L3l S S 1,4. (IV.50)

Bevor diskutiert werden soll, inwieweit diese (qualitativen) Vorhersagen dem in den
Simulationen beobachteten Verhalten der Depolarisation entsprechen, sollen noch einige

Anmerkungen zu den obigen Uberlegungen gemacht werden.
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Gl. (I'V.47) basiert auf dem Skalenverhalten der Spanverteilung, das, wie in Ab-
schnitt IV.2.1.2 herausgestellt wurde, nur bei sehr grofien Zeiten ¢ wirklich erfullt ist.
Dies bedeutet, dafl man nur dann erwarten kann, ein (IV.47) entsprechendes Verhalten
der Depolarisation zu sehen, wenn der in den Simulationen noch beobachtbare Zerfall
auf entsprechend groflen Zeitskalen erfolgt. Hier sind also bei fester Konzentration c

moglichst kleine Werte des Parameters o von Interesse.
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Bild IV.10: Depolarisation im eindimenstonalen Grilergas bet verschiedenen Konzentrationen ¢ der Gil-
tergastetichen (Simulationen). Die Breite o betragt 0,05.

Die Verschiebung b in der Skalenvariablen £(s) ist bisher noch nicht bericksichtigt
worden. Wie sich b # 0 auf das Verhalten der Depolarisation P auswirkt, 1a8t sich in der

Sattelpunktsndherung in niedrigster Ordnung von b/s erfassen. Man erhalt auf diese
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Weise einen additiven Korrekturterm im Exponenten von (IV.47); dieser ist qualitativ
durch
Const . b 0,2/7 f—4/72(31l—4)/[2(!l+1)] (IV-51)

gegeben und verletzt erwartungsgemafl das Skalenverhalten der Depolarisation im
asymptotischen Fall b = 0. Wahrend dieser Korrekturterm bei asymptotisch einfach-
exponentiellem Zerfall (v = %) verschwindet, wéchst bei er z.B. bel v = 4 immerhin
proportional zu 245, Inwieweit die obige Korrektur fur den tatsichlichen Polarisations-
zerfall von Bedeutung ist, ist allerdings schwer abzuschitzen. Zu bedenken ist, daf

bereits das fiihrende Verhalten (IV.47) auf einer Naherung [Gl. (IV.43)] basiert.

Die Simulationen der Spanverteilung haben gezeigt, daf bei festgehaltener Konzen-
tration ¢ der Exponent v, mit dem sich der Abfall der Verteilung auf der rechten Flanke
charakterisieren 1af}t, sich mit zunehmender Zeit { von kleineren Werten her an =~ 3,5
annahert. Bs ist demnach zu erwarten, dafl bei groferen Werten von o der beobachtete

Polarisationszerfall mit kleineren, d.h. niher bei eins liegenden Exponenten o erfolgt.

Bild IV.10 zeigt fiir einen typischen Wert von o die Resultate numerischer Simulatio-
nen der Depolarisation P(f) im Gittergas; es gibt beispielhaft einen Bindruck davon, wie
der mit zunehmender Konzentration ¢ schneller werdende Polarisationszerfall konkret
aussieht. Um zu priifen, ob bzw. inwieweit das Skalenverhalten der Naherung (IV.47)
erfitllt ist, sind die gleichen Daten fir P(t) in Bild IV.11 gegen die Skalenvariable
7z = oBT§=2/Ty aufgetragen. Es wird deutlich, daB zumindest in diesem Fall, in dem Zei-
ten ¢ von weniger als ¢ = 10% eine Rolle spielen, die Skalenannahme dem tatsachlichen
Verhalten noch nicht ganz gerecht wird. Dafl Korrekturen zum Skalenverhalten bei
kleineren Werten von o eine immer geringere Rolle spielen, zeigt Bild IV.12, in dem
fiir ¢ = 0,002 die Depolarisation P ebenfalls als Funktion von z dargestellt ist. Die

maximalen Zeiten ¢, bis zu denen P(t) simuliert wurde, liegen hier swischen 10 und

1,5-16%

Die folgenden Bilder zeigen beispielhaft fiir verschiedene Kombinationen der Pa-
rameter ¢ und ‘o das Verhalten des (effektiven) Exponenten o des Zerfallsgeseizes
P(t) = exp(—const - *). Die maximalen Zeiten ¢, bis zu denen die Exponenten je-

weils aufgetragen sind, sind durch P(t) ~ 10710 charakterisiert. In Bild IV.13 ist o
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B&ld TV11 : Depolarisation im eindimensionalen Gitlergas bei verschiedenen Konzentrationen ¢ der Git-
tergasicilchen (Simulationen): Skalenplot (o = 0.05, »gl. Biid IV.10).

fir zwei verschiedene Werte von o bei gleicher Konzentration ¢ = 0,1 dargestellt.
Wie erwartet ist der im Bereich maximaler Zeiten beobachtete Exponent bei dem
grofleren Wert o = 0,2 (Bild 7V.13a) etwas kleiner als der bei o = 8,02 (Biid IV.13b).
Beide liegen immer noch unterhalb des Bereichs (IV.50), der in der oben diskutierten
Naherung aus dem Verhalten der asymptoiischen Skalenfunktion 174 abgeschitzt wor-
den ist. Bild IV.14 zeigt den effektiven Exponenten fiir die Parameter ¢ = 0,5 und
o = 0,005. Hier ergibt sich ein asymptotischer Wert von «, der zwischen 1,35 und
1,4 und somit im Bereich der Vorhersage (IV.50) liegt. Entsprechende Exponenten sind
auch bei den anderen Simulationen der Depolarisation beobachtet worden, bei denen der -

Zerfall auf sehr grofien Zeitskalen erfolgt. Eine genauere Aussage iiber den tatsachlichen
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Bild IV12: Depolarssaiion im d = 1- Gitlergas fir verschiedene Konzentrationen ¢ (Simulationen):
Skalenplot (o = 0.002).
asymptotischen Wert des Exponenten « ist allerdings kawm méglich, da die statistischen

Schwankungen der Daten dazu einfach zu grof3 sind.

Zusammenfassend kann gesagt werden, daf die obigen, auf der Naherung (IV.43)
aufbauenden Uberlegungen zumindest ein qualitatives Verstindis des Verhaltens der
Depolarisation im eindimensionalen Gittergas ermoglichen. Hervorzuheben ist insbe-
sondere das durch die Resultate der Simulationen fir o € 1 bestatigte Skalenverhalten
der Depolarisation, das sich als Konsequenz des asymptotischen Skalenverhaltens der
Spanverteilung ergeben hat. Es ist weiterhin deutlich geworden, dafl der Polarisations-
zerfall asymptotisch nicht einfach—exponentiell wie im Fall des einfachen Random Walks

erfolgt, sondern propotional zu exp{—const-t®) mit einem Exponenten «, der im Bereich -
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von 1,3 bis 1,4 liegt. Ein genaueres Verstandnis des Verhaltens der Depolarisation ware
sicherlich wiunschenswert; inwieweit dies angesichts der grundsatzlichen Schwierigkeit

dieses Problems beimn Gitiergas tiberhaupt moéglich ist, lait sich nur schwer vorhersa-

gen.

IV.3. GITTERGAS IN HOHEREN DIMENSIONEN

In diesem Abschnitt soll das Verhalten der Depolarisation n d = 2 und d = 3
diskutiert werden. Im Mittelpunkt werden dabei die Resultate numerischer Simula-
tionen stehen, die fiir das Gittergas auf einem quadratischen bzw. einfach-kubischen
Gitter durchgefiihrt wurden. Neben P(?) und demn fiir die gauflsche Naherung relevan-
ten Mittelwert (30, 12(¢)), vgl. (IV.41), wurde anch die mittlere Zahl S(¢) = (s(¢)) der
verschiedenen besuchten Platze simuliert.

Bei der Simulation dieser Gréfien treten bet hoheren Dimensionen schnell erhebliche
Speicherplatzprobleme auf; ohne eine Methode, die eine platzsparende Organisation des
zur Verfiigung stehenden Speichers ermoglicht (— und dabei gleichzeitig noch einen
schnellen Zugriff auf die Daten erlaubt), sind diese Simulationen kaum in verniinftiger
Weise durchzufiihren. Hierauf soll allerdings an dieser Stelle nicht weiter eingegangen
werden. In Anhang B wird erldutert, wie dieses Problein geldst und wie die Simulationen

im einzelnen durchgefithrt wurden.

Vor der Untersuchung der Depolarisation wird — wie im Fall d = 1 — zunachst auf
die Resultate fur S{t) eingegangen werden. Die Diskussion soll in diesem Fall allerdings

nicht so detailliert erfolgen wie im eindimensionalen Fall.

Im vorhergehenden Kapitel ist bereits auf die grundsatzlichen Schwierigkeiten ein-
gegangen worden, die beim Gittergas der analytischen Behandlung von Groflen wie der
mittleren Zahl der verschiedenen besuchten Platze oder erst recht der Depolarisation
entgegenstehen. Das Gleiche gilt um so mehr im Fall hoherer Dimensionen. Vor die-
sem Hintergrund wird das Ziel der folgenden Untersuchungen sein, soweit moglich ein

zumindest qualitatives Verstandnis des Verhaltens von S(t) bzw. P({} zu erzielen.

Die Tatsache, dal im Gegensatz zum eindimensionalen Fall in d > 2 normale
Tracer—Diffusion auftritt, (IV.2), legt die Vermutung nahe, daf das asymptotisch
fithrende Verhalten der hier betrachteten Groflen qualitativ ebenfalls dem im einfa-

chen RW-Modell entsprechen sollte (d.h. 2.B., dal auch beim Gittergas in d = 3
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S(t) linear mit ¢ wachst). Gehen wir von der Richtigkeit dieser Annahme aus, so
ist die eigentlich interessante Frage die nach der Konzentrationsabhangigkeit der ent-
sprechenden Vorfaktoren. Die Untersuchungen fiir (r2(1)) haben gezeigt, daf die ein-
fache MF-Beschreibung, Gl (IV.1), nicht ausreichi; die fir das Gittergas typischen
Riickwartskorrelationen fithren zu einem zusitzlichen Korrelationsfaktor f(c) < 1 in
der Tracer-Diffusionskonstanten. Ein Gesichtspunkt in der folgenden Diskussion wird
sein, ob bzw. inwieweit sich das Verhalten der untersuchten Gréflen durch einen ein-
fachen Skalenansatz beziiglich dieses Korrelationsfaktors beschreiben 1afit. Diese Ska-
lenannahme entspricht der Vorstellung, dafl sich zumindest im asymptotischen Bereich
das Verhalten einer Gittergas—Grofle aus dem Verhalten der entsprechenden Gofie des

einfachen kontinuierlichen RW'’s ableiten 1afit, wenn man die Sprungrate -y durch die

skalierte Sprungrate

Yok = f(e) (L —e)y (IV.52)

ersetzt.

Dieser Ansatz ist offenbar die einfachste Moglichkeit fiir einen Versuch, den in der
MF-Theorie nicht beriicksichtigten Effekt der Riickwartskorrelationen zumindest pau-
schal zu erfassen. Binen Schritt weiter geht das Modell eines korrelierten Random Walks,
bet dem — in Abhéangigkeit von der Konzentration ¢ — unterschiedliche Sprungraten
fiir Riick— und Vorwarts- bzw. Seitwartsspriinge angenommen werden. Ein solches

Modell wird im néchsten Abschnitt im Zusammenhang mit der Untersuchung von 5(%)

diskutiert werden.

I1V.3.1. MITTLERE ZAHL DER VERSCHIEDENEN BESUCHTEN PLATZE

Beim einfachen kontinuierlichen Random Walk ist das asymptotische Verhalten
von S(t) in d = 3 durch {53]

S~ aj't+0(8/?)

t—oo

gegeben [ag = P(0,u = 0) = 1,516... fiir das einfach-kubische Gitter, vgl. Kapitel I1,
in d = 2 durch ein Verhalten der Form S(t) ~ #/In(t), vgl. (I1.26). Gehen wir davon
aus, dafl beim Gittergas qualitativ das gleiche Verhalten auftritt, so stellt sich speziell in

d = 3 die Frage nach der Konzentrationsabhéngigkeit des “Korrelationsfaktors” f § (e),
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der in Analogie zu (IV.2,3) durch
S(t) ~ a5l f5(e)(1—c) t (IV.53)

definiert werden soll und im Fall der Giiltigkeit der Skalenannahme (IV.52) gerade durch
f(c) gegeben ware.

[=]
@

Py, hai

w1 0ee?

concentration ¢

Bild IV.15 : Rickeprung-Modell fir dic Tracer-Diffusion im Gittergas: Konzentrationsabhdngigkeii von
py (durchgezogene Linie) und py (punkiierte Linie).

Bevor auf die Resultate der numerischen Simulationen eingegangen wird, soll zu-
nachst diskutiert werden, was sich im Vergleich zur einfachen Skalenanahme ergibt, wenn
die Diffusion der Tracerteilchen durch ein einfaches korrelieries RW-Modell beschrieben
wird. Kehr und Argyrakis {116] haben die mittlere Zahl S(n) der verschiedenen besuch-
ten Platze fiir einen diskreten RW untersucht, bei dem das Teilchen mit einer Wahr-
scheinlichkeit p, Riickspriinge ausfiihrt, die sich von der fiir Vor- bzw. Seitwartsspriinge
(ps) unterscheidet [py = (1 — p)/(z — 1)l. Wir wollen dieses “Riicksprung”(RS)-
Modellj hier in der Weise modifizieren, daf8 wir statt eines diskreten einen kontinu-

ierlichen RW mit Sprungraten 1%y, = py/y¢ - (1 —¢) annehmen, wobei wir den Effekt

tZu beachten ist, daB man im Gegensatz zu d = 1 (vgl. auch Abschnitt IV.2.1.1) in
hoheren Dimensionen unterschiedliche Typen von RW’s mit Korrelationen zwischen
aufeinanderfolgenden Spriingen betrachten kann (vgl. Kapitel 4 in Ref. 84, in dem
verschiedene solcher Modelle diskutiert werden). Das hier betrachtete RS-Modell
geht im wesentlichen auf Arbeiten von Domb und Fischer [118] (diskretes Modell)
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der Ruckwartskorrelationen im Gittergas durch eine gegentiber dem unkorrelierten Fall
(Poyy = 1/z) erhéhte Riicksprungwahrscheinlichkeit py(c) simulieren; py(c) wird dabei

in naheliegender Weise durch die Bedingung definiert, dafl der Korrelationsfaktor

_ 1—(py~py)
= T (o —0e) (py = Pf) (IV.54)

des Ricksprung—Modells gerade gleich f(c) des Gittergases ist. Zur Veranschaulichung
zeigt Bild IV.15, welche Konzentrationsabhingigkeiten sich sich hieraus fiir py bzw. py
in d = 2 und d = J ergeben, wenn man fiir f(c) den Korrelationsfaktor (I'V.4) verwen-
det. [Dieser ist zwar nicht exakt, stellt aber immerhin eine gute Naherung dar. Auch
nachfolgend wird stets dieser Ausdruck verwendet werden, wenn konkrete Berechnungen
von f(c) durchgefiihrt werden.]

Zu betonen ist der Unterschied zwischen dem hier betrachteten Modell und dem
korrelierten RW-Modell, das Kehr ef. ol [90] explizit fiir das fee-Gittergas diskutiert
haben. Wahrend hier fiir Riick— bzw. Vorwartsspriinge zeitlich konstante Sprungra-
ten angenommen werden, deren c-Abhangigkeit sich aus der geforderten Konsistenz
mit dem “tatsachlichen” Vehalten der mittleren quadratischen Auslenkung ergibt,
werden bei Kehr ef. ol (soweit moglich) die tatsachlichen Wartezeifverteilungen fir
die verschiedenen Typen von Springen beriicksichtigt, die durch komplizierte Zeit-
abhangigkeiten charakterisiert sind. Die Autoren kénnen auf diese Weise dann u.a.

einen Naherungsausdruck fiir f(c) berechnen.
) d=3

Betrachten wir zuerst den Fall d = 3. Das Resultat, das Kehr und Argyrakis [116]
fiir S(n) abgeleitet haben, entspricht iibertragen auf unseren Fall [d.h.: n ersetzt durch
(1—c)t, f ersetzt durch f(c) ] einem Verhalten der Form (IV.53) mit
175 P — (1V.55)
1+ 3170 - 1log
Im RS-Meodell ist also das Skalenverhalten von S(¢) bezgl. f bereits in fihrender Ord-

nung verletzt.

:.'...._bzw. Haus und Kehr [119] (kont. Modell) zurick, die jeweils die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit berechnet haben.
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Bild TV.16 : Mitilere Zahl der nerschiedenen besuchien Plitze sm d = 3-Gitlergas. & bzw. o : Resul-
tate numerischer Simulationen. Punkiterte Dinicn: asymptotisches Verhalten von S{1) im
RS-Aodell, (IV.53,55). [ Der Korrelationsfakior f(c) in (IV.55) wurde nach Gl {IV.4)
berachnel]

Bild TV.18 zeigt fiir verschiedene Konzentrationen ¢ die Resultate der numerischen
Simulationen von S(t) im Gittergas. Wie erwartet wachst S(t) asymptotisch linear
mit ¢. Bild IV.16 macht dariiberhinaus deutlich, daB das Riicksprung-Modell in der
Tat eine recht gute Beschreibung des Verhaltens von S(t) bei groBlen Zeiten { liefert.
Der Vergleich 188¢ sich quantitativer diskutieren, wenn man die Simulationsdaten ge-
nauer analysiert, d.h. den Einflul des Korrekturterms [O (ii/z)] zum fiuhrenden linearen

Verhalten von 5(¢), der in Bild IV.16 nur schwer abzuschétzen ist, beriicksichtigt und
durch tibliche Extrapolation (L‘Hl/2 — () die asymptotische Steigung von S(t) bestimmt.

Bild IV.17 zeigt die auf diese Weise aus den Simulationen gewonnenen Werte

von f7(c) im Vergleich mit Gl. (IV.55) sowie dem Korrelationsfaktor f(c)}. Die Abwei-

_1Bei den Simulationen, deren Ergebnisse hier diskutiert werden, ist zu Vergleichs-
‘zwecken auch die mittlere quadratische Auslenkung simuliert worden. Die simulier-
ten Werte von f(c) sind in Bild IV.17 miteingezeichnet. Die Theorie von Nakazato
und Kitahara, Gl. (IV.4), liefert Werte, die bei den mittleren Konzentrationen ¢
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Bild IV1T: Korrelationsfakior f‘g(c) des asymptotisch linearen Anstiegs von S(8) im d = 3-Gitlergas:
Resultate numerischer Stmulationen o) im Vergleich mat }'S(c) im Ricksprung-Modell
[gestrichelte Linie, GL (IV.55)} und f(c) [punktierte Linie: Gl (1V.4), + : Simulation).
Mitemngezeichnet ist der Korrelationsfakior fE(c) fo, Stmulation), vgl. Abschnitt 7V.3.2.

chungen der Werte des RS-Modells von den simulierten betragen weniger als ~ 1,5%,

was angesichts der Einfachheit des Modells eine erstaunlich gute Ubereinstimmung ist.
) d=2

Im Fall d = 2 finden Kehr und Argyrakis [116] fiir S(n) des diskreten RS-Modells
den folgenden Ausdruck: |

S(n) o In( bn) Z ¢jfin(b n)| —-j (IV.56a)
wobel
a=xf, b=28fexp{w(f—1)/2]. (IV.56b)

Hier ist anzumerken, dafl die Form (IV.56a) fir S(n) urspringlich von Henyey und
Seshadri [120] abgeleitet wurde, die S(n) fiir einfache RW’s anf zweidimensionalen Git-

tern unterschiedlichen Typs untersucht haben [— je nach Gittertyp ergeben sich dann

typischerweise 0,5% grofler als die simulierten sind und damit gerade noch im ab-
: geschéi.‘tzten Fehlerbereich liegen. Die Tendenz, dafl diese Theorie den tatsachlichen
Korrelationsfaktor etwas iberschatzt, wird allerdings durch genauere Simulationen
von Tahir-Kheli [97] bestatigt.
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in (IV.56a) unterschiedliche Konstanten ¢ und b; die Koeffizienten ¢; sind Ableitungen

von Gamma—Funktionen und in Ref. 120 bis zu j = 20 tabelliert].

Hervorzuheben ist,

daff das Resultat von Kehr und Argyrakis zeigt, da wiederum bereits in fithrender

Ordnung das Skalenverhalten beziiglich f verletzt ist. f}bertragen wir das obige Resul-
tat auf den hier diskutierten Fall, so 1a8t das RS—Modell mithin das folgende fithrende

Verhalten von S(t) im Gittergas erwarten (¢y = 1):

N 7 fe)(l — )t
S(t) t>1 In[8xfe)(1 — e)i] + n[f(c) — 1]/2

(TV.57)

103 s L X It L — L r L : L ' : b
d g
=2
s c=0.1
4
A
5
. »
’g;" ¥ =0.5
- ;
e=o G 7
X &
o j‘f r s
£ 1025 &S 7
.2 a* " v
= F s
> & v
E ,@" L4 F
F &7 5
’ ¥ -
[ 4 L F
; 7 /o=
Fg .3 ;,—" e
=} o ¥
= j‘/ Pr’
g s - &
- 1ot Py 5
= e [ g
>, /B/ s
ty / s 4 /
s S
> s-"s 3;
A EB}K @
/ ' o
Q- = s
L] ’ e ’
s @ B,,=°
-]
®
1 :

time ¢

104

Bsld TVA8 : Mitilere Zahl der verschiedencn hesuchien Plitze im d = 2-Gitlergas. & bzw. o : Resuliate
numerischer Simulationen. Punktierte Linien: $(t) tm Modell des korreliericn RW’s (RS-

Modell); dic Berechnung erfolgic in Analogie zu Gl (IV.56),

Bild V.18 zeigt die Resultate der nurmerischen Simulationen von S(f) im zweidimen-

sionalen Gittergas. Zum Vergleich ist wiederum das Verhalten von 5(t) im RS-Modell

miteingezeichnet worden; anzumerken ist, dafl hierbei nicht nur der fithrende Term,
Gl. (IV.57), sondern der der ganzen Summe in (IV.56e) entsprechende Ausdruck (bis
j = 20) berechnet wurde. Es wird deutlich, dafl das RS-Modell wie auch bereits im
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Fall d = 3 eine sehr gute Beschreibung des tatsachlich beobachteten Verhaltens von §(¢)
liefert.

Die Simmlationsergebnisse {iir d = 2 lieBen sich sicherlich noch weiter im Detail
analysieren und genauer diskutieren; hierauf soll an dieser Stelle allerdings verzichtet

werden.

AbschlieBend ist also Folgendes festzuhalten: Die Simulationen haben gezeigt, daf
die mittlere Zahl der verschiedenen Platze, die ein Tracerteilchen im Gittergas besucht,
sowohl in d = 2 wie auch in d = 3 bei grofien Zeiten qualitativ die gleiche zeitliche
Abhangigkeit wie im Fall eines einfachen RW’s aufweist. Das asymptotische Verhal-
ten von S(f) geniigt nicht der einfachen Skalenannahme besziiglich des Korrelations-
faktors f(c). Hierfiir liefert das einfache Modell eines korrelierten RW’s mit erhohter
Riicksprung~Wahrschweinlichkeit eine qualitative Erklirung. Dariiberhinaus hat sich

gezeigt, dafl dieses Modell anch quantitativ eine gute Beschreibung des Verhaltens
von S(t) liefert.

IV.3.2. RESULTATE FUR DIE DEPOLARISATION

Das in den Simulationen beobachtete Verhalten der mittleren Zahl der verschie-
denen besuchten Plitze ist ein weiteres Indiz dafiir, daB die Depolarisation im hé-
herdimensionalen Gittergas ebenso wie beim einfachen Random Walk asymptotisch
einfach—exponentiell zerfallt. Dieses Verhalten wurde in der Tat in den Simulationen
von P(#) in d = 2 und d = 3 bei allen untersuchten Konzentrationen ¢ beobachtet.
Bild IV.19 (d = 2) und Bild IV.20 (d = 3) zeigen dies beispielhaft fiir einen typischen
Wert von o. In Bild IV.20 ist neben P({) auch das aus der Simulation von (3, #2(1))
abgeleitete Verhalten der gaufischen Niherung fiir P(t) eingezeichnet; dieses wird weiter
unten noch diskutiert werden.

Die interessante Frage ist nun, wie die Zerfallskonstante A des einfach—exponentiellen
Polarisationszerfalls von der Konzentration ¢ des Gittergases und der Breite o der Fre-
quenzverteilung abhangt. In Bild IV.21 und Bild IV.22 sind die in den Simulationen
beobachteten Werte von A gegen o anfgetragen; sumn Vergleich wurden die Zerfallskon-
stanten des einfachen kontinuierlichen Random Walks, Ag(o) = A(o,c = 0), miteinge-
zeichnet. Abgesehen davon, daf die Zerfallskonstanten bei festem ¢ mit zunehmender

Konzentration natiirlich grofiler werden, ist zu erkennen, daf dabei der effekiive Ex-
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Bild V.19 : Depolarisaiion tm zweidimensionalen Giiiergas bet verschiedenen Konzentrationen ¢ der
Gittergasteilchen {Simulationen). Dic Breite o der Frequenzverieslung betragt 0,1.

ponent 3, definiert durch A = const o, gleichzeitig kleinere Werte annimmt. Dieses
Verhalten 148t sich qualitativ bereits im Rahmen der MF-Theorie,

AT (5 o) = (1 —c) Mfe/(1-¢)], (IV.58)

verstehen [wie in Kapitel 1T deuntlich geworden ist, nimmt der effektive Exponent von Ag
mit abnehmendem o zu (vgl. Bild I7.11, Tab. I1.1)].

Kongentrieren wir uns bei der weiteren Diskussion zunéchst auf den Fall d = 3. Beim
einfachen RW hat sich gezeigt, daf sich das Verhalfen der Depolarisation im Grenzfall
schneller Frequenzmodulation (o < 1) durch das der gaufischen Naherung beschreiben
148t (vgl. Abschnitt-1L4, IL5): | SR '

Ale) ~ A§(o) = ago?

ol
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Bild IV.20: Depolarization im dreidimensionalen Gitlergas bei werschicdenen Konzenirationen ¢ der

Gittergasteilchen (Simulationen). Wie in Bild IV.19 ist ¢ = 0,1. Die Resuliate der Simula-
tionen der gaufischen Niherung fiir P(1) sind als durchgezogene Linien dargestellt.

Zu vermuten ist, daf} die gaufische Naherung auch beim Gittergas eine gute Beschrei-

bung liefern sollte, wenn die Frequenzmodulation hinreichend schnell ist, d.h. wenn

o/(1—¢) € 1. Zur Beantwortung dieser Frage ist beim dreidimensionalen Gittergas bei

allen Konzentrationen ¢ auch der Mitielwert

() = <§:tf(t))

simuliert worden. Bild 7V.20 macht beispielhaft deutlich, dafl bei festem o die gaufische
Naherung mit kleiner werdender Konzentration ¢ immer besser wird. Vergleiche bei fe-
stem ¢ und verschiedenen Werten von ¢ haben dariiberhinaus besonders deutlich gezeigt,
dafl sich P(¢) mit abnehmendem ¢ immer mehr dem gaufischen Verhalten annahert. Die

obige Vermutung ist in also in der Tat von den Simulationen bestatigt worden.
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Bidd IV.21: Zweidimensionales Giltergas: Abhangighett der Zerfallsbonstanien A des einfach-ezponen-
tiellen Polarisationszerfalls von der Breste o bes verschiedenenen Konzenirationen ¢ der
Gittergasietlchen {Simulationen).

Die Steigung m(c) des asymptotisch linearen Anstiegs von %(1),
B(t) o~ -t 4+ 0 (/2
() g, me) 1+ 0,

ist in ublicher Weise aus den Simulationsdaten bestimmt worden. In Analogie zur Defi-
nition von £°(c) [Gl. (IV.53)] bei der Untersuchung der mittleren Zahl der verschiedenen

besuchten Platze definieren wir einen Korrelationsfaktor f>(c) durch
. (B
Fre1—¢)

Im Fall der Giiltigkeit der Skalenannahme (IV.52) wire wiederum f2(c) = F(c). Die
sich aus den Simulationen ergebenden Werte von fZ(c) sind in Bild IV.17 zu finden.

m{c)

(IV.59)

Wie deutlich wird, unterscheiden sie sich tatsachlich nur geringfigig vom Korrelations-

faktor f(c) der mittleren quadratischen Auslenkung.

Gehen wir im folgenden in guter Naherung von f¥(c) = f(c) aus, konnen wir das

Verhalten der Zerfallskonstanten A(o, ¢) im Grenzfall schneller Frequenzmodulation also
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Bild IV.22: Dreidimensionales Gillergas: Abhdngighett der Zerfallskonsianicn X von der Breife o bei
verschiedenenen Konzentrationen ¢ der Gittergastetlchen (Stmulationen).
Punktierte Linien: gauflsche Zerfallskonslanten AG, vgl. Tezt.

folgendermafien beschreiben:

~ G o, Ccl = *60—0'2 . .
Ao, c) i) A7 () oD (1V.60)

Die Zerfallskonstanten AC sind in Bild IV.22 fiir die jeweiligen Werte von ¢ miteinge-

zeichnet worden.

Gl (IV.60) zeigt, daB die Skalenannahme beziiglich f, die sich Analogie zu (TV.58) als

o
Ao, e) = fle)d(l — ) Xy | =7 , IvV.61
(#:9) = £ =)0 | 757 =] (1vs1)
schreibt, zumindest fiir ¢ < (I —¢) in guter Naherung erfilllt sein sollte. Bild IV.23, in
dem alle Zerfallskonstanten aus Bild IV.22 noch einmal in skalierter Form A/[f(c)(1—c)]
gegen o /[f(c)(1—)] aufgetragen sind, zeigt dariiberhinaus, daf diese Skalenanahme nicht
nur bei den kleineren Werten von o /(1 — ¢), sondern auf dem gesamien untersuchten

Parameterbereich ein gute Beschreibung der Daten darstellt.
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Bild V.23 : Dreidimensionales Gittergas: Skalenplot der Zevfallskonstanien aus Bid IV.22. Die punk-
tierie Dinie entspricht der gauflschen Zerfallskonstanten MG aus (IV.60).

Die gleiche Auftragungen der Daten ist auch fur den Fall d = 2 vorgenommen wor-
den. Wie man anhand von Bild 7V.24 sieht, ist auch hier die Skalenannahme sehr gut
erfulll, Wir konnen also in Prinzip die Ergebnisse der Diskussion der Depolarisation
des einfachen RW-Modells in d = 2 unter Beriicksichtigung von (IV.61) einfach auf das
Gittergas iibertragen. FEine einfache Beschreibung, wie sie bei d = 3 im Fall schnel-
ler Frequenzmodulation von der gauflschen Naherung geliefert wird, existiert fiir die
Zerfallskonstante in d = 2 zwar nicht, aber es ist hier z.B. daran zu denken, die Er-
gebnisse der Effektiven—Medium—Theorie {vgl. Abschnitt I1.4) fiir Ap zu benutzen, wenn
beim Gittergas Zerfallskonstanten von Interesse sind, die durch den in den Simulationen

untersuchten Parameterbereich nicht abgedeckt sind.

127




A f(e)1 - ¢)]

Bild IV.24 : Zweidimensionales Giltergas: Skalenplot der Zevfallskonstanien aus Bidd IV.21.

C = 0 +
10 1 c=101
| c=0.5
c=0.9 +
k4
1 . ]
&
%
2 £
&
x
-1 o
10 .
o
F
b [s]
.?
O
10—2 i
1679 : :
1071 1 10

o /[f{e)l - <))

128




V. Zusammenfassung

In dieser Arbeit sind verschiedene Modelle fiir die Spindepolarisation infolge von Dif-
fusionsprozessen auf Gittern untersucht worden. Die wichtigsten Ergebnisse sollen zum
Abschlufl noch einmal kurz zusammengefafit werden. Im Vordergrund der Untersuchun-
gen stand das Modell fir die Depolarisation der transversalen Spinrotation von Spins,
die auf einem Gitter diffundieren, das durch zufallige lokale Spinrotationsirequenzen w,
charakterisiert ist. Fiir die Verteilung dieser Frequenzen wurde eine Gauflverteilung mit

Mittelwert Null und Breite o angenommen.

Das Modell wurde in Kapitel II zunachst fiir den Fall diskutiert, daf} einzelne Spin-
teilchen unabhangig voneinander einen einfachen (diskreten oder kontinuierlichen) Ran-
dom Walk auf dem Gitter ausfithren. Eine charakteristische Eigenschaft dieses Modells
ist, daB als Folge von Riickkehrprozessen des RW's Frequenzkorrelationen nur sehr lang-
sam, d.h. algebraisch, zerfallen: Unter der gaufschen Annahme fir den Prozef w(t)
wurde sich daher ergeben, dafl die Polarisation in den Dimensionen d = 1 und d = 2
schneller als einfach—exponentiell zerfallt. Frithere Untersuchungen fiir den eindimen-
sionalen Fall (RW auf einer linearen Kette) haben aber gezeigt, dafl dennoch bereits
in d = 1 motional narrowing iin Sinne eines asymptotisch einfach—exponentiellen Po-
larisationszerfalls auftritt. Im Fall schneller Frequenzmodulation (o7 < 1) ergibt sich
dabei eine charakteristische Abhangigkeit der Zerfallskonstanten A von der Breite o und

der (mittleren) Wartezeit 7 des RW’s: A ox o?77~1 mit f ~ %

In dieser Arbeit wurde die Depolarisation auch fiir hohere Dimensionen, d.h. fir
RW’s auf einem quadratischen bzw. einfach-kubischen Gitter untersucht. Die Zer-
fallskonstante des kontinuierlichen RW’s ist fiir beide Dimensionen in der Effektiven—
Medium-N&herung berechnet worden. Die Theorie liefert in d = 2 in qualitativer Uber-
einstimmung mi{ den Resultaten numerischer Simulationen einen effektiven Exponen-
ten B3, der sich fiir o7 -+ § logarithmisch dem Wert 3 = 2 annahert. Auch quantitativ
liefert diese Theorle in d = 2 bereifs eine recht gute Beschreibung; bei den kleineren
Werten von o, fir die Simulationsergebnisse vorlagen, waren die theoretischen Werte
nur etwa um einen Faktor 1,3 zu grofl.

Da im Fall d = 3 die Zerfallskonstante der EM—Theorie fiir o7 < 1 gegen die der

gauflschen Theorie konvergiert, konnte geschlossen werden, dafl die gaulische Theorte,

X = ago?, im Grenzfall schneller Frequenzmodulation exakt wird. Dieser Schluffi wurde
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durch die Simulationen sowohl des kontinuierlichen wie auch des diskreten RW-Modells
bestatigt.

Um der Frage nachzugehen, inwieweit das Verhalten der Depolarisation von der
expliziten Annahme einer gaufischen Frequenzverteilung abhangt, wurden speziell fiir
den diskreten RW in d = 1 auch andere Beispiele von Frequenzverteilungen betrachtet.
Es wurde deutlich, dafl der asymptotische Polarisationszerfall von der speziellen Form
der jeweiligen Verteilung abhingt; fiir das Beispiel der symmetrischen Exponentialver-
teilung konnte ein asymptotischer Zerfall proportional zu exp|—n!/3 Inz/s(n)] abgelei-
tet werden. Bei kleinem o7 gibt es allerdings bei jeder Verteilung einen bestimmten
Schrittzahl-Bereich, in dem ein einfach-exponentieller Polarisationszerfall vergleichbar
zu dem im Fall der gauflschen Verteilung vorherrscht. Der tatsachliche asymptotische
Zerfall wird daber mit kleiner werdendem o7 zu unmeflbar kleinen Werten von P ver-
schoben. Die spezifische Eigenschaft der GauBverteilung kann darin gesehen werden, daf

sie bel allen grofilen Schrittzahlen zu einem einfach-exponentiellen Polarisationszerfall

fuhrt.

Im Kapitel IIT dieser Arbeit wurden Modelle fiir einen anderen moglichen Depo-
larisationsmechanismus diskutiert. Untersucht wurden die Depolarisationseffekte, die
durch die Diffusion einer Stérstelle zu einem ortsfesten Spin — bzw. umgekehrt durch
die Diffusion eingelner Spins zu einer ortsfesten Storstelle — verursacht werden. Die
Diffusion wurde wiederum als einfacher RW beschrieben. Die Storstelle wird in die-
sen Modellen durch eine zufallige Spinrotationsfrequenz w charakterisiert. Diskutiert
wurde die Depolarisation dabei sowohl fiir ein Modell, in dem diese Frequenz w zeitlich
konstant ist, wie auch fiir ein Modell, bei dem angenommen wird, dafl der Spin bei
jedem neuen Kontakt mit der Storstelle eine neue, zufillig aus der zugrundeliegenden

Verteilung gezogene Frequenz w wahrnimmt (Strong-Collision—Modell).

Die Modelle sind fiir den allgemeinen Fall diskutiert worden, in dem die Frequen-
zen w beliebig im Raum orientiert sein kdnnen, und damit nicht wie das in Kapitel II
untersuchte Modell auf den Fall der transversalen Spindepolarisation beschrinkt. Das
Problem der Berechnung der mittleren Polarisation P(%) konnte vollstandig gelost wer-
den. Als Beispiel einer konkreten Verteilung wurde die dreidimensionale Gauflverteilung
diskutiert (Kubo-Toyabe-Modell), wobei beim Strong-Collision-Modell auch explizit

der Einflufl eines externen longitudinalen Magnetfeldes miteinbezogen werden konnte.
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Die Resultate erlauben die explizite Berechnung von P(t) fiir all diejenigen RW'’s, fiir
die die Aufenthaltswahrscheinlichkeit am Ursprung bekannt ist. Beispielhaft wurde bei

beiden Modellen die Depolarisation fiir einen RW auf einem Halbstrahl diskutiert.

Der letzte Teil dieser Arbeit (Kapitel IV) wurde dem Gittergas gewidmet. Das
Modell der transversalen Spindepolarisation wurde fiir Spinteilchen untersucht, die kor-
relierte Tracerdiffusion in einem (nichtwechselwirkenden) Gittergas der Konzentration ¢
ausfuhren. Da die Zahl s der verschiedenen besuchten Platze (d.h. Frequenzen), die ein
Teilchen im Laufe der Zeit besucht, fiir das Verhalien der Depolarisation von besonderer
Bedeutung ist, wurde in allen Dimensionen d deren Mittelwert S(¢) sowie in d = 1 auch
deren Verteilung W{(s,t) diskutiert.

Von besonderem Interesse ist der Fall d = 1, bei dem anomale Tracer—Diffusion
auftritt. Es wurde durch Simulationen gezeigt, dal die mittlere Zahl der verschiedenen
besuchten Platze (der mittlere Span) S(¢) asymptotisch proportional zu [(1 Hc)/c]]"/ztl/‘l
anwachst. Die grundlegenden Schwierigkeiten, die beim Gittergas einer analytischen
Behandlung von First-Passage—Problemen (zu denen auch die Zah! der verschiedenen
besuchten Platze gehort) entgegenstehen, wurden verdeutlicht. Wichtige Anhaltspunkte
fur die Untersuchung des Spans im eindimensionalen Gittergas ergaben sich aber aus der
Diskussion des Modells eines RW auf einems RW, das ebenfalls anomale Diffusion o £1/2
aufweist und mit dem sich auch der Effckt der Konzentrationsabhangigkeit im Gittergas
simulieren lafit. Fir dieses vergleichsweise einfache nicht-markov’sche Modell 14t sich
das asympfiotische Verhalten der Spanverteilung angeben; es zeigt ein Skalenverhalten,
das auch fiir das in den Simulationen beobachtete Verhalten der Spanverteilung W (s, )
im Gittergas eine gute Beschreibung lieferte.

Aus diesem Skalenverhalten konnte ein Skalenausdruck fiir die Depolarisation P(t)
abgeleitet werden, mit dem sich die in den Simulationen beobachtete Abhangigkeit des
Polarisationszerfalls von den Parametern ¢ und ¢ gut beschreiben lief. Im Gegen-
satz zum einfachen RW-Modell fritt beim eindimensionalen Gittergas kein asympto-
tisch einfach—exponentieller Polarisationszerfall mehr auf. Der Zerfall 128t sich durch
P(t) ~ exp(—const - t*) beschreiben, wobei der Exponent « im Bereich ven 1,3 bis 1,4
liegt.

Im hoherdimensionalen Gittergas verhilt sich die mittlere Zahl der verschiedenen

besuchten Platze bei grofien Zeiten  qualitativ genauso wie im Fall des einfachen RW'’s,
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d.h. 5(¢) ~1/In(t) ind = 2 und S5(¢) ~ ¢ in d = 3. Das fiihrende Verhalten geniigt nicht
der Skalenannahme beziiglich des Korrelationsfaktors f(c) der mittleren quadratischen
Auslenkung. In d = 3 tritt statt f(c) ein Korrelationsfaktor fs(c) auf, der bei grofleren
Konzentrationen ¢ deutlich gréfer als f(c) ist. Im Rahmen eines korrelierten RW-
Modells fur die Tracerdiffusion im Gittergas wurde fiir f‘g(c) ein Ausdruck gewonnen,
mit dem sich die Ergebnisse der Simulationen gut beschreiben lielen. Auch in d = 2
ermoglichte dieses Modell eine gute Beschreibung des in den Simulationen beobachteten
Verhaltens von S(¢).

Die Polarisation des zwei- und dreidimensionalen Gittergases zerfallt im Gegensatz
zum eindimensionalen Fall bei groflen Zeiten { einfach—-exponentiell. Die Simulatio-
nen haben gezeigt, dafl die Skalenannahme, in der der Korrelationsfakior f(c) ver-
wendet wird, bei allen untersuchten Parametern o und ¢ eine sehr gute Beschreibung
des Verhaltens der Zerfallskonstanten des einfach-exponentiellen Zerfalls ermoglicht.
Dies bedeutet, daf} sich in guter Niherung die Resultate {iir das RW-Modell aus Kapi-
tel II auf das Gittergas iibertragen lassen. Hervorzuheben ist, daff in d = 3 auch beim
Gittergas die gauflsche Naherung im Fall schneller Frequenzmodulation das Verhalten

der Depolarisation richtig beschreibt. Die Zerfallskonstante ist in diesem Fall durch

A = ago?/[f(e)(1—c)] gegeben.
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Anhang A. Depolarisation durch Stérstellen: Frequenzmittelung

Die Laplace—Transformierte der mittleren Polarisation P(¢) = (5(¢)) des Modells, in
dem die Spins mit jeweils einer Stérstelle wechselwirken, die durch eine zeitlich konstante

Rotationsfrequenz w charakterisiert ist, ist bei verschwindendem auflerem Feld durch

Gl (IT1.22a),

Blu)= L (A(w), 5o, (A1)
gegeben, wobei
E+ [P — P 0
E — Pyo(u)2
[Gl. (I11.22b)]. Mit
g —w, Wy
G=1 w, 0 — Wy
—wy Wy 0
hat die Matrix A, die mit der Verteilung g{w) zu mitteln ist, konkret die folgende Gestalt
(w112)3 E wxay!z’ (_,)2 = zg:}. wiz):
Ay = {1+ 0? By — (0 — wd) PP - 1,2,3 4
5y { + w” G (w wz) (10 rg()} (7'" y &9 ) ) ( .30,)
(w)
1 ~ ~ C
Ajj = m{wiwjpﬂﬂ Fxijor}Po (EF7=1,2,3), (A.30)

—1, fir (4,7) = (1,2),(2,3),(3,1
wobeik%i,k#jundxfj:{ i (5,7) = (1,2),(2:3). (3, 1)

1, sonst

mit gemeinsamem Nenner
N(w) =1+ P3w?.

Betrachtet man nur spharisch symmetrische Vertellungen g(w), so verschwinden offen-
sichtlich wegen {w;) = 0 (i = 1,2,3) alle Nichidiagonalelemente. Die Mittelung eines
Diagonalelementes A;; iiber alle moglichen Richtungen von w 1afit sich einfach ausfihren,
wenn man zu spharischen Polarkoordinaten w, 8 und ¢ ubergeht, die jeweils bezuglich
der i-Achse definiert werden (d.h. cos(f) = w - ¢;). Die einzige Winkelabhangkeit in
GL (A.3a) ist dann durch den Term (w? — w?) = w?sin?(8) gegeben, so daff die Mitte-
lung tber # und ¢ (den Raumwinkel B) mit (sinz(Q))R = % direkt das Resultat

o) = (i = g703(L+ 0By, (A.4a)

a = g1+ 2(L ~ Prgo/ Foo)] , (A.45)
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liefert, s. Gl (111.25,26).
Die Polarisation P, Gl. (4.1), ist durch P(u) = %(f(u,w))wﬁg gegeben. Die Be-

rechnung des Mittelwertes
o0
(Fw,), = [dwo?f(n,w)iw)
0

vgl. (I11.24), erfordert im Fall der dreidimensionalen Gaufverieilung (I11.2) die Aus-

wertung des folgenden Integrals:

2 o1+ aPkyw?
I= — d _M__Qﬂ_m N A
(f(u,w)) 271_030/ ww 1+PUU exp(— 5w /cr ), (A.5)

die hier kurz skizziert werden soll.

Mittels einfacher Substitution 1afit sich I aunf die Form

1 T 1+ .
T /onbd /dm o'/ ( 1 +a;) exp(—4z/b?) (b= o Fy) (A.6)
0
1
:\/2—%53(114‘1—2): (A7)

bringen, wobei die Integrale I} und Is durch einfache Aufspaltung der Summe {1 + az)
im Zahler des Integranden in (A.6) definiert seien. Iy und Iy lassen sich, siche
Gl (13.2.5) in [68], durch konfluente hypergeometrische Funktionen U/ ausdriicken; mit
der Definition z = 1/2b2 ergibt sich

h=n() =T UG, (4.80)
Iy =Iy(z) = F(%) U(%,%;Z) . (A.8b)

I' bezeichnet die Gamma-Funktion. Mittels der allgemeinen Beziehung

ﬂU(a b,2) = (—1) (a(~1—)n)

d n
. (13.4.22) in [68], folgt aus (A.8), daB sich I3(z) und I9(z) als Ableitungen der
Funktion H{z) = (2, %, ) schreiben lassen:

(a"i'n:b';'n:z) (n20)1

)H (2), (A.9a)

I(z) = -1(}
(3 H"(2). (A.99)

Iy(z) =
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Die z-Abhéngigkeit von H 188t sich mit GL (13.6.39) in Ref. 68 explizit angeben:
H(z) = ﬁexp(z)erfc(zl/z) . (A.10)

Somit lassen sich mit {4.9a,b} I1(z) und Iy(z) — I‘(%) = /7 — und letztendlich mit
(A.6) auch das urspriingliche Integral 7 konkret berechnen. Das Ergebnis dieser einfa-

chen Rechnungen ist:

I:(aul)é% [@%exp(gg) erfe (%) —1] ta, (A.11)

vgl. Gl. (F11.28).

Die obigen Berechnungen sind fiir den Polarisationszerfall bei verschwindendem
duflerem Feld wy durchgefithrt worden. Ein entsprechendes Vorgehen fiir wy # 0 erwies
sich demgegenitiber als nicht durchfithrbar. Um die damit verbundenen Schwierigkeiten
zu verdeutlichen, soll hier nur kurz der Fall betrachtet werden, in dem sich Spin und
Storstelle sur Zeit t = 0 beide amm Ursprung » = 0 befinden. Gl (F17.21) liefert mit
rg = 6
o
E — Moo(u)

I

P(u)=Do(v)-(B), Sp, B

Im folgenden soll angenommen werden, dafl das externe Feld in z-Richtung zeige,
d.h. wg = wpe.. Die Elemente der Matrix B, vgl. die Gln. (111.19,13) sowie (A4.2),
lassen sich mit einem gewissen Aufwand -— und daher am einfachsten z.B. mit RE-
DUCE — explizit berechnen. Allerdings ist es wenig sinnvoll, diese hier vollstandig
anzugeben. Wie unmittelbar festzustellen und auch von der Symmetrie her zu erwarten

ist, hat B nach Mittelung mit einer spharisch symmetrischen Verteilung die folgende

prinzipielle Gestalt:

bpe bry O \
(B), = bya byy 0 ) )
0 0 b

so daf im Fall der longitudinalen Geometrie (S = e:|lwp) die Polarisation E vollstandig

durch b,, = (Bzz), bestimmt ist. [ﬁ” ist dann durch %E_)zzgz gegeben.] Das zu mittelnde
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Matrixelement B sieht folgendermaflen aus:

. i 1+ %ﬁg[{wz +[(Pg)? + (p@o)z]wg _ |
wobeil

P = L£{cos(wot)Poo(t)}

Py = L{sin(wot) Po(t)}

(£{...} = Laplace-Transformierte von ...) .

B

Die Mittelung dieses Ausdrucks mit der dreidimensionalen Gaulverteilung (I71.2), d.h.
die Berechnung der entsprechenden Integrale, konnte allerdings nicht bis zu Ende aus-
gefiihrt werden. Die Schwierigkeiten hangen dabei insbesondere mit der unterschiedli-

chen Symmetrie von B,, (nur Rotationssymmetrie bzgl. der z—Achse)} und der Vertei-

lung g(w) (sphérische Symmetrie) zusammen.
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Anhang B. Numerische Simulationen (Gittergas)

Die numerischen Simulationen, deren Ergebnisse in dieser Arbeil diskutiert werden,
sind auf einem IBM 3081-Rechner der Kernforschungsanlage Julich durchgefiihrt wor-
den. Es soll in diesern Anhang nicht darum gehen, die (FORTRAN)-Programme im
Detail zu erldutern, mit denen die Depolarisation P oder (in d = 1) die Spanvertei-
lung W i Gittergas simuliert wurden, sondern darum, die grundsatzlichen Methoden

und wesentlichen Ideen zu verdeutlichen, die diesen Programmen zugrundeliegen.

Die Simulation der Depolarisation von Spins, die unabhingig voneinander Ran-
dom Walk auf einem Gitter ausfiihren, ist in den Grundzlgen bereits an anderer Stelle
erlautert worden [29, 40}, vgl. auch die Anmerkungen in Kapitel I1.2.3. Im Vordergrund
sollen hier die spezifischen Probleme stehen, die mit den entsprechenden Simulatio-
nen im Gittergas verbunden sind. Das gesamte Problem 1}t sich in zwei Teile zerlegen:
Zum einen muf ein moglichst schnelles Verfahren bereitgestellt werden, mit dem sich die
Diffusion der Teilchen im Gittergas simulieren 148t. Zum anderen treten im Zusammen-
hang mit der Berechnung der eigentlich interessierenden Miifelwerte — insbesondere bei
hoheren Dimensionen — erhebliche Speicherplatzprobleme auf, die im Endeffekt als der
eigentlich begrenzende Faktor der Simulationen angesehen werden miissen. Hier stellt
sich die Forderung nach einer Methode, die eine platzsparende Speicherorganisation bei

gleichzeitig noch schneller Zugriffsmoglichkeit auf die Daten erlaubt.

Von einigen, jeweils spezifischen Modifikationen abgesehen, sind die Programme von
der Struktur her fiir alle Dimensionen d gleich. Die Diskussion soll sich daher soweit

wie moglich auf den allgemeinen Fall beliebiger Dimension beziehen.

B.1. Dirrusion 1M GITTERGAS

Die Gittergasdiffusion wird auf einem endlichen Grundgebiet G simuliert, das durch
einen d-dimensionalen Wiirfel mit Kantenlinge L und N = L7 Gitterplatzen gegeben

ist. Die Gitterplatze r € G,
r=1(ry, ... 7q) 0<rqg <L (a=1,...,d),
werden dabei stets durch skalare Groflen

i L%ty (0<T<N) (B.1)

a=1

[l

r
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reprasentiert. Diese Art der Darstellung hat offensichtlich zwei Vorteile: Erstens kdnnen
r—abhangige Groflen einfach mit » indiziert werden. Dariiberhinaus lassen sich die 2d
verschiedenen, méglichen nachste-Nachbar(nn)-Spiinge der Teilchen durch einfache ska-
lare Additionen beschreiben. Wahlt man sinnvollerweise sog. “helikale” Randbedingun-

gen, ist die Darstellung eines Sprungs in +a~Richtung von r nach ' durch
T —>r'r:=('r:J:L“_1)modN (B.2)

gegeben (o = 1,...,d). Die mod N-Operation 148t sich im allgemeinen Fall durch
bedarfsweise Addition oder Subtraktion von N realisicren; ist speziell N = 2", so0 kann
diese Operation auch mit der (eingebauten) bitweisen Logischen-Und-Operation (A)

durchgefithrt werden (M ASKN = 2™ — 1):

o= (r £ L) A MASKN . (B.2")

Die eigentliche Simulation der Diffusion im Gittergas erfolgte im wesentlichen nach der
sog. “Standard-Monte-Carlo(MC)”-Methode, vgl. [90], und soll nachfolgend skizziert
werden:

Eine zufallige Anfangskonfiguration (¢ = 0) wird erzeugt, indem jeder Platz » des
Grundgebietes G mit Wahrscheinlichkeit ¢ mit einem Teilchen besetzt wird. Die Zahl
der insgesamt erzeugten Teilchen sei n ({(n) = c/N), die der Leerstellen seiny = N — n.
Nach Mittelung iber alle N}, erzeugten Konfigurationen laft sich der Simulation eine

mittlere Xonzentration ¢ zuordnen:

N
) 1 ko (k)

Zur Beschreibung des Algorithmus, mit dem die Diffusion der Gittergasteilchen si-
muliert wird, betrachten wir einen sog. elemeniaren MC-Schritt (eMCS). Dieser besteht
darin, daff von den » (individuell markierten) Teilchen znfillig ein Teilchen ¢ ausgewahlt
wird. Weiterhin wird zufallig eine der 2n moglichen Richtungen fiir einen nn-Sprung
ausgewahlt. Ist der entsprechende nn-Platz des Teilchens 1 frei, wird es auf diesen Platz
gesetzi, Ist der Platz micht frei, so bleibt das Teilchen auf dem urspriinglichen Platz,
wobei jedoch die “Uhr” ebenfalls weiterlauft. Ein Zyklus von n elementaren Monte—
Carlo~Schritten, bei dem im Mittel jedes Teilchen einmal die Chance zu springen hat,

entspricht im realen System der Zeitspanne 7 = y~1 = 1. Mit dieser Methode wird die
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exponentielle Wartezeitverteilung fiir versuchte Sprunge simuliert; die Teilchenzahl »
sollte moglichst grof sein.

Da bei dem oben beschriebenen eMCS im Mittel nur mit Wahrscheinlichkeit (1 —¢) ein
Sprung erfolgreich ausgefithrt wird, wird dieser Algorithmus mit zunehmendem ¢ immer
weniger effektiv. Fir Konzentrationen ¢ > 0,5 wurde daher der analoge Algorithmus
gewahlt, bei dem in einem eMCS jeweils eine zufallig gewahlte Leerstelle einen potentiel-
len Sprung ausfithrt (— der Austausch zweier benachbarter Leerstellen ist hierbei nicht
erlaubt). Die Zeitspanne 7 entspricht in diesem Fall einem Zyklus von n, elementaren
MC-Schritten.

Zu speichern sind die aktuellen Positionen r der Teilchen sowie fiir jeden Gitterplatz »
eine {logische} Variable, die angibt, ob 7 gerade besetzt ist oder nicht. Im Fall ¢ > 0,5

sind zusatzlich die aktuellen Positionen der (markierten) Leerstellen zu speichern.

B.2. SIMULATION DER SPANVERTEILUNG (d =1)

In einer Dimension ist die Berechnung der Zahl s der verschiedenen besuchten
Platze der einzelnen Gittergasteilchen, die alle zur Mittelung beitragen sollen, ohne
grofien zusitzlichen Aufwand durchfithrbar. Speicherplatz ist nur fiir die aktuelle Aus-
lenkung Ar; jedes Teilchens (1 < i < n) sowie deren Minimal- und Maximalwert be-
reitzustellen. Der Span s;(t) selbst wird nur zu den Zeiten ¢ berechnet, zu denen die

Verteilung W(s,t) oder Mittelwerte (sf"'(t)) ,k=1,2,..., bestimmt werden sollen:
_ (4 : ot
5i(t) = Ig}gf{ﬂm(t )} - Ifalér;{tlr:(i R (B.4)

Unter Ar;(?) ist hier die uneingeschrankte Auslenkung der Teilchen auf der nnendlichen
linearen Kette zu verstehen, die durch periodische Aneinanderreihung des Grundgebiets
der Linge N entsteht. Ar; wird ebenso wie das Minimum und das Maximum bei jedem

erfolgreichen Sprung des Teilchens akiualisiert.

Die Spanverteilung wurde auf diese Weise fiir verschiedene Konzentrationen ¢
(c = 0,1, 0,5 und 0,9) bei jeweils fiinf verschiedenen Zeiten {1 < ... < {5 = tyaz
simuliert. Gleichzeitig wurden fiir eine groflere Anzahl von Zeitpunkten ¢ < #,,4, die
ersten Momente {(s*(¢)) der Verteilung (k = 1,2, 3) sowie zu Vergleichszwecken die mitt-
lere quadratische Auslenkung {Ar2(¢)) bestimmt. Simuliert wurde bis zu tpey = 104
bei ¢ = 0,1 und 0,5 und bis zu {per = 10% bei ¢ = 0,9. Um einen ungefihren Ein-

druck von diesen Simulationen zu geben, seien als Beispiel die wichtigsten Parameter der
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Simulation fir ¢ = 0,5 aufgefiithrt: Simuliert wurden N = 10 verschiedene Anfangs-
konfigurationen auf einem Grundgebiet mit jeweils N = 50000 Gitterpliatzen, so dafl
insgesamt ~~ 250000 Teilchen zur Mittelung beitrugen (& =~ 0,4997). Da {pae = 104,
wurden somit insgesamt ~= 2,5 - 10% elementare MC-Schritte ausgefiihrt; bei einer tota-
len CPU-Zeit (inklusive Aufbereitung und Ausgabe aller Resultate) von = 390 Minuten
128}t sich die mittlere CPU-Zeit fiir einen eMCS zu < 10 psec abschatzen.

B.3. SIMULATION DER DEPOLARISATION

Simuliert wurde, vgl. die Anmerkungen in Abschnitt 11.2.3, der Ausdruck (71.7),

() = (exnl-5 32001

bei dem die Mittelung iiber die zufilligen Frequenzkonfigurationen {w,} bereits ex-
akt ansgefuhrt ist. Die Berechnung von P erfolgt prinzipiell in der folgenden Weise:
Bei jedem erfolgreichen Sprung r — ¢’ des i—ten Teilchens wird die Zeit #,;, die das
Teilchen insgesamt auf dem gerade verlassenen Platz » zugebracht hat (und die sinn-
vollerweise in ganzzahligen Vielfachen der elementaren Zeiteinheit 7/n gemessen wird),
aktualisiert; als dazu notwendige Information mufl gespeichert sein, wann — d.h. bei
welchem eMCS — das Teilchen den letzten Sprung ausgefihrt hat. Gleichzeitig wird
die Summe ), tf,:.’! die ebenfalls fiir jedes Teilchen gespeichert wird, auf den aktuellen
Stand gebracht. Soll zu einer bestimmten Zeit { die Depolarisation fiir einen oder meh-
rere Werte von o berechnet werden, mufl dieser sonst nur bei erfolgreichen Sprungen

notwendige Aktualisierungsprozefl einmal komplett fur alle Teilchen durchgefithri wer-

den, damit die bei ¢ noch andauernden Besuche richtig erfafit werden.

Die eingangs bereits angedeuteten Speicherplatzprobleme hangen offensichtlich da-
mit zusamimen, daf} fiir jedes Teilchen 7 (i = 1,...n) und jeden der N Gitterplatze r,
die das Teilchen im Prinzip alle besuchen kann, stets der aktuelle Wert von £, ; abrufbar
sein muf. D.as entsprechende Problem stellt sich, wenn man m hoheren Dimensionen
z.B. die Verteilung der Zahl der verschiedenen besuchten Platze oder auch nur deren
Mittelwert simulieren will; die 4, ; entsprechende Information ist in diesem Fall die, ob

das Teilchen ¢ den Platz » bereits besucht hat oder nicht.

Im Hinblick auf die weitere Diskussion soll dieses grundsatzliche Problem etwas

allgemeiner formuliert werden: Zu jedem Teilchen 7 und jedem Platz r, d.h. zu jedem
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Paar

(i,7) mit ie€{l,...n},»€ {1,... N}, (B.5)

mufl jederzeit eine aktuelle Besetzungsvariable A(4,7) abrufbar sein, die sich folgen-

dermaBen charakterisieren lafit:

_ # 0, wenn Teilchen 7 Platz r besucht hat,
Ali,r) (B.6)

=0, sonst.
Es ist bequemer und auch fur praktische Zwecke sinnvoll, jedem Paar (¢, ) umkehrbar

eindeutig einen (leicht berechenbaren, ganzzahligen) Schlitssel K (7, ) zuzuordnen. Als

naheliegende Wahl bieten sich an

K(i,ry =i+ rn (B.7a)
oder

K(i,r)y =r +1IN. (B.75)
Statt von A(i,r) werden wir dementsprechend meist von A(K) — der mit dem

Schliissel K assoziierten Information — sprechen.

Die einfachste Speicherorganisation ware natiirlich, die Informationen 4 in einer Tabelle
(einem Vektor) der Lange M = n N abzulegen, wobei die mit X assoziierte Information
gerade unter der (Relativ—)Adresse K zu finden ist. Ein einfaches Beispiel macht die
Grenzen dieser Methode (und damit die oben genannten Speicherplatzprobleme) deut-
licht Nehmen wir an, A werde typischerweise mit 4 Bytes dargestellt; man benotigt
dann bei einer Simulation fir ¢ = 0,5 bereits bei &N = 2000 Gitterplatzen § MBytes
Arbeitsspeicher allein zur Speicherung der Daten A.

Der offensichtliche Nachteil dieser Methode ist, dafl die Tabelle nur sehr diinn besetzt
ist. Awus (B.6) geht hervor, daf in Abhangigkeit von { nur

n

M) = > si(t) = n- (s(1)) (B8)

i=1
verschiedene Eintrage A von null verschieden sind, die Tabelle also nur einen i.a. sehr

kleine_n Bruchteil

M)  (s(t)) _ (5(tmaz))
a2 < 1 B.9
M N ~ N < (8.9)
an relevanter Information enthalt. Die Bedingung, daBl der Quotient (s)/N auch bei

der grofiten simulierten Zeit #,,,q, immer noch klein gegen eins ist, wird offensichtlich bei
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jeder “verntinftigen” Simulation erfillt sein, da andernfalls die Resultate durch Finite-
Size—Effekte mit Sicherheit stark verfalscht wiirden. Bei Simulationen, die nur bis zu
relativ kurzen Zeiten t,,4, durchgefiihrt werden, d.h. bei denen die mittlere Zahl der be-
suchten Platze relativ klein ist, liefle sich natiirlich die Gittergrofie entsprechend verklei-
nern, um die Bffektivitat der Speicherausnutzung, also M*/M | auf dem gréfftmoglichen
Wert zu halten, der im Rahmen der obigen Bedingung méglich ist. Dem steht aber die
grundsatzliche Forderung enigegen, dafl N immer so groff wie moglich sein sollte, damit

eine mdglichst gute Simulation des Gittergases erreicht wird.

Die gerade diskutierte Methode stellt einen Extremfall in dem Sinne dar, dafl sie
einerseits den einfachsten und damit schnellsten Zugriff auf die Daten A erlaubt, an-
dererseits aber die schlechteste Speicherausnutzung bietet. Der umgekehrte Extremfall
entsprache einer Methode, bei der die Minimierung des Speicherplatzes absolute Prio-
ritat besitzt. Das konnte im Prinzip so aussehen, dafl man bei jedem neuen Besuch eines
Teilchens auf einem neuen Platz, also bei jedem neuen Schliissel K mit A(K) # 0, die
Daten als Paar {K, A(K)] — im einfachsten Fall in der Reihenfolge ihres Auftretens —
sequentiell auf einer Liste ablegt, deren gesamte Lange dann kaum grofler als M* ({05 )
zu sein brauchte. Um den Zugriff auf die Daten zu erleichtern, kénnte man die Daten
auch sequentiell nach X geordnet speichern (sequentielle geordnete Liste). Einen ersten
Schritt von diesem Extremfall weg stellt bereits eine verbundene, (nach K) geordnete
Liste dar, bei der das Einfiigen neuer Daten [K, A(K)] wesentlich einfacher ware; in
diesem Fall muf zusatzlicher Speicherplatz fiir die “Zeiger” bereitgestellt werden, die
die Adresse des Bintrags mit nachstgrofierem (oder —kleinerem) K angeben. Um die
Suche nach vorhandenen Eintrdgen abzukiirzen, kénnte man den Speicher auch so or-

ganisieren, dafl fiir jedes Teilchen ¢ eine verbundene, nach r geordnete Liste angelegt

wird.

Die Effektivitat dieser und ahnlicher Methoden soll hier nicht im Detail diskutiert
werden (— vgl. dazu z.B. [121}). Ein offensichtlicher Nachteil all dieser Methoden ist,
daf insbesondere bei langen (Teil-)Listen die Suche nach Eintragen mit einem erhebli-
chen Zeitaufwand verbunden sein kann. Da bei jedem elementaren MC—Schritt, der zu
einem erfolgreichen Sprung eines Teilchens fiihrt, eine solche Suche durchgefithrt werden
mufl, diirften diese Methoden — zumindest in aller Regel — fiir die Simulationen allein

aus Rechenzeitgriinden kaum in Frage kommen.
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Benotigt wird also ein Verfahren, das — im Sinne eines geeigneten Kompromis-
ses zwischen den beiden diskutierten Extremen — eine der Simulation flexibel
anpaflbare, moglichst effekiive Auslastung des zur Verfiigung stehenden Arbeitsspei-
chers gewahrleistet und dabei gleichzeitig einen immer noch schnellen Zugriff auf die

Daten ermoglichi.

B.3.1. STREUSPEICHERVERFAHREN (Hasy CoODING)

Das sog. Streuspeicherverfahren (engl. Bez.: storage scattering, hash coding) ist
in der Informationsverarbeitung seit langem als eine Methode bekannt, mit der sich die
Zeit, die ein Programm mit dem Durchsuchen von Tabellen beschaftigt ist, u.U. dra-
stisch reduzieren 1afit, ohne dafl allzu grofle Kompromisse hinsichtlich der Speicheraus-
lastung gemacht werden miifiten, vgl. [121,122]. Das Prinzip dieses Verfahrens lafit sich
vereinfacht so beschreiben, dafl die Adresse eines Eintrags direkt aus dem zugehorigen
Schlissel berechnei! wird {“content—-adressable memory”). Hierdurch entfallt — sofern
dies eindeutig moglich ist — die ansonsten oftmals langwierige Suche nach dem Bin-
trag. Es soll an dieser Stelle nicht der Versuch gemacht werden, einen Uberblick iiber
die verschiedenen Klassen von Verfahren zu geben, die nach diesem Prinzip arbeiten.
Zu empfehlen ist diesbeziiglich die einfihrende Literatur, s. z.B. [121,122], in der Vor-
wie auch Nachteile der wichtigsten Verfahren diskutiert werden. Das Streuspeicherver-
fahren soll hier nur insoweit diskutiert werden, wie es fiir die konkrete Anwendung in
den Simulationen von Bedeutung ist [123].

Die grundsatzlichen Bestandteile des Streuspeicher—Verfahrens sind (vgl. auch
Bild B.1):

— die sog. Streu— oder Hashiabelle, in der die Daten in der Form [K, A(K)] gespei-

chert werden. Thre Linge sei H.

— die Strev— oder Hashfunktion
R: {K} — {0,...H—1}, (B.10)

mit der aus einem Schliissel K eine Adresse h{K) ausgerechnet wird, unter der

die Daten [K, A(K)] in der Hash—Tabelle abgelegt werden sollen.

— ein Verfahren zur Kollisionsauflésung. Als sog. Primarkollision bezeichnet man

den Fall
R(K) = R(K') mit K # K', (B.11)
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dessen Auftreten im allgemeinen Fall, d.h. wenn keine detaillierte Kenntnis iiber
die relevanten Schliissel K mit A(K) # 0, s. (B.6), vorliegt, kaum vermieden
werden kann. Da offensichtlich nicht mehrere Daten unter der gleichen Adresse
abgelegt werden kénnen, muf eine effiziente Methode gefunden werden, solche
Kollisionen “aufzulosen”.

Nehmen wir an, K sei ein Schliissel, dessen assoziierte Information A(K) zu ak-
tualisieren oder erstmals einzutragen sei, und der K iber h zugeordnete Platz sei
bereits besetzt. Das allgemeine Verfahren funktioniert nun so, daf eine Sequenz
von Adressen hi(K), ho(K),... so lange durchlaufen wird, bis (a) entweder ein
freter Platz (“K = 0”) gefunden wird (— Neueintrag, vgl. Bild B.1), oder (b) ein
Eintrag mit gleichem Schliissel K (— Aktualisierung). Bei erneuter Suche nach X

wird dieselbe Sequenz durchlaufen.

hash table
]
E | AK) 1
MEKE) — Ky A(Kyp)
hi(K) ——> Ky A(K,)
K3 A(K3)
ho(K) 0 _
Ky A(Ky4)
H -1

Bild B.1: Streuspeicherverfahren: Suchen eines freien Plaizes tn der Hash-Tabelle fir einen neunen
EBintrag [, A(K) (K #K;,5=1,2,...).

Die Hash-Funktion sollte so gewahlt werden, dafl Primérkollisionen méglichst vermieden
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werden, d.h., dafl die Schlissel K moglichst gleichmafig tiber die Hash—-Tabelle verteilt
(“gestreut”) werden. Dieser Anforderung kann man umso besser gerecht werden, je mehr
man iber die Verteilung der relevanten Schlissel weil. Andererseits sollte & natirlich
schnell und einfach zu berechnen sein. Gerade unter diesem Gesichtspunkt bietet sich

die sog. “Quotientenmethode” an:

MK) = Kmod H

(B.12)
= KAMASKH, falls H=21 (MASKH =27—1).

Diese Hash—Funktion wurde auch bei den Simulationen verwendet.

Bevor auf die konkrete Wahl des Verfahrens zur Kollisionsauflésung eingegangen
wird, sollen drei weitere Definitionen gegeben werden, die in diesem Zusammenhang
von Bedeutung sind: Man spricht von einer Haufung von Primdrkollisionen, wenn das
Auflosungsverfahren die Figenschaft hat, das aus einer Primarkollision (B.11) auch
hi(K) = hy(K') fiir alle: > 1 folgt. Als Sekundarkollision bezeichnet man eine Kollision,

die bei verschiedenen Suchschritten auftritt (es sei hy = A):
hi(K) = hy(K') (4,7 >0miti+#j, K £ K'). (B.13)
Eine Héufung von Sekundirkollisionen ist dementsprechend so definiert:
hi(K) = hj(K') — hyy(K) = h;j(K') firalle 1> 1(i#j, K# K'). (B.14)

Alle diese Effekte konnen die Effizienz des Streuspeicherverfahrens unter Umstdnden

deutlich verschlechtern.

Die allgemeinen Anforderungen an eine Methode zur Kollisionsauflosung sind:

1. Die Suchsequenz soll nach Méglichkeit erschopfend sein, d.h. nach H Schritten
ho(K),...,hg_1(K) sollte jeder Platz der Hash—Tabelle einmal aufgesucht wor-

den sein.
2. Die mittlere Zahl der erforderlichen Suchschritte soll so klein wie moglich
sein (s.0.).
3. Die Funktionen h; sollen leicht zu berechnen sein.
Anzumerken ist, dafl die beiden letztgenannten Anforderungen nicht unbedingt immer

miteinander zu vereinbaren sind.
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Im Hinblick auf die Anwendung bei den Simulationen sollen nachfolgend zwet Me-
thoden zur Kollisionsauflosung diskutiert werden, die beide dadurch gekennszeichnet

sind, da8 die Suchsequenz in schr einfacher Weise berechnet werden kann.

(a) Die einfachste Methode ist die sog. lineare Suche,
h,j(K) = [h,j_]_(K) + 1] mod H , (815)

bei der die Hash-Tabelle ausgehend von hg(K) = A({K) sequentiell durchsucht wird, bis
entweder der Schliissel K oder aber ein freier Platz gefunden wird. Kriterium 1 (s.o.)
ist dabei trivialerweise erfiillt. Die Effizienz dieses Verfahrens im Sinne des Kriteriums 2
— d.h. die mittlere Zahl der Suchschritte in Abhangigkeit vom Besetzungsgrad b der
Hash-Tabelle — 1a8t sich unter der vereinfachenden Annahme, daf die M Schliissel K
durch A vollkommen zufallig tiber die Hash-Tabelle verteilt werden, auch analytisch
analysieren (vgl. [121]); hier soll jedoch eine qualitative Diskussion ausreichen. Es ist
unmittelbar klar, dafl bei der linearen Suche sowohl Haufungen von Primir- wie auch
Haufungen von Sekundarkollisionen auftreten. Dies hat zur Folge, daf dieses Verfahren,
das bei kleinem Besetzungsgrad b noch relativ gut funktioniert (vgl. auch Bild B.2),
bei groferem b sehr ineffizient wird. Typisch fiir die lineare Suche ist das Auftreten
von langen, zusammenhangenden Sequenzen von Eintrdgen mit starker Wachstumsten-
denz (“pile—up”-Phinomen).

Anzumerken ist, daR die lineare Suche in Kombination mit der Quotientenme-
thode (B.12) besonders problematisch ist, wenn bei den tatsichlichen Daten Cluster
aufeinanderfolgender Schliissel K, K 4+1,K +2,..., die dann mit (B.12) zu Clustern
R{K), h(K +1), (K +2),... in der Hash-Tabelle fithren, relativ wahrscheinlich sind.
Solche Cluster sind zu erwarten, wenn beim Gittergas die Schliissel K mit (B.7b) be-

rechnet werden [r — 7 £ 1 und damit X — K £ 1 bei Spriingen eines Teilchens in

+2 (a=1)-Richtung, Gl (B.2)].

(b) Eine deutliche Verbesserung der Effizienz Jaft sich von der folgenden, immer noch

sehr einfachen Methode erwarten, deren Suchsequenz durch
hi{K) = [h;_1(K)+t] mod H (B.186)
gegeben ist. Diese Sequenz gehort zur Klasse der Kollisionsauflosungen mittels sog. qua-

dratischer Suche [124) [— der “Abstand” h;(K) — ho(K) wachst nicht wie bei (B.15)
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linear, sondern quadratisch mit ¢]. Der Vorteil dieser Methode ist, daf dadurch, daf die
Schrittweite von der Anzahl der bereits erfolgten Suchschritte abhingt, Haufungen von
Sekundarkollisionen, vgl. (B.14), vermieden werden. Haufungen von Primarkollisionen
treten allerdings immer noch auf. Im aligemeinen hat die quadratische Suche den Nach-
teil, dafl das Kriterium 1 (erschdpfende Suche) nur unter gewissen Einschrankungen
erfullt werden kann [125]. Die speszielle quadratische Sequenz (B.16) ist auch deshalb fiir
die Simulationen gewahlt worden, weil bej ihr — wie man sich leicht tiberzeugen kann —
das Kriterium 1 zwar auch nicht fiir beliebige H, aber dafur fir jedes H = 27 mit ganz-
zahligem ¢ > 1 erfillt ist; der Vorteil der einfachen mod H-Berechnung, vgl. (B.12),
bleibt also erhalten. '

Anzumerken ist, dafl in der Literatur dariiberhinaus eine Vielzahl von Verfahren dis-
kutiert worden ist, bei denen dadurch, daf die Schrittweite selbst K—abhangig gemacht
wird, beide Typen von Kollisisonshaufungen vermieden werden kdnnen, vgl. [121]. Wie
sich z.B. die oben diskutierten Methoden (die quadratische bzw. lineare Suche) in diesem
Sinne modifizieren lassen, ist von Bell {126] bzw. Bell und Kaman [127] diskutiert wor-
den. Abgesehen davon, daf nun die Berechnung der Suchsequenzen aufwendiger wirdf,
sind bei diesen Verfahren bestimmte Einschrinkungen, z.B. bezliglich der erlaiibten
Werte fiir H, zu beachten. Insgesamt erschien es daher imn Fall der Simulationen sinn-

voller zu sein, bei der einfachen Methode (B.16) zu bleiben, die — vgl. unten — recht

gute Ergebnisse liefert.

In der vorangegangenen Diskussion ist bereits ansatzweise deutlich geworden, daf
die Effiziens eines bestimmten Streuspeicherverfahrens auch sehr von der konkret vor-
liegenden Situation abhangt, d.h. davon, fiir welche Schliissel wann und wie oft Zugriffe
auf die Hash-Tabelle notwendig sind. Vor den Simulationen der Depolarisation sind
daher verschiedene Testlaufe fiir das Gittergas durchgefithrt worden, bei denen die Sta-
tistik der Suchschritte in der Hash-Tabelle mitverfolgt wurde. Abgesehen davon, dafl
auf diese Weise verschiedene Realisierungen des Verfahrens miteinander verglichen wer-
den konnen, bieten diese Testlaufe auch die Moglichkeit abzuschitzen, bis zu welchem

Besetzungsgrad 4,4, ein bestimmtes Verfahren noch sinnvoll angewandt werden kann.

{Hier mufl allerdings nochmals explizit betont werden, daf natarlich weder Krite-
“rium 3 noch Kriterium 2 allein ausschlaggebend fiir das letztendlich entscheidende
Qualitatsmerkmal — die mittlere Zugriflszei! — des Verfahrens sind.
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Bild B.2 : Mittlere Anzahl der Suchschritle (“Bffektinitdt”) Sioe als Funktion des Beselzungsgrades b der
Hash-Tabelle (vgl. Tezt) fir verschiedene Suchalgorithmen und Schlisselberechnungen.
O: lin. Suche mil Schiussel (B.7h)
: quedr. Suche mit Schlissel (B.7h)
o: lin. Suche mit Schiwssel (B.7a}
e : quadr. Suche mit Schiussel (B.7a)
Simulation fird =2, N = 400, n = 200, H = 8192 und t,pqx = 150 (N =5).

Bild B.2 zeigt ein Resultat eines solchen einfachen Testlaufs und kann — in gewissen
Grenzen — als typisch angesehen werden. Aufgetragen ist in Abhangigkeil vom Besel-
zungsgrad b die sog. totale Effektivitat Siop verschiedener Verfahren. Diese Groflen wur-
den folgendermaflen ermittelt: Zu einer bestimmien Zeit i; < {max (i =1,2,...) wird
zum einen die Anzahl aller Bintrige in die Hash-Tabelle — also M*(¢;), vgl. (B.8) —
und damit b(¢;) = M*(#;)/H bestimmt. Zum anderen wird die Zahl aller bis ¢; erfolg-
ten Zugriffe auf die Hash-Tabelle, d.h. im wesentlichen die Zahl aller bis ¢; erfolgten
erfolgreichen elementaren MC-Schritte, sowie die Zahl aller dabei notwendigen Such-
schritte Ag, hi,... bestimmt; das Verhaltnis von beiden liefert Syo¢(%;) als die mittlere
Anzahl von Suchschritten pro Zugriff, bezogen aber auf alle bis t; erfolgten Zugriffe. Die
Datenpu;ﬁcte in Bild B.2 entsprechen der Auftragung von Syn(t;) versus b(f;), wobei

diese Grofen selbst jeweils Mittelwerte iiber N verschiedene Anfangskonfigurationen
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darstellen.

Bild B.2 zeigt erwartungsgemif, dafl die quadratische Suche (B.16) mit zunehmen-
dem b wesentlich effektiver als die lineare Suche (B.15) wird. Dartiberhinaus wird die
Abhangigkeit von der Wahl der Schliisselberechnung (B.7} deutlich: Die Berechnung
nach (B.7b), bei der benachbarte Schhisse! infolge von +:2-Spriingen einzelner Teilchen
relativ wahrscheinlich sind, liefert sowohi bei der linearen wie auch bei der quadratischen
Suche eine geringere Effektivitit als die Berechnung nach (B.7a), bei der die Schliissel
nicht in dieser Weise clustern. In aller Regel ist dieser Unterschied -— mehr oder weniger
stark ausgepragt — auch bei Simulationen mit anderen Parametern (d, ¢, N, H,{mq2) 70
beobachten und insofern typisch. Anzumerken ist allerdings, dafl in gewissen “patholo-
gischen Fallen”, d.h. bei bestimmten Konstellationen von H und N bzw. n auch einmal
der umgekehrte Fall eintreten kann, bei dem die Schliisselberechnung nach (B.7b) bes-
sere Resultate als die nach (B.7a) liefert. Sieht man von solchen Ausnahmen ab, so
kann zusammenfassend gesagt werden, dafl das Streuspeicherverfahren mit der Hash-
Funktion (B.12) bei Schliisselberechnung ( B.7a) und quadratischer Suche (B.16) unter

den hier diskutierten Alternativen die beste Effizienz garantiert.

Wie Bild 5.2 beispielhaft zeigt, ist bei einer Gittergas-Simulation, bei der die Hash—
Tabelle am Ende — d.h. bei der maximalen Zeit f,,,,2, bis zu der simuliert wird — zu
~ 80% besetst ist (byae ~ 0,8), davon auszugehen, dafl im Mittel etwa zwei Such-
schritte pro Zugriff erfolgen. (Diese Zahl, die von Fall zu Fall natirlich etwas schwan-
ken. kann, kann zumindest als ungefahrer Richtwert angesehen werden.) Sie erscheint
im Hinblick auf die Simulationen durchaus akzeptabel; zu berticksichtigen ist schliefilich
auch, dafl bei jedem (erfolgreichen) eMCS neben dem Zugriff auf die Hash—Tabelle noch
etliche andere Berechnungen ausgefithrt werden miissen. Eine groflere Wahl von bqz
bringt nicht mehr viel ein, da man dann fiir den — relativ unbedeutenden -— Speicher-

platzgewinn in Kauf nehmen muf, daf} sich das Streuspeicherverfahren unter Umstinden

drastisch verlangsamt.

Welchen Einschrankungen unterliegen nun die Simulationen infolge des beschrankt
zur Verfigung stehenden Speicherplatzes, der eine obere Grenze fiir die Grofle H der
Hash-Tabelle setzt? Die wesentlichen Parameter einer Simulation sind die Dimension d,
die Konzeniration ¢, die Maximalzeit ¢4, sowie die Gittergréfie N. Die Frage ist,

wie grofl N gewahlt werden kann, ohne daB der Besetzungsgrad der Hash—Tabelle den
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vorgegebenen Wert by, iliberschreitet; mit M*(tmez) = bimar - H, vgl. (B.8), und

n = ¢+ N ergibt sich
bnmx ) H
c: (3(‘51120.::))

Im Hinblick auf Finite-Size-Effekte ist dariiberhinaus naturlich wieder zu fordern:

N < Nimar = (B.17)

N > (s(tmaz)) , _ (B.18)

vgl. (B.9). Die Dimension d geht hier nur indirekt iiber die mittlere Zahl der verschie-
denen besuchten Plitze ein. Das Verhalten von (s(2)} sollte vor der konkreten Planung

einer Simulation — z.B. durch einfache Testliufe — im wesentlichen bekannt sein.

Um konkrete Beispiele fiir die nach (B.17) erlaubten Gittergréfien geben zu konnen,
nehmen wir an, daf} fiir die Hash-Tabelle 4 MBytes Arbeitsspeicher zur Verfugung ste-
hen und die Schliissel K ebenso wie die assoziierten Informationen A {— im Fall der
Depolarisation die Aufenthaltszeiten ¢, ; —) jeweils INTEGER-Groflen mit 4 Bytes
sind. Die (maximale) Grofle der Hash-Tabelle ist dann durch H = 219 — 524288 ge-
geben. Dieses Beispiel entspricht im wesentlichen der Situation bei den Simulationen
der Depolarisation im Gittergas. Jeweils fiir d = 1 — 3 und drei verschiedene Konzen-
trationen c zeigt Tab. B.1 — beispiclhaft fir tie = 1000 — die mittlere Zahl der
verschiedenen besuchten Platze (s(f,q,)) und den sich dann unter der obigen Annahme
mit baz = 0.8 aus (B.17) ergebenden Wert von Nyqe. Es wird deutlich, daf bei die-
sem tq. (das im Hinblick auf die Simulationen einen realistischen Wert darstellt) das
Verfahren in d = 3 bereits insofern schon an seine Grenzen stoft, als dafl das Verhaltnis
von Ninar zu {8(tmaz)), vgl. (B.18), bereits relativ unglinstig ist; bei ¢ = 0,5 wird
ungefihr jeder neunte Platz des Grundgebietes mindestens einmal besucht. Als Aus-
weg wurden daher in den Simulationen fiir d = 3 nicht alle Teilchen, sondern nur jedes
zweite oder dritte sur Mittelung herangezogen, womit das Gitter wmn einen entsprechen-

den Faktor grofler gemacht werden konnte.

Die Simulationen der Depolarisation, die fiir d = 1 — 3 und verschiedene Konzenira-
tionen ¢ durchgefithrt wurden, sollen hier nicht im Detail diskutiert werden. Allgemein
ist noch folgendes anzumerken: Wie deutlich geworden ist, sind allein schon aus Spei-
cherplatzgriinden den Zeiten #,q, obere Grenzen gesetzt, die mit zunehmender Dimen-

sion d deutlich kleiner werden. Beriicksichtigt man weiterhin, dafi P() mit zunehmender
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< (3(tma$)) Nnm.:t (S(tmnr)) Nnm:n (3(tnmar)) -Nnmm
0,1 31,0 135000 319 13160 593 7070
0,5 12,9 65000 1690 5240 306 2740
0,9 4,33 108000 33,2 14000 58,2 8000

Tab. B.1: Mittlere Zahl {5(#,nas)) der verschiedenen besuchten Plitze (Simmlation) und maximal erlanbte
Gittergrofle Noaz, vel (B.17), fiir timee = 1000, H = 524288 und byer = 0.8 (jeweils auf 3 Stellen

genau).

Dimension immer langsamer zerfallt, so wird ersichtlich, dafl in d = 2 und d = 3 der
Polarisationszerfall nur fiir einen relativ eingeschrankten Bereich an o~Werten simuliert
werden kann. [Beispiel Simulationen fiir ¢ = 0,5: t)00 = 10000, ¢ 2 0,001 in d = 1;
tmaz = 2000, 0 > 0,02 baw. o > 0,03 in d = 2 bzw. d = 3 ]

Die Simulationen wurden so durchgefithrt, daB in einem bestimmten Lauf (bestimm-
tes d, c¢) die Depolarisation P gleichzeitig fiir alle betrachteten Werte von ¢ bestimmt
wurde. Zu allen Zeiten, zu denen P fiir einen oder mehrere Werte von o ermittelt wurde,
wurden ferner der Mittelwert (3, t2(t)) sowie die — quasi von selbst anfallende — mitt-
lere Zahl {s(¢)) der verschiedenen besuchten Platze bestimmi. Die sich bei einer Simu-
lation ergebende mittlere CPU-Zeit pro eMCS hangt natiirlich in diesem Fall, bei dem
bei einem erfolgreichen eMCS vergleichsweise aufwendige Berechnungen durchzufithren
sind, mehr noch als im Fall der Spanverteilung in d = 1 von der Wahrscheinlichkeit ab,
mit der iberhaupt ein erfolgreicher eMCS ausgefiihrt wird. Nur zu Vergleichszwecken
soll hier wiederum die Groflenordnung der Werte angegeben werden, die sich aus den
Simulationen abschatzen liefen: In d = 1 lag die CPU-Zeit pro eMCS zwischen 15
und 25 psec, in d = 2 zwischen 20 und 35 usec und in d = 3 zwischen 13 und 20 psec,
wobel hier allerdings zu berticksichtigen ist, daB nur die Halfte bzw. ein Drittel aller

Teilchen zur Mittelung beitrugen.
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