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Abstract

The central aim of this report is the calculation of interatomic forces induced
by impurities in metals, in particular in Cu, Ni and Pd. Force calculations are an
important, but difficult problem in electronic structure calculations. The difficulty
arises from the fact, that the standard expression for the force, as given by the
Hellmann-Feynman theorem, requires a fully selfconsistent charge density. Con-
trary to the total energy, first order errors in the density lead to first order errors
for the force since the extremal properties with respect to the charge density are
lost. We review the different approaches presented in the literature how to deal
with this problem. Especially we derive a force formula which is based on a sphe-
rical core approximation and which is insensitive againsi small variations of the

core charge density. The present force calculations are based on this expression.

The charge densities entering in the force calculations are determined within
local density functional theory. We apply a recently developed full- potential KKR
Green’s function method and selfconsistently calculate the potential and charge
perturbations for the impurity and for six shells of perturbed host atoms. Kno-
wing the forces we use lattice statics in the harmonic approximation in order to
estimate the lattice displacements of the neighboring host atoms, as well as the
relaxation energy and the volume change induced by the defect. We compare our
results with EXAFS data for the nearest neighbor displacements and with X-ray
diffraction results for the volume changes. In general we obtain good agreement
for impurities with small valence differences. For strongly disturbing defects the
-calculations overestimate the lattice relaxations. The possible sources of these
‘errors are discussed. For non—magnetic impurities the calculated trends of the vo-
lume changes are reasonably well described by Vegard’s law, whereas for magnetic

3d—impurities strong deviations are observed due to magneto-elastic effects.
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1. Einleitung

In den letzten Jahren ist ein grofier Fortschritt im Verstandnis der elektroni-
schen Grundzustandseigenschaften sowohl von Idealkristallen als auch komplizier-
terer Systeme wie Kristallen mit Punktdefekten erzielt worden. Zur Beschreibung
realer Systeme ist eine quantenmechanische Behandlung des Vielelektronensystems
notig, welches einen sehr hohen numerischen Aufwand bedeutet. Die Dichtefunk-
tionaltheorie stellt praktisch die einzige Moglichkeit dar, eine Elektironentheorie
zur Beschreibung der physikalischen Eigenschafien des Festkorpers abzuleiten. So
basiert der Fortschritt auf der Entwicklung der Dichtefunktionaltheorie mit lokaler
Dichtendherung, den Verbesserungen der Methoden zur Berechnung von Band-

strukturen und auf der enormen Expansion numerischer Moglichkeiten.

Die Entwicklung der KKR-Greenschen Funktionsmethode, welche auf ein
Bandstrukturverfahren von Korringa, sowie Kohn und Roestocker [1, 2] zuriickgeht,
machte die Behandlung von Punkidefekien in Metallen als Grenzfall verdinnter
Legierungen moglich. Die ersten selbstkonsistenten Rechnungen dazu stellten Zel-
ler und Dederichs 1879 vor [3]. Mittlerweile ist die Methode noch entscheidend wei-
terentwickelt worden. So konnen die gestorten Potentiale mehrerer Nachbaratome
selbstkonsistent berechnet werden [4]. Auflerdem ist die Einschrankung durch das
Zugrundelegen eines radialsymmetrischen Potentials aufgehoben. Drittler et al.
haben den Formalismus so erweitert, dafl da.s Zellpotential mit semer vollen Ani-

sotropie behandelt werden kann [5].

" Allen Defekien ist gemeinsam, daB sie eine Verschiebung der Nachbaratome
bewirken, die :ﬁach auBen hin abklingt und ohne suBere Krifte 'besi.:ehe;'l bleibt.
Die so entstehenden Gitterrelaxationen sind allerdings bei den obigen Rechnungen
-durch ‘die :Anna,:hme, daf die Atome -'é,uf 'ihren Idealgitterplatzen fixiert bleiben,
_ .irerﬁachlé,ssigt worden, obwohl unbestritten ein enger Zusamm_enhang gwischen ei-
“nerseits den elektronischen und chemischen Eigenschaften, andererseits aber é‘_uch
zwischen den elektronischen und "ela,stischen'Eigenschaften des Festkorpers be-
"steht. Verantwortlich fiir ‘die Verschiebung der Nachbaratome ist die durch den

- Defekt induzierte L&dungsdichteinderung_, ‘welches den Zusammenhang zwischen




elektronischer und atomarer Struktur verdeutlicht. So kann die Beriicksichtigung
der atomaren Geometrie einen entscheidenden Beitrag auch zum Verstandnis elek-

tronischer Eigenschaften des Festkorpers leisten.

Untersuchungen zur Festkorperstruktur finden schon seit Jahrzehnten grofles
Interesse. In ersten Ansatizen wurden empirische oder semiempirische Modelle
fir das interatomare Wechselwirkungspotential zugrundegelegt [6]. Diese konnen
die experimentellen Daten haufig erfolgreich reproduzieren und bleiben deshalb
auch in Zukunft fir die Anwendung hilfreich. Mittlerweile ist die Berechnung von
interatomaren Kraften zum niiheren Verstindnis von Gitterrelaxationen auf der
Basis von first-principle Rechnungen moglich geworden. Kraftrechnungen haben
allerdings in der Vergangenheit zu erheblichen Problemen gefiihrt, da im Vergleich
zu (lesamtenergierechnungen die Anspriiche an die Berechnung der Ladungsdichte
sehr hoch sind. Rechnungen, die mit Anwendung des Hellmann-Feynman Theo-
rems [7] fiir die Kréfte durchgefiihrt wurden, ergaben daher nur sehr unzufrieden-
stellende Ergebnisse. Die Hellmann—Feynman Formel fordert namlich eine exakie
Lésung des Selbstkonsistenzproblems zur Bestimmung der Ladungsdichte und so-
mit eine I;riizise Beschreibung der durch die Implantation von Storatomen entste-
henden Polarisation von Core— und Valenzelektronen, Eine Reihe von Arbeiten
haben sich in der letzten Zeit mit diesem Problem beschéftigt und Alternativen zu
Hellmann—Feynman Kraften entwickelt. Eine sehr ausfithrliche und komplexe Un-
tersuchung der Korrekturen fiir unvollstindige Basissatze im Rahmen einer mole-
kularen Hartree-Fock Methode ist bei P. Pulay zu finden [8, §]. Diese Korrekturen
zum Hellmann-Feynman Ausdruck verschwinden fiir die exakte Dichte, eleminie-
ren sonst aber Fehler erster Ordnung der Dichte in der Kraftformel. C.Satoko dis-
kutierte entsprechende Anwendungen im Rahmen der LCAC-X, Clustermethode
und berechnete den Gradienten der Gesamtenergie fiir die Chemisorption eines
__Sauer_stoffatéms anf einer Aluminium (116)-Oberflache [10]. Bendt und Zunger
lieferten einen ahnlichen Vorschlag zur Ermittlung von Kréaften im Zusammenhang
._x'nit der Diskussion einer gleichzeitigen Relaxation von Kernen und Elektronen [11].
o In einer erst kiirzlich erschienenen Verdffentlichung leiteten J.M. Soler und A.R.

Williams einen Kraftausdruck im Rahmen des APW-Verfahrens ab [12].

: .Scheﬁer ét al. berechneten Krafte fiir eine Leerstelle in Silizium. Die a.ui_'—

' 't.r_e_tenden Schwierigkeiten bei der Anwendung des Hellmann— Feynman Theorems




wurden hier per Konstruktion umgangen, indem ein Pseudopotentialansatz unter

Einschlufl der Basissatzableitungen von Gauf} Basisfunktionen benutzt wurde [13].

O.1. Nielsen und R.M. Martin stellten in ihrer Arbeit eine andere Moglichkeit
vor, wie das Hellmann-Feynman Theorem und die damit auftretenden Probleme
umgangen werden konnten. Sie schlagen vor, quantenmechanische Krafte mit
Hilfe eines Oberflichenintegrals iiber den mikroskopischen Spannungstensor zu

berechnen [14].

Ziel dieser Arbeit ist es, durch Ableitung einer neuen, modifizierten Kraftfor-
mel unter Anwendung der Dichtefunktionaltheorie und einer Greenschen Funkti-
onsmethode fiir das volle Zellpotential, Krifte fiir verschiedene Metallegierungen
zu berechnen, um damit Aussagen iuber die elastischen Eigenschalten von Legie-

rungen machen zu konnen.

Nachdem im anschlieflenden Kapitel die Grundziige der Dichtefunktionaltheo-
rie und der KKR~Greenschen Funktionsmethode fiir ein radialsymmetrisches und
ein volles Zellpotential vorgestellt worden sind, wird im dritten Kapitel die gene-
ralisterte Kraftformel, die den Berechnungen zugrundeliegt, abgeleitet. Es werden
in diesem Zusammenhang die Probleme der Hellmann— Feynman Kraft diskutiert.
Im vierten Kapitel werden schliefilich die mittels der Krafte berechneten Ergeb-
nisse, wie Nachstenachbarverschiebung, Volumenanderungen und auch der Beitrag
der Relaxationsenergie zur Gesamtenergie, vorgestellt. Diese werden, soweit wie

moglich, mit experimentellen Daten verglichen.




2. Theoretische Grundlagen

Im ersten Teil dieser Arbeit mdochten wir die der Arbeit zugrundeliegenden,
theoretischen Methoden vorstellen. Verzichten werden wir dabei auf langere Ab-
leitungen und Beweise. Fir eine ausfithrliche Beschreibung verweisen wir auf die

aufgelisteten Referenzen [1-5,15-40].

2.1 Dichtetunktionaltheorie

Einen méglichen Rahmen zur quanienmechanischen Behandlung des Vielelek-
tronensystems des Festkorpers liefert die Dichtefunktionaltheorie. Sie hat sich im
letzten Jahrzehnt als ein gutes Werkzeug zur Beschreibung von Grundzustandsei-
genschaften des Festkorpers bewahrt {15].

Ausgangspunkt fiir die in letzter Zeit zahlreich durchgefihrten ab-initio-
. Rechnungen, also Rechnungen, in denen nur die Kernladungszahl und gegebe-
nenfalls die Gitterstruktur als Eingabeparameter eingehen, waren die Arbeiten
von Hohenberg und Kohn [16] und Kchn und Sham [17].

Danach ist' die Kenntnis der komplizierten Vielteilchenwellenfunktion
¥(X;...Xp) (Orts— und Spinkoordinate X; := (r;, v;)) zur Beschreibung des
Grundzustandes nicht erforderlich. Das Vielkorperproblem wird formal durch die
Binfithrung der Einteilchendichte als elementare Grofle auf ein Einteilchenproblem
in einem effektiven Potential abgebildet. |

Der Hamiltonoperator fiir ein N-Elekironensystem im &ufieren Poteniial

Vez:(r) lautet in Ortsdarstellung:

N
+ Z Vewt(Ti) (2.1)

i=1

iH(I‘l.. ZVZ-%-ZE

i=1 1=l
Jeti

|fz"§' I

~ (in atomaren Einheiten: = 1, m = 1/2, ¢? = 2, Lingen in Rinheiten des
. Bohrschen Radius a,).
" Das suflere Potential Vig(r) beriicksichtigt das elektrostatische Feld der

Kerne, welche an ithren Idealgitterplitzen fixiert sind.




2.1.1 Theorem von Hohenberg und Kohn

Der Dichtefunktionalformalismus beruht auf zwei Aussagen von Hohenberg
und Kohn [16], unter Voraussetzung der Nichtentartung des Grundzustandes:

1) Alle Grundzustandseigenschaften eines Vielteilchensysiems sind allein durch
die Einteilchendichte no(r) bestimmt und lassen sich als eindeutige Funktio-
nale dieser Dichte ausdriicken. So auch die Gesamtenergie £, = E[n,y(r)],
welche zudem noch

2) ein Variationsprinzip erfilllt, so dafl En(r)] > Elno(z)] = E,. Dieses
Energiefunktional E[n(r)] nimmt also fiir die exakte Grundzustandsdichte
no(r) ein absolutes Minimum an, dessen Wert die Grundzustandsenergie E,
ist. Bei der Variation muf} als Nebenbedingung die Teilchenzahlerhaltung

- [dra(r) = N berlicksichtigt werden.

Die Einteilchendichte ist dabei wie folgt definiert {in Dirac Notation):

N
= Zj <P(Xy.. . XW)6(E —r)lp(Xy ... Xp) > (2.2)

mit <Pl >=1

Formal erhalt die Theorie hiermit die Struktur einer Einteilchentheorie, obwohl
alle Vielteilcheneflekte eingeschlossen sind.

Als Alternative zum indirekten Beweis von Hohenberg und Kohn hat Levy
einen einfachen direkten Beweis gegeben, der sich an das Rayleigh-Ritzsche Va-

riationsverfahren anlehnt [18,19].

" Durch die Einfiihrung der Magnetisierungsdichte m(r) wurde der Dichtefunk-
tionalformalismus von Barth und Hedin [20] erweitert und ermdglichte die Be-

B _échreib_ung von ma.gnetischen Systemen. Der Hamiltonoperator lautet dann:

H(Z‘l zvz-i'z Z 'E‘z V;esi fﬂ) Z#BB (z m(r,) (23)

L s j¢= J

1]




Filir die Magnetisierungsdichte gilt:
m(r) =< ¢| 3_oib(r —xi)ly > - (29
i

wobei o; der Vekior der Pauli Spinmatrizen ist.

Die Magnetisierungsdichte 1at sich in vielen Fillen auf eine Komponente in

Richtung e, eines dufleren Feldes zuriickfuhren.
m(r) = m;(v)e; = m(r)e;

Fiir diesen Fall lassen sich Ladungs- und Magnetisierungsdichte in Abhéngig-
keit der Spindichten der Majoritdtsladungstrager n4(r). und der Minoritatsia-

dungstriger n_{r} ausdriicken. Aus den zwei grundlegenden Variablen folgt dann:

n-(r) = a(r) (2.5)

=
i
<
.+_

Die Energie geniigt wieder einem Variationsprinzip derart, dafl nun gilt:
Elny(r), n-(r)] 2 Elno+(r), no-(r)] = Eo (2.6)

Eine ausfiihrliche Behandlung der Dichtefunktionaltheorie, auch fiir magnetische
Systeme, ist in [21] zu finden. Der Ubersicht halber werde ich im folgenden auf
die explizite Angabe der Spinabhangigkeit verzichten. Es 18t sich grundsatzlich

alles leicht auf den Fall der Spinpolarisation verallgemeinern.

2.1.3 Kohn—-Sham Gleichungen

Zur Berechnung von Grundzustandseigenschaften ist es nun weiterhin notig,
eine geeignete Darstellung des Energiefunktionals Efn(r)] zu finden, um dieses
dann zu minimalisieren. Leider erscheint es unmaglich, eine exakte Darsteilung

'anzugenen Kohn und Shaim spalten das Ene:sxefmktxonal wie {Glgt o,uf {17]
 Bla(e)] = Toln()] + Ula(e)] + Becln(r)] ReXy

~ wobei Ty[n(r)] die kinetische Energie eines Systems nicht wechselwirkender Elek-

..tronen ‘mit der Dichte: n(r) darstellt. U [n(r)] beschreibt dle Wechselwukung der




Elektronen untereinander in Hartree Naherung und die Wechselwirkung mit den
Atomkernen. Egzc[n(r)] enthalt definitionsgems samtliche Korrekturen zur kine-
tischen Energie und zur Hartree Naherung infolge von Austausch und Korrelation.
Danach sind alle Vielteilcheneffekte im sogenannten Austausch-Korrelations Ener-
giefunktional Ey; konzentriert. Es ist nur unter Annahme geeigneter Naherungen
anzugeben (siche 2.1.4). Die Einfiilhrung des Funktionals Ts[n(r)] fir hypothe-
tisch nichtwechselwirkende Elektronen ist von besonderer praktischer Bedeutung,
da sich zum einen dieses Problem exakt l6sen 188t und zum anderen 7 den uber-

wiegenden Teil der kinetischen Energie darstellt.

Fiir nichiwechselwirkende Elektronmen ist die Grundzustandswellenfunktion
(X1 ... Xpy) eine Slaterdeterminante von Einteilchenfunktionen ¢y(r;,0;) . Die
Einteilchendichte n(r) und die kinetische Energie T3[n(r)] sind dann gegeben
durch:
o N/2 Nf2

=23 el . Thel=23 Jar nEEnte e

Da dies fiir beliebige Funktionen ,(r) gllt, konnen wir diese Gleichungen als
eine implizite Darstellung des Funktionals Ts[n(r)] auffassen. Die Einfihrung der
Einteilchenfunktionen ¥, (r) legt es dann nahe, die Euler-Lagrange Gleichungen
des Variationsproblems von E[n(r)] mit der Nebenbedingung der Teilchenzahler-
haltung umzuschreiben auf eine Variation nach den Einteilchenwellenfunkiionen

¥y{r). Aus den Euler-Lagrange Gleichungen fir die Dichte n(r)

66()( [n(r)] - Ep(fdrnf) N))-—szw 5iﬁ.)=Ep

erhalt man dann

sy (B vl - ([ de i) -1)) =0 29)

wobei die Lagrangeparameter ¢, die Normierung der Wellenfunktionen ¥, garan-

tieren. Dies fithrt auf die sogenannte Kohn-Sham Gleichung
(—V2 + Veggln(e) o (7) = eutpu(e) (2.10)

Die 9,(r) gehorchen also einer schrédingerartigen Gleichung mit effektivem Po-

| tentml das gegeben ist durch

n(r’) 6 Exe[n(r)] :
Ve gl = Vi) 42 [ ' P+ 2 (211)




wobel pze = 6%%%“5, das Austausch-Korrelations-Potential, noch ndher zu be-
stimmen ist. Trotz des scheinbaren Einteilchencharakters ermoglichen die Kohn-
Sham-Gleichungen im Prinzip eine exakte Berechnung der Grundzustandsdichte
n(r). Das Problem liegt aber in der notwendigen Naherung fiir Ex[n(r)], da die-
ses Funktional nicht exakt bekannt ist. Die ¢,(r) und ¢, haben, wie schon kurz
erwahnt, keine direkte physikalische Bedeutung, sondern dienen lediglich zur Be-
stimmung der Dichte n(r). Das heiit, physikalische Gréflen erhalten im Rahmen
der Dichtefunktionaltheorie nur dann auch physikalische Aussagekraft, wenn ihr
Zusammenhang mit der Dichte bekannt ist. In Praxis werden die 1, (r) haufig als
Finteilchenwellenfunktionen im Sinne einer Slaterdeterminante fiir die Grundzu-
standswellenfunktion und die ¢, als Anregungsenergien eines Elektrons (im effekti-
ven Feld der anderen) interpretiert. Die Kohn-Sham Gleichungen werden iterativ
geldst. Da das effektive Potential wieder von der Dichte abhangt, fiilhri dies zu
einem Selbstkonsistenzproblem. Mit einer Startdichte nl(r) wird Vs ¢[nl(r)] be-
stimmt und man erhalt damit die erste Losung #L(r). Mit pl(r) 148t sich eine
neue Dichte n2(z) berechnen. Das Selbstkonsistenzproblem gilt als geldsi, wenn

gilt:

™) & n™Fl(x) (2.12)

2.1.4 Lokale Dichtendherung

Ein zentraler Punkt der Dichtefunktionaltheorie ist das Auflinden von geeig-

neten Niherungen fiir das Austausch-Korrelations Energiefunktional Ezc[n(r)].

Eine recht einfache, doch gute Ergebnisse liefernde Niherung ist die lokale
Dichtendherung. Hierbei werden die Ergebnisse von quantenmechanischen Viel-
teilchenrechnungen fiir ein wechselwirkendes homogenes Elektronengas zur Be-

. “schreibung von inhomogenen Systemen herangezogen.
inhomogenes System :  Egc[n(r)] & [ dr n(r)elo™(n(r)) .(2.13)
¢hom(n) ist hierbei die Energiefunktion des wechselwirkenden homogenen Elek-

| “tronengases mit der Dichte #» und dem Volumen V. Es sind eine Beihe von recht

- :}_z_omogenes System: Eoe=V -0 Eggm(n) n = n(r) = Lonst




guten Naherungen fiir €*2™ bekannt. Bei unseren Rechnungen haben wir das lokale
Spindichtefunktional von v. Barth und Hedin [20] verwendet, welches im parama-
gnetischen Fall in das von Hedin und Lundquist {22] iibergeht. Wir verwendeten
dabei nicht die Parameter von Barth und Hedin sondern die von Moruzzi, Janak

und Williams [23] vorgeschlagenen Werte.

Das Austausch-Korrelations—Potential ugc(r), welches iiber das effektive Po-
tential in die Kohn-Sham Gleichung (2.190) eingeht, wird somit zu einem lokalen

Potential.

paele) = 2052 o L (n(a)chem () (2.14)

dn(r)

Die lokale Dichtenaherung lefert in vielen Fallen sehr gute Ergebnisse. Die Rand-
bedingung, daf} die Dichte langsam veranderlich sein muf, hat sich in der Praxis als
unnotig erwiesen. Rechnungen mit verbesserten Gradientenentwicklungen liefern
i.a. schlechtere Ergebnisse als die lokale Dichteniherung selbst. Im allgemeinen
sind die Ergebnisse der lokalen Dichtefunktionaltheorie umso besser je delokali-
sierter die Elektronen sind. Probleme gibt es daher vor allem bei lokalisierten
Systemen, wo die Korrelation eine besondere Rolle spielt und nicht mehr pauschal

durch eine mittlere-Feld—Naherung beschrieben werden kann.

2.2 KKR~-Greensche Funktionsmethode

" Bei den Rechnungen, die in dieser Arbeit vorgestellt werden, handelt es sich
ausschliefilich um Rechnungen fiir Kristalle mit Punktdefekien. Ubliche Band-
strukturrechnungen kdonnen zur Beschreibung solcher Defekisysteme aufgrund der

gebrochenen Translationssymmetrie nicht angewendet werden. Die (reensche

‘Funktionsmethode erlaubt eine sehr effekiive Behandlung derartiger Probleme.

" Der urspriingliche KKR-Bandstrukturformalismus wurde von Korringa [1],

' Kohn und Rostocker [2] vorgestellt. Erweitert wurde dieser von Dupree [24], Beeby
- [25]) und Holzwarth [26] auf Systeme mit lokalisierten Defekien. Sowohl Zeller und

Dederichs [3] als auch Terakura [27] entwickelten die Methode zur Anwendung auf

‘reale Systeme weiter.




Eine wesentliche Niherung ist die Annahme von radialsymmetrischen Poten-
tialen (Muffin-tin, Atomic Sphere Potentiale). Es hat sich allerdings gezeigt, dafl
dies fiir viele Anwendungen, vor allem bei dicht gepackten Kristallstrukturen, keine
kritische Naherung darstellt.

Kiirzlich ist von Drittler et al. [5] eine erweiterte Greensche Funktionsme-
thode entwickelt worden, die das volle Zellpotential berticksichtigt und es er-
laubt, Systeme zu behandeln, bei denen die anisotropen Beitrige wichtig werden.
Fine glaubwiirdige Berechnung der durch den Defekt entstehenden interatomaren

Krifte wire ohne diese Weiterentwicklung nicht moglich gewesen.

2.2.1 Radialsymmetrisches Potential

Das Kristallpotential des idealen, also ungestorien Kristalls ist translationsin-

variant. Es gilt fir einen beliebigen Gittervektor R
V(ir4+R") = V(r)

Durch einen Defekt wird diese Symmetrie gebrochen.

Bei der Muffin—tin Naherung teilt man den Raum auf in sich beriihrende
Muffin—tin Kugeln, die an den Atomlagen R" zentriert sind, und in das restliche
Zwischengittergebiet. Wahrend man innerhalb der Muffin-tin Kugel sphérisch
symmetrische Potentiale annimmt, erseizt man im Zwischengittergebiet das Po-
tential durch eine Konstante, dem Mittelwert des Potentials in diesem Bereich. Im
allgemeinen wihlt man den Energienullpunkt so, dafl er mit dieser ”Muflin-tin~
zero Konstanten” iibereinstimmt. Das Potential ist dann gegeben durch:

o _ .
() = {ZaValr—R*)  |r—R*|< Ryr (2.15)

AT

1%
- Lo sonst

Eine dem Muffin~tin Konzept sehr dhnliche Ndherung ist die *Atomic Sphere Ap-
- proximation’ (ASA). Hierbei wird der Radius der Potentialkugeln so gewahlt, dafl
das Kugelvolumen mit dem Volumen der Wigner-~ Seitz Kugel ibereinstimmt.
. Bei Defektproblemen liefern ASA~Rechnungen, trotz eines leichten Uberlapps,
‘aufgrund der grofleren Raumausfillung etwas bessere Ergebnisse als Muffin-tin

.' ‘Rechnungen. Dies kommt daher, weil die Muffin-tin— zero Konstante durch den
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Wirtskristall bestimmt ist und nicht in der Nahe des Defektes adjustiert werden
kann.

Aufgrund des drehinvarianten Potentials lassen sich Lésungen der Kohn-Sham
Gleichung in einen Radialanteil #{*(r, E) und einen Winkelanteil, dargestelit durch
Kugelflachenfunkiionen Yi, (9, p) = Yi(#), aufspalten. Dabei ist F}(r, £) die

Losung einer radialen Differentialgleichung zweiter Ordnung.

L rpn By + [AED

+ Veps(r) — B rF}(r, B) =0 (2.16)

Zu jeder Energie E, jedem Drehimpuls £ und jeder Spinrichtung existieren zwei
linear unabhéngige Losungen, welche sich durch ihr Verhalten am Ursprung un-

terscheiden.

A3(r,E) = R}(r, E)Yi() , r—0 ~ 7t

regulare Losung
und

Hi(s,B) = B}, BYL() , r=0  ~—

irregulidre Losung

Fiir ein verschwindendes Potential (V{r) = 0) gilt
Ry(r, B) = jy(VEr)
Hy(r, F) = h‘g(\/g?)

he(VEr) = ny(VEr) — ijy('Er) ~— sphérische Hankelfunktion
je(VEr) — spharische Besselfunktion
ng(VEr) — sphérische Neumannfunktion

Mit Hilfe der Greenschen Funktion g(r, ¥/, E), welche die Lésung der Kohn-Sham
Gleichung fiir den potentiaifreien Raum darstellt

(V2 + E)g(z,¥', E) = 6(x — ¢") (2.17)
18t sich die Differentialgleichung der 1, (r) auch als eine Integralglelchung, der

] Llppmann—Schwmger Gleichung, schreiben.
Yz, B) = ey f dr' g(r, s )V ('Y (e', B)
| Nki=vE - (2.18)
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Dabei wird die einfallende ebene Welle ¢'*T am Potential V(r) gestreut.

Mit den bekannten Drehimpulsentwicklungen fiir die einfallende ebene Welle

und der freien Greenschen Funktion
¥ = S darit (rVE) YL (7)Y (K)
L

1 eiVE(r-r)

g(x, r'; E)= - ym W r< = Min{r, '}
= S VEL(VErQh(VErsYi By (#) > = Max{nr}
17 )
= > g(r, 7"y EYYL(8)YL(¥')
L
und

Wy (r, B) = ;47;-#?}(?, EYY; (8)Y7 (k)
= > 4mi'FE(x, E)Yy (k)
L

erhilt man die radiale Lippmann-Schwinger Gleichung fir die reguliare Losung
n : Rws 2 3.7 ! ne Ly pn
R} (r, E) = jy(r, B) + [ 1l g(r, o' BV " (') R} (', B) (2.19)
und analog fiir die irregulare Losung

ws

- R
H}(r E)=H}r, E)+ -/(; ?'2d;*'gz(?°, o E)V”(r')ﬂ? ('r’, E) (2.20)

wobel

- . tRB

776, 8) = hatr B) (1= VE [ Pt s BNV ), )
so.gewahlt wird, dafl | |

und

Hi(r, By =hy(rVE) r2Rws

 gewahrleistet ist.

~ Aus der Integralgleichung (2.19) fir Bj(r, E) folgt fiirr > Ry g

Ry(rn E)= je(VE?) + \/gi?(E)hg(\/E?) (2.21)
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wobeil die i-Matrix definiert ist als

L (E) =< iYL | VIBp > =6, <jg| VIR >
=5y 1y (B) (2.22)

in Qrt_sd_arstellung
Ry .
t4(E) = L * 1 2drj(VEX)V (r)Ry(r, E)

d.h., die i-Matrix fir ein radialsymmetrisches Potential beinhaltet in I~
Darstellung nur Diagonalelemente.

Analog zur Entwicklung der Greenschen Funktion fiir den potentialfreien
Raum g¢(r,1'; E) 188t sich die Greensche Funktion Gs(r,’; E) fiir ein spharisches
Potential ¥ (r) entwickeln '

Gs(r,r E) = \/E§YL(i‘)Rf(f‘<,E)Hz(rmE)YL(f") (2.23)

wobel

(=V24+ V() = B)Gs(x, 2} E) = —8(r — 7')

gilt. G(r, 1/, E} beschreibt die Ausbreitung von Teilchen der Energie £ im Raum
mit Potential V(r), welche durch eine stationare Quelle am Ort ¢/ erzeugt werden.

'-.Fiir_ei_n System von Streupotentialen V"(r) (2.15) erhélt man fir die Ent-
wicklung der Greenschen Funktion nach den @ben_ abgeleileten Radialfunktionen

in zellzentrierten Koordinaten [28]

r—r+R", oy +RY U r ' < By D

G +RNY +RYE) = 6,,VES YL ()R} (r<, E)H}(r>, EYY1(E)
" _ . . ' ; . '
o+ 3 VBB, EYGEL(E)R (7, EYY (7).
LI R : LT e
P nn!G?_(?)r” E) +ZR%(T7 E) %%’(E)RE:(?” E) '.
LEY : : . S

" Die Greensche Funktion 138t sich also in zwei Beitrage aufspalten: -~ 0
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- Der erste Term beschreibt die Streuung an einem einzelnen Streupotential
im ansonsten freien Raum.Dieser beriicksichtigt den Quellterm 6(r — ') in

der Schrédingergleichung durch die irregulire Funktion H}(r, E).

- Der zweite Term beschreibt die Vielfachstreuung der Elektronen {Riickstreu-
ung). Erist quellfrei und enthalt daher nur die reguldren Einzelstreulosungen

% (r, E) der Kohn—Sham Gleichungen fiir eine ebene Welle jy(vEr)Yy(F)
am Potential V*(r). Die gesamte Information der Vielfachstreuung liegt in
den Entwicklungskoeffizienten E’E,(E'), der strukturellen Greenschen Funk-
tion, welcher deshalb auch besonders grofie Bedeutung zukommt, und auf

deren Berechnung wir uns im folgenden konzentrieren.

" Bis jetzt sind alle Ausfiihrungen sowohl fiir den Idealkristall als auch fiir den
defektbehafteten Kristall giiltig. Doch im weiteren werden wir die Greensche
Funktion des Idealkristalls 8? (r,*'; E) von der des mit einem einzelnem Defekt
gestorten, aber sonst idealen Kristall G(z,t'; £} unterscheiden. Beide sind iber

die Dysongleichung miteinander verkniipft.
Q
G(r,v' E) =G (r,v; E) + fdr" G (r,2"; E)AV (")G(x",¥'; E) (2.25)

Dabei beschreibt AV(r) die Potentialstorung durch das Fremdatom. Fiir den
Defektkristall gilt
e V(r) =V (x) + AV(r)

Aus der Gleichung {2.25) werden die Vorteile der KKR-Greenschen Funktionsme-
thaode immi‘ttelbar deutlich. Die Integration erstreckt sich nur iiber das Gebiet
der 'Potentialstﬁrung AV(r). Diese Storung wird in Metallen kurzreichweitig ab-
geschirmt, und so ist nur in der Nihe des Stératoms die Stérung AV (r) deutlich
von Null verschieden. Auflerdern werden simtliche Bandstruktureffekte des Wirts-
kristalls mit G (v,2', E) berticksichtigt. Die Stérung durch einen Defekt im sonst
unendlich idealen Kristall wird so exakt beschrieben. Bei Clusterrechnungen, wo
‘der Wirtskristall durch eine begrenzte Anzahl von Atomen in der Defektumge-
._b_ung simuliert .wir_d, ireten Rinbettungsprobleme auf, da bei kleinen Clustern fast
‘alle Wirtsatome an der Oberfliche des Clusters liegen. Dieses Einbettungspro-
blém Wird durch die Einfiihrung der Greenschen Funktion des idealen Kirstalls
exakt gelost. Ahnliche Nachteile wie bei Clusterrechnungen gibt es bei der Su-

. "pe_rz_el_lm__ethode, ‘wo die Defektstruktur periodisch wiederholt wird und storende
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Wechselwirkungen zwischen den Defekten entstehen. Ein weiterer Vorteil im Ver-
gleich zu diesen Methoden ist die Beschrankung des Selbstkonsistenzproblems auf
die Defektpotentiale. Es miissen also nicht nach jeder Iteration alle Potentiale neu
berechnet werden.

Setzt man die Entwicklung der gestorten und ungestorten Greenschen Funktion
(2.24) in die Dyson Gleichung (2.25) ein, so erhélt man nach einigen Umformungen

einen Zusammenhang zwischen den strukturellen Greenschen Funktionen [4].
! 0 ! o " o 1
ORI SACIVACE LY
n
mit
AT (B) = 1 (B)- i }(B)

Die Bestimmung der Greenschen Funktion des Defektproblems wird somit in meh-
rere Schritte aufgeteilt:

- Ermittlung von G%(x,t/, E) durch Losung der radialen Kchn-Sham Glei-

chungen zu allen Einzelstreupotentialen V(| r — R" |).

- Berechnung der strukturellen Greenschen Funktion é’ EE”(E) des Wirtskri-

stalls.

- Losen der Dyson Gleichung (2.26).

Die strukturelle Greensche Funktion des Wirtskristalls, welche die gesamte
Information der Kristallstruktur enthalt, muf hier einmal fiir jeden Gitter-
typ bestimmt werden. Die Berechnung G E‘-:,(E) kann so vom Selbstkon-
sistenzprozef fiir den Defekt entkoppelt werden. Sie wird mit Hilfe eines
KXR-Bandstrukiurprogramms berechnet. Der Imagindrteil wird iber eine
Brillouinzonen-Integration bestimmt, und der Realteil ergibt sich dann mit der
Kramers-Kronig Relation. Fiir nshere Einzelheiten zu diesem Verfahren und da-

bei aufiretende Probleme siehe [29].

© 2.2.2 Volles Zellpotential

Im folgenden wird das Kristallpotential dargestellt als Summe von Zellpoten-

" tialen, welche nicht mehr als radialsymmetrisch angenommen werden, sondern
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mnerhalb der Wigner—Seitz Zellen anisotrope Beitrage berlicksichtigen. Der ganze
Raum ist dann durch nicht iiberlappende Zellpotentiale aufgefullt. Analog zu
(2.24) 188t sich die Greensche Funktion nach Eigenlosungen entwickeln [30].

Gir+R" ¢ + Rﬂ!; E)= \/Eé,mxz H}(rs; E)R} (r<; E)
' L
+ 3 RY(r; E)GY3(E) R (2 B) (2.27)
L

Im vorangegangenen Kapitel haben wir gesehen, dafl fir ein spharisch symmetri-
sches Potential, die Eigenlosungen sich als Produkt einer Radialfunktion mit einer
Kugelfunktion darstellen lassen.

Im Fall des vollen Zellpotentials ist die Berechnung der Wellenfunktionen durch
das Losen von gekoppelten Radialgleichungen wesentlich schwieriger. Analog zu
(2.19) 1aBit sich By (r, E) als Losung der Lippmann-Schwinger Gleichung fiir eine
einfallende Welle j; (VEr)Y(#) darstellen als

Ry (v, B) = jp(VENYL(E) + [ de'y(r, ', E)V () By (r', B) (2.28)
Entwickelt man alle Groflen in (2.28) nach Drehimpulsen Z':
V(E‘I) = Z VLI(?‘)YLf(I")
Ll'

Vppa(r % CrpVilr)

Iﬂ'

mit den Gaunt Koeflizienten Cy, pr = Chign™
R— Cpmn= [ OVLEYLEY1 ()
'und -'RL(T, E) = Y Ry, E)YL:(E'), so ergibt sich fiir jedes £
- Ryg(r, B) = io(VE)Spp+ jﬁRws “dr'gu(z,x'; E) 2 > V(') Ryup (v, E)
.Fir das folgende ist es zweckmafig, das Potential V(r) in einen isotropen und

‘einen anisotropen Anteil aufzuspalten. So erhalt man

V()= +1§OVL(?‘)YL( £) =Volr) + AV(x)
;.AVL,?LM(?') = %0 CL'L”LVL(?)
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Die Losungen zum spharisch symmetrischen Potential lassen sich, wie in Kapitel

2.2.1 besprochen, leicht berechnen.
Rppp(r, E) = Ry(r, E)opsy,  fir V(r) = Vo(r)

So 1a8it sich in Anlehnung an (2.28) eine modifizierte radiale Lippmann—Schwinger

Gleichung fur die regulare Losung formulieren

Rpp(r, B}y = Ro{r, E)opip + /(;RWS ?’Zdr'Ggf(r, s E) Z,;. AVppn(r)Rpup (v, E)
t (2.29)
G5 (r,v'; E) ist dabei die radiale Greensche Funktion zum radialsymmetrischen
Potential V(r).

Fir die irreguldre Lésung ergibt sich entsprechend

B
HLIL(?, E) = HE](T’, E) (6LL' — \/E-H/b we ?rsz’Rgl(?!, E) z AVLILH(?")HLHL(T’, E) )

LH’

R
+ ./{; ws T’sz’Gg:(T, T"; E) Z AVLILH(T‘,).HLHL(TF, E) (230)
i

wobei die Randbedingung
Hpp(r, B) = Hp(r, B)oppy = hfr(\/Er)éLLr fir r> Bwg

erfillt wird.

Gel6st werden die Gleichungen (2.29) und (2.30) iterativ, wobei By r/(r, E) und
Hyip(r, E) nach Potenzen vor AV(r) in eine Bornsche Reihe entwickelt werden

Rrp (n B) = j?'zdrrGg(?, v E) 3 AVppa(r)Ru(e', E)sppn

LH’

usw. -

Fiir die Berechnung der Leerstellenbildungsenergie reicht die zweite Bornsche

‘N&herung fiir das Potential aus, auBerdem liefert AVyps(r) nur fir 7 > 3 Rpp
- deutlich von Null verschiedene Beitrage und fiir ro < %RMT ist das Potential
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nshezu radialsymmetrisch, daher sind die Radialgleichungen (2.29), (2.30) nur
fiir relativ wenige Meshpunkie zu l6sen [5]. Bei der Berechnung von Kraften ist
die dritte Bornsche Niherung fiir das Potential erforderlich, und die anisotropen
Beitrige sind bis zu einem Radius von r. = Q%RMT zu beriicksichtigen (s. Kap.
4.3.3).

Fir die strukturelle Greensche Funktion G7%,(£) erhalten wir in Anlehnung
an Gleichung (2.26)

GEUE) =G YE)+ T G U(E) AL m(E)GEa/(E) (2.31)

L
]
wobei At} [ (E) =1} ;,(E)~ t 7 /(E) und

10 (B) = / drjg(VEr) YL ()V ()R (v, E)
_f 2d'i“_’}g(\/-_i‘ ZVLLH RLnLr( E)

LH

Auch dies 1af}t sich wieder in richtungsabhangige und —unabhéngige Beitrage auf-

spalten.
ZELI(E) = ig(E)éLL’ e Z:!E'ELJ(E)

Das heifit, dafl sich die Streuung am vollen Zellpotential durch das Aufireten
von Nichtdiagonalelementen in der t-Matrix niederschlagt (vergl. (2.22)). Der

Formalismus zur Beschreibung der VieHachstreuung &ndert sich daher praktisch
nicht.
2.2.3 Spektraldarstellung der Greenschen Funktion

Fine zentrale Grofe zur Beschreibung von Defekisystemen ist die orts- und

_energieabhangige Dichte n(r, £) der Elektronen
e, B) =23 | 4,(5) [ 6 - By) (2.32)

wobei £, und 9y(r) Bigenwert und Eigenfunktion zum Hamiltonoperator H sind.’

':_(Fa_,ktqr--ﬁ wird bedingt durch die Summation iiber beide Spinrichtungen =).
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Durch entsprechende Integration von (2.32) lafit sich zum einen die Ladungs-

dichte n(r) und zum anderen die zugehorige Zustandsdichte n(E) angeben.

r)=2 ; |y, (x) |* = jj: dE n(r, E) (2.33)
B) =2 8(E~E,) = / dr n(r, E) (2.34)

Fir die lokal gerichtete Zustandsdichte folgt aus (2.34) durch Integration tber ein
Volumen V'

nLpos(B) =23 8(E~5)- [, dr | () = [ dra(e,B)  (239)

(LDQOS - local density of states in volume V)

Es 1aBt sich ein einfacher Zusammenhang zwischen n(r, £} und der Green-
schen Funktion G(r,r’; E) des Systems herstellen, iiber den der Dichtefunktional-
formalismus mit der Greenschen Funktionsmethode verkniipft wird. Die Greensche
Funktion in Ortsdarstellung G(r, ¢’; E) 188t sich mit Hilfe der Einteilchenwellen-
funktionen der Kohn-Sham-Gleichung schreiben als:

G(r,v; E) = EM € — +0

L/Tgc Ey

Diese sogenannte Spektraldarstellung der Greenschen Funktion 1afit sich mit Hilfe

der Dirac-Identitat

1
~ lm
-0 + i€

= P(l) — imwb(z) P-Hauptwert
z .
aufspalten, so dafl gilt

Glr, ' B) = T e)5(a")(P (3 1Ey)-m5(E—E,,)

und somit

ImGr, E)y=—73 | hu(x) 2 6(E - E)) (2.36)

- Durch Vergleich von (2.36) mit (2.33) sieht man sofort, daf sich n(r, £) als Ima-

| 'gm&rteil der Dlagona.lelemente der Greenschen Funktion ausdricken 1afit.-

n(r E) = -—-—ImG(r,r E) N o '(2.37)
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In unseren Rechnungen spalten wir die Ladungsdichte n(r) in Beitrage der Rumpf-
und Valenzelektronen auf.

Die Rumpf- (Core-) Zustinde liegen energetisch weit unterhalb des Valenz-
bandes, so dafl die Coreelekironen stark um den Atomkern lokalisiert sind. Aufl-
grund des geringen Uberlapps der Corewellenfunktion verschiedener Atome kann
die Riickstrenung vernachlissigt werden. Die Coreladungsdichte wird daher uber
eine atomare Rechnung bestimmt. Die Bestimmung der Greenschen Funktion iber
den oben abgeleiteten Zusammenhang wird daher nur fiir die Valenzelektronen

durchgefiihrt [31].

n(r) = no(r) + ay(E) = 3 | 6u(r) J[_, dEG(r,v; E) (2.38)

Yeore

Damit bleibt eine Energieintegration zur Bestimmung der Valenzladungsdichte
iber das Valenzband. Durch die Verallgemeinerung auf eine moglicherweise auf-
tretende Spinpolarisation erhalten wir natiirlich zwei Potentiale V(r) fiir spin
up und V*(r) fir spin down. Auch Groflen wie die Ladungsdichte nt(x) und
Greensche Funktion G4 (r,¥'; ) werden spinabhangig.

2.2.4 Technisches zur Anwendung der Methode

Der in den beiden ersten Kapiteln (2.1, 2.2) vorgestellte Formalismus bedeutet
einen enormen Rechenaufwand. Zu realisieren sind diese Rechnungen zum einen
mit der entsprechenden Grundausriistung, d.h. Rechenkapazitit, welche durch das
Forschungszentrum Jilich gegeben ist, aber zum anderen auch durch ein systema-

tisches Reduzieren des Rechenumfangs durch geeignete Methoden.

- Gruppentheoretische Methoden
" -~Komplexe Energieintegration
~.- Broyden Iterationsverfahren.

_ Diese drei Verfahren werden im folgenden kurz skizziert. Nur mit ihrer Hilfe
:'_ sind die in dieser Arbeit vorgestellten Rechnungen iiberhaupt durchfihrbar ge-

'wgz_sen.'. Wir stellen Ergebnisse vor, bei denen immerhin gestorte Cluster mit 99
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Atomen behandelt werden, d.h., fiir ein fcc-Gitter wie bei Kupfer, Nickel und
Palladium bericksichtigen wir aufler dem Defekt sieben weitere gestorte Nachbar-

schalen um den Defekt. Nach (2.31) erhalt man die gestorte Greensche Funktion
durch das Losen der Dyson—Gleichung

&) = &) (L- Ewaye) (2:30)

Neben der Beriicksichtigung einer begrenzten Anzahl von gestorten Atomen wird
auch die Drehimpulsentwicklung bei einem Wert Imax abgebrochen.

Wir haben die meisten Rechnungen fiir Imax = 3 durchgefiihrt, obwohl auch
der Einflufl der Drehimpulsentwicklung, durch Rechnungen fiir Imax = 4, iberprift
wurde.

Das heifi{ zur Berechnung von (2.39) miissen fir jeden Energiepunkt Matrizen
der Dimensionen

2475 x 2475 fir Imaez=14
1584 x 1584 fir Ilmaz =3

invertiert werden.

Braspenning hat ein Symmetrisierungsprogramm entwickelt, welches die Ma-
trizen blockdiagonalisiert, und so den Rechenaufwand durch die Invertierung von
Blockmatrizen niedrigeren Ranges verringert {4, 32]. Die Dimension der grofiten
zu invertierenden Mairizen wird dadurch auf 114 x 114 fur Imax = 3 reduziert.
Die komplexe Energieintegration zur Berechnung der Valenzdichte ny(r) (2.38)

reduziert ebenfalls den Rechenaufwand ganz erheblich.

Aufgrund der starken Strukturierung der Greenschen Funktion fiir d- und -
Elektronen waren brauchbare Dichten nur fiir eine grofie Anzahl von Energiestiitz-
punkten zu erhalten und die Dyson-Gleichung mifite fiir die entsprechende Anzahl
von Energiepunkten in jeder Iteration gelost werden.

Auf einen Vorschlag von Kénig [33] und Dreysse und Riediger [34] zuriick-
5 gehend wird die Greensche Funktion durch ein Konturintegral in der komplexen

' Energieebene berechnet.

ay(r) = —-%%dz@(r, ¥;z)
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Die Kontur startet unterhalb der Valenzzustande auf der reellen Achse. Sie verlauft
in der komplexen Halbebene mit Im z > 0 und endet wieder bei Ep auf der
reellen Achse. Aufgrund der analytischen Eigenschafien von G(r,r’;z) hat diese
fernab der reellen Achse kaum Struktur und so ist eine drastische Reduzierung der
erforderlichen Stiitzstellen fiir eine zuverlissige Integration gewahrleistet. In den
vorgestellten Rechnungen werden 64 komplexe Energiepunkte verwendet, wobel
ein Drittel in der Nihe der Fermienergie liegt. Nahere Einzelheiten sind in der
Dissertation vor Deutz zu finden [29].

Die Kohn-Sham Gleichuﬁgen werden {ir jeden Energiepunkt und jedes Poten-
tial iterativ gelost (2.1.3). Daher ist die ganze Prozedur in jeder Iteration zu wie-
derholen und das Auffinden von schnell konvergierenden Iterationsverfahren von
grofiter Bedeutung. In unseren Rechnungen wird ausschliefilich das sogenannte
Broyden-Verfahren verwendet [35], das sich durch eine schnelle Konvergenz und

gute Stabilitat auszeichnet.

2.3 Berechnung des effektiven Potentials

Eine wichtige Grofle, die in die spiter abgeleitete Kraftformel eingeht, ist das
effektive Potential, dessen Berechnung wir in diesem Kapitel etwas niher vorstellen
mochten -

Nach (2 7) erhalt man fiir die elekirostatische Energie ohne weitere duflere

Felder (bis auf den Beitrag der Atomkerne)

HJ["&(?) jfdd’—ﬁ(r)n —QZZ”fdr —rl

¥ |

Z“Zﬂ’

+E z | =0 i (246)
L) | &7 :

Das effektive Potential geht demnach in die Kohn—Sham Gleichung wie folgt ein:

ef_f( )—2jdr 22 IRn +#xc(r) | (241)

2.3.1 Exakte Zellintegration
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Das Ersetzen von Integralen iiber Wigner—Seitz Zellen durch Integrale uber -

Wigner-Seitz Kugeln fiihrt zu systematischen und schwer abschatzbaren Fehlern,
da man in den Uberlappbereichen den Integranden doppelt zihlt, wahrend man
die Beitrage von den nicht tiberstrichenen Bereichen vernachlassigt.

Bei Gesamienergierechnungen hat sich die exakte Zellintegration als eine wich-
tige Verbesserung der bis dahin erzielten Ergebnisse herausgestellt [36]. Auch bei
der Berechnung von interatomaren Kraften geht die Form der Elementarzelle als
Bera,ndﬁng des Integrationsgebietes ein. So sind die vorgestellten Rechnungen mit
einer exakter Zellintegration durchgefithrt worden.

Man bedient sich hierbei der sogenannten Formfunktion der Wigner—Seitz—

Zelle

o) = {1 reQyg

0 sonst
und kann damit ein Integral einer Funktion f"(r) iiber die Wigner—Seitz Zelle

Qi 5 in folgender Form schreiben

féw drf(r) = [, drf(r)O()

Dabei ist V als Integrationsgebiet beliebig, mit der Einschrankung, dafl es die Zelle
vollstandig enthalten mufl. Mit der Entwicklung nach Kugelflachenfunktionen

O(r) = Or(r)YL(F)
L
Fx) = 3 Fr(n)¥Lir)
L
1af}t sich das Integral in folgende Form bringen:

g 1 =2 [ dr #0112

_ Bo
ol SO § A ° Sl frn)Orl) (249

RMT ist dabei der Radius der einbeschriebenen Kugel mit Volumen Q(Rzs7) .
: Der Satz aller Formfunktionen ©(r), der die Zelle vollstindig beschreibt, ist
von Andersen et al. [37] eingefiihrt worden. Dieser 1afit sich zuverlassig berechnen
-{38] und braucht nur einmal fiir jedes kubische System (fcc, bec) bestimmt zu

. werden, da er mit der Gitterkonstanten des jeweiligen Kristalls skaliert.
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Ein Problem bei der Berechnung dieser Integrale konnte die schlechie L~
Konvergenz der Drehimpulsentwicklung der ©r(r) sein. Falls jedoch fr(r) eine
Funktion mit guter L-Konvergenz ist, die z.B. keine Unstetigkeiten am Zellrand
aufweist, dann wird die L-Konvergenz von (2.42) durch die Funktion fr(r) be-
stimmt. So bricht z. B. fiir die Dichte n(r) oder fur das Coulombpotential Vo (r)
die Drehimpulsentwicklung bei 2lmax ab, wenn Imax den maximalen Drehimpuls
bei der Entwicklung der Wellenfunktion und der Greenschen Funktion darstellt.
Fiir lmax = 3 oder 4 werden daher bei solchen Integralen nur Formfunktionen
©s(7) bis 'max = 6 oder 8 bendtigt. Bei der Berechnung der potentiellen Ener-
glebeitrage mufl man entsprechend Formfunktionen bis zu 'max = 4 . lmax mit-

nehmen, da diese Ausdriicke Produkte der Form n{r) Vi (r), usw. enthalten.

2.3.2 Berechnung des Coulombpotentials

Haufig wird das Coulombpotential Vi (r) vom verallgemeinerten Madelungpo-

tential Vys(R"™), als Coulombpotential am Gitterplatz R™ ohne Selbstwechselwir-

kung, unterschieden.

() zv
Vc(r):=2fdr’]rwrf! - 2% TR (2.43)
N U N z"
VM(R).—2fdr i iR DY T (2.44)

nfztn

Die Ableitung des Madelungpotentials wird spater fir die Berechnung der
Hellmann—Feynman Kraft benotigt.

Das Coulombpotential wird in jeder Iteration aus der Dichte n(r) berechnet
und ge_ht in das effekilve Potential der nachsten Iteration ein. Es ist mit der Dichte
‘iber die Poisson Gleichung verkniipft. Deren Losung lautet in zellzentrierten
Koordinaten nach (2.43)
~ n _ ’ _ n”’(r’) _ ) -
EC 2§f A P T 22, |r+R"—R"|

(2.45)

ﬂl

o 'Die Dichte n_n_’.(r).der_ Zelle n' und das Coulombpotential werden im weiteren nach
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Kugelilichenfunktionen entwickelt.

n®(r) = 3_ni(r) YL(F)

L
VE() = S VER Vo) (2.46)

Fir die Entwicklungen der Nenner im Coulombpotential gilt

1 _ i firn=n' (2.47)
|r+R*—R*| | £ Bp¥(—r)lYL () somst '
£ -
. _ i : N 4T 31 52—1_1_—1 ;?T YL{T)YL(rf) firn=n'
([ - — ; N i Pyl
|7+ R -1/ —R" | S~V (AT Y (#)r " sonst
(2.48)
Die Entwicklungskoeffizienten B}‘l“’ sind gegeben durch [39]
By = il v(8) & = R"—RV

© U+ 1) R - R |

und Afg, aus der Entwickilung der freien Greenschen Funktion fir £ —~ 0 nach
(29]

ant (47)2 (287 — 1)1

LI = ey nipe + i %55“””‘0@”3” | Rn — R T

Yiu(8)

Um eine bessere numerische Genauigkeit bei der Potentialberechnung zu erzielen,
wird der im Zentrum der Zelle divergente Kernbeitrag abgespallef. Daher werden

alle Potentiale durch Hilfsgro8en V(r) ausgedriickt [40].

(2.49)

- L
72(e) = V7(x) + 22

- Die Entwicklungskoeffizienten V*(r) lassen sich nach Intra- und Interzellbeitragen

 (n=n' bew. n # ') aufspalten. Es gilt
E‘}E (r) = {fi?zim,L(r) + ﬁ??aief,L(?) (2.50)

Setzt man die Gleichungen (2.47) bis (2.50) in (2.46) ein und fiihrt die auftretenden

- .Integra,tiqnen als exakte Zellintegrationen, wie in 2.3.1 vorgestellt, durch, so erhalt
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man schliefllich fir die beiden Beitrage
rn £ w! pan'
V;'n.terL - 2(—7‘) Z [—Z B+
n#n!
MT 1
ZALL’_/ dr' 2 () +
> CLILHLIHf dr' !E'-{-?nn”( "NOpm(r ))] (2.51)
LALiH Rpr

fur 0 < r < Ry

~ Bw 1 T Ryt
7 — VEH2 mg £ fo =841, gt
intra,L T r£+1./; drieTenl (v + 1 _ﬁ | dr'r af(r') +

P R
r* Z CLL’L” _/;Q ¢ dr'r '”E'h [ ( )@Ln(f‘ )}
L'LY MT
fir Rypr < r < R
~ 8 1 Rpyr
V;':Lﬂm,L = a1 A1 j£ df'f"z"'zni(r’) +
8§ 1 i 12, g '
Y] L%ﬂ Crrtpn sy /%2 dr'#" " n .;:(_?' )_@L”("" )
f det e =12 (YO (! )J (2.52)

Das Austausch-Korrelationspotential pzc(r) -wu'd im Rahmen der lokalen Dich-

' tenéh__er_ung_ nach (214) berechnet. __
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3. Berechnung von interatomaren Kraften

In den folgenden Kapiteln werden wir einen quantenmechanischen Ausdruck
fur Krafte ableiten, mit deren Hilfe wir die Kraftrechnungen in dieser Arbeit durch-

gefiihrt haben. Auflerdemn werden alternative Ansétze anderer Autoren diskutiert.

3.1 Hellmann-Feynman Krifte

Das Inferesse an Kraftrechnungen ist vor allem in den letzten Jahren ganz
erheblich gestiegen. Dies liegt daran, daft die Berechnung von Kraften eine attrak-
tive Alternative zur Minimalisierung der Gesamtenergie darstellt und besonders
bei komplexen Systemen die einzig realistische und durchfiihrbare Methode dar-
stellen kann.

Das Auflinden des Energieminimums zur Bestimmung der Gleichgewichtskon-
figuration wird ersetzt durch die Suche nach der Konfiguration, bei der die Kraft
auf das einzelne Atom verschwindet. Die Kraft als die negative Ableitung der
Energie vergroflert die verfiigbare Information erheblich, da sie eine lokale Grofie
mit Vektorcharakter ist, wogegen die Gesamtenergie als globale und skalare Grofie
Information liber den Zustand des Gesamtkristalls liefert [41].

Hiufig werden zur Minimierung der Gesamtienergie mehrere selbstkonsistente
Rechnungen in Abhangigkeit von den verschiedenen Atompositionen durchgefiihrt
und die Ableitung numerisch bestimmt. Diese Technik ist allerdings sehr aufwen-
dig, da sie fiir die Berechnung einer einzigen Kraft wegen deren Vektorcharakiers
i.a. mindestens vier selbstkonsistente Rechnungen verlangt. Einen sehr einfachen
Ansatz fiir Kraftrechnungen liefert das Hellmann-Feynman Theorem (H.—F. Theo-
rem) [7]. Es erlaubt im Prinzip aus einer einzigen selbstkonsistenten Rechnung
Kréfte auf alle Atome zu berechnen. Fur numerische Anwendungen muf} der damit

‘abgeleitete Kraftausdruck allerdings noch modifiziert werden.

~3.1.1 Hellmann-Feynman Theorem -

" Die erste Formulierung der Kraft fiir ein quantenmechanisches System lieferte
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Ehrenfest, der im Rahmen des Ehrenfestschen Theorems [42] einen Zusammen-
hang zwischen den klassischen und quantenmechanischen Bewegungsgleichungen
herstellte. Demnach stimmen die Gleichungen formal mit den Hamiltonschen
Gleichungen iiberein, allerdings miissen die in den klassischen Gleichungen auf-
tretenden Grofen durch ihre quantenmechanischen Mittelwerte ersetzt werden.
Die Kraft ist danach gleich dem Erwartungswert des negativen Gradienten des

FPotentials:
<YP|F|Yp>= —<9p|VV ][>

Hellmann baute auf das Theorem von Ehrenfest auf und leitete daraus unter
Beriicksichtigung der Variationseigenschaften der Energie das nach ihm und Feyn-
man benannte H.—F. Theorem ab.

Falls ein beliebiger Hamiltonoperator H von einem dufleren Parameter A (z.B.
Kernort R*, Kernladungszahl Z®, Form und Grdfle eines begrenzenden Volumens
V) abhangt, dann hiangen auch die zugehdrigen Eigenzustande ¢, und -werte E,

von diesem Parameter A ab.

" Die Schrodinger—Gleichung lantet:
HNpu(A) = B(Ave(A) , <t|dp>=1 (3.1)

Fiir die Ableitung der Energiceigenwerie E, nach A muff dann sowohl die
Abhangigkeit des Hamiltonoperators, wie auch die der Eigenfunktionen vom Pa-

rameter A beriicksichtigt werden.

o =< T‘_b:”()\.).l F | 9o(3) >+ <= [HQA) [4() >
o N B,

+ <) | HO)| >

OH Yy
—<o) 12100 > + Me< TN H B> (3

wobei aufgrund der normierten Eigenfunktionen (3.1) gilt

| 8, 8, __ . 8 3

<5 | # g >+ <ty | H | 5 >= By <dv |9y >= 0

und somit die Ableitung der Gesamtenergie durch den Erwartungswert der Ablei-

‘tung des Hamiltonoperators & gegeben ist. Das H.-F. Theorem lautet:

oH oH
=< d’vifaf;"‘l%bu >=-6_)\ (33)

dE,
SdA
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Fine der Dichtefunktionaltheorie angepafite Formulierung des H.-F. Theorems
erhdlt man wie folgt [29]. Man betrachtet die Grundzustandsenergie E[no(r)]
eines System von N wechselwirkenden Teilchen in einem Potential V(r, ), wel-
ches von einem Parameter A abhingt und damit auch die A-Abhangigkeit der
Ladungsdichte n, = ny(r, A) bedingt. Das bedeutet, daff bei der Ableitung der
Energie Elny(r, A), A] nach A sowohl die explizite, als auch die implizite Ableitung

iiber die Dichte zu beriicksichtigen ist.

Man erhalt entsprechend (3.2) fiir die Energieableitung

dE _OF OF  0Ono(r)
dx 8 B Inofr)=const jdr&no(r 7D (3:4)

Nach dem Theorem von Hohenberg und Keohn ist die Energie stationir bezuglich
Variationen um die exakte {!) Grundzustandsdichte. Mit (2.9) und der Teilchen-
zahl N(A) = [dra(r, ) {olgt:

dE 0E BN ()

N - ﬁlndr):const + Ef X (3.5)

Bleibt die Teilchenzahl erhalten, was bei Kraftrechnungen trivialerweise erfiilit ist,

folgt fur das H.-F. Theorem:

df OF

EX ax Ino(r)-const (3'6)

Der zweite Term in (3.4) verschwindet somit fiir ein exakt gelostes Variationsprin-
zip. Das heifit unter Voraussetzung exakt geloster Kehn-Sham Gleichungen ist

bei der totalen Ableitung der Energie nur noch die explizite Abhangigkeit vom

Parameter A von Bedeutung, welches leichten Zugang zu verschiedenen Groflen -

liefert (A = Z: Energiedifferenzen, A = R®: Kraft).

3.1.2 H.F. Kraftformel

o : ';'Edentiﬁziert man den Parameter A mit dem Kernort R”, so erhalt man aus
- Gleichung (3.6) die Kraft auf den Atomkern n durch die partielle Ableitung der

Energie :
| OE[n(x, R*), R"]

R In(r)zconst (3.7)

F = -
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Mit der bekannten Darstellung fir das Energiefunktional (2.7) und der potentiellen
Energie U[n(r)] (2.40)

o , n(x)n(x") o [ g _n0)
 Bln(s), B} = Tfn(e)) + [ dede' T -2 20 [ e

+ ;ﬂ%,% + E_,-.,-c[n(r)] | (38)

erhdlt man fiir die Kraft durch die Ableitung nach R™ einen Ausdruck, bei dem
nur Uln(r)] einen Beitrag liefert.

— ,  n(¥) zv !
Fn_zn(z.fdrm(ﬁ —v)-2. ;]Rn = ’3( ﬂ_Rn))
nFEn
8
=~ 7" s Vi(RT) (3.9)

wobel V3(R™) das verallgemeinerte Madelungpotential aus Gleichung (2.44) ist.
Die Kraft 1afit sich also durch das elektrische Feld aller Ladungen bis auf die

Kernladung selbst am Kernort darstellen. Dies geschieht analog zur klassischen
Elektrostatik, bis auf den Unterschied allerdings, dafi die Ladungsdichte n(r) im
Rahmen der Quantenmechanik berechnet werden muf}. Aus dieser Formel fiir die
Kraft geht sofort hervor, daff Elektronen—Elektronenwechselwirkung, Austausch
und Korrelation keinen direkien Beitrag zur Kraft auf den Kern liefern. Dies heifit
auch, dafl géngige Naherungen des Vielteilchenproblems, wie Hartree- und lokale
Dichtenaherung die Giiltigkeit des H.—F. Theorems nicht beeintrachtigen. Wichtig
ist jedoch, dafl das Ergebnis nur fiir exakte Wellenfunktionen bzw. Dichten gilt.
Fehler in der Dichte fithren zu Fehlern der gleichen Grofiensrdnung in den Kraften,
da man nicht, wie bei der Gesamtenergie, durch Extremaleigenschaften geschiitzt
ist (s. Kap. 3.1.3).

Das verallgemeinerte Madelungpotential V3;(R") 188t sich lediglich durch die
{ = 0 Terme der Entwicklung fiir Dichte und Coulombpotential ausdriicken und
somit leicht berechnen [43]. Betrachtet wird dabei ein elekirostatisches Randwert-
problem mit Dirichletscher Randbedingung. Auf einer Kugel um R™ mit Radius
RF Ry g wird das Potential V(R") aller Ladungen des Kristalls und innerhalb
der Kugel die Ladungsdichte vorgegeben. Bei der Losung der Poissongleichung
V(r)=2- f gt )

Ir—f"l
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ist insbesondere das Potential im Zentrum von Interesse. Als Ergebnis erhdlt man

mit Y5, (F) = \/4?
Vag(R™) ——N_f T drnt_o () (1—(

I

22"

Ryg
(3.10)

Der erste Term stelli dabei den Zellbeitrag dar. Den Beitrag aller ibrigen Ladun-
gen des Kristalls auf der Kugel liefert das Coulombpotential Vi_g(Rwg). Dies

)) + Vi=o(Rws) +

Ry s

liegt schon aus den vorangegangenen Rechnungen zur Bestimmung des effektiven
Potentials vor. Berticksichtigt werden muf, daf alle Ladungen bis auf die Kernla-

dung an R™ zum Madelungpotential beitragen. Deshalb mufl deren Beitrag !%Z

zum Coulombpotential am Rand substrahiert werden.

Die fiir die H.—F. Kraft relevante Grofie ist die Ableitung des Madelungpo-
tentials nach dem Kernort (3.9). Diese 1afit sich in shnlicher Form durch die
Dipolbeitrage (£ = I Terme) von Dichte und Coulombpotential ausdriicken. Die

Ableitung des Madelungpotentials 188t sich in zellzentrierten Koordinaten schrei-

ben als
2 Vag(RY) = LV (5)lemo (3.11)
JR® or =
Entwickelt man nach Drehimpulsen
d e . i ] .
— = — 3 = — Y A
CEFINADACEF SNLARAY (3.12)

erhalt man fir die - Komponente der Ableitung (oz = x, y oder z)}

Z (azYL(ﬂ) o _-.(3.13)

Die erste Summe in (3 13} verschwindet, da ZLEE)-]?:(} konstant ist. -
"Bei der Ableltung von - f'iYL(i‘) liefern nur- dle £ =1 Terme einen konstanten

. BEJ.&I'QBI .

'irl-——; (zfz)‘f?;_____ & s e i
ol e B
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Fiir die a—Kraftkomponente ergibt sich damit

3 .
Fg = 2= $1(0) (3.15)

Das Potential ¢1,, erhilt man durch das Verhalien von Vi, fir kleine r (am

Kernort)

$1m(0) = tim Dl

r—0 T
Die L-te Komponente des Potentials, im Zentrum einer Kugel mit Radins R =
Ry s 148t sich schreiben als '

. 1% R I} 24+1 ¥
].lm L‘(ET) —_ ﬂgﬂ- 'i"_’e'%'lnL(f") ]_ —_— ( DT ) + VL(RWS) (3.16)
=0 224140 Bws J; Bws

Das Madelungpotential der Form (3.10) erhilt man sofort durch Einsetzen von
£=0.

Die H.-F. Kraftforme! kann so durch Einsetzen von (3.16) in (3.15) und
 ausgedriickt durch die Dipolterme von Ladungsdichte und Coulombpotential

schliefilich geschrieben werden als

3.1.3 Grenzen der Hellmann—Feynman Kraft

Die Berechnung von Kriften mit Hilfe des H.—F. Theorems hat sich in der
Praxis als problematisch herausgestellt. Der Hauptgrﬁnd liegt in den i.a. immer
vorhandenen Fehlern bei der Berechnung der Ladungsdichte n(r). Die H.-F. Kraft
ist nicht wie die Gesamtenergie durch Extremaleigenschaften geschiitzt; Fehler in

-der Ladungsdichte verursachen daher Fehler der gleichen Gréfienordnung in den
Kréften. Dies ist besonders deswegen von Bedeutung, da die Kraft nur durch den
anisotropen Anteil ny,,(r) der Ladungsdichte bestimmt ist, der i.a. sowieso beson-
ders schwierig zu berechnen ist. Das verschiedene Verha,lf.en der Gesamtenergie
: und der Krifte i in bezug auf Fehler der chhte ‘R(P) w1rd im folgenden emgehend

E erlautert
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Die Energie E[n(xr)] ist aufgrund des Kohn-Sham Variationsverfahrens extre-
mal fiir solche Dichtevariationen An(r) um die Grundzustandsdichte ny(r), bei

der die Teilchenzahl N erhalten bleibt. Das grofikanonische Energiefunktional

E[n(r)] = Eln(x)] - Exl f dr n(r) — N) (3.18)
garantiert die Erhaltung der Extremaleigenschaften auch fiir allgemeine, die Teil-

chenzahl nicht erhaltende, Dichtevariationen én(xr) [44, 45]
~ bE
58 = f dr (3;; - E‘F) Sn(r) = 0 (3.19)

so dafl Dichteabweichungen An = n — n, von der Grundzustandsdichte n,(r) erst
in quadratischer Ordnung eingehen

AE = 0{(An)*} (3.20)
Die Gesamtenergie ist also aufgrund der Exiremaleigenschafien um eine Groflen-

ordnung genauer als die Versuchsdichte n(r), mit der die Energie berechnet wird.

Die Problematik wird durch die H.~F. Kraft in der Form (3.9) verdeutlicht.
Daraus geht hervor, dafl sie die Kraft auf den nackten Kern {Multiplikation mit
Z") angibt und auferdem zwei sich stark kompensierende Beitrige beinhaltet.
Der eine riihrt von der Elektronenverteilung, der andere von den tbrigen Kernen
her. Diese Terme sind nun Groflenordnungen gréfer als ihre Differenz und somit
wiirde schon ein kleiner Fehler in der Berechnung der Dichte das Endergebnis
nutzlos machen. Als besonders relevant sei hier noch einmal erwahnt, daf} fiir die
Ableltung der H.—F. Kraft der zweite Term in (3.4)

SE On ON
fdré o5 = Brgy =0 (3.21)

‘wirklich nur dann verschwindet, wenn das Variationsproblem (2.8) exakt gelost

“worden ist. -

e o dE - OF 58 On
. E‘: T4En . gmn [ﬁ(r)“const _/ dr n Omn =Fgr+¥g (3.22)

: _D."h.'. ~die Korrekturkrafte Fg, welche Korrekturen zu Fehlern in der Dichte

' ‘beinhalten, verschwinden nur dann, wenn das Selbstkonsistenzproblem vollstandig

gglifi__s_t worden ist.-Schnell sind hier die Grenzen der Numerik erreicht, so daf§ das
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H.-F. Theorem zur numerischen Ermittlung von interatomaren Kriften in seiner
Anwendbarkeit fragwiirdig ist. Die Einfachheit der Hellmann-Feynman Formel

geht einher mit dem Verlust der Extremaleigenschaften. Ein Fehler in der Dichte

filhrt zu Fehlern der gleichen Groflenordnung fir die Kraft
AF = O{{An)} (3.23)

Daraus folgt, dafl Kraftrechnungen bessere Dichten als Gesamtenergierechnungen
brauchen.

Eine Hauptschwierigkeit bei der Berechnung der Dichte liegt in der Behandlung
der Core-Elektronen, welche in der Nahe des Kerns starke Felder verursachen. Im
Gegensatz zu chemischen Eigenschafien, welche hauptsichlich durch die Valenz-
elektironen gepragt sind, ist die Corerelaxation, wenn auch klein, bei Kraftrechnun-
gen mittels des H.—F, Theorems von griéfiter Bedeutung. Ublicherweise behandelt
man den Rumpf als kugelsymmetrisch. In dieser i.a. sehr guten Naherung liefern
die Rumpfelektronen keinen Beitrag zur Kraft, da nur die £ = 1 Komponente der
Ladungsdichte in die H.—F. Kraft eingeht. Die Benutzung der H.—F. Formel be-
dingt aber eine anisotrope Behandlung des Atomrumpfes im Feld aller anderen
Teilchen des Festkorpers, da nur so die abschirmende Wirkung der Rumpfelektro-
nen in bezug auf die Kraft beschrieben werden kann. Diese anisotrope Polarisation
ist zwar klein, aber zur Anwendung des H.—F. Theorems entscheidend. Wie dieses
Problem umgangen werden kann und wie man auch mit spharisch symmetrischem
Rumpf Kréfte ausrechnen kann, wird im néchsten Kapitel an Hand einer wichtigen

Modifikation der H.-F. Formel erlautert.

32 Generalisierte Kraftformeln

Die Uberlegungen aus Kap. 3.1 zeigen, da8 die Anwendung der H.-F. Formel
| -zu grofien Fehlern fiir die Kriifte filhren kann, wenn die Dichte nicht durch Losung
E &er Kohn-Sham Gleichungen exskt berechnet wird. Wir werden im folgenden
mehrere Verfahren besprechen, wie man dieses Problem wenigstens teilweise um-
- gehen kann. Die Strategie dabel ist, bei der Berechnung der Krifte als Ableitung

der Gesamtenergie soviel wie moglich von deren Extremaleigenschaften zu retten,
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indem man von den Euler-Lagrange-Gleichungen ﬁ‘% = Er bei der Ableitung

k{3
nicht oder nur teilweise Gebrauch macht.

Im nachsten Unterkapitel 3.2.1 werden wir eine Kraftformel fiir radiale Rumpf-
relaxation ableiten, die Ausgangspunkt der in dieser Arbeit durchgefuhrten Rech-
nungen ist. Bei der Ableitung starten wir mit der Gesamtenergie E[ng(r)+ny(r)],
wobei wir die Rumpfdichte no(r) = Ty nf(| r ~ R® |) als eine Summe zentral-
symmetrischer und nichtiiberlappender Atomdichten ansetzen. Diese konnen ent-
weder “eingefroren” oder in der Rechnung zentralsymmetrisch relaxiert werden.
Fiir die Valenzdichten ny(r) wird dagegen eine exaktie Lsung der entsprechenden
Buler-Lagrange-Gleichungen vorausgesetzt. Auf diese Weise ist das resultierende
Ergebnis fiir die Kraft noch extremal in bezug auf Kleine Variationen der Rumpf-
dichten, so dafl man zuverlassige Kréfte auch mit zentralsymmetrischen Ansatzen

fir den Rumpf berechnen kann.

In den Unterkapiteln 3.2.2 und 3.2.3 werden daruber hinausgehende Korrektu-
ren zu den Hellmann-Feynman Kraften besprochen, die bel einer naherungsweisen
Losung der Kohn—-Sham Gleichungen fiir die Valenzelektronen angebracht werden
miissen, wenn man die Extremaleigenschaften fiir die Krafte erhalten will. Es sind
dies vor allem Korrekturen, die bei einer nicht selbstkonsistenten Bestimmung
des effektiven Potentials der Kohn-Sham Gleichungen auftreten (Kap. 3.2.2) und
Korrekturen infolge der Einfihrung einer unvollstandigen Basis fiir die Wellen-
funktionen {(Kap. 3.2.3). Diese Korrekiuren zu den Hellmann—Feynma.n K;._'éft_e_n

sind in der Literatur unter dem Namen Pulay-Kréfte bekannt [8,8].

3.2.1 Verallgemeinerie Hellmann-Feynman Formel fur radiale
Rumpirelaxation '

Ausgangspunkt ist die Ableitung der Gesamtenergie (3.4), die sowohl die ex-
plizite als auch die 3mphzite Abhangigleit der Ene':gle von der Kernkoordmate no

-.en‘i:halt
$E dn(r)

o= aRn lﬂ(r) fd 5?’3(1‘ 33"’ FnHF.'i'_ F?r{ (324)

Der erste Term stellt die H-F. Kraft F % p dar, der zweile die entsprechende
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Korrektur F%.. Die Dichte spalten wir auf in Core- und Valenzanteile,

n(r) = ne(r) +ny(x)

wobei wir die Kohn-Sham Gleichungen fiir die Valenzelektronen als gelost ansehen,

so dafl —ﬂ = Ep gilt. Fir die Korrekturkraft ¥%

SE  Ong(r) SE  Bny(r) §E  Bnglr)
f o) OR” J[ O () GRT / o () 31(?:%“25)

liefert daher nur die Rumpfdichie no(r) einen Beitrag. Im folgenden nehmen wir
an, dafl diese eine Summe von nichtiiberlappenden Einzelrumpfdichten ist und dafl
sich nur die Dichie in der Zelle n mit R® andert, und zwar derart, dafl sie sich starr
verschiebt. Im Sinne eines Variationsverfahrens ist dies eine sehr gute Naherung.

Fir die Dichte in der Zelle n schreiben wir daher nach (2.38)
) &= Y| -R") [ (3.26)
v

Damit kann die Corekorrektur ¥% auch durch die Einteilchenwellenfunktionen

¢y (r — R™) analog zu (3.2) ausgedriickt werden.

B Ff =—2Red ( 6“”; | H — e, | ) (3.27)
>\ OR.

‘Der Hamiltonoperator H besteht aus einem isotropen Anteil H,, dessen Eigen-
funktionen gerade die v, sind, und aus einem Stdrpotential AV, das alle nicht-
spharisch syminetrischen Anteile des Potentials Vo5¢(r) mit £ > 1 in der Zelle n
enthalt. :

Hopy =y , ac(r—R")=nc(lr—R"|) (3.28)

Wegen dieser Beziehung entfallt in (3.27) der Term H, ~ €, und man erhalt:

22

. 9Re j dr %;——l AV (e — R®)g,(r — RY)

=_fdr(agﬂﬂc(f—3ﬂ) AV(E-R") = /d"_ (, ) Avi)

-"'jd .-3nc(rf.) rf AV( .-) L (329)
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Mit der Drehimpulsentwicklung (2.46) fiir das Potential AV (r) ergibt sich fiir die
a-Komponente der Kraftkorrektur F7 :

WSI d
FP, = f ' 2dr a5 (n (7)) ZAVL YL(r)r—T (3.30)

wobei wegen der Lokalisierung der Rumpf{dichten die Abschneidung der Integration
bei Ry g unerheblich ist. Mit (3.14) 138t sich ﬁ‘?[ durch Y1, (¥} Kugellichenfunk-

tionen ausdriicken und damit:

n fdm Bws 0
o =\[5 [ 24 (ng () AVig(r) (3.31)

47w fBws g i
=5 [ dr'ng(r) g (2 AViL())

fg(r) = fdﬂrzng(r) = drring(r) (3.32)
und beriicksichtigt, dafl der Core keinen Beitrag zu den £ = 1 Termen des gesamten
effektiven Potentials V,77(r) liefert, so erhélt man sofort durch Einsetzen von
(3.32) in (3.31)°

. | [4m  (Bws _ ,ap(r i}
?{a = --:-3-— j ar C4£_ ) ( eff,la('r)'i_ G ( gff,la(? ))) (333)

0

Setzt man weiter

Die generalisierte Kraftformel 188t sich schlieflich schreiben mit (3.9), (3.11),
(3.22) und (3.29) '

FI__-FHF+FKnZ“EV(r)]rmo-—fdr no(r') 5 9 (eff(r ), . (3:34)

bzw. ausfiihrlich in Komponenten mit (3.17), (3.33)
VY | 3 Thal(Bws))

ir . RWS ¥,
-_~ —2 4[_ z" (‘[ ds ‘{/i WS/} 4 Rws__/
\/E fRWS 'nC(? (?,, Ver1al ')+£#("éff,1a("'))) (3.35)

- Der H-F. Beitrag zur Kraft stellt, wie in Kap. 3.1 versprochen die Kraft auf den
- Kern dar, wobei nur elektrostatische Anteile beriicksichtigt werden. Der zweite
. Beitrag liefert die gewiinschte Korrektur fir die nicht vollstandige Selbstkonsi-

R stenz der. Rumpfelektronen und ‘laBt sich als die Kraft auf die Coreelektronen
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des n—ten Kerns interpretieren. Diese besteht aus einem elekirostatischen Anteil
analog zur H.~F. Kraft und einer Austausch—Korrelationskraft aufgrund der Aus-
tauschwechselwirkung zwischen den Rumpf- und Valenzelektronen. Beide Anteile

sind in V,77(r) enthalten.

Die generalisierte Kraftformel durch Elimninieren der Corebeitrage von der H.—
F. Kraft 1afit sich als die Kraft auf das Ion, bestehend aus der Summe der Kern—
und Rumpfladungen interpretieren, und ist deshalb physikalisch plausibel, da zu
erwarten ist, dafl hauptsichlich die Ionen des Festkérpers fiir innere Kraftwirkun-

gen verantwortlich sind.

Ein etwas anderer Ansatz, um das Core~Problem zu losen, wird bei der Be-
rechnung von Kraften mit Hilfe der frozen—core Approximation gewahlt, mit dem

auch die Rechnungen von H. Harris und R.O. Jones [46] durchgefiihrt wurden.

Die frozen—core Approximation geht davon aus, daff die Orbitale der Core-
elektronen als in ihrer Atomkonfiguration gefroren angenommen werden konnen.
Die Corecigenfunktionen sind also lokalisiert um den entsprechenden Kern und
haben die gleiche raumliche Ausdehnung wie z.B. im neutralen Atom. Sie sind da-
mit fest vorgegeben. Die Coreladungsdichte besteht aus sich nicht iiberlappenden
Coredichten einzelner Kerne und wird zudem als spharisch symmetrisch angenom-
men. Wird das Energiefunktional entsprechend aufgespaltet, also zunidchst der
frozen— core Ansatz durchgefiihrt und dann die Differentation nach dem Kernort

vollzogen, so wird die Kraft auf Kern plus Core, also das Ion, berechnet.

Es zeigt sich (s. Anhang A), dafl dieser Ansatz auf die gleiche Kraftformel wie
(3.34) fithrt, wo wir einen radial relaxierenden Core zugelassen haben. Das heifit, in
der generalisierten Kraftformel (3.34) kann man die Rumpidichte np(r) entweder
durch eine relaxierende Dichie oder durch eine eingefrorene Dichte erseizen, ohne
dafi man ﬁer};}ich verschie bni halt. Dies kann man als eine Fol

der Erhaltung der Extremaleigenschaften in bezug auf die Rumpfdichte bei der

‘Ableitung dieser Kraftformel auffassen.

8.2.2 Korrekturen fiir Extremaleigenschaften
‘Wie die vorangegangene Diskussion gezeigt hat, ist es ein wichtiges Problem,
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modifizierte Formeln fur Krifte auf die Kerne zu finden, bei denen im Gegensatz
zur Hellmann-Feynman Formel noch die Extremaleigenschaften erhalten bleiben,
so dafl Fehler in der Dichte n(r) das Ergebnis erst in zweiter Ordnung beeinflussen.
Im letzten Kapitel haben wir gesehen, wie man dieses Ziel fiir die Rumpfelektronen
erreichen kann. Hier wollen wir eine allgemeinere Ableitung geben, die vor allem
auf die Extremaleigenschaften der Valenzelektronen abzielt.

Dazu starten wir mit dem verallgemeinerten Funktional £(n(r)). Die kine-
tische Energie Ts[n(r)] wechselwirkungsfreier Elektronen (2.8) Iafit sich mit den
Kohn-Sham~Gleichungen (2.10) derart umformen, dafi der Laplace Operator um-
gangen werden kann. Tg{n] wird dann durch die Summe der Einteilchenenergien

und den Erwartungswert des effektiven Potentials ausgedriickt:
Ts[n] =23 ¢ — ] drn(r)Vesp(r)

v
Ep

- / de en{e) — / den(z)Ves () (3.36)

Ep

= EpN({Efp) +f de(e — Ep)n(e) — / den(z)V,ps(x)

E
und N(E) = f de n(c)

Das grofkanonische Energiefunktional zerfdilt damit in Einteilchen— (single

particle) und Doppelzéhl- (double counting) Beitrage:

Eln(x)] = Esp + Eg (3.37)
mit. o
Gisp = Taln(x)] + [ den(r)Vey s (v) — Bp(N (Ep) - N)
— E A 2 JNPN (7 28}
ErETEX j [Fiwa] \C) \UnUU}
und
Ego =~ J!' drn(z)V,z7(z) + Uln()] + Eseln(r)] (3.39)

- Durch Ersetzen der kinetischen Energie durch die Einteilchenenergien hiangen so-
~ wohl Ejp als auch Ey; explizit von Vy5y ab, aber derart, daf E = Esp + By,

_ ﬁnabhélngig von einer expliziten Variation von V,;; ist [29)].
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Das Energiefunktional kann man so mit Ts[n(r)] aus (3.36) und dem externen

Potential Veri(r), in dem sich die Elektronen bewegen, schreiben als

Eln] = BpiV — / del (e /dmﬁ(r) (r)

+ / At Vg (t)n(x) + j drdr’?—ll(r—)";,—i— + f drege(n)n(r)  (3.40)

und

§(Uln] + Ezcln]) _ - , a(rf)
e = Vopp(r) = 2- f e iy o Vet (5) + () (3.41)

Bei der Berechnung der Energie im Rahmen einer Greenschen Funktionsmethode
stellen wir sowohl die Dichte n(r) als auch die Zustandsdichte n(e) durch den

Imaginirteil der Greenschen Funktion G(r,t'; E) dar

a(r) = —% /EF delm G{r, r; €) (3.42)

ne) = —%fdrim@(r,r; €) (3.43)

Dabei ist G(r, r'; E) die Greensche Funktion zu einem fest vorgegebenen Versuchs-
potential V, 17, daB nicht notwendigerweise mit dem exakten, d.h. selbstkonsistent
bestimmten, Potential V. ;¢ identisch ist. Ferner lassen wir zu, dafl auch G kleine
Fehler enthélt, d.h. nicht unbedingt die exakte Greensche Funktion zu 178 7f ist.
Im Sinne einer Krafiberechnung betrachten wir die Anderung §E der totalen
Energie % infolge einer Anderung §V,z; des externen Potentials. Im Gegensatz
zur Ableitung des H.~F. Theorerns beriicksichtigen wir dabei auch die implizite
Abhangigkeit iiber die Dichtednderungen én(r) und 6n(¢). Diese sind im Rahmen
der Greenschen Funktionsmethode durch die Anderung 67, 7 des Versuchspoten-
‘tials gegeben. Bezeichnen wir mit G, die Greensche Funktion zu v, 11 S0 ist wegen

~ der Dyson—Gleichung
| G = Go+ GobVupsG

.' -dle Anderung 6G in erster Ordnung gegeben durch

5G(r,r;E dr"Ga(r w1 B)ST, ¢ £ (2 )Go(r s E) - (3.44)
i
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woraus sich mit Hilfe von Gleichung (3.42) und (3.43) die entsprechenden Ande-

rungen én(r) und 6n(e) ergeben. Fiir dic Anderung 6 Es, der Einteilchenenergien

erhalt man

6Fsp =~ [ dei(x)sV,y4(x) (3.45)

wobei 72(r) gegeben ist durch
. 2 Ep €
ir) = ZIm / de f de' f dr'G(e!, v €)G(r, ¥'; ) (3.46)

Fur die Doppelzéhlkorrekturen erhalt man

$Eq, = fdrn £)8Veri(r /drn r)éVeH(r)-}-j[ dr Vs p{r, n(r))én(r fdrVeff(r)én(r)

(3.47)
Dabei ist Vess(r,{n(r)}) das mit der Versuchsdichte n(r) berechnete eflektive
Potential, das weder mit dem Versuchspotential V, ¢ noch mit dem exakten ef-
fektiven Potential V¢, identisch ist, da n(r) nicht die korrekte Dichte darstellt.
Zusammenfassend erhdlt man fir & drei verschiedene Beitrage, die durch die
Anderung 8 Vert des externen Potentials, ffe 7 des Versuchspotentials und é#(r)

der Ladungsdichte charakterisiert sind.

= f drn(r)8§V,pi(r) + / de(Vyp (7, n(x)) = Vg (0))6m(x) + j dr(a(r) — n(s))6V, 4 ()

= 0Egr + 0 EnNsC + §Eqgrc (3.48)

Der erste Term 6 Eyp entspricht dem H.-F. Ergebnis. Bei einer Verschiebung
eines Kernes ergibt er die Kraft der Elektronen auf den Kern. Hinzuzufiigen ist
noch die Kraft von den anderen Kernen, da die potentielle Energie der Kerne in
E nicht enthalten ist. Die beiden anderen Terme ergeben Korrekturen zur H.-F.

Kraft, die die Erhaltung der Extremaleigenschafien beinhalten.

- 6Engc (no selfconsistency): Dieser Term verschwindet, wenn das unverscho-

bene System voll selbstkonsistent berechnet wurde, so daf f};f I = Verp(n(x)),

‘d.h. in— und out-put Potential fibereinstimmen. Wenn dies nicht der Fall ist, ver-

e --iangt dieser Term die Berechnung der Dichtednderung én(r) fiir die verschobene

- ‘Kernlage.

 §Egrc (Greens function correction): Dieser Term verschwindet, wenn @(r)

mit n(r) iibereinstimmt. Dies ist immer dann der Fall, wenn die in Gleichung

41

i




(3.48) verwandte Greensche Funktion G(F) die Operatoridentitat
GEIG(E) = (o) = ~05 5oy = ~05C(E)
E+ie—H E+ie—H
erfullt, da dann nach Gleichung (3.46) #(r) mit a(r) Ubereinstimmt. Falls dies
nicht erfiillt ist, erfordert diese Korrektur die Berechnung der Versuchspotentiale
5V, 7 far die verschobene Kernposition.

Beide Korrekturen haben daher den groflen Nachteil, daB sie die Berechnung
der Dichte 6n(r) und des Potentials §V, #f fiir die verschobene Lage erfordern. Die
gleichzeitige Berechnung der Kréfte auf alle Kerne mittels einer einzigen selbst-
konsistenten Rechnung, wie sie die H.—F. Formel erméglicht, ist daher nicht mehr
moglich, da jede Auslenkung éR" eme eigene Berechnuﬁg von c‘}f/;ff und én{r)
erfordert. In dieser Hinsicht entspricht das Ergebnis (3.48) genau der Differenz
zweler Gesamtenergierechnungen fir die ausgelenkte Lage R™ + 6R™ und fir die
Referenzlage R™, wobei die Linearisierung in 6R”® in Gleichung (3.22) exakt aus-
gefuhrt wurde, wahrend man bei den beiden Gesamtenergierechnungen eine end-

liche Auslenkung vorausseizen miifite.

3.2.3 Korrekturen zur unvollstdndigen Basis

" Sehr haufig werden die Wellenfunktionen #(r) nach einem Basissatz {xq(r)}
entwickelt. Mit :

-n(r) zwy(r) 2 owd () = > Craxal®

Dieser Satz ist im allgememen unvollstandig und daher missen, um Fehler er-
ster Ordnung in dem H.-F. Ausdruck zu vermelden Basmsatzkorrekturen 6Ey BS
(mcomnlete basis set) bericksichtigt werden.

Zur Anwendung fiir Kraftrechnungen soll dles fiir den spziellen Fall A = R”
betrachtet werden. Nach (3.27) erhalten wir fiir die Korrekturen der H.-F. Kr__aft '

= —2Re Z (S;’:; — ey ":bv)

. _wobel der Lagrangeparameter €y d1e Norrmerung der dxy berucksxchtlgt SR
ORM

<'¢y|zbu>— 0
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Entwickeln wir 9,(r} nach dem endlichen Satz von Basisfunktionen yxo(r), so

erhalten wir aus Gleichung (8.27) zwei Anteile:

oc;
E‘K:—ZReZ va UO{’<XQIH—EVIXQI>
, OR™
V0,0
* 6)(01
~2Me T ClaCut < 552 | H =y | xor >
Vo0t

Der erste Term fiihrt lediglich zu Nichtselbstkonsistenzkorrekturen; denn er ver-

schwindet, wenn die Euler-Lagrange—Gleichungen

PA<xalHlxg > ~w<xalxe>)=0

ot

im Unterraum der Basisfunktionen yo(r) exakt erfiillt sind.

Der zweite Term ergibt die Basissatzkorrekturen Fypg.

0
Fips = —2ReY Cly < ag.i |H—¢, | ¢y > (3.49)
Vo .

Diese Korrekturen sind nicht klassisch interpretierbar, sondern beriicksichtigen
lediglich numerische Fehler in der Losung des Variationsprinzips. Sie verschwinden
natirlich genau dann, wenn das Eigenwertproblem, so wie es das H.—F. Theorem

fordert, exakt gelost ist, falls also

(H—e)|¥w>=0

Es genugt nichi , wenn diese Gleichung wie in (3.49) nur im Unterraum der yq
erfullt ist. -

F;ps trigt ebenfalls nichts bei, wenn der durch die { Xo} aufgespannte Unter-
raum unabhéngig von R” ist, d.h. die Korrekturen verschwinden fiir die Entwick-
lung nach einer ortsfest fixierten Basis wie sie z.B. ebene Wellen darstellen.

Der Fehler durch einen unvollsténdigen Basissatz 1afit sich weiter systematisch
reduzieren, wenn man die Basis so erweitert, daB auch die Ableitungen der ur-

~spriinglichen Basisfunktionen in der Entwicklung eingeschlosssen werden. Dies ist
z. B fur eine Basis von GauBfunktionen leicht zu verwirklichen [13]. ”

"Durch Addition von Fygc zu Fypg erhalten wir die in letzter Zeit ausfithrlich

diskutierte Kraftformel [10,11,13]

a .
FK FN50+FIBS = —jdi”(Veff Véff)aﬁn _"'QREZ Cﬁafd aé‘; _ )%( )
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F=Fyp+Fg (3.50)

Eine andere Formulierung von Kriften im Rahmen einer Basissatzentwick-
lung wurde kiirzlich von H. Eschrig abgeleitet [47]. Bei der Entwicklung von
¥y(r) = To Craxalr) liegt das Selbstkonsistenzproblem in der Bestimmung der
Entwicklungskoeffizienten Cyq (RY), die im folgenden in dem Vektor C zusammen-

gefaBt seien. Die Dichte ist mit dieser Entwicklung gegeben durch

R(E‘, R, C z l Tr’b' r, &, C z O:Q(R Xox (Z‘ R)Cvo: (R)ch'(?a R)
oo (3.51)

wobel B der 3N dimensionale Vektor der Kernkoordinaten ist. Wegen der Extre-
maleigenschaften des Energiefunktionals E[n(r)] = E[C, R] nach Gleichung (3.18)

B, < E(C,R) = E(C,R) — Ep( ] dra(r, R, C) - N) (3.52)
erhalt man fiir die Entwicklungskoeffizienten C die folgenden Euler-Lagrange Glei-
chungen |

8F OF

g
o= lo=c, = 0 = 3o lo=c, ~Fryg [ (B C) lo=c,  (38)

Analoge Gleichungen erhélt man auch fiir die Ableitung nach C (statt nach C¥),
da die Entwicklungskoeffizienten komplex sind und man unabhangig nach C und
C* variieren kann. Bel einer exakien Losung der Kohn-Sham Gleichungen im
endlichen Unterraum des Basissatzes {y} sind diese Gleichungen identisch erfillt.
Die Kraft wird formuliert als die Ableitung der Grundzustandsenergie E, nach
der Kernposition R, wobei auch die implizite Abhangigkeit iiber die Entwicklungs-
koeffizienten. C(R) zu beriicksichtigen ist. N :
_dE _ 8E, OE 6C, OF  9C%
dR IR o gC '
Wegen der Erfiillung der Euler-Lagrange Gleichungen (3.53) entfallt jedoch die |
'1rnphzzte Abhingigkeit, so dafl die Kraft gegeben ist durch | |

(3.54)

h Fz ._EE(R’ C)IC:CO = - E(R C)lC Co +EF8R (.f d#n(r R, 20;2))

| ' Der Vorteil dieser Formel besteht darin, dafi man alle Kréfte F aus einer einzi- L

-?gen Selbstkonsxstenzrechnung fiir das unverschobene System mit den Koeffizienten
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C = C, berechnen kann. Diese Formel schliet also schon die Korrekturen fur die
Endlichkeit der Basis ein. Allerdings ist vorausgesetst, dafi die Selbstkonsistenz-
gleichung (3.53) im Basisunterraum exakt gelost sind. Das Ergebnis (3.55) 1484
‘sich sehr einfach interpretieren als die Differenz zweier Gesamienergierechnungen,
eine selbstkonsistente Rechnung fiir die unverschobene Referenzlage, die auf die
Entwicklungskoeffizienten C, filhrt, und eine nichtselbstkonsistente Rechnung mit

eingefrorenen Koeflizienten C, fiir die verschobene Lage.

3.3 Kréifte und Spannungen

In der Praxis wird ein Korper verformt, indem man Krafte auf seine Oberfliche
wirken 1afit. Das heifit, durch Anwendung von dufleren Kraften wird der Korper
in einen Spannungszustand gebracht.

Allgemeiner formuliert gilt dies auch fir das Innere eines Korpers, wobel in-
nere Spannungen dann aufireten, wenn ein Teilkorper Krafie auf einen anderen
bzw. den Restkorper ausiibt, z.B. bel Punktdefekien wie Leerstellen, Zwischen-
gitteratome und Fremdatome. Ihnen allen ist gemeinsam, dafl sie Krifte auf die
Nachbaratome ausiiben und so Verschiebungen der Wirtsatome verursachen. Mit
dieser Gitterverzerrung ist eine Spannung verbunden, die nach auflen hin abklingt

und chne duflere Krafte bestehen bleibt.

Den Zusammenhang zwischen Kraft und Spannung nutzten Nielsen und Martin
[14] aus, um das Coreproblem bei der Berechnung von Kréften auf eine andere
Weise zu umgehen. Sie leiteten einen Ausdruck im Rahmen der Quantenmechanik
ab, wobei sich die Kraft auf ein Teilvolumen als ein Cberflichenintegral iiber das
mikroskopische Spannungsfeld berechnen 1a8t. Die Oberflache 128t sich nun gerade

anfunitianen nnnatic wird
[ I 3 -

so wahlen, daf eine ndhere Bestimmung der Corewellenfunktionen

I_info_rmation tiber den Core geht nur noch durch die Coreladung ein.

" Die Problematik Liegt bel dieser Methode in der Bestimmung des nicht eindeu-
tig definierten Spannungsfeldes. Dafiir ist eine rein mikroskepische Formulierung

winschenswert. - .
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3.3.1 Virialtheorem

In Analogie zur klassischen Mechanik 148t sich auch fiir ein quantenmechani-
sches Vielkorperproblem das Virialtheorem formulieren. Es gibt eine Beziehung
zwischen den Erwartungswerten der kinetischen Energie und dem Virial des Poten-
tials an und ermdglicht die Formulierung der gesamten makroskopischen Spannung
in Abhéngigkeit der die inneren Wechselwirkungen beschreibenden Operatoren
bzw. ihrer Erwartungswerten.

Ein System werde beschrieben durch den Hamiltonoperator . Die exakten
Eigenzustande %(r) und Energieeigenwerte E sind liber die Schrodingergleichung
(3.1) gegeben. Fiir den Hamiltonoperator gilt in Anlehnung an (2.1)

H =T+ Ving + Vet (3-56)

wobei die inneren Wechselwirkungen durch V;,; noch nicht weiter spezifiziert sind.
Der Operator der kinetischen Energie ist iber den Impuls gegeben: T = E:‘P? .
Die Spannung des stationdren Systems kann auf zwei &quivalente Arten be-

rechnet werden [48].

1)} Das System wird infinitesimal homogen gedehnt, wobei die Dehnung ¢ nicht
isotrop sein muf}, d.h. die Wellenfunktionen 9(...x;...) werden derart ska-

e _liert, da,ﬁ |
= (4o o
Yelooie) = Det(L+ M 2(oxf )

'Da.nach wird das Varxa,tionsprmmp a.usgenutzt wonach die Energle stauonar

| _1st in Bezug auf Storungen erster Ordnungen in ¢, s0 da8

bF b

6¢aﬂ _ &aﬁ‘qﬁ]ﬂ'woég | L (3.57)

-2) “Es wird der Kommutator vom Hamiltonoperator und dem generalisierten

Virial berechnet, der fiir jeden gemeinsamen Figenzustand verschwindet

[#,1/23 (ripi + piri)] = 0
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Beide Ansdtze fithren auf das verallgemeinerte Virialtheorem, welches lautet
d
> <% | 2piapig — Tig 5o Vimt + Vewt) [9 > = 0 (3.58)
i o

Das Virial liefert zwei Beitrage. Das duflere Virial beschreibt die Krafte auf die
Oberflache und das innere Virial beriicksichtigt die Wechselwirkungen der Teilchen

untereinander. Die innere Spannung laft sich schreiben als
d
Sap = 2, < V| -2Wiabig+ rig 5— Vint | ¥ > (3.59)
i for

Dies wird in der Arbeit von Nielsen als Spannungstheorem bezeichnet. Fir einen
sich im Gleichgewicht befindlichen Kérper kompensieren sich #uBere und innere

Spannung, so dafl die Gesamtspannung nach (3.58) verschwindet.

Ebenso gilt fiir die Kraftwirkungen auf einen Korper, dafl innere und auflere

Kréfte entgegengesetzt sind

Z Fezi,§+F§ = 0
:

Dabei ist F; =< ¢ | 46-31%’?-& | ¥ > die H.—F. Kraft.
Betrachten wir weiter eine rein isotrope Skalierung des Systems, so gilt fiir die

Spur des Spannungstensors
~> Sea = 3pQ (3.60)
o
wobel p der i1sotrope Druck auf die Oberfliche des Volumens {1 ist.

~ Die Form des Wechselwirkungspotentials V;,;{r) prigt den ableitbaren Aus-

druck der Volumenspannung. Fiir den Fall eines allgemeinen Zweikorper—

Vint(r) = %ZE o xi —x; {)
i i

. erhalt der Spannungsausdruck (3.53) die Formn

Sep = —23.<¥ |.Pia?£ﬁ'|'¢.>.’ %2 <] (%I - fﬁ)_dz(llzll) | ¥ 3.61)

6y
mit - X = r; —T;
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Die bekannteste Darstellung des Virialtheorems 188t sich fiir das Coulombpotential

ableiten. Dies hat die Form

Durch Spurbildung von (3.61) und mit (3.60)
30 =23 <9 p/|¢>+ <9|Vylu>
) i,
=9T+V

Da fir v ~| x "

tionaltheorie in lokaler Dichtendherung ein Ausdruck fiir die Gesamtspannung ab-
leiten. Hierbei nehmen wir an, daf} das Elektronensystem sich im Gleichgewicht
befindet, d.h. eine Dehnung des Systems nach (3.57) bewirkt keine Anderung er-
ster Ordnung der Energie. Weiter werden die Kerne an den Orten R™ nicht als

fixiert angenommen, sondern entsprechend skaliert.
R = (1+gR;

Das System befindet sich nur dann im Gleichgewicht, wenn die Kernkoordinaten
wirklich die exakten Gleichgewichtskoordinaten darstellen.
Wir erhalten durch Ableitung der Gesamienergie

dE :
Tp = SER+ S+ S+ SRS o (3.6
o : S S

. Jrrp— e TRV AT

Folgende Terme tragen damit zur Spannung bei:

Sk = -2 % [ drv} @piapiph(s)

kinetische Spannung

o ._ﬂ_. { Ria""?a Ri — gl
-Sup --——--2-22.:2 '[drn(r)( ]R,')—(rf; 8.

Kern-Elektron-Spannung
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(roa —75)(rg — rp)
of = /drdrn r)n(x') o P

Hartree-Spannung

— Rjo)(Rig — Rjp)
l Ri—R; P

n-—-—n — Z le]
1#]

Kernspannung

= /drn(r)(fzc — Bzc)Sap

Austausch—Korrelation~Spannung

Durch Spurbildung von (3.62) erhalten wir einen Ausdruck fiir den Druck p, der

schon von Janak.[49] angegeben wurde.
390 = 9T3[n(r)] + Uln(r)] — 3 f dra(r)(ese — pac) (3.63)

Das Problem des so formulierten Virialtheorems ist wieder, wie bei Ableitung des
H.-F. Theorems, der Verlust der Extremaleigenschaften der Gesamtenergie, denn
diese wurden schon zur Ableitung des Virials (3.57) benutzt. Eine Moglichkeit,
diese Probleme zu umgehen, liefert der {rozen-core Ansatz. Man friert die Rumpf-
dichte ein und skaliert homogen nur die Valenzfunktionen. Dieser Ansatz kommt
dem wirklichen physikalischen Verhalten viel naher, da die Rumpfwellenfunktionen
sich bei einer homogenen Dehnung prakiisch nicht &ndern. Auf diese Weise erhalt

man eine modifizierte Form des Virialtheorems, die die Extremaleigenschaften fir
den Rumpf bewahrt. o

Elne weitere Schwierigkeit fiir Defektrechnungen stellt die Schalenkonvergenz

1 alna =zisfnia
L CHILIT LU 1T

dar. Bei Gesamtenergierechnungen erméglicht die Lloydsche Form

denstellende Konvergenz, da dadurch eine schalenweise Summation umgangen wer-

" den kann und alle riumlichen Auswirkungen auf den Kristall beriicksichtigt werden

: kﬁnn}en [50, 40]. Fine entsprechende Formulierung fur _die_: Kraft ware erforderlich.
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3.3.2 Spannungsfeld

T.a8t sich ein System in Volumensegmente A{ aufteilen und fiir jedes die Span-
nung AS,g bestimmen, so gibt %’%ﬂ eine ortlich variierende Spannungsdichte an.
Neben der makroskopischen Spannung 148t sich so das mikroskopische Spannungs-

feld o(r) definieren. Aralog gilt fiir die Kraftdichte FalT)

doap(r)

(3.64)

Z

Org

Damit ist die ortsabhingige Spannung formuliert als die a-Kraftkemponente zwi-

schen angrenzenden Volumenelementen, welche durch die Einheitsfliche mit Nor-

malen in Richtung 8 getrennt sind.

Das Spannungsfeld kann demnach jédes Tensorfeld sein, dessen Divergenz
die Kraftfelddichte f(r) ergibt. Es ist fesigelegt bis auf den additiven Beitrag
der Rotation eines Vektorfeldes A, da die Divergenz der Rotation verschwindet
{V-(V x A) = 0). Diese Freiheit ermdglicht eine problemorientierte Formulierung.
Ausgeschlossen werden makroskopische Beitrige durch z.B. Polarisation und Ma-
gnetisierung, so daf die wirkenden Kréfte atomare Reichweite haben. Godfrey dis-
kutierte das mikroskopische Spannungsfeld fir ein beliebiges quantenmechanisches
System sehr ausfiihrlich [51]. Hier seien das Spannungsfeld nach Kugler [52] und
das Maxwellsche Spannungsfeld [39] kurz angefiihrt. Wie auch der makroskopische

Spannungstensor S,z (3.59) setzt sich das quantenmechanische Spannungsfeld aog.

aus Einteilchenbeitragen zusammen.

Fiir ein Zweikérperproblem mit dem Potential nach (3.61) lieferte Kugler: -

|1+ symbolisiert den Antikommutator.

Hierbei tritt das Problem der Langreichweitigkeit in Form des dipolartigen

_Vgrhaltens auf.
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Fiir Coulombwechselwirkungen besser geeignet ist die Maxwellform {ohne ma-

gnetische Beitrage):
1
Tap(®) = =5 <% | Xlpias [pig, 8(r — i)l ]+
2 {

1 1
+ 37 <V Ba(0)Bylr) - 38a5B°(r) | 4>

mit Ey(r) = T ¢ %%l:?—, dem elektrischen Feld von Teilchen der Ladung ¢ am
Ort 1.

3.3.3 Alternative Kraftformulierung

Die Gesamtkraft F,, erhalt man durch Integration von (3.64) iiber das Volumen

Q.
00 4p

5?‘{5

Fa=/;1drfa(r)mfﬂdr§

Unter Ausnuizung des Gauflschen Satzes 1a8t sich die Kraft dann als ein

Oberflachenintegral iiber das mikroskopische Spannungsfeld ausdriicken.

¥

Fy= j’ dSY oag(ring  dS=4dS-n (3.66)
5 g

F, ist dabei die e—Komponente der Gesamtkraft, wobei n Oberflaichennormale

auf alle Teilchen im Volumen 2 mit Oberflache § ist.

Mit der Definition von Kugler fiir 6,4 konnen wir schreiben:

1y
B = =305 /.45 < lpie [pi 2, 60 — w4 )4 >
g
d 0

=2 < 5—Vint > (3.67)
. g‘ L0} o
wobel fir den potentiellen Beitrag folgende allgemeine Beziehungen benutzt wur-
den
o 2_ 1 = —4xé(r — ¥;)

|z —ri
und
1 fiir ref
J[ dr 6(r —r;) = { e
L §  sonst
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d.h. der zweite Term liefert die Kraft auf alle Teilchen innerhalb des Volumens §2.

Der kinetische Term tragt nur durch Beitrage an der Oberflache bei.

Der Vorteil, der nach (3.66) formulierten interatomaren Krifte wird durch die
Uberlegung deutlich, daf nur Wechselwirkungen, die die Oberflache § kreuzen,
zur Kraft beitragen [14] .Wechselwirkungen zwischen Partikeln, die vollstandig
innerhalb S liegen, verschwinden aus Symmetriegrinden und die, die aufierhalb
liegen, steuern ebenfalls nichts zur Kraft bei.

Die Freiheit in der Wahl der Oberfliche ermdglicht damit, das Coreproblem
zu umgehen, indem sie so gewahlt wird, dal die Coreelektronen vollstandig inner-
halb §} liegen. Es tragen so nur Wechselwirkungen zwischen dem Core und den
auflerhalb liegenden Valenzelektronen zur Berechnung der Kraft auf das Ion bel,

da diese die Randfliche kreuzen.

Betrachtet man als zweite Moglichkeit den Grenzfall, daft das Volumen ver-
schwindend klein gewghlt wird, so sieht man, daf} (3.67) in die bekannte Form der
H.-F. Kraft auf den Kern iibergeht. Der kinetische Term verschwindet, und der
zweite Term liefert die elekirostatische Kraft auf den Kern, wobei die Elektron-
Flektron Wechselwirkung nicht beitragt, da die Elektronen vollstindig auflerhalb
des gewihlten Volumens liegen. Wahlt man andererseits das Kristallvolumen zur

Integration, so erhalt man die makroskopische Kraft auf den gesamten Korper.
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4. Verdinnte Cu—, Ni— und Pd— Legierungen

Dieses letzte Kapitel wird die berechneten Ergebnisse darstellen und diskutie-
ren. Die theoretischen Werte werden mit den zur Verfligung stehenden experimen-

tellen Daten verglichen.

4.1 Vorbetrachtungen

Betrachten wir einen unendlich ausgedehnten Idealkristall mit beliebiger Git-
terkonstante a, so wirken auf die Atome aufgrund der Inversionssymmetrie keine
Kréfte (Abb.12). Die Atome befinden sich in ihren Gleichgewichtslagen. Inter-
essant wird die Frage nach Kriften im Festkorper in dem Moment, wo Defekte
oder auch Oberflichen zugelassen werden. So werden durch die Existenz von
Oberflichen Krifte auf die Randatome ausgeiibt, die zu Relaxation oder Rekon-
struktion der obersten Atomlagen filhren konnen . Defekte verursachen ebenfalls
Krafte auf die Nachbaratome, die dadurch verschoben werden, bis die Krifie an

den verschobenen Lagen verschwinden.

O O O O O O
O O O P
O O O

a

Abb.1: a) kréflefreier Ideaikrisiall b)Kvifle auf Nachbaraiome verursachi durch

eéiz Storelom

Zum naheren Verstdndnis von Gitterrelaxationen haben wir interatomare
-Krafte fir substitutionelle Punktdefekte in Nickel, Kupfer und Palladinm berech-
net. Ein MaB fir die Qualitdt der ermittelten Krifte erhalten wir durch die Be-
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rechnung von Verschiebungen, Relaxationsenergien und Volumenanderungen. Die
Berechnung solcher Verschiebungen im Rahmen der harmonischen Theorie wird

im folgenden Unterkapitel erldutert.

4.1.1 Verschiebungen mittels Gitterstatik

Kennzeichnend fiir die harmonische Gittertheorie ist die Proportionalitdt zwi-

schen den Verschiebungen s™ und den inneren Kraften F™. Es gilt
Z oh b

©™% sind dabei die Born— von— Karman Kopplungsparameter (Federkonstanten).

of

Das Negative dieser beschreibt die Kraft auf ein Atom m in Richtung o, wenn
nur Atom n um die Einheitslange in Richtung § ausgelenkt wird. Das Inverse der

Kopplungsmatrix @ ist die statische Greensche Funktion .

gcmn (4.1)

Q
Durch Einbau des Defektes werden auch die Kopplungskonstanten @ des idealen
Kristalls gestort,
4]
Qop = Pap+ L%yp
wobei die Stérung A® auf &en_-Deﬁaktbereich lokalisiert ist. Die Greensche Funk-
tion § in Gleichung (4.1) fiir den gestdrten Kristall ist mit der Greenschen Funktion
©
G des idealen Kristalls iiber die Dysongleichung verkniipft {53],

4] [¢]
g =§-fnag
Q¢ o 0
§=6-4gtg
‘wobel die t-Matrix gegeben ist durch
L= AZ—t—
1+6A2

o -At_zs Umformung von Gleichung (4.1) erhélt man -
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amn

4]
so =LnflapKf mit K=(1-gGpF
Die sogenannten Kanzakikrafte K sind fiktive Krafte, die in einem hypothe-
tisch idealen Kristall die gleiche Verschiebung wie die realen Krafte F im gestorten

Kristall hervorrufen.

Die Relaxationsenergie ist gegeben durch

Brel = —5 Z MPTRgh = —= 5 Fish O (42)

nmaﬁ '

Sie ist immer negativ und mull zur Bildungsenergie des Defektes hinzugezahlt
werden.

Das Verschiebungsfeld des Defektes verursacht eine Volumenanderung AV des

makroskopischen Kristalls, die sich in verdiinnten Legierungen als eine Anderung

des Gitterparameters bemerkbar macht und durch Rontgenstreuung bestimmt

werden kann. Sie ist gegeben durch [53]

AV =} Sacfy Ly
o, By
mit -

L
wobel Sqg,6 der Tensor 4. Stufe der Steifigkeitskonstanten ist und FP,g der so-
genannte Dipolkrafttensor, das erste Moment der Kanzakikraftverieilung. Fur
kubische Kristalle ist Y Spapy = T‘ﬁﬁw wobei K, der Kompressmnsmodul des
Wirtskristalls ist, so daB AV gegeben ist durch R

1 B
AV = 5K Ko ; KL RY
'Leider konnen wir aus unseren Rechnungen lediglich die Krifte 77" nicht aber die
- Federkonstantenanderung AP bestimmen. Fir substitutionelle Defekte ver-
~ nachisssigen wir daher im folgenden diese Anuerungen.und besiimmen die Ver-
B _'schiebungen sg‘ und die Volumendnderungen AV '.dir_gkt aus den folgenden Glei-
.-éhungen | T O

TR .

o= Z Gog F§ :'3_'}'ﬁ B CE
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und

AV = — S FIR] (4.4)

SK 0 oo

Das bedeutet, wir verwenden die berechneten Krifte F im Sinne von Kanz-
akikraften K. Fir schwach storende Defekte sollte dies erlaubt sein, da schon die
Kréfte F2 eine Storung sind und der Unterschied zwischen den Kanzakikraften
K7 und den realen Kriften FZ quadratisch in der Storung ist. Zum Beispiel
fur sp-Fremdatome mit kleinem AZ sind die Krifte F ~ AZ, aber die Differenz
K- Fr -G ABF ~ (AZ)2.

Lediglich fir die Leerstelle ist es mdéglich, ohne mikroskopische Rechnung ein
sinnvolles Modell fiir die Kopplungskonstantendnderung A® zu machen : Wir ent-

fernen dabel aus den idealen Gitter alle Federkonstanten, die das Leerstelienatom

mit den Nachbarn koppeln.
A@aﬁ - ““6mo®g% - énoézlﬁo - 5n06mgégoﬁ

Dabei vernachlissigen wir Anderungen aller anderen Kopplungskonstanten , die
etwa durch ”Backbonding” verursacht werden .

Die Berechnungen der Verschiebungen wurden mit einem von Herrn Scho-
ber entwickelien Programm zur Energieminimalisierung eines endlichen Atom-
clusters durchgefithrt. Das Programm bendtigt als Input empirische Zwei-
oder Mehrkorperpotentiale fiir die Wechselwirkung der Atome und bestimmt die
_G.lei_chgewichtskqnﬁgura_tion dprch Energieminimierung mittels Gradiententechni-
ken. Alternativ kann die "elementare ‘Wechselwirkung auch durch harmonische
Kopplungskenstanten beschricben werden, so daff das Programm dann die harmo-

nische Gitterstatik simmuliert.

412 TechmscheDetaﬂs .

_ Dle vorgesteﬂten Rechnungen wurden auf dem Rechner des Forschungszentrum
Juhch vom Typ CRAY X-MP durchgefiihrt. L

_ . Zur praktischen Berechnung der Krafte haben wir die Ableitung des effekti-
ven P_o_tentlals in Gleichung (3.3_5) mit einer 5-Punkt Formel ausgefiihrt. Eine
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Funktion f(x) kann numerisch differenziert werden, indem man sie mittels ei-
ner Lagrange-Interpolationsformel approximiert und diese ableitet. Die Ableitung
fiz) = Ed:? f{z) approximieren wir durch
1
filz) = (e —2) —8f(z ~ 1) +8/(z + 1)~ f(z +2))

wahrend wir fir die Randpunkte die folgenden Gleichungen benutzen

fllo—2) = 115(—251‘(3: —9) +48f(z — 1) — 36£(2) + 167(z -+ 1) - 3f(z + 2))

fla—1)= -112-(—3f(z —2) = 10f(z — 1) + 18/(2) — 6f (= + 1) + f(z +2)
flle+1)= %(f(x ~2) +6f(z — 1) — 18f(z) + 10f(z + 1) + 3f(z +2))
flz+2) = %(3;@(@ —2) = 16f(z — 1)+ 36£(2) — 48F (¢ + 1) + 25f (= + 2))

Bei der numerischen Integration zur Berechnung der Core— Korrektur ¥ g in (3.35)
wenden wir die Simpsonregel an und fiihren die Integration mit einer 3-Punkie

Formel aus,

Zur Berechnung der Volumenanderung wurden experimentelle Kompressions-
module X fiir die Wirtskristalle [53], sowie die berechneten Gitterkonstanten a bzw.

atomare Volumina V; nach Morruzzi, Janak und Williams [23] (Tab.1) verwendet.

Tab.1 : Delen fir Wirlskrisialle, die zur Berechnung

der Volumenanderung der Punkldefekle verwendl wurden

K [mRy/e’]* 8 [a.2.] V. [(a.x.)?]

Kupfer 9,384 6,78 77,23
. Nickel 12,512 6,55 70,25

Palladium 13,124 7,42 102,13

" Wir haben Rechnungen durchgefithrt, bei denen wir bis zu sechs Nachbarscha-

len als gestort betrachiet und selbstkonsistent berechnet haben. Zur Untersuchung

~ *1Ry=13.6055 eV ; a(Bohr)=0.529 A
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der Schalenkonvergenz wurde noch die neunte Nachbarschale hinzugefiigt, also ein
gestorter Cluster von 99 Atomen betrachtet. Die Atome, die sich durch Symme-
trieoperationen der OJp-Punktgruppe ineinander tiberfiihren lassen, werden in einer
Schale zusammengefafit. Tab.2 zeigt fiir Kristalle mit fec-Struktur die Anzahl der
Atome pro Schale und die Koordinaten des reprasentativen Atoms, so wie sie Im

Programm gewidhlt werden.

Tab.2: Anzahl der Atome in einer Schale und

Koordinalen des repraseniativen Atoms (fir fee—Kristalle)

Nachbarschale Koordinaten Atomanzahl
1 (0,5; -0,5; 0,0) 12
2 (1,6; 0,0; 0,0) 6
3 (1,0; 0,5; 0,5) 24
4 (1,0; -1,0; 0,0) 12
o (1,5; 0,5; 0,0) 24
6 (-1,0; -1,0; -1,0) 8
7 (1,5; 1,0; 0,0) 48
8 (2,0; 0,0; 6,0) 6
9 (1,5; -1,5; 0,0) 12

4.2 Ergebnisse

4.2.1 Radialkraft

Die Kraft auf Nachbaratome, die durch die Erzeugung eines substitutionel-
'-}en Fremdatoms entsteht, ist die berechnete zentrale Grofle. Untersucht haben .
wir Defekte in den Wirtskristallen Kupfer, Nickel und Palladium, die alle drei
“fec~Struktur besitzen. Nachdem wir anfinglich gestorie Cluster mit 55 Atomen
betrachtet haben, erweiterten wir dessen Grofle um zwei Schélen, so dafl die hier
| _vdrgestellten Ergebnisse mit einer Clustergrofie von 87 Atomen bzw. sieben Nach-

ba,rs_chalen erzielt wurden.
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Wie erwartet, zeigen unsere Rechnungen, dafl man eine starke Kompensation

von Fygp , der Helimann-Feynman Kraft, und der Core-Korrektur Fg erhalt.
Tab.3 zeigt dies exemplarisch fiir die 3d-Fremdatome Kobalt und Nickel in Kupfer
fiir die nachsten Nachbarn. Fy, ist der iiber die Korrektur eingehende Beitrag von
Austausch und Korrelation im Rahmen der lokalen Dichtendherung. Es zeigt sich,
dafl eine Berechnung der durch Defekie verursachten Krafte mit F g allein nicht

moglich ist. Ferner zeigt sich, daf der Beitrag durch Austausch und Korrelation

RWS
- f dr
0

fic(r)

dor

0

or

(?’2#xr:(?“))

bis zu zwei Groflenordnungen kleiner ist als die beiden einzelnen elektrostatischen
Beitrage. Zur Berechnung der Gesamtkraft F ist dieser Anteil jedoch von grofBter
Bedeutung, da Fy; von gleicher Groflenordnung ist. Ohne Beriicksichtigung der

Vielteilcheneffekte wiirde man eine bis zu doppelt so grofie resultierende Kraft

erhalten.

Teb.3: Einzelne Kroftbeitrage des ndchsien Nachbareloms {0.5,-0.5,0) fir die
Fremdelome Koball und Nickel in Kupfer in Finkeiten von mRy/a(Bokr)

Cu-Co Cu—Ni
Fygr Fr_xc Fx¢ F Frr Fr_xc Fx¢ F
F., -204,54 204,14 22,60 | -3,00 144,34 142,81 1,17 -2,70
Fy | 204,54 -204,14 2,60 3,00 144,34 -142,81 1,17 2,70
Fy 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

3 - Abb.2 stellt die Ergebnisse der wirkenden Radialkréfie ¥ - 'f;T fiir 3d— und
- :4sp-Fremdatome in Kupfer in Abhangigkeit der Schalen dar.

.+ Die auf den ersten Nachbarn wirkende Kraft dominiert bei allen Elementen
o +-bis auf Eisen, wo diese Kraft pr_aki:isch verschwindet und der vierte Nachbar die

. starkste Kraft erfahrt.
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Ein Unterschied zwischen dem Verhalten von 3d— und 4sp-Fremdaiomen ist
aus der Abbildung ebenfalls deutlich zu erkennen. Im Gegensatz zum Verhal-
ten der 3d-Fremdatome spielt bei den 4sp-Fremdatomen die Kraft auf die zweite
Schale eine grofie Rolle; sie hat das gleiche Vorzeichen und fast die gleiche Grofie
wie die Kraft auf die erste Schale. Die Atome der vierten Schale (220) liegen,
wie die der ersten, in der dichtgepackten 110-Richtung und werden im Fall von
3d-Fremdatomen gleichsinnig mit den Atomen der ersten Schale und wesentlich
starker als alle anderen Atome verschoben. Bei den 4sp-Storstellen wirkt auf
diese Schale allerdings kaum noch eine Kraft. Hier ist die Kraft auf die zweite
~ Schale wichtig: Sie hat das gleiche Vorzeichen wie die Kraft auf die erste Schale

‘und st im Fall von Ge und As mit dieser durchaus vergleichbar. Abb.3 zeigt das

o ‘Verhalten der gleichen Fremdatome im ﬂ'berga,ngsmetaﬂ Nickel. Die Storatome

zeigen hier ein nicht so einheitliches Bild wie in Kupfer. Ein anderes Verhalten ist

o schon desha.lb zu erwarten, weil Nickel ein grofleren Kompressionsmodul hat als

. ‘:'.Kupfer (Tab.1}. AuBerdem ist Nickel im Gegensatz zu Kupfer ein ferromagneti-
scher Wirtskristall. Die wirkenden Krafte fiir die Nickelsysteme sind etwas kleiner.
Auffallend ist die dominante vierte Schale bei einer Vanadiumfehlstelle sowie das
Verhalten, welches von Chrom hervorgerufen wird. Bei diesem System ist die auf

“die erste und vierte Schale wirkende Kraft gleichstark aber entgegengesetzt. Die

~ 4sp-Fremdatome zeigen ahnlich wie bei Kupfer ein ausgeprigt anderes Verhalten

als die 3d-Atome.

Als dritter Wirtskristall wurde Palladium untersucht. = Abb.4 zeigt die fiir

" “4d-Fremdatome von Yttrium bis Silber wirkenden Kréfte. Im Gegensatz zu den

'_Sd_-—_S;y_s_te_men in-Cu und Ni sind die hier untersuchten 4d-Fremdatome in Pd nicht

.magnetisch (mit der Ausnahme von Ru, da8 in Pd ein Moment von 0.3 gp hat

- [54]). BEs wird deutlich, daf} die Fremdatome von Nb bis Rh iiberwiegend eine an-
- ziechende Wirkung auf die Nachbaratome haben. Das Pd-Nb System ist auffsllig
‘und zeigt starke Parallelen zu Ni-Cr . Die Krafte sind leicht starker als in Kup-

- fer und Nickel, Fir Palladinm wurden zusiizliche Rechnungen durchgefithri, die

:_ . . zur Berechnung der Kraft bzw. des Potentials nur die Ladungsdichteanderung
L ";'innerhalb der Zelle des betrachteten Atoms berticksichtigen, um nzhere Informa-

" tion fiber die Ursache der entstehenden Krifte zu erhalten, insbesondere iiber die

Lokalisierung der hierfiir verantwortlichen Dichieanderungen.
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Abb.3: Radialkraft in Nickel
wie in Kupfer (vergl Abb.2)

fir die gleichen Fremdalome
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Im Gegensatz zu den Berechnungen der Feldgradienten [55] , als zweite Ab-
leitung des Madelungpotentials, sind fiir die Krifte sowohl die Intra- als auch die
Interzellbeitrige von grofiter Bedeutung. Beide Terme haben dhnliche Groflen-
ordnung und kompensieren sich weitgehend. Als Beispiel sind die Ergebnisse fur
Molybdén und Ruthenium in Abb.5 dargestelll. Die anisotropen Beitrage des
Potentials, hervorgerufen durch die Nachbarzellen, sind von gréfiter Bedeutung.
Eine Erklirung liefert fiir ein radialsymmetrisches Potential V{r) ~ % die Be-
trachtung der Abstandsabhangigkeit der Kraft als erste Ableitung F(r) ~ ?% und
des Feldgradienten als zweite Ableitung E(r) ~ ;15; d.h. die %3 Wichtung der Feld-
gradienten bewirkt den geringeren Einfluf}l der Nachbarzellen und die Dominanz

der Intrazellbeitrage.
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" ABb. 5 : Radialbraft for Ruthenium und Molybdén in Palladium ohne Inter-

. zellbestrage sum Potentiel { = ) und mii Intro- und Interzellbetrigen (v )
- 4.2.2 Nichstenachbarverschiebung

Mit Hilfe der in Kap. 4.1.1 vorgestellten Methode (insbesondere (4.3)) haben

- wir die Verschiebungen der Atome der ersten 6 Schalen berechnet. Von besonde-
R rem Interesse ist die Verschiebung der nachsten Nachbarn, da dies i.a. die grofie
" Verschiebung darstellt und Probleme der Schalenkonvergenz (anders als 2.B. bei
Volumenanderungen) bei den nichsten Nachbarn keine Rolle spielen. So erhélt
man eine gute Abschatzung fiir die Qualitdt der berechneten Kréfte. Die berech-

| neten Verschiebungen der néchsten Nachbarn konnen direkt mit Daten aus neusten

; g4




EXAFS-Experimenten (extended z- ray absorption fine structure) von Scheuer
und Lengeler [56] verglichen werden. Durch Analyse der Feinstruktur der Ront-
genabsorption oberhalb der Absorptionskanten ist es méglich, die interatomaren

Abstande der nachsten Nachbarn experimentell zu bestimmen.

Untersucht wurden die gleichen Systeme wie in Kap.4.2.1; Abb.6 und Abb.7

zeigen die theoretischen und experimentellen Ergebnisse in Kupfer und Nickel.
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 Abb.6 Verschiebungen der nichsten Nachbarn in Kupfer im Vergeich zu ezpe-
f'smeniellen EXAFS—Daien fir 3d—und fsp~ Fremdaiome
Es geht aus diesen Untersuchungen hervor, dafl die mit unseren Methoden er-
zaei“en Ergebnisse i im Rahmen der Fehlerbalken mit den experimentellen Daten
1m Emkia,ng sind. Alierdmgs fallt eine grofile Abweichung am Anfang der Reihe

(T,V) unerfreulich auf. Bei all unseren Ergebnissen machen wir diese Beobach-

VERSCHIEBUNG [%]
t

‘tung. Es scheint hier die Grenze erreicht worden zu sein, wo man die Anderung
Ad der Kopplungsmatrix in Gleichung (4.1) vernachléssigen kann. Andererseits
kann men auch nicht ausschlieflen, dafi anharmonische Effekte hier eine Rolle spie-
len. Dzher wire ein Zukunftsziel, die Verschiebung der Afome und die Berechnung
der Kréfte simultan durchzufiihren, um so eine direkte Bestimmung der Gleichge-

wichiskonfiguration ohne Zuhilfenahme der Gitterstatik zu ermoglichen.
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Abb.7 Verschicbungen der néchsien Neachbarn in Nickel sm Vergeich zu ezpe-
rimeniellen EXAFS-Daien

In Abb.8 sind die Ergebnisse fiir einen Palladiumwirt, gestort durch 4d-
Fremdatome zu sehen. Da diese alle nicht magnetisch sind, ist ein glatter Verlauf
mit einem Minimum in der Relhenmitte zu beobachten. Dieser ist bis Technetium
parabelférmig und zeigt dann eine lineare Abhingigkeit. Der Trend im Vergleich
zum Experiment ( EXAFS-Messungen von Scheuer und Lengeler) {rvird_ sehr gut
wiedergespiegelt die Rechnungen liefern é.ber am Anfang der 4d-Reihe etwas zu
groﬁe Werte. Dles mag wie im Fall von Kupfer und Nickel an der Vernachia,sm-
'gung der Yeder konstantena'iéerung und der anharmonischen Beitrage liegen. Im
_Vergieich zu Kupfer und. Nickel smd da die Krifte grofer sind, Dilatation und
'Kon‘traktmn in Pelladium stérker ausgeprégt. Eine Gitierdilatation ist fiir Palla-
' :'dmm nur- bex den Fremdatomen Ytirium, erkon und Sllber zu beobachten Fur

' _:jdie anderen Leglerungen kontmhlert das Gitter “ B S
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Abb.8 Verschicbungen der ndchsien Nachbarn in Pealledium im Vergeich zu
ezperimeniellen EXAFS-Dalen fir Jd-Fremdaiome

4.2.3 Relaxationsenergie

Der Beitrag der Relaxationsenergie zur Bildungsenergie ist viel diskutiert
~worden. Nicht unerwartet ist dieser Anteil fur kleine Storungen wie 3d-, 4sp—
Fremdatome in Kupfer (Abb.9) mit kleiner als 70 meV sehr gering. Die Scha-
lenkonvergenz ist sehr gut, wie aus Tab.4 fir 3d-Fremdatome zu entnehmen ist,
so daf die Relaxationsenergie im wesentlichen durch die Atome der ersten Schale
bestimmt wird. Bei 3d—Fremdatomen spielt die 4. Schale eine noch grofiere Rolle;
bei 4sp—Fremdatomen ist es die zweite Schale, die ganz analog zur Diskussion der
Krafte im Kap. 4.2.1 von Bedeutung ist. Abb.10 stellt die Relaxationsenergie
fir die gelosten Fremdatome in Nickel dar. Der Beitrag zur Bildungsenergie ist

' -éypisch klemner als 40 meV und damit noch kleiner als in Kupfe_r. Der Trend ist
“schwer mit dem von Kupfer und den 4d-Atomen in Palladium (Abb.ll) ZU Ver-
- -.ﬁgleichen, da das Verhalten sehr unterschiedlich ist. So zeigen die 4sp—Freimndatome
* it steigender Valenzdifferenz zum Wirt eine groflere Relaxationsenergie, wéhrend

in Nickel diese fiir grofiere Valenzdifferenzen sattigt.




Tab.4 : Relazafionsenergic E = —%Zﬂ F7g™ gls Funkiion der milgenomme-

nen Schalen

Nachbarschale
1 2 3 4 5 6
Relaxationsenergie / meV
Y -55,6 -55,% -57,7 -71,2 -71,3 -71,3
Cr -55,5 -56,0 -57,5 -64,3 64,4 -64,45
Mn -24,6 -24.8 -25,7 -29,9 -29,9 -29.9
Fe -0,3 -0,3 -0,4 -1,0 -1,0 -1,0
Co -6,6 -6,3 -6,2 -6,3 -67,3 -6,6
Ni -6,2 -6,1 -5,6 -5,6 -5,6 -6,3
-05 | - -.05 /
-10 - =10 + / -
-.15 + - -15 -
3_2{) L - ?20 — i
g / J &-25 | -
s K i L ] 4 o o Ud ! I L -
Ti V Cr Mn Fe Co Ni Cu Zn.Ga GeAs .. = Ti V.Cr Mn Fe Co Nj Cu.Zn Ga Ge As

“Abb.9: Relazationsenergie in Kupfer T Abb.16: Relezationsenergie in Nickel - |

S
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- Abb.11 Relogationsenergie in Pelladium
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4.2.4 Volumenanderung

Die dritte Moglichkeit, die es erlaubt, die Zuverlassigkeit der berechneten
Krafte zu iberpriifen ist die Ermittlung der durch den Defekt verursachten Vo-
lumenénderung des Kristalls, die experimentell aus Gitierkonstantenmessungen
bestimmt werden kann. Da im Dipoltensor Pop = Xn Fg R die Kréfte mit dem
Abstand R" gewichtet werden, ist es nicht klar, ob diese Gréfle in unseren Rech-

nungen bezuglich der Zahl der mitgenommenen Schalen (7 bzw.8) konvergiert ist.
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Abb.12: Volumenénderungen in K’z&:pfzf‘,'ﬁewosﬂger@sf’eﬂ durch die gngegebenen
Fﬁ"emdaiome Verglesch mii ezpemmenfeilen Daﬁen (x nech Pea‘rson [57], o. nech

_ King [58])

~In-Abb.12 sind die Volumenénderungen , hervorgerufen in Kupfer, . zu se-
~hen. -Die experimentellen Daten im Vergleich dazu stammen aus ‘den versclile-
-densten - Gitterkonstantenmessungen, welche wir der Standardliteratur entnom-
'_--.men ‘haben [57, 58). Vor allem fiir schw_ach storende Defekte ist eine recht gute
- ﬁberginstimmung festzustellen. Neben der Reihe von Ti-As haben wir noch ei-

.3 nige 4d-Fremdatome in Kupfer untersupht_.(Abb_,13) , die eine wesentlich.groflere
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Abb.13 : Volumeniénderungen in Kupfer durch {d—Fremdaiome; Vergleich mii
dem Ezperiment [58]

Volumenénderung zeigen. Leider stehen uns nur zwei experimentelle Daten im
Vergleich zur Verfiigung.

Trotzdem wird die unzureichende Beschreibung fir grofiere Stérungen deutlich.
Dies unterstreichen auch die Resultate fiir 3d— Fremdatome in Palladium (Abb.17).

Offenbar werden in beiden Fillen die Volumenénderungen wesentlich iiberschatzt,

obwchl die Trends_ richtig zu sein scheinen. 4d-Stératome in Kupfer sind nicht

magnetisch , was sich in dem ausgeprigten parabelférmigen Verhalten mit einem.

" ‘Minimum bei Rhodium wiederspiegelt.
In Kupfer dagegen bilden 3d- Fremdatome sogenannte Kondo-Systeme und

‘zeigen magnetisches Verhalten, was den nicht glatten Verlauf der Kurve in Abb.11

"+ erklart. Schaltet man némlich die Spinpolarisation bei den Rechnungen kiinstlich

: -'aus, so ergibt sich wieder eine Art Parabel mit Minimum bei Kobalt (Abb.14). Dies

o f--'z'e_igt, daf sich der Magnetismus in Form einer Volumenvergréferung bemerkbar

= ‘macht. ‘Mangan besitzt nach der Hundschen Regel die grofte Anzahl einfach be-
“'setzter Orbitale und damit auch das grofte Moment der 3d—Atome. Dadurch zeigt

“Mangan die gréfite durch den Magnetismus induzierte Volumenénderung . Unsere




Rechnungen haben verdeutlicht, dafl der Magnetismus in magnetischen Systemen
grofle Auswirkungen auf deren mechanische Eigenschaften hat. Die magnetoelasti-
sche Wechselwirkung fiihrt zu einer Vergrofierung des Volumens, die im Vergleich
zum paramagnetischen Fall durch die zusitzliche Besetzung von antibindenden

Zustanden erklart werden kann.
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Abb.14 : Ergebnisse der Volumendnderungen in Kupfer ohne Spinpolarise-
ifon (gesirichelle Linie) wnd mil Bericksichligung der Spinpoleriseiion fir die
Jd—Fremdatome (durchgezogene Linie)

Fir Nickel und Palladium stiimmen unsere Resultate vor allem fiir schwach
stérende Defekte erfreulich mit den experimentellen Daten iiberein {Abb.15 und

Abb.18). Alle Fremdatome verursachen in Nickel eine Gitterdilatation.

71




s N
o o

VOLUMENAENDERUNG [%]
N
o

[

|

I

]

Ti V (r Mn Fe Co Ni Cu Zn Ga Ge As

Abb.15 : Volumeninderungen in Nickel ; Vergleich mil ezperimentellen Deaien

(x [57], o [58])
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Abb.16 : Volumendnderungen in Polladium ; Vergleich mil ezpersmenielien
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Abb.17 : Volumendnderungen der 3d-und fsp— Fremdetome in Palladium;
Vergleich mit experimentellen Daten [58]

Bei der Herstellung von Substitutionsmischkristallen wird zur Untersuchung
des "size—effect” haufig die Vegardsche Regel angewendet [59]. Sie geht davon aus,
dafl sich das Volumen von Mischkristallen linear aus den Volumina der elementaren
Komponenten zusammensetzt. Demnach ist es ausreichend, das atomare Volumen
des Wirts— und Fremdatomkristalls zu kennen, um dann eine Vorhersage iiber den

“Volumeneffekt zu treflfen. Mit Vg7, dem atomaren Volumen des Hosts, und V, p,
_dem des Defekts, ergibt sich die relative Volumenénderung dann mit
o A-V= Ve —Vub
14 Vol

Vergleicht man die Ergebnisse unter Verwendung der Vegardschen Regel mit de-

nen der Dichtefunktionaltheorie, so wird eine Ahniichkeit zu den paramagnetischen
Ergbnissen deutlich( Abb.18 und Abb.18). Das heiflt die magnetoelastischen Ei-
genschaften der 3d-Fremdatome konnen mit der Vegardschen Regel nichi beschrie-
ben werden, was an den sehr viel gr6Beren magnetischen Momenten der Fremda-
tome im Vergleich zu den der reinen Metalle liegt. Es wird auch mit den Daten fiir
“Nickel (Abb.20) deutlich,daﬁ die mechanischen Eigenschaften einer Legierung zwar

. "..'durch_ dgn Grofenunterschied der atomaren Volumina der elementaren Komponen-
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ten entscheidend gepragt sind, aber die besonderen magnetischen Eigenschaften

der verdiinnten Legierungen auf keinen Fall vernachlassigt werden diirfen.

j\ \ T 7 T i T T T T
60 - | Theorie — 60 Theorie 7]
£\ E
o
e Z 40 Vegard -
% w0 by a Vegard
-4 \ il
g Ex H t =]
perimen = —
z W 20 -
= 20 | %
= i)
- =
= 5 _
3 o b Z 0F
g = ’
N -
_20 Ld ; : : I ! pE U o i ! ! !
Ti V {r Mn Fe Co Ni Cu Zn Ga Ge As Ti V Cr Mn Fe Co Ni Cu Zn Go Ge As

Abb.18 : Vergleich der Ergebnisse in Kupfer mil denen unier Anwendung
der Vegardschen Regel; rechis im Vergleich mil den paremagnelischen Ergebnissen
(vergl. Abb.14)
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g Hladium Abb.20: Ergebnisse in Nickel

__-.é._ﬁ,s Leerstelle R
Als ein stark storender Defekt ist die Leersielle haufig von besonderem In-

- _Z{eresse. -Die Relaxationsenergien betragen in den Wirtskristallen Cu, Ni und - Pd

~.-etwa ~0.04 eV bis -0.22 eV, Die Relaxationsenergie fiir Palladium ist héher als in

T4




Nickel und Kupfer und trdgt merklich zur Bildungsenergie bei. Fur Kupfer und
Nickel fithrt der Beitrag allerdings nur zu einer sehr unwesentlichen Absenkung

der Leerstellenbildungsenergie.

Teb.5 : Beiirag der Relazalionsenergie zur Leersiellenbildungsenergie

Eg [eV Eg+ E.q [eV Experiment /eV
[5]

Kupfer 1,41 1,37 1,28
Nickel 1,76 1,68 1,28
Palladium 1,57 1,35 1,85/1,54

Interessant ist auch die Frage nach der Gitterrelaxation in der Umgebung der
Leerstelle. Eine Gitterdilatation ist micht von vornherein auszuschlieflen, da sie
durch eine eventuelle Verstarkung der rickwartigen Bindungen durch die freige-
wordenen Valenzen verursacht werden konnte. Man konnte so eventuell ahnli-
che Relaxationseffekte wie an Oberflichen becbachten. Unsere Rechenergebnisse
bestdtigen eine solche Vermutung nicht. Vielmehr erhalten wir eine starke Kon-

traktion und eine Verschiebung der nichsten Nachbarn in die Leerstelle hinein

(Tab.8).

Tab.6 : Nachstenachbarverschiebung wnd Volumenanderung fur eine Leersielle '

As/% AVI%

Kupfer | -1,25 -30,12
Nickel 1,44 | -41,16
Palladium -2,63 -32,95

Die Ergebnisse aus Tab.§ zeigen, dafl die Nachstenachbarverschiebung relativ klein S

ist im Vergleich zu den resultierenden Volumenénderungen. Zur naheren Differen-

zierung sind weitere Werte exemplarisch fur Kupifer in Tab.7 aufgelistet.
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Tab.7 : Radielkraft und rediele Verschiebung der n-ien Schale fir eine Leer-
stelle in Cu; die Relazationsenergie E(ﬂ) und die Volumendnderung AV(n) enthal-

ten alle inneren Beitrige bis zur n—len Schale einschlieflich (Summation in (4.2)

und (4.4) bis n)

Schale n i 2 3 4 ) 8

FrR" -3,47 -2,29 -1,45 0,92 0,18 -0,18
mRy/a(Bohr)

s"R7 % 1073 /alat -35,38 -9,02 -16,94 -8,32 -2,02 -12,34

Efny/meV -31,68 -33,02 -43,66 -40,96 -40,82 -41,48

AV /% -18,29 -92,43 -35,69 -30,85 28,75 -30,12

4.3 Weitere numerische Untersuchungen

4.3.1 Schalenkonvergensz

~ Die in dieser Arbeit wohl problematischsten Gréflen sind die Volumenande-
rungen. Problematisch deshalb, weil es nicht sicher ist, ob mit dem 87 Atome
umfassenden Cluster alle wesentlichen Effekte, die zur Volumen&nderung beitra-
gen, berticksichtigt werden. Das Problem der Schalenkonvergenz ist somit weiter
zu untersuchen.

Der Krafttensor P (4.3) ist dabei die entscheidende Grofle. Dieser beinhal-
tet die Summation iiber die Atome der einzelnen Schalen. Die Schalenbeitrige
zum Krafttensor, gewichtet mit der Atomanzahl pro Schale , zeigen Abb.21, 22
und Abb.23 in Abhéngigkeit der Kernladung des Defekis fiir die drei Wirtskri-

stalle.Fiir den priagenden Trend der Volumendnderung bei Palladium und Kupfer -

(Abb.12,Abb.13) ist demnach die erste gestorte Schale in (110)-Richtung verant-
wortlich. Nichi zu vernachlissigende Beitrage liefert die 4.Schale ((220)-Richiung)
und fiir die 4sp— Fremdatome auch die 2.Schale. Beim Nickelwiriskristall spielt vor
allem die 4.Schale eine ganz entscheidende Rolle. Die Uberlegung liegt daher nahe,
die ebenfalls mit 12 Atomen besetzte, in (330)- Richtung liegende 9.Schale in die
Rechnungen miteinzubezichen, da sie weitere wesentliche Effekte liefern kinnte.

Auftretende Dimensionierungsprobleme im Symmetriesierungsprogramm erlauben
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es leider bisher nicht, Schalen mit der Grofle von 48 Atomen zu behandeln. Daher
ist die 9.Schale nur dann als gestort behandelbar , wenn die grofie, 43 Atome um-
fassende 7.Schale, als ungestort betrachtet wird, Zu Testzwecken haben wir aus
diesern Grund Rechnungen mit 31 Atomen durchgefiihrt, wobei die 3.Schale mit
24 Atomen aus dem Defekicluster herausgelassen wurde. Die berechnete Kraft auf
die 4.Schale wurde dann mit den Ergebnissen aus den 87-er Rechnungen vergli-
chen. Es zeigte sich, dafl die Werte stabil waren und das Herauslassen von dieser
Schale nicht zu grofen Fehlern fiihrie. Nach diesen Voriiberlegungen haben wir
die Rechnung mit 99 Atomen begonner, wobei die 7. und die kleine 8.Schale nicht

im Defektcluster beriicksichtigt wurden, da die Auswirkungen klein sein sollten.
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Abb.21: Schelenbeilrag zum Kvafliensor in Kupfer Abb.22 : Schalenbeiirag

zum Kraftiensor in Nickel
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Abb.24 zeigt den Nachbaratombeitrag zum Krafttensor P fir Kupfer. Er-
kennbar ist der deutliche Beitrag der 9.Schale vor allem fiir die 3d-Fremdatome.
Trotzdem beschreibt die 1.Schale die pragenden Effekte und ist dominierend (aus-
genommen Eisen). Die Uberschitzung fiir Titan und Vanadium — was anch anzu-
nehmen ist fir die 4d-Fremdatome - kann mit fehlender Schalenkonvergenz nicht
erklirt werden. Vermuten lieff dies auch schon die Uberschitzung der Nichsten-
nachbarverschiebung im Vergleich zu den experimentellen Daten, denn hierbei tritt
das Schalenkonvergenzproblem nicht auf. Allerdings bleibt die Frage, ob wir von
Schalenkonvergenz sprechen konnen, weiter bestehen. Es kann nicht mit Sicher-
heit davon ausgegangen werden, dafi die Clustergrifie ausreicht, um alle Effekte
zu beschreiben. Der Rechenaufwand steigt allerdings erheblich mit der Grofie des
Clusters, so dafl die numerischen Grenzen eine Beschrankung der Clustergrofie

notwendig machten.

_4.3.2 Einflu} der Drehimpulsentwicklung und der exakten Zellinte-

gration

_ sondern auch die maximale Drehim-
pulsentwickiung der Wellenfunktionen ist bei den Rechnungen begrenzt. Um den
Einfluf des Abbruchs bei einem Wert lmax zu uberprifen, haben wir Krafte fir
Imax=4 ‘gerechnet und die Ergebnisse mit denen fiir lmax=3 verglichen. Wir
beriicksichtigen demnach neben s-, p—, d- und {~ auch g-Elektronen. Das Hinzu-
nehmen der g— Elekironen hat fir Kupfer und Nickel keine wesentlichen Effekte
fiir die Volumenénderungen bewirkt. Fiir Fremdatome mit Kernladung Z < Zg,
bzw. Z < Zp;; ist eine Verringerung des Volumeneffektes und fir Z > Z¢,, und Z
> Z; eine Vergroflerung zu beobachten (Abb.25 und Abb.26). Hohere Drehim-
pglsentwmklungen, etwa Imax=>5, soilten daher fiir Kraftberechnungen nicht nétig

= sem Leider konnen wir dies nicht explizit priifen, da das gesamte Programm fur

_ eine maximale Drehimpulsentwicklung von lmax=4 ausgelegt ist, und se héhere
“Entwicklungen in dieser Programmversion zu Problemen fiihren. Der wesentliche
. _Grund fiir die gute lmax — Konvergenz der Krafte liegt in der Tatsache, dafl die
B, Krélfte durch die 1=1 — Komponente des Potentials bzw. der Dichte bestimmt sind.
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. Abb.86 : Einfluf der Drehimpulseniwicklung fir die Volumenanderungen in
Nickel; die Krdfte sind mii einem Defekiclusier von §5-Alomen berechnef.

Fir diese p-Komponente der Dichte gelten jedoch ”6ptische” Auswahlregeln, . .

_d.h. nur _In_te:f_erenzterme zweler Wellenfunktionen, die sich um Al = 41 unter-

 scheiden, kénnen einen Beitrag geben. Daher gibt es nur Beitrége vom Typ -

o s-p, p—d, d-{, f-g, g-h, usw. - =
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Die Rechnungen zeigen, daff die Mitnahme der d-{ Terme (lmax=3) entscheidend
fir die Qualitit der Frgebnisse in den untersuchten Materialien ist, da lmax =2
— Rechnungen zu unrealistischen Ergebnissen fihren. Die Hinzunahme der f-g
"Terme in einer Imax=4 Rechnung indert am Ergebnis nur wenig, da es sich sowohl
bei den f- als auch bei den g- Elektronen um sehr kleine Beitrige handelt. Daher

erwartet man von den noch héheren g—h Termen keine wesentlichen Beitrage mehr.

Die Ergebnisse aus Kap. 4.2 sind alle mit exakter Zellintegration gerechnet
worden. Der Einflufl auf die Volumensnderung ist am Beispiel Kupfer in Abb.27
zu sehen. Die exakie Zellintegration bewirkt eine Vergrofierung der Volumenénde-
rung, die zu den Rindern der Reihe hin ausgeprégter wird, Je grofler die Storung

ist, um so wichtiger wird die Form der Zelle, d.h. deren Begrenzung gewinnt an

Bedeutung.
I i I [
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Abb.27 : Einflufl der ezckien Zellintegration euf die Volumenanderungen in

4.3.3 Vergleich mit ASA-Rechnungen

o Aus der_Diskussion in den vorangegangenen Kapiteln wird die Bedeutung einer
guten Dichteberechnung deutlich, da von deren Qualitdt Kraftrechnungen emp-

"'ﬁndlich a,bhélngen. So stellte sich bei unseren Rechnungen heraus, dafl die Be-
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rechnung der Ladungsdichte n(r) mit einem zugrundeliegenden, drehinvarianten
Potential unrealistisch grofie Krafte liefert. Erst die Berucksichtigung der aniso-
tropen Antelle des Zellpotentials liefert glanbwiirdige Ergebnisse. Der signifikante
Unterschied zwischen einer ”fullpotential”’-Version und einer ”atomic-sphere”-
Rechnung wird bel dem Vergleich der Abbildungen Abb.28 und 29 deutlich. Dar-
gestellt sind jeweils die Volumenanderungen, hervorgerufen durch den nachsten
Nachbarn. Auffallig ist die relativ gute Ubereinstimmung der Trends, doch unter
Beachtung der jeweiligen Skalierungen wird die Notwendigkeit der ”fullpotential” —
Behandlung unterstrichen. Die ASA-Niherung liefert eine enorme Uberschitzung
der Krafte und damit auch der Volumenanderungen. Die Abschirmung wird ohne
die anisotropen Beitrige des Potentials beim Losen der Poissongleichung und der
Kohn-Sham Gleichung nicht richtig beschrieben. So ist der Trend zwar da, aber
die Groflen werden nicht auf die richtigen Werte gestutzt. Realistische Beschrei-

bungen sind damit nur unter Einschluff der Potentialanisotropien maéglich.
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Abb.29: Volumendnderung mil isotropem Zellpotential in Kupfer; bericksich-

tigl wird nur der Beilrag des nichsien Nechbarn zur Volumendnderung

4,3.4 Abschneidung der Potentialanisotropien fiir kleine Abstande

Dariiberhinaus stellte sich heraus, daf sich sowohl der Abbruch der Bornschen
Reihe fiir die Lésung der reguliren und irreguliren Wellenfunktion ((2.30),(2.31)),
als auch der innere Radius 7., bei dem das Potential als nahezu radialsymmetrisch
behandelbar ist, empfindlich auf die Kraftrechnungen auswirken. Vor allem der
Beitrag der H.-F. Kraft zeigt Instabilititen. Um sichere Abbruchwerte fir die
Bornsche Reihe und den Radius 7, zu finden, haben wir eine Reihe von Systemen
dahingehend untersucht. Als Beispiel zur Verdeutlichung der Problematik sind die
beiden Systeme Ni-Ge und Ni~Fe in Abb.30 und Abb.31 dargesteilt. Auigetragen
sind jeweils der Betrag der H.—F.Kraft | Fyp | und der Korrektur | Fg |, deren
Differenz die Kraft auf den nichsten Nachbarn ergibt. Beriicksichtigt wird zudem
die Abhangigkeit von r. . Fiir Ni-Ge wird die unzureichende Beschreibung mit
o R %R 377 deutlich. Wihrend die Differenz fiir dieses System bei der 2.Bornschen
Approximation und re & % konstant ist, divergieri diese fiir Ni-Fe stark. Brst fur
_ 'aie 3.Bornsche Approximati_on und 7o = -2%_zeigt die H.—F, Kraft dieses kritischen
_Systems stabiles Verhalten (Abb.32). So sind die Ergebnisse aus Kap. 4.3.2 alle
" 'mit diesen Abbruchwerten gerechnet worden (d.h. 3. Bornsche Ndherung und

Fe = -2%) Die Stabilitét sollte damit garantiert sein.
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5. Zusammenfassung

Im Rahmen der Dichiefunktionaltheorie und einer Greenschen Funktionsme-
thode, die das volle Zellpotential berticksichtigt, sind ab-initio Rechnungen fiir in-
teratomare Kréfte in verdiinnten Cu—,Ni- und Pd-Legierungen durchgefiihrt wor-
den. Wir haben die Krifte fir sechs Nachbarschalen um das Fremdatom berechnet
und benutzen dabei eine modifizierte Form der Hellmann—Feynman Formel. Diese
Formel garantiert die Erhaltung der Extremaleigenschaften in bezug auf kleine
Rumpfdichtevariationen, so dafi man auch von einer rein sphérischen Rumpfre-
laxation Krafte zuverldssig berechnen kann. Wie in dieser Arbeit gezeigt wird,
fiihrt ein frozen— core Ansatz, bei dem man die Rumpforbitale als ”eingefroren”

behandelt, auf die gieiche Formel.

Mit Hilfe der berechneten Krafte haben wir die Grofle von nachsten Nach-
barverschiebungen, Volumenénderungen und Relaxationsenergien im Rahmen der
harmonischen Gittertheorie ermittelt und damit wichtige Aussagen iber die ela-

stischen Eigenschaften eines Fremdatoms in Metallen erhalten.

Es stellte sich heraus, daf die Behandlung des Zellpotentials mit seiner ganzen
Anisotropie von grofiter Wichtigkeit fiir eine realistische Berechnung der Krifte ist.
Auf ASA-Potentialen basierende Rechnungen liefern dagegen Ergebnisse, die im
Trend richtig, aber um GréBenordnungen zu grof sind. Als Defekte sind Elemente
der 3d-, 4sp-Reihe in den drei Wirtskristallen behandelt worden. Dariiberhin-
aus haben wir Fremdatome der 4d-Reihe in Kupfer und Palladium n&her un-
tersucht. Durch Vergleich mit experimentellen Daten fiir Volumeninderungen
und Néchstenachbarverschiebungen ans Gitterkonstantenmessungen und EXAFS—
Experimenten wurden gute ﬁbereinstimmung fiir schwach siorende Defekte, d.h.
Defekte mit relativ kleinen Valenzdifferenzen, festgestellt. Fiir stirker stérende De-
fekte, wie z.B. durch 4d-Fremdatome in Kupfer, erhalten wir eine '{"Jberschéitzung
der experimentellen Werte. Wir vermuten, daB auch fir diese Elemente die be-

und dafl die Fehler im wesentlichen durch die

Lot 8 Ll RFTA A

=
{n
- n
o]
j= 9

- ‘rechneten Krifte realistisch s
- Naherungen bei der gitterstatischen Berechnung der Verschiebungen hervorgeru-
| fen werden.

Untersucht worden sind weiter die Auswirkungen der exakten Zellintegration,

' '&_ie_r Beschrankung der Defekiclustergréfie und die Auswirkungen, hervorgerufen
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durch den Abbruch der Drehimpulsentwicklung fiir die Wellenfunktionen. Als
wichtiges Ergebnis dieser Untersuchungen ist die grofle Sensitivitdt der Kréfte
auf jede Anderung in der Qualitit der Dichteberechnung festzuhalten. Jedoch
glauben wir, dafl bei den hier vorgestellien Ergebnissen diese Probleme erfolgreich
uberwunden wurden.

" Fiir die Zukunft ist es wiinschenswert, einen Formalismus zu entwickeln, der die
simultane Verschiebung der Atome und die Berechnung der Krafte fiir die verscho-
benen Lagen moglich macht. Damit sollte es dann auch mdéglich sein, zuverlassige
Gitterverschiebungen fiir stirker storende Defekte zu erhalten. '

Die Berechnung der Wechselwirkungsenergien von Fremdatompaaren ist von
groBerem Interesse. Mit Hilfe von Kraftrechnungen kénnte in Zukunft der Beitrag

der elastischen Wechselwirkung bestimmt werden.
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Anhang A: Ableitung der Kraftformel mit frozen core

Ausgangspunkt bei der frozen—core Approximation ist die Aufspaltung der

Ladungsdichte n(r) in Core— und Valenzbeitrage

n(r) = no(x) +ny(r) = ) ng() +ny(r)
mit ap(r—R") =nk(r—-R"|) (4.1)

Das Energiefunktional E[n(r)] (3.7) zerfallt damit in [29]

Eln(r)} = Elnc(r) + ny(z)]

= Telng] + Tsjny] + /‘drdr’ni'%___ +_/d dr !nt(;)_n;f’(r)
12y (@)ng(x) n y_no(®)
-%—2-fdrd W_gzg fd oot
n f nv(r AN A
__222 fd TR ] +20 20 TR R (4.2)

% pokpl
+ [ di'nc(r)ece(ng) + f dr' (n(t')eac(n) = no(F)esc(ne))
Da ng(r) in einzelne, sich nicht iberlappende Rumpfladungsdichten nf(r — B*)

zerfallt, 1aBt sich das Energiefunktional weiter in Intra~ und Interzellbeitrige auf-

spalten. Dazu fithren wir zunichst noch zuséiizliche Groflen ein:

aj(x—R") = — Z"%(xr —R") + np(xr - R") (A.3)
| ist die Ionenladungsdichte des n—-ten Ions
np(r' — R
'E)I(? - Rﬁ) = j dr ’I(r+—r’!l (A.4)

ist das abgeschirmte Kernpotential (Tonenpotential)

:Auﬁerdem kann man in E;lng(r)] = Ly EZ[ng] die Intrazellbeitrige ET der ein-

zelnen Rumpfe separieren.

';E‘“lno] - bl g TR bR
+f dr'n 3- "“Rﬂ)ﬁm(nc(r ) . (4.5)

~wobel E¢{ne] nur dl;e.x_'emen Rumpibeitrage enthals.
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Mit (A.3), (A.4) und (A.5) in (A.2) 1Bt sich das Energiefunktional als Funk-
tional der veranderlichen Valenzladungsdichte umformen:

Elny] = Eglng) + Bxeln(r)] — ESlnc(x)] + Tulny ()]
dr an(r nV( )

+2- 2/ dr'ny (2 v (' = R") -E—/ dr/ o
+E/ drf d:nI(T"R“)nI(E‘—R“) (A.6)

Z [r—7]

Dabei beschreiben die ersten beiden Integrale die Coulombwechselwirkung der

Valenzelektronen miteinander und mit den Ionen innerhalb jeder Zelle {Intrazell-
term). Das letzte Integral ist der Interzellterm, welcher die Wechselwirkungen der

abgeschirmten Ladungen aller Zellen untereinander beriicksichtigt,

Wir erhalten jetzt folgende neue Aufspaltung:
Elny(r)] = E¢+ Ege— Ege+ By_r+ Ep_; (A7)

Bilden wir als nichsten Schritt die totale Ableitung des frozen—core Funktionals

nach dem Kernort R%

dE  OE 6E On
+f dr' s omw

dR™ = §Rn
wird der Vorteil der Aufspaltung (A.7) deutlich; denn durch das Festhalten der
Rumpfzustande fallen grofie Beitrage fort. :

—_nC
dE _ d[EEc Exc} + dEV I dEI I + J/’d 1 08 s BnV (A.S)
dR™ dR™ dR" dR™ Sny OR™

- Die Kohn—5ham Gleichungen der Valenzelektronen seien exakt erfiillt, d.h.

jdré—E Ony = Ep Bﬂ dray(z) =0

dny OR™ SR
und mit der Beziehung (2.11) fiir das Austausch-Korrelationspotential iz erhal-
ten wir durch Einsetzen von (A.6) in (A.8)
dE f ij
A W A | - foy-fw _ B2RY
= - af iyl I — Eu
IR" By v( )BR“ (v )
+ i) 3 fdrdr’nf(r R™)ny(x' — R™)
JR* . |r—¢'|
nFa

i}
I —
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Die beiden ersten Terme lassen sich mit (A.4), dem Ausdruck fir das 'Tonenpo-

tential’, noch weiter zusammenfassen, so dafl sich folgende Form ergibt

are—R*) ¥ [dr npr = RY) 4 ny (z) fd"Amanc

dan"2 f‘iraR

! lr —x! | OR™
(A.9)
boc(ng + ny) — pzc(ng) = Apgc (A.10)

Aus (A.9) wird klar, daf3

Z 2 jd nI(r - Rn) s nV( ) = V(I”) - VCore(r’) = é(g’)

7
agn! —r I
nichts anderes als das Coulombpotential ohne die Beitrige des isotropen Cores ist,

Es gilt mit (3.30)
O(x) + Apge = Ver(x) — pze(ng) — Voore = AV(r) (A.11)

Beriicksichtigen wir noch

0 n 0
o e =B = — 24
so kénnen wir (A.9) weiler umformen '
dE 37’&0
® —fdr n;(r /dr —ZApg

= i./dr 'nf(r —(x') +fdr nc(r’)ﬁﬂquc,

wobel die Oberflichenterme der partlellen Integratlon identisch verschwmden und
mit (A.3), a;{z) = nc(r) Z"6(r) und {A.11) ergibt sich schiieSlich

dE
_ ~dR™
" Wir wissen aus den Drehimpulsentwicklungen fiir das Madelungpotential und AV,

‘daf bei der Ableitung nur die Dipolterme (¢ = 1) eingehen, und so kann in Uberein-

_stimmung mit der generahszerten Krafiformel (3 36) fiir einen ra,dlal rela,merenden

= 7 900 + [ ) oAV (4.12)

':":COre (A.12) geschrieben werden als

! dE Y
P = - = 2 Vo + [ o) (M), (413
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