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Kapitel 1
Einleitung

Vor 1925 war die Bestimmung der Eigenschaften eines quantisierten Systems aus
den Eigenschaften des korrespondierenden klassischen Systems ein zentrales Pro-
blem der noch jungen Quantentheorie und der Chemie. Das Bohrsche Korrespon-
denzprinzip diente dabei als Wegweiser zu den Gesetzen der (Juantenmechanik.
Das urspriingliche Problem, einen Weg zu finden, wie man eine Matrix— oder Wel-
lengleichung aus dem klassischen Hamiltonian erhilt, konnte nur teilweise gelost
werden. Aus der klassischen Formulierung erhilt man zwar eine quantentheore-
tische, aber es ist noch weitgehend ungeklirt, ob auch eine allgemeine Beziehung
zwischen den Losungen der quantenmechanischen Gleichungen und denen der

klassischen Mechanik existiert.

Fiir separable Systeme, deren Bewegung sowoh! in der klassischen als auch in der
Quantenmechanik durch eine zeitunabhingige Transformation in unabhingige
eindimensionale Bewegungen iberfiihrt werden kann, kennt man eine asymptoti-
sche Beziehung zwischen den Losungen. Das ist das Gebiet der WKB-Theorie.
Die WKB-Lgsungen erhilt man durch eine semiklassische Naherung der quan-
tenmechanischen Losungen.

Man unterscheidet in der Quantenmechanik im allgemeinen drei Klassen von

Naherungsverfahren:
¢ Stoérungsverfahren
e Variationsverfahren

o semiklassische Niherungen







Die Stirungstheorie liefert Reihenentwicklungen der interessierenden Gréfien nach
Potenzen einer Variable, die charakterisiert, wie das reale System sich von einem

idealisierten System, dessen L&sungen exakt bekannt sind, unterscheidet.

Variationsverfahren suchen aus einer vorgegebenen Klasse von Test-Losungen

diejenigen heraus, die die besten Abschitzungen erlauben.

Semiklassische Niherungsverfahren fiihren zu Ausdriicken fiir Wellenfunktionen,
Energieniveaus, Streuquerschnitten etc., deren analytische Form im Grenzfall
i — 0 korrekt ist!.

Viele quantenmechanische Funktionen verhalten sich singulir in % fir A — 0.
Damit ist es nicht méglich, sie im Sinne der Stérungstheorie als Potenzreihen in
h zu entwickeln, derart, daB die fithrenden Terme mit den Werten, die die klas-

sische Mechanik liefert, iibereinstimmen.

Das Problem der semiklassischen Approximation entspricht in Analogie der
Beschreibung der Lichtausbreitung in der Niherung der geometrischen Optik
durch Lichtstrahlen (Hamiltonsche kanonische Gleichungen) oder Wellenfronten
(Hamilton-Jakobi-Gleichung). Die geometrische Optik ist eine gute Naherung,
wenn die Wellenlingen der elektromagnetischen Wellen klein gegeniiber den cha-
rakteristischen Lingen der streuenden Objekte sind.

In dieser Arbeit interessieren wir uns fiir einen speziellen Aspekt des semiklas-
sischen Grenzwertes. Wir untersuchen die Niherung an einem Hamiltonschen

System, das klassisch vollstindig chaotisch ist [20].

Chaos bedeutet die exponentielle Empfindlichkeit der klassischen Losungen in et-
nem beschrinkten Gebiet des Phasenraumes beziiglich der Wah! der Anfangsbe-
dingungen. Anfinglich eng benachbarte Trajektorien laufen exponentiell schnell
auseinander. Unter dem Fluf werden Bereiche des Phasenraumes gestreckt und
gefaltet, was zur Ergodizitit und zum mischenden Verhalten der Dynamik des
Systems fithrt [34].

Alle chaotischen Phinomene beziehen sich auf das Langzeitverhalten der Dyna-
mik, _.So_daﬁ im semiklassischen Grenzfall zwei unabhingige Grenzwerte, A — 0
und ¢ — 0, gleichzeitig ausgefithrt werden miissen. Beide Grenzwerte sind

uh;’ght vertauschbar, das Langzeitverhalten von Quantensystemen unterscheidet

17, ist nicht dimensionslos, es hat die Dimension einer Wirkung. 'R’ steht hier stellvertre-
tend fiir einen semiklassischen Parameter, d.i. eine dimensionslose Kombination physikalischer
" GrdfBen mit i im Zahler.




sich fundamental vom Langzeitverhalten klassischer Systeme [12].

Das Energiespektrum gebundener Systeme ist verkniipft mit den stationdren
Zustinden. In den Spektren schligt sich also der Langzeitlimes solcher Systeme
nieder. Verbindet man das mit dem semiklassischen Limes, so kann man hof-
fen, Beziehungen zum klassischen Chaos zu erhalten. Die Intuition ist, dafl den
stationiren Zustinden der Quantenmechanik klassische stationdre Objekte ent-
sprechen. Fiir einen Zustand mit Energie E sind das die invarianten Mengen mit
Energie E im Phasenraum, also bei vollstindig chaotischen Systemen einerseits
die gesamte Energieschale H(p, q) = E, andererseits die periodischen Orbifs in
ihr.

In Hamiltonschen chaotischen Systemen wird die Energieschale von fast allen
klassischen Trajektorien in ihr vollstindig ausgeschépft und ist in diesem Sinne
eine generische invariante Menge im Phasenraum; die Menge der periodischen
Bahnen besitzt dagegen das Maf Null. Unter der Annahme, dafl die Energie-
schale das zu den Quantenzustinden korrespondierende klassische invariante Ob-

jekt ist, kann man die mittlere Spektraldichte des Quantensystems vorhersagen.

Dabei ist der Beitrag der periodischen Orbits nicht berficksichtigt, der nicht ver-
nachléssigt werden kann, weil es, auch fiir feste Energie, unendlich viele (instabile)
periodische Orbits gibt, die vermutlich sogar {iberall dicht liegen. Es gibt starke
Hinweise darauf, da die instabilen periodischen Orbits sowohl kollektive als auch

individuelle Beitrige zum Verhalten von Quantenzustinden liefern [48].

Beide Beitrige findet man in der semiklassischen Theorie der periodischen Orbits
wieder, die in den grundlegenden Arbeiten von M. C. Gutzwiller [42, 43, 44, 45]
und Balian und Bloch [8, 9] entwickelt wurde. Die Autoren leiten einen semiklassi-
schen Ausdruck fiir die Spur der quantenmechanischen Greenschen Funktion her.
Die Spur hingt direkt zusammen mit der quantenmechanischen Zustandsdichte,
liefert also Aussagen iiber das Energiespektrum. Ausgangspunkt fiir die semiklas-
sischen Rechnungen ist die Pfad-Integral-Darstellung der Greenschen Funktion.
Diese vereinfacht sich in semiklassischer Ndherung zu einer cinfachen Summe iiber
'Beitré,ge klassisch erlaubter Bahnen. Die Spurbildung fithrt auf zwei Beitrige.
.Der eine ist eine Summe {iber klassische periodische Orbits, wahrend der zweite
sich als Mittelung iiber die Energieschale herausstellt, indem im Grenzwert klei-
ner Zezten Beitrige aller klassischen Bahnen a.uﬁntegriert werden die sich nicht

- weif _von_lhrem Anfangspunkt entfernen. Letzterer gibt einen Ausdruck fiir die




mittlere Spektraldichte, wihrend die Summe {iber periodische Orbits die Singula-
ritdten des Spektrums reproduziert, also die Berechnung individueller Eigenwerte

in semiklassischer Naherung erméglicht.

Obwohl die semiklassische Naherung von Gutzwiller zu einer extremen Vereinfa-
chung der Darstellung des Propagators fiihrt, indem sie ein kompliziertes Funk-
tionalintegral durch eine Summe iiber periodische Orbits ersetzt, steht man nun
einem anderen Problem, diesmal der klassischen Mechanik, gegeniiber, namlich
der Berechnung periodischer Orbits, deren Lingen und Instabilititen. Im Gegen-
satz zu integrablen Systemen, bei denen die Anzahl der periodischen Orbits nur
mit einem Potenzgesetz wichst, steigt bei chaotischen Systemen die Zahl der Or-
bits mit Lingen kleiner als eine vorgegebene Schranke exponentiell an. Das fiihrt
zu grofen Schwierigkeiten bei der Anwendung der semiklassischen Theorie, die
entweder darauf beruhen, daB es unméglich ist, eine geniigend grofie Anzahl von
periodischen Orbits numerisch zu bestimmen, oder darauf, dafl die Gutzwiller-
sche Summe im physikalisch interessanten Bereich der komplexen Energieebene

nicht absolut konvergiert.

A. Voros konnte eine Darstellung der Spurformel als logarithmische Ableitung
nach der Energie eines unendlichen Produktes iiber Beitrige periodischer Orbits
angeben. Diese unendlichen Produkte haben eine formale Ahnlichkeit mit der
Produktdarstellung der Riemannschen Zetafunktion aus der Zahlentheorie und

werden als dynamische Zetafunktionen bezeichnet [65].

P. Cvitanovi¢ nutzte die Beobachtung aus, daB in vielen chaotischen dynami-
schen Systemen eine Hierarchie auf der Menge der periodischen Orbits existiert,
um flir die dynamischen Zetafunktionen eine analytische Fortsetzung in den Be-
reich aulerhalb der absoluten Konvergenz des unendlichen Produktes anzugeben.
Diese beruht auf einer anch der physikalischen Intuition zuginglichen Umordnung

der Summenglieder des ausmultiplizierten Produktes.

Stellt man fest, dal die Skaleneigenschaften von langen periodischen Orbits
im wesentlichen bestimmt werden durch die Eigenschaften weniger Grundor-
bits, dann kann man die Zetafunktion als Summe darstellen, deren fithrender
Term Beitrige dieser fundamentalen Orbits enthilt. Alle weiteren Summen-
terme sind Korrekturen, die messen, wie gut die Beitrige von lingeren Orbits
schon durch kiirzere approximiert werden kénnen. Die Korrekturterme werden

“auch als Krimmungen bezeichnet. Ist die Voraussetzung erfiillt, daB es eine solche




Hierarchie fiir die periodischen Orbits gibt, dann erwartet man ein exponentielles
Abfallen der Kriimmungskorrekturen und damit eine hochkonvergente Entwick-

lung der dynamischen Zetafunktionen (cycle expansion) [3, 4, 24, 25].

In Kapitel 2 beschreiben wir kurz den Weg der Ableitung der allgemeinen Spur-
formel. Wir folgen aber nicht dem von Gutzwiller angegebenen Weg iiber die
Entwicklung des Wirkungsintegrals in der Pfad-Integral-Darstellung des Propa-
gators. Stattdessen benutzen wir ein Argument von W. H. Miller [57]. Er stellt
einen Zusammenhang zwischen quantenmechanischen unitiren Transformationen

und den kanonischen Transformationen der klassischen Mechanik her.

AuBerdem zeigen wir den Ubergang von der Summe iiber periodische Orbits zu
der Darstellung durch dynamische Zetafunktionen, und in Anhang A geben wir

deren Summenentwicklung (cycle expansion) nach P. Cvitanovic¢ an.

In Kapitel 3 behandeln wir einen Vertreter aus einer speziellen Klasse von hy-
perbolischen dynamischen Systemen, den sogenannten Billards. Dabei handelt es
sich um die Dynamik von Punktteilchen, die sich in einem Gebiet, das von harten
Wanden begrenzt wird, frei bewegen und an diesen Winden elastisch reflektiert
werden. Sind diese Winde in dem Aufenthaltsbereich der Teilchen iiberall kon-
vex gekriimmt {Sinai-Billards), dann ist dieses Billard ein vollsténdig chaotisches
hyperbolisches System [20].

Wir untersuchen einige Eigenschaften der klassischen Dynamik des sogenann-
ten Drei-Scheiben—Billards mit besonderem Schwerpunkt auf den periodischen
Orbits. Bei diesem Billard bestehen die Begrenzungswinde in der Ebene aus
drei harten Scheiben mit gleichem Radius, deren Mittelpunkte auf den Ecken
eines gleichseitigen Dreiecks angeordnet sind. Je nachdem ob sich die Scheiben
berithren oder nicht, haben wir es mit einem gebundenen oder einem Streusy-
stem zu tun., Der Vorteil solcher Billards ist, daff sich die klassische Dynamik
auf elementare Strahlengeometrie reduziert und die quantenmechanischen Resul-
tate durch Lasen der Helmholtz—Gleichung mit Dirichlet-Randbedingung an den

Wéinden erhalten werden kénnen.

In Kapitel 4 wird fiir das gebundene Drei-Scheiben-System die semiklassische
Theorie der periodischen Orbits angewendet, um individuelle Eigenwerte zu be-
-stimmen, Dabei benutzen wir die Methode der cycle expansion von P. Cvitanovié
-zur Berechnung von Nullstellen der dynamischen Zetafunktionen. Diese Nullstel-

len s_i_n_d_ die Polstellen der semiklassisch entwickelten Zustandsdichte. Sie liefern




also Niherungen fiir die Lage der Eigenwerte des Systems. Die Ergebnisse werden
verglichen mit den exakten quantenmechanischen Resultaten. Die Nullstellen der
Zetafunktion liegen im allgemeinen nicht auf der reellen Achse, sondern besitzen
einen kleinen Imaginirteil. Wir geben eine reelle Funktion an, deren Nullstellen
semiklassische Niherungen fiir die (reellen) Eigenwerte des gebundenen Systems
sind [13, 18, 70], und testen das am Modellsystem.

Kapitel 5 behandelt das offene Drei-Scheiben~Billard in semiklassischer Nihe-
rung. Die cycle expansion liefert bei diesem Streusystem eine hochkonvergente
Entwicklung [26], die es gestattet, mit wenigen periodischen Orbits des Systems
eine grofie Zahl von semiklassischen Resonanzen zu berechnen, die mit den exak-

ten Resonanzen sehr gut iibereinstimmen.




Kapitel 2

Funktion

[zt @

2.1 Einleitung

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit dem Zusammenhang zwischen klas-
sischer Mechanik und Quantenmechanik fiir den Fall, daB die klassischen Bewe-
gungsgleichungen nicht integrabel sind.

Ein klassisches System mit N Freiheitsgraden ist integrabel, wenn N Konstanten
der Bewegung auf dem Phasenraum existieren. Trajektorien verlaufen in einer
N-dimensionalen Mannigfaltigkeit des 2N-dimensionalen Phasenraums. Diese
Mannigfaltigkeiten sind N-Tori [2]. Die verallgemeinerte Quantisierungsbedin-
gung von Einstein, Brillouin und Keller fordert, dafl das Wirkungsintegral entlang
der topologisch irreduziblen Loops dieser Tori quantisiert.

In nichtintegrablen Systemen mit mehr als einem Freiheitsgrad gibt es im all-
gemeinen Gebiete im Phasenraum, wo keine Tori existieren. Dort erkunden die
Trajektorien iiber grofle Zeiten einen Bereich mit einer Dimension gréfer als V.
Diese Bahnen sind {iberwiegend instabil und verhalten sich stochastisch. Ein ex-
tremes Beispiel sind die ergodischen Systeme. Sie besitzen keine Tori, und fast
alle Trajektorien erkunden die Nachbarschaft eines jeden Punktes der (2N —~ 1)-
dimensionalen Fliche konstanter Energie im Phasenraum.

Durch Anwendung von Niherungsverfahren hofft man, den Ubergang von der
Quantenmechanik zur klassischen Mechanik auf der Ebene der Lésungen beider

Theorien zu verstehen. Die semiklassische Approximation der Greenschen Funk-
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tion ist Thema dieses Kapitels. Wir wollen den Weg der Ableitung der Gutzwiller-
schen Spurformel unter Einbeziehung der von Miller angegebenen semiklassischen
Approximation unitirer Transformationen erliutern. Danach zeigen wir den Zu-
sammenhang mit der quantenmechanischen Zustandsdichte. Wir gehen von der

Summe iiber periodische Orbits iiber zu dynamischen Zetafunktionen.

2.2 Semiklassische Approximation des Propa-

gators

Die Wellenfunktion 1(g) eines nichtrelativistischen Teilchens ohne Spin in einer

Dimension erfiillt die Schrédinger-Gleichung

NN "
i = ih- (2.1)

Der Hamilton-Operator sei die Summe aus dem Operator 7' der kinetischen Ener-
gie und dem der potentiellen Energie V. V sei nicht explizit zeitabhangig.

Die zeitabhingige Greensche Funktion K (Propagator) erfiillt in Ortsdarstellung

die Gleichung

(" —ih%) K{q",¢;t) = 0 (2.22)
lim K(¢", q'it) = 8(¢" —¢). (2.2b)

Als Ausgangspunkt fiir seine Ableitung einer semiklassischen Néherung des
quantenmechanischen Propagators nimmt M. C. Gutzwiller die Pfad-Integral-

Darstellung von K, die von Feynman im Jahre 1948 angegeben wurde {35, 67].

Der Integrand des Pfad-Integrals hat den Betrag 1, seine Phase ist gegeben durch
iR/h, wo R die klassische Wirkung (Hamiltonsche Prinzipalfunktion) eines Pfa-
des ist, der ¢’ und ¢” in der Zeit ¢ verbindet. Man beachte, dafi die Menge dieser
Pfade wesentlich michtiger ist als die Menge der unter den Randbedingungen

gegebenen Losungen zu den klassischen Hamiltonschen Gleichungen.

Die Phase des Integrals andert sich stark, wenn % klein ist im Vergleich zur
Wirkung R. Daher werden sich im allgemeinen die Beitrdge von benachbarten
Pfaden gegenseitig wegmitteln. Das gilt allerdings nicht fiir Pfade in der Néhe
eines solchen, dessen Phasenbeitrag. R stationir ist. Hier interferieren die Phasen

konstruktiv. Diese stationiren Pfade sind gerade die klassischen Bahnen, die sich
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als Lésungen der Hamiltonschen kanonischen Gleichungen ergeben. Aufgrund der
Pfad-Integral-Darstellung ist es plausibel, daf man im semiklassischen Limes fiir
K(g",q';t) eine Darstellung als Summe iiber klassisch erlaubte Bahnen erhilt
[42, 43, 44, 45}

Wir wollen nun erliutern, wie sich das ergibt. Dazu folgen wir einem Argument
von Miller, der eine Methode zur semiklassischen Approximation unitdrer Trans-
formationen einfithrt [56, 57].

Zunichst stellt man fest, da die Wirkung
i 1
Rg" ¢5t) = [ L( 0,1t = [t (()i) - Hp@),a)])  (23)
0 0

die Erzeugende Fi(q, Q) der Dynamischen Transformation der klassischen Mecha-
nik ist. Die Dynamische Transformation ist dicjenige kanonische Transformation,
die die unitire Zeitevolution der verallgemeinerten Koordinaten (p, g} gemafl den

klassischen Bewegungsgleichungen vermittelt, also

g, Q) = ailé%@ ; Plg,Q)= T80 (2.4)

bzw., wenn wir setzen (P, Q) := (¢, ¢') und {p,q) 1= (p”,¢") (das sind die Koor-

dinaten der Anfangs— und Endpunkte),

gr o OR(¢",¢;1) , OR(¢", ¢';t)
p (¢", ¢\ 1) = e ; (¢, d,t) = R P (2.5)

Aus der klassischen Mechanik ist bekannt {40}, daf die Funktion Fi{q,@,%) die
Transformation von Koordinaten (p, ¢) auf einen Satz 'neuer’ Koordinaten (P, Q)
erzeugt vermoge:

aF dFy

p=2 P=-0 (2.6)

2.2.1 Semiklassische Quantisierung kanonischer Trans-

formationen

Sei_ (¢|Q) die Ubergangsamplitude fiir den Ubergang von einem Satz 'alter’ Quan-
tenzahlen zu einem Satz 'neuer’ Quantenzahlen. Diese Amplitude ist eine kom-

.'plexg Funktion. Sie kann dargestellt werden als

W@) = AleQ) e A0Q) (2.7
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Fiir die Funktionen 4; und f; sucht man nun semiklassische Ausdriicke. Dazu

macht man zwei wesentliche Annahmen [56, 57]:

e Transformationen zwischen kanonisch konjugierten Variablen haben die

Form!
(ale) = (@rit)t exp(zap) (2.9

e Intégrationen werden in der Niherung der stationdren Phase® ausgefiihrt

Die Amplituden und Phasen des Ausdrucks (2.7) und entsprechender Ausdriicke
fiir die drei anderen méglichen Ubergangsamplituden setzt man ein in Identititen

der Form

@@) = [drlalp)irlQ) (2.92)
(@) = [P (alPNPIQ). (2.9b)

Unter Benutzung von (2.8) und in der Niherung der stationiren Phase (siehe
FuBnote 2) findet man, daB f; dieselben Gleichungen wie die klassische Erzeu-
gende Fy erfillt. Den Transformationsgleichungen (2.4) entspricht je eine Bedin-
gung der stationiren Phase. Miller zeigt ausfithrlich, da8 die formale Analogie zu
den Erzeugenden der klassischen Mechanik komplett ist. Daher ist f{ = F1 = R.
Fiir die Amplitude A;(g, @) erhilt man aus diesen Rechnungen den Ausdruck

) 1/2
a0.0)= (2 e (210)

Der semiklassische Grenzwert der unitiren Ubergangsamplitude zwischen den

Koordinaten q und (} lautet dann

_{ F(q,Q)/898Q\'* :
{glQ) = (— Smih ) exp (gﬂ(q, Q)) - (2.11)

IDie Funktion (g|p) ist bis auf einen konstanten Phasenfaktor eindeutig bestimmt, wenn
man Normierung der Impuls— und Ortseigenzustinde auf Deltafunktionen fordert [29]. Diese
Phase wird hier ~ im Unterschied zur iiblichen Konvention — exp(—ir/2) gesetzt, um den
entsprechenden Vorfaktor in der Niherung der stationdren Phase zu kompensieren.

2 Wir bendtigen bei den folgenden Rechnungen die Niherung eines Integrals mit oszillieren-
.dem Phasenfaktor:

[ @z 1@ e tao@/m ~ 1(e) (s ) " exp (12020

- . wobei zg der Punkt der stationdren Phase ist, d.h. ®'(z) = 0.
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Quantenmechanisch liefern alle Impulse p einen Beitrag zur Ubergangsamplitude
{q|@) = [dp (gip){p|Q). Semiklassisch dagegen wird das Integral {iber p in sta-
tionirer Phase ausgewertet, was dazu fithrt, daB nur bestimmte Werte von p eine
Rolle spielen, nimlich dicjenigen, die aufgrund der klassischen Bewegungsglei-
chungen bei vorgegebenen ¢ und ¢ méglich sind.

Hat das System nicht, wie bisher angenommen, einen, sondern N Freiheitsgrade,
dann werden aus ¢ und Q N-dimensionale Koordinatenvektoren g und Q. Die
zweiten partiellen Ableitung von Fj in Gleichung (2.11) werden durch die Funk-
tionaldeterminante von Fj ersetzt.

Auflerdem besitzt die Funktion p{q, Q) im allgemeinen mehr als einen Punkt
stationirer Phase. Dann ergibt die Niherung eine Summe iiber alle diese sta-
tioniren Punkte. Fiir ein System mit N Freiheitsgraden gilt im semiklassischen

Limes

1 Fi(q,Q)\1"* i
(lQ) = kg}ﬁzge ———H—H—(Q:'m'h)—Nﬂ det [(—_....___6%(an ))} exp (%FI(QJ Q)) .
(2.12)
Fy ist identisch mit der Hamiltonschen Prinzipalfunktion R(¢”,¢;t), falls man
(P,Q) = (p',¢) und (p,q) := (p",¢") wihit.
lg’) und |¢") sind die Schrédingerschen Ortseigenzustinde des Hamiltonians zur

Zeit t = 0. Der Zustandsvektor [@) ist der Heisenberg- Zustand

Q) = e g) (2.13)
d.h. der zeitentwickelte Zustand |¢’) zur Zeit z. Dann ist die Ubergangsamplitude
(g1Q) = (g"le= /™) (2.14)

ein Matrixelement des Propagators K in Ortsdarstellung:
K(¢",q;t) = (¢"|e”T*|q) (2.13)

und fiir diese Amplitude hat man eine semiklassische Niherung gefunden. Fiir
den semiklassischen Propagator erhilt man als Konsequenz aus diesen Betrach-

tungen den folgenden Ausdruck [42, 43, 44, 45]:

rS5C H r 1 i " I
K", q5t) = ) OLE Ve eXP(ER(q ,q5t) - (2.16)

klassische
Bahnen

Mit € bezeichnen wir hier und im weiteren die sogenannte Van-Vleck-

- Determinante det(—9°R/0q'0q") [61].
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2.2.2 Diskussion der Phase von K*°(q”,d;t)

Entlang einer klassischen Bahn gibt es Punkte, an denen die Matrix der zweiten
Ableitungen von R nach den Anfangs— und Endkoordinaten der Bahn singular
wird. Das sieht man ein, wenn man p' = —0R/d¢’ benutzt. Damit hat man

namlich
R §p'

" 9¢"dg  5q"”
und wenn bei Variation des Anfangsimpulses p’ die Variation der Koordinate ¢”

null ist, dann ist offenbar —8?R/8q"8q’ singulir.

(2.17)

Solche Punkte nennt man konjugierte Punkte. Fiir kleine Zeiten ist obige Matrix
positiv definit, bei Variationen des Anfangsimpulses defokussieren die Trajek-
torien. An konjugierten Punkten #ndern benachbarte Trajektorien ihr Verhal-
ten, sie fokussieren. Das schligt sich nieder im Eigenwertspektrum der Matrix.
An jedem konjugierten Punkt der Bahn wechselt ein Eigenwert sein Vorzeichen
{Morse-Theorem [58]).

Sei n die Zahl der negativen Eigenwerte von —3?R/0¢"0¢' entlang einer klassi-
schen Bahn. n zghlt die konjugierten Punkte. Man kann also in Gleichung (2.16)
den Betrag der Determinante nehmen, jeder Vorzeichenwechsel eines Eigenwertes
bedeutet dann aber einen zusitzlichen Faktor (—1)/2 = exp(—ir/2), den man in
der Phase von K*¢ korrigieren mufl. Das ist ein kumulativer Proze entlang der

Bahn. Man erhalt

1 R x
K% = 1 R oa )
2y VIOl expli(y = ng)) (2.18)

Bahner

Diesen Phasenverlust an einem konjugierten Punkt kann man in Analogie sehen
zur Phasenverschiebung einer Welle, die an einem losen Ende reflektiert wird,
z.B. an einer weichen Wand (endliche Potentialschwelle). Eine Reflexion am fe-
sten Ende, bzw. an einer harten Wand, produziert dagegen einen Phasensprung
von 7. : ' '

Die physikalische Interpretation von Gleichung (2.18) ist die folgende. Jede klas-
sische Bahn tragt eine Welle mit der Phase R/h, korrigiert um eine konstante
Phasenverschiebung nz /2. Das Amplitudenquadrat der Welle ist die Jakobi-
'Ima,trix.sap’(q”, ¢')/0q". Diese ist proportional zur Dichte derjenigen klassischen
‘Bahnen, die in ¢" enden, von ¢’ mit verschiedenen Impulsen p’ starten, und dafiir

- die Zeit ¢ bendtigen.
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2.3 Der semiklassische Propagator als Funk-

tion der Energie

Statt der Zeit t als unabhiingigern Parameter soll nun die Energie E als Parame-
ter eingefiihrt werden, d.h. die Rolle des zeitabhingigen Propagators K(q¢”,¢';1)

iibernimm¢ nun die Greensche Funktion G(¢", ¢'; F)
Gle" a3 B) = = [ dt K(a"q50) 5. (2.19)
o

G(q",q'; E) ist eine Laplace-Transformierte von K(q", ¢';¢). Dieselbe Beziehung

fordern wir auch fiir die semiklassischen Niherungen G°° und K*¢:

Gse::(q.u’ qf; E) — z_lﬁ- fdt I{SC(qﬂ, ql; t) eiEt/h . (2.20)
0

Man fithrt nun fiir das Integral in (2.20) nach Einsetzen des Resultates (2.18)
eine Naherung in stationirer Phase aus®.

Die Bedingung fiir die Zeiten to, bei denen die Phase stationér ist, lautet

3} "o _aR —
E(R(q,g,t)—i—Et)——g?-{—E-O. (2.21)

to ist die Zeit, in der das System von ¢’ nach ¢” auf der Energieschale £ = const
entlang einer stationiren Bahn gelangt.
Der Ubergang von dem unabhingigen Parameter ¢ zur Energie £ wird also wieder

durch eine Legendre-Transformation vermitielt, die sich aus (2.21) ergibt. Wir

definieren
| S(¢",¢s E) = R(¢", ¢t) + Et. (2.22)

Dieses S ist die klassische Wirkungsfunktion auf der Energieschale* H(p,q) = E.

3 An dieser Stelle ist wichtig zu bemerken, daB eine stationire Phasenniherung nicht gemacht
werden kann, wenn ¢’ und ¢” sehr nah benachbart sind; denn in diesem Fall gibt es eine direkte
Bahn, fiir die die Zeit ¢ sehr klein ist. Die Determinante C ist dann eine stark variierende
Funktion von Anfangs— und Endpunkt {14], im Gegensatz zur Voraussetzung der stationdren
Phasenniherung, wonach sie konstant sein sollte.

-4

' - t . .t . t t q"
R+Et = f L di"-i-E'-/- dt' = / (L+H)dt' = 2] Tdi' = f pgdt’ = / pdg=S(¢",¢'; E)
L 0 0 c ¢ o g

Dabei ist H{p,q) die klassische Hamiltonsche Funktion, L{g, ¢,¢) die Lagrange-Funktion und
T = p*/2m die kinetische Energie.
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Der Term \/ |C]/(82R/0t?) ist proportional zur Amplitude der stationdren Pha-
senniherung des Integrals. Wie Gutzwiller zeigt, kann er allein durch S aus-

gedriickt werden [48]. Es ergibt sich

88 §%s

C 3q'8a" 2o
FRE " det | 9974 3(%2{39 . (2.23)

0¢"0F oFE?

Die (N + 1)-reihige Determinante auf der rechten Seite nennen wir im folgenden

D.

" ' 27r i ! : T
G*(d",q  E) = HZ i ——'“_'_(27;5}5)(1\?-%1)/2 |D]exp(%5(q”,q;5) —zo’a) (2.24)
Bahnen

2.4 Die allgemeine Spur—Formel

In vielen Anwendungen tragen K¢ und G*° mehr Informationen als man
bendtigt. Ist man z.B. nur an der Lage der Energieniveaus interessiert, dann
kann man ein Raumintegral von G auswerten, wobei die Koordinate ¢ = ¢’ = ¢”

den gesamten Konfigurationsraum iiberdeckt [45].

Wir schreiben die semiklassische Version der Spur der Greenschen Funktion hin
TrG*(q,q; B) = deq G*q,qE). (2.25)

Unter dem Integral stehen also die einzelnen Summenglieder aus Gleichung (2.24),
die jeweils von den klassischen Bahnen herrithren, die den Anfangspunkt ¢' und
¢" verbinden. Hier fallen aber ¢’ und ¢” zusammen; denn integriert wird die

Koordinate g = ¢’ = ¢" itber den Konfigurationsraum.

Zunichst muf man bemerken, daf im Integral (2.25) zwei verschiedene Klassen

von Bahnen einen Beitrag liefern:
"o Bahnen, die im Grenziibergang ¢’ — ¢” die beiden Punkte direkt verbinden

o Bahnen, die sich weit von ¢’ entfernen, bis sie wieder zuriickkehren.

. 3Eine ausfiihrliche Diskussion der Phasenkorrekturen findet man zum Beispiel in {14, 64, 22].
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Fiir die erste Klasse ist keine stationire Phasenniherung moglich. Man erhalt

also zwei verschiedene Anteile der semiklassischen Spur:
TrG*(E) = go(E) + gpo( E) . (2.26)

Wiein [14] gezeigt wird, liefert die Integration iiber die direkten Bahnen in (2.25)
in fiilhrender Ordnung in # die Thomas-Fermi-Formel fiir die mittiere Zustands-
dichte, falls der Hamilton-Operator gegeben ist durch H(p, q) = p?/2m + V(q).

Genauer:

VT [ g VAT oy

- %r_lmgg(E) ~ prr(E) = (Qﬂ_ﬁz I(N/2)

R ist dabel die Region des Konfigurationsraumes, wo E > V/(q) ist, und N ist
die Zahl der Freiheitsgrade.

In diesem Term spiegelt sich die Annahme, daB unter semiklassischen Bedin-
gungen jeder Quantenzustand ein Volumen AV des klassischen Phasenraumes
einnimmt®,

Wir kommen nun zur zweiten Klasse von Bahnen. Im allgemeinen stimmen
Anfangs— und Endimpuls dieser Bahnen nicht iiberein. Welche Bahnen aber wer-
den ausgezeichnet, wenn wir das Integral (2.25) wiederum in stationirer Phase
ausfithren? Nach Einsetzen von (2.24) liest man ab, daf die Bedingung fiir eine

stationire Phase das Verschwinden der ersten Ableitung von S(g,¢; E) nach g

ist,.also
"ot not,
85(¢",¢'; E) ICEICHT ST N P =0. (2.28)
3‘1” g'=q aq, ¢'=q

Das bedeutet, dal diejenigen Bahnen den Hauptbeitrag zur Spur der semiklas-
sischen Greenschen Funktion liefern, bei denen zusitzlich zu Anfangs- und End-
punkt auch noch Anfangs- und Endimpuls iibereinstimmen. Das sind gerade die
klassischen periodischen Orbits. Die Summe iiber Bahnen reduziert sich also auf
eine Summe iiber periodische Bahnen. |

Zur Bestimmung der Amplitude dieser stationdren Phasenniherung nach
"Gutzwiller fithrt man in der Nihe eines periodischen Orbits ein spezielles

Koordinatensystem” ein mit den Eigenschaften

. SFiir eine genaue Diskussion des Terms gq siche {6, 7, 14, 10].
- "Wir ‘beschrinken uns ab hier auf ein System mit zwei Freiheitsgraden.
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e eine Koordinate g verlduft in Richtung des Orbits und

e eine Koordinate g, verlauft senkrecht zur Richtung des Orbits.

Man entwickelt die Wirkung 5(q, ¢; E} in diesem Koordinatensystem in der Ndhe
eines periodischen Orbits. Die Koordinate ¢ splittet in zwel Anteile ¢ = ¢; + 64,
wo ¢1 die Koordinate in Richtung des Orbits und é¢ eine kleine Abweichung senk-
recht dazu bezeichne.
Das Spurintegral wird wiederum in stationirer Phase ausgewertet. Die Koordina-
ten sind so gewihlt, daB man im Integral iiber die Umgebung eines periodischen
Orbits — und nur eine solche Umgebung liefert iiberhaupt nennenswerte Beitrége,
wie wir aufgrund der Phasenbedingung (2.28} wissen — zuerst die Integration
transversal zum Orbit in stationirer Phase ausfithren kann. Die zweite Integra-
tion langs der Bahn ist dann sehr einfach auszufithren, da der Integrand in seinen
wesentlichen Teilen von der Koordinate ¢; lings der Bahn unabhingig ist.
Fiir jeden periodischen Orbit erhilt man nach Ausfithren des transversalen Inte-
grationsanteils in stationirer Phase eine Amplitude der Form | det(M — 1)]-1/2.
Dabei ist M die Stabilititsmatrix der Bewegung transversal zum Orbits (siche
Anhang C.1). Ubrig bleibt dann noch das Integral tiber die Zeit lings des Orbits;
das ergibt seine Periode T [48].
Die semiklassische Spurformel [44] als Summe {ber periodische Orbits lautet
dann:

TrG*(q,q E) = go(E)+ gpo(E) (2.29a)

i (Sp(E}/fi=vpm/2) .
9o ( + Z pEG t(M _ 1)’]_/9 (229 )

z(SP(E)/E-yp:rrﬁ}r

= 9o(E)+ = ZZ Taet(v ~ D (2.29¢)

.'PIJO r=1

Ist ein periodischer Orbit nicht als Mehrfachdurchlauf eines kiirzeren Orbits dar-
stellbar, dann bezeichnet man ihn als primperiodischen Orbits (abgekirzt "ppo’).
Jeder Orbit ist entweder selbst primperiodisch oder ein Mehrfachdurchlauf eines
solchen. Die Periode T}, ist definiert als die kiirzeste Riickkehrzeit des Orbits p,
also als die Periode des zugehdrigen primperiodischen Orbits.

In (2.29) wurde das ausgenutzt, um die Summe iber die periodischen Orbits
in eine Doppelsumme iiber die primperiodischen Orbits und alle thre Mehr-

fachdurchliufe umzuformen. Dabei ist noch folgendes zu beachten: Wird ein
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primperiodischer Orbit 7-mal durchlaufen, dann ist die Wirkung das r-fache der
Wirkung des Orbits. Ebenso wird die Zahl v der konjugierten Punkte mit 7
multipliziert, da jeder dieser Punkte r-mal passiert wird. Auferdem muf} die

Stabilititsmatrix zur r-ten Potenz erhoben werden.

2.5 Die Zustandsdichte eines gebundenen Sy-
stems

Zwischen der quantenmechanischen Zustandsdichte
pE) = ;5(1‘7 - E,)
und dem Propagator G(q, q'; E) zur Schrédingergleichung (£ — H)(q) = 0 mit
(E - H)G(a,q E) = 6(a— o)

besteht ein Zusammenhang, der hier abgeleitet werden soll.

H besitze ein vollstindiges diskretes Spektrum mit normierten Energieeigen-
zustinden ¥,(q) = (g[n) in Ortsdarstellung. Sind alle Eigenwerte £, # 0,

dann ist

/ 1 :
Glq,q3 E) = (g —|q’)

l ! ! !
= T (a)nl=—z ") (la)

= 2 {alr)pg——7-(nld)

o« t(@)yi(a)
- ;"———E—En . (2.30)

Alle Eigenwerte von H sind reell. G(E) ist eine analytische Funktion in der kom-
plexen E-Ebene ausgenommen an den Eigenwerten E, des Hamiltonoperators
auf der reellen Achse. Dort besitzt G Pole erster Ordnung. Umgekehrt liefern

die Pole von G die diskreten Eigenwerte von H.

‘Bezeichnet man

G*(q,q; E) = limG(q, '} E + ie)
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und benutzt die Identitit

. 1
im
0 3 7€

= P2 Fins(2),
T

wo P2 der Cauchy’sche Hauptwert von 2 ist, so folgt

1
E) = —wwd(E — En)| .
G*(a a5 B) = - 43(a)() [P — in8(E — Ex)|
Mittelung iiber den Ortsraum liefert

TG, % E) = [dqG¥(q,qE)
1 .
_ Z(pE—En — (B - B)) |

n

und damit

o(E) = S 8(E — Ey) = —%ImTr G*(q,q E) . (2.31)

n

Die semiklassische Approximation der Zustandsdichte kann dann als Summe
zweier Beitrige geschrieben werden, wie wir im letzten Abschnitt gesehen ha-

ben: |
p(E) = po(E) + pya(E) - (2.32)

Ist No(E) die mittlere Zustandsdichte des Systems, dann erhilt man po durch

Ableiten nach der Energie:

d
= — 2.33
Der zweite Term in (2.32) ergibt sich aus (2.29) und ist eine Summe dber alle

verschiedenen primperiodischen Orbits und ihre Mehrfachdurchliufe

i (Sa(E) v [2)r

ppo(E) = Z Z p]det(M; - e’

P r=1

(2.34)

Dabei bezeichnet p die verschiedenen primperiodischen Orbits. T, und 5, sind
deren Periode und Wirkung, v, ist der zugehdrige Maslov-Index und M, die

- Stabilitadtsmatrix senkrecht zum Orbit.
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2.8 Dynamische Zetafunktionen

Man kann (2.34) umschreiben als logarithmische Ableitung eines unendlichen
Produktes {73]. Das soll hier fiir den Fall eines vollstéindig chaotischen Hamilton-
schen Systems mit zwei Freiheitsgraden gezeigt werden.

Die Linearisierung des Flusses senkrecht zu den periodischen Orbits sei durch
eine (2 x 2)-Matrix mit reellen Eigenwerten A, und 1/A, mit |A,| > 1 dargestellt
(Anhang C.1). Dann hat man zunichst

|det(M? — 1)j2 = |det diag (A} IX;-—l)I%=|A;ml[%|l—7f—;]%
1
= [Apl (1“K;
und (2.34) wird zu
1 ) e Sp(E)/R—vpr(2)r
ppo(E) = Re— T,
P8 = R L LRI )
- Re=333T (IMRISECCIEEEN
Th P .‘1'_;67':1 )
=< A -lA"'.'f H{Sp(E) [fim1pm/2)
- ReLY S 72 Ap7e (2.35)
TR T — AT A eiSe(EY Riren/2)
1 = 0 =1 p —j i(SplE)hi—vpr /2
= _;Imgjgﬁln(z—m 3 A7l /M) (2.36)
1. 8 '
- 2 2.
—m o= In Z(E) . (2.37)
Z(E) ist die Selberg-Zetafunktion
Z(E) = [ITI(1 = |A,-2A;3eiSeBVhmspnla)) (2.38)

=07

_ ﬁﬂ(l—t§i)). | (2.39)

Dabei haben wir den Beztrag des periodlschen Orbits p zum ]—ten Teﬂprodukt

abgekurzt durch ; _
G By .
b= AGV2A,7 (240
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Ein invers unendliches Produkt {iber die periodischen Orbits wird als dynamische
Zetafunktion® (;(E) bezeichnet [65]:

HE) =TI -y, (2.41)

p

8Diese Bezeichnung wurde gewihlt wegen der formalen Analogle zur Rzemannschen Zeta-
funktwn [66], die ein Produkt iiber alie Primzahlen ist: EARRCIIEE LSS :

(R s) (Zn ) =H (1—e ). .

Primzahlen p

In der dynamischen Zetafunktion ubernehmen dle pnmpenodlschen Orbits d1e Roiie der Prim-
_ zahlen {vgl. auch [12}). : . : .




Kapitel 3

@ﬁgghaﬁem der klassischen
namik des Billards

S Nt b

3.1 Einleitung

Billards gehéren zur Klasse von hyperbolischen dynamischen Systemen mit Sin-
gularititen. Man versteht darunter die freie Bewegung eines Punktteilchens in
einem Gebiet, das stiickweise glatte Begrenzungswinde besitzt!. Das Teilchen
soll an den Winden elastisch reflektiert werden nach dem Gesetz "Einfallswinkel
gleich Ausfallswinkel’. Wir beschrianken uns in dieser Arbeit auf Billards in der

Ebene und bezeichnen die Gesamtheit der reflektierenden Winde mit 9B.

Zu jedem Zeitpunkt ist der Zustand des Teilchens festgelegt einzig durch seine
Position und Bewegungsrichtung; denn die elastische Reflexion erhalt die Energie
und damit den Betrag der Geschwindigkeit. Die Dynamik reduziert sich also auf

elementare Strahlengeometrie.

In diesem Kapitel behandeln wir, nach einer Einfithrung der vﬁchtigsten Be-
griffe, ein spezielles chaotisches Billard. Wir beschreiben einige Eigenschaften
der klassischen Dynamik des Systems unter besonderer Beriicksichtigung der pe-
riodischen Bahnen. Durch Anderung eines Parameters kann das System sowohl

ein gebundenes, als auch ein Streusystem modelheren

. Fir eine allgememe mathematlsche Deﬁmtmn von B:llards 51ehe z B [20] T

24
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3.2 Billards

3.2.1 Billard-Abbildung

Sei OB die Begrenzung eines Gebietes B in der Ebene. Ein Teilchen bewege sich
frei in B und werde elastisch reflektiert, wann immer es auf den Rand 9B trifft.

Zwischen zwei Reflexionen an 8B bewegt sich das Teilchen auf Geraden. Also ist
eine Bahn des Teilchens eindeutig festgelegt, wenn man die Folge der Reflexions-
orte und —winkel kennt. Das urspriingliche dynamische System besitzt einen vier-
dimensionalen Phasenraum. Da der Betrag des Impulses konstant bleibt, kann
man die Dimension um eins erniedrigen. Wir bezeichnen als Billard-Abbildung
B die (diskrete) Abbildung der zweidimensionalen Poincaré-Mannigfaltigkeit
{(g,p) € B x S} auf sich. Eine Bahn, die man durch Iteration der Billard-
Abbildung erhalt, ist dann gegeben durch eine Folge von Punkten {g¢n,pn), die
jeweils zur n—ten Reflexion gehéren, und einer Anfangsbedingung (go,po). ¢ ist
der Ort der Reflexion und p die Richtung des Impulses vor der Reflexion. Es ist?:

(Qn-i-l):B(Q'n) ) (31)
Prya 7 Dn

Jede Bahn, die man durch unendlich viele Iterationen der Billard-Abbildung

erhilt, fillt in eine von drei Klassen

1. Aus einer endlichen Menge von N Punkten
(g0, p0)s (g1, 1)s -+ »(gn—1, pn-1) wird jeder Punkt durch B auf seinen Nach-
folger und der letzte wieder auf den ersien abgebildet. Das entspricht einer
geschlossenen Bahn der vollen Dynamik nach N Reflexionen. Ein solcher

periodischer Orbit erfiillt die Gleichung

(Qn+N)=BN(Qn)=(Qn).- (3.2)
Dot N Dn Pn

Jeder der N Punkte ist also Fixpunkt der N-ten Iterierten BY von B.

2. Die Iterierten des Anfangspunktes bilden einen glatte Kurve auf der Poin-

caré-Mannigfaltigkeit. Diese nennt man invariante Kurve, da sie unter B

2Die Abbildung B ist im allgemeinen nichtlinear und kann in diesem Fall nicht durch eine
(2 x 2)-Matrix dargestellt werden.
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wieder auf sich abgebildet wird, obwohl ihre einzelnen Punkte nicht auf sich

abgebildet werden.

3. Die Iterierten des Anfangspunktes liegen dicht in einer Flache der Poincaré-
“Mannigfaltigkeit. Das geschieht, wenn der Orbit, nicht eingeschrinkt durch

eine Erhaltungsgréfe, sich chaotisch entwickelt.

Wir wihlen einen periodischen Orbit der Periode N mit dem Anfangspunkt
(50, po) und eine Abweichung von dieser Anfangsbedingung (éso, 8po). Die Stabi-
litdtsmatrix My ergibt sich als Linearisierung der Billard-Abbildung B. Sie gibt
an, wie sich die Abweichung nach N Iterationen der Billard-Abbildung verhilt,
wenn der Anfangspunkt (sg, po) wieder auf sich abgebildet wird (siehe auch An-

hang C.1):
/ dsn \ / 6sg \
=M . 3.3
(&w) (N)(épo) (33)

M y) ist eine (2 x 2)-Matrix mit Determinante 1. Die Eigenwerte von Mn)
charakterisieren die Stabilitst des periodischen Orbits. Man kann sie durch die

Spur dieser Matrix ausdriicken:

1
Ae=s (TrM(N) + (Tr M) - 4) . (3.4)
Der Orbit ist

o stabil, falls [TrMn)| < 2 (Eigenwerte sind komplex konjugiert auf dem

Finheitskreis, Abweichungen schwanken um 0 und sind beschriankt.)

e instabil, falls | Tr Mvy| > 2 (Eigenwerte sind reell und reziprok zueinander,

Abweichungen wachsen exponentiell an.) =

° neutml falls |Tr M(n)| = 2 (Eigenwerte sind belde +1 oder —1, Abwelchun-

gen wachsen nur linear an.)
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. Scheibe 1

o
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Scheibe 3 .-X =/ Scheibe 2
3%y’ & o

Fundamentalbereich

Abbildung 3.1: Geometrie des gebundenen Drei-Scheiben-Billards und die Ele-
mente der Symmetriegruppe Cs,. Jeder Teil des Inneren kann mit Hilfe der
Symmstrietransformationen auf den Fundamentalbereich abgebildet werden.

2.3 Drei—Scheiben—Billard

In diesem Abschnitt beschreiben wir ein spezielles Billard—System, das uns im
folgenden als Modellsystem fiir unsere quantenmechanischen und semiklassischen

Rechnungen dienen soll.

Dieses System besteht aus drei harten Kreisscheiben mit gleichem Radius 7 in
der Ebene, deren Mittelpunkte auf den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks mit
Seitenlinge d liegen (sieche Abbildung 3.1). Skalt man die ganze Anordnung
mit dem Radius r der Scheiben, dann bleibt als freier Parameter das Verhiltnis
d : r iibrig. Das [reie Teilchen werde an den duBeren Wianden der Scheiben
elastisch reflektiert. Ist d : r = 2, so beriihren sich die Scheiben. In diesem
Fall interessieren wir uns fiir die Bewegung des Teilchens im Raum zwischen den
Scheiben, wo es fir alle Zeiten eingesperrt bleibt. Man spricht in diesem Fall
von einem gebundenen Billard-System. Ist der Parameter d : r > 2, so hat das

- Teilchen die Méglichkeit, durch die Kanale zwischen den Scheiben ins Unendliche .




28

Charaktertafel Cs,
I 203 3o

A |1 1 1
Ax 1 1 -1
El2 -1 0

Tabelle 3.1: Charaktertafel der Symmetriegruppe Cs,

zu entweichen. Dann haben wir es mit einem Streusystem zu tun. Aspekte der

klassischen Mechanik dieses Systems wurden in [30] untersucht.

3.3.1 Symmetrien

Wir fithren in der Ebene der drei Scheiben ein kartesisches Koordinatensystem
mit Ursprung im Mittelpunkt des gleichseitigen Dreiecks ein, auf dessen Ecken
die Scheiben liegen. Die y-Achse gehe durch den Mittelpunkt der Scheibe 1
(Abbildung 3.1). | .

Diese Anordnung besitzt Cs,-Symmetrie. Die Symmetriegruppe Cs, besteht aus

6 Elementen I, Cs, C2, 01, 02, 03, die man zu 3 Klassen zusammenfassen kann:
o Klasse 1 besteht aus der Identitat I

‘e Klasse 2 enthilt die Symmetrieoperationen Cs und C%, das sind die Ro_ta»

tionen um 27 und 47 um den Ursprung

o Klasse 3 sind die Spiegelungen 01, o und o3 an den drei Winkelhalbierenden
z=0,y=—(1/V3)zund y = +(1/V3)z

Die Gruppe Cs, besitzt drei irreduzible Darstellungen:
- ¢ symmetrische Darstellung A; (eindimensional)
e ‘antisymmetrische Darstellung As (eindimensional) h

o komplexe Darstellung  (weidimensional)
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sind = b/r

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung der Koordinaten der Billard-Abbildung
auf dem Fundamentalbereich (siche FuBnote 3).

Aus der vorstehenden Charaktertafel (siehe z.B. [55]) der Gruppe erhilt man die

Projektionsoperatoren auf die drei Darstellungen:

} 1 e )

HAI = g(! + C3 + C:,? + ek} -+ [op) -+ 0’3) (35&)
1

HA2 = E(I+C3+C§—O’1 *—0‘2—0'3) (3.5b)

My = g(zf-cs—cg). ' (3.5¢)

3.3.2  Symbolische Dynamik auf der Menge der pericdi-

' schen Orbits D | o
Die periodischen Orbits eines Billard-Systems sind schneller zu bestimmen . als
fiir ein System mit beliebigem stetigen Potential, da die Bewegung zwischen zwei
Reflexionen trivial ist. Die Reflexionspunkte werden durch Iteration der Billard-

Abbildung? bestimmt.

" 3 Als Koordinaten der Billard—Abbildung auf dern Fundamentalbereich benutzen wir den
‘Winkel ¢ der einlaufenden Richtung zur bevorzugten Einfallsrichtung und die tangentiale Kom-
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123 1213

Abbildung 3.3: Vier typische periodische Orbits der vollen Symmetrie des gebun-
denen Drei-Scheiben-Billards und deren ternire Symbolsequenzen. (Die Schei-
ben sind im Uhrzeigersinn durchnumeriert, beginnend bei der oberen.)

Ternire symbolische Dynamik

Jeden periodischen Orbit des Drei~Scheiben-Billards kann man eindeutig kenn-
zeichnen durch eine Folge von Ziffern aus {1,2,3}. Jede Ziffer entspricht einer
Reflexion an der mit dieser Ziffer gekennzeichneten Scheibe. Ist der Orbit pe-
riodisch, so wiederholt sich die Folge der Ziffern nach einer gewissen Anzahl
von Reflexionen. Die kiirzeste der sich wiederholenden Ziffernfolgen ist dann ein
"Name’ des Orbits, der bis auf Permutation seiner Elemente eindeutig ist. Die-
sén iNamen’ bezeichnet man als Symbolsequenz. Die Linge einer Sequenz heifit

die Ordnung oder ‘auch Periode des Orbits (bezogen auf die spezxel}e Wahl der

ponente des (normierten) Impulses vor der Reflexion an der Scheibe. Letztere ist der a.uf den
Scheibenradius norrmerte Stoﬁparameter b bezogen auf den. Mlttelpunkt der Schelbe (sxehe

:_Abbildung 3. 2)
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Symbole). Die Menge aller Symbolsequenzen ist eine symbolische Dynamik des
Systems. In dem beschriebenen Fall ist sie terndr, da sie aus drei Grundsymbolen
aufgebaut ist. Die ternire symbolische Dynamik fiir das Modellsystem der drei
Scheiben ist allerdings nicht vellstindig, d.h. die Abbildung der Menge der peri-
odischen Orbits auf die Menge der Symbolsequenzen ist nicht surjektiv; denn zu
denjenigen Sequenzen, die mindestens zwel aufeinanderfolgende gleiche Symbole
besitzen, existiert kein entsprechender periodischer Orbit, da nach jeder Refle-
xion an einer Scheibe die Bahn zu einer der beiden anderen Scheiben verlaufen

muf.

In Abbildung 3.3 sieht man vier typische periodische Orbits des gebundenen

Billards. Fiir jeden Orbit ist die ternire Symbolsequenz angegeben.

Binire symbolische Dynamik

Wir fassen jeweils drei aufeinanderfolgende Symbole ... {8t ... der terndren Dy-
namik zusammen; diese Teilsequenzen haben entweder die Form 2,131, d.h. erstes
und drittes Symbol sind gleich und beide verschieden von #;, oder sie haben die
Form t,t,t., wobei die {; paarweise verschieden sind. Man erhilt aus der ternéren
Dynamik eine binire, wenn man einer solchen Teilfolge das Symbol ‘0’ zuordnet,
falls sie zur ersten Klasse gehért, und das Symbol /1, falls sie zur zweiten gehort.
Das 1aBt sich am konkreten Modell anschaulich beschreiben. Ein Teilstiick ei-
ner Ba.hn, das von einer Scheibe f, startet, dann an einer anderen Scheibe
reflektiert wird, kann danach entweder zu ¢, zuriickkehren oder wird zur dritten
Scheibe weiterlaufen. Je nachdem wie sich ein Teilstiick der Bahn verhilt, ordnen
wir ihm das Symbol ‘0’ oder ‘1’ zu.
Zwei der periodischen Orbits verhalten sich besonders einfach. Ein Orbit ‘0’ wird
immer zwischen zwei Scheiben hin- und zuriickreflektiert. Natiirlich gibt es ins-
gesamt drei solcher Orbits, die aber durch Elemente der Cs,~Symmetriegruppe
aufeinander abgebildet werden. Daher identifizieren wir sie als einen Orbit 0'.
Ein Orbit ‘1’ umrundet den Ursprung des Koordinatensystems, indem er nachein-
ander an allen drei Scheiben reflektiert wird und sich nach der dritten Reflexion
wieder schlieBt. Es existieren zwei solcher Orbits, die sich in der Durchlaufrich-
tung unterscheiden. Sie werden durch die Spiegelungen a; an den Symmetrielinien
“aufeinander abgebildet und daher ebenfalls als ein einziger Orbit ‘1’ identifiziert

. (siehe Abbildung 3.5).
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’31212/

123131/

13232/ 113232/

60111/

Abbildung 3.4: Schema der sechs periodischen Orbits '12323', 23131’, ‘31212,
13232, 21313’ und '13232, sowie des zugehdrigen symmetriereduzierten Orbits
00111 'auf dem Fundamentalbereich. -'

In Abbildung 3.4 sind sechs periodische Orbits mit ihren terndren Symbolsequen-
zen ‘12323, /23131, 31212, ‘13232, '2131% und ‘32121’ dargestellt. Sie fallen
auf einen Orbit zusammen, wenn man die einzelnen Segmente der Orbits mit
Hilfe der C3,~Symmetrietransformationen auf den Fundamentalbereich abbildet
(siehe Abbildung 3.1). Das ist der Bereich, der begrenzt wird durch einen Sektor
der Kreisscheibe und zwei Segmente der Symmetrieachsen, die als gerade Re-
:ﬂexionsw'alnde wirken. Die angegebenen sechs Orbits in der terniren Dynamik
gehen durch Anwendung der sechs Gruppenelemente von Cj, ineinander iiber.
._Rotat_ionen um 27 /3 und 4% /3 werden realisiert durch die Permutationen der
drei Scheiben 15223 —-1undl =3 —2— 1. Die Spiegelungen an den
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Abbildung 3.5: Beispiele symmetriereduzierter periodischer Orbits des gebunde-
nen Systems und deren binire Symbolsequenzen.

drei Symmetrieachsen bedeuten ein Vertauschen je zweier Scheiben: oy entspricht
2 — 3, o, entspricht 1 « 3 und o3 entspricht 1 « 2. Der Ubergang vom System
mit voller Symmetrie auf das symmetriereduzierte Billard-System, das auf den
Fundamentalbereich eingeschrinkt ist, schlagt sich also auf der Ebene der symbo-
lischen Dynamik in einem Ubergang vom terniren zum bindren Alphabet® nieder
(siche Abbildung 3.5). Wir haben beschrieben, dafi die Geometrie der Bewegung
von vornherein bestimmte Sequenzen der symbolischen Dynamik ausschlieBt, d.h.
sie sind nicht durch periodische Orbits realisiert. In der terniren Dynamik sind es
unter anderem die Sequenzen mit zwei aufeinanderfolgenden gleichen Symbolen.
Das ist eine einfache Ausschlufiregel, die global fir alle Parameterwerte d @ r gilt.

"Geht man zum symmetriereduzierten System und damit zur biniren Dynamik

“Mit Alphabet bezeichnen wir die Grundmenge der Symbole einer symbolischen Dynamik.
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Zahl der Primaykel, N = 2 J
| Ordnung n | M, || Ordnungn | M, |

1 2 11 186
2 1 12 335
3 2 13 630
4 3 14 1161
] 6 15 2182
6 9 16 4080
7 18 17 7710
8 30 18 14532
9 56 19 27594
10 99 20 52371

Tabelle 3.2: Zahl M, der Primzykel in Abhingigkeit von der Ordnung » fiir eine
vollstdndige binire symbolische Dynamik.

{iber, so gibt es keine globalen Ausschlufiregeln mehr. Die Existenz oder Nicht-
existenz der periodischen Orbits hdngt nur noch vom Parameter d : r ab, also

davon, wie weit das System gedfinet ist.

Primzykel

Die zu einem primitiven periodischen Orbit gehérende kiirzeste sich nicht wie-
derholende Sequenz nennt man ein Primzykel. Genauer sollte man sagen, ein
Primzykel ist die Klasse aller Permutationen dieser Sequenz. Zum Beispiel ist
die Sequenz '1010" kein Primzykel, da sie sich als zweifache Wiederholung von
10’ schreiben laft, der ein Primzykel ist. Man kann sich {iberlegen, wieviele

Primzykeln einer bestimmten Ordnung bei N Symbolen existieren {27]. -

Insgesamt gibt es N™ verschiedene "Worter’ &er Linge n, die man aus N Symbo-
len bilden kann. Darin enthalten sind alle Af; Primzykeln, deren Periode d gleich
n ist oder n teilt. Jedes d-Zykel tritt in der Menge aller N™ Sequenzen d-mal -

mit jeder seiner d Permutationen — auf:

=Y. e

din

- Mit Hilfe der Mégbius—Inversion [66] kann man diese Gleichung nach Ay auflésen.
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Wir invertieren (3.6):

M, = % %,u (3) Ne N

Dabei ist i die Mébius-Funktion®. Fiir ein Alphabet mit zwei Symbolen (N = 2)

erhialt man daraus Tabelle 3.2.

3.3.3 Periodische Orbits des gebundenen System

In den Abbildungen 3.3-3.5 sind einige der periodischen Orbits fiir die volle Sym-
metrie und eingeschrinkt auf den Fundamentalbereich gezeigt. Die ersten vier

Orbits der Abbildung 3.5 sind die symmetriereduzierten Versionen der Orbits aus

Abbildung 3.3.

In Tabelle F.1 des Tabellenanhangs sind alle (symmetriereduzierten) primperi-
odischen Orbits bis zur 10. Ordnung der biniren Symbolsequenzen mit ihren
Daten aufgefiihrt. Diese Orbits wurden mit Hilfe des in Anhang C.2 beschriebe-

nen mehrdimensionalen Newton—Verfahrens berechnet. Der Radius der Scheiben

betrigt hier r = 3.

Bei der Anwendung des Newton—Verfahrens zur Bestimmung der Orbits gibt man
eine Startfolge von Reflexionspunkten auf den Scheiben gemiB der gewiinsch-
ten Symbolsequenz vor, mit der Nebenbedingung, da Anfangs- und Endpunkt
iibereinstimmen. Die Newton-Folge von Bahnen relaxiert dann gegen den peri-
odischen Orbit mit dieser Symbolsequenz. Allerdings muf man beriicksichtigen,
daf die Scheiben eine Verbindungsstrecke zwischen zwei Reflexionspunkten ab-
séhatten_ kénnen. Dann existiert dieser Orbit nicht. Uberpriift wurde das, indem
fiir alle diese Strecken zusitziich der senkrechte Abstand zu den Mittelpunk-
ten der drei Scheiben berechnet wurde. Ist einer dieser Abstinde kleiner als der

Scheibenradius, dann liegt der Orbit im Schatten der Scheibe, existiert also nicht.

 ®Die Mébius-Funktion p(n) ist definiert [66] als

R 1 o fir n=1 : IR
- p{n) = 0  wenn n durch Quadratzahl teilbar LT (8.8)
(-1)*  wenn n k verschiedene Primfaktoren hat- "' -
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Abbildung 3.6: Daten des Orbits ’000011’ oberhalb und nahe am kritischen
Verhéltnis d : r (r—-l) :

Pruning

Fehlen Orbits zu gewissen Sequenzen einer symbolischen Dynamik, dann nennt
man diese Dynamik beschnitten®. Es stellt sich heraus, daB im gebundenen Sy-
stemn bis zur 10. Ordnung fiir insgesamt 10 bindre Symbolsequenzen die zugehdri-

gen periodischen Orbits nicht existieren.

Der periodische Orbit ‘0’ ist derjenige, der zwischen zwei Scheiben hin- und
zuriickreflektiert wird. Er liegt also genau auf der Verbindungslinie zwischen den
_Scheibenmittelpunkten. Im gebundenen System beriihren sich aber die Scheiben
| gerade dort, wo dieser Orbit liegen sollte. Bei Schlieflen des Systems (d:r — 2)

~ SIm Englischen spricht man von pruning (engl. to prune - beschneiden).
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Abbildung 3.7: Daten des Orbits ‘0000001’ oberhalb und nahe am kritischen
Verhiltnis d : r (r=1). ' :

verschwindet dieser Orbit mit Lange 0 und Instabilitat 1.

Der erste Orbit, der aufgrund der Abschattung durch die Scheiben verschwindet,
ist ‘000011’. In der 7. Ordnung fehlen die Orbits ‘0000001’ und ‘0006011’. Erhoht
man die Anzahl der ‘0’-Symbole am Anfang um jeweils eins, so erhalt man die
Sequenzen der fehlenden Orbits der 8. bis 10. Ordnung. | _

‘Am Beispiel der Orbits ‘000011 und ‘0000001’ wurde das Verschwinden un-
tersucht. VergréBert man den Abstand der Scheiben bei festem Radius, dann
“existieren diese beiden Orbits oberhalb eines kritischen Verhaltnisses d : 7. In
‘den folgenden Abbildungen sind die charakteristischen GréSen Instabilitit und
: Lange der beiden Orbits in der Nihe des kritischen Verhiltnisses aufgetragen.
“Am kritischen Verhaltnis d : 7 = 2.0164693 % 0.0000002 geht die Instabilitst der
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Abbildung 3.8: Schema zum Verstindnis des Abschattens. Gezeigt wird das
Verhalten von Orbitpaaren ’...010..." und ’...11..." in der Nihe ihres kritischen
Parameters (d : r)gpis.. ;

z<—.1,:p

Bahn ‘0000001’ gegen unendlich, die Lainge dagegen konvergiert gegen einen end-
lichen Wert. Der andere Orbit ‘000011’ verhilt sich in der Nahe des kritischen
Wertes d : r reguldr, soll heifien, nicht nur die Lange, sondern auch die Insta-
bilitit konvergieren gegen einen endlichen Wert. Die Langen beider Orbits am
kritischen Verhaltnis sind gleich (siehe Abbildungen 3.6 und 3.7).

Zum Verstindnis dieses Mechanismus dient das Schema in Abbildung 3.8. Daran
macht man sich klar, wie sich der Orbit 0000001 in der Nahe desjenigen Refle-
xionspunktes verhilt, der zum Symbol /1’ gehért. An dieser Stelle wechselt die
Bahn von einer Scheibe iiber eine Reflexion an der zweiten Scheibe zur dritten.
Sind ‘die Scheiben weit genug voneinander entfernt, so ist der Reflexionswinkel
an dieser Stelle kleiner als /2. Je mehr sich das System schlieBt, um so gréfier

“wird dieser Winkel, bis er am kritischen Verhéltnis x /2 erreicht, d.h. der Winkel
-zwischen einfallender und auslaufender Richtung betrigt dort m; der:Orbit streift
‘an dieser Stelle die Scheibe nur noch. ‘Das bedeutet, da die Instabilitdt gegen
“unendlich geht, und die Lénge konvergiert gegen den Wert der Bahn, die die Re-
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Abbildung 3.9: Linge gegen Instabilitit der symmetriereduzierten periodischen
Orbits des gebundenen Systems bis zur 10. Ordnung.

flexion an dieser Stelle gerade vermeidet. Das ist der Orbit ‘000011, Damit ist
auch klar, daf diese Bahn, da sie ja nicht streifend reflektiert wird, sondern an
diesem Punkt vorbeilduft, eine endliche Instabilitat anch am kritischen Verhalt-
nis besitzt. Unterhalb dieses Verhaltnisses liegen beide Bahnen dann im Schatten
derjenigen Scheibe, die oberhalb des kritischen Punktes von der Bahn ‘0000001

noch gestreift wurde. Dort existieren also beide Bahnen nicht mehr.

Es i.st wahrscheinlich, daf dieses Szenario __auch das Verschwinden der Bahn-
paare héherer Ordnung beschreibt, nur bei einem anderen kritischen d : r. Fiir
den Orbit ‘0000011’ wurde dieses Verhaltnis ebenfalls noch bestimmt. Dieser Or-
bit verschwindet unterhalb von d : r = 2.0275029 + 0.0000001. o

AuBerdem ist es plausibel, daB Orbits mit Symbolsequenzen der Form
’...(0M)016(0™)..." und *...(07)11(0™)...” fiir geniigend grofie n und m auch durch
Abschattung verschwinden; denn diese Bahnen miissen sich bei den Reflexionen,

die ."du_z_‘c}; die '1’-Symbole gekennzeichnet sind, hnlich verhalten wie oben be-
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Abbildung 3.10: Daten der Familien ‘0(1*)’ und ‘010(1")’ von perxodlschen Orblts
(Dle Instablhta,t ist 1oga,r1thrmsch gegen n aufgetragen) -

schrieben. Auch hier sei auf das Schema in A’obildﬁng 3.8 verwiesen.

Um sich von dem Verhalten von Bahngruppen mit wachsender Ordnung ein
Bild zu machen, ist es hilfreich, die Linge der Bahnen gegen ihre Instabilitat
aufzutragen (Abbildung 3.9). Man stellt -fest_, dafl die Bereiche der periodischen
Orbits zu verschiedenen Ordnungen iiberlappen. Bei fester Linge der Orbits hat
die Instabilitét offenbar eine untere Schranke und dle 1st gegeben durch d1e In-
._sta,blhtaten der Orbltfa,rmhe ’0(1") ) ' ' '

Eine genauere Analyse zeigt, daB man im wesentlichen drei verschiedene Klassen

-von Orbitfamilien unterscheiden kann, wenn man das Verhalten der Instabilitat
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Abbildung 3.11: Daten der Familien ‘(07)111’ und ’(0™)1111’ von perlodlschen
Orbits (Die Instabilitit ist doppeltlogarithmisch gegen n aufgetragen).

der Orbits mit wachsender Ordnung betrachtet.

Faft man die Bahnen zu Gruppen zusammen, deren Symbolsequenzen die Form
’s(1™)’ ‘haben, wobei s eine beliebige kurze Anfangssequenz ist, die von n "1~
Symbolen gefolgt wird, so stellt man fes.t, dafl mit wachsendem n der Logarith-
mus der Instabilitat proportional zur Linge wird, d.h. der Lyapunovexponent
ist konstant in der Ordnung Asymptot:sch verhalten sich diese Bahnen wie der
Grundorb;t " In Abbildung 3.10 sind die Daten zweier solcher Familien, ‘0(17)’
'und ‘010(1™)", aufgetragen. Die Linge der Bahnen und der Logarithmus der. In—

'. stablhtat sind jeweils proportional zur Ordnung.
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Abbildung 3.12: Daten der Familien ‘(0™)1’ und ‘(0")11’ von periodischen Orbits.
Die erste existiert nur bis n = §, die zweite bis n = 3.

In Gruppen ’(0")s’ dagegen, in denen die Anzahl der '0’-Symbole zunimmt,
nimmt der Lyapunovexponent mit steigender Ordnung des Orbits ab. Der Loga-
rithmus der Instabilitit ist proportional zum Logarithmus der Reflexionsordnung,
d.h. die Instabilitat skalt nur algebraisch mit der Ordnung. Der Lingenzuwachs
der Bahnen bei einer zusitzlichen Reflexion ist nicht konstant, wie bei den Fa-
milien mit wachsender Zahl von ‘1’~Symbolen, sondern nimmt monoton ab, da
diese Bahnen, je mehr ‘0'~Symbole hinzukommen, immer tiefer in den Kanal zwi-
'schen zwei Scheiben eindringen, der Lingenzuwachs also gegen null geht (si_ehe
Abbildung 3.11). Die Anzahl der aufeinanderfolgenden Reflexionen zwischen zwei

Scheiben kann aber im allgemeinen nicht beliebig erhdht werden. Z.B. existie-
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Abbildung 3.13: Alle periodischen Punkte der periodischen Orbits bis zur 10.
Ordnung im Phasenraum. Die Lage der Orbits ‘0’ und ‘1’ sind extra gekenn-
zeichnet. ‘1’ hat die Koordinaten (0,0.5). (Zur Erklirung der Koordinaten siehe

Abbildung 3.2)

ren Bahnen der Form ’{0™)111’ nur bis n = 18. Das Verschwinden dieser Bah-
nen -erfolgt nicht aufgrund der Abschattung durch die Scheiben. Vielmehr ist
wohl das Verhalten in den Kanilen wesentlich. Vermutlich haben solche Bah-
nen, wenn sie tief in den Kanal eingedrungen sind, immer weniger Freiheiten
fiir die Verdnderung des Reflexionswinkels, wenn noch eine weitere Reflexion
hinzukommt. Wahrscheinlich besitzen Familien von Orbits, deren Anzahl von
’O’QSymbolen zunimmt, immer nur endlich viele Mitglieder. Diese Familien er-
kunden das Gebiet des Phasenraumes in der Nihe des Orbits ‘0’, der zwar fiir das
gebundene System nicht existiert, aber bei beliebig kleiner éﬂ’nung des Systems
gebo_ren wird. Er ist neutral, sein Eigenwert ist 1. Die Information dariiber, ob
das.System geschlossen ist, steckt also im wesentlichen im Skalenverhalten dieser

-”Orbitfa_,m_jlien bei relativ hohen Ordnungen.

. Eine dritte Moglichkeit dafiir, wie sich Familien von Orbits verhalten kénnen,

_zeigen die Gruppen '(07)1’ und *(0™)11". Warum diese nur bis n =5 bzw. m = 3
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existieren und welches der Mechanismus ihres Verschwindens ist, wurde oben
schon besprochen. In Abbildung 3.12 sind die Daten beider Familien aufge-
tragen. Charakteristisch ist, daf die Instabilitit der Bahnen /(0"}1’ stirker als
exponentiell mit der Ordnung anwichst. Verantwortlich dafiir ist die Reflexion,
bei der die Trajektorie von einer Scheibe zur dritten wechselt und dabei die zweite
Scheibe unter einem Reflexionswinkel, der fast 7/2 betragt, streift. Diese Refle-
xion ist sehr instabil. Bei Erhéhung von n = 5 auf n = 6 schattet die zweite
Scheibe dann die Bahn ‘0°1" ab. Diese Bahn existiert nicht mehr.

Tragt man alle periodischen Punkte der periodischen Orbits bis einschlieBlich
10. Ordnung in einer Phasenraumdarstellung ein, so erhilt man Abbildung 3.13.
Besonders markiert ist die Lage der beiden Fixpunkte ‘0 und 'l’. Periodische
Punkte, die nah an den Fixpunkt ‘0’ herankommen, gehéren zu Trajektorien,
die weit in den Kanal zwischen den Scheiben eindringen. Die Abbildung zeigt,
daf dieser Fixpunkt isoliert im Phasenraum legt, seine Umgebung wird durch

periodische Bahnen sehr schlecht ausgeschépft.

3.3.4 Einige Aspekte der klassischen chaotischen Dyna-

mik des Streusystems

Haben die Mittelpunkte der drei Scheiben einen Abstand d, der gréfler ist als
der doppelte Scheibenradius r, so ist das Billardsystem offen. Trajektorien, die
fiir t = 4-oc oder £ — —oo ins Unendliche entweichen, nennen wir Streubahnen.
Jede Streubahn, die aus dem asymptotischen Bereich kommt, ist charakterisiert
durch die Angabe des StoBparameters b; vor der Streuung, bezogen auf den Mit-
telpunkt des Systems, und den Streuwinkel 8 nach der Wechselwirkung mit den
Scheiben fiir t — +co. Die funktionale Abhingigkeit beider Gréflen, also ;(b;),
wird als Reaktionsfunkiion bezeichnet. Ein einlaufender Strahl von Streubahnen
mit definierter Einlaufrichtung und infinitesimaler Variation des StoBparameters
wird immer dann in einen grofen Winkelbereich gestreut, wenn er anfangs in der
Nihe einer Trajektorie liegt, die eine Scheibe nur streift. Das macht den Prozess
des Mehrfachstreuens an den Scheiben instabil und fihrt dazu, dafi die Reak-
tionsfunktion auf allen Skalen der Variation des Stofiparameters stark oszilliert
'{.69]. Die Menge der Anfangsbedingungen, fiir die die Reaktionsfunktion nicht

.’_deﬁnigrt_ ist, ist fraktal. Dieses Verhalten ist typisch fiir chaotische Streusysteme.
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Abbildung 3.14: Typische Streubahn des offenen Drei-Scheiben-Billards.

Ein andere typische Eigenschaft ist die Existenz von unendlich vielen periodi-
schen Orbits, die in der Wechselwirkungsregion gefangen sind. Alle diese Orbits
sind instabil. Sie bilden das Grundgeriist der chaotischen Dynamik. Die Menge
der perjodischen Orbits bildet eine Teilmenge des Phasenraums, von der fiir grofie
Zeiten ¢ — oo alle Streubahnen entweichen. Eine solche Menge nennt man -

pellor ‘Die Dynamik auf diesem Repellor ist chaotisch’.

Zu jedem periodischen Orbit auf dieser invarianten Menge existiert eine stablle
und eme.mstqbﬂe invariante Mannigfaltigkeit. Diese sind Trajektorien, die sich
dem periodischen Orbit fiir ¢ — +oc bzw. ¢ — —oo nihern, ihn aber nie errei-
chen. Der Unterschied zum gebundenen System ist, daf die instabilen Mannig-
faltigkeiten fiir grofle Zeiten ins Unendliche laufen. Sie gehéren zur Menge der

-Streubahnen.

"Die Dynamik ist nicht nur mischend, sondern besitzt auch die Bernoulli-Eigenschaft [69].

Die Konstruktionsbilder fiir eine Markovpartition des Phasenraumes und, daraus folgend, einer

-symbolischen Dyna.rmk sow1e des naturhchen invarianten Maﬁes -auf: dem’ Repellor finden sich
'-auch in. [38] e : L :
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Abbildung 3.15: Konstruktion der Anfangsbedingungen von Trajektorien, die
nach Reﬁexmn an Schelbe 1 zu einer der belden anderen Schelben gestreut. wer-

den

Streubahnen folgen im Bereich zwischen den Scheiben verschiedenen Segmenten
von periodischen Orbits des Systems, bevor sie den Wechselwirkungsbereich wie-
der verlassen. Sie halten sich um so linger dort auf, je néher sie einer periodischen
Bahn kommen. 5(T') bezeichne die Menge der Anfangsbedingungen, fiir die die
Verweilzeit grofler als T ist. Das MafBl u(S(T')) dieser Menge verhalt sich wie

(SO ~ep(=aT), (39

wobei v die klassische Entwezchrate des RepeHors lst S ( ) ist im Limes T".—:c0

_3e1ne fra,kta.le Menge®.

 8Dijese fraktale Menge entsteht in gleicher Weise wie die Cantor—Menge in elner Smaie schen
_ Hufeisen—Konstruktion, némlich als Schnitt aller Bilder und Urbilder der Menge der Anfangs-
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Abbildung 3.16: Skalenfunktionen der (reduzierten) Léngen von Streubahnen des
Drei-Scheiben—Billards. Es ist festgelegt, an welcher Scheibe die letzte Reflexion
stattfindet. ' ' ' o

Die Konstruktion eines Schnittes durch diese fraktale Menge ist in Abbildung
3.15 schematisch dargestellt. Die Anfangsbedingungen der Bahnen sind gegeben
durch den Stofiparameter, der auf der Achse in Abbildung 3.15 aufgetragen ist.
In der Menge dieser Anfangsbedingungen gibt es ein Intervall, von dem alle die
Trajektorien starten, die als erstes mit Scheibe 1 kollidieren. In diesem Intervall
existieren zwei Teilintervalle mit der Eigenschaft, da8 alle Trajektorien aus ei-
nem der Intervalle nach der Kollision mit Scheibe 1 entweder im Uhrzeigersinn

oder gegen den Uhrzeigersinn zur nichsten Scheibe reflektiert werden. Das ist

bedingungen von Streubahnen. Das wurde genauer untersucht in [30, 31, 38}. Siehe dazu auch
[51].
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gekennzeichnet durch die Symbole ‘0’ und ’1’. Die Intervallgrenzen sind dann die
Anfangsbedingungen der Trajektorien, die bei der zweiten Kollision die Scheibe
nur streifen.

In jedem dieser Teilintervalle findet man dann wieder je zwei Intervalle, deren zu-
gehorige Trajektorien drei aufeinanderfolgende Reflexionen machen. Fithrt man
diese Konstruktion ad infinitum weiter, so gelangt man zu einer Intervallschach-
telung fiir die Anfangsbedingungen der Bahnen, die asymptotisch im Streusy-
stem gefangen sind, deren Verweilzeit also unendlich ist. Die Konstruktion dieser
Menge ist analog zu derjenigen der gewdhnlichen Cantor-Menge, die entsteht,
wenn man ein Ausgangsintervall drittelt, das mittlere Drittel wegfallen 148t und

die verbleibenden Intervalle entsprechend behandelt.

Jedem Teilintervall der n—ten Reflexionsordnung kann man dann eindeutig eine
Symbolsequenz (£, £n-1, - - ., 1) aus Symbolen ¢ € {0;1} zuordnen, die den Weg
einer Trajektorie, die in diesem Intervall startet, kodiert. Sei (g,,&n-1,...,€1)
die Linge des Intervalls. Die Skalenfunktion o dieser Langen ist definiert durch

ent1sEny---5€1)
. 3.10
l(en,...,sl) ( )

OT(E,H.I,. ..,51) =

o gibt die Linge der Tochterintervalle der Reflexionsordnung n + 1 zu der Lange
der Mutterintervalle der Ordnung n an. Die Skalenfunktion wurde in [30] ange-
geben.

Diese Ergebnisse erginzend haben wir eine Skalenfunktion fiir die Differenzen der
reduzierten Lingen von Streubahnen berechnet. Die reduzierte Linge einer Streu-
bahn definieren wir als die Linge der Bahn vom Punkt der ersten bis zum Punkt
der letzten Reflexion an den Scheiben. Sie werde mit L(ey,...,&1) bezeichnet.
Mit der Symbolsequenz (€,,&x-1,-..,€1) (€ € {0;1}) kodieren wir Streubahnen,
die unter einem festen Winkel in das System einlaufen, n—-mal reflektiert werden
und unter einem festen Winkel wieder a,u_sla,u_fen. Die Bedeutung der Symbole ist
oben erklart. .

Man erhalt drei Skalenfunktionen, je nachdem an welcher der drei Scheiben die
letzte Reflexion stattfindet. Die Scheibe mit der ersten Kollision sei Scheibe 1.

Die Skalenfunktion der Differenz dieser Langen wird definiert durch
0(5,-;.4.1, P ,51) = L(€ﬂ+1,5n, . ,61) - L(En, - ,E]) . (311)

~ Jeder biniren Symbolsequenz der n-ten Reflexionsordnung kann man eine reelle
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Zahl t = 27" 3°7_, €25 zuordnen. Man trigt dann o(t) gegen t auf. In Abbil-
dung 3.16 ist eine solche Funktionen gezeigt. Berechnet wurden die Streubahnen
bis zur 9. Reflexionsordnung fiir einen Parameterwert d : r = 24/3 : 0.7. Die Bah-
nen laufen parallel zu einer der Symmetrielinien aus dem System aus. Die Form
der Skalenfunktionen indert sich nicht, wenn man einen anderen Einlaufwinkel
wahlt.

Die Abbildung zeigt, daf die Skalenfunktionen gut gendhert wird durch die An-
nahme, daf der Wert von o(&n,£n-1,. . .,£1) nur von den letzten beiden Symbolen
£, und £,_1 abhingt. Diese Beobachtung wurde in [30! auch fiir die Skalenfunk-
tion (3.10) gemacht.




Kapitel 4

gebundenen

4.1 FEinleitung

Die serniklassischen Rechnungen von Gutzwiller [42, 45, 48] und Balian und Bloch
[8, 9] lassen vermuten, daf es eine enge Verbindung zwischen den Eigenwerten
eines quantenmechanischen Systems und den periodischen Orbits der zugrunde-
liegenden klassischen Dynamik gibt.

Fiir einen geoditischen Fluf auf einer kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit
mit konstanter negativer Kriimmung ist dieser Zusammenhang zwischen klassi-
scher und quantenmechanischer Dynamik sogar exakt [5]; die quantenmechani-
schen Eigenwerte sind die Nullstellen eines unendlichen Produktes aus Beitrigen
der klassischen periodischen Orbits {Selberg-Zetafunktion).

Es gibt Versuche, die semiklassische Theorie zur Berechnung quantenmechani-
scher Eigenwerte auch auf klassisch chaotische Systeme anzuwenden. Dabel
tauchen zwei grofe Schwierigkeiten auf. Die Gutzwillersche Spurformel kon-
vergiert nicht fiir reelle Energien und die Eigenwerte, die man bestimmt, sind
nicht reell.

Das erste Problem hat seine Ursache in dem exponentiellen Anwachsen der Zahl
der periodischen Orbits mit wachsender Periode bei klassisch chaotischen Syste-
men. Es kann gel8st werden, indem man die Beitrige langer Orbits exponentiell
dampft. Das fithrt zu einer Ausschmierung in der Energieauflosung, aber auch

‘dazu, dafl die Summe {iber periodische Orbits absolut konvergiert. Diese Technik

50
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wendeten Sieber und Steiner [68] an auf das Modell eines hyperbolischen Billards.
Sie konnten einige der niedrigsten Eigenwerte des chaotischen Billards identifi-
zieren, indem sie die geglttete Spurformel mit einigen 10% periodischen Orbits
auswerteten.

Fine andere Technik, die cycle expansion, fiihrt zu einer konvergenten Fortsetzung
der Summe unterhalb der Halbebene der absoluten Konvergenz. Diese Methode
werden wir in unseren Rechnungen anwenden.

Das zweite oben genannte Problem kann gelést werden, indem man zeigt, daB die
Phase, die die Selberg-Zetafunktion entlang der reellen Achse aufnimmt, gegeben
ist durch die mittlere integrierte Zustandsdichte des Systems. Da man in vielen
Fallen die mittlere Zustandsdichte anfgrund asymptotischer Entwicklung in der
Energie angeben kann, ist es in solchen Fallen méglich, durch Multiplikation der
Zetafunktion mit dem geeigneten Phasenfaktor eine reelle Funktion zu erhalten,
deren Nullstellen die Eigenwerte des Systems sein sollten [13, 18, 70].

In diesem Kapitel wenden wir die semiklassische Theorie periodischer Orbits auf
das Modellsystem des gebundenen Drei-Scheiben-Billards an.

Wir zeigen, daB sich aus dem exakten quantenmechzinischen Eigenwertspektrum
die Daten der periodischen Orbits des klassischen Systems durch Fouriertrans-
formation rekonstruieren lassen.

Danach wenden wir die Methode der cycle expansion an, um aus den Eigenschaf-
ten der_klassischen chaotischen Dynamik, insbesondere der periodischen Orbits,
Eigenwerte des Quantensystems zu erhalten.

Im letzten Teil bestimmen wir Eigenwerte durch Anwendung der Phasenbezie-
hung fiir das volle Produkt aus dynamischen Zetafunktionen aus Nullstellen einer

reellen Funktion.

4,2 Semikiassischef Limes und Skalenverhal-

ten bei Billards

Die Polstellen der semiklassischen Energiedichte p,.(F) sind, wie in Abschnitt
2.5 gezeigt wurde, durch die Nullstellen der Selberg-Zetafunktion Z (E) gegeben.
* Wir fiihren statt der Energie als neue Variable die Wellenzahl k = /2mE/ #? ein.
Fiir ein Billard-System zerfallt das Wirkungsintegral [ p dq in ein Produkt aus
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der Wellenzahl & und einer rein von der Geometrie der Bahn abhéngigen GroSe

L,, seiner Lange:

Sy = [pda=Ip| VT, = kL, 4.1)

mit p = kk; denn die Bahngeschwindigkeit, und damit die kinetische Energie, ist
eine Konstante der Bewegung. Verwendet man noch T, = mL,/h|k|, so lautet
Gleichung (2.34)

L 1 o L z{kLp—upﬁfz)r L2
PpO( ) hztkl ﬂ.;; p[det Mr .._1)|1/2 ’ ( ’ )

Der semiklassische Anteil der Energiedichte skalt also in einfacher Weise mit fi.
Das gleiche Verhalten gilt auch sowohl fiir die quantenmechanische Energiedichte
wegen

S(E — En) = — (8(k + ka) + 6(k — Bn)) (4.3)

ﬁ"’lkl
als auch fiir die mittlere Energiedichte po [14]. Der semiklassische Limes ist dann
der Grenzwert groBer Wellenzahlen k. Wir setzen im folgenden R*f2m =1, d.h.
wir wahlen die Skalierung so, dafi E = &2 gilt.

Der Maslov-Index v fiir Billard-Systeme ist nicht allein bestimmt durch die kon-
jugierten Punkte, v nimmt aulerdem bei jeder Reflexion an den Wénden um 2
zu [22]; denn die energieabhingige Greensche Funktion soll Dirichletsche Rand-
bedingungen an den Winden erfiillen, was zu einem Phasensprung von = im
semiklassischen Ausdruck fiir jede Reflexion an den Wanden fithrt [5]. Der Bei-
trag zum Index, der von konjugierten Punkten herriihrt, ist bei einem Billard
mit {iberall konkaven Winden null; denn konjugierte Punkte wiirden nur dann
existieren, wenn Trajektorien nach einer Reflexion fokussieren. Das ist aber bei
solchen Billards nicht der Fall (0g/8pe wechselt nicht das Vorzeichen entlang
einer Bahn). Fiir das Drei-Scheiben-Billard ist dann », = 2np, wobel n,, die Zahl

der Reflexionen der Bahn p an den Winden ist.

4.3 Quantenmechanisches Eigenwertspektrum

:Um"die_':Ergebnisse unserer semiklassischen Rechnungen werten zu konnen,
bendétigen wir die exakten quantenmechanischen Eigenwerte des Modellsystems

'-.'.Volistéindig bis zu einer oberen Energie E az respektive Wellenzahl kpaz.
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Die Eigenwerte k, erhilt man aus der Schrédinger—Gleichung
(A + ED(z,y) =0 (z,y)€ B (4.4)
mit Dirichlet—-Randbedingungen
P(z,y) =0 fir(z,y)€0B. (4.5)

Dabei ist B das Gebiet zwischen den sich beriihrenden Scheiben in der Ebene,
und 9B ist der Rand.

In Anhang D.1 ist die numerische Methode zur Berechnung der Eigenwerte be-
schrieben, die wir bei unserem Modellsystem benutzt haben.

Wir haben die quantenmechanischen Eigenwerte E, = k2 des gebundenen
Billard-Systems {d : r = 2) fiir einen Scheibenradius » = 3 bis zu einer ma-
ximalen Wellenzahl &,.,, = 63.2 berechnet, und zwar getrennt nach den dre:
irreduziblen Darstellungen der Symmetriegruppe Cs,. Insgesamt wurden die er-

sten 281 Eigenwerte bestimmt.

Weyl-Gesetz

Ein Test fir die Vollstindigkeit der Menge aller Eigenwerte bis zur maximalen
Energie ist der Vergleich von N(E) mit dem asymptotischen Gesetz fiir die mitt-
lere integrierte Zustandsdichte [10].

Die fithrenden Terme des asymptotischen Gesetzes fiir ein Billard-System lauten

No(E) ~ f;E FoVE+b - (49)

Der erste Term wird als Weyl-Gesetz bezeichnet. Die Konstante a ist ‘hier die
Fliche des Billards. Die weiteren Terme sind Korrekturen!, in die:die Lange
! der Begrenzung des Billards und die iiber diese Linge integrierte Kriimmung

der Begrenzung eingeht?. Das negative bzw. positive Vorzeichen in Gleichung

1Dje nichst hohere Korrektur wire bei unserem Modellsystem ein Term, der die spitz zulau-
fenden Kanile zwischen benachbarten Scheiben beriicksichtigt. Diese Korrektur ist proportional
zu E1/4 [10].

2Besteht die Begrenzung aus glatten Bogen der Linge I; und ist «(s) die Kriimmung dieses
Bogens an der Stelle s, dann lautet der dritte Term b genauer

1
b= o fo(s)ds,

_integriert tiber den gesamten Rand des Billards [10].
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Abbildung 4.1: Integrierte Energiedichte N{E) und das a.symptotlsche Gesetz
No(E) (glatte Linie) fiir die A;-Symmetrie.

(4.6) gilt, falls auf dem Rand Dirichlet- bzw. Neumann-Randbedingungen erfiillt
sind. Wenn man das Billard auf den symmetriereduzierten Fundamentalbereich
einschrinkt, sind die geometrischen Gréfien a, [ und & diejenigen des Funda-
mentalbereiches, wobei je nach Symmetriedarstellung auf den Symmetrielinien

Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen gelten®.

In ‘Abbildung 4.1 ist die integrierte Energiedichte N(E) im Vergleich mit dem
asymptotischen Gesetz (4.6) fiir die A;-Symmetrie aufgetragen. Abbildung 4.2
zeigt die Differenz N(E)} — No{E) bei den Eigenwerten E,. Man erkennt, daB die

" 3 'Wir geben hier die asymptotischen Gesetze fiir den symmetrlereduzxerten Fall des Drei-
Scheiben-Billards an: Ng(k) = (a/4n) k2 — (I/4x) k + b mit T

o Av: a=r2(/E— /26, L= r(x/6~/3+1), b=1/12
o Ay: a= 1B~ /26, 1= r(x/6+Vi-1), b=1/12

e E:a=r2V3—-m), I=27r/3,b=1/3




55

N(E, )—No (B, )

Abbildung 4.2: Abweichung der integrierten Energiedichte N(E) vom asympto-
tischen Gesetz Np(E) bei den Eigenwerten £, fir die A;-Symmetrie.

mittlere Energiedichte (4.6) fiir die ersten etwa 40 Eigenwerte systematisch um
ungefihr 1/2 zu hoch liegt; ab etwa dem 50. Eigenwert werden die Abweichungen

44 Fouriertransformation der quantenmecha-

~-nischen Energiedichte

In Kapitel 2 haben wir dargestelit, dafi die exakte quantenmechanische Energie-
dichte p(E) = L 6(E — E,) in semiklassischer Entwicklung als Summe zweier
Beitrige geschrieben werden kann, von denen der eine die mittlere Zustands-
dichte po und der andere eine Summe iiber Beitrége periodischer Orbits ist. Pir
ein Billard-System nimmt der letztere die Form (4.2) an. Als Funktion der Wel-

-lenzah_l k ist dieser Term also eine gewichtete Summe {iber Exponentialausdriicke
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e*rLr wobei L, die Linge eines primperiodischen Orbits p bezeichnet. r ist die
Anzahl der Durchlaufe des Orbit.

Die mittlere Zustandsdichte pg als Funktion der Wellenzahl £ ist

1 dNg

po(k) = 0 dF (4.7)

Np ist die mittlere integrierte Zustandsdichte. Zusammen mit Gleichung (4.2)
und der Identitit (4.3) erhalt man

dNO Tip :' terP
5k + k) + 6(k — kn) — =—R ZZ( 1y pld Ty (4.8)

r—l

Daraus folgt, dafl man bei 'Fourlertransformatzon in der Wellenzahl Peaks bei den
Lingen der periodischen Orbits und deren Vielfachen erwartet. Hat man also das
Spektrum der Eigenwerte k, bestimmt, so kann man die Fouriertransformation
der linken Seite von (4.8) ausfiihren. Um das Fourierintegral konvergent zu ma-
chen, multiplizieren wir mit einer Gauss—Funktion exp(—%°t), die den Anteil
der Eigenwerte zu hoheren Energien exponentiell ddmpft. Die Transformation
der Summe der Deltafunktionen ergibt eine einfache Summe {iber Anteﬂc:der

einzelnen Eigenwerte k,:
] dk S[6(k + kn) + 8(k — Ba)]e %0 = 3" 2cos(kas) e (4.9)

t ist ein Dimpfungsparameter, der frei gewihlt werden kann. Je kleiner ¢ 1st,
umso grofler ist die Anzahl von Eigenwerten, die einen Beitrag zur Summe in
(4.9) liefern, und umso kleiner ist die Breite der Peaks, die bei den Langen
der periodischen Orbits zentriert sind. Letzteres folgt, wenn man die Fourier-
transformation der Summe {iber periodische Orbits in (4.8) mit Dampfungsterm
ausfiithrt; abgesehen von den Gewichtsfaktoren, erhilt man fiir jeden periodischen
Orbit Terme der Form /= /¢ exp(— XLL—’P—J-) Diese Gauss-Kurven sind zentriert

an den Stellen s = rL, und ihre Brelte ist proportzona.l zu \f

Ohne den Dimpfungsterm wiirde die Summe in (4.9) fur 5 — 0 dlvergleren M1t
Démpfung und fiir kleine s verhalt sie sich wie o
S ey sl ' . B gl "y dNg SRR
o dim S 2cos(kps)eRRE = ST 26T f e~Ft——dk. _ (4.10)
SEET i RErwpt LR dk - R TR
. P nSNo(I[\/Z_t) -
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Bei Fouriertransformation von (4.8) wird dieser Term aber gerade durch den

Summanden —dNp/dk kompensiert®.

Numerische Ergebnisse zur Fouriertransformation

Wir haben die ersten 281 Eigenwerte des gebundenen Systems fiir r = 3 be-
stimmt. Der hochste dieser Eigenwerte liegt bei & = 63.2. Die Auflésung in der

Linge der Bahnen ist also von der Grofenordnung 27 /63 =~ 0.1.

In der Abbildung 4.3 ist die Fouriertransformierte der Energiedichte (d.i. die
Summe in (4.9)) und deren Quadrat aufgetragen. Die periodischen Orbits bis
zur 5. Ordnung sind mit Strichen und ihre Mehrfachdurchldufe durch Pfeile mar-
kiert. Auflerdem sind alle Orbits von héherer als 5. Ordnung mit kleinen Sym-
bolen markiert. Die Lingen der Orbits sind hier diejenigen ihrer entsprechenden
nichtsymmetriereduzierten Partner, da das Eigenwertspektrum des vollen Sy-
stems transformiert wurde. Zum Beispiel besitzt der Orbit ‘1’ eine Lange von
0.8038, wiahrend die zugehdrigen zwei Orbits der vollen Symmetrie jeweils die
dreifache Lange, also 2.4115, haben. Allgemein ist die Linge eines Orbits der
vollen Symmetrie das 6/m—fache der Lange des symmetriereduzierten Orbits, wo
m die Multiplizitat ist. Orbits mit Multiplizitit 6 haben demnach in der vol-
len Symmetrie dieselbe Linge wie im symmetriereduzierten Fall (fiir ein Beispiel
siehe Abbildung 3.4). Es gibt bis zur 10. Ordnung und noch dariiber hinaus
Orbits aus dieser Klasse, die Lingen im von uns betrachteten Intervall zwischen
0 und 8 besitzen. AuBerdem ist das Gewicht dieser Bahnen das sechsfache des

symmetriereduzierten Orbits.

‘Alle Orbits bis zur 5. Ordnung aufler ‘00111 haben Multiplizititen 2 und 3,

gehen also in der vollen Symmetrie mit ihrer drei- baw. zweifachen Lange ein.

Die Lage von Peaks der Fouriertransformierten, die eindeutig mit der Lange von
periodischen Orbits identifiziert werden konnten, ist in Tabelle F.4 eingetragen.
Wie die Tabelle zeigt, sind die meisten der Peaks erklarbar durch Orbits von
hoherer als 5. Ordnung mit Multiplizitdt 6. Ab einer Linge von etwa 7 kann

4Bei endlichen s kann man den Beitrag dieses Summanden abschitzen, wenn man fiir No
die beiden fijhrenden Terme der asymptotischen Entwicklung (4.6), die proportional zu k2
und k sind, in [77 dNo/dke=Ft=#%2 dk cinsetzt. Die beiden Integrale sind proportional zu
exp(—s2/8t)/t [41] baw. exp(—s?/4t), kénnen also fiir s 3> / vernachléssigt werden. In un-
serem Fall ist /7 & 0.02, wihrend die Linge des kiirzesten (symmetriereduzierten) Orbits bei
5.7 0.8 liegt (siche Tabelle F).
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Abbildung 4.3: Fouriertransformation der Energiedichte (oben) und das Qua-
drat der-Fouriertransformierten (unten) ohne Symmetriereduzierung. Lingen
der per. Orbits sind mit Strichen und deren Mehrfachdurchlaufe mit Pfeilen mar-
kiert (grofle Symbole: Orbits bis 5. Ord.; kleine Symbole: Orbits héherer Ord.).
Dampfung ¢ = 0.0005 ' . '

keine eindeutige Zuordnung der Peaks zu Bahnen mehr gemacht werden, da hier
die Auflosung zu gering ist.
Das Vorzeichen der Peaks {Abbildung 4.3 oben) stimmt in allen Fallen, mit dem

liberein, was man aufgrund der Maslov-Phasen in der Summme iiber periodische

5 Orbits erwartet (siehe dazu Tabelle F.4, Spalte 2 und 7).
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Abbildung 4.4: Quadrat der Fouriertransformierten der Energiedichte fiir die
Symmetrieklasse A;. Lingen der per. Orbits sind mit Strichen und deren Mehr-
fachdurchliufe mit Pfeilen markiert (grofie Symbole: Orbits bis 5. Ord.; kleine
Symbole: Orbits hoherer Ord.). Dampfung ¢t = 0.0005

Jeder Eigenwert gehért zu einer der Symmetrieklassen A;, A, oder E, d.h. zu
jeder dieser Klassen existiert ein eigenes Spektrum von Eigenwerten. Umge-
kehrt liefert die Symmetriereduzierung der Summe {iber periodische Orbits fiir
jede Klasse eine Summenformel, in die Beitrige der symmetriereduzierten peri-
odischen Orbits eingehen und die formal genau der Gutzwillerschen Spurformel
entspricht [63]. Man erwartet bei Transformation der Spektren zu den irredu-
ziblen Darstellungen also dort besonders grofie Amplituden, wo die Lingen der

symimetriereduzierten Orbits liegen.

Das ist in der Abbildung 4.4 fiir die Klasse A; belegt. Markiert sind jeweils die
Langen der Bahnen bis zur 5. Ordnung und deren Mehrfachdurchliufe, sowie mit
kleinen Symbolen die Orbits hoherer Ordnung. Die Daten der Bahnen entnimmt
-man der Tabelle F.1. Der Peak zur kleinsten Linge liegt bei s = 0.80. Das ist
auf 1% genau die Linge des Orbits ’ 1’,.die 0.8038 betragt. Der Peak bei 1.61
- -gehért zum zweifachen Durchlauf dieses Orbits. Man findet alle Durchliufe von

1 bis zum fiinffachen im Fourierspektrum wieder.
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4.5 Semiklassische Berechnung der Eigenwerte

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, da das quantenmechanische Spektrum
des Drei-Scheiben-Billards die nach der Gutzwillerschen Spurformel zu erwarten-
den Informationen iiber die periodischen Orbits des klassischen Systems enthilt,

und zwar bis hinunter zu den kiirzesten Bahnen.

Wir wollen nun umgekehrt versuchen, aus der semiklassischen Entwicklung (4.2)
nach periodischen Orbits die quantenmechanischen Eigenwerte des Systems zu
berechnen. Wie in Kapitel 2 gezeigt wurde, kann man diese Summe in ein Pro-
dukt iber dynamische Zetafunktionen (;' umschreiben. Jede dieser unendlich
vielen Zetafunktionen ist selbst wieder ein unendliches Produkt iiber Beitrige
1 — {7 der primperiodischen Orbits.

In Anhang A stellen wir eine Methode zur Entwicklung dieser unendlichen Pro-
dukte vor, die von P. Cvitanovié [23] angegeben wurde (cycle expansion). Im
weiteren wird diese Methode zur semiklassischen Berechnung der Eigenwerte des

gebundenen Billards herangezogen.

4.5.1 Berechnung der Konvergenzabszisse

Wir zeigen zunéchst, dafl die reelle Achse, auf der die Eigenwerte des Systems
liegen, nicht zum Bereich der absoluten Konvergenz der Summe {iber periodische
Orbits gehort. Die Summe divergiert dort. In Anhang B ist beschrieben, wie man
den Imaginérteil der Lage des héchsten Pols in der komplexen Wellenzahlebene
bestimmt.

Diese Divergenzstelle wird bestimmt durch das asymptotische Abfallverhalten der
Gewichte und das Anwachsen der Zahl der periodischen Orbits mit der Periode.
Der Pol liegt dort, wo die Dampfung durch den aus dem Phasenfaktor resultie-
renden exponentiellen Term e¢~*%r (siche Gleichung (B.11)) die obigen Beitrige
nicht mehr kompensiefen kann. z ist dabei der Imaginarteil der komplexen Wel-
lengehl. -

Man:berechnet die Divergenzstelle der reellen Summe iiber Beitrdge von peri-
~odischen Orbits, indem man sie umformt in die logarithmische Ableitung einer
(reellen) Zetafunktion (Gleic_hung (812)) Deren hachste Nullstelle liefert den
”.Imaginéi.rteil der Lage des hochsten Pols der semiklassischen Spurformel und da-

mit die Abszisse ihrer absoluten Kon{rergenz.
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Abbildung 4.5: Héchste Nullstelle der reellen Zetafunktion (~1(z), die die Kon-
vergenzabszisse der Summe iiber periodische Orbits angibt. Die beiden Linien
gehoren zur 9. bzw 10. Ordnung cycle expansion.

In Abbildung 4.5 sind die Werte der Zetafunktion in der Nahe ihrer héchsten
Nullstelle aufgetragen®. Daraus ergibt sich die Lage der Konvergenzabszisse. Sie
liegt bei Imk = 0.56 £ 0.02. Oberhalb der Abszisse konvergiert die semiklas-
sische Summe {iber periodische Orbits absolut. Die reelle Achse liegt also im

Divergenzgebiet der Spurformel.

4.5.2 Cycle expansion von (g

In Kapitel 2 wurde gezeigt, wie sich die Gutzwillersche Summe durch éi_ne Zeta-
funktion Z(k) ausdriicken 148t. Es ist o

“NIa-@=T ¢ (4.11)
j=0 P =0 i .

5Die Berechnung der Werte erfolgte durch Anwendung der cycle expansion (Anhang ‘A)
- -unter Beriicksichtigung aller periodischen Orbits bis einschliefllich zur 10. Ordnung.
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mit )
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Die cycle expansion (Anhang A) liefert eine analytische Fortsetzung der Zeta-
funktion, unter Umstinden in den physikalisch interessierenden Bereich in der
Umgebung der reellen Achse. Aus den Nullstellen der Zetafunktion auf der reel-
len Achse ergeben sich dann die Eigenwerte des Systems.

In Anhang B wird argumentiert, daB Nullstellen von Z(k) in der Nihe der reellen
Achse nur von (3! herrithren kénnen; denn fiir alle anderen (7' mit j > 0 liegt

die reelle Achse im Bereich der absoluten Konvergenz. Deshalb wollen wir uns

il(‘-’j) — (__]_)"P (4.12)

zunichst auf die cycle expansion von (! beschriinken.

In symmetriereduzierter Form existiert auf der Menge der primperiodischen Or-
bits des Billard—Systems eine binire symbolische Dynamik. Jeder Orbit p mit
dem Gewicht ¢, in der vollen Symmetrie gehdrt zu einer der Symmetrieklassen
2Cs, 30 oder I (siehe auch Anhang A.1) und trigt entsprechend einen Faktor
(1 =) (1 —t,)° oder (1 —t,)® zur Zetafunktion 1/{ der vollen Symmetrie
bei. Diese zerfallt in drei Anteile, die zu den drei irreduziblen Darstellungen der

Symmetriegruppe Ca, gehdren [28]: |
¢ =Car Caz (- (4.13)

Den Anteil eines jeden Orbits an den drei Faktoren entnimmt man der Zerlegung
(siehe Anhang A.1) ' ' '

(L= t)2 = (1= P (1 = tM/o)(1 4 12 4 (2122 " _"__(4.143.)
(1—t,) = (1—a*)(1+8)(1 - @) U (4.14D)
(I=5)° = (I-t)(1-t)(1—1)". (4-14¢)

Die Gewichte auf der rechten Seite sind dann diejenigen des auf den Fundamen-
talbereich des Billards eingeschrankten Orbits. Die jeweils ersten Faktoren tragen
zur Funktion (44, die zweiten zur Funktion (43 und die dritten zu (% bei. Wir wol-
len im weiteren die Gewichte der symmetriereduzierteh Orbits mit ¢, bezeichnen.

Die cycle expansion der drei Faktoren ist in Anhang A.l angegeben.

Konvergenz der cycle expansion

Es wurde schon beschrieben, da im gebundenen Drei-Scheiben-Billard pruning

- -existiert, d.h. nicht zu jeder bindren Symbolsequenz existiert auch ein entspre-




63

Al A2
-8 L i T H T i 4 1 T ] o L I ¥ ¥ ' i I T
i \v“ﬂ | Al |
~ i 7 =
5 —4 \5 - o
o £
k= h=
-5+ . -5 |- -
-8 . -8t e
] L 1 1 L i L 1 L ] I} 1 s L L 1 1 1 A L]
o =2 4 & & 10 ¢ =z 4 & 8 1ip
Ordnung n Ordnung n
g
o i T v 4 1 i
-2 = ol
_
S
Al o i
B
-5 & E
-3 -~
' 1 X ] L ] 1 L L 1
o 2 & 8 & 10
Ordnung n

Abbildung 4.6: Natiirlicher Logarithmus der Krimmungsterme des gebundenen
Billards fiir die drei Symmetrieklassen A;, A; und E ohne Interpolation des
Gewichtes des Orbits ‘0’

chender periodischer Orbit. Es fehlt in diesem System einer der beiden funda-
mentalen Orbits, nimlich der Orbit ‘0’. Dieser verschwindet mit der Instabilitat
+1 und einer Lange 0. In der cycle expansion sind alle Terme, die o’ enthal-
ten, nicht kompensiert, was zu emer starken Verschlechterung der Konvergenz
fithrt. “Als Ma$ fur die Kdnvergenz der Zetafunktionen betrachten wir den Bei-
trag aller Orbits einer festen Ordnung und deren Approximation durch kiirzere
(Krummungsterme) bei der Energie E = 0. Es gehen also keine energieabhingi-
gen Phasenbeitrige ein. Diese Grfen. sind in der Abbildung 4.6 dargestellt. Die
Kriimmungen fallen weder exponentleii ab, wie es beim offenen System fiir ‘das

Verha.ltms d r= 6 der Fall ist, noch fallen 51e uberhaupt monoton ab. Hlerfur




64

Al A2
b T [ ¥ T 4 ¥ | L) T i
0+ -
-2 = -
- .
_ _
£ £
o L 4 £
£ £
-3 B -8 .
o e PR S ST DR B PP P S
8 2 4 8 5 10 8 2z & 8 8 16
Ordnung n Ordnung n
E
0 g
-Z_NW_
-
<.
1 -
£
-8 } -
-8 4
; e .
0 2 4 8 8 10
Ordnung n

Abbildung 4.7: Natiirlicher Logarithmus der Kriimmungsterme des gebundenen
Billards fiir die drei Symmetrieklassen Ay, A2 und E mit Interpolation des Ge-
wichtes des Orbits ‘0.

ist das pruning verantwortlich, das, abgesehen vom fehlenden Orbit ‘0’ in der
sechsten Ordnung einsetzt. Damit ist nicht zu erwarten, daB die Nullstellen der

Zetafunktionen mit wachsender Ordnung der cycle expansion gut konvergieren.

In Abbildung 4.7 sind die Kriimmungsterme aufgetragen fiir den Fall, daf man
das. Gewicht des fehlenden Orbits ‘0’ interpoliert, d.h. dieser Orbit, der im gebun-
denen System mit Lange L = 0, Instabilitat 1 und Maslov-Index 2 eingeht, wurde
formal in der cycle expansion beriicksichtigt. Im unendlichen Produkt bedeutet
das eine Erwelterung mit 1 — ¢ = 2. Dieses zusitzliche Gewicht macht aus dem
-Produkt [1{1 —t,), bei dem der Beitrag des ‘0~ Orbits fehlt, wieder ein beziiglich

der: bindren Dynamik vollstandiges Produkt. Formal existieren dann wieder zu
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jedem langeren Orbit alle entsprechenden Niherungsterme von kiirzeren Orbits,
da to nicht null ist. Das kann zu einer Verbesserung der Konvergenz der cycle
expansion fithren {3, 4, 70]. Vergleicht man allerdings die Kriimmungsterme im
Fall mit und ohne Beriicksichtigung des Orbits ‘0/, so stellt man keine Konver-

genzverbesserung fest.

Fehlt im Alphabet {0,1} der Fixpunkt ‘0, so kann man ein &quivalentes unend-
liches Alphabet {1,2,3,4,...} einfiihren, das dann wieder zu einer vollstindigen
symbolischen Dynamik fithrt, falls kein weiterer Orbit fehlt [3]. Die Zahl der
fundamentalen Orbits in dieser Dynamik ist unendlich. In der biniren Dynamik
ausgedriickt sind es alle Orbits /(0™)1’. Summiert man alle Beitrége ton dieser

Orbits fiir unser Modell® auf, also

5
I/CAI &1 - Z ton1 (4.15)

n=0

und berechnet die niedrigste Nullstelle dieses Ausdrucks, so erhilt man k =
4.3446 & 0.0001. Die exakte quantenmechanische Rechnung liefert fiir den nied-
rigsten Eigenwert der Klasse A; den Wert 4.42980 £ 0.00001. Die Familie '(0")1’
bestimmt also den Grundzustand auf 2% genau. Schon der néchst héhere Ei-
genwert ist mit diesen wenigen Bahnen nicht mehr reproduzierbar. Die wer-
tere Handhabbarkeit der cycle expansion mit diesem dem Problem angepaflite-
ren Alphabet ist allerdings extrem schlecht, da zur konsistenten Berechnung der
Kriimmungsterme hdherer Ordnung noch wesentlich mehr periodische Orbits be-
stimmt werden miiften. Abgesehen davon nimmt die Zahl der Summenterme der
Entwicklung mit wachsender Ordnung so schnell zu, daf selbst die Auswertung
auf dem Computer nicht mehr sinnvoll erscheint. Dieser Ansatz wurde nicht

weiter verfolgt.

Numerische Ergebnisse zur cycle expansion von (g z

Wir bestimmen die Nullstellen von (5*(k). Das sind die Polstellen des oszillato-

rischen Anteils pp,(k) der semiklassischen Niherung zur Energiedichte.

Die Auswertung der cycle expansion fiir bindres Alphabet ergibt fiir die niedrig-
sten Eigenwerte des Systems eine gute Ubereinstimmung (bis zu 2% Genauigkeit)

mit den quantenmechanisch exakten Werten. Aufgrund des prunings und der

. $Im Modellsystem existiert diese Familie von Orbits nur bis n = 5 (siehe Kapitel 3).




66

|1 (31)-2) M:

AV I =

|- (31)2 Ut

%, im Vergleich mit den exakten Ei-

genwerten (markiert durch gestrichelte Linien) ohne Interpolation des Gewichts
von ‘0’ {oben) und mit Interpolation (unten).-Aufgetragen ist die 10. Ordnung

‘cycle expansion..

Co,

Abbildung 4.8: Lage der Nullstellen von
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& im Vergleich

o,
- mit den exakten Eigenwerten (gestrichelte Linien). Aufgetragen ist die 10. Ord-

und von (

4, (oben)

¥

‘Abbildung 4.9: Lage der Nullstellen von (;
‘nung cycle expansion ohne Interpolation des Gewichts von '0’.
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n Polstelle Figenwert
10 ] 8.41887 ] -0.05450 || 8.40956

8111.19465 | 0.00249 | 11.13849

81 12.78268 | -0.00186 || 12.60852
10| 14.20972 | -0.02364 || 14.40673

Tabelle 4.1: Vier Polstellen von {o(k) (Ordnung n der cycle expansion, Real- und
Imagingrteil) und exakter quantenmechanischer Eigenwert

dadurch bedingten schlechten Konvergenz stabilisieren die Nullstellen nicht mit
wachsender Ordnung, und nach etwa den ersten 15 FEigenwerten (der Klasse 4;)

kann man die Nullstellen den exakten Eigenwerten nicht mehr zuordnen.

In den Abbildungen 4.8 und 4.9 ist der natiirliche Logarithmus des Absolutbe-
trages von (5! jeweils fiir die Symmetrieklassen A;, A; und E aufgetragen. Die
beiden Abbildungen 4.8 unterscheiden sich dadurch, daBl in der zweiten das in-
terpolierte Gewicht des fehlenden Orbits 0/ beriicksichtigt wurde, in der ersten
dagegen nicht. Beide Kurven unterscheiden sich qualitativ nicht. Insbesondere
andert sich auch nicht die Lage der Nullstellen der Zetafunktion. Durch gestri-

chelte Linien gekennzeichnet ist die Lage der exakten Eigenwerte des Systems.

Sucht man nach der Lage der Nullstellen von {5'(k) in der komplexen Ebene, so
findet man, dafB sie nicht exakt auf der reellen Achse liegen. Der Imaginirteil ist
allerdings so klein, daB der Betrag der Zetafunktion auf der reellen Achse in der
Nihe dieser komplexen Nullstelle ein scharfes Minimum besitzt, dessen Lage wir
mit der Lage eines Figenwertes identifizieren. Fir vier Nulistellen haben wir ihre
Lage in der komplexen k-Ebene bestimmt (siehe Tabelle 4.1). Einer der Pole
liegt oberhalb der reellen Achse. Der Realteil stimmt in allen Fillen innerhalb

von etwa 2% mit dem exakten Eigenwert iiberein.

4.5.3 Die Eulerentwicklung

Die Zetafunktionen ¢;' besitzen, im Gegensatz zu Z(k), zusitzliche Polstellen
[21], was im allgemeinen zu numerischen Schwierigkeiten bei der Bestimmung

der Nullstellen fiihren kann, wenn man sich auf die Untersuchung e_iner-tdieser

Funktionen beschrinkt. Diese Pole sind ein Artefakt der Aufspaltung von Z(k)

in ein Produkt Giber die (;*. Zum Beispiel gibt es Abbildungen (siche [21}), fir =~
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die der erste Pol von (5! durch die erste Nullstelle von ({* aufgehoben wird. Die
folgenden Pole werden aufgehoben durch entsprechende Nullstellen der folgenden
;' (siehe Abbildung 4.10). Die Reihenfolge des sich gegenseitigen Weghebens
von Polstellen und Nullstellen wird im allgemeinen komplizierter sein als in diesem
Beispiel von [21]. Die numerischen Schwierigkeiten sollten nicht auftreten, wenn
man die volle Funktion Z(%) in der komplexen Ebene untersucht. Das Produkt
itber unendlich viele ¢;'' kann mit Hilfe der Euler-Formel (siche Anhang D.2)

zunichst in eine Summe” umgeschrieben werden:

oo oo zmnpt;nA;m(m—I}/2

1— 2%t A7) = i .16
HO=687 = 3, T T (4.16)

Ly ist das Gewicht ¢{) aus (2.40). z ist ein formaler Parameter, der es gestattet,
die Summe in eine Potenzreihe in z zu entwickeln (cycle expansion). Die Potenzen
von z sind die Symbollingen von periodischen Orbits und Pseudoorbits. In den
Koeffizienten der Potenzreihe sind alle Terme von Orbits und Pseudoorbits der
entsprechenden Ordnung zusammengefafit. Zum Schiuf wird dann z = 1 gesetzt.
Fir die formale Entwicklung bis zu einer festen Ordnung n ist es wichtig zu be-
merken, daB die Zahl m, der zu beriicksichtigenden Terme in der obigen Summe
(4.16) fiir jeden periodischen Orbit der Linge n, gegeben ist durch [n/n,], wo-
bel [z] den ganzzahligen Anteil von z bezeichnet. Entwickelt man z.B. bis zur
10. Ordnung, dann sind 10 Terme der Periode-1-Orbits, 5 Terme der Periode-
2-Orbits, 3 Terme der Periode-3-Orbits, 2 Terme der Periode-4 —und 5-Orbits
und fiir alle Orbits gréferer Lange nur jeweils ein Summenglied relevant. Alle
anderen Terme der Summe geben Beitriage zu héheren als der 10. Ordnung. Zur
Unterscheidung von der Entwicklung der Zetafunktion (5' allein bezeichnen wir

die cycle expansion der Suinme (4.16) als Eulerentwicklung.

In der ‘Abbildung 4.11 ist die Eulerentwicklung von Z(k) fir die 10. Ordnung
lings der reellen Achse aufgetragen. Ein Vergleich mit Abbildung 4.8 zeigt, daB

"Zerlegt man die Selberg-Zetafunktion Z(k) in die drei Symmetrieanteile A;, A; und E,
dann treten nur Produkte iiber Faktoren der Form (1 — #,) oder (1 +1;) auf, die mit Hilfe der
Euler-Formel umgeformt werden kénnen (siehe (4.14)); dazu beachte man fiir die E-Symmetrie
die Zerlegungen o ' R

T+t +12 = (I—etp)(1—€"ty)
1-27 = (1-t)(1+%),

. wobei g 1= exp(27i/3).
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Abbildung 4.10: Zetafunktionen {5 '(z) und {;'{z) {gestrichelte Linie}, sowie ihr
Produkt (durchgezogene Linie) in Abhédngigkeit von z (reell) fiir eine Modellabbil-
dung {21]. Die Polstelle von (5! bei z = 1.5 wird im Produkt von einer Nullstelle
von (! aufgehoben.

die Eulerentwicklung bei diesem System beziiglich Konvergenz und Auflgsung der

Eigenwerte keine Verbesserung gegeniiber der Entwicklung von (5! alleine bringt.

Im folgenden betrachten wir die Phase der Selberg-Zetafunktion auf der reellen
Achse. Liegt eine Nullstelle in der Nahe der reellen Achse, so erwartet man, da8
die Phase von Z(k), wenn man die Stelle von kleineren zu grofleren &’s passiert,
in dessen Nihe einen Sprung um *w macht. Das positive Vorzeichen gilt, falls
die Nullstelle oberhalb, und das negative, falls sie unterhalb der reellen Achse
liegt®. In der Abbildungen 4.12 sind die Phasen von Z(k) in Eulerentwicklung

" 8Man betrachte zum Beispiel die Funktion z — ¢ mit einem kleinen positiven £. Sie besitzt
eine Nullstelle bei ig, also oberhalb der reellen Achse. Die Phase ¢ ist fiir reelle  gegeben
durch tan¢ = —e/z. Setzen wir sie fiic 2 — —oo gleich null, dann wichst sie fiir gréBer
~.werdende z monoton an und erreicht im Limes z — +co den Wert +#. Je kleiner ¢, umso
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Abbildung 4.11: Lage der Nullstellen von |Z4:1{k)| im Vergleich mit den exakten
Eigenwerten (gestrichelte Linien) in Eulerentwicklung. Aufgetragen ist die 10.
Ordnung cycle expansion.

der Ordnungen 8-10 fiir die A;-Symmetrie dargestellt. Dabei wurde die Phase
bei k = 0 null gesetzt. Abbildung 4.11 zeigt, daB der Betrag der Selberg-Funktion
in der Nihe eines Eigenwertes sehr klein wird. IThre Phase indert sich dort sehr
stark, und zwar in der GroBenordnung 7 (Abbildung 4.12). Das rithrt, wie wir
oben diskutiert haben, von Nullstellen in der Nihe der reellen Achse her, die aber
offenbar teils oberhalb, teils unterhalb der Achse liegen, was daraus hervergeht,

daB die Phasenanderung nicht monoton ist.

kleiner der Bereich um z = 0, in dem sich die Phase stark #ndert. Im Grenziibergang ¢ — 0 ist
#(k) eine Sprungfunktion mit einem Sprung von # bei = 0. Entsprechend findet man einen
Phasensprung von —#, wenn ¢ < 0 ist. .
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Abbildung 4.12: Phase ¢ der Selberg~Zetafunktion in Eulerentwicklung der Ord-

25 T2

nungen 8-10 (10. Ord.: fette Linie; exakte Eigenwerte: gestrichelte Linien).

4.5.4 Funktionalgleichung fiir Z(E)

Die semiklassischen Eigenwerte liegen in der Nihe der reellen Achse und sollten,
im Grenzwert, daB alle periodischen Orbits in die Entwicklung der Summe (4.16)
einbezogen werden, auf die reelle Achse fallen. Schreibt man den Ausdruck (2.33)

ebenfalls als logarithmische Ableitung

5} 1. &8, . ...
po(E) = 55 No(E) = ——Im = (~iw No(E))
1 4 ~irNo(E) |
- il ir 4.
. g, (),
so kann man die Energiedichte p(E) ausdriicken durch

o(E) = polE) + pyol B) = —~Im = In(Z(E)e™(8) . (4.18)

- -a—E-lﬂ

Durch Integration iiber die Energie erhilt man fiir die integrierte Energiedichte:

N(E) = —%Im In D(E) (4.19)
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mit D(E) 1= Z(E)e~i*MiE),

Diese Gleichung ist so zu verstehen, da zur Energie E ein kleiner positiver Ima-
ginirteil addiert wird, um die Deltasingularititen der Zustandsdichte zu glétten.
Geht dieser Imaginirteil gegen null, so erwartet man scharfe Stufen in N(E) an
den Stellen der reellen Eigenwerte. N(E) ist dann die Zahl der Energieeigenwerte
kleiner F.

Die Spur g(F) der Greenschen Funktion G(q,q’; E) ist wegen (2.30) gegeben
durch

7]
9(E) = TrG(q, 9’3 E) = 5z ([ J(E = £.)) - (4.20)
In semiklassischer Niherung erhslt man fiir g(E) aus Gleichung (4.18) anderer-
seits 5
= —In(D . 21
9(E) = = In(D(E)) (421)

Nun ist die Funktionaldeterminante [[,(E — E,) fiir ein gebundenes System auf
der reellen Achse reell, und verlangen wir das wegen (4.20) und (4.21) auch fiir die
semiklassische Niherung, dann sollte also D(E) auf der reellen Achse ebenfalls
reell sein. D.h. die integrierte mittlere Zustandsdichte No(E) dreht durch den
Faktor exp{—iz N;) die Phase der Selberg~Funktion Z(E), die diese entlang der
reellen Achse aufsammelt, wieder zuriick, so dal D(E) reell bleibt. Die Nullstellen
von D(E) sind gerade die (reellen) Eigenwerte des Systems. Wegen (4.19) wird

dann N(E) zur Stufenfunktion mit Spriingen an den Eigenwerten.

Damit erfiillt D(E) die Funktionalgleichung D(E) = D*(E) in der komplexen
Ebene, und man erhilt fiir die Selberg-Funktion [70]:

e N Z(E) = ™ Z*(E) . (4.22)

Eine entsprechende Spiegelungseigenschaft existiert auch fiir die Riemannsche
Zetafunktion.

Gleichung (4.22) legt also nahe, da die Nullstellen von Re (Z(E )emNo(E)} semi-

klassische Naherungen der reellen Eigenwerte des gebundenen Systems sind.

Als Beispiel betrachten wir ‘den Harmonischen Oszillator. Seine Energieeigen-
‘werte liegen bei n + 1/2. Die exakte integrierte Energiedichte N{E) ist cine
""Stufenfunktion mit Spriingen um 1 an den Eigenwerten. Die mittlere integrierte
Energiedichte No(F) approximiert N besonders gut, wenn sie an den Stellen der

. Eigenwerte die Stufenfunktion gerade in halber Hohe einer Stufe schneidet, also
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No(E;) =1+ 1/2. Die Lage der Eigenwerte érgibt sich dann aus den Nullsteilen
von cos(7 No(E)) = Ree~"™No(E) [13].

Im allgemeinen Fall bilden die Nullstellen von Ree=""™(E) eine Folge von Ener-
gien mit der korrekten spektralen Dichte. Die Selberg-Zetafunktion liefert die

semiklassischen Korrekturen zu dieser mittleren Verteilung.

Numerische Ergebnisse

Wir stellen im folgenden die numerischen Ergebnisse fiir die A;-Symmetrie vor.
In Abschnitt 4.3 haben wir die drei fiihrenden Terme des asymptotischen Ge-
setzes Np(k) fiir die mittlere integrierte Energiedichte angegeben. Wir haben
festgestellt, dafl diese Niherung bei den ersten etwa 40 Eigenwerten um etwa
¢ ~ 1/2 zu grofe Werte liefert (Abbildung 4.2). Zieht man von diesem Ny also
die Konstante ¢ ab, so erhilt man eine wesentlich bessere Darstellung fiir die
mittlere integrierte Energiedichte in dem unteren Energiebercich bis etwa zum

40. Eigenwert.
Wir haben aufgrund dieser Uberlegungen die Nullstellen der Funktion

D(k) = Re Z(k) e~ (Malkl—<) (4.23)
verglichen mit den exakten Eigenwerten zur A;-Symmetrie. N ist hier die

aus dem asymptotischen Gesetz berechnete integrierte Dichte und ¢ wurde 1/2
gewahlt.
Die Ergebnisse zeigen die Abbildungen 4.13 und 4.14.

Z (k) wurde entwickelt bis zur 3. bzw. 10.0rdnung cycle expansion. Der Orbit 'Y,
der im gebundenen System mit Linge L = 0, Instabilitdt 0 und Maslov-Index 2
eingeht, wurde hier wiederum formal in der cycle expansion beriicksichtigt, wie

oben beschrieben.

In Abbildung 4.13 wurden nur Orbits bis zur Linge 3 verwendet. "Das sind
(mit der Extrapolation fiir den Orbit ‘0’) 5 Orbits. Die ersten 20 Eigenwerte
findet man als Nullstellen wieder und die Aufldsung ist besser als die mittlere
‘Zustandsdichte des Systems. Die mittlere Zustandsdichte dNo/dk erhilt man
~aus -dem Weyl-Gesetz {Gleichung (4.6} und Fufinote 3). Fiir die-A;-Symmetrie
-ergibt sich z.B. dNy/dk(k = 25) = 1.01 und dNy/dk(k = 40) ~ 1.6.. Die beiden
___'__e_xa_k_ten_-E_igenwerte bei &k =25.071 und k& = 25.755 haben einen Abstand, der
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Abbildung 4.13: Cycle expansion in 2. und 3. Ordnung von Re(Da1(k)). Exakte

Eigenwerte sind mit gestrichelten Linien markiert. (Oben: & = 0 — 25, Unten:

k = 24 — 40) [70]
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Abbildung 4.14: Cyc}e expansion in 9. und 10. Ordnung von Re(D41(k)). Exakte

Eigenwerte sind mit gestrichelten Linien markiert. {Oben

0 — 30, unten:

k=

30 — 45) {70]
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kleiner als die mittlere Dichte ist. Sie sind schon in der semiklassischen Appro-
ximation bis zur 3. Ordnung zu identifizieren. Nimmt man mehr Orbits hinzu,
erhoht also die Ordnung der cycle expansion, so andern sich die Amplituden
von Re D(k} stark, die Position der Nullstellen ist dagegen stabil. In Bereichen
mit kleiner Amplitude kann es allerdings auch zu relativ starken Anderungen der
Nullstellen kommen. Das erkennt man z.B. in der Abbildung 4.13 bei zwei Eigen-
werten in der Nihe von & = 35. Die zu beiden Eigenwerten gehérenden Nullsteilen
entstehen erst bei Hinzunahme der Orbits 3. Ordnung. Bei Entwicklung bis zur

2. Ordnung ist in der Nihe lediglich ein Minimum, aber kein Nulldurchgang.
Die Abbildungen 4.14 zeigen die Entwicklung in 9. und 10. Ordnung. Die Lage

der meisten der niedrigen semiklassischen Eigenwerte hat sich stabilisiert, und
die Abweichungen zu den exakten Werten liegt unter 1%. Ab k& = 20 gibt es
allerdings immer wieder Ausnahmen und es gibt sogar sowohl in der 9. als auch
in der 10. Ordnung vermiedene Nullstellen (z.B. bei & &~ 32). Die Genauigkeit
der Approximation wichst also offenbar nicht gleichmiBig mit der Ordnung der
Entwicklung. Das ist verstindlich; denn die von uns benutzte Naherung fiir die

mittlere integrierte Eigenwertdichte wird bei hoheren Energien immer schlechter.




e

ng am offenen Billard

5.1 Einiei‘ﬁ;agxg

Ausgangspunkt fiir die semiklassische Behandlung quantenmechanischer Streu-
prozesse war die Beschreibung der elastischen Streuung von Atomen [36] und
inelastischer Streuprozesse bei Molekillen. Eine der ersten Arbeiten, in denen
Ergebnisse vorgestellt wurden, die als Auswirkungen der klassischen chaotischen
Streuung interpretiert werden konnten, ist die von Rankin und Miller [62]. Die
Autoren berechneten numerisch die klassische S—Matrix fiir eine inelastische li-
neare Atom-Molekiil-Streuung. Sie beobachteten, dafi die Abhingigkeit einer
Variable nach der Streuung von einer Variable vor der Streuung in einigen Berei-
chen starke Schwankungen aufweist.

Ein solches Verhalten wurde bis heute in einer Vielzahl von Arbeiten beschrieben,
in denen die Autoren die Existenz einer fraktalen unter der klassischen Dynamik
invarianten Menge nachweisen und diskutieren. Beispiele findet man in Modellen
der Himmelsmechanik [59], bei der Wirbelbewegung in der Hydrodynamik [31],
in der elastischen Potentialstrevung [33, 52, 72, 17] und bei chaotischen Billard-
Systemen [38, 39, 37].

Gemeinsam ist allen Modellen die Existenz einer hyperbolischen invarianten
‘Menge A im Phasenraum, die durch homokline und heterokline Verbindungen
~ von instabilen periodischen Orbits entsteht. Die stabilen Mannigfaltigkeiten der

- -unendlich vielen lokalisierten periodischen Orbits reichen hinein in den asympto-
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tischen Bereich der einlaufenden Streubahnen. Sie bewirken, daB eine Teilmenge
von Streubahnen mit Maf null existiert, die im Bereich des Streupotentials gefan-
gen bleiben. Bahnen, die in der Nihe der stabilen invarianten Mannigfaltigkeiten
starten, verbringen eine lange Zeit in der Potentialregion und folgen dort den

periodischen Orbits.

Streuexperimente sind eine wichtige Quelle fiir Informationen iiber Quantensy-

steme. Daher ist es wichtig, die quantenmechanischen Phinomene zu finden, die

der chaotischen Streuung in der klassischen Mechanik entsprechen.

Dazu gibt es Untersuchungen zur Phasenverschiebung der quantenmechanischen
Streuamplitude bei der elastischen Streuung auf einer zweidimensionalen Fliche
mit konstanter negativer Kriimmung [47]. Im Rahmen einer semiklassischen
Nizherung wurde eine Erklirung fiir die statistischen Eigenschaften der Fluk-
tuationen des Streuquerschnittes als Funktion der Energie gegeben [16]. Ein
Vergleich des quantenmechanischen Verhaltens mit dem klassischen und semi-
klassischen Verhalten fiir das in dieser Arbeit behandelte Streusystem wird in

[38, 39, 37] vorgestellt.

Wir behandeln in diesem Kapitel ein klassisch chaotisches Streusystem in se-
miklassischer Niherung mit Hilfe der Theorie periodischer Orbits. Wir wenden
den Formalismus der dynamischen Zetafunktionen an, um die Pole der S-Matrix
in der komplexen Energieebene in semiklassischer Niherung zu berechnen [26].

Verglichen werden diese Ergebnisse mit den quantenmechanisch exakten Rech-

nungen.

5.2 Semiklassische Approximation der Streu-

resonanzer

Resonanzen der Streumatrix hingen zusammen mit der Existenz von langlebi-
gen Zustinden eines Streusystems. In der Nihe der Resonanzenergien wird der
Streuquerschnitt in Abhingigkeit von der Energie besonders grofi. Die Breite der
Peaks ist iiber die Energie-Zeit-Unschirferelation mit der endlichen Lebensdauer
der Zustinde verkniipft. Die Streuresonanzen sind gegeben durch die Polstellen
der 'S-Matrix in der unteren Hilfte des zweiten Riemannschen Blattes in der

“komplexen Energieebene. Sie sind charakterisiert durch Real- und Imaginirteil
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der Energie
r
Er =&y — — 3
g, —1 5

wobei I'; > 0 der Kehrwert der Lebensdauer der Resonanz ist (in der Skalierung
Rf2m =1).

Fiir unsere semiklassischen Rechnungen wird es giinstig sein, von der Energie
E = k% zur Wellenzahl k als Variable iiberzugehen. Jedem Pol E, in der
komplexen Energieebene entsprechen zwei Pole k, und —%? in der komplexen

Wellenzahlebene [71}, die spiegelsymmetrisch zur imagingren Achse liegen?.

(5.1)

Verschiedene Autoren haben gezeigt, daB die Spurformel von Gutzwiller nicht
nur fiir gebundene Systeme mit diskretem Spektrum anwendbar ist, sondern auch
auf Streuprobleme {56, 9]. W. H. Miller gab eine semiklassische Entwicklung der
Streumatrix als Summe von Beitrigen iiber klassische Streubahnen an [57].
Zur Berechnung der Lage der Streuresonanzen, also der Pole der S-Matrix, be-
nutzen wir hier ein Argument von R. Balian und C. Bloch [9]. Das Streusystem
werde eingeschlossen in eine Kugel K mit grofem Radius b. Dieses gebundene
System besitzt ein diskretes Eigenwertspektrum, und die Zustandsdichte p(E)
divergiert fiir &6 — oo. Auch die Zustandsdichte po(E) der Kugel ohne Streu-
potential divergiert fiir wachsenden Radius b. Der Grenzwert der Differenz der
beiden Dichten

d(E) := hm (p(E;b) = po(E; b)) (5.2)
aber existiert und 138t sich ausdriicken als logarithmische Ableitung der Deter-
minante der Streumatrix nach der Wellenzahl (siche [9] und Anhang E.1}:

d(E) = 2—71;2— < IndetS. (5.3)

Das hat insbesondere zur Folge, daff die Pole der beiden Ausdriicke iberein-
stimmen, und diese sind die Resonanzen der Sireumatrix. Das Problem der
Berechnung von semiklassischen Resonanzen ist damit zuriickgefithrt auf die se-
miklassische Approximation von d(E).
Ist G(q, q'; £) die Greensche Funktion des Streusystems und Go(q, q’; E) die freie

Greensche Funktlon SO bezeichnen wir mit

9(B)= [ Pe(Gla.wB) - Golaw E) (5.9)

UIst by = &y — z&,- rmt h:,-,ér > 0 eine Polstelle in der Wellenzahlebene, S0 g:lt er=rE-&2
"_und T, = 4kplr. : :
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die Spur der Differenz von G und Gy, Mit (2.31) gilt

d(E) = -—%Im o(E). (5.5)
Die Spur von G kann nun semiklassisch mit Hilfe der Spurformel (2.29) approxi-
miert werden. Sie enthilt den Term der mittleren Zustandsdichte, der durch die
Thomas—Fermi~Verteilung (2.27) gegeben ist, und die Summe iiber die periodi-
schen Orbits des Streusystems. Die Spur des freien Propagators ist allein durch
die Thomas—Fermi-Verteihing gegeben.
Die beiden Anteile, die die mittlere Zustandsdichte liefern, wiirden, fiir sich be-
trachtet, divergieren. Deren Differenz aber ist endlich; denn man erhilt wegen

(2.27) in zwei Dimensionen fiir diese Differenz

no(E) = f &g - / &q (5.6)

K\3D
Dabei seien sowohl das Streusystem als auch das freie System in eine Kugel mit
grofem Radius b eingeschlossen. Integriert wird iber K ohne die drei Scheiben
bzw. nur iiber K. Der Grenziibergang b — oo ist, so zeigt sich, trivial, da no(E)
von b {iberhaupt unabhingig ist; denn es bleibt nur eine Integration iiber die

Flache der drei Scheiben iibrig. Haben diese den Radius r, dann ist ng = 3r?

-y [

also unabhangig von b.

Geht man nun von der Energie zur Wellenzahl iber und benutzt die Skalierungs-
eigenschaft (4.1) der Wirkung bei Billard-Systemen, so erhilt man direkt aus der
Spurformel (2.29) in semiklassischer Approximation

1kLp—11rrnp

d(k) = o + L RT3 L;,UW2 ol (5.7)

P r=1

L, ist die Lange des periodischen Orbits p, A, seine Instabilitit; n, gibt die An-
zahl der Kollisionen des Orbits mit den Scheiben an.

Wegen (5.5) und (5.3) liegen also die Resonanzen der Streumatrix bei den Pol-
stellen von (5.7). _ _ _
Durch Umformen der Doppelsumme in die logarithmische Ableitung einer Zeta-
funktion Z(k) folgt fiir die serniklassische Niherung der Determinante der Streu-
matrix mit obigen Beziehungen [39]: e

1 d 1. d
TR Indet S = ———Imﬂ In Z(k) (5.8)
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Abbildung 5.1: Héchste Nullstelle der reellen Zetafunktion {~!(z). Thr Wert gibt
die Konvergenzahszisse der Summe iiber periodische Orbits an. Eingetragen sind
die 4. und 5. Ordnung cycle expansion. Die beiden Linien liegen {ibereinander.
Die Nullstelle liegt bei zp = —0.12156 £ 0.00001.

wobel Z(k) gegeben ist durch

20 = TLIT(1 - 1Al ayieitommsn) (5.9)
_ ﬁn(l_t;j)) ’ (5.10)

analog zu der Entwicklung (2.38) in Kapitel 2.

8.2.1 Berechnung der Konvergenzabszisse

Die Summe iiber periodische Orbits ist absolut konvergent fiir geniigend grofien
Imaginirteil der Wellenzahl &, also in der oberen Wellenzahi-Halbebene

Im(k) > 2. . (5.11)




83

zp ist der groBte Imaginirteil von k, fiir den die Summe {iber die Absolutbetrige
der Summenglieder noch divergiert.

In Anhang B haben wir die Bestimmung der Abszisse zo zuriickgefithrt auf die
Berechnung der héchsten Nullstelle einer reellen Zetafunktion (~(z).

In diesem Kapitel betrachten wir das Billard fiir einen Parameterwert? d : r =
6 : 1. Wertet man bei diesem Parameter die Zetafunktion aus®, so erhilt man
zg = —0.12156 + 0.00001. Abbildung 5.1 zeigt die Werte der Zetafunktion in der
Umgebung ihrer hchsten nichttrivialen Nullstelle.

Lebensdauern der Quantenresonanzen

Der Wert |z} gibt eine obere Schranke fiir die Lebensdauern der Resonanzen. Sei

%, der Realteil der Lage der Resonanz. Dann gilt

< (5.12)

= 2keizo|

Das folgt aus (5.1) und der Bemerkung in FuBnote 1.

In {39] wird gezeigt, daB die Quantenresonanzen eine lingere Lebensdauer haben
kénnen als die klassische Lebensdauer? des Streusystems, wenn die klassische
Dynamik chaotisch ist. In klassisch nicht-chaotischen Systemen (Kolmogorov—
Sinai-Entropie & = 0 [34]) dagegen ist die obere Schranke fiir die Lebensdauer

der Quantenresonanzen gleich der klassischen Lebensdauer.

Die erste dieser Aussagen ist das Quantenanalogon dazu, daBl die Entweichrate
eines chaotischen Repellors gleich der Surmnme iiber alle positiven Lyapunovexpo-

nenten vermindert um die Kolmogorov-Sinai-Entropie ist {38].

Die zweite Aussage wollen wir uns an einem simplen Beispiel klarmachen. Wir
betrachten ein Streusystem mit einem periodischen Repellor, und zwar das Bil-
lardsystem aus zwei gleich grofien Scheiben, an denen ein Teilchen elastisch reflek-
tiert wird. In diesem System gibt es einen einzigen instabilen periodischen Orbit,

nimlich eine Bahn, die zwischen beiden Scheiben hin— und zuriickreflektiert wird.

?Das ist der Parameterwert, den auch Gaspard und Rice in den Arbeiten [38, 39, 37] fir
ihre Rechnungen wihlen.
BFiir die Zetafunktion {=1(z) wurde ihre cycle expansion bis zur 5. Ordnung berechnet.
“Die klassische Lebensdauer des Repellors ist gegeben durch den Kehrwert der Entweichrate
v; diese ist das Ma8 fiir die exponentielle Abnahme der Zahl der Streubahnen, die sich linger
_als eine Zeit t im Bereich des Streuzentrums aufhalten.
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Diese Bahn ist der Repellor des Systems. Seine klassische Entweichrate - ist gege-
ben durch den positiven Lyapunovexponenten A und die klassische Lebensdauer
ist der Kehrwert von A

Die semiklassischen Resonanzen ergeben sich aus den Nullstellen von Z(k) =
1 — (A,)73-Y2 ¢*Lr, Die Zetafunktion besteht also nur aus einem einzigen Fak-
tor, der die Daten des periodischen Orbits enthilt. Mit £ = x — ¢£ erhilt man
als Nullstellen

27n . 1. InA,
Kr = I, L=0+ 5) L (5.13)
Damit folgt fiir die obere Schranke der Lebensdauer aus dem kleinsten £,:

1 T,

1
—_— e — -14
T, 1ré  InA, (5:14)

T <

Der letzte Ausdruck ist aber gerade der inverse Lyapunovexponent A der periodi-

schen Bahn?®.

5.2.2 Cycle expansion der dynamischen Zetafunktion
-1
¢ (k)
Wir berechnen hier semiklassische Resonanzen des Streusystems, die in der Nahe
der reellen Achse liegen. Aulerdem beschrinken wir uns auf die Resonanzen zur
irreduziblen Darstellung A; der Symmetriegruppe Cs,. Sie sind gegeben durch
Nullstellen von (5 (k). Wir wenden die Methode der cycle expansion von P. Cvi-
tanovié¢ an. Sie liefert fiir das Streusystem bei den gewdhlten Parameterwerten

eine hochkonvergente Entwicklung [26] des unendlichen Produktes

MRy =TI - tp) . (5.15)

p

mit.-.

tp =

%Xlﬁl el (5.16)

Wir gehen folgendermaBlen vor®. Zunichst werden die Daten aller primperiodi-

schen Orbits des symmetriereduzierten Systems bis zu einer festen Symbollange

_ SMan beachte hier die Skalierung #/2m = 1; denn damit ist L, = 2x,T;. T}, sei die Periode
‘der Bahn.

" "SEinige der in diesem Kapitel vorgestellten numerischen Ergebnisse wurden in Zusammen-
.arbeit mit Dr. B. Eckhardt erstellt. '
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mit Hilfe des in Anhang C.2 beschriebenen Newton-Verfahrens berechnet. Diese
gehen ein in die Entwicklung (A.16) zur A;-Symmetrie. Es zeigt sich, daB es
geniigt, bis zur 5. Ordnung in der Reflexionsordnung zu entwickeln, d.h. insge-
samt gehen nur 14 primperiodische Orbits in die Rechnungen ein (siehe Tabelle
F.2). Mit Hilfe eines numerischen Verfahrens zur Minimierung mehrdimensiona-
ler Funktionen” sucht man in der komplexen k-Ebene nach ausgeprigten Minima
von In{;! und identifiziert diese mit den semiklassischen Resonanzen des Streu-

systems.

Konvergenz der cycle expansion

Wie auch schon in Kapitel 4 beschrieben, wird als MaB fiir die Konvergenz der cy-
cle expansion da_s Abfallverhalten der Betrige der Kriimmungsterme ¢, fir £ = 0
{siehe auch Gleichung (A.2)) betrachtet. In den ¢, sind dann nur die Gewichte
der Orbits der festen Symbollinge n und deren Approximationen durch die Ge-
wichte kiirzerer Orbits enthalten.

In Abbildung 5.2 sind die Logarithmen der Kriimmungsbetrige gegen die Ord-
nung aufgetragen, und zwar getrennt nach den irreduziblen Darstellungen. Man
erkennt ein weitgehend exponentielies Abfallen der Krimmungen. Fir die uns
besonders interessierende Klasse A; fallen die ersten fiinf Terme tiber etwa 7
Zehnerpotenzen ab, d.h. die in der cycle expansion der Zetafunktion zusammen-
gefaBten Terme kompensieren sich exponentiell gus.

Ein typischer Term in den Kriimmungsbeitrigen enthalt einen langen Orbit (ab}
und dessen Approximation durch den Pseudoorbit (a)(b). Dieser setzt sich zusam-
men aus zwei realen kiirzeren Orbits (¢) und (b), die den langen Orbit beschatten:

tap —taty = tab(l - tatb/tab)
= tg(1 — e AFab/2HiFALary (5.17)

Hierbei wird mit g = In A der Stabilititsexponent der Orbits bezeichnet. Die
Stabilitdtsexponenten z und die Phasen sind additiv. Die Differenzen haben wir
bezeichnet mit Apap 1= po + pto — figp und ALgy := L, 4+ Ly — L. Das exponenti-
elle Abfallen der Kriimmungen ist eine Konsequenz des exponentiellen Abfallens
von Aptey und ALy, und das bedeutet, daf ein Pseudoorbit einen lingeren Orbit

‘"Methoden dazu und die zugehorigen FORTRAN—Computerprogramme sind beschrieben in
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Abbildung 5.2: Natiirlicher Logarithmus der Kriimmungsterme der cycle expan-
sion fiir die drei Symmetrieklassen 4;, A, und E (dir = 6:1).

umso besser 'imitiert’, je kleiner die Differenzen sind.

Die cycle expansion tragt einer solchen Hierarchie von periodischen Orbits Rech-
nung, indem sie die Terme der Orbits so umgruppiert, daB die Terme der langen
Orbits und die der Schattenbahnen sich in jeder Ordnung méglichst gut kom-
pensieren. In den filhrenden Term gehen die fundamentalen Orbits ein. Die

Korrekturen héherer Ordnung zur Zetafunktion sind die Kriimmungsterme.

Numerische Ergebnisse

In ..Abbilduﬁg 5.3 sind Nullstellen der Zetafunktion (5 (k) in der komplexen Ebene

eingetragen. Sie gehoren ausschlieflich zur A;-Symmetrie®. Die Lage einer Null-

S_H_ier geht die Zerlegung von (o(k) in die drei Symmetrieanteile ein. Siehe dazu die Glei-
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Abbildung 5.3: Nullstellen von (5 (k) in der komplexen Wellenzahlebene fiir die
A;-Symmetrie. (d:r=6:1)

stelle ist durch einen Kreis gekennzeichnet.

Abbildung 5.4 zeigt exakte Quantenresonanzen fiir alle drei irreduziblen
Darstellungen®.

Man erkennt zusammenhingende Strukturen in der Verteilung der Resonanzen,
die man qualitativ verstehen kann, wenn man sich die ersten Terme der cycle
expansion ansieht. Fiir die A;— bzw. A;-Symmetrie lautet die Entwicklung bis

zur ersten Ordnung in den Krimmungen {(Anhang A.1):

(o' =1—(t+t); (5.18)

chungen (A.186).

~ 9Die quantenmechanischen Resultate erhilt man durch Entwicklung der S-Matrix nach
‘Drehimpuls-Eigenfunktionen unter Anwendung des Greenschen Satzes. Diese Methode ist fiir
das Drei-Scheiben-Billard im Detail beschrieben in [37]. Sie entspricht der von Berry [11]
zur Bestimmung der quantenmechanischen Eigenwerte des Sinai-Billards angewendeten KKR-

‘Methode.




88

Polstellen S—Matrix, Al Polsiellen S—Matrix, AZ
0 [T TR 8 prerrrrPPTPPTT TR
2 i 1 .
—irg ] —ir oo 7
L0 OOOOQO o . oo 00 01
2 o o Ca 2 o o o~ |
-er o 04 -2 ° o°
L ° o o o O, 0 i
kv e, © @ kY o
-3k o g - -3+ 0 oT o -
g 1 o o i B L a %o i
o= Q = : Do
-4t o o - -4lo o .
I o °, o i ! [
-8} [} OQQO | -8B [ =] o
L . i o 4
-.5 2 . -8 = o -
toqadegpelyana Beerrbaanydieeeedlaggy - s beprgdasa s braaainotdassnisg
¢ & 10 5 20 2 30 35 ¢ &:..1¢ 15 20 2 30 35
Re k Re k.
Polstellen S—Matrix, B
O T T TR T
-1}k -
_el o 000y 000 ]
R0 0 gy o V0,
= o& ° -
~ _a}o o Ooo 0
.g r & i
_Qﬁ O -
e e
5 4
-8k -
NSRS RAENITENENSSRRRNERERRN Y]
0 & 10 i5 80 25 B30 35
Re k

Abbildung 5.4: Lage von QQuantenresonanzen fiir A;-, As- und E-Symmetrie.
(d:r=6:1)

und fiir die E-Symmetrie bis zur zweiten Ordnung:
Gl=1+t+ (-1 . (5.19)

to und ¢; sind die Gewichte der beiden fundamentalen Orbits ‘0’ und ‘1’. Diese
haben die Form

. _ ty = Ap 7. . (520)

‘Dabei ist A, = (=1)%|A,|"Y2> und k = x — if. Wie wir oben (Gleichung

©(5.13)) gezeigt haben, wiirde ein System ‘mit einem einzigen instabilen periodi-

'-.schen:O_rbit_zu ciner Kette von Resonanzen mit einem &quidistanten Abstand
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Abbildung 5.5: Nullstellen von (5 (%) (Kreuze) im Vergleich mit den Quanten-
resonanzen {Kreise) fiir k = 0 — 35. (A;-Symmetrie, d:r =6:1)

27 /L, im Realteil « und einem festen Abstand zur reellen Achse fiihren.

Gleichung (5.18) zeigt, daB in erster Ordnung cycle expansion fiir die A;— und
Ay-Symmetrie die Nullstellen von (5* durch die Nuilstellen von {1 — (i; =10)) ge-
geben sind. Die Uberlagerung von ¢ und t; fithrt zu modulierten Oszillationen im
Realteil & von k mit Frequenzen 'L":;r Ll und ’L°;f"1. Nullstellen von {1 —(to+1;))

treten dann in Abstinden mit einer groflen Frequenz Jﬂ’fﬁ—t auf, wihrend die co-

i

sinusartigen Schwingungen der Kette der Nullstellen mit einer kleinen Frequenz
1Zo=E1} modulieren.

4z :

Fiir das Modellsystem (d : r = 6 : 1} erhilt man aus den Daten der beiden. Orbits.
‘0’ und ‘1’ (Tabelle F.2):

dr o 4w
—— ~ 1.52 — 2~ 46.90 . 5.21

Lot “ M - 7Y &2
Diese Abschitzung wird anhand der exakten Resonanzen des Systems bestitigt
(siche Tabelle F.3). Die Abstinde der Realteile der Resonanzen einer Kette lie-
gen im Mittel bei etwa 1.5 , und zwar im ganzen untersuchten k-Bereich. Aus
der Abbildung 5.3 geht hervor, dafl die Modulation einer Kette von Resonanzen
mit kleinem Real- und Imaginérteil eine Wellenlinge von etwa 45 besitzt. Das

stimmt mit dem zweiten Term in (5.21) iiberein. Bei der £-Symmetrie erwartet
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Abbildung 5.6: Nullstellen von (5'(k) (Kreuze) im Vergleich mit den Quanten-
resonanzen {Kreise) fir k = 35 — 60. (A;-Symmetrie, d:r=6:1)

man wegen des Terms t? — {2 eine Modulation mit einer Wellenldnge von etwa
23.45, das ist die Hilfte des Wertes der beiden anderen Symmetrien. Das ist
in Abbiidung 5.4 durch die Verteilung der Quantenresonanzen. der £-Symmetrie
bestitigt. Das Fazit ist: Die Lage der Quantenresonanzen wird dominiert von

Beitrigen der beiden fundamentalen Orbits des klassischen Systems.

In den Abbildungen 5.5 — 5.7 sind einige der semiklassischen Resonanzen
(Kreuze) zusammen mit der Lage der exakten Quantenresonanzen (Kreise) auf-
getragen. Die zugehdrigen Daten findet man in Tabelle F.3. Hier sind nur solche
Resonanzen aufgefithrt, fiir die sowohl der semiklassische als auch der exakte

quantenmechanische Wert bestimmt wurden.

Die Ubereinstimmung der Werte ist umso besser, je kleiner der Betrag des Ima-
ginirteils und je grofer der Realteil der Resonanz ist (semiklassischer Limes).
Ersteres liegt daran, dafl die cycle expansion umso besser konvergiert, je naher

man der Abszisse der absoluten Konvergenz kommt.

Die Dichte der Resonanzen in der komplexen Ebene erhéht sich bei wachsendem
Realteil.  Um nah benachbarte Resonanzen bei hohen: Realteilen semiklassisch
noch aufldsen zu kénnen, wird es dann ndtig, mehr periodische Orbits in die

. Entwicklung einzubeziehen, d.h. zu héheren Ordnungen in der cycle expansion
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Abbildung 5.7: Nullstellen von {5' (k) (Kreuze) im Vergleich mit den Quanten-
resonanzen {Kreise) fiir k = 60 — 80. (A;-Symmetrie, d:r =6:1)

iiberzugehen.

In [37] ist beschrieben, wie man die exakten Quantenresonanzen des Billards
bestimmt. Aus dem Greenschen Satz erhilt man unter Ausnutzung der Randbe-
dingungen fiir die Wellenfunktion und nach Entwicklung in Drehimpulseigen-
funktionen eine Matrixgleichung zur Bestimmung der Normalenableitung der
Wellenfunktion auf dem Rand der Scheiben. Die charakteristische Matrix M
dieses Gleichungssystems besitzt {iir reelle Wellenzahlen eine von Null verschie-
dene Determinante, sodafl das System durch Inversion von M losbar ist. Die
Pole der S-Matrix sind gerade die Stellen in der komplexen Ebene, wo M sin-
gulir wird. Man erhilt sie also, indem man die Nullstellen der charakteristischen

Deierminante det A (k) in der komplexen Ebene bestimmt.

Numerisch berechnet man die Nullstellen von det M (%), indem man M bei einem
endlichen Wert des Drehimpulses abschneidet und von dieser endlichen Mairix
die Nullstellen der Determinante bestimmt. Die Konvergenz pruft man durch
Erhéhung der Matrixdimension um 10%. Bleibt die Nullstelle dabei numerisch
étabil, so hat man geniigend viele Drehimpuls—Eigenfunktionen beriicksichtigt.
Fiir die hier vorgestellten Ergebnisse wurden dabei Matrizen bis zur Gréfe 80 x 80

~benutzt. ' Die Suche nach Nullstellen erfordert dabei einen erheblichen Rechen-
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aufwand, da sie in der komplexen k-Ebene lokalisiert werden miissen. Man sucht
mittels eines mehrdimensionalen Minimierungsprogramms Minima vom Logarith-
mus des Absolutbetrages von det A7 [60]. Um diese Minima zu finden, mufl man
fiir das Suchverfahren einen Startwert angeben, der schon in unmittelbarer Nihe

liegt, damit das Verfahren in dieses Minimum hineinl3uft.

Die Bestimmung der Resonanzen aus der Suche nach Nullstellen der Zetafunktion
erweist sich dagegen als sehr viel weniger aufwendig; denn man fithrt fiir jeden
Wert k in der komplexen Ebene eine Summe {iber Beitrige der periodischen Or-
bits aus, deren Konvergenz aufgrund der cycle expansion gut kontrolliert wird.
Diese Summierung erfordert, verglichen mit der Berechnung der Determinante
und der Berechnung von Bessel- und Hankelfunktionen, wie sie in den quanten-
mechanischen Rechnungen bendtigt werden, einen erheblich kleineren Rechenauf-
wand. Bei der Suche nach quantenmechanischen Resonanzen wurden in vielen

Fillen die schon semiklassisch berechneten Stellen als Startwerte angesetzt.

5.2.3 Fouriertransformation der Determinante der cha-

rakteristischen Matrix

Wir haben den Logarithmus des Betrages der charakteristischen Determinante
auf der reellen Achse berechnet, und zwar getrennt nach den drei irreduziblen
Darstellungen der Symmetriegruppe. Diese Funktionen haben wir fouriertrans-

formiert in der Wellenzahl.

In den Fluktuationen der charakteristischen Matrix M auf der reellen Achse soll-
ten sich die Fluktuationen der S-Matrix widerspiegeln. Wegen (5.3}, (5.5) und
(5.7) erwartet man bei Fouriertransformation in der Wellenzahl groBie Beitréige

bei den Liéngen der periodischen Orbits.

Das Ergebnis ist in Abbildung 5.8 dargestellt. Mit Strichen markiert sind die
Lingen der acht kiirzesten primperiodischen Orbits (d : r = 6 : 1) und mit
Pfeilen der Zweifachdurchlauf der beiden fundamentalen Orbits sowie des Orbits
zweiter Ordnung (Tabelle F.2). ‘Man erkennt deutlich die Peaks bei den vier
G_ruppen__von periodischex_l Orbits. AuBerdem sieht man den raschen Abfall der
Hoéhe der Pea.ks, Was zu erkldren ist durch die exponentiell ansteigende Instabi-
litat der Orbits ﬁ_*achsender Ordnung; denn jeder primperiodische Orbit geht in

. die ée_rniklaséische Summe im wesentlichen mit einem Gewicht L]A]~1/? ein, wo
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Abbildung 5.8: Fouriertransformation des Logarithmus der Determinante der
S-Matrix auf der reellen Achse fiir die drei Symmetrieklassen.

L seine Lange und A seine Instabilitat ist.

Die Daten in Abbildung 5.8 sind geglittet, um, auf Kosten der Aufiésung, noch

den Peak darstellen zu konnen, der zur vierten Gruppe von Orbits gehdrt. .




In dieser Arbeit wurde die semiklassische Theorie der periodischen Orbits als
Verbindung zwischen den Lésungen der klassischen Mechanik und den Energieei-
genzustinden der Quantenmechanik an einem vollstindig chaotischen Hamilton-

schen System untersucht.

In Kapitel 3 haben wir Eigenschaften der Menge der periodischen Orbits des
gebundenen Systems analysiert. Dabei legten wir besonderen Wert darauf, die
Mechanismen, die zum pruning fiihren, zu kléren. Auf diese Betrachtungen konn-
ten wir unsere Vermutungen stiitzen, wie sich das pruning bei héheren Ordnungen
auswirkt. Numerisch berechnet wurden fiir das gebundene System alle existie-

renden periodischen Orbits bis zur 10. Ordnung.

Erginzend zu den Ergebnissen aus {30} haben wir fiir das Streusystem eine Ska-
lenfunktion der reduzierten Langen von klassischen Streubahnen angegeben. Sie
ist bestimmt durch die Eigenschaften des chaotischen Repeliors dieser Dynamik.

Dieser ist der AbschluB der Menge aller (instabilen) periodischen Orbits.

Kapitel 4 behandelte das gebundene Drei-Scheiben-Billard als Quantensystem.
Wir haben die ersten etwa 280 Eigenwerte des quantenmechanischen Spektrums,
getrennt nach Syﬁ}rnetrieklassen,' bestimmt. Aus der Fouriertransformation des
Spektrums erhielten wir Daten von mindestens 25 primperiodischen Orbits der
zugrundeliegenden klassischen Dynamik. Wir haben auflerdem nachgewiesen, daf
die Transformation eines Teils des Spektrums, das zu einer der Symmetrieklas-
sen gehort, die Daten der Orbits des symmetriereduzierten Billards reproduziert.

Beides steht in enger Beziehung zu der semiklassischen Summe iiber periodische

..Orbits. -

94
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Umgekehrt haben wir diese Summe angewendet, um aus den klassischen (pe-
riodischen) Bahnen individuelle Eigenwerte des Quantensystems zu berechnen.
Dabei gingen wir den Weg iiber die Darstellung der Summe als Produkt von
dynamischen Zetafunktionen. Die Nullstellen dieser Funktionen sind die Pol-
stellen der Sumnme, und diese Polstellen sind semiklassische Niherungen fiir die
Eigenwerte. Wir benutzten die Daten aller (symmetriereduzierten) Orbits bis
einschliefllich der 10. Reflexionsordnung in der sogenannten cycle expansion der
Zetafunktion. Es wurde gezeigt, dafl die Konvergenz dieser Entwicklung nicht
exponentiell gut ist, sondern wegen des prunings ab der sechsten Ordnung so-
gar wieder schlechter wird. Die Konvergenz konnte weder durch Interpolation
des Gewichtes des fehlenden fundamentalen Orbits noch durch Entwicklung der
vollen Selberg—Zetafunktion (Eulerentwicklung) entscheidend verbessert werden.
Das ist ein Hinweis darauf, daff die binire symbolische Dynamik fiir das gebun-
dene System der komplizierten Hierarchie der periodischen Orbits nicht angepafit
ist. Wir haben gesehen, dafl der Grundzustand des Systems von einer einzigen
Familie von periodischen Orbits bestimmt wird. Er konnte auf 2% genau aus der

Kenntnis von 6 Bahnen berechnet werden.

Wir haben durch Berechnung von Minima des Betrages der dynamischen Zeta-
funktion (5! auf der reellen Achse fiir die A,~ und A,-Symmetrie etwa 16 und
fiir die E-Symmetrie 6 Eigenwerte des Systems genauer als auf 2% reproduzieren
kénnen. Es wurde festgestellt, daB die exakten Nullstellen der Zetafunktion, die
zu den Minima gehdren, nicht auf der reellen Achse liegen, sondern einen kleinen
Imaginirteil besitzen. Die Selberg—Zetafunktion macht auf der reellen Achse in
der Nihe einer solchen Nulistelle einen Phasensprung um etwa £x, je nachdem
die Nullstelle oberhalb oder unterhalb der reellen Achse liegt. Die Anderung des
Betrages der Phase ist im Mittel durch # Ny gegeben, wo Np die mittlere inte-

grierte Zustandsdichte ist.

Wir zeigten, daB die Selberg-Funktion eine Funktionalgleichung erfiillt, die es
gestattet, eine reelle Funktion anzugeben, deren Nullstellen die Eigenwerte des
Systems sind. Die Idee beruht darauf, daf der Phasenzuwachs der Selberg—
“Zétaf:unktion bei den exakten Eigenwerten durch einen Phasenfaktor exp{—izxNp)
kompensiert wird, sodafi Z exp(—imNp) reell bleibt [70].

Die Auswertung der reellen Funktion in 10. Ordnung cycle expansion fiir die A;-

- Symmetrie ergab die ersten etwa 35 Eigenwerte mit einer Auflésung, die gréfler
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als die mittlere Zustandsdichte des Systems ist. Bei einer Entwicklung bis zur
3. Ordnung, also bei Berficksichtigung von nur 5 Bahnen, findet man schon die
ersten etwa 20 Eigenwerte. Allerdings wurde festgestellt, dafl die Genauigkeit der
Approximation nicht gleichmifig mit der Ordnung der cycle expansion wichst.
Das hat einerseits seine Ursache in der schlechten Konvergenz der Entwicklung,
und hingt andererseits damit zusammen, daf die von uns benutzte Niherung fiir

die mittlere Energiedichte nur im Bereich der ersten etwa 40 Eigenwerte gut ist.

In Kapitel 5 haben wir die semiklassische Approximation der Quantenresonan-
zen des offenen Drei-Scheiben—Billards behandelt. Wir haben ein Argument von
Balian und Bloch [9] zur Berechnung der Quantenresonanzen sufgegriffen und
vervollstindigt. Es benutzt eine Variante des Theorems von Levinson {71]. In
semiklassischer Naherung ergab sich die Lage der Resonanzen als Nullstellen ei-
nes unendlichen Produktes dynamischer Zetafunktionen. Zur Bestimmung von
Resonanzen mit kleinem Imaginirteil geniigte es, die Nullstellen von {5 in der
komplexen Wellenzahlebene zu berechnen. Dies geschah durch Anwendung der
cycle expansion bis zur 5. Ordnung fiir die A;~Symmetrie. Zunichst konnte
nachgewiesen werden, da die Entwicklung bei dem gewdhlten Parameterwert
d:r = § in jeder Symmetrieklasse exponentiell gut konvergiert. Wir haben die
numerischen Resultate fiir semiklassisch bestimmte Resonanzen bis etwa & = 80
mit den exakten Quantenresonanzen verglichen und fanden eine sehr gute Uber-
einstimmung der Resultate, die umso besser wurde, je linger die Lebensdauer
der Resonanz und je gréBer deren Energie ist. Auflerdem haben wir die Lage von
Quantenresonanzen fiir alle drei Symmetrieklassen bis & = 35 sowie die Lage von

semiklassischen Resonanzen der A;-Symmetrie bis £ = 150 angegeben.

Die Struktur der Verteilung dieser Resonanzen in der komplexen k-Ebene konnte
qualitativ semiklassisch erklirt werden als ein Effekt, der im wesentlichen von den
Eigenschaften der beiden fundamentalen primperiodischen Orbits des klassischen
Systems bestimmt wird.

Weiterhin konnten wir durch Fouriertransformation zeigen, daf sich in den Fluk-
tuationen der quantenmechanischen Streumatrix mit der Energie die klassische
Dynamik widerspiegelt. Wir erhielten Peaks bei den Langen der periodischen
Orbits des Systems, wie man es aufgrund der Voraussagen der semiklassischen

-Niherung erwarten kann.




Anhang A

Cycle expansion dynamischer

Zetafunktionen

Dynamische Zetafunktionen [23] haben die formale Gestalt
1/¢ = H(l —tp). (A1)
P

Die t, sind die Gewichte der primperiodischen Orbits, deren Amplituden durch
die Instabilititen der Orbits und deren Phase durch ihre Wirkung, gemessen in

Einheiten von %, und durch ein Vielfaches v, von 7 /2 gegeben sind.

Die Zetafunktion ist eine Mittelung iiber den gesamten Phasenraum, ausgedriickt
durch die den Flufl repriisentierenden instabilen periodischen Orbits. Konnen
diese periodischen Orbits so organisiert werden, dafl alle Orbits durch mehrfache
Durchliufe einiger weniger kurzer Grundorbiis (fundamentale Orbits) beschattet
werden, dann 148¢ sich das obige Produkt so umformen, daf die einzelnen Beitrige
hierarchisch geordnet werden kénnen. Das soll heifien, daB man aus dem Produkt
iiber alle (gleichberechtigten) Orbits eine Sumnine fiber Terme erhilt, deren erster
allein durch die Grundorbits bestimmt ist, und deren weitere Terme sich aus
Abweichungen der Beitrage lingerer Orbits von Beitragen der Beschattung durch
kﬁrzere.zusa.mmens.etzt [3]. Eine solche Entwicklung bezeichnet man als cycle

expansiont:

1/(:_1—21&;_—29,_,. o (A.2)

.. -Wir wollen den englischen Namen als Eigennamen dieser Entmcklung nach Grundorbits
_'verwenden, da er sich auch im Deutschen eingebiirgert hat. ;
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ts sind die Gewichte der fundamentalen Orbits. Die Abweichungsterme der Ord-

nung n sind mit ¢, bezeichnet. Sie werden auch Krimmungsierme genannt.

Wir wollen nun angeben, wie man die Gleichung (A.1) benutzt [23]. Mit p be-
zeichnen wir die Symbolsequenz eines primperiodischen Orbits und mit ¢, den
Beitrag dieses Orbits zum Produkt in (A.l). Multipliziert man das Produkt

formal aus, so erhalt man

C—l =1- Z py+pat.tpi (A3)

P1P2.-Pk

mit
k+1y

— {1 +
bovtprtetpe = A= 1) pylpy oo Bpy (A.4)

Die Summe lauft {iber alle verschiedenen sich nicht wiederholenden Kombinatio-
nen primperiodischer Orbits. Ist £ > 1, so nennt man py + p; + ...+ px einen
Pseudoorbit, da er keinem realen Orbit entspricht, sondern formal einem Hin-
tereinanderdurchlauf von & individuellen primperiodischen Orbits. Ein solcher

Pseudoorbit beschattet einen Orbit mit der Symbolsequenz pip; .. . p.

Wir fithren nun formal einen Parameter z ein, mit dessen Hilfe die Summen-
glieder umgeordnet werden. Jeder Term ¢, erhdlt einen Faktor 27, wo n, die
Symbollénge des Orbits ist. Fiir geniigend kleines z kann dann die Summe als
Potenzreihe in z angesehen werden. Es ist o SR o

M) = TI- =)

. P

L Fpy b T
= 1 - Z znpl P2 PL tP1+?2+---+P.’: . . . (A__5)
Pip2--Pr

Fiir kleine z ist diese Reihe konvergent und kann nach Potenzen von z geordnet
werden. Dabel werden die Terme aus Orbits und Pseudoorbits umgruppiert zu
Gruppen der gleichen Symbollange. Setzt man nun z = 1, so_érhélt man einen
Ausdruck der Form (A.2). | o

Fiir eine binire symbolische Dynamik erhilt man durch das formale Umgruppie-

ren zu Termen mit derselben Gesamtsymbollinge die cycle expansion

.. 1/¢ = 1—1tg—t1—[{to1 — tot1)] — [ (foo1 — totor) + (for1 — toats}]
_ _“[ (tooo1 — toteor) + (tor11 — forts) : _ _ o
+{tom1 — toort: — totorr + toforts)} —... . B | (A.6)
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Die Terme in den eckigen Klammern sind die Kriitmmungskorrekturen. Die Terme
in den runden Klammern (Kompleze) sind so zu Gruppen zusammengefaBt, daB
sie aus einem oder mehreren lingeren Orbits und deren Niherungen aus kiirzeren
Orbits bestehen. Das Gewicht to; des Orbits ‘01’ zum Beispiel wird modelliert
durch das Produkt der Gewichte ¢y und ¢;. Ist diese Niherung gut, dann erwar-
tet man, daB die Differenz fo; — tot; vom Betrag her klein gegeniiber dem Betrag
der einzelnen Summanden wird. Entsprechendes gilt fiir die Kriimmungsterme

hoherer Ordnung.

Die fundamentalen Orbits ‘0’ und 1’ haben keine kiirzeren Approximanten. Sie
sind die Bausteine der Dynamik in dem Sinne, daB alle langeren Orbits nihe-

rungsweise aus ihnen zusammengesetzt werden kénnen.

Al Fakterisiermng der cycle expansion nach

Symmetrien

In der semiklassischen Theorie der periodischen Orbits wird das Eigenspektrum
eines Systems bestimmt aus dem Verhalten der klassischen Dynamik in der Nihe
von periodischen Bahnen. Besitzt das klassische System eine diskrete Symmetrie,
dann gibt es periodische Orbits, die durch Anwendung von Symmetrietransforma-
tionen der zugehérigen Symmetriegruppe ineinander iibergehen, d.h. man kann
die Orbits zu Aquivalenzklassen beziiglich der Gruppenoperationen zusammen-
fassen. Jeder solchen Klasse entspricht ein einziger periodischer Orbit auf dem
Fundamentalbereich des Konfigurationsraumes. Dieser Orbit entsteht durch Ab-
bildung aller Segmente eines Reprasentanten einer Klasse auf den Fundamental-
bereich mittels der Gruppenoperationen.

Fir ein gebundenes System sind die Polstellen der Spur der symmetrieprojezies-
ten Greenschen Funktion '

g(E)="TrI; 0 i 7 : (A7)

die Energieeigenwerte zur Symmetrieklasse ¢. II; seien die Projektionsoperatoren
-auf die invarianten Unterraume der irreduziblen Darstellungen der Gruppe?. Die

.semiklassische Entwicklung der Greenschen Funktion, G*°(q, d'; E), liefert eine

s _'__'?Fii__r_ die Gruppe Cj, sind die Projektionsoperatoren in Gleichung (3.5) explizit angegeben,
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Summe tiber klassische Trajektorien, die in g beginnen und in g’ enden. Bei Pro-
jektion auf die invarianten Unterraume erhilt man eine Summe iiber eine gréBere
Klasse von Trajektorien, nimlich solche, die in g beginnen und in ¢ - ' enden.
Letztere sind alle Punkte, die aus g’ durch Elemente g der Symmetriegruppe her-
vorgehen. Wie in [63] dargestellt wird, kann jeder dieser Trajektorien genau eine
Bahn auf dem Fundamentalbereich zugeordnet werden. Damit 148t sich dann die
Summe {iber die klassischen Trajektorien der vollen Symmetrie umschreiben in
eine Summe iiber Orbits auf dem Fundamentalbereich. Ausfithren der Spur der
symmetriereduzierten Greenschen Funktionen liefert, analog zur Entwicklung in
der vollen Symmetrie, eine Summe {iber primperiodische Orbits auf dem Funda-
mentalbereich [46, 63, 54].

In der zur rein symmetrischen bzw. antisymmetrischen Darstellung gehérenden
Summe {iber periodische Orbits ergibt sich im Beitrag eines jeden Orbits auf
dem Fundamentalbereich ein Phasenfaktor 0 bzw. 7 bei jeder Reflexion an den
Symmetrielinien. Das entspricht der Realisation von Neumann-bzw. Dirichlet-
Randbedingungen der Greenschen Funktion auf den Symmetrielinien {46, 54].
Die Symmetrisierung der Entwicklung iiber periodische Orbits kann auch anf
dem Niveau der Zetafunktionen durchgefithrt werden. Dieser Zugang ist in den
Artikeln von P. Cvitanovié¢ und B. Eckhardt [28] sowie in einem Artikel von

B. Lauritzen [54] ausgefiihrt.

Faktorisierung der Zetafunktion beziiglich (s,

Fiir ein System mit C3,~Symmetrie, wie es das in dieser Arbeit behandelte Drei-
Scheiben-Billard ist, wollen wir im folgenden die Symmetriezerlegung der Zeta-
funktion kurz darstellen. Wir folgen dabei den Ausfiihrungen in [28].

Das gebundene Drei—Scheiben—Billard besitzt die Symmetriegruppe Cs,. Diese
Gruppe besteht aus sechs Elementen {I,C3,CZ,01,02,03}. Ein Orbit hat die
Multiplizitit m, wenn die maximale Untergruppe von Cs,, die ihn invariant 1a8it,
m Elemente besitzt. Zusammen mit diesem Orbit gibt es dann 6/m degenerierte
Orbits; das ist die Klasse der topologisch verschiedenen Orbits mit gleichem Ge-
_;N_l‘Ch_t_ip.: S SR :
Zum Beispiel hat der Orbit /13 die Multiplizitat 2; denn durch die Elemente der
._fna,xi_malen Untergruppe {1, 02} wird er auf sich abgebildet. Die Rotationen Cs

‘und C2 erzeugen aus ihm aber noch zwei weitere Orbits /32’ und /21’ mit dersel-
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1123 13

()

Symmetrieklasse {1,C3,C3} Multipl. 2 Symmetrieklasse {I,o3} Multiplizitit 3

13123

Symmetrieklasse {I} Multiplizitdit 6

Abbildung A.1: Periodische Orbits des Drei-Scheiben-Billards mit Angabe ihrer
Symmetrieklasse und Multiplizitat.

ben Eigenschaft. Er ist also 3—fach degeneriert, abgekiirzt d = 3.

Orbits des Billards konnen nur die Multiplizititen 2, 3 oder 6 haben, je nachdem
sie zu den Symmetricklassen 3¢ = {01, 09,03}, 2C3 1= {C5,C%} oder I := {I}
gehéren. Schrinkt man einen Orbit mit dem Gewicht ¢, auf den Fundamental-
bereich ein, so ist sein symmetriereduziertes Gewicht t},/ 2, t},/ 3 oder t,, wenn er

zu der Klasse 30, 2C; oder T gehort.

In die cycle expansion ohne Symmetriereduzierung geht ein Gewicht ¢, als Faktor
(1 —t,) so oft ein, wie es degenerierte Orbits mit diesem Gewicht gibt, also dp-
mal. Sei nun G eine Matrixdarstellung eines Gruppenelementes g; und t; := t}p/ i
das Gewicht eines symmetriereduzierten Orbits (n, € {3,2,1}). Die Klasse al-
ler '.zu.gehérigen Orbits der vollen Symmetrie erhilt man dann durch Abbilden
"_dér Teilstrecken im Fundamentalbereich auf das nicht-symmetriereduzierte In-

nere des Billards mit Hilfe der Symmetrieoperationen der entsprechenden Klasse.




102

Man kann fiir eine Klasse degenerierter Orbits schreiben

(1 —t,)% = det (1 - tﬁj_:jc;i) . (A.8)

Sei nun G = [] G; zerlegt beziiglich der drei irreduziblen Darstellungen A4y, A,
und E. Dann ist G blockdiagonal und die Determinante wird ein Produkt {iber

die drei unabhingigen Darstellungen

det(1 —tG) = ﬁ det(l — tG(q)) - (A.9)

a=1
Die irreduziblen Darstellungen A; und A; sind jeweils eindimensional, wahrend
E zweidimensional ist. Die Spur von Gy,) nennt man den Charakter x(Gy,)) der

Darstellung. Fiir die eindimensionalen Darstellungen hat man also sofort
det(1 — tG(Q)) =1- X(G(G))f . (A.10)

E ist zweidimensional und das charakteristische Polynom einer (2 x 2)-Matrix A

ausgedriickt durch die Spuren ihrer Potenzen ist:
det(l —zA)=1~Tr(A)z + = (Tr(A.)z ~ Tr(A?)) 2 (A.11)
also |
det(l —tGay) =1 — x(Ga))t + = = ( (Gea)? ~ x(Gly)) 2. - (A12)

Die Projektionsoperatoren auf die irreduziblen Darstellungen und die Charakter-
tafel sind in Ka,p1te1 3 angegeben. Das Produkt (A.9) faktorisiert dann in drei

Anteile, die zu den irreduziblen Darstellungen gehoren:
det(l —tG) = (1 —x(Guan)t) (1 — x(Gan)t) . L
¢ 1 — :
(1= X(E@)t +5((Gw) ~ M(Clph) - (A13)

Aus der Charaktertafel der Gruppe? liest man dann ab, wenn G €.2C3,30 bzw. [

e
(1 __tp)2 : (1 _t;/3)(1 _ t;/:;)(l +t;/3+i§/3)2 (A 14—&)
=) = (-G (Aldh)

CAet)f o= A—t)A-t)1—t) .  (Alde)

- ... 3Siehe Tabelle 3.1 in Kapitel 3.
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Die drei Faktoren der Produkte sind die Anteile, die zu den drei irreduziblen

Darstellungen gehéren. Die Zetafunktion faktorisiert gemaf

{=Ca CAz C% ’ (A-15)

und die Gewichte t;/ 3 t;/ 2 ynd t, sind die Gewichte der auf den Fundamentalbe-

reich beschrinkten (symmetriereduzierten) Orbits.

Cycle expansion der Faktoren (41, (a2 und (g

Hier geben wir die Entwicklung der drei Symmetrieanteile von ¢ bis zur Ordnung

5 an?. Fiir die drei irreduziblen Darstellungen® von Cs, erhilt man:

/¢ = (1=to)(1=t)(1 —ta)(l = toor)(1 = tor)(1 — tooo1)
x (1 —too11)(1 — tom) ---
= 1—1g—t; = (tor — tot1) — (foor — toto1) — (fo11 — toit1)
—(too11 — toorts — totorr + toforts) — ... (A.16)
/a2 = (14+to)(1—11)(1+ t01)(1 — to01)(1 + fou1 )(1 + tocot )
(1 — toma (1 + o) -+
= 14 tg—1t; + (to1 — fot1) — (foor — totor) + (torn — toit1)
—(too11 — tomt1 — totonr + totort1) — ... (A.17)
1/CE = (1 +1i + t%)(l - t?))(l + too1 + tgm)(l - trzn)(l + toon + tgou) |
x (1 + toooon + t2o001)(1 + Torons + tgy012)(1 = toor1n)” -
= 141t + (&5 —82) + (foo — i2t1) + toour + (toor — 2 — 5
toogor + toronr — 2toorn + (oot — tay)tr + (8 — t3)ter ... (A.18)

X

4Die Entwicklung zu wesentlich hoheren Ordnungen als hier angegeben erfordert den Einsatz
von Formelmanipulationsprogrammen. In dieser Arbeit wurde die Entwicklung bis zur 10.
Ordnung der Kriimmungsterme durchgefiihrt. Die Terme wurden mit Hilfe des Programms
REDUCE berechnet. Dieses Programm stellt die Summen der Gewichte als FORTRAN-Output
zur Verfigung. Im FORTRAN-Hauptprogramm werden die Variablen mit den entsprechenden
Gewichten der Orbits belegt und die Summe wird numerisch ausgewertet. .

5In der Entwicklung von 1/ wurden die Terme (1 —t3;,), (1 = #§;3;) und (1 — t2,0;) nicht
mitgenommen, da ihre Gewichte erst Orbits der Lange 6 bzw. 8 kompensieren. Die Entwicklung
. ‘geht hier aber nur bis zur Lange 5. -




periodische Orbits

Die Funktion Z(E) ist ein unendliches Produkt iiber dynamische Zetafunktionen
(;(E) (siehe Kapitel 4):
"__HCJT-l(E) (B.l)
j

mit
{(Sp(B) h—vpn/2)
-1 _ _ €
CJ - H(l IApP/zApj ) . (B‘z)

»

Wir wollen nun die Konvergenz der Zetafunktionen (;( E) abschitzen {32]. Z(F)

ist abgeleitet aus einer unendlichen Summe iiber Gewichte von periodischen Or-

bits (Gleichung (2.35)):

IAPI-‘%A;jei(SP{E)/h-yPﬁ/2) (83)

22 1 — A3 AT iSh(EY Rmvpn/2)

P j=0

Dabei ist A, die Instabilitit, T, die Periode, S, die Wirkung und v, der Maslov-
Index des Orbits p.
Es werden zwei Annahmen gemacht dle im allgememen fur chaot1sche Systerne

erfullt smd

‘8. Dle Zahl N (T dT) der pemodmchen Orbits mit Perloden im Intervall [T T+

dT} wachst exponentlell mit, der Perlode E BN D
N dT)~e"T/T B ¢ )
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e Die Eigenwerte A wachsen exponentiell mit einer Rate v:

A~eT. (B.5)

h sei die topologische Entropie des Systems.

Wir betrachten zunichst die Konvergenz der unendlichen Summe fiir § = 0 in der
komplexen Energieebene. Die Summe ist absolut konvergent, wenn die Summe
iiber die Absolutbetrige der Summenglieder konvergiert. Zur Energie E addieren
wir einen (kleinen) Imaginirteil ¢ und entwickeln die Wirkungsfunktion! S(E)
bis zur ersten Ordnung in €. Da die Ableitung der Wirkung nach der Energie die
Periode der Bahn ist, erhilt man S,(E +ig) = S,(E) + ieT,. Fir die Summe der
Absolutbetrige zu j = 0 folgt damit

AL |=1/2e=¢To/h i (SpE) fi—vpr/2) —iap

2T A, -jz -:T 7& S B) hrpnf2) | 2.0 2 i

P 1 —{Ap[~1/2e~<To/ReH % L4 P 1 — gye~ior

g
< 3T, | (B.6)
P = 9p
wobel g, := (Ap)~Y? exp(—eT,/h) und o, 1= Sp(E)/h — vy7 /2.

Sind die Betrage aller Eigenwerte A, echt gréBer eins, dann sind bei festem ¢ die

g, echt kleiner eins und damit die Faktoren (1 — g,)~" nach oben beschrankt mit
einer positiven oberen Schranke c¢. Und mit den beiden Annahmen erhdlt man

als Abschitzung fiir die Summe

2T

P

Gp
1—gp

< ¢ Z Togp = CZ T,A~Y2e=eTo/h

o /dT T . -')'T/2 -eTfh Cdee—(e/h —htv/2)T (B 7)

Daraus uest man die Konvergenzbed‘ngu 1g ab:

y S
- >h—=. B.8
h >h -3 (B.8)
Die dynamische Zetafunktion (5 ist die logarithmische Ableitung dieser Summe
nach der Energie, d.h. auch fiir sie gilt dieses Kriterium. Typischerweise ist fiir

gebundene hyperbolische Systeme A > 7/2 [32]. Die reelle Achse liegt damit

lIn Hamiltonschen Systemen mit homogenem Potential ist die Wirkungsfunktion S(E) ana-
“lytisch; denn sie skalt in einfacher Weise mit Potenzen der Energie £ [32). Fiir Billard- Systeme
.Ist 8 proportional zu E?, :
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also auflerhalb des Gebiets der absoluten Konvergenz der Summe. Fiir Zetafunk-
tionen mit j > 0 erwartet man dagegen, dafB sie auf der reellen Achse absolut
konvergieren, da sie eine zusitzliche Dampfung durch A7 erfahren, was zu dem

Kriterium

S>h-(i+3) (89)

fiihrt.

Die Konvergenz der Zetafunktionen hat Auswirkungen auf die Lage der Nullstel-
len. Nur wenn das unendliche Produkt Z(E) aller Zetafunktionen {j' absolut
konvergiert, besitzt es Nullstellen dort, wo auch ihre einzelnen Faktoren Null-
stellen besitzen. Dann haben die Nullstellen in der Nihe der reellen Achse ihre
Ursache in (5!, weil die Funktionen zu hheren j dort absolut konvergieren und

keine Nullstellen fir reelle Energien £ aufweisen.

Konkrete Berechnung der Konvergenzabszisse

Der Konvergenzbereich der unendlichen Summe

ST ,Apl—uze-sTp/h

Lt TPy _HA 112, —2TR/R
5 1 — jAp[~t2e<Ts/

(B.10)

in Abhingigkeit von ¢ ist nach unten beschrinkt durch das grofite ¢, fiir das diese
Summe divergiert. Fiir grofie £ sind alle Summenglieder positiv. Wir schrei-
ben daher zur Ermittlung dieser hdchsten Polstelle die Summe ohne Betrige
und formen sie um in die logarithmische Ableitung eines unendlichen Produktes.

Auflerdem fithren wir die Variable z := ¢/% ein.

|Ap| 1 2e=<Tp 8 1/2 T,
= — - o . B-
;Tpl — A 2T~ Bz log i}(l |Ap| ™ e™5r) (B.11)

Die Berechnung der Divergenzstelle der Summe ist damit zuriickgefiihrt auf die

Berechnung der héchsten (nicht-trivialen) Nullstelle? der Zetafunktion

() = [T = A,V - B

P

Diese kann dann z.B. mittels der cycle expansion ausgewertet werden.

" 2Die Zetafunktion (B.12) besitzt im Gebiet der absoluten Konvergenz triviale Nullstellen
- bei.den Nullstellen ihrer einzelnen Faktoren. '




C.1 Linearisierte Dynamik und Stabilitdt von

Trajektorien

C.1.1 Die Stabilitdtsmatrix

Im Rahmen der semiklassischen Quantisierung spielen die klassischen Trajekto-
rien und deren Stabilititsverhalten die wesentliche Rolle. Die Stabilitdt einer
Trajektorie wird bestimmt durch das Verhalten des Flusses in ihrer Nahe. Wir
nehmen nun an, daB es sich um ein Hamiltonsches System handelt und wollen
hier eine Bezugstrajektorie auszeichnen. Es soll das Verhalten der benachbarten

Trajektorien untersucht werden, -’

Die Anfangsbedingungen seien (po,qo), d.h. zur Zeit ¢ = 0 sei der Phasenraum-
punkt (po, qo) ein Element der Bezugstrajektorie (ps, q:). Eine benachbarte Tra-
jektorie (p'y, q'y) weiche von dieser in den Anfangsbedingungen um (épo, éqo)
ab. Fiir spitere Zeiten t ist die Abweichung (6ps, 8q), mit éq; = q'; — q¢ und
ép: = p’, — pi- Ort q; und Impuls p; zur Zeit ¢ hingen jeweils von den Anfangs-

bedingungen ab: g =-_q(p0,q0,t).gnd p: = p(Po, do, t)-

Wir definieren nun die Elemente der Stabilitdtsmatric M der Bezugstrajektorie:

dp.} b
) . - 8?0 ._5(10 p
M= dag” oa
@Po_qo a;qo Do
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Abbildung C.1: Verhalten eines Phasenraumelementes uhter einem Hamilton-
schen Fluf [49]. '

Durch Linearisierung bis zur ersten Ordnung in den Abweichungen épo und éqo -
der Anfangsbedingungen erhilt man
Cp'y = pe+ My dpo+ Mipbge + o0 - {C.1a)
g, = @+ MabpotManbg +oy (C.1b)-

Pel — M| P (C.2)
6q: 690 : o :
Die Beweguhgsgleichungen fiir die Abweichungen ergeben sich unter Verwendung

der Hamiltonschen kanonischen Gleichungen, und falls & =p?/2 4+ V(q) ist, zu -
ST _ _'aH o S _

oder als Matrixgleichung

d .
. = P —D= - —_— — = — P .
dtépt P: Pt T Bq . 9q « Bq? a . (C 3?’)_
d oH| ~ OH| _ 8H T
J—— = N = e —_——_ = ""_'_5 . .
diéqt G — Gt -ap o, ap o apz OP: (CSb)

Dann folgt

dfep ) _ o o -o/oa) [ op (C.42)
dt \ éq \ o H[op* 0 J \ ba S
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= w| %P ) g [ P (C.4b)
5% éqo
dpgf %P} (C.4c)
dt 6q0
und daher
M = xM (C.5)
dt - ' ’

M(t) erhalt man dann, indem man (C.5) zusammen mit der Bezugstrajektorie
zeitentwickelt, und das mit der Anfangsbedingung M(0) = 1.

Aus der Definition der Stabilititsmatrix und mit Hilfe der Hamiltonschen Glei-
chungen folgt nach einiger Rechnung, dafl d(det M)/dt = 0 ist. Wegen der An-
fangshedingung ist dann der Wert der Determinante zeitlich konstant gleich 1.
D.h. ein Flement des Phasenraumes erhilt unter der Zeitentwicklung sein Volu-

men; dies ist das Theorem von Liouville [40}.

C.1.2 Stabilitsit periodischer Orbits

In chaotischen Systemen liegen die periodischen Trajektorien vermutlich tiberall
dicht. Sie bilden das Riickgrat der Dynamik. In jeder Umgebung des Punktes
einer Trajektorie legen unendlich viele Phasenraumpunkte, die zu periodischen
Orbits gehoren. Die Menge der periodischen Orbits ist aber vom Maf null, d.h.
wahlt man zufillig eine Anfangsbedingung aus, so wird r_nén__ in fast allen Fallen
auf einer nicht-periodischen Trajektorie landen. - R
Welche Eigenschaften besitzt die Stabilititsmatrix periodischer Orbits? W;r
denken uns ein System mit zwei Freiheitsgraden. Ein Koordinatensystem sei
so gewihlt, daf} -eine Achse lokal in Richtung des Orbits liege und die zweite
senkrecht dazu. Dann zerfillt die Stabilitdtsmatrix als (4 X 4)—Ma,trix in zwei
(2 x 2)-Blocke auf der Hauptdiagonalen. Der eine Block beschreibt die Bewegung
entlang des Orbits und der andere diejenige senkrecht zu ihm. Fiir die weitere
Diskussion ist nur dieser zweite von Bedeutung, den wir im folgenden auch mit
M bezeichnen wollen. L
Die Stabilitdtsmatrix M, fiir eine Periode T, eines periodischen Orbits héngt da-

von ab, welchen Punkt des Orbits man als Anfangswert gewzhlt hat..'_.Una,b_héing_ig
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von der Wahl sind allerdings die Eigenwerte!. Diese kann man, da det M, =1

1st, schreiben als

Ay = —;—(TrMpi\/m) . (C.6)

Ist [TrM,{ > 2, dann sind die Eigenwerte reell und kénnen geschrieben werden

Ar = B (C.7)

oder
Ar = —er - (C.8)

mit Lyapunov-Exponent A > 0.
Falls [TrM,| < 2 ist, so sind die Eigenwerte komplex:

A = el (Cg)

In einem vollstindig chaotischen System sind alle periodischen Orbits instabil,
was den beiden Fillen (C.7) und (C.8) entspricht. Im Fall (C.7) nennt man den
Orbit hyperbolisch, und wenn (C.8) gilt, nennt man ihn hyperbolisch mit Spiege-
lung. Zu den Elgenwerten Ai im hyperbohschen Fall (Instablhtaten) gehoren die

Elgenvektoren V!
Mpvi = Vi | _ ._ _ (Clﬁ)

Die Eigenvektoren spannen Geraden in der gewahlten Ebene senkrecht zum Or-
bit (lokale Poincaré-Ebene) auf, auf die jeder Punkt dieser Geraden nach einer
Pericde wieder abgebildet wird, wenn er nur nahe genug am Fixpunkt - das
ist der Durchstofpunkt des periodischen Orbits durch die Ebene — startet. Auf
der Geraden zu vy entfernt er sich exponentiell schnell vom Orbit. Diese Gerade
gehort lokal zur instabilen invarianten Mannigfaliigkeit des Fixpunktes. Entspre-
chend gilt fiir die Richtung v, daB sich auf der zugehdrigen Geraden alle Punkte
exponentiell schnell dem Fixpunkt nihern, weshalb diese Gerade lokal Teil der
stabilen invarianten Mannigfaftigkeit des Fixpunktes ist. ‘Punkte, die nicht auf
einer der beiden Mannigfaltigkeiten liegen, nihern sich diesen asymptotisch fiir

Zeiten t — Foo.

- 1Das ist eine Folgerung aus dem Floquet-Theorem fiir lineare Dn‘ferent1algle1chungssysteme

- : imt periodischen Koeffizienten (siehe z.B. [19]).
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C.2 Numerische Berechnung periodischer Or-
bits

Gegeben sei eine diskrete Dynamik des R? durch eine stetig differenzierbare
Abbildung? f : R? — R? Die Iteration eines Startpunktes v; = (pi,q) un-
ter { liefert eine Folge (p,,q,) von Punkten im R?. Eine solche Folge wollen wir
i weiteren als Bahn bezeichnen,

Ausgezeichnete Bahnen sind dann solche, bei denen der Startpunkt der Iteration
nach endlich vielen Iterationsschritten wieder auf sich abgebildet wird. Diese
Bahn nennt man einen periodischen Orbit. Die Periode dieser Bahn ist die klein-

ste Anzahl von Iterationen, fiir die obige Bedingung erfillt ist.

C.2.1 Das Newtonsche Verfahren im R"

Es sei eine stetig differenzierbare Abbildung ¥ : G ¢ R" — R™ (G offen) gegeben.
F; seien die n Komponentenfunktionen und DF : R® — R" die Matrix der
partiellen Ableitungen von F.

Wir definieren eine Abbildung B := Id—F. Dabeli ist Id die identische Abbildung

des R™. Gesucht wird nun eine Lésung des Gleichungssystems
Bx)=x-Fx)=0. (C.11)

Eine Lésung ¢ von (C.11) ist also ein Fixpunkt der Abbildung ¥, d.h. F(£) = ¢£.

Zur Lésung von {C.11) wollen wir das Newtonsche Verfahren benutzen. Dazu
geht man aus von einem (grundsatzlich beliebigen) Startpunkt x(%, der schon
moglichst nahe an einer Nullstelle von B liegen sollte, und bildet die Newton-

Folge (x{™)) vermége der rekursiven Definition

xH) = O _ [DB(x™) Bx™)  (m=0,1,2,--+) (C.12)
= x{m [1-— DF(X(”‘))]—I [x(m) — F(X(m))] . (C.12b)

2f kann man sich konkret als Abbildung des Phasenraumes auf sich vorstellen, oder als
Koordinatendarstellung der Abbildung einer 2-dimensionalen Untermannigfaltigkeit des Pha-
-senraumes {z.B. eine Poincaré-Abbildung eines kontinuierlichen Flusses). Da8 die Dimension
-des Phasenraumes hier ‘2 gewihlt wurde, ist keine Einschrinkung der Allgemeinheit fiir die
Anwendung der Methode zur Bestimmung periodischer Orbits, aber gerechtfertlgt durch die
. Modellabbildung, die in dieser Arbeit untersucht wird.
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[DB(x{™))]~! bedeutet die zur Ableitung DB(x{™)) inverse Matrix. Die Folgen
(B(x(™)) und ([DB(x{™)]~1) konvergieren gegen B(£) bzw. [DB(£)]™!, wenn
(Xm) — & € G geht, und B stetig differenzierbar auf G ist. Das zweite haben wir
vorausgesetzt. Aus (C.12) ergibt sich dann

¢=¢—[DB(E)]™ B(6) oder B()=0. (C.13)

Der Grenzwert ¢ der Newton-Folge ist also eine Ldsung von Gleichung (C.11).
In jedem Iterationsschritt 7 von (C.12) ist das Gleichungssystem DB(x() wl) =
B(x() nach w) aufzulssen. Das nichste Element der Newton-Folge ist dann

gegeben durch x(+1) = xt} — w0,

C.2.2 Berechnung periodischer Orbits mit Hilfe des

Newtonschen Verfahrens

Wir wollen nun periodische Bahnen der Periode % einer Abbildung
TR R} ov= (P, @) — f(v) = (fo(v), folv))

finden. Dazu fassen wir die Koordinaten der Bahnpunkte (pi, 1), -+, {Pk, qx)

in dieser Reihenfolge zu einem Vektor x € R zusammen und definieren die

Abbildung F: (R*)* — (R*)*,x = (v, -+, vx) = F(v1, -+, vx) durch

Fi{vy, -+ v5) = flvim) (i=1,---,k zyklisch) (C.14a)
= f o Pf—i(”la"')vk) . (Cl4b)

Dabei sei Pj(x) = v; die Projektion auf den j-ten Teilraum R? des direkten
Produktes (R*)* = R? x R? x--- x R%

Wenn die Bahn periodisch ist, wird der k-te Punkt der Bahn im R? wieder auf
den ersten abgebildet. k-Periodizitit einer Bahn der Lange & kann man also mit

Hilfe der Abbildung F so formulieren:
e Die'Bahn x = (vy,:+ -, vg) ist.k-periodisch beziiglich f, wenn F(x) = x gilt.

: Al_s_o_ mufl man, um periodische Orbits zu finden, .na,ch Fixpunkten der Abbildung
F suchen. Das geschieht dann unter Anwendung deS__Ne.Wtqnsf_;hen Verfahrens
...aus Abschnitt C.2.1. ' ' S
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Fiir die Ableitung DF(x) von F folgt mit (C.14):
0F; ,
(RGO = (52 (9 = (uir) ) (€.15)
J

f'(v;) sind jeweils (2 x 2)-Matrizen. Das zu 16sende Gleichungssystem hat damit

die folgende Form:

[ 1 .. 0 ~F'r) N wy [ vy — flon) )
—fl(v) - 0 wy |- oYz f(vl_) .

: 1
L 0 e —fe) 1) \w) \ vk = f(ve-n) )

(C.16)




D.1 Numerische Berechnung der guantenme-
chanischen Energieniveaus des gebunde-

nen BRillards

Wir bezeichnen mit B den inneren Bereich des zweidimensionalen gebundenen
Billards. Das Potential in B ist konstant, und unendlich auf den Rindern. Ein
Teilchen bewegt sich innerhalb von B frei und wird an den Rindern 0B reflektiert.
Das korrespondierende quantenmechanische Problem wird beschrieben durch die

freie stationare Schrodinger-Gleichung
(A+ 1) ¢(z,y)=0 (z,y)€ B (D.1)
mit Dirichlet-Randbedingungen
Pz,y)=0 fir(z,y) € 0B. (D.2)

Dabei haben wir #/2m = 1 gesetzt, also £ = k2

In der mathematischen Literatur wird eine solche partielle Differentialgleichung
als Helmholtz—Gleichung bezeichnet [53]. Sie beschreibt unter anderem auch
kleine Schwingungen einer an den Rindern 9B fest eingespannten diinnen Mem-
brane.

Um Gleichung (D.1) unter der Randbedingung {D.2) zu 18sen, iberfiihren wir

.-sie in eine Integralgleichung auf dem Rand dB. Dazu benutzen wir die folgende
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Identitit fiir die Wellenfunktion #(qg):

¥(q) , q€ B\9B
§ a5 ()0 V4 6(a,4) - Gla, )0 Voh(a)} = { 19(a), q€dB
o 0, a¢B
(D.3)

Dabei ist g = (z,y), ¢’ = (2/,¥') und n’ ist der nach auflen gerichtete Ein-
heitsnormalenvektor an B im Punkt ¢', V ist der Gradientenoperator, und
ds' bezeichnet das Linienelement entlang 0B. G(q,q') ist die freie auslaufende

Greensche Funktion der inhomogenen Schrédinger—Gleichung

(A&, + 1) Gla,q) = S(a— o) | (D.4)
gegeben durch

Gla, ) =~ H{(kla - ). (D5)

H ist die Hankel-Funktion nullter Ordnung der ersten Art [1]. Die Identitat
(D.3) folgt dann aus (D.4) und (D.1) durch Multiplikation von {D.4) mit ¢ und
von {D.1) mit G, Subtraktion, Integration {iber B und Anwendung des Green-
schen Satzes. Wir definieren die Normalkomponente u(s) des Gradienten von
an der Stelle s auf 6B durch

u(s) 1=+ Vep(a(s) - (D)

Nimmt man von (D.3) die Normalenableitung, wobei g auf 0B liegt, und benutzt
die Randbedingung (D.2), so folgt eine Integralgleichung fiir die Normalenablei-
tung u(s) (Fredholm-Gleichung der zweiten Art): '

u)=2§ d'un-VGad). (D)
8B

Wir definieren den Abstand p zweier Punkte auf 85 durch
pls,s) = la(s) = (s (D-8)

und den Winkel (s, s) als den Winkel zwischen der Verbindungsstrecke von

q'(s') nach g(s) und der Tangente an 0B bei s. Dann ist

oG
n-V,G = e n-Vgp
_ % n- als) = d(s) = 96 sin #(s,s') , (D.9)

dp pis, ) dp
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Abbildung D.1: Schema zur Erliuterung der geometrischen Gréfen, die im Text
definiert werden.

also insgesamt

u(s) = —%ik § as'u(s)sin0(s, ) B (ko(s, ) - (D.10)

Das ist eine lineare homogene Integralgleichung fiir u(s). Sie kann auf jedes
gebundene Billard-System angewendet werden [15, 68]. Diese Gleichung kann
man durch Diskretisierung der Randes lésen. Dazu teilen wir 4B in K Segmente

und definieren

= p(s1,5m)y O i=8(s1,5m), 1<(Lm)<K. (D11)

Sm =

Ea Pim :
L ist die Lange der Randes 3B und s, die diskretisierte Bogenlinge. Die diskre-

tisierte Version der obigen Integralgleichung lautet
—zk Z ul($m) sinbp, H1 (kp;m) =0. (D.12)

Die Eigenwerte erfiillen dann die Bedingung

Jim det M =0, (D.13)

2K

wobei die (K x K)-Matrix M gegeben ist durch
Mg =6 + L. H M kpim) . (D.14)
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M ist eine nicht-hermitesche komplexe Matrix, die nichtlinear von k abhéngt. O,
und pp. sind rein geometrische Grofien, in denen die Billard-Geometrie enthalten
1st.

Wir gehen nun iiber zur speziellen Situation des Drei-Scheiben-Billards.
Zunichst iiberlegt man sich, daB py = 0 ist fiir alle /. Auflerdem ist HY singular
bei 0. Das wiirde bei der numerischen Berechnung der Matrixelemente My zu
Schwierigkeiten fithren. Man kann diese Terme aber analytisch berechnen, in-
dem man eine Entwicklung der Hankelfunktionen fiir kleine Argumente benutzt.
Liegen zwei Punkte s und s’ dicht benachbart auf dem Rand einer Scheibe (mit

Radius ), so findet man fiir deren Abstand
p(s,s") = 2rsinf(s,s), (D.15)

und 0(s, s') ist die Halfte des Winkels, den die beiden Punkte mit dem Mittel-
punkt der Scheibe einschlieBen. p sei sehr klein; dann kann man die Hankelfunk-

tion fiir kleines Argument approximieren [1]:

HO(kp) = HO(k2rsin ) ~ -—%I‘(l) (krsing)™" . (D.16)
Daraus erhilt man fiir ein Matrixelement Ay die Beziehung
| L
= . D.1
Mo=1+52% (B-17)

Zur numerischen Berechnung der Eigenwerte berechnet man die Determinante
der Matrix M auf der reellen k—Achse und bestimmt die Stellen, wo der Realteil
der Determinante eine Nullstelle hat. Ist dort auch der Imaginirteil klein, so ist
diese Stelle ein Kandidat fiir einen Eigenwert.

Weist das zu untersuchende System Symmetrien auf, wie es z.B. beim Drei-
Scheiben-Billard der Fall ist, so kann man die Matrix M zerlegen nach den
irreduziblen Darstellungen der zugrundeliegenden Symmetriegruppe. Die Ma-
trix zerfallt dann in Blécke, und die Nullstellen der Determinante dieser Block-
matrizen ergeben die Menge der Eigenwerte, die zu der jeweiligen irreduziblen
Darstellung gehdren!. Die Matrix M wird blockdiagonalisiert, indem man ste
multipliziert mit einer Matrixdarstellung der Projektionsoperatoren auf die irre-

duziblen Unterrdume.

_ 1Dabei ist zu beachten, daB eine zweidimensionale Darstellung zweifach entartete Eigenwerte
Jiefert. Das ist z.B. bei der E-Symmetrie der Gruppe Cs, der Fall.
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Numerisch fiihrt die Symmetriereduzierung des Problems zu einer erheblichen
Beschleunigung der Rechnungen. Betrachten wir unserer Modellsystem, so folgt,
daB die Anzahl der Zeilen der Blockmatrizen um den Faktor 1/6 kleiner ist als
die der Matrix des Systems bei voller Symmetrie.

In unseren Rechnungen haben wir die Determinante durch LU-Zerlegung? der
Matrix bestimmt. Dieser Algorithmus erfordert eine Rechenzeit, die proportio-
nal zu N° ist, wo NV die Dimension der Matrix bedeutet. Die Verkleinerung der
Zeilenzahl um einen Faktor 1/m bedeutet demnach eine Beschleunigung in der
Rechenzeit um den Faktor {1/m)3.

Zur Berechnung der Eigenwerte haben wir im symmetriereduzierten Fall Matri-
zen der Grofie bis 400 x 400 benutzt3. Die Giite der Konvergenz wurde numerisch
iberpriift durch Erhéhung der Matrixdimension um 10 %. Waren die Eigenwerte
dabel numerisch stabil, so konnte mit der urspriinglichen Matrixdimension wei-
tergerechnet werden.

Diese Methode zur Bestimmung der Eigenwerte wurde zunichst iberpriift an
einem Billardsystem, das die gleiche Symmetrie besitzt wie das Drei-Scheiben—
Billard, dessen Eigenwerte aber analytisch gegeben sind. Es handelt sich um das
Innere eines gleichseitigen Dreiecks [50]. Fiir dieses Modell wurden die ersten
etwa 100 Eigenwerte reproduziert. Inshesondere wurde die Symmetriezerlegung
der Matrix M an diesem Modell iiberpriift, bevor das Programm auf das Drei-

Scheiben-Billard angewendet wurde.

D.2 Die Eulerformel
Wir geben hier einen Beweis* der in Kapitel 4 angegebenen Formel (4.16) an®.
Wir zeigen, daf fir alle z mit |z < 1 gilt:

k(k+1}

M+t =1+ "
k=1 k=1 [1(1-z7)

r=1

2Die LU~Zerlegung ist eine Zerlegung der urspriinglichen Matrix in ein Produkt aus einer
oberen und unteren Dreiecksmatrix [60].

3Diese Rechnungen wurden auf der CRAY X-HP des Forschungszentrums Jiilich durchgefiihrt.

“Dabei verwenden wir die Ldsung einer Leseraufgabe in Am. Math. Monthly 72 (1965),

5. 431
- -5Die Formulierung dieses Anhangs wurde zusammen mit G. Ott erarbeitet.
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Dazu betrachten wir die Funktion

oo k(k41)
FO =143 Ct5  mit Cp=—, |o|<1.
k=1 . lel(l — 3:")
Es gilt die Rekursionsformel:
okl
Crr = [gEpy st Cr .

Multipliziert man beide Seiten mit #*¥1(1—2*t!) und summiert iiber k> 1, so

ergibt sich:

Z Ck+1 tk-{—l(l _ mk-i—l) = Z C (ia’:)k'H
k=1 '

f) = fltz) - CGit(l —2) = tfﬂ(f(tx)—l)
ft) — f(tz) —ta = iz f(tz) —iz.

Daraus folgt

fi&)y = (1+t:c)f(ta:) (1+t$)(1+tw2) (tz?) = ..

= lim f(zzY) (1+tz%) = [[(L+15).  (D.18)
m:%za’rig I

Ersetzt man ¢ durch —t,A, und z durch A;', so erhidlt man die behauptete
Identitat: -

o A—-k{k 5 R _
H(l—“\ 1+Z(*t) +——— . (DI9)
k=0 . B k=1 . I:Il(l A,_,,.) : ) :

¢ LA [ tpAS? AT
=1 — P __P°p —_ 1 — 1 - 1.
1-A;? (1 1-A;? (1 1— A-3( 1-A; ToAzil )))) o

(Die letzte Umiormung ist praktlsch bei der Berechnung des Produktes a.uf einem
Computer. )




E.1 Variante des Theorems von Levinson
Fiir ein diskretes Spektrum (E < 0) ist die Zustandsdichte definiert durch
p(E) =3 6(E—-E,). (E.1)

Dabei sind £, die diskreten Energieeigenwerte der stationidren Schrodingerglei-
chung. Potentiale V(q), die fiir groBe |q| verschwinden, fithren zu einem konfi-
nuierlichen Spektrum des Hamilton-Operators bei positiven Energien. Dann ist
(E.1} nicht definiert. Trotzdem kann man die Variationen dieser Gré8e in Bezug
auf das Potential studieren [9].

Das Potential habe eine endliche Reichweite. Das Gebiet, in dem das Potential
von null verschieden ist, schliefen wir in eine Kugel vomn Radius R ein, um die
Energieniveaus diskret zu machen. Fiir wachsendes R divergiert die Zustands-
dichte p( F) dieses Systems, aber auch die Zustandsdichte po(E) der leeren Kugel
divergiert, und zwar wie R°. Aber die Differenz d(E) := p(E) — po( E) konver-
giert gegen einen Grenzwert, der sich durch die Streumatrix S dieses Potentials
ausdriicken laBt. Allgemein gilt fiir ein beliebiges Potential, das nur in einem
endlichen Raumbereich nicht verschwindet [71): o R

1 jdS 1 . d. .1 d

Das soll nun aus den Eigenschaften der Streumatrix abgeleitet werden. Dabei

richten wir uns nach einem Beweis des Theorems von Levinson in [71}..
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Wir bezeichnen mit GE := (E — H, % i€)~! die ungestdrte Greensche Funktion
und mit G% := (E — H + ie)~! die Greensche Funktion zum Hamilton-Operator
H = H, + V. Die Streumatrix S besitzt folgende Spektraldarstellung

S(B)=(1-G;V)(1-GiV)7 =Q- QY (E.3)

mit Qs :=1— GEV.
Die Differenz d(E) der Zustandsdichten ist wegen (2.31)

AE) = —Im [da(6*(a,q;E) = Cf (. B)
- --:i—Im e (G* - GY) . (E.4)
Benutzen wir
Im T (G — GF) = %Tr(G* — G- (G - G3)) (E.5)

und schreiben fir G* die Bornsche Reihe, so folgt

Gt —Gf = (Gy"GotVGE + GIVGEYVGE +--)—G§
= (14 GV +(GIVY +---) GSVGY
= (1-GFIV)y ' GEVGE (E.6)
und ebenso G =Gy~ = (1-GgV)y ' GgVGy . (E.T)
Damit also
ImTr (G — GF) = %Tr (Q7GIVGE — QG VGy)
1 I - 7
= ETr(QfQJr -QI'QL), (E.8)
wobel
! in d V
= E (e ————
Vs £ = a8 E—H{,iie)
1 1

= - 1% = GEVGE. (E.9)

E—Hy+ic E—Hytie
Damit wird aus (E.8):

— Im Tt (Gt - G¥)

-él—z_Tr (0+(Q71Q" - 07197}
- IT{Q.QTQLET - QLQT) . (B10)
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Andererseits erhilt man fiir die Ableitung von S nach der Energie

O = QL0+ Q@7 = €107 - (0747,
also
pas g dS
5 dE 57 dE
= (Q-Q7)™H{QLQY - Q-(Q7' @47}
= Q+Q7'QLQ7 - Q.07 (E.11)
Fassen wir nun (E.4), (E.10) und (E.11) zusammen, dann erhalten wir (E.2):
1 » dS
d(E) = —-j_ImTr(G*- - Gf) = 5= Tr (ST
= —IfTr—i- InS(E) . (E.12)

2m1 dE




Anhang F

F.1 Tabelle der periodischen Orbits des gebun-
deﬂen_--Dr_ei—Schei%en—Eiiiards

In Tabelle F.1 sind alle (symmetriereduzierten) primitiven periodischen Orbits
bis zur 10. Ordnung der biniren Symbolsequenzen mit ihren Daten aufgefiihrt.
Das Abstand-Radius—Verhiltnis ist d : r = 2, der Scheibenradius betrigt » = 3.
Diese Orbits wurden mit Hilfe des in Anhang C.2 beschriebenen mehrdimensio-
nalen Newton—Verfahrens berechnet. - '

Die erste Spalte enthélt die Symbolsequenz, die zweite die Multiplizitdt des Or-
bits; die dritte Spalte enthalt ein — oder. +, je nachdem der Orbit eine ungerade
oder gerade A_nza,hl_ von Reflexionen macht!. In der vierten bzw. fiinften Spalte
stehen die Wirkung bzw. Instabilitit. Da der Impulsbetrag konstant und auf 1
normiert ist, ist die Wirkung 5 = [ p dq die Linge der Bahn, die sich dann einfach
als Summe der Abstinde aller aufeinanderfolgender Reflexionspunkie ergibt. Die
Instabilitdt berechnet man durch Iteration der Stablhna,tsmatmx (swne Anhang

C.1) iiber eine Periode und Besmmmung der Eigenwerte.

IDjese Eintrige hingen mit der Phasenkorrektur in der Summe iiber periodische QOrbits
zusammen. Jede Reflexion trigt einen Phasenfaktor exp(—iwx) = —1 bei. Ist v (Maslov-Index)
. die Zahl der Reflexionen des Orbits an den Scheiben, dann betrigt die Phasenkorrektur (—1)".
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Periodische Orbits {gebundenes System, symmetriereduziert)

Symbolsequenz | Mult. | Maslov Wirkung Instabilitat Nr.

i 2 - 0.8038475513 | 2.154700538379E+00 || 2

01 3 1.4358820915 | 4.755368045516E400 || 3

011 3 - 2.0871794224 | 8.416767026944E4-00 4

001 2 - 1.8641631603 | 1.087613167666E--01 5

0001 3 + 2.1428487301 | 2.654306432835E+01 [+ 6

0114 3 + 29743211269 | 2.088628374727E+-01 7

0011 2 + 2.3197620452 | 1.237340109464E4-01 8

00011 3 - 2.4575123787 | 1.639739726844E4+01 || 9
01001 3 - 3.2635564804 | 4.490717389386E+01 (| 10
01111 3 - 3.7431983948 | 4.190900797128E4+01 || 11
00111 6 - 3.3063893318 | 3.859379711490E4+01 || 12
00001 2 - 2.3284502029 | 7.946534701852E+01 §| 13

01011 2 - 3.5716660023 | 4.582249697835E+01 || 1
060001 3 + 2.4575538635 | 1.366076560421E403 || 15
000101 il + 3.4961278439 | 7.499430069042E+01 || 17
000111 3 + 35177273750 | 6.341189799116E4+01 || 18
001011 3 T+ 3.9098653793 | 8.963440412947E+01 §§ 19
010011 3 + 3.9008653793 | 8.063440412947E+01 §| 20
001111 2 + 4.0318198204 | 6.834655204136E+01 | 21
010411 2 + 44219951630 | 1.020454985621E+02 || 22
011111 3 + 45639753342 | 0.410093948666E401 || 23
0000101 3 - 3.6496615410 | 1.124692108085E+02 || 26
0001001 3 - 3.9986505508 | 2.542073790232E4+02 || 27
0000111 6 - 3.6620359421 | £.523118382496E+01 |1 28
0001011 2 - 4.1206808090 | 1.560017794498E+02 || 29
0010011 § - 4.2434616089 | 1.919729338641E+02 § 30
0100011 2 - 41206808090 | 1.560017794498E4-02 || 31
0100101 2 - 4.7080039978 | 2.236037142247E+02 || 32
. 0001111 | -3 - 4.2112894058 | 9.931062527088E+01 || 33
0010511 3 - 47859783173 | 1.998315566430E+02 || 34
0100111 3 - 47859783173 | 1.9983155664309E402 || 35
10101011 3 - 4.9986629486 | 2.094955787442E402 k36
0110011 3 - 44181356430 | 1.065444883812E+02 || 37
0011411 2 - 4.8734064102 | 1.638798363968E4+-02 || 38
0101111 6 - 5.2039170802 | 2.140714438405E+02 || 39
0110111 2 - 5.0748820305 | 1.835172724677E+02 || 40
0111111 3 - 5.3601350784 | 1.984502230207TE+02 || 41
00001111 2 + 4.3331298828 | 1.336531566022E4+02 || 42
00000111 3 + 3.7662110320 | 1.338290806874E+02 ] 43
00011011 6 + 45726881027 | 1.467641790983E+02 || 44
00000101 6 + 3.7584552765 | 1.569646283052E4+02 | 45
00001011 3 + 4.2630147934 | 2.480185640019E4-02 |} 46
01000011 3 + 4.2630147934 | 2.489185640019E+02 || 47
00011111 3 + 5.0683059692 | 2.5307T68842744E4+02 || 48
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Periodische Orbits (gebundenes System, symmetriereduziert)

Symbolsequenz | Mull. | Maslov Wirkung Instabililgt Nr.
00110141 3 -+ 5.2651480675 | 3.102998373622E4+02 || 49
01100111 -3 + 5.3651480675 | 3.102998373622E4+02 50

- 00111111} 6 4 5.6600828171 | 3.340716467466FK+02 51
“oooo0toiti ) -2 + 5.0079669952 | 3.367633927339E+02 || 52
01000111 2 + 5.0079669952 | 3.367633927339E+02 || 53
01101114 2 + 5.8347396851 | 3.566141396132E4-02 54
00101011 2 + 5.3171501160 | 3.694849254170E4+02 || 55
00110101 2 + 5.3171501160 | 3.694849254170E4-02 §| 56
00010013 3 + 4.4489312172 | 3.732005229940E+02 || 57
00100011 3 C 4 4.4489312172 | 3.732805229940E+02 || 58

C 01011011 3 + 5.8654825211 | 3.975057269782E402 59
00010101 3 + 49514212608 | 4.054461680524E4+02 60
C 00101111 3 + 5.5561118126 | 4.153786317735E+02 61
01001111 3 + 5.5561118126 | 4.153786317735E+02 62
01111111 3 + 6.1675863266 | 4.325200599162E4+02 || 63
00100111 | 2 + 5.1835827827 | 4.595987058044E402 64
01011143 | 2 -+ 6.0178794861 | 4.684230632477E402 65
01010111 3 + 5.8553056717 | 4.8025435377TTEH02 || 66
00001001 2 + 41740875244 | 4.812792045533E+02 || 67
00101101 8 + 5.4288191795 | 4.880195253186E-02 68
00100101 3 + %.1319494247 | 5.097471365637TE4+02 69
000001111 -3 - 44211006165 | 1.705609043706E4-02 72

- 000000111 6 - 3.8447189331 | 1.780666376005E4+02 73
000011011 3 - 48789116850 | 1.900824824548E4+02 74
000110011} '8 1 47811174393 | 2.047945415262E4+02 75
- 00000101 | ¢ 3 - 3.8395276070 | 2.081646281607E402 || 76
‘000011111 [ 2 - 5.2012100220 | 3.588715587835E--02 77

. 010000011 2 - 4.3650603294 | 3.733857215121E-4-02 78
000001011 2 - 4.3650603294 | 3.733857215121E402 79

S 011000111 | 2 - 5.5484957695 | 4.682805240133E4-02 80
L ooo1i0i11 | 2 - 5.5484957695 | 4.682805240133E4-02 81
000111111 | -3 - 5.8479957581 | 5.000805532945E+02 || 82
010000111 3 - 5.1583040048 | 5.132526494020E4-02 || 83
000010121 | 8 - 5.1563940048 | 5.132526494020E+02 84
S 001100111 | -2 - 5.6442561150 | 5.159540891560E4+02 || - 85

- 011001111 3 - 6.1041011810 | 5.644622670627E+02 86
001101111 3 - 6.1041011810 | 5.644622670627E+02 87
010100011 3 - | 55149240494 | 5.783222630295E+-02 || 88
000101011 -3 — | 55149240494 | 5.783222630295E-+02 || 89
- 001010011 | 3 - 5.6136560977 | 6.148099772069E+02 i| 90

- 001101011 |- 3] - 5.9300756454 | 6.443136896732E+02 91
- 000010101 2 - 5.1132140160 | 6.626769550670E+02 92
001000011 6 - 45867414474 | 5.838443229938E+02 93
000010011 ] 6 - 45867414474 | 6.838443229938E402 | 94
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Periodische Orbits (gebundenes System, symmetriereduziert)
Symbolsequenz | Mull. .| Maslov Wirkung Instabilitat Nr.
010001111 2 - 57731261253 | 7.054911000534E4+02 || 95
‘000101111 2 - 5.7731261253 | 7.054911000534E+02 || 96
001111111 | -2 - 6.4719781876 | T.409603872560E+02 || 97
010011011 2 - 5.9919137955 | 7.488398025233E+02 || 98
001011011 2 - 5.9919137955 ; 7.488398025233E4+02 || 99
001110313 | 3 - 6.2744770050 { 7.880767157585E4-02 || 100
011011141 | 6 - 6.6602416763 | 8.122668797133E+02 || 101
- 000001001 3 - 4.2967143059 | 8.395827724436E4-02 || 102
‘000100011 2 - 46496467590 | 8.588460770695E4-02 || 103
11104111 2 - 6.7200403214 | 8.845256062421E+02 || 104
001000111 | '3 - 5.4226202965 | 8.936903160019E+02 || 105
000100111 | '3 - 5.4226202965 | 8.936203160019E+02 || 106
001001111 | 2 - 5.9247231483 | 9.041613265794E+02 || 107
“010011111 [ 3 - 6.3756084442 | 9.139160081757E4-02 [} 108
001011111 | 3 - 6.3756084442 | 9.13916008175TE+02 || 109
1010100111 | 6 - 6.2126617432 | 9.167021986122E4-02 § 110
001010111 6 - 6.2126617432 | 9.167021986122E4-02 § 111
011010111 3 - 6.5329723358 | 9.200359671890E+02 | 112
010110111 3 - 6.5329723358 | 9.200359671890E+02 |} 113
011111111 3 - 6.9697704315 | 9.264817413309E-+02 || 114
010001011 | 3 - 56851124763 | 9.537365868205E+02 || 115
010101111 | 3 - 6.6347680092 | 9.950133567880E+-02 || 116
010141111 | 2 - 6.8170213699 | 1.000157838195E4-03 || 117
010010011 | 3 - 5.7775850206 | 1.003003802638E+03 | 118
001001011 | 3 - 5.7775850206 | 1.003003802638E4+03 || 119
010101011 2 - 6.4364676476 | 1.007869346356E+03 || 120
001000101 2 - 5.3858618736 | 1.012471536202E+03 || 121
- 000100101 2 - 5.3858618736 | 1.012471536202E4-03 || 122
" 001010101 3 - 6.1421346664 | 1.050743618618E4-03 || 123
010010111 2 - 6.2712922096 | 1.055093938752E4+03 | 124
000010001 3 - 4.4695081711 | 1.753220668404E+03 || 125
0000001311 2 + 44875469208 | 2.094504735562E4-02 || 128
0000110041 | 2 - + 4.8790035248 | 2.598379207135E+-02 || 129
0000000101 | 6 + 3.9022543430 | 2.657980934370E+02 || 130
0000000111 | 3 + 3.9059078693 | 2.304175709977E402 || 131
0000011011 | 6 4+ 4.7562551498 | 2.355907480320E+02 || 132
0000011114 | ~3 ] -+ 5.2972065240 | 4.788410673796E4-02 || 133
10000001011 | 3 + 4.4416103363 | 5.359525904461E4-02 || 134
0100000011 | -3 S+ 4.4416103363 | 5.359525904461E+02 || 135
Q000110111 | ©3 -+ 5.6738796234 | 6.520249289612E+02 || 136
10110000111 3 + 5.6738796234 | 6.520249289612E+02 || 137
10000111111 | 6 | 4+ 5.9759349823 | 6.905674728501E+02 || 138
0000010111 2 + 5.2623014450 | 7.296440687755E+02 || 139
0100000111 2 + 5.2623014450 | 7.296440687755E+02 | 140
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Periodische Orbits (gebundenes System, symmetriereduziert)

0010001111

Symbolsequenz | Mult. | Maslov Wirkung Instabilitdl Nr.
0001100111 | 3 + 5.8207130432 | 7.699806997887E+02 || 141
0011000111 3 + 5.8207130432 | 7.699806997887E+02 || 142
‘0001101111 2 + 6.2747058868 | 8.095754062581E+02 || 143
‘0110001141 | -2 + 6.2747058868 | 8.085754062581E4-02 || 144
70000101011 | 2 + 5.6487193108 | 8.322609871043E4-02 || 145
‘0101000011 2 + 5.6487183108 | 8.322609871043E+-02 || 146
0011001111 | 6 + 6.3577280045 | 8.621480355952E+02 || 147
‘0011011011 | 2 + 6.5065517426 | 9.003497747720E4+02 || 148
0001010011 2 + 5.7991514206 | 9.260255935054E+-02 || 149
“0010100011 2 + 5.7991514206 | 9.260255935054E+02 || 150
0001101011 3 + 6.0985403061 | 9.392381437785E4+G2 || 151
0000010108 3 + 5.2280020714 | 1.005342475220E+03 || 152
0000101111 3 + 59189062119 | 1.090275924613E+03 j| 153
0100001111 3 + 5.9189062119 | 1.090275924619E+03 || 154
0001111111 3 + 6.6631765366 | 1.126698347556E+03 || 155
0011001011 3 + $.2425355911 | 1.190047889720E-+-03 || 156
0011010011 3 + 6.2425355911 | 1.190047889720E4-03 || 157
0000010011 3 + 4.6851387024 | 1.227815279225E4-03 || 158
0010000011 3 + 4.6851387024 | 1.227815279225E+03 || 159
0001110113 6 + 6.4771013260 | 1.241858850417E+-03 || 160
0001011011 3 + .6.1940574646 | 1.248908335678E4+03 || 161
0100011011 | 3 + 6.1940574646 | 1.248008335678E-403 || 162
~po110111ii | -3 + 6.9385213852 | 1.329696355255E4-03 || 163
0110013488 | 3 -+ 6.9385213852 | 1.329696355255E--03 | 164
Q000001001 | 2 + 4.3870863914 | 1.386705524188E+03 || 165
0001010111 3 + 6.4326601028 | 1.528373368628E4-03 || 166
0101000111 3 + 6.4326601028 | 1.528373368628E+03 || 167
70011101114 3 + 7.0296664238 | 1.5635100706762E+03 || 168
0111001111 3 + 7.0296664238 | 1.535100706762E4-03 || 169
0101100111 2 + 6.8233204487 | 1.545924305497E+03 || 170
0011010111 2 + 6.8233294487 | 1.545924305497TE403 || 171
0001011111 2 + 6.5949926376 | 1.546536889680E4+03 || 172
~0100011111 2 + $.5949926376 | 1.546536889680E+03 || 173
0110110111 3 + 7.1637020648 | 1.556317591216E403 || 174
0000100111 2 + 5.5807638168 | 1.559102192474E+4-03 {| 175
70010000111 2 + 5.5807638168 | 1.559102192474E4+03 || 176
~.0011111311 | 2 + 7.2721060317 | 1.57314404510184-038 | 177
0010011011 3 + 6.3324346542 | 1.590510330469E+03 || 178
0100001011 2 + 5.8535690308 | 1.656370480325E-+-03 || 179
01060110111 6 -+ 6.8558740616 | 1.674454192038E+03 || 180
0110010111 6 + 6.8558740616 | 1.674454192038E+03 || 181
L 0110111111 2 + 7.4535646439 | 1.699567547142E403 || 182
0001001111 3 + 6.1489377022 | 1.724390609858E+03 || 183
3 + £.1489377022 | 1.724390609858E403 | 184
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Periodische Orbits (gebundenes System, symmetriereduziert)

Symbolsequenz | Mult, | Maslov Wirkung Instebilitat N1
00i0i0014ii | 3 + 6.5719857216 | 1.736742185547E+03 || 185
0101011011 [ + 7.0902309418 | 1.791928703644E4-03 || 186
0001001011 6 + 5.9010774231 | 1.797528217801E4+03 || 187
0100100011 6 + | 5.9910774231 | 1.797528217891E4-03 || 188
0010101111 2 + 6.9742027551 | 1.813397066430E4+03 || 189
0101001111 2 + 6.9742927551 | 1.813397066430E+03 || 190
0000100101 { '3 + 5.5530261993 | 1.815075980517E+03 || 191
0010000101 3 + 5.5530261993 | 1.815075980517TE+03 | 192
0010101011 "3 + 6.7592525482 | 1.827936294552E+03 §| 193
~0101010011 3 + 6.7592525482 | 1.827936294552E4+-03 || 194
0001010101 6 + 6.3833470345 | 1.864878247204E+03 § 195
0101101111 3 + 7.3073167801 | 1.880888176015E-403 i 196
0110101111 3 + 7.3073167801 | 1.89088817G015E+03 § 197
0010110111 2 + 6.9004352722 | 1.911203703358E+03 {1 198
“0110100111 2 + 6.9004352722 | 1.911203703358E+03 || 199
0010010011 2 + 6.1029839516 | 1.941338324293E403 || 200
_ 0010111111 3 + 7.1721982956 | 1.944145353099E4+03 || 201
0100111114 3 4 7.1721982956 | 1.944145353099E+03 || 202
0111011441 2 + 7.5389814377 | 1.9701856827138E+03 | 203
0100010111 | 3 + 6.5215707424 | 1.984234391614E+03 || 204
0111141111 3 + T.7743621280 | 2.002371474766E+03 || 205
0001000111 2 -+ 5.8694779396 | 2.000972016171E403 || 206
0010011111 6 + 6.7579250336 | 2.046681281655E+03 || 207

- 0000100011 3 4 4,7837533651 | 2.108251088752E+03 ;f 208
0001000011 -3 + 4.7837533951 | 2.108291088752E-+03 || 209
0101110111 3 + 7.3956365585 | 2.124512511274E+03 i 210

. 0101113411 6 + 7.6230511665 | 2.165850185777E403 §| 211
- 0100101011 3 + 6.8475418091 | 2.172412120993E403 || 212
© 0101001011y 3 + 6.8475418001 | 2.172412120993E4-03 || 213
. 0101011111 '_3'3 + 7.4499764442 | 2.192020769013E+03 || 214
C 0001000101 3 + 5.6436061859 | 2.244361104504E403 || 215
©p100101111 |9 + 7.0572438240 | 2.251366572422E4-03 || 216
0010001011 2 + 6.0478315353 | 2.260699337214E+03 || 217
0100010011 2 + 5.0478315353 | 2.260609337214E+03 || 218
'0010010141 3 + 6.6554250717 | 2.277096131737E403 || 219
- 0100100111 | 3 + 6.6554250717 | 2.277096131737E+03 || 220
1010101011 2 + 7.2917246819 § 2.2906850252324E+03 || 221
0010010101 2 + 6.5746808052 | 2.492329156688E4+03 || 222
0001001001 3 + 5.8636341005 | 2.812283401252E4+03 || 223
0000010001 6 + 45967173576 | 4.193487407663E+03 || 224
R o] 3 C= exist. nicht S 1
7000011 2 + exist. nicht 16

" 0000001 | 2 - exist. nicht 24
0000011 | 3 - exist. nicht 25
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F.2

Periodische Orbits (gebundenes System, symmetriereduziert)

Symbolsequenz | Mulf. | Maslov Wirkung | Instabilitdl Nr.
00000001 3 + exist. nicht 70
00000011 2 + exist. nicht 71

000000001 2 - exist. nicht 126
000000011 3 - exist. nicht 127
0000000001 3 + exist. nicht 225
0000000011 2 + exist. nicht 226

nen Drei—Scheiben—Billards

Tabelle der pericdischen Orbits des offe-

In Tabelle F.2 sind alle (symmetriereduzierten) primitiven periodischen Orbits
des Streusystems bis zur 5. Ordnung der biniren Symbolsequenzen mit ihren Da-

ten aufgefithrt. Das Abstand—Radius—Verhéltnis ist d : 7 = 6, der Scheibenradius

betragt r = 1.

Diese Orbits wurden mit Hilfe des in Anhang C.2 beschriebenen mehrdimensio-

nalen Newton—Verfahrens berechnet. Die Spalteneintrige sind wie in Tabelle F.1.

Periodische Orbits (Streusystem, symmetriereduziert)

Symbolsequenz | Mult. | Maslov | Wirkung | Instabilitat || Ar

BRI ¢ 3 4.00000000 | 9.8989795E+00 1

i 2 - 4.26794919 | 3.7320508E-+00 2

01 3 -+ 8.31652949 | 1.2400480E-+02 3

011 3 - 12.58080774 | 1.4495451E+4-03 4

001 2 - 1232174601 | 1.2405426E+03 5

0001 3 + 16.32227648 | 1.2289260E+04 6

0iit 3 + 16.84907186 | 1.7079019E+-04 7

0011 2 + 16.58524291 | 1.4459976E+04 8

00011 | . 3 - 20.58568967 | 1.4328210E+05 9
01001 3 - 20.63823838 | 1.539257T9E+05 || 10
01111 3 - 91.11699432 | 2.0102473E+-05 || 11
00111 6 - 20.85357151 | 1.7041072E+05 12
00001 2 - 1 20.32233003 | 1.2173384E+05 13
0i011 2 - 14

20.89736939

1.7990195E4-05
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F.3 Tabelle einiger semiklassischer und Quan-

tenresonanzen des offenen Drei—Scheiben—
Billards

In Tabelle F.3 sind einige semiklassisch berechnete und die entsprechenden exak-
ten quantenmechanischen Resonanzen der S—Matrix des offenen Drei-Scheiben—
Billards gegeniibergestellt. Auflerdem ist der euklidische Abstand der semiklassi-
schen und Quantenresonanzen in der k-Ebene aufgefiihrt. Alle diese Resonanzen
gehéren zur A;—Symmetrieklasse. Die Parameter des Billards sind d : r = 6 und
Scheibenradius r = 1.

Die semiklassischen Resonanzen wurden mittels der cycle expansion bis zur 5.
Ordnung in den periodischen Orbits berechnet. Die quantenmechanischen Werte
wurden durch Anwendung der KKR-Methode {11] bestimmt.

Resonanzen der S—Matrix

semiklassisch quantenimnech,

Rek Imk Rek Imk || Abstand
0.758313 | —0.122822 0.69800 | —0.07497 0.07699
2.274277 | -0.133058 || '2.23960 | —0.11880 || 0.03749
3.787876 | —-0.154127 3.76270 | —0.14756 || 0.02602
4.151799 | —-0.665910 4.13165 | —0.61702 || 0.05288

-5.296068 | —0.186786 5.27569 ; —-0.18325 0.02068
6.793643 | -0.229923 6.77669 | —0.22750 || 0.01713
7.225958 | —0.497175 7.21528 | -0.48562 || 0.01573
~8.276403 | —0.277118 8.26114 | —0.27492 || 0.01542
8.780333 | -0.430674 8.77248 | -0.42410 || 0.01024
0.747518 | -0.320909 i} - 9.73452 | -0.31880 § 0.01317
-1 10.344759 | -0.377955 |} 10.33819 | -0.37371 0.00782
11.213127 | —-0.359767 § 11.20210 | -0.35823 || 0.01113
11.913497 | —0.335451 §j 11.90760 | -0.33223 | 0.00672
12.677569 | ~0.395222 || 12.66760 | —0.39467 || 0.00998
13.482545 | —0.296872 j| ' 13.47692 | -0.29412 0.00628
14.143833 | -0.429150 || 14.13370 ; ~0.42883 || 0.01014
15.047264 | —~0.257857 || 15.04170 ; -0.25552 || 0.00603
15.613867 | —0.460963 || 15.60372 | —-0.45928 || 0.01029
16.602554 | —0.218886 || 16.59706 { —0.21700 || 0.00581
16.630416 | —0.730159 || 16.65788 | —0.96417 || 0.23559
17.089706 | —0.484691 || 17.08077 | —0.48157 || 0.00947
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Resonanzen der S—Matrix

semiklassisch quantenmech.

-~ Rek Imk Rek Im#k || Abstand
18.146409 | ~0.184233 || 18.14113 | -0.18281 0.00555
19.680831 | —0.157502 || 19.67565 1 -0.15653 || 0.00529
20.068985 | -0.484990 || 20.06349 | -0.48257 || 0.00600
21.208053 | —0.140308 || 21.20307 | -0.13958 || 0.00504
21.573730 | -0.464397 || 21.56904 | —0.46246 4 0.00507
22.720644 | —-0.132343 || 22.72484 | —0.13187 || 0.00483
23.087265 | —0.436152 || 23.08278 | -0.43453 || 0.00477
24.245864 | -0.133113 || 24.24120 | -0.13284 || 0.00467
24808078 | —-0.403717 || 24.60406 | -0.40205 ¢t 0.00435
25.756042 | —0.141525 (| 25.75156 | -0.14130 {{ 0.00449
26.135482 | -0.369352 || 28.13183 | -0.36786 i 0.00395
27.259231 | -0.155624 (| 27.25478 | —0.15554 | 0.00445
27.669540 | -0.335313 || 27.66613 | —0.33398 || 0.00366
28.755355 | —0.172748 || 28.75097 | -0.17266 || 0.00439
20.209915 | -0.304146 |} 29.20670 | -0.30301 || 0.00341
30.245544 | -0.190635 # 30.24131 | -0.19051 | 0.00424
30.755249 { -0.277728 & 30.75226 | -0.27683 0.00312
31.731475 | -0.208177 §f 31.72740 { -0.20802 0.00408
30.245544 | —0.190635 }| 30.24131 | -0.19051 0.00424
30.755249 | -0.277728 }| 30.75226 | —-0.27683 0.00312
30.245544 | —0.190635 || 30.24131 { -0.19051 0.00424
30.758240 | -0.277728 || 30.75226 | -0.27683 || 0.00312
31.731475 | —0.208177 || 31.72740 | -0.20802 || 0.00408
32.303970 | -0.256557 || 32.30112 | —0.25587 # 0.00293
33.214416 | -0.225087 || 33.21053 | —0.22492 | 0.00389
33.854965 | -0.240082 || 33.85224 | -0.23957 § 0.00277

-36.174697 | —-0.256900 || 36.17111 | -0.25678 || 0.00359
36.961517 | —0.216689 || 36.95905 | —0.21637 || 0.00249
37.653213 | ~0.271504 |[|-37.64973 | -0.27138 {| 0.00349
38.515731 | —0.206927 || 38.51334 | —0.20665 || 0.00241
39.121485 | —0.284487 || 39.12811 | -0.28433 || 0.00338
40.068527 | -0.196752 §| 40.06616 | -0.19651 |} 0.00238
40.610656 | —0.294560 |} 40.60739 | -0.29432 0.00327
41.617309 | ~0.185080 H 41.61496 | —0.18579 || 0.00236
42092758 | —0.299834 y 42.08987 | -0.20050 0.00311
43.159484 | —0.175786 || 43.15714 | -0.17564 || -0.00235
43580825 | —0.298469 || 43.57795 | -0.20804 || . 0.00291
44 693267 | —0.168069 § 44.69000 | -0.16798 || 0.00237
45.078125 | —0.290009 § 45.07550 ; -0.28954 || 0.00267
46.217819 | -0.164287 §| 46.21542 | -0.16424 || 0.00240
46.586441 | -0.275935 J| 46.58404 | —-0.27548 || 0.00244
47.733139 | -0.164608 j| 47.73071 1 -0.16459 §f ©0.00243

| 48.105590 | -0.258819 || 48.10338 | -0.25838 § 0.00226
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Resonanzen der S—Matrix

semiklassisch guantenmech,

Rek Im#k Rek Imk || Abstand
49.240036 | ~0.167995 || 49.23759 | —-0.16799 0.00245
49.634033 | —0.241422 || 4963198 | -0.24102 0.00209
50.740036 | —0.173102 || 50.73759 | -0.17309 0.00245
51.169509 | -0.225962 || 51.16757 | —0.22563 0.00197
52.234863 { -0.176040 || 52.23245 | ~0.17901 0.00241
52709777 | —0.213700 § 52.70792 | —0.21343 06.00188
53.725936 | -0.185431 ] 53.72356 | —0.18538 0.00238
54.253128 | —0.205111 |} 54.25133 | -0.20481 0.00181
55.214218 | —-0.192147 || 55.21180 § -0.19209 0.00232
55.798568 | ~0.200263 || 55.79681 | —0.20013 0.00176
56.700332 | -0.199114 i 56.69807 | —0.1950 0.00225
57.345565 | -0.199058 || 57.34387 | ~0.19899 0.00170
60.444061 | —0.206486 || 60.44247 | -0.20654 0.00159
61.148971 | —0.219945 || 61.14682 | -0.21989 0.00216
61.995727 | -0.213762 u 61.99418 | —0.21385 || 0.00155
62.620318 | —0.225425 || 62.62721 | -0.22534 || 0.00211
63.548431 | —-0.221380 || 63.54602 | -0.22147 0.00151
64.109100 | —0.228434 || 64.10704 | -0.22833 0.00206
65.099838 | -0.227080 || 65.09832 | —0.22718 0.00152
65.580011 | -0.227051 { 65.58801 | -0.22689 0.00201
66.6455623 | —0.229657 || 66.64400 | —-0.22977 0.00153
87.075755 | -0.219745 || 67.07386 | —0.21953 § 0.00191
68.181518 | -0.229615 || 68.17998 | -0.22972 )| 0.00154
68.571228 | -0.207612 §j 68.56047 | -0.20738 0.00177
69.706390 1 —0.227680 {i 69.70483 | —0.22775 0.00157
70.079071 | —0.194410 {| 70.07745 | —-0.19420 0.00163
71.221054 | —0.224300 || 71.21946 | —0.22434 0.00166
71.598373 | —0.183562 || 71.59686 | -0.13340 0.00152
72.727523% | —0.220135 || 72.72590 | -0.22016 0.00163
73.126449 | —0.176558 | 73.12503 | —0.17644 0.00142
T4.227844 | —0.215084 || 74.22620 | —0.21600 0.00165
74.660814 | —0.173572 || 74.65924 | —0.17350 {| -0.00138
75.723617 1 —0.212461 lf 75.72196 | -0.21244 || :0.00166
76.198715 | ~0.174424 || 76.19739 | -0.17438 || 0.00133
77.215942 | —0.209880 j 77.2143Z | -0.20885 $.00163
77.739303 | —0.179050 {{ 77.73800 | —0.17904 || -0.00130
T78.705642 | —0.208329 || 78.70403 | —0.20830 || - 0.00161
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F.4 Tabelle zur Fouriertransformation der

Energiedichte

In der Tabelle F.4 wird die Lage einiger Peaks der Fouriertransformierten der
quantenmechanischen Energiedichte des Systems mit voller Symmetrie mit den
Langen der entsprechenden periodischen Orbits verglichen (siehe auch Abbildung
4.3). Die Symbolsequenzen beziehen sich auf den zugehdrigen symmetriereduzier-
ten Orbit. Das Vorzeichen in der letzten Spalte ist + bzw. —, je nachdem der

Orbit des vollen Systems eine gerade oder ungerade Anzahl von Kollisionen mit

den Scheiben macht.

Fouriertransformation der Energiedichte

Peak | Amplit. || Linge p.o. | Insiab. | Symbolseq. | Multipl. | Maslov
243 -7.94 1 2.41154 | 1.00037TE+01 1 2 -
2.87 11.70 287176 | 2.26134E4+01 01 3 +
332 -18.39 3.30638 | 2.92257TE+01 00111 6 -
3.50 16.58 3.49612 | 5.27TTT9EA400 000101 6 +
3.66 | -14.04 3.66203 | 4.85220E+01 0000111 6 -
3.7 12.26 3.75845 | 2.08932E402 00000101 ] +
3.84 -8.78 3.84471 | 1.78966E402 | 000000111 ] -
4.16 B.81 4.17435 | 7.55131E+01 o011 3 +
425 -11.25 4.24346 | 5.98136E+01 0010011 6 -
431 3.07 4.28569 | 2.67106E4+02 0001 3 +
4.55 261 4.57268 | 1.46764E4-02 00011011 6 +
4.84 2.64 4.82308 | 1.00074E402 21 6 +
521 | -13.57 5.20891 | 1.92752E+02 “0101111 6 -
5.44 9.86 5.42881 | 4.88019E+02 00101101 6 +
5.55 -0.51 5.59248 | 1.48269E4-02 001 2 -
5.67 11.62 5.66008 | 3.34071E+02 00111111 6 +
591 -2.21 5.93007 | 6.44313E4-02 | 001101011 6 -

5.98 16.78 5.07593 | 6.90567E+-02 | 0000111111 6 +
6.21 | -16.84 6.21266 | 9.16702E4-02 | 010100111 6 -
e e 6.21266 | 9.16702E4+02 | 001010111 6 -
6.36 4.49 6.35772 | 8.62148E4-02 | 0011001111 ] +
1 6.49 14.20 6.47710 | 1.24185E+03 | 0001110111 6 +
6.66 -5.55 6.65924 | 8.12266E4-02 | 011011111 6 -
6.73 4.88 6.75792 | 2.04668E4-03 | 0010011111 6 +
6.86 11.46 6.85587 | 1.67445E4+03 | 0100110111 ] +
e e 6.85587 | 1.67445E+03 | 0110010111 6 +
5.98 5.19 6.99225 | 2.78551E+4+01 2+000101 6 +
7.51 19.58 7.51691 | 4.36527E+04 | 2x00000101 6 +
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