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Vorwort

In einem Vorwort darf es erlaubt sein, mit Worten und Bildern zu spielen; darum
dieses:

» Was haben ein Elekiron und ein Basketball gemeinsam?¥ liefle sich halbim Ernst
halb im Scherz fragen. Eine mdgliche Antwort wire: ,,Beide kénnen Gegenstand
einer theoretischen Physik sein.“ Der Unterschied liegt darin, daf nicht beide mit
derselben Theorie beschrieben werden: das Elektron als mikroskopisches Objekt
kann adidquat nur durch die Quantenmechanik erfaBt werden, wohingegen der
Basketball als makroskopisches Objekt zum Beschreibungsfeld der klassischen
Mechanik gehért.

Ist das Beschreibungsfeld der klassischen Mechanik auf den makroskopischen
Bereich beschrinkt, so gilt analoges nicht fiir die Quantenmechanik. Im for-
malen Aufbau der Quanienmechanik ist die klassische Mechanik als Grenzfall
(R — 0) enthalten. Aber auch wenn dies so ist, wird niemand die Idee realisie-
ren wollen oder kénnen, die Bewegung eines Basketballs mittels einer komplexen
Wahrscheinlichkeitsamplitude, dem Werkzeug der Quantenmechanik, zu charak-
terisieren. Das Objekt oder besser: das Modell des Objekts der Beschreibung
legt einen (pragmatisch) sinnvollen theoretischen Ansatz nahe (siche: Ockham’s
1azor).

Der Unterschied zwischen einem Elektron und einem Basketball 1i8t sich je-
doch nicht einzig durch das Begriffspaar makroskopisch/mikroskopisch andeuten.
In einem gewissen Sinne &quivalent dazu ist die Angabe einer charakteristischen
ZeitgroBe, die der jeweiligen Dynamik zugrunde liegt. Die typische Zeitdauer der
Flugbahn eines Basketballs wird sich in Sekunden messen; ein Elektron im Was-
serstoffatom besitzt (bei halbklassischer Beschreibung durch das Bohr-Modell)
eine Umlaufzeit um das Proton von = 1.5 - 107¢ Sekunden!.

Die Zuordnung einer beschreibungsrelevanten Theorie zu einem Objekt wird
jedoch sofort problematisch, sobald das zur Frage erhobene System in seinen
qualitativen Eigenschaften nicht mehr homogen ist, wenn also beispielsweise in-
nerhalb des Gesamtsystems zwei deutlich verschiedene Zeitskalen der inneren Be-
wegung auftreten, oder wenn das Gesamtsystem ans Teilsystemen um GrofBenord-
nungen verschiedener, charakteristischer Massen besteht. Welche Theorie ist also
etwa beschreibungsrelevant {iir die Dynamik eines Elektrons in einem Helium-Gas
[Kali90]? Quantenmechanisch ist das Problem unldsbar, da die Dimension des
Hamiltonoperators proportional zur involvierten (dynamischen) Teilchenzahl ist,
und sich somit im hochdimensionalen Fall eine Wellenfunktion fast nicht einmal
mehr abstrakt denken 155t.

Denkt man sich nun die Helium-Atome als ‘mikroskopische Basketbille’, so
sind wir im obigen Bild (aber nicht auf der gleichen Zeitskala!), wobei die Schwie-

. !Die Bahngeschwindigkeit des Elektrons betrigt dabei ca. 1% der Lichtgeschwindigkeit.
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rigkeit jetzt ist, daff die ‘Basketbélle’ die Gegenwart des Elektrons spiiren und
umgekehrt: es liegt ein wechselwirkendes, dynamisches Gesamtsystem vor. Fafi
man nun die ‘Basketbille’ als Objekt einer klassischen Theorie und das Elek-
tron als Objekt einer quantenmechanischen Theorie auf, so stellt sich die Frage:
,,Lassen sich klassische und Quantenmechanik verbinden?® Zu dieser allgemeinen
Frage versucht diese Arbeit einen kleinen, speziellen Beilrag zu liefern.

Die Verkniipfung einer klassischen Flugbahn (Trajektorie) mit einer quan-
tenmechanischen Wellenfunktion wird in einem Zweileilchenmodell untersucht
(sozusagen ein ‘Elektron’ und ein ‘Basketball’), da in diesem niederdimensiona-
lem Fall auch eine quantenmechanische Beschreibung, d.h eine exakte Losung,
des Gesamtsystems méglich ist. Das zweite liefert den Bewertungsmafistab fiir
das erste. Die speziellen Fragen an das Testmodell werden vorwiegend durch die
Interpretation von Computersimulationen beantwortet, so dafl die erzielten Er-
gebnisse empirisch sind. Fir die allgemeine Frage nach der Verkniipibarkeit von
Trajektorien mit Wellenfunktionen ergeben sich somit hypothetische Aniworten.

Ich danke Prof. G. Eilenberger fiir die Schirmherrschaft iiber diese Arbeit und
fiir seine oft kritischen Fragen, die in mehrfacher Hinsicht Wirkung zeigten.

Betreut wurde meine Arbeit von Dr. John Harris, dem in Worten kaum zu dan-
ken ist. Die thematische Konzeption und eine Vielzahl von Ideen und Anregungen
sind eng mit Thm verkniipft. Ohne seine stindige Bereitschaft zu fachlicher Aus-
einandersetzung und ohne die nicht nachlassenden Richtungshinweise auf ‘the
bottom line’, wire diese Arbeit nicht geschrieben worden. Vor allem aber danke
ich John Harris fiir seine freundschaftliche Art, die mir auch in ‘blue moods’
immer wieder Mut gemacht hat.

Karin und Niels haben gemeinsam mit mir, bzw. ich habe gemeinsam mit
Thnen, die Jiilicher Zeit iiberstanden. Nun sind wir alle reif fiir den Morgenstern-
schen Raben Ralf: , Der Rabe Ralf ruft schaurig: ‘Krah! / Das End ist da! Das
End ist dal’ “.

Mein Dank geht auch an das Forschungszentrum Jilich, das mich iiber die
dreijahrige Dauer dieser Arbeit finanziell als Doktorand gefrdert hat.

Jens Simon
Jilich, im Mérz 1992
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Kapitel 1

Hinleitung

we--und ein Narr wartet auf Antworl."
H. Heine

Ist man mit Iragen der Art konfrontiert: ,Wie vollzieht sich konkret die chemische
Reaktion zwischen zwei Molekiilen?, ,,Was passiert beim Stof} eines Mikroteil-
chens an einer Festkdrperoberfliche?“ oder allgemeiner ,,L.i8t sich die innere Dy-
namik eines quantenmechanischen Systems versiehen?“, so bedeutet dies fiir die
Beantwortung die Untersuchung des Zeitverhaltens derjenigen mathematischen
Grofe, die das vorliegende System zu jedem Zeitpunkt eindeutig charakierisiert.
Verhieite sich das Sysiem klassisch, so wére die den Systemzustand charakteri-
sierende Grdfe ein Punkt im Phasenraum, welcher bei zeitlichen Zustandsénde-
rungen des Systems eine Bahn {Trajektorie} in diesem Raum beschriebe. Ist das
vorliegende System jedoch nur korrekt durch die Quantenmechanik abzubilden,
so wird der Systemzustand nicht mehr durch einen solchen Phasenraumpunkt,
sondern durch eine komplexe Wahrscheinlichkeitsamplitude ¥ (Wellenfunktion)
mathematisch fixiert, und die obigen Fragen lieflen sich beantworten, indem die
Evolution der Wellenfunktion ¥ berechnet wird.

Sind die inneren und &ulleren Wechselwirkungen des Systems bekannt, so ist
diese Kenntnis im Sinne der Quantenmechanik gleichbedeutend damit, daf} der
das System beschreibende Hamiltonoperaior H gegeben ist. Ist weiterhin {iir einen
Anfangszeitpunkt eine Wellenfunktion definiert, so folgt ein zukiinftiger Systemn-
zustand aus der Wirkung des Zeitentwicklungsoperators (Propagator), welcher
operator-funktional von H abhéngig ist, auf den gegebenen Anfangszustand. Der
Propagator transformiert also eine momentane, komplexe Wahrscheinlichkeiisam-
plitude in eine zukiinftige, bzw. bel Zeitinversion in eine vergangene.

Eine Quantendynamik mit Wellenpaketen fiihrt diese Transformation konkret
mitiels Computersimulationen durch, wobei der Begrifl des ‘Wellenpakets’ impli-
zit auch die spezielle Darstellung der Wellenfunktion im Orts- und Impuisranm
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

konnotiert, so dafl eine Wellenpaketdynamik ein fiir die Anschauung direktes Pen-
dant zu einer klassischen Trajektorie im Phasenraum darstellt. Befindet sich die
formale Quantenmechanik auf einer hohen Absiraktionsebene, so wird sie durch
die Wellenpaketdarstellung konkret, sofern Wahrscheinlichkeitsverteilungen sich
derart attribuieren lassen.

Die Dimensionalitdt D des Wellenpakets, also die Anzahl der Variablen bzw.
Freiheitsgrade, richtet sich nach der Anzah! der beteiligten Systemteilchen! N,
der Dimensionalitit d des ein Teilchen einbettenden Raumes, sowie dem Zeitpa-
rameter ¢: 1) = d N + 1. Das zeitabhingige Wellenpaket ist fiir die konkreten
Rechnungen auf einem diskreten Gitler in diesem Raum zu reprisentieren, so
daB sich bei einer mittleren Zahl von N, Gitterpunkten pro I'reiheitsgrad ein
Punktgitter der Machtigkeit (N,)}P ergibt; dies beschrankt die Moglichkeit zu
Computersimulationen mit Wellenpaketen auf kleine Dimensionen D, da das
Ausfithren der Zeitentwicklung dementsprechend einen hohen Bedarf an effek-
tiver Rechnerzeit und Speicherkapazitit erfordert. Vielteilchensysteme sind also
aufgrund dieser Beschrinkungen nicht durch eine Wellenpaketdynamik, die alle
Freiheitsgrade quantenmechanisch beschreibt, zu erfassen.

Die dieser Arbeit zugrunde liegende Frage, wie sie im Vorwort angedeutet
wurde, bezieht sich aunf Systermne, in welchen eine qualitative Unterscheidung der
dynamischen Teilchen in ‘moglicherweise klassisch beschreibbar’ und ‘zwingend
quantenmechanisch zu beschreiben’ von der Anschauung nahegelegt wird. Be-
zeichnet die Abkiirzung ‘QM’ das rein quantenmechanisch beschriebene Gesamt-
system, so ist mit der genannten, qualitativen Unterscheidung eine Separation in
ein quantenmechanisches Subsystem ‘qm’ und ein klassisches Subsystem ‘cl’ ge-
meint; ersies wird iiber eine zeitabhingige Wellenfunktion, zweites iiber klassische
Trajektorien beschrieben. Sind beide Teilsysteme wechselwirkend aufeinander
bezogen?, so stellt sich das Problem, wie die Zeitentwicklung eines Quantenteil-
chens in einer dynamischen, klassischen Umwelt verfolgt werden kann.

In dieser allgemeinen Formulierung ist dieses Problem bis heute nicht gel&st.
Es existieren jedoch theoretische Modellanséize, die unter dem Begriff ‘Quanten-
molekulardynamik’ eine Verkniipfung von klassischen Trajektorien mit quanten-
mechanischen Wellenfunktionen versuchen. Dies spiegelt der auf den ersten Blick
vielleicht absurd® wirkende Titel dieser Arbeit wider.

Eine erste Vergleichsmoglichkeit zwischen einer Trajektorie z4(f) und einer
Wellenfunktion ¥(z,{) kann iiber den Erwartungswert des Ortsoperators erfol-
gen: {z)(1) = (¥|z|¥). Die Bewegungsgleichungen fiir die quantenmechanischen

'Ein Systemteilchen besitzt in der Modellvorstellung keine innere Struktur und ist entspre-
chend als punktformiges Teilchen gedacht.

?Ein Beispiel einer formalen ‘qm-cl'-Separation ist die Einiihrung von Relativ- und Schwer-
punktkoordinaten in einem System, in dem nur die Relativkoordinaten das Potential bestim-
men. Die Bewegung des Massenmittelpunkies, auffafibar als kiassische Grofle, ist in diesem Fall
unabhingig von der inneren Dynamik.

" 3Die Begriffe ‘Quantendynamik’ und ‘Trajektorie’ sind normalerweise nicht widerspruchsfrei
gemeinsem zu verwenden.
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Erwartungswerte ergeben sich dabei aus dem Ehrenfest-Theorem. Fiir den Fall,
daB sich das z-Teilchen hichstens in einem Potential vom Grade 2 bewegt, fallen
die Ehrenfestgleichungen mit den klassischen Hamiltongleichungen zusammen,
und (z)() ist mit z4({) identisch®. D.h. beispielsweise, daB8 der Schwerpunkt
eines beliebigen Wellenpakets in einem harmonischen Potential sich wie ein klas-
sisches Pendel verhilt. Fiir ein beliebiges Potential kann die Ersetzung der Eh-
renfestgleichungen durch die Newtonsche Bewegungsgleichung eine gute Nihe-
rung darstellen, sofern das Wellenpaket ¥ in seiner Ausdehnung so beschrénkt
ist, dafl es zu jeder Zeii nur ein Potential zweiten Grades ‘spiirt’, d.h. eine
Taylorentwicklung des Potentials um den momentanen Ortserwartungswert bis
zur zweiten Ordnung keinen allzu groflen Fehler macht. Damit ist eine relative
Aussage getroffen, die sowohl die Form des Potentials als die Strukiur des Wel-
lenpakets miteinbezieht. Eben dies ist die formale Rechtfertigung der intuitiven
Annahme, dafl beispielsweise fiir den im Vorwort genannten Fall eines Elektrons
in einem Helium-Gas, sich die Helium-Atome wie klassische Teilchen verhalten:
aufgrund ihrer im Vergleich zum Elektron viel hoheren Masse, werden die sie
charakterisierenden Wellenpakete eine sehr kleine Ortsunschirfe besitzen, womit
die Newton- Approximation der Ehrenfestgleichungen verniinftig und zweckmiflig
erscheint.

Dieses Argument geniigt jedoch nicht, um die Bewegungsgleichungen fiir das
Gesamtsystern ‘gm-cl’ aufzustellen, da die explizite Form der wirkenden Kréfte
vom ‘cl’-Subsystem auf das ‘gm’-Subsystem und umgekehrt sich hieraus nicht er-
gibt. Setzt man jedoch zusétzlich zu den geringen Unschérfen des ‘cl-Subsystems
ein adiabatisches Verhalten des ‘am’-Subsystems voraus, so ist die auf das klas-
sische Subsystem wirkende Kraft gerade der Erwartungswert des Gradienten der
adiabatischen Energiefliche. Der Begriff der Adiabatizitit’ meint dabei {olgen-
des: Vernachiissigt man die Dynamik des ‘ci’-Subsystems, so wird durch die
Konfiguration der klassischen Teilchen ein zeitunabhingiges Gesamtpotential fiir
das Quantenteilchen definiert. Die Energiceigenfunkiionen in diesem Gesamtpo-
tential konnen als Darsteliungsbasis des Wellenpakets verstanden werden. Lafit
man nun eine Dynamik des ‘cl’-Subsystems zu, so wird diese Energiebasis zeit-
abhéngig. Gilt fiir das Wellenpaket, dafl es bis auf einen Phasenfaktor stets mit
ein und derselben Energieeigenfunktion identisch ist, so verhilt sich das Quan-
tensystem adiabatisch®. In diesem adiabatischen Limes folgt das Quantensystem
unmittelbar jeden Bewegungen des klassischen Systems und jeder klassische Frei-
heitsgrad kann iiber eine Trajektorie beschrieben werden.

Man betritt weitgehend unerforschtes Gebiet, sobald man sich von diesem

iz.(t) ist dabei die Lsung der zum quantenmechanischen Hamiltonoperator korrespondie-
renden, klassischen Hamiltongleichung.

5Tm Normealall wird der adiabatische Limes eine lokale Grundzustandsdynamik kennzeich-
nen; fiir jede momentane Konfiguration der klassischen Teilchen ist die Aufenthaltswahrschein-
lichkeitsdichte des Quantensystems mit der derjenigen identisch, die die Fnergiegrundzustands-
funktion im Gesamtpotential mit den momentan fixierten, klassischen Koordinaten besiizt,
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4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

adiabatischen Limes entfernt. Nichi-adiabatisches Verhalten bedeutet dabei, dafl
die Wellenfunktion des Quantensystems sich in eine nicht-zeitkonstante Mischung
von lokalen Energiecigenfunktionen entwickelt. An der Dynamik sind somit min-
destens zwei adiabatische Energieflichen beteiligt und die Kraftbeziehung auf
die klassischen Teilchen ist wieder eine unbekannte Gréfle, da die einfache Erwar-
tungswertbildung wie im adiabatischen Fall nicht mehr ableitbar ist.

Die ersten Ideen zur Behandlung nicht-adiabatischer Dynamiken im Rahmen
eines ‘qgm-cl’-Modells stammen von Tully und Preston aus dem Jahr 1971 [Tull71].
Der wesentliche Punkt ist dabei die axiomatische Einfiihrung stochastischer Ele-
mente: die Kraftwirkung auf die klassischen Teilchen soll zwar zu jeder Zeit durch
eine Energiefliche gegeben sein, aber im Laufe der Zeitentwicklung kann diese
Energiefliche und damit die wirkende Kraftfunktion gewechselt werden. Diese
Wechsel (oder Spriinge) geschehen stochastisch nach Mafigabe der Gestalt der
jeweiligen Wellenfunktion, so daf die Gesamidynamik durch einen bedingten Zu-
fallsprozef} gesteuert wird. Die Einfihrung eines derartigen Zufallsmechanismus
hat zur Folge, daB nicht mehr ein einzelnes ‘qm-ci’-System, sondern ein ganzes
Ensemble identischer Systeme (aber nicht identischet Dynamiken) zu propagieren
1st.

Die Einfithrung eines stochastischen Prinzips zur Beschreibung nicht-
adiabatischer Dynamiken ist ein heuristischer Versuch: es ist keine mathema-
tisch strenge Ableitung bekannt. Es sind mehr physikalisch intuitive Argumente,
die den stochastischen Verfahren zugrunde liegen (wodurch ihr dsthetischer Reiz
Jedoch kaum geschmaélert wird).

Die vorliegende Arbeit zielt auf diese stochastischen Verfahren. Zum einen
wird ein modifiziertes Schema vorgeschlagen, welches eine direkte Anwendung
einer Wellenpaketdynamik fiir das ‘qm’-Subsystem gestattet und eine, im Ge-
gensatz zu Tully, direktere Verkniipfung zwischen Trajektorie und Wellenpaket
herstellt, indem die stochastische Wahl einer Krafifunktion als eine Art ‘innerer
MeBprozef’ interpretiert wird: das Ergebnis dieses MeBprozesses fithrt zu einer
‘Reduktion des Wellenpakets’.

An einem Zweiteilchen-Modellsystem wird kritisch untersucht, ob, und wenn
ja, in welchen Grenzen die stochastischen Quantenmolekulardynamiken nicht-
adiabatische Effekte abbilden kénnen. (Die Beschrinkung auf ein Zweiteilchen-
system als Testfall ist dabei durch die Anwendbarkeit einer quantenmechanischen
Wellenpaketdynamik gegeben.) Diese Arbeit ist somit primér methodisch orien-
tiert, wodurch sich der folgende, logische Aufbau erklirt:

Kapitel 2 rezipiert zwei Verfahren einer Wellenpaket-Propagation: die Split-
Operator Technik und die Chebychev-Entwicklung. Erstes ist methodisch ein
Vielschrittverfahren. Aufeiner feinen Diskretisierung der Zeitachse ergibt sich der
Zustand zur Zeit (241) durch Propagation des Zustands zur Zeit ¢, so dafl das Ver-
fahren prinzipiell rekursiv ist. Die Split-Operator-Methode approximiert nun den
1-Schritt-Propagator durch ein Produkt von Exponentialoperatoren, die jeweils
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rein potentialartig bzw. rein impulsartig sind, so daf ein stindiger Darstellungs-
wechsel, vom Orts- in den Impulsraum und umgekehrt, die Operatorwirkungen
auf reine Multiplikationen beschrinkt. Im Gegensatz dazu kann die Chebychev-
Entwicklung auf einen Propagator mit beliebigem Zeitschritt angewendet werden,
sofern der zugrunde liegende Hamiltonoperator zeitunabhéngig ist. Bei diesem
Verfahren erscheint der Zeitentwicklungsoperator als eine Summe iiber Produkte
aus zeitabhingigen Besselfunktionen und komplexen Chebychev-Polynomen, die
als Operatorfunktionen des Hamiltonoperators zu verstehen sind.

Diese approximativen Darstellungen des Systempropagators sind ‘numerisch
exakt’ in dem Sinne, dafl der Fehlerterm kontrolliert beeinflufit werden kann:
bei der Split-Operator-Methode durch eine Verringerung des Zeitschritts, bei
der Chebychev-Methode durch eine Erweiterung der Entwicklung zu hoéheren
Chebychev-Polynomen. Fiir das erste Verfahren ergibt sich ein integraler Fehler-
term, der mit dem Quadrat des Zeitschritts geht; die Genauigkeit der Chebychev-
Entwicklung ist aufgrund des Grenzverhaltens der Besselfunktionen exponentiell
mit der Anzahi der Summanden der Entwicklung verkniipft, so daf} sich diese bis
hin zur Rechnergenaunigkeit steigern 148t. Beide Verfahren gestatten die metho-
disch einfache Bestimmung von Energieeigenfunktionen des zugrundeliegenden
Hamiltonoperators durch imaginére Zeitpropagation. Alle Simulationen einer
Quantendynamik innerhalb dieser Arbeit sind mit jeweils einer dieser beiden Me-
thoden durchgefiihrt worden, wobei die Split-Operator-Technik aufgrund ihrer
einfachen mathematischen Strukiur sich als (pragmatisch) flexibler erwies, so
dafl ihr oft der Vorzug gegeben wurde.

Kapitel 3 stellt das Zweiteilchen-Modell vor, das als Testfall fiir die stocha-
stischen Quanten-Moleknlar-Dynamiken benutzt wird. Es wird ein sich in einem
Doppelmuidenpotential bewegendes Teilchen gewihlt, welches an einen harmo-
nischen Oszillator angekoppeli ist. Die Dynamik des Doppelmuldenteilchens ist
durch einen Tunnelprozef} durch die definierte Potentialbarriere bestimmt, so daf§
seine Zustandsénderungen nur quantenmechanisch interpretierbar sind; der ange-
koppelte, harmonische Oszillator hingegen legt fiir gewisse Parameterbereiche die
Anschauung eines klassischen Teilchens nahe. Dies wird den Ausgangspunki fiir
eine ‘gm-cl™-Separation in den folgenden Kapiteln liefern. Um einerseits die ‘Phy-
sik’ in diesem System zu verstehen und um andererseits ‘Relerenzergebnisse’ fiir
die halbklassischen Methoden bereitzustellen, werden unier Variation der Sy-
stemparameter eine Vielzahl von ‘numerisch exakien’ Wellenpaketpropagatio-
nen in diesem System durchgefithrt und interpretiert. Es ergeben sich sowohl
lokalisierungs- als delokalisierungsartige Effekte fiir beide beteiligte Systemteil-
chen, die tendenziell mit adiabatischem bzw. nicht-adiabatischem Verhalten des
Tunnelteilchens zusammenhingen, so daf ein breites Spektrum fiir ‘Fragen’ an
die stochastischen Methoden geliefert wird.

Kapitel 4 fiithrt dann zum zweiten Teil des im Titel dieser Arbeit genann-
ten: zu Quantendynamiken mit Wellenpaketen und Trajektorien. Zun#chst
wird das 1-Trajektorienschema einer Quantenmolekulardynamik fiir den adia-
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6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

batischen Limes aus dem Born-Oppenheimer-Ansatz [Born27] und der Newton-
Approximation der Ehrenfestgleichungen abgeleitet, bevor die Grundideen der
stochastischen QMD f{iir den nicht-adiabatischen Fall vorgestellt werden. Als er-
stes werden die Ansitze Tullys dargestellt, da sie den ersten AnstoB fiir alles
weitere bedeuteten. Durch die Ideen Tullys angeregt, wird sodann ein modifi-
ziertes Verfahren vorgeschlagen, welches zunichst aus der Frage entstanden ist,
ob nicht eine methodische Vereinfachung (in Verbindung mit einer theoretischen
Verallgemeinerung) erzielt werden kann, indem das Quantensystem statt in ei-
ner lokalen Energiebasis direkt als Wellenpaket im Ortsraum beschrieben wird.
Weitere Verdnderungen des Tullyschen Ansatzes ergaben sich fast zwangsliufig,
von denen vor allem die Interpretation der Kopplung als Ergebnis eines ‘inneren
Mefiprozesses’ zu nennen ist. Um deutlich zu machen, dafl die stochastischen
Verfahren heuristische Versuche sind, werden sie als Quantum-Molecular-Games
(QMG) bezeichnet. In diesem Sinne stellt Kapitel 4 also die ‘Spielregeln’ dieser
Verfahren vor.

Nach diesem, die methodischen Ansiize theoretisch formulierenden Kapitel
4, werden in Kapitel 5 die stochastischen Verfahren in Computersimulationen
aufl das Zweiteilchen-Modell des dritten Kapitels angewendet. Es wird durch
eine breite Wahl von Parameterkonstellationen versucht, eine méglichst aussa-
gekriftige Menge an ‘empirischem Material’ zu erhalten, so daB sich gestiitzte
Hypothesen iiber die allgemeine Frage nach der Anwendbarkeit (und nach den
Grenzen der Anwendbarkeit) der QMG formulieren lassen. Es wird sich heraus-
stellen, dafi innerhalb des Tunnelteilchen-Oszillator-‘Spielmodells’ viele dynami-
sche Prozesse quantitativ und teilweise auch qualitativ nicht durch die QMG
reproduziert werden. Die empirischen Schlufifolgerungen und die aus ihnen ge-
zogenen Hypothesen werden dies kritisch betonen, wodurch sich die Frage nach
der Anwendbarkeit der QMG auf die Dynamik eines Quantenteilchens in einem
klassischen Medium eines Ensembles von Teilchen neu stellt.

Da der Aufbau der Arbeit sich nach der Uberlegung richtet: ,Zuerst das si-
chere Ufer, dann der Sprung ins kalte Wasser”, kann die Lesereihenfolge auch
selektiv gedndert werden. Ist man lediglich am physikalischen Phinomen des
Tunnelprozeses interessiert, so gibt dariiber das Kapitel 3 - im Rahmen des Test-
modells - Auskunft. Will man sich hingegen nur mit den theoretischen Ansitzen
emer Quantendynamik mit Wellenpaketen und mit einer Quantendynamik mit
Wellenpaketen und Trajektorien auseinandersetzen, so konnen die Kapitel 2 &
4 gelesen werden. Wer sich nur auf Beitrige zu den halbklassischen Methoden
der QMD / QMG konzentrieren will, dem gibt Kapitel 4 eine Darstellung der
theoretischen Ansétze und die Kapitel 3 & 5 im direkien Vergleich eine gewissen
Menge an empirischen Ergebnissen fiir das ausgewihlte ‘Spielmodeli’.
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(apitel 2

Wellenpaket-Methoden

M. C. Escher

Ein klassisches System kann - unter idealisierten Bedingungen - zu einem gewis-
sen Zeitpunkt dadurch vollsténdig charakierisiert werden, daf fiir jedes beteiligte
Systemteilchen sein Ort und Impuls angegeben ist. Bei bekannter Wechselwir-
kung zwischen den Teilchen ermdglichen die klassischen Bewegungsgleichungen im
Prinzip sodann die Bestimmung jedes zukiinftigen Systemzustandes. In diesem
Sinn ist das Objekt einer klassischen Theorie die das Systemverhalten beschrei-
bende Trajektorie im Phasenraum.

Analog dazu ist das Objeki einer quantenmechanischen Theorie eine zeit-
abhingige, komplexe Wahrscheinlichkeitsamplitude ¥ (=Wellenfunktion); ist ein
System, d.h. ein Hamiltonoperator H, und ein momentaner Systemzustand durch
eine Wellenfunktion ¥, gegeben, so folgt das evolutionére Systemverhalten aus
der zeitabhéngigen Schrédingergleichung (A = 1):

5 :
ia'ﬁf =HY (2.1)

Beide Theorien machen damit zuverliissige Aussagen iiber die Zeitentwicklung

ihrer Objekte; in diesemn (und nur in diesem) Sinne, sind beide Theorien determi-

nistisch. -

Will man nun die Dynamik eines Quantensystems auf mikrophysikalischer
Zeitskala verfolgen, so bedeutet dies, die zeitabhéngige Schrédingergleichung un-
ter ‘der Voraussetzung einer bekannten Startwellenfunktion zu l6sen. Aus der

7

LECET

TR

TR

g




8 KAPITEL 2. WELLENPAKET-METHODEN

Kenntnis der zeitabhingigen Wellenfunktion lassen sich dann alle an das System
stellbare Fragen beantworten. In diesemn Kapitel werden zwei der existierenden
Methoden zur direkten Propagation von Wellenfunktionen in der Ortsraumdar-
stellung (=Wellenpakete) vorgestellt. Allen Wellenpaket-Methoden liegt dabei
eine Diskretisierung des Ortsraumes {und entsprechend: des Impulsraumes) zu-
grunde, so daf ein Wellenpaket auf diesen Gittern zu reprisentieren ist. Das Stu-
dieren von Wellenpaket-Dynamiken bedeutet somit das Durchfithren von Com-
putersimulationen. Da diese durch die verfligharen Rechnerkapazititen begrenzt
sind, miissen die Verfahren maximal effizient sein, umn sie praktisch anwenden zu
kénnen.

Die formale Losung der Schrédingergleichung (2.1) lautet (mit 1" als Zeitord-
nungsoperator):

B() = U(, o) U(to) = T exp (—i / Car H(i’)) (1) (2.2)

Alle Wellenpaket-Methoden versuchen nun eine Naherungsdarstellung des quan-
tenmechanischen Zeiteniwicklungsoperators U (%,1,), wobei die Fehler dieser Ap-
proximationen kontrollierbar, d.h. methodisch bis auf einen beliebig kleinen Wert
reduzierbar sein sollen. In diesem Sinne kénnen die Wellenpaket-Methoden als
numerisch exakte Verfahren bezeichnet werden.

Ist man an der konkreten zeitlichen Entwicklung eines Wellenpakets vom
Startzeitpunkt 4o bis zu einer Zeit 1., interessiert, so ist die Lésung der Schridin-
gergleichung auf einem in {ty, 1,] zu definierendem Zeitgitter gesucht. Liefert die
Simulation nun das Wellenpaket auf diesem Zeitgitter, so kann die Dynamik des
Systems direkt im Ortsraum verfolgt werden; in dieser Mdglichkeit zur Visualisie-
rung liegt ein nicht zu unterschitzender Aspekt der Methode: Anschauung und
Interpretation kénnen sich gegenseitig ergénzen.

Die beiden nun vorzustellenden Propagationsschemata sind das Split-
Operator Verfahren und die Chebychev-Methode. Ersteres basiert konzeptionell
auf einer Diskretisierung der Zeitachse und ist somit ein Vielschrittverfahren, da
das momentane Wellenpaket iterativ aus dem jeweils vorhergehenden Zustand
ermittelt wird.! Die Chebychev-Methode dagegen ist prinzipiell sowohl als Viel-
wie als Einschrittverfahren anwendbar, d.h. es besteht die Maglichkeit, direkt
aus dem Anfangszustand ¥(iy) den Endzustand ¥({.,) zu ermitteln, ohne auf
Zwischenzustinde bezug zu nehmen.?

Jedes Propagationsverfahren beinhaltet zwangsléufig die Anwendung einer
Operatorfunktion des Hamiltonoperators auf einen gegebenen Zustand; da Wel-

'Ob die ‘Beobachtungsmenge', d.h. die Menge an Zeitpunkten, an denen das Wellenpaket
konkret in der Ortsraumdarstellung abgespeichert wird, dieser methodischen Diskretisierung der
Zeitachse gleichgesetzt wird, oder ob die ‘Beobachtungsmenge’ ein gréber geteiltes Zeitgitter
meint, hat Einflul auf die bendtigte Rechnerzeit; s.u.

2Beide Naherungsansiize sind zusammen mit weiteren (‘second order differencing’, Lanczos-
Verfahren} in einer Arbeit von Leforestier et al. [Lef91} vergleichend gegeniibergestelit.
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2.1. SPLIT-OPERATOR 9

lenfunktionen in der Ortsraumdarstellung benutzt werden, bedeuten Potential-
terme reine Multiplikationen. In der Impulsraumdarstellung gilt eben dies fiir
rein impulsartige Operatoren. Sowohl im Split-Operator- Verfahren wie in der
Chebychev-Methode sind die wirkenden Operatorfunktionen so, dafl dies aus-
genutzt werden kann. Dazu wird das Wellenpaket durch zwischengeschaltete
Fouriertransformationen sowohl in der Orts- wie in der Impulsraumdarstellung
verwendet. Praktisch itberhaupt méglich wird dies durch die Anwendung der dis-
kreten, schnellen Fouriertransformation FFT [Cool85, Coch67, Brig74], die die
Anzahl der Multiplikationen pro Fouriertransformation (bei N Gitterpunkten)
von N2 auf N In (W) reduziert. Trotz dieses ‘fast linearen’ Verhaltens mit der
Anzahl der Stiitzstellen kénnen Wellenpaket-Methoden aber nur auf Quantensy-
steme geringer Dimension angewendet werden; die Moglichkeiten der Anwendung
sind durch die Moglichkeiten der Computeranlagen gesetzt.

2.1 Split-Operator

Der Zeitentwicklungsoperator in seiner allgemeinen Form (2.2) geht fiir zeitun-
abhingige Systeme in eine einfache Exponentialdarstellung tiber:

U(t, 1) = exp(—i1 H (I —1p)); H zeitunabhingig (2.3)

Betrachtet man den Propagator lediglich auf einem kieinen Zeitintervall Aé, so ist
die Exponentialform (2.3) auch fiir zeitabhingige Hamiltonoperatoren anwend-
bar, sofern der Zeitschritt nur hinreichend klein gegen die kleinste, charakteristi-
sche Zeitgrofle im System gewdhlt ist. Eine Propagation um eine beliebige Zeit
t wird dann durch das Hintereinanderschalten von Ai-Propagatoren U, (AL, ;)
erzielt:

Nt i—1
Ult,to) = [T Ul(n+1) At +1o, ndi+10); N = Ai"

n=0

€N (2.4)

Un(At. tg)

Die Split-Operator (SPO) Methode bezieht sich auf die approximative Dar-
stellung eines solchen, exponentiellen A{-Propagators. Die Idee dabei ist, den
At-Propagator in ein Produkt mehrerer Exponentialoperatoren zu zerlegen, die
einzeln in Hintereinanderschaltung direkt auf die Wellenfunktion angewendet wer-
den kdnnen. Der durch diese Faktorisierung entstandene Fehler soll dabei durch
die Wahl des Zeitschritts kontrollierbar sein. Ein sinnvoller Versuch einer solchen
approximativen Darstellung des Propagators ist dann gegeben, wenn sich der Ha-
miltonoperator H des Systems in eine Summe zweier Operatoren zerlegen 18fit,
wobel der eine rein potentialartig, der andere rein impulsartig ist, also etwa auf
Systeme der Form # =T + V, mit T als kinetischem Energieoperator und V als
Potentialoperator des Gesamtsystems. Die denkbar einfachste Zerlegung wiére:

et (THVIAL o —iT At~V AL | o(A1?) (2.5)
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10 KAPITEL 2. WELLENPAKET-METHODEN

In diesem Fall wéren alle Kommutatoren zwischen 7" und V' unberiicksichtigt, also
auch bereits Kommutatoren 2.0rdnung, woraus der notierte Fehlerterm resultiert.
Eine wesentliche Verbesserung 1aft sich erzielen, wenn eine symimetrische Zerle-
gung angestrebt wird: eine solche ist zuerst von Fleck, Morris und Feit [Flec76] in
Bezug auf Probleme der Elektrodynamik und spiter von Feit, Fleck und Steiger
{Feit82] fiir den quantenmechanischen Zeitentwicklungsoperator aufgestellt wor-
den (vgl. auch [Feit84]). Die symmetrische Zerlegung, die den Propagator der
SPO-Methode definiert, lautet:

e-—:’(T-%—V)At — e—a’TAtjE e-—-iVAf e—-iTAt,Iz + O(/_\ﬁ3) (2.6)

Zunéchst mufl Rechenschaft iiber den Fehlerterm in (2.8) abgegeben werden. Die-
ser Fehlerterm ergibt sich direkt aus dem Baker-Hausdorff-Theorem (siche etwa

[Pec66]):

(2.7)
mit C= A+ B+ 1/2[4, B+ 1/12{[A, B], B]+ 1/12{B, A}, A} + ...
Wendet man dieses Theorem zweimal auf die rechie Seite in (2.8) an, so ergibt
sich ein fithrender Fehlerterm, der mit der dritten Potenz des Zeitschritts geht:

Fehlerspo = ;—im-” ([T, V], T + 2V] + O(Atl?) (2.8)

Summiert {iber ein Propagationsintervall ergibt sich somil ein Fehler der Zeit-
entwicklung proportional zur Linge des Propagationsintervalls und proportional
zum Quadrat des Zeitschritts O(A#?), so dafl eine Verkleinerung des Zeitschritis
die Qualitit der Approximation (2.6) verbessert.

Die Produkizerlegung des Ai-Propagators in der obigen Form (2.6} geht ge-
nuin auf die oben zitierten Autoren zuriick. Fs sind jedoch auch mathematische
Verallgemeinerungen zum Problem der ‘Faktorisierbarkeit’ von Exponentialope-
ratoren durcngefiihrt worden [Suz76, Suz77], die eine systematische Entwickiung
eines Operators der Form exp(A + B) nach steigender Kommutatorordnung
zwischen 4 und B gestatten, und eine Verallgemeinerung der Trotier-Formel
lim,,.o[exp(A/n) exp(B/n)]" = exp(A + B) [Trot59] darstellen. Konkrete An-
wendungen auf den Fall des quantenmechanischen Propagators sind bei de Raedt
[Rae83, Rae87] zu finden, wobei de Raedt ebenfalls von ‘symmetrischen Zerlegun-
gen’ ausgeht, die jeweils eine Verbesserung der Approximation um eine Ordnung
im Zeitschritt bedeuten (vgl. (2.5) vs. (2.8)). Aufgrund dieser Maglichkeit zur
Verallgemeinerung des SPO-Ansatzes wird (2.8) hiufig auch als eine Approxi-
mation zweiter Ordnung der Trotter-Formel bezeichnet, was aber lediglich eine
nachtrigliche Nomenklatur darstellt.

Die konkrete Anwendung des Propagators (2.6) auf einen gegebenen Zustand
¥ erfolgt nun durch zwischengeschaltete Fouriertransformationen F (F™! F = 1):

' F—l (F 6-—-:’TAt/2 F—l) F e—-iVAt i (F e-s'TAt/? F—I) Fy (29)

S

diagonal diagonal
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2.2. CHEBYCHEV-ENTWICKLUNG i1

Dieser standige Darstellungswechsel vom Orts- in den Impulsraum und umgekehrt
bewirkt dabei, daB stets nur diagonale Operatoren, d.h. nur reine Multiplikatio-
nen auszufithren sind. Es sind somit also vier Fouriertransformationen pro Zeit-
schritt nstig, wenn Start- und Zielwellenfunktion im Ortsranm dargestellt sein sol-
len. Bine Hintereinanderschaltung der einzelnen Af-Propagationen halbiert dabei
die Anzahl der n&tigen Fouriertransformationen, sofern die Wellenfunktion micht
nach jedem Zeitschritt in ihrer Orisdarstellung abgefragt wird. Ist man nur an
dem Wellenpaket nach einer Propagation um N Af interessiert, so betrégt die An-
zah)] der auszufithrenden Fouriertransformationen dafiir 2(N —1)+4 = 2(N +1).
Die Vorziige eines solchen Verlahrens fiir additive Hamiltonoperatoren (d.h. ohne
Mischterme von Ort und Impuls) liegen auf der Hand: es liefert bei minima-
lem Programmieraufwand ‘exakte’ Ergebnisse, sofern der Zeitschritt hinreichend
klein gewshlt wird. Die Norm der Wellenfunktion bleibt dabei prinzipiell durch
die Unitaritiat des SPO-Propagators streng erhalten® Eine weitere Forderung an
den Zeitschritt ergibt sich durch die fiir die Dynamik benétigte Bandbreite im
Energieraum, da die Diskretisierungseinheit der Zeitachse ein Periodizitétsinter-
vall im Energieraum festlegt; beide sind reziprok proportional zueinander (siche:
[Feit82]). Um aus der Autokorrelationsfunktion (¥(0)|¥(?)) das Energiespekirum
des Wellenpakets zu ermitteln, ist ein maximaler Zeitschritt durch den maximalen
Energieeigenwert (mit nicht verschwindendem Gewicht innerhalb der Dynamik)
gegeben.

2.2 Chebychev-Entwickliung

Das im letzten Abschnitt vorgestellte Split-Operator Verfahren basiert auf der
Approximation einer Ai-Propagation durch ein Produkt von Exponentialoperato-
ren, wobei der Zeitschritt At hinreichend klein zu wéhlen ist (siehe (2.8)}, um eine
vorher definierte Genauigkeitsschranke nicht zu iiberschreiten. Die SPO-Methode
ist somit - bereits vom Ansatz her - ein Vielschrittverfahren. Fiir zeitunabhéngige
Hamiltonoperatoren existiert alternativ zur SPO-Methode ein Einschritiverfah-
ren der Propagation, das von Tal-Ezer und Kosloff [Tal84, Kos86] eingefiihrt
wurde. Dieses Verfahren basiert auf der Eniwicklung des ‘globalen’ Propaga-
tors U(£,0) = exp(—iHi) nach komplexen Chebychev-Polynomen. Die Wahl
von Chebychev-Polynomen griindet sich dabei aufihre Eigenschaft, den kleinsien
maximalen Fehler der Approximation relativ zu allen anderen Polynomentwick-
lungen zu besitzen (der Fehler ist iiber den Definitionsbereich gleichverteilt), so
daf eine Chebychev-Entwicklung in diesem Sinne eine optimale Approximation

3Empirisch ist festzustellen, dafl diese Unitaritdt des Propagators nicht fiir beliebig grofie
Zeitschritte gegeben ist {unabhingig davon, daf dann der SPO-Propagator auch keine gute
_Approximation des Zeitentwicklungsoperators mehr darstellt); in alien Testsimulationen an
analytisch 16sbaren Potentialen (spezielle Doppelmulde; Morse-Potential} wurde eine kritische
ZeitschrittgrdBe gefunden, bei der die Normverletzung der Wellenfunktion abrupt ginsetzt; eine
‘befriedigende Antwort auf dieses technische Problem ist mir nicht bekanat.
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12 KAPITEL 2. WELLENPAKET-METHODEN

darstellt.
Die komplexen Chebychev-Polynome @, sind iiber die reellen Chebychev-

Polynome T, wie folgt definieri [Tal84]:

,(2) & (=) -:— €[-1,1] (2.10)
Sollen diese Polynome nun als Operatorfunktionen aufgefaBt werden, so muf} der
Definitionsbereich des Operators durch Translation und Streckung demn Defini-
tionsbereich der komplexen Chebychev-Polynome angepafit werden. Bei einer
Abbildung der zeitabhingigen Schrédingergleichung auf ein diskretes, endliches
Ortsraumgitter (und dementsprechendes Gitter im Impulsraum) ist dies stets
mdoglich, da nun die Eigenwerte des Hamiltonoperators prinzipiell durch die Dis-
kretisierung und die Endlichkeit der R8ume beschriankt sind.

Ist fiir die Ortsraumkoordinate # des Systems ein Definitionsbereich der
Linge L und Gitterpunktabstand Az gegeben, so ist das Periodizititsintervall
im Impulsraum (Koordinate g) bereits durch die diskrete Fouriertransformation
festgelegt: Die Lange des Intervalls betrégt 2x/Az und der Gitterpunktabstand
Ag = 2m/L. Auf dem Gitter existiert somit eine maximal magliche Impulsgrofie.
Wihlt man den Definitionsbereich im Fourierraum symmetrisch um den Null-
punkt, so ist die kinetische Energie T eines Vielteilchensystems (mit Massen m;)
auf einem derartigen Gitier nach oben beschrinkt durch:

2
Trnez = z m

t

(2.11)

Eine Abschétzung des maximalen Energiebereichs AE,, der auf dem Gitter rea-
lisiert sein kann, ist damit gegeben durch:

AEg = Tmaz + I/s'n.azz - Ifmiﬂ (212)
=5 —FE._.

Damit kann nun der Operator H ‘normiert’ werden, so da® alle seine auf dem
Gitter moglichen Eigenwerte in [~1, 1] liegen:

2 AE
Hypprn = —er (H - ( g Em,-n)) 2,
ap \T g (2.13)

Setzt man dies in den Zeitentwicklungsoperator ein, so ergibt sich

= e(”"(%ﬁiw min) ) (Fittnorn 2524) (2.14)

—iHE

Der zweite Faktor in (2.14) wird nun nach komplexen Chebychev-Polynomen
entwickelt: .

N
exp (-—z‘b",wm%t) ~3 a ( AE%) B, (=i Hrorm) (2.15)




2.3. IMAGINARE ZEITPROPAGATION 13

Aus der Orthogonalititsrelation der Chebychev-Polynome ergeben sich die Koef-
fizienten a, dieser Entwicklung zu Besselfunktionen 1. Gattung J.:

ag(‘f') = JD(‘T)
(2.16)

a.(7) = 2J.(7); n=1,23,...

Interessant fiir die praktische Anwendung wird die so erzielte Chebychev-
Entwicklung des globalen Propagators durch zwei Umsténde. Erstens kann mit
diesern Verfahren eine Genauigkeit der Propagation erzieit werden, die nur durch
die aufl dem jeweiligen Rechner verfiigbare Genauigkeit beschrinkt ist. Dies re-
sultiert aus dem exponentiellen Abfall der Besselfunktion J,(7) wenn n > 7; die
Summation in (2.15) braucht daher nur bis zu einem Wert von N ausgefiihrt wer-
den, der geringfiigig grofler als AE,1/2 ist. Eine Verbesserung der Genauigkeit
ist somit nicht nur iber eine Verkleinerung des Propagationsschritts {, sondern
auch iber eine Erhohung der Entwicklungsordnung N gegeben. Zweitens gilt fiir
die komplexen Chebychev-Polynome eine dem Reellen® analoge Rekussionsbezie-
hung:

@0 = T
&.(Q) = Q (2.17)
B,11(R) = 200,(2) + Doy (D)

Die Anwendung dieser Rekursionsbeziehung 1st der einzig praktikable Weg, die
Propagation auszufithren, da nun die Operatorwirkung im sukzessiven Anwenden
von —tH,erm aufl die Wellenfunktion des vorherigen Iterationsschrittes besteht,
so daf} hier wieder die schnelle Fouriertransformation angewendet werden kann.
Anzumerken ist noch, daf}, obwohl der Chebychev-Propagator im Gegensatz zum
Split-Operator nicht unitér ist, die Normerhaltung der Wellenfunktion aufgrund
der exponentiellen Genauigkeit des Verfahrens kein Problem darstelit.

2.3 Imaginfre Zeitpropagation

Neben der Propagation eines Systemzustandes zwischen zwei Zeitmarken ge-
statten die vorgestellten Wellenpaket-Dynamiken noch eine zweite Anwendung,
némlich die Ermittlung von Eigenwerten und Eigenvekioren eines gegebenen Ha-
miltonoperators H. Dies wird deutlich, wenn man sich die Wirkung des Operators
exp(—Hr), T € IR, auf einen beliebigen Zustand ¥ betrachtet. Bildet {x,} die
Menge der Eigenvektoren von H, so kann der Zustand ¥ in dieser Energiebasis

“Fiir die reellen Chebychev-Polynome gilt die Rekursion: T,41(z) = 22 To{z) — Th_1(x); die
Vorzeichenénderung in der komplexen Rekursionsformel rihrt vor den i-Potenzen her; siche
(2.10).
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14 KAPITEL 2. WELLENPAKET-METHODEN

(gedanklich) dargestellt werden:

T=> ax (2.18)
v=0

Bezeichnet {F,} die entsprechende Menge von Eigenwerten von H, so projiziert
die Anwendung von exp (—H7) auf den Zustand ¥ im Limes grofler Zeiten gerade
die Grundzustandsfunktion x bis auf einen Normierungsfaktor heraus:

eH Y = 3 gy, =3 ae Py,
p=0

p=0

= e oo+ 3 astooBy, | (2.19)
=]

Ist der Grundzustand des Systems nicht entartet, d.h. Yo > 1: E, > Fy, so

verschwindet fiir 7 — oo die Summe in der geschweiften Klammer von (2.19):
Ji_{ﬂ e HTy = e 5755y, (2.20}

Der Operator exp (—H7) geht aus dem Zeitentwicklungsoperator exp (—iH1?) des

Systems durch die formale Ersetzung ¢ v —ir hervor; daher wird das Verfahren

als imagindre Zeitpropagation bezeichnet.

Durch eine derartige Substitution in der Zeitvariablen erhilt man sowohl
fiir das SPO- wie das Chebychev-Verfahren zwei konkrete Méglichkeiten, den
Operator exp (—H 7} zu realisieren. Beim Chebychev-Verfahren setzt man dabei
zunichst wieder die Definition der komplexen Chebychev-Polynorne ein, wodurch
sich die Summanden in (2.15) zu J,(AE2/2) "7 {(~H,orm) ergeben. Durch
die Variablensubstitution erhilt man sodann die modifizierien Besselfunktionen
1. At 1.

z"‘Jn(AEgi) - (—Afgz'r)

2
= (1) J, (AE%) =1, (AEQT) (2.21)
2 2
Fiir die Split-Operator Methode ist die Variablensubstitution direki méglich.
Durch die imaginédre Zeitpropagation erhélt man die Grundzustandswellen-
funkfion des Systems gewichtet mit dem entsprechenden Entwicklungskoeffizien-
ten innerhalb der Wellenfunktion ¥ und gewichtet mit dem Exponentialfaktor
exp (—For). Um die Norm des so ermittelien Zustands fiir grofle Zeiten 7 nicht
gegen Null (B > 0) bzw. oo (£ < 0) gehen zu lassen, ist die imaginére Zeit-
propagation als Vielschrittverfahren anzuwenden, wobei nach jedem Propagati-
onsschritt Ar eine Normierung der Wellenfunkiion durchgefithrt werden kann;
indiziert man diese Wellenfunktionen nach den propagierten Zeitschritten A7, so
148t sich das Schema iferativ schreiben:

¥
(affm)____z‘._; n=20,1,2,... (2.22
I )
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2.3. IMAGINARE ZEITPROPAGATION 15

Auf diese Weise erhilt man die Grundzustandsenergie aus:

—In||¥
By = lim Ml

n—=co T

(2.23)

Dieses Verfahren der imaginiren Zeitpropagation 148t sich fortsetzen, um auch
niedrige Anregungszustinde des Systems zu ermitteln. Dazu ist lediglich als
Startfunktion der zum ermittelten Grundzustand xo orthogonale Anteil zu be-

nutzen: .
U =¥ —{x|¥) xo (2.24)

Nun liefert die imaginire Zeitpropagation den ersten Anregungszustand des Sy-
stemns; wiederholt man danach die Orthogonalisierung und wendet exp (—H7)
erneut an, erhilt man den zweiten Anregungszustand usw. Da dieses Verfah-
ren allerdings numerisch sehr empfindlich ist, wird man diese lteration nicht be-
liebig fortsetzen konnen. Kleine Fehler in der Bestimmung des jeweils in der
‘Testfunktion’ enthaltenen, energetisch tiefsten Zustands pflanzen sich durch die
Tteration fort; gelingt die Orthogonalisierung jedoch nicht volisténdig, so wird
die imaginire Zeitpropagation wieder die vorherige Eigenfunktion ergeben (das
Verfahren projiziert auf den energetisch kleinsten Zustand solange dieser ein nicht-
verschwindendes Gewicht in der Testfunktion besitzt).

Der Vorteil der imagindren Zeitpropagation {zumindest fiir niedrige Eigen-
wert / Eigenvektor-Paare) im Gegensatz zu Basisentwicklungen mit Matrixdia-
gonalisierung liegt zum einen an der einfachen Handhabkarkeit des Verfahrens
(bei der SPO-Methode braucht der Computercode iiberhaupt nicht geéndert zu
werden) und zum anderen an der Effizienz des Verfahrens, welche durch eine
giinstige Wahl! der jeweiligen ‘Testfunkiion’ beeinfluflit werden kann. Dies wird
fiir die Simulationen der stochastischen Quanten-Molekular-Dynamiken des Ka-
pitels § zur Bestimmung des lokalen Grundzustandes ausgenutzt.
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Kapitel 3

Tunnel-Dynamik

»vie wir in diesen Tunnel geraten sind, weif} ich
nicht [...] Nichts beweist, daff am Tunnel etwas
nicht in Ordnung ist, aufler natiirlich, daB er nicht
aufhore.”

F. Dirrenmatt: ‘Der Tunnel’

Stellt man sich ein durch ein Wellenpakei beschriebenes, quantenmechanisches
Teilchen in einer Potentiallandschaft mit mehr als einem relativen Potentialmi-
nimuin vor, so wird dieses Teilchen, wenn es zu einer gewissen Zeit in einer der
Potentialmulden lokalisierbar ist, einen Ortswechsel mit einer von Null verschie-
denen Wahischeinlichkeit i.A. auch vornehmen, wenn seine Energie im klassischen
Sinne nicht ausreichte, die trennende Potentialbarriere zum nachsten Minimum
zu liberwinden: das Quantenteilchen tunnelt durch die Barriere. Ein solcher
ProzeB ist damit, da ein Ubergang von einem klassisch moglichen Bewegungs-
bereich in einen anderen iiber einen klassisch verbotenen Weg beschrieben wird,
paradigmatisch fiir die ‘Philosophie’ der Quantenmechanik.

Der Begriff ‘Tunneln’ in seinem allgemeinsten Bedeutungsumfang bezeichnet
das ‘Durchdringen eines Potentialwalles’; wird jedoch spezifizieri in welcher Re-
lation Anfangs- und Endzustand des Wellenpakets zueinander stehen, kann eine
Begriffszerlegung sinnvoll sein. Oft wird unter “Tunneln’ im engeren Sinn der
ﬁbergang von einem metastabil gebundenen Zustand ins Kontinuum verstanden
(Beispiel: o-Zerfall'); der Ubergang von einem gebundenen Zustand in einen
anderen hingegen als ‘Kohirenz’ (Beispiel: ‘inverse resonance of the ammonia
molecule’, siche z.B. [Merz61]).2

Das betrachteie Beispielsystem dieses Kapitels ist ein sich in einem Doppel-
muldenpotential bewegendes Teilchen {im weiieren siets als Tunnelteilchen be-

'Dije ersten Versuche zur Erklirung des a-Zerfalls eines instabilen Atomkerns mittels des
quantenmechanischen Tunneleffekts stanumen von G. Gamow aus dem Jahr 1928 [Gam?28).

Diese Begrifflichkeiten sind jedoch in der Literatur micht eindeutig und man findet etwa
aunch die Umschreibungen ‘tanneling’, ‘hopping’ und ‘coherence’ fiir Prozesse in rein gebundenen
Systemen|[Raz88]. ' ' ' '
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3.1. MOTIVATION DES TUNNELTEILCHEN-OSZILLATOR-MODELLS 11

zeichnet), welches potentialartig an einen harmonischen Oszillator angekoppelt
wird. Beide Teilchen werden iiber je eine 1-dimensionale Ortskoordinate be-
schrieben, so daf} ein zweidimensionales Gesamtsystem vorliegt. Abbildung 3.1
gibt die Potentiale schematisch wieder.

harmonischer Oszillotor

/

Kopphing

Doppeimuldenpotential

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung von Tunnel- & Oszillatorpotential.

Nach der oben angesprochenen Begriffszerlegung miifite das in diesemn Kapitel
behandelte Modell ‘Koh&renz-Oszillator-Modell” genannt werden; da jedoch keine
Verwechslungen in dieser Arbeit moglich sind (Kontinuumszustinde werden nicht
behandelt) und da der “Tunnel’-Begriff den sprachlichen Vorteil besitzt, aul einem
Verbstamm zu beruhen, wird im folgenden stets von ‘Tunneln’ gesprochen werden.

3.1 Motivation des Tunnelteilchen-Oszillator-
Modells

Im Hinblick auf das Ziel dieser Arbeit stellt sich das ‘Tunnelteilchen-Oszillator-
Modell’ (TOM} methodisch sinnvoll insofern dar, da ein Modellsystem als Test{all
fiir eine siochastische, quantenmolekulardynamische Propagation gesucht ist.
Die Uberlegung ist die folgende: Gesucht wird ein Modellsystem, das einerseits
so ‘komplex’ ist, daB es aussagekriftige Ergebnisse iiber die Propagationsschie-
madta zuldflt, und das andererseits so ‘einfach’ ist, daB es durch eine ‘numerisch
exakte’ Computersimulation beschrieben werden kann, um einen Bewertungsma$-
stab fiir jedwede Approximation festzulegen. Da jede Varietat eines QMD-artigen
Verfahrens eine Separation in zwei Teilsysteme ‘gm’ und ‘cl’ {(siehe: Einleitung)
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18 KAPITEL 3. TUNNEL-DYNAMIK

voraussetzt, muf} ein gewihltes Testmodell mindestens einen spezifisch quanten-
mechanischen Aspekt besitzen, der klassisch nicht beschreibbar ist; andernfalls
wire die aus dem Modell zu ziehende Informationsmenge leer. Weiterhin wird
verlangt, dafl das quantenmechanische System einer anzunehmenden Wirklichkeit
moglichst nahe kommt, also keine kiinstliche Vereinfachung darstellt, die u.U. we-
seutliche Phinomene ausklammert. Aus diesem Grund soll etwa nicht bereits im
Ansatz ein 2-Niveau-System gewshlt werden; vielmehr soll der einbettende Hil-
bertraum des ‘gm’-Subsystems nicht dimensionsbeschrinkt sein - dies schlief3t
nicht den Spezialfall aus, dafl eine konkrete Dynamik in gewissen Parameterbe-
reichen sich moglicherweise aufl eine 2-Niveau-Dynamik in guter Approximation
reduzieren liefe. Die Idee, fiir das quantenmechanische System ein Teilchen zu
wihlen, welches sich in einem Doppelmuldenpotential bewegt, so dafl die prinzipi-
elle Bewegungscharakteristik ein Tunnelprozef} durch die definierte Potentialbar-
riere ist, erfiillt die Forderung nach einem spezifisch quantenmechanischen Effekt,
fiir den es kein klassisches Analogon gibt. Eine einfache Realisierung hierfiir ist,
ein stets gebundenes Teilchen in einer 1-dimensionalen Bewegung zu studieren.

Dieses Tunnelteilchen soll nun als Teil eines iibergeordneten Systems verstan-
den werden, wobei im Rahmen der Wellenpaket-Simulationen das dann vor-
liegende Gesamtsystem vollsténdig quantenmechanisch beschrieben wird (siche
Kap. 3.3); weiterthin soll jedoch im Rahmen der Wellenpaket-Trajektorien-
Verkniipfungen (Kap. 4 & 5) die ‘Umwelt’ des Tunnelteilchens kiassisch behan-
delt und dies mit den ‘numerisch exakten’ Propagationen verglichen werden. Die
‘exakte’ Quantenpropagation erfordert dabei eine kleine Dimension des Gesamt-
systems und die quanten-klassische Propagation eine zumindest im Prinzip denk-
bare Beschreibbarkeit der ‘Umwelt’ iiber Trajektorien. Beispielsweise schliefien
beide Anspriiche zusammen die Untersuchung zweier miteinander verkoppelter
Tunnelteilchen aus, wenn die betrachieten Systemenergien unterhalb der Barrie-
renhShen liegen. Eine maglichst einfache Wahl fiir die vorliegende Situation legt
einen 1-dimensionalen harmonischen Oszillator nahe. Dieser ist potentialartig mit
dem ‘gm’-Tunnelsystem zu verkoppeln. Ohne diese Kopplung lieferte eine Tra-
jektorienbeschreibung des Oszillators exakie Ergebnisse fiir den Ortserwartungs-
wert eines sich im harmonischen Potentials bewegenden Wellenpakets, da die
Ehrenfesi-Gleichungen in diesem Fall mit den klassischen Newton-Gleichungen
formal identisch sind. Durch einen Kopplungsterm geht diese Eigenschaft der
Ehrenfest-Gleichungen verloren, so dafi einerseits die Wirkung des angekoppelten
Tunnelteilchens auf eine klassische Trajektorienbeschreibung und andererseits die
Wirkung des angekoppelten Oszillators auf den Tunnelprozeff untersucht werden
kann.

Das System ‘Tunnelteilchen + Oszillator’ ist neben diesen methodischen
Uberlegungen auch aus anderen Griinden nicht uninteressant. Zur Beschrei-
bung chemischer Reaktionsprozesse dient dieses System oft als einfaches Be-
schreibungsmodell: das Tunnelteilchen bildet die ‘Reaktionskoordinate’ ab (zwei
mbgliche Zusténde) und der harmonische Oszillator bzw. die Menge von har-
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3.2. BESCHREIBUNG DES HAMILTON-OPERATORS 19

monischen Oszillatoren das umgebende Reaktionsmedium (das ‘Bad’) {siehe z.B.
[Mak87a, Mak87b], [Chr81] oder auch [Kot88]). Dariiber hinaus bietet ein Dop-
pelmuldenpotential eine allgemeine, vereinfachende Beschreibungsgrundlage fiir
ein beliebiges System, daB zwischen zwei relativ siabilen Zustinden pendeln
kann (siehe etwa [Cha86]); in diesem Sinne finden sich Tunnelteilchen-Oszillator-
Modelle in vielen Feldern der Chemie und Physik wieder® Von einer ‘physika-
lischen Relevanz’ dieses Modells wird aber im weiteren nicht gesprochen wes-
den. Fiir diese Arbeit ist TOM ein ‘Spielmodell’; an dem die Moglichkeiten einer
halbklassischen Beschreibung durch eine Quanten-Molekular-Dynamik getestet

werden.

3.2 Beschreibung des Hamilton-Operators

3.2.1 Die analytische Form des Operators

Als analytische Form des Doppelmuldenpotentials (Abbildung 3.2) wurde
gewihlt (im folgenden beziehen sich z-8hnliche Koordinaten stets auf das ‘g’
Subsystem):

2 4
_ Mzl 2 5 x

V(&) = k.
+a) = 0 Vi
k. a?
8
wo = k. fm,
by a?
8
&
o X
T
G

I Y TR | P e

Abbildung 3.2: Symmetrisches Doppelmuldenpotential des ‘qm’-Subsystems

3System-Bad’-Modelle bilden auch den Ausgangspunkt zur mikrophysikalischen Beschrei-
bung dissipativer Effekte; fiir ein 2-Niveau-System angekoppelt an ein *harmonisches Bad' siche
' [Legg87); fiir einen ‘System-Oszillator’ gekoppelt an ‘Bad-Oszillatoren’ siehe [Ull686].




20 KAPITEL 3. TUNNEL-DYNAMIK

Um die Parameterbezeichnungen fiir das ‘cI™-System einzufiihren, gibt fol-
gende Formel den Hamilton-Operator des Oszillators an (im folgenden bezichen
sich y-artige Koordinaten stets auf die ‘Umwelt’ des Tunnelteilchens). In ei-
ner reinen Teiichenvorstellung entspricht y dabei der Relativkoordinate zweier
harmonisch verbundener Einzelteilchen. Deren Schwerpunkisbewegung ist nicht
mitaufgefiihrt.

1 8% myw?
Y oazyZ (32)

T Tam, 8 T 2
Beide Teilsysteme werden nun iiber ein Kopplungspotential miteinander verbun-
den, das innerhalb des Modells in seiner funktionalen Form frei gewihlt werden
kann. Fiir die durchgefithrten Computersimulationen wurde diese Kopplung bili-
near in den Ortskoordinaten gesetzt und ein vom Kopplungsparameter abhingi-
ges Zusatzpotential in = addiert (‘Renormalisierungs™Potential; iiber die Wirkung
dieses Terms gibt das Unterkapitel 3.2.3 Auskunft).

2

— ¢ 2 :
Vc(:ﬂ, y) =czy+ W z (3.3)

a8z

Die Parameter in diesem so definierten Gesamtsystem (insgesamt sechs) sind so-
mit die beiden Teilchenmassen m, (Tunnelteilchen) und m, {(Oszillator), c als
Kopplungsstérke, die Doppelmuldenparameter a (Ort der Minima) und wy {Fre-
quenz eines in diesen Minima schwingenden Teilchens bei harmonischer Aproxi-
mation) sowie letzilich die Oszillatorirequenz w,,,. Diese Anzahl frei-wihibarer
Parameter 148t sich auf drei reduzieren, indem durch einfache Variablentrans-
formationen im Ort (z,y) und in der Zeit () dimensionslose Koordinaten zur
Beschreibung des Systems eingefiihrt werden (% = 1):

T Malig T

¥y — VMyWesz ¥ (34)

t — wyt
Mit den Abkiirzungen
wOSZ
Wrat =
2]
swpa’
D = Rt o (3.5)
8 Wy
c

iy
i

3/2
e My Wy~ \/Wosz

ergibt sich die 3-parametrige, zeitabhiingige Schrédingergleichung in dimensions-
losen Koordinaten, die der Einfachheit halber wiederum mit z, y und ¢ bezeichnet
werden, zu:

3@($3 yai) 1 62 Wyl 62 1 9 1 4
Y =S\ 202 T ez TP Yan®
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3.2. BESCHRFEIBUNG DES HAMILTON-OPERATORS 21

2

W el
+

2

y? + ey + wz) U(z,3,t) (3.6)
2 Wrel
Man sieht, daf man zu diesem dimensionslosen Hamilton-Operator durch folgende

Parametersetzungen formal gelangt:
my=1 wy=1 a=+V8D

my =1 w,g wy=w,e ¢c=¢
Energien werden also in Einheiten von wp gemessen, die Zeit dazu reziprok in
Einheiten 1/wp und die Ortskoordinaten relativ zum +/2-fachen der ‘minimalen
Ortsunschérfen’ in den Potentialminima: Approximiert man ein Potentialmini-
murm parabolisch, so ist die ‘minimale Ortsunschérie’ durch das Gaufipaket de-
finiert, welches den Energieerwartungswert{ in dieser Approximation minimiert,
d.h. durch die Grundzustandsfunktion des harmonischen Osziilators.

3.2.2 Ungestdrtes Tunneln im Doppelmuldenpotential

Bei fehlender Kopplung (¢ = 0) wird der Propagator des Gesamtsystems eine
zur Zeit { = 0 definierte Produktstartfunktion in eine fiir alle Zeiten separierbare
Wellenfunktion entwickeln:

U(z,y,t =0) = V,(0)¥,(0)
b=0= Vi: O(z,yt)=T,0)7,() (3.7)

Folgt der Ortserwartungswert (y) des Wellenpakets ¥, (1) stets einer {iber die
Ehrenfestgleichungen wohldefinierten Trajekiorie, die zeitperiodisch mit

27
= 3.8
wOSZ ( )

tosz

ist, so gilt dies nichit fiir den z-Oriserwartungswert, da die Ehrenfestgleichung auf-
grund des z*-Terms (siche (3.1)) keine geschlossene Differentialgleichung hierfiir
definiert.

ma (3) = — (U,V/]T,) = — (—mzwg/Z (e) + 2t (¢E|$3|xpz)) (3.9)

Fir die Dynamik innerhalb des Doppelmuldenpotentials ist jedoch eine charakte-
ristische Zeitskala durch einen idealen, harmonischen Tunnelprozefl definiert, bei
welchem sich die Startwellenfunktion gleichgewichtig linearkombiniert aus den
beiden tiefsten Energiecigenfunktionen ¢ und ¢; ergibt:

(=0 = —(h(a) 2 4i(2)
= V() = —\;3 (qbg exp it + ¢, exp_ie“) (3.10)
mit H.p,=e,é,; v € INg (3.11)
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22 : KAPITEL 3. TUNNEL-DYNAMIK

Diese Wellenfunktion ¥,(t) pendelt nach Mafigabe der Tunnelzeit
2

€; =~ £p

(3.12)

itunnel -

streng harmonisch (bis auf einen unmafigeblichen Phasenfaktor) in der Zeit
tiunnet /2 zwischen den Zustinden ¢, + ¢; und ¢y — ¢, (Abbildung 3.3).

N

Abbildung 3.3: Idealer Tunnelproze: Momentaufnahmen von |9 [3(t) fiir t = 0,
t= itunnel/4 und ¢ = ttunnel/z-

Die Energieaufspaltung der Niveaus » = 0 und » = 1 ist direkt verkoppelt mit
einer ‘Durchidssigkeit’ der Barriere. Mit wachsender Barrierenhohe nimmt diese
Aufspaltung hin zu einer Entartung der Niveaus ab und die Tunnelwahrschein-
lichkeit geht entsprechend asymptotisch gegen Null.

Die Semantik der Begriffsdefinition “Tunnelzeit’ in der obigen Form basiert auf
der Vorstellung, daf} die Energieaufspaltung der Niveaus klein gegeniiber dem
Abstand eneigetisch verschiedener Niveaus im Entartungsfall ist, d.h. daf die
Niveaus im Doppelmuldenpotential paarweise mit relativ groBem Energieabstand
zum néchsten Niveaupaar auftreten. Bei sehr kleinen Barrierenhéhe ist diese
Annahme nicht mehr erfiillt: im Grenzfail D < e1{eq) existiert kein Tunnelprozef
mehr.

Abbildung 3.4 zeigi die Abhiingigkeit der Energieniveaus v = 0,1, 2,3 von der
Barrierenhohe D.

Der Grenzwert der Entartungsenergien fiir die beiden tiefsten Niveaus ent-
spricht approximativ der normierten Nullpunktsenergie des harmonischen Oszil-

lators (= 0.5), den jede einzelne Potentialmulde in Naherung darstellt (genauer:
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TRETEAE
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Barriere D

Abbildung 3.4: Energieniveaus im Doppelmuldenpotential als Funkiion der Bar-
rierenhéhe; gestrichelt: Barrierenhdhe D.

die Energie entspricht dem arithmetischen Mittelwert zweier identischer Oszil-
latoren beziiglich der beiden Potentialmulden]). Fiir die htheren Energieniveaus
gilt dieses Grenzverhalten zum harmonischen Oszillator weit weniger, da die pa-
rabolische Potentialndherung nur in der Nihe der Minima anzuwenden ist; fiir
die hoheren Niveaus ist auch das Potentialverhalten in gewisser Entfernung von
den Minima wesentlich, und dieses geht asymptotisch gegen ~ z*.

Oberhalb einer gewissen Barrierenhdhe {d; in Abbildung 3.4) macht die obige
Definition einer Tunnelzeit Sinn. Diese charakteristische Zeit bleibt maBgebend
fiir die Bewegung der Wellenfunktion, wenn zwar nicht eine Linearkombination
der tiefsten Eigenfunktiionen, aber doch ein in einem der Minima lokalisiertes
Wellenpaket als Startgrofe gewdhlt wird: Der Uberlapp einer solchen Funktion,
z.B. eines GauBlpakets, mit ¢y und ¢, wird stets sehr grof} sein.

Qualitativ gilt das hier Gesagte fiir beliebige Doppelmuldenpotentiale. Einen
Uberblick zu einer Vielzahl von Potentialformen mit Niherungsansétzen fiir deren
Lasung geben Razavy und Pimpale [Raz88]. Eine ausfithrliche Beschreibung eines
stiickweise parabolischen Potentials, das bis auf das Auftreten transzendenter
Gleichungen analytisch I&sbar ist, findet sich bei Merzbacher [Merz61].

3.2.3 Das ‘Renormalisierungs’-Potential

Der im Kopplungspotential Gleichung (3.3) bzw. (3.6) definierte Zusatzterm ~ z?
wurde in einer Arbeit von Caldeira und Leggett [Cald83] eingefiihrt, in welcher
sic der Frage nachgehen, wie sich Dissipation auf den quantenmechanischen Tun-
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24 KAPITEL 3. TUNNEL-DYNAMIK

nelprozefl (im engeren Sinne, s.0.} auswirkt. Fiir den speziellen Fall, daf die
‘Umwelt’ des Tunnelteilchens aus harmonischen Oszillatoren besteht, die bilinear
an dieses angekoppelt sind, hat dieser ‘Renormalisierungs™Term die in Gleichung
(3.3) angegebene Form.*

Die Wirkung dieses Terms wird deutlich, wenn man sich die Potentialstruktur
néher betrachtet. Durch dieses zusétzliche Potential bleiben die z-Koordinaten
und der Potentialwert in den Minima unabhingig von der Kopplung, so da8

(Zominy Yrmin) = (:&\/@,:; ¢ @) (3.13)

Wrel

Ve:  V{(Zminy Ymin) =0 (3.14)

Mit wachsender Kopplung ¢ werden die Minima also innerhalb der z-y-Ebene par-
allel zur y-Achse verschoben (Abbildung 3.5), wobei die effektive Barrierenhihe
Degs = V(0,0) — V{(Zmin, ¥min) unverindert bleibt.

Orte der Minima

|
%
t
/
/

Vel ~
Orte der Minima

Abbiidung 3.5: Orte der Potentialminima in Abhéngigkeit von der Kopplung é.

Definierte man das Gesamtpotential ohne diesen Renormalisierungs-Term, so
ligen die z-Werte der Minima bei :}:\/ (1/2 4+ é%/w,) 16D und die Potentialwerte
in diesen Minima wiirden um den Betrag 41 (6% /wrar) (14 6%/ w,q) vermindert, so
daf das System seine potentielle Energie durch die Kopplung absenker kénnte.
Dieser Effekt wird durch das Renormalisierungs-Potential gerade verhindert. For-

mal erhélt man die analytische Form des Zusatzpotentials (d:er V,), indem man

“Bei einer etwas allgemeineren Kopplung der Art F (z)y wilre der Renormalisierungs-Term
~ F{z)%
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3.2. BESCHREIBUNG DES HAMILTON-OPERATORS 25

das (nicht-renormierte) Gesamtpotential bei festgehaltener y-Koordinate ymin als
Funktion von z notiert; es ergibt sich dann die Form eines effektiven Potentials:
V, — V,. Aufgrund dieser Konstruktion, die im Rahmen einer Quantenmole-
kulardynamik typisch ist, wird dieses Potential auch ‘adiabatisches Potential’
genannt (siehe: Kap. 4).

Eine andere Sichtweise zum Renormalisierungs-Potential ergibt sich, wenn
man formal die z- Koordinate als Parameter betrachtet: dann liegt ein ‘displaced
harmonic oscillator’ vor, dessen Energiecigenwerte neben der konstanten Verschie-
bung um V, um den Wert V, abgesenkt werden. Diese Energiecabsenkung wird
durch das Zusatzpotential also gerade kompensiert.

Die Wirkung des kopplungsabhiéngigen Zusatzpotentials in z, die man als
Energie-Renormalisierung [Cald83] bezeichnen kénnte, liegt darin, dafl die typi-
schen Frequenzen und dementsprechend die typischen Zeitskalen im System - im
Sinne einer adiabatischen N&herung - nicht durch die Kopplung beeinfluit werden.
Aus pragmatischer Sicht bedeutet dies, dafl gewisse Eigenschaften des Systems bei
Parameiervariation erhalten bleiben und somit mogliche Interpretationsansiize
zur Systemdynamik erleichtert werden konnen.

3.2.4 ‘Normal’-Koordinaten

Abbildung 3.5 zeigt, daB ein wesentlicher Effekt der Kopplung in einer Ver-
schiebung der Potentialminima besteht; lokalisiert man zur Zeit { = 0 ein 2-
dimensionales Wellenpaket in einern dieser Minima, so ist bei gewissen Para-
meterkonsteilationen anzunehmen, dafl die Hauptbewegungsrichtung im System
durch einen Tunnelprozel bestimmt ist, der auf einer Koordinatenlinie verlguft,
die diese beiden Minima verbindet®. Es kann sich daher u.U. als sinnvoll erweisen,
diese ¢é-abhingige Drehung durch eine Koordinatentransformation aufzufangen,
so dafl stets eine Koordinatenachse mit der ‘Tunnelachse’ zusammenfillt. Da-
durch sollten dann auch alle Produktansitze der Wellenfunktion einen weiteren
Giiltigkeitsbereich erhalten, da ein Teil der Korrelation zwischen z und y dann
bereits durch die Transformation gegeben ist. (Fiir die Time-dependent-Hartree-
Nizherung (siche Anhang A) wire dies sogar die einzige Korrelation.)

Die Koordinaten-Transformation geschieht in vier Schritien: Zunéchst wird
der kinetische Energie-Operator auf den Laplace-Operator abgebildet, da dieser
drehinvariant ist; die Transformationsmatrix hierfiir ist einfach (die Masse des
Oszillatorteilchens in der 3-parametrigen Darstellung der Gleichung (3.6) betrégt

5Dieser Pfad auf der Potentialenergiefiiche filhrt direkt iiber dic Tunnelbarriere bei {z, y) =
(0, 0) und hat die Eigenschaft, daB die iiberbriickten Potentialenergiediiferenzen auf ihm mi-
nimal sind. Dieser Piad ist somit ein Beispiel fiir einen ‘reaction path’ oder ‘minimum energy
path’, wie er fiir chemische Reaktionen oft eingefiihrt wird, um die Dimensionalitét des Problems
zu verringern [Mar66, Millg0, Hal90].
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I/Wrel):

Ty = ( é 1/\2@) (3.15)

Die Minima des Gesamtpotentials liegen in diesen massengewichteten Koordina-
ten bei (siehe Gleichung (3.13)):

(+V3D, ¥¢,V8D) mite, = —7; (3.16)

rel

Dann wird die eigentliche Drehung des Koordinatensystems ausgefiihrt mitiels
der orthonormalen Transformation

T, = -——1——( b ) (3.17)

J1+c2 \ G

Drittes kann der Laplace-Operator mit Ti~' wieder riickiransformiert wer-
den; Nach diesen drei Transformationen liegen die Minima des Potentials bei
(#+/1+ ¢2 /8D, 0). Beziiglich der Kopplung & bzw. c, sind diese Minima in ih-
rer ersten Koordinate unbeschréinkt, wodurch der notwendige Definitionsbereich
sich mit ¢ bzw. ¢, vergréflern wiirde. Dies kann durch einen einfachen Streckungs-
faktor 1/,/1+4c21 = T4 als vierter Teiltransformation kompensiert werden, so
dafl die Potentialminima kopplungsunabhiingig werden und bei (£v/8D, 0), also
den Orten der Minima im kopplungsfreien Fall, liegen. Die Transformationsma-
trix T aller vier Einzelschriite zusammen lautet:

-~ 1 1 —Cu [/ Wral
T = T4T:7' T2 Ty = wi Ve 3.18
U= (e T (3.18)

T—I — 1 Cw/\/ Wyel
"'Cw\/ Wy el 1

In diesen neuen Koordinaten (Z, §) ergibt sich der Hamiltonoperator des Gesamt-
systems zu:

H(ia g) =. =

i 1 82 c Wae 2
bV a4+ 5]+ 22 (14 62) 7
2, 05 2, O (m N y) 2 ( ) ¥

mit i, =1+ (3.19)

Diese Darstellung des Hamilton-Operators wird ein Erklirungsmuster fiir die in
. Kapitel 3.3.1 untersuchte Systemdynamik bieten.
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2.3 QGestdrtes Tunneln: numerisch exakte Er-
gebnisse

Untersucht wird die Dynamik von Wellenpaketen verschiedener Startkonfigura-
tion bei dem durch Gleichung (3.6) definierten Hamiltonoperator. Die Barrie-
renhthe D legt dabei iiber die Definition der Gleichung (3.12) die Tunnelzeit
{,unnet als charakteristische ZeitgréfBe fiir das Tunnelteilchen fest. Relativ hierzu
ist die (dimensionslose) Oszillatorfrequenz w,q zu wihlen. Im Hinblick auf die
Wellenpaket-Trajektorien-Beschreibungen in Kapitel 4 ist dabei besonders der
Bereich w, 4 < Wiy interessant. Im anderen Fall (w,q > Wi} wird der Anschau-
ungsbereich eines relativ zwm Quantenteilchen langsam schwingenden, klassischen
Teilchens verlassen.

Als grundlegende Fragestellungen an die Dynamik eines Wellenpakets werden
im folgenden betrachtet: ,,Wie dndert sich das Tunnelverhalten durch die Ankopp-
lung an einen zweiten Freiheitsgrad?® und ,,Wie beeinflufit das Tunnelleilchen
die harmonische Bewegung des Oszillators?“. Diese Fragestellungen beziehen sich
damit vorwiegend auf die Relevanz der Systemparameter w,, und ¢ bei vorher
gewihlter Barrierenhthe D. Fiir das Startwellenpaket ¥(z,y,¢ = 0) = ¥, werden
drei prinzipiell andersartige Konfigurationen gewdhlt. Im ersten Fall wird ein
ruhendes, 2-dimensionales, gaufisches Wellenpaket betrachtet, das sich zur Zeit
t = 0 in einem der beiden Potentialminima befindet. Da die y-Koordinate dieser
Minima eine Funktion von ¢/w,q ist {(Abbildung 3.5), bedeutet dies, dafi sich bei
Parameterinderungen auch das Startwellenpaket &ndert. Im zweiten Fall wird
ein von der Kopplung unabhingiges {oder fiber das Renormalisierungs-Potential
schwach abhingiges) Wellenpaket benutzt: W soll dabei als Produkt gebil-
det sein aus der rdumlich nicht translatierten Oszillator-Grundzustandsfunktion
und der gleichgewichtigen Linearkombination der beiden tiefsten Doppelmulden-
Figenfunktionen. Im dritten Fall schlieBlich befindet sich das Tunnelteilchen zur
Startzeit im lokalen Grundzustand ®2°, welcher durch den Ortserwartungswert
des in y definierten Gaufpakets determiniert ist. (Zur Definition des lokalen
Grundzustands siehe Kapitel 4.2 Gleichung (4.5).)

I: ¥(z,y,t=0) = GauB(< z >= z,) Gauby(< ¥ >= Ymin)
IT: ¥(z,3,1=0) = 1/V2(¢o =+ ¢1) GauBy(< y >=0) (3.20)
IT: Wz,y5,1=0) = &%) Gau,(<y >= )

Die Ortsunschirfen aller verwendeien Gaufipakete sind dabel minimal in dem
Sinne gewihlt, daf sie der Unschérfe der harmonischen Grundzustandswellen-
funktion (also der Nullpunktsschwingung) bei lokaler, harmonischer Potential-
approximation entsprechen (siehe: Kapitel 3.2.1), d.h. innerhalb der Beschrei-
bung in dimensionslosen Koordinaten gilt fiir alle obigen Félle:

At =0)= -—\71_-2— und A (f=0)= % (3.21)
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Lokalisierungsartige Effekte

Die Ausgangsposition fiir die hier vorzustellenden Simulationen ist die unter Fall
I in Gleichung (3.20) genannte Startkonfiguration. Schematisch zeigt dies Abbil-

dung 3.6.

v X ot s Yo C2)

Abbildung 3.6: Startkonfigurationen bezgl. Fall I; das Gesamtwellenpaket ist das
Produkt der beiden abgebildeten ‘Teilpakete’. Das Startwellenpaket ist in einem
Minimum des 2-dimensionalen Gesamtpotentials bei (Z,nin, Ymin) lokalisiert (siche

Glg. (3.26)).

Fiir diese Simulationen wird eine Barrierenhdhe von

D =075 (3.22)

gew#hlt, womit sich eine Tunnelfrequenz gemafl Abbildung 3.4 von

Wean 2 0.07 (3.23)

ergibt. Derselbe Wert wird fiir die Osziilatorfrequenz angesetzt:

Weel = Whiyy (324)
Variiert wird nun der Kopplungsparameter ¢ mit
¢ € {.005, .0075, .01, .02, .04, .06, .08, .1} (3.25)

woraus sich fiir die y-Koordinate des linken Potentialminimums ergibt:

Ymin € {-175, .262, .35, .7, 1.4, 2.1, 2.8, 3.5} (3.26)
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Abbildung 3.7 zeigt als Ergebniss der Simulation zum einen das Zeitverhalten
der Aufenthaltswahrscheinlichkeit W, ies:(1) des Tunnelteilchens in der linken
Potentialmulde

/ = [ ’ d 2 3.27
Wamosdt) = [ _dy [ _dz [¥(z,3,1)] (3.27)

und zum anderen den Oriserwartungswert sowie die dazugehdrige Ortsunschirfe
fiir den Oszillator bei Variation der Kopplung.

Definiert man als Tunnelzeit das vierfache der Zeit, bei der W, jos: zum er-
stenmal vom Startwert (= 1) auf 0.5 abgefallen ist, so ist aus Abbildung 3.7(oben)
qualitativ abzulesen, daf die Tunnelzeit mit steigender Kopplung monoton wichst
und sehr rasch in ‘makroskopische GréBenordnungen’ gerét. (Im Falle fehlen-
der Kopplung entspriche das Propagationszeitintervall ca. 10 Tunnelperioden
frunner-) Fiir den Erwartungswert und die Ortsunschirfe des z-Operators (nicht
in die Abbildung 3.7 aufgenommen) gilt dabei, dafl analog zu W, 1oy, mit stei-
gender Kopplung die Oszillationsamplituden abnehmen; fiir den gréfiten Kopp-
lungswert ¢ = 0.1 gilt, dafl im gesamten Zeitintervall der Ortserwartungswert
innerhalb des Intervalls (—2.2, —1.5) liegt und die Ortsunschirfe mit sehr gerin-
ger Steigung vom Startwert zunimmt. {Dafl die Ortsunschérfe auch am Ende der
Propagation relativ klein ist, kann indirekt aus W jcpe = 1 gefolgert werden; bei
einer relativ groflen Ortsunschirfe besifle das Wellenpaket auch eine deutliche
Aufenthaltswahrscheinlichkeit im rechten Halbraum.)

Zugleich mit der beobachieten Quasilokalisierung des #-Teilchens werden die
Nulldurchgénge des Oszillators unterdriickt; es erfolgen fiir die grofien Kopplungs-
parameter nur noch kleine Oszillationen in der Nihe des y-Startwertes (Abbil-
dung 3.7(Mitte)). Allerdings nehmen hier die Ortunschérfen A, im Zeitmittel
mit wachsender Kopplung zu {Abbildung 3.7(unten)); vergleicht man jedoch fiir
¢ = 0.1 die entsprechende Unschirfe mit dem y-Erwartungswert, so gilt fiir das
Zeitintervail der Propagation A, < {y}, so dafi auch das y-Teilchen einen iberwie-
genden Anteil seiner Aufenthaliswahrscheinlichkeit in einem Halbraum (y > 0)
besitzt. D.h., daf} das gesamte 2-dimensionale Wellenpaket in toto in einer klei-
nen Umgebung der anfénglichen Startposition (= ‘Potentialminimum links oben’,
siche Abbildung 3.5) verbleibt und die Bewegung im wesentlichen ‘einfriert’.

Die Wahl eines im Potentialminimum zentrierten Gaufipakets als Startfunk-
tion hat dabei zur Folge, daf} die jeweilige Gesamtenergie des Systems nahe der
Nulipunktsenergie liegt und kleiner als die Barrierenhhe D ist.

3,.587} <075=D  (3.28)

[y

551, 551, .551, .552, .5586, .563, .5

puamy

Eges €

Diese Gesamtenergie riihrt dabei ginzlich aus den Unschirfen des Staripakets
her, da der klassische Anteil der Gesamtenergie verschwindet:

4
&

=0: H{Kz><y5><p><py >} =0 (3.29)
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Abbildung 3.7: Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Tunnelteilchens im linken
Halbraum (oben), sowie Ortserwartungswert (Mitte)} und Streuung {unten) der
Oszillatorkoordinate fiir vier Kopplungswerte = 0.005, 0.04, 0.06, 0.1
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Sucht man das Minimum von E ., als Eg,(Az, Ay),

11 1.5 1 9 9 4 )
= = 4+ {—=AZ+ —— |6zl 3A 3.30
Eges 24 i g ( 4Az‘ 64 D ( '?"m.-m I + .‘L‘) ( )
1 62 Wl 1 Weel

S Al A2
o et 2 Az 7

s0 ergibt sich Ay|min = 1/+/2 und mit der Vernachléssigung von 3/(64D)A; gegen

1/202
/ 1
A:c min ~~ ¥ PPV
] ¥ 4(1+62/w,e;)

Im gewihlten é-Bereich liegt die Wahl von A, = 1/ /2 also nah am energetischen
Minimum.

Diese geringe Gesamtenergie hat dabei zur Folge, dafi sich das Gesamtpaket im
wesentlichen nur auf der Verbindungsachse zwischen den beiden Potentialminima
(dem ‘reaction path’, sieche Kapitel 3.2.4) bewegen kann und etwa Bewegungen
vom Startpunkt parallel zu einer der Koordinatenachsen energetisch unméglich
sind.

Die Tatsache, dafl mit steigender Kopplungsstirke auch die Tunnelwahischein-
lichkeit pro Zeiteinheit abnimmt, kann qualitativ durch die Vorstellung eines ef-
fektiven Tunnelieilchens verstanden werden, dessen Masse kopplungsabhingig
wird, so daf} nicht mehr nur das ‘leichte’ Tunnelteilchen {é = 0), sondern viel-
mehr ein aus beiden Teilsystemen komponiertes, ‘effektives’ Teilchen tunnelt.
Diese Vorstellung spiegelt sich in den in Kapiiel 3.2.4 eingefiihrten ‘Normalkoor-
dinaten’ wider; vernachlissigt man das Kopplungspotential in diesen ‘Normalko-
ordinaten’, so ergibt sich ein Tunnelprozel in einem parametergleichen Doppel-
muldenpotential zum ¢ = 0 Fall aber mit einer Teilchenmasse von:

. - oMy 1
6-patametrisch M, = M. |1+ — 13
My £
. i~ A2 ].
3-parametrisch M, = {1+4c°— (3.31)
el

Die Abhiéingigkeit der Energieaufspaltung der beiden tiefsien Energieniveaus im
Doppelmuldenpotential kann durch eine quasiklassische Behandlung (Wentzel-
Kramers-Brillouin-Methode, WKB) abgeschétzt werden (siche z.B. [Lan66}), wo-

bei sich fiir diese Energieaufspaltung AFE ergibt:
i
vm

Da AFE reziprok mit der Tunnelzeit verkniipft ist, kann aus den Computersi-
mulationen und der beobachteten Tunnelzeit dieser formal eine Energiedifferenz

AE ~

exp—const.\/ﬁ . . . (3-32)
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Abbildung 3.8: Zusammenhang der Energieaufspaltung {indirekies Simulations-
ergebnis) mit der Tunnelmasse i, aus Gleichung 3.31); die acht Ergebnispunkte
fiir die acht verschiedenen é-Werte sind mit = markiert; die gestrichelte Gerade
ist eine versuchie Approximation.

zugeordnet werden. (Fiir die grofen Kopplungsparameter wird die Tunnelzeit
sehr grob geschétzt, da das Propagationszeitintervall hier relativ klein ist.) Trigt
man nun ln (A E /7, ) gegen \/, auf, so ergibt sich Abbildung 3.8.

Fingedenk der groben Abschitzung fiir die Tunnelzeiten der grofien Kopp-
lungsparameter kann fiir die letzten fiinf der acht Ergebnispunkte von einem
annadhernd linearen Funktionszusammenhang gesprochen werden, so dafl die
WKB-Formel (3.32) und der aus ihr folgende Interpretationsversuch zur Quasilo-
kalisierung qualitativ bestitigt werden. Fiir die Datenpunkie bei kleinen Kopp-
lungsparametern (d.h. 7, = 1) ist der Anstieg in der ‘Kurve’ In (AE \/7,) nicht
auf ein Anwachsen der Energiedifferenz AFE, sondern auf den Zuwachs von 7,
zuriickzufiihren; in diesemn Bereich wichst die kopplungsabhingige Masse stirker
als die Energiedifferenz abnimmt.® Fiir kleine Kopplungen ist auch nicht zu er-
warten, dafl sich eine WKB-typische Linearitdt in dieser Funktion zeigt, da der
WKB-Ansatz als exakten Limes den Entartungsfall besitzt: von diesem ist man
bei kleinen Kopplungen weit entfernt.

Insgesamt zeigi sich die Unterdriickung des Tunnelprozesses als Folge einer

®Da als Startfunktion ein Gaufipaket gewihlt wurde, ist die zeitabhingige Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit des Tunnelieilchens in einer der Potentialmulden auch im kopplungsfreien Fall
keine sireng harmonische Funkiion; die Definition einer Tunnelzeit ist daruru auch bei é = 0
mit einemn gewissen Fehler behaftet - auch dieser -wirkt sich in der Abbildung 3.8 fiir kleine
Kopplungswerte aus. = ’
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mit der Kopplung wachsenden, eflektiven Tunnelmasse, wodurch die Tunnel-
wahrscheinlichkeit statk herabgesetzt wird. Im Einteilchenbild liegt somit eine
Entartung der Energieniveaus vor. Dieser Effekt ist dabei in keinster Weise auf
die willkiirliche Wahl der Oszillatorfrequenz von w,q = wy, zuriickzufiihren;
eine andere Wah!l von w,q verschiebt den beobachteten Effekt lediglich im ¢&-
Parameterraum.

La8t man allerdings bei festgehaltenem Kopplungsparameter ¢ die Oszillator-
frequenz ins Unendliche wachsen, so ndhert sich das Tunnelteilchen-Oszillator-
System dem kopplungsfreien Fall. Dies wird sofort aus der Darstellung des
Hamiltonoperators (3.19) in ‘Normal-Koordinaten deutlich. Da der in dieser

Gleichung auftretende Kopplungsparameter ¢, = 6/(4)3::? im Limes w,g — o0
gegen Null geht, gilt somit:

o V,(5) + 2y (3.33)

: .. i 6?
Jm 0G0 =550
Tunnelteilchen und Oszillator sind in diesem Limes entkoppelt. (Die Transfor-
mationsmatrix T aus Kapitel 3.2.4 wird zur Einheitsmatrix.}) Diese Entkopplung
der Teilsysteme ist anschaulich plausibel, da bei hoher Oszillatorfrequenz das
Tunelteilchen effektiv nur das zeitgemittelte Kopplungspotential spiirt; das Zeit-
mittel iiber ein beliebig Vielfaches einer harmonischen Oszillatorschwingung ist
aber Null.

Dies hat eine Konsequenz fiir die mégliche Frage, inwieweit die Ankopplung
eines harmonischen Oszillators an ein Tunnelteilchen eine Verallgemeinerung der
Situation “Tunnelieilchen im &uBeren Feld’ darstellt. (Derartige Systeme sind
von physikalischem Interesse beispielsweise bei der Betrachtung des Transfers von
Wasserstoff in Molekiilen bzw. Festkérpern oder bei makroskopischen Quanten-
kohérenzphinomenen.) Die dynamischen Effekte, die mit der Einfiihrung einer
klassischen, dufleren Kraft bei Ankopplung an ein Tunnelteilchen erzeugt wer-
den, kénnen allerdings qualitativ von denjenigen des Tunnelteilchen-Oszillator-
Modells abweichen. So finden Grossmann et al. [Gro91] (unter wohldefinierten
Parameterkonstellationen) eine Unterdriickung des Tunneleflektes in einem Dop-
pelmuldensystem in einem periodischen, monochromatischen, fufleren Potential-
feld, das linear an die Tunnelkoordinate z angekoppelt ist” ~ z sinwt. Als ein
Beispiel fiir eine derartige Tunnelunterdriickung geben Grossmann et al einen
Parameterfall an, in welchem die Frequenz des dufleren Feldes ca. 50-mal grofier
als die Tunnelfrequenz im ungestérten Tunnelsystem ist. In einem Beobachtungs-

zeitfenster von 20 ungestérten Tunnelperioden (= 10® Oszillationen des duferen

7Am gleichen System finden Lin und Ballentine [Lin90] den genau gegenteiligen Effekt dazu:
eine Steigerung der Tunnelrate durch Ankopplung an ein Zufleres harmonisches Feld. Ihre
methodische Behandlung des Systems geht von einer Phasenraumdarstellung des Wellenpakets
aus - der Husimi Verteilung., Zu Phasenraumdarstellungen der Quantenmechanik siche etwa
dic Ubersichtsartikel [Hill34, Tak8g]).
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Feldes) verfolgen sie die Dynamik eines zur Startzeit { = 0 in einer der Potenti-
almulden lokalisierten Gaufipakets. Als Ergebnis der Simulation® stellen sie fest,
daf die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Tunnelteilchens in der anfangs gewahl-
ien Potentialmulde wihrend der gesamten Propagationszeit nie unter 98% fallt,
und somit das Tunnelteilchen in dieser Potentialmulde durch das duflere Feld
lokalisiert ist. (,, This surprising effect is achieved by tuning the driving force
to a suitable chosen frequency in the vicinity of an exact crossing of those two
Floquet states that correspond to the ground-state doublet of the unperturbed
double well.“[Gro91])

Dieser Effekt, der durch die Methodik einer Floquet-Dynamik anschau-
lich schwer zu interpretieren ist, ist innerhalb des quantenmechanischen
Tunnelteilchen-Oszillator-Modelis aufgrund der verschwindenden, eflekiiven
Kopplung bei hohen Oszillatorfrequenzen nicht enthalten, so dafl die beobach-
tete Tunnelunterdriickung bei Grossmann et al als halbklassischer Effekt ohne
quantenmechanisches Pendant zu bezeichnen ist.

3.3.2 Delokalisierungsartige Effekte

Anders als bei dem in Kapitel 3.3.1 untersuchten Fall wird nun ein Start-
wellenpaket definiert, das von der gewihlten Kopplungsstérke ¢ nur iiber den
Renormalisierungs-Term (und d.h. schwach) abhingt. ¥(z,y,¢ = 0) ist in die-
sem Fall (I, siehe Gleichung (3.20)} als Produki gebildet aus der Oszillator-
Grundzustandsfunktion und der Differenz der beiden tiefsten Eigenfunktionen
des Doppelmuldenpotentials (mit Renormalisierungs-Potential)

Im Limes einer gegen Null strebenden Kopplungsstérke liegt damit ein ruhen-
der Oszillator und ein ungestdrter, idealer TunnelprozeB vor. Bei anwachsender
Kopplung wird der Oszillator aus dieser Ruhelage herausgetrieben werden, und
es ist zu erwarten, dafl die Amplitude seiner Auslenkung (bzgl. des Ortserwar-
tungswertes) monoton mit der Kopplungsstirke wichst. In diesem Sinne kann
durch die gewihlte Anfangsbedingung das Tunnelteilchen als ‘treibende Kraft’ im
System verstanden werden. (der umgekehrte Fall wird im n#ichsten Paragraphen

behandelt.)?

8Methodisch verfolgen Grossmann et al das quantenmechanische Wellenpaket jedoch nicht
im Ortsraum, sondern verwenden - durch die periodische Kraltfunkiion nahegelegt - eine Dar-
stellung der Wellenfunkiion in der Floquet-Basis [Shir65, Bar77, Cas89]. Die ‘Beobachtung’ der
Wellenfunkiion erfolgt enisprechend ‘stroboskopisch’ mit der Frequenz der dufleren Kraft: der
Zeitentwicklungsoperator U fiir die Propagation liber eine Oszillatorperiode erzeugt dabel eine
diskrete, rekursive Abbildung. Die Eigenzust3nde dieses Operators bilden die Floquet-Basis.
Die Unterdriickung des Tunnelprozesses korreliert mit einer Entartung der Floquet-Eigenwerte
(Quasienergien) bei gewissen Amplituden- und Frequenzwerten.

SWzhlte man als Startwellenpaket das Produkt beider Grundzustandsfunktionen, so wiirde
aufgrund der bilinearen Kopplung - unabhingig vom Wert & - der Wellenpaketschwerpunkt
({z), {}).stets bei {0,0) bleiben.
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¢ = 0.03

Wirkung ces

'/' Renormalisierungs-Terms

1

7 (@o(z) = &1(x))

Abbildung 3.9: Startkonfiguration im Fall 11 3.20; die Startwellenfunktion ist das
Produkt der beiden abgebildeten Wellenfunktionen

Die gewiahlten Parameter fiir die Simulationslufe sind:
D =075 wey=003 go=0

¢ € {0.005, 0.01, 0.015, 0.02, ... , 0.065, 0.07}

Die y-Koordinate des 2-dimensiolem Potentialminimums variiert dementspre-
chend zwischen 1/6 8D fiir é = 0.005 und 7/3 /8D fiir & = 0.07, so daf das Wel-
lenpaket sich unter é-Variation immer weiter vor diesern Minimum entfernt und
somit die Gesamtenergie des Systems wiichst. Die beiden Abbildungen 3.10 a)
und b) zeigen die Resultate (fiir einige, ausgew&hlte ¢-Werte) fiir den Ortserwar-
tungswert (z)(t), die Ortsunschirfe A.(1) und die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
des Tunnelteilchens im linken Halbraum W, 1o:(1).

Beide Abbildungen zeigen, dafi die bei kieiner Kopplungsstirke noch zu beob-
achtende Periodizitit des Tunnelprozesses sich zunehmend auflést und alle drei
betrachteten Gréfen bei grofier Kopplung nach kurzer Propagationszeit nahezu
gegen eine Konstanie laufen; der Ortserwartungswert geht dabei gegen einen
Wert, der geringfiigig unter Null liegt, A,({) geht gegen einen ‘Maximalwert’, der
max{A,(i}| ¢ = 0} enispricht und die Aufenihaltswahrscheinlichkeit strebt gegen
einen Wert etwas gréfier als 0.5.

Diese Resuitate zusammen lassen zwar die allgemeine Schlufifolgerung einer
Delokalisierung des Wellenpakets in z-Richtung zu, zeigen aber nicht an, in wel-
cher Form diese Delokalisierung im Einzelnen erscheint: das Wellenpaket kdnnte
homogen iiber einen groflen z-Bereich ausgedehnt sein oder aber sich in meherere
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<y> und Unschoerfe

W—gm,left(t)

0.0 - I ” = T
s} 50 100 150

Zedt t

Abbildung 3.10: Ortserwartungswert und -unschéirfe des Tunnelteilchens (oben)
sowie Aufenthaltswahrscheinlichkeit im linken Halbraum (unten) fir die Kopp-
lungqparameter ¢ =0.005, 0 015 0.02, 0. 025 0 05"
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“Teilpakete’ zerlegt haben. Aufschiufl geben eine Folge von Momentaufnahmen
des 2-dimensionalen Wellenpakets in seiner Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
|U,[?; beispielhaft ist hier die Dynamik fiir ¢ = 0.052 herausgegriffen (Abbildung
3.11)%0

In z-Richtung liegt dementsprechend eine Zweiteilung des Wellenpakets vor,
wobeil die Maxima in pgm(z, 1) def ' dy|¥(z,y,1)}* offensichtlich mit den Po-
tentialminima korrelieren, d.h. p,.(2,1) geht nach kurzer Zeit in eine um ¢ = 0
nahezu symmetrische Verteilung {iber, die sich nur noch schwach zeitlich &ndert.

In y-Richturg hingegen ist ein forischreitender Teilungsprozell des Wellen-

pakets zu beobachten, da sich in pu(y,1) ef  dz|¥(z,y,1)[° eine Vielzahl
kleinerer Maxirma bildet, so dafl hier eher die Tendenz zu einer homogenen Wahr-
scheinlichkeitsverteilung besteht.

Betrachtet man das Hohenlinienbild des Gesamtpotentials fiir die entspre-
chenden Parameterwerte (Abbildung 3.12), so ist zu erkennen, dafl sich das Wel-
lenpaket nach einem ersten Tunneldurchgang durch die Barriere klassisch in dem
Sinn verhilt, daf es den klassisch-energetisch erlaubten Bewegungsbereich nicht
mehr verlafit.

Die Erkldrung fiir dieses Phinomen der Wellenpaket-Zersplitterung findet
man, wenn man sich das Eigenwert- und Eigenvektorverhalten des Hamiitonope-
rators in Abhingigkeit von ¢ niher anschaut. Abbildung 3.13 zeigt die tiefsten
30 Eigenwerte (= 2d-Niveaus) in Abhéingigkeit vom Kopplungsparameter.

In dieser Darstellung ist deutlich ein Gebiet zu erkennen, in dem sich die
Energieniveaus zu kreuzen scheinen (level-crossings) oder sich zumindest sehr
nahe kommen (avoided crossings), an das sich ein Gebiet paarweiser Entartung
fiir grofle ¢ anschliefit. Durch das gewihlie Frequenzverhiltnis 2 < wyun fwya < 3
ist folgende Struktur der Eigenwerte f{iir ¢ = 0 gegeben: Die drei tiefsten Ligen-
funktionen entsprechen dem Produkt aus dem Doppelinulden-Grundzustand und
den Oszillatoreigenfunktionen n = 0, 1,2. Die vierte Eigenfunktion hingegen ist
aus dem ersten Anregungszustand der Doppelinulde und der Oszillatorfunktion
n = 0 gebildet. Da weiterhin der zweite Anregungszustand der Doppelmulde erst
in einem grofien energetischen Abstand folgt,

p=2 v=0
Zten T Pun 979 (3.34)
Weel
gilt fiir die Reihenfolge der Eigenfunktionen im Gesamtpotential (v: Doppelmulden-
Quantenzahl, n: Oszillator-Quantenzahl):

19Die relative Grofie von |¥,|? ist in dieser ‘Grau-Abbildung’ nur schwer auszumachen;
aber vielleicht ist die Bemerkung hilfreich, daf jede Momentaufnahme der Dichte in ih-
rer Struktur annfhernd angesechen werden kann als eine Kombination ‘einfacher Higel

(*Zuckerhutlandschaft’).
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C.0C 10.47 26.18

36.85 47.12 57.60

78.54 99.48

Abbildung 3.11: Momentaufnahmen der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
des 2-dimensionalen Wellenpakets fiir ¢ = 0.052; horizontal = x-Achse (Tun-
nelteilchen), vertikal = y-Achse (Oszillator); die Zahlen in jedem Bild geben die
momentane Zeit an (vgl. 7,,, = 209.4).
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Abbildung 3.12: Hohenlinienbild des Gesamtpotentials fiir ¢ = 0.052, D = 0.75,
wyet = 0.03; die * geben die Orte der Potentialminima (Wert = 0) an. Die hori-
zontale Achse ist die Tunnelkoordinate, die vertikale Achse die Oszillatorkoordi-
nate; die Abbildung ist ‘gestaucht’ im Verh&ltnis 2:1; dies deuten die strichlierten
Achsen an.
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Abbildung 3.13: Eigenwerte fiit TOM (D = .75, w,a = 0.03) als Funktion der
Kopplung. : ' '
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1=
0 i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11..
v=0] 1 2 3 5 7T 9 11 13 15 17 19 21..
i] 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 ..
21 40 43 46

Abbildung 3.14 gibt die ersten sechs Eigenfunktionen bei ¢ = 0 in einem Hohen-
linjenbild wieder.

K I i

L

Abbildung 3.14: Erste sechs Eigenfunktionen fiir ¢ = 0 als Hohenliniendarstel-
lung. D =.75, w,aq = 0.03

Das gewdhlte Startwellenpaket ist damit eine gleichgewichtige Linearkombi-
nation aus den Eigenfunktionen 1 und 4. '

Ein auffallendes Charakteristikum des Energieniveauverhaltens in Abbildung
3.131st die ‘Zweiteilung’ der Energie-Kopplungs-Ebene in zwei Gebiete. Getrennt
werden diese durch eine parabolische ‘Grenzlinie’, die bei é = 0 bei dem Energie-
niveau (v, n) = (1,0} startet. Alle hheren Energieniveaus mit (v = 0, n > 3)
durchdringen diese ‘Grenzlinie’ in der typischen Form eines ‘avoided crossing’,
wohingegen die Niveaus mit (v = 1, n > 1) selbst wiederum parabolisch anstei-
gende ‘Sub-Grenzlinien’ ausbilden. Abbildung 3.15 zeigt beispielhaft das ‘avoided
crossing’ der 2d-Energieniveaus 4 (¢ = 0: (1,0)) und 5 (¢ = 0: (0,3)). (Diese
Abbildung ist eine Detailaufnahme der Abbildung 3.13.)"! Unterhalb des ‘avoi-
ded crossing’-Gebiets liegt das Gebiet paarweiser Entartung. Beides zusammen

YVerfolgt man die Entwicklung der Eigenfunktion aufl einem Energiezweig, so st in der
Néhe des ‘Kreuzungspunktes’ eine sehr abrupte Anderung in der Form der Wellenfunktion fest-
zustellen. Dagegen ist die Struktur der Wellenfunktion “formerhaliend’, wenn man sie auf sich
kreuzenden Linien verfolgt. Dies ist durch die kieinen Hohenlinienbilder der Eigenfunktionen
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genommen heifit dies, daf unterhalb der parabolischen Grenelinie nur solche Ener-
gieniveaus anzutreffen sind, die fiir ¢ = 0 die Doppelmuldenquantenzahl v = 0
besaBen. Die beiden Doppelmuldenquantenzahlen v = 0 und v = 1 teilen so-
mit alle Eigenfunktionen in zwei Symmetrieklassen, wobei ein ‘avoided crossing’
fiir zwei Eigenfunktionen verschiedener Klassen und eine Entartung [ir je zwel
Eigenfunktionen derselben Symmetrieklasse auftritt.

525

520

515

Energie

510

505

500

Kopplung ¢

Abbildung 3.15: Detallauinahme der Abbildung 3.13: ‘avoided crossing’ der En-
ergieniveaus 4 und 5 als ‘Umnummerierungspoblem’, siche Text.

Im Gegensatz zum (1,0)-Niveau mit seinem parabolischen Verlauf steigt das
(0,0)-Niveau hingegen nur schwach an und entartet asymptotisch mit dem (0,1)-
Niveau. Dieses Verhalten 1aBt sich durch stérungstheoretische Uberlegungen in-
terpretieren. Betrachtet man das Renormalisierungspotential Vi = ¢2/(2w,a) 2°
als Teil des Tunnelsystems, so zeigen die Eigenwerte in dieser”¢-abhéngigen Dop-
pelmulde in erster Niherung eine quadratische Abhingigkeit vom Kopplungspa-
rameter. Dies ist das Verhalten des Energieniveaus (1,0} in Abbildung 3.13. Fiir
die Energieniveaus (0,0} und (0,1) hingegen wird diese parabolische Abhéngig-
keit vom Kopplungsparameter durch die bilineare Kopplung ¢ zy stark gestort.
Dies zeigt eine Stdrungsrechnung zweiter Ordnung (die erste Ordnung ist Null

aufgrund der Bilinearitit). Fiir ein Energieniveau (0, n*) lautet der energetische

in den Ecken der Abbildung 3.15 angedeutet. Das ‘avoided crossing’ ist insofern nur ein ‘Um-
aummerierungsproblem’ der Eigenwerte. In diesem Sinn wird im weiteren der Sprachgebrauch
eines ‘Durchdringens’ verwendet.
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Storungsterm:
5 | (vnfézy{On®){®
(v myto,ney (€0(E) + wra(n® +1/2)) ~ (e1(8) + wha(n + 1/2))

(3.35)

Da die Doppelmuldenquantenzahl v auf die Menge {0, 1} beschrinkt gedacht
werden kann, schrumpft die Summenbildung im Fall n* = 0 auf einen und im Fall -
n* = 1 auf zwei Summanden zusammen. Da die Energiedifferenz e;(¢) — eo(¢)
grofer als w,y ist, sind die Energiekorrekturen in jedem Fall negativ. Fiir n* = 1
ist diese Energieabsenkung {bei der gewahlten Barrierenhthe) etwa viermal so
grof} wie diejenige fiir * = 0 und liegt in der Gréfenordnung des parabolischen
Zuwachses aufgrund des Renormalisierungsterms, so daBl sich beide ‘Stérungen’
kompensieren. Dies ist in Abbildung 3.13 zu erkennen: fiir kleine ¢é ist das
Energieniveau (0,1) nahezu konstant. Nimmt man diese stérungstheoretischen
Uberlegungen mit dem ‘avoided crossing’-Phénomen zusammen, so ist damit die
prinzipielle Struktur der Abbildung 3.13 erklért.

Die Struktur der ‘avoided crossings’ fiihrt nun dazu, dall das Energieniveau
4 fiir ¢ = 0 alle hdheren Energieniveaus mit verschiedener Doppelmuldenquan-
tenzahl {d.h. » = 0) durchdringt; bei dem Kopplungswert ¢ = 0.052 etwa {siche
Abbildung 3.13) ist es das 19. Energieniveau geworden. Zwar sind die fiir ¢ = 0
definierten Quantenzahlen v und n fiir ¢ # 0 nicht mehr wohldefiniert, aber
es kann die Frage nach dem Gewichtsanteil der jeweiligen ¢ = 0 Eigenfunktion
innerhalb einer beliebigen, anderen Wellenfunktion gestellt werden.

Sei ¥y(z, y;€) die k-te Eigenfunktion des Systems bei Kopplung & ¥, kann
dann wie folgt repriisentiert werden:

Uelz,3;:6) = 33 9% du(2)ualy) (3.36)

mit Hw¢v = eu¢v
Hu, = waln+1/2)u,

(bei é =0 gilt : VEI*3n* ¢ |gl8.] = 1)
Das Gewicht ggi) der v*-ten Doppelmulden-FEigenfunktion in ¥, kann definiert

werden als:!?
i =< ol >, (3.37)
und -énalog “
gt = I < une Ty >, |2 (3.38)
Es gilt dann:
T =1 T = (3.39)

12Die Indizierung mit z bzw. 7 soll andeuten, iiber welche Koordinate das jeweilige Skalar-
‘produkt ausgefiihrt wird.
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Nachstehende Tabelle gibt die Gewichte gg:) und gg:) fiir den Fall ¢ = 0.052 an
(Doppelmuldenbasis mit Renormalisierungs-Term).'?

k=|1 2 3 4 5 6 7 & -8 10 ii 12
o= 54 .54 .55 .55 .58 .57 .65 .58 .68 .58 .62 .57
M= 42 42 41 41 38 39 .31 .38 .29 .37 .33 .38

k=|13 14 15 16 17 18 [19] 20 21 22 [23] 24
sM=158 55 .55 .53 .53 .48 121l 51 .52 45 |30 .50
#¥M=1.37 39 39 .41 40 46 |78 42 .41 .48 |68 .43

Die 19. BEigenfunktion erweist sich somit als erste Eigenfunktion, fiir die das
Gewicht der ersten Doppelmuldeneigenfunktion dominant ist, was auf ihren ‘Ur-
sprung’ bei ¢ = 0 verweist. Die Zweiteilung des Wellenpakets in z-Richtung
und die vielfache Zersplitterung in y-Richtung haben in der Tatsache eben dieses
‘Durchdringens’ der Wellenfunktion ihre Ursache: Der Uberlapp des Startwel-
lenpakets ~ {(0,0) — {1,0)) mit jener Eigenfunkiion, die sich aus dem (1,0)-
Zustand bei é-Variation entwickelt, bleibt sehr grof}, wobel die Energiedifferenz
zum Grundzustand anwichst. Fiir ¢ = 0.052 zeigt sich beispielsweise das in
Abbildung 3.16 wiedergegebene Energiespektrum des Startwellenpakets. In die
Dynamik sind dementsprechend nur eine kleine Zahl von 2d-Eigenfunktionen in-
volviert.

Der konkrete Ablauf kann nun so verstanden werden: Die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeitsdichte |¥(z, y,1)|? ergibt sich in der Energiebasis zu:

U (2, 5,07 = 3 cac, U, UL e EnEu) (3.40)
kn

Da die grofiten Energiedifferenzen (und damit kleinsten Zeitskalen) innerhalb
des relevanten Spektrums relativ zu Ejo gegeben sind, sind fiir die Dynamik
nahe { = 0 zun#chst solche Summanden in (3.40) wesentlich, in denen die Ei-
genfunktion ¥y (dominantes Gewicht gf)) mit einer Eigenfunktion mit einem
dominantenr Gewicht g( ) verbunden ist. Durch diese Summanden wird der Tun-
nelprozef gesteuert, der allerdings nicht vollstindig verlduft, da die Gewichte
nicht gleichverteilt sind: das Wellenpaket teilt sich in zwei Anteile symmetrisch
ZUr Potentxalbarnere An der nachst groBeren Zeitskala smd dle tlefen Energlenk

ren, in denen durch eine Vlelzahi voRn Oszﬂla.toranregungen eine Zersphtterung
des Pakets in y-Richtung erfolgt, wodurch sich die Hohenlinienbilder der Abbil-
dung 3.11 qualitativ erkiéren. Die jetzi nur noch minimal anfireienden zeitlichen

130b als Darstellungsbasis die Doppelmulden-Eigenfunktionen mit oder ohne Renormalisie-
rungs-Potential benutzt werden, Andert die absoluten Gewichtszahlen nur leicht. Qualitativ ist
keine Anderung damit verbunden.
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Abbildung 3.16: Gewichtsspektirum des Startwellenpakets bei ¢ = 0.052

Anderungen an der Form dieses delokalisierten Pakets, vorwiegend die Zweitei-
lung in z-Richtung, entspringt dem in Kapitel 3.3.1 untersuchten Effekt einer
Unterdriickung der Tunnelwahrscheinlichkeit aufgrund der Kopplung, nur das
jetzt dasselbe Argument nicht fiir das Gesamtpaket, sondern seine ‘Einzelteile’
angewandt wird.

2.3.3 Zur ‘adiabatischen Landkarte’

Im Hinblick auf die in Kapitel 4 & 5 am gleichen Beispielsystem behandelten
stochastischen Quanten-Molekular-Dynamiken, die einen Versuch zur Beschrei-
bung nicht-adiabatischer Effekte darstellen, sollen an dieser Stelle auch solche
Startkonfigurationen des Wellenpakets betrachtet werden, in denen nicht wie in
Kapitel 3.3.2 das Tunnelteilchen, sondern vielmehr der anfénglich ausgelenkte Os-
zillator die ‘treibende Krafl’ im System daistellt. In diesem Fall soll also davon
ausgegangen werden, dafl der Oszillator zur Zeit £ = 0 einen Ortserwartungswert
ungleich Null besitzt und sich das Tunnelteilchen relativ dazu im lokalen Grund-
zustand (zur formalen Definition siche Kap. 4) befindet. Das effekiive Potential,
auf das sich die Bezeichnung ‘lokaler Grundzustand’ beziehi, ist definiert durch
(siche auch Kapitel 3.2.3: ‘adiabatisches Potential’)

Verst=0) =V(z, <y > (1 =0)) (3.41)

Die Ausgangspositicn fiir d: uta, tv‘vﬂuﬁ ipak ket ist graphlsch in Abbildung 3.17
skizziert. S
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.Veff(x: yO)

®F(z; yo) ()i =0)=y,

Abbildung 3.17: Startkonfiguration des Wellenpakets im Fall IIT (Gleichung
3.20); das Wellenpaket des Tunnelteilchens entspricht dem relativ zu (y)(¢ = 0)
definierten, lokalen Grundzustand.

Die Frage nach einem adiabatischen bzw., nicht-adiabatischen Verhalten
wird in diesen nmumerisch exakten Rechnungen durch folgendes Vorgehen quan-
tifiziert: Zu jedem Zeitpunkt der Propagation ist durch die Wellenfunktion
¥, = ¥(z,y,1) auch der Ortserwartungswert (y}({) des Oszillators definiert.
Dieser ‘lokale’ (logisch korrekter: temporiire) Wert definiert ein effektives Born-
Oppenheimer-Potential gemif Gleichung (3.41). Die Eigenzustinde des Tunnel-
teilchens ®{F(z;< y > (1)) in diesem Potential sind zu berechnen und der
Uberlapp b, dieser Funktionen mit dem momentanen Wellenpaket zu ermitteln:

by = < PN, >, |2 (3.42)

Bei der gewdhlten Startfunktion gilt also: §y(t = 0} = 1.

Es wird nun untersucht, in welcher Weise die Systemdynamik in Abh&ngigkeit
von den Parametern w,» und ¢ die zeitliche Entwicklung der Born-Oppenheimer-
Koeffizienten (Gewichte) b, beeinflufit. Im allgemeinsten Sinn kann ‘adiabatisches
Verhalten’ dabei als Nicht-Zeitabhingigkeit dieser BO-Gewichte definiert werden;
der Ausgangspunkt ‘lokaler Grundzustand’ ist insofern ein Spezialfall, d.h nicht
zwingend fiir die Untersuchung adiabatischen Verhaltens, aber ein physikalisch
plausibler.

Innerhalb des durch w,q und ¢ aufgespannten Parameterraums werden nun
drei ‘Schnitte’ gelegt, auf denen die Systemdynamik studiert werden soll: Fiir drei
verschiedene Werte w,q (.03,.05,.07) wird die Kopplung zwischen ¢ = .005 und

¢ = .07 variiert. Der Ortserwartungswert des harmonischen Oszillators zur Zeit

R A | B AT
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{ = 0 wird dabei identisch auf ()(f = 0) = V8D = s, gesetzt. (D ist wieder
als D=.75 gewihlt.) Da die Minima des Gesamtpotentials linear mit ¢ wachsen,
dndert sich bei ¢-Variation die Lage des Oszillators relativ zu diesen Minima: Fiir
¢ < wrq liegt der Oszillator-Ortserwartungswert ‘oberhalb’, fiir ¢ > w,y “unter-
halb’ dieser Minima. Die folgende Seite zeigt beispielhaft fiir die Frequenzwerte
Wy = 0.03 und w,y = 0.07 das Ergebnis dieser Simulationslaufe fiir den Oszil-
latorerwartungswert (y)}{{) sowie den Zeitverlauf des BO-Grundzustandgewichts
bo(?) fiir einige der verwendeten Kopplungsparameter (Abbildung 3.18). Die Pro-
pagationszeit ist dabei jeweils das doppelte der charakteristischen Oszilatorzeit;
aufgetragen sind die Ergebnisse iiber der ‘normierten’ Zeit ¢/7,,,.

Diesen Dynamiken ist gemeinsam, dafl oberhalb der Parameterdiagonalen
¢ = w,q (als0 Yo = Ymin) keine Nulldurchginge des Oszillators mehr stattfin-
den und die Bewegung des Tunnelteilchens mit steigender Kopplung zunehmend
adiabatisch verlduft. Das Tunnelieilchen fithrt in diesen Parameterbereichen nur
noch kleine Schwingungen in einer Potentialmulde aus: das Tunneln ist durch
die Kopplung unterdriickt. Dies entspricht qualitativ dem in Kapitel 3.3.1 behan-
delten Fall. Unterhalb der Parameterdiagonalen liegt demgegeniiber ein Gebiet
nicht-adiabatischen Verhaltens vor. Benutzt man als Charakterisierung der Nicht-
Adiabatizitit die Schwankung'® V (bo) des lokalen Grundzustandgewichts sowie
das Maximum (& mazg) von (1 — bo) innerhalb der Propagationszeit, so ergeben

sich fiir die drei Frequenzwerte w, . und die verwendeten 14 Kopplungsparameter
die in der folgenden Tabelle festgehaltenen Werte.

“Die Schwankung einer Fumktion f(z) mift dic absolute Variation der Funktionswerte
beziiglich einer Diskretisierung des Definitionsbereichs: V(f) = Zf:i 1f{za) = f(2n-1)]. Exi-
stiert der Gremzwert fiir alle mdglichen Zerlegungen des Definitionsbereichs, so wird f von
beschrinkter Variation genannt.

g e
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Abbildung 3.18: y-Ortserwartungswert und Gewicht des lokalen Grundzustands
bei zwei Oszillatorfrequenzen: w,q = 0.02 (oben), wya = 0.07 {unten), fiir jeweils

einige Kopplungsparameter in [0.1, 0.7]
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Weg = 0.07 Weel — 0.05 Wizel = 0.03

¢ | maze Vi{bo) mazo V(bo) mazy V(by)
005} 073  1.01 0.24 0.68 0.089 0.55
010 ) 054 1.23 0.27 0.88 0.259 1.13
015 ] 0.50 1.37 0.42 1.59 0.255 1.08
0201} 0.54 1.39 8.57 1.80 0.324 1.18
025 0.57  1.70 0.54 2.11 0.277 0.51
0301 0.59 1.93 0.4 1.53 0.249 (.44
035 057 1.96 0.40  1.00 0.064 0.17
.040 ; 0.51  1.67 0.39 0.66 0.013 (.13
045 | 0.48  1.41 0.31 0.48 0.012 0.11
0507 045  0.95 0.22 0.28 0.0i13 0.11
055 | 0.40 G.61 0.07 0.14 0.015 0.12
060 0.35 0.486 0.02 0.12 0.017  0.15
0651 0.28 0.35 0.01 0G.11 0.018 0.17
070 0.18  0.26 0.01 0.14 0.022 0.20

Der wesentliche Effekt liegt dainit in einer ‘Adiabatizitdt durch Kopplung’,
was die kleinen Maximalwerte und kleinen Schwankungswerte fiir w,o = 0.05 und
w,e = 0.03 bei den hohen Kopplungsparametern zeigen. Fiir den Frequenzwert
w,eq = 0.07 liegt gerade der hochste der verwendeten é-Werte auf der Parame-
terdiagonalen, so dafl hier erst bei noch héheren Kopplungswerten der Effekt
deutlich wird. Bei dem kleinen Frequenzwert w,4 = 0.03 beginnen jenseits der
Parameterdiagonalen die Gewichiswerte nach Durchlaufen eines Minimums wie-
der anzusteigen. Dies hingt damit zusammen, daff die Schwingungsamplitude
des Oszillators - auch wenn er in einem Halbraum lokalisiert bleibt - wieder stark
anwichst: die Schwingungen finden bei grofien y-Werlen statt (siche den Wertebe-
reich der Ortserwartungswerte in Abbildung 3.18); dies fiihrt auch zu Schwingun-
gen des Tunnelteilchens in seiner Potentialmulde, so daf auch der Gewichisanteil
des jokalen Grundzustands nicht mehr zwangsliufig zeitkonstant ist.

Verkniipft mit dem Anwachsen der Nicht-Adiabatizitat fiir den Bereich unter-
halb der Parameterdiagonalen ist ein Anwachsen der Orisunschérfe des Oszilla-
tors: gerade bei nicht-adiabatischem Verhalten wichst diese Unschérfe stark an.
Imm Bereich oberhalb der Parameterdiagonalen werden die Maximalwerte in der
Unschérfezeitfunktion A, () wieder geringer, was mit dem zunehmenden, adia-
batischem Verhalten korrelieri. Ein absoluter Vergleich der Unschérfen zwischen
den einzelnen Parameterkonstellationen ist allerdings nur schwer mdglich, da die
Unschérfe auch durch die ‘Geometrie’ beeinfluflt ist: die Lage des Oszillatorstart-
wertes yo relativ zu den 2d-Potentialminima &ndert sich gemif des Verhéltnisses
é/w,q. WEhIt man dagegen als ‘Beobachtungsschnitt’ in der w, 4 —é~Ebene einen
vom Ursprung ausgehenden Strahl, so bleibt das Polentialminimum auf dieser
Linie unveréndert. Simulationen sind fiir die Beziehung ¢ = 1/3w, bel glei-
chen Startbedingungen fiir das Wellenpaket ausgefiihrt worden. Abbildung 3.19
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zeigt einige Zeitverliufe (itber zwdl{ Oszillatorperioden) des Ortserwartungswer-
tes {oben) und die dazugehérigen Ortsunschirfen (unten).

Die Oszillaterschwingung zeigt hier einen Dampfungseffekt, der mit einem
Unschitfezuwachs des Wellenpakets einhergeht. (Die Ddmpfung gilt auch fiir
den Impulserwartungswert.) Dieser Dimpfungseffekt nimmt mit wachsender
Oszillatorfrequenz zu; genauer: die Zeitskala, auf der die Dimpfung einsetzt,
wird (gemessen beziiglich der auf die Oszillatorperiode normierten Zeit) kiirzer.
Gleichzeitig wiichst auch die Ortsunschirfe des Tunnelteilchens, das sich wie in
Kapitel 3.3.2 mit wachsender Kopplung (und wachsender Oszillatorfrequenz) im
Zeitverlauf in zwei Teilpakete zerlegt.

Bildet man die Einhiillende von [{y)({)| approximativ auf eine Gauflkurve ab
~ exp —t2/72, so 188t sich eine normierte Abklingzeit

Tnorm — T/Toaz (343)

als Funktion der Oszillatorfrequenz berechnen. (Vergleiche dazu: Kap. 5.5.1)
Das Abklingen der Erwartungswertamplitude des Oszillators ist dabei nicht nur
korreliert mit einem Anwachsen der Ortsunschérfe im zeitlichen Mittel (etwa:
1/Ty,: 137 dt Ay(1) ). Neben diesem bereits in Kapitel 3.3.2 beschriebenem,
delokalisierungsartigem Effekt, nimmt mit zunehmender Delokalisierung auch der
Grad an Nicht-Adiabatizitdt zu. Dies verdeutlichen die Zahlenangaben der fol-
genden Tabelle, die einen groben Schitzwert fiir die reziproke Abklingzeit 1/7,07m,
die Schwankung V(o) und den Maximalwert maz, von 1 — bo(f) in Abhingigkeit
von der Oszillatorfrequenz angeben.

Wrel 1/Tworm  mazg  V(bo)
0.010 0104 .604 014 0.630
0.020 0514 .005 .G91 2.289
0.025 0764 008 178 3.961
0.027 L0914 .013 0 .218 5.171
0.029 A2 £ .03 346 8.292
0.030 20 £ .04 445 7.233
0.031 29 £+ .08 .b27 7.7184
§.033 .28 4 .07 .583 8.888
0.035 254+ .16 534 9.653
(.045 32 + .09 B72  10.424

Diese Verbindung der Unschirfedynamik des Oszillators mil einem nicht-
adiabatischen Verhalten wird sich auf die halbklassischen Methoden auswirken
- dies ist Gegenstand des Kapitels 5 und wird dort ndher uniersucht (siche be-
sonders Kap. 5.5). An dieser Stelle sollte zunéchst nur auf diese Korrelation
innerhalb TOM’s hingewiesen werden.

Eine Erkldrung fiir diese mit zunehmender Kopplung auftretende, geddmpfte
Schwingung des Oszillators (beziiglich der Erwartungswerte von Ort und Impuls)

g
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normierte Zeit t

Ortserwartungswert

Ortunschoerfe

C 2 4 & 8 10 12

normierte Zeit t

Abbildung 3.19: Oszillator-Ortserwartungswert (oben) und Ortsunschirfe fiir
einige Parameterpaare a.uf_der “1/3-Diagonalen’ im w, — é-Parameterraum.
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ergibt sich aus einer ngheren Betrachtung des fiir die jeweilige Dynamik relevanten
Eigenwertspektrums!®. Ohne Kopplung, d.h. ¢ = 0, ist jeder Energieeigenwert
des Gesamtsystems Element der Menge

{e, +w,qln+1/2) |y, n € INg, H,¢, = €,0,} (3.44)

Fiir jede Quantenzahl v des Tunnelsystems ist somit eine dquidistante Verteilung
gemiB w,q gegeben. Ein Wellenpaket, definiert als Produkt aus einer Tunnelei-
genfunktion und einer beliebigen Linearkombination aus Oszillatorfunktionen,
wiirde dabei stets zu einer streng harmonischen Bewegung fiir den Ortserwar-
tungswert fithren, da nur eine Energiedifferenz, ndmlich w, 4, innerhalb der Ska-
larproduktbildung fiir {y) erschiene. Diese Eigenschaft geht durch die Kopplung
verloremn.

Betrachtet man die in Kapitel 3.3.2 definierten Gewichte g{*) (Gleichung 3.37)
der v-iten Doppeimuldeneigenfunktion in der k-ten Gesamtsystemeigenfunkiion,
so lassen sich die Systemeigenfunktionen zu Klassen zusammenfassen geméB des
Kriteriums, daf fiir alle Systemeigenfunktionen innerhalb einer Klasse gelten soll,
dafl sie von einer Quantenzahl »* des z-Systems dominiert sind, d.h. daB {iir jedes
Element £ der Klasse gilt, daB8 ¢’ den gréBten Gewichtsanteil trigt. Formal sind
die Klassen, bezeichnet mit K, also wie folgt definiert:

U, € K« & gf,{i) = max {g*) | v € INy} (3.45)

In einem gewissen Sinn ist dies eine Veraligemeinerung der durch Gleichung (3.44)
fiir jede Quantenzahl » des Tunnelsystems bei ausgeschalteter Kopplung definier-
ten Klassen; d.h bei ¢ = 0 gilt fiir die Energiecigenwerte innerhalb jeder Klasse
K, die oben genannte 8quidistante Verteilung gemaf w,.

Wird nun die Kopplung eingeschaltet, so bleiben diese Klassen wohldefiniert,
aber die Eigenwerte innerhalb einer Klasse werden nichi mehr dquidistant ver-
teilt sein, so dafl die Differenzen der Figenwerte néchster Nachbarn ein diskre-
tes Spekirum um w,y herum bilden werden. Die Breite dieser Verteilung ist
verantwortlich fiir die beobachtete geddmpfte Schwingung des Oszillators. Ab-
bildung 3.20 gibt beispielhaft fiir zwei Parameterfille auf der 1/3-Diagonalen
(wre = 0.02 & w,q = 0.04) das relevante Energiespekirum an. Die vertika-
len Linien greifen dabei digjenigen Energiecigenwerte heraus, die zur Gruppe Ky
gehoren. (Fiir die Dynamik auf der 1/3-Diagonalen im ¢ — w,g—Parameterraum
ist dabel vor allem die Klasse Ky qualitativ entscheidend, da der lokale Grund-
zustand aufgrund des gewihiten Anfangswellenpakets auch bei eingeschalteter
Kopplung einen hohen Gewichtsanteil triigt.) Notiert sind die Eigenwertdifferen-
zen nichster Klassennachbarn (Niveau n - Niveau £) in K, dividiert durch die
entsprechende Oszillatorfrequenz. Mit wachsender Oszillatorfrequenz nimmt die
relative Breite dieser Energieabstandsverteilung zu: dies duflert sich im beobach-
teten Effekt zunehmender Dampfung.

i5:Relevantes Figenwertspektrum’ meint dabei diejenigen Energiceigenwerte bzw. Energieei-
genfunktionen, die innerhalb des Wellenpakets mit nicht vernachlgssigbarem Gewicht auftreten.
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o % M Wy = 0.02 Wyet = 0.04
x| . ’
2 - e (2-1) .865  (21) .729
PO S (3-2) 875  (3-2) .818
Do (4-3) 820  {5-3) .881
E ; :! : % } (5-4) .895 (7-5) 974
5 I (75) 902 (87) 632
8 1 o (s-7) 908  (10-8) .908
; :i ; :l * | (11-9) .913 (12-10) .908
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Abbildung 3.20: Relevantes Eigenwertspektrum fiir die Parameter D = .75,
wret = 0.04 (e) & 0.02 (%), ¢ = wra/3; die Gewichtung ergibt sich aus dem
Startwellenpaket (siche Abbildung 3.17) mit < y > ({ = 0) = i

3.4 Uberblick zur TOM-Dynamik

Die durchgefithrien Computersimulationen fiir TOM zeigen, daf} in diesem ‘einfa-
chen System’ eine Vielzahl dynamischer Effekte enthalten sind, deren spezifische
Interpretationen ‘nicht auf der Hand liegen’.

Die Dynamik zweier gegenecinander schwingender Gaufipakete ergibt eine
Unterdriickung des Tunnelprozesses mit wachsender Kopplung, verbunden mit
einer starken Beschrénkung der Oszillatorkoordinate, so dafl auch diese keine
Nulldurchginge mehr aufweist. In diesen Féllen - der Schwerpunkt des Ge-
samtwellenpakets wird zur Zeit { = 0 in einem der beiden Potentialminima
gewdhlt - verbleibt das 2-dimensionale Gesamipaket im wesentlichen in einer
kleinen Umgebung eines der beiden Minima im Gesamtpotential. Die Bewegung
des Gesamiwellenpakets ‘friert’ quasi - bis auf kleine Schwingungen - ein. Die
Erklarung fiir diesen Effekt konnte durch ein 1-Teilchen-Bild im Rahmen einer
WEKB-Abschitzung verstanden werden: Durch die Kopplung ‘entsteht’ ein ef-
fekiives Teilchen, dessen Tunnelrate durch eine mit der Kopplung anwachsende,
effektive Masse gegen Null geht. Aufgrund der Energieerhaltung kann dabei der
harmonische Oszillator keine Schwingungen ‘mit Nulldurchgéingen’ (d.h. {(y) = 0)
unter Fixierung der Tunnelkoordinate ausfiihren. Energetisch mdglich wére ein-
zig eine Bewegung auf der ‘Tunnelachse’, die aber durch die erhéhte, effektive
Masse des Tunnelteilchens beliebig unwahrscheinlich wird. Die Dynamik in die-
sen Parameterféllen ist somit ‘lokalisierungsartig’.
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Wird dagegen zur Zeit { = 0 ein Wellenpaket definiert, welches mit seinem
Schwerpunkt weit von beiden Potentialminima entfernt ist, so ergeben sich ‘de-
lokalisierungsartige’ Effekte; das Wellenpaket verteilt sich auf beide Potenti almi-
nima, wobei dies fiir das Tunnelteiichen im wesentlichen eine ‘Zweiteilung’ und fiir
den Oszillator eine starke ‘Zersplitterung’ der Wahrscheinlichkeitsdichte bedeu-
tet. Dieses asymmetrische Verhalten ist dabei durch die Potentialform bedingt,
die ‘schwach ansteigend’ beziiglich der Oszillatorkoordinate und ‘stark anstel-
gend’ beziiglich der Tunnelkoordinate ist. Dieser ‘delokalisierungsartige Effekt’
setzt aufl einer kleinen Zeitskala ein; fiir grofiere Zeiten fiillt das Wellenpaket
dann die réumlich getrennten, ‘klassisch erlaubten’ Bereiche im Ortsraum aus
(und analog im Impulsraum). Die Interpretation dieses Ph#nomens gelang iiber
die Darstellung der Dynamik in der Energieeigenwertbasis. Wird fiir das Tunnel-
teilchen zur Startzeit { = 0 als Wellenpaket eine Linearkombination der beiden
tiefsten Eigenfunkiionen der Doppelmulde und fiir den Oszillator die harmoni-
sche Grundzustandsfunktion gewihlt, so bedeutet dies fiir die Darstellung des
Gesamtpakets in der Energiebasis beziiglich eines groflen Kopplungsparameters
¢, daB die Gewichtsverteilung dieses Wellenpakets auf diese 2d-FEigenfunktionen
zwei deutlich separierte Gruppen bildet. Der Energieabstand dieser Gruppen
wichst mit dem Kopplungsparameter ¢. Sortiert man die 2d-Eigenfunkiionen
nach dem Merkmal, wie grofl in ihnen der Gewichisanteil der ungestdrten Dop-
pelmuldeneigenfunktionen ist, so erkennt man, daf} sich durch die Kopplung eine
Vielzahl von Oszillatoreigenfunktionen zwischen die beiden tiefsien, ungestdrien
Doppelmuldenniveaus ‘schiebt’. Dieser Effekt wird durch ein ‘avoided crossing’
der kopplungsabhéngigen 2d-Energieniveaus erklart. Die Zeitskalen, die mit den
beiden Gruppen von beteiligten Energieveaus innerhalb des Gewichtsspektirums
verbunden sind (innerhalb der Gruppen und zwischen den Gruppen) erklist die
Zeitskalen, auf denen die Delokalisierung fiir die beiden Koordinatenrichtungenim
Gesamtsystem verlduft: der grofle Energieabstand zwischen den Gruppen bewirkt
die rasche ‘Zweiteilung’ des Wellenpakets in z-Richtung, die kleinen Energiediffe-
renzen innerhalb jeder Gruppe die langsame ‘Zersplitierung’ in g-Richiung. Die-
ser Prozef} ist irreversibel beziiglich einer ‘mittleren Zeitskala’, da durch die hohe

- Kopplungsstirke der TunnelprozeB fiir die Teilpakete (wenn sie sich erst in der

Nghe der 2d-Potentialminima befinden) aus obigen Griinden unterdriickt ist.
Dies sind die beiden dominanten Effekte innerhalb TOM’s, die abschlieflend
noch unter dem Blickwinkel der Born-Oppenheimer-Basis betrachet wurden, da.
dies im Hinblick auf die Quantenmolekulardynamiken von Bedeutung ist. Die
Unterdriickung des Tunnelprozesses kann aus dieser Sicht als eine ‘Adiabatizitat
durch Kopplung’ beschrieben werden, da ein ‘Einfrieren des Wellenpakets’ gleich-
zeitig bedeutet, daB sich seine Darstellung in der Born-Oppenheimer-Basis nicht
mehr #ndert. Speziell: Das Tunnelteilchen befindet sich stets im lokalen Grund-
zustand. Fiir den zweiten Effekt der ‘Delokalisierung’ hingegen wichst der Grad
der Nicht-Adiabatizitit mit wachsender Unschérfe des Oszillators. Dies wird
sich auf die halbklassischen Methoden der Quanienmolekulardynamik auswirken.
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54 KAPITEL 3. TUNNEL-DYNAMIK

Wenn eine Nicht-Adiabatizitdl innerhalb TOM’s iiber weite Parameterbereiche
mit einem starken Unschirfezuwachs besonders auch des harmonischen Oszilla-
tors verbunden ist, so negiert diese Dynamik im Prinzip die Anschauung des
Oszillators als ‘klassisches Teilchen’; diese Anschauung liegt aber allen Quanten-
molekulardynamiken zugrunde. Die stochastischen Verfahren, die im folgenden
Kapitel vorgestellt werden, versuchen zwar eine Beschreibung des Oszillators iiber
ein Fnsemble von Trajektorien, aus denen sich anschlieRend eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung komponieren 1&8t, so dafl als Resultat der Methode kein klassisches
Teilchen mehr vorliegen wird, aber jedes einzelne Ensembleclement setzt eben die
Beschreibbarkeit des Oszillators mittels einer Trajektorie voraus. Inwieweit die
‘Zersplitterung’ der Wahrscheinlichkeitsdichte des Oszillators durch die Quanten-
molekulardynamiken abgebildet werden kann, wird Kapitel 5 u.a. demonstrieren.
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Kapitel 4

Wellenpaket-Trajektorien-
Verkniipfungen

“The usion of centrol. That A could do B.
But that was false. Completely. No one can do.
Things only happen, A and B are unreal, are na-
mes for parts that ought to be inseparable.”

Th. Pynchon: ‘Gravity’s Rainbhow’

4.1 Zum a priori des Ansatzes

Ist man an der inneren Dynamik eines Mehr- oder Vieltelichenquantensystems
interessiert, so erhélt man im Prinzip alle nur denkbaren Informationen durch
Quadraturen aus dem zeitabhingigen Wellenpaket des Gesamtsystems, welches
durch den Propagator des Systems und eine vorgegebene Startwellenfunktion de-
terminiert ist. Dies ist jedoch nur prinzipiell richtig. Die Wellenpaket-Methoden
(siehe Kapitel 2) sind konkret nur anwendbar auf Systeme mit einer kleinen Zahl
von Freiheitsgraden, da die verfiigbaren Computerkapazitifen hier Grenzen set-
zen. Das Studium konkreter Systemdynamiken setzt daher in praktisch allen
Féllen zu treflende N#herungsansitze voraus.

Besteht das betrachtete System (gedanklich) aus zwei Teilsystemen, die sich
- gunéchst unverkoppelt gedacht - auf verschiedenen Zeitskalen bewegen, so kann
als nullte Niherung die Bewegung des ‘schnellen’ Teilsystems im Gesamtpoten-
tial unter der Annahme betrachtet werden, dafl die riumliche Konfiguration der
Tellchen des ‘langsamen’ Teilsystems zeitlich unverdnderbar ist. Dies ist etwa
ein dbliches Verfahren bei der Untersuchung molekularer Eigenwertspektren, bet
dem die Kernkoordinaten zunéchst fixiert werden. Die Bewegungen der ‘lang-
samen’ Teilchen (der Atomkerne) kann dann beispielsweise stérungstheoretisch
eingearbeitet werden.

Dieses Verfahren wird die reale Systemdynamik umso besser approximieren, je
weiter die typischen Zeitskalen der beiden Teilsysteme voneinander entfernt sind,
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bzw. je grofler das Verhéltnis der beteiligten Teilchenmassen vom ‘langsamen’
zum ‘schnellen’ Teilsystem ausfillt. Im Grenzfall, daff dieses Massenverhiltnis
gegen oo strebt, wird die durchgefithrte Niherung exakte Ergebnisse liefern.

Je weiter man von diesem Grenzfall entfernt ist, wird es nétig werden, auch die
Teilchenbewegungen des ‘schweren’ Teilsystems simultan zu denen des ‘leichten’
Teilsystems zu erfassen, so daf alle Freiheitsgrade des Gesamisystems dynamisch
zu beschreiben sind. Alle Formulierungen einer Quanten-Molekular-Dynamik
(QMD) zielen in eben diese Richtung. Die grundlegende Annahme dabei lautet,
daf aufgrund der qualitativen Unterscheidung zweier Teilsysteme (‘qm’=schnelles
Teilsystem; ‘cl’=langsames Teilsystern) in Bezug auf die typischen Zeitskalen ihrer
Einzelbewegungen, eine klassische Beschreibung der Freiheitsgrade des “langsa-
men’ Teilsystems gerechtfertigt ist. Die Bewegung dieser ‘langsamen’ Teilchen
wird also nicht iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Wellenfunktion, son-
dern iiber Trajekiorien charakierisiert.

Die mathematischen Elemente einer QMD sind somit ein quantenmechani-
sches Wellenpaket, das dem ‘qm’-Subsystem zugeordnet ist, sowie eine Anzah!
von Trajektorien fiir das ‘cl’-Subsystem enisprechend der in diesemn Subsystem
involvierten Teilchenzahi.

Das Wellenpaket und die klassischen Trajektorien sind dabei wechselwirkend
aufeinander bezogen, so daf alle Teilchenbewegungen simultan zu entwickeln sind.
D.h., daB nicht blof ein iiber die klassischen Trajektorien zeitabhéngiges Potential
fir das ‘qm’-System vordefiniert ist: die Wellenpaketdynamik ist an die klassisch
beschriebenen Freiheitsgrade riickgekoppelt und umgekehrt.

Bildete die logische Differenzierung des Gesamtsysiers in zwei zeitskalen-
verschiedene Teilsysteme den Ausgangspunkt einer QMD-Beschreibung, so sind
durch das Einfithren klassischer Bahnen weitere Annahmen implizit gesetzt. (Si-
cherlich wird es etwa keinen Sinn machen, klassische Beschreibungsgréflen fiir ein
Tunnelteilchen einzufiihren (siche Kapitel 3.1)). Durch eine klassische Trajektorie
ist das Teilchen zu jedem Zeitpunkt exakt im Phasenraum lokalisierbar, d.h. es
gibt keine Unschirfe in den Observablen. Implizit ist damit im QMD-Ansatz die
Annahme enthalten, dafl bei voll quantenmechanischer Beschreibung des Gesamt-
systems auch die durch Projektion auf die Teilriume zu ermittelnden Unschirfen
verschiedene Groflenordnung besitzen. Definiert man zur Zeit { = 0 als Startpaket
ein Produki aus gauflschen Wellenpaketen minimaler Unschirfen (siche Kapitel
3.2.1), so sind die Gréfenverhaltnisse von Orts- und Impulsunschérfen durch die

Massen der beteiligten Teilchen und die zweite Ableitung des Potentials (q_gf k)
am Ortserwartungswert des jeweiligen Gauflpakets bestimmt:

Am:’n,Gauss ~ 1/\{/ mkz (41)

Uber die zeitliche Entwicklung von Orts- und Impulsunschirfe ist damit jedoch
keine Aussage getroffen. Eine QMD kann somit ihren Bezug zur ‘quantenme-
chanischen -Wirklichkeit’ im Laufe einer Zeitentwicklung verlieren, wenn bei-

[ 1]
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spielsweise die Ortsunschérfen im (voll quantenmechanisch beschriebenen) Ge-
samisystem sich nicht mehr in zwei deutlich verschiedene Gruppen separieren
lassen. Auch wenn die ‘Bahnvorhersage’ der QMD fiir das ‘cl’-Subsystem als Wi-
derspiegelung der quantenmechanischen Erwartungswerie verstanden wird, und
somit der Begriff einer Unschirfe scheinbar keine Rolle spielt, wird die Korrespon-
denz zwischen einer rein quantenmechanischen Beschreibung zum Wellenpaket-
Trajektorien-Ansatz durch die Unschiirfe beeinflufit, da dafl ‘gm’-Subsystem
durch seine Kopplung an das ‘cl’-Subsystem auf die konkreten ‘cl’-Koordinaten
Bezug nimmt. Stellt man sich beispielsweise ein Quantenteilchen vor, das durch
ein freies Teilchen beeinflufit wird (das freie Teilchen sei als nicht-beeinflut durch
das Quantenteilchen gedachi), so wird die QMD-Vorhersage einer geradlinig
gleichférmigen Bewegung fiir das ‘cl’-Teilchen zwar zum quantenmechanischen
Erwartungswert fiir alle Zeiten korrespondieren, die Dynamik des Quantenteil-
chens in der QMD jedoch wird im Laufe der Zeit immer weniger mit der wirkli-
chen Dynamik zu tun haben, da das QMD-Quantenteiichen stets ein lokalisiertes
‘cl’-Teilchen und kein zerfiieflendes Wellenpaket spiirt.

Verbunden mit der angesprochenen Unschérfeproblematik ist die Frage nach
der energetischen Relation zwischen dem voll quantenmechanisch beschriebenen
System (kurz: QM-System) und dem Wellenpaket-Trajektorien-Ansatz (kurz:
qin-cl-System). Stellt man sich ein gegebenes Wellenpaket des QM-Systems vor,
so existiert keine ‘Ubersetzung’ in ein qm-cl-System, die sowohl alle Erwartungs-
werte von Ort und Impuls sowie die Gesamtenergie des Systems unverdndert 148t.
Die Gesamtenergie innerhalb des QM-Systems als Erwartungswert des Hamilton-
operators 148t sich symbolisch schreiben als:

Equ = (H(‘qm’, ‘cl’)) (4.2)
Die Gesamtenergie innerhalb des qm-cl-Systems hingegen lautet:
Eom-a = (H(‘qm’, ('cI')) ) (4.3)

In dieser Gréfle sind daher alle Energieanteile aufgrund der Unschérfe der Koordi-
naten und Impulse innerhalb ‘c!’ nicht erfafit. Verlangt man fiir die Startsituation
also eine Entsprechung der Anfangsbedingungen der Trajektorien zu den quan-
tenmechanischen Erwartungswerten, so ist eine Differenz in der Gesamtenergie
zwangsldufig. (Fiir ein GauBpaket ist die Differenz zwischen dem Erwartungs-
wert der Energie und der ‘klassischen Energie’ bzgl. der Erwartungswerte gerade
minimal bei der ‘minimalen Unschérfe’; siehe Kapitel 3.2.1). Diese Diflerenz in
der Gesamtenergie ist dabei indirekier Ausdruck eines ‘Unwissens’, das mit der
Wellenpaket-Trajektorien-Beschreibung verbunden ist: es sind nicht gentigend
Informationen vorhanden, um die exakie Gesamtenergie zu ermitteln.
Unabhingig von jeder speziellen Formulierung einer QMD ist also festzuhal-
ten, daf} eine Wellenpaket-Trajektorien-Beschreibung zum einen eine Separation
eines Systems in zwei Teilsysteme voraussetzt und zum anderen fiir eines der
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so erhaltenen Teilsysteme eine klassische Ubersetzung durchgefiihrt wird. Ein-
gedenk der Tatsachen, daf fiir zwel in Wechselwirkung stehende Teilsysteme im
Prinzip keine Wellenfunktion fiir ein Teilsystem definiert werden kann {vielmehr
nur eine reduzierie Dichtematrix) und daf es im quantenmechanischen Sinn keine
wohldefinierten Bahnen im Phasenraum fiir ein Teilchen gibt, wird im folgenden
stets versucht, die Grenzen der Anwendbarkeit von Wellenpaket-Trajektorien-
Verkniipfungen zu benennen.

Im folgenden werden Ansétze fiir Quanten-Molekular-Dynamiken vorgestellt,
die unterschiedliche Zielsetzungen verfolgen: fiir adiabatische Systemdynamiken
(Begriffsdefinition s.u.) wird das Schema einer deterministischen QMD im folgen-
den Unterkapitel 4.2 rezipiert. Nicht-adiabatische Dynamiken verlangen dariiber
hinausgehende Ansitze. Dazu werden (bedingt) stochastische Elemente in die
Methode eingefithrt; dies ist Gegenstand des Unterkapitels 4.3.

QMD
.—-d‘"-‘_d__'-—/.-’_ \
deterministische QMD stochastische QMD
I |
adiabatischer Limes nicht-adiabatische Prozesse

4.2 Deterministische QMD

Der Beschreibungshorizont einer deterministischen Quanten-Molekular-Dynamik
(det-QMD) ist der adiabatische Limes. D.h., daB sich das Quantensubsystem
instantan den réumlichen Konfigurationsinderungen der ‘klassischen Teilchen’
anzupassen vermag. Zumeist wird dabei der Begriff einer adiabatischen Dy-
namik synonym fir ein Quantensystem im lokalen Grundzustand verwendet.
Um diese Begriffe zu prézisieren und um die Grundlage fiir eine Ableitung
des det-QMD Gleichungssytems bereitzustellen, muf zunsichst auf die Born-
Oppenheimer-Niherung [Born27] eingegangen werden.

Ist ein Gesamtsystem aus zwei Teilchen der Massen m, und m, gegeben, so
erhélt man den Born-Oppenheimer-Hamiltonoperator (BO-Operator) auns dem
vollstindigen Hamiltonian formal dutch den Limes eines unendlichen Massen-
verhéltnisses: m,/m; — co, so daB der kinetische Energieoperator T, des y-
Teiichens vernachléssigt werden kann.

Hpo =T+ Vo (2) + Vy(y) + Volz, ) = H - T, (4.4)

V: und V, sind dabei die Potentialterme der beiden Einzelteilchen und V, das sie
verbindende Kopplungspotential.

Der BO-Operator beschreibt somit das effektive System des z-Teilchens bei
festgehaltenen y-Koordinaten. Die Born-Oppenheimer-Zustinde sind die Eigen-
zusténde dieses Operators, die parameirisch von y abhéngen.

Hpo(z; )25 (z19) = . ()07 (2; 1) (4.5)
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4.2. DETERMINISTISCHE QMD 59

wobei der Potentialierm V, in Hpo dabei lediglich eine konstante Translation
aller Eigenwerte bewirkt.

Eine ‘adiabatische Dynamik’ ist nun so definiert, daB sich das z-Teiichen in-
nerhalb des durch H (4.4) definierten Gesamtsystems stets in ein und dernselben
BO-Eigenzustand befindet. Wenn ¥(z,y,1) die die Systemdynamik beschrei-
bende Wellenfunktion darstellt, so gilt fiir eine adiabatische Dynamik:

vt Uz, y,1) = 5%z y) x(v,1) (4.6)

Die Projektion dieser Wellenfunktion auf den z-Teilraum ist somil eine zeit-
unabhingige Grofle. Die Zeitabhingigkeit rithrt allein vom Anteil x{,1) her,
also der Dynamik des y-Teilchens. Zu beachten ist hierbei, dafi mit ®5%(z;y)
eine 2-dimensionale Wahrscheinlichkeitsamplitude definiert ist, so dafl die Kennt-
nis dieser Grofle das Losen der Eigenwertgleichung (4.5) fiir den gesamten y-
Definitionsbereich vorausseizt.

Setzt man nun (4.6) in die zeitabhingige Schrodingergleichung 10 = HY des
Gesamtsystems ein und projiziert auf den BO-Zustand ®59, so ergibt sich’

ix = (®8°|Hpo +T,|92° x)_
_ 1 BO Bo
= Gra@xy) - 5 (0014,27) x@) @)
1 BO BO
__5—7?;—2 ((I)v |V, &, )2 Vy x(y, 1)

¥
Der letzte Term in (4.7) ist aufgrund der Normbedingung
35z, y)| = 1 (4.8)

Yv Vy : |

rein imagindr, so dafl er bei geeigneter Phasenwahl der BO-Zusténde auf Null
abgebildet werden kann. Der vorletzte Term der Gleichung (4.7} wird unter der
Voraussetzung vernachlissigt, daf das Massenverhltnis (m,/m,)'/* viel kleiner
als Fins ist [Born27]. Das effektive Potential des y-Teilchens ist somit nichts
anderes als die Eigenwertfunktion e,(y).

Die soweit definierte adiabatische Dynamik ist also durch eine Separation des
Gesamtsystems in der Form (4.6) gekennzeichnet. Dies ist der erste Schritt hin
zu einer QMD-Beschreibung., Weiterhin ist fiir letzteres jedoch notig, die dy-
namische Gleichung (4.7) des y-Teilchens in eine klassische Bewegungsgleichung
zu iibersetzen. Hierzu kann als erstes die Bewegungsgleichung fiir den quanten-
mechanischen Erwartungswert (y} = {x|y|x} iiber das Ehrenfest-Theorem (siehe
z.B. [Schi68, Blo63]} aufgestellt werden:

o) = —(dVseln)lx, (19)
= ~(XIVy (®F°|Hpo (2; 9)I®F) %)y

1Der Index am Skalarprodukt gibt an, {iber welche Koordinate zu integrieren ist.
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60 KAPITEL 4. WELLENPAKET-TRAJEKTORIEN-VERKNUPFUNGEN

Fiir die Auswertung des inneren Skalarprodukts kann das Hellmann-Feynman-
Theorem [Feyn39] herangezogen werden, so dafl die Gradientenbildung V, ledig-
lich auf den Operator Hgp anzuwenden ist:

62
myzm(®) = ~(x(@5°V, Haol(z; 9)|05°).Ix)y

= —(xl®°1Vy (Vy(w) + Velz, Y)IRE%)clx)y (4.10)
= =V, Vilx)y - (XI(‘I)VBOlvy E/C(m»y)l(bf())xl)()y

Ausgehend von der adiabatischen Dynamik enthélt die Ableitung bis zu die-
sem Punkt lediglich die Born-Oppenheimer-Néherung. Um eine ‘klassische Glei-
chung’ fiir (y) zu erhalten, ist jetzt eine weitere Niherung notwendig: Fiir die
y-Koordinate wird der Erwartungswert von Potentialen ersetzt durch eben diese
Potentiale am Ort der Erwartungswerte: dies kann als Newton-Approximation

bezeichnet werden:

V() aV((.) n

( 5. /= T8 '
Diese Néherung ist hinreichend gut, wenn die Wellenfunktion y zu jeder Zeit {
im wesentlichen nur ein Potential vom Grad 2 spiirt. Tm Allgemeinen wird dies
umso eher erfiillt sein, je kleiner die Ortsunschirfe des Wellenpakets x ist: dies ist
konsistent mit der Vorstellung eines sich klassisch verhaltenden Teilchens. (Stellt
das Potential V ein Polynom zweiten Grades dar, so ist (4.11) keine Naherung,
sondern eine Identitét: die Bewegung eines Wellenpaketschwerpunktes in einem
solchen Potential stimmt dann exakt mit der klassischen Bewegung eines Mas-
senpunktes in diesem Potential {iberein.) Mit dieser Argumentation erhiilt man
eine klassische Gleichung fiir den y-Erwartungswert:

my%(y) = —Vuh(y) - <@f°($;(y))]V(ch(ﬁ,(ﬁ)!‘ﬁfo(z;(y))) (4.12)

Mit (y) ist so eine kiassische Trajektorie definiert, die an das Quantensystem des
z-Teilchens iiber einen Potentialerwartungswert angekoppelt ist. Zu beachten
ist hierbei, dafi dieser Erwartungswert mit dem BO-Eigenzustand ®5°(z; {(1}(1))
gebildet ist, also einer 1-dimensionalen Wahrscheinlichkeitsamplitude, die iiber
(y) implizit zeitabhéingig ist. Auch fiir das Quantenteilchen wird somit die Vor-
stellung eines Einzelteilchens mathematisch wiedergegeben (im Gegensatz zur
2-dimensionalen Wahrscheinlichkeitsamplitude in (4.6)).

Somit ist eine Ableitung einer deterministischen Quanten-Molekular-Dynamik
erbracht, die die Dynamik eines Wellenpakets @ mit einer klassischen Trajekiorie
ya verbindet. Das Gleichungssystem einer det-QMD? fiir ein Zweiteilchensystem

’Eine Anwendung der deterministischen QMD auf ein Elekironentransportproblem findet
man z.B. bei [Sell87].
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4.2. DETERMINISTISCHE QMD 61

lautet damit (Hpo = T + V):

z't_’b(a:,t; Yu) = Hpo(z;yu) @z, 1; ya) 1413

myia = — (1Y, V(2 9)|), (#13)
Die Ableitung dieses Gleichungssytems basierte zwar auf der Annahme einer adia-
batischen Systemdynamik. Das Gleichungssytem {4.13) jedoch definiert dariiber
hinaus eine Dynamik fiir jedes Zweiteilchensystem, das durch qm-cl-Separation
gegeben ist. D.h., dafl unabhéngig von dem Wissen, ob im konkreten Fall eine
adiabatische Dynamik vorliegt, die deterministische QMD eine spezifische Dyna-
mik generiert. Ob der ‘Giiltigkeitsbereich Adiabatizitit’ verlassen wird, ist darum
notwendigerweise im Laufe der Propagation zu liberpriifen.

Das konkrete Vorgehen einer Computersimulation gestaltet sich demnach wie
folgt: Die Anfangsbedingungen fiir das System sind in Form einer Startwellen-
funkiion ©(z,0) und den Startwerten von Ort und Impuls (y(0), m, 7.(0))
fiir die klassischen Freiheitsgrade gegeben. Auf einem hinreichend feingeteil-
ten Zeitgitter (mafigebend ist die kleinste im System auftretende, charakteri-
stische Zeitgrofe; diese wird durch das Quantensystem festgelegt) wird das Glei-
chungssystem (4.13) im Prinzip selbstkonsistent geldst. Ist der Zeitschritt dt,,
Jedoch geniigend klein, so kénnen die klassischen Koordinaten innerhalb eines
Zeitschrittintervalls als konstant betrachtet werden. Auf diese Weise definiert
ya(0) den quantenmechanischen Propagator fiir den ersten Zeitschritt, so daB
sich ®(z, dl,m) ergibt. Da der Zeitschritt df,,, der Propagation klein relativ zur
typischen Zeitskala des Quantensystems und diese Zettskala wiederum klein gegen
die typische Zeitskala des klassischen Systems ist, wird der Zeitschritt digm viel
kleiner als ein fiir die diskrete Entwicklung der klassischen Bewegungsgleichungen
nétiger Zeitschritt diy sein.

Bgm € diy (4.14)

D.h., yq konnte auf einem viel gréferem Zeitintervall als df,,,, als quasi konstant
betrachtet werden. Wird jedoch fiir das gesamte Gleichungssystem der Propa-
gationsschritt di,, verwendet, so kann aus diesem Grund ein sehr einfaches Dis-
kretisierungsschema der klassischen Bewegungsgleichungen benulzt werden. So
etwa der Verlet-Algorithmus [Verl67].

i = F(y)
=y} = —y(lion) + 20(G) + 4 F(y(4) (4.15)
mit g —bi=di; {p=0; 1= 1,2,

Somit ergibt sich aus der Kenntnis von ®(z,dt,,) die klassische Koordinate

Ya(2dl,,). (Durch die Verwendung des Verlet-Algorithmus ist die klassische

Trajektorie also stels um einen Zeitschritt im voraus definiert; dies ist ein ty-

pischer Effekt eines I-Schritt-Algorithmus bei der Lésung von Differentialglei-
chungen zweiten Grades.)
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62 KAPITEL 4. WELLENPAKET-TRAJEKTORIEN-VERKNUPFUNGEN

Yo = W — Y2 — Ys_ 7 Yo
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Um nun festzustellen, ob die durch das Gleichungssystem (4.13)} generierie Dy-
namik die Forderung nach Adiabatizitit der Wellenfunktion @ erfiillt, muf} die
reelle Zeitpropagation aul einem grober als di,,, geteilten Zeitgitter (etwa dig)
unterbrochen und der Uberlapp der momentanen Wellenfunktion ®(z,?) mit den
lokalen BO-Zusténden ermittelt werden. War fiir die Startwellenfunktion ®(z, 0)
der lokale Grundzustand relativ zu y,(0) gewshlt, so geniigt es den Uberlapp

(28 (@ 92(1)] 2(z,0)[ (1.16)

als Adiabatizitatskriterium heranzuziehen. Rei adiabatischer Grundzustandsdy-
namik ist diese Gréfle stets 1.

Dieser lokale Grundzustand ®§°(z; ya(1)) kann dabei durch imaginsre Zeit-
propagation ermittelt werden, wobei der Propagator

exp(—Hpo (z; ya(£)) 1) (4.17)

dabei am sinnvollsten auf @F° (z; y4(1 —dty)), also den zuletzi ermittelten Grund-
zustand, anzuwenden ist, da dann die Anzahl der Propagationsschrittie bis zur
Konvergenz der imaginéren Zeiipropagation auf den neuen lokalen Grundzustand
sehr klein sein wird.

Es ist an dieser Stelle zu betonen, daf das Adiabatizititskriterium der hier
vorgestellten Art keine direkten Riickschliisse auf die tatsichliche Dynamik im
voll quantenmechanischen System (mit Wellenfunktion U(z,y,1)) zuldBt. Die
Adiabatizitdt wird innerhalb der deterministischen QMD ja relativ zur von der
Methode generierten Trajektorie yq(f) bestimmt; nur wenn diese Trajektorie
mit dem quantenmechanischen Erwartungswert (¥(z,y,1)|y|¥(z, y,1)) iiberein-
stimmt, was aber im Aligemeinen nicht bekannt ist, kann dieser Riickschluf gezo-
gen werden. Insofern ist die methodeninhirente Uberprufung der Adiabatizitit
nur ein notwendiges aber kein hinreichendes Kriterium fiir eine Ubereinstimmung
mit der exakten Dynamik. Der Grund hierfiir liegt in den notwendigen Niherun-
gen (BO-Naherung, Newton-Approximation), die zu den det-QMD-Gleichungen
fiihrten. Es mag so also der Fall eintreten, dafl die det-QMD eine adiabatische
Dynamik erzeugt, wodurch scheinbar ihre Aussagekraft bestitigt wird, daB je-
doch das durch die det-QMD abgebildete Quantensystem eine andere Dynamik
zeigt. In Kapitel § wird ein solcher Fall exemplarisch vorgefithrt werden.

Abschliefiend ist noch zu vermerken, dafi durch die deterministische QMD,
unabhéngig von der Adiabatizitit der Wellenfunktion @ relativ zu y., die Ge-
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4.3. STOCHASTISCHE QMD 63

samtenergie des Systems streng erhalten bleibt:

LB = % ((®|Hpo|®) +} myg{d) '
= (®|Hpol®) +(P|Hpo|?) +(2{VBo|P) + my fafa

B (4.18)

= (®|Vsol®) — 7 ({®|V,,VBo!®))
= 0

Die Behauptung von Webster et al. [Web@1a], daff eben diese Energieerhaltung
aufgrund der nicht-Anwendbarkeit des Hellman-Feynman-Theorems [Feyn39] im
nicht-adiabatischen Fall nicht gilt, ist falsch. Da die Parameterabhéngigkeit
des Hamiltonoperators hier eine iiber y vermittelte Zeitabhingigkeit ist, gilt
das Hellman-Feynman-Theorem auch fiir eine beliebige Mischung von Eigen-
zustinden, da & unabhingig von seiner Adiabatizitét die zeitabhingige Schrédin-
gergleichung in (4.13) erfiillt und @(z,t) mit ya(¢) ein selbstkonsistentes Paar
gemif (4.13) darstellt. Einzig diese Selbstkonsistenz ist der entscheidende Punkt;
so 188t sich das det-QMD-Gleichungssystem auch ohne den Adiabatenansatz {4.6)
ableiten: ein Produktansatz der Wellenfunktion nach der fime-dependent-Hartree
Methode geniigt. {(Zu ‘time-dependent-Hartree’ siche Anhang A.)

4.3 Stochastische QMD

Der 1-Trajektorien-Ansatz pro klassischem Freiheitsgrad, der charakterisiserend
fiir die deterministische Quanten-Molekular-Dynamik ist, hat den Anspruch,
adiabatische Dynamiken des Quantensubsystems zu erfassen. Durch den die Dy-
namik kennzeichnenden lokalen Eigenzustand {meist: lokaler Grundzustand} wird
gleichzeitig eine potentielle Energiefliche itn Raum der klassischen Koordinaten
definiert:®

(@0°1V (2, )I2l°) (4.19)

Bei einer adiabatische Dynamik ist einzig diese Energiefliche bestimmend fiir die
kiassischen Trajektorien: die auf die Trajektorie wirkende Kraft ist gerade der
Gradient dieser Flache.

Entwickelt sich das Quantensystem jedoch in eine micht-zeitkonstante Mi-
schung von lokalen Eigenzustinden, so sind entsprechend viele Energieflichen
fiir die Dynamik wesentlich. Die Dynamik verliuft dann nicht-adiabatisch. Dies
ist primir ein Effekt der Kopplung an die klassischen Freiheitsgrade. Im Grenz-
fall verschwindender Kopplung ist die Dynamik trivialerweise adiabatisch (die
Konfiguration der klassischen Teilchen geht dann - bis aufl einen zeitabhéngigen
Phasenfakior - gar nicht in die Dynamik des Quantenteilchens ein). '

SDer Index ‘cl’ an der klassischen Koordinate y wird innerhalb dieses gesamten Abschnitts
nicht mehr verwendet; Verwechslungen mit dem quanienmechanischen Ortsoperator soliten
aber nicht aufireten.
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64 KAPITEL 4. WELLENPAKET-TRAJEKTORIEN-VERKNUPFUNGEN

Die Behauptung ist nun, dafl eine Beschreibung nicht-adiabatischer Effekte
von einer 1-Trajektorien-QMD nicht geleistet werden kann. Dies ist zu begriinden.

Das 1-Trajekiorien-Schema der det-QMD (4.13) lieferte bei nicht-adiabatischer
Dynamik einen Kraftierm auf die Trajektorie, welcher sich als gewichtetes Mittel
tiber alle Energieflichen plus Nichtdiagonalterme darstellte; bei zwei beteiligten
BO-Niveaus v = 0, v = 1 etwa:

(Cg@(} + CI(I’IIVyV(fL’, y)ICO@O + (31(1)1)

leof*(@0| ¥, V] 20) + fer (@1 [V, V|91) + 2Re{cie: (0o V, V[@y)} - (4:20)
Von vornherein ist dabei nicht einzusehen, warum eine solche Beschreibung
die ‘Wirklichkeit’ nicht widerspiegeln sollte. Die Argumentation, die den 1-
Trajektorien-Ansatz zu Fall bringt, greift dabei weit zuriick: auf die Interpre-
tation der quantenmechanischen Wellenfunktion. Die Quantenmechanik macht
keine Aussagen iiber den Zustand eines Systems zu einer beliebigen Zeit, sondern
vielmehr Aussagen iiber mdglicke Zustinde, die dieses System a*nehmen kann.
Uber die das System beschreibende, ze1tabhang1ge Wellenfunktion ¥, erhilt man
Wahrscheinlichkeitsaussagen dariiber, welchen Wert eine beliebige Observable bei
Messung annehmen kann. Durch die Messung erfolgt eine ‘Reduktion des Wel-
lenpakets’ aufl den zu dem gemessenen Wert korrespondierenden Eigenzustand
der Observablen. Erst jetzt ist eine Aussage der Art: ,Das System ¢sf in dem
Zustand ...“ erlaubi.

Durch eine wie auch immer geartete Quanten-Molekular-Dynamik, die klas-
sische Beschreibungsgrofien einfithrt, werden derartige Reduktionen des Wellen-
pakets quasi im Ansatz vorweggenomimen, so daf8 das Ergebnis einer determini-
stischen QMD keine Beschreibung von Méglichkeiten, sondern von Ist-Zustdnden
liefert.

Stellt man sich also beispielsweise ein System vor, das in seiner Zeitentwick-
lung in zwei asymptotische Kanale laufen kann, so wird die Gesamtwellenfunktion
eben dies widerspiegeln und zwet Wahrschelnhchkmtswerte, die sich zu eins addie-
ren, fiir die Kanéle ergeben. Eine 1-Trajekiorien-QMD hingegen wird als Ergeb-
nis ein gewichtetes Mittel beider asymptotischen Zustdnde liefern, was jedem der
beiden méglichen Mefergebnisse widerspricht. Ein Beispiel hierfiir wire etwa ein
Stof} zweier Molekiile A und B (2.B. Na und Cl), bei welchem mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit w ein Elektronenaustausch stattfinden kénnte. Liefle man T
Molekiilpaare einen derartigen Stofprozef ausfiihren, so ergiibe die Messung fiir
wl' der Systeme eine Jonisation. Die Trajektorien der Schwerpunkisbewegungen
der Binzelmolekille wiren bei Ionisation aufgrund der Coulombwechselwirkung
vom neutralen Fall (Wahrscheinlichkeit 1 — w) verschieden. Eine wie auch im-
mer geartete 1-Trajektorienbeschreibung lieferte das wahrscheinlichkeitsgewich-
tete Mittel (gemdf w) beider Mdglichkeiten und beschriebe also eine unphysika-
lische Situation, die mit Sicherheit nie vorlige.

Fiir nicht- adlabatlsche Prozesse, d.h. solche Prozesse, die nicht der (im
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4.3. STOCHASTISCHE QMD 65

gewissen Sinn deterministischen) Beziehung (4.6) geniigen, mufl daher der 1-
Trajektorien-Ansatz aufgegeben werden.

Der Punkt ist also, daf} eine einzige Trajektorie nur fiir Dynamiken Sinn
macht, die durch eine Energiefiiche bestimmt sind. Bei mehreren, relevanten
Energieflichen (d.h. nicht-adiabatischen Situationen) wird die quantenmechani-
sche Wellenfunktion Gewichtsanteile in all den den Energieflichen zugeordneten
Zustinden besitzen. Geht man ein solches Problem zun#chst rein quantenme-
chanisch an, so kann man die Gesamtwellenfunktion in einer Verallgemeinerung
der Gleichung (4.6) exakt in der Born-Oppenheimer-Basis (2-dimensionale Wahr-
scheinlichkeitsamplituden!) repréisentieren:

U(z,y,1) = 3 xu(v,1) 27z, p) (4.21)

Setzt man dies in die zeitabhingige Schrodingergleichung des Systems (H =
H, + H, +V,) ein (vergleiche Gleichung (4.7)), so erhilt man gekoppelte Dif-
ferentialgleichungen fiir die ‘Koeffizienten’ x, (‘coupled channels’):

1 BO RO
_E(zvyxnvy@n + Xn 4,059)

(4.22)

%o = (T + ) o1+ 3 <®:‘:’0

mit 3 [Ix.]* =1

Das yg-Teilsystem ist damit durch die Funktionenschar {x,(y,¢)} gekennzeichnet.
Wendete man an dieser Stelle die Born-Oppenheimer-N&herung an, d.h. ver-
nachléssigte man die Kopplungsterme in (4.22), so wiirde gelten: V1 : [[x,]I(t) =
[x.1[(0) und die anfangs gewshlte ‘Mischung’ von BO-Zusténden in (4.21) wire
zeitkomstant, womit sich eine adiabatische Dynamik (im verallgemeinerten Sinne)
ergibe. Nicht-verschwindende Kopplungstermein (4.22) dagegen fiihren zu nicht-
adiabatischen Dynamiken.

Quantenmechanische Approximationen kénnten nun z.B. darin bestehen, den
Funktionenraum der x, einzuschrinken. In diese Richtung gehen eiwa die
Ansitze Hellers (siehe z.B. [Hell75, Hell81]) durch die Beschrdnkung auf gaufi-
sche Wellenpakete; die gekoppelten Differentialgleichungen fiir die Funktionen y,,
gehen dann iber in Bestimmungsgleichungen fiir die ‘freien Parameter’ innerhalb
der Gaufipakete. _

Quanten- Molekular-Dynamiken hingegen, setzten an dieser Stelle halbklas-
sische Approximationen ein. Fiir einen Beschreibungswechsel des y-Systems
von quantenmechanischen Wellenfunktionen zu Trajektorien, miiflten dann meh-
rere Uberlegungen angestelit werden. Grob skizzieri kdnnte dies so aussehen:
Zunidchst wiren mindestens so viele Trajektorien zu unterscheiden wie BO-
Zustdnde, d.h. Energieflichen, an der Entwicklung {(4.21) beteiligt sind. Eine
Definitionsmoglichkeit wire:

der 1 _
ol #0: g = T (xol ¥ lxe) (4.23)
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Mit dieser Definition wiren Trajektorien mit unterschiedlicher statistischer Ge-
wichtung erzeugt, so daf als ‘sinntragende Einheit’ die Paare (3, ||x.|?) erschie-
nen. Diese Trajektorien-Gewichtungs-Paare allein wéren aber nur {iir die Situa-
tionen verschwindender nichi-adiabatischer Kopplung ausreichend - im Bild der
Energieflichen bedeutet dies, daf} diese wihrend der gesamten Propagationszeit
durch grofie energetische Abstinde gekennzeichnet sind. In allen dynamischen
Situationen hingegen, in denen die Zustandsgewichie ||x, || nicht zeitkonstant
sind, werden in jedem Zeitpunkt der Propagation auch die Wahrscheinlichkeits-
verteilungen der Trajektorien auf die Energieflichen gedndert. Ein denkbares
Szenario einer Simulation kénnte dann so aussehen: Man startet mit einer Tra-
jektorie auf einer der ‘besetzbaren’ Energiefidchen. Nach einem Zeitschrity Al
der Propagation mogen sich fiir M; BO-Niveaus die Gewichisanteile verindert
haben: in diesem Moment ‘zerfillt’ die Starttrajektorie in Af; Teiltrajektorien.
Jede dieser Teiltrajekiorien kann sodann wiederum fiir sich betrachtet werden.
Nach N Propagationsschritten wird sich somit die eine Starttrajektorie in (M, )"
Subtrajektorien verzweigt haben, die jeweils ein spezifisches, statistisches Ge-
wicht tragen. Der Effeki der Nichi-Adiabatizitit bestiinde in diesem halbklassi-
schen Ansatz somit in einem exponentiellen Trajektorienwachstum (‘branching’),
welches 1.A. nicht mehr handhabbar sein wird!. Ein halbklassischer Ansatz fiir
nicht-adiabatische Dynamiken muf diesen Effekt der Trajektorienverzweigungen
beriicksichtigen. Eine Mdglichkeit, eine exponentiell anwachsende Trajektorien-
menge zu vermeidern, besteht in der Einfiihrung eines stochastischen Prinzips,
welches zu jedem Zeitpunkt eine gewisse Trajektorie nach Mafigabe einer be-
dingten Wahrscheinlichkeit aussondert®. Die stochastischen Ansétzen, von denen
im weiteren die Rede sein wird, sollten vor allem fiir solche Systeme, in de-
nen nicht nur eine kleine Anzahl von ‘Verzweigungspunkten’ auftritt, praktikable
Simulationsverfahren im Rahmen der halbklassischen N&herung darstellen.

4.3.1 ‘Surface hopping’ (J. C. Tully)

In diesern Abschnitt werden die Ideen von J. C. Tully und R. K. Preston
[Tull71, Pres71} und J. C. Tully [Tull90] fiir eine dynamische Beschreibung nicht-
adiabatischer Progesse vorgestellt. Der friihere Ansatz wird hier nur in seinem
wesentlichen Gehalt skizziert, ohne auf die konkieten Details der Ausfiihrung
niher als hinweisend einzugehen. Der neuere Ansatz hingegen wird ausfithrli-
cher dargestelit, um einen Einblick in die konkrete Funktionsweise der Methode

4Selbst wenm eine Trajektorienverzweigung nicht zu jedem Zeitpunkt der Dynamik, son-
dern beispielsweise nur an ausgezeichneien Punkten Im Raum der Energiefichen (2.B. bei
‘avolded crossings’) zugelassen wird, geht die Machtigkeit des zu betrachtenden Trajektorienen-
sembles exponentiell mit der Anzahl der ‘Krenzungspunkte’. {Zur halbklassischen Behandlung
des ‘potential-curve-crossing-problems’ siche die Arbeiten [Thor71, Delo72].)

SDiese Vorgehensweise ist vergleichbar einer Berechnung hochdimensionaler Integrale mittels
Moente Carlo Methoden.
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zu erhalten: einiges des so Vorgestellien wird sich dann auch in dem von uns
vorgeschlagenen Schemata (Kapitel 4.3.2 & 4.3.3) wiederfinden.

In den beiden Arbeiten des Jahres 1971 eniwickeln Tully und Preston am
konkreten Fall der chemischen Reaktion von H¥ mit Dy (bzw. H* mit Hy) ihren
Ansatz der ‘trajectory surface hopping’-Methode. Thr Augenmerk liegt dabei anf
einer Behandlung der klassischen Freiheitsgrade (Kerne) fiir den Fall, dafi das
Quantensystem (Elektronen) nicht-adiabatische Effekte zeigt, also nicht fiir alle
Zeiten durch ein und denselben BO-Eigenzustand charakterisiert werden kann.

Nimmt man an, daB die Dynamik des Quantensysterns durch zwei BO-
Figenzustinde ®F° und ®F9 charakterisierbar ist,

B(z, 1) = co( )25 (2 y(1) + e (1) 27 (z; y(1) (4.24)

so definiert zunichst jeder dieser Einzelzustinde eine potentielle Energiefliche
der Form (4.19). Die Frage ist nun, ob ein effektives Potential existiert, in dem
sich die klassischen Teilchen bewegen.

Der eine Grenzfall ist das adiabatische Verhalten, bei dem sich das klassische
System nur auf einer Energiefliche, etwa der des Zustands ®§9, bewegt. Der
andere Grenzfall ist der, daB sich beide Energieflichen bei gewissen rdumlichen
Konfigurationen des klassischen Systems so nahe kommen, dafi das Quantensy-
stem sehr rasch vom Eigenzustand ®J€ in den anderen Zustand ®F {iberwechselt
(diabatischer Grenzfall [Smit69]). Fiir das klassische System bedeutete dies einen
raschen Wechsel von einer Energiefliche zur anderen. lin eflektives Potential, das
beide Grenzfille umfafit, wire etwa

Vers(y) = leol? (OFOIVIEC) + [eaf? (9F0|V |0 (4.25)

Fiir den allgemeinen Fall jedoch, der sich nicht auf einen dieser Grenzfille
reduziert, kann die Benutzung eines solchen eflektiven Potentials, also der 1-
Trajektorien-Niherung, wie oben angemerkt, nicht beschreibungsrelevant sein.
Ausgehend von der Intuition, dafl die Bewegung des klassischen Systems zu
jeder Zeit nur auf einer Energiefliche und keinem gewichteten Mittel verlduft
(,intuition requires that motion take place on one surface or the other [Tull71}},
schlagen Tully und Preston ihr Modell des ‘trajectory surface hopping’ vor:
die Bewegung des klassischen Systems bleibt solange auf eine Energiefliche be-
schrinkt, bis das System ein Gebiet starker, nicht-adiabatischer Wechselwirkung
(etwa ein ‘avoided surface crossing’) erreicht. In diesem Fall wird eine Ubergangs-
wahrscheinlichkeit P(y, 7) von einer Energiefliche zur anderen bestimmt. (Tully
und Preston setzen fiir ihr Modell voraus, dafl derartige Spriinge nur an endlich
vielen Punkten moglich sind; namlich dann, wenn die Trajektorie eine vorher
definierte Bedingung der Form S{y) = 0 erfiliit). Wechselt eine Trajekiorie
nach Mafigabe von P(y,y) nun die Energiefliche, so ist unter der Bedingung
der Gesamtenergieerhaltung des Systems eine Geschwindigkeitskorrekiur fiir das
klassische System entsprechend der ‘iibersprungenen’ Energiedifferenz der beiden

- Energieflachen nétig.
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68 KAPITEL 4. WELLENPAKET-TRAJEKTORIEN-VERKNUPFUNGEN

Der wesentliche Punkt dieses grob skizzierten Schemas ist die Verzweigung der
Trajektorie aufgrund der Spriinge. Jedem dieser moglichen ‘Zweige’ muf daher
ein Gewicht zugeordnet werden, das sich multiplikativ aus den Ubergangswahr-
scheinlichkeiten aller in ihin enthaltenen Verzweigungspunkte zusammensetzt.
Zwei konkrete Vorgehensweisen, dieses ‘branching’ zu realisieren, sind das ,,ants“-
und das ,anteater“-Modell. Im ersten Fall propagiert man ein ganzes Ensemble
klassischer Systeme. Vor dem ersten moglichen Sprung verfolgen alle Ensemble-
elemente (=ants) dieselbe Trajekiorie. Am ersten Verzweigungspunkt teilt sich
das Ensemble, gemsf der Sprungwahrscheinlichkeit P(y,¥) in zwei Trajektori-
enscharen. Jede dieser Trajektorienscharen bewegt sich nun unabhingig von der
anderen auf ‘ihrer’ Energiefliche, bis ein weiterer Sprungpunkt im Konfigurations-
raum erreicht ist, an dem sich die Verzweigung fortsetzt. Nach Durchlaufen von
n Sprungpunkten hat sich das gestartete Trajekiorienensemble (bei zwei mdgli-
chen Energieflichen) sodann in 2" Md&glichkeiten (=branches) verzweigt. Aus
diesem Grund ist das ,ants“-Modell realistisch nur anwendbar, wenn die Zahl
der Sprungpunkte im zu verfolgenden Propagationsintervall klein ist.

Als komplementidr dazu kann das ,anteater”-Verfahren angesehen werden.
Hierbei wird zunéchst nur eine Trajektorie betrachtet. An jedem Sprungpunkt
wird eine Zufallszahl £ generiert. Ein Wechsel der Energiefliche fiir die Tra-
Jektorie findet dabei statt, wenn & < P(y,y) giit. Auf diese Weise erhilt man
durch die Propagation eine nicht-verzweigte Trajektorie mit einem statistischen
Gewicht gleich Fins. Durch die Propagation einer Vielzahl solcher ,anteater®-
Trajekiorien kénnen sodann statistische Aussagen fiber die Verzweigungen erfol-
gen. {In den konkreten Simulationen verwenden Tully und Preston eine Mischung
beider Verfahren: fiir die mit hohem statistischen Gewicht auftretenden Zweige
das ,,ants“-Verfahren, fiir die iibrigen das ,,anteater®- Verfahren; siche Anmerkung
30 in [Tull71].)

Aus der Beschreibung des ‘trajectory surface hopping’-Modells, wie es zur da-
maligen Zeit von Tully und Preston vorgeschlagen wurde, wird ersichtlich, daf
sich die dahinterliegende Fragestellung vorwiegend auf die klassischen Freiheits-
grade bezicht. Das angekoppelte quantenmechanische System liefert nur die we-
sentlichen Bestimmungsgréfien fiir die klassische Bewegungsgleichungen, ndmlich
die potentiellen Energieflichen, sowie die Lage (S(y) = 0) und Gréfle (P(y, 7))
der Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Die potentiellen Energieflichen ergeben sich dabei im Prinzip aus der Kenntnis
der BO-Eigenzustéinde. Da diese i.A. jedoch nicht bekannt sind, sind Niherungs-
verfahren anzuwenden. Und so bedienen sich Tully und Preston auch der soge-
nannten ,diatomics-in-molecules“-Methode, auf die hier nicht niher eingegangen
werden soll, um diese Energieflichen zu bestimmen.

Die Verzweigungswahischeinlichkeiten Pi(y, 7) sind nichts anderes als die Ge-
wichte |c;|? (siehe (4.25)) der lokalen Eigenzustinde innerhalb des quantenmecha-
nischen Wellenpakets. {Bei lediglich zwei Niveaus existiert nur eine unabhingige
Wahischeinlichkeitsgrofle; darum wurde oben keine Indizierung der Grdfle P vor-
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4.3. STOCHASTISCHE QMD 69

genommen.) Im Prinzip muf also die zeitabhéngige Schrédingergleichung simul-
tan zu jeder Trajektorie geldst werden; Tully und Preston umgehen dies, indem
sie fiir die Bestimmung der Ubergangswahrscheinlichkeiten die Landau-Zener-
Stueckelberg Niherung [Lan32, Zen32, Stue32] verwenden. Auf diese Weise sind
damit die klassischen Bewegungsgleichungen ‘fiir sich’ 1ésbar, da alle Bestim-
mungsgrofien vorher determiniert sind.

Diese Einschrinkungen sind in dem erweiterten Ansatz von Tully [Tuli90]
teilweise aufgegeben; dieser wird jetzt im Detail vorgefiihrt.

Auch die nun vorzustellende Formulierung einer nicht-adiabatischen Dynamik®
griindet sich auf die Idee eines Energiefiichenwechsels fiir die Einzeltrajektorie, so
daf ebenso wie beim ,,ants*- und ,,anteater-Modeil ein Ensemble von klassischen
Systemen zu betrachten ist. Der neu eingearbeitete Aspekt ist jedoch das simul-
tane Losen der zeitabhéingigen Schrodingergleichung des Quantensystems relativ
zu jedem Ensembleelement, so dafl eine Riickkopplung beider Teilsysteme aufein-
ander gegeben ist. Die mdglichen Energieflichenwechsel werden nun nicht mehr
durch eine a priori Einschrinkung auf gewisse Schnittpunkie der Trajektorien
mit einer Hyperfliche festgelegt (siehe: S(y) = 0); vielmehr wird die prinzipielle
Moglichkeit zu einem Sprung zu jedem Zeitpunkt der Propagation eingerdumt.
Die konkrete Erscheinung des Wellenpakets in der entwickelnden Energiebasis
setzt dabei die Bedingung der Mdglichkeiten.

Der erste Schritt ist somit eine Darstellung des quantenmechanischen Wellen-
pakets in einer lokalen Basis. Als lokale Basis kann direkt die Eigenwertbasis des
BO-Operators Hpo oder eine beliebige Linearkombination (z.B. diabatisch, siehe
[Smit69]) gewshlt werden. Im folgenden wird angenommen, dafl die BO-Basis
vorliegt. Die Darstellung (fiir das Ensembleelement £) im Falle eines Zweiteil-
chensystems lautet somit:

i
Bz, 1; 9:(8) z (D5 (z; ye(1)) (4.26)

Der Ansatz des ‘trajectory surface hopping’ ist, wie oben dargestellt, der, dafl zu
jedem Zeitpunkt ¢t der Einzeltrajektorie £ genau eine Energiefliche zugeordnet ist.
Die Quantenzahl des enisprechenden Basiszustandes wird mit »{t) bezeichnet.
Das gekoppelte QMD Gleichungspaar fiir das Ensembleelement £ erscheint somit

in der Form:

i‘i’z (.’E i' yg(i) HBO (2: y;(f}) ‘I’g(i f yg(i)) [Q] 4 o
myje(t) = vy_gvg-,r(yl) ( vz(t)[vylvl(pyz(t)) (K1 (4.27)

Durch die Basisentwicklung geht dabei die zeitabhéngige Schrédingergleichung

8Es soll durch diese sprachliche Wendung bewuft angedeutet werden, dafl durch die Methode
eine Dynamik erst erzeugt wird; d.h. der Zusammenhang mit der ‘wirklichen’ Dynamik des
- abgebildeten Quantensystems nicht exakt fafibar ist.

i
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[Q] in (4.27) in ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung iiber:

;Ck(i) = crexl(ye(t)) — 1 Z (2} 9e(1) di; (ye(2)) (4.28)
mit  dy;(y,(t)) = <‘I’fo($;ye(i)) 61;5 ‘I’?O(I; yz(i))> (4.29)

Die Berechnung der dy;(y) ergibt sich aus Stérungsrechnung 1.0rdnung, welche
in diesern Fall ein exaktes Resultat liefert:

oV 1 0%V
Viz,y+8y) = V(z, y)—l-a%éy-%zrazﬁy
ppo |GV ¢ (I)BO>
5O |G- 6y| B!
5%y + 6 =950 4 < Y DB 1 O(5y?
A N R 557

Lo o
¢ = lm
v y—0 \ k 5y

(0 572

&;(y) = en(y)
Eine Normierung der Wellenfunktion ®; ist nicht nétig, da sich durch das Skalar-
produkt alle ®;-Terme wegheben und alle iibrigen Korrekturen im Differenzen-
quotienten von der Ordnung O{8y) sind und so durch den Limes §y — 0 auf Null
abgebildet werden.

Gemdfl des ‘trajectory surface hopping’-Ansatzes wird in der Trajektorien-
gleichung [K] in (4.27) der Erwartungswert des Kopplungspotentials mit dem
BO-Zustand v(f) gebildet, d.h. die £-te klassische Trajektorie ‘nimmt an’, daf
sich das Quantensystem zur Zeit t im Eigenzustand »,(¢) befindet., Im Sinne
einer Diskretisierung der Zeitachse in Propagationsintervalle At wird somit ein
Quantenzahl-Zeitvektor # € IN, fiir jedes Ensemble-Element definiert, der fiir
jeden Beobachtungszeitpunkt den zufalisgewihlten BO-Zustand notiert.
Heuristisch wird also eine Art “fiktiver’ Wellenfunktion ® angenommen, die zwi-
schen den méglichen Basiszustinden springt; diese ‘fiktive’ Wellenfunktion kop-
pelt an das klassische System. Entwickelt man diese “fiktive’ Wellenfunktion
formal in der BO-Basis mit Entwicklungskoeffizienten &,, so gilt fiir das ‘trajec-
tory surface hopping’:

[ gpo |20 + 6y) — 97\ (a7°] 0877\

= di;{y)

VEVEIy, (5, 0)) =1 (4.30)
Adiabatisches Verhalten erschiene in dieser Notation als:
wVIVE o e =1 (4.31)

tion gewdhlt wird, entschezdet ein Zufallcpmzefi, der smh an den Besetzungs—
‘wahrscheinlichkelien axr = [ci|? der Einzelniveaus innerhalb des simultan zum
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vi(1)

Abbildung 4.1: Schema eines Quantenzahl-Zeitvektors fiir eine Trajektorie inner-
halb des ‘trajectory surface hopping’ Verfahrens.

kiassischen Ensembleelement £ ermittelten Wellenpakets @, orientiert. Das zu-
fallsgesteuerte Auswahlverfahren fiir den momentanen BO-Zustand, bzw. den
Wechsel von einem vorliegenden Niveau & auf ein Niveau j, basiert auf drei For-
derungen:

1. Fiir eine gegebene Wellenfunktion & mit Besetzungswahrscheinlichkeiten
{axx} auf den lokalen Niveaus mufl der ZufallsprozeB, der ein Niveau
auswihlt, derart sein, dafl im Ensemblemittel die Besetzungswahrschein-
lichkeiten reproduziert werden.

2. Die Anzahl der Spriinge zwischen den lokalen Niveaus innerhalb des En-
sembles sollen unter der Bedingung, daf§ 1.} erfiillt ist, minimiert werden.
(fewest switches algorithm)

3. Die Gesamtenergie wird kontrolliert konstant gehalien.

Entspricht Punkt 1 einer Konsistenzforderung, so hat 2 zur Folge, daf3 Spriinge
iiberhaupt nur stattfinden, wenn sich die Besetzungswahrscheinlichkelten &ndern:
() # 0, d.h. in Gebieten mii starker oder zumindest vorhandener Wechselwir-
kung. Ohne diese Forderung, also bei stets erlaubien Spriingen, bewegte sich
die Trajektorie fiir alle Zeiten effektiv auf einem gewichieten Mittel zwischen
allen relevanten Energieniveaus, was nach Tully einer mean-field-approximadtion
entspriche [Tull90, Spag9l]. Es ist also entscheidend, dafl sich die Sprungwahr-

scheinlichkeiten aul die Anderung und nicht auf die absolute Grofie der Beset-

zungszahlen beziehen. Wire letzteres der Fall, so fainden Spriinge auch aufler-
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72 KAPITEL 4. WELLENPAKET-TRAJEKTORIEN-VERKNUPFUNGEN

halb starker Kopplungsgebiete statt, d.h. in solchen Gebieten, in denen sich
die Besetzungszahlen kaum &ndern. Dies wiederum hiitte zur Folge, daf} die
mittlere Verweildauer einer Trajektorie auf einer Energiefliche proportional zu
deren Besetzungszahl wird. Bestiinde das Quantensystem beispielsweise aus ei-
ner gleichgewichtigen Linearkombination zweier lokaler Eigenzustinde, so wiirde
die Trajektorie im Mittel nach jedem Zeitschritt die Energiefliche wechseln: das
Ergebnis wire, daf} die Trajektorie das arithmetische Mittel beider Energiefiichen
als effektives Potential spiirt. Ensembleergebnis und Einzelergebnis wéren dann
identisch, und man hatte nur auf komplizierte Weise das Ergebniss einer det-QMD
reproduziert (vgl. die Argumentation am Ende von Kapitel 4.2).

Punkt 3 schlieBlich bedeutet, dafl nach jedem erfolgten Wechsel der Ener-
giefliche eine Geschwindigkeitskorrektur der klassischen Teilchen nétig ist, da
jeder Sprung ohne Anderung der klassischen Ortsvektoren erfolgt und da sich
weiterhin die BO-Energieflichen nichi schneiden. Wird ein méglicher Sprung
von £ nach j betrachtet und ist j < k, so gewinnt das ‘cl’ System zusitzliche
kinetische Energie und der Sprung kann stattﬁnden, ist jedoch 7 > k, so kann der
Sprung nur dann erfolgen, wenn die kinetische Energie des kiassuschen Teilchens
grofi genug ist, um diese Energiedifferenz zu iiberbriicken, andernfalls wird der
Ubergang als ,,verboten definiert. Die kontrollierte Gesamtenergie bezieht sich
damit auf die Anteile der klassischen Teilchen und der ,fiktiven® Wellenfunktion,
die per Zufallsprozefl ausgewshlt wurde:

By, = (®f°|Hpo|BFO) + S, j2
! (4.32)

E = (@,BOIH ]@BO> + 1 .9

i = A\ 8ol 9™y Ynachher
Die propagierte Wellenfunktion @, pro Ensemble-Element ist also als teine
»Hilfsgrofle® zu versichen.

Um nun konkret auszuformulieren, wie die Ubergangswahtscheinlichkeiten zu
ermitieln sind, und um den ‘fewest switches algorithm’ zu erldutern, ist zunichst

(4.28) in einer Dichtematrix-Schreibweise darzustelien {der Index ¢ zur Kenn-
zeichnung des Ensembleelements wird unterdriickt):

Gr; = Chej (4.33)

Mit den {

olgenden Eigenschaften der Kopplungsmatrix der Gleichung (4.29) (anti-
hermitesch)

d;; = —-d = Re{dkk} =} (434)
geht das Gleichungssystem (4.28) iiber in

i!llkj = akj(ej — Ek) + ZZ y'r(am- dng - Ghkpn djn) (435)
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und somit fiir die Diagonalelemente (Besetzungswahrscheinlichkeiten)

Gy = ¥ z 2 Re{ankda} =79 Z 2 Re{—a;, d; } (4.36)
ngth a#ER
= § 2 2Re{~ayndin} =y > bin (4.37)
nyth ngk

Die Anderung der Besetzungswahrscheinlichkeit des k-ten Niveaus (a,;) ergibt
sich aus der Summe der Anderungen zwischen eben diesem Niveau und allen
fibrigen (bz,). Somit liegen alle mathematischen Gréfien bereit, um das ‘Aus-
wahlverfahren’ des ‘fewest switches algorithm’ fiir den momentanen BO-Zustand
aufzustellen.

Am Beispiel des 2-Niveau-Systems wird die Wahrscheinlichkeitsprozedur so-
fort verstindlich. Mit der Interpretation von axi(f) als dem Bruchteil einer Schar
von Trajektorien, die zur Zeit t durch den Zustand k gegeben sind, verteilt sich
das Ensemble von I' = T’} + I'; Trajektorien zu jeder Zeit auf die beiden Niveaus
I und 2 gemnif des Verhiltnisses der Besetzungszahlen. Betrachiet werden die
Zustdnde zur Zeit { und zur Zeit 1 + At

Zustand 2 —— Fg = Q392 T f\z = 622 T
N o.B.d.A. a1 > &11
Zustand 1l —— Ty =ay Ty=a,T
P U e
t t+AL

Die maximale Anzahl der effektiven Trajekiorien-Uberginge betrigt I'; die mini-
male Anzahl erhélt man aus der Netto-Ubergangsrate; in diesem Fall also: kein
Ubergang von 2 nach 1 und (@, — @1,)T Ubergiinge von 1 nach 2; die Wahi-
scheinlichkeit fiir eine Trajekiorie, von Zustand 1 auf Zustand 2 zu springen, ist
somit
(au —ay) T » (ﬂn — 1)
e I a1

Da (@11 — @11) = (@32 — @g2) aus der Normerhaltung folgt, gilt approximativ fiir

die Ubergangswahrscheinlichkeit (im 2-Niveau-System ist égp = bg;)

(@i — @) _ (822 — ag) _ 3 A _ AT by

1553 31 ay Gy

(4.38)

T

Eine Zufallszahl 0 < £ < 1 entscheidet nun dariiber, ob eine betrachiete Trajek-
torie einen Ubergang in ein anderes Niveau durchfithrt; wenn

£ < Atby/an (4.39)

findet der Ubergang vom momentanen Niveau ! in das andere Niveau statt, an-
[ Raatd ] H

dernfalls verbleibt die Trajektorie in ihrem Zustand. (W§hlte man in (4.39) die

umgekehrie Ungleichung, so finde in Gebieten ohne Wechselwirkung ein Sprung
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74 KAPITEL 4. WELLENPAKET-TRAJEKTORIEN-VERKNUPFUNGEN

nach jedem Zeitschritt der Propagation mit Sicherheit statt; dies filhrte effektiv
zu einer 1-Trajekiorien Beschreibung, s.o.)

Wird der Zeitschritt Af im Limes gegen Null betrachtet, so ist offensichtlich,
daf} bei einer geniigend groflen Zahl von Trajektorien sich diese auf die Enzelni-
veaus entsprechend deren Besetzungszahlen verteiiten. Forderung 1 (s.0.) ist
damit erfiillt. (Dies ist eine Aussage iiber die prinzipielle Wirkung des sto-
chastischen Verfahrens und keine fiber die Ensembledynamik. Innerhalb der
Ensembledynamik gibt es fiir jede Trajektorie eine Hilfswellenfunktion @, de-
ren Besetzungszahlen in die Sprungstatistik eingehen.) Weiterhin heifit dies, daf
unterhalb einer gewissen Schranke fiir den Zeitschritt (die Zeitskala auf der die
a;;(1} hinreichend gut linear approximierbar sind), das stochastische Verfahren
nicht von diesem abh#ngt.

Fiir ein Mehrniveau-System miissen Ubergangswahrscheinlichkeiten vom mo-
mentanen Niveaun k zu allen {ibrigen definiert werden. Tully wihit, offensichilich
in Verallgemeinerung des 2-Niveau-Ergebnisses, folgende Gréfle (Index +: nur
positiver Anteil; d.h. Muliiplikation mit entsprechender Stufenfunktion.):

Atb;
Gr; = ( ’k) (4.40)
+

G

Ob diese Grofle, die auch nicht die strenge mathematische Bedeutung einer Wahi-
scheinlichkeit besitzt, sich mit dem Kriterium ,minimaler Sprungzahl® vertrigt,
wird von Tully nicht gezeigl. Nimmt man jedoch eben dieses Kriterium ernst und
libersetzt es in eine mathematische Darstellung, ergibt sich eine andere Form der
Wahrscheinlichkeitsgrdfien.

Fiir die Herleitung zunéchst ein einfaches Zahlen(bei-)spiel eines 4-Niveau-
Systems:

N4 “““““ _ - - 4 fix
& - 4

Ny ————— ‘"'*i> ————— 4 fix

3 —~———— e — — 2 fix
6 7

Ny ————— L . 6 fix

R Ny gt e W N primac”

¢ To=t-4=0  txa S =16 fix—4 Spriinge

Die Platzwechsel innerhalb des Niveau-Systems bilden ein ,Nullsuminenspiel®,
was die Normerhaltung der Wellenfunktion wiederspiegelt.

Fiir eine betrachtete Trajektorie auf dem Niveau Ny sind zwel Fragen zu be-
antworten: Besitzt die Trajektorie fiberhaupt die Moglichkeit zu einem Sprung
(gemifB des ,fewest switches” Kriterium)? Und wenn ja: Wie grof ist die Wahr-
scheinlichkeit, daf ein Sprung zu einem beliebigen Nivean N; erfolgt?

Uber die erste Frage entscheidet die Grofie ay,; nur wenn diese negativ ist, sich
ajso die Besetzungswahrscheinlichkeit im néchsten Zeitschritt verringern wird, ist
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4.3. STOCHASTISCHE QMD 75
ein Sprung moglich. {Im Zahlenbeispiel also nur fiir die Niveaus N3 und Ny). Die
Wahrscheinlichkeit zu einem Sprung ist dann direkt proportional zu gy :

arx > 0 = mit Sicherheit kein Sprung
drr <0 = Moglichkeit zum Sprung, mit

w _ |akk(i + Ai) —_ akk(t)[ - 1 _ akk(t + Ai)
BT akk(i) a;,;,(t)
= ——zbkr— _—'—"akk
agl

ik 524 Gk gai

Weiterhin kann ein Sprung nur zu Niveaus erfolgen, deren Besetzungszah! sich
innerhalb Af erh&ht, fiir die also gilt: 4;; > 0; die Wahzscheinlichkeit fiir einen
Sprung auf das Niveau N; ist dann das Verhilinis der ,freien Plitze* innerhalb
N; zur Gesamtzahl aller freien Plitze:

a;;(t + At) - aj;(1)
Litgayyso (0t + At) — ag(?))

f!.jj >0= w; = (4.41)

Die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Element des Niveaus N auf das Niveau N;
springt (wy~;), ergibt sich damit in kompakter Schreibweise zu: (Index + : nur
pos./neg. Anteil benutzen, sonst Null setzen.)

Hane(t + A1) — 0 (O} | {ay5(t +81) — aj5(2)},
axx(t) Zz{au(i + Af) — auuf)}
mit 0<wp~;<1 und Zwkﬂj = w (4.42)

Wpemj = Wi - W; =

Formuliert in differentiellen Grofen

Al

o JJ() \
Wr~j = . ()( {akk\i)}

Tea(t), )
_ A \ (2 #bin),
aw(t) ( (; w} zz -y 5:» + } [

Fiir den speziellen Fall des Z—Niveau—Systems ergibt sich:

(ba1) ) mit &12 = —621

Wi~z = 5 ( (612)- (b12)+ + (21 )4

1. Fall: !1712 >0 <= a,; > 0==>?.U1n2=0
2. Fall: bm(gﬁ du<0=>w1,\2= 52-—-"—'521

ajy 213

Also genau das Ergebnis, das Tully in seiner Arbeit angibt. (Tully benutzt als
numerische Beispiele auch nur 2-Niveau-Systeme.)
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zf‘:o Werj
E> wy = kein Ubergang
7 T e P
— £ — Ubergang nach £ = 5
k=4

E— i £

[ B I I i I I l
0 1 2 3 4 S 6 7 8 g

Abbildung 4.2: Darstellung der Ubergangswahrscheinlichkeit fiir den Sprung-
prozef} zu einem Zeitpunkt t.

Werden nun die wy~; (als Intervalle gedacht) beliebig auf [0, 1] verteilt, so

findet ein Sprung von k nach j statt, wenn die Zufallszahl £ in das Intervali
fwi~;] {8llt. Bei einer systematischen Anordnung ergibt sich also das Bild einer
Treppenfunktion (Abbildung 4.2).
Rechentechnisch bedeutet die Gleichung (4.43) keinen grofieren Zeitaufwand als
die Berechnung der entsprechenden Gréflen bei Tully, da die s durch das DGL-
System bei jedem Zeitschritt bekannt sind, so daf die Zellensummen der by;-
Matrix nicht erneut ausgefiihri werden miissen.

Als Ergebnis des hier vorgestellten Schemas liegt nach Durchfithren der
Ensemble-Rechnung folgende Menge vor:

{@:(z,1, (1)), 9: (), 9:(0), vy (D) £=1,...,T} (4.43)

Die Schliisse, die sich aus dieser Ergebnismenge ziehen lassen, sind qualitativ fiir
das ‘cl- und das ‘qm’-System verschieden: die Menge an Trajektorien bildet eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung, die in Zusammenhang zu einer quantenmechani-
schen Beschreibung des ‘cl’-Systems gebracht werden kann (siche Kap. 5). Aus-
sagen iber das ‘gm’-Subsystem hingegen erscheinen viel problematischer, da die
‘Hilfswellenfunktionen’ ®; innerhalb des ‘surface hopping’-Schemas energetisch
von den Trajektorien entkoppelt waren. Bine gemitielte Wahrscheinlichkeits-
dichte aus diesen Wellenfunkiionen zu bilden, kann zwar formal geschehen, aber
ein Bezug zur Trajektorienverteilung ist - krass formuliert - nicht gegeben. Konsi-
stent mit dem Verfahren ist eher, die Menge an Quantenzahl-Zeitvektoren {#,(t)}
als Abbild des zum Trajektorienensemble zugeordeneten Quantensystems zu ver-
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4.3. STOCHASTISCHE QMD 77

stehen. Zusammen mit den Einzeltrajektorien kann jeder dieser Quantenzahlvek-
toren - durch Generieren der entsprechenden BO-Zustinde - in eine zeitabhéngige
Wahrscheinlichkeitsdichte verwandelt werden. Uber diese liefe sich mitteln. Im
Gegensatz hierzu wird das von uns vorgeschlagene Schema ‘ARS-Dice’ (nichstes
Unterkapitel) eine konsistentere Behandlung des ‘qm’-Systems versuchen.

Das soweit rezipierte, stochastische QMD-Verfahren Tullys ist ein essentiell
basisabhingiges Modell; in jedem Zeitschritt der Propagation ist eine Darstel-
lung der quantenmechanischen Wellenfunktion im Energieraum nétig. Da der
stochastische Prozef8 bedingt ist durch den Zeitverlauf der ‘Besetzungszahlen’
der Wellenfunktion in eben der gewihlten Basis, wird i.A. eine Anderung der Ba-
sisfunktionen auch die Ensemble-Dynamik verindern. Die Resultate des Tully-
Verfahrens sind damit abh&ngig von der gewéhlten ‘Zerlegung des Energieraums’,
so daf} ein wesentlicher Aspekt der Methode in einer - dem jeweils vorliegenden
Problem - maximal angepaflten Basiswahl besteht (,at a practical level guan-
tum mechanics often seem to degenerate to the question of what is a good basis
set“ [Mak87a]). Weiterhin wird es mit zunehmender Systemdimension immer
aufwendiger wenn nicht gar unméglich werden, die Born-Oppenheimer-Zustinde
zu ermitteln. Dies gilt vor allem wenn hohe Anregungsniveaus in die Dynamik
involviert sind. Hat man etwa die Fragestellung im Auge, wie sich ein Quan-
tensystem (z.B. ein Elektron) in einer klassischen, ungeordneten, sich dynamisch
verhaltenden Umgebung (z.B. ein He-Gas oder ein Wasserbad) verhilt, ist eine
basisabhingige Durchfiihrung des Tully-Schemas mit einer Vielzahl von Schwie-
rigkeiten verbunden. (Space und Coker [Spa91] berechnen in ihrer Arbeit iiber
die Dynamik eines Elektrons in He die BO-Zusténde auf einem Zeitgitter, das
dem klassischen System angepaft ist. Fiir das Potential des Quantensystems,
benutzen sie eine lineare Approximation zwischen zwei zeitlich benachbarten
Konfigurationen der He-Fliissigkeit.) Insofern bezieht sich das Anliegen Tullys
wohl auch vorwiegend auf molekulare Systeme und deren Reaktionskinetiken.

Im néchsten Abschnitt wird nun ein Ansatz fiir eine nicht-adiabatische Dyna-
mik vorgeschlagen, der im Prinzip die Behandlung eines Quantensystems kleiner
Dimension in einer beliebig grofien, klassischen Umwelt gestattet. D.h., daf die
Propagation des quantenmechanischen Wellenpakets nicht im Energieraum, son-
dern direkt im Ortsraum durchgefiihrt wird, wobei dies mit den Methoden aus
Kapitel 2 geschieht. Auflerdem sollen die Fragestellungen an das Gesamisystem
sich nicht nur auf das klassische Teilsystem bezichen; dies verlangt, die bei Tully
eher ‘stiefmiitterliche’ Behandlung des Quantensystems aufzugeben. Dies wird
zum Begriff des ‘inneren Mefiprozesses’ {iithren.

4.3.2 ‘Innerer Mefproze}’ (ARS-Dice)

Zwei Punkie innerhalb des Tullyschen ‘surface hopping’-Schemas sind es, die
die Motivation speisen, sich Gedanken iiber eine neue Formulierung nicht-
adiabatischer Dynamiken zu machen. Zum einen ist dies die bereits ange-
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sprochene Basisabhingigkeit (etwa: Born-Oppenheimer-Basis), die das Verfah-
ren stark einschrinkt. So ist das Ziel einer Neuformulierung, ein QMD-Verfahren
zu erfinden, das sich der Dynamik der quantenmechanischen Wellenfunktion im
Orisraum (=Wellenpaket-Dynamik) anstelle einer Dynamik im Energieraum be-
dient. Zum anderen ist dies die nicht-selbstkonsistente Beschreibung des Quan-
tensystems relativ zum klassischen System. Damit ist gemeint, dafl innerhalb
des Tullyschen QMD-Verfahrens einerseits die simultan zum klassischen System
propagierte Wellenfunkiion ®(z,1) und andererseits die Wellenfunktion, die das
klassische System ‘spiirt’ {=‘fiktive’ Wellenfunktion ®(z,1)), erscheint. Die Wel-
lenfunktion ®(z,7) spielt nur die Rolle einer Hilfsgréfle zur Ermittlung der Sprung-
wahrscheinlichkeiten zwischen den méglichen ‘fiktiven’ Wellenfunktionen. (Am
deutlichsten wird dieser ‘Hilfscharakter’ bei der Energieerhaltung des Gesamtsy-
stems, die zwischen dem kiassischen Subsystem und & gefordert wird.) @(z,1)
h&ngt somit nur indirekt {iber die Trajektorie y(i} von der momentan wirkenden
‘fiktiven’ Wellenfunktion ab. Die Frage ist nun, wie trotz eines stochastischen
Prozesses, der die Kraftwirkung auf das klassische System festlegt, das Quan-
tensystem konsistent zur klassischen Dynamik zu behandeln ist; d.h., daf} ein
Ansatz gesucht ist, der fiir jedes Ensembleelement zu jeder Zeit ¢ sowohl Orte
und Impulse des klassischen Systems festlegt, als auch eine dazu eindeutige Wel-
lenfunktion erzeugt, so dafl beide Systemgréfien zusammen das Gesamtsyster
(auch beziiglich der Energicerhaltung) beschreiben.

Die Idee ist nun, den stochastischen Prozef, der bei Tully zur Auswahl der
momentanen Energiefliche fithrte, als eine Art von MeBprozef aufzufassen, den
das klassische Subsystem am Quantensubsystem durchfiihrt. Das Ergebnis dieser
Messung legt sodann die Kraftwirkung auf das klassische System fest und zwar
solange bis ein neues Meflergebnis erzielt wird, Der Begriff der ‘Messung’ legt
dabei nahe, dafl nicht nur die Kraftwirkung auf das klassische System, sondern
auch das Quantensystem selbst beriihrt wird. Die Messung bedeutet dabei fiir das
Quantensystem eine Reduktion des Wellenpakets auf die zum Meflergebnis der
Observablen korrespondierende Eigenfunktion. Wird also etwa wieder die ‘lokale
Quantenzahl’ gemessen, so geht bei Messung der Quantenzahl i das Wellenpaket
instantan in den Eigenzustand @, iiber. Mit diesem Ansatz, der eine A1t ‘in-
neren Mefiprozef’ bedeutet, fallen also das simultan ermitielte Wellenpaket und
die ‘fiktive’ Wellenfunktion (s.0.) in eins zusammen. Bei dieser Vorgehensweise
gilt nicht mehr die Bezichung (4.30), da sich die gemessene Wellenfunktion ja
in der Zeit von ihrem Startwert fortentwickeln wird?. Das von uns vorgeschla-
gene Schema verkniipft somit die zwei unterschiedlichen Méglichkeiten, mit denen
eine Zustandsinderung einer Wellenfunktion innerhalb der Quantenmechanik er-
folgen kann (vgl. [Ever52]}: zum einen die diskontinuierliche Zustandsénderung
durch ‘Messung’ (das ‘cl-System als klassischer Beobachter), zum anderen die

"Bezogen auf das Tully- Verfahren liefle sich also sagen, daf irnerhalb des ‘surface-hopping’-
Schemas das klessische Subsystern nach jedem Zeitschritt der Propagation eine Messung der
- lokalen Quantenzahl ohne Redukbiion des Wellenpakets durchfihrt.
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zeitkontinuierliche Anderung des Zustandes gemaf der zeitabhingigen Schrédin-
gergleichung des ‘gm’-Systems zwischen zwei Mefiprozessen.

Damit ist kurz skizziert, was die wesentlichen Elemente der neun zu formuliern-
den nicht-adiabatischen Dynamik sein sollen: erstens eine Wellenpaket-Dynamik
des Quantensystems und zweitens die selbstkonsistente Beschreibung des Quan-
tensystems relativ zum klassischen System durch die Interpretation der (bedingt)
stochastischen Kopplung als ‘inneren Mefiprozef’. Ein drittes, pragmatisches
Merkmal tritt zu diesen noch hinzu: das Verfahren soll so einfach wie moglich in
dem Sinne sein, daf es auch auf gréflere Systeme (s.0.) im Prinzip anwendbar ist.

Das nun vorzustellende Verfahren ist auf den Namen ‘ARS-Dice’ getauft:
Diese Bezeichnung verweist zum einen auf den stochastischen Charakter der
Methode (dice) und zum anderen auf die Verwendung einer Ortsraumdynamik
(Approximate Real Space). Das stochastische Element, das auch dieser Methode
zugrunde liegt, 188 sich nicht aus ersten Prinzipien deduzieren (wie bereits in
4.3.1 angemerkt). Die Methode mufl daher primir als ein heuristischer Ver-
such (ebenso wie das Tully-Verfahren) verstanden werden. Die stochastischen
Quanten-Molekular-Dynamiken kdnnten so (um eine kurze Bezeichnung zu er-
halten) mit QMG (=Quantum-Molecular-Games) abgekiirzt werden. In diesem
Sinn sollen nun die vollstindigen ‘Spielregeln’ von ARS-Dice vorgestellt werden.

Der Ansatz geht von der Zielsetzung aus, dafl die stochastische Methode im
Grenzfall einer adiabatischen Dynamik in die deterministische Methode des Glei-
chungssystems (4.13) iibergehen soll. Weiterhin wird angenommen, daf dieser
Grenzfall einer adiabatischen Dynamik stets eine adiabatische Grundzustandsdy-
namik meini. (Dies wird in vielen realistischen Situationen auch der Fall sein.)
Adiabatisches Verhalten meint dabei also stets, dafl sich das System in seinem
lokalen Grundzustand befindet.

Zunéchst wird als Ausgangspunkt von ARS-Dice angenomimen, daf sich das
Quantensystem relativ zur Konfiguration des angekoppelten, klassischen Systems
im lokalen Grundzustand befindet®. Zu Beginn wird das Gesamtsystem im Sinne
einer deterministischen QMD zeitentwickeli, also mit dem Erwartungsweri des
Potentials als Kopplungsterm (®,|V,V,|®,) (mean-field-Beschreibung). Um nun
festzustellen, ob sich das Quantensystem &, vom durch die momentane klassi-
sche Konfiguration bestimmten, lokalen Grundzustand @} entfernt, ist neben der
reellen eine imaginére Zeitpropagation durchzufiihren, die aus einer beliebigen
Testfunktion den Grundzustand des verwendeten Hamiltonoperators aussondert.
Mit der Abkiirzung H, = H(z, y(n At)) fiir den ‘wirksamen’ (nicht-zeitabhingi-
gen) Hamiltonoperator innerhalb des Propagationsintervalls [r Af, (n + 1) Af)

8Diese Beschrinkung ist aber nicht wesentlich. In Kapitel 5.6 wird als Startwellenpaket fiir
das ‘gm’-System eine Mischang von BO-Zusténden verwendet werden.
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verliuft die Propagation zunichst schematisch wie folgt:

exp (—1Hy At) exp{—1H Af) exp [~ At)
Dy — Das B Dang - D3a¢
exp(—Hy )
exp{—Hat) exp{—H;t) 3A¢
gpr D g D g

Das Wissen iiber das Quantensystem innerhalb der Zeitentwickiung erlaubt somit
eine Zerlegung des Wellenpakets in einen Grundzustandsantieil plus einen dazu
‘orthogonalen Rest’ (=‘Anregungszustand’):

By = co(t)@g + cor (1) Py
mit  [|@lf = f[@o.l] = 1 (25]@5.) =0 (4.44)

co(t) = (D§]D4); cor(t) = /1~ |eoft)]?

Der stochastische Prozefl wird nun so definiert, dafl zu jedem Zeitpunkt der dis-
krefen Zeitpropagation die Moglichkeit eingerdnmt wird, dafl das Quantensystem
von seinem momentanen Zustand @, entweder in den lokalen Grundzustand ®f
oder in den ‘Anregungszustand’ ®f, springt. Das klassische System ist dabel stets
liber den Erwartungswert des Potentials an diese Wahl angekoppelt; anders aus-
gedriickt: das klassische System nimmt eine ‘Messung’ am Quantensystem nach
den Eigenschaften ‘0’ bzw. ‘0L’ vor, wobei je nach ‘MeBergebnis’ {drei Mdglichkei-
ten) das Quantensystem eniweder in seinem momentanen Mischzustand verbleibt
oder auf eine der beiden ‘Zerlegungsfunktionen’ reduziert® wird (®, — @£ oder
®; = ®f; ). Nach einem erfolgten ‘Quantensprung’ wird das Gesamtsystem wie-
der nach der deterministischen QMD propagiert bis ein neuer Sprung erfolgt. Auf
diese Weise liegt zwischen zwei Spriingen stets eine selbstkonsistente Beziehung
zwischen klassischem und quantenmechanischem System vor und die Gesamt-
energie ist zwischen zwei Spriingen methodisch sireng erhalten. Soll jedoch die
Gesamtenergie auch iiber den gesamien Propagationszeitraum erhalten bleiben,
muf} bei einem Sprung eine Geschwindigkeitskorrekiur am klassischen System
vorgenommen werden. Diese Energielibertragung kann (bei einem Sprung auf
®§, ) eventuell nicht geleistet werden, sofern die kinetische Energie des klassi-
schen Systems kleiner als die nétige Energiedifferenz ist. Im Tully-Schema finde
ein solcher Sprung dann nicht statt {verbotener Ubergang). Innerhalb ARS-Dice
kann das Aufireten solcher verbotenen Uberginge dadurch vermieden werden,
dafl ein ‘Sprung so weit wie mdglich’ in solchen Fillen zugelassen wird: d.h.
das Quantensystem springt von einem Mischzustand in einen anderen, wobei der
neue Mischzustand dadurch charakterisiert ist, dafl er einen - nach Mafigabe der

®In den Computersimulationen ist diese Reduktion stets so ausgefiihrt worden, dafl die ‘ge-
messene Wellenfunktion’ die Phase der Wellenfunktion &, besitzt; formal heifit dies, dafl in
{4.44) gilt: co{t}, cor (i) € R
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vorhandenen kinetischen Energie des kiassischen Systems - maximal moglichen
Gewichtsanteil am ‘Anregungszustand’ @5, enthilt’®. In einem Zweiteilchensy-
stem legt dabei die Forderung nach Erhaltung der Gesamtenergie in jedem Fall
nur den Betrag der Geschwindigkeit des klassischen Teilchens fest. Im weite-
ren wird davon ausgegangen, dafl der Richtungsvektior der Geschwindkeit beim
Sprung unveréndert bleibt. (Besteht das klassische System aus mehreren Teilchen
so bedarf es weiterer Annahmen, auf welche Richtung im Ortsraum sich die Ge-
schwindigkeitskorrektur bezieht, siehe etwa [Tull71]; auch ist dann festzulegen,
ob alle klassischen Teilchen einen Energiebeitrag liefern sollen, oder nur einige
ausgezeichnete, etwa die dem Quantensystem am nichsten benachbarten (siehe
[Spad1]).)

Bis auf eine ‘Spielregel’ ist ARS-Dice somit vollstindig erkldrt. Offen ist
noch, welche Bestimmungsgrofle fiir den Sprungprozefl verantwortlich sein soll.
Eine Moglichkeit wire, Sprungwahrscheinlichkeiten analog zu denen Tuilys ein-
zufiihren (siehe Gleichung (4.43)). Dies bedeutete, dafl - neben der Méglichkeit,
daf} kein Sprung erfolgt - zu jedem Zeitpunkt der Propagation fiir das System ent-
weder nur ein Sprung auf das Anregungsnivean {Wahrscheinlichkeit w;) oder nur
ein Sprung auf den Grundzustand {Wahrscheinlichkeit w,) mdglich wire, je nach
Vorgabe des Vorzeichens der Ableitung 8/0t|co(i)|?: gemifB des “fewest switches’
Kriterium kann ein Sprung nur auf solche Niveaus erfolgen, deren Besetzungs-
wahrscheinlichkeit gerade zunimmt.

leoltiza)[? = Jeo(t) 2 o wy =0

entweder wy = PR AT ( |
4.45
_ Jeolt)]® = leolti-1)f? _
oder wy= o ()P Aw =0

Die dann vorliegende Situation der Sprungwahrscheinlichkeit ‘betont’ somit je-
weils den Zustand, der momentan den gréBten Gewichtsanteil innerhalb der
Wellenfunktion trégt (vergleiche die Abbildung 5.6 in Kap. 5.3). Die Wirkung
dieser so definierten Sprungwahrscheinlichkeiten ist jedoch verschieden, je nach-
dem, ob man sie innerhalb des Tullyschen ‘surface-hopping’-Schemas oder inner-
halb ‘ARS-Dice’ verwendet. Da Tully sich stets auf die “fiktive Wellenfunktion’
é(m,t) bezieht, die stets mit einer Basisfunktion identisch ist, ist innerhalb ei-
nes 2-Niveau-Schemas stets nur ein Sprung auf das gerade nicht besetzte Nivean
moglich; innerhalb ‘ARS-Dice’ sind im Prinzip zu jeder Zeit beide Niveaus mit ge-
wissen Wahrscheinlichkeiten besetzt, so dafl auch Spriinge/Mefiprozesse in beide
Richtungen zugelassen werden kénnten. Waren diese Sprungwahrscheinlichkeiten
bei Tully unter dem Postulat der ‘fewest switches’ ableitbar, so kénnen sie fiir
‘ARS-Dice’ nichi in derselben Weise begriindet werden, da die Argumentation

)ese ‘Spriinge so weit wie mégiich’ sind vor allem im Hinblick aui die Parametersitua-
tionen innerhalb TOM’s eingefiihrt, bei denen der Energieabsiand der Born-Oppenheimer-
Energieniveaus relativ grofl im Verhaltnis zur klassischen, kinetischen Energie ist.
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Tullys sich unter anderem darauf stiitzi, daf zwischen zwei Spriingen ein wohl-
definierter Basiszustand die Kraftvermittlung auf das klassische System bewirkt;
in ARS-Dice ist dies aber der Zustand, den eine det-QMD ermittelt, alsoi.A. ein
Mischzustand aus Grund- und Anregungszustand.

Weiterhin ist bisher nicht spezifiziert worden, in welchen ‘qualitativen
Grenzfillen’ einer Nicht-Adiabatizitét die stochastischen Methoden sinnvoll an-
wendbar sein sollen. Will man dies zunichst bewufit offen lassen, also etwa
auch die Méglichkeit einer Beschreibung ‘schwacher Nicht-Adiabatizitdt’ nicht
von vornherein ausschliefien, so scheinen die obigen Wahrscheinlichkeitsgrofien
fiir diesen Grenzfall nicht geeignet: besitzt das Quantensystem etwa einen sehr
groflien, zeitunabhingigen Gewichisanteil am lokalen Grundzustand (etwa stets
grofer 90%), so werden Spriinge/Mefiprozesse auf diesen lokalen Grundzustand
mindestens 9-mal wahrscheinlicher sein, als Spriinge/Mefprozesse auf den ‘Anre-
gungszustand’, so dafl die stochastische Methode auigrund der definierten Sprung-
wahrscheinlichkeiten quasi eine lokale Grundzustandsdynamik generieren wird.

Fine Alternative zu den Tullyschen Wahrscheinlichkeitsgréffen ist, zu jedem
Zeitpunkt der Propagation sowohl Spriinge aul den Grundzustand als auch auf
den Anregungszustand zu ermdglichen. Die Wahrscheinlichkeit, dafl tberhaupt
ein Sprung stattfindet, kann direkt durch die absolute fmderung des Grundzu-
standgewichts vorgegeben werden.

W = [2] = [leo(te)]? = feo(ties)Z| = [lcos (@) = lor (tims)?| = |80s]  (4.48)

Eine unterschiedliche Gewichtung fiir die Teilwahrscheinlichkeiten wy und w,

W = w| + w (4.47)
erhélt man etwa durch die Bedingung (vergleiche Kap. 5.3):
2
ket [‘ﬁl— (4.48)
wy ol

Die Sprungprozedur wiirde so durch eine Zufallszahl 0 < £ < 1 gesteuert, mit:

E>W = kein Sprung
wy<§(<W = Sprungnach ‘0 1’ (4.49)
0<&<w =  Sprung nach ‘0’

In Kapitel 5.3 werden mehrere Méglichkeiten vorgestellt, Sprungwahrscheinlich-
keiten zu definieren. In den Computlersimulationen werden diese Mdglichkeiten
vergleichend benutzi. Es wird sich herausstellen, da8 die stochastischen Verfahren
unerwartet unsensibel gegen die spezifischen Wahrscheinlichkeitsgréfien sind (vgl.
Kap. 5.4). Ein wichtiges Merkmal aller denkbaren Wahrscheinlichkeitsgrofien ist,
daB sie proportional zur Anderung des Grundzustandgewichis sein missen; dies
sichert, dafl im Grenzfall einer adiabatischen Dynamik die stochastische Methode
in die deterministische Methode iibergeht.
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4.4. AXIOMATISCHE SYNOPSE 83

4.4 Axiomatische Synopse

An dieser Stelle soll ein kurzer Uberblick zu der Methode der Quanten-Molekular-
Dynamik gegeben werden. Die einzelnen, im folgenden aufgefilhrien Punkte
sollen Antwort geben auf die Frage: ,Was sind die aligemeinen Merkmale ei-
ner deterministischen bzw. stochastischen QMD 7% und zum anderen eine Ge-
geniiberstellung der in Kapitel 4.3.1 und 4.3.2 vorgestellten, stochastischen QMD
erleichtern.

Die Beschreibung eines gegebenen Systems durch einen Wellenpaket-Trajek-
torien Ansatz, also durch eine Teilung in zwei qualitativ verschiedene Subsy-
steme, kann nur unter der Voraussetzung gelingen, dafl sich beide Systeme in
einem Merkmal (etwa: Teilchenmasse) derart unterscheiden, dafl die Bewegung
der beiden Teilsysteme auf weit entfernt liegenden Zeitskalen erfolgt. Dies ist eine
Eigenschalfl, die fiir eine Unterscheidung gemif ,quantenmechanisch beschreib-
bar® vs. ,klassisch beschreibbar® logisch zwingend ist. Es ist jedoch zu beachten,
dafl hier ein relatives Merkmal genannt ist.

Jede Formulierung einer Quanten-Molekular-Dynaimik, ob deterministisch
oder stochastisch, geht von diesem Standpunkt aus. Die konstanten Grundele-
mente aller QMD Verfahren lassen sich so beschreiben:

I) Ein gegebenes System ‘QM’ wird in zwel Teilsysteme ‘qm’ und ‘cl’ zerlegt.
Subsystem ‘gm’ wird quantenmechanisch beschrieben, d.h. iiber eine Wel-
lenfunktionsdarstellung; Subsystem ‘cl’ hingegen wird eine gewisse Anzahl
von Trajektorien entsprechend der involvierten Teilchenzahl in ‘cl’ zugeord-

net.

ITI}) Der Anfangszustand des Gesamtsystems wird charakterisiert durch eine
Wellenfunktion @,—, fiir das Subsystem ‘qm’ und die Anfangswerte von
Ort und Impuls der klassischen Teilchen innerhalb ‘cl’.

11T} Das quantenmechanische Teilsystem verhilt sich so, als ob das Subsystem
‘cl” durch eine Produkiwellenfunktion von é-Distributionen gegeben ist, d.h.
die Ortserwartungswerte der ,klassischen Teilchen sind scharf.

Ist die Dynamik des Gesamtsystems derart, dafl sich das quantenmechanische
Teilsystem stets in ein und demselben lokalen Energie-Eigenzustand (meist:

Grundzustand) relativ zur rdumlichen Konfiguration der ,klassischen Teilchen®
befi

nda
LACELLIE Uy

t, so wird das Verhalten des Quantensystems als adiabatisch bezeich-
net. Fiir die Beschreibung derartiger Prozesse ist lediglich eine Trajektorie pro
klassischem Teilchen nétig; dies ist der Ansatz eines deterministischen QMD-
Verfahrens, fiir das nur eine weitere Charakierisierung zusétzlich zu den drei

Grundelementen I}-1II) gegeben werden mu#:

~det) Aufdie klassischen Teilchen wirkt eine Kraft, die sich aus dem Erwartungs-
wert des Gradienien des Gesamtpotentials ergibt.
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84 KAPITEL 4. WELLENPAKET-TRAJEKTORIEN-VERKNUPFUNGEN

Eine solche deterministische QMD Formulierung versagt jedoch fiir nicht-
adiabatische Prozesse, d.h. solche, bei denen die Wellenfunktion kein stren-
ger, lokaler Eigenzustand im Laufe der Zeitentwicklung bleibt. Um solche Sy-
stemdynamiken im Rahmen eines QMD Schemas zu beschreiben, mufl der 1-
Trajektorien-Ansatz, d.h. Punkt det), aufgegeben werden. Die Idee ist nun,
anstelle einer durch ein wohldefiniertes Gleichungssystem gegebenen Trajektorie,
eine Schar von Trajektorien einzufiihren, deren jeweilige Dynamik durch einen
Zufallsprozel} bestimmt wird. Dies fiihrt zu einer stochastischen oder besser: be-
dingt stochastischen QMD-artigen Theorie. Charakterisiert man einen solchen
stochastischen Ansatz allgemein, so sind drei wesentliche Punkte zu nennen:

stol} Das durch die QMD Separation {Axiom 1)} definierte System wird I'-fach
(T € IN) identisch reproduziert, so daf} ein Ensemble von I" Systemen
vorliegt.

sto2) Die Dynamik jedes Ensemble-Elementes wird unabhingig von den ubngen
simuliert. Uber die momentane Kopplung der beiden Teilsysteme ‘gm’ und
‘cl’ entscheidet ein bedingter Zufallsprozefs.

sto3) Uber das Ensemble-Ergebniss wird gleichgewichtig gemittelt.

Die Art und Weise, in der diese Axiome (besonders sto2) konkretisiert werden,
wird die generierte Dynamik beeinflussen. Die beiden Formulierungen einer sto-
chastischen QMD: ‘trajectory surface hopping’ und ‘Innerer MeBproze (‘ARS-
Dice’)’ werden nun in ihren Eigenschaften (‘Spielregeln’) vergleichend gegeniiber-
gestellt.

“Trajectory surface hopping’

Die Wellenfunktion ®, des Quan-
tensystems ‘gqm’ wird in einer
lokalen Basis (etwa der Born-
Oppenheimer-Basis) dargestellt.
Die Dynamik von ‘qm’ ist somit
eine Dynamik der Entwicklungs-
koeffizienten in der gegebenen Ba-
sis,

‘ARS-Dice’

Die Darstellung der Wellenfunk-
tion ®; des Quantensystems ‘qm’
ist im Prinzip beliebig. Spezieli
fiir die konkrete Propagation des
Wellenpakets mittels des Split-

Operator-Schemas ist @, im Orts-
raum zi TPnrac:pnhprn'n f‘ﬂfollen

uiq vii T

paketdynamik im engeren Sinn.}
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Durch einen (bedingten) Zu-
fallsprozefl wird zu jedem Zeit-
punki der Propagation eine der
Basisfunktionen (&' ‘fiktive’ Wel-
lenfunktion) ausgewghlt (‘hop-
ping’). Die Wellenfunktion @,
bleibt davon unberiihri.

Die Kraftwirkung auf ‘cl’ wird
von der gewihlten Basisfunktion
vermittelt.

Die Ubergangswahrscheinlichkei-
ten des ‘hopping’ ergeben sich aus
der Forderung minimaler Sprung-
zahl (‘fewest switches’). So
kénnen nur Spriinge auf Niveaus
stattfinden, deren Besetzungszah-
len in &, sich momentan erhéhen.

Im Limes eines gegen Null stre-
benden Zeitschritts der Propaga-
tion ist der Zufallsprozefl vom
Zeitschritt unabhingig,

Bei einem Sprung wird die Ge-
samtenergie (beziiglich des ‘cl’-
Systems und der momentan die
Kopplung bewirkenden, ‘fiktiven’
Wellenfunktion) durch eine Ge-
schwindigkeitskorrektiur der klas-
sischen Teilchen konstant gehal-
ten.

Durch eine Art ‘inneren Mefipro-
zefy’ von ‘cl’ an ‘gm’ besteht zu
jedem Zeitpunkt der Propaga-
tion die Méoglichkeit zur Reduk-
tion des Wellenpakets @, auf den
lokalen Grundzustand ®f oder
den ‘orthogonalen Rest’ (=Anre-
gungszustand) ®f .

Die Kraftwirkung auf ‘cl’ wird
durch das Wellenpaket des ‘gm’-
Systems vermitteit.

Die Wahrscheinlichkeit zur Re-
duktion des Wellenpakets @, ist
proportional der absoluten Ande-
rung des Grundzustandgewichts
innerhalb eines Zeitschritts.

Im Limes eines gegen Null stre-
benden Zeitschritts der Propaga-
tion ist der Zufallsprozei vom
Zeitschritt unabhingig.

Beil einem Sprung wird die Ge-

‘samtenergie (beziiglich des ‘cl’™-
‘Systems und dem momentanen

Wellenpaket des ‘qm’-Systems)

durch eine Geschwindigkeitskor-

rektur der klassischen Teilchen

BiiSudniiv
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Aus  Energieerhaltungsgriinden
kénnen Spriinge auf hdhere Ni-
veaus ‘verboten’ sein.

Bei adiabatischem Verhalien des
‘qm’-Systems geht die Methode in
die deterministische QMD iiber:
es finden keine Spriinge mehr
statt.

Ist die kinetische Energie der
klassischen Teilchen zu gering,
um ecine Reduktion des Wellen-
pakets aul das Anregungsniveau
®% | zu ermdglichen, so wird zu-
gelassen, daf ‘qm’ vom momenta-
nien Mischzustand in einen héher
energetischen Mischzustand iiber-
geht.

Bei adiabatischem Verhalien des
‘qgm’-Systems geht die Methode in
die deterministische QMD iiber:
es findet keine Reduktion des
Wellenpakets mehr statt.

Eine weitere Variante einer stochastischen QMD, die hier nur kurz erwihnt
werden soll, ist von Webster, Rossky und Friesner [Web91a| aufgestellt worden.
Sie verbinden die halb-klassische Theorie von Pechukas [Pec69a, Pec69b] mit dem
Tullyschen ‘surface hopping’-Ansatz. Pechukas hat dabei seine Theorie in der
Absicht aufgestellt, halb-klassische Sireuprobleme zu beschreiben, wobei sich das
Quantensystem von einem inneren Eigenzustand o zur Zeit { = —co in einen
anderen inneren Eigenzustand § zur Zeit { = co eniwickell. Die Kopplung an
die klassischen Freiheitsgrade wird durch eine halb-klassische A pproximation des
Feynmanschen Pfadintegralausdrucks fiir den ‘reduzierten Propagator’ {a|U|8)
erzielt. Wichtig dabei ist, daB Anfangs- und Endzustand des Quantensysterns
Eigenzustdnde desselben darstellen. Indem Webster et al. auf einem definier-
ten Zeitgitter der Propagation durch das ‘surface hopping’-Prinzip jeweils sto-
chastisch einen lokalen Figenzustand des Quaniensystems auswihlen, haben sie
sozusagen asymptotische Zusténde im Sinne von Pechukas jeweils am Anfang und
Ende eines Zeitintervalls definiert, so dafi sie die Propagation des Gesamtsystems
zwischen zwel Zeitpunkten {; und 7;;; mittels der Pechukas-Technik ausfiihren
konnen. Der Zeitschritt ¢;4; — #; erscheint dabei allerdings als frei wihlbarer
Parameter, der dem jeweils vorliegenden Problem anzupassen ist.

IV TR

Bl B ) 3 S




Lapitel 5

»Quantum Molecular Games®

»Flay it again, Sam ™
aus: ‘Casablanca’

Die Wellenpaket-Trajektorien-Verkniipfungen des vorhergehenden Kapitels stel-
len zum einen gewisse Versuche einer Approximation fiir eine (i.A. nicht
durchfithrbare) rein quantenmechanische Propagation dar. Der Ansatzpunkt
der Approximation ist dabei die logische und formale Separation des in sei-
ner Zeitentwicklung zu betrachtenden Sysiems in zwei qualitativ verschiedene
Subsysteme (‘gm’ und ‘cl’). Die Schritie zur Formulierung der QMD-Modelle
waren teilweise formal-mathematisch fafibar (siehe: det-QMD, Kap. 4.2), teil-
weise physikalisch plausibel bzw. intuitiv nahegelegt (siche: ‘hopping’-Prinzip,
Kap. 4.3.1; ‘innerer Mefiproze’, Kap. 4.3.2) und teilweise heuristische adhoc-
Annahmen (siehe: ‘Spriinge so weit wie méglich’, Kap. 4.3.2). Dies zusammen
genommen sind die ‘Grenzen der Wirklichkeitsbeschreibung’ der QMD-Modelle
nur in gewissen Grenzféllen, wie dem adiabatischen Limes, a priori eindeutig,
im Allgemeinen jedoch hochstens mutmaflich anzugeben, oder, wenn in aller
logischen Strenge formuliert: die Relationen der QMD-Modelle zu einer quanten-
mechanischen Beschreibung eines betrachteten Gesamtsystems sind, allein auf
der Grundlage der Modellformulierungen, i.A. unbekannt.

In diesemn Sinne bedeuten die Wellenpaket-Trajektorien-Verkniipfungen zum
anderen die Definition von jeweils spezifischen, dynamischen Schemata, deren
Dynamiken prinzipiell durch eine fibergeordnete Theorie, wie die Quantenmecha-
nik, nicht vorhersagbar sind. Dies bezieht sich vor allem auf die stochastischen
QMD-Formulierungen, deren Anliegen es ist, nicht-adiabatische Dynamiken zu
erfassen. Die verschiedenen QMD-Modelle werden somit verschiedene System-
dynamiken generieren, deren Aussagekraft ohne weiteres, empirisches Wissen,
unbestimmt ist. Aus diesern Grund habe ich speziell die stochastischen Verfah-
ren als ,,Quantum Molecular Games® (QMG) bezeichnet. '
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88 KAPITEL 5. ,QUANTUM MOLECULAR GAMES“

In diesem Kapitel werden empirische Fakten in Form von Computersimu-
lationen und den Versuchen zu ihrer Bewertung gesammelt. Das Testmodell,
auf welches die QMG-Verfahren angewendet werden, ist das Tunnelteilchen-
Oszillator-Modell (TOM), das in Kapiiel 3 untersucht wurde. {Das Inferesse
liegt dabei auf den nicht-adiabatischen Prozessen, bei denen eine deterministi-
sche QMD-Beschreibung versagen muf.) Somit ist der Bewertungsmafistab fiir
die ,,Quantum Molecular Games® durch numerisch exakte Simulationen gegeben.
Das Ziel ist also, durch den direkten Vergleich der verschiedenen Dynamiken am
Testmodell, zu empirisch gestiitzten Hypothesen {iber die Anwendbarkeit, d.h.
den erzielbaren Informationsgewinn, der QMG zu gelangen.

Fiir das Tunnelteilchen-Oszillator-Modell (TOM) eine Zerlegung in ein quan-
tenmechanisches (‘qm’) und ein klassisches (‘cl’) Subsystem durchzufiithren, ist
eindeutig: hochstens die Oszillatordynamik kann {iber klassische Trajektorien
beschrieben werden. Das Gleichungspaar der deterministischen QMD (4.13) fiir
dieses Testmodell hat folgende Gestalt! (H, = Tunnelsysiem):

i0(z,89) = (H.+ézy) ¥z, ;)
§ = —wlyy— Ewa(d®|z|®), (5.1)

Das Oszillatorpotential, das formal im Born-Oppenheimer-Operator erscheint,
fiihrt dabei lediglich zu einem zeitabh#ngigen Phasenfaktor fiir die ‘gm’-Dynamik,
so daf dieser Potentialterm o.B.d.A. fiir die ‘gm’~-Dynamik unbeachtet bleiben
kann (siehe eiwa: Anhang A). An diesem System werden fiir unterschiedlich-
ste Parameterkonstellationen die Wirkungsweisen der QMG untersucht. Als
‘Referenzdynamiken’ werden dabei sowohl quantenmechanische (numerisch ex-
akte) Wellenpaketdynamiken durchgefiihrt, als auch jeweils die entsprechende
det-QMD zum Vergleich herangezogen. '

Als Systemzustand zur Zeit { = 0 wird fiir die QMD stets ein ruhender Os-
zillator mit einer Auslenkung gy, und ein Wellenpaket fiir das ‘qin’-Subsystem
(Tunnelteilchen), das sich relativ zu gy im lokalen Grundzustand oder in einer
gleichgewichtigen Mischung von Grund- und erstem Anregungszustand befin-
det, gewghit. Als quantenmechanisches Analogon zum Oszillator wird fiir die
numerisch exakten Simulationen ein Gaufipaket G{y,i = 0) definiert, mit:

(GlylG) Yo
(Glp,IG) = 0 (5.2)
VGl - w)IG) = A,t=0)=14/1/2

Die so gewéhlte Unschirfe isi gerade die Unschérfe, die der quantenmechani-
sche Grundzustand im Oszillatorpotential besitzi; G(y,t = 0) ist somit dieser
um g, translatierte Grundzustand. Unter allen moglichen GauBpaketen mit den

'Es werden die in Kap. 3.2.1 eingefiihrten, dimensionslosen Variablen verwendet; auch die
Parameterbezeichnungen und -bedentungen finden sich a.a.0.
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5.1. DER ZEITSCHRITT 29

obigen Orts- und Impulserwartungswerten fiihrt diese Ortsunschirle zur klein-
sten Energicdifferenz zwischen der rein quantenmechanischen Beschreibung und
dem halbklassischen Ansaiz. Diese Energiedifferenz in der Gesamtenergie betrigt

w,a/2, also gerade die Nullpunktsenergie des Oszillators.

Die ersten beiden der folgenden Unterkapitel beschiftigen sich zun#chst
mit der deterministischen QMD, indem auf die Wahl des Zeitschritts zur
Durchfithrung der simultanen Propagation von ‘qm’- und ‘cl-System und so-
dann auf den Effekt des ‘scheinbar adiabatischen’ Limes, den die deterministische
QMD u.U. erzeugt, cingegangen wird. Im Anschlufl daran werden in 5.3 mehrere
Méglichkeiten zur Wahl der Sprungwahrscheinlichkeiten fiir die QMG vorgestellt.
Nach diesen Vorbereitungen folgen in den anschlieffenden Kapiteln die konkreten
TOM-Simulationen mittels der stochastischen Verfahren. Nach der Vorstellung
zweier exemplarischer Simulationsfille in 5.4, die sich vor allem in bezug aufl
die nicht-adiabatische Kopplung unterscheiden, betrachten die beiden folgenden
Kapitel 5.5 und 5.6 die Subsysteme ‘cl’ und ‘qm’ im einzelnen. Eine Kritik der
QMG anhand des empirischen Materials ist in der Zusammenfassung des Kapitels
6 enthalten.

Die stets vorherrschende Fragestellung zielt dabei auf die ‘Vorhersagekraft’
der QMG und ist dementsprechend vorwiegend methodisch. Die Interpretation
der innerhalb TOM’s auftretenden, physikalischen Effekie wird mit Kapitel 3
als erbracht angesehen. Diese Einschrénkung ist insofern wichtig, da die QMG
fiir eine Vieizahl von Systemparameterkonsiellationen und Anfangsbedingungen
getestet werden sollen. Nicht jede dieser Parameterwahlen wird in Kapitel 3
im speziellen untersucht worden sein, so daf3 Kapitel 3 vor allem das ’qualitative
Interpretationsmuster’ bereitstellt. Es wird im folgenden also nicht jedes Ergebnis
der Wellenpaket-Referenzdynamik {erneut) quantitativ interpretiert, da dies die
auf die QMG zielende Fragestellung verschleiern wiirde.

Fiir den Vergleich der QMG-Simulationen mit der numerisch exakien Wellen-
paketdynamik werden zwei verschiedene Darstellungsprinipien verwendet. Zum
einen werden direkte Vergleiche der Dynamik fiir einen festgelegten Parameter-
satz gezogen: dies sind dann sozusagen ‘Punkivergleiche’ auf dem definierten
Zeitgitter der Propagation. Zum anderen werden Mengen von Parametersitzen
und die Abhéngigkeit gewisser physikalischer Systemeigenschaften von dieser Pa-
rametervariation betrachtet: dies sind dann ‘Punktvergleiche’ auf einem definier-
ten Parametergitter. '

Der Versuch einer kritischen Bewertung der QMG aus diesem empirischen
Material heraus, faBt die Simulationsergebnisse abschlieflend zusammen.

5.1 Der Zeitschritt

Mii dem determinisiischen QMD Gleichungspaar (5.1 isi prinzipieil ein Selbst-
konsistenzproblem gestelit, so dafi im Allgemeinen ein iterativer Algorithmus zur
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Losung fithrt (mathematische Kontraktionseigenschaften der Operatoren voraus-
gesetzt). Startpunkt des Algorithmus ist eine beliebige, erste Vorhersage bei-
spielsweise fiir die Trajektorie y(t) auf einem gewissen Zeitintervall; mit dieser
Vorhersage wird die zeitabhiingige Schrodingergleichung fiir das Quantensystem
gelost. Diese Losung wiederum definiert eine neune zeitabhingige Kraftfunktion
auf das klassische System, so daBl sich eine neue Trajektorie ergibt. Diese Tra-
jektorie fithrt zu einem neuen Wellenpaketverlaul usw. Die Konvergenz dieses
Verfahrens wird dabei im Prinzip durch die Kontraktionsecigenschaften des Ope-
rators gewihrleistet.

Wie bereits in Kapitel 4.1.1 angesprochen, kann das det-QMD Gleichungspaar
aber auch auf einem feingeteilten Zeitgitter simultan geldst werden. Der hierfiir
maximal zuldssige Zeitschritt mufl dabei viel kleiner als die kleinste im System
auftretende, charakieristische Zeitgrofie sein, damit die indirekte Approximation
der zeitabhéingigen Observablen durch Treppenfunktionen gerechtiertigt ist. Eine
zweile Mafigabe an den Zeitschritt stellen numerische Instabilititen dar, wie sie
charakteristisch und spezifisch fiir den jeweils verwendeten Lésungsalgorithmus
sind (etwa: SPO-Propagation fiir ‘qgm’, Verlet fiir ‘cl’). Drittens ist die Zeitschritt-
wahl auch vom zeitlichen Beobachtungsfenster der Gesamipropagation abhingig,
da der integrale Fehler der Diskretisierung der Linge des Propagationsintervalls
proportional sein wird.

Zur konkreten Wahl des Zeitschritts Ay, oy fiir die TOM-Simulationen werden
beispielhaft zwel Parameterfille betrachiet:

LFall: D=.75 wa=.08 é=wq/3 30=V8D
2.Fl: D=75 wu=.07T é=.04 Yo = V8D

Als Mafistab der Konvergenz wird zom einen der Zeitverlauf der Trajektorie
y(1) und zum anderen die Erhaltung der Gesamtenergie benutzt. Abbildung
5.1 gibt fiir den ersten Parameterfall die erhaltenen Trajektorienverlaufe fiir
ZeitschrittgroBen 75,./(250A1,,,,) € {1,2,3,4,5} bei einer Propagationszeit von
107,,, an.

Der optische Eindruck dieser Trajektorien zeigt (bezogen auf das Propagati-
onsintervall), daf} sich fiir die drei kleineren Zeitschritte # = 3 — 5 kaum Unter-
schiede im Zeitverlauf ergeben, so dafi von einer Konvergenz ab einem Zeitschritt
von Tyssf Dprop > 750 gesprochen werden kann. Dieser Eindruck kann bestitigt
werden, wenn die mittlere, integrale Abweichung der Gesamtenergie pro Oszil-
latorperiode fiir unterschiedliche Zeitschritte berechnet wird {die Gesamtenergie
des Systems liegt zur Zeit ¢ = 0 bel E,, = .5212).

1 10TDS!
Ie(lyro) = 7= [t Bt lyrep) = Bgu(t =0)]  (53)
Ftprop=Tos:[(n'260) | B =3 n =20 n=_9 n=12 n =15
I5(Stprap) 255 128 0859 0646 0517

' mex|Eges(t)—Eges(0)] | 486 1072 2441077 .163107% ,1231072 .98710~°
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Abbildung 5.1: Trajektorienverldufe der det-QMD iiber 10 Oszillatorperioden fiir
den ersten Parameterfall und fiin{ ZeitschrittgroBen; n = 1 (punktiert), n = 2
(gestrichelt), n = 3 (strichpunktiert; fast deckungsgleich mit n = 4,5), n = 4,5
(durchgezogene Linien, optisch deckungsgleich).

Es zeigt sich, daf} die Gréfle Ig(6%,.,,) anndhernd linear vom Zeitschritt abhéngt.
Dies ist direkte Folge der Verwendung des Verlei-Algorithmus als eines Verfahrens
1. Ordnung zur Losung der klassischen Bewegungsgleichung, d.h. der Fehlerterm
in der Gesamtenergie geht ursiichlich auf den klassischen Anteil an der Energie
zurlick. War im ersten Parameterfall der Trajektorienverlauf sehr ‘einfach’ in
dem Sinne, daf, wie anhand von Abbildung 5.1 leicht zu sehen ist, nur wenige
Frequenzen neben der ‘Grundirequenz’ = w,, (bei Darsteliung im Fourierraum)
fiir die Bewegung verantwortlich sind, so ist im zweiten Parameterfall hingegen
die Kopplung so stark, dafl (¢} kaum noch Ahnlichkeit mit einer harmonischen
Bewegung aufweist. Die Abbildungen 5.2 3} und b) geben die Trajektorienverlgufe
fiir zwei Gruppen von Zeitschritten an:

a) Tosz
25418

Prop

€ {20, 40, 60, 80, 100}

TGSZ
5) Al € {200, 400, 600, 800, 1000}

Das zu beobachtende Verhalten ist qualitativ von dem Parameterfall 1 ver-
schieden: der Konvergenzbereich der Trajektorien wichst zwar mit kleiner wer-
dendem Zeitschritt, aber betrachiel fiir die gesamie Propagationszeii isi auch
mit dem kleinsten der gewihlien Zeitschriite keine Sicherheit in der Trajektori-

“endynamik zu erzielen; kleine Anderungen im Zeitschritt ndern fiir grofle Zeiten
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%102

y—Trajektorien (t.&)

y—Trajektorien (t.&)

Zeit t

Abbildung 5.2:  Trajektorienverliufe fiir zwei Gruppen von Zeitschrit-
ten im zweiten Parameterfall; oben: =n» = 20,40,60,80,100, unten:
n = 200, 400, 600, 800, 1000. Strichlierungsart analog zu Abb. 5.1
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den Trajektorienwert dramatisch. Dies deutet auf eine Fehlersensibilitdt hin, die
exponentiell vom Zeitschritt abhiingt. Diese Sensibilitdt bezieht sich weiterhin
auch auf den verwendeten Algorithmus, mit dem die klassische Differentialglei-
chung geldst wird. Awuch fiir die kleinsten der verwendeten Zeitschritte liefern
etwa das Runge-Kutta-Verfahren, der Verlet-Algorithmus und punkiweise ana-
lytische Losungen der Differentialgleichung?® keine identischen Trajektorien iiber
den gesamten Propagationszeitraum von 127,,,. Berechnet man hingegen wie-
derum wie oben die integrale Abweichung der Gesamtenergie des Systems als
Funktion des Zeitschritts, so zeigt sich, dafl in bezug aufl die Energieerhaltung
sehr wohl eine Konvergenz des Verfahrens tiber den gesamten Propagationszeit-
raum zu erzielen ist, auch wenn das Fehlerverhalten nicht mehr in einfachem,
linearem Zusammenhang mit dem Zeitschriti steht.

Stprop=Toe:f(n-250) | =2 n=4 n==¢6 n=8 n=10
Iz{6tprop) .1318 0519 .0458 .[168 0137

Stprop=Tuee f(n250) [ =20 =40 n=860 n=80 n =100
Ig{btprep) 00680  .0072  .0058  .0022 0019

Aus der Energieerhaltung des Verfahrens kann also u.U. nicht auf eine ‘gute’
Vorhersage der dazugehérigen Trajektorie geschlossen werden. (Bei den iiblichen
Anwendungen der det-QMD dient aber zumeist die Erhaltung der Gesamtenergie
als Kriterium fiir die Konvergenz der Methode.)

Die héchst empfindliche Abh&ngigkeit des Trajektorienverlaufs vom gewahl-
ten Zeitschritt bedeutet eine Unvorhersagbarkeit des Systemzustandes fiir grofie
Zeiten, so daf} die Oszillatordynamik als irregnisr erscheint. Durch einen wie
klein auch immer definierten Zeitschritt erhélt man einen Fehlerterm in der Be-
rechnung des Systemzustandes zum folgenden Zeitpunkt, so daf der Vergleich
zweier Trajekiorien, die mittels eines leicht unterschiedlichen Zeitschritts berech-
net wurden, in einem gewissen Sinne auch den Vergleich zwischen zwei anfénglich
benachbarten Bahnen umschlieft. Zeigen solche benachbarte Bahnen eine expo-
nentielle Divergenz, so verhlt sich das System chaotisch. Die Vermutung, daf
ein chaotisches Systemverhalten vorliegt, ist zu iiberpriifen. Dafiir wird bei ei-
nem festgehalienen Zeitschritt fiir die Propagation ein Ensemble von Systemen
betrachtet, die sich geringfiigig in ihren Anfangswerten unterscheiden. Die Varia-
tion in den Anfangsbedingungen soll sich auf die Startauslenkung des Osziilators
beziehen; da das zugeordnete Quantensystem weiterhin im lokalen Grundzustand
angenommen wird, variiert auch dieser relativ zur Variationsbreite der klassischen
Ortskoordinate. Bezeichnet y{)( = 0) den Startwert der i-ten klassischen Tra-
jektorie (i = 1,...T), so mdgen sich diese Startwerte fiir das Gesamtensemble auf
ein Intervall der Linge 8y < 1 verteilen:

Vi: gt =0) € [y — 0/2, 90 + 60/2]

ZUnter der Annahme, daB die Kopplungskraft hochstens linear von ¢ zwischen zwei Zeit-
schritten abhangt, 18t sich die Losung der Differentialgleichung leicht angeben.
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Es wird nun die Zeitentwicklung dieses Intervalls betrachtet, wobei auf eine maxi-
mal mégliche Intervallénge 6,,, normiert werden kann. Dieses maximal mogliche
Intervall kann aus der Gesamtenergie nach oben abgeschitzt werden (die Gesam-
tenergie variiert nur unwesentlich zwischen den verschiedenen Systemen, wenn 6o
hinreichend klein gewahlt ist). Somit gilt: 8,,, = 21/2F ¢ /w,a. Die Gesamtener-
gie des Systems im zweiten Parameterfall liegt bei £, = .5088, so dafl sich §,,,
zu 7.626 ergibt. Mit 6, wird jetzt das normierte, kleinste einbettende Intervall
bezeichnet, in das alle Trajektorien des Ensembles zur Zeit ¢ fallen:

b = ! (max {yOD)i=1,...T} —min {y@)]|i=1,.. I‘})

6aup

Der negative Logarithmus zur Basis 2 dieser Grofle stellt ein Informationsmafl
fiir die temporére Ensemblekonfiguration dar. Abbildung (5.3) zeigt den Verlauf
dieser Informationsgrofle iiber der auf die Oszillatorperiode normierten Zeit fiir
beide behandelten Parameterfille.

-leg, (&) - i |

T T ‘ -
4 5 & 7 & 9 10

normierte Zeit

Abbildung 5.3: Informationsverlust der Trajektorienvorhersage fiir die beiden
Parameterfélle dieses Kapitels. Fall 1: gestrichelt, Fall 2: durchgezogene Linie.

Der Unterschied in der Informationsverlustrate ist deutlich: zeigt der erste
Parameterfall nur einen leichten Abfall der Kurve mit starken Oszillationen der
Frequenz w,q/2 (Frequenz der Nulldurchginge), so ergibt sich fiir den zweiten Pa-
rameterfall in dieser logarithmischen Darstellung ein annshernd linearer Abfall bis
auf einen nahe bei Null liegenden Wert (dieser wird nur darum nicht exakt Null, da
8;up 2u grofl gewdhlt wurde). Es liegt somit fiir den zweiten Parameterfall ein ex-
ponentieller Informationsverlust {~ 3 bit/7T,,.)® und entsprechend ein chaotisches

3Diese GroBe entspricht damit einemn Lyapunov-Exponenten der Dynamik. Zur Bestimmung
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Systemverhalten vor. Fiir die in diesen Parameterbereichen liegenden Simula-
tionen des Folgenden ist also der Zeitschriit der Propagation, dieser Erkenntnis
gemif, besonders klein zu wéhlen, um nicht zu falschen Schlufifolgerungen im
Langzeitvergleich von QMG und Wellenpaketdynamik zu gelangen.

5.2 Scheinbare Adiabatizitit

Die Ableitung der deterministischen Quanten-Molekular-Dynamik (Kap. 4.2) ba-
sierte aul der Annahme, dafl sich das quantenmechanische Subsystem adiaba-
tisch und das klassische Subsystem konsistent zur klassischen Vorstellung in dem
Sinne verh#li, dafl die nétigen N&herungen innerhalb der Ehrenfestgleichungen
(Newton- Approximation) erfiillt bleiben. Sofern der klassische Ansatz gerechtfer-
tigt ist, korrespondiert somit im Falle der Adiabatizitit die deterministische QMD
zur Wellenpaketdynamik im QM-System. Dies erlaubt allerdings keinen Umkehr-
schlufl: aus einem adiabatischien Verhalten der det-QMD kann nicht zwingend auf
ein adiabatisches Verhalten im QM-System riickgeschlossen werden.

Innerhalb des Tunnelteilchen-Oszillator-Modells lassen sich leicht Parame-
tersituationen finden, in denen ein solcher Umkehrschufl versagt. Typisch fiir
derartige Situationen ist, dafl die Kopplungsstirke ¢ nicht viel kleiner als die Os-
zillatorfrequenz w, gewihlt wird. Das Verhilinis dieser beiden Gréfen ist es,
welches die Kopplung der Wellenfunktion ® an die klassische Trajektorie inner-
halb der det-QMD bestimmt, da die Ehrenfestgleichung (siehe: (5.1)) wie folgt
lautet:

G , e
agyz—wrel ly+

1
(@(m,i)iﬂri@(x,i))J (5.4)

Um den Effekt der ‘scheinbaren’ Adiabatizitét an einem Beispiel vorzustellen, ist
folgende Simulationsreihe durchgefiihrt worden:

D=.75 w,q=.035 ¢ec{.005 .01,.015,.02,.025, .03, .035}

a

Yo = c V8D = yonin

Wyl
®(z,t = 0) = @29(z; o)
Die Ergebnisse fiir die kiassischen Trajektorien y(¢) aus der det-GMD zeigt Ab-
bildung 5.4.

Fiir die hohen Kopplungswerte fithrt der Oszillator nur noch kleine Schwin-
gungen in der Nahe seines Startwertes {=y-Komponente des lokalen Minim-
ums im zweidimensionalen Gesamtpotential) aus. Verbunden mit dieser Un-
terdriickung der Oszillator-Nulldurchgénge ist ein adiabatisches Verhalten der
Wellenfunktion @, die fiir die hohen Kopplungswerte den lokalen Grundzustand

e gf

der Liyapunov-Exponenten aus ‘experimentellen’ Zeitreihen siehe die Arbeit von Wolf et al.
[Wolfss]. .
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0 5 10 15 20

Zeit t %102

Abbildung 5.4: Trajektorienverliufe der det-QMD fiir w,y = .035 und ¢=0.01
(punktiert), 0.02 (gestrichelt), 0.025 (strichpunktiert), 0.035 (durchgezogene
Linie).

praktisch nicht verlifit, wie die folgende Tabelle zeigt, die die Maximalwerte
mazo = max {1 — |cof?| ¢ = 0,1} fiir alle Kopplungsparameter enthilt.

¢ .05 .01 015 .02 025 .03 .035
mazo | .00430 .0201 .0241 .0197 .00476 .00106 .00025

Dieser lokalisierungsartige Effekt innerhalb der deterministischen QMD tritt fiir
die quantenmechanische Wellenpaketdynamik fiir diesen Bereich der Kopplungs-
parameter nicht auf. Mit Anwachsen der Kopplung é wichst auch der maxi-
male Anteil der BO-Anregungszusténde innerhalb des Wellenpakets: fiir ¢ = .035
betrégt dieser Anteil {(zu vergleichen mit obigem mazo-Wert) ca. 33%. Der
Zeitverlauf des Ortserwartungswertes ist eine sehr langsame Schwingung um den
Nullpunkt (eine Schwingung in ca. 147y,.), die mit einer Schwingung hoherer
Frequenz (=~ 2/3 w,a) moduliert ist. D.h., im QM-System néhert sich die Dy-
namik viel langsamer einem lokalisierungsartigen Verhalten an. (Dieser Effekt
ist vergleichbar mit den Simulationen aus Kapitel 3.3.1 - dort wurde allerdings
ein Gaulpaket und nichi der BO-Grundzustand als Startfunktion gewihit.} Die
Vorhersage der deterministischen QMD macht somit einen quantitativen Fehler,
indem eine Adiabatizitit und Lokalisierung bei zu kleinen Kopplungsparametern
erzeugt wird.

Die Erkldrung fir das Auftreten eines solchen ‘scheinbar’ adiabatischen Limes
der deterministischen QMD fiir grofle Kopplungswerte liegt in der Struktur der
Kopplungsfunkiion (®|z{®) begiindet. Fiir den vorliegenden BO-Operator ergibt

PN R e
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sich fiir den lokalen Grundzustand der in Abbildung 5.5 dargestellie Ortserwar-
tungswert, gewichtet mit ¢/wrer, als Funktion des ‘Parameters’ y {w, = .035,
¢ = .035). Mit in die Abbildung eingezeichnet ist die Funktion f(y) = —y (punk-
tiert), da der Schnittpunkt dieser Gegendiagonalen mit der Kopplungsfunktion
K, den y-Wert besitzt, bei welchem der Oszilator momentan kréftefrei ist (siche
Gleichung (5.4)), sowie die Differenz { Ko— f){y) (gestrichelt), die der Gesamtkraft
auf den Oszillator proportional ist.

é v

(080 |s)08%) = Ko
/

rel

Abbildung 5.5: BO-Kraftfunktion im Fall des ‘scheinbar adiabatischen’ Limes;
wreg = 0.035, ¢ = 0.035; der Pfeil deutet die Startauslenkung y, an.

Diese Kraftfunktion besitzt in dem vorliegenden Parameterfall drei Null-
durchgénge. Angesichts des Startwertes 3, ist der ‘rechte’ dieser Punkte von
Bedeutung: da die Kraftfunktion in der N#he threr Nulldurchginge gut linear
approximiert werden kann und der Startwert der Trajektorie in diesen linearen
Bereich fallt, pendelt der Oszillator annidhernd harmonisch mit kleinen Auslen-
kungen um diesen kréftefreien Punkt. Da die absoluten y-Schwankungen relativ
klein sind, hat dies zur Folge, dafl das angekoppelte Quantensystem nur noch
einen schwach zeitabhdngigen Kopplungsterm spiirt, so daf} es in seinem anfing-
lich gew#hlten, lokalen Grundzustand verbleibt.

Wesentlich {iir den Effekt der ‘scheinbaren’ Adiabatizitét der hier vorgestell-
ten Art ist somit das Auftreten eines kriftefreien Punkies im y-Raum, der nicht
mit dem Nullpunkt identisch ist. Dies wiederum hingt stark von der Kopplung
¢ (die BO-Zusténde sind Funktionen von ¢y) bzw. dem Verhiltnis ¢/w, 4 ab. So-
bald die betragemiBig gréfte Ableitung innerhalb Ky(y) (= Steigung bei 3 = 0)
grofier als 1 wird, existieren neben dem Nullpunkt zwei weitere kréftefreie Punkte
(symmetrisch um Null). Dies allerdings ist nur oberhalb eines gewissen Grenz-
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wertes der Kopplung relativ zu w, zu erreichen, so daf die Trajektorienverldufe
der Abbildung (5.4) damit qualitativ interpretiert sind.

Dieser ‘scheinbar adiabatische’ Limes der det-QMD hat direkt zur Folge, daf}
auch die stochastischen Versuche der QMG in diesen Situationen nicht greifen, da
die Sprungwahischeinlichkeiten innerhalb der QMG (siehe Kap. 5.3 & Kap. 4.2.3)
bedingt sind durch den Zeitverlauf der angekoppelten Wellenfunktion; verbleibt
diese streng im lokalen Grundzustand, finden keine Sprungprozesse mehr statt.
Dies ist eine Konsequenz aus der Forderung, daff bei adiabatischer Dynamik die
stochastische Methode in die deterministische einmiinden soll. Die adiabatische
Dynamik, die hier beriicksichtigt wird, ist aber diejenige, die eben die determini-
stische QMD liefert und nicht die, welche das quantenmechanische Gesamtsystem
QM zeigt, so dafi im Falle der ‘scheinbaren Adiabatizitit’ auch die stochastische
Methode diesen Effekt nicht iiberwinden kann.

Der zentrale Punkt der stochastischen Quanten-Molekular-Dynamiken ist der
die Kopplung des quantenmechanischen an das klasische System bestimmende
Auswahlproze. Dieser Auswahlprozefl, im Sinne des ‘surface hopping’ oder des
‘inneren Mefiprozesses’, wird dabei duich in jedem Zeitschritt neu festzulegende
Wahrscheinlichkeitsgréfien charakterisiert. Esist zu vermuten, daf das Ensemble-
ergebnis von diesen (bedingten) Wahrscheinlichkeiten abhingen wird. Da bisher
kein unumstofliches Prinzip existiert, welches die Wahl dieser Wahrscheinlich-
keiten eindeutig festlegte, werden an dieser Stelle mehrere Méglichkeiten einer
solchen Wahl vorgeschlagen, die bei den dann folgenden Simulationen getestet
werden.

Die wichtigste Forderung, die an den stochastischen ProzeB gestellt ist, ist
der Ubergang in die deterministische QMD im adiabatischen Grenzfall, d.h. das
Authoren jedweder ‘Spriinge’, so dafl ein einzelnes Ensembleelement bereits das
Ergebnis des Ensemblemittels bedeutet. Beschrinkt man sich darauf, unter dem
adiabatischen Grenzfall eine lokale Grundzustandsdynamik zu verstehen®, so be-
zeichnet der Uberlapp der lokalen Grundzustandsfunktion mit der momentanen
Wellenfunktion des Quantensystems ein Mafl der Adiabatizitit. Ist der Be-
trag dieses Mafles zeitlich konstant, so heifit dies, dafl sich der Gewichtsanteil
leo(t)]* des lokalen Grundzustands innerhalb der Wellenfunktion nicht &ndert.
Vernachlédssigt man mdogliche Gewichtsverinderungen innerhalb der lokalen An-
regungszustinde (wie es der 2-Niveau-Ansatz von ARS-Dice tut), so bezichen sich
die stochastischen Verfaliren einzig auf diese Gréfle [co(1){?. Damit nun der sto-
chastische ProzeB im adiabatischen Limes endet, miissen die Sprungwahrschein-
lichkeiten w(f) nicht nur den momentanen Wert |co(f)|?, sondern zumindest auch

“Logisch bedeutei eine Verallgemeinerung im Sinne von (4.31) keine Schwierigkeit; jedoch
" wird die praktische Realisierung eines stochastischen Algorithmus dann wesentlich aufwendiger.
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seine unmittelbare Vergangenheit miteinbeziehen; wird der stochastische Prozef
auf einem Zeitraster mit Af als Punkiabstand gewihlt, so kann w(t) proportional
zur lokalen Anderung von |co(t)}|? gewihlt werden:

w(t) ~ |leo(®)f? = Jeolt — AP| = [Ao(t)] (5.5)

Dies ist die wesentlichste an den Auswahlprozef zu stellende Bedingung. Jede
weitere Spezifikation der Wahrscheinlichkeitsgrofien verlangte weitergehende An-
nahmen. Vom rein mathematischen Standpunkt betreffen diese Annahmen die
Abhingigkeit der Wahrscheinlichkeitsgréfien vom momentanen Wert der Besei-
zungswahtscheinlichkeit |co(#)]?, sowie vom Vorzeichen seiner zeitlichen (diskre-
ten) Ableitung. Fiinf der denkbar einfachsten Mdglichkeiten, aus dem gegebenen
mathematischen Material Wahrscheinlichkeitsgrofilen zu komponieren, sind auf
der folgenden Seite tabellarisch zusammengestellt {Varianten A-D). Bei den Va-
rianten A-C ist die Wahrscheinlichkeit, dafl zu einer beliebigen Zeit ¢ dberhaupt
ein Sprung / ein MefprozeR statifindet, durch die absolute Gewichtsdnderung
wihrend des letzten Zeitschritts definiert, fiir die Varianten D & E ist dies eine
relative Gewichtsinderung.® Die Graphiken der linken Spalte geben dabei skiz-
zenhaft die Sprungwirkung durch den stochastischen Prozefl an. Die Strichstéarke
der eingezeichneten Pleile symbolisiert die Wahrscheinlichkeitsgroflen des jewei-
ligen Sprungs. Aufgetragen in den Diagrammen ist dabei die Gréfie 1 — |cq(f)|?
{iber der Zeit, wobei jeweils drei Abschnitie solcher Funktionsverlufe eingetra-
gen sind. Die Wahrscheinlichkeitsgréfen der Variante D entsprechen dabei dem
Tullyschen Ansafz fiir den 2-Niveau-Fall.

D bevorzugen Spriinge auf Niveaus, die momentan einen hohenr Gewichisanteil
innerhalb der Wellenfunktion besitzen, so daf fiir Dynamiken nah am adiaba-
tischen Limes das System in den Adiabatenzustand ‘zuriickgetrieben’ wird; die
Varianten B und E hingegen rufen genau den gegenteiligen Effekt hervor, indem
Spriinge auf Zustdnde mit kleinem Gewichisanteil die Majoritét bilden. Im fol-
genden Kapitel werden alle fiinf Varianten auf zwel exemplarische Dynamiken

TOM’s angewendet.

5.4 Delokalisisierung & ‘avoided-crossings’

In der Art und Weise, in der die stochastischen QMD konzipiert sind, werden sie
im wesentlichen durch das Zeitverhalten der Gewichisgrdfe |co(Z)]? bestimmt,
also durch den Anteil des lokalen BO-Grundzustandes innerhalb der QMD-
Wellenfunktion. Ist diese Gréfie im adiabatischem bzw. ‘scheinbar adiabatischem’

5Die Quotientenbildung mit den Besetzungswahrscheinlichkeiten zur Zeit t — Af fiir Variante
D ist dabei formal ndtig, um sicherzustellen, dafl w; < 1 bzw. wy < 1; bildete man den

- Quotienten mit den Besetzungswahrscheinlichkeiten zur Zeit ¢, dann kdnnte sich eine Division

durch Null ergeben.
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B)

C)

D)

wy = [Ao(1)] - feolt)]?
wy = |Ao(t)] - Jeor (t)]?
w) = {Ao(1)] - feor (1)
wy = [Ao(t)] - leo(t))?
Ape)>0: W) = le(i)l; wy =0
Hp(H)<0: Wy = 0} w; = ]AO(i)l
[Ao(?)]
Ap{#)>0: wi _ m; w? =0
Agli
A<t wy = 0; wy = E;(l{%)?
Aold
“Ag(t)>0: wy = ]lcn({)t(n)zl’ wp = 0
Do)
Ag(#)<0: wy = 0, wy = IICO‘LO((t))lfz

.Abbildung 5.6: Fiinf mégliche Sprungszenarien der stochastischen QMD.
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Limes konstant, finden keine Sprung- bzw. Mefiprozesse mehr statt. Um eine qua-
litative Vorstellung zu erhalten, welche Systemeigenschaften das Zeitverhalten der
lokalen Gewichtsgrofen beeinflussen, ist die zeitabhéngige Schriodingergleichung
fiir das Quantenteilchen in ein Differentialgleichungssystem der Gewichtsfunk-
tionen durch eine Basiszerlegung des Wellenpakets zu iiberfithren; dies ist die
Vorgehensweise wie man sie iiblicherweise in den Lehrbiichern (z.B.[Schi68], S.
28911.) zum Thema der Adiabatizitit findet und wie sie auch von Tully als Aus-
gangspunkt fiir sein ‘surface-hopping’-Schema verwendet wird. Betrachtet man
im Rickblick auf Kapitel 4.3.1 diese Ableitung (die zunichst von einer gegebenen
Trajektorie, also einem gegebenen, zeitabhingigen Kopplungspotential ausgeht)
erneut (siehe Glg. (4.28, 4.29)), so zeigt sich, daff innerhalb der BO-Basis Terme
der Struktur

980\ (9F0|%%|aB0)
5 >:ej(y(z)) AR (5:6)

eine (nicht-adiabatische) Kopplung zwischen den Entwicklungskoeffizienten be-
wirken. Es ldBt sich aus dieser Beziehung qualitativ abschitzen, wie die Wahl
von System- und Anfangsparametern innerhalb TOM’s, die nicht-adiabatische
Kopplung beeinflufit. Neben dem Kopplungsparameter ¢ {bzw. allgemeiner:
dem Kopplungspotential V;) ist dies die Geschwindigkeit des klassischen Teil-
chens g(t), sowie der Niveauabstand der BO-Niveaus: |wy;| = |¢; — &;]. Nimmt
man als Abschétzung der maximalen Geschwindigkeit den kopplungsfreien Fall,
was fiir das ‘cI-System eine einfache, harmonische Schwingung bedeutet, so ist
die Geschwindigkeit maximal beim Nulldurchgang des Oszillators und direkt der
Startauslenkung yo sowie der Oszillatorfrequanz w,q proportional (Anfangsim-
puls des Oszillators als Null vorausgesetzt). Je kleiner die Oszillatorfrequens,
Je grofler also die charakteristische Zeitskala des ‘cl’-Systems, umso mehr ver-
ringert sich die nicht-adiabatische Kopplung, was exakt dem Ansatzpunkt einer
‘qm-cl’-Separation entspricht.

Weiterhin ist der Nenner in (5.8) entscheidend: die nicht-adiabatische
Kopplung wichst mit verringertem Niveauabstand |wy;|. Dieser wiederum
ist im betrachteten Modell eine Funktion des Kopplungsparameters é (und
¢2/w,q iber den Renormalisierungs-Term V,), dem momentanen Wert der
klassischen Koordinate, sowie der Barrierenh6he D). Beachtete man zunachst
den Renormalisierungs-Term (siche Kap. 3.2.3) nicht, so ergiben sich inner-
halb der Stérungsrechnung 1. Ordnung (aufgrund der bilinearen Kopplung)
keine verénderten Energieniveaus zum ungekoppelten System, so dafl in die-
ser Abschitzung einzig die BarrierenhShe D den Niveauabstand variiert. Die
Abhéngigkeit der Energieniveaus im Tunnelsystein von der Barrierenhshe D
(dargestellt in Abbildung (3.4)), zeigt eine paarweise Entartung bei grofien D.

ks <©fo

Kopplung anwachsen, da auch zusétzlich eine Vergrdfierung von D das Verhiltnis
Wiun /Wy o verringert (die Tunnelzeit nimmt zu).
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Die stochastischen QMD werden jetzt auf zwei exemplarische Fille nicht-
adiabatischer Kopplung angewendet: im ersten Fall wird die Kopplung stark
und relativ lokal begrenzt, im zweiten Fall dagegen vergleichsweise schwach und
raumlich ausgedehnt sein. Diese Begriffe sind zunichst vage; die ihnen beigelegte
Bedeutung wird anhand der konkreten Darstellungen des Folgenden deutlich wer-
den.

Wie qualitativ angedeutet, wird sich eine starke nicht-adiabatische Kopplung
beispielsweise durch eine relativ grofie Barrierenhdhe D in Verbindung mit einer
weiten Anfangsauslenkung des Oszillators ergeben. Als Parametersituation wird

dazu gewghlt:

D=10; wqg=005 ¢&=0.02

yo =35 go=0; Uy=0(z;y)

Bei diesen gewidhlien Parametern ergibt sich damit die Tunnelfrequenz des
Quantenteilchens (bei Vernachlasigung der Kopplung) zu (vgl. Abbildung 3.4):
Wiyn = 0.024 und die Minima im 2-dimensionalem Gesamtpotential liegen bei
(\/8_15, +é/w,V8d) = (2.828,+1.131), so daB die Startauslenkung des Oszilla-
tors ungefdhr das dreifache der y-Komponente des Potentialminimums betrégt.
Die Gesamtenergie liegt bei

Ly e

= .6194 +.025 (5.7)

E'ges,‘QM" = Eges,‘qm-—cl' +

und die Energie der tiefsten BO-Eigenzustinde bei
Eo(@'g) = .313 51(3}0) = .6585 (58)

Verfolgt man fiir die gewdhiten Systemparameter die Abh#ngigkeit der BO-
Energieniveaus als Funktion der y-Koordinate, so findet man den minimalen
Energieabstand bei y = 0, mit

eoly = 0) = 476 &, (y = 0) = .502 (5.9)

Die klassische Anfangsenergie des Oszillators liegt dazu im Vergleich bei .308,
so daf} die kinetische Energie des Oszillators beim Nulldurchgang ein Vielfaches
iiber dem BO-Niveauabstand liegt.

Die behauptete, starke Nicht-Adiabalizitat wird durch das Zeitverhalten des
BO-Grundzustandgewichtes belegt: Abbildung 5.7 gibt die Gréfie 1~ Jeo(?)[? fiir
die QM-Wellenpaketdynamik und die deterministische QMD als Funktion der auf
die Oszillatorperiode normierten Zeit (die Propagation des Gesamisystems erfoigt
tiber 10T,,.(¢ = 0)).

Die deterministische QMD liefert prakiisch eine zeitperiodische Rechteckfunk-
tion, mit einer Schwingungszeit, die identisch mit 7,,, ist. Die ‘Sprungstellen’
dieser Rechteckfunktion korrelieren dabei mit den Nulldurchgéngen des Oszil-
lators. Da diese Rechteckfunktion in N&herung zwischen den Werten Null und

TR L
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Abbildung 5.7: Zeitverhalten des Gewichisanteils des lokalen Crundzustandes;
QM-Wellenpaketdynamik (durchgezogene Linie) vs. det-QMD (punktiert); Sys-
temparameter: siche Text.

Eins springt, liegt somit fiir das ‘gm-cl’-System ein level-crossing-artiges System
vor: die Wellenfunktion des ‘qgm’-Subsystems bleibt in ihrer Gestalt beim Ener-
gieflichenwechsel so gut wie unverdndert. Fiir das QM-System hingegen finden
solche level-crossings nur fiir die beiden ersten Oszillatorperioden statt: das Quan-
tensystem entwickelt sich in eine starke Mischung aus BO-Zust&nden, die nur noch
kleinere Gewichtsschwankungen zeigen.

Die Dynamik des QM-Systems kann aussagekriftig in zwei Raum-Zeit-Hohen-
linienplots dargestellt werden. Die Abbildungen (5.8 a & b) auf der fol-
genden Seite zeigen die zeitabhingigen Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten
P2 (5,1) = [, dy [W(e, 5, ) und 3™ (y,1) = [, dz [¥(z, y, )2 fiir das Tun-
nelteilchen und den OszillatorS. '

Das Tunnelteilchen fithrt keinen vollstindigen Tunnelprozef mehr durch,
sondern entwickelt sich in eine auf beide Potentialmulden verteilte Dichte, die
Schwankungen auf zwei verschiedenen Zeitskalen zeigt: z&hlt man die lokalen Mi-
nima/Maxima in einem Ortshalbraum innerhalb der Propagationszeit, so kommt
man auf eine Anzahl von 10, was der Zahl der ungestérien Schwingungsperi-
oden des harmonischen Oszillators entspricht; dem iiberlagert ist eine ‘globale’

®Aus dieser Darstellung der Raum-Zeit-Hhenlinienbilder kann der relofive Wert der
Dichtegrofle hochstens grob qualitativ abgeschitzt werden; auf eine farbige Darstellung wurde
jedoch verzichtet (ebenso in den kommenden Abbildungen 5.9 und 5.15), da die eigentlich mitzu-
teilende Information der qualitativen Strukturunterschiede bereits aus dieser ‘Grau-Darstellung’

- ablesbar sein sollte,
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Abbildung 5.8: Teilsurnmierte Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten pSM(z,1)
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Schwingung, deren Zeitskala ca. fiinf Oszillatorperioden umfaft.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte des harmonischen Oszillators F,(t) zeigt am
Anfang der Propagation noch deutlich ein ausgeprigtes Schwingungsverhal-
ten mit 7,,,, welches jedoch mit zunehmender Propagationszeit von einer fast
vollstindigen Delokalisierung iiberdeckt wird.

Dieser physikalische Effekt des QM-Systems fillt damit qualitativ in den in
Kapitel 3.3.2 untersuchten Zusammenhang. Die physikalische Interpretation die-
ses Verhaltens, basierend auf einem level-crossing Phiéinomen, findet sich dort.

Die Frage, die sich hier nun stellt, lautet: ,Wie beschreiben die QMG diesen
Effekt?”. Fiir alle fiinf Sprungwahrscheinlichkeiten A-D (siehe vorheriges Un-
terkapitel} sind die QMG mit einer EnsemblegréBe von I' = 100 durchgefiihrt
worden; bei dieser Ensemblegréfie sind die statistischen Ergebnisse dabei be-
reits weitgehend konvergiert, wie sich durch Vergleich mit den Teilergebnissen
fir I' = 50, I' = 75 zeigte. Die Ensembleergebnisse erweisen sich als fast un-
abhéngig von der gewihlten Sprungwahrscheinlichkeit, was aufgrund des ‘Recht-
eckverhaltens’ der det-QMD auch zu vermuten war, da bei einem Sprung von
Null auf Eins die ‘Treflerquote’ der Zufallszahl ¢ (unabhingig von der gewihl-
ten Sprungwahrscheinlichkeit) nahezu Eins ist. Abbildungen 5.9 a) & b) zeigen
die Dichteverteilung des Tunnelteilchens fiir die QMG sowie die deterministische
QMD im direkten Vergleich zu Abbildung 5.8 a). Die Dichtegrofien der QMG
sind dabei das einfache, gleichgewichtige Ensemblemittel, also:

dot 1 o
Pom (1) F = 2 Wil 1) (5.10)
i=1

Der Gewinn der stochasiischen Verfahren ist deutlich: macht die det-QMD die
- qualitative Vorhersage eines quasi vollstindig in der linken Potentialmulde ein-
gefangenen Tunnelteilchens mit nur kleinen, periodisch (~ T,s:) auftretenden
Wahrscheinlichkeitsdichten in der rechten Potentialmulde, so geben die QMG
eben die im QM-System beobachtete ‘Zweiteilung’ der Wahrscheinlichkeitsdichte,
sowie die Dichtemodulationen auf der Zeitskala T\,, wieder. Die im QM-System
auftauchende ‘globale’ Schwingung mit 57,,. wird hingegen nicht reproduziert.

Um noch zu belegen, dafl alle fiinf verschiedenen Sprungwahrscheinlichkei-
ten anndhernd das gleiche Ergebnis liefern, kann das Integral der Differenz
(pSATC (2,1) — p2% (2, 1)) gebildet werden; verwendet man etwa die L,-Norm, so
ergeben sich folgende Werte:

i.022 1.068 1.030 0.872 1.0%4

| A B C D E
Li-Norm E

Der zweite Parameterfall, welcher eine ‘glattere’ nicht-adiabatische Kopplung be-
trachten will, unterscheidet sich vom ersten durch eine verringerte Tunnelbarrie-
renhhe 0 und eine Kkieinere Startausienkung y, des Osziilators:

D =075 waq=005 &=0.02
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¥o=2.0; §o=0; Uo=F(z;y)
Dieser Wert der Barrierenh&he, der auch fiir die Simulationen in Kapitel 3 durch-
weg verwendet wurde, fithrt zu einer Tunnelfrequenz von wy., = 0.07. Die Ge-
samtenergie des Systems betrigt

E o sonr = 0.50354
und die tiefsten BO-Zusténde liegen fiir ¥ = yo und y = 0 bei

eo(yo) = 0.3785  &,(yo) = 0.5522
€o(0) = 0.4306  £,(0) = 0.5042

Der Niveauabstand vermindert sich somit von der Startauslenkung bis zum Null-
durchgang um den Faktor 2.4 - im ersten Parameterfall betrug dieses Verhiltnis
13.2. Da dieser Niveauabstand in den Nenner der nicht-adiabatischen Kopplung
(5.6) eingeht, wird sich in dieser zweiten Parameterkonstellation also nicht der
Extremfall einer zwischen Null und Eins springenden Rechieckfunktion fiir |co(t)]?
ergeben. Den Verlauf des lokalen Grundzustandgewichtis fiir das QM-System und
fir die deterministische QMD gibt Abbildung (5.10) wieder: fiir die dei-QMD
fallt der Anteil des lokalen Grundzustandes innerhalb der ‘qm’-Wellenfunktion
nie unter 40% und die Struktur der Funktion 1 — |co()}? ist weit von einem
‘Rechteckverhalten’ entfernt’.

Fir das Tunnelteilchen innerhalb ‘QM’ ergibt die Simulation zwar einen
stark gestorten, doch weiterhin deutiichen Tunnelproze, der michi in eine fast-
zeitkonstante Zweiteilung des Wellenpakets miindet. Die Auswertung der Si-
mulationen soll sich an dieser Stelle jedoch auf das ‘ci™-System beschranken,
da hier ein interessanterer Effekt zu beobachten ist. Die Wahrscheinlichkeits-
dichte p3"(y, ) fir den Oszillator innerhalb des QM-Systems hat zur Zeit t = 0
eine definierte Unschérfe von v/2 (siehe Gleichung (5.2)); ergab sich fiir die erste
Parameterkonstellation eine vollstéindige Delokalisierung dieser Dichte iiber den
Propagationszeitraum von 107,,,, so wichst in diesern Parameterfall zwar die
Unschérfe bis zu einem Maximum von 1.735 zwischen der 4. und 5. Oszillator-
periode an (aber damit weil weniger stark als im ersten Fall), miindet jedoch
bei 1 = 107,,, in den Wert 0.935 (bildlich und damit grob gesprochen: das
‘cl’-System macht einen ‘Atemzug’ innerhalb [f;, 1,,]).

Um die QMG mit diesem Ergebnis zu vergleichen, wird aus dem Ensemble der
Trajektorien eine Wahrscheinlichkeitsdichte gebildet, indem auf einem definierten
Ortsgitter die Anzahl der Trajektorien pro Gittermasche gezihlt wird. Mit dem
Normierungsiaktor I' dy wird entsprechend definiert:

(5.11)

QMG Anzahl der Trajektorien in [y, y + dy| bei t

"Vergréfert man diec Darstellung der Abbildung 5.10 fiir die erste Oszillatorperiode, so er-
kennt man, daf die ‘Zeitdauer’ fiir den ersten ‘Sprung’ in 1 — |eo(#)]? ca. 1/5 der Oszillatorpe-
riode betrégt.
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Abbildung 5.10: Lokales BO-Grundzustandsgewicht im 2. Parameterfall; QM
(durchgezogene Linie) vs. det-QMD (punktiert).

Obwohl diese Dichte auf ! normiert ist, ist ein punktweiser Absolutvergleich mit
ch,M(y, t) nicht unbedingt sinnvoll, da ngG zur Zeit { = 0 eine §-Distribution
6(y — o), bzw. bei Diskretisierung eine Rechteckfunktion der Héhe 1/dy in einer
dy-Umgebung um y, darstellt. Ein Punkivergleich verbietet sich also fiir Zeiten
nahe ¢ = 0. In Abbildung 5.11 sind die Ortsunschirfen A,(¢) angegeben, wie sie
aus p3™(y,1) und p@™€(y,1) (fiir die fiinf verschiedenen Sprungwahrscheinlich-
keiten A-D) folgen.

Alle fiinf QMG-Varianten verhalten sich #hnlich: die Unschirfe wichst in-
nerhalb der ersten zwei Oszillatorperioden auf einen Wert, der sich in der Fol-
gezeit im Mittel nur noch schwach &ndert; die starken Oszillationen, die aus
ng(y, t} resuliieren, werden von keiner der Varianten reproduziert. Tendenziell
gut beschrieben wird hingegen das Kurzzeitverhalten innerhalb ~ [0,27,,.}. der
Unschérfezuwachs der QMG im Vergleich mit dem QM-System verlduft auf der
gleichen Zeiiskala und ist auch in der absoluten Varianz &hnlich (~ Parallelver-
schiebung).

Kurz- und Langzeitverhalten des QM-Systems miissen - bel Betrachtung im
Energieraum - fiir das erste mit relativ groflen Energieabstdnden und fiir das
zweite mit relativ kleinen Energieabstdnden der beteiligten Niveaus verkoppelt
sein. Die Beobachtungist, dafi die QMG fiir letztere keine gute Vorhersage treffen,
da vermutlich in diesem energetischen Bereich die feinen Phasenkorrelationen
innerhalb des QM-Systems unméglich halbklassisch zu reproduzieren sind.

Die hier beobachtete, qualitativ gute Vorhersage des Unschérfezuwachses zu

Beginn der Propagation durch die QMG wird im néchsten Unterkapitel im Einzel-
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Abbildung 5.11: Vergleich des Ortsunschirfeverhaliens des harmonischen Oszil-
lators; QM (punktiert) vs. QMG (A-D) (durchgezogene Linien).

nen untersucht; durch Paramelervariation wird dabei die charakteristische Zeit-
skala dieses Effekts in einem weiten Bereich gedndert. Der Test der QMG bezieht
sich dann darauf, wie diese Zeitskalen wiedergegeben werden.

Ils sollen im weiteren jedoch nicht mehr alie fiinf QM G- Varianten vergleichend
gegeniiber gestellt werden, da nach den bisherigen Ergebnissen keine dramati-
schen Unterschiede zu erwarten sind. Gewshlt wird Variante D, da hiermit die
kleinsten Normabweichungen erzielt werden konnten (siehe oben). Da auflerdem
diese Sprungwahrscheinlichkeiten der Variante D im 2-Niveau-Fall mit denen Tul-
lys identisch sind, lieflen sich direkte Vergleiche mit dem ‘surface-hopping’-Modell
anstellen. (Solche Vergleiche sind aber nicht Gegenstand dieser Arbeit.)®

8Die Gegeniiberstellung des ‘surface-hopping’-Ansatzes it unserem Versuch des ‘inneren
MeBprozesses’ wurde fiir die TOM-Dynamik nicht systematisch, sondern nur ‘parameter-
punktuell’ darchgefiihrt. Unterschiede ergaben sich besonders in den dynamischen Situa-
tionen, in denen das lokale Grundzustandsgewicht |co(t)|? stets sehr grofl blieb (schwache
Nicht-Adiabatizitiat); das Tully-Verfahren ergab hier kaum von der deterministischen QMD
abweichende Ergebnisse. Dies ist aufgrund des Ansatzes (siche Sprungwahrscheinlichkeiten)
auch zu vermuten. Die Mdglichkeiten innerhalb ‘ARS-Dice’, sich vom lokalen Grundzustand
zu entfernen, wenn dieser fiir die Dynamik dominant ist, sind zwar ebenfalls beschrinkt, lie-
gen aber aufgrund der Wellenpaketreduktion und der adhoc-Annahme der ‘Spriinge so weit wie
moglich’ deutlick Gber denen des ‘surface-hopping’-Ansatzes, In den Situationen ‘starker Nicht-
Adiabatizitdt’ lieferten beide Ansdtze dagegen vergleichbare Dynamiken - auch dies erscheint
plausibel, da bei sprunghafien Gewichtsinderungen die spezifische Struktur des QM G- Ansatzes
kaum relevant ist.
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5.5 Das ‘cl’-System

5.5.1 ,,Gedidmpfte Erwartung®

Die Wellenpaketsimulationen zur TOM-Dynamik des Kapitels 3 sowie die Er-
gebnisse des letzten Unterkapitels zeigien, dafi in den meisten Parametersi-
tuationen des Systerns die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte des Oszillators
p2M(y, 1) = [ dr |¥(z,y,1)]? sich sehr rasch von einer gewdhlten GauBvertei-
lung des Anfangszustandes mit ‘minimaler Unschérfe’ hin zu einer verbreiterten
Verteilung entwickelie, so dafl das Wellenpaket in y-Richtung stark delokalisiert
war. Dies bedeutet gleichzeitig, dafl der Anteil an der Energie der aus der
Unschirfe des Wellenpakets resultiert, den klassischen Anteil an der Gesamt-
energie dominiert. Im Bild der Erwartungswerte von Ort und Impuls driickt
sich dies in einem zeitlichen Dampfungseflekt der Zeitkurven {y)(¢) und {p,)(¢)
aus. Dieser Effekt ist ausfiihrlich dargestellt in Kapitel 3.3.3. Mit zunehmen-
der Unschérfe des Oszillators versagt jedoch die Anschauung eines klassischen
Teilchens, so dafl die Newton-Approximation der Ehrenfestgleichungen, d.h. die
mean-field-N&herung, an ihre Grenzen stoft und so die deterministische QMD
kaum noch Beziige zum QM-Systemn aufweisen wird.® Inwieweit die stochasti-
schen Verfahren den Ortsunschirfezuwachs zu erfassen vermdgen, soll in diesem
Kapitel untersucht werden. Dazu werden die gleichen Parameter wie in Kap.
3.3.3 gewihlt, also Simulationsldufe mit Paaren (¢, w,.q) fiir die gilt: ¢ = w,/3
(‘1/3-Diagonale’).

Der typische Démpfungseffekt iiber mittlere Zeitskalen fiir die Orts- und Im-
pulserwartungswerte des Oszillators wird (fiir diese mittleren Zeitskalen) quali-
tativ von den QMG beschrieben; da die Wellenpaketdynamik TOM’s aber die
Dynamik eines rein gebundenen Systems darstellt (kein Kontinuum), und somit
(bis zu einer gewissen Genauigkeit) nur endlich viele Energieeigenfunktionen des
(Gesamtsystems an der Systemdynamik beteiligt sind, werden die quantenmecha-
nischen Observablen eine Periodizitdt aufl groBen Zeitskalen zeigen - dies wird
von den QMG nicht erfafit (siehe 2. Parameterfall des letzten Kapitels). Die
nun folgenden Simulationen verlanfen daher typisch iiber ein Propagationsinier-
vall mittlerer Lénge bezogen auf die ZeitgréBe, innerhalb derer ein einmaliges
Anwachsen der Unschérfe gut zu beobachten ist. Fiir Variationen der Oszilla-
torfrequenz von w,q = 0.02 bis w, = 0.045 ist dabei ein Propagationszeitraum
von jeweils 10 Oszillatorperioden gew#hlt worden.!® Zwei Beispiele fiir den Damp-

®*Innerhalb der det-QMD konnte eine Dimplungserscheinung in den klassischen Koordinaten
nuy durch einen Netto-Energietransport vom klassischen in das Quantensystem bewirkt werden;
dies ist jedoch hier nicht in ausreichendem Mafle der Fail (siehe: Kap. 5.5.3).

1Mit dieser Vorgabe wichst der Rechenzeitbedarf mit fallender Oszillatorfrequenz, da der
Propagationszeitschritt sich nach der typischen Zeitskala des Quantensysiems richtet; der ‘Be-
obachtungszeitschritt’ hingegen, also diejenige Zeitgréfie nach welcher die Zwischenergebnisse
abgespeichert werden, richtet sich nach der {normierten) Oszillatorperiode Ty, (= 1)}, Ist also
frequenzunabhingig.
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fungseffekt und der Beschreibbarkeit durch die QMG sind in Abbildung 5.12 {est-
gehalten. Aufgetragen ist der quantenmechanische Erwartungswert (y) und die
quantenmechanische Ortsunschirfe A, (f) im direkten Vergleich mit den entspre-
chenden Ensembleergebnissen (I' = 100} der QMG fiir die beiden Frequenzwerte
wre = 0.025, 0.045.

Die Trajektorie der deterministischen QMD zeigt das vermutete, rein peri-
odische Verhalten ohne Dadmpfungserscheinung; das Ensemble der QMG liefert
einen Unschérfezuwachs auf einer dem quantenmechanischen System vergleich-
baren Zeitskala. Dies ist der eigentliche Informationsgewinn, welchen die QMG-
Vorhersage erbringt. In der Absolutvorhersage des Trajektorienverlaufs dagegen
bleiben deutliche Unterschiede (auch die Nullpunktsfrequenz ist bei w,, = 0.045
leicht verschoben). Abbildung 5.12 zeigt weiterhin, daff die Didmpfung der Tra-
Jjektorien synchron mit dem Anwachsen der Ortsunschirfe verliuft; beiden Pro-
zesse kann daher eine identische, charakteristische Zeit zugeordnet werden. Fiir
die Wellenpaketdynamik sind den Einhiillenden von [{y){{)] bereits charakteristi-
sche Abklingzeiten T(w,«) in Kapitel 3.3.3 zugeordnet worden (siehe die entspre-
chende Tabelle in 3.3.3). Als funktionale Form der Einhiillenden wurde in 3.3.3
eine Gaufifunktion ~ e=*/7" gewshlt.l! Fiir die QMG hingegen ergibt die loga-
rithmische Darstellung der Maxima in |(y)r(t)] eher einen einfach-exponentiellen
Verlaul. Die Wahl der Fitfunktion ist jedoch nicht physikalisch motiviert, sondern
einzig und allein ein grobes Hilfsmittel, um die Charakteristika der Trajektorie
in einer emmgen ‘MaBzahl’, eben der Abklingzeit 7, festzuhalten. Im Prinzip
bewirkt eine Anderung der funktionalen Form nur eine Anderung der ‘Fehlerbal-
ken’. Um die QMG mit der Welienpaketdynamik vergleichen zu kénnen, werden
die Daten aus 3.3.3 in eine exponentielle Darstellung umgerechnet.

Abbildung 5.13 zeigl das Verhalten der reziproken Abklingzeit 1/7 (die Zeit
ist normiert auf die jeweilige Schwingungsdauer 7,,,) in Abhingigkeit von der
Oszillatorfrequenz w,y fiir die Parametervariationen auf der ‘1 /3-Diagonale’ ¢ =
wrer/3 und dem Startwert yo = /81 des Oszillators.

Aufgrund der teilweise groBen Unsicherheit in der exponentiellen Approxi-
mation (sowohl fiir die QMG als die Wellenpaketdynamik) ist diese Darstellung
der Abbildung 5.13 als der qualitative Versuch eines Uberblicks zu verstehen. In
diesem Sinne erbringt die Abbildung das Ergebnis einer tendenziellen Uberein-
stimmung: auch fiir die QMG héngt das Abklingverhalten empfindlich von den
gewdhlten Parametern ab, und es ergibt sich eine deutlich verringerte Abklingzeit
mit wachsender Frequenz. Zwar ist keine qualitative Ubereinstimmung gegeben,
jedoch ist dies auch in Relation zur det-QMD zu sehen: diese wiirde, sofern man
sie in diese Darstellung zwingt, eine Abklingzeit + = co liefern.

Das Ergebnis dieser QMG-Simulationen zwingt zu der Feststellung, daB zwar
cine qualitative Verbesserung der det-QMD aber keine quantitative Reproduk-
tion der exakten Wellenpaketdynamik zu erzielen ist. Die Beschreibung einer

11Djese Wah! ist streng genommimen willkiirlick, aber dem optischen Eimdruck der Trajektori-
enverldufe angepafit.
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Abbiidung 5.12: Ddmpfungseffekt innerhalb des Oszillator-Ortserwartungswertes

fir QM {durchgezogene Linien) und QMG (gestrichelte Linien) zusammen mit
den Ortsunschérfen; die punktierte Linie gibt zum Vergleich das det-QMD Re-
sultat., Oben: w,q = 0.025; unten: w,q = 0.045
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Abbildung 5.13: Abklingzeit der gedimpften Oszillatorauslenkung als Funktion
der Oszillatorfrequenz, mit ¢ = w,q/3. QM-System () vs. QMG (o); die Fehler-
balken enstammen aus einem ‘least-square-fit’ der Daten.

dynamischen Unschirfe des Oszillators bleibt weiterhin problematisch.

§.8.2 Gauflvertieilie Anfangsbedingungen

In diesem Kapitel soll untersucht werden, inwieweit die Vorgabe eindeutiger An-
fangsbedingungen fiir das ‘cI>-System die Dynamik beeinflufit. Bisher wurde als
vergleichende QM-Dynamik fiir das ‘cl-System eine gaufische Wahrscheinlich-
keitsverteilung als Startwellenpaket benutzt; die Vorgehensweise war also, eine
gegebene, klassische Beschreibung (y(0), #(0)) in ein quantenmechanisches Pen-
dant zu iiberfithren. Wendet man die Blickrichtung, betrachtet also eine Wellen-
funktion fiir das ‘cI-System zur Zeit { = 0 als gegeben, so ist die Frage, welche
Anfangsbedingungen im klassischen Sinne zu wihlen sind, nicht mehr ‘fehlerfrei’
zu beantworten. Es soll nun versucht werden, auch eine Streuung in diesen klas-
sischen Anfangsbedingungen zuzulassen. Dies kann aber nur sehr approximativ
geschehen, da fiir jede Anfangsbedingung eine gewisse Ensemblemichtigkeit zum
Erreichen stochastischer Konvergenz notig ist. Daher werden lediglich 3 Punkie
als klassisches Abbild der quantenmechanischen Gaufverteilung verwendet. Be-
sitzi die Verteilung den Erwartungswert g und die Unschirfe Ay, so werden die
Koordinaten yo, %o = Ao als Anfangswerte gewdhlt. Dies gilt sowohl im Ort- wie
im Impulsraum, so dafl sich 32 verschiedene Anfangsbedingungen ergeben. Jeder
dieser Anfangsbedingungen mufl nun eine gewisse Wahrscheinlichkeit bzw. ein ge-
wisses Gewicht innerhalb des Gesamtensembles zugordnet werden. Das Integral
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iiber eine GaufBfunktion von —Aq/2 bis +A,/2 ergibt einen ungefihren Wert von
0.4; nimmt man dies als Gewichtsanteil des Erwartungswertes, so muf} sich das
restliche Gewicht symmetrisch auf die beiden iibrigen Punkte verteilen. Bezogen
auf die § Anfangsbedingungen ergibt sich somit {olgende Gewichisverteilung'?:

’ yo— Do Yo Yo+ Ao
pho—Da | 009 0.2 0.09
PYo 0.12 0.16 0.12
P+ Ao | 0.09 0.2 0.09

Die Unschérfen, die mit dieser diskreten, 3-elementigen Verteilung definiert
sind, sind das +/0.6-fache der quantenmechanischen Unschirfen, so daB sich fiir
den Startzeitpunkt ein Phasenraumvolumen der QMG (definiert als das Produkt
von Orts- und Impulsunschérfe) von 0.6/2 ergibt {quantenmechanisch: 0.5).

Als Systemtestiall fiir diesen Ansatz wird eine der Parameterkonstellation des
letzten Kapitels gewshit, und zwar diejenige mit w, = 0.035. Bei dieser Oszilla-
torfrequenz zeigt das quantenmechanische Unschir{eproduki nicht nur einen im
wesentlichen monotonen Anstieg iiber 107,,,, sondern auch ein lokales Minimum
bei ~ 7T,,,, so dal in der Umgebung dieser Zeitmarke auch die Amplitude in den
Erwartungswerten wieder ansteigt. Diesen Effekt konnten die QM G-Simulationen
des letzien Kapitels nicht reproduzieren.

Das Ergebnis der Propagation mittels eines ‘gaufiverteilten’ Ensembles mit
I' = §-25 weicht in den Orts- und Impulserwartungswerten kaum von der Ensem-
bledynamik it eindeutiger Anfangsbedingung (v, pys) ab. Das Zeitverhalten
der Oszillatoramplitude und des Unschérfeprodukis ist in Abbildung 5.14 festge-
halten. _

Die gute Ubereinstimmung der Trajektorien bis zu einer Propagationszeit von
& 5Ty, ist in dhnlicher Weise auch ohne gestreute Anfangsbedingungen gegeben
und fiir lingere Zeiten vermag auch das ‘Gaufi’-Ensemble nicht das Anwachsen
der Oszillatorperiode wiederzugeben. Es ist also, diesem einen Parameterbeispiel
zufolge, kein Gewinn mit einer Streuung der Anfangsbedingungen verbunden.
Die Erkl&rung hierfiir liegt wohl in dem stochastischen Prozefl begriindet, der
‘von sich ans’ eine Streuung der momentanen Orts- und Impulswerte nach kus-
zer Propagationszeit produziert. Ob also per definitionem eine symmetrische
Anfangsstreuung vorgegeben wird, scheint lediglich eine fiir die Dynamik unwe-
sentliche, zeitliche ‘Vorverlegung’ der Trajektorien-Aufficherung zu bedeuten.

Abschlieflend zu diesen Betrachtungen zur Unschirfedynamik gibt die {ol-
gende Abbildung 5.15 einen Raum-Zeit-Hdhenlinienplot der y-Dichteverteilung
im quantenmechanischen System im Vergleich zur Ensembledichte.

2Die Unschérfen im Orts- und Impulsraum sind identisch Aq = 1/ V2.
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Abbildung 5.14: y-Trajekiorienverlauf aus einem Fnsemble mit ‘gaufiverteilten’
Anfangsbedingungen; Systemparameter siehe Text; QM: (durchgezogene Linien);
QMG: (gestrichelte Linien)

5.8.3 Energietransfer

Die Simulationen zur Unschirfedynamik des Oszillators zeigien einerseits, daf
die Einfiihrung einer Ensembledynamik fiir ‘mittlere Propagationszeiten’ eine
qualitative Verbesserung der Vorhersage {iir die klassischen Orts- und Impulser-
wartungswerte bedeutet, andererseits wurden aber auch die Grenzen der QMG
deutlich: zwar waren die charakteristischen Zeitskalen des Unschirfezuwachses
der QMG zu Beginn der Propagation mit denen des QM-Systems vergleichbar,
aber Modulationen der Unschirfe tiber grofle Zeitskalen konnten durch die QMG
nicht reproduziert werden. Die Frage nach der Wiedergabe einer quantenmechani-
schen Unschirfe durch eine halbklassische Theorie ist wohl eine der ‘schwierigsten’
Fragen, die man an eine solche Theorie stellen kann, da der Unschérfebegriff
klassisch nichf existiert und dieser innerhalb der QMG nur indirekt iiber den
stochastischen Proze$ erzeugt wird. Das Unschirfeverhalten des Wellenpakets
beeinflufit indirekt jedoch alle Observablen des Systems, so dafl die ‘Vorhersa-
gekraft’ einer Ensembledynamik mit der geleisteten Wiedergabe der Unscharfe
steht und falit.'®

An dieser Stelle soll nun die Auswirkung der Unschérfe auf den Energiein-
halt des ‘cI’-Systems an den bisher untersuchten Parameterbeispielen betrachtet
werden. Bezeichnet Hy{y) den Hamilionoperator des Oszillators, so werden im

I3Wenn hier vor ‘Unschirfe’ gesprochen wird, so steht dies pars pro toto auch fiir alle hdheren
Momente der Wahrscheinlichkeitsverteilung.

g
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Abbildung 5.15: Raum-Zeit-Héhenliniendarstellung fiir die reduzierte Aufent-
haltswahrscheinlichkeitsdichte des Oszillators im QM-System (oben), sowie die
normierie Dichteverteilung der Ensembledynamik (unten); Maximalwert der
Dichte im QM-System 0.59, fiir die Ensembiedynamik 0.17
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folgenden die Grofien (Hu) und Ha{{y), {py)), also der Energicerwartungswert
und die ‘klassische Energie’, mit ihren halbklassischen Abbildern'* aus den QMG
vergleichen. Dies gibt zum einen Aufschluf} iiber die Energieverteilung innerhalb
des ‘cl’-Systems, und zum anderen ergibt sich indirekt der mittlere Energietrans-
fer zwischen ‘gm’- und ‘cl’-System. Da der Energietransfer sich auf Energiediffe-
renzen bezieht, ist es denkbar, dafl eine QMG-Dynamik, auch wenn sie nicht eine
zum QM-System identische Unschirfe produziert, hier eine bessere Vorhersage
macht. In den beiden Abbildungen 5.16 a) & b) auf der folgenden Seite sind
die zeitabhingigen Oszillatorenergien fiir zwei Systemkonstellationen wiederge-
geben. Im oberen Bild liegt der Parameterfall 1 des Kapitels 5.4 vor (w,q = 0.05,
¢ = 0.02, yp = 3.5), im unteren Bild ein Parametersatz auf der ‘1/3-Diagonale’
des vorletzten Kapitels 5.5.1 (wy = 0.045, ¢ = w,o/3, 30 = \/8—)

Die fiinf abgebildeten Funktionen zeigen die beiden QM-Resultate (H),
Ha((y), {py)), die beiden QMG-Resultate (H.)r, Ha{{y)r, {(p,)r) sowie die klassi-
sche Energie des ‘cl’-Sysiems aus der det-QMD: Hy der—gump. Die Energiedifferenz
zur Zeit ¢ = 0 1st die durch den halbklassischen Ansatz vorgegebene, minimale
Differenz von w,o/2. Aus den Abbildungen ist vorwiegend dreierlei zu entneh-
men. HErstens: Der Energieverlaufl der deterministischen QMD steht in keiner
erkennbaren Relation zu den Oszillatorenergien des QM-Systems. Das fast ideal
periodische Verhalten in der oberen Abbildung entspricht exakt dem level-crossing
Phénomen der Abbildung 5.7: eine halbe Oszillatorperiode lang befindet sich das
Quantensystem im lokalen Grundzustand - dann zeigt Hetdet—onep eine grofie Am-
plitude; die néchste halbe Oszillatorperiode befindet sich das Quantensystem in
einem Anregungszustand - dann zeigt H, gerqup eine kleine Amplitude; dieser
Wechsel geschieht fast streng periodisch. Diese in Kapitel 6.4 untersuchte Dy-
namik war durch ein extrem nicht-adiabatisches Verhalten gekennzeichnet, was
sich auch im Vergleich der Oszillatorenergien wiederspiegelt. Zweitens: Der Ab-
fall der klassischen Energiegrofien Ha((y), (p,)) und Ha({y)r,{(p,)r) auf einen
nahe bei Null gelegenen Wert ergibt sich direkt aus dem D#mplungsverhalten
der Erwartungswerte wie es in den letzten Kapiteln gezeigt wurde. Da dieses
Démpfungsverhalten tendenziell durch die QMG wiedergegeben wird fallen beide
Energiegrofien auf einer 8hnlichen Zeitskala ab (in der unteren Abbildungist diese
ca. halb so grofl wie im oberen Fall) und beide EnergiegroBen sind (cum grano
salis} auch absolut vergleichbar. Drittens: Die Unterschiede in den Unschérfen
hingegen driicken sich auch in den Energicerwartungswerten aus.

Bildet man den zeitlichen Mittelwert fiir die Energiewerte am Ende der Propa-
gationszeit durch [i°di (1), so fallt fiir den Parameterfall auf der ‘1 /3-Diagonale’
der Erwartungswert der quantenmechanischen Energie auf ein Zeitmittel von
0.112 und der entsprechende QMG-Term auf 0.051. Fiir das QM-System bedeutet
dies einen Nettoenergietransfer von 0.045 vom Oszillator zum Tunnelteilchen, fiir
die QMG dagegen verliert der Oszillator einen ungefiht doppelt so hohen Ener-

“In der Folge wird {...} den quantenmechanischen und {...)r den Ensemblemittelwert
kennzeichnen.
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Abbildung 5.16: Zeitabhéngigkeii der Oszillatorenergien; QM (durchgezogene
Linien), QMG (gestrichelte Linien), det-QMD (gepunktete Linie); zwei Parame-
terkonstellationen {siche Text).
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giebetrag. Dieser Energieverlust des Oszillators innerhalb der QMG rithrt nicht
einzig aus der kiinstlichen Energieerhaltung her, die durch die Geschwindigkeits-
korrekturen nach jedem Mefprozefl erzwungen wurde, wie sich durchaus denken
liele. Die stochastische QMD wurde mit einem Ensemble von I' = 100 durch-
gefithrt. Die mittlere Anzahl von Mefiprozessen fiir ein Ensemblelement innerhalb
[t0, teo] ergab sich dabei zu 7.53; summiert man den ‘erzwungenen’ Energietrans-
fer aller MeBergebnisse auf, so ergibt sich durch Division mit I' im Mittel fiir ein
Ensemblelement ein Net{oenergieverlust von 0.0139. Der wesentliche Beitrag des
Energietransfers liegt somit nicht in der Geschwindigkeitskorrektur begriindet,
sondern ist ein ‘echier’, dynamischer Effeki der QMG.

In der folgenden Tabelle ist fiir die verwendeten Parameter auf der ‘1/3-
Diagonalen’ (siche Kapitel 5.5.1) der ‘erzwungene’ Energietransfer {abgekiirzt
mit AE;;) aufgrund der Mefiprozesse angegeben. Mitaufgefithrt ist die mittlere
Zahi der Mefiprozesse pro Ensemblelement sowie der Anfangswert der Oszillatos-
energie und der itber die letzte Oszillatorperiode gemittelte Energieerartungswert.

Weat (#Meﬂprozesse)r AF;, Hd(i = 0) 910 di(Hd>

0.0200 1.61 -0.0105 0.0600 0.0362
0.0250 2.07 -0.0128  0.0750 0.0444
0.0275 2.71 -0.0133  0.0825 0.0334
0.0300 3.90 -0.0194  0.0900 0.0302
0.0325 4.12 -0.0220 0.0975 0.0258
0.0350 3.91 -0.0322  0.1050 0.0135
0.0375 5.07 -0.0097  0.1125 0.0218
0.0400 5.67 -0.0064  0.1200 0.0297
0.0425 6.45 -0.0038 0.1275 0.0437
0.0450 7.53 -0.0139  0.1350 0.0508

Vergleicht man den erzwungenen Energietransfer mit der Differenz f3° df {H4)—
Ha(t = 0), so bestitigt sich fiir alle Parametersituationen die obige Behauptung,
daf} der Energietransfer zwischen ‘gm’- und ‘cl’-System nicht kiinstlich durch die
Energiekorrekturen wihrend der MeBprozesse erzwungen wurde.

Insgesamt zeigt sich somit, dafl die Energiebilanz des Oszillators innerhalb
der QMG im Rahmen des durch die Unschérfedynamik Moglichen durchaus rea-
listisch beschrieben wird, was eine det-QMD nicht zu leisten vermag.

5.6 Das ‘gm’-Sysiem

»Wie beschreiben die ‘Quantum Molecular Games’ die Dynamik des quanten-
mechanischen Subsystems?“ ist die in diesem Kapitel primir zu untersuchende
Frage. Mit dem Wissen, da® sich aus den Simulationen der letzten Kapitel er-
gibt, sind damit fiir das folgende zugleich auch gewisse Randbedingungen gestellt:
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der vorherrschende Effekt, der das Verhalten des ‘cl’-Systems kennzeichnete, war
durch eine starke Verbreiterung der reduzierten Aufenthaltswahrscheinlichkeits-
dichten des Oszillators iiber ldngere Zeitrdume gegeben. Dieses delokalisierungs-
artige Verhaiten soll nicht erneut (lediglich mit geindertem Blickwinkel) betrach-
tet werden, da sich hieraus wohl keine wesentlich neuen Erkenntnisse gewinnen
lieen. Das erste Problem, das sich somit stellt, ist, wie diese ‘Dichtezersplitte-
rung’ (siehe Abbildungen 3.11 & 5.15) moglicherweise vermieden werden kann.
Ein Kennzeichen fiir den Unschirfezuwachs innerhalb des ‘cl’-Systems ist die
grofie Anzahl beteiligter Oszillatoreigenfunktionen an der Dynamik des zweidi-
mensionalen Wellenpakets. In Kapitel 3.3.2 wurde dies dynamisch durch eine re-
lativ groflen Kopplungsparameter erzeugt und in den Kapiteln 5.4 und 5.5 bereits
durch die Wahl der ‘cl’-Startfunktion als einer um gy # 0 zentrierten Gauffunk-
tion als Anfangsbedingung gesetzt. Die nun folgenden Simulationen versuchen
beide Félle zu vermeiden, indem einerseits nicht zu groe Kopplungsstirken be-
trachtet werden und andererseits der Oszillator zur Zeit { = 0 im Grundzustand
(d.h. yo = 0) angenommen wird. Dies hat jedoch zur Folge, dafl das Quantensy-
stem nicht im lokalen Grundzustand gestartet werden darf (s.0.). Als Startwel-
lenpaket fiir das ‘qm’-System wird daher eine gleichgewichtige Linearkombination
der beiden tiefsten BO-Eigenzustinde (= Eigenzustinde des H,-Operators bei
¥o = 0) gewshlt. Da der Kopplungsparameter & klein gewahlt werden soll'®, wer-
den die folgenden Simulationen Parametervariationen in der Oszilatorfrequenz
und der Barrierenhthe D durchfilhren. Als Mafstab zur Bewertung der QMG
wird die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte des ‘qm’-Systems verwendet, also
PIME(z,1) mit p3M(z, 1) und p35-9MD (g 1) verglichen. Der Propagationszeit-
raum erstreckt sich stets iiber zwei Oszillatorperioden 7,,,, = 2nfw,g.

Fiir den Systemzustand U(z,3,¢ = 0) des QM-Systems zur Startzeit wird
fir den Oszillator der Grundzustand ue(y) im harmonischen Poiential (also
eine Gauflfunktion minimaler Unschirfe mit (y}(t = 0) = 0) und fiir das
Tunnelteilchen eine gleichgewichtige Linearkombination der beiden tiefsten Born-
Oppenheimer-Eigenzustinde!® definiert:

1
Vayt=0)= 2 (6% (253 = 0) = B (259 = 0)) uoly)
Die Computerexperimente betreffen zweierlei: erstens die Variation je eines
Systemparameters unter Fixierung der beiden iibrigen - in diesen Fillen wird
eine ‘Kurzzeitdynamik’ betrachtet und ¢, auf 2T,,, gesetzt; zweitens wird eine
i Corot nmnrin e

‘ - " ’ . L1 T Tre
Langzeitdynamik’ ({o, = 107,,,) fiir zwei ausgewihlte der obigen Systempara-

meterfélle verfolgt.

“*Die - effektiv wirksame Kopplung ist freilich eine Funktion aller drei Systemparameter Weels
é, D.

¢ Aufgrund des Renormalisierungs-Terms sind diese BO-Zusténde nicht exakt mit den tief-
sten Eigenfunktionen der Doppelmulde im kopplungsfreien Fall identisch; aber dies ist fiir die
Dyramik nicht weiter wesentlich.

IR
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5.6.1 Barrieren- & Frequenszvariation

Die Simulationslaufe zur Variation der Tunnelbarrierenhéhe D) und zur Variation
der Oszillatorfrequenz w,. lassen beide cine gleiche Schlufifolgerung zu, so dafl
sie hier gemeinsam aufgefiihrt werden. Fiir beide Computerexperimente wurde
der Kopplungsparameter auf den Wert ¢ = 0.02 gesetzt. Die Menge an Parame-
terpunkten pro Experiment ist die folgende:

D-Variation : (7 Parametersitze)

£=002 wy=004 Del04, 050860708 0.9, 1.0}
w, - Variation : (9 Parametersitze)

£=0.02 D=075 we € {0.02 0.03,0.04,0.05, 0.06, 0.07, 0.08, 0.09, 0.1}

Die QMG-Systeme wurden jeweils mit einem Ensemble von I' = 100 propagiert
und der ‘Wiirfelzeitschritt’ aunf dt.; = T,,,/50 gesetzt. Sowohl eine VergréSerung
der Ensembleméchiigkeit als eine Verringerung des ‘Wiirfelzeitschritts’ erwiesen
sich als unndtig.™ Einige der empirischen Fakten der Propagation sind zunichst
in den beiden folgenden Tabellen festgehalten. Angegeben ist die Gesamtzahl
der Spriinge/Mefiprozesse 3°! ‘Hops’ innerhalb des Gesamtensembles, das zeitliche
Integral fiber die Ableitung des BO-Grundzustandgewichts wie es die det-QMD
liefert, d.h. die Schwankung von |co|? tiber dem Propagationsintervall {abgekiirzt
mit Vomp(feol|?)), sowie die zeitlichen Mittelwerte der Dichteabweichung (Li-
Norm):

teo
sreeme L1 g [ g e, - p3e(e,)
e (¥
pgrane L it [ e |p@(,1) — 527 (a,0)
oo JO
Weiterhin ist noch die Energiedifferenz eZ¢ = &89 — ¢£9 der BO-Zustinde
v = 0, v = 1 angegeben, die der Tunnelfrequenz bel ruhendem Oszillator

entspréche. (Aufgrund des Renormalisierungs-Terms sind diese BO-Niveaus fiir
¥ = 0 abhéngig vom Verhiltnis é?/w,, sieche Gleichung 3.6).

"Die Ensemblemittelung wurde jeweils auch fiir I’ = 50 zw1scﬁengespelchert: diese Resultaie
weichen kaum von denjenigen mit " = 100 ab; {iir einige Parameterfille wurde der ‘Wiirfelzeit-
schritt’ halbiert: auch hierbei ergibt sich keine wesentliche Resultatsinderung (die Anzakl der
‘Spriinge’ im Vergieich di;s gegen dt,4/2 ergab sich als anndhernd gleich).

[E e
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D-Variation; w,q = 0.04; ¢ = 6.02:
D | 5 Hops Voun{|col?) B9 LlQM"-—QI\/IG L?JW—QM’D
0.4 3 0.032 0.2478 $.223 0.223
0.5 15 0.093 0.1801 0.388 0.409
0.6 23 0.293 0.1288 0.647 0.661
0.7 84 0.843 0.0801 0.636 0.746
0.8 146 1.593 0.0616 0.309 0.449
0.9 i27 1.551 0.0412 0.221 0.416
1.0 152 1.335 0.0271 0.175 0.301
wpq-Variation; D = 0.75; ¢ = 0.02:
Woot El" ‘Hops’ I/QMD(‘COIE) 56810 L?M—QMG LLQJ\-{—QRID
0.02 a3 0.868 0.0806 0.539 0.643
0.03 139 1.086 0.0767 0.462 0.628
0.04 132 1.265 0.0747 0.465 0.628
8.05 128 1.284 0.0736 0.256 0.325
0.06 109 1.378 0.0728 0.210 0.300
0.07 103 1.244 0.0723 0.158 0.281
0.08 100 1.120 0.0718 0.158 0.220
0.09 104 1.089 0.0716 0.134 0.179
0.10 84 1.007 0.6713 0.085 0.126

Bereits anhand dieser Tabellen kann zweierlei festgestellt werden: die Kor-
relation zwischen der Anzahl der Spriinge/Mefiprozesse und der Varianz des
BO-Grundzustandgewichts Voarp(|col?) zeigt direkt an, daB der stochastische
Prozefl bedingt ist durch den zeitlichen Verlauf des ‘qm’-Wellenpakets der
deterministischen QMD; die ‘qm’- Wa,hrscheinlichkeitsdichte der QMG ist der
reduzierten, quanienmechanischen Dichte pm stets dhnlicher als die ‘gqm’-
Wahrscheinlichkeitsdichte der deterrmnlstlschen QMD (fiir alle behandelten Pa-
rameterfélle gilt dies sogar {fast) fiir jeden Zeitpunkt und nicht nur lediglich im
Zeitmittel, s.u.).

Um einen Bindruck der Dynamiken zu vermitteln, sind aufl den n#chsten
drei Seiten Raum-Zeit- Hé‘)henlinienplots der Wahrscheinlichkeitsdichten (fiir QM,
QN{G & uglv{u; fiir die drei BarrierenhShen I = 0.9 &, 0. o 0.7 ¥&1eue?geg€b617 Fi-
nerseits ist die Informationsdichte in diesen Abblldungen sehr hoch (wenn auch
teilweise etwas schwer entschliisselbar) und andererseits ergibt sich eine fiir alle
Parameterfélle giiltige Schlufifolgerung'®.

18D)je Zahlenangaben hinter QM / QMG / QMD geben die maximale Dichie des jeweiligen
Raum-Zeit-Plois an; im Anhang C sind die Dichteplots dieses Kapitels 5.6 noch einmal in Farbe

‘wiedergegeben.
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Abbildung 5.17: Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des ‘gm’-Systems fiir QM

(Mitte), QMG (oben) & QMD (unten); Parameter der Dynamik: D = 0.9,
Weel = 0.04_, 6 = 0.02
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Abbildung 5.18: Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des ‘gm’-Systems fir QM
(Mitte), QMG (oben) & QMD (unten); Parameter der Dynamik: D = 0.8,
wyo = 0.04, & = 0.02
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Abbildung 5.19: Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des ‘am’-Systems fiir QM
(Mitte), QMG (oben) & QMD (unten); Parameter der Dynamik: D = 0.7,

wye =0.04, & = 0.02
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In der letzten Abbildung 5.19 ist ein annshernd harmonischer Tunnelprozef3
zu beobachten, der innerhalb des Beobachtungszeitfensters ca. 57 mal stattfindet
- das Verhéltnis 2wy, /w,q betrigt dagegen 4.5, so daf ‘die Quantenuhr durch
die Kopplung vorgeht’. Fiir die drei kleineren Barrierenhdhen D = 0.6, 0.5, 0.4
gleicht sich dieses Verhéltnis immer mehr an: fiir D = 0.6 finden 7 Tunnelpro-
zesse (statt im Vergleich zu 6.44 im ungestorten Fall); D = 0.5 : 9% (9.005);
D = 0.4 : 12{ (12.39). Mit fallender Barrierenhhen nimmt die effektiv wirk-
same Kopplung also, wie zu vermuten war, ab. Fiir die gréfleren Barrierenhhen
ab ) = 0.8 dagegen ist die Dynamik kaum noch als harmonischer Tunnelpro-
zef} zu bezeichnen. Dies ist der Parameterbereich starker Nicht-Adiabatizitit wie
die GroBen Voarp(|co|?) anzeigen und in diesen Bereich fillt auch der Informa-
tionsgewinn der QMG gegeniiber der deterministischen QMD. Fiir die kleinen
Barrierenhdhen bis D = 0.6 reproduzieren die QMG annshernd die det-QMD-
Resultate, die wiederum eine falsche Zeitskala des Tunnelprozesses voraussagen,
némlich ca. diejenige des ungestérten Tunnelns: D = 0.4 — ~ 12 ¢ Tunnel-
prozesse; [ = 0.5 — =~ 9; D = 0.6 — =~ 6-21—; D =07 — =~ 4%. (Relativ
zum QM-System ‘gehen die QMG/QMD-Quantenuhren nach’.) Der Gewinn der
QMG bei den groBleren Barrierenhéhen liegt nicht in einer Frequenzverschiebung
der Dichtemodulationen hin zur Frequenz innerhalb des QM-Systems: trigt man
beispielsweise den Orts- oder Impulserwartungswert des ‘gin’-Systems oder die
Aufenthaliswahrscheinlichkeit, daf8 sich das Tunnelteilchen in einem Halbraum
(2.B. [_, 0de p9V%(z,1)) befindet itber der Zeit auf, so stellt man fest, daB die
Nulldurchgénge der Erwartungswerte (bzw. die 0.5-Durchgénge der Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit} bei den ‘miitleren Barrierenhéhen’ (D = 0.7, D = 0.8) fiir
QMG und det-QMD nahezu identisch sind. (Dies ist aus den Abbildungen 5.19
& 5.18 mit etwas gutem Willen durchaus zu entnehmen.) Der Gewinn der QMG
liegt vielmehr in einer verbesserten Dichieverieilung pro Zeitpunkt. In der Abbil-
dung 5.17 wird dies vielleicht besonders deutlich: die det-QMD sagt innerhalb
des Zeitlensters [1.,1.5] drei deutliche, lokale Maxima der Wahrscheinlichkeits-
dichte im rechten Halbraum voraus; innerhalb der QMG sind diese Maxima
abgeschwicht und entsprechen damit eher dem QM-System.

Uber weite Parameterbereiche pragt somit die deterministische QMD ihr Fre-
quenzverhalten den ‘Quantum Molecular Games’ auf - dieser Effekt wird erst fiir
Bereiche starker Nicht-Adiabatizitét abgeschwiicht. Diese ergeben sich im obigen
Computerexperiment bei grofier Barrierenhhe D, bei denen dann allerdings das
Propagationsintervall [0, 27,,.] etwas zu klein ausfillt, da bereits in der Struk-
tur der QMG eine ﬁbereimtimmﬂng mit der deterministischen QMD fiir den
anfénglichen Zeitbereich vorgegeben ist (die QMG startet mit den Bewegungs-
gleichungen der det-QMD). Aus diesem Grund sind in Kapitel 6.6.3 ‘Langzeit-
propagationen’ ausgefithrt worden. (N&heres siehe dort.) All das eben Genannte
trifft - in etwas gewandelter Form - auch auf die Simulationen mit w,-Variation
zu: bei kieiner Oszillatorfrequenz sind die Bewegungsgleichungen der det-QMD
nur sehr schwach miteinander verkoppelt, so dafi praktisch keine Riickwirkung der
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‘cI*-Dynamik auf das Tunnelteilchen existiert: der harmonische Oszillator bewegt
sich unter einer zeitperiodischen Kraft. Das daraus resultierende Frequenzver-
halten iibertrigt sich auf die Quantum Molecular Games, so daf hier (wie bei
der D-Variation} die Zeitskala des Tunnelprozesses nicht korrekt wiedergegeben
wird. Ein Beispiel hierfiir liefert Abbildung 5.20, die die Zeitabhéngigkeit der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Tunnelteilchens W, jof¢ in der linken Poten-
tialmulde angibt. Die Frequenzverschiebung ist hier sehr deutlich: nach einer
Oszillatorperiode ist bereits eine Phasenverschiebung um 7 eingetreten.
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Abbildung 5.20: Aufenthaltswahrscheinlichkeit Wi, 105:(f) des Tunnelteilchens in
der linken Potentialmulde fiir den Parameterfall: w, 4 = 0.04, D = 0.75, ¢ = 0.02.
QM vs. QMG vs. QMD

5.8.2 Kopplungsvariation

In diesem Kapitel werden zwei Simulationsliufe mit variierendem Kopplungspa-
rameter ¢ vorgesiellt. Im einen Fall wird das Parameterpaar {(w,o, D) auf (0.04,
0.9) gesetzt, im anderen Fall auf (0.02, 0.9). Da fiir die Barrierenhthe D der mini-
male Energieabstand der BO-Niveaus fiir y = 0 bei 0.0412 liegt (vgl. Tabelle zur
D-Variation in 6.6.1), sind im ersten Fall die Zeitskalen von ‘qm’ und ‘cl’-System
anndhernd gleich, im zweiten Fall um einen Faktor 2 verschieden. Wihlte man
an dieser Stelle kleinere Frequenzen w, 4, so gelangte man in die Parameierberei-
che, in denen die Dynamik bei kleinen Kopplungswerten é durch das Stichwort
‘unterschiedlich laufende Quanienuhren’ gekennzeichnet ist. Dieser Effekt wurde

aber bereits in 6.6.1 angesprochen,
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Zunichst geben wieder wie oben zwei Tabellen einige summarische Ergebnisse
der Propagationen an:

¢-Variation; w,g = 0.04; D = 0.9:
¢ 15T Hops' 3 romn(leo?) e ko 1 1QM — QMG L?M— GMD
0.02 127 1.551 0.0412 0.222 0.416
0.03 160 1.434 0.0468 0.278 0,476
0.04 197 1.866 0.0555 0.172 0.278
0.05 169 1.732 0.0681 0.282 0.436
0.06 i35 i.248 0.0859 0.389 (.638
¢-Variation; w,q = 0.02; D = 0.9:
¢ Zr ‘Hops’ VQﬁj’D(Icolg) Eﬁo L?M_QAJG L?M—QMD
0.01 i53 1.359 0.0391 0.484 0.626
0.02 173 1.831 0.0456 0.225 0.450
(.03 190 2.080 0.0581 0.249 0.502
(.04 181 1.949 0.0791 0.329 0.535
0.05 122 1.612 0.1117 0.482 0.806
0.06 107 1.167 0.1578 0.431 (.643

Auf den beiden folgenden Doppelseiten sind die Zeitentwicklungen der Wahr-
scheinlichkeitsdichten des ‘gm’-Systems fiir zwei Paare von Parametersitzen ab-
gebildet. :

Die Abbildungen geben die Dynamiken fiir folgende Parametersiitze wieder:

I Abbildung 5.21 fiir (D, w,«, ¢) = (0.9, 0.04, 0.03),
II Abbildung 5.22 fiir (D, w,a, &) = (0.9, 0.02, 0.03),
III Abbildung 5.23 fiir (D, w,«, &) = (0.9, 0.04, 0.05),
IV Abbildung 5.24 fiir (D, w,¢, ¢) = (0.9, 0.02, 0.05),

Um die Informationsflut dieser Bilder zu strukturieren, werden sie jetzt in
zwel Paaren verglichen:

Ivs, II:

Die quanienmechanische Dichte p3% #ndert sich bei der Frequenzinderung
wre von 0.04 auf 0.02 nur in ihren Substrukturen, das globale Verhalten bleibt
dhnlich: innerhalb der ersten Oszillatorperiode verschiebt sich die Wellenfunktion
zu einem kleinen Anteil in die rechte Potentialmulde verbleibt aber mit einem do-
minanten Gewichtsanteil in der linken; die zeitabhiingige Aufenthaltswahrschein-
lichkeit Wi, 1es:(1) zeigt ein Plateau von ca. 0.8 bei w,y = 0.04 und von ca. 0.7




5.6. DAS ‘QM’-SYSTEM 129

bel w,y = 0.02 bis zu einem Zeitwert nahe 1, d.h., dafl das Tunnelteilchen mit
einer Wahrscheinlichkeit von 80 bzw. 70% innerhalb [0, 7,,.] in der linken Po-
tentialmulde anzutreffen ist. Die Resultate der QMD und QMG zeigen dagegen
relativ starke Oszillationen (besonders fiir w,y = 0.02), mit Frequenzen die in
den Gréflenordnungen der ungestdrien Tunnelfrequenzen liegen (siehe Tabellen).
Der zeitliche Mittelwert dieser Oszillationen in der Aufenthaltswahrscheinlichkeit
Wom,onmpjoume entspricht dabei in Nédherung dem Plateauwert von W, oar. Die
Unterschiede zwischen der deterministischen QMD und den Ensemblerechnungen
werden deutlicher erst innerhalb [1, 2]7,,,. Die Dichie im QM-System verteilt
sich - abgesehen von kleineren Schwankungen - paritdtisch auf beide Potential-
mulden. Die QMD machen eine génzlich andere Vorhersage: fiir w,g = 0.04 wird
eine fast vollstindige Besetzung der rechten Potentialmulde behauptet und fiir
wyet = 0.02 ein nur leicht gestérter, harmonischer Tunnelprozel. Die GMG hin-
gegen liefern eine zum QM-System weit dhniichere Dichte: fiir w, = 0.04 ist das
Wellenpaket ca. im Verhiltnis 1 zu 3 auf die beiden Potentialmulden verteilt und
bet w,g = 0.02 ist die Verteilung im Zeitmittel mit der QM-Verteilung nahezu
identisch. Noch in der QMG zu erkennen, sind die betragsmifig kleinen Dichte-
schwankungen, deren Frequenz mit derjenigen in den det-QMD gleich ist. Dieser
Effekt des ‘aufgeprégten Frequenzverhaltens’ ist bereits in 6.6.1 angesprochen.
Hier wie dort liegt somit der Gewinn der QMG in einer besseren Approximation
des ‘Amplitudenverhaltens’, d.h. einer dem QM-Resultat dhnlicheren Verteilung
der absoluten Gewichtsanteile auf beide Potentialmulden.

HI ys. TV:

Vieles des unter I vs. II Gesagten iibertrigt sich auf diesen Fall der
Kopplungsstirke ¢ = 0.05. Auch hier bildet die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
W;‘zﬁeﬂ(t) ein Plateau bei dem Wert 0.8 fiir w,gq = 0.04, welches in der zwei-
ten Oszillatorperiode durch eine ann&hrende Gleichverteilung auf beide Mulden
ersetzt wird. Sowohl die det-QMD als die QMG bilden dies nicht nach, son-
dern zeigen iiber beide Oszillatorperioden eine deutliche Bevorzugung der linken
Mulde. Fiir die QMG gilt allerdings innerhalb [1, 2] 7,,, wiederum eine leicht
verbesserte Dichieverteilung gegeniiber der det-QMD, die hier aber nur marginal
ist. Analoges gilt fiir die Dichteverteilungen bei w,.; = 0.02. Hier wird besonders
die vollige Fehlvorhersage des Frequenzverhaltens sichtbar, da in diesem Para-
meterfall die ungestdrte Tunnelfrequenz ca. das 8-fache der Oszillatorfrequenz
betrdgt und somit eine Vielzahl von Schwingungen in das Propagationsinter-
vall ‘passen’. Auch hier dndert die QMG nur das ‘Amplituden’- und nicht das

Frequenzverhalten der det-QMD.

Alle bisherigen Resultate aus 6.6.1 & 6.6.2 bezogen sich stets auf ein Beobach-
tungszeitfenster der Lange 27,,,. Je nach dem Frequenzverhilinis wy,, /w,q und
der Stédrke der Kopplung bedeutete dies fiir das ‘qgm’-System eine Kurzzeit- bzw.
Langzeitpropagation. Fiir einige der Parameterfilie, in denen nur eine ‘Kurzzeit-
propagation’ vorlag, wird nun im n#chsten Abschnitt das Beobachtungsfenster
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Abbildung 5.21: Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des ‘am’-Systems fiir QM

(Mitte), QMG (oben) & QMD (unten); Parameter der Dynamik: D = 0.9

W, = 0.04, é = 0.03
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Abbildung 5.22: Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des ‘am’-Systems fiir QM
(Mitte), QMG (oben) & QMD (unten); Parameter der Dynamik: D = 0.9,

wret = 0.02, & = 0.03
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Abbildung 5.23: ‘Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des ‘qm’-Systems fiir QM
(Mitie), QMG (oben) & QMD (unten); Parameter der Dynamik: D = 0.9,
Wyt = 0.04, é = 0.05
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auf [0, 107,,,] ausgedehnt. Dies ist insofern nétig, da - wie beschrieben - im
Kurzzeitlimes die QMG nur geringe Abweichungen von einer det-QMD liefern.

5.6.3 ‘Langzeitlimes’

Die durchgefiihrten Langzeitpropagationen des QM- bzw. ‘gqm-cl’-Systems sind
jeweils einem der Parametersétze der beiden vorherigen Kapitel zugeordnet. Aus-
gewahlt wurden aus dem Experiment mit w,-Variation die Parametersitze

(D, wyq, ¢) = (.75, 0.10, 0.02) / (0.75, 0.07, 0.02)
aus dem Experiment mit Barrieren-Variation:
(D, w,a, ¢} = (0.80, 0.04, 0.02)
sowie aus den Experimenten mit Kopplungs-Variation:
(D, wre, &) = (.90, 0.04, 0.06) / (0.90, 0.02, 0.03)

In der Reihenfolge, in der die Parametersitze hier notiert sind, ergeben sich fiir
das Frequenzverhltnis wy,, /w, die Gréflen (0.71, 1.03, 1.54, 2.15, 2.91), so daf
auch ein Vergleich der Langzeitpropagationen beziiglich dieses Merkmals méglich
ist. Berechnet man wie bei den Kurzzeitpropagationen die zeitgemittelten Dich-
teabweichungen (L;-Norm), so siellt man eine offensichiliche Korrelation dieser
Gr6Be mit dem Frequenzverhslinis fest:

(D, Wrel, f‘.) L?IM—-QRJG LiQIH—QM'D
(0.75, 0.10, 0.02)  0.389 0.246
(0.75, 0.07, 0.02)  0.333 0.582
(0.80, 0.04, 0.02)  0.285 0.579
(0.90, 0.04, 0.06)  0.280 0.588
(0.90, 0.02, 0.03)  0.230 0.522

Obwohl diese Zahlen allein nicht aussagekriftig sind, geben sie cine richtige
Tendenz wieder: die Quantum Molecular Games beschreiben die zeitabhingige
‘qm’-Dichte nur fiir die gréferen Frequenzverhaltnisse in dieser Fiinfergruppe. Im
ersten Fall, in dem das Frequenzverhaitnis kleiner 1 ist {der Oszillator schwingt
schneller als das z-Teilchen tunnelt), geben die QMG sogar eine schlechtere Vor-
hersage der Dynamik als die 1-Trajektorienrechnung. Dies zeigt die Abbildung
5.25, in der die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Tunnelteilchens im linken z-
Halbraum gegen die Zeit aufgetragen ist.

Diese Abbildung 2eigt indirekt, dafl das Tunnelteilchen innerhalb der QMG
fiir grofle Zeiten einen groflen Wahrscheinlichkeitsanteil in beiden Potentialmul-

“den besitzt und somit nur noch ‘kleine Paketanteile’ durch die Barriere tunneln,
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Abbildung 5.25: Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Tunnelteilchens im linken
z-Halbraum fiir den Parametersatz (0.75, 0.1, 0.2); QM (durchgezogene Linie),
QMG (gestrichelt), det-QMD (punktiert). '

so dafl auch die Ortsunschéirfe nur noch kleine Schwankungen um einen Ma-
ximalwerl aufweist. Das Tunnelteilchen im QM-System hingegen zeigt diesen
‘delokalisierungsartigen Effekt’ nicht: =~ 80% des Wellenpakets tunneln wihrend
der gesamten Propagationszeit durch die Barriere; dies ist auch mit entsprechen-
den Schwankungen in der Ortsunschérfe verbunden {bei den Extrema in meﬁﬁeﬂ
hat die Ortsunschérfe ihre Minima, bei den Nulidurchgéngen ihre Maxima). Die
deterministische QMD gibt diesen Aspekt der Dynamik- bis auf eine Frequenzver-
schiebung - wieder. (Dies ist der einzige Parameterfall unter all den ausgefithrten
Simulationen dieser Arbeit, in denen die det-QMD-Vorhersage treffsicherer als
diejenige der QMG ist.)

In den Parametersitzen, in denen die Tunnelfrequenz deuilich iiber der Os-
zillatorfrequenz liegt, ist auch fiir das z-Teilchen innerhalb QM kein deutlicher
Tunnelprozell mehr zu beobachten; das Tunnelteilchen ist weitgehend auf beide
Potentialmulden verteilt, wodurch die Ortsunschérfe stets bei einem Maximalwert
liegt und die Erwartungswerte von Ort und Impuls nur noch kleine Schwankun-
gen (in der Amplitude) um den Nullwert ausfiihren. In diesen qualitativen Ziigen
gibt dies die QMG wieder, wohingegen die det-QMD weiterhin ein eindeutiges
Durchtunneln der Barriere (durch schnelle Oszillationen stark verrauscht) produ-
ziert. Fiir den Parametersatz (0.90, 0.04, 0.06) zeigt Abbildung 5.26 abschliefend
die Dichteverteilung im Zeitintervall {8, 10] - T,,, fiir QM, QMG und det-QMD.

Das Ergebnis aller fiinf ‘Langzeitpropagationen’ [ift sich, ohne auf Details ein-
zugehen, so fassen: Bei den kleinen Frequenzverhilinissen wy,,/w,q tunnelt das
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CMD  0.509

Abbildung 5.26: Aufenthaliswahrscheinlichkeitsdichten des ‘qgm’-Systems inner-

halb {8 T.,., 10T,,.] fiir QM (Mitte), QMG (oben) & QMD (unten); Parameter
‘der Dynamik: D = 0.9, w,q = 0.04, ¢ = 0.08
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2-Teilchen des QM-Systems mit einem grofen Gewichtsanteil periodisch durch die
Barriere; die Tunnelfrequenz ist dabei gegeniiber dem ungestorten Fall vermin-
dert (siche auch Kapitel 3.3.1). Bei einer Steigerung des Frequenzverhiltnisses
ist dagegen eine zunchmende Delokalisierung des Tunnelteilchens zu beobachten,
so daff nur noch marginale Dichtemodulationen zwischen den beiden Potential-
mulden statifinden. Die deterministische QMD sagt fiir alle Frequenzverhéltnisse
einen (wenn auch stark gestdrten) Tunnelprozef des gesamten Wellenpakets vor-
aus. Das genaue Gegenteil gilt fiir die Vorhersage der QMG: die QMG behaupten
eine Delokalisierung des Wellenpakets mit zunehmender Propagationszeit fiir alle
fiinf vorliegenden Parameterkonfigurationen. Im einen Grenzfall liegt somit die
det-QMD nsher am quantenmechanischen Resultat, im anderen Grenzfall die
QMG.

Diese Ergebnisse weisen deutlich auf die Grenzen des erreichbaren Informati-
onsgewinns der halbklassischen Methoden hin. Beschreibt man das Spekirum der
Wirkungen der Ankopplung eines harmonischen Oszillators an das Tunnelteilchen

er Doppelmulde durch die Begrifisfolge: ‘ungestértes Tunneln’ - ‘die Quanten-
uhr geht vor/nach’ - ‘Delokalisierung des Wellenpakets’, so betont die det-QMD
den zweiten und die QMG den dritten Begriff. Im nachhinein erscheint dieser
Aspekt der QMG auch der Intuition nicht zuwider laufend; sehr spekulativ und
ins unbestimmt Allgemeine gedacht, kann vielleicht so gesprochen werden: Um ein
gestortes Tunneln zu reproduzieren, miifite der stochastische Prozef} sehr ‘selektiv’
wirken, also die momentanen Phasenbeziehungen innerhaib des Gesamisystems
in den Mefiprozef} miteinbeziehen. Bedingt werden die Wahrscheinlichkeiten der
‘Reduktion des Wellenpakeis’ bzw. der Auswahl der momentan wirksamen Kopp-
lung aber einzig durch die Gewichisverinderungen des lokalen Grundzustandes.
Dieser wiederum ist eine direkt von der klassischen Trajektorie abhingige Gréfie.
Fehlvorhersagen fiir diese wirken sich somit direkt auf den Mefproze8 aus. Ist die
Strenung der Trajektorienwerte innerhalb des Ensembles sehr grof}, so kann der
‘lokale Grundzustand’ an ein und demselben Zeitpunkt fiir das Ensembleelement
k ein ‘scharfes’ Wellenpaket in der linken Potentialmulde und fiir Ensembleele-
ment £ ein ‘scharfes’ Wellenpaket in der rechten Potentialmulde bedeuten. Im
Mittel ergibt dies ein ‘sowohl-als auch’, also ein delokalisiertes Wellenpaket.

Insgesamt fiir die halbklassischen Methoden scheint dies nichts anderes zu
heiflen, als dafl die effektiv wirksame Kopplung innerhalb des QM-Systems
nicht in all ihren Méglichkeiten durch eime der behandelten, deterministi-
schen/stochastischen QMD sinnvoll approximiert wird.
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Kapitel 6

Kritik der QMG & Fazit

nloes jeux sont faits!®

J.-P. Sartre

Am Anfang stand die allgemein formulierte Frage: ,Lassen sich klassische Me-
chanik und Quantenmechanik mischen?* Der Zweck hinter dieser Frage ist die
Suche nach einem pragmatisch anwendbarem Beschreibungsmodell fiir die Bewe-
gung eines Quantenteilchens in einer klassisch approximierten Umwelt. In den
dynamischen Situationen, in denen die Kopplung zwischen einem quantenmecha-
nischen Subsystem ‘gm’ und einem klassischen Subsystem ‘cl’ derart ist, dafl die
Dynamik des ‘qm’-Systems ,,versklavt® ist, also das Quantensystem sich instan-
tan den Konfigurationsinderungen des ‘cl’-Systems in der Weise anpafit, dafl es
sich stets in ein und demselben lokalen Eigenzustand relativ zur momentanen ‘cl’
Konfiguration befindet, kann die deterministische Quanten-Molekular-Dynamik
verwendet werden, die jedem klassischen Freiheitsgrad eine wohldefinierte Trajek-
torie zuordnet (‘mean field Nherung’). Jenseits dieses adiabatischen Grenzfalls
versagt die 1-Trajektorien-Naherung.

Fiir nicht-adiabatische Dynamiken schlugen als erste Tully und Preston ein
stochastisches Modell vor, in welchem die 1-Trajektorien-N&herung zugunsten ei-
ner Ensembledynamik aufgegeben wurde. Auf diesem Ansatz fuflend, haben wir
in dieser Arbeit ein Verfahren vorgeschlagen, welches die Kopplung zwischen dem
klassischen und dem quantenmechanischen System als eine Art Mefiprozel} inter-
pretiert, welchen das ‘cl-System (als klassischer ‘Beobachter’) am ‘qm’-System
vornimmt. Dies ergab sich fast zwangslufig aus der Absicht, fiir jedes Ensem-
bleelement zu jeder Zeit ¢ ein ,konsistentes Paar: Wellenpaket + Trajektorie® zu
erzeugen; die Energie dieses Paares entspricht der Gesamtenergie des Systems.

Die Zustandsinderungen des ‘qm’-Wellenpakets erfolgen somit zum einen dis-
kontinuierlich durch den Mefiprozef (im Sinne einer Redukiion des Wellenpakets)

Aras | iais

" und zum anderen zeitstetig (gemiB der zeitabhéngigen Schrddingergleichung) zwi-
schen zwei Mefprozessen. Dieser MeBprozef ist bedingt durch die Zeitentwicklung
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des Wellenpakets; genauer: durch die zeitliche Entwicklung des Anteils des lokalen
Grundzustandes an der momentanen Wellenfunkiion. Ist dieser Gewichtsanteil
zeitkonstant, finden keine Messungen statt. Dies hat die beabsichtigte Wirkung,
daf} im adiabatischen Limes die stochastische Ensemblemethode in die determi-
nistische, d.h. die I-Trajektorien-Niherung, miindet.

Um den Mefprozefl ‘sensibel’ fiir Gewichtsiinderungen des lokalen Grund-
zustandes zu machen, muf} dieser simultan zur Zeitentwicklung des ‘qm’-
Wellenpakets ermittelt werden. Im Rahmen einer Wellenpaketdynamik im Orts-
raum kann dies direkt durch imaginire Zeitpropagation geschehen. Damit ist ein
zweiter Aspekt genannt, der das Ausgangsmotiv einer Modifikation des ‘surface-
hopping’-Modells bildete. Innerhalb des Tully-Schemas wird das ‘qm’-System in
einer lokalen Basis, etwa der Born-Oppenheimer-Energiebasis, propagiert und der
stochastische Prozefl zur Auswahl der momentanen Energieflache ist abhingig von
den zeitlichen Anderungen der Entwicklungskoeffizienten. Diese Basisabhingig-
keit schrinkt das Verfahren sowohl logisch als auch pragmatisch ein; mit wach-
sender Teilchenzahl wird es sukzessive aufwendiger bis unméglich, eine lokale
Basis mit hinreichender Genauigkeit zu ermitteln. Eine solche Basisabhéngigkeit
einerseits zu vermeiden und andererseits den adiabatischen Limes als Grenzfall
der stochastischen Methode zu erhalten, bedeutet jedoch gegenldufige Forderun-
gen stellen. Insofern ist auch der ‘innere Meflproze’ unserer Methode nicht un-
abhéngig von einer Energiebasis in dem Sinne, als daB er die Kenntnis des lokalen
Grundzustandgewichts voraussetzt. Die Beschrinkung auf ein 2-Niveau-System
durch die implizite Zerlegung des ‘gm’~Wellenpakets in den lokalen Grundzustand
und den dazu ‘orthogonalen Rest’ gestattet jedoch zumindest in technischer Hin-
sicht die Anwendung einer Wellenpaketdynamik im Ortsraum.

Die stochastischen Verfahren sind unseres Wissens nicht aus quantenmecha-
nischen Prinzipien ableitbar, sondern vielmehr als ein heurisfischer Versuch zur
Beschreibung nicht-adiabatischer Dynamiken zu verstehen. Die Argumente, die
zur Aufstellung der stochastischen Methoden fiihren, sind nur teilweise mathema-
tischer Natur; in ihrem Kern bleiben viele Argumente physikalisch intuitiv. Ein-
gedenk dessen haben wir die stochastischen Verfahren als ,,Quantum Molecular
Games“ bezeichnet. Insofern gilt es, vollstindige und sinniragende ‘Spielregeln’
der Methoden anzugeben und sie anschlieflend an physikalischen Systemen zu er-
proben. Einen solchen Test fithrien wir im Rahmen eines 2-Teilchen-Testmodells
durch, in welchem ein quantenmechanisches Tunnelteilchen in einem Doppelmul-
denpotential an einen harmonischen Oszillator gekoppelt ist. An diesemn Testmo-
dell (TOM) wurden eine Vielzahl von Systerndynamiken (unter Parametervaria-
tion) mittels der QMG (ARS-Dice) generiert und diese mit numerisch exakten
Wellenpaketrechnungen fiir das Gesamtsystem (QM) verglichen.

Diese numerisch exakten Wellenpaketrechnungen fiir das Tunnelteilchen-
Oszillator-Modell erbrachien auch fiir sich betrachtet physikalisch interessante
Effekie: vom ‘leicht’ gestérten Tunnelprozefl, der mit dem Stichwort ‘vor- nach-
gehende Quantenuhr’ bezeichnet werden kann, bis zu lokalisierungsartigen Effek-
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140 KAPITEL 6. KRITIK DER QMG & FAZIT

ten beider Teilsysteme bei gewissen Parameterkonstellationen starker Kopplung
(‘die Quantenuhr steht’) und dem genauen Gegenteil dazu, den Delokalisierungen
des Gesamtwellenpakets, aufgrund der Vielzahl an Oszillatoranregungen fiir Wel-
lenpakete fern vorn energetischen Minimum. Vorwiegend diese delokalisierungs-
artigen Prozesse bedeuieten innerhalb TOM’s nicht-adiabatische Dynamiken, so
daf} die halb-klassischen, stochastischen Verfahren fiir derartige Dynamiken mit
einem ‘harten’ Testfall konfrontiert waren.

Soll versucht werden, in einem Salz eine globale Charakterisierung der
»Quantum Molecular Games“ anzugeben, die durch die Simulationen am
Tunnelteilchen-Oszillator-Modell gerechtfertigt ist, so kann dies aufgrund der
(teilweise sehr spezifischen) Ergebnisse nur sehr vage geschehen: die QMG stell-
ten in fast allen Systemparametersituationen eine qualitative Verbesserung der
deterministischen QMD dar; relativ zu den quantenmechanischen Wellenpaket-
simulationen waren tendenzielle Ubereinstimmungen bis hin zu ‘mittieren Zeit-
skalen’ zu erzielen. Auflingeren Zeitskalen wirkten sich die Phasenkorrelationen
zwischen ‘gm’- und ‘cl-System etwa in Form von ‘Schwebungseffekten’ (aufgrund
der endlichen Anzahl beteiligier Energieeigenfunktionen an der Dynamik) be-
sonders stark aus - derartige Kohérenzphéinomene sind durch ein stochastisches
Verfahren nicht abbildbar. Der Informationsgewinn durch die QMG bezieht sich
insofern auf ‘mittlere Zeitskalen’, da das Kurzzeitverhalten (im Rahmen des Test-
modells: ¢ € 7,,.) im wesentlichen durch die Anfangsbedingungen geprigt ist.
Diese Anfangsbedingungen wiederum sind {auch im nicht-adiabatischen Fall) mit
denen der deterministischen QMD identisch, so dafl die Ensembledynamik fiir
kurze Zeiten der 1-Trajektoriendynamik gleich ist. Somit war innerhalb TOM’s
der ‘Vorhersagebereich’ der QMG zeitlich nach oben und unten beschrinkt: das
‘offen bleibende Zeitfenster’ wurde bei den Parametersituationen, die zu einer
schwachen Nicht-Adiabatizitat fiihren, teilweise so gering, dafl QM- und QMG-
Dynamik praktisch nicht vergleichbar waren; in diesen Situationen stellie das
Tunnelteilchen-Osziilator-Modell einen kaum einlésbaren MafBstab dar. Im Ge-
gensatz dazu gab es iiberzeugende Korrespondenzen zwischen QM- und QMG-
Dynamik in den Situationen starker Nicht-Adiabatizitit.

Betrachtet man die Ansitze und Ergebnisse der ,,Quantum Molecular Games®
mehr im einzelnen, so lassen sich folgende Punkte nennen: {s: methodisch; o:
TOM-empirisch; %: hypothetisch)

¢ Die QMD-Ensembledynamiken (=QMG) sind ein heuristischer Versuch
~ “einer halbklassischen Beschreibung nicht-adiabatischer Dynamiken. FEine

~ strenge Ableitung aus quantenmechanischen Prinzipien ist nichi bekannt.

¢ Der methodische Bezugspunkt der QMG bleibt die deterministische
- Quanten-Molekular-Dynamik; jedes einzelne Ensembleelement nimmt Be-
~zug auf die ‘gm’-Wellenfunktion der det-QMD. Der Effekt des ‘scheinbar
~-* adiabatischen’ Limes kann auch durch die stochastischen Methoden nicht
~iiberwunden werden.
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e Durch die Forderung, daf die QMG im adiabatischen Limes in die determi-
nistische QMD einmiinden sollen, ben&tigt man innerhalb der Zeitentwick-
lung der QMG auch Informationen iiber die momentanen, lokalen Figen-
funktionen des ‘qm’-Systems. Der stochastische Prozef} ist in diesem Sinne

nicht ‘basisunabhéngig’.

o Der Test fiinf verschiedener Sprungwahrscheinlichkeiten an zwei als exem-
plarisch eingestuften Systemdynamiken ergab eine (nicht erwartete) Un-
empfindlichkeit der QMG in bezug auf die konkrete Formulierung des sto-
chastischen Prozesses. Indirekt erscheint damit die besondere Betonung
Tully’s auf das ‘fewest switches™-Kriterium nicht gerechifertigt.

o Der deutlichste Informationsgewinn der QMG gegeniiber der deterministi-
schen QMD ist in den Fillen starker Nicht-Adiabatizitét zu erwarten.!

o Innerhalb des Tunnelteilchen-Oszillator-Modells zeigten sich alle nicht-
adiabatischen Systemdynamiken mit einer starken Delokalisierung der
Wahrscheinlichkeitsdichte des ‘cl’-Systems verbunden. Die Beschreibung
der Unschirfedynamik durch die QMG gelang nur tiber ‘mittlere Zeitskalen’
in qualitativer Form. Globale Modulationen der ‘cI>-Unschérfe im Langzeit-
verhalten konnten nicht abgebildet werden.

o Der Versuch, gestreute Anfangsbedingungen fiir das QMG-Ensemble zuzu-
lassen, um ein quantenmechanisches Gaufipaket auch bei { = 0 approxi-
mativ zu erfassen, ergab keine qualitativen Verbesserungen gegeniiber einer
Ensembleaynamik mit eindeutigen Anfangsbedingungen.

o Der Tunnelprozel} des ‘qgm’-Teilchens (‘Quantenuhr’) wird durch die det-
QMD in seiner Zeitskala {kopplungsabhéingig) falsch vorhergesagt. Diese
Fehlvorhersage im Frequenzverhalten wird den Quantum Molecular Games
aufgeprigt.

o In bezug auf den Tunnelprozef liegt der Informationsgewinn der QMG in ei-
ner verbesserten ‘Amplitudenvorhersage’ der Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Die Fehlvorhersage des Frequenzverhaltens erscheint dabei besonders in den
‘delokalisierungsartigen Féllen’ marginal.

o Im Langzeitverhalten des Tunnelprozesses lieferten die QMG stets eine na-
‘hezu gleichverteilte Wahrscheinlichkeit, dafl Tunnelteilchen in einer der
Potentialmulden anzutreffen. Modulationen in dieser Wahrscheinlich-
keitsgrofe, die innerhalb des QM-Systems zu beobachten waren, wurden
durch den stochastischen Prozef abgeschwicht.

IDie ‘Extremfille’, in denen sich die Born-Oppenheimes-Energieflichen so nahe kommen, daf}
sich das Quantensystem beziiglich seiner Darstellung in der BO-Basis fast sprunghaft &ndert,
sollten auch mit dem Tullyschen ‘surface-hopping’-Modell gut beschrieben werden.
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142 KAPITEL 6. KRITIK DER QMG & FAZIT

* Es ist denkbar, daf} eine QMG, die in keiner Weise Bezug nimmti auf den
trajektorienabhingigen, ‘lokalen Grundzustand’, sondern sich einzig anf die
komplexe Wahrscheinlichkeitsamplitude des ‘qm’-Wellenpakets bezieht, so-
wohl die Fehlvorhersagen der det-QMD (siehe: Frequenzverhalten), als auch
die beobachteten Uberbetonungen der ‘Delokalisierungen’ des ‘qm’-Systems
vermeiden kénnte.?

Die QMG-Simulationen dieser Arbeit sollten zum einen die Wirkungsweisen der
stochastischen Verfahren bei nicht-adiabatischen Systemdynamiken exemplarisch
vorfithren und zum anderen erste Hinweise fiir die Anwendbarkeit der QMG auf
‘grofie’ cl-Systeme erbringen.® Aus den empirischen Ergebnissen lassen sich nun
Hypothesen dber die Einldsbarkeit des allgemeinen Anspruch einer Quantenmeo-
lekulardynamik, der Beschreibung eines Quantensystems in einer dynamischen,
klassischen Umwelt, formulieren. Diejenigen Dynamiken innerhalb des QM-
Systems, die durch die QMG kaum reproduziert werden konnten, lassen sich
kennzeichnen durch starke Phasenkorrelationen zwischen den Teilsystemen und
durch den (innerhalb TOM’s damit verbundenen) Unschirfezuwachs des Oszil-
lators im Orts- und Impulsraum: In allen nicht-adiabatischen Fillen waren die
Korrelationen zwischen ‘qm’ und ‘cl’ - wie sich erst aus den Simulationen ergab
- derart, dafl die reduzierte Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Oszillator sich in-
nerhalb weniger Oszillatorperioden weit von einem gaufischen Verhalten entfernte
und somit die Anschauung eines klassischen Teilchens immer mehr zerstdrt wurde.
Wenn dies die vorwiegende Ursache fiir die Abweichungen der QMG-Dynamik
relativ zur Wellenpaketdynamik darstellt, so ist denkbar, dafl fiir Systeme, in
denen sich die ‘cITeilchen in bezug auf thre Unschirfe quasi-klassisch verhalien®
bzw. in denen Phasenkorrelationen nicht die Dynamik dominieren, eine QMG-
Dynamik eine experimentelle Wirklichkeit abzubilden vermag. FEs ist anzuneh-
men, daf} fiir die Bewegung eines Quantensystems in einem ungeordneten Medium
Kohérenzphdnomene keine derartige Rolle wie innerhalb TOM’s spielen werden.
Da die negativen Kritikpunkte der ,Quantum Molecular Games®, wie sie aus

?Im Anhang sind erste Gedanken zu einem ‘real space hopping’ zufgefiihrt, die allerdings
nicht bis zu einem ,Quantum Molecular Game® mit vollstindigen ‘Spieiregeln’ gereift sind.

SEine Anwendung der stochastischen Methoden aufl das konkrete Problem, die Dynamik
eines Quantenteilchens in einem dynamischen, klassischen Medium zu verfolgen, ist mir in
zwei Fillen bekannt. Zum einen wenden Space und Coker das Tullysche ‘surface hopping™-
Schema auf die Bewegung cines Elcktrons in fliissigern Helium (modelliert durch 864 He-Atome)
an [SpaBl], zum andern untersuchen Webster et al die Dynamik eines Elekirons in fliissigem
Wasser (modelliert durch 200 Molekiile) mittels des kombinierten Pechukas-Tully-Formalismus
[Webg1b). (Vergleiche hierzu auch [Neri91].)

“Aber eben dies ist ein entscheidender Punkt: niemand kann eine exakte Aussage tber
die Dynamik der reduzierten Wahrscheinlichkeitsdichte eines oder mehrerer Teilchen in einem
Vielteilchenquantensystem trefien; die Vermutungen, die sich hieriiber a priori anstellen lassen,
basieren wohl stets aui dem zugrunde gelegtem Massenverhaltnis der beteiligten Systemteilchen;

‘wie die Kopplung zwischen ‘gm’ und ‘cl’ eine soiche Vermutung allerdings widerlegen kann, dafiir
gibt diese Arbeit Beispiele.
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den Dynamiken am Testmodell folgen, aber auf derartige Phasenkorrelationen
zuriickzufithren sind, kénnten die QMG fiir nichi-adiabatische Dynamiken ei-
nes Quantensubsystems in einer ungeordneten, klassischen ‘Umwelt’ physikalisch
relevante Prozesse abbilden.

Diese Hypothese ist schwach in dem Sinne, dafl die Simulationen am
Tunnelteilchen-Oszillator-Modell keine direkiern Aussagen iiber grofle, ungeord-
nete ‘cl’-Systeme treffen. Andererseits zeigten die Simulationsergebnisse dieser
Arbeit - trotz der starken Phasenkorrelationen innerhalb TOM’s, was einen ‘har-
ten’ Testfall fiir die QMG bedeutet - teilweise qualitativ gut {ibereinstimmende
QMG-Dynamiken mit denjenigen des QM-Systems. Insofern konnte diese Ar-
beit, neben der Darstellung methodischer Aspekte der stochastischen Ansétze,
gewisse Grenzen der Anwendbarkeit der ,Quantum Molecular Games“ schérfer
ziehen - diese Grenzen jedoch scheinen in Richtung ‘ungeordneter Systeme’ offen.
Die Schlufhypothese, in Vervollstdndigung obiger Auflistung, lautet dementspre-
chend:

* Die ‘Glaubwiirdigkeit’ der QMG-Vorhersagen, d.h. die Anwendbarkeit der
stochastischen Trajektorienverfahren, erscheinen fiir das Tunnelteilchen-
Oszillator-Modell in einigen dynamischen Situationen zweifelhaft, weil
quantenmechanische Kohérenzbeziehungen zwischen ‘qm’ und ‘cl’ die Dy-
namik bestimmen. Die Umkehrung dessen 1ifit die Hypothese zu, dafl in
ungeordneten ‘cl’-Systemen, in denen solche Kohérenzeffekie nicht domi-
nant sein sollien, die ,,Quantum Molecular Games® sinnvolle Dynamiken
generieren.
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Anhang A
Time-dependent-Hartree

Die gedanklich und rechnerisch naivste quantenmechanische Naherungslosung ei-
ner mehrdimensionalen Schrdingergleichung besteht in einem Produktansatz fiir
die gesuchte Wellenfunktion. Fiir ein 2-dimensionales Modellsystem schreibt sich
dieser Separationsansatz (Time-dependent-Hartree = TDH) als:

11;TDH(xs Y, t) = QS(E, i) X(y) t)e_ilﬁ Ph(t) (Al)

Projektion der 2-dimensiolen, zeitabhingigen Schrédingergleichung auf die z- und
y-TeilrBume (definiert durch ¢ und x) ergibt ein {iber das Wechselwirkungspo-
tential V, gekoppeltes Gleichungssystem:

ihd(z,?) = Hodle, 1)+ (xVolx), (=, 1)
thy(y,t) = Hyx(w 1) +($IVlo), x(v, 1 (A.2)

Die Kopplung besteht also lediglich durch den Erwartungswert des Kopplungs-
potentials iiber die jeweils andere Wellenfunktion, so daf sich jedes Teilsystem in
cinem effektiven, zeitabhingigen Potential bewegt (mean-fleld-approximation).

Die fiir beide Teilwellenfunktionen auftretenden Phasenfakioren kénnen zu
Ph(t) aufaddiert werden:

Ph() = = [ d2{(e, E)x(a, 1) IVele, (e, V)x(3, 1)

Die physikalische Interpretation der so zu gewinnenden Wellenfunktion ist beson-
ders einfach, da mit jedem einzelnen Faktor ein Teilsystem deklariert wird, das
quasi ‘fiir sich’ existiert; die Tatsache, daf} die Bestimmungsgleichungen fiir ¢ und
x miteinander verkoppelt sind, ist fiir diese Deutung ohne Belang. Der ‘Preis’
fiir diese angenehme Interpretationseigenschaft ist schlicht der, daf die Wellen-
funktion ¥7py keine Ldsung der urspriinglichen Schrédingergleichung darstellt.
{Eine Produktwellenfunktion kann nur fiir wechselwirkungsireie Systeme exakt
sein.) Davon zeugt indirekt der Phasenfaktor PA(Z), da sich dieser aus der
Differentialgleichung Ph(t) = (ox|H — tho/Bi|gx) ergibt, also eine Konstante
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wire, wenn das Produkt die Ausgangsgleichung léste. Der exakte Limes der
TDH-Wellenfunktion ist damit durch eine verschwindende Kopplung gegeben.

Innerhalb des TDH-Ansatzes ergeben sich sowohl die Normen fiir die Teil-
funktionen als auch die Gesamtenergie als Erhaltungsgréfien:

d
(a0l = 0

Zixt, 0l = 0 (A3)
(d’X[HSQSX) = Eges:f%on&'t-

Die Losung des TDH-Gleichungssysterns muf} selbstkonsistent, also iiber einen
Iterationsprozef} erfolgen; da die Gesamtenergie fiir die Lésungsfunktionen erhal-
ten bleiben muf, stellt diese Bedingung ein geeignetes Konvergenzkriterium dar.
{Im Gegensatz zur Norm, die in jedem Iterationsschriti erhalten bleibt.) Mit
Iterationsindizes versehen lautet das TDH-System:

iﬁén-}-l(x: i) = Hz ¢n+1(x:i) + (Xanan)y ¢n+1($:i)
thEn-H(ya i) = Hy Xnt+1 (ya i) + (anﬂfc[{i?n)z Xﬂ-!'-l(y: i) (A4)

Womit sich als Konvergenzkriterium ergibt:

(Xﬂlvclxn)y ; (Xn-i—llvcix'n-%-l)y
($alVldn)e = (Pnt1|Velbnti)e (A.5)

Fine andere Méglichkeit ,, Konvergenz* zu definieren, besteht in der Betrachtung
der Wellenfunktionen selber; d.h es wird gefordert: '

Vi: X‘R('T!t) éXﬂ-ﬁ-l(xat)
Vi éﬂ(zii) ;én-‘-!(x:i)

Aus der Gleichheit der iterierten Wellenfunktionen folgt dann selbstverstdndlich
such die Gleichheit der Potentialerwartungswerte sowie eine strenge Energicer-
haltung des Gesamisystems (aber nicht umgekehrt). Die Forderung konvergier-
ter Wellenfunktionen ist somit das schirfsie Konvergenzkriterium (es ist zugleich

auch das mathematisch direkteste). In numerischen Simulation kann diese Gleich-

heit innerhalb einer Fehlerschranke e gefordert werden:

I Xn41 — Xa [l S &

” Pns1 — én ” <é
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Anhang
Real-Space-Hopping

Der in dieser Arbeit verfolgte Ansatz fiir die stochastischen Quantenmolekulardy-
namiken stellte die Forderung auf, dafl der stochastische Prozef im adiabatischen
Limes endet und somit das stochastische QMD-Ensembie in die 1-Trajekorien-
Form der deterministischen QMD miindet. Aufgrund der Tatsache, daf} eine det-
QMD im Adiabatenfall des abgebildeten QM-Systems, dessen Dynamik innerhalb
der klassischen Niherung wiedergeben sollte, erscheint dies plausibel. Dies hat
jedoch zur Folge, daB die zu definierenden Sprungwahrscheinlichkeiten innerhalb
der stochastischen QMD sich auf die lokale Zerlegung des Wellenpakets nach
Energieeigenfunktionen beziehen. Fiir das von uns vorgeschlagene Schema ARS-
Dice bedeutete dies, dafl neben der rellen Zeitentwicklung des ‘qgm’-Wellenpakets,
dieses auch in imagin#rer Zeit zu propagieren war, um den jeweils aktuellen, lo-
kalen Grundzustand des ‘gm’-Systems zu ermitieln. Die konkrete Anwendung
einer Wellenpaketpropagation im Ortsraum stellt aber in dieser Hinsicht nur
eine technische Variante zum Tully-Schema dar. Die eigentliche Modifikation
im Vergleich zum Tully-Schema bestand in der Interpretation der stochastischen
Kopplung als ‘innerer Mefiprozef’, wodurch fiir jedes Ensembleelement zu je-
der Zeit ein dem ‘cI-System eindeutig zugeordnetes Wellenpaket (in Betrag und
Phase) definiert war (dieses existiert bei Tully nicht). Da sich jedoch die Sprung-
wahrscheinlichkeiten auf die zeitliche Gewichtsverinderung des lokalen Grund-
zustandes beziehen, ist auch ARS-Dice kein reines Wellenpaketverfahren in dem
Sinne, daf} einzig die Aufenthaliswahrscheinlichkeitsdichte des ‘qm’-Wellenpakets
als Informationsgréfie bendtigt wird. Will man aber eben dies erreichen, so ist
die Forderung aufzugeben, dafl das stochastische Verfahren im Limes der Adia-
batizitit mit dem deterministischen Verfahren identisch wird: im adiabatischen
Limes werden zwar die lokalen Gewichtsanteile des Wellenpakets zeitunabhéngig,
aber natiirlich i.A. nicht die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte.

An dieser Stelle soll nun eine nicht-vollstindige Idee zu einer stochastischen
-QMD, basierend auf einer ‘reinen’ Wellenpaketdynamik, skizziert werden. Diese
Idee wurde innerhalb der Arbeit nicht weiter verfoigt, da dieser QMG eine wich-
tige ‘Spielregel’ fehit: die Wahl des Zeitschrittes fiir den stochastischen Prozef}

firen 14er
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Und zwar:
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ist unbestimmt.

Den Ausgangspunkt bildet folgende, der Anschauung verpflichtete Uberle-
gung. Man stelle sich ein dynamisches System klassischer Teilchen und ein sich in
dieser klassischen Umwelt befindendes Quantentieiichen vor, dessen Aufenthaits-
wahrscheinlichkeit sich im Laufe der Zeitentwicklung in zwei réumlich getrennte
Anteile (z.B. jeweils mit Gewicht 1/2) zerlegt hat; etwa in der Form (symbolisch
geschrieben):

T(z, )12 = ;—Gauﬁ((x) — o)+ %Gauﬁ((x) -

mit jb—al > 1

Welche Kraft iibt dann das Quantenteilchen etwa auf die klassischen Teilchen aus,
die sich in Nachbarschaft zu = = b befinden? Innerhalb einer mean-field-N&he-
rung spiirten diese klassischen Teilchen quasi ein halbes Quantenteilchen (sofern
die gqm-cl-Kopplung fiir grofle Abstinde vernachlissigbar ist). Fithrt man diese
Uberlegung alierdings weiter und 148t weitere “Teilungen’ des Wellenpakets zu, so
ginge die Kraftwirkung des Quantenteilchens lokal gegen Null, und im Endeffekt
ldge ein ‘freies cl-System’ vor (das Quantenteilchen wire quasi nicht mehr da).
Interpretiert man aber die Wellenfunktion, bzw. deren Dichteverteilung, als ma-
ximal mégliche Vorhersage fiir das Ergebnis einer Ortsraummessung, so dafl die
Wellenfunktion nicht einen ‘Isi-Zustand’ ausdriickt, sondern vielmehr zu einem
‘Unwissen des Nicht-Beobachiers’ korrespondiert, dann liegt der Ansatz nahe,
daB die klassischen Teilchen (die jetzt quasi als Beobachter auftreten) sehr wohl
ein lokalisiertes Quantenteilchen spiiren. Wird diese Beobachterroile der kiassi-
schen Teilchen stochastisch aufgefafit, so wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung
der MeBergebnisse gerade die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Wellenfunktion
sein.

Der zu definierende, stochastische Prozef} sieht somit wie folgt aus: {fiir eine
Wellenfunktion ¥{z,1) ist die Wahrscheinlichkeit, das z-Teilchen zur Zeit { im
Volumen dz um z; anzutreffen, gegeben mit:

Pl = 9(s, )2 do (B.1)

Ist der Definitionsbereich des z-Raumes diskretisiert mit N, Stiitzstellen, so giit
die Normerhaltung:

Pt = 1= | 9(z, If (B.2)

1

Uber die ‘momentane Lokalisierung’ z,, welche #iber das Kopplungspotential die
Kraft auf die klassischen Teilchen festlegt, entscheidet eine Zufallszahl 0 < £ < 1.

-1 T
u =T P<E<y P=uf (8:3)
i=1

=1
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def
= Ly = z;

Da die Zufallszahl £ gleichverteilt ist tber {0,1), trifft sie in das Intervall
{(wi_;, w!) mit einer Wahrscheinlichkeit, die gleich der Intervallinge ist, so
daf} sich als Mittelwert des Zufallsprozesses gerade der Erwartungswert (z) =
[dz z}¥(z,1)]* ergibt. Eben dies fithrt jedoch dazu, daf dieser stochastische
Prozefl nicht mit einer unendlich hohen Frequenz ausgefiihrt werden darf. Wird
die Kopplung an das Quantensystem mit einer Zeitdiskretisierung ‘erwiirfelt’,
die erheblich kleiner als die kleinste im Quantensystem auftretende Zeitskala ist,
so daf} sich die Wellenfunkticn innerhalb einer Vielzahl von Wiirfelereignissen
praktisch nicht &ndert, so wirkt auf das klassische System - wie bei der determi-
nistischen QMD - effektiv nur der Erwartungswert der Kraft. Damit dies nicht
eintritt, muf} der Zeitschriti di,; der stochastischen Prozedur nach unten be-
schrankt sein: 0 < df,4min < di.4. Die Wahl dieser unteren Schranke ist jedoch
die ‘fehlende Spielregel’, so dafBl dieses ‘real-space-hopping’ Verfahren nichi fiir die
Simulationen dieser Arbeit verwendet wurde.

Es lieflen sich jedoch Argumente fiir eine Wahl der ‘stochastische Frequenz’
denken; so kénnte man w,q = 2w /df,4 in Beziehung zur Geschwindigkeit (Er-
wartungswert) des Wellenpakets setzen: mit wachsender Geschwindigkeit wiirde
auch w,y wachsen und im Falle des ruhenden Wellenpakets w,4 ebenfalls gegen
Null gehen. Die stochastische Frequenz wire dann selbst eine dynamische Gréfle,
die sich der ‘gm’Dynamik anpafite. Der Auswahlprozef fiir die momentane Lo-
kalisierung z; miiflte dann so umndefiniert werden, dafl er als ‘Nullelement’ den
Ortserwartungswert lieferte, damit eine Kopplung auch zwischen zwei Mefereig-
nissen definiert ist.

Als weitere Spielregel fiir ein real-space-hopping ist anzugeben, ob die stocha-
stische Prozedur im Sinne Tully’s wirken soll, also lediglich der Kraftierm der
klassischen Gleichungen Spriinge vollzieht, und das angekoppelte ‘qmn’-System
nur indirekt iiber die Trajektorien davon beriihrt wird, oder ob der stochasti-
sche Prozefl im Sinne von ARS-Dice als Mefiprozef§ aufzufassen ist, bei welchem
das Wellenpaket reduziert wird. Denken liefle sich etwa die Redukiion auf ein
Gaufipaket zentriert im Ortsraum um %; und im Impulsraum um den Impulser-
wartungswert des Wellenpakets vor dem MeflprozeB; die Unschérie kénnte relativ
zu einer lokalen Approximation des Potentials minimal gewihit werden (siehe:
Kap. 6). Schiiefilich wire eine Spielregel fiir die Frage nach der Energieerhaltung
anzugeben. Einerseits besteht die Moglichkeit, durch Geschwindigkeitskorrek-
turen nach jedem Meflereignis, die Energie {iir jedes Ensembleelement konstant
zu halten, wie dies sowohl im Tullyschen surface-hopping-Schema als auch bei
ARS-Dice enthalten ist. {In diesen beiden GMG-Versionen waren Spriinge bzw.
Messungen jedoch eher seliene Ereignisse - beim real-space-hopping wire das
‘Gegenteil der Fall.) Méglich wire allerdings auch, auf die Energieerhaliung fiir
das einzelne Ensembleclement einfach zu verzichten, da in der Relation eines
‘gm-cl-Systems’ zum abgebildeten Quantensystem bereits definitionsgeméf eine
energetische Differenz enthalten ist. Die Forderung einer Energieerhaltung auf-

=
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zugeben wire in einemn gewissen Sinne folgerichtig zu der Tatsache, daf} eine
halbklassische Beschreibung einen Informationsverlust gegeniiber der Quanten-
mechanik und somit die quantenmechanische Gesamtenergie des Systems eine
nicht zu reproduzierende Grofle darstellt.

Dies zusammien genommen sind erste Ideen zu einem ‘real space hopping’; an
eine konkrete Formulierung liefle sich denken, wenn die Auswah! der ‘Spielregeln’
stérker durch sinnvolle Prinzipien gesteuert wird. Derartige Prinzipien fehlen

jedoch zum jetzigen Zeitpunkt.
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Anhang C

Wahrscheinlichkeitsdichten

Auf den n3chsten Seiten werden einige der im laufenden Tex{ enthaltenen
schwarz-weil Abbildungen farbig dargestellt. Es sind dies die teilsummierfen
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des Kapitels 5.6.

Zur Darstellung der Raum-Zeit-Hohenlinienbilder: Die Farbe markiert stets
den relativen Wert der Dichtegréfie; die Farben sind sortiert in der Reihenfolge
‘griin-blau-violett-rot-schwarz’; jede Farbe subsummiert damit 20% des jeweiligen
Wertebereichs der Dichte; ‘schwarz’ entspricht den gréften Werten, ‘griin’ den
niedrigsten. Diese ‘Legende’ gilt fiir alle folgenden Dichteplots.
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QM 0.501

QMG 0.501

QMD  0.518

“Abbildung C.1: Siehe Abb. 5.17; Aufenthaltswahrscheinilchkeitsdichten des

0.02

0.9, w,q = 0.04, é =

 ‘gm’-Systems fiir QM {Mitte), QMG (oben) & QMD (unten); Parameter der

- Dynamik: D
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OMG  0.489

QM 0.494

OMD . 0.498

Abbiidung C.2: Siehe Abb. 5.18; Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des
‘qm’-Systems fiir QM (Mitte), QMG (oben) & QMD (unten); Parameter der
Dynamik: I = 0.8, w,q = 0.04, £ = 0.02
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2.0

OMG  0.484 ;.

0.5 -

OMD  0.493 .

0.5 -

<«
<3
i

OM

0.484

Abbildung C.3: Siehe Abb. 5.19; Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des
‘gm’-Systems fiilr QM (Mitte), QMG (oben) & QMD (unten); Parameter der

" Dynamik: D = 0.7, w,g = 0.04, ¢ = 0.02
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0.04, é = 0.03

Siehe Abb. 5.21; Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des

‘qm’-Systems fiir QM (Mitte), QMG (oben) & QMD (unten); Parameter der

Abbildung C.4:

.. Dynamik: D = 0.9, w,q
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((é/_}é

1.5 =
\{ D)
= =
QMG 0.469 1, - k\ =D 2
ey D

05 - u-_(- C:> ,‘_

0.0 -
20
15
(o oM 0.471
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OMD  0.480 o

Casd
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Abbildung C.5: Siehe Abb. 5.22; Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichfen des
‘gm’-Systems fiir QM (Mitte), QMG (oben) & QMD (unten); Parameter der
Dynamik: D = 0.9, w, = 0.02, ¢ = 0.03
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g

QMG 0.462

20

0.5

09

QMD  0.485

Abbildung C.8: Siehe Abb. 5.23; Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des
‘qm’-Systems fiir QM (Mitte), QMG (oben) & QMD (unten); Parameter der
Dynamik: D= 0.9, w,ey = 0.04, ¢ = 0.05
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QMG 0.445

20 -

OMD  0.460 .

0.5 4

0.0 <

0.398

Abbildung C.7: Siehe Abb. 5.24; Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des
‘gm’-Systems fiir QM (Mitte), QMG (oben) & QMD (unten); Parameter der

Dynamik: D = 0.9, w, = 0.02, ¢ = 0.05
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OMG  0.283 .

QM 0.317

OMD  0.509 * .

8-t

ERTET T

Abbildung C.8: Siehe Abb. 5.26; Aufenthaltswahischeinlichkeitsdichten des
‘qm’-Systems innerhalb [8 7., 10T,,,] fir QM (Mitte), QMG (oben) & QMD
(unten); Parameter der Dynamik: D = 0.9, w,q = 0.04, ¢ = 0.08
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