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Summary

The motivation of this work comes from measurements of the spin-lattice relaxation in
disordered or low-dimensional systems such as glasses, nanocrystalline structures, and
layer-structured compounds. Especially experiments performed by the S-NMR method,
which can be carried out with very low spin concentrations and small Larmor frequencies
wp similar to the ones used in pSR measurements, often show a nonexponential polariza-
tion decay which disagrees with the experimental results on ordered crystals. Furthermore,
the spin-lattice relaxation rate 77" in disordered systems, studied both with -NMR and
conventional NMR techniques shows anomalous temperature and frequency dependences.
In the typical Arrhenius plot of log{77™!) vs. 1/T one observes differeni slopes on the two
sides of the rate maximum and a dependence on the external magnetic field like 77 ~ wf
with 3 < 2 for low temperatures. These features clearly disagree with the classical work of
Bloembergen, Purcell and Pound {BPP) who predicted a symmetric rate maximum and
the exponent § = 2. Since these effects are due, at least in part, to structural disorder, it

is the aim of this work to study them on simple models for disordered systems.

In the last years many authors attempted to understand the anomalous polarization de-
cay described above, but a definite explanation has not yet been found. The theoretical
approaches mainly consist in modifying the correlation functions that enter the standard
NMR theory of spin relaxation. This theory is based on perturbation theory of the time
development of the density matrix and it makes the assumption of short correlation times
of the forces which act on the spins. In the present work it is argued that this basic
assumption fails for diluted spins in disordered systems. The picture that is employed
here 1s that in a disordered substance the different probe spins are located in distinct en-
vironments. Even though the local motion of the probe spins may be very rapid, they do
not at all, or only very rarely, experience different local surroundings. Hence the relevant
correlation times where all different environments are sampled are long or even infinite.
This fact precludes the application of the standard spin relaxation theory where only the
correlation functions are modified.

In this work the stochastic theory of lineshape pioneered by Anderson and by Kubo and
Tomita is extended to the following model of disordered systems. The relaxation of the
whole system is considered as a superposition of spin relaxation in single “subsystems”.
The single lattice sites are characterized by different magnetic fields resp. rotation fre-
quencies which consist of a static Larmor field and a local stochastic part; the latter one
describes the interaction between the spin and its individual surrounding. In the sub-
systems two or more sites may exist between which local motion in the form of jumps is
possible. The disorder is taken into account by averaging the polarization decay over the
ensemble of subsystems using various probability distributions for the rotation frequencies

and the jump rates.

In this work the rather simple case of the “random-two-frequency” (RTF) model, in which
{ransitions between two possible sites occur in the form of a Poisson process, and the ran-
dom walk along linear chains are discussed in detail. Also this case is characterized by
a high degree of local motion, due to revisitaiion effects of the same lattice sites. In
addition, in the so-called “time-dependent” RTF model, possible transitions of the spins
between different subsystems are taken into account in a simplified way.




This general program is first carried through for the transverse spin rotation, mainly for
introductory purposes. The resulis are helpful in understanding subsequently the “lon-
gitudinal” case, i.e. the case of arbitrary orientations between the probe spin and the
magnetic fields at the different sites. At first, attention is given to the intermediate time
behaviour of the spin relaxation. In the limiting case of rare spin jumps the RTF model
corresponds to the well-known static Kubo-Toyabe theory when a Gaussian distribution
for the two frequencies «}, u is used. In the other limit of rapid spin motion a polarisation
decay is obtained that corresponds to a static probe spin performing Larmor precession
with the rotation frequency (@) + wi)/2. By averaging over the ensemble of subsystems
one obtains the Kubo-Toyabe result for a Gaussian distribution which is narrowed by a
factor of v/2. This behaviour, which corresponds to a “motional narrowing” effect of the
local motion, has been qualitatively verified by uSR experiments on NbTi. In contrast,
the “time-dependent” RTF model is similar to the static Kubo-Toyabe theory only for
slow fluctuations. In the limit of rapid transitions between the subsystems this model
yields the same results as the “strong collision” model of Hayano et al.

In view of its importance for the experimental analysis the longtime behaviour of the dif-
ferent relaxation processes is investigated in detail in the last part of this work. Here the
numerically calculated polarization transients are fitted with the “stretched-exponential”
function exp{—({/T1)}*}, 0 < @ < 1, using parameter values (frequencies, jump rates,
time window etc.) that are typical for the f-NMR measurements with the probe nucleus
8Li. The logarithms of the obtained relaxation rates 77" are plotted versus the respective
jump rate for different values of the Larmor frequencies {wq = 0.5 - 10 MHz) which cor-
responds to the usual Arrhenius plot under the assumption of thermally activated jump
rates in accordance with an Arrhenius law. In the case of the simple RTF model this plot
resembles the behaviour predicted by the BPP-theory. Apart from the symmetnc rate
maximum one recognizes a frequency dependence according to 77 ~ wy # with 8 = 1.9.
It is found that the exponent & of the stretched-exponential polarization decay depends on
both the jump rate and the magnetic field. While this exponent is near to I in the limits
of extremely small respectively high jump rates, o decreases down to 0.2 for jump rates
comparable to the Larmor frequency. Qualitatively, this result has also been observed in

recent NMR experiments.

Modifications of the RTF model using different frequency distributions and an additicnal
distribution of the jump rate between the sites lead to the same qualitative results. Dif-
ferent weight functions and processes with distinct jump rates only cause a small shift
and smooth out the rate maximum and the minimum of o. In contrast, the Arrheniue
plot in the case of the “time-dependent” RTF model shows an asymmetric maximum of
the relaxation rate where the slope of the high-temperature side is larger than the other
one. This difference, being characteristic for glassy systems, is determined in this model
by the ratio of the activation energies of the local jump processes and the transition rates
between the subsystems. Apart from this effect, the spin polarisation transients are nearly
exponential (a = 1) for all jump rates.

Although these calculations are carried through with regard to the experiments with the
A-NMR method it is pointed out that the theory can be applied to free induction decay in
NMR and to pSR-measurements on disordered systems as well. Furthermore it is notable
that ‘the theory presented here is equally valid for any activated spin motion as well as

for small or vanishing Larmor {requencies.
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apitel
FEinleitung

Das Studium ungeordneter Systeme hat in den letzten Jahrzehnten in der Physik der
kondensierten Materie ein grofes [nteresse gefunden. Ein Schwerpunkt dieser Forschung
besteht in dem Aspekt, nahere Aussagen zur Zeitabhingigkeit der Transportphinomene
und Relaxationsprozesse zu gewinnen. Insbesondere hofft man, alle Vorginge, also auch
die Bewegungsprozesse in den ungeordneten Substanzen, auf atomarer Basis verstehen
zu kénnen. Hierzu stehen den Experimentatoren mehrere spekiroskopische Mefimetho-
den zur Verfiigung, die eine entsprechende zeitliche und rdumliche Auflésung bieten.
Als typische Untersuchungsmethoden haben sich dabei seit Mitte dieses Jahrhunderts
die konventionelle Kernspinresonanz (NMR) [1] und die Elektronenspinresonanz (ESR)
‘etabliert; gleichbedeutend ist die quasielastische Neutronenstreuung (QENS), die in den
50er vorgestellt wurde. Als modernere nukleare Methoden finden seit den 60er Jahren die
MdBbauerspektroskopie (MS) und die gestérte v-Winkel-Korrelation (PAC) Anwendung.
In den 70er Jahren sind die Myonenspinrotation (uSR) und die Kernrela.xatlonsmessung
an F-aktiven Kernen (§-NMR) in den Vordergrund getreten. S

Hinsichtlich eines lohnendes Einsatzes dieser Spekiroskopiemethoden ist die entspre-
chende Interpretation der Melldaten erforderlich, in denen die relevanten Transport- und
Bewegungsprozesse verborgen sind. So will die vorliegende Arbeit einen Beitrag zu der
theoretischen Interpretation der Messungen liefern, die unter Anwendung der §-NMR-
Methode gewonnen wurden. ‘Mit Hilfe einfacher stochastischer Modelle wird ein grund-
sitzliches Verstindnis angestrebt, wie sich die Unordnung in den Relaxationszeiten bzw.
-funktionen widerspiegelt. Die vorgestellte Theorie zur Spinrelaxation in ungeordneten
Systemen ist gleichwonl auf entsprechende spektroskopxsche Untersuchungen mit der pSR-

'Vietnoae anwend bar.

Das Mefiprinzip dieser Methoden beruht a.uf der mfolge der Parli:a,tsverletzung be1 der
schwachen Wechselwirkung anisotropen Winkelverteilung der von polarisierten Sonden-
kernen emittierten Elektronen. bzw. Positronen. Bei der S-NMR erfolgt die Priparie-
rung eines solchen Ensembles {iber: geelgnete Kernreaktionen (z.B. eine {d,n)-Reaktion)
oder - iiber den Einfang polarisierter Neutronen durch ein stabiles Nuklid, das so in den

polarxsmrter, [-aktiven Zustand iberfiihrt wird.  Z.B. bei ‘dem- typlschen Sondenkern - -

871 [2] zerfallt dieser Zusta,nd mit der rmttleren Lebensdauer ‘73 = 1.2 s iber eine-§7-
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Zerfalle

Zeitskala

Abbildung 1.1: Beispiel fiir einen einfachen zeitlichen Verlauf derin Sid- (Z 5-) bzw. Nord-
richtung (Zy) ermttlerten Zerfallselektronen (-positronen). : S

Emission. Alternativ ist .dle B-NMR-Methode auch mit g%-Emittern moghch wie z.B.

beim Sondenkern 2N .

In dhnlicher Weise werden bei der uSR spinpolarisierte Myonen (") als Sonden in
der Probe implantiert, die mit einer mittleren Lebensdauer von 'm, = 2-107 =8 s zu der
anisotropen 4*-Emission fithren !. '

Die Winkelvertetlung der auftretenden §*- Ennssxon ist anisotrop, solange die nuklea-
re Polarisation von Null verschieden ist. Diese Polarisation und ihre Anderung infolge
der Spin-Gitter-Relaxation, Ubergingen zwischen den magnetischen Spinzustinden oder
durch Reorientierungsprozessen kann durch Messung der {:?~Asymmei;ne derin Nord— bzw
Sudnchtung ermttlerten Zerfallselektronen ( posn;ronen) gemaﬂ DI

. ] Z N+ Zs : . ; o
bestimmt werden (Abb 1.1). Wird ‘diese Messung im zeudlﬁ'erenmeﬂen Betrieb durch—
gefiihrt, kann unmittelbar nach der n-Aktivierungsphase der -zeitliche Verlauf der 8-
Asymmetrie beobachtet werden. -Alternativ 148t sich unter sta,nd1ger penodxscher n-

Aktivierung die zeitlich gemittelte Asymmetrie @ untersuchen.

Aus diesem generellen Mefprinzip ergeben sich fiir die 3- N\/IR—Methode emlge wmhtlge _
Merkmale die im folgenden kurz dargelegt werden sollen [2, 3]. - -
CL Fur die Anwendung dieser ’\/Ieﬁmethode ist es wesenthch daB s1ch die Polarisation

" ~auf der Zeitskala der Lebensdauer 75 merklich dndert, aber noch nicht abgeklun-
‘gen ist. Dies fiihrt zu einem releva.nten ’\/Ieﬁfenster das durch das Zeitintervall

1Eine ausfithrliche Darstellung der einzelnen Teilschritte und der zu berucksschmgenden Problemar.lken :

.

-bxeten die Ubersmhcsa.rmkel von. &ckermann et a.l. [2j und He:tja.ns [3] sowie da.s Buch von Schenck [4]
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[107275, 10%75) bestimmt ist. Je nach Sondenkern sind somit mit der S-NMR-Me-
thode Relaxationszeiten in der Ordnung von ns bis Stunden mefibar.

2. Die Messungen der Spin-Gitter-Relaxation sind ohne eine Hochfrequenzeinstrah-
lung moglich. Konsequenzen sind eine grofle Variationsbreite des (durchaus auch
inhomogenen) Magnetfeldes und das Fehlen des Skin-Effektes.

3. Da die Polarisation unabhingig vom Boltzmannfaktor ist, lassen sich die Unter-
suchungen auch bet hohen Temperaturen und niedrigen Magnetfeldern durchfithren.
Dies ermoglicht u.a. das Studium langsamer Bewegungsprozesse mit langen Korre-
lationszeiten.

4. Aufgrund einer extrem kleinen Sondenkernkonzentration und unterschiedlicher gy-
romagnetischer Verhdltnisse von Sonden- und umgebender Wirtskerne wird die
Kopplung zwischen den einzelnen Spins unterdrickt. Wie in Abschnitt 2.1.5 ndher
dargelegt, wird vor allem ein “Informationsaustausch” zwischen den Scndenkernen
unterdriickt. Aus diesem Grund zeigt jeder Sondenkern ein eigenes Relaxations-
verhalten, das ausschliefilich durch die spezielle, lokale Umgebung beeinflufit wird.

Diese lokalen, verdiinnten Sonden gestatten so das zeitaufgeldste Studium der ver-
schiedenen Phinomene.

Die mit den diversen Methoden ermittelten Polarisationstransienten oder Linienformen
im Fourier-Raum reagieren sensibel auf alle in den untersuchten Materialien auftretenden
Wechselwirkungen, lokalen Stérungen und Bewegungsprozessen, die auf die einzelnen Son-
denkerne einen Einflufl ausuben konnen. Hierbei ist das Problem der staiischen Linien-
breite (d.h. der Verbreiterung einer im Ideaifall unendlich scharfen Resonanszlinie), die
ihren Ursprung in der magnetischen Wechselwirkung der ortsfesten Spins untereinander
und mit dem Gitter hat, zumindest grundsitzlich verstanden. Im Fall der magnetischen
Dipol-Dipol-Wechselwirkungen ist dies z.B. von van Vleck [5] recht detailliert behandelt
worden.

Die Fragestellung, wie sich die Spinbewegung (z.B. Diffusionsprozesse der Spinteilchen)
in den gemessenen Signalen bemerkbar macht, hat ihren Ursprung in der klassischen ‘Ar-
beit von Bloembergen, Purcell und Pound [6] 2. In einer einfachen, mehr phdnomenologi-
schen Beschreibung versuchtien sie, ein mikroskopisches Versidndnis der Relaxationsraten
T7Y, T;' aus den makroskopischen Bloch-Gleichungen zu finden. Dabet stellten sie fest,
dafB die Breite der NMR-Absorptionslinien mit zunehmender Beweglichkeit der Kerne
(unter Umstdnden drastisch) abnimmt. Die zusitzlichen, schnellen Fluktuationen der
magnetischen Wechselwirkungen fithren anschaulich zu einer zeitlichen Ausmittelung der
einzelnen linienverbreiternden Mechanismen. Diese Linienverengung wird dabei nicht nur
durch eine Bewegung der Teilchen hervorgerufen, sondern ist immer zu erwarten, wenn

“Fluktuationen in den im engeren Sinne fiir die Breite einer Resonanzlinie verantwortlichen
Wechselwirkungen auftreten. Zu nennen ist z.B. die Austauschverengung (“exchange nar-
Towing”) als Folge der Austa,us__ch_wechselWirkunger_l zwischen {elektronischen) Spins [5]. .

: Z_Die in dieser Arbeit vorgestellte Theorie wird im folgenden BPP-Theorie genannt.
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Diese BPP-Theorie, die die grundsitzlichen physikalischen Aspekte enthlt, kann z.B. die
Temperatur- und Magnetfeldabhéingigkeit der Relaxationsrate 77" des einfach-exponen-

tiellen Polarisationszerfalls

P(t) = Pyexp («-Tl_lt) (1.2)

fiir einfachere Systeme {Kristalle, Fliissigkeiten) richtig wiedergeben. In komplexeren Sy-
stemen, wie den glasartigen oder nanokristallinen Substanzen und den ungeordneten oder
schichtstrukturierten Systemen [7-14], wird vielfach ein Polarisationszerfall beobachtet,
der deutlich von der Einfach-Exponentialitdt abweicht. Die gefundenen Relaxationsraten
weisen dabei u.a. Temperatur- und Feldabhingigkeiten auf, die mit der NMR-Theorie von
Bloembergen, Purcell, Pound nicht erkldrt werden konnen.

So wurde die grundsitzliche Idee der Linienverengung von verschiedenen Autoren aus-
geweitet. Die entwickelten Modelle und empirischen Ansétze lassen sich dabei in zwei
Gruppen einteilen. Eine umfassende Zusammenstellung der verschiedenen Methoden gibt
der Ubersichtsartikel von Hartmann-Boutron [13], der sich u.a. mit den diversen Original-
arbeiten zur Theorie der Spin-Gitler-Relaxation und der Mefimethoden mittels radicak-
tiver Sonden auseinandersetzt.

Die “klassische” Standard-Theorie wurde durch Bloch, Wangsness und Redfield aus dem
quantenmechanischen Dichtematrixformalismus [14] hergeleitet und behandelt die fluk-
tuierenden Wechselwirkungen als kleine, zeitabhingige Stérung im Vergleich zu den sta-
tischen Wechselwirkungen. Die Relaxationszeiten werden auf Spektraldichtefunktionen
zuriickgefiihrt, die aus den mikrodynamischen Prozessen in den untersuchien Substanzen
abzuleiten sind. Hat man diese Spekiraldichten einmal fiir die wirksamen Feldfluk{u-
ationen berechnet, kann man auf allgemeine Beziehungen zur Bestimmung der Relaxa-
tionsrate zuriickgreifen, die sich aus den diversen Gittersystemen und Spineigenschaften
fiir die relevanten (dipolaren, quadrupolaren, ...) Wechselwirkungen ergeben {15]. Durch
diesen “universellen” Charakter der resultierenden Gleichungen wird der Vergleich mit den
experimentellen Ergebnissen stark vereinfacht. Jedoch mufl beriicksichtigt werden, daf
neben der Annahme kleiner Stérfelder in der Herleitung vorausgesetzt wird, dafl die Kor-
relationen der zum “motional narrowing” fiihrenden Feldfluktuationen in einer endlichen
Zeit zerfallen. Die Korrelationszeit mufl zudem klein gegen die sonstigen typischen Zeit-
skalen (Relaxations- bzw. Mefzeit) sein. Eine Betrachtung des Ubergangsbereiches, in
dem Relaxations- und Korrelationszeiten von derselben Groflenordnung sind, ist daher
mit dieser Theorie nicht méglich. Des weiteren liefern diese Annahmen in der Standard-
theorie generell Relaxationsfunktionen, die mit (1.2) einfach-exponentiell zerfallen. Im
bouner—Raum entspricht dies einer reinen. Lorentzkurve ' '

Eine Moglmhkat kompliziertere als emfach exponentielle Relaxatlonstransmnten disku-
tieren zu konnen, bietet der komplementare methodische Zugang. In der stochastischen
Theorie der Linienform, die von Kubo, Tomita [16, 17] und von Anderson [18] erst-
mals vorgestellt wurde, stehen nicht die mikroskopischen Details der Wechselwirkung im
Vordergrund; die Relaxation wird als Konsequenz der stochastischen Natur der Fluktu-
ationen beschrieben. Die Vorgehe*is.&else 148t sich so charaktierisieren, daB anstelle eines
kollektiven Gesamisystems ein Ensemble voneinander unabhangiger Spins mit zeitlich




KAPITEL 1. EINLEITUNG 7

fluktuierender Larmorfrequenz &(f) betrachtet wird. Im klassischen Bild der Spinprizes-
sion entspricht dies formal der Vorstellung, dafl die magnetischen Wechselwirkungen
eines Spins durch ein effektives, lokales Magnetfeld beschrieben werden, in dem dieses

prazessiert.

Im Gegensatz zur Standard-Theorie gehen in diesem theoretischen Ansatz keine prin-
zipiellen Annahmen iiber den Bewegungsproze und die relevanten Wechselwirkungskor-
relationen ein. Im speziellen lassen sich also auch Probleme diskutieren, die sich durch
eine langsame Bewegung und eine hohe Korrelation in den Wechselwirkungsfluktuationen
auszeichnen. Die Relaxations- und Korrelationszeiten kdnnen dabei durchaus vergleichbar
sein. Nachieilig wirkt sich in dieser stochastischen Theorie aus, daf} die ermittelien Glei-
chungen keinen universellen Charakter besitzen; fiir jedes neue System mit seinen speziel-
len Gitter- und Wechselwirkungsstrukiuren und dem vorliegenden Bewegungsprozef miis-
sen die Grundgleichungen neu geldst werden.

Im folgenden Kapitel werden die Haupimerkmale dieser beiden Zuginge anhand ver-
schiedener Arbeiten zur Spin-Spin- und zur Spin-Gitter-Relaxation naher diskutiert. Auch
werden neuere Ansitze in der Standard-Theorie vorgestellt, die dem abweichenden Re-
laxationsverhalten in den glasartigen, ungeordneten Materialien Rechnung tragen wollen.

Bei der Diskussion des Polarisationszerfalls in diesen Substanzen miissen jedoch ver-
starkt Riicksprung- und Riickkehreffekte, insbesondere bei der Spinbewegung in einge-
schrankien Geometrien beriicksichtigt werden. Da die resultierenden, starken Korrela-
tionen in den Wechselwirkungen und eine langsame Spindrift vermutlich eine wesentliche
Rolle in der Erklarung der von der Standard-Theorie abweichenden Spin-Gitter-Relaxa-
tion einnehmen, wird den Uberlegungen in dieser Arbeit der stochastische Theorieansatz
zugrundegelegt. Zum Abschlufl des Kapitels 2 wird ein generelles Modell vorgestellt, in
dem sich die einzelnen Spins in einer beschrinkien Geometrie (“Subsysteme”) bewegen
konnen. Jeder mogliche Platz in diesen “Subsystemen” ist durch eine beliebige, zeitlich
konstante Larmorfrequenz charakterisiert. Nach der Mittelung iiber alle moglichen Be-
wegungsprozesse {“random walks”) innerhalb der “Subsysteme” wird die Polarisation
zusdtzlich liber eine Verteilung der einzelnen Rotationsfrequenzen aber auch der Sprung-
raten gemittelt. Dies entspricht der inhomogenen Mittelung iiber das gesamte Subsystem-

ensemble.

In einem ersten einfachen Ansatz fiir die Spinbewegung kénnen die Spins in den einzel-
nen “Subsystemen” Spriinge zwischen zwei Plafzen mit beliebig orientierten Magnet-
feldern ausfithren (“random-two-frequency model” oder im folgenden kurz “RTF-Modell”)
[i8]. Als alternative Bewegungsprozesse in den “Subsystemen” werden ein eindimen-

sionaler random walk der Spinteilchen und die Erweiterung des RTF-Modells um den

Spiniibergang zwischen den “Subsystemen” diskutiert. Bezliglich der Ensemblemittelung
wird zu untersuchen sein, inwieweit diese durch die spezielle Wahl der Frequenz- oder
Sprungratenverteilung beeinflufit wird.

Aufgrund der einfacheren Handhabung werden die verschiedenen Modelle und ihre
grundlegenden Eigenschaften im Kapitel 3 zuerst fiir den Fall der transversalen Polarisa-
tion (Spin-Spin-Relaxation) diskutiert. Kapitel 4 beschaftigt sich dann mit dem generellen
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Verhalten der Spin-Gitter-Relaxation (longitudinale Polarisation) in den vorgestellien
Modellen. Das Augenmerk liegt dabei in der Fragestellung, welche bei der transver-
salen Relaxation gefundenen Merkmale auch in der Erweiterung auf die dreidimensionale
Spinrotation eine Rolle spielen. Als Folge dieser Ergebnisse werden Vereinfachungen in
den Prozefigleichungen fiir bestimmte Grenzfille nahelegt. Ein Vergleich der erzielten
Resultate im RTF-Modell mit Ergebnissen aus pSR-Messungen wird vorgenommen.

Fin Ziel dieser Arbeit besteht in der Anwendung der stochastischen Theorie auf die
typischen NMR-Auswertungen. Hierzu werden in Kapitel 5 das RTF-Modell und das
“time-dependent RTF-Modell” speziell auf ihr Langzeitverhalten untersucht. Es kénnen
Relaxationsraten bei experimentell relevanten Parametern ermittelt werden, deren Eigen-
schaften qualitativ mit den klassischen NMR-Theorien iibereinstimmen. Erste Hinweise
zur Erklirung des abweichenden Relaxationsverhaltens der glasartigen Systeme kénnen
ebenfalls gefunden werden. Auch wenn in den Experimenten und diesen Rechnungen der
externe Feldanteil die lokalen Felder iibersteigt, sei darauf hingewiesen, dafl die vorgestell-

ten Theorien gleichwohl fiir schwache und verschwindende Larmorfelder giiltig sind.




Konzepte

2.1 Die “klassische” NMR-Theorie

2.1.1 Die makroskopischen Blochgleichungen

In der klassischen Beschrelbung [14] wird die Prézession eines magnetischen Momentes S
in einem Magnetfeld B durch die Bewegungsgleichung

dS

=5 % B 2.1
E (21)
mit dem gyromagnetischen Verhiltnis 4; bestimmt. In einem statischen Magnetfeld By
beschreibt diese Gleichung eine Rotation des magnetischen Momentes mit der Larmorfre-
quenz &y = —y7Bp um dieses statische Feld.

Eine quantenmechanische Beschreibung der Bewegung nichtwechselwirkender Spins

erfolgt iber die Bewegungsgleichung

E = g[%, E] (2.2)

im Heisenbergbild fur den Drehimpuisoperator eines-Spins und dem Hamiltonoperaﬁor
H. Im speziellen Fall, dafl das duflere Feld mit der z-Richtung tibereinstimmt, gilt z.B.
H = —yhBI,. Man erhalt dann eine zur klassischen Beziehung (2.1) dquivalente Vektos-
gleichung

A i) B (2.3)
fiir den Erwartungswert des Drehimpulsoperators. Ohne Kopplung an ein Energiereservoir
liefert auch diese Gleichung eine reine Rotatlon des Spms mlt a.bwechselndem Energle-
verlust bzw. -gewinn.

‘Untersucht man die Relaxation der Magnetmlerung eines makroskopischen Spinsy-
stems, muf} die Energieabsorption durch ein angekoppeltes Wiarmebad beriicksichtigt wer-
den. Das System strebt einem thermischen Gieichgewichiszustand zu, der durch eine lon-
gitudinale Magnetisierung M, und verschwindende Magnetisierungen in den transversalen

9




10 KAPITEL 2. DIE GRUNDLEGENDEN THEORETISCHEN KONZEFPTE

Raumrichtungen bestimmt sein soll. In Analogie zu den Ratengleichungen fiir die Beset-
zungszahlen der entsprechenden nuklearen Spinzustdnde beschreibt Bloch diesen thermi-
schen Prozef in seinem phinomenologischen Ansatz durch eine exponentielle Dampfung

gemif

d{M,) _ Mo — (M) d{M;) — _<M") mit: i=2,¥ (2.4)

di T1 ’ di T2

T, (T3) bezeichnet die longitudinale (transversale) Relaxationszeil, die charakteristisch
fiir das Erreichen des Gleichgewichtszustandes in der jeweiligen Komponente ist.

Die Kombination der Gleichungen (2.3) und (2.4} beschreibt dann die gekoppeite Ent-
wicklung des Spinensembles. Man erhélt die makroskopischen Blochgleichungen

d{M;) (M;) . :
——— — . — — N = .5
y7 u (M) x B); - = mit: i=zy (2.5)
d(M,) My — (M)
e f — Ii ety b Zi
dt = qr (( ) x B)z + Tl

Die eingehenden Relaxationszeiten T} und T, sind hierbei phanomenologische Parame-
ter, die generell mit den mikroskopischen Details des nuklearen Spinsystems und des
thermodynamischen Reservoirs in Beziehung stehen. Die nachfolgend dargestellte Bloch-
Wangsness-Redfield Theorie bietet eine einfache Moglichkeit, aus den mikroskopischen
Wechselwirkungen und den Eigenschaften des Spinsystems allgemeine Ausdriicke fiir diese
charakteristischen Zeiten zu gewinnen.

2.1.2 Die Bloch-Wangsness-Redfield Theorie

Allgemein wird die zeitliche Entwicklung des Erwartungswertes eines quantenmechani-
schen Operators A im Schrédingerbild durch die Bewegungsgleichung

(4) = Sp{4 - p} (2.6)

mit der Dichtematrix p des Gesamtspinensembles beschrieben; “Sp” bezeichnet die Spur-
bildung iiber das Produkt der beiden Operatoren. Die Bewegung der Dichtematrix be-
stimmt sich aus der quantenmechanischen Liouville-Gleichung

dp
dt

2

=lo M) = %{p, M+ M (2.7)

—iLp=
mit dem Liouville-Operator £. Der Hamilton-Operator H; beschreibt die statischen
Wechselwirkungen der nuklearen Kernspins z.B. aufgrund magnetischer Felder oder elek-
trischer Feldgradienten. Der zeitabhiingige Operator H;r gibt die fluktuierenden Spin-
Gitter-Wechselwirkungen wieder, - die die Ursache fiir die Relaxation des Spinsystems

darstellen. Im Festkérper treten sie z.B. infolge von Gitterschwingungen und Diffusions-.

prozessen auf. -
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Durch den Ubergang ins Wechselwirkungsbild mit
p() = exp {%mt} p(t) exp {—%Hft} (2.8)
t
1L = exp {}L—'H;i} Hrr exp {—-%’H;t}

kann die Liouville-Gleichung (2.7) im Rahmen einer gewdhnlichen, zeitabhingigen Sto-
rungsrechnung iterativ gelost werden. Stellt Hyz nur eine kleine Stérung im Vergleich zu
H; dar, erhilt man folgende Mastergleichung in zweiter Ordnung in Hj,, [14]

PO - o) mip ]+ (3) [ 1), M Hin] (29)
fiir den Gesamtdichteoperator der Spinzustinde und der Gitterfreiheitsgrade.

In der Bloch-Wangsness-Redfield (BWR-)Theorie werden aus der Mastergleichung
(2.9) einfache Beziehungen fiir die Matrixelemente p},: hergeleitet. Mit diesen lassen
sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den bei der Relaxation eingenommenen
Spinzustanden berechnen, aus denen dann explizite Aussagen iiber das Relaxationsver-
halten des Spinsystems zu gewinnen sind.

Da H;y, die Wechselwirkung des Kernspins mit allen anderen Spins und dem gesamten
Gitter darstellt, ist es eine verniinftige Annahme, dafl M. (f) einer Zufallsgrofe in der
Zeit entspricht. Dies findet in der BWR-Theorie in der Idee eines Ensembles solcher
Spinsysteme Beriicksichtigung, die jeweils durch dasselbe 7; und einem identischen p(0)
gekennzeichnet sind. Die Wechselwirkung #;r.(t) soll aber von System zu System vari-
ieren, so daf im weiteren eine Mittelung {iber dieses Systemensemble auszufiihren ist.
Diese Miitelung iiber die Gitterfreiheitsgrade entspricht der Projektion des Gesamtdich-
teoperators auf die Spinzustande; die erhaltenen Matrixelemente p*,,+ wirken nur auf die

Spinzustinde.
Die Herleitung der Bestimmungsgleichungen fiir die Matrixelemente vollsténdig darzu-
1

legen, wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Hierzu mufl auf die Fachliteratur (z.B.
[14, 15]) verwiesen werden. FEinige fiir die weiteren Uberlegungen wesentlichen Grofen
und Annahmen sollen aber stichpunktartig aufgefiihrt werden.

Wichtig in der generellen Diskussion der Relaxationsphinomene mit dieser Standard-
Theorie ist die allgemeine Korrelationsfunktion

Gaparp(t, 7) = (e Hir (18) (B HiL(t + 7)) (2.10)

und ihre Fourier-Transformierte, die Spektraldichte

Japarp (W) = ./:: (aIHIL(-t)'ﬂ)(EIIHIL(i + 7)|a') exp (_——zw'r) dr (2.11)

Betrachtet man eine stationire Storung Hj (1), stellt sich die Ensemblemittelung in (2.10)
und .entsprecliend Gagag unabhingig von der Zeit ¢ dar. Dann ist die Ensemblemit-
telung einer Zeitmitielung dquivalent, d.h. das Sysiem ist ergodisch. Des weiteren wird
angenommen, daf} die Korrelationsfunktion schnell auf Null abfillt, wenn die Zeiiskala 7
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eine kritische Zeit 7, tibersteigt. Dann kann man sich in der Diskussion auf Zeiten { > 7,
beschrinken, was u.a. eine Ausdehnung der Integration in (2.9) auf 7 = oo erlaubt.
Allgemein gibt man den Wechselwirkungshamiltonian H;y, in seiner irreduziblen Ten-

sordarstellung wieder.
Hir(t) z FO@y TN (2.12)

a=-1
Die fluktuierenden Felder F é’)(t) werden durch die Gitter- und Bewegungsparameter be-
stimmt, wiahrend Té') die Tensorkomponenten des Spinoperators bezeichnet. Die explizite
Darstellung der einzelnen Terme wird durch die zu berticksichtigende Wechselwitkung der
Spins untereinander oder mit den dufleren Feldern definiert.
Setzi man die Tensordarstellung (2.12) in die Korrelationsfunktion Gugarp(7) (2.10)
ein, ist die Ensemblemittelung ausschliefllich auf die fluktuierenden Felder zu beziehen.
Dies legt die Definition einer Korrelationsfunktion der Wechselwirkung gqq{7) tber

n.ﬂ
Muy

(r) = Z(aIT“);m(5'|Tﬂ')1a'> FP0V O (r) (2.13)
qq ‘——-—\fmw——"
= ggglr)

und einer entsprechenden Spektraldichte der Wechselwirkung

@) = [ dr goglr)exp (—uwor) (2.14)

nahe. Grundsétzlich iibertragen sich die oben angefiihrten Eigenschaften von My (¢) bzw.
Gapargr(7) auf die flukivierenden Felder F{)(z) bzw. goq(7).

Die BWR-Theorie fiihrt schliellich auf folgende Bewegungsgleichung der einzelnen
Matrixelemente des Spindichteoperators

d-Eaa‘(i —
__(.ﬁ_) _ gam,ﬁﬂ. exp (ifa — o — B+ 1) - 7 5 (0) (2.15)
mi} der Grofle |
1
Raarﬁﬁl = ﬁ[.}aﬁ&aﬁ-(a' - ﬁ’) + Jaﬁalﬁi(ﬂi - ,8) (216)

_50‘13' Z J'vﬁ'va('f - ﬁ) - 50,8 Z ‘]'ra"fﬁ'(ﬂr - ﬁ’)]
¥ ¥

Die Gleichung (2.15) setzt die Ableitung dp*(t)/dt zu Zeiten ¢ 3> 7, mit g7(0) in Beziehung.
Dies entspricht prinzipiell dem ersten Term einer Potenzreihenentwicklung, fiir deren Kon-
vergenz p*, (1) ~ p*,.(0) gelten muB. Dies impliziert die Bedingung
1
>t , (2.17)
Raarpp

_d1e die Ersetzung von p* aa! (0) durch p* (i) in (2.15) erlaubt. So erhilt man die Diffe-
rent1a1gle1chung . _ e

Z’; = =3 Rowrps exp(iia —d =B+ BN T . (218)
ga!
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die die Berechnung von g, (t) zu Zeiten erlaubt, bei denen p* (1) nicht mehr mit dem

Wert bei { = 0 vergleichbar ist.
Die physikalische Bedeutung der Bedingung (2.17) besteht darin, daf in keiner Phase

der Spinentwicklung Informationen iiber Zeitintervalle “abgefragt” werden, die mit 7. ver-
gleichbar sind. Des weiteren sollte sich die Spindichtematrix in diesem Zeitintervall nicht

zu stark dndern. Dies impliziert, dafl 71,72 > 7.
Ausgehend von der allgemeinen Bewegungsgleichung (2.6) lassen sich mit der Differential-

gleichung (2.18) explizite Bestimmungsgleichungen fiir die Erwartungswerte eines Ope-
rators A herleiten '. Z.B. ergibt sich fiir den Erwartungswert der transversalen Mag-

netisierung [14]

(M)
dt

t . _
_ (E[p, Hil.or + Raagp pﬂﬂ.) la|M.|e") (2.19)
LEAN
Obwoh! es nicht offensichtlich erscheint, entspricht die rechte Seite im allgemeinen einer
Linearkombination von (M,), (M,) und {AM,}. Der erhaltene Satz von Diflerentialglei-
chungen weist Ahnlichkeiten zu den makroskopischen Blochgleichungen (2.5) auf und

fithrt somit generell zu einem einfach-exponentiellen Relaxationszerfall.
Dies 158t sich verdeutlichen, wenn man z.B. die magnetische Dipolwechselwirkung

HIL(t) = _7Ih z Bqu ) g=%,42 (220)
q

mit der magnetischen Induktion B, [2] und den Drehimpulsoperatoren 7, als Storung
betrachtet. Der stationare Hamiltonian 7{; entspricht der Zeeman-Wechselwirkung der
einzelnen Spins mit einem &uBeren Magnetfeld By und der Larmorfrequenz wy

Hf = —h’)"IBQIz = “hWoIz (221)

Die Zustinde o in (2.18) charakterisieren die Eigenzustinde dieses Zeemanierms mit
a=wym (m=-1,—-I+1,...,I).

Im weiteren wird vereinfachend angenommen, daf} die Flukiuationen der drei Feld-
kompconenten unabhingig voneinander sind, d.h.

9aa(7) = 829} Bo(0)Bo(7) =0 mit g#¢ (2.22)

Diese Annahme ist z.B. erfiillt, wenn das Zufallsfeld ausschlieBlich die beiden Werte £|B,]
mit gleicher Wahrscheinlichkeit annimmt.

Tn diesem speziellen Fall gewinnt man aus den Bewegungsgleichungen (2.6), (2.9) und
(2.18) die Differentialgleichungen fiir die Erwartungswerte der Drehimpulsoperatoren (sie-
he z.B. [14]). :

RE) L (1) % Bo), = Sli(w) + @)L (2.23)
7 2 ._ |
U)o (1) % B, = 5 lieslot) + ()} 1)

1Dabei werden in der Redfield-Theorie, z.B. in der Herleitung der Gleichung {2.18), alle schrell oszil-
lierenden Terme vernachlassigt (Sikularniherung).
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Der quantitative Vergleich mit den Bloch-Gleichungen (2.5) fiir My = 0 fithrt dann zu
folgenden Beziehungen fiir die Relaxationsraten:

I = aee) + ()] (2.24)
Tt = 5 D) + Jur(0)]

Wie diese Gleichungen verdeutlichen, wird die longitudinale Relaxation (T}-ProzeR} durch
die z- und y- Komponente des mit der Larmorfrequenz rotierenden Magnetfeldes be-
stimmt. Dies wird verstindlich, wenn das Problem ins mit wg rotierende Bezugsystem
transformiert wird. Die notwendige Anderung in der z-Magnetisierung wird dann durch
“statische” Felder in der z- bzw. y-Richtung bewirkt. Diese im rotierenden System als
“statisch” zu bezeichnenden Komponenten oszillieren im Laborsystem mit der Frequenz
wo. Entsprechend rufen “statische” y- oder z-Felder (im rotierenden Bezugssystem) einen
Zerfall der z-Magnetisierung (T5-Prozess) hervor. Dies entspricht im Laborsystem einem
Magnetfeld in z-Richtung bei der Frequenz w = 0 und einem y-Feld, das mit wy oszilliert.

Das zeitliche Verhalien der longitudinalen Polarisation ergibt sich, wie angedeutet,

durch die einfach-exponentielle Funktion
P()aip. ~ exp{—t/T1} (2.25)

Analog lassen sich allgemeine Beziehungen fiir die Relaxationsraten und Polarisations-
zerfalle fiir verschiedene Stérungen Hyr(t) aus der BWR-Theorie herleiten 2, Dabei wird in
der Realitit hiufig mehr als ein Ubergang zwischen den Spinzustinden fiir die Relaxation
wichtig; u.a. werden Spektraldichten bei 2wy etc. bedeutsam. So erhilt man fiir eine
Dipol-Dipol-Wechselwirkung [10] ® bei gleichen Sonden- und Wirtskernen, die bei der
durch die Diffusion der Spinatome begriindeten Relaxation bedeutsam ist, einen einfach-
exponentiellen Polarisationszerfall mit der Rate

=1

Tyt~ U (wo) + F2a{2wo)]

——
b2
]
(2]

S

L5

Das Standard-NNVIR-Modell von Bloembergen, Purcel
und Pound (BPP-Ansatz) |

Will man die allgemeinen Beziehungen fiir die Relaxationsraten wie (2.24) oder (2.26)
auf bestimmte Systeme anwenden, ist es zur Berechnung der jeweiligen Spekiraldichten
erforderlich, eindeutige Informationen fiber die wirksamen Wechselwirkungen und Feld-
fluktuationen zu gewinnen. Auch bei Kenntnis der physikalischen Natur der Fluktuatio-
nen bereitet es oft mathematische Probleme, die konkrete Korrelationsfunktion zu finden.
Haufig hilft dann nur ein “geeigneter” Ndherungsansaiz weiter. -

B
i

E\.‘D
ok
&

" 2Einen Uberblick liefert z.B. das Buch von Abragam (181
3Hierfiir gilt ¢ = -2,...,2 in (2.12).
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Ein erster, phinomenologischer Ansatz fiir g, (7) wurde von Bloembergen, Purcell und
Pound {6] vorgestellt. Sie schiugen einen exponentiellen Zerfall der Wechselwirkungskor-

relationen
Gag(T) = bggr |F (0)f2 exp{—iri/ 7} (2.27)
mit der Zeitkonstanten 7. vor. Diese Korrelationsfunktion ist fiir den Fall korrekt, dafl

das Zufallsfeld F,(7) nur zwei verschiedene Werte £f, annimmt * und zwischen diesen
Werten Ubergange stattfinden, deren Rate unabhingig von der zeitlichen Dauer seit dem

letzten Ubergang ist [14].
Der Ansatz (2.27) fithrt tiber {2.14) auf die lorentzformige Spektraldichte

. —_— 27,
Jeg'{w) = 5qq‘|Fq(0)|2m (2.28)

Diese Spektraldichte der Wechselwirkung liefert fiir das Problem der magnetischen Dipol-
wechselwirkung (2.24) mit j.. = j,, die Relaxationsrate

T-l=p_T__ %
L 14 uwir? (2.29)

Im Falle der Dipol-Dipol-Wechselwirkung (2.26) folgt die Beziehung

Te 4T,

T~ 14 wis? + 1+ dwir? (2.30)
Eine typische Darstellung der Resultate aus den experimentellen Relaxationsuntersuchun-
gen ist die doppeltlogarithmische Auftragung der Spektraldichte bzw. der Relaxationsrate
iiber die Korrelationszeit. Wird ein entsprechender Plot fiir die Rate 77" aus (2.29) durch
ein Maximum bei wyr, = 1 gekennzeichnet (Abb. 2.1}, verschiebt sich dieses bei der Dipol-
Dipol-Wechselwirkung (2.30) zu kleineren Korrelationszeiten {wy7, = 0.62). Aus beiden
Wechselwirkungsproblemen ergeben sich fiir die Grenzfalle wor, < 1 und LU'()Tc 1 die

w1cht1gen Bezxehungen

=1 . Tc WOTC << 1 .
h Jaa(to) { (wg‘rc)_l woT: > 1 (231)

Untersucht man das Problem eines diffundierenden Spins, kann die Korrelationszeit z.B.
als mittlere Verweilzeit des Spins auf einem Platz angesehen werden. Die dabel auftretende
Temperaturabhanglgkelt 148t sich haufig durch einen Arrheniusansatz '

7o(T) = my exp{E,/ksT) | (2.32)

beschreiben. £, ist die Aktivierungsenergie fiir die Uberwindung der in der speziellen
Bewegung wichtig werdenden Potentialbarrieren, und 7 entspricht formal der Verweilzeit
im Limes T — oco. In diesem Ansatz bestimmt demnach die Aktivierungsenergie die
Steigungen des symmetrischen Ratenpeaks in der Abb. 2.1. ‘Der Grenzfall wore <1

*Diese Situation liegt z.B. vor, wenn F, ein Magnetield beschreibt, das durch einen Spin J = 1/2
erzeugt wird, der zwischen den beiden Zustinden m; = #+1/2 springt.
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w klein

IOg(]q)

T groB T klein  log(Te)
Abbildung 2.1: Doppeltiogarithmische Darstellung der Spekiraldichie 74, (2.28} im BPP-
Modell in Abhdngigkeit von der Korrelationszeit 7, und der Frequenz w.

entspricht dann dem Bereich hoher Temperaturen, wahrend die zweite Entwicklung in
(2.31) fiir tiefe Temperaturen giiltig ist.

Ein weiteres wichtiges Merkmal des BPP-Ansatzes ist die Magnetfeldabhangigkeit der
Relaxationsrate, wie sie in Abb. 2.1 auf der Tieftemperaturflanke deuthch wud Quantl—

tativ erhilt man aus (2.31} ein quadratisches Potenzgesetz gemaf
T e mit: g2 | T (2.33)

Im Bereich des “extreme motional narrowing” (Hochtemperaturflanke) ist die Relaxa-
tionsraie generell magnetfeldunabhingig.

Die BPP-Formein (2.29) und (2.30) werden hiufig zur Anpassung ven Mefkurven
verwendet. Auch wenn der einfache Ansatz eines Wechsels von F,; zwischen zwei Werten
nicht gerechifertigt sein sollte, ist das BPP-Modell fiir eine Vielzahl von Aussagen qua-
litativ-gut genug. Insbesondere einfache, kristalline Substanzen mit geordneten Sonden-
kernumgebungen zeigen die typischen Merkmale der Frequenzabhingigkeit (2.33) und des
symmetrischen Ratenpeaks im “Arrheniusplot”, d.h. der 1oganthrmschen Auftra.gung der
Relaxationsrate iber der inversen Temperatur (Abb. 2.1).

~In vielen experimentellen Untersuchungen an komplizierteren Systemen kann das BPP-
Modell jedoch keine zufriedenstellende Beschreibung der ermitteiten Daten liefern. Z.38. in
glasartigen Substanzen [12] und anderen ungeordneten Systemen (Nanokristalle [21], ...)
wird vielfach ein deuilich nichtexponentieller Polarisationszerfall gefunden. Dabei weisen
die ermittelten Relaxationsraten ein von dieser Standard-NMR-Theorie abweichendes Ver-
halten auf, das sich in asymmetrischen Ratenpeaks mit hoherer Aktivierungsenergie auf
der Hochtemperaturflanke und einer schwicheren Frequenza,bhanglgkmt mit ﬁ <2 (m
Glelchung (2.33)) auf der Tieftemperaturflanke manifestiert. =
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2.1.4 “Heuristische” Modelle fiir die Relaxation in Glasern /
ungecrdneten Systemen

In den unterschiedlichsten Arbeiten wird versucht, diesen Abweichungen vom Standard-
verhalten durch empirische Ansétze fiir die verschiedenen Gréflen (Korrelationsfunktio-
nen und -zeiten, Spektraldichte) bzw. enisprechenden Verteilungsfunktionen Rechnung zu
tragen. Einige dieser Modelle sollen zum besseren Verstdndnis der fiir die weitere Arbeit
grundlegenden Problematik kurz skizziert werden.

I} Vogel-Fulcher-Taman-Ansaiz

Ein allgemeinerer Ansatz liegt in der empirischen f\nderung der Temperaturabhingigkeit
im Arrheniusansatz (2.32) durch Vogel, Fulcher und Taman (VTF-Ansatz} zu

TC(T) = T EXP{EG/kB(Tg bt T)} y To < Tg (234)

T, ist die Glastibergangstemperatur des Systems, wihrend 7y keine offensichiliche physika-
lische Interpretation hat. Diese Beziehung wird vor allem der Tatsache gerecht, dafi die
Hochtemperaturflanke im “Arrheniusplot” oft keine Gerade ist.

II) Verteilung von Korrelationszeiten

Daf} die ungeordnete Struktur in den glasartigen Systemen eine Vielzahl von Bereichen
mit unterschiedlichen Sondenkernumgebungen hervorruft, findet in einigen Arbeifen in
der Mittelung der Spektraldichte (2.28) tiber eine Verteilungsfunktion p(7.) von Korrela-
tionszeiten Beriicksichtigung ®. Die Modifikation von (2.29) gemifs

oo
Te
T‘lwf p7.)—— dr, 2.35

' Jo (c)l-i-wgrf ¢ (2.35)
erscheint z.B. in einem statistischen Netzwerk plausibel. Die Auswertung von (2.35) mit
der hiufig verwendeten Cole-Davidson-Verteilung [22]

P(Tc) — { S{}in(aw)/ﬂ-{Tc/(Tl — Tc)}a 0 ..<.. 44 S 1 ) :: ; 2 (2.36)

ergibt eine scheinbare Aktivierungsenergie £, («F,) auf der Hoch-(Tief-)temperaturflan-
ke. 7; stelli die maximale Korrelationszeit ( Abschneidezeit) dar; die Frequenzabhangigkeit
folgt zu w(*2), Die Temperaturabhingigkeit der Spin-Gitter-Relaxationsraten einiger
Silikat- und Alkaliboratgliser kann dieser Ansatz formal richiig beschreiben [23]. Weitere
Beispiele fiir die Verteilung p(7.) sind die gaufische und die log-gaufische Verteilung sowie
die ‘Verallgemeinerung der Cole-Davidson-Verteilung in Form der Tricomi-Zeitfunktion
durch Zeidler [24]; auch Faltungen dieser Verteilungsfunktionen [25] werden genutzt.
Gerade bei Relaxationsuntersuchungen in korrelierten Systemen erscheint es sinnvoll,
von der einfach-exponentiellen Korrelationsfunktion (2.27) abzugehen. Z.B. in glasarti-
gen lonenleitern, in denen die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den lonen eine Rolle

" 5Vergleiche hierzu die allgemeinen Erlauterungen im Abschaitt 2.1.5.
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spielt, und bei der Diffusion in niederdimensionalen Systemen ist eine nichtexponentielle
Korrelationsfunktion zu erwarten. Formal sind diese nichtexponentiellen Korrelations-
funktionen mit entsprechenden Verteilungen fiir die Korrelationszeiten in Beziehung zu
setzen [26]). Eine umfassende Ubersicht iiber mogliche Verteilungen findet sich in einer
Arbeit von Beckmann [27] bzw. speziell fiir die Modelle zur diffusionsinduzierten Spin-
Gitter-Relaxation in {28].

III) “Coupling model” von Ngai

In diesem Zusammenhang schligt Ngai eine phanomenologische Erklarung fiir das nichiex-
ponentielle Abklingen der Korrelation vor (29, 30]. Hiernach regen die Diffusionsprozesse
in den komplexen Konfigurationen eine Vielzahl niederfrequenter Moden an, die durch
eine Verteilung der niedrigen Anregungsenergien p{w) charakierisiert sind. Dieser Ansatz
fithrt auf eine Korrelationsfunktion mit gestrecktem Exponenten (Kohlrausch-Williams-
Watts- oder kurz KWW-Funktion)

T

Gaq(T) = 9oq(0) exp {— (;) H) , 0<n<1 (2.37)

P

mit der Zeitkonstanten
Tp = ((1 - n)“’:Tc)ll(l—n) (2'38)

w, bezeichnet die Abschneidefrequenz fiir die Zustandsdichte der niederfrequenten Anre-
gungen. In Verbindung mit der Bezichung (2.29) fiir 77" liefert die aus (2.14) berechnete
Spektraldichte die Frequenzabhingigkeit auf der Tieftemperaturseite zu T, ~ w™2*",
Die Steigung auf der Tieftemperaturflanke ergibt sich aus der Akiivierungsenergie Ey,
auf der Hochtemperaturflanke aber aus E, /(1 — n).

Zu dem Gesetz (2.37) bemerkt Ngai, dafl es eine universelle Beschreibung der struk-
turellen und magnetischen Relaxationsprozesse in ungeordneten Systemen darstellt.

IV) “Jump relaxation model”

Hinsichtlich einer geeigneteren Spektraldichte versucht Funke [32-36], den Ionentrans-
portprozef im “jump relaxation model” explizit zu beriicksichtigen. Auch wenn das im
folgenden skizzierte Modell speziell fiir Defekte in festen Ionenleitern im Rahmen eines
“Debye-Hiickel-artigen” Relaxationsprozesses entwickelt wurde, kann es gleichwohl zur
Diskussion .der Relaxationsphinomene in glasartigen Ionenleitern herangezogen werden
37). |

Nach Funke wird der Bewegungsprozef durch korrelierte Vorwarts-Riickwirtsspriinge
(“non-random hopping”) [36] bestimmt. Die Annahme, daf nach einem erfolgten Sprung
des Spins in eine Leerstelle die Umgebung in ein neues Gleichgewicht relaxiert, fiihrt zu
_einer zeii- und damii frequenzabhingigen Korrelationsrate r '

['=7'®{d(w, T)} (2.39)
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7. entspricht der charakteristischen Zerfallszeit fiir den einfach-exponentiellen Korrela-
tionszerfall (2.27).

Wie alle Groflen des Diffusionsprozesses hangt das Frequenzspektrum é(w, T") explizit
von der korrelierten Riicksprungrate W(t) ab.

Hw,T) = 1+f (t) exp{—wwi}dt (2.40)

Die Zeitentwicklung von W(t) wird dadurch bestimmt, wie das System in den neuen
Gleichgewichtszustand fibergeht. Wichtig werden hierbei der normierte Abstand g(t)
zwischen dem neuen Platz des gesprungenen Teilchens und dem Minimum des momen-
tanen Potentialkifigs ® sowie die urspriinglichen BarrierenhShen. Ausgehend von der
‘urspriinglichen Annahme g{t} ~ exp{—i{/r} werden in neueren Arbeiten realistischere
Darstellungen vorgestellt {35], die auf einen markanten, nichtexponentiellen Charakter
dieser Gréfe fithren, die approximativ durch ein KWW-Verhalten (2.37) beschrieben wer-
den kann.

Die Einfiihrung der frequenzabhangigen Korrelationsrate T' (2.39) Hefert dann eine im
Vergleich zum BPP-Modell (2.28) modifizierte Spektraldichte

f\—l

— 2.41
1+ w22 (2.41)

Jag(w) =

die in die verschiedenen Beziehungen fiir die Relaxationsraten eingeht. In der Diskussion
dieser Spektraldichte muf beriicksichtigt werden, daf auf kurzen Zeitskalen mehr Spriinge
zu sehen sind als in grofen Meffenstern. Wie auch in neueren Monte Carlo Simulationen
beziiglich der Hiipfbewegung von lonen in ungeordneten Strukturen von Maass et al. [38]
gezeigt werden konnte, sind demnach nicht alle Spriinge erfolgreich, und nur wenige tra-
gen zur makroskopischen Diffusion bei. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Riicksprung in
die Ausgangslage nimmt mit der Zeit in dem Mafe ab, wie die Defektwolke der Umge-
bung relaxiert. Im Grenzfall hoher Temperaturen, wo die strukturelle Relaxation schneil
ablaufen sollte, kann so die ungestdrte Relaxationszeit des BPP-Modells erwartet werden.

Ein interessanter Aspekt dieses Modells besteht in der méglichen Verkniipfung der dis-
persiven WechselstromleitfZhigkeit mit der nichi-BPP-artigen Spin-Gitter- Relaxationsra-
te iiber das Frequenzspektrum ¢(w, T') [34]. So lassen sich aus LeitfShigkeitsdaten Spin-
Gitter-Relaxationsraten herleiten und mit den entsprechenden Messungen vergleichen,
wie fiir das System LiCl - 7 D,0O gezeigt wird.

"Obwoh! dieses “jump-relaxation model” auch in anderen Systemen wie den Lithium-
Germanat-Glésern [26] bzw. den Rubidium-Silber-Iodiden [39] einige Eigenschaften quali-
tativ vorhersagen kann, zeigen detaillierte Auswertungen experimenteller Daten mit dem
Modellansatz (2.41) fiir die Spektraldichte, daf es nicht allgemein anwendbar ist [40]. Vor
allem bleibt die Giiltigkeit in superionischen Glasern fraglich, wo diskrete Spriinge nicht

die geeignete Beschreibung des Transportmechanismus sein konnen [41]. ' L

- ®Das Einteilchenpotential setzt sich additiv aus dem periodischen Gitterpotential und dem Coulomb-
" potential der umgebenden Ladungstrager zusammen.
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V) Modell von Schirmacher und Schirmer

In einem dem “jump-relaxation model” formal &hnlichen Modell versuchen die Autoren,
die NMR-Resultate in ionenleitenden Glasern auf der Basis eines aktivierten lonensprung-
mechanismus zu erklaren. Unter der Voraussetzung einer Verteilung von Sprungweiten
und Barrierehdhen erhalten sie eine frequenzabhangige Hiipfrate v = 1/7,, mit der sie die
Spektraldichte mittels der “effective medium approximation” zu

) _ v(w)
Joa(w) = Fla)2 (@) + o (2.42)

mit der Strukturfunktion f(g) berechnen (g = Impulsiibertrag). Fiir die Diffusion leichter
Teilchen werden mit diesem Ansatz die glastypischen Merkmale von 77! bei hohen Tem-
peraturen in Li,O - 3 ByOj richtig wiedergegeben [42]. Jedoch mufl in diesem Modell die
Voraussetzung erfiillt sein, daB eine ausreichend hohe Sondenkernkonzentration iiber die
Dipol-Dipol-Kopplung zu einer gemeinsamen Spintemperatur im System fiihrt.

VI) “Diffusion-controlled relaxation model”

In neueren Arbeiten diskutieren Elliott und Owens [41, 44] die nukleare Spinrelaxation
in glasartigen lonenleitern und ungeordneten Kristallen im Rahmen eines “diffusion-
controlled relaxation (DCR)” Modells. Dabei nehmen sie an, dafl der lonentransport
iiber die Bewegung von Defekten auf dem Zwischengitter erfolgi. Der fir das dispersive,
dynamische Verhalten beim lonentransport verantwortliche Relaxationsprozef} findet an
eben diesem Zwischengitterplatz des Defektes statt. Ein lon kann aber nur dann rela-
xieren, wenn der Relaxationsschritt von einem anderen ankommenden Teilchen getriggert
wird.

Vorausgesetzt, dafl alle diffundierenden Teilchen zu diesem ngge;prozeﬁ beltragen
konnen erglbt smh dle Korrelationsfunktmn

goq(T) = cexp {-—-;—} exp {— (%)1;2} (2.43)

¢

mit den beiden charakieristischen Zeiien

1 1
= — +47DRn — = 647 DR*n® (2.44)

Te T3

nh"-..l =

Die Konstante ¢ (0 < ¢ < 1) beschreibt den Anteil der unmittelbar bei i = 0 relaxie-
renden Defekte. Des weiteren gehen in diese Beziehungen der Diffusionskoeffizient [ des
‘Substrates, die Konzentration n (mobiler) Ionenspezies und der Radius R des Zwischen-
“gitterplatzes ein, in dem der RelaxationsprozeB auftritt. 7, ist die charakteristische Zeit
fiir den einfach-exponentiellen Korrelationszerfall (2.27). '
Die aus (2.43) erhaltene Spektraldichte stellt sich als Summe des BPP-Ausdruckes
(2.28) ‘mit der Substitution 7, — 7, und einem zweiten Beitrag dar, der das nicht-

c

‘BPP-Verhalten ausdriickt. Dieser Korrekturterm tendiert zu Null, wenn 1) wrl €1




2.1. DIE “KLASSISCHE” NMR-THEORIE 21

—7 - - -
T -8+ -8 —
73]
F\ ) k
-9~ -9 —
\}-: - -
o —10 ~10 -
8 i ]
-1 - —11 —
'—12 TIII}IFIIIiiI}_12 IIEEI_IT{llllli
0O 1 2 3 4 5 & 7 o 1 2 3 4 5 6 7
1000 K / T 1000 K / T

Abbildung 2.2: Temperaturabhéngigkeit von 77" fiir das DCR-Modell mit der Parame-
terwahl: a) 7i/7 = 0.02 bzw. b} 7//m = 2. Die Larmorfrequenz wy = 100 MHz und die
Aktivierungsenergie £, = 0.3 eV sind nach {44] gew&hlt. Die gestrichelten Linien stellen
die BPP-Kurve gemif (2.30) dar.

(“Hochtemperaturlimes”) oder 2.} y/7//m — 0. Die letzigenannte Bedingung ist gleich-
bedeutend damit, dafl die Konzentration diffundierender, “triggernder” Teilchen ver-
nachlassigbar ist. Ein einfach-exponentieller Relaxationszerfall wird also genau dann
erreicht, wenn keine Korrelationen zwischen den verschiedenen Relaxationszentren und
-erscheinungen vorliegen [44].

In einer Arrheniusauftragung der mit (2.30) erhalienen Relaxationsraten iber die in-
verse Temperatur verdeutlicht sich dieser Sachverhalt in einer dern BPP-Verhalten glei-
chenden Ratenkurve fiir kleines 7//7 {Abb. 2.2 a). Mit steigendem Verhalinis verschiebi
sich diese Kurve zu kleineren 7T-Werten, so daB die Bedingung fiir das Ratenmaximum
nicht mehr durch wor! = 1 gegeben wird (vgl. S. 15). Gleichzeitig wird die Ratenkurve
in bezug auf das Maximum zunehmend asymmetrisch, die Temperaturabhingigkeit von
T, nimmt mit fallendem T ab (Abb. 2.2 b) [44]. Diese Vorhersagen ihres DCR-Modells
sehen die Autoren in Vergleichen mit Messungen an diversen Germanatglisern bestatigt.
Insbesondere das Erreichen der BPP-Ergebnisse fiir abnehmende Ionenkonzentrationen
ist aus den MefBldaten zu extrahieren. '

Zum Abschlufl dieses Abschnittes seien noch die Arbeiten von Sholl et al. erwédhnt, die
sich mit der nuklearen Spinrelaxation infolge der Dipol-Dipol-Wechselwirkung oder der
Wechselwirkung des nuklearen Quadrupolmomentes mit fluktuierenden elektrischen Feld-
gradienten beschiftigen [45-60]. Unter Beriicksichtigung diverser Sprungmodelle fiir die
diffundierenden Teilchen (oder Leerstellen) in den unterschiedlichsten Kristalltypen (FCC,
BCC, SC-Finkristalle) und Flissigmetallen werden die jeweiligen Spekiraldichten berech-
net.. Diese werden vornehmlich durch approximative Polynome dargestellt, deren Koef-
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fizienten numerisch berechnet und tabellarisch aufgefithrt sind.

In einer neueren Arbeit diskutieren Korb et al. [62] die dipolare Relaxation in lamel-
laren Strukturen. Waihrend sich eine Spinspezies in einer unendlichen Ebene bewegt,
steht einem zweiten Spin hierzu eine unendliche Schicht endlicher Dicke zur Verfiigung.
Sie finden u.a. eine Abhéngigkeit des Exponenten 3 in der Magnetfeldabhangigkeit (2.33)
von dem Verhaltnis des longitudinalen zum transversalen Diffusionskoeffizienten in der

Schicht und von deren Dicke.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, daB alle aufgefiihrten Modelle einige Eigen-
schaften der experimentellen Daten fiir eine spezieile Auswahl von Glassystemen verniinf-
tig wiedergeben kdnnen. Gleichzeitig miissen aber Modifikationen in bestimmten Parame-
tergroflen vorgenommen werden, um Abweichungen in anderen Teilaspekten der jeweiligen
Auswertungen gerecht werden zu kdanen [44].

Zu bemerken ist auflerdem, da8 die auftretenden Parameter (teilweise) eine direkte
Beziehung zu mikroskopischen, physikalischen Gréflen vermissen lassen; sie gehen nur
als Fitparameter in die Auswertung ein. Teilweise kommen die Autoren hinsichtlich des
mikroskopischen Verstdndnisses der einzelnen Parameter sogar zu unterschiedlichen Aus-
sagen. Z.B. vermuten Elliott und Owens, dafl die Aktivierungsenergie auf der Hochtem-
peraturflanke die mikroskopisch relevante Gréfle in den Prozessen ist, zumal sie der
Leitfahigkeitsaktivierung F, in den lonenleitern entspricht. Im Gegensatz zu Funke und
Ngai weisen sie der niedrigeren Aktivierungsenergie auf der Tieftemperaturflanke keine
physikalische Bedeutung zu; sie gilt nur als Best&tigung des nichtexponentiellen Verhal-
tens des Relaxationsprozesses im DCR-Mechanismus.

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Modelle sind ausschlieBlich als Erweiterungen
zum einfachen BPP-Ansatz (2.27) zu verstehen. Dal die jeweiligen Ansiize im Rahmen
der BWR-Theorie hergeleitet werden, manifestiert sich u.a. darin, dafl generell auf die
Gleichungen (2.24) oder {2.26) in der Diskussion der Relaxationsrate zuriickgegriffen wird.
So gelten alle Resultate nur unter der Bedingung (2.17) fiir die Zeiiskalen im Rahmen der
Stérungstheorie aus Abschnitt 2.1.2. Grundsatzlich bleibt es aber auch fraglich, ob die
Beziehungen zwischen 7' und den Spektraldichten verninftig sind.

" In den beiden abschliefenden Abschnitten zur klassischen Theorie werden nunmehr
drei weitergehende Uberlegungen vorgestellt, die nene Aspekte in der Diskussion der Spin-
Gitter-Relaxation untersuchen. In den eigenen Ansitzen zur Beschreibung des longitudi-
nalen Polarisationszerfalls werden sie zudem eine wichtige Rolle spielen.

2.1.5 Homogene oder inhomogene Miitelung

Bei der Untersuchung der Spinrelaxation in glasartigen Systemen mufl beriicksichiigt wer-
den, daf die ungeordnete Struktur eine Vielzahl von Bereichen mit unterschiedlichen Son-
denkernumgebungen hervorruft. Wie sich diese Unordnung in der zeitlichen Entwicklung
der Kernpolarisation auswirkt, hingt in starkem MafBe von der Zeitskala ab, auf der die
relevante Spinbewegung untersucht wird. ' '
"Dies kann in einfacher Weise verdeutlicht werden, wenn man einen einfach-exponentiel-
len Polarisationszerfall fiir jeden Spin zugrundelegt. Hierzu muf die Bedingung {2.17) der
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BWR-Theorie fiir die Korrelationszeit erfiillt sein. Ist die Spinbewegung dariiberhinaus
schnell genug, so dafl im Verlauf der Mefzeit ein Austausch oder eine Kopplung zwischen
den einzelnen Sondenspins in den unterschiedlichen Systembereichen maglich ist, kann die
Gesamtpolarisation aus dem homogenen Mittel iiber die Einzelzerfélle

Prom(t) = Po exp{—(T7)t) (2.45)

hergeleitet werden. Ein typisches Beispiel fiir diese Vorgehensweise bietet der im Ab-
schnitt 2.1.4 vorgestellte Ansatz einer Verteilung von Korrelationszeiten {Cole-Davidson-

Verteilung).
Wie in der Einleitung skizziert, zeichnet sich die §-NMR-Methode durch verdiinnt

vorliegende Sondenkerne aus. Obwohl die Spinbewegung mdglicherweise schnell genug
ist, so dafl gemif der Bedingung (2.17) ein lokal einfach-exponentieller Polarisationszer-
fall gerechifertigt ist, findet kein Kontakt zwischen den weiter entfernten Sonden mehr
statt. In einem einfachen Ansatz kann hierbei die Entwicklung der Gesamtpolarisation als
inhomogenes Mittel {iber die isolierten Sondenkerne 7 in den verschiedenen Umgebungen
berechnet werden. :

Pina(t) = Py (exp{—t/T}}) (2.46)
Stéckmann und Heitjans [75] erhalten in diesem Zusammenhang unter Beriicksichtigung
eines Abstandsgesetzes fiir die Kopplung der Kernspins an die Relaxationszentren der
Nachbarschaft ein nichtexponentielles Abklingen der Relaxation geméf}

th{t) = .lDO exp{—\/ i/Ti,',,h} (247)

Ein solches Verhalten der Kernpolarisation wird u.a. in f-NMR-Messungen an Li-Borat-
glasern gefunden [12].

Wie sich zeigt, kann dieses Prinzip der inhomogenen Mittelung das im Abschnitt 2.1.3
beschriebene anomale Relaxationsverhalten der glasartigen Substanzen nur ansatizweise
erkliren. Dennoch wird es ein generelles Merkinal des in dieser Arbeif untersuchfen
Modellansatzes darstellen, wie er im Kapitel 2.3 diskutiert wird.

2.1.6 “Allgemeinere” Modelle fiir die Limites grofier/kleiner
Larmorfrequenzen

Obwoh! moderne Theorien zur Spinrelaxation “nicht-Markovsche” Bewegungsgleichun-
gen fiir die Spindichtematrix nutzen, werden die Relaxationsfunktionen generell im Limes
kurzer Korrelationszeiten hergeleitet; die relevanten Korrelationsfunkiionen ggp(7) zer-
fallen auf Zeitskalen, die kiirzer als die MeBzeiten sind. Diezemann und Schirmacher
leiten alternativ eine allgemeine, frequenzabhingige Relaxationsfunktion her, ohne auf
diese Markov-Approximation in den Korrelationsfunktionen zuriickzugreifen [78].
~ Den Ausgangspunkt bildet die Liouvillegleichung des Gesamtdichteoperators nach
o 9 ot) = ~1Lolt) = 51o(0), Hr + Hy + Haa] (2.48)
fiir die Hamiltonoperatoren des isolierten Spinsystems 7y, des isolierten Gitters Hy und
der Spin-Gitter-Wechselwirkung Hy;,. Unter den Annahmen,
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o daB keine Riickkopplung der Spins auf das Gitter stattfindet 7 und
e dafl das System im thermischen Gleichgewicht startet,

wird (2.48) durch eine Mittelung iiber die Gitterfreiheitsgrade in die Bewegungsgleichung
fiir die Spindichtematrix o(?)

d 5
—a(t) = —1Lyo(l) - / drk(v)o(t — 7) (2.49)
o
tberfithrt. Der Licuville-Operator Lo = —[o, H/1/A beriicksichtigt die fiber die Gitier

freiheitsgrade gemittelten Beitrdge aus H; und des statischen Termes aus dem Wechsel-
wirkungshamiltonian #;z. Die fluktuierenden Beitrdge der Spin-Gitter-Wechselwirkung
AHyy, gehen in den Kern K{7) ein.

Ist das duflere Zeemanfeld By grof genug, um eine Approximation zweiter Ordnung
hinsichtlich der Spin-Gitter-Wechselwirkung in diesem Kern zu rechifertigen, werden Re-
laxationsfunktionen fiilr Wechselwirkungstensoren zweiter Stufe, d.h. { = 2 in (2.12),
berechnet. In der Einschrinkung auf J = 1/2 (Dipolar) und I = 1 {Quadrupolar) kann
so das Relaxationsverhalten von Observablen untersucht werden, die den generalisierten
Bloch-Gleichungen (2.5) geniigen ©.

Die Autoren erhalten dann explizite Zeitentwicklungen fiir die verschiedenen Kohé-

renzordnungen, z.B. fiir den longitudinalen Relaxationszerfall im Laplace-Raum

(Tio(s)) =[5+ Ki(sien)] “(Ta(0) . Kilsswn) = 3G} 3" (s +qui)  (2:50)

g=-2
mit der Hilbert-Stieltjes Transformierte der Spektraldichte
I B Jaa(w)
Jo(z) = — f_w du 2202 (2.51)

Die Konstante €, ergibt sich aus dem lokalen Wechselwirkungsterm. ‘

Mit |wg| > |s| zerfillt die Relaxationsfunktion (2.50) einfach-exponentiell mit des
Relaxationsrate

I K&(O;wo) = T;i : (2.52)
Obwohl diese Ergebnisse auf die Bedingung (2.17) kurzer Korrelationszeiten aus der BWR-
Theorie verzichten, mufl betont werden, dafi alternativ die inverse Larmorfrequenz eine
“intrinsische Zeitskala” bestimmt, die fiir das Aufireten dieses einfach-exponentiellen Po-
larisationsabfalles verantwortlich zeichnet. Diese generelle Zerfallscharakteristik ist un-
abhangig von der in (2.51) eingehenden Spektraldichte bzw. Korrelationsfunktion. In [76]
wird dieser Aspekt fiir eine einfach-exponentielle Korrelationsfunktion (2.27) und einen
Zerfall mit gestrecktem Exponenten, wie z.B. {2.37), diskutiert. Die Autoren weisen aber

o TDie Dichtematrix pr(t) der Gitterfreiheitsgrade ist dann zeitunabhingig und kommautiert mit 7y,
- 3Die Autoren bemerken, daf ihr Formalismus auch fiir ailgemeinere Fille in diesen Wechselwirkungen

giltig bleibt.
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darauf hin, da die einfach-exponentielle Polarisationscharakteristik fir grofle Larmor-
felder auch fiir kompliziertere Formen des Korrelationszerfalles giiltig bleibt. Bei den
typischen Werten von einigen us fiir wy' sollte sich die spezielle Form der Korrelation nur
auf kurzen Zeitskalen auswirken; die Abweichungen werden aber vermutlich durch andere

Mefleffekte iberdeckt.

Nach der Diskussion des Relaxationsverhaltens im Hochfeldlimes ist es illustrativ, den
entgegengesetzten Grenzfall verschwindender Larmorfelder zu untersuchen. Vorgestellt
werden hierzu allgemeinere Uberlegungen von Campbell et al. [78-82], die — abweichend
von den bisher vorgestellten Modellen — nicht den Dichtematrixformalismus zur Grund-
lage haben.

Ausgangspunkt der Arbeiten ist die Beobachtung, daB das Relaxationsverhalten von
Spinglasern nach einer kleinen Feidinderung im Bereich der Glasiibergangstemperatur
hochgradig nichtexponentieil ist [77]. Diese Relaxationsantwort ist sogar in allen Mate-
rialien beobachtbar, die eine “Glasordnung” aufweisen (wie z.B. Polymere, Dielektrika,
Supraleiter, Proteine etc.}. Obwohl die jeweiligen mikroskopischen Strukturen stark un-
terschiedlich sind, zeigt sich in diesen Merkmalen, da8 es ein universelles Verhalten auf
fundamentaler Basis geben muf} {78].

In Anlehnung an eine Arbeit von Ogielsky [82] untersucht Campbell die Relaxation
eines Ising-Spinsystems

¢(t) = (Si(2)5:(0)) (2.53)

als Diffusion der 2V Vertizes eines Hypercubus der Dimension N im Spinphasenraum. Die
Relaxation erscheint dann als Folge eines Perkolationsiiberganges in diesem Phasenraum.
Naher betrachtet entspricht jede Systemkonfiguration des Ising-Spinglases einem Punkt im
Phasenraum; ein Spinflip bezeichnet einen Sprung zu einem nachsten-Nachbar-Platz. Bet
gegebener Temperatur T fiihrt das System also eine Diffusion zu energetisch erreichbaren
Punkten im Phasenraum aus. Die Verinderung der Temperatur spiegelt sich dann in der
Anderung der Perkolationswahrscheinlichkeit und somit im Relaxationsverhalten wider
[77].

o Fiir Temperaturen T > Tg, (= Griffiths-Temperatur) sind alle Phasenraumzustande
erreichbar; das System ist ergodisch. In dieser kompakten Struktur mit einem grofen
Cluster zusammenhangender Vertizes existiert nur eine charakteristische Zeit [78].

 Dies fithrt auf eine einfach-exponentielle Relaxation von ¢(%).

e Im mittleren Temperaturbereich (T, > T > T,) ist das System nicht mehr er-

. godisch, bleibt jedoch symmetrisch im Edwards-Anderson-Sinne [83]. Der Phasen-
. raum besitzt eine nicht kompakte, aber noch perkolierende Struktur; grofie und
kleine Cluster gleicher Energie existieren nebeneinander, sind aber duich hohere
.. Energiebarrieren getrennt. In dieser fraktalen Struktur gibt es mehrere charakteri-
stische Zeitskalen, so daf} die Relaxation gestreckt-exponentiell wird. -~

weml-@) e
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Abbildung 2.3: Darstellung der Relaxationsrate  (a) und des Exponenten § (b) als Funk-
tion der Konzentration p fiir den 16-dimensionalen Hypercubus aus [80]. Die Perkolations-
schwelle ist durch die gestrichelte Linie dargestellt.

Der Grenzwert des Exponenten B bei T, wird mit einer fraktalen Dimension d gemsf3
8 =2/(2+d) in Beziehung gesetzt [77]. Fiir N > 6 Spinteilchen gilt d = 4, so daf
B=1/3.

‘e Im Temperaturbereich T < T}, liegt aufgrund der eingesetzten Symmetriebrechung
. eine vollstindig fragmentierte und lokale, nichtkompakte Struktur des Phasenrau-
mes vor. AusschlieBlich lokale Spinzustinde mit niedrigen Energiebarrieren sind
erreichbar. Campbell [77, 78] und Ogielsky [82] vermuten ein durch ein Potenzgesetz
g(t) ~t7° (2.55)
bestimmtes Relaxationsverhalten; der Exponent z ist wie § und 7 temperaturab-
“héngig. Nahe bei T, kann er durch den KWW-Exponenten 5 aus (2.54) ausgedruckt
werden [79‘ 82], .. € - : o o I S R
. 5
p =

=55 (2.56)

Diese phanomenologischen Ergebnisse konnten durch numerische Simulationen der Dif-
fusion auf einem Hypercubus entsprechend einem Perkolationsproblem bestitigt werden
(80].  Die Ergebnisse (Abb. 2.3) zeigen einen einfach-exponentiellen Zerfall von ¢() von
p =1 bis p, = 0.5. Anschliefend fallt der Exponent stetig auf A = 1/3 ab, bis die Perko-
lationsschwelle p> erreicht wird. Unterhalb der Schwelle steigt der Exponent wieder an.
Die Darstellung der Relaxationszeit weist einen Anstieg derselben mit fallendem p auf.
Nach Erreichen eines Maximums bei p; nimmt 7 wieder ab.
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Dieses universelle Verhalten konnte an verschiedenen Relaxationsprozessen in (Spin-)
Glasern untersucht und bestitigt werden {78, 86]. Eine experimentelle Bestatigung bei Sy-
stemen mit kernmagnetischer Relaxation steht aber noch aus. Probleme bereiten hierbei
die begrenzten Zeit- und Frequenzfenster. Trotz der komplizierteren Phasenrdume sollten
die obigen Uberlegungen aber prinzipiell auf diese Systeme iibertragbar sein.

Continento und Malozemoff {87] erzielen hierzu konsistente Frgebnisse aus einer al-
ternativen Vorgehensweise. Sie untersuchen den Zeitzerfall der Magnetisierung beim Ab-
schalten eines schwachen Feldes bei { = 0 im Rahmen eines Fraktalmodells. In der
Annahme der Existenz einer temperatur- und magnetfeldabhéngigen, charakteristischen
Clustergrofle ¢ ist die Relaxation eines Clusters dieser Linge einfach-exponentiell mit der
Relaxationszeit 7 = 75¢% und einem kritischen Exponent z aus der Spinglastheorie.

Aus der Untersuchung der Relaxation in Anlehnung an das Perkolationsmodell des
Phasentiberganges erhalten die Autoren den Zeitverlauf der Magnetisierung aus einfachen
Skaleniiberlegungen im Langzeitlimes zu

M(t)fvexp{ (t/7)'" "} mit n=z/{z+v) (2.57)

mit einem weiteren kritischen Exponenten v [87]. Die nahere Untersuchung bestimmter
Systeme ergibt dann ebenfalls einen Exponenten (1 —n) &= 1/3 bei T},

2.2 Stochastische Theorien

Entspricht die Storungswechselwirkung eines dynamischen Systems einem stochastischen

Prozef, muB die Liouville-Gleichung (2.7) im Phasenraum bzw. im Raum des quanten-
mechanischen Dichteoperators

d

1) = —Lr + L)} p(2) (2.58)

ebenfalls als stochastische Gleichung betrachiet werden [88]. Das Ensemblemittel der

formalen Integrallésung definiert dann den Relaxationsoperator
t
o(t) = {EKP [—zﬁﬂ ~1 / ﬁ;L(T)d‘i‘]} , (2.59)
0

der die Systementwicklung beschreibt.

Dieser statistische Ansatz liefert ein wichtiges Werkzeug zur Untersuchung physikali-
scher Systeme, die eine grofie Zahl von Freiheitsgraden besitzen. Vor allem entsprechende
Betrachtungen in der Losung von Vielteilchenproblemen besitzen ein geeignetes Entwick-
lungspotential. Hierzu schlugen Kubo, Toyabe [17] und Anderson [18] einen allgemeinen
Lésungsweg der stochastischen Liouville-Gleichung vor, bei dem anstelle eines kollek-
tiven Gesamtsystems, wie in der klassischen NMR-Theorie, ein Ensemble voneinander
unabhéngiger Spins mit zeitlich fluktuierender Larmorfrequenz &(t) betrachtet wird. Im
klassischen Bild der Spinprazession entspricht dies formal der Vorstellung, dafl die mag-
netischen Wechselwirkungen der Spins durch effektive, lokale Magnetfelder charaktenslert
sind, in denen die mag'zetlschen Momente prazcssmren :

Die Merkmale dieser Vorgehensweise lassen sich in einfacher Weise anhand der irans-

versalen Spinrotation darstellen.
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2.2.1 Einfache Ansitze in der transversalen Spinrelaxation

Betrachtet wird ein Ensemble klassischer Spins, die senkrecht zum Magnetfeld polarisiert
sind. Zeigen die Spins zur Zeit t=0 in z-Richtung, fithrt ein in z-Richtung zeigendes Feld
B(t) zu einer Rotation des Spins in der z-y-Ebene. Diese Rotation 18t sich nach (2.1)
durch die Bewegungsgleichung

-;?s = iw() - S (2.60)

in der komplexen Ebene mit |S| = 1 beschreiben. w(t) bezeichnet die Larmorfrequent,
die das Magnetfeld ® dem Spin zur Zeit ¢ aufpragt. Im allgemeinen besteht w(Z) aus einem
externen, statischen Anteil wy und einem zusitzlichen lokalen Feld «'(f), das durch die

spezielle Umgebung dem Spin aufgeprigt wird.

Die Bewegungsgleichung (2.60) 128t sich formal integrieren, und man erhalt im mit wg
rotierenden Bezugsystem

S L[ dru )] (2.61)
— [ .
() =exp |+ [ d'w(t)| (2.61)
Bet zeitlich konstanter Larmorfrequenz w' folgt trivialerweise

S(t) = exp (w'1) (2.62)

Der Ensemblemitielwert iiber alle Spins

PU) = {S@)} = {exp [z / t atd ()]} (2.63)

wird als Mittelwert iiber alle Frequenzmodulationen «'(f) angesehen, die die jeweiligen
Fluktuationen in den magnetischen Wechselwirkungen charakterisieren. Diese sollen keine

systematischen Anteile enthalten, d.h. {'(2)) = 0.
Beschreibt man die Ungrﬁnnngin den lokalen Feldern durch eine Ga,x_ﬁverteilung (B. 13

fiir &' erhilt man z. B im Fall statischer Spins folgende gauBfSrmige Zeitabhangigkeit der

Polarisation
2i2

Pt) = {S(1)}, = exp (——2—) (2.64)

Die Varianz o der Verteilung geht in diesem Zusammenhang als Ma8 fiir diese Unordnung

in der lokalen Struktur ein.

' Die einfachste Mdglichkeit, eine Spinbewegung in die Diskussion einzubeziehen, bietet
der Sprungprozef der einzelnen Spins zwischen zwei Plitzen mit unterschiedlichen Lar-
morfrequenzen w, und wy. Da dieses Modell, das von Kubo und Tomita diskutiert worde
[16, 17, 89], in der weiteren Arbeit eine bedeutendere Rolle spielen wird, wird es in Kapitel

3 naher dargesteilt

In einem alternativen Theorieansatz machen Anderson {18} und Kubo, Tomita [17, 90]

Im folgenden werden die Bezeichnungen “Larmorirequenz” und “Magnetfeld” synonym benutzt.
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hinsichtlich der stochastischen Natur von w'(f} die Annahme, dafl es sich um einen sta-
tionaren, gauBischen Prozefi mit der Varianz ¢ handelt. Dieser Ansatz ist z.B. gerecht-
fertigt, wenn w'(¢) das Ergebnis vieler schwacher, unkorrelierter Stérungen ist. Da in
der Kumulantenentwicklung [91] der Polarisation P(t) (2.63) alle Kumulanten héherer als
zweiter Ordnung verschwinden, folgt dann unmittelbar

P(t) = exp [-% i i, | ‘ dtg(w'(t[)w’(tz))] = exp [- / (o () (0)) (2 ——t’)} (2.65)

Nimmt man zudem an, dafl w(¢) ein Markov-ProzeR ist, zerfallen diese Korrelationen
nach einem Theorem von Doob (siehe z.B. in [91]) wie im BPP-Ansatz {2.27) einfach-

exponentiell

t

(W' (£)o'(0)) = 7® exp {—-—l—l} (2.68)
TC

mit der Korrelationszeit 7.. Dieser Zerfall wird dadurch plausibel, dafl nur der exponen-

tielle Abfall (Poisson-Prozef) keine Gedichtniseffekte enthalt (Markov-Prozefl). Die aus

(2.65) berechnete Polarisation zeigt aber keinen einfach-exponentiellen Zerfall mehr.

P(t) = exp (—0’27'3 lexp{—t/m} -1+ t/'rc]) (2.67)

In Abhéngigkeit von o und 7. lassen sich zwei Grenzfille diskutieren, die die grundsatzliche
Phénomenologie der Linienverengung aufzeigen.

1. In dem “statischen” Grenzfall o7, > 1 wird die Polarisation vom Verhalten bei
Zeiten { € 7, dominiert. Die langsamen Frequenzfluktuationen spielen eine unter-
geordnete Rolle, so daB die Fourier-Transformation eine gauffformige Resonanzkurve
I{w) mit statischer Linienbreite & liefert. Im Zeitraum ergibt sich ein gaufformiger
Zerfall mit

a??

P(t) ~ exp (-——2—-) (2.68)

2. Im entgegengesetzten Limes '° o7, « 1 wird die Relaxation vom Verhalten fiir Zeiten
¢ > 7, beeinflult. Dem resultierenden einfach-exponentiellen Polarisationszerfall

P(t) ~ exp(—o?rdt) (2.69)

der den Ausmittelungseffekt schneller Fluktuationen verdeutlicht, entspricht im
Fourier-Raum eine Resonanslinie /(w) mit Lorentzprofil und reduzierter Breite o?r..

Neben diesem Gauf-Markov-Prozefl sind auch nicht-gauBsche Modelle fiir die stocha-

stische Frequenzmodulation «/(t) untersucht worden [18, 90], bei denen /(t) durch instan-

tane Ubergange zwischen mehreren Frequenzen wy, . . ., w, definiert wird. Diese Ubergénge
werden wiederum durch einen Markov-ProzeB (2.66) mit konstanter Ubergangsrate
bestimmt [16, 17, 18, 90]. Im sogenannten “strong-collision”-Modell [90] wird z.B. in

108ilshee und Hone {83} zeigen, dafl diese Bedingung nicht grundsitzlich geeignet ist, die Giltigkeit der
folgenden Bezichung (2.69) fir dic verengte Linienbreite sicherzustellen.
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Abbildung 2.4: Polarisationszerfall des Markov-random-walk-Modells aus [95] im Ver-
gleich zum GauB-Markov-Modell (2.67) {gestrichelte Linie) fiir den Fall (o7.)? = 0.4.

einemn Poisson-Prozef jede neue Frequenz, statistisch unabhingig von der vorherigen,
einer Gaufiverteilung entnommen.

Kubo leitete die Losung dieses Modells tiber eine Chapmann-Kolmogoroff-Gleichung aus
einer stochastischen Liouville-Gleichung gemaf (2.58) her. Fine alternative Vorgehens-
weise ist die von Kehr et al. [95] vorgestellte random walk-dhnliche Beschreibung des
Problems, die auch in weiteren Modellen dieser Arbeit Arwendung finden wird. Das
grundsitzliche Merkmal dieser Methode ist die Aufteilung des Polarisationszerfalls in die
Beitrage der Frequenzwechsel mit fester Zahl I

P) = Y (R} (2.70)

Zum Anteil {Ri(2)} tra,gen also alle Spins bet, die ! Spriinge bis zur Zeit ¢ durchgefiihrt
haben. .

il = (ot on(-L) = wo(-Z)en(-)  am

w0 = ([ w5 st nton (L) emiuan)

o

o ) ; a (f _t;)z i’ o,2t12 DR
= _/o d“-“_‘p(‘ ™ )‘“““P Ty ) TR PP T

“UsSwW,

Da laut Annahme keine Korrelationen zwischen wy, wa, - ...vorliegen, konnten die Ensem-.

blemittelwerte jeweils einzeln ausgefiihrt werden.
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Die generelle Vorgehensweise dieser Methode zeichnet sich u.a. durch ihre Anwend-
barkeit auf verschiedenartige Probleme im Rahmen der stochastischen Theorie aus. Sie
bietet z.B. einen einfachen Zugang zur Beschreibung der dreidimensionalen Spinrotation
im Zweisprungprozef in Kapitel 4. Czech [98] konnte mit diesem Verfahren verschiedene
Modelle zum Polarisationszerfall diskutieren, der durch einen random walk der Spins von
oder zu magnetischen Stdrstellen bestimmi ist. Des weiteren kann die Mittelung iiber ein
Ensemble von verschiedenen Frequenzen wie im obigen Beispiel transparenter dargestellt

werden.

Die Losung von (2.70) kann im Laplace-Raum exakt berechnet werden {95]. In den Grenz-
fallen langsamer bzw. schneller Frequenzmodulation liefert das Modell das asymptotische
Verhalten der Gleichung (2.67) (siche den Vergleich in Abb. 2.4). Aber auch das inter-
mediire Verhalten dhnelt dem Gaufl-Markov-Modell fir w'(f), was nicht zuletzt an den
sehr schnell, d.h. exponentiell zerfallenden Frequenzkorrelationen liegt .

Die Resultate dieser ersten Modelle kénnen vielfach zur qualitativen Beschreibung der
Linienverengung durch Bewegung in Gasen und Fliissigkeiten herangezogen werden. Die
Anwendbarkeit scheint jedoch fraglich, wenn die zeitlichen Frequenzmodulationen durch
Diffusions- oder random walk Prozesse auf Gittern hervorgerufen werden. Der hierbei ty-
pisch langsamere Zerfall der Frequenzkorrelationen aufgrund maglicher Riicksprung- bzw.
Riickkehreffekte wird bei abnehmender Dimensionalitit d des zugrundeliegenden Gitters

immer bedeutsamer.
Obwoh! ein so definierter Prozefl offensichtlich nicht-gaussisch ist, ist es instruktiv,

den Einflufl des langsameren Korrelationszerfalls in niedrigdimensionalen Systemen in
Verbindung mit einem Gaufprozef fiir &'({) zu untersuchen [100-103]. Ausgehend von
dem Problem der Austauschverengung von ESR-Linien quasi ein- bzw. zweidimensionaler
Substanzen leiten die Autoren die relevante Korrela,tlonsfunktmn {('(1)o’(0)} aus der
einfachen random-walk-Theorie ab. '

Mit dem diffusiven Langzeitverhalten

(w(t)w(0)) ~ o}/ (2.72)
erhalten sie einen asymptotischen Polarisationszerfall, der schneller als einfach-exponen-
tiell ist.

P(f) = exp[~const 62{3/?] (d=1) (2.73)
P(t) = expf[—const % In(t)] (d=12)
In diesem Zusammenhang ist festzuhalten, daB der GaufiprozeB stets zu einem einfach-

exponentiellen Zerfall fiihrt, wenn die Frequenzmodulationen so schneH zerfallen dal eine -
endliche Korrelationszeit 7. definiert werden kann. : - S

L1
T {w(0))”

DaB das Ergebnis {2.73) fiir d = 1 zu einem Verhalten fiihrt, das qualitativ zwischen
den Grenzfillen (2.68) und (2.69) der GauB-Markov-Theorie liegt, macht dieses Modell

[T auo) < e (274)
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physikalisch interessant und ist als Konsequenz der Riickkehreffekte zu deuten. Tatsich-
lich lassen sich hiermit Messungen von ESR-Linien an eindimensionalen Systemen relativ

gut beschreiben [100, 101].

In den dargestellten Modellen wurde der Polarisationszerfall voneinander unabhingiger
Spins betrachtet; dies kann im Fall vieler wechselwirkender Spins nur als N dherung ver-
standen werden. Eine detaillierte Theorie fiir die Spinkorrelationsfunktion austauschge-
koppelter Spins in d = 1 und d = 2 wurde von Reiter und Boucher {103] entwickelt. Ihre
selbstkonsistente Theorie liefert einen exponentiellen Zerfall der Spinkorrelationsfunktion,
wobei diese auf die dipolare Wechselwirkung der Spins und nicht, wie in den vorgestell-
ten Modellen, auf die Wechselwirkung der Spins mit dem Wirtsgitter zuriickzufiihren ist.
Aufgrund der geringen Sondenkernkonzentration in der uSR- und S-NMR-Methode 1
braucht diesem Punkt in den eigenen Modellen keine weitere Bedeutung beigemessen zu
werden.

Obgleich die bisherige Annahme eines Gaufiprozesses physikalisch sinnvolle Ergebnisse
liefert, stellt sich die Frage, inwieweit diese Niherung sur Beschreibung des tatsichlichen
Polarisationsverhaltens herangezogen werden kann. Hierzu lassen sich aus einer Arbeit
von Czech und Kehr [104] zwei Aussagen extrahieren.

1. Grundsalzlich stellt die Niherung (2.65) zu allen Zeiten ¢ eine untere Grenze fiir
den tatsachlichen Polarisationszerfall dar.

2. Wie auf S. 29 angedeutet ist, entstammt die gauBsche Niherung (2.65) dem ersten
Term einer Kumulantenentwicklung {16, 91] des zugrundeliegenden Bewegungspro-
zesses, d.h. einer Entwicklung fiir kurze Zeiten ¢. Der zeitliche Bereich, in dem
der Polarisationszerfall mit einer bestimmten Ordnung £ der Entwicklung noch
gut wiedergegeben wird, vergréfert sich mit abnehmender Varianz o der betrach-
teten Frequenzverteilung, die als MaB fiir die Unordnung des Systems eingeht.
Wachst diese Unordnung an, werden feinere Details der Bewegung und der dadurch
bedingten Frequenzkorrelationen entsprechend frither wichtig. Beriicksichtigt der
Gaufiprozeff nur Korrelationen aufgrund einfacher Riickkehreffekte zu den Gitter-
plitzen, gehen in die Kumulanten der Ordnung & sowohl Korrelationen durch ein-
fache Riickkehr zu & verschiedenen Plitzen als auch solche durch mehrfache (2£-

fache) Besuche auf einzelnen Platzen ein.

Abschlieflend bleibt festzuhalten, dafl der Ansaiz eines GauBprozesses, die Markov-Natur
des random walk Prozesses und der langsame Zerfall von (w'(¢)o/(0}) im Hinblick auf das
Theorem von Doob [91] inkonsistent sind. In dieser Hinsicht untersuchen Czech und Kehr
[98, 104, 105] eingehend das Modell, bei dem einzelne Spinteilchen auf einern Gitter mit
zufilligen Rotationsfrequenzen w, einen random walk ausfiilhren. Aufgrund des speziellen
~ Interesses an diesem Modell wird es im Kapitel 3.3 naher skizziert.

11Giche die Darstellung der MeBmethoden in der Einleitung.
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2.2.2 Erste Modelle und Theorien zur longitudinalen Relaxa-
tion
In der Verallgemeinerung auf beliebig orientierte und beliebig starke Magnetfelder wird

die Rotation eines Spins im Magnetfeld B(¢) mit der Larmorfrequenz &(t) durch die klas-

sische Beziehung

d = = ~

ES(t) = a(t) x S(t) = Q(#) - S(1) (2.75)
beschrieben. Die Grofle (i(t) bezeichnet die antisymmetrische Rotationsmatrix

/ 0 —W, wy \
= ( w, 0 —w, J (2.76)

—wy Wy ]

[re}

Ahnlich wie im transversalen Problern (2.62) erhalt man bei zeitlich konstanter Larmor-
frequenz die triviale Losung

Uy

(1) = exp(Qt) - S (2.77)
Da das Hauptaugenmerk dieser Arbeit in der Untersuchung der longitudinalen Spinre-
laxation liegt, wird die anfingliche Polarisation des klassischen Spinensembles parallel
zu einem aufleren Feld « eingestellt {Tj-Prozel). Wahlt man «y = wpe,, bedeutet dies
5(t = 0) = &,. Im Rahmen der stochastischen Theorie wird das auf die Spins wirkende
Magnetfeld & dann neben diesem statischen Feld &y durch den lokalen, stochastischen
Anteil /(1) bestimmt.

In einem ersten Ansatz untersuchten Kubo und Toyabe [108] die Spinrelaxation fiir das
Problem statischer Spinteilchen. Da die effektiven, lokalen Felder entsprechend zeitlich
konstant sind, erhalten sie aus (2.77} die einfache Bewegungsgleichung
2 =22

w? @ —w? -
S.(t) = =3 + = cos(|w|t) (2.78)

fiir die longitudinale Spinrichtung.
Unter Beriicksichtigung einer Gaufiverieilung fir die lokalen Felder w; (¢ = 2, y, z} mit

gleicher Breite ¢ fithrt die Frequenzmittelung — in Abhangigkeit des dufleren Feldes —

auf den folgenden longitudinalen Polarisationszerfall (vergleiche auch Anhang E.1) *2.

¢ Nullfeld-Fall (() = 0):

(o]

grr(t) = {S:(1)}; = —;— +3 (1 - a2t2) exp (—-%ajﬁ) (2.79)

(-]

¢ longitudinales Feld ({w.) = wp, (ws) = {wy) =0}
e 24 | 1 gz .
B

. 20t gt 1 .
+i§f d7 exp (—_-.—02'1_'_2) sin{wy7)
wd Jo - 2 ST,

12Djese Losungen werden im folgenden anch Kubo-Toyabe- (KT-) Funktionen genannt.
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Abbildung 2.5: Losung des “strong-collision model” (2.81) fiir verschiedene Sprungraten
A im Nullfeldfall [109].

Wesentliches Merkmal des Zerfallsverhaltens im Nullfeldfall ist eine generelle Riickkehr
der Polarisation auf den asymptotischen Wert 1/3. Das Auftreten eines duleren Feldes wy
fiihrt auf einen héheren Wert; dieser strebt fiir groBe Larmorfelder dem Wert 1 zu [109].

Eine erste Erweiterung des Modells auf dynamische Situationen von Kubo und To-
yabe {108] erfolgt im Rahmen eines GauB-Markov Prozesses, d.h. der Ansatz {2.66) gilt
unabhingig voneinander fiir jede Feldrichtung wi(t) , i = z,y, 2. Wie im transversalen
Fall sind die erhaltenen Lésungen qualitativ mit den Ergebnissen eines “strong-collision”
Modells vergleichbar, das von Hayano et al. [109] fiir den longitudinalen Polarisationszer-
fall diskutiert wurde. Da letzterer Ansatz im weiteren eine gréflere Bedeutung erlangen
wird, wird nur dieser Prozefl} niher diskutiert. o

In Anlehnung an den transversalen Ansaiz von Kehr et al. {95] auf S. 30 erhalten
Hayano et al. folgende Bewegungsgleichung fiir die gemittelte longitudinale Spinkompo-
nente P

P(i) = ggr(i)exp{—Ai} {2.81)

i
+/ dt' grep(t — ') exp{=A{t — )} X gar(t) exp{—=2"} + ...
0

mit der Sprungrate A = 1/r. und der statischen Relaxationsfunktion gxr(t) aus {(2.79)
bzw. (2.80). Die Bewegungsgieichung 128t sich im Laplace-Raum exakt l3sen und nu-
merisch in den Zeitraum transformieren [110}; entsprechende Rechnungen fiir vier ver-
schiedene Sprungraten A und wy = 0 sind in Abb. 2.5 geplottet.

Fiir einen langsamen SprungprozeB (A = 0.1) ist noch ann&hernd das statische Kubo-
‘Toyabe-Verhalten erkennbar; die Riickkehr zum asymptotischen Wert 1/3 wird jedoch
unterdriickt. Wie aufS. 162 im Anhang D.2 hergeleitet wird, ergibt sich g_ein_a.symptotisch
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einfach-exponentieller Zerfall

1 2

P.(1) = zexp (-——Ai) (2.82)
3 3

Bet A ~ ¢ verschwindet dann das charakteristische Minimum der statischen Relaxa-

tionskurve. Fir A > ¢ wird der Polarisationsabfall entsprechend dem asymptotischen

Verhalien
262\ [ 2g°

Pt = (1= 35 ) exr (- 354) (2.83)

immer langsamer {“motional narrowing”) 1.

Sowohl die statische Theorie von Kubo-Toyabe als auch das “strong-collision” Mo-
dell vor Hayano et al. sind fiir die weitere Arbeit von genereller Bedeutung. Aus diesem
Grund werden weitere Eigenschaften der Losungen (2.79)-(2.83) an den Stellen vorgestellt,
wo sie im Vergleich mit eigenen Rechnungen von Bedeutung sind. Z.B. wird in Kapitel
4 auf die aligemeine Darstellung des “strong-collision” Modells im Laplace-Raum naher

Generell laﬁt sich festhalten, daB obige Gleichungen sowie weitere spezielle Ableitun-
gen dieser theoretischen Ansdtze zufriedenstellend mit pSR-Messungen zur longitudi-
nalen Spin-Gitter-Relaxation an ZrH, [108] und MnO, MnSi [111, 112] verglichen werden

konnen.

2.2.3 Diskussionen zu den Theorien von. K&bo Toyabe unci
Hayano '

Die Annahme lokaler, isotroper Zufallsfelder in der statischen Kubo-Toyabe-Theorie auf
S. 33 kann nur eine erste Approximation des tatsidchlichen Wechselwirkungseinflusses dar-
stellen. Deswegen versuchen Meier, Celio et al. {115, 116, 117], die innere Dynamik des
nuklearen Spinsystems zu beschreiben, welches mit dem Sondentellchen (’\/Iyon) wechsel-
wirkt. Explizit untersuchen sie den Hamiltonian e -

H=Y (HP+H)+Hs . (284)
i=1 o : )

der die Zeeman-Wechselwirkung #z eines Spins mit [ = 1/2 und der ¥ Nachbarspins des
Gitters (Spin J = 3/2), aber auch die Dipolwechselwirkung H{ zwischen den Spins und
den Quadrupolterm H? aufgrund der durch das Myon erzeugten Feldgradienten beriick-
sichtigt [115]. Die Zelta.bha,nglgkat der Myonenpolarisation ergxbt su:h im Helsenbergblld

aus der Bemehung S _
P(t) = Sp {pexp [L}]G exp [“ﬁ"_’]} S, (2.89)

mit der Dichtematrix p und den Pauli-Matrizen des Myons g# [118] Da die einzel-
‘nen Hamiltonoperatoren Hf nicht kommutieren, ist eine an l Ische;:Ber;echnun_g_ der

13Giehe auch die Herleitung auf S. 163,
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Abbildung 2.6: Polarisationszerfall im auferen Nullfeid fiir & nachsie Nachbarn

(a) Vergleich mit der Kubo-Toyabe- (KT)-Funktion (2.79) fiir N = 6; (b) Verglelch fir
N =4 (T}, N =6{(0) und N = 8 (C) {116]. Die Zeiten sind in der Einheit der inversen

Dipolfrequenz skaliert.

Gleichung (2.85) im allgemeinen nicht moglich. Eine alternative numerische Auswer-
tung der Eigenwerte und -zustinde kann nur durchgefiihrt werden, wenn che Dimension
= 2(2J + 1)¥ des Hilbertraumes nicht zu grof ist.

In diesern Zusammenhang stellt Celio einen approximativen Ldsungsweg fiber eine An-
wendung der Trotter-Formel [119] vor, die auch im weiteren Teil der Arbeit von Bedeutung
sein wird '*. Der Exponentialterm in {2.85) 18t sich dann in ein geeignet gew&hltes Pro-
dukt von Exponentialtermen zerlegen, so dafl die Diagonalisierung des Hamiltonians auf
Unterrdume der Grofle d = 2(2J + 1) reduziert werden kann. Weitere Vereinfachungen
ergeben sich aus dem Ubergang ins Schrédingerbild und mittels einer “random-phase ap-
proximation”, bei der das Myon parallel zur z-Richtung polarisiert ist, und die nuklearen
Spins als zufdllig polarisiert eingehen. |

- Mit dieser Vorgehensweise erhalt Celio [115} schliefilich eine Ldsung fiir das Matrix-
element (@(i)[s’ [®(¢)) %, das tiber die verschiedenen, zufdlligen Anfangszustinde des
Systems zu mitteln ist. Das Ergebnis zeigt sich zu Rechnungen von Holzschuh und
Meier {116] konsistent, die die quantenmechanischen Gleichungen (2.84) und (2.85).in
der Niherung untersuchen, dafl die Quadrupolwechselwirkung wesentlich stirker als die
Dipolwechselwirkung ist 6.

Abb. 2.6 a) gibt diese Losung fiir den Spezialfall eines Myons auf einem oktaedrischen
Platz im einem Kupfer-(fcc-)Gitter wieder, wobei das Myon mit sechs nichsten Nach-

..*¢Vergleiche hierzu die Gleichung (4.13) und die Diskussion auf S. 76.

.. '°Die vollstdndige Ldsung ist in [115), Glg. (11), 2zu finden.
18I Zhalicher Weise werden nunmerische Rechnungen fiir den. Fall einer Wechselwxrkung mlt 1 bzw 8

nichsten Nachbarnspins mit J = 1/2 oder 1 vorgestellt [117].
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barspins wechselwirkt. Deutlich ist eine starke Abweichung von dem statischen Kubo-
Toyabe-Verhalten im Nullfeld gemi# (2.79) 7 zu erkennen. Insbesondere weist die Kurve
von Meier et al. ein charakieristisches Maximum bei ¢ = 0.92/w; (w; = Dipolfrequenz)
auf; es findet keine Riickkehr zum Wert 1/3 statt. Fiir grofle Zeiten zeigt P,(Z) ein leichtes
Oszillationsverhalten.

Neben diesen generellen Merkmalen lassen sich aus dem Ansatz (2.85) noch weitere
Figenschaften des Polarisationsverhaltens extrahieren, die kurz skizziert werden sollen.

e Der Polarisationsverlauf hangt stark von der Zahl N der unmittelbaren Nachbarn
ab (Abb. 2.6 b)); z.B. fiihrt ein kleineres N zu einer starkeren Oszillation im Kur-
venschwanz. Fiir wachsendes N wird das Minimum zu kleineren Zeiten verschoben,

-was durch das Anwachsen des zweiten Momentes unimittelbar verstindlich wird.

o Beriicksichtigt man zusitzlich die nuklearen Spins aus den tibernéchsten Schalen um
den Spin, wichst die Zahl der moglichen Frequenzen in der Dipolwechselwirkung
stark an. Obwohl das Frequenzhistogramm niherungsweise die zaulRsche Frequenz-
DLl O il. WSRFTYLILIL UQD X LC\iucub.r.uauuaj.alu.u.L LillT L uuSDWCLDC i su:u WO AL J.J.C‘i'.lc]..ll.l

verteilung der statischen Kubo-Toyabe-Theorie widerspiegelt, sind die Einflisse auf
das Polarisationsverhalien klein. Erst bei groflen Zeiten werden diese zusatzlichen

Frequenzen wichtig [116].

e Die Theorien kdnnen iiber das “strong-collison” Modell von Hayano et al. [109] auf
dynamische Probleme erweitert werden, indem der verinderte, longitudinale Pola-
risationszerfall anstelle von gxr(¢) in die Gleichung (2.81) eingeht. Das generelle
Erscheinungsbild der erhaltenen Kurven fir kleine Sprungraten A entspricht quali-
tativ den Darstellungen in Abb. 2.5.

Aufgrund dieser Ergebnisse kommen die Autoren zu dem Schiuf}, dafl die Myonen-Polari-
sation im Nullfeld durch keine universelle Funktion beschreibbar ist, wie es von Kubo
und Toyabe mittels (2.79) vorgeschlagen wurde. In diesem Zusammenhang diskutieren
Dalmas de Réotier ef al. [121] die Voraussetzungen, unter denen mit der statischen Kubo-
Toyabe-Theorie verniinftige Ergebnisse zu erzielen sind. In expliziten Auswertungen des
obigen Ansatzes von Celio [115] fiir ein Myon auf einem oktaedrischen Platz in einem
fcc-Gitter mit 6 Nachbarspins (J = 5/2) kommen sie zu folgenden Einschédtzungen:

a) Die Abweichung vom Kubo-Toyabe- (KT-) Verhalten wichst mit steigendem Gra-
dienten und abnehmender Hilbertraumdimension.

b) Die K'T-Losung ist eine gute Approximation fiir ¢ < ¢71.

c) Ist eine grofiere Abweichung vom KT-Verhalten zu erwarten, diirfen nicht nur die
nachsten Nachbarn des Myons (Spins) in die Rechnungen eingehen. Jedoch bleibt
grundsaizlich offen, wie stark die entfernteren Spins auf den Polarisationszerfall

einwirken.

1"Die Varianz der Frequenzverteilung wurde so gewahlt, daBl das zweite Moment beider Kurven

tubereinstimimit.
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2.2.4 Spin-Gitter-Relaxation im “Two-Site Jump Model”

Im Rahmen dieser Ubersicht iiber stochastische Modellansétze zur Beschreibung des lon-
gitudinalen Polarisationszerfalls ist das dynamische Modell von Peng und Ho [128] von
spezieller Bedeutung. Ausgangspunkt ihrer Betrachtungen ist die stochastische Liouville-

Gleichung
d

=P} ={—L = Tho(t) (2.86)
die tiber den Markov-Operator I' den einfachen Sprungprozefl der Spins zwischen zwei
Platzen beschreibt (mit der Sprungrate v = 1/7.). GeméiB (2.7) wird der Liouville-
Operator £ durch den Hamiltonoperator H des Systems bestimmt. Dieser seizt sich aus
einem konstanten externen Zeemanfeld B, und einem lokalen Stérfeld + B, zusammen,
die durch ihre jeweiligen Rotationsfrequenzen wp bzw. w, charakterisiert werden. Da die
Dipol-Dipol-Wechselwirkung unbertcksichtigt bleibt, folgt (in Einheiten von %)

H=)Y (wfg + gaj(n)w;‘,kli) , (2.87)
- )

mit: ¢;(n = 1) = 1 und p;(n = 2) = —1. Des weiteren ist die Wahrscheinlichkeit, einen
Spin am Platz 1 oder 2 zu finden, gleich {thermisches Gleichgewicht). In dieser Hinsicht
beschreibt p die Abweichung der Dichtematrix von diesem thermischen Gleichgewicht.

Die Liouville-Gleichung (2.86) kann von den Autoren unter Ausnutzung diverser Ope-
ratortechniken (Trennung von Spin- und Raumkoordinaten, Diagonalisierung der Ma-
trizen, Darstellung im vollstindigen Basissystem und Berechnung der Figenwerte und
-zustinde) gelost werden. Unter der Anfangsbedingung, dafl jeder Spin bei ¢ = 0 parallel
zum effektiven Feld an seinem Platz polarisiert ist, diskutieren sie explizit die zeitliche
Entwicklung der relativen, longitudinalen Magnetisierung, d.h.

AM,(t) = M.(t) - M., (2.88)
Ausgehend von einer Potenzreihenentwicklung fiir AM, (1) unterscheiden sie folgende ein-
facheren Grenzfalle.

1. Im Hochfeldfall (w,/we)® < 1 ergibt sich wie im BPP-Modell (2.29) ein einfach-
exponentieller Zerfall mit der Relaxationsrate

r
LI U — Z2.89
1 71 wir? ( )

2. Im Grenzfall schneller Spriinge (“extreme-narrowing limit”) mit 77! > wp + w2 /wo
folgt die Relaxationsrate zu

T = Wir, (2.90)

“- 3. Der dritte Grenzfall eines langsamen Sprungprozesses 7, & V wi + wi _liefert fiir
" ““die asymptotische Relaxationsrate die Beziehung '
. w1
P Nt S 2.91
i wg + wg Te ( )
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Dieses Sprungmodell von Peng und Ho stellt eine erste Erweiterung des transversalen
Zweisprungmodells von Kubo und Tomita dar, das im Abschnitt 3.1 dargestellt wird.
Tatsachlich bildet es einen einfachen Spezialfall des in Kapitel 4.1 beschriebenen “random-
two-frequency” Modells, indem es die Diskussion auf lokale Felder £ B, senkrecht zum
Zeemanfeld beschrinkt. Der Vergleich einiger Parameterrechnungen der Originalarbeit
[128] mit der numerischen Auswertung des “random-two-frequency” Modells (Abb. 4.3
im Abschnitt 4.1.2) kann dies explizit verdeutlichen.

Dieses Modell wurde nicht unmittelbar unter dem Aspekt entwickelt, einen fiir Expe-
rimenie relevanten Sprungprozefl zu diskutieren. Das Interesse der Autoren lag in der
Fragestellung, unfer welchen Bedingungen die im Kapitel 2.1 avigefiihrten stérungstheo-
retischen Ansétze den Polarisationszerfall korrekt wiedergeben. Ausgehend von den obi-
gen Ergebnissen und der numerischen Auswertung (siehe Abb. 4.3) kommen sie zu zwei
Schilufifolgerungen, die hinsichtlich der einfach-exponentiellen Fits in der Auswertung ex-
perimenteller Polarisationskurven von grundsatzlicher Bedeutung sind (vergleiche die Ein-

leitung zum Kapitel 5).

e Die Magnetisierung folgt aligemei» einer Superposition verschiedener Exponential-
funktionen im Ubergangsbereici. =~ /w? + w?), die zusétzlich durch gedampfte
Oszillationen moduliert werden. Nur in den obigen Grenzfallen existiert ein einfach-
exponentieller Zerfall von AM. (7).

e Versucht man, im Ubergangsbereich Relaxationsraten aus einem einfach-exponen-
tiellen Kurvenfit zu erzielen, erhélt man einen gréfenordnungsmafliig mit dem lokalen
Feld (in Frequenzeinheiten) vergleichbaren Wert. Andererseits liefern die stérungs-
theoretischen Relaxationsansdtze immer dann eine ausreichende Vorhersage der Re-
laxationsrate, wenn der tatsichliche Magnetisierungszerfall einfach-exponentiell ist,

~ und die Zerfallszeit 7} bedeutend grofler als T3¢ = 1/w, ist [128].

s Auch bei Beriicksichtigung einer dipolaren Wechselwirkung ist keine"}.i.nderung in
~..den allgemeinen Resultaten zu erwarten. Denn die Relaxation ist im Ubergangsbe-
~..teich noch effizient genug, so dafl sich das System trotz der méglichen Spinkopplung
- innerhalb der wenigen Spriinge nicht hinsichtlich einer einheitlichen Spintemperatur

entwickeln kann.

Zusammenfassend weisen sie daraufhin, dafl die Anwendung der stochastischen Liouville-
Gleichung grundsétzlich ein gutes Werkzeug zur Beschreibung der Spin-Gitter-Relaxa-
tionsrate bietet. Gerade in Problemen, bei denen andere Methoden nicht angewendet
werden kénnen oder diirfen, liefern sie einen physikalischen Einblick in die Prozefent-
wicklung. In diesem Zusammenhang ist es wesentlich festzuhalten, dafl die stochastische
Liouville-Gleichung und die in Abschnitt 2.2.1 vorgestelite Methode der Zerlegung eines
Sprungprozesses in die Anzahl der Frequenzwechsel dquivalente Losungswege darstellen
(vergleiche die Diskussionen auf S. 30 und S. 72).

- Mit dieser generellen Problematik beschafligt sich auch ein alternativer Sprungansatz von
Stockmann [129]. In der Verallgemeinerung eines bestehenden Modells von Dattagupta
[130], das nur lokale Spriinge mitnimmt, betrachtet er die Diffusion eines Spinteilchens auf
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demn gesamten Zwischengitter. Die Beriicksichtigung eines stationdren Markovansatzes fiir
den prinzipiellen Sprungprozef (vergleiche S. 29) ermdglicht die Zerlegung der Dichtema-
trix in die Summe p(t) = ¥,, p(re; 1) tber alle moglichen Zwischengitterplatze r,,. Jeder
Summand gehorcht dabei der stochastischen Liouvillegleichung [130]

dp((i:n) = —1Lip(ra) = 1Lrp(rn) + Y [w(rm — o) p(rm) — w(rn — rm)p(ra)]  (2.92)

Der Liouvilleterm L£; beschreibt die Zeemanwechselwirkung, wahrend L£; die Dipol-
Dipol-Wechselwirkung beriicksichtigt; ein elektrischer Feldgradient liegt nicht vor.
Stockmann stellt eine Naherungsisung des Problems (2.92) im Rahmen einer “effec-
tive medium approximation” fiir den Fall vor, daB8 die lokalen Dipolfelder klein gegen
die dufleren Zeemanfelder sind. In einer weiterfilhrenden Diskussion werden im Grenz-
fall schneller Diffusion und immobiler Spins Ausdriicke fiir die Relaxationsrate und die

Spekiraldichten hergeleitet. Bei entsprechender Zusatzannahme einer mittleren Sprung-
rate fiir das Gesamispinsystem sind diese z B. konsistent mit den Ergebnissen aus der
BPP-Theorie. Ein Vergleich mit der transversalen Kubo-Tomita-Theorie (siehe S. 29)
verdeutlicht, dafl beide Modelle im Grenzfall langsamer Diffusion {2.68) iibereinstimmen.
Bei einer schnellen Diffusion ist die Gleichung (2.69) nur giiltig, solange das Zeemanfeld
grofler als die mittlere Sprungrate bleibt '®. Die Ursache liegt in der nur qualitativen

Behandlung der Dipol-Dipol-Wechselwirkung in der Kubo-Tomita-Theorie.

2.2 Darstellung des genereilen Modellansatzes

Wie in der Einleitung angedeutet, soll in dieser Arbeit das von der Standard-NMR-Theorie
abweichende Verhalten der Spin-Gitter-Relaxation in ungeordneten und glasartigen Sy-
stemen (siehe S. 16) diskutiert werden. Im Rahmen der klassischen NMR-Theorie wurde
in verschiedenen Ansitzen versucht, diesen Anomalien auf die Spur zu kommen. Eine
umfassende Lsung des Problems, die allen Fragestellungen gerecht wird, konnte aber
nicht gefunden werden. Doch nicht nur wegen dieser unbefriedigenden Ergebnisse liegt
es nahe, die Spin-Gitier-Relaxation in den ungeordneten Systemen im komplementéaren
Ansatz der stochastischen Theorie zu diskutieren. Die eigentliche Motivation besteht in
den folgenden Punkien:

e Eine generelle Voraussetzung fiir die Anwendung der Redfield-Theorie auf das Re-
' “laxationsproblem ist die Annahme kleiner Wechselwirkungen im Vergleich zu den
staiischen Feldern in der Stérungsrechnung auf S. 11. Mit der #-NMR- und der uSR-
Methode késnnen die Untersuchungen aber auch bei kleinen {oder verschwindenden)
Zeemanfeldern durchgefithrt werden (siehe S. 5). Aus diesern Grund miissen Modelle

- gefunden werden, die fiir beliebig schwache Magnetfelder ihre Giiltigkeit behalten. -

¢ In den interessierenden Systemen ist es nicht (unbedingt) zu erwarten, daf die
auftretenden Wechselwirkungskorrelationen schnell zerfallen. U.a. durch Riickkehr-

- 18 Auf die Notwendigkeit dieser Bedingung wurde schon von Hayano et al. hingewiesen {109].
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effekte sollte der Korrelationszerfall langsam erfolgen, insbesondere bei der einge-
schrinkten Bewegung in niedrigdimensionalen Systemen. So kann die Voraussetzung
(2.17) endlicher, kurzer Korrelationszeiten im Vergleich zu den Mef- und Relaxa-
tionszeiten nicht aufrechterhalten werden.

e Auch wenn die eigentliche lokale Bewegung der Sondenspins schnell ist, werden
die unterschiedlichen Systembereiche in den ungeordneten Substanzen nicht oder
nur sehr langsam durchlaufen; die fiir die BWR-Theorie der Spin-Gitter-Relaxation
relevante Korrelationszeit 7, des Diffusionsprozesses ist demnach als grofy anzusehen.
Hinsichtlich der im Abschnitt 2.1.5 diskutierten Mittelungsproblematik fiithren die
in den Messungen verdiinnt vorliegenden Sondenkerne auf den Fall der inhomogenen

Ensemblemittelung.

¢ Die Diskussion soll sich (mdglichst) nicht nur auf die (einfacheren) Grenzfille extrem
langsamer und schneller Diffusionsprozesse beschranken. Insbesondere interessiert
der Ubergangsbereich der Spin-Gitter-Relaxation, der entsprechend der Uberlegun-
gen von Peng und Ho [128] durch die storungsiheoretischen Ansitze nicht erfafit

werden kann.

e Ein praktischer Grund ist sicherlich, dafi der stochastische Zugang die Polarisation
direkt im Zeitraum liefert. So ist ein unmittelbarer Vergleich mit den Polarisations-
transienten aus den J-NMR-Messungen moglich.

Der expliziten Diskussion der longitudinalen Polarisationsfunktion in den interessieren-
den ungeordneten Systemen, einschliefllich einer Spinbewegung in eingeschrankten Geo-
metrien, liegt in dieser Arbeit der folgende generelle Modellansatz zugrunde.

1. Die Sondenspins konnen sich in einzelnen, beschrinkten “Subsystemen” bewegen.
Diese “Subsysteme” sind beziiglich ihrer speziellen Sondenkernumgebung etc. vollig
“unkorreliert”.

2. Die Wechselwirkungen, die auf einen Spin aufgrund der speziellen Umgebung ein-
wirken, werden durch ein stochastisches, ortsabhingiges Magnetfeld beschrieben.
Zusammen mit einem moglichen externen Feld resultiert ein effektives Gesamtield,
in dem der einzelne Spin entsprechend dem in Kapitel 2.2 dargestellten klassischen
Bild prézessiert. Aufgrund der niedrigen Sondenkernkonzentration in der §-NMR-
und pgSR-Methode kann die Dipol-Dipol-Wechselwirkung zwischen den Spins un-
beriicksichtigt bleiben.

3. Da sich die generelle Umgebung eines Spins nicht verandert (thermisches Gleichge-
wicht), sind die lokalen Magnetfelder statischer Natur. Die Zeitabhéngigkeit, d.h.
die Fluktuation der Wechselwirkungen geht ausschliefilich {iber den Bewegungspro-
zefl der Spins ein; nach jedem Sprung wirkt ein veréndertes Prézessionsfeld.

4. In den rdumlich unterschiedlichen Bereichen der ungeordneten Materialien (Glassy-
steme, nanokristalline Strukiuren) konnen die einzelnen Sondenspins verschiedene
Umgebungen hinsichtlich der “magnetischen” Wechselwirkungen verspiiren. Dieser
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“Systemunordnung” in den “Subsystemen”, wie sie im folgenden bezeichnet wird,
wird mittels der im obigen Sinne inhomogenen Ensemblemittelung iiber die stocha-
stischen Felder Rechnung getragen.

5. Neben der Bewegung der Spins in den “Subsystemen” werden in einer Modeller-
‘weiterung auch Ubergiinge der Spins zwischen verschiedenen Bereichen der Substan-
zen beriicksichtigt. Da diese gemifl Punkt 1. unkorreliert sind, folgt der zusétzliche
Bewegungsprozef allgemein dem “strong-collision” Ansatz (2.70) bzw. (2.81).

Die mittlere Polarisation des gesamten Systems bestimmt sich dann iiber

i} die Mittelung iiber den Bewegungsprozefl (“random walk”} der Spins innerhalb eines
“Subsystems”,

i) und der anschliefenden (inhomogenen) Mittelung iiber alle zufilligen Rotations-
frequenzen &(3;1), d.h. tiber das Ensemble der “Subsysteme” mit den jeweiligen

Plitzen ¢, so dal

P(t) - {(S(T;t)>Bewcguﬂ9‘}Subgylteme - SO (293)

Hinsichtlich der Diskussion der longitudinalen Polarisation wird die Anfangsbedingung
durch S(t = 0) = S, = &, fiir alle Spins gegeben. Die Modellgleichung (2.93) legt
zwar auch dem “strong-collision” Modell zugrunde; entsprechend der obigen Diskussion
wird die inhomogene Ensemblemittelung tatsichlich aber erst nach der Losung des Bewe-
gungsprozesses durchgefiihrt.

Im folgenden Kapitel werden im Rahmen dieses allgemeinen Modellansatzes verschiedene
Bewegungsprozesse der Spins in den “Subsystemen” diskutiert; die Gaufi-, Rechteck- und
Exponentialverteilungen fiir die Felder bzw. Sprungraten sollen die “Systemunordnung”
beschreiben. Des einfacheren Verstindnisses wegen werden alle Modelle zuerst auf ihren
Einflufl auf die transversale Relaxation untersucht. Die erhaltenen Ergebnisse konnen
die Erweiterung auf die allgemeinere Diskussion der Spin-Gitter-Relaxation in Kapitel
4 erleichtern. Der Vergleich mit den anomalen Ergebnissen aus den Messungen an den
glasartigen Systemen, wie den Li-lonenleitern [12], erfolgt abschlieBend in Kapitel 5 iiber
die Bestimmung von Relaxationsraten in den experimentell wichtigen Zeit{enstern.




apitel 3

Modellanwendungen in der
transversalen Relaxation

Im Rahmen des aligemeinen Modellansatzes (2.93) werden im weiieren Teil der Arbeif ver-
schiedene Bewegungsprozesse in den einzelnen “Subsystemen” diskutiert. Zur Beschrei-
bung der unterschiedlichen Sondenkernumgebungen in dem Ensemble der “Subsystermne”
werden zudem verschiedene Verteilungsfunktionen fiir die eingehenden Larmorirequenzen
und Sprungraten herangezogen. Aufgrund der einfacheren Handhabung der relevanten
Prozefigleichungen ist es illustrativ, die diversen Anséatze auf das Problem der transver-
salen Relaxation anzuwenden. Die Erweiterung auf die longitudinale Spinpolarisation in
Kapitel 4 und 5 kann dann unter anderem zeigen, ob die in diesem Kapitel gefundenen
qualitativen Merkmale auf die t{ransversale Spinrotation oder den jeweiligen speziellen
Ansatz zuriickzufiihren sind.

3.1 Modell zweier Zufallsfrequenzen

Betrachtet wird ein Ensemble klassischer Spins in den “Subsystemen”, die senkrechi zum
Magnetfeld polarisiert sind. Wie in Abschnitt 2.2.1 ausgelihrt wurde, fiihrt ein in z-
Richiung zeigendes magnetisches Feld B(f) zu einer Rotation des Spins in der z-y-Ebene
mit der Larmorfrequenz w(t). w(t) besteht aus einem statischen externen Anteil wp und
einem zusatzlichen lokalen Feld w'(), das durch den Zustand der Umgebung (lokale mag-
netische Felder) dem Spin aufgepragt wird. '

In der komplexen Darstellung S = S, +:5, (|S| = 1) wizd die Rotation eines einzelnen
Spins durch die Bewegungsgleichung (2.60} beschrieben. Bei zeitlich konstanter Larmor-
frequenz ergibt sich die Lésung mit der Anfangsbedingung S(¢ = 0) = 1 gemi8 (2.62)

S(t) = exp (wit) = exp (fwy + w')t) : (3.1)

Den einfachsten Zugang hinsichtlich einer Spinbewegung bietet das Modell zweier Zufalls-

frequenzen (“random-two-frequency” Modell, im folgenden kurz “RTF”-Modell bezeich-

net). Hierbei wird angenommen, daf jeder klassische Spin zwischen zwei Plaizen springen
kann, die durch verschiedene lokale Felder w, und wsy charakterisiert sind. Der Frequenz-
¥ 1 2 _ -
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Abbildung 3.1: Zweizustandsmodulation: Sprungproze zwischen zwei Platzen mit den
Rotationsfrequenzen w; und w, '

wechsel erfolgt instantan entsprechend einem Poissonproze8 mit der Sprungrate v = 1/7

(siche Abb. 3.1).
In den klassischen Arbeiten [16, 17, 89] beschreiben Kubo und Tomita diesen Prozefs

iiber eine stochastische Liouville-Gleichung (2.86), wie sie auch von Peng und Ho [12§]
angewandt wird (siehe die Diskussion auf S. 38). Die Polarisation ergibt sich dann aus
einer Differentialgleichung fiir eine entsprechende Wahrscheinlichkeitsverteilung. '

Abweichend von diesem Ansatz wird die mittlere Polarisation des Spinensembles mittels
des von Kehr et al. [95] im Zusammenhang mit dem “sirong-collision” Modell eingefiihr-
ten Verfahrens diskutiert. Wie auf S. 30 dargestellt wird, kann die Polarisation in die
Beitrige aus den Frequenzwechseln mit fester Zahl I aufgeteilt werden, d.h. '

P(t) = (S(t)) prr—nodet = iRl(” (3.2)

Zum Anteil R;(t) tragen alle Spins bei, die [ Spriinge bis zur Zeit ¢ durchgefiihrt haben
(sieche Abb. 3.2), so dafl die Polarisation im RTF-Modell durch _

.P_(i) = E(exp{(iwl t}-}-j dt’ exp{(iwl 7)1}7exp{(zw2 7)(1—15)}

2
' —{—f di'/ dit" exp {(wwn — )t"}'rexp{(zwg )(" ' ")} |

o mep{lw-E-O}+) :(3.-3)

t gl w)

beschrieben wird. Die Anfangsbedingung, daf} die Spins mit der Frequenz w; -oder.wy zu
rotieren beginnen, geht durch den Vorfaktor 1/2 ein.

Mit der Definition Ai 2= 7/ (3 + 'y - 2) w1rd man mittels einer Laplace-Transfor-
'matlon auf . Nl e e :

P(s). —;—(A1 + A+ AlAzAl + e + dady+ Ay ) - (3.4)

gefiihrt, Da es sich bei __de_n_ _em_zelnen Termen um F_l_ln_ktionen hande_lt, kénnen die Faktoren
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Abbildung 3.2: Diagrammatische Darstellung der Reihe (3.2). Die Doppeilinie bezeichnet
die Polarisation P(t), wihrend die einfachen Linien die Lésung (3.1) fiir eine konstante

Larmorfrequens wiedergeben. Die Kreuze markieren die Ubergénge zwischen den Fre-

quenzen wy und ws.

vertauscht werden. Man erhdlt eine geometrische Reihe mit der Reihensumme
- 1 A+ Ay + 24,4
Bs) = — 1+ Ag 12
2"}’ 1- AiAz
Mit der mittleren Frequenz @ = {wy 4 w4}/2 und der Frequenzdifferenz Aw = (wy —w;)/2
ergibt sich die Lésung des Zweisprungprozesses im Lapiace-Raum zu
= (5 —w@) + 29
P(s) = 3.6
(#) (s —w)? + 29(s — w) + Aw? (3.6)
Einen ersten Eindruck der wesentlichen Merkmale dieses RTF-Prozesses gewinnt man aus
der Fourier-Transformierten P(w). Mit der Symmetrieannahme P(f) = P(—!) ! bestimmt
sich diese zu

(3.5)

Plw) = % [P(s =w) + P(s = —ew)] (3.7)
Mit der Einschrankung auf w, = —w = Aw (@ = 0) folgt speziell das Ergebnis
Plw) = L Aw : - (3.8)

T (Aw? — wzf- + dw?y?
das in Abb. 3.3 [ir diverse Parameter v/Aw dargestellt wird. Deutlich wird das RTF-
Modell fiir kleine Sprungraten durch zwei Linien bei w = £Aw bestimmt. Mit wachsen-
dem 7 verschwinden diese Maxima, und es erscheint ein breites Plateau fiir v/&w = 1/ V2
mit der Symmetrieachse bei w = 0. Fiir weiterzunehmende Sprungraten geht dieses in

eine neue Resonanzlinie bei w = 0 iiber, die entsprechend einem “motional narrowing”

immer scharfer wird.

Diese wohlbekannten Resuitate [16, 17] im Frequenzraum spiegeln sich auch in der zeit-
lichen Polarisationsentwicklung wider. Diese ergibt sich aus der Laplace-Transformierien
P(t) = exp(uat)P(t)

P) = g (expoat} +explath) +

(exp{sat} —exp{sit})

82 =~ 8

“1Dje Polarisation wird fiir negatives { symmetrisch fortgesetzt.

(3.9)
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Abbildung 3.3: Darstellung der Polarisation im Fourier-Raum aus (3.8) fiir verschiedene
Parameter v/Aw. Die Frequenzdifferenz wurde mit Aw = 1 fest vorgegeben. Die Fre-
quenzskala wird durch die Sprungrate v = 1/7 gegeben.

mit den Polen (= Nullstellen des Nenners)

s1p = —7 £ /42—~ Au? (3.10}

aus (3.6). Der Term @ fithrt aufgrund des Dimpfungsgesetzes (A.3) [87] unmittelbar auf
eine genereile Larmorprazession mit der mittleren Frequenz @. Der zweite Faktor P(1)
beschreibt den Sprungprozef zwischen den Zustinden +Aw mit der Sprungrate v.

Mit der Annahme @ = 0 stellt Abb. 3.4 diesen Pola,risatmnszerfall fir diverse Para-~
meterverhiltnisse v/Aw dar. Die fiir kleine v/Aw auftretende schnell oszillierende, stark
gedimpfte Polarisationskurve wird mit steigender Sprungrate zunehmend niederfrequen-
ter. Fiir y/Aw > 1/v/2 ist die Oszﬁla.tlon (nahezu} verschwunden, u?}d der. Reiaxa.twns— .

zerfall verlangsamt sich.

Die Grenzfille kleiner und grofBer Sprungraten (im Vergleich zur Frequenzdifferenz Aw)
kénnen durch eine Diskussion der Pole (3.10) niher charakierisiert. werden.

.i) v € Aw (wenige Uberginge wihrend einer Prazessionsperiode):

In dieser Naherung kdnnen die Pole in erster Ordnung in (v/ Aw) zu
: slz_j;zAw— L L (311) .

best1mmt werden, so dal}. die Zeltentmcklung (3.9). auf eine gedampfte Schwmgung '
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Abbildung 3.4: Zeitlicher Polarisationsverlauf aus dem RTF-Modell (3.9) firy=1,&=0
und verschiedene Frequenzen Aw. Die inverse Sprungrate 7 = 1/+ bestimmt die Zeitskala.

mit
P(t) = exp(—+t) cos Awt = %—exp(w'yt) [cos(wy 1} + cos(wat)] (3.12)

in niedrigster Ordnung fithrt {beachte, dall @ = 0.). In diesem statischen Grenzfall
‘spielen die langsamen Spriinge nur eine geringere Rolle. Man erhilt eine Uberla-
gerung der einzelnen Rotationen mit den Frequenzen wy und ws. Im Fourier-Raum
" liefert dieser Grenzfall zwei Lorentzkurven bei w = Aw bzw. w = —Aw mit ‘der
~“Breite v (Abb. 3.3), d.h. | [

= 1 Y 8 C

i) v> Aw {viele Uberginge wihrend einer Prizessionsperiode):

U Aus den beiden reellen Nulistellen
. Aw?
sp=27 , sp=——e (3.14)

~ folgt die Polarisation naherungsweise in erster Ordnung in (Aw/7y) (mit @ = 0) zu

_ / sz)

P(t) = exp \—wi:;-t (3.15)
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Gemif einem “motional narrowing” fiihren die schnellen Fluktuationen zu einem
verlangsamten einfach-exponentiellen Polarisationszerfall. Die zugehdrige Relaxa-
tionsrate entspricht der Breite Aw?/(27) der entsprechenden Lorentzkurve im Fre-
quenzraum.

1 Aw? i
P = = 3.16
() T 27 w? 4+ (Aw?/2y)? (3.16)

Diese Breite geht mit v — oo gegen Null (siehe Abb. 3.3).

3.2 Der Unordnungseinfluf} in diversen Mittelungs-

an;R {]Om n}ln’oma;nan Ancai’a (2 Q‘Z\ ‘.U'I"i‘f‘ nnnrrt.nl"n- Ql‘“ icﬂ?ﬂ]\]n wan Q'I'II'\E"fcfﬂmﬂn
SIS Ml GUIRTIIINLINL SRS vd (e v i TV LI AW T AL Tl ALl Ve LDy Suibdiilide

betrachtet, in denen die Spins jeweils einem RTF-Prozell unterliegen. Die speziellen Son-
denkernumgebungen in den Subsystemen fiihren einerseits auf verschiedene lokale Mag-
netfelder, kdnnen aber auch die Spinbeweglichkeit unterschiedlich beeinflussen. Diese “Sy-
stemunordnung” findet ihre Beriicksichtigung in der Mittelung der Bewegungsgleichung
(3.9) liber die unabhingigen Frequenzen w,, w, bzw. iber die Sprungrate 7. Die Varianz
o der jeweiligen Verteilung dient als Maf fiir die Breite der Unordnung,.

3.2.1 Gaullsche Frequenzmittelung

Typischerweise wird in den stochastischen Modellen auf eine Gauflverteilung fir die Fre-
guenzen gzuriickgegriffen, die den Bereich um den jeweiligen Mittelwert der Verteilung
in den Rechnungen stark wichtet. Eine solcher Ansatz liefert im allgemeinen eine gute
Beschreibung der tatsichlichen Verteilung der lokalen magnetischen Felder in Kristallen,
wenn diese anf Dipol-Dipol-Wechselwirkungen zuriickgefiihrt werden kénnen [5], Obwohl
die Abweichung von den kristallinen Eigenschaften in den betrachteten Systemen offen-
sichtlich bestimmend isi, kann diese Betrachtung den generellen Effekt der Frequenzmit-
telung vermitteln. Der Frage, inwieweit das gefundene Verhalten von der beriicksichiigten

Verteilung abhangt, wird an spaterer Stelle dieser Arbeit nachgegangen.

Wie in Anhang A.1 dargestellt wird, kann die betrachtete Mittelung des RTF-Prozesses
(3.9) fiber Gaufiverteilungen fiir w; und wy in eine analoge Integration iiber die in (3.6)
eingefilhrten Gréflen &, Aw tiberfiihrt werden.

AP}, = ! [: duwy dwg P(t) exp (_wi—;w%) | (3.17)

2rol

) N A 2
= 1] dodAwP(t) exp (—u) = {P{f)}o,r_m

wo? o?
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Abbildung 3.5: Gemittelte Polarisation aus der Beziehung (3.17) fiir diverse Sprungraten
v mit festem ¢ = 1. Die Zeitskala ist durch die inverse Sprungrate 7 = 1/+ gegeben.

Entsprechend der Faktorisierung in (3.9) lassen sich die Mittelungen dber @ und Aw
getrennt ausfithren. Die Lésung

(PO)urn = o0 (T ) explon) X ot (14 570) (219
1

wird in Anhang A.l ausfuhrlich hergeleitet.

Aus der graphischen Darstellung (Abb. 3.5} ? ist ersichtlich, daf die Polarisation nicht
einfach-exponentiell zerfallt. Vieimehr kann ein gaufischer Abfall der einzeinen Kurven
vermutet werden. Diesen Sachverhalt verdeutlichen die beiden Grenzkurven, die sich aus
den Limites ¥y — oo baw. ¥ — 0 ergeben. Fiir diese erhalt man aus (3 18) elmache

N aherungslosungen, die in Anhang A.1 explizit berechnet werden. -

1. ‘Langsame Fluktuationen v < o: -

(PO}, = expl-r)exp (-] +0(2) R

" 2Die Daten stammen aus einer numerischen Mlttelwertbl_dmt_g von (3.9) dber @ und Aw, da sich die -
Auswertung der Reihensumme (3.18) als numerisch instabil erweist.
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Da die Sprungprozesse nach (3.12) nur einen geringen Einflufl haben, ist die Polari-
sation fiir ¥ — 0 durch die L3sung der reinen Unordnungsmittelung (2.64) gegeben.
Ein Vergleich mit den ausfiihrlichen Rechnungen in Anhang A.1? verdeutlicht, daB
beide Mittelungen iiber @ und Aw gleichermaBien mit dem Faktor exp(—o?¢?/4)

beitragen.

2. Schnelle Fluktuationen v 3> o

{P(8)}, 0, =exp (— 0-112) {1 - %— +0 (:—j)} (3.20)

Das “motional narrowing” fihrt im Grenzfall v — co zu einem um den Faktor V2
verlangsamten Zerfall der anfinglichen Polarisation. Dies entspricht einer um diesen
Faktor eingeschniirten, gauBformigen Resonanzkurve {P(w)} im Frequenzraum.

Dieses Ergebnis ist eine unmittelbare Folge des schnellen Bewegungsprozesses, der
zu einer einzigen Rotation mit der mittleren Frequenz & fiihre. Die entsprechende
GauBmittelung iiber & ist aber nach (3.17) bzw. (A.6) durch eine um den Faktor
V2 verkleinerte Varianz gekennzeichnet. Die in (3.19) fiir den Grenzfall v < ¢
eingehenden Mittelungsbeitrige aus der Frequenzdifferenz Aw werden volisiéndig

ausgemittelt.

Zusammenfassend kdnnen die in Abb. 3.5 dargestellten Kurven durch die allgemeine Zer-
fallscharakteristik

(P}, . = exp (—%—(‘?ﬂ) (3.21)

beschrieben werden. Die sprungratenabhingige Funktion k(y) ist aber nur in den Grenz-
fillen ¥ — 0 (k{0) = 1) und v — oo (k — 2) ndher bekanni.

3.2.2 -Sprungratenmittelung

Wie angedeutet, kénnen die jeweiligen Gitterstrukturen in den “Subsystemen” die Be-
wegung der Sondenspins in unterschiedlicher Weise beeinflussen. Dies fiihrt in einem
alternativen Ansatz auf die Mittelung des Ensembles der “Subsysteme” iiber eine Sprung-
ratenverteilung. Bei der Wahl einer Exponential- und einer Rechteckverteilung * werden
insbesondere kleine Sprungraten mit hoher Gewichiung in der Mittelung beriicksichtigt.

Natiirlicherweise gilt v > 0.

" 3nsbesondere wird auf die Gleichungen {A.8), (A.15) bzw. (A.16) hingewiesen.
tAuf eine Gaulverteilung wird verzichtet, da sie diesem Ansatz nur in der Einschrinkung auf den Mit-
telwert 5 = 0 gerecht werden kann. Andererseits sind dhnliche Ergebnisse wie bei der Rechteckverteilung

ou erwarten. Letzteres Problem ist jedoch einfacher zu handhaben.
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Rechteckverteilung

Im Beispiel einer rechteckigen Sprungratenverteilung stellt sich der gemittelte Polarisa-
tionszerfall des RTF-Prozesses im Laplace-Raum iiber (3.6) wie folgt dar

- 1 23z (s — ) + 29
{PsY, =5 7 /{; d7(3 T B P VR (3.22)

Die feste Wahl der unteren Integrationsgrenze zu Null gewahrleistet, dafl auch bei anstei-
gender Varianz o kleine v-Werte in der Mittelung wichtig bleiben. Der Mittelwert der
Verteilung bestimmt sich aus der Definition {B.2) zu ¥ = v/30.

Mit groBem Rechenaufwand 1Bt sich eine analytische Losung fiir { P(t)}, finden (siehe die
Gleichung (A.28) im Anhang A.2.1). Da die komplizierte Form der erhaltenen Beziehung
einer numerischen Auswertung wenig zuganglich ist, wird an dieser Stelle auf eine nahere
Darstellung verzichtet. In der weiteren Diskussion wird auf aussagekraftigere Naherungs-
ausdriicke zuriickgegriffen, die in Anhang A.2.1 fir die Grenzfiile kleiner und grofler

Varianzen ¢ (im Vergleich zu |Aw|) berechnet werden.

Die allgemeine numerische Auswertung des Integrals (3.22) fiir feste Frequenzen w; = 10
und wy = 20 verdeutlicht, daf die Polarisation { P{{)}, durch drei Parameterbereiche der

Verteilungsbreite ¢ charakterisiert werden kann.

1) Kleine Varianzen ¢ < |Aw| = |wp — wy}/2

Die komplizierten Zerfallskurven konnen als f}berlagerung von Schwingungen mit den
unabhéngigen Frequenzen w; und wy charakterisiert werden (Abb. 3.6 a). Schon bei
¢ =~ |Aw| werden aber “Schwebungen” deutlich, die auf weitere zu beriicksichtigende
Frequenzen schliefen lassen. Bei einer numerischen Auswertung des Ansatzes {3.7) mit
der Laplace-Transformierten (3.22) kann die Polarisation entsprechend im Fourier-Raum
untersucht werden. Die beiden auftretenden Resonanzen bel w; und wy {Abb. 3.7} be-
stimmen dann dieses Zeitverhalten.

Unter der Annahme, daf im Grenzfall ¢ € |Ow| Sprungraten die Prozeflentwicklung
bestimmen, die klein gegen die Frequenzdifferenz sind, wird in Anhang A.2.1 foigender
N&herungsausdruck hergeleitet.

| | + lﬁ;WI sin(]Awlt) {tiz (1 - exp(”"2\/§crt)) - 2\fgexp(—2\/§a't)}] |

Wie-die vollstindige ProzeBgleichung (A.28) ist dieser Niherungsausdruck hinsichtlich
des charakteristischen Zerfallsverhaltens der Polarisation wenig aussagekraftig. Hilfreich
in dieser Fragestellung ist die Zeitentwicklung der auftretenden Exponentialterme, die auf

folgende Zerfalisgesetze fiihrt.
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Abbildung 3.6: Gemittelte Polarisation {P(?)}, aus der numerischen Laplace-Trans-
formation der Gleichung (3.22) fiir verschiedene Varianzen ¢ der Rechteckverteilung. Die
Frequenzen sind mit w, = 10 und wy; = 20 fest gewahlt, wobei die Zeitskala durch die in-
verse Sprungrate gegeben ist. Die punktierten Linien dienen der Augenfithrung, wihrend
die durchgezogenen bzw. gestrichelten Kurven die Naherungsausdriicke (3 25) und (3. 26)

in {a) und (3.28) in (c) fiir das jeweilige Zerfallsverhalten wiedergeben.
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a) Kurzzeitentwicklung fiir £ < 1/(2v/30):

In der Approximation

exp(—2V/30t) = 1 — 2v/30t + 60%? — 4V/30%° + O(1Y) (3.24)

erhalt man (in erster Ordnung) aus (3.23) fiir die Polarisation

PO}, = - \/lg exp(rat)[cos(Awlt) {235 — 601 + 430 + O(1%)}
2
1
+1Awl sin(]Awlt}{65% — 8v/35% + QD)) {3.25)

~ exp(zu??f)'[l - 20°%% + 0(153)]

Deutlich ist ein quadratischer Polarisationsabfall in der Anlangsentwicklung zu er-

kertnen.

b) Langzeitentwicklung mit £ > 1/(2/30):

Alternativ kdénnen hier die Exponentialterme gegen Terme der Ordnung O(t°) ver-
nachlassigt werden, so daff man auf

(P}, = 5=

gefihrt wird. Der quadratische Zerfall im anfanglichen Zeitverhalten geht in einen
asymptotischen Abfall ~ £t {iber.

1
exp(:@t) cos([&w]i)? + ]

sm(mwu)tlz (3.26)

Beide Zerfallsgesetze {3.25) und (3.26) sind mit den numerischen Ergebnissen konsistent,
wie die entsprechenden Darstellungen in Abb. 3.8 a) verdeutlichen.

I1) Mittlere Varianzen Aw <o <@

In diesem mittleren Bereich wird eine Oszillation mit der mittleren Frequenz @ deutlich.
Zusatzlich ist der Einflul von w, und w; erkennbar, deren Uberlagerung mit @ zu “Schwe-
bungen” fiihrt. Diese deuten eine scheinbare Schwingungsfrequenz w = Aw an (siehe Abb.
3.6 b). Im Fourier-Raum wird dieses Resultat durch eine lorentzformige Resonanzkurve
bei @ bestatigt {Abb. 3.7). Weiterhin treten die Linien bei w; und w; auf, werden aber

zunehmend schmaler und niedriger.

II1). Grofle Varianzen 0 < o

In diesem Parameterbereich ist nur die mittlere Frequenz @ fiir den Polarisationszerfall
von Bedeutung (Abb. 3.6 ¢). Im Fourier-Raum tritt ausschliefilich eine Lorentzkurve
bei @ auf (Abb. 3.7). Diese wird mit ansteigender Breite ¢ immer schirfer {“motional
narrowing”), da nun die grofen Sprungraten v 3> [Aw|, @ prozeflbestimmend sind. In
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Abbildung 3.7: Gemittelte Polarisation {f?’(s)}q (3.22) im Fourier-Raum fiir verschiedene
Varianzen o. Die Rotationsfrequenzen sind mit w;, = 10 und w, = 20 fest gewahlt. Die
inverse Sprungrate 1/~ definiert die Zeitskala, Die Kurvenwerte fiir ¢ = 0.5 sind um den

Faktor 2 reduziert.

diesern Ansatz folgt die transversale Polarisation unter der y-Mitielung fiir eine breite
Rechteckverteilung (¢ 3> [Aw}) zu

{P(t)}., = exp(1ci) [4‘;”3_2_ f (—%‘%c) + exp_(—fj_u—";;t)] (3.27)

Die Integralexponentialfunktion Ei{—z} , z > 0 ist in {A.25) definiert.

Anssagen iiber den cha.ra,ktenstlschen Zerfall liefern wiederum entsprechende. Zeltentwmk-

lungen - RS
a) i € 4/30/Au?: e

'Es ergibt sich ein in niedrigster Ordnung linearer Polarisationsabfall

{P()}, = exp(wt) [ \/_i_ t Ei (—%%%i) {1— 4—%“—;% t] (3.28)

der in Abb. 3.6 ¢) dargestellt ist. Die groBeren Sprungraten machen sich schon im
: .Aniangsverhalten in einem la.ngsameren Zerfall (1m Verg}emh A (3 25)) bemerkbar_

(Abb.3.69)
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b) t > 4v30/Aw?:

Mit dem Naherungsausdruck
i 1
Bi(~2) = - exp(~2) [1= - + 2!3—2 +0EY)] B> ) (3.29)

fiir die Integralexponentialfunktion erhalt man

. 4/3o 1 [ A?
{P)}, = exp(ubt)g 7 exp k_é:\/go’t) (3.30)

Auch diese asymptotische Entwicklung liefert keinen generell einfach-exponentiellen
Polarisationszerfall. Die lineare Zeitabhangigkeit in der Exponentialfunktion wird
iiber den Vorfaktor 1/t = exp(—logt) leicht modifiziert. Diese Zerfallskurve kann
in der Abb. 3.6 ¢} wegen der gewihlten Parameterwerte nicht dargestellt werden
(1 > 4v30(Aw? ~ 11). Nicht dargestellte Auswertungen der Mittelung (3.22) zu
langen Zeiten bestatigen jedoch die Giiltigkeit des obigen Niherungsausdruckes.

Exponentialverteilung

Bei der Mittelung der transversalen Polarisation Uber eine exponentielle Sprungraten-
verteilung gemal

~ 1 o (8 —w) + 27 ¥
o)}, =~ [d (-2) 3.31
{P(s)l, o Jo 7(3—:@)2-5—27(5 — @) + Aw? SP\T% (3:31)
sind im Vergleich zur Diskussion der Rechteckverteilung (3.22) keine qualitativen Un-
terschiede zu erwarten. Quantitativ sollte sich in den Resultaten auswirken, dafl in diese
Verteilung bei gleicher Breite ¢ kleine Sprungraten mit vergleichsweise starkerem Gewicht

in die Mittelung eingehen.

Diese generelle Vermutung kann in der numerischen Auswertung des Integrals (3.31)
grundsaizlich bestétigt werden. Der quantitative Einflul der héheren Gewichtung kleiner
¥ wird im Vergleich mit Abb. 3.6 vor allem in drei Punkten deutlich.

1. Fiir ¢ < |Aw| sind die Schwingungsmaxima (Abb. 3.8 a) (leicht) erhéht.

2. Im mittleren Bereich [Aw| < ¢ < @ werden in starkerem Mafle Schwebungen deut-
lich, die aus der Uberlagerung mit den urspriinglichen Rotationsfrequenzen wy, wy
herrithren (Abb. 3.8 b). Die Einhillende der Polarisation fallt bei gleicher Varianz
¢ bedeutend schneller auf Null ab als im Fall der Rechteckverteilung.

3. Der Ubergang zur einzigen Schwingungsfrequenz @ erfolgt erst bei grdBeren o-
Werten. Fiir ¢ > @ ist der Polarisationsabfall stirker als bei der Rechteckverteilung

(Abb. 3.8 ¢).
Aufgrund der exponentiellen “Gewichtsfunktion” im Integral (3.31) ist es nicht mdglich

gewesen, eine analytische Losung fiir {P(t)}, zu gewinnen. Jedoch lassen sich wieder
Naherungslésungen in den Grenzféllen kleiner und grofler Varianzen o herleiten, wie in

Anhang A.2.2 diskutiert wird. Die generel‘en ‘Annahmen zur Prozeﬂentwmkiuno’ smd-_-- R

da,bel den Uberlegungen zur Rechteckverteilung zu entnehmen.
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Abbildung 3.8: Genmittelte Polarisation {P()}, aus (3.31) wie in Abb. 3.6 fiir verschiedene
‘Varianzen ¢ der exponentiellen Verteilung. Die durchgezoge‘ien bzw. gestrichelten Kurven _
spiegeln die Zerfa,llsgesetze (3 33) und (3 34) (a) und (3 JT) (c) wider. =
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I} Kleine Varianzen ¢ € Aw

In dieser Naherung laBt sich die Polarisation einfach zu

cos(|Awlt) + ——

! i sin(lAw[t)J (3.32)

{P()}, = exp(wwi) [ Al (14 o)

14 ot

bestimmen. Die Zeitentwicklungen der Terme ~ 1/(1 + ot)’ liefern das Zerfa,llsverhalten
der Polarisation. Sowohl i Kurzzeitbereich (¢ < 1/7)

{P(i}}7 = exp(i@t) {cos{}.’.\wit} {1 — gt 4+ 522 O(ts)}
[Al | sin{|Awlt) {0’ — 2%t + 30°1 + (’)(ia)}] (3.33)
=~ exp(uwt) [1 - 02152]
wie auch im asymptotischen Zerfall ({ > 1/0)
(P)}, = exp(t) [-l—t—cosﬂé.wlt) + iz l A‘ ’ sm(lAw[t)J (3.34)

gewinnt man eine Polarisationsentwicklung, die — abgesehen von den abweichenden Ko-
effizienten -— mit den Ergebnissen (3.25) und (3.26) libereinstimmt. Beide analytischen
Naherungen geben die Zerfallscharakteristik im jeweiligen Zeitbereich verniinftig wieder
(Abb. 3.8).

Diese quantitative Ubereinstimmung der Ergebnisse fiir beide Verteilungen iiberrascht
nicht, da die Prozeflentwicklung in diesem Grenzfall wesentlich durch die Sprungraten
mit ¥ =~ ¢ € Aw beeinflullt wird. Erst fiir Zeiten { > 1/ wird die Polarisation durch
Sprungraten v ~ 0 bestimmt. Die starkere Gewichtung dieser Rafen in der Exponen-
tialverteilung fithrt dann auf etwas groflere Koeffizienten, die den langsamen Zerfall mit,
dem Potenzgesetz ™! liefern (Abb. 3.8 a,) :

II) ' Grofle Varianzen ¢ > |Auw|

Wie in der Diskussion zur Abb. 3.8 verdeutlicht, wird die unterschiedliche Gewichtung
kleiner Sprungraten bei anwachsender Varianz zunehmend wichtig. Schliefilich ergibt sich
in diesemn Grenzfall ein zu (3.27) vollkommen verénderter Polarisationszerfall, der mit der

Bessel-Funktion 3. Art (1. Ordnung) [131] duzch

(PO} - m:?tKl( /ZA:.?i)exp(@t).::. L e

gegeben ist. Mit dem N aherungsausdruck der Bessel-F unktion

Ki(e) = \/gexp(—z){l-}—;—-{-(?( —2)} .'.(14 > 1, | arg(2)] < gw) | ;3.3.6)
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folgt das asymptotische Zerfallsgesetz

7 [ 2802\ 20u2H o
N — N 3.37
{P(i)},]f 5 ( . ) exp . exp{wt) , 1> TN (3.37)

Bei dieser Naherung darf nur die niedrigste Ordnung von K, mitgenommen werden, da
héhere Ordnungen schon in den Approximationen zu (3.35) vernachléssigt werden (siche
Anhang A.2.2).

Prinzipiell wird der asymptotische Zerfall der Polarisation durch ein komplizierte-
res Zerfallsgesetz (~ *v/lexp \—\/{) = exp (——\/f-}- (Int)/4)) als die Mittelung iiber die
Rechteckverteilung (3.30) charakterisiert. Die Naherung stimmt mit den numerischen
Rechnungen ausreichend liberein {Abb. 3.8).

Beide Sprungratenmittelungen fithren generell auf wesentlich kompliziertere Zerfallsge-
setze als der urspriingliche Zweisprungproze (3.9). Tritt im ungemittelten RTF-Prozef§
der Ubergang zum “motional narrowing” fir v > Aw/V/2 ein (Abb. 3.3), fithrt die “Un-
ordnungsmittelung” liber die Sprungraten zu einem veradnderten Verhalten. Vor allem bei
der Exponentialverteilung geht die mittlere Frequenz & erst fiir v ~ o > Aw merklich
in die ProzeBentwicklung ein. Bei gleicher Varianz ¢ sind hierbei die Sprungraten mit
v < o bedeutender als die Raten v > 0. Bei der Rechteckverteilung ist dieser Effekt nicht
so stark, da die Beitrage hoher Sprungraten durch entsprechende Terme kleiner Raten
aufgrund der gleichen Gewichtung aufgehoben werden.

3.3 Random walk Ansatz im “Subsystem”

Die Annahme eines Zweisprungprozesses in den Subsystemen stellt eine starke Idea-
lisierung der experimentellen Realitit dar. Wirklichkeitsnéher ist es, eine Spinbewe-
gung zu betrachten, bei der Ubergiinge zwischen mehreren Plitzen, d.h. mehreren Fre-
quenzen w;, ..., w, moglich sind. Wird die zeitliche Frequenzmodulation im Experiment
durch Diffusionsprozesse auf einem Gitter hervorgerufen, ist es naheliegend, die Spinbe-
wegung durch einen d-dimensionalen random walk zu beschreiben. Typisch fiir die dabei
auftretenden stochastischen Modulationen ist ein langsamer Zerfall der Korrelationen auf-
grund der moglichen Riicksprung- bzw. Rickkehreffekte. Dies wird umso bedeutsamer, je
niedriger die Dimensionalitit d des zugrundeliegenden Gitters ist. In Abschnitt 2.3 wird
die Vermutung gesufBert, daB gerade diese Effekte den Korrelationszerfall der Wechsel-

wirkungen in den glasartigen Systemen etc. bestimmen.

Hinsichtlich der Anwendung auf das Problem der longitudinalen Polarisation in Kapitel
4 wird ein Modell von Czech und Kehr [98, 104] vorgestellt, bei dem die einzelnen Spin-
teilchen einen einfachen, in keiner Weise eingeschrinkien random walk auf einem Gitter
ausfithren 3. Die Gitterplaize sind durch zufallige, gaufiverteilte Rotationsfrequenzen w;

5Bei realen Diflusionsprozessen liegt oft die Situation vor, dal} die Bewegung der Teilchen miteinander
korreliert ist. Als einfaches Modell fiir derartige Diffusionsprozesse diskutieren die Autoren die Diffusion

im “Gittergas”, auf die hier nicht naher eingegangen werden soll.
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1 Tfl1ri

Abbildung 3.9: Darstellung einer linearen Kette {(a) mit den zufilligen Rotationsfrequen-
zen w; und eines diskreten random walks (b), wobei die Kreise den Sprung zur nichsten

Frequenz wiedergeben.

bestimmt, die die Wechselwirkung des betrachteten Spins mit dem Wirtsgitter reprisen-
tieren [98, 104, 105].

Bei der Beschrankung auf den eindimensionalen Fall ist der Einflufl der durch den
random walk bedingten Korrelationen anfgrund der grofleren Riickkehreffekte am wichtig-
sten. Zudem bietet das Modell einer unendlichen linearen Kette ® {Abb. 3.9} den Vorteil
der einfacheren analytischen Zugénglichkeit. Jeder Platz ¢ ist durch eine zufillige Rota-
tionsfrequenz w; charakterisiert, die unabhéngig von den anderen Gitterplatzen aus einer
Verteilung w(w;) gezogen wird.

Wie beim RTF-Modell stellt die Annahme unkorrelierter Frequenzen w; auf den ver-
schiedenen Platzen eine gewisse Idealisierung dar. In der Realitdt sind Korrelationen zu-
mindest zwischen benachbarten Plitzen durchaus zu erwarten, z.B. wenn die Dipolfelder
der Kernspins eines Wirtsgitters durch die w; reprasentiert werden sollen. Derartige Korre-
lationen kénnen in erster Naherung durch eine geeignete “Renormierung” der (mittleren)
Aufenthaltsdauer der diffundierenden Teilchen auf den Gitterpldtzen berticksichtigt wer-
den. Bei dieser “Renormierung” geht eine Wartezeil 7 in die Rechnungen ein, die grofler
als ‘die tatsichliche Sprungzeit 7’ ist. Nach dieser mittleren Wartezeit 7, wihrend der
die Spins schon mehrere Spriinge durchgefiihrt haben kénnen, sollte die Korrelation zwi-
schen alter und neuer Frequenz verschwunden sein. Abschitzungen im analogen Fall von
MoRbauer-Linienbreiten fithren in diesem Zusammenhang auf Sprungzeiten, die in der
Theorie um den Fakior 10 hoher anzusetzen sind als die Experimente vorgeben [95].

Das Spinteilchen, das zur Zeit t=0 auf einem zufallig gewahlten Platz startet, volifiihrt
danach einen symmetrischen random walk auf dem Gitter (Abb. 3.9). Mit jeweils glei-
cher Wahrscheinlichkeit (1/2) erfolgen nur Spriinge zu den beiden Nachbarplatzen. Im
Hinblick auf eine einfachere Handhabung im vollstindigen Prozel (Kapitel 4) wird ein
diskreter random walk betrachtet, bei dem die Spriinge in festen zeitlichen Abstédnden,

.18 Die Bezeichnung “linear” beschreibt nicht nur eine geradﬁnige Bewegung, sondern jeden Diffusions-
prozef, der sich durch eine Laufvariable parametrisierer 1afit, wie z.B. eine periodische Kreisbewegung
um einen Wirtskern oder die Diffusion entlang eines Polymers etc.
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d.h. mit konstanter Wartezeit  erfolgen 7. Da 7 cine natiirliche Zeitskala definiert, werden
im folgenden die Zeiten (Frequenzen) in Einheiten von 7 (y = 77') gemessen.

Gemif dem allgemeinen Ansatz in Kapitel 2.3 fiir diffundierende Spinteilchen und der
Erliuterung zur transversalen Spinbewegung auf S. 28 bzw. S. 43 wird die Polarisation
(mit der Anfangsbedingung 5(0) = 1) als doppelter Mittelwert berechnet.

} (3.38)

RW/w;

P(1) = {<ﬁ exp[zw,-i;(t)]> } = {<exp[2iiw;i;(i)]>

Wihrend ein Mittelwert alle Realisierungen des random walks beriicksichtigt, erfolgt die
zweite Mittelung iber alle Frequenzkonfigurationen {w;}, die die vielen Realisierungen
des walks mit zufilligen Startplitzen beschreiben. Die gesamte Prozefidauer £, wird in
die Zeiten #;(t) zerlegt, die das Teilchen bis ¢, an den diversen Orter i zugebracht hat.

1=1

3.3.1 Gaufische Freguenzverteilung

Da die Frequenzen auf den verschiedenen Plitzen unkorreliert sein sollen, kann die Mit-
telung iiber die Frequenzkonfigurationen exakt ausgefiihrt werden. Bezeichnet h,(z) die
Anzahl der Besuche des Teilchens auf dem Gitterplatz ¢, ergibt sich in der Annahme einer
gaufischen Frequenzverteilung mit (2.64)

P(i.) = <exp (_z; Ehﬁ(z‘)) > (3.39)

RW

P

Die Summe im Exponenten lauft iiber alle verschiedenen, besuchten Platze r, die auch
als “Span” des random walk bezeichnet werden [132]. Es mufl in diesem Zusammenhang
vermerkt werden, daf der n-te Sprung des Spinteilchens nicht mehr in den Prozef} (3.39)
eingeht &.

“Ein charakteristisches Merkmal der durch den random walk der Spins definierten Fre-
quenzmodulation w(t) besteht in der wiederholten Rotation mit derselben Frequenz. Im
Vergleich zum “strong-collision”-Modell ® wird hier die Zahl der tatsichlich besuchten
Frequenzen aufgrund der Riickkehreffekte gegeniiber der Zahl der Spriinge herabgesetzt.
Durch diesen “Mobilititsverlust” der Spins kann qualitativ ein reduziertes “motional
narrowing”. erwartet werden. Dieser Effekt sollte bei dem betrachteten random walk
besonders ausgepragi sein, da mit abnehmender Dimensionalitit Riickspriinge immer

wahrscheinlicher werden. Das “strong-collision” Modell entspricht in diesem Zusammen-
T »

hang dem Grenzfall “d = 00” bzw. “n = r”.
In der weiteren Diskussion muB der Tatsache Rechnung getragen werden, dafl mit zu-
nehmender Schrittzahl n, d.h. mit wachsender Zeit immer mehr Plitze mehrfach besucht
werden konnen. So reduziert sich das Problem (3.39) darauf, die Wahrscheinlichkeiten

In [98] wird ebenfalls ein kontinuierlicher random walk untersucht, bei dem die Spriinge gemif einem
‘Poisson-Prozefi mit der Rate 4 bzw. mittierer Wartezeli 7 = 4~V erfolgen. '
o i EIn dieser Konvention hat der Spin zum Zeiipunki ¢, bei n-1 Spriingen 7 verschiedene Plétze besucht.
%Vergleiche die Darstellung auf S. 30 bzw. 5. 34.
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pn({A{2)}) zu bestimmen, dafl in einem n-Schritt random walk die Plitze : (i = 1,...,7)

h(z)-mal besucht werden.
Beschrinkt man sich auf das asymptotische Verhalten der Polarisation fiir grofle

Schrittzahlen, kann man vereinfachend annehmen, dafB} jeder der r verschiedenen Platze
gleich oft, d.h. n/r-mal besucht wird. Entsprechend bedarf es dann ausschiiefilich der
Kenntnis der Spanverteilung W,.(r), die im Anhang E kurz diskutiert wird. Diese be-
schreibt die Wahrscheinlichkeit, dafl in einer Realisierung des n-Schritt walk r Plitze

aufgesucht werden.

Da bei ¢, nur (n-1) Spriinge zu beriicksichtigen sind, folgt die Polarisation im allgemeinen
Fail von walks beliebiger Ausdehnung 2 € r < n aus {3.35} zu

7t 2 .2
. i n
Pom Y Wa i (r)Culr) mit  C,(r)} =exp (—?——) (3.40)
=2\m_=v_=__.=_4 7
i = Fa(r)
Finfachere Losungen ergeben sich fiir die bei gegebenem n moglichen Extremf{ille

a) Im Grenzfall eines “kontrahierten” walks (r = 2) entspricht die Polarisation dem
gaufiformigen Zerfall P, ~ exp(—c?n?/4).

b} Wie angedeutet gleicht ein “ausgedehnter” walk (r = n) dem diskreten “strong-
collision” Modell mit einem asymptotisch einfach-exponentiellen Polarisationszerfall

P, ~ exp(—a®n/2).

In Abb. 3.10 sind W,_,(r} und C,(r) sowie das Produkt F,(r), das den effektiven Beitrag
aller walks mit Span r zum Polarisationszerfall beschreibt, fiir typische Werte von n und
o dargestellt. Wie aus der Beziehung fur C,(r) in (3.40) vermutet werden kann, liefern
die ausgedehnten walks die grofiten, individuellen Beitrige zur Polarisation. So kann in
der weiteren Analyse der Gleichung (3.40} auf den asymptotischen Ausdruck (E.5) fir die
Spanverteilung zurickgegriffen werden

: g & . 22 r+1
W.(r) = —1)1¥L52% ———3? , = , 3.41
( ) m"_:L( YT e*{p( 2] ) & Jn ( )

der auf der rechten Flanke der Verteilung schnell konvergiert. Bei hinreichend groflem »
geniigt es, nur den ersten Summanden in W,_;(r) mitzunehmen, so daB sich die Sum-
mation dber F,(r) mittels einer Sattelpunktsiniegration ausfiihren 1863t [98]. Mit dem
Maximum von F,(r) bei r,, = 2~/3¢%%n und der relativen Breite von n=!/2 ergibt sich
das asymptotische Verhalten der Polarisation zu - Co e

Py exp (<3270 zexp(=An)  (3.42)

Ve

Es liegt ein einfach-exponentieller Polarisationszerfall vor, der durch eine anomale Abhén-

e

gigkeit der Zerfallskonstanten A von der Breite & der Frequenzverteilung charakterisiert =

ist. “Liefert die Standard-Theorie in (2.69) wie auch das “strong-collision”-Modell {vgl.
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Abbildung 3.10: Spanverteilung W,.,(r} {d=1) nach (3.41), individueller Beitrag C,(r)
eines Walks mit Span r aus (3.40) und effektiver Beitrag F, (r) fiir n = 100 bei Beriick-
sichtigung einer Gaufiverteilung mit der Varianz ¢ = 0.5. Die Maxima von W,_,{r) und
Cr(r) sind auf 1 normiert, das von F,(r) auf 0.6. Fiir C,(r) und F,{r) sind nur Beitrige
gr6Ber 1072 dargestellt.

die beiden Grenzldsungen zur Gleichung (3.40)) A ~ ¢? ergibt sich hier die Abhingigkeit
A ~ o*/3, Bedenkt man, daB alle ZeitgrdBen und Frequenzen mit der Wartezeit  skaliert

sind (siehe S. 60), erhilt man die Beziehung

A~ gif3pt (3.43)

Die in diesem Abschnitt betrachtete, asymptotische Entwicklung grofier Schrittzahlen im-
pliziert den Grenzfall kleiner Wartezeiten 7 (im Vergleich zur Verteilungsbreite o). Uber
den Arrheniusansatz (2.32) 7 = mexp(E,/kgT) mii der Zerfallskonsianten 1, und der
Aktivierungsenergie F, beschreibt die Gleichung (3.43) die Temperaturabhingigkeit der
Rate A auf der Hochtemperaturflanke des Arrheniusplots. Man erhilt somit ein anoma-
les Verhalten mit einer um den Faktor 3 kleineren Steigung -auf der Hoch- als auf der
Tieftemperaturflanke.

~ Die Ursache dieses Ergebnisses ist in dem “konkurrierenden” Effekt zweier unter-
schiedlicher Einfliisse auf die Polarisation zu suchen. Wihrend die Spanverteilung W, (r)
fir walks der mittleren Spanlinge {r} ~ ,/8n/r [133] wichtig wird, liefern die aus-
gedehnien walks mit r = n die groBten Beitrdge im zweiten Term von (3.40). Aus der
Kombination beider Terme folgt dann die beschriebene anomale Abhéngigkeit (3.43) der
Relaxationsrate A von der Verteilungsbreite ¢ und der Sprungzeit 7.
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3.3.2 Einflul} der speziellen Frequenzverteilung

Die obigen Resultate sind unter der Annahme gaufverteilter, lokaler Felder w; hergeleitet
worden. Wie zu Beginn des Abschnitts 3.2.1 angedeutet wird, kann dies eine gute N3-
herung der tatsichiichen Magnetfeldverteilung in Kristallen darstellen. Czech und Kehr
untersuchten somit die Fragestellung, inwieweit das gefundene Verhalten (z.B. die Raten-
abhingigkeit (3.43)) von dieser Annahme abhingt [98].

Hierzu betrachteten sie weitere Verteilungen, die bei gleichem Mittelwert (w) = 0 und
gleicher Varianz o allesamt durch einen langsameren Zerfall der Polarisation bei statischen
Spins als bei der GauBverteilung, siehe (2.64), gekennzeichnet sind. Im Zusammenhang
mit den spateren Uberlegungen zu den random walk Modellen in der longitudinalen Pola-
risation wird im speziellen die Diskussion der symmetrischen Exponentialverteilung (B.4)

naher vorgesteilt.

In Analogie zur Herleitung von (3.40) ergibt sich der Beitrag C,(r) eines walks mit dem
Span r durch die Mittelung der Exponentialfunktion (3.38) iiber die neue Verteilung zu

1 ,n?
Ca(r) =exp |=rln |1+ -0’ — (3.44)

2
Diese Funktion hat bet 7y = kon ein einziges Minimum, wobei die Konstante & numerisch
zu k = 0.357 bestimmt werden kann. Wiahrend C,(r) fiir r > ry wie im gauBlschen Fall
monoton wachst, fallt sie monoton fiir r < ry. Welcher Bereich fiir das Verhalten von
P(t,) relevant ist, hingt von den Parametern n und ¢ ab.

1.) o> 1
Da generell ry > n, fllt C,(r) monoton im ganzen Bereich méglicher r-Werte. Im Gegen-

satz zum Fall der gaufischen Verteilung liefern die “kontrahierten” walks (r = 2) die
groBten individuellen Beitrige. In der Berechnung des Polarisationszerfalls aus (3.40) mit
(3.44) findet demnach der asymptotische Ausdruck {E.6) der Spanverteﬂung fiir r < /n

Anwendung. Bei der nachfolgenden Sattelpunktsintegration reicht es auch hier, den ersten

(3.45)

Term der Summe
8 T 1 7
W.(r} = - = —1\ expi —= i
(r+1P\(r+1)2 7/ 2(r + 1)
mitzunehmen. Im asymptotischen Grenzfall n — co erhilt man dann einen im Vergleich
zum Verhalten der Form P, ~ exp[—An] in (3.42) extrem langsamen Polarisationszerfall

mit
P, ~exp {——(671‘2)“'3111/3 lnzla(rrs/zn)] (3.48)

2.) okl

In diesemn Fall sind beide Flanken von Cy(r) von Bedeutung, da das Minimum rq im
Bereich moglicher Spanlangen r < n liegt. In Abhéngigkeit der Lage von rp relativ zum

Maximum von W,.—i(r) bel {r) ~ \/8n/m lassen sich zwei verschiedene Falle unterscheiden.

Der entscheidende Parameter ist die Schrittzahl n* = 20072, bei der r; = {r).




64

Abbildung 3.11:
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Darstellung der Spanverteilung W,_,(r), des individuellen Beitrages.

C,(r) aus (3.44) und des effektiven Beitrages F,(r) eines Walks fiir die symmetrische
_Exponentialverteilung (¢ = 0.2) bei verschiedenen: Scnmnzanlen n wie in. Abb 3.10. Der
Parameter n* erglbt smh 21 500.
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e n &€ n":
Mit 7o € (r) dominiert die monoton steigende Flanke von C,(r) das Polarisa-
tionsverhalten P,. Die Funktion 7, (r) hat ein ausgeprigtes Maximum jenseits des
Peaks der Spanverteilung (Abb. 3.11 2)).

In Analogie zum gaufschen Fall (S. 61) liefert die Sattelpunkisintegration einen
einfach-exponentiellen Polarisationszerfall

P, ~exp(—A'n) mit XN=) (1 — 31—2"”302"3) (3.47)

mit der gauflschen Zerfallskonstanten A aus (3.42). Wahrend die niedrigste Nzhe-
rung in o ein dem gaufischen Fall entsprechenden Zerfall liefert, 138t die weitere
Ordnung also einen etwas kleineren Wert erwarten.

s > n:

Bei groBeren Schrittzahlen n > n* bildet F,(r) ein zwelies Maximum auf der linken
Flanke von W,_(r} aus. Mit wachsendem n wird dies immer ausgepragter, wihrend
der urspriingliche Peak langsam verschwindet (Abb. 3.11 b)). Somii werden dije
walks mit » < {r) wichtig.

Bei noch gréflerer Schrittzahl tragen letztlich nur die kontrahierten walks mit r = 2
zur Polarisation bei. Entsprechend der Situation fiir & 3> 1 ist auch hier bei kleinen
o-Werten ein asymptotischer Polarisationszerfall gema8 (3.46) zu erwarten.

Zusammenfassend muf} festgehalten werden, dafl der asymptotisch einfach-exponentielle
Zerfall fiir alle Varianzen o eine spezielle Eigenschaft der gaufischen Frequenzverteilung
ist. Alle anderen in [98] betrachteten Verteilungen '° zeigen ein vergleichbares Verhalten
ausschliefllich in einem bestimmten Schrittzahlbereich — vorausgesetzt, dafl o hinreichend
klein ist. Das tatséchliche asymptotische Verha,lten ha.ngt also stets von der konkreten

Form der jeweiligen Verteilung ab.

3.4 “Time-dependent” RTF-Modell

Die Ergebnisse aus dem random walk Modell waren durch zwei konkurrierende Einfliisse
auf die Prozefentwicklung verursacht. Auf der einen Seite ist es die Spanverteilung W, (r},
die ihr Maximum bei {r) ~ /8n/nr besitzt, wihrend der zweite Beitrag durch die individu-
elle “Zerfallsfunktion” C,(r) gegeben ist. Deren Einflufi nimmt fiir wachsende Spanlénge
7 < n (im Falle der Gaullverteilung) zu. Die Kombination beider Grofien in (3.40) liefert
z.B. den asymptotisch einfach-exponentiellen Polansatmnsabfall nut der anomalen Ra,ten-
abha.nglgkeit (3.43) fiir kleine Wa.rtezelten ' ' o ' et

Dieser starke Unterschied zum gaufischen Polarisationszerfall (3.20} im RTF-Modell mo-
tiviert die Erweiterung dieses einfachen Bewegungsprozesses auf das “time-dependent”

19Zusitzlich werden die Rechteckverteilung und die dichotomische Verteilung untersucht.
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Abbildung 3.12: “Time-dependent” RTF-Modell. Mit der Ubergangsrate X findet ein

Wechsel des Sprungprozesses zwischen zwei Plitzen mit den Rotationsfrequenzen wg ),

( ) zu einem neuen RTF-Prozess mit wg ), wg ) statl.

[

RTF-Modell. Diesem Modell, das die Spinbewegung zwischen den Pléizen in einem “Sub-
system” durch einen zweiten, konkurrierenden Ubergangsprozef zwischen den Subsyste-
men modifiziert (Abb. 3.12), liegen die folgenden Annahmen zugrunde.

a) In einem “Subsystem” (¢) wird die Spinbewegung durch das RTF-Modell mit der
Sprungrate 4 und den Frequenzen wg ), wz) beschrieben.

b) Mit einer Ubergangsrate A kann der Spin in ein neues “Subsystem” (7) wechseln. Der

dort stattfindende RTF-Prozef ist durch die Frequenzen wg" ), wg“’ ) bei unveranderter

‘Sprungrate 4 bestimmt.

¢} :Der in b) beschriebene Wechsel zu einem neuen Frequenzpaar erfolgt unabhéngig
~ von den alten Frequenzwerten (“strong collision” Ansatz). Wie im vorgesteliten

random walk Modell kann diese Idealisierung durch eine geeignete “Renormierung”
riar ‘ﬁrnrfarrnlt ﬂ* = ) -1 meIV}PT“’ ‘Vﬁ?dpﬂ {qlehﬂ S 59}

Dieser veranderte Bewegungsprozefl kann der real auftretenden Situation gerecht werden,
in der der Spin neben einer lokalen Bewegung (z.B. um eine “Haftstelle”) auch einer
Diffusion zwischen den “irapping center” unterliegt. Vor allem eine schnelle Diffusion
(= grofie Ubergangsraten A) sollte die Polarisation aus der lokalen Bewegung im RTF-
Modell stark beeinflussen. Generell sind die Raten v.und A als miteinander gekoppelt
zu betrachten. Das Spinteiichen kann das Subsystem nur oft wechseln (A groﬁ), wenn es
schnell diffundiert (7 grof}) und umgekehrt

'B__e_zelchnet man mit PE(t) die ungemlttelte -Polar_i_s_at_ion_ des Zweisprungprozesses (3.9)

— Sprungrate ¥, Frequenzen wg ),wg’) — gur Zeit ¢ 1Bt sich der ﬁbergangsprozeﬁ ZWI-
schen den “Subsystemen” entsprechend dem allgemeinen Ansatz (3.2) iiber die Beitrage
: der “Subsystemwechsel mlt fester Zahl l ana,lytlsch daxstellen '
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P(t) = PE(t)exp(~A) - (3.48)
+ ]0 d PO — 1) exp(—A(t — ) X PO exp(=At')

¢ i ¢ nolk)ry — — ¢
+]; dt[; dt" POt — ') exp(=A(t — 1)) A
PN — M exp(=A( = t")) A PO exp(—=At") +

Die nicht aufgefilhrten Summenterme enthalten neben den Beitrigen hiufigerer “Subsy-
sternwechsel” auch die jeweiligen Prozesse, die in einem “Subsystem” ({} # (i) starten. Da
die Frequenzpaarie eines “Subsystems” aber unabhingig von den fritheren “Subsystemen”
einer Verteilung entnommen werden, ergibt sich in einfacher Weise

(Ploper = {Pluy O exp(=2) (3.49)
[ (P (= ) exp(=ME = ) A (B, () exp(~A)

+-/Otdt’ ./: dt" (P}, . (t— 1"y exp(—A(t — 1) A
By (= ) exp(=X(E =) X (P}, () exp(=A")

Analog zur Herleitung des RTF-Modelles auf S. 44 berechnet sich dle Prozefigleichung im
Laplace-Raum zu o

(A, ={B+n), (11 3B (s + )\)}Lw)'1 (3.50)

In der Diskussion einer Gaufiverteilung bezeichnet {2, (s)}y, ., die Mittelung der Laplace-
Transformierten (3.6) aus dem RTF-Modell tiber die Gaufiverteilung (3.17). Obwohl diese
Frequenzmittelung im Zeitraum ausgefiihrt werden kann (siehe Gleichung (3.18) im Ab-

schnitt 3.2.1), ist es nicht trivial, eine entsprechende Darstellung fiir {P,(s + A)}u,w, 20
finden.

Einen Eindruck von der generellen Polarisationsentwicklung gewinnt man aus der nu-
merischen Auswertung der Beziehung (3.50). Entsprechende Rechnungen fiir festes 0 = 1
der GaufBlverteilungen fiir wy,w; und vorgegebenem A sind in Abb. 3.13 wiedergegeben.
Deutlich wird die Polatisation { P (%) }u,,u, fiir kleine Ubergangsraten A durch die Sprung-
rate v des RTF-Prozesses bestimmt (Abb. 3.13 a). Insbesondere fiir kleine Zeiten, wo
die Wahrscheinlichkeit eines Sprunges in ein neues “Subsystem” verschwindend klein ist,
ergibt sich der gauBsche Polarisationszerfall mit {Pa(¥)}u,w, = exp{—c?t?/[2k(7)]} aus
{3.21) (Abb. 3.5). Obwohl der A-Einfluf fiir gréfere Zeiten zunimmt, ist der urspriingliche
Kurvenverlauf des RTF-Modells weiterhin erkennbar.. Dies kénnen die Grenzkurven fur
kleines -y (3.19) mit & = 1 und grofles y (3.20) mit k = 2 verdeutlichen. - o

‘Wie Kehr et al. [95] darstellen, fithrt das “strong-collision” Modell einen gaufischen
Polarisationszerfall ~ exp{—o?t?/2} (fiir kleine Raten A) in einen einfach-exponentiellen
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Abbildung 3.13: Auswertung des “Time—_dependent” I_RTF-Prozesses "(3.50) fiir ein festes
o =1 und verschiedene Sprungraten -y mit:. (a) A = 0.2, (b) A = 20. Die Linien geben
die Ergebnisse aus den Grenzkurven (3.19) und (3.20) des RTF-Modells wieder.
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Abfall mit der Relaxationsrate Tyt = 0% /A (fiir grofie Raten A) iiber. Vor diesem Hinter-
grund ist es nicht verwunderlich, daf auch das “time-dependent” RTF-Modell eine einfach-
exponentielle Polarisationsentwicklung fiir grofle A liefert (Abb. 3.13 b). Entsprechend der
allgemeinen Definition (3.21) fiir den sprungratenabhangigen gauflschen Zerfall des RTT-
Prozesses ergibt sich die Relaxationsrate zu
1 o? 1
T = B (3.51)

Deutlich ist in der Abb. 3.13 b) die Anniiherung an die “Grenzkurven” mit 7} = o2/X
fiir kleines v~ 0 (k(7) =~ 1) und T} = ¢?/(2)) fiir grofles ¥ mit k(*y) = 2 zu erkennen.

Wie beim random walk im Abschnitt 3.3.1 sind im “time-dependent” RTF-Modell zwei
konkurrierende Effekte in der Polarisation mafigebend. Beide fiithren auf ihre Art zu
einem “motional narrowing”, d.h. zu einer Linienverschmalerung in der Resonanzkurve
im Fourier-Raum bei Erhdhung der jeweiligen Rate.

1. Die Erhohung der Sprungrate + fithrt zu einer Abnahme der Verteilungsbreite ¢ um
den Faktor v/2 (Resultat des RTF-Modells).

2. Der Anstieg der Ubergangsrate A liefert einen Wechsel zum verlangsamten, einfach-
exponentiellen Zerfall gemafl dem “strong-collision” Modell.

3.5 Zusammenfassung

Hinsichtlich einer Diskussion der longitudinalen Polarisation in ungeordneten Systemen
wird in Kapitel 2.3 ein allgemeiner Modellansatz vorgestellt. Die Prozefigleichung (2.93)
beriicksichtigt neben den Bewegungsprozessen der Spins in “Subsystemen” eine Mit-
telung iiber das Ensemble solcher “Subsysteme”. Im Rahmen der einfacher handhab-
baren transversalen Relaxation werden in diesem Kapitel diverse Ansétze fiir die Spin-
bewegung und die Ensemblemittelung vorgestellt, die auch in der Betrachtung der Spin-
Gitter-Relaxation Anwendung finden sollen.

Den einfachsten Bewegungsproze8 bildet das bekannte Zweisprungmodell, das fiir grofie
Sprungraten v auf eine Rotation in einem resultierenden Summenfeld fiihri. Die in dieser
Arbeit zusitzlich ausgefiihrte Frequenzmittelung liefert fiir kleine Sprungraten einen gaufi-
schen Zerfall mit der Varianz o, der in eine analoge Polarisationsentwicklung mit der
verkleinerten Varianz o/v/2 fiir grofle Sprungraten iibergeht. Zu komplizierteren, asymp-
totischen Polarisationszerfallen fiihrt die betrachtete Sprungratenmittelung, die ebenfalls
einer moglichen Systemunordnung Rechnung tragen soll. 7

Die alternativ vorgestellien Bewegungsprozesse (random walk Prozefl und das “time-
dependent” RTF-Modell) verdeutlichen, wie die Kombination zweier konkurrierender Ef-
{fekte EinfluB auf das Polarisationsverhalten ausliben kann. Obwoh! man in beiden Fillen
einen einfach-exponentiellen Zerfall fiir grofie Sprungraten erhilt, ist die entsprechende
Relaxationsrate im ersten Fall durch ein anomales Temperaturverhalten (3.43) und im
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zweiten Beispiel durch ein zweifaches “motional narrowing” (3.51) bestimmt. Nahere Un-
tersuchungen verschiedener Verteilungskurven fiir die Frequenzen im random walk Modell
verdeutlichten zudem, wie verschiedene Sondenkernumgebungen den Polarisationszerfall

beeinflussen.

Sicherlich lassen sich weitere Mdglichkeiten finden, die die Systemunordnung bzw. die
Spinbewegung beschreiben kénnen. Z.B. wurde noch eine Erweiterung des RTF-Modells
betrachtet, bei der die beiden Pliatze durch unterschiedliche Frequenzen wy, we und Sprung-
raten 7, vo charakterisiert sind; sowohl der Aufenthalt an einem Platz als auch die spe-

zielle Frequenz hingen von der lokalen Umgebung ab.
Die Losung 1ifit sich wie im allgemeinen Prozef (3.2) herleiten ', indem man neben

den Gréfen @, Aw (siche S. 45) die mittlere Sprungrate ¥ = (v, + 71) und die Ratendif-
ferenz Ay = 3{v2 — 1) einfithrt.

P(t) = exp(wt) P(1)

Py = %exp(—ﬁfi) j: dr (6(t — 1) + %) (3.52)

{exp {—\/72 — (Aw? + 21AwAYy) TJ + exp [\/’72 — (Aw? + 21AwAY) T]}

Im Spezialfall 4, = v, fiihrt die Integration mit Ay = 0 auf den RTF-Prozef} (3.9).
Alternativ liefert der Grenzfall 7, > 75 in niedrigster Ordnung die Beziehung (¥ ~ v /2)

P) = %exp(zﬁ;t} {(l - ??ZEJ) exp(—[27 + 1Aw]t) (3.53)

l?
S Awi
+ (1+ ’?-I-zAw) exp(rAw )}

Mit steigender Sprungzeit 1/7, iiberlebt (mit festem ¥, ) nur der Beitrag der Rotation mit
der Frequenz wy.

. 1 ¥
= _ 3.54
tlirg P(1) 5 (1 + =" m@) exp(wwst) (3.54)

Die Ergebnisse dieser Modellerweiterung konnten generell erwartet werden. Auch die
Kombination bisheriger Prozesse (z.B. die gleichzeitige Mittelung iiber die Frequenzen
und die Sprungraten etc.) zur Beschreibung der Systemunordnung fiihrt vermutlich nicht
zu vollkommen neuen Resultaten. Im Rahmen dieser ersten Einschatzungen wird somit
die weitere Anwendung auf die Spin-Gitter-Relaxation im wesentlichen auf die in diesem
Kapitel vorgestellten Modelle beschrénkt bleiben. '

Vergleiche auch die Diskussion im longitudinalen Fall auf 5. 109




Kapitel 4

Tbheriesuncen zur loneitudinale
E 2 =]
 elaxation

Die in Kapitel 3 vorgestellien Bewegungsmodelle und Mittelungsprozesse werden im fol-
genden auf das allgemeinere Problem der Spin-Gitier-Relaxation erweitert. In der Be-
trachtung eines Ensembles klassischer Spins § (|S] = 1) in den einzelnen Subsystemen
wird die Spinrelaxation unter dem Aspekt beliebig starker und beliebig orientierter Mag-
netfelder B untersucht. Die Spinrotation cines einzelnen Spins wird durch die Bewegungs-

gleichung
250) =5 x ) =200 - §0) (4.1)

beschrieben. Wie in Abschnitt 2.2.2 diskutiert, bezeichnet &{¢) die Larmorirequenz, die
das totale Magnetfeld ﬁ(t) dem Spin zur Zeit ¢ aufprigt. Dieses besteht im allgemeinen
aus einem externen statischen Anteil Wy und dem stochastischen lokalen Feld w'(t). ()
definiert die zugehdrige Rotationsmatrix, die in (2.76) dargestellt ist.

Wie 1m transversalen Fall ergibt sich bei zeitlich konstanter Larmorfrequenz die Losung
der Bewegungsgleichung (4.1} einfach zu

S(t) = exp(Q1) s‘; _ o o (42)

Hinsichtlich einer allgemeingiliigeren Diskussion der einzelnen Modellansaize soll die An-
fangspolarisation Sy = S({ = 0} an dieser Stelle nicht n&her spezifiziert werden.

Aufgrund der beliebig orientierten Spinrichtungen und Magnetfelder stellt sich die Un-
tersuchung der einzelnen Probleme im folgenden ungleich komplizierter dar, da die in
(4.1) und (4.2) auftretenden Matrizen i.a. nicht vertauschen. Dies wird z.B. bei den Mit-
telungsprozessen bedeutend, wenn es darauf ankommt, ob zuerst der BewegungsprozeB
mit anschliefender Mittelung betrachtet wird (RTF-Modell), oder die Mittelung vor der
. Diskussion des Bewegungsprozesses durchgefiihrt wird {“strong-collision” "Modell). Den-
noch kénnen die einzelnen Modellprozesse analytisch gelost oder grundsatzlich vereinfacht

werden.

71
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4.1 Die Spinbewegung im longitudinalen RTF-Mo-
dell

4,1.1 Herleitung der allgemeinen Bewegungsgleichung

Unter der Annahine beziiglich der Anfangspolarisation S, beliebig orientierter Frequenzen
) vnd wy (mit den zugehdrigen Rotationsmatrizen * @, und Q,) in einem Subsystem
folgt die Bewegungsgleichung des RTF-Modells unter der Beriicksichtigung aller Raumdi-

P(t) = %{eXp{(gi — 1)t} (4.3)
N /ot dt' exp{(2, — Y1)(t — t')}} 7 exp{(Q, — v1)t'}

+/Gt dt’ /0" di” exp{(Q, — yL)(t — )}
—y exp{(Q, — YD — )} v exp{(Q, — 7V} +..]-5
v 2l — 2] %

Entsprechend der Modelldarstellung in Kapitel 3.1 findet der Frequenzwechsel gemifl
einem Poisson-Prozef mit der Sprungrate v = 1/7 statt. Der Vorfaktor 1/2 beriicksichtigt
die anfiangliche Rotation der Spins mit der Frequenz j oder wj.

Auch in diesem allgemeinen Problem (4.3) fithrt die Laplace-Transformation auf die

geometrische Reihe
% 1 ~ _ _ _ i _
Pis) = 2 ([«Q—il +_£21 7 211 +£11 7 Qzl yD7 +.. } (4.4)
-+ {2;1 — 2;1}) . 5-':)

Mit der Definition D.,= (s+7)1— %1,2 folgt die Polarisation zu

- 1 o . 3
P(S) - 5 [(22 + v Qm +(Ql +’Y;)m] -5 (4.5)

Eine weitere Vereinfachung der Gleichung ist nicht mehr mdéglich, da die Operatoren £,
und §2, und somit auch £, und [, nicht vertanschbar sind. -

4,1.2  Diskussion der Prozefigleichung (4.5)

Vor einer analytischen Auswertung der vollstindigen Prozefigleichung (4.5) ist es auf-
schlufireich, das qualitative Verhalten der Spindynamik anhand einfacher Beispiele naher
zu untersuchen. Erste Schlufifolgerungen lassen sich aus der Betrachtung zweier spezieller
Magnetfeldanordnungen gewmnen che Belsplele fur ein verschwmdendes auﬁeres Feld

i da,rstellen (o =0).

“'Siehe hierzu die Gleichungen (2.75) und (2.76).




4.1. DIE SPINBEWEGUNG IM LONGITUDINALEN RTF-MODELL 73

a) y &) y
A A
| |
!
1
I -
| - “’2 -
- | (‘)1 - CU\‘!
% - X % -—— X
# @ P
e Z.Lf-’

Abbildung 4.1: Graphische Darstellung der Beispiele 1 (a) und 2 (b} auf dieser Seite fiir
verschwindendes dufleres Magnetfeld.

- .
Wy = We€, , W

pged
i

€z (Abb 41 a,)

il
(3

i) Beispiel I:

-

Wi = Wa€r , W

L
R
1

ii) Beispiel 2: Wy Ey (Abb. 4.1 b)

Im Hinblick auf die Diskussion der longitudinalen Polarisation, fir die das erste Beispiel
den interessanteren Fall darsteilt, wird die Anfangsbedingung S, = ¢, gewahit.

Fiir die erste Frequenzkombination kann die Prozefgleichung (4.5) durch Einsetzen der
relevanten Rotationsmatrizen aus (2.76)

g 0 a 0 —-w, O
=100 —we o R, = w. 0 O | (4.8)
0 w, 0 0 0 0

mittels algebraischer Umiormungen mit dem Programmpaket “REDUCE” ausgewertet
werden. Mit den Variablen a = s(s + 2v) und & = s + v erhilt man speziell fiir die

LA AL,

Laplace-Transformierte £, (s)

2(&'.2 -+ {32 2)(& =+ 7) - G'.bu) -+ bwz 5 (4 7)
a® + ab?(w? + w?) + bzwz )

B(s) =

B

Einen Eindruck von der generellen PoIarisationsentwmklung liefert die numerische Riick-
transformation [110] der Beziehung (4.7) in den Zeitraum. Die fiir die Wahl gleich grofler
Frequenzen (w, = w, = w) durchgefithrten Rechnungen sind in Abb. 4.2 aj fiir drei Werte
der Sprungrate v graphisch dargestellt. Im Vergleich zum Grenzfall kleiner Sprungraten,
wo die Polarisation nahezu unverandert mit der Periode 2m/w oszilliert, stellt man ein
Anwachsen dieser Periode um den Faktor v/2 beim Ubergang zu groBen y-Werten fest.
Dieses Resultat findet sich auch in den analytischen Niherungslosungen wieder, die in
Anhang C.1 fiir die Grenzfalle langsamer bzw. schneller Hiipfprozesse fiir diese spezielle

Frequenzwahl hergeleitet werden. Unier: Beruckslc’qtlgdng der. Terme: bls zur zweiten

Ordnung in 7/w bzw. w/~v erhilt man appromma.tiv
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Abbildung 4.2: Polarisationsfunkiion P, (¢ ( ) im Modell zweier Zufallsfrequenzen (Beispiele .
"17(a) und 2 (b) auf S. 73} fiir den festen Parameter w = 2 und drei Werte der Sprungra.te
7. Die Zextskala, ist in Einheiten der inversen. Rate 1 / 7 = _‘r gegeben s R
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i) 7 < w (wenige Ubergiinge wihrend einer Priizessionsperiode):

P(t) = %exp{—’yf} {cosh (gz) (4.8)

5?2 . +? 1
+ cos ([I - §$} wa) cosh ({1 + = 75

ii) 7> w (viele Ubergiinge wihrend einer Prizessionsperiode):

1 [/ V12— Bw\ w?1
Pz(i) = §8Xpi~k1+T; 7&

+1 1+ 153 w?] wit 1w2t

= COS — 1 — | exp{ ———

2 81022 V2, P 8

Gleichung (4.9) verdeutlicht, dafl mit wachsender Sprungrate v der Polarisationszerfall
zunehmend verlangsamt wird (“motional narrowing”). Im Vergleich mit (4.8) bestatigt

sie das Anwachsen der Periode um den Fakfor /2. Auf &hnliche Resultate fithrt auch
eine Diskussion der z- bzw. y-Komponente der Polarisation im Beispiel 1.

(4.9)

Aufgrund der Anfangsbedingung Sy = &, liefert das zweite Beispiel eine dhnliche Mo-
dellkonfiguration wie der transversale RTTF-Proze aul S. 44. Dennoch sollte sich eine
abweichende Polarisationsentwicklung ergeben, da beide Rotationsfrequenzen ebenfalls
senkrecht zueinander stehen.

Analog zur Herleitung im Beispiel 1 ergibt sich die Polarisation im Laplace-Raum
explizit zu
' ' B(s) = 1 a{2a(b +7) +b(w + i)} | '(4.10)

2 @+ ab?(wi + w?) + bhlw?

wobei a und b wie in Gleichung (4.7) definiert sind.

Abb. 4.2 bj stellt eine numerische Auswertung von (4.10} fir w, = w, = w und
verschiedene Werte der Sprungrate v dar. Abgesehen von der Dampfung, oszilliert die
Polarisation symmetrisch um die Zeitachse. Diese Symmetrie ist eine Folge der vor-
liegenden Orientierung der Magnetfelder senkrecht zur z-Achse (= Anfangspolarisation).
Dartiberhinaus werden 8hnliche Effekie wie in Beispiel 1 becobachiet.

In Analogie zum Beispiel 1 lassen sich approximative Losungen fiir die Spinpolarisation
im Zeitraum finden. In erster Ordnung ergibt sich:

P,(t) = cos ([1 - -:-g;J wt)_exp {- (1 - g;) 7-;-} (v <w) (4.11)
. PW = ([1+ —l-ir’if;] -‘%) exp {-éf;t} 2w @1

_Vergleicht man die Polarisation (4.12) mit der transversalen Spinrelaxation im Bereich
des “motional narrowings” aus (3.15) [16], beobachiet man neben der periodischen Bewe-
gung mit der Frequenz w/v/2 eine kleinere Zerfallsrate w?/8v. Beide Merkmale sind auf
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die Verringerung der Frequenz w um den Faktor v/2 in diesem dreidimensionalen RTF-
Prozef zurlickzufiihren.

Aus den Ergebnissen dieser einfachen Nullfeldbeispiele lassen sich zwei qualitative Merk-
male der longitudinalen Polarisation im Modell zweier Zufallsfrequenzen folgern, die
ihre Bestitigung in den spateren analytischen Losungen der Grenzfille langsamer bzw.
schneller Fluktuationen finden (siche Abschnitt 4.1.3).

e Aufgrund des Bewegungsprozesses (4.3) und der Lésungen (4.8) und (4.11) ist es
plausibel, da8, im Grenzfall langsamer Frequenzwechsel (y < ||, [«5]), die einzel-
nen Spins nahezu unabhiingig voneinander mit ihrer jeweiligen Startfrequenz pra-
zessieren.

e Im Grenzfall schneller Uberginge (v 3> [wi], []) zwischen den einzelnen Plitzen
kann in (noch) heuristischer Weise die Trotier-Formel [119] auf das Problem (4.5)
Anwendung finden; diese beschreibt die Gesetzmifligkeit

exp{t(A+ B)} = lim  (exp{tA/n}exp{tB/n})" (4.13)

n — 00
Diese Trotter-Formel kann als Verallgemeinerung der aus der Quantenmechanik
bekannten Baker-Campbell-Hausdorff- (BCH-) Formel [14] verstanden werden. Mit
der Voraussetzung [4,{4, B]] = [B,[4, B]] = 0 erweitert diese die Produktregel

zweier klassischer Exponentialfunktionen aunf nichtkommutierbare Operatoren 4

und B gemif

exp (é—%— Q) = exp (é) - exp (g) - exXp (—-[A __]) (4.14)

Bei der Trotter-Formel ist die obige Bedingung an die Kommutatoren zweiter Ord-
nung fiir grofle n (ndherungsweise) erfiillt, so daf der Term exp{t(A4 + B}/n} ent-
sprechend durch das Produkt exp{t4/n} - exp{tB/n} ersetzt werden kann, und
umgekehrt, Der Fehler ist nach (4.14) von der Gréflenordnung 2[4, B]/n%.

Mit den umgeformten Termen exp{(Q, /y— 1)}" bew. exp{(Q,/v— 1)}" lassen sich
die Formeln (4.13) bzw. (4.14) auf das vorliegende Problem fiir grofle v anwenden.
‘Dann kénnen die Kommutatoren zwischen den Operatoren , Q, bzw. D, D,

aber vernachlissigt werden. Aus diesem Grund lifit sich die Proze@glnlchunsr (4.5}
in folgender Weise vereinfacht darstellen :

By = (lo+2l1-52,+2,) (4.15)

(s + 9= P- G+, +2)) S

“Dieses Ergebnis entspricht dem Resuliat der transversalen Spinrelaxation in der
zugehorigen Operatordarstellung fiir eine Spinrotation mit der “Summenfrequenz”
- {8, +8,)/2. Da dies fiir die obigen Beispiele 1 und 2 auf |(W] + w2)/2| = w/V2

- fithrt, erklirt dieser “Vertauschungsansatz” fiir groBe Sprungraten die Vergroflerung . - -

. der Schwingungsperiode um den Faktor V2.
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Abbildung 4.3: Darstellung der Polarisation P,{t) aus {4.17) fiir verschiedene Sprungraten
v. Die weiteren Parameter sind aus [128] mit wy = 1 und w, = 2 fest gewdhli. Die
Zeitskala wird durch die inverse Sprungrate 1/+ definiert.

Zum Abschluf dieser ersten Uberlegungen wird die Konsistenz des RTF-Modells mit
dem auf S. 38 vorgesteliten “Two-Site Jump Model” von Peng und Ho [128] dargestellt.
In diesemn vereinfachten Zweisprungmodell werden die beiden Plitze durch lokale Felder
(4w, ) und einem externen Feld wp in z-Richtung bestimmt. Da der Sprungprozeff im ther-
mischen Gleichgewicht ablauft, werden die beiden Pléize mit gleicher Wahrscheinlichkeit
1/ 2 besetzt. Die Anfangspola,nsa.tlon der einzelnen Spins ist pa.ra.ilel zum effektwen Feld
Gefs = wigéz T wye, an den Platzen 1 und 2 gewahlt.

1 Wy -
S, (t = 0) = —=—we=— (€} & 5.€) mit s = (4.18)
’ T V2o o

HM

Beriicksichtigt man, dafl die Anfangspolarisation 5,.(0) (5";(0)) auf den ersten (zweiten)
Term in (4.5) wirkt, kann diese Bezichung mit “REDUCE?” algebraisch umgeformt werden.
Man erhalt die longitudinale Polarisation (im Laplace-Raum) mit den Koeffizienten ¢ und

b aus (4.7) zu
B(s) = ({ Pra?s™lel + c,ug(Zagss'1 +as7 W + swk + {}725'1{:)}
+35 {aswzug + as™ wdw, + wgwss}) : ml | (4.17)
{a +22%02 — ¥ (Wl — wi)® + (Wl + )’ + 2ula(b? + ‘yz)]_l

Die Polarisationsanteile in z- und y-Richtung sind beide identisch Null.
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Entsprechend der Angaben in [128] wurde die Beziehung (4.17) fiir vier Werte der Sprung-
rate v = 1/7, ausgewertet. Die gefundenen Resultate entsprechen grundsitzlich dem in
[128] dargestellten Polarisationsverhalten. Wie Abb. 4.3 zeigt, ist der Zerfall im Bereich

langsamer Fluktuationen {7 < \/uw§ + w?) einfach-exponentiell mit der Relaxationsrate
aus (2.91) und wird durch eine geddmpfte Oszillation moduliert. Dieses Verhalten geht

in eine multiexponentielle Zeitabhingigkeit im “[bergangsbereich” vy = \/wi + w? iber.
Erst im Bereich des “motional narrowings” fiir 4 3 wg+w? /wy nach [128] wird der Zerfall
wieder einfach-exponentiell mit der Rate (2.90).

4.1.3 Analytische Lisung des allgemeinen RTF-Prozesses (4.5)
Um die in der qualitativen Analyse dargestellten Merkmale des RTF-Modells quantitativ
fassen zu konnen, wird die Bewegungsgleichung (4.5) naher ausgewertet. Mit der Anfangs-
bedingung S, = &, wird ausschlielich die longitudinale Polarisation P;(f) untersucht, alle
vorgenommenen Schritte sind aber jederzeit auf andere Betrachtungen mii abweichenden

Randbedingungen anwendbar.

Ohne weitere Annahmen iiber die FrequenzgréBen o, w; wird die Beziehung (4.5) mit
den allgemeinen Rotationsoperatoren @ und @, aus (2.76) mit “REDUCE” algebraisch
umgeformt. Die diversen Matrizenumformungen (Inversion, Produki- und Summenbil-
dung) fihren dann auf die allgemeine Darstellung der longitudinalen Polarisation im

Laplace-Raum

i) = 3o {2 = Lexp(nn £ {23 (+.13)

mit den Polynomen g(s) = 580 5:(, @y 7)s' und h(s) = Doy hoj(G, 02 7)s¥. Die in
(C.13) explizit aufgefiihrten Koeflizienten hingen von der Sprungrate « und den Frequen-

zen W, Wy ab.

Wie Anhang C.2 ausfihrlich aufzeigt, 188t sich die inverse Laplace-Transformation in
(4.18) mit der Kenntnis der einfachen Nullstellen s, {n = 1,...,6) des Polynoms h(s)
ausfithren. Wie bei den Beispielen 1 und 2 in Kap. 4.1.2 muff man sich aber auf die
Grenzfille schneller und langsamer Fluktuationen beschrinken. Einer méglichen Entar-

tung der Nullstellen wird in Anhang C.2 durch Betrachtung diverser Sonderfille Rechnung
getragen.

Viele Uberginge wahrend einer Prizessionsperiode (v > |wil, |«b|)

In diesem Grenzfall schneller Fluktuationen kann die longitudinale Polarisation in niedrig-
ster Ordnung in 1/+ allgemein zu ‘

Wiy s t, .
Pt) = —exp —;fl(whwz) (4.19)
| ' g7 2 . .
+ {cos(]&’,e,lt) “rey ~ Wrens 4 Gn((Gyunlt) - O (;)] exp {#@ (;) }

wres
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bestimmt werden. Bingefiihrt sind fi(w}, wh) = (wi’a” — (&) - &)?) / (852,,) und die
mittlere Summenfrequenz &,., = (] + w5}/ 2.

Diese allgemeine Losung ist nur fiir nichtentartete Nullstellen giiltig. Eine (mehrfache)
Entartung der jeweiligen Nullstellen tritt aber dann auf, wenn

1
Byes] + O (?) =0 (4.20)

Die auftretenden Nullstellen sind dann reell, und man erhilt einfachere Losungen, die auf
S. 154 im Anhang C.2 aufgefiihrt sind.

Eine generelle Bedeutung fir die weiteren Betrachtungen hat der Grenzfall v — oo.
Fiir diesen erhilt man aus (4.19) die Spindynamik (2.78) bzw. (D.30) der statischen
Kubo-Toyabe-Theorie [109] fiir das resultierende Magnetfeld &,,,. Dies bestitigt aber die
qualitative Diskussion im Zusammenhang mit der Trotter-Formel auf S. 76.

Wenige Uberginge wihrend einer Przessionsperiode (v < |/, [])

Die Herleitung einer Naherungslosung des Problems (4.18) ist fiir den Grenzfall langsamer
Fluktuationen (y < |, [J5]) mit erheblichen analytischen Schwierigkeiten verbunden.
U.a. treten bei den Rechnungen Terme ~ |w; — | eic. auf, die dem obigen Naherungs-
ansatz nicht gerecht werden. Hinsichtlich einer Vielzahl von Entartungsféallen in der Null-
stellenberechnung mit der Cardanischen Losungsformel (vergleiche S. 149 bzw. 152) treten
zusatzliche Probleme auf, deren Ursache haufig im Auftreten komplizierter, komplexwer-
tiger Wurzelausdriicke liegt. Alternative Vorgehensweisen zur Nullstellenbestimmung sind
dieser Ngherungsrechnung aber ebensowenig zutriglich.

Diese grundsatzliche Problematik fiihrt in numerischen, nicht dargestellten Proberech-
nungen zum Ensemblemittelwert (Kapitel 4.2) auf verfilschte bzw. unsinnige Resultate,
wie z.B. {P,(t = 0}}uy 5, #* 1. Gerade da fur Parametergrdfien mit v ~ |J) — | die
typischen Probleme in der begrenzten Rechen- und Quadraturgenauigkeit > Bedeutung
erlangen, sind genauere Naherungsbetrachtungen fir P,({) in diesen Parameterbereichen

zwingend notwendig.
In einem alternativen Ansatz wird die folgende Prozefigleichung zur Beschreibung der

Spindynamik fiir kleine Sprungraten herangezogen.

Bs) = 5 (274 12,) 3 (6) + 1243 (5)) (12} (oM 2oble) - 77) " (421)

Ihren Ursprung findet diese Gleichung in der geometrischen Reihe (4.4), die auf die
allgemeine Prozefldarstellung (4.5) fithr{. In diesem “heuristischen” Ansatz wird aber
angenommern, daf} sich die z-Komponente unabhangig vom z-y-Unterraum entwickelt 2.

_ '_'2siehe die Bemerkung 3 auf 5. 147 im Anhang B.2
' 3Dieses Modellprinzip wird auch in spateren Uberlegungen eine Rolle spielen. Generell wird angenom-
men, dafl die einzelnen Matrizen der Gestalt {D.6} entsprechen, die die Entkopplung der Komponenten

ermoglicht.
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Beriicksichtigt man so ausschliefllich die z-Komponente der Drehmatrizen 1) , in der
geometrischen Reihe (4.4), wird man unmittelbar auf (4.21) gefiihrt.

Die Beziehung (4.21) kann mittels algebraischer Umformungen ebenfalls aufdie Gestalt
(4.18) gebracht werden. Die Koeffizienten der Polynome ¢(s)und h(s) werden zu

go(W, @25 7) = 2ywiwj,

0 (G, 0y y) = uﬁzwgz-i-wfzcﬁ'oz

92(‘31,‘;:7) = 27[w1z+wzz]

ga(W, o) = G+ 5wl + o,

ga(Wl, w3 y) = 2y (4.22)
gs(d, dnsv) = 2

ho(@i:g:'}‘) = "Tzwfz“-’gz

ho(wl, wasy) = =¥ (wh, + wf,) + @

hy(hh,i;y) = -V + i +a

he(dy, W3 y) = 1

bestimmt. Deutlich ist zu erkennen, dafl der Sprungproze8 nur von den Betragen und den
z-Komponenten der Rotationsfrequenzen abhéngt.

Leider wirfi dieser Ansatz in der Nullstellenberechnung dhnliche Probleme auf, wie fiir
das RTF-Modell in diesemn Grenzfall kleiner Sprungraten geschildert wurde. Dennoch wird
im folgenden Kapitel 4.2 dieser Ansatz weiter diskutiert, um die generelle Anwendbarkeit

zur Beschreibung des RTF-Prozesses bei kleinen Sprungraten zu illustrieren.

Einen grundsétzlichen Eindruck von der Spindynamik in diesem Grenzfall erhilt man,
wenn ausschliefllich die ersten Terme des Sprungprozesses (4.3) bzw. (4.4) beriicksich-
tigt werden. FBEin entsprechender Ansatz erster Ordnung (im Laplace-Raum) mit der

Anfangsbedingung Sy =&
P,(s) = [{911}33( )+ {25 5(8) + DT R, + D5 D7 () + 0] (4.28)

kann vor allem die anfiangliche Polarisation approximativ wiedergeben. Die einzelnen
Summanden lassen sich ohne weitere Naherungen transformieren (siehe Anhang C.2.2)
und man erhilt die allgemeine Lisung

o 1 =2 _ . 2 — 2 2
PAY = gesplont) | S5+ Tt conanl) + o+ B ol
. . : 2 1255 wz
o o p T Gn(|aile) + 2Byl sin(|@l1) (4.24)
W wa ‘ 1| l '

Beziiglich der Koeflizienten By, B; und der Spezialfille, die sich hier aus der Nullstellen-
entartung ergeben, wird auf die Darstellungen (C.24) - (C.27) verwiesen. Eine Diskussion
der Genauigkeit dieser Approximation erfolgt im Kapitel 4.2. -




4.2. DIE MITTELUNG UBER EIN SUBSYSTEMENSEMBLE 81

4.2 Die Mittelung tiber ein Subsystemensemble

Entsprechend dem Ansatz (2.93) wird im zweiten Schritt ein Ensemble obiger Zweisprung-
systeme betrachtet. Mit dem Ansatz, daB die Rotationsfrequenzen w,, w; Zufallsvariablen
darstellen, wird die Ensembleunordnung, wie in der transversalen Relaxation (Kapitel
3.2.1), durch die Mittelung der Polarisationsentwicklung (4.18) iiber gauBverteilte Fre-
quenzen mit der Varianz ¢ und dem Mittelwert wp berticksichtigt.

(Wi — w0)? + {wh — uip)

(PO} sz = (27?0' / 47, dd Pz(t)exp{— = 2} (4.25)

Wie auf S. 48 bemerkt, kann dies in erster Naherung die tatsachliche Verteilung der
lokalen Magnetfelder wiedergeben. Im Kapitel 5 werden zusatzlich alternative Frequenz-
verteilungen hinsichtlich ihres Einflusses auf die dort ermittelten Relaxationsraten disku-
tiert. Unter Annahme zufalliger Sprungraten v in den einzelnen “Subsystemen” werden
aber auch zusatzliche Sprungratenverteilungen mit in die Betrachtungen einbezogen.

Neben der Untersuchung genereller Effekte aus der Mittelung (4.25) interessiert im vor-
liegenden Kapitel vornehmlich die Fragesteilung, inwieweit die nichtkommutierbaren Ope-
ratoren aber auch eine Korrelation zwischen den Frequenzen w; und w; die Ergebnisse

beeinflussen.

4.2.1 Ergebnisse aus der gaufischen Frequenzmittelung

Einen vollstindigen Eindruck von der Polarisationsentwicklung {P.(?)},; .- gewinnt man
aus der numerischen Auswertung von (4.25) mit der Lapla,cewTra.nsforrmerten P,(s} aus
(4.18) {110). Die Frequenzmittelung erfolgt mittels der GauBquadratur iber (B.12) im
magnetischen Nullfeld (w = 0) mit der Varianz o. In den Rechnungen wird die Quadra-
turordnung von n = 6 (bei grofien «v und kleinen Zeiten) bis n = 11 (fiir kleine Sprungraten
und gréfBeren Zeiten) variiert. Aufgrund der im Anhang B.2 dargestellien Problematik
(Bemerkung 1 auf S. 146) wird so ein geeigneter Kompromif zwischen verniinftigen Ergeb-
nissen und akzeptablen Rechenzeiten gefunden werden.

Wie zu erwarten ist, wird die Polarisation fiir v — 0 durch die statische Kubo—'foy’a,be-

Funktion gema$ (2.79) bestimmt {Abb. 4. 4).

1 \ 2 242 .. ( 1 242 {
{Pz(i)}w},w'g = 5 - 3 (1 -— et )E..{p \—50’ [A ) \"1{:.26)
Die Minimalstelle dieser Funktion ergibt sich zu
tmin = V3/0 (4.27)

Fin Anwachsen der Sprungrate wirkt sich in einer Verschiebung dieses Minimums zu
lingeren Zeiten aus. Zusatzlich wird die Riickkehr der Polarisation zum asymptotischen
Wert 1/3 verhindert. Wahrend dies qualitativ mit den Resultaten aus dem “strong-
collision” Modell nach Hayano et al. [109] im Einklang steht (siche das in Abb. 4.4 einge-
setzte Bild), tritt fiir ¥ ~ o ein vollkommen abweichendes Polarisationsverhalten auf.
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Abbildung 4.4: Darstellung von {P.(i)},  aus (4.25) mit der Laplace-Transformierten
aus (4.18) fiir festes & = 1, o = 0 und ansteigende Sprungraien 7. Die Zeitskala
wird durch die inverse Sprungrate bestimmt. Die punktierten Kurven dienen der Au-
genfithrung, die anderen Linien stellen die Kubo-Toyabe-Funktion (4.28) fiir ¢ = 1
(durchgezogen) bzw. ¢ = 1/v/2 (gestrichelt) dar. Das Insert gibt zum Vergleich die
Ergebnisse des “strong-collision” Modells aus Abb. 2.5 fiir die entsprechenden Parameter
wieder. ' ' s Eh

Die longitudinale Relaxation steigt nach Durchlaufen des Minimums wieder an, und fiir
v — .00 wird wieder eine Grenzkurve erreicht, die der statischen Kubo-Toyabe-Funktion
fiir eine um den Fakior /2 reduzierte Varianz ¢ entspricht.

Alle Polarisationskurven {aufler die Grenzkurven fiir ¥ = 0 und v — oo) fallen 2u
spateren Zeiten wieder auf null ab. Dieses generelle Zerfallsverhalten wird in Kapitel 5
naher diskutiert.

Diese generelle Riickkehr zum statischen Kubo-Toyabe-Verhaiten fiir grofie Raten v
zeigt sich auch, wenn ein iufleres Feld & = wye; in die Rechnungen einbezogen wird
(Abb. 4.5). Das Minimum der entsprechenden Grenzldsung fiir wy > 0 [109]

ks = - (o] e

' +w;‘é/0 dr exp (—-50-27'2) sin{wo7)
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Abbildung 4.5: Darstellung von {F{t)},. o mit P,(¢) aus der Naherungslosung (4.19)
fiir diverse Werte der Sprungrate ¥ > o (= 1) und des externen Magnetfeldes wp. Die
punktierten Linien geben die Kubo-Toyabe-Lésung (4.28) [109] mit der reduzierten Vari-
anz 6 = 1/ /2 wieder. Die gestrichelte Kurve entstammt dem in Abb. 4.4 beschriebenen

Rechenweg mit der vollstindigen Polarisation (4.18). ¥~' bestimmt die Zeitskala.

wird durch die Bedingung
&2 Lt -
(WO tmm) t&ﬂ(wo tm:’n) . . (4'29)

2

o "'(.9’0

bestimmt. Abb. 4.5 verdentlicht, daf} die analytische Naherungslosung (4.19) den Polari-

[ Uit

sationszerfall fiir grofle S rungmten auch nach der Frequenzmittelung wiedergeben kanm.

AbschlieRend kann festgehalten werden, dafl das RTF-Modell auch in der “longiiudinalen
Anwendung” eine Superposition der beiden Frequenzen in jedem “Subsystem” fiir grofie
Sprungraten liefert (Kapitel 4.1). Entsprechend der Diskussion auf S. 50 im transversalen
Fall fithrt dies bei der Ensemblemittelung auf den Polarisationszerfall statischer Spins, der
aber durch eine um den Faktor /2 verkleinerte Verteilungsbreite bestimmt ist (“motional
narrowing”). Die erhaltenen Resultate sind somit charakteristisch fiir den RTF-Prozef;
das transversale Problem ist als einfacher Spezialfall zu verstehen, der im Gegensatz zu
spateren Dlskussmnen zu kelnem vera.nderten Zerfal}sverhalten fuhrt

4 2. 2 Emﬂuﬁ des generellen Mitﬁeiungsansatzes o

In der Abwelchl_ng vom “strong-collision” Modell macht sich der verinderte Mittelungs- -
prozeB des RTF-Modells bemerkbar. Wie in der Motivation zum “heuristischen Ansatz”
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Abbildung 4.6: Darstellung von {P,{{)},.., aus dem Nullfeldbeispiel 1 (S. 73) fiir:
(i} die Mittelung der Beziehung (4.7) (durchgezogene Linie), (ii} den “strong-collision”
Ansatz (4.31) (punktierte Kurve) , (iii) die Ndherungslésung (4.32) aus dem RTF-Modell
(gestrichelte Linie), (iv) den entsprechenden “heuristischen” Ansatz (4.21) (Sterne). Je-
weils sind ¥ = 0.2 und ¢ = | fest gewdhlt. v~' definiert die Zeitskala. B

fiir kleine y (4.21) erldutert wurde, wird im “strong-collision” Modell jeder Term 1} |, D,
iiber die Frequenzverteilung gemittelt, bevor der Sprungprozefl ndher behandelt wird. Im
einfachen Ansatz fiir kleine ~, der nur die ersten Beitrige der Reihe (4.4) beriicksichtigt,
ist die Polazisation dann durch die Laplace-Transformierte '

BV = IR+ Rt nR0alRY 4
'+~ff’.([{gl}g~,]?._{g_z_}@-,_+-_{gl}_’, [_{ }u,] Jrow)a

bestimmt. Gemai8 der. Uberlegungen auf S. 169 beaitzen dle emzeinen Operatoren d1e
generelle Gestalt {E.10), so dafl die Entwicklung in der longitudinalen z-Richtung vom
z-y-Unterraum entkoppelt ist. Im Gegensatz hierzu w1rd das Problem im RTF-Ansatz
durch die Beziehung (4.23) beschrieben. g ' e
DafB sich dieser Modellunterschied schon fiir kleine Sprungraten in der Polarisations-
entwicklung auswirkt, wird fiir das einfache Nullfeldbeispiel 1 {siehe S. 73) dargestellt. Fir
die spezielle Magnetfeldanordnung lassen sich aus (4.30) bzw. (4.23) unter Heranziehen
einer Imegralta,fel (z B. [134, 135}). analytische Ldsungen bis zur vierten Ordnung in-y .
herielten ' SR R R R




4.2. DIE MITTELUNG UBER EIN SUBSYSTEMENSEMBLE 85

“strong-collision” Ansatz

(BN, = 2 exp(~ _.,f{ _7_2+(1+‘T_2) (___21)

g3
+ /Al / dTexp( Zz)eff(i;) (1+2'Y[t_7'])} |

Die Error-Funktion erf(z) ist in (A.17) definiert.

RTF-Ansatls

{POYEY = gexp(—ml—*—}(1+'*—§+”Z)exp(—°'2'f2\
2

In Abb. 4.6 werden diese Naherungen fiir v = 0.2 und & = 1 mit der gaufischen Mittelung
des vollstandigen Prozesses {4.7) iiber w, und w, verglichen. Wahrend die Kurzzeitent-
wicklung fiir beide “Mittelungsarten” tibereinstimmt, fallt die “strong-collision” Lésung
fiir groflere Zeiten immer weiter ab. Der Grund liegt in der generellen Vernachlissigung
der “ausmittelnden” Bewegung im z-y-Unterraum. Wie Abb. 4.4 verdeutlicht, ist dieser
Effekt bei der Betrachtung des dreidimensionalien Falies noch verstarki zu beobachien.

4.2.3 Naherungen fiir kieine Sprungraten in der (ga schen)
o Mittelung : : -

Wie im Abschnitt 4.1.3. angedeutet, ist die analytische Auswertung des Originalprozesses
(4.18) in der Naherung v < |u1], |ws| und des heuristischen Ansatzes {4.21) mit grofien
Schwierigkeiten verbunden, die eine weitere Anwendung in der Diskussion der Ensem-
blemittelung momentan ausschliefien. Um dennoch einen Einblick iiber die Giiltigkeitsbe-
reiche der verschiedenen Naherungsansitze bei kleinen Sprungraten zu erhalien, werden
diese fiir die Mittelung {iber Gaufiverteilungen fiir w, und w, im einfachen Nullfeldbeispiel
1 (siehe S. 73) verglichen. Diein 4.1.3 angesprochenen Schwierigkeiten lassen sich fiir diese
spezielle Parameterwah! mittels einiger Fallunterscheidungen unterdriicken. =

- Wie Abb. 4.6 erkennen lafit, kann der “heuristische” Ansatz (4.21) durchaus zur
Beschreibung des RTF-Prozesses genutzt werden — auch wenn die Anwendung auf den
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vollstindigen Prozeff (4.5) mit erheblichen, momentan ungelésten Schwierigkeiten verbun-
den ist. Auch die einfache Entwicklung (4.32) gibt den Kurvenverlauf, insbesondere im
Kurzzeitbereich (bis ¢ ~ 4), recht gut wieder. Eine dhnliche Genauigkeit im Anfangsver-
halten weist die erweiterte Naherung (4.23) unter Mitnahme aller Spin- und Feldrichtun-
gen im Vergleich mit den Ergebnissen aus Abb. 4.4 auf.

Abschliefend sollte festgehalten werden, daf alle vorgestellten analytischen Losungen des
RTF-Modells zur Wiedergabe der allgemeinen Prozefigleichung (4.3) zu nutzen sind. Da
die zuséatzliche numerische Transformation der Laplace-Transformierten in den Zeitraum
entfallt, zeichnen sie sich durch eine erhebliche Zeitersparnis bei den numerischen Mit-
telungsrechnungen gemaf (4.25) aus. Bei der Vermeidung dieser “Fehlerquelle” ist zudem
eine ausreichende Rechengenauigkeit, schon fiir kleine Quadraturordnungen, zu erreichen.

Wahrend die Losung (4.19) fir alle Sprungraten v > |wi}, || uneingeschrénkt einge-
setzt werden kann, ist im anderen Grenzfall noch einige Vorarbeit zu leisten, um eine
befriedigende Néherung zu gewinnen. Wie die obige Diskussion verdeutlicht, kann aber
je nach der vorliegenden Problemstellung durchaus auf den “heuristischen” Ansatz (4.21)
(bei spezieller Parameterwahl) oder die Kurzzeitentwicklung (4.23) zuriickgegriffen wer-

den.

4.3 Experimentelle Bestatigung des Modellansatzes

Wie in der Einleitung angedeutet wurde, kann durch Anwendung der Myonenspinresonanz
die Anfangsentwicklung des Polarisationszerfalls aufgeldst werden. Auf der entsprechend
kurzen Zeitskala wirken sich die fiir die Wechselwirkungsfluktuationen verantwortlichen
Bewegungsprozesse unmittelbar im Polarisationszerfall aus. Demgegeniiber konnen diese
Prozesse in den typischen NMR-Methoden als abgeschlossen gelten, so dafl die Beobach-
tung auf das asymptotische Zerfallsverhalten beschridnkt bleibt. Vor diesem Hintergrund
konnten die in Kapitel 2.2 vorgestellten stochastischen Modelle bei der Auswertung von
pSR-Messungen beachtiiche Erfoige erzielen, da sie keine Annahmen fiber kurze Korrela-
tionszeiten etc. einbeziehen.

So wird ein erster qualitativer Vergleich des Polarisationsverlaufs aus dem RTF-Modell
durch #SR-Messungen mdglich, die von Fell, Hempelmann et al. [136] in mit Titan dotier-
tem Niob durchgefiihrt wurden. In Nullfeldmessungen untersuchten sie die longitudinale
Polarisation fiir verschiedene Temperaturen. Eine Auswahl der ermitielien Transienten
in Abb. 4.7 Jifit folgende Merkmale erkennen. -

¢ Fiir sehr niedrige Temperaturen (T = 13K) ergibt sich ein Kubo-Toyabe-Verhalten
" der Polarisation. Dieses 1afii auf statische Myonen schlieflen, die an den tetraedri-
. schen Nbg-Platzen im Gitter lokalisiert sind.

- ® Mit zunehmender Temperatur (T = 22K) beginnen die Myonen langsam zu dif-
- ‘fundieren. Ahnlich wie in Abb. 4.4 steigt die Polarisation fiir ¥ &= ¢ nach dem
- Minimum nicht wieder an.
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Abbildung 4.8: Darstellung der Einheitszelle elnes kubisch-raumzentrierten Gitters mut
allen Zwischengitterpldizen aus [137]. Die schwarzen Punkte reprisentieren die Nb-Platze,
die weiflen die 24 tetraedrischen Zwischengitterplitze der Ti-Stdrstellen. Die dickeren
“Bonds” geben die mogliche lokale Diffusion iiber 4 oder 8 Plitze wieder.

¢ Nach einer weiteren Erhéhung der Temperatur (T = 57K ist wieder ein Anstieg der
Polarisation zu erkennen, wobei sich das durchlaufende Minimum zu gréBeren Zeiten
verschoben hat. [s ist eine Riickkehr zum statischen Kubo-Toyabe-Verhalten zu
vermuten, das durch eine schnelle, lokale Bewegung in einem Untergitter verursacht
wird, wie es in Abb. 4.8 dargestellt ist.

In der Riickkehr zum Kubo-Toyabe-Verhalten (4.26) [iir eine schnelle, lokale Bewegung der
Sondenkerne ist eine starke Analogie zum RTF-Modell festzustellen. Dennoch kann der
einfache Zweisprungprozel nicht ausreichen, um die experimentellen Resultate quantitativ
zu erkliren. Z.B. liefern die Experimente eine Verklemerung der Varianz & (im Ubergang
von 7' = 13K zu T' = 57K) um den Faktor 1.85 *, wiahrend das RTT-Modell einen Faktor
V2 =141 voraussagt.

Fin erster Grund dieser Abweichung liegt in der Einschrinkung des RTF-Modells
auf zwel unterschiedliche Platze, die von den Myonen wihrend der lokalen Bewegung
eingenommen werden kdnnen. Aus Vergleichen mit der Van Vleck-Theorie [5] und einem
eigenen “trapping model” {136, 138] ® vermuten die Autoren, dafl die Sondenspins vier
oder sechs verschiedene tetraedrische Nb;Ti-Plidize um die Ti-Haftstelle besuchen.

Des weiteren ist die Annahme unkorrelierter Frequenzen i, « als starke Verein-
fachung anzusehen. Die Frequenzen benachbarter Gitterplitze sind sicherlich in bestimm-

1Dieser kann berechnet.werden, wenn man aus den jeweiligen Kurvemmmma, nuttels der Bezaehung _

{4 27) die Varianz der Gauflverteilung berechnet.
2in Erweiterung eines- Zweizustandsmodells von Borghini et al. (139
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ter Weise zueinander korreliert. In dieser Hinsicht wurde in Abdnderung des Ansatzes
(4.25) folgende korrelierte Mittelung untersucht.

1. Die Frequenz wi wird einer Gaufiverteilung mit der Varianz ¢, und dem Mittelwert
wp (= externes Feld j|g,) entnommen.

2. Die zweite Frequenz wj entstammt einer GauBverteilung mit der Varianz o, und der
Frequenz w7 als Mittelwert.

3. Die Polarisation P,(t) wird weiterhin durch den Zweisprungprozef {4.5) bzw. (4.18)
bestimmt.

Das zu losende Integral tiber die Frequenzen w7}, wy

{P.(t)} 5 (4.33)

w1 4%

1 © (@ — wh)? - —-\2
= v /;mdwldwe Pz(i)exp{‘*—‘__“‘lmfz ) }exp {""“‘—’( 2252 L }

B {271'0'}_ 0’21 S =21 i
kann mit der Variablensubstitution

- Wy + Wy - 1 Wy — W 2 "-Ji'{'@ -
., =  Aw = —d - , 4.34
Wres 2 “ ﬁm( 2 { D "“"’°D (4.34)

der Definition d = (/03 /(46} + ¢2) und der Jacobideterminanten det J = (v/20,d)* (siche
Gleichung (E.26)} in die Mittelung

3
kOPP 1 o= e - L hy
ARG (\/}ﬁ&) /;m didp gy dAW Py{l; By, Do) (4.35)

- — - \2 -
exp {_E‘i%.:;‘_t’_)_} exp {_&w,z}
F

iberflihrt werden. . Abkiirzend wurde die resultierende Varianz ¢ = /o} + 03 /4 einge-
fiihrt.

An dieser Stelle soll nur qualitativ der Einfluf der beriicksichtigten Korrelation auf die
RTF-Ergebnisse beirachtet werden. Vor diesem Hintergrund wird die Untersuchung auf
die Grenzfalle grofler und kleiner Sprungraten beschrankt. Im ersten Fall hdngt die Pola-
risation gemaf der Naherungslésung (4.19) nur noch von der resultierenden Frequenz &,.,
ab. Da die Integration fiber Aw’ damit einer unnormierten Normalverteilung (Varianz
o = 1/v/2, Miitelweri (Aw’) = 0) entspricht, liefert diese einfach den Normierungsfaktor
V. Die zweite Mittelung fiihrt dann auf die Losung der statischen Kubo-Toyabe-Theorie

{P:(2) fr:?;, =grr{t;d,wo) ©° 0 (4.36)
fiir die resultierende Varianz #. Je nach Magnetfeld wg ist ggr durch die Gleichungen
(2.79) bzw. (2.80) gegeben.
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Abbildung 4.9: Darstellung der Ldsungen fiir die korrelierte Mittelung (4.33) bei Varia-
tion der Breite oy der “Frequenzabweichung” w und festen Werten oy = 1 und wp = 0.
Die Zeitskala ist durch die inverse Varianz oy bestimmi. Fiir.grofe Sprungraten wird die
Polarisation durch (4.36) mit der Varianz & gegeben (punktierte Linien). Die gestrichelten
Kurven entsprechen der Lésung fiir ¥ = 0 (4.37). Zum Vergleich stellen die durchgezo-
- genen Linien die statische Polarisation im RTF-Modell bei der unkorrelierten Mittelung
(4.25) fiir o, =og dar. T T o
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Im alternativen Grenzfall ist es sinnvoller, unmittelbar den Ansatz (4.33) zu losen, da
die Polarisation nunmehr durch die Summe zweier Kubo-Toyabe-Funktionen (2.78) mit
den Frequenzen wj und w; bestimmt ist. Die korreliert gemittelte Polarisation ergibt sich
dann als Summe zweier Kubo-Toyabe-Losungen geméaf

W,

(POYss, = 5 {oxr(t; o1, w0) + grr(ts 8, w0)) (4.37)

mit der resultierenden Verteilungsbreite 6 = 1/¢? + o2 im zweiten Summanden.

Abb. 4.9 stellt die Polarisation {P,(¢ )}k"" fiir verschiedene Varianzen oy bei festen
o; = 1 und wg = 0 dar. Dabei werden die Grenzlosungen fiir ¥y = 0 und v — co mit
der Polarisation statischer Sondenkerne aus dem RTF-Modell verglichen, die gemif der
Mittelungsdefinition (4.33) der Parameterwahl o, = 0 entspricht. Da die korrelierte Mit-
telung in beiden Féllen zu grofleren Varianzen fiihrt, sind die Polarisationstransienten zu
kleineren Zeiten verschoben. Ergibt sich im normalen RTF-Modell (siehe Abb. 4.4) eine

rd e oS N} oy oy o e o iod A2
Minimumsshift mif den Fa}:\‘ux vV 2 baim ub\:LsﬂdlB YOIL Y = v EZU 7 — &0, 80 ist du:btil

Effekt in der korrelierten Mittelung wesentlich kleiner und unauﬁ‘alhger 8. Auffalliger ist
der Unterschied im Polarisationsabfall im Bereich der Minimalstelle. Die Uberlagerung
der Kubo-Toyabe-Funktionen mit den Varianzen ¢; und & in (4.37) im Grenzfall y = 0
fithrt auf breite und weniger tief ausgeprigie “Mulden” als der Polarisationszerfall (4.36)
fiir v — oo mit §. Dieser Effekt vergroflert sich mit zunehmender Varianz oy.

S

Es mufl also festgehalten werden, daf die korrelierte Mittelung die in Abb. 4.7 festgestellte
Minimumsshift nicht erklaren kann. Ob die alternative Moglichkeit der Erweiterung des
RTF-Prozesses auf mehrere Platze eine grofiere Verschiebung der Kubo-Toyabe-Kurve als
um den Faktor v/2 bewirkt, kann méglicherweise die folgende Diskussion der Splnbewe-
gung auf einer linearen Kette zeigen. :

4.4 - Linearer random walk

Bei der Erweiterung auf kompliziertere Bewegungsprozesse in den einzelnen “Subsyste-
men” soll eine starke Korrelation zwischen den Rotationsfrequenzen auf den einzelnen
Platzen in der Polarisationsentwicklung bestimmend bleiben. Entsprechend der Diskus-
sion im transversalen Fall im Kapitel 3.3 trigt die Betrachtung eines eindimensionalen
random walk der Spinteilchen diesem Ansatz Rechnung. Gerade fiir diese Bewegung ist
der langsame Zerfall der Wechselwirkungskorrelationen aufgrund der verstdrkien Riick-

sprungeffekte typisch.

Bei der Verallgemeinerung des transversalen random walk Modells wird jeder Platz der
linearen Kette (Abb. 3.9) durch einen Rotationsoperator 2. charakterisiert. Aufgrund
der vereinfachten Handhabung wird die Betrachtung auf den diskreten random walk mit

“Die Bestimmung der Minimumsstelle fir die Losung (4.37) erweist sich, aufgrund der Uberlagerung
zweier Kubo-Toyabe-Losungen, als kompliziert. Die generelle Lage des Minimums fir ¥ — co aus (4.36)
1afit sick fiber die Bedingung (4.27) mit der Varianz & berechnen.
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der konstanten Wartezeit 7 beschrinkt, so dafl {, = nr. Gemal der Konvention auf S. 60
geht auch hier der n-te Sprung nicht mehr in die zu diskutierende Prozefigleichung

P(i,) { <H exp (Q 7")) } - S (4.38)
i=1 1—dim. RW } Gubsysteme

ein. In anschaulicher Weise ermoglicht dieser diskrete Bewegungsprozef} ein grundsitzli-
ches Verstindnis der charakteristischen Eigenschaften des durch den random walk der
Spins bedingten Polarisationszerfalls. FEin entsprechender Ansatz fiir einen kontinuier-
lichen random walk ist aber gleichwohl lésbar — wenn auch bedeutend zeit- und rechen-
intensiver — , indem man die auftretende Integralgleichung, in Anlehnung an die Umfor-
mung des RTE-Prozesses auf S. 72, in den Laplace-Raum iiberfithrt. Dabei ist aber die
naheliegende Annahme nicht gerechifertigt, dafl die Polarisationen P(t,) und P(f) unter
der Umrechnung { < n7 ibereinstimmen. Dies macht ein Vergleich der jeweiligen Gréflen

“strong-collision” Modell deutlich den Czech fiir das transversale Modell durchgefiihrt

hat {98]. Der Grund liegt darin, dafl das Polarisaticnsverhalten nicht nur davon beein-

fluflt wird, ob die Frequenzen mehrfach besucht werden; wichtig ist auch, wie lange jeder
einzelne Besuch dauert. So wird fiir das “strong collision” Modell einsichtig dargestellt,
dafl groferwerdende Fluktuationen in den Wartezeiten, also die Zunahme an kontinuier-
lichem Verhalten, zu einem immer schnelleren Polarisationszerfall fithren [104, 105]. Dieser
Effekt vermindert sich mit kleiner werdender Varianz o.

Die weitere Umformung der Gleichung (4.38) wird durch die Nichtkommutierbarkeit der
einzelnen Operatoren @, (i = 1,...,n) stark erschwert. In Anwendung der speziellen
Ergebnisse aus den fritheren Uberlegungen sind aber einfachere Niherungsbetrachtungen
in den Grenzfillen grofler Wartezeiten 7 = 1/ mittels des heuristischen Ansatzes (4.21)
und kleiner Wartezeiten unter Ausnutzung der Trotter-Formel (4.13) moglich. Beide
Ansitze sowie das ebenfalls betrachtete Modell der “unabhangigen Mittelung” motivieren
die bedingte Kommutierbarkeit der einzelnen Operatoren.

Ubertragt man den “heuristischen Ansatz” {4.21) auf die Prozeflentwicklung (4.38),
wird ausschliefilich die (zz)-Komponente der jeweiligen Exponentialoperatoren w1cht1g.
Aus den Uberlegungen in Anhang E.1 folgt, daf} diese durch die ungemittelte Kubo-
Toyabe-Funktion f,(r, ;) (2.78) bzw. (E.11) mit der Frequenz o; gegeben ist ¥ {109]. Der
Ansatz, die Mittelung erst nach der vollstdndigen Diskussion des Bewegungsprozesses
durchzufiihren, fiihrt aus (4.38) auf die folgende Prozeflentwicklung im Grenzfall kieiner
Sprungraten 1/7 (im Vergleich zu den typischen Frequenzen) ®.

Ao =35 {Man©)  wie (4.39)
r=2 Li=1 Subsysterne

Die Beriicksichtigung grofier Sprungzeiten fithri implizit auf die Auswertung dieser Glei-
chung fiir kleine Sprungzahlen n in den experimentellen Zeitfenstern. Fiir diese Diskus-

. TVergleiche die Diskussion zur Beziehung (E.10).
®Die Herleitung dieser Beziehung entsprichi der Darstellung im Aﬁhang E.1 fir die Gleichungen (E.13)

bzw. (4.40), wenn man die Mittelung fiber f,(r, &) nicht aunsfiihrt.
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sion mufl die Wahrscheinlichkeit p,.{{h.(r)}) bekannt sein, daf} in einem n-Schritt ran-
dom walk die Platze r jeweils h,(r)-mal besucht werden. Rubin und Weiss [140] liefern
z.B. eine formale Rechenvorschrift fiir die erzeugende Funktion der Wahrscheinlichkeiten
Pn({An(r1), Be(73), ..., Bn(rm)}) einer endlichen Menge von Gitterplatzen {ry,...,7r.},
die fir das Kurzzeitverhalten des Polarisationsproblems geeignet ist. In Anlehnung an
Arbeiten von Beijeren und Spohn [141] ist es auch moglich, alle walks mit vorgegebe-
nen Besuchszahlen {4,(r)} abzuzihlen. Obwohl die analytische Summation iiber alle
moglichen Konfigurationen {4,(r)} wegen der komplizierteren Ausdriicke in der Polari-
sation nur schwer durchzufiihren ist, kann diese Methode fiir die numerische Berechnung
bei kleinen Schritizahlen n Anwendung finden [142].

Im Rahmen der Motivation dieser Arbeit wird auf eine weitere Diskussion der Prozefglei-
chung {4.39) verzichtet. Ein Grund ist darin zu finden, dafl dieser Grenzfall mit den
typischen NMR-Methoden experimentell nicht erreicht wird. Andererseits ist auch keine
deutliche Abweichung vom Polarisationsverhalten aus dem RTF-Prozefl zu erwarien, da
die mittlere Zah! der besuchten Plitze eines n-Schritt walks nach (E.23) ~ /n ist.

Statt dessen werden zwel Modelle ndher vorgestellt, mit denen die ProzeBentwicklung
(4.38) fiir kleine Sprungzeiten untersucht wird. Diese unterscheiden sich generell in der
Auswahl der Rotationsmatrizen {; des Platzes ¢ auf der linearen Kette.

4.,4,1 Unabhangige Mittelung

Im einfachsten Modell werden die einzelnen Frequenzen @ (¢ = 1,...,#n) unabhingig
voneinander aus einer Gauflverteilung (mit longitudinalem Larmorfeld) gezogen. In An-
lehnung an das random walk Modell von Czech [98] in Kapitel 3.3.1 werden die Matrizen
exp(§2,7) aufgrund der allgemeinen Gestalt (E.10) schon vor der Mittelung als kommutier-
bar angesehen. Die Entwicklung der z-Komponente von P(1,) ist dann mit der Anfangs-
bedingung Sy =&, losgelést vom z-y-Unterraum zu betrachten. Werden somit zuerst
Mehrfachbesuche an den einzelnen Plitzen zusammengefafit, und anschlieBend die un-
abhangige Frequenzmittelung ausgefiihrt, reduziert sich die ProzeBgleichung auf

=3 (e En) Worstr) (4.40)
r=2 :
| = Culr)
entsprechend der Darstellung in Anhang E.1. Wie im transversalen Fall erstreckt sich die
random walk Mittelung {iber alle moglichen Werte von 7, also der Anzahl der wahrend
der (n — 1) Schritte besuchten Platze. Mit der Annahme, daf alle Platze gleich oft,
d.h. n/r-mal aufgesucht werden, entspricht dies der dargesteliten Summation iiber r mit
der in (E.3) definierten “Spanverteilung” W,(r). gxr(f) bezeichnet die statische Kubo-
Toyabe-Funktion, die je nach Grofle des externen Feldes durch (2.79) bzw. (2.80) gegeben
ist. '
ie Gleichung (4.40) wurde mit dem Ziel hergeleitet, die Polarisation im Grenzfall
kleiner Wartezeiten zu diskutieren. Da die einzelnen Operatoren aber aufgrund der un-
abhéngigen Mittelung als kommutierbar angesehen werden, ist die ProzeBentwickiung
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gleichwohl fiir alle Wartezeiten giiltig. Die spezielle Wahl von 7 wirkt sich bei gegebener
Schrittzahl n nur auf das zu betrachtende Zeitfenster aus.

Abb. 4.10 stellt das Verhalten der Spanverteilung W,_;(r}, des individuellen Beitrages
Co(r) und des effektiven Polarisationsbeitrages Fy.(r) = Wo1(r)Cy(r) fir verschiedene
Varianzen o der Gaufverteilung dar. Das generelle Verhalten der einzelnen Grofen erin-
nert an die transversale Polarisationsentwicklung fiir die symmetrische Exponentialvertei-

lung in der Frequenzmittelung {Abb. 3.11).
Ausschlaggebend fiir den quantitativen Kurvenverlauf von Cp(r) bei der Wahl eines

verschwindenden Feldes wp ist die explizite Lage des Minimums (4.27) in der Kubo-
Toyabe-Fanktion ggr(t) aus (2.79). Entsprechende Uberlegungen kénnen aber auch fiir
ein nichtverschwindendes Larmorfeld mit der Kubo-Toyabe-Lésung (2.80) durchgefihrt
werden. In Abhéngigkeit von der Zahl der besuchien Plitze r sind folgende Bereiche

unterscheidbar.

1. r € nro/V3: C,(r) wird durch den asymptotischen Wert 1/3 der Kubo-Toyabe-
Funktion bestimmt, d.h.

Colr) ~ (%) (4.41)

2. r =~ nro/\/3: C,(r) liegt im Minimumsbereich der Kubo-Toyabe-Funktion, so dafl
die entsprechenden Beitrdge vernachlassigbar sind.

3. r>>» nro/y/3: Hier ist das Kurzzeitverhalien von ggo(f) im individuellen Beitrag
Cn(r) maBgebend, d.h. in niedrigster Néherung

T\’ 3 n2e?r? T 3nlolr
CR(T) = (QKT("’;')) ~ (1 - 5 ) + .-.) ~]1--— + ... (442)

Mit diesen Hinweisen lassen sich die Merkmale des effektiven Beitrages F(r) in Abb. 4.10
diskutieren, wobei die Randbedingung r < n zu beachten ist.

¢ Fiir ¢ = 0.5 ist C,(r) durch die Parameterbereiche 1 und 2 charakterisiert, so dafl
das Polarisationsverhalten durch die kontrahierten walks mit r < (r) (= mittlere
Spanlinge) dominiert wird. Die Funktion F,(r) hat ein ausgeprigtes Maximum auf

der linken Flanke der Spanverteilung (Abb. 4.10).

e Mit ¢ = 0.15 durchléiuft C,(r) bei Variation von r alle aufgefihrten Bereiche.
‘Sowahl die kontrahierten, aber auch die ausgedehnten walks leisten einen wesentli-
" “chen Beitrag zum generellen Polarisationszerfall. Dies zeigt sich in zwei Maxima fiir
F.(r) auf beiden Flanken von W,-;(r). Das Maximum auf der rechten Seite wird
© umso stirker, je mehr das Verhalten von C,(r) bei fallendem o durch den Parame-

~ terbereich 3 bestimmt ist; gleichzeitig verschiebt es sich zu kleineren r-Werten.

o SchlieBlich wird C,(r) fir & = .05 schon fiir kleinere r-Werte durch den Bereich
.. 3 bestimmt. - F,(r) besitzt nur noch ein Maximum, das mit der Spanverteilung
" {nahezu) zusammenfillt. Dies entspricht dem Bereich des “motional narrowing” im

: .Polarisationszerfall.
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Abbildung 4.10: Darstellung der Spanverteilung W,_;(r), des individuellen Beitrages
eines Walks C,.(7) aus (4.40) und des effektiven Beitrages F,,(r). 7ist auf 1 normiert. Die
Schritizahl n ist zu 100 und das Larmorfeld wy zu null geseizt. -Die einzelnen Groﬁen sind’
wie in Abb 3.10 normiert und nur dargestellf, wenn sie groBer als 107 sind. '
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Abbildung 4.11: Polarisation P,(t,} aus {4.40) bei Variation der Schrittzahl n fiir:
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‘Variang o= 0.005. Die Sterne in (a) geben die Niherung (4.43) wieder. 7 ist zu 1 gewéhlt. -
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Entsprechende Ergebnisse sind zu erzielen, wenn bei konstanter Varianz o die Schrittzahl
n verindert wird. Dies zeigt sich im “zeitlichen” Polarisationsverhalten P,(%,) aus (4.40)
in Abb. 4.11. Deutlich ist der Ubergang in einen verzdgerten Zerfall bei Abnahme der
Varianz ¢ {Abb. 4.11 &) oder Erthdhung des Larmorfeldes By (Abb. 4.11 b) gem38 dem
“motional narrowing” zu erkennen. Aufgrund der eingeschrankten Skala kann Abb. 4.11
leider nicht verdeutlichen, dafi die Polarisationsentwicklung durch drei unterschiedliche
Zerfallsgesetze charakterisierbar ist. Diese bestimmen sich aus der expliziten Lage der
mittleren Zahl der besuchien Platze (r), relativ zu den oben angegebenen Parameterbe-
reichen fiir C,(r) (im Nulifeldfall). Mit einer ergénzenden Diskussion der individuellen
Beitrage fiir wy > 0 lassen sich diese Betrachtungen auf nicht verschwindende Larmorfelder

erweitern.
A)  “Kurzzeitverhalten” fiir n/{r) < /i € V3]0

In diesem “motional narrowing”-Grenzfall 148t sich die Polarisation (4.40) mit der Nahe-
rung {4.42) in niedrigster Ordnung zu

P.(t,) = ———n o’r Z W,, i (4.43)

berechnen, falls die Spanverteilung W, _;(r) vollstandig im Plateaubereich von C,(r) liegt
(Abb. 4.10 ¢). Die Giiltigkeit dieser Naherung wird in Abb. 4.11 (a) fiir ¢ = 0.001 im
Vergleich mit der numerischen Auswertung von (4.40) dargestellt.

B) “Ubergangsbereich” fiir n/{r) ~ v3/o

Entsprechend der mittleren Darstellung in Abb. 4.10 tragen kontrahierte und ausgedehnte
walks zur Polarisation bei. Dies fithrt zu einem verstarkten Zerfall, der nicht naher charak-

terisiert werden kann.

C) asymptotischer Polarisationsverlauf fiir n/{r) > V3 /o

Das “Langzeitverhalten” wird nur noch durch komirahierte walks beeinflufit {Bereich 1
auf S. 94). Der Polarisationszerfall 138t sich mittels einer Sattelpunktsintegration [143]
von (4.40) mit der Bezichung (4.41) fiit C,(r) berechnen. Da das Maximum von F,(r)
auf der linken Flanke der Spanverteilung liegt {Abb. 4.10), wird auf die Naherungsdarstel-
tung (E.8) zuriickgegriffen. Beriicksichtigt man fiir groBe n nur den ersten Beitrag in der
entsprechenden Summe, erhalt man aus (4.40)

fP%(.in_)_.? ; T (W(zr(:)i)'l)fxp ('%%?fl)%_rlnm) S

7

| = o) RN
= V2rg(ro)|f"(ro)] M exp[f(ro)] :

nﬁ_t_c_i_em Sattelpunkt von F,(r) bei

1/3 '
il ) (n— 131 (4.45)
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Mit der relativen Breite ~ n/(ry + 1)* folgt fiir den asymptotischen Zerfall:

B 2An—1) {w*{n-1) 1
P(la) = 24— ((ro+1)2 ——l)m (4.46)

exp (--;-wzfa /3 (3) (n - 1))

Dieser komplizierte Abfall steht mil einer nicht dargestellten numerischen Auswertung
von (4.40) im Intervall n ¢ [2000, 4000} fiir die Varianz ¢ = 0.05 in Einklang. Nimmt
man vereinfachend an, dafl der von n abhiangige Vorfaktor = 1 ist, 1af}t sich dieser Zerfall
durch eine KWW-Funktion (5.3) mit dem Exponenien oo = 1/3 und der Relaxaiionsrate
7t ~ 72 1n®(3) charakterisieren.

Trotz der interessanien Ergebnisse kann das Modell nur einen qualitativen Eindruck der
durch einen random walk der Spins verursachten Polarisation, insbesondere im Vergleich
mit dem diskreten “strong-collision” Modell (E.14), liefern. Durch die analoge unabhangi-
ge Mittelung, die auf eine vollstandige Kommutierbarkeit der einzelnen Operatoren fihrt,
bleiben viele Effekte und Beitrdage in der Prozeflentwicklung unberiicksichtigt. Gema8
der Diskussion in Kapitel 4.2.2 kénnen diese zur Verlangsamung des Polarisationszerfalls

beitragen.

4.4,.2 Anwendung der Trotter-Formel

Im zuvor diskutierten Modell wurden die Rotationsfrequenzen 2, beim ersten Besuch auf
Platz ¢ unabhingig voneinander einer Frequenzverteilung entnommen. Die hierdurch mo-
tivierte Kommutierbarkeit der Operatoren konnte zur Vereinfachung von (4.38) beitragen.
Unmittelbare Folge dieses Ansatzes war die Giiltigkeit der analytischen Lésung (4.40) fiir
alle Wartezeiten 7.

Alternativ wird im folgenden ein Modell korrelierter Rotationsfrequenzen betrachtet,
bei dem das Feld Qi) am Platz ¢ durch die Summe einer mittleren Frequenz @, (im
Subsystem) und einer platzabhingigen Frequenzabweichung f(i, AQ) bestimmt ist. Eine
Vereinfachung in der Polarisationsentwicklung (4.38) ergibt sich dann aus der Annahme
sehr kleiner Sprungzeiten r. Aufgrund der Trotter-Formel (4.13), die in Abschnitt 4.1.2
zum RTF-Modell vorgestellt wurde, werden die einzelnen Operatoren in erster Ordnung
dabei kommutierbar. Der Fehler, der bei den Vertauschungsschritten auftritt, wird mittels
der BCH-Formel (4.14) bzw. (E.16) explizit mitgenommen.

" Eine Méglichkeit, diesen Fehler moglichst klein zu halten, besteht darin, das Produkt
der Exponentialterme aus (4.38) in einen Exponentialterm iiber die Summe der Rota-
tionsfrequenzen Q(:) umzuschreiben. Mit der Annahme, da8 alle Platze gleich oft, d.h.
n/r-mal besucht werden, werden die Beitrige desselben Platzes zusammengefafit. An-
schlieflend wird die Ensemblemittelung iiber den gesamten Bewegungsprozefl ausgefihrt.
Diese erfolgt iiber eine GauBverteilung mit einem verschwindenden (oder longitudinalem)
externen Feldbeitrag w,,: und der Varianz o, fiir die mittlere Frequenz @ ,. Die zweite
Mittelung fiir den Feldanteil AQ wird ebenfalls durch eine Gaufiverteilung bestimmt, die
aber den Mitielwert (= erste Moment) Null und die Breite o besitzt.
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Mit der obigen Vorgehensweise und der weiteren Annahme, daf die Frequenzabweichung
f(i, AQ) in erster Naherung als linear gemaf

20) =2, +(-1)AL (4.47)

gewahlt wird, 18B¢ sich der random walk ProzeB {4.38) explizit auswerten, wie im Anhang
E.2 ausfiihrlich dargestellt wird. Mit der Anfangsbedingung Sy = €, wird man dabei auf
die Darstellung

"

Pz (tn) - Z gKT(in; 5': wezt)Wn—L(r) (448)

r=2
gefiihrt. Wiederum wird die longitudinale Polarisation durch eine Kubo-Toyabe-Funktion
grr(tn; &, Weze) mit den Beziehungen (2.79) (weer = 0) bzw. (2.80) (wezy > 0) bestimmt.
Die zu beriicksichtigende effekiive Varianz & weist aber eine explizite r-Abhéngigkeit mit

~ T_]" ? i0Y
a:v/f ; ) o2 + o? (4.49)

anf.
Abb. 4.12 stellt die einzelnen Terme aus (4.48) fiir eine feste Schrittzahl n und ver-

schwindendes Larmotfeld wy dar. In der unnormierten Darstellung von C,{r) mit der
Varianz ¢ = 0.001 ist deutlich das Verhalten der Kubo-Toyabe-Losung zu erkennen. Der
individuelle Beitrag der kontrahierten walks mit r < {r) wird dabei durch das Kurzzeitver-
halten der Kubo-Toyabe-Funktion bestimmt, wihrend die ausgedehnten walks mit dem
konstanten Wert 1/3 in die Polarisationsgleichung eingehen. Eine Verdnderung der Vari-
anz, ausgehend von dem Wert ¢ = 0.001, fiihrt zu einer Verschiebung des auftretenden
Minimums. Somit wird C,(r) im Grenzfall ¢ = 0.005 im wesentlichen nur durch die
Asymptote 1/3 bestimmt, wihrend fiir ¢ = 0.0002 das Kurzzeitverhalten auch fir r > (r)

den individuellen Beitrag C,(r) dominiert. Aufgrund der r-Abhangigkeit der effektiven
Varianz # ist das relevante Minimum im Nullfeldfall mit oy = a3 nach (4.27) durch fol-

gende Bestimmungsgleichung gegeben.

Prmin = 2\/ 7'2 7 (4.50)

Eine kompliziertere Beziehung erhalt man aus (4.29) im Falle eines duBeres Larmorfeldes

Weze > 0. Entsprechend der Kubo-Toyabe-Funktion (2.80) verschwindet dieses Mimmum
in C,(r) aber fiir ansteigendes Larmorfeld By = we.;, wobei die Schrittzahl und die Vari-
anz konstant b1e1ben (Abb. 4.13). Gleichzeitig wichst C,(r) im Bereich kieiner r-Werte.
stark an. : -

Trotz des ansteigenden Larmorfeldes fallen alle individuellen Beitrage letztlich wieder ab.
Dieser Effekt tritt bei der zugrundeliegenden Kubo-Toyabe-Funktion (2 80) aber offen-
sichtlich nicht auf. Die Ursache hierfiir liegt in der Abhingigkeit der effektiven Varianz
& von der Zahl der besuchten Platze wahrend des random walk, wie eine Diskussion der
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Abbildung 4.12: Darstellung der Spanverteilung W,_;(r}, des individuellen Beitrages
Col7) = gxr(tn; &, wess) und des effektiven Beitrags eines walks F(r) = Cn(r) Wy (7)
aus (4.48). Fiir die Varianzen gilt o, = o3 = o und die Schrittzahl ist zu n = 200 gewahlt.
Abgesehen von der unnormierten Darstellung von C,(r) sind die sonstigen Angaben der
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Funktion
Cﬂ(r) = gKT(tn;&:wczt) (451)
25° 1
= 1- f [1 — exp (—iﬁznzrz) cos(wez,nr)]
ezt
2 1
A / di’ exp (—-2-0'275 2) Sin(wegt')
ezt
fiir grofle r ndher verdeutlichen kann.
ist die In-

Aufgrund des verstarkien Abfalls des Exponentialtermes fiir steigendes

T e
fncrnhnn hig ing Unendliche 3 nnet’]nhnhnr und nnter Anqnntzung ainar Inta egr raltafel [134}
berechnet sich diese zu

254 1 : 7 26 2 2wl 2wy, Wi, 3
/ dt' exp (—50' )sm(ugztt')z gﬂ—- +15 =2 " 05 3t +01 2] (4.52)

ez:t

ef-

er
)

Tﬂ AIQSDP n]al(‘l”!!!ﬂfi‘ :r'nrr]a ]’\Q‘Pﬂlfﬂ bﬂr'll(‘i[ﬂ'lf‘}'\f!ﬂ'f AQR F'I'I]" ’T' >\ 'V/J-\ugz;
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2 die
fektive Varianz & das Larmorfeld iibersteigt. Wie man leicht nachweisen ka,nn ist de
zweite Exponentiaiterm in {4.51) dann auch gegen die Entwicklungsbeitrige in (4.52
vernachldssigbar, und man erhélt die asymptotische Darstellung

. 1 22, 2 wi, Wb,
.n; , ez —— CZ =] -B.’a.“ 4.53
9K1 (b0 0, Weer) 3 15 15 32 105 & Y ( & (4.53)

Trotz des nichtverschwindenden Larmorfeldes nimmt diese Funktion wie die Kubo-Toya-
be-Losung (2.79) fiir das magnetische Nullfeld den asymptotischen Wert 1/3 an. DaB dies
aber nicht in allen Darstellungen von C,(r) in Abb. 4.14 2u sehen ist, liegt in der in (4.52)
unberiicksichtigten Einschrankung r < n.

Ein weiteres wesentliches Merkmal der Prozefentwicklung (4.48) ist darin zu sehen,
daB der effektive Beitrag F,(r) generell im Bereich des Maximums der Spanverteilung
Wo—1{r) maximal wird (Abb. 4.12 und 4.13). Eine Ausnahme liegt fiir (r) = rmin vor, wo
F.(r) zwei Maxima auf den Flanken von W,_,(r) aufweist (Abb. 4.12 fiir & = 0.001). Im
Gegensatz zum random walk Ansatz der “unabhingigen Mittelung” tragen vornehmlich
die walks mittlerer Lange {r) zur longitudinalen Polarisation bei. "

Diese Eigenschaft wirkt sich unmittelbar auf die Polarisationsentwicklung aus, wie die
graphische Darstellung fiir eine feste Wahl der Varianzen oy = o3 verdeutlichen kann
(Abb. 4.14). Insbesondere das anfingliche Verhalten dhnelt stark dem Erscheinungsbiid
der Kubo-Toyabe-Funktion (siche zum Vergleich Abb. 4.5); das auftretende Minimum
verschwindet fiir ansteigende Larmorfelder. Leider 148t sich die Polarisation im Bereich
dieses Minimums nicht niher diskutieren. Da in den entsprechenden Parameterbereichen
der effektive Beitrag F,(r) durch zwei Maxima bestimmt wird, muff die Summe in (4.48)
vollsténdig beriicksichtigt werden. Z.B. mufl man folgende komplizierte Bestimmungsglei-
chung fiir die Nullstellen in der ersten Ableitung der Funktion gxr(l,; &, Wezt )

o <EQKT(LH o, uczt)>RW = ; *’Vn—-l(T)E’:gf(T(tﬂ; g, wezt) . (454)
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Abbildung 4.14: “Zeitlicher” Verlauf der Polarisation P,{{,) aus (4.48) [iir verschiedene
Larmorfelder bei den festen Varianzen oy = o = 0.0005. Die strichpunktierte Linie
gibt den asymptotischen Wert 1/3 wieder. Weiterhin ist die Niherung (4.56) (Sterne)
dargestellt. 7 ist wiederum zu 1 gewahlt.

auswerten.

Nach Durchlaufen dieses Minimums weicht die Polarisationsentwicklung vom generel-
len Verhalten der Kubo-Toyabe-Funktion ab. Vor allem ist in Abb. 4.14 deutlich zu erken-
nen, daB die Polarisation trotz ansteigenden Magnetfeldes dem asymptotischen Wert 1/3
zustrebt. Dieser asymptotische Verlauf ist einfach zu diskutieren, da in den entsprechen-
den Parameterbereichen nur die walks mittlerer Spanlinge (r) effektiv zur Polarisation
beitragen. Beschreibt man den Term C,(r) in niedrigster Ordnung ° durch diesen Beitrag
und vernachlassigt die Mittelung iiber die Spanverteilung, folgt die Polarisation (in der
Langzeitentwicklung) zu
LT U P.(3e) = gxr(ta; F((r)), Weat) | (4.55)
mit {r) = \/8n/m. Da mit einer Steigerung der Schritizahl die effektive Varianz & (4. 49)
proportional zu /7 anwichst, ist die Voraussetzung der N&herung (4.53) fur groﬁe n
erfiillt.. Sormt folgt die asymptotische Entwicklung zu .. T

: 4 : o
P+ 2240 (L) e (4.56)
Diese Funktion ist fiir By = 0.01 vergleichsweise in Abb. 4.14 dargestellt. Die quanti-
tative Abweichung von der numerischen Auswertung von (4. 48) wird verstdndlich, wenn

9Dieser Ansatz ist nur in den Bereichen méglick, wo die Maxima von W, _1(?) und Fﬁ( } in erster
Ordnung zusammenfallen (Abb. 4.12 und 4.13)!
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man beriicksichtigt, dafl der effektive Beitrag F,(r) fiir ein r < (r) maximal wird (Abb.
4.13). Eine Verbesserung in der asymptotischen Entwicklung erreicht man demnach durch

Kenntnis dieses Maximalpunktes aus einer Sattelpunktsintegration von (4.48).

Interessante Ergebnisse lassen sich aus der allgemeinen Prozefentwicklung (4.48) bei der
Betrachtung einiger Spezialfille erzielen. Berficksichtigt man z.B. ausschlieflich die kon-
trahierten walks mit r = 2 in der Polarisationsentwicklung, erhélt man in einfacher Weise
die Polarisationsgleichung der korrelierten Mittelung (4.36), die in Kapitel 4.2 mit der

effektiven Varianz & = 1/o3/4 + of fiir den Grenzfall ¥ — oo (7 = 0} diskutiert wird.

Mit Hilfe dieses Mittelungsansatzes wurde versucht, die quantitative Abweichung zwi-
schen dem allgemeinen RTF-Modeil und den pSR-Messungen an NbTi [136] zu erhelien
(vgl.S. 88). Z.B. wird eine Erklarung fiir die Minimumsshift in der Kubo-Toyabe-Funktion
um den Faktor 1.85, im Ubergang von statischen zu schnell diffundierenden Myonen,
gesucht. Waihrend das RTF-Modell den Faktor V2 (S. 82) liefert, fithrt die korrelierte
Mittelung auf kompliziertere Abhingigkeiten zwischen den Lsungen fiir ¥ = 0 (4.37) und
v — oo (4.368) mit einem Shiftfaktor < V2.

In diesem Zusammenhang ist es von Bedeutung, ob sich diese Ergebnisse andern, wenn
die Spinbewegung iiber 4 oder 6 Platze erfolgt, wie in {136] vermutet wird. Betrachtet
man somit nur die walks mit festem r = 4 oder 6 in der Polarisationsentwickiung (4.48),
erkennt man, dafl die aus (4.49) resultierende Varianz weiter angewachsen ist. Demnach
nimmt der Effekt der Minimumsshift entsprechend der Darstellung fiir die korrelierte
Mittelung bei r = 2 in Abb. 4.9 bei mehreren Plitzen noch weiter ab.

Somit kann auch die Mitnahme mehrerer Platze in der Diskussion der korrelierten
Mittelung nicht die interessierenden MeBergebnisse erkliren. Problematisch erweist sich
vor allem, dafl die Frequenzabweichung f(i, AQ) mit zunehmender Platzzahl anwichst.

Im zweiten Grenzfall tragen nur die ausgedehnten walks mit # = n zur Polarisation bei
(“strong-collision” Ansatz). In der Asymptotik groBer Schrittzahlen 128t sich die effektive

Varianz dabei aus (4.49) zu

- 1)2
g = \/gﬁz——)—ag +of gag (4.57)

nahern. Da die Voraussetzungen der obigen Diskussion zur asymptotischen Polarisations-
entwicklung (4.56) erfiillt sind, wird die Polarisation also auch in diesem Spezialfall durch
den asymptotischen Wert 1/3 bestimmt. Vergleichen 1Bt sich dieses Ergebnis mit dem
diskreten “strong-collision” Modell aus der Beziehung (E.14). Die dort angenommene un-
abhingige Mittelung iiber jeden einzelnen Beitrag fiihrt jedoch auf eine asymptotisch ver-
schwindende Polarisation fiir n — co. So liefert diese Untersuchung ein welteres Beispiel
fiir die Tatsache, daB sich der explizite Mittelungsansatz generell auf die Polarisation
auszuwirken vermag (vergleiche die Diskussion in Abschnitt 4.2.2).

Abschlieflend muB festgehalten werden, daf} das generelle Erreichen des asymptotischen
Wertes 1/3 auch fiir grofle Magnetfelder ein “Artefact”? dieses speziellen Modells darstellt,
das in der realen Polarisationseniwicklung nicht unbedingt auftreten sollte. Dieses Verhal-
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ten wird erst im Grenzfall grofier Schrittzahlen n erreicht, in dem die Prozefentwicklung

(4.48) nicht mehr fiir jede Parameterwahl giltig ist.

So ist es von Interesse, mit welchem Fehler die Resultate dieses Modells behaftet sind,
oder fiir welche Schrittzahlen das Ergebnis (4.48) zur n&herungsweisen Diskussion der
Polarisation im Falle kleiner Sprungraten 1/+ herangezogen werden kann. In Anhang E.2
wird der Fehler abgeschitzt, der bei den einzelnen Operatorvertauschungen zur Herleitung
der Prozefigleichung (4.48) auftritt. In niedrigster Ordnung wird er durch die Beziehung

(E.21)
NI ;}3:- (2-1){o((2,-22))} (4.58)

Subsysierne

mit einer typischen walk-Liénge s gegeben. Beriicksichtigt man den Kommutatorbeitrag
(inklusive der Mittelung) durch das Produkt der typischen Gréflenordnungen der beiden
Operatoren, fithrt die Ungleichung A P,{2,) € 1 auf die Bedingung

(F 1+ "

n< \V ;Tz(wmt + 0'1)0'2/’

—
*
W
el

e

Hierbei geht wiederum ein, dafl die typischen walks in diesem Modell von mittlerer Aus-

dehnung {r} = /8n/% sind. Betrachtet man z.B. den Parameterfall mit By = 0, 7 =1
und o; = oy = 0.0005 (Abb. 4.14), ergibt diese Ungleichung, daf die Polarisationswerte
noch fiir Schrittzahlen » < 80.000 als genau bezeichnet werden konnen. Entsprechend
sind alle in den Abb. 4.12 - 4.14 vorgestellien Ergebnisse in diesem Sinne genau.

Da die einzelnen Beitrdge aus den in Anhang E.2 vorgenommenen Vertauschungen nicht
einfach abzuschitzen sind, ist diese Fehlerabschatzung mit einer gewissen Unsicherheit
zu betrachten. Dennoch steht es aufler Frage, dafl das Modell hinsichtlich einer wei-
teren Anwendung von praktischem Nuizen sein kann. Konnte einerseits das Ergebnis
der korrelierten Mittelung (4.36) verifiziert werden, ist auch eine ausfiihrlichere als die
obige Diskussion zur Erklérung der experimentellen sSR-Ergebnisse {Abb. 4.7) aus [136]
vorstellbar, Fine Voraussetzung zur Herleitung quantitativ anwendbarer Daten ist es aber,
einen geeigneteren Ausdruck fiir die plaizabhingige Rotationsfrequenz §}{¢) zu finden.
Weicht dieser von dem linearen Anmnsatz {(4.47) ab, kann natirlich nicht mehr auf die
Losung (4.48) zuriickgegriffen werden. Statt dessen mufl die allgemeine Losung (E.18)
von neuem (moglicherweise numerisch) ausgewertet werden. Ausschlaggebend fir die ex-
plizite Anwendung dieses random walk Modells, gerade bei modifizierten Ansatzen fur
die Rotationsfrequenzen (7}, ist aber die Fragestellung, bei welchen Parameterwerten
der durch die Operatorvertauschungen mitgenommene Fehler mit den berechneten Pola-

risationswerten grofenordnungsmafig vergleichbar ist.
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4.5 WWeitere Bewegungsprozesse

Neben diesem linearen random walk der Spinteilchen in einem “Subsystem” werden im
Kapitel 3 zwei Erweiterungen des Zweisprungmodells vorgestellt, die in einfacher Weise
die Systemunordnung in den Bewegungsprozef} cinbeziehen. Im “time-dependent” RTF-
Modell wird z.B. der Spiniibergang zwischen verschiedenen “Subsystemen” beriicksichtigt.
Alternativ fithren beim “RTF-Modell zweier Sprungraten” die unterschiedlichen Umge-
bungen zu verschiedenen lokalen Frequenzen und Aufenthaltsdauern an den beiden Son-
denplitzen. Eine entsprechende Anwendung dieser Prozesse auf die Spin-Gitter-Relaxa-
tion soll die allgemeinen Untersuchungen dieses Kapitels abschliefien.

4,5.1 “Time-dependent” RTF Modell

Entsprechend der Darstellung in Kapitel 3.4 (Abb. 3.12) kénnen die Spins von einem “Sub-
system” in ein benachbartes iiberwechseln. Dieser ProzeB findet mit der Ubergangsrate
A im Rahmen eines “strong-collision” Ansatzes statt; die Frequenzpaare Q(‘) Q() eines

“Subsystems” werden unabhéngig von den alten Rotationsfrequenzen Q(' -1 Q(‘ 1) einer
zugrundeliegenden Verteilung entnommen. Die Prozelentwicklung mnerhalb emes “Sub-
systems” wird durch das Zweisprungmodell (4.3) beschrieben. Hinsichtlich einer ausfithr-
licheren Diskussion dieser Modellschritte einschliefilich ihrer Motivation und der einge-
henden Idealisicrungen wird auf das Kapitel 3.4 (5. 66) verwiesen.

Wie in dieser Arbeit mehrfach diskutiert, 188t sich die Polarisation auch in diesem Prozefl
entsprechend der Beziehung (3.2) iiber die Beitrdge der Ubergénge mit fester Zahl I fassen.
Bei dieser Erweiterung der gemittelten Polarisationsentwicklung (3.49) auf die dreidimen-
sionale Spinrotation wirkt sich die Nichtkommutierbarkeit der einzelnen Operatoren nicht
aus. Aunfgrund der unabhingigen Miitelung tritt ausschliefllich die Matrix {21()}arn
auf, die die gemittelte Losung des RTF-Modells (4.25) mit (4.5) bezeichnet.

'Analog zur Darstellung in Kapitel 3.4 wird man dann auf die vollstindige Prozefiglei-

chung
COUTE o

Bls)= {EG+0), (; —ME s+ N )—1 .S (4.60)

gefiihrt Wie in Anhang D.1 gezeigt wird, 148t sich die longitudinale Polarisation in
dieser Bewegungsgleichung vom z-y-Unterraum entkoppelt untersuchen. Emmg\, Voraus-
selzung ist die Gleichverteilung der betrachteten Verteilungen fiir & und w; in den z—-
und y—Komponenten um Null. Fiir die Gaufiverteilung mit longitudinalem Larmorfeld
({w,) = {w,) = 0 < (w,)) ist dies gewdhrleistet, so daf die longitudinale Polarisation mit

der Anfangsbedingung Sy = €; zu
y -1

(1 2P (s + N} ) (4.61)
—ZF [Py )

im Laplace-Raum folgt.
Trotz dieser Entkopplung der longitudinalen und der transversalen Polarisationskom-

ponenten ist eine weitere analytische Auswertung dieser ProzeBgleichung nicht méglich, da
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Abbildung 4.15: Darstellung von P2(t) aus dem “time-dependent” RTF-Modell (4.61) bei
fester Rate ¥ = 50. Die Mittelung von £Zz(s+ A} aus (4.62) mit den Koeffizienten (D.11)
erfolgt iiber eine Gaufiverteilung mit o = 1 und «j = 0. Die punktierten Linien dienen der
Augenfiihrung. Die durchgezogene Kurve gibt die Lésung des RTF-Prozesses fir v — oo
wieder, wahrend die gestrichelte (strichpunktierte) Linie der Losung im “strong-collision”
Modell fiir A = 10 (A = 50) mit 4 = O entspricht. Die Zeitskala wird durch die inverse

Sprungrate bestimmt.

derzeit keine explizite Losung fiir die mittlere Polarisation { P7(5)}u1. des RTF-Prozesses
bekannt ist. Somit muB man auf numerische Methoden zuriickgreifen, um néhere Informa-
tionen itber das Polarisationsverhalten zu erhalten. Je nach der interessierenden Fragestel-
lung ist es aber méglich, den Term 2(s + A) in (4.61) zu vereinfachen. Aufgrund derin

Anhang D.2 auf S. 180 diskutierten Problematik wird hierbei i.a. die Darstellung
= : 1 I- 5 . 5 . -
. ) - - T ) - - ]
QZE(S + A) - § Z Gl(wh Wi N ’\)3 ] Z bJ(wla Way Yy ’\)S (462)
i=0 j=0

mit den Koeffizienten aus (D.10) diskutiert.

Fiir die Untersuchung des Anfangsverhaltens der Polarisation wird die Bewegungsgiei-
chung (4.61) mit der vollstindigen Lésung des RTF-Prozesses (4.62) numerisch ausgewer-
tet. Gewahlt wird hierbei eine Frequenzmittelung iiber eine Gaufverteilung (o = 1 und
wo = 0) bei fester Sprungrate y = 50 '°. o R

" Deutlich wird die Polarisationsentwicklung fiir kleine Ubergangsraten durch den Zerfall
des RTT-Prozesses bestimmt (Abb, 4.15). Bei Erhchung der A-Werte verschwindet das

' 10D)jese Parameterwahl zusammen mit der Quadraturordnung. n. = 8 fihri zu einer Rechenzeit vomn
5 — 8 Minuten pro Zeiistelle bei vekiorieller Programmausfiihrung auf der Maschine II (siche S. 146 im

Anhang B.2).
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Abbildung 4.16: Darstellung von P}(t) aus (4.81) fiir diverse Ubergangsraten A (y = 10°
fest). Die Langzeitlésung (4.63) fiir P (s} wird iber eine GauBverteilung mit o = =1
und longitudinalem Zeemanfeld wy = 50 germttelt Die Zeitskala wird wiederum iber dle

inversen Raten bestimmt.

charakteristische Minimum der Kubo-Toyabe-Funktion, und man erhalt ein Verhalten,
das der Entwicklung im reinen “strong-coilision” Modell immer mehr dhnelt, wie die in
Abb. 4.15 eingezeichneten Losungen des “strong-collision” Ansatzes (2.81) verdeutlichen.

Eine weitere Auswertung dieses Bewegungsprozesses befalt sich mit dem Langgzeitverhal-
ten der Polarisation. In der Naherung ¢ > 1/e bzw. s € £ (e = v+ A) kann man sich
dabei auf die Terme niedriger Ordnung in s beschrinken. Unter Berticksichtigung der in
Anhang D.3 erlduterten Problematik geht dann der Néherungsausdruck @

iy + a8

4.63
bﬂ + bls + ngz_ ( )

- 1
Bl (s+2) =3

mit den Koefizienten aus (D.10) in die Prozelgleichung (4.61) ein.

Wie die numerischen Rechnungen fiir eine feste Sprungrate v = 10° und der Mittelung
von. P (s +A) iber Gaufverteilungen mit der Varianz ¢ = 1 und dem Feld w = 30
verdeuthchen 11 (Abb. 4.16), erzeugt ein “Einschalten” des Ubergangsprozesses einen-
verstarkten Abfall der Polarisationskurve im Vergleich zum Ergebnis aus dem reinen RTF-
Prozef (A = 0). Dieser “zusatzliche” Zerfall ist fiir A = wy am stirksten '* und wird fiir
A>> wo wieder langsamer. Bei weitersteigender Ubergangsrate nahert er sich w1eder dem

‘urspriinglichen asymptotischen Abfail der Polarisation fiir A = 0.

"1 Diese Parameterwerte wurden hinsichtlich der ‘weiteren Diskussion in Kapitel 5 gewihit.
12Die entsprechende Kurve [alli aus dem Darstellungsbereich in Abb. 4.16 heraus.
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Dieses Grenzverhalten in der asymptotischen Entwicklung erklgrt sich, wenn ein ein-
fach-exponentieller Polarisationszerfall mit der Relaxationsrate 7, ' in den generellen
“strong-collision” Ansatz eingeht. In der Beziehung (4.61) ist entsprechend die Laplace-

Transformierte

- a
P’ = 4.64

{: zz(s)}w’l,w‘z 8 +Tl-l ( )
mit dem konstanten Vorfaktor & < 1 zu beriicksichtigen. Die Prozefigleichung ist leicht
umzuformen und liefert wiederum einen einfach-exponentiellen Zerfall

n

Pty =exp (- [T7" + (1= 0)A] 1) (4.65)

mit der Relaxationsrate T”;l < T7E

Im Vorgriff auf die Diskussion in Kapitel 5 ist zu bemerken, daf der Polarisationszerfall
in dem untersuchten Parameter- und Zeitbereich (nahezu) einfach-exponentiell ist. Das
Zerfallsgesetz (4.65) spiegelt somit in natlirlicher Weise die Ergebnisse aus der Abb. 4.16
qualitativ wider. Im Gegensatz hierzu geht bei der Betrachtung des transversalen Modell-
ansatzes in Kap. 3.4 das RTF-Modell mit einem gaufischen Zerfall ~ exp{—e?t?/(2k(v})}
in den “strong-collision” Ansatz ein. Dieser liefert den einfach-exponentiellen Zerfall mit

der Rate {3.51) fiir A — oo.

Abschlieflend muf} darauf hingewiesen werden, dafi das quantitative Verhalten der Pola-
risation fir grofe Ubergangsraten noch nicht abschlieflend geklirt ist. U.a. fallen im
Grenzfall A > v > |4i], |&k], s im Kapitel 5 einige Anomalien im Relaxationsverhalten
auf, deren Ursache trotz einer entsprechenden N&herungsrechnung in Anhang D.2 (siehe
S. 163) nicht zweifelsfrei ermittelt werden konnte. Hinsichtlich einer naheren Diskussion
wird aber auf das Kapitel 5 verwiesen.

4.5.2 RTF-Modell mi
Ausfiihrlicher als irﬁ-Beispiel der transversalen Polarisation wird abschliefilend der modi-
fizierte ZweisprungprozeB untersucht, der durch zwei unterschiedliche Sprungraten, d.h.
inverse Verweildauern 7, und 7, an den beiden besuchten Plitzen gekennzeichnet ist.
Analog zum einfachen RTF-Modell (4.3) wird dieser durch die Prozefigleichung
= 1
Bt) = fexp((@, — 1) (4.66)
. .
+ [ dt exp{(@, = mD(t — ))n exp{(@, — nD}
t # '
+ [t [ dtrexp{(@, - (- 1))
0 0 =
vz exp{(Q, — Rt — ")}y exp{(, — n 1"} +...] So

i o
+ -2- [(g]_! 71) AR (22} 72)} ) SO
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definiert. Entsprechend der Vorgehensweise auf S. 72148t sich die Polarisation im Laplace-
Raum mit den modifizierten Operatoren D1 g = =(s+me)l-2,,zu

+Sy (4.67)

o 1
P(s) = 5 |(By+ml +(2, +
) 2{(—2 71—)2122—71’72; 2, Tuﬁzm;*"nvz;]

l6sen. Setzt man die Matrizen @ , (2.76) ein, erhilt man mittels algebraischer Umfor-
mungen {“REDUCE”) wie beim RTF-Modell in (4.18) eine gebrochen-tationale Funktion

% 1/5 \ {8 \—E
P(S) = é kz_, (wl:w2371;72 ) kLb (wi:w2;71:72)5 ) (468)

i=0
mit den Polynomkoeffizienten

ao(Wy, s M, 1) = A¥(mwe. + Yowrz)? A4 2Ywiwa, @) - W + 72@-?52{522 + 710152&712
-{“(’Yf — 1172 ){(Waswa wyy — Wayls,Wiz)
+(7§ - 7172)(—w23w1zw1y + w2ywizwlz)

a (W1, 0o 1, 12) = oW 45w, — &1+ W + wiaws:)
(@ + Bwh, — &) - Dy + Wi,
'}'(71 - 72)(“"23{*’22‘913; + WoglWylh; — Woylatl1z — w2ywlzwlz)
726 — B + 3ers + wa ) + Wl + wi,ui”

a(@, a1, o) = 1650 + 27w + ¥ + Wk, + Wi, — @y - W wastr ]
+y(i” + 3wd,) + m (@R’ + Swy,)
93(0?1, Was Y1, Y2) = 24‘72 + ‘le + "-752 + “"fz + wgz
ay(1, W7, ) = 127 (4.69)
as(wn, wa; My Y2) = 2
bo(wh, Go; v, 1) = Pnld’’ — (@ B)]
b, G, e) = B G + 4T - o
[ am(na’ +'n<uz ?) + 23y

2 -2 2

bo(hl, Wy 1, 72) = 37iwh ‘5‘3'72&01 -{—27172(w2 + y? +w1 w2)+u12 Ty
ba{w, was 11, 72) 8%° + 29w ® + %+ 27105 + 2yau
(D, s, ) = 127+ @+ W’

bs(Wh, was 11, 72) = 6%
bs(wi, a3 1, 72) = 1

I

Definiert wird eine mittlere Sprungrate iiber ¥ = (1 + 72)/2.

In der Diskussion dieser komplizierten Gleichung ist es hilfreich, dafl die (Kurzzeit-)
Langzeitentwicklung des Prozesses durch die Terme (hdherer) niedriger Potenzen in s
bestimmt wird. So 138t sich schon qualitativ aus {4.68) und (4.69) schliefen, daB sich die
Polarisation nur in ihrem Anfangsverhalten (! < 1/%) mit der mittleren Sprungrate ¥
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Abbildung 4.17: Darstellung von {P:(f)}u; .5 fir das Modell zweier Sprungraten mit
fest gewihlter Rate v, = 50. Die Berechnung von P,(t) erfolgt iber eine numerische
Laplace-Transformation der Gleichung (4.68). Die sonstige Darstellung und die weiteren
Parameter entsprechen der Abb. 4.4.

entwickelt. Danach werden die multiplikativen und nichtlinearen Terme mit i, vz in der
Lésung wichtig, so daB eine Abweichung vom RTF-Verhalten zu erwarten ist. Diese qua-
litative Einschatzung bestatigt sich in der numerischen Auswertung der Gleichung (4.68)
unter Beriicksichtigung einer gaufschen Frequenzmittelung (Varianz o = 1., = 0) '
Bei diesen Rechnungen wird v = 50 fest gewahlt und A variiert.

Tm Vergleich zum RTF-Modell mit ¥ = v = 7, macht eine Abweichung der beiden
Sprungraten den typischen Superpositionseffekt (Verschiebung des Minimums aufgrund
der verkleinerten Varianz o/ '\/2) wieder riickgingig ( Abb. 4.17). Beide Grenzfille v, — G
und v; — oo {bei festemn ;) fiihren auf die urspriingliche Kubo-Toyabe-Funktion mit der
Varianz o zuriick. Wie im Fall der transversalen Relaxation in (3.54) festgestellt, wirkt
sich letztlich nur ein Platz auf die Polarisationsentwicklung aus. Im Fall v — 01ist dies

die Rotation mii s, da jeder “cintreffende” Spin an diesem Ort haften bleibt. Im ent-

gegengesetzten Grenzfall v, — oo springt das Spinteilchen sofort auf den Platz n"ut der_

prozefibestimmenden Frequenz « zuriick.

Im Hinblick auf die Betrachtungen in Kapitel 5 ist es von Bedeutung, wie sich diese Ef-
fekte auf den asymptotischen Zerfall mit ¢ 3> ¥ qualitativ auswirken. Da diese Langzeit-
entwicklung durch die Beitriige kleiner s-Werte gegeben ist, kann man sich aui die Terme
erster (zweiter) Ordnung in s im Z&hler (Nenner) von (4. 68) beschranken Da sich der

13 Djese Mittelung wurde mitteis der Gaufiquadratur {B.12) (Ordnung n = 8) durchgefihrt. Die durch-

schrittiiche Rechenzeit pro Zeitpunki beirug 8.5 Minuien aui' der Ma.sc}une II bei ventonaﬂe; I rogramm w

ausfuhrung (siehe S. 146 im Anhang B.2).
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Abbildung 4.18: Darstellung der Polarisation {£,(f)}s;.; wie in Abb. 4.17 im asympto-
tischen Langzeitverhalten {D.32) mit den Koeffizienten aus (4.69).

RTF-ProzeB und seine Modifikationen durch ahnliche Entwicklungen im Laplace-Raum
darstellen lassen (vergleiche (4.68) mit den Prozefigleichungen (D.9) und (D.10) oder
(D.11)), wird entsprechend auf dle in Anhang D.3 hergeleitete Naherungslésung (D.32)
im Zeitraum mit den Koeffizienten ao, ay, g, bo, by aus (4.69) zuriickgegriffen *. Diese
zeitliche Polarisationsldsung zeichnet sich durch eine erhebliche Rechenzeitersparnis in
der numerischen Auswertung aus. Trotz der Erhéhung der Quadraturordnung auin = 10
bendtigt die gauBsche Mittelung mit ¢ = 1 und i = 0 pro Zeitstelle nur noch 2 Minuten.
Abb. 4.18 stellt die Resultate fiir das Langzeitverhalten von {F.(f)}u;.wy fir fest
gewahltes v, = 50 zusammen. Die in der ersten Entwicklungsphase festgestellie Riickkehr
zum statischen Polarisationsverhalten manifestiert sich in einem langsameren Zerfall bei
zunehmender Abweichung der beiden Raten voneinander. Entsprechend der Diskussion
zur Abb. 4.17 wird in den Grenzfillen 4o — 0 bzw. 72 — co die Asymptote 1/3 erreicht.
Eine nicht niher dargestellte einfach-logarithmische Aufiragung der longitudinalen Po-
larisation zeigt, dafl die Variation von +y, auch zu einer veradnderten Zerfallscharakteristik
fiihrt. Ist die Losung im RTF-Problem (y; = v = 50) deutlich nicht einfach-exponentiell
1%, wird dieser Zerfall mit wachsender Differenz [yp — *nl zuneh“nend elnfach-eAponentlellz_
(Imt einer Reia.xa,tlonsra.te Tt —.0). : S '

Y4 Grundsatzlich muf bei der numerischen Auswertung: die Problemat.k dxeser Naherungslosung
beachtet werden, die in Anhang D.3 aul S. 164 verdentlicht wird. = PR g L o
15Djes wird in Kapitel § ausfithrlich diskutiert.




Wie in mehreren Veroffenilichungen dargestellt wird [95, 109, 117}, liefern die stocha-
stischen Theorien ein brauchbares Werkzeug, um die experimentellen Ergebnisse zur
transversalen und longitudinalen Relaxation in pSR-Messungen zu erklaren. Im Kapi-
tel 4.3 werden Messungen vorgestellt [136], deren Resultate zum longitudinalen Pola-
risationszerfall, z.B. die (scheinbare) Riickkehr zum Kubo-Toyabe-Verhalten fir schnell
diffundierende Myonen, in qualitativer Weise mit den Rechnungen im stochastischen RTF-
Ansatz vergleichbar sind.

Eine weitere Motivation und Zielsetzung dieser Arbeit ist die Fragestellung, ob die darge-
stellten Erweiterungen der stochastischen Theorie nach Kubo, Tomita [17] und Anderson
[18] Hinweise oder sogar Erklarungen fiir das von der klassischen Standard-NMR Theorie
abweichende Verhalten der Spin-Gitter Relaxation in den glasartxgen und schlchtstruk—
turierten Systemen [12] liefern konnen.

Bei der Bestimmung der jeweiligen Relaxationsrate aus dem gemessenen Polarisations-
zerfall schlagen dle Expenmentatoren unterschiedliche Wege ein. '

1. "Eine einfache Mégiichkeit }iefert die grobe Ahsch'altzung der Relaxationszeit al_s_-_der
Zeitdauer, zu der die urspriingliche Polarisation auf 1/e abgefallenist. - .

2 Eine weit verbreitete Methode besteht darin, die ermitielien Polarisationsiransien-
'~ ten mit einer geeigneten Funktion zu fitten. Hlerbei wird, vor a,llem aulden einfach-
- ___--exponentleﬂen Zerfall. - T

P(i)mexp( T 115) RN SRS (5 I)

__als Fitfunktion zuriickgegriffen. Weisen die untersuchten Matenahen aber -Eigen-
schaften und Wechselwirkungsfluktuationen auf, die von den kristallinen, geord-
neten Strukiuren abweichen, muf} dieser Datenfit auf einen kleinen Zeitbereich im

" betrachteten MefBfenster beschrankt bleiben. Nur so ist eine hohe Korrelatlon zw1- SR

-schen dem Polarisationstransienfen und dem [Iit zu erreichen..

113




114 KAPITEL 5. RELAXATIONSRATEN IM ASYMPTOTISCHEN ZERFALL

Alternativ findet dann manchmal auch eine Relaxationskurve gemaf

P(t) ~ exp (—\/Jﬁ) (5.2)

Anwendung, die z.B. fiir glasartige Systeme ohne einen effektiven Austausch der
Spins untereinander (fehlende Spindiffusion bzw. -temperatur) mittels einer inho-
mogenen Mittelung hergeleitet wurde (vergleiche Abschnitt 2.1.5) [75].

In neueren Auswertungen greifen viele Autoren auch auf den allgemeineren Ansatz

der Kohlrausch-Williams-Watts (KWW) Funktion _
P(t) ~ exp (—— [Tl"it]a) (5.3)

zuriick, wie er u.a. im “coupling model” von Ngai (2.37) [29, 30] oder im “jump-
relaxation model” von Funke [35] nahegelegt wird.

Die typische Darstellung der Resultate der kernmagnetischen Resonanzmethoden (hier
NMR und 3-NMR) besteht in der doppelt-logarithmischen Auftragung {“Arrheniusplot”)
der Relaxationsrate iiber der inversen Temperatur {Abb. 2.1). Aus den Raten fiir ver-
schiedene Magnetfelder (bei festem T auf der Tieftemperaturseite) 1aft sich eine Magnet-
feldabhingigkeit bestimmen. GemaR der Annahme eines Arrheniusansatzes (2.32) fiir die
Korrelationszeit des fiir die Wechselwirkungsfluktuationen relevanten Prozesses werden
die Flanken des Ratenmaximums durch die zugehdrige Aktivierungsenergie F, bestimmt.

Ein Merkmal der stochastischen Theorien ist es, dafl sie vielfach keinen unmittelbaren
Ausdruck fiir die Relaxationsrate liefern. Wie z.B. die allgemeine Lésung (4.19) des RTF-
Moadells sind die expliziten Polarisationskurven von komplizierter funktionaler Gestalt, die
keine direkte Definition der Relaxationsrate wie in den Ansétzen (5.1) - (5.3) ermdglichen.

Um dennoch Vergleiche mit den oben beschriebenen experimentellen Auswertungen
durchfiihren zu kdnnen, richten sich Risch und Kehr {144} nach der Vorgehensweise der Ex-
perimentatoren und ‘%te*w ihre mit einem stochastischen Modell ermittelten Theoriedaten
mit dem Relaxationszerfall (5.1). Ein entsprechender Weg soll auch in dieser Arbeit
eingeschlagen werden, um die Modellansitze aus Kapitel 4 hinsichtlich des asymptoti-
schen Zerfallsverhaliens zu diskutieren. Hierbei werden die numerisch berechneten Pola-
risationsdaten mit der allgemeineren KWW-Funktion {5.3) gefittet.

Die einzelnen Rechnungen werden durch die Parameterwerte bestimmt, wie sie fiir die
B-NMR-Methode mit ®Li typisch sind [12]. Grofienordnungsméiflig wird das Larmorfeld
wo ~ 1 MHz und die Fluktuationsrate (= Varianz der relevanten Verteilung) o ~ 10 kHz
gewihlt. Untersucht wird der Polarisationszerfall im Zeitintervall {0.01 — 0.1} s. Da die
verschiedenen Bewegungsprozesse durch Sprungraten bestimmt sind, fiir die typischer-
weise (in der durch die Frequenzen bestimmten Zeitskala) v < 10* — 106 MHz gilt, kann
die Spin-Gitter-Relaxation in den elnzelnen Modellprozessen in 1hrem Langzeltverhalten

Ifur i >> 1 / T dlskutaert werden

.ﬁIm ‘Rahmen dleser Arbeit w1rd das RTF-Modell aus Kapitel 4.9 und der durch den - -~

Ub_ergangsprozeﬁ modifizierte Ansatz aus Kapitel 4.5.11in diesem Sinne naher ausgewertet.
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Auf eine Betrachtung des Modells zweier Sprungraten wird an dieser Stelle verzichtet, da
die zunehmende Differenz zwischen den beiden Raten die Mobilitat der einzelnen Spinson-
den in dem Zweisprungprozef zunehmend behindert bzw. sogar unterdriickt {vergleiche
die Diskussion im Abschnitt 4.5.2).

Auf die random walk Modelle (Kapitel 4.4) kann auch (noch) nicht zurickgegriffen
werden, da in dem interessierenden Zeitbereich die in den Modellherleitungen eingehen-
den Naherungen nicht mehr giiltig sind. Betrachtet man z.B. die Prozefigleichung (4.48)
aus dem Ansatz zur Trotter-Formel, wird die maximale Schrittzahl n, fiir die der Ver-
taunschungsfehler klein ist, durch die Bestimmungsgleichung (4.59) gegeben. Mit den obi-
gen Parameterwerten {r = 1/+) bedeutet dies eine maximale Schrittzahl (Zeit) von

Nmas

t, = ””’;“"’ ~ T4 107 TyH3 (5.4)

Z.B. fiir v = 10° Hz folgt {mez ~ 107° s. Dementsprechend ist eine Anwendung nicht
méglich, da mit den interessierenden Sprungraten dieses Meffenster nicht erreicht wird.
werdenden Fehler noch

Frat fiir nnronlictierho annnrn-afon ~ 1016 1, uré’\-nn Aia wichtio
AJFLOU FAUL WIEEGimlITUIgwLliy ul—lL u‘.l.&j. ViaLlL ! - Vs i TY LA EL WAl TY 1\..£l.u15

im Zeitbereich { ~ 0.1 s vernachlassigbar.

8.1 Das (einfache) RTF-Modell

Ausgangspunkt dieser ersten Betrachtung ist die im Anhang D.3 hergeleitete Niherung
(D.32) fiir den asymptotischen Zerfall, die sich aus einer Entwicklung der allgemeinen
Prozefigleichung im RTF-Modell (4.18) fiir ¢ < 7 ergibt. Die durch die unterschiedlichen
Sondenkernumgebungen hervorgerufene Systemunordnung wird durch die gaufsche Fre-
quenzmittelung (4.25) (¢ = 10%s~}) dber das Subsystemensemble beriicksichtigt. Die
berechneten longitudinalen Polarisationstransienten ! werden mit der KWW-Funktion
(5.3) gefittet. Die ermittelten GroBen o und 77! sind fiir die verschiedenen Parameter-

werte in der Abb. 5.1 geplottet.

Aus dem typischen Erscheinungsbild der doppeltlogarithmischen Auftragung der Relaxa-
tionsrate iiber der Sprungrate (Abb. 5.1 a}) zeigt sich generell, daBl diese Vorgehensweise
und das einfache Zweisprungmodell zu sinnvollen, praktisch verwendbaren Ergebnissen
fiihren. Die erhaltenen Werte fiir 77! sind z.B. mit den experimentell ermittelten Raten
aus den F-NMR-Messungen an LiCl - n D;0 [8, 12] {qualitativ) vergleichbar, die auch die
Grundlage hinsichtlich der eingehenden Parametergréflen bilden.

In diesem Zusammenhang ist zu bemerken, dafl in den Rechnungen keine Annahmen
hinsichtlich der Ursache des Sprungprozesses und somit fiir den Ursprung der Sprungrate
eingehen. Sollen Vergleiche zu typischen Meflergebnissen durchgefiihrt werden, kann dies
in der Annahme einer Spinbewegung geschehen, die iiber den Arrheniusansatz

7.{T) = 7 exp (kf}) o N : | (55)

" 'Die Mittelung dber die Gauflquadratur mit der Ordnung = = 10 bendtigte fir 21 Zeitstellen eine
Rechenzeit von 11 min auf der Maschine II {siehe die Definition auf S. 146 im Anhang B.2).
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Abbildung 5.1: Darstellung der Relaxationsrate 77" (a) und des Exponenten « (b) aus
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mit der Sprungzeit 7 = 1/v und der Aktivierungsenergie £, thermisch aktiviert ist.
Grundséatzlich sind aber alle vorgestellten Modelle auf beliebige Sprungtypen anzuwen-

demn.

Neben diesen grundsstzlichen Gesichtspunkten lassen sich aus der Abb. 5.1 einige quan-
titativ interessante Merkmale festhalten.

1. Wihrend die Relaxationsraten auf der “Hochtemperaturflanke” (grofBe Sprungraten)
vom Magnetfeld unabhingig sind, steillt man fiir kleine Sprungraten die folgenden

Abhingigkeiten fest.

— 10%-1 -1, ,,~195
¥=10%"" — T ~wy

y=10%"0 — T7b o~ wytet (5.6)
¥ = 1045—1 — Tl L. w[-)-l .87
Die leichte Abweichung vom normalen BPP-Verhalten 77" ~ wy? ist aber nicht
signifikant genug, um dem RTF-Modell eine quantitativ wichtigere Bedeutung in
der Beschreibung des anomalen Verhaltens der glasartigen Systeme beizumessen als
dem einfachen BPP-Modell.

2. Diese qualitative Ahnlichkeit wird durch den symmetrischen Kurvenvertauf mit glei-
cher Steigung auf beiden Flanken unterstrichen.

3. Ein unerwarteter Effekt ist die Maximumsiiberhhung fiir kleine Larmorfrequenzen,
die in bisherigen Experimenten nicht beobachtet wurde 2. Doch nicht nur dieser
Grund 138t es [raglich erscheinen, ob diese markante Spitze einen realen, physika-
lischen Aspekt beschreibt, oder nur ein “Artefact” des Modells bzw. der numerischen
Rechnung widerspiegelt.

Wie im Anhang B (Bem. 2 auf S. 147) diskutiert wird, wirkt sich die Quadraturord-
_ nung gerade im Bereich des Maximums mit den Parametern v = | [, {wy| merklich
~ auf die Genauigkeit der Ergebnisse aus. Zur Kontrolle wurde eine zusitzliche Mit-

telungsrechnung fiir die Parameter v = 3 - 10° 5, wy = 0.5 MHz (Quadraturordnung
- 1 = 14) durchgefithrt. Die aus dem nachfolgenden Datenfit erhaltene, um den Fak-

tor 4 reduzierte Relaxationsrate wirkt sich in der logarithmischen Auftragung aber
| nicht so stark aus, um die Spitze bedeutend “abzubauen”.

4. In der Datenauswertung mit der KWW-Funktion (5.3} wird iiblicherweise nach
einem einheitlichen Kohlrausch-Exponenten « fiir alle Sprungraten bei festern Zee-
‘manfeld gesucht. Somit muf es ungewohnt erscheinen, dafl dieser Exponent in Abb.
'5.1b) eine Magnetfeld- und Sprungratenabhingigkeit auiweist. Bei niedrigen Mag-

_ netfeldern f&llt er mit wachsender Sprungrate stetig bis auf den Wert = 0.2 bis in
den Bereich des Ratenmaximums ab ®. Anschliefend steigt die Exponentenkurve

2Bej den Messungen gilt {iblicherweise wy > 1 MHz fir die Larmorfrequenzen.
3Sine Quadraturerhohung wirkt sich im Gegensatz zur Relaxationsrate nicht {bedeutsam) aaf den

Exponenten aus.
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Abbildung 5.2: Temperaturverhalten des Exponenten o in einem KWW-Fit der Polarisa-
tionstransienten aus NMR-Messungen an dem Glas Li;O - Al,O5- 4 Si0O, {145].

~wieder an und erreicht fiir groBe Sprungraten generell wieder den Wert & = 1, der
dem einfach-exponentiellen Zerfall der Polarisation entspricht. '

Dieses Minimum in der Exponentenkurve verschiebt sich bei wachsendem Larmor-
feld analog dem Ratenmaximum zu gréBeren Sprungraten . Gleichzeitig wird die
Abweichung vom einfach-exponentieilen Abfall (& = 1) deutlich kleiner.

Obwohl die Merkmale im Kohlrausch-Exponenten o unerwartet erscheinen, sind diese mit
allgemeineren theoretischen Uberlegungen zur {Spin-Gitter-) Relaxation konsistent und
finden sich in einigen.experimentellen NMR-Arbeiten qualitativ bestdtigt. Wie im Ab-
schnitt 2.1.6 erliutert wird, bezeichnen Campbell et al. [78] es in diesem Zusammenhang
als universelles Verhalten von Spinglisern aber auch anderer glasartiger Systeme, dafl
der Relaxationsprozef bei kleinen Magnetfeldern und Erreichen des Glasiibergangs bei
T, hochgradig nichtexponentiell ist. Sie postulieren eine gestreckt-exponentielle Funktion
gemif (5.3) mit & = 1/3 fiir den Polarisationszerfall. Ist in diesem Temperaturbereich
das Gesamtsystem nicht ergodisch, fiihrt der Ubergang zur Ergodizitit. fiir hohere Tem-
peraturen T > T}, zum einfach-exponentiellen Zerfall (o = 1) zuriick.

Diesen Eﬁ'ekt untersuchten Schnauss, Fujara et al. [146, 147] in *H-NMR-Messungen
der Spin-Gitter-Relaxation in unterkiihltem Glycerol. Im Gegensatz zu analogen Messun-
gen mit der 'H-NMR Methode finden sie ein nichtexponentielles Verhalten der Relaxation
mit einem Abfall des Exponenten in der Nihe des Glasiibergangs. Auch sie werten dieses

~: Auftreten. eines Minimums als neue Observable fiir den Glaspunkt, d.h. als Merkmal fur_ -

Iden ‘crossover” ‘vom ergodischen zum nichtergodischen Systemverhalten.
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Die in Abb. 5.1 b} dargestellte Magnetfeldabhingigkeit des Exponenten wird in Kern-
spinrelaxationsuntersuchungen am glasartigen System LipO-Al;03-45i0; in eindrucksvol-
ler Weise wiedergegeben (Abb. 5.2). Jedoch mufl bemerkt werden, daf das Extremuin der
Ratenkurve im Bereich des Glasiiberganges bei T o~ 650 K liegt. Dagegen weisen neueste
NMR-Messungen von Puin et al. [21] an nanokristallinem CaF, beiden Extremwerten

(nahezu) die gleiche Temperatur zu.

Der grundsafzliche Trend zu o = 1 fiir alle Sprungraten bei Erhéhung der Larmorfre-
quenz steht mit der Theorie von Schirmacher und Diezemann {76] in Ubereinstimmung.
Wie ebenfalls in Abschnitt 2.1.6 dargelegt wird, kommen sie bei der Herleitung einer
allgemeinen, frequenzabhingigen Relaxationsfunktion (in einem Dichtematrixformalis-
mus ohne die typische Markov-Approximation) zu dem Ergebnis, dall bei hohen Lar-
morfeldern generell ein einfach-exponentieller Relaxationszerfall zu erwarten ist. Dies
gilt auch, wenn die in die Diskussion eingehende Korrelationsfunktion komplizierter als
einfach-exponentiell zerfallt.

Obwohl diese qualitativen Vergleiche bestatigen, dafl der stochastische Modellansatz einige
Merkmale typischer experimenteller Realisierungen zufriedenstellend aufzeigt, verdeut-
lichen sie aber auch, dafl dieses einfache Modell nicht zur quantitativen Erklarung der ex-
pliziten Mefldaten herangezogen werden kann. Hierzu bedarf es noch einiger Anstrengun-
gen, um z.B. einen realistischeren Bewegungsproze}, wie dem in Kapitel 4.4 dargestellten
random walk in einem “Subsystem” iiber den gesamten Sprungratenbereich beriicksichti-
gen zu konnen,

Gleichbedeutend ist auch die Fragestellung, ob die gaufische Frequenzmittelung in geeigne-
ter Weise die in den glasartigen Materialien vorliegende Systemunordnung widerspiegeln
kann. Wird dieser Ansatz typischerweise in den unterschiedlichen Arbeiten zur Spin-
Gitter-Relaxation mitgenommen, ist er letztlich nur in kristallinen Substanzen fiir eine
Dipol-Dipol-Wechselwirkung gerechtfertigt [5] (siehe auch die Diskussion auf S. 48).

Um dieser Problematik zu entsprechen, wurde das RTF-Modell alternativ iiber ecine
Rechteckverteilung {B.2) und eine symmetrische Exponentialverteilung (B.4) fir die Fre-
quenzen w,,wy gemittelt £. Die nicht naher aufgezeigten Auswertungen ergeben quali-
tativ die gleichen Ergebnisse fiir den “Arrheniusplot” und die Auftragung des KWW-
Exponenten wie die Diskussion der gaufischen Frequenzverteilung. Abgesehen von leicht
verbreiterten Ratenmaxima und Exponentenminima sind die Resultate der Rechteck-
verteilung mit denen aus Abb. 5.1 (nahezu) identisch. Demgegeniiber fithrt die sym-
metrische Exponentialverteilung zu etwas schwécher ausgeprigten Extrema. Der Grund
liegt im starkeren Einflufl der Frequenzen, die stark von der dem Ratenmaximum zuge-
horigen Sprungrate abweichen. Da diese gemdf (B.4) mit starkerem Gewicht als bei den
anderen Verteilungen in den Prozef} eingehen, fiithren sie zu einer Ausmittelung der den
Polarisationszerfall beschleunigenden Beitrige mittlerer Frequenzen.

" “Bei diesen Mittelungen wurde auf die gauflartige Quadratur (Ordnung n = 10) zuriickgegriffen, die
mit den zugehdrigen Transformationen und den speziellen Quadraturtermen im Anhang B dargestellt
wird. Der Rechenzeitverbrauch entspricht dem fir die Rechnungen mit der Gauflverteilung.
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5.2 RTF-Modell mit Sprungratenmittelung

Da alternative Frequenzverteilungen keine quantitativ neuen Ergebnisse ergeben haben,
wird in einem zweiten Schritt die Unordnung durch eine zusétzliche Sprungratenverteilung
beschrieben. Implizit wird hierdurch beriicksichtigt, dafl in den einzelnen “Subsystemen”
voneinander abweichende Wartezeiten den Sprungprozefl bestimmen kénnen. Wie in einer
vergleichenden Diskussion des kontinuierlichen und diskreten random walks auf S. 92 fest-
gestellt wurde, kann dieser Effekt den Relaxationszerfall betrachtlich verindern. Durch
die alleinige Anwendung einer Sprungratenverteilung auf die transversale Relaxation in
Abschnitt 3.2.2 konnte gezeigt werden, dafi gewisse Merkmale des Polarisationszerfails (je
nach Wahl der speziellen Verteilung) verzogert oder beschleunigt auftreten (Abb. 3.4, 3.6

und 3.8).

Die numerischen Rechnungen fiir eine rechteckige (B.2) bzw. exponentielle (B.3) Sprung-
ratenverteilung werden ebenfalls iber die gauBartige Quadratur durchgefﬁhrt Da generell
kleine Sprungraten in der Prozeflentwicklung mitgenommen werden sollen, wird die untete
Grenze der entsprechenden Integration auf ¥ = 0 gesetzt. Bei der Wahl der Quadratur-
ordnung n = 10, sowoh! fiir die Frequenz- als auch fiir die Sprungratenmittelung, wird
eine Rechenzeit von 95 min bei 31 Zeitstellen pro Parameterlauf bendtigt °.

In Abb. 5.3 sind die erhaltenen Ergebnisse geplottet. Die Auftragung der Relaxa-
tionsraten und des Exponenten erfolgt iiber die typischen y-Werte, d.h. 5 = /3¢ bei
der Rechteck- bzw. o bei der Exponentialverteilung. Der Vergleich der im folgenden
aufgefilhrten Merkmale mit den entsprechenden Daten aus der alleinigen Frequenzmit-
telung (Abb. 5.1) weist aber nur an einigen markanten Punkten qualitative Unterschiede

auf. B

e Die Relaxationskurven zeigen allesamt einen qualitativ vergleichbaren Verlauf; die
“Tieftemperaturflanken” stimmen prinzipiell iberein. Erst bei grofleren Sprungra-
ten wirken sich die speziellen Verteilungen aus; insbesondere sind die Ratenmaxima

' zu hoheren Werten in 4 bzw. & verschoben. Entsprechend sind die Relaxationsraten
auf der Hochtemperaturflanke durchweg grofler.

'é___Das “Zuschalten” einer Sprungratenmittelung fithrt zu einer Abflachung des Raten-
- maximums. Bel Erh6hung des Larmorfeldes verliert dieser Effekt an Bedeutung.

e ‘Aus den dargestellten Daten und weiterer diesbeziiglicher Rechnungen werden foi—
§ _-gende Frequenzabhangigkeiten gewonnen. '

E Rechteckverteilung: F=3.10%"1 — T ~wpt

Exponentialverteilung: o= 10%"! - ITt et

5Das entsprechende Programm wurde auf der Maschine II vektoriell ausgefiilirt {vergleiche die Be-
zeichneng auf 8. 146 in Anhang B.2).
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Abbildung 5.3: Darstellung wie Abb. 5.1 — Vergleich der Ergebnisse aus der gaufischen
Frequenzmittelung (punktierte Linie) fiir zwei Larmorfelder mit den Resultaten, die aus
der zusdtzlichen Sprungratenmittelung iiber eine Exponential- (durchgezogene Linie) bzw,
Rechteckverteilung (gestrichelte Kurve) erzielt wurden.
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Im leizten Exponenten wirkt sich aus, daB das Maximum in der Exponentialvertei-
lung schon “friihzeitig” stark abflacht (Abb. 5.3). Ansonsten stehen die Ergebnisse
mit denen aus der reinen Frequenzmittelung (5.8) in Einklang.

e Die generelle Abflachung des Ratenmaximums macht sich auch in kleineren Werten
des KWW-Exponenten bemerkbar {bei wg = 5- 10%~" in Abb. 5.3 b); dieser Ef-
fekt wird vor allem bei der Exponentialverteilung offensichtlich. Bei der hdheren
Zeemanirequenz ist dieser EinfluR der Sprungratenverteilung weniger stark aus-
geprigt. Weshalb hier die Kurve zur Exponentialverteilung unterhalb derjenigen
zur Rechteckverteilung verlauft, konnte bisher nicht geklart werden.

o Die abfallenden Kurven in der a-Auftragung erscheinen asymmetrisch; dies wird an
einem langsameren Anstieg zu o = 1 bei den groferen Sprungraten deutlich. Die
Kurven zur Exponentialverteilung failen zudem frithzeitig unter die entsprechenden

Kurven aus Abb. 5.1 b) ab.

Leider sind diese Ergebnisse, insbesondere die Unterschiede zu den Daten aus Abb. 5.1,
quantitativ nicht gut fafbar. Einerseits ist dies ein grundsitzliches Problem einer jeden
Fitprozedur und der Rechengenauigkeit der dabei erzielten Daten; andererseits liegt keine
ausreichende Zahl von Datenpunkten vor, um exaktere Aussagen treffen zu kdnnen.

Qualitativ lassen sich diese Ergebnisse aber verstehen, wenn man beriicksichtigt, daf
bei Ubereinstimmung der Sprungrate aus der reinen Frequenzmittelung mit der iypi-
schen Rate bei der y-Mittelung im letzteren Fall ein weiter Bereich von Sprungraten
wichtig wird. Gerade wenn die Zeemanfrequenz grofenordnungsmaBig mit der typischen
Sprungrate der betrachteten Verteilung iibereinstimmt (“Maximumsbereich”}, wirken sich
Prozesse in der Polarisationsentwicklung aus, die durch stark von dieser Frequenz abwei-
chende Sprungraten bestimmt sind. Hierbei ist grundsitzlich wichtig, daB in der Sprung-
ratenmittelung bewuBt Beitrige mit v = 0 mitgenommen werden, die z.B. bel der Ex-
ponentialverteilung immer das hdchste Gewicht erhalten. In dieser Hinsicht lassen sich
die Abflachung und die Verschiebung der Ratenmaxima begreifen, da immer ein groferer
Teil der Sondenspins mit v <€ |i], |5 bzw. v > ||, |a| zu einem langsameren Zerfail
beitrigi. Auch die héheren Relaxationsraten fiir grofiere Sprungraten werden dadurch
verstandlich, dafl immer noch Prozesse mit v < wy den Polarisationszerfall beeinfiussen

und im Vergleich zur reinen Frequenzmittelung beschieunigen kénnen °.

Die zusiitzliche Mittelung iiber die Sprungraten fiihrt also zu einer leichten Modifikation
der Resultate bei fester Sprungrate im RTF-ProzeB. Es treten aber auch hier keine Merk-
male auf, die unmittelbar eine Erklirung fiir die Ergebnisse aus den Relaxationsmessungen
an den glasartigen Systemen liefern kénnen. Vor allem der asymmetrische Kurvenverlauf
fiir 77, der z.B. auf verschiedene Aktivierungsenergien schlieflen lafit, ware hierbei von
besonderem Interesse. : ' '

8Vergleiche auch die Diskussion zu den Abb. 3.6 und 3.8 im Kapitel 3.2.2.
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5.3 Das “time-dependent” RTF-Modell

AbschlieBend wird das “time-dependent” RTF-Modell auf seine Zerfallscharakteristik un-
tersucht. Grundlage dieser Betrachtung ist der Naherungsausdruck (4.63), der — neben
einem RTF-ProzeB mit der Sprungrate + innerhalb der “Subsysteme” — den Ubergang
der Spins zwischen den “Subsystemen” mit einer Rate A beriicksichtigt. Die Ensembiemit-
telung wird iber Gauflverteilungen fiir die Frequenzen i, ws ausgefiihrt.

Wie in der transversalen Modelldarstellung auf S. 66 erwahnt wird, sind die beiden Raten
v und A in bestimmter Weise als gekoppelt zu betrachten. Das Teilchen kann nur dann
das “Su “sy‘“em” oft v eumem, WELI €5 5cxu:u:H einen schnellen BEWEguugayxuacﬁ ininer-

halb eines Teilbereiches ausfiihrt. Ein geeigneter Ansatz, die Sprungraten miteinander zu
verkniipfen, ist die Annahme, daf beide Prozesse thermisch aktiviert sind. Die Wahl der

Arrheniusansatze

E E
¥ = vy exp (—Z—ﬁf;) , A= Agexp (—“L-,.éi‘) {5.7)
fihrt dann auf die Verkniipfungsbeziehung
b
A= ——ery® {5.8)
o

wobei die Sprungrate v zur Skalierungsgrundlage mit Ay = by, und E) = e£, gewahlt
wird. Zu beachten ist, daB v < v und A < Ap.

Die numerische Rechnung erfolgt liber eine Gauflquadratur der Ordnung n = 6, die je Pa-
rameterlauf fiir 20 Zeitstellen eine Rechenzeit von 60 min bendtigte 7. Die aus dem Fit der
Polarisationsdaten mit der KWW-Funktion (5.3) ermittelten Parameter ¢ und T, sind
in Abhéngigkeit von der Sprungrate v, die als gemeinsame Basis fiir beide Sprungraten
fir die Abzissenachse gewdhlt wird, in Abb. 5.4 aufgefiihrt. Bei der Wahl der Parame-
terwerte @ und b fir die explizite Kopplung der Sprungraten v und A {iber (5.8) wurde
beriicksichtigt, daB sich die Aktivierungsenergien nicht stark unterscheiden, wihrend die
Konstanten 4, und Ap um Gréfenordnungen differieren kénnen. Die Aktivierungsenergie
E, = 1 eV und die Zeitkonstante v = 10Ms~!.. 10"®s~! wurde den typischen experi-
mentellen Untersuchungen entnommen [12].

Im einzelnen sind folgende Merkmale festzuhalten.

1. Wie in Abschnitt 4.5.1 {S. 108) diskutiert wird, ist die Polarisationsentwicklung

durch den RTF-Proze bestimmt, wenn die Ubergangsrate klein gegen die Sprung-

.tate (A € ) ist. Entsprechend gehen in der Abb. 5.4 die Ratenkurve und die

Darstellung des Exponenten o im entsprechenden Parameterbereich in die Ergeb~
~ nisse fiir das urspriingliche RTF-Modeil aus Abb. 5.1 iber. : L

.“.2.-__E1ne deutliche Abweichung vom Kurvenverlauf fiir A =~ 0 bzw. A < v tritt auf]
* wenn die Ubergangsrate A grofenordnungsméfig mit der Sprungrate v vergleichbar

TAuf der Maschine IT (S. 146 in Anhang B.2) bei vektorieller Ausfihrung.
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Abbildung 5.4: Darstellung wie Abb. 5.1 fiir.das “time-dependeni” RTF-Modell mit den
Parameterbeziehungen: (A) A = 1073 4% 5, (B} A = 107t 4% 5, (C) A = 1071812 48/2 5172,
- Das Zeemanfeld ist zu wy = 5 MHz gewahlt, Die Temperaturskala entspricht dem Ansatz,
dafl der Sprungprozel gemiB (5.7) wie in den Fillen (A) und (C) thermisch aktiviert ist
" {y0 = 1013s7Y, B, = 1 eV). Die gestrichelte Kurve fiir A = 0 entstammt der Abb. 5.1. -
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wird. Dies ist in der Abb. 5.4 erst fiir v > 107s™! auf der rechten Flanke des ersten
Maximums der Fall. Wie die Uberlegungen im Kapitel 4.5.1 zeigen (Abb. 4.18),
nimmt der Polarisationszerfall dann zu. Dieser Effekt verstarkt sich je schneller die
Ubergangsrate gegen die Sprungrate v mit der Temperatur ansteigt (Parameter-
bereiche (A) — {C)).

3. Aus der Auftragung des Exponenten o iiber der Sprungrate (Abb. 5.4 b) ist er-
sichtlich, dafl der Ubergangsprozef das Zerfallsverhalten grundsiizlich verindert.
Ein wesentliches Merkmal der Polarisation im reinen RTF-Modell (Abb. 5.1 b) war
ein deutlich nichtexponentieller Abfall mit einem gestreckten Exponenten @ < 1im
Maximumsbereich. Dieses Verhaiten verschwand erst bei grofieren Larmorfeldern.

Alternativ fithrt im “time-dependent” RTF-Modell die Zunahme der Ubergangsrate
A auf hohere Exponenten fiir den gesamten Sprungratenbereich. Gleicht die o-Kurve
fiir A = 107! 4% s [Parameterwahl {A)} dabei noch der Auftragung aus Abb. 5.1 b},
wird der Polarisationszerfall mit verstarktem EinfluB des Ubergangsprozesses bei
A= 107132 432512 IParameterwahl {C)] nahezu einfach-exponentiell 2.

4. Interessanterweise treten generell zwei Ratenmaxima auf (Abb. 5.4 a). Eine Be-
trachtung der jeweils vorliegenden Sprungraten iber {5.8) verdeutlicht, daf das
erste Maximum durch die Bedingung + =~ wp gegeben ist. [m zweiten Maximum ist
die Ubergangsrate A groBenordnungsmafig mit dem Zeemanfeld vergleichbar. Beide
Maxima erscheinen, einzeln betrachtet, symmetrisch; das zweite Maximum besitzt

aber deutlich steilere Flanken.

Allgemein weisen zwei unterschiedliche Maxima im “Arrheniusplot” auf unabhan-
gige Bewegungsprozesse in der untersuchten Substanz hin. Dies steht jedoch nur
scheinbar im Gegensatz zur obigen Annahme, dafl die beiden im “time-dependent”
RTF-Modell eingehenden Raten v und A miteinander gekoppelt sind. Dies wird aus
“einer naheren Diskussion des speziellen Modellansatzes (vgl. S. 66 bzw. S. 106}

~ “verstindlich. Denn aufgrund der unabhingigen Mittelung im “strong-collision”
Ansatz fiir den UbergangsprozeB ° tragen letztlich beide Prozesse voneinander ent-

- ““koppelt zur Polarisationsentwicklung bei. Aus diesem Grund liefern beide Sprung-
" prozesse, entsprechend der experimentellen Erfahrung, ein eigenes Ratenmaximum.

Bei den Rechnungen zur Abb. 5.4 sind die Zeitkonstanten v, und Ag gleich grofi gewahit.
Dies fiihrt dazu, daB der Ubergangsproze8 erst nach Erreichen des ersten Maximums im
“Arrheniusplot” wichtig wird und ein zweites Maximum fiir A ~ wp ausbildet. In der
weiteren Diskussion wird die Kopplung iiber (5.8) so gewahit, dafl der Ubergangsproze’
schon im Bereich des Maximums an Bedeutung auf die Prozeflentwicklung gewinnt, d.h.
im Maximumsbereich gilt A ~ v ~ wy. Dieser Ansatz entspricht einem Kopplungsfaktor
b > 1. Diese Wahl bieibt physikalisch sinnvoll, da fiir kleine Temperaturen immer noch

8Dijes scheint ein universelles Merkmal des “strong-collision” Ansatzes zu sein, Schon in der Diskussion
des iransversalen Relaxaiionszerfalles gehi der urspriingliche Kurvenverlauf ~ exp{~¢?t?/2) in einen
einfach-exponentieiien Abfall iiber (vgl. die Diskussion auf{ S. §5}.

%Vergleiche die Gleichung (3.49) fir den transversalen Fall.
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Abbildung 5.5: Darstellung wie Abb. 5.4 a) fiir die Parametergréfien:
(D) A=10""7/2 43212 (E) A=10"" 4?5, (F) A=10"% 4* 5.

das RTF-Modell, d.h. der BewegungsprozeB im “Subsystem”, die Polarisation dominiert.

Die neuen Rechnungen fiir verschiedene Parameterkombinationen (Abb. 5.5) zeigen ein
stark verbreiiertes Ratenmaximum (im Vergleich zu den Ergebnissen ans Abb. 5.4); die
Flanke auf der “Hochtemperaturseite” weist dabei eine groflere Steigung als die Tieftem-
peraturflanke anf. Da der RTF-Proze im Tieftemperaturbereich dominierend auf den
Polarisationszerfall einwirkt, wird die Steigung im entsprechenden Sprungratenbereich
durch die lokale Spinbewegung bestimmt 19. Demgegeniiber ist der Ubergangsprozef
zwischen den “Subsystemen” fiir den Abfall der Hochtemperaturflanke verantwortlich
(entsprechend dem zweiten Maximum in der Abb. 5.4 a). Das explizite Verhaltnis der
Steigungen wird demnach durch die den Prozessen gemiB (5.7) zugrundeliegenden Ak-

t1v1erungsenerg1en d.h. durch den Kopplungsfaktor a = E,/E, beschrieben.

Interessanterweise tritt auch in dieser Darstellung ein zweiter Ratenanstieg bei den Para-
meterwahlen (D) und (E) auf. Eine physikalische Erklarung konnte hierfiir nicht gefunden
werden; jedoch ist zu beachten, dafB die zugehérigen Sprungraten (y > 10°%7") bei den
gewahlten Parametern einem physikalisch unrealistischen Tempera,nurberelch ' entspre-

- "1OVergleiche das erste Maximum in Abb. 5.4 a}. ' _
: nVergielche die Temperaturskala in der Abb. 5.5 fir die Zeitkonstante Yo = 1013 =1 mit der Ak- .

't1v1erungsenerg:e E, =16V.
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chen.
Somit liegt es aber nahe, dieses anomale Verhalten einer dem Modellansatz intrin-

sischen Ursache zuzuschreiben. Im Anhang D.2 wird ein Ngherungsausdruck fiir den
Polarisationszerfall in dem Grenzfall A > v > |Ji], |2, 1/t hergeleitet, der auf den
einfach-exponentiellen Zerfall (D.24} mit der Relaxationsrate

=12 1 (5.9)
T 5v+ A (5-9)

fiihrt. Da beide Sprungraten iiber die Beziehung (5.8) miteinander gekoppelt sind, erhil{
man den asymptotischen Ausdruck

,,Ya—l 2/a
T = 2 ("—) A@fa)-t (5.10)
b
fiir die Relaxationsrate im Limes A — co. Fir die Kopplungskonstante a = 2 ergibt sich
z.B. die asymptotische Rate 77! = 27,/b; fiir @ < 2 wichst die Relaxationsrate mit A

stetig an.
Obwohl dieser Grenzfall in den Parametern aus der Abb. 5.5 (noch) nicht erreicht

ist, wird dennoch deutlich, daf} die Relaxationsrate hinsichtlich des asymptotischen Aus-
drucks (5.10) fiir grofle Ubergangsraten A wieder ansteigt. Zusitzliche Rechnungen mit
geeigneterer Parameterwahl kénnen diese Vermutung bestitigen.

Neben diesen ausfithrlich diskutierten Resultaten lassen sich noch folgende Merkmale der
Abb. 5.5 entnehmen.

s Die Relaxationsraien sind auf der Hochtemperaiurflanke {requenzunabhingig (vgl.
die Parameterwahl (D) mit A = 10772 +3/251/2),  Auf der Tieftemperaturflanke

gelten die Potenzgesetze

_ 3,~1 —1 —1.8%
v = 10 — I7 ~uw,

y=10%"" — T7h~wpt® (5.11)
oy = 1053—1 _ Tl-—l ~ w()—1.93

Dieses Verhalten entspricht wieder eher dem Ergebnis {2.33) aus dem BPP-Modell
als die Resultate des RTF-Modells (5.6).

e Die Ubereinstimmung in den Magnetfeldabhingigkeiten mit dem BPP-Modell findet
eine Bestitigung im generellen Zerfallsverhalten der Polarisation. Wie in der Diskus-
sion zur Abb. 5.4 verdeutlicht wird, fiihren zunehmende Uberginge zwischen den
“Subsystemen” (grofies A) zu einem verstirkt einfach-exponentiellen Relaxationsver-
halten. Da in den Rechnungen zur Abb. 5.5 die Uberga,ngsrate A schon auf der
Tieftemperaturflanke des auftretenden Maximums, d.h. fiir kleinere Sprungraten v,
in der Prozefentwicklung an Bedeutung gewinnt, ist somit durchweg ein einfach-
exponentieller Zerfall der Polarisation zu finden.
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¢ In entsprechender Weise kann die Verschiebung der Hochtemperaturflanke zu klei-
neren y-Werten bei einer Erhohung des Kopplungsfaktors 6 verstindlich gemacht
werden (vgl. die Paramaterlaufe (E) und (F)). Durch die bei gleicher Sprungrate v
hoheren A-Werte in (F) fallt die Ratenkurve frihzeitig aus dem Maximum ab.

Formal lassen sich beide Ratenkurven gegeneinander verschieben, so dafi die Hoch-
temperaturflanken {ibereinanderliegen. Man erhilt so die schwachere Magnetfeld-
abhingigkeit

y= 1047 =TT~ wy ot (5.12)
auf der Tieftemperaturseite, die deutlich vom BPP-Verhalten mit dem Exponen-
ten (-2) abweicht. Eine mdgliche, physikalische Erklarung fiir eine solche Shift der
Ratenkurve bei Verringerung der Larmorfrequenz, die neben der gréferen Steigung
auch eine kleinere Frequenzabhingigkeit im “time-dependent” RTF-Modell liefert,
ist (noch) nicht zu finden. Z.B. ist es im Augenblick reine Spekulation, den Zeitkon-
stanten im Arrheniusansatz (5.7), d.h. dem Kopplungsfaktor & eine Magnetfeld-
abhéngigkeit zuzuschreiben.

Zusammengefafit kann man festhalten, daf} dieses verdnderte Zweisprungmodell eine Er-
kldrung fiir die unterschiedlichen Steigungen der beiden Flanken im Ratenmaximum geben
kann. Gleichzeitig werden die iibrigen Resultate {einfach-exponentieller Zerfall mit o = 1
und Magnetfeldabhingigkeit von (-2)) aus dem BPP-Ansaiz reproduziert.
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Motivation dieser Arbeit waren die mit verschiedenen nuklearen Mefimethoden an glasar-
tigen, niedrigdimensionalen und auch nanokristallinen Systemen durchgefithrten Experi-
mente. Insbesondere bei Messungen mit der g-NMR-Methode, die sich u.a. durch ihre
Moglichkeit auszeichnet, Messungen mit niedrigen Sondenkernkonzentrationen und klei-
nen Larmorfeldern durchzufiihren, beobachiet man ein anomales Verhalten der Polari-
sationstransienten im Vergleich zu den Messungen in kristallinen Systemen. Dies mani-
festiert sich z.B. in unterschiedlichen Steigungen der beiden Flanken des Ratenmaximuins
im “Arrheniusplot” und einer Magnetfeldabhingigkeit 77 ' ~ wl mit § < 2. Diese
Abweichungen sind auf strukturelle Unordnungen zuruckzufuhren d1e eine Vlelzahi von
unterschiedlichen Sondenkernumgebungen begrunden ' '

Fast alle theoretischen Ansitze, die zur Erklarung der gefundenen Abweichungen ent-
wickelt wurden, basieren auf der Standard-NMR-Theorie. Grundsitzliche Merkmale
dieser Theorie sind die in den Dichtematrixformalismus und die Theorie von Bloch-
Wangsness-Redfield eingehenden Annahmen kurzer Korrelationszeiten {(kurz gegen die
typischen Relaxations- und Meflzeiten} und grofier Larmorfelder (im Vergleich zu den
lokalen Feldgrofien). Die verschiedenen klassischen Theorien bemiihen sich dann aus-
schliefilich darum, die auftretenden Korrelationen in den Wechselwukungen geelgnet”
auszurechnen, d.h. den ungeordneten Systemen anzupassen.

In den glasartigen, ungeordneten Substanzen ist die Grundvoraussetzung kurzer Kor-
relationszeiten aber verletzt. Aufgrund einer lokalen Bewegung der Sondenspins durch
Riicksprung- und Riickkehreffekte sind gerade bei tieferen Temperaturen lange Korrela-
tionen zu erwarten. Dabei werden verschiedene Gebiete des Zustandsraumes nicht oder
nur nach langen Prozefizeiten besucht, auch wenn die eigentliche Spinbewegung schnell
sein sollte. ‘So ergeben sich zusitzliche Korrelationsfunktionen, deren prinzipielle Ent-
wicklung auf der Skala der Neﬂzelten noch mcht als. abgeschlossen betrachtet werden
Moderne theoretlsche Arbeiten versuchen somlt im Rahmen des Dxchtematnxforma—
lismus auf die Annahme kurzer Korrelationszeiten zu verzichten. Der derzeitige Siand
der Ergebnisse mufl aber als unbefriedigend bzw. noch nicht abgeschlossen gelien. Iis
kann zusammenfassend festgehalten werden, daf} eine systemunabhéngige und endgiiltige

129




130 KAPITEL 6. ZUSAMMENFASSUNG

Erklirung des anomalen Relaxationsverhaltens in den ungeordneten Materialien mit Hilfe
der Standard-NMR-Theorie bisher nicht gefunden werden konnte.

Einen komplementiren Zugang zur Beschreibung der Spin-Spin- und der Spin-Gitter-
Relaxation liefert die stochastische Theorie von Kubo, Tomita und von Anderson, in
der der Polarisationszerfall als Konsequenz der stochastischen Natur der Fluktuationen
beschrieben wird. Dieser Ansatz zeichnet sich in diesem Zusammenhang dadurch aus,
daB keine Annahmen iiber die Korrelationszeiten und -zerfille gemacht werden miissen.
Somit kdnnen auch Prozesse diskutiert werden, die sich durch eine langsame Bewegung
bzw. eine hohe Korrelation zwischen den besuchten Plitzen mit den lokalen Wechsel-
wirkungsfrequenzen auszeichnen. Dariiberhinaus liefert diese Theorie die berechnete Po-
larisation direkt im Zeitraum, so daf} ein unmittelbarer Vergleich mit den experimentellen
Polarisationstransienten mdglich ist. Verschiedene stochastische Modellansitze konnten
so schon zur Erklirung des in pSR-Messungen ermittelten transversalen und longitu-
dinalen Polarisationszerfalls herangezogen werden. In diesem Zusammenhang sind u.a.
Modelle zur Myonenbewegung auf einer linearen Ketie wie in Polyacetylen oder unter
Beriicksichiigung von Haftstellen in Metallen zu erwéhnen. Fiir die Auswertung des Re-
laxationsverhaltens in Metallhydriden wurde alternativ ein Modell zur Myonendiffusion
in nichtwechselwirkenden Gittergasen erfolgreich angewendet.

In der vorliegenden Arbeit wird die stochastische Theorie der Spinrelaxation weiterent-
wickelt, um nédhere Hinweise zur Erklarung der Spin-Gitter-Relaxationsraten etc. in unge-
ordneten Systemen zu gewinnen. Zur Beriicksichtigung der geringen Sondenkernkonzen-
tration bei der f-NMR-Methode und der ungeordneten Sirukturen liegt den eingefithrien
Modellen dabei der folgende generelie Ansatz zugrunde. Die interessierende Probe wird als
Fnsemble von “Subsystemen” betrachtet; die einwirkenden Wechselwirkungen gehen als
lokale Rotationsfrequenzen an den verschiedenen Sondenplétzen in die Prozefentwicklung
ein. Bine Spinbewegung findet (vornehmlich) in den einzelnen “Subsystemen” statt. Die
Systemunordnung, d.h. die unterschiedlichen Sondenkernumgebungen aufgrund der unge-
ordneten Struktur, entspricht dann der Mittelung des Subsystemensembles iiber die Rota-
tionsfrequenzen aber auch {iber die aufiretenden Sprungraten. Aufgrund der einfacheren
Handhabung werden die speziellen Ansitze fiir die transversale Relaxation vorgestellt und
anschlieflend auf die longitudinale Polarisation ausgedehnt.. ' '

Der einfachste Bewegungsproze der Spins in den “Subsystemen” wird durch Spriinge
zwischen zwei Plitzen gegeben, die jeweils durch eine feste Rotationsfrequenz bestimmt
sind. Als interessantes Ergebnis dieses fiir das Problem der transversalen Relaxation
schon linger bekannten Modells muf festgehalten werden, dafl die Polarisationsentwick-
lung in jedem “Subsystem” im TFalle cines schnellen Sprungprozesses durch die Rotation
der Spins in einem resultierenden Larmorfeld beschrieben werden kann, das sich durch das
geometrische Mittel beider Frequenzen ergibt. Fiir den Fall der allgemeinen Spinrotation
folgt dies aus einer effektiven Kommutierbarkelt der auftretenden Drehmatnzen, d1e von_

---Natur aus mcht vertauschbat smd
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Fiihrt man die anschlieBende Ensemblemittelung iiber unabhingige GauBverteilungen fiir
die beiden Frequenzen aus, wirkt sich diese Superposition dahingehend aus, dafl eine Zu-
nahme der Sprungrate auf das Ergebnis der statischen Kubo-Toyabe-Theortie zuriickfiihrt.
Die zugrundeliegende Gaufiverteilung erscheint dabei um den Faktor V2 verschmilert.
Ein qualitativer Vergleich mit ySR-Messungen an NbTi kann diese Riickkehr zum Kubo-
Toyabe-Verhalten bestitigen; mogliche Ursachen fiir die noch auftretenden quantitativen
Abweichungen (korrelierte Frequenzmittelung, Diffusion iiber mehrere Pldtze) werden dis-

kutiert.

Dieser einfache Bewegungsprozef wird dann auf einen diskreten, linearen random walk
erweitert. Diese eindimensionale Bewegung der Spins in den “Subsystemen” wird durch
eine hohe Riickkehrwahrscheinlichkeit zu schon zuvor besuchien Plétzen bestimmt. Fiir
die hierbei vorgestellte Prozefigleichung werden zwei verschiedene Losungswege diskutiert,
die sich im generellen Mittelungsansatz unterscheiden.

Die analytisch zuginglichste Losung liefert die Modifikation des “strong-collision”
Ansatzes, die eine unabhangige Mittelung iiber die einzeinen Pidize auf der linearen
Kette beriicksichtigt. Als allgemeines Kennzeichnen dieser ersten Charakterisierung der
Polarisationsentwicklung im random walk Prozef 1481t sich festhalten, daB insbesondere
kontrahierte walks die longitudinale Polarisation bestimmen. Im Beispiel der transver-
salen Relaxation waren es alternativ gerade die ausgedehnten walks, die im Prozef wichtig
werden.’

In einem zweiten Modell wird jeder Platz durch eine mittlere Frequenz des speziellen
“Subsystems” und einer Frequenzdifferenz charakterisiert, die linear mit dem “Abstand
vom Mittelpunkt” anwichst. Die analytische Auswertung wird mittels der ndherungswei-
sen Kommutierbarkeit der Rotationsoperatoren im Grenzfall grofler Sprungraten ermog-
licht. Die Ensemblemittelung tiber korrelierte Gaufiverteilungen fiir die mittlere Frequenz
und die Differenz fiithrt auf die statische Kubo-Toyabe-Losung, die durch eine platz-
abhingige Varianz bestimmi wird. '

Einfachere Modifikationen des Zweisprungprozesses bilden das Modell zweier Sprungra-
ten und das “time-dependent” RTF-Modell, in denen konkurrierende Prozesse in die
Spinbewegung einfliefen. In der ersten Erweiterung wird die Materialunordnung auch
im Bewegungsprozef} im “Subsystem” beriicksichtigt, indem die beiden Platze des Zwei-
sprungmodells neben der Frequenz auch durch eine eigene Sprungrate bestimmt sind.
Im Vergleich mit den Ergebnissen des RTF-Modells fiir gleiche Sprungraten fiihrt eine
zunehmende Differenz in diesen Raten auf das urspriingliche statische Kubo-Toyabe-Mo-
dell zuriick; aufgrund der stark unterschiedlichen Raten ist Jetztlich nur einer der beiden
Plitze fiir die ProzeSentwicklung von Bedeutung. In der asymptotischen Zeitentwicklung
erhilt man einen langsameren Polarisationszerfall, der zunehmend einfach-exponentiell
wird.

“In der zweiten Modellerweiterung des “time-dependent” RTF-Modells kann der Spin
das “Subsystem” mit einer zusitzlichen Ubergangsrate wechseln; die Frequenzpaare des
neuen “Subsystems” werden dabei unabhangig von den alten Frequenzen der zugrun-
deliegenden Gaufiverteilung entnommen. Dieser Zusatzprozef wirkt sich in einem ver-
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stirkten Polarisationszerfall bei steigender Ubergangsrate aus; iibersteigt diese schlieflich
die typischen Frequenzwerte, erreicht man die Zerfallskurven des “strong-collision” Mo-

dells von Hayano.

Hinsichtlich eines Vergleichs mit dem anomalen Relaxationsverhalien in den glasartigen
Substanzen wird das RTF-Modell ohne bzw. mit zusétzlichem Ubergangsprozefl in dem
den Experimenten entsprechenden asymptotischen Zeitbereich untersucht. Die Grund-
lage der Rechnungen bilden Parameterwerte fiir die Frequenzen, Sprungraten etc., wie sie
bei Messungen mit der f-NMR-Methode an der Sonde 8Li typisch sind. Die ermittelten
Polarisationstransienten werden in Anlehnung an die experimentelle Auswertung mit einer
gestreckt-exponentiellen KWW-Funktion gefittet. Auf eine Diskussion der random walk
Modelle wird in diesem Zusammenhang verzichtet, da die diskutierten Naherungsldsungen
in den interessierenden Zeitbereichen nicht mehr giltig sind.

Aus dem “Arrheniusplot”, d.h. der Auftragung der Relaxationsrate 77! iiber der
Sprungrate (Temperatur) fiir den Zweisprungprozefl erkennt man, dafl dieses einfache
Modelil, bei dem man im Falle kieiner Sprungraten sicher aufierhaib des Giiltigkeitsberei-
ches der Standard-NMR-Theorie ist, qualitativ doch das typische BPP-Verhalten wi-
derspiegelt. Dies manifestiert sich vor allem in den symmetrischen Ratenmaxima und
der (nahezu) quadratischen Frequenzabhangigkeit der Relaxationsrate auf der Tieftem-
peraturflanke. Ein auffallender Unterschied besteht in einem bisher nicht erkldrbaren
“Kurvenaufsatz” fiir kleine externe Larmorfelder, die in den experimentellen Auswer-
tungen nicht auftauchen. Die durch einen sprungratenabhingigen KWW-Exponenten
zusitzlich auftretende Abweichung vom einfach-exponentiellen Relaxationszerfall wird im
Bereich des Ratenmaximums maximal, verschwindet aber mit zunehmendem Larmorfeld.
Diese Ergebnisse zum Exponentenverhalten sind qualitativ konsistent zu unterschiedlichen
experimentellen und aliernativen theoretischen Untersuchungen.

Die betrachtete Gaufiverteilung fiir die Frequenzen in dem RTF-Modell gibt typischer-
weise die tatsachliche Verteilung der lokalen magnetischen Felder in Kristallen mit einer
Dipol-Dipol-Wechselwirkung der Spins wieder. Bei der Diskussion ungeordneter Systeme
wird so der Frage nachgegangen, inwieweit alternative Frequenz- bzw. zusitzliche Sprung-
ratenverteilungen zur Beschreibung der Systemunordnung herangezogen werden miissen
bzw. die Ergebnisse beeinflussen. Zusammenfassend kann aber festgehalten werden, dafl
sowohl die Frequenzmittelung iiber eine Exponential- oder Rechteckverteilung als auch
die nachgeschaltete Sprungratenmittelung qualitativ vergleichbare Resultate im Arrhe-
niusplot und im KWW-Exponenten wie das RTF-Modell mit gaufiverteilien Frequenzen
ergeben. Die unterschiedlichen Gewichtsfunktionen der einzelnen Verteilungen wie auch
die Beriicksichtigung verschiedener Sprungraten in der Prozeflentwicklung wirkt sich nur
in einer leichten Verschiebung der jeweiligen Ratenkurven und in einer Ausmittelung des
Maximums ans, was zn kieineren Raten und Exponenten im Maximumsbereich fiihrt.

Der zusitzliche Ubergangsprozef in ein neues “Subsystem” wirkt sich erst aus, wenn
die f}bergangs— mit der Sprungrate im Zweisprungprozefl vergleichbar wird. Sind beide
Prozesse thermisch aktiviert und die Zeitkonstanten und die Aktivierungsenergien im
Arrheniusansatz so gewihlt, dafl beide Sprungraten im gleichen Temperaturbereich mit
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dem eingehenden Larmorfeld iibereinstimmen, erhidlt man asymmetrische Ratenmaxima
im “Arrheniusplot” mit einer grofleren Steigung auf der Hochtemperaturflanke. Der Un-
terschied in den Steigungen ist durch den Quotient aus den Aktivierungsenergien der
Sprung- und der Ubergangsbewegung gegeben. Gleichzeitig wird der Relaxationszerfall
iiber den gesamten Temperaturbereich einfach-exponentiell.

Obwohl in dieser letzten Betrachtung die einzelnen Prozesse als thermisch aktiviert
angenommen werden, ist festzuhalten, daB alle vorgestellten Modelle fiir jeden anders-
gearteten Bewegungsprozef giiltig sind. Dies erhdht den méglichen Anwendungsbereich
der verschiedenen vorgestellten Modelle.

Die Diskussion der verschiedenen Modelle verdeutlicht, da8l die stochastischen Theorien
grundsitzlich zur Auswertung der experimentellen Ergebnisse zur Spin-Gitter-Relaxation
in der A-NMR und der zSR (mit den moglichen kleinen Sondenkernkonzentrationen) ange-
wandt werden konnen. Schon die einfachsten Modelle liefern neben dem typischen BPP-
Verhalten auch Hinweise auf die anomalen Relaxationsergebnisse in glasartigen Proben.
Um diese Merkmale quantitativ besser fassen zu kénnen, missen weitere Uberlegungen zu
den diskutierten Prozessen getitigt werden. Von besonderer Bedeutung ist es dabei, die
moglichen Anwendungsbereiche der random walk Modelle auszuweiten; u.a. ist eine ana~
lytische Losung fiir kleine Sprungraten von Interesse. Wichtig ist auch ihre Verbesserung
hinsichtlich einer Anwendung in den diskutierten Zeitfenstern der 8-NMR-Messungen.
Eine Moglichkeit hierzu besteht in der Monte-Carlo Simulation der random walk Ansitze.
Auch eine Anwendung der von Machta eingefiihrten Renormierungstechnik auf die Ent-
wicklung der longitudinalen Polarisation ist vorstellbar; diese ermoglicht es, die durch
die angenommene Kommutierbarkeit der Operatoren zu beriicksichtigenden Fehler zu
umgehen. Sie kann dann zu analytischen Losungen fiihren, die gerade das asymptotische
Langzeitverhalten der Polarisation wiedergeben.

Zu den weiteren Arbeiten, die hinsichtlich einer quantitativeren Anwendung der vor-
gestellien Modelle zu leisten sind, gehért ebenso eine realistischere Beschreibung der
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stochastischen Figenschaflen der einzelnen Rotationsfrequenzen entsprechend der expe
rimentellen Gegebenheiten. M&gliche Vorgehensweisen erdffnen die Uberlegungen zur
Dipol-Dipol-Wechselwirkung bzw. zur Quadrupolwechselwirkung von Celio et al. sowie

von Stockmann.

Im Rahmen dieses Resumées sei es erlaubt, die generelle Auswertungsmethode in Frage
zu stellen, wie sie auf die experimentellen Resultate angewandt wird. Offen bleibt w.a.,
welche Bedeutung die aus den Fits ermittelie Relaxationsrate 7] ' besitzt, wenn der
gemessene Polarisationszerfall prinzipiell nichtexponentiell ist. In diesem Zusammenhang
sind die speziell gewihlten Fitfunktionen nichi nur von nebensichlicher Bedeutung in den
expliziten “Effekten”, die den jeweiligen “Arrheniusplots” entnommen werden konnen.
Auch das Zeitfenster, in dem die Fits vorgenommen werden, wirkt sich deutlich auf die
relevanten Ergebnisse aus.

. Aus diesen Griinden ist es nicht verwunderlich, dafl viele unterschiedliche Modell-
ansiize durchaus dieselben experimentellen Ergebnisse wiedergeben kdnnen — Vergleiche
mit den gemessenen Daten finden nur iiber den Zwischenweg der verschiedenen Fitfunk-
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tionen statt. Sinnvoller fiir die Diskussion einer jeden theoretischen Vorhersage fiir die
Polarisationsentwicklung ist der unmittelbare Vergleich der analytischen Lésungen mit
den gemessenen Polarisationstransienten. Wichtig fiir eine klare Unterscheidung sind
dabei Mefmethoden, die die Ermittlung der Transienten in Zeitbereichen ermdglichen, in
denen die verschiedenen zu den Wechselwirkungsfluktuationen fiihrenden Prozesse und
Korrelationen noch nicht stark abgeklungen sind. Dann bieten aber die stochastischen
Theorien grundsitzlich die grofleren Anwendungsmoglichkeiten.

In dieser Arbeit wurde ein allgemeiner Modellansatz zur Diskussion der Spin-Gitter-
Relaxation in glasartigen, nngeordneten Systemen vorgestellt. Der longitudinale Polarisa-
tionszerfall wird durch eine Spinbewegung in einzelnen “Subsystemen™ verursacht, wobei
die einzelnen Gitterplatze durch Rotationsfrequenzen bestimmi sind, die die Wechsel-
wirkungen zwischen den Sondenspins und der jeweiligen Umgebung darstellen. Da die
unterschiedlichen “Subsysteme” verschiedene Strukturen besitzen, wird die erhaltene Po-
larisation iiber das Ensemble der “Subsysteme” gemittelt.

Dieser Ansatz wird vor allem der speziellen Situation in den S-NMR- und pSR-Mef§-
methoden gerecht, die es ermdglichen, die Relaxationsuntersuchungen bei geringen Son-
denkernkonzentrationen durchzufithren. Trotz einer moglichen schnellen Bewegung der
Spins in einer lokalen Umgebung werden grofie Bereiche des Zustandsraumes nicht ex-
reicht, so dafl kein Austausch zwischen den Spins erfolgt. Zudem gehen in das Modell
keine Annahmen iiber den Zerfall der Wechselwirkungskorrelationen wie in der Standard-
NMR-Theorie ein. Somit kann die Spin-Gitter-Relaxation auf allen Zeitskalen diskutiert
werden.

Die im Rahmen dieses Modells vorgestellten Ansitze fiir die Spinbewegung in den
“Subsystemen” konnten erfolgreich mit uSR-Messungen an NbTi verglichen werden; im
asymptotischen Langzeitverhalten fithren sie auf qualitativ mit der Standard-NMR-Theo-
rie (BPP-Modell) vergleichbare Ergebnisse. Zudem fiithrt das RTF-Modell anf gestreckt-
exponentielle Polarisationszerfille mit sprungraten- und magnetfeldabhéngigen Exponen-
ten. Das “time-dependent” RTT-Modell liefert alternativ einfach-exponentielle Relaxa-
tionskurven; die Auftragung der Relaxationsrate liber der Temperatur ergibt steilere
Flanken aunf der Hochtemperaturseite des Ratenmaximums als auf der Tieftemperatur-
seite. Dieses Merkmal ist charakteristisch fiir glasartige Systeme.




Anhang A

a

Zufallsfrequenzen

Betrachtet wird das transversale RTF-Modell aus Kapitel 3.1, das einen Sprungprozef} der
Spins zwischen den Frequenzen wy, wy, mit einer Sprungrate v beschreibt. Mit den Gréfen
@ = (w + wp)/2 und Aw = (w; — w;)/2 ist die Polarisation im Laplace-Raum durch die

Beziehung (3.6) gegeben.

5y (s —w) + 2y
P(s) = (s — )2 + 29(s — w) + Aw? (A.1)

Dies entspricht im Zeitraum der Polarisation
P(l) = exp(awt)P(t)

P@) = %exp(—'}ft) (exp {-—\/72 - szt} + exp {\/ Y — /_\wzt}) (A.2)
%—\/ﬁ exp(—v1) (exp {—\/ ¥ — szt} — exp {\/ 5?2 — szt})

Die mittlere Frequenz @ wirkt sich nur iiber den Phasenterm exp{wwt} auf die ProzeR-
entwicklung aus. Umgekehrt bedeutet dies, dafl der Term w ntsprech nd dem ‘Dar*zp—

fungsgesetz” [151]

L7{f(s+ a)} = exp(—at) LT {f(s)} - (A3)
als additive Komponente zur Variablen 3, hinsichtlich einer neuen Grofle ¢/, in (A.1)

betrachtet werden kann.

Entsprechend dem allgemeinen Modellansatz in Kapitel 2.3 beschreiben die Beziehun-
gen (A.1) bzw. (A.2) die Spinbewegung in einem beliebigen “Subsystem”. Ein Ensemble
dieser “Subsysteme” mit unterschiedlichen Sondenkernumgebungen beschreibt dann die

strukturelle Unordnung in den glasartigen Substanzen. Dies fithrt in dem betrachielen

RTF-Modell auf eine Mittelung der POL&J.IS&tIOH iiber die jeweiligen Frequenzen und / ode1
Sprungraten in den “Subsystemen”. S
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A.1 Gaufische Frequenzverteilung

Ein iiblicher Ansatz {siche die Einleitung zum Abschnitt 3.2.1) ist die Mittelung der
Polarisation iiber eine Gaufiverteilung fiir die beiden unabhéngigen Frequenzen wy, wy.

(P}, = f dundws P(d)w(wr, ws) (A.4)
. 1 (Wl + W
mit : w(w,,we) = 53 ¢XP (“ 52 , wl,.wg ¢ (—o0, o)

Mittels einer Jacobi-Transformation (siehe z.B. [151]) geht diese Verteilungsfunktion mit
der Bedingung :

wlw,, ws) dwdwy = w(@, Aw) dodAw (A.5)

entsprechend in eine Gaufiverteilung fiir die neuen Frequenzgréfien @ und Aw iiber.

1 Aw?
w(w, Aw) = Texp( E&E—i) , @, Aw e (~o0,00) (A.6)

Die resultierenden Varianzen sind aber um den Faktor v/2 reduziert.

Aufgrund der méglichen Variablentrennung gemaf der Gleichung (A.2) lassen sich die
beiden Mittelwerte einzeln ausfiihren.

(P} 4y 0, = {PO}s 00 = {exp(@t) 1o {P(1)} a0 (A7)
Fihrt die erste Mittelung auf die Losung
_ 1 = ., &
{exp(at}}, = Tra J[_w di exp (zwt - =\ (A.8)

1 32\ jo 242
= ——exp (—E——) dzr exp (—-{:z: - wi/?]?) = exp (——0—47—“) ,

-0
~

<o "

vl

1aBt sich der zweite Term nicht in dieser einfachen Weise ausfiihren. In einem ersten
Schritt wird der zweite Summand von P(t) in (A.2) formal in ein Zeitintegral iiberfihrt.

e \/T (exP{mt}—eXP{ mf}) | -. (Ag)
B : fdi (exp{mi'}—i—exp{ \/'y_—A—wzi’})

"Gmht man im weiteren ad*‘ die Taylorsche Re‘henenfwvidunﬂ der emzelnen Exponential- -
terme zuriick, liefert ein entsprechendes Aufsummieren und Umindizieren
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exp{y/7? — APt} + exp{—y/7? — Autt} (A.10)
- Ll (s e (s ]

k=0
1

( 2 Aw?)ktfzk

o (2k)!

Mit der Reihendarstellung der Binomischen Formel

MS oy

k

(4% — sz)k = P > (_1)r(k j:!l)m (/_\:;2) A1)

wird man auf folgende Beziehung fiir die Mittelung fiber Aw gefiihrt, bei der das Zeitin-
tegral aus (A.9) bereits berechnet wurde.

(PO)ss = exp(—1) 2 ™ (14 505) (A12)

.i(—l)'(k f!l)!llpr_m\/;o’f dAw(Aw ) exp( iw )

=0

Die verbleibende Mittelung der einzelnen Potenzen in Aw? kann unter Benutzung einer
Integraltafel [151] ausgefiihrt werden

oo 2 {
jf ci/_\w(./_\wz)' exp (— AL: ) = g¥HT (22;1) (A.13)
—oz 2

r (2!;' 1) = fgiﬁ (A.14)

Aus (A.7) und (A.8) erhilt man schliefilich folgende Reihendarstellung fiir die gemittelte
Polarisation.

(PO, = o0 (=57 ealom 2 e (1 75)

*"i(-"”'(“ik‘lf)f_ﬂ(az) 7% ; (i;_l) e (4

i=0 -

Einfache analytische Losungen lassen sich in den Grenzféllen kleiner {grofier) Sprdngraue
(nn Verglelch gur Varianz ¢ der Frequenzverteilung) herleiten.
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1) vy Lo

Im dem Ansatz, dafl in der Reihenentwicklung (A.15) nur die Glieder | = % fiihrend
wichtig sind, reduziert sich die Losung in erster Ordnung in v/o auf

(P}, .. = exp(—) {exp (—-”22—‘2) 4+ exp (-?) '}’Uﬁezf (%t)} (A.16)

Neben der Reihendarstellung der Exponentialfunktion geht hierbei die folgende Darstel-
lung der Error-Funktion [131] ein.

ﬁerf("_i) = /Otdt’exp(wgziﬂ) (A.17)

o 2 4

o

[~ N 1 - 2\ k
- ;2("1) Wk 1) " (4)

Fiir { — oo geht die Error-Funktion gegen 1 !

2) v>»o:

Im Grenzfall des “motional narrowing” miissen in erster Ordnung alle Beitrdge mit / =0
und [ = 1 ans (A.15) beriicksichtigt werden. Die weiteren Umformungen werden durch
die hyperbolischen Funktionen sinh(z) und cosh(z) mit ihren entsprechenden Taylorreihen

bestimmt.

: -5 ! 2k+1 sl
sinh{z) = E} o 1)!x , cosh(z) = ;Z;:o (Qk)lx (A.18)
Die spezielle Beziehung cosh{z) + sinh(z) = exp{(z) und das Integral [151]
3
] dt' sinh(¢') ' = { cosh(t) — sinh(2) (A.19)
0 ’

fithren auf die folgende Niherung zweiter Ordnung in o /7.

\ o?? to? o ., |
(POh, = o0 (<7 ) [1- S+ ety snbi| (a0

A.2 Diverse Sprungratenverteilungen

Bei der Sprungratenmittelung werden alternativ die im Anhang B aufgefiihrte Rechteck-
~ und Exponentialverteilung diskutiert. Dabel ist es hilfreich, die Mittelung tiber die
“Beziehung (A.1) im Laplace-Raum auszufiihren, und das Ergebnis anschlieflend in den .
Zeitraum zu transformieren.- ' E ST e
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A.2.1 Rechteckverteilung

Vor dem Hintergrund, dafl grundsételich kleine Sprungraten in die Mittelung eingehen,
wird die untere Grenze der Rechteckverteilung (B.2} zu Null gewihit. Das zu lsende

Integral
~ 1 2/3e s+ 2v
! —
P}, = 2v3¢ /t; 8" 4 2ys" + Aw? (A.21)

mit &' = 5 —1w 188t sich einer Integraltafel [151] entnehmen. Einige weitere Umformungen
fiihren dann auf die Laplace-Transformierte

(A.22)

- 1 1 Aw? s 4 Aw?
P ==+ n
{2 )}7 ' 430 8 (3’2 + 4v/3as' + sz)

8

Bei der Transformation in den Zeitraum werden neben allgemeinen Gesetzen [131] auch
die speziellen Formeln

L {-sé—ln(sz + sz)} (t) = 2¢ [In(|Av]) + ci{|Awlt)] + I—é‘%sin(lﬂwli)

E"l{i—ln(s-%-a)}(i) — In(a) - Fi(—at) (A.23)

wichtig [152]. Die speziellen Funktionen sind dabei {iber die folgenden Beziehungen
definiert.

o Integralcosinus:

oy [ cos{t) = cos(l) — 1
ci(z) = j dt = = —5 —In(z) - fo i (laga) <m) (A29)
¢ Integralexponentialfunktion:
y fe . exp(—t) : G
Eiz) = o dl (jarg(z)] < =)
Ei(~z) = #-+In(z) + szdigli(—:?;l = —Ey(z) (¢>0) (A.25)
[¢]

Hierbei gilt 2 =2 + 1w {z,y ¢ ) und 7 bezeichnet die Eulersche Konstante [131, 152].

Mit den Nullstellen
a=2V30~ V126 —Au? | b=2V30+V126% — Aw? (A.26)

1883t sich das Argument der Logarithmusfunktion in (A.22) faktorisieren. In der weite-

ren Transformation muf dann generell die Fallunterscheidung beachtet werden, ob die
Determinante (126? — Aw?) in (A.26) positive oder negative Werte annimmt.

_ Auch wenn die folgenden Beziehungen unter der Annahme einer reellen Wurzel mit
o? > Aw?[12 hergeleitet werden, sind alle notwendigen Schritte auch fiir komplexe Koef-

fizienten a und b unter Beriicksichtigung der komplexwertigen Funktionen Ei{—z), exp(—2z)
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und ci(z) giiltig. Unabhangig von der Parameterwahl in Aw und o ist die Voraussetzung
(| arg(z)| < w) grundsatzlich erfillt.

Mit den Beziehungen aus (A.23) und der Integraldarstellung {134
t 1
f drBi(—ar) = tFi(—at) — —{1 - exp(—at)} (A.27)
0

erhalt man schliefllich mit (A.3) die gemiitelte Polarisation im Zeitraum zu

a 23 FaY fa el
FANT & _ FATINY . i .
{P(i)},y = 2\/3.0_ exp(zwi) {m‘ +i c1([Aw|t) + ’—A;I'SIH('A{QH) (A.28)

Diese komplizierte analytische Losung kann in den Grenzfillen kleiner bzw. grofler Fre-
quenzen |[Aw| (im Vergleich zu den typischen Sprungraten) vereinfacht werden. Die je-
weiligen Niaherungsausdriicke sind mittels einer entsprechenden Entwicklung der einzelnen
Terme in (A.28) herleitbar; im folgenden sollen jedoch einfachere Zugénge gewihlt wer-
den. Diese bestehen im wesentlichen darin, den Nenner des Integranden in (A.21) in
den jeweiligen Grenzfallen zu faktorisieren, und den so erhaltenen Integranden mittels
einfacher Transformationsregeln in den Zeitraum zu itberfithren.

Schmale Rechteckverteilung (¢ < |Aw|)

Da die Varianz ¢ grofenordnungsmifig typischen Sprungraten entspricht, werden die
Nullstellen in der Naherung v < |Aw| zu

-

2 4
8y = =y /9P - Aw? =~y Aw| F 7 -{-O(i:}’ i,\. (A.29)
¥ 2 IAwI \|Aw]? ) ’

berechnet. An dieser .Stelle empfiehlt es sich, zuersi die inverse Laplace-Transformation
vorzunehmen. Diese liefert den Integranden P(f) (in erster Ordnung in v/]Aw|) zu

P(t) = exp{—) { Al sin{|Awlt) + cos(|Aw|i)} exp (i} (A.30)

Die anschliefende v-Mittelung iiber die Rechteckverteilung gemafl (A.21) ist auf einfache
Weise durchfithrbar, und man erh_éilt die Lﬁsung zu

{P(i)},r =2\;§ exp(zwt)[ cos([Aw]t) {exp 2\/—01)—1} : : (A31)
_ 1 sin(|Awlt) {i_2 (1 - exp("Q\/Eu—z)) _ Q\f -éxp(w—zx/gcrt)hl

..+_

]
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Breite Verteilung (¢ > |Aw|)

Den Prozefl in diesemn Grenzfall bestimmen die Sprungraten, die grofl gegen die Frequenz-
differenz JAw| sind. In diesem Ansatz gewinnt man die folgenden Naherungsausdriicke

fiir die Nullstellen im Nenner des Integranden von (A.21)

1 Aw? Awt 1 Aw? (Auﬁ\
s =———+O(——) , sh=—-2v+-——+ 0| — (A.32
L 2 3 2 2 \73/ \ )

Mit den einfach-entarteten Nullstellen 128t sich der Integrand gemafl

A B
+

g —s8 3 —sh

P(s") = (A.33)

in Partialbriiche zerlegen. Da die Koeffizienten niherungsweise entsprechend ihrer “Pol-

eingehen, kann die Integration auf den ersten Term in (A.33) beschrankt werden.

., _ 1 23 1
PO = 57 [ S mrey (A.34)

2
L_aw 1 [111(4\/50‘5' + Aw?) — ln(sz)]

s 4\/50, 312
Mit den Beziehungen (A.23)} und

= {:35111(&3 0} = %,c-l {z—zln(u 4 a)} ( g) (A.35)

[152] transformiert man die Gleichung (A.34) zu

{P{)}, é-exp(z@t) [4&7{?; t Li (—4%;;1_1’) + exp (\—- A;ﬂii)] (A.36)

A.2.2 Exponentielle Sprungratenverteilung

Mit der exponentiellen Verteilung (B.3) ist hier die Integration

P = 1 [Tt S e (-2)
{P(S )}1 o Jo d’}/S!z + 2-}’5' + sz eXp o (A 3 )

zu betrachien. Aufgrund des zusatzlich aufiretenden Exponentialtermes im Integranden
ist die Mittelung mit erheblicherem Aufwand verbunden als im Problem der Rechteck-
verteilung {A.21). Somit wird die Auswertung ausschliefllich auf die letztlich interessieren-
den Grenzfille beschrénkt.
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Schmale Exponentialverteilung (o < [Aw])

Da der Integrand (A.30) unabhingig von der expliziten Verteilung aus der Beziehung
(A.21) hergeleitet wurde, kann auf diese Darstellung von P(#) zuriickgegriffen werden.
Die anschlieende Mittelung im Zeitraum ist auch hier leicht auszufiihren.

(PR}, = é /0 " dv P(1) exp (_g) (A.38)

R 1 1 o .
= exp(wt) {1 e cos(|Awl|t) + |A_&Jl(1—|——o‘t)2 sin(|Awlt)

Breite Exponentialverteilung (o > |Aw|)

Entsprechend dem gleichen Grenzfall bei der Diskussion zur Rechteckverteilung wird der
Integrand in {A.37) durch den ersten Term der Partialbruchzerlegung (A.33) approximiert,
d.h.
P ———— (A.39)
WIR T (A-59)
In Abinderung des dortigen Rechenweges wird zuerst der Integrand in den Zeitraum
iiberfithrt. Das letztlich zu I3sende Integral

{P@)}, = éexp(a@i) ./Ooo dy exp (—%A:Qt — g) (A.40)

kann einer Integraltafel [134] entnommen werden. Mit der Bessel-Funktion 3. Art und 1.
Ordnung, Ki(z} {=z+ 1w, (2,y ¢ R)] !, folgt die gemittelte Polarisation zu

(PO}, = 1/2A:Z‘ K, (\/2‘3:% ) exp(own) (A.41)

I Hinsichtlich der Definition dieser Funktion wird auf die entsprechende Literatur verwiesen [131].




im aligemeinen Modeilansatz (2.93) im Kapitel 2.3 werden die ungeordneten Strukiuren
in den glasartigen Substanzen durch ein Ensemble von “Subsystemen” beschrieben, die
durch jeweils veranderte Sondenkernumgebungen charakterisiert sind. Den hieraus resul-
tierenden unterschiedlichen Einfliissen auf die Sondenkerndynamik wird in den einzelnen
Modellen in Kapitel 3 und 4 durch subsystemabhéngige magnetische Wechselwirkungen
(= Rotationsfrequenzen) und/oder variierende Sprungraten entsprochen. Dies fiihrt zu
einer Ensemblemittelung iiber die lokalen Rotationsfrequenzen bzw. Sprungraten. Um
hierbei den Einflul der speziellen Verteilung, d.h. der speziellen Form der Systemunord-
nung, zu untersuchen, werden die folgenden Verteilungen mit dem Jewelhgen Mittelwert
Z und der Varianz o Verghchen : : Cla e

1. Gaufiverteilung:

- ]2 Lo

1
=—— XD | —*

2. Rechteckverteilung:

w(z)dz = mit: F — V30 <z <z+V30. (B.2)

! dz
/30

3. (symmetrische) Exponentialverteilung:

w(z)dz = lexp (-—?—) de . mit: 0<z< o0 (B.3)
o o S
bzw. w(z)dz = exp (-—M) dz mit: —o00<z <0 (B.4)
\/ior o

143
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Bei den Mittelungsrechnungen, speziell im longitudinalen Fall, sind so bis zu siebendi-
mensionale Integrale der Form

PO}y = [ 07 [ didds Po(t) (L, B)w(y) (B.5)

numerisch auszuwerten. Hierbei kann festgestellt werden, daf iibliche Integrationsme-
thoden (Newton-Cotes, Romberg, etc.) mit bedeutenden numerischen Schwierigkeiten
erbunden sind. Neben einem grofien Rechenzeitaufwand der entsprechenden Programm-
pakete (z.B. aus IMSL) 1&8t aunch die Rechengenauigkeit (gerade im Verhéltnis zum
Zeitverbrauch) zu wiinschen tibrig. Deswegen wird in dieser Arbeit verstirkt auf die

RN » SEGVIC NS o VUNNINUS [T SN oSNNI DU i RIS ¢ SRy
gdul.)aitlgtfll \qgtlauiatuu()unmu ZUur un.}\gcauﬁ'i-}u.

B.1 Allgemeine Darstellung der Quadraturregeln

Das Ziel besteht darin, das Funktionalintegral

1) = [ w(e)(e)ds (B.6)

mit der Gewichtsfunktion w(z) durch die passende Wahl von 2n Zahlen w;, z; mit
i=1,...,n und z; ¢ g, b] durch Summen der Form

I(f)=1{f} + Ra mit I{f) =) wif(z:) (B.7)
=1
optimal zu approximieren [154]. Grundsatzlich besitzen auch andere Integrationsmetho-
den diese allgemeine Struktur; dort werden die Abszissen #; z.B. jedoch dquidistant im
untersuchten Intervall gewiihlt. Diese Einschrankung wird hier fallengelassen. Ansatzmai-
fig wird zudem versucht, den Approximationsfehler R, fiir Polynome mdglichst hohen
Grades verschwinden zu lassen.

Die Losung dieses Problems liegt in der gauflartigen Quadratur, die die einzelnen Groflen
2;, w; und R, aus bestimmten orthogonalen Polynomen berechnet. Die Wahl dieser
Polynome ist in eindeutiger Weise durch das interessierende Problem, d.h. durch die
Gewichtsfunktion w{z) in (B.8), bestimmt. Fiir die obigen, in dieser Arbeit wichtigen
Verteilungsfunktionen sind die entsprechenden Quadraturgréfien 2.B. wie folgt gegeben
[131].
1. Fiir die gauBsche Gewichtsfunktion w(z) = exp(—z?) , z € (—o0,c0), wird die
Quadratur iiber die orthogonalen Hermite-Polynome n-ten Grades H,,(z) durchge-

fiithrt. Im einzelnen erhalt man:

Holz) = (1) exp(s?) 7 exp(—3?)

2" inl/7 i = 7 (B.8)
n?[Hy-1(2;)]

T L, .
mj{‘? ) mit: —oco<E< o

uy =

R, =
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2. Hinsichtlich der exponentiellen Gewichtsfunktion w(z) = exp(—=z) , = € {0, c0),
finden die orthogonalen Laguerre-Polynome £,(z) Anwendung. Die einzelnen Gré-
Ben n-ter Ordnung ergeben sich zu:

1 dr n
Lu(z) = —exp(s)o— {exp(=z)e"}
(n})z; =
w = (B.9)
(7 + ) [Lrsr ()]
R, = (nt)” F2n)(g) mit: 0<£<oco
' ()" M N

3. Dierelevanten GréBen bei der konstanten Gewichtsfunktion w(z) =1, z ¢[—1,1},in
der Rechteckverteilung sind schlieBlich durch die orthogonalen Legendre-Polynome

n-ten Grades P,(z) bestimmt.

—1 " dn n
Pale) = (2nn)! o (=)
2
wi = '1__3;3'[7}:1(3:!')]2 (B.10)
n ¢
R, = 28 (nl) af(z"‘)(.f) mit: —1<§{<1

(2n + 1)[(2n)]

Allgemein sind zur gauBartigen Quadratur folgende Anmerkungen festzuhalten.

¢ Die Abszissen z; (i = 1, ..., n) entsprechen jeweils der i-ten Nullstelle des relevanten
Polynoms n-ten Grades.

e Wie die Ausdriicke fiir R, aufzeigen, sind alle Quadraturformeln n-ter Ordnung
.. exakt, wenn f(z) in (B.6) einem Polynom mit dem Grad < 2n entspricht.

e Normalerweise miissen die einzelnen Quadraturgréfien nicht mehr explizit berech-
- net werden; man findet sie in mathematischen Handbiichern (z.B. [131]) tabelliert.
- ‘Moderne Programmbibliotheken (z.B. IMSL) bieten diese Groflen auch in ihren

- Datenbanken an.

o Grundsitzlich ist eine Integralauswertung mittels der geeignet gewahlten Quadra-
turformel immer dann hilfreich [154], wenn Co

— sich der Integrand f{z) wie ein Polynom verhait,

....— sich die Integration iiber ein unendliches Intervall erstreckt und andere Tech-
""" niken, z.B. aufgrund eines zu hohen Rechenzeitaufwandes oder bedeutender

Genauigkeitsprobleme, nicht anwendbar sind.
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B.2 Anwendung auf die Polarisationsmittelung ge-

maf (4.25)

Bei der expliziten Anwendung der gauflartigen Quadraturformeln auf ein gegebenes In-
tegrationsproblem treten typischerweise Abweichungen in den in (B.8 - B.10} definierten
Gewichisfunktionen und Integrationsintervallen auf. Diese kénnen durch eine geeignete
Variablentransformation ausgeglichen werden, wie an einem fiir die eigene Arbeif relevan-
ten Beispiel kurz erlautert wird.

Bei der Mitteleg des allgemeinen RTF-ProzeR (4.25) iiber eine gaufische Frequenzver-
teilung fitr &} und uh (mit dem Mittelwert wp)
L. 1 (@ — h)” + (wh — wb)
(Wy,ds) = Fexp | — 5 (B.11)
(2mo?) 2o

muf die Integration tiber jede Einzelkomponenie von «; bzw. w3 in eine Quadratursumme
gemif (B.7) iiberfiihrt werden. Hierzu werden die Transformationen #; = () —wp)/(v/20)
und 73 = (7 — )/ (v/20) benutzt, die die Gewichtsfunktion (B.11) an die Definition aus
Punkt 1 auf 5. 144 anpassen konnen. Die Berechnung der Abszissen zi und der Gewichte
w;, erfolgt dann mittels der Hermite-Polynome n-ten Grades ' (= 1,...,n).

Letztlich geht das sechsdimensionale Integral (4.25) in eine sechsfache Summe iiber.

{F(1)} W ,uh E zwu F Wi Pz(t;\/ia’min”'?‘/ﬁo’mis) (B.12)
l["‘l ige=1
Ein generelles Problem besteht in der Genauigkeit des Quadraturansatzes (B.12), da sich
P.(t) i.a. nicht wie ein Polynom verhilt. Wird die Polarisation im Laplace-Raum noch
durch cine gebrochen-rationale Funktion dargestellt, nimmt die Lésung im Zeitraum kom-
pliziertere Formen an (siehe z.B. Gleichung (4.19)).

Hinsichtlich dieser Fragestellung wurden die Ergebnisse und der Rechenaufwand der Qua-
draturrechnungen unteérschiedlicher Ordnung mit anderen numerischen Integrationsrouti-
nen (aus IMSL) verglichen. Wo es in einfachen Spezial- oder Naherungsfallen mdglich
war, wurden auch analytische Losungen in diesen Vergleich einbezogen.

" Die im folgenden angegebenen Rechenzeiten kdnnen aber nur einen qualitativen An-
haltspunkt fiir den tatsichlichen Rechenzeitverbrauch geben. Ein Grund hierfiir liegt in
der Tatsache, daf die Rechnungen teilweise auf einer &lteren IBM-Anlage 3081 (I) aber
auch auf einer neueren IBM ES/9000 (II} durchgefiihrt wurden. Des weiteren waren un-
terschiedliche Quadraturordnungen und Fehlergrenzen 2.B. in den numerischen Laplace-

Transformationen vorgegeben.
Generell lassen sich folgende Merkmale aus diesen Abschitzungen festhalten.

1. Mit zunehmender Zeit nehmen die Quadraturfehler bei fester Ordnung n zu. Ferner
. fallen Schwingungen in den Langzeitbereichen auf, die vermutlich auf kompliziertere,

“1Der Index j kennzeichnet die sechs verschiedenen Frequenzkomponenten in o} und u.
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trigonometrische Beitrége in den analytischen Losungen fiir P, (1) (siehe 2.B. (4.19}))
zuriickgefiihrt werden kénnen.

Diese Abweichungen konnen durch Erhohung der Quadraturordnung verkleinert
oder zu grofleren Zeiten verschoben werden. Zu beachten ist jedoch, dafi, je nach
betrachtetem Problem, ein enormer Rechenzeitverbrauch auftritt. So ist z.B. in
der Berechnung von (B.12) mit der vollstindigen Polarisationsentwicklung aus dem
RTF-ProzeR {4.18) — wie in Abb. 4.4 — {Quadraturordnung n = 9) pro Zeitstelle
eine durchschnittliche Rechenzeit von 10 min (Maschine 1) nétig 2. Verantwortlich
fiir diesen Rechensufwand ist die Zahl der Schieifeniterationen in (B.12). Eine
Anderung der Quadraturordnung von n auf m erhhi danach die Zahi dieser Itera-
tionen, also auch die Rechenzeit, um den Faktor (m/n)°.

Ein alternativer Ansatz zur Umgehung des Problems besteht darin, die Quadratur
mit entsprechenden Naherungen in den interessierenden Zeitbereichen oder speziel-
len Grenzfallen durchzufihren. Vernachlissigte unwichtigere Beitrige konnen so
keinen siorenden Einfiufl auf die Genauigkeii und den Rechenzeitverbrauch der
Quadratur ausiiben. Z.B. bendtigt die Auswertung von (B.12) mittels der Langzeit-
16sung (D.32) (Maschine II, Quadraturordnung n = 10} nur 30 s pro Zeitstelle. Die
Anwendung der Lésung (4.19) fiir grofle Sprungraten erfordert, vektoriell berechnet,
die gleiche Zeit (Maschine II und Ordnung n = 12).

2. Ein Vergleich zwischen der Gaufiquadratur und anderen Integrationsroutinen wurde
explizit fiir das einfache Nullfeldbeispiel 1 auf S. 73 durchgefiihrt. Die alternativ
verwendete zweidimensionale Integration mit einer Methode nach Newton-Cotes
erforderte ca. 10 min (Maschine I} pro Zeitstelle. Aber schon in diesem einfachen
Problem zeigt sich der Vorteil der Gaufiquadratur, die fiir das gleiche Problem nur
3 s pro Zeitstelle bendtigte (Quadraturordnung n = 20).

3. Stérkere Abweichungen zu den exakten Losungen treten auf, wenn die einzelnen
Parameter |wi], |wa] und v groflenordnungsmafig vergleichbar sind. Demgegeniiber
stimmen die numerischen Quadraturrechnungen schon bei kleiner Ordnung n mit
den OriginallGsungen tiberein, wenn die Sprungrate stark von den typischen Fre-

quenzwerten abweicht.

Diese “scheinbare” Diskrepanz klart sich leicht auf, wenn man die Stiitzstellen-
auswahl der Quadraturformeln (B.8 - B.10) n&her untersucht. Unter Beriicksichti-
gung der jeweils durchgefiihrten Variablentransformation sind die Nullstellen der
orthogonalen Polynome symmetrisch um den Mittelpunkt der Verteilung verteilt.

Im einzelnen gilt:

o Bei kleinen Ordnungen wird der Integrand nur an wenigen Punkten nahe beim
Mittelpunkt der Verteilung ausgewerfet. Die entsprechenden Funktionswerte
werden mit einem jeweils hohen Gewichi aufsummiert.

?Das FORTRAN-Programm wurde vektoriell ausgefiikrt.
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e Die Erhohung der Quadraturordnung vergréflert das Intervall, in dem die Null-
stellen des orthogonalen Polynoms n-ten Grades liegen; es werden dementspre-
- chend auch Stiitzstellen in den Grenzbereichen der Verteilung in die Rechnun-
~_gen einbezogen. Dabei werden die Funktionswerte auf den Flanken zunehmend
stirker gewichtet, wihrend die Beitrage nahe dem Mittelpunkt mit kleinerwer-

dendem Gewicht in die Summe (B.7) eingehen.

Gerade bei den Integrationen mit der Parameterwahl v ~ (Juy| £ o) wird die mitt-
lere Polarisation durch Frequenzen bestimmt, die stark von der Sprungrate, also
auch von [w| abweichen. Entsprechend der obigen Feststellung werden diese aber
erst bei hdheren Quadraturordnungen mitgenommen. Weicht die Sprungrate an-
dererseits von diesen “typischen” Frequenzen ab, werden die wichtigen Beiirage
schon bei kleinen Ordnungen mitgenommen; die gewiinschte Genauigkeit in der
Integralausweriung ist schon fiir kleine Quadraturordnungen erreichbar.

4. Grundsitzlich ist die gauBartige Quadratur einer Vektorisierung der Programme
zuganglich. Auch ohne eine spezielle Optimierung hinsichtlich der Vektorisierbarkeit
des angewendeten FORTRAN-Programms kann der Rechenzeitverbrauch der Pro-
grammausfiihrung um bis zu 25 % verringert werden.

5. Die hier dargestellten Merkmale fiir die Mittelung der Polarisation (4.25) iiber
Gaufiverteilungen fiir die Frequenzen finden sich in allen weiteren Anwendungen
der gauflartigen Quadratur in dieser Arbeit wieder. Die expliziten Rechenzeiten der
Auswertungen flir das “time-dependent” RTF-Modell etc. sind der ausfilhrlichen
Diskussion im Kapitel 5 zu entnehmen.




Anhang C

C.1 Einfache Magnetfeldanordnung fur verschwin-
dendes aufleres Feld

Der Spezialfall, bei dem Spriinge der Spins zwischen ;' = w.€; und W' = w;€; be-
trachtet werden (Beispiel 1 auf S. 73), wird durch folgende Laplace-Transformierte der
longitudinalen Polarisation beschrieben.

. 2y 32,2 2 3,2

Bs) = 1 2(a® + 8%wi)(b + v) + abw] + buju] (C.1)

2 a® + ab¥(w? + w?) + bwiw?

Entsprechend der Gleichung (4.7) wurden die Bezeichnungen ¢ = s(s+2v) und b = s+
eingefﬁhrt Zusételich wird in diesem Nullfeldbeispiel {Jy = 0) die Anfangsbedingung

So =&, gewahlt.
Mit der weiteren Annahme w, = w, = w 1Bt sich der Bruchterm in zwei Summanden

zenegen

. 1 22 2 2 22 4 2
PZ(S)Z{ s + 8ys + w? + 8y & +4vs +w } (C.2)

418 +4782 + (WP +47)s +wiy | 85+ 2v5 + wis + Wiy

Fiir eine weitere Auswertung der gebrochen-rationalen Terme ist es sinnvoll, die jeweiligen
Nullstellen s; (# = 1,2, 3) der kubischen Nennerpolynome zu kennen. Sind diese einfach-
entartet, konnen die einzelnen Beitrige aus {C.2) in drei Partialbriiche gemafl
| A B c -
+ + (C.3)

8§—8 . 8§— 8y 5§ — 83
zerlegt werden. Die Transformation der Polarisation (C.Z) in den Zeitraum ist dann mit
einfachen Gesetzmafigkeiten der inversen Laplace-Transformation [131] durchfiihrbai.

" Die einzelnen Nullstellen lassen sich in den beiden Grenzfillen kleiner und grofler
Sprungraten mittels der Cardanischen Lésungsformel [151] ndherungsweise herleiten. Die
Koeflizienten A, B, C aus (.3} werden dabei durch i ihre “Polstirke” bestimmt, d.h. ihren
Wert in den Limites v = 0 bzw. 7 — oo.
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Ay 7> uw:

Nach langeren Rechnungen in der Niherung kleiner Argumente ¢ = w/7 ergeben sich die
Nullstellen des ersten Termes in (C.2) zu

W V128 0(4) (C.4)

8§ = —— — — —

4~y 128 y 3

1 [w  3VZ+86 o w
sy = 53 7+87+’[\/§+ 256 72]+ (73)

Fiir die Koeffizienten folgt entsprechend A — 2 und B = € — 0. Analoge Rechnungen
fiir den zweiten Term liefern die Nullstellen

1w? w?
= -9 - _ C.5
" 7+47+0(72) ()
- 1w2+ [ w N 153 w® H)fw*\
89 = 8 = ——— 2| —= ————— -
2o 8 ~ [ﬁ 8192v/2 2 \73

mit den Koeffizienten A - Ound B=C — 1.
Die inverse Laplace-Transformation der Beitrige bis zur zweiten Ordnung in w/« fiihrt
dann auf den folgenden Polarisationszerfall.

Pt = %G.KP{ ( \/732 \/6:,) _7_1} (C.6)

1 1'+ 153 w2 wit 1t
—_— S —— . ——ite [P
g 819242] v2/) P T8y

B) y< w

In analoger Weise werden die Nullstellen in diesem Grenzfall weniger Ubergénge néhe-
rungsweise fiir kleine Terme £ = <y/w berechnet. Man erhalt hierbei fiir den ersten

Summanden in (C.2)
Y Y _ _
S 3 '1 3 52 4
. wé 8 w

mit den “Polstirken” A — 1 und B = C — 1/2. Mit den Nullstellen aus dem zweiten
Term . . SRS R TP
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und den Koeffizienten 4 — 1 und B = C — 1/2 {olgt die zeitliche Polarisationsentwick-
lung zu

0 = Jouton a2 o
+cos({1—§ ] )cosh([l-&—%——‘ —)}

AL
Wie die Gleichungen (C.4), (C.5), (C.7) und {C.8) aufzeigen, sind die Nullstellen einfach-
entartet — abgesehen von den Ausnahmen w = 0 (Punki Aj und vy = 0 (Punkt B) — , so
dafl der Ansaiz (C.3) gerechtfertigt ist. Fiir die beiden Spezialflle erhalt man in einfacher
Weise alternativ

El-é

P,(s) =1/s - P = (C.10)

€
il
<

15'2(3) = %(s/’(s2 +w?) 4+ 1/s) — F,(1) = ={1 + cos{wi}}

2
i
<

Abschlieflend kann festgehalten werden, daf} alle Probleme dieser Art in der oben darge-
stellten Weise (naherungsweise) gelost werden kdnnen. So lassen sich ebenso die z- und
y-Komponente der Polarisation in diesem Beispiel bzw. die Polarisationszerfille {4.11),
(4.12) fiir das zweite Beispiel auf S. 73 explizit herleiten. Doch auch die volistindige
Prozefigleichung {4.5) kann entsprechend in den Zeitraum transformiert werden, wie im
folgenden Abschnitt dargestellt wird. '

C.2 Analytische Losung fir den aligemeinen Bewe-
- gungsprozef (4.5)

In der Diskussion des allgemeinen Bewegungsprozesses {4.5) werden im Gegensatz zu den

einfachen Nullfeldbexsplelen alle (externen und lokalen) Feldanteile mitgenommen. Mit

der Anfangsbedingung S (z = 0} = ¢, wird die Diskussion auf die longitudinale Polarisation

beschrinkt, die nach einigen algebraischen Umformungen der Gleichung (4.5) mit dem
Progr_ammpaket “REDUCE” in folgender Weise dargestellt werden kann

é,,(t) =1p {H} =é—exp(—‘yt)-ﬁ'1 {%%} (c.i1)

g(s) und h(s) bezeichnen die Polynome

9(8) = Y gilei, o y) 8¢ und  A(s) =D hg(wi, e y) 87, (C.12)

1=0 j=0
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deren Koeffizienten sich explizit zu

9o, @h; ) = 290+ 2% - o + wiswn,) + 2L - W wyat,

g, wny) = 29— 7 [“5;.2 +@y® — (wr, + w2z) — 2wy wa,] + Wy wgz + @zwfz
9o(, oy y) = —49° — 2y [ - & — (Wi + W)’ F Wit

g3(Wh, i) = ~4y" + a3+ o, 4w,

ge(wi, ;) = 2v (C.13)
95(w, W3 y) = 2

holih, 7)) = =7 (7 + 4 h)

ha(sh, Gasy) = 39 — P — 1) + @)

ha(, W3 7) = =39 +wi> +i’

h&(fjisﬂrﬁ’f) =1

bestimmen lassen.

In Verallgemeinerung des im ersten Abschnitt diskutierten Ldsungsweges iiber die Par-
tialbruchzerlegung (C.3) 1aft sich die inverse Laplace-Transformation in (C.11) iiber das
“Heaviside Expansion Theorem” {131]

ﬁ{ } Zh! expsi) , .(.0.14)

ausfiihren, wenn man die einfachen Nullsiellen s, des Polynoms h(s) kennt. A'(s,) be-
zeichnet die zugehdrige Ableitungsfunktion.

Da h{s) von gerader Ordnung ist, reduziert sich die Nullstellenberechnung mit der
Substitution z = s? auf das Problem des kubischen Polynoms 2(z). Die Nullstellen von
h(s) folgen dann aus den Beziehungen sy; = —/Z; bzw. 85, = /Z fiir i = 1...3. Die
Anwendung der Cardanischen Losungsformel zur Berechnung der z; mufl wie im Anhang
C.1 auf die Grenzfalle schneller und langsamer Flukiuationien beschrénkt bleiben. Zu
beachten ist hierbei, dafl die berechneten Nullstellen mehrfach-entartet sein konnen, je
nach der Parameterwahl in i}, b und . Diesen Entartungen wird durch Betrachtung
diverser Sonderfille Rechnung getragen. Hieraus resultieren vereinfachie Beziehungen 1ur

(3)/h(s) in (C.11), die leicht in den Zeitraum transforrmemar sind. '

C.2.1 Losung im Grenzfall schneller Fiuktuationen (groBes. )

In umfangreicheren Rechnungen kénnen die Nullstellen des Nenners A(s) niherungsweise
bis zur zweiten Ordnung in 1/ berechnet werden. Diese ergeben sich explizit zu

1 — — — —
i Sl i T G
1 f e - N
§3=—84 = T+ -}:6’77 [{wl -wz)z_ 5(0_;14 _t_wz‘i)} _'_2](__,):_?5.]._ - (0.15)

85 = —8 = 83
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mit der mittleren Summenfrequenz &,., = () + ws)/2.
Unter der Voraussetzung cinfach-entarteter Nullstellen sy, ... ss werden die Koeflizien-
ten A, = g{8.)/H(s,) (n = 1...8) aus dem Theorem (C.14) mittels des Programm-

paketes “REDUCE” ebenfalls in erster Ordnung ermittelt.

w?eaz 1
A = 25240 ( 5
wrea 7

>
I
&
T
N

- Wies — Wees,z
A3 = As = “""“‘—_—'u_}z : (016)
?' 3ds — 4d5 d3 — 244 fes + 3262 [wfea z wrea][a:s _ 16mre,s]
7 16‘&),35‘ 16““?55'

ol 1)
\7?/

—_— 1
A4 = AG = 3 ("‘E)
¥

(

Hierbei wurde definiert:

g = —' =@t + S @530 G+ 267+ 265)
b = 1{—““—- 2(@2+@2)+6@?e,}
12 | 4072,
ds = i? +w2 —4wm“ 2w, s,
dy = - 4w,,e”+w1_,,w22
ds = WP+’ +0? +ui

Aufgrund der gegenseitigen Verkniipfung der Nullstellen und der jeweiligen Koeffizien-
ten lassen sich bei der expliziten Auswertung der Bezichung (C.14) einige vereinfachende
{rigonometrische Umformungen ausfithren !, die in niedrigster Ordnung auf die Polarisa-

tion
2 Al

P(t) = L::c” exp {—; fi{wn, wz)} (C.17)

res

~y 9
oSt o o3

mit der Funktion f(w, &) = (6% — (@ - &3)°) / (85, fiihren.

In der Herleitung der Beziehung (C.17) wurde die einfache Entartung der Nullstellen

Lentsprechend der Definition der komplexen Exponentialfunktion exp(z +1y) = exp(z)[cos{y) +: sin{y)}
mit z,y e R
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s, vorausgesetzt. Wie die Gleichungen in (C.15)} zeigen, ist diese Annahme nur dann
ungerechtfertigt, wenn der Imaginarteil in s3,..., s verschwindet,

|@4+0($)=0 (C.18)

Aufgrund der speziellen Parameterwahlen in den zugehdrigen Fallunterscheidungen erge-
ben sich aus (C.13) neue Prozefigleichungen, die die Berechnung der Nullstellen und
die Transformation in den Zeitraum stark vereinfachen. Im einzelnen sind folgende
Spezialfille zu beriicksichtigen.

Entartung fir v = ws =0

Trivialerweise fiihrt dieser Parameterfall mit der sechsfach-entarteten Nullstelle s = -y anf
die Lésung F,(f) = 1.

Entartung fir v, = —ws

Diese Einschrankung fihrt nach (C.15) auf die Nullstellen

S12= v (einfach — entartet) (C.19)

s34 = EYY -’ (zweifach — entartet)

Aufgrund einer einfacheren Anwendung wird die modifizierte Partialbruchzerlegung [155]

" E
P (s) = 4 + B + ¢ + D + + r (C.20)

s—3 s—5; (s5—s83) s—s83 (s—54)% 5-—34

verwendet. Die zugehdrigen Koeflizienten werden wiederum mit “REDUCE” entspre-
chend ihrer Polstirke berechnet. Unter Beriicksichtigung einer zusitzlichen Fallunter-
..... / . o . .

®in 33,4 berechnet sich die Polari-

sation liber eine inverse Laplace-Transformation zu

3
a) Y >uwi: P)= {——zf——=23iﬂh [\/_ v - w“ft] + cosh [\/12 = uiizt] }

V7 - @

-2 2 2

— W [
S exp(—E) + 5
&M W
2 -2 wi, G’ - sz C
b) ¥ =w”*: Ft)= =3 + ““‘;}TEXP(“ﬁ) {~t +1} (C.21)

—_— 1 1

2
Ve ® — 92
-2 3 2
Wy ’_wiz
—— g exp(~t) +
Wi

) < wa?: P,(t) = {-—’Y-——sin{\/cﬁiz—'yzt]—E—cos[\/u}’lz-—'y?t]}

E

iz
2

Ay
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C.2.2 Wenige Uberginge (kleines 7)

Im Kapitel 4.1.3 wird kurz diskutiert, daf} eine entsprechende Berechnung der longitudi-
nalen Polarisation (C.11) in der Naherung v < |wy], |wz| mit erheblichen Problemen be-
haftet ist. Da die erzielten Zwischenergebnisse zudem mit der tatséchlichen Polarisations-
entwicklung nahezu inkonsistent sind, wird auf eine Darstellung bisheriger Teilschritie
vollkommen verzichtet. Statt dessen wird die N&herung diskutiert, die ausschliefllich die
ersten Terme des Sprungprozesses (4.3) bzw. {4.4) beriicksichtigt #, d.h.

(D7 () + {5 Y () + MR DG + 25 D7), () + O] (C22)

‘33

B =

Pu(s) =

Die aufgefiihrien Matrixelemente bestimmen sich tber die Definition D , =561-0Q ,
mit (2.76) und b = 3 + vy zu

2 2
(D7} (s) = e
1 #3533 b(bz + )
b2 + w?
—1 _ 2z
27'}(9) = o G (C.23)

4 2 2 2 — - = -
b + b [sz + Wy, + Wy, — Wy UJg] + Wiy, Wy * Wy

b2(b2 4 @, 2} (02 + )

{D7'D5 + D5 D7, () =

Ohne weitere Naherung ist es moglich, die Gleichung (C.22) in den Zeitraum zu trans-
formieren. Da die Vorgehensweise (Partialbruchzerlegung, etc.) schon mehrfach diskutiert
wurde, werden nur die Ldsungen angegeben. Explizit berficksichtigt sind alle Spezialfalle,
die sich durch die anftretenden Nullstellenentartungen ergeben.

Terme der Ordnung O(1):

F o2 - 2 2 1
1

LYDTY () = jj +% -cos(lw*llt)J exp(—1) (C.24)

Fir v = 0 folgt trivialerweise E’i{gzl}m(i) = exp(~~f). Analoge Ldsungen ergeben

sich fiir £—1{£;1 33{ﬁ} mit dem Wechsel von (W, wy,) zu (W3, wy, ).

Terme der Ordnung O(y):

Die Korrekturen erster Ordnung P{)(1) in v liefern die Beziehung

PO = 274D + 25D, (C.25)
= [w t+BIésin(1w:;t)+Bzé—sin(1ufzji)] 5 exp(=1)
[ witw [ fe] J

2Vergleiche auch die Beschreibung auf S. 80.
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mit den Koeflizienten

- 4 — — - 2 2 2 — -
B = 4 + Wy wp, Wy W — Wi (wh, + Wi, + wywy, — W - W) C.26
. 1 - -2 — 2y =2 ( “ )
(wl - " Ju}
-4 — — — 9 9 2 — —
B, = + Wy W)+ Wy — W (W, +wl, + wawi, — W - W)
, =

(@h? — i ")

In den Spezialfillen entarteter Nullstellen ergibt sich alternativ

)=y =0 P = 4t exp{—+?) (C.27)
[, .2 -2 2 1
b) Wi’ =0,up° >0: PU(E) = “iz;t + ﬁ#—sm(]wglt)] v exp(—t)
L &2 Wy |2 ]
2 -2 ‘w? “'_’12 —wj, 1
¢) wi” > 0,wy” =0 POty = |Ht+ ——==—sin(jui|t)] v exp(—~t)
| Wy Wy |
2 o g, . Waw ]
d)il=w?>0: PU(1) = wzi,l i+ (1 - = 12) 5 sm(]wlli)J v exp(—~t)
!
Wgz + sz + Wy, - 1 ) L«Ug - (5;2 = Wizl
2 [

{sin(lwilt) — |wilicos(jwilt)} v exp(—~i)




longitudinalen
TF-Modell

Uberlegungen zum
“time-dependent”

D.1 Herleitung der vereinfachten Modellgleichung

Wie in Abschnitt 4.5.1 dargestellt wird, ist diese Erweiterung des RTF-Modell duzch die
allgemeine Prozefigleichung

(Fe+n), , 1-rFErn), ) -5 (0.1)

<A
P (s)
W] 2 Wi 2
charakterisiert. {P”(s)}.; s bezeichnet die Matrixdarstellung der gemittelten Losung des
RTF-Prozesses {4.5).

Die einzelnen Komponenten }(s) kénnen mitiels algebraischer Umformungen mit dem
Programmpaket “REDUCE” explizit dargestellt werden. Eine nahere Betrachtung ver-
deutlicht, daf diese durch eine Summe von Bruchtermen des folgenden generellen Typs o _

1 3 N * 11
DESIINING sina °.

1. Off-Diagonal-Elemente 1 # j:

In jedem Summanden N, von P(s) existiert mindestens ein Index &, so dafl
Ny o~ 5wt wil wy (D.2)
I Z(Sa'f)wh'_ Woi Wiy Waj .
' . T
Wik Way

%75 9) = (s + 2@ — i) — P (7P + ;- )

mit den zugehérigen Bedingungen a,, = 0,1,2A b, = 0,1,2 (m = 4,j,k) und
(ax + b} = ungerade fiir die einzelnen Indizes & # i # j.

‘1Eine ausfithrliche Darstellung aller Matrixelemente wirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen; ein
erster Vergleich ist aber iiber die Darstellung von P, (s) = g(s +~)/{2A(s ++)} in (C.11 - C.13) méglich.

157
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2. Diagonal-Elemente ¢ = j:

Auch diese Komponenten werden durch den Typ (D.2) bestimmt. Abweichend gilt
jedoch die Indizierungsbedingung, daf alle {a,, + b,,) = gerade sind.

Nunmehr wird beispielsweise das Integral

a a g
A= dwy | dwy wlwr, wai) (D-3)
—e Jea :f(wf:':wi') — (Wi —w)? — (14 wii“"ﬁ)z o

naher betrachtet, wobei w{wi;, ws;) eine symmetrische Verteilung in den Frequenzen wy; ,
wy; darstellen soll. Eine Aufspaltung der Integrale

: * wi; wlwy, wy)
A = f dw ;/ dw H
/e th flof, od) — (Wi —wa)? — (1 + wiiwzi)gl
.=..VI
+ jﬂ dons [ d i e, i) (D.4)
Wi w?i .
o flwii, wi;) — (Wli - wy)? — (1+ Wliwﬂi)‘i
= I

ws w(wli: Wz{)

Floh, o) = (wii — wsi)2 — (1 + wiwn)”

a o] .
+ / dwl,- d&)g,
4] —a

III
o) 0 . R .
+ duwy; dws; 5 i Wri ) 5
—a —a f(wh: w ((Uh — w2;) - (1 <+ W]_,'WQ,') B

~

g

v

(1T R

und die Variablentransformationen {wy; — —wy;) , (wy — —wy;) in den Termen HI und
IV verdeutlichen, daff das Integral (D.3) aus Symmetriegriinden verschwindet.

I.._a 10 —lhy w('—wli: _wﬁi)

I = J {_d‘“"’li}j (—dwsi}——— p 5
0 @ Flods, W) — (—wi + wei)? — (1 + (—wyi){—wai))

¢ . “ g (wlnw%)
= d&) ;/ dQJg,' -
Lot Flds, w) = (i = wai)? = (1 + wiwss)”
= —II :

rr
o

(D.5)
—whi w(—wyi, —Wai)

IV = fa(—dwu)]a (_d‘”?")f(wf,-,w%,-)—(—wn+wz.-)2—(1+(~u1,-)(—w2,-))2
= —-/Ua dwy; f: dwg.-f - i wlwr, wai)

(w?i, wh) =~ (wr; — wa)? — (1 + wiws)”

Diese Punktsyminetrie resultiert daher, dafl alle Beitrdge des Nenners sowie die Vertei-
Iungsfunktion gerade unter dem kombinierten Austausch-von {wy;, wy) — {—wiy, —wa;)
sind, wihrend sich der Zahler wie eine ungerade Funktion verhalt. Zu beachten ist, daf}
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die Variablensubstitution gleichzeitig in den i-ten Komponenten von wj und wsy vorgenom-
men werden mufl.

Ein Vergleich mit der Darstellung (D.2) verdeutlicht, dafl die jeweiligen Terme die grund-
satzliche Form des Integrals A in (D.3) besitzen. Da in den einzelnen Summanden der
Nichtdiagonalelemente fiir jeweils einen Index k die Bedingung “ay + b ungerade” erfiilit
ist, bilden diese im obigen Sinne eine ungerade Funktion. Demgegeniiber sind die einzel-
nen Beitrige zu den Diagonalelementen als gerade Funktion zu verstehen, da fiir alle
m e (z,¥, 2} “@n +by,” eine gerade natiirliche Zahl ist.

Die Annahme einer symmetrischen Frequenzverteilung mit {(w,,) = {wg,) = 0 und be-
liebigem {wn.) > 0 {(n = 1, 2) fithrt dann auf die folgende Matrixdarstellung

- ==($) sz(s) 0
{ﬁ (3)} 7 = | Puels) Pyls) 0 (D.8)
0 0 P,.(s)

¢ Die Komponenten des z-y-Unierraumes sind von Null verschieden, da mindestens
ein Summand ausschliefilich von den 2-Komponenten der Frequenzen )} und ws
bestimmt ist. Fiir diese kdnnen die Schlufifolgerungen aus der Herleitung von (D.5)
nicht angewendet werden, da (w,) > 0.

e Da die einzelnen Summanden der Matrixelemente Pl(s) bzw. Pl{s) (i = «,y)
ausschliefilich durch die z- und y-Komponenten der Frequenzen im Zahler bestlmmt
sind, verschwinden diese Beitrage und somit auch die Matrixelemente.

e Da die Diagonalelemente aber “gerade” sind, liefert die Mittelung immer ein von
Null verschiedenes Ergebnis.

e Wird alternativ eine Verteilung w(wi,s) mit (i) = {w;) = 0 gewihlt, ist die

Matrix {£'} . vollstdndig diagonal.

\— le N5

Wie leicht zu erkerinen ist, ist die Matrix (1 — z\{gﬁr}w.1 ) sowie ihr Inverses ebenfalls
durch den grundsatzlichen Typ (D.6) charakierisierbar. So ist die Entwicklung der longi-
tudinalen Polarisation nach (D.1) vollkommen vom z-y-Unterraum entkoppelt. Mit der
Anfangsbedingung Se = €, ergibt sich dann die Prozefgleichung fiir die longitudinale
Polarisation im “time-dependent” RTF-Modell zu :

BMs) = {ELGs+ M), (1-ME (3.;.;\)}%@)“1 (D.7)

D.2 Diskussion der Prozefigleichung (D.7)

Bei der niheren Diskussion der Gleichung {D.7) muB berticksichtigt werden, daf keine
explizite Losung fur die gemittelie Polarisation 'lP {($)}w w» Dekannt ist. Bei der Auswer-
tung interessierender Fragestellungen {Langzeitverhalten, Grenzfélle grofler bzw. kleiner
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Sprung- und Ubergangsraten etc.) muff man sich auf den Term Pz (s + ) beschrinken.
In der einfachsten Form ist dieser gemaf der Beziehungen (C.11 - C.13) durch

-1

( +'\ zg: wl;w2: S+‘Y+’\ J [th.?(wlxw2f7)(s+7+)‘) (DS)

=0 =0

bestimmt. Vorteilshaft erweist sich diese Darstellung in einer volistindigen Auswertung
der Prozefigleichung (D.7). So braucht beispielsweise der Summand ¢ = 4+ A in den Po-
tenztermen nicht weiter berticksichtigt werden, da er aufgrund des “Dampfungsgesetzes”
{A.3) [151] im Zeitraumn nur den zusiiziichen Faktor exp{—et) liefert. Die Anwendung
dieser GesetzmafBigkeit fiihrt andererseits in einigen Betrachtungen zu fehlerhaften Ergeb-
nissen, da ein wichtiger Entwicklungsparameter unbetrachtet bleibt. Z.B. fiihrt der Faktor
exp(—et) in der unien dargestellten Langzeitentwicklung fiir { > 1/¢ zu einer Multiplika-
tion mit Null.

Hinsichtlich dieser Problematik werden alle Beitrige ~ (s + &)’ in (D.8) explizit aus-
gewertet. FEin erneutes Aufsummieren nach Potenzen in s liefert folgende alternative

Darstellung

B =

-1
5 6
Bl (s 42) = 5 | aildi, a3, v A)s*} [Z by, G, 7, ,\)Sa} (D.9)

£=0 j=0

Die Koeffizienten ergeben sich ans den Definitionen (C.13) zu

ao(Wl, G 1, A) = gotegq+ g+ eigstete+e7gs

ar (W, @, 7, A) = g1+ 2egs + 36%g3 + 4e%g, + Begs

ag{wy, Wy, v, A) = gg + 3egs + Begs + 1053g5

as(Wi, @, v, A} = g3+ 4egs + 10e%g;

ag(wi,wh, ¥, A) = g4+ 5egs

as(wi, wa, 1, A} = g5 (D.10)
.'.bo(fﬁi W, 1, A} = ho+ gthy + E4h4 + &8 '

= (2—9) +¢ {wlzw —wal—wz)]-}-s“"(ﬁz}@z)
| — (- )t = 298 -
bi(oy, @, 1, A) = 2elhg + 2e%hy + 36
| = 2 [0’ — (@ — @) +3( = ) + 26067 + @)
bo(wy, wa, v, A) ho + 6e2hy + 156*
by(wh, o, v, A} = dehy +206°
ba{w1, Do, ¥, A) hy +15¢*
Lbs(wn, g A) = 6e
: _b.ﬁ(“"?“@’ 1A = 1
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Da die Koeffizienten g; und h; von A unabhangigsind, ist es nicht moglich, diese Beziehun-
gen durch explizites Aufsummieren der einzelnen Beitrige zu vereinfachen. Auch die al-
ternativen Beziehungen flir by und b; stellen keine wesentliche Vereinfachung dar — sie
dienen im wesentlichen einer besseren Handhabung in der Programmierung.

Nahere analytische Hinweise iiber den Prozefiverlauf in diesemn erweiterten RTF-Modell
findet man durch die Betrachiung einiger Spezialfille, die zudem die Konsistenz des Mo-
dells zu fritheren Rechnungen verdeutlichen.

ca
F Y T 1 | S
Uh i Ub

Trivialerweise entspricht diese Parameterwah! dem eigentlichen RTF-Modell. Hierbei
lassen sich die jeweiligen Terme durch Einsetzen der Koeffizienten g;, fi; stark vereinfachen.

ao(wiy, Wz, A) = 4wy, + wz;)z + Y{wi @y + w2z“j}.)2
2‘}’2(&-”1 - &3;)2 + 8'}'2(@“13 + w2z)2 - 872w12w2z + wfz'jéz -+ w%zuyl

169° 4 5y(wy, + wy,)® — 8ywiswa, + 29(wi % + °) + y(Wy — )’

2

a1 (W, Wz, A)

aZ(LJ;.: 552: A)

ag(Wi,wn, A) = 2492+ + i’ Wl +ul,

ag (7,2, A) = 12v

as(wy, W, A) = 2

bo(wh, 2, A) = 7 [i%h — (i - )] (D.11)
b, @5, ) = 296 %5% + 290t + @)’

WPy + 290 - & + 57 + 5h)
87’ + dy(wh” + )

ba(l, i, A) = 129 + &% + w5y

bs(wy, i,y A) 6

bs(‘ﬁi,f-ﬁ'z:/\) = 1

bz(@}‘fz,)')
by{wi, w, A)

Il

Reiner Ubergangsprozefl (y = 0)

In diesem Grenzfall 188t sich die aus (D.9) erhaltene gebrochen-rationale Funkiion mit
“REDUCE” in die Partialsummen

~ 1/w? 1 % - w? 5+ A
P Mo = = | =% + Lz D.12
E,(s+ Mly=o 2(J25+A 2 s+ AP +ut (D-12)
Jlfed, 1 @' ouh st A )
2\ + A G (s+ A2+ 5P

zerlegen. Da die Frequenzmittelungen jeweils unabhingig Gber wi und wp durchgefithrt
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werden, erhilt man aus (D.7) — wie erwartet — die Polarisationsentwicklung im “strong-
collision” Modell von Hayano et al. [109].

A

PNs) = _fj\(]‘fj;? % (D.13)

mit fz(s) = {g,:z(s)h:o}w'i o

Unter Beriicksichtigung einer Gaufiverteilung folgt speziell fiir den Nullfeldfall, d.h.
fiir (1) = 0 mit der Varianz o

N 1 2s | — oy s- PN PR
f:(8) = — + == |1 = /mzexp(z”} (1 — eri{z)) (D.14)
3s  3o0? [ x—v—/J
) erfc(z)
mit z := s/(v/20) und der Error-Funktion aus (A.17).
Aus dieser Beziehung konnen einfache asymptotische Losungen des “strong-collision”

Modells fiir grofie und kleine Ubergangsraten hergeleitet werden. Diese Langzeitentwick-
lungen werden durch die Beitrige kieiner s-Werte 1im Laplace-Rauimn bestimmt.

A) Kleine Ubergangsrate:

Mit der Entwicklung

exp(sYerfe(s) = (1 + 5;+ O(ﬁ)) (1 - %{z — o34 0(35)})

2
= 1- 7 + O(2?) (D.15)
fiir kleine Argumente z [131] folgt aus der Beziehung (D.14), in diesem Grenzfall langsa-
mer Sprungprozesse, fiir § = s+ A € 1 zu

. 1 V2r [, 2 3 " 1 1
f:(8) = % 5 | NP )‘l R (D.16)

In einfacher Weise fiihrt die inverse Laplace-Transformation von {D.13) auf den asymp-
totisch einfach-exponentiellen Zerfall

P) = %exp(—g—)\t) (D.17)

B) Grofle Ubergangsrate:

Iir komplexe Variablen z mit |z| — oo und |arg(z)] < 2r gilt alternativ die “asympto-
tische Entwicklung” [131] : .
- i 1-3---(2m—1)

o /mzexp(2?)erfe(z) ~ 1+ z_(w—l)"1 527" (D.18)
= 1——-—1——{—i—0(z"6)

222 4zt




D.2. DISKUSSION DER PROZESSGLEICHUNG (D.7) 163

Mit der Substitution z = 5/(v/2¢) kann diese Approximation auf die Beziehung (D.14)

angewendet werden
. 1 207 s

und man erhilt aus (D.13) die Polarisation im Laplace-Raum zu

13,\ 2+ 2 s+ 22— 262

2 (s) = 8% + 2282 4+ X2s -+ 2A02 (D-20)

Beschrankt man sich im Rahmen des Grenzfalles grofier ﬁbergangsraten und langer Zeiten
auf die Beitrage erster (nullter) Ordnung in s im Nenner (Zihler), folgt ebenfalls ein
einfach-exponentieller Relaxationsabfall mit

PM#) = (1 - ;‘?-‘f) exp (-szt) (D.21)

Betrachtung des Grenzfalles (A > v > w1, |uh], 5):

Um einen geeigneten Naherungsausdruck in diesem Grenzfali zu gewinnen, werden
1. alle Beitrage hoherer Ordnung in A mitgenommen,

2. innerhalb einer Ordnung von X weitere Ngherungen entsprechend der obigen Pro-
blemstellung vorgenommen.

Beschrankt man sich in den Koeffizienten a;, b; auf die Beitrdge vierter und héherer Ord-
nung in A, ergibt sich die Polarisation aus (D.9) zu

Ss+ 6y + A

D.22
1557 + 8[5y + s + 377 + B3y + A2+ i + & (D-22)

2:2(5 +A) =

2

Unter der zusitzlichen Annahme )%}, |w2%] < s kann die Frequenzabhangigkeit in
(D.22) und somit die Mittelung iiber },w; in (D.7) vernachlissigt werden. "Mit dem
Naherungsansatz '

. By + A '
P (s+A)= D.23
o Eulstd) 657+ Als + 392 + (37 + A)? ( _ )
im “Langzeitlimes” liefert das “time-dependent” RTF-Modell (D.7)
el g o+ A 1 | |
Pi(s)= = 7 (D:24)

T 6 57+ A s+ 292/(5v+ )

Dies entspricht einem einfach-exponentiellen Polarisationsablall mit der Relaxationsrate

Tri=9 1 (D.25)
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D.3 Die Langzeitentwicklung im “time-dependent”
RTF-Modell

Wie bekannt, wird die Polarisation in ihrem Langzeitverhalten durch die Beitrdge kleiner
s-Werte aus der Laplace-Transformierten gzz(s + A) {D.9) bestimmt. Hinsichtlich einer
asymptotischen Entwicklung werden in der Darstellung

~1

B (s+X)= [Za, HZM} (D.26)

in der Niherung s < ¢ nur die Terme bis zur ersten Ordnung O(s) im Zahler und zweiter
Ordnung O(s?) im Nenner beriicksichtigt. So wird der Ansatz

. 1 g+ @18
o Wl D.27
=zz(s + ) 2 bO + bls + 6252 ( )

fiir die weitere Auswertung des “time-dependent” RTF-Modell im Langzeitbereich wichtig.

Grundsitzlich sind das allgemeine RTF-Modell ? und der Ansatz zweier Sprungraten
{siehe S. 110) auch in der allgemeinen Form (D.26} darstellbar. Die Unterschiede liegen
nur in den abweichenden Beziehungen fiir die Koeflizienten a;, b; in Abhingigkeit der
wesentlichen Parameter (Frequenzen, Sprungraten). So findet der Ndherungsausdruck
(D.27) in entsprechender Weise auch in der Diskussion des asymptotischen Polarisa-
tionsverhaltens dieser Modelle in den Kapiteln 4 und 5 Anwendung. Hinsichtlich des
Giiltigkeitsbereiches dieses Ausdruckes mufl aber beriicksichtigt werden, daf} die Polari-
sation neben der Variablen s (bzw. ¢) von weiteren Parametern abhéngt. IFiir bestimmte
Kombinationen dieser Parameterwerte kdnnen aber vernachlissigte Beitrdge aus den Ter-
men ~ s% im Nenner (bzw. ~ s im Zahler) von (D.26) groBenordnungsméfig die gleiche
Wichtigkeit erlangen wie die in (D.27) beriicksichtigten Koeflizienten.

Die Diskussion dieser Problemstellung fiir das “time-dependent” RTF-Modell vereinfacht
sich, wenn die einzelnen Beitridge bzw. Koeffizienten in (D.9) und (D.10) mit e = v+ A
skaliert werden. Die Abschitzungen kdnnen dann auf die Grenzfille ||, |wp| € € — im
folgenden der Fall [I] — und ||, |a| > & (Fall {II]} beschrinkt werden. Zusétzlich muf}
zwischen v <€ € oder v < ¢ unterschieden werden.

Fir ¥ € e zeigt sich, daf die Beziehung (D.27) in beiden Fallen [I] und [II] die
Langzeitentwicklung der Polarisation geeignet approximieren kann. Verworrener sieht die
Situation aus, wenn mit A — 0 auch ¢ > « gilt. Wie auf S. 161 diskutiert wird, ist
in diesem Grenzfall das allgemeine RTF-Modell prozefibestimmend. Eine entsprechende
Untersuchung der zugeh&rigen Koeffizienten (D.11) zeigt, daf sich die Parameterwahl [II]
mit |i|,lsl > & =~ v ecbenfalls als unproblematisch darstellt. Die Naherung (D.26)
ist weiterhin unter der einzigen Bedingung s > ¢ giiltig. Probleme treten jedoch im
Bereich des “motional narrowing” fiir |}, [ws| < € ~ 7 auf, wo z.B. Beitrige aus b3s°

2Wie auf 8. 161 dargestellt ist, ergibt sich dieses im Parameterfall vy = 0.
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(im Nenner) grofler werden wie Summanden aus bys? etc. ®. Ausgleichbar ist dies durch
die Mitnahme dieser Terme im Naherungsansatz * (D.27) bzw. durch Erweiterung der
Giiltigkeitsbedingung auf

s < [l 3 (D.28)

Der Einfluf der vernachléssigten Glieder gewinnt in dem Malfle an Bedeutung, je weiter
man in den Bereich des “motional narrowing” “vordringt”®. Vorsicht ist vor allem geboten,
wenn die vernachldssigten Beitrdge in die Groflenordnung der Terme niedrigster Ordnung
in s in (D.27) gelangen, und somit das grundsétzliche asymptotische Losungsverhalten in

gleichem Mafle bzw. sogar starker beeinflussen konnen.

Deutlich wird diese Problematik bei der aligemeinen Herleitung der Kubo-Toyabe-Losung
als Grenzfall v — oo (fiir A = 0); mit Hilfe der Naherung (D.27) und den Koeflizienten
aus {D.11) ist dies nicht méglich. Statt dessen miissen alle Terme ~ %* im Nenner und
Zahler von (D.9) in dem relevanten Ansatz beriicksichtigt werden. Die entsprechenden
Summanden aus den Koeffizienten ag, ag, 0; und &3 in {D.11) {thren in der N&herung
v> s, |, [wa| auf

(wiz + WZz)z + 432
Ps) = 3 - (D.29)
(Wi + d3)s + 4s
(Wi +wp,)? 1 [ +63)° = (wis + wa.)?] 4s
(@ + ) (@i + )’ 1+ (@ + )

Die inverse Laplace-Transformation fiihrt dann auf die Kubo-Toyabe-Lésung © fiir das
Summenfeld &,., = (@0 + 2)}/2

2 ~2 2
P(l) = Zene g Sree et ooq(|3,,, 1) (D.30)
w?ea w?es

Die Polarisation P (s +A) ist vor der Auswertung des “time-dependent” RTF-Modells
(D.7) iiber die F;eqhenaen Wy, s zu mitteln; so dient der Na3herungsansatz (D.27) aus-
schlieﬁllch der Vereinfachung und Rechenzeitersparnis in der numerischen Berechnung.
Unter Berticksichtigung der oben diskutierten N&herungsproblematik kann diese Begzie-
hung aber im Spezialfall A = 0, d.h. fiir das allgemeine RTF-Modell, néher ausgewertet
werden. So 148t sich die gebrochen-rationale Funktion (D.27) mit den Nennernullstellen

S10 = '515*2' [—'61 + V b% - 45062] (D31)

3 Ahnliche Abschitzungen ergeben sich auch fiir die Beitrige im Zahler.
4(leichzeitig konnen die weniger wichtig gewordenen Terme vernachléssigt werden,
5Fir festes s und ~, wie bei den Rechnungen in Kapitel 5, bedeutet dies eine Verkleinerung der

Frequenzwerte.
8Vergleiche hierzu die Gleichungen (C.17) bzw. (2.78).
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in den Zeitraum transformieren. Mit den in (D.11) gegebenen Koeffizienten folgi die

Polarisation zu

PMy) = 5}5{ % fexp (s12) — exp (sa1)] (D.32)

8§ = 89

+—2 sy exp (sut) — 52 xp (sa0)]

81 — 82
In der Diskussion dieser Gleichung fiir den RTF-Prozefi im Langzeitverhalten im Kapitel
5 sind, neben den obigen Parameterbedingungen, die folgenden Punkte zu beachten:

1. Die Nullstellenberechnung in (D.31) ist fiir by = 0 nicht definiert. Gemif (D.11)
ist dies gleichbedeutend mit 7} = « = 0. Hierfiir folgt aber allgemein (auch ohne

Niherung), dafl P,(1) =1, Vi

2. Eine negative oder verschwindende Determinante (6% — 450b) in (D.31) hat keinen
Einfiuf auf die grundsitzliche Herleitung der Beziehung (D.32). Aufgrund der kom-

Aiiiiiade Aas AL LA L2 ot =-

plexwertigen bzw, entarteten Nullstellen fiihrt dies ausschlieflich auf eine modi-
fizierte Darstellung von {D.32).




In den folgenden Uberlegungen wird der random walk der Spinteiichen auf einer linearen
Kette diskutiert. Jeder Platz der Kette wird durch eine charakteristische Rotationsmatrix
Q. bzw. Larmorfrequenz «; bestimmt. Mit der Annahme eines diskreten random walks
erfolgen die Spriinge instantan nach einer konstanten Wartezeit 7 = 1/7. Dieser so
definierte Bewegungsprozef wird im Rahmen des allgemeinen Modellansatzes (2. 93) durch

die Prozefigleichung

P(t"’) = {<£ﬂ(g’ T)>RW}Subsysteme ’ (El)
mit der Polarisationsmatrix
it
E,(@7)=]]exp @) (E.2)
beschrieben. Entsprechend der Konvention zum transversalen Modell in Kapitel 3.3 be-

zeichnet P(1,) die Polarisation zum Zeitpunkt £, = n7 unmittelbar vor dem n-ten Sprung.
Demnach haben die Spins bei den (n — 1)-Spriingen bis zu n verschiedene Pldtze besucht.
Ist die Ensemblemittelung wieder durch die Mittelung iiber alle aufiretenden Frequen-
zen gegeben, erstreckt sich die random walk Mittelung iiber die Anzahl r dex in dxesem
(n~— 1)-Schritt random wa,lk tatsachhch besuchten Platze

In diesem Zusammenhang ist die von Weiss und Rubin [156] eingefithrte “Spanverteilung”
W,(r) fiir die random walk Mittelung von Bedeutung. Diese beschreibt die Wahrschein-
lichkeit fiir das Auftreten der Spanlidnge r; in Richtung { nach dem n-ten Schriti eines
d-dimensionalen, diskreten random walks. Hierbei definieren sie den Span r als die klein-
ste, “rechteckige” Box mit der Seitenlinge ry (I = 1,...,d). Abweichend von der in

[156] hergeleiteten Verteilungsfunktion im emdxmensmnalen Fall ﬁndet eine Darstellung

fur W_ (r) Anwendung, d1e von Anlauf f159] vorgestellt wurde
W (T) - QT,._H_ -§' T,-.g.g . . (E3)

167
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Hierbei geht die Definition

7=t

T, = %Y;Zzi cos™ (?) cot? (?) (E.4)
ein. Der Strich an der Summe bedeutet, dafl die Summation nur Uber ungerade Indizes

vorgenommen wird.

Bei der Diskussion des random walk Prozesses mufl die genaue Bezeichnungswahl beachtet
werden. Z.B. definiert Anlauf den Span r4 als die Anzahl der verschiedenen besuchten
Plitze wihrend des n-Schritt random walk; der Fall r, = 1 tritt ausschiiefilich im Null-
schritt random walk auf, der genau einen Platz, den Startpunkt, besucht. Im Gegensatz
hierzu bezeichnen Weiss und Rubin [156] mit dem Span ryz — wie oben angegeben —
den Abstand zwischen dem Startpunkt und dem entferntesten besuchten Punkt. Mit der

Beziehung 74 = rwg+1 stimmt dann die Verteilung W,(r) aus (E.3) mit der entsprechen-
den Definition in [159] iiberein.

Wie Anlauf aber bemerkt, weist das exakte Resultat (E.3) fiir die Spanverteilung einige
unprakiische Eigenschaften auf. Unter anderem wird die Berechnung konkreter Wahr-
scheinlichkeiten durch das Auftreten trigonometrischer Funktionen erschwert, die auf dem
Compuler zu erheblichen Zeitverlusten fiihren. So leitet er eine alternative Formel her,
die fiir die numerische Auswertung besser geeignet scheint. Neben zeitsparender und
genauerer Integerarithmetik treten nur noch relativ leicht zu berechnende Binomialkoef-

fizienten auf.

Einfachere Darstellungen fiir die Spanverteilung lassen sich im Grenzfall grofier Schritt-

zahlen n gewinnen. Sc leiten Weiss und Rubin folgende Ndherungsformel her, die fiir

r > /n schnell konvergent ist

_ 1 22 ,2\ r41
Virr iz 0 7 T\ 27 ) TV

In einer expliziten Berechnung sind ausschlieflich die ersten Glieder in j zu beriicksichti-

(E.5)

Generell ist diese Reihenentwicklung auch fiir alle r < /n giiltig, jedoch nimmt die
Konvergenz fiir fallendes r immer stdrker ab. Fiir diesen Parameterbereich ergibt sich
aber durch Umgruppierung etc [156 159, 161] der verschledenen Relhengheder in- (E 5)

dle Relhenda,rstellung

R 2m+n N @m+ D)%) -
= — —_— E 6
G zvz( _ z)p(g{ ) 6)
Diese asymptotische Niherungsformel konvergiert nunmehr sehr gut fiir alle r S \/ﬁ 'Wie-

Anlauf in [159] darstellt, kann schon der erste Term der Reihe {mit m = 0) die Funkticn
in diesem Grenzfall kleiner » quantitativ rechi gut beschreiben.
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Um im weiteren die random walk Mittelung ausfiihren zu kénnen, mufl untersucht werden,
wie sich der wiederholte Besuch auf den r verschiedenen Plétzen in der Polarisationsmatrix
(E.2) auswirkt. In dieser Hinsicht werden zwei Modelle diskutiert, die sich in der generellen
Auswahl der Rotationsmatrix 2. auf dem Platz i der linearen Kette unterscheiden. Mit

der Anfangsbedingung Sy = ¢, wird speziell die longitudinale Polarisation untersucht.

E.1 Unabhangige Mittelung

In einem ersten Ansatz sind die einzelnen Frequenzen «j; unkorreliert, Beim ersten Besuch
auf Platz : wird die Frequenz «:, unabhiingig von der letzten Frequenz oJ;_;, aus einer

Gaufdverteilung w(&) gemal (B.1) gezogen. In Analogie zum “strong-collision” Modell

nach Kehr [95] bzw. Hayano [109] 148t sich die Frequenzmittelung iiber das Ensemble der
Subsysteme in {E.1) prinzipiell iber jeden Faktor T = exp (Q !.) einzeln ausfithren.

Fiir das weitere Vorgehen ist es illustrativ, diesen Term I bzw. {T}; explizit zu
diskutieren. Da sich Matrizen wie einfache Variablen in den Laplace-Raum tberfiihren
lassen, folgt fiir die Laplace-Transformierte

1

sl —

]

£{exp(Qt)} (s) = I(s) (E.7)

i

Eine Berechnung der Inversen (s 1 — )™ mit der Darstellung (2.76) fiir 2 zeigt, dafl diese
wie folgt charakterisiert werden kann.

1. Off-Diagonal-Elemente:

- swy + wiw; .
Tii(s) ~ W ; I#j#k (E.8)
2. Diagonal-Elemente:
| 82+ wf
1 = —ee—— (E.9)
u(s) s(s% + &) A

Aus Symmetriebetrachtungen wie bei der Diskussion im “time-dependent” RTF-Modell
in Anhang D.1 auf S. 158 erkennt man leichi, dafl die Beitrige ~ wy (I = 2,¥, ) in den
Nichtdiagonalelementen verschwinden, wenn eine symmetrische Verteilung w(w:) zugrun-
degelegt wird. Insbesondere fiihrt eine Gaufiverteilung mit longitudinalem externem Feld
({wz) = {wy) = 0 # (w,)) auf die Darstellung

{Toc} {To} O
{-I—}J(S) = {Tvﬂ-‘} {Tyy} 0 (3) (E.lO)
0 0 {T.}/

Gilt zudem {w,) = 0, ist die Matrix I(s) vollstindig diagonal.
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Als Folge dieser Matrixdarstellung ist die Entwicklung der z-Komponente vom z-y-Unter-
raum entkoppelt, so daf} im weiteren das Element T,.(s) wichtig wird. Hierbei ist leicht
zu erkennen, dafl die Beziehung (E.9) fiir { = z der Laplace-Transformierten der einfachen

Bewegungsgleichung (2.78) mit
2 22

T.0) = % + 22 cos{|)t) (E.11)

aus der Kubo-Toyabe-Theorie [108, 108] entspricht !. Somit fiihrt die gaufische Mittelung
(mit der Varianz o) auf die Funktion ggr(t) = {73.}s(f), die, je nach der Gréfle des
externen Feldes {w,) = wp, durch die Gleichungen (2.79) bzw. (2.80) bestimmt ist.

In Ab&nderung zum “strong-collision” Modell soll in diesem ersten random walk Prozefs
die Riickkehr der Spins zu einem schon besuchten Platz Beriicksichtigung finden. Da
sich die Umgebung des Platzes wihrend der Spinbewegung nicht verdndert haben soll,
unterliegt der Spin bei einem erneuten Besuch auf dem Platz ¢ wieder der Prézession mit
der einmal bestimmten Frequenz «;. In Anlehnung an die random walk Diskussion von
R. Czech fiir die transversale Polarisation werden die Matrizen aufgrund der Darstellung
(E.10) schon vor der Mittelung als kommutierbar angesehen. So lassen sich Mehrfachbe-
suche an den einzelnen Plitzen zusammenfassen. Erst danach wird die unabhingige
Frequenzmittelung ausgefiihrt.

Mit dieser Vorgehensweise reduziert sich der Bewegungsprozef (E.2) auf

{£.},= H{exp(ﬂh )y Hgm (B.12)

h.(i) entspricht dabei der Anzahl der Besuche des Spins auf dem Platz ¢ (i = 1,...,7)
wihrend des (n-1)-Schritt random walk. Die noch ausstehende Mittelung iber alle
moglichen Werte von r, also der Anzahl der tatsichlich besuchten Pldtze ergibt dann

mit der in Einleitung beschriebenen Spanverteilung W, (r)
E A faTy Yt
P(t,) = — ) Wa_ E.13
(1) = 3 {ocr () § Wana (1) (E.13)

Hierbei geht die Annahme ein, daf jeder der r verschiedenen Plitze gleich oft, d.h. n/7r-
mal besucht worden ist. Hinsichtlich der Indizierung sei daran erinnert, daf} bis zur Zeit
{, = n7 nur (n-1) Spriinge statigefunden haben. Dabei sind mindestens 2 und maximal
n Plitze aufgesucht worden. In der Notation von Weiss und Rubin ist deswegen die

Spanverteilung W,,_;(r} zu beriicksichtigen.

Abschlieflend kann festgehalten werden, dafl das diskrete “strong-collision” Modell aus
der Einschrankung n = r in (E.13) folgt, d.h.

Pu(ta) = (7)) 3 Wara (1) (£.14)

= 1

Wergleiche hierzn auch die Uberlegungen auf S. 165.
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fiir den diskreten random walk. Dies entspricht der Spinbewegung auf einem d-dimensio-
nalen Gitter im Grenzfall “d = 00”, bei dem kein Platz mehrfach besucht wird.

BE.2 Anwendung der Trotter-Formel

Grundlage der folgenden Uberlegungen ist die Annahme, daB die Frequenz am Platz
durch die Summe einer mittleren Frequenz {im “Subsystem”) und einer ortsabhingigen
Frequenzabweichung bestimmt ist.

Q@) =0, + fi, AQ) (E.15)

In Anwendung der Trotter-Formel (4.13), die beim RTF-Modell auf S. 76 dargestellt
wurde, werden die einzelnen Operatoren in der Polarisationsmatrix P (E.2) in erster Ord-
nung kommutierbar. Voraussetzung ist die Wahl kleiner Sprungzeiten 7 (im Vergleich
zu den typischen inversen Frequenzen |&;|~!). Der Fehler, der bei jedem einzelnen Ver-
tauschungsschritt auftritt, wird durch die BCH-Formel (4.14) [14] ausgedriickt 2. In der
Naherung kleiner Sprungzeiten 7 folgt dann

exp (_A_T + é’f’) = exp ( ) exp (g ) - exp (-—%LA;,Q%") (E.16)
p(Br) {1- 5487 +0 ()}

In einem ersten Schritt wird das Produkt gﬂ in eine Exponentialfunktion tber eine
Summe von Operatoren umgeformt. Mit {[5.16) bedeutet dies im Spezialfall n =3

~ exp (é‘r)

B... = e (r)
= exp ({201) +2(2) + 2(3)}7) (EA7)

{1+ 2 (00, 901 + (260, 201+ (26, 201) + 0 |

Die Verallgemeinerung auf beliebige Schrittzahlen n liefert

II"U

n ( 2 i
[ z 1 3 T .
exp | 1200 ) {1+ 7 2 126,200+ )} (5.1

i>j=1
GrdfenordnungsmaBig bedeutet dies fiir den Fehler in niedrigster Ordnung
-1 .
sp =7 v am.ai~ T o (me.g@) (1)
I>J 1

wobei s und § typische Langen des random walk beschreiben.

2Dje notwendigen Voraussetzungen zu deren Anwendung sind entsprechend zur Trotter-Formel erfiillt.
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In einem zweiten Schritt werden alle Beitridge zusammengefaft, die durch den gleichen
Platz ¢ bestimmt sind. Dazu wird filr die Frequenzabweichung f(i, AQ) der einfachste,
d.h. lineare Ansatz gewdhlt

FhA0)=(i-1)-AQ (E.20)

der einer Taylor-Entwicklung erster Ordnung des Ansatzes (E.15) fiir die platzabhingige
Frequenz () entspricht.

Nimmt man wiederum an, dafl alle » verschiedenen Plétze gleich oft besucht werden,
vereinfacht sich die Gleichung (E.18)

) gm-) . {1+§§(§—1)O (@n@})} (B21)

Hierbei geht ein, daf} der Ansatz (E.20) auf die arithmetische Folge

>

P =exp (Qon'r+

e - { !
G-1="1t-1) (£22)

L7

M*

1

.
Il

im Exponentialterm von (E.18) fithrt. Die Vereinfachung in den Kommutatoren ergibt
sich dadurch, daf} die Frequenzabweichung f(4, AQ2) ausschliefSlich durch die Matrix AQ
bestimmt ist. Beriicksichtigt man, daf} die typische Zahl der besuchten Pliize eines n-
Schritt random walks {n > 1) durch den Mittelwert der Spanlénge

(r) ~ \/%‘- | (E.23)

gegeben ist [132], wichst der obige Fehler mit n3/2? “in der Zeit”.

Insgesamt fiihrt der allgemeine Ansaiz (E.1) mit der Darstellung (E.21) und der Span-
verteilung W,_,(r) (E.3) auf folgende Prozefigleichung.

‘13(15,;) = izwwl(r)exp anr }n

2 A

=

= zi: Wo—1{7) {exp (_ﬁ_n'r) }gﬂz (E.24)

Abkiirzend wurde definiert: B{wp, A&, ) = Q, + (7 — 1)AG/2.

Will man die Mittelung — jeweils diber Gaufiverteilungen fiir @ 0 (Mittelwert wap; = Weze€,
und Varianz o,) und AQ (Mittelwert 0 und Varianz o) — explizit ausfithren, erscheint

die Substitution
r—1

. 2
sinnvoll. Mit der Jacobideterminante {151}

—

o + AD , A =AD (E.25)

-
w =

L B /0w OABIOT Y\ _ E
L~ N . - 1 =1 E.26
det J{wp, Ad; W', Aw') = det ( B /OAT BAG/BA (E.26)
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fithrt diese Substitution auf die transformierte Mittelung

i I re0  , poo - -
{exP (én")}%__g = (271‘0‘10’2) f_ . dw’ f_ . dAw exp (g(w')nr) (E.27)
> >, -2
(Le)" — [(T — I)Aw,/z - wezte:])z Ao \
exp ( 207 exp| — %3 )
sw(JT,AJ')

Formt man die Gewichtsfunktion w(o”, Aw?) mitiels einer “quadratischen Ergénzung” und
der Definition

— 1372
52=(T2 ) 62 +o? (E.28)

in die Darstellung

2.2
20{03%

Al 7 |A — (r = 1)o2(W — we}) /(267 2
WG 5F) - exp (_ (A5 = (r = 1o ) )}) -

-

1 -
- exp (—%—2—(@!’ - weztez)z)

um, ist die Mittelung {iber Aw' ausfithrbar. Da diese aber einer unnormierten gaufischen
Normalverteilung mit der Varianz 10,/ und dem Mittelwert (r — 1)o2(w' — w,.s€;)/(26%)
entspricht, erhalt man trivialerweise

[ s (_&2 (A& = (r = 1)o3( — wenrés)/(267)] ) Wy (afz)s (5.30)

20i52
Die aus {E.27) verbleibende Mittelung iiber o

3 reo
a(v/27)? (%{3) J[ dw' exp (Q(J’)nf) - exp (——2%(&;’ — wezte:)z) (E.31)
entspricht aber der in Anhang E.1 beschriebenen Mittelung aus der statischen Kubo-
Toyabe-Theorie (S. 169) mit einem longitudinalen externen Feld w,,;. Dementsprechend
besitzt die Matrix {exp(Bn7)}g aq die allgemeine Gestalt (E.10) und die Systementwick-
lung der longitudinalen Polarisalion 1aBt sich — unabhingig von der hier gewihlten An-
fangsbedingung — vom z-y-Unterraum entkoppelt betrachten.

Schliefilich folgt die Polarisation aus den Beziehungen (E.11) und (E.24) zu

Pulta) = 3" g (tn; &, won) Waor () (£.32)

=2
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Die Kubo-Toyabe-Funktion ggr(fn; 6w,z ist wiederum durch die Beziehung (2.79) (fiir
Wezt = 0) bzw. {2.80) (weer > 0) mit der resultierenden Varianz & (E.28) bestimmt. Anf-
grund der expliziten r-Abhingigkeit der Varianz kann diese Funktion aber nicht aus der

Summe herausgezogen werden.

Generell ist festzuhalten, dafl eine quantitative Fehlerabschdtzung aus den Operator-
vertauschungen hinsichtlich der Herleitung der Gleichung {E.21) nur schwer mdglich ist.
Insbesondere ist es nahezu unmdoglich, alle auftretenden Kommutatoren explizit zu be-
riicksichtigen. Vermutlich sind diese aber alle mindestens von der Ordnung O(7*).

Abschlieflend ist aber festzusiellen, daBl die Beziehung (E.32) mit dem linearen Ansatz
(E.15) exakt wird, wenn die mittlere Frequenz Q  in einem “Subsystem” der Nullmatrix

entspricht.
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Mein besonderer Dank gilt dem Forschungszentrum Jiilich und dem Sonderforschungs-
bereich 173 der DFG, die mir die Gelegenheit zur Promotion gegeben haben.

Mein herzlicher Dank gilt meiner Familie. .
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