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Summary

The motivation of this work comes from measurements of the spin-lattice relaxation in
disordered or low-dimensional systems such as glasses, nanocrystalline structures, and
layer-structured compounds. Especially experiments performed by the ß-NMR method,
which can be carried out with very low spin concentrations and small Larmor frequencies
wa similar to the ones used in gSR measurements, often show a nonexponential polariza-
tion decay which disagrees with the experimental results on ordered crystals . Furthermore,
the spin-lattice relaxation rate Ti-' in disordered systems, studied both with ß-NMR and
conventional NMR techniques shows anomalous temperature and frequency dependences.
In the typical Arrhenius plot of log(TT-I ) vs. 1/T one observes different slopes on the two
sides of the rate maximum and a dependence on the external magnetic field like cog,
with ß < 2 for low temperatures . These features clearly disagree with the classical work of
Bloembergen, Purcell and Pound (BPP) who predicted a symmetric rate maximum and
the exponent ß = 2. Since these effects are due, at least in part, to structural disorder, it
is the aim of this work to study them on simple models for disordered systems.

In the last years many authors attempted to understand the anomalous polarization de-
cay described above, but a definite explanation has not yet been found . The theoretical
approaches mainly consist in modifying the correlation functions that enter the standard
NMR theory of spin relaxation. This theory is based on perturbation theory of the time
development of the density matrix and it makes the assumption of short correlation times
of the forces which act on the spins . In the present work it is argued that this basic
assumption fails for diluted spins in disordered systems. The picture that is employed
here is that in a disordered substance the different probe spins are located in distinct en-
vironments. Even though the local motion of the probe spins may be very rapid, they do
not at all, or only very rarely, experience different local surroundings . Hence the relevant
correlation times where all different environments are sampled are long or even infinite.
This fact precludes the application of the standard spin relaxation theory where only the
correlation functions are modified.

In this work the stochastic theory of lineshape pioneered by Anderson and by Kubo and
Tomita is extended to the following model of disordered systems . The relaxation of the
whole system is considered as a superposition of spin relaxation in single "subsystems".
The single lattice sites are characterized by different magnetic fields resp. rotation fre-
quencies which consist of a static Larmor field and a local stochastic part ; the latter one
describes the interaction between the spin and its individual surrounding . In the sub-
systems two or more sites may exist between which local motion in the form of jumps is
possible. The disorder is taken into account by averaging the polarization decay over the
ensemble of subsystems using various probability distributions for the rotation frequencies
and the jump rates.

In this work the rather simple case of the "random-two-frequency " (RTF) model, in which
transitions between two possible sites occur in the form of a Poisson process, and the ran-
dom walk along linear chains are discussed in detail . Also this case is characterized by
a high degree of local motion, due to revisitation effects of the same Iattice sites . In
addition, in the so-called "time-dependent " RTF model, possible transitions of the spins
between different subsystems are taken into account in a simplified way .



This general program is first carried through for the transverse spin rotation, mainly for
introductory purposes. The results are helpful in understanding subsequently the "lon-
gitudinal" case, i .e. the case of arbitrary orientations between the probe spin and the
magnetic fields at the different sites . At first, attention is given to the intermediate time
behaviour of the spin relaxation . In the limiting case of rare spin jumps the RTF model
corresponds to the well-known static Kubo-Toyabe theory when a Gaussian distribution
for the two frequencies w"1 , ail is used. In the other limit of rapid spin motion a polarisation
decay is obtained that corresponds to a static probe spin performing Larmor precession
with the rotation frequency (cdii + 0'20. By averaging over the ensemble of subsystems
one obtains the Kubo-Toyabe result for a Gaussian distribution which is narrowed by a
factor of This behaviour, which corresponds to a "motional narrowing" effect of the
local motion, has been qualitatively verified by OR experiments on NbTi . In contrast,
the "time-dep endent" RTF model is similar to the static Kubo-Toyabe theory only for
slow fluctuations . In the limit of rapid transitions between the subsystems this model
yields the same results as the "strong collision" model of Hayano et al.

In view of its importance for the experimental analysis the longtime behaviour of the dif-
ferent relaxation processes is investigated in detail in the last part of this work. Here the
numerically calculated polarization transients are fitted with the "stretched-exponential "
function exp{-(t/Ti)a}, 0 < a < 1, using parameter values (frequencies, jump rates,
time window etc .) that are typical for the ,0-NMR measurements with the probe nucleus
'Li. The logarithms of the obtained relaxation rates are plotted versus the respective
jump rate for different values of the Larmor frequencies (wo = 0.5 - 10 MHz) which cor-
responds to the usual Arrhenius plot under the assumption of thermally activated jump
rates in accordance with an Arrhenius law . In the case of the simple RTF model this plot
resembles the behaviour predicted by the BPP-theory . Apart from the symmetric rate
maximum one recognizes a frequency dependence according to T1-1 N wo-6 with /3 it 1 .9.
It is found that the exponent a of the stretched-exponential polarization decay depends on
both the jump rate and the magnetic field . While this exponent is near to 1 in the limits
of extremely small respectively high jump rates, a decreases down to 0 .2 for jump rates
comparable to the Larmor frequency . Qualitatively, this result has also been observed in
recent NMR experiments.

Modifications of the RTF model using different frequency distributions and an additional
distribution of the jump rate between the sites lead to the same qualitative results . Dif-
ferent weight functions and processes with distinct jump rates only cause a small shift
and smooth out the rate maximum and the minimum of a . In contrast, the Arrhenius
plot in the case of the "time-dependent " RTF model shows an asymmetric maximum of
the relaxation rate where the slope of the high-temperature side is larger than the other
one. This difference, being characteristic for glassy systems, is determined in this model
by the ratio of the activation energies of the local jump processes and the transition rates
between the subsystems . Apart from this effect, the spin polarisation transients are nearly
exponential (a . 1) for all jump rates.

Although these calculations are carried through with regard to the experiments with the
,,3-NMR method it is pointed out that the theory can be applied to free induction decay in
NMR and to µSR-measurements on disordered systems as well . Furthermore it is notable
that the theory presented here is equally valid for any activated spin motion as well as
for small or vanishing Larmor frequencies .
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Kapitei I

Einleitunz~

Das Studium ungeordneter Systeme hat in den letzten Jahrzehnten in der Physik der
kondensierten Materie ein großes Interesse gefunden . Ein Schwerpunkt dieser Forschung
besteht in dem Aspekt, nähere Aussagen zur Zeitabhängigkeit der Transportphänornene
und Relaxationsprozesse zu gewinnen . Insbesondere hofft man, alle Vorgänge, also auch
die Bewegungsprozesse in den ungeordneten Substanzen, auf atomarer Basis verstehen
zu können. Hierzu stehen den Experimentatoren mehrere spektroskopische Meßmetho-
den zur Verfügung, die eine entsprechende zeitliche und räumliche Auflösung bieten.
Als typische Untersuchungsmethoden haben sich dabei seit Mitte dieses Jahrhunderts
die konventionelle Kernspinresonanz (NMR) [1] und die Elektronenspinresonanz (ESR)
etabliert ; gleichbedeutend ist die quasielastische Neutronenstreuung (QENS), die in den
50er vorgestellt wurde. Als modernere nukleare Methoden finden seit den 60er Jahren die
Mößbauerspektroskopie (MS) und die gestörte y-Winkel-Korrelation (PAC) Anwendung.
In den 70er Jahren sind die Myonenspinrotation (IiSR) und die Kernrelaxationsmessung
an ß-aktiven Kernen (ß-NMR) in den Vordergrund getreten.

Hinsichtlich eines lohnendes Einsatzes dieser Spektroskopiemethoden ist die entspre-
chende Interpretation der Meßdaten erforderlich, in denen die relevanten Transport- und
Bewegungsprozesse verborgen sind . So will die vorliegende Arbeit einen Beitrag zu der
theoretischen Interpretation der Messungen liefern, die unter Anwendung der ß-NMR-
Methode gewonnen wurden . Mit Hilfe einfacher stochastischer Modelle wird ein grund-
sätzliches Verständnis angestrebt, wie sich die Unordnung in den Relaxationszeiten bzw.
-Funktionen widerspiegelt . Die vorgestellte Theorie zur Spinrelaxation in ungeordneten
Systemen ist gleichwohl auf entsprechende spektroskopische . Untersuchungen mit der ,uSR-
Methode anwendbar.

Das Meßprinzip dieser Methoden beruht auf der infolge der Paritätsverletzung bei der
schwachen Wechselwirkung anisotropen Winkelverteilung der von polarisierten Sonden-
kernen emittierten Elektronen bzw . Positronen Bei der ) -NMR erfolgt die Präparie-

rung eines solchen Ensembles über geeignete Kernreaktionen (z .B. eine (d,n)-Reaktion)
oder Tiber den Einfang polarisierter Neutronen durch ein stabiles Nuklid, das so in den
polarisierten, ß-aktiven Zustand iiberfiihrt wird. Z.B . bei dem typischen Sondenkern
sLi [2] zerfällt dieser Zustand mit der mittleren Lebensdauer rs
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A

Ze€tskalo

Abbildung 1 .1 : Beispiel für einen einfachen zeitlichen Verlauf der in Siid- (Zs) bzw. Nord-
richtung (ZN ) emittierten Zerfallselektronen (-positronen).

Emission . Alternativ ist die ß-NIMIR-Methode auch mit ß'-Emittern möglich, wie z .B.
beim Sondenkern 12N .

In ähnlicher Weise werden bei der 1iSR spinpolarisierte Myonen On+ ) ais Sonden in
der Probe implantiert, die alit einer mittleren Lebensdauer von , 2 10-8 s zu der
anisotropen ß+-Emission führen

Die Winkelverteilung der auftretenden ß ± -Emission ist anisotrop, solange die nuklea-
re Polarisation von Null verschieden ist . Diese Polarisation und ihre Änderung infolge
der Spin-Gitter-Relaxation, Übergängen zwischen den magnetischen Spinzuständen oder
durch Reorientierungsprozessen kann durch Messung der ß-Asymmetrie der in Nord- bzw.
Südrichtung emittierten Zerfallselektronen (-positronen) gemäß

ZN -ZS

ZN + Zs

bestimmt werden (Abb. 1 .1) . Wird diese Messung im zeitdifferentiellen Betrieb durch-
geführt, kann unmittelbar nach der n-Aktivierungsphase der zeitliche Verlauf der ,8-
Asymmetrie beobachtet werden . Alternativ läßt sich unter ständiger, periodischer n

Aktivierung die zeitlich gemittelte Asymmetrie I untersuchen.

Aus diesem generellen Meßprinzip ergeben sich für die ß-NMR-Methode einige wichtige
Merkmale, die im folgenden kurz dargelegt werden sollen [2, 3].

1 . Für die Anwendung dieser MVIeßmethode ist es wesentlich, daß sich die Polarisation
auf der Zeitskala der Lebensdauer .r~ merklich ändert, aber noch nicht abgeklun-
gen ist . Dies fuhrt zu einem relevanten Meßfenster, das durch das Zeitintervall

'Eine ausführliche Darstellung der einzelnen Teilschritte und der zu berücksichtigenden Problematiken
bieten die Übersichtsartikel von Ackermann et al. [2] und Heitjans [3] sowie das . Buch von Schenck [4] . .
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[10-2rß, 10 2 rß] bestimmt ist. Je nach Sondenkern sind somit mit der Q-NMR-Me-
thode Relaxationszeiten in der Ordnung von ns bis Stunden meßbar.

2. Die Messungen der Spin-Gitter-Relaxation sind ohne eine Hochfrequenzeinstrah-
lung möglich. Konsequenzen sind eine große Variationsbreite des (durchaus auch
inhomogenen) Magnetfeldes und das Fehlen des Skin-Effektes.

3. Da die Polarisation unabhängig vom Boltzmannfa .ktor ist, lassen sich die Unter-
suchungen auch bei hohen Temperaturen und niedrigen Magnetfeldern durchführen.
Dies ermöglicht ma. das Studium langsamer Bewegungsprozesse mit langen Karre-
lationszeiten.

4. Aufgrund einer extrem kleinen Sondenkernkonzentration und unterschiedlicher gy-
romagnetischer Verhältnisse von Sonden- und umgebender Wirtskerne wird die
Kopplung zwischen den einzelnen Spins unterdrückt . Wie in Abschnitt 2 .1 .5 näher
dargelegt, wird vor allem ein "Informationsaustausch" zwischen den Sondenkernen
unterdrückt . Aus diesem Grund zeigt jeder Sondenkern ein eigenes Relaxations-
verhalten, das ausschließlich durch die spezielle, lokale Umgebung beeinflußt wird.
Diese lokalen, verdünnten Sonden gestatten so das zeitaufgelöste Studium der ver-
schiedenen Phänomene.

Die mit den diversen Methoden ermittelten Polarisationstransienten oder Linienformen
im Fourier-Raum reagieren sensibel auf alle in den untersuchten Materialien auftretenden
Wechselwirkungen, lokalen Störungen und Bewegungsprozessen, die auf die einzelnen Son-
denkerne einen Einfluß ausüben können . Hierbei ist das Problem der statischen Linien-
breite (d.h. der Verbreiterung einer im Idealfall unendlich scharfen Resonanzlinie), die
ihren Ursprung in der magnetischen Wechselwirkung der ortsfesten Spins untereinander
und mit dem Gitter hat, zumindest grundsätzlich verstanden . Im Fall der magnetischen
Dipol-Dipol-Wechselwirkungen ist dies z.B. von van Vleck [5] recht detailliert behandelt
worden.

Die Fragestellung, wie sich die Spinbewegung (z .B. Diffusionsprozesse der Spinteilchen)
in den gemessenen Signalen bemerkbar macht, hat ihren Ursprung in der klassischen Ar-
beit von Bloembergen, Purcell und Pound [6] z . In einer einfachen, mehr phänomenologi-
schen Beschreibung versuchten sie, ein mikroskopisches Verständnis der Relaxationsraten
'T1-1 , 7'2-1 aus den makroskopischen Bloch-Gleichungen zu finden . Dabei stellten sie fest,
daß die Breite der NMR-Absorptionslinien mit zunehmender Beweglichkeit der Kerne
(unter Umständen drastisch) abnimmt. Die zusätzlichen, schnellen Fluktuationen der
magnetischen Wechselwirkungen führen anschaulich zu einer zeitlichen Ausniittelung der
einzelnen linienverbreiternden Mechanismen . Diese Linienverengung wird dabei nicht nur
durch eine Bewegung der Teilchen hervorgerufen, sondern ist immer zu erwarten, wenn
Fluktuationen in den im engeren Sinne für die Breite einer Resonanzlinie verantwortlichen
Wechselwirkungen auftreten . Zu nennen ist z.B .die Austauschverengung ("exchange nar-

rowing") als. Folge der Austauschwechselwirkungen zwischen (elektronischen) Spins [5] . .

2Die in dieser Arbeit vorgestellte Theorie wird im folgenden BPP-Theorie genannt.
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Diese BPP-Theorie, die die grundsätzlichen physikalischen Aspekte enthält, kann z .B . die
Temperatur- und Magnetfeldabhängigkeit der Relaxationsrate T1-r des einfach-exponen-
tiellen Polarisationszerfalls

P(t) = Po exp (-••-Ti hi)

	

(1 .2)

für einfachere Systeme (Kristalle, Flüssigkeiten richtig wiedergeben . In komplexeren Sy-
stemen, wie den glasartigen oder nanokristallinen Substanzen und den ungeordneten oder
schichtstrukturierten Systemen [7-14], wird vielfach ein Polarisationszerfall beobachtet,
der deutlich von der Einfach-Exponentialität abweicht . Die gefundenen Relaxationsraten
weisen dabei u .a. Temperatur- und Feldabhängigkeiten auf, die mit der NMR-Theorie von
Bloembergen, Purcell, Pound nicht erklärt werden können.

So wurde die grundsätzliche Idee der Linienverengung von verschiedenen Autoren aus-
geweitet . Die entwickelten Modelle und empirischen Ansätze lassen sich dabei in zwei
Gruppen einteilen . Eine umfassende Zusammenstellung der verschiedenen Methoden gibt
der Ubersichtsartikel von Hartmann-Boutron [13], der sich u .a. mit den diversen Original-
arbeiten zur Theorie der ~l~Jer Spiil-Gt3i~°r Mmittels radioak-
tiver

	

Spin-Gitter-Relaxation und di. MefimethodenS'i

tiver Sonden auseinandersetzt.

Die "klassische" Standard-Theorie wurde durch Bloch, Wangsness und Redfield aus dem
quantenmechanischen Dichtematrixformalismus [14] hergeleitet und behandelt die fluk-
tuierenden Wechselwirkungen als kleine, zeitabhängige Störung im Vergleich zu den sta-
tischen Wechselwirkungen . Die Relaxationszeiten werden auf Spektraldichtefunktionen
zurückgeführt, die aus den mikrodynamischen Prozessen in den untersuchten Substanzen
abzuleiten sind. Hat man diese Spektraldichten einmal für die wirksamen Feldfluktu-
ationen berechnet, kann man auf allgemeine Beziehungen zur Bestimmung der Relaxa-
tionsrate zurückgreifen, die sich aus den diversen Gittersystemen und Spineigenschaften
für die relevanten (dipolaren, quadrupolaren, . . .) Wechselwirkungen ergeben [15] . Durch
diesen "universellen" Charakter der resultierenden Gleichungen wird der Vergleich mit den
experimentellen Ergebnissen stark vereinfacht . Jedoch muß berücksichtigt werden, daß
neben der Annahme kleiner Störfelder in der Herleitung vorausgesetzt wird, daß die Kor-
relationen der zum "motional narrowing" führenden Feldfluktuationen in einer endlichen
Zeit zerfallen . Die Korrelationszeit muß zudem klein gegen die sonstigen typischen Zeit-
skalen (Relaxations- bzw. Meßzeit) sein. Eine Betrachtung des Übergangsbereiches, in
dem Relaxations- und Korrelationszeiten von derselben Größenordnung sind, ist daher
mit dieser Theorie nicht möglich . Des weiteren liefern diese Annahmen in der Standard-
theorie generell . Relaxationsfunktionen, die mit (1 .2) einfach-exponentiell zerfallen . Im

>ourier-Raum entspricht dies einer reinen .Lorentzkurve.

Eine Möglichkeit, kompliziertere als einfach-exponentielle Relaxationstransienten disku-
tieren zu können, bietet der komplementäre methodische Zugang . In der stochastischen
Theorie der Linienform, die von Kubo, Tomita [16, 17] und von Anderson [18] erst-
mals vorgestellt wurde, stehen, nicht die mikroskopischen Details der Wechselwirkung im
Vordergrund; die Relaxation . wird als Konsequenz der stochastischen Natur der Fluktu-
ationen beschrieben . Die Vorgehensweise läßt sich so charakterisieren, daß anstelle eines
kollektiven Gesamtsystems ein Ensemble voneinander unabhängiger Spins mit zeitlich
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fluktuierender Larmorfrequenz w(t) betrachtet wird . Im klassischen Bild der Spinpräzes-
sion entspricht dies formal der Vorstellung, daß die magnetischen Wechselwirkungen
eines Spins durch ein effektives, lokales Magnetfeld beschrieben werden, in dem dieses
prazessiert.

Im Gegensatz zur Standard-Theorie gehen in diesem theoretischen Ansatz keine prin-
zipiellen Annahmen über den Bewegungsprozeß und die relevanten Wechselwirkungskor-
relationen ein . Im speziellen lassen sich also auch Probleme diskutieren, die sich durch
eine langsame Bewegung und eine hohe Korrelation in den Wechselwirkungsfluktuationen
auszeichnen . Die Relaxations- und Korrelationszeiten können dabei durchaus vergleichbar
sein. •Nachteilig wirkt sich in dieser stochastiscneil Theorie aus, daß die errnittelten Glei-
chungen keinen universellen Charakter besitzen ; für jedes neue System mit seinen speziel-
len. Gitter- und Wechselwirkungsstrukturen und dem vorliegenden BewegungsprozeB müs-
sen die Grundgleichungen neu gelöst werden.

Im folgenden Kapitel werden die Hauptmerkmale dieser beiden Zugänge anhand ver-
schiedener Arbeiten zur Spin-Spin- und zur Spin-Gitter-Relaxation näher diskutiert . Auch
werden neuere Ansätze in der Standard-Theorie vorgestellt, die dem abweichenden Re-
laxationsverhalten in den glasartigen, ungeordneten Materialien Rechnung tragen wollen.

Bei der Diskussion des Polarisationszerfalls in diesen Substanzen müssen jedoch ver-
stärkt Rücksprung- und Rückkehreffekte, insbesondere bei der Spinbewegung in einge-
schränkten Geometrien berücksichtigt werden . Da die resultierenden, starken Korrela-
tionen in den Wechselwirkungen und eine langsame Spindrift vermutlich eine wesentliche
Rolle in der Erklärung der von der Standard-Theorie abweichenden Spin-Gitter-Relaxa-
tion einnehmen, wird den Uberlegungen in dieser Arbeit der stochastische Theorieansatz
zugrundegelegt. Zum Abschluß des Kapitels 2 wird ein generelles Modell vorgestellt, in
dem sich die einzelnen Spins in einer beschränkten Geometrie ("Subsysteme") bewegen
können . Jeder mögliche Platz in diesen "Subsystemen" ist durch eine beliebige, zeitlich
konstante Larmorfrequenz charakterisiert . Nach der Mittelung über alle möglichen Be-
wegungsprozesse ( "random walks") innerhalb der "Subsysteme" wird die Polarisationxr.

zusätzlich über eine Verteilung der einzelnen Rotationsfrequenzen aber auch der Sprung-
raten gemittelt . Dies entspricht der inhomogenen Mittelung über das gesamte Subsystem-
ensemble.

In einem ersten einfachen Ansatz für die Spinbewegung können die Spins in den einzel-
nen "Subsystemen" Sprünge zwischen zwei Plätzen mit beliebig orientierten Magnet-
feldern ausführen ("random-two-frequency model" oder im folgenden kurz "RTF-Modell")
[19] . Als alternative Bewegungsprozesse in den "Subsystemen" werden ein eindimen-
sionaler random walk der Spinteilchen und die Erweiterung des RTF-Modells um den
Spiniibergang zwischen den "Subsystemen" diskutiert . Bezüglich der Ensemblemittelung
wird zu untersuchen sein, inwieweit diese durch die spezielle Wahl der Frequenz- oder
Sprungratenverteilung beeinflußt wird.

Aufgrund der einfacheren Handhabung werden die verschiedenen Modelle und ihre
grundlegenden Eigenschaften im Kapitel 3 zuerst für den Fall der transversalen Polarisa-
tion (Spin-Spin-Relaxation) diskutiert . Kapitel 4 beschäftigt sich dann mit dem generellen
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

Verhalten der Spin-Gitter-Relaxation (longitudinale Polarisation) in den vorgestellten
Modellen. Das Augenmerk liegt dabei in der Fragestellung, welche bei der transver-
salen Relaxation gefundenen Merkmale auch in der Erweiterung auf die dreidimensionale

Spinrotation eine Rolle spielen . Als Folge dieser Ergebnisse werden Vereinfachungen in
den Prozeßgleichungen für bestimmte Grenzfälle nahelegt . Ein Vergleich der erzielten
Resultate im RTF-Modell mit Ergebnissen aus pSR-Messungen wird vorgenommen.

Ein Ziel dieser Arbeit besteht in der Anwendung der stochastisehen Theorie auf die
typischen NMR-Auswertungen . Hierzu werden in Kapitel 5 das RTF-Modell und das
"time-dependent RTF-Modell" speziell auf ihr Langzeitverhalten untersucht . Es können
Relaxationsraten bei experimentell relevanten Parametern ermittelt werden, deren Eigen-
schaften qualitativ mit den klassischen NMR-Theorien übereinstimmen . Erste Hinweise
zur Erklärung des abweichenden Relaxationsverhaltens der glasartigen Systeme können
ebenfalls gefunden werden . Auch wenn in den Experimenten und diesen Rechnungen der
externe Feldanteil die lokalen Felder übersteigt, sei darauf hingewiesen, daß die vorgestell-
t
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Kapitel 2

Die tz,grundlegenden theoretischen
Konzepte

2.1 Die "klassische" NMR-Theorie

2 .1 .1 Die makroskopischen Blochgleichungen

In der klassischen Beschreibung [14] wird die Präzession eines magnetischen Momentes 5
in einem Magnetfeld B durch die Bewegungsgleichung

d5

di
=yISxB

mit dem gyromagnetischen Verhältnis yr bestimmt . In einem statischen Magnetfeld BQ
beschreibt diese Gleichung eine Rotation des magnetischen Momentes mit der Larmorfre-
quenz w"o = -y1Bo um dieses statische Feld.

Eine quantenmechanische Beschreibung der Bewegung nichtwechselwirkender Spins
erfolgt über die Bewegungsgleichung

d1

	

i
di = -a

[n, 1]

	

(2 .2)

im Heisenbergbild für den Drehimpulsoperator eines Spins und dem Hamiltonoperator
fl. Im speziellen Fall, daß das äußere Feld mit der z-Richtung übereinstimmt, gilt z .B.

= -yf iBL . Man erhält dann eine zur klassischen Beziehung (2.1) äquivalente Vektor-
gleichung

Y

ddi
)
= yr(I) x B (2.3)

für den Erwartungswert des Drehimpulsoperators . Ohne Kopplung an ein Energiereservoir
liefert auch diese Gleichung eine reine Rotation des Spins mit abwechselndem Energie-
verlust bzw . -gewinn.

Untersucht man die Relaxation der Magnetisierung eines makroskopischen .Spinsy-
stems, muß die Energieabsorption durch ein angekoppeltes Wärmebad berücksichtigt . wer-
den. Das System strebt einem thermischen Gleichgewichtszustand zu, der durch eine lon-
gitudinale Magnetisierung Mo und verschwindende Magnetisierungen in den transversalen

9
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Raumrichtungen bestimmt sein soll . In Analogie zu den Ratengleichungen für die Beset-
zungszahlen der entsprechenden nuklearen Spinzustände beschreibt Bloch diesen thermi-
schen Prozeß in seinem phänomenologischen Ansatz durch eine exponentielle Dämpfung
gemäß

d(~fx
)

_ 1i~Io - (li/lz )

	

d(1V1i ) _ ( Afi )_

dt

	

di -

	

T2

T1 (T2) bezeichnet die longitudinale (transversale) Relaxationszeit, die charakteristisch
für das Erreichen des Gleichgewichtszustandes in der jeweiligen Komponente ist.

Die Kombination der Gleichungen (2 .3) und (2 .4) beschreibt dann die gekoppelte Ent-
wicklung des Spinensembles . Man erhält die makroskopischen Blochgleichungen

mit : i = x, y

	

(2.4)

d ( Mi )
dt

a(nlZ f

dt

7j ((M) x B) . - (~`)

yl ((M) x B) a + A/fe - (1►fz )

Ti

mit :

	

i=x,y

	

(2 .5)

Die eingehenden Relaxationszeiten T1 und T2 sind hierbei phänomenologische Parame-
ter, die generell mit den mikroskopischen Details des nuklearen Spinsystems und des
thermodynamischen Reservoirs in Beziehung stehen . Die nachfolgend dargestellte Bloch-
Wangsness-Redfield Theorie bietet eine einfache Möglichkeit, aus den mikroskopischen
Wechselwirkungen und den Eigenschaften des Spinsystems allgemeine Ausdrücke für diese
charakteristischen Zeiten zu gewinnen.

2 .L2 Die Bloch-Wangsness-Redfield Theorie

Allgemein wird die zeitliche Entwicklung des Erwartungswertes eines quantenmechani-
schen Operators A im Schrödingerbild durch die Bewegungsgleichung

(A) = Sp{A . P}

	

(2 .6)

mit der Dichtematrix p des Gesamtspinensembles beschrieben; "Sp" bezeichnet die Spur-
bildung über das Produkt der beiden Operatoren . Die Bewegung der Dichtematrix be-
stimmt sich aus der quantenmechanischen Liouville-Gleichung

rip

	

G

	

z

	

] =

2

Cp, 7-i1-1- ~IL]
di = -

a P = ~ [P 7-€,

	

h

mit dem Liouville-Operator G . Der Hamilton-Operator H beschreibt die statischen
Wechselwirkungen der nuklearen Kernspins z .B . aufgrund magnetischer Felder oder elek-
trischer Feldgradienten . Der zeitabhängige Operator 7Z1L gibt die fluktuierenden Spin-
Gitter-Wechselwirkungen wieder, die die Ursache für die Relaxation des Spinsystems
darstellen . Im Festkörper treten sie z .B. infolge von Gitterschwingungen und Diffusions
Prozessen auf.
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Durch den Ubergang ins Wechselwirkungsbild mit

p''(t) = exp {h1t}
p(t)

exp {_jii it}

	

(2 .8)

fIL = exp { n 111) 1-11L exp

	

t
Hit

kann die Liouville-Gleichung (2 .7) im Rahmen einer gewöhnlichen, zeitabhängigen Stö-
rungsrechnung iterativ gelöst werden . Stellt 11IL nur eine kleine Störung im Vergleich zu
?~I dar, erhält man folgende Mastergleichung in zweiter Ordnung in iL [14]

d
d	

is)- = w[P''( 0 ), Hel'L(t )] + ( ) z
.~ dt' [[p'( 0), 'KL(t' )], 71L(t)]

	

(2.9)

für den Gesarntdichteoperator der Spinzustände und der Gitterfreiheitsgrade.
In der Bloch-Wangsness-Redfield (BWR-)Theorie werden aus der Mastergleichung

(2 .9) einfache Beziehungen für die Matrixelemente p a r hergeleitet . Mit diesen lassen
sich die Übergangswahrscheinlichkeiten zwischen den bei der Relaxation eingenommenen
Spinzuständen berechnen, aus denen dann explizite Aussagen über das Relaxationsver-
halten des Spinsystems zu gewinnen sind.

Da HIL die Wechselwirkung des Kernspins mit allen anderen Spins und dem gesamten
Gitter darstellt, ist es eine vernünftige Annahme, daß HIL(t) einer Zufallsgröße in der
Zeit entspricht . Dies findet in der BWR-Theorie in der Idee eines Ensembles solcher
Spinsysteme Berücksichtigung, die jeweils durch dasselbe 7-~I und einem identischen p(0)
gekennzeichnet sind . Die Wechselwirkung 1-11L (i) soll aber von System zu System vari-
ieren, so daß im weiteren eine Mittelung über dieses Systemensemble auszuführen ist.
Diese Mittelung über die Gitterfreiheitsgrade entspricht der Projektion des Gesamtdich-
teoperators auf die Spinzustände ; die erhaltenen Matrixelemente Paar wirken nur auf die
Spinzustände.

Die Herleitung der Bestimmungsgleichungen für die Matrixelemente vollständig darzu-
legen, würderde den Rahmenh

EE Arbeit sprengen. Hierzu ~ax~!ä~ aufRahmen dieser _=rbc~~, ~, :er!gen . H
~aaca ^ Fachdie Fachliteratur (z .R

[14, 15]) verwiesen werden . Einige für die weiteren UberIegungen wesentlichen Größen
und Annahmen sollen aber stichpunktartig aufgeführt werden.

Wichtig in der generellen Diskussion der Relaxationsphänomene mit dieser Standard-
Theorie ist die allgemeine Korrelationsfunktion

Cafiaw( t , r) = (a l wIL( t )l Q)(fi'' iRIL( t + la')

	

(2 .10)

und ihre Fourier-Transformierte, die Spektraldichte

Jaßa + fi f (w) =
J

	

(a l i IL(t )l ß)(ß' I f 1L(t + 'r) la') exp (-zwr) dr

	

(2.11)

Betrachtet man eine stationäre Störung 7-c;L(t), stellt sich die Ensemblemittelung in (2 .10)
und entsprechend Gaß&ß ' unabhängig von der Zeit t dar. Dann . ist . die Ensemblemit-
telung einer Zeitmittelung äquivalent, d .h. das System ist ergodisch . Des weiteren wird
angenommen, daß die Korrelationsfunktion schnell auf Null abfällt, wenn die Zeitskala r
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eine kritische Zeit r~ übersteigt . Dann kann man sich in der Diskussion auf Zeiten t » r~
beschränken, was u .a. eine Ausdehnung der Integration in (2 .9) auf r = oo erlaubt.

Allgemein gibt man den Wechselwirkungshamiltonian hfL in seiner irreduziblen Ten-
sordarstellung wieder .

fIL(t) =

	

FV(i) T,(,' )
q

-

Die fluktuierenden Felder Fg 1) (i) werden durch die Gitter- und Bewegungsparameter be-
stimmt, während T4' ) die Tensorkomponenten des Spinoperators bezeichnet . Die explizite
Darstellung der einzelnen Terme wird durch die zu berücksichtigende Wechselwirkung der
Spins untereinander oder mit den äußeren Feldern definiert.

Setzt man die Tensordarstellung (2 .12) in die Korrelationsfunktion Gaßa+ßJ(r) (2 .10)
ein, ist die Ensemblemittelung ausschließlich auf die fluktuierenden Felder zu beziehen.
Dies legt die Definition einer Korrelationsfunktion der Wechselwirkung g qqt(r) über

Gaßa , Y,(r) = E(aIT4r)Iß)(
ß
'ITt (r) I a') Fti)(0)F'P)(r)

	

(2 .13)
qq'

	

-

	

g44 '(T)

und einer entsprechenden Spektraldichte der Wechselwirkung

? qq '(w) = J

	

dr ggg'(r) exp

	

(2.14)
- cx,

nahe. Grundsätzlich übertragen sich die oben angeführten Eigenschaften von YIL (t) bzw.
Gaßa,ß,(r) auf die fluktuierenden Felder F$' ) (i) bzw. gggi(r).

Die BWR-Theorie führt schließlich auf folgende Bewegungsgleichung der einzelnen
Matrixelemente des Spindichteoperators

d-Faa'(t )
_ E Raa,ßß' exp (2[a - a' - ß + ß']i) . 7'ßß , ( 0 )

	

(2.15)
ßßt

mit der Größe

Raa'ßß'

	

2h 2

[Jaßa~ß,(ar - ß ' ) + Jaßa ,ß, (a --- ß)

E ~7~7a(7 - - Qaß E ' J7a'7ß '(7 - ß J )]

R..'ßß'
die die Ersetzung von 'p ,, a ,(0) durch p* aa,(t) in (2.15) erlaubt . So erhält man die Diffe-
rentialgleichung

	 aa'( t ) . E Raa ,
ßß'

exp (z[a - a' - ,ß
+ ß']t) • *ßß'(t)

	

(2 .18)
dt

(2.12)

~

(2 .16)

Die Gleichung (2 .15) setzt die Ableitung d (t)/dt zu Zeiten t > 'rc mit p*(0) in Beziehung.
Dies entspricht prinzipiell dem ersten Term einer Potenzreihenentwicklung, für deren Kon-
vergenz p* aa' ( t ) p*aa, (0) gelten muß . Dies impliziert die Bedingung

1
»» (2.17)
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die die Berechnung von ß aa,(t) zu Zeiten erlaubt, bei denen aa~(t) nicht mehr mit dem
Wert bei t = 0 vergleichbar ist.

Die physikalische Bedeutung der Bedingung (2 .17) besteht darin, daß in keiner Phase
der Spinentwicklung Informationen über Zeitintervalle "abgefragt" werden, die mit r~ ver-

gleichbar sind . Des weiteren sollte sich die Spindichtematrix in diesem Zeitintervall nicht
zu stark ändern . Dies impliziert, daß T1 , T2 » ;.

Ausgehend von der allgemeinen Bewegungsgleichung (2 .6) lassen sich mit der Differential-

gleichung (2 .18) explizite Bestimmungsgleichungen für die Erwartungswerte eines Ope-
rators A herleiten i . Z .B . ergibt sich für den Erwartungswert der transversalen Mag-
netisierung [14]

d(MO
E L a

60, 1iI ] aa , + R,.&ßß PßßP)
(a M,1 a')

	

(2.19)
dt

Obwohl es nicht offensichtlich erscheint, entspricht die rechte Seite im allgemeinen einer
Linea£kombination von ( l 1M j, (

]rM'
y ) und7 (!vlsz) . Der erhaltene Satz _ vors Differentialglei-

chungen weist Ahnlichkeiten zu den makroskopischen Blochgleichungen (2 .5) auf und
fuhrt somit generell zu einem einfach-exponentiellen Relaxationszerfall.

Dies läßt sich verdeutlichen, wenn man z .B . die magnetische Dipolwechselwirkung

7110(1 ) = -O E Bglq

	

q = x, y, z

	

(2.20)
q

mit der magnetischen Induktion Bq [2] und den Drehimpulsoperatoren Lq als Störung
betrachtet . Der stationäre Hamiltonian ti entspricht der Zeeman-Wechselwirkung der
einzelnen Spins mit einem äußeren Magnetfeld Bo und der Larmorfrequenz wo

= -A7IB01z = -hwolz

	

(2 .21)

Die Zustände cr in (2 .18) charakterisieren die Eigenzustände dieses Zeemanterms mit
cr=wem (m= -I,-l+1, . . .,I).

lm weiteren wird vereinfachend angenommen, daß die Fluktuationen der drei Feld-
komponenten unabhängig voneinander

(

sind, d.h.

gggr(r) = h2 '}'p Bq (0)Bgp(r) = 0

	

mit q 74- q '

	

(2 .22)

Diese Annahme ist z .B, erfüllt, wenn das Zufallsfeld ausschließlich die beiden Werte +lBq

mit gleicher Wahrscheinlichkeit annimmt.
In diesem speziellen Fall gewinnt man aus den Bewegungsgleichungen (2 .6), (2 .9) und

(2.18) die Differentialgleichungen für die Erwartungswerte der Drehimpulsoperatoren (sie-
he z.B . [14]).

d(Ix )
ee- 'YI ((I) x Bo). - [~yy(wo) +

	

(l~).9z=(0 )1 (2.23)
dt

d(LP )
II ((I) x Bo) Z

2
[?sz(wo) + .7yy(wo)] (Lz) .

dt

'Dabei werden in der Redfield-Theorie, z .B . in der Herleitung der Gleichung (2.18), alle schnell oszil-

lierenden Terme vernachlässigt (Sältularnäherung).
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Der quantitative Vergleich mit den Bloch-Gleichungen (2 .5) für Mo = 0 fuhrt dann zu
folgenden Beziehungen für die Relaxationsraten:

Ti.-1 -

TZ- 1 =

2 -

	

(wo) + .7zz(0)]

(2 .24)
[.� ixx(wo) +iby(wo)]

Wie diese Gleichungen verdeutlichen, wird die longitudinale Relaxation (T1-Prozeß) durch
die x- und y- Komponente des mit der Larmorfrequenz rotierenden Magnetfeldes be-
stimmt . Dies wird verständlich, wenn das Problem ins mit w0 rotierende Bezugsystem

transformiert wird . Die notwendige Anderung in der z-Magnetisierung wird dann durch
"statische" Felder in der x- bzw. y-Richtung bewirkt . Diese im rotierenden System als
"statisch" zu bezeichnenden Komponenten oszillieren im Laborsystem mit der Frequenz
wo. Entsprechend rufen "statische " y- oder z-Felder (im rotierenden Bezugssystem) einen
Zerfall der x-Magnetisierung (T2-Prozess) hervor . Dies entspricht im Laborsystem einem
Magnetfeld in z-Richtung bei der Frequenz w = 0 und einem y-Feld, das mit wo oszilliert.

Das zeitliche Verhalten der longitudinalen Polarisation ergibt sich, wie angedeutet,
durch die einfach-exponentielle Funktion

P(i)dip.- exp{-t/Tl } (2.25)

Analog lassen sich allgemeine Beziehungen far die Relaxationsraten und Polarisations-
zerfälle für verschiedene Stärungen 710 ) aus der BWR-Theorie herleiten 2 . Dabei wird in
der Realität häufig mehr als ein Übergang zwischen den Spinzuständen für die Relaxation
wichtig; u .a. werden Spektraldichten bei Zwo etc. bedeutsam. So erhält man für eine
Dipol-Dipol-Wechselwirkung [10] 3 bei gleichen Sonden- und Wirtskernen, die bei der
durch die Diffusion der Spinatome begründeten Relaxation bedeutsam ist, einen einfach-
exponentiellen Polarisationszerfall mit der Rate

n
'II-

	

~ .

	

~

	

~]

	

In

	

\
~ 1

	

Liu (w 0 J+ j22

i

	

.
~2Gi0J]

	

kz.z6 f

2 .103 Das Sta dard.NMR odeli von Bloembergen, Purcell

und Pound (

	

.Ansatz)

Will man die allgemeinen Beziehungen far die Relaxationsraten wie (2 .24) oder (2 .26)
auf bestimmte Systeme anwenden, ist es zur Berechnung der jeweiligen Spektraldichten
erforderlich, eindeutige Informationen über die wirksamen Wechselwirkungen und Feld-
fluktuationen zu gewinnen . Auch bei Kenntnis der physikalischen Natur der Fluktuatio-
nen bereitet es oft mathematische Probleme, die konkrete Korrelationsfunktion zu finden.
Häufig hilft dann nur ein "geeigneter " Näherungsansatz weiter.

2Einen Überblick liefert z.B . das Buch von Abragam [151.
3Hierfiir gilt q = -2, . . ., 2 in (2 .12) .
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Ein erster, phänomenologischer Ansatz für gggt(r) wurde von Bloembergen, Purcell und
Pound [6] vorgestellt . Sie schlugen einen exponentiellen Zerfall der Wechselwirkungskor-
relationen

ggq, (T ) = 6,n i Fg(0)12exp{-Irl/rc}

	

(2 .27)

mit der Zeitkonstanten r- vor . Diese Korrelationsfunktion ist für den Fall korrekt, daß
das Zufallsfeld F,z (r) nur zwei verschiedene Werte ±fq annimmt und zwischen diesen
Werten Übergänge stattfinden, deren Rate unabhängig von der zeitlichen Dauer seit dem
letzten Übergang ist [14].

Der Ansatz (2 .27) führt über (2.14) auf die Iorentzfärmige Spektraldichte

)gg'(w) _ - 671'IFg(0)I2	
2rc

1 +

	

(2.28)

Diese Spektraldichte der Wechselwirkung liefert für das Problem der magnetischen Dipol-
wechselwirkung (2.24) mit

	

= jv , die Relaxationsrate

'rcT-1 = 2 (2 .29)
1+worc

Im Falle der Dipol-Dipol-Wechselwirkung (2 .26) folgt die Beziehung

(2.30)4TcTL +
1

	

wZ rz

	

1

	

- 4w a rg

Eine typische Darstellung der Resultate aus den experimentellen Relaxationsuntersuchun
gen ist die doppeItlogarithrn .ische Auftragung der Spektraidichte bzw . der ReIaxationsrate
über die Korrelationszeit . Wird ein entsprechender Plot für die Rate T1' aus (2 .29) durch
ein Maximum bei wßr~ = I gekennzeichnet (Abb . 2 .1), verschiebt sich dieses bei der Dipol-
Dipol-Wechselwirkung (2 .30) zu kleineren Korrelationszeiten (wor, = 0 .62) . Aus beiden
Wechselwirkungsproblemen ergeben sich für die Grenzfälle wora « 1 und wor, » 1 die
wichtigen Beziehungen

TaI ^'1 (wo)

	

1 ;

	

-i

	

war, «1
gg

	

(wäre)

	

wore > 1

Untersucht man das Problem eines diffundierenden Spins, kann die Korrelationszeit z .B.
als mittlere Verweilzeit des Spins auf einem Platz angesehen werden. Die dabei auftretende
Temperaturabhängigkeit läßt sich häufig durch einen Arrheniusansatz

Tc(T) = rQ exp(E,/k$T)

	

(2.32)

beschreiben. Ea ist die Aktivierungsenergie für die Überwindung der in der speziellen
Bewegung wichtig werdenden Potentialbarrieren, und r© entspricht formal der Verweilzeit
im Limes T -> oo. In diesem Ansatz bestimmt demnach die Aktivierungsenergie die
Steigungen des symmetrischen Ratenpeaks in der Abb . 2.1 . Der Grenzfall wora « 1

'Diese Situation liegt z .B. vor, wenn FQ ein Magnetfeld beschreibt, das durch einen Spin I = 1/2
erzeugt wird, der zwischen den beiden Zuständen mr = ±1/2 springt .

(2.31)
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A

\ \

T grob I klein

	

log(TC )

Abbildung 2 .1 : Doppeltlogarithmische Darstellung der . pektraldichte jqq (2 .23) im BPP-
Modell in Abhängigkeit von der Korrelationszeit rr und der Frequenz w.

entspricht dann dem Bereich hoher Temperaturen, während die zweite Entwicklung in
(2.31) für tiefe Temperaturen gültig ist.

Ein weiteres wichtiges Merkmal des BPP-Ansatzes ist die Magnetfeldabhängigkeit der
Relaxationsrate, wie sie in Abb. 2.1 auf der Tieftemperaturflanke deutlich wird . Quanti-
tativ erhält man aus (2 .31) ein quadratisches Potenzgesetz gemäß

TI wö- '3

	

mit : ß = 2 (2 .33)

Im Bereich des "extreme motional narrowing " (Hochternperaturflanke) ist die . .Relaxa-
tionsrate generell magnetfeldunabhängig.

Die BPP-Formeln (2 .29) und (2.30) werden häufig zur Anpassung von MeBkurven
verwendet . Auch wenn der einfache Ansatz eines Wechsels von Fq zwischen zwei Werten
nicht gerechtfertigt sein sollte, ist das BPP-Modell für eine Vielzahl von Aussagen qua-
litativ. gut genug. Insbesondere einfache, kristalline Substanzen mit geordneten Sonden-
kernumgebungen zeigen die typischen Merkmale der Frequenzabhängigkeit (2 .33) und des
symmetrischen Ratenpeaks im "Arrheniusplot", d.h. der logarithmischen Auftragung der
Relaxationsrate Fiber der inversen Temperatur (Abb . 2 .1).

In vielen experimentellen Untersuchungen an komplizierteren Systemen kann das BPP-
Modell jedoch keine zufriedenstellende Beschreibung der ermittelten Daten liefern . Z .B. in
glasartigen Substanzen [12] und anderen ungeordneten Systemen (Nanokristalle [21], . . .)
wird vielfach ein deutlich nichtexponentieller Polarisationszerfall gefunden . Dabei weisen
die ermittelten Relaxationsraten ein von dieser Standard-NMR-Theorie abweichendes Ver-
halten auf, das sich in asymmetrischen Ratenpeaks mit höherer Aktivierungsenergie auf
der Hochtemperaturflanke und einer schwächeren Frequenzablhangigkeit mit ß . < 2 • (in
Gleichung (2 .33)) auf der Tieftemperaturftanke manifestiert .
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2 .1 .4 "Heuristische" Modelle für die Relaxation in Glasern /
ungeordneten Systemen

In den unterschiedlichsten Arbeiten wird versucht, diesen Abweichungen vom Standard-
verhalten durch empirische Ansätze für die verschiedenen Größen (Korrelationsfunktio-
nen und -zeiten, Spektraldichte) bzw. entsprechenden Verteilungsfunktionen Rechnung zu
tragen. Einige dieser Modelle sollen zum besseren Verständnis der für die weitere Arbeit
grundlegenden Problematik kurz skizziert werden.

I) Vogel-Fulcher-Taman-Ansatz

Ein allgemeinerer Ansatz liegt in der empirischen Anderung der Temperaturabhängigkeit
im Arrheniusansatz (2 .32) durch Vogel, Fulcher und Taman (VTF-Ansatz) zu

	

rr (T) = roexp{Ea/k B (To -T)}

	

,

	

To <Tg

	

(2.34)

Tg ist die Glasiibergangstemperatur des Systems, während o keine offensichtliche physika-
lische Interpretation hat . Diese Beziehung wird vor allem der Tatsache gerecht, daß die
Hochtemperaturflanke im "Arrheniusplot" oft keine Gerade ist.

II) Verteilung von Korrelationszeiten

Daß die ungeordnete Struktur in den glasartigen Systemen eine Vielzahl von Bereichen
mit unterschiedlichen Sondenkernumgebungen hervorruft, findet in einigen Arbeiten in
der Mittelung der Spektraldichte (2 .28) über eine Verteilungsfunktion p(Tc ) von Korrela-
tionszeiten Berücksichtigung 5 . Die Modifikation von (2 .29) gemäß

	

~

	

1

	

T)	 r`	

	

Tl

	

ro p(` 1 +
	 4rz dr

`

erscheint z .B . in einem statistischen Netzwerk plausibel . Die Auswertung von (2 .35) mit
r rinder häufig verwendeten Cole-Davidson- 'V

e

rteilung [22

p(Tc) "
sin(a7r)/7r{rcl(ri - r )}

	

0 < a < 1 , rc < r1

of

	

-

	

rc>rl

ergibt eine scheinbare Aktivierungsenergie E A (aEA) auf der Hoch-(Tief )temperaturflan-
ke. rl stellt die maximale Korrelationszeit (Abschneidezeit) dar ; die Frequenzabhängigkeit
folgt zu w- (1+a) . Die Temperaturabhängigkeit der Spin-Gitter-Relaxationsraten einiger
Silikat- und Alkaliboratgläser kann dieser Ansatz formal richtig beschreiben [23] . Weitere
Beispiele für die Verteilung p(rc) sind die gaußsche und die log-gaußsche Verteilung sowie
die Verallgemeinerung der Cole-Davidson-Verteilung in Form der Tricomi-Zeitfunktion
durch Zeidler [24] ; auch Faltungen dieser Verteilungsfunktionen [25] werden genutzt.

Gerade bei Relaxationsuntersuchungen in korrelierten Systemen erscheint es sinnvoll,
von der einfach-exponentiellen Korrelationsfunktion (2 .27) abzugehen. Z.B . in glasarti-
gen Zonenleitern, in denen die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Ionen eine Rolle

'Vergleiche hierzu die allgemeinen Erläuterungen im Abschnitt 2 .1 .5 .

(2.35)

(2.36)
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spielt, und bei der Diffusion in niederdimensionalen Systemen ist eine nichtexponentielle
Korrelationsfunktion zu erwarten . Formal sind diese nichtexponentiellen Korrelations-
funktionen mit entsprechenden Verteilungen für die Korrelationszeiten in Beziehung zu
setzen [26] . Eine umfassende Ubersicht über mögliche Verteilungen findet sich in einer
Arbeit von Beckmann [27] bzw. speziell für die Modelle zur diffusionsinduzierten Spin-
Gitter-Relaxation in [28].

III) "Coupling model" von Ngai

In diesem Zusammenhang schlägt Ngai eine phänomenologische Erklärung für das nichtex-
ponentielle Abklingen der Korrelation vor [29, 30] . Hiernach regen die Diffusionsprozesse
in den komplexen Konfigurationen eine Vielzahl niederfrequenter Moden an, die durch
eine Verteilung der niedrigen Anregungsenergien p(w) charakterisiert sind . Dieser Ansatz
führt auf eine Korrelationsfunktion mit gestrecktem Exponenten (Kohlrausch-Williams-
Watts- oder kurz KWW-Funktion)

( \ 1-n.

gg g(T) = ggg (0) exp - [ T j

	

0 < n < 1

	

(2.37)
r~

mit der Zeitkonstanten
rP = ((1 - n)c4rX

1(1-n) (2.38)

w~ bezeichnet die Abschneidefrequenz für die Zustandsdichte der niederfrequenten Anre-
gungen . In Verbindung mit der Beziehung (2 .29) für T1-1 liefert die aus (2 .14) berechnete
Spektraldichte die Frequenzabhängigkeit auf der Tieftemperaturseite zu T1 1 N W - 2 ~' .

Die Steigung auf der Tieftemperaturflanke ergibt sich aus der Aktivierungsenergie E A ,
auf der Hochtemperaturflanke aber aus EA/(1 - n).

Zu dem Gesetz (2 .37) bemerkt Ngai, daß es eine universelle Beschreibung der struk-
turellen und magnetischen Relaxationsprozesse in ungeordneten Systemen darstellt.

IV) "Jump relaxation model"

Hinsichtlich einer geeigneteren Spektraldichte versucht Funke [32-36], den Ionentrans-
portprozeß im "jump relaxation model" explizit zu berücksichtigen. Auch wenn das im
folgenden skizzierte Modell speziell für Defekte in festen Ionenleitern im Rahmen eines
"Debye-Hückel-artigen" Relaxationsprozesses entwickelt wurde, kann es gleichwohl zur
Diskussion der Relaxationsphänomene in glasartigen Ionenleitern herangezogen werden
[37].

Nach Funke wird der Bewegungsprozeß durch korrelierte Vorwärts-Rückwärtsspriinge
("non-random hopping") [36] bestimmt . Die Annahme, daß nach einem erfolgten Sprung
des Spins in eine Leerstelle die Umgebung in ein neues Gleichgewicht relaxiert, führt zu
einer zeit- und damit frequenzabhängigen Korrelationsrate I'

(2T = r~
11 (~(w> T')}

	

.39)



2.1 . DIE "KLASSISCHE" NMR-THEORIE

	

19

'r entspricht der charakteristischen Zerfallszeit für den einfach-exponentiellen Korrela-
tionszerfall (2 .27).

Wie alle Größen des Diffusionsprozesses hängt das Frequenzspektrum kw, T) explizit
von der korrelierten Riicksprungrate W(t) ab.

~i(r~, T) = 1 + f~
iv(t) exp{-zwt}dt

	

(2.40)

Die Zeitentwicklung von W (t) wird dadurch bestimmt, wie das System in den neuen
Gleichgewichtszustand übergeht . Wichtig werden hierbei der normierte Abstand g(i)
zwischen dem neuen Platz des gesprungenen Teilchens und dem Minimum des momen-
tanen Potentialkäfigs e sowie die ursprünglichen Barrierenhöhen . Ausgehend von der
ursprünglichen Annahme g(t) N exp{-1/1} werden in neueren Arbeiten realistischere
Darstellungen vorgestellt [35], die auf einen markanten, nichtexponentiellen Charakter
dieser Größe führen, die approximativ durch ein KWW-Verhalten (2 .37) beschrieben wer-
den kann.

Die Einführung der frequenzabhängigen Korrelationsrate 1: (2 .39) liefert dann eine im
Vergleich zum BPP-Modell (2 .28) modifizierte Spektraldichte

jqq(w) -
~ +

w2r-2
(2 .41)

r-;

die in die verschiedenen Beziehungen für die Relaxationsraten eingeht . In der Diskussion
dieser Spektraldichte muß berücksichtigt werden, daß auf kurzen Zeitskalen mehr Sprünge
zu sehen sind als in großen Meßfenstern. Wie auch in neueren Monte Carlo Simulationen
bezüglich der Hüpfbewegung von Ionen in ungeordneten Strukturen von Maass et al . [38]
gezeigt werden konnte, sind demnach nicht alle Sprünge erfolgreich, und nur wenige tra-
gen zur makroskopischen Diffusion bei . Die Wahrscheinlichkeit für einen Rücksprung in
die Ausgangslage nimmt mit der Zeit in dem Maße ab, wie die Defektwolke der Umge-
bung relaxiert . Im Grenzfall hoher Temperaturen, wo die strukturelle Relaxation schnell
ablaufen sollte, kann so die ungestörte Relaxationszeit des BPP-Modells erwartet werden.

Ein interessanter Aspekt dieses Modells besteht in der möglichen Verkniipfung der dis-
persiven Wechselstromleitfähigkeit mit der nicht-BPP-artigen Spin-Gitter-Relaxationsra-
te über das Frequenzspektrum $(w, T) [34] . So lassen sich aus Leitfähigkeitsdaten Spin-
Gitter-Relaxationsraten herleiten und mit den entsprechenden Messungen vergleichen,
wie für das System LiCI • 7 D2 O gezeigt wird.

Obwohl dieses "jump-relaxation model" auch in anderen Systemen wie den Lithium-
Germanat-Gläsern [26] bzw. den Rubidium-Silber-lodiden [39] einige Eigenschaften quali-
tativ vorhersagen kann, zeigen detaillierte Auswertungen experimenteller Daten mit dem
Modellansatz (2 .41) für die Spektraldichte, daß es nicht allgemein anwendbar ist [40] . Vor
allem bleibt die Gültigkeit in superionischen Gläsern fraglich, wo diskrete Sprünge nicht
die geeignete Beschreibung des Transportmechanismus sein können [41].

6 Das Einteilchenpotential setzt sich additiv aus dem periodischen Gitterpotential und dem Coulomb-
potential der umgebenden Ladungsträger zusammen .
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V) Modell von Schirmacher und Schirmer

In einem dem "jump-relaxation model" formal ähnlichen Modell versuchen die Autoren,
die NMR-Resultate in ionenleitenden Gläsern auf der Basis eines aktivierten Zonensprung-
mechanismus zu erklären . Unter der Voraussetzung einer Verteilung von Sprungweiten
und Barrierehöhen erhalten sie eine frequenzabhängige Hiipfrate v = 1/r,, mit der sie die
Spektraldichte mittels der "effective medium approximation" zu

	 v(w)	 	 (2 .42)3 qq(~) ^
f(q)v2(w) + w2

mit der Strukturfunktion f (q) berechnen (q Impulsübertrag) . Für die Diffusion leichter

Teilchen werden mit diesem Ansatz die glastypischen Merkmale von T1-1 bei hohen Tem-

peraturen in Li 2 O . 3 B 2 O 3 richtig wiedergegeben [421 . Jedoch muß in diesem Modell die
Voraussetzung erfüllt sein, daß eine ausreichend hohe Sondenkernkonzentration über die
Dipol-Dipol-Kopplung zu einer gemeinsamen Spintemperatur im System führt.

VI) "Diffusion-controlled relaxation model"

In neueren Arbeiten diskutieren Elliott und Owens [41, 44] die nukleare Spinrelaxation
in glasartigen Zonenleitern und ungeordneten Kristallen im Rahmen eines "diffusion-
controlled relaxation (DCR) " Modells . Dabei nehmen sie an, daß der Ionentransport
über die Bewegung von Defekten auf dem Zwischengitter erfolgt . Der für das dispersive,
dynamische Verhalten beim lonentransport verantwortliche Relaxationsprozeß findet an
eben diesem Zwischengitterplatz des Defektes statt . Ein Ion kann aber nur dann rela-
xieren, wenn der Relaxationsschritt von einem anderen ankommenden Teilchen getriggert
wird.

Vorausgesetzt, daß alle diffundierenden Teilchen zu diesem Triggerprozeß beitragen
können, ergibt sich die Korrelationsfunktion

1121

ggq(r) = c exp - ~ } exp -
(r3 )

c

mit den beiden charakteristischen Zeiten

(2 .43)

1

	

1
_ = - + 4rDRn
Tc	Tc

1
- = 647rDR 4 n2

	

(2.44)
T3

Die Konstante c (0 < c < 1) beschreibt den Anteil der unmittelbar bei = 0 relax :ie-

renden Defekte . Des weiteren gehen in diese Beziehungen der Diffusionskoeffizient D des
Substrates, die Konzentration n (mobiler) Ionenspezies und der Radius R des Zwischen-
gitterplatzes ein, in dem der Relaxationsprozeß auftritt . rG ist die charakteristische Zeit
für den einfach-exponentiellen Korrelationszerfall (2 .27).

Die aus (2 .43) erhaltene Spektraldichte stellt sich als Summe des BPP-Ausdruckes
(2.28) mit der Substitution r~ - r~ und einem zweiten Beitrag dar, der das nicht-
BPP-Verhalten ausdrückt . Dieser Korrekturterm tendiert zu Null, wenn 1 .) wre' « 1



2.1 . DIE "KLASSISCHE" NMR-THEORIE

	

21

_

-11 -

-6-

-.1

1

	

I

	

I

	

1

	

I

0

	

1

	

2 3

	

~ 5

n -12

	

I

	

1

	

1 T

8 7

	

0

	

1

	

2 3 4

-12 1

	

'

5

1000 K/i

	

1000 K / T

Abbildung 2 .2 : Temperaturabhängigkeit von Ti i für das DCR-Modell mit der Parame-
terwahl: a) r',/r3 = 0 .02 bzw. b) 7c/r3 = 2. Die Larmorfrequenz wo = 100 MHz und die
Aktivierungsenergie Et, = 0 .3 eV sind nach [44] gewählt . Die gestrichelten Linien stellen
die BPP-Kurve gemäß (2 .30) dar.

("Hochtemperaturlimes") oder 2.) JrUr3 -# O . Die letztgenannte Bedingung ist gleich-
bedeutend damit, daß die Konzentration diffundierender, "triggernder" Teilchen ver-
nachlässigbar ist . Ein einfach-exponentieller Relaxationszerfall wird also genau dann
erreicht, wenn keine Korrelationen zwischen den verschiedenen Relaxationszentren und
-erscheinungen vorliegen [44).

In einer Arrheniusauftragung der mit (2.30) erhaltenen Relaxationsraten über die in-
verse Temperatur verdeutlicht sich dieser Sachverhalt in einer dem BPP-Verhalten glei-
chenden Ratenkurve für kleines r'c/r3 (Abb. 2,2 a) . Mit steigendem Verhältnis verschiebt
sich diese Kurve zu kleineren T-Werten, so daß die Bedingung für das Ratenmaximum
nicht mehr durch wo ~' = 1 gegeben wird (vgl . S. 15) . Gleichzeitig wird die Ratenkurve
in bezug auf das Maximum zunehmend asymmetrisch, die Temperaturabhängigkeit von

nimmt mit fallendem T ab (Abb . 2 .2 b) [44j. Diese Vorhersagen ihres DCR-Modells
sehen die Autoren in Vergleichen mit Messungen an diversen Germanatgläsern bestätigt.
Insbesondere das Erreichen der BPP-Ergebnisse für abnehmende Ionenkonzentrationen
ist aus den Meßdaten zu extrahieren.

Zum Abschluß dieses Abschnittes seien noch die Arbeiten von Sholl et al . erwähnt, die
sich mit der nuklearen Spinrelaxation infolge der Dipol-Dipol-Wechselwirkung oder der
Wechselwirkung des nuklearen Quadrupolmomentes mit fluktuierenden elektrischen Feld-
gradienten beschäftigen [45-60] . Unter Berücksichtigung diverser Sprungmodelle für die
diffundierenden Teilchen (oder Leerstellen) in den unterschiedlichsten Kristalltypen (FCC,
BCC, SC-Einkristalle) und Flüssigmetallen werden die jeweiligen Spektraldichten berech-
net. Diese werden vornehmlich durch approximative Polynome dargestellt, deren Koef-
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fizienten numerisch berechnet und tabellarisch aufgeführt sind.
In einer neueren Arbeit diskutieren Korb et al . [62] die dipolare Relaxation in lamel-

laren Strukturen . Während sich eine Spinspezies in einer unendlichen Ebene bewegt,
steht einem zweiten Spin hierzu eine unendliche Schicht endlicher Dicke zur Verfügung.
Sie finden u .a. eine Abhängigkeit des Exponenten Q in der Magnetfeldabhängigkeit (2 .33)
von dem Verhältnis des longitudinalen zum transversalen Diffusionskoeffizienten in der
Schicht und von deren Dicke.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, daß alle aufgeführten Modelle einige Eigen-
schaften der experimentellen Daten für eine spezielle Auswahl von Glassystemen vernünf-
tig wiedergeben können . Gleichzeitig müssen aber Modifikationen in bestim m ten Parame=
tergrößen vorgenommen werden, um Abweichungen in anderen Teilaspekten der jeweiligen
Auswertungen gerecht werden zu können [44].

Zu bemerken ist außerdem, daß die auftretenden Parameter (teilweise) eine direkte
Beziehung zu mikroskopischen, physikalischen Größen vermissen lassen ; sie gehen nur
als Fitparameter in die Auswertung ein . Teilweise kommen die Autoren hinsichtlich des
mikroskopischen Verständnisses der einzelnen Parameter sogar zu unterschiedlichen Aus-
sagen. Z.B . vermuten Elliott und Owens, daß die Aktivierungsenergie auf der Hochtem-
peraturflanke die mikroskopisch relevante Größe in den Prozessen ist, zumal sie der
Leitfähigkeitsaktivierung E0. in den lonenleitern entspricht . lm Gegensatz zu Funke und
Ngai weisen sie der niedrigeren Aktivierungsenergie auf der Tieftemperaturfianke keine
physikalische Bedeutung zu ; sie gilt nur als Bestätigung des nichtexponentiellen Verhal-
tens des Relaxationsprozesses im DCR-Mechanismus.

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Modelle sind ausschließlich als Erweiterungen
zum einfachen BPP-Ansatz (2 .27) zu verstehen . Daß die jeweiligen Ansätze im Rahmen
der BWR-Theorie hergeleitet werden, manifestiert sich u .a. darin, daß generell auf die
Gleichungen (2 .24) oder (2 .26) in der Diskussion der Relaxationsrate zurückgegriffen wird.
So gelten alle Resultate nur unter der Bedingung (2 .17) für die Zeitskalen im Rahmen der
Störungstheorie aus Abschnitt 2 .1 .2 . Grundsätzlich bleibt es aber auch fraglich, ob die
Beziehungen zwischen T1 und den Spektraldichten vernünftig sind.

In den beiden abschließenden Abschnitten zur klassischen Theorie werden nunmehr
drei weitergehende Überlegungen vorgestellt, die neue Aspekte in der Diskussion der Spin-
Gitter-Relaxation untersuchen. In den eigenen Ansätzen zur Beschreibung des longitudi-
nalen Polarisationszerfalls werden sie zudem eine wichtige Rolle spielen.

201 ° 5 Homogene oder inhomogene Mi telu g

Bei der Untersuchung der Spinrelaxation in glasartigen Systemen muß berücksichtigt wer-
den, daß die ungeordnete Struktur eine Vielzahl von Bereichen mit unterschiedlichen Son-
denkernumgebungen hervorruft . Wie sich diese Unordnung in der zeitlichen Entwicklung
der Kernpolarisation auswirkt, hängt in starkem Maße von der Zeitskala ab, auf der die
relevante Spinbewegung untersucht wird.

Dies kann in einfacher Weise verdeutlicht werden, wenn man einen einfach-exponentiel-
len Polarisationszerfall für jeden Spin zugrundelegt . Hierzu muß die Bedingung (2 .17) der
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BWR-Theorie für die Korrelationszeit erfüllt sein . Ist die Spinbewegung darüberhinaus
schnell genug, so daß im Verlauf der Meßzeit ein Austausch oder eine Kopplung zwischen
den einzelnen Sondenspins in den unterschiedlichen Systembereichen möglich ist, kann die
Gesamtpolarisation aus dem homogenen Mittel über die Einzelzerfälle

Phom (i) = Po exp{--(Ti i )¢}

	

(2 .45)

hergeleitet werden . Ein typisches Beispiel für diese Vorgehensweise bietet der im Ab-
schnitt 2 .1 .4 vorgestellte Ansatz einer Verteilung von Korrelationszeiten (Cole-Davidson-
Verteilung).

Wie in der Einleitung skizziert, zeichnet sich die Q-NMR-Methode durch verdünnt
vorliegende Sondenkerne aus . Obwohl die Spinbewegung möglicherweise schnell genug
ist, so daß gemäß der Bedingung (2 .17) ein lokal einfach-exponentieller Polarisationszer-
fall gerechtfertigt ist, findet kein Kontakt zwischen den weiter entfernten Sonden mehr
statt . In einem einfachen Ansatz kann hierbei die Entwicklung der Gesamtpolarisation als
inhomogenes Mittel über die isolierten Sondenkerne i in den verschiedenen Umgebungen
berechnet werden .

P;,, h(t) = Po (exp{-t/V })

	

(2.46)

Stöckmann und Heitjans [75] erhalten in diesem Zusammenhang unter Berücksichtigung
eines Abstandsgesetzes für die Kopplung der Kernspins an die Relaxationszentren der
Nachbarschaft ein nichtexponentielles Abklingen der Relaxation gemäß

	

6

Pi,,h( i ) = i o exp{-/i/Tiinh}

	

(2.47)

Ein solches Verhalten der Kernpolarisation wird u .a. in ß-NMR-Messungen an Li-Borat-
gläsern gefunden [12].

Wie sich zeigt, kann dieses Prinzip der inhomogenen Mittelung das im Abschnitt 2 .1 .3
beschriebene anomale Relaxationsverhaiten der glasartigen Substanzen nur ansatzweise
erklären . Dennoch wird es ein generelles Merkmal des in dieser Arbeit untersuchten
Modellansatzes darstellen, wie er im Kapitel 2 .3 diskutiert wird.

2 .1 .6 "Allgemeinere" Modelle für die Limites großer/kleiner
Larmorfrequenzen

Obwohl moderne Theorien zur Spinrelaxation "nicht-Markovsche" Bewegungsgleichun-
gen für die Spindichtematrix nutzen, werden die Relaxationsfunktionen generell im Limes
kurzer Korrelationszeiten hergeleitet ; die relevanten Korrelationsfunktionen ggq,(T) zer-
fallen auf Zeitskalen, die kürzer als die Meßzeiten sind . Diezemann und Schirmacher
leiten alternativ eine allgemeine, frequenzabhängige Relaxationsfunktion her, ohne auf

diese Markov-Approximation in den Korrelationsfunktionen zurückzugreifen [76].
Den Ausgangspunkt bildet die Liouvillegleichung des Gesamtdichteoperators nach

(2 . 7)

dt p(i) --z,cp(i )

	

+ ?iL + 7-IL]

	

(2.48)
14

für die Hamiltonoperatoren des isolierten Spinsystems HI, des isolierten Gitters 'L und

der Spin-Gitter-Wechselwirkung HTL. Unter den Annahmen,
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a daß keine Rückkopplung der Spins auf das Gitter stattfindet 7 und

a daß das System im thermischen Gleichgewicht startet,

wird (2.48) durch eine Mittelung über die Gitterfreiheitsgrade in die Bewegungsgleichung
für die Spindichtematrix r(i)

at rs(t) = -aGfa (i} - ot drK(r)c(i - r)

	

(2.49)

iiberfiihrt . Der Lio. nville-Operat o. .r ü!lo = ^"[ Rf 7-4]/h `t~berücksichtigt die T iber die .Gitter-
freiheitsgrade gemittelten Beiträge aus 'K 1 und des statischen Termes aus dem Wechsel-
wirkungshamiltonian I-I IL . Die fluktuierenden Beiträge der Spin-Gitter-Wechselwirkung
0f-IlL gehen in den Kern K(r) ein.

ist das äußere Zeemanfeld Bo groß genug, um eine Approximation zweiter Ordnung
hinsichtlich der Spin-Gitter-Wechselwirkung in diesem Kern zu rechtfertigen, werden Re-
laxationsfunktionen für Wechselwirkungstensoren zweiter Stufe, d .h. l = 2 in (2 .12),
berechnet . In der Einschränkung auf I = 1/2 (Dipolar) und I = 1 (Quadrupolar) kann
so das Relaxationsverhalten von Observablen untersucht werden, die den generalisierten
Bloch-Gleichungen (2 .5) genügen B .

Die Autoren erhalten dann explizite Zeitentwicklungen für die verschiedenen Kohä-
renzordnungen, z .B. für den longitudinalen Relaxationszerfall im Laplace-Raum

2

(Tio( s )) _ [s + K©(s> wo))-1(Tio(0))

	

Kä (s ; wo) = - CI, E g2Jg(s + 2gwo) (2 .50)
q= -2

mit der Hilbert-Stieltjes Transformierte der Spektraldichte

	

fen

	

.7gg(w )Jq (z)

	

dw	

	

qr co

	

z -

Die Konstante CA ergibt sich aus dem lokalen Wechselwirkungsterm.
Mit Iwo' » Is! zerfällt die Relaxationsfunktion (2 .50) einfach-exponentiell mit der

Relaxationsrate
rf (0 ; wo) = T1-1	(2 .52)

Obwohl diese Ergebnisse auf die Bedingung (2 .17) kurzer Korrelationszeiten aus der BWR-
Theorie verzichten, muß betont werden, daß alternativ die inverse Larmorfrequenz eine
"intrinsische Zeitskala" bestimmt, die für das Auftreten dieses einfach-exponentiellen Po-
larisationsabfalles verantwortlich zeichnet . Diese generelle Zerfallscharakteristik ist un-
abhängig von der in (2 .51) eingehenden Spektraldichte bzw . Korrelationsfunktion . In [76]
wird dieser Aspekt für eine einfach-exponentielle Korrelationsfunktion (2 .27) und einen
Zerfall mit gestrecktem Exponenten, wie z .B . (2.37), diskutiert . Die Autoren weisen aber

?Die Dichtematrix p L (t) der Gitterfreiheitsgrade ist dann zeitunabhängig und kommutiert mit 71L.
8Die Autoren bemerken, daß ihr Formalismus auch für allgemeinere Fälle in diesen Wechselwirkungen

gültig bleibt .

(2.51)
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darauf hin, daß die einfach-exponentielle Polarisationscharakteristik für große Larmor-
felder auch für kompliziertere Formen des Korrelationszerfalles gültig bleibt . Bei den
typischen Werten von einigen /Is für wö-l sollte sich die spezielle Form der Korrelation nur
auf kurzen Zeitskalen auswirken; die Abweichungen werden aber vermutlich durch andere
Meßefekte überdeckt.

Nach der Diskussion des Relaxationsverhaltens im Hochfeldlimes ist es illustrativ, den
entgegengesetzten Grenzfall verschwindender Larmorfelder zu untersuchen. Vorgestellt
werden hierzu allgemeinere Uberlegungen von Campbell et al . [78-82], die - abweichend
von den bisher vorgestellten Modellen - nicht den Dichtematrixformalismus zur Grund-
lage haben.

Ausgangspunkt der Arbeiten ist die Beobachtung, daß das Relaxationsverhalten von
Spingläsern nach einer kleinen Feldänderung im Bereich der Glasiibergangsteznperatur
hochgradig nichtexponentiell ist [77] . Diese Relaxationsantwort ist sogar in allen Mate-
rialien beobachtbar, die eine "Glasordnung" aufweisen (wie z .B . Polymere, DieIektrika,
Supraleiter, Proteine etc .) . Obwohl die ieweili gen mikroskopischen Strukturen stark un-
terschiedlich sind, zeigt sich in diesen Merkmalen, daß es ein universelles Verhalten auf
fundamentaler Basis geben muß [78].

In Anlehnung an eine Arbeit von Ogielsky [82] untersucht Campbell die Relaxation
eines Ising-Spinsystems

q(t) = (St(t)S1(O))

	

(2 .53)

als Diffusion der 2 N Vertizes eines Hypercubus der Dimension N izn Spinphasenraum . Die
Relaxation erscheint dann als Folge eines Perkolationsüberganges in diesem Phasenraum.
Näher betrachtet entspricht jede Systemkonfiguration des Ising-Spinglases einem Punkt im
Phasenraum; ein Spinfiip bezeichnet einen Sprung zu einem nächsten-Nachbar-Platz . Bei
gegebener Temperatur T führt das System also eine Diffusion zu energetisch erreichbaren
Punkten im Phasenraum aus . Die Veränderung der Temperatur spiegelt sich dann in der
Änderung der Perkolationswahrscheinlichkeit und somit im Relaxationsverhalten wider
[77'

Für Temperaturen T > TG, (. Griffiths-Temperatur) sind alle Phasenraumzustände
erreichbar ; das System ist ergodisch . In dieser kompakten Struktur mit einem großen
Cluster zusammenhängender Vertizes existiert nur eine charakteristische Zeit [78].
Dies führt auf eine einfach-exponentielle Relaxation von q(t).

G Im mittleren Temperaturbereich (TG? > T > Tg) ist das System nicht mehr er-
godisch, bleibt jedoch symmetrisch im Edwards-Anderson-Sinne [83] . Der Phasen-
raum besitzt eine nicht kompakte, aber noch perkolierende Struktur; große und
kleine Cluster gleicher Energie existieren nebeneinander, sind aber durch höhere
Energiebarrieren getrennt. In dieser fraktalen Struktur gibt es mehrere charakteri-
stische Zeitskalen, so daß die Relaxation gestreckt-exponentiell wird.

q(i)

	

exp 1- ()ß}

	

(2.54)
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Abbildung 2.3 : Darstellung der Relaxationsrate r (a) und des Exponenten ,Q (b) als Funk-
tion der Konzentration p für den 16-dimensionalen Hypercubus aus [80]. Die Perkolations-
schwelle ist durch die gestrichelte Linie dargestellt.

Der Grenzwert des Exponenten ß bei Tg wird mit einer fraktalen Dimension d gemäß
Q = 2/(2 + d) in Beziehung gesetzt [77]. Für N > 6 Spinteilchen gilt d = 4, so daß

/=1/3.

e Im Temperaturbereich T < 2" liegt aufgrund der eingesetzten Symmetriebrechung
eine vollständig fragmentierte und lokale, nichtkompakte Struktur des Phasenrau-
mes vor . Ausschließlich lokale Spinzustände mit niedrigen Energiebarrieren sind
erreichbar . Campbell [77, 78] und Ogielsky [82] vermuten ein durch ein Potenzgesetz

4(t)

	

t-'

	

(2.55)

bestimmtes Relaxationsverhalten ; der Exponent z ist wie ß und r temperaturab-
hängig . Nahe bei Tg kann er durch den KWW-Exponenten .fl aus (2 .54) ausgedrückt

werden [79, 82] .

=

		

(2 .56)
8 - 2/3

Diese phänomenologischen Ergebnisse konnten durch numerische Simulationen der Dif-

fusion auf einem Hypercubus entsprechend einem Perkolationsproblem bestätigt werden

[80] . Die Ergebnisse (Abb . 2 .3) zeigen einen einfach-exponentiellen Zerfall von q(t) von

p = 1 bis pa 0 .5. Anschließend fällt der Exponent stetig auf Q = 1/3 ab, bis die Perko-
lationsschwelle p~ erreicht wird . Unterhalb der Schwelle steigt der Exponent wieder an.
Die Darstellung der Relaxationszeit weist einen Anstieg derselben mit fallendem p auf.
Nach Erreichen eines Maximums bei p'c nimmt r wieder ab.
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Dieses universelle Verhalten konnte an verschiedenen Relaxationsprozessen in (Spin-)
Gläsern untersucht und bestätigt werden [78, K . Eine experimentelle Bestätigung bei Sy-
stemen mit kernmagnetischer Relaxation steht aber noch aus . Probleme bereiten hierbei
die begrenzten Zeit- und Frequenzfenster . Trotz der komplizierteren Phasenräume sollten
die obigen Uberlegungen aber prinzipiell auf diese Systeme übertragbar sein.

Continento und MVlalozemoff [87] erzielen hierzu konsistente Ergebnisse aus einer al-
ternativen Vorgehensweise . Sie untersuchen den Zeitzerfall der Magnetisierung beim Ab-
schalten eines schwachen Feldes bei i = 0 im Rahmen eines Fraktalmodells . In der
Annahme der Existenz einer temperatur- und magnetfeldabhängigen, charakteristischen
Clustergröße s ist die Relaxation eines Clusters dieser Länge einfach-exponentiell mit der
Relaxationszeit r = rosz und einem kritischen Exponent z aus der Spinglastheorie.

Aus der Untersuchung der Relaxation in Anlehnung an das Perkolationsmodell des
Phasenüberganges erhalten die Autoren den Zeitverlauf der Magnetisierung aus einfachen
Skalenüberlegungen im Langzeitlimes zu

1V!(i)

	

(t/r) 1-n }

	

mit n _ z!(x + v)

	

(2.57)
l

	

1

mit einem weiteren kritischen Exponenten v [87] . Die nähere Untersuchung bestimmter
Systeme ergibt dann ebenfalls einen Exponenten (1 - n) .:~ 1/3 bei T9 .

2®2 Stochastische Theorien

Entspricht die Störungswechselwirkung eines dynamischen Systems einem stochastischen
Prozeß, muß die Liouville-Gleichung (2 .7) im Phasenraum bzw . im Raum des quanten-
mechanischen Dichteoperators

	

tP
(t) = -z{Lj + ü10 )}P(M)

	

(2.58)

ebenfalls als stochastische Gleichung betrachtet werden [88] . Das Ensemblemittel der
formalen Integrallösung definiert dann den Relaxationsoperator

t
_ {exp [-zi - a fo

	

}GIL (r)dr

	

(2.59)

der die Systementwicklung beschreibt.
Dieser statistische Ansatz liefert ein wichtiges Werkzeug zur Untersuchung physikali-

scher Systeme, die eine große Zahl von Freiheitsgraden besitzen . Vor allem entsprechende
Betrachtungen in der Lösung von Vielteilchenproblemen besitzen ein geeignetes Entwick-
lungspotential . Hierzu schlugen Kubo, Toyabe [17] und Anderson [18] einen allgemeinen
Lösungsweg der stochastischen Liouville-Gleichung vor, bei dem anstelle eines kollek-
tiven Gesamtsystems, wie in der klassischen NMR-Theorie, ein Ensemble voneinander
unabhängiger Spins mit zeitlich fluktuierender Larmorfrequenz rv(t) betrachtet wird. Im
klassischen Bild der Spinpräzession entspricht dies formal der Vorstellung, daß die mag-
netischen Wechselwirkungen der Spins durch effektive, Iokale Magnetfelder charakterisiert
sind, in denen die magnetischen Momente präzessieren.

Die Merkmale dieser Vorgehensweise lassen sich in einfacher Weise anhand der trans-
versalen Spinrotation darstellen .
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2®2 .1 Einfache Ansätze in der transversalen Spinrelaxation

Betrachtet wird ein Ensemble klassischer Spins, die senkrecht zum Magnetfeld polarisiert
sind. Zeigen die Spins zur Zeit t=0 in x-Richtung, fahrt ein in z-Richtung zeigendes Feld
B(i) zu einer Rotation des Spins in der x-y-Ebene. Diese Rotation läßt sich nach (2 .1)
durch die Bewegungsgleichung

dT S
= iw(i) S

	

(2.60)

in der komplexen Ebene mit JS~ = 1 beschreiben . w(i) bezeichnet die Larmorfrequenz,
die das Magnetfeld 9 dem Spin zur Zeit I aufprägt . lm allgemeinen besteht w(1) aus einem
externen, statischen Anteil wo und einem zusätzlichen lokalen Feld w'(i), das durch die
spezielle Umgebung dem Spin aufgeprägt wird.

Die Bewegungsgleichung (2 .60) läßt sich formal integrieren, und man erhält im mit wo
rotierenden Bezugsystem

t

S(i) = exp [z j
o

dt'w'(I')]

Bei zeitlich konstanter Larmorfrequenz w' folgt trivialerweise

S(t) = exp (zw'i)

Der Ensemblemittelwert fiber alle Spins

P(i) = ISM = {exp [z J
t

	

(2.63)

wird als Mittelwert über alle Frequenzmodulationen w'(i) angesehen, die die jeweiligen
Fluktuationen in den magnetischen Wechselwirkungen charakterisieren . Diese sollen keine
systematischen Anteile enthalten, d .h. (w'(i)) = O.

Beschreibt man die Unordnung in den lokalen Feldern durch eine Gaußverteiiung (B .1)

für w' erhält man z .B. im Fall statischer Spins folgende gaußförmige Zeitabhängigkeit der
Polarisation

P(t)

	

{s(i)1w , = exp
-0

.2i2)

(2.64)

Die Varianz or der Verteilung geht in diesem Zusammenhang als Maß für diese Unordnung
in der lokalen Struktur ein.

Die einfachste Möglichkeit, eine Spinbewegung in die Diskussion einzubeziehen, bietet
der Sprungprozeß der einzelnen Spins zwischen zwei Plätzen mit unterschiedlichen Lar-
morfrequenzen wl und w2 . Da dieses Modell, das von Kubo und Tomita diskutiert wurde
[16, 17, 89], in der weiteren Arbeit eine bedeutendere Rolle spielen wird, wird es in Kapitel
3 näher dargestellt.

In einem alternativen Theorieansatz machen Anderson [18] und . Kubo, Torvita [17, 90]

lm folgenden werden die Bezeichnungen "Larmorfrequenz" und "Magnetfeld" synonym benutzt.

(2 .61)

(2.62)
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hinsichtlich der stochastischen Natur von w'(t) die Annahme, daß es sich um einen sta-
tionären, gaußschen Prozeß mit der Varianz cr handelt. Dieser Ansatz ist z .B. gerecht-
fertigt, wenn w'(t) das Ergebnis vieler schwacher, unkorrelierter Störungen ist . Da in
der Kumulantenentwicklung [91] der Polarisation P(t) (2.63) alle Kumulanten höherer als
zweiter Ordnung verschwinden, folgt dann unmittelbar

P(t) ~ exp [-Z Jot dtl ~~ dt2(w'(tl)c~r'(t2)}] = exp
i- J

dt'(w'(t')w'(0))(t

	

t ' )] (2 .65)
o

Nimmt man zudem an, daß w(t) ein Markov-Prozeß ist, zerfallen diese Korrelationen
nach einem Theorem von Doob (siehe z .B . in [91]) wie im BPP-Ansatz (2.27) einfach-
exponentiell

(w'(t)w'(0)) ° B2 exp

	

~~I }

	

(2 .66)

mit der Korrelationszeit r~ . Dieser Zerfall wird dadurch plausibel, daß nur der exponen-
tielle Abfall (Poisson-Prozeß) keine Gedächtniseffekte enthält (Markov-Prozeß) . Die aus
(2 .65) berechnete Polarisation zeigt aber keinen einfach-exponentiellen Zerfall mehr.

P(t) = exp (-e2 r! [exp{-t/rc} - 1 +t/T,»

	

(2 .67)

In Abhängigkeit von cr und r~ lassen sich zwei Grenzfälle diskutieren, die die grundsätzliche
Phänomenologie der Linienverengung aufzeigen.

1. In dem "statischen" Grenzfall or, » 1 wird die Polarisation vom Verhalten bei
Zeiten t « rc dominiert . Die langsamen Frequenzfluktuationen spielen eine unter-
geordnete Rolle, so daß die Fourier-Transformation eine gaußförmige Resonanzkurve
I(w) mit statischer Linienbreite cr liefert . Im Zeitraum ergibt sich ein gaußförmiger
Zerfall mit

cr2t 2
P(i) ti exp -

2

	

(2.68)

2. Im entgegengesetzten Limes 10 err, « 1 wird die Relaxation vom Verhalten für Zeiten
t » r~ beeinflußt . Dem resultierenden einfach-exponentiellen Polarisationszerfall

P(t)

	

exp( - O'2r; t ) ,

	

(2.69)

der den Ausmittelungseffekt schneller Fluktuationen verdeutlicht, entspricht im
Fourier-Raum eine Resonanzlinie I(w) mit Lorentzprofil und reduzierter Breite s2 Tc .

Neben diesem Gauß-Markov-Prozeß sind auch nicht-gaußsche Modelle für die stocha-
stische Frequenzmodulation w '(t) untersucht worden [18, 90], bei denen w'(t) durch instan-
tane Übergänge zwischen mehreren Frequenzen w 1 , . . . , w,. definiert wird : Diese Übergänge
werden wiederum durch einen Markov-Prozeß (2 .66) mit konstanter Ubergangsrate r; 1

bestimmt [16, 17, 18, 90] . Im sogenannten "strong-collision "-Modell [90] wird z.B. in

10Silsbee und none (931 zeigen, daft diese Bedingung nicht grundsätzlich geeignet ist, die G ältigkeit der
folgenden Beziehung (2 .69) für die verengte Linienbreite sicherzustellen .

29
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t/ ?c

Abbildung 2 .4: Polarisationszerfall des Markov-random-walk-Modells aus [95] im Ver-
gleich zum Gauß-Markov-Modell (2 .67) (gestrichelte Linie) für den Fall (orr ) 2 = 0.4.

einem Poisson-Prozeß jede neue Frequenz, statistisch unabhängig von der vorherigen,
einer Gaußverteilung entnommen.

Kubo leitete die Lösung dieses Modells über eine Chapmann-Kolmogoroff-Gleichung aus
einer stochastischen Liouville-Gleichung gemäß (2 .58) her . Eine alternative Vorgehens-
weise ist die von Kehr et al . [95] vorgestellte random walk-ähnliche Beschreibung des
Problems, die auch in weiteren Modellen dieser Arbeit Anwendung finden wird . Das
grundsätzliche Merkmal dieser Methode ist die Aufteilung des Polarisationszerfalls in die
Beiträge der Frequenzwechsel mit fester Zahl 1.

00

P(t) = E {R i (t)}-.
2=°

Zum Anteil {RI (t)} tragen also alle Spins bei, die 1 Sprünge bis zur Zeit i durchgeführt
haben .

~ 2
{exp(xw 1 t)} W3 exp (--) = exp

(22)
exp

( --f-)
(2 .71)
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.
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Da laut Annahme keine Korrelationen zwischen w 1 , W2, . . . .vorliegen, konnten die Ensem-
blemittelwerte jeweils einzeln ausgeführt werden .

(2.70)

{Ro(~)}~,_ ,



2.2. STOCHASTISCHE THEORIEN

	

31

Die generelle Vorgehensweise dieser Methode zeichnet sich u .a. durch ihre Anwend-
barkeit auf verschiedenartige Probleme im Rahmen der stochastischen Theorie aus . Sie
bietet z .B . einen einfachen Zugang zur Beschreibung der dreidimensionalen Spinrotation
im Zweisprungprozeß in Kapitel 4 . Czech [98] konnte mit diesem Verfahren verschiedene
Modelle zum Polarisationszerfall diskutieren, der durch einen random walk der Spins von
oder zu magnetischen Störstellen bestimmt ist . Des weiteren kann die Mittelung über ein
Ensemble von verschiedenen Frequenzen wie im obigen Beispiel transparenter dargestellt
werden.

Die Lösung von (2 .70) kann im Laplace-Raum exakt berechnet werden [95] . In den Grenz-
fällen langsamer bzw . schneller Frequenzmodulation liefert das Modell das asymptotische
Verhalten der Gleichung (2 .67) (siehe den Vergleich in Abb . 2 .4) . Aber auch das inter-
mediäre Verhalten ähnelt dem Gauß-Markov-Modell für w'(i), was nicht zuletzt an den
sehr schnell, d .h. exponentiell zerfallenden Frequenzkorrelationen liegt .

Die Resultate dieser ersten Modelle können vielfach zur qualitativen Beschreibung der
Linienverengung durch Bewegung in Gasen und Flüssigkeiten herangezogen werden . Die
Anwendbarkeit scheint jedoch fraglich, wenn die zeitlichen Frequenzmodulationen durch
Diffusions- oder random walk Prozesse auf Gittern hervorgerufen werden . Der hierbei ty-
pisch langsamere Zerfall der Frequenzkorrelationen aufgrund möglicher Rücksprung- bzw.
Rückkehreffekte wird bei abnehmender Dimensionalität d des zugrundeliegenden Gitters
immer bedeutsamer.

Obwohl ein so definierter Prozeß offensichtlich nicht-gaussisch ist, ist es instruktiv,
den Einfluß des langsameren Korrelationszerfalls in niedrigdimensionalen Systemen in
Verbindung mit einem Gaußprozeß für w'(t) zu untersuchen [100-103] . Ausgehend von
dem Problem der Austauschverengung von ESR-Linien quasi ein- bzw. zweidimensionaler
Substanzen leiten die Autoren die relevante Korrelationsfunktion (w'(i)w'(0)) aus der
einfachen random-walk-Theorie ab.

Mit dem diffusiven Langzeitverhalten

(w(t)w(0)) 'as ~`1tf Tdo2	(2 .72)

erhalten sie einen asymptotischen Polarisationszerfall, der schneller als einfach-exponen-
tiell ist .

P() = exp[---tonst o- 2 t 3I2 ]

	

(d = 1)

	

(2 .73)

P(t) = exp[-const s-ei In(i)]

	

(d = 2)

In diesem Zusammenhang ist festzuhalten, daß der Gaußprozeß stets zu einem einfach-
exponentiellen Zerfall führt, wenn die Frequenzmodulationen so schnell zerfallen, daß eine
endliche .:Korrelationszeit r~ definiert werden kann.

1

	

j
lc° dt(w(t)w(0))

	

<

	

(2.74)
(w(a)) 2

Daß das Ergebnis (2.73) für d = 1 zu einem Verhalten führt, das qualitativ zwischen
den Grenzfällen (2 .68) und (2.69) der Gauß-Markov-Theorie liegt, macht dieses Modell
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physikalisch interessant und ist als Konsequenz der Riickkehreffekte zu deuten . Tatsäch-
lich lassen sich hiermit Messungen von ESR-Linien an eindimensionalen Systemen relativ
gut beschreiben [100, 101].

In den dargestellten Modellen wurde der Polarisationszerfall voneinander unabhängiger
Spins betrachtet ; dies kann im Fall vieler wechselwirkender Spins nur als Näherung ver-
standen werden . Eine detaillierte Theorie für die Spinkorrelationsfunktion austauschge-
koppelter Spins in d = 1 und d = 2 wurde von Reiter und Boucher [103] entwickelt . Ihre
selbstkonsistente Theorie liefert einen exponentiellen Zerfall der Spinkorrelationsfunktion,
wobei diese auf die dipolare Wechselwirkung der Spins und nicht, wie in den vorgestell-
ten Modellen, auf die Wechselwirkung der Spins mit dem Wirtsgitter zurückzuführen ist.
Aufgrund der geringen Sondenkernkonzentration in der tiSR- und Q-NMR-Methode ii
braucht diesem Punkt in den eigenen Modellen keine weitere Bedeutung beigemessen zu
werden.

Obgleich die bisherige Annahme eines Gaul?p°r~- physikalischJuozesses p sinn olle Ergebnisse
liefert, stellt sich die Frage, inwieweit diese Näherung zur Beschreibung des tatsächlichen
Polarisationsverhaltens herangezogen werden kann . Hierzu lassen sich aus einer Arbeit
von Czech und Kehr [104] zwei Aussagen extrahieren.

1. Grundsätzlich stellt die Näherung (2 .65) zu allen Zeiten t eine untere Grenze für
den tatsächlichen Polarisationszerfall dar.

2. Wie auf S . 29 angedeutet ist, entstammt die gaußsche Näherung (2 .65) dem ersten
Term einer Kumulantenentwicklung [16, 91] des zugrundeliegenden Bewegungspro-
zesses, d .h. einer Entwicklung für kurze Zeiten i . Der zeitliche Bereich, in dem
der Polarisationszerfall mit einer bestimmten Ordnung k der Entwicklung noch
gut wiedergegeben wird, vergrößert sich mit abnehmender Varianz a- der betrach-
teten Frequenzverteilung, die als Maß für die Unordnung des Systems eingeht.
Wächst diese Unordnung an, werden feinere Details der Bewegung und der dadurch
bedingten Frequenzkorrelationen entsprechend früher wichtig . Berücksichtigt der
Gaußprozeß nur Korrelationen aufgrund einfacher Rückkehreffekte zu den Gitter-
plätzen, gehen in die Kumulanten der Ordnung k sowohl Korrelationen durch ein-
fache Rückkehr zu k verschiedenen Plätzen als auch solche durch mehrfache (2k-
fache) Besuche auf einzelnen Plätzen ein.

Abschließend bleibt festzuhalten, daß der Ansatz eines Gaußprozesses, die Markov-Natur
des random walk Prozesses und der langsame Zerfall von (w'(i)w'(0)) im Hinblick auf das
Theorem von Doob [91] inkonsistent sind . In dieser Hinsicht untersuchen Czech und Kehr
[98, 104, 105] eingehend das Modell, bei dem einzelne Spinteilchen auf einem Gitter mit
zufälligen Rotationsfrequenzen wp einen random walk ausführen . Aufgrund des speziellen
Interesses an diesem Modell wird es im Kapitel 3 .3 näher skizziert.

'Siehe die Darstellung der Melßmethoden in der Einleitung .
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2 .2 .2 Erste Modelle und Theorien zur longitudinalen Relaxa-
tion

In der Verallgemeinerung auf beliebig orientierte und beliebig starke Magnetfelder wird
die Rotation eines Spins im Magnetfeld B(t) mit der Larmorfrequenz Cj(t) durch die klas-
sische Beziehung

(2.75)

(2.76)

Ähnlich wie im transversalen Problem (2 .62) erhält man bei zeitlich konstanter Larmor-
frequenz die triviale Lösung

S(t) = exp(nt) . .So

	

(9 77)

Da das Hauptaugenmerk dieser Arbeit in der Untersuchung der longitudinalen Spinre-
Iaxation liegt, wird die anfängliche Polarisation des klassischen Spinensernbles parallel
zu einem äußeren Feld u.-;'o eingestellt (TE -Prozeß) . Wählt man ciie = wo gt, bedeutet dies
S(t = 0) ; i . lm Rahmen der stochastischen Theorie wird das auf die Spins wirkende
Magnetfeld C j dann neben diesem statischen Feld cio durch den lokalen, stochastischen
Anteil w'(t) bestimmt.

In einem ersten Ansatz untersuchten Kubo und Toyabe [1081 die Spinrelaxation für das
Problem statischer Spinteilchen . Da die effektiven, lokalen Felder entsprechend zeitlich
konstant sind, erhalten sie aus (2 .77) die einfache Bewegungsgleichung

S=( t )

	

wa
+	 cos()	 cos(IcTiIt)

	

(2 .78)

für die longitudinale Spinrichtung.
Unter Berücksichtigung einer Gaußverteilung für die lokalen Felder w i (i = y, z) mit

gleicher Breite u führt die Frequenzmittelung - in Abhängigkeit des äußeren Feldes -
auf den folgenden longitudinalen Polarisationszerfall (vergleiche auch Anhang D .1) 12

Nullfeld-Fall ((a) = 0):

9K1 ( t ) _ {SZ (t)}- = ~ + 3 (1 - ff~t2) exp (_ 2 t 2)

	

(2.79)

~ longitttainales Feld ((wg) = wo, (w~} = (w y ) = 0):
z

QKT(t) = 1 -- ~$
o

[1 - exp (_cr22)
cos (wo l)]

(2 .80)

4

~- 3 . d~- exp (--o- 2 7-2) sin(wpr}~~

	

2~Zrzl
12 Diese Lösungen werden im folgenden auch Kubo-Toyabe- (KT-) Funktionen genannt.

t s(t) _ ~(t) x S(t) a(t) S(t)

beschrieben. Die Größe fl(t) bezeichnet die antisymmetrische Rotationsmatrix

/ 0 -w, w„
2 - wz 0 -wg

-wy co, 0
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Abbildung 2 .5 : Lösung des "strong-collision model" (2 .81) für verschiedene Sprungraten
A im Nullfeldfall [109].

Wesentliches Merkmal des Zerfallsverhaltens im Nullfeldfall ist eine generelle Rückkehr
der Polarisation auf den asymptotischen Wert 1/3 . Das Auftreten eines äußeren Feldes wo
führt auf einen höheren Wert ; dieser strebt für große Larmorfelder dem Wert 1 zu [109].

Eine erste Erweiterung des Modells auf dynamische Situationen von Kabo und To-
yabe [108] erfolgt im Rahmen eines Gauß-Markov Prozesses, d .h. der Ansatz (2 .66) gilt
unabhängig voneinander für jede Feldrichtung 44(2) , i = z, y, z . Wie im transversalen
Fall sind die erhaltenen Lösungen qualitativ mit den Ergebnissen eines "strong-collision"
Modells vergleichbar, das von Hayano et al . [109] für den longitudinalen Polarisationszer-
fall diskutiert wurde. Da letzterer Ansatz im weiteren eine größere Bedeutung erlangen
wird, wird nur dieser Prozeß näher diskutiert.

In Anlehnung an den transversalen Ansatz von Kehr et al . [95] auf S . 30 erhalten
Hayanoet al . folgende Bewegungsgleichung für die gemittelte longitudinale Spinkompo-
nente

Pz(i ) = gKT(Oexp{---ai}

	

(2.81)

+ I dt '9K: (i t') exp{-A(t - t')} a gKT(I') exp{-ai '} + . ..
0

mit der Sprungrate A = 1/r= und der statischen Relaxationsfunktion gKT(t) aus (2 .79)

bzw. (2 .80) . Die Bewegungsgleichung läßt sich im Laplace-Raum exakt läsen und nu-
merisch in den Zeitraum transformieren [110] ; entsprechende Rechnungen für vier ver-

schiedene Sprungraten A und wo = 0 sind in Abb . 2 .5 geplottet.

Für einen langsamen SprungprozeB (a = 0 .1) ist noch annähernd das statische Kubo-

Toyabe-Verhalten erkennbar ; die Rückkehr zum asymptotischen Wert 1/3 wird jedoch

unterdrückt . Wie auf S. 162 im Anhang D .2 hergeleitet wird, ergibt sich einasymptoiisch
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einfach-exponentieller Zerfall

P,(t) = 3 exp (_ . .\) (2 .82)

Bei A

	

a verschwindet dann das charakteristische Minimum der statischen Relaxa-
tionskurve. Für A » o wird der Polarisationsabfall entsprechend dem asymptotischen
Verhalten a

	

a
PZ (t) = 1 - äa j exp - 2 i

	

(2 .83)

immer Iangsamer ("motional narrowing") cs /
Sowohl die statische Theorie von Kubo-Toyabe als auch das "strong-collision" Mo-

dell von Hayano et al . sind für die weitere Arbeit von genereller Bedeutung . Aus diesem
Grund werden weitere Eigenschaften der Lösungen (2.79)-(2 .83) an den Stellen vorgestellt,
wo sie im Vergleich mit eigenen Rechnungen von Bedeutung sind . Z .B. wird in Kapitel
4 auf die allgemeine Darstellung des "strong-collision " Modells im Laplace-Raum näher
eingegangen.

Generell Iä13t sich festhalten, daß obige Gleichungen sowie weitere spezielle Ableitun-
gen dieser theoretischen Ansätze zufriedenstellend mit ,aSR-Messungen zur longitudi-
nalen Spin-Gitter-Relaxation an ZrH 2 [109] und MnO, MnSi [111, 112] verglichen werden
können.

262 .3 Diskussionen zu den Theorien von Kubo .-Toyabe und
Hayano

Die Annahme lokaler, isotroper Zufallsfelder in der statischen Kubo-Toyabe-Theorie auf
S . 33 kann nur eine erste Approximation des tatsächlichen Wechselwirkungseinflusses dar-
stellen . Deswegen versuchen Meier, Cello et al . [115, 116, 117], die innere Dynamik des
nuklearen Spinsystems zu beschreiben, welches mit deal Sondenteilchen (Myo p) wechsel-
wirkt. Explizit untersuchen sie den Hamiltonian

der die Zeeman-Wechselwirkung H 2 eines Spins mit I= 1/2 und der N Nachbarspins des
Gitters (Spin J = 3/2), aber auch die Dipolwechselwirkung HD zwischen den Spins und
den Quadrupolterm 7-42 aufgrund der durch das Myon erzeugten Feldgradienten berück-
sichtigt [115]. Die Zeitabhängigkeit der Myonenpolarisation ergibt sich im Heisenbergbild
aus der Beziehung

mit der Dichtematrix p und den Pauli-Matrizen des Myons

	

[118]. - Da. die einzel-

nen Hamiltonoperatoren HP nicht kommutieren, ist eine analytische Berechnung der

i3Siehe auch die Herleitung auf S . 163.

P(t)_Sppexp 1 E ~ t ~~u expHT
-t

]
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Abbildung 2 .6: Polarisationszerfall im äußeren Nullfeld für N nächste Nachbarn:
(a) Vergleich mit der Kubo-Toyabe- (KT)-Funktion (2 .79) für N = 6; (b) Vergleich für
N = 4 (T), N = 6 (0) und N = 8 (C) [116]. Die Zeiten sind in der Einheit der inversen
Dipolfrequenz skaliert.

Gleichung (2 .85) im allgemeinen nicht möglich . Eine alternative numerische Auswer-
tung der Eigenwerte und -zustände kann nur durchgeführt werden, wenn die Dimension
d = 2(2J + 1)'v des Hilbertraumes nicht zu groß ist.

In diesem Zusammenhang stellt Celio einen approximativen Lösungsweg über eine An-
wendung der Trotter-Formel [119] vor, die auch im weiteren Teil der Arbeit von Bedeutung
sein wird i . Der Exponentialterm in (2.85) läßt sich dann in ein geeignet gewähltes Pro-
dukt von Exponentialtermen zerlegen, so daß die Diagonalisierung des Hamiltonians auf
Unterräume der Größe d = 2(2J + 1) reduziert werden kann . Weitere Vereinfachungen
ergeben sich aus dem Ubergang ins Schrodingerb ld und mittels einer "random-phase ap-
proximation", bei der das Myon parallel zur z-Richtung polarisiert ist, und die nuklearen
Spins als zufällig polarisiert eingehen.

Mit dieser Vorgehensweise erhält Celio [115] schließlich eine Lösung für das Matrix-
element( cl;(i)1er o ll)(t),) 15 , das über die verschiedenen, zufälligen Anfangszustände des
Systems zu mitteln ist . Das Ergebnis zeigt sich zu Rechnungen von Holzschuh und
Meier (116] konsistent, die die quantenmechanischen Gleichungen (2 .84) und (2.85) .. in
der Näherung untersuchen, daß die Quadrupolwechselwirkung wesentlich starker als die
Dipolwechselwirkung ist is

Abb . 2.6 a) gibt diese Lösung für den Spezialfall eines Myons auf einem oktaedrischen
Platz im einem Kupfer-(fcc-)Gitter wieder, wobei das Myon mit sechs nächsten Nach-

1 4 Vergleiche hierzu die Gleichung (4 .13) und die Diskussion auf S . 76.
"Die vollständige Lösung ist in [115], Gig. (11), zu finden.
ist ähnlicher Weise werden numerische Rechnungen für den Fall einer Wechselwirkung mit 4 bzw.

nächsten Nachbarnspins mii_J =1/2 oder 1 vorgestellt [1171 .
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barspins wechselwirkt . Deutlich ist eine starke Abweichung von dem statischen Kubo-
Toyabe-Verhalten im Nullfeld gemäß (2 .79) k7 zu erkennen. Insbesondere weist die Kurve
von Meier et al . ein charakteristisches Maximum bei = 0 .92/w i (ca l - Dipolfrequenz)
auf; es findet keine Rückkehr zum Wert 1/3 statt . Für große Zeiten zeigt PF (1) ein leichtes
Oszillationsverhalten.

Neben diesen generellen Merkmalen lassen sich aus dem Ansatz (2 .85) noch weitere
Eigenschaften des Polarisationsverhaltens extrahieren, die kurz skizziert werden sollen.

e Der Polarisationsverlauf hängt stark von der Zahl N der unmittelbaren Nachbarn
ab (Abb . 2.6 b)) ; z .B . führt ein kleineres N zu einer stärkeren Oszillation im Kur-
venschwanz . Für wachsendes N wird das Minimum zu kleineren Zeiten verschoben,
was durch das Anwachsen des zweiten Momentes unmittelbar verständlich wird.

Berücksichtigt man zusätzlich die nuklearen Spins aus den übernächsten Schalen um
den Spin, wächst die Zahl der möglichen Frequenzen in der Dipolwechselwirkung
stark
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verteilung der statischen Kubo-Toyabe-Theorie widerspiegelt, sind die Einflüsse auf
das Polarisationsverhalten klein . Erst bei großen Zeiten werden diese zusätzlichen
Frequenzen wichtig [116].

e Die Theorien können über das "strong-collison" Modell von Hayano et al . [109] auf
dynamische Probleme erweitert werden, indem der veränderte, longitudinale Pola-
risationszerfall anstelle von gKT(t) in die Gleichung (2 .81) eingeht. Das generelle
Erscheinungsbild der erhaltenen Kurven für kleine Sprungraten a entspricht quali-
tativ den Darstellungen in Abb . 2.5.

Aufgrund dieser Ergebnisse kommen die Autoren zu dem Schluß, daß die Myonen-Polari-
sation im Nullfeld durch keine universelle Funktion beschreibbar ist, wie es von Kubo
und Toyabe mittels (2,79) vorgeschlagen wurde . In diesem Zusammenhang diskutieren
Darmas de R6otier et al . [121] die Voraussetzungen, unter denen mit der statischen Kubo-
Toyabe-Theorie vernünftige Ergebnisse zu erzielen sind . In expliziten Auswertungen des
obigen Ansatzes von Celio [115] für ein Myon auf einem oktaedrischen Platz in einem
fcc-Gitter mit 6 Nachbarspins (J = 5/2) kommen sie zu folgenden Einschätzungen:

a) Die Abweichung vom Kubo-Toyabe- (KT-) Verhalten wächst mit steigendem Gra-
dienten und abnehmender Hilbertraumdimension.

b) Die KT-Lösung ist eine gute Approximation für <

c) Ist eine größere Abweichung vom KT-Verhalten zu erwarten, dürfen nicht nur die
nächsten Nachbarn des Myons (Spins) in die Rechnungen eingehen . Jedoch bleibt
grundsätzlich offen, wie stark die entfernteren Spins auf den Polarisationszerfall
einwirken.

1 ~Die Varianz der Frequenzverteilung wurde so gewählt, dafi das zweite Moment beider Kurven
übereinstimmt .
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dtp(i)
= { - LG - F1/3W

	

(2.86)

die über den Markov-Operator I' den einfachen Sprungprozeß der Spins zwischen zwei
Plätzen beschreibt (mit der Sprungrate -y = 1/1-c ) . Gemäß (2 .7) wird der Liouville-
Operator .C durch den Hamiltonoperator des Systems bestimmt . Dieser setzt sich aus
einem konstanten externen Zeemanfeld B, und einem lokalen Störfeld +B zusammen,
die durch ihre jeweiligen Rotationsfrequenzen wo bzw . w~ charakterisiert werden . Da die
Dipol-Dipol-Wechselwirkung unberücksichtigt bleibt, folgt (in Einheiten von h)

2 .2 .4 Spie®Gitter® .e .axatio . im "T ro-Site Jump Model"

Im Rahmen dieser Ubersicht über stochastische Modellansätze zur Beschreibung des Ion-
gitudinalen Polarisationszerfalls ist das dynamische Modell von Peng und Ho [128] von
spezieller Bedeutung . Ausgangspunkt ihrer Betrachtungen ist die stochastische Liouville-
Gleichung

(curl + vi(n) wlok lx) (2 .87)

mit: Sod (n = 1) = 1 und cp.i (n = 2) _ -1 . Des weiteren ist die Wahrscheinlichkeit, einen
Spin am Platz 1 oder 2 zu finden, gleich (thermisches Gleichgewicht) . In dieser Hinsicht
beschreibt p die Abweichung der Dichtematrix von diesem thermischen Gleichgewicht.

Die Liouville-Gleichung (2 .86) kann von den Autoren unter Ausnutzung diverser Ope-
ratortechniken (Trennung von Spin- und Raumkoordinaten, Diagonalisierung der Ma-
trizen, Darstellung im vollständigen Basissystem und Berechnung der Eigenwerte und
-zustände) gelöst werden . Unter der Anfangsbedingung, daß jeder Spin bei i = 0 parallel
zum effektiven Feld an seinem Platz polarisiert ist, diskutieren sie explizit die zeitliche
Entwicklung der relativen, longitudinalen Magnetisierung, d .h.

AM.(t) = MM(t) - Meq

	

(2.88)

Ausgehend von einer Potenzreihenentwicklung für AMz (i) unterscheiden sie folgende ein-
facheren Grenzfälle.

1. Im Hochfeldfall (w,./wo) 2 < 1 ergibt sich wie im BPP-Modell (2 .29) ein einfach-
exponentieller Zerfall mit der Relaxationsrate

=w2 	 	 (2.89)
1+WQ r~

2. Im Grenzfall schneller Sprünge ("extreme-narrowing limit") mit r ;1 » wo + 4/coo
folgt die Relaxationsrate zu

T;1 = w:re

	

(2.90)

3 . Der dritte Grenzfall eines langsamen Sprungprozesses
die asymptotische Relaxationsrate die Beziehung

n-=

	

w z 1

r~ 1 « Jwä + w2 liefert für

(2 .91)
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Dieses Sprungmodell von Peng und Ho stellt eine erste Erweiterung des transversalen
Zweisprungmodells von Kubo und Tomita dar, das im Abschnitt 3 .1 dargestellt wird.
Tatsächlich bildet es einen einfachen Spezialfall des in Kapitel 4 .1 beschriebenen "random-
two-frequency" Modells, indem es die Diskussion auf lokale Felder ±B , senkrecht zum
Zeemanfeld beschränkt . Der Vergleich einiger Parameterrechnungen der Originalarbeit
[128] mit der numerischen Auswertung des "random-two-frequency " Modells (Abb. 4.3
im Abschnitt 4 .1.2) kann dies explizit verdeutlichen.

Dieses Modell wurde nicht unmittelbar unter dem Aspekt entwickelt, einen für Expe-
rimente relevanten Sprungprozeß zu diskutieren. Das Interesse der Autoren lag in der
Fragestellung, unter welchen Bedingungen die im Kapitel 2 .1 aufgeführten störungstheo-
retischen Ansätze den Polarisationszerfall korrekt wiedergeben . Ausgehend von den obi-
gen Ergebnissen und der numerischen Auswertung (siehe Abb. 4.3) kommen sie zu zwei
Schlußfolgerungen, die hinsichtlich der einfach-exponentiellen Fits in der Auswertung ex-
perimenteller Polarisationskurven von grundsätzlicher Bedeutung sind (vergleiche die Ein-
leitung zum Kapitel 5).

e Die Magnetisierung folgt allgemein einer Superposition verschiedener Exponential-
funktionen im Ubergangsbereici . Vwö + we), die zusätzlich durch gedämpfte
Oszillationen moduliert werden . ur in den obigen Grenzfällen existiert ein einfach-
exponentieller Zerfall von ®1 z (t).

e Versucht man, im Übergangsbereich Relaxationsraten aus einem einfach-exponen-
tiellen Kurvenfit zu erzielen, erhält man einen größenordnungsmäßig mit dem lokalen
Feld (in Frequenzeinheiten) vergleichbaren Wert . Andererseits Iiefern die störungs-
theoretischen Relaxationsansätze immer dann eine ausreichende Vorhersage der Re-
laxationsrate, wenn der tatsächliche Magnetisierungszerfall einfach-exponentiell ist,
und die Zerfallszeit T1 bedeutend größer als TZ ag Ps, 1/wz ist [128].

G Auch bei Berücksichtigung einer dipolaren Wechselwirkung ist keine Änderung in
den allgemeinen Resultaten zu erwarten . Denn die Relaxation ist irn Übergangsbe-
reich noch effizient genug, so daß sich das System trotz der möglichen Spinkopplung
innerhalb der wenigen Sprünge nicht hinsichtlich einer einheitlichen Spintemperatur
entwickeln kann.

Zusammenfassend weisen sie daraufhin, daß die Anwendung der stochastischen Liouville-
Gleichung grundsätzlich ein gutes Werkzeug zur Beschreibung der Spin-Gitter-Relaxa-
tionsrate bietet . Gerade in Problemen, bei denen andere Methoden nicht angewendet
werden können oder dürfen, liefern sie einen physikalischen Einblick in die Prozeßent-
wicklung . In diesem Zusammenhang ist es wesentlich festzuhalten, daß die stochastische
Liouville-Gleichung und die in Abschnitt 2 .2.1 vorgestellte Methode der Zerlegung eines
Sprungprozesses in die Anzahl der Frequenzwechsel äquivalente Lösungswege darstellen
(vergleiche die Diskussionen auf S . 30 und S. 72).

Mit dieser generellen Problematik beschäftigt sich auch ein alternativer Sprungansatz von
Stöckmann [129] . In der Verallgemeinerung eines bestehenden Modells von Dattagupta
[130], das nur lokale Sprünge mitnimmt, betrachtet er die Diffusion eines Spinteilchens auf



40

	

KAPITEL 2. DIE GRUNDLEGENDEN THEORETISCHEN KONZEPTE

dem gesamten Zwischengitter . Die Berücksichtigung eines stationären Markovansatzes für
den prinzipiellen Sprungprozeß (vergleiche S . 29) ermöglicht die Zerlegung der Dichtema-
trix in die Summe p(i) = ~p n p(rn ; i) über alle möglichen Zwischengitterplätze r" . Jeder
Summand gehorcht dabei der stochastischen Liouvillegleichung [130]

dp(rn) - -2 .CIp(rn) - 2LILp(rn) + E [W(Tm - rn)p(rm) - 2U(rn - rm)p(rn)j

	

(2.92)
di

Der Liouvilleterm .CI beschreibt die Zeemanwechselwirkung, während .C IL die Dipol-
Dipol-Wechselwirkung berücksichtigt ; ein elektrischer Feldgradient liegt nicht vor.

Stöckmann stellt eine Näherungslösung des Problems (2 .92) im Rahmen einer "effec-
tive medium approximation" für den Fall vor, daß die lokalen Dipolfelder klein gegen
die äußeren Zeemanfelder sind . In einer weiterführenden Diskussion werden im Grenz-
fall schneller Diffusion und immobiler Spins Ausdrücke für die Relaxationsrate und die
Spektraldichten hergeleitet . Bei entsprechender Zusatzannahme einer mittleren Sprung-
rate für das Gesan :tspinsystem Cind diese z .B . konsistent mit den Ergebnissen aus der
BPP-Theorie . Ein Vergleich mit der transversalen Kubo-Tomita-Theorie (siehe S . 29)
verdeutlicht, daß beide Modelle im Grenzfall langsamer Diffusion (2.68) übereinstimmen.
Bei einer schnellen Diffusion ist die Gleichung (2 .69) nur gültig, solange das Zeemanfeld
größer als die mittlere Sprungrate bleibt 1$ . Die Ursache liegt in der nur qualitativen
Behandlung der Dipol-Dipol-Wechselwirkung in der Kubo-Tornita-Theorie.

2 .3 Darstellung des generellen Modellansatzes
Wie in der Einleitung angedeutet, soll in dieser Arbeit das von der Standard-NMR-Theorie
abweichende Verhalten der Spin-Gitter-Relaxation in ungeordneten und glasartigen Sy-
stemen (siehe S . 16) diskutiert werden . Im Rahmen der klassischen NMR-Theorie wurde
in verschiedenen Ansätzen versucht, diesen Anomalien auf die Spur zu kommen . Eine
umfassende Losung des Problems, d1e allen Fragestellungen gerecht wird, konnte aber
nicht gefunden werden. Doch nicht nur wegen dieser unbefriedigenden Ergebnisse liegt
es nahe, die Spin-Gitter-Relaxation in den ungeordneten Systemen im komplementären
Ansatz der stochastischen Theorie zu diskutieren . Die eigentliche Motivation besteht in
den. folgenden Punkten : .

Eine generelle Voraussetzung für die Anwendung der Redfield-Theorie auf das Re-
laxationsproblern ist die Annahme kleiner Wechselwirkungen im Vergleich zu den
statischen Feldern in der Störungsrechnung auf S . 11 . Mit der 0-NMR- und der µSR-
Methode können die Untersuchungen aber auch bei kleinen (oder verschwindenden)
Zeemanfeldern durchgeführt werden (siehe S . 5) . Aus diesem Grund müssen Modelle
gefunden werden, die für beliebig schwache Magnetfelder ihre Gültigkeit behalten.

In den interessierenden Systemen ist es nicht (unbedingt) zu erwarten, daß die
auftretenden Wechselwirkungskorrelationen schnell zerfallen . U.a . durch. .Rückkehr-

18Auf die Notwendigkeit dieser Bedingung wurde schon von Hayano et al . hingewiesen 11091.

rrt
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effekte sollte der Korrelationszerfall langsam erfolgen, insbesondere bei der einge-
schränkten Bewegung in niedrigdimensionalen Systemen. So kann die Voraussetzung
(2 .17) endlicher, kurzer Korrelationszeiten im Vergleich zu den Meß- und Relaxa-
tionszeiten nicht aufrechterhalten werden.

e Auch wenn die eigentliche lokale Bewegung der Sondenspins schnell ist, werden
die unterschiedlichen Systembereiche in den ungeordneten Substanzen nicht oder
nur sehr langsam durchlaufen; die für die BWR-Theorie der Spin-Gitter-Relaxation
relevante Korrelationszeit r- des Diffusionsprozesses ist demnach als groß anzusehen.
Hinsichtlich der im Abschnitt 2 .1 .5 diskutierten Mittelungsproblematik führen die
in den Messungen verdünnt vorliegenden Sondenkerne auf den Fall der inhomogenen
Ensemblemittelung.

Die Diskussion soll sich (möglichst) nicht nur auf die (einfacheren) Grenzfälle extrem
langsamer und schneller Diffusionsprozesse beschränken . Insbesondere interessiert
der Übergangsbereich der Spin-Gitter-Relaxation, der entsprechend der Überlegun-
gen von Peng und Ho [128] durch die störungstheoretischen Ansätze nicht erfaßt
werden kann.

Ein praktischer Grund ist sicherlich, daß der stochastische Zugang die Polarisation
direkt im Zeitraum liefert . So ist ein unmittelbarer Vergleich mit den Polarisations-
transienten aus den f-NMR-Messungen möglich.

Der expliziten Diskussion der longitudinalen Polarisationsfunktion in den interessieren-
den ungeordneten Systemen, einschließlich einer Spinbewegung in eingeschränkten Geo-
metrien, Liegt in dieser Arbeit der folgende generelle Modellansatz zugrunde.

1. Die Sondenspins können sich in einzelnen, beschränkten "Subsystemen" bewegen.
Diese "Subsysteme" sind bezüglich ihrer speziellen Sondenkernumgebung etc . völlig
"unkorreliert".

2. Die Wechselwirkungen, die auf einen Spin aufgrund der speziellen Umgebung ein-
wirken, werden durch ein stochastisches, ortsabhängiges Magnetfeld beschrieben.
Zusammen mit einem möglichen externen Feld resultiert ein effektives Gesamtfeld,
in dem der einzelne Spin entsprechend dem in Kapitel 2 .2 dargestellten klassischen
Bild präzessiert . Aufgrund der niedrigen Sondenkernkonzentration in der ß-NMrR-
und pSR-Methode kann die Dipol-Dipol-Wechselwirkung zwischen den Spins un-
berücksichtigt bleiben.

3. Da sich die generelle Umgebung eines Spins nicht verändert (thermisches Gleichge-
wicht), sind die lokalen Magnetfelder statischer Natur. Die Zeitabhängigkeit, d .h.
die Fluktuation der Wechselwirkungen geht ausschließlich Tiber den Bewegungspro-
zeß der Spins ein ; nach jedem Sprung wirkt ein verändertes Präzessionsfeld.

4. In den räumlich unterschiedlichen Bereichen der ungeordneten Materialien (Glassy-
steme, nanokristalline Strukturen) können die einzelnen Sondenspins verschiedene
Umgebungen hinsichtlich der "magnetischen " Wechselwirkungen verspüren . Dieser
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"Systemunordnung" in den "Subsystemen", wie sie im folgenden bezeichnet wird,
wird mittels der im obigen Sinne inhomogenen Ensemblemittelung über die stocha-
stischen Felder Rechnung getragen.

5 . Neben der Bewegung der Spins in den "Subsystemen" werden in einer Modeller-
weiterung auch Ubergänge der Spins zwischen verschiedenen Bereichen der Substan-
zen berücksichtigt . Da diese gemäß Punkt 1 . unkorreliert sind, folgt der zusätzliche
Bewegungsprozeß allgemein dem "strong-collision" Ansatz (2 .70) bzw . (2.81).

Die mittlere Polarisation des gesamten Systems bestimmt sich dann über

i) die Mittelung über den Bewegungsprozeß ("random walk") der Spins innerhalb eines
"Subsystems",

ii) und der anschließenden (inhomogenen) Mittelung über alle zufälligen Rotations-
frequenzen ci(i ; i), d.h. über das Ensemble der "Subsysteme" mit den jeweiligen
Plätzen i, so daß

P(t) = {((r;i))
Bewegung 3uebaymtme .

Sa

	

(2.93)

Hinsichtlich der Diskussion der longitudinalen Polarisation wird die Anfangsbedingung
durch S( = 0) = Sb = ez für alle Spins gegeben. Die Modellgleichung (2 .93) liegt
zwar auch dem "strong-collision" Modell zugrunde ; entsprechend der obigen Diskussion
wird die inhomogene Ensemblemittelung tatsächlich aber erst nach der Lösung des Bewe-
gungsprozesses durchgeführt.

Im folgenden Kapitel werden im Rahmen dieses allgemeinen Modellansatzes verschiedene
Bewegungsprozesse der Spins in den "Subsystemen " diskutiert; die Gauß-, Rechteck- und
Exponentialverteilungen für die Felder bzw . Sprungraten sollen die "Systemunordnung"
beschreiben . Des einfacheren Verständnisses wegen werden alle Modelle zuerst auf ihren
Einfluß auf die transversale Relaxation untersucht . Die erhaltenen Ergebnisse können
die Erweiterung auf die allgemeinere Diskussion der Spin-Gitter-Relaxation in Kapitel
4 erleichtern . Der Vergleich mit den anomalen Ergebnissen aus den Messungen an den
glasartigen Systemen, wie den Li-lonenleitern [12], erfolgt abschließend in Kapitel 5 über
die Bestimmung von Relaxationsraten in den experimentell wichtigen Zeitfenstern .



Modellanwendungen in der
tran.sversalen. Relaxation

im Rahmen des allgemeinen Modellansatzes (2 .93) werden im weiteren Teil der Arbeit ver-
schiedene Bewegungsprozesse in den einzelnen "Subsystemen" diskutiert . Zur Beschrei-
bung der unterschiedlichen Sondenkernumgebungen in dem Ensemble der "Subsysteme"
werden zudem verschiedene Verteilungsfunktionen für die eingehenden Larmorfrequenzen
und Sprungraten herangezogen . Aufgrund der einfacheren Handhabung der relevanten
Prozeßgleichungen ist es illustrativ, die diversen Ansätze auf das Problem der transver-
salen Relaxation anzuwenden . Die Erweiterung auf die longitudinale Spinpolarisation in
Kapitel 4 und 5 kann dann unter anderem zeigen, ob die in diesem Kapitel gefundenen
qualitativen Merkmale auf die transversale Spinrotation oder den jeweiligen speziellen
Ansatz zurückzuführen sind.

3.1 Modell zweier Zufallsfrequenzen

Betrachtet wird ein Ensemble klassischer Spins in den "Subsystemen " , die senkrecht zum
Magnetfeld polarisiert sind, Wie in Abschnitt 2 .2 .1 ausgeführt wurde, führt ein in z-
Richtung zeigendes magnetisches Feld B(i) zu einer Rotation des Spins in der x-ll-Ebene
mit der Larmorfrequenz w(1) . w(i) besteht aus einem statischen externen Anteil wo und
einem zusätzlichen lokalen Feld rw'(i), das durch den Zustand der Umgebung (lokale mag-
netische Felder) dem Spin aufgeprägt wird.

in der komplexen Darstellung S = S~+zS~ (ISI = 1) wird die Rotation eines einzelnen
Spins durch die Bewegungsgleichung (2 .60.) beschrieben . Bei zeitlich konstanter Larmor-
frequenz ergibt sich die Losung mit der Anfangsbedingung S(i 0) = 1 gemäß (2 .62)
zu

S(i) = exp (zwt) = exp(z(wo + w `)t)

	

(3 .1)

Den einfachsten Zugang hinsichtlich einer Spinbewegung bietet das Modell zweier Zufalls-
frequenzen ("random-two-frequency" Modell, im folgenden kurz "RTF"-Modell bezeich-
net) . Hierbei wird angenommen, daß jeder klassische Spin zwischen zwei Plätzen springen
kann, die durch verschiedene lokale Felder w1 und w2 charakterisiert sind . Der Frequenz

43
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Abbildung 3 .1 : Zweizustandsmodulation : Sprungprozeß zwischen zwei Plätzen mit den
Rotationsfrequenzen w1 und w2

wechsel erfolgt instantan entsprechend einem Poissonprozeß mit der Sprungrate y = 1%T

(siehe Abb . 3.1).
In den klassischen Arbeiten [16, 17, 89] beschreiben Kubo und Tomita diesen Prozeß

über eine stochastische Liouville-Gleichung (2 .86), wie sie auch von Peng und Ho [128]
angewandt wird (siehe die Diskussion auf S . 38) . Die Polarisation ergibt sich dann aus
einer Differentialgleichung für eine entsprechende Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Abweichend von diesem Ansatz wird die mittlere Polarisation des Spinensembles mittels
des von Kehr et al . [95] im Zusammenhang mit dem "strong-collision" Modell eingeführ-
ten Verfahrens diskutiert . Wie auf S. 30 dargestellt wird, kann die Polarisation in die
Beiträge aus den Frequenzwechseln mit fester Zahl 1 aufgeteilt werden, d .h.

00

P(1) "- {`~{
I (

P(i )

	

i ))RTF-Modell E Rl(i)
t=o

Zum Anteil R1 (t) tragen alle Spins bei, die I Sprünge bis zur Zeit i durchgeführt haben
(siehe Abb . 3 .2), so daß die Polarisation im RTF-Modell durch

P(i) '-- 2(exp ~(zwt - y)i}
+ Jot

	

exp -((zw l 'Y) ir } y
exp }(zw2 _ y)(i -

+

	

di ~ dt" exp f(zcv1 y) i"} y exp. {(zw2 - y)(i, -- i „)}.`

	

t

JQ

	

~

1

+ 2
{wt •E 3 w2 )

beschrieben wird . Die Anfangsbedingung, daß die Spins mit der Frequenz w l oder w zu

rotieren beginnen, geht durch den Vorfaktor 1/2 ein.
Mit der Definition A1 , 2 = -y/(s + y - zw1,2 ) wird man mittels einer Laplace-Transfor

mation auf

1
P(s) _

	

(A + A1A2 -+- A 1 A 2 A 1 +

	

+ A 2 .+ A2 A 1 A2A1A2 + . . .)

	

(3.4)
27

geführt . Da es sich bei den einzelnen Termen um Funktionen handelt, können die Faktoren

W I

W2 °
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co l
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Abbildung 3 .2: Diagrammatische Darstellung der Reihe (3 .2) . Die Doppellinie bezeichnet
die Polarisation P(t), während die einfachen Linien die Lösung (3 .1) für eine konstante
Larmorfrequenz wiedergeben. Die Kreuze marki1eeren die Ubergänge zwischen den Fre-
quenzen w t und w2.

vertauscht werden. Man erhält eine geometrische Reihe mit der Reihensumme

p(s) - 1
At + A2 + 2At A2

	

2,

	

1

	

w

	

-AlA`

Mit der mittleren Frequenz cD _ (wl +w2)/2 und der Frequenzdifferenz [~w = (w2 -wt )/2
ergibt sich die Lösung des Zweisprungprozesses im Laplace-Raum zu

(s -i )+27
P(s)

_ (s -20)2 + 27(s -

	

+ L.w2

	

(3 .6)

Einen ersten Eindruck der wesentlichen Merkmale dieses RTF-Prozesses gewinnt man aus
der Fourier-Transformierten P(w) . Mit der Symmetrieannahme P(t) = P(-t) t bestimmt
sich diese zu

P(w) = 2 [P(s = aw) + 13 (s = - 2w)

	

(3 .7)

Mit der Einschränkung auf w 2 = -wt zw (c~ = 0) folgt speziell das Ergebnis

P(w) =
27
	 ~w2

r (®w2 - w 2 )2 + 4w272

das in Abb . 3 .3 für diverse Parameter 7/Aw dargestellt wird . Deutlich wird das RTF-
Modell für kleine Sprungraten durch zwei Linien bei w = ±®w bestimmt . Mit wachsen-
dem 7 verschwinden diese Maxima, und es erscheint ein breites Plateau für
mit der Symmetrieachse bei w = O . Für weiterzunehmende Sprungraten geht dieses in
eine neue Resonanzlinie bei w = 0 über, die entsprechend einem "motional narrowing"

immer schärfer wird.

Diese wohlbekannten Resultate [16, 17J im Frequenzraum spiegeln sich auch in der zeit-
lichen Polarisationsentwicklung wider . -Diese ergibt sich aus der Laplace-Transformierten
(3 .6) zu

P(t) = exp(20t)P(t)

P(t) _ ~ (exp {s2t} + exp{sit}) + - 	 7	 (exp{s Z t
2

	

a Z -- s i

'Die Polarisation wird für negatives t symmetrisch fortgesetzt.

+

(3 .5)

(3 .8)
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Frec#uenzskaia

Abbildung 3 .3: Darstellung der Polarisation im Fourier-Raum aus (3 .8) für verschiedene
Parameter 'y/®w. Die Frequenzdifferenz wurde mit = 1 fest vorgegeben . Die Fre-
quenzskala wird durch die Sprungrate y = 1/r gegeben.

mit den Polen (, Nullstellen des Nenners)

	

s 1,2 = -y Vy2 -- Aw2	(3 .10)

aus (3 .6). Der Term aua fuhrt aufgrund des Dämpfungsgesetzes (A .3) [871 unmittelbar auf
eine generelle Larmorpräzession mit der mittleren Frequenz O . Der zweite Faktor P(i)
beschreibt

	

S'',

	

R zwischen

	

L,

	

it der Sprungratekelbt tt

	

~~ .- "rr zwischenzwischen den Zuständen -~~ =si~~

	

~e
Mit der Annahme w 0 stellt Abb. 3.4 diesen Polarisationszerfall für diverse Para-

meterverhältnisse -y/Aw dar. Die für kleine-y/1w auftretende schnell oszillierende, stark
gedämpfte Polarisationskurve wird mit steigender Sprungrate zunehmend niederfrequen-
ter. Für °y/Aw > 1/

	

ist die Oszillation (nahezu) verschwunden, und der Relaxations-
zerfall verlangsamt sich.

Die Grenzfälle kleiner und großer Sprungraten (im Vergleich zur Frequenzdifferenz Lkw)

können durch eine Diskussion der Pole (3 .10) näher charakterisiert werden.

i) y«,Lw (wenige Übergänge während einer Präzessionsperiode):

In dieser Näherung können die Pole in erster Ordnung in (y/Aw) zu

	

s1,2= ±ivw- 7

	

(3 .11)

bestimmt werden, so daß die Zeitentwicklung (3 .9) auf eine gedämpfte Schwingung
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Zestskaia

Abbildung 3 .4: Zeitlicher Polarisationsverlauf aus dem RTF-Modell (3 .9) für = 1, = 0
und verschiedene Frequenzen ®w. Die inverse Sprungrate 'r = 1/7 bestimmt die Zeitskala.

mit

P(t) = exp(-7i) cos Awi = exp(-7t) [cos(w ! i) + cos(w2 i)]	(3 .12)

in niedrigster Ordnung führt (beachte, daß c = 0 .) . In diesem statischen Grenzfall
spielen die langsamen Sprünge nur eine geringere Rolle . Man erhält eine Uberla-
gerung der einzelnen Rotationen mit den Frequenzen wi und w2 . Im Fourier-Raum
liefert dieser Grenzfall zwei Lorentzkurven bei w = bzw. w = -A w mit der
Breite 7 (Abb. 3.3), d.h .

1

	

7P(w) -

	

®

	

+
27r (w - w)2 + 7z (w -i- Aw)? +

ii) 7 » L.~w (viele Ubergänge während einer Präzessionsperiode):

Aus den beiden reellen Nullstellen

®w2s l = -2'Y

	

SZ

	

(3 .14)
=- 27

folgt die Polarisation näherungsweise in erster Ordnung in (®w/ 7) (mit = 0) zu

Y(t) = exp (
~Y t

	

(3 .15)

(3.13)
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Gemäß einem "motional narrowing" führen die schnellen Fluktuationen zu einem
verlangsamten einfach-exponentiellen Polarisationszerfall . Die zugehörige Relaxa-
tionsrate entspricht der Breite Aw2/(2 7) der entsprechenden Lorentzkurve im Fre-
quenzraum .

P(w) a

1 Aw2

	

1
ir 27 w2 + ( Aw2/27) 2

Diese Breite geht mit ry -4 oo gegen Null (siehe Abb . 3 .3).

3®2 Der LJn®rdnungseinflu in diversen Mittelungs®

prozessen

Gemäß dem allgemeinen Ansatz (2 .83) ',wird nunmehr ein Ensemble von Subsystemen

betrachtet, in denen die Spins jeweils einem RTF-Prozeß unterliegen . Die speziellen Son-
denkernumgebungen in den Subsystemen führen einerseits auf verschiedene lokale Mag-
netfelder, können aber auch die Spinbeweglichkeit unterschiedlich beeinflussen . Diese "Sy-
stemunordnung" findet ihre Berücksichtigung in der Mittelung der Bewegungsgleichung
(3 .9) über die unabhängigen Frequenzen w l , w 2 bzw . über die Sprungrate °y . Die Varianz
a der jeweiligen Verteilung dient als Maß für die Breite der Unordnung.

3 .2.1 Gauß3sche Frequenzmittelung

Typischerweise wird in den stoehastischen Modellen auf eine Gaußverteilung für die Fre-
quenzen zurückgegriffen, die den Bereich um den jeweiligen Mittelwert der Verteilung
in den Rechnungen stark wichtet . Eine solcher Ansatz liefert im allgemeinen eine gute
Beschreibung der tatsächlichen Verteilung der lokalen magnetischen Felder in Kristallen,
wenn diese auf Dipol-Dipol-Wechselwirkungen zurückgeführt werden können [5j . Obwohl
die Abweichung von den kristallinen Eigenschaften in den betrachteten Systemen offen-
sichtlich bestimmend ist, kann diese Betrachtung den generellen Effekt der Frequenzmit-
telung vermitteln. Der Frage, inwieweit das gefundene Verhalten von der berücksichtigten
Verteilung abhängt, wird an späterer Stelle dieser Arbeit nachgegangen.

Wie in Anhang A .1 dargestellt wird, kann die betrachtete Mittelung des RTF-Prozesses
(3.9) über Gaußverteilungen für w i und w2 in eine analoge Integration über die in (3 .6)
eingeführten Größen w, Ow überführt werden .

(3.16)

{P(~)}~, ;W2

2

	

2

1 f dwl dr~2P(t) exp -
wi	 +w2

27r82 J-.

	

2o.2

iJ 2 + L~w 2 )
{P (t )}~,aw

1
= 2~r~ ~ dCt)d®wP(t ) exp ~ -	 0.2

~

(3 .17)



3.2. DER UNORDNUNGSEINFLUSS IN DIV. MITTELUNGSPROZESSEN 49

0 1 2 3 4 5

Zeitskala

Abbildung 3 .5 : Gemittelte Polarisation aus der Beziehung (3 .17) für diverse Sprungraten
y mit festem c = 1 . Die Zeitskala ist durch die inverse Sprungrate r = 1/y gegeben.

Entsprechend der Faktorisierung in (3 .9) lassen sich die Niittelungen fiber ' und Aw
getrennt ausführen . Die Lösung

az

	

..
=

exp (--)
~

exp(®'Yt) 7
2~

I tzk 7zk ~1 +	 t7	
1 )

	

(3.18)
k_4 ( )

	

1
k

	

k~

	

~21 ~

	

21+1

~
(
_ 1 )~	

k a s) ! "~

	

~ ~

	

2?_o

	

(

wird in Anhang A .1 ausführlich hergeleitet.

Aus der graphischen Darstellung (Abb. 3 .5) 2 ist ersichtlich, daß die Polarisation nicht
einfach-exponentiell zerfällt . Vielmehr kann ein gaußscher Abfall der einzelnen Kurven
vermutet werden. Diesen Sachverhalt verdeutlichen die beiden Grenzkurven, die sich aus
den Limites y -' oo bzw. y - 0 ergeben. Für diese erhält man aus (3 .18) einfache
Näherungslösungen, die in Anhang Ad explizit berechnet werden.

1 . Langsame Fluktuationen 7 «

{( )}- exp(-)exP
(ci22)

-1- d ( o---)
(3.19)

2 Die Daten stammen aus einer numerischen Mittelwertbildung von (3 .9) über c1' und ®tr, da sich die
Auswertung der Reihensumme (3 .18) als numerisch instabil erweist.

{P(t)}wf ,2
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Da die Sprungprozesse nach (3 .12) nur einen geringen Einfluß haben, ist die Polari-
sation für y -+ 0 durch die Lösung der reinen Unordnungsrnittelung (2 .64) gegeben.
Ein Vergleich mit den ausführlichen Rechnungen in Anhang A .1 3 verdeutlicht, daß
beide ivlittelungen über und bw gleichermaßen mit dem Faktor exp(-o2 t 2 /4)

beitragen.

2. Schnelle Fluktuationen y » o- :

o
.2t2

	

t~2

	

62 \

{P(t)}~+i,~a
-' exp (-

4 ) 11

	

47 + (i ( .yz)

Das "motional narrowing" führt im Grenzfall y -~ co zu einem um den Faktor f
verlangsamten Zerfall der anfänglichen Polarisation . Dies entspricht einer um diesen
Faktor eingeschniirten, gaußförmigen Resonanzkurve {P(w)} im Frequenzraum.

Dieses Ergebnis ist eine unmittelbare Folge des schne l len Bewegungsprozesses, der

zu einer einzigen Rotation mit der mittleren Frequenz w führt . Die entsprechende

Gaußmittelung über ist aber nach (3 .17) bzw. (A .6) durch eine um den Faktor
f verkleinerte Varianz gekennzeichnet . Die in (3 .19) für den Grenzfall 7 « 0
eingehenden Mittelungsbeiträge aus der Frequenzdifferenz [~w werden vollständig
ausgemittelt.

Zusammenfassend können die in Abb . 3.5 dargestellten Kurven durch die allgemeine Zer-
fallscharakteristik

~at 2

{P(t)L,,
= exp (-2))

	

(3 .21)

beschrieben werden . Die sprungratenabhängige Funktion k(7) ist aber nur in den Grenz-
fällen y - 0 (k(0) = 1) und y

	

oo (k

	

2) näher bekannt.

3.202 Spru g aten ättelur.g

Wie angedeutet, können die jeweiligen Gitterstrukturen in den "Subsystemen " die Be-

wegung der Sondenspins in unterschiedlicher Weise beeinflussen. Dies führt in einem
alternativen Ansatz auf die Mittelung des Ensembles der "Subsysteme" über eine Sprung-
ratenverteilung. Bei der Wahl einer Exponential- und einer Rechteckverteilung werden
insbesondere kleine Sprungraten mit hoher Gewichtung in der Mittelung berücksichtigt.
Natürlicherweise gilt y > O.

'Insbesondere wird auf die Gleichungen (A.8), (A.15) bzw. (A.16) hingewiesen.

{ Auf eine Gaußverteilung wird verzichtet, da sie diesem Ansatz nur in der Einschränkung auf den Mit-
telwert ry = 0 gerecht werden kann . Andererseits sind ähnliche Ergebnisse wie bei der Rechteckverteilung

zu erwarten . Letzteres Problem ist jedoch einfacher zu handhaben .

(3 .20)
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Rechteckverteilung

Im Beispiel einer rechteckigen Sprungratenverteilung stellt sich der gernittelte Polarisa-
tionszerfall des RTF-Prozesses im Laplace-Raum über (3 .6) wie folgt dar

{
P( s)} =

	

j

rz~$ d~

	

(s - aw) + 27 	 	 (3.22)
y _ 2Vu o

	

(s - 20) 2 + 27(s - zt,)) + ®w z

Die feste Wahl der unteren Integrationsgrenze zu Null gewährleistet, daß auch bei anstei-
gender Varianz o kleine 7-Werte in der Mittelung wichtig bleiben. Der Mittelwert der
Verteilung bestimmt sich aus der Definition (B .2) zu ' = \/3""a.

Mit großem Rechenaufwand läßt sich eine analytische Lösung für {P(t)}1 finden (siehe die
Gleichung (A .28) im Anhang A.2.1) . Da die komplizierte Form der erhaltenen Beziehung
einer numerischen Auswertung wenig zugänglich ist, wird an dieser Stelle auf eine nähere
Darstellung verzichtet . In der weiteren Diskussion wird auf aussagekräftigere Näherungs-
ausdrücke zurückgegriffen, die in Anhang A .2.1 für die Grenzfälle kleiner und großer
Varianzen o (im Vergleich zu'Awl) berechnet werden.

Die allgemeine numerische Auswertung des Integrals (3 .22) für feste Frequenzen w t = 10
und w2 - 20 verdeutlicht, daß die Polarisation {P(t)l , durch drei Parameterbereiche der
Verteilungsbreite o charakterisiert werden kann.

I) Kleine Varianzen s <'Awl = Jw 2 -w t j /2

Die komplizierten Zerfallskurven können als Überlagerung von Schwingungen mit den
unabhängigen Frequenzen w t und w2 charakterisiert werden (Abb . 3.6 a) . Schon bei

eee 1AwJ werden aber "Schwebungen" deutlich, die auf weitere zu berücksichtigende
Frequenzen schließen lassen . Bei einer numerischen Auswertung des Ansatzes (3 .7) mit
der Laplace-Transformierten (3 .22) kann die Polarisation entsprechend im Fourier-Raum
untersucht€ü werden . Die beiden auftretenden~auftretenden Resonanzen bei w t undd w2 (Abb. 7.f ,~

	

~7) be-
stimmen dann dieses Zeitverhalten.

Unter der Annahme, daß im Grenzfall cr < I ®w ! Sprungraten die Prozeßentwicldung
bestimmen, die klein gegen die Frequenzdifferenz sind, wird in Anhang A .2 .1 folgender
Näherungsausdruck hergeleitet.

{P(t)}7
= ---

exp(zwt) [-cos(JL1wJt) {exp(-2 cri) - 1}

	

(3.23)
2Vrr

+ 1 sin(J~~Jt)

	

(1 - exp(--2N/Irt)) 2	 ~ exp(-2fSort)}1
J Aw l

1

	

t

Wie die vollständige Prozeßgleichung (A .28) ist dieser Näherungsausdruck hinsichtlich
des charakteristischen Zerfallsverhaltens der Polarisation wenig aussagekräftig . Hilfreich
in dieser Fragestellung ist die Zeitentwicklung der auftretenden Exponentialterme, die auf
folgende Zerfallsgesetze führt .
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Abbildung 3 .6: Gemittelte Polarisation {P(t)}, aus der numerischen Laplace-Trans-
formation der Gleichung (3 .22) für verschiedene Varianzen a. der Rechteckverteilung . Die
Frequenzen sind mit w 1 = 10 und w2 = 20 fest gewählt, wobei die Zeitskala durch die in-
verse Sprungrate gegeben ist . Die punktierten Linien dienen der Augenführung, während
die durchgezogenen bzw . gestrichelten Kurven die Näherungsausdriicke (3.25) und (3 .26)

in (a) und (3.28) in (c) für das jeweilige Zerfallsverhalten wiedergeben
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a) Kurzzeitentwicklung für t 	 1/(2V5-a-):

In der Approximation

exp(-2 .Vo-t) e:-t. 1 - 2),/ut + 6cr2 t 2 - 4V-3-rr 3 t3 +

	

(3 .24)

erhält man (in erster Ordnung) aus (3 .23) für die Polarisation

{P(t)l ~ =
2
	 ~~ exp(zwt)[cos(l®wit) {2~~ - 6~2 t + `~ V 3e '3 t 2 + c~(t 3 )}

i

	

rl~ to 2 - o !- _sJ

	

~ is2~ i i

	

r ~r~

~i®(,4
sixi(~Gwr II ~

	

0y

	

L -~- ~ 1I)

	

(3 .~~)

exp(z0t) II -- 2o-2 t2 + Ci(t 3 )]

Deutlich ist ein quadratischer Polarisationsabfall in der Anfangsentwicklung zu er-
kennen.

b) Langzeitentwicklung mit t » 1/(2\ii):

Alternativ können hier die Exponentialterme gegen Terme der Ordnung 0(t°) ver-
nachlässigt werden, so daß man auf

{P(t)l = Zfs exp(z~ai) [cos(iAwlt)~ +
'ö~~

sin(l®wlt) t2l	(3 .26)

geführt wird . Der quadratische Zerfall im anfänglichen Zeitverhalten geht in einen
asymptotischen Abfall ti t~ € liber.

Beide Zerfallsgesetze (3 .25) und (3 .26) sind mit den numerischen Ergebnissen konsistent,
wie die entsprechenden Darstellungen in Abb . 3 .6 a) verdeutlichen.

II) Mittlere Varianzen Aw < o. <

In diesem mittleren Bereich wird eine Oszillation mit der mittleren Frequenz deutlich.
Zusätzlich ist der Einfluß von wr und w 2 erkennbar, deren Überlagerung rnit zu "Schwe-
bungen" führt . Diese deuten eine scheinbare Schwingungsfrequenz w - Aw an (siehe Abb.
3 .6 b) . Im Fourier-Raum wird dieses Resultat durch eine lorentzfdrrnige Resonanzkurve
bei (.7.' bestätigt (Abb. 3.7) . Weiterhin treten die Linien bei w 1 und w2 auf, werden aber
zunehmend schmaler und niedriger.

III) GroßeVarianzenc <
In diesem Parameterbereich ist nur die mittlere Frequenz ci' für den Polarisationszerfall
von Bedeutung (Abb . 3 .6 c) . Im Fourier-Raum tritt ausschließlich eine Lorentzkurve
bei auf (Abb. 3 .7) . Diese wird mit ansteigender Breite o immer schärfer ("motional
narrowing"), da nun die großen Sprungraten y ~> iAwl, c prozeßbestimmend sind. In
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Frequenzskala

Abbildung 3 .7: Gemittelte Polarisation {P(s)1 7 (3 .22) im Fourier-Raum für verschiedene
Varianzen a. Die Rotationsfrequenzen sind mit wi = 10 und w2 = 20 fest gewählt . Die
inverse Sprungrate l/7 definiert die Zeitskala . Die Kurvenwerte für a = 0 .5 sind um den
Faktor 2 reduziert.

diesem Ansatz folgt die transversale Polarisation unter der -y-Mittelung für eine breite
Rechteckverteilung (a » (,Lwi) zu

	

a

	

/

	

a 1

	

a

{P(t)} = exp(ac~t)
Aw

t Ei j -	 Awt) +exp ~-	 t)

	

(3 .27)
	4~s

	

1 `l~~ /J

	

`1 `l~~

Die lntegralexponentialfunktion Ei(-x) ,

	

> 0 ist in (A .25) definiert.

Aussagen über den charakteristischen Zerfall liefern wiederum entsprechende Zeitentwick-
lungen.

a)	 GCä~G~Läw 2 :

Es ergibt sich ein in niedrigster Ordnung linearer Polarisationsabfall

{P(t)} 7 = exp(awt)	
41d

[äw2

t Ei (-)

l~w2 t
+ l -

Aw2 t

	

(3 .28)
~

	

4f

.45

.40

.35
3
~ .30

.10

.05

0

der in Abb . 3 .6 c) dargestellt ist . Die größeren Sprungraten machen sich schon im
Anfangsverhalten in einem langsameren Zerfall (im Vergleich zu (3 .25)) bemerkbar
(Abb. 3.6 c).
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b) t »4Vr/Aw2 :

Mit dem Näherungsausdruck

Ei(-x) -x exp(-z) {1 - - + 2I
Z

+ O(x~ 3 )

	

(x » 1)

	

(3.29)

für die Integralexponentialfunktion erhält man

40"rr 1

	

i ®w2
1P(t)}" = exp(z&t) ®w

Z t
exp4VI

:rt)

	

(3 .30)

Auch diese asymptotische Entwicklung Iiefert keinen generell einfach-exponentiellen
Polarisationszerfall . Die lineare Zeitabhängigkeit in der Exponentialfunktion wird
über den Vorfaktor 1/t = exp(- logt) leicht modifiziert . Diese Zerfallskurve kann
in der Abb. 3.6 c) wegen der gewählten Parameterwerte nicht dargestellt werden
(t » 4v a(zw2 11) . Nicht dargestellte Auswertungen der Mittelung (3 .22) zu
langen Zeiten bestätigen jedoch die Gültigkeit des obigen Näherungsausdruckes.

Exponentialver°teilung

Bei der Mittelung der transversalen Polarisation über eine exponentielle Sprungraten-
verteilung gemäß

{P(s)} -
1

	

dy	
s - a r + 27	

exp

	

(3 .31)
"

	

Jo

	

(s - z(D) 2 + 27(s - z@ ) +
Aw2

	

(-lc )

sind im Vergleich zur Diskussion der Rechteckverteilung (3 .22) keine qualitativen Un-
terschiede zu erwarten . Quantitativ sollte sich in den Resultaten auswirken, daß in diese
Verteilung bei gleicher Breite o- kleine Sprungraten mit vergleichsweise stärkerem Gewicht
in die Mittelung eingehen.

Diese generelle Vermutung kann in der numerischen Auswertung des Integrals (3 .31)
grundsätzlich bestätigt werden . Der quantitative Einfluß der höheren Gewichtung kleiner
w wird im Ver g leich mit Abb . 3.6 vor allem in drei Punkten deutlich.

1. Für < I Aw i sind die Schwingungsmaxima (Abb. 3 .8 a) (leicht) erhöht.

2. Im mittleren Bereich FAwi < cr < C werden in stärkerem Maße Schwebungen deut-
lich, die aus der Uberlagerung mit den ursprünglichen Rotationsfrequenzen a/2

herrühren (Abb . 3 .8 b). Die Einhüllende der Polarisation fällt bei gleicher Varianz
o bedeutend schneller auf Null ab als im Fall der Rechteckverteilung.

3. Der Übergang zur einzigen Schwingungsfrequenz & erfolgt erst bei größeren
Werten . Für > ist der Polarisationsabfall stärker als bei der Rechteckverteilung
(Abb. 3.8 c).

Aufgrund der exponentiellen "Gewichtsfunktion" im Integral (3 .31) ist es nicht möglich
gewesen, eine analytische Lösung für {P(t)} , zu gewinnen . Jedoch lassen sich wieder
Näherungslösungen in den Grenzfällen kleiner und großer Varianzen s herleiten, wie in
Anhang A.2 .2 diskutiert wird . Die generellen Annahmen zur Prozeßentwicklung sind

dabei den Überlegungen zur Rechteckverteilung zu entnehmen .
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(c)

Zeitskala

Abbildung 3 .8 :Gemittelte Polarisation {P(t)} 7 aus (3 .31) wie in Abb. 3 .6 für verschiedene
Varianzen a der exponentiellen Verteilung . Die durchgezogenen bzw. gestrichelten Kurven
spiegeln die Zerfallsgesetze (3 .33) und (3 .34) (a) und (3.37) (c) wider.
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I)

	

Kleine Varianzen c

	

Aw

In dieser Näherung läßt sich die Polarisation einfach zu

= (3.32){P(t)},

	

exp(zot) [j

. +

	

cos(lowlt) +

	

(1 + art)2 sin(lowlt)]

bestimmen. Die Zeitentwicklungen der Terme N 1/(1 + ert) i liefern das Zerfallsverhalten
der Polarisation . Sowohl im Kurzzeitbereich (t « 1/o-)

{ F\€/J7

	

-

	

exp(zwt) [cos(1 Awlt) 11 - ~t + ;, 2 t2 + o(i3)}

- 2or- 2 t + 3o ' 3 t 2 + 0(t 3)}] (3.33)+ lAwl sin(I®wli)

exp(zrvt) [1 - o-2t2]

wie auch im asymptotischen Zerfall (1 > 1/ß)

M t)} ry =

	

~ ~

	

~exp(zDt)

	

sin(l®wlt)]cos(~®wlt) + ~t2 (3 .34)

gewinnt man eine Polarisationsentwicklung, die - abgesehen von den abweichenden Ko-
effizienten - mit den Ergebnissen (3 .25) und (3.26) übereinstimmt . Beide analytischen
Näherungen geben die Zerfallscharakteristik im jeweiligen Zeitbereich vernünftig wieder
(Abb. 3 .8).

Diese quantitative Übereinstimmung der Ergebnisse für beide Verteilungen überrascht
nicht, da die Prozefientwicklung in diesem Grenzfall wesentlich durch die Sprungraten
mit -y ^• or « Lkw beeinflußt wird . Erst für Zeiten i » 1/o wird die Polarisation durch
Sprungraten y ^• 0 bestimmt . Die stärkere Gewichtung dieser Raten in der Exponen-
tialverteilung führt dann auf etwas größere Koeffizienten, die den langsamen Zerfall . mit
dem Potenzgesetz t~ liefern (Abb. 3.8 a).

II) Gr°oße Varianzen cr>Jnwl

Wie in der Diskussion zur Abb . 3.8 verdeutlicht, wird die unterschiedliche Gewichtung
kleiner Sprungraten bei anwachsender Varianz zunehmend wichtig . Schließlich ergibt sich
in diesem Grenzfall ein zu (3 .27) vollkommen veränderter Polarisationszerfall, der mit der
Bessel-Funktion 3. Art (1 . Ordnung) [131] durch

2®wz t Kl

	

20wzt
exp(zwt)

	

(3 .35)
cr

	

a=

gegeben ist . Mit dem Näherungsausdruck der Bessel-Funktion

{P(t)1 T

K1(z)

	

Y 2z
exp(-z) ~1 + 8 + C~(z-2)}

	

~~z~ » 1, € arg(z)I <~~ l

	

(3 .36)
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folgt das asymptotische Zerfallsgesetz

	

2

	

1~4

	

2

	

2
(2~ t

	

exp - 2w t exp(zwt)

	

» 2Aw2

	

(3 .37)

Bei dieser Näherung darf nur die niedrigste Ordnung von K l mitgenommen werden, da
höhere Ordnungen schon in den Approximationen zu (3 .35) vernachlässigt werden (siehe
Anhang A.2.2).

Prinzipiell wird der asymptotische Zerfall der Polarisation durch ein komplizierte-
res Zerfallsgesetz (N Yiexp (-In = exp (-v'? + (In i)/4)) als die Mittelung über die

Rechteckverteilung (3 .30) charakterisiert . Die Näherung stimmt mit den numerischen
Rechnungen ausreichend überein (Abb . 3 .8).

Beide Sprungratenmittelungen führen generell auf wesentlich kompliziertere Zerfallsge-
setze als der ursprüngliche Zweisprungprozeß (3 .9). Tritt im ungemittelten RTF-Prozeß
der V LJTTT.. .,C1,.5 	Q~115

.. LU

	

-

	

" r;;
ul
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e111/

	

(Abb . . 2 .UJ'\, führt die "Ünm

	

-ll 111Vbi~,.,. .oti1ona1 11C~r1oYYFiLgl

	

U

ordnungsmittelung" über die Sprungraten zu einem veränderten Verhalten . Vor allem bei
der Exponentialverteilung geht die mittlere Frequenz w erst für 7 cr » Lkw merklich
in die Prozeßentwicklung ein . Bei gleicher Varianz a sind hierbei die Sprungraten mit

7 < e bedeutender als die Raten y > 6. Bei der Rechteckverteilung ist dieser Effekt nicht
so stark, da die Beiträge hoher Sprungraten durch entsprechende Terme kleiner Raten
aufgrund der gleichen Gewichtung aufgehoben werden.

3 .3 Random walk Ansatz im "Subsystem"

Die Annahme eines Zweisprungprozesses in den Subsystemen stellt eine starke Idea-
lisierung der experimentellen Realität dar . Wirklichkeitsnäher ist es, eine Spinbewe-
gung zu betrachten, bei der Übergänge zwischen mehreren Plätzen, d .h. mehreren Fre-
quenzen w5	 möglich sind . Wird die zeitli che FTeg1uenzmodulation im Experiment
durch Diffusionsprozesse auf einem Gitter hervorgerufen, ist es naheliegend, die Spinbe-
wegung durch einen d-dimensionalen random walk zu beschreiben . Typisch für die dabei
auftretenden stochastischen Modulationen ist ein langsamer Zerfall der Korrelationen auf-
grund der möglichen Rücksprung- bzw . Riickkehreffekte . Dies wird umso bedeutsamer, je
niedriger die Dimensionalität d des zugrundeliegenden Gitters ist . In Abschnitt 2.3 wird
die Vermutung geäußert, daß gerade diese Effekte den Korrelationszerfall der Wechsel-
wirkungen in den glasartigen Systemen etc . bestimmen.

Hinsichtlich der Anwendung auf das Problem der longitudinalen Polarisation in Kapitel
4 wird ein Modell von Czech und Kehr [98, 104] vorgestellt, bei dem die einzelnen Spin-
teilchen einen einfachen, in keiner Weise eingeschränkten random walk auf einem Gitter
ausführen s . Die Gitterplätze sind durch zufällige, gaußverteilte Rotationsfrequenzen w i

Sp ei realen Diffusionsprozessen liegt oft die Situation vor, daß die Bewegung der Teilchen miteinander
korreliert ist . Als einfaches Modell für derartige Diffusionsprozesse diskutieren die Autoren die Diffusion
im "Gittergas", auf die hier nicht näher eingegangen werden soll.

V(t ))7
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(a) w;

	t	 t
d

(b) b	 o	 0	 0	 	 	 0	 0	 0 	0	 ~ i
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Abbildung 3 .9: Darstellung einer linearen Kette (a) mit den zufälligen Rotationsfrequen-
zen wi und eines diskreten random walks (b), wobei die Kreise den Sprung zur nächsten
Frequenz wiedergeben.

bestimmt, die die Wechselwirkung des betrachteten Spins mit dem Wirtsgitter repräsen-
tieren [98, 104, 105].

Bei der Beschränkung auf den eindimensionalen Fall ist der Einfluß der durch den
random walk bedingten Korrelationen aufgrund der größeren Riiekkehrefl°ekte am wichtig-
sten . Zudem bietet das Modell einer unendlichen linearen Kette 6 (Abb. 3 .9) den Vorteil
der einfacheren analytischen Zugänglichkeit . Jeder Platz i ist durch eine zufällige Rota-
tionsfrequenz wi charakterisiert, die unabhängig von den anderen Gitterplätzen aus einer
Verteilung w(wi ) gezogen wird.

Wie beim RTF-Modell stellt die Annahme unkorrelierter Frequenzen wi auf den ver-
schiedenen Plätzen eine gewisse Idealisierung dar . In der Realität sind Korrelationen zu-
mindest zwischen benachbarten Plätzen durchaus zu erwarten, z .B . wenn die Dipolfelder
der Kernspins eines Wirtsgitters durch die wi repräsentiert werden sollen . Derartige Korre-
Iationen können in erster Näherung durch eine geeignete "Renormierung" der (mittleren)
Aufenthaltsdauer der diffundierenden Teilchen auf den Gitterplätzen berücksichtigt wer-
den. Bei dieser "Renormierung" geht eine Wartezeit r in die Rechnungen ein, die größer
als die tatsächliche Sprungzeit r-' ist . Nach dieser mittleren Wartezeit r, während der
die Spins schon mehrere Sprünge durchgeführt haben können, sollte die Korrelation zwi-
schen alter und neuer Frequenz verschwunden sein . Abschätzungen im analogen Fall von
Mößbauer-Linienbreiten führen in diesem Zusammenhang auf Sprungzeiten, die in der
Theorie um den Faktor 10 höher anzusetzen sind als die Experimente vorgeben [95].

Das Spinteilchen, das zur Zeit t=0 auf einem zufällig gewählten Platz startet, vollführt
danach einen symmetrischen random walk auf dem Gitter (Abb . 3.9) . Mit jeweils glei-
cher Wahrscheinlichkeit (1/2) erfolgen nur Sprünge zu den beiden Nachbarplätzen . Im
Hinblick auf eine einfachere Handhabung im vollständigen Prozeß (Kapitel 4) wird ein
diskreter random walk betrachtet, bei dem die Sprünge in festen zeitlichen Abständen,

6 Die Bezeichnung "linear" beschreibt nicht nur eine geradlinige Bewegung, sondern jeden Diffusions-
prozeß, der sich durch eine Laufvariable parametrisieren läßt, wie z .B . eine periodische Kreisbewegung
um einen Wirtskern oder die Diffusion entlang eines Polymers etc .
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d.h. mit konstanter Wartezeit r erfolgen 7 . Dar eine natürliche Zeitskala definiert, werden
im folgenden die Zeiten (Frequenzen) in Einheiten von r (-y = r -i ) gemessen.

Gemäß dem allgemeinen Ansatz in Kapitel 2 .3 für diffundierende Spinteilchen und der
Erläuterung zur transversalen Spinbewegung auf S . 28 bzw . S. 43 wird die Polarisation
(mit der Anfangsbedingung S(0) = 1) als doppelter Mittelwert berechnet.

( "

	

n

P
(t) _ !

i
exp[awi i i (t}] l

	

= (exP[zw;)]\

	

i

	

(3 .38)
{

	

I RW } W,

	

I-

	

i=i

	

I

	

J1 ~1

	

1t TN c~

Während ein Mittelwert alle Realisierungen des random walks berücksichtigt, erfolgt die
zweite Mittelung über alle Frequenzkonfigurationen {w i f, die die vielen Realisierungen
des walks mit zufälligen Startplätzen beschreiben . Die gesamte Prozel3dauer t n wird in

die Zeiten i i (i) zerlegt, die das Teilchen bis t,, an den diversen Orten i zugebracht hat.

3,3J. G-aul3sche Frequenzverteilung

Da die Frequenzen auf den verschiedenen Plätzen unkorreliert sein sollen, kann die Mit-
telung über die Frequenzkonfigurationen exakt ausgeführt werden . Bezeichnet h n, (i) die
Anzahl der Besuche des Teilchens auf dem Gitterplatz i, ergibt sich in der Annahme einer
gaußschen Frequenzverteilung mit (2.64)

Pn P(t,,) = exp (_--YTh(i))

	

(3 .39)
1 _r

	

r~w

Die Summe im Exponenten läuft über alle verschiedenen, besuchten Plätze r, die auch
als "Span" des random walk bezeichnet werden [232) . Es muß in diesem Zusammenhang
vermerkt werden, daß der n-te Sprung des Spinteilchens nicht mehr in den Prozeß (3 .39)

eingeht B .
Ein charakteristisches Merkmal der durch den random walk der Spins definierten Fre-

quenzmodulation besteht in der wiederholten Rotation mit derselben Frequenz. Im

Vergleich zum "strong-collision "-Modell s wird hier die Zahl der tatsächlich besuchten
Frequenzen aufgrund der Rückkehref ekte gegenüber der Zahl der Sprünge herabgesetzt.
Durch diesen "Mobiiitätsverlust" der Spins kann qualitativ ein reduziertes "motional
narrowing" .. erwartet werden. Dieser Effekt sollte bei dem betrachteten random walk
besonders ausgeprägt sein, da mit abnehmender Dimensionalität Rücksprünge immer
wahrscheinlicher werden. Das "strong-collision " Modell entspricht in diesem Zusammen-

hang dem Grenzfall "d = oo" bzw . "n = r".

In der weiteren Diskussion muß der Tatsache Rechnung getragen werden, daß mit zu-
nehmender Schrittzahl n, d .h. mit wachsender Zeit immer mehr Plätze mehrfach besucht

werden können . So reduziert sich das Problem (3 .39) darauf, die Wahrscheinlichkeiten

7 In [98] wird ebenfalls ein kontinuierlicher random walk untersucht, bei dem die Spriinge gemäß einem
Poisson-Prozeß mit der Rate ry bzw. mittlerer Wartezeit r T .ry-

a erfolgen.
In dieser Konvention hat der Spin zum Zeitpunkt t n bei n-I Sprüngen r verschiedene Plätze besucht.

'Vergleiche die Darstellung auf S . 30 bzw. S . 34 .
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pn({h(i)}) zu bestimmen, daß in einem n-Schritt random walk die Plätze i (i = 1, . . ., r)
h(i)-mal besucht werden.

Beschränkt man sich auf das asymptotische Verhalten der Polarisation für große
Schrittzahlen, kann man vereinfachend annehmen, daß jeder der r verschiedenen Plätze
gleich oft, d .h . n/r-mal besucht wird . Entsprechend bedarf es dann ausschließlich der
Kenntnis der Spanverteilung Wn (r), die im Anhang E kurz diskutiert wird . Diese be-
schreibt die Wahrscheinlichkeit, daß in einer Realisierung des n-Schritt walk r Plätze
aufgesucht werden.

Da bei in nur (n-I) Sprünge zu berücksichtigen sind, folgt die Polarisation im allgemeinen
Fail von walks beliebiger Ausdehnung 2 E r n aus (3 .39) zu

Pn tiE Wn_ i (r)Cn(r)
-2

	

mit

	

Cn(r) E exp

	

0,2

n2

)

(3 .40)

_ F„ (r)
2 r

Einfachere Lösungen ergeben sich für die bei gegebenem n möglichen Extremfälle

a) Im Grenzfall eines "kontrahierten" walks (r = 2) entspricht die Polarisation dem
gaußförrnigen Zerfall Pn ti exp(-i2 n2/4).

b) Wie angedeutet gleicht ein "ausgedehnter" walk (r = n) dem diskreten "strong-
collision" Modell mit einem asymptotisch einfach-exponentiellen Polarisationszerfall
.!',, rig exp(-o2n/2).

In Abb . 3 .10 sind Wn_ E (r) und Cn (r) sowie das Produkt Fn (r), das den effektiven Beitrag
aller walks mit Span r zum Polarisationszerfall beschreibt, für typische Werte von n und
a dargestellt . Wie aus der Beziehung für Cn (r) in (3 .40) vermutet werden kann, liefern
die ausgedehnten walks die größten, individuellen Beiträge zur Polarisation . So kann in
der weiteren Analyse der Gleichung (3 .40) auf den asymptotischen Ausdruck (E .5) für die
Spanverteilung zurückgegriffen werden

W„(r) =	 E(--1)]+tj exp ( --

	

2 J

	

z = r1

	

(3 .41)
J-L

	

2

	

~
jj

der auf der rechten Flanke der Verteilung schnell konvergiert . Bei hinreichend großem n
genügt es, nur den ersten Summanden in VT/n_i(r) mitzunehmen, so daß sich die Sum-
mation über Fn (r) mittels einer Sattelpunktsintegration ausführen läßt [98] . Mit dem
Maximum von F,(r) bei r,,n = 2--i13o2f3ra und der relativen Breite . von .nr- l12 ergibt sich
das asymptotische Verhalten der Polarisation zu

Pn ,
ä

exp (-3 . 2-s/3 ,413 n) exp(-an)

	

(3.42)

Es liegt ein einfach-exponentieller Polarisationszerfall vor, der durch eine anomale Abhän-
gigkeit der Zerfallskonstanten A von der Breite c der Frequenzverteilung charakterisiert
ist . Liefert die Standard-Theorie in (2 .69) wie auch das "strong-coilision"-Modell (vgl .
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Anzahl der besuchten Plaetze r

Abbildung 3 .10 : Spanverteilung 1,17T,_ 1 (r) (d=1) nach (3 .41), individueller Beitrag Cn (r)
eines Walks mit Span r aus (3 .40) und effektiver Beitrag Fn(r) für n = 100 bei Berück-
sichtigung einer Gaußverteilung mit der Varianz = 0 .5 . Die Maxima von Wn_ L(r) und
Cn (r) sind auf 1 normiert, das von Fn (r) auf 0.6 . Für Ca (r) und Fn (r) sind nur Beiträge
größer 10- 2 dargestellt.

die beiden Grenzlösungen zur Gleichung (3 .40)) A ti $2 ergibt sich hier die Abhängigkeit
A cs4/2 . Bedenkt man, daß alle Zeitgrößen und Frequenzen mit der Wartezeit r skaliert
sind (siehe S. 60), erhält man die Beziehung

A n, 0.Y!' r i/3 (3.43)

Die in diesem Abschnitt betrachtete, asymptotische Entwicklung großer Schrittzahlen im-
pliziert den Grenzfall kleiner Wartezeiten r (im Vergleich zur Verteilungsbreite a-) . Uber
den Arrheniusarisatz (2 .32) r = ro exp(E,,/kBT) mit der Zerfallskonstanten 70 und der
Aktivierungsenergie EQ beschreibt die Gleichung (3 .43) die Temperaturabhängigkeit der
Rate A auf der Hochtemperaturflanke des Arrheniusplots. Man erhält somit ein anoma-
les Verhauten mit einer um den Faktor 3 kleineren Steigung auf der Hoch- als auf der
Tieftemperaturflanke.

Die Ursache dieses Ergebnisses ist in dem "konkurrierenden" Effekt zweier unter-
schiedlicher Einflüsse auf die Polarisation zu suchen . Während die Spanverteilung Wn,_ L (r)

für walks der mittleren Spanlänge (r) ti 18n/7r [133] wichtig wird, liefern die aus-
gedehnten walks mit r = n die größten Beiträge im zweiten Term von (3 .40). Aus der
Kombination beider Tenne folgt dann die beschriebene anomale Abhängigkeit (3 .43) der
Relaxationsrate A von der Verteilungsbreite a- und der Sprungzeit r .
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3.3 .2 Einfluß der speziellen Frequenzverteilung

Die obigen Resultate sind unter der Annahme gaußverteilter, lokaler Felder wi hergeleitet
worden. Wie zu Beginn des Abschnitts 3 .2.1 angedeutet wird, kann dies eine gute Nä-
herung der tatsächlichen Magnetfeldverteilung in Kristallen darstellen . Czech und Kehr
untersuchten somit die Fragestellung, inwieweit das gefundene Verhalten (z .B. die Raten-
abhängigkeit (3 .43)) von dieser Annahme abhängt [98].

Hierzu betrachteten sie weitere Verteilungen, die bei gleichem Mittelwert (w) = 0 und
gleicher Varianz cf. allesamt durch einen langsameren Zerfall der Polarisation bei statischen
Spins als bei der Gaußverteilung, siehe (2 .64), gekennzeichnet sind . Im Zusammenhang
mit den späteren Uberlegungen zu den random walk Modellen in der longitudinalen Pola-
risation wird im speziellen die Diskussion der symmetrischen Exponentialverteilung (B .4)
näher vorgestellt.

In Analogie zur Herleitung von (3 .40) ergibt sich der Beitrag Ca (r) eines walks mit dem
Span r durch die Mittelung der Exponentialfunktion (3 .38) über die neue Verteilung zu

z
C,. (r) = exp -r In 1 + --

2
v2

r2

	

(3 .44)

Diese Funktion hat bei rß = kört ein einziges Minimum, wobei die Konstante k numerisch
zu k 0 .357 bestimmt werden kann . Während C,i (r) für r > r0 wie im gaußschen Fall
monoton wächst, fallt sie monoton für r < r 0 . Welcher Bereich für das Verhalten von
P(t,) relevant ist, hängt von den Parametern n und o ab.

1.) cr » 1:

Da generell ra > n, fällt Ca (r) monoton im ganzen Bereich möglicher r-Werte . lm Gegen-
satz zum Fall der gaußschen Verteilung liefern die "kontrahierten" walks (r = 2) die
größten individuellen Beiträge . In der Berechnung des Polarisationszerfalls aus (3 .40) mit
(3.44) findet demnach der asymptotische Ausdruck (E .6) der Spanverteilung für r <
AnWendung. Bei der nachfolgenden Sattelpunktsintegration reicht es auch hier, den ersten
Term der Summe

_ 8n

	

n7r' nrr2
W~(r) (r + 1) 3 (r + 1)2 - 1

) exp
( -21 (r + 1)2)

(3.45)

mitzunehmen. Im asymptotischen Grenzfall n --~ co erhält man dann einen im Vergleich
zum Verhalten der Form P,, N exp [-an] in (3 .42) extrem langsamen Polarisationszerfall
mit

Pn	exp[-(67r2)i13ni/a 1n213 (5-3/2 n)]

	

(3.46)

2.) e «l:

In diesem Fall sind beide Flanken von Ca(r) von Bedeutung, da das Minimum ra im
Bereich möglicher SpanIängen r < n Iiegt . In Abhängigkeit der Lage von ro relativ zum
Maximum von W_ ._ i (r) bei (r) ti /8n/7r lassen sich zwei verschiedene Fälle unterscheiden.
Der entscheidende Parameter ist die Schrittzahl if

	

20rr-2 , bei der ra

	

(r) .
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(b) n = 600
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Abbildung 3 .11 : Darstellung der Spanverteilung Wn_1(r), des individuellen Beitrages
Cn (r) aus (3.44) und des effektiven Beitrages Fn (r) eines Walks für die symmetrische
Exponentialverteilung (a = 0 .2) bei verschiedenen Schrittzahlen n wie in Abb. 3.10. Der

Parameter n` ergibt sich zu 500 .
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n	 rre :

Mit ro « (r) dominiert die monoton steigende Flanke von Cn(r) das Polarisa-
tionsverhalten Pn . Die Funktion Fn (r) hat ein ausgeprägtes Maximum jenseits des
Peaks der Spanverteilung (Abb. 3.11 a)).

In Analogie zum gaußschen Fall (S . 61) liefert die Sattelpunktsintegration einen
einfach-exponentiellen Polarisationszerfall

Pn N exp(-a'n)

	

mit

	

A' = a (i - 3 2-1I3u2I3)

	

(3 .47)

mit der gaußschen Zerfallskonstanten A aus (3 .42) . Während die niedrigste Nähe-
rung in cr ein dem gaußschen Fall entsprechenden Zerfall liefert, läßt die weitere
Ordnung also einen etwas kleineren Wert erwarten.

n» n* :

Bei gröberen Schrittzahlen n > n5 bildet Fn(r) ein zweites Maximum auf der linken
Flanke von Wn_ 1 (r) aus. Mit wachsendem n wird dies immer ausgeprägter, während
der ursprüngliche Peak langsam verschwindet (Abb. 3.11 b)) . Somit werden die
walks mit r < (r) wichtig.

Bei noch größerer Schrittzahl tragen letztlich nur die kontrahierten walks mit r = 2
zur Polarisation bei . Entsprechend der Situation für er » 1 ist auch hier bei kleinen
o--Werten ein asymptotischer Polarisationszerfall gemäß (3 .46) zu erwarten.

Zusammenfassend muß festgehalten werden, daß der asymptotisch einfach-exponentielle
Zerfall für alle Varianzen u eine spezielle Eigenschaft der gaußschen Frequenzverteilung
ist. Alle anderen in [98] betrachteten Verteilungen 10 zeigen ein vergleichbares Verhalten
ausschließlich in einem bestimmten Schrittzahlbereich - vorausgesetzt, daß ci hinreichend
klein ist . Das tatsächliche asymptotische Verhalten hängt also stets von der konkreten
Form der jeweiligen Verteilung ab.

3 4o

	

"T e- e e e' RTF--Modell
Die Ergebnisse aus dem random walk Modell waren durch zwei konkurrierende Einflüsse
auf die Prozeßentwickiung verursacht . Auf der einen Seite ist es die Spanverteilung Wn (r),

die ihr Maximum bei (r) N 13n/rr besitzt, während der zweite Beitrag durch die individu-
elle "Zerfallsfunktion" Cn(r) gegeben ist . Deren Einfluß nimmt für wachsende Spanlinge
r < n (im Falle der Gaußverteilung) zu. Die Kombination beider Größen in (3 .40) liefert
z .B . den asymptotisch einfach-exponentiellen Polarisationsabfall mit der anomalen Raten-
abhängigkeit (3 .43) für kleine Wartezeiten.

Dieser starke Unterschied zum gaußschen Polarisationszerfall (3 .20) im RTF-Modell mo-
tiviert die Erweiterung dieses einfachen Bewegungsprozesses auf das "time-dependent "

'°Zusätzlich werden die Rechteckverteilung und die dichotomische Verteilung untersucht .
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Abbildung 3 .12: "Time-dependent" RTF-Modell . Mit der Übergangsrate A findet ein
Wechsel des Sprungprozesses zwischen zwei Plätzen mit den Rotationsfrequenzen 4 ) ,
W21) zu einem neuen RTF-Prozess mii W22) , W22) statt.

RTF-Modell . Diesem Modell, das die Spinbewegung zwischen den Plätzen in einem "Sub-
system" durch einen zweiten, konkurrierenden Ubergangsprozeß zwischen den Subsyste-
men modifiziert (Abb . 3 .12), liegen die folgenden Annahmen zugrunde.

a) In einem "Subsystem" (i) wird die Spinbewegung durch das RTF-Modell mit der
Sprungrate 'Y und den Frequenzen W (l i) , (.,. 20 beschrieben.

b) Mit einer Ubergangsrate A kann der Spin in ein neues "Subsystem" (j) wechseln . Der

dort stattfindende RTF-Prozeß ist durch die Frequenzen w(l' ) , w2' ) bei unveränderter
Sprungrate 7 bestimmt.

c) Der in b) beschriebene Wechsel zu einem neuen Frequenzpaar erfolgt unabhängig
von den alten Frequenzwerten ("strong collision" Ansatz) . Wie im vorgestellten
random walk Modell kann diese Idealisierung durch eine geeignete "Renormierung"
der Wartezeit :` - A-1 motiviert werden (siehe S. 59).

Dieser veränderte Bewegungsprozeß kann der real auftretenden Situation gerecht werden,
in der der Spin neben einer lokalen Bewegung (z .B. um eine "Haftstelle") auch einer
Diffusion zwischen den "trapping center " unterliegt . Vor allem eine schnelle Diffusion
( große Übergangsraten A) sollte die Polarisation aus der lokalen Bewegung im RTF-
Modell stark beeinflussen . Generell sind die Raten Y .. und A als miteinander gekoppelt
zu betrachten . Das. Spinteilehen kann das Subsystem nur oft wechseln (.l groß), wenn es
schnell diffundiert ('y groß) und umgekehrt.

Bezeichnet man mit P4i)(t) die ungemittelte Polarisation des Zweisprungprozesses (3 .9)

- Sprungrate 'y, Frequenzen W4 `) , w2 `) - zur Zeit läßt sich der Ubergangsprozeß zwi-
schen den "Subsystemen" entsprechend dem allgemeinen Ansatz (3 .2) über die Beiträge
der "Subsystemwechsel" mit .. fester: Zahl I analytisch darstellen .
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Pa(t) = P7 t)(t) exp(-At)

+
~t

dt'P (yi )(t -- t') exp(-A(t -- t ')) A PY = )(t') exp(-At')

+~
dt'

J t
dt "P (k)(t ~ t ' ) exp(-A(t t')) A

0

	

0

.P4') (t' - t") exp(-A(t' - t" )) A EMI") exp(-At ") -d-

Die nicht aufgeführten Summenterme enthalten neben den Beiträgen häufigerer "Subsy-
stemwechsel" auch die jeweiligen Prozesse, die in einem "Subsystem" (1) (i) starten . Da
die Frequenzpaare eines "Subsystems" aber unabhängig von den früheren "Subsystemen"
einer Verteilung entnommen werden, ergibt sich in einfacher Weise

{PP(t)}U,,, . 2 =

	

(t) exp(-At)

	

(3.49)
:t

+ f dt' {P.yL ,,,,2 (t

	

t') exp(-A(i - t')) A {P r L ,rw, (t') exp(-At')
0

+
It

dt'
J

dt" {P.,}~ ,

	

(t - t ' ) exp(--A(t - 1 ')) AI t
0

{ Pry }~,E,~ z (t ' t" ) exp(-A(t' - t ")) A

	

(t") exp(-At ")

Analog zur Herleitung des RTF-Modelles auf S . 44 berechnet sich die Prozeßgleichung im
Laplace-Raum zu

(3.48)

( pa(s)}~ ,	= {P.,(s + A)}
wl, w 2 (

A {f't,,(s -,c A)}

	

ll t
~i,~71

(3.50)

In der Diskussion einer Gaußverteilung bezeichnet { .P.,(s)}w,,w, die Mittelung der Laplace-
Transformierten (3 .6) aus dem RTF-Modell über die Gaußverteilung (3 .17) . Obwohl diese
Frequenzmittelung im Zeitraum ausgeführt werden kann (siehe Gleichung (3 .18) im Ab-
schnitt 3 .2 .1), ist es nicht trivial, eine entsprechende Darstellung für {P. (s + zu
finden.

Einen Eindruck von der generellen Polarisationsentwicklung gewinnt man aus der nu-
merischen Auswertung der Beziehung (3 .50) . Entsprechende Rechnungen für festes o = 1
der Gaußverteilungen für wt , w 2 und vorgegebenem A sind in Abb . 3.13 wiedergegeben.
Deutlich wird die Polarisation {PA(t)}v,,,,J, für kleine Ubergangsraten A dutch die Sprung-
rate y des RTF-Prozesses bestimmt (Abb. 3.13 a). Insbesondere für kleine Zeiten, wo
die Wahrscheinlichkeit eines Sprunges in ein neues "Subsystem" verschwindend klein ist,
ergibt sich der gaußsche Polarisationszerfall mit {PP(t)}w,,wZ ^° exp{--a 2i 2 /[2k(7)]} aus
(3 .21) (Abb . 3 .5) . Obwohl der A-Einfluß für größere Zeiten zunimmt, ist der ursprüngliche
Kurvenverlauf des RTF-Modells weiterhin erkennbar . Dies können die Grenzkurven . für
kleines y (3 .19) reit k = 1 und großes y (3.20)

	

k = 2 verdeutlichen.
Wie Kehr et al . [95] darstellen, führt das "strong-collision" Modell einen gaußschen

Polarisationszerfall ti exp{-o 21 2 /2} (für kleine Raten A) in einen einfach-exponentiellen
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Abbildung 3 .13 : Auswertung des "Time-dependent" RTF-Prozesses (3 .50) für ein festes

1 und verschiedene Sprungraten y mit : (a) A = 0.2, (b) A = 20 . Die Linien geben

die Ergebnisse aus den Grenzkurven (3 .19) und (3 .20) des RTF-Modells wieder .
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Abfall mit der Relaxationsrate T1-1 = arz /A (für große Raten A) über . Vor diesem Hinter-
grund ist es nicht verwunderlich, daß auch das "time-dependent " RTF-Modell eine einfach-
exponentielle Polarisationsentwicklung für große A liefert (Abb . 3 .13 b) . Entsprechend der
allgemeinen Definition (3 .21) für den sprungratenabhängigen gaußschen Zerfall des RTF-
Prozesses ergibt sich die Relaxationsrate zu

a
T r

1
~(y) A

	

(3.51)

Deutlich ist in der Abb . 3.13 b) die Annäherung an die "Grenzkurven" mit Tt = cr z /A
für kleines y '� 0 (k(y) ^s 1) und Tl = u '/(2A) für großes y mit k(y) 2 zu erkennen.

Wie beim random walk im Abschnitt 3 .3.1 sind im "time-dependent" RTF-Modell zwei
konkurrierende Effekte in der Polarisation maßgebend . Beide führen auf ihre Art zu
einem "motional narrowing", d .h . zu einer Linienverschmälerung in der Resonanzkurve
im Fourier-Raum bei Erhöhung der jeweiligen Rate.

1. Die Erhöhung der Sprungrate y führt zu einer Abnahme der Verteilungsbreite o um
den Faktor \ (Resultat des RTF-Modells).

2. Der Anstieg der Übergangsrate A liefert einen Wechsel zum verlangsamten, einfach-
exponentiellen Zerfall gemäß dem "strong-collision" Modell.

3 .5 Zusammenfassung
Hinsichtlich einer Diskussion der longitudinalen Polarisation in ungeordneten Systemen
wird in Kapitel 2 .3 ein allgemeiner Modellansatz vorgestellt . Die Prozeßgleichung (2 .93)
berücksichtigt neben den Bewegungsprozessen der Spins in "Subsystemen" eine Mit-
telung über das Ensemble solcher "Subsysteme" . lm Rahmen der einfacher handhab-
baren transversaren Relaxation werden in diesem Kapitel diverse Ansätze für die Spin-
bewegung und die Ensemblemittelung vorgestellt, die auch in der Betrachtung der Spin-
Gitter-Relaxation Anwendung finden sollen.

Den einfachsten Bewegungsprozeß bildet das bekannte Zweisprungmodell, das für große
Sprungraten auf eine Rotation in einem resultierenden Summenfeld führt . Die in dieser
Arbeit zusätzlich ausgeführte Frequenzmittelung liefert für kleine Sprungraten einen gauß-
schen Zerfall mit der Varianz e, der in eine analoge Polarisationsentwicklung mit der
verkleinerten Varianz rr/f für große Sprungraten übergeht . Zu komplizierteren, asymp-
totischen Polarisationszerfällen führt die betrachtete Sprungratenmittelung, die ebenfalls
einer möglichen Systemunordnung Rechnung tragen soll.

Die alternativ vorgestellten Bewegungsprozesse (random walk Prozeß und das "time-
dependent" RTF-Modell) verdeutlichen, wie die Kombination zweier konkurrierender Ef-
fekte Einfluß auf das Polarisationsverhalten ausüben kann . Obwohl man in beiden Fällen
einen einfach-exponentiellen Zerfall für große Sprungraten erhält, ist die entsprechende
Relaxationsrate im ersten Fall durch ein anomales Temperaturverhalten (3 .43) und im
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zweiten Beispiel durch ein zweifaches "motional narrowing" (3 .51) bestimmt. Nähere Un-
tersuchungen verschiedener Verteilungskurven für die Frequenzen im random walk Modell
verdeutlichten zudem, wie verschiedene Sondenkernumgebungen den Polarisationszerfall
beeinflussen.

Sicherlich lassen sich weitere Möglichkeiten finden, die die Systemunordnung bzw . die
Spinbewegung beschreiben können. Z .B. wurde noch eine Erweiterung des RTF-Modells
betrachtet, bei der die beiden Plätze durch unterschiedliche Frequenzen w 1 , w 2 und Sprung-
raten 71, 72 charakterisiert sind ; sowohl der Aufenthalt an einem Platz als auch die spe-
zielle Frequenz hängen von der lokalen Umgebung ab.

Die Lösung läßt sich wie im allgemeinen Prozeß (3 .2) herleiten 11 , indem man neben
den Größen Aw (siehe S. 45) die mittlere Sprungrate ry = (-y2 + 7i) und die Ratendif-
ferenz A7 = 2 (72 - 7i) einfuhrt.

P(i) = exp(zwt)P(i)

P(i)
= 2

exp(-.yi) Jo t dr (b(i - r) + )

		

(3.52)

{exp -~y2 - (Aw 2 + 2z®wA7) r] + exp [\/
72

- (Ow 2 + 2zAwA7) rJ }

Im Spezialfall 71 = 72 führt die Integration mit A 7 = 0 auf den RTF-Prozeß (3 .9).
Alternativ liefert der Grenzfall 71 » 72 in niedrigster Ordnung die Beziehung (y 71 2)

P(t) = 2 exp(zr~t) { i 1-	 7	 ~ exp(-[2''y + 2.64)

	

(3.53)
l

	

7 + zAw

+ (1 + _	 7	 ] exp(xAwf)}
7+zA w

Mit steigender Sprungzeit 1/72 überlebt (mit festem 7i ) nur der Beitrag der Rotation mit
der Frequenz w2 .

(3 .54)

Die Ergebnisse dieser Modellerweiterung konnten generell erwartet werden . Auch die
Kombination bisheriger Prozesse (z .B . die gleichzeitige Mittelung fiber die Frequenzen
und die Sprungraten etc .) zur Beschreibung der Systemunordnung führt vermutlich nicht
zu vollkommen neuen Resultaten . Im Rahmen dieser ersten Einschätzungen wird somit
die weitere Anwendung auf die Spin-Gitter-Relaxation im wesentlichen auf die in diesem
Kapitel vorgestellten Modelle beschränkt bleiben.

1 .1 Vergleiche auch die Diskussion irn longitudinalen Fall auf S . 109

	''Y	 ) elim P(i)

	

+	 zQw exp(2w 2 i)
t-> .



.®

ThPriPo-lincrgarl g:llr
'N./

	

~ ®.

	

~~ ~ „....

	

.€-.,Z .'N-.U.M. .S. .12S.®..~~

	

-M.

Relaxation

Die in Kapitel 3 vorgestellten Bewegungsmodelle und Mittelungsprozesse werden im fol-
genden auf das allgemeinere Problem der Spin-Gitter-Relaxation erweitert . In der Be-
trachtung eines Ensembles klassischer Spins S (151 = 1) in den einzelnen Subsystemen
wird die Spinrelaxation unter dem Aspekt beliebig starker und beliebig orientierter Mag-
netfelder B untersucht . Die Spinrotation eines einzelnen Spins wird durch die Bewegungs-
gleichung

di
S(t) = w(t) x S(t)

	

Si l t ) ' S(t)

beschrieben . Wie in Abschnitt 2 .2.2 diskutiert, bezeichnet w(t) die Larmorfrequenz, die
das totale Magnetfeld B(1) dem Spin zur Zeit i aufprägt. Dieses besteht im allgemeinen
aus einem externen statischen Anteil und dem stochastischen lokalen Feld w'(t) . i(t)
definiert die zugehörige Rotationsmatrix, die in (2 .76) dargestellt ist.

Wie in-i transversalen Fall ergibt sich bei zeitlich konstanter Larmorfrequenz die Lösung
der Bewegungsgleichung (4 .1) einfach zu

S-(t) = eXp(Zt) . .50	(4 .2)

Hinsichtlich einer allgemeingültigeren Diskussion der einzelnen Modellansätze soli die An-
fangspolarisation S S(t = 0) an dieser Stelle nicht näher spezifiziert werden.

Aufgrund der beliebig orientierten Spinrichtungen und Magnetfelder stellt sich die Un-
tersuchung der einzelnen Probleme im folgenden ungleich komplizierter dar, da die in
(4.1) und (4 .2) auftretenden Matrizen i .a . nicht vertauschen. Dies . wird z .B. bei den Mit-
telungsprozessen bedeutend, wenn es darauf ankommt, ob zuerst der Bewegungsprozeß
mit anschließender Mittelung betrachtet wird (RTF-Modell), oder die Mittelung vor der
Diskussion des Bewegungsprozesses durchgeführt wird ("strong-collision" Modell) . Den-
noch können die einzelnen Modellprozesse analytisch gelöst oder grundsätzlich vereinfacht
werden .

(4.1)

71
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KAPI'T'EL 4 . ÜBERLEGUNGEN ZUR LONGITUDINALEN RELAXATION

4.1 Die Spinbewegung im longitudinalen RTF® o®

dell

4 .1®1 Herleitung der allgemeinen Bewegungsgleichung

Unter der Annahme bezüglich der Anfangspolarisation S © beliebig orientierter Frequenzen
w1 und oi2 (mit den zugehörigen Rotationsmatrizen 1 1 und S2 2) in einem Subsystem
folgt die Bewegungsgleichung des RTF-Modells unter der Berücksichtigung aller Raumdi-
mensionen zu

P(i) = I(exp{(S2 1 - 7)t}

	

(4.3)

+ f
de exp{(R 2 - 71)(t - t ' )} exp{(s~ 1 - 71)t'}

+ f dt' f t~dt" exp{(2 1 -71)(t-t ')}
0

• 7 exp{(I 2 - 71)(t' - t")} 7 exp{(s 1 - 71)t"} + . . .1 .

+ - 2 [Si i

	

-

	

S2

	

So

Entsprechend der Modelldarstellung in Kapitel 3 .1 findet der Frequenzwechsel gemäß
einem Poisson-ProzeB mit der Sprungrate 7 = 1/7- statt . Der Vorfaktor 1/2 berücksichtigt
die anfängliche Rotation der Spins mit der Frequenz cri oder

Auch in diesem allgemeinen Problem (4 .3) führt die Laplace-Transformation auf die
geometrische Reihe

P(s) = 2 (WT. ' + 2 2 1
7

D11 +D11 D21 7 D 1 1 + . . .~

+ D I <----> DV]) . Sn

Mit der Definition 142 (s + -y) 1- S2 i 2 folgt die Polarisation zu

P▪(s)
= 2(22+ 7~ D D l- 2 + (D

+ 7 1)

	

1

	

So
!!

	

=1=.=2

	

D D -7

	

=2-1 72

Eine weitere Vereinfachung der Gleichung ist nicht mehr möglich, da die Operatoren L l
und 52 2 und somit auch D 1 und D 2 nicht vertauschbar sind.

4.1 .2 Diskussion der Prozel3gleich g (4.5)

Vor einer analytischen Auswertung der vollständigen Prozeßgleichung (4 .5) ist es auf-
schlußreich, das qualitative Verhalten der Spindynamik anhand einfacher Beispiele näher
zu untersuchen . Erste Schlußfolgerungen lassen sich aus der Betrachtung zweier spezieller
Magnetfeldanordnungen gewinnen, die Beispiele für ein verschwindendes äußeres Feld
darstellen (c Q

	

0).

1 Siehe hierzu die Gleichungen (2 .75) und (2 .76) .

(4.5)
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b) Ya)

Abbildung 4 .1 : Graphische Darstellung der Beispiele 1 (a) und 2 (b) auf dieser Seite für
verschwindendes äußeres Magnetfeld.

i)

	

Beispiel 1 : w t. = w=e=

	

, w'Z = w Z eZ (Abb. 4.1 a)

ii)

	

Beispiel 2 : wi = wr e = w2 -- w y e y (Abb. 4.1 b)

lm Hinblick auf die Diskussion der longitudinalen Polarisation, für die das erste Beispiel
den interessanteren Fall darstellt, wird die Anfangsbedingung So = ez gewählt.

Für die erste Frequenzkornbination kann die Prozeßgleichung (4 .5) durch Einsetzen der
relevanten Rotationsmatrizen aus (2 .76)

i 0 0

	

0
0 0 -w~
0 w, 0

0 -caz 0
SZ 2 -

	

0

	

0
0

	

0

	

0

mittels algebraischer Umformungen mit dem Programmpaket "REDUCE" ausgewertet
werden . Diät den Variablen a s(s + 27) und = s ± y erhält man speziell für die
Laplace-Transformierte P, (s)

PZ(s)

	

2(a2 + b 2 wz)(b + y) + abw 2 + bw=w2

2

	

a3 +zab 2 (wr -i- w=) ±..b 2 w w2

Einen Eindruck von der generellen Polarisationsentwicklung liefert die numerische Rück-
transformation [110] der Beziehung (4 .7) in den Zeitraum. Die für die Wahl gleich großer
Frequenzen (w p = wZ w) durchgeführten Rechnungen sind in Abb . 4.2 a) für drei Werte
der Sprungrate y graphisch dargestellt . Im Vergleich zum Grenzfall kleiner Sprungraten,
wo die Polarisation nahezu unverändert niit der Periode 2rr/w oszilliert, stellt man ein
Anwachsen dieser Periode um den Faktor

	

beim Ubergang zu großen 7-Werten fest.
Dieses Resultat findet sich auch in den analytischen Näherungslösungen wieder, die in

Anhang C .1 für die Grenzfälle langsamer bzw . schneller Hüpfprozesse für diese spezielle
Frequenzwahl hergeleitet werden. Unter Berücksichtigung der Terme bis zur zweiten
Ordnung in 7/w bzw. w/y erhält man approximativ
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Abbildung 4 .2 : Polarisationsfunktion PZ (i) im Modell zweier Zufallsfrequenzen (Beispiele
1 (a) und 2 (b) auf S. 73) für den festen Parameter w = 2 und drei Werte der Sprungrate

7 . Die Zeitskala ist in Einheiten der inversen Rate 1/7 = r gegeben.
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i) 7 « w (wenige Übergänge während einer Präzessionsperiode):

3

Pp (i) = 1 exp { -7i } cosh
12

t)

Z

	

,y2

+ cos ([1 _5 2
wt cosh ([1 +

L2 7 2

ii) 7 » w (viele Übergänge während einer Präzessionsperiode):

7

	

(

	

,fl-:2- ~~

	

r,i 2 f
Pz (t)

	

expt l
l+

	

32

	

'Y) 7 4

	

(4.9)

1

	

153 w 2 wi

	

1w2
-1- 2 cos 1+ 8192

72

	

) exP1_- I
7

Gleichung (4 .9) verdeutlicht ; daß mit wachsender Sprungrate 7 der Polarisationszerfall
zunehmend verlangsamt wird ("motional narrowing") . Im Vergleich mit (4 .8) bestätigt
sie das Anwachsen der Periode um den Faktor Auf ähnliche Resultate führt auch
eine Diskussion der x- bzw . y-Komponente der Polarisation im Beispiel 1.

Aufgrund der Anfangsbedingung So = ez liefert das zweite Beispiel eine ähnliche Mo-
dellkonfiguration wie der transversale RTF-Prozeß auf S . 44. Dennoch sollte sich eine
abweichende Polarisationsentwicklung ergeben, da beide Rotationsfrequenzen ebenfalls
senkrecht zueinander stehen.

Analog zur Herleitung im Beispiel 1 ergibt sich die Polarisation im Laplace-Raum
explizit zu

15,(s)

	

1 a{2a(b +7) + b(w + wy)}
` 2 a' + ab2(ws + wy2) + 62wrwy

	

(4.10)

wobei a und b wie in Gleichung (4 .7) definiert sind.
Abb . 4.2 b) stellt eine numerische Auswertung von (4 .10) für w = wy w und

verschiedene Werte der Sprungrate 7 dar . Abgesehen von der Dämpfung, oszilliert die
Polarisation symmetrisch um die Zeitachse . Diese Symmetrie ist eine Folge der vor-
liegenden Orientierung der Magnetfelder senkrecht zur z-Achse

	

Anfangspolarisation).
Dar ;.iberhinaus werden ähnliche Effekte wie in Beispiel 1 beobachtet.

In Analogie zum Beispiel 1 lassen sich approximative Lösungen für die Spinpolarisation
im Zeitraum finden . In erster Ordnung ergibt sich:

z

	

z
Pz(i) = cos ([i_ 8

5 7
t.02 WI)

exp - 1 - 2 7
2

	

(y « w)

	

(4.11)

z

	

2153 w
Pz (t) = cos al +

8 92 72

	

) eXp 1--$;7
i

	

(7 > w) (4.12)

Vergleicht man die Polarisation (4 .12) mit der transversalen Spinrelaxation im Bereich
des "motional narrowings" aus (3 .15) [16], beobachtet man neben der periodischen Bewe-
gung mit . der Frequenz w/\ eine kleinere Zerfallsrate w 2 /8 7. Beide Merkmale sind auf
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die Verringerung der Frequenz w um den Faktor

	

in diesem dreidimensionalen RTF-
Prozeß zurückzuführen.

Aus den Ergebnissen dieser einfachen Nullfeldbeispiele lassen sich zwei qualitative Merk-
male der longitudinalen Polarisation im Modell zweier Zufallsfrequenzen folgern, die
ihre Bestätigung in den späteren analytischen Lösungen der Grenzfälle langsamer bzw.
schneller Fluktuationen finden (siehe Abschnitt 4 .1 .3).

Aufgrund des Bewegungsprozesses (4 .3) und der Lösungen (4 .8) und (4 .11) ist es
plausibel, daß, im Grenzfall langsamer Frequenzwechsel (7 « 1[, 12I), die einzel-
nen Spins nahezu unabhängig voneinander mit ihrer jeweiligen Startfrequenz prä-
zessieren.

e Im Grenzfall schneller Übergänge (y zwischen den einzelnen Plätzen
kann in (noch) heuristischer Weise die Trotter-Formel [119] auf das Problem (4 .5)
Anwendung finden ; diese beschreibt die Gesetzmäßigkeit

~n
exp{t(A + M} =

	

lim (exp{i4/n} exp{t /n})

	

(4.13)
n --3 00

Diese Trotter-Formel kann als Verallgemeinerung der aus der Quantenmechanik
bekannten Baker-Campbell-Hausdorff- (BCH-) Formel [14] verstanden werden . Mit
der Voraussetzung [A, [A, B]] = [4,g] = 0 erweitert diese die Produktregel
zweier klassischer Exponentialfunktionen auf nichtkommutierbare Operatoren A
und B gemäß

exp (A + B) = exp (A) • exp (~) exp (-[Ai)

	

(4.14)

Bei der `Dotter-Formel ist die obige Bedingung an die Kommutatoren zweiter Ord-
nung für große n (näherungsweise) erfüllt, so daß der Term exp{i(A + B)/n} ent-
sprechend durch das Produkt exp{i4/n} exp{i/n} ersetzt werden kann, und
umgekehrt . Der Fehler ist nach (4.14) von der Größenordnung 2[A, B]/n 2 .

Mit den umgeformten Termen exp{(52 1 7- 1)}' y bzw. exp{(52 2/7-1)}'7 lassen sich
die Formeln (4.13) bzw. (4.14) auf das vorliegende Problem für große 7 anwenden.
Dann können die Kommutatoren zwischen den Operatoren 521, U2 bzw. D1, D 2
aber vernachlässigt werden . Aus diesem Grund läßt sich die Prozeßgleichung (4 .5)
in folgender Weise vereinfacht darstellen

P(s) = ([s+27}1 -(a1+ci2))
-

. ([(s + 7) 2 - 72]1 - (3 + 7)(9_1 + 92)) • So

Dieses Ergebnis entspricht dem Resultat der transversalen Spinrelaxation in der
zugehörigen Operatordarstellung für eine Spinrotation mit der "Summenfrequenz "
(a + 52 2 )/2. Da dies für die obigen Beispiele 1 und 2 auf !(w1 + u.2 )/2(= w/f
führt, erklärt dieser "Vertauschungsansatz" für große Sprungraten die Vergrößerung
der Schwingungsperiode um den Faktor \ .

(4.15)
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97

Zeitskala

Abbildung 4 .3: Darstellung der Polarisation PP (t) aus (4 .17) für verschiedene Sprungraten

y. Die weiteren Parameter sind aus [128] mit w 0 = I und w~ = 2 fest gewählt . Die
Zeitskala wird durch die inverse Sprungrate 1/7 definiert.

Zum Abschluß dieser ersten Überlegungen wird die Konsistenz des RTF-Modells mit
dem auf S. 38 vorgestellten "Two-Site Jump Model" von Peng und Ho [128] dargestellt.
In diesem vereinfachten Zweisprungmodell werden die beiden Plätze durch lokale Felder
(±w,, ) und einem externen Feld wo in z-Richtung bestimmt . Da der Sprungprozeß im ther-
mischen Gleichgewicht abläuft, werden die beiden Plätze mit gleicher Wahrscheinlichkeit
1/2 besetzt . Die Anfangspolarisation der einzelnen Spins ist parallel zum effektiven Feld

W ef f woe; ± wee' an den Platzen 1 und 2 gewählt.

51,2 (1 = 0) =	 2 (ez ± s ?e;)

	

mit sg = ~~

	

(4.16)
/1 + 2s~

	

o

Berücksichtigt man, daß die Anfangspolarisation 5 i (0) (S2 (0)) auf den ersten (zweiten)

Term in (4.5) wirkt, kann diese Beziehung mit "REDUCE" algebraisch umgeformt werden.
Man erhält die longitudinale Polarisation (im Laplace-Raum) mit den Koeffizienten a und
b aus (4 .7) zu

Pz(s) = ({aas-' + als-lw2
: + w02 (2a 2s-i + as-l wo + sw2 + 47 2 s-ia)}

1

-s aswz wo + as -lwgwz + w0w3s})

	

+ 2s$

	

(4.17)

• [a a + 2a2w22 - 72(w 2 - w 2 )2 + b 2 (w 2 + w2) 2 + 2w©a(b 2 + 72)] -t

Die Polarisationsanteile in r- und y-Richtung sind beide identisch Null .
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Entsprechend der Angaben in [128] wurde die Beziehung (4 .17) für vier Werte der Sprung-

rate 7 a 1/r, ausgewertet . Die gefundenen Resultate entsprechen grundsätzlich dem in

[128] dargestellten Polarisationsverhalten . Wie Abb. 4.3 zeigt, ist der Zerfall im Bereich

langsamer Fluktuationen (7 «

	

+ co!) einfach-exponentiell mit der Relaxationsrate

aus (2.91) und wird durch eine gedämpfte Oszillation moduliert . Dieses Verhalten geht

in eine multiexponentielle Zeitabhängigkeit im "Übergangsbereich " 7 \/wo + w über.

Erst im Bereich des "motional narrowings " für 7 » wo + w!/wo nach [128] wird der Zerfall

wieder einfach-exponentiell mit der Rate (2 .90).

4.1 .3 Analytische Losung des allgemeinen .J . r o I- r-ozesses ( 4.5 )

Um die in der qualitativen Analyse dargestellten Merkmale des RTF-Modells quantitativ
fassen zu können, wird die Bewegungsgleichung (4.5) näher ausgewertet . Mit der Anfangs-

bedingung So = Fz wird ausschließlich die longitudinale Polarisation Pz (t) untersucht, alle
vorgenommenen Schritte sind aber jederzeit auf andere Betrachtungen mit abweichenden
Randbedingungen anwendbar.

Ohne weitere Annahmen über die Frequenzgrößen c-3i s.2 wird die Beziehung (4 .5) mit

den allgemeinen Rotationsoperatoren und aus (2 .76) mit "REDUCE " algebraisch

umgeformt . Die diversen Matrizenumformungen (Inversion, Produkt- und Summenbil-
dung) führen dann auf die allgemeine Darstellung der longitudinalen Polarisation im
Laplace-Raum

P (t) = 2~
-i

{ : :}7) 7-1 2 exp(-7t) • G-i h(s} }

	

(4 .18)

mit den Polynomen g(s)

	

9i(w i cL2i 7)s' und h(s) = E_o h2j (cr i , c2i 7)s 2 ' _ Die in

(C.13) explizit aufgeführten Koeffizienten hängen von der Sprungrate 7 und den Frequen-

zen cri , w-2 ab.
Wie Anhang C .2 ausführlich aufzeigt, läßt sich die inverse Laplace-Transformation in

(4 .18) mit der Kenntnis der einfachen Nullstellen s„ (n = 1, . . ., 8) des Polynoms h(s)

ausführen . Wie bei den Beispielen 1 und 2 in Kap . 4.1 .2 muß man sich aber auf die

Grenzfälle schneller und langsamer Fluktuationen beschränken . Einer möglichen Entar-

tung der Nullstellen wird in Anhang C .2 durch Betrachtung diverser Sonderfälle Rechnung

getragen.

Viele Übergänge während einer Präzessionsperiode (7 » lai , l a.72 1)

In diesem Grenzfall schneller Fluktuationen kann die longitudinale Polarisation in niedrig-
ster Ordnung in 1/7 allgemein zu

Wres,z
exP -- (i(eJ r w-2 )

2wpe,

	

7

	

11
b2

W res

_

	

) }

	 --res,z
+ [COSI3?eit

	

i

	

~!/@

	

1
)

	

2

	

~ sin(kL<1~e 9 ~t) `r

	

exp 1-0
~ "Y~~

2

	

i

	

t
(4 .19)
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bestimmt werden . Eingeführt sind f'( c,.7l,

	

= (
222 -

	

(8cor2 s ) und die
mittlere Summenfrequenz w"Pee = (1 + 2)/2.

Diese allgemeine Lösung ist nur für nichtentartete Nullstellen gültig . Eine (mehrfache)
Entartung der jeweiligen Nullstellen tritt aber dann auf, wenn

~~ ~+~~ }c+~rea

	

=0
. y

Die auftretenden Nullstellen sind dann reell, und man erhält einfachere Lösungen, die auf
S. 154 im Anhang C .2 aufgeführt sind.

Eine generelle Bedeutung für die weiteren Betrachtungen hat der Grenzfall y -* cc).
Für diesen erhält man aus (4 .19) die Spindynamik (2 .78) bzw . (D.30) der statischen
Kubo-Toyabe-Theorie [109] für das resultierende Magnetfeld c~pe8 Dies bestätigt aber die
qualitative Diskussion im Zusammenhang mit der Trotter-Formel auf S . 76.

Wenige Übergänge während einer Präzessionsperiode (y«141, 141)

Die Herleitung einer Näherungslösung des Problems (4 .18) ist für den Grenzfall langsamer
Fluktuationen (y « 111, 1w2 1) mit erheblichen analytischen Schwierigkeiten verbunden.
U .a. treten bei den Rechnungen Terme ~ wl - cv2 ( etc . auf, die dem obigen Näherungs-
ansatz nicht gerecht werden . Hinsichtlich einer Vielzahl von Entartungsfällen in der Null-
stellenberechnung mit der Cardanischen Lösungsformel (vergleiche S . 149 bzw . 152) treten
zusätzliche Probleme auf, deren Ursache häufig im Auftreten komplizierter, komplexwer-
tiger Wurzelausdrücke liegt . Alternative Vorgehensweisen zur Nullstellenbestimmung sind
dieser Näherungsrechnung aber ebensowenig zuträglich.

Diese grundsätzliche Problematik führt in numerischen, nicht dargestellten Proberech-
nungen zum Ensemblemittelwert (Kapitel 4 .2) auf verfälschte bzw. unsinnige Resultate,
wie z.B . {PP (t = 0)}~- , wa 1 . Gerade da für Parametergrößen mit y N ~wl - i2 1 die
typischen Probleme in der begrenzten Rechen- und Quadraturgenauigkeit z Bedeutung
erlangen, sind genauere Näherungsbetrachtungen für PP (i) in diesen Parameterbereichen
zwingend notwendig.

In einem alternativen Ansatz wird die folgende Prozeßgleichung zur Beschreibung der

Spindynamik für kleine Sprungraten herangezogen.

Pz(s _ (27+ {D 1 }33(s) + {D2}33(s)) ({D1}33(8){} 2 }33 (s) - 72) 1

	

(4.21)

Ihren Ursprung findet diese Gleichung in der geometrischen Reihe (4.4), die auf die
allgemeine Prozeßdarstellung (4.5) führt . In diesem "heuristischen" Ansatz wird aber
angenommen, daß sich die z-Komponente unabhängig vom x-y-Unterraum entwickelt 3 .

2 siehe die Bemerkung 3 auf S . 147 im Anhang B .2
'Dieses Modellprinzip wird auch in späteren Überlegungen eine Rolle spielen . Generell wird angenom-

men, daß die einzelnen Matrizen der Gestalt (D .6) entsprechen, die die Entkopplung der Komponenten
ermöglicht .

(4 .20)
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Berücksichtigt man so ausschließlich die z-Komponente der Drehmatrizen D 1,2 in der

geometrischen Reihe (4.4), wird man unmittelbar auf (4 .21) geführt.
Die Beziehung (4 .21) kann mittels algebraischer Umformungen ebenfalls auf die Gestalt

(4.18) gebracht werden . Die Koeffizienten der Polynome g(s)und h(s) werden zu

80

go(W1, 02 ; 7)

g l A, 7)

g2(w1, A, 7)

g3(A, A, 7)

g4 (o1, A, 7)
g5(,31, A, 7)
h0(, A ; 7)

h2(WI, 4 ; 7)

h z.

	

, W2,7)

hs(W1, WZ ; 7)

2
27 w1z

-.2w2
+ W~ z Ca12 2

2

	

2
27[4z +

- W 1 2 + W2 2 + W iz + ~2z

- 27
= 2

(4 .22)

2 , .,2 2
-7 ~1z'2z

y
` 72 (4z +

w
lz)

+ 2A 2

- Y 2 + W1 2 + CaJ
2

= j

bestimmt . Deutlich ist zu erkennen, daß der Sprungprozeß nur von den Beträgen und den
z-Komponenten der Rotationsfrequenzen abhängt.

Leider wirft dieser Ansatz in der Nullstellenberechnung ähnliche Probleme auf, wie für
das RTF-Modell in diesem Grenzfall kleiner Sprungraten geschildert wurde. Dennoch wird
im folgenden Kapitel 4 .2 dieser Ansatz weiter diskutiert, um die generelle Anwendbarkeit
zur Beschreibung des RTF-Prozesses bei kleinen Sprungraten zu illustrieren.

Einen grundsätzlichen Eindruck von der Spindynamik in diesem Grenzfall erhält man,
wenn ausschließlich die ersten Terme des Sprungprozesses (4 .3) bzw. (4.4) berücksich-
tigt werden . Ein entsprechender Ansatz erster Ordnung (im Laplace-Raum) mit der
Anfangsbedingung So = eZ

P=(s)

	

~IL) 1 1}33(s) + {D 2 1} 33 (S)
+ 71D11D21 +D2 1 D 1 1 } 33(s) + 0(72)]

	

(4.23)

kann vor allem die anfängliche Polarisation approximativ wiedergeben . Die einzelnen
Summanden lassen sich ohne weitere Näherungen transformieren (siehe Anhang C .2 .2)
und man erhält die allgemeine Lösung

2

	

2

	

2

	

2

	

2

	

2

1 2
exp(-7i) ~12 + W 1 -12w iz

. COSaW1jt) + ~~2 +
W222~2z • C4S(IW2J1)

1
y

+ 2 W1z~2 2
W

22 W2 7i + 2Bl l	sin(Ice1J~) + 2B2~
2~

sin( i G.i2lt)

	

(4.24)
1

Bezüglich der Koeffizienten B 1 , B2 und der Spezialfälle, die sich hier aus der Nullstellen-
entartung ergeben, wird auf die Darstellungen (C .24) - (C.27) verwiesen . Eine Diskussion
der Genauigkeit dieser Approximation erfolgt im Kapitel 4 .2.

P.. (i) =
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Die Mittelung über ein S bsyste e se b e

Entsprechend dem Ansatz (2 .93) wird im zweiten Schritt ein Ensemble obiger Zweisprung-
systerne betrachtet . Mit dem Ansatz, daß die Rotationsfrequenzen c~äi , cbiz Zufallsvariablen
darstellen, wird die Ensembleunordnung, wie in der transversalen Relaxation (Kapitel
3 .2.1), durch die Mittelung der Polarisationsentwicklung (4.18) über gaußverteilte Fre-
quenzen mit der Varianz o und dem Mittelwert ~a berücksichtigt.

1

	

(Lslt ° Gs1p)Z + (c&

	

CnTp) 2
{ PL( t ) ;, -

		

a

	

dwidr 2 Pz (t) exp

	

2ez
(4.25)

(2wo2 )

Wie auf S. 48 bemerkt, kann dies in erster Näherung die tatsächliche Verteilung der
lokalen Magnetfelder wiedergeben . Im Kapitel 5 werden zusätzlich alternative Frequenz-
verteilungen hinsichtlich ihres Einflusses auf die dort ermittelten Relaxationsraten disku-
tiert . Unter Annahme zufälliger Sprungraten y in den einzelnen "Subsystemen" werden
aber auch zusätzliche Sprungratenverteilungen mit in die Betrachtungen einbezogen.

Neben der Untersuchung genereller Effekte aus der Mittelung (4 .25) interessiert im vor-
liegenden Kapitel vornehmlich die Fragestellung, inwieweit die nichtkommutierbaren Ope-
ratoren aber auch eine Korrelation zwischen den Frequenzen :uii und ria die Ergebnisse
beeinflussen.

4 .2 .1 Ergebnisse aus der gaußschen Frequenzmittelung

Einen vollständigen Eindruck von der . Polarisationsentwicklung {PP (t)Lt! ...2 gewinnt man

aus der numerischen Auswertung von (4 .25) mit der Laplace-Transformierten P$ (s) aus

(4.18) [1101 . Die Frequenzmittelung erfolgt mittels der Gaußquadratur Tiber (B .12) im
magnetischen Nullfeld (cdäo = 0) mit der Varianz rr . In den Rechnungen wird die Quadra-
turordnung von n = 6 (bei großen y und kleinen Zeiten) bis n ~ 11 (für kleine Sprungraten

und größeren Zeiten) variiert . Aufgrund der im Anhang B .2 dargestellten Problematik

(Bemerkung 1 auf S . 146) wird so ein geeigneter Kompromiß zwischen vernünftigen Ergeb-
nissen und akzeptablen Rechenzeiten gefunden werden.

Wie zu erwarten ist, wird die Polarisation far y -# 0 durch die statische Kubo-Toyabe-

Funktion gemäß (2.79) bestimmt (Abb . 4.4).

	

`P2 t

	

= 1 ± 2 (1 - cr 2t 2 ) exp (_22)

	

(4.26)

Die Minimalstelle dieser Funktion ergibt sich zu

tmin = \//0' (4.27)

Ein Anwachsen der Sprungrate wirkt sich in einer Verschiebung dieses Minimums zu
längeren Zeiten aus . Zusätzlich wird die Rückkehr der Polarisation zum asymptotischen
Wert 1/3 verhindert. Während dies qualitativ mit den Resultaten aus dem "strong-
collision" Modell nach Hayano et al . [109) im Einklang steht (siehe das in Abb . 4.4 einge-
setzte Bild), tritt für y ae u ein vollkommen abweichendes Polarisationsverhalten auf .
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Abbildung 4 .4: Darstellung von {PP(t)}4 .,,- aus (4 .25) mit der Laplace-Transformierten
aus (4.18) für festes a = 1, wQ = 0 und ansteigende Sprungraten -y . Die Zeitskala
wird durch die inverse Sprungrate bestimmt. Die punktierten Kurven dienen der Au-
genführung, die anderen Linien stellen die Kubo-Toyabe-Funktion (4 .26) für

	

= 1
(durchgezogen) bzw. = (gestrichelt) dar. Das Insert gibt zum Vergleich die
Ergebnisse des "strong-collision" Modells aus Abb. 2.5 für die entsprechenden Parameter
wieder.

Die longitudinale Relaxation steigt nach Durchlaufen des Minimums wieder an, und für
7 -~ ao wird wieder eine Grenzkurve erreicht, die der statischen Kubo-Toyabe-Funktion
für eine um den Faktor

	

reduzierte Varianz a entspricht.
Alle Polarisationskurven (außer die Grenzkurven für -y = 0 und -y -~ co) fallen zu

späteren Zeiten wieder auf null ab . Dieses generelle Zerfallsverhalten wird in Kapitel 5
näher diskutiert.

Diese generelle Rückkehr zum statischen Kubo-Toyabe-Verhalten für große Raten y
zeigt sich auch, wenn ein äußeres Feld wo = woez in die Rechnungen einbezogen wird
(Abb. 4 .5) . Das Minimum der entsprechenden Grenzlösung für wo > 0 [109j
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Abbildung 4 .5 : Darstellung von {Pz (t)LI mit Pz (t) aus der Näherungsldsung (4 .19)
für diverse Werte der Sprungrate 7 » a (a 1) und des externen Magnetfeldes wo. Die
punktierten Linien geben die Kubo-Toyabe-Lösung (4 .28) [109] mit der reduzierten Vari-
anz a = i// wieder . Die gestrichelte Kurve entstammt dem in Abb . 4.4 beschriebenen
Rechenweg mit der vollständigen Polarisation (4 .18) . 7-L bestimmt die Zeitskala.

wird durch die Bedingung

0.2 'wQ

bestimmt. Abb. 4.5 verdeutlicht, daß die analytische Näherungslösung (4 .19) den Polari-
sationszerfall für große Sprungraten auch nach der Frequenzmittelung wiedergeben kann.

Abschließend kann festgehalten werden, daß das RTF-Modell auch in der "longitudinalen
Anwendung" eine Superposition der beiden Frequenzen in jedem "Subsystem" für große
Sprungraten liefert (Kapitel 4 .1). Entsprechend der Diskussion auf S . 50 im transversalen
Fall führt dies bei der Ensemblernittelung auf den Polarisationszerfall statischer Spins, der
aber dutch eine um den Faktor verkleinerte Verteilungsbreite bestimmt ist ("motional
narrowing" ) . Die erhaltenen Resultate sind somit charakteristisch für den RTF-Prozeß;
das transversaie Problem ist als einfacher Spezialfall zu verstehen, der im Gegensatz zu
späteren Diskussionen zu keinem veränderten Zerfallsverhalten führt.

4 .2 .2 Einfluß des generellen Mittelungsansatzes

In der Abweichung vom "strong-collision" Modell macht sich der veränderte Mittelungs-
prozeß des RTF-Modells bemerkbar . Wie in der Motivation zum "heuristischen Ansatz"

(wo

	

= tan(wo tm=,i)

	

(4.29)
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Abbildung 4 .6: Darstellung von {PZ(t)L$,,,,b aus dem Nullfeldbeispiel 1 (S . 73) für:
(I) die Mittelung der Beziehung (4 .7) (durchgezogene Linie), (ii) den "strong-collision"
Ansatz (4 .31) (punktierte Kurve) , (iii) die Näherungsläsung (4 .32) aus dem RTF-Modell
(gestrichelte Linie), (iv) den entsprechenden "heuristischen" Ansatz (4 .21) (Sterne) . Je-
weils sind -y = 0 .2 und o = 1 fest gewählt. 7' definiert die Zeitskala.

für kleine y (4.21) erläutert wurde, wird im "strong-collision" Modell jeder Term D 1 , D 2
fiber die Freauenzverteilung gemittelt, bevor der Sprungprozeß näher behandelt wird . Im
einfachen Ansatz für kleine y, der nur die ersten Beiträge der Reihe (4.4) berücksichtigt,
ist die Polarisation dann durch die Laplace-Transformierte

I

	

i
I

	

I

	

I

12

	

14

f

	

_- 1

	

I plFz(s).}wk,~i2

	

[{(~D1}w1 + j(`D2}'•~~ + 27{2111 1L2L-2

bestimmt . Gemäß der Überlegungen auf S . 169 besitzen die einzelnen Operatoren die
generelle Gestalt (E.10), so daß die Entwicklung in derlongitudinalen z-Richtung vom
x-y-Unterraum entkoppelt ist . Im Gegensatz hierzu wird das Problem im RTF-Ansatz
durch die Beziehung (4 .23) beschrieben.

Daß sich dieser Modellunterschied schon für kleine Sprungraten in der Polarisations-
entwicklung auswirkt, wird für das einfache Nullfeldbeispiel 1 (siehe S . 73) dargestellt . Für
die spezielle Magnetfeldanordnung lassen sich aus (4.30) bzw. (4.23) unter Heranziehen
einer Integraltafel (z .B.[134, •135j) .. analytische Lösungen bis zur vierten Ordnung in y
herleiten .
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"strong-collision"Ansatz

z

	

z
exP(-'71) 1 - a

z + (1+21)exP(_°2)
2

2
~(2+7i)erf (-
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)

z t

	

r2
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dr exp (- 62
4

	

erf ~ 2 ) (1 + 27[i - r])

Die Error-Funktion erf(x) ist in (A.17) definiert.

RTF-Ansatz

{PZ(t)}(RTF) = 2 eXp(-'yi) ~1 -

	

+ ~1 + a- 2 + 20
Py' / exp (-

c,-
ci-

	

2t2 )
/

+ (2 + ~ °~ + 72212 + 22	~ ~ erf \5 (4.32)

2 2

+ 4 a-2 )
n r-21

cr

2

exp

	

~4
erf (01

2 )

-~2a- J
;drexp

(o.2r2)
erf (=) (1 + 27[i - r])}

In Abb. 4.6 werden diese Näherungen für ' = 0 .2 und o- = 1 mit der gaußschen Mittelung
des vollständigen Prozesses (4 .7) über wz, und wz verglichen . Während die Kurzzeitent-
wicklung für beide "Mittelungsarten" übereinstimmt, fällt die "strong-collision" Lösung
für größere Zeiten immer weiter ab . Der Grund liegt in der generellen Vernachlässigung
der "ausrni.ttelnden" Bewegung im x-y-Unterraum . Wie Abb . 4.4 verdeutlicht, ist dieser
Effekt bei der Betrachtung des dreidimensionalen Falles noch verstärkt zu beobachten.

4 .2.3 Naherungen für kleine Sprungraten in der (gauf3schen)
Mittelung

Wie im Abschnitt 4 .1 .3 . angedeutet, ist die analytische Auswertung des Originalprozesses
(4.18) in der Näherung 7 < lad, IL`'2J und des heuristischen Ansatzes (4 .21) mit großen
Schwierigkeiten verbunden, die eine weitere Anwendung in der Diskussion der Ensem-
blemittelung momentan ausschließen . Um dennoch einen Einblick über die Gültigkeitsbe-
reiche der verschiedenen Näherungsansätze bei kleinen Sprungraten zu erhalten, werden
diese für die Mittelung über Gaußverteilungen für w z, und co, im einfachen Nullfeldbeispiel
1 (siehe S . 73) verglichen . Die in 4 .1 .3 angesprochenen Schwierigkeiten lassen sich für diese
spezielle Parameterwahl mittels einiger Fallunterscheidungen unterdrücken.

Wie Abb. 4.6 erkennen läßt, kann der "heuristische" Ansatz (4.21) durchaus zur
Beschreibung des RTF-Prozesses genutzt werden - auch wenn die Anwendung auf den

{e(t)}~E~'.&

(4 .31)
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vollständigen Prozeß (4 .5) mit erheblichen, momentan ungelösten Schwierigkeiten verbun-
den ist . Auch die einfache Entwicklung (4.32) gibt den Kurvenverlauf, insbesondere im
Kurzzeitbereich (bis t 4), recht gut wieder . Eine ähnliche Genauigkeit im Anfangsver-
halten weist die erweiterte Näherung (4 .23) unter Mitnahme aller Spin- und Feldrichtun-
gen im Vergleich mit den Ergebnissen aus Abb . 4.4 auf.

Abschließend sollte festgehalten werden, daß alle vorgestellten analytischen Lösungen des
RTF-Modells zur Wiedergabe der allgemeinen Prozeßgleichung (4 .3) zu nutzen sind. Da
die zusätzliche numerische Transformation der Laplace-Transformierten in den Zeitraum
entfällt, zeichnen sie sich durch eine erhebliche Zeitersparnis bei den numerischen Mit-
telungsrechnungen gemäß (4 .25) aus. Bei der Vermeidung dieser "Fehlerquelle" ist zudem
eine ausreichende Rechengenauigkeit, schon für kleine Quadraturordnungen, zu erreichen.

Während die Lösung (4 .19) für alle Sprungraten 7 » ]wl ,w2 uneingeschränkt einge-
setzt werden kann, ist im anderen Grenzfall noch einige Vorarbeit zu leisten, um eine
befriedigende Näherung zu gewinnen . Wie die obige Diskussion verdeutlicht, kann aber
je nach der vorliegenden Problemstellung durchaus auf den "heuristischen" Ansatz (4 .21)
(bei spezieller Parameterwahl) oder die Kurzzeitentwicklung (4 .23) zurückgegriffen wer-
den.

4®3 Experimentelle Bestätigung des Modellansatzes

Wie in der Einleitung angedeutet wurde, kann durch Anwendung der Myonenspinresonanz
die Anfangsentwicklung des Polarisationszerfalls aufgelöst werden . Auf der entsprechend
kurzen Zeitskala wirken sich die für die Wechselwirkungsfluktuationen verantwortlichen
Bewegungsprozesse unmittelbar im Polarisationszerfall aus . Demgegenüber können diese
Prozesse in den typischen NMR-Methoden als abgeschlossen gelten, so daß die Beobach-
tung auf das asymptotische Zerfallsverhalten beschränkt bleibt . Vor diesem Hintergrund
konnten die in Kapitel 2 .2 vorgestellten stochastischen Modelle bei der Auswertung von
pSR-Messungen beachtliche Erfolge erzielen, da sie keine Annahmen über kurze Korrela-
tionszeiten etc . einbeziehen.

So wird ein erster qualitativer Vergleich des Polarisationsverlaufs aus dem RTF-Modell
durch pSR-Messungen möglich, die von Fell, Hempelmann et al . [135] in mit Titan dotier-
tem Niob durchgeführt wurden . In Nullfeldmessungen untersuchten sie die longitudinale
Polarisation für verschiedene Temperaturen . Eine Auswahl der ermittelten Transienten
in Abb. 4 .7 läßt folgende Merkmale erkennen.

Fiir sehr niedrige Temperaturen (T = 13K) ergibt sich ein Kubo-Toyabe-Verhalten
der Polarisation . Dieses läßt auf statische Myonen schließen, die an den tetraedri
schen Nb 4-Plätzen im Gitter lokalisiert sind.

Mit zunehmender Temperatur (T = 22K) beginnen die Myonen langsam zu dif-
fundieren. Ahnlich wie in Abb . 4.4 steigt die Polarisation für 'y u nach dem
Minimum nicht wieder an .
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Abbildung 4 .7 : Zeitabhängigkeit des Polarisationszerfalls in Nbo.99Tio .o l : für drei ver-
schiedene Temperaturen aus [136] .
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Abbildung 4 .8: Darstellung der Einheitszelle eines kubisch-raumzentrierten Gitters mit
allen Zwischengitterplätzen aus [137] . Die schwarzen Punkte repräsentieren die Nb-Plätze,
die weißen die 24 tetraedrischen Zwischengitterplätze der Ti-Störstellen . Die dickeren
"Bonds" geben die mögliche lokale Diffusion über 4 oder 6 Plätze wieder.

Nach einer weiteren Erhöhung der Temperatur (T = 57K) ist wieder ein Anstieg der
Polarisation zu erkennen, wobei sich das durchlaufende Minimum zu größeren Zeiten
verschoben hat . Es ist eine Rückkehr zum statischen Kubo-Toyabe-Verhalten zu
vermuten, das durch eine schnelle, lokale Bewegung in einem Untergitter verursacht
wird, wie es in Abb. 4 .8 dargestellt ist.

In der Rückkehr zum Kubo-Toyabe-Verhalten (4 .26) für eine schnelle, lokale Bewegung der
Sondenkerne ist eine starke Analogie zum RTF-Modell festzustellen . Dennoch kann der
einfache Zweisprungprozeß nicht ausreichen, um die experimentellen Resultate quantitativ
zu erklären . Z.B . liefern die Experimente eine Verkleinerung der Varianz cr (im Ubergang
von T = 13K zu T = 57K) um den Faktor 1 .85 , während das RTF-Modell einen Faktor

= 1 .41 voraussagt.
Ein erster Grund dieser Abweichung liegt in der Einschränkung des RTF-Modells

auf zwei unterschiedliche Plätze, die von den Myonen während der lokalen Bewegung
eingenommen werden können . Aus Vergleichen mit der Van Vleck-Theorie [5] und einem
eigenen "trapping model" [136, 138] 5 vermuten die Autoren, daß die Sondenspins vier
oder sechs verschiedene tetraedrische Nb 3Ti-Plätze um die Ti-Haftstelle besuchen.

Des weiteren ist die Annahme unkorrelierter Frequenzen Wt , ci.72 als starke Verein-
fachung anzusehen . Die Frequenzen benachbarter Gitterplätze sind sicherlich in bestimm-

} Dieser kann berechnet werden, wenn man aus den jeweiligen Kurvenminima, mittels der Beziehung
(4.27), die Varianz der Gaufiverteilung berechnet.

5in Erweiterung eines Zweizustaitdsmodells von Borghini et al. [1391
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ter Weise zueinander korreliert . In dieser Hinsicht wurde in Abänderung des Ansatzes
(4.25) folgende korrelierte Mittelung untersucht.

1. Die Frequenz w-t wird einer Gaußverteilung mit der Varianz 6. 1 und dem Mittelwert
w° (- externes Feld 1 Z ) entnommen.

2. Die zweite Frequenz u:2 entstammt einer Gaußverteilung mit der Varianz o-2 und der
Frequenz cvt als Mittelwert.

3. Die Polarisation P(t) wird weiterhin durch den Zweisprungprozeß (4 .5) bzw. (4.18)
bestimmt.

Das zu lösende Integral über die Frequenzen cvt , 4ii2

{PP(t)}w-7L,
1

	

r

	

b

=

	

3 J dr~t dw2 Pz (t)exp - (mit	 ~2°)Z exp -(
2 - ~t)a(2 12 )

	

2cr l

	

.

	

.

	

2,4

kann mit der Variablensubstitution

(4 .33)

1

`
Lr~`=[ 2 	 co

t

	

~-d2	 2z

	

~
w°	(4 .34)

Wät + W-'2
(4) PC8 =

2

der Definition d = M/(4cri + ~2) und der Jacobideterrninanten det J = (frrt d) s (siehe
Gleichung (E.26)) in die Mittelung

G7T~)

3

f-oo d
~rea d®irJ' Pz( 1 ; ~rest Awl)

	

14 .357)

exp ~- (~P~B - ~0)2 exp -Lw
25-a

	

~

	

J

überführt werden . Abkürzend wurde die resultierende Varianz 5- = Jei + (4/4 einge-
führt.

An dieser Stelle soll nur qualitativ der Einfluß der berücksichtigten Korrelation auf die
RTF-Ergebnisse betrachtet werden . Vor diesem Hintergrund wird die Untersuchung auf
die Grenzfälle großer und kleiner Sprungraten beschränkt . Im ersten Fall hängt die Pola-
risation gemäß der Näherungslösung (4 .19) nur noch von der resultierenden Frequenz c
ab. Da die Integration über Aw' damit einer unnormierten Normalverteilung (Varianz
o . , 1/v, . Mittelwert (®w') = 0) entspricht, liefert diese einfach den Normierungsfaktor
/. Die zweite Mittelung führt dann auf die Lösung der statischen Kubo-Toyabe-Theorie

{Pz(i)}ko~,,~p~, '- 9ifT( t ; ~0)

	

(4 .36)

für die resultierende Varianz & . Je nach Magnetfeld w0 ist gKT durch die Gleichungen
(2.79) bzw. (2 .80) gegeben.

{-~=(t)}~~~P
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1 .0

0 1 42 53

Abbildung 4 .9: Darstellung der Lösungen für die korrelierte Mittelung (4 .33) bei Varia-
tionder Breite a2 der "Frequenzabweichung" 0'2 und festen Werten a1 = 1 und cv'o = O.

Die Zeitskala ist durch die inverse Varianz al bestimmt . Für große Sprungraten wird die
Polarisation durch (4 .36) mit der Varianz 5. gegeben (punktierte Linien) . Die gestrichelten
Kurven entsprechen der Lösung für 7 = 0 (4.37) . Zum Vergleich stellen die durchgezo-
genen Linien die statische Polarisation im RTF-Modell bei der unkorrelierten Mittelung
(4.25) Er :a1 = C2 dar.

~
0
a
v). L
6
Q

0.0

a2 = 1 .5
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Im alternativen Grenzfall ist es sinnvoller, unmittelbar den Ansatz (4.33) zu lösen, da
die Polarisation nunmehr durch die Summe zweier Kubo-Toyabe-Funktionen (2 .78) mit
den Frequenzen cvi und 02 bestimmt ist . Die korreliert gemittelte Polarisation ergibt sich
dann als Summe zweier Kubo-Toyabe-Lösungen gemäß

k°?, = 1- 2 igKT( ¢ i

	

wo) + 9KT(ii ~, coo)}
1J} (4 .37)

mit der resultierenden Verteilungsbreite & = Jei + u2 im zweiten Summanden.

Abb. 4 .9 stellt die Polarisation {PP(i)}h.°w für verschiedene Varianzen o-2 bei festen
o- l = 1 und wo = 0 dar . Dabei werden die Grenzlösungen für y = 0 und y -+ oo mit
der Polarisation statischer Sondenkerne aus dem RTF-Modell verglichen, die gemäß der
Mittelungsdefinition (4 .33) der Parameterwahl cr 2 = 0 entspricht . Da die korrelierte Mit-
telung in beiden Fällen zu größeren Varianzen führt, sind die Polarisationstransienten zu
kleineren Zeiten verschoben. Ergibt sich im normalen RTF-Modell (siehe Abb . 4.4) eine
Minimumsshift mit d en Faktor `/G beim%] beim T

V
Tbelgailg von 7 =

	

dieser112AAi1111 iA 111JJ1111V 1111E den L'

	

= - 0n zu t ~ «l, so ist

	

~

Effekt in der korrelierten Mittelung wesentlich kleiner und unauffälliger S . Auffälliger ist
der Unterschied im Polarisationsabfall im Bereich der Minimalstelle . Die Uberlagerung
der Kubo-Toyabe-Funktionen mit den Varianzen er 1 und & in (4 .37) im Grenzfall y = 0
führt auf breite und weniger tief ausgeprägte "Mulden" als der Polarisationszerfall (4 .36)
für y -4 co mit & . Dieser Effekt vergrößert sich mit zunehmender Varianz 02.

Es muß also festgehalten werden, daß die korrelierte Mittelung die in Abb . 4.7 festgestellte
Minimumsshift nicht erklären kann . Ob die alternative Möglichkeit der Erweiterung des
RTF-Prozesses auf mehrere Plätze eine größere Verschiebung der Kubo-Toyabe-Kurve als
um den Faktor bewirkt, kann möglicherweise die folgende Diskussion der Spinbewe-
gung auf einer linearen Kette zeigen.

~c . ~ ni.~pvv°~a~~u~~ äD~~äu~.~n~ ~v n g~

Bei der Erweiterung auf kompliziertere Bewegungsprozesse in den einzelnen "Subsyste-
men" soll eine starke Korrelation zwischen den Rotationsfrequenzen auf den einzelnen
Plätzen in der Polarisationsentwicklung bestimmend bleiben. Entsprechend der Diskus-
sion im transversalen Fall im Kapitel 3,3 trägt die Betrachtung eines eindimensionalen
random walk der Spinteilchen diesem Ansatz Rechnung . Gerade für diese Bewegung ist
der langsame Zerfall der Wechselwirkungskorrelationen aufgrund der verstärkten Rück-
sprungeffekte typisch.

Bei der Verallgemeinerung des transversalen random walk Modells wird jeder Platz der
linearen Kette (Abb. 3 .9) durch einen Rotationsoperator SZ charakterisiert . Aufgrund
der vereinfachten Handhabung wird die Betrachtung auf den diskreten random walk mit

• 6Die Bestimmung der Minimumsstelle für die Losung (4 .37.) erweist sich, aufgrund der Überlagerung
zweier Kubo-Toyabe-Lösungen, als kompliziert . Die generelle Lage des Minimums für ry -4 co aus (4 .36)
läßt sich über die Bedingung (4 .27) mit der Varianz & berechnen.
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der konstanten Wartezeit r beschränkt, so daß in = nr. Gemäß der Konvention auf S . 60
geht auch hier der n-te Sprung nicht mehr in die zu diskutierende Prozeßgleichung

_

	

n

P(Gn) _ {(exP(cl .r)) -
s=1

	

1 dim. RW Subsysteme

ein. In anschaulicher Weise ermöglicht dieser diskrete Bewegungsprozeß ein grundsätzli-
ches Verständnis der charakteristischen Eigenschaften des durch den random walk der
Spins bedingten Polarisationszerfalls . Ein entsprechender Ansatz für einen kontinuier-
lichen random walk ist aber gleichwohl lösbar - wenn auch bedeutend zeit- und rechen-
intensiver - , indem man die auftretende Integralgleichung, in Anlehnung an die Umfor-
mung des RTF-Prozesses auf S . 72, in den Laplace-Raum überführt . Dabei ist aber die
naheliegende Annahme nicht gerechtfertigt, daß die Polarisationen P(tn ) und P(i) unter
der Umrechnung t nr übereinstimmen . Dies macht ein Vergleich der jeweiligen Größen
im "strong-collision" Modell deutlich, den Czech für das transversale Modell durchgeführt
hat [98]. Der Grund liegt darin, daß das Polarisationsverhalten nicht nur davon beein-
flußt wird, ob die Frequenzen mehrfach besucht werden ; wichtig ist auch, wie lange jeder
einzelne Besuch dauert . So wird für das "strong collision" Modell einsichtig dargestellt,
daß größerwerdende Fluktuationen in den Wartezeiten, also die Zunahme an kontinuier-
lichem Verhalten, zu einem immer schnelleren Polarisationszerfall führen [104, 105] . Dieser
Effekt vermindert sich mit kleiner werdender Varianz a°.

Die weitere Umformung der Gleichung (4 .38) wird durch die Nichtkommutierbarkeit der
einzelnen Operatoren (i = 1, . . .,n) stark erschwert . In Anwendung der speziellen
Ergebnisse aus den früheren Überlegungen sind aber einfachere Näherungsbetrachtungen
in den Grenzfällen großer Wartezeiten r - 1/7 mittels des heuristischen Ansatzes (4 .21)
und kleiner Wartezeiten unter Ausnutzung der Trotter-Formel (4.13) möglich. Beide
Ansätze sowie das ebenfalls betrachtete Modell der " unabhängigen Mittelung " motivieren
die bedingte Kommutierbarkeit der einzelnen Operatoren.

überträgt man den "heuristischen Ansatz" (4 .21) auf die Prozeßent icklu ng (4 .38 ) ,
wird ausschließlich die (zz)-Komponente der jeweiligen Exponentialoperatoren wichtig.
Aus den Uberlegungen in Anhang E .1 folgt, daß diese durch die ungemittelte Kubo-
Toyabe-Funktion an, Oi) (2.78) bzw. (E.11) mit der Frequenz wi gegeben ist 7 [109]. Der
Ansatz, die Mittelung erst nach der vollständigen Diskussion des Bewegungsprozesses
durchzuführen, führt aus (4 .38) auf die folgende Prozeßentwicklung im Grenzfall kleiner
Sprungraten 1/7- (im Vergleich zu den typischen Frequenzen) B .

P(in) =

	

( fz ( T> i))hP(t)

	

W i (r)
r=2 i=l

	

jj Subsysteme

Die Berücksichtigung großer Sprungzeiten führt implizit auf die Auswertung dieser Glei-
chung für kleine Sprungzahlen n in den experimentellen Zeitfenstern . Für diese Diskus-

7Vergleiche die Diskussion zur Beziehung (E .10).
'Die Herleitung dieser Beziehung entspricht der Darstellung im Anhang E .1 für die Gleichungen (E .13)

bzw. (4.40), wenn man die Mittelung über fZ (r, w ;) nicht ausführt .

• S©	(4 .38)

(4.39)
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sion muß die Wahrscheinlichkeit pn({h,(r)}) bekannt sein, daß in einem n-Schritt ran-
dom walk die Plätze r jeweils hn(r)-mal besucht werden. Rubin und Weiss [140] liefern
z.B . eine formale Rechenvorschrift für die erzeugende Funktion der Wahrscheinlichkeiten
pn ({hn (r i ), hn(r2), . . ., hn(r,,,)}) einer endlichen Menge von Gitterplätzen
die für das Kurzzeitverhalten des Polarisationsproblems geeignet ist . In Anlehnung an
Arbeiten von Beijeren und Spohn [141] ist es auch möglich, alle walks mit vorgegebe-
nen Besuchszahlen {h,, , (r)} abzuzählen. Obwohl die analytische Summation über alle
möglichen Konfigurationen {hn (r)} wegen der komplizierteren Ausdrücke in der Polari-
sation nur schwer durchzuführen ist, kann diese Methode für die numerische Berechnung
bei kleinen Schrittzahlen n Anwendung finden [1421.

Im Rahmen der Motivation dieser Arbeit wird auf eine weitere Diskussion der Prozeßglei-
chung (4 .39) verzichtet. Ein Grund ist darin zu finden, daß dieser Grenzfall mit den
typischen NMR-Methoden experimentell nicht erreicht wird . Andererseits ist auch keine
deutliche Abweichung vom Polarisationsverhalten aus dem RTF-Prozeß zu erwarten, da
die mittlere Zahl der besuchten Plätze eines n-Schritt walks nach (E .23)

	

ist.
Statt dessen werden zwei Modelle näher vorgestellt, mit denen die Prozeflentwicklung

(4.38) für kleine Sprungzeiten untersucht wird . Diese unterscheiden sich generell in der
Auswahl der Rotationsmatrizen Si

e
. des Platzes i auf der linearen Kette.=

4®4a

	

Unabh.ngige Mittelung

Im einfachsten Modell werden die einzelnen Frequenzen Si .(i = 1, . . ., n) unabhängig
voneinander aus einer Gaui3verteilung (mit longitudinalem Larmorfeld) gezogen . In An-
lehnung an das random walk Modell von Czech [98] in Kapitel 3 .3.1 werden die Matrizen
exp(S2 .r) aufgrund der allgemeinen Gestalt (E .10) schon vor der Mittelung als kommutier-
bar angesehen. Die Entwicklung der z-Komponente von 13-(in ) ist dann mit der Anfangs-
bedingung So = e, Iosgelöst vom x-y-Unterraum zu betrachten . Werden somit zuerst
Mehrfachbesuche an den einzelnen Plätzen zusammengefaßt, und anschließend die un-
abhängige Frequenzrnittelung ausgeführt, reduziert sich die Prozei3gleichung auf

PZ (in ) = E
(g(r))?

Wn-i(r)

	

(4.40)
r-2

__ G es( , )

entsprechend der Darstellung in Anhang E .I . Wie im transversalen Fall erstreckt sich die
random walk Mittelung über alle möglichen Werte von r, also der Anzahl der während
der (n - 1) Schritte besuchten Plätze . Mit der Annahme, daß alle Plätze gleich oft,
d.h . n/r-mal aufgesucht werden, entspricht dies der dargestellten Summation über r mit
der in (E.3) definierten "Spanverteilung" Wn (r) . gKT (t) bezeichnet die statische Kubo-
Toyabe-Funktion, die je nach Größe des externen Feldes durch (2 .79) bzw. (2 .80) gegeben
ist .

Die .:Gleichung (4 .40) wurde mit dem Ziel hergeleitet, die Polarisation im Grenzfall
kleiner Wartezeiten zu diskutieren . Da die einzelnen Operatoren aber aufgrund der un-
abhängigen Mittelung als kommutierbar angesehen werden, ist die Prozeßentwicklung
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gleichwohl für alle Wartezeiten gültig. Die spezielle Wahl von r wirkt sich bei gegebener
Schrittzahl n nur auf das zu betrachtende Zeitfenster aus.

Abb . 4.10 stellt das Verhalten der Spanverteilung Wrz _ 1 (r), des individuellen Beitrages

Cn (r) und des effektiven Polarisationsbeitrages F n (r) = Wn ..-1(r)Cn(r) für verschiedene

Varianzen 6 der Gaußverteilung dar . Das generelle Verhalten der einzelnen Größen erin-
nert an die transversale Polarisationsentwicklung für die symmetrische Exponentialvertei-
lung in der Frequenzmittelung (Abb . 3.11).

Ausschlaggebend für den quantitativen Kurvenverlauf von Cn (r) bei der Wahl eines
verschwindenden Feldes wa ist die explizite Lage des Minimums (4 .27) in der Kubo-
Toyabe-Funktion gKT(i) aus (2 .79). Entsprechende Überlegungen können aber auch für
ein nichtverschwindendes Larmorfeld mit der Kubo-Toyabe-Lösung (2 .80) durchgeführt

werden. In Abhängigkeit von der Zahl der besuchten Plätze r sind folgende Bereiche
unterscheidbar.

1 . r « nrcr/V: Cn (r) wird durch den asymptotischen Wert 1/3 der Kubo-Toyabe-
Funktion bestimmt, d .h .

Cn(r) ti (-
1 Y (4.41)

2. r nrci/13-: Cn (r) liegt im Minimumsbereich der Kubo-Toyabe-Funktion, so daß
die entsprechenden Beiträge vernachlässigbar sind.

3. r > nru/\/ : Hier ist das Kurzzeitverhalten von gKT (i) im individuellen Beitrag

Cn (r) maßgebend, d .h. in niedrigster Näherung

r

	

/

	

2 2 2

	

s

	

2 2 2

	

Cn( r) _ (gKT( ,r)) , ( 1 - 2
n

zr

	

	 + . . . ~ 1 - ~ n ~ r + . . .

	

(4 .42)

Mit diesen Hinweisen lassen sich die Merkmale des effektiven Beitrages Fn(r) in Abb. 4.10

diskutieren, wobei die Randbedingung r < n zu beachten ist.

Für ci = 0 .5 ist Cn (r) durch die Parameterbereiche I und 2 charakterisiert, so daß
das Polarisationsverhalten durch die kontrahierten walks mit r < (r) (- mittlere

Spanlänge) dominiert wird . Die Funktion Fn (r) hat ein ausgeprägtes Maximum auf
der linken Flanke der Spanverteilung (Abb . 4 .10).

e Mit u = 0.15 durchläuft Cn (r) bei Variation von r alle aufgeführten Bereiche.
Sowohl die kontrahierten, aber auch die ausgedehnten walks leisten einen wesentli-
chen Beitrag zum generellen Polarisationszerfall . Dies zeigt sich in zwei Maxima für

Fn(r) auf beiden Flanken von Wn .- 1 (r) . Das Maximum auf der rechten Seite wird
umso stärker, je mehr das Verhalten von Cn (r) bei fallendem ci durch den Parame-
terbereich 3 bestimmt ist ; gleichzeitig verschiebt es sich zu kleineren r-Werten.

® Schließlich wird Cn(r) für 6 = .05 schon für kleinere r-Werte durch den Bereich
3 bestimmt. Fn (r) besitzt nur noch ein Maximum, das mit der Spanverteilung
(nahezu) zusammenfällt . Dies entspricht dem Bereich des "motional narrowing " im

Polarisationszerfall .
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Abbildung 4.10: Darstellung der Spanverteilung Wn_ 1 (r), des individuellen Beitrages
eines Walks Cn (r) aus (4 .40) und des effektiven Beitrages Fa (r) . ist auf 1 normiert . Die
Schrittzahl n ist zu 100 und das . Larmorfeld wo zu nullgesetzt . Die einzelnen Größen sind
wie in Abb. 3.10 normiert und nur dargestellt, wenn sie großer als i0-3 sind.
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Abbildung 4 .11 : Polarisation Px(t1 ) aus (4 .40) bei Variation der Schrittzahl n für:
(a) verschiedene Werte von a bei festem BQ = 0; (b) verschiedene Felder Bo bei fester
Varianz a = 0.005. Die Sterne in (a) geben die Näherung (4.43) wieder . r ist zu I gewah1t .
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Entsprechende Ergebnisse sind zu erzielen, wenn bei konstanter Varianz a- die Schrittzahl
n verändert wird . Dies zeigt sich im "zeitlichen" Polarisationsverhalten Pz( i n ) aus (4 .40)
in Abb. 4.11 . Deutlich ist der Ubergang in einen verzögerten Zerfall bei Abnahme der
Varianz o (Abb . 4.11 a) oder Erhöhung des Larmorfeldes Bo (Abb . 4 .11 b) gemäß dem
"motional narrowing" zu erkennen. Aufgrund der eingeschränkten Skala kann Abb . 4.11
leider nicht verdeutlichen, daß die Polarisationsentwicklung durch drei unterschiedliche
Zerfallsgesetze charakterisierbar ist . Diese bestimmen sich aus der expliziten Lage der
mittleren Zahl der besuchten Plätze (r), relativ zu den oben angegebenen Parameterbe-
reichen für Ca, (r) (im NuIlfeldfall) . Mit einer ergänzenden Diskussion der individuellen
Beiträge für wo > 0 lassen sich diese Betrachtungen auf nicht verschwindende Larmorfelder
erweitern.

A) "Kurzzeitverhalten " für n/(r) <	 n GG / /o

In diesem " motional narrowing"-Grenzfall läßt sich die Polarisation (4 .40) mit der Nähe-
rung (4.42) in niedrigster Ordnung zu

PZ(i" ) = 1 - -n2r2r2

	

~W.-i(r)

	

(4 .43)
=z

berechnen, falls die Spanverteilung W~_i(r) vollständig im Plateaubereich von C,(r) liegt
(Abb. 4.10 c) . Die Gültigkeit dieser Näherung wird in Abb. 4.11 (a) für c = 0 .001 im
Vergleich mit der numerischen Auswertung von (4 .40) dargestellt.

B) "Übergangsbereich " für n/(r) c,/3-/o-_	
Entsprechend der mittleren Darstellung in Abb . 4.10 tragen kontrahierte und ausgedehnte
walks zur Polarisation bei . Dies führt zu einem verstärkten Zerfall, der nicht näher charak-
terisiert werden kann.

C) asymptotischer Polarisationsverlauf fürn/(r)>>'4/o

Das "Langzeitverhalten" wird nur noch durch kontrahierte walks beeinflußt (Bereich I
auf S. 94) . Der Polarisationszerfall läßt sich mittels einer Sattelpunktsintegration [143]
von (4 .40) mit der Beziehung (4 .41) für C,,(r) berechnen . Da das Maximum von F, ,(r)
auf der linken Flanke der Spanverteilung liegt (Abb. 4.10), wird auf die Näherungsdarstel-
lung (E.6) zurückgegriffen . Berücksichtigt man für große n nur den ersten Beitrag in . der
entsprechenden Summe, erhält man aus (4 .40)

ßn-1)7x2(71 --1)-1 exp1)2( j)
. : _

		

(~ ,)
;

	

(r + )2

	

p

	

(r + 1)2

	

(
4	 44

)

2rrg (ro) j f"( ro)[-112 eXP[f ( ro)]

mit dem Sattelpunkt von F,,(r) bei
1'3

2 )

ro = r ln 3

	

(n - 1) i / 3 - 1

	

(4 .45)
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	Mit der relativen Breite

	

n/(ro + 1)4 folgt für den asymptotischen Zerfall:

	

( ) =
24J2(n - 1)(n - 1)

	

1 •	
1

	

(4 .46)

	

Pz t~

	

YYY

	

(ro + 1) 2

	

rQ +

exp (_r2I3 In2/3(3) (n - 1) 113)

Dieser komplizierte Abfall steht mit einer nicht dargestellten numerischen Auswertung
von (4 .40) im Intervall n e [2000, 40001 für die Varianz 8 = 0 .05 in Einklang . Nimmt
man vereinfachend an, daß der von n abhängige Vorfaktor 1 ist, läßt sich dieser Zerfall
durch eine K WW -Funktion (5 .3) mit dem Exponenten a' = 1/3 und der Relaxationsrate
T1-1 N r2 In 2 (3) charakterisieren.

Trotz der interessanten Ergebnisse kann das Modell nur einen qualitativen Eindruck der
durch einen random walk der Spins verursachten Polarisation, insbesondere im Vergleich
mit dem diskreten "strong-collision" Modell (E .14), liefern . Durch die analoge unabhängi-
ge Mittelung, die auf eine vollständige Kommutierbarkeit der einzelnen Operatoren führt,
bleiben viele Effekte und Beiträge in der Prozeßentwicklung unberücksichtigt . Gemäß
der Diskussion in Kapitel 4 .2.2 können diese zur Verlangsamung des Polarisationszerfalls
beitragen.

4.4 .2 Anwendung der Totter-Formel

Im zuvor diskutierten Modell wurden die Rotationsfrequenzen SZ . beim ersten Besuch auf
Platz i unabhängig voneinander einer Frequenzverteilung entnommen . Die hierdurch mo-
tivierte Kommutierbarkeit der Operatoren konnte zur Vereinfachung von (4 .38) beitragen.
Unmittelbare Folge dieses Ansatzes war die Gültigkeit der analytischen Lösung (4 .40) für
alle Wartezeiten r.

Alternativ wird im folgenden ein Modell korrelierter Rotationsfrequenzen betrachtet,
bei dem das Feld fl(i) am Platz i durch die Summe einer mittleren Frequenz Sa o (im
Subsystem) und einer platzabhängigen Frequenzabweichung Ai, fS2) bestimmt ist . Eine
Vereinfachung in der Polarisationsentwicklung (4 .38) ergibt sich dann aus der Annahme
sehr kleiner Sprungzeiten r . Aufgrund der Totter-Formel (4.13), die in Abschnitt 4 .1 .2
zum RTF-Modell vorgestellt wurde, werden die einzelnen Operatoren in erster Ordnung
dabei kommutierbar . Der Fehler, der bei den Vertauschungsschritten auftritt, wird mittels
der BCH-Formel (4 .14) bzw. (E.16) explizit mitgenommen.

Eine Möglichkeit, diesen . Fehler möglichst klein zu halten, besteht darin, das Produkt
der Exponentialterme aus (4 .38) in einen Exponentialterm über die Summe der Rota-
tionsfrequenzen cl(i) umzuschreiben . Mit der Annahme, daß alle Plätze gleich oft, d .h.
n/r-mal besucht werden, werden die Beiträge desselben Platzes zusammengefaßt . An-
schließend wird die Ensemblemittelung über den gesamten Bewegungsprozeß ausgeführt.
Diese erfolgt über eine Gaußverteilung mit einem verschwindenden (oder longitudinalem)
externen Feldbeitrag wexr und der Varianz ~ i für die mittlere Frequenz no . Die zweite
Mittelung für den Feldanteil zf l wird ebenfalls durch eine Gaußverteilung bestimmt, die
aber den Mittelwert (- erste Moment) Null und die Breite a-2 besitzt .
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Mit der obigen Vorgehensweise und der weiteren Annahme, daß die Frequenzabweichung
f (i, An) in erster Näherung als linear gemäß

,n(i) - st Q a- (i --1)®s~ (4.47)

gewählt wird, läßt sich der random walk Prozeß (4 .38) explizit auswerten, wie im Anhang
E.2 ausführlich dargestellt wird . Mit der Anfangsbedingung So = ez wird man dabei auf
die Darstellung

n

P.(in.) = >s ,gKT(tn ; wezt) Wn-L( r )

	

(4.48)
r=2

geführt . Wiederum wird die longitudinale Polarisation durch eine Kubo-Toyabe-Funktion

9KT(t, ; 5. , wet) mit den Beziehungen (2 .79) (w,zt = 0) bzw. (2.30) (Wet > 0) bestimmt.
Die zu berücksichtigende effektive Varianz 5- weist aber eine explizite r-Abhängigkeit mit

auf.
Abb. 4 .12 stellt die einzelnen Terme aus (4 .48) für eine feste Schrittzahl n und ver-

schwindendes Larmorfeld wo dar . In der unnormierten Darstellung von Cn (r) mit der
Varianz o = 0 .001 ist deutlich das Verhalten der Kubo-Toyabe-Lösung zu erkennen . Der
individuelle Beitrag der kontrahierten walks mit r < (r) wird dabei durch das Kurzzeitver-
halten der KLibo-Toyabe-Funktion bestimmt, während die ausgedehnten walks mit dem
konstanten Wert 1/3 in die Polarisationsgleichung eingehen . Eine Veränderung der Vari-
anz, ausgehend von dem Wert u = 0 .001, führt zu einer Verschiebung des auftretenden
Minimums . Somit wird Cn (r) im Grenzfall o- = 0 .005 im wesentlichen nur durch die
Asymptote 1/3 bestimmt, während für cr = 0 .0002 das Kurzzeitverhalten auch für r > (r)
den individuellen Beitrag Cn (r) dominiert . Aufgrund der r-Abhängigkeit der effektiven
Varianz 5- ist das relevante Minimum im Nullfeidfall mit = 0'2 nach (4.27) durch fol -
gende Bestimmungsgleichung gegeben .

3
rm=n = n2 .r2 a 2 -1~-1

i

Eine kompliziertere Beziehung erhält man aus (4 .29) im Falle eines äußeres Larmorfeldes
we$t > O . Entsprechend der Kubo-Toyabe-Funktion (2 .80) verschwindet dieses Minimum
in Cn (r) aber für ansteigendes Larmorfeld Bo = cu„ t , wobei die Schrittzahl und die Vari-
anz konstant bleiben (Abb. 4.13) . Gleichzeitig wächst C,,(r) im Bereich kleiner r-Werte
stark an.

Trotz des ansteigenden Larmorfeldes fallen alle individuellen Beiträge letztlich wieder ab.
Dieser Effekt tritt bei der zugrundeliegenden Kubo-Toyabe-Funktion (2 .80) aber offen-
sichtlich nicht auf. Die Ursache hierfür liegt in der Abhängigkeit der effektiven Varianz
5 von der Zahl der besuchten Plätze während des random walk, wie eine Diskussion der

(4.50)
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Abbildung 4 .12 : Darstellung der Spanverteilung Wn_ L (r), des individuellen Beitrages

Ca (r) = gKT(tn ; ö, weit) und des effektiven Beitrags eines walks Fn (r) = Cn (r)Wn_ 1 (r)

aus (4 .48) . Für die Varianzen gilt o 1 = o-2 - o und die Schrittzahl ist zu n = 200 gewählt.
Abgesehen von der unnormierten Darstellung von Cn(r) sind die sonstigen Angaben der
Abb . 4.10 zu entnehmen.
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Varianzen a = ~Z = 0.001.
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Funktion

C,~(r) gKT ( tn } ~ , wezt) (4.51)
2

= 1 - 2
~eaf

- exp (_.L2n2r2) cos(c~eztnr)]

Tr di' exp ( -~-62i`2) Sin( (alet tf )
0

für große r näher verdeutlichen kann.
Aufgrund des verstärkten Abfalls des Exponentialtermes für steigendes r ist die In-

tegratinn bis ins Unendliche ausdehnbaar, und n,far Ausnutzung einer Integraltafel [134]
berechnet sich diese zu
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Inn diese Gleich e ng wurde bereits beriicksichfigts dal
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Varianz e das Larmorfeld übersteigt . Wie man leicht nachweisen kann, ist der

zweite Exponentialterm in (4 .51) dann auch gegen die Entwicklungsbeiträge in (4 .52)
vernachlässigbar, und man erhält die asymptotische Darstellung

z

	

~

	

s
9KT(t m ; 0°, weat) = 3 + 5

w~Zt
	105 ~e4t + L'J (w)

	

(4.53)

Trotz des nichtverschwindenden Larmorfeldes nimmt diese Funktion wie die Kubo-Toya-
be-Ldsung (2 .79) für das magnetische Nullfeld den asymptotischen Wert 1/3 an. Daß dies
aber nicht in allen Darstellungen von Cn (r) in Abb. 4.14 zu sehen ist, liegt in der in (4 .52)
unberücksichtigten Einschränkung r < n.

Ein weiteres wesentliches Merkmal der Prozeßentwicklung (4 .48) ist darin zu sehen,
daß der effektive Beitrag F? (r) generell im Bereich des Maximums der Spanverteilung

W,~. L (r) maximal wird (Abb . 4.12 und 4.13) . Eine Ausnahme liegt für (r) rmin vor, wo
Fn (r) zwei Maxima auf den Flanken von VVn_ 1 (r) aufweist (Abb . 4 .12 für a = 0.001) . Im
Gegensatz zum random walk Ansatz der "unabhängigen . Mittelung" tragen vornehmlich
die walks mittlerer Länge (r) zur longitudinalen Polarisation bei.

Diese Eigenschaft wirkt sich unmittelbar auf die Polarisationsentwicklung aus, wie die
graphische Darstellung für eine feste Wahl der Varianzen a 1 = 52 verdeutlichen kann
(Abb . 4.14) . Insbesondere das anfängliche Verhalten ähnelt stark dem Erscheinungsbild
der Kubo-Toyabe-Funktion (siehe zum Vergleich Abb . 4.5) ; das auftretende Minimum
verschwindet für ansteigende Larmorfelder . Leider läßt sich die Polarisation im Bereich

dieses Minimums nicht näher diskutieren . Da in den entsprechenden Parameterbereichen
der effektive Beitrag Fn (r) durch zwei Maxima bestimmt wird, muß die Summe in (4 .48)
vollständig berücksichtigt werden . Z .B. muß man folgende komplizierte Bestimmungsglei-
chung für die Nullstellen in der ersten Ableitung der Funktion gKT(tn ; ä°, Wezt)

d

	

rz
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_

~ gKT( tn ; 0' ; Laext)
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Abbildung 4 .14: "Zeitlicher" Verlauf der Polarisation PP(tn) aus (4.48) für verschiedene
Larmorfelder bei den festen Varianzen a = G.2 = 0 .0005 . Die strichpunktierte Linie
gibt den asymptotischen Wert 1/3 wieder. Weiterhin ist die Näherung (4.56) (Sterne)
dargestellt . ist wiederum zu 1 gewählt.

auswerten.
Nach Durchlaufen dieses Minimums weicht die Polarisationsentwicklung vom generel-

len Verhalten der Kubo-Toyabe-Funktion ab. Vor allem ist in Abb. 4.14 deutlich zu erken-
nen, daß die Polarisation trotz ansteigenden Magnetfeldes dem asymptotischen Wert 1/3
zustrebt. Dieser asymptotische Verlauf ist einfach zu diskutieren, da in den entsprechen-
den Parameterbereichen nur die walks mittlerer Spanlänge (r) effektiv zur Polarisation
beitragen. Beschreibt man den Term C,1 (r) in niedrigster Ordnung durch diesen Beitrag
und vernachlässigt die Mittelung über die Spanverteilung, folgt die Polarisation (in der
Langzeitentwicklung) zu

	

Pz(I,)

	

g t:T( tni & (( r)), w.t)

	

(4.55)

mit (r) = /8n/7r. Da. mit einer Steigerung der Schrittzahl die effektive Varianz ff (4 .49.)

proportional zu anwächst, ist die Voraussetzung der Näherung (4 .53) für große n
erfiillt . Somit folgt die asymptotische Entwicklung zu

	

z

	

4

P ( ) ti
1 + 2 CaJ ezt + V ~ezt

	

u _ 5-((r))

	

(4 .56)z

	

3

	

15 5-2	5

Diese Funktion ist für Bo

	

0 .01 vergleichsweise in Abb . 4.14 dargestellt . Die quanti-

tative Abweichung von der numerischen Auswertung von (4 .48) wird verständlich, wenn

'Dieser Ansatz iss nur in den gereichen möglich, wo die Maxima von W,,._ 1 (T) und z, (r) in erster

Ordnung zusammenfallen (Abb . 4 .12 und 4 .13)!
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man berücksichtigt, daß der effektive Beitrag F„(r) für ein r < (r) maximal wird (Abb.
4.13) . Eine Verbesserung in der asymptotischen Entwicklung erreicht man demnach durch
Kenntnis dieses Maximalpunktes aus einer Sattelpunktsintegration von (4 .48).

Interessante Ergebnisse lassen sich aus der allgemeinen Prozeßentwicklung (4 .48) bei der
Betrachtung einiger Spezialfälle erzielen. Berücksichtigt man z .B . ausschließlich die kon-
trahierten walks mit r = 2 in der Polarisationsentwicklung, erhält man in einfacher Weise
die Polarisationsgleichung der korrelierten Mittelung (4 .36), die in Kapitel 4 .2 mit der

effektiven Varianz & = \/X2/4 + cri für den Grenzfall y -> oo (r = 0) diskutiert wird.
Mit Hilfe dieses Mittelungsansatzes wurde versucht, die quantitative Abweichung zwi-

schen dem allgemeinen RTF-Modell und den uSR-Messungen an NbTi [136] zu erhellen
(vgl. S . 88)_ Z .B . wird eine Erklärung für die Minimumsshift in der Kubo-Toyabe-Funktion
um den Faktor 1 .85, im Ubergang von statischen zu schnell diffundierenden 'Vlyonen,
gesucht. Während das RTF-Modell den Faktor f (S. 82) liefert, führt die korrelierte
Mittelung auf kompliziertere Abhängigkeiten zwischen den Lösungen für y = 0 (4 .37) und
-y -., cc? (4 .36) mit. einem Shiftfaktor <E

In diesem Zusammenhang ist es von Bedeutung, ob sich diese Ergebnisse ändern, wenn
die Spinbewegung über 4 oder 6 Plätze erfolgt, wie in [136] vermutet wird . Betrachtet
man somit nur die walks mit festem r = 4 oder 6 in der Polarisationsentwicklung (4 .48),
erkennt man, daß die aus (4 .49) resultierende Varianz weiter angewachsen ist . Demnach
nimmt der Effekt der Minimumsshift entsprechend der Darstellung für die korrelierte
Mittelung bei r = 2 in Abb . 4 .9 bei mehreren Plätzen noch weiter ab.

Somit kann auch die Mitnahme mehrerer Plätze in der Diskussion der korrelierten
Mittelung nicht die interessierenden Meßergebnisse erklären . Problematisch erweist sich
vor allem, daß die Frequenzabweichung Ai, Af) mit zunehmender Platzzahl anwächst.

lm zweiten Grenzfall tragen nur die ausgedehnten walks mit r = n zur Polarisation bei
( "strong-collision " Ansatz). In der Asymptotik großer Schrittzahlen läßt sich die effektive
Varianz dabei aus (4 .49) zu

-1)2	n
4

	

o- 2 +
2

	

2
o-2 (4.57)

nähern. Da die Voraussetzungen der obigen Diskussion zur asymptotischen Polarisations-
entwicklung (4.56) erfüllt sind, wird die Polarisation also auch in diesem Spezialfall durch
den asymptotischen Wert 1/3 bestimmt . Vergleichen läßt sich dieses Ergebnis mit dem
diskreten "strong-collision" Modell aus der Beziehung (E .14) . Die dort angenommene un-
abhängige Mittelung über jeden einzelnen Beitrag führt jedoch auf eine asymptotisch ver-
schwindende Polarisation für n -~ co . So liefert diese Untersuchung ein weiteres Beispiel
für die Tatsache, daß sich der explizite Mittelungsansatz generell auf die Polarisation
auszuwirken vermag (vergleiche die Diskussion in Abschnitt 4 .2.2).

Abschließend muß festgehalten werden, daß das generelle Erreichen des asymptotischen
Wertes 1/3 auch für große Magnetfelder ein "Artefact" dieses speziellen Modells darstellt,
das in der realen Polarisationsentwicklung nicht unbedingt auftreten sollte . Dieses Verhal-



4.4. LINEARER RANDOM WALK

	

105

ten wird erst im Grenzfall großer Schrittzahlen n erreicht, in dem die Prozeßentwicklung
(4.48) nicht mehr für jede Parameterwahl gültig ist.

So ist es von Interesse, mit welchem Fehler die Resultate dieses Modells behaftet sind,
oder für welche Schrittzahlen das Ergebnis (4 .48) zur näherungsweisen Diskussion der
Polarisation im Falle kleiner Sprungraten 1/r herangezogen werden kann . In Anhang E.2
wird der Fehler abgeschätzt, der bei den einzelnen Operatorvertauschungen zur Herleitung
der Prozeßgleichung (4.48) auftritt . In niedrigster Ordnung wird er durch die Beziehung
(E .21)

~PE( ~~ ) T
~

211 ( 1-1- - 1) 10 G~o, s®
~~)}4 g

	

Subaysteme

mit einer typischen walk-Länge s gegeben . Berücksichtigt man den Kommutatorbeitrag
(inklusive der Mittelung) durch das Produkt der typischen Größenordnungen der beiden
Operatoren, führt die Ungleichung zPZ (in ) « 1 auf die Bedingung

ir r2 ( Cs) e.t ~ 0-0c-2c-2 )

Hierbei geht wiederum ein, daß die typischen walks in diesem Modell von mittlerer Aus-
dehnung (r) = V8n/ r sind. Betrachtet man z .B . den Parameterfall mit Bo = 0, r =1
und eef = o-2 = 0.0005 (Abb. 4.14), ergibt diese Ungleichung, daß die Polarisationswerte
noch für Schrittzahlen n « 80 .000 als genau bezeichnet werden können . Entsprechend
sind alle in den Abb . 4.12 - 4 .14 vorgestellten Ergebnisse in diesem Sinne genau.

Da die einzelnen Beiträge aus den in Anhang E.2 vorgenommenen Vertauschungen nicht
einfach abzuschätzen sind, ist diese Fehlerabschätzung mit einer gewissen Unsicherheit
zu betrachten. Dennoch steht es außer Frage, daß das Modell hinsichtlich einer wei-
teren Anwendung von praktischem Nutzen sein kann . Konnte einerseits das Ergebnis
der korrelierten Mittelung (4 .36) verifiziert werden, ist auch eine ausführlichere als die
obige Diskussion

	

e" experimentellen r-Ergebnissen

	

(Abb. 4.7)zur Erklärung der

	

S''R.~-'ssc ~ v ..7~ aus [136]~uv

vorstellbar . Eine Voraussetzung zur Herleitung quantitativ anwendbarer Daten ist es aber,
einen geeigneteren Ausdruck für die platzabhängige Rotationsfrequenz Sl(i) zu finden.
Weicht dieser von dem linearen Ansatz (4 .47) ab, kann natürlich nicht mehr auf die
Lösung (4 .48) zurückgegriffen werden . Statt dessen muß die allgemeine Lösung (E .18)
von neuem (möglicherweise numerisch) ausgewertet werden . Ausschlaggebend für die ex-
plizite Anwendung dieses random walk Modells, gerade bei modifizierten Ansätzen für
die Rotationsfrequenzen Sl(i), ist aber die Fragestellung, bei welchen Parameterwerten
der durch die Operatorvertauschungen mitgenommene Fehler mit den berechneten Pola-
risationswerten größenordnungsmäßig vergleichbar ist .

(4 .58)

n« r f ~'

	

4

	

\ 2/3
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4 .5 Weitere Bewegungsprozesse

Neben diesem linearen random walk der Spinteilchen in einem "Subsystem" werden im
Kapitel 3 zwei Erweiterungen des Zweisprungmodells vorgestellt, die in einfacher Weise
die Systemunordnung in den Bewegungsprozeß einbeziehen . lm "time-dependent " RTF-
Modell wird z .B . der Spinübergang zwischen verschiedenen "Subsystemen" berücksichtigt.
Alternativ führen beim "RTF-Modell zweier Sprungraten" die unterschiedlichen Umge-
bungen zu verschiedenen lokalen Frequenzen und Aufenthaltsdauern an den beiden Son-
denplätzen. Eine entsprechende Anwendung dieser Prozesse auf die Spin-Gitter-Relaxa-
tion soll die allgemeinen Untersuchungen dieses Kapitels abschließen.

4 .5 .1 "Time . dependent" RTF Modell

Entsprechend der Darstellung in Kapitel 3 .4 (Abb . 3 .12) können die Spins von einem "Sub-

system" in ein benachbartes überwechseln . Dieser Prozeß findet mit der Übergangsrate
im Rahmen eines "strong-collision" Ansatzes statt ; die Frequenzpaare S2(' ) , g eines

"Subsystems" werden unabhängig von den alten Rotationsfrequenzen a(r l) , 51 (2 -1) einer
zugrundeliegenden Verteilung entnommen . Die Prozeßentwicklung innerhalb eines "Sub-
systems" wird durch das Zweisprungmodell (4 .3) beschrieben. Hinsichtlich einer ausführ-
licheren Diskussion dieser Modellschritte einschließlich ihrer Motivation und der einge-
henden Idealisierungen wird auf das Kapitel 3 .4 (S . 66) verwiesen.

Wie in dieser Arbeit mehrfach diskutiert, läßt sich die Polarisation auch in diesem Prozeß
entsprechend der Beziehung (3 .2) über die Beiträge der Ubergänge mit fester Zahl I fassen.
Bei dieser Erweiterung der gemittelten Polarisationsentwicklung (3 .49) auf die dreidimen-
sionale Spinrotation wirkt sich die Nichtkommutierbarkeit der einzelnen Operatoren nicht
aus. Aufgrund der unabhängigen Mittelung tritt ausschließlich die Matrix {12 (s)}~ ;, w2
auf, die die gemittelte Lösung des RTF-Modells (4 .25) mit (4 .5) bezeichnet.

Analog zur Darstellung in Kapitel 3 .4 wird man dann auf die vollständige Prozeßglei-
c hung

(4.60)

geführt . Wie in Anhang D.1 gezeigt wird, läßt sich die longitudinale Polarisation in
dieser Bewegungsgleichung vom x-y-Unterraum entkoppelt untersuchen . Einzige Voraus-
setzung ist die Gleichverteilung der betrachteten Verteilungen für cll . und ti) ; in den x--
und y-Komponenten um Null . Für die Gaußverteilung mit longitudinalem Larmorfeld

((wa) = (LaJ,~) = 0 < (we)) ist dies gewährleistet, so daß die longitudinale Polarisation mit

der Anfangsbedingung Sß = eZ zu

.,A

	

1

P (s) . = IP~ (s +
}kii,W2 (1- ~ ff-'(s + '~)}W1,wz) . S0

/
Pz

A
(s)

	

(Pzz(s + A
)}E,~2

j 1 - IPPZ (s + A)}Yl (4 .61)

im Laplace-Raum folgt.
Trotz dieser Entkopplung der longitudinalen und der transversalen Polarisationskom-

ponenten ist eine weitere analytische Auswertung dieser Prozeßgleichung nicht möglich, da
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Abbildung 4 .15 : Darstellung von PZ (t) aus dem "time-dependent" RTF-Modell (4.61) bei

fester Rate y = 50 . Die Mittelung von Prz(s + A) aus (4 .62) mit den Koeffizienten (D .11)

erfolgt über eine Gaußverteilung mit 8 = 1 und aia = O . Die punktierten Linien dienen der
Augenführung . Die durchgezogene Kurve gibt die Lösung des RTF-Prozesses für y -> oo
wieder, während die gestrichelte (strichpunktierte) Linie der Lösung im "strong-collision "
Modell für A = 10 (A = 50) mit 7 = 0 entspricht . Die Zeitskala wird durch die inverse

Sprungrate bestimmt.

derzeit keine explizite Lösung für die mittlere Polarisation {P"(s)},t,,,; des RTF-Prozesses

bekannt ist . Somit muß man auf numerische Methoden zurückgreifen, um nähere Informa-
tionen über das Polarisationsverhalten zu erhalten. Je nach der interessierenden Fragestel-

lung ist es aber möglich, den Term P-' (s + A) in (4 .61) zu vereinfachen . Aufgrund der in

Anhang D.2n... aufr S . lE! .. . .

	

s ~+0 diskutierten
	.

x .a . die DarstellungV

	

Y:!-=5~t+~!en ! Problematik vY~~d hierbei

P Za (s + A) = 1 I

	

ai(~i e tjZi 7, A)s

	

E b5(w-1, (.02 ; 7, A)s'

	

(4 .62)
2 Li..

	

1-0

mit den Koeffizienten aus (D .10) diskutiert.

Für die Untersuchung des Anfangsverhaltens der Polarisation wird die Bewegungsglei-

chung (4.61) mit der vollständigen Lösung des RTF-Prozesses (4 .62) numerisch ausgewer-

tet. Gewählt wird hierbei eine Frequenzmittelung über eine Gaußverteilung (o = 1 und
(470 = 0) bei fester Sprungrate y = 50 10 .

Deutlich wird die Polarisationsentwicklung für kleine Übergangsraten durch den Zerfall
des RTF-Prozesses bestimmt (Abb . 4 .15) . Bei Erhöhung der A-Werte verschwindet das

10Diese Parameterwahi zusammen mit der Quadraturordnung . n = S fuhrt zu einer Rechenzeit von
5 - 8 Minuten pro Zeitstelle bei veitorieller Programznausführung auf der Masereine II (siehe S . 146 im
Anhang B .2) .
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Abbildung 4 .16: Darstellung von Pz (1) aus (4 .61) für diverse Übergangsraten A (7 = 10 6
fest) . Die Langzeitlösung (4 .63) für P i (s) wird über eine Gaußverteilung mit a = I
und longitudinalem Zeemanfeld wo = 50 gemittelt. Die Zeitskala wird wiederum über die
inversen Raten bestimmt.

charakteristische Minimum der Kubo-Toyabe-Funktion, und man erhält ein Verhalten,
das der Entwicklung im reinen "strong-collision" Modell immer mehr ähnelt, wie die in
Abb. 4.15 eingezeichneten Lösungen des "strong-collision" Ansatzes (2 .81) verdeutlichen.

Eine weitere Auswertung dieses Bewegungsprozesses befaßt sich mit dem Langzeitverhal-
ten der :Polarisation . In der Näherung t > 1,E bzw . s GC E (E - 7 + A) kann man sich
dabei auf die Terme niedriger Ordnung in s beschränken . Unter Berücksichtigung der in
Anhang D..3 erläuterten Problematik geht dann der Näherungsausdruck

P (s + A) Ä,
i aa +a t s

ZZ

	

2 bo + bl s + b 2s2

mit den Koeffizienten aus (D.10) in die Prozeßgleichung (4 .61) ein.
Wie die numerischen Rechnungen für eine feste Sprungrate y = 10 5 und der Mittelung

vonPzz(s + A) über Gaußverteilungen mit der Varianz c. = 1 und dem Feld w = 50

verdeutlichen 11 (Abb. 4.16), erzeugt ein "Einschalten " des Übergangsprozesses einen
verstärkten Abfall der Polarisationskurve im Vergleich zum Ergebnis aus dem reinen RTF-
Prozeß (A = 0) . Dieser "zusätzliche" Zerfall ist für A en- w© am stärksten 12 und wird für
A » wo wieder langsamer . Bei weitersteigender Übergangsrate nähert er sich wieder dem
ursprünglichen asymptotischen Abfall der Polarisation für A O.

1 ' Diese Parameterwerte wurden hinsichtlich der weiteren Diskussion in Kapitel 5 gewählt.
12 Die entsprechende Kurve fällt aus dem Darstellungsbereich in Abb. 4 .16 heraus.

0.95

(4.63)
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Dieses Grenzverhalten in der asymptotischen Entwicklung erklärt sich, wenn ein ein-
fach-exponentieller Polarisationszerfall mit der Relaxationsrate TT-1 in den generellen

"strong-collision " Ansatz eingeht . In der Beziehung (4 .61) ist entsprechend die Laplace-
Transformierte

tj(

	

_

` 7 ZZ

	

a

(S) w1)&2

	

S -fit- T 1I

mit dem konstanten Vorfaktor a < 1 zu berücksichtigen. Die Prozeßgleichung ist leicht
umzuformen und liefert wiederum einen einfach-exponentiellen Zerfall

(4.64)

r$ (i) =exp(- iT ' + (i - a )hj (4.65)

mit der Relaxationsrate Ti ~ 1 _< Ti-i .
Im Vorgriff auf die Diskussion in Kapitel 5 ist zu bemerken, daß der Polarisationszerfall

in dem untersuchten Parameter- und Zeitbereich (nahezu) einfach-exponentiell ist . Das
Zerfallsgesetz (4.65) spiegelt somitx in nat• 1ichei

_~. Weisev
Teise die rgdie Ergebnisse aus der Abb .. 4 .16~irl

qualitativ wider. Im Gegensatz hierzu geht bei der Betrachtung des transversalen Modell-
ansatzes in Kap. 3.4 das RTF-Modell mit einem gaußschen Zerfall N exp {-02t2 /(2k (7))}
in den "strong-collision" Ansatz ein. Dieser liefert den einfach-exponentiellen Zerfall mit
der Rate (3 .51) für A

	

oo.

Abschließend muß darauf hingewiesen werden, daß das quantitative Verhalten der Pola-
risation für große Übergangsraten noch nicht abschließend geklärt ist . U .a. fallen im
Grenzfall A » 7 » 141, lad, s im Kapitel 5 einige Anomalien im Relaxationsverhalten
auf, deren Ursache trotz einer entsprechenden Näherungsrechnung in Anhang D .2 (siehe
S . 163) nicht zweifelsfrei ermittelt werden konnte. Hinsichtlich einer näheren Diskussion
wird aber auf das Kapitel 5 verwiesen.

G ~ 6@

~ec,e~"a ~...~~L r °~~0656,11 ÄSä0.1 zwei Spr ungr iäte ä

Ausführlicher als im Beispiel der transversalen Polarisation wird abschließend der modi-
fizierte Zweisprungprozeß untersucht, der durch zwei unterschiedliche Sprungraten, d .h.
inverse Verweildauern 71 und 72 an den beiden besuchten Plätzen gekennzeichnet ist.
Analog zum einfachen RTF-Modell (4 .3) wird dieser durch die Prozeßgleichung

P(i)

	

-[exp{- 711) 1 }
1

t
+ ~ di ' exp{(~ 2 - 721)( i - t ')}7i exp{(SZ 1 - 71 ~i ' }

0

-~ f dt'di " exp{(st f - 71~j(i-~')}
0

-'72 exP{ (L 2 721)(t' - i")}7i exp .{ (a 1 711)i
.+ . . .J • So

+ -2- [(a 1 ,71)~-~(L2 2 s72 )1 'SO

4.66)
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definiert. Entsprechend der Vorgehensweise auf S. 72 läßt sich die Polarisation im Laplace-
Raum mit den modifizierten Operatoren D 12 (s + 71,2)1- 0 1,2 zu

1
P(s) = - ( D 2 + 711)

	

(2 1 72~

	

So
2

	

D 1 D 2 - 71721

	

D2D 1 --• 71721

lösen . Setzt man die Matrizen Q 12 (2.76) ein, erhält man mittels algebraischer Umfor-

mungen ("REDUCE") wie beim RTF-Modell in (4 .18) eine gebrochen-rationale Funktion

1 1

	

/21:

	

i I o
P(s ) = 2 ~ Qi(o1, 0'2 ; 71, 72)s')

	

bi (~1 , ~2> 71, 72)sj

	

,=o

	

I ~j-o

	

~

mit den Polynomkoeftzienten

(4 .67)

1

(4 .68)

ao(wl, w2, 71, 72)

a l(o'1, A ; 71, 72)

47(71 w2z + 72w1z) 2 + 27wlZw2zw1 .

	

+ 72w12zw22 + 71 w2z2 (21
2

+(7i - 7172)(w2xw2zwly - w2yw2zwlx)

+(72 - 7172)(-w2x w lzWly + (1-12ywizwlx)
722( 0312 + .5w lz - w1 •

0.72
+ w lzw2z)

+-y? (c',72 2 + 5cv2z --

	

. w2 + w lzwzz)

+(71 - 72)( w2a W2z w iy + w2xwlyw lz - w2y w 2z wlx - w2ywlz w lz)

+7172 (Pi - w 2~2 + 3[w1z •i" w2z] 2) + w lz w2 2 + 4z w1 2

1873 + 27101 2 + 072 2 + w2z + wiz - wl • ~z + w2zw lz]

+72(01 2 + 3wlz) + 71 (c0-2 2 + 3wäz )

2472 +
wi 2 + w22 + wiz + w2z

= 12y

▪ 2

▪ 727_~LJ1
- 2w22 - (W1 ' w2) 2 ~

72
3 w1 2 + 7icv2 2 + 477172w1 . w 2

+7172(72w1 2 + 71(.L72 2 ) + 2 7w2 2 071 2

- 371f.i2
2 + 37zw1 2 + 27172(42 + LJ12 + c,Ji

$y3 + 27(w 1 2 + w22) + 2710'2 2 + 27201 2

▪ 12y2 +cv1 2 + (112 2

Definiert wird eine mittlere Sprungrate über = (7 1 + 72)/2.

In der Diskussion dieser komplizierten Gleichung ist es hilfreich, daß die (Kurzzeit-)
Langzeitentwicklung des Prozesses durch die Terme (höherer) niedriger Potenzen in s
bestimmt wird . So läßt sich schon qualitativ aus (4 .68) und (4 .69) schließen, daß sich die
Polarisation nur in ihrem Anfangsverhalten (t « l/y) mit der mittleren Sprungrate y

a2(~1, 0'2 ; 71, 72)

a3 A ; 71, 72)

a4 (w1, 22 ; 71, 72)

a5M, 02 ; 7i, 72)

bo(u7i,'w' ; 71, 72)

(,72 ; 71, 72)

(4 .69)

62(tZ A; 71, 72)

bs(01, 0'2 ; 71, 72)

b4(Wi, 0'2 ; 71, 72)

-.
w2)+ wl wa

bs(~1, C4)2 ; 71, 72)

bs(w1, ts2 ; 71, 72)

6y

• 1
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Abbildung 4 .17: Darstellung von {PE(t)}j,,wz für das Modell zweier Sprungraten mit
fest gewählter Rate 71 = 50. Die Berechnung von PE (t) erfolgt über eine numerische
Laplace-Transformation der Gleichung (4 .68). Die sonstige Darstellung und die weiteren
Parameter entsprechen der Abb . 4.4.

entwickelt . Danach werden die multiplikativen und nichtlinearen Terme mit yr, 72 in der
Lösung wichtig, so daß eine Abweichung vom RTF-Verhalten zu erwarten ist . Diese qua-
litative Einschätzung bestätigt sich in der numerischen Auswertung der Gleichung (4 .68)
unter Berücksichtigung einer gaußschen Frequenzmittelung (Varianz o = 1 ., (47j = 0) 13

Bei diesen Rechnungen wird 7 = 50 fest gewählt und ) variiert.
Im Vergleich zum RTF-Modell mit y 7i = 72 macht eine Abweichung der beiden

Sprungraten den typischen Superpositionseffekt (Verschiebung des Minimums aufgrund
der verkleinerten Varianz a. 2) wieder rückgängig ( Abb . 4 .17). Beide Grenzf-dlie 72 0

und 72 -4> oo (bei festem 7i) führen auf die ursprüngliche Kubo-Toyabe-Funktion mit der

Varianz o zurück. Wie im Fall der transversalen Relaxation in (3,54) festgestellt, wirkt
sich Ietztlich nur ein Platz auf die Polarisationsentwicklung aus . Im Fall 72 --4 0 ist dies

die Rotation mit W2 i da jeder "eintreffende"Spin an diesem Ort haften bleibt . Im ent-

gegengesetzten Grenzfall 72 -4 oo springt das Spinteilchen sofort auf den Platz mit der

prozeßbestimmenden Frequenz

	

zurück.

Im Hinblick auf die Betrachtungen in Kapitel 5 ist es von Bedeutung, wie sich diese Ef-
fekte auf den asymptotischen Zerfall mit t » qualitativ auswirken . Da diese Langzeit-
entwicklung durch die Beiträge kleiner s-Werte gegeben ist, kann man sich auf die Terme
erster (zweiter) Ordnung in s im Zähler (Nenner) von (4.68) beschränken. Da sich der

"Diese Mittelung wurde mittels der Gauilquadraiur (B.12) (Ordnung n = 8) dur-chge€iihrt. Die durch-

schitittlicize Rechenzeit pro Zeitpunkt betrug 8 .5 Niinuten auf der Masclune II bei vektorielier Programm

ausfiihrung (siehe S . 146 im Anhang B .2) .
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Abbildung 4.18 : Darstellung der Polarisation {P,(i)},-,,z,;, wie in Abb. 4.17 im asympto-.

tischen Langzeitverhalten (D.32) mit den Koeffizienten aus (4.69).

RTF-Prozeß und seine Modifikationen durch ähnliche Entwicklungen im Laplace-Raum

darstellen lassen (vergleiche (4.68) mit den Prozeßgleichungen (D.9) und (D .10) oder

(D .11)), wird entsprechend auf die in Anhang D .3 hergeleitete Näherungslösung (D.32)

im Zeitraum mit den Koeffizienten aa, a L , a2 , b0 , b~ aus (4.69) zurückgegriffen i4 . Diese

zeitliche Polarisationslösung zeichnet sich durch eine erhebliche Rechenzeitersparnis in

der numerischen Auswertung aus . Trotz der Erhöhung der Quadraturordnung auf n = 10

benötigt die gaußsche Mittelung mit o- = 1 und (L.a = 0 pro Zeitstelle nur noch 2 Minuten.

Abb. 4 .18 stellt die Resultate für das Langzeitverhalten von { P (i) },,, ,,;, für fest

gewähltes ry1 = 50 zusammen. Die in der ersten . Entwicklungsphase festgestellte . Rückkehr

zum statischen Polarisationsverhalten manifestiert sich in einem langsameren Zerfall bei

zunehmender Abweichung der beiden Raten . voneinander . Entsprechend der Diskussion

zur Abb. 4.17 wird in den Grenzfällen -y2 0 bzw. -y2 oo die Asymptote 1/3 erreicht.

Eine nicht näher dargestellte einfach-logarithmische Auftragung der longitudinaien Po-

larisation zeigt, daß die Variation von y2
auch zu einer veränderten Zerfallscharakteristik

führt . Ist die Lösung im RTF-Problem (ry1 = y2 50) deutlich nicht einfach-exponentiell

L5, wird dieser Zerfall mit wachsender Differenz Iry2 -
.71I zunehmend einfach-exponentiell

(mit einer Relaxationsrate Ti-L	0).

I4Grundsä.tzlich .. muß bei der numerischen Auswertung : die Problematik dieser Näherungslasung

beachtet werden, die in Anhang D .3 aaf S . 164 verdeutlicht wird

' Dies . wird in Kapitel 5 ausführlich diskutiert.
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Kapitel 5

Ermittlung von ® plnm~a~~onsra~Iei

symptotisc e Polarisationszerfall

Wie in mehreren Veröffentlichungen dargestellt wird [05, 109, 117], liefern die stocha-
stischen Theorien ein brauchbares Werkzeug, um die experimentellen Ergebnisse zur
transversalen und longitudinalen Relaxation in µSR-Messungen zu erklären. Im Kapi-
tel 4.3 werden Messungen vorgestellt [136], deren Resultate zum longitudinalen Pola-
risationszerfall, z .B . die (scheinbare) Rückkehr zum Kubo-Toyabe-Verhalten für schnell
diffundierende Myonen, in qualitativer Weise mit den Rechnungen im stochastischen RTF-
Ansatz vergleichbar sind.

Eine weitere Motivation und Zielsetzung dieser Arbeit ist die Fragestellung, ob die darge-
stellten Erweiterungen der stochastischen Theorie nach Kubo, Tonvita [17] und Anderson
[18] Hinweise oder sogar Erklärungen für das von der klassischen Standard-NMR Theorie
abweichende Verhalten der Spin-Gitter Relaxation in den glasartigen und schichtstruk-
turierten Systemen [12] liefern können.

Bei der Bestimmung der jeweiligen Relaxationsrate aus dem gemessenen .Polarisations-
zerfall schlagen die Experimentatoren unterschiedliche Wege ein,

Eine einfache Möglichkeit liefert die grobe Abschätzung der Relaxationszeit als der
Zeitdauer, zu der die ursprüngliche Polarisation auf 1/e abgefallen ist.

2. Eine weit verbreitete Methode besteht darin, die ermittelten Polarisationstransien-
ten mit einer geeigneten Funktion zu fitten . Hierbei wird vor allem auf den einfach-
exponentiellen Zerfall

P(i) , ., exp

	

(5 . 1 )

als Fitfunktion zurückgegriffen . Weisen die untersuchten Materialien aber Eigen-
schaften und Wechselwirkungsfluktuationen auf, die von den kristallinen, geord-
neten Strukturen abweichen, muß dieser Datenfit auf einen kleinen Zeitbereich im
betrachteten Meßfenster beschränkt bleiben . Nur so ist eine hohe Korrelation zwi-
schen dem Polarisationstransienten und dem Fit zu erreichen.

113
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KAPITEL 5. RELAXATIONSRATEN IM ASYMPTOTISCHEN ZERFALL

Alternativ findet dann manchmal auch eine Relaxationskurve gemäß

P(t) exp -~T3 lt

	

(5 .2)

Anwendung, die z .B . für glasartige Systeme ohne einen effektiven Austausch der
Spins untereinander (fehlende Spindiffusion bzw . -temperatur) mittels einer inho-
mogenen Mittelung hergeleitet wurde (vergleiche Abschnitt 2 .1 .5) [75].

In neueren Auswertungen greifen viele Autoren auch auf den allgemeineren Ansatz
der Kohlrausch-Williams-Watts (KWW) Funktion

P(i)

	

exp (- [Tirt]

	

(5 .3)

zurück, wie er u .a . im "coupling model" von Ngai (2 .37) [29, 30] oder im "jump-
relaxation model" von Funke [35] nahegelegt wird.

Die typische Darstellung der Resultate der kernmagnetischen Resonanzmethoden (hier
NMR und ß-NMR) besteht in der doppelt-logarithmischen Auftragung ("Arrheniusplot")
der Relaxationsrate über der inversen Temperatur (Abb . 2.1) . Aus den Raten für ver-
schiedene Magnetfelder (bei festem T auf der Tieftemperaturseite) läßt sich eine Magnet-
feldabhängigkeit bestimmen . Gemäß der Annahme eines Arrheniusansatzes (2 .32) für die
Korrelationszeit des für die Wechselwirkungsfluktuationen relevanten Prozesses werden
die Flanken des Ratenmaximums durch die zugehörige Aktivierungsenergie Ea bestimmt.

Ein Merkmal der stochastischen Theorien ist es, daß sie vielfach keinen unmittelbaren
Ausdruck für die Relaxationsrate liefern . Wie z .B. die allgemeine Lösung (4 .19) des RTF-
Modells sind die expliziten Polarisationskurven von komplizierter funktionaler Gestalt, die
keine direkte Definition der Relaxationsrate wie in den Ansätzen (5 .1) - (5.3) ermöglichen.

Um dennoch Vergleiche mit den oben beschriebenen experimentellen Auswertungen
durchführen zu können, richten sich Risch und Kehr [144] nach der Vorgehensweise der Ex-
perimentatoren und fitten ihre mit einem stochastischen Modell ermittelten Theoriedaten
mit dem Relaxationszerfall (5 .1) . Ein entsprechender Weg soll auch in dieser Arbeit
eingeschlagen werden, um die Modellansätze aus Kapitel 4 hinsichtlich des asymptoti-
schen Zerfallsverhaltens zu diskutieren . Hierbei werden die numerisch berechneten Pola-
risationsdaten mit der allgemeineren KWW-Funktion (5 .3) gefittet.

Die einzelnen Rechnungen werden durch die Parameterwerte bestimmt, wie sie für die
ß-NMR-Methode mit 'Li typisch sind [12] . Größenordnungsmäßig wird das Larmorfeld
( .,)© ^' 1 MHz und die Fluktuationsrate (= Varianz der relevanten Verteilung) a N 10 kHz

gewählt. Untersucht wird der Polarisationszerfall im Zeitintervall [0 .01 - 0.1] s . Da die
verschiedenen Bewegungsprozesse durch Sprungraten bestimmt sind, für die typischer-
weise (in der durch die Frequenzen bestimmten Zeitskala) -y < 104 - 106 MHz gilt, kann
die Spin-Gitter-Relaxation in den einzelnen Modellprozessen in ihrem Langzeitverhalten
für i >. 1h7 diskutiert werden,

Im Rahmen dieser Arbeit wird das RTF-Modell aus Kapitel 4 .2 und der durch den

Ubergangsprozeß modifizierte Ansatz aus Kapitel 4 .5 .1 in diesem Sinne näher ausgewertet .
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Auf eine Betrachtung des Modells zweier Sprungraten wird an dieser Stelle verzichtet, da
die zunehmende Differenz zwischen den beiden Raten die Mobilität der einzelnen Spinson-
den in dem Zweisprungprozeß zunehmend behindert bzw . sogar unterdrückt (vergleiche
die Diskussion im Abschnitt 4 .5.2).

Auf die random walk Modelle (Kapitel 4.4) kann auch (noch) nicht zurückgegriffen
werden, da in dem interessierenden Zeitbereich die in den Modellherleitungen eingehen-
den Näherungen nicht mehr gültig sind . Betrachtet man z .B . die Prozef3gleichung (4 .48)
aus dem Ansatz zur Trotter-Formel, wird die maximale Schrittzahl n, für die der Ver-
tauschungsfehler klein ist, durch die Bestimmungsgleichung (4 .59) gegeben. Mit den obi-
gen Pararneterwerten (r an= 1/7) bedeutet dies eine maximale Schrittzahl (Zeit) von

~ Y=e9sss ~ N 7.4 • 10
--77113

	(5 .4)
n,ea.

`y

Z.B. für y x 10 5 Hz folgt ee 108 5 s. Dementsprechend ist eine Anwendung nicht
möglich, da mit den interessierenden Sprungraten dieses Meßfenster nicht erreicht wird.
Erst für unrealistische Sprungraten 7 > 10 L6 Hz waren die wichtig werdenden Fehler noch
im Zeitbereich t ne 0.1 s vernachlässigbar.

5

	

Das (einfache) RTF-Modell
Ausgangspunkt dieser ersten Betrachtung ist die im Anhang D .3 hergeleitete Näherung
(D.32) für den asymptotischen Zerfall, die sich aus einer Entwicklung der allgemeinen
Prozeßgleichung im RTF-Modell (4 .18) für s <G 7 ergibt . Die durch die unterschiedlichen
Sondenkernumgebungen hervorgerufene Systemunordnung wird durch die gaußsche Fre-
quenzmittelung (4 .25) (c = 10 4 6-1 ) über das Subsystemensemble berücksichtigt . Die
berechneten longitudinalen Polarisationstransienten 1 werden mit der KWW-Funktion
(5.3) gefittet . Die ermittelten Größen a und Ti 1 sind für die verschiedenen Parameter-
werte in der Abb . 5 .1 geplottet.

Aus dem typischen Erscheinungsbild der doppeltlogarithmischen Auftragung der Relaxa-
tionsrate über der Sprungrate (Abb . 5.1 a)) zeigt sich generell, daß diese Vorgehensweise
und das einfache Zweisprungmodell zu sinnvollen, praktisch verwendbaren Ergebnissen
führen. Die erhaltenen Werte für T.-1 sind z.B . mit den experimentell ermittelten Raten
aus den ß-NMR-Messungen an LiCI • n D20 [8, 12] (qualitativ) vergleichbar, die auch die
Grundlage hinsichtlich der eingehenden Pararnetergrößen bilden.

In diesem Zusammenhang ist zu bemerken, daß in den Rechnungen keine Annahmen
hinsichtlich der Ursache des Sprungprozesses und somit für den Ursprung der Sprun grate

eingehen . Sollen Vergleiche zu typischen Meßergebnissen durchgeführt werden, kann dies
in der Annahme einer Spinbewegung geschehen, die über den Arrheniusansatz

_

	

Ea
"rc(T) _

T0
exp

(I~B T

1 Die Mittelung fiber die G au#iguadratfrr mit der Ordnung r1 - 10 benötigte für 21 Zeitstellen eine
Rechenzeit von 11 min auf der Maschine II (siehe die Definition auf S . 146 im Anhang B .2) .

(5.5) .
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Abbildung 5 .1 : Darstellung der Relaxationsrate T 1 (a) und des Exponenten a (b) aus

dem KWW-Fit (5.3) der Langzeitentwicklung im RTF-Modell (D.32) (bei gaußscher Fre-

quenzmittelung) für variierende Sprungraten (in s-Z ) und externe Felder w0 . Die punk-

tierten Linien dienen der Augenfiihrung .
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mit der Sprungzeit r = 1/7 und der Aktivierungsenergie Ea thermisch aktiviert ist.
Grundsätzlich sind aber alle vorgestellten Modelle auf beliebige Sprungtypen anzuwen-
den.

Neben diesen grundsätzlichen Gesichtspunkten lassen sich aus der Abb . 5.1 einige quan-
titativ interessante Merkmale festhalten.

1 . Während die Relaxationsraten auf der "Hochtemperaturflanke" (große Sprungraten)
vom Magnetfeld unabhängig sind, stellt man für kleine Sprungraten die folgenden
Abhängigkeiten fest.

ry = 10 2s -1 -1 .35

7 = 10 3s
-1

-9- Ti € wo-1 .B8 (5.6)

€
y = 10

4 s-€ -+ 7'1 ~ --1 .67^

Die leichte Abweichung vom normalen BPP-Verhalten T1 1 N wo-2 ist aber nicht
signifikant genug, um dem. RTF-Modell eine quantitativ wichtigere Bedeutung in
der Beschreibung des anomalen Verhaltens der glasartigen Systeme beizumessen als
dem einfachen BPP-Modell.

Diese qualitative Ähnlichkeit wird durch den symmetrischen Kurvenverlauf mit glei-
cher Steigung auf beiden Flanken unterstrichen.

3. Ein unerwarteter Effekt ist die Maximumsüberhöhung für kleine Larmorfrequenzen,
die in bisherigen Experimenten nicht beobachtet wurde 2 . Doch nicht nur dieser
Grund läßt es fraglich erscheinen, ob diese markante Spitze einen realen, physika-
lischen Aspekt beschreibt, oder nur ein "Artefact" des Modells bzw. der numerischen
Rechnung widerspiegelt.

Wie im Anhang B (Bem. 2 auf S. 147) diskutiert wird, wirkt sich die Quadraturord-
nung gerade im Bereich des Maximums mit den Parametern 7 ere 141, c~2 merklich
auf die Genauigkeit der Ergebnisse aus . Zur Kontrolle wurde eine zusätzliche Mit-
telungsrechnung für die Parameter 7 = 3 . 10 5 s, wo = 0 .5 MHz (Quadraturordnung
n = 14) durchgeführt . Die aus dem nachfolgenden Datenfit erhaltene, um den Fak-
tor 4 reduzierte Relaxationsrate wirkt sich in der logarithmischen Auftragung aber
nicht so stark aus, um die Spitze bedeutend "abzubauen "

4. In der Datenauswertung mit der KWW-Funktion (5 .3) wird üblicherweise nach
einem einheitlichen Kohlrausch-Exponenten cx für alle Sprungraten bei festem Zee-
manfeld gesucht . Somit muß es ungewohnt erscheinen, daß dieser Exponent in Abb.
5.1 b) eine Magnetfeld- und Sprungratenabhängigkeit aufweist . Bei niedrigen Mag-
netfeldern fällt er mit wachsender Sprungrate stetig bis auf den Wert 0 .2 bis in

den Bereich des Ratenmaximurns ab 2 . Anschließend steigt die Exponentenkurve

'Bei den Messungen gilt üblicherweise wo > 1 MHz für die Larmorfrequenzen.
'Eine Quadraturerh6hung wirkt sich im Gegensatz zur Relaxationsrate nicht (bedeutsam) auf den

Exponenten aus .
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Abbildung 5 .2: Temperaturverhalten des Exponenten a in einem KWW-Fit der Polarisa-
tionstransienten aus NMVMR-Messungen an dem Glas Li 2 0 • A12 03 - 4 SiO 2 [145].

wieder an und erreicht für große Sprungraten generell wieder den Wert a 1, der
dem einfach-exponentiellen Zerfall der Polarisation entspricht.

Dieses Minimum in der Exponentenkurve verschiebt sich bei wachsendem Larmor-
feld analog dem Ratenmaximum zu größeren Sprungraten -y . Gleichzeitig wird die
Abweichung vorn einfach-exponentiellen Abfall (a = 1) deutlich kleiner.

Obwohl die Merkmale im Kohlrausch-Exponenten a unerwartet erscheinen, sind diese mit
allgemeineren theoretischen u berlegungen zur (Spin-Gitter-) Relaxation konsistent und
finden sich in einigen experimentellen NMR-Arbeiten qualitativ bestätigt. Wie im Ab-
schnitt 2 .1 .6 erläutert wird, bezeichnen Campbell et al . [78] es in diesem Zusammenhang
als universelles Verhalten von Spingläsern aber auch anderer glasartiger Systeme, daß
der Relaxationsprozeß bei kleinen Magnetfeldern und Erreichen des Glasübergangs bei
Tg hochgradig nichtexponentiell ist . Sie postulieren eine gestreckt-exponentielle Funktion
gemäß (5 .3) mit a = 1/3 für den Polarisationszerfall . Ist in diesem Temperaturbereich
das Gesamtsystem nicht ergodisch, führt der Übergang zur Ergodizitätfur höhere Tem-
peraturen T > Tg zum einfach-exponentiellen Zerfall (a = 1) zurück.

Diesen Effekt untersuchten Schnauss, Fujara et al . [146, 147] in 2H-NMR-Messungen
der Spin-.Gitter-Relaxation in unterkühltem Glycerol . Im Gegensatz zu analogen Messun-
gen mit der 1 11-NMR Methode finden sie ein nichtexponentielles Verhalten der Relaxation
mit einem Abfall des Exponenten in der Nähe des Glasübergangs . Auch sie werten dieses
Auftreten eines Minimums als neueObservable für den Glaspunkt, d .h. als Merkmal für

den "crossover " vom ergodischenzum nichtergodischen Systemverhalten.
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Die in Abb. 5 .1 b) dargestellte Magnetfeldabhängigkeit des Exponenten wird in Kern-
spinrelaxationsuntersuchungen am glasartigen System Li 2 0•A1 2 03 . 4SiO2 in eindrucksvol-
ler Weise wiedergegeben (Abb . 5.2) . Jedoch muß bemerkt werden, daß das Extremum der
Ratenkurve im Bereich des Glasüberganges bei T ^J 650 K liegt . Dagegen weisen neueste
NMR-Messungen von Puin et al . [21] an nanokristallinem CaF 2 beiden Extremwerten
(nahezu) die gleiche Temperatur zu.

Der grundsätzliche Trend zu a = 1 für alle Sprungraten bei Erhöhung der Larmorfre-
quenz steht mit der Theorie von Schirmacher und Diezemann [76] in Übereinstimmung.
Wie ebenfalls in Abschnitt 2 .1 .6 dargelegt wird, kommen sie bei der Herleitung einer
allgemeinen, frequenzabhängigen Relaxationsfunktion (in einem Dichtematrixformalis-
mus ohne die typische Markov-Approximation) zu dem Ergebnis, daß bei hohen Lar-
morfeldern generell ein einfach-exponentieller Relaxationszerfall zu erwarten ist . Dies
gilt auch, wenn die in die Diskussion eingehende Korrelationsfunktion komplizierter als
einfach-exponentiell zerfällt.

Obwohl diese qualitativen Vergleiche bestätigen, daß der stochastische Modellansatz einige
Merkmale typischer experimenteller Realisierungen zufriedenstellend aufzeigt, verdeut-
lichen sie aber auch, daß dieses einfache Modell nicht zur quantitativen Erklärung der ex-
pliziten Meßdaten herangezogen werden kann. Hierzu bedarf es noch einiger Anstrengun-
gen, um z.B. einen realistischeren Bewegungsprozeß, wie dem in Kapitel 4 .4 dargestellten
random walk in einem "Subsystem" über den gesamten Sprungratenbereich berücksichti-
gen zu können.

Gleichbedeutend ist auch die Fragestellung, ob die gaußsche Frequenzmittelung in geeigne-
ter Weise die in den glasartigen Materialien vorliegende Systemunordnung widerspiegeln
kann . Wird dieser Ansatz typischerweise in den unterschiedlichen Arbeiten zur Spin-
Gitter-Relaxation mitgenommen, ist er letztlich nur in kristallinen Substanzen für eine
Dipol-Dipol-Wechselwirkung gerechtfertigt [5] (siehe auch die Diskussion auf S . 48).

Um dieser Problematik zu ents're=ec!'e , wLL2C das 1U._. -±. e. alternativ Leer eine
Rechteckverteilung .(B .2) und eine symmetrische Exponentialverteilung (B .4) für die Fre-
quenzen cvl , 2 gemittelt 4 . Die nicht näher aufgezeigten Auswertungen ergeben quali-
tativ die gleichen Ergebnisse für den "Arrheniuspiot" und die Auftragung des KWW-
Exponenten wie die Diskussion der gaußschen Frequenzverteilung . Abgesehen von leicht
verbreiterten Ratenmaxima und Exponentenminima sind die Resultate der Rechteck-
verteilung mit denen aus Abb. 5 .1 (nahezu) identisch. Demgegenüber führt die sym-
metrische Exponentialverteilung zu etwas schwächer ausgeprägten Extrema . Der Grund
liegt im stärkeren Einfluß der Frequenzen, die stark von der dem Ratenmaximum zuge-
hörigen Sprungrate abweichen . Da diese gemäß (B .4) mit stärkerem Gewicht als bei den
anderen Verteilungen in den Prozeß eingehen, führen sie zu einer Ausmittelung der den
Polarisationszerfall beschleunigenden Beiträge mittlerer Frequenzen.

4 Bei diesen Mittelungen wurde auf die gaullartige Quadratur (Ordnung n = 10) zurückgegriffen, die
mit den zugehörigen Transformationen und den speziellen Quadraturtermen im Anhang B dargestellt
wird. Der Rechenzeitverbrauch entspricht dem für die Rechnungen mit der Gaullverteilung .
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5 .2 RTF-Modell mit Sprungratenmittelung
Da alternative Frequenzverteilungen keine quantitativ neuen Ergebnisse ergeben haben,
wird in einem zweiten Schritt die Unordnung durch eine zusätzliche Sprungratenverteilung
beschrieben . Implizit wird hierdurch berücksichtigt, daß in den einzelnen "Subsystemen"
voneinander abweichende Wartezeiten den Sprungprozeß bestimmen können . Wie in einer
vergleichenden Diskussion des kontinuierlichen und diskreten random walks auf S . 92 fest-
gestellt wurde, kann dieser Effekt den Relaxationszerfall beträchtlich verändern . Durch
die alleinige Anwendung einer Sprungratenverteilung auf die transversale Relaxation in
Abschnitt 3 .2 .2 konnte gezeigt werden. daß gewisse Merkmale des Polarisationszerfalls (ie
nach Wahl der speziellen Verteilung) verzögert oder beschleunigt auftreten (Abb. 3 .4, 3 .6
und 3.8).

Die numerischen Rechnungen für eine rechteckige (B .2) bzw. exponentielle (B .3) Sprung-
ratenverteilung werden ebenfalls über die gaußartige Quadratur durchgeführt . Da generell
kleine Sprungraten in dir Prof . Bentwieklung mitgenommen werden so lder., wird die untere
Grenze der entsprechenden Integration auf y = 0 gesetzt . Bei der Wahl der Quadratur-
ordnung n = 10, sowohl für die Frequenz- als auch für die Sprungratenmittelung, wird
eine Rechenzeit von 95 min bei 31 Zeitstellen pro Parameterlauf benötigt .

In Abb. 5 .3 sind die erhaltenen Ergebnisse geplottet . Die Auftragung der Relaxa-
tionsraten und des Exponenten erfolgt über die typischen 7-Werte, d .h . y = Ida bei
der Rechteck- bzw . o bei der Exponentialverteilung . Der Vergleich der im folgenden
aufgeführten Merkmale mit den entsprechenden Daten aus der alleinigen Frequenzmit-
telung (Abb. 5 .1) weist aber nur an einigen markanten Punkten qualitative Unterschiede
auf.

G Die Relaxationskurven zeigen allesamt einen qualitativ vergleichbaren Verlauf ; die
"Tieftemperaturflanken" stimmen prinzipiell überein . Erst bei größeren Sprungra-
ten wirken sich die speziellen Verteilungen aus ; insbesondere sind die Ratenmaxima
zu höheren Werten in y bzw . u verschoben . Entsprechend sind die Relaxationsraten
auf der ilochtemperaturflanke durchweg größer.

• Das "Zuschalten" einer Sprungratenmittelung führt zu einer Abflachung des Raten-
maximums. Bei Erhöhung des Larmorfeldes verliert dieser Effekt an Bedeutung.

• Aus den dargestellten Daten und weiterer diesbezüglicher Rechnungen werden fol-
gende Frequenzabhängigkeiten gewonnen.

Rechteckverteilung:

	

7= 3 . 10 3s- 1

	

->

	

T-' wß 1 .84

Exponentialverteilung :

	

a = 104 s-1

	

-->

	

Ti- 1 N w~ r .rs

'Das entsprechende Programm wurde auf der Maschine I vektoriell ausgeführt (vergleiche die Be-
zeichnung auf S . 146 in Anhang B.2) .
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Sprungrate y
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Abbildung 5 .3: Darstellung wie Abb . 5 .1 - Vergleich der Ergebnisse aus der gaußschen
Frequenzrnittelung (punktierte Linie) für zwei Larmorfelder mit den Resultaten, die aus
der zusätzlichen Sprungratenrriittelung über eine Exponential- (durchgezogene Linie) bzw.
Rechteckverteilung (gestrichelte Kurve) erzielt wurden.
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KAPITEL 5 . RELAXATIONSRATEN IM ASYMPTOTISCHEN ZERFALL

Im letzten Exponenten wirkt sich aus, daß das Maximum in der Exponentialvertei-
lung schon "frühzeitig" stark abflacht (Abb . 5.3) . Ansonsten stehen die Ergebnisse
mit denen aus der reinen Frequenzmittelung (5 .6) in Einklang.

Die generelle Abflachung des Ratenmaximums macht sich auch in kleineren Werten
des KWW-Exponenten bemerkbar (bei wo = 5 • 10's' in Abb. 5.3 b) ; dieser Ef-
fekt wird vor allem bei der Exponentialverteilung offensichtlich . Bei der höheren
Zeemanfrequenz ist dieser Einfluß der Sprungratenverteilung weniger stark aus-
geprägt . Weshalb hier die Kurve zur Exponentialverteilung unterhalb derjenigen
zur Rechteckverteilung verläuft, konnte bisher nicht geklärt werden.

o Die abfallenden Kurven in der a-Auftragung erscheinen asymmetrisch ; dies wird an
einem langsameren Anstieg zu a = 1 bei den größeren Sprungraten deutlich . Die
Kurven zur Exponentialverteilung fallen zudem frühzeitig unter die entsprechenden
Kurven aus Abb . 5 .1 b) ab.

Leider sind diese Ergebnisse, insbesondere die Unterschiede zu den Daten aus Abb . 5 .1,

quantitativ nicht gut faßbar . Einerseits ist dies ein grundsätzliches Problem einer jeden
Fitprozedur und der Rechengenauigkeit der dabei erzielten Daten ; andererseits liegt keine
ausreichende Zahl von Datenpunkten vor, um exaktere Aussagen treffen zu. können.

Qualitativ lassen sich diese Ergebnisse aber verstehen, wenn man berücksichtigt, daß
bei Ubereinstimmung der Sprungrate aus der reinen Frequenzmittelung mit der typi-
schen Rate bei der 'y-Mittelung im letzteren Fall ein weiter Bereich von Sprungraten
wichtig wird . Gerade wenn die Zeemanfrequenz größenordnungsmäßig mit der typischen
Sprungrate der betrachteten Verteilung übereinstimmt ("Maximurnsbereich"), wirken sich
Prozesse in der Polarisationsentwicklung aus, die durch stark von dieser Frequenz abwei-
chende Sprungraten bestimmt sind . Hierbei ist grundsätzlich wichtig, daß in der Sprung-
ratenmittelung bewußt Beiträge mit 'y = 0 mitgenommen werden, die z .B . bei der Ex-

ponentialverteilung immer das höchste Gewicht erhalten . In dieser Hinsicht lassen sich
die Abflachung und die Verschiebung der Ratenmaxima begreifen, da immer ein größerer
Teil der Sondenspins mit y <C ~Ü J, u721 bzw. 7 » I, 1cJ2I zu einem langsameren Zerfall

beiträgt . Auch die höheren Relaxationsraten für größere Sprungraten werden dadurch
verständlich, daß immer nach Prozesse mit < wo den Polarisationszerfall beeinflussen
und im Vergleich zur reinen Frequenzmittelung beschleunigen können

Die zusätzliche Mittelung über die Sprungraten fuhrt also zu einer leichten Modifikation
der Resultate bei fester Sprungrate im RTF-Prozeß . Es treten aber auch hier keine Merk-
male auf, die unmittelbar eine Erklärung für die Ergebnisse aus den Relaxationsmessungen
an den glasartigen Systemen liefern können . Vor allem der asymmetrische Kurvenverlauf

für TY, der z .B . auf verschiedene Aktivierungsenergien schließen läßt, wäre hierbei von
besonderem Interesse.

'Vergleiche auch die Diskussion zu den Abb . 3 .6 und 3 .8 im Kapitel 3 .2 .2 .
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5 . Das " e- e e c ent" RTF-Modell

Abschließend wird das "time-dependent" RTF-Modell auf seine Zerfallscharakteristik un-
tersucht. Grundlage dieser Betrachtung ist der Näherungsausdruck (4 .63), der - neben
einem RTF-Prozeß mit der Sprungrate y innerhalb der "Subsysteme" - den Ubergang
der Spins zwischen den "Subsystemen" mit einer Rate A berücksichtigt . Die Ensemblemit-
telung wird über Gaußverteilungen für die Frequenzen casi , casZ ausgeführt.

Wie in der transversalen Modelldarstellung auf S . 66 erwähnt wird, sind die beiden Raten
y und A in bestimmter Weise als gekoppelt zu betrachten. Das Teilchen kann nur dann
das "Subsystem" oft wechseln, wenn es generell einen schnellen Beweg .ungsprozeß inner-
halb eines Teilbereiches ausführt . Ein geeigneter Ansatz, die Sprungraten miteinander zu
verknüpfen, ist die Annahme, daß beide Prozesse thermisch aktiviert sind . Die Wahl der
Arrheniusansätze

E
y = Yo exP (- ~ T 1

	

~` = ~`0 exp (-, ~~~~< .

	

„a .. ,

führt dann auf die Verknüpfungsbeziehung

b
a _ya

	

(5 .8)
''Yo

wobei die Sprungrate 7 zur Skalierungsgrundlage mit Ao = bryo und EA =

	

gewählt
wird. Zu beachten ist, daß y < ryo und A < ao.

Die numerische Rechnung erfolgt über eine Gaußquadratur der Ordnung n = 6, die je Pa-
rameterlauf für 20 Zeitstellen eine Rechenzeit von 60 min benötigte T . Die aus dem Fit der
Polarisationsdaten mit der KWW-Funktion (5 .3) ermittelten Parameter a und T~ sind
in Abhängigkeit von der Sprungrate °y, die als gemeinsame Basis für beide Sprungraten
für die Abzissenachse gewählt wird, in Abb . 5 .4 aufgeführt . Bei der Wahl der Parame-
terwerte a und b für die explizite Kopplung der Sprungraten °y und A über (5 .8) wurde
berücksichtigt, daß sich die Aktivierungsenergien nicht stark unterscheiden, während die
Konstanten ya und Ao um Größenordnungen differieren können . Die Aktivierungsenergie
E; = 1 eV und die Zeitkonstante yo = 10 11 s-i wurde den typischen experi-
mentellen Untersuchungen entnommen [12].

Im einzelnen sind folgende Merkmale festzuhalten.

1. Wie in Abschnitt 4 .5 .1 (S . 108) diskutiert wird, ist die Polarisationsentwicklung
durch den RTF-Prozeß bestimmt, wenn die Ubergangsrate klein gegen die Sprung-
rate (A <G y) ist. Entsprechend gehen in der Abb . 5.4 die Ratenkurve und die
Darstellung des Exponenten a im entsprechenden Parameterbereich in die . Ergeb-
nisse für das ursprüngliche RTF-Modell aus Abb . 5.1 über.

2. Eine deutliche Abweichung vom Kurvenverlauf fur A

	

0 bzw. A « y tritt auf,
wenn die Übergangsrate A größenordnungsmäßig mit der Sprungrate y vergleichbar .

TAuf der Maschine II (S . 146 in Anhang 13 .2) bei vektorieIler Ausführung .
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Abbildung 5.4: Darstellung wie Abb . 5 .1 fürdas "time-dependent" RTF-Modell mit den

Parameterbeziehungen : (A) A = 10-13 72 s, (B) A = 10-41 72 s, (C) a = 10-1'12 73/2 s l/2

Das Zeemanfeld ist zu w0 = 5 MHz gewählt . Die Temperaturskala entspricht dem Ansatz,

daß der Sprungprozeß gemäß (5.7) wie in den Fallen (A) und (C) thermisch aktiviert ist

(70 ='101as-1` E., = 1 eV) . Die gestrichelte Kurve für A 0. entstammt der Abb . 5.1.
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wird. Dies ist in der Abb . 5 .4 erst für -y > 10's -E auf der rechten Flanke des ersten
Maximums der Fall . Wie die Uberlegungen im Kapitel 4 .5 .1 zeigen (Abb. 4.16),
nimmt der Polarisationszerfall dann zu . Dieser Effekt verstärkt sich je schneller die
Ubergangsrate gegen die Sprungrate 7 mit der Temperatur ansteigt (Parameter-
bereiche (A) -~ (C)).

3. Aus der Auftragung des Exponenten a über der Sprungrate (Abb . 5 .4 b) ist er-
sichtlich, daß der Ubergangsprozeß das Zerfallsverhalten grundsätzlich verändert.
Ein wesentliches Merkmal der Polarisation im reinen RTF-Modell (Abb . 5 .1 b) war
ein deutlich nichtexponentieller Abfall mit einem gestreckten Exponenten a « 1 im
Maximumsbereich . Dieses verhalten verschwand erst bei größeren Larmorfeldern.

Alternativ führt im "time-dependent " RTF-Modell die Zunahme der Ubergangsrate
A auf höhere Exponenten für den gesamten Sprungratenbereich . Gleicht die a-Kurve
für A = 10 -13 72 s [Parameterwahl (A)] dabei noch der Auftragung aus Abb. 5 .1 b),
wird der Polarisationszerfall mit verstärktem Einfluß des Ubergangsprozesses bei
A w I 0 -1312 =r3/2s1/2 [PajameterYVahi (V)] Nahezu einfach-exponentiell g .

4. Interessanterweise treten generell zwei Ratenmaxima auf (Abb . 5.4 a) . Eine Be-
trachtung der jeweils vorliegenden Sprungraten über (5 .8) verdeutlicht, daß das
erste Maximum durch die Bedingung y wo gegeben ist . Im zweiten Maximum ist
die Ubergangsrate A größenordnungsmäßig mit dem Zeemanfeld vergleichbar . Beide
Maxima erscheinen, einzeln betrachtet, symmetrisch ; das zweite Maximum besitzt
aber deutlich steilere Flanken.

Allgemein weisen zwei unterschiedliche Maxima im "Arrheniusplot" auf unabhän-
gige Bewegungsprozesse in der untersuchten Substanz hin. Dies steht jedoch nur
scheinbar im Gegensatz zur obigen Annahme, daß die beiden im "time-dependent "

RTF-Modell eingehenden Raten ry und A miteinander gekoppelt sind . Dies wird aus
einer näheren Diskussion des speziellen Modellansatzes (vgl. S. 66 bzw. S . 106)
verständlich . Denn aufgrund der unabhängigen Mittelung im "strong-collision"

Ansatz für den Ubergangsprozeß S tragen letztlich beide Prozesse voneinander ent-
koppelt zur Polarisationsentwicklung bei . Aus diesem Grund liefern beide Sprung-
prozesse, entsprechend der experimentellen Erfahrung, ein eigenes Ratenmaximum.

Bei den Rechnungen zur Abb . 5.4 sind die Zeitkonstanten `Yo und Ao gleich groß gewählt.
Dies führt dazu, daß der Ubergangsprozeß erst nach Erreichen des ersten Maximums im
"Arrheniusplot" wichtig wird und ein zweites Maximum für A ne wo ausbildet . In der
weiteren Diskussion wird die Kopplung über (5 .8) so gewählt, daß der Ubergangsprozeß
schon im Bereich des Maximums an Bedeutung auf die Prozeßentwicklung gewinnt, d .h.
im Maximumsbereich gilt A y wo . Dieser Ansatz entspricht einem Kopplungsfaktor
b » 1. Diese Wahl bleibt physikalisch sinnvoll, da für kleine Temperaturen immer noch

'Dies scheint ein universelles Merkmal des "strong-collision " Ansatzes zu sein . Schon in der Diskussion
des transversaien Relaxaiionszerfalles geht der ursprüngliche Kurvenverlauf exp(-G 2 t 2 /2) irr einen
einfach-exponentiellen Abfall über (vgl . die Diskussion auf S . 69).

'Vergleiche die GIeichung (3.49) für den transversalen Fall.
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Abbildung 5 .5 : Darstellung wie Abb . 5.4 a) für die Paramettergrößen:
(D)

A -
10-712 73/251/2,

(F) A = 10-7 72 s, (F) A = 10'6 72 s.

das RTF-Modell, d .h. der Bewegungsprozeß im "Subsystem", die Polarisation dominiert.

Die neuen Rechnungen für verschiedene Parameterkombinationen (Abb . 5.5) zeigen ein
stark verbreitertes Ratenmaximum (im Vergleich zu den Ergebnissen aus Abb . 5.4) ; die
Flanke auf der "Hochtemperaturseite" weist dabei eine größere Steigung als die Tieftem-
peraturflanke auf. Da der RTF-Prozeß .. im Tieftemperaturbereich dominierend auf den
Polarisationszerfall einwirkt, wird die Steigung im entsprechenden Sprungratenbereich
durch die lokale Spinbewegung bestimmt 1 ° . Demgegenüber ist der Ubergangsprozeß
zwischen den "Subsystemen" für den Abfall der Hochtemperaturflanke verantwortlich
(entsprechend dem zweiten Maximum in der Abb . 5 .4 a) . Das explizite Verhältnis der
Steigungen wird demnach durch die den Prozessen gemäß (5 .7) zugrundeliegenden Ak-

tivierungsenergien, d .h . durch den Kopplungsfaktor a = Ea/E7 beschrieben.

Interessanterweise tritt auch in dieser Darstellung ein zweiter Ratenanstieg bei den Para-
meterwahlen (D) und (E) auf. Eine physikalische Erklärung konnte hierfür nicht gefunden
werden; jedoch ist zu beachten, daß die zugehörigen Sprungraten (7 > 10 8s-1 ) bei den

gewählten Parametern einem physikalisch unrealistischen Temperaturbereich 11 entspre

!° Vereleiche das erste Maximum in Abb . 5 .4 a).
1 'Vergleiche die Temperaturskala in der Abb. 5.5 far die Zeitkonstante -p0 = 1013 s- mit dertik-

tivierungsenergie E., ~ 1 eV.
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chen.
Somit liegt es aber nahe, dieses anomale Verhalten einer dem Modellansatz intrin-

sischen Ursache zuzuschreiben . lm Anhang D .2 wird ein Näherungsausdruck für den
Polarisationszerfall in dem Grenzfall A » y » 141, Ju3 , 1/i hergeleitet, der auf den
einfach-exponentiellen Zerfall (D .24) mit der Relaxationsrate

1

	

72T -l - 25,7+ )i

fuhrt . Da beide Sprungraten über die Beziehung (5 .8) miteinander gekoppelt sind, erhält
man den asymptotischen Ausdruck

2
(,yrl 2/a

~ - --a

	

~
für die Relaxationsrate im Limes A - co . Für die Kopplungskonstante a 2 ergibt sichb"
z.B . die asymptotische Rate T1-1 = 2 70/b; für a < 2 wächst die Relaxationsrate mit A
stetig an.

Obwohl dieser Grenzfall in den Parametern aus der Abb. 5 .5 (noch) nicht erreicht
ist, wird dennoch deutlich, daß die Relaxationsrate hinsichtlich des asymptotischen Aus-
drucks (5.10) für große Übergangsraten A wieder ansteigt . Zusätzliche Rechnungen mit
geeigneterer Parameterwahl können diese Vermutung bestätigen.

Neben diesen ausführlich diskutierten Resultaten lassen sich noch folgende Merkmale der
Abb. 5 .5 entnehmen.

Die Relaxationsraten sind auf der fIochtemperaturflanke frequenzunabhängig (vgl.
die Parameterwahl (D) mit A = 10 -7/2 y3/2sl/2 ) . Auf der Tieftemperaturflanke
gelten die Potenzgesetze

7 = 103 s --1

?= 104 s -1

y = 105s-1 -3 Tl 1

Dieses Verhalten entspricht wieder eher dem Ergebnis (2 .33) aus dem BPP-Modell
als die Resultate des RTF-Modells (5 .6).

Die Übereinstimmung in den Magnetfeldabhängigkeiten mit dem BPP-Modell findet
eine Bestätigung im generellen Zerfallsverhalten der Polarisation . Wie in der Diskus-
sion zur Abb . 5.4 verdeutlicht wird, führen zunehmende Ubergänge zwischen den
"Subsystemen" (großes A) zu einem verstärkt einfach-exponentiellen Relaxationsver-
halten . Da in den Rechnungen zur Abb . 5 .5 die Übergangsrate A schon auf der
Tiefterlperaturflanke des auftretenden Maximums, d .h . für kleinere Sprungraten y,
in der Prozei3entwicklung an Bedeutung gewinnt, ist somit durchweg ein einfach-
exponentieller Zerfall der Polarisation zu finden .

(5.10)

(5 .11)
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In entsprechender Weise kann die Verschiebung der Hochtemperaturflanke zu klei-
neren 7-Werten bei einer Erhöhung des Kopplungsfaktors b verständlich gemacht
werden (vgl . die Paramaterläufe (E) und (F)) . Durch die bei gleicher Sprungrate y
höheren A-Werte in (F) fällt die Ratenkurve frühzeitig aus dem Maximum ab.

Formal lassen sich beide Ratenkurven gegeneinander verschieben, so daß die Hoch-
temperaturflanken übereinanderliegen . Man erhält so die schwächere Magnetfeld-
abhängigkeit

} _ 104 s-i ~ rr1-1 N wo- 1 .54 (5.12)

auf der Tieftemperaturseite, die deutlich vom BPP-Verhalten mit dem Exponen-
ten (-2) abweicht. Eine mögliche, physikalische Erklärung für eine solche Shift der
Ratenkurve bei Verringerung der Larmorfrequenz, die neben der größeren Steigung
auch eine kleinere Frequenzabhängigkeit im "time-dependent" RTF-Modell liefert,
ist (noch) nicht zu finden . Z.B . ist es im Augenblick reine Spekulation, den Zeitkon-
stanten im Arrheniusansatz (5 .7), d.h. dem Kopplungsfaktor b eine Magnetfeld-
abhängigkeit zuzuschreiben.

Zusammengefaßt kann man festhalten, daß dieses veränderte Zweisprungmodell eine Er-
klärung für die unterschiedlichen Steigungen der beiden Flanken im Ratenmaximum geben
kann. Gleichzeitig werden die übrigen Resultate (einfach-exponentieller Zerfall mit a = 1
und Magnetfeldabhängigkeit von (-2)) aus dem BPP-Ansatz reproduziert .



Kapitel 6

Zusammenfassung

Motivation dieser Arbeit waren die mit verschiedenen nuklearen Meßmethoden an glasar-
tigen, niedrigdimensionalen und auch nanokristallinen Systemen durchgeführten Experi-
mente . Insbesondere bei Messungen mit der ß-NMR-Methode, die sich u .a. durch ihre
Möglichkeit auszeichnet, Messungen mit niedrigen Sondenkernkonzentrationen und klei-
nen Larmorfeldern durchzuführen, beobachtet man ein anomales Verhalten der Polari-
sationstransienten im Vergleich zu den Messungen in kristallinen Systemen . Dies mani-
festiert sich z .B . in unterschiedlichen Steigungen der beiden Flanken des Ratenmaximums
im "Arrheniusplot" und einer Magnetfeldabhängigkeit Ti-' N a.Iö mit Q < 2 . Diese
Abweichungen sind auf strukturelle Unordnungen zurückzuführen, die eine Vielzahl von
unterschiedlichen Sondenkernumgebungen begründen.

Fast alle theoretischen Ansätze, die zur Erklärung der gefundenen Abweichungen ent-
wickelt wurden, basieren auf der Standard-NMR-Theorie_ Grundsätzliche Merkmale
dieser Theorie sind die in den Dichtematrixformalismus und die Theorie von Bloch-
Wangsness-Redfield eingehenden Annahmen kurzer Korrelationszeiten (kurz gegen die
typischen Relaxations- und Meßzeiten) und großer Larmorfelder (im Vergleich zu den
lokalen Feldgrößen) . Die verschiedenen klassischen Theorien bemühen sich dann aus-
schließlich darum, die auftretenden Korrelationen in den Wechselwirkungen "geeignet"
auszurechnen, d.h. den ungeordneten Systemen anzupassen.

In den glasartigen, ungeordneten Substanzen ist die Grundvoraussetzung kurzer Kor-
relationszeiten aber verletzt . Aufgrund einer lokalen Bewegung der Sondenspins durch
Rücksprung- und Rückkehreffekte sind gerade bei tieferen Temperaturen lange Korrela-
tionen zu erwarten . Dabei werden verschiedene Gebiete des Zustandsraumes nicht oder
nur nach langen Prozeßzeiten besucht, auch wenn die eigentliche Spinbewegung schnell
sein sollte. So ergeben sich zusätzliche Korrelationsfunktionen, deren prinzipielle Ent-
wicklung auf der Skala der Meßzeiten noch nicht als abgeschlossen betrachtet werden
kann.

Moderne theoretische Arbeiten versuchen somit, im Rahmen des Dichtematrixforma-
lismus auf die Annahme kurzer Korrelationszeiten zu verzichten . Der derzeitige Stand
der Ergebnisse muß aber als unbefriedigend bzw . noch nicht abgeschlossen gelten . Es
kann zusammenfassend festgehalten werden, daß eine systemunabhängige und endgültige
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Erklärung des anomalen Relaxationsverhaltens in den ungeordneten Materialien mit Hilfe
der Standard-NMR-Theorie bisher nicht gefunden werden konnte.

Einen komplementären Zugang zur Beschreibung der Spin-Spin- und der Spin-Gitter-
Relaxation liefert die stochastische Theorie von Kubo, Tomita und von Anderson, in
der der Polarisationszerfall als Konsequenz der stochastischen Natur der Fluktuationen
beschrieben wird . Dieser Ansatz zeichnet sich in diesem Zusammenhang dadurch aus,
daß keine Annahmen über die Korrelationszeiten und -zerfälle gemacht werden müssen.
Somit können auch Prozesse diskutiert werden, die sich durch eine langsame Bewegung
bzw. eine hohe Korrelation zwischen den besuchten Plätzen mit den lokalen Wechsel-
wirkungsfrequenzen auszeichnen . Darüberhinaus liefert diese Theorie die berechnete Po-
larisation direkt im Zeitraum, so daß ein unmittelbarer Vergleich mit den experimentellen
Pol arisationstransienten möglich ist . Verschiedene stochastische Modellansätze konnten
so schon zur Erklärung des in jtSR-Messungen ermittelten transversalen und longitu-
dinalen Polarisationszerfalls herangezogen werden . In diesem Zusammenhang sind u .a.
Modelle zur Myonenbewegung auf einer linearen Kette wie in Polyacetylen oder unter
Berücksichtigung von Haftstellen in Metallen zu erwähnen . Für die Auswertung des Re-
laxationsverhaltens in Metallhydriden wurde alternativ ein Modell zur Myonendiffusion
in nichtwechselwirkenden Gittergasen erfolgreich angewendet.

In der vorliegenden Arbeit wird die stochastische Theorie der Spinrelaxation weiterent-
wickelt, um nähere Hinweise zur Erklärung der Spin-Gitter-Relaxationsraten etc. in unge-
ordneten Systemen zu gewinnen . Zur Berücksichtigung der geringen Sondenkernkonzen-
tration bei der /3-NMR-Methode und der ungeordneten Strukturen liegt den eingeführten
Modellen dabei der folgende generelle Ansatz zugrunde . Die interessierende Probe wird als
Ensemble von "Subsystemen " betrachtet; die einwirkenden Wechselwirkungen gehen als
lokale Rotationsfrequenzen an den verschiedenen Sondenplätzen in die Prozelientwickl_ung
ein. Eine Spinbewegung findet (vornehmlich) in den einzelnen "Subsystemen" statt . Die
Systemunordnung, d .h. die unterschiedlichen Sondenkernumgebungen aufgrund der unge-
ordneten Struktur, entspricht dann der Mittelung des Subsystemensembles Fiber die Rota-
tionsfrequenzen aber auch über die auftretenden Sprungraten . Aufgrund der einfacheren
Handhabung werden die speziellen Ansätze für die transversale Relaxation vorgestellt und
anschließend auf die longitudinale Polarisation ausgedehnt . .

Der einfachste Bewegungsprozeß der Spins in den "Subsystemen" wird durch Sprünge
zwischen zwei Plätzen gegeben, die jeweils durch eine feste Rotationsfrequenz bestimmt
sind. Als interessantes Ergebnis dieses für das Problem der transversalen Relaxation
schon länger bekannten Modells muß festgehalten werden, daß die Polarisationsentwick-
lung in jedem "Subsystem" im Falle eines schnellen Sprungprozesses durch die Rotation
der Spins in einem resultierenden Larmorfeld beschrieben werden kann, das sich durch das
geometrische Mittel beider Frequenzen ergibt . Fiir den Fall der allgemeinen Spinrotation
folgt dies aus einer effektiven Kommutierbarkeit der auftretenden Drehmatrizen, die von
Natur aus nicht, vertauschbar sind . .` . '
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Führt man die anschließende Ensemblemittelung über unabhängige Gaußverteilungen für
die beiden Frequenzen aus, wirkt sich diese Superposition dahingehend aus, daß eine Zu-
nahme der Sprungrate auf das Ergebnis der statischen Kubo-Toyabe-Theorie zurückführt.
Die zugrundeliegende Gaußverteilung erscheint dabei um den Faktor verschmälert.
Ein qualitativer Vergleich mit iSR-Messungen an NbTi kann diese Rückkehr zum Kubo-
Toyabe-Verhalten bestätigen; mögliche Ursachen für die noch auftretenden quantitativen
Abweichungen (korrelierte Frequenzmittelung, Diffusion über mehrere Plätze) werden dis-
kutiert.

Dieser einfache Bewegungsprozeß wird dann auf einen diskreten, linearen random walk
erweitert . Diese eindimensionale Bewegung der Spins in den "Subsystemen" wird durch
eine hohe Rückkehrwahrscheinlichkeit zu schon zuvor besuchten Plätzen bestimmt . Für
die hierbei vorgestellte Prozeßgleichung werden zwei verschiedene Lösungswege diskutiert,
die sich im generellen Mittelungsansatz unterscheiden.

Die analytisch zugänglichste Lösung liefert die Modifikation des "strong-collision"
Ansatzes, die eine unabhängige Mittelung über die einzelnen Plätze auf der linearen
Kette berücksichtigt . Als allgemeines Kennzeichnen dieser ersten Charakterisierung der
Polarisationsentwicklung im random walk Prozeß läßt sich festhalten, daß insbesondere
kontrahierte walks die longitudinale Polarisation bestimmen . Im Beispiel der transver-
salen Relaxation waren es alternativ gerade die ausgedehnten walks, die im Prozeß wichtig
werden.

In einem zweiten Modell wird jeder Platz durch eine mittlere Frequenz des speziellen
"Subsystems" und einer Frequenzdifferenz charakterisiert, die linear mit dem "Abstand
vom Mittelpunkt " anwächst . Die analytische Auswertung wird mittels der näherungswei-
sen Kommutierbarkeit der Rotationsoperatoren im Grenzfall großer Sprungraten ermög-
licht . Die Ensemblemittelung über korrelierte Gaußverteilungen für die mittlere Frequenz
und die Differenz führt auf die statische Kubo-Toyabe-Lösung, die durch eine platz-
abhängige Varianz bestimmt wird.

Einfachere Modifikationen des Zweisprungprozesses bilden das Modell zweier Sprungra-
ten und das "time-dependent " RTF-Modell, in denen konkurrierende Prozesse in die
Spinbewegung einfließen . In der ersten Erweiterung wird die Materialunordnung auch
im Bewegungsprozeß im "Subsystem" berücksichtigt, indem die beiden Plätze des Zwei-
sprungmodells neben der Frequenz auch durch eine eigene Sprungrate bestimmt sind.
Im Vergleich mit den Ergebnissen des RTF-Modells für gleiche Sprungraten führt eine
zunehmende Differenz in diesen Raten auf das ursprüngliche statische Kubo-Toyabe-Mo-
dell zurück; aufgrund der stark unterschiedlichen Raten ist letztlich nur einer der beiden
Plätze für die Prozeßentwicklung von Bedeutung . In der asymptotischen Zeitentwicklung
erhält man einen langsameren Polarisationszerfall, der zunehmend einfach-exponentiell
wird.

In der zweiten Modellerweiterung des "time-dependent" RTF-Modells kann der Spin
das "Subsystem" mit einer zusätzlichen Übergangsrate wechseln ; die Frequenzpaare des
neuen. "Subsystems" werden dabei unabhängig von den alten Frequenzen der zugrun-
deliegenden Gaußverteilung entnommen . Dieser Zusatzprozeß wirkt sich in einem ver-
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stärkten Polarisationszerfall bei steigender Ubergangsrate aus ; übersteigt diese schließlich
die typischen Frequenzwerte, erreicht man die Zerfallskurven des "strong-collision" Mo-
dells von Hayano.

Hinsichtlich eines Vergleichs mit dem anomalen Relaxationsverhalten in den glasartigen
Substanzen wird das RTF-Modell ohne bzw . mit zusätzlichem Ubergangsprozeß in dem
den Experimenten entsprechenden asyrnptotischen Zeitbereich untersucht . Die Grund-
lage der Rechnungen bilden Parameterwerte für die Frequenzen, Sprungraten etc ., wie sie
bei Messungen mit der ß-NMR-Methode an der Sonde 8 Li typisch sind . Die ermittelten
Polarisationstransienten werden in Anlehnung an die experimentelle Auswertung mit einer
gestreckt-exponentiellen KWW-Funktion gefittet . Auf eine Diskussion der random walk
Modelle wird in diesem Zusammenhang verzichtet, da die diskutierten Niiherungslösungen
in den interessierenden Zeitbereichen nicht mehr gültig sind.

Aus dem "Arrheniusplot", d .h. der Auftragung der Relaxationsrate Ti a über der
Sprungrate (Temperatur) für den Zweisprungprozeß erkennt man, daß dieses einfache
Modell, bei dem man im Falle kleiner Sprungraten sicher außerhalb des Gültigkeitsberei-
ches der Standard-NMR-Theorie ist, qualitativ doch das typische BPP-Verhalten wi-
derspiegelt . Dies manifestiert sich vor allem in den symmetrischen Ratenmaxima und
der (nahezu) quadratischen Frequenzabhängigkeit der Relaxationsrate auf der Tieftem-
peraturfianke . Ein auffallender Unterschied besteht in einem bisher nicht erklärbaren
"Kurvenaufsatz" für kleine externe Larmorfelder, die in den experimentellen Auswer-
tungen nicht auftauchen . Die durch einen sprungratenabhängigen KWW-Exponenten
zusätzlich auftretende Abweichung vom einfach-exponentiellen Relaxationszerfall wird im
Bereich des Ratenmaximums maximal, verschwindet aber mit zunehmendem Larmorfeld.
Diese Ergebnisse zum Exponentenverhalten sind qualitativ konsistent zu unterschiedlichen
experimentellen und alternativen theoretischen Untersuchungen.

Die betrachtete Gaußverteilung für die Frequenzen in dem RTF-Modell gibt typischer-
weise die tatsächliche Verteilung der lokalen magnetischen Felder in Kristallen mit einer
Dipol-Dipol-Wechselwirkung der Spins wieder . Bei der Diskussion ungeordneter Systeme

wird so der Frage nachgegangen, inwieweit alternative Frequenz- bzw . zusätzliche Sprung-
ratenverteilungen zur Beschreibung der Systemunordnung herangezogen werden müssen
bzw. die Ergebnisse beeinflussen . Zusammenfassend kann aber festgehalten werden, daß
sowohl die Frequenzmittelung über eine Exponential- oder Rechteckverteilung als auch
die nachgeschaltete Sprungratenmittelung qualitativ vergleichbare Resultate im Arrhe-
niusplot und im KWW-Exponenten wie das RTF-Modell mit gaußverteilten Frequenzen
ergeben. Die unterschiedlichen Gewichtsfunktionen der einzelnen Verteilungen wie auch
die Berücksichtigung verschiedener Sprungraten in der Prozeßentwicklung wirkt sich nur
in einer leichten Verschiebung der jeweiligen Ratenkurven und in einer Ausmittelung des
Maximums aus, was zu kleineren Raten und Exponenten im Maximumsbereich führt.

Der zusätzliche Ubergangsprozeß in ein neues "Subsystem" wirkt sich erst aus, wenn
die Ubergangs- mit der Sprungrate . .im Zweisprungprozeß . vergleichbar wird . Sind beide
Prozesse thermisch aktiviert und die Zeitkonstanten und die Aktivierungsenergien im
Arrheniusansatz so gewählt, daß beide Sprungraten im gleichen Temperaturbereich mit
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dem eingehenden Larmorfeld übereinstimmen, erhält man asymmetrische Ratenmaxima
im "Arrheniusplot" mit einer größeren Steigung auf der Hochtemperaturflanke . Der Un-
terschied in den Steigungen ist durch den Quotient aus den Aktivierungsenergien der
Sprung- und der Ubergangsbewegung gegeben . Gleichzeitig wird der Relaxationszerfall
über den gesamten Temperaturbereich einfach-exponentiell.

Obwohl in dieser letzten Betrachtung die einzelnen Prozesse als thermisch aktiviert
angenommen werden, ist festzuhalten, daß alle vorgestellten Modelle für jeden anders-
gearteten Bewegungsprozeß gültig sind . Dies erhöht den möglichen Anwendungsbereich
der verschiedenen vorgestellten Modelle.

Die Diskussion der verschiedenen Modelle verdeutlicht, daß die stochastischen Theorien
grundsätzlich zur Auswertung der experimentellen Ergebnisse zur Spin-Gitter-Relaxation
in der ß-NMR und der ir.LSR (mit den möglichen kleinen Sondenkernkonzentrationen) ange-
wandt werden können. Schon die einfachsten Modelle liefern neben dem typischen BPP-
Verhalten auch Hinweise auf die anomalen Relaxationsergebnisse in glasartigen Proben.
Um diese Merkmale quantitativ besser fassen zu können, müssen weitere Uberlegungen zu
den diskutierten Prozessen getätigt werden . Von besonderer Bedeutung ist es dabei, die
möglichen Anwendungsbereiche der random walk Modelle auszuweiten ; u.a. ist eine ana-
lytische Lösung für kleine Sprungraten von Interesse . Wichtig ist auch ihre Verbesserung
hinsichtlich einer Anwendung in den diskutierten Zeitfenstern der ß-NMR-Messungen_
Eine Möglichkeit hierzu besteht in der Monte-Carlo Simulation der random walk Ansätze.
Auch eine Anwendung der von Machta eingeführten Renormierungstechnik auf die Ent-
wicklung der longitudinalen Polarisation ist vorstellbar ; diese ermöglicht es, die durch
die angenommene Komrnutierbarkeit der Operatoren zu berücksichtigenden Fehler zu
umgehen. Sie kann dann zu analytischen Lösungen führen, die gerade das asymptotische
Langzeitverhalten der Polarisation wiedergeben.

Zu den weiteren Arbeiten, die hinsichtlich einer quantitativeren Anwendung der vor-
gestellten Modelle zu leisten sind, gehört ebenso eine realistischere Beschreibung der
stochastischen
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rimentellen Gegebenheiten. Mögliche Vorgehensweisen eröffnen die Uberlegungen zur
Dipol-Dipol-Wechselwirkung bzw . zur Quadrupolwechselwirkung von Celia et al . sowie
von Stöckmann.

Im Rahmen dieses Resumees sei es erlaubt, die generelle Auswertungsmethode in Frage
zu stellen, wie sie auf die experimentellen Resultate angewandt wird . Offen bleibt u .a.,
welche Bedeutung die aus den Fits ermittelte Relaxationsrate besitzt, wenn der
gemessene Polarisationszerfall prinzipiell nichtexponentiell ist . In diesem Zusammenhang
sind die speziell gewählten Fitfunktionen nicht nur von nebensächlicher Bedeutung in den
expliziten "Effekten", die den jeweiligen "Arrheniusplots" entnommen werden können.
Auch das Zeitfenster, in dem die Fits vorgenommen werden, wirkt sich deutlich auf die
relevanten Ergebnisse aus.

Aus diesen Gründen ist es nicht verwunderlich, daß viele unterschiedliche Modell-
ansätze durchaus dieselben experimentellen Ergebnisse wiedergeben können Vergleiche
mit den gemessenen Daten finden nur über den Zwischenweg der verschiedenen Fitfunk-
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tionen statt . Sinnvoller für die Diskussion einer jeden theoretischen Vorhersage für die
Polarisationsentwicklung ist der unmittelbare Vergleich der analytischen Lösungen mit
den gemessenen Polarisationstransienten . Wichtig für eine klare Unterscheidung sind
dabei Meßmethoden, die die Ermittlung der Transienten in Zeitbereichen ermöglichen, in
denen die verschiedenen zu den Wechselwirkungsfluktuationen führenden Prozesse und
Korrelationen noch nicht stark abgeklungen sind. Dann bieten aber die stochastischen
Theorien grundsätzlich die größeren Anwendungsmöglichkeiten.

In dieser Arbeit wurde ein allgemeiner Modellansatz zur Diskussion der Spin-Gitter-
Relaxation in glasartigen ungeordneten Systemen vorgestellt . Der longitudinale Polarisa-
tionszerfall wird durch eine Spinbewegung in einzelnen "Subsystemen" verursacht, wobei
die einzelnen Gitterplätze durch Rotationsfrequenzen bestimmt sind, die die Wechsel-
wirkungen zwischen den Sondenspins und der jeweiligen Umgebung darstellen . Da die
unterschiedlichen "Subsysteme " verschiedene Strukturen besitzen, wird die erhaltene Po-
larisation über das Ensemble der "Subsysteme " gemittelt.

Dieser Ansatz wird vor allem der speziellen Situation in den R-NMR- und pSR-Meß-
methoden gerecht, die es ermöglichen, die Relaxationsuntersuchungen bei geringen Son-
denkernkonzentrationen durchzuführen . Trotz einer möglichen schnellen Bewegung der
Spins in einer lokalen Umgebung werden große Bereiche des Zustandsraumes nicht er-
reicht, so daß kein Austausch zwischen den Spins erfolgt . Zudem gehen in das Modell
keine Annahmen über den Zerfall der Wechselwirkungskorrelationen wie in der Standard-
NMR-Theorie ein . Somit kann die Spin-Gitter-Relaxation auf allen Zeitskalen diskutiert
werden.

Die im Rahmen dieses Modells vorgestellten Ansätze für die Spinbewegung in den
"Subsystemen" konnten erfolgreich mit ,uSR Messungen an NbTi verglichen werden ; im
asyrnptotischen Langzeitverhalten führen sie auf qualitativ mit der Standard-NMR-Theo-
rie (BPP-Modell) vergleichbare Ergebnisse. Zudem führt das RTF-Modell auf gestreckt-
exponentielle Polarisationszerfälle mit sprungraten- und magnetfeldabhängigen Exponen-
ten. Das "time-dependent" RTF-Modell liefert alternativ einfach-exponentielle Relaxa-
tionskurven ; die Auftragung der Relaxationsrate über der Temperatur ergibt steilere
Flanken auf der Hochtemperaturseite des Ratenmaximums als auf der Tieftemperatur-
seite . Dieses Merkmal ist charakteristisch für glasartige Systeme .



Analytische Mittelungsrechnungen
im transversalen Modell zweier
Zufallsfrequenzen

Betrachtet wird das transversale RTF-Modell aus Kapitel 3 .1, das einen Sprungprozeß der
Spins zwischen den Frequenzen w 1 , w2 mit einer Sprungrate 7 beschreibt . Mit den Größen
cv = (w 1 + w2 )/2 und ®w = (w2 - wl )/2 ist die Polarisation im Laplace-Raum durch die
Beziehung (3.6) gegeben .

P(s )
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Dies entspricht im Zeitraum der Polarisation

P(i) = exp(zwi)P(i))
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P(i) = 2 exp(-7t) (exp{_172 - 4 w2,} + exp j 172 - Aw2iI)
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Die mittlere Frequenz wirkt sich nur fiber den Phasenterm exp{zwi} auf die Prozeß-
en twicklung aus . Umgekehrt bedeutet dies, daß der Term zc entsprechend dem "Därnp-
fungsgesetz" [151]

(A.3)

als additive Komponente zur Variablen s, hinsichtlich einer neuen Größe s', in (A .1)
betrachtet werden kann.

Entsprechend dem allgemeinen Modellansatz in Kapitel 2 .3 beschreiben die Beziehun-
gen (A.1) bzw. (A .2) die Spinbewegung in einem beliebigen "Subsystem" . Ein Ensemble
dieser "Subsysteme" mit unterschiedlichen Sondenkernumgebungen beschreibt dann die
strukturelle Unordnung in den glasartigen Substanzen . Dies fahrt in dem betrachteten
RTF-Modell auf eine Mittelung der Polarisation über die jeweiligen Frequenzen und/oder
Sprungraten in den "Subsystemen".
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~-E {f(s + a)} = exp(-ai)L -` 1 {As)}
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ANHANG A . MITTELUNGEN IM TRANSVERSALEN RTF-MODELL

A ®

	

außsche Fre ue zvertellu

Ein üblicher Ansatz (siehe die Einleitung zum Abschnitt 3 .2 .1) ist die Mittelung der
Polarisation über eine Gaul3verteilung für die beiden unabhängigen Frequenzen w1i w2.

j dW1dCsJ2 P(t) w ( w 1 , W 2)

1
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ZB- 2
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{ P(i )}w1,W2

mit . w (w1, w2)

Mittels einer Jacobi-Transformation (siehe z .B . [151]) geht diese Verteilungsfunktion mit
der Bedingung

w(w 1 , w2 ) dw l dw2 w( , Aw) dwdAw

	

(A.5)

entsprechend in eine Gaußverteilung für die neuen Frequenzgrößen cv und x.w über.
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Die resultierenden Varianzen sind aber um den Faktor N reduziert.

Aufgrund der möglichen Variablentrennung gemäß der Gleichung (A .2) lassen sich die
beiden Mittelwerte einzeln ausführen.

{P(i)L1 w2 = {P(t)} 4w {exptuDi)L{P(i)} AW

Führt die erste Mittelung auf die Lösung
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läßt sich der zweite Term nicht in dieser einfachen Weise ausführen . In einem ersten
Schritt wird der zweite Summand von P(t) in (A .2) formal in ein Zeitintegral überführt.

dt' (exp{/2 - w2 + exp.{ -- J-y2 - Ow

Greift man im weiteren auf die Taylorsche Reihenentwicklung der einzelnen Exponentia
terme zurück, liefert ein entsprechendes Aufsummieren und Umindizieren

L expOL G)} ,, l .4 R 1

(-
4

~2 $ 2 )
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exp{\/y 2 - Aw 2 i} + exp{- 4ly2 - Aw 2 t~

	

(A .10)

_ E ~~ [(-1)k (172 - Aw2)
k

ik + C~yz Aw2
h

ko

	

L

	

/

	

= 2 • E	
1

j (72 - Awz)k izk

kwo (2k)!

Mit der Reihendarstellung der Binomischen Formel

k

	

k!

	

Aw2
t

(72 - Aw 2 ) k = y2k E{_1)t
(k - 1}!1! ~ 72 ~t_o

wird man auf folgende Beziehung für die Mittelung über Aw geführt, bei der das Zeitin-
tegral aus (A .9) bereits berechnet wurde.

00

(P ( i))aw = exp(- Yt) (2)~

1	 izkyzk rl + 2k ¢ 1)

	

(A .12)

t

	

k!

	

-zt 1

	

~

	

z~

	

~®w2 ~(-1}
(k - t)!I! y .j~ ~ ~ dAw(Aw )exp -

62

k=o

Die verbleibende Mittelung der einzelnen Potenzen in Aw2 kann unter Benutzung einer
Integraltafel [151] ausgeführt werden

Ldw(w2 ) 1 exp (- ~2z ) _ uzt+~. F (212
1,

)
(A.13)

Für diese spezielle Wahl der Argumente gilt für die Gamma-Funktion

(21+ 1

	

(21)!
_	 ,ri

	

(A.14)
2

	

l! 2 21

Aus (A.7) und (A.8) erhält man schließlich folgende Reihendarstellung für die gemitielte
Polarisation .

xz

	

~
6

i

	

1	 2k zk !

	

iy
= exp -

4
exp(-yi) ~

k=o
(2k)! i y j 1 + -

2k -+- 1~

k

	

k!

	

6z t 1

	

(21+1)

~-1 )! 1!

	

.

	

(A.15)

Einfache analytische Lor ••sungen lassen sich in den Grtom_ enzf••llen kleiner großer Sprungraten
(im Vergleich zur Varianz u der Frequenzverteilung) herleiten .

(A.11)

[131]

{P(i)}w,,wz
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L) y«a:

Im dem Ansatz, daß in der Reihenentwicklung (A .15) nur die Glieder 1 = k führend
wichtig sind, reduziert sich die Lösung in erster Ordnung in 7/o- auf

G
2 2

	

2 2

	

(= exp(-7i) lexp (-	
2
	 ~ + exp ~- 6

	

7~erf
L 2 )

Neben der Reihendarstellung der Exponentialfunktion geht hierbei die folgende Darstel-
lung der Error-Funktion [131] ein.

r

	

f t

	

2 j2 \
~erf ( ~

	

deexp	 4~- ~	 • j

~ 2 k
=

E (-1)k 	 1	 .~2k+r
k=o l

	

k!(2k -i- 1)

	

4

Für i --~ ao geht die Error-Funktion gegen 1 !

2 .) 7» or :

Im Grenzfall des "motional narrowing" müssen in erster Ordnung alle Beiträge mit 1 = 0
und 1 = 1 aus (A.15) berücksichtigt werden . Die weiteren Umformungen werden durch
die hyperbolischen Funktionen sinh(x) und cosh(x) mit ihren entsprechenden Taylorreihen
bestimmt.

138

I P(t)}.,„2 (A.16)

(A .17)

00

~
sinh(x) _ E (2k + 1)i x

2k~-r
03

cosh(s) = E	 (2k)!
	 xzk

k_o t
(A.18)

Die spezielle Beziehung cosh(x) + sinh(x) = exp(x) und das Integral [151]

L t di ' sinh(i ') = cosh(t) - sinh(i)

führen auf die folgende Näherung zweiter Ordnung in s/y.

~2~~

	

t~2

	

2~

{P(~)}W
"

W2
= exp ( 4~~

1 - 4y
+ exp(-yt) 4;~2 sinh(yi)

A.2 Diverse r gratenverte n en

Bei der Sprungratenmittelung werden alternativ die im Anhang B aufgeführte Rechteck-
und Exponentialverteilung diskutiert . Dabei ist es hilfreich, die Mittelung über die
Beziehung (A.1) im Laplace-Raum auszuführen, und das Ergebnis anschließend in den
Zeitraum zu transformieren .

(A.19)

(A.20)
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A .2 .1 Rechteckverteilung

Vor dem Hintergrund, daß grundsätzlich kleine Sprungraten in die Mittelung eingehen,
wird die untere Grenze der Rechteckverteilung (B .2) zu Null gewählt . Das zu lösende
Integral

1

	

2fo

	

s' + 2°y
{ P(s )1 =

2f~ Jo

	

s'2 + 27s' + Aw2

mit s' = s- a läßt sich einer Integraltafel [151] entnehmen . Einige weitere Umformungen
führen dann auf die Laplace-Transformierte

{ P (s' )} 7 =
1r + 1 AZz

ln	
s'2 Ac~ 2

s 4-u s

	

s'2 + 40~s' + A2

	

(A .22)

Bei der Transformation in den Zeitraum werden neben allgemeinen Gesetzen [131] auch
die speziellen Formeln

r 1

	

~

.C-1
~ s2

ln(s2 + Aw2)~ (t) = 2 i [ln(f AwI) + ci(IAwIt)] + I®
wl

sin(IAwIt)

GT i { s 1n(s + a)} (t) = ln(a) --- Ei(-at)

	

(A.23)

wichtig [152] . Die speziellen Funktionen sind dabei über die folgenden Beziehungen
definiert.

® Integralcosinus:

cl(z)

	

dt cos(t) - -~ _ In(z) -
oz dt

cos(tt) - 1

	

(I arg(z)J < rr)

	

(A.24)

e Integralexponentialfunktion:

exp(-t)
Filz)

	

~t
at	

t

	

(I arg( z ) I < yr)

Ei(- x) = y + ln(x) + ©~ dt
exp( tt) -	 1 - -Ei(x) (x > 0)

	

(A.25)

Hierbei gilt z = x + zy (x, y e R) und y bezeichnet die Eulersche Konstante [131, 152].

Mit den Nullstellen

a = 2v6 - \/128-2 - Aw2 , b = 2 / + 312c1 2 - Aw 2	(A .26)

läßt sich das Argument der Logarithmusfunktion in (A .22) faktorisieren. In der weite-
ren Transformation muß dann generell die Fallunterscheidung beachtet werden, ob die
Determinante (12c- 2 --- AW2 ) in (A .26) positive oder negative Werte annimmt.

Auch wenn die folgenden Beziehungen unter der Annahme einer reellen Wurzel mit
a2 > Aw2 /12 hergeleitet werden, sind alle notwendigen Schritte auch fur komplexe Koef-
fizienten a und b unter Berücksichtigung der komplexwertigen Funktionen Ei(-z), exp(-z)

(A .21)
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und ci(z) gültig . Unabhängig von der Parameterwahl in Aw und rr ist die Voraussetzung
arg(z)l < 1r) grundsätzlich erfüllt.

Mit den Beziehungen aus (A .23) und der Integraldarstellung [134]

ft drEi(_ar) = LEi(--ai) - {1 - exp(-ai)}

	

(A .27)

erhält man schließlich mit (A .3) die gemittelte Polarisation im Zeitraum zu

{P(t)},y
=~
	 exp(zw$)

f

o~o- +i ci(JAwJt) + JAwJ sin(JAwCt)

	

(A.28)

-2a{1 - exp(-ai)} - 26{1 - exp(-bi)} + [Ei(-ai) + Ei(-bi)])

Diese komplizierte analytische Lösung kann in den Grenzfällen kleiner bzw . großer Fre-
quenzen lAwI (im Vergleich zu den typischen Sprungraten) vereinfacht werden. Die je-
weiligen Näherungsausdrücke sind mittels einer entsprechenden Entwicklung der einzelnen
Terme in (A .28) herleitbar ; im folgenden sollen jedoch einfachere Zugänge gewählt wer-
den . Diese bestehen im wesentlichen darin, den Nenner des Integranden in (A .21) in
den jeweiligen Grenzfällen zu faktorisieren, und den so erhaltenen Integranden mittels
einfacher Transformationsregeln in den Zeitraum zu überfuhren.

Schmale Rechteckverteilung (u « lAwD

Da die Varianz a- größenordnungsmäßig typischen Sprungraten entspricht, werden die
Nullstellen in der Näherung « JAwJ zu

2

	

4

s 2 _ -y + i / - , ,2 - Awz : -y = zJAwl ' ~
JGwJ i 0
	 I i~ia%

	

(A .29)

berechnet . An dieser Stelle empfiehlt es sich, zuerst die inverse Laplace-Transformation
vorzunehmen . Diese liefert den Integranden P(t) (in erster Ordnung in y/JAwJ) zu

P(i) = exp(-yi) Lsin(JAwti) + cos(JAwli) } exp(zwt)

	

(A.30)

Die anschließende y-Mittelung über die Rechteckverteilung gemäß (A .21) ist auf einfache
Weise durchführbar, und man erhält die Lösung zu

1

	

2~s
sin(JAwji)

i2
(1 - exp(--2 .N/dui)) -	 exp(-2 3cri)l J} I

{

	

JJ

	 1	 exp(zwi) [_cos(IzwJi) t fexp(-2~ai) -
2fo~

f P(i)} . r
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Breite Verteilung (a » lAwl)

Den Prozeß in diesem Grenzfall bestimmen die Sprungraten, die groß gegen die Frequenz-
differenz FAw~ sind . In diesem Ansatz gewinnt man die folgenden Näherungsausdrücke
für die Nullstellen im Nenner des Integranden von (A .21)

2

	

2

	

4

~ A~ + 0
(zXw4)

	

s2 -27+ 2 Ay + 0	 	 (A.32)

Mit den einfach-entarteten Nullstellen läßt sich der Integrand gemäß

,)

	

A

	

B
~(s =

	

+
-s'	s l -sa

in Partialbrüche zerlegen . Da die Koeffizienten näherungsweise entsprechend ihrer "Pol-
stärke" ; d .h . ihrem Wert im Grenzfall y - co, mit A = 1 und B = 0 in die Rechnung
eingehen, kann die Integration auf den ersten Term in (A .33) beschränkt werden.

1

	

2~~

	

1
{ P (5

,
)Iry =

2)5e JO

	

dys' + L~ w2
>I(27)

1

	

Aw2 1
_

	

-	 	 [In(4fo-s ' + Aw 2 ) - In(Aw z)]
5 d

	

4 .

	

o, 5 12

Mit den Beziehungen (A .23) und

z

,C-1 ~ g
In(ks +

	

= ~{ i ln(n + b)
(k~

	

(A.35)

[152) transformiert man die Gleichung (A .34) zu

{P(t)} ry = exp(awt) r	 Aw2
t Ei (- Aw

2

L40-

	

4oo-') 1- exp (- 4Q/- ~)~V3ü

A .2 .2 Exponentielle Sprungratenverteilung

Mit der exponentiellen Verteilung (B .3) ist hier die Integration

= 1

	

27
{P(s')}

	

rr !o d7 s 12 + 27s' + Awz exp ~

	

~

	

(A .37)

zu betrachten . Aufgrund des zusätzlich auftretenden Exponentialtermes im Integranden
ist die Mittelung mit erheblicherem Aufwand verbunden als im Problem der Rechteck-
verteilung (A .21) . Somit wird die Auswertung ausschließlich auf die letztlich interessieren-
den Grenzfälle beschränkt .

(A .33)

(A.34)

(A .36)



142

	

ANHANG A . MITTELUNGEN IM TRANSVERSALEN RTF-MODELL

Schmale Exponentialverteilung (a « k wl)

Da der Integrand (A .30) unabhängig von der expliziten Verteilung aus der Beziehung
(A.21) hergeleitet wurde, kann auf diese Darstellung von P(t) zurückgegriffen werden.
Die anschließende Mittelung im Zeitraum ist auch hier leicht auszuführen.

{P(i)},

	

Jag dy P(i) exp (- 2)

	

(A.38)

1

	

o-
= exp(ztvt) 1 + 0.1 cos(lAw1t) + ks,w!

	

+ e1)2
sin(lAw

t) J(

Breite Exponentialverteilung (o » IAwl)

Entsprechend dem gleichen Grenzfall bei der Diskussion zur Rechteckverteilung wird der
Integrand in (A.37) durch den ersten Term der Partialbruchzerlegung (A .33) approximiert,
d.h .

	 1	I'(s)

	

s' + Aw2/(27)

	

(A.39)

In Abänderung des dortigen Rechenweges wird zuerst der Integrand in den Zeitraum
überfuhrt . Das letztlich zu lösende Integral

2

{P(i)} ,~ = e exp(zwi) ~ dy exp - 1 ~~ - 2

	

(A .40)

kann einer Integraltafel [134] entnommen werden . Mit der Bessel-Funktion 3 . Art und 1.
Ordnung, Ki (z) [z = x + zy , (x, y R)] 1 , folgt die gemittelte Polarisation zu

{P(t)} _	
12©~2t Kl 612®~2t

exp(zcat)
~

(A.41)

'Hinsichtlich der Definition dieser Funktion wird auf die entsprechende Literatur verwiesen [131] .



--mittelunP-P-n mui gau®,-artige
Quadraturformein

lm allgemeinen Modellansatz (2 .93) im Kapitel 2 .3 werden die ungeordneten Strukturen
in den glasartigen Substanzen durch ein Ensemble von "Subsystemen" beschrieben, die
durch jeweils veränderte Sondenkernumgebungen charakterisiert sind . Den hieraus resul-
tierenden unterschiedlichen Einflüssen auf die Sondenkerndynamik wird in den einzelnen
Modellen in Kapitel 3 und 4 durch subsystemabhängige magnetische Wechselwirkungen
(- Rotationsfrequenzen) und/oder variierende Sprungraten entsprochen . Dies führt zu
einer Ensemblemittelung über die lokalen Rotationsfrequenzen bzw . Sprungraten . Um
hierbei den Einfluß der speziellen Verteilung, d .h . der speziellen Form der Systemunord-
nung, zu untersuchen, werden die folgenden Verteilungen mit dem jeweiligen Mittelwert

und der Varianz o- verglichen.

1 . vaußverteilung :

(B .1)

2 . Rechteckverteilung:

w(x)dx =	 1dx
2f6

(symmetrische) Exponentialverteilung:

~ exp (--) dx

	 1

	

~Ix-xf
exp -

150'

	

O'

(B.2)

0 < x < 00 (B .3)

-oo<x<oo (B .4)

3 .

Mlt_.

mit:

w(x)dx -

bzw . w(x)dx =

143
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Bei den Mittelungsrechnungen, speziell im longitudinalen Fall, sind so bis zu siebendi-
mensionale Integrale der Form

{Pz(i)}~~,~Z,r=f d7Jdw i dc,72 PZ (i) w(ui>ü2)w(-Y)

	

(B .5)

numerisch auszuwerten . Hierbei kann festgestellt werden, daß übliche Integrationsme-
thoden (Newton-Cotes, Romberg, etc .) mit bedeutenden numerischen Schwierigkeiten
verbunden sind . Neben einem großen Rechenzeitaufwand der entsprechenden Programm-
pakete (z .B. aus I1\(ISL) läßt auch die Rechengenauigkeit (gerade im Verhältnis zum
Zeitverbrauch) zu wünschen übrig. Deswegen wird in dieser Arbeit verstärkt auf die
gauBaitigen Quadratu iorilieln zuruckgegri ;ien.

Allgemeine Darstellung der Quadraturregeln
Das Ziel besteht darin, das Funktionalintegral

1(f) := fw(xf(x)dx

mit der Gewichtsfunktion w(x) durch die passende Wahl von 2n Zahlen wi, x i mit
i = 1, . . ., n und x i c [a, b] durch Summen der Form

)

(-1)n exp(x2)
dxn

exp(-x 2 )

n
I(f) = I(f)+Rn	mit

	

I(f) :- Ewif(xi)

	

(B .7)
i=i

optimal zu approximieren [154] . Grundsätzlich besitzen auch andere Integrationsmetho-
den diese allgemeine Struktur ; dort werden die Abszissen x i z .B . jedoch äquidistant im
untersuchten Intervall gewählt . Diese Einschränkung wird hier fallengelassen . Ansatzmä-
ßig wird zudem versucht, den Approximationsfehler Rn für Polyname möglichst hohen
Grades verschwinden zu lassen.

Die Lösung dieses Problems liegt in der gaußartigen Quadratur, die die einzelnen Größen
xi , wi und Rn aus bestimmten orthogonalen Polynomen berechnet . Die Wahl dieser
Polynorne ist in eindeutiger Weise durch das interessierende Problem, d .h . durch die
Gewichtsfunktion w(x) in (B .6), bestimmt. Für die obigen, in dieser Arbeit wichtigen
Verteilungsfunktionen sind die entsprechenden Quadraturgrößen z .B. wie folgt gegeben

311.

1 . Für die gaußsche Gewichtsfunktion w(x) = exp(-x2) , x (-co, oo), wird die
Quadratur über die orthogonalen Hermite-Polynome n-ten Grades ?-tn(x) durchge-
führt. Im einzelnen erhält man:

2'n!fi

n2 [nn-1(x i)1 2

	 ~!	 f(2n)
(~)

2 (2r~)!

3in(x) =

W i

Rn mii : -oo<<~
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2. Hinsichtlich der exponentiellen Gewichtsfunktion w(x) = exp(-x) , x € [0, oo),
finden die orthogonalen Laguerre-Polynome E n (x) Anwendung. Die einzelnen Grö-
ßen n-ter Ordnung ergeben sich zu:

d
n

.Cn(x) = n~ exp(x) dn {exp(-w)x n }

(n!) zxi
w i =	

(n + 1 ) 2 [ Enf1 (x i)] 2
1 2

F~ n_
(2jl f( zn)(fi

)

	

mit : 0 < fi< co

3. Die relevanten Größen bei der konstanten Gewichtsfunktion w(x) , x c [-1, 1], in
der Rechteckverteilung sind schließlich durch die orthogonalen Legendre-Polynome
n-ten Grades Pn (x) bestimmt.

Pn(x) =

wi . ._

Rn -

(-1)n
dn

	

xz) n
2nn : dxn

{(1 -

3 2 x2 [7n(xi )]2

1 22n+1(nj)4

t)
	 3f(2n

)(S
(2n + 1)[(2n) 1 ]

mit : -1< .e<1

(BA0)

Allgemein sind zur gaußartigen Quadratur folgende Anmerkungen festzuhalten.

• Die Abszissen x i (i = 1, . . . ,n) entsprechen jeweils der i-ten Nullstelle des relevanten
Polynoms n-ten Grades.

e Wie die Ausdrücke für Rn aufzeigen, sind alle Quadraturformeln n-ter Ordnung
exakt, wenn As) in (B .6) einem Polynom mit dem Grad < 2n entspricht.

• Normalerweise müssen die einzelnen Quadraturgrößen nicht mehr explizit berech-
net werden; man findet sie in mathematischen Handbüchern (z .B . [131]) tabelliert.
Moderne Programmbibliotheken (z .B. INISL) bieten diese Größen auch in ihren
Datenbanken an.

a Grundsätzlich ist eine Integralauswertung mittels der geeignet gewählten Quadra-
turformel immer dann hilfreich [154], wenn

- sich der Integrand f (x) wie ein Polynom verhält,

- sich die Integration Fiber ein unendliches Intervalll erstreckt und . andere Tech-
niken, z .B. aufgrund eines zu hohen Rechenzeitaufwandes oder bedeutender
Genauigkeitsprobleme, nicht anwendbar sind .
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B ®2 Anwendung auf die Polarisationsmittelung e-

(4 .25

Bei der expliziten Anwendung der gaußartigen Quadraturformeln auf ein gegebenes ln-
tegrationsproblem treten typischerweise Abweichungen in den in (B .8 - B.10) definierten
Gewichtsfunktionen und Integrationsintervallen auf . Diese können durch eine geeignete
Variablentransformation ausgeglichen werden, wie an einem für die eigene Arbeit relevan-
ten Beispiel kurz erläutert wird.

Bei der l ittelung des all gemeinen RTF-Prozeß (4 .25) Tiber eine gauBsche Prenuenzver-

teilung für rail und c .,72 (mit dem Mittelwert 1J )

1

	

(~1	 °)22+2({s12
4)210(4

	

= -

	

g exp -	 	 (B .11)

2 ~rtr 2

	

(

	

)

muß die Integration über jede Einzelkomponente von cal bzw . cv2 in eine Quadratursumme
gemäß (B .7) überführt werden . Hierzu werden die Transformationen xl =
und x2 = (irJ2 - cvo)/(\ff) benutzt, die die Gewichtsfunktion (B.11) an die Definition aus
Punkt 1 auf S. 144 anpassen können . Die Berechnung der Abszissen xi . und der Gewichte

wiJ erfolgt dann mittels der Hermite-Polynome n-ten Grades 1 (i = = 1, . . . , n).
Letztlich geht das sechsdimensionale Integral (4.25) in eine sechsfache Summe über.

n

	

n

i,=1

	

ig=1

Ein generelles Problem besteht in der Genauigkeit des Quadraturansatzes (B .12), da sich
P2 (i) i .a. nicht wie ein Polynom verhält . Wird die Polarisation im Laplace-Raum noch
durch eine gebrochen-rationale Funktion dargestellt, nimmt die Lösung im Zeitraum kom-
pliziertere Formen an (siehe z .B. Gleichung (4.19)).

Hinsichtlich dieser Fragestellung wurden die Ergebnisse und der Rechenaufwand der Qua-
draturrechnungen unterschiedlicher Ordnung mit anderen numerischen Integrationsrouti-
nen (aus IMSL) verglichen . Wo es in einfachen Spezial- oder Näherungsfällen möglich
war, wurden auch analytische Lösungen in diesen Vergleich einbezogen.

Die im folgenden angegebenen Rechenzeiten können aber nur einen qualitativen An-
haltspunkt für den tatsächlichen Rechenzeitverbrauch geben . Ein Grund hierfür liegt in
der Tatsache, daß die Rechnungen teilweise auf einer älteren IBM-Anlage 3081 (I) aber
auch auf einer neueren IBM ES/9000 (II) durchgeführt wurden . Des weiteren waren un-
terschiedliche Quadraturordnungen und Fehlergrenzen z .B . in den numerischen Laplace-
Transformationen vorgegeben.

Generell lassen sich folgende Merkmale aus diesen Abschätzungen festhalten.

1 . Mit zunehmender Zeit nehmen die Quadraturfehler bei fester Ordnung n zu . Ferner
fallen Schwingungen in den Langzeitbereichen auf, die vermutlich auf kompliziertere,

'Der Index j kennzeichnet die sechs verschiedenen Frequenzkomponenten in tail und tail .

` Pz(t) lwt,w2

	

wil . . . wig P,(t ; "0'xi3, . . . , VL (ix i6 )

	

(B .12)
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trigonometrische Beiträge in den analytischen Lösungen für P= (i) (siehe z .B . (4.19))
zurückgeführt werden können.

Diese Abweichungen können durch Erhöhung der Quadraturordnung verkleinert
oder zu größeren Zeiten verschoben werden . Zu beachten ist jedoch, daß, je nach
betrachtetem Problem, ein enormer Rechenzeitverbrauch auftritt . So ist z .B . in
der Berechnung von (B .12) mit der vollständigen Polarisationsentwicklung aus dem
RTF-Prozeß (4 .18) - wie in Abb . 4.4 - (Quadraturordnung n = 9) pro Zeitsteile
eine durchschnittliche Rechenzeit von 10 min (Maschine II) nötig 2 . Verantwortlich
für diesen Rechenaufwand ist die Zahl der Schleifeniterationen in (B .12) . Eine
Änderung der Quadraturordnung von n auf m erhöht danach die Zahl dieser Itera-
tionen, also auch die Rechenzeit, um den Faktor (m/n)6 .

Ein alternativer Ansatz zur Umgehung des Problems besteht darin, die Quadratur
mit entsprechenden Näherungen in den interessierenden Zeitbereichen oder speziel-
len Grenzfällen durchzuführen . Vernachlässigte unwichtigere Beiträge können so
keinen störenden Einfluß auf die Genauigkeit und den Rechenzeitverbrauch der
Quadratur ausüben. Z.B . benötigt die Auswertung von (B .12) mittels der Langzeit-
lösung (D .32) (Maschine II, Quadraturordnung n = 10) nur 30 s pro Zeitstelle . Die
Anwendung der Lösung (4.19) für große Sprungraten erfordert, vektoriell berechnet,
die gleiche Zeit (Maschine II und Ordnung n = 12).

2. Ein Vergleich zwischen der Gaußquadratur und anderen Integrationsroutinen wurde
explizit für das einfache Nullfeldbeispiel 1 auf S. 73 durchgeführt . Die alternativ
verwendete zweidimensionale Integration mit einer Methode nach Newton-Cotes
erforderte ca . 10 min (Maschine I) pro Zeitstelle. Aber schon in diesem einfachen
Problem zeigt sich der Vorteil der Gaußquadratur, die für das gleiche Problem nur
3 s pro Zeitstelle benötigte (Quadraturordnung n = 20).

3. Stärkere Abweichungen zu den exakten Lösungen treten auf, wenn die einzelnen
Parameter lcrl I, Iw21 und größenordnungsmäßig vergleichbar sind . Demgegenüber
stimmen die numerischen Quadraturrechnungen schon bei kleiner Ordnung n mit
den Originallösungen überein, wenn die Sprungrate stark von den typischen Fre-
quenzwerten abweicht.

Diese "scheinbare" Diskrepanz klärt sich leicht auf, wenn man die Stützstellen-
auswahl der Quadraturformeln (B.8 - B .10) näher untersucht . Unter Beriicksichti-
gung der jeweils durchgeführten Variablentransformation sind die Nullstellen der
orthogonalen Polynome symmetrisch um den Mittelpunkt der Verteilung verteilt.
Im einzelnen gilt:

Bei kleinen Ordnungen wird der Integrand nur an wenigen Punkten nahe beim
Mittelpunkt der Verteilung ausgewertet . Die entsprechenden Funktionswerte
werden mit einem jeweils hohen Gewicht aufsummiert.

2 Das FORTRAN-Programm wurde vektoriell ausgeführt .
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a Die Erhöhung der Quadraturordnung vergrößert das Intervall, in dem die Null-
stellen des orthogonalen Polynoms n-ten Grades liegen ; es werden dementspre-
chend auch Stützstellen in den Grenzbereichen der Verteilung in die Rechnun-
gen einbezogen. Dabei werden die Funktionswerte auf den Flanken zunehmend
stärker gewichtet, während die Beiträge nahe dem Mittelpunkt mit kleinerwer-
dendem Gewicht in die Summe (B.7) eingehen.

Gerade bei den Integrationen mit der Parameterwahl 'y ' (Iuo ± c) wird die mitt-
lere Polarisation durch Frequenzen bestimmt, die stark von der Sprungrate, also
auch von 141 abweichen. Entsprechend der obigen Feststellung werden diese aber
erst bei höheren Quadraturordnungen mitgenommen . Weicht die Sprungrate an-
dererseits von diesen "typischen" Frequenzen ab, werden die wichtigen Beiträge
schon bei kleinen Ordnungen mitgenommen; die gewünschte Genauigkeit in der
Integralauswertung ist schon für kleine Quadraturordnungen erreichbar.

Grundsätzlich ist die gaußartige Quadratur einer Vektorisierung der Programme
zugänglich . Auch ohne eine spezielle Optimierung hinsichtlich der Vektorisierbarkeit
des angewendeten FORTRAN-Programms kann der Rechenzeitverbrauch der Pro-
grammausführung um bis zu 25 % verringert werden.

5. Die hier dargestellten Merkmale für die Mittelung der Polarisation (4 .25) über
Gaußverteilungen für die Frequenzen finden sich in allen weiteren Anwendungen
der gaußartigen Quadratur in dieser Arbeit wieder. Die expliziten Rechenzeiten der
Auswertungen für das "time-dependent " RTF-Modell etc. sind der ausführlichen
Diskussion im Kapitel 5 zu entnehmen .



Anhang C

Analytische Naherungslasungen im
Iongitudinaien

	

®

	

ll

Col Einfache Magnetfeldanordnung far verschwin-
dendes EuBeres Feld

Der Spezialfall, bei dem Sprünge der Spins zwischen t,71' = wr e~ und cai2 ' = wzeZ be-
trachtet werden (Beispiel 1 auf S . 73), wird durch folgende Laplace-Transformierte der
longitudinalen Polarisation beschrieben.

	

PE(s) = l 2(a 2 +b2wz2)(b+y ) + abw + bw!wz

	

(C.1)
2

	

a3 + ab 2 (w? + wz) + b 2 wx2 wZ

Entsprechend der Gleichung (4 .7) wurden die Bezeichnungen a a- s(s + 27) und b s + y
eingeführt . Zusätzlich wird in diesem Nullfeldbeispiel (c~4 = 0) die Anfangsbedingung

So = eZ gewählt.
Mit der weiteren Annahme wx = wZ - w läßt sich der Bruchterm in zwei Summanden

zerlegen .

{) _ 1

	

2s2 +87s+w 2 -l-872

	

2s 2 +47s+w 2
'Pz s

	

3 - 4ys2i (w2 - 4y2)s

	

2.,,~
34 s

	

3+ 2y.,Q2 + 2 - cf2,y

	

( C''2)-l- wr

	

w s

Für eine weitere Auswertung der gebrochen-rationalen Terme ist es sinnvoll, die jeweiligen
Nullstellen s i (i = 1, 2, 3) der kubischen Nennerpolynome zu kennen . Sind diese einfach-
entartet, können die einzelnen Beiträge aus (C .2) in drei Partialbrüche gemäß

A

	

B

	

C
+	 +	 (C .3)

s - si s -s 2 s-33

zerlegt werden. Die Transformation der Polarisation (C .2) in den Zeitraum ist dann mit
einfachen Gesetzmäßigkeiten der inversen Laplace-Transformation [131] durchführbar.

Die einzelnen Nullstellen lassen sich in den beiden Grenzfällen kleiner und großer
Sprungraten mittels . der Cardanischen Lesungsformel [151] näherungsweise herleiten . Die

Koeffizienten A, B, C aus (C.3) werden dabei durch ihre "Polstarke" bestimmt, d .h. ihren
Wert in den Limites 7 = 0 bzw. y -3 oo.
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A) 7»w:

Nach längeren Rechnungen in der Näherung kleiner Argumente x w/7 ergeben sich die
Nullstellen des ersten Termes in (C .2) zu

w2	12 -f w 3	(w 4

	

sl

	

47

	

128

	

-y2

	

0
7 /JJ

_ _ = -

	

1 w 2	w 3f -;- 6 w3 -

	

w 4

	

s2 - s3

	

2y + 8 7 + z

	

~ 256 72

	

73

Fiir die Koeffizienten folgt entsprechend A -* 2 und B = C --a 0 . Analoge Rechnungen
für den zweiten Term liefern die Nullstellen

lw 2

	

3
Si =

- 27+ 4- 7
- + 0 (-w

72

	

(C .5)

	

_

	

=

	

1 w 2

	

r w

	

153 w 3

	

!
(w 4 \

Js2 - s3

	

8 7 ~ ~ ~- 81920-72

	

U
\71

mit den Koeffizienten A -* 0 und B = C - 1.
Die inverse Laplace-Transformation der Beiträge bis zur zweiten Ordnung in w/7 führt

dann auf den folgenden Polarisationszerfall.

1 exp ~- (1 +	 132
),F6

	

w2

~ ~

	

(C.6)
7

1

	

GI

	

153 w 2

	

w 2
+ ~ cos+

819272-) eXp~-8 7
t

B) 7«w:

in analoger Weise werden die Nullstellen in diesem Grenzfall weniger Ubergange nähe-
rungsweise für kleine. Tenne x 7/w berechnet . Man erhält hierbei für den ersten
Summanden in (C.2)

mit den "Polstärken" A --> 1 und B C - 1/2. Mit den Nullstellen aus dem zweiten
Term .

(CA)
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und den Koeffizienten A - I und B = C -~ 1/2 folgt die zeitliche Polarisationsentwick-
lung zu

3

Pz (i) =
1

exp {-yi} cosh ~ 2 i

+ cos (r1 - -51'1 oft) cosh ([1 -1 -72-2 1 7-i )
\L

	

8w j

	

~L

	

w 2	2 )

Wie die Gleichungen (CA), (C .5), (C.7) und (C.8) aufzeigen, sind die Nullstellen einfach-
entartet

	

e

	

}

	

i

	

~

	

n (Punkt ~ \A)

	

0 (Punkt- abgesehen von den Ausnahmen = 0

	

und ' = 0 Punkt LI ) - , so
daß der Ansatz (C .3) gerechtfertigt ist . Für die beiden Spezialfälle erhält man in einfacher
Weise alternativ

(C.9)

w=0:

	

PZ (s) -- Its Pz (i) r 1 (C.10)

7	 	 '= (sits z

	

co')

	

'/8)

	

~=2{	' = 0 :

	

1-',(s)

	

~r

	

-f- 1

	

-~

	

FA')

	

1-,t- cos (w1 1}

Abschließend kann festgehalten werden, daß alle Probleme dieser Art in der oben darge-
stellten Weise (näherungsweise) gelöst werden können . So lassen sich ebenso die a- und
y-Komponente der Polarisation in diesem Beispiel bzw . die Polarisationszerfälle (4 .11),
(4 .12) für das zweite Beispiel auf S . 73 explizit herleiten . Doch auch die vollständige
Prozeßgleichung (4 .5) kann entsprechend in den Zeitraum transformiert werden, wie im
folgenden Abschnitt dargestellt wird.

C2 Analytische L6sung fiir den allgemeinen Bewe-

gungsprozeI3 (4a5)
In der Diskussion des allgemeinen Bewegungsprozesses (4 .5) werden im Gegensatz zu den
einfachen Nullfeldbeispielen alle (externen und lokalen) Feldanteile mitgenommen . Mit

der Anfangsbedingung S(i = 0) = ez wird die Diskussion auf die longitudinale Polarisation
beschränkt, die nach einigen algebraischen Umformungen der Gleichung (4 .5) mit dem
Programmpaket "REDUCE" in folgender Weise dargestellt werden kann

Pz(i) = .1r_1 g(s ±7) _ exP(-)-
9(s)

2

	

h(s + y)

	

2

	

h(s)

g(s) und h(s) bezeichnen die Polynome

g (s) = E gi(wi ,

	

y)
s t und

	

h(s) = E h2J l~l, Ai y) 8
2,7 ,

	

(C.12)
i=0

	

j=0

(C.11)
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deren Koeffizienten sich explizit zu

g0(W lf 22 ; 7)

91(w l , wa ;

g2(wl, 22 ; 7)

93(4, w2 ; 7)
g4

	

w2 ; 7)

g5(w1, w2 ; 7)

h0( fÄif ("72 s7)

h2(wl, wa ; 7)

h4(wl, w2~ 7)

h8(Wl , w-2 ; 7)

275 + 27 3 (4 • w2 + wlzw2z) + 27w1 . w2 W lzW2z

274 - 7 2 [w1 2 + 222 - (w iz +
w2z)2 - 2

wlzw2z] + w1 2W2z + w22wiz

-47 3 - 27 [wl . w2 - (wiz + w2z) 2 + wlzw2z]

-- 472 + w1 2 + w2 2 + Wiz + w2z

2 7	(C .1

2

---'v2 ( „v 2 -#- r,i . f,1 \ f

	

-~ -GJ

374 - 72 (w2 wl)2 + w1 2w22

_372 +
W 1 2 + 422 2

1

.,1 2

bestimmen lassen.

In Verallgemeinerung des im ersten Abschnitt diskutierten Lösungsweges über die Par-
tialbruchzerlegung (C .3) läßt sich die inverse Laplace-Transformation in (C.11) fiber das
"Heaviside Expansion Theorem" [131]

-1 n(s) } = ti g(sn)
exp(sni)

	

f

	

(C .14)

ausführen, wenn man die einfachen Nullstellen s r, des Polynoms h(s) kennt . h ' (sn) be-
zeichnet die zugehörige Ableitungsfunktion.

Da h(s) von gerader Ordnung ist, reduziert sich die Nullstellenberechnung mit der
Substitution z s 2 auf das Problem des kubischen Polynoms h(z) . Die Nullstellen von
h(s) folgen dann aus den Beziehungen se i = - z, bzw . S2i-1 = \/-.-i für i = 1 . . . 3 . Die
Anwendung der Cardanischen Lösungsformel zur Berechnung der z i muß wie im Anhang
C.I auf die Grenzfälle schneller und langsamer Fluktuationen beschrankt bleiben . Zu
beachten ist hierbei, daß die berechneten Nullstellen mehrfach-entartet sein können, je
nach der Parameterwahl in wj, 422 und 7. Diesen Entartungen wird durch Betrachtung
diverser Sonderfälle Rechnung getragen. Hieraus resultieren vereinfachte Beziehungen für
9(s)/h(s) in (C.1I), die leicht in den Zeitraum transformierbar sind.

C.2 .I Lösung im Grenzfall schneller Fluktuationen (großes -y)

In umfangreicheren Rechnungen können die Nullstellen des Nenners h(s) näherungsweise
bis zur zweiten Ordnung in 1/7 berechnet werden . Diese ergeben sich explizit zu

1

	

2

	

2

	

( -.

	

2

7 - 87w2
re[Wl w2 - (wi W2) ~

s

(

7 + 1B c~ 2 ~~W1
.
w2)2 -

21w14 + o3'2 4)]
7'res

S5 = -se

	

S3

S3 -S4 4.4 . (C.15)
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mit der mittleren Summenfrequenz w re , = (W1 + AO.
Unter der Voraussetzung einfach-entarteter Nullstellen s l , . . . s 6 werden die Koeffizien-

ten A,, = g(sn)/h'(sn) (rr = 1 . . .6) aus dem Theorem (C .14) mittels des Programm-

paketes "REDUCE" ebenfalls in erster Ordnung ermittelt.

= 2	 y2~'Z

+ 0 (72res

A2 = 0
(72 ~

GW `

	

Wres

	

res,z
A3 = A5 =

-'2WreB
(C.16)

2 3d6 - 4C~5 - d3 - 24CsiP e6 + 32b2 + LW2es,z - WresJ[a3 -16Wres]

y ~

	

16IW4e,I

	

16IwPe ,1 5

:'
72

)

ai()

Hierbei wurde definiert:

72

	

+2 -24

	

4

	

b 2 -a 2

	

-0

	

-+

	

--0
-W1 - W2 ~- W1 W2 -- W1 W2( 3W1

.
W2

1

	

a3
- 2(W1

2
+ W2 2 ) + 6(7) 2res

12 { 4Wpe®

d3

	

0,1 2 +
iei2 2 - 4Wie8,z

- 2W 1z W2z

d5

	

4s1 1 ' WZ-4~res,z+ W iz W2z

d6	Wi Z + la12 2 -f- Wiz + W2
2
z

Aufgrund der gegenseitigen Verknüpfung der Nullstellen und der jeweiligen Koeffizien-
ten lassen sich bei der expliziten Auswertung der Beziehung (C .14) einige vereinfachende

trigonometrische Umformungen ausfuhren 1 , die in niedrigster Ordnung auf die Polarisa-

tion

A 4 = A6 =

a3

b 2

w, + 2W2 2 )

PZ( i) 	 	 rea,z exp ~-- fl(WlsW2)
c'-',3

	

}
res

	

7

4
W

2
(C.17)

-'2

	

W2
cos(Ir)
	

e-{	

z sin(If ) 0 ()] exp
1-

0 (!)}
7W res

mit der Funktion f1(a1, 2) = (w1 2 2 2 - (wl . 02)2) / (gwres) führen.

In der Herleitung der Beziehung (C .17) wurde die einfache Entartung der Nullstellen

'entsprechend der Definition der komplexen Exponentialfunktion exp(x+zy) = exp(x)[cos(y)+t sin(y)]
mit x,y
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s 7, vorausgesetzt . Wie die Gleichungen in (C .15) zeigen, ist diese Annahme nur dann
ungerechtfertigt, wenn der Imaginarteil in s 3 , . . . , ss verschwindet.

~ W rea
l + 0 (-)

3

= o (C.18)

Aufgrund der speziellen Parameterwahlen in den zugehörigen Fallunterscheidungen erge-
ben sich aus (C .13) neue Prozellgleichungen, die die Berechnung der Nullstellen und
die Transformation in den Zeitraum stark vereinfachen . Im einzelnen sind folgende
Spezialfälle zu berücksichtigen.

Entartung fürW1 = c,.72 = 0

Trivialerweise fahrt dieser Parameterfall mit der sechsfach-entarteten Nullstelle s = y auf
die Losung P,(t)

	

1.

Entartung fier oll = -A

Diese Einschränkung führt nach (C .15) auf die Nullstellen

s1,2 =

	

(einfach - entartet)

	

(C.19)

S 3,4 = ±\/y 2 - 0'1 2

	

(zweifach - entartet)

Aufgrund einer einfacheren Anwendung wird die modifizierte Partialbruchzerlegung [155]

PZ (s) _ -	 +	 +	
C	

+	 +	
E	

+	 	 (C .20)
- Si

	

S - S2

	

(8 - 83) 2

	

s - S3

	

(8 - S4)2

	

s -- S4

verwendet . Die zugehörigen Koeffizienten werden wiederum mit "REDUCE" entspre-
chend ihrer Polstärke berechnet . Unter Berücksichtigung einer zusätzlichen Fallunter-

scheidung hinsichtlich des Wurzelausdruckes V y2 W12 in 33 , 4 berechnet sich die Polari-
sation über eine inverse Laplace-Transformation zu

a) y2>W12

	

PZ (t) -=	 	 7	 sinh [172 - co-12 t~ + cosh

	

2 t]
72 _ w12

	

[J2

2

	

2

	

2
. wl -	 2WLZ exp(-yt) + Wlä

	l
b) y2= LJ12 :

	

Pz (t) = w 12 +
W12

	 ~2Wz

exp(-7t) {^~t + 1}
W l

	

WL

	7	
sin L

~ , I12 - y
2 + cos r

I

jjjjj

	

L
~u?L

2

	

~1
72

1

c) 72 <
W1 2

	

Pz (t) =

2 .

	

2

	

2W L
-, 2WLz- exp(-~-yt) +

W Z

a
W l

	

~i

(C .21)

V W1
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C .2 .2 Wenige bergänge (kleines 'y)

Im Kapitel 4 .1 .3 wird kurz diskutiert, daß eine entsprechende Berechnung der longitudi-
nalen Polarisation (C .11) in der Näherung 7 « I‘J2I mit erheblichen Problemen be-
haftet ist . Da die erzielten Zwischenergebnisse zudem mit der tatsächlichen Polarisations-
entwicklung nahezu inkonsistent sind, wird auf eine Darstellung bisheriger Teilschritte
vollkommen verzichtet . Statt dessen wird die Näherung diskutiert, die ausschließlich die
ersten Terme des Sprungprozesses (4 .3) bzw . (4 .4) berücksichtigt 2 , d.h.

P-„,(s) = I D-1 1 (s) + iD-1 1 = (3) + 7T D-i D-I
+ D -- '-D- 'I (3) + 0('Y2 )1 (C .22)

2 L`-1 's:s`

	

-2 ' .},3`

	

=i =2

	

=2' -= 1 '23 '

	

.1

Die aufgeführten Matrixelemente bestimmen sich über die Definition D1,2 = bi- 52
1,2

mit (2 .76) undb-s+7zu

{D~1 1 (s) =

	

b 2 +

au

	

b(b2 + Caji 2i

{D 2
1 } 33 (s) --

b(b2 + u);2)
(C.23)

{D11D21 +
DZD 1}33(3)

	

2 b~
	 + b2 [wLL + wlz + wlzw2z . .

	

2J + wizw2z 1 •
l

	

1) 202 + 4 2 )(b 2 + .. 2 )

Ohne weitere Näherung ist es möglich, die Gleichung (C .22) in den Zeitraum zu trans-
formieren . Da die Vorgehensweise (Partialbruchzerlegung, etc .) schon mehrfach diskutiert
wurde, werden nur die Lösungen angegeben . Explizit berücksichtigt sind alle Spezialfälle,
die sich durch die auftretenden Nullstellenentartungen ergeben.

Terme der Ordnung 0(1):

	

G-~{D l i }aa(t) = [-.::-
iz + ~1 & -

2
	 'iZ .

cos awl II)] exp(
-70

(C .24)

	

~1

	

J

Für c -i = 0 folgt trivialerweise £ {

	

' } ( ) = exp(-?`t) . Analoge Lösungen ergeben

sich für ,C
-1 {D 2t}33(-0 mit dem Wechsel von (Wi ) Wiz) zu (w-' w2z).

Terme der Ordnung0(7) :

Die Korrekturen erster Ordnung 1=1 1) (t) in 7 liefern die Beziehung

2 G -1
{D 1 1D 2 1 + D21D 1 1}33(t)

	

(C.25)

I WizW21~W2 I
+ Bl ~ ~ sin((cvi It) + B2 ~ ~ sin(JuJ21t)] 7 exP(-7t)L	

2Vergleiche auch die Beschreibung auf S . 80.
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mit den Koeffizienten

Wk~ + wi w2zcJ1 ' 0'2 - t,512(w2z + wiz + w2zw1z - fül LsJ2)
(0.1 2

	

-•22
)~wi

2_a

w

W-2 4 + w iz w2zW1 ' w2	 W2 2 ( w2z + wiz	 +w 2z w1z - Wl • w2)

(w2
2

wi
2

	

2
-

	

) w 2

In den Spezialfällen entarteter Nullstellen ergibt sich alternativ

sin(102 Ii)
1

y eXp(-'}'t)

I W1

W12 + 1-
w~w2 1z ~

l~i lI
sin(Iüli I t)Y ExP(- ~)

+
La12z + CaJiz + 4z1 1zwzz - ~j1 • ‘yjz - ~j1 2 ._ wlzw2z

d) Lar l2 =w2 2 >0 :

b) W1 2 = 0,W2 2 >0 :

fi2

	

2- - 0 :

c) cü1 2 >0,W22= 0 :

B2

r axrnf -,~)
~

	

t

	

r°

2

	

2

	

[WW-2'2
22 +

w2

	

W 2z 1

w 21
Z

w 2

	

I
2

	

2

	

2

12t + wi w~2w1z ~ sin(Ir~ l lt)~ "Y exp(-?'i)

w2z wlz

(C.26)

(C.! 971.

2101 1 '

{sin(101 1t) - Ki lt cos(101 1t)} 7 exp(-1)



Uberlegungen zum longitudinalen
"time-dependent" RTF-Modell

a

	

Herleitung der vereinfachten Modellgleichung
Wie in Abschnitt 4 .5.1 dargestellt wird, ist diese Erweiterung des RTF-Modell durch die
allgemeine Prozeßgleichung

P (s) = {P'- 7 (s + iL)}
~i,wa

charakterisiert . {P7 bezeichnet die Matrixdarstellung der gemittelten Lösung des
RTF-Prozesses (4 .5).

Die einzelnen Komponenten i(s) können mittels algebraischer Umformungen mit dem
Programmpaket "REDUCE" explizit dargestellt werden . Eine nähere Betrachtung ver-
deutlicht, daß diese durch eine Summe von Bruchtermen des folgenden generellen Typs
bestimmt sind ;.

1 . Off-Diagonal-Elemente i j:

In jedem Summanden Na von 1(s) existiert mindestens ein Index k, so daß

// a .	b .

	

a

	

b
N1 n' z

( s,7)wli ~zi t'?lj wzj
ag by

wlk wzk

~t~l z , W2 2 F 7) - (s + 7)272(~1 - . ( J2) 2 - -y2(72
7,z + Wl • eJ2)

2

mit den zugehörigen Bedingungen am = 0, 1, 2 A bm = 0, 1, 2 (m = 2, j, k) und
(ah + bk) ungerade für die einzelnen Indizes k i j.

E Enne ausführliche Darstellung aller Matrixelemente würde den Rahmen dieser Arbeit sprengen ; ein

erster Vergleich ist aber über die Darstellung von Ph(s) = g(s+y)/{2h(s+i)} in (C.11 - C .13) mäglich.

(-~

1- A ins + A)} i,zA ~ • S_o

	

(DA)

(D.2)
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2. Diagonal-Elemente i = j:

Auch diese Komponenten werden durch den Typ (D .2) bestimmt. Abweichend gilt
jedoch die Indizierungsbedingung, daß alle (am + bm) = gerade sind.

Nunmehr wird beispielsweise das Integral

	

fa

	

IA :=

	

tw11

	

dw2i	 ¢(
	 2	 2	

/

	

wii
(fs:lti~W21)

	

(D .3)

	

fff a

	

J-a

	

J (w1i, w2i) - (wli - w2 i )

2	

- (1 + Wliw2i)
2?1J

näher betrachtet, wobei w(wii,w2i) eine symmetrische Verteilung in den .. Frequenzen
w2i darstellen soll . Eine Aufspaltung der Integrale

wii ,

a

A = ~ dWl ;

	

dW2
; ¢~[ 2 2

loa
J iw li w2i0

	w li w ( wli,w2i)

(wli - w2i) 2 - (1 + wliw2i

I

2

1
,o

	

,a

+ 1 dW1 ; f dw2i ~( 2 2
J a

	

0

	

1 w li, w 2i

wii w (w1i, w2i)
(D .4)

w2i) 2 - (1 + wliw2i)
2

~ II

`0
+ dW1i J dW2e	 2	 2	

wiiw ( wli,w2i)
2ja

-a

	

f wli, w2i - wli - w2x 2 - (1 + WiiW2i

III
0

	

0 d	d , wli w (wlII, w24
-a

	

-a

	

¢( 2

	

(

	

2wii

	

w2i i l
wli, w2

2
i) - (wli - W 2i)

2
- ( 1 + W 1i W2i)

~ IV

und die Variablentransformationen (w li ---3 -wl;) , (w21 -~ -w2i) in den Termen HI und
IV verdeutlichen, daß das Integral (D .3) aus Symmetriegriinden verschwindet.

a

	

III -

	

f

	

f-d) 8'

f0
(-Fl;a:2i)

J

	

j ((
-Wl; w -Wl;, -{J2{)

\

	

- o (

	

Ja

	

J l
¢ JJw

li, w2i) - l-wli + W2i)2 - (1 + (-W!i)(-w2i))2

0	f

	

2

	

2

	 wiiw (wli,

2

2i)	 ~

	

=

	

j a dGJI ; ~a l~W2i

.t(wli, w2i) - lwli
_'" w2s) - /l1 + wliw2il

	

ja

	

ja

	

=

•

	

-II

(D .5)

f

	

w1i w( -wli) -w2i)
IV = { 0(-di~lli)

0(-dW2i)a .~(w1i, w2i) - (--wli +W2i)2 - (1 + (`_`wli)(-"w2i))2

- dwli dw2i

▪ - I

wli w(w1i, w2i)

J (wli, w2i) - (wii -" W2i)2 - (1 + W Li W2i) 2

Diese Punktsymmetrie resultiert daher, daß alle Beiträge des Nenners sowie die Vertei-
lungsfunktion gerade unter dem kombinierten Austausch von ( wli, w2i) - (-wli, -w2i)

sind, während sich der Zähler wie eine ungerade Funktion verhält . Zu beachten ist, daß
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die Variablensubstitution gleichzeitig in den i-ten Komponenten von i und (i72 vorgenom-
men werden muß.

Ein Vergleich mit der Darstellung (D .2) verdeutlicht, daß die jeweiligen Terme die grund-
sätzliche Form des Integrals A in (D .3) besitzen . Da in den einzelnen Summanden der
Nichtdiagonalelemente für jeweils einen Index k die Bedingung " ak + b k ungerade" erfüllt
ist, bilden diese im obigen Sinne eine ungerade Funktion . Demgegenüber sind die einzel-
nen Beiträge zu den Diagonalelementen als gerade Funktion zu verstehen, da für alle
m E (x, y, z) "a, + b m " eine gerade natürliche Zahl ist.

Die Annahme einer symmetrischen Frequenzverteilung mit (wnx) = (wny) = 0 und be-
liebigem (Wng) > 0 (n = 1, 2) führt dann auf die folgende Matrixdarstellung

10,2 ( s ) P~y(s)

	

0
P7(s)}

	

b

	

Py$(s) Pyy (s)

	

0

	

(D .6)
w3 ' .2

0

	

0

	

Pzz (s)

© Die Komponenten des x-y-Unterraumes sind von Null verschieden, da mindestens
ein Summand ausschließlich von den z-Komponenten der Frequenzen i und c.,:72

bestimmt ist . Für diese können die Schlußfolgerungen aus der Herleitung von (D .5)
nicht angewendet werden, da (we) > O.

® Da die einzelnen Summanden der Matrixelemente Ptz(s) bzw. P (s) (i = x, y)
ausschließlich durch die x- und y-Komponenten der Frequenzen im Zähler bestimmt
sind, verschwinden diese Beiträge und somit auch die Matrixelemente.

® Da die Diagonalelemente aber "gerade" sind, liefert die Mittelung immer ein von
Null verschiedenes Ergebnis.

• Wird alternativ eine Verteilung w(teii , c Z ) mit (cri ) = (lsJ2) = 0 gewählt, ist die

Matrix 1Pry}

	

vollständig diagonal.

Wie leicht zu erkennen ist, ist die Matrix (] . - a{P7}~ ~a ) sowie ihr Inverses ebenfalls

durch den grundsätzlichen Typ (D.0) charakterisierbar . So ist die Entwicklung der longi-
tudinalen Polarisation nach (DA) vollkommen vom x-y-Unterraum entkoppelt . Mit der

Anfangsbedingung .SQ = ez ergibt sich dann die Prozeßgleichung für die longitudinale
Polarisation im "time-dependent" R .TF-Modell zu

P~
-A

(s) _ {~zz(s + %) 1,1,w,
(i_ I (s+L .i)L,t ,a )

D ®

	

Diskussion der ProzeBgleichung (D .7)
Bei der näheren Diskussion der Gleichung (D .7) muß berücksichtigt werden, daß keine
explizite Lösung für die gemittelte Polarisation {151r(s)}4,, bekannt ist . Bei der Auswer-
tung interessierender Fragestellungen (Langzeitverhalten, Grenzfälle großer bzw . kleiner

(D.7)
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Sprung- und Übergangsraten etc .) muß man sich auf den Term Pz(s + A) beschränken.
In der einfachsten Form ist dieser gemäß der Beziehungen (C .11 - C.13) durch

3

gig, A ; 7)( s +7+ A) a

	

ä2j(wl, A ; 7)(s + 7+ A)2j

.i =6

der Prozeßgleichung (D .7) . So braucht beispielsweise der Summand e -- -y + A in den Po-
tenztermen nicht weiter berücksichtigt werden, da er aufgrund des "Dämpfungsgesetzes "
(A.3) [151] im Zeitraum nur den zusätzlichen Faktor exp(-ei) liefert . Die Anwendung
dieser Gesetzmäßigkeit führt andererseits in einigen Betrachtungen zu fehlerhaften Ergeb-
nissen, da ein wichtiger Entwicklungsparameter unbetrachtet bleibt . Z.B . führt der Faktor
exp(-ei) in der unten dargestellten Langzeitentwicklung für > zu einer Multiplika-
tion mit Null.

Hinsichtlich dieser Problematik werden alle Beiträge N (s + E)' in (D.8) explizit aus-
gewertet . Ein erneutes Aufsummieren nach Potenzen in s liefert folgende alternative
Darstellung

1

	

5

	

6

zZP(s + A) =
2

[ a,(2. , 22, 7, A)s'] E bj (call , 22 , 7, A)s3	(D .9).

	

,.-o

	

j=o

Die Koeffizienten ergeben sich aus den Definitionen (C .13) zu

ao{wl , 22, 7a A)

a l Gji t'7'2

	

/10
a2((,,)-'i s 0'2s 7s A)
Li3(cel1 tai2 ;

	

A)

614 1W 1 s 44 2s 7s A)

as (21 , 4,72 , 7, A)

bo(wl s .A, 7, A)

gi(4s 0'2s 7s A)

b2( W ls a2s7s A) -

b3(W l s 02s 7s A)

b4gs A, 7, A)

b5( W l, 02s 7> A)

b6(4 s 02s 7, A )

P~Z(s + A) =
2

bestimmt . Vorteilshaft erweist sich diese Darstellung in einer vollständigen Auswertung

L

-1

= go + cm. + e2g2 + E 3 g3 + e4 g4 + E5 g5

g1 + 2eg 2 + 3e 2 g 3 + ~F3g4 + 5 E 4 $5

g 2 + 3Eg 3 + 6E 2 g4 + 10e 3 g 5

gv + 4Eg 4 + 10e2g5

g4 + 5Eg5

1
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Da die Koeffizienten g ; und h, von A unabhängig sind, ist es nicht möglich, diese Beziehun-
gen durch explizites Aufsummieren der einzelnen Beiträge zu vereinfachen . Auch die al-
ternativen Beziehungen für bo und b l stellen keine wesentliche Vereinfachung dar - sie
dienen im wesentlichen einer besseren Handhabung in der Programmierung.

Nähere analytische Hinweise über den Prozeßverlauf in diesem erweiterten RTF-Modell
findet man durch die Betrachtung einiger Spezialfälle, die zudem die Konsistenz des Mo-
dells zu früheren Rechnungen verdeutlichen.

~hä~e ~ besg~rag~pr"V~e13 (n= 6)

Trivialerweise entspricht diese Parameterwahl dem eigentlichen RTF-Modell . Hierbei
lassen sich die jeweiligen Terme durch Einsetzen der Koeffizienten g ;, h; stark vereinfachen.

1

d0(cji r V= 2 ~ A)

al(01, W2,a)

a2(Ol, (472, A)

a3(~'1, 02, A)

a4(4,0.2, A)

a5(c,T°i, 02, A)

b0(4, A, A)

1, 1(01, 02, A)
b2(4, c,'2, A)

b3( c.,)i, 02, A)

1,4(oi, 02, A)

1,s(0i , A)

1, 6(o1, 02, A )

473
(wiz + w 2z )2 + 7(w1z4 + w2zc,71)

2

272 (Wi - W2) 2 + 872 (wlz + W2z)2 - g72WizW 2z + W?zo'2 2 + 4201 2
16y3 + 57(w1z + w2z)2 - 8ywlzw2z + 27(0'1 2 + 0'22 ) + y(wi - W2)2

▪ 24y 2 + 42 + 022 + +
~'zz

- 12y

2

7 2 [
(.j

1 2u
.
22

	

(- ~1
0

2)2
]

274 2W2 2 -¢- 2y3(Wl + W2 )2
4 20,2 2 + 272w1 • W2 + 572 (GaJ1

2

8 73 + 4`y (cv2 2 + 2 )
127 2 +W1 2 +W22

67

(D .11)

`%' {aj 2)

Reiner Übergangsprozeß (-y = 0)

In diesem Grenzfall Iäßt sich die aus (D.9) erhaltene gebrochen-rationale Funktion mit
" REDUCE" in die Partialsurnmen

W12 - ~iz	 s+a
2

(W?i

üJ1 2 5+A +

	

W12

	

(s +A)2+1
j

1
2

( w2
+_ 2a

	

W2-~2z	 s+ .1
2 (--\W

+
W2 2 (8 +A)2 +a2 2

P Z (s + A )l-r=0 (D.12)

zerlegen. Da die FrequenzmitteIungen jeweils unabhängig über Ol und W2 durchgeführt
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werden, erhält man aus (D .7) - wie erwartet - die Polarisationsentwicklung im "strong-
collision" Modell von Hayano et al . (109).

~z a (s) _

	

fZ (s -F A)

	

(D .13)
1 - Afz (s + A)

mit fx(s ) = { Pzz( s)l7=o} wE,w~
Unter Berücksichtigung einer Gaußverteilung folgt speziell für den Nullfeldfall, d .h.

für (al ) = 0 mit der Varianz a

Je(s) - 1 + 2s [1_ V?z exp(z 2 ) (1 - erf(z))~

	

(D .14)
3s

	

36.2
erfc(z)

mit z := s/(/o-) und der Error-Funktion aus (A.17).
Aus dieser Beziehung können einfache asymptotische Lösungen des "strong-collision"

Modells für große und kleine Ubergangsraten hergeleitet werden . Diese Langzeitentwick-
lungen werden durch die Beiträge kleiner s-Werte im Laplace-Raum bestimmt.

A) Kleine Übergangsrate:

Mit der Entwicklung

exp(x 2 )erfc(x) =
(

	

z2

	

2
1+ 2 + o(x4) 1

1 -

	

x+L7(x2)
Fr

x3 /3 + 0 ( x5 A

(D.15)

für kleine Argumente x [131] folgt aus der Beziehung (D .14), in diesem Grenzfall langsa-
mer Sprungprozesse, für s= s + A K 1 zu

fz(s)
N ^ - 22 fSZ - 2 s +

O(s4 )] N

	

(D.16)
L

S/ JJ

	

VJ

In einfacher Weise führt die inverse Laplace-Transformation von (D .13) auf den asymp-
totisch einfach-exponentiellen Zerfall

Pali) = 3 exp(- .lt)

	

(D .17)

B) Große Übergangsrate:

Für komplexe Variablen z mit lz1 - oo und arg(z)J < 47r gilt alternativ die "asympto-
tische Entwicklung " [131]

~rz exP( z2)erfc (z)

	

1 +

	

(- 1
)

m. 1 	 • 3 - • (2m - 1)

	

(D .18)
( 2z2)'~mb

1

	

3
,~: 1-

2z2+4z4
-0(z -6 )
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Mit der Substitution z = i/(u) kann diese Approximation auf die Beziehung (D.14)
angewendet werden

1

	

2

L(g) = s - 23 + OP -5 )

und man erhält aus (D.13) die Polarisation im Laplace-Raum zu

FZ(s)
_ 5 2 + 2As + A2 - 2u 2

+ 2As 2 `i" A 2s + 2Au 2

Beschränkt man sich im Rahmen des Grenzfalles großer Übergangsraten und langer Zeiten
auf die Beiträge erster (nullter) Ordnung in s im Nenner (Zähler), folgt ebenfalls ein
einfach-exponentieller Relaxationsabfall mit

z

	

2

P$(i)= 1-
2

exp

	

2
A

Betrachtung des Grenzfalles(A » 7»141,It21,s):

Um einen geeigneten Näherungsausdruck in diesem Grenzfall zu gewinnen, werden

1. alle Beiträge höherer Ordnung in A mitgenommen,

2. innerhalb einer Ordnung von A weitere Näherungen entsprechend der obigen Pro-
blemstellung vorgenommen.

Beschränkt man sich in den Koeffizienten ai, bi auf die Beiträge vierter und höherer Ord-
nung in A, ergibt sich die Polarisation aus (D .9) zu

P~ {s+A} =	
5s+67+A

-Z$

	

15s2 +61-5 ry --A)s+3 ,Y a +(3'Y-i-A )2 ~-cz 2
+w2

Unter der zusätzlichen Annahme 142 1, 1a2 2 1 « 7s kann die Frequenzabhängigkeit in
(D.22) und somit die Mittelung Tiber 0'1 ,0°2 in (D .7) vernachlässigt werden. Mit dem
Näherungsansatz

(s + A) = 6[57 + A]s + 372 + (37 + A) 2

im "Langzeitlimes " liefert das "time-dependent " RTF-Modell (D.7)

I 67 +A

	

1
PZ (3) 6

57 + A s + 272 /( 5 7 + A)

	

(D.24)

Dies entspricht einem einfach-exponentiellen Polarisationsabfall mit der Relaxationsrate

=2	 72

	

(D.25)
57+A

(D.19)

(D.20)

(D .21)

(D.22)

(D.23)
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D .3 Die Langzeitentwicklung im "time-dependent"
RTF-Modell

Wie bekannt, wird die Polarisation in ihrem Langzeitverhalten durch die Beiträge kleiner
s-Werte aus der Laplace-Transformierten L (s + A) (D .9) bestimmt. Hinsichtlich einer
asymptotischen Entwicklung werden in der Darstellung

s

azZ
P(s + A) = 2 [~ a

i
s ' ]

, j-, °
(D .26)

in der Näherung s « E nur die Terme bis zur ersten Ordnung 0(s) im Zähler und zweiter
Ordnung Q(s 2) im Nenner berücksichtigt . So wird der Ansatz

Pry (s-+ -A),:
ao+a l s

-ZZ

	

2 b0 ± b, s + b 2s 2

für die weitere Auswertung des "time-dependent" RTF-Modell im Langzeitbereich wichtig.

Grundsätzlich sind das allgemeine RTF-Modell 2 und der Ansatz zweier Sprungraten
(siehe S. 110) auch in der allgemeinen Form (D .26) darstellbar . Die Unterschiede liegen
nur in den abweichenden Beziehungen für die Koeffizienten a ;, bj in Abhängigkeit der
wesentlichen Parameter (Frequenzen, Sprungraten) . So findet der Näherungsausdruck
(D.27) in entsprechender Weise auch in der Diskussion des asymptotischen Polarisa-
tionsverhaltens dieser Modelle in den Kapiteln 4 und 5 Anwendung . Hinsichtlich des
Gültigkeitsbereiches dieses Ausdruckes muß aber berücksichtigt werden, daß die Polari-
sation neben der Variablen s (bzw. i) von weiteren Parametern abhängt. Für bestimmte
Kombinationen dieser Parameterwerte können aber vernachlässigte Beiträge aus den Ter-
men s3 im Nenner (bzw. s2 im Zähler) von (D .26) größenordnungsmäßig die gleiche
Wichtigkeit erlangen wie die in (D.27) berücksichtigten Koeffizienten.

Die Diskussion dieser Problemstellung für das "time-dependent" RTF-Modell vereinfacht
sich, wenn die einzelnen Beiträge bzw . Koeffizienten in (D.9) und (D .10) mit E = y + A
skaliert werden . Die Abschätzungen können dann auf die Grenzfälle lf.,q j, k,72 1 « E - im
folgenden der Fall [I] und gj, J AI > E (Pall [II]) beschränkt werden . Zusätzlich muß
zwischen 7 < E oder 7 < E unterschieden werden.

Für 7 « E zeigt sich, daß die Beziehung (D .27) in beiden Fällen [I] und [II] die
Langzeitentwicklung der Polarisation geeignet approximieren kann . Verworrener sieht die
Situation aus, wenn mit A •--3 0 auch E > y gilt . Wie auf S. 161 diskutiert wird, ist
in diesem Grenzfall das allgemeine RTF-Modell prozeßbestimmend . Eine entsprechende
Untersuchung der zugehörigen Koeffizienten (D .11) zeigt, daß sich die Parameterwahl [II]
mit jC j,102 1 » E ^• 7 ebenfalls als unproblematisch darstellt . Die Näherung (D .26)
ist weiterhin unter der einzigen Bedingung s » E gültig. Probleme treten jedoch im
Bereich des "motional narrowing " für lw l j, lw2 1 « E

	

7 auf, wo z.B . Beiträge aus b 3 s 3

2Wie auf S. 161 dargestellt ist, ergibt sich dieses im Parameterfall -y = D .

(D.27)
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(im Nenner) größer werden wie Summanden aus b 2s 2 etc . 3 . Ausgleichbar ist dies durch
die Mitnahme dieser Terme im Näherungsansatz 4 (D .27) bzw . durch Erweiterung der
Gültigkeitsbedingung auf

73s < 1 0'11 4 ,10'21 4 (D .28)

Der Einfluß der vernachlässigten Glieder gewinnt in dem Maße an Bedeutung, je weiter
man in den Bereich des "motional narrowing" "vordringt s5. Vorsicht ist vor allem geboten,
wenn die vernachlässigten Beiträge in die Größenordnung der Terme niedrigster Ordnung
in s in (D .27) gelangen, und somit das grundsätzliche asymptotische Lösungsverhalten in
~3

	

i e

	

t ..
gleichem TviS,»e bzw . sogar stärker beeinflussen yCOniieii.

Deutlich wird diese Problematik bei der allgemeinen Herleitung der Kubo-Toyabe-Lösung
als Grenzfall ry -3 oo (für A = 0) ; mit Hilfe der Näherung (D .27) und den Koeffizienten
aus (D.11) ist dies nicht möglich . Statt dessen missen alle Terme y3 im Nenner und
Zähler von (D .9) in dem relevanten Ansatz berücksichtigt werden . Die entsprechenden

~

	

t

	

Koeffizienten ao, a2, 0
r 1 und oi r3 in (D

irr .1i fuh
r •• i ren in der NäherungSummanden aus den Koeferung

y » s, 141 1, I~2I auf

P~(s)
_ (wiz +w2z)

2
+ 482

	

(D.29)
(W1 + Ca12) Z S + 4s3

(to1z + 4.02
E )2 1

	

[(u)i + ~2)2

	

+ ~zz)Zl

	

4s
_+

(W1 + GJ2) 2 s

	

(w1 + lsJ2) 2

	

4s z + (a1 + 0'2 ) 2

Die inverse Laplace-Transformation führt dann auf die Kubo-Toyabe-Lösung 6 für das
Summenfeld wpeg = (W1 + üiz)/2

2

	

'2

	

2

	

Pz(t) --
~r?a

	

+ wrea - '%rea,z
cos (16)'',ea I ~)

l

	

2

	

2
Wrea

Die Polarisation I'~Z (s + A) ist vor der Auswertung des "time-dependent" RTF-Modells
(D .7) über die Frequenzen 1, cdi2 zu mitteln ; so dient der Näherungsansatz (D .27) aus-
schließlich der Vereinfachung und Rechenzeitersparnis in der numerischen Berechnung.
Unter Berücksichtigung der oben diskutierten Näherungsproblematik kann diese Bezie-
hung aber im Spezialfall A = 0, d .h . für das allgemeine RTF-Modell, näher ausgewertet
werden . So läßt sich die gebrochen-rationale Funktion (D.27) mit den Nennernullstellen

s 1 z - 282 . F b 1 ± ~bi - 464 2 1

	

(D .31)

'Ähnliche Abschätzungen ergeben sich auch für die Beiträge im 7ähler.
4 Gleichzeitig können die weniger wichtig gewordenen Terme vernachlässigt werden.
'Für festes s und y, wie bei den Rechnungen in Kapitel 5, bedeutet dies eine Verkleinerung der

Frequenzwerte.
'Vergleiche hierzu die Gleichungen (C .17) bzw. (2 .78) .

(D .30)
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in den Zeitraum transformieren . Mit den in (D.11) gegebenen Koeffizienten folgt die
Polarisation zu

1

	

uo	
[exp (s i t) - exp (s2 t )1

- 2b 2 { s i -- s 2

+
a1
	 [s 1 exp (s i t) - s 2 exp (s2 t )1)
Si - s2

In der Diskussion dieser Gleichung für den R`I F-Prozeß im Langzeitverhalten im Kapitel
5 sind, neben den obigen Parameterbedingungen, die folgenden Punkte zu beachten:

1. Die Nullstellenberechnung in (D.31) ist für b 2 = 0 nicht definiert . Gemäß (D.11)
ist dies gleichbedeutend mit

	

(.J'2 = O . Hierfür folgt aber allgemein (auch ohne
Näherung), daß P2 (i)

	

1 , V.

2. Eine negative oder verschwindende Determinante (b -- 4bob2) in (D .31) hat keinen
Ei nfluß auf die grundsätzliche _H_e_rlP3tung der Beziehung (D . 32) . Aufgrund der kom-

plexwertigen bzw. entarteten Nullstellen führt dies ausschließlich auf eine modi-
fizierte Darstellung von (D .32).

PZ(t) (D .32)



~rlei'l-.11TIo- ti	 ~ A diversen random
walk Modelle

In den folgenden Überlegungen wird der random walk der Spinteilchen auf einer linearen
Kette diskutiert . Jeder Platz der Kette wird durch eine charakteristische Rotationsmatrix
St i bzw. Larmorfrequenz c.~ii bestimmt . Mit der Annahme eines diskreten random walks
erfolgen die Sprünge instantan nach einer konstanten Wartezeit r = 1/7 . Dieser so
definierte Bewegungsprozeß wird im Rahmen des allgemeinen Modellansatzes (2.93) durch
die Prozeßgleichung

P(in)

	

\ 12n (a- 1 7) ! RW~Subalfateme

	

-(E.1)

mit der Polarisationsmatrix

n

Pn (~ T)

	

eXp (air)
i=1

beschrieben . Entsprechend der Konvention zum transversalen Modell in Kapitel 3 .3 be-
zeichnet P(in ) die Polarisation zum Zeitpunkt in = nr unmittelbar vor dem n-ten Sprung.
Demnach haben die Spins bei den (n - 1)-Sprüngen bis zu n verschiedene Plätze besucht.
Ist die Ensemblemittelung wieder durch die Mittelung über alle auftretenden Frequen-
zen gegeben, erstreckt sich die random walk Mittelung über die Anzahl r der in diesem
(n - *Schritt random walk tatsächlich besuchten Plätze.

In diesem Zusammenhang ist die von Weiss und Rubin [156] eingeführte "Sparverteilung"
W„(r) für die random walk Mittelung von Bedeutung . Diese beschreibt die Wahrschein-
lichkeit für das Auftreten der Spanlänge r t in Richtung l nach dem n-ten Schritt eines
d-dimensionalen, diskreten random walks . Hierbei definieren sie den Span r als die klein-
ste, "rechteckige " Box mit der Seitenlänge r i (1 = 1, . . ., d) . Abweichend von der in
[156] hergeleiteten Verteilungsfunktion im eindimensionalen Fall findet eine Darstellung
für Wn(r) Anwendung, die von Anlauf [159] vorgestellt wurde.
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Hierbei geht die Definition

T_~1

	

r

	

l
T~=T

	

cos"[~Jcotz (
2r

mfr )

ein. Der Strich an der Summe bedeutet, daß die Summation nur über ungerade Indizes
vorgenommen wird.

Bei der Diskussion des random walk Prozesses muß die genaue Bezeichnungswahl beachtet
werden. Z.B . definiert Anlauf den Span rA als die Anzahl der verschiedenen besuchten
Plätze während des n-Schritt random walk ; der Fall rA = I tritt ausschließlich im Null-
schritt random walk auf, der genau einen Platz, den Startpunkt, besucht . Im Gegensatz
hierzu bezeichnen Weiss und Rubin [156] mit dem Span rwR - wie oben angegeben -
den Abstand zwischen dem Startpunkt und dem entferntesten besuchten Punkt . Mit der
Beziehung rA = rwR + 1 stimmt dann die Verteilung Wn,(r) aus (E .3) mit der entsprechen-
den Definition in [1591 überein.

Wie Anlauf aber bemerkt, weist das exakte Resultat (E .3) für die Spanverteilung einige
unpraktische Eigenschaften auf. Unter anderem wird die Berechnung konkreter Wahr-
scheinlichkeiten durch das Auftreten trigonometrischer Funktionen erschwert, die auf dem
Computer zu erheblichen Zeitverlusten führen . So leitet er eine alternative Formel her,
die für die numerische Auswertung besser geeignet scheint . Neben zeitsparender und
genauerer Integerarithmetik treten nur noch relativ leicht zu berechnende Binomialkoef-
fizienten auf.

Einfachere Darstellungen für die Spanverteilung lassen sich im Grenzfall großer Schritt-
zahlen n gewinnen. So leiten Weiss und Rubin folgende Näherungsformel her, die für
r >

	

schnell konvergent ist

WR(r) =	 8	 . (-1 ),j+lJ2
exp

~-z232 1

~/2nrr 1=i

	

~ 2
(E.5)

In einer expliziten Berechnung sind ausschließlich die ersten Glieder in j zu berücksichti-
gen.

Generell ist diese Reihenentwicklung auch für alle r . < N./-7- gültig, jedoch nimmt die
Konvergenz für fallendes r immer stärker ab . Für diesen Parameterbereich ergibt sich
aber durch Umgruppierung etc . [156, 159, 161] der verschiedenen Reihenglieder in (E.5)
die Reihendarstellung

Diese asymptotische Näherungs.formel konvergiert nunmehr sehr gut für alle r ,,F2. Wie
Anlauf in [159] darstellt, kann schon der erste Term der Reihe (mit m = 0) die Funktion
in diesem Grenzfall kleiner r quantitativ recht gut beschreiben .
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Um im weiteren die random walk Mittelung ausführen zu können, muß untersucht werden,
wie sich der wiederholte Besuch auf den r verschiedenen Plätzen in der Polarisationsmatrix
(E.2) auswirkt . In dieser Hinsicht werden zwei Modelle diskutiert, die sich in der generellen
Auswahl der Rotationsmatrix il i auf dem Platz i der linearen Kette unterscheiden. Mit

der Anfangsbedingung SS = ez wird speziell die longitudinale Polarisation untersucht.

® Unabhängige

	

dung

In einem ersten Ansatz sind die einzelnen Frequenzen ciZ unkorreliert . Beim ersten Besuch
auf Platz i wird die Frequenz cv"Y, unabhängig von der letzten Frequenz cia_ l , aus einer

Gaußverteilung w(c:v) gemäß (B .1) gezogen . In Analogie zum "strong-collision" Modell
nach Kehr [95] bzw . Hayano [109] läßt sich die Frequenzmittelung über das Ensemble der

Subsysteme in (E .1) prinzipiell über jeden Faktor T = exp (S2 t) einzeln ausführen.
Für das weitere Vorgehen ist es illustrativ, diesen Term T bzw. {T}~, explizit zu

diskutieren . Da sich Matrizen wie einfache Variablen in den Laplace-Raum überführen
lassen, folgt für die Laplace-Transformierte

G {exp (SV)) (s)
.- s1

1
SZ

= T(s)

	

(E.7)

Eine Berechnung der Inversen (s 1 - Si -1 mit der Darstellung (2 .76) für S? zeigt, daß diese
wie folgt charakterisiert werden kann.

1. Off-Diagonal-Elemente:

T!3(~)

	

Swk±Wl J

s(32 + 6-.
2

)

2. Diagonal-Elemente :

((

	

z

	

z
Tn(s)

	

s(s 2 + 2)

	

\F ~/

Aus Symmetriebetrachtungen wie bei der Diskussion im "time-dependent " RTF-Modell
in Anhang DA auf S. 158 erkennt man leicht, daß die Beiträge w! (l = x, y, z) in den
Nichtdiagonalelementen verschwinden, wenn eine symmetrische Verteilung w(w ! ) zugrun-

degelegt wird . Insbesondere führt eine Gaul3verteilung mit longitudinalem externem Feld
((we ) = (wy) = 0 (wz )) auf die Darstellung

M,} {Tsy} 0
{T) ( s)

	

{Tyy }

	

0

	

1 (s)

	

(E.10)
n

	

0

	

{Tz}

Gilt zudem (w2 ) -- 0, ist die Matrix T(s) vollständig diagonal.

10 jOk

	

(E .8)
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Als Folge dieser Matrixdarstellung ist die Entwicklung der z-Komponente vom x-y-Unter-
raum entkoppelt, so daß im weiteren das Element Tz,(s) wichtig wird . Hierbei ist leicht
zu erkennen, daß die Beziehung (E .9) für 1 = z der Laplace-Transformierten der einfachen
Bewegungsgleichung (2 .78) mit

2

	

2

TZZ (t) =
w2

+ w
2 2

wz cos(]~t)

	

(E.11)

aus der Kubo-Toyabe-Theorie [108, 109] entspricht 1 . Somit führt die gaußsche Mittelung
(mit der Varianz a) auf die Funktion gKT (t) = {T1 z0 ), die, je nach der Größe des
externen Feldes (wz) = cüo, durch die Gleichungen (2 .79) bzw . (2.80) bestimmt ist.

In Abänderung zum "strong-collision" Modell soll in diesem ersten random walk Prozeß
die Rückkehr der Spins zu einem schon besuchten Platz Berücksichtigung finden . Da
sich die Umgebung des Platzes während der Spinbewegung nicht verändert haben soll,
unterliegt der Spin bei einem erneuten Besuch auf dem Platz i wieder der Präzession mit
der einmal bestimmten Frequenz wi . In Anlehnung an die random walk Diskussion von
R. Czech für die transversale Polarisation werden die Matrizen aufgrund der Darstellung
(E.10) schon vor der Mittelung als kommutierbar angesehen . So lassen sich Mehrfachbe-
suche an den einzelnen Plätzen zusammenfassen . Erst danach wird die unabhängige
Frequenzmittelung ausgeführt.

Mit dieser Vorgehensweise reduziert sich der Bewegungsprozeß (E .2) auf
r

jP

	

j
IR~n -

II
leXp (la ~'n(z)r ) ~ u = H gxT(hn(i)T)

	

(E .12)
=

	

t =1

	

---

	

i=i

hn (i) entspricht dabei der Anzahl der Besuche des Spins auf dem Platz i (i = 1, . . .,r)
während des (n-1)-Schritt random walk . Die noch ausstehende Mittelung über alle
möglichen Werte von r, also der Anzahl der tatsächlich besuchten Plätze ergibt dann
mit der in Einleitung beschriebenen Spanverteilung Wn (r)

Pz(tn)
=

2
{KT

(nr

r) } Wn-l(r)

	

(E .13)

Hierbei geht die Annahme ein, daß jeder der r verschiedenen Plätze gleich oft, d .h. n/r-
mal besucht worden ist . Hinsichtlich der Indizierung sei daran erinnert, daß bis zur Zeit
i n -= nr nur (n-1) Sprünge stattgefunden haben . Dabei sind mindestens 2 und maximal
n Plätze aufgesucht worden. In der Notation von Weiss und Rubin ist deswegen die
Spanverteilung Wn_1 (r) zu berücksichtigen.

Abschließend kann festgehalten werden, daß das diskrete "strong-collision" Modell aus
der Einschränkung n = r in (E.13) folgt, d .h .

n

Pz(tn) = (gz(r))n	 wn- 1 (r )
v=2

= 1

I Vergleiche hierzu auch die Überlegungen auf S. 165 .

(E.14)
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für den diskreten random walk . Dies entspricht der Spinbewegung auf einem d-dimensio-
nalen Gitter im Grenzfall "d = oo", bei dem kein Platz mehrfach besucht wird.

E.2 Anwendung der Trotter-Formel
Grundlage der folgenden Überlegungen ist die Annahme, daß die Frequenz am Platz i
durch die Summe einer mittleren Frequenz (im "Subsystem") und einer ortsabhängigen
Frequenzabweichung bestimmt ist .

St(Z) T D -F Ai, AO) /t+ ir\
EJ'_r .1e'3 l

In Anwendung der Trotter-Formel (4 .13), die beim RTF-Modell auf S . 76 dargestellt
wurde, werden die einzelnen Operatoren in der Polarisationsmatrix P (E.2) in erster Ord-
nung kommutierbar . Voraussetzung ist die Wahl kleiner Sprungzeiten r (im Vergleich
zu den typischen inversen Frequenzen Der Fehler, der bei jedem einzelnen Ver-
tauschungsschritt auftritt, wird durch die BCH-Formel (4 .14) [14] ausgedrückt 2 . In der
Näherung kleiner Sprungzeiten r folgt dann

exp (Ar + Br) = exp (Ar) exp (Er) exp--2, ]r2)

	

(E.16)

,., exp (Ar) exp ( rr) • {1 - 2 [A, Jr- 2 + 0 (r4) }

In einem ersten Schritt wird das Produkt 1' in eine Exponentialfunktion über eine
Summe von Operatoren umgeformt . Mit (E.16) bedeutet dies im Spezialfall n = 3

3

exp (a(i)r)
i=1

= exp ({SZ(1) + a(2) + Si(3)}r)

1 +

	

(L(3), 0(2)] + [0( 3),11( 1)] T [9_ (2), a( 1)]) + 0(r4 ) }

Die Verallgemeinerung auf beliebige Schrittzahlen n liefert

P = exp ( i\ Si(i)r . ~ -1-

	

[(i) .i)] + (r4 )~ ji
i >3 =1

Grö13enordnungsmäßig bedeutet dies für den Fehler in niedrigster Ordnung

P=n=3

(E.17)

(E.18)

7 2

	

nn
jq~ (

	

(AP=n = `~

i=1
~l~), ~li)l o (m.( s )s a(5)i) (E.19)N

r- 2 n(n 1)
2

	

2

wobei s und typische Längen des random walk beschreiben.

2Die notwendigen Voraussetzungen zu deren Anwendung sind entsprechend zur Trotter-Formel erfüllt .
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In einem zweiten Schritt werden alle Beiträge zusammengefaßt, die durch den gleichen
Platz i bestimmt sind . Dazu wird für die Frequenzabweichung A i, AO) der einfachste,
d.h. lineare Ansatz gewählt

f(i,©S2)=(i-1) .,

	

(E.20)

der einer Taylor-Entwicklung erster Ordnung des Ansatzes (E .15) für die platzabhängige
Frequenz (i) entspricht.

Nimmt man wiederum an, daß alle r verschiedenen Plätze gleich oft besucht werden,
vereinfacht sich die Gleichung (E .18)

2

P n = exp S? o nr + (r	
_2

1)
~S~nr

	

1 + ~ ~ (
n
- 1 )0 ([SZ, r~) ~

	

(E.21)

Hierbei geht ein, daß der Ansatz (E.20) auf die arithmetische Folge

~'\-'('° _11 _
r

(; - 1 )

	

(E.22)
=-1

	

2

im Exponentialterm von (E .18) führt. Die Vereinfachung in den Kommutatoren ergibt
sich dadurch, daß die Frequenzabweichung Ai, ASe) ausschließlich durch die Matrix AEI
bestimmt ist. Berücksichtigt man, daß die typische Zahl der besuchten Plätze eines n-
Schritt random walks (n » 1) durch den Mittelwert der Spanlänge

(r)
ti \[-8-n-,

(E.23)

gegeben ist [132], wächst der obige Fehler mit n312 "in der Zeit".

Insgesamt führt der allgemeine Ansatz (E .1) mit der Darstellung (E .21) und der Span-
verteilung Wn _ 1 (r) (E .3) auf folgende Prozeßgleichung.

	

n

	

.

P(i n) - E Wn_l (r) exp (Bnr)
~

	

• ez

	

r=2

	

ä2ast
n

	

E Wn-1(r ) lexp (Rnr)

	

Ez

	

(E .24)
P_2

Abkürzend wurde definiert : B(cvo, Ac~, r) = Q o + (r - i)/2.

Will man die Mittelung - jeweils über Gaußverteilungen für Sa o (Mittelwert weit = Weze e z

und Varianz o -l ) und AS-2 (Mittelwert 0 und Varianz 0-2) - explizit ausführen, erscheint
die Substitution

sinnvoll. Mit der Jacobideterminante [151]

det 1(4, ©w' w', Aw l) = det
a~a/aw' a~~/öw'awo/aow' aow/anw' _

(E.25)

(E .26)
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führt diese Substitution auf die transformierte Mittelung

(

	

1

	

` 3

(	 } f~ dcv' F Ar~' exp ($(w')nr)
\ 27ro* 1 ~2 ~

	

&
J

= a
y

ex

	

(w' - [(r - 1)Aw'/2 + weztez])2 exp

	

Lw' ~
p (	 2ei
	 )

	

2cr2 l

Formt man die Gewichtsfunktion w(u?, Lw') mittels einer "quadratischen Ergänzung" und
der Definition

2(52 - ( r 2 1) 2

	

2+ Cr i

in die Darstellung

~exp (Brtr) IJ®sa
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(E .27)

(E .28)

w(c~', ®w') = exp (E.29)

' exp (_J__(w' - wetez)2

26 2

	

~

um, ist die Mittelung über Lcv' ausfuhrbar . Da diese aber einer unnormierten gaußschen
Normalverteilung mit der Varianz 0182'5 und dem Mittelwert (r- i)cr (w' - weztez)/(2& 2)
entspricht, erhält man trivialerweise

i
p

-~2 [®c~' - (r - 1)ff~(w' - weztez)I(2&2)]
2

~ (\/T)'(
u1~2 ~ (E.3o)~ dLw ex	 	 )

Die aus (E.27) verbleibende Mittelung über c '

~

	

24_4

a(57--r)''('''')'( 27r)3('e
2)3

	

dcvexp (B(w-'')nr) exp (-
2
-

1
2 (cv' - weztez)2)

	

(E.31)

entspricht aber der in Anhang E .1 beschriebenen Mittelung aus der statischen Kubo-
Toyabe-Theorie (S . 169) mit einem longitudinalen externen Feld wett . Dementsprechend
besitzt die Matrix {exp(Bnr)}n ,An die allgemeine Gestalt (E .10) und die Systementwick-
lung der longitudinalen Polarisation läßt sich - unabhängig von der hier gewählten An-
fangsbedingung - vom z-y-Unterraum entkoppelt betrachten.

Schließlich folgt die Polarisation aus den Beziehungen (E .11) und (E.24) zu

n

Pz(tn) -

	

9KT(tn, B, Wezt)Wn-i(r) (E.32)
r-2
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Die Kuba-Toyabe-Funktion gKT (tn ; &wett) ist wiederum durch die Beziehung (2 .79) (für
w„t = 0) bzw . (2 .80) (weit > 0) mit der resultierenden Varianz ä- (E.28) bestimmt . Auf-
grund der expliziten r-Abhängigkeit der Varianz kann diese Funktion aber nicht aus der
Summe herausgezogen werden.

Generell ist festzuhalten, daß eine quantitative Fehlerabschätzung aus den Operator-
vertauschungen hinsichtlich der Herleitung der Gleichung (E .21) nur schwer möglich ist.
Insbesondere ist es nahezu unmöglich, alle auftretenden Kommutatoren explizit zu be-
rücksichtigen. Vermutlich sind diese aber alle mindestens von der Ordnung 0(r3).

Abschließend ist aber festzustellen, daß die Beziehung (E .32) mit dem linearen Ansatz
(E.15) exakt wird, wenn die mittlere Frequenz St o in einem "Subsystem" der Nullmatrix
entspricht .
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