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Preface

Since more than ten years quark-meson models allowing for solitonic solutions on the classical
level are seccessfully used to describe the complex structure of baryons and to evaluate static
observables as well as formfactors of the nucleon and the A-isobar. In the present thesis the
nucleon is considered as a chiral soliton and treated in the framework of two chiral symmetric
soliton models, the linear sigma-model of Gell-Mann and Lévy with the nucleon fields replaced by
quark flelds and a chiral invariant version of the chromodiclectric model (CD-model). Both modeis
comprise an important feature of the underlying theory of strong interations, QCD, namely hidden
chiral syminetry, and the CD-model, moreover, a phenomenlogical confinement of the (valence-)
quark fields. Such models have been proposed to bridge our rich knowledge of the low energy
phenomena and the fundamental theory, since an evaluation of a solution.of the QCD is far too
complicated to be expected in the near future and a perturbative treatment is justified only int
the high energy regime. Hence hadronic modeis shouid incorporate the basic features of QCD, but
avoid the full complexity of a nonabelian gauge theory.

The goal and main intention of this work is the evaluation of techniques, which allow for an
analysis of the spurious center-of-mass effects in the framework of chiral symmetric quark-meson
models. Since the solitonic solutions of chiral models break both, translational and rotational
invartance of the underlying lagrangian (the latter symmetry is violated in spin- and isospin space),
an appropriate procedure to account for the spurious center-of-mass motion on the one hand and to
construct states of definite spin and isospin on the other is provided by Peierls-Yoccoz projections,
simultaneously performed onto spin, isospin and linear momentum. Such projection techniques

allow for the evaluation of nucleon observables with center-of-mass effects removed.

To this end the solitonic solutions of these models are investigated in a first step on the mean-
field level using the variational principle. The minimisation of the classical energy enforces the
quark- and meson fields to have hedgehog structure. A quantum Fock state is constructed as a
tensor product of a Slater determinant for the N, valence quark fields in the Is-orbit exhibiting
spin-flavour hedgehog confuguration and coherent states for all meson fields involved. Simultaneous
elgenstates of zero linear momentum and angular momentum are constructed by performing the
corresponding projections using the observation, that the projection operator onto zero linear
momentum commutes with the one onto angular momentum. In other words a composite particle
has a definite spin in its rest frame.

Due to methodical and technical reasons, boost operations are approximated by projections
onto finite linear momentum, although the wellknown ‘Peierls-Yoccoz problem’ arises from this
procedure stating that states of different momenta cannot related to each other by an appropriate
Lorentztranformation, hence violating Einstein’s energy-momentum relation even in the nonrelas-
tivistic limit. This problem can he circumvented by applying the variational principle afier the
projections have been performed. Such a variation (after the projection) has been carried out ap-

proximately in the framework of the CD-model. There this method becomes important alse from




another point of view. It is necessary in order to fit the experimental data, especially the neutron
charge radius.

It turns out that the static observables of the nucleon, as for instance charge radii, magnetic
moments and the axial vector coupling constant, with the exception of the energy calculated from
the linear sigma-model are almost unaffected by the linear momentum projection, while for those
ones evaluated from the CD-model center-of-mass corrections are more important. Nevertheless

the observables calculated from both models are in good agreement with experiment.
Parts of this work have been published ore will soon be submitted.
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1. Einleitung

Analog zur Streuung von a-Teilchen an Atomen, die Rutherford studierte und die zur Ent-
deckung des Atomkerns als Konstituenten des Atoms fithrte, hat die tiefinelastische Lepton-
Nukleon-Streuung bei hohen Impuls- und Energiciibertrigen die komplexe innere Struktur des
Nukleons enthiillt. Die Interpretation und Auswertung dieser Experimente im Rahmen des sehr
erfolgreichen Quark-Parton-Modells zeigte, daB Nukleonen aus geladenen Konstituenten, die die

Quantenzahlen der Quarks tragen, und neutralen, den Gluonen, aufgebaut sind.

Die Theorie, die die Wechselwirkung dieser Konstituenten in allen Energiebereichen beschreibt,
ist nach heutiger Ansicht eine relativistische lokale Yang-Mills-Feldtheorie, die Quantenchromody-
namik!. Auf der Grundlage dieser Theorie sind Baryonen als Bindungszustinde dreier (Valenz-)
Quarks, neben Quark-Antiquark-Paaren und Gluonen, aufzufassen, deren Wechselwirkung un-
tereinander durch Gluonen vermittelt wird. Die wichtigsten Eigenschaften dieser quantisierten,
renormierbaren Eichtheorle sind

> die asymptotische Freiheit der Quarks?,
> ihr Confinement® sowie

> die spontane Brechung der chiralen Symmetrie®.

Im Gegensatz zu einer abelschen Eichtheorie, wie der Quantenelektrodynamik, fithrt der nich-
tabelsche Charakter der Eichgruppe der QUD auf eine asymptotisch freie Theorie®, d. h. die
renormalisierte Kopplungskonstante e5{g?), die eine Funktion des transferierten Viererimpulses
ist, strebt fiir grofe Impulse ¢? - co gegen Null. Im Limes hoher Impulsiibertrage verhalten
sich die Quarks in Hadronen also wie freie Teilchen. Eine stSrungstheoretische Behandlung der
Hochenergiephinomene ist dann gerechtfertigt und steht in Einklang mit den experimentellen Er-
gebnissen.

Der Einschlu (Confinement) der Quarks und Gluonen in Hadronen ist eine Eigenschaft der
Quark-Gluon-Wechselwirkung, die bei kleinen Impulsen und grofen Kopplungskonstanten «;(g?)
auftritt, bis heute aber nur numerisch im Rahmen von Gittereichtheorien aus der QCD ‘abgeleitet’
werden konnte, jedoch postuliert wird, um der Tatsache Rechnung zu tragen, daf freie Quarks in
der Natur (bisher) nicht beobachtet wurden. Anders ausgedrickt bedeutet dies, dafi in der Natur
nur Coloursinglets existieren, die unter SU.(N, = 3)-Transformationen invariant sind, d. h. nur

die Kombinationen

3 3
Z Gege Mesonen und Z_,.«: €erepea ey Gep ey  Daryonen (i.1)
=1 cy,c2,c3=1

treten auf.
Die spontane Brechung der chiralen Symmetrie hat thre Ursache in der komplizierten Struk-
tur des QCD-Vakuums. Exakte chirale Invarianz der klassischen Lagrangedichte unter globalen

SU(n), ® SU(n)p-Flavourtransformationen (n: Anzahl der Flavourfreiheitsgrade) liegt vor, falls
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die Strommassen mg der Quarks identisch Null sind. Diese Bedingung ist im SU(2)-Sektor (nur
u- und d-Quarks) hinreichend gut erfiillt (mg ~ 4 — 8 MeV). Da Elemente I der chiralen Gruppe
mit dem Parititsoperator antikommutieren — dies sind gerade die Transformationen U, deren
Generatoren die axialen ‘Ladungen’ sind (siehe weiter unten) — gibt es Eigenzustinde des Hamil-
tonoperators, |V} und U|N ), die energetisch entartet sind, aber entgegengesetzte Paritat haben.
Das Fehlen entarteter Zustinde unterschiedlicher Paritat im hadronischen Spektrum kann nicht
durch die explizite Brechung der chiralen Symmetrie durch die endlichen Strommassen der Quarks
erklirt werden, da dann beispielsweise ein Teilchen mit &hnlicher Masse wie das Nukleon, aber
entgegengesetzter Paritat existieren miifte. Dieses Problem lafit sich durch die Annahme, das
QCD-Vakumm sei nicht chiral invariant, 16sen, d. h. die Generatoren der chiralen Gruppe annihi-

lieren das QCD-Vakuum nicht und die chirale Symmetrie ist spontan gebrochen.
Q1l0) #0 Qgl0) #0 (1.2)

Definiert man die isovektoriellen und isoaxialen Generatoren @ = QfL—G-Q}-Q und Q;;, = Q%-—Qi, 80
verhindert bereits die Forderung Q|0) # 0 die Existenz von Paritdtsdubletts. Andererseits fibrt
Q*|0) = 0 auf Isospinmultipletts, die experimentell gut bestatigt sind. Im Zusammenhang mit der
Realisierung der chiralen Symmetrie im Nambu-Goldstone Mode, d. h. der Hamiltonoperator kom-
mutiert mit den Generatoren der chiralen Gruppe, das Vakuum aber bricht die chirale Symmetrie,
fordert das Goldstone-Theorem® die Existenz dreier masseloser pseudoskalarer Goldstone-Bosonen,
die die Quantenzahlen der Pionen tragen und mit diesen identifiziert werden konnen. Die expli-
zite Brechung der chiralen Symmetrie durch einen Quarkmassenterm in der Lagrangedichte — die
Strommassen sind zwar klein aber von Null verschieden — ist die Ursache der endlichen Pionmasse
M.

Die perturbative Behandlung der QCD ist nur bei groBen Impulsen und Energien zu recht-
fertigen, nicht jedoch bei kleinen, d. h. bei der Untersuchung von Problemen, deren Lingenskala
in der GroBenordnung von ca. ~ 1 fm liegt. Eine direkte Losung der QCD ist bisher aufgrund
der komplizierten nichtabelschen Struktur, die die Selbstwechselwirkung der Gluonfelder bewirkt,
nicht gelungen. Die Diskretisierung und Losung der QCD auf einem vierdimensionalen Gitter,
die im Rahmen der Gittereichtheorien versucht wird’, erfordert einen enormen Rechenaufwand so-
wie zahlreiche technische Approximationen. Eine Beschreibung der Wechselwirkung von Hadronen
oder der Formation von Atomkernen in naher Zukunft scheint ausgeschlossen. In der jiingsten Ver-
gangenheit sind daher zahlreiche eflektive Modelle entworfen worden, die die Liicke zwischen der
fundamentalen Theorie und der reichhaltigen Kenntnis der niederenergetischen Phanomenologie zu
schliefen versuchen. Derartige Modelle sollten durch die QCD motiviert, zukiinftig moglicherweise
aus dieser ableitbar sein und wichtige Figenschaften im Niederenergiebereich, wie Confinement und
chirale Symmetrie, enthalten, jedoch die Schwierigkeiten einer nichtabelschen Eichtheorie vermei-
den.

Das einfachste baryonische Modell ist das MIT-Bag-Modell®®, das ein Nukleon oder Baryon
durch eine Blase (Bag) mit einer Ausdehnung von etwa 1 fm beschreibt, in deren Inneren sich drei

relativistische Quarks frei bewegen konnen. Die Aufspaltung der Hadronen kann durch die pertur-




1. Einleitung

bative Ankopplung von Gluonen erfolgreich wiedergegeben werden. Die Realisierung der chiralen
Symmetrie, die im MIT-Bag-Modell verletzt ist, fihrte durch die stérungstheoretische Ankopplung
von Pionen an der Oberfliche des Bags auf das Cloudy-Bag-Modell'®, Die Translationsinvarianz
der zugrundeliegenden Theorie ist jedoch durch die Konzeption der Bagmodelle verletzt, und de-
ren Losungen enthalten spuriose Schwerpunktbewegungen. Verschiedene Techniken und Ansitze
sind entwickelt worden, um Schwerpunktkorrekiuren und RiickstoBeffekte aus den Losungen des
MIT-Bag-Modells} 112 ynd des Cloudy-Bag-Modells!*15 zu eliminieren und deren Auswirkungen
auf statische Observable und Formfaktoren zu studieren. Die grundlegenden Probleme jedoch be-
reiten die Randwertbedingungen an der Oberfliche des Bags, die eine konsistente Behandlung der

Translationsbewegung erheblich erschweren.

Der Bagradius, der die Ausdehnung hadronischer Systeme charakterisiert, ist ein wilikiirlicher
Parameter in beiden Modellen, der frei variiert, aber nicht aus QCD bestimmt werden kann.
Modellvorstellungen, die die oben geschilderte Schwierigkeit vermeiden und in denen die Bindung
der Quarks nicht durch einen starren Bag beschrieben wird, sondern durch ein selbstkonsistentes
nichtperturbatives Feld erfolgt, wurden erstmals von Friedberg und Lee!® formuliert. Eine chirale
Version eines solchen Modells wurde von Birse und Banerjee!? und von Ripka, Kahana und Sonit®
vorgeschlagen. Dieses Modell, das eine neue Version des alteren Gell-Mann-Lévy-Modells!? ist,
in welchem die Fermionfelder als Quarkfelder reinterpretiert werden, enthalt skalare isoskalare
und pseudoskalare isovektorielle Bosonfelder, die durch die Wechselwirkung mit den Quarkfeldern

erzeugt werdern.

Im Gegensatz zum MIT- und Cloudy-Bag-Modell jedoch beinhalten diese solitonischen Mo-
delle kein Confinement der Quarks, da die die Quarks bindenden selbstkonsistenten mesonischen
Felder eine endliche ‘Héhe’ haben, die Masse der Quarks auBerhalb des Bags zwar grofBl aber endlich
ist. Ein absolutes Confinement aller Objekte, die Farbladungen tragen, kann eichinvariant durch
ein Colourdielektrikum in die Theorie eingefithrt werden, falls dieses eine lokale Funktion eines
skalaren Feldes ist, das im physikalischen Vakuum verschwindet?V. Nielson und Patkés?! benutzen
einen ‘Block-Spinning’-Ansatz, um zu zeigen, wie ein colourdielekirisches Feld im Rahmen der QCD
zu begriinden ist. Formale und numerische Analysen®? stiitzen die These, daf das dielektrische
Feld im QCD-Vakuum verschwindet und so ein Confinement der Quarks generiert. Dieser Zugang
fiithrt auch zu einer direkten Kopplung des colourdielektrischen Feldes an die Quarkfelder, die von
verschiedenen Gruppen?-28 untersucht wurde. Durch die Einfithrung der chiralen Felder des li-
nearen &-Modells konnen chiral invariante colourdielektrische Modelle (CD-Modelle) konstruiert
werden??3031 die nun zwei der wesentlichsten Eigenschaften der QUD im Niederenergicbereich in
sich vereinen, spontan gebrochene chirale Symmetrie und absolutes Confinernent der Quarkfelder

und die qualitativ dem Cloudy-Bag-Modell*? dhneln.

Dynamische Prozesse, Schwerpunkteffekte sowie baryonische Observable konnen, zumindest
im Prinzip, auf der Grundlage solcher solitonischen Modelle, die auf einer relativistischen Feldtheo-
rie beruhen, behandelt werden. Die starke Wechselwirkung der Felder untereinander erlaubt jedoch
die Anwendung der Standardmethoden der Storungstheorie nicht und stellt daher eine erhebliche

Erschwernis dar, die beim Auffinden der Losungen dieser Modelle zutage tritt. Nur nichtpertur-
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bative Methoden, die in Analogie zu Methoden der Vielkérperphysik entwickelt wurden, kommen

deshalb zur Untersuchung von Modellen mit stark wechselwirkenden Feldern in Frage.

Ausgangspunkt der Beschreibung der komplexen inneren Struktur der Hadronen ist die Mean-
Field-Approximation (MFA}, die auf der Ersetzung der Feldoperatoren im Hamiltonoperator durch
ihre klassischen komplexwertigen Funktionen und der Vernachlassigung der Quantenfluktuationen
beruht. Die auf klassischem Niveau aus der Lagrangedichte abgeleiteten Bewegungsgleichungen fir
die Quark- und Mesonfelder bilden ein System gekoppelter nichtlinearer Differentialgleichungen,

das solitonische Losungen aunfweist.

Da die nichtchiralen Versionen der solitonischen Modelle nur skalare isoskalare Mesonenfelder
enthalten, die nicht zum Spin und Isospin des Solitons beitragen, werden die Spin-Flavourwel-
lenfunkfionen der drei Valenzquarks so gekoppelt, daff die Produktwellenfunktion den Spin und
Isospin des zu untersuchenden hadronischen Systems hat. Die Spin-Flavourwellenfunktion des aus
Quarks und skalaren Mesonen aufgebauten Teilchens geniigt damit per Konstruktion der Rotati-
onsinvarianz, d. h. sie ist Eigenfunktion des Drehirnpuis- und Isospinoperators. Diese klassischen
Solitonen jedoch sind lokalisierte Objekte, die die Translationsinvarianz der zugrundeliegenden
Lagrangedichte brechen, d. h. sie sind keine Eigenfunktionen des Impulsoperators. Die spurio-
sen Schwerpunktbewegungen, die daher in den solitonischen Lésungen enthalten sind, tragen zur
Energie und zu anderen Observablen des Baryons bei und sollten aus den Losungen eliminiert
werden, um korrigierte Werte fiir die baryonischen Observablen zu erhalten und diese mit den ex-
perimentelien Daten vergleichen zu konnen. Die Berechnung der Schwerpunktkorrekiuren und die
konsistente Formulierung der Herstellung der Translations- und Rotationssymmetrie im Rahmen

chiraler Solitonmodelle ist der wesentliche Gegenstand dieser Arbeit.

Ein moglicher Weg Schwerpunkteffekte zu erfassen, ist die Konstruktion von Eigenzustanden
des Impulses mittels Peierls-Yoccoz-Projektionstechniken®>4, die allerdings Quantenzustande al-
ler beteiligten Felder, d. h. einen Produkt-Fockzustand der Quark- und Mesonfelder, erfordern.
Damit Projektionsrechnungen praktisch ausfithrbar sind, werden Effekte, die auf die Polarisation
des Diracsees zuriickzufithren sind, vernachlassigt und der Fockzustand ist ein Produkt aus einem
antisymmetrischen Produktzustand der drei Valenzquarks (Slaterdeterminante) und koharenten
Zustanden der Mesonfelder. Letzterer besitzt quasiklassische Eigenschaften in dem Sinne, daB er
die Heisenberg’sche Unschirferelation minimiert®*>®, und wurde von Bardeen et al.37 sowie Huang
und Sturnp®® zum Zweck von Projektionsrechnungen in solitonischen Modellen vorgeschlagen. In
dieser Naherung ist die klassische Energie mit dem Erwertungswert des kanonisch quantisierten,

normalgeordneten Hamiltonoperators identisch. Projektionsrechnungen, die auf derartigen Fock-
zustinden beruhen, wurden im Friedberg-Lee-Modell von Liibeck et al.>® und in einer nichtchira-
len Version des colourdielektrischen Modells von Leech und Birse®™ aunsgefiihrt. Zusténde, die aus
Peierls-Yoccoz-Projektionen auf unterschiedliche Impulse hervorgehen, kénnen nicht durch eine ge-
eignete Lorentztransformation miteinander verbunden werden, da die Projektion auf endlichen Im-
puls eine nichtrelativistische Prozedur ist. Zur Berechnung von Ladungsradien und magnetischen
Momenten unterwerfen Liibeck et al.®® daher den auf den Impuls g = 0 projizierten Ruhezustand

des Nukleons einer relativistischen Boostoperation. Betz und Goldflam?! hatten zuvor bereits die

i
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Auswirkungen einer klassischen Boostoperation auf die solitonischen Eigenschaften studiert, jedoch

Schwerpunktkorrekturen vernachlassigt.

Die klassischen Losungen chiral invarianter solitonischer Modelle brechen nicht nur die Trans-
lationsinvarianz, sondern auch die Rotationsinvarianz im Spin- und Isospinraum, da eine sta-
tionare Losung der klassischen Bewegungsgleichungen mit extremaler Energie Hedgehog-Strukiur
hat?6:42:43:44,4546 @iy Fockzustand, der in der oben beschriebenen Weise auf der Grundlage der
kiassischen Losungen als Tensorprudukt aus Quark- und Mesonfeldern, die Hedgehog-Spin-Flavour-
Struktur haben, konstruiert ist, ist nicht invariant unter Drehungen, sowoh! im Konfigurationsraum
als auch im Isospinraum. Das heiBs, der Hedgehog besitzt keinen definierten Spin und Isospin, und
Observable, die mit diesem Zustand berechnet wurden, konnen nicht mit baryonischen Observablen
identifiziert werden. Um die Eigenschaften von Baryonen mit goten Quanienzahlen im Rahmen

.chiral invarianter Modelle mit Valenzquarks zu studieren, wird eine Projektion des Hedgehogs auf

“-Drehimpuis und Isospin notwendig.

Um die Drehimpulssymmetrie der Lagrangedichte dieser Modelle zu restaurieren, wurden
in der jungsten Vergangenheit zwel Wege beschritten, die Peierls-Yoccoz-Projektion des Hed-
gehogs?#8:49.50 ynd die semiklassische Quantisierung®3%:5% (Cranking-Methode), die Adkins,
Nappi und Witten®® im Rahmen ecines topologischen Modells, des Skyrme-Modells?3, benutzt
haben. Cranking-Techniken beruhen auf der Parametrisierung der Drehungen durch kollektive
Koordinaten und der Einfihrung einer adiabatischen Zeitabhingigkeit dieser Koordinaten. Die
langsame Bewegung wird ghnlich wie der starre Rotator in der Quantenmechanik quantisiert und
die Drehung von der Dynamik des Systems vollstindig entkoppelt. Im Ergebnis fiihrt dies zu
Rotationsbanden im baryonischen Spektrum und die hauptsachliche Attrektivitat dieses Verfah-
rens ist durch seine Einfachheit begriindet. Peierls-Yoccoz-Projektionstechniken dagegen sind ein
Spezialfall der Generatorkoordinatenmethode und basieren auf einer Diagonalisierung des Hamil-
tonoperators in einem ‘kollektiven’ Unterraum, der von erzeugenden Funktionen aufgespannt wird,
die durch Anwendung der Gruppenelemente der entsprechenden Symmetriegruppe auf den symme-
triebrechenden Zustand konstruiert werden. Die Anwendung dieses Verfahrens auf die Hedgehog-
Fockzustinde fiilhrte im Rahmen des linearen Quark-Sigma-Modells, das auf der Gell-Mann-Lévy-
Lagrangedichte!® beruht, und im Rahmen eines um Vektormesonen erweiterten Quark-Meson-
Modells?6:6:56 zy einer guten Beschreibung statischer Observabler®”*04% und Formfaktoren3:5¢
des Nukleons und der A-Resonanz. Mit den gleichen Methoden wurden die Effekte, die ein nuklea-
res Medium auf die baryonischen Observablen ausiibt, behandelt’”. Schwerpunkteffekte jedoch
sind 1n den aufgefithrten Modellrechnungen unberiicksichtigt geblieben und ein Vergleich der er-
mittelten Observabien mit experimenteilen Daten ist im strengen Sinne etwas fragwiirdig.

Abschitzungen der Schwerpunkteffekte in chiralen Modellen sind von Stern und Clément53,
Leech und Birse®®59 sowie Kitagawa®? vorgenommen worden. Diese Abschitzungen beruhen zu-
meist auf der separaten Behandlung der Schwerpunkteffekte und der Drehimpulsprojektion®332,
d. h. Beitrage zur Energie eines Baryons, die auf die spuriosen Schwerpunktkomponenten der
klassischen Ldsungen zuriickzufiihren sind, werden durch Korrekturterme der Art {: P2 :}/(2M)

beriicksichtigt, Beitrige, deren Ursache die Brechung der Drehimpulssymmetrie ist, durch Cran-
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king-Techniken behandelt. Schwerpunktkorrekturen der Ladungsradien greifen auf eine Naherungs-
methode, die von Dethier et al 0 entwickelt wurde, zuriick. Eine derartige Vorgehensweise fufit also
auf der nichtstatthaften Entkopplung der Translations- und Rotationsbewegung. Leech und Birse®®
behandeln Schwerpunkteffekte in einem colourdielektrischen Modell durch PY-Impulsprojektion
und beriicksichtigen die chirale Symmetrie durch stérungstheoretische Ankopplung von Pionen an

Quarks in Analogie zum Cloudy-Bag-Modell®L.

Die grundlegende Absicht und das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist die konsistente Be-
handlung von Translations- und Rotationsbewegung im Rahmen chiral invarianter Solitonmodelle
mit Valenzquarks. Zu diesemn Zweck wird eine kombinierte Peierls- Yoccoz-Projektionstechnik ent-
wickelt, die eine simultane Projektion der Mean-Field-Fockzustinde auf Eigenzustinde des linea-
ren Impulses, Drehimpulses und Isospins leistet. Spuriose Schwerpunktkomponenten konnen so
aus dem Hedgehog-Ansatz eliminiert und statische Observable des Nukleons und der A-Resonanz
berechnet werden. In dieser Arbeit werden schwerpunktkorrigierte Observablen im Rahmen zweter
chiral invarianter Quark-Meson-Modelle, des Gell-Mann-Lévy-Modells'® und einer chiral invarian-
ten Version eines colourdielektrischen Modells3! (CD-Modell), ermittelt und mit den experimen-
tellen Ergebnissen verglichen. Im Gegensatz zum Gell-Mann-Lévy-Modell erfolgt die Bindung der
Quatks im CD-Modell nicht durch die chiralen ¢- und w-Felder, sondern im wesentlichen durch
ein ‘gluonisches’ colourdielektrisches Feld, das ein phinomenologisches Confirement der Quarks
bewirkt, so daB beide Modelle recht unterschiedlich sind, folgende Annahmen in beiden Modellen

jedoch voransgesetzt werden:

> Die spontane Brechung der chiralen Symmetrie ist ein wesentlicher Mechanismus der QCD

im Niederenergiebereich

b Das Valenzquark-Bild ist giiltic und Effekie der Polarisation von Seequarks kénnen durch

die Annahme dynamischer Mesonfelder berticksichtigt werden,

» Koharente Zustinde auf der Basis ebener Wellen sind eine addquate Beschreibung mesoni-

scher Quantenzustinde.

Der Inhalt dieser Arbeit gliedert sich neben diesem einfithrenden Abschnitt in fiinf weitere
Kapitel. Nachfolgend werden die beiden Modelle, deren Lésungen Grundlage der Projektions-
rechnungen sind, vorgestellt und diskutiert. Die Bedeutung der chiralen Symmetrie wird kurz
angeschnitten und die Ideen, die eine Briicke zwischen QCD und CD-Modell schlagen sollen, be-
leuchtet.

Die Entwicklung klassischer solitonischer Losungen in beiden Modellen ist Gegenstand des drit-
ten Kapitels. Es wird gezeigt, daB die stationaren Variationsiosungen des Gell-Mann-Lévy-Modells
mit extremaler Energie Hedgehog-Strukéur anfweisen und daff dies unter der vereinfachenden An-
nahme eines skalaren isoskalaren colourdielektrischen Feldes auch im CD-Modell giiltig ist. Die
stark unterschiedlichen klassischen Losungen der Modelle, die eingehend behandelt werden, sind
die Grundlage der Konstruktion eines Fockzustands, der auf der kanonischen Quantisierung des
Hamiltonoperators beruht und als Tensorprodukt einer Slaterdeterminante der drei Valenzquarks

und kohirenter Zustinde aller aufiretenden Mesonfelder konstruiert werden kann, so dafl klassische
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Energie und Erwartungswert des normalgeordneten Hamiltonoperators identisch sind.

Im vierten Kapitel werden Peierls-Yoccoz-Projektionen, die aus der Kernphysik bekannt sind,
kurz eingefithrt und eine zentrale Grundlage der vorliegenden Arbeit bewiesen: Im Gegensatz zu
den Generatoren der Translation und der Rotation kommutieren die Projektionsoperatoren auf
Impuls g = 0 und Drehimpuls J, so daf gemeinsame Eigenfunktionen des Spins J, Isospins 7" und
Impulses g = 0 durch simultane Projektion erzeugt werden kénnen, d. h. ein baryonischer Zustand
hat in seinem Ruhesystem einen definierten Spin {und Isospin). Diese Aussage ist nicht mehr giiltig,
falls Projektionen auf endliche Impulse betrachtet werden. Da zur Berechnung von Ladungsradien
und magnetischen Momenten Zustinde mit endlichem Impuls benotigt werden, werden Boostope-
rationen und alternativ Projektionen auf endlichen Impuls diskutiert. Da bei kleinen und mittleren
Impulsen (g < 0.5 GeV) die projizierte Nukleonmasse gut die Finstein-Relation der geboosteten
Masse reproduziert {siche Kapitel 4}, werden in dieser Arbeit Boost-Operationen durch Impulspro-
jektionen genahert. Auf unterschiedliche endliche Impulse projizierte Zustande gehen nicht durch
Lorentztransformationen auseinander hervor, da die Projektion eine nichtrelativistische Prozedur
ist. Vielmehr haben diese Zustinde unterschiedliche innere Struktur und hangen vom Impuls
ab. Dieser Sachverhalt ist unter dem Schlagwort Peierls-Yoccoz-Problem bekannt, das durch eine
Variation der projizierten Zustinde umgangen werden kann. Ein approximatives Verfahren zur
Projektion vor der Variation (VaP(a)-Verfahren}), das im CD-Modell Verwendung findet, wird in

einem letzten Abschnitt des vierten Kapitels entwickelt und vorgestells.

Die Berechnung verschiedener statischer Observabler des Nukieons und der A-Resonanz un-
ter Berucksichtigung der Schwerpunktkorrekturen sowie die Ergebnisse der numerischen Analyse
sind im fiinften Kapitel zusammengefafit. Einleitend wird die Ruheenergie des Nukleons behan-
delt, und es stellt sich heraus, daff der grofte Teil der Korrelationsenergie von 500-600 MeV
im Gell-Mann-Lévy-Modell auf den ein freies o-Feld beschreibenden Amieil des Hamiltonopera-
tors zurlckzufilhren ist, und die Ruhemasse des Nukieons aufgrund dieser Beobachtung nur unter
Schwierigkeiten an den experimentellen Wert angepafit werden kann. In diesem Zusammenhang
stellt sich die Frage, ob die Beschreibung der kohdrenten o-Zustinde auf der Grundlage ebener
Wellen méglicherweise zu einer Uberschitzung der Nullpunktenergien fithrt. Die Entwicklung der
mescnischen Feldoperatoren in einer Basis aus Oszillatorwellenfunktionen, die den lokalisierten
Charakier des Solitons widerspiegeln und eine mégliche Distorsion der Basis aus ebenen Wellen
durch die solitonischen Felder beriicksichtigen sollen, und die Berechnung einfacher Schwerpunkt-
korrekturen auf der Grundlage beider Basissysteme fithrt jedoch zu nahezu gleichen Ergebnissen,
zeigi aber, dafl diese einfachen Korrekturen zu einer wesentlichen Uberschitzung der Korrelati-
onsenergie im Vergleich zur Projektion fihren. Im CD-Modell sind die Schwerpunktkorrekturen
zur Energie kleiner und eine Anpassung an die experimentelle Masse des Nukleons stellt aufgrund
des Confinements der Quarks kein Problem dar. Die Auswirkungen der Impulsprojektion auf die
anderen Observablen des Nukleons, die in den folgenden Abschrnitten behandelt werden, sind er-
heblich geringer, da Anhebungen der Quarkanteile Absenkungen der Mesonanteile der Observablen
gegeniiberstehen. Dies gilt prinzipiell auch fiir das CD-Modell. Da jedoch auch die bei Projek-

tion vor der Vartation wesentlich verstarkten chiralen Felder noch deutlich kleiner sind als im
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Gell-Mann-Lévy-Modell, heben sich die Wirkungen der Impulsprojektion nicht mehr auf und diese
werden, insbesondere fiir den Ladungsradius des Protons, wichtig. Die Projektion vor der Variation
ist im Hinblick auf den Ladungsradius des Neutrons und den Pion-Nukleon-Sigma Term besonders
bedeutsam. Dies gilt auch fiir die betrachteten Virialtheoreme, die im Gell-Mann-Lévy-Modeli nur
durch eine Verallgemeinerung des Hedgehog-Ansatzes®® zu erfiillen sind.

Das sechste Kapitel bietet einen Uberblick iiber die wichtigsten Ergebnisse beider Modelle.
Die Resultate werden mit den experimentellen Daten sowie Ergebnissen des Nambu-Jona-Lasinio-
Modells verglichen und Projektionsmethoden Crankingtechniken gegeniibergestellt und kommen-

tiert. Die umfanreichen Anhange enthalten zahireiche Details der Projektionsrechnungen.




2. Chiral invariante Solitonmedelle mit Valenzquarks

Wie in der vorangegangenen Einleitung bereits festgestellt wurde, ist die spontane Brechung
der chiralen Symmetrie einer der wesentlichen Mechanismen der QCD im Niederenergiebereich. Die
Verletzung der chiralen Symmetrie durch das hadronische Vakuum, die durch einen Parameter, das
skalare Quarkkondensat, {§g) # 0, charakterisiert ist, konnte in einfacher Weise das Fehlen von
Paritatsdubletts im hadronischen Spektrum erkiiren und die Existenz dreier nahezu masseloser
Pion-Felder (falls nur der SU{2)-Sektor betrachtet wird) mit Hilfe des Goldstonetheoremmns deuten.
Die endliche Pionmasse, m, = 140 MeV, ist auf die explizite Brechung der chiralen Symmetrie
durch die kleinen, aber von Null verschiedenen Strommassen der Quarks, zurfickzufiihren, wie aus

der Gell-Mann-Oakes-Renner-Relation®?

m2f? = _% (my + mg) { Ol + ddl0) 2.1)

zu ersehen ist.

Bevor die Einzelheiten beider Modelle, deren tranlations- und rotationsinvariante Ldsungen
Gegenstand dieser Arbeit sind, errtert werden, sollen die wichtigsten Eigenschaften der chiralen
Gruppe diskutiert werden. Die Realisierung der chiralen Symmetrie in Nambu-Goldstone Mode im
Rahmen eines Quark-Meson-Modells wird Thema des Abschnitts iber das Gell-Mann-Lévy Modell
sein. Themengebiet des letzten Abschniits dieses Kapitels sind die Ideen, die ein phinomenolo-
gisches Confinement der Quarkfreiheitsgrade durch ein colourdielektrisches Feld begriinden, sowie

die chirale Erweiterung des sogenannten colourdielektzischen (CD-) Modells.

Die kleinsten nichttrivialen Darstellungen der chiralen Gruppe, SU(2); ® SU(2)g, haben
Dimension 27"+ 1 = 2. Dies sind die links- und rechtshindigen Komponenten

1/ ;
QL=§(1—75)Q r=35(1+7")q
1 1 (22)
L q2 ( +7 R=4q 2 Y
des Quarkfeldes, die Eigenspinoren der Helizititsmatrix v° und den Darstellungen {4,0) und (0, })
suzuordnen sind(®). Sie transformieren sich gemaf
L T R LR,
— (I — 38 f) qr ¢R— (I — 3% T) R (2.3)

da die inﬁnij:esimal Erzeugenden der fundamentalen Darstellung die Paulimatrizen 7; sind. Die zu
Gl (2.3) &quivalenten Transformationen des Quarkspinors sind durch

q_>[,r._i(‘§+g).;}q (2.40)

"2\ 72
r - = 1
tf&—f .5
. __ . 2.4b
q [I 2( 3 ) f'rJq (2.48)

(¢)Die Notation (j,7') fir eine Darstellung der Gruppe SU(2); ® SU(2)g bezeichnet eine ir-
reduzible Darstellung der Dimension 2j + 1 hinsichtlich der Gruppe SU(2)r und eine der
‘Dimension 2§’ + 1 hinsichtlich der Gruppe SU{2)rg.




16 2. Chiral invariante Solitonmodelle mit Valenzquarks

gegeben. Der Ausdruck {2.4a) beschreibt Drehungen im Isospinraum um den Winkel (& + 8)/2,

(2.4b) axiale Transformationen mit “‘Winkel’ (& — 5)/2. man zeigt leicht, dafl der kinetische Term
des Quarkfeldes

1§y =230, er + 14RO aR (2.5)

in der Lagrangedichte invariant unter der Transformation (2.3) ist
. L(R) _
1dr (R)OuY 4L (r) — 2L, (RYOuT AL (R) - {2.50)
dies jedoch nicht fiir den Massenterm
mdq = m (3LeRr + TRIL) (2.6)

gilt.

Um die Transformationseigenschaften der Darstellung (%, %) zu studieren, sel zunachst fest-
gestellt, daB die chirale Gruppe isomorph zur Gruppe der vierdimensionalen, orthogonalen Trans-
formationen, d. h. isomorph zur Gruppe O(4) ist. Die infinitesimale Transformation eines vierdi-

mensionalen Vektors ¢ = (zo, 21, :1:2,.7:3) lautet dann (Summenkonvention):

1
2" — 18" + 560 (I”#)""] z# 2.7
Die Gruppe O(4) besitzt sechs unabhéngige Parameter, die sich zu einemn antisymmetrischen Ten-

80f, €gp = —¢,o susammenfassen lassen. Ihre sowohl in den Indexpaaren (v p) als auch (o p)

antisymmetrischen infinitesimalen Brzeugenden, d. h. es ist
(L) =~ (1) (L) = = (L) (2.8)

kénnen mit Hilfe der Invarianz der Linge des Vektors z#, z##, = 5% = const. unter orthogonalen

(IU#)JP = 50#591, _ éayaoﬂ (2.9)

Da die Darstellung (%, %) der chiralen Gruppe vierdimensional ist, sind mit GL (2.9) auch die in-
finitesimalen Transformationsmatrizen dieser Darstellung gefunden, die die Drehung {euklidische
Metrik, gy, = 8, ) eines vierdimensionalen Feldes (o, #) beschreiben. Es liegt nahe, die infinitesi-
male Transformation des Feldes (¢, ¥) durch die gleichen Parameter auszudriicken, die bereits zur

Beschreibung der Spinoriransformation (2.3) verwendet wurden. Setzt man

-

% (5 - ﬁ) = (€01, €02, €03) {2.10a)

und

.o 1. 3 .. .
(Ot + ﬂ) = (623, 631,612) [5 (a + ﬁ)] Tk LD k zyklisch (2.10b)

1

b
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so findet man

I S
0’—>0’—§(Q‘—-ﬁ)-ﬂ' {2.11a)
. I Ly A o
7{'—»1{—}-5(&—,@)0’-‘-5(&-}-5)/\1‘1' {2.114)
und aquivalent zu den Gin. (2.44,b)
g—0a
1, (2.120)
;1 —>n+§ (&-{-ﬂ)/\ﬁ
sowie
L (éz'- -‘) T
(2.125)

Gl {2.12¢) bringt zam Ausdruck, daff das o-Feld sich wie ein Skalar, das #-Feld sich wie ein
Vektor unter Isospintransformationen verhilt. Da ¢? + 7% die Linge des Vektors {¢, 7) ist, ist
der Ausdruck ¢? + #* invariant unter chiralen Transformationen. Das gleiche gilt natiirlich auch
fiir die kinetische Energie der Mesonfelder, 0* o0 0 + §#% - 0, %, da nur globale Transformationen
betrachiet werden. Die einfachste chiral invariante Kopplung der Quarkfelder an die Mesonfelder

ist durch
J(a-{— 1757 ir') g=qr (a—i—z'ysf’—fr‘) qrR+ R (0’—5—1757’- ﬁ") qr {2.13)

gegeben. Das lineare Sigma-Modell von Gell-Mann und Lévy hat eine chiral symmetrische La-
grangedichte, die diese Felder enthilt und in welcher die Fermionfelder nicht mehr als Nukleon-

sondern als Quarkfelder interpretiert werden.

2.1. Das Gell-Mann-Lévy Modell

Das lineare Sigma-Modell, urspriinglich von Schwinger®3 vorgeschlagen, und von Gell-Mann
und Lévy!® weiterentwickelt, um die PCAC-Hypothese mit einzubeziehen, beschreibt die Wechsel-
wirkung elementarer Nukleonfelder mit den chiralen Feldern & und #. Die Lagrangedichte hat die

Form

L=Lg+eo {2.14)

Tp T Ty

Ls=19 [ry“@p_ +9¢ (cf—!— 14°F F)} o
+50400,0 + S0PF 5,7 - U(o,7) (2.15)

der chiral invariante Anteil der Lagrangedichie £ ist, der das mesonische Selbstwechselwirkungs-

potential
2
Ulo, %) = _2 (02 + 7 - yg) ~ Up (2.16)

T
-
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enthilt, das aufgrund seiner Gestalt auch als Mexican-Hat-Potential bezeichnet wird, was offen-
sichtlich wird, wenn man U{c, #) als Funktion von o und |7| = V/7 - 7 dreidimensional auftrigt.
Die Konstante Up ist so gewihlt, daB das Minimum des Potentials den Wert Null annimmt,
U({ ¢ Yvacs { Fvac) = 0. Da keine Kopplungen der Felder, die mit Ableitungen verbunden sind
und keine Potenzen der Felder grofer als vier auftreten, ist die Lagrangedichte (2.14) renormali-
sierbar. Die Begeichnung linear unterscheidet dieses Modell von seiner nichtlinearen Version, in

welcher die mesonischen Felder auf dem chiralen Zirkel liegen, d. h. die Bedingung

c? 7= f2 (2.17)

erfiillen.
Da die Lagrangedichte (2.15) invariant unter chiralen Transformationen ist, konnen mit Hiife
des Noethertheorems ein erhaltener Isovektorstrom und ein erhaltener axialer Isovektorstrom kon-

struiert werden.

VH = &7“;1&-#1?/\8“1? (2.18a)
AF = 1,7)7**75-;1» + o847 - 7o (2.185)
Die zugeordneten Ladungen
Qi = / BzV(e, ) (2.19a)
QF = f PrAl(z, 1) (2.196)
sind Konstanten der Bewegung und erfiillen die Kommutatorrelationen der Lie-Algebra der Trans-
formationsgruppe
[Q:, Q5] = v Qi (2.20a)
[05,03) = seins (2.200)
|04,03] = 1245208 (2.20¢)

worin ;5. die Strukturkonstanten der SU(2) sind. Die Verbindung zu den Generatoren der chiralen

Gruppe, SU{2)f, ® SU(2)g, erhiit man durch

QF =5 (0:- @) (2210

QF = % (Qi + Q?) (2.21)
und damit die iiblichen Kommutatorregeln

[Qf,Qﬂ = 15 QF (2.220)

[QF,Q?] = 1645 QF (2.226)

[@F.QF] =0 (2.22¢)
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fir die Generatoren Q{‘ und Qf-z der chiralen Transformationen.

Ist ¢ = 0, so ist die Lagrangedichte des linearen Sigma-Modells exakt invariant unter chira-
len Transformationen und die Zustande niedrigster Energie, die Vakua, die mit den Minima des

Potentials identifiziert werden, sind entartet und liegen auf dem ‘Kreis’
o + 7% = o2, (2.23)

d. h. man erhilt eine unendliche Anzahl entarteter Vakuumzustinde. Da das Vakuum eine

wohldefinierte Paritat hat, wahlen wir
{0le]0}) = oy (0i7(0) =0 {2.24)
Setzt man das um seinen Vakuumerwartungswert o, = *v verschobene o-Feld
7 =00+ 0y {(2.25)

in die Lagrangedichte (2.14) ein

L=1v [37“6# +g0,+g (0‘0 +2y°F - ')] y
+ é—@”aoaucrg + %B“ﬁ’ QT — 523 (30’,2, - vz) ol — %2— (0‘3 - 1/2) 72
- ); (0'3 + ﬁ"z)z - Xoy00 (0'8 + fr'z) + [c — My, (0‘5 - 3/2)] co, (2.26)

so erhalt man keinen Term, der quadratisch in ¥ ist, d. h. im (Gegensatz zur Masse des o-
Feldes m2 = 2222 ist die Pionmasse Null, in Ubereinstimmung mit dem Goldstonetheorem. Die
Pionen sind also die Goldstonebosonen des linearen Sigma-Modells. Des weiteren erhalten die

fermionischen Felder durch die spontane Brechung der chiralen Symmetrie eine Isodublettmasse.
my = g6 {2.27)

Diese Eigenschaften sollen im Folgenden etwas formaler nntersucht werden. Mit Hilfe der

kanonischen Kommutatorrelationen

[69:(2,2), m3(w,1)] = —28;8%(2 — ) (2.280)
(0% (2,8), 03, 1)| = —28%(= — ) (2.280)
findet man
(@2, 7,(0)] = —+8;0(0) (2.29a)
[@F,0(0)] = +(0) (2.295)

und damit

{0l [Qf’ : 71‘;:(0)] 0) = —2dij0y (2.30)
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fiir den Vakuumerwartungswert des Kommutators (2.29a). Nach Einschieben eines vollstandigen

Systems intermedidrer Zustinde und Verwendung des Translationsoperators,
a2 f0p)e Pm = 49(0), (2.31)
erhalt man:
—tbijo0 = ), (21)°8%(pn) [(OIA?(UBH)(HW(O)IU Je~ Fnt
-
~ (Ol5(0)in ) (nf 5010} B (2.32)

Da die linke Seite der Gl. {2.32) zeitunabhéngig und ungleich Null ist, gilt aufgrund der é-Funktion
auf der rechten Seite von (2.32) (Goldstonetheorem)

Epn=My=0 Vn (2.33)
und weiterhin, da die masselosen Pionen den einsigen Beitrag zur Summe in {2.32) bilden
(0142(0)im) #£0  (almi(0)|0) #0 (2:34)

also schliefilich:

3 3 T
2610y = ; / 35563(@“)[(0|A?(o)m(p))<m(p)|n(ﬁ)1a>

— {0}m;(0)|ma(p) Y 71 ()1 AT(0)10) (2.35)
Mit der Normierung
(0im;(Q)lmi(p) } = &5k (2.36)
kann GL (2.35) durch
(0| A2(0)|mr(p}) = 2870 (2.37)

erfilllt werden. Da Af eine vektorielle Grofe ist, erfordert Kovarianz
{0147 (0)|mx(p) } = ebirpPon . (2.38)
Mit (2.31) erhdlt man aus (2.38) ferner das Matrixelement der Divergenz des axialen Stromes,

(016, 4f (2)mx(p)) = bypmione ™ P7, (2.39)

worin p,, der Viererimpuls des Pions ist, p,p" = m2.
Ist die Lagrangedichte also invariant unter chiralen Transformationen, so hat die mit dieser
Aussage verbundene Stromerhaltung, 8, A% = 0 (Noethertheorem), zur Folge, da8 die Pionen mas-

selos, my = 0, sein miissen, was jedoch im Widerspruck zu den experimentellen Fakien steht. Die
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chirale Symmetrie muB also verletst sein. Da jedoch die Masse des Pions, m. = 140 MeV, im hadro-
nischen MaBstab klein ist, ist die chirale Symmetrie nur schwach verletzt, oder anders ausgedriickt,
der axiale Strom ist teilweise erhalten. Dieser Sachverhalt ist unter demn Namen PCAC-Hypothese

(partially conserved axial current) bekannt und soll im Folgenden erldutert werden.

Die hadronische Komponente des Matrixelements, {0{J; , |r), das den Zerfall des geladenen
Pions in Leptonen, hauptsichlich Muonen und entsprechende Neutrinos, z. B. #7 — u~ + 7,
beschreibt, wird auf den Axialvektorstrom zurtickgefithrt, da die Paritdt in der starken Wechsel-

wirkung erhalten sein soll. In Analogie zu GL (2.38) hat man
{0JAE(0)|7;(p) ) = 265 frp* (2.40)

worin fr die in den Pion-Zerfillen gemessene Fion-Zerfallskonstante, fr = 93 MeV, ist. Die gleiche
Argumentationskette, die zu Gl (2.39) fihrte, fithrt mit Gl. (2.31) und der Normierung (2.36) auf

(018, AL (2)|7j(p)) = mE fr{ Olm;(2)|7;(p) ) (2.41)
Die Verallgemeinerung dieses Ausdrucks auf Operatorniveau

8,A%(z) = m? f,7(z) (2.42)

bezeichnet man als PCAC-Hypothese!?:64,65,66,67
Die explizite Brechung der chiralen Symmetrie des Sigma-Modells durch den Term co hat
sur Folge, dafl im Gegensatz sum Vektorsirom, der weiterhin erhalten ist, der axiale Strom keine

Erhaltungsgr68e mehr ist, denn mit (2.125) findet man:

§L=5(Ls +co) = —c% (d‘ - E) F (2.43)
Da allgemein fur die Divergenz eines Stroms
28, JH = —10* r—-é'-c;—cSqS; = 6L (2.44)
o & (0%

gilt , worin €% die infinitesimalen Parameter der globalen Transformation

bi — bi + 88; = ¢y + 215505 (2.45)
sind, folgt aus den Gln. (2.44) und (2.45) unmittelbar
8, A*(z) = ~ci(z) (2.48)

Die explizite Brechung der chiralen Symmmetrie durch Einfithrung des Terms co(®) ist konsistent
mit der PCAC-Hypothese, falls
¢ = —mZ f, ' (2.47)

{(8)Wird die chirale Symmetrie etwa durch einen Massenterm fiir die Fermionfelder explizit ge-
brochen, dessen Einfilhrung dann isospininvariant ist, falls die Massen des Fermiondubletis
‘den gleichen Wert m haben, so ist: 8,4% = :myy°7¢. Ubereinstimmung mit der PCAC-
Hypothese kann nur erzielt weden, falls ¥ = ¢ ﬁ%gﬂ'ysﬁb das Pionfeld durch die Fermionfel-
der (Quarkfelder) ausgedriickt wird. Dies bedeutet jedoch, daB das Pionfeld kein unabhéngiger
Freiheitsgrad des Modells mehr ist.

Al
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Abb. 2.1; Mezican-Hait-Potential

Die Abbildung zeigt einen # = 0-Schnitt durch die Hyperfliche U(o, %) — m2 fr
Die durchgezogene Kurve bezieht sich auf my = 1.2 GeV, die gesirichelle auf
me = 0.6 GeV, die anderen Parameler haben ihre ezperimentellen Werte, my —

140 MeV und fr = 93 MeV.

gesetzt wird.
Der Term co = —mf, fro verschiebt die nun nicht mehr entarteten Minima des Mexican-Hat-
Potentials (siche Bild 2.1), das nun ein globales Minimum aufweist und es tritt dariiberhinaus ein

Massenterm fiir Pionen auf. Aus der Lagrangedichte {2.26) liest man fiir die Mesonmassen ab:

m2 =22 (o2 - 0?) (2.480)
m? = A2 (353 - u?-‘) (2.48b)

0]
I‘EU(O’, 7) =0 (2.49)
LO? 1 go=0,7#=
erhéi_lt. man noch
bE (o—,ﬁ - ;/2) —e=0. {(2.50)

In Verbindung mit ¢ = —m2 f, kann die PCAC-Hypothese im linearen Sigma-Modell erfallt wer-
den und alle Potentialparameter sowie der Vakuumerwartungswert des o-Feldes konnen durch die

mesonischen Massen, m, und me, und die Pion-Zerfallskonstante fr ausgedriickt werden.

(0lsl0Y =0, = fr (2.51a)
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2 _ 2
A2 = % (2.518)
V= 2%——31“-21 (2.51¢)
mﬂ' mTl'

Birse und Banerjee!” und Kahana, Ripks und Seni'® heben unabhingig voneinander das
Sigma-Modell als effektives Quark-Meson-Modeil anfgefait, d. h. die urspriinglichen Nukleonfelder
des Modells durch Quarkfelder ersetzt. Die Lagrangedichte hat dann die Form

L= %% {27#6.&!_}'9 (0+ 19°F 7?)} %a
a=1

1 1
+ 50400,0 4 SR OuF — Ulo, 7) —m2 fro, (2.52)

in welcher sie in der vorliegenden Arbeit Verwendung finden soll. Das Modell weist solitonische
Losungen auf, die jedoch die Translations- und Rotationsinvarianz der zugrundeliegenden Lagran-
gedichte verletzen. Derartige chirale Solitonen wurden bereits von anderen Autoren’ 4% diskutiert,

eine konsistente Behandlung der Schwerpunkieffekte wurde jedoch nicht durchgefiihrt.

2.2. Das eoclourdielektrische Modell

Im linearen Sigma-Modell, das im vorangegangenen Abschnitt vorgestellt wurde, sind die
Quarkfelder durch die mesonischen Felder, o und o, gebunden, aber ein absolutes Confinement
der Quarks wird durch die chiralen Felder nicht generiert. Die Beschreibung vieler experimentelier
Phénomene bei héheren Energien jedoch erfordert theoretische Modelle, die die langreichweiti-
gen Eigenschaften des Confinements beinhalten ohne die elementaren Quark- und Gluonfreiheits-
grade der QCD aufzugeben. Das Confinement der farbigen Objekte ist daher eine wichtige, wenn
nicht moglicherweise sogar die dominante Eigenschaft der starken Wechselwirkung bei niedrigen
Energien. Die Annahme der Existenz eines Confinements der Quarks und Gluonen wird durch
Gittereichrechnungen stark unterstiitzt.

Ein einfacher und intuitiver Weg diesen Sachverhalt modellmé8ig zu erfassen, ist die Ein-
fiihrung einer colourdielektrischen Funktion?®1®, Diese Gzd8e soll im perturbativen Vakuum , in
welchem die Quarks und Gluenen frei propagieren konnen, gleich Eins, im physikalischen Vakuum
aber gleich Null sein, Die Wechselwirkung gluonischer Felder mit einem skalaren Feld in solito-
nischen Modellen wird durch die dielektrische Funktion x{c) vermittelt, die so gew&hlt wird, das
#(0) = 1 und x(g,) = 0 ist. Dieser Mechanismus fiihrt zu einem Colourconfinement, wie aus dem
Gauss’schen Gesetz

V-D%=p" (2.53)

zu ersehen ist, worin D% = &(r)E® ist. Eine isolierte Farbladung fiihrt nun zu einem D-Feld, dessen

asymptotisches Verhalten (r - co) proptotional zu 1/r? ist. Die Energie des colourdielektrischen

Feldes :
()
3
/ d>r D&m (2.54)
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wird divergieren, da x(r) exponentiell gegen Null strebt, wenn das ¢-Feld seinen physikalischen
Vakuumerwartungswert im Limes r — oo erreicht. Die Energie eines isolierten farbigen Objektes
ist also unendlich grof.

Die den colourdielektrischen Modellen zugrundeliegende Idee®® ist es, das nichtperturbative
Vakuum der QCD durch ein perfektes chromodielektrisches Medium mit x = 0 zu beschreiben.
Die Region, in der £ = 0 ist, formt eine Blase (Bag) um die « # 0-Region im Inneren des Hadrons
und die Dynamik des Confinements reduziert sich darauf, die Werte des dielektrischen Feldes im
Gebiet der Colourtadungen zu bestimnmen.

Nielson und Patkés®! haben eine Verfahrensweise vorgeschlagen, die die Ableitung eines di-
elektrischen Feldes aus den Figenschaften der QCD unter bestimmten Annahmen erlaubt. Sie
benutzen einen ‘Block-Spinning’-Zugang, um zu zeigen wie ein colourdielektrisches Feld aus der
QCD zu begriinden wire. Eine ausfilhriiche Diskussion dieser Ideen findet man beispielsweise
in Ref. 21,69,70; hier sind nur die wichtigsten Schritte aufgefihrt. Als relevante Freiheitsgrade

werden die in Zeit und Raum diskretisierten Feldvariablen

Ulz,z +¢) = exp {zgs /jﬂ dy“A#(y)} {2.55)

eingefithrt, die den Paralleltransport in Gegenwart eines Eichfeldes von einen Gitterpunkt z zu

einem benachbarten Punkt z + ¢ symbolisieren. Die Mittelung iiber alle Pfade innerhalb eines
Kastens der Seitenlinge L fiihrt auf

ote

Ulz,z +¢€) = average [exp {zgs./x dy“‘A,J(y)H

~ K(z) +1e"By(z) (2.56)
worin By, = %J\aBﬁ das ‘grobfaserige’ (‘coarse-grained’) Giuon-Feld ist. Ein Colour-Singlet Vek-

torfeld, das aufgrund der SU/(3)-Eichgruppe ebenfalls auftritt’!, wurde im urspriinglichen Ansatz

von Nielson und Patkéds vernachlassigt.

Die kovarianten Ableitungen konnen unter Verwendung von
Uz, z +e)d(x + &) ~ ¢z} + e Dyo(x) (2.57)
definiert ‘werden.
Dﬁ, = I{a'u + 3gsB# (2.58)

Die Kombination K~1B,, tranformiert sich ebenso wie der der Feldstarketensor
G =0, (K718,) - 8, (Kk71B,) - 19, [K7'By, KB, | (2.59)

kanonisch unter den ‘coarse-grained’ Eichtransformationen.
Das resultierende Pfadintegral, das eine effektive Wirkung in den Variablen K und B, festlegt,
ist zu kompliziert, um auf analytischem Wege entwickelt zu werden. Nielson und Patkds bertick-

sichtigen daher nur die einfachsten Terme, deren Auftreten man erwarten wiirde, falls man die
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volle effektive Wirkung nach Potenzen von K und B, sowie deren Ableitungen entwickeln wiirde.
Dies sind der eichinvariante Colour-Singlet-Anteil von K und seine Ableitung sowie der einfachste

eichinvariante Ausdruck, den man mit B, bilden kann.
Te(DuB, — D,B,)? = Tr (K‘*GWGW) (2.60)

Nach Nielson und Patkds hat dann die effektive Lagrangedichte die folgende Form:

C= —%’I‘r (K*GumG™) + %c (0, TeK)? — V (TeE) + .. (2.61)

Nimmt man an, die Colour-Singlet-Anteile von K dominieren, so hat (2.61) die Form einer Eich-

theorie mit Colour-Dielektrikum

k=K% ... (2.62)

worin die Punkte Terme héherer Ordnung in K und seinen Ableitungen andeuten sollen. Fiihrt

man ein skalares Feld fiir den Singlet-Anteil von K ein
K = gy + Oktettanteile, {(2.63)

das aufgrund der Mittelung iiber die gluonischen Feldkonfigurationen als Glueball-Feld interpretiert
werden kann, so erhalt man, falls nur Singlet-Anteile von K Berlicksichtigung finden, fiir die

effekiive gluonische Lagrangedichte in niedrigster Ordnung
1 1 2
worin
s(x) = (gx)* + ... (2.65)
die dielektrische Funktion ist. Eine entsprechende Wechselwirkung der Quarkfelder mit dem co-
lourdielektrischen Feld erhalt man mit Hilfe der kovarianten Ableitung.
Lo=9[v* (gx28s — gsBu) —m] % (2.66)

Dieser Kopplungstyp wird auch von Broniowski et al.?® als einfachste Mdglichkeit der Kopplung
chiral invarianter Felder, wie dem Glueball-Feld, an Quarkfeider vorgeschlagen. Kanonische Quark-

felder kdnnen durch die Umskalierung

b= = __?m (2.67)

definiert werden. Der Term d,,x, der durch (2.67) auftritt, kann durch partielle Integration elimi-
niert werden und mit Hilfe der Erhaltung des Baryon-Stroms findet man:

- <D
by 1, 2 ], oo
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Diese effektive Wirkung beinhaltet ein absolutes Confinement, vorausgesetzt K — 0 im physika-
lischen Vakuum. Die perturbativen Abschdtzungen von Nielson und Patkds zeigen, da8 K, < i,
jedoch ist eine nichtstdrungstheoretische Behandlung notwendig. Gittereichrechnungen, die von
Pirner et al.?? durchgefiihrt wurden und auf einer unterschiedlichen Mittelungsprozedur beruhen,
zeigen, daB K, klein wird, falls die Lange I gro8 ist. Jedoch fuBen diese Abschatzungen auf endli-
chen Gitterabstanden, so dafl nicht klar ist, ob der Grenzwert tatsichlich den Wert Null annimmt.

Absolutes Confinement der Quarks in der Lagrangedichte {2.68) wird durch das Confinement
der Gluonfelder generiert. Auch wenn die Effekte der Gluon-Felder gro8 sind, wird die Struktur

baryonischer Zustinde durch die direkie Kopplung von Quark- und dielektrischem Feld
PP

m
Loy =1 [—] 1 2.69
ax x (2.69)
bestimint, die ebenso ein Confinement der Quarkfelder erzeugt, sofern sich das Minimum des
Potentials U{x) an der Stelle x, = 0 befindet, d. h. fiir den Vakuumerwartungswert gilt:

{O]xj0) =0 (2.70)

Dies ist die Basis fiir solitonische Modelle mit Confinement, wie sie beispielsweise von Chanfray
et al.?3 vorgeschlagen wurden. Die Interpretation von m in (2.69) als Quark-Strommasse scheint
aufgrund der riesigen isospinabhingigen Effekte’® physikalisch wenig sinnvoll. Besser ist es m als
die sehr viel gréflere dynamische Quarkmasse aufzufassen. Eine chiral symmetrische Version dieses
Modells kann dann durch Hinzunahme der chiralen Felder des linearen Sigma-Modells konstruiert
werden?9:30:31,

5

-
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=1
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—
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= |“=‘

=5 )
Die Verfahrensweise der Erzeugung dynamischer Quarkmassen hat Banerjee’ veranlaBt, eine

Quark-Meson Kopplung proporticanal zu x~? vorzuschlagen. In dieser Arbeit werden daher all-

gemeine Kopplungen der Art ¥ ™7 diskutiert werdexn.

Die chiral symmetrische Erweiterung der Modelle, in denen die Quarkfelder einem absoluten
Confinement unterliegen, erfolgt durch die Ersetzung des Quarkmassenterms durch die Kopplung

an die chiralen Felder, ¢ und . Ein Quarkmassenterm wird dann durch spontane Brechung der
itt erldutert — erzeugi. Derartige Modelle

chiralen Symmetri
beinhalten also sowohl (verborgene) chirale Symmetrie als auch ein (ph&nomenologisches) Confi-
nement der Quarks und sind damit den verschiedenen chiral erweiterten Versionen des MIT-Bag-

Medells Zhnlich7475:61.32) Die Lagrangedichte des chiral invarianten colourdielektrischen Modells,

das im Rahmen dieser Arbeit behandelt werden soll, hat die folgende Form?26-31,76

- g\* . 1
L=19 [10,4" + < (cf—i—z‘r.rry) ¢+§3“x3ux—U(x}

i !
+50%00,0 + 50"F - 04T — Un(0,7) —mifo (2.72)




2.2. Das colourdielektrische Modell 27

worin Uy, das Mexican-Hat-Potential (2.16) und

HEDE)RHE] e

das Selbswechselwirkungspotential des dielektrischen Feldes ist, das bis zu Termen vierter Ordnung

1
Ulx) = me?(g

entwickelt wurde.
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Abb. 2.2:  Selbstwechselwirkunkspotential des CD-Feldes

Die Abbildung zeigt das Potential des x-Feldes als Funkiion des von x/M —
M = my, ist die Gluebell-Masse — fir zwei verschiedene Parametersdaize, v =
0.040 und 7 = 0.06 (durchgezogene Kurve) sowie v = 0.019 und 5 = 0.06 (ge-

strichelie Kurve}.
Das Potential U(x) besitzt drei Parameter, my, ¥ und n und weist (im Allgemeinen) zwei
Minima auf, ein globales an der Stelle y = 0 und eine lokales (siehe Bild 2.2).

CD-Modelle dieser Art wurden verschiedentlich benutzt um nukleonische Eigenschaften zu
berechnen®0:52:76,59 ynd i

Al
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uarkmatene zu studieren’' *'°. Ebensc wie im

verletzen auch hier die chiralen solitonischen Losungen Translations- und Rotationssymmetrien,
die im Rahmen dieser Arbeit durch kombinierte Projektion auf Spin, Isospin und Impuls restautiert

werden. =







3. Klassische solitonische Losungen chiraler Valenzquarkmodelle

Im verhergehenden Kapitel haben wir zwel effektive chirale Quark-Meson Modelle, das Gell-
Mann Levy Modell und das chiral invariante colourdielektrische Modell, die phinomenologisch
die niederenergetischen FEigenschaften der QCD wiederspiegeln, vorgestellt und diskutiert. Gegen-
stand dieses Kapitels ist nun die Entwicklung klassischer solitonischer Lsungen derartiger chiraler
Valenzquarkmodelle. Einfithrend werden wir zunachst die Hamiltonoperatoren der betrachteten
Modelle angeben und die klassischen Bewegungsgleichungen aufstellen. Die Variationslosungen
minimaler Energie dieses gekoppelten nichtlinearen partiellen Differentialgleichungssystems sind
durch die Hedgehog-Konfiguration der Quark- und Mesonfelder charakterisiert (siche Anhang A).
Im Rahmen des Hedgehog-Ansatzes kann das Funktional der klassischen Energie berechnet und
nach den Feldern, die nun nur noch von |#| abhéngen, vartiert werden. Das partielle Differentialglei-
chungssystem geht somit in ein gewdhnliches iiber, das fiir entsprechende Randwertbedingungen
numerisch gelost werden kann. Das geschilderte Verfahren wird anhand des Gell-Mann-Levy Mo-
dells demonstriert. Die solitonischen Losungen des colourdielekirischen Modells erhalten wir in
gleicher Weise. Sie werden in einem nachfolgenden Abschnitt kursorisch behandelt. Um nun nu-
kieonische Eigenschaften (Ruhemasse, Ladungsradien etc.) durch Projektionstechniken aus den
chiralen Modellen zu extrahieren ist es notwendig den Lagrangian des jeweiligen Modells zu quan-
tisieren und einen Fockzustand aller beteiligten Felder zu definieren, so dafl der Erwartungswert
des quantisierten Hamiltonians identisch mit der kiassischen Energie des Systems ist (Mean-Field

Néherung). Dies wird in einem abschlieBenden Abschaitt erlautert.

3.1. Hamiltonoperatoren der Modelle
Die Hamiltonoperatoren des Gell-Mann-Levy Modells und des colourdielektrischen Modells

erhalt man in der iitblichen Weise aus dem Energie-Impulstensor

oL
wy U~ -
T _§£:6(3#¢i)ay¢, 7L (3.1)

der entsprechenden Lagrangedichten £.
H= f P2 T%(2) (3.2)
Der Hamiltonoperator, den man fiir das Gell-Mann-Levy Modell erhalt,

H=H,+ Hyn+He+Hr+ Hyp (3.3)

Wechselwirkungsenergie, der kinetischen Energie des o- und «-Feldes sowie der nichtlinearen Selbst-
wechselwirkungsenergie der Mesonfelder, dem Mexican-Hat Potential zusammen. Driickt man die
einzelnen Terme durch die Feldoperatoren und ihre kanonisch konjugierten Impulse

ac 5L
_——_— -‘ﬂ- - T 3.4
Pr = 5600 P = (807 (3.4)
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aus, so findet man:

3
H, = Z]dsz a(z) (—v7 - V + g fr) ga() (3.50)
P / P2 3a(2) (0(2) + 17 7(2)15) 80(2) (3:5)
a=1
] Pz [p2(2) + (Vo(2))? + mlo?(z)] (3.5¢)
5 [ & {pﬂ(x) Fele) + (V7(2) - Vi(2)) + m2 () - 7(a)] (3.50)

2
Hyp, = % / B [(:Tr'(z) A (@) + oM (2) + dfre (@)t
+2(#(z) - 7(2)) o(2) (o(z) + 2&)] (3.5¢)

In den Cl’ﬁ. {‘2 Ra—e) “'urde de\- 1M Se}nn

411 MGl e Lzl b a JLLA
Symmetriebrechung — verschobene o-Feldoperator
Massenterm (§gfx¢) fir die Quarkfelder auftritt.
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Fiir spitere Zwecke (Projektion) ist es niitzlich, die Operatoren H, und H, durch Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren der Mesonfelder auszudriicken. Entwickeln wir die Mesonfeldopera-
toren nach ebenen Wellen, so sind die Operatoren der kinetischen Energie der Mesonfelder (ein-

schlieBlich ihrer jeweiligen Massenterme) in dieser Basis diagonal, und wir erhalten
H, = f Bhows()a (B)a(k) (3.5¢)
3 r t
He=3Y Ji d°k wr(k)b; (E)bi(k) (3.5d")

worin wx(k) = k2 + mZ und ws (k) = /k% + m2 die Dispersionsrelationen freier Wellen sind.

Den Hamiltonoperator des colourdielektrischen Modells erhalten wir nun in gleicher Weise wie

beim Gell-Mann-Levy Modell. Es ist:
H=H;+Hym+Ho+Hx + Hy + HyL (8.6)

Die Terme Hy, H, und Hyj, sind durch die Gln. (3.5¢c—¢) gegeben. Die 1/x-Kopplung beinflufit
einzig den Massenterm der Quarks und die Quark-Meson Wechselwirkungsenergie. Zusatzlich ha-

ben wir natiirlich noch die kinetische Energie des y-Feldes und seine Selbstwechselwirkungsenergie,

usammengefat in dem Term H,, zu berticksichtigen.

."'Hq = i ] d°z §o(z) [—w V + fa (ﬁ)p] ga() (3.70)

Han= 3" [E2te) (L) o) + 47 Al aste) (3.70)

a=1
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1
iy :/433 > [Pa) + (Vx(@))? + ma(2)] +
my {47 ) 3 1 ( by ) 4
+—=1— -1 )+ — 1———- z 3.7¢
(T 1)@ + 5 (@) (370
In den folgenden Abschnitten werden wir die solitonischen Lésungen der klassischen Bewegungs-
gleichungen im SU(2)-Flavour Sektor, auf den wir uns hier beschrinken woilen, vorstelien und

diskutieren.

3.2. Hedgehog-Ansatz und Variationsifsung

der Bewegungsgleichungen des Gell-Mann-Levy Modells

Die klassische Energic E,; des Gell-Mann-Levy Modells erhdlt man aus dem Hamiltonope-
rator (3.3), indem man die Feldoperatoren der Mesonfelder durch entsprechende komplexwertige
Funktionen ersetzt. Im Fall der Quarks beschrankt man sich hierbei auf die Valenzquarks. Die
klassischen Felder selbst werden dann mit Hilfe des Variationsprinzips bestimmt. Da nur zeitu-
nabhingige Losungen von Interesse sind, kénnen Felder und kanonisch konjugierte Impulse un-
abhingig voneinander variiert werden. Die Variation der Felder und Momente ist jedoch unter der
einschrinkenden Bedingurng auszufiihren, daB die Baryonenzahl eine ErhaltungsgréBe ist. Diese

Aussage ist gleichwertig mit der Bedingung, daB die Quarkfelder die Norm
N, = [Eod@) o) =1 (3.3)

haben. Derartige Nebenbedingungen werden Gblicherweise mittels der Methode der Lagrange’schen

Multiplikatoren berficksichtigh. Wir haben daher die stationiren Losungen des Funktionals
Flg,o,7]=E,[q,0,7] - sjd3$ q(z)Tq(:ﬂ) (3.9)

zu ermitteln. Die Variation des Funkiionals (3.9) 6F[v:{=)]/év:(y) = 0, in welchem die ¢; die
Felder und ihre kanonisch konjugierten Momente bezeichnen, filhrt dann auf ein gekoppeltes nicht-

lineares partielles Differentialgleichungssystem.

[t 7 4 g (o(@) + 1157 - 7))l () = eq(e) (3.100)

[—Vz + mg] o)+ WL};’["E_@ + gd(=)g(z) = 0 (3.108)
po(e) = (3.100)

(9% 4 m2] ey + PNLET gty rafe) = 0 (3.100
Fr(2) =0 (3.106)

Es ist imn Allgemeinen eine technisch sehr anspruchsvolle Aufgabe alle solitonischen Lésungen
eines derartigen Differentialgleichungssystems aufzufinden. Da wir jedoch nur die Ldsung niedrig-
ster Energie, aufler der trivialen Ldsung, hier betrachten wollen, diirfen wir annehmen, daf die
drei Quarks, die das Baryon aufbauen, im Ortsraum den Zustand niedrigster Energie (1s-Orbit)

besetzen und identische Spin-Flavour Struktur haben.

()
(rl0y= 2= (5 ) ) (3.11)
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Hierin ist |x(n} ) ein noch ndher zu spezifizierender Spin-Flavour Zustand eines Quarks mit belie-
biger Colourquantenzahl. M. Fiolhias™% hat gezeigt, daB die allgemeinste Spin-Flavour Konfigu-

ration durch den generalisierten Hedgehog Zustand in der Form
Ix(n)) =cosplul)—sinpldT) (3.12)

beschrieben wird, sofern der Lagrangian -— wie in unserem Fall — invariant unter Lorentztransfor-
mationen und Drehungen im Isospintaum ist. Ist der Lagrangian auch unter der Zeitumkehrtrans-
formation invariant — dies ist hier natiirlich auch der Fall — so 18t sich beweisen, daB der Hedge-
hog |x{n = Z)) ein stationarer Zustand der Bewegungsgleichungen mit extremaler Energie ist 4246,
Ein detaillierter Beweis findet sich in Anhang A. Dariiberhinaus ist der Hedgehog (n = #/4) im
Limes exakter chiraler Invarianz (m, — 0) die Variationslésung minimaler Energie des linearen
o-Modells, falls die Erwartungswerte der Mesonfeider auf dem chiralen Zirkel liegen®® 7, also die
Bedingung

{e¥() +(F(r)) = f7 (8.13)

erfiillt ist. Die numerische Berechnung der Energie E(n) zeigt, daB dies auch dann giiltig bleibt,
falls von der Bedingung (3.13) abgewichen wird, die Mesonfelder also nicht auf dem chiralen Zirkel
liegen, bzw. my # 0 ist*®. Die Umkehrung dieser Aussage ist nicht giiltig.

Die Strukturen der Bosonfelder sind durch die Quellterme (vgl. Anhang A Gln. (A.15a) und
(A.15b)) in den Bewegungsgleichungen (3.108,d), also durch die Quark-Hedgehog Konfiguration
festgelegt. Wir wollen dies anhand der Quark-Pion Wechselwirkungsenergie

3
Fyr =0 Y [ #raalrinsir)res) (3.14)

a=1
verdeutlichen. Fiir die Energie E,r erhalten wir nach Einsetzen des Quark-Hedgehogs (3.11,3.12)
in GL (3.14):

Egr = g% / Fzu(rp) [(n( 2 + ﬂ—z(-r)%) sin 2 + ma(r) =2 | (3.15)

Ist § = %, so haben alle Quellterme die gleiche Struktur mit identischen radialen Anteilen, und
der Quark-Hedgehog erzeugt ein klassisches n-Feld, welches die Struktur einer p-Welle aufweist.
- @
7(z) = Z6(r) (3.16)
In analoger Weise stellt sich heraus, da8 das o-Feld sphérisch symmetrisch, also eine reine s-Welle
ist. -
Ein Resiimee der bisherigen Uberiegungen und derjenigen aus Anhang A fiihrt auf die Aussage:
Sind Zeitumkehr, Drehungen im Isospinraum und Lorentztransformationen Symmetrietransforma-

tionen eines Lagrangians, dieser also invariant unter diesen Transformationen, so ist der Hedgehog

NV Y B A T 2
(rled == () Z5 = 1) (.170)
o{r) = o(r) (3.178)

(=) = _%r;b(r) (3.17¢)
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eine Variationslosung minimaler Energie des Funktionals (3.9), in welchem die Boson-Felder als

klassische Felder aufgefaBt werden. Der Hedgehog ist ein Eigenzustand des Grandspinoperatorsl®
G=J+T (3.18)

mit dem Eigenwert ¢ = 0. Dies hat natiirlich zur Folge, daB sich die solitonischen Losungen nicht
nach Eigenwerten (J? J3) des Spins und des Isospins (’fz,Tg) klassifizieren lassen, also keinen

definierten Spin und Isospin haben{a),

Die klassische Energie der Hedgehog Konfiguration

By =4 /0 dri? { — l:u(r)g;v(r) — o(r) () + Zu(ryu(ry

0 (U +0) (#2029 + 2000110
+ é {(%a{r})z + mie®(ry+ (%d){r}) ’ 5 $2(r) + mié .i

+ 2 [640) + 50 + 47030 +2 (00 + 20r0(r) Mr)]} (3.19)

ist ein Funktional der Felder u,v,o und =, deren radiale Gestalt mit Hilfe des Variationsprinzips

unter Einschluff der Nebenbedingung
Nglu, 0] = fdr )+ v (r)) (3.20)
zu ermitteln ist. Die Variation der Felder des Funktionals,
Fluv,o,7) = Eglu,v, 0,7 — 32N, [u, 7] {3.21)

welches die Bedingung (3.20), die die Erhaltung der Baryonenzahl garantiert, in Form eines La-

grange’sche Multiplikators enthélt, filhrt auf ein gekoppeltes nichilineares gewdhnliches Differenti-

algleichungssystem.
2 s = = L+ oor) + £)] () + 9u(r)o(0) (3.220)
';_,.”(T) = —‘2'”(7”) + [e — go{r} + fx)] ulr) + gu(r)o(r) (3.22b)

Zrotn =22ty - Lo () - 0) +

+mZa(r) + 22 [o2() (o(r) + 3f) + 6%) (o) + fr)] (3.22¢)
%é(r) = —%g;sé(f) + ;?gq&(r) - %gu(r)v(r)-{-

+m2o(r) + A2(r) [62(r) + o(r) (o) + 2£1)] (3.22d)

(3)Man zeigt leicht, daB der Hedgehog kein Eigenzustand von {J2, J3) und (fz,Tg) ist.
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Der Hedgehog Ansatz ist eine exakte Losung der Bewegungsgleichungen (3.10), d. h. sowohl die
Variation der klassischen Hedgehog Energie (3.19), wie das Einsetzen des Hedgehogs in die Be-
wegungsgleichungen (3.10a—¢) fihrt auf das Differentialgleichungssystem (3.220-d)*. Die beiden
ersten Gleichungen (3.22a) und (b) entsprechen der Diracgleichung, die die Mesonfelder {r) und
é(r) als Potentiale enthilt. Die Gleichungen (3.22¢) und (d) sind als Klein-Gordon Gleichungen
zu interpretieren, in welchen die Quellterme (u?(r) — v*(r)) fiir das o-Feld und u(r)v(r) fir das
7-Feld auftreten. Das System (3.22) ist ein Differentialgigeichungssystem 6. Ordnung, so da8 wir 6
Randwertbedingungen zu spezifizieren haben. Damit die Gleichungen (3.22b, ¢) und (d) im Limes

r — 0 endlich sind, fordern wir:

r—0N=10 (3.230)
¢(r—0)=0 (3.23b)
do(r) ] _
[ B ]1-._,0 =0 {3.23c)

In Anbang C werden die Randwertbedingungen diskutiert, denen die Felder im Limes r — oo zu

genligen haben. Diese sind:
r-é@;cr(r) +{(14+mer}e(r)=0 (3.23d)
P (1 + mgr) 56;45(1') + [2 + 2mgr + (m,r)i*] $(r) =0 (3.23¢)

1
u(r) [W +rVgfr - E] —ro{r)vgfr+e=0 (3.23f)

Die beiden ersten Randwertbedingungen implizieren unmittelbar

I 9.,f-Y
|2 ] =0, (3.24)
L a?’ r—{

die letzte bewirkt ein Einschrankung der Eigenwerte ¢ der Valenzquarks.

—gfr el +ofx (3.25)

Das System (3.22) mit den Randwertbedingungen {3.23) kann auf numerischem Wege gelost wer-
den, so daf die Bedingung (3.20) erfiillt ist. Eine effiziente Losungsmethode besteht darin, zwei

weitere Differentialgleichungen

ONg(r) _ 8 [T 2. 20 v % {
=g ), P (P () (3.26a)
g% - (3.260)
mit den Randwertbedingungen
Ng{r —0) =0 (3.27a)

Ng(r —o0) =1 {3.27h)
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Abb. 3.1: Hedgehog-Energie E. versus Quark-Meson Kopplungskonstante g

Eine normierte, lokalisierte solitonische Losung endlicher Energie (durchgezo-
gene Linien) der Bewegungsgleichungen (3.22) tritt nur oberhalb des Grenzwer-
tes gupiy ouf, der bei den hier gewdhlten Parametern, my = 0.6 GeV, m, =
0.1396 GeV und f = 33 MeV, bei efwa gppy ~ 3.86 liegt. Die gestrichelte Linie
zeigt die Energie drei freier Quarks — 3gfx.

dem System (3.22) hinzuzufiigen. Dies garantiert, daf die Bedingung (3.20) stets erfiillt ist.

Wir konnen zwei Arten von Losungen unterscheiden, die Vakuumidsung mit £, = 0, fiir
die alle Felder identisch verschwinden, und eine Losung mit endlicher Energie, die oberhalb eines
Grenzwertes g > gp;; auftritt. Bild 3.1 entnimmt man, daf letztere Losung in zwei Aste zerfalit.

Der obere Ast enthalt Losungen, deren Quark-Eigenwert € o gf» nahe am Kontinuum liegt und

ist.

deren Energie groSer als 3gf; — der Energie drei freier Quarks

Dieser Zweig solitonischer Losungen ist daher instabil und kann in drei freie Quarks zerfallen. Eine
ausfiihrliche Diskussion dieser Problematik findet man in Ref. 80. Der uns interessierende Zweig
lokalisierter solitonischer Loésungen ist der untere, der gegen den Zerfall in drei Quarks stabil ist.
Die Energie nimmit mit sunehmendem g stark ab und kann sogar negativ werden. Ebenso nehmen
die Quark-Eigenwerte ab und werden ab etwa g ~ 5.5 negativ. In Bild 3.2 sind fiir eine typische
Losung deg unteren Zweiges die radialen Anteile der oberen {u{r)) und unteren (v{r)) Komponenten
des Quarkspinors aufgetragen, in Bild 3.3 die radialen Anteile der Meson-Wellenfunktionen. Die im
Gegensatz zur Losung des oberen Zweiges ausgeprigte kleine Komponente v(r} des Quarkspinors
zeigt deutlich den relativistischen Charakter der solitonischen Losungen dieses Zweiges. Alle Felder

weisen eine ausgeprigte Struktur auf und gehen ab etwa 1.0-1.2 fm in ihre asymtotische Form tiber.
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Abb. 3.2: Radiale Abbdngigkeit der Spinorfelder u und v im linearen o-Modell

Aufgeiragen sind die Felder u(v) und v(v) fir die Parameter my = 1.2 GeV und
g=>5.0.
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. . Abb. 8.8: Radiale Abhingighkeit der Mesonfelder o und ¢ im linearen o-Modell

Die Parameter sind die gleichen wie in Bild 3.2.
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3.3. Colourdielektrisches Modell

Die Verfahren, die bei der Erarbeitung einer solitonischen Ldsung des linearen o-Modells zum
Tragen kamen, kénnen nun unmittelbar fiir die Losung des Colourdielektrische Modell iibernom-
men werden. Um die klassische Energie des colourdielekirischen Modells zu berechnen, ist es
Jedoch notwendig, unseren Ansatz fiir die Mesonfelder zu erweitern, da in diesem Modell das x-
Feld hinzukommt. Die raumliche Konfiguration dieses Feldes ist jedoch nicht mehr vollstindig
durch die Struktur der Quellterme — festgelegt durch den Quark-Hedgehog — in der mesoni-
schen Bewegungsgleichung bestimmt, da das y-Feld nichtlinear an die Quarkfelder koppelt. Da
das x-Feld als Glueballfeld niedrigster Energie interpretiert wird und die gleichen Quantenzahlen
(JFC = 0++,T = 0) wie das o-Feld besitzt, liegt es nahe ebenfalls eine sphérisch symmetri-
sche Struktur, also eine s-Welle fiir dieses Feld anzusetzen. Dies ist konsistent mit der Hedgehog-
Konfiguration der iibrigen Felder, so dafl der Hedgehog in Verbindung mit der sphirischen Struktuer

~des x-Feldes wiederum eine exakte Losung der Bewegungsgleichungen mit extremaler Energie ist

{(vgl. Anhang A). Setzen wir den Ansatz

o b u(r) g i) .
(0= 7= () 5 (1 =1 1) (3.280)
o(z) = o(r) (3.288)
#(z) = -f;gb(r) (3.28¢)
(&) = x(r) (3.284)

in den Hamiltonian (3.6), welcher die Mesonfelder als klassische Felder enthilt, ein so erhalten wir

die klassische Energie

[« <]
Eg=dr [ drr? Ii 5 - U(r)i u(r) + Eu(r}v(r)—;—
[4ml ar " dr r

+ ( xgr))?’ [(fw + o(7)) (uz(r) - 1,2@)) + 21!(7‘)'0(1‘)(;5(1')” "

1 F g 2 2

-i-§ (B;a(-r)) -+ m 6’2(?‘)+ ( gb(r)) 5 6°(r) +mr¢2(r)-‘
1|78 2 .,

+§{(gx(r)) ()| +
Az

+ 5 [0 + 080+ 4520%(r) + 2 (530) + 2Fe0(r)) 3] +
Triy {/ 7?4 ) 3 ] (/ ii‘}\ 4 1

+ =2 (4L 1) ¥+ 2 5 1-—6—-) r 3.29
ol v X+ g5 (1-63 x()J (3.29)

Die Variation der Felder des Energiefunktionals flihrt dann unter Einschiuf der Nebenbedin-

gung (3.20) auf das folgende Differentialgleichungssystem,

%_u(r)_:—[s—i—(;%) (o) + 5] vt + () ats) (3.300)
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2 ey = ——v()+[e (()) (o) + 1) )= (5 ) ot (3.300)

2
Z ot = to () (R0 -vm)+
+mia(r) + A2 { (P o(r) + 3£x) + 64 (o(r) + f.r)] (3.30¢)
Zre= =220+ S+ & () womio
+ m,rqb(r) + A2¢(r) [¢2(r) +o(r)(o(r) +2f)| (3.30d)
2 p+1
T =-22xt)- L (L) [(00)+ 1) (430 = ¥) + 2u6r1utr)o)] +
3my [ 7t 2 4
+ mxx(r) +x%(r) [— ——‘;—- (8— ) + po (1 - 6%) x(r)] (3.30¢)
das im Limes r ~ 0 mit den Randwertbedingungen
v(r—0)=10 (3.31a)
d(r—0)=0 (3.318)
[3_‘:;&‘_)] ~0 (3.31¢)
r r—0
[9263(_")] — 0 (3.31d)
L P,

und im Limes # — oo mit den Randwertbedingungen {vgl. Anhang C)

r%a(r) +{1+mgr)o{r) =0 {3.31¢)

r-g;:x(r) + {1+ myr)x(r) =0 (3.31f)

{14+ mar) —é(?;é(r) + [2 + 2mgr + (m,,r)g] ¢{r) =0 {(3.31¢)
u(r) —v(r} =0 (3.31h)

zu 16sen ist. Numerische Losungen dieses und ahnlicher Modelle sind bereits von anderen Autoren
vorgestellt und diskutiert worden (siche zum Beispiel Refs. 31-52). Die wichtigsten Eigenschaften
der numerischen Losungen des Systems (3.30a—e), die mit Hilfe des Programmpaketes COLSYS®!
entwickelt wurden, sind im Folgenden zusammengestellt.

Der exponentielle Anstieg der Quarkmasse, hervorgerufen durch die 1/x—Kopplhing des colour-
dielektrischen Feldes an die Quarkfelder, erawingt einen doppeltexponentiellen fall-off der Funk-
tionen u(r) und v(r) (siche Anhang C Gl. (C.26)). Um eine konvergente Losung zu erzielen, darf
daher das Intervall [0, rrqz), in welchem das System (3.30a—e) gelost werden soll, micht zu gro8
gewahlt werden. Der cut-off Radius muB jedoch so groB sein, daff die mesonischen Felder bereits
ihre asymptotische Form erreicht haben. Fiir die hier betrachteten Parametersitze hat es sich

“bewahrt, oz ~ 1.9 — 2.2 fm zu wahlen. Die Felder « und v sind dann bereits um 5-6 GroBenord-

‘nungen kleiner als ihr Maximalwert. Die Mesonfelder — insbesondere das 7-Feld — konnen jedoch
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Abb. 3.4: Norm des Quarkspinors versus Guark-Eigenwert ¢

Fur verschiedene Kopplungskonstanten g (my, = 1.4 GeV, 5 = 0.075 und v =
0.019) ist hier die Norm gegen den Quark-Eigenwert ¢ aufgeiragen. Oberhalb
von g = 107 Mev existiert keine normierbare Losung mekr. In einem schmalen
Bereich von § Mev findet man zwei normierbare Losungen und fir Kopplungs-
konstanien g < 102 MeV dann nur noch eine.

an der Stelle r = ryqz noch nicht als vernachlissigbar klein betrachtet werden und miissen daher
— zur Berechnung der Energie oder der Ladungsradien beispielsweise — durch ihre asymptotischen
Formen analytisch fortgesetzt werden.

Ausgepragte Strukturen der chiralen Felder, ¢(r) und ¢(r), treten unabhingig von anderen
Modellparametern nur fiir grofie Quark-Meson—Kopplungskonstanten g ~ 100 MeV auf. Unter-
sucht man derartige Losungen, so stellt sich heraus, daB in einem kleinen Bereich der Kopplungs-
konstanten g zwei normierbare Losungen existieren (siehe Bild 3.4). Oberhalb eines kritischen Wer-
tes von g existiert keine normierbare Losung mehr, und mit abnehmendem ¢ findet man zunichst
zwei und dann nur noch eine Losung des Systems (3.30a—¢) mit der Norm N = 1. Aus Bild 3.4 ist
zu entnehmen, daf die Funktion N () mit abnehmenden Werten ¢ zunichst monoton wichst(e),
ein Maximum durchlauft, und dann sehr rasch wieder abfallt. Man ist daher vielleicht versucht
anzunehmen, dafl es — falls itberhaupt eine normierbare Losung existiert — stets zwei Losungen
geben sollte. Dies ist jedoch nicht der Fall. Es ist nicht moglich, eine konvergente Losung zu finden,
falls ¢ einen unteren Grenzwert unterschreitet, so daf in der Tat nur eine Losung mit der Norm
N =1 fir kieine Kopplungskonstanten zu existieren scheint. Es wird sich zeigen, daf physikalisch

verwertbare Losungen immer beim groSieren der beiden Eigenwerte zu finden sind.

{)Ein Wiederanstieg von N (g) ist auch fiir sehr grofie € nicht zu beobachten.
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Abb. 3.5: Radiale Form der Felder w und v im CD-Modell

Fir den gleichen Parametersaiz wie in Bild 3.4 sind fir g = 102 MeV beide nor-
mierbaren Losungen fir u(r) und v(r) oufgetragen. Die entsprechenden Eigen-
werte sind € = 349 MeV (durchgezogene Linie) und ¢ = 378 MeV (gestrichelte
Linie).

“Meson—Wellenfunktionen [frm)

r [fm}

" Abb. 3.6: Radiale Form der Mesonfelder x, ¢ und o im CD-Modell

Parametersatz und Zuordnung der Kurven zu den Figenwerten ist der Bildun-
terschrift zu Bild 3.5 zu entnehmen. Der besseren Ubersichtlichkedt halber wurde
o(r) an der Abszisse gespiegelt und um fr verschoben (o — —o — fr). - '

In Bild 3.5 sind die radialen Anteile der Quarkfelder u(r) und »(r}), in Bild 3.6 diejenigen
der Mesonfelder x{r), #{r) und ¢(r) fiir eine Kopplungskonstante g aufgetragen, die gerade noch
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zwei normierte Losungen erlaubt. Beide Losungen unterscheiden sich deutlich voneinander. Dies
gilt insbesondere fir die Mesonfelder. Die Graphen von u(r), v{r) und x(r), die dem kleineren
der beiden Eigenwerte zuzuordnen sind, haben geringere Ausdehnung und weisen auf einen ge-
ringeren Solitonradius hin, Pion- und Sigmafeld sind erheblich stirker ausgepragt. Werte von
|o(r = 0)] > fr sind jedoch nie aufgetreten, in Ubereinstimmung mit den Beobachtungen von
Drago et al.32. Allgemein 158t sich feststellen, daB mit abnehmender Kopplungskonstante (an-
steigendem QQuarkeigenwert} die Ausdehnung der Felder wiachst und die Pion- und Sigmafelder
zunehmend gegen ihre Vakuumerwartungswerte streben und fiir Kopplungskonstanten g ~ 20— 30
MeV nahezu verschwinden. Die klassischen Losungen fiir o{r) und ¢(r) sind im colourdielektri-
schen Modell sehr viel schwicher als im linearen o-Modell, da die Bindung der Quarks hier im

wesentlichen durch das y-Feld bewirkt wird.

Um das phinomenologische Confinement der Quarks im colourdielektrischen Modell zu il-
lustrieren, ist in Bild 3.7 die radiale Abhangigkeit des Massenterms — gf,/y(r) — der Quarks
aufgezeichnet. Je nach Kopplungskonstante zeigt der Terin gfz/x(r) in einem grofen Bereich
einen nahezu konstanten Verlauf, um dann in einen sehr steilen exponentiellen Anstieg iiberzuge-
hen. Freie Quarks kdnnen daher nicht auBerhalb eines ‘Bags’, dessen Radius durch die Kopplungs-
konstante g festgelegt wird, existieren, da ihre Masse in einem solchen Fall unendlich grof wird.
Im Zentrum des Solitons ist der Quarkeigenwert ¢ stets grofler als die dynamische Masse mg der
Quarks und ein Quark verhalt sich dort wie ein quasifreies Teilchen. In der Region, in der m; > ¢

gilt, streben die Funktionen u(r) und »(r) jedoch sehr schnell gegen null.

3.4. Quantisierungsverfahren und Fockzustand

Die solitonischen Loésungen, die wir in den beiden vorangegangenen Abschnitten diskutier-
ten, haben wir aus den klassischen Hamiltondichten gewonnen, indem wir die auftretenden Fel-
der als c-Funktionen und nicht als Quantenfelder betrachtet haben. Im nachsten Kapitel wollen
wir ein Projektionsverfahren vorstellen, das uns in die Lage versetzt, sowohl nukleonische Eigen-
schaften aus den erwihnten Modellen zu extrahieren als auch spuriose Schwerpunktsbewegungen
der Solitonlosung zu beriicksichtigen. Die Anwendung dieser Projektionsmethode — simultane
Peierls-Yoccoz-Projektion auf Spin, Isospin und Impuls — setzt jedoch einen Quantenzustand der
zu projizierenden Felder voraus. Um dies zu erreichen, fordern wir, dafl die Feldoperatoren den
kanonischen Quantisierungsregeln gentligen, und konstruieren einen Fockzustand als Tensorprodukt
einer Slaterdeterminante fir die Fermionfelder und kohirenter Zustande fiir alle beteiligten Boson-

klassische Energie gegeben ist (Mean-Field Naherung).

Die Quantisierung des Hamilton’schen Funktionals geschieht durch die Forderungen, die an

die Fermion- und Bosonfelder zu stellen sind. Diese miissen die kanonischen Kommutator- bzw.

felder in der Weise, dafB der Erwartungswert des Hamiltonoperators in diesem Zustand durch die

Antikommutatorregeln fiir Zeitpunkte zg = yp erfiillen.

(6(2), Bo(¥) 120z = 76" (2 —¥) (3.322)
(7@ k)| =" (- y) (3.326)

040
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Abb. 3.7 Radiale Abhéngigkeit des Quark-Massenterms gfz/x

Der Parametersaiz ist wiederum derselbe wie in Bild 3.5. Deutlich sichibar ist die
zunehmende Ausdehnung der des x-Feldes mii abnehmender Kopplungskonstanie

g-
N N
{e@ribo | =@y (3.32)
zo=yo
Die obigen Vertauschungsrelationen fithren auf die iiblichen Entwicklungen der Feldoperatoren.

N 1 i
a(=) = &)an + fr(e)a 3.33a
@)= % = (in(@an + Fi@)on) (3:33)
N — fwn,., wr o PR
fa(®) = =1 /5 (fal@)en — fr(@)en) (3.330)

n ¥

. 1 . ot
7(z) = z )by + gn{2)b 3.33¢
() ;\/m(gn()ﬂ gn()n) ( )

(@) = =T |2 (@ - g2 () (3.330)
¥(z) = Z {(@n(e)Bn + ﬁn(m)DE) (3.33¢)

Die jeweiligen Summen erstrecken sich iiber geeignete vollstindige Satze orthonormierter Funktio-
nen und die Operatoren lassen sich als Erzeugungs-und Vernichtungsoperatoren interpretieren. Zu
jedem vollstindigen Satz derartiger Funktionen kaun ein Fockraum durch Anwendung der Erzeu-

gungsoperatoren auf den 0-Teilchen-Zustand konstruiert werden, der jeweils durch

aal0) =0 a0} =0 Bpl0}=0 Dpl0})=0 Vvn (3.34)
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definiert ist. Dieser (-Teilchen-Zustand kann als Vakuumzustand interpretiert werden, falls er
rotations- und translationsinvariant ist, d.h. falls die Basen — fr(e&), gn{2), an{z).8(z) — den
genannten Invarianzbedingungen genligen. Ist dies nicht der Fall, so erhdlt man einen solchen
(invarianten) Zustand mit Hilfe einer Bogoliubov-Transformation, die die nichtinvariante Basis in

eine invariante iiberfithzt.

Bei der Konstruktion des fermionischen Anteils des Fockzustands werden die Seezustinde im
weiteren nicht mit einbezogen. Dies ist im Hinblick auf die Gradientenentwickiung des bosoni-
sierten NJL-Modells sinnvoll, da die Seezustiande durch die kinetische Energie der Mesonfelder
absorbiert werden, so dal die explizite Berticksichtigung des Diracsees im Gell-Mann-Levy Modell
‘double counting’ bedeuten wiirde. Ebenso verfahren wir im colourdielektrischen Modell und be-
trachten auch hier nur den Valenzquarkanteil des fermionischen Fockzustands, obwohl eine klare
- Rechtfertigung einer solchen Approximation wie im o-Modell hier nicht gegeben ist. Jedoch sind
“die Quarkeigenwerte ¢ im clourdielektrischen Modell sehr viel gréfler als im linearen o~Modell.
~ Dort liegt die Masse der Konstituentenquarks mg = gfx bei 400—500 Mev, wihrend £ einige zehn
Mev (fiir Kopplungskonstanten g ~ 5) nicht iibersteigt und ab etwa g ~ 5.5 sogar negativ wird.
Im colourdielektrischen Modell beobachtet man sehr viel gréfiere Werte von £ (300—400 Mev),
die im Zentrum des Solitons (r = 0) stets grofer sind als die dynamische Quarkmasse {siehe auch
Bild 3.7). Man darf daher wohl annehmen, daf eine Polarisation des Diracsees durch die Va-
lenzquarks unwahrscheinlich ist und die Seezusténde vernachlissigt werden diirfen. Des weiteren
haben Drago®? et al. die Beitrége zur Energie, die auf den Diracsee zuriickzufiihren sind, in ei-
nem chiral invarianten colourdielektrischen Modell abgeschitzt, und erhalien nur eine geringfiigige
Erhéhung der Energie, so dafl eine Vernachlissigung dieser Beitrdge gerechtfertigt scheint. Wir
behandeln also hier beide Modelle auf gleicher Grundlage und konnen so vergleichende Aussagen

--- im Rahmen der verwendeten Naherungen -— machen.

Um das Pauli-Prinzip zu erfiillen, haben wir einen antisymmetrischen Zustand der N, = 3
Quarkfelder im Colourraum, d. h. eine Slaterdeterminante, zn konstruieren. Wir setzen also fiir

einen allgemeinen Valenzquarkzustand

Ne ,
%y = T1 [ 32 B} () aar(2)[0 ) (3.35)

g=1

AONIIgUr iocn
ey =8l Bl Bl oy (3.36)
1 i u(r) ) k
B0} = e 3.37
(r180% = = (5 ) s (37

(9Der Index b deutet an, daB es sich bei dem Zustand |0), um den *Vakuumzustand’, genauer
0—Tetlchen-Zustand, hinsichtlich einer Basis aus gebundenen Spinorzustanden handelt.

I
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Im Allgemeinen ist der Zustand |0}, weder rotations- noch translationsinvariant, sondern eine
Linearkombination freier Zustinde mit positiver und negativer Energie, da die Quarkfelder In
einer Basis aus gebundenen Losungen der klassischen Diracgleichung entwickelt werden. Dies
hat zur Folge, daf die Uberlappe zwischen gedrehten und verschobenen Quarkvakua von eins

verschieden sind. Wir benutzen hier die gleiche Approximation wie in Ref. 39 und vernachlassigen
hier Abweichungen dieser Uberldppe von eins.

Die Gradientenentwicklung der Wirkung des NJL-Modells fiihrt auf die Wirkung des linearen
chiralen Sigma-Modells mit Valenzquarks®3%8 so daB Seezustinde nicht weiter beriicksichtigt
werden miissen. Formal entspricht dies der Forderung fn(z) = 0 Vn in Gl (3.33¢) zu setzen.
Unter dieser Voraussetzung kann man nun zeigen, daff der 0-Teilchen-Zustand |0 ) invariant unter

Rotationen und Translationen ist, d. h. die Uberlappe der Quarkvakua sind identisch eins.

Die Beschreibung der Quantenzustinde der Mesonfelder erfolgt durch kohérente Zustandele),
lo} = U(#s)[0), (3.38)
die mit Hilfe des unitiren Qperators®?

Uy = o { -+ [ &2 oale)po(@) | (3.39)

konstruiert werden konnen{f). Diese sind Eigenzustiande des Vernichtungsoperators
anlo} = /S o) (3.40)

o = ] Pz f2(2)0(2) (3.41)

worin

die Entwicklungskoeffizienten der der klassischen Feldkonfiguration sind. Aus der wichtigen Eigen-

U= (o) F () (o) = F(6 + 01) (3.42)

lassen sich die Erwartungswerte normalgeordneter Produkte der Feldoperatoren sowie der konju-

gierten Impulse im Zustand |o} ableiten.

= ol (%) (3.43a)

(o] 6 Hey=9¢
ey =0 (3.430)

{of: P

(¢)Die folgenden Gleichungen beziehen sich alle auf den kohérenten Zustand des o—Feldes. Die
kohirenten Zustinde des y—Feldes werden vollig analog konstruiert, und die koharenten -
Zustinde werden gebildet, indem man iiber die einzeinen Isospinkomponenten von Te(®) und

7, () summiert.

{F)Eine detaillierte Diskussion kohirenter Zustande findet man in Anhang B.
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Die Erwartungswerte (3.432) und (b) haben die gleichen Eigenschaften wie die Mean-Field N&he-
rung (MFA), die in in den den vorhergehenden Abschritten benutzt wurde, um die Bewegungsglei-
chungen zu erhalten. Berechnet man die Energie als Erwartungswert des Hamiltonians, so erhalt
man die klassische Energie des Solitons {(Gln. {3.19) und (3.29)), die anf die Bewegungsgleichun-
gen (3.22a-d) bzw. (3.30a—e) fihrt, die in den Abschnitten 3.2 und 3.3 diskutiert wurden.

Die Normalordnung der Produkte der Feldoperatoren eleminiert die divergenten Beitrige zu
den Erwartungswerten, die in den Fluktuationen der kohérenten Zustande enthalten sind, d. h.
die {divergenten) Vakuumerwartungswerte werden abgezogen. Klassische Approximation {MFA)
und statische Erwartungswerte normalgeordneter Produkte der Feldoperatoren (3.43a) und (3.435)
sind daher identisch. Alle Quantenbeitrage zu diesen Erwartungswerten sind durch die Normal-
ordnung beseitigt. Diese hingen daher nicht weiter von den gewihlten Basisfunktionen f(=)
... (und den zugehdrigen Vakuumzustinden) ab, nach welchen die Feldoperatoren und ihre konjugier-
ten Momente entwickelt werden ( siehe Gln. (3.33a) und (b)), Die Wahl der Basis mag deshalb
unbedeutend erscheinen. Dies trifft jedoch nicht mehr zu, falls Erwartungswerte zwischen verschie-
denen kohirenten Zustanden betrachtet werden, wie sie bei Projektionsrechnungen aufireten. Die
Ausdriicke {B.27) urd {B.28) aus Anhang B hingen explizit von der gewshlten Basis ab, die die
Quantenfluktuationen der kohérenten Zustinde durch die Wahl des Vakuums festlegt.

Um Projektionsrechnungen ausfiilbrbar zu gestalten, werden die Feldoperatoren

cr(s:):(-%r)% %% [e*k'ga(k)Jre-*k-aJ(k)] (3.44a)

Ve
#z) = (-2%)5 f 4k ﬁ [e""'”g(k)-}- e—‘k““:?f(:g)] (3.44b)

nach ebenen Wellen mit den Dispersionsrelationen

we = y/mZ + k2 wr =/ m2 + k&2 {3.44¢)

entwickelt. Ein entscheidender Vorteil dieser Basis besteht darin, daf sie invariant unter Transla-

tionen und Rotationen ist, was zu erheblichen Vereinfachungen der Projektionsrechnungen fiihrt.

Distorsionen dieser Moden , wie sie durch die solitonischen Felder verursacht werden konnen,
sind jedoch nicht beriicksischtigt, so daf moglicherweise wichtige Bffekte vernachlissigt sind®®. Die
Verwendung der Eigenmoden des Solitens zur Konstruktion der kohérenten Zustande anstelle der
ebenen Welien stellt eine vom physikalischen Standpunkt aus wiinschenswerie Verbesserung des
Ansatzes (3.44) dar. Die Realisierung eines solchen Verfahrens erfordert jedoch die Bewaltigung
groBer technischer Schwierigkeiten, da eine vollstindige orthonormierte Basis zu konstruieren ist,
und der im Allgemeinen nicht translations— und rotationsinvariante 0-Teilchen—Zustand dureh eine
Bogoliuhov-Transformation in einen invarianten Vakuumzustand iiberfiihrt werden muf}, bevor ein
kohérenter Zustand mit Hilfe des unitdren Operators (3.39) gebildet werden kann. Eine ‘distorted
wave’ Basis zur Entwicklung der Feldoperatoren zu verwenden, Moden und Frequenzen durch

Variation der Energie zu bestimmen, ist ein anderer Zugang zu diesem Problem®%8. Der mit dieser
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Basis verbundene Vakuumzustand ist jedoch ebenfalls nicht invariant, und Projektionsrechnungen
erfordern daher die Auswertung von Uberlappintegralen zwischen gedrehten und verschobenen
Vakuumzustinden. Ein formales Schema fiir eine derartige Vorgehensweise wurde von Wilets®?
ausgearbeitet, praktische Rechnungen jedoch stoBen auf umfangreiche technische Probieme.

Eine weitere Komplikation bei der Berechnung von Erwartungswerten kohérenter Zustande
entsteht durch die ungewshnliche 1/x-Kopplung des colourdielektrischen Feldes an die Quarkfelder
im CD-Modell. Wir folgen hier Leech und Birse*® und nehmen an, daB der dem y-Feldoperator
entsprechende Ausdruck (3.43a) als Definition des Erwartungswertes fiir : 1/x : anzusehen ist,
Gl. (3.43a) also auch fir negative Potenzen (N < 0) des Feldoperators Giiltigkeit hat. Eine solche
Annahme leBe sich durch Entwicklung von 1/x um den Vakuumerwartungswert und Normalord-
nen der resultierenden Reihe rechtfertigen, wire der Vakuumerwartungswert des y-Feldes nicht
identisch null*"%®, Der Ausdruck (3.43a) wird daher als definierende Gleichung fir N = -1
aufgefafit.

Fassen wir die Uberlegungen dieses Abschnitts zusammen, so stellen wir fest, daB der (Hedge-
hog-) Fockzustand — wir bendtigen einen Quantenzustand fiir die nachfolgenden Projektionsrech-

nungen — fir das lineare s-Modell durch den Ausdruck
3 _i_ .
@) = [T [ 20l @aun@0 )V (3:)U G0} (3.450)
a=l
und fiir das colourdielektrische Modell durch
3 ; i
i) =11 [de’z Yo (2)0pai (@ )0} FU (o U (Bx)U(7)10) B (3.455)
a=1

gegeben ist. Die Quarkfelder sind in einer Basis aus gebundenen Losungen der klassischen Di-
racgleichung entwickelt, die Bosonfelder nach ebenen Wellen mit der physikalischen Masse in der

Dispersionstelation fiir die Energie. Fiir beide Zustande gilt, dafl die kilassische Energie
Eg= (Yl : H: [} (3.46)

durch den Erwartungswert des normalgeordneten Hamiltonoperators im Zustand |¥p ) gegeben

ist.




4. Restauration verletzter Symmetrien durch

Peierls-Yoccoz-Projektion

Die Korrelationen der in den Lagrangefunktionen auftretenden Felder (Teilchen) haben wir
im vorangegangenen Kapitel durch eine symmetriebrechende Mean-Field Naherung beschrieben.
Die den klassischen solitonischen Losungen der Gleichungssysteme (3.22a-d) und (3.30z-¢) zuge-
ordneten Fockzustiande (3.45a) und (3.458) sind zwar {naherungsweise) Eigenfunktionen der Ha-
miltonoperatoren {3.3) und (3.8}, jedoch keine Eigenfunktionen der Symmetrieoperatoren S, mit

denen diese Hamiltonoperatoren kommutieren.
{H,8]=0 (4.1)

Solitonen, wie wir sie bisher betrachtet haben, sind klassische lokalisierte Objekte, die weder einen
definierten Spin J und Isospin T noch einen definierten Impuls ¢ besitzen. Modellzustinde, die
der Beschreibung physikalischer Baryonen dienen, sollten jedoch simultane Eigenfunktionen des
Drehimpulses, Isospins und linearen Impulses sein. Die solitonischen Losungen brechen jedoch
insbesondere die Translations- und Rotationsinvarianz {Spin- und Isospininvarianz), denen die

Hamiltonoperatoren der betrachteten Modelle gentigen.

Obwohl der Erwartungswert des Impulses aufgrund der Symmetrien des Solitons verschwindet
(Uppl : P [Wpp) = 0, (4.20)
ist der Erwartungswert des Quadrates des Impulsoperators ungleich nuil.

(Tanl: PP Ty ) #£0 (4.2)

in den Mean-Field Losungen sind daher spuriose Schwerpunktshewegungen vorhanden, deren kine-
tische Energie in der Gesamtenergie des Solitons enthalten ist. Derartige Schwerpunktsbewegungen

‘verzerren’ beispielsweise die Ladungsverteilung und auflern sich in einer Zunahme des Ladungsra-
dius.

‘Eine ahnliche Situation tritt fiir die Erwartungswerte des Drehimpulses (Isospins) auf
(ppl 1 F : [Tpp ) =0, (4.3a)

der im Hedgehog-Zustand verschwindet. Da der Hedgehog jedoch kein Eigenzustand des Drehim-
pulses ist, tragen Quark- und Pionfelder zum Erwartungswert von J2 via Quantenfluktuationen
bei.

(Wpnl: % [Thp ) #0 (4.3b)
Um nun einerseits nukleonische Qbservable {Ruhemasse, Ladungsradien, magnetische Momente

etc.) -aus den Modellen zu extrahieren, andererseits die spuriosen Schwerpunktsbewegungen des

Solitons zu elimieren, werden im Folgenden Techniken vorgestellt, die eine simultane Projektion des
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Fock-Ansatzzustands auf Eigenraume der Symmetrieoperatoren, mit denen der Hamiltonoperator
kommutiert, erlauben. Gegenstand dieses Kapitels ist also die Konstruktion simultaner Eigenfun-

kionen des Spins, Isospins und linearen Impuises auf der Grundlage von Weilenfunktionen, die man

aus der Mean-Tield Naherung erhalt.

4.1. Simultane Projektion auf Drehimpuls und linearen Impuls

Die Projektionstechniken, die in diesem Abschnitt erlautert werden sollen, sind ein Spezi-
alfall der Generatorkoordinaten-Methode®?. Sie basieren auf einer Diagonalisiering des Hamil-
tonoperators in einem ‘kollektiven’ Unterraum, der von den sogenannten erzeugenden Funkionen
|#(€))} aufgespannt wird, die von einem oder mehreren kontinuierlichen Parametern £ (Genera-
torkoordinaten) abhingen. Einen kontinuierlichen Satz erzeugender Funktionen erhalt man durch
Anwendung der (unitiren) Gruppenelemente R()) der entsprechenden Symmetriegruppe auf den

symmetriebrechenden Zustand [¢)

[6()) = B(Q)]4) (4.4)

Die Zustande |#(£2)) haben alle denselben Energicerwartungswert, da der Hamiltonoperator mit
R($}) kommutiert. Die Peierls-Yoccoz-Projektionsmethode fuft nun darauf, die Zusténde (4.4) als

erzeugende Funktionen einer Generatorkoordinatenmethode zu verwenden.

)= [ @ s@je) (45)

Die Variation der Energie im Hinblick auf die Gewichtsfunktion f{{2)
£ e _ it
7 L) = (@)

und Losung der aus dem Variationsprinzip {4.6) resultierenden Hill-Wheeler-Gleichung®
/ d (S H QN F(Q)=E j[ Q' ($(2)]6 () ) F(') (4.7)

ist dquivalent mit der Diagonalisierung von H in einem Unterraum, welcher durch [¢(Q)) aufge-

_____ PR A Y ™

Spannt wWira. el 't f di

maadetan D, s anm
JCI\.I‘Ul F ¢ L uicocu

ry
0

=]

o
o
“

ter den Gru 1

R(9), und wir kénnen gemeinsame Eigenfunktionen von PzH Py und R(f2) konstruieren. Das
heiBt, es existiert eine Funktion f(Q), so daB die Energie ein Minimum annimmt und [¢} ein
Eigenzustand des Syrumetrieoperators ist, der die Transformationen R(£2) erzeugt®®. Um eine der-
artige Funktion zu finden, entwickeln wir f(€2) nach einem vollstandigen Satz von Eigenfunktionen

des Symmetrioperators S, was fiir alle abelschen Gruppen auf eine Fourierzerlegung hinauslauft.

.Die raumlichen Translationen in drei Dimensionen
Ula) = exp {——za-f—'}, (4.8)

deren infinitesimal Erzeugende der Impulsoperator B ist, bilden eine abelsche Gruppe. Entwickeln

wir die Gewichtsfunktionen f(a) nach ebenen Wellen, den Eigenfunktionen des Impulsoperators,
so ist gema8 Gl. (4.5)
o 9) = [ ®as(a) Pelo) (4.9
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worln

Py = (—2—17;)3/43aexp{m- (a-2)} =1a)(al (4.10)

der Projektionsoperator auf den Impuls g ist. Py ist ein Projektor im mathematischen Sinn, d. h.

es ist

PyPyr = Pys® (g~ ¢') P, =P (4.11)

wie aus der Diracnotation fiir P, sofort ersichtlich wird.

Dies ist fir nichtabelsche Gruppen nicht mehr giltig, wie wir im Fall der Drehgruppe, die
wir als néchste untersuchen wollen, sehen werden. Parametrisieren wir die Drehungen durch einen
Satz von Eulerwinkeln 2 = (&, 3, v), und entwickeln die Gewichtsfunktionen

2741

F) == 3 9amrPix(Q)° (412)

JMK

nach Eigenfunktionen ’D}{,}. ()" (Wignerfunktionen) des Drehoperators

R =e™ ocjze—1 ﬁfye—ryjzx (4‘13)
go erhalten wir den Ansaty
W)= > gsmxPirxlé)- (4.14)
JMK
Der Operator
2 1
P = ‘;:; jf QDY (QR(Q) = | TMY(TK | (4.15)

ist kein Projektionsoperator, vielmehr gilt:

t
- vy 5 PR -
P i Piyiscr = 8306k Pily per (Pirx) = Phu (4.16)

Die Integration in Gl. (4.15) erstreckt sich iiber den gesamten Parameterraum der Drehgruppe. Es

ist also:

2 T 2
[ &0 = da [ dBsin B [ dvy (4.17)
o it i

o~
JuJ

Der Zustand |¢} kann in eine Basis bestehend aus Drehimpulseigenzustanden zerlegt werden.

6y = > crarlo)lal Ma) @)
JMe .

Wenden wir den Operator (4.16) auf den Zustand {¢ ) an, so erhalten wir

Pixle)=(JK|$}|IM) = cjx | TM) (4.19)

s

il
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Eigenzustinde des Drehimpulses mit den Quantenzahlen (J, M). Solche Eigenzustinde lassen sich

gemif

e, IM} =" gax(@)Pigxlé) (4.20)
K

konstruieren, worin « alle weiteren Quantenzahlen bezeichnet, die notwendig sind, um den Zu-
stand (4.20) zu klassifizieren.

Eigenzustiande des lsospins werden nun auf vollig analoge Weise konstruiert. Ist der Zustand
|¢} weder ein Eigenzustand des Spins noch des Isospins, so wird eine simultane Projektion not-
wendig. Analog zu Gl. (4.18) zerlegen wir |¢) in eine Basis (Tensorprodukt) aus Eigenzustdnden

des Spins und Isospins.

6)=5_>" 5" comrmp(e)lad M, TMy) (4.21)

a« JMTMp

Ein simultaner Eigenzustand des Spins und des Isospins ist dann durch

oI M, TMr) = 3, 9o (@) PitrcPlipolo) (4.22)
KKp
gegeben. Die Koeffizienten gyxras, sind Losungen der Hill-Wheeler Gleichung
: T
S ((81: B : PP, s, 18) = Bared 1PEx PRy 0)) durcrry (@) =0, (423)

KK},

die man durch Variation der Energie

— N I ~ . . pJ T
Y kg LKy ok Tip (@ SirTR (@S H  Pige Py e 1)

Esta= - . : (4.24)
: Y koky KKy ST 9IKTR (N $1PLc Py i, 16)
erhalt.
Da jedoch der Hedgehog-Zustand ein Eigenzustand Grandspinoperators
Gl )= (F+T) 18} =0 (4.25)

mit dem Eigenwert G = 0 ist, eriibrigt sich entweder die Projektion auf den Spin J oder digjenige

auf den Isospin 7. Die Zerlegung (4.21) hat daher die Gestalt{®):

Wn) =5 S e rmpbortp sl T M, TMr)y =5 (1) ¥ eslJM,J — M} (4.26)
T T3y TM

(3)Die Zerlegung des Hedgehog-Zustands folgt aus der Tatsache, daB (J; + T3) [¥pp) = 0 fiir
i = 1,2,3 gelten muBl. Diese Bedingung erzwingt fiir ¢ = 3 den Ansatz [JM,J — M),
da dieser ein Spin-Isospin-Eigenzustand sein muB. Fiir ¢ = 1,2 kann die Bedingung durch

agma-m = (=1)7Mc; erfiillt werden, da (J; +T3) Yopr (- )T Mej|TM, T — M) =0 ist.
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Der resultierende projizierte (Eigen-) Zustand des Spins und Isospins hat die Quantenzahlen J = T
und M = —MT

UM, TMp) = |TM — M) = Pragl¥as ) (4.27)
und nur eine der beiden Drehimpulsprojektionen muB ausgefiihrt werden®047#%, Der Operator

27 +1 .
P = =5 — B0 DY ()" R(Q) (4.28)

ist ein Projektor, der die Bedingungen
P}M = Py Py =P (4.29)

erfullt.

Da die Generatoren der Translationen, die Impulsoperatoren P, nicht mit den Generatoren
der Drehungen im Spinraum, den Drehimpulsoperatoren J, vertauschen, kdnnen keine gemeinsa-
men Eigenzustdnde des Impuls- und Drehimpulsoperators durch Projektion auf die Quantenzahlen
g # 0und J erzeugt werden. Der Projektionsoperator auf den Impuls ¢ = 0 kommutiert jedoch
mit den Drehungen, oder anders ausgedriickt: Der Projektor auf den Impuls g = 0 ist drehinvariant
(siehe auch Anhang D von Ref. 90). der Beweis ist einfach. Aus dem Verhalten des Vektoroperators
P unter Drehungen

R QPRQ) =Y RGP, (4.30)
J

worin R(f)) die Drehmatrix im dreidimensionalen euklidischen Raum ist, folgt, da8:
: ) ( ) b
R (@)exp{-1a- P} RQ) = exp i—-z 3 PkRk;(Q)al} (4.31)
ki

Damit erhilt man fur den Ausdruck

3
P R(Q) = (%) f Fae I RQUR(Q)a) (4.32)
nach Tranformation der Variablen
e =R(Q)a (4.33)
in GL (4.32) das Ergbnis®!
RUQ)PR(Q) = Prigyq- (4.34)

Der im Hilbertraum um den Winkel 2 gedrehte Projektionsoperator auf den Impuls g ist also mit

dem Projektionsoperator auf den im euklididschen Raum um den Winkel 2 gedrehten Impuls g

aquivajent. Aus Gl. (4.34) folgt fiir ¢ = 0:

[Pyeo, R(Q)] = 0 (4.35)
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und welter

{P«,-f:oa Pj}K} =0, (4.36)

was zu beweisen war. Durch Projektion eines Zustandes |¢) auf Spin J und Impuls ¢ = 0 erhalt
man einen simultanen Eigenzustand der Impuls- und Drehimpulsoperatoren mit den Eigenwerten

g = 0 und {J, M). Anders ausgedriickt, der Spin eines Teilchens ist nur in seinem Ruhesystem

definiert. In gleicher Weise finden wir noch
{ f d3a f(az)U(a),R(Q)} =9, (4.37)

da @ - @ = a? invariant unter Drehungen ist. Die Funktion f(a®) ist eine beliebige analytische

Funktion von a2.

Fassen wir in den Gln. (4.25), (4.27) und (4.36) enthaltenen Aussagen zusammen, so konnen
wir den Modeilzustand fiir ein Baryon, das die Quantenzahlen J = T und My = —Myp tragt, in

seinem Ruhesystem: durch simultane Projeksion
|Ba(g =0)) = Pe=oPp|¥nn} = |JM — M,q=0) (4.38)

des Hedgehog-Ansaizes anf den Impuls ¢ = 0 und den Spin (Isospin}) J = T erzeugen(b). Der
Zustand (4.38) ist ein simultaner Eigenzustand des Impulses mit Eigenwert g = 0, des Spins
J und des Isospins T = J und geht durch kombinierte Peierls-Yoccoz-Projektion des Hedgehog
Fockzustands (3.45¢) bzw. (3.45b) hervor. Der Zustand (4.38) dient im weiteren zur Beschreibung
eines Baryons in seinem Ruhesystem sowie zur Berechnung statischer (Grioflen, wie der Ruhemasse
und der Axialvektorkopplungskonstanten g4, die als Erwartungswerte eines Zustandes mit g = 0

berechnet werden.

4.2. Projekiion auf endlichen Impuls, Boostoperationen

Um elektromagnetische Eigenschaften des Nukleons, Ladungsradien und magnetische Mo-
mente, aus den Modellen zu extrahieren, bendtigen wir nukleonische Zustande mit endlichem
Impuls ¢ # 0. Ladungsradien wie magnetische Momente ergeben sich aus der Reihenentwicklung
der entsprechenden Formfaktoren, die man aus den Matrixelementen des Vektorstroms zwischen
Nukleonzustinden mit endlichen Impulsen ¢ und ¢’ erhalt (siche ndchstes Kapitel). Derartige
Modellzustinde des Nukleons kdnnen auf verschiedenen Wegen aus dem Fockzustand (3.45a) bzw.
(3.458) erzeugt werden. Zwel dieser Moglichkeiten sollen in diesem Abschnitt diskutiert werden:

o ‘Boost des auf den Impuls g = 0 projizierten Drehimpulseigenzustands, Pa—oPsas{¥rs ), aus

. .seinem Ruhesystem in ein System, das sich mit der Geschwindigkeit v bewegt.

e Peierls-Yoccoz-Projektion des Drehimpulseigenzustands, Pjyas|®ps ), auf endlichen Impuls

g# 0

(o gibt die Quantenzahlen, die den Baryon—-Zustand charakterisieren, summarisch an.
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Boostoperationen wurden von Betz und Goldflam®! verwendet, umn riickstoBkorrigierte Forin-
faktoren aus dem Friedberg-Lee-Modell'® zu berechnen. In dieser Arbeit werden jedoch Modell-
zustinde des Baryons in seinem Ruhesystem durch die Mean-Field Losungen des Modells approxi-
miert und keine Eigenzustinde des Impulsoperators konstruiert. Dartiberhinaus sind die Quanten-
fluktuationen des mesonischen Feldes nicht beriicksichtigt, d. h. das Mesonfeld wird als klasssisches
Feld (c-Funktion) in die Theorie eingefiihrt. Diese methodischen Schwichen wurden von Litbeck
et al.3? ausgeriumt, die Boostoperationen auf einen impulsprojizierten {g = 0) Quantenzustand
anwendeten, der in dhnlicher Weise wie in Abschnitt 3.4 beschrieben auf den Mean-Field Lésungen
des Friedberg-Lee-Modells fufit. Diese Verfahren (wie auch jenes aus Ref. 41) besitzt den Vorteil,
dafl die geboosteten Zustinde korrekte Lorentztransformationseigenschaften haben. Dies bedeu-

tet unter anderen, dafl die Erwartungswerte des Hamiltonoperators und des Impulsoperators die
Energie-Impuls-Relation

E*(q) = M§ + ¢° (4.39)

erfiillen, worin My die Ruhemasse ist.

Den Zustand eines Baryons mit dem Impuls

v N
g= Mo——-——mv (4.40)

finden wir demnach durch Anwendung des Boostoperators
B(v)=exp{—y- K} (4.41)
auf den Ruhezustand des Baryons
INa(g)) = B(v)|Nolg = 0)) — B(v)|JMs,TMr,q =0}, (4.42)

welcher ein Eigenzustand des Hamiitonoperators(c) und aller mit ihm kommutierenden Symme-

trieoperatoren projiziert auf den Impuls g = 0 ist. Die in Gl. (4.41) auftretenden Rapiditaten sind
durch
y = dartanhv (4.43)

definiert.
Die Generatoren K; der Boostoperationen B(v) (sowie die Generatoren J; der Drehungen

R(Q)) sind im verallgemeinerten (antisyminetrischen) Drehimpulstensor

My, = /dsz (Tou(z)zy — Tou(z)z,) (4.44)
zusammengefafit
1
Ki=My und  Ji=g ; £ Mo, (4.45)

_(C_)Die Zustinde {4.42) sind keine exakten FEigenzustande des Vierer-Impulses, da sie nur nahe-
" rungsweise Eigenzustinde des Hamiltonoperators sind.
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worin Ty, der (symmetrisierte) Energie-Impulstensor (3.1) ist. Da der Drehimpulstensor (4.44)

eine Erhaltungsgrofe ist
dM
dt

und wir im Heisenbergbild arbeiten, kénnen wir im Ausdruck fiir K ¢ = 0 setzen und erhalten:

—0, (4.46)

K= /d3$ zH(=) (4.47)

Aus den Vertauschungsrelationen®?
[M#V! MPC’] = (gV.DMMG' - gu.oMb'd + gprvp = Q'yoM,up) (4-480)
[M.uv: P,o] =1 (Q'va,u - guppu) ) (4.485)

die zusammen die Lie-Algebra der Poincaré-Gruppe bilden, und der Haussdorfformel

1 , 2
B (v)PuB(w)= Py+1 Z Ui [Kiy Pu] + 2 Z Y51 ¥ {K.Tzs %‘I{jll"pﬂ]] T -
! Jijz
in
+ ~ Uiy v Yin [an, [an_l,...[Kj},P‘u,] }] +... (4.49)
J1eedn
findet man:
eV E g v E _eoshy+ ¢ - Psinhy (£.50e)
¥ Epe=tvK o [Hsinhy -+ y - P(coshy — 1]+ P (4.508)
worin
1 By
coshy = = = i) sinhy = . =2 {4.50¢)

Vi—-v? Mg V1—-v2 My
ist. Diese Beziehungen bringen die Tatsache zum Ausdruck, daB sich (H, P) wie ein Vierer-Vektor
unter Lorentztransformationen verhdlt. Da die Zustdnde |JMj;, TMy,qg = 0} definitionsgema8

Eigenzustinde des linearen Impulses mit ¢ = 0 sind, erhalten wir mit

E(y)=(e'¥" K He" ¥ ) = Mycoshy (4.51a)
ply) =(e¥E Pe™ ¥ XY = Mysinhy (4.516)

worin Mg {4.50¢) und (4.506) die korrekte Energie-Impuls-

= { H'} die Ruhemasse ist, aus den Gln.
Bezichung
Ef(y)— p*(y) = M5 . (4.39")

Liibeck et al.® haben die Rapidititen y der geboosteten Zustinde (4.42) durch p/Mg bis zur

Ordnung p? genahert und den Ladungsradius des Protons

S [ (o= 0| [0 Kol , Ka]_Ip=0)

T g (P=0p=0) (452)
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sowie sein magnetisches Moment

_ 1 [ (p=0][K x I™O)]; — [F7(0) x K]y [p = 0)
P = Ao (P =0p=0] . (458)

bestimmt. Um die Ausdriicke (4.52) und (4.53) auszuwerten, sind die Boostoperatoren normal-
zuordnen, um divergente Anteile der Erwartungswerte, die von Produkten der Feldoperatoren
herrithren, zu beseitigen. Eine solche Vorgehensweise ist jedoch etwas fragwiirdig, da dies nicht

bedeutet, Vakuumerwartungswerte von physikalischen GréSen abzuziehen®%49,

Aus diesem Grund und wegen der technischen Komplexitat, die die volle Dynamik verursacht,
die im Anmsatz (4.42) enthalten ist, approximieren wir hier die Boostoperationen durch Peierls-
Yoccoz-Projektionen auf endlichen Impuls ¢ # 0, d. h. wir nahern einen baryonischen Zustand

mit dem Impuls ¢ durch

|No(q)) — PqPyps|Thh) = Po|Wyar). (4.54)

Im Ansatz (4.54) ist die Reihenfolge der Projektionsoperatoren zu beachten, die nun nicht mehr
miteinander vertauschen(?). Quantenzustinde projiziert auf unterschiedliche endliche Impulse las-
sen sich jedoch nicht mehr durch geeignete Lorentztransformationen miteinander verbinden. Die
Ursache hierfiir liegt darin, daR die Projektion auf endlichen Impuls eine nichtrelativistische Pro-
zedur ist und Zustinde mit unterschiedichen endlichen Impulsen nicht die gleiche interne Struktur
besitzen, also von g abhéngen. Die dufert sich auch darin, da8 die Energie-Impuls-Beziehung (4.39)

nicht mehr giiltig ist.

Stattdessen erhalt man

2
—_ T 4
E(g) = Mo + o= TOle ) (4.55)

fir die Entwicklung der Energie in Potenzen von g?. Der Inertialparameter M* 138t sich in den
chiral invarianten Modellen, die wir hier behandeln, durch einen Vergleich der nach Potenzen von
g? entwickelten Energie

_ Jd%ae'®%h(a) _ H(q)
Ble) = [ dPaeieen(a)  N{g)

(4.56)

leicht ermitteln, falls eine Projektion auf den Drehimpuls vernachlassigt wird, also nur eine Pro-
jektion des Hedgehog-Fockzustands auf den Impuls g betrachtet wird. In diesem Fall hingen der

Energie- und der Normiiberlapp

h(a) = (U(—%)\Phhi CH fU(-,Lg)@hh) (4.57a)
n(a) = (Tpa|U{(a)|¥ps ) (4.578)

{9)Die umgekehrte Reihenfolge der beiden Projektionsoperatoren fiihrt bei der Berechnung des
Ladungsradius und des magnetischen Moments auf Resultate, die nicht sinnvoll sind.
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Abb. 4.1: Peierls-Yoecoz-Problem im colourdielekirischen Modell

Die Ruhemasse Mg = E(g = 0) (gemdf Gl. (4.56)) und der Ineriialparame-
ter M (Gl (4.60)) sind fir zwei verschiedene Variationsverfahren — Varia-
tion vor der Projektion [VBP) und approzimative Variation nach der Projekizon
(VaP(a)), die im nachfolgenden Abschniti erliutert wird — gegen die Quark-
Meson-Kopplungskonstante g aufgetragen. Fir das VBP-Verfakren ist M™ > Mg
und fir das VaP(a)-Verfahren findet man M™ < Mo; im letzten Fall ist die Dif-
ferenz zwischen My und M7* jedoch erheblich geringer als i ersien.

nur vom Betrag o = |a| des Verschiebungsvektors ab {(siche Anhénge D und E). Mit den Ausdriicken

d ] d

[Lx@] =[%mo] =0

Lt , q:G [ 1 Jq:ﬁ

2 .
[d—N(q) %6;j]d3aa2n(a)

=0

d? | 1 3 2

[dd H(q) | oo = 56,5, d°aa’h(e)
erhdlt man
g’ [dao? [Mnn(a) h{a)] P

{(4.58¢)
(4.586)

(4.58¢)

(4.59)

worin Mg = E(g = 0) die Ruhemasse des Hedgehog-Baryons ist. Durch Vergleich mit Gl. (4.55)

ergibt sich schiteflich:

- [ dPa{(¥nijU(a)[¥sn)
fd3aa2 (U(=8)¥pp| Mo~ H : |U(+§)¥np )

:M*

(4.60)
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Abb. 4.2: Energie-Impuls-Relationen im Gell-Mann-Lévy-Modell
Die durchgezogene Linie bezeichnet die relativistische Energie-Impuls- Beziehung,
BE(q) = \/M? + q*. Dic Relation E(q), die aus der Projektion des Hamilton-

operators auf endlichen Impuls g gemdf Gl (4.56) resultiert, ist durch die gesiri-
chelte Kurve dargestelll und E(q) gemdf Gl (4.59) durch die sirichpunkiierie

Kurve. Fir den Parametersaiz g = 5.0 und my = \/m2 + 42 f2 erhdlt man aus
GL (4.59) M* = 1.233 GeV und My = E(g = 0) = 0.708 GeV aus Gl. (4.56) fir
die Ruhemasse des Hedgehog-Baryons (keine Drehimpulsprojektion). Ahnliche
Kesultate ergeben sich fir andere Parametersatze,

Ruhemasse My und Inertialmasse A/* weichen bel einer Variation vor der Projektion erheblich
voneinander ab (siehe Bild 4.1). Diese Tatsache ist unter der Bezeichnung Peierls-Yoccoz-Problers
bekannt. Im nichtrelativistischen Grenzfall jedoch sind die Quantenzustinde, die durch Variation
des Energiefunktionals nach der Projektion (VaP) erzengt werden, invariant unter Galileitransfor-
mationen3*. Die Energie, berechnet als Erwartungswert des Hamiltonoperators im Zustand Pg|¢ ),

erfiillt in diesem Fall die (nichtrelativistische) Energie-Impuls-Beziehung (%)

‘32
E(g) = Mo+ m

o~
[
(=11
—
R

(¢)Die korrekte Masse kann man auch in einer Generatorkoordinaten-Methode erhalien. Thou-
“less und Peierls®® haben vorgeschlagen nicht nur Zustinde mit unterschiedlicher rdumlicher
~Position |¢(a)) = exp {1a - P}|$) zu iiberlagern, sondern auch solche mit unterschiedlichen
Geschwindigkeiten |¢(a,v)) = exp {—1 Mpv - R} |¢(a)) (R ist die Schwerpunktskoordinate).
Die Gewichtsfunktionen f(e, v} werden durch Variation der Energie bestimmt (doppeltes Pro-

:jektionsverfahren). Die Zustande die man auf diese Weise erhalt sind ebenfalls invariant unter
Galileitransformationen.
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Leech und Birse®® fanden in einer nicht chiral invarianten Version des CD-Modells, dal
M* > M, falls ein VbP-Verfahren angewendet wird. Ein Niherungsverfahren zur Variation nach
der Projektion {VaP(a)), das wir mit leichten Anderungen hier iibernehmen werden (siehe Ab-
schnitt 4.3), fithrt auf M* < M. Ein dhnliches Resultat beobachten wir auch im chiral invarianten
CD-Modell (Bild 4.1}). Es bleibt daher zu hoffen, daf eine verbesserte VaP-Methode, wie sie

beispiclsweise in Ref. 94 vorgestellt wird, zu einer Losung des Peierls-Yoccoz-Problems beitragt.

Bild 4.2 ist zu entnehmen, daff die Unterschiede, die auftreten, falls man die relativistische
Energie-Impuls-Relation, E(g) = {/MZ + g2, mit den gendherten Bezichungen (4.56) und (4.59)
vergleicht, bei nicht zu grofien Impulsen (g < 0.5 GeV) nur gering sind. In der Arbeit von Liibeck
et 2139 sind beide Ansitze, (4.42) und (4.54){7} untersucht worden. Die Resultate fiir den La-
dungsradius und (insbesondere dasjenige) fiir das magnetische Moment des Protons differieren nur
geringfiigig. Wir geben daher zur Untersuchung der chiral invarianten Modelle dem Ansatz (4.54)
(Projektion) hier den Vorzug gegeniiber dem technisch und methodisch schwierigerem Ansatz {(4.42)

{Boosting), da nur kleine Werte von g? in Betracht gezogen werden.

4.3. Variation nach Projektion

Die radialen Funktionen u(r), v(r), o(r), ¢(r) und x(r), aaf denen die MFA-Fockzustande
basieren, sind in Kapitel 3 durch Variation des Funktionals (3.21), d. h. durch Ldsen der Differen-
tialgleichungssysteme (3.22a~d) bzw. (3.30a—e), bestimmt worden. Variiert wurden also dort die
nichtprojizierten Fockzustinde (3.45a) bzw. (3.45b). Physikalische Grofien kdnnen nun als Erwar-

tungswerte der jeweiligen Operatoren in projizierten Fockzustinden ermittelt werden — Variation
vor Projektion (VbP).

Diese Methode jedoch verletzt das Variationsprinzip, da nicht der projizierte Zustand variiert
wird3%. Vielmehr sollte der projizierte Fockzustand als Ansatz im Variationsprinzip dienen und
die radialen Funktionen durch Optimierung der projizierten Energie, (¥l : H : Pa=oPrar|%hs ),
unter BinschluB der Nebenbedingung (3.20) berechnet werden — Variation nach Projektion (VaP).
Dieses Verfahren fithrt auf ein System gekoppelter (nichtlinearer) Integro-Differentialgleichungen,
welche mit ‘elementaren’ numerischen Mitteln nur lésbar sind, falls die Projektion auf linearen
Impuls nicht durchgefiihrt wird, Schwerpunktskorrekturen also vernachléssigt werden. Im all-
gemeinen Fall simultaner Drehimpuls- und Impulsprojektion wird eine numerische Losung eines
solchen Integro-Differentialgleichungssystems extrem aufwendig und kompliziert.

Daher iibernehmen wir hier ein approximatives Verfahren, das von Leech und Birse* ent-
wickelt wurde, um die Ruhemasse des Nukleons und der Delta-Resonanz, berechnet als Erwar-
tungswerte des (auf Spin J, Isospin 7' = J und Impuls ¢ = 0} projizierten Hamiltonoperators des
CD-Modells, zu optimieren — approximative Variation nach Projektion (VaP{a)). Das VaP{a)-

Verfahren beruht anf der Variation der Amplituden der bosonischen Funktionen, die zu diesem

(f)Die Drehimpulsprojektion in diesen Ansétzen eriibrigt sich bet Anwendung auf das Friedberg-
Lee-Modell natiirlich, da dieses nur ein skalares, isoskalares Mesonfeld enthalt.
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Zweck umskaliert werden.
o(r) — Ago(r) H{r) — Agd(r) x(r) — Ayx(r) {4.62)

Die A’s sind Variationsparameter. Die Quarkfelder, u(r} und »(r), werden durch Losen der ‘Mean-

Field-Diracgleichung’

a%”(r) [e+ ox ()) (Aso(r) +fw)} u(r)+(X;-i(—r))pu(r)A¢¢(r) (3.30a")
%v(r}=—-;v()+{ (A (r)) \Aao’{r)—é-fqr}] ulr)—

g '
- (5L wtrasstn (3.300)

ermittelt, welche die umskalierten Mesonfelder (4.62) enthilt. Die Ruheenergie des Nukleons baw.
Deltas wird eine Funktion der Variationsparameter Ay, Ay und A, und kann optimiert werden.

Der Kigenwert ¢ der Quarks wird wie in Abschnitt 3.2 beschrieben durch die Bedingung
oo
] dr+? (uz(r) + vz(r)) =1 (4.63)
0

festgelegt. Die Losung des Systems (3.30a’-3.308') erfolgt durch Hinzunahme der beiden nichtli-

nearen Differentialgleichungen

0 _8 [T, a2 2
SN() = o jo dpp? (v2(0) +v2(s) (4.640)
g
E_ =0 (4.64b)
mit den Randwertbedingungen
EI_I}’(I} N(r)=0 rI—lngo N(r)=1 (4.64¢)

zur linearen Diracgleichung. Dies garantiert, daf der Code, der zur numerischen Lésung des
Differentialgleichungssystems verwendet wird, micht die triviale Losung der Diracgleichung wahit.
Die Randwertbedingungen (3.31a) und (3.31h), denen die Quarkfelder genligen miissen, kénnen
daher beibehalten werden, und es ist nicht notwendig einen Anfangswert vorzusehen wie in Ref. 40.

Bild 4.3 und Bild 4.4 zeigen die radialen Quark- und Mesonfunktionen fiir beide Verfah-
ren, Mean-Field Naherung und VaP(a)-Methode fiir einen ausgewihiten Parametersatz des CD-
Modells. Die Form der Quarkfelder wird durch die VaP{a}-Prozedur nur leicht verdndert. Die
Felder sind gegenﬁber denjenigen der Mean-Field Approximation am Ursprung etwas schwiécher,
besitzen jedoch eine grofere Ausdehnug. Im Gegensatz zur geringfiigigen Verstirkung des colour-
dielekirischen Feldes x(r) (Bild 4.4), werden die die Amplituden der chiralen Felder, o(r} und
¢(r}, durch die Optimierung der projizierten Energie erheblich angehoben. Diese Verstirkung
der chiralen Felder ist fiir eine deuntliche Verbesserung einiger Observabler im Hinblick -auf die

Ubereinstimmung mit dem Experiment verantwortlich (siehe Kapitel 5).
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Abb. 4.3: Quarkfelder fir die Projektionsmethoden VBP und VaP(a}

Die radialen Spinorfelder, u(r) und v(r), im CD-Modell fiir den Paremetersaiz
g = 0.059 GeV, 7 = 0.06, v = 0.04 and m, = 1.4 GeV sind hier aufgetragen.
Die gesirichelie Kurve zeigt die Mean-Field-Losung, die in der VbP-Methode
verwendet wird, die durchgezogene Linie bezieht sich auf die VaP{e)-Methode
{Erlduterungen tm Text).

Das hier vorgestellte Verfahren, das naherungsweise eine Variation nach der Projektion erlaubt,
beinhaltet keine unabhingige Variation der Quarkfelder wie sie von Liibeck et al.%® durchgefiihrt
wurde, die die Ausdehnug der Quarkfelder wie auch das Verhiltnis von groBer und kleiner Kompo-

nente des Quarkspinors pa.rametrisierten garantiert jedoch ein Minimum der projizierten Energie.

OZ"S"“' :abrnn(g) vnru‘ﬂqrhla oon. die Z11 em_er }- nqimg‘
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des Peierls-Yoccoz-Problems (zumindest im nichtchiralen CD-Modell) beitragt. In unserem Fall
jedoch wirde das Verfahren von Kitagawa zu einem kaum noch vertretbaren numerischen Auf-

wand fiuhren, da in wir im Gegensatz-iu.Ref. 94 eine chiral invariante Version des CD-Modelis hier

betrachten.
Leech nnd Birse® haben auch die Breite des CD-Feldes, x(r).— Ax(r/p}, untersucht, jedoch

(9)Die Methode Kitagawas berubt auf der Gauss’schen Momentenentwicklung des Norm- und
‘Energieiiberlapps bis zu Termen der Ordnung P2 Die Losung der Bewegungsgleichungen, die
aus der Variation der auf diese Weise approximativ projizierten Energie resultieren, werden
'in den exakten Ausdruck fiir die projizierte Energie wieder eingesetzt. Die hoheren Terme
‘der Gauss’schen Momentenentwicklung finden in einer weiteren Variation, die durch einen

“Parameter charakterisiert ist, Beriicksichtigung. Dieses doppelte Variationsverfahren fuhrt -

“anf nahezu iibereinstimmende Werte der statischen und dynamischen Massen, Mp und M™.
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Abb. {.4: Bosonfelder fir die Projekitonsmethoden VBP und VaP(a)

Gezeigt werden die rediclen bosonischen Funktionen o(r), ¢(r) und x(r) fir
den gleichen Pareametersatz wie in Bild 4.3. Die Variationsparameter, die durch
die Oplimierung der projizierien Energie besitmmi werden, sind: A, = 2.29,
Ay =202 und Ay, = 1.29

festgestellt, daff der Variationsparameter u fir ein Minimum der projizierten Energle immer nahe
bei eins liegt (u ~ 1). Fiolhais et al.*® haben die Amplitude des Pion-Feldes variiert, um ein Mini-
mumn der (hier nur spin- und isospin-) projizierten Energie, berechnet im Gell-Mann-Lévy-Modell
im Rahmen eines verallgemeinerter Hedgehog-Ansatzes, zu finden. Wiederum spielte eine von
der Mean-Field Niherung abweichende Breite des Pion-Feldes nur eine sehr gennge Rolle. Wir
variieren hier daher nur die Amplitu
dehnung, vm die Zahl der Variationsparameter und damit den numerischen Aufwand (Rechenzeit)
in Grenzen zu halten, obwohl wir versuchaweise verschiedene (fixierte) Breiten der Boson-Felder

susprobierten, was jedoch zu keinen signifikanten neuen Resuliaten fithrte.
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In Kapitel 3 haben wir die klassischen solitonischen Losungen des chiral invarianten colour-
dielektrischen Modells und des linearen o-Modells vorgestellt und diskutiert. Auf der Grundlage
dieser Losungen haben wir mit Hilfe eines kanonischen Quantisierungsverfahrens MFA-Fockzu-
stande konstruiert, die jedoch die Translations- und Rotationsinvarianz der Hamiltonoperatoren
verletzen, d. h. keine Eigenzustande der entsprechenden Symmetrieoperatoren sind. Um simul-
tane Eigenzustande aller Symmetrieoperatoren zu erzeugen, sind in Kapitel 4 Projektionsmetho-
den entwickelt worden, die die Konstruktion baryonischer Modellzusténde mit definiertem Spin
und Isospin sowie die Beseitigung spurioser Schwerpunktseffekte aus den MFA-Ldsungen erlau-
ben. Statische Observable des Nukleons und der A-Resonanz, wie Ruheenergie, Ladungsradien,
magnetische Momente etc., kénnen als Erwartungswerte der jeweiligen Operatoren im projizierten
Zustand berechnet werden. Hierin finden entweder die Mean-Field Lésungen Verwendung (VbP)

oder die Wellenfunktionen, die aus dem VaP(a)-Verfahren stammen.

S OF Y CLICT

Beide chiral invarianten Modelle, die wir hier untersuchen, enthalten einige Parameter. Zwei
dieser Parameter, die Pion-Masse m; = 0.140 GeV und die Pion-Zerfallskonstante fr = 0.093 GeV,
erhalten ihre experimentellen Werte. Die beiden weiteren Parameter des Gell-Mann-Lévy-Modells,
die Sigma-Masse m, und die Quark-Meson-Kopplungskonstante g, werden als freie Parameter des
Modells aufgefalt, und die Abhéngigkeit der Observablen von diesen Gréfien in den folgenden Ab-
schnitten ausfiibrlich gezeigt. Im Gegensatz zum linearen o-Modell ist im CD-Modell die Masse
des o-Feldes nur von untergeordneter Bedeutung, und wir haben ihr dort den Wert my = 1.2 GeV
zugeordnet. Die Masse des CD-Feldes, m,, die GréBen n und 7, die die Selbstwechselwirkungs-
energie des x-Feldes festlegen, und die Quark-Meson-Kopplungskonstante g sowie der Exponent p
der 1/x-Kopplung des CD-Feldes an die Quarks werden als freie Parameter des CD-Modells be-
trachtet. Es ist jedoch in einem weiten Bereich eine ‘Balance’ der Parameter zu beobachten. Eine
Absenkung der Kopplungskonstanten g beispielsweise kann durch eine geeignete Anhebung von 7,
d. h. durch eine Verschiebung des lokalen Minimums von U(y), kompensiert werden und fithrt auf
ahnliche Wellenfunktionen flir Quarks und Mesonen, vorausgesetzt die anderen Parameter bleiben
ungeandert. Es ist daher mdglich verschiedene Parametersitze zu finden, die alle zu vergleich-
baren Ergebnissen fiir die Observablen fithren”®%5und dariiberhinaus gute ﬁbereinsﬁimmung mit
den experimentellen Daten zu erzielen. Wir beschranken unsere Untersuchung des CD-Modells
daher im wesentlichen auf einen Parametersatz. Der Exponent der 1/y-Kopplung erhalt den Wert
p = 1. Die Masse des x-Feldes legen wir mit m, = 1.4 GeV fest, ein Wert, den auch Gittereich-
Rechnungen nahelegen®®®?. Schieflich benutzen wir noch 7 = 0.06 und 7y = 0.04 und untersuchen

die Abhangigkeit der Observablen von der Quark-Meson-Kopplungskonstanten g.

Nachdem wir kurz auf das Normiberlappintegral eingehen, wenden wir uns der Berechnung
der Ruhemassen des Nukleons und der A-Resonanz zu. In Abschnitt 5.2 gehen wir auf die elektro-
magnetischen Eigenschaften des Nukleons, Ladungsradien und magnetische Momente von Proton
und Neutron, und in Abschnitt 5.3 auf die axialen Eigenschaften (Axialvektorkopplungskonstante

i

Ik
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g4) ein. Virialtheoreme bieten die Moglichkeit die Qualitdt der verwendeten Niherungsverfahren
(Variationsmethoden) zu testen und festzustellen wie gut ein Figenzustand von A approximiert
wird. Die Berechnung der Nukleon-Pion-Nukleon-Kopplungskonstanten g,ny aus dem Quell- wie
dem Feldterm fithrt auf ein solches Virialtheorem. Thema des Abschnitts 5.5 ist die isoskalare
axiale Kopplungskonstante 991 und der Zusammenhang mit der Spinstrukturfunktion des Protons.
In den letzten beiden Abschnitten dieses Kapitels befassen wir uns mit der hadronischen Massen-
aufspaltung zwischen Proton und Neutron und dem Pion-Nukleon-Sigma-Term.

Der I"Iberlapp zwischen gedrehten und verschobenen Zustinden kann als Produkt von Faktoren
geschrieben werden, die jeweils nur Quark-, -, o- und y-Funktionen enthalten. Der Ansatz (4.38)

fiir ein Baryon im Ruhesystem fithrt mit Gl. (4.11) aunf
{J=T . M=Jeg=0J=T,M=17,¢=0)=60)Ns=r(g=0) (5.1)

fiir den Uberlapp. Da uns hier nur die Berechnung von Erwartungswerten interessiert ist der

relevante Teil des Normiiberlappintegrals durch

Ny=r(g=10) = f ia ] BADEL Q) (Uil (@) R Whn )

= ] da j B DEL(Q)* [ng(@)Ng ()] [ir(@)Nx(Q, @)l no (a)ny(a)  (5.2)

gegeben, worin eine Drehung im Isospinraum betrachtet wurde. Die ﬁberlappfunktionen ng{a),
No(Q), ne(e), na(a) und Nx(Q, @) sind in Anhang D aufgefithrt. Da das Gell-Mann-Lévy-Modell
natiirtich kein CD-Feld enthilt, ist in Gl (5.2) ny(e) = 1 zu setzen, um den entsprechenden
Ausdruck fir dieses Modell zu erhalten. Den Ausdriicken(D.29), (D.30e—k), (M.1) und {M.24)

entnimmt man die Normiiberlappintegrale fiir das Nukleon und die A-Resonanz.

X " daan(a) [ dsS i
=N=2 —| 1 .
sereyla= 0= [ daan(e) [ s S (n(0) + (o) (5.30)
v =2 !'°°d 9 . f+1d e_ZII” A(2) _AI.\\ e ot
rermy@=0=2x [ daain(e) [ ds o (RO 4R 35G) G

worin n(a) = nd(a)nr(a)ns (a)ny(a) und I;(2) die modifizierten Besselfunktionen®®&? sind.

5.1, Ruhemasse des Nukleons und der 4A-Resonanz
R

ien des Nukleons und des A sind durch die Erwartungswerte des normalge-

ordneten Hamiltonoperators im simmultan auf Spin J = L (bzw. J = %), Isospin T = J und
ben. Benutst man die Invarienz des

2
linearen Impuis ¢ = { projizierten Hedgehog-Zustand gegeben
Hamiltonoperators unter Drehungen und Translationen, so findet man

(Yl H : Pa=oPrs|¥hi )
Eg_ =)= Mjy_r= . 5.4
J T(q ) J=T NJ:T(q — 0) ( )

Die Hamiltonoperatoren der beiden Modelle bestehen aus verschiedenen Anteilen { Gin. (3.5a~¢),

(3.6) und (3.7a—c) in Abschnitt 3.1), fiir die wir die Erwartungswerte in den projizierten Zustinden
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zu berechnen haben. Der Quarkanteil H,, der die kinetische Energie der Quarks und die Quark-

Meson-Wechselwirkungsenergie umfa8i, ist durch

Unnl: He i Pa=oPys|¥np

S = (5:)
gegeben, vorausgeseizt der Spinor ¢(r} ist eine Losung der Diracgleichung (Gl (3.22a-d) oder
(3.30a~e)) mit den Feldern o(r) und ¢(r} bzw. e¢(r), ¢(r) und x(r). Die Berechnung der Erwar-
tungswerte des Mexican-Hat-Potentials und der kinetischen Energie der Mesonfelder sowie auch
der Quarkfelder im projizierten Zustand {4.30} wird in Anhang E gezeigt. Das Ergebnis fiir
den Erwartungswert der Selbstwechselwirkung des CD-Feldes wird dort nicht exphizit aufgefiihrt.
Dessen Berechnung veriauft jedoch vollig analog zu derjenigen, die wir bei Termen der Art &™

{Selbstwechselwirkungstermen des skalaren isoskalaren o-Feldes) auszufiihren haben.

Ein wichtiger Aspekt des Projektionsformalismus ist es, daB sich seine Resultate mit Hilfe
" einfacher Summenregeln tberpriifen lassen. Fiir den Erwartungswert eines skalaren isoskalaren

Operators § im Mean-Field-Hedgehog-Zustand

(Wap|: 8 |¥pp)
S = 5.6
MF = T} (5:6)

erhalten wir mit der Zerlegung (4.26)(2)

legl?  (Tppl: S Poag|Ty)
Syr = 5.7
Z (Trnl¥hn)  (YrrlPrasl¥hs ) (5D

und mit

¢7 = {(Upp|Prs|¥nn) (5.8)

sowie der Beobachtung, daff das Matrixelement (¥pp| @ S Pras|®pn) = (Frnl 0 S Prgl¥an)

unabhangig von M ist,

= (27 + (@LH S5: Prrl hu:}_i (5.9)
%:” (Unnl: 8 1) '

Ist S der Einheitsoperator (S = 1), so folgt aus G. (5.9) die Summenregel fiir die Norm.

_ (OpnlPogl¥mn) _
271 EJ: @7+ (Unnl¥hn) ! (6:10)

P ist die Wahrscheinlichkelt einen Zustand mit Spin J und Isospin T = J im Hedgehog-Zustand

zu finden. Hat man § = H, so ergibt sich die Summenregel fiir die Energie.

ZSJ—Z(2J+1) ‘I’h"l H lefplih)")_l (5.11)

(a)Wir verwenden hier normierte Eigenzustinde des Spin- und Isospinoperators |[JM — M) =
P ) (anl PrsEan M2

.
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Die Gln. (5.9-5.11) lassen sich leicht auf den allgemeineren Fall einer simultanen Projektion auf

Spin, Isospin und linearen Impuls g = 0 ubertragen.

{(Tnp|PrrPa=o|¥pp) ;
Prompn = 2J+1 =1 5.10
ZJ: Fa=0 ; ( ) U Pamoin) (5:10)

— (Uppl: H: PyyPe=o|%ap}
E E1a=0 = 2 2J4+1 =1 5.117
 The=0 T £ ( ) T B Pymoin) (511)

In Tab. 5.1 sind die Wahrscheinlichkeiten Py, Pjg=p sowie &7 und &jg=g fir Zustande J =
T < 7/2. aufgelistet.

Projektion 4, T J,T,ga=0
J=T | Py &y Pre=0 E1q=0
1/2 0.326 0.286 0.377 0.328
3/2 0.468 0.449 0.483 0.468
5/2 0.170 0.206 0.122 0.169
7/2 0.032 0.042 0.017 0.032
S/, | 0998 0.991 0.999 0.997

Tab. 5.1: Summenregeln fir Norm und Energie im Gell-Mann-Lévy-Modell

Fir den Paramelersalz ¢ = 4.5 und my = 1.0 GeV sind die Wakrscheinlichkeiten Py,
PJa=0 sowie £y und £j4_q (siche Tezt) angegeben.

Bemerkenwert ist, daf die Summen im Fall der kombinierten Projektion auf Spin, Isospin
und Impuls ¢ = 0 (Gln. (5.10") und (5.11%)) signifikant schneller konvergieren als dies bei reiner

Drehimpulsprojektion der Fall ist. Die Wahrscheinlichkeit einen Nukleon- oder A-Zustand im

Wedpebar Tarkzustand 71 Anden wir 1
ncugcuug,—ruunz.umaud zu finden wird also durch die Impuls

Zustand mit héherem Spin und Isospin J = T zu finden entsprechen
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Die Ruheenergien des Nukleons und der A-Resonanz sind die beiden einzigen GroBen im
linearen o-Modell, die signifikant durch die Projektion auf den Impuls g = 0 beinflufit werden (siehe
Bild 5.1). Eine einfache Drehimpulsprojektion (JT _Projektion) fithrt auf eine Nullpunktsenergie, d.
releich zur Mean-Field-Energie, von stwa 200 MeV4%7947,

1. Abonavlriarmer Aan Waalrla o s
h. Absenkung der Nukleonenergie im Vergleich zur

Aufgrund des skalaren isoskalaren Charakters des o-Feldes, tragt der Anteil des Hamiltonoperators,

der das frele o-Feld beschreibt,
1
Ho=5 (5#0'3‘”'0' + m,,.az) (5.12)

nicht zur Korrelationsenergie bei. Der Erwartungswert von H, im JT-projizierten Zustand ist
also der gleiche wie im Mean-Field-Fockzustand. Wird jedoch eine JTg-Projektion ausgefiihrt,

also Schwerpunktskorrekturen fiir diesen Term berticksichtigt, so treten Koirelationsenergien von

T e
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ca. 500 Mev auf (siehe Tab. 5.2). Wahrend die Energieabsenkungen der tibrigen Terme (E,, By,
Egm und Epp) des Hamiltonoperators durchaus nicht vernachlassigbar sind, sich jedoch teilweise
gegenseitig wieder aufheben {negative Vorzeichen der Terine Egn, und Epnp), ist die Absenkung
der Energie des freien o-Feldes, die durch die Impulsprojektion bewirkt wird, besonders signifikant.
Dies ist die wesentliche Ursache dafiir, dafl die Energie des Nukleons durch alle dret Projektionen

insgesamt um etwa 400-500 MeV abgesenkt wird.

14
12 b ——
% 10r Nukieon T‘-‘-‘H"‘ \"I-.%_ﬁ
g | Delta I - T
o CBF i ’ .‘“‘--w"‘a-.
g : \."
il CBE P -
c4
0-2 A, . s e E e E
4.0 4.5 50 55 6.0

Cuark—Meson Kopplungskonstante g

Abb. 5.1; Ruhemasse des Nukieons und der A-Resonanz tm o-Modell

Die gestrichelien Kurven beziehen sich euf Grifen, die aus einer reinen Dreh-
impuls-(JT'-) Projektion hervorgehen, wahrend durchgezogene Kurven auf Gro-
Ben verweisen, die simulfan etner zusdtzlichen Impuls-(JTg-) Projektion unier-
worfen wurden. Die abwdrisgerichteien |-Pfeile verbinden Zustande mit glei-
chem Spin und Isospin und thre Linge entsprichi der spuriosen Schwerpunkts-
energie. Die {-Doppelpfeile zeigen die N-A-Aufspaltung fir me = 1.0 GeV.

Um die experimentelle Masse des Nukleons My = 0.938 GeV zu reproduzieren, ist es notwen-
dig, die Masse des ¢-Feldes nicht zu groB zu wihlen (siche Bild 5.2), und die Quark-Meson-Kopp-
lungskonstante nabe bel gg,;; zu belassen

Der in Tab. 5.3 anfgefiithrte Parametersatz m, = 0.6 GeV und g = 4.1 stellt eine optimale
Wahl dar, falls die JTg = 0-projizierte Energie des Nukleonmodell-Zustandes an die experimen-
telle Energie é.ngepaﬁt_ werden soll. Im Fall der JT-Projektion ist dies der Parametersatz g = 5.0
und m, = 1.2 GeV. Die Abhéangigkeit anderer Observabler von den Parametern g und m, ist
deutlich schwécher ausgepragt, wie wir in den folgenden Abschnitten noch sehen werden. Die
N-A-Aufspaltung, die fiir eine reine Drehimpulsprojektion allenfalls die Halfte ihres experimentel-

len Wertes erreichi, ist ebenfalls stark vom gewihlten Parametersatz sbhangig und schrumpft im

il
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J=T=3% J=T=3%

Projektion auf JT ST, g=0 JT J.T,g=0
E; [GeV] 1.035 0.780 1.035 0.796
Ey [GeV] 1.446 0.921 1.446 0.946
Eg [GeV] 0.269 0.144 3.413 0.240
Egm [GeV] -0.581 -0.336 -0.581 -).352
Enp [GeV) -1.049 -0.810 -1.088 -0.854
Y. E; [GeV] 1.109 0.698 1.214 0.776

Tab. 5.2: Zusammensetzung der N-und A-Energie tm o-Modell

Die aufgelisteten Energien By, E,, En, Eyy und Eny sind die Erwartungswerte des
geméf Gl (3.3) zerlegien Hamiltonoperators des Gell-Mann-Lévy-Modells fiir den Para-
metersatz g = 4.5 und my; = 1.0 GeV,

Parameter g=41 my; =058 GeV g=41 ms=12GeV |[Experiment

Projektion 1, 7T J,T,ga=0 J, T J,T,g=0

Eyn [GeV] 1.149 0.930 1.191 0.758 {.938
Ea — Ey [GeV] 0.062 0.034 0.090 0.0863 0.264

Parameter g=>50 my=0.6GeV g=>50 my=12GeV | Experiment

Projektion I, T J,T,g=10 J,T T a=0

En [GeV] 0.980 0.655 1.014 0.525 0.638
Ea — Ep [GeV] 0.118 0.085 0.110 0.087 0.204

Tab. 5.3: FEnergie des Nukleons und N-A-Aufspallung im linearen o-Modell

Fall der JT'qg = 0-Projektion auf 1/3-1/4 der experimentelien Aufspaltung. Es scheint als ob der
Beitrag des m-Feldes in den betrachteten chiralen Modellen allein nicht ausreicht den experimen-
tellen Wert der N-A-Aufspaltung zu erklaren(?). Weitere, hier nicht beriicksichtigte Effekte, wie
Gluon-Korrekturen®35® oder die Ankopplung von Vektormesonen® kénnen diese Situation jedoch

verbessern,

(b)lm Gegensatz zu den Peierls-Yoccoz-Projektionstechniken filhrt das semiklassische Quanti-
. sierungsverfahren (Cranking-Modell) auf wesentlich gré8ere Werte der A-N-Aufspaltung®®©!
Ea — En ~ 200 — 250 Mev. Th. MeiBner 3 hat ein effektives chirales Modell mit Diracsee
. (Nambu-Jona-Lasinio-Modell} ebenfalls mit Hilfe des Cranking-Modells untersucht, jedoch
keine Schwerpunktskorrekturen beriicksichtigt. Die experimentelle A-N-Aufspaltung anzu-
-+ passen stellt dort keine Schwierigkeit dar.

e
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Tab. 5.2 entnehmen wir, dafi die relative Absenkung der Energie des w-Feldes, Fr, durch die
Impulsprojektion zwar gréfer als diejenige des o-Feldes, aber aufgrund der wesentlich geringeren
Masse des w-Feldes absolut nicht sehr bedeutsam ist. Stern und Clément®® vertreten die Ansicht,
daB die Fluktuationen des o-Feldes durch kohérente Zusténde nicht gut beschrieben werden und
behandeln das &-Feld deshalb als klassisches Feld (keine Quantenfluktuationen).

1.2

T T T e T e
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Erergie des MNukleons [GeV]
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086 ¢.B 1.0 1.2 1.4 1.6

Sigma—Masse [GeV!]

Abb. 5.2: Energic des Nukleons versus m, tm Gell-Mann-Lévy-Modell

Die JT-projizierte Energie des Nukleons hdngt nur wenig von der Masse des o-
Feldes ab (punktierte Kurve). Im Gegensalz dazu weist die Ruhenergie des Nu-
kleons, dic men aus der JTq = 0-Projekiion erhdli, eine grofie Abhdngigkeit von
my auf (durchgezogene Kurvej. Die Nullpunkisenergie wichst mit zunehmender
Masse des o-Feldes stark an. Wird jedoch das o-Feld keiner Impulsprojekiion

unlerworfen, so ergeben sich sehr viel geringere Nullpunkisenergien [gestrichelle
Kurve). Die Quark-Meson-Kopplungskonsiante ist hier ¢ = 4.5.

Folgen wir diesem Vorschlag und fithren keine Impulsprojektion des o-Feldes aus, so entfallen
die grofen Nullpunktsenergien, die aus der Projektion des Terms {5.12) resultieren (siehe Tab. 5.4),

und die Korrelationsenergien sind entsprechend kleiner(<),

(9)Die Ausdriicke fir die projizierte Energie und die aus dem Quellterm berechnete projizierte
Nukleon-Pion-Nukleon-Kopplungskonstante g; -, die sich ergeben, falls eine Projektion des
o-Feldes vernachlassigt wird, erhilt man aus den entsprechenden Ausdriicken in Anhang E

. und Anhang J, indem man in diese o{r+) = o(r) und ny{a) = 1 ecinsetzt. Die Ergebnisse fir
'Ladungsradien, magnetische Momente etc. aber auch fiir die Axialvektorkopplungskonstante

~+ = dort tritt der o-Feldoperator explizit auf — sind formal die gleichen, mit Ausnahme der
Tatsache, dafl der Normiiberlapp fiir das o-Feld entfalit, d. h. wie oben ns(a) =1 gilt.
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Abb. 5.3: Effekie der Projekiion des o-Feldes tm Gell-Mann-Lévy-Modell

Die Zuordnung der Kurven ist hier dieselbe wie in Bild 5.2, Die Absenkung der
Energie des Nukleons durch die Impulsprojekiion war bereils in Bild 5.1 aufge-
tragen. Werden Schwerpunkiskorrekiuren fir das o-Feld nichi vorgenommen, so
resultiert dies in erheblich hoheren Werten der ‘Rubeenergie’ des Nukleons. Die
Masse des o-Feldes betrdgt hier my; = 1.0 GeV.

Parameter g=41 ms; =0.6 GeV g=41 m, =12 GeV | Experiment

Projektion 3, T 3, T, g=0 5T J, T,g=0

En [GeV] 1.149 1.101 1.191 1121 0.038
Ea — By [GeV] 0.062 0.027 0.0¢0 0.041 0.204

Parameter g=50 my;=10.56GeV g=050 my=12GeV |Experiment

Projektion J,T J,T, ¢g=0 3, T J T a=0

Ey [GeV] 0.980 0.872 1.014 0.916 0.938
Ea — En [GeV] 0.118 0.069 0.110 0.059 0.204

“Tab. 5.4: Ruheenenergie des Nukleons und A-N-Aufspaliung im o-Modell ohne Projek--
" tion des o-Feldes fir verschiedene Parametersaize

Die Masse des Nukleons dem experimentellen Wert anzupassen fallt nun natiirlich sehr leicht,
und es ist nicht mehr notwendig eine Quark-Meson-Kopplungskonstante zu wahlen, die nahe am
kritischen Wert gy.;; liegt. Dies ist im Hinblick auf die Tatsache, daB die Energien in einem

T
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VbP-Verfahren berechnet wurden, interessant, da ein realistischeres VaP-Verfahren eine weitere
Energieabsenkung vermuten 18ft, und die Masse des Nukleons dann dem experimentellen Wert
kaum mehr angepaBt werden kann. Die anderen Observablen des Nukleons werden durch die
Vernachlissigung der Schwerpunkiskorrekturen fiir das o-Feld kaum beinflufft. Der Nachteil die-
ser Methode besteht darin, daB die spuriosen Schwerpunktseffekte, die in der Mean-Field-Ldsung
des o-Feldes vorhanden sind, nun nicht beseitigt werden. Um auch diese Effekte zu beriicksich-
tigen, ohne die Grofe der Nullpunktsenergie drastisch zu liberschitzen, wie dies durch die hier
453

verwendeten Approximationen moglicherweise geschieht, schlagen Stern und Clément®?® vor, die

Quantenfluktuationen des o-Feldes in einer Random-Phase-Approximation®” zu behandeln.

Banerjee und Ren® fanden, daf der Erwartungswert des Quadrates des Impulsoperators,
(P2}, drastisch redugiert wird, falls eine (One-Loop-) distordierte Basis anstatt der Basis aus ebe-
nen Wellen zur Beschreibung der Quantenfiuktuationen des o-Feldes verwendet wird. Dies konnte
bedeuten, daB die Energieabsenkung, die durch die Impulsprojektion verursacht wird, erheblich

geringer ausfillt, falls eine bessere Basis fiir das o-Feld gewihlt wird.

Bisher haben wir die Meson-Feldoperatoren in einer translations- und rotationsinvarianten Ba-
sis aus ebenen Wellen entwickelt und diese zur Formulierung kohirenter Zustinde benutzt. Erwar-
tungswerte der Feldoperatoren zwischen gleichen kohirenten Zusténden, (| : 6™(&) : o) = ¢"(=),
sind unabhidngig von der Wahl der Basis, da alle divergenten Beitrdge zum Erwartungswert, die
durch die Quantenfluktuationen der kohirenten Zustiande verursacht werden, durch die Norral-
ordnung der Feldoperatoren beseitigt werden. Uberlappintegrale, wie z. B. {o]|U(a)le), hangen
Jedoch explizit von der gewdhlten Basis ab, und wir wollen im Folgenden den Grad an Willkiir
untersuchen, der durch die Wahl einer spezicllen Basis entsteht. Von einem techmischen Stand-
punkt aus betrachtet ist die Basis aus ebenen Wellen zu bevorzugen, da der Uberlapp zwischen
gedrehten und verschobenen Vakunmzustinden identisch eins ist. Vom physikalischen Standpunkt
Jjedoch ist die Basis, die von den Eigenmoden des Solitons gebildet wird, hervorgehoben, da ste den
lokalisierten Charakter des Solitons wiederspiegelt und als ein erster Schriit zu Loop-Korrekturen
aufgefafit werden kann. Projekiionsrechnungen in einer sclchen Basis fithren jedoch auf erhebli-
che technische Probleme und sind bisher niemals praktisch ausgefiihit worden. Um dennoch ein
Gefihl fiir die zu erwartenden Effekte zu entwickeln, benutzen wir zu Vergleichsmoglichkeiten eine
Basis, die sehr viel einfacher (harmonischer Oszillator) zu handhaben ist, aber nichtsdestoweniger
die endliche Ausdehnung des Systems wiederspiegelt. Auch auf der Grundlage dieser Basis sollen
keine Projektionsrechnungen durchgefiihrt werden, sondern wir entwickeln die mesonischen Feld-
operatoren in dieser Basis, konstruieren kohédrente Zustinde und berechnen die Erwartungswerte
des Quadrates des Impulsoperators, { Wi : P2 : |¥,, ), in beiden Basen, um diese miteinander
zu vergleichen.

_ Die Quantenzustande eines freien Teilchens, Losungen der freien Klein-Gordon-Gleichung
[—vz + m2] W(z) =0, (5.13)

beschreiben die Wechselwirkung des quantisierten mesonischen Feldes mit dem Baryon nicht, Um

eine solche Wechselwirkung zu sumulieren, die Bewegung eines Mesons in einem lokalisierten Feld,
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modifizieren wir die Klein-Gordon-Gleichung.
[-92+m?+ V()| #l=) = 2u(e) (5.14)

Die Lésungen der Gl (5.14) bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem und wir entwickeln die

Meson-Feldoperatoren und deren konjugierte Impulse
He) =Y
~ VIR
N — £g ! i
bo(@) = =1 3 Y2k (fulahen ~ (e ) (5.150)
m
o)=Y —
VR
5, Ven™ 7 =
(o) = =1 3 L (ol - o)) (5.154)
n

(fn(m)an + f;’:(z)af) (5.15a)

(on(@I8e+ sz ) (5.150)

in diesems Fundamentalsystem. Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren erfilllen die kanc-
nischen Vertauschungsregeln und der 0-Teilchen-Zustand in dieser Basis ist wie {iblich definiert:
an|0) = 5|0} = 0. Kohirente Hedgehog-Zustinde konnen nun, wie in Anhang B beschrieben,

konstruiert werden. Die Erwartungswerte (¥,;|: P2 : [y ), worin

P = é. ff B [0 (2) V() + Vé(e)po ()] (5.16a)
P = % / P [f,(z) VE(z) + Vi(=) (=) (5.165)

ist, lassen sich berechnen, sobald eine Basis spesifiziert ist (siche Anhang F).

Die Entwicklung dieser Erwartungswerte erfordert einen vollstdndigen orthonormierten Satz
Losungen (deren Anzahl unendlich ist) der Klein-Gordon-Gleichung (5.14). Aus diesem Grund st
es wiinschenswert eine analytische Losung zu haben, um den Rechenaufwand zu begrenzen. Wir

verwenden daher inGl. (5.14) fiir V(r) das Potential des harmonischen Oszillators
V(r) = otr? (5.17)

mit & = y/mw. Die Klein-Gordon-Gleichung

—vi4 m2w2r2] (z) = (52 - mz) (=) (5.18)
138t sich mit der Variablentransformation (p = —1 V)
zh = az; = mw z; (5.19a) -
P = % = _pniE (5.198)
2 m?l 62—

= -7 (5.19¢)

g
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auf die Form

5 (2 +27) 9(e) = E(a) (5.20)
bringen. Die Lsungen'® dieser Gleichung, deren Energiecigenwerte durch
E'=2n+1+ g (5.204)
gegeben sind, sind:
¥(2) = Bni(r)Yim(Q) (5.20¢)
mit
o = ; = (Z ) %‘%ﬁ (ar)tett emgots? (5.20f)
* worin

3 gl-nt2 9] 1
Nzl"_" E_ 2 (__ +2n+l) (5‘209)

vroorl i+

eine Normierungskonstante ist. Die Losungen sind orthonormiert, d. h. es gilt insbesondere:

o0
j; drr? Rog(r)Rpyp (r) = Sy by (5.21)

Damit die mesonischen Felder eine dhnliche Aunsdehnung durch die Lésung der Kiein-Gordon-
Gleichung (5.20) erhalten, wie sie durch die selbstkonsistente Mean-Field-Losung zugrunde gelegt
wird, passen wir den Parameter w des harmonischen Oszillatorpotentials so an, daf V(r) mit der
radialen Form der mesonischen Funktion o(r) im Bereich 0 < » < Ting Ubereinstimmt, worin i, s

der Wendepunkt der Funktion o(r) ist. Das heifit, wir haben das Minimum des Ausdrucks
Tinf 2
S(w) = / dr (o(r) — Vu(r)) (5.22)
0

in Abhéngigkeit von w zu bestimmen. Fiir die Parameterbereiche 4.0 < ¢ < 6.0und 0.6 < m, < 2.0
GeV findet man Werte des Potentialparameters w zwischen 160 und 200 MeV.

Die Erwartungswerte (: P? :} und {: P? :) konnen nun unter Beachtung der Hedgehog-
Struktur der Meson-Felder berechnet werden, wobei verschiedene Funktionen v, und Dispersions-
relationen ¢, entsprechend den unterschiedlichen Massen, m, und m,, Verwendung finden. In

einer Basis aus ebenen Wellen erhalten wir fir die Erwartungswerte:

2 foo 4, ( lrfco in{or) \]2- a (5.92:)
(‘Ehhi : PG : E‘yhh> = J() dpp We ) J_jo d?.?G\P-";G'(?/ : '. '\’-"2‘-.'_21

2 - . , L
(Upnl: PF : |War) =/0 dpp*wr(p) Uﬂ d"jz(w’)ﬂr)} ' “(5.23b)

Die Erwartungswerte, berechnet in einer Basis aus Oszillatorfunktionen, finden sich in Anhang F.

Die Ergebnisse sind in Tab. 5.5 und Bild 5.4 zusammengefafit. Obwohl die Normalordnung der

Feldoperatoren begiiglich unterschiedlicher Vakua erfolgt, weichen die Ergebnisse fiir die beiden

e
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Abb. 5.4: Schwerpunkiskorrekturen zur Mean-Field-Energic fir verschiedene
Bastissysteme im linearen o-Modell

Die durchgezogene Linie gibl die auf den Impuls g = 0 projizierte Energie des
Hedgehog-Baryons (keine Drehimpulsprojektion} an. Schwerpunkiskorrekturen
zur Mean-Field-Energie des Hedgehog-Zustands sind gemdf Gl (5.24) fir eine
Basis aus ebenen Wellen (langgestrichelte Kurve} und fir eine Basis aus Oszil-
latorwellenfunktionen (kurzgesivichelie Kurve) aufgetragen.

Rasissysteme nur geringfiigig voneinander ab (siche Tab. 5.5). Dariiberhinaus haben wir den

Erwartungswert des quadrierten Impulsoperators der Quarkfelder

(Whh|: P2 {¥p,) = 3/d3z ti(m) - V(=) (5.23¢)
dessen Wert mit den addierten Werten der Mesonfelder vergleichbar ist, berechnet und eine Ab-
schitzung der Korrekturen fiir die Hedgehog-Energie gemaB '

(Upil : P2+ P2+ P2 |Wps) | 594

M=Eyr-

vorgenommen (siehe Bild 5.4). Diese Korrekturen sind mit denjenigen zu vergleichen, die von einer
(reinen) Impulsprojektion des Hedgehog-Zustands herrithren. Die Korrekturen, die aus der Ver-
wendung unterschiedlicher Basissysteme resultieren, stimmen in einem weiten Bereich der Kopp-
lungskonstante g nahezu iiberein, aber diese Korrekturen sind im Vergleich zu denen, die sich aus
einer Impulsprojektion ergeben, fiir Kopplungskonstanten g > 4.5 viel zu groB. Da beide Basissatze
fiir die obigen GréBen zu sehr dhnlichen Ergebnissen fithren, darf man hoffen, daff die Projekti-

onsrechnungen, die auf einem Basissystem ebener Wellen fufien, eine zuverldssig Approximation

sind...
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Parameter g=45 my =12 GeV
Basen’ ebene Wellen Oszillatorbasis
(P2 [GeV]* 0.817 0.817
(P2)3 [GeV] 0.636 0.673
(P2)7 [GeV] 0.540 0.547
Emp [GeV] 1.278 1.278
M [GeV] 0.744 0.721
Eph (g = 0) [GeV] 0.756
Parameter g=45 my; =06 GeV
Basen ebene Wellen Oszillatorbasis
(P27 [GeV]* 0.724 0.724
(P23 [GeV] 0.464 0.503
(P32 [GeV] 0.407 0.417
Eur [GeV] 1.206 1.206
M [GeV) 0.830 . 0.812
By (g = 0) [GeV) 0.872

Tab. 8.9: FErwerlungswerte des Quadrates des Impuloperatoren

Zusdatzlich zu den Erwertungswerten der gquadrierter Impulsoperatoren, die mitiels kohd-
renter Zusténde berechnel wurden, die auf einem Pundamenieloysiem aus ehenen Wellen
oder Oszillatorfunktionen basieren, sind die korrigierte Masse des Hedgehog-Baryons und
die impulprojizierie Hedgehogenergie aufgelistet. Der Erwartungswert des guadmer’ten _
Impulsoperators der Quarkfelder (gekennzeichnet mit dem Symbol ™) ist in einer Baszs
aus gebundenen Spinorwellenfunkiionen (Lésungen der Diracgleichung) berechnet, '

Wie im linearen o-Modell ist im chiralen colourdielektrischen Modell die Ruheenergie digjenige
(GrofBe, die am stirksten durch die Projektion auf den Impuls ¢ = 0 beinfluBt wird. Betrachtet
man eine JT-Projektion, die auf die Mean-Field-Losungen angewendet wird (VbP), so beobachtet
man nur sehr gen'lge Nullpunktsenergien. Die Energie des Nukleons liegt in diesem Fall nur ca.
30 MeV unterhalb der Mean-Field- Energie. Dies ist hauptséchiich auf das sehr schwache Pion-
Feld zuriickzufilhren. Eine exakte Variation der JT-projizierten Energie {VaP) — dies bedeutet,
die entsprechenden Integro-Differentialgleichungen zu lésen — fiihrt auf eine weitere Beduktion
der Energie des Nukleons um etwa 20 MeV, was auf eine nicht geringe Verstirkung der pionischen
Funktion ¢{r) hindeutet (siehe Tab. 5.6). Korrelationsenergien von 250-300 MeV erhdlt man durch
simultane Projektion der Mean-Field-Losungen auf J, T und ¢ = 0 und eine weitere Abnahme
der Nukleonenergie von ca. 130 MeV, falls das VaP(a)-Verfahren verwendet wird. Die Situation

im CD-Modell ist also von derjenigen des linearen s-Modells grundlegend verschieden, wo eine
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Abb. 5.5: Ruhemasse des Nukleons im CD-Modell

Die Energie des Nukleons, berechnet mit den Mean-Field-Lésungen (VBP) oder
mit dem VaP({a)-Verfakren, ist als Funkiion der Quark-Meson-Kopplungskons-
tanien dargestellt. Die Lange der abwdrtsgerichicten Pfeile deutet die Grofie
der Korrelationsenergie bezogen auf die Mean-Field-Energie (punktierte Kurve)
an, die sich fir die unterschiedlichen Variationsverfahren (VP und VaP(a)) bei
simulianer Projektion auf J =T = 1/2 und g = 0 ergibt. Die Modellparameter
sind: Mg = 1.2 GeV, my, = 1.4 GeV, = 0.06 und v = 0.04

Projektionsmethode VbP VaP(a) Experiment
Projection onto 4T 5T g T 4,1 g
En [GeV] 1.318 1.069 1.296 0.939 0.939
Ea — En [GeV] 0.024 0.018 0.047 0.051 0.293

f_l'_'ab. 5.6: Energie des Nukleons und A-N-Aufspaltung im CD-Modell

Die Variation der projizierien Energie fuhrt auf eine Versidrkung des Pion-Feldes und .
‘bewirkl eine Vergriferung der A-N-Aufspaltung. Der Parametersaiz ist derselbe wie in
Bild 5.5 {g.= 0.089 GeV). Die Griflen, in der mit dem Symbol * bezeichneten Spalle,
gehen aus _ea;c_z.‘_’cie_r Variation der projizierien Energie hervor, :

JT-Projektion fiir die Halfte der Korrelationsenergie von etwa 500 MeV verantwortlich ist.

Da das CD-Modell ein dynamisch erzeugtes Confinement beinhaltet, lassen sich viele unter-
schiedliche Parametersatze finden, die alle in der Lage sind die experimentelle Nukleonenergie

wiederzugeben. Die A-N-Aufspaltung jedoch ist viel zu gering. Dies ist auf das schwach aus-

T
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geprigte m-Feld zuriickzufithren, das auch durch die VaP-Verfahren nicht ausreichend verstarkt
wird, um die Aufspaltung zu erkliren. Wir haben hier das gleiche Problem wie im linearen o-
Modell und miissen weitere, hier nicht beriicksichtigte, Effekte in die Theorie mit aufnehmen, wie

beispielsweise Gluonkorrekturen oder Vektormesconen, um die A-N-Aufspaltung zu erklaren.

5.2. Elektromagnetische Eigenschaften des Nukleons

Die wichtigste Informationsquelle iiber die in der Natur aufiretenden Teilchen ist die Analyse
der Streuung dieser Teilchen durch andere Teilchen oder Felder. Bedeutendstes Hilfsmittel dieser
Analyse sind die Feynmandiagramme, deren Regelwerk durch die Lagrangefunktion des Systems
definiert ist. Diese Regeln beinhalten sowohl die Definition der Propagatoren aller beteiligten
Teilchen wie auch der Vertexfunktionen.

Der Vertex fir die Wechselwirkung eines ausgedehnten Systems, das eine innere Struktur
besitzt, mit den Quanten eines Zufleren Feldes kann in Analogie zur Wechselwirkung punktformiger
Teilchen mit diesen Feldquanten konstruiert werden. In erster Ordnung Storungsentwicklung der
Kopplungskonstanten ist daher der Vertex, der die Wechselwirkung von Nukleonen it einem

externen Feld beschreibt, durch
T s (0. 0) = (N ()T (0)INi(p) ) (5.25)

gegeben, worin die Komponenten des Lorentzvektors I Jr(p, p') willkiirliche komplexe Funktionen
der Impulse p’ und p sind. Der Strom J# kann hierin der elektromagnetische Strom, der Pion-
Strom oder auch der axiale Strom sein. Die Definition der Formfaktoren beruht auf der Annahme,
daB Nukleonen durch Diracspinoren beschrieben werden, die im Gegensatz zu punktfrmigen Spin—
1/2-Teilchen in nichtlokaler Weise mit den Quanten des externen Feldes wechselwirken, d. h. die
Wechselwirkung hangt vom Impuls der Feldquanten ab. Die allgemeinste Form der Vertexfunktion

fiir die elastische Streuung von Nukleonen lautet!®! dann:
T f(p. ) = (N (NITHO)Ni() ) = a(0") F*(p, P )ui(p) (5.26)

In Gl. (5.26) ist F#(p,p’) eine Funktion der Impulse p und p’ sowie ein Operator im Raum der

Diracspinoren, uy und u; sind Diracspinoren

U(p):\/T ( E?'q'ng (5.27)

und i und { sind Quantenzahlen, die den Anfangs- und Endzustand des Nukleons (Spin und Isc-

spin) charakterisieren. Fiir einen der wichtigsten Streuprozesse, die elastische Elektron-Nukleon-

Streuung, sollen im Polgenden die clektromagnetischen Formfaktoren abgeleit
mente, Ladungsradien und magnetische Momente des Nukleons, irn Rahmen der betrachteten
baryonischen Modelle berechnet werden.

Aus den 4er-Vektoren p und p’ konnen zwei linear unabhangige (Lorentz-) Vektoren und ein

{Lorentz-) Skalar gebildet werden.

=0 +p" (5.28)
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2
L.

= (¢ - p)* (5.285)

(5.28¢)

Mit p— und py sowie den Matrizen v#, ~% und *¥ = % [y#,7”] kann man 12 linear unabhangige

der-Vektoren(?) konstruieren!®?,
(1) (7) v p-p%
@) o2 (8} 7 - p4pk
3) 7" (9) v-p-pt
( o VAo 5 (5.29)
(4) e*ply (10) " v’ 1upy ApP-o
(8) o*p” (11) ¥ - p+y - p-rYy
(6) v-paprt (12) v-p4v-p-p2
Die Funktion F*(p,p’) kann nun in der Form
12
o <0 } AP o = oant
FAp,p) =3 Fld* Wi, ) (5.30)
i=1

geschrieben werden, worin die ! den Satz linear unabhéngiger Vektoren reprasentiert und F! (¢?)

willkiirliche komplexe Funktionen des Skalars ¢2 sind.

Da us und u; Losungen der Diracgleichung
(v p—m)uilpy =0  as(p)(y-p' —mys) =0 (5.31)

sind, 148t sich die Anzahl der Ausdriicke @7(p")vf ui(p) erheblich reduzieren. Aus den Bezichungen

s (p')y - pruilp) = B(p') (s £ mq) uilp) (5.32a)
ﬁf(P’) (v -pe)(r-p-)uip) = ﬁf(p') (m?; — m? - 2m;my + 2p -p’) u;(p) (5.32b)
@ (p")o* pr yui(p) = vt (p) [(my —myp)v* + pi::] ui{p) {(5.32¢)

und mit Hiife der Formel
EI‘U/\G,},S,Ty — % (0.1\0’7#» + O'GH‘}’A _5_0.#)\76) (5.32d)

folgt, daB sich die Ausdriicke ﬁf(p’)v;-‘ui(p) i=(4),...,(12) auf diejenigen fiir j = (1),(2), (3}
zuriickfiiliven lassen, d. h.
Pl r]

. dy o omes s P Y __,.rl-._r‘ P 7 3 A\ Ll AN FRY V-1 Y
(N5 EO)IN:(R)) = 55(P) |FilgP)pk + F(ahpt + P3| uile)  (5.38)

Der Ausdruck (5.33) ergibt sich allein aus der Tatsache, daB { N;(p")|Jim{0)|N:i(p)) ein Lorentz-
vektor ist und die Nukleonen auf der Massenschale liegen, also p? = m,? und p'? = m? gilt.

:(d)Mit Hilfe gruppentheoretischer Methoden kann man zeigen, daf keine weiteren linear un-
abhdngigen Vektoren existieren.

T
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Weitere einschrinkende Bedingungen ergeben sich aus der Hermitizitat des Stromes J&, .
(N (PNIE(O)IN:(p) ) = ( Ni(p)}| T5n (01N () (5.34)
Fiir einen beliebigen Operator OF f(p, p') bedeutet dies:
1 r [
4 (0L (b, P uip) = {@:(p)OY_ (P, )us ()] = ,(0") [vo (0t.,0.7)) J u(p)

(5.35)
Falls Anfangs- und Endzustand die gleiche Masse haben, gilt F/{(¢?);_, ; = F/(¢%);_.;, und es ist:
7 f J Jot

F)=F@*)  F)=-FE")"  Fid®) = Fie®)" (5.36)
Aus der Erhaltung des Stroms

Oultn(2) = 0= 8, [ 5P £ (0= F] = 02 [Py, T2 (0)] = 0 (5.37)
folgern wir mit Hilfe der Diracgleichung und der Tatsache, dafi die Fockzustinde [N;(p)) und

IN#{p'}}) Eigenzustande des Impulsoperators P* sind, daf

(NP [Pur Ton (0)] 1Ni(p)) =
= 45(¢') [Fi(¢?) (m} — m?) + Fi(@))p2 + FY(e%) (mg — mi) | wi() =0 (5.38)
und damit F}(¢?) = 0, falls my = m; = My.

Definiert man die reellen Funktionen

Fi(g%) = 2MN Fi(¢®) + Fi(¢%) (5.39q)
Fy(q%) = —2MN F{(¢?) (5.395)

und benutzt die Identitit
p+p) =7 P+ p—2e® (P -p), , (5.38¢)

so ergibt sich fiir die Vertexfunktion der elastischen Elektron-Nukleon-Streuung:
(N5 I OIN ) = 35 [ 10 B ey a0

Den Vertex fiir die Streuung eines punktformigen Teilchens erhalt man zuriick, falls in Gl. (5.40)
Fi{¢%) = 1 und Fy(¢®) = 0 gesetzt wird. Die Abweichung der Formfaktoren von diesen Werten
kann somit als Maf fiir die Ausdehnung eines Teilchens aufgefaBt werden.

Die bisherigen Betrachtungen sind in allen Systemen giltig. Fiir die Ausfithrung praktischer
Rechnungen jeoch hat sich herausgestellt, daBl das Breit-Systemn am geeignetsten ist. Dieses System

ist dadurch definiert, dafl die Zeitkomponente des Impulsiibertrags ¢ null ist.
'—(E g ={0
ZJ = —_ q !q
( ’ 2) 0.9)

_ (E’_g) P i+ (5.41)

i
4

T T
o
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Benutzen wir den expliziten Ausdruck (5.27) fiir die Spinoren, so hat die Vertexfunktion im Breit-

System die Form:

(VD) I ON=)) = () (xs) [Flcqﬁ) - MNFZ(qZ) (5.420)
(K D) Fem@i=-D) = 0} T (e [FleD + Al Gz
Die Sachs-Formfaktoren1®?
Ge(e®) = Filg") + M:, Fz(q2> (5.43)
m{e%) = Fi(¢%) + Fa(g?) (5.43b)

stellen eine Verbindung zu experimentell zugénglichen Daten (Ladung und magnetisches Moment)

her.

Parameter g=41 my; =0.6 GeV g=4.1 my, =12 GeV |Experiment

Projektion auf J, T I, T, g J,T J, T, q
{r2), fm? 0.97 0.88 0.69 0.66 0.74
(7%} [fm?] -6.030 -0.031 -0.046 -0.047 -0.12
Up (0. m.] 2.27 2.43 2.31 2.47 2.79
pn (o, m] -1.70 -1.76 -1.81 -1.90 -1.91
tip/ |pin| 1.33 1.38 1.28 1.30 1.46
Parameter g=50 my =06 GeV g=5.0 my,=12GeV |Experiment
Projektion auf J, T LT, g J,T 3, T, g
{r2}p [fm?] 0.65 0.59 0.58 0.54 0.74
{r2), [fm?] -0.064 -0.063 -0.076 -0.074 -0.12
Hp . m] 2.46 2.61 2.45 2.58 2.75
tn [0 ml] -1.98 -2.02 -2.04 -2.06 -1.91
Eo/lpn] 1.24 1.29 1.20 1.25 1.46
Tab. 5.7: Ladungsradien und magnetische Momente im Lnearen o-Modell
Fir verschiedene Parametersdize sind die Ledungsradien und magnetischen Momente von
Proton un Neutron aufgelisiet

Ladungsradien und magnetische Momente von Proton und Neutron werden nun durch Ent-

wicklung des elektrischen bzw. magnetischen Formfaktors ermittelt.
1
Ge(e®) = Ge(0) ~ £{r2)e” + O(a") (5.44a)

Gule®) = 3§“M““GM( 0) + 0(g% (5.44b)

I
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In Gl. (5.44a) ist Gg(0) die Ladung des Nukleons und in Gl. (5.445) haben wir abkiirzend & =
{xslolxs) verwendet. Das magnetische Moment p ist durch Gp(0) = 2Myp gegeben. Wie in
Abschnitt 4.2 bereits dargelegt wurde, erhalten wir den Modellzustand fiir ein Nukleon mit Impuls
p durch Projektion des Hedgehog-Zustands auf den Spin (Isospin) J = 7 und My = ~M7 und

nachfolgende Projektion auf den linearen Impuls p.
|Na(p)) = ip, JTM ) = PaPyp|¥ps )} = Pol¥uar) (5.45)

Die detaillierte Berechnung der Ladungsradien und der magnetischen Momente fiir das Proton und
das Neutron mit dem Ansatz (5.45) ist in Anhang H und Anhang I aufgefiihrt.
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Abb. 5.6: Isospinanicile des Ladungsradius im linearen o-Modell

Fiir den Paremeterwert my = 1.0 GeV sind die isoskalaren und isovektioriellen

Anteile des Lodungsradius, die von den Quark- und Mesonanietlen des elekiro-

magnetischen Stroms herrihren, gegen die Quark-Meson Kopplungskonsianie g
aufgetragen. Die gesirichelten Linien resultieren aus einer J, T—Projekiion, die
- ‘durchgezogenen Kurven aus der simulianen J, T, g-Projektion

Die Ergebnisse fiir das Gell-Mann-Lévy-Modell sind in den Bildern 5.2.1-5 und in Tab. 5.7
zusammengestellt. Die Effekte, die durch die Beriicksichtigung der spuriosen Schwerpunkisbewe-
gungen auftreten, werden dann besonders deutlich, wenn man die isoskalaren und isovektoriellen
Anteile betrachtet, aus denen sich die Ladungsradien und die magnetischen Momente des Protons

und Neutrons zusammensetzen (Bild 5.6 und Bild 5.7).

Die J, T, g-Projektion bewirkt eine Absenkung des isoskalaren Quarkanteils { r? )?=0 und des

isovektoriellen Mesonanteils { r2 )f;‘i 1 des Ladungsradius um etwa 15%, wihrend der isovektorielle




82 5. Statische Observable in chiralen Valenzquarkmodellen

200
E' S | M=
£ 150Fp x
m i
o)
C
[}
£
(v}
¥ 100k
)]
=
8] 5
&
Sc;’ 0.50 p ©
5 ] \L Mo
= A ey t—
0.00 bt : e
40 4.5 5.0 55 6.0

Quark—Meson Kopplungskonstanie ¢

Abb. 5.7: Isospinanteile des magnetischen Moments im linearen o-Modell

Parameterwerie und Zuordnung der Kurven isi die gleiche wie in Bild 5.6.

Quarkanteil (r? )?=1 nur geringfligig angehoben wird. Die Eliminierung der spuriosen Schwer-
punktseffekte hat zur Folge, daB der Ladungsradius des Protons (Bild 5.8)

(r2)p = (P2) P g+ ()0 + (P20 (5.46a)

um ca. 10% abgesenkt wird.

Dagegen iibt die Impulsprojektion auf den Ladungsradius des Neutrons

2@ _,.20\@ g, _ (5.46h)
ci A~ ] i Ay s

ey — (P22 & _ 244 .46h
\re 1! =0 fodf=1 Tefi=1 b

¥ 72 7

praktisch keinen Einflu aus, da sich die nun gegenlaufigen Wirkungen der Projektion auf den
linearen Impuls gegenseitig nahezu wegheben.

Beide Ladungsradien, der des Protons und der des Neutrons, lassen sich nicht gleichzeitig an
die experimentellen Werte, (72), = 0.74 fm? und {r?), = —0.12 fm?, anpassen. Ahnlich wie
bei der Ruhemasse des Nukleons erfordert die Anpassung des Protonradius Kopplungskonstanten,
die in der Nzhe des kritischen Wertes — g ~ g..;y — liegen sowie kleine Werte fiir die Masse
des ¢-Feldes (siehe Tab, 5.7). Um jedoch gute Ubereinstimmung des Neutronradius mit dem
experimenteilen Wert zu erzielen, sind groffe Werte der Kopplungskonstanten g notig (siehe Bild 5.8
und Bild 5.9), da in diesem Fall das pionische Feld ¢(r) stark ausgeprégt ist. Die Masse des o-Feldes
hat nur einen geringen Einfuf auf die Ergebnisse fiir die Ladungsradien (und auch die magnetischen
Momente), falls Kopplungskonstanten g > 4.5 betrachtet werden, so daf eine Anderung des Wertes

mg = 1.0 GeV keine Verbesserung der Resultate erwarten 128t.
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Abb. 5.8: Ladungsradius des Protons im linearen o-Modell

Paremeterwerte und Zuordnung der Kurven ist die gleiche wie in Bild 5.6.
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Abb. 5.9: Ladungsradius des Neutrons im linearen o-Modell

Paramelerwerte und Zuordnung der Kurven ist die gleiche wie in Bild 5.6.

‘Eine etwas andere Situation treffen wir bei der Betrachtung der magnetischen Momente an.
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Abb. 5.10: Magnelische Momente des Protons und Neutrons im linearen o-
Modell

Parameterwerte und Zuordnung der Kurven ist die gleiche wie in Bild 5.6.

Sowohl das magnetische Moment des Protons wie das des Neutrons zeigen nur eine sehr ge-
ringe Abhingigkeit von den frei wihlbaren Modellparametern, ¢ und m, (siehe auch Bild 5.10).
Beide Momente jedoch weichen nur etwa 10% oder weniger von den experimentellen Werten,
pp = 279 n. m. und g, = =1.91 n. m., ab. Die Beseltigung der spuriosen Schwerpunktseffekte
hat nahezu keine Anderung der Ergebnisse zur Folge, da sich die Wirkungen der Impulsprojektion
auf die einzelnen Isospinkomponenten der Quark- und Mesonanteile des magnetischen Moments
gerade gegenseitig wegheben (Bild 5.7).

Die Ergebnisse, die wir fiir das colourdielektrische Modell erhalten, sind in den Bildern 5.11-
5.13 und in Tab. 5.9 zusammengefaflt. Das VaP(a)-Verfahren, das naherungsweise eine Variation
der J, T, ¢ = O-projizierten Energie erlaubst, bewirkt fiir alle Parametersatze eine Verstarkung der
chiralen Felder, o(r) und ¢(r), wie in Abschnitt 4.3 dargelegt wurde (siche Bild 4.3 und 4.4). Die

durchschnittliche Zahl der Pionen

3 .
No = (Tl Y [ bl (R)bilk) W) (5.47)

=1
in der Mesonwolke vergroflert sich daher von etwa N ~ 0.1 {iir die Mean-Field Nzherung’® auf
ca. Ny ~ 0.6 fiir die VaP(a)-Rechnungen. Ebenso werden werden die isovektoriellen mesonischen
Anteile der Observablen erheblich verstarkt (siche Tab. 5.8)
Dies hat zur Folge, daB der Ladungsradius des Neutrons durch das VaP(a)-Verfahren sehr stark

abgesenkt wird und, verglichen mit dem Experiment, verbesserte Werte annimmt (Bild 5.12). An-
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17,1 / fl‘# Quark-Anteil Meson-Anteil
Isospin I=10 I=1 I=1
Projektionsmethode{ VbP VaP{a) VbP VaP(a) VbP VaP(a)
{r2} [fm?] 0.292 0.335 0.281 0.287 0.036 0.139
4 [n.m.] 0.309 0.270 1.580 1.485 0.151 0.621

g4 — — 1.395 1.360 0.013 0.082

Tab. 5.8: CQuark- und Mesonanteile verschiedener Gréflen im CD-Modell

Quark- und Mesonanicile fir den Ladungsradius, das maegneiische Moment und die Azi-
alvektorkopplungskonstante sind fir den Paramelersaiz my = 1.2 GeV, m, = 1.4 GeV,
7= 0.06, v = 0.04 und ¢ = 0.059 GeV angegeben. Der Vektorstrom enthdll isoskalare
und isovekiorielle Beitrige, die getrenni aufgefibri sind. Alle Griflen beziehen sich auf

die J, T, g-Projekiion.
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Abb. 5.11: Ladungsradius des Proions tm CD-Modell

Der Ladungsradius des Protons ist fir beide Variationsverfahren, Projekiion der
Mean-Field Losungen (VOP) und approzimative Variation nach der Projekiion
(VaP(e}), als Funkiion der Quark-Meson Kopplungskonstanten g dargestelli.

Q.10C

non

Die Werte der Modellparameter sind: mgy = 1.2 GeV, my, = 1.4 GeV, 9 = (.06

und v = 0.04.

dererseits wird der Ladungsradius des Protons durch die VaP(a)-Prozedur angehoben {Bild 5.11),
und es kénnen im CD-Modell, im Gegensatz zum Gell-Mann-Lévy-Modell, Parametersatze gefun-

den werden, die beide Radien und die Ruhemasse des Nukleons in gute Ubereinstimmung mit den

experimentellen Daten bringen.
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Abb. 5.12: [Ladungsradius des Neutrons im CD-Modell

Beschreibung und Parameterwerte wie in Bild 5.11

Obwoh! der Effekt der linearen Momentenprojektion auf den Ladungsradius des Neutrons ver-
nachlissighar klein ist, ist ein groBer Effekt auf den Radius des Protons zu beobachten (3. und
4. Spalte der Tab. 5.9). Dies ist darauf zuriickzufiihren, dafl die Quarkanteile der isokalaren und
isovektoriellen Komponenten des Vektorstroms, {r2 )?___0 und {72 )?zl, beide durch die Impulspro-
jektion abgesenkt werden. Diese Effekte heben sich fiir den Ladungsradius des Neutrons gegenseitig

auf, addieren sich jedoch im Fall des Protons.

Projektionsmethode VbP VaP(a) Experiment
Projektion auf J,T 5T, q J, T 4, T, q
{(r2), [fm?] 0.891 0.608 0.843 0.760 0.74
{2}y, [fm?] -0.027 -0.025 -0.075 -0.090 -0.12
pp 0. mJ] 2.21 2.04 2.22 2.38 2.79
Hn [0 m] -1.55 -1.42 -1.79 -1.84 -1.91
tip] |pin] 1.43 1.44 1.31 1.29 1.46

 Tab. 5.9:  Ladungsradien und magnetische Momente im CD-Modell

Fir den gleichen Paramelersalz wie in Tab. 5.8 sind die Ladungsradien und megnetischen
Momente des Protons und Neutrons aufgefihrt. Die Grofen in der mit dem Symbol ™
" gekennzeichneten Spelte sind mat radialen Funkiionen berechnet, die aus eimer exakfen ~
Variaiion der J, T-projizierten Energie hervorgehen.

LR
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Abb. 5.13: Magnetische Momente des Protons und Neutrons im CD-Modell

Beschreibung und Paremeterwerte wie in Bild 5.11

Die magnetischen Momente von Proton und Neutron sind in Bild 5.13 aufgetragen. Die
Auswirkungen der Projektion auf linearen Impuls sind eher gering und die VaP(z)-Methede ver-
ursacht wiederum eine Absenkung des Momentes fiir das Neutron und eine Anhebung desjenigen
des Protons, was ebenfalls durch die Verstarkung des isovektoriellen mesonischen Stromanteils,
uf}f__l, hervorgerufen wird (siche Tab. 5.8). Obwohl sich das Verh&ltnis yp/|ps| im Vergleich zum
Experiment verschlechtert, verschiebt das VaP{a)-Verfahren die magnetischen Momente, die in
einem weiten Bereich der Quark-Mesen Xcpplungskonstanten g recht stabil sind, n3her zu den
experimentellen Daten hin. Aus Tab. 5.9 ist abzulesen, daf das Verhiltnis der magnetischen Mo-
mente von Proton und Neutron dann mit dem experimentellen Wert gut {ibereinstimms, falls eine
Variation nach Projektion unterbleibt, die chiralen Felder also nur schwach ausgeprigt sind. Das-
selbe Phanomen ist im linearen o-Modell zu beobachten (Tab. 5.7). Sind Kopplungskonstante g
und Masse des ¢-Feldes klein, so sind die chiralen Felder schwacher, der Wert des isovektoriellen
mesonischen Anteils des magnetischen Moments, pﬁ 1+ verringert sich (siehe Bild 5.7} und das
Verhaltnis py /]| nébert sich dem experimentellen Wert an. Nur eines der beiden magnetischen
Momente, entweder das des Protons oder das des Neutrons kann daher genau an den experimen-
tellen Wert angepaBt werden. In beiden Modellen gelingt dies im Hinblick auf andere Observable
eher fiir das magnetische Moment des Neutrons. Jedoch sind die Abweichungen des magnetischen
Moments des Protons nicht grofler als 15%, so daB beide Momente in zufriedenstellender Weise

mit den experimentell gemessenen {ibereinstimmen.
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5.3. Axialvektorkopplungskonstante

In Shnlicher Weise wie dies im vorhergehenden Abschnitt erfolgte, konnen wir auch die mit
dem Axialvektorstrom zusammenhingenden Formfaktoren bestimmen. Ein Satz von 12 linear
unbhingigen Lorents-Pseudovektoren wird durch Multiplikation der Lorentz-Vektoren (5.29) mit
45 konstruiert. Da +° mit allen 4-Matrizen v# antikommutiert, bleiben alle Argumente, die im
Fall des elektromagnetischen Vektorstroms zu Gl. (5.33} gefiihrt haben, auch hier giltig, d. h. die

Vertexfunktion des Axialvektorstroms 1ait sich in der Form

(Np (@, s") AP(O)| Nilp, 5)) =

. Gp(®) o . Grle®) 7
. I A P o T pl 87

schreiben.
In Analogie zu den Gln. (5.35) und (5.36) folgern wir aus der Hermitizitit des Stromes AR,
daB

Gale) =Gu(d®)  Gr(d)=Gp(d®)  Gr(¢®) = -Gr(¢") (5.49)

Weitere einschriinkende Bedingungen fiir die Formfaktoren G 4(¢?), Gp(¢?) und Gr(g?) er-
geben sich aus der Invarianz der Lagrangefunktion unter der Zeitumkehrtransformation. Diese

Symmetrieoperation ist antiunitar(e), d. h.
(OITIv) = (7T gl)” (5.50)

und vertauscht die Richtung des 3er-Impulses p und des Spins eines Diracspinors!®3. Die Feldope-

ratoren eines Spin-1/2-Feldes transformieren sich unter 7 gemaf
Te(zg, )T~ = Ty(—2z0, %) TJ;)" (20, 2)T 1 = J)T (—xo,z)T‘T , (5.51)
worin T = 14'93 eine 4 x 4-Matrix ist, fir die T = TJf = T~ gilt. Die Wirkung von T auf den
Spinor u(pg, p, s) ist durch
Tu(pg,p, s) =& @+ (8:5)y*(pg, —p, —5) (5.52)

gegeben, worin o4 (p, s} ein vom Impuls und Spin abhangiger Phasenfaktor ist.
Betrachten wir die dritte Isospinkomponente und den riumlichen Anteil des Axialvektor-
stroms, so konnen wir schreiben:
(Ny(eh 2, NT T (4) (OT T INifpo,,9)) =

et b= () Ny (g, !, )| T (47 4 (77 Ni(po, ~p, —5)) (5.53)

{e)Die Zeitumkehrtransformation 7 kann als Produkt 7 = UK der unitdren Transformation
# und des antilinearen Operators K angesetzt werden. K ist die Operation der komplexen
Konjugation, d. h. K iberfiihrt jede komplexwertige Grofie in ihr komplex Konjugiertes:

FE
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Da
7 (A7), (077" = (4)5(0) (5.54)

hat man fiir die rechte Seite der Gl. (5.53):

G?(qg) GT( 2) 573
onty % oMy 75 ui (=p, —s)

r.h.s. =e‘{a“’(p‘s)_a‘{'(#’s’))ﬁ?(“?!:“"3]) { jl(qz)’)f: -

‘i‘ 3k * T (g2) G* (q2) 5 T
=u (p,s)T 7 [GA(qz)'r,- - Q?WN g — 211;14’1\; pri| T3 uilp,s)
Mit
TT (707i75) T =74 al (’7’07’5) T = 1% (5.55)
"”folgt dann:

i w2 = 2
- e mrd 2.6, Ople ),,' G7(g ),,' T
rh.s = u.{p ,S) {EGZ(Q };’2 b QMN 111 -+ QMN yf{.‘} 7 TE'U:(P, 5)

Durch Vergleich mit der linken Seite der Gl. (5.53) (siche Gl. (5.48)) erhalt man schlieilich:
Gale®) =G4(e")  Gp(e) =Gp(¢®)  Gr(¢®) = Gl (5.56)
Aus den Gln. (5.49) und (5.56) schliefien wir, da8
Gr(g®) =0, (5.57)
die Vertexfunktion also die folgende Form hat:

(V10 AN ) = 340 ) [Galer + B # Butp) (659

Im Breit-System ergibt sich fiir den Vertex schiiefllich
{N4(p, 6"} 43(0)Nilp, 5) ) =

= xt; x: x,:{ GA 2)€T+(GA(<1)

Aj Gp(qz)) omhs_, - (559)

11 ¥L Kr . j )
worin

o = §{(c - 4) S (5.60a)
or=0—g¢(o-q) ' {5.60b)

die longitudinalen und transversalen Komponenten des Paulivektors o beziiglich des Einheitsvektor

¢ =g/|qfsind.
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Abb. 5.14: Azialvektorkopplungskonsiante im Gell-Mann-Lévy-Modell

Die Resuliate fir Quark- und Mesonfeldoperatoren sind getrennt aufgetragen.
Die gesirichellen Kurven bezichen sich auf Griflen, die aus der J,T-Projektion,
die durchgezogenen auf Grofien, die aus der J, T, q = O-Projektion hervorgehen.
Der Wert von g4 ist nahezu ungedndert, da sich die spuriosen Schwerpunkief-
fekte gegenseitig aufheben. Die Masse des o-Feldes ist: my = 1.0 GeV

Im Limes ¢ — 0 erhalt man aus dem axialen Formfaktor G 4(¢?) die Axialvektorkopplungs-

konstante g4.

g4 = lim Ga(¢®) (5.61)
q—0

Die Berechnung der Axialvektorkopplungskonstanten (siche Anhang G) erfordert daher nur Ruhe-
zustinde des Nukleons (g = 0), die wir wie in Abschnitt 4.1 beschrieben durch simultane Projektion

des Hedgehog-Zustands auf den Impuls g = 0 und Spin J = T = 1/2 erzeugen.
[Nalg = 0) = Po=oPras|¥rp) = M, -M, g =10) (5.62)

Die fiir die Bestimmung der Ladungsradien und magnetischen Momente notwendige Approxima-
tion, d. h. die Projektion auf einen endlichen Impuls g # 0, entfallt also hier.

Das Ergebnis fiir das Gell-Mann-Lévy-Modell ist in Bild 5.14 gezeigt. Die Zunahme der
Beitrige der Quarkfelder zu g4, die auf die Projektion auf den Impuls g zuriickzufiihren ist, wird
durch eine entsprechende Abnahme der Beitrige der Mesonfelder kompensiert, so dai der Wert
von g4 durch die Beseitigung der spuriosen Schwerpunkteffekte nicht gedndert wird. Unabhangig
von ‘den Parametersitzen und den Projektionstechniken jedoch ist die Axialvektorkopplungskon-

stante in allen Fallen im Vergleich zum experimentellen Wert, g4 = 1.25, deutlich zu grofi. Diese

T
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Abb. 5.15: Azialvektorkopplungskonstante im CD-Modell

Die Ergebnisse sind fur beide Variationsverfahren, Projektion der Mean-Field-
Lésungen (VbP) und approzimative Variation der J, Tq = O-projizierten Ener-
gie (VaP(a)), aufgetragen. Der Parametersaiz ist derselbe wie in Bild 5.5.

grundsétzliche ‘Versagen’ des Gell-Mann-Lévy-Modells ist seit geraumer Zeit bekannt*749 und die
Impulsprojekiion verbessert diese Situation nicht.

Wakamatsu!®295 fiihrt diese grobe Uberschitzung des Wertes von g 4 im Gell-Mann-Lévy-
Modell auf Inkonsistenzen der effekiiven gekoppelten Quark-Meson-Modelle zuriick. Da in diesen
Modellen die Mesonen nichi als zusammengesetzte Quark-Antiquark-Systeme betrachtet, sondern
als von den Quarkfeldern unabhéingige Freiheitsgrade behandelt werden, ist ein ‘double counting’
dieser Freiheitsgrade nicht ausgeschlossen. Die Annahme, die Polarisation der Diracsee-Quarks
werde durch die kinetische Energie der mesonischen Felder absorbiert {Gradientenentwicklung der
bosonisierten Version des Nambu-Jona-Lasinio-Modells), und das Gell-Mann-Lévy-Modell sei in-
folgedessen eine hinreichend gute Naherung des solitonischen Sektors des NJL-Modells, wird durch
die numerische Analyse — zumindest fiir den Fall der Axialvektorkopphingskonstante — widerlegt.
In einem chiralen Quark-Modell setzt sich jede Observable aus einem Valenz- und einem auf der
Vakuumpolarisation beruhenden Seebeitrag zusammen, { Q) = {0 )?¥+{0)??" in einem chiralen
Quark-Meson-Modell aus dem Valenz- und Mesonbeitrag, (Q) = {04 4 (0)™*5. M. Waka-
matsu'%410% und Th. Meifiner®® haben unabhingig voneinander gezeigt, daff zwar E™ ~ EV-P-
aber ¢7%* > g;’i'p " ist. Die kinetische Energie der Mesonfelder simuliert also mit hinreichender
Genanigkeit den Seebeitrag zur Energie im NJI-Modells, aber die Vermutung, dies set auch fiir g4

giiltig, resultiert in einer wesentlichen ﬁberschétzung der Axialvektorkopplungskonstanten.

© Bild 5.15 zeigt die Resuitate fiir g4 im CD-Modell. Ebenso wie dies bereits bei den Ladungsra-

dien und den magnetischen Momenten zu beobachten war, wird auch der isovektorielle Mesonanteil

N
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von g4 durch des VaP(a)-Verfahren deutlich verstirkt (Tab. 5.8), bleibt aber im Vergleich zum
isovektoriellen Quarkanteil klein. Dies ist darauf zuriickzufithren, daf die Funktion o{r), die im
mesonischen Anteil von g4 explizit auftritt, obschon um einen Faktor grofier als zwei (Bild 4.4)
verstirkt, dennoch nicht sehr von ihrem Vakuumerwartungswert abweicht. Die Axialvektorkopp-
lungskonstante wird daher durch die Quarkbeitrige dominiert, und dies resultiert in einem Wert
kleiner als derjenige des o-Modells. Wie bereits zuvor werden Quarkbeitrige angehoben und Me-
sonbeitrige abgesenkt, aber die Schwerpunkteffekte heben sich nicht mehr gegenseitig auf. Die
Impulsprojektion beinflugt daher den Wert von g4 und hebt diesen um etwa 10% an. Dagegen
iiben die Variationsmethoden (VbP oder VaP(a)) und die Modellparameter nur einen geringen

Einfluf auf den Wert von g4 aus; in allen Fillen findet man: g4 ~ 1.4 — 1.5.

5.4. Nukleon-Pion-Nukleon Kopplungskonstante, Goldberger-Treiman-Relation

Thema des nachfolgenden Abschnitts ist die Definition eines Formfaktors, der die Wechsel-
wirkung eines Nukleons mit einem Pion, beschreibt. Im Gegensatz zu den elektromagnetischen
und axialen Formfaktoren kann dieser Formfaktor experimentel] nicht bestimmt werden(!). Er er-
langt jedoch eine grofe Bedeutung in phanomenologischen Modelien, wie beispieisweise dem Bonn-
Potentiall%, die der Beschreibung der Wechselwirkung zwischen Nukleonen durch Austausch von
Bosonen {One-Boson-Exchange-Potentials) dienen.

Die allgemeinste Form, die das Matrixelement des pseudoskalaren isovektoriellen Stroms Jr

annehmen kann, ist durch
{ N (oW (0)|N:(p)) = e 5(p° Farnn(e®)uilp) (5.63)

gegeben. Aus der Invarianz des Stromoperators unter der Zeitumkehrtransformation folgt, daf
grnn{(g®) reell ist. Der pionische Strom Jr ist durch den Quellterm in der Bewegungsgleichung
(Euler-Lagrange-Gleichung) fiir das n-Feld festgelegt.

(55 L mi) #(z) = Ja(2) (5.64)

Betrachtet man die Pion-Nukleon-Wechselwirkung wiederum im Breit-System, so findet man fir

die Vertexfunktion unmittelbar:
R ,
g7 g grNNY -
(V= DN ONor (D)) = L2 2130 o ale) (5.65)
Die Zeitentwicklung eines beliebigen Operators O
)
(Y = — H .
5 tO 1 {0, H} {(5.66)
ist die Grundlage eines Virialtheorems, das im Folgenden behandelt werden soll. Die zweite Ab-

leitung des Pion-Feldoperators nach der Zeit B2 7(z) = dop-(2) kann durch

Bopr(z) = —1 [pr(z), H] (5.67)

(£)Experimentell zugéglich ist die Vertexfunktion nur fiir Pionen, die auf der Massenschale liegen,

d. h. der der-Impulsiibertrag erfiillt die Bezichung ¢2 = m2

Tt
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ausgedritekt werden. Ist nun der projizierte Hedgehog-Zustand ein exakter Eigenzustand des Ha-
miltonoperators, so 18t sich der Nukleon-Pion-Nukieon Formfaktor auch direkt aus dem w-Feld

ermiiteln, da in diesem Fali

(JM - M,+f2§; (HVQ + m,%) FlIM - M, —g) =(JM - M,+%if;r§JM - M,m—g) (5.68)

gilt. Dies bedeutet, daB der aus dem Matrixelement des Pionstroms J, berechnete Nukleon-Pion-
Nukleon Formfaktor, g\ (¢?), gleich demjenigen aus dem Pionfeld, g;iNN(qz), berechneten ist,

vorausgesetzt ein exakier Eigenzustand des Hamiltonoperators Hegt vor.
Ein weiteres Virialtheorem ist durch die Golberger-Treiman-Relation

M
oZN(e = 0) = g4 (5.69)
iy

gegeben, falls der Impulsiibertrag g° = 0 verschwindet. Der Grad der Verletzung der Identitaten
GT =
NN(G) :ngN(G)r (5‘0)

die fiir eine exakte Losung des Hamilton’schen Eigenwertproblems erfiillt sind, stellen ein zuverlissi-
ges Indiz fir die Qualitit der Néherungslosung dar. Die in Gl. (5.70) aufgefiihrten Grofien sind

fiir das Gell-Mann-Lévy-Modell sowoh! aus dem Pionstrom

3
» _ _ a - £z oy
Jr{z) = —fgz 3a(€)Y* 740 — 53U 0, 7) (5.71)
als auch aus dem Pionfeld selber fiir beide Fille, J,7- und J, T, g-Projektion, berechnet (siehe
Anhang J) und miteinander verglichen worden (siehe Bild 5.17).

Bild 5.17 zeigt einen Vergleich der mit den verschiedenen Methoden berechneten Nukleon-
Pion-Nukleon Kopplungskonstanten. Die Ergebnisse gehen aus kombinierter J, T, g—Projekiion
der Mean-Field-Losungen (Variation vor Projektion) des Gell-Mann-Lévy-Modells hervor und wei-
chen deutlich voneinander ab. Eine erhebliche Verletzung der Virialtheoreme ist also festzustellen.
Diese Beobachtung bleibt auch dann giiltiz, wenn nur eine reine Drehimpulsprojektion in Be
tracht gezogen wird. Dies filhrt zwar zu einer Verringerung der Werte von gerN(qz = 0} (siche
Bild 5.18), 148t jedoch gfﬁN(qz = 0) nahezu unverdndert, da die Schwerpunkiskorrekturen fiir
g4 vernachldssigbar klein sind (Abschaitt 5.3} und ng:N ~(g% = 0) ohnehin nicht von der Impul-
sprojektion beeinfluft wird (Anhang J). Diese Situation 148t sich (fir J, T-Projektion) auch durch
Variation nach der Projektion nicht verbessern®®. Dies bedeutet, daf die benutzten Niherungs-
verfahren nicht zu ‘guten * Eigenfunktionen des Hamiltonoperators fithren. Erst die Verallgemei-
nerung des Hedgehog-Ansatzzustands (siche Anhang A) in Verbindung mit einer Optimierung
der J, T-projiziertzen Energie (VaP) filhrt zu einer Verletzung der Virialtheoreme, die nur noch
ca 6% betrigt®®. Ob diese Beobachtung auch fiir eine kombinierte Projektion auf Drehimpuls
und linearen Impuls giiltig bleibt, kann nur vermutet werden, da eine simultane Beriicksichtigung

der Schwerpunktskorrekturen fiir den generalisierten Hedgehog-Zustand ze einem unvertretbaren

technischen -Aufwand fiihrt.

[
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Abb. 5.16: Nukleon-Pion-Nukleon Kopplungskonstanie im linearen ¢-Modell

Gezeigt wird die Nukleon- Pion-Nukleon Kopplungskonstante, g;"”,\.,}\,(q2 = 0), so-
wie thre Quark- und Mesonanieile, berechnet im Gell-Mann-Lévy-Modell aus
dem Pionstrom (5.71) (my; = 1.0 GeV}. Die durchgezogenen Linien beziehen
sich auf Ergebnisse unier Einschlufl der Schwerpunktkorrekiuren, die gesirichel-
ten auf reine J, T-Projektion. Im Gegensaiz zu anderen statischen Observablen
des Gell-Mann-Lévy-Modells ist ein drastischer Effekt der simullanen Projek-
tion auf Spin Isospin und Impuls feststellbar, da sich hier die em-Korrekiuren
der Quark- und Mesonanteile nicht gegensetiig wegheben, sondern addieren.

Anders als im Gell-Mann-Lévy-Modell scheint eine Generalisierung des Hedgehog- Ansatzes
im colourdielektrischen Modell nicht notwendig zu sein. Die Virialtheoreme (5.70) konnen in
zufriedenstellender Weise erfilllt werden, vorausgesetzt, es ist die projizierte Energie, die variiert
wird (siehe Tab. 5.10). Aufgrund der komplizierten Struktur des Quarkterms des pionischen Stroms
im CD-Modell

: 3
A i) c
7w == (i) X arute) - 200 (5.72)

st88t man auf erhebliche Schwierigkeiten bei der Berechnung der Nukleon-Pion-Nukleon Kopp-
lungskonstanten, g2 5 /(g% = 0), aus dem Pionstrom (5.72). Daher wurde diese GroBe nur fiir den

Fall der J, T-Projektion berechnet.

Wie bereits erwahnt, ist die 7 N-Kopplungskonstante nur fiir Pionen, die auf der Massenschale
liegen, d. h. falls die Relation ¢? = —g® = m2 erfiillt ist, experimentell meBbar. Es miissen
also Korrekturen an den Werten, die fiir ¢ = 0 berechnet sind, angebracht werden. Folgen wir

dem Vorschlag von Miller et al.107, 5o erhalten wir derartige Korrekturen durch Entwicklung des
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Abb. 5,17 Virialtheoreme im linearen o-Modell

Die Nukleon-Pion-Nukleon Kopplungskonstanten gj’h,\m,(q2 =10), g;';NN(qz =0)
und gf’{r’N(f = 0} sind mil den Mean-Field-Lisungen des g-Modells (m, = 1.0
GeV) gerechnet worden.

Projektionsmethode VbP VaP(a) Experiment
Projektion auf 5T 5.T.q JT* J,T,q
gl un(@® = 0)me/2My | 058 0.58 0.97 1.18 0.94
95 (e = 0)mx /2Mp 0.96 — 0.88 — 0.94
oL (2 =0 m./2My] 098 1.06 1.01 1.07 0.94
gy 1.30 1.41 1.35 1.42 1.25

Tab. 5.10: Virialtheoreme im CD-Aodell

Die Liste enthdlt die fir verschiedene Projektionsmethoden berechneten Nukleon-Pion-
‘Nukleon Kopplungskonstanien sowie die Azialvekiorkopplungskonstianie g4. Die Ergeb-
‘nisse 1n der mit dem Symbol * gekennzeichnelen Spalie gehen aus den Losungen einer
ezakien Variation der drehimpulsprojizierien Energie hervor. Da g,rNN(qz) nur an der
Sielle g2 = m2 dem Exzperiment zuginglich ist, g.nyn(g° = m2) (ma/2My) = 1.0, ist un-
ter der Rubrik Erperimeni der Wert eingelragen, den mam aus der Goldberger-Treiman-
Relotion erhdll, falls man die ezperimeniellen Werte fir g4, m. und fr einsetzt. Der
Parametersaiz ist: my, = 1.4 GeV, g = 0.059 GeV, n = 0.06 und v = 0.04.

il -kl
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Projektion auf J,T J T g Experiment
ol (a? = 0) ma/2My 0.97 0.97 0.94
ginn(e? = 0)mx/2MN 1.44 1.63 0.94

ol yn(a® = m2)me/2My W] 102 — 0
Ganla? =miymef2My M| 152 — L0
dipnl® = m2)yma /20y P | 104 — 1.0
ginn(e® = mi)ma/2My (2) 1.52 —_ 1.0

Tab. 5.11: Soft-Pion-Korrekturen im Gell-Mann-Lévy-Modell

Aufgefihri sind dic Nukleon-Pion-Nukleon Kopplungskonstanien berechnet im linearen o-
Modell (g = 4.5 und mgy = 1.0 GeV) fir den Impulsiberirag ¢? = 0 und die gemdf

Gl. (5.73) {gekennzeichnet durch (), (r2) = 0.81 fm?} sowie die gemif Gl. (5.74) (ge-

(794

kennzeichnet durch (2)) korrigierten Werte.
Nukleon-Pion-Nukleon-Formfaktors.
1
9xnN(e%) = 9run(0) - 5 (7 )a” + O(a") (8.73)

Die theoretische Berechnung dieser Kopplungskonstanten kanan jedoch auch durch analytische Fort-
setzung des Nukleon-Pion-Nukleon-Formfaktors in den Bereich zeitartiger Impulsiibertrége, 2 >0,

erfolgen®4®! (siehe Anhang J). Unabhingig vom betrachteten Modell gilt

o ., m 4 6'45
genn{laf? = —m?rsz’;V == (5.74)

3 m,’

worin Cy die Amplitude der pionischen Funktion ¢(r) fiir grofie radiale Abstande r — oo ist (siehe
Anhang C). Tab. 5.11 entnimmt man, daB die Soft-Pion-Korrekturen im Gell-Mann-Lévy-Modell
kleiner als 10% sind. Beide Korrekturverfahren (Gln. (5.73) und (5.74)) fithren insbesondere fur
die GroBe g2y (¢° = mZ) zu gleichen Ergebnissen, d. h. die Naherungsmethode {5.73) ist fiir
kleine Impulsiibertrage g2 ~ m2 voll gerechtfertigt. Die Beriicksichtigung von Schwerpunktskor-
rekturen konnte daher — ahnlich wie beim Ladungsradius — durch Berechnung des simultan aui
J, T, g-projizierten Radius {r2 ) erfolgen. Eine solche Vorgehensweise bietet allerdings grofle tech-
nische Schwierigkeiten, da in diesem Fall die dritte Ableitung des Matrixelementes des Pionstroms
involviert ist. Da jedoch nach den bisherigen Erfahrungen nicht zu erwarten steht, daff die Schwer-
punktskorrekturen fiir den Radius {r2) groBer als 20% sein werden, konnen diese Korrekturen
der Soft-Pion-Korrekturen vernachlissigt werden. Dies gilt auch noch im CD-Modell, obwohl mit
gréBeren Schwerpunktskorrekturen fiir (72 zu rechnen ist, da auch hier nur sehr kleine Soft-Pion-

Korrekturen zu beobachien sind.

i
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5.5. Isoskalare axiale Kopplungskonstante und Spinstrukturfunktionen

Die Untersuchung der internen Spinstruktur des Nukleons durch die European Muon Collabo-
rationl®® in tiefinelastischer Streuung polarisierter geladener Leptonen an ebenfalls polarisierten
Targets (Nukleonen) legt nahe, daB der Spin des Protons nur zu einem geringen Bruchteil von
den intrinsischen Quarkspins getragen wird. Dieses tiberraschende, im Widerspruch zum naiven
Quarkmodell stehende Resultat hat zahlreiche Anstrengungen 53109119 yy50el8st, dieses Phino-

men theoretisch zu erhellen.

Die direkte Berechnung der Spinstrukturfunktion gJ¥ (z) des Nukleons im Rahmen des Quark-

Parton-Modells (im Bjorken-Limes: v — 0o, @ — 00, 2 = Q%/(2Mpv) festgehalten)(9)
11 -
n(z) =53 e [if (2} - 7 (2)] (5.75)

avs den Verteilungs- (Dichte-) funktionen der Quarks (¢%(z) ist die Verteilungsfunktion eines
Quarks mit dem Impulsanteil z, das eine dem Nukleon paral ele {(4) oder antiparallele {—) Helizitd

hat) stellt ein schwieriges Unterfangen dar, da eine Boostoperation auf ein System mit 1mpuis
|g] — oo (infinite momentum frame) erforderlich wird. Das Integral fiber alle Impulsanteile der

Spinstrukturfunktion jedoch kann mit Hilfe der Strom-Algebra®’ angegeben werden.

1 1 _
| dea¥(e) = 50 1 50)@Rarsv(@IN 1) (5.76)
In Gl. (5.76) ist Q. der Ladungsoperator der Quarks, der im SU{2)-Sektor durch

73 2_5 .1
+ —2— Qc =13 + (5.77)

|-

Qc:

gegeben ist. Bemerkenswert ist die Verbindung von Hochenergieeigenschaften (linke Seite der

Gl. (5.76)) mit Niederenergiematrixelementen.

1121,122
Die Bjorken-Summenregel*<!-<

3
[ e (@) - g7@)] = 3laal (5.730)
)]

erlaubt die Ableitung des Integrals der Spinstrukturfunktion des Neutrons aus der entsprechenden

roBe fir das Proton und d <z valtorlamnlinn o ko fe Qo don Tetoonolos Jon
uxOuc fiir das Proton und der A:umvun.l.uxnuppluuganmibl.duwu Die Duxurut: Qer :iIibEgrase Qer
0

Spinstrukturfunktionen definiert nun die isoskalare axiale Kopplungskonstante g

1 =
[ e (@) + o)) = 1ol (5.785)
0

(?}Die Bezeichnungsweise ist die im Quark-Parton-Modell iibliche: v ist der Energietransfer im
‘Laborsystem, Q? das Quadrat des 4er-Impulstransfers und z (9 € £ € 1) Bjorkens Skalenva-

riable (siche z. B. Ref. 120).

Y
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1l H
Die EMC-Gruppe gibt den aus den MeBwerten der Spinasymmetrie(h) A= i‘lr—l;;l—"ﬂ gewonnernen
o

Wert des. Integrals der Spinstrukturfunktion des Protons mit

do

1
/ dz ¢f(z) = 0.114 £ 0.012(statistisch) = 0.026(systematisch) {(5.7%a)
0

an. Aus dem experimentellen Wert fiir die Axialvektorkopplungskonstante, g4 = 1.254 =+ 0.006,

und der Bjorken-Summenregel findet man
1
/ dz g7{z) = —0.077 & 0.012(statistisch) & 0.026(systematisch) (5.795)
0

fir das Integral von g7 (z), und schlieBlich:

¢% = 0.133+£0.136 (5.79¢)

Die Berechnung der Integrale der Spinstrukturfunktionen fiir das Proton und das Neutron in
den chiralen Valenzquarkmodellen, die wir hier behandeln, kann durch die Gln. (5.76) und (5.77)

{siehe Anhang K) erfolgen.
YN 1 (5 Los, .
[ aedi =5 (3+ ) (M@=0,5010m90IN e =0.56) (350

In Gl. (5.80) gibt t3 = +1/2 die dritte Isospinkomponente des Nukleons an.

Die Ergebnisse fiir verschiedene Modelle sind in Tab. 5.12 zusammengefaBt. Alle Resultate
fiir das Integral der Spinstrukturfunktion des Neutrons basieren auf der Guiltigkeit der Bjorken-
Summenregel {Gl. {5.78a)). Der Wert fiir fol dz gf(z) ist fiir alle betrachteten Modelle in Regel
um den Faktor zwei zu gro verglichen mit dem experimentellen Wert und mit Ausnahme des
Gell-Mann-Lévy-Modells — g4 ist hier sehr viel groBer als das experimentelle MeBergebnis —
sind die Resultate fiir fol dr g7(z) deutlich zu klein. In diesem Zusammenhang liegt natirlich der
Wert fur 991 in allen Modellen erheblich iiber dem aus den Daten der EMC-Gruppe extrahierten
(GL. (5.79¢)t0).

Im Gegensatz zu g4 wird die Korrektur spurioser Schwerpunkieflekte fur g% wichtig (siehe
Bild 5.18). Dies ist darauf zuriickzufiihren, daf abgesehen vom Normiiberlapp nur Quarkfelder zu
gg beitragen, ein gegenldufiger Effekt durch Schwerpunktkorrekturen der Mesonfelder also nicht
moglich ist.

Von untergeordneter Bedeutung sind die Schwerpunktkorrektﬁren im CD-Modell, sie betragen
weniger als 10% (Tab. 5.12). Des weiteren hingt g% wenig vom verwendeten Parametersatz ab, so

da$ man in einem grofen Bereich der Potentialparameter 5 und v sowie der Kopplungskonstanten

(R do™ 7 st der Wirkungsquerschnitt, falls die Spins des Leptons und des Nukleons parallel
(antiparallel) sind.

.(")Eine Reanalyse der EMC-Daten und neuere MeBresultate lassen jedoch einen grofleren Wert

fiir 'g% ~ 0.5 vermuten?>,
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Modelle 94 9 o dz g¥(=) fd dz g} (2)
Nichtrela-

tivistisches $ =167 1 5 = 0.28 0
Quarkmodell*

MIT

Bag- BUI-L) — 109 0.6 19, =0.18 0
-Modell*

naives CBM”

R =10.8 [fm] 0.98 0.50 0.151 -0.013
R=1.1 [fm] 1.02 0.55 0.161 -0.008
CBM™* mit _.
g4 = 1.254

R =028 {{m] 1.254 0.63 0.193 -0.017
R=1.1 [fm] 1.954 0.68 0.198 -0.010
Gell-Mann-

-Lévy- 1.69 (1.67) 0.65 {0.53) 0.231 (0.213) ! -0.050 (-0.065)
-Modell

CD-Modell

VbP 1.41 (1.30) 0.78 (0.75) 0.226 (0.212) | -0.009 (-0.005)
VaP(a) 1.42 0.72 0.218 -0.018
Experiment 1.254 0.133 0.114 —0.077

Tab. 5.12: Asziale Figenschaften verschiedener Modelle

Die Ergebnisse der mit dem Symbol* versehenen Zeilen sind Ref. 109 eninommen (CBM:
Cloudy-Bag- Madell} Die in Klammern gesetzien Resulicie des Gell-Mann-Lévy-Modells
(Parametersatz: g = 4.5 und me = 1.0 GeV) und des CD-Modells (Parametersatz'
g= 0.059 GeV, mx = 14 GeV, n = 0.06 und v = 0.04) beziehen sich auf eine reine

u T—Pau;cnt,wu Die c.f,pmimr:m.micn .E;J'yt’:unwse eni.';precuen den Angaaen der EMC-

Gruppems (Gln. (5.79a-c)).

¢ und der Masse des y-Feldes nahezu unverdnderte Resultate erhilt. Da die radialen Kompo-
nenten der Quarkfelder, u(r) und v(r), durch die Variation der J,T¢ = O-projizierten Epergte =~ .0
nur wenig geandert werden, ist auch der Einflu des VaP(a)-Verfahrens auf g% nur geringfiigig ;
{siehe Bild 5.19). Unabhéngig von Methoden und Parametersatzen findet man im CD-Modell also
¢% ~0.7-08.

Gehen wir davon aus, daB das Nukleon nur aus Quarks des SU(2)-Sektors (u- und d-Quarks)

]
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Abb. 5.18: Isoskalare aziale Kopplungskonsiante im linearen o-Modell

Im Gegensatz zur isovektoriellen azialen Kopplungskonstanien {siehe Bild 5.14)
zeigt die isoskalare aziale Kopplungskonstante eine deutliche Abhangigkeit von
der Quark-Meson Kopplungskonsianien g {my = 1.0 GeV). Schwerpunkikorrek-
turen (durchgezogene Linie} heben den J, T-projizierien Wert von gg (gestri-
chelte Linie} um ca. 20% an.

aufgebaut ist, und vernachldssigen ferner QCD-Strahlungskorrekturen!®®12%, so kann der Spinan-

teil der Quarks am Spin des Protons, {5, ) = +1/2, aus

1
2-/[ dz gl(z) = éAu—!-EAd (5.81a)
A 5oty
I e aroy = 2ags L
2]0 dzgi{z) = 9Ad+ 9/_\1: {5.81b)

den Integralen iiber die Spinstrukturfunktionen und den Quarkverteilungsverteilungsfunktionen,
Ay und Ad,
AL fl LY P T = - -1 T QoY
Au —-j az |qy t45 — %u — 93] (9.04)
0
berechnet werden. Die gemitteite z-Komponente des Spins, 5z, des u-{d-j Quarks im Proton ist
dann durch
S . .
(Se)u = ~2-Au (S} = §Aa’ (5.83)
gegeben, und

(S burd = é(Au +Ad) (5.89)

TR
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Abb. 5.19: Isoskalare exiale Kopplungskonstante im CD-Modell

Fir beide Variationsverfehren sind die Ergebnisse fir gOA fir den gleichen Pa-
rametersatz wie in Tab. 5.12 gezeigt.

Modelle (52 Ju {5z )a {5z )utd
Geli-Mann-

-Lévy- 0.574 -0.278 0.296
-Modell

CD-Modell

VbP 0.548 -0.157 0.391

VaP(a) 0.534 0.174 0.36
Experiment (0.348 £ 0.023 £ 0.051 | —0.280 £ 0.023 £ 0.051 [ 0.068 = 0.047 £ 0.103

Tab. 5.13: Spineniedl der Quarks am Spin des Proions

Die angegebenen Werte sind alle mit den impulsprojizierten Groflen aus Tab. 5.12 be-
rechnet worden. Die ezperimentellen Dalen sind Ref. 108 entnommen und sind unier
Bericksichiigung der (kleinen) QUD-Strahlungskorrekiuren ermitielt worden.

ist der Spinanteil der Quarks im Proton.

Wahrend die Daten der EMC-Gruppe den Spin des Protons nur zu einem sehr kleinen Anteil
auf den Spin der Quarks zuriickfithren (ca 14%), der Spin des Protons zaiso im wesentlichen wohl

von den Spins der Gluonen oder dem Bahndrehimpuls getragen wird, finden wir fiir das Gell-Mann-
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Lévy-Modell einem Anteil, der bei etwa 60% liegt, und fiir das CD-Modell einen von 70%-80%.

5.6. Massenaufspaltung zwischen Proton und Neutron

Die experimentell bestimmbare Massendifferenz zwischen Proton und Neutron
AMpy = My — Mp = 1293 MeV (5.85)

ist auf zwei Ursachen zuriickzufithren, einen Coulombanteil, AM,, der auf der unterschiedlichen

Ladungsverteilung von Proton und Neutson beruht, und einen hadronischen Anteil, AM,"fp, dessen

Ursprung in der Brechung der Isospininvarianz, d. h. in der Differenz zwischen den Strommassen

der u- und d-Quarks, zu suchen ist(?).
AMap = AME, + AM], (5.86)

Die GroBe des Coulombbeitrags, die auf einer Analyse der nukleonischen Formfaktoren fuit, wird

AME, = (~0.76+0.30) MeV (5.86¢)

angegeben. Zusammen mit dem experimentellen Wert (5.86) der Proton-Neutron-Aufspaltung

ergibt sich hieraus fiir den hadronischen Anteil
AMP =(205+0.30) MeV (5.86b)

Die Differenz der Strommassen von u- und d-Quark

Am=mg—m, = 2556 MeV (5.86¢)

wurde ebenfalls von Gasser und Lentwyler!?® abgeschiitst.

Da die Massendifferenz A My, sehr viel kleiner als die Masse der Nukleonen ist und auch der
Wert von Am nur ca. 1% der Konstituentenquarkrnassen betrigt, ist eine perturbative Behandlung
der Isospininvarianzverletzung gerechtfertigt. Vernachlissigen wir pionische Massenunterschiede,
da diese von hoherer Ordnung sind, und Beimischungen von s-Quarks, so ist der Storterm in der

Lagrangefunktion durch

Lo = —my iy —mgdd (5.87)

gegeben. Dieser Term laBt sich folgendermafen umschreiben

1 - -
Lo = =3 (mo + ma) fg + (mg = ma)

73

22 (5.87)

_(j}Die Massendifferenz AMpp kann nicht allein durch die auf der elektromagnetischen Wech-
" selwirkung beruhende Aufspaltung AMS, erklirt werden, da in diesem Fall die Masse des
Protons, im Widerspruch zum Experiment, grofier sein miiite als die des Neutrons, da erste-

res positiv.geladen und letzteres neutral ist.

g
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Abb. 5.20: Hadronische Proton-Neutron-Aufspaltung im linearen o-Modell

Die durch Punkie markierte Fliche bezeichnet den ‘ezperimentellen’ Bereich der
hadronischen Massenaufspaltung zwischen Proton und Neuiron. Die gestrichelte
Kurve gibt die Ergebnisse an, die man aws reiner Drehimpulsprojektion erhdlt,
die durchgezogene Kurve diejenigen, die man aus der kombinierten J, T, q = 0-
Projektion erhdlt. Die Masse des o-Feldes ist: my, = 1.0 GeV

und wir erhalten fir die hadronische Massenaufspaltung zwischen Proton und Neutron unmittelbar:

AMﬂp
Am

= (pg=00 [ £ra) 2awilp.a =0}~ (n.g=0| [ ¢ a() Ralina=0) (559)

Die Berechnung des Ausdrucks (5.88) findet sich in Anhang L.

Die Ergebnisse fiir das lineare o-Modell sind in Bild 5.20, diejenigen fiir das CD-Modell in
Bild 5.21 festgehalten. Wahrend im Gell-Mann-Lévy-Modell die Resultate geringfiigig von der
Quark-Meson Kopplungskonstante abhangen, sind diese im CD-Modell von den Parametern nahezu
vollstandig unabhangig. Aufgrund der grofen Unsicherheiten bei der Abschatzung der Massendif-
ferenz ‘der Strommassen und der nicht unerheblischen Schwankungsbreite des Coulombanteils ist
der ‘experimentelle’ Bereich der telativen hadronischen Aufspaltung zischen Proton und Neutron
entsprechend grof (Bild 5.20 und Bild 5.21), so daB alle Resultate durch Wahl von Am gemaf
Gl. (5.86¢) an den experimentellen Wert der hadronischen Aufspaltung (Gl. (5.865)) angepaBt wer-
den konnen, unabhangig davon welches Modell oder welches Projektions- oder Variationsverfahren
betrachtet wird. Hervorzuheben ist jedoch die ausgezeichnete ﬁbeinstimmung der Ergebnisse des
CD-Modells, die mit dem VaP(a)-Verfahren erzieit werden, mit dem Experiment, falls ein mittlerer

Wert Am = 3.0 MeV gewahlt wird (Bild 5.21).

“Fiolhais et al.126 haben auf der Grundlage der hier vorgestellten Pi‘ojektionsmethoden die
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Abb. 5.21: Hadronische Proton- Neutron-Aufspaliung im CD-Modell

Fiir den Paramertersatz my = 1.4 GeV, 5 = 0.06 und -y = 0.04 ist dic relative
hadronische Massendifferenz zwischen Proton und Neulron aufgetragen.

hadronische und elektromagnetische Massendifferenz zwischen Proton und Neutron in einem nu-

klearen Medium berechnet, und die Auswirkungen der dichteabhangigen Massendifferenz
AMap(p) = Malp) — My(p) (5.89)

auf die Nolen-Schiffer-Anomaliel?71%® abgeschitzt. Die dichteabhingigen mesonischen Gréfen,
Fx(p), mz(p) und my{p), werden in einem ersten Schritt aus den Losungen des Nambu-Jona-
Lasinio-Modells!?® bei endlicher Mediumdichte ermittelt®”. In i i

nukleonischen Eigenschaften aus dem Gell-Mann-Lévy-Modell (mit den Parametern fz(p), mx(p)
und mgy{p)) extrahiert, da Energien und elektromagnetische Eigenschaften (Formfaktoren) durch

die Gradientenentwicklung der bosonisierten Version des NJL-Modells, also durch das Geli-Mann-

elneinn 2wel

Lé_vy-Modeil, hinreichend gut beschrieben werden3®. Die Berechnung der hadronischen Aufspal—'

tung kann analog zu Gl. (5.88) erfolgen, nur daB nun in Gl. (5.88) die dichteabhdngigen Proton--

und Neutronzustéinde einzusetzen sind. Die elektromagnetische Massendifferenz kann mit Hilfe der
57 ermittelt werdenl?®. E ich jedoch heraus, daB

wCiv Weraeh tellt 1 ner

o o5
D2 OBl

an

) B

ebenfalls dichieabhingigen Formfaktoren

AMnpp(p) im Gegensatz zur bendtigten Abnahme mit zunehmender Dichte ansteigt. Dieser Effekt '

wird jedoch vollstandig iiberlagert, falls man dem Umstand Rechnung tragt, dal Valenz-Proton

und -Neutron in Spiegelkernen verschiedene orbitale Radien besitzen, und daher auf Proton. _ﬁt__ld

Neutron unterschiedliche Mediumdichten einwirken.

AMyp(pn, pp) = Mn(pn} — Mp{pp) (5.89)

il E]
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Abb. 5.22: Hadronische Proton-Neutron-Aufspaltung versus Am

Die Grifle der hadronischen Aufspaltung rwischen Proton und Neuiron AM,TP isi
hier gegen die Massendifferenz Am = my —my, zwischen d- und u-Quark aufge-
tragen. Im Gell-Mann-Lévy-Modell wurde der Parameiersaiz g = 4.5 und my =
1.2 GeV, im CD-Modell (VaP(a)-Verfahren) der Parametersatz g = 0.059 GeV,
my = 1.4 GeV, n = 0.06 und v = 0.04 verwendet. Die durch Punkie gekenn-
zeichnete Fliche gibi den experimentellen Bereich der hadronischen Aufspaltung,
AM,’:p = 2.05+0.30 MeV, an. Die Doppelpfeile markieren das Intervall, in
welchem die aus den Modellen extrahierien Resuliate gerade dic experimentellen
Daten innerhalb deren Fehlergrenzen reproduzieren.

Dieser Effekt fithrt zu einer deuilichen Tﬂ'berscl'iéii;zung der Nolen-Schiffer- Anomalie um etwa eine

GroBenordnung?®. s scheint jedoch so, dad die Brechung der Isospininvarianz wesentliche Ziige

dieses Phinomens widerspiegelt.

5.7. Pion-Nukleon-Sigma Term

Der Pion-Nukleon-Sigma Term stellt ein wichtiges empirisches Mafl fiir die Brechung der
chiralen Symmetriein der QCD dar und begriindet somit einschrinkende Bedingungen fiir Modelle,
die die hadronische Strukiur beschreiben und die chirale Symmetrie approximativ beinhalten. Er
ist durch

1
T.n = {plg = G)ig

[

[@%, [@%, B lo(a = 0)) (5.90)

/|
pad

a
definiert, worin [p(g = 0)) der Ruhezustand eines Protons, H der Hamiltonoperator des Systems

und

Q% = /dam {1!;(25)7075%0;&(2:) + (Boa(m)) {x) — (3071'“(3:)) a(:c)} (5.91)
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die axiale Ladung ist.

Werte fiir o, lassen sich auf zwei verschiedenen Wegen aus den experimentell zugénglichen
Daten ermitteln!3!. Eine Methode stiitzt sich auf die Analyse der wN-Steudaten unter Beriick-
sichtigung der PCAC-Relation (o, ~ 60 MeV), eine andere fult auf dem Spektrum des Baryon-
Oktetts, erster Ordnung Stdrungstheorie in den Quark-Strommassen und fithrt in Verbindung mit
der Annahme, daB der s-Quarkanteil des Nukleons klein ist (Zweig-Regel) auf o, ~ 25 MeV. Die
grofie Diskrepanz zwischen beiden Werten lie zunéchst vermuten, dafl das Nukleon einen erheb-
lichen s-Quarkanteil besitzen miisse und die Zweig-Regel signifikant verletzt $eil32133 Gasser et
al.}34 jedoch reduzierten in einer kiirzlich durchgefiihzten neuen Analyse der 7 N-Strendaten diesen
Unterschied und fanden: o,n ~ 45 =7 MeV. Andererseits ist die Moglichkeit in Betracht zu zie-
hen, da8 die baryonische Oktettmasse signifikant nichtlinear von der s-Quarkmasse abhéngtlas'mﬁ,
was grofere Werte fiir o, (> 25 MeV) als die storungstheoretische Abschatzung zur Folge hat,
ohne da$ ein deutlicher s-Quarkanteil im Nukleon notwendig wird. Es muB jedoch darauf hin-
gewiesen werden, daB die Unstimmigkeiten zwischen verschiedenen Datensitzen'®” und daB eine

alternative Methode zur Bestimmung von o,y zu deutlich kleineren Werten fiihren!3%,

Der die chirale Symmetrie brechende Teil

£l = m2fee (5.92)

der Lagrangedichte, proportional zu &, ist der einzige, der zu dem doppelten Koommutator in

Gl. (5.90) beitragt, d. h. der 7 No-Term ist durch den Erwartungswert

axn = —fxmi{p(qg =0)|: fde"r () : |p(g=10)) {(5.93)
des o-Feldoperators zwischen den auf J = 7 = 1/2, My = —M; = 1/2 und ¢ = § projizierten

Zustinden des Hedgehog-Fockzustands gegeben. Aufgrund der einfachen Struktur dieses Opera-
tors, ist o, ;v sowoh! von der Drehimpulsprojektion (skalarer isoskalarer Operator) als auch von der
Impulsprojektion unbeeinfiuflt, da die Uberlappe in Zahler und Nenner, die aus der Impuisprojek-
tion resultieren, identisch sind und sich daher gegenseitig wegheben. Der 7N o-Term ist also durch

seinen Mean-Field-Ausdruck

e )
oan = —dam? fi ]0 dr r2og(r) (5.94)

Die Brechung der chiralen Symmetrie durch den der Lagrangedichte chiral invarianter Quark-
Meson-Modelle hinzugefiigten Ausdruck (5.92), dessen Einfilhrung mit der PCAC-Relation

B* A% = —m? fru® (5.95)

konsistent ist, kann jedoch ebenso durch einen die chirale Invarianz verletzenden Massenterm fiir
die Quarksfelder

P - (5.96)

T T
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Abb. 5.23: Pion-Nukleon-Sigma Term im lincaren o-Modell

Far drei verschiedene Werle my isi der wNo-Term gegen die Quark-Meson
Kopplungskonsianie g aufgetragen. Alle Resuliate liegen erheblich dber dem ez-
pertmeniellen Bereich.

erfolgen!®®. Beide Moglichkeiten sind im Hinblick auf die Quarkstruktur der QCD als gleichwertig
zu bertrachien. Dennoch wird im Rahmen der Quark-Meson-Modelle die Brechung der chira-
len Symmetrie durch £E91.L-)3 bevorzugt, da der Ausdruck {5.98) auf sine nicht der PCAC-Relation

entsprechende Divergenz des Axialvektorstroms fithrt.
Ot AL = mys Ty (5.97)

Da die Meson- und Quarkfelder in den Quark-Meson-Modelien unabhéngig voneinander sind,
besteht keine Verbindung zwischen dem bilinearen Quarkfeldoperator auf der rechten Seite der
Gl. (5.97) und dem Pion-Feld. Folglich sind die beiden # No-Terme, die aus den Ausdriicken (5.94)

und

oon=m [ 2 (N(g=0)]: Fy: IN(g=0)) (5.98)

resultieren, voneinander verschieden. Eine numerische Analyse bestitigt dies (fiir Quarkstrommas-
sen m ~ 6 — 10 MeV), auch fiir den Fall, daB alle Projektionen vernachléssigt werden und nur die
Mean-Field-Ergebnisse miteinander verglichen werden. In einem chiral invarianten Quarkmodell,
wie dem Nambu-Jona-Lasinio-Modell!?®, treten derartige Inkonsistenzen nicht auf. Im Rahmen
des bosonisierten NJL-Modells kann man zeigen, daff die Ausdriicke (5.94) und(5.98) dquivalent

sing 139,140

AL &
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DaB die Werte fiir o, n im Gell-Mann-Lévy-Modell (Gl. (5.94)) ganz erheblich iiber den auf
experimentellen Daten beruhenden Abschitzungen liegen (siche Bild 5.23), fiihrt Wakamatsu'3®
auf die oben beschriebenen Unstimmigkeiten zuriick(*). Die Ursache liege darin, daf in diesen
Modellen die Quark- und Mesonfelder als voneinander unabhangige Freiheitsgrade behandelt wer-
den, und daher ‘double counting’ unvermeidbar sei, da die interne Quark-Antiquark-Struktur der
Mesonen keine Beriicksichtigung finde. Die Annahme, die Polarisation der Diracsee-Quarks werde
durch die kinetische Energie der Mesonfelder korrekt simuliert, 1aBt sich im Fall einiger physikali-

scher GroBen, wie dem 7 No-Term (siehe auch die Diskussion in Abschnitt 5.3), dann nicht langer

aufrechterhalten.

30 VaP{a}

) VbP
10 F /

Picn—Nukleon—-Sigma Term [MeV]

2 2 a 2. L] n 2 - [
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Abb. 5.24: Pion-Nukleon-Sigma Term im CD-Modell

........ A

Der nNo-Term ist fir beide Variationsverfahren (VbP und VaP(a)) gegen die
- Quark-Meson Kopplungskonstante ¢ aufgetragen. Die durch Punkie gekenn-
zeichnete Fliche markiert den auf der wN-Sireudatenanalyse gegrindeten ez-
perimentellen Bereich'®t von oy, die punkiierte Linte gibt die (vermutlich)
untere Grenze der experimentellen Werte von oy an, dic auf dem Spektrum

des Baryon-Oktetts beruhen (siehe Text). Die schraffierte Fliche schlieflich be-
zeichnet den Bereich der Resullate (oxpy ~ 15— 25 MeV), die mit Hilfe von

TCRNCL GETR DETFTlid Wir SLCoLidail 7

Gitieichrechnungent31:342:143 ermitielt wurden.

‘Die nicht ganz eindeutige experimentelle Situation und die Resultate des CD-Modells fiir
o (GL (5.94)) sind in Bild 5.24 aufgetragen. Wird oy aus der Mean-Field-Losung ermittelt, so
erweist sich sein Wert als zu klein verglichen mit den experimentellen Daten. Das VaP(a)-Verfahren

~{F)Im NJL-Modell findet man im Bereich physikalisch sinnvoller Kopplungskonstanten®® o ~
35 — 40 MeV.

T
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Jjedoch bewirks eine signifikante Verstarkung von o,y
oxN ~ Aoy, (5.99)

da in der Regel Werte fiir Ay, ~ 2.2—2.5 (A, ist der Variationsparamenter des ¢-Feldes) beobachtet
werden. Die VaP(a})-Resultate sind deutlich verbessert, sind aber im Vergleich zu den aus den #N-
Streudaten extrahierten Werten fiir o,y etwas zu klein (siche Bild 5.24). Die Auswirkungen einer
Variation des Modellparamenters m, wurden nicht untersucht. Es ist allerdings zu vermuten,
daf eine Verringerung von m, zu einer weiteren (geringfiigigen) Anhebung von o,y fithrt, da die
raumliche Ausdehnung des o-Feldes mit abnehmendem m, ansteigt.

Birse und McGovern!?4 haben im Rahmen eines chiral invarianten CD-Modells, das jedoch

kein Potential U/(x), sondern nur einen Massenterm fiir das y-Feld enthilt, den #No-Term
my 3
CaN = -—2-fw/d 7 (N|J;|N) (5.100)
my
aus dem Strom J,;, der durch die Euler-Lagrange-Gleichungen
(3“6# + m?,) o(z) = Js(z) (5.101)

festgelegt ist, mit Hilfe storungstheoretischer Methoden, &hnlich denen im Cloudy-Bag-Modell®?,
berechnet. Die erhalten Werte fiir oy, die zwischen 32 und 38 Mev liegen, und damit in etwa

den hier aus dem o-Feld mit dem VaP(a)-Verfahren berechneten Werten iibereinstimmen.







6. Resiimee

Ziel dieser Arbeit war die Entwicklung von Verfahren und Techniken, die eine gquantita-
tive Analyse spurioser Schwerpunkteffekte im Rahmen effektiver chiral invarianter Quark-Meson-
Modelle ermoglichen, die seit geraumer Zeit erfolgreich zur Beschreibung des Nukleons und seiner
Eigenschaften (statischer Observabler sowie Formfaktoren) Verwendung finden. Das Nukleon, das
eine komplexe innere Struktur besitzt, wird in dieser Arbeit im Rahmen des Gell-Mann-Lévy-
Modells und einer chiral invarianten Version des colourdielektrischen Modells (CD-Modells) als
(chirales) Soliton aufgefaBt. Beide Modelle spiegeln eine grundlegende Eigenschaft der QCD bei
niedrigen Energien wider, die spontane Brechung der chiralen Symmetrie. Daritberhinaus weist
das CD-Modell ein phanomenologisches Confinement der Quarkfreiheitsgrade auf und geniigt somit
einer. weiteren wichtigen Forderung der QCD, die jedoch bis heute nicht aus dieser fundamentalen

Theorie abgeleitet werden konnte.

Das geeignetste Verfahren, einerseits spuriose Schwerpunktkomponenten aus symmetrieverlet-
zenden (Juantenzustinden zu eliminieren, andererseits Zustande mit definiertem Spin und Isospin
zu erzeugen, bieten die aus der Kernphysik bekannten Peierls-Yoccoz-Projektionstechniken, die
eine Berechnung baryonischer Observabler bei simultaner Bericksichtigung der Schwerpunktef-
fekte erlauben. Die Anwendung solcher Projektionsverfahren setzt jedoch die Konstruktion eines
Quantenzustands voraus, der zumindest ndherungsweise eine Losung des Eigenwertproblems der

betrachteten Quark-Meson-Modelle ist.

Zu diesem: Zweck werden in einem ersten Schritt die klassischen solitonischen Losungen der chi-
ralen Valenzquarkmodelle durch Variation der von den Quark- und Mesonfeldern abhangigen (klas-
sischen) Energie konstruiert und untersucht. Die Struktur siner nichttrivialen Lisung der Lagran-
gefunktionen, welche minimale Energie und Baryonenzahl B = 1 besitzt, ist durch eine sphéarisch
symmetrische raumliche Verteilung der drei Valenzquarks charakterisiert, d. h. diese besetzen je-
weils einen Is-Zustand. Die Optimierung der klassischen Energie erawingt eine Hedgehog-Struktur
der Spin-Flavour-Wellenfunktion der Quarks, falls die Bosonfelder linear an die Quarkfelder kop-
peln und die Lagrangefunktion invariant unter Isospin- Lorentz- und Zeitumkehrtransformationen
ist. Die Feldkonfigurationen der klassischen Bosonfelder sind dann durch die Quellterme in den me-
sonischen Bewegungsgleichungen vollsténdig festgelegt, d. k. das Pionfeld weist p-Wellenstruktur,
das Sigmalfeld s-Wellenstruktur auf. Besitzt das colourdielektzrische y-Feld, das im CD-Modell in
nichtlinearer Weise an die Quarkfelder koppelt, sphirische Symmetrie (s-Welle}, so ist auch in die-
sem Fall der Hedgehog eine Variationslosung minimaler Energie des Hamilton’schen Funktionals.
Im Rahmen des Hedgehog- Ansaizes sind die klassischen Energien beider Modelle Funktionale der
radialen Anteile der Quark- und Bosonfelder. Diese nur von |r| abhingigen Funktionen wurden
mit Hilfe des Variationsprinzips unter Einschlufl der Nebenbedingung ermittelt, dafl eine Losung

mit Baryonenzahl B = 1 gesucht ist.

‘Diese sogenannten Mean-Field-Losungen des Gell-Mann-Lévy-Modells und des CD-Modells

weisen stark unterschiedlichen Charakter auf. Ausgeprigten Strukturen der radialen Anteile der
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chiralen Felder, ¢(r) und o(r), im linearen o-Modell stehen entsprechende bosonische Funktio-
nen im CD-Modell gegeniiber, die fiir physikalisch sinnvolle Quark-Meson Kopplungskonstanten
durch thre Vakuumerwartungswerte approximiert werden kénnen, d. h. o(r) ~ fr und é(r) ~ 0.
Im Gegensatz zum Geli-Mann-Lévy-Modell, dessen Quarkfelder, u(r) und v(r), einen einfachen
exponentieilen Abfall aufweisen, erfordern die Randbedingungen im CD-Modell eine doppeltexpo-
nentiellen Abfall der Quarkfelder, was eine erhebliche Erschwernis der numerischen Analyse der

Schwerpunkteffekte in diesern Modell zur Folge hat.

Die Quantisierung des Hamilton’schen Funktionals erfolgt durch die kanonischen Quantisie-
rungsregeln, denen die Quark- und Mesonfeldoperatoren geniigen. Der fiir die Anwendung der
Peierls-Yoccoz-Projektionstechniken erforderliche Fockzustand wird als Tensorprodukt einer Sla-
terdeterminante fiir die Fermionfelder und kohédrenten Zustdnden fiir alle beteiligten Bosonfelder
konstruiert. Die Entwicklung der bosonischen Feldoperatoren in einer Basis aus ebenen Wellen
-— freie Lésungen der Kiein—Gordon—Gleichung — vereinfacht die Projektionsrechnungen entschel-
dent, da der mit dieser Basis verbundene (-Teilchen-Zustand translations- und rotationsinvariant
ist und daher als physikalischer Vakuumzustand interpretiert werden kann. Die Berechnung von
Erwartungswerten in projizierten Zustanden zeigt, daB die Wahl der Basis keinesfalis willkiirlich
ist. Grundiage der Konstruktion kohiirenter Zustinde sollten vielmehr die Eigenmoden des Soli-
tons sein, die die Wechselwirkung eines Mesons mit dem Solitonfeld beschreiben. Der mit einer
lokalisierten Basis verbundene 0-Teilchen-Zustand jedoch ist im Allgemeinen weder translations-
noch rotationsinvariant. Dieser Mangel kann zwar durch eine Bogoliubov-Transformation, die den
nichtinvarianten Zustand in einen invarianten {und somit physikalisch sinnvollen) iiberfiihrt®?, be-
seitigt werden, aber die praktische Ausfihrung derartiger (Projektions-) Rechnungen gestaltet sich
auBerst schwierig und wurde daher unterlassen.

Ein erster Schritt die Effekie abzuschatzen, die auf der moglichen Distorsion der Basis aus
ebenen Wellen durch die solitonischen Felder beruhen, erfolgte durch die Berechnung einfacher

Schwerpunktkorrekturen,

Ig,, |- 22 4 L P2 .
A¥Rh| &y T L2 T &g « |¥hp/ (61)

zur Mean-Field-Energie Ejp, im o-Modell auf der Grundlage zweier unterschiedlicher Basissysteme.
Die Erwartungswerte der normalgeordneten Quadrate der Impulsoperatoren der bosonischen Fel-
der, {: P2 :) und {: P2 :), zwischen koharenten Zustanden, die entweder auf einer Basis aus
ebenen Wellen oder einer Basis aus harmonischen Oszillatorwellenfunktionen fulen, sind nahezn
gleich, so daB die Ausfilhrung von Projektionsrechnungen in Verbindung mit der Konstruktion
koharenter Zustinde in einer Basis aus ebenen Wellen gerechtfertigt scheint. Eine tiefergehende
Untersuchung diese Problemkreises steht jedoch noch aus.

Die bisher betrachteten Solitonen sind kiassische lokalisierte Objekte, die Symmetrien, die der
Hamiltonoperator erfiillt, [H, S] = 0, nicht geniigen. Insbesondere brechen die solitonischen Losun-
gen die Translations-, Drehimpuls- und Isospininvarianz des Hamiltonoperators, d. h. sie enthalten

spuriose Schwerpunktkomponenten und sind weder Eigenfunktionen des Spins und Isospins noch
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Parameter g=41m; =06 GeV | ¢g=41m, = 1.2 GeV {Experiment
En [GeV) 0.930 (1.148) 0.759 (1.191) 0.940
Ep — Ex [GeV] 0.034 (0.062) 0.063 (0.091) 0.294
(72}, [fm?] 0.88 {0.97) 0.66 (0.69) 0.74
(r2)y [fm?] -0.031 {-0.030) -0.047 (-0.046) -0.12
g 1.65 (1.61) 1.66 (1.64) 1.25
pp o, m] 2.43 (2.27) 2.47 (2.31) 2.79
pn [0. m.) -1.76 (-1.70) -1.90 (-1.85) -1.91
e 1.38 (1.33) 1.30 (1.24) 1.46
9N (0) SR 1.32 (1.22) 1.61 (1.41) —
9L (0) B 0.83 0.92 —
9L N (0) ST 1.24 (1.21) 1.25 (1.24) 0.94
oxn [MeV] 99 70 ~ 25 — 52
AME,JAm 0.76 (0.63) 0.63 (0.49) ~0.3-09
g 0.82 (0.71) 0.71 (0.58) ~0.0-05
Parameter g=50m; =06GeV | g=50m; =12 GeV | Experiment
Ey [GeV] 0.655 {0.980) 0.526 (1.014) 0.940
Ea ~ Ex [GeV] 0.086 (0.118) 0.873 (0.111) 0.204
{r2), [fm?] 0.59 (0.65) 0.54 (0.58) 0.74
{r2}y [fm?] -0.063 (-0.064) -0.074 {-0.076) -0.12
g 1.70 (1.68) 1.71 (1.71) 1.25
pp [0, m.] 2.61 (2.46) 2.56 (2.45) 2.79
pir [0, m)] -2.02 (-1.98) -2.06 (-2.04) -1.91
tin/ |in 1.29 (1.24) 1.24 (1.20) 1.46
92 un(O) 1.56 (1.41) 1.89 (1.63) —
ol (0) 5 0.98 1.02 -
9% (0) 1.28 (1.27) 1.29 (1.29) 0.94
axN [MeV] 124 8% 25-52
AME [Am 0.52 {(0.39) 0.48 (0.37) ~0.3-0.9
g% 0.63 (0.51) 0.58 (0.48) ~0.0-05

:.’I'ab._ 6.1: -Zusammenfassung der Resultate im Gell-Mann-Lévy-Modell

ikl
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des linearen Impulses. Eigenfunktionen der Generatoren dieser Symmetrien kénnen allerdings
durch simultane Projektion des (symmetrieverletzenden) Fockzustands auf die Eigenrdume der
mit dem Hamiltonoperator kommutierenden Symmetrieoperatoren erzeugt werden. Da der Pro-
jektionsoperator auf den Impuls ¢ = 0 mit demjenigen auf den Drehimpuls J vertauscht, konnen
gemeinsame Eigenfunktionen des Impulses, Spins und Isospins durch simultane Projektion des
Hedgehog-Ansatzes auf die Quantenzahlen J = T, My = —Mr und ¢ = 0 konstruiert werden.
Der Modellzustand fiir ein Baryon mit definiertem Spin und Isospin in seinem Ruhesystem, der
Grundlage der Berechnung von Gré8en ist, die sich als Erwartungswerte von Zustinden mit dem
Implus ¢ = 0 ergeben, wie beispielsweise die Ruhemasse oder die Axialvektorkopplungskonstante,

geht also aus kombinierter Projektion des Fock-Ansatzzustands hervor.

Um jedoch auch Schwerpunkteffekte der elektromagnetischen Eigenschafien des Nukleons (La-
dungsradien und magnetische Momente) abschdtzen zu konnen, ist es erforderlich, Zustande mit
endlichern Impuls ¢ # 0 zu betrachten. Damit Zustdnde mit unterschiedlichen Impuisen g und
g’ durch Lorentztransformationen miteinander verbunden sind, der relativistischen Invarianz der
Theorie also Rechnung getragen wird, miissen Zustdnde mit Impuls ¢ # 0 durch Boost des auf
Impuls g = 0 {(und Spin J) projizierten Fockzustands konstruiert werden. Eine solche Vorgehens-
weise stoft jedoch micht nur auf grofe technische Schwierigkeiten in den chiralen Modellen, da
die volle Dynamik involviert ist, sondern auch anf methodische Probleme, da bei der Berechnung
von Ladungsradien und magnetischen Momenten divergente Vakuumbeitrage von Produkten der
Feldoperatoren, die nicht nur von den Stromoperatoren, sondern auch von den Boostoperatoren

herriihren, abzuziehen sind.

Eine (nichtrelativistische) Peierls-Yoccoz-Projektion auf endlichen Impuls g # 0 ist zwar frei
von derartigen Problemen, birgt aber den Nachteil, daB Zustdnde mit unterschiedlichen Impul-
sen nicht die gleiche interne Struktur besitzen, und die Energie-Impuls-Relation folglich nicht
erfiillt ist, d. h. trige und dynamische Masse differieren. Dieser Nachteil, unter der Bezeichnung
Peterls-Yoccoz-Problem bekannt, kann zwar im nichtrelativistischen Grenzfall durch Variation des
projizierten Zusiands (VaP-Verfahren) behoben werden, jedoch erfiillen Energieerwartungswerte
die korrekte relativistische Enmergie-Impuls-Relation nur, falls die Zustinde mit Impuls ¢ # 0
durch Boost des Ruhezustands erzengt werden. Allerdings konnte gezeigt werden, daB die Un-
terschiede zwischen den Energien Ej;(q), die einerseits auf der korrekten relativistischen Energie-
Impuls-Beziehung, andererseits auf der Projektion auf endlichen Impuls basieren, fiir kleine Impulse
(lgf < 0.2 GeV} sehr gering sind, so daB die Simulation des Boostoperators duich eine Projektion
auf Impuls g # 0 fiir die Berechnung der Momente der Formfaktoren, d. h. der Ableitungen der
Formfaktoren an der Sielle ¢ = 0, auch im Licht der Ergebnisse von Lilbeck et al.?® gerechtfertigt
ist.

Die approximative Variation der J, T, ¢ = 0-projizierten Zustande (VaP(a)-Verfahren), die in
Abschnitt 4.3 beschrieben ist, tragt nicht nur zur Losung des Pelerls-Yoccoz-Problems bei, sondern
fithrt auch zu einer erheblichen Verstirkung der chiralen Felder des CD-Modells. Das Verfahren
beruht auf einer Reskalierung der Amplituden der mesonischen Funktionen, einer Losung der Mean-

Field-Diracgleichung, die die reskalierten Bosonfunktionen enthélt, sowie einer Optimierung der von

T
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den Skalierungsfaktoren abhingigen Ruheenergie des Nukleons. Eine Verbesserung aller Resultate
des CD-Modells verglichen mit den experimentellen Daten ist zu beobachten. Dies gilt insbesondere
fir den Ladungsradius des Neutrons und den Pion-Nukleon-Sigma Term, die beide nicht an das
Experiment angepaft werden konnen, falls es die Mean-Field-Lésungen sind, die projiziert werden.
Ebenso werden Viriaitheoreme, wie die Goldberger-Treiman-Relation, die durch die projizierten
Mean-Field Losungen stark verletzt sind, durch das VaP(a)-Verfahren zumindest niherungsweise
erfiillt.

Tab. 6.1 zeigt eine Ubersicht iiber die Ergebnisse der Projektionsrechnungen im Gell-Mann-
Lévy-Modell fiir verschiedene Parametersdtze. Die eingeklammerten Grofen erhalt man, falls die
Schwerpunktkorrekturen vernachlissigt werden, also eine reine J, T-Projektion durchgefiihrt wird.
Da sich die Schwerpunktkorrekturen der Quark- und Mesonanteile der Stromoperatoren gegen-
seitig wegheben, sind nur geringe Auswirkungen der Eliminierung der Schwerpunkteffekte auf die
Observablen 'zu beobachten. Die einzige Ausnahme bildet die Nukleon-Pion-Nukleon Kopplungs-
konstante, g5 (0), die aus dem Pion-Strom ermittelt wird. Hier addieren sich die Wirkungen
der Projektion auf den Impuls und heben sich nicht weg. Die Ursache hierfiir liegt moglicherweise
darin, daf§ der mesonische Anteil des Pion-Stroms proportional zur dritten Potenz der Feldoperato-
ren ist und nicht proportional zur zweiten, wie dies beim elektromagnetischen and isovektoriellen
axialen Strom der Fall ist. Die starke Absenkung der Energie des Nukleons durch die Impuls-
projektion kann auf die grofien Nullpunkisenergien des Hamiltonoperators, der das freie o-Feld
beschreibt, zuriickgefiihrt werden. In diesern Zusammenhang ist erneut die Frage aufzuwerfen, ob
die Entwicklung des o-Feldoperators in einer Basis aus ebenen Wellen eine gute Beschreibung der
Quantenfluktuationen dieses Feldes ist und damit eine addquate Grundlage fiir Projektionsrech-
nungen darstellt.

Sollen die Ruheenergie des Nukleons und der Ladungsradius des Protons an das Experimnent
anpaflt werden, so sind kleine Werte fiir die Masse des ¢-Feldes und kleine Quark-Meson Kopplungs-
konstanten g zu wahlen, die Anpassung der iibrigen Observablen (insbesondere des Ladungsradius
des Neutrons) jedoch erfordert eher groflere Werte fiir g. Die gleichzeitige Beschreibung aller
statischen Observablen des Nukleons im Gell-Mann-Lévy-Modell ist daher etwas problematisch.
Unabhingig von Parametersdtzen und Projektionsmethoden jedoch sind die Werte fiir die Axial-
vektorkopplungskonstante g4 und den Pion-Nukleon-Sigma Term o, 5 im Gell-Mann-Lévy-Modell
immer erheblich zu gro8.

Dies ist moglicherweise auf Inkonsistenzen der effektiven gekoppelten Quark-Meson-Modelle,
in denen die Quarks und Mesonen als voneinander unabhingige Freiheitsgrade behandelt werden,
zuriickzufilhren. Die Annahme, die mesonischen Terme eines Quark-Meson-Modells {Gell-Mann-
Lévy-Modell) absorbieren die Seeanteile eines chiralen Quark-Modells (Gradientenentwicklung der
bosonisierten Version des Nambu-Jona-Lasinio-Modells), ist nur fiir die Energie, die Ladungsra-
dien und die magnetischen Momente giiltig, jedoch nicht mehr fiir die Axialvektorkopplungskon-
stante: (siehe Tab. 6.2). Die Isospinanteile der Ladungsradien und der magnetischen Momente
sind in beiden Modellen von gleicher GroBenordnung, obgleich sie auf unterschiedlichen Quan-

tisierungsverfahren fufen. Bemerkenswert ist, dafl die isoskalaren Seeanteile des Ladungsradius
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Modell Gell-Mann-Lévy Nambu-Jona-Lasinio
Ea — En [GeV] 0.103 0.261
(291381 (52} 0.309 0.223
(r2) ¥ [m?) 0.235 0.220

)M””’ [fm?] 0.000 0.038
( )M (?) 0.131 0.223

(r2), [fm?] 0.674 0.704
{(rZ)y [fm?] -0.057 -0.182
p3et (o, m) 0.24 0.29
p2let 0 m] 1.41 0.79
pr P (o m] 00 6.03
P o m ] 0.73 0.31
gp 0. m.] 2.38 1.42
pin [n. ] -1.90 -0.78
oGl 1.10 0.73
ghfee. 0.56 0.03
gA 1.66 0.76

Tab 6.2: Gell-Mann-Lévy- versus Nambu-Jona- Lasinio-Modell

Tab. 6.2 zeigt einen Vergleich elektromagnetischer und azieler Eigenschaflen des Nukle-
ons, die einerseils mittels J, T-Projektion aus dem Gell-Mann-Lévy-Modell (Parameter-
satz: g = 4.5, my = 2¢fr ~ 0.8 GeV), andererseits mittels semiklassischer Quantisierung

(Cmnnmg-MoafeH) aus dem Nambu-Jona-Lasinio-Modell'*® (Parameter: M = gfr =

014N 7Y patar
0.420 GeV, m; = 0.140 GeV) exirahiert wurden.

und des magnetischen Moments im NJL-Modell (im Gegensatz zu den isovektoriellen) nahezu ver-
schwinden und damit den isoskalaren mesonischen Anteilen, die im elektromagnetischen Strom des
Gell-Mann-Lévy-Modells nicht auftreten und daher identisch null sind, entsprechen. Eine vollig
andere Situation trifft man im Fall der Axialvektorkopplungskonstanten an; einem ausgepragien
isovektoriellen mesonischen Anteil steht ein schr kleiner Seebeitrag gegentiber.

™0 H ATTT _RA~AIE oo i 1 3
DaB ¢4 im NJL-Modell dennoch nicht gut reprodusiert wird, wie dies im Gell-Mann-Lévy-

Modell ohne den mesonischen Anteil insbesondere unter Hinzunahme der Schwerpunktkorrekturen
der Fall wire, ist unter Umstinden ein Artifakt der semiklassischen Quantisierung, die nur dann
eine gute Niherungsmethode ist, falis ‘scharfe’ Uberliappe vorliegen. Ein Vergleich der hier zum
Zuge kommenden Peierl-Yoccoz-Projektion mit der Cranking-Methode zeigt, daBl diese Vorausset-
gung wohl nicht erfiillt ist, da erhebliche Unterschiede der isovektoriellen Anteile der Observablen

(die isoskalaren Anteile miissen iibereinstimmen, was im Rahmen von Rundungsfehlern und nume-
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Methode J, T-Projektion Cranking
Ea — Ey [GeV] 0.111 ~ (.250
(r2)F g [im?] 0.251 0.255
(r2)9_, [fm?] 0.174 0.150
(r2)¥L ) [fm?] 0.153 0.450
(r2)p [fm”] 0.578 0.855
{(r2)n [fm?] -0.076 -0.345
59 o m] 0.23 0.22
s o m] 1.28 0.88
M nm] 0.96 1.07
#p . m)] 2.45 2.17
pir, . m] -2.04 -1.73
% 1.01 0.69
g 0.70 0.64
94 1.71 1.33

Tab. 6.3: Peierls-Yoccoz-Projektion versus Cranking-Modell

A-N-Aufspaltung, Ladungsradien, magnetische Momente und die Azialvekiorkopplungs-
konstante sind im Gell-Mann-Lévy-Modell {Parametersatz: g = 5.0, my = 1.2 GeV)
mittels Peierls- Yoccoz-Spin-Isospin- Projektion und mittels Cranking®® berechnet und ein-

L4

agnder gegendbergesielll. Die A-N-Aufspaltung im Crenking-Modell bezieht sich auf dic
Kopplungskonstante g = 5.38

rischer Genauigkeit auch der Fall ist, da nur Mean-Field-Grofen miteinander verglichen werden),
berechnet mit beiden Methoden, feststellbar sind (siehe Tab. 6.3}. Mit einer Ausnahme folgen die
isovektoriellen Grofen des NJL-Modells im Vergleich zu denjenigen des Gell-Manun-Lévy-Modells
der durch das Cranking-Modell vorgezeichneten Tendenz, d. h. die Abweichungen der isovek-
toriellen Anteile der Observablen im NJL-Modells gegeniiber denjenigen des linearen o-Modells
hat gleiche Richtung und &hnliche GréBenordnung wie die Abweichungen, die im o-Modell auf-
grund der unterschiedlichen Quantisierungsverfahren becbachtet werden. Die Fortschreibung des
im Cranking-Modell beobachteten Trends liefe eher einen grofleren isovektoriellen Beltrag des
magnetischen Moments im NJL-Modell als im Gell-Mann-Lévy-Modell vermuten. Tatsachlich ist
dieser aber weniger als halb so grof}, was in der Folge zu Werten der magnetischen Momente im
NJL-Modell fiir Proton und Neutron fithrt, die verglichen mit den experimentellen Daten um den

Faktor zwei zu klein sind.

Finen sehr viel geringeren EinfluB auf die Observablen {iben die chiralen Felder im CD-Modell

aus. ‘Der isovektorielle mesonische Beitrag zur Axialvektorkopplungskonstanten bleibt auch bei

[
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Verstackung der chiralen Felder durch das VaP{a)-Verfahren sehr gering, so daf g4 durch den
Quarkanteil dominiert wird, und unabhingig von Parametersitzen und Variationsverfahren einen
Wert annimmt, der bis auf ca. 10% mit dem Experiment Gbereinstimmt. Schwerpunkteffekte
nehmen daher auch in diesem Modell einen bedeutenderen Rang ein als im Gell-Mann-Lévy-Modell,
da sich die Auswirkungen der Impulsprojektion auf Valenz- und Mesonbeitrag zu den Observablen
nicht mehr gegenseitig wegheben. Dies gilt in besonderer Weise fiir den Ladungsradius des Protons,

dessen Schwerpunktkorrekturen nicht vernachléssigbar sind.

Parameter p=1 p=2 p=4 Experiment
g=358MeV | g=358MeV | g=358MeV
Ep [GeV] 0.903 0.939 0.940 0.939
(r2)p [fm?] 0.900 0.766 0.716 0.74
{(r2)n [fm?] -0.083 -0.101 -0.117 0.12
94 1.40 1.41 1.43 1.27
pp [0 m] 2.61 2.44 2.37 2.79
pin [0, m] -1.96 -1.88 -1.88 -1.91
tp/ lpn] 1.33 1.30 1.26 1.46
oxn [MeV] 24.0 97.3 30.8 25 — 50
gl on(ed = 0) 1.21 1.23 1.28
g Ieun(e® =0) 1.0 1.06 1.08 0.96
a5 0.73 0.71 0.70 0.6 0.5
AME/Am 0.69 0.68 0.67 0.3-0.9

Tab. 6.4: Zusammenfassung der Resuliate im CD-Modell

Tab. 6.4 zeigt eine Ubersicht Gber die Ergebnisse der Projektionsrechnungen im CD-Modell
fiir drei verschieden Exzponenten p des x-Feldes. Die Quark-Meson Kopplungskonstanten
¢ wurden jeweils so gewdhlt, dafl die Ruheenergie des Nukleons und der Ladungsradius des
Protons in etwa mil den ezperimentellen Daten tbereinstimmen. Die dbrigen Parameier
des CD-HModells (v = 0.019, 7 = 0.080 und my, = 1.4 GeV) sind in allen dre: Fillen
{p = 1,2,4)} dieselben. Alle angegebenen Resultale beziehen sich auf die kombinierie
7

— S &

T, g-Projekiion und wurden mit den Wellenfunkiionen, die aus dem VaP(a)- Verfahren

bt Bl ]

hervorgehen, berechnet.

Der urspriingliche Ansatz von Nielson und Patkds?? sah im Exponenten der skalaren Kopp-
lung des colourdielektrischen Feldes an die Quarkfelder p =1 vor. Uberlegungen zur dynamischen
Symmetriebrechung haben Banerjee™ veranlaBt, p = 2 vorzuschlagen. Die Untersuchung des CD-
Modells mittels kombinierter Projektion auf Spin, Isospin und linearen Impuls im Rahmen des
VaP(a)-Verfahrens wurde daher auf drei verschiedene Exponenten p ausgedehnt. Die Wirkungen

der Wahl verschiedener Exponenten auf die Observablen des Nukleons sind in Tab. 6.3 zusammen-

T
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gefaBt. Die I"Jbereinstimmung der, insbesondere fiir p = 2 und p = 4, ermittelten Werte mit den
experimentellen Daten ist ausgezeichnet (siehe Tab. 6.3). Dies gilt auch fiir p = 1, falls der in

Kapitel 5 angegebene Parametersatz verwendet wird.

Die in dieser Arbeit vorgestellten Methoden einer simultanen Projektion auf Spin, Isospin und
linearen Impuls erlauben die Eliminterung der spuriosen Schwerpunkibewegung aus baryonischen
Wellenfunktionen und stellen somit ein geeignetes Werkzeug zur Untersuchung chiral invarianter
effektiver Quark-Meson-Modelle dar. Schwerpunkteffekte sind in zwei effektiven Quark-Meson-
Modellen mit Hilfe deartiger Methoden studiert und eine Vielzahl nukleonischer Observabler be-
rechnet worden. Insbesondere im colourdielektrischen Modell konnte eine gute Ubereinstimmung
der Observablen des Nukleons mit den experimentellen Daten erzielt werden. Dennoch gibt es
eine Anzahl offener Fragen und Probleme sowie Anwendungen, deren Losung von Interesse ist und
die zum Teil bereits erwihnt wurden. So lassen sich beispielsweise derartige Projektionstechniken
auf chirale Valenzguarkmodelle mit Vektormesonen erweitern und die Schwerpunkteffekte in der-
artigen Modellen abschatzen. Andererseits ermutigen die guten Resultate im CD-Modell weitere
Observable im Rahmen dieses Modells zu berechnen. Da bereits Mean-Field-Losungen mit Valenz-
quarks in 2s- und 1p-Orbitalen im Gell-Mann-Lévy-Modell gefunden wurden®#®, kénnte die Un-
tersuchung eines Spektrums, das Nukleonen mit positiver und negativer Paritat umfaft, innerhalb
des CD-Modells besonders vielversprechend sein, da dieses ein ph&nomenologisches Confinement
enthalt und keine freten Quarkzustinde auftreten kénnen. Des weiteren seien die Vorhersagen der
Modelle fiir die elekiromagnetische Polarisierbarkeit erwahnt. Schlieflich ist die Berechnung des
elektrischen Dipolmoments des Neutrons, die wichtige Riickschlisse auf CP-verletzende Terme der

QCD-Lagrangefunktion zuldBt'47, auch im Rahmen der hier vorgestellten Modelle und Projekti-

onstechniken méoglich.

i







Anhang A. Hedgehog-Zustand und chirale Quark-Meson Modelle

Der Hedgehog-Zustand und seine Eigenschaften im Hinblick auf effektive chirale Quark-Meson
Lagrangefunktionen im SU(2)-Flavour-Sektor, welche willkiirliche mesonische Selbstwechselwirkun-
gen enthalten, ist Gegenstand dieses Abschnitts*:264243 Fordert man, dafl die Lagrangefunktion
invariant unter Lorentztransformationen, Drehungen im Isospinraum und unter Zeitumkehr ist, so
kann man zeigen, daB der Hedgehog eine stationare Losung der klassischen Bewegungsgleichungen
ist. Die Strukturen der bosonischen Felder sind durch die Quellterme in den Euler-Lagrange-
Gleichungen fiir diese Felder gegeben, d. h. die bilinearen Kopplungen der {Valenz-) Quarkfelder
legen die Struktur der Mesonfelder fest.

Die Lagrangefunktion im SU(2)-Sektor, die wir betrachten wollen, habe die Form

L=Lg+Lym+Lg (A.1)
worin
Ly = () (a9 8, — m) ¢(2) (A.2a)
Lm = Lm(‘fﬁia 8;A¢i) (AQb)
Ly =4() Y Tidi(z)alo) (4.2)

Die Lagrangefunktion setzt sich also aus drei Termen zusammen, welche die kinetische Energie der
Quarks (Lg), die kinetische Energie der Mesonen und beliebige Selbstkopplungen der Bosonfelder
(Lm) sowie einen Quark-Meson Wechselwirkungsterm (L;) enthalt, welcher linear in den Boson-
feldern ¢;(z) und bilinear in den Quarkfeldern g(#} ist. T; sind die bilinearen Kovarianten der
Diractheorie, genauer
Lr=)_3" fa(@)TapTidi(x)gs(x) (A.2¢)
é &71{3
worin o und @ Spinorindizes sind und T; = §;¢, falls ¢;(2) = do(z) ein isoskalares Feld ist, und
T; = 7;, falls ¢;(z) ein isovektorielles Feld beschreibt.
Um nun zu zeigen, daf der Hedgehog-Zustand eine Variationslosung mit minimaler Energie
im Rahmen der Mean-Field Approximation(“) ist, nehmen wir an, daB die Lagrangedichte (4.1)
invariant unter Lorentztransformationen, Drehungen im Isospinraum und Zeitumkehr ist. Weiter-
hin miissen wir fordern, daB die drei Valenzquarks den gleichen 1s-Zustand besetzen und identische

Spin-Flavour Struktur haben. Der Quarkspinor hat dann die folgende Form

B e-—wt u(:p) N
1= T () @) (43)

(_‘_‘)Die Mean-Field Approximation ist gleichwertig mit unserer Annahme, die Mesonfelder als
“geitunabhingige klassische Felder aufzufafien.
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worin

x(e}} =calul) +aglul)+asld ) +aqd ) (A-30)

einen generellen Spin-Flavouranteil des Fockzustands der Quarkfelder beschreibt, der der Normie-

rungsbedingung
4

et =1 {A.3b)
=1
geniigt. Es ist zweckmiBig die von M. Fiolhais** eingefiihrte Parametrisierung des Spin-Flavour-
Zustands an Stelle der durch Gl. (4.3a) gegebenen fiir die folgenden ﬁberiegungen zit verwender.
Er hat gezeigt, daf sich jeder beliebige Spin-Flavour-Zustand {A.3a) durch zwei Satze von Eu-

lerwinkeln — Q = (a,5,y) und Q= (&,,é,";?) — und einen weiteren Parameter n ausdriicken

188t.
x(€,2,n)) = RQR(Q) fcosnfu | ) —sinnfd 1}] (4.3a")
Hierin sind R(Q2) und R(Q) Direhoperatoren 1m Spin- bzw. Isospinraum.

Da R(Q) und R({)) Symmetricoperationen des Lagrangian (A.1) sind, sind die klassischen

Bewegungsgleichungen
=V24i(=) + mi¢i(z) + V(¢;) = A=) ig() (A.4a)

—a -V 4+m+ Z Tiéi(2)| a(=) = 2q(=) (A.4b)

1
forminvariant, und die Energie ist unabhangig von den Drehwinkeln © und &. Ohne unsere Uber-
legungen einzuschranken, konnen wir daher {2 = Q = 0 setzen, und erhalten:

lx(m)) =cosplul)—sinnld 1) (A.3a™)

Man kann zeigen, daf die Energie E(y) fiir = 0 und g = § einen Extremwert annimmt. Zu

diesem Zweck betrachten wir die ‘Grand-Reversal’-Transformation?8,

@

=Tk (A.5)

die sich aus der Zeitumkehrtransformation(®) 7 und einer Drehung um die 2-Achse im Isospinraum

mit Winkel 7 zusammensetzt. Wenden wir die Transformation G auf den Quarkspinor (A4.3) an,

¥Y 11R0,

g0 erhalten wir:
h / u(gr')

Gloem) = 7= (w{;;a_ L

‘Eine explizite Rechnung zeigt, daB

Y

\ o
) cam2|x(n)} (A.6)

oamalx(n)) = —singlul) +cosnid 1) (A7)

()Die Wirkung der Zeitumkehrtransformation auf Spinoren wurde in Abschnitt 5.3 behandelt.

T e
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gilt. Setzen wir nun 5 = Z + §, so ergibt sich mit sin (5 +8) = cos (§ — §) und cos (§ +6) =

sin (% — 6) aus Gl (A4.8):

Gla(S +8)) ==1la(7 - 6)) (48)

Den tranformierten Spinor erhiit man also bis auf einen irrelevanten Phasenfaktor durch die Spie-
gelung § — —&. Da G eine Symmetrieoperation des Lagrangian (A.1) ist, dieser also invariant
unter der Tranformation G ist, missen die Spinoren |g(F +6)) und |¢(F — &) ) zur gleichen Energie
gehoren, also gilt:

s

B +6)= E(g— — ) (4.9)

Gl {A.9) ist fiir jeden Wert von & giiltig, und es folgt, daB # = T ein stationdrer Punkt der Energie
E{n) ist.
In gleicher Weise 18t sich zeigen, daB 7 = 0 ebenfalls ein stationare Punkt ist. Dreht man

den Quarkspinor (A.3) im Isospinraurn um die 3-Achse mit Winkel r,

F=e v =y (A.10)

so findet man mit

Flg(n)) = —ﬁ <w(t:)(;). ﬂ) 7aix(n)) (A4.11)

und
7alx(n)} = cosnlu ) +sinnld 1) = [x(-n)} (4.12)

daf :
Fla(n)) = —lg(-m) (4.13)

Wir konnen also den gleichen Schluff wie oben ziehen, und stellen fest, da nach Voraussetzung L
invariant unter Drehungen im Isospinraum ist, daB E(y) = £(—7) gilt; 5 = 0 also ebenfalls ein
stationdrer Punkt der Energie ist. Da die n-Abhingigkeit der Quellterme der Mesonenfelder durch
sin 29 (siehe Gln. (A.15¢) und (A.15b) sowie Gln. (A.16a-c)) gegeben ist, ist die Energie periodisch,
d. h. E(p = 0) = E(g = ) Die Energie E(7) weist also im Bereich 0 < 77 < 7 ein Maximum und
ein Minimum auf oder ist konstant.

Fassen wir unsere bisherigen Uberlegungen zusammen, so stelien wir fest, dafi der Hedgehog
(n = Z) eine Losung der klassischen Bewegungsgleichungen mit extremaler Mean-Field-Energie ist.
Eine weitergehende Aussage ist auf der Grundlage von Symmetriebetrachtungen nicht moglich.
Bemerkenswert bleibt die Tatsache, daB die getroffenen Aussagen unabhangig von der konkreten
Ausgestaltung der Quark-Meson-Kopplung sind und innerhalb der Mean-Field Naherung allein aus
allgemeinen Invarianzforderungen, die an den Lagrangian zu stellen sind, und der Annahme, daf
die Valenzquarks identische raumliche (1s-Orbit) und Spin-Flavour-Zusténde besetzen, ableitbar

sind.

ok
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Daf der Hedgehog in der Tat dic Losung mit mimimaler Energie darstellt(e}, muB die nume-
rische Losung der Bewegungsgleichungen und nachfolgende Berechnung der Mean-Field Energle
zeigen. M. Fiolhais*® hat eine derartige Rechnung fiir das Gell-Mann-Levy Modell durchgefiihrt
und gezeigt, dafl durch den Hedgehog-Zustand

|Xh>=%(§u1>-ldm (4.14)

tatsachlich die Spin-Flavour-Konfiguration mit minimaler Ernergie gegeben ist {vgl. Bild A.1).

20

Hedgehog—Energy [GeV]

0‘5 1. PE— ] e 2 ] » B, B,
O 15 30 45 60 75 20

Mixing Anrgle

Abb. A.1: Hedgehog-Energie versus Mischungswinke! n

Die gestrichelte Linie bezetchnet die Mean-Field-Energie des Hedgehog-Zustands,
die cfurchgezogene die auf den Impuls g = 0 projizierie Hedgehog-Energie (Ve-
riation vor Projektion} fir die Modellparameter my = 1.2 GeVund ¢ =5.0. In

-

beiden Fallen liegt das Minimum der Energie beip = §. Ahnliche Ergebnisse

‘Eine ahnliche Rechnung liegt fiir das chirale colourdielekirische Modell nicht vor. Wir diirfen je-

'doch'annehmen, daB auch hier der Hedgehog die Variationsldsung minimaler Energie ist, da die

()An der Stelle 5 = 0 liegt ein Maximum vor.
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Kopplung v ( ) (¢ 417 - 75) 1 des Glueball-Feldes an die Quarks im Limes p — 0 verschwindet
und nur mehr die im Gell-Mann-Levy Modell bereits untersuchte Kopplung von o- und =-Feld an
die Quarks vorliegt. Es ist sehr unwahrscheinlich, daB der Hedgehog fiir eine bestimmte Kom-
bination von Kopplungskonstanten seine Eigenschaft — Variationsldsung minimaler Energie —
grundlegend dndert und zu einem Maximum der Energie wird.

Die Struktur der Mesonfelder ist durch die Quellterme %‘f in den Bewegungsgleichungen fest-
gelegt. Deren explizite Form ist fiir das Gell-Mann-Levy Modell durch die folgenden Gleichungen

gegeben;
(dla)a@le) = 1= (209 - (1) (4.150)
u{r falls ¢ =
{daz)sma(@)le) = {2;; uirizg)m” iz (A.155)

worin lg} der durch Gl. (A4.3) gegebene Fockzustand fiir ein Quark mit beliebiger Colourquanten-
zahl ist. Aus Gl (A.15a) wird sofort ersichtlich, daB E(n) eine Konstante ist, falls nur skalare,
isoskalare Mesonfelder an die Quarks gekoppelt werden. Sobald jedoch isovektorielle Felder hin-
zukommen, ist dies nicht mehr Fall, und die Energie hingt explizit von # ab. Weiterhin wird
deutlich, daf die Bewegungsgleichungen fiir die Mesonfelder nur dann l&sbar sind, falls die klas-
sische Amplitude des o-Feldes eine reine s-Welle und diejenige des m-Feldes eine reine p-Welle
ist.

Betrachtet man das colourdielekérische Modell, so 5t58t man auf die Schwierigkeit, daf durch
die %—Kopplung des Glueball-Feldes an die Quarks die Quark-Meson-Kopplung nicht mehr li-
near ist, wie dies eingangs vorausgeseizt wurde. Vielmehr hingen nun die Quellterme von den
Bosonfeldern selbst ab, und die Struktur dieser Felder ist nicht allein durch die Gestalt der Quark-
spinoten {A.3) bestimmt. Damit die Mescafelder die gleiche Hedgehog-Struktur wie im Fall des
Gell-Mann-Levy Modells aufweisen, nehmen wir zusitzlich an, daB das y-Feld sphérisch symine-
trisch, also eine reine s-Welle ist. Diese Annahme ist gerechifertigt, da das x-Feld als skalares,
isoskalares Glueball-Feld interpretiert wird, also die gleiche Struktur (JP C = ottt T = 0) wie das

o-Feld besitzt. Im Rahmen dieser Annahme erhalten wir dann:

Wit () 1@l = = (25 (#0) - 70) (4.160)

{,l_ﬂ g \? r)sin2n fallsi=1,2
g N [ % (3t) wopnsingg fallsi=1, A.16b
(gla(=) (x(r)) t*wm(m)l';t)—i%ﬁ_%i (;‘Q_F)Pu( Yo) plsizg 1)

und

p ( g )PH
= £ T + 1T - T i =
{alale) ) (o(z) + o7 - F(z}vs) a()lg)
p {9 N[/ 2
pis (X—(r_)) [(u (r) = 93(r)) o(r) + 2u(r)e()8() | =
Im Fall, daB # = % ist, hat man in Gl. {A.16c) [(z% + a:%) sin 279 + 93%] = r2, Dies ist konsistent
mit der Annahme, da8 x(z) = x(r) eine s-Welle ist.

23 Gnant (ETE)ZH (A.16¢)

[N




Anhang B. Feldoperatoren und Konstruktion koh#renter Zustande

Die Eigenschaften der kohérenten Zustinde, die der quantenmechanischen Beschreibung me-
sonischer Zustinde dienen, sowie deren Translation und Rotation sind Gegenstand dieses Ab-
schnitts. In einem ersten Schritt wird die Definition kohdrenter Zustande angegeben und deren

quasiklassische Eigenschaften abgeleitet und diskutiert. AnschlieBend behandeln wir die Drehung

und Translation kcharenter Zustande.

Konstruktion und Eigenschaften kohirenter Zustiinde: Am Beispiel des o-Feldes werden

E!
die Feldoperatoren und ihre konjugierten Momente

o(2) =3 \/;—ﬂ(%(m)anw:(z)al) (B.1a)

po() == | /w—;-(q‘:n(s)an - ¢(z)al) (B.1b)
nach einem Satz orthonormierter Funktionen
[ #2s:@enie) = bum (B.2)

entwickelt. Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren erfilllen die iiblichen kanonischen Ver-

tauschungsrelationen

[an ) ajn] = bam. (B.2¢)
In Verbindung mit diesen 148t sich ein 0-Teilchenzustand definieren
a0} =0 Vn. (B.2d)

er hier als Niherung des physikalischen Vakuumzustands anzusehen ist, falls er translations- und

10

rotationsinvariant ist.

. Fin normierter kohirenter Zustand kann nun durch die unitare Transformation®

U0, 8) = exp{-1 [ P ouleliols) + pral=)o(@)} (B.3)
erzeugt werden.(3).
o, po} = U(G. P } 1) (B4}

Da hier p, o = 0 gilt, hingt die Transformation U von & nicht weiter ab, und es ist:

o) = U(#s)0) (B.5)

{2)Die mit dem Index c} versehenen Gréfen bezeichnen die klassischen Feldes.
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Die Erwartungswerte koharenter Zustande lassen sich mit Hilfe der folgenden wichtigen Ei-
genschaft der Transformation U angeben. Ist F(&) eine analytische, d. h. in eine Potenzrethe

entwickelbare, Funktion des Feldoperators &, so gilt:
viFE)U = F(o+04) (B.6)

Dies 148t sich durch Reihenentwicklung (Haussdorflormel) zeigen

2
Ule(@)U = 6(e) + 1 [4,6(2)] + ’2—1 [4,[4,6(=)] +...
P . .
+E[A, A, [A,[A,a(z)]]...]] . (B.7)
worin abkiirgend
Az /d3£ cei{E)pe (=) (B.8)
gesetzt wurde. Mit den kenonischen Kommutatorreiationen fiir die Felder & und po
[6(z), Boly)] = 26%(z ~ ) (B.9)
erhilt man sofort:
[4, é(z)] = ~10u(=) (B.10)

Setzt man dies in die Reihenentwicklung (B.7) ein, so ist die Bezichung (B.6) fiir den Fall F(¢) = &
gezeigt. Aufgrund der Unitaritit von U ergibt sich fiir eine beliebige ganzzahlige positive Potenz

des Feldoperators:

UleM@)U = (6(z) + oa(z))" (B.11)

r£LofRay L T
iD.U} DEWICHTLL.

und da nach Voraussetzung F' analytisch ist, ist die Eigenschaft
Da der Vakuumerwartungswert des Feldoperators verschwindet, erhdlt man nun mit den

Gln. (B.5) und (B.6) fiir das Matrixelement:
(olo(=)lo) = ol=) (B.12)
Der Erwartungswertes des normalgeordneten Produkts,

N () =) (JD ()6 (=) (B.13)

worin

b-(@) = —a—tn(a)an (B.14)

T
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und 64 (=) = &i(z) ist, kann nun ebenfalls angegeben werden, wenn man beriicksichtigt, daf far

die Transformation der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren eine &hnliche Beziehung wie fur

UfakU =a;+ 1/%17;; {B.15a)

die Feldoperatoren gilt, d. h.:

ot TU_a,’iJr,/-‘-"Q—’“n; (B.156)
Die Entwicklungskoeffizienten n; des klassischen Feldes o(=) sind durch
w= [ Eodi@0a@) (5.16)

gegeben. Die Gln. (B.15a) und (B.15b) ergeben sich analog zu Gl. (B.7) durch Reihenentwicklung
und Ausnutzung der Gln. (B.1b) und (B.1c). Das Verhalten der 6 unter der Transformation U

kann nun leicht berechnet werden und man erhalt mit Gl. (B.13) schlieflich:

(61: V(=) : |o) = o (= (B.17)

Eine Moglichkeit der Konstruktion kohérenter Zusténde, wie sie im weiteren benutat werden
wird, erhilt man durch Einsetzen der Gl (B.13) in Gl (B.5). Der kohirente Zustand ist dann

durch
o) = U10) = exp {CT - C} 10) (B.18)

gegeben, worin C1 und C die nicht kommutierenden Operatoren
= Wn . y - \
C= L — (B.1%a)
ot = Z 1/‘*’” il (B.198)

sind. Da jedoch die Kommutatorregeln

[ch,[ct,cl] = [c e, ¢l =0 (B.20)
erfillt!® sind, hat man:
col-c _ ot —e -3t -a) (B.21)
Beachtet man noch, daf
e=710) = 10)

so erhialt man mit der Normierungskonstanten

Ny = exp {Z %’lmni?} (B.22)

Ha
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fur den koharenten Zustand:

o} = N Zexp {Z \/%nnal} i0) (B.23)

Die equivalenten Ausdriicke (B.5) und {B.23) konnen beide jeweils als definierende Gleichungen
des koharenten Zustands aufgefaBt werden. Dieser ist ein Eigenzustand des Vernichtungsoperators.

agloy = UU a0 = \/“’—gnkm (B.24)

Zur Berechnung von Uberlappintegralen werden auch die Erwartungswerte der Feldoperatoren

zwischen verschiedenen kohirenten Zustinden bendtigt. Aus den Gln. (B.13-B.14) und(B.24)
folgt: -

' N
(o™ 6V (@) o) = (¢ M)]e ) [{- (Z $a@m "+ ¢>n(z)nf))]

n

Mit Hilfe der Vollstindigkeitsrelation der Basiszustande ¢y

Z; ¢n()on(y) = (= — y) (B.25)
und der Gl. (5.16), hat man:
5 bn(e)mn = [ & 3 6(wale)oa(w) = oa(2) (B.260)
und analog
3 ¢ila = [ & % ¢ 0)eiv) = 7a(a) (B.265)

Da oy(z) rell ist (dies folgt unmittelbar aus der notwendigen Hermitezitat des Exponenten der
unitiren Transformation U, da p, aus Gl. (B.1d} hermitesch ist}, ergibt sich fiir den obigen Aus-
druck:
W) . ANy 1@y = oW 2h L@y o 2 ]N
D1 :6Y(@) : o) = (o0l [ () + e | (8.27)

Auf véllig analoge Waise erhélt man auflerdem

=N
(e : 5 (@) 1 o) = (¢V]e?) [—% S wn (dnlm)al) - qs;(m)n%?))j (B.28)
ke
Entwickeln wir die Feldoperatoren und ihre konjugierten Momente nach ebenen Wellen,

fu(@) = (%) R (.29

T
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so lauten die den Gln. (B.1la-b) entsprechenden Ausdriicke fiir das o-Feld,

i) = (2—117); / Pk ”\/’2;_7‘"(@ (atk)er = + af (B)e+2) (B.30a)

peolz) = —2 (2%) : / 33k /2, (k) (a(k)e’k'z -~ a?(k)e-*k%) (B.30b)

we (k) = 1/ k2 + m2 (B.30¢c)

und fiir die isovektoriellen Komponenten des w-Feldes

mit der Eigenenergie,

B(k)er== 4+ 5t (k)e"‘k’“) (B.31a)

oo v_ (13N [ 3 1
() = (271_) d k—-——__.__.._Qwﬂ(k) (
Prlz) = — ( %)5 f %k \/2wr (k) ( B(k)e = — BT (k)e-*"m) (B.31b)

mit der Eigenenergie.

wrlk) = /&% + m2 (B.31c)

Die Entwicklungskoeffizienten n{%) und £(k) finden wir durch Fouriertransformation der klassischen

Feldkonfigurationen o(z) und 7;{z)®).

3
n(k) = (%) : ] Pz o()e™ = (B.320)
6= (5;) [ ot (B.326)

mit den Umkehrtransformationen

2
o(z) = (51-7;) . j’ Pl g [nlk)e' ¥ 4 7 (k)e ™ ] (B.33a)
mi(=) = (%)% jf d°k % [&i(R)et ™™ + &1 (ke ™t # ] (B.33b)
Um den kohérenten w-Zustand zu bilden, ist {iber die Isospin-Komponenten des m-Feldes zu sum-
mieren.
o) = Ny %exp { jf & V/Z‘Q(——k_)n(k)aT (:’c)} 16) (B.34a)
i) = N Fexp {i [y 2B a ! (k)} 0 (B.348)
=1

(®)Der Index cl wird im folgenden fallengelassen. Eine Verwechslung mit den jeweiligen Opera-
toren ist ausgeschlossen, da letztere durch das Symbol * hinreichend gekennzeichnet sind.




Feldoperatoren und Konstruktion koharenter Zustande 131

Bevor wir uns der Translation und Rotation der kohirenten Zustinde zuwenden, wollen wir noch

einen wichtigen Spezialfall untersuchen. Haben die klassischen Feldkonfigurationen Hedgehog-

Struktur, d. h.

(el6(@)lo) = o(r) (B.350)
(nlfi(@)|m) = ZEa(r) = 2:6(r) (B.338)

so 4Bt sich die Winkelintegration ausfithren und die Gln. (B.32e-$) lauten dann:
2 )
nik) = - drr® jo(kr)o(r) (B.36a)
kt 2 2 . ~
(k)= —1 2V drre ji(kr)elr) = —1k; A(k) (B.36h)
worin o(r) und ¢(r) durch
25 ..
o(r)= \/;j dkk* jo(kr)n(r) {B.37a)

$(r) = \/g / dkk? 1 (k) A(k) (B.37b)

gegeben sind.

Translation und Rotation eines kohirenten Zustands: Wir betrachien zunichst die Trans-

lation eines kohirenten Zustands

P wa(k
Uiz)le) == F N, Zexp {j[ k1 LQ(—)-";(%}J(%}} o}, {B.38)

deren infinitesimal Erzeugende der Impulsoperator ist,

- 1
P, =—: 3 j[d3zﬁa(z)v&(m) + V(=)o (=) - (B.39)
der aus der Invarianz der Lagrangefunktion unter Translationen mit Hilfe des Noether-Theorems
abzuleiten ist.

Da die im Folgenden abgeleiteten Formeln nur giiltig sind, falls der Vakuumzustand |0} trans-

lationsinvariant ist, d. h.

U)oy = 10) (B.40)

benutzen wir hier die Entwicklung der Feldoperatoren nach ebenen Wellen, fiir welche Gl. {B.40)
erfiillt ist. Wir fiihren nun eine Taylorentwicklung des koharenten Zustands (Gl. (B.38)} durch

Ulz)le) = N;%U(m) [Z %/d%l...d33cn,<(:c1)...K(&n)af(kl)...J(fen) |0y (B4l

En=0

TR
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und berechnen die Translation des n-fachen Produkts der Erzeugungsoperatoren(c).
Ual (k1) ..a (ka)]0) = (Ua?(kl)UT) (UaT(kg)UT) ...(UaT(.%n)UT) vloy (B.42)

Das Verhalten des Erzeugungsoperators unter der Translation U 126t sich durch Reihenentwicklung

3

U ()0 (@) =a (k) =+ 3 2[5 al (0)] + ...
=1
+ (—_—T;T)-— E Ej e Ty, [[:Pjn’ {Pjn—l’ ciey [le,aT(k}] .. ]_.jl +..{B.43)
Jiin
bestimmen. Aus
[Pj,a?(k)] = kjaT(k) (B.44)

und der Summation der Rethe erhalt man
i i H
U(z)e (R)U' (=) = ' (R)e™*** (B.45)

Setzt man dieses Ergebnis in Gl. (B.41) ein, so erhdlt man flir den verschobenen kohéirenten

Zustand des o-Feldes und analog fiir den des #-Feldes:

1 f fon (kY . }
Us(=)|e) = Ny 2exp if Pk ~%—)-e"’k°zn(k)a1- (k)j |0} (B.46a)
1 3 Wy ,
Ur{2)im) = Ny Zexp { > / &k \/-—-—‘?e"k'*’&(k)b:f (k)} 0) (B.46b)

i=1

Wir untersuchen nun die Wirkung der Drehoperatoren R(Q) im Isospinraum und R(R) im
Konfigurationsraum auf einen kohirenten Zustand. Die Drehungen R und R sind durch ihren
jeweiligen Satz von Eulerwinkeln {2 = (&, B, %) und @ = (e, 3,7) charakterisiert. Da das o-Feld
sowohl im Orts-Spin-Raum als auch im Isospinraum skalar ist, ist es unter Drehungen invariant,
und wir kénnen die weiteren Betrachtungen auf das n-Feld beschranken. Der koharente Zustand
des #-Feldes wird wie in Gl. {B.41) in eine Taylorreihe entwickelt und das Verhalten des Erzeu-
gungsoperators unter Drehungen studiert. Wiederum beniitzen wir die essentielle Forderung, daf

der Vakuumszustand rotationsinvariant ist.

REORQ)IT) = RERQNS? > ni S Jf Py &k Gy (R1) - Gig(Rn)
n=0

1080

% b:-fl (br) oo bl (Rn)iO) (B.47)

worin (;(k) = 1/ ﬁi(ﬂé,-(k) ist

: 1/2
(c}Abkiirzend haben wir s(k) = ( %ﬁéﬂ) / n(k) verwendet.

AN
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Mit
R(Q)bf(k)R‘l(Q) Y (R{Q)E) (B.48)

und der folgenden Variablentransformation{?)

= R(Dk (B.49)
sowie(®)
3
(Q)b R =3 R ® j( k) (B.50)
7=1
und{/}
r@) (3T C) B @) =109 (R (B51)

erhalten wir

RIOR(Q)|x) = Nx exn{z [ & /“’"( ZR“(Q)EJ (R0 k}b (k)} 0y (B.52)

=1 j=1

und im Hedgehog-Fall

RO)RQ)Ir) = Ny exp{ Z f s -‘/“’7’(”c ‘A(k)b (k) }|0) (B.53)

i=1

worin &' = R(wlk und R{w) = R(OR™1{Q) das Produkt der beiden Drehungen R() und
R-LQ) ist.
Anmerkung: Hat die klassische m-Amplitude Hedgehog-Struktur, so konnen wir uns auf eine Dre-
hung beschrinken (siche Gl. (B.53)) Dies gilt nicht mehr, falls beispielsweise ein generalisierter
Hedgehog-Zustand {;(k) = —-MJA“,»; betrachtet wird, Hier wirkt die Drehung im Isospinraum
auf die Komponenten von A und die im Ortsraum auf diejenigen von k.

Abschliefend 1Bt sich nun die Translation des gedrehten Hedgehog-Zustands angeben. Man

erhalt

U{e)R(Q)|r) = N;%exp{ /de’ \fw”(k ZRUI(Q)EJ (B)e _””’b (&) }lD) (B.54a)
=1

falls die Drehung im Spinraum und

h Y
V(@) RQi) = N7 2expiz_, [y 20 5 gy e —~'»--—-—=z,3’(gg)};o> (B.546)

=1

falls die Drehung im Isospinraum erfolgt.

(9 R(Q) beschreibt einen allgemeinen Drehoperator im Hilbertraum; R(€) ist die Drehimatrix
" im euklidischen Raum.

{e)Die hier getroffenen Konventionen sind die gleichen wie in Ref. 148

()7 bezeichnet cinen Vektor im Isospinraum; e einen im Ortsraum




Anhang C. Randwertbedingungen der solitonischen Gleichungen

In diesem Abschnitt wollen wir die Randwertbedingungen herleiten, denen die solitonischen
Gleichungen im Limes r — oo gentigen. Fiir diesen Grenazfall streben alle beteiligten Felder gegen
null, aiso o(r), x(r), #(r), u(r), v(r) — C falls » — co; und wir erhalten die Randwertbedingungen,
indem wir alle nichtlinearen Terme der solitonischen Gleichungen vernachlassigen. Wir wollen
zunéachst die
Randwertbedingungen fiir die Meson—Felder betrachten. Aus den nichtlinearen Differen-

tialgleichungssystemen fiir das ¢-Modell und das colourdielektrische Modell ergibt sich dann im

Limes r — o0

’ 2
;g:a"(’”) = -%%U(P) +mo(r) (C.1a)
2
%é(r) = —-_%a%qﬁ(r) + §¢(r) +mZe(r) (C.18)

fiir das Sigma- und das Pion—Feld. Das colourdielektrische Feld x{r) geniigt demselben Glei-
chungstyp wie das Sigma-Feld (Gl (C.1a)). Mit Hilfe der Substitutionen z, = myr und £, = Mmer
(mx # 0 und mg #£ 0) lassen sich die Gln. (C.1a) und (C.15) in Bessel’sche Differentialgleichungen

22 f(z) + 22 f/(z) — [;ﬁ +n(n + 1)] flz)=0 (€.2)

fir » = 0 (Gl. {C.1a)) und n = 1 (Gl. (C.1}} tiberfithren. Die im Limes » — oo regularen Losungen

sind die modifizierten spharischen Besselfunktionen der dritten Art.

flz) = \/%Kn_{_%(m) {(C.3)

Aus (AS 10.2.17)(®) entnehmen wir die Lésungen fiir die Fille » = 0 und n = 1. Bs ist:

Mot

ol(r) = Cy — (C.4a)
d(r) = C¢i:: (1 + -ﬂ%) (C.48)

Die Randwertbedingungen, welche die Ableitungen der Felder mit thren Funktionswerten im Limes
r — oo verkniipfen, erhalten wir nun durch Ableiten der obigen Losungen. Die Rekursionsformel
{AQ in.2 ‘20) liefert,

e AV.& LU AICTL

LR WES"
dz |V 2z

und aus (AS 10.2.17} hat man:

2 I
(J\‘i = —a ﬂ-—ir -y — .
\Q‘IJ v QzK%(z) xvf ng%(.ﬂ:) (C.5)

2
2

T T [
— K = - K C.6
2$A%(:c) z+ 1V 2z g(x) (C:6)

(2)Die Formelnummerierung {AS. ..) bezieht sich auf Ref. 149.

ALk
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so daB :
dci [\/71{2( )] == +i(j$l 2 Ks(z) (cn

Fiir das o-Feld ergibt sich durch Differenzieren und Wiedereinsetzen der Lésung {C.4e) unmittelbar
&
1--5-;0'(7’) +{l4+meryo(r)=10 {C.8a)
und fiir das ¢-Feld durch Einsetzen von z = mgr in Gl (C.7)
r{l+ m,rr) q;(r) {2 + 2mar + (mar)2 | B(r) = 0 (C.8b)

AbschlieBend betrachten wir noch die Randwertbedingung, die das w-Feld zu erfiillen hat, falls
my = 0 ist. Die Differentialgleichung (C.1b) geht dann in eine Differentialgleichung des Euler’schen
Typs tiber,

= o A(r) + 2r~5—¢(f-) —2¢(r) =0 (C.9)
57 ¢ or - ’

die durch die Substitution = e? in eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

iberfiihrt wird.
o)+ fle)—2f(e) =0 (C.10)
Die Lésung der Gl. (C.10) kann mit Standardmethoden ermittelt werden und wir erhalten:
¢(r) = Ar+ ;Bg (C.11)

Da die Losung im Limes r — oo regular ist, folgt A = 0, und wir erhalten die Randwertbedingung

7‘-(%9?5(?‘) +26(r) =0 (C.8)

Wir wenden uns nun der Betrachtung der

Randwertbedingungen fiir die Quarkfelder u(r) und »(») zu und behandeln zunachst das

Gell-Mann-Levy-Modell Wie im Fall der Mesonenfelder kdnnen wir die nichtlinearen Terme, d. h.

die Kopplungen des Quarkspinors an die Mesonenfelder, vernachlassigen und erhalten ein lineares

gekoppeltes Differentialgleichungssystem,

(T?-u(r) = —{gfx +)v(r) (C.12e)

——v(r) -——v(r) (gfr —&)ulr) (C.12b)
welches wir exakt Iosen konnen, Differenzieren der Gl. (C.12b) liefert

2
1"2.;7.31;(7*) + Qrdir-v(r) - [(p’r)2 + 2] v(r) =0 (C.13)

AT
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worin abkurzend

B=\(gf—¢)(gfr +¢) (C.14)

gesetzt wurde. Die Substitution z = Sr fithrt nun auf dieselbe Bessel’sche Differentialgleichung,

wie wir sie bereits fiir das Pion-Feid erhalten haben, d. h. die im Limes r — oo regulidre Losung

o(r) = | / 7 K1 (80) (C.15)

Anwenden der Rekursionsformel (C.5) fiir die Ableitung von v(r) und Einsetzen in (C.128) ergibt

lautet also:

dann:

gg j‘z K1 (B (C.16)

Dividieren wir Gl. {C.16) durch Gl. (C.15) und setzen die expliziten Ausdriicke fiir die Bessel’schen

Funktionen ein (AS 10.2.17), so erhalten wir die Randwertbedingung, welcher die g
s HLULE, &

kleinen Komponenten des Quarkspinors im Limes r — oo genligen mtssen. Es ist:

u(r) [W+?ngr“5] —TU(T’)ng-,-r—!-E::O (C.17)

Fir das

Colourdielektrische Modell hatten wir die Gleichungen

2 i = {s+ () m]vn+ (F5
——v(r) -—-v(r) + ’-6‘ - (;—-(g;’—)\)p (e(r) + f~r)j ulr) — (—x(if’j:)p v(r)o(r) (C.18b)

) utriste) (C-180)

abgeleitet. Wollen wir die Losungen dieser Gleichungen im Lines » — oo uatersuchen, so haben wir

zunachst das Verhalten des colourdielektrischen Feldes in die Gla. (.18} und (C.188) fiir grofle

Abstinde einzusetzen. Das Feld x(r) zeigt im Limes r — co das gleiche Verhalten wie das o-Feld,

e g
x(r) = Cx (€.18)
und wir erhalten aus den Gln. (C.18¢) und {C.185) zusammen mit der Definition
/ g \ P ; NP Frey T PN W
X(r)=—fr k——-) (myr)* e {C.20)
pe

Soulr) = - [— — X(r) ( olr) | 1)] w(r) — X(f*)u(r)f%) (C21a)

m

9
8
gjﬂ('f“) _ ———v(r)-l- [f - X(r) (o-}(tﬁ) )} u(r)-g-X(r)v(r)%%) (C.21b)
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Damit die Funktionswerte der Felder u{r} und v(r) und ihre Ableitungen im Limes r — oo ver-

schwinden, fordern wir, daf
Jim (W)X () = fim (o)X () =0 (€2
gilt, und erhalten fiir die fithrenden Terme der rechten Seiten der Gln. {C.21a) und (C.216):
0
ar —ufr) = X(r)v(r) (C.23a)
Ev(r) = X(ryu(r) (C.23b)

Durch Differenzieren der beiden Gln. (C.232) und (C.23b) zeigt man leicht, da8

2 e
Zutr) = S g + X (C.250
; _u(r) = X'((:)) G y(r) + X2(r)o(r) (C.238")

Diese beiden Gleichungen sind identisch, und wir erhalten im Limes r — oo:
u{r — o) = v{r — o0) (C.24)

Ist der Exponent p ganzzahlig, so 1aft sich die asymptotische Form der Felder u(r) und v(r), d. h.
die Losungen der Gln. (C.23a’) und (b’) angeben. Setzen wir den Ansatz,

u(r) = exp {~Pa(myr)e™x"} (C.25)

in dem Pn{myr) ein Polynom n-ten Grades ist, in eine der obigen Differentialgleichungen ein, 80
finden wir durch Koeffizientenvergleich, daff n = p giit. Betrachtet man den Fall p = 1, so erhélt

man fiir hinreichend groBe Abstinde |r|:

r

e h]
u(r — co) = v(r — o0) = Cexp {_Cg{; (myr — 1) emxr} (C.26)
X

Vergleicht man die asymptotische Form der Quarkfelder im Gell-Mann-Levy Modell mit derjenigen,
die wir im colourdielektrischen Modell entwickelt haben, so stellt man fest, dad im ersten Fall die
Felder u und v exponentiell gegen 0 streben, wihrend im letzteren Fall die 1/x-Kopplung des
Glueballfeldes an die Quarkfelder einen doppeltexponentiellen Abfall der Felder bewirkt. Dies hat
erhebliche numerische Probleme zur Foige, falls das Intervall [0, Fmaz ], in welchem die solitonischen

Bewegungsgleichungen gelost werden, zu groff gewzhlt wird.




Anhang D). Normiiberlapp

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit dem Normiiberlapp des Hedgehog-Zustands,
(OpalU (@) RO s) = n2(@NE(@)nr ()N (2, )no(a) (D.1)

der sich aus den ﬁberl'a'.ppen der Valenzquarks und der der koh&renten Mesonzustinde zusarmmen-

setzt.
(dlU(@)R(Q)lg) = nj(a)NF(Q) (D-1a)
(F{U(a)R(Q)|7) = nx{a)Nx{(Q, a) (D.1b)
(c|U(a)R(Q)|e } = ng(a) (D-1¢)

Wir werden im folgendén explizite Ausdriicke fiir die rechten Seiten der Gin. (D.1le—c) ableiten.

der koharenten mesonischen Zustinde: Den Normiiberlapp des w-Feldes

(r|U (@) R(Q)ir) = nr(a)Nx(2, a) (D-2)

erhalten wir unmittelbar als Matrixelement des koharenten #-Zustands und des nacheinander ge-
drehten und verschobenen n-Zustands, das mit den in Anhang B beschriebenen Eigenschaften der
kohdrenten Zustéinde ausgewertet werden kann. Fiir spétere Zwecke wollen wir hier jedoch den

Ausdruck
Ir(Q) = / #a F(a)(x|U(a)R(Q)|7) (D.3)

betrachten, in welchem F(a) eine zunéchst beliebige Funktion des Verschiebungsvektors @ ist. Wir

benutzen die Gln. (B.54) und (B.24) aus Anhang B in Gl. (I.3) und erhalten

Ir(@) = [ e Pl@)exs { 3 [ R @ 0e } (D.4)

x

Gilh) = — @%A(&) = — @k\/% [ are® inimyote) (D.5)

ist(1). Die Winkelintegration im Exponenten 1ift sich nun ausfiihren (Gl (P.3¢)} und wir haben:

worln

.
CIp(Q) = N1 [ d3a Fa)exp { g [ dksz-%@(jg(ka)+ jg(ka))Az(k}ZR;j(Q)égj}
o [ Y = i J

X exp { —4x / dkk? _‘i’_er(i) ja(ka)A% (k)Y [a:Rij()a;] } (D.6)

iy

Upa T EIROQ)C(R) = T (RYR™1(Q2){(%), hingt der Normiiberlapp nicht davon ab, ob die
Drehung im Konfigurationsraum oder Isospinraum durchgefithrt wird.

Y
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Wir definieren die Funktionen
fr(a) = 2x [ abk? ika)ur () A%H) (D7)
und fithren die in Anhang N angegebene Drehung der Integrationsvariablen a
a— T H{Ma (D.8)

ein, die die Bilinearform aTR(M)é in aTR,(¢)a iiberfiihrt, Wir benutzen noch die Gl (N.11)
und erhalten nun fiir den Ausdruck {D.6) schliefllich:

Ir(Q) = N1 / daF {T‘l (@(Q) a} nx(a)exp {2z(a, 5) [c052 g cos? ( “ ';” ")] } (D.9)

Um eine kompakte Schreibweise fiir den Normiiberlapp zu erreichen, haben wir noch die Funktionen

np(a) = Nlexp{ff} = ngfa=0)=1 (D.10a)
Ha,) = £ (f5(a) + Pa(s) 5 (@) (D-10%)

eingefiiht, worin Pa(s) = 1 (3s% — 1) das Legendre-Polynom 2.Ordnung ist. n.(a) in GL (D.2)
ist durch Gl (D.10e) definiert; fiir Nx(£, z(a)) hat man nun:

Non(9, 2(a)) = exp {Qz(a, 5) [cos'~’ g cos? ("‘_‘éil) - 1] } (D.11)

Bevor wir uns dem Normilberlapp der Valenzquarks zuwenden, berechnen wir noch den des
kohérenten o-Feldes. Da das o-Feld sowohl im Konfigurationsraum als auch im Isospinraum skalar
ist, ist es drehinvariant und der Normilberlapp hangt nicht von den Drehwinkeln O = (o, 8, ) ab.

(e|U(a)R(Q)|e) = {¢|U(a)|o} = nola) (D.12)

Auf die gleiche Weise wie bei der Berechnung des #-Normiiberlapps erhalten wir:

ne(a) = Ny lexp {f ek (k) r(k)e™ é‘“} (D.13)
worin
m{k) = | “""Q(k)f;(:c) = \/“_"2(-’1). \/g | / drr? jo(kr)o(r) (D.14)

war. Da  reell ist und nur von |%| abhingt, kann das Integral [ dQ ... im Exponenten berechnet

werden, und man erhalt:
ne(a)= Nlexp {([§(@)} = nola=0)=1 (D.15)
Analog zu Gl. (D.7) haben wir

St (@) =2 [ dke? o (R)ka)n(h) | (D.16)

[T
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definiert.
Normiiberlapp der Valenzquarks Der Normiiberlapp der Quarks errechnet sich aus dem Ma-
trixelelment
{g|U(a)R{)g) = /dsr qT(r)U(a)R(Q)q(r) = ng(a)Ng () (D.17)
worin der Quarkspinor durch
1 u(r)
= — D.18
Q(?) \/4? (2‘!)(1’)0‘ . ’;,) |xhe) ( a)
1
- —\|d D.18b
xhn) ﬁ(lu L{=1d 1)) ( )

gegeben war. Wir stellen zunichst fest, daB & - # ein Skalar ist und deshalb unter Drehungen
im Konfigurationsraum invariant ist. Die Drehungen R{{2) wirken also nur auf die Hedgehog-

Spinflavourfunktion |xpz}. Der Normiberlapp hat daher die folgende Gestalt:
v J=1, | [ Bl (oot )
No(&)ng{a) = {xan|R""2 (@, B, ’T)thh)j dr g (v)g{r — 2} (D.18)

Aus der expliziten Darstellung des Drehoperators fiir Spin J = -% (vgl. Anhang O) erhalten wir(2);

M@ = (a1 B/ o 5 7)xun) = cos E os (257 (D20

Die Wirkung der Translation U/(a) auf den Quarkspinor wird zweckmaBig im Impulsraum betrach-

tet. Um also

n(@)= [ & atr - ) (D21)

zu ermitteln, fithren wir die Fouriertransformierte des Quarkspinors ein. Es ist:

sy = (L : 3, amtpr_ L u(r)
i) = (5) [rerro () o (0.22)

Die Integration f dQ,. ... 1Bt sich ausfiihren und man hat mit den Gln. (P.3e-b) aus Anhang P

{1 #(p)
1® =\ 5757 ( sy ) 30 (D29)

worin die Funktionen #(p) und %(p) durch
ip) = [ drr® loryutr) (D-24a)

3(p) = / drr? iy (pru(r) (D.24b)

(2)Das Ergebnis ist das gleiche, falls die Drehung im Isospinraum durchgefithri wird; also
: =i 1
OcanlBT=2 (0, 8,7 xnm) = (xan) BT=2 (e, B,7)|x )

[ e
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gegeben sind. Die Berechnung des Normiiberlapps erfolgt nun mit der Ricktransformierten,

3
1 2 ~ : p{rTa
g{r +a)= (ﬂ} fdqu(p)e p{rte) {D.25)
die in Gl. (D.21) eingesetzt das Ergebnis
3
ngla) = (2_17?) ] &r j é®p f &k qi’(k)g(p)e=f'(P-’=)e-*P'a (D.26)

liefert. Hieraus wird mit der Orthogonalitatsrelation der Eigenfunktionen des Impulsoperators
/ 1 3 [ %3 2 .Ip—h) 3 i \
— TRPTR) — — k&) D.27
\ 7 j d°re 6 (p — &) (D.27)
und der Gl. {P.3a) aus Anhang P sofort
2 . . "
na(a) = = [ dow? inlpa) (#%(7) + 7(2)) (D.28)

Der Norntiberlapp der Valenzquarks hangt wie der des kohdrenten o-Zustands also nur vom
Betrag des Translationsvektors @ ab, d. h. die Variablentransformation aus Gl. (D.8) &ndert diese

ﬁberiéppe nicht und wir kdnnen nun den Normiiberlapp des Hedgehog-Zustands angeben.

Zusammenfassung: Normiiberlapp Der Normiiberlapp des Hedgehog-Zustands

(T U (@) R Trr) = n2(@)NZ(Q)nx(a)N5(Q, a)ns(a) (D.29)

hat nun eine Form, die eine nachfolgende Integration der Eulerwinkel wie sie in Anhang M be-

schrieben wird erlaubt. Im einzelnen sind:

No(Q) = cos g cos (a ;- 7) (D.30a)
Z3 = exp z (:OGZE C{)S2 ('m\ o .!

N, 2) = ext {2 { 5 eos’ (=) 11} (D.305)
2= z(a,8) = ;[ £5(a) + Pa(s) 5 (a)] (D.30c)
) =27 Jf dkk? fi(ka)wr (k) A%(R) (D.30d)
Py(s) = %(332 -1) (D.30¢}
s = cosby, {D.30f)
A(k) = \,g f drr? jy(kr)s(r) (D.30g)
na) = n?(a)ng(a)nﬂ-(a) (D.304)
(@ = exp {25 [ a2 (i) - 1) ) [\/2 [ are® o) o b s
gl = ex ¥is ap— Wa —_ rre 3 rloir . ?

Pi j jo L\/”j 0 J j

2

nx{a) = exp { o jf dkk? (jo(ka) — 1) wr(k) Ng / drr2j1(kf')¢(r)J } (D.305)

2

ng(a) = ;2; / dEk? jg(ka)( [ f drr jg(kr)u(r)r+ [ / drr ji(kr)v(r)} ) (D.30k)

Al
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In Anhang M wird das Integral

A ] QDY () NN, 2) = FL(2) (D31)

analytisch ausgewertet. Speziell fiir das Nukleon (k=0 J =T= %) gilt damit:

0 +1 -z
daazn(a)f—l dsi;—(fl(z)ﬂg(z))

(NN (2, 2) = 211'/
(D.32)

1 i
— [ d% f 3D}
E 0

472 2




Anhang E. Energie des projizierten Solitons

In diesem Abschnitt zeigen wir die Berechnung der Energie des auf linearen Impuls ¢ = 0
und Spin (Isospin) projizierten Hedgehogzustands. Da die kinetische Energie der Quarks sowie die
Quark-Meson-Wechselwirkungsenergie durch den Eigenwert ¢ der Diracgleichung gegeben sind,
bendtigen wir zur Ermittlung der Gesamtenergie des Solitons noch die projizierte nichtlineare
Wechselwirkungsenergie (Mexican Hat Potential) und die kinetische Energie der Mesonen. Diese

sollen im folgenden berechnet werden.

E.1. Nichtlineare Wechselwirkungsenergie

Die Hamiltondichte des Mexican Hat Potentials
H(r) = % [(-.7-.-’(7-) : 'Ef(r))2 + (26%() + 4£06(0)) (R(r) - 7)) + 5%(r) + 4 fﬂaﬁ(?«)] (E.1)

besteht aus fiinf einzelnen Termen. Wir befassen uns zunachst mit der Berechnung des ﬁbetlapps

fiir den #4-Term

[ oSl () 70) WG R@TM) =
2 2
= 3(@NF® [P (-G (7r) ) U HDRE@)) (E2)

und kénnen dann die anderen Terme unmittelbar angeben.

Wir verwenden die Uberlegungen aus Anhang B und finden:

(U(=$)7): (3e)-#6)  W+HR@) )
Nz(Q, a)

3 2
—1—16[5_: U(—%)wlv’n(r)!U(—%)w)+<U(+§)R(Q)vri%f(F)lU(%)R(Q)w>]2] (£3)

[y

=

Setzen wir in die Matrixelemente, die in Gl ( E.3) auftreten, die Entwicklung der 7—Feldoperatoren
nach ebenen Wellen (Gl. (B.31a)) ein, benutzen die Gln. (B.54b) und (B.24) aus Anhang B, so

ergibt sich:

'UKFE\W'“' T 'rf E\__\ I SV E\ { o)
(U(-3)lm(@)U(=5)m) = milr + 5) (E-4a)

und
(U ROV REOT) = 3 R = (E.4b)

=1

Aus der Hed_gehogstruktur des klassischen m—Feldes

(wlwi(r)ln} = Fig(r) (E.5)

kT
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erhalten wir mit den Bezeichnungen

i =0k % {E.6a)
und
¢+ = ¢(lrx|) (E.60)

zusammen mit den Gln. (E.4a) und (E.4b)‘ fiir das Uberlappintegral des w*-Terms:
3 [ 2 3qnL * B 1. {2 5, V2 a _
Pa [ & [ EQDEQ U)Wl (7)) U (+3IRO) ) =
1
= f da / &3 f FPQDEL(QNQN(, )
2 . T . . T Y
x {(qb.% +62) +4 (0% + 62} gro- (71RO ) + 02 (RO }(EJ)

Wir fihren in Gl. (E.7) die in Anhang N beschriebene Transformation der Integrationsvariablen

P T HQ)r

a—T Qe (E.8)

ein, die die Drehung R(€2) in eine Drehung R, (¢) um die z-Achse mit Winkel ¢ iiberfiihrt, also(1}
T - T -~

PLR()F_ — L RO (E.9)

und kénnen nun die Integration der Eulerwinkel angehen. Dazu betrachten wir den Ausdruck:

2
PR = r2Py(r) - 94- Prfs)+5 Lopmi@) f (1 — a:?) % ( )] +sin¢ (v x @)y (E.10)
worin
5§ =cosf,
t = cosfn (E.11)
und
(v x @) = arsin b, sin §. sin (¢a — @) (E.12)

igt. Wir driicken noch ri =r4 5‘; + e - » durch die Polarkoordinaten von » = (r,6,, ¢.) und

f A I hY
@ = {(a,0a,¢a) aus

[

2
e = {rZ + E4— 4 ar (sin @4 sin 0, cos {(¢g — ¢5) + st)] {E.13)

_(I)Alle weiteren Terme hangen von 74 ab und sind daher unter Drehungen der Koordinaten a

-und + Invariant.
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und stellen fest, dafl alle Integrale, die linear von sin (¢, — ¢») abhéngen, verschwinden, da:

1 o 7 -
[ v [ do. P (conton - 6)sin (g0 — 6y =0 (5.14)
Wit haben also:
/ a / B RO =
= /d3a/d‘°’r {7‘2P2(t) - -Czl—ng(s) + %Sp’R(Q) [ﬂ (1 -2 —5; (1 —32)1} (E.15¢)
f a / & (#Ra000-)" =
= / &a f Br { [rng(t) - %Pz(s)] i + é [SpR(E)]? [ﬁ (1 - s?) - “; (1 - 32)]2+

4+ SpRIQ) [rng(t) - “;Pz(s)] [rﬁ (1 - t2) - 5; (1 - 52)] +sin?{ ffr x a)]2}(3.15b)

In Anhang N wird gezeigt, daB
(SPR{) — 1) {£.16a)

BRI

cos{ =

also

sin?¢ =1— % (SpR(Q) — 1)? (E.16b)

gilt. Setzen wir die Ergebnisse (E.15a), (£.158) und (E.16b) in Gl. (E.7) ein, so sehen wir, daB
der Ausdruck (E.7) nur noch von Potenzen von SpR(Q) in den Eulerwinkeln abhangt. Derartige
Integrale der Eulerwinkel

27+ 1
K

.r Lr 0 - — .
| ADELQF NI QN D) RE™ = FT(2) (£.17)
werden in Anhang M behandelt. Wir erhalten daher aus dem Ausdruck (£.7):

27+ 1

ZL + 1 rds rds rdsﬂ T ay f_l@ ._/;.. ;..\2‘..__. a‘_,g‘- v
22 aj’ 7‘] Drp( QU (=) ¥hnl = (7(r) - 7(e) ) : U +5) B Yhn ) =

- = / Ban(a) f & { (62 +42) P20+
() (22 [(Prw - Sr0) Bew
+~% [rz (1 - t2) - %2 (1 -~ 32)} ka(z)]-i-
(5
+4 [(12}32(75) _ ing(s)) [7'2 (1- t2) - %2 (1 - 32)] + % (v x a)3}2J Fla)+

2 2
N TRN T Y

4 Fo()+

C!z 2
(72 - FPae)) + 5l x 0l

FEk]




148 Anphang E

Weiterhin konnen wir auf analytischern Wege die Integration iiber die Azimutwinkel ¢, und
¢, ausfihren und die Integration des Polarwinkels von a abseparieren. Zu diesem Zweck fiihren

wir die folgende Transformation der Variablen im Integral {£.18} ein:
7= D(a)r’ (E.19)

worin [J(a) die Drehung

(cosﬁcosgo —sinyg sindcose

D{a)= | cosd¥sing cosy smdsing (E.20)
k —sind 0 cos

ist. Wir haben hier fiir die Polarkoordinaten des Verschiebungsvektors a die Bezeichnungen
a={a,¥ ¢) {F.21a)

eingefiihrt. Die Polarkoordinaten von 7' sind durch

v =(r=+0,¢) (E.21b)
gekennzeichnet. Aus
voa=2"D a=arcosh (E.22)
ersieht man, daf die Argumente
1
2 F
4= {rz + % + arcos 9] (E.23)

nicht mehr von den Azimutwinkeln der neuen Koordinaten und auch nicht vom Polarwinkel s =
cos ¥ des Verschiebungsvektors @ abhangen. Da a unter der Transformation (E.19) invariant ist,

sind noch % und #* sowie [(r x 3)3}2 durch #' und e auszudriicken. Es ist:

f% dot: =« {2u232 + (1 - uz) (1 - sz) } (E.24a)

0
27 Y

détt = g {35u454 ~ 30uts? - 30u%st + 36u%s? + u — 6u” + 35 - 657 + 3 [(E.240)
1]

und
'/(f)m dé [(r x a);]* = wa’s? (1 - uz) (1 - 32) (E.24c)

worin Wir u = cosd gesetzt haben. Aus Gl (E.22) geht hervor, daB die Integration iber den

Polarwinkel # separat ausgefiihrt werden kann. Wir konnen daher die Funktionen

41
GT™a) = /_ s (o(a,) (£.95)
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definieren, die nur noch vom Betrag des Verschiebungsvektors |a| abhingen. wobei m und n die
Werte m = 0,1,2 und n = 0, 2,4 durchlaufen. Wir setzen nun die Gln. (F.24a—c) in den Ausdruck
(£.18) ein und enden , nachdem wir die anderen Terme des Mexican Hat Potentials auf die gleiche
Weise berechnet haben, mit dem folgenden Resultat fiir die nichtiineare Wechselwirkungsenergie,

projiziert auf dem Impuls g = 0 und den Spin J =1~
22; ! fd% ]d% /d3QD§J(Q)* (U(~
= %27# / da azn(a)J/ drr? J:i du {% (42 + c;&%)z G¥(a)
+1(¢2+42) (% I ) [(GOU( ) - 3G%(a) + G}()) (r2(1 - 3u?) + 52-2-)
+ 6@ (a4 - )]

+331§ (fj f,\z [GOU a)( 427u% — 30u? + 11) + a?r?(—184° +14)+—\

YWhn | Hnp(r) | U(+3)RQ)¥R: ) =

SRR

+ GP(a) | ri(—270u? + 252u% - 30) + o® 2(48u® — 24) ~ 3a )

+ G¥(a) [ r*(315ut — 270u? + 27) + a®r?(~54u® + 18) + ga“)
Gi%a)| rH(—18u? + 4w — 2) 4 8a’r? ~ a4)
+ G2(a) | r¥(180u? — 120u? + 4) — a®r?(28u® + 4) + 4a4)
+ G (a) | #(—210u* + 180u® — 18) — a®r(—36u® +12) ~ 3a )
+ G20a){ PH(8u* + 2u? +3) + *r? (24" - 6) + ‘;—4)

+ G¥(a) ré( 30u? + 120% + 2) + o?r?{44? +4)—a>

/.—...\,.__._\/.__\/____\/__\/_,_.__\/___\/____\

4
+ Gzé(“) 4(35ﬂ4 — 30u? + 3H+ a27’2(-—6u2 +2)+ _ﬁ-)]

(o) o (235)
[ i d ]
! J

(e e7 Vo (e e ] (8 92 [omoey (vriost o)+ 22)
+ +2f: T G (a) {—3u -%-1)—!—— “+
\T2 ) T T I e TR 2)
2 2
ng 72{%u’ — 3) — Bi} G}CO{G} (“2("‘52 +1) - %‘} +

(=) o (255 v} =
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In Gl. (£.26) haben wir die folgenden vom Verschiebungsvektor e abhangigen Funktionen verwen-

det:

worin

z

n(a) = ng’(a)nﬁ(a)ng(a)

na(@) =2 [ anp? iotoa) ((p) + (7))
nr(e) = exp (G (a) ~ Fi(a = 0)}

ne(a) = exp {5 a) = fG(a = 0)}

(a,5) = 2 (75 (0) + Pa()for(a)

(@) = 2x [ dop? ipa)on(r) 422

(@ =2 [ dor® alwa)ic ()

Py(s) = % (352 - 1)
¢t = ¢ (lr£])
o+ = o (irxl)
|rs| = {rz + a_2 :!:aru] :
4

% = cosOp

(E.27a)
(E.27b)

(E.27¢)
(E.27d)
(E.27¢)

(E27f)
(E.27g)

(E.27R)

(E.271)
(E.275)

(E.27k)

(E.271)
(E.27Tm)

Abschliefend betrachten wir noch den Fall, dafl der Hedgehogzustand nur auf den Spin J = T
projiziert wird, die lineare Impulsprojektion also vernachlassigt wird. Im Grenzfall & — 0 erhalten

A

wir mit -

2
z——rzgzgfg(azﬂ)

s=—1
Gp™(a) — Fi*(20)
¢ (rs) — 8(r)

o{re) — o(r)

(E.29a)
(E.295)
(E.29¢)
(E.294d)
(E.29¢)

ST




Energie des projizierten Solitons 149

aus Gl. {£.26) nach Integration iiber u:

2T+1

4> / BODLL Q) (Opn| 1 H(F) R Ths ) =
{ ng ) +4Fk(z0)+Fk(zg)) / drr? 4 (r)+
+ 2 (3700e0) + Fia)) [ are? $(0)otr) (o) + 20+
+ FQ(z0) f drr? '7'3(7")(‘7(7")+4f7r)} (E.30)

E.2. Kinetische Energie der Mesonen

Wir wollen zun#chst die kinetische Energie des Pions

—~
o
S
el
-
o~
™
L —
o~
iy
]

betrachten und haben dazu das Uberlappintegral

[ #a [ Favgr@r (w-Bual Y [@ronrl OG-

=1

- ] i%a j’ B DL Q) 3 (@N Q)0 (o)
3
U=y f Phwn (b)) (B (B)U (+5) R(@)m) (E.32)
i=1
zu berechnen. Aus den Gln. {B.54b) und (B.24) erhaiten wir unmittelbar:

EB

oy

3
a, 1 a
(U(- 3/ et ) walk)b( -'(k}!”(‘*'"z‘)ﬁ(g)ﬁ)=

g

’:=

- éﬂﬁ(g, s (a)e=t ol (k) A2 ()T R(Q)k (£.33)
und kénnen die Integration iiber der Raumwinkel Qp anschliefen.

—t B 4z 7., . \ . T b
jl dQg e LMRW k5 =3 [(Jg(ka) + ja(ka)) SpR(Q) — 8j2(kae)a R(SB}GJ (£.34)
Mit der Definition
o oF = 2% [ dkk? jy(ka)w2 (k) A%(k) (E.35)
und der Tranformation (£.8) in der Integrationsvariablen a sowie

&"R:(0)a = Pols) + 359R(0) (1- ) (E.36)

ik
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ergibt sich schlieBlich:
3 :
[ PODEO (V-5)0 I [ Hun 8] G800 P RO T ) =
- / P / B0 DL (@) NS QN (D, 2)

>(1
3

SpR(Q) (gg(a) + Pg(s)gg(a)) + 3P2(S)g§(a)] (E.37)

Die Integration der Eulerwinkel stellt nun kein Problem mehr dar. Mit Gl. {£.17) und der Defini-
tion (E.25) folgt sofort:

22 [#a [ Eantr@ e WEDROUM) =
== [daa n( (2g0(a)G10(a)

+93(a) [3G(a) - G}%(a) + 8G}¥(a) ~ 9G¥(a)] } (B.38)

Die Berechnung des ﬂberlappintegrals fiir die kinetische Energie des o—Feldes ist wesentlich
einfacher, da dieses aufgrund seines skalaren isoskalaren Charakters drehinvariant ist, und somit
nur der Normiiberlapp von den Eulerwinkeln abhingt. Benutzt man die gleichen Methoden wie

im Fall des w—Feldes, so hat man sehr schuell;

o [ a [ DL @ (U5l Ho WO ) =
= 2 / daa? n(a)g3 (a)G(a) (5.39)
wobet
a8() = 27 [ bk jo(ba) (k) (8) (B.40)
ist.

E.2, Kinetische Energie der Quarks
Die kinstische Energie der Quark

=j @ gr) (—ey - V) g(7) (E.41)
‘wird zwar nicht bendtigt, um die Gesamtenergie des projizierten Solitons anzugeben, wird hier
jedoch berechnet, damit die einzelnen Anteile an der Gesamtenergie, d. h. kinetische Energien
der Quarks und Mesonen, Quark-Meson-Wechselwirkungsenergie und Energie des Mexican Hat
Potentiels, aufgelistet werden konnen. Die Quark-Meson-Wechselwirkungsenergie ergibt sich dem-

zufolge als Differens zwischen Gesamtenergie und der Summe der kinetischen Energien und der




Energie des projizierten Solitons 151

nichtlinearen Wechselwirkungsenergic der Mesonfelder. Man zeigt leicht, daf fiir das ﬁberlappin—

tegral

it [ [ QDT (0= 30 H U+ RO ) =

QT“ / Pa f B0 f @3 DEL(Q)*3n2(@)nr (a)ns (N QN5 (2, )

X (Conldlr +3) (cor- Dyl = i@ ) (42
der folgende Ausdruck gilt:
[ Cxnalate+ 2) (=0 90t = DR ) =
= ;@) [ dpr® olpalpi(a)i) (E.43)

indem man die Fouriertranformierte des Quarkspinors
1\%
2] ot
)= (5) /d?’pq(p)e”’( *£) (E-44a)

olp) = \/; ( ﬁé(f,)_ﬁ) (B.4a)

auf diejenige des Normuberlapps. Wir enden mit dem Ausdruck.

2T i
L2 [ #a [ EaDR@) (U500 (+ DR =
= 3j daa’n ax)n,;r (a)ns(a)eq(a)GI(a) (£.45)
worin wir noch abkiirzend
eg(a) = j dpp® jo(pa)i(p)#(p) (E.48)

gesetzt haben.

Zum AbscluBdieses Abschuitts geben wir noch die kinetischen Energien der Quark- und Me-
sonfelder fiir den Fall der reinen Drehimpulsprojektion an. Um die Beziehung

. . kil
/dppz Jl(pT)JI’(PT’) = —2';“;;6 (’:" — ‘i"’) 511; (E4?)

bei der Auswertung der Funktionen eq(a), g§(a) und g§{e) im Grenzfall ¢ — 0 benutzen zu konnen,

schreiben wir mit Hilfe der Rekursionsformeln der sphéarischen Besselfunktionen fiir:
. é .
pir(pr) = 5 jo{pr) (E.484)

pio(pr) = (*g—r + %) silpr) (E.48b)
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Wir erhalten damit nach partieller Integration fiir die Ausdriicke

j drr? pja(pr) f(r) = jf drr? jo(pr) (%f(r) + %f(r)) (£.49a)

[ arrpintoryotr) = - [[drr?i (pr) oo () (5.49%)

worin f(r) eine der Funktionen u(r), v(r) oder $(r) ist. Damit und mit Gl. (E.47) haben wir nun:
egla = 0) = f drr? [%u('r’)v(r) + u(r)g:v(r) - v(r)%u(r)} (E.50a)

gfa=0)= 47% Jf drr? [2 (éf))z + (62@ )2 + m?rﬁbz(r)jl (E.508)

gla=0)= 47% j[ drr? [@%)2 + m?,a?(r)] (E.50¢)

Die Ausdriicke (£.50a-¢) gleichen natiirlich den entspechenden Ausdriicken der Mean Field Ener-
gien. Im Fall der kineiischen Energien der Quarks und des Sigmas sind die drekimpulsprojizierten
GréRen durch (£.50a) und (E.50¢) bereits gegeben, da sich die Projektionskoeffizienten in Zahler

und Nenner kiirzen. Fiir das Pion hat man:

1 Z
/d?’m%’f(g)*( ¥ /d%« Ho () [R(Q)Tps ) = %gg(a = 0)%% (E51)
k

Al




Anhang F. Matrixelemente des Impulsoperators

Zur Entwicklung der Mesonfeldoperatoren haben wir bisher das Fundamentalsystem der freien
Klein~Gordon-Gleichung, die ebenen Wellen, benutzt, da wir einen tranlations- und rotationsin-
varianten Vakuumzustand bei der Konstruktion der koharenten Mesonzustdnden zugrunde legten.
In diesem Abschnitt wollen wir hiervon abweichen und die Feldoperatoren nach Eigenzustanden
des harmonischen Oszillators entwickeln sowie kohirente Zusténde auf der Grundlage dieses Basis-
systems konstruieren. Dies hat zur Folge, daB der 0-Teilchen-Zustand (‘Vakuum’) nun nicht mehr
translationsinvariant ist, jedoch eine approximative Wechselwirkung des Mesons mit dem Soliton-
feld vorliegt. Spin- und impulsprojizierte Grofien in dieser neuen Basis zu berechnen ist technisch
sehr kompliziert, und wir beschrinken uns deshalb darauf Matrixelemente des Hedgehogzustands
anzugeben, die vom gewéhlten Basissystem abhingen. Wir wollen daher die Erwartungswerte des
Quadrates des Impulsoperators, { o] : P2 : |0} und (7| : P2 : |7}, ermitteln und die Auswirkungen

eines Wechsels des Basissystems fiir diese Groflen studieren. Die Impulsoperatoren sind wie iiblich

durch o
Py=— ] B2 py(2) Vi (z) - (F.la)
Pr=— / Pap (z) V(o) (F.16)

gegeben. Um die obigen Erwartungswerte angeben zu konnen, ist es hilfreich die Wirkung des
Impuloperators p — %V auf die Figenzustinde des gew#hiten Basissystems zu kennen. Im Fall
der ebenen Wellen ist dies einfach , da diese selbst Eigenfunktionen des Impuloperators sind. Im
Fall der Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators wollen wir uns zunéchst mit der Berechnung
der

Matrixelemente { n'I'm’|p|nim) befassen.

[ntm) = Api (71 - 7)™ Yir ()0} (F.2)

ist ein Eigenzustand {&|nlm) = ¥, (&) des harmonischen Oszillators

i
§ (p2 + 552) "’bnfm(f) = Enlwnlm(m) (F3)
mit dem Eigenwert
Eg=2n4+1+ % (F.4)

und der Normierungskonstanten

n 4w
Ant = (=) \/ (2n + 21 + 1)11(2n)!! (£5)

. Argumente der Kugelfunktionen

Vi (7) = Vi (#) (F.6)

A
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sind die Erzeugungsoperatoren 7 {die Vernichier seien hier mit § = qf bezeichnet), die den Zustand

inlm) aus dem Grundzustand |0) aufbauen. Da

p=~j—-2—(n—n) (F.7)

als Funktion der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren geschrieben werden kann, haben wir

das Matrixelement { n'l'm’in|nlm) zu berechnen. Dazu betrachten wir i

4z
7=/ 3 he(m) (F8)

als sphérischen Tensoroperator der Stufe £ = 1 und erhalten leicht mit

{ -
- iq)) (1) Viet,m4q(m)=

1 1 I+1
g m *(m+9))

TV (1) = ()40 {x/? ( ;

f — - r \} £ Ny
-Vi+1 ( Yiprm+q(n) (F.9)

das Matrixelement

{(n'lmngInim ) = —(=)Frmte [(1 ! I+1
g m —(m+yq)

1! -1
-+ ( ) V2 4+ 1) & 18y 11 5mr,m+q] {F.10)

g m —(m+q)

) VU127 + 20+ 3) 6 B0 141 0 g+

Durch hermitesche Konjugation
1\ f a1
() =(-re, (F11)

des Ausdrucks (7.10) finden wir die Matrixelemente

- » ] RN

I ] -
('€l nlm) = (=) K . ) 120 % 20 1) bt 0 y—1 bt g
¢ -m m-g)

i I+1

i

af ) I+ 1) by s 5,.,;+15m,,m_g} (F.12)
\¢ —-m m—gq

Mit Hilfe des Wigner-Eckart-Theorems ergibt sich aus (F.10), (#.12) und (F.7) nach Auswertung

der 3I-Symbole fiir das reduzierte Matrixelement des Impulsoperators:

. o
(R 5t |il) = . [5,,,,+1\/1 FIFS () + b VIFS ()] (F.13)

worin
Ff () =Vnéyp1+VIn+20+36u, (F.13a)

Fo (D) = V3 + 2 Lon+ V20 + 260 g (F.13b)
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ist. Hieraus leitet man leicht die Matrixelemente der spharischen Komponenten des Impulsopera-

tors ab. Es ist:

('t lgbinim) = \%ém:,m{ép,m\/ s ggu”;j e, 0-
(+m)i—m)

— 511‘1_1 (2! 1)(21+ 1) n,n 1)} (F.léﬂ)

rp i1 _ ({£m+DI£m+2)
{(n'l'm'ipiyInim) = 25m',m;tl{51',l+1\/ CESICIEE) Fl 2O+

N 6”'1’1\/(!(;@%2:‘211 1)1) Froall) } (F.14)

Damit sind wir nun in der Lage die

Matrixelemente (o] : B2 |o) und {#|: P%:|r) zu berechnen. Im folgenden ist die Berech-

nung des Erwartungswertes von P2 gezeigt; die Berechnung von {o| : P? : |o) erfolgt auf die

gleiche Weise und ist am Ende dieses Abschnitts aufgefiihrt.

Der Operator des Impulsquadrates(®) P2 ausgedriickt durch die spharischen Komponenten

der Feldoperatoren lautet nun:

+1 +1 +1 ,
Pr= Y (R Y (1 Y (Y [Reiloevinh@)

Q=-1 g=-1 Qi=-1
X / o pL (@) VL g (2) (F.15)
worin
oo oo i 1 T 1
HOEDIY - [abnzm(s) (antm)} + Vo () (amm) } (F.16a)
n=0 1= m=-I * g

= g | oY

-1 \___éo"éo"r‘ y f1ary
PpB)="02. 2.0 2. V 9 I‘w'nlm\;BJ kaﬂ-lm}g Pnim\®) \unlqu-l - 100

Ynim (2) ist das orthonormierte Basissysiem der durch das Oszillatorpotential modifizierien Klein-
Gordon—Gleichung im QOrtsraum. Die sphirischen Komponenten der Erzeugungs- und Vernich-

tungsoperatoren geniigen der Vertauschungsregel:
r #1
[(Gn’l’m’)é' ’ anlm J baq! bnnt Ot Omms (F17)

Die kohéirenten Zustande sind natiirlich auch Eigenzustinde der sphirischen Tensorkompo-

nenten des Vernichtungsoperators, also

(anim)j 17 = 1/ 2 (Gt} 1) (F18)

{¢)Der Index 7 zur Kennzeichnung pionischer Grofen ist bis auf weiteres weggelassen.

[
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mit
(Entm)y = J[ &2 pm ()74 (2) = fd3m Rug(r)Y i (Q)mg (@) (F.19)

Fordern wir, daB die klassische Pionamplitude Hedgehog-Struktur hat, da8 also gilt

47 .
ma(®) = \/—B—Yiq(x)qb(r) (F.20)
so erhalten wir
4 fo-a)
i)t = B36may) 5 [ 4777 Ret(1)9(5) = 18 C (F.21)

Wir setzen die Gln. (F.16a,b) in Gl. (F.15) ein, berechnen das normalgeordnete Produkt der

einiger Rechnung:

(7}:P2:|x) = %Z(_)q Z Z Cmcnz(nllQIp;mlm}agj{nlm[p}_qlnng) (F.22)
Q@

n,i,mn.n2

und weiter nach Einsetzen der Matrixelemente des Impulsoperators

3 oQ
(| : P2:|m) = gﬂg{ Y e, [(2n+4) G2+ 23/[Fnt D7+ 5) CriaCa + 2+ 3) Cla | +
Ln=0 )
+e5o cg} (F.23)

In vollig analoger Weise hat man

(ol: P21lo) = 3 3 T 3 S Son(m0OIp}Imim) ey mimipl lna00)  (F.24)
N

n,d,m R1,n2

und schliefilich
1, = 9 .
{o|:Pijo) = erg 57 ey [V2r 43S0 + V20 + 2804 ' (F.25)
— Sl
WOrin
£y = xv/ aZ(4n + 20+ 3) + m2 (F.26a)
€l = \/ 02(4n + 20+ 3) + ml ~(F.26b)
und
und o
S, = Vix f drr? Rug(r)o(r) (F.27)
0 .

T
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Berechnung der Koeffizienten C,, und S,, Der radiale Anteil der Eigenfunktionen des harmo-

nischen Oszillators ist durch

Rpg(r) = Ny Z AR (ar)PiHlem 3o (F.28)
u=0
gegeben, worin
al _ e f P (21 + 1)
A =0 (“) Glr2p+ D (F.284)

und
o 20 F2 (91 4 o)
Vrooalo @+ D

die Normieru“ngskonstante ist. Dies stzen wir in die Gln. (F.9) und {#.27) ein und erhalten:

(F.28b)

2 _
an—

411 oo 1 2.2
Cn = /5 N1 Y‘ A 20t / dr r2#F3G(p)e = 2ORT (F.29a)
Sp = Vdr Ny Z A2 / dr p2HH3g(p)em 3057 (F.208)
=0 o

Im Intervall [0, rmaz] sind die Felder #(r) und ¢(r) durch die Losungen des nichtlinearen Dif-
ferentialgleichungssystems (3.22e¢—d) gegeben und die Integrale in den Gln. (F.29a} und (F.29b)
kénnen numerisch ausgewertet werden. Abhéngig von den gewéhlten Oszillatorparametern o, und
oty kbnnen im Bereich r > rmaz fitr groBe Werte der radialen Quantenzahl n Funktionswerte der
zu integrierenden Funktion auftreten, die von vergleichbarer GroBenordnung sind wie im Bereich
r < rmeg. Die Annahme, daf die Beitrige zu den Integralen in Gl. (F.29a) bzw. (F.28b) im
Intervall (rmaz, 0o) klein im Vergleich zu denjenigen des Intervalls [0, 7maz) sind, ist dann nicht

gerechtfertigt und eine Approximation des Integrals f5°dr... durch [J™°% dr... nicht statthaft.

rrekturterme zu den Integralen [;™°" dr... lassen sich jedoch mit Hilfe der asymptotischen
Entwicklungen
e~ MeT
oalr}) = Ay {F.30e)
mMsr
— Mz
e~ 1
6a) = A (14 ) (F308)
Myt 5\ Mgt )

der Mesonfelder fiir # > rmax leicht berechnen. Die Koeffizienten Cp, und S, lassen sich dann in

der folgenden Weise schreiben:

/4
Cn - ;T nI Z Anl 2L¢+1 (I2ﬂ+3 + I2“+3) (F-?)].ﬂ)

,u_-O

Sp = VA7 Npo Z A0 2 ( FAet? 12*“*2) (F.31b)
p=0

ol
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worin

Tmaz

I§!< =j drrkqﬁ(r)e'%o’%"z (F.32a)
Tmaz

.= / dr ¥ o(r)e" 7957 (F.320)
1]
(e o}

It = / R (F.32¢)
Tmaz

k °° k —la2e?

It = / R (F.32d)
Tmaz

ist. Fiir die Integrale (F.32¢) und (F.32d) lassen sich Rekursionsformeln entwickeln. Dazu definie-

ren wir die Funktion

(0]
f drphe~ 57" T (F.33)

und berechnen Fg(p) und Fy{p). Man findet schnell:

Flp) = \/;—ez( y erfc l\/ﬁ (ap—i-lz-)] (F.34a)
Filp) = o [73°°9 7™ — mFo(p)] (F.34b)

Partielle Integration des Ausdrucks (F.33) ergibt dann unmittelbar

1 o1 _ '
Fa(p) = = [ 71e739%° ™ 4 (n— D Faca(p) - mFy1(p)] (F.35)
und damit:
k A‘.ﬁ' 1 . L
Iis = m F{_1{rmaz) + Fk g(f‘maz) (F.36a)
. R _ _
A .
o> = Ly (Pmas) . (#.36b)

i




Anhang G. Axialvektorkopplungskonstante

Die Axialvektorkopplungskonstante, deren Berechnung Thema dieses Abschnitts ist, erhalt

man aus der jeweils dritten raumlichen sowie isovektoriellen Komponente des Axialvektorstroms
- T - -
B4(2) = qe)rrs 2ale) + 0(2)8 R(z) - F(2)6"o(2) (G.1)
i Breit-System. und dem axialen Formfaktor

(Na(+ D)1 43(0) 1 Nar (-3)) =

E, 173 i 2y 93 2, Gald®)

—(x;1= G - == (g- —nt G.2
fiir den Impulsiibertrag ¢ = 0. Hierin sind x; die Isospin- und y; die Spinwellenfunktion. Setzt
man in Gl. (G.2) i3 = —%, 33 = % und g = 0, so erhilt man die Axialvekiorkopplungskonstante

g4 als Matrixelement von Ag((}) zwischen den Modellzustinden des Neutrons im Rubesystem.

- [ P=(n1,¢g=0]43{0)inT,9=0)
94= Ga(0) =~ — o|n?f,q o (G.3)

Den Modellzustand |g = 0, J M7, TM7 ) erhalten wir durch Projektion des Hedgehog-Ansatzes auf
den Impuls ¢ = 0 und den Spin J = T und M = —~MrT.

INa(g=0)) - [g=0,JM;,TMr)=|g=0,JTM) = PoeoPras|¥nn ) (G.4)

Da aufgrund der Hedgehog-Struktur des Ansatzes nur eine der Projektionen, die auf Spin J oder
auf Isospin T, ausgefiihrt werden muB, bezichen sich die folgenden Rechnungen auf die Isospin-
Projektion. Die Projektion auf Spin J ist equivalent und fithrt selbstverstdndlich zum gleichen
Ergebnis. Setzt man nun GL (G.4) in Gl (G.3) ein und beriicksichtigt noch das Verhalten des

Tensoroperators A?Q unter Drehungen im Isospinraum,

+1
PhudioPiiu= 3, CoAloPiqm (G.5)
Q=1

worin Cg das Produkt der Wigner’schen 3/-Symbole

0Q=(2T+1)(_ZL (1] ;) (j{ é MTQ) (G.6)

ist, so erhalt man

L [ dPad%bd® (U(B) U A3 o (OIU(B) P _g pr¥an)

ga=-2 ) Cq § B3bd3’ (U (V) Upn|UB)PEL YR ) “7
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worin U(b) die im Projektor Py—q enthaltene Translation U(b) = exp {——i b 13} ist. Die Substi-

tution der Variablen b und & im Zahler und Nenner des obigen Ausdrucks

b=r+ g (G.8q)
i_._8
¥=r—s (G.8b)
ergibt mit
Ui Ad U () = A3 () (G.9)

cine wesentliche Vereinfachung der Gl. (G.7). Da hier T = 4 und M = —1 ist, kann das erste
der 3J-Symbole in Gl. (G.6) ausgewertet werden und wir erhalten nach Einsetzen des expliziten

Ausdrucks fiir den Projektor P7 ,, aus GL (G.7):

2(% 1 :
¥V a \§ -

[ Radr 2D, (@ (U(-5) 0l 43 (U (+)RO)T4)
X 2 2 (G.10)

[ d%ed®QD3 | (2 (¥pn [U(a) R Zpa )

e b2 =

1
Z

Mit der Auswertung dieses neunfachen Integrals wollen wir uns in den nichsten beiden Abschnitten

befassen. Wir werden zunichst die ﬂberiappintegraie
3 a 3 [#7
& (U(=5 Wl A7)V (+5) ROV az )

betrachten und im AnschluBdie Integration der Eulerwinke! behandeln. Wir wenden uns nun der
Berechnung der ﬁberiappintegrale zu und betrachten zunachst denjenigen Anteil des Axialvektor-

stroms, welcher nur Quarkfelder enthilt.

Quar!{-'ﬁ‘pld ne

Lk-Feldoper

0
Zustands im Isospinraum aus und haben deshalb die sph&rischen Komponenten des Isovektors

[ Ul 1 s R RO ) =
= 3n2(a)nn () ne (NN (Q, 0) I3 (a, Q) (G.11

zu berechnen.

[+1

: {2 . e s T, -
2(a,) =j & {xnig(r + 5)7375-21qw - E)fn(u)xhh} (G.12)

¢

Wir gehen wie bei der Berechnung des Normiiberlapps der Quarks vor, berechnen im Impuls-
raum das Uberlappintegral (G.12) durch Fouriertransformation des Quarkspinors (vgl. Anhang D,
Gln. (D.22-D.27)) und erhalien nach dem Ausmultiplizieren der v-Matrizen:

B0, = 55 [ @pe (P @oa+ °0) (0 D)oo (o D) FROxw) (€19

i e
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Mit den Antikommutatorrelationen

loy, 0] = 26;; (G.19)
und
(¢-p)° =1 (G.15)
ergibt sich
(o -p)oi(e-p)=2p; (o p)—o; (G.186)

Dies setzen wir in Gl. (G.13) ein, erhalten

—_ - T
Ba,9)= 57 [ Loe ‘?“2 [55¢ (2(0) - #(0)) + 202 @)pase] {xanlon T ROl )

R (G.17)
und kénnen die Reumwinkelintegration [ dQ, ... ausfiihren (vgl. Anhang P, Glo. (P.3a—c¢)). De-
finiert man noch die Funktionen Agp(a) und Aga(a}, die nur von |a| abhingen,

2 2, ~2 1.2

Aqo(e) = = [ dpp® jo(pa) (&(p) — 35°(p)) (G.18a)
2 . "

Aga(a) = — _[ dpp® ja(pa)i* (p) (G.18%)

so ergibt sich aus GL {G.17) schlieBlich:
3
3 2 - Ti
0.0 =Y [s90 (Au0(0) + F4a(0)) ~ 2Ana(olisia| (xlen ZR@Iw) (619
k=1

Um die Integration der Eulerwinkel {2 im Normiberlapp auf analytischem Wege ausfiihren zu

konnen, haben wir im Integral f d%e ... die Variablentransformation {Drehung)
a— T (D)]a (G.20)
vorgenommen (vgl. Anhénge N undD). Wir haben dann fiir das Uberlappintegral (G.11)
[ 5[5
[#a [ @r Wty U - RO =
=3 Jl d®and(a)nr(a)ns () IP(S, T [Q/(Q)] @)
" P L ] -~ r LY '
X lcos,2 g—cos2 (QTM)J exp {22 {cos2 b cos* (a + 7) 1]} (G 21)
Integration der Bulerwinkel: Der Ausdruck ((G.21) befindet sich nun in einer Form, die eine
analytische Integration der Eulerwinkel erméglicht. Um eine grofiere Ubersichtlichkeit der Integrale

“zu erreichen, haben wir die Integration iiber den Translationsvektor @ weggelasen und betrachten

nur die Integranden, die von den Eulerwinkeln abhingen. Wir beginnen mit dem Matrixelement
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1
{(a) (xhhzang-m(ﬂ)xhh ) , das in Anhang O (Gln. (0.10a)) berechnet ist, und betrachten das

Integral
1 i . T4
o [ #aDh, L@ w(@ @) xanlos RO (G22)
Mit
% cos -ge s (%) fallsg =10
D_L__q __1_(9) = 54 (ﬂ) {G.23)
2 Tz —sin —2-e 2 falls g = —1

und der Substitution (M.3) aus Anhang M erhélt man sofort:

i 1 " r
3 [ @D, (@ N DN xnalos 5 IR ) =
_[-ifde 3T dip 2? cos? Eegz(’"m"’z £)-1 falls g = 0 .24
¥2 i 2% ZZ(zc052 2)—1 ( . )
¥ di’f dez (1 — &) cos” Se 2 falls g = —1

Diese Integrale werden ebenfalls in Anhang M behandelt (Gln. (M .36a-b) und (M.36d)). Wir
erhalten also schliefilich:

. 1
— [ QD2 . (Q)*N}(Q NN Xhhlffa |R(Q)xhn ) =

= )+ fzxZ)) fallsg=0 o
{ M2 ([)(2) - Ia(2)) falls g = -1 (G.25)

Im noch verbleibenden Spin-Flavour-Matrixelement

1
(b)ziﬂ aa{D)ax () Xhh!ak%l}?:( Q)xps) fiihren wir zundchst die Integration des Azimutwinkels

von @ aus, um die Ergebnisse aus Anhang N
27
dégéi(ﬁ)&j(ﬂ) = C.ij(ﬂ, s)

JO

benutzen zu kénnen. Wir sind dann in der Lage die Integrale

3 i -1
oz [ PDE, (O Na(@, DN (@)Cau(S. ) Xnnlon | RO ) (G.26)
anzugeben.
o g¢g=0,k=1

" Wir setzen die Funktionen C31(£2, s) und { Xanlo1 S IR (@)xnp ) in den Ausdruck (G.26) ein
und erhalten fiir das Integral iiber den Winkel o

2 27 Q .,
] d‘y/‘ sin fdfS .. / dece , = cos (
272
o - 7) ( -‘r) +7) -
X cos( 5 sin e sm( 5 (G.27)

1 1l
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woraus nach der Substitution {M.3)

1 1 4 2r
— d.?:/ dg .. ] de'sin (2¢' — ¢} = 0 (G.28)
27 Jg 0 0

wizd.
e g=0,k=2
Da hier die gleiche Abhingigkeit vomn Winkel « vorliegt wie in Gl (G.27), verschwindet auch

dieser Term.

1

- / 4*Q 'Df%,_%(n)wﬂ(ﬂ, NFQCa2(, ) xnrloz

(&3 lo"}_,

272 |R(Qxan ) =0  (G.29)

e g=0,k=3
... Der Integrand hédngt hier nur von a+ v = ¢ ab und wir konnen die Integration iber die
neuen Variablen z und y mit den Gln. (M.37a--h) aus Anhang M problemlos ausfiihren.

1 i . 7l
[@aDt, | (@A (@, NE@)Cs5(0, ) xitlos TIR@)cnn ) =

272 J ;
2re”®
= -5 () + I(2) (G.30)
Im Fall ¢ = —1 gehen wir in gleicher Weise wie oben vor. Die Integrale f02 " do ... lassen sich

alle mit elementaren Mitteln auswerten und man erhali:

1 1 71
57 [ COD]_, (QFWn(@ INHR)Ca(@, ) xinlow GHRDns ) =

- 1527"6_;2 (I1(z) = I2(2)) Pa(s) falls k= 1,2 cal
P V29,877 (7 7 ™ ik (G.31)
{ Y22r:— (I(2) — Ip(2)) (2 s%) fallsk=3

Hieraus erhalten wir schliefflich:

1 3 1#1
2_; jf daﬁ"ﬁi%_q,,%(’z)m;(ﬂ,z)fv'qz(ﬂ) Z_; Carl82, ) xmnlowy [ R(@xnn ) =
- —2?7% (I1(z) + I2(2)) falls g = 0 -
e (1(z) - () (1 - s?) falls g = -1

Um den Quarkanteil von g4 zu bestimmen , ist nun nur noch mit den entsprechenden 3J/-Symbolen
zu multiplizieren (siehe Gl. (.10)) und iber ¢ zu summieren. Die Integration iiber den Betrag und
den Kosinus des Polarwinkels von e erfolgt numerisch. Nach Division durch der Normiiberlapp

ergibt sich:

[Quark _ L[5 daa?ni(@ns (@)na(@o0(a) J3 ds &~ (Gh(:) + B(e))
4 3 f° daa?n(a) fy ds e;z {(11(2) + I2(2))

L4 J& da o?n(a)nr(a)ng(a) Ag2(a) {g ds == Py(s) (11 (2) = Ta(2)) @3
9 12 daa?n(a) [} ds 5= (L(2) + Ia(2))

ik L
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Anhang G

Meson-Feldoperatoren: Zur Berechnung des Uberlapps

[ e U2l r)s5:tr) = 101000 U+ REOT)

bendtigen wir die Matrixelemente
M(9,0) = (U(- el U (+3) RO

Jol8;6(r)|U(+5) R(Q)e)

Sl (+3)R@))

-—)Flam(?’)IU( )(Q)Tf)

a
2
i
2
a

U(-
1%2(0,a) = (U(-
17%(Q,a) = (U(-

U(

IM(Q,6) = (

(G.34)

(G.35a)
(G.35b)
(G.35¢)
)

(G.35d

Die Entwicklung der Meson-Feldoperatoren nach ebenen Wellen findet sich in Anhang B. Wir

hatten dort fiir die folgenden Ausdriicke fiir das - und ¢-Feld abgeleitet:

3
. f1>5 [ 3 1/ e Ton,ibe)
{5) = Bk alB\e' T L g (Bl T
o) \271_ J ’_—“2@9,,(1:) \ (7 et

) 1 '3' 5
W{(T)—(E) dkm

Oifilr) =~ (5‘17:) ; j[ &k T/?Ti—_mkj (bi(k)e‘ B _ o (ke ’W)

el CORRSTUCY

(b,-(!c)e‘ Lt bj (ke k-r)

(G.364)

Wir fiihren die Drehungen der kohirenten 7-Zustande jeweils im Spinraum durch und erhalten mit

den Ausdriicken fiir die Translation und Rotation eines kohdrenten Zustands (vgl. Anhang B) fiir

die Matrixelemente I (Q,a) (r=1,...,4):

3
™M (Q,(}:,'sﬂ) = ny(a) (%) : /d3k T?(k)“é (ezk-f + e—ah-«) e-;k.g

2
If@(ﬂ,aﬁ‘) = n,(a) (2_1#_) 2 jdsk n(k)kji (4™ — emtET) e

M (Q,a,7) = na(a)Nx(Q, a)( ) Z f a3k A(k)k;,

o1 B £ —-t}:-f‘] -1 k-2

[p—1, :
l’{“ik ( é}e' T =ikt J e 2

% 5 {R;‘-ki(g)ez kv + 6ike‘t k-r] e—z!z-g-

Damit lassen sich nun die Integrale mit Gl (P.3¢c)

/d3:r' IMl(Q,a,T)IM“(Q a,r) /dsrle(Q a, 'i’)IMa(Q a,v)

(G.37a)

(G.37h)

NI
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berechnen und wir erhalten fur den {"Iberlapp
a - N - . 1]
[ (UGl 60057 = {r)0500) 10+ R Us ) =

= —n(@AF(Q)N: (2, 0) {; (Amo(@) + Ama(@)) (R(®) + 855) -

3
Ama(a) (&i&j £y aiji(Q)&k)} (G.39)

k=1

In Gl (G.39) haben wir noch das Produkst

n(a) = m(@nr(@)no (@) (G.40)

und die Funktionen
Amo(@) =25 [ dps* AD)n(p) (1-+ ofp) (G 410)
Ama(a) = 25 [ B AD(R)a(ro) (c.413)

eingefithrt. Die Variablensubstitution @ — T~ 1(Q")e im Integral [ d3a... liefert nach Integration

iiber den Azimutwinkel ¢g:

oo +1 .
[ dac? [ as [ e (0=3)011: 005:00) = :()03000) RO ) =

= ~n(@NHQN(Q,7) | 2 (Amo(a) + Ama(a)) (Ry:(@) +55) ~

2 ]
Am2(@) 3 Cin(, 8) Rya() + 61i) J (G.42)
k=1

lerwinkel in Gl. (G .42) behandeln. Wir betrachten wiederum zunéchst nur die Ausdriicke, weiche

von den Eulerwinkeln abh&ngen und beginnen mit

{a) (R3;(Q) + b3;) , dessen spharische Komponenten durch

{ —/2sin g €os ge“" falls g = +1
[R3j(Q) + 63;], = { 2cos? & falls ¢ = 0 (G.43)

gegeben sind. Da die Drehung im Spinraum erfolgt, bendtigen wir nun die Wignerfunktionen
1

1
D2, , und D2 . Es ist:
—%3 3%
1 sin et (5FY) i g=-+1
D} (@)= . (=) (G.44)
2 72 cos Se 2 firg=20

T
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Damit erhdlt man nun:
1
yos da(zw O NP@N(, ) [Ras(2) + 3], =
_ ﬁi;(h(z) - In(z)) fiir ¢ = +1 (C.45)
€2 (311 (2) +4la(z) + Ia(z)) firg=0

27z

Die spharischen Komponenten des Ausdrucks
(b) k=1 (Rya(2) + 613) CL 1 (Q, ) erhdlt man aus Cilvk(ﬂ, 5) = ¥ (Cy (€, 8) £ 205 1(Q 5))

3
und CO {8, 5) = C31(Q, 5). Die Cj (2, s) wurden in Anhang N berechnet

3
3 (Ris(®) + 613) Cg (2, 8) =
k=1
i 2sin{22)e’ (%1) "
[ V2 sin g cosg {(1 —s%) et — 1-co(s2 5 C)os2 €5 Pa(s)| furg=+1
2 : (G.46)
- '\ [ L é _é o T
_ sty sin® & cos o -
l41r !.s cos? k ) ——— E oy ﬂ) Pg(s):i fir g =0
Beriicksichtigen wir noch, daf fiir eine beliebige Funktion F
(G.4T)

47 5 @
1 — — ——
dip sin 2F(cos 2) =0

o

gilt, so haben wir mit Hilfe der Integrale tiber die Fulerwinkel aus Anhang M

; 3
4.,1‘.2 QD z—q %(Q)*NQ(Q)N,T(Q, z) Z (Ria(Q) + 613) Cp (2, 5) =
- a k=1
M2y (1 — %) &= (I1{2) — Ia(2)) fir ¢ = +1
4 z
- { 5= [352(1(2) - Io(2)) + (Bh(2) +81() +30(9)] firg=0. (G45)

Dieses Ergebnis setzen wir nun in Gl. (G.10) ein und haben fiir den Mesonanteit

I o
— ) + 2(3’)) (G49)
S (Ii(2) + Ia(z))

Meson _ é f(;)o da an(a)Amo(a) fol

9 Jo” daa?n(a) JrUI

Fr) BPy S 29
13 LEL WIS

Durch Addition der Gln. (G.33) und (G .49) erhalten wir schlielli

Axialvektorkopplung

stante.

Ay
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Zusammenfassung: Axialvektorkopplungskonstante

Jo? daa®nl{a) nw(a)ng(a)fiqg(a) fo
J5° daa?n{a) f3 )+12(z})

4 da P (a)ne(@na (0)4 o)
? [ da a?n{a) fol ds &

o 45 dacn(@)Anaa) fﬂ

9 I5° daan(a) fo

1

) - 12(2))+

)
)+ 12(2) (.50
o) + )

Die Funktionen Agofa), Agala}, Amola), ngla), no(a}, nr(e), n(a), f{ (a) und z(e, s) sind durch

Agola) = 3 f°° dp p?jo(pa) [ﬁz(p) - %"z(p):l (G.51a)
Agp(a) = % J{,m dp 2 (p) () (G510
Apola) = —27 /0 dpPADIN(P) (1 + jo(pa)) (G.51¢)
no(a) = exp {21 [ dp? Giotpe) ~ D (01775 (G.510)
ne(a) = exp {2 [~ dos? (iolpo) - Dor )70 | (G 51e)
ng(a) = f ” dp p*jo(pa) ( (p) + vz(p)) (G.51f)
n{a) = na(a)nﬂ-(a)no,(a) (G.51g)
fiia)=2n j; dp * ji{pa)wr{p) A*(p) (G.51h)
Ha,8) = g(f“(a) v (35 ~1) f"(a)) (G.51)
gegeben, worin
i(p) = / dr +2jo(pr)u(r) (G.52a)
¥(p) = ] dr %1 (pr)v(r) (G.520)
Ap) =2 [ arrinon)at) (G.52)
o) =1/ [ arrZio(erle(s) (G.524)

wo(p} = \/p? + mi (G.52¢)
wr(p) = /p? + m2 (G.52f)

ist.

¥l

I
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Anhang G

Wird die lineare Momentenprojektion vernachldssigt, d. h. nur eine Projektion auf den

Drehimpuls J betrachtet, so ergibt sich im Limes |a| — 0:

1 511{z0) + I2(20) 43

ga = EAqO(CL = O) II(ZO) n 1-2(20) gAmO(a = 0)

worlin

2 2
o = gfar(a:{)) = ngr

(G.53)

(G.54)

und N, die Anzahl der Pionen ist. Die Funktionen Agp und Amg an der Stelie ¢ = 0 erhilt man
durch Einsetzen der Gln. (G.52a-b) in (G.51a) und der Gln. (G.52¢-d} in (G.51¢). Es ist:

Amola=0)=8 [ dpp” / drr? ¢(r)pi1(pr) / dr'r" jo(pr')o(r')

In Gl (G.55) setzen wir nun
d
i () = — i fpr)
J1\PT) dn NPT/
und erhalten nach partieller Integration mit

7
el

§(r — 1’}

/ dpp® ji(pr)i(pr’) =

aus Gl. (G.55)

Amola=0) = —471'/drr2 ¢(1’)£€§

und in gleicher Weise
2N

)
)

1
Aqola =0) = f drr? (ug(r) - gv

(G.55)

~—~
L

]
=]
—

(G.57)

(G.58)

o
on

(G.59)

Setzt man Agp{0) und Apo(0) in Gl (G.53) ein, so erhalt man die Resultate aus Ref. 79 (vgl.

Formel (H63) und (H64)).

e




Anhang H. Ladungsradien fiir Proton und Neutron

Wir wollen in diesem Abschnitt die Ladungsradien fiir das Proton {r2)P und das Neutron
{r2}" ableiten. Diese sind durch die Entwicklung des elektrischen Formfaktors Gg(g?) nach Po-

tenzen von g2 definiert. Letzteren erhalten wir aus der Zeit- und der dritten Isospinkomponente

des Vektorstroms im Breitsystem. s st also:

2
Ce?) = Ge0) — 52 L +0(a") = (Nu+ DIROINa-D)) @Y
worin
2 1 =
Vi@ = L aalehr* (5 + 3 ) 0a(e) + () ARG (H2)
a=1

der Vektorstrom und (+%) der Ladungsoperator der Quarks im SU(2)-Flavour-Sektor ist.

Der Ansatzzustand |No{(g}} — lg, JM;, TMr) geht ans dem Hedgehogzustand durch Pro-
jektion auf den Spin (Isospin) J = 7" und M = — M7 und nachfolgende Projekiion auf den Impuls
piil {1508P! T & J
¢ hervor.
|No(a) o — lg, JTM ) = PaPyp[¥pn ) = Pol%gas) (H.3)

Im Rahmen dieser Approximation erhalt man fiir den elektrischen Formfaktor den folgenden Aus-

druck.
[ &2 (Pe¥ VS (O)P_gUgnr )

Gp(d®) = (Ps¥531Ps¥unr) (H.4)
in dem wir
(rne|Pg|¥gar) = (WoarlPog|¥inr) (H.5)
verwendet haben(®). Aus GL. (H.1) folgt dann fiir den Ladungsradius die Beziehung:
[.&_Yia)] (H.6)

2 _3§ 445 [Bq 0g; N(q)J

=0

worin V(g) und N(g) mit Zihler und Nenner der Gl. (H.4) zu identifizieren sind. Im einzelnen ist

daher:

V(@ = [ dedbd® o O} U3 VO () 130) (H.Ta)
N(g) f d®bd®b’ et O] (U ()W g V(BT 1ar ) (H.Th)
Wir bilden die Ableitungen und setzen
[BN(Q)] —0 (H28)
84; 14=0

{a)Ein Beweis findet sich am Ende dieses Abschnitts

A




170 Anhang H

in Gl. (H.6) ein(®), integrieren diese iiber den Raumwinkel 1, und erhalten fiir den Ladungsradius:

(r2y = {L2bEY § (b4 b)* (U ag|VE (O (B) 70 )
el = J B3 (U(B' ) ps|U(B)E gar )
[ Bod®' 1 (b= &) (U m|U(B) s ) (H9)
T Bd% (U (68 1010 (B)E 131 ) '

- Gg(0)

In Gl. (H.9) haben wir den Integralausdruck

fd3:6d3bd3bf(U(bl)@JM]Ve(O)lU(b).@JM) . 1
T & T 0@y~ 20 (.10

mit der Ladung Gg(0) des Nukleons identifiziert. Dies ist anschaulich sofort klar, da das Integral
(H.10) gerade das 1. Glied der Taylorentwicklung des elektrischen Formfaktors Gg(g?) ist. Wir

werden aber noch im weiteren Verlauf der Rechnung die Giiltigkeit dieser Behauptung zeigen.

Um das fiinfzehnfache Integral (H.9) zu vereinfachen, betrachten wir zundchst den Ausdruck
[ bd (64 5) (V)0 B O ) a31) (F.11)

setzen

vl wyveue)! e e = e e-v) (#.12)

ein, fithren die Variablentranformation(¢)

z=b-p
y=1>b (H.13)
durch und erhalten fiir das Integral (H.11):
I 3 3 {2 . 9N tx 0y NiTrs T {EF 14Y
j dzd7y (2% + 4z -y +4y” ) (YomiVawht z)% p ) vz.le)
Mit Hiife der Kommutatoren
[ fa ¢ a\™,, _ (H 15
| &= (s ) U@, R@)| =0 (H.15)

sowie der Invarianz der Zeitkomponente des Vektorstroms VJ(2) unter Raumspiegelungen

z- ] Pyy(VE(y)) =0 (H.16)

(®)siche FuBnote {a)

(c)Diese und alle weiteren Transformationen sind linear. Werden sie in Zihler und Nenner
durchgefiihrt, so kiirzen sich die Jakobideterminanten.
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ergibt sich fiir das Integral (H.14):
] @2y (2 +457) (W PYyag V3 (0 PipaglU (2)Ea ) (.17)
Wir nutzen nun die Invarianz von V,°(2) unter Drehungen im Spinraum, d. h.
PRV (=) Piipas = V() Piag (H.18)
filhren die Umkehrung der Transformation {(H.13) ein und enden mit:
[ i (o4 6) (UL BN ) =
= [ 6 (b+8) (U BA VIOV ) Pirng i) (19)
Véllig analog zeigt man noch

[ &®bd®' (b— )" (U )0 7U(B)Ysy) = ] Pod (b—b)* (U(6)Uhi|U(B)PTr¥hn)
{(H.20)

Die Integrale (H#.19) und(H.20) setzt man in den Ausdruck fiir den Ladungsradius ein und

endet nach Substitution der Variablen

(H.21)

o
il

-

+
ral Al e

und einsetzen des expliziten Ausdrucks fiir den Projektor PJ{JK mit:

(r2y = JdPa [ d®Q [ d&®r 2Dy () (U(=§)0rn V(MU (+5) R(Q) i )
i [Fa [ PP (UalU (@) R Ta )

J dPad? [ PPQ DT () (¥hnlU (@) R ¥an )
[ Ba [ BAD] Q) (¥rnlU(a) RID)Cpr)

(H.22)

- 76500

In den folgenden Abschnitten befassen wir uns mit der Auswertung des Integrals (H.22). Wir

beginnen mit dem Uberlapp des isoskalaren Teils des Vektorstroms 1()%¢(r).

Isoskalarer Vektorstrom Wir berechnen zunéchst also das ﬁberlappintegrai

[ U OmIgar U+ RO ) =
= Sn2(@)nn(@)ne (AHQNHR, )= (2, 0) (7.29)

mit.

Boo@a)= [ @rr2xmle’ ¢+ Dl — DIR@xa) (524

bk
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Wie bei der Berechung des Normiiberlapps in Anhang D setzen wir in den Ausdruck (H.24) die

Fouriertransformierte des Spinors

ein, schreiben fiir

Flet{p—klr Z 8p Ok {p—k)-r (H.26)

und erhalten nach zweimaliger partieller Integration:

@0 =3 [ a*p [ (14 )], a5 (7 Fuw) 1m@0m) - 0120

=1

Die Auswertung des Ausdrucks im Integranden ergibt mit Gl. (H.25):

23_: [a% (e—m.%q’f (k))]kq, 5%: (e""lp-%q(p)) _

=1
3
1 ip 1 31!(?)) . .o Oli(p)
— tpa i 2~ 2 _ .
7.2° ;ﬂ{ 4a {p) + p: ( 5o ad;p;u(p) B

a2 (p) + b (@;pﬂ) ~ 10d;p;3(p) g(;)

1

4

: 2 . . . N o
- —éa—l-; [8; (& - D) o5 + dy0; (& - D) — 28;5]

6: \"'; ~ - A~ -~ f ~ ra ~ %7
+ 5. 20@ @) 1 55 (6i — pi o B)) + (0 — 55 (0 ) (o B)]

Ydp p
+ (20 - i) (#.28)

Die Antikommutatorrelationen fiir die o-Matrizen
[0’5, o'j] = 265 (H.29)

erlauben die Berechnung der folgenden Ausdriicke in Gl. (H.28). Es ist:

> (oypso +bs0i036;) = 20 (H.300)
D (i pilo-p)’ =2 (H.30b)
[(o-8) (os8: = 52 (0 - 2)) + (08— 5 (o ) (o -B)] = 0 (#.30¢)

Wir setzen den aus den Gln. (H.30a—c) und (H.28) resultierenden Ausdruck in Gl (H.27) ein
und kénnen das Integral iiber den Raumwinkel (2, in Gl. {H.27) berechnen (vgl. Gln. (P.3a) und

A
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(P.3b)).

Bo(@,0) = ZN,(@) [ dop® {—an(pa)[u(p) '(”)H(p)ag@)]

+ jo(pa) [(62;;;)) + (6255)) +2 (U(p)) %2 (ﬁz(p) + ﬁz(p))l J1(1‘1*-31)

Die mit ji(pa) multiplizierten Teile des Integranden kénnen durch partielle Integration und mit

Hilfe der Rekursionsformeln der sphirischen Besseifunktionen weiter umgeformt werden. Man hat:

- [t ainparicn 252 =
= -1 [ et asnp0i) 252 + 1 [ patr) 2 [ortss(puritr)] =
=5 [ 4 Fiolpara(s)” (#.320)
und analog
f dpp? ajr pa)v(p) f dpp” @® jo(pa)i(p)? (H.32b)

Die Substitution der Variablen im Integral f d®a... (Gl (H.22))

a— T H{De (H.33)
fihrt dann unmittelbar auf:
[ B r2iv—%ve 13— (T ROV, ) =
j d’?ﬁ \U\ 2;‘-’?“‘?.16(1’ ;'J’Q‘ !‘] 2 \‘fghh>”""'
1
= —2-n?(a)n,r(a)na(a)Ng(Q)Nﬁ(Q, a)Ry(a) (H.34)

Ry(a) = %f dpp*jo(pa) {f; (ﬁ2(p) + az(p)) + (9-%%@)2 + (Q%—(i)p—)y +2 (E%?-)-)z] (H.35)

Wir stellen noch fest, daB sich die Ableitungen der Funktionen #(p) und #{p) sowie%ﬂ als Fourier-

transformierte der Funktionen u(r) und v{r) schreiben lassen. Sie sind am Ende dieses Abschnitts
zusammengestellt.
Der Verlauf der bisherigen Rechnung zeigt, dafl der ["Jberlapp
a 1_ a
[ Ul U R ) =
I
= -é—ng(a)nw(a)na(a)Nf(Q)Nw(Q, a) {H.36)

‘auf den Normuberlapp zuriickgefiihrt werden kann.

ek
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Die Integration der Eulerwinkel des Ausdrucks (H.34) ist die gleiche wie beim Normiiberlapp.

Der isoskalare Radius lauiet daher:

1f0 da a’n’(a) n,r(a)ng(a)Rq(a fo

(ré)i=0 =35
[o” da a2n(a) fo (—71( )'i' Ix())
B Efc‘)’o daatn(a) f; ds & (Ii(z) + I(z)) (H.37)
Sfow daa?n(a) fy e:z (Biz) + Ia(2))

Isovektorieller Teil des Vektorstrom (Quarks) Die Berechnung des Uberlapps fiir den iso-
vektoriellen Quarkanteil des Vektorstroms 3216(7')70(;(7') verlauft vollig analog zu der des isoskalaren

Anteils. Es ist:

[ v-2<U(—E;-)whh|qu(r)v%(fa)|v<+§)f%(ﬂ>@hh> =

g(a)nﬁ(a)ﬂa(a}_r\f QN(Q, 2)Rg(a) (x| 72 R kR } (H.38)

worin

(xualrsR@bian) = cos sin (257 (139

ist (Drehung im Spinraum). Mit Hilfe der Wignerfunktionen (Gl. (0.3)) und der Gln. (M.36¢—f)

ergegen sich fiir die Integrale der Eulerwinkel:
— / P () enn RO s )WAQNR(Q, 2) =
= —gMT(h(Z) — I(2)) (H.40)

Wir erhalten dann den isovektoriellen Quarkanteil des Ladungsradius des Protons durch Projektion

auf M7 =—-M; = % und den des Neutrons durch Projektion auf Mt = —Mj = —%.

(r2)qr=1 = {r2)P oy = = {8} p 1= (H41)
worin
(2 = 1 Jy° daa’ni(a)nz(a)ns (a)R a) fo (11 (z) — Ig(z)).
@1=1" 3 I5° daa’n(a) fe d
1 f5° daa’n(a) fol Ig(z))
Sf da a?n( a)_];) (Il(z)—i- I(z))
fg da a*n{a) fo (Il(z)+12(z)) (H.49)
fo da a?n(a) fJ )+ Li{z))
ﬁnd fiir das Neutron
{T'cg: )2,131 = (’" }q I=1 (H-43)

il LT
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Isovektorieller Teil des Vektorstroms:Mesonen Wir haben das ﬁberlappintegral

[ 050 (30) A5 VRO as) =

= n¥(a)ne (N, 121 (2, @) (H.44)
mit
Bm(@0)= [ @ UEDR Y cptinPrmIUHRE) (#.45)
1k

zu berechnen. Wir setzen in Gl. (H.45) die Entwicklung der m-Feldoperatoren nach ebenen Wellen

(Gln. (B.31a)) und (B.31%) ein, benutzen die Gln. (B.54a) und (B.24) aus Anhang B, schreiben

fur
2 Ttk 2 32 i1k
T - e g T H .48
rle i§= 6k§e (H 46)

=@ ) = N (@,0) T e [ @ [ dhunp)a(pre 3

m
ik

x {63@ +)[D5(08) = 3 RokbRom; Dm0, )|+

mian

+8p+E)Y [Dij (e, BYR nihm + BiRomi Dim (@, k)] } (H 47)

m

wobel wir
2
Dijle, by = 61-2 (e“"’a'fﬁ(k)ﬁ:j) (H 48)
%
gesetzt und im letzten Term
z €3jk13k73},,1l(9)f}m =— Z £3550i Rk (Qkm (H.49)
ik Jk
verwendet haben. Wir bilden die Ableitungen
Vi (e**k‘%A(sf),@ ) e *3k. L“—QA(M + ?-Z-A(k) + Eﬁﬁ(k) - E-A(kf +
s o Rl T EOET T k2T
. oyi JAE) 0 . A(k)
+1a(a.k) k; [T_-{;E (k)]—zaajT (H.50)

und integrieren iiber den Raumwinkel d{)p (vgl. Anhang P Gln. (P.36-d)). Die beiden ersien

Terme verschwinden, da sie jeweils einem symmetrischen Tensor bilden, dessen Uberschiebung mit

dem total antisymmetrischen e-Tensor null ergibt. Es ist:

> RarRmjea =0 > eginbip =0 (H.51)
ik

jk mn
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Die beiden verbleibenden Terme liefern die Uberschiebungen

> eaikbmiRma() = ) €3k Rjx(9) (H.52a)
jkm gk
> 3t Romk(Qima; = (& x R(Q)E), (H.525)
1km
und wir erhalten mit
Jalka) _ 1., .
209 _ L5, k0) + ja(ka)) (H.53)

nach Substitution der Variablen @ — 771(Q)a im Integral [ d%a. ..
a, . = = o
[ U= (30 A B () [0+ IR T ) =

= 1n(a) N (DN (2, 2) {le(a) > e3ipRir(Q)+
L ik

+ Rpnala) (T“I(Q)é x R‘I(Q)T“l(ﬂ){z) 3:} (H.54)

worin wir
Rmi(e) = 3371 Jf dﬁ;k2wﬁ(k){ (o(ka) + ja(ka)) [—E;-A?(:c) + A(k);%A(!c)] +
+ (2jo(ka) + ja(ka)) %Q%A(k) - (5%1) 2} } (H.55a)
Rumafa) = 2 jf dkl’cQ:y,r(k){ ja(ka) {“;A?(k) - A(:c)g—A(k) + %@%A(k) - (ﬂkﬁ)z} _
- jl(ka)(ka)Aik)a%A(k)} (H.550)

gesetzt haben. Die Funktionen A(%), —%A(k), E%}A(k) und i&ﬂ lassen sich als Fouriertransfor-
mierte von ¢(r) schreiben. Sie sind am Ende des Abschnitts zusammengestelit.

Der Ubetlapp
. [ X %, _ Y 5P S U - N A
j v (U(—g)‘i’hhl (F(#) A Br(v)), !Ut+§m(“i‘¥hh1 =
[ 1, -
= ()N (QNF(D, 2) [L ea;jxRp(Q)7 (fo (@) + fZ(a)) —
ik

— (T7'(@a x RTHQT N R)a), fﬁ’(a)} (H.56)

- 188t sich analog zu Gl. (H.54) berechnen. Die Funktionen f'(a) sind in Anhang D (GL (D.T))
aufgefithrt.

T
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Integration der Eulerwinkel Die Uberlappintegrale {H.54) und (H.56) sind nun so umgeformt,
daf die Integration der Eulerwinkel auf analytischem Wege erfolgen kann. Der Ausdruck

(1) 22k €3;kRjx(Q) 188t sich aus der expliziten Darstellung der Drehmatrix (Gl. (N.2)) berech-

Z €35 R;5(82) = ~4 cos? gsin (a ;- 7) cos (2‘...3'_1) {H.AT)
2k

Dies setzen wir in das Integral iiber die Eulerwinkel ein und erhalten mit den Gln. (3/.36e~f):

nen.

j [ 0D @ NAQNHD) S > e Ri(Q) = 3(2)) (H.58)
7k
Fur den Ausdruck
(2) (T7H( Qe x R-YQT ()&}, schreiben wir
T-Y(Q)a x T7HQ) (T(Q)R—I(Q)T 1(0)) a=T"1Qax THYR(4)a (H.59)

fo

setzen die Glu. (N.15a—¢) sowie {N.8a—c) ein und berechnen das Integral iiber den Azimutwinkel

¢ des Verschiebungsvektors a.

[ e (3 0), =) B (257) e (25

{H.80)
1
worin § = cos f, ist. Das Eulerwinkelintegral ist also das gleiche wie oben.
1 i -~ . _ _ R
o= / P2, (NI QN(Q) (T Ya x RTHO)T 1(Q)a)3 =
Mx (1 - 32) Ez—”(.ﬁ(z) — In(z)) (H.61)

Die Ergebnisse (H.58) und{H.61) konnen nun in die Gln. (H.54) und (H.56) eingesetzt werden.
Aus Gl {H.586) folgt:

oo +1 1 P . .
2 [ daa?n(a / s / d3rdSQD§4M(Q)*(U(-§)@M§(7?‘(7')Aﬁ,,(f-))SIU(g)R(Q)@hh):

£ (Z 13(2))

A

=2MWJO J-1

(f5(a)+ fi(a)) -

[ 7
| \L-

Dieser Ausdruck kann weiter umgeformt werden. Aus Gl. (D.10b) ersicht man, da8

2\ ors o e
-7} f3 @)] (H.62)

Cof =
l\::||-—t

1 T 1 2 _ i
sB@+F@) -3 (1-) F@)=3 (#.63)
ist, und e_r__h_éilt mit der Rekursionsformel

I(z) = Io(z) = éIg(z) (H.64)
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fiir die modifizierten Besselfunktionen:

+1 L a . . a
iz [ daante) [ ds [ 0l @) (U5 0anl (3) A5 (r)) [0 RO T) =

4w
o0 +1
=4M7rj[ daazn(a)j (H.65)
0 -1
Damit haben wir nun fiir den mesonischen Teil des Ladungsradius
{’“g}m.lzl = (Tg)ﬁz,l':l = —(7'3 )&,1:1 (H-66)

mit

(12) oy = LI o) o T (1(2) = 5(2) [Rma(@) + § (1= &%) Rrca(e)]
, 2 Jo° daain(e) N ezz (I1(2) + I(2))

1 o da a’n(a) fol
e 7 (I(z) + Ia(2))

4 l"°° da azn(rr\ f.l ds
 J dactn (a) J ds S (In(2) + Ta(2)) (H.67)

" [ daaPn(a) 2 ds S (1(2) + T(2)
Aus den Gln. (H.37), (H 42) und (H.67) folgt nun noch:

. ()z{l falls M = —

‘Projektion auf Proton’ (H.68)

VE 0 falls M =+

B2 =

‘Projektion auf Neutron’

Zusammenfassung: Ladungsradien Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen, so erhalten wir

fiir die Ladungsradien des Protons und Neutrons:

Proton: {r2)P = (r2)g 1m0+ {12 }g1=1 + (2 ) 1= (H.69¢)
Neutran s (#2)" = () 1m0 — (2wt = (2o 1= (.69%)
also .
(2)P = [s° daa’n (a)nﬂ-(a)na(a)Rq(a IN (2)
Jo© daan(a) [y ds € ( z))
1 2 daa*n(a) fy I1(2) + I2(2))
4 fo° daa?n(a) f01 ds ——; {;1(::) + Ip(2))

_ 1[5 ded*n(a) o fa(z))[ Bm1(0) +§ (1~ 5) Rrm2(@)], ) 20
’ J§° daa? n(a) fo = (1) + 1a(2) o
f5° daa®ni(a) nﬂ-(a)na(a)R (a) fo ds——Ig(z)
o dacPn(a) [ d )
1f0 dea® n(a) fy ds-—~——(11(z) Ig ) [Rmi(a) + § (1= 5%) Rpa(a)] (E.700)
T2 [2° daa?n(a) [} ds S (Ii(2) + (%))

(r2)" =

i 1
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Die Funktionen R4(a), Rmi(a), Rma(a), n(a), ng(a), ny(a), ns(a) und z(a, s) sind durch

Ry(e) = /dpp m(pa)[ (#%(0) + 5%(2)) + (ag;p))2+ (a;ga)) (”(p)) J(H Tia)

2T 0.2 82
Rpmi(a) = = / dkkzww(k){(jg(fca) + ja(ka)) [——4—/12(}:) +A(k)5-£§A(k)] +

2
+ (2jo(ka) + 1(ke) [Af,f) 2w - (22) }} (5715)
2

Rumala) = Qﬁj[ dbk2 wn( {Jz\ka) [— A2(k) A(k,aizﬁ(m, %a%g(k) - (@} } -
~ j1(ka)(ka) S“) ai A(k)} (H.T1c)
- n(a) = n3(a)nr(a)na(a) (H.71d)
no(@) = [ dos® o) (P(0) + #(0) (H.71e)
nx{a) = exp {f§(a) — f§{a = 0)} (H.I1f)
no(a) =exp {f§(a) — f§(a=0)} (H.71g)
#(0,5) = 3 (7F(@) + Pa()fF (@) (H.718)
fila) =2x _/ dpp® ji(pa)ur(p) A% (p) (H.713)
75(@) = 2x [ dop? io(paoo (2 (H.715)
Pyfs) = -21- (332 - 1) (H.71k)

gegeben, worin

i(p) = -/' drr? Jo(pr)u(r) (H.72a)
(p) = Jf drr? 3y (pr)ulr) (H.72b)
2ip) = - [ dre inpryutr) (#.720)
a (p) f drr® (Go(pr) — 2j2(pr))vlr) (H.72d)

v{;) 1 .‘[drrs (Go(pr) + j2{pr))v(r) (H.T2¢)

n(p) = ‘V/;J[ dry? Jolprio(r) (H.72f)
Alp) = \/E f drr? ji(pr)e(r) (H.729)
%A(p) = E\E / drr® (jo(pr) — 2ja(pr))6(r) (H.72h})

a 5240 \[ / drr® (2j3(pr) — 351 (pr)) #(r) (H.72i)
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A(p \/-fdrr3 (Jolpr) + j2(pr)) o(r) (H.72j)

p
sind.

Zum Abschluf dieses Abschnitts wollen wir noch die Ladungsradien des Protons und Neutrons
fiir den Fall angeben, daf die lineare Impulsprojektion vernachléssigt wird, also nur eine Projektion
auf den Spin bzw. Isospin ausgefiihrt wird. Zu diesem Zweck leiten wir zunéchst eine modifizierte
Version des Ausdrucks {(H.714) her. Mit Hilfe der Rekursionsformeln der sphérischen Besselfunk-
tionen und der Gl. (H.727) konner die Ausdiicke (H.72h) und (H.72{) umgeformt werden. Es

ist:
2Ap) =22 \f [ satoryotr (H . T24)
S AD) = 5\/; [arr®interio) - 2222 (H.720")
und darnit
& AR 8 N 24 798
o2 A{p) =3 (T - EEA(PJ) V7 drr® ja{pr)(r) (H.72¢')

Aus diesen Ausdriicken finden wir die modifizierten Versionen der Funktionen Rm;(e) und Rp2(a):

27 a?
Rma(a) = 5 / dkk? wr(k){(jo(ka) + o(ka)) [—;Az(k) - A(k)B(»’e)} +

2
()" 422

Rmala) = 27 / dkkgur(k){ jalka) [—-Az(k)+A(k)B(k) + 3’4‘5:“) (% %A(k))] -

+ ja(ka)

— jy(ka)(ka) N g:s) aak A(k)} (H.71)
worin wir noch
B(p) = \/% f dr 41 (pr)é(r) (H.72k)
gesetzt haben., Mit
[ o oo or'y = 558 (e =) e (H73)

und Gl {H.718 )erhalten wir aus den Ausdriicken (H.70a) und {H.708):

. - I (za) [ a0, 3\
245 — 1120 4 2 2, 3%,
{rz) ——___"11(20)+12(20)‘/ arr ku (r)+v \r))-*r-

211 20) 13(20) , r
+ = 3T zo)-i-Iz(zo),/dpp w«r(P)/drr Ji(pr) qb(r)/dr Ji(pr)e(r) (H.74a)

2\ _ Ia(z0) uzr 20 _
(2 = B [t (2 +42()

— I .
- 220" BC0) [ untr) [ drr® i) [ s intoriotr) (H14)
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Es bleiben noch die Beweise der Gln. (H.5) und (H.8) nachzutragen. Die Ableitung des vom
Impulsiibertrag abhangigen Normiiberlapps N(g) an der Stelle g = 0 ist durch den Ausdruck

[d_i' (¥ 77 Pl s ):l ot =2 /d3aai(‘§JJ|U(a)l@JJ) (H.75)

gegeben. Wir betrachten den pionischen Anteil des Uberlapps im Integranden der Gl. (H.75). Es

1st:

2J 2
(=i u@phin = (5 [ @ [eaniyerog @)y

x N7 lexp {Z / d3k A2(k)1afk(n')ick7a,-j(9)éje—=k'ﬂ} (H.76)
%13

Der Ausdruck (H.76) ist offensichtlich invariant unter Spiegelungen ¢ — —a des Verschiebungs-

vektors ¢; denn die Integration im Exponenten iiber den Raumwinkel Gy, liefert:

Z _/. &k Ri(ﬂl)éknij(ﬂ)éjfiz(k)e—‘k‘“ =
igk
4 - ~
=3 [SoR@(B@ + £ @) -3 (@) R3] (H77)
worin R(w) das Produkt der Drehmatrizen R(2) und R(') ist.

Riplw) =Y Rip(QIRi;(R) (H.78)
z
Die entsprechenden Uberlappintegrale fiir die Quark— und Sigmafelder hingen natiirlich nur von
a? ab und man hat also
{(Cnn | PFyU(a)PI7 185, ) = (Wral PY U (=a) Py Ehs) (H.79)
und damit den Beweis fiir die Behauptung (H.8)

5N =0 (H.80)

Aus den obigen Betrachtungen folgt weiterhin
(013iPa¥ss) = [ FPa(WsslU(+a)|s)e o

- fds"”(‘PJJlU(—G)I‘l'JJ)e’q'(_")
= (C75|P-q¥4s) (H.81)

wormnit auch (H.5) gezeigt ist.

B




Anhang I. Magnetische Momente des Protons und Neutrons

In diesem Abschnitt wenden wir uns der Berechnung der magnetischen Momente des Protons
{¢t#) und Neutrons (™) zu. Wie bei der Untersuchung der Ladungsradien erhalten wir die magneti-
schen Momente durch Potenzreihenentwicklung des magnetischen Formfaktors Gas(g?), der durch

die jeweils dritten rdumlichen und isovektoriellen Komponenten des Vektorstroms im Breitsystem
gegeben ist
(Mo DIV OINw (D)) = (xrl Ixr W Xl * aler )Ga(e?) (L.1)
9 @\ Ty 2 2M N
und V(z) der riumliche Anteil des Isovektor-Vektorstroms aus Gl. (H.2) ist. Unser Ansatzzustand
|Na(g)} — |g, J My, TMy ) = PyPyps|Upn } = Py|¥ras) (1.2)
ist der gleiche wie im Fall der Ladungsradien (vgl. Gl. (H.3)) und wir haben analog zu Gl. (/.4)

J &% Pe ¥ yrpr|V (O P_3 ¥ Tar )

w(g)a x4+ 067 = (Ps ¥ rm|Pg¥ras) (3)
worin wie Gl. (H.5) und
Gum(0) = 2mu (1.4)
sowie die Abkiirzung
a={xJslelxs) (1.5)

verwendet haben. Entwickeln wir die rechte Seite der Gl. (1.3} nach Potenzen des Impulsiibertrags

g, so fithrt dies zusammen mit Gl. { H.8) nach Einsetzen des expliziten Ausdrucks fiir den Projektor

P, unmittelbar auf:

tnax g LTI EO[EY g (b4 8) (Ul BOUG VM) 70
HEZE= Y T [ B (U0 73410 () a1 ) '

Da wir hier die magnetischen Momente des Nukleons berechnen wollen, haben wir in Gl. (I.6)
noch
+é;53 falls My = +% Proton

. = 7
<XT=% ITIIXT=% ) { —b;3 falls My = —-%- Neutron S

eingefiihrt. Wir betrachten den Ausdruck

v o) @ e = vieEve- ) (18)

i
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im Zéhler der Gleichung Gl. (I.6), fiihren die Variablensubstitution{®)

z=b-0
y="9 (1.9}
durch und erhalten:
7= [ @ [Py [+ 20) (LraVa@)IU ) Varar) (1.10)
Aufgrund der Eigenschaft
[ =0 (£.11)
ist welter
[ [ @ya-s(urmVa@iv@ ) =0 (1.12)
und damit
2= [ & [Py [ @220 9(irulVaw)| PomoVirae) (113)

Der Projektor auf den Impuls ¢ = 0 vertauscht mit demjenigen auf den Spin J und mit der
Projektionseigenschaft

+1

PhVaw)Ply = 3 ColT M)Vio(9)Piy_g ur (I.14a)
g=-1
T 1 7T T i T
T MY=(2T-+1 T.146
ColT, M) = (2T + )(__M . M)(_M ) M*q) (1.145)

erhalten wir, nachdem wir die Schritte, die von Gl. (7.6) zum Ausdruck (I.13) gefithrt haben,
riickgingig gemacht haben:

[ [d% [ q- (b+ ) (UGB [V2,OUB)PE_, 1)

X Co(T, M
pae X g=Fg q;l o ) debdeib'(U(b’)‘lfhhlP%TIU(f))?!hh)
{1.15)
Die Variablentransformation
o=7+ 2
)
b’ = - g (1.16)
{vgl. GL. (H.21)) fithrt schlieBlich auf:
o -ii Cu(T M)fd3afd3?é-’P(U(‘“%)‘PhhiVLq(TNU(%)PAE—q,M‘th) (1.17)
HaEX g=F CAS | f d®a (¥ |U(@)PEp1Ths) |

g=-1

(2)Diese und alle weiteren Substitutionen sind linear. Die Jacobideterminanten hangen daher
~ nicht von den Koordinanten ab und kiirzen sich, falls die Substitutionen in Zahler und Nenner
" der Gl (1.6) durchgefiihrt werden. Die Jacobideterminanten sind daher hier weggelassen.

T
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Um die Abhingigkeit von der Richtung des Impulsiibertrags zu eliminieren, muiltiplizieren wir
Gl. (I.17) mit (& x ¢) und bilden das Integral iiber den Raumwinkel Q. Fiir die linke Seite der

Gl. (1.17) hat man nun
fqu (axgi= ./dﬂqz Zgz‘jk"jékziimnam@n
t ik man
= ]dgq z Z ('Sjmékn - 6km6jn) ajamékén

7k mn

8
= ol (1.18a)

und fiir die rechte Seite der Gl. (I.17) ergibt sich:
fquq 7[(ex x @) fdﬂ Z r;qu Zs”kajqkfi
T

Vs sLCr LA

Uk LI
4?:’ [a- (r x A)} (1.18b)

worin A ein beliebiger Vektor im Spinraum sein kann. Wir setzen die Beziehungen (7.18a) und

(Z.18b) in Gl. (1.17) ein und erhalten nun mit o; = (XJ____1_10'1‘|XJ=% y = b3t
2

B=Fs q;l(ﬂ"“"l)( M (1) Ii«:[) (—if i Miq)

fdzafdsﬂfds?‘pfvf QM(Q)* [P % (U(—%)¥ha| Vi, (MIT(H RO 1) 4
fdaf?'fd?’ﬂ@ (9)*(‘9hhlU(a)R(Q)|‘yhh)

(1.19)

Wir kénnen nun die Uberlappintegrale fiir die einzelnen Terme des Vektoroperators bestimmen,

nA kn.ﬂnnnn m\f rlpm iqne]m]arpn i_'l_t.ei_l %g{?‘)‘}f}cq(ﬁ")

unc TR LI SO RL £i

Isoskalarer Vektorstrom: Quarkfelder Wir betrachten hier das Uberlappintegral

3 eoie [ (U= D EmIGI I (U RO 4m) =

7k
1] . -
= §n§(a)JV92(Q)n,r(a)Nﬁ (2 a)na(a) | esjulin( @) (1.20)
ik
worin wir
Gr@a)= [ s Gaanlite + 517 - IR @) (121)

gesetzt haben. Die weitere Vorgehensweise ist grundsatzlich die gleiche wie bei der Berechnung

der Ladungsradien. Wir setzen die Fouriertransformierte des Quarkspinors

(i Yartsn (122)

i(p)o -p

..q(’“i 5)= (‘h) \/2‘;'

TF LT
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in Gl. (1.21} ¢in, benutzen die Beziehung

1o {p—p’ 4 tv-(p—p'
T'je (P P ) = —1 %ge (P P) (123}

und erhalten mit der Ableitung des Spinors

% [e_,,,.% (ﬂ(;)(?-@)] =

p—y ulp) Gy )} o
=e { 1ad; (v(p)o’ p)+(38_p5(p)ﬁja.§>+ﬂ§l(aj—ﬁjﬁ’-f>) 020

nach partieller Integration

2
L4(2,6) = 55 [ Epe P xml5a;80)30) Y 51 (040: + 010 +

!._1

+ ﬁ(P)a—pﬁ(P)o’kﬁja’ P+ 1~)(;t?)‘:_)—p i(p)o - porp;+

_ . ¥(p) .
+ i(p) ;’ [ox0; — oxbia - ] [RIQxnn) (1.25)

Unter Beachtung der Kommutatorregeln fiir die o-Matrizen ergibt sich hieraus, nachdem das In-

tegral iber den Raumwinkel 2, ausgefiihrt ist (Gln. (P.3a-¢)), mit Hilfe der Integrale

[ o0 6015566} (o) + da(pe) =
— [ aos* [ ioton) + i) 022 + (o) - inpa))i(p) )] (1:260)
[ aor* ineyito)5it0) =
= - / dpp® :J'z(pa) (ﬁ( )gﬁ(p) U(p)—i) + j1{pa)i(p) (p)_ (1.260)
[ v ia(ps(e) () =

~ [ a8 [1p0) (a1 00) - (22 ) + ooyt 2 (1260

und den Definitionen
Myn(a) = = [ doo? (in(pa) + io(pa)) 3(p) g (e (1.27a)
Maa(o) = =2 [ @ satoo) {0) 230 - s i) - a0 "2} (ram)

fiir die Uberschiebung

3 enlip(@a) =0 Z 6335{ Myr(e){ xnrlojor RIQ)XRp )+
Ik

M@ Y aits (xinloion B@ o) | (1.28)
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Nun fithren wir noch die in Anhang N beschriebene Transformation ¢ — T~}(Q)a der Variablen
im Integral [ d®a. .. durch und erhalten fiir das Integral iiber den Azimutwinkel ¢q des Uberiap-

pintegrals {1.20)
3 sik [ dba [ oy (U5 Uanlgalrirt TR Tne) =

ik
= ——nq(a)nﬁ (a)na{a)NZ (D )Nw(Q,Z){%M@(a)Z €3k { Xnh |0k RAQ) XA+
ik
+ 42(0) 3 352 T @) wunloson R@lxcen ) | (129
ik i
Die in Gl. (1.29) aufgefiihrten Erwartungswerte zwischen den Spin—-Flavour Anteilen der Hedgehog-
zusténde sind in Anhang O (Gln. (0.13) und ((.15)) berechnet. Die mit Ihnen gebildeten Integrale
iber die Eulerwinkel Q = (e, 8, ) kénnen &hnlich wie in den vorangegangenen Anhéngen auf ana-
lytischem Wege ermittelt werden. Mit Hilfe der Gin. (M.365) und (A4.364d) finden wir unmitteltbar

[d391)§',y(Q)N2(Q)Nf(Q )Y eau{xnnlojorRT=H(Q)lxan) =

ik
dr  e” 7
= 2 — (1) - B() (1.30)
und
1 1 —1
=3 | AP ONHONR, 2) Y ajeCii( @ ) Xenlojen BT (D) =
ik
_ 4w gy e77F
=M (1 —s ) — (Il(z) - b(2)) (1.31)
Diese Ergebnisse setzen wir in Gl {7.19) ein und erhalten fiir den isoskalaren Teil des magnetischen
Momenis
. 1 f5° daa®nZ(a)nx(a)ns(a) Mg (a) fhd
q,[=0 = 2
6 fo° daa’n(a) | fo ds—-—(fl(z) + 12(5))
1 fo da azng(a)n,r(a)na(a}ng(a) fo (1 - 8% (L(2) — (=) (1.52)
2 -z |
! [ dea?n(a) [} ds S () + La(2))
Isovektorieller Teil des Vekktorstroms: Guarkfelder Das Uberlappintegral des isovektori-

ellen Teils des Vektorstroms £ §(r)y*¢(#) erhalten wir véllig analog zu demjenigen des isoskalaren

Teils. Es ist:
3 e [ e [ Eor U5 Wmlgarn eIV (R@Q)E) =
1 1
= =310} (a)nx(a)ng (A)NF(QNA(R, z){szql(a) > eajil Xhhlf-z‘f—o-jokRT=§(9>1m )+
. <

+Mp(a) > ey, Cis(, 3)(Xhhl—“0':°'kRT 3@ xnn )} (1.33)
ik :

I




Magnetische Momente des Protons und Neutrons 187

Die Spin-Flavour~Matrixelemente in Gl. (7.33) sind in Anhang O (Gin. {(.14) und {0.16)) an-
gegeben. Fiir die Integrale iiber die Eulerwinkel (vgl. Anhang M Gln. (M.36a—f) und (M.37a-h))

erhalten wir damit:

Tl 1
[0k @ KHON2,9) T esiulxnnl Foion BT @lxan) =

47'2 _
1k

_132:2; (fl(z} - 12(2)) falls ¢ = 2M = &1 s
- 34
(h()+ () fallg=0,M =} )

sowie
1 1
471_2 fd:?'QDM q, M(Q)*NZ(Q)Nr Q Z)Z Egjkcu(g SNXhhf%o'jo’kRT:E(Q)iXhh) —
i3k
VB2 _ Conr

_ { (1% (11(2) Iz(z)) falls ¢ = 2M = 1 15

2zez (Il(z) + h(z)) falls g = 0, M = £1

z

und nach Einsetzen der Gln. (/.33-7.35) in Gl. (.19} fir den isovektoriellen Quarkanteil des

magnetischen Moments:

Mg =1 = ~HyI=1 = Hgl=1 (1.36)
worin
Yo Iy = 1 J3° daa®ni(a)ng(a)ns(a) My a) fo (SIl(z) +Ig(z))+
9. =1 — %
6 Ig° daa?n(a) fy )+ Ix(2))

4 lfem da aznz(a)n,r(a)na-(a qg(a fo ds———(Il(z) -i-Ig(z))

[

¢ fﬂ da a2 ) fU (Il(z) + 12( )
1 J5oda azng(a)nf,—(a)na(a)qu(a) N ® (14 82) (I(2) - Ia(2) (137)
12 J3? daa®n(a) fy ds S°(Bi(2) + Ia(2))

Isovektorieller Teil des Vektorstroms: Mesonfelder Das ﬁberlappintegral, das wir in die-

sem ‘Abschnitt berechnen wollen, lautet:

Ip(@0)= 3 e [ @rri(UD)0l: [70) A5 0)] I0EDT) =
j l_ bz _!p 2

ik

= nJ(@NT(Dno(a) ) eik ) epmn Jf & r; (U (=) ﬁ'm('r)aik a(r) : U (5)m X1.38)
ik mn

Wir setzen die Entwicklung des #—Feldoperators und seiner Ableitung nach ebenen Wellen
1)# 1 i
ey = | = o (b- ket + b (& e"””') 1.39a
7= (57) [ @ = (e + el (1:392)
3
8 . 1Nz [ 5 1 PO s )
—— )= - [ —_— bi(k)et ™ T — b (k)T 1.395
st ==t (5) [ty (et e (z39)

i
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in Gl (1.38) ein, benutzen dieGln. (B.54¢), (B.24) und (7.23) und erhalten nach parieller Integra-
tion:

I5p(9,0) = 1 n@AT W@ @) T ok Y e [ & [ ChpA(p)eE
ik mn

{ g [ R ARIEL] (51708 2) + Aotk =) +

d [ _,p= - .o
+ o [ AR (5106% (R + 2) + 512, 8%k - ) (1.40)
ok;

worin wir
=3 Rni(Qk; (1.41)
i
gesetzt haben. Einsetzen der Ableitungen

8 £ s PP P, O A(k) o
a} [ —thk-2 A(k)k -, iy {—QaajA(k)km -+ k‘?km"og"kFA(k) =+ T (6_‘,!171 — kjkm):‘, (142)
und Auswerten der Integrale tiber den Raumwinkel Q, (Gln. (P.3a~-c)) fiihrt auf:

Ip(Q,0) = —gn(a)N;’(Q)NW(Q, @)y €3k Y Epmn
ik m

X f dppzAz(p){('Rnk(Q)ij(Q) + 8pnbimi) +
(o(pa) + 72(p2)) (6miRnr() + 6niRomi (Q)) —
— 372(pa)Rom; () (anak +y R,ﬁ(g)ak&,) } (1.43)
Wir fiihren noch die Definitionen |
Mrno(a) = 25 [ dop? o(pe) A%(r) (1.440)
Mpma(a) = 27 f dpp* j3(pa)A*(p) (1.44b)

ein, ermitteln die Uberschiebungen in Gl {I.43) und erhalten nach Transformation der Variablen
im Integral [ d®a... (vgl. Anhang N) fiir das Integral Gber den Azimutwinkel 4. von a:

2n
ir ddg 139(950') = —%R(G)NE(Q)N‘W(Q: z}
Jo T o

% {‘Zermn(a =0) [2631’1 + Y‘ 83&2 EpmnRonk (R (S )} +
jk mn

+ 4w (Mmola) + Mma{a)) {63pSpR(Q) - ’R3p(9)] —

- 3Mm2(a) [53;,& ’R.z(gfi Z 'R.g[ Q)Cp[(Q 8)+

+ z €35k 2 Epmn R () Cni(Q, s):' } (1.45)




Magnetische Momente des Protons und Neutrons 189

Wir haben nun die Aufgabe die spharischen Komponenten der in Gl. {1.45) auftretenden

Ausdriicke

[F3]1={$71§=(F31:E1F32) falls g = &1 (1.46)
Pa 7 | Fa, falls g = 0

aufzufinden und die zugehorigen Eulerwinkelintegrale

1 1
o EQDY_ QT NIQNHQ, 2) [Fa], (1.47)

zu bestimmen. Die hierzu notwendigen formeln und Methoden sind in den Anhéngen N und M

. zusammengestellt.
1
[253;; + E_jk €35k Zmn Epmanj(Q)Rnk(Q)] g
11 —% sin"gcos é—?em falls ¢ = +1
%Wap+ 3 €374 9 EpmnRmj (QRup(Q)]| = ¢ dcos? § falls ¢ = 0 (I1.48)
L ik mn e | % sin g cos ge_“’ falls ¢ = -1

1 i . [ !
ypo) j[dsﬂ Dy QO NN, 2) 263, + 3 ey, spmanj(Q)Rnk(Q)} =
] ik mn q

_ e (3I1(2) + 4I(2) + I3(2)) fallsq=0,M = +3 (1.49)
_%e—: (311(2) = I3(2)) falls g = 2M = &1 '
[263,SPR(Q) = Rap( )]
{ ——\% sin % cos -‘ge'g"" falls g = +1
1
[zégpspn(m - Rsp(g)] = ¢ 2cos? £ (2 cos? (&;ﬁ) - 1) falls ¢ = 0 (1.50)
! 5-5 sin -g €0s %e"f falls g = —1

1l

1 1
- / PODE;_ 1 (O NIHQNH(, 2) [263,SPR(Q) — Rap( )]

€22 (I(2) + 2I3(z) + Ia(2)) falls g = 0, M = £} .
= ﬁe—z (‘ .5-)
—Y2E—(3N(2) — Ia(2))  falls g = 2M = =1

z

Sapte” RAQ)

=}
[R
iR

a

.

[53paT7a(Q)a]; = Py(s) + éSpR(Q) (1-+) (1.52)

. - 1
o [ PADhy_ NN, 2) [s5,0" R =

- %i (32 (1 (2) = I5(2)) + L1 (2) + 41a(2) + 375(2)] (1.53)

: 4
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3 i
=3 C@ 9Ra(@)]

3 1
> CulQ, 3)7331(9)} =
=1 q

¢

. a=y in(EET
V2msin % cosg {(1 — s%) eV — 1 Py(s)e’ (=5%) : coss::?(c:ﬂgﬂl) } falls g = +1

" SIn” % C 32 Q
= ¢ 2% {% [C032 g (1 + 32) (1 — 32)] Pg(s) ] (0052 5 coszf—j‘;) } falls ¢ = 0({I.54)
a=2) sin( 2t 1
- Imsin s Fcosz {(1 s2)e! T + 2 Pa(s)e™! +(337) —— é(c:szz%ﬂ) } falls g = —1
17 L & '
3 3 ® /3 —
7 ] d°Q D3, M(Q) N (QNX(Q, 7) LZ; Cp(Q, 5)Rai( Q)} =
= g
_ { 157 [352(Iy(2) — Ia(2)) + F(2) + 4la(2) + 30a(z)] fallsg =0, M =3 oo
t Bgﬂ' (I - 32) —Z—(I]_(Z) bl I3(Z)) falls g = M = 1

1
(554 €3t Toan EomnRom (Q)Cns (1 9)]

jk mn +1

B os B
+ Pafs) Sl Ball) {—226”’ cos? g sin (a + 7) oS (911) L
1 — cos? *g- cos? (%7-) 2 2 2

+e‘(£§1) (QSIHQECOS( 27)+zsin (Q;Y))]} (1.56a)

=1

|'z €34k Z Epmn Rm; ()Cnz (2, s)J = 2?:{ (1 —s ) cos? 8 (2 cos? _g_ _ 1) _
0

1
\ B B .
[Z €3k Z Epmn Rom (N Cri (2, s):l = m\/é?i’{ (1 - 32} sin 5 cos e T+

mii

cos? g cos? [2XX -l
— Py(s)sin? A 1- ( > ) l {1.565)
2 1—cos2Z & cos? (EF)J J
1 ! — ( ’ 15
Z E3;k Z epmnRomj ()Cnr( ) = V?ffi (1 — s‘) sin g cos Ee""—i—
I 1
B eosZ
+ Pa(s) Sin 3 cos 7 [—{—Qze"‘“coszfgsin (a—;—ry) cos (a;—7)+

— cos? B cos? (2t
1 coszcos(z)

4o (F) (zsiﬁgcos(“;r")—zsin (”’;7))]} (1.56c)
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1 *
o7 d3QDM ot O NIDN(R,2) |3 €35k D epmnRmj(QCnr(Q5)| =
ik ma -1
_ —’ée;z [6I1(z) + 81y(z) + 3I3(2) — 3% (I(z) — Ia(2)})] fallsg=0,M = +3 (1.57)
252 €2 (Iy(2) — Io(2)) falls g = 2M =41

Die Gln. (1.49), (1.51}, (1.53), (1.55) und (1.57} setzt man nun in Gl (7.19) ein und erhalt

zusammen mit Gl. (7.45) fiir den isovektoriellen Mesonanteil des magnetischen Moments:

f“fn,l:l = —#?n,I=1 = Hm,I=1 {1.58)
worin
............. )
Fq,I=1:é{ mo(a_0)+1f° da a?(@) Mma(a) fo 5 © )
[ da azn(a) fo s——(h (z) + I2(2))
+ ;fo da a®n{a) Mma(a) fn ds £~ P2(S)(11(z) - Is(z))} (1.59)
fo° daa®n(a) fo (I;(z) + I(z))

Zusammenfassung: Magnetisches Moment Wir fassen die Ergebnisse der vorausgegangenen
Rechnung zusammen und erhalten fiir die magnetischen Momente des Protons und des Neutrons:

Proton:  p? = iy rao + figgm1 + i 11 (1.60a)
Neutron i p"™ = g 10 — fig 1=1 = Bm,I=1 (1.608)
also
P = [y daa n2(a)nﬁ(a)n(,(a)Mq1(a fo (z)+

57 daa®n{a) irn dsf(L {(z2)+ I-)(zn

Y daaznz(a)nﬁ(a)ng(a}ng(a) Jlaset I1(z)+
3 [P daan(a) i ds (L) + h(2))

1 f5° daa®n(a)Mp(a (a) fo

9Mm°(a =0% 5 & daa?n(a) [} ds «e-_-f(fl(z) + Iz(z_)
_ 1 f3° daa’n(e)Mms(a) fo ds &~ Po(s) (11 (2) = To(2) (1.61a)
36 [ daatn(a) [l ds - (h(s) + 12(2)) S
o 1[5 da azng(a)nﬂ(a)ng(a)Mgl(a) A )
3 & daa?n(a) f2

1[5 daa?n2(@)nr(@)ne (@) Mya(@) fi ds S [ (5(2) ~ Ba(2)) + 11(2) + Ta()]
6 1 daa?n(a) [ ds == (I(2) + a(2))

ol
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1 & dae?n(a)Mmi(a) fy (2) + I3(2)) .

i
- ~Mpola=0)— —=
5 Mmo 36 J&° daa?n(a) 1% )+ I{(2))
1 Jo© daa®n(a)Mma(a) Jo ds S Pals)((2) - I3(z)) (1.618)

36 & daa?n(a) fy ))

Die in den Gln. (I.61a) und (I.61) auftretenden Funktionen des Verschiebungsvektors a sind
durch

M) = [ o {Gitpo) + 2lpe) 80) g0 (1:620)

o) = =2 [ g i) {0 o) — o) i) =5 WD (1

Mmo(a) = 21 [ dop? io(p)4°(0) (1.620)

Mona(a) =2 [ dog? iooa) 4%(7) (1.62d)

n{a) = n3(a)n-r(a)ng(a) (1.62¢)

ma(a) =2 [ dop? sofoe) (1) + 7°(9) (1.62f)

nola) = exp {25 [ dop® (io(pe) - Dr (A7)} (1.629)

na(a) = exp {21 [ dor? (ifoe) - Yoo p)77(0) } (1.62k)

(a5) = 2 (5(a) + Pa(s) 3 (@) (1.6%)

() =2 [ an8* oy (0)A%C) (1.621)

Pa(s) = é (352 - 1) (1.62k)
gegeben. In die Gln. (Z.62a—j) haben wir die folgenden Fouriertransformierten einzusetzen

) = [ dre®jo(pr)utr) (1.630)

i) = [ dre? is(orotr) (1.630)

Zitp = - [ itpryu) (1.630)

Zitr) =3 [ are® {ioter) = 23aor) () (1.63d)

Z=3 [ dre® Gioer) + sater)) (o) (1.63¢)

Afp) = \/E [ der? intemoe) (1.63f)

a(p) = \/g / dre? jo(pr)e(r) (1.63g)

AT
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AbschlieBend betrachten wir noch den Fall, dafl die lineare Momentenprojektion vernachlassigt

wird. Aus den Gln. (1.61a) und(7.61b) ergibt sich zusammen mit

. . T
/ dpp® ji(pr)ir(pr’) = —o(r- ')

fiir die Funktionen My (a), My2(a), Mpo(a) und My2(e) im Grenzfall ¢ — 0:

Mg1(a) = ./drr v(r)ulr)

Mga(a) =0
Mpmo(a) = Qw/dr 242 (r)
Mmz(a) =0

Hieraus folgt nun umittelbar

D] Fofan
P = f__.....ML__._
¥ = S o [ 4
175(20) + 812(20) + Ja( Zo)ﬁ/ 2,42

g Ii{zp) + In{zg) drr7¢7(r)

+

fiir das magnetische Moment des Protons und
225i(z0) + I{z0) |

mo L2 2 e e )ulr
B T8 T (z0) + Ta(7o) j Julr)

_ 17h(z0) +85(z0) + Ia(z0) 7 [ . 22,
9 Li{z0) + I2(z0) 2 /d (")

fiir das magnetische Morment des Neutrons.

(1.64)

(1.65a)
(1.85b)
{1.65¢)
(1.65d)

(1.66a)

(1.66b)

AL




Anhang J. Nukleon—Pion—Nukleon Kopplungskonstante

Die Berechnung der Nukleon — Pion — Nukleon Kopplungskonstante g,rNN(qz = (), die wir aus
der Reihenentwicklung des Pion-Formfaktors g, (%) und den Matrixelementen des Pion-Stroms

im Breitsystem erhalten,

2
4. 7 g g=NN{q —
(Nol= DT War(Dyy = EEHDD (i1 (e - gls) (71)
2 2 2My
ist Thema dieses Abschnitts. Der Pion-Strom fﬁ(:r) ist durch den Quellterm in der Bewegungs-

gleichung fiir den Pion-Feldoperator
(88 - V2 + mi) 7(z) = To(2) (7.2)

gemiB den Euler-Lagrange-Gleichungen festgelegt,

3
Jr(T) = —1g Z Ga(2)ysTaa(2) — A? (0'2(1) + #2(z)+ Qfﬂa'(;r:)) #(z) (J.3a)
a=1
oder mit Hilfe der Zeitentwickiung des kanonisch konjugierten Impulses dpfx(2) = —¢[Fr{z), H]
durch

[ Brlz), H] - V27(z) + mi7(z) = Jo(z) (J.3b)

gegeben., Um ein Maf fiir die Qualitat unserer Nukleon-Wellenfunktion zu erhalten, berechnen wir
9=~ (0) sowohl aus dem Quellterm (Gl. (J.3a)} als auch aus dem Feldterm (GL (J.3b). Unser
Ansatzzustand |+ §,JM;, TMy) = Pigpﬂ{,-J My Plipiap ¥hn ) ish natiirlich der gleiche wie bei
der Berechnug der Ladungsradien oder der magnetischen Momente. Da Jr(t, 3) = ~J- (t, —=) gilt
(Pseudoskalar), kdnnen wir in gleicher Weise wie bei der Ermittlung der magnetischen Momente

vorgehen und erhalien:

grNN(0) _ (% 1 %) (% 1 3 )
QMN —'% 0 % g=-—1,0 % g - (% + q)
1
[Paded3QDE, ()2 U(=§Vsal [Jr(7)]; U (+5) R s )

Wir wenden uns nun der Berechiiung der einzelnen An
konstante zu und beginnen mit dem

Queliterm: Quarkanteil des Pion-Stroms , d. h. wir haben hier also das Uberlappintegral

— g [ @rs{ U5 Um I )T + RO ) =

= 32 gna(a)NE(Q)nx(a)Nx (R, a)ns (@) Xpn (v + g)’ys‘rsq('P - ‘;'NR(Q)XM:.) (J.5)

TR
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zu untersuchen. Hierzu gehen wir wie in den vorangegangenen Abschnitten vor, setzen die Fou-

riertransformierte des Quarkspinors

o(re) = (QL) [#os (9 )eres) 9)

in Gl (J.5) ein, drticken z durch

2™ (PP} = —za—iew'(f’_pr) (J.7)

aus und erhalten nach partieller Integration, Einsetzen der Ableitung des Spinors (Gl. (1.24)) sowie
der Integration iiber den Raumwinkel 2, (Gln. (P.3a—c)) mit Hilfe der Beziehung (1.26a}:

2 a
—1g [ doe [ o (U=DUmICY a0 HROD Y ) =
= -3 gvng(t:!)f\i"q2 (Dnx(a}Vr (R, 2)nq ()

x ¥ [27Mg(a)bs; + Maa(a)C3;(Q, )] { xanloim R {xan } (J.8)

]

1

[
18

In Gl. (J.8) haben wir zusitzlich noch die in Anhang N beschriebene Transformation e — 7T~ 1(Q)e
der Variablen im Integral fd®a... durchgefithrt. Die Funktionen My (a) und Mye(c) hingen nur
noch von |e| ab und sind durch die Gin. (1.27¢) und (7.27b) definiert. Die Integrale tiber die
Eulerwinkel, die sich aus Gl. (J.8) ergeben, sind dieselben, die wir bereits bei der Berechnung des
Quarkanteils der Axialvektorkopplungskonstanten kennengelernt haben. Wir iibernehmen die dor-
tigen Ergebnisse (Gln. (G.25) und (G.32)) und koénnen den Quarkanteil nun unmittelbar angeben.

ggNN(O) _g ]‘fc} da a®nl(a)n(a)ns (a) My2(a) fo [211(z) ~ s {I1(2) ~ Ix{z))] N
2y 31 fo* daa’n(a) fa

fo da aznz(a)nﬁ-(a)na (a)Mg1 (a) fo ds €~ (511(7’) + 1o(2)) (7.9)
[ daa?n(a) [1ds® )

Im néchsten Abschnitt beschaftigen wir uns mit dem mesonischen Anteil des Pion-Stroms aus dem

Quellterm,
Quellterm: Mesonischer Anteil des Pion-Siroms Wir befassen uns hier zunachst mit der

Berechnung des Terms #2#%. Die Ermittlung der anderen Terme ist wesentlich einfacher und kann
anschliefend in analoger Weise ausgefithrt werden. Wir konnen auf die gleiche Methode zuriickgrei-

fen, die wir bei der Berechnung des (7 - #)*-Terms, der in der nichtlinearen Wechselwirkungsenergie

auftrat, erarbeitet haben. In Analogie zu Gl. (E.3) erhalten wir fiir den Uberlapp des 7% #-Terimns:

(U=l : (F@) - #0)) 7ile) : WW(F)RQ)¥) =
= n(@)N(N-(, ) [(U(“g)ﬂfﬁ'(?‘)w(——) )+ (U D R@li(r)|U(+ 5 R@)T)]

12[ )l (WU (D) + W DR U DR (110)

J=1
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Die Matrixelemente, die auf der rechten Seite der Gl. (J.10) auftreten, sind bereits in Anhang E
angegeben (Gln. (E.4a) und (£.45)). Fiihren wir in den Integralen [d®r... und [d%a... diein

Anhang N beschriebene Transformation der Variablen

7 — T HQ)r (J.ila)
e —THMea {(J.118)

und anschlieBend noch die Transformation

» — D(a)r (J.11c)

durch, worin die Drehmatrix D(e) durch Gl (£.20) definiert ist, iibernehmen die Bezeichnungs-
weise 74 = v & § und ¢+ = ¢(|7+|) aus Anhang E, so erhalten wir fir das Uberlappintegral:

/d3 /dS /dSQD___q,__
=1 ld3an(a) !d3 !d3Q’D% o AN, ) [r10r]

x[ -1 (D +2 )¢++T—1R (5)( r—%)fé:r

g

ml»-
-
—_—

=
\--/
/‘*—-
/-\

|

|
—
W

-
=

Pamny

=
o~
S

=
—~

=
g

o
o
—

=3
g
—
+
St
oo,
T
£
S~
v
o
-
S
|

[¢++¢2 +2¢+ ¢ (D + ) ‘Rz(a) (Df-— -;‘5)] (J.12)

Die oben aufgefiihrten Transformation der Integrationsvariablen bewirken, daf die allgemeine Dre-
hung R(Q) ir eine Drehung um die z-Achse R ;(§) mit Drehwinkel & fibergeht, und die Argumente
71} der Pion-Wellenfunktion ¢ weder vom Azimut- noch vom Polarwinkel des Verschiebungsvek-
tors @ abhangig sind (Gl. (E.23)). Dies bedeutet, da wir die Integrationen iiber die Azimutwinkel
von v und e auf analytischen Wege ausfiihren und die Integration iiber den Polarwinkel von a von
den iibrigen Integralen abtrennen kénnen, Um die Integrale fiber die Azimutwinkel sowie digjeni-
gen iiber die Eulerwinkel angeben zu kdnnen, dricken wir im Folgenden die einzelnen Terme der
Gl. (J.12) durch die Polarkoordinaten der Integrationsvaria

Fiihren wir fiir die Polarkoordinaten des Verschiebungsvektors @ und des Vektors # die Be-
zeichnungen

(e, 9, (J130)
r=(r ,e,¢> (4.138)

ir fiir den Ausdruck (Dr + -ﬁ) R(8) (Dr — %) in diesen Koordinaten:

(D?‘ + g) R:(8) (Dr - g) =r? [i2 (1 —cosé) +cos 6] — %2— {sz {1—cosé) +cos 6] -
—rasinbdsindsinfsing . (J.14)

worin

#2 = cos? 8 cos? § — 2sin 0 cos B cos ¢ sin ¥ cos ¥ + sin 4 cos® ¢ sin? 9 (J.15)

AT
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ist.
Somit hingt also nur der Term [T~!Dr|, [T'l (Dr + %) '{f—f + T71R(8) (Dr — £) %S-f] '
g

vomn Azimutwinkel ¢ von a ab und wir kénnen unmittelbar die Integrale

-/:W dyp {T—lDr]s [T_I’RZ(E}DP]; = '.'rrz{ (1 - tz) cos §sin? 3 + 2t% cos® E} (J.16a)
j:ﬂ dp {TFIDT}S {T“l’kz(ﬁ)Dr] 11 = %rzeﬁ{sinﬁcosﬁ {cosé (I - tz) - 2?52} -

_isindsin (1 - tz)} (7.16b)

und

%d T'ID} [T‘l'Rg t_ 9 [sin2 9 cos 5sin? & — 2 cos? ¥ cos? A
jo 59[ ?"3 =( )c;]o_mzr cos [sm cosésin® 3 cos® J cos ,8]-}-—

- sin § cos ¢ sin ¥ cos 1§ [cos & sin? 3-2 cos® E] -

+ sin @ sin ¢ sin ¥ sin 6 sin® ,@} (J.17a)

2%

dy {T—lDr] s [T_I’Rz(é)a] 1_1

S

= —w—are‘:” sin ,@{—e sin ¢ [sin #cos ¢ cos P sin é — sin f sin ¢ cos & + + cos d sin Fsin 6] +

V2

+cos B [sin fsind (cos ¢ cos? (24 cos8) 4+ sin gsin 5) +

L ome i o 5 ain o
- CO8 v \Luauax 17V

angeben. Die Terme fc? Tdp [T71Dv}, (T “1?}: und f02 Tdy [T71Dr|, [T"la]; erhilt man leicht
aus den obigen Ausdriicken, indem man dort § = 0 setzt. Die Abhéangigkeit der Winkel 8,% und é
von den Eulerwinkeln Q = (e, 3,%) findet sich in Anhang N (Gln. (NV.6a) und (N .8e-e)).

Setzen wir nun die Gln. (J.16q,b) und (J.17a, b) sowie die Ausdriicke {J.14) und (J.15) in das
Uberlappintegral (J.12) ein, so kann die Integration iiber die Eulerwinkel leicht mit Hilfe der in
Anhang M aufgelisteten Integrale (Gln. (M.36a-g) und {M.37a—j)) ausgefiibrt werden. Wahlen

wir fiir die Polarwinkel noch die Bezeichnungen

u = cost 5= cos? (J.18)

und summieren die Komponenten von ¢ auf, so erhalt man fiir den (7 - #) 7-Term:

4
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b
N
|
= Bt
Lo B

1 1 1

5):20(2 1 a(§+q))

« [ adtndant, @)« (-—grzfm () 7)) W) [0+ DR ) =
[ (o) ol -2)

x [(1 Ot 3:) [(II(Z) +4Ly(2) + 313(z)} (42 - a®)+

81‘+ r—

I‘Jll—l

du

drr

+3(Il(z)—13(z))[ (SU s?—ul—s +1) —a 32]}-}-
+ (9‘51 + 952_) (11(3) + Iz(z))}*‘

¥ @ éf ¢_) (% " ?—) 6a’r?{1() — () (1-w?) (1 - sz)}

Die weiteren von den mesonischen Feldoperatoren abhingigen Terme lassen sich nun auf die gleiche

.
Say
et
©©

g

Weise ermitteln. Bevor wir diese zusammenfassend angeben, wenden wir uns noch dem

Feldterm zu. Setzen wir voraus, dafl der Zustand | ¥y, ) ein exakter Eigenzustand des Hamilton-

operators ist, so haben wir in diesem Term nur noch das folgende Uberlappintegrals(®)
3 a ¥
&7 2{ U5 Var [mi(m) U (+5) R(Q) Thn ) (7.20)

zu berechnen. In diesen Ausdruck setzen wir die Entwicklung des w-Feldoperators nach ebenen
Wellen ein, benutzen die Beziehung {J.7), und erhalten mit Hilfe der Eigenschaften koharenter
Zustinde, die wir in Anhang B behandelt haben,

[ @ UGl RS ) =

= In(@NG (Q)Nx(a, ) (i3 + Riz()) SRR £
worn Iy das Integral -

ist. Die Integrale der Eulerwinkel lassen sich mit Hilfe der spharischen Komponenten

falls g = 8

8
2 J.23
2sin ‘_zfi cos ‘g-e_m‘ falls g = —1 (723)

(3)Das Uberlappintegral des Ausdrucks ¥2n(r) verschwindet.
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leicht berechnen, und man findet schliefflich:
gonn(0) 2 o
AN = 2l J.24
2My 3 My l4 ( )
Das gleiche Ergebnis erhalt man, falls nur eine reine Drehimpulsprojektion in Betracht gezogen
wird. Dies ist darauf zuriickzuftihren, dafl der Pion-Feldoperator linear im ﬂberlappintegral auftrité
und daher einerseits eine Abhangigkeit dieses Integrals von @ nur durch den Normiiberlapp gegeben

ist, andererseits die Integration itber die Eulerwinkel bis auf einen konstanten Faktor im gleichen
Ausdruck resultiert wie diejenige des Normiiberlapps, so dafl sich das ﬁberlappintegrai (J.20) und

der Normiiberlapp, in Gl. (J.4) eingesetzt, gegenseitig wegheben.
AbschlieBend geben wir noch eine

Zusammenfassung der Ergebnisse diese Abschnitts. Fiir den Quarkanteil des Quellterms haben

wir-abgeleitet:

. -z
ﬂ’ﬁN(@} g I'JI‘0°° da agng(a}nﬁ(a)ng(a}ng(a} fo ds &~ [2h(2) - s2 (I (z) — I(z))]
2My 3[ < da an(a) [l ds & z
0 1]
-z
L Jo” daa®ng(a)ns(a)ng (a) Mo (a) fo ds S (5L (2) + Iz(z))] (7.25)
—_— .
Jo daa’n(a) fol ds S—(I1(z) + Ix(z))

und fiir den mesonischen Anteil des Quellterms:

Wé\fﬁ’éo) ]3; 37;'[ daa n(a)/ drr? f du/ ds [2:- ("5‘* o )+am (f:-%:—ﬂ
x [(é b 92 [ez (1(2) + 412(2) + 30(2)) (492 — 0®) +

(Il(z) - 1'3(2)) {7‘2 (3u232 —u? s 4 1) —-a 52}]+
+{(81482) + (o + o) 0w+ 0o) 4 40) S (R0 + Iz(z))]+

Ao [ 2o i 2 ! ! 1¢4 o ¢+,¢—\
+J_\f—§§€/0 daan(a,]o drf'/ﬂduj; ds gr—_;-;:-_—- -;-_!—--—.--;:-}

x Ba2r? (1 - u2) (1 - 32) E—; (Il(z) - Ia(z)) (J.26)

-z

+3
z

worin Ny der Normiiberlapp
=<} 1 e—%
Ny = / da a®n(a) / ds (1) + () (7.27)
0 0 z
des Nukleons ist. Wir erhalten damit fiir die Nukleon-Pion-Nukieon Kopplungskonstante, ermit-

telt aus dem Strom (J.3a):

ginn(? = 0) = g 2n(a? = 0) + ¢mri(e? = 0) (7.28)
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und aus dem Srom (J.3b)

f 2 00
gﬂ-NN(q =0) _ _‘_1 2 / 3
By 5 x A drro¢(r) (J.29)

Die in den Gln. (J.25-7.27) auftretenden Funktionen des Verschiebungsvektors a sind durch

M) =~ [ dor? { iotoo) + i200) 800 50| (4.300)
oy = =2 [ anetinton {9 2300) - sty i) — ip D L (7300
n(e) = n3(a)nﬁ(a)ng(a) (J.30¢c)
ng(a) = = f dpp? jo(pa) (#(p) + 7(p)) (J.30d)
ne(e) = exp {2n [ don? (o) - e (7)4%(5) (4:306)
fig{a) = exp {27:’ f dpp® (jo(pe) — Lwa(p): 7%(p) } (7.30f)
(a,5) = 2 (G (@) + Po(o)fF (@) (7.300)
7@ = 27 [ dop® ipaon () A2(2) (J.300)
Pyls) = % (352 - 1) (J.307)
e =7t % (J.307)
jrel=re=14/r?+ i—z +aru (J1.30k)
¢+ = ¢(rs) (7.300)

o4 = o{ri) (J.30m)

gegeben. In die Gin. ( 30a-h) naben wir die folgenden Fourterirans

i(p) = ] dre? jo(pr)u(r) (J31a)
i) = [ drr? (o) (7.318)

6 T [ 3 ;) g FT a1
'3; ' = _j d?‘r"gl(pr)u(r} i{J.d1c)
O soy =L [ dre® Giotor) - Ziatery)oir) (731d)
dp j J 1 J
% =3 f dre® (o(pr) + ja(pr)) v(r) (J.31e)
Alp) = \[ f drr? j1(pr)o(r) (J.315)

o) =2 [ are itore(e (7319)
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Wird die lineare Impulsprojektion vernachldssigt, d. h. nur eine Projektion des Hedgehog-
Zustands auf J = T ausgefiihrt, so hat man im Limes & — ( aus dem Quellterm:
0 I
ann(® _ f dr e u(r)u(r) 511(20) + Io(20)
2Mpy 11(20)+Iz(2{})

f"'/ dr r363(r) 313 (20) + 41a(z0) + I3(z0) |
1]

+ )‘2 ~ T
9 Ii(z0) + I3(z0)

4 [ev]
+5 /0 dr r3(r)o(r)+

E OOT'T'S T'O’f'-i
fﬁjo d ¢(>()J (/.32)

worin zg durch

= dr 1 dp pw (p)A%(p J.33)
)
3 .lc}

Soft-Pion Korrakturen Wie wir in Abschnitt 5.4 dargelegt haben, berechnen wir die Soft—Pion

Korrekturen unter Vernachlissigung von Schwerpunktskorrekturen aus dem Formfaktor =N (g%),

- 2
[#eeom (N 11 i 1) = L2 e N xlols) - 4 (7:34)
den wir analytisch zum Punkt g = —~m2 fortsetzen. Die Multiplikation des obigen Ausdrucks mit

(xsle|xs ) - ¢ und Integration iiber den Raumwinkel Q, liefert nun

g=NN(EY) _ (% I3 ;1 3 )
My - \-} 0 %) 2 (2 0 -(3+9)

Q=_1§G

ez (32) [P0DE, L (@) (W V()b IREOTan)

fhd 10}

(J.35)

X

[d&a 73_%: (Q)*( Whrl| R4 )

1
12
worin g fiir raumartize Impulsitbertrage (g2 < 0) rell und fiir zeitartige (¢% > 0) imaginér (jg| — 2,
p rell} ist.

Benutzen wir den Pion-Strom (J.3a) zur Berechnung des Formfaktors, so konnen wir die

Integration der Eulerwinkel, die zum Ergebnis {J.32) fiihrte, iibernehmen und erhalten unmittelbar:

‘) T s Ny T f Y
g-rNN(q /wd Ts]l(‘]')u Molr L3l za} + L2170)
2Mpy 39 qr (ryo(r) I1{z0) + I2(20)
31 (z0) + 412(z) + I3(2’0)
+A2|Z./ dr30L0T) 3
13 Jo " e o) I1{z0) + I2(z0}
o .
i R CLO T
3 Jo qr

+ 25 [Car TS%%%(r)a(r) (7.36)
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Im Fall g2 > 0 haben wir in die Integrale des Ausdrucks (J.36)

Jilepry f_jr_ Is/z(l”‘) _ coshpr B sinh pr (7.37)
2pr pr ) () '
einzusetzen. Aus der asymptotischen Form der Felder u(r), v{r), ¢{r) und o(r), die wir in An-

hang C diskutierten, ersieht man, daf alle Integrale konvergieren, sofern

p< min{3mﬂ,mﬁ+mg,2 (9fx)* —52} (7.38)

erfiillt ist.
Ermitteln wir g,yn(¢?) aus dem Pion-Feld, so ist festzustellen, daB der Term, der den

Laplace-Operator enthilt, nun nicht mehr verschwindet. Insbesondere haben wir den Uberlapp

ie® = [ &0 20 avine) @) (J.39)
zu berechnen. Mit Hilfe von
3
v2[ri6(r)] = (;—ﬁ) Rz / PreF i A(k) =
= _1:,-\/’% / dk k51 (kr)A(R) (J.40)

findet man leicht, dafl
10,2) = -2 206+ Bis@) [t B2 ity

der Uberlapp {(J.41) in gleicher Weise von den Eulerwinkeln abhingt wie der Ausdruck (J.21). Um

das zweifache Integral (J.41} weiter zu vereinfachen benutzen wir
2 14 g
2. 2 .
— - = .42
k Jl(kr) [7’2 7‘2 ar (?‘ ar)}.?l(kr) (J )
und erhalten schiieBlich nach zweifacher partieller Integration und Integration der Eulerwinkel:

9NN (g% (m2+ 2) 4"T/°° 3 J1(gr)
= = mr+ ¢ = drr —=——g(r)—
0 ar

oMy 3
dm [ an(ar) 86(r) _ 2. Gh(gr)
T3S [T gr Or —re) d{gr) ] (J:43)

Ist der der—Impulsiiberirag raumartig, so ergibt sich aus der asymptotischen Form des Pion—Feldes

==MeT 1

< 1 \ P
= .44
¢(r) = Cory Ll + mﬂ) falls  r>R, (J.44)

daB der von der partiellen Integration herriihrende Limes in Gl. (J.43) verschwindet. Das Integral
in GL (J.43) konvergiert und kann auf numerischem Wege bestimmt werden. Der Formfaktor lautet
also:

grnn{g®) _ 2, 2 ﬁf/’w 3j1{gr)
W__(m,,ﬂ) 3 | a0 (J.45)

Ak
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Fiir ein zeitartiges ¢° findet man mit Hilfe von GI. (J.44) und Gl. (J.37):

. 2 2
. sj1(gr) 96(r) 2 anlgr)} _ 0 falls ~mz < g“ <0
"}E& [T qr o Ty d{¢r) —%T'— -g—?— falls ¢ = ey (/.46)

Zur Berechnung des Integrals in Gl. (J.43) zerlegen wir dieses in einen Anteil fOR dr ..., welcher
sich iiber das Intervall 0 < r < R erstreckt, und einen Anteil f }%o ..., der das Intervall R<r» < 0
umfaBt und in welchem das Pion-Feld duich seine asymptotische Form (J.44) approximiert werden
kann. Der erste Anteill muf numerisch bestimmt werden, der zweite kann auf analytischem Wege
berechnet werden. Hierzu benutzen wir

alpr) 1 (1 d) [sinhpr:l (J.47)

pr "—pz r dr pr

-und finden nach paitieller Integration:

471'{ 2 2\ { 3.71(21)7') N { 2 £y
3\~ P} jR T ———d{rj= TR \mr— P | fe(ft)+ lim pr)]
4w Cy
- T o [tim g() - ap(R) (J.48)
worin
Folr) = f 14— w) ( e~ (ma—p)r _ e_(m""H’)’") (J.48a)
gp(i”’) - pe—(m,r+p)r " My +pe—(m"—p)1‘ (J485)
¥y p
Hieraus erhilt man zusammen mit Gl. (J.45) fiir den Formfaktor,
g N {(—p%) A7 v 4 g /’R 5 [coshpr  sinhpr
= o imi— dr - @{r)+
2Mn g (m-#) 0 e e
47&' Cy m2 — p? ~maR({ 4 o R sinhpr
3 m2 —'——p2 |1+ Mrit) or
47 C¢ —m.R My .
— & —5 & """ | coshpll -+ — sinhpR {J49)
3 p p
falls p < my ist, und
g’?rNN(qzzmm’I%) — 4” Cé A -4
=——0— {J.50)
QMN 3 mxz

falls p = my ist.

il




Anhang K. Isoskalare axiale Kopplungskounstante

In diesem Abschnitt sind die wesentlichsten Ziige der Berechnung der isoskalaren axialen

Kopplungskonstanten gg aufgefiihrt.
g4 = {N 1,a=0ig(0)1379(0)|N 1.4 = 0) (K.1)

Der Ansatzzustand, den wir verwenden, ist wie in den vorangegangenen Abschnitten der auf den
Impuls ¢ = 0 und Drehimpuls J = T projizierte Hedgehogzustand ¥, ). Die Drehung des
Hedgehogzustands wird zweckmiBig im Isospinraum ausgefiihrt, da g% eine isoskalare Grofle ist.

Es ist also:

1
. fdsad?’T'deDi%,_%(Q)*( U(—5¥nald(m) 1375 a{m) IV (+ 2 )R(Q) ¥ pr )
ga= :

T (K.2)
J d®ad®Q Di (D (UnalU (@) R(Q){¥pn)

Die Auswertung des Matrixelementes im Zahler der Gl. (K .2) erfolgt durch Einsetzen der Fourier-
transformierten des Quarkspinors, Integration iiber den Raumwinkel Qp und Transformation der
Integrationsvariablen ¢ — T~ 1(Q)e in Analogie zur Berechnung des Quarkanteils der Axialvek-
torkopplungskonstanten g 4. Man findet fiir den Uberlapp schlieBlich:

j’ T de | [ U DBl o U+ RO Y ) =

= 3”3(G)N;(9)nfr(0)l\fﬁ(ﬂ, z)no-(a){Zfr(xhh|a3RT=5 (Dixnn) [Aqo(a) + ;qu(a)] _
3
(@)D Cail ) xanios BT @) )}(KB)
=1

Die Funktionen Ago(a) und Ago(a) sind durch die Gln. (G.18a) und(b) definiert.

Die Berechnung der Integrale tiber die Eulerwinke! der Matrixelemente
1 8. fo+
(xhaloaRT=H @) ) = rcos g sin (<57 ) (K 40)
und
3 3 \
=1 . fo+
5 O, ) xinlor BT @lxun) = 2m15% cos S sin (21 (K.4b)
=1
ist mit Hilfe der in Anhang M aufgelisteten Integrale ieichi moglich. Fir gg erh&lt man somit also

[5? daa?ni(a)ng(a)ns(a) qg(a jﬂ ds S (I1(2) = Iy ()
fo° daa?n{a) fO ))

4 f5° da aznz(a)nw(a)ng(a)/iqg (a) fﬂ

3 fo” daa®n(a) fo

9% =

— I())

(K.5)

z)+ 12(2))
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Der Vollstandigkeit halber listen wir noch die vom Verschiebungsvektor @ abhingigen Funktionen

auf.

Aeo(@) = 2 [* apiato) [(0) - 370

Agple) = % [) " dp P ia(pa) 7 ()
(@) = exp {2 [~ dpr? (iatpw) ~ D) o1r7(5)
ne(a) = exp {2 [~ dpp? (iatpo) ~ Donp) 4705 |
m@) =2 [ doginton) () + 7))

n(a) = n3(@)nr (a)no (a)

@) =2 [ doptialor )4%(0)

o= 2 (@ -+ (37 -1) 5)
Pals) = % (32 -1)

a{p) = /dr rzjo(pr)u(f-)
i) = [ drrtia(orye(r)

Alp) = ‘v/'g J[ drr?j1(pr)é(r)

o(p) = /2 [ areiotemrots)

Im Limes @ -~ 0 erhhalt man fir gi:

e
4]
o+

I1(20) — I2(%0)

L(zo)+ Iz(ZO)AQO(O)

g% =

xxxxx

Aqof0) = [0" drv? (uz(f') - %vz(r))

U
und

4 o0
0= % /{} dpp*w=(p)A*(p)

(K .6a)
(K.6b)
(K.6c)
(K .6d)

(K .6e)
(K.6f)
(K.8g)

(K .6h)

(K.6%)

{K.7a)

(K.Tb)
(K.7c)

(K.7d)

(K8)

(K.9)

(K.10)




Anhang L. Hadronische Massendifferenz von Proton und Neutron

Die hadronische Massendifferenz zwischen Proton und Neutron bezogen auf den Massenunter-

schied zwischen u- und d-Quark ist durch

MnA‘;nMp — (p,q — Olj/’dSTq'(T)T_SQ(T)Ip’q: 0)‘(71,@: 0}]d37‘ @(T)-%%q(‘rﬂn,q: 0) (Ll)

gegeben, worin

~
i

i

lp) = 85b-ntpir Py 1y g 1¥h2) (L.2a)
T=4%

ln) = 6J,T'5—M,MT‘PMT2_%' Mp=-i [¥hr ) (L.26)

Da der Operator §3¢ im Spinraum skalar ist, fithrt man die Drehung des Hedgehogzustands am

zweckmaBigsten im Orts-Spin-Raum aus. Es ist dann:

1
£ a = T
(Q\ {T?(_ilj’r.lq(?}.ﬁz

[ BaBrBaD? q
Mn“Mp ] & TG aay*%,_% } L < hR FrAg Y k
Am 1 B
" [ #BaPQD] 4 (AP (U [U (@R Thn)
1
[ dadtr €0DL, @ (U FIMOFANTCDROIM)
— : L3
1
[ d®ad®Q 77;% () CralU(@)R(Q)[¥pp )
Das Uberlappintegral des Operators g% q wird in der iblichen Weise ermittelt. Man findet:
a T a
[0 U= EUmla) 2a W+ R ) =
= 3nH(@ )N (D) N (D, z)ne(aﬁsqo(axxhhl-?;fch%(m;xhh.> (L4)
worin
2 ) . -
Spola) = — f dpr*jolpa) (#(p) - 7°(p)) (£.5)
ist. Mit
1 Me™*

1}‘5]daQDﬁ%J,M(Q)*Ng(Q)Mr(QJ)(Xhh|%RJ=%(Q)IXhh):—§ p (h(z)— La(z)) (L.8)

M= i% hat man schlielich:

Mo~ M, [ daa®nd(@)nn(a)ns(a)Sp0(a) Jg ds e 2 (1(2) - Ia(2))

Am oo 1 e % {L-F{}
5° daan(a) [} ds - (B(2) + 1a(2))
woraus man im Limes e — 0
Mn —_ Mp 11(20) — IQ(Z[))
- L.
Am Ii(z0) + 12(20)590(0) (Z-8)
mit
S,0(0) = /0 dr+? (u3(r) = (1)) (L.9)

erhalt.




Anhang M. Integration der Eulerwinkel

In diesemn Abschnitt erlautern wir die analytische Integration der Eulerwinkel Q = (e, 2, 7).

Der

Normiiberiapp beinhaltet ein Integral des Typs:

Njy(z) = 2‘; ; ! ] B DT Q) NN, 2) (M.1)

Die Funktionen N (Q, z), AG(Q) und die Wigner-Funktion ‘D_‘% 7(82) sind durch

J
Dg.](g)* — (Cos -g-)z o (et} (M2&)
Ne(Q,2) = exp {22 (cos2 —g— cos? (9—;—-‘1) - 1)} (M.2b)
No{(Q) = cos g cos (a —;- 7) (M .2c)
2(a,5) = 5 (F5 (@) + Pa(s) 5 (@) (M.2d)
7(@) =27 [ dp n(p)is(pa) 4%(9) (3.2¢)
Pa(s) = % (3s-1) (M.2f)
5= cosfy ' (M.2g)

gegeben. [d>Q...ist eine abkiirzende Schreibweise fiir:
3 2 re £2m
Q... = de | sinfdf dy... M.2h
f jﬂ jﬁ jﬂ 7 ( )

Nach der Substitution der Variablen (o, 3,7)

pEaty 0<p<dr
o/ =0 0<o <2 (3.3)
z = cos® g 0<z<1
mit der Jakobideterminante
da (dfsin §) dy = —2do/dzdy (3.4)

kénnen wir die Integration iiber den Winkel & sofort ausfithren. Wir setzen noch

k:J—%{:»J:k—i—% (M.5)

und definieren:

o 1 4m Il :
Fi(n,z) = f’_.i_l,e-%jf d_n,;/ dip 257 cos® £ yntk+1 (cos E) " cos (k<p+ —"E) (M.6)
T 0 0 2 2

(i
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Falls n = 1 gesetzt wird, erhalten wir den Normtiberlapp (M.1), d. h.
Fi(1,2) = Ny(2) (a£.7)
und den Normiiberlapp fiir verschiedene Spinzustande J = %, 5,..,indem wir k =0,1,...setzen.

Um die Funktionen Fy(n,z) zu ermitteln, leiten wir eine Rekursionsformel ab, die eine Be-

ziehung zwischen Fi(n,z) und Fi(n + 1, z) herstellt. Wir betrachten die Ableitung des Produkts
¢?? Fi(n, z) nach z und erhalten aus Gl. (M.6):

Fe(n+1,2) = —21- [QFk(n,z) + disz(n, z)]

(#M.8)
Zur Berechnung des Normiiberlapps F(n, z) geniigt also die Kenntnis von
1 L
Fr{0,z) = k4 L2 [ dz f dp 7m0 F okt oo P oo (1o 4 £) {M.9)
1!_ D 0 r 2 \ ¥ 2‘} iy
Wir fiihren zunichst die trigonometrischen Umformungen
1
cos g o8 (ktp + -;E) =5 [cos(kip) + cos(k + 1)} (M .10a)
cos? g = é— {1+ cosw) (M.108)
ein und erhalten:
k+1 —2z [1 k+1 zx [47T ZT COS
Fi(0,2) = TR dzz" e / doe ¥ lcos (k) + cos{k + 1) ¢] (M.11)

0 0

Die Integration des Winkels ¢ kann nun mit Hilfe von (AS:9.6.19)(“)

Li(t) = % J{) ' to08Y cog(nd) dd (M.12)

ausgefiithrt werden; worin I(t) die modifizierten Besselfunktionen sind. Mit Hilfe der analytischen
Fortsetzung {A8:9.6.30)

.[y (e! "’."'-‘-"’J — e! ‘"”.l"”’Iy(E)

(M .13)
zeigt man fir » = n und m = I, dal

1 4
E/; dp e %% cos(nyp) = In(t)

(M.14) -

{2)Das Kiirzel AS mit der nachfoigenden Formelnummerierung bezieht sich auf die entsprechend
"bezeichneten Formeln in Ref. 149,

LA
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Dies geschieht wie folgt:

In(t) = (1) In(—1)
:(—1)”1/ dﬂe_tcosgcos(nﬁ)
T Jo
= (—1)“-2—1; /T d9e1%% cog(nd)

Pt
= (—-1)”517; ] do e~ teos(d-7) cos(nyd — nw)
0

1

27
=— 419 e£°°%7 cos(n) {M.15)
2ar O

Die wiederholte Anwendung der Schritte in Gl. (M.15), jedoch mit der Substitutior ¥ — 4 — 2#
im vorletzten Schritt lefert das Ergebnis {M.14), und damit ist nun:

1
Fu(0,2) = 2(E + 1)e~22 J/ do 2* Lo (I (22) + Tpyq (22)) (M.16)
1]

Die letzte Integration kann nach der Substitution

t=zr (M.17)
ebenfalls analytisch ausgefihrt werden.
z
Fr(0,2) = 2k + 1)e~ %2~ (5+2) / dt 157 et (In(8) + Tny1 (1)) (M.18)
Q

Wir setzen in Tabelle (AS:11.3.2) ¢ = —1 und b = 1 sowie p = —1 in Formel (AS:11.3.1) und

erhalten:

Fr(0,2) = 2(k + De 22704 (g ) 111 (2) + gr41,4(2) (M.19)
Mit (AS:11.3.3)
g1 p(2) = €5 IN(2) = 2k + Dgr p(2) — grp1641(z) - (M20)
und (AS:11.3.12)
z cok ezzk-{-l B
[* ettt nd = T (0 = s () (8.21)

JO

ergibt sich schlieBlich:
LAl -
z

Fr(0,2) = 2(k + 1)—ITr41(2) (M.22)

Setzen wir dies in die Gl. (M.8) ein und benutzen die Rekursionsbeziehungen (AS:9.6.26) der

‘modifizierten Besselfunktionen, so erhalten wir fiir die Ableitung

40,9 = 3 (B0, 20,4 Fea0,9)  (29)

{4l
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und fiir den Normiberlapp:

—Z

N(z) = Fy(1,7) = 5 5 [bIie) + 20+ Dk () + (5 + DTy (2) (M.24)

z
oder auch

Fi(L2) = 1 (Foma(0,2) +2F5(0,2) + Fia (0,)) (M.25)

Im nachsten Abschnitt wollen wir Uberlappintegrale betrachten, die bei der Berechnung der pro-

jizierten Energie auftreten. Dies sind

Integrale des Typs

2J+1 *
Fp) = 550 [ #an @) (SsR@)™ M@, 83(@) (M.26)
Wir driicken den Normuberlapp durch die Spur der Drehma
ben

2J+1
82

F™(z) = j[ BT ()" (SpR(Q))™ exp {g (SpR() — 3)} (cosgcos ( .

Falls m = 0 ist, so erhalten wir den Normiiberlapp, es ist also:
FR(2) = Fi(0, ) (M.28)

Ahnlich wie im letzten Abschnitt (Gl (M.8)) erhalten wir aus der Ableitung = F["(z) eine Re-
kursionsbeziehung zwischen F{***(z) und F{*(z).

d
+1 —

F'(z) +3F(z) {M.29)
Zur Berechnung der Integrale F[*(z) fiir beliebige Werte von m ist die Kenntnis der Funktion
F(0, z) (GL (M.22)) sowie ihre Ableitungen, die sich durch wiederholte Anwendung der Gl. (M.23)

ergeben, ausreichend. Wir wollen hier noch die Falle m = 1 und m = 2 betrachten.

1

FR(z) = ;1( Fr i+ 2P+ Frp ) (#.30a)
1 .

Fl(z) = Z( Fog+3F 1+ 4Fp +3F1+ Fryo ) (M .30b)
1

i) =5 (Fk_s F4F, 4+ 8F,_y + 10F, +8Fy; +4Fia+ Fk_s) (M.30¢)

‘Der Kiirze wegen haben wir die Argumente der Funktionen F3(0,z) in den Gln. (M.30a-c} weg-
gelassen. '
AbschlieBend betrachten wir noch einige Integrale der Eulerwinkel, die bei der Auswertung

‘von Matrixelementen nukleonischer Observabler auftreten. Diese sind

i
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Integrale des Typs

) 1 1 am 27 (cos £)27
Ki(m,z) = E/e d;ejé} dip exp {22 (9: coszg — I)}#%?—)l (AM.31)

worin [ die Werte I = 0,1,2, ... und m die Werte m = 1,2,... annehmen kdnnen. Wir definieren

die Funktion

1 47T 2
Gim, z) = a‘izﬁ’,(m,z) = i /0 dz J[{} dp 2™ (cos -2""-) Texp {2 (= cos? £ - 1)} (m.39)

und geben die zu Gl. (A .8) analoge Rekursionsformel an
1 d
Gi(m+1,2) = 5 [zc;,(m, 2)+ —Gi(m, 2)] (3.33)

Die Funktionen Gi{m, z} lassen sich mit den gleichen Methoden berechnen, wie wir sie fiir die

Berechnung des Normtiberiapps entwickeit haben. Die K;(m, z) sind dann durch das Integral
z
Ki(m,2) = j[ dt Gi(m,t) (M .34)
bis auf eine Integrationskonstante gegeben, die im welteren Verlauf der Rechnung aber nicht mehr
bendtigt wird. Das Integral (M.34) mufifr die verschiedenen Werte von /= 0, 1,2, ... jedoch nur

Jjeweils einmal fiir m = 1 berechnet werden. Dies ist mit Hilfe von (AS:11.3.1-4) und (AS8:11.3.7-8)
leicht moglich. Fiir Werte m > 1 kann die aus Gl. (M.33) folgende Rekursion

Ki(m+1,2) = Kj(m, 2) + ;—G;(m, z) (4.35)

benutzt werden. Die Funktionen K){m, z) und G;(m, #) sind im folgenden fiir einige Kombinationen

vonl=0,1,2und m = 1,2, 3,4 zusammengestellt.

Go(l,2) = e': (z) (3.36)
Gol2,7) = %; (Il(z) + Ig(z)) (M.36b)
Gol(3,2) = fgﬁlz'__ (511(z) +8Iy(2) + 313(2)) (34.36¢)
Gu(l, ) = gig— (2n2) + 2a(2)) (M.36d)
Gi(2,2) = é-e; (35(2) + 402(2) + Bs(2)) (M.36¢)
G1(8,2) = 25 e: (612(2) + 1112(2) + B13(2) + Lu(2)) (M.36)
Ga(l,2) = % © (512(2) + a1a(2) + Io(2) (M.369)

2
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Ko(l,2) = —e~* (10(2) + 11(2)) (M.37a)
Ko(2,2) = %e; 1(z) - e (Io(z) + () (M.37b)
Ko(3,2) = %e—;— (35() + 1)) - e (1o(2) + 1(2)) | (M.37¢)
Kold, 2) = é%e; (2911(2) + 1612(2) + 315(2)) - ¢~ (Ta() + Ta(2) (M.37d)
Ki(l,2) = %-e-;fl(z) et (Io(z) + Il(z)) (M.37¢)
Ky(2,2) = ge; (1) + 1)) =< (fo() + B(2) (M.375)
Ka(3,2) = :1.1-8. e;z (4111(2) + 2012(2) + 315(2)) — e~ (o(2) + n(:)) (M.37g)
Ky(4,2) = glg%" (4712(2) + 3112(2) + 915(2) + 1a(2)) — ™ (Tole) + h(2)) (M3Th)
a1, 7) = & = (410 + B(2)) — ¢ (To(2) + 1) (.373)
Ka(2,7) = % ej (470(2) + 2015(2) + 313(2)) —e® (Ig(z) +1i(2)) (M.375)

e




Anhang N. Transformation der Drehmatrix

Bei der Berechnung des Normiiberlapps und auch anderer Uberlappintegrale treten Bilinear-

formen der Art

aR(Qa = aR(2)d; (N.1)
iJ
mit
[cosycosfcosa —sinasiny —sinycosfcose —cosysine sinfcosa \‘
R(Q) = | cosycosFsina +sinycose —sinycosfsina +cosycose sinfsina (N.2)
—cosysin 3 sin vy sin 3 cos 3 )

im Exponenten des Iniegranden und im Integranden selbst auf. Die hier betrachteten Integrale

-'des Verschisbungsvektors ¢ und der Eulerwinkel 2 lassen sich allgemein in der Form
J/ #a f 20 F(&)G(a" R()8) £(lal) (N.3)

schreiben. Eine direkte Integration der Eulerwinkel @ = {a, 3,7} ist mit eletnentaren Methoden
nicht mehr moglich(®), Wir fiihren deshalb eine

Ahnlichkeitstransformation der Drehmatrix R({?) auf ein Koordinatensystem durch, in wel-
chem die Drehachse mit der z-Achse zusammenfallt. Eine solche Ahnlichkeitsabbildung (in unserem
Fall ist es eine Drehung 7(Q) kanr fir jede orthogonale Matrix konstruiert werden (vgl. Goldstein:

Klassische Mechanik S. 136ff). Es ist daher:

TQYRE@QT () = R2(9) (N.4)
worin
cos¢ —sing O
R:d)= | sin¢g cosg¢ O {N.5)
0 0 1

eine Drehung um die z-Achse mit Winkel ¢ beschreibt. Da die Spur unter Drehungen invariant

ist, 128t sich der Drehwinkel ¢ aus der Forderung

SpR{Q) = SpR(4) (N.6)
bestimmen. Wir erhalten:
cosd = %(sp'/a(g) ~1) (N.6a)
SPR(Q) = 4cos? g cos? (-‘-’-‘%’-1) -1 (N.65)
2@ _ 28 ofat7y
cos® = = cos” 7 cos (-——2 ) {N.6e)

(2)}Die Integration der Eulerwinkel wird in Anhang M behandelt. Funktionen, die nur von den
" Eulerwinkeln € abhingen, sind daher hier nicht bricksichiigt.

{1
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Die Eulerwinkel 8’ und %' (o' wird nicht bendtigt) der Transformationsmatrix T(e’, 5, v}

tassen sich durch einen Vergleich der Matrixelemente aus der Umkehrung der Gl. {¥.4) ermitteln.

R(Q) = T7HQRAHT() (N.7)
Es ergibt sich:
.9 g
sin? 8 = Ml (N.8a)

1 — cos? gcosz g’%ﬁ)

20 .2 ety
cos” 5 sin (——2

e

2

cos” ' = (N.8b)
1 - cos? %cos2 (9'-'%11)
sin ‘g cos g sin_ 9‘-%'—'7-)

cos f'sin f = (N.8¢c)
1 —cos? % cos? (‘—"-’%ﬁ-)

siny’ = cos (a ; T) (N.8d)

cos 7' = sin (a ; 7) (N.8e)

Da in allen Uberlappintegralen nur geradzahlige Potenzen der trigonometrischen Funktionen der
Bulerwinkel (' auftreten, sind hier nur die positiven Wurzeln dieser Funktionen berficksichtigt
{Gln. (N.Bc-e)).
Wie in Gl. {N.3) bereits angedeudet erscheinen bei der Auswertung der Uberlappintegrale
nicht nur Bilinearformen des Typs (N.1) im Integranden, sondern auch andere Funktionen F(a)
als nava

des Verschiebungsvektors a. Wir sind nun in der Lage sowohl die Biiinearform (V.1) als auch die

Funktionen F(&) durch den Satz von Eulerwinkeln (e, 5,%) und die sphérischen Koordinaten von

a 8in B, cos Pg

"
4

a=| asinfysing, (N.9)
acosf,
auszudriicken. Die Koordinatentransformation
a— T HPa (N.10)
im Integral [ d3a... fithrt die Bilinearform (V.1) iiber in
Terons) L nay AT - 1 2
(T7( )a) R(@) (T(@)a) = aTR.($)a = Pa(s) + 5 SPR(Q) (1-s ) (N.11)

worin s = cos f, der Kosinus des Polarwinkels von e und Pa{s) das Legendre-Polynom 2.0Ordnung
st :
Pyfs) = 5 (35 1) (N.12)

[N

AEET
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Transformation der Drehmatrix

Das Integral (N.3) lautet nun
[ [ Eara-i@)acer.ne) (V.13)

wobei Q' und ¢ Funktionen der Eulerwinkel Q = (e, 8,7) sind. (Gln. (N .8a~¢) und (N.6a—c})}. Da

G vom Azimuiwinkel ¢, nicht abhangt, konnen wir die

Integrale der Azimutwinkel fo% dpe F(T~HQ)a) fir den symmetrischen Ausdruck

29
Ci(9, 3=4.,, f dda T3 (Q)ar T Q) (N.14)
ki

angeben. Wir setzen

1 (Q’)a] - (cosy’ cos f' cosa’ ~sina’siny')dy

+ (cos ¥’ cos B'sine’ + sin 7' cos o’) a3 — cosy sin §'az (N.154)
71 (Q’}a] ,= (~-sinvy' cos f' cosa’ — cos ¥/ sina’} a5

+ (=sinv cos #'sino’ + cos ' cosa’)ag +siny'sin Fdaz  (N.15b)
.T"l(Q')a} 5= sin 8’ cos o’@y + sin B sin &’y + cos Fé3 (N.15¢)

in Gl (V.14) ein und erhalten

sin? {252 ) sin? &
Cn(f,s) =27 [52 — Py(s) (1 - ( : ) " )] (N.16a)
L a+’r)

sin (25 cos (252 ) sin

C12(Q, 5) = —27 Po(s) (N.16b)
1 — cos? ‘B cos? (%)
sin {252 sin £ cos £ sin (222
Cra(Q, s) = —27Pa(s) (57) on 2 — () (N.16¢)

1—cos? & 5 J cos? (—-2——)

cos? [ &2 28
C2(, s} = 2 [SZ—PQ(S) (1— ( ’ )Sm - )} (N.16d)

1 — cos? ﬁ cos? (—:{-1)

| cos (&g_‘l) sin % cos -’g sin (—2—)

ng(ﬂ,s) - 27_1'102(.5) (
1— cos? é cos? (%)
- 2 ﬁ -
Sln
Cas(§2,s) = 27 ]sz — Py(s) z ] (N.161)

1 — cos? ’B cos? (%)J

Alle weiteren Integrale des Typs (N.3), die bel der Berechnung von Uberldppen der Statischen
Observablen auftreten, lassen sich nun durch die Matrixelemente C;;(£2, s) ausdriicken.




Anhang O. Spin-Flavour-Matrixelemente

Werten wir Matrixelemente der Quark-Feldoperatoren zwischen Hedgehog-Zustanden aus, so
treten in den ﬂberlappintegralen Matrixelemente von Funktionen des Spin- und Isospinoperators
zwischen den gedrehten Spin-Flavour-Wellenfunktionen der Quarks auf. Diese lassen sich allgemein

in der Form

(xra | F(o, PR xhn ) (0.1)
wobel
Xhn) = —1\5 (Jel)—1d1)) (0.2

schreiben, und sollen Gegenstand des vorliegenden Abschnitts fiir verschiedene Funktionen .E_f’(a', 7)
sein. Der gedrehte Hedgehog-Zustand R(2)[xpy, } 188t sich leicht aus der Darstellung des Drehope-
ner-Funktion) fiir Spin J = —12- (Isospin T = -%) ermitteln{l),

rators {Wign in .
D (e_’% cos %e"‘% —e'% gin ge'%) B ( a —b) 03
~ \ e%sin -’ge_’% e'? cos ge"} AP et 3)
Der im Spinraum bzw. Isospinraum gedrehte Spin-Flavouranteil des Hedgehog-Zustands lautet
damit:
=1 i =
RI=2(Q)lxp ) = 7 (—bluT)+a[ul)~aldT)—b7d])) (0.4a)
=1 i x
RT=3(@fxpn) = —z (alu 1} +67jd 1) +blu 1) = a”|d 1)) (0.4b)

V2

Wir benctigen noch die Zustdnde, die sich aus der Anwendung der kartesischen Komponenten des

Spin- (Isospin-) Operators, dargestellt durch die Pauli-Matrizen, auf die Basiszustande |3,4%)

ergeben,
- 1 i%,:F%} falls k=1
aklﬁ’i§) =< |3, Fi) fllsk=2 (0.5)

+i},+£5) fallsk=3

und sind dann in der Lage die auftretenden Matrixelemente (0.1) anzugeben.
Wir beginnen mit dem Normiiberlapp. Aus den Gln. (0.2) und (O.4a) oder {O.45) erhalt man

sofort:

,f-i%

cos

B .z B. [e+7) (0 &
= = €05 = €03 .6)
2° 2} 59\ T2 ) (06)

Es ist hier unerheblich, ob wir die Drehung im Spinraum (Gl. (O.4a)) oder Isospinraum (Gl. (0.45)
‘betirachten, da die Ergebnisse identisch sind.

{(1)Die Matrix ’D%(Q) 1st so angeordnet, daf aufeinanderfolgende Zeilen den Werten m = +%, -3
entsprechen; fiir die Spalten gilt die gleiche Reihenfolge von links nach rechts.

N




Spin-Flavour-Matrixelemente 217

Aus den Gln. (0.46) (Drehung im Isospinraum) und (0O.5) ergibt sich nun sofort:

—zsin g sin (%) fallsi=1
(xhh|o'iRT=%(Q)|xhh) ={ sin g cos (%1) falls i = 2 (0.7
7 c08 % sin (5'2"—'—’) fallsi = 3

Aus

sowie

Te|T, MY = /T(T+ 1) = MM =) |T,M+1)
T3|T, M) = M |T, M) 0.9)

. . . 7d =1 .
lassen sich nacheinander die Erwartungswerte von —2"~a-;RT“2 im Hedgehogzustand berechnen.

Man hat:

" 1 ( —-{1—5 cos ge'(a_}l) falls g = +1
(xhh|—2q—0'1RT=5(Q)|xhh) = { %sin -g- cos (“T'H) fallsg =10 (C.10a)
\ —%Z cos I—;e_‘(%) falls g = +1
" zlg cos get(gﬁﬂ) falls ¢ = +1
{xhhi%azﬁ,T:%(Q)ixhh )= dsinfsin{257)  fallsg=0 (0.108)
§ zlg o8 ge_‘(é) falls ¢ = +1
PR ( {%sin %e’(%;‘m)( | fllsg=+1
(xhh|j’o'3Rl T2(Q)|xpn ) = { —5 cos 5 cos kig—l) fallsg =0 (0.10¢)
. —li—i sin ge_’(a_;l) falls ¢ = +1

Mit Hilfe der Gln. (0.7) und (0.10a-c), der Antikommutatorrelationen der s—Matrizen

{oi,05} = 28 (0.11)
und
w0; = 0,0 1,7,k zyklisch (0.12)

erhalten wir fiir die Matrixelemente

=1 =L . fa+
> eain{xanlo;or RT3 (Q)xan ) = 2o xnnlosRT =5 (Q)lxnn ) = =2 cos “g sin ( 5 7) (0.13)
ik
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und

1 (zﬁzism e( =) falls ¢ = +1
=1
Z 356 Xuh! -29— oo, RT=5{Q)|xpp ) = § —tcos % cos (9'%) fallsg =0 (0.14)
—zlg sin %e"'(a; ) falls ¢g=+1

Wit benodtigen noch die Matrixelemente

Z Egjkcij(Q,3){xhhiGiJkRT=% (Q)thh) = =27 COS - Sln ( ) 1-8° (0.15)
/

ijk

und

Tl _1
S eaikCii(Q 5){Xhh|"§'0'£0'kRT_2(Q)IXhh) =
ik

{ "E__;.‘ { cos? B ain{ 213 cos(E21) Y N )
[ Lrmsin g5 {31457 —2Plo) lfcosz‘gios’z(aif; ) o fallsg=+1
_ oz+'7r _ sin® g _
17 €08 7 cos ‘T) { (1 - 5%) + Py(s) oot B oos? (5 } falls ¢ = 0 (0.18)

. (2 cos? 8 sin{ &t cos{ BT
‘_léimsm ‘g-e ‘( 2 ){g (l-é-sz)-i-ng(s) ljcos2(§ios)2(2%€2)2 )} falls g = —1

die mit den in Anhang N {GL (N.16a-f)) angegebenen Koeffizienten Cy;{(Q2, s) berechnet sind.

-4




Anhang P. Einige Fourierintegrale

Bei der Berechnung der Uberlappintegrale treten verschiedentlich Integrale des Typs

Falq) = [ @i, oo he ()T = f drr? f(r) Jf A fsy - F @ (P

J

auf, worin r = || ist. Wir wollen an dieser Stelle die Integration des Raumwinkels Q = (6, ¢;) in
Gl (P.1) behandeln. Das obige Raumwinkelintegral kann in der folgenden Weise umgeschrieben

werden.

NPT ”___?_’.l___] gr _gp (LY s
fdﬂ,nl et = T) e R =4 ( r) Sa Baoar) (P2)

‘Mit den Rekursionsformeln fiir die spharischen Besselfunktionen erhilt man nun nacheinander fiir

n=0,(1),4

jr dQ &' = dwig(gr) (P.3a)

[ d ™ = tmigii (or) (P.3b)

jfdﬂr Fif;et?T = E; {&jjo(q?‘) + jalgri{éi; — 3@'@;‘)] (P.3¢c)

jdﬂr Fififpe’?™ = i? [(jo(QT’) + ja(gr)) (@bk + @56k + drdis) — 5.?'3(97”)1.?;@;;@"/:] (P.3d)
fer Pif Pt = % {(73'0(11") + 10j2(qr) + 37a(qr)) (6:j6m1 + 61651 + 6;16:1)

— 15(j2(qr) + jalar)) (Gidib;x + Gidi6m + G060 + Gidkbi0 + Ge@idi; + 4;drbit)
+ 1057a(gr)did;dndt] (P.3e)
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