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Preface

Since more than ten years quark-meson models allowing for solitonic solutions on the classical

level are seccessfully used to describe the complex structure of baryons and to evaluate static

observables as well as formfactors of the nucleon and the A-isobar . In the present thesis the

nucleon is considered as a chiral soliton and treated in the framework of two chiral symmetric

soliton models, the linear sigma-model of Gell-Mann and Levy with the nucleon fields replaced by

quark fields and a chiral invariant version of the chromodielectric model (CD-model) . Both models

comprise an important feature of the underlying theory of strong interations, QCD, namely hidden

chiral symmetry, and the CD-model, moreover, a phenomenlogical confinement of the (valence-)

quark fields . Such models have been proposed to bridge our rich knowledge of the low energy

phenomena and the fundamental theory, since an evaluation of a solution of the QCD is far too

complicated to be expected in the near future and a perturbative treatment is justified only int

the high energy regime. Hence hadronic models should incorporate the basic features of QCD, but

avoid the full complexity of a nonabelian gauge theory.

The goal and main intention of this work is the evaluation of techniques, which allow for an

analysis of the spurious center-of-mass effects in the framework of chiral symmetric quark-meson

models . Since the solitonic solutions of chiral models break both, translational and rotational

invariance of the underlying lagrangian (the latter symmetry is violated in spin- and isospin space),

an appropriate procedure to account for the spurious center-of-mass motion on the one hand and to

construct states of definite spin and isospin on the other is provided by Peierls-Yoccoz projections,

simultaneously performed onto spin, isospin and linear momentum . Such projection techniques

allow for the evaluation of nucleon observables with center-of-mass effects removed.

To this end the solitonic solutions of these models are investigated in a first step on the mean-

field level using the variational principle . The minimisation of the classical energy enforces the

quark- and meson fields to have hedgehog structure . A quantum Fock state is constructed as a

tensor product of a Slater determinant for the N~ valence quark fields in the Is-orbit exhibiting

spin-flavour hedgehog confuguration and coherent states for all meson fields involved . Simultaneous

eigenstates of zero linear momentum and angular momentum are constructed by performing the

corresponding projections using the observation, that the projection operator onto zero linear

momentum commutes with the one onto angular momentum. In other words a composite particle

has a definite spin in its rest frame.

Due to methodical and technical reasons, boost operations are approximated by projections

onto finite linear momentum, although the wellknown `Peierls-Yoccoz problem' arises from this

procedure stating that states of different momenta cannot related to each other by an appropriate

Lorentztranformation, hence violating Einstein's energy-momentum relation even in the nonrela-

tivistic limit . This problem can be circumvented by applying the variational principle after the

projections have been performed . Such a variation (after the projection) has been carried out ap-

proximately in the framework of the CD-model . There this method becomes important also from



another point of view . It is necessary in order to fit the experimental data, especially the neutron

charge radius.

It turns out that the static observables of the nucleon, as for instance charge radii, magnetic

moments and the axial vector coupling constant, with the exception of the energy calculated from

the linear sigma-model are almost unaffected by the linear momentum projection, while for those

ones evaluated from the CD-model center-of-mass corrections are more important . Nevertheless

the observables calculated from both models are in good agreement with experiment.

Parts of this work have been published ore will soon be submitted.
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I . Einleitung

Analog zur Streuung von ax-Teilchen an Atomen, die Rutherford studierte und die zur Ent-

deckung des Atomkerns als Konstituenten des Atoms führte, hat die tiefinelastische Lepton-

Nukleon-Streuung bei hohen Impuls- und Energieüberträgen die komplexe innere Struktur des

Nukleons enthüllt . Die Interpretation und Auswertung dieser Experimente im Rahmen des sehr

erfolgreichen Quark-Parton-Modells zeigte, daß Nukleonen aus geladenen Konstituenten, die die

Quantenzahlen der Quarks tragen, und neutralen, den Gluonen, aufgebaut sind.

Die Theorie, die die Wechselwirkung dieser Konstituenten in allen Energiebereichen beschreibt,

ist nach heutiger Ansieht eine relativistische lokale Yang-Mills-Feldtheorie, die Quantenchromody-

namik i . Auf der Grundlage dieser Theorie sind Baryonen als Bindungszustände dreier (Valenz-)

Quarks, neben Quark-Antiquark-Paaren und Gluonen, aufzufassen, deren Wechselwirkung un-

tereinander durch Gluonen vermittelt wird . Die wichtigsten Eigenschaften dieser quantisierten,

renormierbaren Eichtheorie sind

P die asymptotiscke Freiheit der Quarks

ihr Confrnement 3 sowie

D. die spontane Brechung der chiralen Symmetrie4 .

Im Gegensatz zu einer abelschen Eichtheorie, wie der Quantenelektrodynamik, führt der nich-

tabelsehe Charakter der Eichgruppe der QCD auf eine asymptotisch freie Theorien, d. h. die
renormalisierte Kopplungskonstante a,(q2 ), die eine Funktion des transferierten Viererimpulses
ist, strebt für große Impulse q 2 -> oo gegen Null . Im Limes hoher Impulsüberträge verhalten

sich die Quarks in Iladronen also wie freie Teilchen . Eine störungstheoretische Behandlung der

Rochenergiephinomene ist dann gerechtfertigt und steht in Einklang mit den experimentellen Er-

gebnissen.

Der Einschluß (Confinement) der Quarks und Gluonen in Iladronen ist eine Eigenschaft der

Quark-Gluon-Wechselwirkun g_ die hei kleinen Im pulsen und grollen Kopplungskonstanten as(q 2 )

auftritt, bis heute aber nur numerisch im Rahmen von Gittereichtheorien aus der QCD `abgeleitet'

werden konnte, jedoch postuliert wird, um der Tatsache Rechnung zu tragen, daß freie Quarks in

der Natur (bisher) nicht beobachtet wurden . Anders ausgedrückt bedeutet dies, daß in der Natur

nur Coloursinglets existieren, die unter SUc(Nc = 3)-Transformationen invariant sind, d . h. nur

die Kombinationen

3

	

3

~ gcqc PJlesor,en und

	

2_.,

	

ec~ c2 G3 gci gc2 qc3 Daryonen

c=3

	

ei ,c2 ,c3=1

treten auf.

Die spontane Brechung der chiralen Symmetrie hat ihre Ursache in der komplizierten Struk-

tur des QCD-Vakuums. Exakte chirale Invarianz der klassischen Lagrangedichte unter globalen

SU(n)L SU(n)R-Flavourtransformationen (n : Anzahl der Flavourfreiheitsgrade) liegt vor, falls
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die Strommassen rno der Quarks identisch Null sind . Diese Bedingung ist im SU(2)-Sektor (nur

u- und d-Quarks) hinreichend gut erfüllt (mg 4 - 8 MeV). Da Elemente U der chiralen Gruppe

mit dem Paritätsoperator antikommutieren --- dies sind gerade die Transformationen U, deren

Generatoren die axialen `Ladungen' sind (siehe weiter unten) - gibt es Eigenzustände des Hamil-

tonoperators, IN} und UIN), die energetisch entartet sind, aber entgegengesetzte Parität haben.

Das Fehlen entarteter Zustände unterschiedlicher Parität im hadronischen Spektrum kann nicht

durch die explizite Brechung der chiralen Symmetrie durch die endlichen Strommassen der Quarks

erklärt werden, da dann beispielsweise ein Teilchen mit ähnlicher Masse wie das Nukleon, aber

entgegengesetzter Parität existieren müßte. Dieses Problem läßt sich durch die Annahme, das

QCD-Vakumm sei nicht chiral invariant, lösen, d . h . die Generatoren der chiralen Gruppe annihi-

lieren das QCD-Vakuum nicht und die chirale Symmetrie ist spontan gebrochen.

Q,lo 5 0 o Qklo) � o
(1 .2)

Definiert man die isovektoriellen und isoaxialen Generatoren Q 4 - Q 3 +Qk und Q~ = Qh-QL , so

verhindert bereits die Forderung CA 10 ) # 0 die Existenz von Paritätsdubletts . Andererseits führt

Q` I0 ) = 0 auf Isospinmultipletts, die experimentell gut bestätigt sind . Im Zusammenhang mit der

Realisierung der chiralen Symmetrie im Nambu-Goldstone Mode, d . h . der Hamiltonoperator kom-

mutiert mit den Generatoren der chiralen Gruppe, das Vakuum aber bricht die chirale Symmetrie,

fordert das Goldstone-Theorem6 die Existenz dreier masseloser pseudoskalarer Goldstone-Bosonen,

die die Quantenzahlen der Pionen tragen und mit diesen identifiziert werden können . Die expli-

zite Brechung der chiralen Symmetrie durch einen Quarkmassenterm in der Lagrangedichte - die

Strommassen sind zwar klein aber von Null verschieden - ist die Ursache der endlichen Pionmasse

m,,, .

Die perturbatrve Behandlung der QCD ist nur bei großen Impulsen und Energien zu recht-

fertigen, nicht jedoch bei kleinen, d . h . bei der Untersuchung von Problemen, deren Längenskala

in der Größenordnung von ca . - 1 fm liegt . Eine direkte Lösung der QCD ist bisher aufgrund

der komplizierten nichtabelschen Struktur, die die Selbstwechselwirkung der Gluonfelder bewirkt,

nicht gelungen. Die Diskretisierung und Lösung der QCD auf einem vierdimensionalen Gitter,

die im Rahmen der Gittereichtheorien versucht wire, erfordert einen enormen Rechenaufwand so-

wie zahlreiche technische Approximationen . Eine Beschreibung der Wechselwirkung von Hadronen

oder der Formation von Atomkernen in naher Zukunft scheint ausgeschlossen . In der jiingsten Ver-

gangenheit sind daher zahlreiche effektive Modelle entworfen worden, die die Lücke zwischen der

fundamentalen Theorie und der reichhaltigen Kenntnis der niederenergetischen Phänomenologie zu

schließen versuchen . Derartige Modelle sollten durch die QCD motiviert, zukünftig möglicherweise

aus dieser ableitbar sein und wichtige Eigenschaften im Niederenergiebereich, wie Confinement und

chirale Symmetrie, enthalten, jedoch die Schwierigkeiten einer nichtabelschen Eichtheorie vermei-

den .

Das einfachste baryonische Modell ist das MIT-Bag-Modell", das ein Nukleon oder Baryon

durch eine Blase (Bag) mit einer Ausdehnung von etwa 1 fm beschreibt, in deren Inneren sich drei

relativistische Quarks frei bewegen können . Die Aufspaltung der Hadronen kann durch die pertur-



1 . Einleitung

	

9

bative Ankopplung von Gluonen erfolgreich wiedergegeben werden . Die Realisierung der ehiralen

Symmetrie, die im MIT-Bag-Modell verletzt ist, fiihrte durch die störungstheoretische Ankopplung

von Pionen an der Oberfläche des Bags auf das Cloudy-Bag-Modell l° . Die Translationsinvarianz

der zugrundeliegenden Theorie ist jedoch durch die Konzeption der Bagmodelle verletzt, und de-

ren Lösungen enthalten spurlose Schwerpunktbewegungen . Verschiedene Techniken und Ansätze

sind entwickelt worden, urn Schwerpunktkorrekturen und Riickstoßeffekte aus den Lösungen des

MIT-Bag-Modells il-13 und des Cloudy-Bag-Modells14,15 zu eliminieren und deren Auswirkungen

auf statische Observable und Formfaktoren zu studieren . Die grundlegenden Probleme jedoch be-

reiten die Randwertbedingungen an der Oberfläche des Bags, die eine konsistente Behandlung der

Translationsbewegung erheblich erschweren.

Der Bagradius, der die Ausdehnung hadronischer Systeme charakterisiert, ist ein willkiirlicher

Parameter in beiden Modellen, der frei variiert, aber nicht aus QCD bestimmt werden kann.

Modellvorstellungen, die die oben geschilderte Schwierigkeit vermeiden und in denen die Bindung

der Quarks nicht durch einen starren Bag beschrieben wird, sondern durch ein selbstkonsistentes

nichtperturbatives Feld erfolgt, wurden erstmals von Friedberg und Lee 16 formuliert . Eine chirale

Version eines solchen Modells wurde von Birse und Banerjee l7 und von Ripka, Kahana und Soni 18

vorgeschlagen . Dieses Modell, das eine neue Version des älteren Gell-Mann-Levy-Modells l9 ist,

in welchem die Fermionfelder als Quarkfelder reinterpretiert werden, enthält skalare isoskalare

und pseudoskalare isovektorielle Bosonfelder, die durch die Wechselwirkung mit den Quarkfeldern

erzeugt werden.

Im Gegensatz zum MIT- und Cloudy-Bag-Modell jedoch beinhalten diese solitonischen Mo-

delle kein Confinement der Quarks, da die die Quarks bindenden selbstkonsistenten mesonischen

Felder eine endliche `Höhe' haben, die Masse der Quarks außerhalb des Bags zwar groß aber endlich

ist . Ein absolutes Confinement aller Objekte, die Farbladungen tragen, kann eichinvariant dual
ein C olourdielektrikum in die Theorie eingeführt werden, falls dieses eine lokale Funktion eines

skalaren Feldes ist, das im physikalischen Vakuum verschwindet 20 . Nielson und Patkös 2l benutzen

einen ` Block-Spinning'-Ansatz, um zu zeigen, wie ein colourdielektrisches Feld im Rahmen der QCD

zu begriinden ist . Formale und numerische Analysen 22 stutzen die These, daß das dielektrische

Feld im QCD-Vakuum verschwindet und so ein Confinement der Quarks generiert . Dieser Zugang

fuhrt auch zu einer direkten Kopplung des colourdielektrischen Feldes an die Quarkfelder, die von

verschiedenen Gruppen23-2s untersucht wurde . Durch die Einfuhrung der chiralen Felder des li-

nearen c'-Modells können chiral invariante colourdielektrische Modelle (CD-Modelle) konstruiert

werden 29,30,31 die nun zwei der wesentlichsten Eigenschaften der QCD im Liederenergiebereich in

sich vereinen, spontan gebrochene chirale Symmetrie und absolutes Confinement der Quarkfelder

und die qualitativ dem Cloudy-Bag-Model -1 32 ähneln.

Dynamische Prozesse, Schwerpunkteffekte sowie baryonische Observable können, zumindest

im Prinzip, auf der Grundlage solcher solitonischen Modelle, die auf einer relativistischen Feldtheo-

rie beruhen, behandelt werden . Die starke Wechselwirkung der Felder untereinander erlaubt jedoch

die Anwendung der Standardmethoden der Störungstheorie nicht und stellt daher eine erhebliche

Erschwernis dar, die beim Auffinden der Lösungen dieser Modelle zutage tritt . Nur nichtpertur-
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bative Methoden, die in Analogie zu Methoden der Vielkörperphysik entwickelt wurden, kommen

deshalb zur Untersuchung von Modellen mit stark wechselwirkenden Feldern in Frage.

Ausgangspunkt der Beschreibung der komplexen inneren Struktur der Hadronen ist die Mean-

Field-Approximation (MFA), die auf der Ersetzung der Feldoperatoren im Hamiltonoperator durch

ihre klassischen komplexwertigen Funktionen und der Vernachlässigung der Quantenfluktuationen

beruht . Die auf klassischem Niveau aus der Lagrangedichte abgeleiteten Bewegungsgleichungen fiir

die Quark- und Mesonfelder bilden ein System gekoppelter nichtlinearer Differentialgleichungen,

das solitonische Lösungen aufweist.

Da die nichtchiralen Versionen der solitonischen Modelle nur skalare isoskalare Mesonenfelder

enthalten, die nicht zum Spin und Isospin des Solitons beitragen, werden die Spin-Flavourwel-

lenfunktionen der drei Valenzquarks so gekoppelt, daß die Produktwellenfunktion den Spin und

Isospin des zu untersuchenden hadronischen Systems hat . Die Spin-Flavourwellenfunktion des aus

Quarks und skalaren Mesonen aufgebauten Teilchens genügt damit per Konstruktion der Rotati-

onsinvarianz, d. h . sie ist Eigenfunktion des Drehimpuls- und Isospinoperators . Diese klassischen

Solitonen jedoch sind lokalisierte Objekte, die die Translationsinvarianz der zugrundeliegenden

Lagrangedichte brechen, d . h. sie sind keine Eigenfunktionen des Impulsoperators . Die spurio-

sen Schwerpunktbewegungen, die daher in den solitonischen Lösungen enthalten sind, tragen zur

Energie und zu anderen Observablen des Baryons bei und sollten aus den Lösungen eliminiert

werden, um korrigierte Werte für die baryonischen Observablen zu erhalten und diese mit den ex-

perimentellen Daten vergleichen zu können . Die Berechnung der Schwerpunktkorrekturen und die

konsistente Formulierung der Tierstellung der Translations- und Rotationssymmetrie im Rahmen

chiraler Solitonmodelle ist der wesentliche Gegenstand dieser Arbeit.

Ein möglicher Weg Schwerpunkteffekte zu erfassen, ist die Konstruktion von Eigenzuständen

des Impulses mittels Peierls-Yoccoz-Projektionstechniken 33,34 die allerdings Quantenzustände al-

ler beteiligten Felder, d . h. einen Produkt-Fockzustand der Quark- und Mesonfelder, erfordern.

Damit Projektionsrechnungen praktisch ausführbar sind, werden Effekte, die auf die Polarisation

des Dirarcees zuriirkzufiihren cinrl vernachlässigt und der Fockzustand ist ein Produkt aus einem

antisymmetrischen Produktzustand der drei Valenzquarks (Slaterdeterminante) und kohärenten

Zuständen der Mesonfelder . Letzterer besitzt quasiklassische Eigenschaften in dem Sinne, daß er

die Heisenberg'sche Unschärferelation minimiert 35,36 und wurde von Bardeen et a1 . 37 sowie Huang

und Stump3ß zum Zweck von Projektionsrechnungen in solitonischen Modellen vorgeschlagen . In

dieser Näherung ist die klassische Energie mit dem Erwertungswert des kanonisch quantisierten,

normalgeordneten Hamiltonoperators identisch . Projektionsrechnungen, die auf derartigen Fock-

zustanden beruhe==s wurden im Friedberog-Lee_Modell von " be& et 8.1 . 39 und in einer nichtchira-

len Version des colourdielektrischen Modells von Leech und Birse40 ausgeführt . Zustände, die aus

Peierls-Yoccoz-Projektionen auf unterschiedliche Impulse hervorgehen, können nicht durch eine ge-

eignete Lorentztransformation miteinander verbunden werden, da die Projektion auf endlichen lm-

puls eine nichtrelativistische Prozedur ist . Zur Berechnung von Ladungsradien und magnetischen

Momenten unterwerfen Lübeck et a1 . 39 daher den auf den Impuls q = 0 projizierten Ruhezustand

des Nukleons einer relativistischen Boostoperation . Betz und Goldiiam41 hatten zuvor bereits die
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Auswirkungen einer klassischen Boostoperation auf die solitonischen Eigenschaften studiert, jedoch

Schwerpunktkorrekturen vernachlässigt.

Die klassischen Lösungen chiral invarianter solitonischer Modelle brechen nicht nur die Trans-

iationsinvarianz, sondern auch die Rotationsinvarianz im Spin- und Isospinraum, da eine sta-

tionäre Lösung der klassischen Bewegungsgleichungen mit extremaler Energie Hedgehog-Struktur

hat26,42,43,44,45,46 Ein Fockzustand, der in der oben beschriebenen Weise auf der Grundlage der

klassischen Lösungen als Tensorprudukt aus Quark- und Mesonfeldern, die Hedgehog-Spin-Flavour-

Struktur haben, konstruiert ist, ist nicht invariant unter Drehungen, sowohl im Konfigurationsraum

als auch im Isospinraum . Das heißt, der Hedgehog besitzt keinen definierten Spin und Isospin, und

Observable, die mit diesem Zustand berechnet wurden, können nicht mit baryonischen Observablen

identifiziert werden . Um die Eigenschaften von Baryonen zeit guten Quantenzahlen im Rahmen

chiral invarianter Modelle mit Valenzquarks zu studieren, wird eine Projektion des Hedgehogs auf

Drehimpuls und Isospin notwendig.

Um die Drehimpulssymmetrie der Lagrangedichte dieser Modelle zu restaurieren, wurden

in der jiingsten Vergangenheit zwei Wege beschritten, die Peierls-Yoccoz-Projektion des Red-

gehogs 47,4s,49,5o und die semiklassische Quantisierung 5t,52,53 Cranking-Niethode), die Adkins,

Nappi und Witten S4 im Rahmen eines topologischen Modells, des Skyrme-Modells55 , benutzt

haben. Cranking-Techniken beruhen auf der Parametrisierung der Drehungen durch kollektive

Koordinaten und der Einführung einer adiabatischen Zeitabhängigkeit dieser Koordinaten . Die

langsame Bewegung wird ähnlich wie der starre Rotator in der Quantenmechanik quantisiert und

die Drehung von der Dynamik des Systems vollständig entkoppelt . Im Ergebnis führt dies zu

Rotationsbanden im baryonischen Spektrum und die hauptsächliche Attraktivität dieses Verfah-

rens ist durch seine Einfachheit begründet . Peierls-Yoccoz-Projektionstechniken dagegen sind ein

Spezialfall der Generatorkoordinatenmethode und basieren auf einer Diagonalisierung des I1- amil-

tonoperators in einem `kollektiven' Unterraum, der von erzeugenden Funktionen aufgespannt wird,

die durch Anwendung der Gruppenelemente der entsprechenden Symmetriegruppe auf den symme-

triebrechenden Zustand konstruiert werden . Die Anwendung dieses Verfahrens auf die Hedgehog-

Fockzustände führte im Rahmen des linearen Quark-Sigma-Modells, das auf der Gell-Mann-Levy-

Lagrangedichtel9 beruht, und im Rahmen eines um Vektormesonen erweiterten Quark-Meson-

modells26,46,56 zu einer guten Beschreibung statischer Observabler 47,5o,4s und Formfaktoren 43,56

des Nukleons und der A-Resonanz . Mit den gleichen Methoden wurden die Effekte, die ein nuklea-

res Medium auf die baryonischen Observablen ausübt, behandelt 57 . Schwerpunkteffekte jedoch

sind in den aufgefiihrten Modellrechnungen unberücksichtigt geblieben und ein Vergleich der er-

mittelten Observablen mit experimenteiien Daten ist im strengen Sinne etwas fragwürdig.

Abschätzungen der Schwerpunkteffekte in chiralen Modellen sind von Stern und Clement 53

Leech und Birse 58,59 sowie KitagawaS2 vorgenommen worden . Diese Abschätzungen beruhen zu-

meist auf der separaten Behandlung der Schwerpunkteffekte und der Drehirnpulsprojektion 53,52

d . h . Beiträge zur Energie eines Baryons, die auf die spuriosen Schwerpunktkomponenten der

klassischen Lösungen zuriickzuführen sind, werden durch Korrekturterme der Art ( : P2 : )/(2M)

beriicksichtigt, Beiträge, deren Ursache die Brechung der Drehimpulssymmetrie ist, durch Cran-
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king-Techniken behandelt . Schwerpunktkorrekturen der Ladungsradien greifen auf eine Näherungs-

methode, die von Dethier et al . 60 entwickelt wurde, zurück. Eine derartige Vorgehensweise fußt also

auf der nichtstatthaften Entkopplung der Translations- und Rotationsbewegung . Leech und Birse 59

behandeln Schwerpunkteffekte in einem colourdielektrischen Modell durch PY-Impulsprojektion

und beriicksichtigen die chirale Symmetrie durch störungstheoretische Ankopplung von Pionen an

Quarks in Analogie zum Cloudy-Bag-Modell 61

Die grundlegende Absicht und das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist die konsistente Be-

handlung von Translations- und Rotationsbewegung im Rahmen chiral invarianter Solitonmodelle

mit Valenzquarks . Zu diesem Zweck wird eine kombinierte Peierls-Yoccoz-Projektionstechnik ent-

wickelt, die eine simultane Projektion der Mean-Field-Fockzustände auf Eigenzustände des linea-

ren Impulses, Drehimpulses und Isospins leistet . Spuriose Schwerpunktkomponenten können so

aus dem Hedgehog-Ansatz eliminiert und statische Observable des Nukleons und der A-Resonanz

berechnet werden . In dieser Arbeit werden schwerpunktkorrigierte Observablen im Rahmen zweier

chiral invarianter Quark-Meson-Modelle, des Gell-Mann-Levy-Modells ls und einer chiral invarian-

ten Version eines colourdielektrischen Modells3l (CD-Modell), ermittelt und mit den experimen-

tellen Ergebnissen verglichen . Im Gegensatz zum Gell-Mann-Levy-Modell erfolgt die Bindung der

Quarks im CD-Modell nicht durch die chiralen a- und r-Felder, sondern im wesentlichen durch

ein `gluonisches' colourdielektrisches Feld, das ein phänomenologisches Confinement der Quarks

bewirkt, so daß beide Modelle recht unterschiedlich sind, folgende Annahmen in beiden Modellen

jedoch vorausgesetzt werden:

e Die spontane Brechung der chiralen Symmetrie ist ein wesentlicher Mechanismus der QCD

im Niederenergiebereich

Das Valenzquark-Bild ist gültig und Effekte der Polarisation von Seequarks können durch

die Annahme dynamischer Mesonfelder berücksichtigt werden.

v. Kohärente Zustände auf der Basis ebener Wellen sind eine adäquate Beschreibung mesoni-

seher Quantenzustände.

Der Inhalt dieser Arbeit gliedert sich neben diesem einführenden Abschnitt in fiinf weitere

Kapitel . Nachfolgend werden die beiden Modelle, deren Lösungen Grundlage der Projektions-

rechnungen sind, vorgestellt und diskutiert . Die Bedeutung der chiralen Symmetrie wird kurz

angeschnitten und die Ideen, die eine Brücke zwischen QCD und CD-Modell schlagen sollen, be-

leuchtet.

Die Entwicklung klassischer solitonischer Lösungen in beiden Modellen ist Gegenstand des drit-

ten Kapitels . Es wird gezeigt, daß die stationären Variationslösungen des Gell-Mann-Levy-Modells

mit extremaler Energie Hedgehog-Struktur aufweisen und daß dies unter der vereinfachenden An-

nahme eines skalaren isoskalaren colourdielektrischen Feldes auch im CD-Modell giiltig ist . Die

stark unterschiedlichen klassischen Lösungen der Modelle, die eingehend behandelt werden, sind

die Grundlage der Konstruktion eines Fockzustands, der auf der kanonischen Quantisierung des

Hamiltonoperators beruht und als Tensorprodukt einer Slaterdeterminante der drei Valenzquarks

und kohärenter Zustände aller auftretenden Mesonfelder konstruiert werden kann, so daß klassische
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Energie und Erwartungswert des normalgeordneten Hamiltonoperators identisch sind.

Im vierten Kapitel werden Peierls-Yoccoz-Projektionen, die aus der Kernphysik bekannt sind,

kurz eingefiihrt und eine zentrale Grundlage der vorliegenden Arbeit bewiesen : Im Gegensatz zu

den Generatoren der Translation und der Rotation kommutieren die Projektionsoperatoren auf

Impuls -= 0 und Drehimpuls J, so daß gerneinsame Eigenfunktionen des Spins J, Isospins T und

Impulses q = 0 durch simultane Projektion erzeugt werden können, d . h . ein baryonischer Zustand

hat in seinem Ruhesystem einen definierten Spin (und Isospin) . Diese Aussage ist nicht mehr giiltig,

falls Projektionen auf endliche Impulse betrachtet werden . Da zur Berechnung von Ladungsradien

und magnetischen Momenten Zustände mit endlichem Impuls benötigt werden, werden Boostope-

rationen und alternativ Projektionen auf endlichen Impuls diskutiert . Da bei kleinen und mittleren

Impulsen (g < 0 .5 GeV) die projizierte Nukleonmasse gut die Einstein-Relation der geboosteten

Masse reproduziert (siehe Kapitel 4), werden in dieser Arbeit Boost-Operationen durch Impulspro-

jektionen genähert . Auf unterschiedliche endliche Impulse projizierte Zustände gehen nicht durch

Lorentztransformationen auseinander hervor, da die Projektion eine nichtrelativistische Prozedur

ist . Vielmehr haben diese Zustände unterschiedliche innere Struktur und hängen vom Impuls

ab . Dieser Sachverhalt ist unter dem Schlagwort Peierls-Yoccoz-Problem bekannt, das durch eine

Variation der projizierten Zustände umgangen werden kann . Ein approximatives Verfahren zur

Projektion vor der Variation (VaP(a)-Verfahren), das im CD-Modell Verwendung findet, wird in

einem letzten Abschnitt des vierten Kapitels entwickelt und vorgestellt.

Die Berechnung verschiedener statischer Observabler des Nukleons und der ®-Resonanz un-

ter Berücksichtigung der Schwerpunktkorrekturen sowie die Ergebnisse der numerischen Analyse

sind im fünften Kapitel zusammengefaßt . Einleitend wird die Ruheenergie des Nukleons behan-

delt, und es stellt sich heraus, daß der größte Teil der Korrelationsenergie von 500-600 MeV

irn Geil-Mann-Levy-Modell aiüf den ein freies o--Feld beschreibenden Anteil des Hamiltonopera-

tors zurückzufiihren ist, und die Ruhemasse des Nukleons aufgrund dieser Beobachtung nur unter

Schwierigkeiten an den experimentellen Wert angepaßt werden kann . In diesem Zusammenhang

stellt sich die Frage, ob die Beschreibung der kohärenten a-Zustände auf der Grundlage ebener

Wellen möglicherweise zu einer Überschätzung der Nullpunktenergien führt . Die Entwicklung der

mesonischen Feldoperatoren in einer Basis aus Oszillatorwellenfunktionen, die den lokalisierten

Charakter des Solitons widerspiegeln und eine mögliche Distorsion der Basis aus ebenen Wellen

durch die solitonischen Felder beriicksichtigen sollen, und die Berechnung einfacher Schwerpunkt-

korrekturen auf der Grundlage beider Basissysteme führt jedoch zu nahezu gleichen Ergebnissen,

zeigt aber, daß diese einfachen Korrekturen zu einer wesentlichen Überschätzung der Korrelati-

onsenergie im Vergleich zur Projektion fiihren . Im CD-Modell sind die Schwerpunktkorrekturen

zur Energie kleiner und eine Anpassung an die experimentelle Masse des Nukleons stellt aufgrund

des Confinements der Quarks kein Problem dar . Die Auswirkungen der Impulsprojektion auf die

anderen Observablen des Nukleons, die in den folgenden Abschnitten behandelt werden, sind er-

heblich geringer, da Anhebungen der Quarkanteile Absenkungen der Mesonanteile der Observablen

gegeniiberstehen . Dies gilt prinzipiell auch für das CD-Modell . Da jedoch auch die bei Projek-

tion vor der Variation wesentlich verstärkten chiralen Felder noch deutlich kleiner sind als im
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Gell-Mann-Levy-Modell, heben sieh die Wirkungen der Impulsprojektion nicht mehr auf und diese

werden, insbesondere für den Ladungsradius des Protons, wichtig . Die Projektion vor der Variation

ist im Hinblick auf den Ladungsradius des Neutrons und den Pion-Nukleon-Sigma Term besonders

bedeutsam . Dies gilt auch für die betrachteten Virialtheoreme, die im Geil-Mann-Levy-Modell nur

durch eine Verallgemeinerung des Hedgehog-Ansatzes$9 zu erfüllen sind.

Das sechste Kapitel bietet einen UberbIick über die wichtigsten Ergebnisse beider Modelle.

Die Resultate werden mit den experimentellen Daten sowie Ergebnissen des Nambu-Jona-Lasinio-

Modells verglichen und Projektionsmethoden Crankingtechniken gegenübergestellt und kommen-

tiert . Die umfanreichen Anhänge enthalten zahlreiche Details der Projektionsrechnungen .
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Wie in der vorangegangenen Einleitung bereits festgestellt wurde, ist die spontane Brechung

der chiralen Symmetrie einer der wesentlichen Mechanismen der QCD im Niederenergiebereich. Die

Verletzung der chiralen Symmetrie durch das hadronische Vakuum, die durch einen Parameter, das

skalare Quarkkondensat, (qg 0 0 ü, charakterisiert ist, konnte in einfacher Weise das Fehlen von

Paritätsdubletts im hadronischen Spektrum erklären und die Existenz dreier nahezu masseloser

Pion-Felder (falls nur der SU(2)-Sektor betrachtet wird) mit Hilfe des Goldstonetheorems deuten.

Die endliche t ionmasse, mT T 140 MeV, ist auf die explizite Brechung der chiralen Symmetrie

durch die kleinen, aber von Null verschiedenen Strommassen der Quarks, zurückzuführen, wie aus

der Gell-Mann-Oakes-Renner-Relation s2

rn2 f2 _ - 2 (m,, + md) ( Olu-u + ddla )

zu ersehen ist.

Bevor die Einzelheiten beider Modelle, deren tranlations- und rotationsinvariante Lösungen

Gegenstand dieser Arbeit sind, erörtert werden, sollen die wichtigsten Eigenschaften der chiralen

Gruppe diskutiert werden . Die Realisierung der chiralen Symmetrie in Narnbu-Goldstone Mode im

Rahmen eines Quark-Meson-Modells wird Thema des Abschnitts über das Gell-Mann-L6vy Modell

sein. Themengebiet des letzten Abschnitts dieses Kapitels sind die Ideen, die ein phänomenolo-

gisches Confinement der Quarkfreiheitsgrade durch ein coiourdielektrisches Feld begriinden, sowie

die chirale Erweiterung des sogenannten colourdielektrischen (CD-) Modells.

Die kleinsten nichttrivialen Darstellungen der chiralen Gruppe, SU(2)L ® SU(2)R, haben

Dimension 2T + 1 = 2 . Dies sind die links- und rechtshändigen Komponenten

1€i

	

5
gL = 2 ll-'Y ) g

qL = g2 (1 + 7 0 )

1 ~
gR = 2 V+ 7

5`
) g

qR = q
2l 1

- y5)

des Quarkfeldes, die Eiaenspinnren der Helizititsmatrix75 und den Darstell„nge (1 n) und (f] 1)

zuzuordnen sind( a) . Sie transformieren sich gemä$

g LL' (I - 2ß • qL

	

gR' (T -
2a

r) gR

	

(2 .3)

da die infinitesimal Erzeugenden der fundamentalen Darstellung die Paulimatrizen ri sind . Die zu

Gl . (2 .3) äquivalenten Transformationen des Quarkspinors sind durch

2( 6+ß
)

(2 .410

(a)Die Notation (j, j') für eine Darstellung der Gruppe SU(2)L ß SU(2)R bezeichnet eine ir-
reduzible Darstellung der Dimension 2j + 1 hinsichtlich der Gruppe SU(2)L und eine der
Dimension 2j' + 1 hinsichtlich der Gruppe SU(2)R .

(2 .4a)
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gegeben . Der Ausdruck (2 .4a) beschreibt Drehungen im Isospinraum um den Winkel (ä + ß3)/2,

(2 .46) axiale Transformationen reit `Winkel '	- Q)/2. man zeigt leicht, daß der kinetische Term

des Quarkfeldes

~ q0u70q = ~ QL6u7 0gL + ~ gRau7"gR (2 .5)

in der Lagrangedichte invariant unter der Transformation (2 .3) ist

L,(R) _
2qL,(R)Ou7uqL,(R) -' ?gL,(R)~r~7ugL,(~t) (2 .5a)

dies jedoch nicht für den Massenterm

(2 .6)m4 g = m (4LgR + g Ft gL)

Um die Transformationseigenschaften der Darstellung (I, ä)
zu studieren, sei zunächst fest-

gestellt, daß die chirale Gruppe isomorph zur Gruppe der vierdimensionalen, orthogonalen Trans-

formationen, d . h. isomorph zur Gruppe 0(4) ist . Die infinitesimale Transformation eines vierdi-

mensionalen Vektors` = (xa , x 1 3 x2, x3) lautet dann (Summenkonvention):

v~
+

2E6P
Wm)"

Die Gruppe 0(4) besitzt sechs unabhängige Parameter, die sich zu einem antisymmetrischen Zen-

sor, 6dp = -6 p8 zusammenfassen lassen. Ihre sowohl in den Indexpaaren (v p) als auch (e p)

antisymmetrischen infinitesimalen Erzeugenden, d . h. es ist

(
I

L
m

)BP - _ (40"

	

(ILA)°
P
- ^ (1,A) 04' ,

können mit Hilfe der Invarianz der Länge des Vektors

	

ruxu = s2 = const . unter orthogonalen

T.ra sfor tion°" konstruiert H'er'de

(jvu1aP = 86p6Pp. - S«vS pP

Da die Darstellung , -1) der chiralen Gruppe vierdimensional ist, sind mit Gl . (2 .9) auch die in-

finitesimalen Transformationsmatrizen dieser Darstellung gefunden, die die Drehung (euklidische

Metrik, guv = buU ) eines vierdimensionalen Feldes (a, i) beschreiben . Es liegt nahe, die infinitesi-

male Transformation des Feldes (a-, 719 durch die gleichen Parameter auszudrücken, die bereits zur

Beschreibung der Spinortransformation (2 .3) verwendet wurden . Setzt man

2 \a - ß) = ( 6013 6 02, 603)

	

(2 .10a)

und

	

r
_ (6233 6313 6 12)

	

I {~ ß~ _ = 6jk X 3 .73 k zyklisch

	

(2 .106)
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so findet man

s -->e - ~ (cz- ß) ~ (2 .11a)

n+2 (ä-ß)cr+~ (ä+,G')Aär (2 .11b)

und äquivalent zu den Gln . (2 .4a, b)

v~e

(2 .12ca)
n;+ 2

	

+Q)

sowie

-2(ä--Q)'Fr'q

	

q

(2 .126)
ar--rar+ 2 (a- 1

G1. (2 .12a) bringt zFuT.T Ausdruck, daß das a--Feld sich wie ein Skalar, das f-Feld sieh wie ein

Vektor unter lsospintransformationen verhält . Da 0 .2 +
772 die Länge des Vektors (a, ist, ist

der Ausdruck a- 2 + * 2 invariant unter chiralen Transformationen . Das gleiche gilt natürlich auch

für die kinetische Energie der Mesonfelder, a~ c-aua + aus au fr, da nur globale Transformationen

betrachtet werden . Die einfachste chiral invariante Dopplung der Quarkfelder an die Mesonfelder

ist durch

q (o• + z 7 5 r z-f) g Y g1 (cr + a 75~ ' ~') 4n +

	

+ z 7 5 •' • 77) 4i

gegeben . Das lineare Sigma-Modell von Gell-Mann und Levy hat eine chiral symmetrische La-

grangedichte, die diese Felder enthält und in welcher die Fermionfelder nicht mehr als Nukleon-

sondern als Quarkfelder interpretiert werden.

2.1. Idas Gell-bann-Levy Modell

Das lineare Sigma-Modell, urspriinglich von Schwinger 63 vorgeschlagen, und von Gell-Mann

und Levy19 weiterentwickelt, um die FCAC-Hypothese mit einzubeziehen, beschreibt die Wechsel-

wirkung elementarer Nukleonfelder mit den chiralen Feldern ß und 77 . Die Lagrangedichte hat die

Form

G= Es +co

	

(2 .14)

r? - ~

Lz

7uau + y
(~+z'5~ .'r)J',

+ 2 a-äu~ + 2 au ff äuär - U(6-)

der chiral invariante Anteil der Lagrangedichte ,C ist, der das mesonische Selbstwechselwirkungs-

potential

U(a•, r)
= 4

(0.2 + ~.2 -
v 2 )

2
- Uo

(2 .13)

worin

(2 .15)

(2 .16)
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enthält, das aufgrund seiner Gestalt auch als Mexican-Hat-Potential bezeichnet wird, was offen-

sichtlich wird, wenn man U(~, är) als Funktion von er und = -Vi .Tz' dreidimensional aufträgt.

Die Konstante Ufl ist so gewählt, daß das Minimum des Potentials den Viert Null annimmt,

U((~) .vde, (Tr}vac) = O. Da keine Kopplungen der Felder, die mit Ableitungen verbunden sind

und keine Potenzen der Felder größer als vier auftreten, ist die Lagrangedichte (2 .14) renormali-

sierbar . Die Bezeichnung linear unterscheidet dieses Modell von seiner nichtlinearen Version, in

welcher die mesonischen Felder auf dem chiralen Zirkel liegen, d . h . die Bedingung

cr
2 + - 2 = f2

~

erfüllen.

Da die Lagrangedichte (2 .15) invariant unter chiralen Transformationen ist, können mit Flilfe

des Noethertheorems ein erhaltener Isovektorstrom und ein erhaltener axialer Isovektorstrom kon-

struiert werden .

Vu = ?-k-e
9

~ + 77 A r3 un (2 .18a)

T
äu = 0-7075 2 0 + aalli-- ~au ff (2 .180

Die zugeordneten Ladungen

Qi = f d3zVie(z, t) (2 .19a)

Q5 =

	

d3xA°(x, t ) (2.190

sind Konstanten der Bewegung und erfüllen die Kommutatorrelationen der Lie-Algebra der Trans-

forrnationsgruppe

[Qi,Qj] =2EijkQk

	

(2 .20a)

[C ,Q~] = 2eijkQk

	

(2 .200

[Qi, Q~ = 2 Ei jkQK

	

(2 .20c)

worin Eijk die Strukturkonstanten der SU(2) sind. Die Verbindung zu den Generatoren der chiralen

Gruppe, SU(2) L ® SU(2)R , erhält man durch

1=

	

(Qi - QS) (2 .21a)

Qr = 2 (Qt + Q5) (2 .21b)

und damit die üblichen Kommutatorregeln

(2 .22a)[QL,Qt] =2FijkQk

[(e,QR~ =2EijkQR (2 .220

( QI', QFl = 0 (2 .22c)

(2 .17)
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für die Generatoren QL und QP der chiralen Transformationen.

Ist c = 0, so ist die Lagrangedichte des linearen Sigma-Modells exakt invariant unter chira-

len Transformationen und die Zustände niedrigster Energie, die Vakua, die mit den Minima des

Potentials identifiziert werden, sind entartet und Iiegen auf dem `Kreis'

0. 2 -}'7F 2 = ay,

d. h. man erhält eine unendliche Anzahl entarteter Vaknumzustände . Da das Vakuum eine

wohldefinierte Parität hat, wählen wir

(0lcrl0)=mau

	

(01771)=0

Setzt man das um seinen Vakuumerwartungswert = fv verschobene a-Feld

cr = a-0 + o-,

	

(2 .25)

in die Lagrangedichte (2 .14) ein

.C = ~ [2 y~`Öu + 9 ~v + g (ßo +2, 75r • x) ] lb

+

	

-i'-

	

2
öu~aöuaa -au'~r äui - 2- (3crv - vz

)
4 - - (ö-v - v 2) 17 22

2
a

	

2
- 4 (0-a + 112) - a2a„Qo (0-1, +6-2) + [c - a 2 crv (o-u - v2) ]

0-0 ,

so erhält man keinen Term, der quadratisch in i ist, d . h. im Gegensatz zur Musse des a--

Feldes mä = 2a 2 v 2 ist die Pionmasse Null, in Ubereinstirnmung mit dem Goldstonetheorem . Die

Pionen sind also die Goldstonebosonen des linearen Sigma-Modells . Des weiteren erhalten die

fermionischen Felder durch die spontane Brechung der chiralen Symmetrie eine Isodublettmasse.

mN = 9ffv

	

(2 .27)

Diese Eigenschaften sollen 'm Folgenden etwas formaler untersucht werden . Mit Hilfe der

kanonischen Kommutatorrelationen

(2 .23)

(2 .24)

(2 .20)

findet man

0,11-.0,i)] = - 2 6Z , b3 - J)

[a°c(z,cf(Y,t)I =

(2 .28x)

(2 .236)

[Q4 , (0)] = - 2 6i3 (7(0)

	

(2 .29x)

[Qz , u(0)] - z rr(0)

	

(2 .296)

und damit

( 01 [0, zri(O)i 10 ) _ - z
6ij

ßv

	

(2 .30)
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für den Vakuumerwartungswert des Kommutators (2 .29a) . Nach 1linschieben eines vollständigen

Systems intermediärer Zustände und Verwendung des Translationsoperators,

eaP.rAo(x ) e- ' P•s = 4(0)

	

(2 .31)

erhält man :

v =

	

(21'0 3 6 3(pn) [(OIA?(O)ln)(nlzrj(0)10 )e-' En'

- (Olzri(O)in)(nlA?(O)IO)e=Eri

	

(2 .32)

Da die linke Seite der Gl . (2 .32) zeitunabhängig und ungleich Null ist, gilt aufgrund der 6-Funktion

auf der rechten Seite von (2 .32) (Goldstonetheorem)

En=Mn=O

	

Vn

und weiterhin, da die masselosen Pionen den einzigen Beitrag zur. Sumrne in (2 .32) bilden

( (It I A .?(O)I rr ) � 0

	

( Ir l ir i(0)I O )

	

0

	

(2 .34)

also schließlich :

3

k-1

I
2po 63(P,,

.) [( 0 14(o)2-k(P) ) ( 7r k(P)I 7rj( O )I O )

- ( ofrrj ( 0 )I7rk(P) ) ( Ir k(P)I A°(fl)I0 )]

Mit der Normierung

( 0 I.i(0 )I Irk(P) ) = 6jk

kann Gl. (2 .35) durch

( 0 I4(O )Iirk(P)) = 26ikpao-v

erfüllt werden. Da Ai eine vektorielle Größe ist, erfordert Kovarianz

( 0IM`(0 )l7rk(P) ) .= 2 6 ikPu6 v .

l'.lit (2 .31) erhält man aus (2.33) ferner das Matrixelement der Divergenz des axialen Stromes,

( 015/2

	

(s )Irk(p ) ) =

	

n-40-ve-37 T ,

	

(2 .39)

worin

	

der Viererimpuls des Pions ist, pf,,p li = mom.

Ist die Lagrangedichte also invariant unter chiralen Transformationen, so hat die mit dieser

Aussage verbundene Stromerhaltung, öuA u = 0 (Noethertheorem), zur Folge, daß die Pionen mas-

selos . rn, = 0, sein müssen, was iedoeh im Widerspruch zu den experimentellen. Fakten steht . Die

(2 .33)

-z 6ij ai, =

(2.35)

(2 .36)

(2 .37)

(2 .33)
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chirale Symmetrie mu$ also verletzt sein . Da jedoch die Masse des Pions, m, = 140 MeV, im hadro-

nischen Maßstab klein ist, ist die chirale Symmetrie nur schwach verletzt, oder anders ausgedrückt,

der axiale Strom ist teilweise erhalten . Dieser Sachverhalt ist unter dem Namen PCAC-Hypothese

(partially conserved axial current) bekannt und soll im Folgenden erläutert werden.

Die hadronische Komponente des Matrixelements, ( OIJiadr irr ), das den Zerfall des geladenen

Pions in Leptonen, hauptsächlich Muonen und entsprechende Neutrinos, z . B. ,r- -> F i- + vu,
beschreibt, wird auf den Axialvektorstrom zurückgeführt, da die Parität in der starken Wechsel-

wirkung erhalten sein soll . in Analogie zu Gl . (2 .38) hat man

(olAt ( o )h(P)) = 2äi,f~P~`

worin f,; die in den Pion-Zerfällen gemessene Pion-Zerfallskonstante, f, = 93 MeV, ist . Die gleiche

Argumentationskette, die zu Gl . (2 .39) führte, führt mit Gl . (2 .31) und der Normierung (2 .36) auf

( o l auAä(x )I7r;(P))= m fn( n lri(x )I7r,(P))

Die Verallgemeinerung dieses Ausdrucks auf vpcratorniveau

8uA'`(x) = rni f,i(x)

	

(2 .42)

bezeichnet man als PCAC-Hypothese l9,64,65,66,67

Die explizite Brechung der chiralen Symmetrie des Sigma-Modells durch den Term crr hat

zur Folge, daß im Gegensatz zum Vektorstrom, der weiterhin erhalten ist, der axiale Strom keine

Erhaltungsgröße mehr ist, denn mit (2 .12b) findet man:

5Z = 5 (Es + ce) =

	

T3) rr

	

(2 .43)

Da allgemein für die Divergenz eines Stroms

E ¢ ö4Jd =

	

[6(oooi)

	

dö&
= 6L

gilt , worin E Q die infinitesimaien Parameter der globalen Transformation

oi -' oi + boi = oi + 2 Eatsjo7

sind, folgt aus den Gln . (2 .44) und (2 .45) unmittelbar

= -c°(x)

Die explizite Brechung der chiralen Symmmetrie durch Einführung des Terms cce lbl ist konsistent

reit der PCAC-Hypothese, falls

c = -m~ fit,

(6)Wird die chirale Symmetrie etwa durch einen Massenterm fair die Fermionfelder explizit ge-
brochen, dessen Einführung dann isospininvariant ist, falls die Massen des Fermiondubletts
den gleichen Wert m haben, so ist : au,A u = 2 mzj,7 5 FO . Ubereinstiinmung mit der PCAC-
Hypothese kann nur erzielt Weden, falls 2r = 275T das Pionfeld durch die Fermionfel-

der (Quarkfelder) ausgedrückt wird . Dies bedeutet jedoch, daß das Pionfeld kein unabhängiger
Freiheitsgrad des Modells mehr ist .

(2 .40)

(2 .41)

(2 .44)

(2 .45)

(2 .46)

( 2 .47 )
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sigma [f„]

Abb. 2 .1: Mexican-Hat-Potential

Die Abbildung zeigt einen IT- = 0-Schnitt durch die Hyperfldche U(a, ) - rrt~ f~

Die durchgezogene Kurve bezieht sich auf mQ = 1 .2 GeV, die gestrichelte auf
rno = 0 .6 GeV, die arideren Parameter haben ihre experimentellen Werte, m,r =

140 Me V und f, = 93 Me V.

gesetzt wird.

Der Term co- = -mT f,r er verschiebt die nun nicht mehr entarteten Minima des Mexican-Hat-

Pote?+tials (siehe Bild 2 .1), das nun ein globales Minimum aufweist und es tritt dartiberhinaus ein

Massenterm für Pionen auf. Aus der Lagrangedichte (2 .26) liest man fier die Mesonmassen ab:

	

m2 - 1 2 (_ „2\

	

(2 48a)~ - , .

	

J

	

,_ -

	mä =.1 2 (30, v
-- v2)

	

(2 .48b)

Aus der fur ein Minimum der Energiedichte des Mesonpotentials notwendigen Bedingung

[ 0 U(8 ~r)~

	

= 0
L'-''

	

j Qo .-o

erhält man noch

n2 i62, - ~ 21
- C= ü .

In Verbindung mit c = -
m,2

fir kann die PCAC-Hypothese im linearen Sigma-Modell erfüllt wer-

den und alle Potentialparameter sowie der Vakuumerwartungswert des o--Feldes können durch die

mesonischen Massen, m,r und rrt,, und die Pion-Zerfallskonstante fr ausgedrückt werden .

( 2 .49 )

(2 .50)

(0lo-10} = ev = f,

	

(2 .51a)
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2

	

2

A2
= 'n° - m .~

2f,

v 2 = f
2 m2a - 3m 2T
n

171
2
, - m2a

Birse und Banerjee l7 und Kahana, Ripka und Soni ls haben unabhängig voneinander das

Sigma-Modell als effektives Quark-Meson-Modell aufgefaßt, d . h . die ursprünglichen Nukleonfeider

des Modells durch Quarkfelder ersetzt . Die Lagrangedichte hat dann die Form

(2.510

(2.51c)

7 ;2,94 + 9 (a+ 2 Y5 r •fr) ] 4a.C =
a=l

28µaäuer + -_I.. aa if äu fr. - U(a, .r) - rn 2~ faß; (2.52)

in welcher sie in der vorliegenden Arbeit Verwendung finden soll . Das Modell weist solitonisehe

Lösungen auf, die jedoch die 'E.anslations- und Rotationsinvarianz der zugrundeliegenden Lagran-

gedichte verletzen . Derartige chirale Solitonen wurden bereits von anderen Autoren 47,4s diskutiert,

eine konsistente Behandlung der Schwerpunkteffekte wurde jedoch nicht durchgeführt.

2.2 . Das eolourdielektrische Modell

Im linearen Sigma-Modell, das im vorangegangenem Abschnitt vorgestellt wurde, sind die

Quarkfelder durch die mesonischen Felder, or und rr, gebunden, aber ein absolutes Confinement

der Quarks wird durch die chiralen Felder nicht generiert . Die Beschreibung vieler experimenteller

Phänomene bei höheren Energien jedoch erfordert theoretische Modelle, die die langreichweiti-

gen Eigenschaften des Confinements beinhalten ohne die elementaren Quark- und Gluonfreiheits-

grade der QCD aufzugeben. Das Confinement der farbigen Objekte ist daher eine wichtige, wenn

nicht möglicherweise sogar die dominante Eigenschaft der starken Wechselwirkung bei niedrigen

Energien. Die Annahme der Existenz eines Confinements der Quarks und Gluonen wird durch

Gittereichrechnungen stark unterstützt.

Ein einfacher und intuitiver Weg diesen Sachverhalt modellmäßig zu erfassen, ist die Ein-

führung einer colourdielektrischen Rinktion2e,1e . Diese Größe soll im perturbativen Vakuum , in

welchem die Quarks und Gluonen frei propagieren können, gleich Eins, im physikalischen Vakuum

aber gleich Null sein . Die Wechselwirkung gluonischer Felder mit einem skalaren Feld in solito-

nischen Modellen wird durch die dielektrische Funktion ic(e) vermittelt, die so gewählt wird, daß

is(V) = 1 und is(i3v) = V ist . Dieser Mechanisrnlüs fuhrt zu einem Colourcon€rnement, wie aus dein

Gauss'schen Gesetz

V D a = pa

	

(2 .53)

zu ersehen ist, worin Da = is(r)Ea ist . Eine isolierte Farbladung führt nun zu einem D-Feld, dessen

asymptotisches Verhalten (r -+ oo) proptotional zu 1/r 2 ist . Die Energie des colourdielektrischen

Feldes

i d3r D2~(~)

	

(2 .54)
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wird divergieren, da K(r) exponentiell gegen Null strebt, wenn das et-Feld seinen physikalischen

Vakuumerwartungswert im Limes r -~ co erreicht . Die Energie eines isolierten farbigen Objektes

ist also unendlich groß.

Die den colourdielektrischen Modellen zugrundeliegende Idee sg ist es, das nichtperturbative

Vakuum der QCD durch ein perfektes chromodielektrisches Medium mit = 0 zu beschreiben.

Die Region, in der rc - 0 ist, formt eine Blase (Bag) um die i 0-Region im Inneren des Hadrons

und die Dynamik des Confinements reduziert sich darauf, die Werte des dielektrischen Feldes im

Gebiet der Colourladungen zu bestimmen.

Nielson und Patkös2l haben eine Verfahrensweise vorgeschlagen, die die Ableitung eines di-

elektrischen Feldes aus den Eigenschaften der QCD unter bestimmten Annahmen erlaubt . Sie

benutzen einen `Block-Spinning ' -Zugang, um zu zeigen wie ein colourdielektrisches Feld aus der

QCD zu begründen wäre . Eine ausführliche Diskussion dieser Ideen findet man beispielsweise

in Ref. 21,69,70 ; hier sind nur die wichtigsten Schritte aufgeführt . Als relevante Freiheitsgrade

werden die in Zeit und Raum diskretisierten Feldvariablen

x-te
U(x, x + s) = exp 2 gs f

	

dy"Au(2J)}

	

(2 .55)

eingeführt, die den Paralleltransport in Gegenwart eines Eichfeldes von einen Gitterpunkt x zu

einem benachbarten Punkt x + b symbolisieren . Die Mittelung über alle Pfade innerhalb eines

Kastens der Seitenlänge L fiihrt auf

(

	

x-{-e
U(x, x +f) = average [exp { 2g 3 ~

	

dy uAo(y) 1]
..ü

^- K(x) -}- zEUBo (x)

worin Bu = za~Bü das `grobfaserige' ('coarse-grained') Gluon-Feld ist . Ein Colour-Singlet Vek-

torfeld, das aufgrund der SU(3)-Eichgruppe ebenfalls auftritt 71 , wurde im ursprünglichen Ansatz

von Nielson und Patkös vernachlässigt.

iJtC ÄV Vö,ii[tti4Ci1 riU1G1L IAAlf'ycu övuucu unter Verwendung .o .+

U(x, x+ e)ifi(x + E) ~ z~(x} + e f'`DuO(x) (2 .57)

definiert werden .

Do = Köµ + 2g 3 Bo (2 .58)

Die Kombination K-1Bo tranformiert sich ebenso wie der der Feldstärketensor

üuli = 0o (K-1 B„) - öL (K-1Bo) - 2g, [K-1Bo , K-1 B L ] (2 .59)

kanonisch unter den `coarse-grained' Eichtransformationen.

Das resultierende Pfadintegral, das eine effektive Wirkung in den Variablen K und Bo festlegt,

ist zu kompliziert, um auf analytischem Wege entwickelt zu werden . Nielson und Patkös beriick-

sichtigen daher nur die einfachsten Terme, deren Auftreten man erwarten würde, falls man die

(2 .56)
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volle effektive Wirkung nach Potenzen von K und Bu sowie deren Ableitungen entwickeln würde.

Dies sind der eichinvariante Colour-Singlet-Anteil von K und seine Ableitung sowie der einfachste

eichinvariante Ausdruck, den man mit B~ bilden kann.

Tr (DuB, - D„Bu,) 2 Tr (K 4 Gu„Gi'')

	

(2 .60)

Nach Nielson und Patkös hat dann die effektive Lagrangedichte die folgende Form:

C = -~Tr (K 4 G Ai,Guv) + ~c (öuTrK) z - V (TrK) +

	

(2 .61)

Nimmt man an, die Colour-Singlet-Anteile von K dominieren, so hat (2 .61) die Form einer Eich-

theorie mit Colour-Dielektrikum

r~=K4 + . . . (2 .62)

worin die Punkte Terme höherer Ordnung in K und seinen Ableitungen andeuten sollen . Fuhrt

man ein skalares Feld für den Singlet-Anteil von K ein

K = gx -i- Oktettanteide ,

	

(2 .63)

das aufgrund der Mittelung über die gluonischen Feldkonfigurationen als Glueball-Feld interpretiert

werden kann, so erhält man, falls nur Singlet-Anteile von K Berücksichtigung finden, für die

effektive gluonische Lagrangedichte in niedrigster Ordnung

1~g = --K(x)Tr (Gu,Guv) + 2 (8u x) 2 - U(x)

~(X) _ (9x)4 + . . .

die dielektrische Funktion ist . Eine entsprechende Wechselwirkung der Quarkfelder mit dem co-

iouruieaextriscueii reia erhält man mit ezzAie der xovarianten Ableitung.

,C4

	

Iyu (gx2 au - g sBw) - m J 'O

Dieser Kopplungstyp wird auch von Broniowski et a1 . 26 als einfachste Möglichkeit der Kopplung

chiral invarianter Felder, wie dem Glueball-Feld, an Quarkfelder vorgeschlagen . Kanonische Quark-

felder. können durch die Umskalierung

'_ ''P

9X

definiert werden . Der Term O,,x, der durch (2 .67) auftritt, kann durch partielle Integration elimi-

niert werden und mit Hilfe der Erhaltung des Baryon-Stroms findet man:

,Cq-z~lry µ (xä~- g~Bu ) -
m

worin

(2 .64)

(2 .65)

(2 .66)

(2 .67)

(2 .68)
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Diese effektive Wirkung beinhaltet ein absolutes Confinement, vorausgesetzt K -> 0 im physika-

lischen Vakuum. Die perturbativen Abschätzungen von Nielson und Patkös zeigen, da .B Kv < 1,

jedoch ist eine nichtstörungstheoretische Behandlung notwendig . Gittereichrechnungen, die von

Pirner et a1 . 22 durchgeführt wurden und auf einer unterschiedlichen Mittelungsprozedur beruhen,

zeigen, das Ku klein wird, falls die hänge L groß ist . Jedoch fugen diese Abschätzungen auf endli-

chen Gitterabständen, so daß nicht klar ist, ob der Grenzwert tatsächlich den Wert Null annimmt.

Absolutes Confinement der Quarks in der Lagrangedichte (2 .68) wird durch das Confinement

der Gluonfelder generiert . Auch wenn die Effekte der Gluon-Felder groß sind, wird die Struktur

baryonischer Zustände durch die direkte Kopplung von Quark- und dielektrischem Feld

m
Gqx = a(~

9x 0

	

(2 .69)

bestimmt, die ebenso ein Confinement der Quarkfelder erzeugt, sofern sich das Minimum des

Potentials U(x) an der Stelle xv = 0 befindet, d . h . für den Vakuumerwartungswert gilt:

( OlxlO ) = 0

	

(2 .70)

Dies ist die Basis für solitonische Modelle mit Confinement, wie sie beispielsweise von Chanfray

et a1 . 23 vorgeschlagen wurden . Die Interpretation von m in (2 .69) als Quark-Strommasse scheint

aufgrund der riesigen isospinabhängigen Effekte 72 physikalisch wenig sinnvoll . Besser ist es m als

die sehr viel größere dynamische Quarkmasse aufzufassen . Eine chiral symmetrische Version dieses

Modells kann dann durch Hinzunahme der ehiralen Felder des linearen Sigma-Modells konstruiert

werden 29,30,31

q x = -

	

1 2r • ir7s
9x

	

)
1

Die Verfahrensweise der Erzeugung dynamischer Quarkmassen hat Banerjee 73 veranlaßt, eine

Quark-Meson Kopplung proportioanal zu x-2 vorzuschlagen . In dieser Arbeit werden daher all-

gemeine Kopplungen der Art x-p diskutiert werden.

Die chiral symmetrische Erweiterung der Modelle, in denen die Quarkfelder einem absoluten

Confinement unterliegen, erfolgt durch die Ersetzung des Quarkmassenterms durch die Kopplung

an die chiralen Felder, u und rr . Ein Quarkmassenterm wird dann durch spontane Brechung der

chiralen Symmetrie - wie irre vorangegangenen Abschnitt erläutert - erzeugt . Derartige Modelle

beinhalten also sowohl (verborgene) chirale Symmetrie als auch ein (phänomenologisches) Confi-

nement der Quarks und sind damit den verschiedenen_ chiral erweiterten Versionen des MIT-Bag-

Modells ä.h.nlich74,7ä,61,32 . Die Lagrangedichte des chiral invarianten colourdielektrischen Modells,

das im Rahmen dieser Arbeit behandelt werden soll, hat die folgende Form 26,31,76

G= IÖu7

	

\\
u+

~9
) p (o*+

	

~r?'2r'

	

5)

	

-- ö
~

1

	

1 u~
[2

	

X

	

xa,rx - U(x)

+9äu' 0-öuv + ~5u~ ä,~~ - U,~(a,n) - m2,~fn~

	

(2 .72)

26

(2 .71)
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worin

	

das Mexican-Hat-Potential (2 .16) und

4

	

4

1
	2

u(x) = 2mxx' 1 + 0-8 - 2) (,,,,nx) + \ 1 6 2 l (Ymx )

	

(2 .73)

das Selbswechselwirknngspotential des dielektrischen Feldes ist, das bis zu Termen vierter Ordnung

entwickelt wurde .
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Abb. 2.2: Selbstwechselwirkunkspotential des CD-Feldes

Die Abbildung zeigt das Potential des x-Feldes als Funktion des von x/M -
M = ?nx isi die Glueball-Masse - fir zwei verschiedene Parametersdize, 7 =
0.040 und rl = 0 .08 (durchgezogene Kurve) sowie 7 = 0 .019 und r! = 0.06 (ge-
JL7 bC:lLGLLG Krtl-uG).

Das Potential U(x) besitzt drei Parameter, mx, 7 und und weist (im Allgemeinen) zwei

Minima auf, ein globales an der Stelle x = 0 und eine lokales (siehe Bild 2 .2).

CD-Modelle dieser Art wurden verschiedentlich benutzt um nukleonische Eigenschaften zu

berechnen40,52,76,39 und Quarkmaterie zu studieren 77,78 . Ebenso wie im linearen Sigma-Modell

verletzen auch hier die chiralen solitonischen L6sungen Translations- und Rotationssymmetrien,

die im Rahmen dieser Arbeit durch kombinierte Projektion auf Spin, Isospin und Impuls restauriert

werden .





~o Klassische solitonische Lösungen chix°aler Valenzcluax°kmodelle

Im vorhergehenden Kapitel haben wir zwei effektive chirale Quark-Meson Modelle, das Gell-

Mann Levy Modell und das chiral invariante colourdielektrische Modell, die phänomenologisch

die niederenergetischen Eigenschaften der QCD wiederspiegeln, vorgestellt und diskutiert . Gegen-

stand dieses Kapitels ist nun die Entwicklung klassischer solitonischer Lösungen derartiger chiraler

Valenzquarkmodelle . Einführend werden wir zunächst die Hamiltonoperatoren der betrachteten

Modelle angeben und die klassischen Bewegungsgleichungen aufstellen . Die Variationslösungen

minimaler Energie dieses gekoppelten nichtlinearen partiellen Dilferentialgleichungssystems sind

durch die Hedgehog-Konfiguration der Quark- und Mesonfelder charakterisiert (siehe Anhang A).

Im Rahmen des Hedgehog-Ansatzes kann das Funktional der klassischen Energie berechnet und

nach den Feldern, die nun nur noch von Ir abhängen, variiert werden . Das partielle Differentialglei-

chungssystem geht somit in ein gewöhnliches über, das für entsprechende Randwertbedingungen

numerisch gelöst werden kann . Das geschilderte Verfahren wird anhand des Gell-Mann-Levy Mo-

dells demonstriert . Die solitorischen 6s'angen des colourd .elektr .schen Modells erhalten wir 'u

gleicher Weise . Sie werden in einem nachfolgenden Abschnitt kursorisch behandelt . Um nun nu-

kleonische Eigenschaften (Ruhemasse, Ladungsradien etc .) durch Projektionstechniken aus den

chiralen Modellen zu extrahieren ist es notwendig den Lagrangian des jeweiligen Modells zu quan-

tisieren und einen Fockzustand aller beteiligten Felder zu definieren, so daß der Erwartungswert

des quantisierten Hamiltonians identisch mit der klassischen Energie des Systems ist (Mean-Field

Näherung) . Dies wird in einem abschließenden Abschnitt erläutert.

3.1 . Flarniltonoperaioren der Modelle

Die Hamiltonoperatoren des Gell-Mann-Levy Modells und des colourdielektrischen Modells

erhält man in der üblichen Weise aus dem Energie-Lrnpulstensor

a,C

	

,C
a (au0z)

der entsprechenden Lagrangedichten G .

H = jr exT00 (x)

	

(3 .2)

Der Hamiltonoperator, den man für das Gell-Mann-Levy Modell erhält,

H=Hq+Hgyr,+HQ +H, +HNL

	

(3 .3)

setzt sich aus einer Summe von Termen, der kinetischen Energie der Quarks, der Quark-Meson

Wechselwirkungsenergie, der kinetischen Energie des ~- und r-Feldes sowie der nichtlinearen Selbst-

wechselwirkungsenergie der Mesonfelder, dem Mexican-Hat Potential zusammen . Drückt man die

einzelnen Terme durch die Feldoperatoren und ihre kanonisch konjugierten Impulse

äG

	

äG
pa- = 0 (No-)

	

pn =
0 (aan)

T~v =



3 . Klassische solitonlsche Lösungen chiraler Valenzquarkmodelle

aus, so findet man:

Hq = ~ j ex Mx) (-x y • V + gfr. ) ga(x)

	

(3 .5a)
a=1

3

1-lqra =

	

d3x ga(x) (Q(x) + 2r' • 7r (x)Y5) ga(x)

	

(3 .50
a=1

Hß =
2
fex [pä(x ) -s- (®6(x))2 + r7t,2 0- 2 (x) ,

	

(3 .5c)

Hi,- = 2 f ¢3~ [p,r(x ) pT (x) -{- (®ir(x) • Vf-(x)) + xn .2n. ii (x) • 'iT(x)]

	

(3 .5a)

HNL =
42

j d 3x [(i(x) • 'T(x)) 2 + 0- 4(z) + 4 firo- 3 (x)+

+ 2 (f(x) ' 7(x )) c (x ) ( v ( x ) + 2f,r)]

	

(3 .5e)

(3 .5a--e) wurde der um seinen Vakuumerwartungswert f,

	

Ursache der spontanen

Symmetriebrechung - verschobene a-Feldoperator (a. --> 6 - f,) eingesetzt, so daß ein expliziter

Massenterm (ggfnq) für die Quarkfelder auftritt.

Für spätere Zwecke (Projektion) ist es nützlich, die Operatoren Ha und H durch Erzeugungs-

und Vernichtungsoperatoren der Mesonfelder auszudrücken . Entwickeln wir die Mesonfeldopera-

toren nach ebenen Wellen, so sind die Operatoren der kinetischen Energie der Mesonfelder (ein-

schließlich ihrer jeweiligen Massenterme) in dieser Basis diagonal, und wir erhalten

HB r I d3kwa(k)al (k)a(k)

	

(3 .5c')

_ (%)b(k)bi(k)

	

(3 .5d')

worin w;r(k) _ 3P + m.23 und w 6 (k) = Jk2 + mQ die Dispersionsrelationen freier Wellen sind.

Den Flamiltonoperator des colourdielektrischen Modells erhalten wiz nun in gleicher Weise wie

beim Gell-Mann-Levy Modell . Es ist:

H =Hg+Hg,,,,+Hp+H, f +HX +HNL	(3 .6)

Die Terme H,-, HQ und HNL sind durch die Gln . (3 .5c-e) gegeben . Die 1/x-Dopplung beinfiußt

einzig den Massenterm der Quarks und die Quark-Meson Wechselwirkungsenergie . Zusätzlich ha-

ben wir natürlich noch die kinetische Energie des x-Feldes und seine Selbstwechselwirkungsenergie,

zusa.•nmengefaßt in derv Term Hx , zu berücksichtigen.

Hg .=

a

E ~ ex ga(x) ~-a'y • V + f~r (X(x) )
P~

ga(x)

	

(3 .7a)
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In den Gln .

a_,

~ d3x g a(z ) (--) ~ [0-(x) + xT i(x)y
5
] ga(x) (3 .7b)
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fix =
J

ex 2 pX(x) + (®X(x))2 + m 2,x2 (x) I +

+

	

\4z4-1jx3(x)+72 (1-6774)x4
(x)

	

(3 .70
7 7

In den folgenden Abschnitten werden wir die solitonischen Lösungen der klassischen Bewegungs-
gleichungen im SU(2)-Flavour Sektor, auf den wir uns hier beschränken wollen, vorstellen und
diskutieren.

3 .2. Hedgehog-Ansatz und Variationslosung
der Bewegungsgleichrmgen des Gell-Mann-Levy Modells

Die klassische Energie Ed des Gell-Mann-Levy Modells erhält man aus dem Hamiltonope-
rator (3 .3), indem man die Feldoperatoren der Mesonfelder durch entsprechende komplexwertige
Punktionen ersetzt . lm Fall der Quarks beschränkt man sich hierbei auf die Valenzquarks . Die
klassischen Felder selbst werden dann mit Hilfe des Variationsprinzips bestimmt . Da nur zeitu-
nabhängige Lösungen von Interesse sind, können Felder und kanonisch konjugierte Impulse un-
abhängig voneinander variiert werden . Die Variation der Felder und Momente ist jedoch unter der
einschränkenden Bedingung auszuführen, daß die Baryonenzahl eine Erhaltungsgröße ist . Diese
Aussage ist gleichwertig mit der Bedingung, daß die Quarkfelder die Norm

N4 = f d3x q ( x ) t 4( x) = 1

	

(3 .3)

haben . Derartige Nebenbedinguagen werden üblicherweise mittels der Methode der Lagrange'schen
Multiplikatoren berEcksichtigt . Wir haben daher die stationären Lösungen des Funktionals

F [4, ß, 7r] = Ed [4', cr, 7r] - s

	

d3x 4(x) t 4(x)

	

(3 .9)

zu ermitteln . Die Variation des Funktionals (3 .9) 6F[Oi(x)]/67,bi(4y) = 0, in welchem die 1,G, die

Felder und ihre kanonisch konjugierten Momente bezeichnen, führt dann auf ein gekoppeltes nicht-
lineares partielles Dif erentialgleichungssystem.

[-arg • V +9 (a(x) + z75 • 1-(x))]Q(x) _ E 4(x)

	

(3 . 1 Od)

	

[-v2 + me] 0,(z) + SH
~~E~' irl + 94(x )4(x ) = 0

	

(3 .10b)

	

pv(x) = 0

	

(3 .106

	

[-®2 + m~ 7r(x) +
'Hiv [g,

+
70(x)7s7''4(x) = 0

	

(3 . 1 Od)

	

f- 7f(x) = 0

	

(3 .10e)

Es ist im Allgemeinen eine technisch sehr anspruchsvolle Aufgabe alle solitonisehen Lösungen
eines derartigen Differentialgleichungssystems aufzufinden . Da wir jedoch nur die Lösung niedrig-
ster Energie, außer der trivialen Lösung, hier betrachten wollen, dürfen wir annehmen, daß die
drei Quarks, die das Baryon aufbauen, im Ortsraum den Zustand niedrigster Energie (1s-Orbit)

besetzen und identische Spin-Flavour Struktur haben.

( r 9) = 4~r ~zu(r)

	

)
X(71))

	

(3 .11)
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Hierin ist Ix(rl)) ein noch näher zu spezifizierender Spin-Flavour Zustand eines Quarks mit belie-

biger Colourquantenzahl . M . Fiolhias79,44 hat gezeigt, daß die allgemeinste Spin-Flavour Konfigu-

ration durch den generalisierten Hedgehog Zustand in der Form

lx(n) ) - cos al ~u .t ) - sin ii

	

j )

	

(3 .12)

beschrieben wird, sofern der Lagrangian - wie in unserem Fall - invariant unter Lorentztransfor-

mationen und Drehungen im Isospinraum ist . Ist der Lagrangian auch unter der Zeiturnkehrtrans-

formation invariant	 dies ist hier natiirlich auch der Fall - so läßt sich beweisen, daß der Hedge-

hog Ix(?) = g) ) ein stationärer Zustand der Bewegungsgleichungen mit extremaler Energie ist 42,46 .

Ein detaillierter Beweis findet sich in Anhang A . Dariiberhinaus ist der Hedgehog (rl = 7r/4) im

Limes exakter chiraler Invarianz (m.r 0) die Variationslösung minimaler Energie des linearen

er-Modells, falls die Erwartungswerte der Mesonfelder auf dem chiralen Zirkel liegen 45,79 also die

Bedingung

( a2 fr) ) + ( 'Fr'2 (r) ) = f~

erfiillt ist . Die numerische Berechnung der Energie E(n) zeigt, daß dies auch dann gültig bleibt,

falls von der Bedingung (3 .13) abgewichen wird, die Mesonfelder also nicht auf dem chiralen Zirkel

liegen, bzw . rn, 0 0 ist 49 . Die Umkehrung dieser Aussage ist nicht gültig.

Die Strukturen der Bosonfelder sind durch die Quellterme (vgl . Anhang A Gln . (A.15a) und

(A.15b)) in den Bewegungsgleichungen (3 .10b, d), also durch die Quark-Hedgehog Konfiguration

festgelegt . Wir wollen dies anhand der Quark-1 ion Wechselwirkungsenergie

3

Eqr = zg ~ j d3r 4a(r)75 i (T' ) .i=4a0-)
a=1

verdeutlichen . Für die Energie Eqr erhalten wir nach Einsetzen des Quark-Hedgehogs (3 .11, 3 .12)

in GI . (3 .14) :

E'qr = 92r I d3~
u(r)v(r)

	

r + 71- 2 (r) -x2 ) sin 271 + 7r3fr)
xr

	

(3 .15)

Ist i = 4, so haben alle Quellterme die gleiche Struktur mit identischen radialen Anteilen, und

der Quark-Hedgehog erzeugt ein klassisches 7r-Feld, welches die Struktur einer p-Welle aufweist.

T(z.) = ~ ¢(r)

	

(3 .16)

In analoger Meise stellt sich heraus, daß das o--Feld sphärisch symmetrisch, also eine reine s-Welle

ist .

Ein Resümee der bisherigen Uberlegungen und derjenigen aus Anhang A fiihrt auf die Aussage:

Sind Zeitumkehr, Drehungen im Isospinraum und Lorentztransformationen Symmetrietransforma-

tionen eines . Lagrangians, dieser also invariant unter diesen Transformationen, so ist der Hedgehog

( r 4)

	

4r (zv(r) -

	

)

	

(l u ' ) - I d ))

	

(3 .17a)

tr(r) = ß(r)

	

(3 .170

"rr'(2) -

	

(r)

	

(3 .17c)
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(3 .13)

(3 .14)
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eine Variationslösung minimaler Energie des Funktionals (3 .9), in welchem die Boson-Felder als

klassische Felder aufgefaßt werden . Der Hedgehog ist ein Eigenzustand des Grandspinoperators1$

G = .T + T (3 .18)

mit dem Eigenwert G = 0 . Dies hat natürlich zur Folge, daß sich die solitonischen Lösungen nicht

nach Eigenwerten (J2 , J3) des Spins und des Isospins (T2,T3 ) klassifizieren lassen, also keinen

definierten Spin und Isospin haben€ Q l.

Die klassische Energie der Hedgehog Konfiguration

f

	

r
Ec1 = 4r

	

drr2
4r

~u(r)
8r

v(r) - v(r)
ör

u(r) +
r

~s(r)v(r)+

-1-g [(f, + ff (r)) (u2 (r ) - v 2 (r)) + 2u(r)v(r)¢(r)]]+

[

	

2

	

2
-r 2

I (arU~' j~
~ ~ca~ 2 (r ) ~ ~ r 5,'(~ ))~

	

r2 2(~) +

	

~ar¢2 (r) ~ +'

+ ~ [04(r) + 0-4 (r) + 4 f,rc3(r) + 2 (c 2 (r) + 2f~c (r ) ) 0 2 (r)]

	

(3 .19)

ist ein Funktional der Felder u, v, cr und 7r, deren radiale Gestalt mit Hilfe des Variationsprinzips

unter Einschluß der Nebenbedingung

	

r
NQ [u, v]

= J
dr (u2 (r) + v2 (r))

	

(3 .20)

zu ermitteln ist . Die Variation der Felder des Funktionals,

F [u, v, ff, r] = Eil [u, v, r] - 3ENq [u, v]

	

(3 .21)

welches die Bedingung (3 .20), die die Erhaltung der Baryonenzahl garantiert, in Farm eines La-

grange'sche Multiplikators PnthäJt. fiihrt auf ein gekoppeltes nicht.linea .res uewiihnliches Different.i-

algleichungssystem.

äru(r)
= - [E + g (o- (r) + fir)] v (r ) + gu(r)O(r)

	

(3 .22x)

-v(r) _ - r v(r) + [E - g(e(r) + fir)] u(r) + gv(rWr)

	

(3 .221))

ßr2 cr(r) -
r -o-(r) - 4 g (u2(r) - v 2(r)) +

+ m,20-(r) + a2 [0-2(r)(0-(r) + 3 fr) + 02 (r) (u(r) + f;T),

	

(3 .22c)

82

	

2 ä

	

2

	

3
ör2 0(r)

_
- -r

8r ¢(r) + r2
~(r) 2ar

gu(r)v(r)+

+ Tna¢(r) + a2 0 (r ) [4 2 (r ) + a '( r ) ( cr(r ) + 2f-) ]

(a)Man zeigt leicht, daß der Hedgehog kein Eigenzustand von (J2 , J3) und (71' 2 , T3) ist .

(3 .22d)
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Der Hedgehog Ansatz ist eine exakte Lösung der Bewegungsgleichungen (3 .10), d . h . sowohl die

Variation der klassischen Hedgehog Energie (3 .19), wie das Einsetzen des Hedgehogs in die Be-

wegungsgleichungen (3 .10a-e) führt auf das DifFerentialgleichungssystem (3 .22a-d)46 . Die beiden

ersten Gleichungen (3 .22a) und (b) entsprechen der Diracgleichung, die die Mesonfelder e(r) und

¢(r) als Potentiale enthält . Die Gleichungen (3 .22c) und (d) sind als Klein-Gordon Gleichungen

zu interpretieren, in welchen die Quellterme (u 2(r) - v 2 (r)) für das o--Feld und u(r)v(r) für das

7r-Feld auftreten . Das System (3 .22) ist ein Differentialgigeichungssystem 6 . Ordnung, so daß wir 6

Randwertbedingungen zu spezifizieren haben . Damit die Gleichungen (3 .22b, c) und (d) im Limes

r -~ 0 endlich sind, fordern wir:

v(r ~ 0) = 0 (3 .23a)

¢(r -> 0) = 0 (3 .236)

[acr(r)]

	

=
ar

	

r->0
0 (3 .23c)

In Anhang C werden die Randwertbedingungen diskutiert, denen die Felder im Limes r oo zu

genügen haben . Diese sind :

	

r-ff(r) + (1 + m Qr) 6(r) = 0

	

(3 .23d)

	

r (1 + mirr) ar
O(r)

+ [2 + 2m,rr + (m.„r) 2 1 ¢(r) = 0

	

(3 .23e)

f

	

1

	

7.i(r)
LN/9 fir r e +

r-Vgf~ - ~ - rv(r)¼fr + e = 0

	

(3 .23f)

Die beiden ersten Randwertbedingungen implizieren unmittelbar

ö(r)

	

= 0 ,

	

(3 .24)
ar r-.o

die letzte bewirkt ein Einschränkung der Eigenwerte E der Valenzquarks.

Das System (3 .22) mit den Randwertbedingungen (3 .23) kann auf nurnerischem Wege gelöst wer-

den, so daß die Bedingung (3 .20) erfüllt ist . Eine effiziente Lösungsmethode besteht darin, zwei

weitere Differentialgleichungen

aNq(r) _ ö fr

	

2t 2(

	

2r

r~r

	

ar ~o
dPP ~u PI ~ v ~P))

aE = o
ar

mit den Randwertbedingungen

Nq(r - 0) = 0

Nq(r ~ oo) = 1

(3 .25)

(3 .26a)

(3.260

(3 .27a)

(3 .276)
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Q uark-Meson Kopolungskonstan#e g

Abb. 3.1 : Hedgehog-Energie Ed versus Quark-Meson Kopplungskonstante g

Eine normierte, lokalisierte solitonische Lösung endlicher Energie (durchgezo-
gene Linien der Bewegungsgleichungen (3 .22) tritt nur oberhalb des Grenzwer-
tes gkrit auf, der bei den hier gewählten Parametern, me = 0 .6 GeV, m„ =
0 .1396 GeV und f, = 93 MeV, bei etwa gkrit ^ 3.86 liegt. Die gestrichelte Linie
zeigt die Energie drei freier Quarks - 3gf f .

dem System (3 .22) hinzuzufügen . Dies garantiert, daß die Bedingung (3 .20) stets erfüllt ist.

Wir können zwei Arten von Lösungen unterscheiden, die Vakuumlösung mit Eed = 0, für

die alle Felder identisch verschwinden, und eine Lösung mit endlicher Energie, die oberhalb eines

Grenzwertes g > gkrit auftritt . Bild 3 .1 entnimmt man, daß letztere Lösung in zwei Äste zerfällt.

Der obere Ast enthält Lösungen, deren Quark-Eigenwert E a fr nahe am Kontinuum lie gt und

deren Energie größer als 3gf,~ - der Energie drei freier Quarks - ist .

	

v

Dieser Zweig solltonischer Lösungen ist daher instabil und kann in drei freie Quarks zerfallen . Eine

ausführliche Diskussion dieser Problematik findet man in Ref. 80 . Der uns interessierende Zweig

lokalisierter solitonischer Lösungen ist der untere, der gegen den Zerfall in drei Quarks stabil ist.

Die Energie nimmt mit zunehmendem .9 stark ab und kann sogar negativ werden . Ebenso nehmen

die Quark-Eigenwerte ab und werden ab etwa g �' 5 .5 negativ . In Bild 3 .2 sind fiir eine typische

Losung des unteren Zweiges die radialen A.nteile der oberen (u(r)) und unteren (v(r)) Komponenten

des Quarkspinors aufgetragen, in Bild 3 .3 die radialen Anteile der Meson-Wellenfunktionen . Die irn

Gegensatz zur Lösung des oberen Zweiges ausgeprägte kleine Komponente v(r) des Quarkspinors

zeigt deutlich den relativistischen Charakter der solitonischen Lösungen dieses Zweiges . Alle Felder

weisen eine ausgeprägte Struktur auf und gehen ab etwa 1 .0--1 .2 fm in ihre asymtotische norm über .
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r [fm]

Abb. 3.2: Radiale Abadngigkeit der Spinorfelder u und v im linearen o--Modell

Aufgetragen sind die Felder u(r) und v(r) für die Parameter m Q = 1 .2 GeV und

g = 5.0 .

0.00 k

- 0.20

- 0.40

- 0.60 [

=0.80 ~

- 1 .00

-

	

1 .20
0.00 1 .000.50 1 .50

r [fm]

Abb. 3 .3 : Radiale Abhiingigkeit der Mesonfelder a und q im linearen e-Modell

Die Parameter sind die gleichen wie in Bild 3 .2 .
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3.3 . Colourdielektrisches Modell

Die Verfahren, die bei der Erarbeitung einer solitonischen Lösung des linearen a-Modells zum

'ragen kamen, können nun unmittelbar für die Lösung des Colourdielektrische Modell übernom-

men werden . Um die klassische Energie des colourdielektrischen Modells zu berechnen, ist es

jedoch notwendig, unseren Ansatz für die Mesonfelder zu erweitern, da in diesem Modell das x-

Feld hinzukommt. Die räumliche Konfiguration dieses Feldes ist jedoch nicht mehr vollständig

durch die Struktur der Quellterme festgelegt durch den Quark-Hedgehog - in der mesoni-

schen Bewegungsgleichung bestirnmt, da das x-Feld nichtlinear an die Quarkfelder koppelt . Da

das x-Feld als Glueballfeld niedrigster Energie interpretiert, wird und die gleichen Quantenzahlen

(JPC T 0++ ,T - 0) wie das a-Feld besitzt, liegt es nahe ebenfalls eine sphärisch symmetri-

sche Struktur, also eine s-Welle für dieses Feld anzusetzen . Dies ist konsistent mit der Hedgehog-

Konitguration der iibrigen Felder, so daß der Hedgehog in Verbindung mit der sphärischen Struktur

des x-Feldes wiederum eine exakte Lösung der Bewegungsgleichungen mit extremaler Energie ist

(vgl . Anhang A) . Setzen wir den Ansatz

(r1q)= ~~(zu(~~~ . ;) ~(i ui ) - idfi))

a(ä) = a(r)

~(~) = T-¢(r)

x(~) = x(r )

in den Hamiltonian (3 .6), welcher die Mesonfelder als klassische Felder enthält, ein so erhalten wir

die klassische Energie

Ed - 47rßr drr2 j -
l
u(r) 1v(r) - v(r)l ai(r) + 2 u(r)v(r)+

+ (M P [(fir +a(r)) (u2 (r) - v2(r)) +2d(r)v(r)O(r)]] +

+ ~ [(I a(r)) 2 + m,a2(r) + (lo(r))

	

r 2 + 2 ¢2(r) -1- mT¢2(r) +~

-f- ~ [(IOr x(r))
2

+ m
x

x 2 (r) -i-

~ 2

	

1 . v4r 7\~~r ~3i~~~ 2
~
6

	

, 2 r ai~2.r.1 ~
4 L

~ ~)

	

t )

	

1 7 f-1

	

-~J

	

!x i )) ~~)]

..~ .

	

\

	

3

	

;4\
+ x ( 4 '2 - }

1 ) x 3 (r) + - 2 1- 6 9 x4 (r)7 \ 7

	

!

	

2 7 2 \

	

7 -	)

Die Variation der Felder des Energiefunktionals fiihrt dann unter Einschluß der Nebenbedin-

gung (3 .20) auf das folgende Differentialgleichungssystem,

(3 .28a)

(3 .280

(3 .28c)

(3 .28d)

(3 .29)

a u(r)
~ -

[a + ( -x-T:i)
P (a(r)

+ f~)]
v(r)

+ (x(r))
P u(r)O(r)

	

(3 .30a)
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ar
v(r) _ -~v(r) + ~s - ( x(r))P (~(r) + fr)~ u(r ) - (-X(r)

)
p

v(r)O(r) (3 .30b)

al-2
- ,(r)

	

r ar~(r)
+ 4 (x(r)~P (u2(r) - v 2 (r)) +

-#- mac(r) + a 2 . o- 2 (r) (u(r) + 3fr) + 02(r)(,Y(r) + fir)]

	

(3 .30c)

-

	

32ar2 «r) - r ar¢(r)
+ r o(r) + 27r (x( r ) ~

p u(r)v(r)+

+ m,¢( r) + a20(r)
.02(r)

+ g ( r ) ( o-( r) + 2 1'70

aT x(r) _
-~

rx(r)

4 g xg Y+l [(~(r)
+

fir) (u2 (r) - v 2 (r)) + 2u(r)v(r)O(r)] + 12 ~ (
)L

+ mXx(r) +x2(r)
L 2 7~$72 _ 2~ + 7 (

1- 672 ~ x(r)]

	

(3 .30e)

das im Limes r -. 0 mit den Randwertbedingungen

	

v(r

	

0) = 0

	

(3 .31a)

	

0(r

	

--• 0) = 0

	

(3 .31b)

	

[Oa(r)

	

= 0

	

(3.316
ar r~o

[aX(r)Lo	= 0

	

(3 .31d)
ar

und im Limes r oo mit den Randwertbedingungen (vgl . Anhang C)

r-o-(r) ,'- (1 + mur) e(r) = 0

rr x(r) + (1 + mxr) x(r) = 0

r (1 + m,rr)
Dr

	

~(r) -a- [2 + 2m,rr + (m,rr) 2 ] ~(r) = 0

	

(3 .31g)

	

u(r) - v(r) = 0

	

(3 .31h)

zu lösen ist . Numerische Lösungen dieses und ähnlicher Modelle sind bereits von anderen Autoren

vorgestellt uud diskutiert worden (siehe zum Beispiel Refs . 31-52) . Die wichtigsten Eigenschaften

der numerischen Lösungen des Systems (3 .30a-e), die mit Hilfe des Programmpaketes COLSYS 81

entwickelt wurden, sind im Folgenden zusammengestellt.

Der exponentielle Anstieg der Quarkmasse, hervorgerufen durch die 1/x-Kopplung des colour-

dielektrischen Feldes an die Quarkfelder, erzwingt einen doppeltexponentiellen fall-oft' der Funk-

tionen u(r) und v(r) (siehe Anhang C Gl . (C .26)) . Um eine konvergente Lösung zu erzielen, darf

daher das Intervall [0, rmas], in welchem das System (3 .30a-e) gelöst werden soll, nicht zu groß

gewählt werden . Der cut-off Radius muß jedoch so groß sein, daß die mesonischen Felder bereits

ihre asymptotische Form erreicht haben . Für die hier betrachteten Parametersätze hat es sich

bewährt, rma. ee 1 .9 - 2 .2 fm zu wählen . Die Felder u und v sind dann bereits um 5-6 Größenord-

nungen kleiner als ihr Maximalwert . Die Mesonfelder insbesondere das 7r-Feld - können jedoch

38

(3 .30d)

(3 .31e)

(3.31f)
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Abb . 3.4 : Norm des Quarkspinors versus Quark-Eigenwert e

Fir verschiedene Kopplungskonstanten g (mx = 1 .4 GeV, i = 0.075 und y =
0 .019) ist hier die Norm gegen den Quark-Eigenwert e aufgetragen . Oberhalb
von g - 107 Mev existiert keine normierbare Lösung mehr . In einem schmalen
Bereich von 5 Mev findet man zwei normierbare Lösungen und für Kopplungs-
konstanten g < 102 MeV dann nur noch eine.

an der Stelle noch nicht als vernachlässigbar klein betrachtet werden und müssen daher

- z=ur Berechnung der Energie oder der Ladungsradien beispielsweise - durch ihre asymptotischen

Formen analytisch fortgesetzt werden.

Ausgeprägte Strukturen der chiralen Felder, cr(r) und 0(r), treten unabhängig von anderen

Modellparametern nur für große Quark-Meson-Kopplungskonstanten a - 100 MeV auf. linter-

sucht man derartige Lösungen, so stellt sich heraus, daß in einem kleinen Bereich der Kopplungs-

konstanten g zwei normierbare Lösungen existieren (siehe Bild 3 .4) . Oberhalb eines kritischen Wer-

tes von g existiert keine normierbare Lösung mehr, und mit abnehmendem g findet man zunächst

zwei und dann nur noch eine Lösung des Systems (3 .30a-e) mit der Norm N = 1 . Aus Bild 3 .4 ist

zu entnehmen, daß die Funktion N(s) mit abnehmenden Werten s zunächst monoton wächst (e) ,

ein Maximum durchläuft, und dann sehr rasch wieder abfällt . Man ist daher vielleicht versucht

anzunehmen, daß es - falls überhaupt eine normierbare Lösung existiert - stets zwei_ Lösungen

geben sollte . Dies ist jedoch nicht der Fall . Es ist nicht möglich, eine konvergente Lösung zu finden,

falls e einen unteren Grenzwert unterschreitet, so daß in der Tat nur eine Lösung mit der Norm

N = 1 für kleine Kopplungskonstanten zu existieren scheint . Es wird sich zeigen, daß physikalisch

verwertbare Lösungen immer beim größeren der beiden Eigenwerte zu finden sind.

( c)Ein Wiederanstieg von N(e) ist auch für sehr große e nicht zu beobachten.

eV]



40

	

3 . Klassische solitonische Lösungen chiraler Valenzquarkmodelle

r [fm]

Abb . 3.6: Radiale Formt der Felder u und v irrt CD-Modell

Für den gleichen Parametersatz wie in Bild 3 .4 sind für g = 102 MeV beide nor-
mierbaren Lösungen für u(r) und v(r) aufgetragen . Die entsprechenden Eigen-
werte sind E = 349 MeV (durchgezogene Linie) und s = 378 MeV (gestrichelte
Linie.

r [frni

Abb . .3.6: Radiale Form der Mesonfelder x, ¢ und ß im CD-Modell

Parametersatz und Zuordnung der Kurven zu den Eigenwerten ist der Bildun-
terschrift zu Bild 3 .5 zu entnehmen. Der besseren Ubersichtlichkeit halber wurde
o-(r) an der Abszisse gespiegelt und um f., verschoben (e --> -8 - f,).

In Bild 3 .5 sind die radialen Anteile der Quarkfelder u(r) und v(r), in Bild 3 .6 diejenigen

der Mesonfelder x(r), ¢(r) und a. (r) für eine Kopplungskonstante g aufgetragen, die gerade noch
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zwei normierte Lösungen erlaubt . Beide Lösungen unterscheiden sich deutlich voneinander . Dies

gilt insbesondere für die Mesonfelder . Die Graphen von u(r), v(r) und x(r), die dem kleineren

der beiden Eigenwerte zuzuordnen sind, haben geringere Ausdehnung und weisen auf einen ge-

ringeren Solitonradius hin, Pion- und Sigmafeld sind erheblich stärker ausgeprägt . Werte von

]u(r = 0)1 > f,, sind jedoch nie aufgetreten, in Übereinstimmung mit den Beobachtungen von

Drago et a1 . 82 . Allgemein läßt sich feststellen, daß mit abnehmender Kopplungskonstante (an-

steigendem Quarkeigenwert) die Ausdehnung der Felder wächst und die Pion- und Sigmafelder

zunehmend gegen ihre Vakunmerwartungswerte streben und für Kopplungskonstanten g - 20 - 30

MeV nahezu verschwinden . Die klassischen Lösungen für e(r) und 0(r) sind im colourdielektri-

schen Modell sehr viel schwächer als im linearen a-Modell, da die Bindung der Quarks hier im

wesentlichen durch das x-Feld bewirkt wird.

Um das phänomenologische Confinement der Quarks im colourdielektrischen Modell zu iI-

lustrieren, ist in Bild 3.7 die radiale Abhängigkeit des Massenterms - gf,/x(r) - der Quarks

aufgezeichnet . Je nach Kopplungskonstante zeigt der Term gfT /x(r) in einem großen Bereich

einen nahezu konstanten Verlauf, um dann in einen sehr steilen exponentiellen Anstieg überzuge-

hen. Freie Quarks können daher nicht außerhalb eines `Bags', dessen Radius durch die KoppIungs-

konstante g festgelegt wird, existieren, da ihre Masse in einem solchen Fall unendlich groß wird.

Im Zentrum des Solitons ist der Quarkeigenwert E stets größer als die dynamische Masse mg der

Quarks und ein Quark verhält sich dort wie ein quasifreies Teilchen . In der Region, in der mq > s

gilt, streben die Funktionen u(r) und v(r) jedoch sehr schnell gegen null.

3.4 . Quantisierungsverfahren und Fockzustand

Die solitonischen Lösungen, die wir in den beiden vorangegangenen Abschnitten diskutier-

ten, haben wir aus den klassischen Hamiltondichten gewonnen, indem wir die auftretenden Fel-

der als c-Funktionen und nicht als Quantenfelder betrachtet haben . Im nächsten Kapitel wollen

wir ein Projektionsverfahren vorstellen, das uns in die Lage versetzt, sowohl nukleonische Eigen-

schaften aus den erwähnten Modellen zu extrahieren als auch spuriose Schwerpunktsbewegungen

uer Doinomosung zu oerücxsicnngen . Die Anwendung dieser Projektionsmethode - simultane

Peierls-Yoccoz-Projektion auf Spin, Isospin und Impuls - setzt jedoch einen Quantenzustand der

zu projizierenden Felder voraus . Um dies zu erreichen, fordern wir, daß die Feldoperatoren den

kanonischen Quantisierungsregeln genügen, und konstruieren einen Fockzustand als Tensorprodukt

einer Slaterdeterminante für die F'ermionfelder und kohärenter Zustände für alle beteiligten Boson-

felder in der Weise, da.ß der Erwartungswert riet Hamiltonopera.tors in diesem Zustand durch die

klassische Energie gegeben ist (Mean-Field Näherung).

Die Quantisierung des Hamilton'schen Funktionals geschieht durch die Forderungen, die an

die Fermion- und Bosonfelder zu stellen sind . Diese miissen die kanonischen Kommutator- bzw.

Antikommutatorregeln für Zeitpunkte xo = yo erfiillen.

f 6-(x),Po(y) ixo= yo = ab 3 (~ - y)

[ (x), Pt' (y) ~

	

= zö ¢b b 3 (o - Y)
xo=vn

(3 .32a)

(3.320
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Abb . 3.7: Radiale Abhängigkeit des Quark-Massenterms gf,./x
Der Parametersatz ist wiederum derselbe wie in Bild 3 .5 . Deutlich sichtbar ist die
zunehmende Ausdehnung der des x-Feldes reit abnehmender Kopplungskonstante
g

{ 4rz(z), qä(y)

	

zS,,, 0b3

	

- y)
xo=yo

Die obigen Vertauschungsrelationen fiih ren. auf die üblichen Entwicklungen der Feldoperatoren.

(3 .33a)

®~

	

r,

	

/

	

t .y
Po( z) - -z~ 1I 24

(.In(x)an - .fr+.(x)an)
n ,

7r(x)" w) - - T, 	
2wn

(gn(x) b n + g
n(

x) bn)
~n

Pa(z) = -2E \/ 2 ( gn( x ) bn - gn(x ) b ~n)
~.
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(3.320

zw (fn(x )an + g (z)an)nn

(3 .33b)

(3 .33c)

(3 .33d)

'km ) _ ~ ( (:.,)Bn + l3n( , )D~ ) (3 .33e)

Die jeweiligen Summen erstrecken sich über geeignete vollständige Sätze orthonormierter Funktio-

nen und die Operatoren lassen sich als Erzeugungs-und Vernichtungsoperatoren interpretieren . Zu

jedem vollständigen Satz derartiger Funktionen kann ein Fockraum durch Anwendung der Erzeu-

gungsoperatoren auf den O---Teilchen-Zustand konstruiert werden, der jeweils durch

antQ}=o bn lO}= o Bn IO} - O DnIO)=© dn (3 .34)
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definiert ist . Dieser O--Teilchen-Zustand kann als Vakuumzustand interpretiert werden, falls er

rotations- und translationsinvariant ist, d .h. falls die Basen - fn(x), gn(x), an(x), ß(x) - den

genannten Invarianzbedingungen genügen . Ist dies nicht der Fall, so erhält man einen solchen

(invarianten) Zustand mit Hilfe einer Bogoliubov-Transformation, die die nichtinvariante Basis in

eine invariante überführt.

Bei der Konstruktion des fermionischen Anteils des Fockzustands werden die Seezustände im

weiteren nicht mit einbezogen. Dies ist im Hinblick auf die Gradientenentwicklung des bosoni-

sierten NJL-Modells sinnvoll, da die Seezustände durch die kinetische Energie der Mesonfelder

absorbiert werden, so daß die explizite Berücksichtigung des Diracsees im Gell-Mann-Levy Modell

`double counting' bedenten wiirde . Ebenso verfahren wir im colourdielektrischen Modell und be-

trachten auch hier nur den Valenzquarkanteil des fermionischen Fockzustands, obwohl eine klare

Rechtfertigung einer solchen Approximation wie im o--Modell hier nicht gegeben ist . Jedoch sind

die Quarkeigenwerte s im clourdielektrischen Modell sehr viel größer als im linearen a-Modell.

Dort liegt die Masse der Konstituentenquarks rnq = g f,r bei 400-500 Mev, während s einige zehn

Mev (für Kopplungskonstanten g ,- 5) nicht übersteigt und ab etwa g - 5 .5 sogar negativ wird.

Im colourdielektrischen Modell beobachtet man sehr viel größere Werte von e. (340-400 Mev),

die im Zentrum des Solitons (r e 0) stets größer sind als die dynamische Quarkmasse (siehe auch

Bild 3 .7) . Man darf daher wohl annehmen, daß eine Polarisation des Diracsees durch die Va-

lenzquarks unwahrscheinlich ist und die Seezustände vernachlässigt werden diirfen . Des weiteren

haben Drago82 et al . die Beiträge zur Energie, die auf den Diracsee zurückzuführen sind, in ei-

nem chiral invarianten colourdielektrischen Modell abgeschätzt, und erhalten nur eine geringfügige

Erhöhung der Energie, so daß eine Vernachlässigung dieser Beiträge gerechtfertigt scheint . Wir

behandeln also hier beide Modelle auf gleicher Grundlage und können so vergleichende Aussagen

-- im Rahmen der verwendeten Näherungen machen.

Um das Pauli-Prinzip zu erfüllen, haben wir einen antisymmetrischen Zustand der Ne - 3

Quarkfelder im Colourraum, d . h . eine Slaterdeterminante, zu konstruieren . Wir setzen also für

einen allgemeinen Valenzquarkzustand

1

	

AT,.

f d3s .01(ai)gval(x) IO )b

10

	

(3 .35)

anldl . g va j(x) ist die in Abschnitt 3 .2 eingeführte klassische Quarkwellenfunktion mit Hedgehog-

Konfi eIlrati1 V1111

	

1on .

S S

IaN°) -B~~B€ . ._•B,r

	

1~.
~

(la I$kl0)b~
L,/Tr

(

zv()(~k ;

)
1Xhh)

k

	

(3 .37)

(d)Der Index b deutet an, daß es sich bei dem Zustand ) b um den 'Vakuumzustand', genauer
0-Teilchen-Zustand, hinsichtlich einer Basis aus gebundenen Spinorzuständen handelt .

(3 .36)
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Im Allgemeinen ist der Zustand 10 ) b weder rotations- noch translationsinvariant, sondern eine

Linearkombination freier Zustände mit positiver und negativer Energie, da die Quarkfelder in

einer Basis aus gebundenen Lösungen der klassischen Diracgleichung entwickelt werden . Dies

hat zur Folge, daß die Uberläppe zwischen gedrehten und verschobenen Quarkvakua von eins

verschieden sind . Wir benutzen hier die gleiche Approximation wie in Ref . 39 und vernachlässigen

hier Abweichungen dieser Überlippe von eins.

Die Gradientenentwicklung der Wirkung des NJL--Modells führt auf die Wirkung des linearen

chiralen Sigma-Modells mit Vaienzquarks83,46 so daß Seezustände nicht weiter berücksichtigt

werden müssen . Formal entspricht dies der Forderung gi,, (z) - 0 Vn in Gl . (3 .33e) zu setzen.

Unter dieser Voraussetzung kann man nun zeigen, daß der 0-Teilchen-Zustand 10 )b invariant unter

Rotationen und Translationen ist, d . h. die Uberläppe der Quarkvakua sind identisch eins.

Die Beschreibung der Quantenzustände der Mesonfelder erfolgt durch kohärente Zustände lel .

16) = U (756)I Q ),

die mit Hilfe des unitären 4perators84

U(P,) = exp 1-2 j d 3 ~ erci(x)pc,-(x)l

	

(3 .39)

konstruiert werden können (f ) . Diese sind Eigenzustände des Vernichtungsoperators

) ~ V 2 rlnIff }

	

(3 .40)

worin

rl~

	

f

	

(x)6ci(x)

	

(3 .41)

die Entwicklungskoeffizienten der der klassischen Feldkonfiguration sind . Aus der wichtigen Eigen-

schaft

U-103,)F(6)U(i),) = F(&+ erGi)

	

(3 .42)

lassen sich die Erwartungswerte normalgeordneter Produkte der Feldoperatoren sowie der konju-

gierten Irrpulse im Zustand 1~} ableiten.

44

(3 .33)

( a- I 6- N (7i) : I ~ ) = oeN(p)

(61 : pa ( r ) - I•r) - [t

(3 .43a)

ß.43b)

( e)Die folgenden Gleichungen beziehen sich alle auf den kohärenten Zustand des o-Feldes. Die

kohärenten Zustände des X-Feldes werden völlig analog konstruiert, und die kohärenten ~-
Zustände werden gebildet, indem man über die einzelnen Isospinkomponenten von ire l(x) und

p,(x) summiert.

(f )Eine detaillierte Diskussion kohärenter Zustände findet man in Anhang B .
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Die Erwartungswerte (3 .43a) und (b) haben die gleichen Eigenschaften wie die Mean-Field Nähe-

rung (MFA), die in in den den vorhergehenden Abschnitten benutzt wurde, um die Bewegungsglei-

chungen zu erhalten . Berechnet man die Energie als Erwartungswert des Hamiltonians, so erhält

man die klassische Energie des Solitons (Gln . (3 .19) und (3.29)), die auf die Bewegungsgleichun-

gen (3 .22a-d) bzw. (3 .30a-e) führt, die in den Abschnitten 3 .2 und 3 .3 diskutiert wurden.

Die Normalordnung der Produkte der Feldoperatoren eleminiert die divergenten Beiträge zu

den Erwartungswerten, die in den Fluktuationen der kohärenten Zustände enthalten sind, d . h.

die (divergenten) Vakuumerwartungswerte werden abgezogen . Klassische Approximation (MFA)

und statische Erwartungswerte normalgeordneter Produkte der Feldoperatoren (3 .43a) und (3 .436)

sind daher identisch . Alle Quantenbeiträge zu diesen Erwartungswerten sind durch die Normal-

ordnung beseitigt . Diese hängen daher nicht weiter von den gewählten Basisfunktionen fn(z)

(und den zugehörigen Vakuumzuständen) ab, nach welchen die Feldoperatoren und ihre konjugier-

ten Momente entwickelt werden ( siehe Gln . (3 .33a) und (6)) . Die Wahl der Basis mag deshalb

unbedeutend erscheinen . Dies trifft jedoch nicht mehr zu, falls Erwartungswerte zwischen verschie-

denen kohärenten Zuständen betrachtet werden, wie sie bei Projektionsrechnungen auftreten . Die

Ausdrücke (B.27) und (B .2$) aus Anhang B hängen explizit von der gewählten Basis ab, die die

Quantenfluktuationen der kohärenten Zustände durch die Wahl des Vakuums festlegt.

Um Projektionsrechnungen ausführbar zu gestalten, werden die Feldoperatoren

3

c(x) - ( 27r) 2 J d3k

	

'a(k) +

e
-t '2(k)]

	

(3 .44a)
o

	

LLL

fr(z) - (2 I GA
\/2w,,-(k)

[e' k ''Rk) +

	

2b T (k)] (3 .446)

nach ebenen Wellen mit den Dispersionsrelationen

w Q = fmQ
+ k2

	

w,r = \/m~ + k2

	

(3 .44c)

entwickelt . Ein entscheidender Vorteil dieser Basis besteht darin, daB sie invariant unter Transla-

tionen und Rotationen ist, was zu erheblichen Vereinfachungen der Projektionsrechnungen führt.

Distorsionen dieser Moden , wie sie durch die solitonischen Felder verursacht werden können,

sind jedoch nicht berücksischtigt, so daB möglicherweise wichtige Effekte vernachlässigt sind 69 . Die

Verwendung der Eigenmoden des Solitons zur Konstruktion der kohärenten Zustände anstelle der

ebenen Wellen stellt eine vom physikalischen Standpunkt aus wünschenswerte Verbesserung des

Ansatzes (3 .44) dar . Die Realisierung eines solchen Verfahrens erfordert jedoch die Bewältigung

großer technischer Schwierigkeiten, da eine vollständige orthonormierte Basis zu konstruieren ist,

und der im Allgemeinen nicht translations- und rotationsinvariante 0-Teilchen-Zustand durch eine

Bogoliubov-Transformation in einen invarianten Vakuumzustand überführt werden muß, bevor ein

kohärenter Zustand mit Hilfe des unitären Operators (3 .39) gebildet werden kann. Eine `distorted

wave' Basis zur Entwicklung der Feldoperatoren zu verwenden, Moden und Frequenzen durch

Variation der Energie zu bestimmen, ist ein anderer Zugang zu diesem Problem 8s,86. Der mit dieser
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Basis verbundene Vakuumzustand ist jedoch ebenfalls nicht invariant, und Projektionsrechnungen

erfordern daher die Auswertung von Überlappintegralen zwischen gedrehten und verschobenen

Vakuumzuständen . Ein formales Schema für eine derartige Vorgehensweise wurde von Wilets $7

ausgearbeitet, praktische Rechnungen jedoch stoßen auf umfangreiche technische Probleme.

Eine weitere Komplikation bei der Berechnung von Erwartungswerten kohärenter Zustände

entsteht durch die ungewöhnliche 1/x-Kopplung des colourdielektrischen Feldes an die Quarkfelder

im CD-Modell . Wir folgen hier Leech und Birse4ß und nehmen an, daß der dem x-Feldoperator

entsprechende Ausdruck (3 .43a) als Definition des Erwartungswertes für : 1/x : anzusehen ist,

Gl . (3 .43a) also auch fiir negative Potenzen (1V < 0) des Feldoperators Gültigkeit hat . Eine solche

Annahme ließe sich durch Entwicklung von 1/x um den Vakuumerwartungswert und Normalord-

ners der resultierenden Reihe rechtfertigen, wäre der Vakuumerwartungswert des x-Feldes nicht

identisch null40,69 Der Ausdruck (3.43a) wird daher als definierende Gleichung für N - -1

aufgefaßt.

Fassen wir die Überlegungen dieses Abschnitts zusammen, so stellen wir fest, daß der (Hedge-

hog-) Fockzustand - wir benötigen einen Quantenzustand für die nachfolgenden Projektionsrech-

nungen - für das lineare o-Modell durch den Ausdruck

3

I lrhh ) _ H f

	

'~d)FU(pff)U(~~r)!O yB

und für das colourdielektrische Modell durch

I~hh)

	

J d3~O ta (x ) gvar( g )Io)FU(15a)U(fix)U(p,r)I o )B

	

(3
.450

a=1

gegeben ist . Die Quarkfelder sind in einer Basis aus gebundenen Lösungen der klassischen Di-

racgleichung entwickelt, die Bosonfelder nach ebenen Wellen mit der physikalischen Masse in der

Dispersionsrelation für die Energie . Für beide Zustände gilt, daß die klassische Energie

E cd = ( Ifhhl : H : i~hh )

durch den Erwartungswert des normalgeordneten Hamiltonoperators im Zustand I YChh ) gegeben

ist.

46

(3 .45x)

(3 .46)



4. Restauration verletzter Symmetrien durch

Peieris®YoccozaPr•oj ektiora

Die Korrelationen der in den Lagrangefunktionen auftretenden Felder (Teilchen) haben wir

im vorangegangenen Kapitel durch eine symmetriebrechende Mean-Field Näherung beschrieben.

Die den klassischen solitonischen Lösungen der Gleichungssysteme (3 .22a-d) und (3 .30a--e) zuge-

ordneten Fockzustände (3 .45a) und (3 .45b) sind zwar (näherungsweise) Eigenfunktionen der Ha-

miltonoperatoren (3 .3) und (3 .6), jedoch keine Eigenfunktionen der Symmetrieoperatoren S, mit

denen diese Hamiltonoperatoren kommutieren.

[H, S] 0

	

(4.1)

Solitonen, wie wir sie bisher betrachtet haben, sind klassische lokalisierte Objekte, die weder einen

definierten Spin J und Isospin T noch einen definierten Impuls q besitzen. Modellzustände, die

der Beschreibung physikalischer Baryonen dienen, sollten jedoch simultane Eigenfunktionen des

Drehimpulses, Isospins und linearen Impulses sein . Die solitonischen Lösungen brechen jedoch

insbesondere die Translations- und Rotationsinvarianz (Spin- und Isospininvarianz), denen die

Hamiltonoperatoren der betrachteten Modelle genügen.

Obwohl der Erwartungswert des Impulses aufgrund der Symmetrien des Solitons verschwindet

P : I 11r hh ) = 0 ,

	

(4 .2a)

ist der Erwartungswert des Quadrates des Impulsoperators ungleich null.

: P2 : I W hh ) T 0

	

(4 .2b)

In den Mean-Field Lösungen sind daher spuriose Schwerpunktsbewegungen vorhanden, deren kine-

tische Energie in der Gesamtenergie des Solitons enthalten ist . Derartige Schwerpunktsbewegungen

`verzerren' beispielsweise die Ladungsverteilung und äufiern sich in einer Zunahme des Ladungsra

dins .

Eine ähnliche Situation tritt für die Erwartungswerte des Drehimpulses (Isospins) auf

( W hh I : J : Rhh ) = 0,

	

(4 .3a)

der im Hedgehog-Zustand verschwindet . Da der Hedgehog jedoch kein Eigenzustand des Drehim-

pulses ist, tragen Quark- and Pionfelder zum Erwartungswert von J2 via Quantenfluktuationen

be. .

( Thhl = J2 : I whh ) 0 0

	

(4 .38)

Um nun einerseits nukleonische Observable (Ruhemasse, Ladungsradien, magnetische Momente

etc .) aus den Modellen zu extrahieren, andererseits die spuriosen Schwerpunktsbewegungen des

Solitons zu elimieren, werden im Folgenden Techniken vorgestellt, die eine simultane Projektion des
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Fock-Ansatzzustands auf Eigenräume der Symmetrieoperatoren, mit denen der Hamiltonoperator

kommutiert, erlauben . Gegenstand dieses Kapitels ist also die Konstruktion simultaner Eigenfun-

kionen des Spins, Isospins und linearen Impulses auf der Grundlage von Wellenfunktionen, die man

aus der Mean-Field Näherung erhält.

4 .1 . Simultane Projektion auf Drehimpuls und linearen lmpuls

Die Projektionstechniken, die in diesem Abschnitt erläutert werden sollen, sind ein Spezi-

alfall der Generatorkoordinaten-Methode34 . Sie basieren auf einer Diagonalisiering des Hamil-

tonoperators in einem `kollektiven ' Unterraum, der von den sogenannten erzeugendem Funkionen

]¢(Q)) aufgespannt wird, die von einem oder mehreren kontinuierlichen Parametern Q (Genera-

torkoordinaten) abhängen. Einen kontinuierlichen Satz erzeugender Funktionen erhält man durch

Anwendung der (unitären) Gruppenelemente R(SZ) der entsprechenden Symmetriegruppe auf den

symmetriebrechenden Zustand 1~ }

10(Q) } = R(Q)14 }

Die Zustände I¢(fl) } haben alle denselben Energieerwartungswert, da der Hamiltonoperator mit

R(Q) kommutiert . Die Peierls-Yoccoz-Projektionsmethode fußt nun darauf, die Zustände (4 .4) als

erzeugende Funktionen einer Generatorkoordinatenmethode zu verwenden.

I ) = f dg f(n ) 1001 ) }

	

(4 .5)

Die Variation der Energie im Innblick auf die Gewiehtsfunktion f (S -2)

s NI HIO } _ a

	

(4 .6)
bf

	

(010)

und Lösung der aus dem Variationsprinzip (4 .6) resultierenden Hill-Wheeler-Gleichung $$

f do' ( 0(0)1 H 100?) } f(Q') = E ~ dsZ' ( O( Q )1¢(0') )f(Q')

	

(4 .7)

ist äquivalent mit der Diagonalisierung von H in einem Unterraum, welcher durch 10(Q) } aufge-

spanu_i4 Wtl
- .1
ü . Der l- 1V~Gri4V1

7]rojektor D . auf ulcocu aa ~caaauuadies"" Unterraum ist

	

der. Gruppenelementenl .1.

	

aru,sau.u
n4

u unter .. ..s.

R(Sl), und wir können gemeinsame Eigenfunktionen von PoHP4, und R(n) konstruieren . Das

heißt, es existiert eine Funktion An), so daß die Energie ein Minimum annimmt und 1~ } ein

Eigenzustand des Symmetrieoperators ist, der die Transformationen R(Q) erzeugt 34 . Um eine der-

artige Funktion zu finden, entwickeln wir f {S2) nach einem vollständigen Satz von Eigenfunktionen

des Symmetrioperators S, was fiir alle abelschen Gruppen auf eine Fourierzerlegung hinausläuft.

Die räumlichen Translationen in drei Dimensionen

U(a) = exn 1-a a • Pl. , (4 .8)

deren infinitesimal Erzeugende der Impulsoperator P ist, bilden eine abelsche Gruppe . Entwickeln

wir die Gewichtsfunktionen f (a) nach ebenen Wellen, den Eigenfunktionen des Impulsoperators,

so ist gemäß GI . (4 .5)

10}=
J

d3q s(q) PqI¢5

48

(4 .4)
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3

Pq - () f d3dexp (4 .10)-= I~}t4'i

worin

der Projektionsoperator auf den Impuls 4 ist . Pg ist ein Projektor im mathematischen Sinn, d. h.

es ist

P$Pe' - PQS3 ( q ° q')

wie aus der Diracnotation für P$ sofort ersichtlich wird.

Dies ist für nichtabelsche Gruppen nicht mehr gültig, wie wir im Fall der Drehgruppe, die

wir als nächste untersuchen wollen, sehen werden . Parametrisieren wir die Drehungen durch einen

Satz von Eulerwinkeln si = (a, 0,-y), und entwickeln die Gewichtsfunktionen

2J + 1 ~ (4 .12)f(o)
=

	

9JMKDmK(o )''8x2 JMK

nach Eigenfunktionen üifK ('2s )* (` igner~

	

) des Drehoperators

R(S2) - e-a aJ:e-s /3ly e -, ryJ=
, (4 .13)

so erhalten wir den Ansatz

I+G} _ ~ 9' JMKPNIKIO)- (4 .14)
.Ilwf K

Der Operator

P~K -
2J+

l

f

d3tZ 1J~K(52)'~R(S2) ® I JAI )( JK 1 (4 .15)
87r

	

j

ist kein Projektionsoperator, vielmehr gilt:

P~,pKP~,K, _ 6JJ,bKM' PngK,

	

~PNPK~ - PKM (4 .16)

Die Integration in Gl . (4 .15) erstreckt sich iiber den gesamten P arameterraum der Drehgruppe . Es

ist also :
r

	

i2T

	

sr

	

r2~r
d d 3 S2 =

	

da { dß sin ß I d7

	

(4 .17)
ir-J

	

JU

	

JU

	

3 U

Der Zustand 10. ) kann in eine Basis bestehend aus Drehimpulseigenzuständen zerlegt werden.

10) _

	

cJm(a)IaJMa)

	

(4 .18)
JMa

Wenden wir den Operator (4 .16) auf den Zustand I~ ) an, so erhalten wir

Pli/TrKIO}_( JK I0)I JAI )_~JKI Jm )

(4 .11)

(4 .19)
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Eigenzustände des Drehimpulses mit den Quantenzahlen (J, M) . Solche Eigenzustände lassen sich

gemäß '

Ia,JM) = gJK(a ) PMKI O ) (4 .20)

K

konstruieren, worin a alle weiteren Quantenzahlen bezeichnet, die notwendig sind, um den Zu-

stand (4 .20) zu klassifizieren.

Eigenzustände des Isospins werden nun auf völlig analoge Meise konstruiert . Ist der Zustand

I¢ ) weder ein Eigenzustand des Spins noch des Isospins, so wird eine simultane Projektion not-

wendig . Analog zu Gl . (4 .1$) zerlegen wir I¢) in eine Basis (Tensorprodukt) aus Eigenzuständen

des Spins und Isospins .

kb ) = T EE E cJmTmT(a)I aJM, TMT )
a JMTMT

Ein simultaner Eigenzustand des Spins und des Isospins ist dann durch

(4 .21)

IaJM,TMT ) _ gJKTKT(a)P~KPfIrKT I 0 ) (4 .22)

KKT

gegeben . Die Koeffizienten gJKTMT sind Lösungen der Hill-Wheeler Gleichung

l( 01 : H : PK rK PK~KT 10 ) ° EJTa( OIPK'KPKTKT 10 )) gJK'TK~ (a) = 0,

	

(4 .23)

KK~,

die man durch Variation der Energie

e~

	

r»

	

e/

	

u .DJ PT

	

i~ )EK'KT [LKKT gJK'TK~ l~l gJKl'KT(~11 Al : ee K,K KT, KT

	

E{4 .24)JTcr= EK
,KTE KKT gJK'TK 12, (a )4gJKTKT(a)(~IPK (KPKrKT I 9 )

erhält.

Da jedoch der Hedgehog-Zustand ein Eigenzustand Grandspinoperators

6I 1;hh ) = (J + T) IWhh ) = 0

	

(4 .25)

mit dem Eigenwert G = 0 ist, erübrigt sich entweder die Projektion auf den Spin J oder diejenige

auf den Isospin T. Die Zerlegung (4 .21) hat daher die Gestalt(a) :

I` hh) = L L QJM,TMT6JT(5M-MTIJM,TMT) =

	

(-1)JT`: c ,I IJM,J - M)

JM TMT

	

JM

(a) Die Zerlegung des Iledgehog-Zustands folgt aus der Tatsache, daß (Ji + Ti) I Whh ) = 0 für
i = 1, 2, 3 gelten muß. Diese Bedingung erzwingt für i = 3 den Ansatz IJM, J - M),
da dieser ein Spin-Isospin-Eigenzustand sein muß . I'iir i = 1,2 kann die Bedingung durch

nJM,J-M = (-I)J+McJ erfiillt werden, da (Ji +Ti) EM (-1)J+McJ I JM, J - M ) = 0 ist.

(4 .26)
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Der resultierende projizierte (Eigen-) Zustand des Spins und Isospins hat die Quantenzahlen J = T

undM= - MT

IJM,TMT ) = (JM - 1vI) = PJMI Thh )

und nur eine der beiden Drehimpulsprojektionen muß ausgeführt werden 50,47,89 Der Operator

PJM =
2

27-	
1 f 4 3 52D i'll/iM (g)''R(D2)

	

(4 .28)

ist ein Projektor, der die Bedingungen

PJ~r = PJ,yf

	

PJM = PJNI

	

(4 .29)

erfüllt.

Da die Generatoren der Translationen, die Impulsoperatoren P, nicht mit den Generatoren

der Drehungen im Spinraum, den Drehimpulsoperatoren .T, vertauschen, können keine gemeinsa-

men Eigenzustände des Impuls- und Drehimpulsoperators durch Projektion auf die Quantenzahlen

q ¢ 0 und J erzeugt werden. Der Projektionsoperator auf den Impuls q = 0 kommutiert jedoch

mit den Drehungen, oder anders ausgedrückt : Der Projektor auf den Impuls q = 0 ist drehinvariant

(siehe auch Anhang D von R,ef . 90) . der Beweis ist einfach. Aus dem Verhalten des Vektoroperators

unter Drehungen

R-1 (S2)PtR(S2) = ~ 7Z4~~(02)Pj ,

	

(4 .30)

worin 740) die Drehmatrix im dreidimensionalen euklidischen Raum ist, folgt, daß:

(

	

1

	

Rt (02) exp {-a as • P} R(S2) = exp ~-t L PkIZkr(02)ail.

	

(4 .31)
kr

Damit erhält man für den Ausdruck

P R(S2

	

s d3a es e3•aR Ü n.q	) = (-I

2x~
J

	

( 52 ) ( (52) a~)

	

(4 .32)

nach Tranformation der Variablen

¢' = 9Z(S2)a

	

. (4 .33)

in Gl . (4 .32) das Ergbnissl

RI (02)PqR(Q) = PR(
a

)g -

Der im Hilbertraum um den Winkel S2 gedrehte Projektionsoperator auf den Impuls q ist also mit

dem Projektionsoperator auf den im euklididschen Raum um den Winkel Q gedrehten Impuls q

äquivalent . Aus Gl . (4 .34) folgt für q = 0 :

(4 .27)

(4 .34)

(Pg_0 , R(S2)] = 0

	

(4 .35)
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und weiter

=0, PMK

was zu beweisen war . Durch Projektion eines Zustandes I )
auf Spin J und Impuls q = 0 erhält

man einen simultanen Eigenzustand der Impuls- und Drehimpulsoperatoren mit den Eigenwerten

q = 0 und (J, M). Anders ausgedrückt, der Spin eines Teilchens ist nur in seinem Ruhesystem

definiert . In gleicher Weise finden wir noch

j j ci3a f(a2)U(ct),R(Q)] =0,

	

(4 .37)

da a • a = a 2 invariant unter Drehungen ist . Die Funktion f(a 2 ) ist eine beliebige analytische

Funktion von d 2 .

Fassen wir in den Gln . (4 .25), (4 .27) und (4.36) enthaltenen Aussagen zusammen, so können

wir den Modellzustand für ein Baryon, das die Quantenzahlen J = T und M., _ -MT trägt, in

seinem Ruhesystem durch simultane Projektion

IBo(q = 0) ) ~ Pq=oPaMI °Fhh ) = IJM - M, q = 0 )

	

(4 .38)

des Hedgehog-Ansatzes auf den Impuls q = 0 und den Spin (Isospin) J = T erzeugen ($) . Der

Zustand (4 .38) ist ein simultaner Eigenzustand des Impulses mit Eigenwert = 0, des Spins

J und des Isospins T = J und geht durch kombinierte Peierls-Yoccoz-Projektion des Hedgehog

läockzustands (3 .45a) bzw. (3 .450 hervor . Der Zustand (4 .38) dient im weiteren zur Beschreibung

eines Baryons in seinem Ruhesystem sowie zur Berechnung statischer Größen, wie der Ruhemasse

und der Axialvektorkopplungskonstanten gn, die als Erwartungswerte eines Zustandes mit q = 0

berechnet werden.

4.2. Projektion auf endlichen Impuls, Boostoperationen

Um elektromagnetische Eigenschaften des Nukleons, Ladungsradien und magnetische Mo-

mente, aus den Modellen zu extrahieren, benötigen wir nukleonische Zustände mit endlichem

Impuls q O. Ladungsradien wie magnetische Momente ergeben sich aus der Reihenentwicklung

der entsprechenden Formfaktoren, die man aus den Matrixelementen des Vektorstroms zwischen

Nukleonzuständen mit endlichen Irrpulsen q und q' erhält (siehe nächstes Kapitel) . Derartige

Modellzustände des Nukleons können auf verschiedenen wegen aus dem Fockzustand (3 .45a) bz-w.

(3 .455) erzeugt werden. Zwei dieser Möglichkeiten sollen in diesem Abschnitt diskutiert werden:

e Boost des auf den Impuls q = 0 projizierten Drehimpulseigenzustands, PQ=o P.IMI Thh ), aus

seinem Ruhesystem in ein System, das sich mit der Geschwindigkeit v bewegt.

Peierls-Yoccoz-Projektion des Drehimpulseigenzustands, PJIhh ), auf endlichen Impuls

q 0 0

(b)a gibt die Quantenzahlen, die den Baryon-Zustand charakterisieren, summarisch an.

= 0, (4 .36)
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Boostoperationen wurden von Betz und Goldflam 4l verwendet, um rückstoßkorrigierte Form-

faktoren aus dem Friedberg-Lee-Modell e& zu berechnen . In dieser Arbeit werden jedoch Modell-

zustände des Baryons in seinem Ruhesystem durch die Mean-Field Lösungen des Modells approxi-

miert und keine Eigenzustände des Impulsoperators konstruiert . Dariiberhinaus sind die Quanten-

fluktuationen des mesonischen Feldes nicht berücksichtigt, d . h . das Mesonfeld wird als klasssisches

Feld (c-Funktion) in die Theorie eingeführt . Diese methodischen Schwächen wurden von Lübeck

et aI . 39 ausgeräumt, die Boostoperationen auf einen impulsprojizierten = 0) Quantenzustand

anwendeten, der in ähnlicher Weise wie in Abschnitt 3 .4 beschrieben auf den Mean-Field Lösungen

des Friedberg-Lee-Modells fußt . Diese Verfahren (wie auch jenes aus Ref . 41) besitzt den Vorteil,

daß die geboosteten Zustände korrekte Lorentztransformationseigenschaften haben . Dies bedeu-

tet unter anderen, daß die Erwartungswerte des Hamiltonoperators und des Impulsoperators die

Energie-Impuls-Relation

B2(q ) = Mö + g2

	

(4 .39)

erfüllen, worin N1n die Ruhemasse ist.

Den Zustand eines Baryons mit dem Impuls

v

,V1-v
2v

finden wir demnach durch Anwendung des Boostoperators

B(v) = exp {-•-xy • K}

auf den Ruhezustand des Baryons

I N,,,(q) ) = B(v )INa(q = 0)) ~ B(v)IJMJ,T'MT, g = 0),

welcher ein Eigenzustand des Hamiltonoperators( c) und aller mit ihm kommutierenden Symme-

trieoperatoren projiziert auf den Impuls q = 0 ist . Die in GI . (4 .41) auftretenden Rapiditäten sind

durch

(4 .40)

(4 .41)

(4 .42)

a = vartar.hv (4 .43)

definiert.

Die Generatoren Ki der Boostoperationen B(v) (sowie die Generatoren Ji der Drehungen

R(O)) sind im verallgemeinerten (antisymmetrischen) Drehimpulstensor

M~ U = f a3s (TÖ}c(x)xv - ToY( x ) x i,)

zusammengefaßt

(4 .44)

Ki = Mi1i

	

und

	

Ji =
2
~
ij

ijkMjk a

	

(4 .45)

( e)Die Zustände (4 .42) sind keine exakten Eigenzustände des Vierer-Irrpulses, da sie nur nähe-
rungsweise Eigenzustände des Hamiltonoperators sind .
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worin T" der (symmetrisierte) Energie-Impulstensor (3 .1) ist . Da der Drehimpulstensor (4 .44)

eine Erhaltungsgröße ist

dMuU
_0dt

	

,

und wir im Heisenbergbild arbeiten, können wir im Ausdruck für K t = 0 setzen und erhalten:

K = { d 3 x xl-t(x)

Aus den Vertauschungsrelationen 92

[MAU r Mp6] - ~ (gUp Mu6 - gjapMv6 + gu6 Mvp - .9 11 (7 MA p)

#. Mu v , Pp] = x (gvpPih - gyapPv) ,

die zusarnmen die Lie-Algebra der Poincare-Gruppe bilden, und der Haussdorfformel

t . n~( . -_ Pp + ~

	

l
rTf

Jl ,
D 1 , x2 ~

	

yi1 yJ2
[

f
KJ2 ,

[
K.ii Pul ~

~l ~
~' ( U 1r F~ i'~' 1

	

~ ~ yi1 " ~ ul ~ ~
J1

	

3132
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(4 .46)

(4 .47)

(4 .48a)

(4 .486)

x"'

+ pf
31 •••Jn

yJ1

	

• yJri [KJ, [KJ4-1 . . . [KJ1 , P~] . . .~

J + . . . (4 .49)

findet man :

e4 w'KHe°4 y'K =H cosh y + if • P sinh y (4 .50a)

esr' K Pke --t sf .K =yk [H sinh y -d- y P (cosh y - 1)] -i- Pk

	

(4 .506)

wOrin
1

	

E(P)

	

v

	

p
cosh y =	 =

	

sinh y =	 _ -

	

(4 .50c)
- v2 Mo

	

~/1 ® v 2 M~

ist . Diese Beziehungen bringen die Tatsache zum Ausdruck, daß sich (H, P) wie ein Vierer-Vektor

unter Lorentztransformationen verhält . Da die Zustände 1 JMj , TMT , q = 0) definitionsgemäß

Eigenzustände des linearen Impulses mit a = 0 sind, erhalten wir mit

E(y) =( e' v ' KHe-` x0 'K )= Mq cosh y

	

(4 .51a)

p(y) =( et Y''K .Pe-="Y'K ) = Mo sinh y

	

(4 .516)

worin hjF = ( H ) die Ruhemasse ist , aus den Gln_ (4 .50a) und (4 :506) die korrekte Energie-Impuls-

Beziehung

E1 (3t) - P2 ( .xd) = Mö (4 .39`)

Liibeck et al . 39 haben die Rapiditäten y der geboosteten Zustände (4 .42) durch P/Mo bis zur

Ordnung P2 genähert und den Ladungsradius des Protons

3 fd3x(p =01 [[Jr(0),K3]+, K3 , lp=0)

	

(4 .52)
)n = 4M~

	

(P =0 1p=0 )
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sowie sein magnetisches Moment

1 fd3~ (p = 01[K x .3er'(0)13 - [Jr'
(0) x KJ3Ip=0 )

bestimmt . Um die Ausdriicke (4 .52) und (4 .53) auszuwerten, sind die Boostoperatoren normal-

zuordnen, um divergente Anteile der Erwartungswerte, die von Produkten der Feldoperatoren

herrühren, zu beseitigen . Eine solche Vorgehensweise ist jedoch etwas fragwürdig, da dies nicht

bedeutet, Vakuumerwartungswerte von physikalischen Größen abzuziehen ss=4o .

Aus diesem Grund und wegen der technischen Komplexität, die die volle Dynamik verursacht,

die im Ansatz (4 .42) enthalten ist, approximieren wir hier die Boostoperationen durch Peierls-

Yoccoz-Projektionen auf endlichen Impuls q # 0, d . h . wir nähern einen baryonischen Zustand

mit dem Impuls durch

INa(q)) ~ PePJMIwhh ) = pq I T .7M)

lm Ansatz (4 .54) ist die Reihenfolge der Projektionsoperatoren zu beachten, die nun nicht mehr

miteinander vertauschen( d) . Quantenzustände projiziert auf unterschiedliche endliche Impulse las-

sen sich jedoch nicht mehr durch geeignete Lorentztransformationen miteinander verbinden . Die

Ursache hierfür liegt darin, daß die Projektion auf endlichen Impuls eine nichtrelativistische Pro-

zedur ist und Zustände mit unterschiedichen endlichen Impulsen nicht die gleiche interne Struktur

besitzen, also von q abhängen . Die äußert sich auch darin, daß die Energie-Impuls-Beziehung (4 .39)

nicht mehr gültig ist.

Stattdessen erhält man

E(q ) = Mo + 2M° + ß(q4)

	

(4 .55)

für die Entwicklung der Energie in Potenzen von q2 . Der Inertialparameter M läßt sich in den

chiral invarianten Modellen_ die wir bier behandeln_ durch einen Vergleich rips nach Potenzen von

q2 entwickelten Energie

fea e'''q h(a) = '-f-‘(q)

	

(4 .56)E( q) = f
d3a et G .gn

(a ) H(q )

leicht ermitteln, falls eine Projektion auf den Drehimpuls vernachlässigt wird, also nur eine Pro-

jektion des Hedgehog-Fockzustands auf den Impuls q betrachtet wird . In diesem Fall hängen der

Energie- und der Normiiberlapp

h(a ) = ( U(- 2 ) Thh I : H : 1U(+2 )Thh ) (4 .57a)

n ( a ) = ( W hhlU(a)I W hh ) (4 .576)

( d)Die umgekehrte Reihenfolge der beiden Projektionsoperatoren führt bei der Berechnung des
Ladungsradius und des magnetischen Moments auf Resultate, die nicht sinnvoll sind.

Pp 4Mo

	

(p=OIp=O)
(4 .53)

(4 .54)
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2.0
VaP(a)

Vf7P

Quark-Meson Kooolungskonstante g [GeV]

Abb . 4 .1: Peierls-Yoccoz-Problem im colourdielektrischen Modell

Die Ruhemasse Mo = E(q = 0) (gemäß Gl. (4 .56)) und der Inertialparame-
ter M* (GI . (4 .60)) sind für zwei verschiedene Variationsverfahren -- Varia-
tion vor der Projektion (VbP) und approximative Variation nach der Projektion
(VaP(a)), die im nachfolgenden Abschnitt erliiutert wird - gegen die Quark-
Meson-Kopplungskonstante g aufgetragen . Für das VbP-Verfahren ist M* > Mo
und für das VaP(a)-Verfahren findet man M* G Mo ; im letzten Fall ist die Dif-
ferenz zwischen Mo und M* jedoch erheblich geringer als im ersten.

nur vom Betrag a = ( ai des Verschiebungsvektors ab (siehe Anhänge D und E) . Mit den Ausdrücken

~rl -- Ar(1) I
i

	

1q-u

d2

[dtdi
N( q )

l

	

_
q=0

d2

~dad3 H(
q ),

	

-
q-o

~ d^ %f (q)
l

~
=0

(4 .58a)
~ •

	

I q-v

- 3bg1 j d3aa2n(a) (4.58b)

- -Si‚ ' ~ d 3a a 2h(a) (4.58c)

erhält man

E( q) - Mo +
2 Jda o, 4 [Mon(a) - h(a)1 + otg4 )

6

	

f da a 2n(a)

worin Mo = E(q = 0) die Ruhemasse des Hedgehog-Baryons ist . Durch Vergleich mit GI . (4 .55)

ergibt sich schließlich :

f d 3a. ( Thh IU(a)IT hh )

f d3aa2(u(- 2)ThhlMo- : H : IU(+~)~P hh )

(4 .59)

(4 .60)
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Abb. 4 .2: Energie-Innpuls-Relationen im Gell-Mann-Levy-Modell

Die durchgezogene Linie bezeichnet die relativistische Energie-Impuls-Beziehung,

E(q) = .\/Mö + (1 2 . Die Relation EN), die aus der Projektion des Hamilton-

operators auf endlichen Impuls q gemäß Gl . (4 .56) resultiert, ist durch die gestri-
chelte Kurve dargestellt und E(q) gemäff Gl. (4 .59) durch die strichpunktierte
Kurve . Für den Parametersatz g 5 .0 und m B \fim ?, + 4g 2fi erhält man aus
Gl. (4 .59) M* - 1 .233 GeV und Mo - E(q - 0) s 0 .708 GeV aus Gl. (4 .56) für
die Ruhemasse des Hedgehog-Baryons (keine Drehimpulsprojektion) . Ähnliche
Resultate ergeben sich für andere Parameterscitze.

Ruhemasse Mo und Inertialmasse M* weichen bei einer Variation vor der Projektion erheblich

voneinander ab (siehe Bild 4 .1) . Diese Tatsache ist unter der Bezeichnung Peierls-Yoccoz-Problem

bekannt . Im nichtrelativistischen Grenzfall jedoch sind die Quantenzustände, die durch Variation

des Energiefunktionals nach der Projektion (VaP) erzeugt werden, invariant unter Galileitransfor-

mationen34 . Die Energie, berechnet als Erwartungswert des Ilamiltonoperators im Zustand Pql ),

erfüllt in diesem Fall die (nichtrelativistische) Energie-Impuls-Beziehung( e)

q 2

E( q) = Iwo +
2Mß .

( e)Die korrekte Masse kann man auch in einer Generatorkoordinaten-Methode erhalten . Thou-
less und Peierls 93 haben vorgeschlagen nicht nur Zustände mit unterschiedlicher räumlicher
Position kb(a) ) = exp {2 a • L'} 10 ) zu überlagern, sondern auch solche mit unterschiedlichen

Geschwindigkeiten 10(a, v) ) = exp {-x Mov - R} 1t (a) ) (R ist die 5chwerpunktskoordinate).
Die Gewichtsfunktionen f (a, v) werden durch Variation der Energie bestimmt (doppeltes Pro-
jektionsverfahren) . Die Zustände die man auf diese Weise erhält sind ebenfalls invariant unter

Galileitransformationen .

(4 .61)
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Leech und Birse 40 fanden in einer nicht chiral invarianten Version des CD-Modells, daß

M* > M, falls ein VbP-Verfahren angewendet wird . Ein Näherungsverfahren zur Variation nach

der Projektion (VaP(a)), das wir mit leichten Änderungen hier iibernehmen werden (siehe Ab-

schnitt 4 .3), führt auf M $ < M . Ein ähnliches Resultat beobachten wir auch im chiral invarianten

CD-Modell (Bild 4 .1) . Es bleibt daher zu hoffen, daß eine verbesserte VaP-Methode, wie sie

beispielsweise in Ref. 94 vorgestellt wird, zu einer Lösung des Peierls-Yoccoz-Problems beiträgt.

Bild 42 ist zu entnehmen, daß die Unterschiede, die auftreten, falls man die relativistische

Energie-Impuls-Relation, E(q) = \/Mß + q2 , mit den genäherten Beziehungen (4.56) und (4 .59)

vergleicht, bei nicht zu großen Impulsen (q < 0 .5 GeV) nur gering sind . In der Arbeit von Lübeck

et a1 . 39 sind beide Ansätze, (4 .42) und (4 .54)( f ), untersucht worden . Die Resultate für den La-

dungsradius und (insbesondere dasjenige) für das magnetische Moment des Protons differieren nur

geringfügig . Wir geben daher zur Untersuchung der chiral invarianten Modelle dem Ansatz (4 .54)

(Projektion) hier den Vorzug gegenüber dem technisch und methodisch schwierigerem Ansatz (4 .42)

(Boosting), da nur kleine Werte von q 2 in Betracht gezogen werden.

4.3 . Variation Mach Projektion

Die radialen Funktionen u(r), v(r), e(r), 0(r) und x(r), auf denen die MFA-Fockzustände

basieren, sind in Kapitel 3 durch Variation des Funktionals (3 .21), d . h . durch bösen der Differen-

tialgleichungssysteme (3 .22a-d) bzw . (3 .30a-e), bestimmt worden . Variiert wurden also dort die

nichtprojizierten Fockzustände (3 .45a) bzw. (3 .450. Physikalische Größen können nun als Erwar-

tungswerte der jeweiligen Operatoren in projizierten Fockzuständen ermittelt werden - Variation

vor Projektion (VbP).

Diese Methode jedoch verletzt das Variationsprinzip, da nicht der projizierte Zustand variiert

wird34 . Vielmehr sollte der projizierte Fockzustand als Ansatz im Variationsprinzip dienen und

die radialen Funktionen durch Optimierung der projizierten Energie, ( qhh I : H : Pq=oPJMI Thh )

unter Einschluß der Nebenbedingung (3 .20) berechnet werden - Variation nach Projektion (VaP).

Dieses VeFIanTen IunrL auf ein System gekoppelter (nichtlinearer) Integro-Differentialgleichungen,

welche mit `elementaren' numerischen Mitteln nur lösbar sind, falls die Projektion auf linearen

Impuls nicht durchgeführt wird, Schwerpunktskorrekturen also vernachlässigt werden . Im all-

gemeinen Fall simultaner Drehimpuls- und Impulsprojektion wird eine numerische Lösung eines

solchen Integro-Dii%rentialgleichungssystems extrem aufwendig und kompliziert.

Daher iibernehmen wir hier ein approximatives Verfahren, das von Leech und Birse 40 ent-

wickelt wurde, um die Ruhemasse des Nukleons und der Delta-Resonanz, berechnet als &war-

tungswerte des (auf Spin J, Isospin T = J und Impuls q = 0) projizierten Hamiltonoperators des

CD-Modells, zu optimieren - approximative Variation nach Projektion (VaP(a)) . Das VaP(a)-

Verfahren beruht auf der Variation der Amplituden der bosonischen Funktionen, die zu diesem

(f)Die Drehimpulsprojektion in diesen Ansätzen erübrigt sich bei Anwendung auf das Friedberg-

Lee-Modell natürlich, da dieses nur ein skalares, isoskalares Mesonfeld enthält.
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Zweck umskaliert werden.

cr (r ) -' A,a(r)

	

4i (r ) -> A ,0(r )

	

x(r) -' Axx(r)

Die A's sind Variationsparameter . Die Quarkfelder, u(r) und v(r), werden durch Lösen der `Mean-

Field-Diracgleichung '

(4 .62)

~ u(r) = - E + (	 g
ör

	

` Axx(r )
(AQc(r) + .far)]

v(r)
+ (Axx(r))

p
u(r)A00(r)

) P
(3.30a')

8rv(r) =
.F

r

v(r) -r- re - f A
g	

r

p
(AoC(r) + fir) u(r)-

l

	

~ xx( )~

	

~

	 9	 p

Axx(r)

	

v(r)A00(r)

ermittelt, welche die umskalierten Mesonfelder (4 .62) enthält . Die Ruheenergie des Nukleons bzw.

Deltas wird eine Funktion der Variationsparameter A,, Ao und A x und kann optimiert werden.

Der Eigenwert e der Quarks wird wie in Abschnitt 3 .2 beschrieben durch die Bedingung

Jo
1

dr r2 (u2 (r) ~- v 2 (r)
/
1 -

/

festgelegt . Die Lösung des Systems (3.30a'-3 .30b') erfolgt durch Hinzunahme der beiden nichtli-

nearen Differentialgleichungen

r

ör N(r) or
j dPP 2 ('~ 2(P)'r v2(P))

	

(4 .64a)

ä
ä =0

~

mit den Randwertbedingungen

lim N(r) - 0

	

lim N(r) - 1
r~0

	

r->oo

zur linearen Diracgleichung . Dies garantiert, daß der Code, der zur numerischen Lösung des

Differentialgleichungssystems verwendet wird, nicht die triviale Lösung der Diracgleichung wählt.

Die Randwertbedingungen (3 .31a) und (3 .31h), denen die Quarkfelder genügen müssen, können

daher beibehalten werden, und es ist nicht notwendig einen Anfangswert vorzusehen wie in Ref . 40.

Bild 4 .3 und Bild 4 .4 zeigen die radialen Quark- und Mesonfunktionen für beide Verfah-

ren, Mean-Field Näherung und VaP(a)-Methode für einen ausgewählten Parametersatz des CD-

Modells . Die Form der Quarkfelder wird durch die VaP(a)-Prozedur nur leicht verändert . Die

Felder sind gegenüber denjenigen der Mean-Field Approximation am Ursprung etwas schwächer,

besitzen jedoch eine größere Ausdehnug . lm Gegensatz zur geringfiigigen Verstärkung des colour-

dielektrischen Feldes x(r) (Bild 4 .4), werden die die Amplituden der chiralen Felder, a(r) und

~(r), durch die Optimierung der projizierten Energie erheblich angehoben . Diese Verstärkung

der chiralen Felder ist für eine deutliche Verbesserung einiger Observabler im Hinblick auf die

Übereinstimmung mit dem Experiment verantwortlich (siehe Kapitel 5) .

(3 .30b')

(4 .63)

(4 .64b)

(4 .64c)
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Abb. 4 .3: Quarkfelder für die Projektionsmethoden VbP und V¢P(a)

Die radialer. Spinorfelder, u(r) und v(r), im CD-Modell für den Parametersatz
g = 0 .059 GeV, ri = 0 .06, y = 0.04 und mx = 1 .4 GeV sind hier aufgetragen.
Die gestrichelte Kurve zeigt die bean-Field-Lösung, die in der VbP-Methode
verwendet wird, die durchgezogene Linie bezieht sich auf die VaP(a)-Methode
(Erlri'uterungen im Text).

Das hier vorgestellte Verfahren, das näherungsweise eine Variation nach der Projektion erlaubt,

beinhaltet keine unabhängige Variation der Quarkfelder wie sie von Lübeck et al . 39 durchgeführt

wurde, die die Ausdehnug der Quarkfelder wie auch das Verhältnis von gro$er und kleiner Kompo-

nente des Quarkspinors parametrisierten, garantiert jedoch ein Minimum der projizierten Energie.
Kit6gaYY d 11U~~^94 hat eine Verbesserunge

	

ltil.~.l.+dieser Vorintionsverfahren(g) vorgeschlagen, die zu einer Losung
14

des Peierls-Yoccoz-Problems (zumindest im nichtchiralen CD-Modell) beiträgt . 1n unserem Fall

jedoch . würde das Verfahren von Kitagawa zu einem kaum noch vertretbaren numerischen Auf-

wand führen, da in wir im Gegensatz, zu .R,ef. 94 eine chiral invariante Version des CD-Modells hier

betrachten.

Leech und Birse4ß haben auch die Breite des CD-Feldes, _x(r) ._-i A x(r pt)1 untersucht, jedoch

(g)Die Methode Kitagawas beruht auf der Gauss'schen Momentenentwicklung des Norm- und
Energieüberlapps bis zu Termen der Ordnung P 2 . Die Lösung der Bewegungsgleichungen, die
aus der Variation der auf diese Weise approximativ projizierten Energie resultieren, werden
in den exakten Ausdruck für die projizierte Energie wieder eingesetzt . Die höheren Terme

der Gauss'schen Momentenentwicklung finden in einer weiteren Variation, die durch einen

Parameter charakterisiert ist, Berücksichtigung . Dieses doppelte Variationsverfahren führt

auf nahezu übereinstimmende Werte der statischen und dynamischen Massen, Mo und M* .
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Abb . 4 .4 : Bosonfelder für die Projektionsmethoden VbP und VaP(a)

Gezeigt werden die radialen bosonischen Funktionen o-(r), ¢(r) und x(r) für
den gleichen Parametersatz wie in Bild 4.3 . Die Variationsparameter, die durch
die Optirnierung der projizierten Energie bestimmt werden, sind: A c, = 2.29,
A,h = 2 .02 und A X = 1 .29

festgestellt, daß der Variationsparameter für ein Minimum der projizierten Energie immer nahe

bei eins liegt (p ^- 1) . Fiolhais et al . 49 haben die Amplitude des Pion-Feldes variiert, um ein Mini-

mum der (hier nur spin- und isospin-) projizierten Energie, berechnet im Gell-Mann-Levy-Modell

im Rahmen eines verallgemeinerten liedgehog-Ansatzes, zu finden . Wiederum spielte eine von

der Mean-Field Näherung abweichende Breite des Pion-Feldes nur eine sehr geringe Rolle . Wir
variieren ~f1eP daher nur 'di e Amplituden deA mesonisc l1ei Funktionen " nuu d ni

	

mich daran Aus-
. ...LL . .w . . . : .i ...i	 i	 u.~. iiu. t.ii .+u+a

	

u ..a •ii~. .avu .~~ .saa.u

	

u uaa .h t~ wu ..a. u ..i .,a. Aus-

dehnung, urn die Zahl der Variationsparameter und damit den numerischen Aufwand (Rechenzeit)

in Grenzen zu halten, obwohl wir versuchsweise verschiedene (fixierte) Breiten der Boson-Felder

ausprobierten, was jedoch zu keinen signifikanten neuen Resultaten führte .
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In Kapitel 3 haben wir die klassischen solitonischen Lösungen des chiral invarianten colour-

dielektrischen Modells und des linearen a-Modells vorgestellt und diskutiert . Auf der Grundlage

dieser Lösungen haben wir mit Hilfe eines kanonischen Quantisierungsverfahrens MFA-Fockzu-

stände konstruiert, die jedoch die Translations- und Rotationsinvarianz der Ilamiltonoperatoren

verletzen, d . h . keine Eigenzustände der entsprechenden Symmetrieoperatoren sind . Um simul-

tane Eigenzustände aller Symmetrieoperatoren zu erzeugen, sind in Kapitel 4 Projektionsmetho-

den entwickelt worden, die die Konstruktion baryonischer Modellzustände mit definiertem Spin

und Isospin sowie die Beseitigung spurioser Schwerpunktseffekte aus den MFA-Lösungen erlau-
ben . Statische Observable des Nukleons und der A-Resonanz, wie Ruheenergie, Ladungsradien,

magnetische Momente etc ., können als Erwartungswerte der jeweiligen Operatoren im projizierten

Zustand berechnet werden . Hierin finden entweder die Mean-Field Lösungen Verwendung (VbP)

oder die Wellenfunktionen, die aus dem VaP(a)-Verfahren stammen.

Beide chiral invarianten Modelle, die wir hier untersuchen, enthalten einige Parameter . Zwei

dieser Parameter, die Pion-Masse m, P = 0.140 GeV und die Pion-Zerfallskonstante f, = 0.093 GeV,

erhalten ihre experimentellen Werte . Die beiden weiteren Parameter des Gell-Mann-Levy-Modells,

die Sigma-Masse m, und die Quark-Meson-Kopplungskonstante g, werden als freie Parameter des

Modells aufgefaßt, und die Abhängigkeit der Observablen von diesen Größen in den folgenden Ab-

schnitten ausführlich gezeigt . Im Gegensatz zum linearen ß-Modell ist im CD-Modell die Masse

des a-Feldes nur von untergeordneter Bedeutung, und wir haben ihr dort den Wert ma = 1 .2 GeV
zugeordnet . Die Masse des CD-Feldes, mx, die Größen und 7, die die Selbstwechselwirkungs-

energie des x-Feldes festlegen, und die Quark-Meson-Kopplungskonstante g sowie der Exponent n

der 1/x-Kopplung des CD-Feldes an die Quarks werden als freie Parameter des CD-Modells be-

trachtet . Es ist jedoch in einem weiten Bereich eine `Balance' der Parameter zu beobachten . Eine

Absenkung der Kopplungskonstanten g beispielsweise kann durch eine geeignete Anhebung von 7,

d . h . durch eine Verschiebung des lokalen Minimums von U(x), kompensiert werden und fiihrt auf

ähnliche Wellenfunktionen fiir Quarks und Mesonen, vorausgesetzt die anderen Parameter bleiben

ungeändert . Es ist daher möglich verschiedene Parametersätze zu finden, die alle zu vergleich-

barem Ergebnissen fiir die Observablen führen 76,9sund darüberhinaus gute Übereinstimmung mit

den experimentellen Daten zu erzielen . Wir beschränken unsere Untersuchung des CD-Modells

uallGl dm wesentlichen äuf einett t'arameLersatZ . i/eT Exponent der lax-KOppiling ernaiy den Wert

p = I. Die Masse des x-Feldes legen wiz mit mx = 1 .4 GeV fest, ein Wert, den auch Gittereich-

Rechnungen nahelegen96,97 . Schießlich benutzen wir noch r) = 0 .06 und 7 = 0 .04 und untersuchen

die Abhängigkeit der Observablen von der Quark-Meson-Kopplungskonstanten g.

Nachdem wir kurz auf das Normiiberlappintegral eingehen, wenden wir uns der Berechnung

der Ruhemassen des Nukleons und der A-Resonanz zu . In Abschnitt 5 .2 gehen wir auf die elektro-

magnetischen Eigenschaften des Nukleons, Ladungsradien und magnetische Momente von Proton

und Neutron, und in Abschnitt 5 .3 auf die axialen Eigenschaften (Axialvektorkopplungskonstante
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gA) ein . Virialtheoreme bieten die Möglichkeit die Qualität der verwendeten Näherungsverfahren

(Variationsmethoden) zu testen und festzustellen wie gut ein Eigenzustand von H approximiert

wird . Die Berechnung der Nukleon-Pion-Nukleon-Kopplungskonstanten g .-NN aus dem Quell- wie

dem Feldterm führt auf ein solches Virialtheorem . Thema des Abschnitts 5 .5 ist die isoskalare

axiale Kopplungskonstante gÄ und der Zusammenhang mit der Spinstrukturfunktion des Protons.

In den letzten beiden Abschnitten dieses Kapitels befassen wir uns mit der hadronischen Massen-

aufspaltung zwischen Proton und Neutron und dem Pion-Nukleon-Sigma-Term.

Der Uberlapp zwischen gedrehten und verschobenen Zuständen kann als Produkt von Faktoren

geschrieben werden, die jeweils nur Quark-, r-, a- und X-Funktionen enthalten . Der Ansatz (4 .33)

fiir ein Baryon im Ruhesystem führt mit Gl . (4 .11) auf

(J= T,M=J,g=OJJ=T,M=J,q=O) =a3 (0 )NJ-T(q=0 )

	

(5 . 1)

für den Uberlapp . Da uns hier nur die Berechnung von Erwartungswerten interessiert ist der

relevante Teil des liNor

	

yer1app1114G~'jl~`	 S durch1111bu

NJ=T(q = 0) = f d3a J d31ZDTT(Q) * ( ThhIU(a) R(ft)IT hh, )

= d3af d3nDTT( O) * Lnq ( a ) Nq(Q )]
3

[n,(a)NTr(Q, a) n,(a)nx(a) (5 .2)

gegeben, worin eine Drehung im Isospinraurn betrachtet wurde. Die Uberlappfunktionen nq(a),

Nq (0), n6 (a), n,r(a) und JÜ„(S2, a) sind in Anhang D aufgeführt . Da das Gell-Mann-Levy-Modell

natürlich kein CD-Feld enthält, ist in Gl . (5 .2) nx(a) - 1 zu setzen, um den entsprechenden

Ausdruck für dieses Modell zu erhalten . Den Ausdriicken(D.29), (D.30a-k), (M.1) und (M.24)

entnimmt man die Normiiberlappintegrale für das Nukleon und die A-Resonanz.

NJ-T=
2

(q = 0) = 2r J ~ da a 2 n(a) f
11

ds ezz (II(z) +12(z)) (5 .3a)

NJ=T-2 (q = 0)
f°°

= 27r j da a2 n(a)

	

ds z ~ 1 1 (z) -}- 412(z) + -- 313 (z) ]
/

(5 .3ö)
o j ~

worin . n(a) = nq(a)n, .(a)ne(a)nx(a) und 11,(z) die modifizierten Besselfunktionen 98,89 sind.

5.i . Ruhemasse des Nukleons und der A-Resonanz

Die Ruheenergien des Nukleons und des A sind durch die Erwartungswerte des normalge-

ordneten Hamiltonoperators im simultan auf Spin J = 2 (bzw. J = 2 ), Isospin T = J und

linearen Impuls q = 0 projizierten Hedgehog-Zustand gegeben . Benutzt man die Invarianz des

Hamiltonoperators unter Drehungen und Translationen, so findet man

( : H : Pq=OPJJ1 111 hh )
EJ-T(q = 0) = MJ=T =

	

(5 .4)
NJ=T(q - O )

Die Hamiltonoperatoren der beiden Modelle bestehen aus verschiedenen Anteilen ( Gln . (3 .5a--e),

(3 .6) und (3 .7a-c) in Abschnitt 3 .1), für die wir die Erwartungswerte in den projizierten Zuständen
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zu berechnen haben . Der Quarkanteil Hq, der die kinetische Energie der Quarks und die Quark-

Meson-Wechselwirkungsenergie umfaßt, ist durch

(Thhi: Hq : Pq=0PJJI'1'hh ) _ 3s
NJ=T ( r$ = 0 )

gegeben, vorausgesetzt der Spinor q(r) ist eine Lösung der Diracgleichung (Gl . (3 .22a-d) oder

(3.30a---e)) mit den Feldern rr(r) und 0(r) bzw . or(r), 0(r) und X(r) . Die Berechnung der Erwar-

tungswerte des Mexican-Hat-Potentials und der kinetischen Energie der Mesonfelder sowie auch

der Quarkfelder im projizierten Zustand (4 .30) wird in Anhang E gezeigt . Das Ergebnis für

den Erwartungswert der Selbstwechselwirkung des CD-Feldes wird dort nicht explizit aufgeführt.

Dessen Berechnung verläuft jedoch völlig analog zu derjenigen, die wir bei Termen der Art 6'

(Selbstwechselwirkungstermen des skalaren isoskalaren ß-Feldes) auszuführen haben.

Ein wichtiger Aspekt des Projektionsforrnalisrnus ist es, daß sich seine Resultate mit Hilfe

einfacher Summenregeln überprüfen lassen. Für den Erwartungswert eines skalaren isoskalaren

Operators S im Mean-Field-Hedgehog-Zustand

SMF
= (*hill =S: I W hh )

Rhhl ilfhh)

erhalten wir mit der Zerlegung (4 .26) ( ° )

SmF, -
	 	 IcJ12 	 ( hhl : S : PJMIThh )

JM (ThhlThh )

	

( IfhhIPJMI lrhh )

und reit

cJ = ( W hh I PJJI ll°hh )

sowie der Beobachtung, daß das Matrixelement (Thh l : S : PJM If hh) _ ( 11'hh l : S : PJJ l Thh )

unabhängig von M ist,

.

	

( W h

	

I :S :P

V

r ~I~ h	) (5 .9)1}

	

1J

	

(2J
E

	

(Ilhhl : S : l W hh )

	

-

Ist S der Einheitsoperator (S

	

1), so folgt aus Gl . (5 .9) die Summenregel für die Norm .

(5 .10)1) (°hhI PJJIWhh )
7)j

	

1~

	

= ~ (2J -~r

	

=

J

	

J

	

( Thh l D hh )

PJ ist die Wahrscheinlichkeit einen Zustand mit Spin J und Isospin T = J im Hedgehog-Zustand

zu finden . Hat man S - H, so ergibt sich die Summenregel für die Energie.

E EJ = E (2J + 1) ( ThhI: H : PJJRhh ) -
1

	

(5 .11)

( a )Wir verwende; hier norrnierte Eigenzustände des Spin- und Isospinoperators I JM - M ) _

PJMIWhh )/( l'hhl PJJI Vhh ) 1l2 -

J

	

J

	

( q'hhl : H : I Thh )
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Die Gln . (5 .9-5 .11) lassen sich leicht auf den allgemeineren Fall einer simultanen Projektion auf

Spin, Isospin und linearen Impuls q = 0 übertragen.

E

	

=	 (2J + 1)
(hhIP77Pq=oI°hh) _ 1

	

(5 .10')PJq=o
J

	

( Iljhh l Pq=O W hh )

E £J,q .o -

	

(2J + 1) f~'hh I 	 : H : Pjj Pq=OIThh) - 1

	

(5 .11')

J

	

( hhl : H : Pq-oThh )

In Tab . 5 .1 sind die Wahrscheinlichkeiten

	

PJ,q _o sowie £j und £J,q-o für Zustände J =

T < 7/2 . aufgelistet.

Tab. 5 .1 : Summenregeln fir Norm und Energie im Gell-Mann-Levy-Modell

Fir den Parametersatz g = 4.5 und m Q = 1.0 GeV sind die Wahrscheinlichkeiten P j ,

P.7,q=o sowie E~ und £J,q,o (siehe Teat) angegeben.

Bemerkenwert ist, daß die Summen im Fall der kombinierten Projektion auf Spin, Isospin

und Impuls = 0 (Gln . (5 .10 ' ) und (5 .11')) signifikant schneller konvergieren als dies bei reiner

Drehimpulsprojektion der Fall ist . Die Wahrscheinlichkeit einen Nukleon- oder A-Zustand im
HedgCh1iV~' .. _1	 ad z ,

GÜ finden wird also durch die Impulsprojektion angehoben, diejenige eineniACIS~'og-1'
L+

VI:öG LLb ~Ef11U

	

!lliucti v̀ r'11u also uui, .ii ~i~ .++lsprovj ...c~~av..

	

d--,, ..--- p 	

Zustand mit höherem Spin und Isospin J = T zu finden entsprechend abgesenkt.

Die Ruheenergien des Nukleons und der A-Resonanz sind die beiden einzigen Größen im

linearen a-Modell, die signifikant durch die Projektion auf den Impuls q = 0 beinfiußt werden (siehe

Bild 5 .1) . ]Eine einfache Drehimpulsprojektion (JT-Projektion) führt auf eine Nullpunktsenergie, d.

h . riUbGttnuAi' .' .".kuü~'y ucl 1~ unlwiac.` der

	

kl

	

u°u~" Mean..

	

~- b ----Field-Energ ie , von etwa 200 Mev49,79,4 7eo mnencrgi% im Vergleich

Aufgrund des skalaren isoskalaren Charakters des a-Feldes, trägt der Anteil des Hamiltonoperators,

der das freie o--Feld beschreibt,

9l~ = 2 (8'
ad°a + mBa2

)

nicht zur Korrelationsenergie bei . Der Erwartungswert von Ida im JT-projizierten Zustand ist

also der gleiche wie im Mean-Field-F'ockzustand . Wird jedoch eine JTq-Projektion ausgeführt,

also Schwerpunktskorrekturen für diesen Term berücksichtigt, so treten Korrelationsenergien von

J = T

	

Pj

	

£j

1/2

	

0 .326

	

70.286

3/2

	

°

	

0 .468

	

0 .449

0 .170

	

0 .206

0 .032

	

0 .042

0 .996

	

0 .991

	

0 .377

	

0 .328

	

0 .483

	

0 .468

	

0 .122

	

0 .169

	

0 .017

	

0 .032

0 .999

(5 .12)
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ca . 500 Mev auf (siehe Tab. 5 .2) . Während die Energieabsenkungen der übrigen Terme (Eq, En,

Egm und ENG,) des Hamiltonoperators durchaus nicht vernachlässigbar sind, sich jedoch teilweise

gegenseitig wieder aufheben (negative Vorzeichen der Terme Eqm und ENL), ist die Absenkung

der Energie des freien a-Feldes, die durch die Impulsprojektion bewirkt wird, besonders signifikant.

Dies ist die wesentliche Ursache dafiir, daß die Energie des Nukleons durch alle drei Projektionen

insgesamt um etwa 400-500 MeV abgesenkt wird.

Quark-Meson KopolungsKonstante g

Abb. 5.1: Ruhemasse des Nukleons und der A-Resonanz im a-Modell

Die gestrichelten Kurven beziehen sich auf Grölen, die aus einer reinen Dreh-
impuls-(JT-) Projektion hervorgehen, während durchgezogene Kurven auf Grö-
ßen verweisen, die simultan einer zusätzlichen Impuls-(JTq-) Projektion unter-
worfen wurden. LLG ILVW(LI LJIf Gf Ll.1LLGLGlL 1-Pfeile L̀/e'!'L7Z7L1LG'!L lr u7iLLLfL(bG 7ILLL glei-
chem Spin und Isospin und ihre Lärige entspricht der spuriosen Schwerpunkts-
energie . Die T-Doppelpfeile zeigen die N -A-Aufspaltung für ma = 1.0 GeV.

Tim die experimentelle Masse des Nukleons MN = 0.938 GeV zu reproduzieren, ist es notwen-

dig, die Masse des o--Feldes nicht zu groß zu wählen (siehe Bild 5 .2), und die Quark-Meson-Kopp-

lungskonstante nahe bei gkrit zu belassen

Der in Tab . 5 .3 aufgeführte Parametersatz ma = 0 .6 GeV und g = 4 .1 stellt eine optimale

Wahl dar, falls die JTq = 0-projizierte Energie des Nukleonmodel_l-Zustandes an die experimen-

telle Energie angepaßt werden soll . Im fall der JT-Projektion ist dies der Parametersatz g = 5 .0

und ma = 1 .2 GeV. Die Abhängigkeit anderer Observabler von den Parametern g und ma ist

deutlich schwächer ausgeprägt, wie wir in den folgenden Abschnitten noch sehen werden . Die

N-A-Aufspaltung, die fiir eine reine Drehimpulsprojektion allenfalls die Hälfte ihres experimentel-

len Wertes erreicht, ist ebenfalls stark vom gewählten Parametersatz abhängig und schrumpft im
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Tab. 5 .2: Zusammensetzung der N-und A-Energie im a-Modell

Die aufgelisteten Energien Eq, Ea, Er, Ea und ENT, sind die Erwartungswerte des
gemäß GI. (3 .3) zerlegten Harniltonoperators des Gell-Mann-Levy-Modells fir den Para-
metersatz g = 4.5 und ma = 1 .0 GeV.

Projektion

	

J,
,~,

~

E N [GeV]

	

0 .980

Ep - E N [GeV]

	

0 .118

J,Tsq =0 I

	

J,T

	

~ J > fi ,~ =0 1
	0 .655

	

1 .014

	

0 .525 Ö 38
	0 .085

	

0 .110

	

0 .087

Tab. 5.3: Energie des Nukleons und N-A-Aufspaltung im linearen a-Modell

Fall der JTq = 0-Projektion auf 1/3-1/4 der experimentellen Aufspaltung . Es scheint als ob der

Beitrag des 7r-Feldes in den betrachteten chiralen Modellen allein nicht ausreicht den experimen-

tellen Wert der N-A-Aufspaltung zu erkliren lbl . Weitere, hier nicht beriicksichtigte Effekte, wie

Gluon-Korrekturen s3,59 oder die Ankopplung von Vektormesonen 5 " können diese Situation jedoch

verbessern.

(b)lm Gegensatz zu den Peierls-Yoccoz-Projektionstechniken führt das semiklassische Quanti-
sierungsverfahren (Cranking-Modell) auf wesentlich graere Werte der A-N-Auf'spaltung 53,51

EA - EN ~ 200 - 250 Mev. Th. Meiflner 83 hat ein effektives chirales Modell mit Diracsee
(Nambu-Jona-Lasinio-Modell) ebenfalls mit Hilfe des Cranking-Modells untersucht, jedoch
keine 5chwerpunktskorrekturen beriicksichtigt . Die experimentelle A-N-Aufspaltung anzu-
passen stellt dort keine Schwierigkeit dar .
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Tab. 5 .2 entnehmen wir, daß die relative Absenkung der Energie des rr-Feldes, E T , durch die

Impulsprojektion zwar gr6Ber als diejenige des ß-Feldes, aber aufgrund der wesentlich geringeren

Masse des u--Feldes absolut nicht sehr bedeutsam ist . Stern und C16ment 33 vertreten die Ansicht,

daß die Fluktuationen des a-Feldes durch kohärente Zustände nicht gut beschrieben werden und

behandeln das a-Feld deshalb als klassisches Feld (keine Quantenfluktuationen).

Sigma-Masse [GeV]

Abb. 5 .2: Energie des Nukleons versus rn, irrt Gell-Mann-Levy-Modell

Die JT-projizierte Energie des Nukleons hdngt nur wenig von der Masse des o.
-Feldes ab (punktierte Kurve. Im Gegensatz dazu weist die Ruhenergie des Nu-

kleons, die man aus der JTq = 0-Projektion erhält, eine grofle Abhängigkeit von
mo auf (durchgezogene Kurve. Die Nullpunktsenergie wächst ?nit zunehmender

Asse das o--F ldes stark an . Wird jedoch das a- Feld ein TImpulsprojektion
unterworfen, so ergeben sich sehr viel geringere Nullpunktsenergien (gestrichelte
Kurve . Die Quark-Meson-Kopplungskonstante ist liier g = 4 .5.

Folgen wir diesem Vorschlag und führen keine Impulsprojektion des o--Feldes aus, so entfallen

die großen Nullpunktsenergien, die aus der Projektion des Terms (5 .12) resultieren (siehe Tab . 5 .4),

und die Korrelationsenergien sind entsprechend kleiner (c)

(`)Die Ausdriicke für die projizierte Energie und die aus dem Quellterm berechnete projizierte
Nukleon-Pion-Nukleon-Kopplungskonstante g,s ivN , die sich ergeben, falls eine Projektion des
o--Feldes vernachlässigt wird, erhält man aus den entsprechenden Ausdrücken in Anhang E
und Anhang J, indem man in diese Cf(rt ) = a(r) und n6 (a) E. 1 einsetzt . Die Ergebnisse für
Ladungsradien, magnetische Momente etc . aber auch für die Axialvektorkopplungskonstante
- dort tritt der o--Feldoperator explizit auf - sind formal die gleichen, mit Ausnahme der
Tatsache, daß der Normüberlapp für das a-Feld entfällt, d . h . wie oben nu(a) = 1 gilt .



70

	

5 . Statische Observable in chiralen Valenzquarkmodellen

1 .5

Quark-Meson Kopplungskonstante g

Abb. 5 .3 : Effekte der Projektion des o--Feldes im Gell-Mann-Levy-Modell

Die Zuordnung der Kurven ist hier dieselbe wie in Bild 5 .2 . Die Absenkung der
Energie des Nukleons durch die Impulsprojektion zwar bereits in Bild 5 .1 aufge-
tragen. Werden Sch.werpunktskorrekturen für das ß-Feld nicht vorgenommen, so
resultiert dies in erheblich höheren Werten der Ruheenergie' des Nukleons . Die
Masse des o. -Feldes beträgt hier m, = 1 .0 GeV.

Tab. 5.4: Ruheenenergie des Nukleons und A-N-Aufspaltung im o--Modell ohne Projek-
tion des cr-Feldes fir verschiedene Parametersäize

Die Masse des Nukleons dem experimentellen Wert anzupassen fällt nun natürlich sehr leicht,

und es ist nicht mehrnotwendig eine Quark-Meson-Kopplungskonstante zu wählen, die nahe am

kritischen Wert gkrit liegt . Dies ist im Hinblick auf die Tatsache, daß die Energien in einem

>
0

t7
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VbP-Verfahren berechnet wurden, interessant, da ein realistischeres VaP-Verfahren eine weitere

Energieabsenkung vermuten läßt, und die Masse des Nukleons dann dem experimentellen Wert

kaum mehr angepaßt werden kann . Die anderen Observablen des Nukleons werden durch die

Vernachlässigung der Schwerpunktskorrekturen für das o--Feld kaum beinflußt . Der Nachteil die-

ser Miethode besteht darin, daß die spurlosen Schwerpunktseffekte, die in der Mlean-Field-Lösung

des cr-Feldes vorhanden sind, nun nicht beseitigt werden . Um auch diese Effekte zu berücksich-

tigen, ohne die Größe der Nullpunktsenergie drastisch zu überschätzen, wie dies durch die hier

verwendeten Approximationen möglicherweise geschieht, schlagen Stern und CIement 53 vor, die

Quantenfluktuationen des c-Feldes in einer Random-Phase-Approximation s° zu behandeln.

Banerjee und Ren 99 fanden, daß der Erwartungswert des Quadrates des Impulsoperators,

( Pa ), drastisch reduziert wird, falls eine (One-Loop-) distordierte Basis anstatt der Basis aus ebe-

nen Wellen zur Beschreibung der Quantenfluktuationen des o--Feldes verwendet wird . Dies könnte

bedeuten, daß die Energieabsenkung, die durch die Impulsprojektion verursacht wird, erheblich

geringer ausfällt, falls eine bessere Basis für das o--Feld gewählt wird.

Bisher haben wir die Meson-Feldo peratoren in einer translations- und rotationsinvarianten Ba-

sis aus ebenen Wellen entwickelt und diese zur Formulierung kohärenter Zustände benutzt . Erwar-

tungswerte der Feldoperatoren zwischen gleichen kohärenten Zuständen, (~J 6 -n(x) - an(x),

sind unabhängig von der Wahl der Basis, da alle divergenten Beiträge zum Erwartungswert, die

durch die Quantenfluktuationen der kohärenten Zustände verursacht werden, durch die Normal-

ordnung der Feldoperatoren beseitigt werden . Uberlappintegrale, wie z . B . (aIU(w) c), hängen

jedoch explizit von der gewählten Basis ab, und wir wollen irn Folgenden den Grad an Willkür

untersuchen, der durch die Wahl einer speziellen Basis entsteht . Von einem technischen Stand-

punkt aus betrachtet ist die Basis aus ebenen Wellen zu bevorzugen, da der Überlapp zwischen

gedrehten und verschobenen Vakuumzuständen identisch eins ist . Von: physikalischen Standpunkt

jedoch ist die Basis ; die von den Eigenmoden des Solitons gebildet wird, hervorgehoben, da sie den

lokalisierten Charakter des Solitons wiederspiegelt und als ein erster Schritt zu Loop-Korrekturen

aufgefaßt werden kann. Projektionsrechnungen in einer solchen Basis führen jedoch auf erhebli-

che technische Probleme und sind bisher niemals praktisch ausgeführt worden . Um dennoch ein

Gefühl für die zu erwartenden Effekte zu entwickeln, benutzen wir zu Vergleichsmöglichkeiten eine

Basis, die sehr viel einfacher (harmonischer Oszillator) zu handhaben ist, aber nichtsdestoweniger

die endliche Ausdehnung des Systems wiederspiegelt . Auch auf der Grundlage dieser Basis sollen

keine Projektionsrechnungen durchgefiihrt werden, sondern wir entwickeln die mesonischen Feld-

operatoren in dieser Basis, konstruieren kohärente Zustände und berechnen die Erwartungswerte

des Quadrates des Impulsoperators, ( hh : .P,2 : l Whh ), in beiden Basen, um diese miteinander

zu vergleichen.

Die Quantenzustände eines freien Teilchens, Lösungen der freien Mein-Gordon-Gleichung

[-®2 -F 771
2

]
0(x) = 0,

beschreiben die Wechselwirkung des quantisierten mesonischen Feldes mit dem Baryon nicht . Um

eine solche Wechselwirkung zu simulieren, die Bewegung eines Mesons in einem lokalisierten Feld,

(5 .13)
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modifizieren wir die Klein-Gordon-Gleichung.

I -v2
+ m2 -i- V(r)1 1

G(
x

) = E20(z
)

Die Lösungen der G1 . (5 .14) bilden ein vollständiges Orthonormalsystem und wir entwickeln die

Meson-Feldoperatoren und deren konjugierte Impulse

?r(x) ~	
1E7

. (fn(x)an + ffn(x)aT)

	

(5 .15a)

PQ(x) _ -- 2 ~, 2n Vn(z )an - .In(x)aI)

	

(5 .158)
n

1 (Mx».
+ n(x)e)

	

(5 .15c)

n

	

2
T

(g,,(s)-gn ° 9vi,(x)br)

	

( 5 .15d)

in diesem Fundamentalsystem. Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren erfiillen die kano-

nischen Vertauschungsregeln und der 0-Teilchen-Zustand in dieser Basis ist wie iiblich definiert:

anl0) = 8n ~0} = O. Kohärente Hedgehog-Zustände können nun, wie in Anhang B beschrieben,

konstruiert werden . Die Erwartungswerte (
Thh~ ='m = ( Thh ),

worin

(5 .14)

~(x) _

Px( o) = -

~a = 2
f

d3x [pe(x)®&(x) + ®&(x)P,(x)) (5 .16a)

P _ I f
ex [p7r(ge) ®fr(x) + v#(x)

Pes( )]

	

(5 .166)

ist, lassen sich berechnen, sobald eine Basis spezifiziert ist (siehe Anhang F).

Die Entwicklung dieser . Erwartungswerte erfordert einen vollständigen orthonormierten Satz

Läsungen (deren Anzahl unendlich ist) der Klein-Gordon-Gleichung (5 .14) . Aus diesem Grund ist

es wünschenswert eine analytische Lösung zu haben, um den Rechenaufwand zu begrenzen . Wir

verwenden daher inGl . (5 .14) für V(r) das Potential des harmonischen Oszillators

V (r ) = a 4 r2 (5 .17)

mit a _ ~. Die Klein-Gordon-Gleichung

[-®2 -¢- m2 w 2r2
]

0(x) _ (E 2 - m 2 ) 0(z) (5 .18)

Mt sich trait der Variablentransformation (p _ -x V)

(5.19a)x'i = axi =

	

r.\/7?.w xi

r

	

Pi

	

Pi
= - _ (5 .19b)Pi

	

,rru,)

E 2 - m 2

	

E2 - rn2
E' _ (5 .19c)

2a2	2mw
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auf die Form

(5.20)

bringen. Die Lösungen lpo dieser Gleichung, den

/

en Energieeigenwerte durch

(5 .20d)E' =2n+1-+-2

gegeben sind, sind :

0(x ) = Rnl(r)Ylm(g) (5 .20e)

mit

~
Rai = Nnl

	

(-1)4
(n)

	

(21+ 1)[!

	

-? a 2 r 2
~

	

(ar)
2{c+1 e ~ (5 .20f)

worin

u-o

	

l-t

	

(21+ 2p + 1)ii

N2 - a3 21-n+2 (21+ 2n + 1)11
nl

	

f

	

n!

	

[(21+
1)tf]2

	

(5 .20g)

eine Normierungskonstante ist . Die Lösungen sind orthonormiert, d . h . es gilt insbesondere:

dTT2Rn1(r)Rn'1'( r )	s nn r8 ll ,fo
oo

Damit die mesonischen Felder eine ähnliche Ausdehnung durch die Lösung der Klein-Gordon-

Gleichung (5 .20) erhalten, wie sie durch die selbstkonsistente Mean-Field-Lösung zugrunde gelegt

wird, passen wir den Parameter w des harmonischen Oszillatorpotentials so an, daß V(T) mit der

radialen Form der mesonischen Funktion B(T) im Bereich 0 _< r _< rin f übereinstimmt, worin rinf

der Wendepunkt der Funktion a(T) ist . Das heißt, wir haben das Minimum des Ausdrucks

frias
S(w) - f

	

dr (e(T) - I/,,(T))2

	

(5 .22)

in Abhängigkeit von w zu bestimmen . Für die Parameterbereiche 4 .0 < a < 6 .0 und 0 .6 < ma. < 2 .0

GeV findet man Werte des Potentialparameters w zwischen 160 und 200 MeV.

Die Erwartungswerte ( : PQ :) und ( : :) können nun unter Beachtung der Hedgehog-

Struktur der Meson-Felder berechnet werden, wobei verschiedene Funktionen ,bn und Dispersions-
relationen En entsprechend den unterschiedlichen massen, m, und 7n,, Verwendung finden . In

einer Basis aus ebenen Wellen erhalten wir fiir die Erwartungswerte:

: ~r : f T4l ~h ) _
Jo ~

dPP4wc (' 1 ~ ~ 1T '~T('~T)~(?-)l G

	

(5,23w)

oo

	

oo

	

2

( Thh~ :

	

: l whh) _

	

dPP4w,r(p)
o

dr 3r(Pr )sb ( r )

Die. Erwartungswerte, berechnet in einer Basis aus Oszillatorfunktionen, finden sich in Anhang F.

Die Ergebnisse sind in Tab . 5 .5 und Bild 5 .4 zusammengefaßt . Obwohl die Normalordnung der

Feldoperatoren bezüglich unterschiedlicher Vakua erfolgt, weichen die Ergebnisse für die beiden -

(5 .21)

' (5 .23b)
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Quark-Meson-Kopplungskonstante g

Abb . 5 .4: Schwerpunkiskorrekturen zur Mean-Field-Energie für verschiedene
Basissysteme im linearen o--Modell

Die durchgezogene Linie gibt die auf den Impuls q = 0 projizierte Energie des
Hedgehog-Baryons (keine Drehimpulsprojektion) an . Schwerpunktskorrekturen
zur Mean-Field-Energie des Hedgehog-Zustands sind gernfl Gl. (5 .24) für eine
Basis aus ebenen Weilen (langgestrichelte Kurve) und für eine Basis aus Oszil-
latorioellenfunktionen (kurzgestrichelte Kurve) aufgetragen.

Basissysteme nur geringfügig voneinander ab (siehe Tab . 5 .5) . Daräberhinaus haben wir den

Erwartungswert des quadrierten Impulsoperators der Quarkfelder

(thh( : :hh ) = 3 f d3x ®gt (x) - ®q(x) , (5.23c)

dessen Wert reit den addierten Werten der Mesonfelder vergleichbar ist, berechnet und eine Ab-

schätzungder Korrekturen für die Hedgehog-Energie gemäß

E

	

( T hh I :

	

-t- PQ	 + Pi: ~hh )
M

_

	

(5 .24)M
_

	

2EMF

vorgenommen (siehe Bild 5 .4) . Diese Korrekturen sind mit denjenigen zu vergleichen, die von einer

(rainen) -Imp lsprojektion des Hedgehoa-Zustands herrühren . Die Korrekturen, die aus der Ver-

wendung unterschiedlicher Basissysteme resultieren, stimmen in einem weiten Bereich der Kopp-

lungskonstante g nahezu überein, aber diese Korrekturen sind im Vergleich zu denen, die sich aus

einer Impulsprojektion ergeben, für Kopplungskonstanten g > 4 .5 viel zu groß . Da beide Basissätze

für die obigen Größen zu sehr ähnlichen Ergebnissen führen, darf man hoffen, daß die Projekti-

onsrechnungen, die . auf einem : Basissystem ebener Weilen fußen, eine zuverlässig Approximation

sind . .
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Parameter g _ 4.5

	

mo - 1 .2 GeV

Basen - ebene Wellen Oszillatorbasis

(PQ ) 2 [GeV] * 0 .817 0 .817

(PQ ) 2 [GeV] ~

	

0 .636 0 .673

(Ph z [GeV 0 .540 0 .547

EmF [GeV] 1 .278 1 .278

M [GeV] 0 .744 0 .721

Ehh (q = 0) [GeV] 0.756

~ (

	

)1- [GeV] *
	 s

(PQ ) 2 [GeV]

(Phi [GeV]

0 .724

0 .464

0.407

0.724

0 .503

0 .417

1 .206

0.812

Tab . 5.5 : Erwartungswerte des Quadrates des Impuloperatoren

Zusätzlich zu den Erwartungswerten der quadrierten Impulsoperatoren, die mittels kohä-
renter Zustdnde berechnet wurden, die a uf einem ? F̀undamentalsystem ats ebenen Wellen
oder Oszillatorfunktionen basieren, sind die korrigierte Masse des Hedgehog-Baryons und
die impulprojizierte Hedgehogenergie aufgelistet . Der Erwartungswert des quadrierten
Impulsoperators der Quarkfelder (gekennzeichnet mit dem Symbol ') ist in einer Basis
aus gebundenen Spinorwellenfanktionen (Lösungen der Diracgleichung) berechnet.

Wie im linearen o--Modell ist im chiralen colourdielektrischen Modell die Ruheenergie diejenige

Größe, die am stärksten durch die Projektion auf den Impuls g = 0 beinflußt wird . Betrachtet

man eine JT-Projektion, die auf die Mean-F ield-Lösungen angewendet wird (VbP), so beobachtet

man nur sehr geringe Nullpunktsenergien . Die Energie des Nukleons liegt in diesem Fall nur ca.

30 MeV unterhalb der Mean-Field-Energie . Dies ist hauptsächlich auf das sehr schwache Pion-

Feld zurückzuführen . Eine exakte Variation der JT-proj izierten Energie (VaP) - dies bedeutet,

die entsprechenden Integro-Differentialgleichungen zu lösen - führt auf eine weitere Reduktion

der Energie des Nukleons um etwa 20 MeV, was auf eine nicht geringe Verstärkung der pionischen

Funktion ¢(r) hindeutet (siehe Tab . 5 .6) . Korrelationsenergien von 250-300 MeV erhält man durch

simultane Projektion der Mean-Field-Lösungen auf J, T und g - 0 und eine weitere Abnahme

der Nukleonenergie von ca . 130 MeV, falls das VaP(a)-Verfahren verwendet wird . Die Situation

im CD-Modell ist 'also von derjenigen des linearen cr-Modells grundlegend verschieden, wo eine
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1 .6

Kopplungskonstante g fGeV]

Abb . 5.5: Ruhemasse des Nukleons im CD-Modell

Die Energie des Nukleons, berechnet mit den Mean-Field-Lösungen (VbP) oder
mit dem VaP(a)-Verfahren, ist als Funktion der Quark-Meson-Kopplungskons-
tanten dargestellt . Die Ldnge der abwiirtsgerichteten Pfeile deutet die Gröfle
der Korrelationsenergie bezogen auf die Mean-Field-Energie (punktierte Kurve)
an, die sich für die unterschiedlichen Variationsverfahren (VbP und VaP(a)) bei
simultaner Projektion auf J = T = 1f2 und cl = 0 ergibt. Die Modellparameter
sind : .ma . = 1 .2 GeV, mx = 1 .4 GeV, i) = 0 .06 und y = 0 .04

Tab . 5.6: Energie des Nukleons und A-N-Aufspaltung im CD-Modell

Die Variation der projizierten Energie fährt auf eine Verstärkung des Pion-Feldes und
bewirkt eine Vergröflerung der A-N-Aufspaltung. Der Parametersatz ist derselbe wie in
Bild 5 .5 (g 0 .059 GeV) . Die Grölen, in der mit dem Symbol * bezeichneten Spalte,
gehen aus exakter Variation der projizierten Energie hervor.

JT-Projektion für die Hälfte der Korrelationsenergie von etwa 500 MeV verantwortlich ist.

Da das CD-Modell ein dynamisch erzeugtes Confinement beinhaltet, lassen sich viele unter-

schiedliche Parametersätze ;finden, die alle in der Lage sind die experimentelle Nukleonenergie

wiederzugeben . Die A-N-Aufspaltung jedoch ist viel zu gering . Dies ist auf das schwach aus-
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geprägte 7r-Feld zurückzufiihren, das auch durch die VaP-Verfahren nicht ausreichend verstärkt

wird, um die Aufspaltung zu erklären . Wir haben hier das gleiche Problem wie im linearen a--

Modell und müssen weitere, hier nicht berücksichtigte, Effekte in die Theorie mit aufnehmen, wie

beispielsweise Gluonkorrekturen oder Vektormesonen, um die A-N-Aufspaltung zu erklären.

5.2 . Elektromagnetische Eigenschaften des Nukleons

Die wichtigste Informationsquelle über die in der Natur auftretenden Teilchen ist die Analyse

der Streuung dieser Teilchen durch andere Teilchen oder Felder . Bedeutendstes Hilfsmittel dieser

Analyse sind die F'eynmandiagramme, deren Regelwerk durch die Lagrangefunktion des Systems

definiert ist . Diese Regeln beinhalten sowohl die Definition der Propagatoren aller beteiligten

Teilchen wie auch der Vertexfunktionen.

Der Vertex für die Wechselwirkung eines ausgedehnten Systems, das eine innere Struktur

besitzt, mit den Quanten eines äußeren Feldes kann in Analogie zur Wechselwirkung punktförmiger

Teilchen mit diesen Feldquanten konstruiert werden . In erster Ordnung Störungsentwicklung der

Kopplungskonstanten ist daher der 'Vertex, der die Wechselwirkung von Nukleonen mit einem

externen Feld beschreibt, durch

Fqf(p=(Nf(p')IJ`''(a)INz(p))

gegeben, worin die Komponenten des Lorentzvektors I Bf (p, p') willkürliche komplexe Funktionen

der Impulse p' und p sind. Der Strom P kann hierin der elektromagnetische Strom, der Pion-

Strom oder auch der axiale Strom sein . Die Definition der Formfaktoren beruht auf der Annahme,

daß Nukleonen durch Diracspinoren beschrieben werden, die im Gegensatz zu punktförmigen Spin-

1/2-'Teilchen in nichtlokaler Weise mit den Quanten des externen Feldes wechselwirken, d . h. die

Wechselwirkung hängt vom Impuls der Feldquanten ab . Die allgemeinste Form der Vertexfunktion

für die elastische Streuung von Nukleonen lautet rol dann:

IT-, f (p , p' ) =( Nf(p' )I J '(a )INs(p) ) = ftf(p')F'(p, p' )u i(p)

In Gl . (5 .26) ist FA (p, p') eine F'unktion der Impulse p und p' sowie ein Operator im Raum der

Diracspinoren, Uf und u4 sind Diracspinoren

(5 .27)

und i und f sind Quantenzahlen, die den Anfangs- und Endzustand des Nukleons (Spin und Iso-

spin) charakterisieren . Für einen der wichtigsten Streuprozesse, die elastische Elektron-Nukleon-

Streuung, sollenicu i

	

elektromagnetischen Formfaktoren

	

und deren Mc.~~iii Folgendenlgen~m jcaauen diuic Elcn oa vaxaw~itcuiabgeleitet uu .r

mente, Ladungsradien und magnetische Momente des Nukleons, im Rahmen der betrachteten

baryonischen Modelle berechnet werden.

Aus den 4er-Vektoren p und p' können zwei linear unabhängige (Lorentz-) Vektoren und ein

(Lorentz-) Skalar gebildet werden .

(5 .25)

(5 .26)

u(p) - VE +m ( Xs )
2m

	

°+	 Pm x,

P¢ = (p' + p)~ (5 .28a)
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pu = (p' - p)'

P2 = 4 2

(5 .28b)

(5 .28c)

Mit p_ und p+ sowie den Matrizen Y k 7s und ~ v
= 2 [-r.", -y'] kann man 12 linear unabhängige

4er-Vektoren (d) konstruieren 101

( 1 ) p+

(2) pt

(7 ) 7 .p-K

(8 ) 7 ' p+p

( 3 ) 7 1` ( g ) Y ' p-pt

(4) o-'-"'K (10) Euvaa
7 5 Yvp+A p-v

(5 .2 p )

(5 ) cr"p`` (11 ) 7 ' p+7 ' p-K

(0 ) 7- p+pt (12 ) 7 . P+7 ' p-

Die Funktion Fo (p, p' ) kann nun in der Form

12

Fu(p> p' ) _ E f̀'i(42 ) vti (p + p' )
iT1

geschrieben werden, worin die u4 den Satz Iinear unabhängiger Vektoren repräsentiert und F'(q2 )

willkürliche komplexe Funktionen des Skalars q2 sind.

Da u f und ui Lösungen der Diracgleichung

(7'p-'mi)ui(p)=0

	

uf(p')(7'p'-mf) =0

	

(5 .31)

sind, läßt sich die Anzahl der Ausdrucke ü f(p')v'ui(p) erheblich reduzieren . Aus den Beziehungen

'~f(p')7 • p±ui(p) _ 1-i f(p' ) (mf f mi) ui(p)

	

(5 .32a)

of (p' ) (7 ' p+) (7 ' p-) ui(p) = uf (p1 ) (m2f - m2 - 2mimf + 2p ' p') ui(p)

	

(5 .321))

uf(p' )611vp ±vui(p) = zu f(p' ) R±mi - mf)

	

+p ] ui(p)

	

(5 .32c)

und reit Hilfe der Formel

(5 .30)

Euvao7 5 7L = 3 (,,,ao7u +

	

+ 0-07°) (5 .32d)

folgt, daß sich die Ausdrücke üf (p' ) v7ui(p) j = (4), . . .,(12) auf diejenigen für j = (1),(2),(3)

zurückführen lassen, d . h.

( Nf(p )Iajum(0)iNx

	

u f(P,) l114
fF.,, ~~ .}~p+~-- F2('q~}

~,pu _

	

u
:_1.p1

~

	

t
i

5 .33~( p) } =

	

-P- F314`17'` ~

	

1

Der Ausdruck (5 .33) ergibt sich allein aus der Tatsache, daß (Nf (p')IJe (O)INi(p)) ein Lorentz-

vektor ist und die Nukleonen auf der Massenschale liegen, also p 2 = m2 und p' 2 = m f gilt.

( d)Mit Hilfe gruppentheoretischer Methoden kann man zeigen, daß keine weiteren linear un-

abhängigen Vektoren existieren.
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Weitere einschränkende Bedingungen ergeben sich aus der Irlermitizität des Stromes

( Nf(P' ) I Jen.(0 )I Ni(P)) = ( Ni(P)IJg (0)INf(P'))*

	

(5 .34)

Für einen beliebigen Operator O.f (p, p') bedeutet dies:

t

	

r

	

t

	

,

uf(P' ) Di., f(P,P')ui(P) = tz i(P)Of, i (P' ,P)uf(P ), = u f(P ' ) ['70 (O i~ f(All)) 7oj u i(P)

(5 .35)
Falls Anfangs- und Endzustand die gleiche Masse haben, gilt F;(q 2 ) i,f = F?(q 2 ) f e i und es ist:

Fl(q2 ) = Fl(q2r

	

F2(q2 ) _ -"F2(q2 )
s

	

Fs{ q2 ) = F3( g2 ) ''

	

(5 .36)

Aus der Erhaltung des Stroms

0A .I n. (x) = D

	

Ö~ r e : x P
Jem {0)e = ~ P, = 0

	

[Pu, Jem. (0)] = 0

	

(5 .37)

folgern wir reit Hilfe der Diracgleich

L

ung und der Tatsache, dafi die Fockzustände I Ni(p)) und
INf (p')) Eigenzustände des Impulsoperators Pl` sind, da3

( Ni (P' ) I [PA, Jen ( 0 )] I Ni(P) ) =

_ uf (P ') FRg2) (mf - m?) + F2( g2 )p2 + Fs(g2) (
m

f - mi)] u i(P) = 0

	

(5 .38)

und damit F2(g2 ) = 0, falls mf = mi = MN .

Definiert man die reellen Funktionen

Fl(q2 ) = 2MNF1(g2 ) + Fs(g2)

	

(5 .39a)

F2(q2 ) = -2MNFI(q 2 )

	

(5 .39b)

und benutzt die Identität

(P+ pi) u= 7 . P'7u +7'7-P ®z (pi -P) y ,

so ergibt sich für die Vertexfunktion der elastischen Elektron-Nukleon-Streuung:

( Nf(P') I Jgn.(0 )INi(P)) = MP ' ) ~F1(g2)7'+zo-"'q, 22(N),'ui(P)

	

(5 .40)

Den Vertex für die Streuung eines punktförmigen Teilchens erhält man zurück, falls in Gl . (5 .40)

j.(g2) = 1 und F2 (q 2 ) = D gesetzt wird . Die Abweichung der Formfaktoren von diesen vierten

kann somit als Maß für die Ausdehnung eines Teilchens aufgefaßt werden.

Die bisherigen Betrachtungen sind in allen Systemen gültig . Für die Ausfiihrung praktischer

Rechnungen jeoch hat sich herausgestellt, daß das Breit-System am geeignetsten ist . Dieses System

ist dadurch definiert, daß die Zeitkomponente des Impulsübertrags q null ist.

p = (E,+2)

	

q = (0,0

p = (E -)

	

E = .iq + -2

(5 .39c)

(5 .41)
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Benutzen wir den expliziten Ausdruck (5 .27) für die Spinoren, so hat die Vertexfunktion im Breit-

System die Form :

2

( Nf(+2)I J°~(0)IN`(- 2)) = (xs)f(xs)i [FI(q2)-
4Nr2

F2(g2 )
N

( Nf(+ 2)I jem(o)INz(-2)) _ (xs)f x2MN (xs)i Fl(g2)+F'2(e)]

Die Sachs-Formfaktoren i02

2

GE(4 2 ) = Fl (g2 ) +

	

2
F2(g2 )

41N

G eYf( g2 ) = Fl (g2) + F2(g2 )

stellen eine Verbindung zu experimentell zugänglichen Daten (Ladung und magnetisches Moment)

her .

(5 .42a)

(5 .425)

(5 .43a)

(5 .430

Parameter

	

g = 4.1 mo = 0.6 GeV

	

g = 4.1 mQ = 1.2 GeVExperiment	 j

J,T

	

3,T,q

(?i )n [fm2 ]

	

- 0 .030

12p [n . m .]

	

:

	

2 .27

as2 fn . m.l

	

-1 .70

Tub • 5.7: Tau,düicgsriw2

	

linearem o--ModellTab.

	

n. .l' 2ra undd magnetischetiJVl1.Le Momente 2r. . . ..

Für verschiedene Pcrameterscitze sind die Ladungsradien und magnetischen Domente von
Proton und Neutron aufgelistet

Ladungsradien und magnetische Momente von Proton und Neutron werden nun durch Ent-

wicklung des elektrischen bzw . magnetischen Formfaktors ermittelt.

GE(g2) = GE(0) - 6
(r2 )4

2 + 0(e) (5.44a)

GM(g2) = 2 21NGm(0) + o(q3 ) (5 .445)
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In GI . (5 .44a) ist GE (0) die Ladung des Nukleons und in Gl . (5 .44b) haben wir abkürzend cx =

(Xsler lXs) verwendet . Das magnetische Moment p, ist durch Gm(0) = 2MNp gegeben . Wie in

Abschnitt 4 .2 bereits dargelegt wurde, erhalten wir den Modellzustand für ein Nukleon mit Impuls

p durch Projektion des Hedgehog-Zustands auf den Spin (Isospin) J = T und M~ = --MT und

nachfolgende Projektion auf den linearen Irrpuls p.

I Na(p) ) - 122, JTM) = PgP,IMl Thh ) = PQ)~JM )

	

(5 .45)

Die detaillierte Berechnung der Ladungsradien und der magnetischen Momente für das Proton und

das Neutron mit dem Ansatz (5 .45) ist in Anhang H und Anhang I aufgeführt.

Quark-Meson Kopplungskonstante g

Abb. 5.6: Isospinanteile des Ladungsradius im linearen a-Modell

Für den Parameterwert me = 1 .0 GeV sind die isoskalaren und isovektoriellen
Anteile des Ladungsradius, die von den Quark.- und Mesonanteilen des elektro-
magnetischen Stronns herrihren, gegen die Quark-Meson Kopplungskonstante g
aufgetragen . Die gestrichelten Linien resultieren aus einer J,T-Projektion, die
durchgezogenen Katrven aus der simultanen J,T, g-Projektion

Die Ergebnisse für das Gell-Mann-Levy-Modell sind in den Bildern 5 .2 .1-5 und in Tab . 5 .7

zusammengestellt . Die Effekte, die durch die Berücksichtigung der spuriosen Schwerpunktsbewe-

gungen auftreten, werden dann besonders deutlich, wenn man die isoskalaren und isovektoriellen

Anteile betrachtet, aus denen sich die Ladungsradien und die magnetischen Momente des Protons

und Neutrons zusammensetzen (Bild 5 .6 und Bild 5 .7).

Die J, T, q-Projektion bewirkt eine Absenkung des isoskalaren Quarkanteils (r~ )Qo und des

isovektoriellen Mesonanteils ( r? } T?, des Ladungsradius um etwa 15%, während der isovektorielle



82

	

5 . Statische Observable in chiralen Valenzquarkmodellen

Q
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4 .5

	

5 .0
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6.0

Quark-Meson Kopplungskonstante 9

Abb. 5 .7: Isospinanteile des magnetischen Moments im linearen a-Modell

Parameterwerte und Zuordnung der Kurven ist die gleiche wie in Bild 5 .6.

Quarkanteil (r2 )Q1 nur geringfügig angehoben wird . Die Eliminierung der spuriosen Schwer-

punktseffekte hat zur Folge, data der Ladungsradius des Protons (Bild 5 .8)

2.00

E

0.50

1 rc)p = ( rc)Q o '}'( rc)Q 1 + ( rc)~1

urn ca. 10% abgesenkt wird.

Dagegen übt die Impulsprojektion auf den Ladungsradius des Neutrons

1m 2 1 . . -/,2 1Q -1,2 1Q -lT2 1~-
\ , c1 TL - ~• c11=0

	

\'c11=1

	

~'cr1-1

(5 .46a)

(5 . 46b)

praktisch keinen Einfluß aus, da sich die nun gegenläufigen Wirkungen der Projektion auf den

linearen Impuls gegenseitig nahezu wegheben.

Beide Ladungsradien, der des Protons und der des Neutrons, lassen sich nicht gleichzeitig an

die experimentellen Werte, (r~ ) p = 0 .74 fm2 und (r~ ) p = -0.12 fm 2 , anpassen . Ähnlich wie

bei der Ruhemasse des Nukleons erfordert die Anpassung des Protonradius Kopplungskonstanten,

die in der Nähe des kritischen Wertes - o o , ;f - liegen sowie kleine Werte für die Masse

des a-Feldes (siehe Tab . 5 .7) . Urn jedoch gute Übereinstimmung des Neutronradius mit dem

experimentellen Wert zu erzielen, sind große Werte der Kopplungskonstanten g nötig (siehe Bild 5 .8

und Bild 5 .9), da in diesem Fall das pionische Feld ¢(r) stark ausgeprägt ist . Die Masse des cr-Feldes

hat nur einen geringen Einfuß auf die Ergebnisse für die Ladungsradien (und auch die magnetischen

Momente), falls Kopplungskonstanten g > 4 .5 betrachtet werden, so daß eine Änderung des Wertes

me := 1 .0 :GeV keine Verbesserung der Resultate erwarten läßt .
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Quark-Meson Kopplungskonstante g

Abb. 5.8: Ladungsradius des Protons im linearen o'-Modell

Parameterwerte und Zuordnung der Kurven ist die gleiche wie in Bild 5 .6.

4.0

	

4 .5

	

5.0

	

5.5

	

6.0

Quart;-Meson Kopplungskonstante g

Abb. 5 .9 : Ladungsradius des Neutrons im linearen e-Modell

Parameterwerte und Zuordnung der Kurven ist die gleiche wie in Bild 5 .6.

Eine etwas andere Situation treffen wir bei der Betrachtung der magnetischen Momente an .
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Quark-Meson Kopplungskonstante g

Abb. 5.10: Magnetische Momente des Protons und Neutrans im linearen o--

Modell

Parameterwerte und Zuordnung der Kurven ist die gleiche wie in Bild 5 .6.

Sowohl das magnetische Moment des Protons wie das des Neutrons zeigen nur eine sehr ge-

ringe Abhängigkeit von den frei wählbaren Modellparametern, g und m Q (siehe auch Bild 5 .10).

Beide Momente jedoch weichen nur etwa 10% oder weniger von den experimentellen Werten,

p = 2 .79 n . m. und u, V = -1.91 n . m. ; ab . Die Beseitigung der spurlosen Schwerpunktseffekte

hat nahezu keine Änderung der Ergebnisse zur Folge, da sich die Wirkungen der Impulsprojektion

auf die einzelnen Isospinkomponenten der Quark- und Mesonanteile des magnetischen Moments

gerade gegenseitig wegheben (Bild 5 .7).

Die Ergebnisse, die wir für das colourdielektrische Modell erhalten, sind in den Bildern 5 .11-

5 .13 und in Tab . 5 .9 zusammengefaßt . Das VaP(a)-Verfahren, das näherungsweise eine Variation

der J, T, q = 0-projizierten Energie erlaubt, bewirkt für alle Parametersätze eine Verstärkung der

chiralen Felder, o-(r) und 0(r), wie in Abschnitt 4 .3 dargelegt wurde (siehe Bild 4 .3 und 4 .4) . Die

durchschnittliche Zahl der Pionen

Nir _ ( ~h

	

i
d3 k b~ (k ) b i(k) hh )

	

(5 .47)

i=1

in der Mesonwolke vergrößert sich daher von etwa N,0 .1 für die Mean-Field Niherung7e auf

ca . N„ nn' 0 .6 für die VaP(a)-Rechnungen . Ebenso werden werden die isovektoriellen mesonischen

Anteile der Observablen erheblich verstärkt (siehe Tab . 5 .8)

Dies hat zur Folge, daß der Ladungsradius des Neutrons durch das VaP(a)-Verfahren sehr stark

abgesenkt wird und, verglichen mit dem Experiment, verbesserte Werte annimmt (Bild 5 .12) . An-

3.0

~__~____ ~	
.~®_ 	__

~

	

~

~ p
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Tab. 5.8: Quark- und Mesonanteile verschiedener Größen im CD-Modell

Quark- und Mesonanteile für den Ladungsradius, das magnetische Moment und die Axi-
alvektorkopplungskonstante sind für den Parametersatz rri, = 1 .2 GeV, mx = 1 .4 GeV,
st = 0 .08, Y = 0 .04 und g = 0 .059 GeV angegeben . Der Vektorstrom enthält isoskalare
und isovektorielle Beiträge, die getrennt aufgeführt sind . Alle Größen beziehen sich auf
die J,T,g--Projektion .

85

Quark-Meson Kopplungskonstante g [GeV]

Abb . 5.11: Ladungsradius des Protons im CD-Modell

Der Ladungsradius des Protons ist für beide Variationsverfahren . Projektion der
Mean-Field Lösungen (VW) und approximative Variation nach der Projektion
(VaP(a)), als Funktion der Quark-Meson Kopplungskonstanten g dargestellt.
Die Werte der Modellparameier sind: mQ = 1.2 GeV, mx = 1 .4 GeV, rt = 0 .08
und 7 _ 0 .04.

dererseits wird der Ladungsradius des Protons durch die VaP(a)-Prozedur angehoben (Bild 5 .11),

und es k5nnen im CD-Modell, im Gegensatz zum Gell-Mann-Levy-Modell, Parametersätze gefun-

den werden, die beide Radien und die Ruhernasse des Nukleons in gute -Übereinstimmung mit den

experimentellen Daten bringen .
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g [GeV]Kopplungskonstante

Abb. 5.12: Ladungsradius des Neutrons im CD-Modell

Beschreibung und Parameterwerte wie in Bild 5 .11

Obwohl der Effekt der linearen Momentenprojektion auf den Ladungsradius des Neutrons ver-

nachlässigbar klein ist, ist ein großer Effekt auf den Radius des Protons zu beobachten (3 . und

4. Spalte der Tab . 5 .9) . Dies ist darauf zurückzuführen, daß die Quarkanteile der isokalaren und

isovektoriellen Komponenten des Vektorstroms, (r~ )?-_ 0 und beide durch die Impulspro-

jektion abgesenkt werden . Diese Effekte heben sich für den Ladungsradius des Neutrons gegenseitig

auf, addieren sich jedoch im Fall des Protons.

Tab . 5.9: Ladungsradien und magnetische Momente im CD-Modell

Fir den gleichen Parametersatz wie in Tab . 5 .8 sind die Ladungsradien und magnetischen
Momente des Protons und Neutrons aufgeführt . Die Grölen in der mit dem Symbol
gekennzeichneten Spalte sind mit radialen Funktionen berechnet, die aus einer exakten
Variation der J,T-projizierten Energie hervorgehen.

	Projektionsmethode I

	

VbP

	

VaP(a)

	

Experiment

J,T, Q

( r~ )p [fm 2 ]

	

0 .891

	

0 .608

	

~

	

0 .843

	

0 .760

	

0 .74

( r~ ),,, [fm2 ]

	

~

	

-0 .027

	

-0 .025

	

p
~

	

-0 .075

	

-0 .090

	

~

	

-0 .12

	

8

	

E

PP [n . tn .)

	

[

	

2 .21

	

2 .04

	

~

	

~

	

-1 .55

	

-1 .42

	

[
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3.0

Quark-Meson Koppk;i,ngskons¢ante

Abb. 5.13: Magnetische Momente des Protons und Neutrons im CD-Modell

Beschreibung tend Parameterwerte wie in Bild 5 .11

Die magnetischen Momente von Proton und Neutron sied in Bild 5 .13 aufgetragen. Die

Auswirkungen der Projektion auf linearen Impuls sind eher gering und die VaP(a)-Methode ver-

ursacht wiederum eine Absenkung des Momentes für das Neutron und eine Anhebung desjenigen

des Protons, Evas ebenfalls durch die Verstärkung des isovektoriellen mesonischen Stromanteils,

Ba i , hervorgerufen wird (siehe Tab . 5 .8) . Obwohl sich das Verhältnis pp/ 1 11,d im Vergleich zum

Experiment verschlechtert, verschiebt das VaP(a,)-Verfahren die magnetischen Momente, die in

eineng weiten Bereich der Quark-Meson Kopplungskonstanten g recht stabil sind, näher zu den

experimentellen Daten hin. Aus Tab . 5 .9 ist abzulesen, daß das Verhaltnes der magnetischen Mo-

mente von Proton und Neutron dann mit dem experimentellen Wert gut ubereenstimmt, falls eine

Variation nach Projektion unterbleibt, die chiralen Felder also nur schwach ausgeprägt sind . Das-

selbe Phänomen ist ien linearen o--Modell zu beobachten (Tab . 5 .7) . Sind Kopplungskonstante g

und Masse des a-Feldes klein, so sind die chiralen Felder schwächer, der Wert des isovektoriellen

mesonischen Anteils des magnetischen Moments, !c 1 , verringert sich (siehe Bild 5 .7) und das

Verhältnis µp/lpn j nähert sich dem experimentellen Wert an . Nur eines der beiden magnetischen

IvIornente, entweder das des Protons oder das des Neutrons kann daher genau an den experimen-

tellen Wert angepaßt werden. In beiden Modellen gelingt dies im Hinblick auf andere Observable

eher für das magnetische Moment des Neutrons . Jedoch sind die Abweichungen des magnetischen

Moments des Protons nicht größer als 15%, so daß beide Momente in zufriedenstellender Weise

mit den experimentell gemessenen übereinstimmen .
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5.3. Axialvektorkopplungskonstante

In ähnlicher Weise wie dies im vorhergehenden Abschnitt erfolgte, können wir auch die mit

dem Axialvektorstrom zusammenhängenden Formfaktoren bestimmen . Ein Satz von 12 linear

unbhängigen Lorentz-Pseudovektoren wird durch Multiplikation der Lorentz-Vektoren (5 .29) mit

7 5 konstruiert . Da 75 mit allen 7-Matrizen 1' antikommutiert, bleiben alle Argumente, die im

Fall des elektromagnetischen Vektorstroms zu Gl . (5 .33) gefiihrt haben, auch hier giiltig, d . h . die

Vertexfunktion des Axialvektorstroms läßt sich in der Form

(Nf(P',S')IÄ"`(ß)INi(P,s)) =

L

	

GP(q) u

	

1 r
= u f(Pt , s' ) GA(g2 )7'-' + 2MN P_ + 2~N ) P

,
`Y 5 " -u i (P, s)

schreiben.

In Analogie zu den Gln . (5 .35) und (5 .36) folgern wir aus der Hermitizität des Stromes fi x`,

GA(g2 ) = G74(42)

	

G17(42) W G D(9,2 )

	

GT(g2 ) _ -GT(g2 )

Weitere einschränkende Bedingungen für die Formfaktoren GA(g 2), Gp(g 2 ) und GT(g 2 ) er-

geben sich aus der Invarianz der Lagrangefunktion unter der Zeitumkehrtransformation . Diese

Symmetrieoperation ist antiunitär(e) , d . h.

(QIT IO) = ( Tt OI0'

und vertauscht die Richtung des 3er-Impulses p und des Spins eines Diracspinors 1Q3 . Die Feldope-

ratoren eines Spin-1/2-Feldes transformieren sich unter T gemäß

T7,b(xo, x)T-l = TzG(-xo, x)

	

Tat (xo, x)T -i = ,fit (-xo, x)T T ,

	

(5 .51)

worin T = 17 1 1'3 eine 4 x 4-Matrix ist, für die T = Tt = T-1 gilt . Die Wirkung von T auf den

Spinor u(po, p, s) ist durch

Tu(PO, p , s ) = e° af0'' s)u*(po, -p, --s)

	

(5 .52)

gegeben, worin a+(p, s) ein vom Impuls und Spin abhängiger Phasenfaktor ist.

Betrachten wir die dritte Isospinkomponente und den räumlichen Anteil des Axialvektor-

stroms, so können wir schreiben:

( Nf (P'o,p',s')IT-IT (A') (a)T-zT I Ni(Po,P, s ) ) =

e3 'A- (P,s)-a+ (p',s') (
N1f (P0,

	

-s' )I1 (Ai ) 3 (o ) 1 -1 I Ni(Po, -p , -S) )

	

(5 .53)

(e)Die Zeitumkehrtransformation T kann als Produkt T = UK der unitären Transformation

L( und des antilinearen Operators K angesetzt werden . K ist die Operation der komplexen

Konjugation, d . h . K iiberfiihrt jede komplexwertige Größe in ihr komplex Konjugiertes:

f

	

.f*

(5 .48)

daß

(5 .49)

(5 .50)
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Da

T (A')3 (0)T-1 = ( Ai)3 ( 0 )

hat man für die rechte Seite der Gl . (5 .53):

x a

	

s -a

	

))ü

	

r --sr

	

~ 2 ' _	 _ GT`( 42 )r.h. .s . = e ( +( P, )

	

+ (Pi ' s'

	

f(--p ,

	

) GR(4 )7i

	

2l~f,y

GP(g2) gi

	

ZMN
p~i-i

.-
uT (Psr)TT

7~ [GÄ(g2)7t ° M~r ) qz - 2
G i-(q

	

73

M~r ) P+ : I'Y'
2

	

7 2- u i(!~, s )

mit

TT
(7072,7 5) * T = 707i75

	

TT
(7075) ~ T =

707 5

folgt dann :

: .lx .s . = u
- r r I ~ 2 . i

	

GP(g2 ) „i

	

Gg'(g2)
°'i ~_

5T 73(P , § ) ~ GA(4 )1 ~ 2M
Y #

2MN 1

	

2 ui (P , s)
N

	

1V

Dutch Vergleich mit der linken Seite der Gl . (5 .53) (siehe Gl . (5 .48)) erhält man schlieilich:

GA( g2 ) = G.t(g2 )

	

GP(g2 ) = GP(g2)

Aus den Gln . (5 .49) und (5 .56) schließen wir, daß

GT ( g2) = 0 ,

die Vertexfunk€ion also die folgende Form hat:

( Nf(P' , s')IA3(0)INi(P, s) ) = uf (P' , s') [GA 02 ),7 `l 2MN )
q] 75 2 ui(P, s)

	

(5 . 58)

Im Breit-System ergibt sich für den Vertex schließlich

( Nf (P ' , s' )I A3(0)Wi(P, s) ) =
2

= (xt, Lxt) xs , ~h~,GA(4'2)~T + (GA(q2) - ?qNGp(g2)I
~

L
J

(5 .54)

75 2ui(-p, -s )

(5 .55)

GT( g2 ) = GT(g2 ) (5 .56)

(5 .57)

worin

ßL -

	

4)

,7T (7 -q ( cr ' g )

(5 .60a)

(5 .6ab)

die longitudinalen und transversalen Komponenten des Paulivektors cr beziiglich des Einheitsvektor

rl

	

4/14! sind .



30

	

5 . Statische Observable in chiralen Valenzquarkmodellen

Quark-Meson Kopplungskonstante g

Abb . 5.11 : Axialvektorkopplungskonstante i7ra Gell-Mann-Livy-Modell

Die Resultate fzär Quark- und Mesonfeldoperatoren sind getrennt aufgetragen.
Die gestrichelten Kurven beziehen sich auf Größen, die aus der J,T-Projektion,
die durchgezogenen auf Größen, die aus der J,T, q = 0-Projektion hervorgehen.
Der Wert von g A ist nahezu ungeändert, da sich die spuriosen Schtverpunktef-
fekte gegenseitig aufheben . Die Masse des cr-Feldes ist : mQ = 1 .0 Ge V

Im Limes q -> 0 erhält man aus dem axialen Formfaktor GA (g2 ) die Axialvektorkopplungs-

konstante g A .

g A = 4Q GA(g2 )

Die Berechnung der Axia .lvektorknnnlnngskonstanten (siehe Anhan g G) erfordert daher nur Ruhe-

zustände des (Nukleons (q = 0), die wir wie in Abschnitt 4 .1 beschrieben durch simultane Projektion

des Hedgehog-Zustands auf den Impuls q = 0 und Spin J -= T = 1/2 erzeugen.

IN«(q = 0) ~ Pq=oPJMI F̀hh ) = I JM, -m , q = 0 )

Die für die Bestimmung der Ladungsradien und magnetischen Momente notwendige Approxima-

tion, d . h . die Projektion auf einen endlichen Impuls q 0 0, entfällt also hier.

Das Frgebuis fair das Gell-Mann-L evy-Modell ist in Bild 5 .14 gezeigt . Die Zunahme der

Beiträge der Quarkfelder zu gA , die auf die Projektion auf den Impuls q zurückzuführen ist, wird

durch eine entsprechende Abnahme der Beiträge der Mesonfelder kompensiert, so daß der Wert

von gA durch die Beseitigung der spuriosen Schwerpunkteffekte nicht geändert wird . Unabhängig

von den Parametersätzen und den Projektionstechniken jedoch ist die Axialvektorkopplungskon-

stante in allen Fällen im Vergleich zum experimentellen Wert, gA = 1 .25, deutlich zu groß . Diese

(5 .61 )

(5 .62)
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Quark-Meson Kooo!ungskons¢an#e g 1GeV]

Abb . 5.15: Azialvektorkopplungskonstante im CD-Modell

Die Ergebnisse sind für beide Variationsverfahren, Projektion der Mean-Field-
Lösungen (VbP) und approzirnative Variation der J,Tq ß-projizierten E yl er-
gie (VaP(a)), aufgetragen. Der Pararnetersatz ist derselbe wie in Bild 5 .5.

grundsätzliche `Versagen' des Gell-Mann-Levy-Modells ist seit geraumer Zeit bekannt 47,49 , und die

Impulsprojektion verbessert diese Situation nicht.

Wakamatsu l04,105 führt diese grobe Überschätzung des Wertes von g A im Gell-Mann-Levy-

Modell auf Inkonsistenzen der effektiven gekoppelten Quark-Meson-lvIodelle zuriick . Da in diesen

Modellen die Mesonen nicht als zusammengesetzte Quark-Antiquark-Systeme betrachtet, sondern

als von den Quarkfeldern unabhängige Freiheitsgrade behandelt werden, ist ein `double counting'

dieser Freiheitsgrade nicht ausgeschlossen . Die Annahme, die Polarisation der Diracsee-Quarks

werde durch die kinetische Energie der mesonischen Felder absorbiert (Gradientenentwicklung der

bosonisierten Version des Nambu-Jona-Lasinio-Modells), und das Gell-Mann-Levy-Modell sei in-

folgedessen eine hinreichend gute Näherung des solitonischen Sektors des NJL-Modells, wird durch

die numerische Analyse - zumindest fiir den Fall der Axialvektorkopplungskonstante - widerlegt.

In einem chiralen Quark-Modell setzt sich jede Observable aus einem Valenz- und einem auf der

Vakuumpolarisation beruhenden Seebeitrag zusammen, ( O ) ( O )"l+ ( O )' .P . , in einem chiralen

Quark-Meson-Modell aus dem Valenz- und Mesonbeitrag, ( O ) _ ( O )val + ( O )7''es . M . Waka-

matsuro4, '05 und Th . Meil3nerS3 haben unabhängig voneinander gezeigt, daß zwar E'"

aber gA eS » ggr• ist . Die kinetische Energie der Mesonfeider simuliert also mit hinreichender

Genauigkeit den Seebeitrag zur Energie im NJL-Modells, aber die Vermutung, dies sei auch fiir g A

giiltig, resultiert in einer wesentlichen Überschätzung der Axialvektorkopplungskonstanten.

Bild 5 .15 zeigt die Resultate für gA im CD-Modell . Ebenso wie dies bereits bei den Ladungsra-

dien und den magnetischen Momenten zu beobachten war, wird auch der isovektorielle Mesonanteil
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von 9A durch das VaP(a)-Verfahren deutlich verstärkt (Tab . 5 .8), bleibt aber im Vergleich zum

isovektoriellen Quarkanteil klein . Dies ist darauf zurückzuführen, daß die Funktion e(r), die im

mesonischen Anteil von gA explizit auftritt, obschon um einen Faktor größer als zwei (Bild 4 .4)

verstärkt, dennoch nicht sehr von ihrem Vakuumerwartungswert abweicht . Die Axialvektorkopp-

lungskonstante wird daher durch die Quarkbeiträge dominiert, und dies resultiert in einem Wert

kleiner als derjenige des cr-Modells . Wie bereits zuvor werden Quarkbeiträge angehoben und Me-

sonbeiträge abgesenkt, aber die Schwerpunkteffekte heben sich nicht mehr gegenseitig auf. Die

Impulsprojektion beinflußt daher den Wert von gA und hebt diesen um etwa 10% an. Dagegen

üben die Variationsmethoden (VbP oder VaP(a)) und die Modellparameter nur einen geringen

Einfluß auf den Wert von 9A aus ; in allen Fällen findet man : gA - 1 .4 - 1.5.

5 .4. Nukleon-Pion-Nukleon Kopplungskonstante, Goldberger-`reimar g-Relation

Thema des nachfolgenden Abschnitts ist die Definition eines Formfaktors, der die Wechsel-

wirkung eines Nukleons mit einem Pion, beschreibt . Im Gegensatz zu den elektromagnetischen

und axialen Formfaktoren kann dieser Formfaktor experimentell nicht bWtimmt werden lfl • Er er-

langt jedoch eine große Bedeutung in phänomenologischen Modellen, wie beispielsweise dem Bonn-

Potential rQ6 , die der Beschreibung der Wechselwirkung zwischen Nukleonen durch Austausch von

Bosonen (One-Boson-Exchange-Potentials) dienen.

Die allgemeinste Form, die das Matrixelement des pseudoskalaren isovektoriellen Stroms

annehmen kann, ist durch

( N f(P')IJ;(o) I Ni(P) ) = z uf (P')75 7-g,rNN( g2 ) u i(P)

gegeben . Aus der Invarianz des Stromoperators unter der Zeitumkehrtransformation folgt, daß

gaNN(g2) reell ist . Der pionische Strom J,r ist durch den Quellterm in der Bewegungsgleichung

(Euler-Lagrange-Gleichung) für das ir-Feld festgelegt.

(al - ® 2
+ mr2) i(x)

= J,r(x)

Betrachtet man die Pion-Nukleon-Wechselwirkung wiederum im Breit-System, so findet man ri.ir

die Vertexfunktion unmittelbar :
2

( Na(-2)IJ~(a )INa, (
2

))
=zgr	 Ng	

) ( xt , ITlxt)(xs~la - g lxs)

	

(5 .65)

Die Zeitentwicklung eines beliebigen Operators 0

0 - _ t [0,11] (5 .66)

ist die Grundlage eines Virialtheorems, das im Folgenden behandelt werden soll . Die zweite Ab-

leitung des Pion-Feldoperators nach der Zeit OP(x) = äop,r(z) kann durch

aoi4(z) _ - Z Vir(z ), H]

(f)Experimentell zugäglich ist die Vertexfunktion nur für Pionen, die auf der Massenschale liegen,

d. h . der .4er-Impulsübertrag erfüllt die Beziehung g2 = na,i.

(5 .63)

(5 .64)

(5 .67)
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ausgedrückt werden . Ist nun der projizierte Hedgehog-Zustand ein exakter Eigenzustand des Ha-

miltonoperators, so läßt sich der Nukleon-Pion-Nukleon Formfaktor auch direkt aus dem r-Feld

ermitteln, da in diesem Fall

(JM -M,-4 2
2

	

2
1 (--® 2 +niO flJM -m,- 2 ) - (JM -m,+IiJ,,IJm - M,-1) (5 .63)

gilt . Dies bedeutet, daB der aus dem Matrixelement des Pionstroms J,r berechnete Nukleon-Pion-

Nukleon Formfaktor, grNNW), gleich demjenigen aus dem Pionfeld, g,fNN (g2 ), berechneten ist,

vorausgesetzt ein exakter Eigenzustand des Hamiltonoperators liegt vor.

Ein weiteres Virialtheorem ist durch die Golberger-Treiman-Relation

M
ggN(g2 = 0) = ga fx

	

(5 .69)

gegeben, falls der Impulsübertrag q 2 - 0 verschwindet . Der Grad der Verletzung der Identitäten

s

	

im - 3 n,\ ^ GT ii
gTrNNl~l - g,rNNl~l ~- g ,rNNl 0 1 ;

die für eine exakte Lösung des Hamilton'schen Eigenwertprobiems erfüllt sind, stellen ein zuverlässi-

ges Indiz für die Qualität der Näherungslösung dar . Die in Gl. (5 .70) aufgeführten Größen sind

für das Gell-Mann-Levy-Modell sowohl aus dem Pionstrom

g¢(x)75 rg ¢ - öir U(u, r)
a.

als auch aus dem Pionfeld selber für beide Fälle, J, T- und J, T, q--Projektion, berechnet (siehe

Anhang ,l) und miteinander verglichen worden (siehe Bild 5 .17).

Bild 5 .17 zeigt einen Vergleich der mit den verschiedenen Niethoden berechneten Nukieon-

Pion-Nukleon Kopplungskonstanten. Die Ergebnisse gehen aus kombinierter J,T, g-]Projektion

der Mean-Field-Lösungen (Variation vor Projektion) des Gell-Mann-Levy-Modells hervor und wei-

chen deutlich voneinander ab . Eine erhebliche Verletzung der Virialtheoreme ist also festzustellen__

Diese Beobachtung bleibt auch dann gültig, wenn nur eine reine Drehimpulsprojektion in Be-

tracht gezogen wird . Dies führt zwar zu einer Verringerung der Werte von g,NN(g2 = 0) (siehe

Bild 5.16), läßt jedoch gGNN(g2 = 0) nahezu unverändert, da die Schwerpunktskorrekturen für

gA vernachlässigbar klein sind (Abschnitt 5 .3) und g~NN(g2 = 0) ohnehin nicht von der Impul-

sprojektion beeinflußt wird (Anhang J) . Diese Situation läßt sich (für J, T-Projektion) auch durch

Variation nach der Projektion nicht verbessern 49 . Dies bedeutet, daß die benutzten Näherungs-

verfahren nicht zu `guten ' Eigenfunktionen des Hamilton_operators führen . First die Verallgemei-

nerung des Hedgehog-Ansatzzustands (siehe Anhang A) in Verbindung mit einer Optimierung

der J, T-projiziertzen Energie (VaP) fiihrt zu einer Verletzung der Virialtheoreme, die nur nach

ca 6% beträgt' 9 . Ob diese Beobachtung auch für eine kombinierte Projektion auf Drehimpuls

und linearen Impuls gültig bleibt, kann nur vermutet werden, da eine simultane Berücksichtigung

der Schwerpunktskorrekturen für den generalisierten hedgehog-Zustand zu einem unvertretbaren

technischen Aufwand führt .

(5 .70)

(5 .71)
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2.00

1 .50

_-

~==	 ~®_m___®~

S. M
J~ ~

Quark-Meson Kopplungskonstante g

Abb. 5 .16: Nukleon-Pinn-Nukleon Kopplungskonstante im linearen a-Modell

Gezeigt wird die Nukleon-Pion-Nukleon Kopplungskonstante, gaNN(g2 = 0), so-
wie ihre Quark- und Mesonanteile, berechnet im Gell-Mann-Livy-Modell aus
dem Pionstrom (5 .71) (m, = 1 .0 GeV). Die durchgezogenen Linien beziehen
sich auf Ergebnisse unter Einschlufl der Schwerpunktkorrekturen, die gestrichel-
ten auf reine J,T-Projektion . Im Gegensatz zu anderen statischen Observablen
des Gell-Mann-Livy-Modells ist ein drastischer Effekt der simultanen Projek-
tion auf Spin,hospin und Impuls feststellbar, da sich hier die cm-Korrekturen
der Quark- und Mesonanteile nicht gegenseitig wegheben, sondern addieren.

Anders als im Gell-Mann-Levy-Modell scheint eine Generalisierung des fledgehog-Ansatzes

im colourdielektrischen Modell nicht notwendig zu sein . Die Virialtheoreme (5 .70) können in

zufriedenstellender Weise erfüllt werden, vorausgesetzt, es ist die projizierte Energie, die variiert

wird (siehe Tab . 5 .10) . Aufgrund der komplizierten Struktur des Quarkterms des pionischen Stroms

im CD-Modell

1 .00

0.50

Jr(X) = -z

\
g ~

X('c )

	

rt-7

Qa(z)75Tqa(x) - 8i U(a > 7r)

	

(5 .72)
A 3

stößt man auf erhebliche Schwierigkeiten bei der Berechnung der Nukleon-Pion-Nukleon Kopp-

lungskonstanten, g,s NN(g2 - 0), aus dem Pionstrom (5 .72) . Daher wurde diese Größe nur für den

Fall der J, T-Projektion berechnet.

Wie bereits erwähnt, ist die 'rN-Kopplungskonstante nur für Pionen, die auf der Massenschale

liegen, d . h. falls die Relation q 2 = -q2 m2n erfüllt ist, experimentell meßbar . Es müssen

also Korrekturen an den Werten, die Eh q 2 = 0 berechnet sind, angebracht werden . Folgen wir

dem Vorschlag von Miller et a1 . 1Q7 , so erhalten wir derartige Korrekturen durch Entwicklung des
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Quark-Meson Kopplungskonstante g

Abb. 5.17: Virialtheoreme im linearen u-lllodell

Die Nukleon-Pinn-Nukleon Kopplungskonstanten g,NN(g2 = 0), g,fNN(g2 = 0)
und gG7,;N (g2 = 0) sind mit den Mean-Field-Lösungen des o-- lodells (m Q = 1 .0
GeV) berechnet worden.

Projektionsmethode

	

JbP

	

VaP(a)

	

Experiment

Projektion auf

	

J, T

	

J, T, g

	

J, T"

	

J, T, q

0 .58

	

0 .58

	

0 .97

	

1 .18

	

0 .94

Tab. 5 .10: Virialtheorerae im CD-Modell

Die Liste enthalt die für verschiedene Projektionsmethoden berechneten Nukleon-Pion-
Nukleon Kopplungskonstanten sowie die Axialvektorkopplungskonstante g A . Die Ergeb-
nisse in der mit dem Symbol * gekennzeichneten Spalte gehen aus den Lösungen einer
exakten Variation der drehimpulsprojizierten Energie hervor . Da grNN (g2 ) nur an der
Sielle q 2 = m; dem Experiment zugänglich ist, g,rNN (g 2 = mim) (rnr/2MN) = 1.0, ist un-
ter der Rubrik Experiment der wert eingetragen, den mam aus der Goldberger-Treiman-
Relation erhält, falls man die experimentellen Werte für gA , m und fir einsetzt . Der
Parametersatz ist: rnx = 1 .4 GeV, g = 0 .059 GeV, q = 0 .06 und -y = 0 .04 .



96

	

5 . Statische Observable in chiralen Valenzquarkmodellen

Projektion auf

	

~
J, T, q Experiment

g~NN(g2 = fl )'~'~ T
l2MN 0 .97 0 .97 0.94

g~NN( gz
= 0) m 7r /2MN 1 .44 1 .63 0 .94

J

	

2

	

m2 x)g~NN(q =

	

mrl2MN f 11 '

	

1 .02 EMI 1 :0
.

grNN(g2 = m2~) mr/2MN 111 =ME= 1 .0

gIrNN(g2 = m~) mr/2MN
(2) 1-04 ~

1 .0

gTNN( g2 = m ~ ) rrtr/21tfN ( 2 ) 1 .52 - 1 .0

Tab. 5.11 : Soft-Pion-Korrekturen ira Gell-Mann-Levy-Modell

Aufgeführt sind die Nukleon-Pion-Nukleon Kopplungskonstanten berechnet im linearen o--
Modell (g = 4 .5 und ma = 1 .0 GeV) für den Impulsübertrag q 2 = 0 und die gem¢fß

GI . (5 .73) (gekennzeichnet durch 111 , (r,2 ) = 0 .61 fm2 ) sowie die gemdfß GI. (5 .74) (ge-
ri) ,

kennzeichnet durch td,) korrigierten ;Term.

Nukleon-Pion-Nukleon-Formfaktors.

garNN( g2) = grNN(0) - 6 ( r,2 )q2
+ O(q4 )

Die theoretische Berechnung dieser Kopplungskonstanten kann jedoch auch durch analytische Fort-

setzung des Nukleon-Pion-Nukleon-Formfaktors in den Bereich zeitartiger Impulsüberträge, q 2 > 0,

erfolgen 54 '51 (siehe Anhang J) . Unabhängig vom betrachteten Modell gilt

m _ 4~r C
9rNN(Ig l 2 = -mnJ 2MN

_
3 mn '

worin Co die Amplitude der pionischen Funktion Or) für große radiale Abstände r ~ 00 ist (siehe

Anhang C.), Tah . 5 .11 entnimmt man, daß die Soft-Pion-Korrekturen im Gell-Mann-Levy-Modell

kleiner als 10%a sind . Beide Korrekturverfahren (Gln . (5 .73) und (5.74)) führen insbesondere für

die Größe g:NN(g 2 = m,2 ) zu gleichen Ergebnissen, d . h. die Näherungsmethode (5 .73) ist für

kleine Impulsiiberträge q2 mT voll gerechtfertigt . Die Berücksichtigung von Schwerpunktskor-

rekturen könnte daher - ähnlich wie beim Ladungsradius - durch Berechnung des simultan auf

J, T, q-projizierten Radius ( r~ ) erfolgen . Eine solche Vorgehensweise bietet allerdings große tech-

nische Schwierigkeiten, da in diesem Fall die dritte Ableitung des Matrixelementes des Pionstroms

involviert ist . Da jedoch nach den bisherigen Erfahrungen nicht zu erwarten steht, da$ die Schwer-

punktskorrekturen für den Radius (r,2 ) größer als 20% sein werden, können diese Korrekturen

der Soft-Pion-Korrekturen vernachlässigt werden . Dies gilt auch noch irn CD-Modell, obwohl mit

größeren Schwerpunktskorrekturen für ( rT ) zu rechnen ist, da auch hier nur sehr kleine Soft-Pion-

Korrekturen zu beobachten sind .

(5 .73)

(5 .74)
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5.5 . soskalare axiale Kopplungskonstante und Spinstruktu,.funktionen

Die Untersuchung der internen Spinstruktur des Nukleons durch die European Muon Collabo-

ration 1 °3 in tiefinelastischer Streuung polarisierter geladener Leptonen an ebenfalls polarisierten

Targets (Nukleonen) legt nahe, daß der Spin des Protons nur zu einem geringen Bruchteil von

den intrinsischen Quarkspins getragen wird . Dieses überraschende, im Widerspruch zum naiven

Quarkmodell stehende Resultat hat zahlreiche Anstrengungen 53,109-119 ausgelöst, dieses Phäno-

men theoretisch zu erhellen.

Die direkte Berechnung der Spinstrukturfunktion gi (x) des Nukleons im Rahmen des Quark-

Parton-Modells (im Bjorken-Limes : v - oo, Q - co, x Q 2 /(2MNv) festgehalten)( Q )

gl(x ) = - ~ e2 [4-(x) - g4 (x)]

	

(5 .75)

aus den Verteilungs- (Dichte-) funktionen der Quarks (O(x) ist die Verteilungsfunktion eines

Quarks mit dem Impulsanteil x, das eine dem Nukleon parallele (+) oder antiparallele (m) Ilelizität

hat) stellt ein schwieriges Unterfangen dar, da eine Boostoperation auf ein System mit Impuls

kg] -~ co (infinite momentum frame) erforderlich wird . Das Integral iiber alle Impulsanteile der

Spinstrukturfunktion jedoch kann mit Hilfe der Strom-Algebra 67 angegeben werden.

dz gä (x) =-2 ( N fi I'k0)Qc73750( 0 )IN I)
a

In GI . (5 .76) ist Q, der Ladungsoperator der Quarks, der im SU(2)-Sektor durch

	

1 r3

	

2

	

5

	

r3

	

Qc=~ -i
2

	Q° - -
18 +

6

gegeben ist . Bemerkenswert ist die Verbindung von Hochenergieeigenschaften (linke Seite der

Gl . (5 .76)) reit Niederenergiematrixelementen.

Die as"jorx
,
en-

t
~ummenregei---

~~ rt
°---
~~~

~

dN [g ; (x ) - gi (x )) = s I g A I

	

(5 .78a)

erlaubt die Ableitung des Integrals der Spinstrukturfunktion des Neutrons aus der entsprechenden

Grote für- das Proton und der tvxial vcktor~c~rxc~~l~iu ;i~,ax-pplu --'OllStanten . Die Summe der Iifnte~cy~taicgr a '- der

Spinstxukturfunktionen definiert nun die isoskalare axiale Kopplungskonstante g 0A.

1
dx [gi(x) + gi (x)] = 18 I g ÄI

(g )Die Bezeichnungsweise ist die im Quark-Parton-Modell iibliche : v ist der Energietransfer im
Laborsystem, Q2 das Quadrat des 4er-Impulstransfers und x (0 _< x _< 1) Bjorkens Skalenva-
riable (siehe z . B. Ref. 120) .

(5 .76)

(5 .77)

(5 .7ßb)
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ti_
-

tt
Die EMC-Gruppe gibt den aus den Meßwerten der Spinasymmetrie (h) A = doti+dort gewonnenen

Wert des .Integrals der Spinstrukturfunktion des Protons mit

i dx gi"(x) = 0.114 f 0 .012(statistisch) ~ 0.026(systematisch)

	

(5 .79a)

an . Aus dem experimentellen Wert für die Axialvektorkopplungskonstante, gA = 1 .254 ± 0 .006,

und der Bjorken-Summenregel findet man

dz 4(z) _ -0 .077 d 0 .012(statistisch) ~ 0 .026(syste7rzatisch)

	

(5 .790

für das Integral von gVx), und schließlich:

g 0A = 0.133 t 0 .136

	

(5 .79c)

Die Berechnung der Integrale der Spinstrukturfunktionen für das Proton und das Neutron in

den chiralen Valenzquarkmodellen, die wir hier behandeln, kann durch die Gln . (5 .76) und (5 .77)

(siehe Anhang K) erfolgen.

i
dx g3{x) - ~ (~ + (-) 2 -t3 ) (NO, = 0, s, t )I4(0)Y375Q(0)I N( q = 0, s, ¢) )

	

(5 .80)

In GI . (5 .80) gibt t3 = ±1/2 die dritte Isospinkomponente des Nukleons an.

Die Ergebnisse für verschiedene Modelle sind in Tab . 5 .12 zusammengefaßt . Alle Resultate

für das Integral der Spinstrukturfunktion des Neutrons basieren auf der Giiltigkeit der Bjorken-

Summenregel (Gl . (5 .78a)) . Der Wert für f ö dz gT(x) ist fiir alle betrachteten Modelle in Regel

um den Faktor zwei zu groß verglichen mit dem experimentellen Wert und mit Ausnahme des

Gell-Mann-Levy-Modells - gA ist hier sehr viel größer als das experimentelle Meßergebnis -

sind die Resultate für fö dz gl (x) deutlich zu klein . In diesem Zusammenhang liegt natürlich der

Wert für g°q in allen Modellen erheblich iiber dem aus den Daten der EMC-Gruppe extrahierten

(GI . (5 .79c))(2).

lm Gegensatz zu gA wird die Korrektur spurioser Schwerpunkteffekte für g ,°q wichtig (siehe

Bild 5 .18) . Dies ist darauf zurückzuführen, daß abgesehen vom Normüberlapp nur Quarkfelder zu

g 0A beitragen, ein gegenläufiger Effekt durch Schwerpunktkorrekturen der Mesonfelder also nicht

m6glich ist.

Von untergeordneter Bedeutung sind die Schwerpunktkorrekturen im CD-Modell, sie betragen

weniger als 10% (Tab . 5 .12) . Des weiteren hängt g°p wenig vom verwendeten Parametersatz ab, so

da$ man in einem großen Bereich der Potentialparameter und 7 sowie der Kopplungskonstanten

(h)dati(") ist der Wirkungsquerschnitt, falls die Spins des Leptons und des Nukleons parallel

(antiparallel) sind.

(')Eine Reanalyse der EMC-Daten und neuere Meßresultate lassen jedoch einen größeren Wert

für g°° 0.5 vermuten;23 .

i

Jo
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. . , . g~ % dx gi (x ) fo dx gi ( x )

- 3=1 .67 s=0.28 0

A

	

.

	

s .-

MIT

Bag-

-Modell*

scti 9 -z) 1 .09 0 .65=

naives CBM $

R = 0 .8 [fm]

R = 1 .1 [fm]

0 .98

1 .02

0 .50

0 .55

0 .151

0 .161

1

	

1

E Cniai~ ` finit
E

g~q = 1 .254

R = 0.8 [fm]

	

~]

R = 1 .1 [fm]

!
E

1 .254

1 .254

~

0 . 63

0 .68

~

0193

0 .198

f
I

-0 .017

-0 .010

~
~

Gell-Mann-

-Levy-

-Modell

1 .69 (1 .67)

__

	

_	

0 .65 (0 .53)

__

0 .231 (0 .213)

_

-0 .050 (-0 .065)

I

CD-Modell

~ VbP

VaP(a)

	

~

1 .41 (1 .30)

1 .42

0 .78 (0 .75)

0 .72

0 .226 (0 .212)

0 .218

-0 .009 (-0 .005)

-0 .018 ~

Experiment 1 .254 0.133 0 .114 -0 .077

Tab. 5.12 : Axiale Eigenschaften verschiedener Modelle

Die Ergebnisse der mit dean ,Symbol* versehenen Zeilen sind Ref. 109 eninornmen (CBM:
Cloudy-Bag-Modell) . Die in Klammern gesetzten Resultate des Gell-Mann-Levy-Modells
(Parametersatz : g = 4 .5 und ra2Q = 1 .0 Ge V) und des CD-Modells (Parametersatz:
g = 0 .059 GeV, nix = 1 .4 GeV, al = 0 .06 und 7 W 0,04) beziehen sich auf eine reine
'
J,1-D	 :C

..Ati

	

ri_
LG - e

	

ll___
EG'!L Ergebnisse entsprechen den nngaor en at

eT ELV1~,
n

T1 ff/jn 7l. 1Id"~leli7fLe'lLLel-

Gruppelos (Gln . (5 .79a-c)).

und der Masse des x-Feldes nahezu unveränderte Resultate erhält . Da die radialen Kompo-

nenten der Quarkfelder, u(r) und v(r), durch die Variation der J,Tq .= 0--projizierten Energie

nur wenig geändert werden, ist auch der Einfluß des VaP(a)-Verfahrens auf gÄ nur geringfügig

(siehe Bild 5 .19) . Unabhängig von Methoden und Parametersätzen findet man im CD-Modell also

g~ N 0 .7 - 0 .8.

Gehen wir davon aus, daß das Nukleon nur aus Quarks des SU(2)-Sektors (u- und d-Quarks)

99
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Quark-Meson Kopplungskonstante g

Abb. 5 .18: Isoskalare axiale Kopplungskonstante im linearen a-Modell

1m Gegensatz zur isovektoriellen axialen Kopplungskonstanten (siehe Bild 5 .14)
zeigt die isoskalare axiale Kopplungskonstante eine deutliche Abhängigkeit von
der Quark-Meson Kopplungskonstanten g (rn, =. 1 .0 GeV) . Schwerpunktkorrek-
turen (durchgezogene Linie) heben den J, T-projizierten Wert von gÄ (gestri-
chelte Linie) um ca . 20% an.

aufgebaut ist, und vernachlässigen ferner QCD-Strahlungskorrekturen 108,12 so kann der Spinan-

teil der Quarks am Spin des Protons, (Sz ) _ +1%2, aus

i
2 jo d

	

x 9i(x) = 9 ®u 9
®d

	

(5 .81a)

1
2

	

dx 9i(x) = 9 ®d + 8 Au

	

(5 .8Ib)
D

den Integralen iiber die Spinstrukturfunktionert und den QuarkverteiIungsverteilungsfunktionen,

!..̀.u und Ad,

r ~ .

	

a-.

	

-1
Au

		

ax L4ü ~ gü - q u - q'w 1
D

berechnet werden . Die gemitteite z-Komponente des Spins, S Z, des u-(d-) Quarks im Proton ist

dann durch

(Sz} u =2 Au	(Sz) d =2ad

gegeben, und

(5 .82)

(5 .83)

( Sz )u+d = 2 (Du -}- Ad) (5 .84)
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Abb. 5.19: Isoskalare axiale Kopplungskonstante im CD-Modell

Fir beide Variationsverfahren sind die Ergebnisse fir gg fir Olen gleichen Pa-
rametersatz wie in Tab . 5 .12 gezeigt.

( Sz)u (Sz )d ( Sz )u$d

0 .574 -0 .278 0 .256

0.548 -0 .157 0 .391

0 .534 -0 .174 0 .36

Tab. 5.14: Spinanteil der Quarks am Spin des Protons

Die astgegebenen Werte sind alle mit den impulsprojizierten Gröflen aus Tab . 5 .12 be-
rechnet worden . Die experimentellen Daten sind Ref. 108 entnommen und sind unter
Beriicksichtigung der (kleinen) QCD-Strahlungskorrekturen ermittelt worden.

ist der Spinanteil der Quarks im Proton.

Während die Daten der EMC-Gruppe den Spin des Protons nur zu einem sehr kleinen Anteil

auf den Spin der Quarks zurückführen (ca 14%), der Spin des Protons also im wesentlichen wohl

von den Spins der Gluonen oder dem Bahndrehimpuls getragen wird, finden wir für das Gell-Mann-

~ Gell-

Mann--Levy-

-Modell

CD-Modell

VbP

VaP(a)

~ Experiment

Modelle

i
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Levy-Modell einem Anteil, der bei etwa 60% liegt, und für das CD-Modell einen von 70%-80%.

5.6. Massenaufspaltung zwischen Proton mad. Neutron

Die experimentell bestimmbare Massendifferenz zwischen Proton und Neutron

®M,,p = Mn, - Mp = 1 .293 MeV

	

(5 .85)

ist auf zwei Ursachen zuriickzufiihren, einen Coulombanteil, ~Mnp , der auf der unterschiedlichen

Ladungsverteilung von Proton und Neutron beruht, und einen hadronischen Anteil, AMp, dessen

Ursprung in der Brechung der lsospininvarianz, d . h . in der Differenz zwischen den Strommassen

der u- und d-Quarks, zu suchen ist( 7 ).

AMnp = dMn p + OM~,P

	

(5 .86)

Die Größe des Coulombbeitrags, die auf einer Analyse der nukleonischen Formfaktoren fußt, wird
von Gasser grid Letitwyler 125 trait

®1YI;~ p = (--0 .76 ± 0 .30) MeV

	

(5 .86a)

angegeben . Zusammen mit dem experimentellen Wert (5 .86) der Proton-Neutron-Aufspaltung

ergibt sich hieraus für den hadronischen Anteil

®M!7, = (2 .05 0 .30) MeV

	

(5.860

Die Differenz der Strommassen von u- und d-Quark

Am = m d - rra ., = 2.5 - 5.6 MeV

	

(5 .86c)

wurde ebenfalls von Gasser und Leutwyler 125 abgeschätzt.

Da die Massendifferenz L,Mnp sehr viel kleiner als die Masse der Nukleonen ist und auch der

Wert von Am nur ca . 1% der Konstituentenquarkmassen beträgt, ist eine perturbative Behandlung

der Isospininvarianzverletzung gerechtfertigt . Vernachlässigen wie pionische Massenunterschiede,

da diese von höherer Ordnung sind, und Beimischungen von s-Quarks, so ist der Störterm in der

Lagrangefunktion durch

_ -77-tu E2' - ?7Mddd (5 .87)

gegeben . Dieser Term Iäßt sich folgendermaßen umschreiben

1 _'"3
~m = - 2 ( m v + md) 44 + tm.d - mul q 2- q (5 .87')

(j)Die Massendifferenz l~Mnp kann nicht allein durch die auf der elektromagnetischen Wech-
selwirkung beruhende Aufspaltung AMnp erklärt werden, da in diesem Fall die Masse des

Protons, im. Widerspruch zum Experiment, größer sein müßte als die des Neutrons, da erste-

res positiv geladen und letzteres neutral ist.
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Abb. 5 .20: Hadronische Proton-Neutron-Aufspaltung im linearen a-Modell

Die durch Punkte markierte Fläche bezeichnet den `experimentellen' Bereich der
hadronischen Massenaufspaltung zwischen Proton und Neutron . Die gestrichelte
Kurve gibt die Ergebnisse an, die man aus reiner Drehimpulsprojektion erholt,
die durchgezogene Kurve diejenigen, die man aus der kombinierten J,T°, q = 0-
Projektion erhält . Die Masse des a-Feldes ist : rne = 1 .0 GeV

und wir erhalten für die hadronische Massenaufspaltung zwischen Proton und Neutron unmittelbar:

AM" = ( p, q = 01j dar 4(r)
2

4(r) IP> q = 0 ) - ( n , = 01 I dar 4(r) - q (r )1 n , q = 0 } (5 .88)

Die Berechnung des Ausdrucks (5 .38) findet sich in Anhang L.

Die Ergebnisse für das lineare a-Modell sind in Bild 5 .20, diejenigen für das CD-Modell in

Bild 5 .21 festgehalten . Während im Gell-Mann-Levy-Modell die Resultate geringfügig von der

Quark-Meson.Kopplungskonstante abhängen, sind diese im CD-Modell von den Parametern nahezu

vollständig unabhängig . Aufgrund der großen Unsicherheiten bei der Abschätzung der Massendif-

ferenz der Strommassen und der nicht unerheblischen Schwankungsbreite des Coulombanteils ist

der `experimentelle' Bereich der relativen hadronischen Aufspaltung zischen Proton und Neutron

entsprechend groß (Bild 5 .20 und Bild 5 .21), so daß alle Resultate durch Wahl von Am gemäß

Gl . (5 .86c) an den experimentellen Wert der hadronischen Aufs paltung (Gl . (5 .86b)) angepaßt wer-

den können, ; unabhängig davon welches Modell oder welches Projektions- oder Variationsverfahren

betrachtet wird . Hervorzuheben ist jedoch die ausgezeichnete Ubeinstimrnung der Ergebnisse des

CD-Modells, die mit dem VaP(a)-Verfahren erzielt werden, mit dem ]Experiment, falls ein mittlerer

Wert Am = 3 .0 MeV gewählt wird (Bild 5 .21).

Fiolhais et a1 . 126 haben auf der Grundlage der hier vorgestellten Projektionsmethoden die
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1 .00

0.80

0.60
'•3 aR'ä?

Quark-Meson Kopplungskonstante g (GeV]

Abb. 5.21 : Hadronische Proton-Neutrott-Aufspaltung im CD-Modell

Für den Paramertersatz mX = 1 .4 GeV, q = 0.06 und 7 = 0.04 ist die relative
hadronische Massendifferenz zwischen Proton und Neutron aufgetragen.

hadronische und elektromagnetische Massendifferenz zwischen Proton und Neutron in einem nu-

klearen Medium berechnet, und die Auswirkungen der dichteabhängigen Massendifferenz

AMnp(P) = Mn(P) - Mp(P)

auf die Nolen-Schiffer-Anomalie 127,128 abgeschätzt . Die dichteabhängigen mesonischen Gram,

f„(p), m,(p) und m Q (p), werden in einem ersten Schritt aus den Lösungen des Nambu-Jona-

La
r _Sllll(3-1xV111C.LC11,-s_ 1_li_129 t U_Cl endlicher I1C111U111U1L11LC_li__L_ 'vle _ 	3ichte er1111LLG1L;ttel~si In einem

	

werden die'-- m Schritt ~ werden ..a...

nukleonischen Eigenschaften aus dem Gell-Mann-Levy-Modell (mit den Parametern f,f (p), m,;(p)
und m,(p)) extrahiert, da Energien und elektromagnetische Eigenschaften (Formfaktoren) durch

die Gradientenentwicklung der bosonisierten Version des NJL-Modells, also durch das Gell-Mann-

Levy-Modell, hinreichend gut beschrieben werden 130 . Die Berechnung der hadronischen Aufspal-

tung kannanalog zu Gl. (5 .88) erfolgen, nur daß nun in Gl . (5 .88) die dichteabhängigen Proton

und Neutronzustände einzusetzen sind . Die elektromagnetische Massendifferenz kann mit Hilfe der

ebenfalls

	

Lt__l,Ctl .b112.nglgZi2 FOrifuäl{7 torcfl 57 ermitteltittelLi
4 vcr ,auci

	

o stelltEs ° ° 1 ..rh jedoch heraus, daßdFGll

AMnp(p) im Gegensatz zur benötigten Abnahme reit zunehmender Dichte ansteigt . Dieser Effekt

wird jedoch vollständig überlagert, falls man dem Umstand Rechnung trägt, daß Valenz-Proton

und -Neutron in Spiegelkernen verschiedene orbitale Radien besitzen, und daher auf Proton . und

Neutron unterschiedliche Mediumdichten einwirken .

(5 .89)

AMnp(Pn, Pp) = Mn(Pn) - Mp(Pp) (5 .89 ' )
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Abb. 5.22: Hadronische Proton-Neutron-Aufspaltung versus ®m

Die Größe der hadronischen Aufspaltung zwischen Proton und Neutronen ist
hier gegen die Massendifferenz Am = rnd - mu zwischen d- und u-Quark aüfge-
tragen. Im Gell-bann-Ievy-Modell wurde der Parametersatz g = 4 .5 und ma =
1 .2 Ge V, im CD-Modell (VaP(a)-Verfahren) der Parametersatz g = 0 .059 Ge V,
mx = 1 .4 GeV, al = 0.06 und 7 = 0.04 verwendet . Die durch Punkte gekenn-
zeichnete Fläche gibt den experimentellen Bereich der hadronischen Aufspaltung,
aMä = 2 .05 ± 0 .30 MeV, an. Die Doppelpfeile markieren das Intervall, in
welchem die aus den Modellen extrahierten Resultate gerade die experimentellen
Daten innerhalb deren Fehlergrenzen reproduzieren.

Dieser Effekt führt zu einer deutlichen Überschätzung der Nolen-Schiffer-Anomalie um etwa eine

Größenordnung ra6. Es scheint jedoch so, daß die Brechung der Isospininvarianz wesentliche Züge

dieses Phänomens widerspiegelt.

5 .7. Pion-Nukleon-Sigraa Ter

Der Pion-Nukleon-Sigma Term stellt ein wichtiges empirisches 1~1aß für die Brechung der

chiralen Symmetrie in der QCD dar und begründet somit einschränkende Bedingungen für Modelle,

die die hadronische Struktur beschreiben und die chirale Symmetrie approximativ beinhalten . Er

ist durch
3

u.,-N = ( p ( q = 0)1-3 E [QSa
[Q$a Hi j IP(q = 0) )

a=1

(5 .90)

definiert, worin ip(q = 0) ) der Ruhezustand eines Protons, H der Hamiltonoperator des Systems

und

Q5a = fd3x 0(x)7 075740(x) + (&0a(x)) 7ra(x) - (80 7ra ( x )) o-(z)}

	

(5 .91)
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die axiale Ladung ist.

Werte für 0'TN lassen sich auf zwei verschiedenen Wegen aus den experimentell zugänglichen

Daten ermitteln lsl Eine Methode stützt sich auf die Analyse der 7rN-Steudaten unter Berück-

sichtigung der PCAC-Relation (BnN 60 MeV), eine andere fußt auf dem Spektrum des Baryon-

Oktetts, erster Ordnung Störungstheorie in den Quark-Strommassen und führt in Verbindung mit

der Annahme, daß der s-Quarkanteil des Nukleons klein ist (Zweig-Regel) auf 0' rN 25 MeV. Die

große Diskrepanz zwischen beiden Werten ließ zunächst vermuten, daß das Nukleon einen erheb-

lichen s-Quarkanteil besitzen müsse und die Zweig-Regel signifikant verletzt sei132°133 Gasser et

a1 . 134 jedoch reduzierten in einer kürzlich durchgefiihrten neuen Analyse der '7rN-Streudaten diesen

Unterschied und fanden : ßaN ^ 45 f 7 MeV . Andererseits ist die Möglichkeit in Betracht zu zie-

hen, daß die baryonische Oktettmasse signifikant nichtlinear von der s-Quarkmasse abhängt 135,136 ,

was größere Werte für cr,rN (> 25 MeV) als die störungstheoretische Abschätzung zur Folge hat,

ohne daß ein deutlicher s-Quarkanteil im Nukleon notwendig wird . Es muß jedoch darauf hin-

gewiesen werden, daß die Unstimmigkeiten zwischen verschiedenen Datensätzen 137 und daß eine

alternative Methode zur Bestimmung von o.,N zu deutlich kleineren Werten führen l3$

Der die chirale Symmetrie brechende Teil

L
SB = m2f,rä

der Lagrangedichte, proportional zu &, ist der einzige, der zu dem doppelten Koommutator in

G1 . (5.90) beiträgt, d. h . der IrNo--Term ist durch den Erwartungswert

~,rN = -f r m,(p(q = 0)1 :
J

d3r ö-(r) : l p(q = 0) )

	

(5 .93)

des daFeldoperators zwischen den auf j = i = 1/2, 1'JT = -Mj = 1/2 und q = 0 projizierten

Zuständen des hedgehog-Fockzustands gegeben . Aufgrund der einfachen Struktur dieses Opera-

tors, ist cr.rN sowohl von der Drehimpulsprojektion (skalarer isoskalarer Operator) als auch von der

Impulsprojektion unbeeinflußt, da die Uberläppe in Zähler und Nenner, die aus der Impulsprojek-

tion resultieren, identisch sind und sich daher gegenseitig wegheben . Der 7rNo--Term ist also durch

seinen Mean-)i ield-Ausdruck

N
u,rN = -4arrnT f,r ~ dr r2ao(r)

0

gegeben.

Die Brechung der chiralen Symmetrie durch den der Lagrangedichte chiral invarianter Quark-

Meson-Modelle hinzugefügten Ausdruck (5 .92), dessen Einführung mit der PCAC-Relation

a p. Aµ

	

°T7L~f7rr a

	

(5 .95)

konsistent ist, kann jedoch ebenso durch einen die chirale Invarianz verletzenden Massenterm für

die Quarksfelder

r ~~ w -ma~o

(5 .92)

(5 .94)

(5 .96)
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Quark-Meson Kopplungskonstante g

Abb . 5.25: Pion-Nukleon-Sigrna Term im linearen a•-Modell

Für drei verschiedene Werte m~ ist der rNo--Term gegen die Quark-Meson
Kopplungskonstante g aufgetragen . Alle Resultate liegen erheblich über denn ex-
perimeniellen Bereich..

erfolgenx3s . Beide Möglichkeiten sind im Hinblick auf die Quarkstruktur der QCD als gleichwertig

zu bertrachten . Dennoch wird im Rahmen der Quark-Meson-Modelle die Brechung der chira-

len Symmetrie durch bevorzugt, da der Ausdruck (5 .96) auf eine nicht der PCAC-Relation

entsprechende Divergenz des Axialvektorstroms führt.

8 1 `4, = rniji2-y5 r°'O

	

(5 .97)

Da die Meson- und Quarkfelder in den Quark-Meson-Modellen unabhängig voneinander sind,

besteht keine Verbindung zwischen dem bilinearen Quarkfeldoperator auf der rechten Seite der

Gl . (5 .97) und dem Pion-Feld . Folglich sind die beiden rrNa-Terme, die aus den Ausdrücken (5 .94)

und

a-.wjv = m

	

( N(4 = 0)1 : i,bzy : 1N(4 = 0) )

	

(5 .98)

resultieren, voneinander verschieden. Eine numerische Analyse bestätigt dies (für Quarkstrommas-

sen rn ~- 6 - 10 MeV), auch für den Fall, daß alle Projektionen vernachlässigt werden und nur die

Mean-Field-Ergebnisse miteinander verglichen werden . In einem chiral invarianten Quarkmodell,

wie dem Nambu-Jona-Lasinio-Modell 129 , treten derartige Inkonsistenzen nicht auf. Im Rahmen

des bosonisierten NJL-Modells kann man zeigen, daß die Ausdriicke (5 .94) und(5 .98) äquivalent

sindr39,a4o



108

	

5. Statische Observable in chiralen Valenzquarkmodellen

Daß die Werte für o-,N im Gell-Mann-Levy-Modell (Gl . (5 .94)) ganz erheblich über den auf

experimentellen Daten beruhenden Abschätzungen liegen (siehe Bild 5 .23), führt 'Wakamatsu139

auf die oben beschriebenen Unstimmigkeiten zurück ('`) . Die Ursache liege darin, daß in diesen

Modellen die Quark- und Mesonfelder als voneinander unabhängige Freiheitsgrade behandelt wer-

den, und daher `double counting' unvermeidbar sei, da die interne Quark-Antiquark-Struktur der

Mesonen keine Berücksichtigung finde . Die Annahme, die Polarisation der Diracsee-Quarks werde

durch die kinetische Energie der Mesonfelder korrekt simuliert, Iäßt sich im Fall einiger physikali-

scher Größen, wie dem rNcr-Term (siehe auch die Diskussion in Abschnitt 5 .3), dann nicht länger

aufrechterhalten .

0.040 0.060 0.080

Quark--Meson Kopplungskonstante g [GeV]

bb 5,24 ; Pinn-Nukleon.- .Si ma Term im CD-Modell

Der irNo•-Term ist für beide Variationsverfahren (VbP und VaP(a)) gegen die
Quark-Meson Kopplungskonstante g aufgetragen . Die durch Punkte gekenn-
zeichnete Fläche markiert den auf der rN-Streudatenanalgse gegründeten ex-
perimentellen Bereich 134 von o',rN, die punktierte Linie gibt die (vermutlich)
untere Grenze der experimentellen Werte von a,;N an, die auf dem Spektrum
des Baryon-Oktetts berahen (siehe Text) . Die schraffierte Fläche schließlich be-
zeichnet den Bereich der Resultate (nn , .-.. 15 - 25 _M- eV), die mit Hilfe von

Gitieichrechnungen141,142,143 ermittelt wurden.

Die nicht ganz eindeutige experimentelle Situation und die Resultate des CD-Modells für

o-irN (Gl . (5 .94)) sind in Bild 5 .24 aufgetragen. Wird o-,N aus der Mean-Field-Lösung ermittelt, so

erweist sich sein Wert als zu klein verglichen mit den experimentellen Daten . Das VaP(a)-Verfahren

( k)lm NJL-Modell findet man isn Bereich physikalisch sinnvoller Kopplungskonstanten 83 o'xN N

35 --- 40 MeV .
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jedoch bewirkt eine signifikante Verstärkung von B .7rN

0'.A-N -' Aa 6y;N

da in der Regel Werte für Ao 2 .2-2 .5 (A, ist der Variationsparamenter des cr-Feldes) beobachtet

werden . Die VaP(a)-Resultate sind deutlich verbessert, sind aber im Vergleich zu den aus der, rN-

Streudaten extrahierten Werten fiir e, nr etwas zu klein (siehe Bild 5 .24) . Die Auswirkungen einer

Variation des Modellparamenters mQ wurden nicht untersucht . Es ist allerdings zu vermuten,

daß eine Verringerung von ma zu einer weiteren (geringfügigen) Anhebung von ~rrN führt, da die

räumliche Ausdehnung des o--Feldes mit abnehmendem m Q ansteigt.

Birse und McGovern" 4 haben im Rahmen eines chiral invarianten CD-Modells, das jedoch

kein Potential U(x), sondern nur einen Massenterm für das x-Feld enthält, den 7rNcr-Term

(5.99)

(r,rN = 2 3rf d3r ( N I J,IN )
d

(5 .100)

aus dem Stroh: JQ , der durch die l uler-Lagrange-Gleichungen

(Pap + mO ~(x) = ,I-,(x)

festgelegt ist, mit Hilfe störungstheoretischer Methoden, ähnlich denen

berechnet . Die erhalten Werte für e„N , die zwischen 32 und 38 Mev liegen, und damit in etwa

den hier aus dem a-Feld mit dem VaP(a)-Verfahren berechneten Werten iibereinstimmen .

(5 .101)

im Cloudy-Bag-Mode11 32 ,
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Ziel dieser Arbeit war die Entwicklung von Verfahren und Techniken, die eine quantita-

tive Analyse spurioser Schwerpunkteffekte im Rahmen effektiver chiral invarianter Quark-Meson-

Modelle ermöglichen, die seit geraumer Zeit erfolgreich zur Beschreibung des Nukleons und seiner

Eigenschaften (statischer Observabler sowie Formfaktoren) Verwendung finden . Das Nukleon, das

eine komplexe innere Struktur besitzt, wird in dieser Arbeit im Rahmen des Gell-Mann-Levy-

Modells und einer chiral invarianten Version des colourdielektrischen Modells (CD-Modells) als

(chirales) Soliton aufgefaßt . Beide Modelle spiegeln eine grundlegende Eigenschaft der QCD bei

niedrigen Energien wider, die spontane Brechung der chiralen Symmetrie . Dariiberhinaus weist

das CD-Modell ein phänomenologisches Confinement der Quarkfreiheitsgrade auf und genügt somit

einer .. weiteren wichtigen Forderung der QCD, die jedoch bis heute nicht aus dieser fundamentalen

Theorie abgeleitet werden konnte.

Das geeignetste Verfahren, einerseits spuriose Schwerpunktkomponenten aus symmetrieverlet-

zenden Quantenzuständen zu eliminieren, andererseits Zustände mit definiertem Spin und Isospin

zu erzeugen, bieten die aus der Kernphysik bekannten Peierls-Yoccoz-Projektionstechniken, die

eine Berechnung baryonischer Observabler bei simultaner Berücksichtigung der Schwerpunktef-

fekte erlauben. Die Anwendung solcher Projektionsverfahren setzt jedoch die Konstruktion eines

Quantenzustands voraus, der zumindest näherungsweise eine Lösung des Eigenwertproblems der

betrachteten Quark-Meson-Modelle ist.

Zu diesem Zweck werden in einem ersten Schritt die klassischen solitonischen Lösungen der chi-

ralen Valenzquarkmodelle durch Variation der von den Quark- und Mesonfeldern abhängigen (klas-

sischen) Energie konstruiert und 31ntersucht . Die Struktur ein er nichttrivialen Lösung der Lagran-

gefunktionen, welche minireale Energie und Baryonenzahl F, - 1 besitzt, ist durch eine sphärisch

symmetrische räumliche Verteilung der drei Valenzquarks charakterisiert, d . h . diese besetzen je-

weils einen Is-Zustand . Die Optimierung der klassischen Energie erzwingt eine hedgehog-Struktur

der Spin-Flavour-Wellenfunktion der Quarks, falls die Bosonfelder linear an die Quarkfelder kop-

peln und die Lagrangefunktion invariant unter Isospin- Lorentz- und Zeitumkehrtransformationen

ist . Die Feldkonfigurationen der klassischen Bosonfelder sind dann durch die Quellterme in den me-

sonischen Bewegungsgleichungen vollständig festgelegt, d . h . das Pionfeld weist p-Wellenstruktur,

das Sigmaf ld s-Wellenstruktur auf. Besitzt das colourdielektrische t-Feld, das im CD-Modell in

nichtlinearer Weise an die Quarkfelder koppelt, sphärische Symmetrie (s-Welle), so ist auch in die-

sem Fall der Hedgehog eine Variationslösung minimaler Energie des Hamilton'schen Funktionals.

Im Rahmen des Hedgehog-Ansatzes sind die klassischen Energien beider Modelle Funktionale der

radialen Anteile der Quarr- und Bosonfelder . Diese nur von lr~ abhängigen Funktionen wurden

mit Hilfe des Variationsprinzips unter Einschluß der Nebenbedingung ermittelt, daß eine Lösung

mit Baryonenzahl B = 1 gesucht ist.

Diese sogenannten Mean-Field-Lösungen des Gell-Mann-Levy-Modells und des CD-Modells

weisen stark unterschiedlichen Charakter auf . Ausgeprägten Strukturen der radialen Anteile der
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chiralen Felder, ON und a-(r), im linearen a-Modell stehen entsprechende bosonische Funktio-

nen im CD-Modell gegeniiber, die für physikalisch sinnvolle Quark-Meson Kopplungskonstanten

durch ihre Vakuumerwartungswerte approximiert werden können, d . h . o-(r) f, und ¢(r) re O.

Im Gegensatz zum Gell-Mann-Levy-Modell, dessen Quarkfelder, u(r) und v(r), einen einfachen

exponentiellen Abfall aufweisen, erfordern die Randbedingungen im CD-Modell eine doppeltexpo-

nentiellen Abfall der Quarkfelder, was eine erhebliche Erschwernis der numerischen Analyse der

Schwerpunkteffekte in diesem Modell zur Folge hat.

Die Quantisierung des Hamilton'schen Funktionals erfolgt durch die kanonischen Quantisie-

rungsregeln, denen die Quark- und Mesonfeldoperatoren genügen . Der fiir die Anwendung der

Peierls-Yoceoz-Projektionstechniken erforderliche Fockzustand wird als Tensorprodukt einer Sla-

terdeterminante für die Fermionfelder und kohärenten Zuständen für alle beteiligten Bosonfelder

konstruiert . Die Entwicklung der bosonischen Feldoperatoren in einer Basis aus ebenen Wellen

freie Lösungen der Klein-Gordon-Gleichung - vereinfacht die Projektionsrechnungen entschei-

dent, da der mit dieser Basis verbundene 0-Teilchen-Zustand translations- und rotationsinvariant

ist und daher als physikalischer Vakuumzustand interpretiert werden kann. Die Berechnung von

Erwartungswerten in projizierten Zuständen zeigt, daß die Wahl der Basis keinesfalls willkiirlich

ist . Grundlage der Konstruktion kohärenter Zustände sollten vielmehr die Eigenmoden des Soli-

tons sein, die die Wechselwirkung eines Mesons mit dem Solitonfeld beschreiben . Der mit einer

lokalisierten Basis verbundene 0-Teilchen-Zustand jedoch ist im Allgemeinen weder translations-

noch rotationsinvariant . Dieser Mangel kann zwar durch eine Bogoliubov-Transformation, die den

nichtinvarianten Zustand in einen invarianten (und somit physikalisch sinnvollen) iiberführt e9 , be-

seitigt werden, aber die praktische Ausführung derartiger (Projektions-) Rechnungen gestaltet sich

äußerst schwierig und wurde daher unterlassen.

Ein erster Schritt die Effekte abzuschätzen, die auf der möglichen Distorsion der Basis aus

ebenen Wellen durch die solitonischen Felder beruhen, erfolgte durch die Berechnung einfacher

Schwerpunktkorrekturen,

E r

.T
hh i = ~

_
a,v2 rt r

asa
2 + ~

asg2

•
_ i .r

. hh, 1
5

Y'

	

I

	

I'YM ~Ehh _ .

2Ehh

zur Mean-Field-Energie Ehh im o--Modell auf der Grundlage zweier unterschiedlicher Basissysteme.

Die Erwartungswerte der normalgeordneten Quadrate der Impulsoperatoren der bosonischen Fel-

der, ( :~ :) und ( : .?? : ), zwischen kohärenten Zuständen, die entweder auf einer Basis aus

ebenen Wellen oder einer Basis aus harmonischen Oszillatorwellenfunktionen fußen, sind nahezu

gleich, so daß die Ausführung von Projektionsrechnungen in Verbindung mit der Konstruktion

kohärenter Zustände in einer Basis aus ebenen Wellen gerechtfertigt scheint . Eine tiefergehende

Untersuchung diese Problemkreises steht jedoch noch aus.

Die bisher betrachteten Solitonen sind klassische lokalisierte Objekte, die Symmetrien, die der

Hamiltonoperator erfüllt, [H, S1 = 0, nicht genügen . Insbesondere brechen die solitonischen Lösun-

gen die Translations-, Drehimpuls- und Isospininvarianz des Hamiltonoperators, d . h . sie enthalten

spuriose Schwerpunktkomponenten und sind weder Eigenfunktionen des Spins und Isospins nach
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Parameter

	

g = 4.1 ma = 0.6 GeV g = 4.1 mu = 1 .2 GeV Experiment

1

	

•

	

i

	

' 1

	

•

	

• 0 .940

•

( r~
)n [fm2 ] -0 .047 (-0 .046) -0 .12

g A . . . .
.~

Pp [n .
m .1

	

~ 2 .43 (2 .27) 2 .47 (2 .31) 2 .79

/In [n .

	

at .]

	

~ -1 .76 (-1 .70) -1 .90 (-1 .85) '

1 .38 (1 .33) 1 .30 (1 .24) ~

0)2RiN

	

~
1 .32 (1 .22) 1 .61 (1 .41) -

g~NN(

0 .83
~

	

0 .92
_

gRNN( 0)2R~
'~r°°

1 .24 (1 .21) 1 .25 (1 ' 24) 0 .94
~~N(0)21V~N

'n

	

~g,rN

~aN [MeV] 99 70 ~ 25 - 52 '

®li~ p/89n 0.76 (0 .63) 0 .63 (0 .49) ti 0 .3 - 0 .9

gA 0.82 (0 .71) 0 .71 (0 .58) .., 0 .0 - 0 .5

Parameter g = 5.0 m u. = 0.6 GeV g - 5.0 mu = 1 .2 GeV . Experiment .

10.940

Eo - E~• [GeV] i

	

i : . : 1 : 1 0 .294

(r~ ) p [frn2 ] 0 .59 (0 .65) 0 .54 (0 .58) 0.74

( r~ )n [fm 2 ] -0 .063 (-0 .064) -0 .074 (-0.076) -0 .12

g A 1 .70 (1 .68) 1 .71 (1 .71) ~ 1 .25

Pp [n . In] 2 .61 (2 .46) 2 .56 (2 .45) ~ 2 .79

µn [n. m.] -2 .02 • . -2 .06 (-2 .04) -1 .91

~,6p/lpnl 1 .29 (1 .24) 1 .24 (1 .20) 1 .46

1 .56 (1 .41) 1 .89 (1 .63)
--

	

-
-ga8rNN( 0)2~N

E

	

0 .98 1 .02 -

	

~g ,~NN(0)~
~

	

1 .28 (1 .27)

	

~ 1 .29 (1 .29) 0 .94

	

~gG,~NN(0)2M,y

_ a,rN [ivie

	

] i24 ö9 25-52

AM p/!~m ~

	

0 .52 (0 .39) 0 .48 (0 .37) ~ 0.3 - 0.9 '

gA ~

	

0 .63 (0 .51) 0 .58 (0 .48) ~ 0.0 - 0 .5

Tab. 6.1: Zusammenfassung der Resultate inn Gell-Mann-Levy-Modell
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des linearen Impulses . Eigenfunktionen der Generatoren dieser Symmetrien können allerdings

durch simultane Projektion des (symmetrieverletzenden) Fockzustands auf die Eigenräume der

mit dem Hamiltonoperator kommutierenden Symmetrieoperatoren erzeugt werden . Da der Pro-

jektionsoperator auf den Impuls q = 0 mit demjenigen auf den Drehimpuls J vertauscht, können

gemeinsame Eigenfunktionen des Impulses, Spins und Isospins durch simultane Projektion des

Hedgehog-Ansatzes auf die Quantenzahlen J = T, Mj _ -MT und q = 0 konstruiert werden.

Der Modellzustand für ein Baryon mit definiertem Spin und Isospin in seinem Ruhesystem, der

Grundlage der Berechnung von Größen ist, die sich als Erwartungswerte von Zuständen mit dem

Implus q = 0 ergeben, wie beispielsweise die Ruhemasse oder die Axialvektorkopplungskonstante,

geht also aus kombinierter Projektion des Fock-Ansatzzustands hervor.

Um jedoch auch Schwerpunkteffekte der elektromagnetischen Eigenschaften des Nukleons (La-

dungsradien und magnetische Momente) abschätzen zu können, ist es erforderlich, Zustände mit

endlichem Impuls q 0 zu betrachten . Damit Zustände mit unterschiedlichen Impulsen q und

q' durch Lorentztransformationen miteinander verbunden sind, der relativistischen Invarianz der

Theorie also Rechnung getragen wird, müssen Zustände mit Impuls q 0 durch Boost des auf

Impuls q = 0 (und Spin J) projizierten Fockzustands konstruiert werden . Eine solche Vorgehens-

weise stößt jedoch nicht nur auf große technische Schwierigkeiten in den chiralen Modellen, da

die volle Dynamik involviert ist, sondern auch auf methodische Probleme, da bei der Berechnung

von Ladungsradien und magnetischen Momenten divergente Vakuumbeiträge von Produkten der

Feldoperatoren, die nicht nur von den Stromoperatoren, sondern auch von den Boostoperatoren

herrühren, abzuziehen sind.

Eine (nichtrelativistische) Peierls-Yoccoz-Projektion auf endlichen Impuls q 0 ist zwar frei

von derartigen Problemen, birgt aber den Nachteil, daß Zustände mit unterschiedlichen Impul-

sen nicht die gleiche interne Struktur besitzen ; und die Energie-Impuls-Relation folglich nicht

erfiillt ist, d . h . träge und dynamische Masse differieren . Dieser Nachteil, unter der Bezeichnung

Peierls-Yoccoz-Problem bekannt, kann zwar im nichtrelativistischen Grenzfall durch Variation des

projizierten Zustands (VaP-Verfahren) behoben werden, jedoch erfüllen Energieerwartungswerte

die korrekte relativistische Energie-Impuls-Relation nur, falls die Zustände mit Impuls q # 0

durch Boost des Ruhezustands erzeugt werden . Allerdings konnte gezeigt werden, daß die Un-

terschiede zwischen den Energien Ehh(q), die einerseits auf der korrekten relativistischen Energie-

Impuls-Beziehung, andererseits auf der Projektion auf endlichen Impuls basieren, für kleine Impulse

(Iqi < 0 .2 GeV) sehr gering sind, so daß die Simulation des Boostoperators durch eine Projektion

auf Impuls q 0 fiir die Berechnung der Momente der Formfaktoren, d. h . der Ableitungen der

Formfaktoren an der Stelle q = 0, auch im Licht der Ergebnisse von Lübeck et a1 .39 gerechtfertigt

ist .

Die approximative Variation der J, T, q = 0-projizierten Zustände (VaP(a)-Verfahren), die in

Abschnitt 4 .3 beschrieben ist, trägt nicht nur zur Lösung des Peierls-Yoccoz-Problems bei, sondern

führt auch zu einer erheblichen Verstärkung der chiralen Felder des CD-Modells . Das Verfahren

beruft auf einer Reskalierung der Amplituden der mesonischen Funktionen, einer Lösung der Mean-

Field-Diracgleichung, die die reskalierten Bosonfunktionen enthält, sowie einer Optimierung der von
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den Skalierungsfaktoren abhängigen Ruheenergie des Nukleons . Eine Verbesserung aller Resultate

des CD-Modells verglichen mit den experimentellen Daten ist zu beobachten . Dies gilt insbesondere

für den Ladungsradius des Neutrons und den Pion-Nukleon-Sigma Term, die beide nicht an das

Experiment angepaßt werden können, falls es die Mean-Field-Lösungen sind, die projiziert werden.

Ebenso werden Virialtheoreme, wie die Goldberger-Treiman-Relation, die durch die projizierten

Mean-Field Lösungen stark verletzt sind, durch das VaP(a)-Verfahren zumindest näherungsweise
erfüllt.

Tab . 6 .1 zeigt eine Ubersicht über die Ergebnisse der Projektionsrechnungen im Gell-Mann-

Levy-Modell fiir verschiedene Parametersätze . Die eingeklammerten Größen erhält man, falls die

Schwerpunktkorrekturen vernachlässigt werden, also eine reine J, T-Projektion durchgeführt wird.

Da sich die Schwerpunktkorrekturen der Quark- und Mesonanteile der Stromoperatoren gegen-

seitig wegheben, sind nur geringe Auswirkungen der Eliminierung der SchwerpunkteiTekte auf die

Observablen-zu beobachten . Die einzige Ausnahme bildet die Nukleon-Pion-Nukleon Kopplungs-

konstante, g:NN (O), die aus dem Pion-Strom ermittelt wird . Hier addieren sich die Wirkungen

der Projektion auf den Impuls und heben sich nicht weg . Die Ursache hierfür Iiegt möglicherweise

darin, daß der mesonische Anteil des Pion-Stroms proportional zur dritten Potenz der Feldoperato-

ren ist und nicht proportional zur zweiten, wie dies beim elektromagnetischen and isovektoriellen

axialen Strom der Fall ist . Die starke Absenkung der Energie des Nukleons durch die Impuls-

projektion kann auf die großen NulIpunktsenergien des Hamiltonoperators, der das freie a-Feld

beschreibt, zurückgeführt werden . In diesem Zusammenhang ist erneut die Frage aufzuwerfen, ob

die Entwicklung des a--Feldoperators in einer Basis aus ebenen Wellen eine gute Beschreibung der

Quantenfluktuationen dieses Feldes ist und damit eine adäquate Grundlage für Projektionsrech-

nungen darstellt.

Sollen_ die Ruheenergie des Nukleons und der T adi gsradius des Protons an das Experi : nnent

anpaßt werden, so sind kleine Vierte für die Masse des o--Feldes und kleine Quark-Meson Kopplungs-

konstanten g zu wählen, die Anpassung der iibrigen Observablen (insbesondere des Ladungsradius

des Neutrons) jedoch erfordert eher größere Werte für g . Die gleichzeitige Beschreibung aller

statischen Observablen des Nukleons im Gell-Mann-Levy-Modell ist daher etwas problematisch.

Unabhängig von Parametersätzen und Projektionsmethoden jedoch sind die Vierte für die Axial-

vektorkopplungskonstante gA und den Pion-Nukleon-Sigma Term o-,N im Gell-Mann-Levy-Modell

immer erheblich zu groß.

Dies ist möglicherweise auf Inkonsistenzen der effektiven gekoppelten Quark-Meson-Modelle,

in denen die Quarks und Mesonen als voneinander unabhängige Freiheitsgrade behandelt werden,

zurückzuführen . Die Annahme, die mesonischen Terme eines Quark-Meson-Modells (Gell-Mann-

Levy-Modell) absorbieren die Seeanteile eines chiralen Quark-Modells (Gradientenentwicklung der

bosonisierten Version des Nambu-Jona-Lasinio-Modells), ist nur für die Energie, die Ladungsra-

dien und die magnetischen Momente giiltig, jedoch nicht mehr für die Axialvektorkopplungskon-

stante (siehe Tab . 6 .2) . Die Isospinanteile der Ladungsradien und der magnetischen Momente

sind in beiden Modellen von gleicher Größenordnung, obgleich sie auf unterschiedlichen Quan-

tisierungsverfahren fußen . Bemerkenswert ist, daß die isoskalaren Seeanteile des Ladungsradius
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Tab. 6 .2: Gell-Mann-Levy- versus Nambu-Jona-Lasinio-Modell

Tab. 6 .2 zeigt einen Vergleich elektromagnetischer und axialer Eigenschaften des Nukle-
ons, die einerseits mittels J,T-Projektion aus dem Gell-Mann-Ldvy-Modell (Parameter-
satz : g = 4.5, mu = 2gf r ^ 0 .8 GeV), andererseits mittels semiklassischer Quantisierung
(Cranking-Modell) aus dem Nambu-Jona-Lasinio-Modell" 5 (Parameter: M = gf,
U .`iLU VC Y, T7L, = 0•140 LrG Y ) extrahiert wurden.

und des magnetischen Moments im NTL-Modell (im Gegensatz zu den isovektoriellen) nahezu ver-

schwinden und damit den isoskalaren mesonischen Anteilen, die im elektromagnetischen Strom des

Gell-Mann-Levy-Modells nicht auftreten und daher identisch null sind, entsprechen . Eine völlig

andere Situation trifft man im Fall der Axialvektorkopplungskonstanten an ; einem ausgeprägten

isovektoriellen mesonischen Anteil steht ein sehr kleiner Seebeitrag gegeniiber.

-1J'-' 'd
n

	

oll deifüGCi.fa ieiCkaia ~i

	

gut reproduziert wird,

	

dies 'm Gell-Mann-Levy-
,U jrpA im ttd

NJ .u-Mrv~odu

	

wie

	

-

Modell ohne den mesonischen Anteil insbesondere unter Hinzunahme der Schwerpunktkorrekturen

der Fall wäre, ist unier Umständen ein Artifakt der semiklassischen Quantisierung, die nur dann

eine gute Näherungsmethode ist, falls `scharfe' Uberläppe vorliegen . Ein Vergleich der hier zurr

Zuge kommenden Peierl-Yoccoz-Projektion mit der Cranking-Methode zeigt, daß diese Vorausset-

zung wohl nicht erfüllt ist, da erhebliche Unterschiede der isovektoriellen Anteile der Observablen

(die isoskalaren Anteile miissen übereinstimmen, was im Rahmen von Rundungsfehlern und nume-
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Methode J, T-Projektion Cranking

Tab. 6 .3: Peierls-Yoccoz-Projektion versus Cranking-Modell

®-N-Aufspaltung, Ladungsradien, magnetische Momente und die Azialvektorkopplungs-
konstante sind im Gell-Mann-Levy-Modell (Parametersatz: g = 5 .0, rn, = 1 .2 GeV)
mittels Peierls-Yoccoz-Spin-Isospin-Projektion und mittels Cranking53 berechnet und ein-
ander gegen bergesieilt. Die A-N-Aufspaltung irn Cranking-Modell bezieht sich auf die
Kopplungskonstante g - 5 .38

rischer Genauigkeit auch der Fall ist, da nur Mean-Field-Größen miteinander verglichen werden),

berechnet mit beiden Methoden, feststellbar sind (siehe Tab . 6 .3) . Mit einer Ausnahme folgen die

isovektoriellen Größen des NL-Modells im Vergleich zu denjenigen des Gell-Mann-Levy-Modells

der durch das Cranking-Modell vorgezeichneten Tendenz, d . h . die Abweichungen der isovek-

toriellen A.nteile der Observablen im NJL-Modells gegenüber denjenigen des linearen o--Modells

hat gleiche Richtung und ähnliche Größenordnung wie die Abweichungen, die im o--Modell auf-

grund der unterschiedlichen Quantisierungsverfahren beobachtet werden . Die Fortschreibung des

im Cranking-Modell beobachteten Trends ließe eher einen größeren isovektoriellen Beitrag des

magnetischen Moments im NJL-Modell als im Gell-Mann-Levy-Modell vermuten . Tatsächlich ist

dieser aber weniger als halb so groß, was in der Folge zu Werten der magnetischen Momente im

NJL-Modellfür Proton und Neutron führt, die verglichen mit den experimentellen Daten um den

Faktor zwei zu klein sind.

Einen sehr viel geringeren Einfluß auf die Observablen iiben die chiralen Felder im CD-Modell

aus . Der isovektorielle mesonische Beitrag zur Axialvektorkopplungskonstanten bleibt auch bei
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Verstärkung der chiralen Felder durch das VaP(a)-Verfahren sehr gering, so daß g A durch den

Quarkanteil dominiert wird, und unabhängig von Parametersätzen und Variationsverfahren einen

Wert annimmt, der bis auf ca . 10% mit dem Experiment iibereinstimmt . Schwerpunkteffekte

nehmen daher auch in diesem Modell einen bedeutenderen Rang ein als im Gell-Mann-Levy-Modell,

da sich die Auswirkungen der Impulsprojektion auf Valenz- und Mesonbeitrag zu den Observablen

nicht mehr gegenseitig wegheben . Dies gilt in besonderer Weise fiir den Ladungsradius des Protons,

dessen Schwerpunktkorrekturen nicht vernachlässigbar sind.

Tab. 6.4: Zusammenfassung der Resultate im CD-Modell

Tab . 6 .4 zeigt eine Ubersicht über die Ergebnisse der Projektionsrechnungen im CD-Modell
für drei verschieden Exponenten p des x-Feldes . Die Quark-tWeson Kopplungskonstanten
g wurden jeweils so gewählt, daß die Ruheenergie des Nukleons und der Ladungsradius des
Protons in etwa mit den experimentellen Daten übereinstimmen . Die übrigen Parameter
des CD-Modells (-y = 0.019, r! = 0.080 und mx = 1 .4 GeV) sind in allen drei Fällen
(p = 1 , 2 , 4) dieselben . Alle angegebenen Resultate beziehen sich auf die kombinierte
j, `1 n - Projektio n und u.,urden mit den Wellenfunktionen, die aus dem VaP(a)-Verfahren
hervorgehen, berechnet.

Der urspriingliche Ansatz von Nielson und Patk6s2r sah im Exponenten der skalaren Kopp-

lung des colourdielektrischen Feldes an die Quarkfelder p = 1 vor . Überlegungen zur dynamischen

Symmetriebrechung haben Banerjee 73 veranlaßt, p = 2 vorzuschlagen. Die Untersuchung des CD-

Modells mittels kombinierter Projektion auf Spin, Isospin und linearen Impuls im Rahmen des

VaP(a)-Verfahrens wurde daher auf drei verschiedene Exponenten p ausgedehnt . Die Wirkungen

der Wahl verschiedener Exponenten auf die Observablen des Nukleons sind in Tab . 6 .3 zusammen-
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gefaßt . Die Übereinstimmung der, insbesondere für p = 2 und p = 4, ermittelten Werte mit den

experimentellen Daten ist ausgezeichnet (siehe Tab . 6 .3) . Dies gilt auch für p 1, falls der in

Kapitel 5 angegebene Parametersatz verwendet wird.

Die in dieser Arbeit vorgestellten Methoden einer simultanen Projektion auf Spin, Isospin und

linearen Impuls erlauben die Eliminierung der spuriosen Schwerpunktbewegung aus baryonischen

Wellenfunktionen und stellen somit ein geeignetes Werkzeug zur Untersuchung chiral invarianter

effektiver Quark-Meson-Modelle dar . Schwerpunkteffekte sind in zwei effektiven Quark-Meson-

Modellen mit Hilfe deartiger Methoden studiert und eine Vielzahl nukleonischer Observabler be-

rechnet worden . Insbesondere im colourdielektrischen Modell konnte eine gute Übereinstimmung

der Observablen des Nukleons mit den experimentellen Daten erzielt werden . Dennoch gibt es

eine Anzahl offener Fragen und Probleme sowie Anwendungen, deren Lösung von Interesse ist und

die zum Teil bereits erwähnt wurden . So lassen sieh beispielsweise derartige Projektionstechniken

auf chirale Valenzquarkmodelle mit Vektormesonen erweitern und die Schwerpunkteffekte in der-

artigen Modellen abschätzen . Andererseits ermutigen die guten Resultate im CD-Modell weitere

Observable im Rahmen dieses Modells zu berechnen . Da bereits Mean-Field-Lösungen mit Valenz-

quarks in 2s- und lp-Orbitalen im Gell-Mann-Levy-Modell gefunden wurden"6 , könnte die Un-

tersuchung eines Spektrums, das Nukleonen mit positiver und negativer Parität umfaßt, innerhalb

des CD-Modells besonders vielversprechend sein, da dieses ein phänomenologisches Confinement

enthält und keine freien Quarkzustände auftreten können . Des weiteren seien die Vorhersagen der

Modelle für die elektromagnetische Polarisierbarkeit erwähnt . Schließlich ist die Berechnung des

elektrischen Dipolmoments des Neutrons, die wichtige Rückschlüsse auf CP-verletzende Terme der

QCD-Lagrangefunktion zulot,47 , auch im Rahmen der hier vorgestellten Modelle und Projekti-

onstechniken möglich .





Anhang A . Hedgehog-Zustand und clairale Quark-Meson Modelle

Der Hedgehog-Zustand und seine Eigenschaften im Hinblick auf effektive ehirale Quark-Meson

Lagrangefunktionen im SU(2)-Flavour-Sektor, welche willkürliche mesonische Selbstwechselwirkun-

gen enthalten, ist Gegenstand dieses Abschnitts46,26,42,48 Fordert man, daß die Lagrangefunktion

invariant unter Lorentztransformationen, Drehungen im Isospinraum und unter Zeitumkehr ist, so

kann man zeigen, daß der Hedgehog eine stationäre Läsung der klassischen Bewegungsgleichungen

ist . Die Strukturen der bosonischen Felder sind durch die Quellterme in den Euler-Lagrange-

Gleichungen für diese Felder gegeben, d. h . die bilinearen Kopplungen der (Valenz-) Quarkfelder

legen die Struktur der Mesonfelder fest.

Die Lagrangefunktion im SU(2)-Sektor, die wir betrachten wollen, habe die Form

worin

L=L 7 + L,n,+Lr

L 4 = g(x) (27000 - m) q ( x)

(A .J)

(A.2a)

Lm = L,,,,(¢ :, äuOi) (A.2b)

(A.2e)Lr = g (x) F iWi(x)g ( x )

Die Lagrangefunktion setzt sich also aus drei Termen zusammen, welche die kinetische Energie der

Quarks (LI ), die kinetische Energie der NMesonen und beliebige Selbstkopplungen der Bosonfelder

(Lm) sowie einen Quark-Meson Wechselwirkungsterm (LI) enthält, welcher linear in den Boson-

feldern Oi(x) und bilinear in den Quarkfeldern q(x) ist . Fi sind die bilinearen Kovarianten der

Diractheorie, genauer

LI -

	

gIX(x ) j c,QTYY'E(x )(113( z )

`i
.,.

,Y'3

(A.2c')

worin a und Spinorindizes sind und Ti = dio, falls Oi(x) = qio(x) ein isoskalares Feld ist, und

Ti = ri falls Oi(x) ein isovektorielles Feld beschreibt.

Um nun zu zeigen, daß der Hedgehog-Zustand eine Variationslösung mit minimaler Energie

im Rahmen der Mean-Field Approximation (a) ist, nehmen wir an, daß die Lagrangedichte (A .l)

invariant unter Lorentztransformationen, Drehungen im Isospinraum und Zeitumkehr ist . "weiter-

hin müssen wir fordern, daß die drei Valenzquarks den gleichen ls-Zustand besetzen und identische

Spin-Flavour Struktur haben . Der Quarkspinor hat dann die folgende Form

q (x ) - -c/Tr \ av(r) } ~ ~ ~x(a ) )

	

(A.3)

(a)Die Mean-Field Approximation ist gleichwertig mit unserer Annahme, die Mesonfelder als

zeitunabhangige klassische Felder aufzufaßen.
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lx(a))= a il u T) + a2lu I ) + a31 d t)+ a41 d 1 ) (A.3a)

worin

einen generellen Spin-Flavouranteil des Fockzustands der Quarkfelder beschreibt, der der Normie-

rungsbedingung

(A .3b)
i=i

genügt. Es ist zweckmäßig die von M . Fiolhais44 eingeführte Parametrisierung des Spin-Flavour-

Zustands an Stelle der durch Gl . (A.3a) gegebenen für die folgenden Uberlegungen zu verwenden.

Er hat gezeigt, daß sich jeder beliebige Spin-Flavour-Zustand (A .3a) durch zwei Sätze von Eu-

lerwinkeln - Sl = (a, /3, y) und SZ = - und einen weiteren Parameter n ausdrücken

läßt .

Ix(sl , iz, n)) = R(Q ) AO) [cos n lu 1) - sin ?l l d T

	

(A.3a')

Hierin sind R(Q) und R(i) Drehoperatoren im Spin- bzw . Isospinraum.

Da R(Q) und R{i2) Symmetrieoperationen des Lagrangian (Ad) sind, sind die klassischen

Bewegungsgleichungen

-®20i(x ) + mi ¢i(x ) + v ( 0 i) = 4'(x)I'ig(x)

	

(A.4a)

-tat • ® + m + ~ ri(b i(z )~ 4 (~} _ £4(x)

	

(A .4b)

~

	

1

forminvariant, und die Energie ist unabhängig von den Drehwinkeln S2 und i2 . Ohne unsere Über-

legungen einzuschränken, können wir daher it = i2 - 0 setzen, und erhalten:

ix(q) ) = cos 27 lu

	

- sin ri id 1)

	

(A.3a" )

Man kann zeigen, daß die Energie E(n) für n = 0 und n = einen Extremwert annimmt. Zu

dieseln Zweck betrachten wir die `Grand-Reversal'-Transformation2&,

G = ~e
-avrl2 (A.5)

die sich aus der Zeiturnkehrtransformation ( ° ) 2- und einer Drehung um die 2-Achse irr► Isospinraum

mit , Winkel ;r zusan;mensetzt . Wender wir die Transformation G auf den Quarkspinor (A.3) an,

so erhalten wir :

	

G

	

~ 4(71) )

	

1

	

~~(rl

	

\

4

	

6 2 72107) )

	

(A.6'~

	

1

	

=

	

r ~ av(r)a ^^ ~

Eine explizite Rechnung zeigt, daß

Cr2T2IX(71)) =-sinnlu .t. )+cosnldt)

	

(A.7)

(6 )Die Wirkung der Zeitumkehrtransformation auf Spinoren wurde in Abschnitt 5 .3 behandelt .
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gilt . Setzen wir nun rl = 4 + b, so ergibt sich mit sin (i + &) = cos (4 - b) und cos (i + b) _

sin (i - S) aus GI. (A .6) :

GI4(4 + &))=-z14(4 - S))

Den tranformierten Spinor erhält man also bis auf einen irrelevanten Phasenfaktor durch die Spie-

gelung 5 ~ -S . Da G eine Symmetrieoperation des Lagrangian (A .1) ist, dieser also invariant

unter der 'Iranformation G ist, miissen die Spinoren 1q(4 +S) ) und I q(4 -6) ) zur gleichen Energie

gehören, also gilt :

E(4+ b) = E(- - S)

Gl . (A.9) ist fiir jeden Wert von b gültig, und es folgt, daß rl = 4 ein stationärer Punkt der Energie

E(r1) ist.

In gleicher Weise läßt sich zeigen, daß rl = 0 ebenfalls ein stationäre Punkt ist . Dreht man

den Quarkspinor (A .3) im Isospinraum um die 3-Achse mit Winkel ar,

F = e -sarlg =
- tr3

	

(A.10)

I4(~1) )

	

2

	

(

	

u(r) 1F

	

4r av{r}~ • ; % r31x( ri) )

731x(21) )= cos r1 Iu J)+ sin 27 I d i)= I x(-21) )

F I4(~) ) = °z
I4(- r1) )

	

(A.13)

Wir können also den gleichen Schluß wie oben ziehen, und stellen fest, da nach Voraussetzung L

invariant unter Drehungen im lsospinraum ist, daß E(r1) = E(-7)) gilt ; rj = 0 also ebenfalls ein

stationärer Punkt der Energie ist . Da die 71-Abhängigkeit der Quellterme der Mesonenfelder durch

sin 217 (siehe Gln . (A.15a) und (A .15b) sowie Gln . (A .1fia-c)) gegeben ist, ist die Energie periodisch,

d . h . E(n = 0) = E(71 = r) Die Energie E(r1) weist also im Bereich 0 < n < r ein Maximum und

ein Minimum auf oder ist konstant.

Fassen wir unsere bisherigen Überlegungen zusammen, so stellen wir fest, daß der Hedgehog

(n = 4) eine Lösung der klassischen Bewegungs gleichungen mit extremaler Mean-Field-Energie ist.

Eine weitergehende Aussage ist auf der Grundlage von Symmetriebetrachtungen nicht möglich.

Bemerkenswert bleibt die Tatsache, daß die getroffenen Aussagen unabhängig von der konkreten

Ausgestaltung der Quark-Meson-Kopplung sind und innerhalb der Mean-Field Näherung allein aus

allgemeinen Invarianzforderungen, die an den Lagrangian zu stellen sind, und der Annahme, daß

die Valenzquarks identische räumliche (ls-Orbit) und Spin-Flavour-Zustände besetzen, ableitbar

sind .

(A.8)

(A.9)

(A .11)

(A.12)



124 Anhang A

Daß der Hedgehog in der Tat die Lösung mit mimimaler Energie darstellt lcl , muß die nume-

rische Lösung der Bewegungsgleichungen und nachfolgende Berechnung der Mean-Field Energie

zeigen. M . Fiolhais 49 hat eine derartige Rechnung für das Gell-Mann-Levy Modell durchgefiihrt

und gezeigt, daß durch den Hedgehog-Zustand

Ixh ) = 72- (~ u 1) -- Id T)) (A.14)

tatsächlich die Spin-Flavour-Konfiguration mit minimaler Energie gegeben ist (vgl . Bild A.1).

Mixing Angle

Abb . A .1: Hedgehog-Energie versus Mischungswinkel ri

Die gestrichelte Linie bezeichnet die Mean-Field-Energie des Hedgehog-Zustands,

die durchgezogene die auf den Impuls c1 = 0 projizierie Hedgehog-Energie (Va-

riation vor Projektion) fir die Modellparameter m, = 1 .2 GeV und g = 5 .0. In

beiden Fällen liegt das Minimum der Energie bei rt = 1 . Ähnliche Ergebnisse

erhdlt man fir alle möglichen Kombinationen der Parameter rrrna, g, f, und m,,

sofern einen solitonische yosung , zistiert.

Eine ähnliche Rechnung liegt für das chirale colourdielektrische =Modell nicht vor . Wir dürfen je-

doch annehmen, daß auch hier der 1:ledgehog die Variationslösung minimaler Energie ist, da die

( c) An der Stelle = 0 liegt ein Maximum vor .
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Kopplung (2)
P

(G. + zf . 7s ) des Glueball-Feldes an die Quarks im Limes p . 0 verschwindet

und nur mehr die im Gell-Mann-Levy Modell bereits untersuchte Kopplung von ~- und 7r-Feld an

die Quarks vorliegt . Es ist sehr unwahrscheinlich, daß der Hedgehog für eine bestimmte Kom-

bination von Kopplungskonstanten seine Eigenschaft - Variationslösung minimaler Energie -

grundlegend ändert und zu einem Maximum der Energie wird.

Die Struktur der Mesonfelder ist durch die Quellterme ö,b ; in den Bewegungsgleichungen fest-

gelegt . Deren explizite Form ist für das Gell-Mann-Levy Modell durch die folgenden Gleichungen

gegeben;

( g 1 g (x ) g (x )I g ) = Orr luz(r) - v 2 (r)) (A.15a)

( 4I4{x) z
75

rd g (x )I g ) _
u(r)v(r) sin 271

iT,.~u(r)v(r)

falls i = 1, 2

falls i = 3
(A.15b)

worin [(I ) der durch Gl . (A.3) gegebene Fockzustand für ein Quark mit beliebiger Colourquanten-

zahl ist . Aus GI. (A .15a) wird sofort ersichtlich, daß E(q) eine Konstante ist, falls nur skalare,

isoskalare Mesonfelder an die Quarks gekoppelt werden . Sobald jedoch isovektorielle Felder hin-

zukommen, ist dies nicht mehr Fall, und die Energie hängt explizit von ri ab . Weiterhin wird

deutlich, daß die Bewegungsgleichungen für die Mesonfelder nur dann lösbar sind, falls die klas-

sische Amplitude des c-Feldes eine reine s-Welle und diejenige des sr-Feldes eine reine p-Welle

ist .

Betrachtet man das coiourdielektrische Modell, so stößt man auf die Schwierigkeit, daß durch

die ?.c.-Kopplung des Glueball-Feldes an die Quarks die Quark-Meson-Kopplung nicht mehr li-

near ist, wie dies eingangs vorausgesetzt wurde . Vielmehr hängen nun die Quellterme von den

Bosonfeldern selbst ab, und die Struktur dieser Felder ist nicht allein durch die Gestalt der Quark-

sp l 1 b . .,=.inofen (A .3) bestimmt . Damit die Mesonfelder die gleich e Hedaehog-Struktur wie im Fall des

Gell-Mann-Levy Modells aufweisen, nehmen wir zusätzlich an, daß das X-Feld sphärisch symme-

trisch, also eine reine s-Welle ist . Diese Annahme ist gerechtfertigt, da das x-Feld als skalares,

isoskalares Glueball-Feld interpretiert wird, also die gleiche Struktur (JPY' = 0¢+ , T = 0) wie das

o--Feld besitzt . Im Rahmen dieser Annahme erhalten wir dann:

(g~g(x) (-

X(x))

P

g (a )l g ) -
4a ~X(r))p

(u2(r) - v 2 (r) i

	

(A.16a)

P

	

( 27r r
(x)

n
u(r)v(r) sin 2ri falls i = 1, 2

(gl4(x) (-
X(z))

z Y5T 4(x)1g) -
i

	

x9; ~ ] P u(r)v(r)

	

falls i = 3
\ l 11

und

_
(4Ig(x)9 (X(

x))
P+l (6(x) + aT rr (x )75) g(x)lg ) =

47r9X(r) p +

l
C (u2(r) - v2(r)) 8(r) + 2u(r)v(r)$(r) r x i 	

r
	 x2 sin 2r1 + (-

S3 ) 2

(A.16c)

Im Fall, daß rl = ist, hat man in Gl . (A.16c) Rxl + 4) sin 2rl + x3~ = r2 . Dies ist konsistent

mit der Annahme, daß x(x) = x(r) eine s-Welle ist .

(A .16b)



Anhang B . Feldoperatoren und Konstruktion kohärenter Zustände

Die Eigenschaften der kohärenten Zustände, die der quantenmechanischen Beschreibung me-

sonischer Zustände dienen, sowie deren Translation und Rotation sind Gegenstand dieses Ab-

schnitts . In einem ersten Schritt wird die Definition kohärenter Zustände angegeben und deren

quasiklassische Eigenschaften abgeleitet und diskutiert . Anschließend behandeln wir die Drehung

und Translation kohärenter Zustände.

Konstruktion und Eigenschaften kohärenter Zustände : Am Be spiel des c-Zieldes werden

die Feldoperatoren und ihre konjugierten ;Momente

	 (On(x )an + O'gx) al)
n

(B .la)

pß(0 ) = -z (z)an - ¢n( x ) a
T,) (B .lb)

n

nach einem Satz orthonormierter Funktionen

ex ¢n(x )Om( m ) = 6nm,

entwickelt . Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren erfüllen die iiblichen kanonischen Ver-

tauschungsrelationen

[an , a m] = änn2. •
(B.2c)

In Verbindung mit diesen läßt sich ein 0-Teilchenzustand definieren

an 10} = 0

	

d n . (B.2d)

der hier als Näherung des nhvsikalischen Vakuumzustands anzusehen ist, falls er translations- und

rot ationsmvariant ist.

]Ein normierter kohärenter Zustand kann nun durch die unitäre Tranaformation
84

U(Eia, G) = exp{-°°z P's c-c!(a,)PGr (° ) + pQ,cl("°w)&(w)} (B.3)

erzeugt werden .0) .

l u+Pß) = u(& , 13,) 1 0 )
(B .4)

Da hier 1,0.4 - 0 gilt, hängt die Transformation U von e nicht weiter ab, und es ist:

= U(15410) (B .5)

(a)Die mit dem Index cl versehenen Größen bezeichnen die klassischen Felder .

(B .2)
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Die Erwartungswerte kohärenter Zustände lassen sich mit Hilfe der folgenden wichtigen Ei-

genschaft der Transformation U angeben. Ist F(v) eine analytische, d . h. in eine Potenzreihe

entwickelbare, Funktion des Feldoperators 6. , so gilt:

UtF(&)U

	

F(& + act) (B .6)

Dies läßt sich durch Reihenentwicklung (Haussdorfformel) zeigen

2

Ut &(x)U = ß(x) + a [A, & (x )] + 2i [A , [A , 6 (4] + . . .

+ -1 [A, [A, . . . , [A, [ A , 6.(r)]] . . .] ] + . . . (B .7)

worin abkiirzend

A =
j ä

3x o-ct(z)P,(x) (B.8)

gesetzt wurde . Mit den kanonischen Kommutatorreiationen für die Felder 6- und pe

[ef(x ) , Pa(Y)] = x6 3(x °- 29) (B.9)

erhält man sofort :

[ A , ör(x)] = --ao-c1(x ) (B .10)

Setzt man dies in die Reihenentwicklung (B .7) ein, so ist die Beziehung (B .6) für den Fall F(&)

gezeigt . Aufgrund der Unitarität von U ergibt sich für eine beliebige ganzzahlige positive Potenz

des Feldoperators :

Ute(x)u _ (6(x) + ßct(z)) n (B.11)

und as nach Voraussetzung F analytisch ist, Est die ElgeliacEEn,Ei (D .6) UCWICOCII•

Da der Vakuumerwartungswert des Feldoperators verschwindet, erhält man nun mit den

Gln. (B.5) und (B .6) für das Matrixelement:

(c!ij-(x )I o-) _ 0-cl(x )

Der Erwartungswertes des normalgeordneten Produkts,

(v )
~~ -v(x)~U (x)

	

(B .13)

(B.12)

1 ~n(x) Q n
2ca,~

(B .14)

worin
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und &¢(x) = ß (x) ist, kann nun ebenfalls angegeben werden, wenn man berücksichtigt, daß für

die Transformation der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren eine ähnliche Beziehung wie für

die Feldoperatoren gilt, d . h .:

U tak U = ak + 11nkT]k
(B .15a)

U~akU = at + \ t ic
-7Tk

(ß .15b)

Die Entwicklungskoeffizienten 77k des klassischen Feldes o-, I (x) sind durch

71k = f ex 07,(x)o-cl(x)

	

(B .16)

gegeben . Die Gln . (B.15a) und (B .15b) ergeben sich analog zu G1 . (B.7) durch Reihenentwicklung

und Ausnutzung der Gln . (B1b) und (B.1c)_ Das Verhalten der 6-1 unter der Transformation U

kann nun leicht berechnet werden und man erhält mit Gl . (B .13) schließlich:

(u ~ : ö-1`' (z ) : Iu) - c ';i ( z ) (B .17)

Eine Möglichkeit der Konstruktion kohärenter Zustände, wie sie im weiteren benutzt werden

wird, erhält man durch Einsetzen der G1. (B.1b) in Gl . (B.5) . Der kohärente Zustand ist dann

durch

la-) = U I O ) = eXp ~C _ C ]0)

	

(B.18)

gegeben, worin C und C die nicht kommutierenden Operatoren

wn ~
C

	

\ 2 r]n ann
(B.19a)

(ß.19b)C t _

sind. Da jedoch die Kommutatorregeln

[C$ , [e t , Cl] _ [C, [C # ,

	

0

	

(B .20)

erfiillt" 8 sind, hat man :

ec1 -c - ecr e-ce°ä [c~'-cl

Beachtet man noch, daß

e-c I o ) = 1 0 )
so erhält man mit der Normierungskonstanten

(B.21)

(B.22)
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für den kohärenten Zustand :

= IV; s
exp

	

2 inClt ~ 10} (B.23)

Die equivalenten Ausdrücke (B .5) und (B .23) können beide jeweils als definierende Gleichungen

des kohärenten Zustands aufgefaßt werden . Dieser ist ein Eigenzustand des Vernichtungsoperators.

ado) = UU t a k MO} = -k ik1 a y (B .24)

Zur Berechnung von Überlappintegralen werden auch die Erwartungswerte der Feldoperatoren

zwischen verschiedenen kohärenten Zuständen benötigt . Aus den Gln . (B.13-B .14) und(B .24)

folgt :

: &N(x) : 10- (2) ) = (um i u(2) ) 1 (7 e(x) p1(I)* +7 t~n(~)~(2)I
\n

	

n

Mit Hilfe der Vollständigkeitsrelation der Basiszustände On

E 4 (m)on(y) = ö 3(x - y)
n

und der Gl . (B.16), hat man:

E On(x)rIn
= 11 ]

d3y E 0n(y)On(z ) o-cl(Y) = acd(x )
n

	

n

und analog

E 4fn(z)T1n = P'Y E C'(z ) .On(YKI(Y) = ucI( x)
n

	

n

Da o- ci (x) rell ist (dies folgt unmittelbar aus der notwendigen Hermitezität des Exponenten der

unitären Transformation U, da p~ aus Gl . (B.lb) hermitesch ist), ergibt sich für den obigen Aus-

druck :

N

(B.25)

(B.26a)

(B.26b)

(gm' : cN(e ) : E042)) = (c(i)1e(2)) P2- (~(I ~(~) + ~(I (x) ~J
N

(B .27)

Auf völlig analoge Weise erhält man außerdem

(c (ll i :15Q (=%) : Iu =2 )) _ (o-(')Ia(2)) ~-x2
f

	

_N

(~in(~')i(1 )* ` o nt .)7(2) Ì
I

n
(B.28)

Entwickeln wir die Feldoperatoren und ihre konjugierten Momente nach ebenen Wellen,

3

1

	

a

	

k•~¢k(x) - - e :
27r

(B.29)
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so lauten die den Gln . (B .1a-b) entsprechenden Ausdrücke für das o--Feld,

ß(~)

	

1
2

	

d3k	 1 () (a(k)e t ' x + a t (k)e- ` k''

	

(B.30a)
- ~2rr~

	

2w Q k
3

p ,(~) _ -z

	

d 3 k V2w,(k) (a(k)e tk '' - at(k)e-=k'')
27r~) 2

(B .3ob)

mit der Eigenenergie,

w,(k) _ \/k2 + rnQ (B.30c)

und für die isovektoriellen Komponenten des 7r-Feldes

z

	

k•~)
r

	

` s

	

~(~)e7r(Z) -

	

d3 k

	

(b

	

t b '
02-r

- [

	

#

	

+~(k)e-- : (B.31a)
`

	

//

	

~

	

\ /2w

1

,~(k)

	

.
3
2 r

f
d3k ~2wp (k ) t b(k)ea :~•~ _ V(k)e- ' h . ')-z

(-27r f
(B.31b)

mit der Eigenenergie .

w,r(k) _ , lk2 + in?, (B.31c)

Die Entwicklungskoeffizienten rl(k) und ~(k) finden wir durch Fouriertransformation der klassischen

Feldkonfigurationen o. (x) und zri(z)( b ) .

3

77(k) _ ~2zr)

2 f d3~o-(x)e-z h•'

	

(B.32a)

r 2
&(k) _ . ^

	

f d 3r ari(~)e-t k z

	

(B .32b)
1

~

127/ J

reit den Umkehrtransformationen

o'(x) _
~2 7r)

2

j dsk 2 En(k ) e ' k.-
+71m(k)e_ ;

	

(B.33a)

3

-ri(z) _ G-Tr) z f d3k ~ [~i(k ) eT
k.° + C'(k)e-

:

	

(B .33b)

Um den kohärenten 7r-Zustand zu bilden, ist über die Isospin-Komponenten des zr-Feldes zu sum-

mieren .

~ .}

	

IV-`ex
I r d 3k ~ wal~)

	

~~i=

	

r~

	

~~

	

/ p 2 lv

	

P

	

y 2 rll
k

J [ J j I 1

	

lL .-w !

jrr) = Nn
2eXp~E f d3k ~w7r~k)~i(k) b~(k)} 1 0 )

	

(B.34b)
:z

( b )Der Index cl wird im folgenden fallengelassen . Eine Verwechslung mit den jeweiligen Opera-
toren ist ausgeschlossen, da letztere durch das Symbol " hinreichend gekennzeichnet sind.
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Bevor wir uns der Translation und Rotation der kohärenten Zustände zuwenden, wollen wir noch

einen wichtigen Spezialfall untersuchen . Haben die klassischen Feldkonfigurationen Hedgehog-

Struktur, d . h .

(0.16.(x)1c) = ~(r)

(ir I*i( x)I7r) = r' 0(r ) = i iO(r )

so 1ä13t sich die Winkelintegration ausführen und die Gln . (B.32a-b) lauten dann:

rgk) = ~
7r
f drr2 jo(kr) rr ( r )

worin a-(r) und ¢(r) durch

. c(r) = ~
7r

	

f dkk` 1o( k2') 21( 2') (B.37a)

0(r) =
V

Tr
2
f dkk2 11(kr)A(k )

y
(B .37b)

gegeben sind.

Translation und Rotation eines kohärenten Zustands : Wir betrachten zunächst die Trans-

lation eines kohärenten Zustands

Si(k) - -a
kti 2

~ drr2 ,71 (kr)O(r) = -- 2 k t A(k)

	

(B.36b)
~r

(B .35a)

(B .35b)

(B.36a)

N f-e-'0 •~ 6
z exp

	

d3i~

J
~

	

wa ( k)
.(~ t(~

	

,
2 , .')W

"

	

. )

	

;0} , (B .33)

deren infinitesimal Erzeugende der Impulsoperator ist,

Pß = -
2 f ex 25a(x)®&(x) + Vä(x)pa(z) :

	

(B.39)

der aus der Invarianz der Lagrangefunktion unter Translationen mit Hilfe des Noether-Theorems

abzuleiten ist.

Da die im Folgenden abgeleiteten Formeln nur gültig sind, falls der Vakuumzustand 10) trans-

lationsinvariant ist, d . h .

U~ß} _ l0) (B.4ß)

benutzen wir hier die Entwicklung der Feldoperatoren nach ebenen Wellen, für welche Gl . (B .40)

erfüllt ist . Wir führen nun eine Taylorentwicklung des kohärenten Zustands (Gl . (B.38)) durch

00

U(x)Jo-j = NQ 2 U(s) E
_?~=o

l f d3~ 1 . . . d3kn K(k 1 ) . . .K(kn)a t. . K(kn)a t (k J. ) . . . a~ (kn) I 10)

	

(B.41)
n!
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und berechnen die Translation des n-fachen Produkts der Erzeugungsoperatoren (c)

Uat (k l ) . . .a f (k ,,,)1 0 ) _ (Ur! (k l )Ut ) (flat (k 2 )Ut ) . . . (Unit (kn )U t ) U10)

	

(8 .42)

Das Verhalten des Erzeugungsoperators unter der Translation U läßt sich durch Reihenentwicklung

3

U(z)a 1 (k)U t (~} = a t (k) - z E x J ~P~ a t (7e)] + . . .

J=1

.xJi ~ . . . ~ xin [p1 . . . , ~p l , a t (k)~ . . ~, + . . ~8 .43)n r ~
~~ . . .?n

+ (- J r

bestimmen . Aus

IP; ~
at

( k )~ _ k1at ( k )

und der Summation der Reihe erhält man

U(z)a t (k)U ' (~) = a' (k)e- ,k . .

	

(B.45)

Setzt man dieses Ergebnis in Gl . (B .41) ein, so erhält man für dein verschobenen kohärenten

Zustand des cr-Feldes und analog für den des 7r-Feldes :

(B .44)

U,(x)1= No. zeXp {1 d3k, (~'a~^)e-i~x~(k)at(k)} 10) (B.46a)

U,-(x) 1%) = N;- 2exp ~E j d3k ~"L-2(k)

	

(k) bt(k ) ~ 10)

	

(B.46b)
t_

Wir untersuchen nun die Wirkung der Drehoperatoren _NM im lsospinraum und R(Q) im

Konfigurationsraum auf einen kohärenten Zustand . Die Drehungen R und R sind durch ihren

jeweiligen Satz von Eulerwinkeln S2 = (ä, ß, i) und S2 = (a, ß,7) charakterisiert . Da das cr-Feld

sowohl im Orts-Spin-Raum als auch im lsospinraum skalar ist, ist es unter Drehungen invariant,

und wir können die weiteren Betrachtungen auf das ar-Feld beschränken . Der kohärente Zustand

des n-Feldes wird wie in Gl . (B .41) in eine Taylorreihe entwickelt und das Verhalten des Erzeu-

gungsoperators unter Drehungen studiert . Wiederum beniitzen wir die essentielle Forderung, daß

der Vakuumzustand rotationsinvariant ist.

oo

R(S2)R(fl)1 7r) - R(S1)R(S2,)N,-2 Y'' 1 T
n:

n=0

	

t';--'. . .:n

~. . .i°n

f d3k1 . . . d3kn

	

(kl) . . . Cin (kn)
J

(h1) • . . . ' b~n(kri)10 ) (B.47)

worin (i(k ) = 1lw ~ k)~i(k) ist

c)Abkiirzend haben wir n(k) = (-w'-2(k))1/2 r~(k} verwendet .
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Mit

R(Q)bT (k)R-I (n) = b l (?Z(O)k) (B.48)

und der folgenden Variablentransformation` )

k' = 7Z(O)k (B.49)

sowie( e )

;Tl
und(f) (k)R-l (_ ~ 'R.z~ l ( f2 ) bji-(k ) (B .50)

R(St) ~~~(~) .S(k)~ R-1(~) = b f (k )' ('70)~(k)) (B .51)

erhalten wir

.1-i(S2)R(S2)I7r) = N~2 exp
r

~

w~k)
E

7Z i ~ (S2)F~ (7Z-1 (0)k

	

b,~(k)l 10} (B .52)

und im Hedgehog-Fall

RO)R(O)Irr} = N., 2 exp ez~ f A\/~	2k) kA(k)bi (k)~ 10}

	

(B.53)
8_1 J

worin k ' = R.(cw)k und 'F (w) = 7?.0)7?-1(Q) das Produkt der beiden Drehungen 7Z(6) und

72.° 1 (12) ist.

Anmerkung : Hat die klassische rr-Amplitude Hedgehog-Struktur, so können wir uns auf eine Dre-

hung beschränken (siehe Gl . (B.53)) Dies gilt nicht mehr, falls beispielsweise ein generalisierter

uedgeuivg-Z li5tänd t:?("') -
k3 A7l '•' k 1' betrachtet ••i"••,rd ^ie' wirk` di,, Drehung g im Isospinraurni

auf die Komponenten von Ä und die im Ortsraum auf diejenigen von k.

Abschließend läßt sich nun die Translation des gedrehten Hedgehog-Zustands angeben . Man

erhält.

II(x)R(fl)Irr) = N; 2 exp >-1kI d3k \/w"(k)
2

	

falls die Drehung im Spinraum und

	

~--
1

	

( 3 !

	

lr. ; tk1 3.

	

Y
U(x)P(s2), ) = N,~ 2exp

	

,

J d3k	 2	
), 7zi, (Q)~i(k)e-` '_'

bi
() 10)

	

(B .54b)

	

i=I

	

;=1

falls die Drehung im Isospinraum erfolgt.

( d )R(fl) beschreibt einen allgemeinen Drehoperator im Hilbertraum ; R(f2) ist die Drehmatrix

im euklidischen Raum.

(e)Die hier getroffenen Konventionen sind die gleichen wie in Ref . 148

tf id bezeichnet einen Vektor irn Isospinraum ; a einen im Ortsraum

Ri? 1 (Q)e; (k )
e-,

k
..b~ (k) 10} (B.54a)

;=1



Anhang C . Randwertl3edingungen der solitonischen Gleichungen

In diesern Abschnitt wollen wir die Randwertbedingungen herleiten, denen die solltonischen

Gleichungen im Limes r -+ oo genügen . Für diesen Grenzfall streben alle beteiligten Felder gegen

null, also e(r), x(r), OH, u(r), v(r) 0 falls r -+ co; und wir erhalten die Randwertbedingungen,

indem i,vir alle nichtlinearen Terme der solitonischen Gleichungen vernachlässigen . Wir wallen

zunächst die

R.andwertbedingungen für die Meson-Felder betrachten. Aus den nichtlinearen Dif'eren-

tialgleichungssystemen £ür das a-Modell und das colourdielektrische Modell ergibt sich dann im

Limes r --> oo

2

Or2-
Cr(r) = -T

Or
ff(T) +7712047(r)

	

(C.la)

2

2-9i (r ) = -- r OM+
T

~{r)+71260'(r)

	

(C.Ib)

fiir das Sigma- und das i ion-Feld . Das colourdielektrische Feld x(r) geniigt demselben Glei-

chungstyp wie das Sigma-Feld (Gl . (C.1a)) . Mit Ililfe der Substitutionen x Q = m.,r und x,F = m,r

(in, 0 und m6 0 0) lassen sich die Gln . (C.Ia) und (C .1b) in BesseFsche Differentialgleichungen

x 2f"(x) + 2x f '(x) - [x 2 + n(n + 1)j f (x) = 0

	

(C.2)

für n = 0 (Gl . (C.1a)) und n = 1 (Gl . (C.lb) überführen . Die im Limes r - $ co regulären Lösungen

sind die modifizierten sphärischen Besselfunktionen der dritten Art.

f(x
) = V 2x

Kn+2
(x)

Aus (AS 10 .2 .17)(0 entnehmen wir die Lösungen für die Fälle n - 0 und n = 1 . Es ist:

emu?
e(r) - CQ

,~,

	

(C.4a)
.

or) _ C e

	

# 1 + 1

	

(C.4b)
m ~T ` m, r

Die Randwertbedingungen, welche die Ableitungen der Felder mit ihren Funktionswerten im Limes

r -} oo verknüpfen, erhalten wir nun durch Ableiten der obigen Lösungen . Die Rekursionsformel

(AS 10.2 .20) liefert

d " 12-K? (x)l - - n /- - K (x) -~ 2 ti /T-K3 (x)

	

(C.5)
dx LV 2x

	

V 2x z'

	

x v2x 2

und aus (AS 10 .2 .17) hat man :

2x
K1 (x)

x+ I-2x
K 3 (x)

( a )Die Formelnummerierung (AS . . .) bezieht sich auf Ref. 149 .

(C.3)
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so daß :

d

	

r K3(x)]
_ x2 +2(x+1)

	

r
Ks

(x) (C
.7)

dx IV 2x ä

	

_	
x (x + 1) V 2x z

Für das o--Feld ergibt sich durch Differenzieren und Wiedereinsetzen der Lösung (C.4a) unmittelbar

rÖ~(r) + (1 + rr,r) ~(r) = 0
r

und für das 0-Feld durch Einsetzen von x = m,rr in G1 . (C .7)

r (1 + m,rr)
a
r ~(r) + [2 + 2m,rr + (m,rr)2] ¢(r) = 0

	

(C.86)

Abschließend betrachten wir noch die Randwertbedingung, die das r-Feld zu erfüllen hat, falls

m,r = 0 ist . Die Differentialgleichung (C.lb) geht dann in eine Differentialgleichung des Euler'schen

Typs über,

r2 ö2
2

q~(r) + 2rq O(r) - 20(r) = 0

die durch die Substitution r = e e in eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

überführt wird .

(C.8a)

(C.9)

f"(A)+f'(e)-2f(8)=0 (C.10)

Die Lösung der Gl . (C.10) kann mit Standardmethoden ermittelt werden und wir erhalten:

$(r) = Ar + B

	

(C.11)

Da die Lösung im Limes r --+ co regulär ist, folgt A = 0, und wir erhalten die Randwertbedingung

rO(r) + 2¢(r) = 0

	

(C.8b')

Eine Unterscheidung der Fälle raw 0 0 und m,r = 0 erübrigt sich also, da Gl . (C.8b' ) aus Gl . (C .8b)

imGrenzfall !l4,r~ V hervorgeht.

Wir wenden uns nun der Betrachtung der

Randwertbedi;agungen far die Quarkfelder u(r) und v(r) zu und behandeln zunächst das

Gell-Mann-Levy-Modell Wie im Fall der Mesonenfelder können wir die nichtlinearen Terme, d . h.

die Kopplungen des Quarkspinors an die Mesonenfelder, vernachlässigen und erhalten ein lineares

gekoppeltes Differentialgleichungssystem,

a

8r u (r) = - (9f- + F) v(r)

8r
v(r) ° r v ( r ) - (g f, ° e) u(r)

welches wir exakt lösen können . Differenzieren der Gl . (C.12b) liefert

2
r2

22
v(r) + 2rdv(r) - (Qr) 2 + 2] v(r) = 0

	

(C .13)

(C.12a)

(C.12b)
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worin abkürzend

ß = n./(gfn - ~) (g f, + E)

	

(C.14)

gesetzt wurde . Die Substitution x = Or fiihrt nun auf dieselbe Bessel'sche Differentialgleichung,

wie wir sie bereits für das Pion-Feld erhalten haben, d . h . die im Limes r - oo reguläre Lösung

lautet also :

v (r ) = -K3 Pr)
3r

(C.15)

Anwenden der Rekursionsformel (C .5) für die Ableitung vors v( ;) und Einsetzen in (C.12b) ergibt

dann :

gfir+ E

	

~
u(r) = g

f~ -6 V 2,ür
K2 (ßr) (C.16)

Dividieren wir Gl . (C.16) durch Gl . (C.15) und setzen die expliziten Ausdrücke für die Bessel'schen

Funktionen ein (AS 10 .2.17), so erhalten wir die Randwertbedingung, welcher die gro i?en und

kleinen Komponenten des Quarkspinors im Limes r co genügen müssen . Es ist:

u(r) L/gfir + E +
rff- - E

1

- rv (r)V9.fsr -I- E = 0

	

(C. 17)

Fiir das

Colourdielektrische Modell hatten wir die Gleichungen

a ,__,

	

, (--)
PX r } (~(r) + f~r}~ v(r) + (-)

P

X(r)u(r)¢(r)

	

(C.18¢)

(
k
0

	

,
1
1

	

y
{ar v(r) = -Tv(r) + 1.'6 - \X(r)/ ~ (~(r) -'r- _fir)] jj~ u(r) -

	

}
J

\X(r)!
v(r)O(r)

abgeleitet . Wollen wir die Lösungen dieser Gleichungen im Lines r -- co untersuchen, so haben wir

zunächst das Verhalten des colourdielektrischen Feldes in die Gln . (C.18a) und (C.18b) für grobe

Abstände einzusetzen. Das Feld x(r) zeigt im Limes r -~ oa das gleiche Verhalten wie das s-Feld,

e-77txr

x(r) = Cx mxr

und wir erhalten aus den l~
r~ i

in . (E . y nOCL
\j und~!!

lti'+ ,tj O[.
au) \ zusammen mit der Deflnitionrr.Simzusammen mit

~ rt t P
X (r)

	

CX ~ (mx7 ,y e~ rrc X r

ar-u(r)
= - ~fTr

- X(r) ( fT)
+ 1)1

v(r) - X(r)u(r) ~)

	

(C .21¢)

c~r
- v(r) _ --v(r)v(r) + I

f
+ X(r) ( fT ) + I)

J
u(r) + X(r)v(r) r)

	

(C.21b)

(C.18b)

(C.20)
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Damit die Funktionswerte der Felder u(r) und v(r) und ihre Ableitungen im Limes r -~ oo ver-

schwinden, fordern wir, dais

lim (u(r)X(r)) = lirn (v(r)X(r)) = 0

	

(C.22)
r .oo

	

r-+oo

gilt, und erhalten für die führenden Terme der rechten Seiten der Gln . (C.21a) und (C.21b):

ä
- u(r) = X(r)v(r)

r v(r) = X(r)u(r)

Durch Differenzieren der beiden Gln . (C.23a) und (C .23b) zeigt man leicht, daß

8
2 - ( ) - X'(r) -u(r) +X2 (r)u(r)

ör

	

X(r) ör
82

	

X(r) a
87.2
-v(r) - X,() d v(r) + X2(r ) v(r )

Diese beiden Gleichungen sind identisch, und wir erhalten im Limes r oo:

u(r -> oo) = v(r

	

cc)

	

(C.24)

Ist der Exponent p ganzzahlig, so Iäßt sich die asymptotische Form der Felder u(r) und v(r), d. h.

die Lösungen der Gln . (C.23a') und (b') angeben . Setzen wir den Ansatz,

u(r) = exp I--Pn(mxr)e""' Xr ~	(C .25)

in den! tP,,(inxr) ein Polynoms n-ten Grades ist, in eine der obigen Differentialgleichungen ein, so

finden wir durch Koefhzientenvergleich, daß n = p gilt . Betrachtet man den Fall p = 1, so erhält

man für hinreichend große Abstände Irk

r

	

r

	

1

u(r oo) = v(r oo) = Cexp
j-Cxmx

(mxr --
1) eXA

	

(C.26)

Vergleicht man die asymptotische Form der Quarkfelder im Gell-Mann-Levy Modell mit derjenigen,

die wir im colourdielektrischen Modell entwickelt haben, so stellt man fest, daß im ersten fall die

Felder u und v exponentiell gegen 0 streben, während im letzteren Fall die 1/x-Kopplung des

Glueballfeldes an die Quarkfelder einen doppeltexponentiellen Abfall der Felder bewirkt . Dies hat

erhebliche numerische Probleme zur Folge, falls das Intervall [ 0, rn, d ~ ], in welchem die solitonischen

Bewegungsgleichungen gelost werden, zu groß gewählt wird .

(C.23a)

(C.23b)

(C.23a')

(C.23b')



Anhang D . Norrnilberlapp

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit dein Normüberlapp des Hedgehog-Zustands,

(Thh~U(a)R(Q)~
hh) = q(a)N: (52)n;r(a)NT (52, a)n,(a)

	

(D.1)

der sich aus den Uberläppen der Valenzquarks und der der kohärenten Mesonzustände zusammen-

setzt.

( q l U(a)R( Q )14 i = ng(a)1Vg (SZ) (D.la)

( 7jU(ce)R(Sl)I7 ) = n,~(a)Ng(5i, a) (D.lb)

( a i U(a ) R(Q )Ia ) = na(a) (D.lc)

Wir werden im folgenden explizite Ausdriicke für die rechten Seiten der Gln . (D.l a-c) ableiten.

Nor überlapp der kohärenten mesonischen Zustände : Den Normüberlapp des 7-Feldes

('' 1 U (a) R( O )I7 ) = n,(a)Ar,(SZ=a)

	

(D .2 )

erhalten wir unmittelbar als Matrixelement des kohärenten 7-Zustands und des nacheinander ge-

drehten und verschobenen 7-Zustands, das mit den in Anhang H beschriebenen Eigenschaften der

kohärenten Zustände ausgewertet werden kann . Für spätere Zwecke wollen wir hier jedoch den

Ausdruck

IF(S2) = d3a F(a)(71U(a)R(O)I7)

	

(D.3)

betrachten, in welchem F(a) eine zunächst beliebige Funktion des Verschiebungsvektors a ist. Wir

benutzen die Gln . (P.54) und (B .24) aus Anhang B in GI . (D.3) und erhalten

IF (52) = j d3a F(a)exp E J d3k ~E (k)IZ=.j(S2)(i(k)e-1 't•"

	

(D.4)
Z7 J

w,2k) ' A(k) _ -2
~w,

2

(k)

	

2
-

	

1 drr 2 7f(kr)O(r)

	

(D .5)Ci(k) _

worin

ist ( l) . Die Winkelintegration im Exponenten läßt sich nun ausführen (GI . (P.3c)) und wir haben:

.
IF(Q ) = N;-1 ~ d3a F(ca)exp ~

43

~

dkk 2 '2(k) (.7o(ka) +?2( ka)) A2 ( k)
(

x exp -4x f dkk 2 1Z 2 (ka)A 2 (k) ~ [ d iRej(~)¢al i

	

(D .6)

( 1)Da ~r(k)7Z(S2)((k) = ~~ (k)R.-1(52g(k), hängt der Normüberlapp nicht davon ab, ob die

Drehung im Konfigurationsraum oder Isospinraum durchgeführt wird .

S
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Wir definieren die Funktionen

fr (a) = 2zr J dkk 2 ,jr(ka)w,r(k)A 2 (k) (D.7)

und fiihren die in Anhang N angegebene Drehung der Integrationsvariablen a

a --, T-1 (Q ')a (D .8)

ein, die die Bilinearforrn a l'R(n)a in QT TLz(Q)ia iiberfiihrt . Wir benutzen noch die Gl . (N.11)

und erhalten nun für den Ausdruck (D .6) schließlich:

IF(S2) - N,~ 1 J d 3a F rT- 1 (S2'(S2) a nx(¢)exp {2z(a, s) ~cos 2 2 cost [ a 2 7 j i 1 (D.9)'

	

l

	

\\	/
Urn eine kompakte Schreibweise fiir den Normiiberlapp zu erreichen, haben wir noch die Funktionen

air (a) = N; l exp {ID )

	

~

	

n,(a = 0) = I (D.10a)

z (a , s ) = 3 (fo (a ) + P2(s)fä (a)) (D .10b)

eingefiihrt, worin P2 (s) = 2 (3sa - 1) das Legendre-Polynom 2 .0rdnung ist . n,,(a) in Gl . (D.2)

ist durch Gl . (D .10a) definiert ; für N,z(52, z(a)) hat man nun:

z(a)) = exp {2z(a, s) [cos2
2

cos 2 (Li--- 7 ] - 1~ }

	

(D.Il)

Bevor wir uns dem Norrniiberlapp der Valenzquarks zuwenden, berechnen wir noch den des

kohärenten o--Feldes . Da das a-Feld sowohl im Konfigurationsraum als auch im Isospinraum skalar

ist, ist es drehinvariant und der Normiiberlapp hängt nicht von den Drehwinkeln Si = (a, 0,7) ab.

(crRI(a)R(Q)lo-) = (crIU(ea)jo-) - n6 (a)

	

(D.12)

Auf die gleiche Weise wie bei der Berechnung des r-Normiiberlapps erhalten wir:

ne(a) N; lexp {Id3kn(k)*ec(k)e-' 'l

	

(D.13)

worin

n(k)
_ ~w 2k)77(k) _

\I wa2k)'v~ .f
drr2 fo(kr)cr(r)

	

(D .14)

war. Da K reell ist und nur von jkl abhängt, kann das Integral f dnk . . . im Exponenten berechnet

werden, und man erhält :

n Q (a) = NQ lexp { fp°(a)~ ~ no(a = 0) = 1

	

(D.15)

Analog zu GI. (D.7) haben wir

fj (a) =

	

j dkk2faQ(k).1r(ka)r)(k)

	

(D .16)
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Anhang D

definiert.

Ndormiiberlapp der Valenzquarks Der Normiiberlapp der Quarks errechnet sich , aus dem Ma-

trixelelment

( g IU(a)R(Q)I q ) _ f d3rgt (r)U(a)R(O)q(f) = n4(a)N4(g)

	

(D.17)

worin der Quarkspinor durch

q(r) - 4 r x v(r) .r ) IXhh)

	

(D.13a)

IXhh) _

	

(lu 1 (-IdM

	

(D.1$b)

gegeben war . Wir stellen zunächst fest, daß a- - s° ein Skalar ist und deshalb unter Drehungen

im Konfigurationsraum invariant ist . Die Drehungen R(S2) wirken also nur auf die Hedgehog-

Spinfiavourfunktion IXhh) . Der Normüberlapp hat daher die folgende Gestalt:

le4 ( 5i )n4 (a ) = (XhhIR' 2 (a>0,7)lXhh)j d3r qt (r )K('r - (D.13)

Aus der expliziten Darstellung des Drehoperators für Spin J = 2 (vgl . Anhang O) erhalten wir ( 2 ):

N4(ß) _ (XhhI R' 2 (a > 0>7) IXhh) =cos 2 cos (-e'
2

71

	

(D.20)

Die Wirkung der Translation U(ca) auf den Quarkspinor wird zweckmäßig im Impulsraum betrach-

tet . Um also

n4(a) _ f d3r qt (a ) q (r - a)

	

(D.21)
J

zu ermitteln, fuhren wir die Fouriertransformierte des Quarkspinors ein . Es ist:

3

g(i") -(~~
z

	

d 3r e Z~"~
1

f

	

u(r)

	

(D.22)

,2~rJ
f

	

4ar,xv(r)c •r J

Die Integration f dQ, . . . läßt sich ausfiihren und man hat mit den Gln . (P.3a-b) aus Anhang P

4(~) = Y 2r2 (z (p)~}u( .p ) 1 IXhh)

	

(D.23)

worin die Funktionen ü(p) und ii(g) durch

ii(p) _ f drr2 .io(pr)u(r) (D.24a)

v(p) =
J

drr2 j l (pr)u(r) (D.24b)

(2)Das Ergebnis ist das gleiche, falls die Drehung im Isospinraum durchgeführt wird; also

(xhhIR'l-2 (a,J,7)IXhh) _ (XhhIRT 2 (a ,0,7)1xhh)
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gegeben sind . Die Berechnung des Normiiberlapps erfolgt nun mit der Riicktransformierten,
3

1 ) f
q (r f a) _ (-27r)

2

d3p 4(p)e
: P'(r±')

	

(D.25)

die in Gl . (D.21) eingesetzt das Ergebnis

3

nq(a ) = (-) f dar f d3pf d3k qt (k)q(P)e
: r•(P-k) e-: P •'

liefert . Hieraus wird mit der Orthogonalitätsrelation der Eigenfunktionen des Impulsoperators

3
2

	

j dar e a r lp-k) - b 3 (p - ic)

	

(D.27)

und der Gl . (P.3a) aus Anhang P sofort

nq( a ) _ f dPP2jo(Pa)(u2(P) v2 ( p))
r

	

(D.28)
-

Der Nornüberlapp der Valenzquarks hängt wie der des kohärenten a-Zustands also nur vom

Betrag des Translationsvektors a ab, d . h . die Variablentransformation aus Gl . (D.8) ändert diese

Uberläppe nicht und wir können nun den Normiiberlapp des Hedgehog-Zustands angeben.

Zusammenfassung: Nornliiberlapp Der Normiiberlapp des Hedgehog-Zustands

(hh1u(a)R(o)IIIhh) = 4(a)N4 (Q)nn(a)N,r(n, a)na(a)

hat nun eine Form, die eine nachfolgende Integration der Eulerwinkel wie sie in Anhang M be-

schrieben wird erlaubt . im einzelnen sind:

Nq(Q) = cos 'cos ` c'	 27

	

(D.30a)

Ar (12, z) = exp -2z

l
cos2 cost

1

	 27) 1

	

(D.30b)

z = z(a, s) = 3 [ (a) + P2( s)f2 (a)]

	

(D.30c)

fr(a) = 27r i dkk 2 ji (ka)w,r(k)A 2 (k)

	

(D.30d)

P2 (s) = 2 (3s2 - 1)

	

(D.30e)

s = cos 8a

	

(D.30 f )

= tgf drr2 jI(kr)¢(r ), 7r

= nq(e)n,(a)n,r(a)
r

	

2

I 2x j dkk L (?o(ka) - 1) wQ(k) [V 77r ~ drr2 j0(kr)e(r)1
~

	

j 1

2
n,(a) = exp 27r f dkk2 (jo(ka) - 1)w,.(k) [f drr2 ji(kr)O(r)]

	

(D.30j)
..ll

2

	

2
nq(a) _ ~ f dkk 2 jo(ka) ~~

J
drr2 jo(kr)u(r)

1
-}- [ f drr 2 jg(kr)v(r)

J
	(D .30k)

(D.26)

(D.29)

n,(a) = exp

A(k)

n(¢)

(D.30g)

(D .30h)

(D .30i)
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Anhang D

In Anhang M wird das Integral

2J 1

	

8rr+2 f d'QDJJ(n)''N.(cl)Nir(g,z)=Fk(z)

	

(D.31)

analytisch ausgewertet . Speziell für das Nukleon (k = 0 q J = T = ä ) gilt damit:

	

1

	

e
4z2 J d3a 1 d3QDz 2

	

z) = 27r f daa 2 n(a)
j 1

ds zz (11(z) + I2(z))
JI

	

(D .32)



Anhang E . Energie ties projizierten Soliäons

In diesem Abschnitt zeigen wir die Berechnung der Energie des auf linearen Impuls q = 0

und Spin (Isospin) projizierten Hedgehogzustands . Da die kinetische Energie der Quarks sowie die

Quark-Meson-Wechselwirkungsenergie durch den Eigenwert e der Diracgleichung gegeben sind,

benötigen wir zur Ermittlung der Gesamtenergie des Solitons noch die projizierte nichtlineare

Wechselwirkungsenergie (Mexican Hat Potential) und die kinetische Energie der Mesonen . Diese

sollen im folgenden berechnet werden.

EA . Nichtlineare Wechselwirkungsenergie

Die Hamiltondichte des Mexican Hat Potentials

~(~) = ~
[(f'r(r) r(r~))2 + (2ß2(r) + 4f,ir(r)) (~(f) - r(r))+ ~4(r) + 4f,,~&3(r)j

	

(E.1)

besteht aus fünf einzelnen Termen . Wir befassen uns zunächst mit der Berechnung des Uberlapps

für den n4-Term

f d3, ( U(-
2 ) Thh I : (i'(r ) ' ;Tfr)) 2 _ [ U(+i)R (g ) q'hh ) =

- 4(a)Nq (O) f d3r ( U(- 2 )7rI : (T(r) . 77(r)) 2 : IU(+
2

)R(0 ) 7r )

	

(E.2)

und können dann die anderen Terme unmittelbar angeben.

Wir verwenden die Überlegungen aus Anhang B und finden:

( U(-1)7d : yf(r)''1(r))2 : IU(+i)R(fl) ;r )

3

	

2
2

1^
[7 [(U(-

	

) + (U(+1) R (O )7I~i(T )I U(+)R(n)v )l I (E.3)
16 Li-d=11 .

	

. 2'

	

L .

	

J

Setzen wir in die Matrixelemente, die in GI . (E.3) auftreten, die Entwicklung der 7r-Feldoperatoren

nach ebenen Wellen (GI . (B.31a)) ein, benutzen die Gln . (B.54b) und (B.24) aus Anhang B, so

ergibt sich :

a .

	

a . ,

	

a.
( U(- 2 I~ri(,

	

2

	

7rilr + 2)

3

( U(+2 )R(P)TI*i ( r ) I U(+ 2 ) R(0)T )

	

RiJ(Q )~;(r - 2)

	

(E.4b)

Aus der Hedgehogstruktur des klassischen 7r-Feldes

( T l fr i(')I r ) = ?' iO(r)

	

(E .5)

(E .4 .ß)

und
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Anhang E

erhalten wir mit den Bezeichnungen

und

a
r± 2

0= = O(lr= l)

(E.6a)

(E.Bb)

zusammen mit den Gln . (E .4a) und (E.4b) für das Uberlappintegral des ,r4 --Terms:

d3a i dar f 4352D TT(Q) '' ( U(- 2 ) W hh I : (# (r ) ' n(r )) 2 : lU(+ 2)R(O) W hh ) =

j d 3a. f dar f d3SZ DTT(~) ''Ne (il )Nn( S-2 , a )

x

	

+ o?) 2 + 4 (4 + ¢2 ~ 0+0_
(r-

+
T

7~(Q)2-1) + O+O2 (r^+TR(S2)r=) 2 } (E.7)

Wir Eiihren in Gl . (E.7) die in Anhang N beschriebene Transformation der Integrationsvariablen

r b 1-1 (g)r

a -e.T'-1(Q)a

	

(E.8)

ein, die die Drehung ?Z(D) in eine Drehung 7~z (() um die z-Achse mit WinkeI ( iiberfiihrt, also( l )

;+~ tR(P)r_ -+ r+it.z(C)r_

	

(E.9)

und können nun die Integration der Eulerwinkel angehen . Dazu betrachten wir den Ausdruck

r2p- - a2 .p2(s) ~ 1 Sv7Z(S2) [7- 2 ~? - t2) - a2 (1 - s 2 ) 1 -}-sin~ (r x a)3 (E.10)
4

	

2

	

L\

	

i

	

4 \

	

J

worin

s=cos S,,

t = cos 9,

	

(Ell)

und

(r x a)3 = ar sin 9,; sin 8e sin (O. - ¢~ )

	

(E.12)

ist . Wir driicken noch rl r2
+ 4

	

a - r durch die Polarkoordinaten von r = (r, ®,, Or) und

a = (a, da, O.) aus

r± =
j~

	

a 2
l r2 -

	

4

	

ar (sin B. sin O r cos (¢,, - Or) + st) (E.13)

(1)Alle weiteren Terrne hängen von 7i ab und sind daher unter Drehungen der Koordinaten a

und r invariant .
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und stellen Fest, daß alle Integrale, die linear von sin (¢a -

	

abhängen, verschwinden, da:

T 2T
clO

p2~r
d¢A F (cos (oha - Or)) sin (¢. - 0,) = 0

Jo

	

o

Wir haben also:

d3a d3r r+T7Zz(()r- _

= I d3a
.i~

d3r j r2P2 (t) - 4 ~'2 (s) +~ ~SpR(S2) [r 2 (1 -- t 2) - 4

\
2

d3a d3r (r~.

ri

Rz(
r
S)a -) =

2
= I d 3af d 3r ~ [r2P2( t ) - 4 P2(8)] 2 + 4

[Sp~Z(S2)] 2 [r2 (1 - t2) -
4

(1- s2)]

+ Sp7Z(S2) [r2P2(t ) - 4 P2 (s)] [r2 (1 - t 2) °
4

(1 - s2) ] + sin 2 ( [( r x a)]2 ~E.15b)

In Anhang N wird gezeigt, daß

(E.14)

(1-s2)
]~

(E.15n)

cos{ = 2 (Sp7Z(S2) - 1) (E .16a)

also

	

sin e = 1 - 4 (SpR(o) - 1)2	(E .16b)

gilt . Setzen wir die Ergebnisse (E .15a), (E .15b) und (E.16b) in Gl . (E.7) ein, so sehen wir, daß

der Ausdruck (E .7) nur noch von Potenzen von SpiZ(S2) in den Eulerwinkeln abhängt . Derartige

Integrale der Eulerwinkel

87:2 j of-0 DTT(P)''Ag (Q)A(;r(c2, z ) N( i-2 )] m = FIT(z)

	

(E.17)

werden in Anhang M behandelt . Wir erhalten daher aus dem Ausdruck (E .7):

	

2T'+ a r

	

r

	

_

672
	 - f d'rz dir J d~0 DT`T( P ) ( U(-2 )'~ hh I V (r) - 7r(r)) : jU(+ 2-yt( 2 ) t-P hh ) _

	

J

	

J

=
1$ I d

3 a n(a)
j

d3r I(¢~ + 0?)
2

Fk (z)+
J

	

\

	

/

	

a 2
+4 (4 +02 ) (L ()

[(r2P2(t) - 4
P2(s)) F; (z )+r+ r_

}

	

+ 2
[7,2

(I - t2)

	

2

4
(I - s2)~ Fk (z)] +

	

+ ((LI- ~`
12

	

2 J
[4 [(r2P2(t)

4
P2(s)) + [(T x t~)312 11(z)+

+

	

/J

	

1
	+ 4 [(r2P2(t) - 4 P2(s)) [r2 (1 - t2) - 4 (1 - s2)] + 2 ((~' x a)3]2] F11,-(z)+

- -a2+ ~ [r2 (1 - t2)	4 (1 - s 2 11 2 -- [(r x a
)3) 2 Fk(x ) (EIS)
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Anhang E

Weiterhin können wir auf analytischem Wege die Integration über die Azimutwinkel und

Or ausführen und die Integration des Polarwinkels von a abseparieren . Zu diesem Zweck fiihren

wir die folgende Transformation der Variablen im Integral (E .13) ein:

worin D(a) die Drehung

= D(a)r ' (E.19)

cos 19 cos 9 - sin 9 sin z$ cos 9,

D(a) = ( cos -0 sin cp cos 9 sin 19 sin S>

-sin z9

	

0

	

cos 19

ist . Wir haben hier für die Polarkoordinaten des Verschiebungsvektors a die Bezeichnungen

a = (a ,'d , 9)

eingefiihrt . Die Polarkoordinaten von r' sind durch

r' = (r = r' , 0, 0)

gekennzeichnet . Aus

. w = r 'TDr a =ar cos 9

ersieht man, daß die Argumente

~

	

ä
r+ = !!~r

2
+ ¢- ~ LEr cos 8~

L

	

4

	

J

nicht mehr von den Azimutwinkeln der neuen Koordinaten und auch nicht vom Polarwinkel s =

cos t9 des Verschiebungsvektors a abhangen . Da a unter der Transformation (E .19) invariant ist,

sind noch t2 und t4 sowie [(r x ca) 3 1 2 durch r f und a auszudrücken . Es ist:

~2x
dO t 2 ._ ~ {2u2s2 + (1 - u2) (1- s2) ~

	

(E.24a)
0

10
2if

d¢ t 4 =
4

{35u4s4` 307d4 S2 30u 2 s 4 + 36u 2 s 2 + 3u4 6u 2 + 3s4 6s 2 + 3j(E.245)

(E.20)

(E.21a)

(E.21b)

(E.22)

(E.23)

d L~ dO [(r
x a)3 ] 2 = 7ra 2 r2 (1 - u2)

(1 -
s2) (E.24c)

und

worin wir u = cos 8 gesetzt haben . Aus Gl . (E.22) geht hervor, daß die Integration über den

Polarwinkel zp separat ausgeführt werden kann . Wir können daher die Funktionen

f+I
G'knn(a) - J ds snFr (x(a, s))

r
(E.25)
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definieren, die nur noch vorn Betrag des Verschiebungsvektors Icai abhängen . wobei m und n die

Werte m = 0, 1, 2 und n = 0, 2,4 durchlaufen . Wir setzen nun die Gln . (E.24a-c) in den Ausdruck

(E.18) ein und enden , nachdem wir die anderen Terme des Mexican Bat Potentials auf die gleiche

Weise berechnet haben, mit dem folgenden Resultat für die nichtlineare Wechselwirkungsenergie,

projiziert auf dem Impuls q = 0 und den Spin J = T:

2
87 2 1 P3a ~ d3r P3nDJjJ(Q ) * ( U(- 2 )Thh I : xNL(r ) : I u (- - cl

	

) =

~ ~i2
7f Z ~ da a 2 n(a) i dr r2 [

+1
du 4 (¢+

2

+ ¢? } 1 Gk (a )

+ - ¢2 + ¢2 ¢± ¢= 1J

	

3G 2
(a) + G k

12
( a ))

	

- 3u2) +
2

~r+ r-! [(Gr(a) - k

	

(r2(i

	

2 /

+ Gk (a) (r 2 (i -l- u 2 ) -'
a

+ 32 \,r+ ¢ _ ~ 2
L

G20 (a ) `r4 (27u 4 - 30u 2 + 11) + a2r 2(-18u2 + 14) +
2
~ ~

+ Gk2(a) (r4(-270u4 + 252u2 - 30) + a 2r 2 (48u 2 - 24) -- 3a4 1

+ G24(a) (r4(315u4 - 270u2 + 27) $ a 2 r2 (-•-54u 2 + 18) +

2 a

4
1

+ Gk°(a) (r4(-18u4 + 4u 2 - 2) -+• 8a 2r 2 a4)

+ Gk2(a) (r4(i8ou4 - 120u 2 + 4) - a 2 r2 (28u 2 + 4) + 4a4 J

+ Gk- 4 (a) (r4(-21ou4 + 180u 2 - 18) - a2r 2(-36u 2 + 12) - 3a4)
4

+ G2k°(a) (r4 (3u4 + 2 712 + 3) + a 2 r2 (2u2 6) + 2 ~
+ Gk 2 (a) (r4 (-30u4 + 12u 2 + 2) + a 2 r2(4u 2 -+- 4) - a 4

1
4

+ GNa) (s-4 (35u 4 - 30u 2 + 3) + a2r 2 (-6u2 + 2) + 2

/ ff+ +-)~2

	

°%+'~ff-

	

2

	

2

	

0+~2 j	 2	 + 4f, (
	

2	 ~ ~ ( - a- ¢-) G
2

0(a)

+ ff_ _ z

	

\
i ~~ff+~ +2f_ (1'4-+ff

	

	 l~ (~'T ~'~ \I [Gnu)
f
l r2(-3u 2 + + \ll r-̀ 1 ¢

2

	

/

	

~n 1

	

2	J1 1r+ r-
\%

~ K

	

` .	2
\

%

r.fl2r_~ (_2/A, .2

	

~\

	

/
~ a2 1 , rl°f l f ~.2 (,, . 2 t 11 - a2 l +uk i~l 1,\ 1 -

	~ 2
1 r ~x k L w) `

	

y.

	

~

	

2

j \
Gk 2 (a) (r 2(-30 + 1) +

22 )1

+4[(
ff+	

2 Cr •\4+4f, { ff+ 	

2

	v
)

3
]G20(a)l (E.26)
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In Gl . (E.26) haben wir die folgenden vom Verschiebungsvektor a abhängigen Funktionen verwen-

det :

(E.27a)

(E.27b)

(E.27c)

(E.27d)

(E.27e)

(E .27 f )

(E.27h,)

(E.27i)

(E.27j)

n(a) = n4(a)n,r(a)nc,(a)

nQ( a ) = PPP2 Jo(Pa) (ü 2 {p} + v2 (P))

n, (a) = exP {fö (a ) - fö (a = 0)1

n Q (a) - exp { fö (a ) - fo ( a = 0)1

7(a ; s ) _ 3 (fä (a) + F'2( s )f2 r ( a))

fir(a ) = 2rPpp2j!(Pa) w 7r(P) A2 (P)

fö (a) _ 2r Ppp2io(pa)w,(P)q2(P)

	

(E.279)

P2(s)
2

(3s2 - 1)

= ~ (Irtl)

crg = 0' (If±l)
~

a 2

	

j2
Ir± I=~r2 + 4 f aru1 -

u = cos er

s = cos ö4,,

(E.27k)

(E.27I)

(E.27m)

worin

ü(P)
= J drr2jo(pr)u(r)

	

(E.28a)

irl(p ) = f drr2ji(pr)v(r)

	

(E.28b)

r

rl(p) _ Ag~ drr2 jo(pr)o-(r)

	

(E.28d)

Abschließend betrachten wir noch den Fall, daß der Hedgehogzustand nur auf den Spin J = T

projiziert wird, die lineare Impulsprojektion also vernachlässigt wird. Im Grenzfall a -> 0 erhalten

wir mit

2
z -;zo = 3 fö(a=0) (E.29a)

s-+1 (E.29b)

Gkn (a) -. Fr (zo) (E.29c)

9 (r±) ~ d(r ) (E.29d)

u (rg) ~ s(r) (E.29e)
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aus Gl . (E.26) nach Integration über u:

2T8,+
	 1

~ d3 r Pd3Si DTT(n)* 1Y
hh ~ : ~(~') : 1 R( Q)T hh ) =( T

2~r~
15

(9Fk (zo) + 4FRzo) + Fj2 (zo)) f drr 2 04(r)+

+ 3 (3Fk ( zo) + Fk (zo)) f drr2 ¢2 (r )c (r ) (B(r) + 2 flr) +

+ Fk (zo) f drr2 63 ( r ) ( cr ( r ) + 4f,) ~

	

(E.30)

E.2. Kinetische Energie der Mesonen

Wir wollen zunächst die kinetische Energie des Pions

3
tin = ~ f d3kw,(k ) b it ( k ) b i(k )

i=1

betrachten und haben dazu das Uberlappintegral

f d3af d 3 S2DTT (O)*(U(- 2 )Thh f d3kc'a,(k ) bI(k ) bi(k )I U(+ 2)R(1-2 ) 'T hh1 =

f

	

i=1

= j d3a j d3 ~7)TT(n) *nq( a)4(S-2 ) n'a(a )

x (U(-
2

) .7rl ~ f d3k wir(k)4(k)bi (k)IU(+Z )R(Q)1r)

	

(E.32)

zu berechnen . Aus den Gln . (B .54b) und (B .24) erhalten wir unmittelbar:

3
Irr!- a 1~l~ r.Wn_(klAa\'"/"i\•'I~" \ +~(klA:(kIITI(lR(Cllqr ~~ _~ .~, 21 . .1~~~

	

\ ..~"

	

r~i-~\--1--
R=1

= -12 .Al",(g, a)ra,(a)e -z k'a',(k)A2(k)kT7Z(SZ)k

	

(E.33)

und können die Integration über den Raurnwinkel gk anschlieBen.

f d~k e-2 k '' L niRi3(~)~~ = 3 i(.1o(ka) + .7z(ka))SPR(S2) ° 3.12(ka ) dT7~(Sl)~~

	

(E.34)

i?

Mit der Definition

	

g~ = 27r f dkk 2 ji(ka)4(k)A2(k)

	

(E.35)

und der Tranformation (E .8) in der Integrationsvariablen a sowie

aT ~z(S)a = P2(s) + 72-1 SPR-(0) (1 - s2)

	

(E .36)

(E.31)
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ergibt sich schließlich:

j eaP3Q DT'T( Q )* ( U(- 2 )Thh I

	

d3lcwn(k)b: ( k ) b :(k )1u(+ 2 ) R ( Q)Thh ) =

;-1

= fr

J
d3a

r
J d3St DTT( S2 )$n( Q )Nq(O)Arir(9, z )

x 3 {SpIZ.(n) (gt3 (a ) + P2(s)g2 (a)) + 3P2(s)g2 (a)]

	

(E .37)

Die Integration der Eulerwinkel stellt nun kein Problem mehr dar . Mit Gl . (E.17) und der Defini-

tion (E.25) folgt sofort:

2 8 172

	 +i f d3af d 3 O DTTT(Q) ( U(- 2 )~hh I
: H,~ : I U(+2 )R( S2)'Fhh ) =

= 3 1 daa2 n(a) .bgö (a)Gk (a)-}-

+ g2 (a) [3G2 0(a) - Gk(a) + 3Gk2(a) - 9Gk2(a)] ~

	

(E.38)

Die Berechnung des Uberlappintegrals für die kinetische Energie des cr-Feldes ist wesentlich

einfacher, da dieses aufgrund seines skalaren isoskalaren Charakters drehinvariant ist, und somit

nur der Normiiberlapp von den Eulerwinkeln abhängt . Benutzt man die gleichen Methoden wie

im Fall des r-Feldes, so hat man sehr schnell;

	

.22'8:2 1 i ea i d3aDTT( S2 ) * ( u(- 2 )Thh I :

	

: Iv(+2 )R(S2)Thh ) _

	

= 2r j daa 2 n(a)gfl (a)Gk3(Q)

	

(E.39)

9ö (a) = 27r j dkk 2 jo(ka)w3(k)r12(k)

	

(E.40)

ist.

E.3. Kinetische Energie der Quarks

i

	

1

	

n ._u

	

3_C~~ l1. .,,_1~,.Die KißetlSClle Energie der Quarks

tiq JJ d rgl~Jl-zdJ$l°1	(E .41)

wird zwar nicht benötigt, um die Gesamtenergie des projizierten Solitons anzugeben, wird hier

jedoch berechnet, damit die einzelnen Anteile an der Gesamtenergie, d . h. kinetische Energien

der Quarks und Mesonen, Quark-Meson-Wechselwirkungsenergie und Energie des Mexican Hat

Potentials, aufgelistet werden kiinnen . Die Quark-Meson-Wechselwirkungsenergie ergibt sich dem-

zufolge als Differenz zwischen Gesamtenergie und der Summe der kinetischen Energien und der

wobei



Energie des projizierten Solitons

	

151

nichtlinearen Wechselwirkungsenergie der Mesonfelder . Man zeigt leicht, daß für das Uberlappin-

tegral

2T ~ 1

82r2
f d3dP3S2DTT(Q)*(U(-2)''PhhlHql[j("¢'2)R(Q)Thh) °

_ 2872
1 f d 3nf d3S2~ d3rDTT( SZr3ng(a)n,(a)na(a)Nq(0).Ar,r ( 0 , a )

X ( Xhhl4(T + 2 ) ( -2 1' - ®) g( 2' - 2 )I r (Q)xhh )

der folgende Ausdruck gilt:

J dar ( xhh14(' + ) (-zl ®) q(2 - ~)IR (Q)xhh ) =

= Nq(0) ~ I dPP 2 .7o(Pd )Pü (P)"(P)

indem man die Fouriertranformierte des Quarkspinors

s

	

(

	

a)q(' 2)
_ ( 1

z f d3P q(7~)e1 ~'
rya

q (P) = }J 12 ( ~(P) )

YY 27

	

i)-(p)ö-

lind seine Ableitung irr GI . (E.42) einsetzt . Die Integration der Eulerwinkel reduziert sich damit.

auf diejenige des Normüberlapps . Wir enden mit dem Ausdruck:

2T	 ~2 ~ ~ d3af d3 s~ DTT{~}*( u(-
2

)wh7a I Hg 1 U(+ 2 )R(~)Thh ) _

= 3~ daa 2 4(a)n,(a)na(a)eq(a)Gko(a)

worin wir noch abkürzend
f

eq(a) _ ~4 J dpp3 .?o(Pa ) 2L (P) 2~(P)

gesetzt haben.

Zum Absclußdieses Abschnitts geben wir noch die kinetischen Energien der Quark- und Me-

sonfelder für den Fall der reinen Drehimpulsprojektion an . Um die Beziehung

Tr
dpp2 ll (P2')at' (P2~ `) = 2rr' b (; - r')

ö ll'

bei der Auswertung der Funktionen eq(a), go (a) und g©(a) im Grenzfall a , Q benutzen zu können,

schreiben wir mit Hilfe der Rekursionsformeln der sphärischen Besselfunktionen fiir :

(pr) = -ö jo(pr) (E.48a)

P?o(PT) -- (Dr + 2) .71(P2') (E.48b)

(E .42)

(E.43)

(E.44a)

(E.44b)

(E.45)

.(E.4n)

(E.47)
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Wir erhalten damit nach partieller Integration für die Ausdriicke

drr 2 p?1(pr)f(r) = I drr2 .7o(pr) (-2 f(r) + Ar))

	

(E .49a)

j drr2 p?o(pr) o.(r) = - J drr2 j1(pr) ör cr(r)

	

(E.49b)

worin f (r) eine der Funktionen u(r), v(r) oder ~i(r) ist . Damit und mit Gl . (E .47) haben wir nun:

eq(a = 0) =

	

r drr 2 [-u(r)v(r) -a- u(r)J ~v(r) - v(r) ~ u(r)
J

(E.50a)2

	

r

	

2
9ö (a = 0) = 47r2 ~ drr 2 2 (+ a~( ) ) + m.0 2 ( r )( (E.50b)

2

9ö ( a = drr 20) = 47r
2
I

	

[(3a(r) t + m6cr 2(r)(E.50c)

Die Ausdrucke (E.50ä c) gleichen natiirlich den entspechenden Ausdrucken der Mean Field Ener-

gien. im Fall der kinetischen Energien der Quarks und des Sigmas sind die drehimpulsprojizierten

Größen durch (E.50a) und (E.50c) bereits gegeben, da sich die Projektionskoeffizienten in Zähler

und Nenner kürzen . Für das Pion hat man :

1

~ d3 S2 DTT( S2 )~ ( ~hh l : f d3r ? l,r(r ) : 1R( Q )Thh ) = 3 -go'ö(a - 0) Fk (zo) (E.51)



Anhang F . Matrixelemente des Impulsoperators

Zur Entwicklung der Mesonfeldoperatoren haben wir bisher das Fundamentalsystem der freien

Klein-Gordon-Gleichung, die ebenen Wellen, benutzt, da wir einen tranlations- und rotationsin-

varianten Vakuumzustand bei der Konstruktion der kohärenten Mesonzaständen zugrunde legten.

In diesem Abschnitt wollen wir hiervon abweichen und die Feldoperatoren nach Eigenzuständen

des harmonischen Oszillators entwickeln sowie kohärente Zustände auf der Grundlage dieses Basis-

systems konstruieren . Dies hat zur Folge, daß der 0-Teilchen-Zustand (`Vakuum') nun nicht mehr

translationsinvariant ist, jedoch eine approximative Wechselwirkung des Mesons mit dem Soliton-

feld vorliegt . Spin- und impulsprojizierte Größen in dieser neuen Basis zu berechnen ist technisch

sehr kompliziert, und wir beschränken uns deshalb darauf Matrixelemente des Iledgehogzustands

anzugeben, die .yom gewählten Basissystem abhängen . Wir wollen daher die Erwartungswerte des

Quadrates des Impulsoperators, ( al : P~ : ) und { 7rl : : le ), ermitteln und die Auswirkungen

eines Wechsels des Basissystems fii_r diese Größen studieren . Die Im pulsoperatoren sind wie üblich

durch

PQ = - : fex pa(x)®6.(x) :

	

(F.la)

P, _ - : f

	

Vi~r(x) :

	

(F.lb)

gegeben . Um die obigen Erwartungswerte angeben zu können, ist es hilfreich die Wirkung des

Impuloperators p - . N;7 auf die Eigenzustände des gewählten Basissystems zu kennen . im Fall

der ebenen Wellen ist dies einfach , da diese selbst Eigenfunktionen des Impuloperators sind . lm

Fall der Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators wollen wir uns zunächst mit der Berechnung

der

atrixelemente(n'l f m~jpinlm) befassen.

lnlm ) = Anl (71 - n)n ylm.(n)l6 )

	

( F.2 )

ist ein Eigenzustand {minim) - ib n1 ,, (x) des harmonischen Oszillators

2
(23 2

+ z2) Onlm(x) _ EniOnlm(x)

resit dem Eigenwert

Ent =2n+1-¢

und der Normierungskonstanten

Ant = (-)n

Argumente der Kugelfunktionen

(F.3)

4x

2n -I- 21 + 1)!!(2n)!!
(F.5)

ylm(r ) = rlYlm(s')

	

(F.6)
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sind die Erzeugungsoperatoren n (die Vernichter seien hier mit =

	

bezeichnet), die den Zustand

(nlm) aus dem Grundzustand 10 ) aufbauen . Da

P = ~(n - T1)

als Funktion der ]Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren geschrieben werden kann, haben wir

das Matrixelement (n'I'm' lnlnlm) zu berechnen . Dazu betrachten wir rl

- [1r /
Rg -

	

3

,
1g(i!)

als . sphärischen Tensoroperator der Stufe k = 1 und erhalten leicht mit

(F.7)

(F.8)

TIqy im (n) = (-)l+m+q ~‘/i ( 1 f
(j m

-,/1+

	

1
1

Y

das Matrixelement

+"1) yi-lm+g(°:)-,-(

1

	

1+1

	

l -

	

1

	

,~,,.

	

-(m + 4')) yl+l,m+q(n) ~

	

~ C .y)

( n ' 1'mN ~nlan

	

-(-)i+m+q [(
~ m -(m + q) ) 11(I +

1)(2n + 21+ 3) Snf,nbp,i+l bm , ,rn+q `l"

+ (I l

	

l-1

q m -(m + g )

Durch hermitesche Konjugation

J21(n + 1) 6 n , ,n+1 S l',l_l san','m+q]

	

(F.10)

(~q)
_
- (-Mg

des Ausdrucks (F.10) finden wir die Matrixelemente

i-1 )
V1(2n + 21+ 1) bn,,n&i,,i-lbn,,,m-g+

m -- q }

1 + i
m - 4} ~ "

` /2rt(l + 1) 6nf,n,_1 Sly+1Syn),n, -4 (F.12)

Mit Hilfe des bVigner-Eckart-Theorems ergibt sich aus (F .10), (F.12) und (F.7) nach Auswertung

der 33-Symbole für das reduzierte Matrixelement des Impulsoperators:

(

	

pl ~~ n1 ) =
~

[61 + ,1+111 + 1Fn n( l ) +

	

(F.13)

worin

F~ n (I) = 27bn,,n,,,.1 + I/2n + 2I + 3 cSn, ,n

	

(F.13rs)

Fn, n {i) = l2n + 21+ 1 bn, ,n + 12n + 2 Sn,,n+1

	

(F.13b)

(F.11)

( n'l'm ~ b q'?tlm ) _ (--) i
+m+q [f

1

-m

1
Q

~ r 1
~ q --m
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ist . Hieraus leitet man leicht die Matrixelemente der sphärischen Komponenten des Impulsopera-

tors ab . Es ist:

( n ' 1'm ' lpojnlm) = -6m' m~ 6 1 1 ,1+1

- b111_1

(zt 1 m ~P+1 I
7t1m.) =

2 6 m',m$1 6 11,1+1

+ 6 1',1-1

(1 + m + 1)(1- rra + 1)
Fn

(21 + 1)(21+ 3)
n()-

(1+m)( l - m)

	

i

(21- 1)(21 + 1) 'n ''n( 1 q

(1 f m+ 1)(1 ±m+ 2) ;
(21 + 1)(21 + 3)
	 F

' ,n ()+

(1
~ m)(1	

1) Fx ',n(1)
~(21- 1)(21-}- 1)

(F.14a)

(F.14b)

Damit sind wir nun in der Lage die

Matrixelemente (al : ~Q : la) und (Irl :17r) zu berechnen . Im folgenden ist die Berech-

nung des Erwartungswertes von p, gezeigt ; die Berechnung von (o-I : PB : la-) erfolgt auf die

gleiche Meise und ist am Ende dieses Abschnitts aufgefiihrt.

Der Operator des Impulsquadrates (a) p, ausgedrückt durch die sphärischen Komponenten

der Feldoperatoren lautet nun:

+1 fp2 = : E (°)Q

	

(-)q

	

(°)Q1
J

d3ge )51 Q (x)vK(x)
J

Q=_1

	

q

x fd3z'plQi(xr)vI q~Q7(x')

	

(F.la)

co oo +1

	

1

	

1

i	 [Onim(X) ( Q rzlm.)q ~'° ~nlm(0) (41rn)

	

(F.16a)
n=0 1=0 m=-1 v d E nl

	

g

/\
~ ~ äg

	

2cr n1 ~ ,

	

,

	

1

	

, * . . . . ! . t

	

l 1 ~
pqlX ) = - 2 L., L.,

	

V 2
~~n1m1~1 l Q nlm.)g - 7Pnlral0) t\anlm) ~

n=0 1=0 m=-1

	

q

Onlm (x) ist das orthonormierte Basissystem der durch das Oszillatorpotential modifizierten Klein-

Gordon-Gleichung im Ortsraum. Die sphärischen Komponenten der Erzeugungs- und Vernich-

tungsoperatoren genügen der Vertauschungsregel:

r

	

$1~
1(an'I'm')qi 1 ~( a rLlm)q]

	

° 6gg'6nn'611'6mmr

	

(1' .17)

Die kohärenten Zustände sind natiirlich auch Eigenzustände der sphärischen Tenorkompo-

nenten des Vernichtungsoperators, also

( Q nlm)q

	

!
= V £21

(Sn1m)g I s- )

	

(F
.18)

7r- 1 (X ) E

(a)Der Index x zur Kennzeichnung pionischer Größen ist bis auf weiteres weggelassen.

+1 +1

Q 1 .--1

worin

~r
in

.~.t vo~ez ~
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Mit

(bnim)q = f ex On1rn(x ) 7F q(x ) = j d3 Rn1(r)~'lm(~)~'q(pc)

	

(F.19)

Fordern wir, daß die klassische Pionamplitude Hedgehog-Struktur hat, daß also gilt

71-(x) = ~ 43
~'1gWO(r)

	

(F.20)

so erhalten wir
r

(~721m)q = 51,16m,g 3 f

	

drr2 Rni( r )O(r) = 61,1bm,gC'n

	

(F.21)

Wir setzen die Gln . (F.16a, b) in Gl . (F.15) ein, berechnen das normalgeordnete Produkt der

Erzeugungs- und Vrenichtungsoperatoren, und erhalten mit den Gln . (F.14a, b) und (F.21) nach

einiger Rechnung:

(%ri :I7r)=2~(-)Q E ~ Cn:Cn2(n11~IPglraätn)end(n1mlpLg(n21Q)

	

(F.22)

Q,g

	

n,i,mn7, n 2

und weiter nach Einsetzen der Matrixelemente des Impulsoperators

~
3 a4

	

1 (2n + 4) CI, + 2\%(2n + 2)(2n. + 5) Cn+ 1 Cn + (2ra + 3) Cn.11 , +

In-O

+ 4'0 C31

	

(F.23)

In \r511ig analoger 'Neise hat rnazi

( o-i

	

: lo-)
= 2

~ (-) g E E Sn,'sn2 ( n 1 0014n1m, ) Eni ( n1mIp1_ Q In 2 oo )

	

(F.24)

Q, g

	

r.,1,m n. i 7 112

und schließlich

"
(~I :I'=°,2 frr)=

4a°EEn1 [1/2n-i-3Sn+N/2n+ 2 Sni1
n=o

Eni = Y'a2 (4n + 21 + 3) + m~

E°n1 = \/a6 (4n + 21 + 3) + mQ

(7rI : :I 71 ) =

worin

(F.25)

(F.26a)

(F.260

co

Sn = 4 ',~ drr2 Rno(r)ß(r)
0

(F.27)

und

Es L°";'i e ;ht noch die



Berechnung der Koeffizienten Cn und Sn Der radiale Anteil der Eigenfunktionen des harmo-

nischen Oszillators ist durch

& t( T ) = NnI ~ A ni.i ! (ar) 2A+t e
- 2Q2r2

u-o

gegeben, worin

(21 + 1)I!
4l `! - (-)n

n

p (21 + 2p + 1)!!

	

(F.28a)

und

N2
- a 3 2t-n~ 2 (21 + 2p1)j

	

(F.28b)
- ~ nt ((21 + 1) 2!

die Normierungskonstante ist . Dies stzen wir in die Gln . (F.9) und (F.27) ein und erhalten:

n
Cn \ 3 Nni

	

Anl aru+l

	

drr2u+3¢(r)e--2äm2

	

(F.29a)
~-o
n

	

00

Sn = 47rNn p

	

A
u

o aä0

	

drr2u+30(r)e- Z a°rZ

	

(F.29b)

1< Q

	

o

Im Intervall [0, sind die Felder e(r) und ¢(r) durch die Lösungen des nichtlinearen Dif-

ferentialgleichungssystems (3 .22a-d) gegeben und die Integrale in den Gin . (F.29a) und (F.29b)

können numerisch ausgewertet werden . Abhängig von den gewählten Oszillatorparainetern a, und

au können im Bereich r > rmax für große Werte der radialen Quantenzahl n Funktionswerte der

zu integrierenden Funktion auftreten, die von vergleichbarer Größenordnung sind wie im Bereich

r G rmax . Die Annahme, daß die Beiträge zu den Integralen in Gl . (F.29a) bzw . (F.29b) im

Intervall (rn,,a, o)) klein im Vergleich zu denjenigen des Intervalls [0, rmax] sind, ist dann nicht

gerechtfertigt und eine Approximation des Integrals jr dr . . . durch
fo

m° y dr . . . nicht statthaft.

Ko1rG!\~LLE 4GE IiiG..kturc,	 e Gn den Integralenl„n, Jip

	

arm" dr

	

l uouov.sa uac~.haa J~.uvv .aa aaaav na i« .- ~+~ .
jedoch mit Hilfe der a

w
yrnntntischen+~~r .. --~~ .JV~~`-~~17fV

	

[1G11 E11LG~1 G61G1i

Entwicklungen

e-mar
ua(r) = Au

T11B r

e-'''rr
4a( % ) = Aß

;,Fr

der Mesonfelder für r > ry„a,s leicht berechnen . Die Koeffizienten Cn und Sn lassen sich dann in

der folgenden Weise schreiben :

(F.28)

(i + 1 )
\

	

17E„- '
„
/

(F.30a)

(F.30b)

Anil i a2u+x (12A+3 ~- I~ > 3) (F.31a)Cn =

n

Sn - 4rNnp E Au n0aQ
2p (I0.212G+2

+1a2u~2
)

-

	

> (F.3Ib)
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worin

kI,~ <
I rmax

	

k

	

_1_ 2 r2
= j

	

dr r q(r)e

	

x (F.32a)
0
rrmax

IQ, < = J

	

drr k o-(r)e- 2"Qr2 (F.32b)
0
~

_

	

drrk¢o(r)e- 2~nr2 (F.32c)
rmax

I6,> - f

	

drrk6a(r)e-zaär2 (F.32d)
"rmax

ist . Für die Integrale (F.32c) und (F.32d) lassen sich Rekursionsformeln entwickeln . Dazu definie-

ren wir die Funktion

Fn(P) = dr rn e 2 a2r2e-'r (F.33)
oo

und berechnen Fo(p) und F1 (p) . Man findet schnell:

Fo(p) = 2 ae2( « }2 erfc [-I (ap + ~ ) )

	

(F.34a)

F1(P) =
ä

[e-2a2P2-mp - mFo(P)]

	

(F.34b)

Partielle Integration des Ausdrucks (F .33) ergibt dann unmittelbar

Fn(p ) = a [pn.- 1 e- 2a2P2-mP -j- (n - 1)Fn-2(P) - mFn-1(P)]

und damit : .

(F.35)

m~ L
Fk1(rmax) -a-

Mr
Fk-2(rmax)]

r,
(F.36a)

rv,> - ni~ Fk-1(rmax)
6 .

.(F..36b)



(G.3)

Anhang €~ . Axiaiveki;orkoppltangskonstante

Die Axialvektorkopplungskonstante, deren Berechnung Thema dieses Abschnitts ist, erhält

man aus der jeweils dritten räumlichen sowie isovektoriellen Komponente des Axialvektorstroms

Aü(z ) = 4(x )7 t` 75 24(x) + re(z)ä''(x) r(x)81`a-(z)

im Breit-System . und dem axialen Formfaktor

(Na(+)IA3(O)INa!(-- )) _

(G.1)

m(XtI 2
73 IXt) Xs {0-3GA (q 2) -

2E (
(I 	 GA(e)e) [Gp(q 2 ) -#-

2(E -%)] ~
Xs

	

(G.2)

für den Impulsiibertrag q = O . Hierin sind Xt die Isospin- und Xs die Spinwellenfunktion . Setzt
na irr n~ e

	

,

	

0,

	

, ,

	

•

	

l_ 3

	

l

	

_

	

i

	

1_man in ~i . (c, .a ) i3 = - 2 s3 - 2 und q = , so erhält man die Axialvektorxopp7~ungskonstante

g a y als Matrixelement von 4(0) zwischen den Modellzuständen des Neutrons im Ruhesystem.

Den Modellzustand ~q = 0, J1VMj , TMT ) erhalten wir durch Projektion des Hedgehog-Ansatzes auf

den Impuls q = 0 und den Spin J = T und MJ = --MT.

I Na(q = 0) ) I4 = 0, JMJ,TMT ) = Iq = 0, JTM ) - P9-0 PTM1Thh )

	

(G.4)

Da aufgrund der Hedgehog-Struktur des Ansatzes nur eine der Projektionen, die auf Spin J oder

auf Isospin T, ausgeführt werden muß, beziehen sich die folgenden Rechnungen auf die Isospin-

Projektion . Die Projektion auf Spin J ist equivalent und führt selbstverständlich zurr gleichen

Ergebnis_ Setzt, man nun Gl, (G.4) in GI_ (G_3) ein und beriicksichtigt noch das Verhalten des

Tensoroperators Al Q unter Drehungen im Isospinraum,

+Z
Pk' mA~ QPly' m = E CQAl Q P~_QM	(G .5)

Q=-1

worin CQ das Produkt der Wigner'schen 3J-Symbole

CQ - (2T-i-1)(+m
0 M) ( M Q M~Q~

	

(G6)

ist, so erhält man

fd3~ ( nT ,q=O I A3( O )In	 ,q =0)
9A = GAO) =-2

	

(nfi,9=01 n T, q =OI)

gA = - (G.7)`i

	

f d3ad3bd3b' ( U(b') ThhIA1Q (0)IU(b)P r-QMThh )
CQ	

f d3bd3b' ( U ( b') Thh 1U (WIT hh )
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worin U(b) die im Projektor Pq,o enthaltene Translation U(b) = exp { --i b • P} ist . Die Substi-

tution der Variablen b und b' im Zähler und Nenner des obigen Ausdrucks

b = r + 2

	

(G .8a)

b' = T - 2

	

(G.8b)

ergibt mit

U l (r)4Q (0)U(r) = Ai Q (r)

eine wesentliche Vereinfachung der Gl . (G.7) . Da hier T = und M = --i ist, kann das erste

der 3J-Symbole in G1 . (G.6) ausgewertet werden und wir erhalten nach Einsetzen des expliziten

Ausdrucks für den Projektor P1,1' M aus Gl . (G.7) :

(G.9)

2 1
9R -- -2 1 .; k ~

Va ~2

J d3ad3rd3S2D
?z -Q- 2(

S2 )*(
U(- 2) W hhI A iQ(°)I U (+2)R(n)Thh)

x	 (G .10)
f d3ad3ODi 1 (0 )*( ThhlU (a)R( Sa )IThh)

2 2

Mit der Auswertung dieses neunfachen Integrals wollen wir uns in den nächsten beiden Abschnitten

befassen . Wir werden zunächst die Uberlappintegraie

~ d3r ( U ( -2 A'hhIA3(r )I U (+2)R( EI )Thh )

betrachten und ir?•? Anschlußdie Integration der Eulerwinkel behandeln . Wir wenden uns nun der

Berechnung der Uberlappintegrale zu und betrachten zunächst denjenigen Anteil des Axialvektor-

stroms, welcher nur Quarkfelder enthält.

Quark-Feldoperatoren : Aus praktischen Erwägungen führen wir die Drehung des Hedgehog-

Zustands im Isospinraum aus und haben deshalb die sphärischen Komponenten des Isovektors

] d3r ( u(--2 )Thh I~1(' )i3 i5 2q(r)IU(+
2

)R(Q )Thh ) =
JJ

	

=
3nq(a)n,r (a)ne{a)Nq {SZ)J~,~(St, a)I3(a, Si)

	

(G.11)

zu berechnen .

I,3(a , n1= J d3 T (xhh 10- + 2 )73752q (r - 2 )IR (ä )xhh )

	

(G 12 )

Wir gehen wie bei der Berechnung des Normüberlapps der Quarks vor, berechnen im Impuls-

raum das Uberlappintegral (G .12) durch Fouriertransformation des Quarkspinors (vgl. Anhang D,

Gln . (D.22-D.27)) und erhalten nach dem Ausmultiplizieren der 7-Matrizen:

f3(a' _ 272 l d
3~ e-~ ~ a ( xhh 1 u2 (P)g3 + 02(P) (ß ' P) (a" -16) 12 RM)xhh ) (G.13)



Axialvek torkoppl ungskons tan te

Mit den Antikommutatorrelationen

und

ergibt sich

- P) c'i (~ ' P) = 2Pi (0' • ja) - 0-2

	

(G.16)

Dies setzen wir in Gl . (G.13) ein, erhalten

k .1
(G. I'7)

und können die Raumwinkelintegration f dS2~ . . . ausführen (vgl . Anhang P, Gln. (P.3a-c)) . De-

finiert man nach die Funktionen A go(a) und Ag 2 (a), die nur von la! abhängen,

Aqo(a ) _
~ J

dPP2 ?o(Pa)(u2(P) - 3v2{P))

	

(G . 18 aa)

A qz(n ) _ ~ Ppp2 h(Pag2 (P)

	

(G.18b)

so ergibt sich aus Gl . (G.17) schließlich:

3

	

f/

	

/ \1

	

1
I
tP(a, = E [53k t Ago(d) + 3Ag2

(
a) j - 2A 4 2(a)ä3dk

J

Um die Integration der Eulerwinkel

	

im Normiiberlapp auf analytischem Wege ausführen zu

können, haben wir im Integral f d 3a . . . die Variablentransformation (Drehung)

ca

	

T (a)] a

	

(G.20)

vorgenommen (vgl . Anhänge N undD) . Wir haben dann für das Uberlappintegral (G .11)

j d
3aj d3r ( U(+ 2 ) AIl hh I q (r)'y3-y52 q (r )! U (- 2)R ( D ) II°hh ) =

J~
=3 j d3anq(a)n,(a)nv( a)e(Q, T-1 [Q' (g)] a)

x [cos2
2

cos2 ( a	
2
	 7)1 , exp {2z [cos2 2 cos? f ~ 2

	

(G.21)

Integration der Eulerwinkel : Der Ausdruck (G.21) befindet sich nun in einer Form, die eine

analytische Integration der Eulerwinkel ermöglicht . Um eine größere Übersichtlichkeit der Integrale

zu erreichen, haben wir die Integration über den Translationsvektor a weggelasen und betrachten

nur die Integranden, die von den Eulerwinkeln abhängen. Wir beginnen mit dem Matrixelement

161

Eo-i, o 7] = 26i .1

(u ' P)2 = 1

(G.14)

(G.15)

j3(a, SI) _ 27r
2
f d3p e-a pa.

[ 63k (171 2 (P) - O (P)) -f20(P)P3Pk] (Xhhl u k 2R ( Sl )Ixhh )

(Xhhl~k
2

R ( SZ )IXhh) (G.19)
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(a) ( XhhI CT3 -29- I R(Q )Xh4 ) , das in Anhang O (Gln . (O .10a)) berechnet ist, und betrachten das

Integral

d3SZD2 1

	

i 01 )''N7r(o, z)-Afg (0)( Xhhl o-3 -1 I R (O )Xhh )
2 ;r2

	

2

z

	

( ) _ cos ße = ( a2Y )

	

falls q = 0

-z-q,-z

	

- -sin Qe% (pä~) falls q = -1

und der Substitution (M.3) aus Anhang M erhält man sofort:

2r 2 f d3nj)25-4, 2 (,Q)*N,(I, z)4(0) ( Xhhlu 3 2 I R (g)Xhh ) _

fo dx .% dip x2 cos4 2 e2z(x cos' z )-1

	

falls q = 0

f dx fo" dipx (1 - x) cos2 fe2z(acos2 ä )-1 falls q = -1

Diese Integrale werden ebenfalls in Anhang M behandelt (Gln . (M.36a-b) und (1vi .36d}) . Wir

erhalten also schließlich :

1

1 f d3 S2D 2 ;

	

,(SI)''NT(S2,z) .rV2(52)( Xhhl~3 2~q IR(Q)Xhh )_
2x2	-2-q,-2

	

q

_

	

ezz (
fi(z) + I2(z))

	

falls g = 0

	

(G.25)
~EZZ (I1 ( z ) -12(z)) falls q = -1

Im noch verbleibenden Spin-Flavour-Matrixelement
i

(b)EL I ä3(Q)ti k (Q)( XhhI akz IR(Q)Xhh ) Eiihren wir zunächst die Integration des Azimutwinkels

von a aus, urn die Ergebnisse aus Anhang N

f2r
dOe d i(SI )äj(Q) =

	

s )
J v

benutzen zu können . Wir sind dann in der Lage die Integrale

Mit

(G.22)

(G.23)

(G.24)

1

2x~ d
3 1ZD 2 2(n)*-Af,(Q,z)Ng (Q)G3k(O , s)( Xhhl0k 2 IR(~)Xhh ) (G.26)

anzugeben.

o q=0,k=1

Wir setzen die Funktionen C31 (Q, s) und ( Xhh l a . 2 IR(fl)Xhh ) in den Ausdruck (G.26) ein

und erhalten für das Integral über den Winkel a

2~r

	

2R12 r dy f
sinßdß . . . f da e-8 ( a 2 y ) EOS2 (a'	 2

	 7

2x o

	

0

	

0

(a271

	

a27)

(a+
2

7)
x cos

	

1 sin

	

sin (G.27)
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woraus nach der Substitution (M .3)

1

	

1

	

4r

	

2rr

2x2 J
dx

	

dq; . . .

	

da' sin (2cß ' - 9) = 0

	

(G.28)
0

	

o

	

0

wird.

® q=0,k=2

Da hier die gleiche Abhängigkeit vom Winkel a vorliegt wie in Gl . (G.27), verschwindet auch

dieser Term.

27,2
I d3f2D?

2'-2
(0)s1Vr(o, z)jVg (0 )C32(f2r, s)( Xhh1g2

r~
IR(o )Xhh ) = 0

	

(G.29)

o q=0,k=3

Der Integrand hängt hier nur von a + y = (p ab und wir können die Integration Tiber die

neuen Variablen x und 9 mit den Gln . (M.37a--h) aus Anhang M problemlos ausführen.

1- 1

2 .r J
d3 Q ~ 2 z -z (w*N~(Q, z' q ('P 33(n , §)( Xhh t3

2
-1~(9)Xhn ) =

27,

3

e

z

z
(11(z ) + I2 (z))

	

(G.30)

Im Fall q = -1 gehen wir in gleicher Weise wie oben vor . Die Integrale for
da . . . lassen sich

alle mit elementaren Mitteln auswerten und man erhält :

1

27x 2 I d3~Dz,-

(n)*Ärr(Q z)Ar (n) G s̀k(D, s)(Xhhi 0'k~2-1 l~(0)Xhh ) _

- 1. -
15 z (11 (z) - I2(z)} P2(S)

	

falls k = 1, 2

27r~zz {11(z) - I2(z)) (2 - s 2) falls k = 3

Hieraus erhalten wir schließlich:

1

	

1 ,a- .e ri. ~,r2ir.xä~

	

i_ 7-4,r~rn~_ .

	

t .-2r2 j a-se p ° , iai ) Jv,rlaz, zJNg t Ir J ~ ~'3kt yz , sJt Xhh I~k
2

€ a 1 a41Xhh 1 =
-3-- q ,--T k=1

3 z(1

	

; I2(z))

	

falls g= 0

47r e z (Il(z) -" 12(z)) (1 - s2) falls g = -

Um den Quarkanteil von g A zu bestimmen , ist nun nur noch mit den entsprechenden 3J-Symbolen

zu multiplizieren (siehe GI . (G.10)) und über q zu summieren . Die Integration über den Betrag und

den Kosinus des Polarwinkels von a erfolgt numerisch . Krach Division durch den Normiiberlapp

ergibt sich :

1 fo°° da a2n4(a)nr(a ) n,(a )Ago(a ) .lrods	

ezz
	 ( 511(z ) -1- I2(z)) 1

3

	

fö da a2n(a) fo ds e --I-

z
(11(z) + I2(z))

4 Jrda a2raq(a ) nr(a)nQ(a)Ag2( Q ) .~o ds ez	zP2( S ) (11(z ) - 12(z))
(G.33)+ 9 ©	

fn
o da a 2 n(a) fo ds ezz ( 11(z ) -'r I2(z))

(G.31)

(G.32)

Quark
gA

	

-
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Meson-Feldoperatoren : Zur Berechnung des Uberlapps

d3r (U(- 2 ) 9 hhl : &( T )aA(r) -' 7'r :(T)O.56-(r) : I U(+ 2)R(Q)Thh)

	

(G .34)

benötigen wir die Matrixelemente

IM' (Sl, a) = ( U(- )ald (r) I U(+2)R(S2)a )

	

(G.35a)

I;~2 (SI, a) = ( U(-2)fflaj er(r )I U(+ )R(Q ) o- }

	

(G .356)

.I-M3(1-2, a) = ( U (- ~ )7r iii(r )I U(+ , )R(S2)r }

	

(G.35c)

Iì  4 (0, a) _ ( v(_ 2)rrI0jii(r)IU(+ 2 )R(S2)7r)

	

(G.35d)

Die Entwicklung der Meson-Feldoperatoren nach ebenen Wellen findet sich in Anhang B . Wir

batten dort für die folgenden Ausdriicke für das 7r- und a-Feld abgeleitet:

/

	

3

(
r
_)

	

1 1

	

a ! rat	 1	 f (r.lozh 'T

	

~ t (~.l- i • w 1

	

((:fnl

6 (r ) = ~27r) f
u

	

,/2w0(k)

	

,- 'e

	

J

	

( . .. .
)

	

äjb'(r) =

	

~

_ i i 2

	

d3k	 1	
kj (a(k)e'k'' - at (k)e-' k•')

	

(G.3sb)
27r}

	

Ow,(k)

	

*t 7') -	1 2

	

d3k	 1	 b . (k)6' ~•~ + b~ (k)e-s
k''

	

(G.36c)(-)I

	

.V1074k)

	

Oj ri(r) =

	

(-1 2 d3k	 1	 k - (bi(k)et k' - ba (k)e-' h . ')

	

(G.36d)
2ar~ ~

	

V2w,;(k) '

	

;

Wir fiihren die Drehungen der kohärenten 7r-Zustände jeweils im Spinraum durch und erhalten mit

den Ausdrücken für die Translation und Rotation eines kohärenten Zustands (vgl . Anhang B) für

die Matrixelemente IM'' (12, a) (r

	

1, . . . , 4):

\
3

IMl (S2, a, a~) = nß(a)
\~ 7r j 2 ~ d3~ r7(k) ~ (e~ k' -i- e-t 1") e-~ a~' 2

	

(G.37a)

3
I~i2

(0 , a, 7) = nv(n) (j 2 ) 2 I d3k 77(k)kj
2x

	

- e -x ~•~) e-a k•i

\

	

3
3

IM3 (Sa, a, r) = n;~(a)A~.~(S2, a) ( Tr~ 2 ~,j d 3k A(k)k k
// k=1

X 1 LKiki `SG)ea

	

oEke-t

	

e-S F• ' L

	

Ìr,1Y .374)
2z

2/ 1 3 1
Ii `4 (S2,a,r) _ -n.n(ra).Af,r(S2,a)

~ 21~/ Id f d3k kA(k)kkkj

! k=1

x 2 'R'Tk1(Sl)ez k' + bike_ y

	

e-: k -f

	

(G.37d)

Damit lassen sich nun die Integrale mit Gl . (P.3e)

	

J

1 d3r IMi (S2, a, r)IiM4 (Si a, r) = - ~ d3r IM2 (S2, a, r)IM3 (S2, a, r)

	

(G.38)

(G.37b)
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berechnen und wir erhalten für den Uberlapp

f d3T ( U(- 2 ) Whhl : 6-Haj Ir i(r) - r i(r )aj 6 (r ) : I U(+2)R(n )Thh ) =

= -n(a) .A(g (S2)AT,-(52, a) 3
( Amo( a ) + Am2(a)) (l?,j=(Q) + Sij) -

3

Arn2(a) (a i a i + >--: äjRki( fl )äk
k=1

In GI . (G.39) haben wir nach das Produkt

n(a) = nq(a)n,(a)no(a)

und die Funktionen

Amo(a) = 2rI dpp3A(p)rgp) (1+ jo(pa))

A.2(a ) = 2r

3

p dpp3A(P)n(P)h(Pa )

eingeführt . Die Variablensubstitution a

	

T°1 (0')a im Integral f d3a . . . liefert nach Integration

über den Azimutwinkel

dad !11 ~S [ d3„ ( U(- ~ )D r~h l : ~(r)aj~i(~°) _ ~i(r)aj&(?) IU(+ ~ )R(f?)'`h~, ) =

2ir
-n(a)4(Q)Ar,(D, z) 13 (Amo(a ) + Am2(a)) (Rji(Q) + $ij) -

3

Am.2(a) E pk(3G , s ) (Rki(O) + öki)~

	

(G .42)
k=3

Integration der Eulerwinkel Genauso wie im vorausgegangenen Abschnitt, in dem wir den

Trberdapp der Quark-Feldoperatoren besprochen haben können wir nun d1e Integration der En-

lerwinkel in G1 . (G.42) behandeln . Wir betrachten wiederum zunächst nur die Ausdriicke, welche

von den Eulerwinkeln abhängen und beginnen mit

(a) (R.3j(O) + b3j) , dessen sphärische Komponenten durch

f -4sin_ cos ße fia falls q = +1

'R. 31(g) + 63j] q = 2 cost ß

	

e

	

falls q = 0

	

(G.43)

` 5. sin 'l cos le' falls q ~ -1

gegeben sind . Da die Drehung im Spinraum erfolgt, benötigen wir nun die Wignerfunktionen

D 2 i 1 und D? 1 . Es ist:
- 2'2

	

2'2

1

	

sin Fe z ()2

	

für q = +i
I) i(a)

	

)
2 -4' 2	cosfe-~ ( z für q = 0

165

(G.39)

(G.40)

(G.41 a )

(G.41b)

co

Jo

(G.44)
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Damit erhält man nun:

41T2
I d3 DDf

	

(Q)* .N (Q)N,(0 , z ) LR37( Q ) +53äI 4
3 -4, 2
ezZ

(11(x ) 13(x))

	

für q = +1
- 1 Z

(311 (z) + 412(x) + 13(x))2 z

Die sphärischen Komponenten des Ausdrucks

(b)

	

(Rk3(f2) + 6k 3 ) C4,k (S2, s) erhält man aus C 1 k (f2, s) =

	

(Cl,k (f2, s) + z C2,k (f2, s))

und Ca k(f2, s) = C3,k (f2, s) . Die Ci,i (Q, s) wurden irr Anhang N berechnet.

3

E (Rk3(0 ) + 6113) C4,k(Q's) -
k=1

°°±Y )e~ (~)

N --ir sin g- cos - (1 - s2) eta - z 2 sin(1_cos2 ~ cos2 (a2)
	 P2 (5) I für q = +1

(G.46

-
COS2 ('9'+2-Y)

~

	

J

~

	

säas2 ~ cos

~

2 2 )

P
s)

'I

	

!

	

Il1P Q = 0

)

~

	

1_cos2 @ cos2 ~ 2(

Berücksichtigen wir noch, daß für eine beliebige Funktion F

10
4zr

d4o sin 2 F(cos 2 } = 0

	

(G.47)

gilt, so haben wir mit Hilfe der Integrale über die ]Eulerwinkel aus Anhang 114:

4r(2 I d3f2 D
z -9„ (Q)*Nq {~)1VT(s~, z)

	

( 743(0) + 61,3) C2,k( fls s) -
k=1

-,Yzr (1 - s2) ezZ ( 11(z) - 13(z))

	

für q = +1

s ezZ [3s2 (I~ (z) -- 13(z)) + (511 (z) + 812(x) + 313(z))l für q = 0 ,

Dieses Ergebnis setzen wir nun in Gl . (G.10) ein und haben für den Mesonanteil:

ds eizmeson _ 4 1o da a2n(a)Ar,o( a)Jo	 (11(z ) +12(z))

	

(G.49)
9A

	

9

	

fr da a2n(a) 1'0 ds eaz ( 11( z) + 12(z))

Durch Addition der Gln . (G.33) und (G.49) erhalten wir schließiic h die Axialrektorkopplisngskon_YY•"`•

(G.45)
fiir q = 0

G.48)

stante .
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Zusainnaenfassung : Axialvektorkopplungskonstante

1 JO	 da a2n2g(a)n,(a)nQ(a)Ag0(a) fods e zz(511(z ) +I2(z)) +
3

	

fö da a 2n(a)
fo

ds ezz ( 11( z)'i" I2(z ))

+ 4 fodaa2n2(a)n,(a)nv(a)Ag2(a)fods	
ezz

	 P2(s)( 11(z) - 12(z))
+-z9 rpao da a2n(a) fo ds ez

(11(z) + I2(z))J

	

--z

+
4 f°O da a2n (a ) Amo(a) fods	

e-
(II	 + I2( z ))

9

	

e_z

fö da a2n(a) fo ds
z

(11(z) + 12(z))

Die Funktionen Ago(a), Aß2(a), A .n b p(a), ng(a), nQ (a), n,r(a), n(a), ft (a) und z(a, s) sind durch

Ago(a ) _ -72 jfoc'=' dPP2?o(Pa) ~u2(P) - 3 0 (P)~

	

(G.51a)

2 °O
A_.,(a.l - - ~ d 2 ~2 ( 1~~ 2 ( 1

	

(G.51b1
-y" '

	

~ Jo r
~ ~ ~"~n

-, ,~,

	

~

	

,

A~,o(a) _ -2~r j ~ dPP3A (P)q (P) (I + jo(Pa)) (G.51c)

(
0

n. 6 (a) = exp { 2rr j ~ dPP 2 (1o(Pa) - 1 ) w,(P)r12(P)}
o

	

(G.51d)
l

	

..JJJII

n„(a) = exp { ~ dPP 2 (.1o(Pa) - 1)w,r(P)A 2(P)(G.51e)

°

f
ng(a) =

2
j~ dPP2 1o(Pa) (u2 (P) +1-,2 (P))

	

(G.51f)
7r o

n(a) = nQ(a)n,(a)n,(a)

	

(G.51g)
~

fir(a) = 2~ r dpP2?1(pa)wir(P)A2(P)

	

(G.51h)
o

z(a, s) = 3 (f'(a) I
2

(3s 2 - 1) f2 (a) j

	

(G.51ä)

gegeben, worin

ü(p) = j dr r 2 ,jo(pr)u(r)

	

(G.52a)

v(p) = f drr'j1 (pr)v(r)

	

(G.52b)

r-
jA(p) =

	

dr r231(Pr)O(r)	(G .52c)
~

il(p) = V-2
~
~ dr r2jo(pr)c(r)

	

(G.52d)

w,(p) = 1
/

p' -¢- rnv

	

(G.52e)

wT (P) =

V

~1~ 2 + mq,

	

(G.52 f )

9A =

(G.5ß)

ist .
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Wird die lineare Momentenprojektion vernachlässigt, d.

Drehimpuls J betrachtet, so ergibt sich im Limes lad -> 0 :

h . nur eine Projektion auf den

1

	

a -
0) 5I1(zo) + I2(zO + 4 Amo(a - 0)

	

(G.53)
g = 3 Aqo(

	

I~(zo) + I2(zo)

	

9

worin

zo = 3fö (a = 0) = 3N,

	

(G .54)

und N,P die Anzahl der Pionen ist . Die Funktionen A qo und Amo an der Stelle a = 0 erhält man

durch Einsetzen der Gln . (G.52a-b) in (G.51a) und der Gln . (G.52c-d) in (G.51c) . Es ist:

Amo( a = 0) = 8I dpp2 J drr2 0(r)P31(Pr) ! dr'ri2 lo(Pr')e (r') (G.55)

In Gl . (G.55) setzen wir nun

p.7up7"'J ° - dr le(yr) (G .56)

und erhalten nach partieller Integration mit

(G.57)dpp2 .71(pr)ii(pr')

	

-~

	

=
2rr'5(r

	

r ' )

aus Gl . (G .55)

drr2 d
dorr)

(G .53)A,,,, o(a = 0) = - 47r ~

	

0(r)

und in gleicher Meise

Ago(a = ü) = J`drr'
yu

v. ) - 3 v lri 1

	

( G .o.

Setzt man A 4 o(0) und A47,o(0) in GI . (G .53) ein, so erhält man die Resultate aus Ref. 79 (vgl.

Formel (H63) und (H64)).



Anhang H . Ladungsradien fiir Proton und Neutron

Wir wollen in diesem Abschnitt die Ladungsradiert für das Proton (r) P und das Neutron

( r,2 )n ableiten . Diese sind durch die Entwicklung des elektrischen Formfaktors GE(g 2 ) nach Po-

Lenzen von q 2 definiert . Letzteren erhalten wir aus der Zeit- und der dritten Isospinkomponente

des Vektorstroms im Breitsystem . Es ist also:

2

GE(g2 ) = GE(0) - -( r2 )- + 0(0) _ ( Na(+2)I V3 ( O )INa/ (-2 ) )

	

(H.1)

worin

v'(x) _ ~ qa(x)y u ~ s + 2 ) ga(x ) + (f(x ) A a1277(x ))2

	

(H.2)
a-f

der Vektorstrom und (6 + 2) der Ladungsoperator der Quarks im SU(2)-Flavour-Sektor ist.

Der Ansatzzustand I Na'~(q)) -a In7 JAIJ1~MT geht aus dem Hedgeho gz„stand durch Pro-

jektion auf den Spin (Isospin) = T Lind MJ = -MT und nachfolgende Projektion auf den Impuls

q hervor .

I Na(q) a -4 I q , JTM )= PgPjmI ~ )= PgI~JM)

	

(H.3)

Im Rahmen dieser Approximation erhält man fiir den elektrischen Formfaktor den folgenden Aus-

druck .

J d3 x ( Ps 11I JM I V3 ( O )I P-s TJM )
GE(q2) -

	

( P
2	 2
2 ~'JMIPZ ~JM )

in dem wir

( wJMI Pa I TJM) _ ( TJMIP Il tJM)

verwendet haben(a) . Aus G1. (H.1) folgt dann für den Ladungsradius die Beziehung:

f ~2

~

	

vl.~ll
l( rc ) _ -3E

	

[a4iaqj N(q)~ q-0

worin V(q) und N(q) mit Zähler und Nenner der G1. (H.4) zu identifizieren sind . Im einzelnen ist

daher :

V(q) = f d3tud3bd3 b i e-2 (b+b')f u(b')wj Iv,3 (o)J (b)I LA,f )

	

(H_7a)

1V(a) = ~ d3bd3b' e' ($-b')1( U(b')tjmIU(b)Tm )

	

(H.7b)

Wir bilden die Ableitungen und setzen

r°N(q)]

	

= o

lL

	

q-o

(a) Ein Beweis findet sich am Ende dieses Abschnitts

(H.4)

(H.5)

(H.6)

(H .8)
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in Gl . (H.6) ein (b) , integrieren diese über den Raumwinkel 0,7 und erhalten für den Ladungsradius:

	

2

	

fd3xd3bd3b'	 (b+ b`) 2 (U(b')T jmv3(O)IU(b )TJm )

	

(r~)

	

f d 3 bd3b' ( U(b')TJmI U (b) ÌI JM )

GE(o)
fd3bd3b` i	 (b-b')2 ( U(b ')TJmIU(b)T Jm	 )

	

(H.9)f d3bd3b '(U(b')TJHIU ( b )TJA )

In Gl . (H.9) haben wir den Integralausdruck

fd3xd3bd3b' (U(b') III JHIV3 (o)IU(b ) TJH) ® GE(O)

	

(11 .10)
f d3bd3b' ( U ( b' )'Ì Jm I U(b)TJM )

	

-

mit der Ladung G E(0) des Nukleons identifiziert . Dies ist anschaulich sofort klar, da das Integral

(H.10) gerade das 1 . Glied der Taylorentwicklung des elektrischen Formfaktors G E(g2) ist . Wir

werden aber noch im weiteren Verlauf der Rechnung die Giiltigkeit dieser Behauptung zeigen.

Um das fiinfzehnfache Integral (H .9) zu vereinfachen, betrachten wir zunächst den Ausdruck

J
d3bd3b' (b + b ' ) 2 ( U(b')‘IJJmi Vs°(0)IU ( b )TJm)

	

(H.11)

setzen

U t (b ')i/3 (0)u(b')UI (b')U(b) = V3 (b')U(b - b')

	

(H.12)

ein, fiihren die Variableutranformation (c)

z =b - b'

y = b'

	

(H.13)

durch und erhalten für das Integral (H .11):

I

	

~ ~ ~

	

y2~ (
Jmi * alyJlt 1JNr)d zd"y z"-~-4x•y~r°x

	

i

	

V-

	

ü z s~

Mit Mlle der Kommutatoren

L~
a3z

tz2)

n

ü(z)' RP)

~

0

	

r rr .a~ s)
l~

sowie der Invarianz der Zeitkomponente des Vektorstroms V3 (x) unter Raumspiegelungen

z I d3yy( V3 (y) ) = 0

	

(H.16)

( b) siehe Fußnote (a)

()Diese und alle weiteren Transformationen sind linear . Werden sie in Zähler und Nenner

durchgefiihrt, so kürzen sich die 3akobideterminanten .

(H.1"ß)
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ergibt sich fiir das Integral (H .14):

P3zd3y (g2 + 4y2) ( 111 hh l-FtMVO ( 0 )PkATI U(z ) W hh ) (H.17)

Wir nutzen nun die Invarianz von V 0 (x) unter Drehungen im Spinraum, d . h.

PMMViO (x)PMm = Vä0(~)PMM (H.18)

führen die Umkehrung der Transformation (H .13) ein und enden mit:

( d 3 bd3b' (b + b' )2 ( U(b' ) qf .IMI V3 (0)I U(b) IF jm ) =

= f d3bd3b' (b+ b') 2 (U(b ' )‘If hhIV3 (Q)I U(b )PLM4r hh ) (H.19)

Völlig analog zeigt man noch

j d3bd3b' (b- b' )2 ( U(b')Tjj jU ( b ) k̀ jj) = Jebel/ (b - b') 2 ( U(b' )ThhlU(b)PL Ilihh)

J

	

(H.20)

Die Integrale (H.19) und(H.20) setzt man in den Ausdruck für den Ladungsradius ein und

endet nach Substitution der Variablen

(H.21)

und einsetzen des expliziten Ausdrucks für den Projektor P~pK mit:

0,2 ) -_ fd3caf	 d3Q	1darr2vilm(n) * ( U (-2)ThhIv3 ('T)IU("~2)R(Q ) Thh )

f d 3¢ f d3SlDJ,(521 ( T hh iU(ca)R(S2)l 0, )

- 1 G (0) f
d3o,a2 f d3 S2 D5j( S2 ) * ( lihh IU (a)R ( Q )I hh )

4

	

f d3a f d'QVii(a) '' ( W hhl U(¢ )R(o)I T hh)

In den folgenden Abschnitten befassen wir uns mit der Auswertung des Integrals (H .22) . Wir

beginnen reit dem Überlapp des isoskalaren Teils des Vektorstroms M r)70q(r ) .

Isoskalarer Vektorstrom Wir berechnen zunächst also das Uberlappintegrai

j d3T T2 ( U ( - 2 )%hhl~4(~')70q(r)IU(+2 )R(Q ) Thh ) =
!

	

=

2n
.q(a)nn(a)nQ(a)I~~(g)~~(O,a)Ii~o(S2,a)

(H.22)

(H.23)

rI=O(9 > a) = id3r r 2 ( xhhl qt (r + 2-)q(r - 2 )IR(o)Xhh) (H.24)

mit
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Wie bei der Berechung des Normiiberlapps in Anhang D setzen wir in den Ausdruck (H.24) die

Fouriertransformierte des Spinors

ein, schreiben für

q{~

	

2 ) ~ ) 1 1,3
p

1
21r2 ( ü (P)(0 ') ' P )

e t

	

(11 .25)

3
,2 e1 ( p-h )'r -

	

Ö a e¢ (p-k)•r
~i-i pi

und erhalten nach zweimaliger partieller Integration:

Ii=o( o , a) =

	

( Xhhl {2-9Oki

	

~_
2
Pi (e-=~

2 g (P)) IR(Q )Xhh ) (H.27)
,

Die Auswertung des Ausdrucks im Integranden ergibt mit Gl . (H.25):

E
~ök=

(e-°
k

ä qt (~~))]
~_~ äP

: (e 1 P a 4(p )) _
i =E

1

	

3

	

1 2

	

2

	

2

	

p)

2?r2e-t
pa ~4aiu-2(P)+(_

ai-I(p))
-z aäiPi~(p) äP

- 4a2 v2 (p) °4- P? ("o(:)) 2

	

a
a ipi v (P) a(p )

2

- 2-a P [ai (0- • P) 0-i + aiai

	

• P) - 2ä iPi]

~i
8

~(~ ' 'p) Ka- - P+ ) (0.i - Pi (a- - P)) + (0-i - Pi (0. ' P))

	

' P J̀J

+ ('' (P) Y (ci - Pi (0- .p))2}

	

(H.28)

Die Antikommutatorrelationen für die a-Matrizen

[ui, uj] = 26i7

erlauben die Berechnung der folgenden Ausdrücke in Gl . (H.28) . Es ist:

( Qi~~PaBi + Q i~i~~Pä) = 2a -p

ty

E (ßi -

	

P)) 2 = 2

[(~ • P) (0-=PR - P2 (~ . P)) +

	

PZ (0. ' P)) (cr -P)] = 0

Wir setzen den aus den Gln. (H .30a--c) und (11 .28) resultierenden Ausdruck in G1. (H.27) ein

und können das Integral über den Raurnwinkel Qp in Gl . (H.27) berechnen (vgl . Gln. (P.3a) und

(H.26)

~=1

(-x .29 )

(H.30a)

(H.30b)

(H.30c)
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(P.3b)).

~-o(n , Q) = ~~rq(0)~ dpp2 ~-ail (pa)~u(p)aa(P)+v(P)aa()~

+3o(PQ)
Kat-t(

p

p)) 2 + ( aapP)~ 2 +2 ~ vpp)~ 2 - 4 (u2 (
p) +v2(p))l ~(H.31)

J

Die mit jt(pa) multiplizierten Teile des Integranden können durch partielle Integration und reit

Hilfe der Rekursionsformeln der sphärischen Besselfunktionen weiter umgeformt werden . Man hat:

_ f dpp2 a.71( pa ) u (P) a%(P)
=

2
f app2 a z~(pa)u (p) 8'-'ap(p)

+ -2y dP ü(P)ap [ ap2JI(pa )ft(P)i =

= 1 J dpp2 a2 .7o(pa )ii(P) 22

und analog

f dpp2

	

(pa)v(p} afi(P) = 2 f dpp2 a2io(pa)v(P)2

	

(H.32b)

Die Substitution der Variablen im Integral f d3 a . . . (Gl . (H.22))

a -> 7'-1 (O)a

	

(H.33)

fiihrt dann unmittelbar auf:

f d3, r2 ( U(- 2 )~̀ khi 6q (-0)7°~(~)IU(+ a h ) --

= 2 nq(a )n, (a ) na (a )Nß( f2 )N,(fl, a)Rg(a )

	

(H.34)

worin

Rq(a ) = j dpp2io(pa) [~ (ü 2 (p) + ?3 2 (p)) + l
aa(pp)12

+ (af(p))
2 + 2 rp) 2 (11.35)

Wir stellen noch fest, daß sich die Ableitungen der Funktionen fi(p) und v(p) sowie* als Fourier-

transformierte der Funktionen u(r) und v(r) schreiben lassen . Sie sind am Ende dieses Abschnitts

zusammengestellt.

Der Verlauf der bisherigen Rechnung zeigt, daß der Uberlapp

f dar (U(- 2 )Whh 61 (')7°q(r)IU(+ 2) R(O)I'hh ) =
3

= Zn4(a)n,(a)na(a )Nq ( Q)hrn(Q , a)

auf den Normiiberlapp zurückgeführt werden kann .

(H.32a)

(H.36)
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Die Integration der Eulerwinkel des Ausdrucks (H .34) ist die gleiche wie beim Normiiberlapp.

Der isoskalare Radius lautet daher:

daa2n 4(a )n,(a ) n, (a)Rg(a)föds ezz (Il(z)+ I2(z))
T 2

= 2

	

fO" da a2n ( a ) fo ds e
zz

(Ii(z) + I2 (z))

1 roo
da a4n(a)f©ds	

ezz (
Ii(z)+12 ( z ))

3 fä da a2n ( a ) fä ds
C .' (Il (z) + I2(z))

Isovektorieller feil ties Velctorstrom (Quarks) Die Berechnung des l' berlapps fair den

vektoriellen Quarkanteil des Vektorstroms 2 q(r)-y°q(r) verläuft völlig analog zu der des isoskalaren

Anteils . Es ist :

J d
3r T2 ( U(-

2 )''I'hh l 2 g (T°)7° q(' )IU(+2 ) R( S2 )Thh )=

- N(a)n,(d)n,(a)-Ar:(n)-Afir(R zi g . ~(l(hhIr3R(~)IJChh~- '

{Xhh r3R ( I)xhh) = 2 cos
2

sin (a
2

	 7 ) (H.39)

ist (Drehung im Spinraum). Mit Hilfe der Wignerfunktionen (Gl . (0.3)) und der Gln . (M.36a-f)

ergegen sich für die Integrale der Eulerwinkel:

47r2

f
d3S2 vm(n) (Xhh I T3ft (O)IXhh ) Arq ( Q )N,r(n z)

_ --Mezz (I1(z ) ` I2(z))

Wir erhalten dann den isovektariellen Quarkanteil des Ladungsradius des Protons durch Projektion

auf MT = - MJ = 1 und den des Neutrons durch Projektion auf MT = -MJ _ -1.
~

	

/

	

1
{ Tc )q,I=1 _ ( Tc )q j-1 _ -(

7°c } 7 1=1

	

(11 .41)

worin

1 f
Q

da a2n2(a)n„(a)nQ(a )Rg(a ) fö ds e----:l (I1- (z) - I2( z ))

2

	

da a 2n(a) f~ ds
ezz

(Il(z ) + 12 ( z))

1 foo da a2n(a) fäds	
ezz

	 (Il(z ) - I2(z))

8 f© da a2n(a) fo ds ezt (Il(z ) + 12 (z))

fO4 da a4n(a) fods
ezz

	 ( Il(z)+I2(z))

und für das Neutron

(H .37)

(H .33)

worm

(H.40)

( Tc )q,1-1 -

x

f° da a2n(a) fo ds
ezz

(II(z) + 12(z))
(H.42)

1 T c fa,I-1 = -(TC )o,ITl
(H.43)
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Isovektorieller Teil dos Vektorstroms :IVlesonen Wir haben das Uberlappintegral

f d3T,
r-2 ( U(- 2 )~̀ htz ~ (=(T') Ak(T')) 3 I

U(+2)R ( Q)Thh )=

= 74(a)na(a)N',3(n)1Z

	

(Q, a) (H.44)

11 r-1(2 , a) = ~ d3T' r2 ( u(- 2 )r ~ E3jkrj(T')a0frk(T')I tI(+2 )R(52)r)

	

(H.45)
jk

mit

zu berechnen . Wir setzen in Gl . (H.45) die Entwicklung der r-Feldoperatoren nach ebenen Vv'ellen

(Gln . (B .31a)) und (B.31b) ein, benutzen die Gln . (B .54a) und (B.24) aus Anhang B, schreiben

für

° 02
T,2 e±s k•Q _

	

e ~s k•r
- ä

i=1

und enden nach zweimaliger partieller Integration mit.

1
0 (D, a

)'" 4n"(a)N(Q'
3.4 d3p

J
d3k war(P)A(P)e-

k ä

X

{S3(ä,+
k) [Dij(a, k)

mn R
nkÄjnRm j Dim (a, k )

J
+

kPm +PjRmkljim(a , k)] ~

wobei wir

1ij(a , k) =
a

2 (e-4
r

.a A(k)kj)

	

(a;1.48)
äki

gesetzt und im letzten Term

~

	

!L, E3jkPkRj y~,(n)fcyri = - 'gs

	

-
'3jkP,1Rmk(SE)km

	

(H.49)

jk

	

jk

verwendet haben. Wir bilden die Ableitungen

2

	

2

	

2.s

	

r
Vi (e-s k'2 A(k)k

.)
= e -a k•2 {k - - 4 A(k) + A(k) + ~ k A( k) - 2 A(k)i +

+ x a (a -~ kj Akk) -
k A(k) - x

aQj Alk}

	

(H.Sfl)

und integrieren Tiber den Raumwinkel d‘-2 k (vgl . Anhang P Gln . (P.3b-d)) . Die beiden ersten

Terme verschwinden, da sie jeweils einem symmetrischen Tensor bilden, dessen Überschiebung mit

dem total antisymmetrischen E-Tensor null ergibt . Es ist:

+ 53(p + k)

(H.46)

(H .47)

E E RnkRmj E3jk = 0

jk mn
3jkbjk = 0 (H.51)

jk
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Die beiden verbleibenden Terme liefern die Überschiebungen

E3jk 6mjRmk(~) = ~ E 3jkRjk( SI )
jkm

	

jk

E 37kRmk( Q )amaj = ([d x 7Z (o )g)3

jz~kaa ) =
b (h(ka ) + j3(ka))

nach Substitution der Variablen a --} T -1 (SZ)a im Integral f d3a . . .

.i d3
r T

2( U(-
;)Thhl (a(r) A ; (-i. ))

3 I U(+ 2 )R ( f2) Thh ) _

= z n (a)JI(q (S2)Jlt,(S2, z) . Rm1(a) ~ E3jkRjk(n)+
J.

+

	

(T° 1 ($2)d x 7ZJ1 (SZ)T° 1 (SZ)ä)
3

(H.52a)

(H.52b)

(H.53)

(H.54)

m

und wir erhalten snit

worin wir

2

	

z
Rm1(a) 3 f dkk2 ta ,(k ) (ja(ka) + j2(ka)) [--A2

(k) + A(k) k2 A(k)] +

( A(k) Y]+ (2jo(ka) +j2(ka)) Alk) k A(k) -

	

(H.55a)

2

	

2

	

2

.1t,„2(a) - 27r p dkk 2 w ,r( k ) t12(ka) [ 4 A2(k) - A(k) 2 A(k)
+ A(k) ik

A(f) - ~ A k)

	

-J

- ji(ka)(ka) Ak}k A(k)~

	

(H.55b)

gesetzt haben. Die Funktionen A(k), aA(k), kA(k) und A(k) lassen sich als Fouriertransfor-

mierte von 0(r) schreiben . Sie sind am Ende des Abschnitts zus
k
amrnengestelit.

Der Uferlapp

I

3

		

a

	

t1 r ,	~

	

N

	

. a,-	 t. ,d ° (U(-2)'~hhl l~(~)np.~(~'))3IU(+2)lsll~hh1 =

r

	

1

= z n ( a)N9 (%A[,r (n ~ z ) % E3jkRjk(g) 3 (r(a ) + f2 (a)) -
~ jk

- (T-1 (SZ)ä x 7Z-1 (S2)T -1 (S2)a) 3 fl(a)

	

(H.56)

lat sich analog zu Gl . (H.54) berechnen . Die Funktionen f! (a) sind in Anhang D (Gl . (D.7))

aufgefiihrt .
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Integration der Eulerwinkel Die Uberlappintegrale (H .54) und (H.56) sind nun so umgeformt,

daß die Integration der Eulerwinkel auf analytischem Wege erfolgen kann . Der Ausdruck

(1) Ejk s3ik~jk(0) läßt sich aus der expliziten Darstellung der Drehmatrix (Gl . (N.2)) berech-

nen .

63jkR-jk (0) = -4 cos' 2 sin [ a 	
2
	 7 ) cos { a	

2

	 7 )

	

(H.57)
jk

	

`

	

\

	

111

Dies setzen wir in das Integral fiber die Eulerwinkel ein und erhalten mit den Gln . (M.36a-f):

47r2 J d352
vhIM(Q) Y4(Q)AA-(Q) E s3jkR.jk(O) =Me z1VI

ezz
( 11(z ) - I3(z))

jk

Für den Ausdruck

(2) (T-1 (O)a x R. -1 (Q)T-1 (O)iz)3 schreiben wir

T-1(0)R x'T=-1(0) (T(OYR-1(n)T-1(0)) ?.= T -1 (0)a x T-1 (n)k 1 (O)a

	

(H.58)

setzen die Gln . (N.15a-e) sowie (N.8a-c) ein und berechnen das Integral über den Azimutwinkel

des Verschiebungsvektors a.

r2x
1 dgic, (T-1 (Sl)a x

	

(SZ)T- 1 (52)03 - -47r (1 - s 2 ) cos2 2 sin [ a	

2
	 7 ) cos [ a~7

o

	

\

	

\
(H.60)

worin s = cos Ba ist . Das Eulerwinkelintegral ist also das gleiche wie oben.

47x2 f d3Qvil vr(o) '' ( o )Ar,r(Q) (T'(52)fi x R-1(ä)T-1(Q)a
)3

M7r (1 - s2)
ez-

(I1 (z) - I3 (z))

	

(11.61)

Die Ergebnisse (H .58) und(H.61) können nun in die Gln . (11.54) und (H .56) eingesetzt werden.

Aus Gl . (11 .56) folgt:

47r2 [00 daa 2 ra(a) f
11

ds ( d 3 ^d 3 S2 DI-R,p(S2)'( U(--
2 )~'hh ~ (k(` ) n P" (r )) s IU(

2
)R(5i)Thh. ) =

=
0z

2M7r~ daa 2 n(a) J
11 ds

ezz
(I1(z) - I3 (z))

x 13 (fö ( a)+f2 ( Q)) - 2 y- - s`) f2 (a)]

Dieser Ausdruck kann weiter umgeformt werden . Aus G1 . (D.10b) ersieht man, daß

3 (f4 ( a) + .f2 (a)) - 2 (1 - s 2) f2 (a) = 2

ist, und erhält mit der Rekursionsformel

(H.58)

(H.62)

(H.63)

Ii(z ) - I2(z) = ~I2(z) (H.64)
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für die modifizierten Besselfunktionen:

4s- 2 JO'
daa2n(a)

J~ 11

ds
J

d 3rd3SiD~M(S2)~( U(- 2 )Thh~ ere?) ApT(~
3

IU( 2 )R ( Q)Thh ) =

= 4M~
co

daa2 n(a)f l
ds e-Z I2(z)

0

	

1

	

z

Damit haben wir nun fiir den mesonischen Teil des Ladungsradius

(H.65)

2

	

2 P

	

_ f 2 n
( rc )m,I=1 = ( rc )~ j =1 - - 1 rc )m,h--l (H.66)

mit

1 fo daa2 n(a) fads e zz( 11(z) - I3(z)) [R , l(a) + (1 -$2 ) R,2(a )]
( r~ )m,j=1 = - 2 "

	

fo da a2n(a) fo ds
ezz

(I1 (z ) + I2(z))
-z

1	 f0 da a2n(a) fods z I2(z)	-

4 Lc' da a2n(a) fo ds ezz (Il (z) + I2(z))

X fo" daa4n(a) fo dsezz (I1(z)+I2(z))

	

(H.67)

f° Q da a2n ( a ) fo ds ezz (I1( z ) + I2(z))

Aus den Gin . (H.37), (H .42) und (H.67) folgt nun noch:

	

0

	

1 falls M = -2 `Projektion auf Proton'

	

(H.68)

	

E()

	

0 falls M = -§ 2 `Projektion auf Neutron '

Zusammenfassung : Ladungsradien Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen, so erhalten wir

für die Ladungsradien des Protons und Neutrons:

Proton :

Neutron : /(
r c )P

~
(1 rc )q,I=O

-~-

I

(

	

+ (

/

rc )m,r.1

1 rc )n = ( rc 41=0 - ( rc )g,j=l - ( rc )sn,7=1

(H.69a)

(H.69b)

alsu

( rc )~ -

f0 da a 2 n q (a)n r(a )ne(a)Rq (a ) fods
ezZ

I1(z )

f daa2n(a) fo ds ezz (Il(z)+I2(z))

1 fo" da a4n(a) fods e zz( 1 1(z ) +I2(z))

4 roo a_ 2,1,.1 f 1	 	 (T (-A ..t..T.-. f 711
Jo "-

u	Jo " -z 11 1‘-! -~~-»

1 fo daa2 n(a) .fo ds ezz	 (I1(z ) - I3(z))[Rml(a)-i-2 (1 - s2 ) R„,2(a)] (H.70a)
2

	

fo daa2n(a) fo ds
ezZ

(I1(z) -F 12 ( z ))

(
rc )n - f oo da a 2 ng(a)n.,~( a )na(a)Rg(a) fo ds	

ezz
	 I2(z )

jr da a2n(a ) % ds ezZ (I1(z ) + I2(z))

+ 1 fo daa 2 n(a) fods	
ezz

	 (Il(z) - I3(z))[Rin i (a) +2(1-s2) Rm2(a) ]
(H.70b)

2

	

o da a2n(a) fo ds
ze

(I1(z ) + 12(z))f
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Die Funktionen Rg(a), R,,,~(a}, R,,2(a), n(a), nq(a), n,r(a), n Q (a) und z(a,s) sind durch

Rq(a) =
~ P

pp2 io(Pa) [ 4 (it- 2 (p) + v2 (p)) +
( 2 + r(P)) 2 + 2

P
2](H.71a)

[--A2(k)
2

	

2

	

J

R,n l(a) = 3 j dkk2 wT(k) (jo( ka) -;- .72(ka))

	

~- A(k) 8
2 A(k)

]
+

/
+ (2jo(ka ) + j2(ka))

A
--A(k) -

	

) 2 ]
k

(H.71b)

R,2(a) - 27r ~ dkk 2 wr(k) j2(ka) [Ta2
A2(k) - A(k) k2 A(k) +

A(k)
NA(k) -

	

-A(k}1

82

- ji(ka)(ka)`~(kk) 1A(k)~

n(a) = ng(a)n,(a)n,(a)

nq( a ) = f dpp2jo(pa ) (ü2 (P) + v2 (P)~
r

	

.

n~(a) = exp { g(a) - fö (a = 0 )1

ne(a) = exp { fp° (a) - fp (a = 0)}

z(C6, s) = 3 (g (a ) + P2( s)fl (a))

fr (a) = 2rrf dpp2j7(pa)w,(p)A2 ( p )

g (a) = 2r f dPP 2 io(Pa) w,(p ) q2 (p )

R2(s) = 2 (3s2 - 1)

gegeheA, worin..

ü (P) = I drr2jo(pr)u (r )

ü(n) = ! drr 2 i,(nrl u(rlj

4ü(p) = -
r

r	

j drr 3 ?i(pr)u(r)

4 .4) = 3 ! drr3 (jo(pr) ° 2?2(pr))v(r)

v ) ~
3

~ drr3 (jo(Pr) -i-72(Pr))v(r)

n(p) = 11 - ~ drr2 io(Pr) rs (r)
V ~J

A(p ) _ ~ ¢ drr2j r(pr)¢(r)

4A(P) = 3 ~ Prr3 (jo(Pr) " 2j2(Pr))O(r)

2

p2 A(p) - 5 V T
Prr' (2j3(pr) - 3jl (Pr)) O(r)

179

(H.71 c)

(H.71d)

(H.71 e)

(H.71 f )

(H.71 g)

(11 .71h)

(H.71ä)

(H.71 j )

(H.71k)

(H.72a)

(H.72b)

(H.72c)

(H.72d)

(H.72e)

(H.72 f)

(H.72g)

(H.72h)

(H.72i)



180 Anhang H

A (P)
P

2 j drr3 {3D{Pr} i 12 (Pr))r~(r)
Tr .J!

(H.72j )

sind .

Zum Abschluß dieses Abschnitts wollen wir noch die Ladungsradien des Protons und Neutrons

für den Fall angeben, daß die lineare Impulsprojektion vernachlässigt wird, also nur eine Projektion

auf den Spin bzw . Isospin ausgeführt wird . Zu diesem Zweck leiten wir zunächst eine modifizierte

Version des Ausdrucks (H.71 b) her . Mit Hilfe der Rekursionsformeln der sphärischen Besselfunk-

tionen und der Gl . (H.72j) können die Ausdiicke (H .72h) und (H.72i) umgeformt werden. Es

ist :

(H .72h')

(H.72h")

und damit
2

op2 A (p = p

App) -
öpA(p`)) - v 7r Jd rr4jr(Pr)O(r)

	

(H.72i' )

Aus diesen Ausdricken finden wir die modifizierten Versionen der Funktionen Rml(a) und R,,, ,2 (a):

Rr,,, Z (a) = 3 / dkk2 w,r(k)~ (jo(ka) + jz(ka)) ~- 4 A 2 (k) - A(k)B(k)] +

+ j2(ka) [(A-
~k) ~ 2 - A

k

k) ökA(k) j (H.71b')

R.47T,2 (a) = 2n j dkk2 cz,,f (k) j j2(ka)
J

	

I<

[

4 A2(k) + A(k)B(k) + 3A(kk) [ Akk) - ä
k

A(k))~ -

A(k)
- ji(ka)(ka)

	

k

A(k)
(H.71c')

äk

	

(

worin wir noch

B(p) = ~-2 I dr r4jg (pr )O(r)

~

(H.72k)

gesetzt haben . Mit
~r

-

	

$li , (H.73)~ dpp2jl(pr )j!'(pr') - 2rr'b
(r

	

r ' )

und Gl . (H.71b')erhaiten wir aus den Ausdrücken (H.70a) und (H .70b) :

. .

	

2 . Y

	

I, (zD)

	

p
1

	

d l 7~

	

9, .i
( r~ j-

Iz(zo) + I2 (zo)
j drr' yu - ~r) r v-krJ) -p-

+
2I1(zo) - I3 (zo)

J dPp2wT(p) ~ drr2 jt(pr )o(r)~ dr'ri4 j1.(pr)O(r) (H.74a)
3 Ii(zo) + I2(zo

ff
)

_	 I2(zo) 	 d drr4 (u 2 (r)-~ v 2 (r)) -
I1(zo)+ I2(zo) J

	

l

- 2Ii(zfl) - I3(zo)
idpp

2
wrkpi\Idrt

.2
. (pr)o(r)j&'r/4(pr)o(r) (H.74b)

3 I, (zn) + I?. (zo) ,

n
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Es bleiben noch die Beweise der Gln . (H.5) und (H.8) nachzutragen . Die Ableitung des vom

lmpulsiibertrag abhängigen Normüberlapps N(q) an der Stelle q = 0 ist durch den Ausdruck

d ( JJIPgI WJJ)] - = 2 each(~JJIU(a)ITJJ)

	

(H.75)
L d4i

	

q-o

	

f
gegeben . Wir betrachten den pionischen Anteil des Uberlapps im Integranden der Gl . (H.75) . Es

ist :

(~IP,JU(a ) PjJ I~)_~ 2~~
	 1~ 2I d3Ql d3Q `V'TJ(n )* TYTJ(~ , )*

x N;1 exp E J d3k A2(k)'Rik(ST)kkRii(S2)kje-i" (H.76)
t3 k

Der Ausdruck (H .76) ist offensichtlich invariant unter Spiegelungen a -> -a des Verschiebungs-

vektors a; denn die integration im Exponenten fiber den Raumwinkel Ok liefert:

E j d3k7Z:k(Q')kkRi,j (S-2)kjA2(k)e-x ''' a =
xj k

=
43

[ spR(w)(fa (a ) -4- g ( a)) - 3g(a)iaT R(w)äl

	

(H.77)

worin 7Z(w) das Produkt der Drehmatrizen 7Z(Q) und ROT) ist.

Rjk( w ) °

	

Rki( E21 )R-ii(~)

Die entsprechenden Uberlappintegrale für die Quark- und Sigmafelder hängen natiirlich nur von

ra.2 ab und man hat also

( ‘If hhlPJJ U(a)PJJI 11rhh ) = ( 4f hh)PJJ U(-a) PJJ I~hh )

und damit den Beweis für die Behauptung (H .8)

s

	

_
N(q) Quo -- 0

	

(H .80)

Aus den obigen Betrachtungen folgt weiterhin

( q'JJIP+gTJJ) = ea ( *JJJu(+a )I TJJ ) e''a

j d3a (JJ I U ( -a )I TJJ }ex
q•(-a)

_ ( JJ I P-gTJJ )

womit auch (H .5) gezeigt ist .

( 11.78)

(11 .79)

(H.81)



Anhang I. Magnetische Momente des Protons und. Neutrons

In diesem Abschnitt wenden wir uns der Berechnung der magnetischen Momente des Protons

(pP) und Neutrons (ki n ) zu . Wie bei der Untersuchung der Ladungsradien erhalten wir die magneti-

schen Momente durch Potenzreihenentwicklung des magnetischen Formfaktors GM (g 2 ), der durch

die jeweils dritten räumlichen und isovektoriellen Komponenten des Vektorstroms im Breitsystem

gegeben ist

(N.(+
2

)Iv(o)INA-2)} = txT12 IxT5 txJI 2mN er x gIXJ7cm( g2 )

und V(x) der räumliche Anteil des Isovektor-Vektorstroms aus GI . (H.2) ist . Unser Ansatzzustand

INa(q)) -r I g,JmJ, 7'mT) = PgPJ1YfII'hh) = PgRJTNl }

im Fall der Ladungsradien (vgl . GI . (H.3)) und wir haben analog zu

f ex (PguJTM I~(a)IP s ~JT~LI )2

	

2n(g3 ) (I .3)I t« 2}[i x q+ _

	

( PZ ~JTI°~f I Pa *JT~P )
-

worin wir GI . (H.5) und

Gm(0) = 2rnp (I .4)

sowie die Abkürzung

a = (xJI6-IxJ) (I .5)

verwendet haben. Entwickeln wir die rechte Seite der GI. (I .3) nach Potenzen des Impulsiibertrags

q, so fuhrt dies zusammen mit Gl . (H .d) nach Einsetzen des expliziten Ausdrucks für den Projektor

Pq unmittelbar auf:

~~~ x g-_ 1
f d3~ f d3b f d3b' g•(b+b ') ( U(b')~JTlsil~3(o )I U ( b )~`JTNr )

	

(1 .6)
_ 2

	

f d3 b f d3b' ( U(b')TJTmIU(b) TJTm )

Da wir hier die magnetischen Momente des Nukleons berechnen wollen, haben wir in GI . (I .6)

noch

+6i3 falls 1VlT = +2 Proton
(XT-

2
I Tt IXT- 2 ) _

-6 i3 falls HT = -1 Neutron

eingeführt . Wir betrachten den Ausdruck

U t (b')173(0)U(b')Ut(b')U(b) = V3 (b')v(b- b')

ist der gleiche wie GI . (H.4)
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im Zähler der Gleichung Gl . (1 .6), fiihren die Variablensubstitution( a )

z=b - b'

y =br (1 .9)

durch und erhalten:

Z =

	

d3x f d3y f d3z

	

(z + 2y) (

	

JTmiV3(y)IU(z ) TJTM ) (1 .10)

Aufgrund der Eigenschaft

f d3y( T:/(y) ) = 0 (1 .11)

ist weiter

f d3z ./4 4` ' z ( tJTMIv3(Y)I U(z ) TJTNf ) = 0 (1 .12)

und damit

z = / ea: d3y
j

d3 ,ß 2q y( kitJTm ; V3(y) I PT,o*JTM)

	

(1 .13)
J

Der Projektor auf den Impuls 4 = 0 vertauscht mit demjenigen auf den Spin J und mit der

Projektionseigenschaft

+1
Pk' mv3(y)Pk' m_

		

Cg(T,M)V1,q(y)Pk_q,m

	

(1 .14a)

4=-1

	

cq(T,M) _ (2T+ 1) ( T ' T ( T
M ` M

	

M~ ql

	

(1 .14b)
o

erhalten wir, nachdem wir die Schritte, die von GI . (1 .6) zum Ausdruck (1 .13) gefiihrt haben,

rückgängig gemacht haben:

1 ¢1

	

f d3x f d3 b f d3b' • (b +	 (U(W)ThhlTr1,q(0)IU(b)PL--q,mThh )

_ 2

	

C4(, `)

	

f d3b f d3b' ( U(b')Thh I PTTIU(b) ghh )v=-1
(1.15)

Die Variablentransformation

a
o _ -r + 2

b' =r - 5'
2

(1.16)

(vgl . G1. (H.21)) führt schließlich auf :

(1 .17)Ira x
+1

	

f d3Ct f d3 7' [1 . r( U(_ 2)Thhl Vi,g(r )I U(i ) PL-4 ,M W hh )
C4(J, M) f d3a ( Thh I Ü ( it)PTTI~hh )4=--1

(a)Diese und alle weiteren Substitutionen sind linear . Die Jacobideterminanten hängen daher

nicht von den Koordinanten ab und kürzen sich, falls die Substitutionen in Zähler und Nenner
der Gl . (1 .6) durchgeführt werden . Die Jacobideterminanten sind daher hier weggelassen.
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Um die Abhängigkeit von der Richtung des Impulsübertrags zu eliminieren, multiplizieren wir

Gl . (1 .17) mit (a x q) und bilden das Integral über den Raumwinkel S2q . Fiir die linke Seite der

GI . (1.17) hat man nun

f dg-2 q (CZ x 4) 2 = { dS2 q ~ ~ Eijkaj4k ~ nam4n

jJ

	

mit

= ( dl-2q E E (6jm 6kn - 6ksn 6jn) a j am4k4n
JJ

	

jk inn

87r

3 a
2	(1 .18a)

und für die rechte Seite der GI . (1 .17) ergibt sich:

J f

dQq q r [(a x q) • A) - dStq E r14t
1

	

i

	

.i k
4T

- Y
,

3 ~eijkajr
k
Ai

ijk

	

= 3 [a - (r x A))

	

(I.18b)

worin A ein beliebiger Vektor im Spinraum sein kann . Wir setzen die Beziehungen (I .18a) und

(1.180 in Gl . (1 .17) ein und erhalten nun mit ai = (xi_z I rriIx,= 2) _ 4§i3 :

1

	

(T

1 T l T

1 T
iGl + 1)

-M 0 M -M 4 M- Q

f d 3a f d3 fl f d3rD	 [rx( U(-ä)ThhI 'V1,4(r )I LT(i)R(Q)t hh )l3X

	

	 (I .19)1
fd3afd3oDi ~(0'N hhl U(a)R(n )I Whh)

2'2

Wir können nun die Uberlappintegrale für die einzelnen Terme des Vektoroperators bestimmen,

und beginnen mit dem isoskalayren Anteil I ä(r)7k g(r)

Isoskedaren Vektorstrom : Quarkfelder Wir betrachten hier das Uberlappintegral

E s3jk ] d3rrj ( U(- 2 ) 1khhl-4(r)7k 4(j )IU(+ ~)R(SZ)*hh) =
jk

	

J

worin wir

_ ~nr;,(a)~~4 (S2)n,(a)AI;,(0, a)na(a) ~ ~3pkl,7k(Q > a)
~k

(1 .20)

1jk(0, a) =
I

darrj ( XhhI4(' + 2)7 k4(T - 2)IR(n)xhh ) (1 .21)

gesetzt haben. Die weitere Vorgehensweise ist grundsätzlich die gleiche wie bei der Berechnung

der Ladungsradien . Wir setzen die Fouriertransformierte des Quarkspinors

a

(-1 ) 2 i d3~	 (

	

(1 .22)
27s~ v`(p) ~ • ~

i _ jk

ijk ajqkA i
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in Gl . (1 .21) ein, benutzen die Beziehung

r -el -(P-P') = -2
a

e= 7"4P-P1 )
a

	

apj

und erhalten mit der Ableitung des Spinors

23
0[e-= P . T

4 v ( p)(~) • P J

= e -=P ' l

	

aäj ( u(P) ) +
v(P* . P

nach partieller Integration

Ijk(S-2 , a ) = 27. 2 I d3pe'
~(XhhI2aä jü (p ) f)(p )

	

Pi

	

+ o. io.k) +
i=i

a

	

a+'a(P)5v (P) o'kPi c, - + v(P)äp u(P)°''PakPi+

+ ü(p)p) [akaj - ukPjo' ' I R (o )Xhh )

	

(1.25)

Unter Beachtung der Kommutatorregeln für die o--Matrizen ergibt sich hieraus, nachdem das In-

tegral über den Flaumwinkel S2~ ausgeführt ist (Gln . (P.3a-c)), mit Hilfe der Integrale

dpp2 ii (p)-v (p) (jo(pa) + j2(Pa)) _

_ - i dpp2 [(2io(pa) + .12(pa))ii(p) v() + (la(pa) - j2(pa))'c (P)k ~EP)~ (I .26a)

i dpp2 32 (Pa )ü(P) aD V (P}

= - dpp2 ~j2(pa) (v(P)ap-ii(P) ° ü(P)v-p)) + j1(Pa)u(P)v( ))]

	

(1 .260

i dpp2j2(pa)v(P)
~

u(p) =
r

	

.,r

= - Ppp2 P2(pa) (°' 'S(p) vP) ) + ji(pa)'~(P)
v(p)l

und den Definitionen

Mql ( a) = - 37r i dpp 2 (3o(pa) + 32(pa))v(p) 8a u(P)

	

(I .27a)

Mq2 ( a ) = - ~ i dpp2 j 2(pa) ~ '~(p) ~v(p) - v(p) ~ü (p) - ü(p)
v( )

~

	

(I .276)

für die Uberschiebung

jk 3jkljk( S-1 , o') =
jk

3jk ~MqI(a )( XhhlejukR(g)IXhh )+

+ Mß2(a)12 a iaj(Xhhla•i o'kR(O)IXhh)1
i

a
u(p)pj~

A v (P)pjö- ~+ up (oj - Pj6 ' P)

(7 .23)

(I .26c)

(1.28)
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Nun führen wir noch die in Anhang N beschriebene Transformation a - T -1 (Q)a der Variablen

im Integral f d3a . . . durch und erhalten für das Integral über den Azimutwinkel ¢ Q des Überlap-

pintegrals (1 .20)

E E 3jk j dOG J d3rrj ( U ( - 2)~h4 q (r )7kq ( T )IU(2)R ( Q )Thh ) _
jk

	

f

/

J

_ -2 nq(a)n,(a)n,(a)Nq (Si)Jrr(s-2,z)S 27rMgI(a)~ E 3jk(Xhhl o-j o'kR (O )IXhh+
~k

+Mg2(a)

	

E 3jk

	

s )(XhhlciakR ( Q)IXhh)
1
( (1 .29)

jk

	

ii

Die in GI . (1 .29) aufgeführten Erwartungswerte zwischen den Spin-Flavour Anteilen der Hedgehog-

zustände sind in Anhang 0 (Gln . (0 .13) und (0 .15)) berechnet . Die mit Ihnen gebildeten Integrale

über die Eulerwinkel S2 (a, ß,7) können ähnlich wie in den vorangegangenen Anhängen auf ana-

lytischem Wege ermittelt werden . Mit Hilfe der Gln. (M.36b) und (M .36d) finden wir unmittelbar

47r2 / d3S2 Drr:n.(SZW2 (S2)JE(;r(S2, z)

4;r e-z
=

3
M

z
(11(z) - I2(z))

und

-12 jd
3~ 'km(s~}Ng(sz)NT(Q z)

	

E3 .ikcij( E2 , s)(XhhIgjo.kRI'-2 O.? )IXhh)
ijk

T4'm (1 - s2)
ezz

(h(z) - I2 (z))

	

(1 .31)

Diese Ergebnisse setzen wir in Gl . (1.19) ein und erhalten für den isoskalaren Teil des magnetischen

Moments

1 f0 da a2ng(a) n,r(a)na(a)t''1g1(a)fp ds ezz (II (z) - 12(z))
1-t q,d=o =

Ö

	

+

+ 1 JO daa2ng(a)n.,r(a)n,(a)Mgz(a)	 JO ds zez (1 --	 s2 ) (11( z ) - I2(z))

12

	

~ö da a 2 n(a) fo ds
ezz

( 11(z) + 12(z))

;lsovektorieller Teil desplekktorstroms : Quarkfelder Das Uberlappintegral des isovektori-
a

ellen Teils des Vektorct.roms s(y(r)7 ko(i) erhalten wir völlig analog zu demjenigen des isoskalaren

Teils . Es ist:

E E3jk ~ d¢aj d3rrj ( U(-
2 )Thh I

ö
4(r )'Y k q (T )I U ( 2)R ( O ) Thh )_

jk

(

	

1
_ -3x74 (a)nn(a)na(a)Nq (s2,)N,r(SZ, z) j 2zAfg1(a) ~ E3jk(Xhhl 2 ~j~k RT 2 ( SI )IXhh ) 1

3jk(Xhhl crj o'kRT 2(O)IXhh)

jk

(1 .30)

f" da a2n(a)% ds
eGz

(II (z) + I2 (z))

(1 .32)

jk

+ Mg2 (a)

	

Cij(0 , s)(Xhhl 2 o-ic'kRT 2 (0)IXhh ) }

	

(I .33)
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Die Spin-Flavour-Matrixelemente in Gl . (1.33) sind in Anhang O (Gln . (0 .14) und (0 .16)) an-

gegeben . Für die Integrale fiber die Eulerwinkel (vgl . Anhang M Gln . (M.36a-f) und (M.37a-h))

erhalten wir darnit:

4r, 2 .I d3f2 DM-q
.M(~)*N~ ( 5-2 )N„ (~, z)~ s3jk(Xhhl~ ~1~kRT Z (0 ) IXhh ) _

jk
-~ez2

(I1(z) --
IZ(z)) falls q = 2M = d I

ez; (11 (z) + I2(z ))

	

falls g= 0, M=
(1.34)

sowie

47r 2 I d3SiD t-g,Nl(s2) .Nq (f)N,r(-2,
1

3jkCij(0 , s)(Xhh 2 8,iukRT= (0) IXhh )

se Z
(1 - s2) (h(z) - 12 (z)) falls q = 2M = f1

(1 .35)
3 ez

: (II(z) +12(z))

	

falls q = 0, M = ± 2

und nach Einsetzen der Gin . (1 .33-1.35) in G1 . (1 .19) für den isovektoriellen

magnetischen Moments :

P q,f=1 - -114,1=1 - Pq,l=1

fo da a2n(a) fol ds -7-e-z (I1(z) + 12(z))

+ 1 fo 	 da a 2 n. 7 (a)n,r(a)nß(a)Mg2(a)fods
z-ez

(Il (z) + 12(z)) +
~

	

~°° da a2n(a) f0 ds
ezz

(11(z) + 12( z ))
1 f°° daa2nQ(a)n.,z(a)nQ(a)Mg2(a) fo ds

ezz
(1 + s2) (Il(z) -I2(z))

+
12

	

fö da a 2n(a) fä ds
ezz

(Il (z) + 12(z))

IsovektoriellerTeil desVektorstroins:MesonfelEi.er Das Uberlappintegral, das wir in die-

sem Abschnitt berechnen wollen, lautet:

13p(S2, a) = ~ E3jk ~ d3r rj ( ZI (-
2 )Thh ! : i 7r (r) A ~ak-rr(r) I ~ IJ(~ 2 )~hh 3 =

jk

= n4(a)~lig (S2)n, (a)~ E3jk~epm`

	

E

n f d3r rj ( Ü(- 2 )7i I : 7fyn(!) aak 7i,~,(r) : IU( 2 )7r )(1 .38)
Jk jjj

Wir setzen die Entwicklung des 7r-Feldoperators und seiner Ableitung nach ebenen Wellen

7r2(r) - (2I)
2

f d3k
32	

w,(k)
(b i(k)etk '' + b Me'h.')

	

{I .39a}

äxak'ri(7')
= -`z (-

27r) a ~d3k ~2w
	 (k) kk ~bi(~)e

:~•~ _, b~(k)e.~2k'r/ ]

	

(I .39b)
~

Quarkanteil des

(1 .36)

Worin

fodaa 2 ng(a)n,(a)na(a)Mg l (a) fol ds
ezz

(511 (z) + 12(z))
+

(1 .37)

rnrt
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Anhang I

in Gl . (1 .38) ein, benutzen dieGln . (B.54a), (B.24) und (1.23) und erhalten nach parieller Integra-

tion :

137,(SZ, a) - -47x(a)Ng (S2)14fn(SZ

	

jk

	

mn Epmn f d 3p f d3 lc pA(p)e-t P 'S

x äk7 [e_t
~

.2 A(k)k;n , (Pkpn b3 ( k + p) +PkPnb3 (k - p)) +

akj -e-'k-SA(k)km] (25kPn453 (k + p) + PkPnb3(k _ 1>))
~

worin wir

~
k m =

	

Rmi(Q )k i

gesetzt haben . Einsetzen der Ableitungen

	

lakj [CI z A(k)Ll = e-t •2 LIa t . A(k)km + kjkm ä A(k) + A(k) irSim - kjkm)j
und Auswerten der Integrale über den Raumwinkel S2~ (Gln . (P.3a-c)) führt auf:

13p(0, a) = -
3

n(a).A (n)N,(S , a)	 :4 E3jk

	

epmn
jk

x ~dpp 2 A2 (p) (Rnk(Q )Rmj(Q) + bkn 5mj) +

(jo(pa ) + 72(Pa)) (bmjRnk(g) + 6nkRmj(0)) -

- 3j2(pa )Rmj(Q) (an ak +~ 141 01)&01) }

	

(1 .43)
t

Wir führen noch die Definitionen

	

Mmo(a) = 2 j dpp2lo(pa)A2(p)

	

(1.44a)

	

Mm2(a) = 27r j dpp2 ?2(pa)A2(p)

	

(1.440

ein, ermitteln die Uberschiebungen in Gl . (1 .43) und erhalten nach Transformation der Variablen

im Integral f d3 ca . . . (vgl . Anhang N) für das Integral über den Azimutwinkel O. von a:

27

dOa 13p (S2, a)

	

n(a) .N (S2)A, (S2, z)
Jo

X 27r_1fmo(a = ß) [263p +

	

E 3jk

	

EpmnRnk(n )Rmi(~) +
j

{
k

	

mit

	

f j+ 471 (1lilmp(a) + 1~m2( Q )) js3PSpR(Q) - R3p(o)] -

- 3Mm2(a) 63p[ETRz(O)a _" ~ R3!(O)cpl(Q , 5)+

+ a

(1 .41)

(1.42)

mn

+ E E3jk ~ EpmnRmj (S-)cnk(O,S) I ~

ak

	

mn
(1 .45)
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Wir haben nun die Aufgabe die sphärischen Komponenten der in Gl . (1 .45) auftretenden

Ausdrücke

	

[1
37,

i l _ --r- 1 7	± F32) falls q = ±1

	

q - ` F33

	

falls q = 0

aufzufinden und die zugehörigen EulerwinkeIintegrale

f

	

i

41 J Ci3$Z DM-4,M(Q)* lÜq (12) Ar- (S2, z) [F3p] q

zu bestimmen . Die hierzu notwendigen formeln und Methoden sind in den Anhängen N und M

zusammengestellt .

	

/
[263p + Ejk E3jk Emn EpmnRmj(0)'Rnk(2)] q

(1 .46)

(1 .47)

EpmnR-mj (n)Rnk(~)

-4 sin
E

cos let a

= 4 cost

f sin '2 cos = e-:

falls

fails

rails

= +1

= 0

	

(1 .43)

- -1ik mn

EpmnRmj(o)Rnk(~)~ 1 =
4mn

1

47r 2
~ d3S2

1
DM-q,m(S2)''Nq (SZ)e1V,r(S2, z) [2637, + E E 3jk

.7 k
ezz

(311 (x) -f- 4I2(z) +13(z))

- -f ezz (311(z) ° I3(z))

falls q=O,M=
falls g=2M=~1

(1 .49)

[263psplz (Q) - Te3p(LZ)]
	 4

f --2 sin ß cos -0e-' ,

	

fails q = +I
r

263pspiZ(S2) - iZ3p(~) = 2 cost 4 (2 cos , ( 042) - 1) falls q = 0

	

(1 .50)
q

	

2
sin -0 cos ß et 1'

	

falls q = -1

4712
f d3n DLg,m(S2)''Ng AY;r( z ) [263p Sp7Z(S1) - R3p(MI g ._

_

_ e? (11 (z) + 2I2(z) + I3 (z)) falls q = 0, M =

	

4 e--~ (311 (x) - I3(z))

	

falls q = 2M =z

[63peä TR.(n)[b

[ 63pQTR(o)a] 0 P2(s) + 2spR(n) (1 - S2
)

~ d3gDM-q,%i'r(9)''Ng (S2)N,(S2, z) [(53paT 2(S2)~] 1 =o

	

-z [3s 2 (71 (z) - I3(z)) + I1 (z) + 4I2 (z) + 3I3(z)

	

(1.53)
~ z

	

.

(1 .51)

(1 .52)

1

47r
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[EL C'p1(~r S)R31(g)]

	

	 4

E Cpt(o, s )R31(n )
1~1

( 	 	 l~ )	
~ar sin ; cos ;{(1 - s2) e-z ~' - 2 P2(s)e" ( tr27 )	

1-

s

cost in
	

2 cos2 ~~a7)

	

falls g=+1
l	~

(

	

cos2 (sin2 A cos' ;
[cos 2 ~ (1 + s2) ( 1 - s2)] - Pz(S) 1-cos2 ~ cos2(°)

	

falls
}

	

q = 0(I .54)

l L

	

(Q2Y)
sin

	

~

~ -12'ar sin
2

cos
Q
'Cl j (1 - s2 )

	

+ 2 Pe(s)e - (2~ 1-cos2 ~ cos2 ( '--P) ~ falls g - -1

4.7 2 j d3S2D34-_g,M(P)''Ng (n)AI',(-2' z

3

~ Cpi( Q , S )R31(Q) _
1=1

	

q

1

falls q=0,M=~

falls q=2M=yl
(1.55)r T e°f r 2 I11,Z\ I f2.11 +11 ( z)

~. 4I2(z) + Lri(`~')J
- 6 z 105 ( 1 - 3i 11

- ~ \17 (1 - s2)
e z Z

(I1(z) - I3(z))

[Ejk E 3jk Lr»tn Epmniem.j (fl)cnk(n r S)] 9

1

~ E3jk ‘---, EpmnRrnj(Q)!rnk(Qr s) .

	

= V G7i~ (1 - s2) slil -1; cos 2e~ iry~

_j k

	

mn

	

e+1

	

(-a l

	

\
+ P2(s)	

sin ; cos 4

	

a±
~ r-22

	

cos 2 ~ sin

	

2
y j cos (a 2

7 j -~

1 - cos 2 cos2 ( 2 ) L

	

///

	

/

+ ex M ) [ 2sin2 2 cos ~a 2 7 j+ 2 sin ~ a2	 7 ~~~ ~

	

(7 .56e)

Epmn%Zmj(g)Cnk(g, s) = 2ar (1 - s2) cos2
2

(2cos2 2 - 1) -

~
0

/~ o

	

cos 2 ~ cos 2 (~)

	

""I>~

P2(s
)

Sln2 ~ -l -	 ( ~~ )
2

	

1 - cos 2 ~ cos 2	j J ~

E E3jk ~ Epmnlinj (Q)Cnk(2, s)
~

	

= 1122rt (1 - s 2 ) sin
2

cos
2

e` '+

jk

	

mn

	

j

-1
sin ~

	

~cos

	

/

	

+P2 (s)	 [+22 e^3acos2 2
ß sin j a ~	 2

~77\I cos (a

	

~-

1- cos 2 ~ cos2
(
LP)

	

\

	

/

+e-4 ( az~) (2sin2
ß
cos (-a 2 7) - 2 sin (-c'

2
"I)]

	

(I .56c)

E E3jk
jk mn

(I .56b)
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i

	

r
3

	

1

	

..

	

/
~ E3jk L EPmn 7ZmJl~)Cnk(0 , S)

jk

	

mn

	

~ -1
_ 7i ez [511 (z) + 8I2(z) + 3I3(z) - 3s 2 (11(z) - 13(z))] falls g = O, M = f1

(1 .57)
- ` 2 ,rs2 e$z

(Il (z) - b(z))

	

falls q = 2M = +1

Die Gln . (1 .49), (1.51), (1 .53), (1.55) und (1.57) setzt man nun in Gl . (1 .19) ein und erhält

zusammen mit Gl . (1 .45) für den isovektoriellen Mesonanteil des magnetischen Moments:

~m,1=1 - -Pm ,I=1 ~ Pm,I=1

worin

1 1

	

da

	

ds e_z
z

f°O 4I2 (z)

	

I3(z))a2n(a)M,,,1(a) fo

	

(311 (z) +

	

+
l1 q,I= 1 = - Mnm(a = 0) + -

	

_

	

+

~

9 4

	

fo° da a Z n(a)

	

ds e-z (Il(z) + 12(z))

(

fo

f
+ 1 f

	

daa2n(a)M,n,2(a) f0 ds e-zP2(s)(I l(z) - I3(z))
-z

	

~

	

(I .59)4

	

f" da a2n(a) fö ds
ez

(11(z) + I2(z ))	J

Zusaminenfassung :Magnetisches Moment Wir fassen die Ergebnisse der vorausgegangenen

Rechnung zusammen und erhalten für die magnetischen Momente des Protons und des Neutrons:

(1 .58)

also

Proton : dl p _ {Sg,r= o + i`g,I=1 + Ilm,I=1

Neutron : ün = Pg,I=o - Pg,r=1 ° P,m,I=i

(1 .60a)

(I .6Ob)

up - r°° daa2nq(a)n,(a)n,(a)Mgl(a ) 10ds ezz ll(z) +
Jp ~° O da a2n(ai il ds e-z (II (z

)
-~ I2 ~zli

„~

	

., .,~

	

~ ,- ., ~

	

,„

+ 1 fä daa 2ng(a)n,f (a)nc(a)Mg 2(a) fol. dszez lx(z) +

3

	

fo da a2n(a) fö ds ezz (II(z) + 12(z))
1

	

1 fo da a2n(a)Mral (a ) fods	
ezz

	 (311 (z) + 412(z) +I3(z))+ Mmo ( a = 0 ) +S

	

36 f

	

e

	

-
o00 da a2n(a) fo

1 ds zz (Il (z) + I2(z ))

_ 1 foda a2n(a)Mm2(a)fpds e-z P2(s)(Il (z ) - I3(z))

	

(I .61a)
36

	

foo
da a2n(a) fo dsze 2 (11(z ) + I2(z))

n

	

1 födaa2ng2 (a )n,(a)n6( a )Mgl( a)fo ds	 ezz (2I1 (z)+12(z))P_ --	 -
3

	

fo da a2n(a ) fo ds
e

zz (Il (z) + 12 ( z ))

_~ fo daa2n4(a ) n7r( a )n,(a)Mg2(a) fßds	
e-z is2 (

Il(z ) - 12(z))+ Il(z)+12(z)]

^
6

	

fo da a2n (a ) fo ds e-z (11(z) + 12(z))

	

_
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1

	

1 foo da a2n(a)M,rLi(a ) fods	
e

zz
(3I1 (z) + 4I2(z) +I3(z))  +

- Mmo(a = 0) - -

	

-z
9

	

36

	

fo" daa2n(a) fg ds ez (11(z) + I2(z))

+
1 Joco da a2n(a)M,n,2(a)	 fods ezz P2(s ) lIl(z ) - I3(z))

36

	

f°o daa 2 n(a) fo ds eZ (1i(z) + 12(z))

Die in den Gin . (I .61a) und (I .61b) auftretenden Punktionen des Verschiebungsvektors a sind

durch

Mg'(a) = - r ~ dpp2 S (1o(pa) + 72(pa))I'(p)pu(P)~ (1 .62a)

ü (p)
v()

~ (I.620
Mq2(a) =

-~
f dpp2 ?2(Pa) { ü(P) p

i3(P) - 1)(p)g ii (P) -

Mmo(a) = 2 7r~ dpp2 7o(pa)A2(p)
(I.62c)

Mm2(a) - O1i 1 Yk'2 J2(Y°)A2(P)
(I .62d)

n (a) = raq(Ja)nT(a)n Q (a) (I .62e)

ng (a) = ~ f dpP2 ?n(pa) (ü2 (p) + v2 (P)) (1 .62 f)

n,(a) = exp

	

f dpP 2 (.7o(Pa) ° 1)wir(p)A2(P)}

	

(I .62g)

n6 (a) = exp {27r f dpp 2 (.jo(pa) -
1)wa(p)i72(p)l

	

(I .62h)

z ( a , s) = 3 (fö (a ) + P2(s)f2 (a))

	

(1 .622)

ft (a ) = 2s- I'

	

dPp2il(pR)~'-(p)A2(p)

	

(I .62j)

P2(s)

	

2
(3s2 - 1)

	

(I .62k)

gegeben .

	

die ur,_.
lll.

i r
.t,
nn

LU,
_
-j) uaucet wir uic E\ L ..i, .._.

	

a : " £v1a~c,u

	

~i 'nr,riar§rancinrmiee'ten e1Ti7.lISetZen, en. In Q ~1 ffeT'du .JeS''++ av .+• +~+~---••~•~-""'_"	 .. . ..

u (p) = f drr2 ,7o(pr)u (r)

-i)(p) =

J

drr2 ?1(pr)v ('°)

p
u (p) = - ~~drr331(pr)'~(r)

8

	

1 j

	

3 << ~~

	

~ :

	

~1

apvlP) =
3 J

drr k .rol__~~~J ~~r2tY~ 11 "~ 1

v"	1
-
p

=
3

drr3
(3o(pr)+ ?2(pr))v(r)

(I .61b)

(1 .63a)

(1 .63b)

(I .63c)

(I .63d)

(I .63e)

A(p) =

	

j drr2 ?1(pr)Q(r)

	

(I .63 f )

71(P) = V r
i drr2 .?o(Pr)ß(r)

	

(I .639)
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Abschließend betrachten wir noch den Fall, daß die lineare Momentenprojektion vernachlässigt

wird. Aus den Gln . (I .61a) und(I .61b) ergibt sich zusammen mit

f dpPZ ii(Pr)?t(Pr) =
7r~.~ (r - r-`)rri

(1 .64)

für die Funktionen lvfg l (a), It142 (d), M7Lo(a) und n/,,,,2 (a) im Grenzfall a -~ 0:

Mql (a) = 3
J j

dr r3v(r)u(r)

	

(I .65a)

Mg2 (¢) = 0

	

(I.65b)

Mmo(u) = 27r J dr r 2 0 2 (r)

	

(I .65c)

m..2(a) = 0

	

(I .65d)

Hieraus folgt nun umittelbar

	

n

	

r

	

p _ 6	 1 11401	 ~ dr r3v(r)u(r)+
~ _ 3 11(zo)+I2(zo) r

+ 1 7I1 (zo) +812(zo)-i-I3(zo)f dr
r22( ,, ) (I .66a)

9

	

11(zo) + I2 (za)

	

2

für das magnetische Moment des Protons und

2 211 (x6) +I2(zo) jr dr r
3v(r)u(r)

9 11(zo) + 12(zo) J
171i(zo) + 812(zo) +I3(zo) f f ch ry(r)9

	

Il(zo) + I2(zo)	2 f

für das magnetische Moment des Neutrons .

(1 .660



Anhang .~o Nukleon-Pion-Nukleon Kopplungskonstante

Die Berechnung der Nukleon - Pion - Nukleon Kopplungskonstante g,NN(g2 = 0), die wir aus

der Reihenentwicklung des Pion-Formfaktors g, rNN(g 2 ) und den Matrixelementen des Pion-Stroms

im Breitsystem erhalten,

_

	

2

( IVa(- 2 )I J'(0 )I Nar (I))
=zg-~ g	

) (XTIT IX g )(XJI c ' q iXJ)

ist Thema dieses Abschnitts . Der Pion-Strom f,(x) ist durch den Quellterm in der Bewegungs-

gleichung für den Pion-Feldoperator

(äö - ®2 -I- mir2) '
r (x ) _

j;r(
x )

gemäß den Euler-Lagrange-Gleichungen festgelegt,

J,r(x) = -zg qa(x)75Tqa(x) - .i2 (0-2(x) -f- f2(x) + 2frcf(x)) i ( z ) (J.3a)
a=1

oder mit Hilfe der Zeitentwicklung des kanonisch konjugierten Impulses 00g,(x) = -z[13,(x),H]

durch

-z [g,(x ), H] - ® 2 f(x) + m2,~"(x) = J,(x)

	

(J.36)

gegeben . Um ein Maß für die Qualität unserer Nukleon-Wellenfunktion zu erhalten, berechnen wir

g,NN(0 ) sowohl aus dem Quellterm (Gl . (J.3a)) als auch aus dem Feldterm (Gl . (J.3b) . Unser

.A.nsatzzustand i

	

, J 14 J,TM

	

=

	

~J
J

PT

	

1 ist natärlich der gleiche wie bei2

	

~' )

	

M~MTM~ I-
uT reh ~

der Berechnug der Ladungsradien oder der magnetischen Domente . Da L(t, x) = --J.,(t, -x) gilt

(Pseudoskalar), können wir in gleicher Weise wie bei der Ermittlung der magnetischen Momente

vorgehen und erhalten:

g,rNN(0)

	

~
21~N

	

-2 (~ z 0 2~ 4_-10 ä~

	

4-(2 + q) )

f d 3 [ad3rd3S2D2 1_ - i(O) ''z ( U (- Z Tlfhhl[Jn(r )]q1 U(+2)RAThh)- 2 4 2x
J d3an-I n z i (Et)*

°°!

	

F n
[t)* ( T

hn
i (a) R(Q) IllrFers )rI

	

i U~V-~--~--i
2'ä

wir wenden uns nun der Berechnung der einzelnen Anteile der Nukleon- Pinn-Nukleoa? Kopplungs-

konstante zu und beginnen mit dem

Quellterm: Quarkanteil des Pion-Stroms , d . h. wir haben hier also das Uberlappintegral

- zg 1 d3r• z ( U(- - ) l1r hh]&)75Tig (r) jU (+ 2)R(n)ii hh ) =

= -32 g TZ,(a)4 (n) n,r(a )Nn(n , a)n,(a )(XhhIR( r + 2 )75Ti q (r - 2)IR(o)xhh)

	

(J.5)
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zu untersuchen . hierzu gehen wir wie in den vorangegangenen Abschnitten vor, setzen die Fou-

riertransformierte des Quarkspinors

3
a

	

3	 1

	

u(p)

	

J.6)q~~

	

) = (1 )
1 f d~

2~2~v(p)~`~(

	in GI. (J.5) ein, drücken z durch

ze 2f ' (p-p') - -a
a e3Y''(p-p' )

	

(J.7)
aP3

aus und erhalten nach partieller Integration, hinsetzen der Ableitung des Spinors (Gl . (1 .24)) sowie

der Integration über den Raumwinkel 1-'l p (Gln. (P.3a-c)) mit Hilfe der Beziehung (I .26a):

- 2g r2~
dOa ) d3 x z( U(--2 )Thh I q ( T)75"ri q ( q' )IU(42 ) R(n ) Thh I =

- -32 gn¢(a)1+ig2 (1-2)n,r(a)1N,r(0,a.)nß(a)

3

x ~ r
2a~1v1g 1 (a)ö3j --i- 1fg2(a)C3j(,, S)1 t̀ 1Chhl ajTiR( aL )ixhh )

	

( J.S )
.i =1

In Gl . (J.8) haben wir zusätzlich noch die in Anhang N beschriebene Transformation a ->- T -1 (0)a

der Variablen im Integral f d3a . . . durchgefiihrt . Die Funktionen Mg 1 (a) und Mg2(a) hängen nur

noch von la' ab und sind durch die Gln . (I .27a) und (1.270 definiert . Die Integrale über die

Eulerwinkel, die sich aus Gl . (J.3) ergeben, sind dieselben, die wir bereits bei der Berechnung des

Quarkanteils der Axialvektorkopplungskonstanten kennengelernt haben. Wir übernehmen die dor-

tigen Ergebnisse (Gln . (G.25) und (G.32)) und können den Quarkanteil nun unmittelbar angeben.

g~N(0) - g [lc° da a2n,(a)n ,~(a) rto( a)Mg2( a )	 fods ezz[ 211 (z) " s 2 (11 (z) -'£2(z))l
21/ N - 3 L

	

fo daa2 n(a) fß ds -e-i---z (11(z) + 12(z))

fo da a 2rtt(a)n,(a)ne(a)Mvi (a) . fo dsezz(51a(z)+12(z))

	

(J.9)
!

	

-Z
fo daa2n(a) .fo ds ez (Ii(z) + 12(z))

Im nächsten Abschnitt beschäftigen wir uns mit dem mesonischen Anteil des Pion-Stroms aus denn

Quellterm.

Quellterrn : Mesonischer Anteil des Pian-Stroms Wir befassen uns hier zunächst mit der

Berechnung des Terms i 2 f. Die Ermittlung der anderen Terme ist wesentlich einfacher und kann

a.n s rhliefiend in analoger Weise ausgefiihrt werden_ Wir können auf die gleiche Methode zuriickgrei-

fen, die wir bei der Berechnung des (~r ;7) 2 -Terms, der in der nichtlinearen Wechselwirkungsenergie

auftrat, erarbeitet haben. In Analogie zu GI . (E.3) erhalten wir für den tberiapp des f 2 f-Terms:

(U(- 2 )Thh 1 : (#(r) ' 4'=-(r)) cri (r) : IU(+ 2) R( S2 )`-hh )

= n(a)AI.7 ( Q)N',( Q , a) [( U(- 2)n17i(r)IU(-2 ) 7r ) + ( U(+ 2 )R(Q) s- l iri(r)lU(+ 2)R(S-2,)rr)]

x 1

	

[(U( 2 )'r1 ~,(_)I U (- 2 )7r) + (U(+ 2)R(S2)7rIkj(r)I U(+ 2)R(O)a)
2

	(J .10)

=1
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Anhang J

Die Matrixelemente, die auf der rechten Seite der Gl . (J .10) auftreten, sind bereits in Anhang E

angegeben (Gln . (E.4a) und (E .4b)) . Führen wir in den Integralen f dar . . . und f ea . . . die in

Anhang N beschriebene Transformation der Variablen

r ~ T-1 (St)r

	

(J.1 1a)

a -+ T-101)a

	

(J.llb)

und anschließend noch die Transformation

r ~ D(a)r

	

(J.11c)

durch, worin die Drehmatrix D(a) durch Gl . (E .20) definiert ist, iibernehmen die Bezeichnungs-

weise r± = r i und 0¢ _ «Ira aus Anhang E, so erhalten wir für das Uberlappintegral:

I d3aPr ~
d3Q D?

2 -4,- 2 (0)* ( U( 2 )thh I = ( 77 (0 ' * (r)) 7rq (r) : I U(+-2-)R( 52 )Whh ) =

d 3a n(a) [ d 3r ~ d3 Si D 2 -4 - (0)~~a (s~) .~,(s~, z) I7'-1 Dr]
r

	

I

8J

	

2

	

2

	

3

	

x [T-l (Dr +
2

)

	

+T-11Zz(b) (Dr - 2) ~- i q

a r

	

a 11
x [¢+ + 02 _ +

2 ~± 0- (Dr
+ 2) Rz(b) (Dr - -2-)] (J.12)

Die oben aufgeführten Transformation der Integrationsvariablen bewirken, daB die allgemeine Dre-

hung R(SZ) in eine Drehung um die z-Achse Rz(b) mit Drehwinkel b übergeht, und die Argumente

Ir±I der Pion-Wellenfunktion 0 weder vom Azimut- nach vom Polarwinkel des Verschiebungsvek-

tors a abhängig sind (Gl . (E.23)) . Dies bedeutet, daß wir die Integrationen über die Azimutwinkel

von r und a auf analytischen Wege ausführen und die Integration über den Polarwinkel von a von

den übrigen Integralen abtrennen können . Um die Integrale über die Azimutwinkel sowie diejeni-

gen über die Eulerwinkel angeben zu können, drücken wir im Folgenden die einzelnen Terme der

GI . (J.12) durch die Polarkoordinaten der" Integrationsvariablen aus.

F'iihren wir für die Polarkoordinaten des Verschiebungsvektors a und des Vektors r die Be-

zeichnungen

"r

i2 = cost B cost 29 - 2 sin 8 cos 0 cos 0 sin 19 cos e + sin 9 cost 0 sin? 79

	

(J.15)

a = (Q,19> w)

	

(J.13a)

r = (r , 9, O)

	

(J.13b)

ein, so erhalten wir für den Ausdruck (Dr + e) Rz(b) (Dr - 3) in diesen Koordinaten:

(Dr + 2)
T

7Zz (b) (Dr - 2) = r2 [t2 (1 - cos b) + cos b] - 4
[s2 (1 - cos b) +cos b] -

- r a sin S sin 19 sin 0 sin ¢

	

(J.14)

worin
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ist .

Somit hängt also nur der Term [T-1 Dr] 3 [T-1 (Dr + 2) ~ + T-1R Z (S) (Dr - 2) ~_ ]
4

vom Azimutwinkel (p von a ab und wiz Rönnen unmittelbar die Integrale

2"

	

1
dip i T•

-1 Dr] [T-1 Rz (S)Dr] = 7i r- 2 (1 - t 2 ) cos b sin e ß 2t 2 cos t ß

	

(J.16a)
0

	

3

	

0

27r 4 [T -1 Dr . [T-12z(b)Dr] 1 -
~~

r2e~ry sinßcosß
3

	

1
- cos S (1 - t2) - 2t 2] -fo

z sin b sin ß (1 - t 2)

	

(J.16b)

und

	

I27r

	

1
dip [T-1 Dr] [T -11Zz(S)a] = war cos B [sin e 19 cos S sine ß - 2 cost 19 cbs 2

3

	

0

r
+ sin B cos ¢ sin 19 cost 9' [cos S sin e ß - 2 cos t ß +

+ sin B sin ¢ sin 19 sin 6 sin e ß~

	

(J.17a)

~27r

	

1

	

d~a [T-
1
Dr] [T-1Rz(S)

	

=a] -

	

0

	

(

3

	

1

	

1
~are`'y sin ß{ -z sin sin B cos cos 19 sin S - sin B sin ¢ cos S + + cos 8 sin t9 sin 51 +

+ cos ß [sin B sin 73 (cos 0 cos 79 (2 + cos S) + sin ¢ sin b) +

s q (, .-K ;~2aa

	

~-.-.2 .a)! I. fT1781T LVA V V -A-1a V .7Ai1 V - G I.VO V ~ j

	

GV • 17 b)

angeben . Die Terme f0" dio [T-1 Dr ] 3 [T-1 r ] 4 und 10'r dop [T-1 Dr] 3 [T-la]
Q

erhält man leicht

aus den obigen Ausdriicken, indem man dort b = 0 setzt . Die Abhängigkeit der Winkel ß, ry und S

von den Eulerwinkeln S2 = (a, ß, y) findet sich in Anhang N (Gln . (N.6a) und (N.8a-e)).

Setzen wir nun die Gln . (J.16a, b) und (J.17a, b) sowie die Ausdrücke (J.14) und (J.16) in das

Uberlappintegral (J.12) ein, so kann die Integration über die Bulerwinkel leicht mit Hilfe der in

Anhang M aufgelisteten Integrale (Gln . (M.36a-g) und (M.37a-j)) ausgeführt werden . Wählen

wir fiir die Polarwinkel nach die Bezeichnungen

u = cos B

	

s = cos t9

	

(J .1.8)

und summieren die Komponenten von q auf, so erhält man für den (77 • i) T-Term :
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Z(/ 2 l ä ~ ä 1

	

ä
- a 0

2
) q-- 1 o~2 g -+ q)~

x ~ d3¢d3rd3S2D2
2_g,- 2(

Q )~ z ( U (- 2
W hhl : (T(r) ~r(r))Tig(r) : IU(+~)R(O)Thh) =

= 3
2

	

-
f ~ da a 2 n(a)

	

drr2 j ~ du j 1 ds Ez~ ~ [2r2

	

+ ¢_ j + aru (9~+ _ ~- ~l
JJJo

	

0

	

o

	

0

	

+

	

/

	

\ +

	

I

x 1 ¢a- ¢~[(-8
r~ r-) [

(

II (z)-+ -4I2 (z)+313(z)) (4r 2 -a 2),~

+ 3f Il(z ) -13(z)) L r 2 i 3u 2 s 2 - u 2 - s2 -}- 1) - a2s2 J j+

+(0++$z) (11(z) + 12(z))]+

_1 ~~I~+ 0-1
2 '(

	

)(

	

)(+ ~8 r+ r_ ~ \r+ + r_ J öa rY If (z} - I3(z) 1 - ~s 2 1 - s2)
/

Die weiteren von den mesonischen Feldoperatoren abhängigen Terme lassen sich nun auf die gleiche

Weise ermitteln . Bevor wir diese zusammenfassend angeben, wenden wir uns noch dem

Feldterm zu. Setzen wie voraus, da13 der Zustand I thh ) ein exakter Eigenzustand des Hamilton-

operators ist, so haben wir in diesem Term nur noch das folgende Uberlappintegrals (a)

~ d3r z ( u(--ai' ~hh I~i(r)IU(+2 )R (o)qrhh )

zu berechnen . In diesen Ausdruck setzen wir die Entwicklung des r-Feldoperators nach ebenen

Wellen ein, benutzen die Beziehung (J.7), und erhalten mit Hilfe der Eigenschaften kohärenter

Zustände, die wir in Anhang B behandelt haben,

I d3r z ( U(° 2 ~~hhi~i( r )IU(+2 )R(Q ) Thh ) =

= IgS TZ (a)Ar:( SZWr( a, 0) (öi3 + Ri3(o))

	

(J,21)

worin .I das Integral

7r ~öA(k)]k=o - 27r OQ . . 3dr r ~(r)

	

(J.22)
2

	

äk

	

3 o

ist . Die Integrale der Eulerwinkel lassen sich mit Hilfe der sphärischen Komponenten

4- 2 cost ß	falls q= 0
(bi3 + Ri3(1))q . .. .

sin g cos 4e-Ea falls q = -1

( a)Das Uberlappintegral des Ausdrucks V 2 7r(r) verschwindet .

trio\

(J.20)

(J.23)
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leicht berechnen, und man findet schließlich:

garNN(0)
2MN

(J.24)

Das gleiche Ergebnis erhält man, falls nur eine reine Drehimpulsprojektion in Betracht gezogen

wird . Dies ist darauf zurückzuführen, daß der pion-Feldoperator linear im Überlappintegral auftritt

und daher einerseits eine Abhängigkeit dieses Integrals von a nur durch den Normüberlapp gegeben

ist, andererseits die Integration über die Eulerwinkel bis auf einen konstanten Faktor im gleichen

Ausdruck resultiert wie diejenige des Normüberlapps, so daß sich das Uberlappintegral (J .20) und

der Normüberlapp, in G1 . (J.4) eingesetzt, gegenseitig wegheben.

Abschließend geben wir noch eine

Zusammenfassung der Ergebnisse diese Abschnitts . Fiir den Quarkanteil des Quellterms haben

wir abgeleitet:

8
Q

	

r

	

/

	

r

	

-z
[2h (

z
)	

/

	

\ 7,

	

~ 1 ~ da a2 ~n 2 ~n I n~T1 ini~/F

	

I l l~s =

	

yi ~. s2 1 ~ izi - I ~y) i i
girNNt"1 - ~^ ~JO	 °q~Wi"~~W~'"~,`"~

'92 ~ W ~Jo "	 z	 \1~ ~

	

2~-	 1J

2Mnr

	

3

	

fr da a2n(a) fo ds ezz (Il(z) + 12(z ))

.foda a2nq(a ) rt ;r(a) n,(a) Mr41(a ) .fo dsezz (5I;(z) + I2(z))

°O da a2r~(a)fo1 ds

	

(II ( z ) + I z.fo

	

Z

	

2 ())

und für den mesonischen Anteil des Quellterms:

sm
g7rNN(0) = )'2 -'T

	

daa 2 n

	

r

	

2 r duf l ds J 2r2 0+ +

	

+ aru 0 -

	

J

1

	

(a) J ~ drr f

	

~

	

~
2MN NN 36 ~ 0

	

0

	

r+ r-

	

r+ r-

x

	

_,f

	

z
L [(I8 + ~

	

Lez (Ii (z) + 4I2(z) + 3I3 (z)) (4a°-2 - a2) +

e
+ 3-z (11(z) - I3(z)) [r 2 (3u 2 s 2 - u2 - s2 + 1/// I ° a 2 s 2 I -¢°

z

	

JJ

l
+

	

+ ) + (u+ + a-) [(6+ + a'_) + 4I~]~ ezy (Ii(z ) + I2 (z)) ( -}-

+ NN
36 ~" da a2;~(a) j~ dr r2 j

1
duit ds ¢+ o-) ~¢ + Y ~- J

j

	

l

	

J
x 6a 2r2 (1 - u2) (1 - s2) e_zz (I1(z) -I-3(z))

worin Nkr der Normüberlapp

NN =

	

da a2n(a)

	

ds-ez (II(z) -1- I2(z))

	

(J .27)f
e.3

o

	

z

des Nukleons ist . Wir erhalten damit für die Nukleon-Pion--Nukleon Kopplungskonstante, ermit-

telt aus dem Strom (J.3a):

gTNNq2 = 0) = gT~N(4 2 = 0) + g,rN(4 2 = 0)

+ (J.25)

(J.26)

(J.28)
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und aus derv Srom (J.3b)

g,rNN(Q2 - 0)

	

4 2	 =. - ~ n

2MN	9 "
dr r3¢(r)

	

(J.29)fo
Die in den Gln . (J .25--J .27) auftretenden Funktionen des Verschiebungsvektors a sind durch

M4 i(a) = -3? f dpp2 S (?o(Pa)+?2(Pa))u(p) 4it"(P)l

	

(J.30a)

Mg2(a) _ -~ f dPP2j2(Pa) { u ( P ) ~pv (P) - v(P)~pT~(P) - ~(P) v() ~

	

(J.30b)

n(a) = nq(a)nT(a)nQ(a) `

	

(J.30c)

nq(a) = ~
f

dpp2 .?o(pa) (i,-2(p) +
j)- 2(p)) (J.30d)

n,r(a) = eXp { 2~f dpP2 (.9o(Pa) - 1)w7r(p)A2(P)l

	

(J.30e)

nQ(a) = exp {2';r f dpp2 (jo(PW) - 1)wa(p)'12(p)1

	

(J.30 f)

z(a , s) = 3 (fö (a ) + P2(s)fä (a))

	

(J .30g)

f (a) = 2~r jdpp2il(Pa)w7r(P)A2(P)

	

(J.30h)

P2(s) - 2 (3s2 - 1)

	

(J.30i)

	

r ~ 2

	

(J.30j)

2

11'±j T rg = r 2 + 4 ~ aru

	

(J.30k)

	

Sb f = ,15(r±)

	

(J .301)

	

o'± = a(r±)

	

(J.30m)

,

	

,

	

r~ --

	

-r--

	

_4
.. . .

	

.,
~~ a.ai
b ..ev,

gegeben . In die (xln. (J .3Ua--h) haben wir die folgenden rourierLl'e .n~u~riiiieiocli einzusetzen

u(p) = f drr2 jo(pr)'a(r)

	

(J.31a)

v(P) = f drr2 j1 (pr)v(r)

	

(J.31b)

0

u(p) = - f drr3 .?i.(pr)u(r)

	

(J.31c)
äp

a _1 f

	

~ . .

	

.

	

~

	

/ 7O1,71
7;10) =

J3
P arr.- (3o[Pr)

	

2 .72( pr )1 vlrJ

	

kv .t,,.u f

1 .jr drr3 (jo(Pr ) + J2(Pr)) v(r )g

	

3

	

(J.31e )

A(p) = ~ f drr2 j ~ (pr)¢(r)

	

(J.31 f )

T1(E?) = iI r 1 drr2lo(pr)~(r)

	

(J.31g)
, •

	

,
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Wird die lineare Impulsprojektion vernachlässigt, d . h. nur eine Projektion des Hedgehog-

Zustands auf J = T ausgefiihrt, so hat man im Limes

/

a 0 aus dem Quellterm:

gaNN(0) _ 2 g

	

3 u

	

511(zo) +I2(zo)
2MN
	 _

g
j ':(' drr(r)v(r)

Il ( zo) + I2( z o)

+foodr r 3~i3(r)	 ( zo)~'-4I2(zo) +13( 2'0) 1

9

		

il(zo) + 12(70)

~
+

	

49
dr r30(r)~-2(r)+

0

+ 'rffi J dr r3q5(r)o-(r)9
0

worin zo durch
_ 47r i '

]
OO

zo ~
3 Jo dPP2w 7<(P)~ 2 (P)

gegeben ist

Soft-Phon Korrekturen Wie wir in Abschnitt 5.4 dargelegt haben, berechnen wir die Soft-Pion

Korrekturen unter Vernachlässigung von Schwerpunktskorrekturen aus dem Formfaktorg,NN(g2 ),

j d3re''' r (N 14(r) N ?) =
	 42)

(Xtl f lxt)(X3lo-IX3)

	

(J.34)

den wir analytisch zum Punkt q2 = rn fortsetzen. Die Multiplikation des obigen Ausdrucks mit

( x8icr ix, ) - td und Integration über den Raumwinkel S2~ liefert nun

97rNN( g2) _

	

1

	

1

L-d

	

)2MN

	

_2 ( - z
0 2=-1,0 2 Q - (2 + Q)

el. z t 3 'F gq~) d3sz~ 2 -

	

(} t hhl [J (e)]Q IR(Q)Thh )x	 - (J.35)
.J d3~ D i i(0 )~( 4r hhIR (0)Rhh)

zz

worin g für raumartige Impulsüberträge (g 2 < 0) relI und für zeitartige (q 2 > 0) imaginär NJ

	

zp,

p rell) ist.

Benutzen wir den Pion-Strom (J.3a) zur Berechnung des Formfaktors, so können wir die

Integration der Euierwinkel, die zum Ergebnis (J.32) führte, übernehmen und erhalten unmittelbar:

g~rNN( q2 )

	

a g lgrl u(r)v(r) 5 11(zo)+ I2(7o) +

2MN	3 I

'drr3	
gr	1 1(zo) + I2(zo)

+ a2 k ~ dr
r3 .71(gr ) 3 r 311(zo) + 412(xo) +

13(z0) +
Jo

	qr 	 0()

	

Il ( zo) + 12(zo)

drr
47r r°O

	

3?1(gr )
+ j	 r

JJJ3 0	q

(J.32)

(J.33)

4~(r)g2(r)--

+9 f,r ~" dr r3 Jlggr) ~(
r)~(r) (J.36)



202 Anhang J

Im Fall q 2 > 0 haben wir in die Integrale des Ausdrucks (J.36)

ji (Tr)

	

;r F3/2(pr) _ cosh pr sink pr
-~-	 (J.37)

apr

	

2pr

	

pr
	 _	

(pr)2
	 -	

(pr)3

einzusetzen. Aus der asymptotischen Form der Felder u(r), v(r), ¢(r) und cr(r), die wir in An-

hang C disputierten, ersieht man, daß alle Integrale konvergieren, sofern

p< min {3m,, mir + m,, 2V(gf,)2 - e2 ~

	

(J .38)

erfüllt ist.

Ermitteln wir g,NN(g2) aus dem Pion-Feld, so ist festzustellen, daß der Term, der den

Laplace-Operator enthält, nun nicht mehr verschwindet . Insbesondere haben wir den Uberlapp

St) _ I dar
71(gr) z(rI® 2 ,r i (r )IR(sß)7)

	

(J.39)

zu berechnen . Mit Hilfe von

3

	

r
z (-

2zr) 2

®2
j d3k e -ak'•g'kiA(k) _

Tr
2
~ dk k4 jg (kr)A(k)

	

(J.40)

findet maal leicht, daß

(q, St) _ -
23

N,r(S2, z0) (6i3 +143(0))
J

dr r37i~4r ) ~~ } dk k471 (kr)A(k)

	

(J.41)

der Uberlapp (J.41) in gleicher Weise von den Eulerwinkeln abhängt wie der Ausdruck (J .21) . Um

das zweifache Integral (J.41) weiter zu vereinfachen benutzen wir

k 2 7i(kr) _ {_2 1_8
r2

_
r2r2ar)

jr(kr)

	

(J.42)

und erhalten schließlich nach zweifacher partieller Integration und Integration der Eulerwinkel:

g 2MN
(q2)

- (mim + q2)
43~ dr r3 71q(gr) (r)-

4r:

	

3 j1(gr) 00(r )

	

2

	

aji(gr) ]3 rmoo
r

qr

	

ar
	 -r ¢(r)

5(r)

	

(J.43)
L

Ist der 4er-Impulsübertrag raumartig, so ergibt sich aus der asymptotischen Form des Pion-Feldes

e-mrr 1

	

\
¢(r) = C~	

mir
	 (1+

m )

	

falls

	

r > R,

	

(J.44)

daß der von der partiellen Integration herrührende Limes in Gl . (J .43) verschwindet . Das Integral

in Gl. (J.43) konvergiert und kann auf numerischem Wege bestimmt werden . Der Formfaktor lautet

also :

v2 T'i O(r)

g21N(q2) _ - (m,2~ + g2) 4
lc° dr r31i~4r)

¢(r)

	

(J .45)
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Für ein zeitartiges q 2 findet man mit Hilfe von G1 . (J.44) und G1 . (J.37):

hm r331(gr) öb(r) - r2¢(r äjlg(VI {	 r)

	

0

	

C falls -ni < q 2 < o

r-+oo

	

qr Or

	

) Ö (

	

-~ m falls q = z m,

Zur Berechnung des Integrals in G1 . (J .43) zerlegen wir dieses in einen Anteil fR dr . . ., welcher

sich über das Intervall 0 < r < R erstreckt, und einen Anteil fR . . ., der das Intervall R < r < co

umfaßt und in welchem das Pion-Feld durch seine asymptotische Form (J .44) approximiert werden

kann. Der erste Anteil muß numerisch bestimmt werden, der zweite kann auf analytischem Wege

berechnet werden . Hierzu benutzen wir

li(~pr) =
P2 Lr dr)

[sinhpr]

und finden nach partieller Integration:

-43
(m2~ -

p2) R

dr r3 j1(ppr) ~(rl
= _ 3 __co (m2 -

p2

) [
-fp(R) -l- rl~o~o

f
p

(
~~)]

pr

fp(r) = 1 ( 1 l-

	

1

	

) l
(
e-p ) r - e-(m,t+p ) r t

- 47r CZ

r-,co

	

[
lim gp(r) - gp(R)l

	

(J .4$)
3 p

mnP ~ m - rrr \

	

l

mzr -pe-(m,r+p)r m~r+ Pe_ ( r,xn-p ) r
p

	

P

Bieraus erhält man zusammen mit Gl . (J.45) für den Formfaktor,

g,rNN(-P2 ) = 4~r (m 2 -

p2)

foRdrt,3 cosh pr

	

0(r)+
2MN

	

- 3

	

(pr ) 2

	

(pr)3

47r ~ m.2,~ - p2 °,,,._ R 	sinh pr
~ -

3

	

2mir	 -	
p2

	

e °

	

~ m,rtc)

	

-
pr

-
43

Z e-vn,rR [ coshpR ; ~ sinhpR j

	

(J.49)

falls p < rrz,r ist, und

	

girNN(q2 =	 	 4;r CQ

	2MN
	

- 3 m2

(J.46)

(J.47)

worin

ga( r ) =

(J.4$a)

(J.4$b)

~~
.5ru}~.~~

falls p = rn, ist .



Anhang K . Isoslealare axiale Kopplungskonstante

In diesem Abschnitt sind die wesentlichsten Züge der Berechnung der isoskalaren axialen

Kopplungskonstanten gÄ aufgeführt.

g,a4 =( N fi, 4 = 04(0)73754(0)IN T,q = 0)

	

(K.1)

Der Ansatzzustand, den wir verwenden, ist wie in den vorangegangenen Abschnitten der auf den

Impuls 4 = 0 und Drehimpuls J = T projizierte Hedgehogzustand I-Whh ) . Die Drehung des

Hedgehogzustands wird zweckmäßig im Isospinraum ausgeführt, da gÄ eine isoskalare Größe ist.

Es ist also :

1

0

	

f d3ad3'rd3SID 2 1 _ 1(Q) * ( U(- phhI4(r)7375 q(r )IIU(+2)R(Q ) Thh)

f d3 ad3n

	

1 ( O) fi ( ThhlU(a) R(S)I Thh )
2'2

Die Auswertung des Matrixelementes irre Zähler der G1 . (K.2) erfolgt durch Einsetzen der Fourier-

transformierten des Quarkspinors, Integration iiber den Raumwinkel und Transformation der

Integrationsvariablen a -> T-1 (Q)a in Analogie zur Berechnung des Quarkanteils der Axialvek-

torkopplungskonstanten gA . Man findet für den Überlapp schließlich:

{
f27

d~a J el. (U(-2 ) W hh I4(r )737 5q (r)I U(+2 )ROI) Thh )
a

=3n4(a).Al (n)n,r(a)N",(Q,z)n„(a) 2sr (XhhIu3RT 2 ( Q)IXhh) [A q o(a) + ;Ag2 (a)]

- 2Ag2(a) E C3i(O, s)( Xhh1 o-iRT=2 (~)IXhh ) f(K.3)
4 .=1

Die Funktionen A go(a) und Ag2 (a) sind durch die Gln . (G .18a) und(b) definiert.

Die Berechnung der Integrale fiber die Euierwinkei der" 1viaürixeiemente

(XhhI83RT a (Q)IXhh ) = 2 cos - sin
g
	 ~7 j

	

(K.4a)

und
3

~'ii~~

	

-(~~IinanfZ1 r „_ -Liaht~"s.RZ'~ f lnlly . , 1- 3?ra s2 cos 2 sin (~ 2	 7
j

	

(K .4b)~ ~3a13L ,

	

/

ist mit Hilfe der in Anhang iVi aufgelisteten Integrale leicht möglich. Far gÄ erhdlt man somit also:

a _ fada a2ng(a)n,(a)no(a)Ago(a) fods	

ezZ
(II (z) -12 (z))

gA _
	

for' da a2n(a) .fo ds
e
ä~ (11(z) + I2(z))

	

-

4 fo" da a2ng(a)n .,(a ) no( a)Ag2(a) .f0 ds	 ezz P2(s)(Il(z)°I2(z))

g A - (K.2)

3

	

fao da a2n(a) ffo ds
ezz (

Il(z ) + I2(z))

(K.5)



Isoskalare axiale Kopplungskonstante

Der Vollständigkeit halber listen wir noch die vom Verschiebungsvektor ca abhängigen Funktionen

auf.

Aqo( tt )
= 7r /

~ dppZjo(pa ) [7c-2(p) - 3
0

Aq2(a ) = ~ ~~ dpp2.12(pa)f' 2 (p)

726(a) = exp {27r
r~

dpP 2 (?o(Pa) - 1 } tvQ(p) T1 2 (P)~
Jo

?tr(a) = ex,o {27r
~ co

dpP2 j0(pa) - 1)w (p)A 2 (P) ~

I c()
_ ~

	

dPp21o(pa ) (u2 (P) ~' v2(p))

n(Q ) _ nq(a)n,(a) na(a)
oo

fi (a) = 27r I dpP2 1r(Pa) wa(P)A2 (P)
0

3

(r(a)

+ 2 (3s2 - 1!
fl

( a))

2 (3s2 - 1)

ii (p) = ~ dr r2 .?o(pr ) zi ( r )

")(p)	dr r211(pr) v (r )

A(p) =
V
1F?-- ~ dr r2 (pr)d(r)

q (P) =

	

dr r2?o(pr)u (r)

Im Limes ca --~ 0 erhhält man für g oA :

o _ 11 (x0) - 12(zo) A 0

gA

	

11(zo) + 12(zo) qo( )

Aq0(©) =
f

co

drr2 (u 2(r) - ~v2(r)~
JU

	

t

	

'

	

/

205

mit

z(a, s) =

P2 (s) =

worin

ist .

(K.6a)

(K.6b)

(K.6c)

(K.6d)

(K.6e)

(K.6f)

(K.6g)

(K.6h)

(K.6i)

(K.7a)

(K.76)

(K.7c)

(K .7d)

(K.8)

(K.9)

zo = ~ J
co

dpp 2 w,r(P)A 2 (P) (K.10)

und



Anhang ~o Hacironiselre Massendifferenz von Proton und Neutron

Die hadronische Massendif ferenz zwischen Proton und Neutron bezogen auf den Massenunter-

schied zwischen u- und &Quark ist durch

vom
	 Pw(p,q=OI j d3r 4-(rPg(r)1p,q = 0 ) - ( n,

	

01 jd3r q(r)2-a(r)1n,q 0 ) (L .1)
2

	

2

gegeben, worin

T=ä
P ) = 6J,T6-M,MT FAITw 2 mT_ a I Whh )

	

(L .2a)

In) 6 .7T ö-M,mT PmT=T

	

mT=_ 2 l
11thh)

	

(L .2b)

Da der Operator q~q im Spinraum skalar ist, führt man die Drehung des Hedgehogzustands am

zweckmäßigsten im Orts-Spie-Raum aus . Es ist dann:
~

f d3 . . .r3m ,r3n -n -2 r
~(

Tr
(
-

2 '~̀ hhIq(r)
2q(r)ITJ( .} ~ 1 R(n)Thh )

~q

	

ca~c ~ u ar.i
lYl n "_ M-p

	

-`	 2' -' 2
1

+
f d3ad3S2D1 i(n)''( W hhl U (a)R (n)Rhh)

22
r

f d3a d3r d35~ D, ~( SI)* ( U(- 2~hh I g (~) 2

	

[U(+1 )R(Q)Thh )
	 2'2	

f d 3 cad3 O Di a (S) * ( W hh l U(a)R ( O )I .T hh )
2'2

Das Uberlappintegral des Operators q z q wird in der iiblichen Weise ermittelt . Man findet:

d3r ( U('°
2 Thh l0r) 2 q(r )IU (+2) R (Q )Thh _

33

= 3ng(a)11Ng (S?)n,(a))‘,f:(Q,z)n.,z(a)S o(a)("hhq RJ= (O)Ixhh)

worin

so(a) = n Ppp2io(pa) (u2(P) ° "2 (p))

ist . Mit

4:r2 I
d3S2Dt, m( S2 )*IJ

4(
o)~~r( Q , z)( Xhh I 2 R'=2 (0)1 Xhh )

	

M ezz

(1r(') - 12(z))

M _ ±1 hat man schließlich:

mn	da a2x~~(a)n,(a) na(a)soo(a) fn~ ds7
ez {

Ir(z) -12(z ))

Am
	 ~	

fo da a2n(a) fö ds ez~ (11(z) + 12(z ))

woraus man im dimes a 0

Mn -p - 11(zo) -12('°)540 (0)
©m

	

I (zo)+I2(zo)

mit

Sgo(©) = i ~ d?~T 2 (u2 (7') - 2~2 (T)
/
~

0

®m

(L .3)

(L.7)

erhält .



Anhang I~o Integration der I;'ulerwinkel

In diesem Abschnitt erläutern wiz die analytische Integration der Eulerwinkel SZ = (a, 0,-y).

Der

Normüberlapp beinhaltet ein Integral des Typs:

NJ(z) - 2J8
+ 1 j AI DJJ(fl) ~s
~2 J

	

Jq (f2).A.r,(SI, z)

	

(M.l)

Die Funktionen N,(S2, z), Nq(n) und die Wigner-Funktion DJJ (S2) sind durch

2J
D jJ (SZ) = (cos 1) e ` (c,+-e)J

	

(M.2a)

N,(S2, z) = exp {2z (cos 2 ~ cos2 ( a	

2
	7) - 1)1

	

(M.2b)

	a

	

/,
.A/'q(O) = cos 2 cos (a	 2 ')

	

(M.2c)

z(a, s) = 3 ( .G(a) + P2(s) .G(a))

	

(M.2d)

fir (a) = 2~r dpp2w,(p)j[(pa)A2(p)

	

(M.2e)

P2(s) - 2 (3s
2 - I)

	

(M.2f)

	

s = cos ®a

	

(M.2g)

gegeben . f d3 SZ . . . ist eine abkiirzende Schreibweise für:

r2lr

	

frr

	

r2a
d3 S2 . . . = j dal sin 3dß

	

d7 . . .

	

(M.2h)
o

	

o

	

0

Nach der Substitution der Variablen (a, ß, 7)

=a +7

	

0<p <47r

a ' =a

	

05 a ' <27r

x = cos2
2

	

0<x<1

mit der Jakobidetermir!ante

da (d/3 sin p) d-y = -2da'dxdio

	

(IvF .4)

können wir die Integration über den Winkel a sofort ausführen . Wir setzen noch

k=J-
2

	J=k+2

und definieren :

47tFk(n' z) - k ~	 le-2z
r1 dx

	

d~
el' c0s2 2 xrt+k+ 1 (cos 2

1 2n+1 cos (k~p ~r 2 )

	

(M.6)Jo

	

o

	

I

(M.3)

(M.5)
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Falls n = 1 gesetzt wird, erhalten wir den Normiiberlapp (M.1), d . h.

Fk(l, z) = NJ(z)

	

(M.7)

und den Norrnüberlapp für verschiedene Spinzustände J = 2, . . ., indem wir k = 0, 1, . . . setzen.

Um die Funktionen Fk(n, z) zu ermitteln, leiten wir eine Rekursionsformel ab, die eine Be-

ziehung zwischen Fk(n, z) und Fk (n + 1, z) herstellt . Wir betrachten die Ableitung des Produkts

e 2zFk (n,z) nach z und erhalten aus Gl . (M.6):

Fk(n -}- 1, z) =
2

[2Fk(n,z)
+ d

Fk(n,
z)

]

Zur Berechnung des Normiiberlapps Fk(n, z) genügt also die Kenntnis von

Fk(0, z)
_

k ~r
+ le-2z i

r d?' d 4x ~1ce e 2zx cos 2 2
xk+l cos -~ cos (kcv~

	

+ ~ )
Jo

	

Jo

Wir führen zunächst die trigonometrischen Umformungen

cos
2

cos (kw, + 2)
2

[cos(kw) + cos(k + 1)p]

cost 2 = (1 + cos w)

ein und erhalten:

Fk (0 ; z) = k	 +1 e -2z

	

dT ~k+lezx f~~ dcp ezx cos ~ [cos (kw) + cos (k + 1) io]

	

(M.31)
2rr

	

Jo

	

Jo

Die Integration des Winkels cp kann nun mit Hilfe von (AS :9 .6 .19)(a)

(M.8)

(M.9)

(M.10a)

(M.10b)

Fn(t)
_ 1 1

etTcost9 cos(n~9) (119 (M.12)

ausgefiihrt werden ; worin In(t) die modifizierten Besselfunktionen sind . Mit Hilfe der analytischen

Fortsetzung (AS :9 .6 .30)

1v (e'') = e -

	

1v(i )

	

(ivi .13)

zeigt man für v = n und rn = 1, daß

1

	

4~
_

	

d~ et cos cy cos(ncp) = In (t)
4ir p

Das Kürzel AS mit der nachfolgenden Formelnummerierung bezieht sich auf die entsprechend

bezeichneten Formeln in Ref. 149 .

(M.14)

. (a



Integration der Euierwinkel

Dies geschieht wie folgt :

In(t ) = (-1)nIn(-t)
~

_ (-1} rz1

	

dz9e-tcos '7 cos(n19)
7r JJJ 0

rr;

= (-1)712 J dt9 e-tcost9
cos(no)

~
2T

`

(_1)~2rr

~ dt9 e -tCOS(49-r) cos(nt9 - n7r)

0
1

	

da9e tcos ~9
cos(n29)

2~r
fo 2lr

Die wiederholte Anwendung der Schritte in Gl. (M.15), jedoch mit der Substitution 19

	

t9 - 21r

im vorletzten Schritt liefert das Ergebnis (M .14), und damit ist nun:

1
Fk (0, z) = 2(k + 1)e-2z

f
f dx xk+iez' (Ik (zx) + Ik+. (zx))

	

(M.16)
Jo

Die letzte Integration kann nach der Substitution

t=zx

ebenfalls analytisch ausgeführt werden.

1),(0, z) = 2(k + 1)e-2zz-(k+2)
z

dt tk+let (4(0 + 4+1(0)
o

Wir setzen in Tabelle (AS :11 .3.2) n = -1 und b = 1 sowie p = -1 in Formel (AS :11 .3 .1) und

erhalten :

Fk(0, z) = 2(k + 1)e-2zz-(k+2) (9k+l,k+l ( z) + 9k+i,k(z))

	

(M.19)

Mit (AS :11 .3 .3)

9'k+l,k(z ) = ezzk+llk(z) - ( 2k + 1 )9k,k(z) - 9k+1,k+1(z)

	

(M.20)

und (AS:11 .3 .12)

f2 ettklk(t )dt =

z k+y (
Ik(z) - 1k+1(z))

	

(M.21)
Jo

	

`~,

	

1

ergibt sich schließlich :

Fk(0, z) = 2(k+ 1) e zz-lk+l(z)

Setzen wir dies in die Gl . (M.8) ein und benutzen die Rekursionsbeziehungen (AS :9.6 .26) der

modifizierten Besselfunktionen, so erhalten wir für die Ableitung

d Fk(0 z ) - 2 lF
k_1(0 , z) - 2Fk (0, z) + Fk+l(0, z))

	

(4.23)
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und für den Normüberlapp:

tV~(z) = Fk(1, z) = 4
eTZ

Lklk(z) + 2(k + 1)4 +1(z) + (k + 2)Ik+2(z ) J	(M .24)

oder auch

Fk(l, z) -
4 (

Fk-1(O , z) + 2Fk(0, z) + Fk+1( 0 , z))

	

(M.25)

lm nächsten Abschnitt wollen wir UberlappintegraIe betrachten, die bei der Berechnung der pro-

jizierten Energie auftreten . Dies sind

Irategr•a1e des Typs

_ 2.I + 1
Fk (z)

	

87i.2

	

d3Si DJJ(st ) ''
(SPR(

Q))
m NT(Q, z).A(q (n)

Wir driicken den Normüberla durch die Spur der Drehmatrix 7?..( Q) aus (GI (N 6b)) und schrei-

ben

f

	

(cos

	

3
Fk (z) = 282 d 3S2D j(SpR(n))"''

eXp

	

(Spi~(52) - 3)}

	

2
cos (0

2
~))

(M.27)

Falls m = 0 ist, so erhalten wir den Normüberlapp, es ist also:

Fk (z ) -= Fk(0 , z)

	

(M.28)

Ähnlich wie im letzten Abschnitt (Gl . (M.8)) erhalten wir aus der Ableitung AFk (z) eine R.e-

kursionsbeziehung zwischen Fk /'`(z) und Fk (z) .

(M.26)

Fr+1 (z) = 2~- Fk ( z ) + 3Fk ( z) (M.29)

Zur Berechnung der Integrale Fk(z) für beliebige Werte von rra ist die Kenntnis der Funktion

Fk(0, z) (Gl . (M.22)) sowie ihre Ableitungen, die sich durch wiederholte Anwendung der Gl . (M.23)

ergeben, ausreichend . Wir wollen hier noch die Fälle 7ra = 1 und m = 2 betrachten.

Fk ( z ) _ (

	

r k-I + 2Fk + Fk+1

	

)

	

(M.30a)

Fk (z)
4 (

	

Fk_ 2 + 3Fk_1 + 4Fk + 311+1 + Fk+2

	

)

	

(M.305)

Fk ( z ) = 4 (Fk-3 + 4Fk_2 + 811-1 + IOFk + 8Fk+1 + 4Fk+ 2 + Fk_3)

	

(M.30c)

Der Kiirze wegen haben wir die Argumente der Funktionen Fk (O, z) in den Gln. (M.30a-c) weg-

gelassen.

Abschließend betrachten wir noch einige Integrale der Eulerwinkel, die bei der Auswertung

von Matrixelementen nukleonischer Observabler auftreten . Diese sind



Integration der Eulerwinkel
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Lategrale des Typs

1
fol

	

rg7r

	

{(

	

2 ~

	

~ ~ ~[+m
	 ~ co2 	 1

)2m

k l (m, z) _
4~

	

dx f dcp exp 2z ~ cos 2
1

	

x cos12 w 2 1

	

(M.31)

worin d die Werte d = 0, 1, 2, . und m die Werte m = 1, 2, . . . annehmen können . Wir definieren

die Funktion

Gl(m, z) =
~

Kr(m, z) =
2r j

1 dx
rr

x l+m (cos ~ ) 2m exp {2z cost ~ - 1)

	

(1~I.32)
o

und geben die zu Gl . (M.8) analoge Rekursionsformel an

Gr(m -{- 1, z)
= 2 [2G1 (m, z) + zGi (m, z)~

	

(M.33)

Die Funktionen G l(m, z) lassen sich mit den gleichen iviethoden berechnen, wie wir sie für die

Berechnung des Normilberiapps entwickelt haben . Die Kl(m, z) sind dann durch das Integral

Kl(m, z) = Iz
dtGl(m,t)

	

(M.34)

bis auf eine Integrationskonstante gegeben, die im weiteren Verlauf der Rechnung aber nicht mehr

benötigt wird . Das Integral (M .34) mußfiir die verschiedenen Werte von d = 0, 1, 2, . . . jedoch nur

jeweils einmal für m = 1 berechnet werden . Dies ist mit Hilfe von (AS :11.3 .1-4) und (AS:11 .3 .7-8)

leicht möglich . Für Werte m > 1 kann die aus G1 . (M.33) folgende Rekursion

Kp(m + 1, z) = Kr(m, z) + 2 G i(m, z)

	

(M.35)

benutzt werden. Die Funktionen Kl(m, z) und Gi(m, z) sind im folgenden für einige Kombinationen

von 1 = 0,1, 2 und m = 1, 2, 3, 4 zusammengestellt.

ezGo(1, z) = -11(z)
z

Go(2,z) = 2

ezz

	

(z ) + I2 (z))

Go(3,z) - 16 ez- (51l (z) + 8I2 (z) + 3I3 (z))

, -Z
G 1 (1, z)

	

3 e-
+ I2(z))

G1(2, z) =

G1(3, z) =

G2(1, z) =

~ ezz (311(z) +412 (z) -}- I3(z))

1 e'z (6Il(z)+ 11I2(z ) + 6I3(z) + 14(z))24 z
1 e_z-

(51i (z) + 4I2 (z) -}- I3 (z))
10 z

(M.36a)

(M.36b)

(M.36c)

(1VI.36d)

(M.36e)

(M.36 f )

(M.36g)
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Ko(l, z) = -e-z (Io(z) + I1(z ))

Ko(2 , z ) = 2
ezz

T1(z) -
e-z (IQ (z) + Il (z))

K0 (3, z) = 4 ezz (311 (z) + 12 (z)) - e~ z (I0 (z) + 11 (z))

K0 (4, z)

	

32

e
zz (2911 (z) + 16I2(z) + 3I3(z)) - e-z (10(z) +11 (z))

z
Kl(l , z ) = 3 ez Il (z) - e-z (10 (z) + I1(z))

K1 (2, z) = ~ ezz (4I 1 (z) + I2 (z)) - e° z (10 (z) + Il(z))

K1(3 ' z) = 43 e zz (41I1 (z) + 2012 (z) + 3I3(z)) - e-z (I0(z) + 11(z))

K 1 (4, z) 48
ezz

(4711 (z) + 31I2(z) + 9I3 (z) + I4(z)) -- e -Z (I0 (z) + Il(z))
z

K2(1, z) - 5
ez

(4T1 (z) + I2 (z1) - e-z (1n(z) + Il (z))

K2 (2, z)

	

60
e z
-T (4711 (z) + 2012 (z) + 3I3(z)) - e-z (I0(z) + Il (z))

(M.37a)

(M.37b)

(M.37c)

(M.37d)

(M.37e)

(M.37 f )

(M.37g)

(M.37h)

(M.37i)

(M.37j)



Anhang N. Transformation der Drehmatrix

Bei der Berechnung des Normiiberlapps und auch anderer Überlappintegrale treten Bilinear-

formen der Art

ä!2(S2)ä = E ä t2(11)ä?	(N .1)

reit

cos y cos B cos a - sin a sin y - sin y cos fi cos a -- cos y sin a sin J3 cos a

7Z(S2) R cos y cos ß sin a + sin y cos a - sin y cos Q sin a -1- cos y cos a sin Q sin a

- cos y sin ß

	

sin y sin ,ß

	

cos ß

im Exponenten des Integranden und im Integranden selbst auf. Die hier betrachteten Integrale

des Verschiebungsvektors a und der Eulerwinkel S2 lassen sich allgemein in der Form

d3a f d3 S2 F(ä)G(ä T rZ(S2)ä) .f(lal)

	

(N.3)

schreiben . Eine direkte Integration der Eulerwinkel S2 = (a, g, y) ist mit elementaren Methoden

nicht mehr m5glich (a) . Wir fiihren deshalb eine

Ähnlichkeitstransformation der Drehmatrix 2(12} auf ein Koordinatensystem durch, in wel-

chem die Drehachse mit der z-Achse zusammenfällt . Eine solche Ähnlichkeitsabbildung (in unserem

Fall ist es eine Drehung T(fe) kann fiir jede orthogonale Matrix konstruiert werden (vgl . Goldstein:

Klassische Mechanik S . 136ff) . Es ist daher:

T(Q')2(S2)T-i(S2') = Tez(O)

	

(N.4)

worin

0

	

0

	

1)

eine Drehung um die z-Achse mit Winkel ¢ beschreibt . Da die Spur unter Drehungen invariant

ist, läßt sich der Drehwinkel aus der Forderung

SpiZ(S2) ^ Sp2z(¢) (N.6)

bestimmen . Wir erhalten :

cos

	

= 2 (Sp7Z(S2) - 1) (N.6a)

y) - 1 (N.6b)SpIZ(S2)

	

4=

	

cos' 2 cost (,,'''

a

	

y l (N.6c)cost	= cost
Q

cos'

2

(a)Die Integration der Eulerwinkel wird in Anhang M behandelt . Funktionen, die nur von den

Eulerwinkeln S2 abhängen, sind daher hier nicht briicksichtigt.

cos Q5 - sin O 0

E7Z,(0) = I sin

	

cos ¢ 0 (N.5)
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Die Eulerwinkel ß' und 7' (a ' wird nicht benötigt) der Transformationsmatrix T(a'031 ,7')
lassen sich durch einen Vergleich der Matrixelemente aus der Umkehrung der Gl . (N.4) ermitteln.

R(Q) = T-i(S-2')7Zz(¢)T(O')

	

(N.7)

1 - cos t cos 2 (42)

cos 2 sin2 I a2~~
Cos t ß' =

2

	

\

	

2 )
1 - cos2 Q cos2

l
a-#-^p

sin g cos sin ( a-2+)

cos Q' sin p' =

	

2

	

2
	1 - cos 2 cos2

	
(«~-ry

sin 7 ' - ..os (--:7
a

2 7 )

cos 7 ' - sin ( el-
2
	 7

Es ergibt sich :

sing or =	
sing 2

(N.8a)

(N.Sb)

(N.Sc)

(N.8d)

(N.8e)

Da in allen Uberlappintegralen nur geradzahlige Potenzen der trigonometrischen Funktionen der

E,uierwinkel Q' auftreten, sind hier nur die positiven Wurzeln dieser Punktionen beriicksichtigt

(Gln . (N.gc-e)).

Wie in Gl . (N.3) bereits angedeudet erscheinen bei der Auswertung der Uberlappintegrale

nicht nur Bilinearformen des Typs (NA) im Integranden, sondern auch andere Funktionen F(a)

des Verschiebungsvektors a . Wir sind nun in der Lage sowohl die Bilinearform (N .1) als auch die

Punktionen F('a) durch den Satz von Eulerwinkeln (a, 0, 7) und die sphärischen Koordinaten von

t a sin O. cos Oa i

	

a = a sin Oa sin ¢

	

(A . y )

a cos Oa

auszudriicken . Die Koordinatentransformation

a

	

T-r (n' )a

	

(N.10)

irre Integral f d3a . . . fuhrt die Bilinearform (NA) über in

(TT(O' ) a) T R( S-2 ) (T ( Q' )a) = aTRz(O)a = P2(s) + 2 spR(Q) (1 - s 2)

	

(N.11)

worin s = cos Ba der Kosinus des Polarwinkels von a und P2 (s) das Legendre-Polynom 2.0rdnung

ist . . .

P2(s) - ~ (3s2 - 1) (N.12)
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Das Integral (N .3) lautet nun

f d3a f d3Q F (T-10-2' )a )G (a'R. z(O)a)f(la )

	

(N.13)

wobei St' und 0 Funktionen der Fulerwinkel S2 = (a,0,7) sind . (Gln . (N.8a-e) und (N.6a-c)) . Da

G vom Azimutwinkel Qa nicht abhängt, können wir die

;integrale der 4.zimutwinkel fo' d¢a F(T-1(S2')a) für den symmetrischen Ausdruck

27

Ci7(Q , s) = E
0

d0a TT, (S-2')akT j 1(S2')ai

	

(N - 14)

angeben . Wir setzen

[T-l (O ')a] = (cos y' cos 0' cos a ' - sin a' sin y') al
11

+ (cos 7' cos Q' sin a' + sin y' cos a' ) a2 - cos y' sin /3'a3

	

(N.15a)

[T-1 ln '1cs] = (-- sin y' cos /3' cos a' - cos y' sin a') al
2

+ (- sin y' cos 0 ' sin a' + cos 7' cos a') d 2 + sin 7' sin 0' a 3

	

(N.15b)

[T^ 1 (52 ' ) a = sin ß' cos a 'a l -,c sin 0' sin a 'a 2 + cos ,ß'a3

	

(N.15c)
3

in Gl . (N.14) ein und erhalten

sin (-'a--F` I cos (

	

) sin 2 ;
C12(0, s) = -27P2(s)	

A

	

(1 - cos2 cos2

	

)

sin (-a-i-2) Sin ß cos Q sin (1-ry )
C13(S2, s) = -27P2(s)

	

/
1 - cost cos2 (~)

cos 2 ( IF) sin2
C22(,Q, s) = tar s2 - P2 (s) 1 -

1 - cos2 ~ cos 2 (E=P)

cos I ~) Sln ; cos ; sin ('''+')
V23l(n, s) = 27P2(s)-

1

	 \\\	

- cos2 Q cos2 (~
2~)

2

	

sin2 ß
C33(Q, s) = tar s - P2(s)

1- cos2 ~ cos 2 ( a

Alle weiteren Integrale des Typs (N .3), die bei der Berechnung von Iiberläppen der Statischen

Observablen auftreten, lassen sich nun durch die Matrixelemente Cij(0,s) ausdrücken.

Cll(S2, s) = 27
Sin 2 E a2y ) sin2 ~

s 2 - P2 (s) 1-	 1	
1 -cost 2 cos t ('-M

(N.16a)

(N.16b)

(N.16c)

(N.16d)

(1YT.16e)

)i

(N.16 f )



Anhang O . Spin-Flavour-Matrixelernente

Werten wir Matrixelemente der Quark-Feldoperatoren zwischen Hedgehog-Zuständen aus, so

treten in den Uberlappintegralen Matrixelemente von Funktionen des Spin- und Isospinoperators

zwischen den gedrehten Spin-Flavour-Wellenfunktionen der Quarks auf . Diese lassen sich allgemein

in der Form

( Xhh Ii''(0', T)I R(O )Xhh )

	

(0 .1)

wobei

IXhh) =

	

au 1) - Id T ))

	

(0 .2)

schreiben, und sollen Gegenstand des vorliegenden Abschnitts für verschiedene Funktionen .t(cr, f')

sein . Der gedrehte Hedgehog-Zustand R(s2)[xhh }läßt sich leicht aus der Darstellung des Drehope-

rators (Wigner-F3unktion) fi r in J = 1 (Isospin T 1 ermitteln( l ).

e-t ä cos E 2e-'i -e-'i sin Q et 2

	

a Dz

	

a

	

-12 a

	

Q z

_

	

-b)

e' 2 sin -Te 2

	

e ' 2 cos let 2

	

-
b * a*

Der im Spinraum bzw. Isospinraum gedrehte Spin-Flavouranteil des Hedgehog-Zustands lautet

damit:

R'_2 (n )IXhh. ) _ -(-bIu -r) + a * Iu 1) - aId T } - b*Id 1)) (0 .4a)

RT
~ (Mixh.h ) _ -(aIu ~ )+ b*ld 1) -1- blu T) - a* l d I)) (0.4b)

Wir benötigen noch die Zustände, die sich aus der Anwendung der kartesischen Komponenten des

Spin- (Isospin-) Operators, dargestellt durch die Pauli-Matrizen, auf die Basiszustände 1,±1 }
ergeben,

(0.3)

falls k = 1

falls k = 2

falls k = 3

(0.5)

und sind dann in der Lage die auftretenden Matrixelemente (0 .1) anzugeben.

Wir beginnen mit denn Normiiberlapp . Aus den Gln. (0.2) und (0.4a) oder (0.45) erhält man

sofort :

(Xhhln(n)[Xhh) _ e Se-'2 cos 2e~ '2 } = cos 2
c08 ` a 2 7)

	

(O .6)

Es ist hier unerheblich, ob wir die Drehung im Spinraum (GI . (0 .4a)) oder Isospinraum (GI . (0.45)

betrachten, da die Ergebnisse identisch sind.

(i )Die Matrix Dz (SZ) ist so angeordnet, daß aufeinanderfolgende Zeilen den Werten m -

entsprechen ; für die Spalten gilt die gleiche Reihenfolge von links nach rechts.
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Aus den Gln_ (O .40 (Drehung im Isospinraum) und (0 .5) ergibt sich nun sofort:

-2 sin - sin 2y ) falls i = 1

25111 1 cos (~)

	

falls i = 2

	

(0 .7)

2 cos ä sin ('4-1 )

	

falls i = 3

_ ~r (ii ~ 272)

I

	

1/ L

TO = 73

sowie

71 IT,M) _ N/T(T+1)- M(M+1)IT,M± 1)

T3 IT,M) =MIT,M)

lassen sich nacheinander die Erwartungswerte von 2ai RT- 2 im Hedgehogzustand berechnen.

Man hat :

4 cos g. es(242)

	

falls q = +1

.2 sin ; cos (

	

)

	

falls q = 0

	

(0.10a)

-s aY-4 cos 7e

2` z cos ~e t ( 2 )

	

falls q = +14

	

2
Sin -2- sir ( a 2 ry)

	

falls q = 0

	

(O .10 av)

22 cos
Q

e
-t(°27)

falls q = +1
a--y

i

	

r 4 sin get x
1

	

~

	

i_ . _ .~

(Xhhl 2
~3R1

-2
(~)Ixhh ) _ -i cos 2 cos

Mit Hilfe der Gln . (0 .7) und (O .10ca-c), der Antikommutatorrelationen der o-Matrizen

r

	

1

	

nc10-i, UJ l = Loi]

(XhhI B iRT 2 (~)IXhh) _

Aus

(0 .3)

(0.9)

(xhhl 2 crI Rq''2 (0)Ixhh ) _

1

(Xhhl 2 _~RT_2 ln)IXhh ) _

falls q = +1

falls q = +1

falls q = 0

	

(O.10c)
-7

- 4 sin a-t a falls q = +1

~v~ n . 'y ~~a~

i, j, k zyklisch

	

(0.12)20"i = ejO' k

und

erhalten wir für die Matrixelemente

e3jk(Xhhi B7akRT~ 2 ( -2)IXhh ) = 22 ( XhhIa3RT-2 (o)IXhh ) = -2 cos
2s

sin
(0
	 2y ) (0.13)
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und

2 2 sin 7e=(2')

	

falls q = +1
1

	

l
3jk(xhh 2sj~kR~ z (~) IXhh ) _ - 2 cos 4 cos (~2y1

	

falls q = 0

	

(0.14)

-22 sin ge-'(~) falls q = +1

Wir benötigen noch die Matrixelemente

	

r
3jkCij( S2 , s)( Xhhl6iekRT 2 ( rl )lxhh ) _ -2r cos

ß
sin { 2 7) (1 - s2)

	

(0.15)

ijk

£3jkCij(n , s)( Yhh I
2

6iuk RT z (‘2)iXhh )_

roc2 ~ gent-±a) Cos(ap) 1
2r2 sin 4e 1i, ~2 % i 1 (1 + s 2) - 2P2(s)	

z	 `	 z	
'	 ~	 ~

	

falls g = + 1

j

	

1 -coS2 ~ cos 2 (~

	

~

{

	

z

-zr cos 4 cos

	

(1 - s 2) ~- P2(s)
1-cos2 I cos	 2(~) ~

	

falls q = 0 (0.16)2
l

	

JJJ _l
- 2r2sin 2 e-`(~ ) Sf~ (1 + s 2 ) + aP2(s)cos~

	 4 o'S (~ 	
co)

(cos

242) J ~ falls q = -1

die mit den in Anhang N (Gl . (N.16a-f)) angegebenen Koeffizienten Cij(S2, s) berechnet sind.

jk

und

tijk



Anhang P. Einige Fouriex°iutegraIe

Bei der Berechnung der Uberlappintegrale treten verschiedentlich Integrale des Typs

F,(q) = J dar r-i,

	

Tinf (r)e'q '' =

	

drr2 f(r) J dS2,- Til . . . • Tine'q r

	

(P.1)

auf, worin r = jr ~ ist . Wir wollen an dieser Stelle die Integration des Raumwinkels SZ = (Or, (;5,.) in

Gl . (P.1) behandeln. Das obige Raurnwinkelintegral kann in der folgenden Weise umgeschrieben

werden .

n

	

n

	

n

	

an

n

	

r

	

Öqi~

	

COgi n
dS2,~ 17%1 • . . . rifl e Nil .Ögi

tg '~ =

	

z

	

~

	

dS2~ e 'g'r = 47
CT

x

	

3000 (P.2)
~

	

~ T ~

	

. .

	

)

	

. . .

Mit den Rekursionsformeln für die sphärischen Sesselfunktionen erhält man nun nacheinander für

n = 0, (1), 4:

r
j dS2, . etQ'~ = 4rrjo(gr)

	

(P.3a)

f dS2,.Tie'q'r = 47ri4ijl (qr)

	

(P.3b)

fdnr'
i ~jeag

r= 3 [8ijjo(gr ) + j2( g T)( bij - 34i4j)]

	

(P.3c)

j d~x rirj~keag r = 4Ta2 [l1o(gr ) + j3(qr)) Oibjk + 4jb ik + 4k bij) - 53s(gT )4i4j4k]

	

(P.3d)

f d52, r4rlrkTleq
4

	

05 [(
7?o(gr) + 1 0j2(gr) + 3j4( gr)) (b ij bki + bikbji ,` sjkait)

- 15(i2(q T) + .P4( gr)) (g i g t bjk + qi4jbkl °l' gjgl bik + g i g k Sjd -}' gk g d bij + gj gk bi!)

+ 105j4(gr)4igj4021

	

(P.3e)
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