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Abstract

Halobacteria are light sensitive, motile microorganisms, which are propelled by rotating flag-
ella. Under stationary and spatially homogeneous light conditions they change the rotational
sense of the flagella spontaneously about every 10-30 s thereby reversing their swimming
direction. The distribution of the swimming intervals, i.e., of the intervals between two suc-
cessive reversals, is asymmetric with a long tail. Light or chemical stimuli may alter this
spontaneous behavior. A step-up or step-down of the intensity of green light prolongs or
shortens a swimming interval, respectively. Stimuli in the UV range have the opposite effect.
As a response to periodic light pulses as well as upon treatment with a certain chemical
(IBMX) temporal patterns in the swimming behavior are observed. Detailed knowledge of
the molecunlar basis of signal transduction in Halobacteria is scarce, however.

In this thesis simple mathematical models of the system are analysed to get insight into
the dynamical mechanism which may underly the swimming behavior of the bacteria. They
are based on hypotheses which have previously been proposed to explain the experimental
observations. In terms of stochastic processes the basic assumption is that the interval dis-
tributions have to be interpreted as first passage time distributions for the transition from
clockwise (CW) to counterclockwise rotation (CCW) of the flagella, or vice versa.

At first a phenomenological model is analysed. The “Two-state Model” cannot explain
the characteristic shape of the distribution of spontaneous swimming intervals, but allows
to study the action of light stimuli. All information about the microscopic process between
two reversals is comprised in an explicitely time dependent transition probability between
the CW and CCW state. It is assumed that the course of this transition probablility tran-
siently changes due to light stimuli. In this way the response of the bacteria to single stimuli
prolonging a swimming interval as well as several phenomena observed in connection with
periodic light pulses may be understood. In order to reproduce the response to single stimuli
shortening a swimming interval or the swimming interval distributions observed after treat-
ment with IBMX the occurence of virtual reversals should be possible. This means that the
biochemical steps between the CW and CCW state may proceed without eventually leading
to a reversal in every case.

The second model provides a microscopic explanation for the time dependent transition
probability between the CW and CCW state, which has phenomenologically been introduced
in the Two-State Model. The “Oscillator Model” assumes the existence of an intracellular
biochemical oscillator, which triggers a reversal of the rotational sense of the flagella, when
the concentration of an oscillating substance reaches a threshold. Light stimuli drive the
oscillator parametrically. In this model the explanation of the occurence of virtual reversals
is straightforward, if fluctuations of the oscillating substances are taken into account. It may
thus explain many of the experimental observations although there are some unanswered
questions, in particular with respect to correlations between succeeding swimming intervals
which have been noted in some experiments with periodic light pulses.

Technically both models are formulated in terms of a Master equation and simulated

using standard methods.
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Kapitel
Einfiihrung

Fir biologische Systeme ist die zeitliche Organisation von Prozessen mit den unter-
schiedlichsten Funktionen von groBer Bedeutung. Rhythmische Phinomene sind weit
verbreitet und treten auf vielen Zeitskalen auf [1, 2]. Zu den bekanntesten zihlen
circadiane Rhythmen, die beim Menschen eine Periodenlinge von etwa 25 Stunden
haben. Dies wurde in vielen Experimenten mit Versuchspersonen unter Bedingungen
der Zeitisolation nachgewiesen [3]. Ein Beispiel fiir zeitliche Strukturen auf einer sehr
viel kiirzeren Zeitskala ist die Informationsverarbeitung im Gehirn. Messungen der
Latenzzeit beispielsweise, nach der das Auge einem sich bewegenden Lichtfleck folgt,
fihren auf multimodale Verteilungen, deren Maxima einen Abstand von etwa 30 ms
haben [4]. Diese Zahl taucht auch in anderen Experimenten zu zeitlichen Aspekten der
Informationsverarbeitung im Gehirn auf und bedeutet eine zeitlich diskontinuierliche
Verarbeitung sensorischer Informationen.

Die vorliegende Dissertation behandelt auf Modellebene mégliche Mechanismen
zumn Verstindnis zeitlicher Strukturen im Schwimmverhalten von Helobacterium halo-
bium (kurz ,Halobakterien®). Diese Bakterien kénnen Licht- in Stoffwechselenergie um-
setzten. Bei der Auffindung von Bereichen in ihrer Umgebung, die fiir diesen Prozef
giinstig sind, spielt die rhythmische Anderung der Schwimmrichtung eine entscheidende

Rolle.

1.1 Das Schwimmverhalten von Halobakterien

Halobakterien gehdren zur Gruppe der Archaebakterien und sind stamrmesgeschichtlich
sehr alt. Natiirliche Lebensrdume sind stark salzhaltige Umgebungen (> 2 mol/I NaCl),

an den Polen ral

wie z.B. das Tote Meer. Die efﬂbchenfurm}gen Bakterien besitzen an den Polen relativ

starre, rotierende Geifeln, die eine Bewegung in Richtung der Lingsachse der Zelle
bewirken [5]. Unter zeitlich und rdumlich homogenen duBeren Bedingungen &ndert sich
die Drehrichtung der Geifieln! und damit die Schwimmrichtung der Bakterien spon-
tan etwa alle 10-30 s [6]. Da die Schwimmintervalle fiir beide Geifieldrehrichtungen im
Mittel gleich sind [7] und die Bakterien nach einem Umkehrereignis i. allg. nicht auf
dem urspriinglichen Weg zuriickschwimmen, volifithren sie unter diesen Bedingungen
eine ungerichtete Bewegung, die iiblicherweise als ,,Random walk® bezeichnet wird.

" 1Das Umschalten der GeiBeldrehrichtung wird im folgenden als ,Umkehrereignis® und die Zeitdif-
_ ferenz zwischen zwel Richtungsinderungen als ,Schwimmintervall® bezeichnet. : :
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Dieses Verhaltensmuster kann durch Lichtreize transient verdndert werden. Eine Zu-
nahme der Lichtintensitit im gritnen und roten Bereich (530-620 nm) verlangert ein
Schwimmintervall, die Abnahme der Intensitit im selben Wellenlingenbereich verkiirzt
ein Schwimmintervall. Lichtreize im nahen UV und blauen Bereich (350-500 nm) ha-
ben den entgegengesetzten Effekt: Eine Intensititszunahme bewirkt die Verkiirzung,
eine Intensititsabnahme die Verlingerung eines Schwimmintervalls [8-11]. Reize, die
ein Schwimmintervall verlingern bzw. verkiirzen, werden auch als Attractant- bzw.
Repellent-Reize bezeichnet. Aus folgendem Grund: In einem réumlichen Lichtgradien-
ten erfahren die Bakterien wihrend eines Schwimmintervalls eine zeitliche Anderung
der Lichtintensitit. Entspricht diese Intensititsinderung einem Attractant-Reiz, wird
ein Umkehrereignis unterdriickt, und die Bakterien schwimmen eine lingere Strecke in
der bisherigen Richtung. Eine einem Repellent-Reiz entsprechende Intensitdtsénderung
hingegen induziert ein Umkehrereignis. Halobakterien haben deswegen in rumlichen
Lichtgradienten eine bevorzugte Schwimmrichtung. Im Endeffekt fihrt das dazu, da8
kurzwelliges Licht gemieden {Repellent-Licht) und langwelliges Licht aufgesucht wird
(Attractant-Licht). Neben diesem photosensorischen Verhalten zeigen Halobakterien
auch Chemotaxis, wobei man wie bei Lichtreizen Attractant- und Repellent-Substanzen
unterscheiden kann [9, 12].

Die Lichtsensitivitit wird durch Retinalpigmente in der Zellmembran der Bakterien
vermittelt. Bisher sind vier verschiedene Pigmente bekannt: Bacteriorhodopsin (BR),
eine lichtgetriebene, auswirtsgerichtete Protonenpumpe [13], Halorhodopsin (HR), eine
lichtgetriebene, einwértsgerichtete Chloridpumpe [14], und die sensorischen Rhodopsine
I und II (SR I und SR II) [15-17]. SR I existiert in zwei aktiven Formen: der Grund-
zustand absorbiert maximal bei 587 nm und ist ein Rezeptor fiir Attractant-Licht; die
zweite akiive Form ist ein langlebiges Photoprodukt mit maximaler Absorption bei
373 nm und ein Rezeptor fiir Repellent-Licht. SR II wurde als ein weiterer Repellent-
Rezeptor identifiziert, mit maximaler Absorption bei 430 nm. BR und HR sind fiir
lichtabhingige Verhaltensantworten der Bakterien nicht erforderlich [18]. Der durch
BR erzeugte Protonengradient treibt eine ATPase und dient so zur Umwandlung von
Lichtenergie in chemische Energie. Wegen der Ahnlichkeit der Absorptionsspektren von
BR und SR Iss7, bedeutet die gerichiete Bewegung der Bakterien in Lichtgradienten
das Aufsuchen von Bereichen, die fiir diese Energieproduktion glinstig sind.

1.1.1 Experimentelle Daten

Iim folgenden werden die fiir diese Arbeit herangezogenen, experimentellen Daten im
Detail vorgestellt. Die Experimente von Ulrich Krohs sind Teil seiner Dissertation und
bisher unverdffentlicht. Der technische Aufwand fiir die Messungen ist gering, sie sind
jedoch in der Durchfiihrung sehr zeitaufwendig. Die Bakterien werden mittels Lichtmi-
kroskop und Videokamera direkt beobachtet und die Lénge von Schwimmintervallen
durch manuelle Betitigung einer elektronischen Stoppuhr bestimmt.

'Verteiiungen von Spontanintervalien

~ Als Spontanintervalle werden Schwimmintervalle bezeichnet, die unter stationiren und
: ;_rat__lm_hch homogenen duferen Bedingungen beobachtet werden. Haufigkeitsverteilungen
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Abb. 1.1: Verteilungen von Spon-
tanintervallen fiir Bakterien des
Stammes FIx3 bei 26°C mit in-
frarotem Hintergrundlicht (A >
830 nm) [20]. Aufgetragen sind
Hiufigkeitsverteilungen von N =
1000 Schwimmintervallen, (a) ge-
messen an verschiedenen Bakte-
rien, {b) gemessen an einem einzel-
nen Bakterium. (2’) und (b’) zei-
gen dieselben Daten wie in (a) und
(b) in einer anderen Darstellung,
die zur Verdeutlichung einer ex-
ponentiell abfallenden Flanke der
Verteilungen gut geeignet ist. Auf
der Ordinate ist die Anzahl n
von NV Schwimmintervallen aufge-
tragen, die ldnger als eine gege-
bene Zeit ¢ sind. Bezeichnet p(t)
die Wahrscheinlichkeitsdichte der
Schwimmintervalle, so ist n(1) =
N1 - f; p(t)di']. In (2’) und (b?)
ist also im wesentlichen die Ver-
teilungsfunktion der Schwimmin-
tervalle dargestellt. Falls p(¢) ex-
ponentiell abnimmt, verliuft auch
n(t) exponentiell, bzw. linear bei

- einer logarithmischen Skalierung

der Ordinate.
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Abb. 1.2: Antwort der Bakterien auf einen stufenférmigen Attractant- bzw. Repellent-
Reiz, der 2 s nach einem Umkehrereignis gegeben wurde {20]: Aufgetragen ist die Dauer
des Schwimmintervalls, in das der Reiz fillt (0), und die Dauer von vier Folgeinterval-
len (Mittelwert + Standardfehler von jeweils 100 Schwimmintervallen). Stufenférmige Att.-
bzw. Rep.-Reize durch An- bzw. Ausschalten von 565 nm Reizlicht der Intensitdt I =
3.7 x 1013hy mm~2s~!; Hintergrundlicht: IR (> 830 nm); Bakterienstamm: Flx3.

von Spontanintervallen sind typischerweise asymmetrisch und nehmen etwa ab ihrem
Maximum exponentiell ab [6, 11, 19]. Dies ist unabhéngig davon, ob N Messungen an ei-
nem einzelnen Bakterium oder NV Messungen an verschiedenen Bakterien durchgefiihrt
werden [7, 11]. Abb. 1.1 zeigt Beispiele von Verteilungen fiir die FIx3 Mutante in ei-
nem Temperaturbereich, in dem auch alle weiteren Experimente durchgefiihrt wurden.
Bakterien des Stammes Flx3 besitzen nur die sensorischen Rhodopsine SR I und SR II.
Die beiden Beispiele wurden ausgewahlt, um die Variabilitidt der Verteilungen zu ver-
deutlichen. Neben Verteilungen mit einem langen, exponentiellen Schwanz (Abb. 1.1a)
gibt es auch Messungen, beil denen lange Spontanintervalle relativ selten vorkommen,
und deren abfallende Flanke weniger gut durch eine Exponentialfunktion beschrieben
““““ den kann (Abb. 1.1b).

ke
LAA WS B LN B Ry 4 X

Adaptation an verinderte Lichtverhiltnisse

Nach einem stufenférmigen Lichtreiz (einmaliges An- oder Ausschalten von Licht) und
der dadurch verursachten Verlingerung oder Verkiirzung eines Schwimmintervalls neh-
men die Bakterien innerhalb weniger Schwimmintervalle wieder ihren alten Schwimm-
rhythmus an, d.h. sie adaptieren an verinderte Lichtverhiltnisse [6, 9]. Der effektive
Reiz ist die Anderung der Lichtintensitt. Dies ist fiir Attractant- und Repellent-Reize
- in Abb. 1.2 illustriert. Aufgetragen ist die mittlere Dauer des Schwimmintervalls, in das
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Abb. 1.3: Messung der Phasenabhiingigkeit der Antworten auf einzelne Lichtreize (vgl. Text):
Das auf das Referenzereignis folgenden Ereignis kann entweder nach dem Reiz auftreten
(oberer Fall) oder davor (unterer Fall). Im letzteren Fall ist das gemessene Schwimmintervall
ein Spontanintervall. Die senkrechten Striche markieren Umkehrereignisse, der schraflierte
Balken den stufenférmigen Lichtreiz.

der Reiz fallt, und die Linge von vier darauf folgenden Intervallen. Nach Attractant-
Reizen stellt sich mit dem ersten oder zweiten Folgeintervall, nach Repellent-Reizen
erst mit zweiten oder dritten Folgeintervall wieder ein stationirer Schwimmrhythmus
ein. Eine mdgliche Interpretation ist, daB beide Reize den inneren Zustand des Systems
etwa gleich lange beeinflussen; gréBenordnungsmafig ungefahr fiir die Dauer von zwet
Spontanintervallen.

Phasenabhingigkeit der Antwort auf einzelne Lichtreize

Eine interessante Frage ist, ob die Antwort der Bakterien auf stufenférmige Licht-
reize davon abhingt, zu welchem Zeitpunkt innerhalb eines Schwimmintervalls, d.h.
wie lange nach einem Umkehrereignis, der Reiz gegeben wird (Phasenabhingigkeit
der Antwort). Dazu wird ein Umkehrereignis als Referenzereignis ausgew&hlt, nach
verschiedenen, vorgegebenen Verzdgerungszeiten #,;,, ein Reiz ausgelost und die Zeit-
differenz 7 zu dem Umnkehrereignis gemessen, das auf das Referenzereignis folgt. Dabei
konnen prinzipiell zwei Fille eintreten (Abb. 1.3): Das auf das Referenzereignis fol-
gende Ereignis passiert entweder nach dem Reiz (7 > t4:,) oder davor (v < tesim),
wobei iin zweiten Fall ein Spontanintervall gemessen wird.

Experimente dieser Art filhrten zu sich teilweise widersprechenden KErgebnissen.
Bei alleiniger Beriicksichtigung von Schwimmintervallen, fiir die 7 > #,4m ist, fanden
Schimz und Hildebrand, dafl der Mittelwert der Effektivitit 7 — {5, eines Attractant-
Reizes eine nicht-monotone Funktion von it ist {6]. McCain et al. hingegen beschrei-
ben eine konstante Effektivitat {19]. Diese Kontroverse konnte von U. Krohs durch eine
neue Mef- und Auswertemethode, die auf Mittelwertbildung verzichtet, gelést werden
{20]: Aus einer grofien, fest vorgegebenen Menge werden die Verzdgerungszeiten iim
in zufilliger Reihenfolge ausgewihlt und alle zugehdrigen Schwimmintervalle einzeln
aufgetragen. Die ,Phasen-Antwort-Plots“, ‘die man auf diese Weise erhilt, enthalten
sehr viel mehr Information als Mittelwertkurven, '

In den Phasen-Antwort-Plots fiir Attractant-Reize, Abb. 1.4, treten zwei ,Popu-
lationen® von MeBwerten auf. Attractant-Antworten (obere Population) sind durch
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Abb. 1.4: Phasen-Antwort-Plots
fiir Attractant-Reize [20]: zu 392
Delays im Abstand von 25 ms
wurden jeweils 3 Schwimminter-
valle gemessen. Die Gerade (v =
lotim) trennt Intervalle, bei de-
nen das Umkehrereignis vor (un-
terhalb) bzw. nach dem Reiz (ober-
halb) auftrat. Stufenférmige Att.-
Reize durch Ausschalten von 370
nm Reizlicht der Intensitdt I =
2.4 x 102 hymm~2"! (a) I =
1.2 x 10¥hymm~2%s~! (b); Hin-
tergrundlicht: weif, 2504 Wmm™2;
Bakterienstamm: Flx3.
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Abb. 1.5: Phasen-Antwort-Plots
fiir Repellent-Reize [20): zu 392
Delays im Abstand von 25 ms
wurden jewells 3 Schwimminter-
valle gemessen. Die Gerade (7 =
tstim) trennt Intervalle, bei de-
nen das Umkehrereignis vor {un-
terhalb) bzw. nach dem Reiz {ober-
halb) auftrat. Stufenférmige Rep.-
Reize durch Einschalten von 370
nm Reizlicht der Intensitit J =
2.4 x 102 hymm~2%7! (a), T =
6.0 x 102 hymm~?s~1 (b); Hin-
tergrundlicht: weifl, 250pWmm~%;
Bakterienstamm: Flx3.
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eine deutliche Liicke von den iibrigen MeBwerten getrennt. Die untere Population setzt
sich sowoh! aus Spontanintervallen als auch aus Intervallen zusammen, bei denen die
Umkehr erst nach dem Reiz erfolgte (MeBwerte unter- und oberhalb der eingezeich-
neten Geraden). Offenbar fiihrt ein Attractant-Reiz nicht in jedem Fall zu einer Un-
terdriickung des auf ihn folgenden Umkehrereignisses. Unabhéngig vom Zeitpunkt des
Reizes gilt dies fiir eine Zeitdifferenz von etwa 2 s zwischen Reiz und nachfolgender Um-
kehr. Erst dann sind Attractant-Antworten mdglich, deren Effektivitat umso grofler ist,
je stirker der Reiz ist (vgl. Abb. 1.4a und b). Fine lineare Regression dieser Antworten
liefert eine Regressionsgerade mit der Steigung m = 1 [20}. Antworten auf Atiractant-
Reize zeigen also keine Phasenabhingigkeit.

Bei Repellent-Reizen, Abb. 1.5, wird ebenfalls beobachtet, daff Intervalle, die sich
von Spontanintervallen nicht signifikant unterscheiden, bis etwa 2 s nach einem Reiz
auftreten konnen. Danach wird fiir £yim = 2 s innerhalb kurzer Zeit ein Umbkehrereig-
nis induziert (Repellent-Antwort). Fir fym <2 s miBt man dagegen hiufig lange
Schwimmintervalle. Diese Ergebnisse sind in sehr guter Ubereinstimmung mit den
Mittelwertkurven fiir Repellent-Reize in [6] und [19]. Abgesehen von der Anfangs-
phase (,Refraktirzeit®, [6]) zeigen anch die Antworten auf Repellent-Reize keine Pha-
senabhingigkeit.

Das Auftreten einer Refraktirzeit fiir Repellent-Reize darf nicht so verstanden wer-
den, daff die Bakterien wihrend dieser Zeit Reize iiberhaupt nicht registrieren. Dies
zeigt sich zum einen darin, daB auch in der Refraktirzeit gleichzeitig oder kurz hinter-
einander gegebene Attractant- und Repellent-Reize verrechnet werden [21]. Zum ande-
rem wird in den Phasen-Antwort-Plots fiir starke Lichtreize eine Struktur in der Re-
fraktirzeit deutlich (Abb. 1.5b). Von induzierten Umkehrereignissen (Rep.- Antworten)
durch eine Liicke abgegrenzt, gibt es eine zweite Population von Ereignissen. Eine
genauere Analyse zeigt, daff die Linge dieser Schwimmintervalle gleich der Lange ei-
nes induzierten Intervalls plus der Linge eines auf eine Repellent-Antwort folgenden
Intervalls ist [20] (Intervall 0 + Intervall 1 in Abb. 1.2). Dieser Effekt kann so inter-
pretiert werden, daff Prozesse, die normalerweise ein Umkehrereignis verursachen, auch
wiahrend der Refraktirzeit durch Repellent-Reize beschleunigt werden, ohne jedoch in
jedem Fall ein Ereignis auszulésen. Beobachtet wird in diesem Fall erst das auf ein
solches, virtuelles Ereignis folgende Umbkehrereignis. Die Refraktérzeit kann durch das
Auftreten von , Aussetzern® erkldrt werden.

Antwort auf periodische Lichtreize .

Halobakterien zeigen ein rhythmisches Schwimmverhalten mit einer bevorzugten Um-
kehrfrequenz. Es liegt nahe, dies als oszillatorisches Verhalten zu interpretieren und
die Frage zu stellen, ob bei einer periodischen Stimulierung der Bakterien &hnliche Ef-
fekte auftreten wie bei anderen (nichtlinearen) Oszillatoren; z.B. Entrainment (Mode-
locking), d.h. eine Phasenkopplung zwischen dem periodischen Reiz und dem Schwimm-
thythmus. Experimente dieser Art wurden von Schimz und Hildebrand mit stufenférmi-
gen Lichtreizen [22, 23] und von Lucia et al. mit sinusformigen Lichtreizen durchgefiihrt
[24, 25]. Dabei ist zu beachten, daB eine periodische Zu- und Abnahme der Reizlichtin-
tensitat eine alternierende Folge von Repellent- und Attractant-Reizen bedeutet. Die
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Reize l6schen sich jedoch nicht gegenseitig aus [21]. Bei den Experimenten wurden
méglichst viele aufeinanderfolgende Schwimmintervalle eines einzelnen Bakteriums ge-

messen. Man erhilt so eine Folge von Intervallen, my,72,. .., Th, Tut1,. . .. Hinweise auf
Korrelationen zwischen unmittelbar aufeinanderfolgenden Schwimmintervallen kénnen
in einfacher Weise durch Auftragung von 7,41 gegen 7,,, n = 1, 2,.. ., gewonnen werden

(,Next-period-Plots*).

Die Intervallsequenzen und Next-period-Plots in Abb. 1.6 sind Ergebnis von Expe-
rimenten it periodischen UV-Lichtpulsen vonr 1.5 s Lange, wobei die Periodenlange
der Stimulierung durch den Abstand der Pulse variiert wurde [23]. Periodische Licht-
reize fithren zu einem Entrainment der Schwimmintervalle (die Umkehrirequenz der
Bakterien pafBit sich der Reizfrequenz an), verbunden mit einer deutlichen Reduktion
der Strevung (Abb. 1.6 a'h’). Bei zunehmender Reizfrequenz taucht in den Next-
- period-Plots eine zunehmende Anzahl von Flecken bei ganzzahligen Vielfachen der
* Reizfrequenz auf (Abb. 1.6c’—e’). Dies entspricht einer Aufspaltung des Maximums der
Spontanintervallverteilung in mehrere iquidistante Maxima (Abb. 1.7 zeigt eine Bei-
spiel flir sinusférmige Lichtreize.). Fir hohe Reizfrequenzen verschiebt sich das Haupt-
maximum der Verteilung von der einfachen zur doppelten Reizperiode {(Abb. 1.6f°).
Bei einer noch héheren Reizfrequenz 16st sich das Punktmuster auf, und es entstehen
komplexere Strukturen (Abb. 1.6g’).

Das Entrainment und die Enstehung von Intervallverteilungen mit mehreren aqui-
distanten Maxima sind gut reproduzierbar und auch fiir Antworten auf sinusfGrmige
Lichtreize charakteristisch [25]. Details hingen jedoch stark von den Reizbedingungen
ab (vgl. Abb. 1.6a—g und h-o). Dies betrifft z.B. die teilweise beobachteten, deutlichen
Korrelationen zwischen aufeinanderfolgenden Intervallen {(Abb. 1.6d) und das Auftre-
ten komplexerer Strukturen in den Next-period-Plots. Ahnliche Effekte wie bei periodi-
schen Lichtreizen wurden auch bei Antworten auf zeitliche Lichtgradienten gemessen
[26]. In beiden Fillen wurde als Erkldrung vorgeschlagen, daB das System eine Folge
von Bifurkationen durchliuft, eventuell mit dem Ubergang zu chaotischer Bewegung
[23, 26].
~ Bei sinusférmigen Lichtreizen wurde von Lucia et al. auch gemessen, bei welcher
- Phase der Stimulierung Umbkehrereignisse auftreten [24, 25]. Findet zum Zeitpunkt ¢*

‘ein Umkehrereignis statt, ist die zugehorige Phase ¢ des Reizes

2wt
(") = ( ”,} +90) mod 27, (1.1)
wobei T' die Reizperiode ist. Eine typische, unimodale Verteilung fir 6 ist in Abb.
1.7b gezeigt. Lucia et al. haben Phasenverteilungen fiir verschiedenen Reizperioden
bestimmt und zwischen der Maximumstelle der Verteilung, @,,,., und der Reizperiode
den Zusammenhang

0,0r ~ T 1 (1.2)

gefunden (Abb. 1.7). Dies bedeutet, daf Umkehrereignisse bevorzugt mit einer festen
Verzégerung Af nach dem Zeitpunkt, zu dem # = 0 ist, auftreten. Geht man davon
aus, daB die maximale, positive Anderung der Lichtintensitit bei § = 0 der effek-
tive Repellent-Reiz ist, konnte diese Verzogerung At dieselbe Ursache haben wie das
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F1G. 1. (a—0) Length of successive swimming intervals of Halo-

bacterium during periodic stimulation. (a’'—¢’) **Next-period plots,”
length of interval,.; vs. interval, in s. Stimulation frequency in Hz
is given in the left panels, and the total number of intervals/number
of cells is given in the respective right panels. The sequences in a—o
are part of the respective total number of intervals plotted in a'—0".

Stimnuli were 1.5-s iasting pulses of UV iight (A = 370 nm).
rate was [ = 7.5 x 10'? photons-mm ™~ %57}

Fluence
in b-gand 4X [ i1 k-0, A

single pulse of this kind resulis in a shortened swimming interval.
Background light was A > 530 am, 44 pWmm™2.

Abb. 1.6; Antwort auf periodische Lichtreize [23]: Dargestellt ist jeweils eine Sequenz aufein-
anderfolgender Schwimmintervalle (7, gegen n) und der zugehdrige Next-period-Plot (7,41
gegen T) fiir unterschiedliche Stimulierungsfrequenzen und Reizlichtintensitdten (sieche Ori-
ginalbildunterschrift). Bakterienstamm: WS (,,wildtype® strain).
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FIGURE 2 Interval histogram (a). and cvcie histogram (b) of reversals
recorded during sinusotdal stimulation. The zero phase corresponds 1¢
the maximum positive slope of the stimulus, as shown in (¢). Stimulus
pericd: 12 s: number of cycles: 308; number of reversals: 196.
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FIGURE+ Phase of peak in the cvcle histogram versus stimulus
period. The continuous curve is obtained by assuming a constant delay
of 3.5 s of the reversals from phase 0. where reversals occur for very
slow stimuli. Data from different cells.

Abb. 1.7: Linkes Bild [25]: Hiufigkeitsverteilungen der Linge von Schwimmintervallen bei
sinusformigen Lichtreizen (a), der Phase @ des Lichtreizes, bei der die Umkehrereignisse auf-
treten (b), und die Phasenlage des Reizes (¢). Periode T der Stimulierung: 12 s. Rechtes Bild
{25]: Abhingigkeit der Phase des Lichtreizes, bei der bevorzugt Umkehrereignisse auftreten
(Maximum der jeweiligen Phasenverteilung), von der Periode des Reizes. Die durchgezo-
gene Kurve ist # = (2r/T)Af mit At = 3.5 s. Reizlicht: 400 nm mit maximaler Intensitit
Inaz = 6.0 x:10'% hy mm~2s~1; Bakterienstamm: Fix 15 (entspricht etwa Flx3). o
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Auftreten von Intervallen nach einem einzelnen Repellent-Reiz, die sich von Spon-
tanintervallen nicht signifikant unterscheiden (vgl. Abb. 1.5). Der Effekt stimmt auch
grofenordnungsmiBig etwa fiberein (At = 3.5 s im Vergleich zu 2 s), falls Reaktio-
nen auf stufenférmige und kontinuierliche Anderungen der Lichtintensitat {iberhaupt
in dieser Weise verglichen werden kdnnen.

Behandlung der Bakterien mit IBMX

IBMX? ist eine Substanz, die in eukaryotischen Zellen Phosphodiesterasen hemmt {27]
und somit z.B. den cGMP-Spiegel in der Zelle erhéht. Gibt man einer Suspension von
Halobakterien IBMX in unterschiedlichen Konzentrationen bei, fithrt das auf eine dhn-
liche Folge von Next-period-Plots wie bei der Stimulierung mit periodischen Reizen
(Abb. 1.8, [23]): Reduktion der Streuung der Schwimmintervalle bei niedrigen Konzen-
trationen von IBMX (Abb. 1.8a’,b"); Verschiebung der Schwimmintervalle zu niedrige-
ren Werten und Enstehung von Punktmustern bei Erh6hung der IBMX-Konzentration
(Abb. 1.8¢’,d’); und schlieflich Aufiésung des Musters in eine komplexere Struktur
(Abb. 1.8¢’). Diese Messungen zeigen auch, da die Wirkung von IBMX iiber viele
Schwimmintervalle anhilt. Es erfolgt keine Adaptation.

1.1.2 Mikroskopische Mechanismen

Uber die biochemischen Mechanismen der Signaltransduktion in Halobakterien ist zur
Zeit nur wenig bekannt, und es ergibt sich bis jetzt kein geschlossenes Bild. Einige

Aspekte scllen hier stichpunktartig genannt werden:

e Fine Anderung des Membranpotentials infolge einer Aktivierung der sensorischen
Rhodopsine ist wahrscheinlich an der Signaltransduktion unbeteiligt [28]. Man
muf} stattdessen davon ausgehen, da8 die Transduktion {iber eine intrazellulire
Signalkette passiert, bei der mdglicherweise cGMP und Ca®* eine Rolle spielen
[29].

¢ Fumarat oder ein fumaratihnliches Molekiil ist fiir Schaltvorginge des Geifielmo-
tors notwendig [30, 31].

e Durch Verhaltensexperimente wurde nachgewiesen, dafl Halobakterien Lichtreize
unterschiedlichen Vorzeichens sowie Licht- und chemische Reize miteinander ver-

rechnen [9, 21].

e ‘Wie bel Eubakterien, beobachtet man auch bei Halobakterien eine reizabhingige
- Methylierung und Demethylerung von Proteinen [32-35]. Die Methylierungspro-
" zesse werden dabei durch bereits miteinander verrechnete Reize reguliert [36]. Sie
spielen sehr wahrscheinlich bei der Adaptation eine wichtige Rolle.

..e In Zusammenhang mit den beiden letzten Punkte wird angenommen, daf die
Signale von den verschiedenen Rezeptoren zusammenkommen bevor der Schalt-
vorgang des GeiBlelmotors beeinfluit wird [21, 36]. Gestiitzt wird diese Annahme
auch durch die obige Interpretation der Refraktérzeit fiir Repellent-Reize.

. *IBMX: 3-isobutyl-1-methylxanthine.
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Abb. 1.8: Lange aufeinanderfolgender Schwimmintervalle bei verschiedenen Konzentrationen
von IBMX ohne periodische Stimuherung {23] Darstellung der Daten, Hmtergrundhcht und
Baktenenstamm w;e 111 Abb 1 6
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Figure 5: Schematic drawing to explain regulation by an oscillator. The heavy line, which
is derived from the time-dependent change in responsiveness to attractant stim-
uli (cf. Fig. 4), represents the shape of self-sustained oscillation and is regarded
as the concentration of a “regulator substance® in the absence of stimuli. The
dotted line and the light line illustrate the hypothetical change of the regulator
level after a repellent or an attractant stimulus. R = spontaneous reversal; R,

= reversal afier a repellent; Ry = reversal after an attractant stimulus; R =
next spontaneous reversal after R;; R)' = next spontanecus reversal after R,.

Abb. 1.9: Die Oszillatorhypothese von Schimz und Hildebrand (aus [7}).

Zur Regulation des Schaltvorgangs des Geiflelmotors existieren in der Literatur drei Hy-
pothesen [6, 11, 18], von denen bisher keine experimentell belegt oder widerlegt werden
konnte. Zwei dieser Mechanismen sind Ausgangspunkte fiir die in dieser Arbeit formu-
lierten Modellansitze zum Verstindnis des Schwimmverhaltens von Halobakterien®.
Sie gehen beide von einer parametrischen Einkopplung von Reizen aus. Es wird ange-
nominen (siehe oben), daB Rezeption, Verrechnung und Adaptation auf der einen Seite

und die Regulation des Schaltvorgangs auf der anderen Seite getrennte Vorginge sind.

A. Schimz und E. Hildebrand (1985)

Schimz und Hildebrand postulieren die Existenz eines intrazellularen, biochemischen
Oszillators zur Regulation des Schaltvorgangs [6]. Dabei wird immer dann ein Umkehr-
ereignis ausgeldst, wenn die Konzentration y einer oszillierenden Substanz Y eine kri-
tische Schwelle ¢..;; iberschreitet (Abb. 1.9). Lichtreize bewirken eine voriibergehende
Beschleunigung oder Verlangsamung der Oszillation und damit die Verlingerung oder
Verkiirzung von Schwimmintervallen.

Die Befunde und Interpretationen, die urspriinglich zur Formulierung dieser Hypo-
these fithrten, konnten nach neueren Untersuchungen [20] nicht bestédtigt werden. Der
Oszillatoransatz ist jedoch nach wie vor naheliegend zur Erklirung des rhythmischen
‘Schwimmverhaltens der Bakterien.

3Die Hypothesen von Marwan und Oesterhelt [11] und McCain et al. [19] beruhen auf derselben
- Idee Ich foIge in dlesel‘ Arbeit dem priziser formulierten Ansatz. '
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D. A. McCain, L. A. Amici und J. L. Spudich (1987)

McCain et al. nehmen an, dall der ,Schalter des Geiflelmotors in drei Zustinden
vorkommen kanmn, die mit unterschiedlicher Wahrscheinlichkeit ein Umbkehrereignis
auslosen konnen [19]. Ausgehend von der exponentiell abfallenden Flanke der Spon-
tanintervallverteilungen, ist der geschwindigkeitsbestimmende Schritt der Ubergang
zwischen einem ,non-reversing state“ N und einem ,reversing state® R, der mit ei-
ner konstanten Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit passiert. Befindet sich der
Schalter im Zustand R, wird ein Umkehrereignis ausgelést. Danach wechselt der Schal-
ter {iber einen inaktiven Zwischenzustand I wieder in den Zustand N. Der Zwischen-
zustand wurde eingefithrt, um die geringe Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten kurzer
Schwimmintervalle zu erkliren. Fiir den Ubergang zwischen den Zustinden CW und
CCW bzw. CCW und CW des GeiBelmotors* ergibt sich damit das folgende Schema:

- — [I/CW|— [N/CW] — [R/CW ]| — [I/CCW] — --- . (1.3)

Lichtreize verindern in diesem Modell transient die Ubergangsrate zwischen den
Zustinden N und R.

1.2 Vorbemerkungen zur Modellbildung

In dieser Arbeit sollen mit theoretischen Methoden Antworten auf die folgenden Fra-
gen gefunden werden: Wie kann die charakteristische Struktur der Verteilung spontaner
Schwimmintervalle verstanden werden? Wie lassen sich die Strukturen in den Phasen-
Antwort-Plots fiir einzelne Lichtreize erkliren? Wie kommen die in den Experimenten
mit periodischen Lichtreizen oder IBMX beobachteten, zeitlichen Strukturen zustande?
Den grofiten Teil der Arbeit nimmt dabei die Oszillatorhypothese ein. Bevor jedoch die
Modelle im einzelnen dargestellt werden, miissen einige grundsitzliche Bemerkungen
gemacht werden, die die Aussagefiahigkeit solcher Modelle und die verwendeten physi-
kalischen Konzepte betreffen.

1.2.1 Awussagefihigkeit der Modelle

Uber die Signaltransduktion in Halobakterien ist zur Zeit so wenig bekannt, so dafl
die biochemischen Grundlagen fiir ein ,realistisches* Modell fehlen. Ausgangspunkte
fir die Modellbildung sind daher die im vorigen Abschnitt zitierten Hypothesen zu
mdglichen mikroskopischen Mechanismen der Signaltransduktion. Es sollen einfache
Ansédtze formuliert werden, die (bio)chemischen Prinzipien nicht widersprechen, aber
auch auf biochemische Spekulationen verzichten. Auf diese Weise hat man die Moglich-
keit, die Eignung verschiedener Konzepte zur Erklirung des Schwimmverhaltens von
Halobakterien zu untersuchen, kann jedoch nicht erwarten, die physiologischen Messun-
gen auch quantitativ zu beschreiben. Wegen der mangelnden Kenntnis der Signalkette

ist der Versuch einer quantitativen Beschreibung auch nicht sinnvoll, da Variablen des

*Gangiger Praxis folgend, wird im weiteren der Zustand, in dem die GeiBeln im bzw. gegen den
Uhrzeigersinn rotieren, mit CW (clockwise} bzw. CCW (counterclockwise) bezeichnet.
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Modells mit Substanzen, die tatsichlich eine Rolle bei der Signaltransduktion spielen,
nicht identifiziert werden kénnen und damit auch experimentelle Werte fir Modellpa-

rameter fehlen.

1.2.2 Physikalische Konzepte

In einem Modell in Anlehnung an den von Schimz und Hildebrand vorgeschlagenen
Oszillatormechanismus [6] wird die Dynamik eines chemischen Reaktionssystems be-
trachtet. Die geringe Gréfle der Halobakterien hat dabei zwei Konsequenzen fiir die
Wahb] der physikalischen Konzepte zur Beschreibung der ablaufenden Prozesse.

Fluktuationen der Teilchenzahl: Sei n die typische Anzahl der Teilchen einer Sub-
stanz, die an dem Reaktionssystem beteiligt ist. Fiir die Frage, ob zur Beschreibung
der Dynamik des Systems ein deterministischer oder stochastischer Ansatz angemessen
ist, ist die Grofe der relativen Fluktuationen von n entscheidend. Van Kampens Ent-
wicklung der Master-Gleichung nach der Systemgréfe ([37}, Kap. IX) zeigt, daf diese
proportional zu 1/4/n sind.

Da wir an der Dynamik von Vorgéngen auf zellulérer Ebene interessiert sind, ist das
relevante Systemvolumen von der Gréfenordnung des Volumens von Halobakterien.
Dies betrigt etwa lpm® = 107'%] [38]. Mit einer Konzentration von typischerweise
pmol/l fir Substanzen mit Kontroll- oder Triggerfunktion in sensorischen Systemen
188t sich die Teilchenzahl einer einzelnen Substanz durch 102-10° abschitzen und damit
die Gr88e der relativen Fluktuationen durch etwa 107%. Diese Abschitzung paBt z.B. zu
Messungen voen Marwan et al., die die Anzahl freier Fumarat-Molekiile® pro Zelle mit
~ 50 angeben [30]. Fluktuationen der Teilchenzahl kénnen daher nicht vernachléssigt
werden und sind ein wesentlicher Bestandteil der Dynamik des Systems.

Zeitskala der Diffusion: Die Zeit ¢, die ein Teilchen bendtigt, um eine Strecke z
durch Diffusion zuriickzulegen, kann mit Hilfe der Einstein-Relation

{(z*) = 2Dt (1.4)

fir das mittlere Verschiebungsquadrat bei einer eindimesionalen Brownschen Bewegung

(siehe z.B. [39), Kap. 1) abgeschitzt werden.

Die Diffusionskonstante D ist fiir Jonen oder kleine Molekiile in wassriger Losung
von der GréBenordnung 5- 10~%cm?/s [40]. Damit ergibt sich mit (2%} ~ ()? & 25um?
(Linge von Halobakterien & 5um [38]) als Zeitskala, auf der die Diffusion in Halobak-
terien stattfindet, ¢ &~ 10~2s. Die fiir das Schwimmverhalten relevante Zeitskala liegt
jedoch im Sekundenbereich, so dafl die Diffusion hier kein geschwindigkeitsbestimmen-

der Faktor sein kann.

Dem von McCain et al. vorgeschlagenen Mechanismus [19] liegt die Vorstellung zu-
-grunde, dafl zwischen zwei Umkehrereignissen eine definierte Folge weniger Zusténde

© “SFumarat oder ein fumaratihnliches Molekiil ist fiir Schaltvorginge des GeiBelmotors notwendig

. [30, 31]. .
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durchlaufen wird. Er beinhaltet schon von der Idee her Fluktuationen der Verweildauer
in den einzelnen Zustdnden.

Die Konsequenz dieser Uberlegungen ist, da bei beiden Ansitzen die zeitliche
Entwicklung des Systems als stochastischer Proze$ aufzufassen ist. Dabei kann im Fall
des Oszillatormechanismus riumliche Homogenitit angenommen werden.

Schwimmintervallverteilungen als First-passage-time-Verteilungen

Die experimentell zugingliche und fiir Modellbetrachtungen interessante MefigréBe ist
die Zeit, die zwischen zwei Umkehrereignissen, charakterisiert durch eine Anderung der
GeiBeldrehrichtung, vergeht. Im Rahmen stochastischer Prozesse konnen dann Vertei-
lungen von Schwimmintervallen® als First-passage-time- Verteilungen (fpt-Verteilungen)
fiir die Uberginge CW — CCW und CCW — CW aufgefaBt werden. Da sich die
Verteilungen fiir beide Ubergange experimentell nicht unterscheiden, werden diese als
symmetrisch angenommen. CW und CCW kénnen also in dieser Arbeit immer gegen-
einander ausgetauscht werden.

Bezeichnen wir, ausgehend von CW(CCW) zur Zeit ¢ = 0, mit 7 die Zeit, zu der
der Zustand CCW(CW) zum ersten Mal erreicht wird, so ist die fpt-Verteilung p.(t)

durch .
/ p-(t)dt' = W{r <t} (1.5)

definiert?. Kurz gefafit sieht das Programm fiir die folgenden Kapitel dann so aus, in
geeigneter Weise Zustinde CW und CCW auf Modellebene zu definieren und p, () ent-
weder direkt oder durch Betrachtung vieler Realisationen des stochastischen Prozesses
zu berechnen. Dabei entspricht im letzteren Fall das Vorgehen genau dem experimen-

tellen.

$Darmit sind sowoh! Hiufigkeitsverteilungen als auch Next-period-Plots und Phasen-Antwort-Plots

‘gemeint.
- TW{A4) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A.




Kapitel 2

as Zwei-Zustands-M

Das Zwei-Zustands-Modell ist ein phinomenologisches Modell fiir das Schwimmverhal-
ten von Halobakterien, das zunichst keine Annahmen tiber einen mikroskopischen Me-
chanismus macht. Es betrachtet zufallige Uberginge zwischen den Zustinden CW und
CCW und entspricht insofern dem McCain et al. vorgeschlagenen Mechanismus {19},
ohne jedoch einen Zwischenzustand einzufithren. Die Annahme, dafl das Schwimmver-
halten von Halobakterien durch First-passage-time-Verteilungen beschrieben werden
kann, wird durch Einfiihrung einer zeitabhéngigen Ubergangswahrscheinlichkeit zwi-
schen den Zustinden CW und CCW in eine quivalente Form gebracht, die auf einfache
Weise eine Beschreibung des Verhaltens der Bakterien bei Lichtreizen erlaubt.

2.1 Allgemeines Konzept

Das Zwei-Zustands-Modell besteht lediglich aus einer einzigen ,,Reaktion®, bei der die
gesamte Information iiber das System phinomenologisch in der ,Reaktionsrate® zu-
sammengefaft wird:

w(a)

CW = CCW (2.1)

mit der Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit w(a), wobel a das ,Alter” des
jeweils besetzten Zustands ist. w(a) soll den experimentellen Ergebnissen gemi$ fiir
Hin- und Riickreaktion gleich sein. Es wird so interpretiert, daB, fiir ein kleines A,
w(t)At die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang im Zeitintervall [t,¢ 4 At] ist, falls
der vorherige Ubergang bei ¢ = 0 erfolgte (in diesem Fall gilt a = 1).

Die zeitliche Entwicklung des Systems wird durch einen nicht-Markoffschen stocha-
stischen ProzeB beschrieben, da die Ubergangswahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt ¢ von
der gesamten Vorgeschichte des Systems abhiingig ist. Eine Beschreibung ist z.B. durch
eine altersabhingige Master-Gleichung méglich [41]. Wir brauchen jedoch im folgenden
nicht auf diesen Ansatz zuruckzugrelfen da zur Bestlmmung von Ipt- Vertezlungen nur
_ein. emz;ger Ubergang betrachtet wird.

18
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2.1.1 Die First-passage-time-Verteilung

Um bei der Berechnung von fpt-Verteilungen sicherzustellen, dal man nur Zeiten
beriicksichtigt, bei denen der Zielzustand zum ersten Mal erreicht wird, wird dieser
absorbierend gemacht. D.h., man 148t nur Uberginge zu, die in ihn hinein, aber nicht
aus ihm heraus fithren. Gleichung (2.1) wird deswegen durch

cw 29 cow (2.2)

ersetzt. Startet man zur Zeit ¢ = 0 im Zustand CW, ist sein Alter a mit ¢ identisch.
Die zeitliche Entwicklung kann dann durch eine gewdhnliche Master-Gleichung fiir die
Wahrscheinlichkeit pey(t) bzw. pecw(t), zur Zeit ¢ > 0 den Zustand CW bzw. CCW zu

finden, beschrieben werden® [37]:

Z:"cw = "w(t)pcw (23-&)
Peew = w(t)pew (2.3-b)
Pen(0) = 1 (2.3-¢)
pecw(0) = 0 (2.3-d)

Dieses Gleichungssystem wird durch
:
Dew(t) = exp {-—f w(t')dt'} , Peew (t) = 1 — Pew(2) (2.4)
0

gelost.
Da der Zustand CCW absorbierend ist, gilt fiir die Verteilung p(¢) der First-passage-

time 7

¢
j/ p()dt = W{r <t} = peco(t) . (2.5)
o ' :
Fiir ein kleines Zeitintervall At ist deswegen
POt =W{t <7 <t + At} = peew(t + Al) — Pecn(2) (2.6)

und im Limes Af — 0

(1) = Peew - (2.7)
Mit den Gleichungen (2.3-b) und (2.4) erhalten wir damit als fpt-Verteilung fiir den
Ubergang CW — CCW

p(t) = w(t) exp {— /2 tw(t’)dt’} . (2.8)

Diese Beziehung ist umkehrbar. Die Differentiation nach ¢ fithrt auf eine Bernoullische
Differentialgleichung fiir w(¢), die durch eine einfache Substitution 1dsbar 1st [42] Mit

der Norrmerungsbedmgung fo p(t)di = 1 ergibt sich

__ A e
w(t) = l—fo (#)dt' S (2'-9-)-

IDie Master-Gleichung in allgemeinerer Form, siehe Gl. (3.6), S. 35.
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1.0 - | | i
f(t)
0.5 F 7
0.0 B
1 | a Abb. 2.1: f(1) fir A = 10
0 10 20 30 ¢ 40 und n = 4.

Zu jeder Verteilung p(), d.h. zu jeder Schwimmintervallverteilung, 148t sich also im
Prinzip ein w(t) finden, so daf (2.1) einen ProzeB mit der ,richtigen® Schwimminter-
vallverteilung darstellt. In diesem Sinn sind die Aussagen, dafl das Schwimmverhalien
von Halobakterien durch eine fpt-Verteilung p{¢) oder, im Rahmen des Zwei-Zustands-
Modells, durch eine zeitabhingige Ubergangswahrscheinlichkeit w(t) beschreibbar ist,
Aquivalent. Dieser Ansatz gestatiet also insbesondere keine Aussagen dariiber, wie
Spontanintervallverteilungen der Form in Abb. 1.1 zustandekommen. Diese werden
im folgenden als gegeben vorausgesetzt. Durch den Beschreibungswechsel von einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einer Ubergangswahrscheinlichkeit hat man jedoch
die Maglichkeit, die Wirkung von Lichtreizen zu untersuchen, wenn man annimmt, daf}
diese letztendlich eine Veranderung von Reaktionsraten bzw. -wahrscheinlichkeiten ver-
ursachen. Diese Annahme ist plausibel und wurde auch von McCain et al. gemacht [19].

2.2 Simulation des Schwimmverhaltens

Zur Simulation des Schwimmverhaltens der Bakterien miissen wir einen Ansatz fiir
die Funktion w(¢) machen?. Bei einer Spontanintervallverteilung, die fiir kleine Zeiten
verschwindet und fiir groBe Zeiten exponentiell abfallt (Abb. 1.1a), muB gelten w(0) = 0
und w(t) = const. fiir t — co. Diese Bedingungen werden z.B. durch den Ansatz

wl(t) =kf(t), £#>0 (2.10-a)
" N
= 2.10-
JO) = o7 m€ (2.10-b)
erfilllt. f(t) ist streng monoton wachsend, mit einem Wendepunkt bei { = A fiir

n > 1, und es gilt 0 < f(¢) < 1 (Abb. 2.1). Unter Beriicksichtigung dieser Ubergangs-
wahrscheinlichkeit werden in den folgenden Simulationen die Zeitpunkte, zu denen ein
Sprung zwischen CW und CCW stattfindet, zufallig bestimmt. Die Simulation liefert
also, wie das Experiment, einzelne Schwimmzeiten. Die verwendeten Simulationsalgo-
rithmen sind in Anhang C beschrieben.

o -2Eine experimentell bestimmte Ubergangswahrscheinlichkeit ist in [43] gezeigt.
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Abb. 2.2: Spontanintervaliverteilung fiir die Standardparameter. (a): relative Hiufigkeitsver-
- teilung p(r) fiir insgesamt Ny, = 1500 Schwimmintervalle. Das Histogramm ist Ergebnis
“einer Simulation von (2.2) unter Verwendung des Gillespie-Algorithmus. Die glatte Kurve
ist die exakte fpt-Verteilung (2.11). (b): Anzahl N von N, Intervallen, die linger als
sind. Die Punkte sind Ergebnis der Simulation. Die Gerade wurde zur Verdeutlichung des
exponentiellen Verlaufs der rechten Flanke der Verteilung von Hand eingezeichnet,

2.2.1 Die Spontanintervallverteilung

Spontanintervallverteilungen entsprechen im Zwei-Zustands-Modell definitionsgemiB
der fpt-Verteilung (2.8). Als Standardparameter fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit
w(t) werden wir in den folgenden Rechnungen A = 10, ¥ = 0.2 und n = 4 verwenden.
Diese sind so gewihlt, daB die Proportionen der resultierenden fpt-Verteilung etwa
denen der experimentellen Spontanintervallverteilung entsprechen (Abb. 2.2).

Nach der Festlegung von n kann das Integral in (2.8) durch Partlalbruchzerlegung
gelost werden, und man erha,it als fpt Vertellung

kA‘*—i—t‘* exp{ — kAF (t/A)} : (2.11-a)

=]

—
e

~—

: [7 s d
mit Flz) = J{ T s
= mm;@ In _____&:2+\/§m+1)
T8 2:2_-*-x/_§33+1_,
+ Zarctan(\/ﬁz_-_{- 1)+2 afctan(ﬁm'— 1)] o ..(.2.11_-.’0_)

Der Verlauf dieser Verteilung ist in Abb. 2.2a gezeigt. Von ihr ausgehend, wird in den
beiden néchsten Abschnitten die Wirkung von Lichtreizen untersucht.’ '

2.2.2 Antwort auf einzelne Lichtreize

Die Halobakterien adaptieren innerhalb eines Zeitraums, der etwa zwei Spontaninter-
vallen entspricht, an neue Lichtverhaltnisse (vgl. Kap. 1.1.1). Wir nehmen deshalb an,
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s(t)

0.5 F - Abb. 2.3: s(t) fiiroy = 0, =
3, wie es fiir die Simulatic-
nen verwendet wurde. Den
experimentellen Ergebnis-
sen gemdf erstreckt sich
0.0 | ' o s(t) etwa iiber die Dauer

von zwei Sponta.mnterva.l—

o . - 5 10 15 20
t len.

daB ein stufenférmiger Lichtreiz den zeitlichen Verlauf von w(t) transient verdndert.
Attractant-Reize, d.h. ein Schwimmintervall verlingernde Reize, milssen w(t) voriiber-
gehend erniedrigen, Repellent-Reize, d.h. ein Schwimmintervall verkiirzende Reize,
vorubergehend erhShen. Als Ansatz dazu wird in Gleichung (2.10- a) der Faktor k durch
einen zeitabhingigen Faktor kmm () ersetzt:

stlm t) - k [1 _#S(t)] ' . | . (212)
w(t) geht dann iber in
wstim(t, tstim.) = Rstim (t - tst:’m) f(t) 3 (2‘13)

wobei t., den Zeitpunkt bezeichnet, zu dem der Reiz gegeben wird, bezogen auf
das letzte Umkehrereignis, also ¢ = 0. Diese parametrische Einkopplung der Lichtreize
entspricht der Vorstellung, daB bei der Regulation der GeiBeldrehrichtung keine Riick-
wirkung auf in der Signalkette vorhergehende Schritte stattfindet (vgl. Kap. 1.1.2).

Die Funktion s(t) in Gleichung (2.12) ist als das intrazelluldre Signel zu interpretie-
ren, das durch einen Lichtreiz zum Zeitpunkt ¢ = 0 erzeugt wird. Wir machen hierfiir
den phidnomenologischen Ansatz

(i)_*’o fiir ¢<0
A= i Nexp(—oy/t —tfo,.) fiir t>0.

Als Normierungsfaktor wird A" = exp(2+/0i/0.) gewahlt, so daB 0 < s{t) < 1 ist,
mit s(/010,) = 1 (Abb. 2.3). Die beiden Parameter o; und o, erlauben eine Beein-
flussung des Anstiegs bzw. Abfalls von s(). Im weiteren Verlauf der Rechnungen wird
sich zeigen, daB zu einer befriedigenden Beschreibung der Attractant-Antworten bei
hoher Reizintensitat die Ubergangswahrscheinlichkeit iiber einen langeren Zeitraum
sehr kleine Werte annehmen muf. Dies kann mit dem obigen Ansatz fir s(t) dadurch
erreicht werden, dal man Gleichung (2.12) durch

boim(t) = max (0,6 L= ps()]) ~ (2.15)

ersetzt und g > 1-zulaBt. Abb. 2.4 zeigt typische Verldufe von w;in(t) nach Apphkatlon-
.emes Repellent -oder. Attractant Remes im Verglelch zum. spontanen Fa.ll e

(2.14)




24 KAPITEL 2. DAS ZWEIL-ZUSTANDS-MODELL

0.8 T (b)
0.4

p(%) ==
0.2 7] 5

t-Verteilung p(t) von taim. Gl. (2.8) wurde nach der Substitution

AP
von w(t) durch Wstim(t,tsim) unter Verwendung des Romberg-Verfahrens (siche z.B. [56})
numerisch -integriert. (a) Attractant-Reize mit u = 2, (b) Repellent-Reize mit g = —20.
Die ‘weiteren  Parameter sind die Standardwerte und o; = o, = 3. Der gezackte Verlauf .
der Verteilung, insbesondere in (b), ist ein Artefakt der _gering_en Auflssung in 2 und Zim-

Fe B OLLFRFARS M.

Richtung. Es wurden 50 x 30 Werte berechnet.
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Abb, 2.4: wen, (1) fir die
Standardparameter  mit
tstim = 5, 0y = o, = 3 und
u = 0 (spon), 2 (att), —20
(rep).

First-passage-time-Verteilungen

Zur Beschreibung der Phasenabhingigkeit der Antworten auf einzelne Lichtreize, wird
zu vorgegebenen Reizzeitpunkten ¢y, die fpt-Verteilung p(t) durch numerische Inte-
gration von (2.8) unter Verwendung von (2.13-2.15) berechnet. Fiir die in Abb. 2.4 ver-
wendeten Parameter erhdlt man die Verteilungen in Abb. 2.5. Da Umkehrereignisse zu
Zeiten ¢ > () betrachtet werden, in Analogie zu den Experimenten also auch Schwimmin-
tervalle 7 < {5, auftreten konnen, enthalten die Verteilungen Beitrige von sponfanen
Ereignissen (7 < t4m) und von durch den Reiz beeinflufitern Ereignissen (7 > tsiim)-
Die Verteilungen sind daher fiir 0 < t < t,um mit der Spontanintervallverteilung in
Abb. 2.2a identisch. Fiir ¢ > 54, fiihrt die reduzierte flbergangswahrscheinlichkeit bei
Attractant-Reizen zu einem Tal in der Verteilung, dessen Breite von ¢4, unabhingig
ist und durch den Abschnitt minimaler Ubergangswahrscheinlichkeit (in diesem Bei-
spiel wyum(t) = 0) bestimmt wird (Abb. 2.5a). Bei Repellent-Reizen werden durch die
stark erhShte Ubergangswahrscheinlichkeit Umkehrereignisse induziert, was ein schar-
fes Maximum in der Verteilung verursacht (Abb. 2.5b). Da angenommen wurde, dafl
die Ubergangswahrscheinlichkeit w(t) =k f(t) durch L1chtrelze multiplikativ verdndert
wird, ist dieser Eﬂekt fur kleme tmm klelner a.ls fur groﬁe L

Phasen-Antwort- Plots

Fir einen direkten Vergleich mlt den expemmenteﬂen Phasen Antwort-Plots (Abb. 1.4
und 1.5} ist die gleichartige Darstellung einer stochastischen Simulation des Ubergangs
von CW nach CCW geeigneter. Die Phasen-Antwort-Plots entsprechen einer Héhenli-
niendarstellung der fpt-Verteilungen. Eine hohe t’unktdlcm;e mdlzlert eine hohe Wahr-.
scheinlichkeit fiir das Auftreten eines Umkehrereignisses. 2 -

‘Das Vorgehen ist bei der Simulation dem experimentellen Vorgehen vollkommen -
analog (vgl. Abb. 1.3): zu vorgegebenem Zyin wird von ¢ = 0 ausgehend der Zeitpunkt B
7 des nichsten Umkehrereignisses zufillig bestimmt und als Funktion von #,,, aufge- -
tragen. Die Abb. 2.6 und 2.7 zeigen Ergebnisse solcher Simulationen fiir verschiedene
Reizparameter.

Die Attractant- Antworten lassen sich {iber den ganzen Bereich sehr gut reproduzie-
ren (Abb. 2.6). Wie bei den Experimenten kann man bei Ereignissen, fiir die 7 > f.4im

ist, die also nach dem Reiz aufireten (Punkte oberhalb der eingezeichneten Geraden),
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Abb. 2.6: Anworten auf Attractant-Reize: zu 500 Werten von ¢, wurden jeweils 3 Umkehs-
ereignisse zufdllig bestimmt (Simulation mit festem Zeitschritt At = 0.1). Fiir die eingezeich-
nete Gerade gilt ¢ = #4im. Parameter: p = 1 (a), g = 2 (b), 0y = o, = 3 und Standardwerte.
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Abb. 2.7: Anworten auf Repellent-Reize: 500 x 3 Umkehrereignisse wurden zufillig bestimmt
(Simulation mit festem Zeitschritt Af = 0.005 (a), 0.01 (b)). Parameter: o; = o, = 3 (a),
op = 6, 0, = 1(b), x = —20 und Standardwerte. Fiir die Parameter in {b) nimmt das
intrazellulire Signal s(t) etwa so schnell zu Wie fiir die in (a), hat jedoch nur die halbe

Lebensdauer.
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zwel Arten von Antworten unterscheiden:

(i) Antworten, die von Spontanintervallen nicht wesentlich verschieden sind. Dies
sind Punkte, die knapp oberhalb der Geraden ¢t = {4y, liegen. Ursache hierfiir ist die
kurze Zeitdifferenz zwischen Applikation des Reizes und einer wesentlichen Verminde-
rung der Ubergangswahrscheinlichkeit (Abb. 2.4 bzw. s(¢) in Abb. 2.3).

(ii) Fallt in diese kurze Verzogerungszeit kein Umkehrereignis, wird der Ubergang
von CW nach CCW transient unterdriickt, und man erhilt Attractant-Antworten. In
den Phasen-Antwort-Plots entsteht eine Liicke konstanter Breite, wie schon im Zu-
sammenhang mit der fpt-Verteilung diskutiert. Ein Vergleich von Abb. 2.6a und 2.6b
zeigh, dafl zur Beschreibung von Attractant- Antworten bei hohen Reizlicht-Intensitéten
(Abb. 1.4) wyim(t) Gber einen lingeren Zeitraum sehr klein sein muf.

Die Repellent- Antworten lassen sich mit dem Zwei-Zustands-Modell nur fiir grofie
i2im befriedigend beschreiben (Abb. 2.7). In f}bereinstimmung mit den Experimenten
(Abb. 1.5) treten auch hier zwei Arten von Antworten auf, was dieselbe Ursache wie
bei den Attractant-Antworten hat. Eine ausgeprigte Refraktirzeit fiir kleine t4 tritt
jedoch nicht auf. Zwar wird die Ubereinstimmung mit den Experimenten besser, wenn
man von einer kiirzeren Signallebensdauer ausgeht (Abb. 2.7b) — das Signal pa8it dann
fast vollstindig in den Bereich, in dem f(i) und damit auch das Produkt s(—tssim ) .f (%)
klein ist. Das Auftreten einer Liicke in den Phasen- Antwort-Plots (vgl. Abb. 1.5b) 1aBt
sich jedoch auch dann nicht simulieren.

2.2.3 Antwort auf periodische Lichtreize

Periodische Lichtreize entsprechen in diesem Modell einem periodischen &g (£), d.h.
kstim(t) = kstim(t + T) fiir alle ¢, (2.16)

mit der Periode T der Stimulierung. Interessant sind in diesem Zusammenhang die Ver-
tetlung und Korrelationen zwischen aufeinenderfolgenden Schwimmintervallen. Dabei
andert sich kg, () unabhingig davon, zu welchen Zeitpunkten Ubergﬁnge zwischen
CW und CCW erfolgen. In der Ubergangswahrscheinlichkeit wiyy, muB daher wieder
das Alter a des jeweils besetzten Zustands eingefiihrt werden. Gleichung (2.13) ist durch

wstim(t, a) = kstim(t)f(a) (217)

zu ersetzen, wobei a immer dann auf null gesetzt wird, wenn ein Umbkehrereignis aufge-

treten ist. Dles heit auBlerdem, daB Gielchung (2.8) fur die {pt-Verteilung nicht mehr
korrekt ist. Diese Diskussion soll jedoch bis Kap. 4.2 zuriickgestellt werden. In diesem
Abschnitt werden nur auf Simulationen betrachtet.

" Periodische Lichtreize bedeuten bei Halobakierien eine alternierende Applikation
von Repellent- und Attractant-Reizen (vgl. Kap. 1.1.1). In Analogie zu den Experi-
menten wird bei den Simulationen die Zeitdifferenz zwischen einem Repellent- und
dem nachfolgenden Attractant-Reiz, ,.,, konstant gehalten® Die Periode der Stimu-
lierung wird tber die Differenz zwischen einem Attractant- und dem nachfolgenden

- 3Fiir die Experimente in Abb. 1.8 ist #,.., = 1.5s.
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Abb. 2.8: Qualitativer Verlauf von k(%) fiir periodische Lichtreize. Die Bedeutung
der Parameter ist im Text erklirt.

Repellent-Reiz variiert. Als Ansatz fiir £,y wihlen wir

k. (t) — k (1 — Hr eXP(—k?t)) fiir nl + ‘5:' S t<nl ~+ trep + 611 (2 18)
T B(L— paexp(=kat)) fir T 41,46, <t < (n+1)T+6,, :

1

n=10,1,2,..., wobei sich die Indizes ¢ und r auf ,attractant* bzw. ,repelient“ beziehen.
In diesem Ansatz wurde der Stimulus s(¢) Gl. (2.14) durch explizite Einfiihrung einer
Verzogerung é zwischen Applikation und Beginn der Wirkung des Reizes zu

0 fir t<6
()= { exp(—ki(t — &)) fir £>6 (2.19)

¢ = @,r, vereinfacht und der Zeitnullpunkt so ‘gewahlt, da die Repellent-Reize zu
den Zeitpunkten ¢ = nT érfoigen. Der Effekt von 8, und é, kann ebensogut durch
eine Verschiebung des Zeitnullpunktes, ¢ = t —§,, und eine Verdnderung von %,
i“"rep = {,ep + 8, — 6., erreicht werden. Abb. 2.8 zeigt qualitativ den Verlauf von kym
iiber zwei Perioden.

Halobakterien verrechnen kurz aufeinanderfolgende Reize miteinander [21]. Dies

duflert sich z.B. darin, dal bei zwei Reizen unterschiedlichen Vorzeichens, in Abhangig-
keit von der Zeitdifferenz zwischen den Reizen, die Wirkung des zweiten Reizes durch
den vorhergehenden abgeschwicht wird. In den nachfolgenden Simulationen wird dieser
Effekt dadurch beriicksichtigt, dafi die Amplitude p, des Repellent-Signals mit zuneh-
mender Stimulierungsirequenz abnimmt (die Zeitdifferenz zwischen Attractant- und
Repellent-Reiz nimmt ab, die zwischen Repellent- und Attractant-Reiz bleibt hingegen

‘konstant gleich %,,). Die unterschiedlich starke Wirkung der Reize ist jedoch fiir das...
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Abb. 2.9: Antworten auf periodische Reize: Simulationen von Next-period-Plots fiir Spontan-
intervalle (2), T = 10 (b), 8 (¢), 6 (d), 4 (e) mit jeweils 500 Schwimmintervallen. Parameter:
trep = 15,80 =8, =3, ka =k, = 0.2, g = 1, gty = =35 (b), =30 {c), —25 (d), —20 (e) und
Standardwerte. Der ProzeB wurde mit festem Zeitschritt A = 0.01 simuliert.

18 T— 7 T - T

Abb. 2.10: Sequenz aufeinanderfolgender Schw1mmmtervalie Aufgetragen smd 100 Intervalle -
aus der Simula.tlon in Abb 2 9d ' - - R : e e
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folgende nicht wesentlich. Sie fiihrt zu einer anwachsenden Streuung der Schwimmin-
tervalle.

Ausgehend von der Spontanintervallverteilung in Abb. 2.2a ergeben Simulationen
des Prozesses die Foige von Next-period-Plots in Abb. 2.9. Wie bei den Experimenten
in Abb. 1.6 bewirken periodische Reize ein Entrainment zwischen Reiz- und Schwimm-
intervallen. Reize mit einer Periodenldnge T, die etwa gleich der hiufigsten Linge
eines Spontanintervalls ist, fiithren zu einer deutlichen Reduktion der Streuung der
Schwimmintervalle, wobei das Maximum der Verteilung bei T liegt. Mit zunehmender
Reizfrequenz erscheint in den Next-period-Plots eine zunehmende Anzahl dquidistanter
Flecken mit Schwerpunkten bei ganzzahligen Vielfachen der Reizperiode, die im foigen-
den durch (74, 7o41) = (v, vT), u,v = 1,2,... gekennzeichnet seien. Betrigt T etwas
weniger als die Halfte des hdufigsten Spontanintervalls, ist (27, 2T) der am stirksten
besetzte Fleck (Abb. 2.9¢). Es folgen nur noch sehr selten zwei kurze Schwimminter-
~ valle aufeinander. Dieser Effekt tritt in demselben Frequenzbereich auch experimentell
auf (Abb. 1.6f). Fiir noch hohere Reizfrequenzen verschiebt sich das Muster («T',vT)
zu grofleren Werten von » und v (nicht gezeigt).

Diese Ergebnisse lassen sich mit Hilfe der Phasen- Antwort-Plots fiir einzelne Licht-
reize leicht verstehen. Die Reduktion der Streuung und das Entrainment ergeben sich
aus dem Zusammenspiel aufeinanderfolgender Repellent- und Attractant-Reize:

e FErfolgt ein Umbkehrereignis kurz nach einem Repellent-Reiz, ist unmittelbar da-
nach die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines weiteren Ereignisses sehr

klein, da dann f(a) klein ist (Abb. 2.7).

e Der nachfolgende Attractant-Reiz unterdriickt das Umkehrereignis noch linger
(Abb. 2.6), so daB es mit groBer Wahrscheinlichkeit erst durch den nichsten

Repellent-Reiz induziert wird.

Fiir h&here Reizfrequenzen wird dabei die Abhangigkeit der Ubergangswahrscheinlich-
keit vom Alter des besetzten Zustands bedeutsam. Sie fithrt dazu, da8 durch einen
Repellent-Reiz immer hiufiger kein Ubergang induziert wird, da die Reize zu kurz auf-
einander folgen (Ereignisse im vorderen Teil des Phasen-Antwort-Plots Abb. 2.7). Als
Konsequenz treten in der Schwimmintervallverteilung mehrere dquidistante Maxima
aunf. -

Das Zwei-Zustands-Modell beschreibt also recht gut die Verdnderung der Schwimm-
intervallverteilungen bei periodischen Reizen: Reduktion der Streuung und Entrain-
ment; Entstehung weiterer Maxima in der Verteilung; Verschiebung des absoluten Ma-
XINUINS VO Tmez R 1 2U Timar & 27", Nicht reproduziert werden kann die in einigen
Experimenten beobachtete Korrelaiion zwischen aufeinanderfolgenden Schwimminter-
vallen, siehe zum Beispiel Abb. 1.6d,g. Bei den Simulationen folgen die Schwimminter-
valle eher regellos aufeinander (Abb. 2.10). Dieser Punkt kann in dieser Arbeit auch

nicht geklirt werden.
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2.3 Diskussion

Das Zwei-Zustands-Modell ist ein phinomenologisches Modell fir das Schwimmver-
halten von Halobakterien, das eine Untersuchung der Frage erlaubt, auf welche Weise
Lichtreize auf das System wirken. Mit der Annahme, daB Lichtreize die Ubergangswahzr-
scheinlichkeit zwischen CW und CCW transient verindern, ergeben sich als wesentliche
Ergebnisse die folgenden Punkte:

e In Ubereinstimmung mit den Experimenten ist die GréBe von Attractant-
Antworten unabhingig vom Zeitpunkt des Reizes bezogen auf das letzte Um-
kehrereignis. Atiractant-Antworten zeigen also keine Phasenabhingigkeit. Das-
selbe gilt fiir Repellent-Antworten auf Reize, die genfigend lange nach dem letzten

Umkehrereignis gegeben wurden.

e Nimmt man an, dafl die Art und Weise, in der Lichtreize auf das System wir-
ken, unabhingig vom Reizzeitpunkt ist, ist die Refraktérzeit fir Repellent-Reize
nicht erklirbar. In diesem Punkt wéaren zusitzliche Annahmen erforderlich, wie
z.B. die Annahme einer wesentlich kiirzeren Lebensdauer des Reizes zu Beginn
eines Schwimmintervalls oder eine grundsitzliche Erweiterung des Modells (siehe

unten).

¢ Die Beobachtung, da auch nach einem Reiz noch Schwimmintervalle auftre-
ten, die von Spontanintervallen nicht signifikant verschieden sind, erfordert die
Annahme einer Verzégerung zwischen der Applikation des Reizes und der Ent-
stehung eines den Geiflelmotor beeinflussenden, intrazelluldren Signals.

o Die alternierende Applikation von Repellent- und Attractant-Reizen ist ausrei-
chend zur Erkldrung der experimentellen Beobachtungen bei periodischen Reizen,
mit der Ausnahme, daf8 Korrelationen zwischen aufeinanderfolgenden Schwimm-
intervallen nicht reproduziert werden kénnen.

Bisher vollkommen aufler acht gelassen wurde die Frage, wie die Experimente mit IBMX
zu verstehen sind (Abb. 1.8). Geht man davon aus, daf die Zugabe von IBMX in festen
Konzentrationen zu einer permenenten Anderung von Parametern fithrt (die Wirkung
von IBMX halt im Gegensatz zu der stufenférmiger Lichtreize iiber viele Schwimmin-
tervalle an), kann das Zwei-Zustands-Modell keine Erklarung fiir das Auftreten mul-
timodaler Schwimmintervallverteilungen liefern. Fin Ansatz zum Verstindnis ist die
Erweiterung des Modells auf vier Zustdnde. Fithrt man in Anlehnung an McCain et al.
[19] zusétzlich einen Schalter fiir den Geiflelmotor ein, der die Zustinde R (,reversing
state®, Umschalten der GeiBeldrehrichtung méglich) und N (,non-reversing state“, Um-
schalten der Geifleldrehrichtung nicht mdoglich) einnehmen kann, ergibt sich das Schema
in Abb. 2.11. Unmittelbar nach einem Umkehrereignis soll sich der Schalter im Zustand
N befinden, d.h. es liegt der Zustand N/CW oder N/CCW vor. Der nachfolgende Uber-
gang in R/CW bzw. R/CCW ist, wie beim Zwei-Zustands-Modell, abh&ngig vom Alter:
a des besetzten Zustands und deshalb verantwortlich fiir die charakteristische Form der
Spontanintervallverteilung. Danach erfolgt mit der Wahrscheinlichkeit ky/(k; + k;) die
‘Anderung der Geifleldrehrichtung, oder das System springt mit der Wahrscheinlichkeit
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N/CCW

Abb. 2.11: Das Vier-Zustands-Modell (vgl. Text).

k1/(k1 + ko) zuriick in den vorherigen Zustand. Im Grenzfall k2 > f(a), k1 ergibt sich
aus diesem Ansatz das Zwei-Zustands-Modell.

Nimmt man nun an, dafl IBMX das Verhélinis k; /k; vergréfiert, treten mit zuneh-
mender IBMX-Konzentration immer mehr Riickspriinge von R/...nach N/... auf, was
zu ,Aussetzern” und damit zur Enstehung dquidistanter Maxima in der Schwimmin-
tervallverteilung fihrt. Die weitergehende Annahme, da8 &y, abhingig vom Alter a des
Zustands N/..., umso groBer ist, je kleiner @ ist, beglinstigt Riickspriinge bei poten-
tiell kurzen Schwimmintervallen und kénnte so die Refraktarzeit fiir Repellent-Reize
und die in den Phasen-Antwort-Plots auftretende Liicke erkliren (vgl. Abb. 1.5b). Die
Zuriickfithrung dieses Effekts auf Aussetzter wire in Ubereinstimmung mit den ex-
perimentellen Daten (vgl. Kap. 1.1.1). Dieser Ansatz soll jedoch nicht weiter verfolgt
werden. Stattdessen wird im nichsten Kapitel ein Modell ausfiihrlich diskutiert, das
eine mikroskopische Erkldrung fiir die hier phinomenologisch eingefiihrte Ubergangs—
wahrscheinlichkeit w(a) lefert und gleichzeitig Antworten auf solche Fra.gen glbt die
im Rahmen des Zwel Zustands- Modells offen gebheben sind. - - : :




Kapitel 3

Das Oszillatormodell

Das Oszillatormodell basiert auf der Hypothese von Schimz und Hildebrand, dafl die
Wechsel in der Drehrichtung der BakteriengeiBeln durch einen intrazelluldren, bioche-
mischen Oszillator gesteuert werden ([6], siche Kap. 1.1.2). Um zu testen, inwieweit
dieser Ansatz geeignet ist, das Schwimmverhalten von Halobakterien zu verstehen, sol-
len die Antworten eines emfachen Reaktlonssystems auf verschxedene Relze untersucht

werden.

3.1 Allgemeines Konzept

3.1.1 Grundlegende Annahmen

Wir betrachten ein Schema von chemischen Reaktionen p = 1,2,..., die durch die
Reaktanden Xl, Xg, Ratenkonstanten k, und stochlometrlsche Koeﬁiz:enten Veis Toi
definiert sind . ST

vpr Xy + vp2Xg + e Xy FreXe - _ (31)

Offene Systeme, in denen die Konzentration eines oder mehrerer X; festgehalten wird,
sollen hierin eingeschlossen sein, und es gilt v,; = 0 und/oder r,; = 0, falls X; an der
Reaktion p unbeteiligt ist oder nur auf einer Seite vorkommt.

Die grundlegenden Annahmen des Oszillatormodells lassen sich dann folgender-

maden formulieren:

1. Im Laufe der Zeit sollen die Konzentrationen der X; in (3.1} nicht gegen stationire
Werte gehen, sondern oszillatorisches Verhalten' zeigen. Eines der X; wirkt dabei
als ,Schaltsubstanz® Y, die ein Umkehrereignis auslést, sobald ihre Konzentration
y eine feste Schwelle y; erreicht. Das nichste Umbkehrereignis kann erst dann
ausgelost werden, wenn y zwischenzeitlich eine zweite, feste Schwelle y,,, < y;

unterschritten hat.

2. Das Umschalten der Geifleldrehrichtung erfolgt instantan.

1Unter ,,Oszillation® wird im folgenden imrmer. die zeitliche Osleiation von Te1lchenkonzentra.tlonen
verstanden .

32
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3. Einzelne Lichtreize bewirken eine transiente Anderung einer oder mehrerer Ra-
tenkonstanten %,.

4. Die Behandlung mit IBMX fithrt zu einer permanenten Anderung einer oder
mehrerer Ratenkonstanten k,.

Punkt 1 ist die Kernthese des Oszillatormodells: Es gibt ein vom Zustand des Geiflel-
motors unabhingiges Subsystem in der Zelle, dessen Zustand sich periodisch dndert,
und das als ,Zeitgeber” fiir das Umschalten der GeiBeldrehrichtung fungiert. Die An-
nahme einer festen Schaltschwelle ist dabei der zunichst einfachste Ansatz fiir eine
Kopplung zwischen Oszillator und Geilelmotor. Ein realistischerer Ansatz ware zu sa-
gen, die Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten eines Schaltereignisses ist eine Funktion
der Konzentration der Schaltsubstanz. Dieser Punkt wird in Kap. 3.6 kurz diskutiert

- werden. Die Einfiihrung der unteren Schwelle y,, erzwingt, dafi Umkehrereignisse nur
- nach einer ,vollstindigen® Oszillation auftreten kénnen, und entspricht so der Vor-
stellung eines Zeitgebers fiir das Umschalten der GeiBeldrehrichtung. Der eigentliche
Grund fiir die Einfithrung von y,, ist jedoch ein technischer: es wird verhindert, da8
unablassig Umkehrereignisse ausgelést werden, wenn y die Schaltschwelle iiberschritten
hat (siehe auch in diesem Zusammenhang Kap. 3.6).

Bei Punkt 2 wird angenommen, da8 die Reaktionen, die angestofien werden, wenn
y die Schwelle y, erreicht, und die zu einem Umkehrereignis fithren, auf einer sehr viel
schnelleren Zeitskala als die Oszillation ablaufen, so daB der Schaltzeitpunkt praktisch
mit dem Zeitpunkt, zu dem die Schwelle {iberschritten wird, identifiziert werden kann.

Die Punkte 3 und 4 sind Konsequenzen experimenteller Beobachtungen. Die Bakte-
rien adaptieren an veranderte Lichtverhiltnisse, so dal am Oszillator nur ein transientes
Signal ankommt, falls man annimmt, daB die Adaptation bei fritheren Schritten in der
Signalkette passiert. Die Wirkung von IBMX halt dagegen tiber einen langen Zeitraum
an (siehe Kap. 1.1.1).

Der Ubergang zwischen den Zustinden CW und CCW (bzw. umgekehrt) 148t sich
somit, Punkt 1 und 2 zusammengenommen, als ein zweistufiger Vorgang ansehen:

M; und M, beziehen sich dabei auf den Zustand des Qszillators. Unmittelbar nach
einem Umkehrereignis befindet sich der Oszillator im Zustand A;. Sobald y() < ym
ist, erfolgt der Ubergang nach M,, ohne da8 sich die Daeh"lc}}thﬂé der Geifleln dndert.
Eine Anderung der Drehrichtung ist danach mit dem Ubergang in A verkniipft, so-
bald y(t) > y, ist. Schw1mm1ntervallvertezlungen entsprechen also im Oszﬂlatormo—
dell der Verteilung der Summe zweier First-passage-Zeiten: der Zeit fiir den Ubergang
Ml/CW — M, /CW plus der Zeit fir den Ubergang My /CW — M;/CCW.

3.1.2 - .Dynamik — deterministischer Ansatz

Obwohl die zeitliche Entwicklung des Reaktionssystems (3.1) als stochastischer Prozef
betrachtet werden soll, ist der makroskopische, deterministische Grenzfall hilfreich bei
der Interpretation der Ergebnisse. Sind an den Reaktionen m Reaktanden beteiligt, ist
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auf dieser Ebene der Zustands- oder Phasenraum des Systems der R™, d.h. der Zustand
~ des Systems wird durch ein m-Tupel (z;,...,2,) € R™ reeller Zahlen charakterisiert,
wobei z; die Konzentration ven X; ist. Die Beschreibung der Dynamik erfolgt durch
Ratengleichungen fiir die Konzentrationen z;:

i‘j‘:Z(T‘M‘--Upj)fp(xl,...,xm,kl,kg,...). (33)

P

Die Reaktionsrate f, ist die Anzahl von Reaktionen p pro Zeit- und Volumeneinheit,
wobei sich die Anzahl von Teilchen X; jeweils um 7,; — v,; &ndert. Ein iiblicher Ansatz
fir die f, ist der van’t Hoffsche Ansatz ([37], Kap. VII)

fo=k, =" (3.4)

i=1

Fiir geeignet gewdhlte Parameter k, soll (3.3) stabile periodische Lésungen z;(¢) =
z;(t + T') besitzen. Im Phasenraum laufen diese Ldsungen auf einer geschlossenen Tra-
jektorie, einem ,,Grenzzyklus®. Wegen der Eindeutigkeit der Losungen von Differential-
gleichungen muf daher aus topologischen Griinden m > 2 sein. AuBerdem miissen die
Reaktionsraten nichtlineare Terme enthalten, da in linearen Systemen nur strukturell
instabile, harmonische Oszillationen auftreten konnen. Fiir das Reaktionssystem heift
das, daB Reaktionen hoherer als erster Ordnung auftreten miissen.

3.1.3 Dynamik — stochastischer Ansatz

Auf mesoskopischer Ebene 188t sich die zeitliche Entwicklung von (3.1) als Markoffscher
stochastischer Proze auffassen und mit Hilfe einer Master-Gleichung beschreiben ([37],
Kap. VII}. Im Gegensatz zum deterministischen Fall betrachtet man hier einen diskre-
ten Phasenraum. Ein Zustand wird durch ein m-Tupel (ny,...,n,) € NF natiirlicher
Zahlen charakterisiert, wobei n; gleich der Anzahl von Teilchen der Sorte X; ist. Die
Master-Gleichung ist dann eine Gleichung fiir die Zeitabhingigkeit der Wahrschein-
lichkeit P(n;,...,nm,t), daB das System zum Zeitpunkt ¢ im Zustand (n4,...,ny) ist,
falls es zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit Sicherheit im Zustand (nd,...,n%) war.

Zustandsinderungen entsprechen in diesemn Bild Spriingen zwischen Gitterplitzen
eines m-dimensionalen Gitters und nicht einer kontinuierlichen Kurve im R™. Wel-
che Gitterpldtze durch Spriinge miteinander verkniipft werden kénnen, wird durch die
Reaktionen (3.1) festgelegt. Ist beispielsweise in der Reaktion 1 nur fiir j = 1 vy
ungleich ry;, dann springt das System vom Gitterplatz (ny,ng,...,n,) auf den Gitter-
platz (ny +ri1 — 11,72, .. ., 2m ), falls die Reaktion 1 stattfindet. Allgemein gilt fiir die
Reaktion p in vektorieller Schreibweise

non=nt+r-—v,. (3.5)

Zur Beschreibung von Zustandsidnderungen wird jedem mdglichen Sprung bzw.
jeder moglichen Reaktion eine Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit W(n'ln)
zugeordnet?, so dafl W(n'[n)At die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, daB innerhalb des

2 Als Schreibweise wird iiblicherweise benutzt: W{Endzustand|Ausgangszustiand).
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nichsten, infinitesimalen Zeitintervalls At ein Ubergang von # nach »’ erfolgt. Die
Master-Gleichung bilanziert dann die Ubergénge in 7 hinein und aus % heraus:

P(n,t) = Z{ Win|n')P(n',t) = W(w'|n)P(n,1) } (3.6)

!

i Ubergénge in n hinein ~ Uberginge aus n heraus

= Y {W(aln =+ 9,)P(n — 7, +v,,1) = W(n + 5, — v,|n) P(n, 1)}

P

mit der Anfangsbedingung
P(n,0) = 6uny = 65, n08nmd vt bn no (3.7)

In Analogie zum deterministischen Fall kann fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten
W (n'|n) der van’t Hoffsche Ansatz gemacht werden, allerdings mit einer statistischen
Korrektur, die bei kleinen Teilchenzahlen wichtig ist ([37], Kap. VII, siche auch [74]).
Dazu sind in (3.4) die Faktoren

voi = (Y
% = (V ) (3.8)
zu ersetzen durch
1 () _ 1 ni(n;—1)(n; —2)---(nj — vy +1) (3.9)
1/ Vi Vpj Vei (Upj)! ’

wobei V' das Systemvolumen ist. ) ist die Anzahl médglicher Kombinationen fiir
einen Stofl von v,; Teilchen der Sorte X;, wenn n; Teilchen im Volumen vorhanden
sind. AuBerdem mu$ berficksichtigt werden, daB die Ubergangswahrscheinlichkeiten
W(n'|n) estensive Groflen sind, da die Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit, daf ir-
gendwo in V die Reaktion p stattfindet, bei festgehaltenen Konzentrationen proportio-
nal zu V ist. Mit der Definition

(r)'=n(n—-1)n-2)---(n—v+1)= (n = o)l (3.10)
sind dann die Ubergangswahrscheinlichkeiten
Win+r, —v,|n)=VEk, EE “V‘;;J . (3.11)

Die Faktoren 1/(v,;)! sind hierbei in die Ratenkoeffizienten %, hineindefiniert worden.
Abgesehen vom Faktor V' geht (3.11) fiir groBe Teilchenzahlen in (3.4) iiber.

3.2 Das Reaktionssystem

Zur Frage, unter welchen Bedingungen bicchemische Reaktionssysteme zeitliche Oszil-
lationen zeigen kdnnen, gibt es viele Arbeiten. Dabel kdnnen beziiglich der Art und
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Weise, auf die cine Kette enzymatischer Reaktionen durch ihre Metaboliten reguliert
wird, zwel Ansidtze unterschieden werden. Der eine geht davon aus, daB ein Metabo-
lit ein in der Kette vorhergehendes Enzym hemmt (,,Endprodukthemmung®). Dieser
Fall wurde von Walter systematisch untersucht [44, 45] und von Rapp und Berridge
als Mechanismus fiir Oszillationen in Calcium-cAMP-Systemen vorgeschlagen [46].
Der andere Amnsatz geht von einer Endproduktaktivierung aus und wurde z.3. von
Sel’kov zur Erkldrung von Glykolyse-Oszillationen in Hefe verwendet [47]. Wegen des
autokatalytischen Charakters kann dieser Mechanismus zu scharfen, relaxationsartigen
Oszillationen fithren, wohingegen bei einer Endprodukthemmung eher sinusférmige Os-
zillationen auftreten.

Zur Formulierung der Oszillatorhypothese bei Halobakterien werden wir ein Re-
aktionsschema mit einem autokatalytischen Schritt verwenden. Dies 188t sich e prior:
nicht begriinden, sondern wird erst im nachhinein durch die Ergebnisse gerechtier-
tigt. Das System soll auflerdem méglichst einfach sein, was die Anzahl der Variablen
und die Reaktionsraten bzw. Ubergangswahrscheinlichkeiten angeht. Insbesondere sol-
len Sittigungseffekte, die bei enzymatischen Reaktionen deswegen auftreten, weil die
Reaktionsgeschwindigkeit als Funktion der Substratkonzentration durch die (feste) En-
zymkonzentration begrenzt ist (siehe z.B. [48]), nicht beriicksichtigt werden. Dies be-
deutet allerdings keine grofie Einschrinkung, wenn man davon ausgeht, daB fiir eine
effektive Regulation von Vorgingen in der Zelle die Enzymkonzentrationen in einem
Bereich liegen sollten, in dem die Reaktionsraten empfindlich von den Substratkonzen-
trationen abhingen. Wir werden daher als Modellsystem ein Zwei-Variablen-System
wahlen (vgl. Kap. 3.1.2) und fiir Reaktionsraten den van’t Hoffschen Ansatz (3.4) bzw.
(3.11) verwenden. Tyson und Light [49] sowie Schnakenberg {50} haben gezeigt, da§
in diesem Fall die Beteiligung einer tri- oder héher-molekularen autckatalytischen Re-
aktion Voraussetzung fiir das Auftreten von Grenzzyklen ist®. Solche Reaktionen sind
eher unrealistisch und kommen in der Natur selten vor. Es gibt jedoch die Moglich-
keit, effektiv trimolekulare Reaktionen durch eine Kette bimolekularer Reaktionen zu
realisieren {Anhang A). Als konkretes Reaktionssystem wihlen wir die folgenden fiinf

Reaktionen:

A Fo0X (2.12-2)
B 2 v (3.12-b)
X+2Y 24 3y (3.12-c)
C+Y & X (3.12-d)
Yy 5 D (3.12-€)

X und Y sind dabei Substanzen variabler Konzentration. Das System ist offen fiir

3Genauer gesagt untersuchen die Autoren, unter welchen Bedingungen ein eindeufiger Fixpunkt
instabil werden kann. Dies impliziert in einem Zwei-Variablen-System die Existenz eines stabilen
-Grenzzyklus, falls das System keine divergierenden Lésungen besitzt.
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Abb. 3.1: Das Reaktionsschema: @& deutet die antokatalytische Reaktion von X nach Y an.

Materiefliisse aus bzw. in Reservoirs A, B, C und D und enthilt als nichtlinearen,
autokatalytischen Schritt die Reaktion X + 2Y — 3Y. Da Grenzzyklen Strukturen
sind, die weit weg vom thermodynamischen Gleichgewicht entstehen (siehe z.B. [51]),
wurde auBerdem angenommen, dafl alle Reaktionen praktisch nur in einer Richtung
ablaufen.

Zur Veranschaulichung seiner Struktur wird das System am besten schematisch
dargestellt (Abb. 3.1). Global gesehen findet ein Stofftransport von A, B und C nach
D statt. Der fiir die Dynamik wichtige Zwischenschritt ist dabei die autokatalytische
Umwandlung von X in Y. Durch die Einfiihrung der Riicktransformation von Y in X
enthilt dieses Schema als Grenzfille Oszillatoren, die schon in anderem Zusammenhang

verwendet worden sind:

e Fiir k, = 0 ist das System identisch mit dem , Brusselator“, einem der Prototypen
fiir chemische Oszillatoren [52, 53].

e Fiir &, = &k, = 0 entspricht das System Sel’kovs Modell fiir Glykolyseoszillationen,
wobei X mit ATP, einem der Substrate der Phosphofructokinase, und Y mit ADP,
einem der Produkte, identifiziert werden kann [47]. '

s Macht man fiir die Reaktionen (3.12-¢) und (3.12-d) allgemeinere Ansitze der

Form . . .« :
x &Y v (3.13)
y o ox (314

wobei f und g monoton wachsende Funktionen der Konzentration von X und Y
sind, 148t sich fiir k, = 0 das Reaktionsschema auch auf das Modell fiir Calcium-
Oszillationen von Goldbeter et al. abbilden [54]. X entspricht hierbei der Ca®*-
. Konzentration in einem intrazelluliren Calciumspeicher und Y der Konzentration
an frelem Ca?". Die Reaktion (3.13) beschreibt die Ca®'-abhingige Freisetzung
von Ca?* aus dem Calciumspeicher (,Ca’-induced Ca®' rclease), Reaktion
(3.14) den Riicktransport von Ca®* in den Speicher, Reaktion (3.12-a) eine von
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fuBeren Reizen abhingige Ca’"-Freisetzung aus einem IPs-abhéngigen Speicher
und Reaktion (3.12-e) die Freisetzung von Ca®" in den extrazelluldren Raum. Fiir
die Raten f(z,y) und g(y) machen Goldbeter et al. Ansitze unter Verwendung

von Funktionen der Form H(z) = Viyguz™/ (K™ + 27).

3.3 Die Ratengleichungen

Als erstes soll das makroskopische Verhalten des Reaktionssystems (3.12) untersucht
werden. Unter Verwendung des Ansatzes (3.4) fiir die Reaktionsraten erhalt man als
Ratengleichungen fiir die Konzentrationen von X und Y

i = Ju—kzy?+ky (3.15-2)
g = Jot+hay’ —ky—ky. (3.15-b)

Die konstanten Fliisse J, = k,a > 0 und J, = kb > 0 sowie k. = kzc > 0 beschreiben
dabei die Kopplung an die Reservoirs A, B und C.

Fiir die weitere Diskussion ist es zweckmaBig, durch geeignete Einheiten die Zahl
der freien Parameter zu reduzieren. Wihlt man als Zeiteinheit s und Volumeneinheit v

s=k;' und v= ﬁ, (3.16)
k3
gehen die Ratengleichungen (3.15) in
T =ity (3.17-2)
dy
— = b+ P — (64 1)F (3.17-b)

itber, mit = s, T = va, § = vy, & = svd,, b = svJ, und € = sk.. @, b und € sind
definitionsgemaB nicht-negative Parameter.
Die Querstriche werden im folgenden wieder weggelassen, da nur noch die so nor-

mierten Groflen benutzt werden.

3.3.1 Stationfrer Zustand und lineare Stabilititsanalyse

Erster Schritt bei der Beschreibung der Eigenschaften eines dynamischen Systems ist

die Berechnung der stationiren Zustinde und die Untersuchung deren linearer Stabi-
litat. Daraus lassen sich Riickschliisse auf das Lésungsverhalten und die Topologie des

Phasenraums ziehen.

Stationéirer Zustand

Die stationiren, zeitunabhingigen Losungen (x4, ys:) des Dxfferentlalglelchungssystems
_ (3 17) d h. dle Losungen far die gilt --

cz{t)= a2y und yt) =y, fir alled,
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geniigen den Bedingungen

dx 2

- T e~ +cy =0 (3.18-a)
dy _ 2 -

o = b+zy*—(c+ 1)y = 0. (3.18-b)

Dieses Gleichungssystem &8t sich einfach 16sen, und man erhilt als eindeutigen sta-

tiondren Zustand :
a+clatb)

(a+0)2

Lot = Yt =@+ b. (3.19)

Lineare Stabilitédtsanalyse — lokale Bifurkationen

Aussagen iiber die Stabilitdt des stationdren Zustands und mdégliche lokale Bifurkatio-
nen erhilt man aus dem Vorzeichen des Realteils der Eigenwerte der Jacobi-Matrix J
von (3.17) am stationdren Punkt (Aphang B). Dieser ist stabil, falls beide Eigenwerte
einen negativen Realteil haben, andernfalls instabil. Ein Bifurkationspunkt liegt vor,
wenn der Realteil mindestens eines Eigenwertes verschwindet.

Unter Verwendung von (3.17) und (3.19) erhalten wir die Jacobi-Matrix

oz Oz
Jz Gy
J]st = k o0 &4
3—% E% =T at
y=vst
{-—yz —2zy +c¢
B \ y2 2ey—c—1 fx_zs,
Y=Yst
2a . '
—{a+b)® - —C
_ ( 2‘”’5 o (3.20)
2 a _—
{a + b) arpte— 1 :
mit den Eigenwerten
. 1 f - . II/ - A2 - - } e oy
A2 = 3 iSPJlsf =/ {8PY]st) _4det'j|stj SRR (é-zl)

Dabei sind Spur und Determinante von Ji; gegeben durch

2a 2. . L .
a+b+c—1—_”(a._—{.—.b)_ s .-....(3.22)

detJi = (a-+b)*. o T (32)

5p J[.at

Es gilt detJ,,; > 0, auBer in dem uninteressanten Fall, dafl a und b belde null sind.
_ Dara,us lassen sich drm Folgerungen ziehen:
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Abb. 3.2: Parameterraum des dynamischen Systems (3.17): Die Hopf-
bifurkationspunkte bilden die eingezeichnete Fliche. Der stationire Zu-
stand ist oberhalb der Fliche instabil, unterhalb stabil.

e spdjy > 0 ist eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafl der sta-
tiondre Zustand instabil ist. Dies folgt fiir reelle Eigenwerte aus

'(spJ;st)z —4detJj| < (spJ’lst)2 . (3.24)

Fiir konjugiert komplexe Eigenwerte ist ReA; = Reds = (spJjst)/2.

e Der stationire Punkt kann nur ein Knoten oder Fokus sein, denn fir reelle Ei-
genwerte folgt aus A\, = detJj; > 0, daB beide Eigenwerte dasselbe Vorzeichen

haben.
e Im Fall spJj,; = 0 iritt eine Hopfbifurkation auf (Anhang B). Dies ist die einzig
mogliche lokale Bifurkation.
Die Hopfbifurkationspunkte erhalten wir daher direkt aus (3.22). Es gilt
2a
a+b’
wobei der stationire Punkt instabil ist, wenn ¢ > 5 ist. Abb. 3.2 zeigt den Pa-

rameterraum des dynamischen Systems (3.17) mit der Flache iy = ¢(a,d). In den
Koordinatenebenen sind die Bifurkationspunkte durch '

(3.25)

cb,-f:(a—}-bf-{-l—

. ey = b*+1 . inder b-c-Ebene,
Chif = a? —1 in.der a-c-Ebene
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und

by + 3aby; + {1+ 3a®) by — (a—a®) = 0 (3.26)

in der a-b-Ebene bestimmt. Als Polynom in b hat (3.26) nach der Descartesschen
Zeichenregel {42] genau eine positive Nullstelle, falls « < 1 ist, sonst keine (vgl. Abb.

3.2).

3.3.2 Zeitabhingige Losungen

Wie fiir Ratengleichungen chemischer Reaktionen zu fordern ist, besitzen die Gleichun-
gen (3.17) nicht-negative Losungen. Dies ist einfach zu sehen, denn aus

dz dy
— >0 und — >0
di ]$=0 dt ly:D

folgt z(t) > 0 und y(¢) > 0 fiir alle ¢ > 0, falls z(0) > 0 und y(0) > 0 ist. Der Fall
b = 0 ist hierbei und im folgenden ausgeklammert, da dann fiir y(¢) = 0 und a >
0 divergierende Losungen existieren. Dies wird insbesondere bei einer stochastischen
Simulation der Dynamik wichtig, in deren Verlauf Y zuféllig ,,aussterben“ kénnte.

Die zeitabhingigen Losungen von (3.17), die uns besonders interessieren, sind
Grenzzyklus-Oszillationen. Wegen der Nichtlinearitit der Gleichungen kénnen leider
keine analytischen Losungen angegeben werden. Fiir den Brusselator (¢ = 0) ist al-
lerdings die Existenz von Grenzzyklen gezeigt worden: von Lefever und Nicolis durch
Transformation von (3.17) auf eine bekannte Differentialgleichung zweiter Ordnung [53]
und von Tyson durch Konstruktion eines Poincaré-Bendixon-Gebiets [55]. Wir werden
uns hier auf die numerische Losung der Ratengleichungen beschranken. Dabei wur-
den Standardverfahren, wie sie zum Beispiel in [56] angegeben sind, verwendet. Alle
Rechnungen wurden auf einem PC durchgefiihrt.

Abb. 3.3 zeigt einen Grenzzyklus in einem Parameterbereich, in dem die Oszillatio-
nen Merkmale einer Relaxationsoszillation zeigen®. Der Grenzzyklus 138t sich in drei

Phasen einteilen (Abb. 3.3c):

1. Startet man bei kleinen Werten von z und y, ist die Rate der autokatalytischen
Reaktion X +2Y — 3Y sechr gering. Nur die Reaktion nullter Ordnung A — X,
verbunden mit einem gleichmaBigen Anwachsen von z, fithrt zu einer wnsenthchen

Zustandsinderung.

2. Uberwiegt die autokatalytische Reaktion die iibrigen Reaktionen, wichst y sehr
schnell an, bei gleichzeitiger Relaxation von .

3. Diese Phase kommt zum Stillstand, wenn alles X ,verbraucht® ist. Danach wird
Y durch Reaktionen erster Ordnung abgebaut und das System gelangt zuriick in

den Ausgangszustand.

*Diese Eigenschaft wird sich als wichtig zum Verstindnis der Antworten auf einzelne Lichtreize

. ‘erweisen
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Abb. 3.3: Grenzzyklus-Oszillationen: Zeitserien (a,b) und Phasenportrait (c¢). Die Ratenglei-
chungen {3.17) wurden fir a = 0.4, b = 0.05 und ¢ = 0.3 numerisch intergriert mit Startwer-
ten (2(0),y(0)) = (2.7,0.45) und (0.2,0.45). Der stationire Punkt (instabiler Fokus, e) ist
(zsts yst) =~ (2.64,0.45). Die Zahlen 1-3 in (c) kennzeichnen die drei Phasen der Oszillation

(vgl. Text).

40 | (a)
T o

8 a=0.2

30+ A a=0.4 4
_ & a=0.6

20 |- \ ' _

10+ -

| L L L N ] L n e n 1L

005 - 0.10 b 0.15

Abb. 3.4: Schwingungsdauer T und Extremwerte von y als Funktion von a und b fiir ¢ = 0.
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Abb. 3.5: Der Zustandsraum des Reakti-
] onssystems (3.12), die Pfeile entsprechen
den fiinf méglichen Reaktionen (3.12-a—e).

{2

Abb. 3.4 zeigt die Abhéngigkeit der Schwingungsdauer T und der Extremwerte von
y von e und b fiir ¢ = 0. T ist im gezeigten Parameterbereich eine monoton fallende
Funktion von ¢ und b. Dies 148t sich auch qualitativ verstehen, da es um so langer dau-
ert, bis die autokatalytische Reaktion wesentlich an einer Zustandsdnderung beteiligt
ist, je langsamer die Konzentration von X und Y zunimmt. Aufgrund derselben Uber-
legung 148t sich die Abhéngigkeit der Amplitude von y von b erkiiren, Je langsamer y
zunimmt, d.h. je kleiner 5 ist, desto mehr X sammelt sich an, bis ein ,,Spike® ausgeldst
wird, und desto héher wird er. Abb. 3.4b zeigt aufierdem, daf die Qszillationsamplitude
um so kleiner wird, je niher die Parameter an der Hopfblfurkatlon liegen (vgl. Abb.
3.2). Die Extremwerte von & varneren in der gleichen Weise wie die von y.

3.4 Die Master-Gleichung

Zur Formulierung der Master-Gleichung miissen die Ubergangswahrscheinlichkeiten
W(n'|n) fiir die Reaktionen (3.12-a—e) angegeben werden. In Abb. 3.5 sind die moghi-
chen Ubergange die aus einem Zustand (n.,n,) herausfithren, skizziert. Als Ansatz
fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten benutzen wir (3.11). Mit der Normierung von
Zeit und Volumen in Einheiten von s und v nach Glelchuncr (3.16), in Analogie zu den
Rateng]e‘chungen erhilt man o e UL ST

W;(nx+ 1,n4ln2,1,) = Qa

Wi(ng,ny + lng,ny) = Qb : R
(/9 ey (n _—1) R C =10

...m(nr"lany"'l’nz:ny) =
. Wilne + 1,0y — lng, ny) #_ €y ._
- We(na,ny — 1[”’:’7_"9’) = Ny

~ Dabei ist ¢ das normierte Volumen } = i)"-lV,: und es gilt o

ne =z und n, =.-Qy_._:-:_ o (3.28)
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Die Mastergleichung 188t sich besonders kompakt mit Leiteroperatoren £ schreiben,
deren Wirkung auf Funktionen ganzzahliger Argumente durch

Efcf( N 1Y B PN P BN ) = f(. ey M1, -+ k,n,-.,.l, . ) (329)

definiert ist [37]. Fiir das Reaktionssystem (3.12) erhalten wir damit unter Verwendung
von (3.27)

BP(ﬂ;,tny,t) = {(E;1_1)Qa +(E_1_1)Qb+(E;1Ey—1)cny (3.30)

F(B,E? —1) mnuny(ny — 1) + (B, — 1)ny }P(n,,,ny,t)

mit der Anfangsbedingung
P(n:c:nya 0) = ‘5n$n26nyng .

Die Master-Gleichung ist also im Gegensatz zu den Ratengleichungen explizit volu-
menabhingig, wobei v/ ein natiirliches Ma8 fiir die GroBe der Fluktuationen darstellt
([37], Kap. IX). Im thermodynamischen Limes (n;,n,,8 — oo, (n./81),{n,/Q) =
const.) geht die Beschreibung der Dynamik durch die Master-Gleichung in die makro-
skopische Beschreibung iiber.

(3.30) kann als bivariate Master-Gleichung mit nichtlinearen Ubergangswahrschein-
lichkeiten nicht analytisch gelost werden. Aus diesem Grund, und um einen direkten
Vergleich mit den experimentellen Daten zu ermdglichen, werden im folgenden Reali-
sierungen des zugrundeliegenden stochastischen Prozesses betrachtet.

3.4.1 Simulation des stochastischen Prozesses

Die stochastische Simulation des Reaktionssystems (3.12) entspricht der numeri-
schen Integration der Ratengleichungen (3.17). Ausgehend von einem Anfangszustand
(n2,nY) werden unter Verwendung der Ubergangswahrscheinlichkeiten (3.27) die Ver-
weildauer im momentanen Zustand und der darauf folgende Zustand zufillig bestimmt.
Auf diese Weise erhilt man eine Trajektorie im Phasenraum des Systems. Anders als
beim Zwei-Zustands-Modell sind dabei die Einzelereignisse nicht Uberginge zwischen
den Zustinden CW und CCW, sondern einzelne chemische Reaktionen, die auf einer
sehr viel schnelleren Zeitskala passieren. Als Simulationsalgorithmus wird deshalb in
diesemn Kapitel immer der Gillespie-Algorithmus in der iblichen Form verwendet (An-
hang C), bei zeitlich verdnderlichen Parametern mit der Annahme, da8 die Parameter
auf der Zeitskala einer einzelnen Reaktion als konstant angesehen werden kdnnen.

Abb. 3.6 zeigt eine Realisierung des stochastischen Prozesses mit denselben Werten
fiir die Parameter a, & und ¢ wie in Abb. 3.3. Man erhilt eine verrauschte Oszilla-
tion, die dieselben qualitativen Merkmale aufweist wie im deterministischen Fall. Fur
.grofere Teilchenzahlen, d.h. fiir ein groferes Volumen, werden die relativen Fluktua-
tionen kleiner und die Oszillationen immer regelmaéBiger.
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Abb. 3.6: Stochastische Simulation (Gillespie-Algorithmus) des Reaktionssystems fiir die-
selben Parameter wie in Abb. 3.3: a = 0.4, b = 0.05, ¢ = 0.3, @ = 30 mit Startpunkt (C,0).
Eingezeichnet ist auch eine Schaltschwelle y,, bei deren Uberschreiten ein Umkehrereignis
ausgelost wird. Die Linge 7 eines Schwimmintervals wird in der skizzierten Weise bestimmt.

2.5 Simulation des Schwimmverhaltens

In den folgenden Abschnitten soll iin Rahmen des oben vorgestellten Modells das
Schwimmverhalten von Halobakterien simuliert werden. Konkret heifit das: Wir werden
Verteilungen der Linge von Schwimmintervallen fiir unterschiedliche externe Bedingun-
gen berechnen und mit den experimentellen Daten vergleichen. Die Schwimmintervalle
werden auf der Basis der in Kap. 3.1.1 formulierten Annahmen mit Hilfe von Simu-
lationen des Reaktionssystems bestimmt. Dabei wird immer angenommen, da Y die
Schaltsubstanz ist (Abb. 3.6b). Durch die Einfiihrung einer unteren Schwelle y,, (in
Abb. 3.6 z.B. ym = 1) wird ein Umkehrereignis durch einzelne Spikes ausgeldst. Es ist
jedoch wichtig zu bemerken, daf die Linge 7 eines Schwimmintervalls nicht immer mit
dem Abstand zweier aufeinanderfolgender Spikes identisch ist. Es kann zu , Aussetzern®
kommen.

" Entsprechend der Annahme, da8 es bei Halobakterien einen intrazelluliren Oszilla-
tor gibt, werden die Parameter ¢, b und ¢ so gewihlt, da das System deterministisch
Grenzzyklusoszillationen zeigt. Dadurch wird gleichzeitig der Konzentrationsbereich
festgelegt, in dem die Reaktionen ablaufen. Das Systemvolumen 2 wird dann unter
Verwendung von Gleichung (3.28) so gewdhlt, daB8 die Teichenzahlen in dem in Kap.
1.2.2 abgeschitzten Bereich liegen. So bewegen sie sich fiir das Belsplel in-Abb. 3.6

etwa, zw;schen 0 und 500.

351 Spontanintervallverteilungen

In .Analogie zu den Experimenten wird unter einer Spontanintervallverteilung die Ver-
teilung von Schwimmintervallen unter stationdren #ueren Bedingungen verstanden,
d.h. fiir konstante Parameter a, b und c. Die Abbildungen 3.7-3.9 zeigen, als Funktion
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der Schaltschwelle, simulierte Verteilungen fiir dieselben Parameterwerte wie in Abb.
3.6. Es handelt sich dabei um das Ergebnis einer einzigen Simulation, bei der 1674
Spikes hoher als y, = 3.5 (Abb. 3.7), 1468 héher als y, = 6.5 (Abb. 3.8) und 883 hoher
als y, = 10 (Abb. 3.9) waren.

Das qualitative Aussehen der Verteilungen variiert stark in Abhingigkeit von der
Schaltschwelle. Fiir die mittlere Schwelle erhiilt man eine asymimnetrische Verteilung,
die etwa ab ithrem Maximum niherungsweise exponentiell abfillt (Abb. 3.8). Sie
stimmt qualitativ mit einer typischen, experimentellen Verteilung (Abb. 1.1a) recht
gut {iberein, ist jedoch etwas schirfer. Experimentell liegen die kiirzesten, beobachtba-
ren Schwimmintervalle zwischen einem Drittel und der Halfte des wahrscheinlichsten
Schwimmintervalls, bei der simulierten Verteilung deutlich niher am Maximum. In
Kap. 4.3 wird ein Modellansatz vorgestellt, der es erlaubt, die experimentelle Vertei-
lung quantitativ zu beschreiben, so dafl diese Aussage dann prézisiert werden kann
(vgl. Abb. 4.4).

Die Variabilitit der experimentellen Verteilungen findet sich auch bei den Simu-
lationen. Bei einer niedrigeren Schaltschwelle erhilt man eine weniger asymmetrische
Verteilung, deren fallende Flanke nicht durch eine Exponentialfunktion beschrieben
werden kann (vgl. Abb. 1.1b und 3.7). Da weniger Aussetzer auftreten, gibt es haufi-
ger kurze und seltener lange Schwimmintervalle (siehe auch Abb. 3.6). Eine Erhéhung
der Schaltschwelle fiihrt hingegen zu einem verstirkten Auftreten von Aussetzern und
damit zu weiteren Maxima in der Verteilung (Abb. 3.9a). Dieser Effekt spielt eine
entscheidende Rolle im ndchsten Abschnitt.

3.5.2 Stufenweise Variation eines Kontrollparameters

Den Modellannahmen gemiB entspricht die stufenweise Verinderung eines Kontroll-
parameters auf (dann) feste Werte den Experimenten, bei denen einer Bakteriensus-
pension IBMX in unterschiedlichen Konzentrationen beigefiigt wurde. Wir nehmen
an, daB die Zugabe von IBMX eine Verinderung von b verursacht. Da IBMX neben
dem Enstehen von Punktmustern in den Next-period-Plots zu einer Verkiirzung der
Schwimmintervalle fithrt {Abb. 1.8), mu8 b als Funktion der IBMX-Konzentration zu-
nehmen {Abb. 3.4).

Abb. 3.10 zeigt eine Folge von simulierten Next-period-Plots, bei denen nur der
Wert von b verindert wurde. Es entstehen Punktmuster, die den experimentellen Da-
ten sehr ahnlich sind. Ursache fiir die Entstehung dieser Muster ist, daB sich das System

E RN, IR DIVEN AU, & gAY NLY S, SRS SR st verknt 1 3
mit zunehmendem b einer Hopfbifurkation nihert {Abb. 3.11). Damit verkniipft ist eine

Abnahme der Oszillationsamplitude, so daB bei fester Schaltschwelle y, Aussetzer mit
erhohter Wahrscheinlichkeit vorkommen, was zu dquidistanten Punkten in den Next-
period-Plots fithrt. Jenseits der Hopfbifurkation 18st sich das Muster auf. Wie in den
Experimenten kommen jedoch noch hiufig kurze Schwimmintervalle mit einer deutli-
chen unteren Grenze vor. Da der Fixpunkt in der Nihe der Bifurkation nur schwach
anziehend ist, treten hier grofe, kritische Fluktuationen auf {57]. Gelangt das System
~weit unter die z-Nullisokline® der Ratengleichungen (3.17), kann es zur Entwicklung

© . 5Die 2-(y-)Nuliisokline bezeichnet die Menge aller Punkte in der Phasenebene, fiir die (g) = 0 ist.
. Trajektoren konnen sie deshalb nur parallel zur y-(z-)Achse schneiden.
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Abb. 3.7: Spontanintervaliverieilung fiir ¢ = 0.4, & = 0.05, ¢ = 0.3 und & = 30 mit den
Schwellwerten y, = 3.5 und y,, = 1 (a): relative Haufigkeitsverteilung p(r) fiir insgesamt
Nges = 1673 Schwimmintervalle. (b): Anzahl ¥ von N, Intervallen, die linger als 7 sind.
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Abb. 3.8: Spontanintervallverteilung fiir dieselben Parameter wie in Abb. 3.7, jedoch mit
der héheren Schaltschwelle g, = 6.5 (vgl. Abb. 3.6). (a): relative Hiufigkeitsverteilung fiir
insgesamt Ny, = 1467 Schwimmintervalle. (b): Anzahl N von N, Intervallen, die linger
als v sind. Die Verteilung fillt niherungsweise exponentiell ab.
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Abb. 3.9: Spontanintervallverteilung fiir dieselben Parameter wie in Abb. 3.7, jedoch mit der
hheren Schaltschwelle y; = 10. (a): relative Hiufigkeitsverteilung fiir insgesamt N,., = 882
Schwimmintervalle. (b): Anzahl N von Ny, Intervallen, die linger als 7 sind. Die Verteilung

fallt ,im Mittel“ exponentiell ab.
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Abb. 3.10: Simulierte Next-period-Plots fiir a = 0.6, b = 0.07 (a), 0.09 (b), 0.11 (c), 0.13 {d),
0.15 (e), 0.17 (f), ¢ = 0 und © = 100 mit den Schwellwerten y, = 1.9 und y,, = 1.
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Abb. 3.11: Phasendiagramm des Oszillators fiir Abb. 3.12: z- und y-Nullisokline
¢ = 0: Die Kurve bezeichnet Hopfbifurkati- - der Ratengleichungen (3.17) fiir
onspunkte. Oberhalb existiert ein stabiler Fo- " a = 06,4 = 017, c = 0 und
kus (SF), unterhalb ein stabiler Grenzzyklus ° ‘spezielle Losung mit Startpunkt
(LC, Limit cycle). Die zusitzlich eingezeichne- . (m0,3)=(1,02). =

ten -Punkte entsprechen - derFolge von Para-
meterwerten fiir die. Next perlod Plots in Abb.
3.10.
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eines Spikes der richtigen Hohe kommen (Abb. 3.12). Abgesehen von der Existenz ei-
ner geschlossenen Trajektorie ist dabei der Verlanf der Trajektorien nicht wesentlich
verédndert. Ursache fiir die untere Grenze der Schwimmintervalle ist die feste Schalt-
schwelle. Die Konzentration von X mufl weit genug anwachsen, damit y die Schwelle
erreichen kann. Es besteht eine starke, positive Korrelation zwischen den Maximalwer-
ten von 2 und y (vgl. Abb. 3.6¢).

Das Auftreten der Punktmuster ist somit ein rein stochastischer Effekt. Deter-
ministisch witrden Umbkehrereignisse entweder mit festemm Abstand auftreten, wenn
Ymer < Ys ist, oder {iberhaupt nicht.

Auf diese Weise nicht verstanden werden kann zum einen die Enstehung komplexe-
rer Muster wiein Abb. 1.8¢’. Dieser Punkt kann in dieser Arbeit auch nicht geklirt wer-
den. Zum anderen kann mit diesem Ansatz die Reduktion der Streuung der Schwimm-
intervaile bei Zugabe kleiner IBMX-Konzentrationen (Abb. 1.8a’,b’) nicht verstanden
werden. Zur Erzeugung von Punktmustern in Next-period-Plots mufi man von einer
Verteilung ausgehen, die scharf genug ist. So zeigt die Verteilung in Abb. 3.9 zwar meh-
rere Maxima, in dem zugehérigen Next-period-Plot fiihrt das jedoch nicht zu deutlich
voneinander getrennten Flecken. Eine Moglichkeit, von einer Spontanintervallverteilung
wie in Abb. 3.8 ausgehend die IBMX-Experimente zu erkliren, wire, daB IBMX meh-
rere Parameter, einschlieBlich der Schaltschwelle beeinfluit® und so die Oszillation in
einen Parameterbereich verschiebt, in dem die Spontanintervallverteilung einen weniger
ausgepragten Schwanz hat als unter ,normalen“ Bedingungen. An der Interpretation,
daf die Punktmuster bei den IBMX-Experimenten durch Aussetzer zustande kommen,

dndert sich dabei nichts.

3.5.3 Antwort auf einzeine Lichireize

Wie beim Zwei-Zustands-Modell werden einzelne Lichtreize durch eine transiente Ande-
rung eines Kontrollparameters simuliert. Wir nehmen auch bei Lichtreizen an, dafl b
der beeinflulite Parameter ist. D.h., b = const. wird ersetzt

b(E, tetim) = bo[1 — p3(t — totim)] (3.31)

ersetzt. Dabei ist 1 > p > 0 ffir Attractant-Reize und p < 0 fiir Repellent-Reize. ¢
ist der Zeitpunkt, zu dem der Reiz gegeben wird, relativ zum Referenz-Umkehrereignis
(vgl. Abb. 1.3). Fiir das intrazelluldre Signal s(¢) machen wir wieder einen phinome-
nologischen Ansatz mit der Bedingung 0 < s(¢) < 1:

0 fiir t<0
s(t) = { ktexp(—kt+1) fiir ¢>0. (3.32)

Abb. 3.13 zeigt den Verlauf von s(¢). Die Lebensdauer des Signals 148t sich durch
entspechende Wahl von k variieren. Bei den Simulationen wird % so gewahlt, dafl das

Signal etwa zwei Schwimmintervalle lang andauert (vgl. Kap. 1.1.1).

- '8Siehe auch Kap. 3.6 in diesem Zusammenhang.




30 KAPITEL 3. DAS OSZILLATORMODELL

1.0
s{t)

0.8

0.6

0.4

0.2

O‘O 1 1

0 20 40 : 60

Abb. 3.13: Zeitlicher Verlauf von s(¢) Gl (3.32) fiir & = 0.1, wie es fiir die Simulationen in
Abb. 3.14 und 3.16 verwendet wurde. Das Maximum der Schwimmintervallverteilung liegt

dort etwa bei 30 (vgl. Abb. 3.7 und 3.8).

Phasen-Antwort-Plots

Die Simulation der Phasen-Antwort-Plots erfolgt auf dieselbe Weise, wie beim Zwei-
Zustands-Modell, in Analogie zu den Experimenten. Je nachdem, ob ein Schwimmin-
tervall 7 langer oder kiirzer als 4, ist, erhilt man also wieder vom Reiz beeinflufte
und spontane Schwimmintervalle, Wegen der schirferen Spontanintervallverteilungen
treten, im Vergleich zu den experimentellen Daten, die Spontanintervalle allerdings erst
bei hdheren ., auf.

Ausgehend von der Spontanintervallverteilung in Abb. 3.8, zeigen die Antworten
auf Attractant-Reize (Abb. 3.14) qualitativ dieselben Merkmale wie die experimentellen
Daten (Abb. 1.4): (i) Bei Ereignissen, fiir die 7 > {5, ist, kann zwischen Attractant-
Antworten und Antworten, die sich von Spontanintervallen nicht wesentlich unterschet-
den, differenziert werden; (ii) Die Breite der Liicke zwischen diesen unterschiedlichen
Antworten ist von der Reizstirke abhangig. Im Gegensatz zum Zwei-Zustands-Modell
ist das Auftreten zweier Arten von Antworten mit 7 > fyim jedoch nicht nur auf die
Anstiegsphase von s(i) zuriickzufiihren. Wenngleich wesentlich schwécher, tritt dieser
Effekt auch bei einer Strnulation mit einem Signal s(2), das fiir ¢ = 444, maximal ist, auf
(Abb. 3.15). Das Aussehen der Phasen-Antwort-Plots ist auflerdem nicht unabhingig
von den Parameterwerten. In anderen Parameterbereichen ist die Ubereinstimmung
der simulierten Plots mit den experimentellen Daten wesentlich schlechter (als Beispiel
siche Abb. 3.17a). .

E ‘Die Repellent- Antworten zeigen ebenfalls eine qualitativ gute Ubereinstimmung mit
‘den Experimenten (Abb. 1.5}, falls man von einer, im Vergleich zum Spontanverhalten,
niedrigeren Schaltschwelle ausgeht (Abb. 3.16). Fir kleine ¢, zeigt sich eine deutli-
- che Verbreiterung der Verteilung (Refraktarzeit). Mit Erh6hung der Reizstirke entsteht
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Abb. 3.14: Antwort auf Attractant-Reize mit dem Signal s(¢) Gl. (3.32): zu 500 Reizzeitpunk-
ten Istim wurden jeweils 3 Schwimmintervalle + berechnet mit z = 0.8 (a), z.= 1 (b), k=0.1,
a=104,by=005¢c=03 2=230, . =65 und ¥, = 1.
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Abb. 3.15: Antwort auf Attractant-Reize, jedoch mit dem Signal s(¢) = 1/[1 + (¢/K)4] fiir
t > 0 (a) anstatt Gi. (3 32) 500 x 6 Schw1mm1nterva]le fiir dieselben Parameter wie in Abb.

314 und K = 25 (b)
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Abb. 3.16: Antwort auf Repellent-Reize mit dem Signal s(¢) Gl. (3.32): 500 x 3 Schwimmin-
tervalle fiir p = -2 (a), p = ~4 (b), y; = 6.5, falls 7 < tatim, ys = 3.5, falls T > 15, sONSt
wie in Abb. 3.14.

in diesem Bereich eine Liicke zwischen direkt induzierten und verzogerten Antworten
(Abb. 3.16b). Fiir groflere f,um treten die Umkehrereignisse im Mittel etwa mit kon-
stantem, zeitlichem Abstand nach dem Reiz auf (s.u.). Die Annahme einer niedrigeren
Schaltschwelle nach einem Repellent-Reiz, 13t sich auf der Basis des Oszillatormodells
als Empfindlichkeitssteigerung des System interpretieren. Es gibt fiir diese Annahme
bisher jedoch keine experimentelle Rechtfertigung, sie ist eine Konsequenz der Simula-
tionen. Rechnet man mit einer konstanten Schaltschwelle, erhélt man fiir sonst gleiche
Parameter Phasen- Antwort-Plots mit einer verlngerten Refraktirzeit (vgl. Abb. 3.16a

und 3.17b).

Phasenabhingigkeit der Antworten

Eine Mittelung iiber die Phasen-Antwort-Plots ermdglicht eine genauere Diskussion der
Frage, ob neben der Refraktirzeit fiir Repellent-Reize noch weitere Phasenabhéngig-
keiten der Antworten auf einzelne Lichtreize zu beobachten sind. Abb. 3.18 zeigt die
Mittelung der Simulationen in Abb. 3.14a und 3.16a {iber jeweils 10 aufeinander fol-
gende Werte von #sm, d.h. insgesamt Giber jeweils 30 Punkte. Dabei wurden in Abb.
3.14a nur Attractant-Antworten beriicksichtigt (Mittelung tiber die obere Population,
T > taim + 10), in Abb. 3.162 alle Antworten mit 7 > .. Aufgetragen ist die (mitt-
lere) Effektivitit eines Reizes, d.h. der Abstand 7 — faim zwischen dem auf ¢ = 0
folgenden Umbkehrereignis und dem Reizzeitpunkt isn, als Funktion von fsy,. Die
lineare Regression der durch Kreise gekennzeichneten Mittelwerte zeigt, daB die Ef-
fektivitit von Attractant- wie auch von Repellent-Reize mit wachsendem i;m lang-
sam kleiner wird (Steigung der Regressionsgeraden ist m = —0.16 fiir Att.-Reize und
m = —0.06 fiir Rep.-Reize). Dieser Effekt ist fiir Repellent-Reize deutlich kleiner als
fiir Attractant-Reize und im Einklang mit experimentellen Daten [6, 19]. Die leichte
Phasenabhingigkeit der Attractant-Antworten ist hingegen nichi in Ubereinstimmung
mit den Experimenten. Eine gleichartige Mittelung iiber die experimentellen Phasen-
“Antwort-Plots ergibt als Steigung fiir die Regressionsgeraden m = 0 [19, 20]. Man
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Abb. 3.17: Antwort auf Attractant- und Repellent-Reize mit dem Signal s(t) Gl. (3.32) in
einem anderen Parameterbereich bzw. fiir eine andere Schaltschwelle: 500 x 3 Schwimminter-
valle fiir (a) a = 04, =0.1,¢c =0, =30, » = 0.8, k = 0.2, ¥, = 2.6 und y,, = 1. Das
Maximum der Spontanzeitverteilung liegt hier etwa bei 7 = 15. (b) dieselben Parameter wie
in Abb. 3.16a, jedoch mit der héheren Schwelle y, = 6.5 fiir alle 7.
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Abb. 3.18: Gemittelte Phasen- Antwort-Plots: (a) Mittelung der Simulation in Abb. 3.14a, (b)
Mittelung der Simulation in Abb. 3.16a iiber jeweils 30 aufeinanderfolgende Punkte (siche
Text). Fiir die mit o geplotteten Werte wurden Regressionsgeraden berechnet (Steigung m =
—0.16 (a) bzw. m = —0.06 (b)). Im Gegensatz zu den bisherigen Plots ist auf der Ordinate
nicht der Zeitpunkt eines Umkehrereignisses, sondern dessen Abstand vom Reiz aufgetragen!
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Abb. 3.18: Deterministische Phasen-Antwort-Kurven: Attractant- (a} und Repellent-
Antworten (b) fiir dieselben Parameter wie in Abb. 3.14a und 3.16a.
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Abb. 3.20: Deterministische Antwort auf einen Repellent-Reiz kurz nach einem Umkehrereig-
nis bei ¢ = 0. Die eingezeichneten Linien markieren den Reizzeitpunkt iy, = 3 und die
Schaltschwelle fiir die Repellent-Reize y, = 3.5.

beobachtet alse keine Korrelation zwischen dem Reizzeitpunkt und der Effektivitit
von Attractant- Antworten.

Vergleich mit deterministischen Phasen-Antwort-Kurven

Phasen-Antwort-Kurven sind das deterministische Pendant zu den stochastischen
Phasen-Antwort-Plots und sehr hilfreich bei der Interpretation der Ergebnisse der Si-
mulationen. Sie wurden durch numerische Integration der leferentlalglelchung (3. 17) .
berechnet nach Substltutlon von b= const. durch b(t tmm) GI (3. 31) : SR

Attractant—Kurven (Abb. 3.19a): Bezelchnep wir rm‘m-Sp die unbeeinflufite Oszilla-
tionsperiode, so ist fir alle {sn = 75, die Ldnge des bei ¢t = 0 beginnenden Schwimmin-
tervalls 7 = 7. Flir f54m < 75, bewirkt die transiente Erniedrigung von b eine Verlange-
‘rung der Oszillationsperiode, man erhdlt also. Schwimmintervalle 7 > 7,,. Allerdings
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Abb. 3.21: Effektivitit der Attractant- (a) und Repellent-Reize (b) in Abb. 3.14a und 3.16a
mit den entsprechenden, deterministischen Kurven.

nimmt die Effektivitdt eines Reizes ab, je spiter er gegeben wird (die mittlere Steigung
der Phasen-Antwort-Kurve ist m < 1). Erfolgt der Reiz kurz vor einem Umkehrereignis
(tstim S Tsp), wenn die autokatalytische Reaktion wesentlich zu einer Zustandsinderung
beitrégt, hat der Reiz praktisch keinen Einflufl mehr auf die Dauer des Schwimminter-
valls. In den Ratengleichung (3.17) kann b gegeniiber 2y® vernachlissigt werden. Aus
diesem Grund freten auch dann zwei unterschiedliche Antworten auf einzelne Reize
auf, wenn das Signal s(¢) zum Zeitpunkt ¢ = 44, maximal ist (Abb. 3.15).

Repellent-Kurven (Abb. 3.19b): Bei Repellent-Reizen fithrt die transiente
Erhohung von b zur vorzeitigen Auslésung eines Spikes. Die Amplitude des Spikes
ist dabei umso kleiner, je kleiner die Konzentration von X ist, d.h. je frither der Reiz
gegeben wird. Erfolgt der Reiz am Anfang eines Schwimmintervalls, erreicht der Spike
daher nicht die Schaltschwelle y,, und das Umkehrereignis wird erst durch den darauf-
folgenden Spike ausgelost (Abb. 3.20). Dieser Effekt verusacht das Auftreten einer Re-
frakidrzeit bei Repellent-Reizen, deren Linge natiirlich von der Hohe der Schaltschwelle
abhéngt (vgl. Abb. 3.16a und 3.17b). Deterministisch becbachtet man einen schar-
fen Ubergang zwischen ,refraktiren® (r 2 7sp) und ,normalen“ (7 < 75,) Repellent-
Antworten. Stochastisch beobachtet man aufgrund von Fluktuationen beide Antworten
wéhrend der Refraktarzeit und damit eine breite Schwimmintervallverteilung (Abb.
3.16a). Bei stirkeren Reizen sind die Antworten durch eine Liicke in der Verteilung
voneinander getrennt (Abb. 3.16b). Simulation und Experiment lassen also beziiglich
der Refraktirzeit eine einheitliche Interpretation zu: Das Auftreten einer Refraktirzeit
kann auf Aussetzer zuriickgefiihrt werden (vgl. Kap. 1.1.1). Die Zuriickfithrung der Re-
fraktdrzeit auf Eigenschaften des Oszillators ist auferdem konsistent damit, dafl sich
wihrend und nach der Refraktirzeit gegebene Repellent- Reize bei einer Reizintegration
nicht.unterscheiden [21]. '

Die Phasen-Antwort-Plots sind nicht einfach verrauschte Phasen-Antwort-Kurven. De-
‘terministisch gerechnet nimmt die Effektivitdt eines Reizes als Funktion von fim
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schneller ab, als bei der Beriicksichtigung von Fluktuationen” (Abb. 3.21). Der Einflufl
der Fluktuationen verbessert also die Ubereinstimmung der Simulationen mit dem Ex-
periment und ist daher auch bei der Antwort auf einzelne Lichtreize ein wesentlicher
Aspekt der Dynamik des Systems.

Die Verringerung der Korrelationen zwischen Zeitpunkt und Effektivitdt eines Rei-
zes kann so interpretiert werden, dafi Information dariiber, wann der nichste Spike
auftritt, durch Fluktuationen wihrend der Phase 1 der Oszillation (vgl. Abb. 3.3)
zerstort wird. Eine starke Korrelation zwischen aufeinanderfolgenden Zustinden tritt
erst wieder mit dem Finsetzen der autokatalytischen Reaktion auf (siehe auch Abb.
3.6). Der Effekt sollte umso deutlicher sein, je kleiner y wihrend der Phase 1 ist. Dies
ist zugleich eine mogliche Begriindung dafiir, da die Antworten auf einzelne Lichtreize
schlechter reproduzierbar sind, wenn man von einer glatteren Oszillation ausgeht (in
Abb. 3.17a wurde durch Erhéhung von b und Verminderung von ¢ das Anwachsen von
¥ beschleunigt).

3.5.4 Antwort auf periodische Lichtreize

Mode-locking (oder Entrainment) ist ein typisches Phinomen fiir nichtlineare Oszilla-
toren unter dem Einflufl einer duBeren, periodischen Kraft (siehe z.B. [58]). Man kann
deshalb erwarten, dafl solche Effekte auch im Oszillatormodell becbachtbar sind. Der
Einfachheit halber wihlen wir als periodische Stimulierung

b(t) = by [1 — psin (2;};)} : (3.33)

Die folgenden Simulationen entsprechen so eher den Experimenten von Lucia et al. mit
einer sinusférmigen Variation der Lichtintensitdt [24, 25] als den Experimenten von
Schimz und Hildebrand mit stufenférmigen Reizen [23].

Next-period-Plots

Ausgehend von der Spontanintervallverteilung in Abb. 3.8 erhilt man die Folge von
Next-period-Plots in Abb. 3.22. Bei Stimulierung des Systems (Bild b-{) wurde dabei
eine erniedrigte Schaltschwelle angenommen, da die Verrechnung aufeinanderfolgender
Attractant- und Repellent-Reize netto eine Repellent- Antwort ergibt [21]. Das Oszilla-
tormodell erlaubt eine gute Beschreibung des Verhaltens der Bakterien bei periodischen
Lichtreizen in denselben Punkten wie das Zwei-Zustands-Modell: (i) die Reduktion
der Streuung und das Entrainment, (ii) die Aufspaltung der Punktwolken in mehrere
Flecke, die etwa bei ganzzahligen Vielfachen von T HKegen, und (iii) die Verschiebung
des Maximums der Verteilung von 7 &= T zu 7 = 2T, wenn T etwas kleiner als die Hilite
des haufigsten Spontanintervalls ist. In dem in Abb. 3.22 abgedeckten Frequenzbereich
treten jedoch auch beim Oszillatormodell keine Korrelationen zwischen aufeinander-
folgenden Schwimmintervallen auf (Abb. 3.22 und 3.23). Deterministisch gibt es zwar

"Beschriinkt man sich bei Repellent-Reizen auf ¢,4,, 2 15, verlaufen fiir 7 — #,4m > 0 die Punkt-
~wolken flacher als die deterministischen Kurven (Abb. 3.21).
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Abb. 3.22: Antwort auf periodische Reize: Simulationen von Next-period-Plots fiir Spontan-
intervalle (a), T = 30 (b), 25 (c), 20 (d), 15 (e), 12 (f) mit jeweils 300 Schwimmintervallen.
Parameter: g = 1,2 = 0.4, by = 0.05, ¢ = 0.3, 2 = 30, y, = 6.5 (a) bzw. 3.5 (b-f) und y,, = 1.
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Abb. 3.23: Sequenz aufeinanderfolgender Schwimmintervalle: Aufgetragen sind 100 Intervalle
aus der Simulation in Abb. 3.22e.
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Abb. 3.24: Schwimmintervallsequenz und Next-period-Plot von 1000 Intervallen bei periodi-
scher Stimulierung mit 1" = 40. Parameter wie in Abb. 3.22.

Mode-locking-Zustinde mit einer definierten Abfolge von Spikes unterschiedlicher Am-
plitude. Wegen der groflen Fluktuationen kénnen diese Zustdnde aber auch durch eine
geeignete Wahl der Schaltschwelle nicht sichtbar gemacht werden.

Deutliche Korrelationen erhilt man hingegen bei Reizperioden, die gré8er als die
mittlere Dauer eines Spontanintervalls sind (Abb. 3.24 fiir T = 40, Verteilung in Abb.
3.25¢). Das Maximum der Schwimmintervallverteilung liegt auch hier bei 7 = T.
Zusétzlich treten hiufig kitrzere Schwimmintervalle auf. Wie der Next-period-Plot
zeigt, setzen sich diese aus zwei Anteilen zusammen: Auf eine kurze Schwimminter-
vall 7 = 18 folgt mit grofier Wahrscheinlichkeit ein mittleres Schwimmintervall 7 & 25,
so daB die Synchronisation mit der periodischen Stimulierung nicht zerstort wird. Dafl
die Summe der kurzen und mittleren Schwimmintervalle etwas gréfler als T = 40
ist, wird dadurch ausgeglichen, da8 der Vorlaufer/Nachfolger eines kurzen/mittleren
Schwimmintervalls ein Schwimmintervall der Lange r < T ist.

Diese Simulation zeigt die starke Wirkung des periodischen Reizes auf den Oszil-
lator. Experimentelle Daten fiir einen Vergleich von Simulation und Experiment feh-
len bisher. Imn Zwei-Zustands-Modell tritt ein dhnlich deutlicher Effekt mit der dort

gewahlten Stimulierung nicht auf.

Abhéngigkeit der Umbkehrereignisse von der Phase des periodischen Reizes

Die Abhingigkeit der Wahrscheinlichkeit eines Umkehrereignisses von der Phasenlage
des periodischen Reizes ist eine interessanter Punkt, der von Lucia et al. {25] auch
experimentell untersucht wurde (vgl. Kap. 1.1.1). Er beleuchtet etwas genauer die Syn-
chronisation zwischen Oszillator und externem Reiz.

Findet zum Zeitpunkt ¢* ein Umbkehrereignis statt, so ist die zugehérige Phase &
des Reizes®
' 27t” _

(") = T mod 27 . SR (3.34)
8Nach Gleichung {3.33) ist #(0) = 0. Eine Abhiingigkeit der Ergebnisse von der Anfangsphase
- besteht nic_:ht. :
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Abb. 3.25: Schwimmintervallverteilungen (linke Spalte) und Verteilungen der Phase des: pe-
riodischen Reizes zum Zeitpunkt eines Umkehrereignisses (rechte Spalte) fiir jeweils 500 auf-
einanderfolgende Schwimmintervalle. Parameter: T' = 20 (a) 30 (b) 40 (c) sonst wie in Abb.

3. 22. D1e Verteﬂungen sind auf 1 normiert.
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Abb. 3.26: (#) als Funktion der Reizperiode: Aufgetragen ist (8) & Standardabweichung von
jeweils 500 Schwimmintervallen. Fiir T = 40, 50 und 60 wurde nur {iber das Hauptmaximum
der Verteilung gemittelt (vgl. Abb. 3.25¢”). Abb. (a) und (b} zeigen dieselben Daten in linearer
bzw. doppelt-logarithmischer Skalierung.

In Abb. 3.25 sind Schwimmintervallverteilungen und die zugehdrigen Phasenverteilun-
gen fiir drei Reizfrequenzen gegeniibergestellt. In keinem Frequenzbereich kommt es
aufgrund der Fluktuationen zu einer vollkommenen Verschmierung der Phase. Mit-
telwerte der Verteilungen sind, zumindest fiir hohe Reizfrequenzen, aussagekriftige
GréBen. Umkehrereignisse treten also bevorzugt bei einer bestimmten Phase der Sti-
mulierung auf und damit bei ganzzahligen Vielfachen der Reizperiode. Dies schlagt sich
in den Next-period-Plots Abb. 3.22b—f auch in einer Streckung der einzelnen Flecken
senkrecht zur Winkelhalbierenden nieder: Auf kiirzere Schwimmintervalle folgen be-
vorzugt lingere, und umgekehrt. Bei einer langsamen Stimulierung (Abb. 3.25c) zeigt
sich diese Phasenpriferenz in den oben beschriebenen Korrelationen zwischen aufein-
anderfolgenden Schwimmintervallen. Abgesehen von den kurzen Intervallen, treten die
Umkehrereignisse bei der ,richtigen® Phase auf. *'

Diese Ergebnisse sind soweit in Ubereinstimmung mit den Experimenten. Einen
Widerspruch gibt es beim funktionellen Zusammenhang zwischen dem Mittelwert von
6 und der Reizperiode T'. Abb. 3.25 und, in einem groferen Bereich, Abb. 3.26 zeigen,
dafB die Phase, bei der bevorzugt Umkehrereignisse auftreten, als Funktion von T' ab-
nimmt. Dabei wurde in Abb. 3.26 jeweils nur {iber das Hauptmaximum der Verteilung

gemittelt. Lucia et al. finden als funktionellen Zusammenhang®
(0) ~ | ' | (3.35)

'vgl Kap. 1, 1 1, Abb 1.7. D1e Slmulatlonsergebmsse gehen zwarin die nchtlge R,]chtung,

°Die Autoren betrachten eigentlich jeweils das Max1murn emer Verteliung Wegen der Form der '

' Verteiiungen andert das aber mchts an der Aussage.. oo
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das Verhalten (3.35) findet sich aber nicht wieder. Die logarithmische Auftragung der
Daten in Abb. 3.26b zeigt, daB hier kein Potenzgesetz gefittet werden kann.

3.8 Diskussion

Das Oszillatormodell ist eine konkrete, mathematische Formulierung der Oszillatorhy-
pothese von Schimz und Hildebrand zum Schwimmverhalten von Halobakterien. Viele
der experimentellen Beobachtungen lassen sich beschreiben, wenn man das Reakti-
onssystem in einem Parameterbereich betrachtet, in dem es Relaxationsoszillationen
zeigt. Das Modell ist dabei aus theoretischer Sicht aus zwei Grinden befriedigender
als das Zwei-Zustands-Modell. Erstens stellt es einen mikroskopischen Ansatz fiir die
Kopplung zwischen dem sensorischen System (einschlieBlich der Reizintegration und
Adaptation) und dem Geifelmotor dar. Und zweitens gibt es iiber die Moglichkeiten
des Zwei-Zustands-Modells hinaus Erklarungen fiir die Form der Spontanintervallver-
teilung, das Auftreten der Refraktérzeit fiir Repellent-Reize und die Entstehung von
Punktmustern bei Zugabe von IBMX.

Bei allen Phinomenen sind Fluktuationen wesentlich fiir das Verstandnis der Dy-
namik des Systems. Die Eigenschaft, Relaxationsoszillationen zu zeigen, ist vor allen
Dingen im Zusammenhang mit den Attractant-Antworten entscheidend. Insbesondere
bei periodischen Reizen erhdlt man in anderen Parameterbereichen zum Teil bessere
Ergebnisse. Dies betrifft aber nicht die Korrelationen zwischen aufeinanderfolgenden
Schwimmintervallen, sondern die Ubereinstimmung der Verteilungsmaxima mit Viel-
fachen der Reizperiode. Aus Griinden der Einheitlichkeit wurden aber trotzdem alle
Simulationsergebnisse, mit Ausnahme der IBMX-Experimente, in einem Parameter-
bereich dargestellt. Wie schon an der entsprechenden Stelle (Kap. 3.5.2) diskutiert,
muB man im Rahmen des Oszillatormodells davon ausgehen, daf IBMX mehrere Pa-
rameter gleichzeitig verindert. Ob dies in konsistenter Weise, d.h. ohne die Oszillati-
onsfrequenz zu stark zu verindern, tatsichlich méglich ist, wurde nicht fiberpriift. Es
kam vor allem darauf an, zu zeigen, daBl das Auftreten einer zunehmenden Zahl von

- Aussetzern eine mogliche Erklarung fiir die Entstehung der zeitlichen Muster bei den
IBMX-Experimenten ist.

‘Abgesehen davon, dal es bis jetzt experimentell keine direkten Hinweise auf die
Existenz eines biochemischen Oszillators in Halobakterien gibt, .ist das Modell in der
beschriebenen Form aus zwei Griinden unrealistisch. Der erste ist unkritisch und be-
trifft die Form der Reaktionsraten. Bei einer Modifikation des Modells in Anlehnung
an das Goldbeter-Modell fiir Ca-Oszillationen [54] (siche auch Kap. 3.2) zeigen die
Oszillationen dieselben qualitativen Merkmale wie bei unserem Ansatz. Biochemisch
realistische Sattigungseffekte haben also keinen entscheidenden Einflul. Die Simulation
des Schwimmverhaltens betreffend wurde dies fiir Spontanintervalle und die Antwort
auf periodische Reize getestet, ohne daBl Unterschiede zum oben beschriebenen Verhal-
ten aufiraten. . . .

" Der zweite Punkt betrifft die Annahme der festen Schwellen y, und y,,. Schwellen-
- verhalten kann in biochemischen Systemen durch kooperative Effekte realisiert werden.
Bei der allosterischen Regulation einer enzymatischen Reaktion konnen sie zu einer
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sigmoiden, schwellenartigen Abhingigkeit der Reaktionsrate von der Modulatorkon-
zentration fiihren (siehe z.B. [59]). Ein {iblicher Ansatz zur Beschreibung kooperativer
Effekte ist der von Hill [60]. Er fithrt auf Reaktionsraten der Form

n {(ﬂ.

r(s,9) = f(s)mm——  baw. 7 (s,y) = f(s)

—_— 3.36
Kn_%.yn I{n+yn ( )

Die erste Gleichung erhilt man bei einer allosterischen Aktivierung, die zweite bei
einer Hemnmung der Reaktion. Dabel bezeichnet s die Substratkonzentration und y
die Modulatorkonzentration. Die Raten r sind bei der Modulatorkonzentration y = K
halbmaximal.

Nimmt man in Anlehnung an McCain et al. [19] an, daf} der Schalter des GeiBel-
motors in drei Zustinden (ILN,R) vorliegen kann, und fordert weiter, daB Ubergénge
zwischen den Zustinden allosterisch reguliert sind, kann fiir den Ubergang zwischen
den Zustinden CW und CCW (oder umkehrt) folgendes Modell anfgestellt werden:

jCW | Injew | 2™ [R/cw | — [T/CCW (3.37)

mit den von der Schaltsubstanz Y abhingigen Ubergangswahrscheinlichkeiten

y
oly) = Eo—dm 3.38-a
(y) Ny:; gy ( ) _
P (3.38-b)
w(y) = RT g .38-

Unmittelbar nach einem Schaltereignis befindet sich der Schalter in einem inaktiven
Zustand I. Der Ubergang in den non-reversing state N ist durch Y reguliert und erfolgt
vorzugsweise bei Konzentrationen y < y,, und der darauf folgende Ubergang in den
teversing state R vorzugsweise bei Konzentrationen y > y,. Danach passiert instantan
das Umschalten der Geifleldrehrichtung, wobei der Schalter in den Zustand I springt.
Dieser Ansatz stellt eine realistischere Kopplung zwischen Oszillator und GeiBelmotor
dar als die Annahme einer festen Schaltschwelle. Da Amplitudenfluktuationen eine be-
deutende Rolle im Modell spielen, ist er zudem eine wichtige Erweiterung des bisherigen
Ansatzes.

" Uber diese prinzipiellen Uberlegungen hinaus gibt es zwei Simulationsergebnisse,
die eine kritische Hinterfragung des Oszillatormodells erfordern. Dies ist zum einen
die Abhéngigkeit der Reizeffektivitit vomn Reizzeitpunkt bei einzelnen Attractant-
Reizen und zum anderen die Abhingigkeit der Umkehrereignisse von der Phase der
Stimulierung bei periodischen Reizen. Beim letzteren Punkt ist zu beachten, dafl bei
den Experimenten die Phase des Lichtreizes selbst betrachtet wird. Die beobachtete
Abhingigkeit (0) ~ T~ bedeutet eine im Mittel konstante Verzégerung zwischen dem
Zeitpunkt, zu dem @ = 0 ist, und dem Auftreten eines Umkehrereignisses. Geht man
davon aus, daB die maximale Anderung der Lichtintensitit bei § = 0 der effektive,
‘ein Umbkehrereignisse induzierende Repellent-Reiz ist, kdnnte die konstante Verzoge:
rung auf die Signalverarbeitung zuriickgefihrt werden. Im Oszillatormodell muf} die
- Abhéngigkeit (8)(T) hingegen als Eigenschaft des Oszillators verstanden werden. Die-
-, ses Problem taucht beim Zwei-Zustands-Modell konstruktionsgeméf nicht auf. Dort 1st
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das Auftreten von Umkehrereignissen direkt mit der Ubergangswahrscheinlichkeit von
CW nach CCW korreliert und eine konstante Verzégerung zwischen dem Zeitpunkt
eines Repellent-Reizes und seiner maximalen Wirkung explizit berficksichtigt. Fiir eine
korrekte Beschreibung der Wirkung periodischer Lichtreize kann daher die Einbezie-
hung eines mikroskopischen Modells fiir die Signalverarbeitung (Adaptation, Verrech-
nung von Reizen) notwendig sein. Bine wichtige Frage wire zum Beispiel, wie das den
Geiflelmotor beeinflussende intrazellulire Signal infolge eines sinusférmigen Lichtreizes
aussieht. Was ist der effektive Reiz? Gibt es eine Phasenverschiebung zwischen dem
periodischen Reiz und dem intrazelluldren Signal? Mégliche Ausgangspunkte fiir eine
modellhafte Beschreibung der Signalverarbeitung sind beispielweise die von Marwan
und Oesterhelt [11], Spudich et al. [36] oder Lucia et al. {25] postulierten Mechanis-
men.

Eine Erweiterung des Modellansatzes in dieser Richtung kénnte auch wichtig zum
Versténdnis der teilweise beobachteten Korrelationen zwischen aufeinanderfolgenden
Schwimmintervallen bei periodischen Reizen sein. Ein Indiz, da8 die Signalverarbei-
tung in diesem Zusammenhang eine bedeutende Rolle spielen kénnte, ist die emp-
findliche Abhéngigkeit des Verhaltens der Bakterien von den Reizbedingungen (vgl.
Kap. 1.1.1, [23]). Eine alternative Idee waire, die verschiedenen, zeitlichen Struktu-
ren im Schwimmverhalten auf Zustinde des periodisch getriebenen Oszillators zuriick-
zufithren, die sich deterministisch gesehen qualitativ unterscheiden; z.B. verschiedene
Mode-locking-Zustinde oder chaotische Zustinde. Wegen der geringen Grofie des Sy-
stems Halobacterium erscheint die Erweiterung des Modell durch Einbeziehung der
Signalverarbeitung im Moment jedoch sinnvoller als eine systematische Untersuchung
des Bifurkationsverhaltens des Oszillators und die Erklirung der beobachteten Struk-
turen durch deterministische Effekte.




Kapitel 4

Jeschreibung einiger Teilaspekte

In diesem Kapitel sollen Ansétze zur Behandlung einiger Teilaspekte des Schwimmver-
haltens der Bakterien bzw. Teilaspekte der bisher beschriebenen Modelle vorgestellt
werden. Die in den ersten beiden Abschnitten behandelten Punkte sind eventuell niitz-
lich zu einem tiefergehenden Verstidndnis der bei den Simulationen beobachteten Ef-
fekte. Im dritten Abschnitt wird ein zweiter, mikroskopischer Ansatz zur Beschreibung
der Spontanintervallverteilung vorgestellt.

4,1  Grenzzyklus-Oszillationen: Beschrankung auf
Phasenfluktuationen

Ein Grenzzyklus ist als Orbit asymptotisch stabil, d.h. alle Trajektorien, die in der
Nihe des Grenzzyklus starten, nidhern sich ihm und sind schliellich periodisch mit
derselben Periode. Er besteht aber nicht aus nur einer asymptotisch stabilen Losung!,
gegen die alle anderen Losungen fiir ¢ — oo konvergieren. Grenzzyklen bestehen viel-
mehr aus einer Familie periodischer Lésungen, die sich in ihrer Phase unterscheiden.
Wegen der orbitalen Stabilitdt werden Amplitudenfluktuationen senkrecht zum Grenz-
zyklus gedimpft, Phasenfluktuationen in Richtung des Grenzzyklus hingegen nicht. Ein
zundchst an einer Stelle des Grenzzyklus lokalisiertes Ensemble gleichartiger Systeme
verschmiert deshalb im Laufe der Zeit {iber den ganzen Grenzzyklus und bleibt nur
senkrecht dazu lokalisiert [61-63]. Im Gegensatz zum deterministischen Fall beobach-
tet man keine synchrone Bewegung der Ensemblemitglieder. Die Breite der Verteilung
des Ensembles in Richtung des Grenzzyklus nimmt dabei wie bei einem Diffusionspro-
zeB proportional +/f zu. Man spricht daher auch von einer ,,Phasendiffusion®,

Beim Oszillatormodell fiir das Schwimmverhalten von Halobakterien spielen Ampli-
tudenfluktuationen eine bedeutende Rolle. Es ist aber eine interessante Frage, ob einige
Effekte auch alleine aufgrund von Phasenfluktuationen verstanden werden kénnen. Ein
Ansatz, wie man hier vielleicht weiterkommt, soll in diesem Abschnitt kurz dargestellt

werden.

!Die Losung u(t) eines Differentialgleichungssystems heift asymptotisch stabil, falls fiir alle Losun-
‘gen v(t), die in einer geeigneten Umgebung von u(?) starten, die Bedingung |u(t) — v(t)] — 0 fiir
t— o0 erfiillt ist.

64
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4.1.1 Die Fokker-Planck-Gleichung

Ein System, das oszillatorische Losungen besitzt, muf aus topologischen Griinden min-
destens zweidimensional sein. Beschrankt man sich jedoch auf die Bewegung auf einem
Grenzzyklus unter Vernachlissigung von Amplitudenfluktuationen, ist das Problem ef-
fektiv eindimensional und periodisch in der Ortskoordinate. Die Lange eines Schwimm-
intervalls entspricht dann der Zeit, die bendtigt wird, um den Grenzzyklus einmal
vollstdndig zu umrunden.

Als Ansatz zur Beschreibung des Systems unter dem Einflul von Rauschen wahlen
wir die Langevin-Gleichung

&= f@)+E(1), f@)=fla+1), (4.1)

wobei & z.B. die Bogenlidnge des Grenzzyklus oder eine Winkelkoordinate, L die Ge-
samtlinge des Grenzzykius und £(¢) eine additive Zufallskraft ist, deren statistische
Eigenschaften noch spezifiziert werden miissen. Der Einfachheit halber sei £(f) ein
GauBsches weilles Rauschen, charakterisiert durch

(@) =0, (£@)() =Dé(t-1). (4.2)

Die zeitliche Entwicklung der Dichtefunktion p{z,t) eines Ensembles, das der Gleichung
{4.1) gehorcht, wird dann durch die Fokker-Planck-Gleichung

Op(z,t 0 D §*
Y o 2 oo ) + 5ol ) (4.9
mit der Anfangsbedingung
p{z,0) = é(x — 7o) (4.4)

beschrieben [64].
Nach der Angabe von Randbedingungen kann diese eindimensionale Fokker-Planck-

Gleichung durch Entwicklung nach Eigenfunktionen des Fokker-Planck-Operators
s D & d

Lrr =535~ 3 (z) (4.5)
im Prinzip gelost werden ([64], Kap. 5). Der Separationsansatz fiir p(z,?)
plz,t) = p(z)e™ (4.6)
fiihrt auf die Eigenwertgleichung
Lepple) = —Ap(a). (4.7)

Hierbet sind A und ¢(z) die Eigenwerte und Eigenfunktionen von Lyp zu den gewihlten
Randbedingungen. Der Fokker-Planck-Operator (4.5) ist i. allg. nicht hermitesch. Unter
Verwendung des Potentials

o(z) = —-% ff(a:)da: + const. (4.8)
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kann er jedoch auf den hermiteschen Operator

[ = S@/2] L em o2 (4.9)

transformiert werden.
Ist . (z) eine Eigenfunktion des Fokker-Planck-Operators Lpp mit dem Eigenwert

An, SO 18t

Ya(z) = 0, (2) (4.10)

Eigenfunktion des Operators L zu demselben Eigenwert \,. Die Vollstindigkeit? und
Orthonormalitit der Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators ausnutzend, erhalt

man dann als Lésung der Fokker-Planck-Gleichung (4.3)
pa,t) = 23 g (z)pn(zo)e™

= SENIEOR Y al2hbn(zo)e (4.11)

4.1.2 Die First-passage-time-Verteilung

Startet das System zur Zeit t = 0 an der Stelle £(0) = zq, so ist im Rahmen dieses An-
satzes eine Schwimmintervallverteilung gleich der Verteilung der Zeitpunkte, zu denen
die Zufallsvariable z{¢) einen Rand des Intervalls [zg — L,z + L] erstmalig erreicht.

P S [
i ] |
i I

I
$9—L. o $0+L T

Wie in den anderen Kapiteln werde die gesuchte Wahrscheinlichkeitsdichte wieder mit p
bezeichnet. Zu ihrer Berechnung mu8 die Fokker-Planck-Gleichung (4.3}, in Analogie zu
dem fpt-Problem beim Zwei-Zustands-Modell, mit absorbierenden Randbedingungen

gelost werden, d.h. [64]
oz — Lty = plzg + L,t)=0. (4.12)

Falls das Potential ®(z) in dem betrachteten Intervall endlich ist, existiert fiir diese
Randbedingungen keine stationire Losung der Fokker-Planck-Gleichung und alle Ei-

genwerte A, des Fokker-Planck-Operators sind positiv {64].
Die Wahrscheinlichkeit W {(zo,?), da eine Realisation, die bei z = z¢ startet, zum

Zeitpunkt ¢ einen der Rinder noch nicht erreicht hat, ist gleich

o+ 1L
W(zq,t) = fp(m,t)dz. (4.13)

zo—L

~* ?Dies muB strenggenommen in jedem Einzelfall gepriift werden.
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Die Wahrscheinlichkeit, dafl die Realisation einen der Rinder in dem kleinen Zeitinter-
vall [t,t + At] erreicht, ist daher

plzo, )AL = [l — W(za,t + A)] = [1 — W(=o,1)]

Im Limes At — 0 erhalten wir damit unter Verwendung von (4.13) als First-passage-

time- Verteilung
zp+L

oot =5 [ et)ds. (4.15)

ro—L

Die Losung (4.11) der Fokker-Planck-Gleichung in {(4.15) eingesetzt, liefert

zo+L
plzo,t) = ch(mo),&ne')‘"t mit  ey{zo) = / e@(z")apn(:c)gon(:rg)dx. (4.16)
n zo—L

Die fpt-Verteilung p{zg, ) verlduft also asymptotisch exponentiell, bestimmt durch den
kleinsten Eigenwert A,. Damit ist allerdings noch nicht gesagt, daB ein groBer Teil der
Verteilung durch eine einzige Exponentialfunktion beschrieben werden kann.

4.1.3 DBeispiel

Als einfaches Beispiel soll die fpt-Verteilung (4.16) fiir den Fall eines konstanten Drift-
terms f(z) berechnet werden. In Hinblick auf die relaxationsartigen Oszillationen, die
wir beim Oszillatormodell betrachtet haben, ist diese Annahme nicht so schlecht, wie
es auf den ersten Blick scheint. Wahrend eines GroBieils der Oszillationsperiode ist
z ~ a und ¥ = 0 (Abb. 3.3). Das System bewegt sich also wahrend eines wesentli-
chen Teils eines Schwimmintervalls mit etwa konstanter Geschwindigkeit entlang des

Grenzzyklus.
Wir betrachten im folgenden einen ProzeB mit absorbierenden Rénder bei z = £ 1,

der zur Zeit ¥ = 0 im Punkt 2o = 0 startet, und dessen Drifiterm
flz) = w = const. (4.17)
ist. Mit dem Fokker-Planck-Operator

‘E’FP = gar:r - war (4.18)

und dem Potential des Prozesses

O(z) = —%{{m + const. (4.19)

erhalten wir als transformierten, hermiteschen QOperator

- w | D %I_Q w2
[=e¥ {_‘?_au—wam] eb* = 2 {am— (5) } . (4.20)
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Dieser Operator vertauscht mit dem Symmetricoperator & (64(z) = 1(—z)) und hat
daher symmetrische und antisymmetrische Eigenfunktionen #°(z) und °(z). Hier
miissen jedoch nur die symmetrischen Eigenfunktionen beriicksichtigt werden, da we-
gen 1°(zo=0) = 0 die antisymmetrischen Funktionen keinen Beitrag zur Losung (4.11)

der Fokker-Planck-Gleichung liefern. X
Die symmetrischen Losungen des Eigenwertproblems Ly = —¢ (der Index s ist

wieder weggelassen) sind

P(z) = Acoskz (4.21)
mit Figenwerten \
w D
= — + —k* . 4,
A 2D + 3 >0 (4.22}

Dabei ist & so zu wihlen, daB die Randbedingungen (L} = w(—L) = 0 fir die Eigen-
funktionen

p(z) = eF7Y(2) (4.23)
des Fokker-Planck-Operators Lep erfiillt sind, also
k=(n+%)%, n=0,41,%2,.... (4.24)

Die Eigenfunktionen und zugehorigen Eigenwerte von L sind damit?

$ulz) = %cos[(n—i—%) %x],

w? D 1\ =]°
A o= —+ = = — =0,1,2,... 2
n 2D+2Kn+2)L] , =012, (4.25)
und als Losung der Fokker—Pla.ﬁck-Gleichung erhalten wir
]. w = 1 w .
- —gBT Z1= nt, 4.26
plz,t) 7€ n§=0 cos [(n + 2) L:J:] e (4.26)

Nach Ausfithrung der Integration in (4.15) ergibt sich als gesuchte First-passage-time-

Verteilung
7w wL\ — n 1\ .

p(t) = 7 cosh \F> ;(—1) (n + -2-) et (4.27)
Der Verlauf dieser Verteilung ist in Abb. 4.1 zusammen mit der Exponentialfunktion,
die man bei alleiniger Beriicksichtigung des Terms n = 0 erhlt, gezeigt. p(t) fallt iiber
einen grofien Bereich exponentiell ab und stimmt so ganz gut mit den experimentellen
Spontanintervallverteilungen iiberein. Eine systematische Verfolgung dieses Ansatzes
kénnte also lohnend sein, z.B. mit Blick auf die Frage, ob es Bedingungen gibt, un-
ter denen die Effektivitit eines Reizes unabhingig davon ist, an welcher Stelle des

Grenzzyklus die Stimulation passiert.

o 3Wegen A_p, = A1 und Y_n(2) = ¥a_1(z) brauchen nur positive n berficksichtigt werden.




4.2. PERIODISCHE REIZE 69
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Abb. 4.1: Verlauf von p(t) Gleichung (4.27) fiir w = 0.3, D = 1 und L = 27. Summiert wurde
bis » = 100 (dicke Kurve). Die Exponentialfunktion (diinne Kurve) erhilt man bei alleiniger

Beriicksichtigung des Summanden n = 0

4.2 Pericdische Reize

In diesem Abschnitt wird an einem einfachen Beispiel erlautert, wie Verteilungen auf-
einanderfolgender Schwimmintervalle bei periodischen Reizen im Prinzip berechnet
werden kdnnen. In Analogie zum Zwei-Zustands-Modell soll ein Sprungproze$ mit einer
periodisch modulierten Ubergangswahrscheinlichkeit untersucht werden®. Wir betrach-
ten Spriinge zwischen zwei Zustinden X; und X,,

e 25

&
x, 29 x o (4.28)

mit. der Ubergangswahrschemhchkelt pro Zeltemheit
Fad( )=f’c-1—ASIIluu+¢), S e .(4“")

d1e fur beide Rlchtungen gleich sein soll. Hierbei ist 02 d1e (Kreis)frequenz der Modula-

tion und ¢ eine fest vorgegebene Phase. Die Losung des First-passage-time-Problems

fir den Ubergang von X; nach X; (oder. umgekehrt) liefert dann eine fpt- Vertellung_.
¢’(t) die: explizlt von der Anfangsphase ¢ abhangt .

“Ein weiteres Beispiel findet man in [65]. Dort w;rd die Verteilung von Ubergangszelten zw;schen :
den belden M:mma eines penodxsch modulierten Doppelmuldenpotentials berechnet .
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Nach Kap. 2.1.1 ist

#0) = e {- [ e
= [k+ Asin(Qt + ¢)] exp {—kt + %[cos(ﬂt + ¢) — cos ¢] } . (4.30)

p*(t) ist die Verteilung von Schwimmintervallen®, die alle bei derselben Phase ¢ be-
ginnen. Betrachtet man jedoch direkt aufeinander folgende Schwimmintervalle, ist die
Phase der Modulation zu Beginn eines jeden Schwimmintervalls, § = (02¢*+ ¢) mod 27,
eine Zufallsvariable, bestimmt durch den Zeitpunkt ¢* eines Umkehrereignisses. Dazu
dquivalent ist die Betrachtung von Schwimmintervallen, die alle zum Zeitpunkt ¢ = 0,
aber mit einer zufilligen Phase ¢ beginnen, die wie § verteilt ist. Die gesuchte Vertei-
lung aufeinanderfolgender Intervalle p(t) erhilt man dann durch Mittelung von p%(t)
iber ¢.

Sei w(¢) die Verteilung von 8, d.h. w(¢)A¢ sei die Wahrscheinlichkeit fiir das Auf-
treten eines Umkehrereignisses, falls ¢ < 8 < ¢ + A¢ ist. Damit ist

o) = (2*(1)) = f “w($)p* (1) db (4.31)

Fiir den chemischen Oszillator, der zur Formulierung des Oszillatormodells verwendet
wurde, sind Beispiele fiir Phasenverteilungen w(¢) in Abb. 3.25 gezeigt.

Fiir den Prozef (4.28) 1aBt sich die Verteilung w(¢) direkt angeben. Da der Prozef
nur aus einem einzigen Ubergang besteht und die Ubergangswahrscheinlichkeit nur
in der Kombination § =  + ¢ von ¢ abhingt, ist die Wahrscheinlichkeit, daB der
Ubergang erfolgt, falls 6/ < ¢ < # 4+ A#’ ist, proportional ¥+ Asin 9’ Nach Normzerung
und Umbenennung der Variablen erhalten wir damit : - BTN

w(d) = Qiﬂ_ (1 + %sin ¢> . | (4.32)

Die tiber ¢ gemittelte fpt-Verteilung p(t) = 02 "dd w($)p?(t) kann leider nur numerisch
berechnet werden. Abb. 4.2 zeigt Beispiele fiir zwei Modulationsfrequenzen Q2. Die
Exponentialverteilung, die man ohne periodische Modulation erhielte, wird zu einer
Verteilung mit mehreren Maxima, deren Zahl mit zunehmender Modulationsfrequenz
zunimmt. An diesem Beispiel kann auch gezeigt werden, dafl dabei die Mittelung iber
die richtige Verteilung w(¢) entscheidend ist. Die Maxima verschwinden, falls man eine
Gleichverteilung fiir ¢ annimmt (gepunktete Kurven in Abb. 4.2a und b). Unter der
Voraussetzung, daB sich dieses Ergebnis auf die Experimente iibertragen 148t, bedeu-
tet es, daB die Beobachtung aufeinanderfolgender Schwimmintervalle wichtig ist. Die
Messung einzelner Schwimmintervalle bei zufillig ausgewihlter, gleichverteilter Phase
des periodischen Reizes fiihrt nicht auf mehrgipflige Verteilungen.

5Per Einfachheit halber werden auch in diesem Abschnitt dieselben Bezeichnungen wie in den vor-
‘angegangenen Kapiteln verwendet, obwohi das hler behandeite Belspml kem Modell ﬁu‘ das Schmmm— _

- :verhalten der Baktenen 1st




4.2. PERIODISCHE REIZE 71

0.3
0.2
0.1
) . | i , 0.0 . h
0 10 20 ¢ 30 0 T g 2m

Abb. 4.2: fpt-Verteilung p(t) = (p®(¢)} und Phasenverteilung w(9) fiir £k = A = 0.2 und

Q =1 (a), 2 (b). Die Histogramme sind das Ergebnis einer Simulation von 5000 Ubergingen,
simuliert mit festem Zeitschritt At = 0.1 und Anfangsphase ¢{0) = 0 (Das Ergebnis ist davon
unabhingig, falls iiber geniigend Perioder der Modulation gemittelt wird!). Die gepunkteten
Linien erhilt man bei Mittelung von p?(t) iiber eine gleichverteilte Phase ¢, w(¢) = 1/2r.
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4.3 Die Zustandskette

Im folgenden soll noch ein zweiter, mikroskopischer Ansatz zur Beschreibung des Spon-
tanverhaltens der Bakterien vorgestellt werden. In Anlehnung an den von McCain et al.
postulierten Mechanismus {19] wird angenommen, dafl der Geiflelmotor oder eine mit
ihm verkniipfte, funktionelle Einheit, z.B. der Motorschalter, zwischen zwet Umkehrer-
eignissen eine definierte Folge von Zustinden durchlaufen muB. Die Anzahl der Schritte
soll dabel zunéchst offengelassen werden. Als Ansatz wahlen wir die Zustandskette

Xo 25 X, 22 By A X, (4.33)

mit konstanten Ubergangswahrscheinlichkeiten pro Zeiteinheit &;. Hierbei kénnten der
Anfangs- und der Endzustand z.B. mit den Zustinden CW und CCW oder mit einem
inaktiven (I) und dem aktiven Zustand (R} des Geifielmotors identifiziert werden. Die
einzelnen Uberginge kdnnten Konformationséinderungen oder Ligandenbindungsschrit-
ten entspechen, wobei durch entsprechende Wahl der Ubergangswahrscheinlichkeiten
auch kooperative Effekte berticksichtigt werden kénnen. Es wird nur vorausgesetzt, daf
zwischen zwei Umkehrereignissen immer alle X; sequentiell durchlaufen werden und die
zeitliche Entwicklung des Systems durch einen Markoffprozef beschrieben wird.

4.3.1 Die First-passage-time-Verteilung

Riickspriinge sollen in dem Modell (4.33) nicht auftreten. Die fpt-Verteilung p, () fir
den Ubergang von Xo nach X, ist deswegen gleich der Verteilung der Summe von n
Zufallsvariablen 7q,...,7,, wobei mit 7; die Dauer bezeichnet ist, die das System im
Zustand X;_; verweilt, bevor der Sprung nach X; erfolgt®. Da der Markoffannahme
gemaB die 7; unabhingig voneinander sind, ist die Verteilung der Summe zweier 7
gleich der Faltung ihrer Wahrscheinlichkeitsverteilungen p., (1},

£
Pritn(t) = pry * pr (1) = ,’{; pry(t — t’)Pﬂ(i’)dt! . (4'34)

Dies a8t sich auf die Summe von n Zufallsvariablen verallgemeinern, und man erhalt
als Ansatz fiir die gesuchte fpt-Verteilung (der Index 7 wird der Ubersichtlichkeit halber

im folgenden wieder weggelassen)

p(t) = pnpu1x-- xpt) (4.35)

f dtos /i"'ld},nﬂ f dtapalt — tacs) - palta = ) (11)

®Geht man zur Berechnung der fpt-Verteilung von der Master-Gleichung fiir den Prozef (4.33) aus,
koénnen auch Riickspriinge beritcksichtigt werden. Dabei mub eine lineares Differentialgleichungssystem
der Form p; = E;:g A;jp; mit konstanten Koeffizienten A;; gelost werden. Man kann dann zeigen, daBl
_die fpt-Verteilung bis auf einen Normierungsfaktor nur von den Eigenwerten der Koeffizientenmatrix
(A:i;) abhéngt, die bei Vernachlissigung von Riickspriingen mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten
%; identisch sind [66]. Die Annahme, dafi keine Riickspriinge auftreten, bedeutet also in Hinblick auf
_die fpt-Verteilung keine Einschrénkung der Variabilitdt des Modells.
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Verhalten von p(¢) fiir kleine Zeiten

Bevor p(t) fiir den ProzeB (4.33) berechnet wird, soll das Verhalten fiir kleine ¢ unter-
sucht werden. Dazu wird p(¢) um ¢ = 0 in eine Taylorreihe entwickelt. Die Differentia-

tion eines Faltungsintegrals f * g(t) = f; Flt = t)g(t")dt' liefert

Gf o) =100 + [ 2t~ gt (4.36)

Ist f{0) = 0 oder g(0} = 0, verschwindet neben fg(t) auch die Ableitung an der Stelle
t = 0. Fir die (n — 1)-fache Faltung (4.35) ist daher der erste nicht verschwindende
Term in der Taylorentwicklung von der Ordnung ¢*71, falls p;{0) £ 0,7 = 1,...,n, ist.
Es gilt .

plE) = 43(0) - pu(0) 5y + O(E). (437)

Das Aufreten kleiner First-passage-Zeiten ist also umso unwahrscheinlicher je grofier n

ist.

Berechnung von g(2) fiir die Zustandskette

Nach Voraussetzung sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten k; zeitlich konstant. Die
Verweildauer in einem Zustand ist daher eine exponentiell verteilte Zufallsvariable mit

der Dichte
pi(t) = kje—”jt, i=1,...,n (4.38)
{vgl. Anhang C). Das Integral (4.35) kann dann mit Hilfe des Faltungssatzes fiir die

Laplace-Transformation gelSst werden [42].
Die Laplace-Transformation ist eine umkehrbare Integraltransformation, die fiir eine

Funktion f(¢) durch - 7
L)) = f(s) = f 2y (4.39)

definiert ist. Fiir eine Funktion f(s) der Ordnung O(s™), n > 1, die fiir Res > ¢
holomorph ist, wird die Riicktransformation durch

cHioo
L= 1) = 5y [ Ts)eds (4.40)

geleistet. Die Konstante ¢ € R ist also so zu wihlen, daB der Integrationsweg rechts
aller Pole von f(s) in der komplexen Ebene verlauft.
Einer Faltung f # ¢g(¢) i Urbildbereich entspricht im Bildbereich das Produkt der

Laplace-Transformierten von f und g, d.h. _
- L{f #g(t),s] = Fls) - 5(s). (a4
Die wiederholte Anwendung dieses Satzes auf p(¢) in Gleichung (4.35) fiihrt dann auf

pls) =11 5:(s), (4.42)

=1
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/b Ime

3 Abb. 4.3: Integrationsweg in der
\ komplexen Ebene zur Berechnung
‘ oo des Integrals (4.45). Die Polstellen
> von I(w) Hegen auf der imaginiren
Rew
Achse.

und nach der Transformation der Exponentialverteilungen (4.38), p;(s) = k;/(k; + s),
erhalten wir als Laplace-Transformierte von p(%}

k;

e (4.43)

(s) =

=

=1

N,

p(s) hat nur in der linken komplexen Halbebene Polstellen. Als Konstante ¢ kann in
der Riicktransformation daher ¢ = 0 gewdhlt werden. Nach der Substitution s = iw

ergibt sich als Riicktransformation das Fourier-Integral

1 [ O
)= — — " dw. 4.44
Die Polstellen des Integranden, I(w) = [T._, k;/(k; + iw)e*™?, liegen hier alle in der

oberen Halbebene bei w = ik;.

Das Integral (4.44) kann mit Hilfe des Residuen-Satzes berechnet werden [42]. Dazu
wird der Integrationsweg entlang der reellen Achse durch einen unendlich fernen Halb-
kreis in der oberen Halbebene zu einem geschlossenen Integrationsweg C ergénzt (Abb.
4.3). Fiir die Integration entlang C gilt dann

$ 1) = 2xi S Res [1(w),w = ik ()
=1 ) _

wobei Res [J(w),w = ik;] das Residuum von I{w) an der Stelle w = ik, bezeichnet.
Da T} ki/(k; + iw) fiir jw] > max[ik;| beschrénkt ist und hier nur Zeiten ¢ > 0
interessant sind, liefert die Integration {iber den Halbkreis keinen Beitrag zum Integral
(4.45) (Lemma von Jordan, [67]). Bis auf den Faktor ¢ ist p(¢) also gleich der Summe
der Residuen von I{w). -

_ 'Ne_hn_le_n wir _zu_né_i_chst an, dafl alle k; verschieden sind, hat 7(w) nur einfache Pol-
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stellen, und das Residuum an der Stelle w = ik ist?

Res [I(w),w = 2]61] = —-3k1 ﬂ E""!i'?—k: e"k‘t . (446)
j=1 "
i#l

Als First-passage-time- Verteilung fiir die Zustandskette (4.33) erhalten wir damit

k3 T k
p) = met mit n=k]] - - ot (4.47)
=1 j=1 "7
3#l

Nach Gleichung (4.37) ist fiir kleine Zeiten p(¢) ~ t"1. Fir grofie ¢ verlauft p(¢) ex-
ponentiell, bestimmt durch die kleinste Ubergangsrate k;. Die Zustandskette (4.33)
fithrt also auf fpt-Verteilungen, deren asymptotisches Verhalten mit den experimentel-
len Spontanzeitverteilungen iibereinstimmt. Beispiele werden im néchsten Abschnitt

gezeigt.

4.3.2 Anpassung der First-passage-time-Verteilung an
experimentelle und simulierte Verteilungen

Um zu testen, ob mit diesem Ansatz auch eine quantitative Beschreibung der expe-
rimentellen Spontanintervallverteilungen méglich ist, soll versucht werden, p(t) durch
geeignete Parameterwahl an die experimentellen Daten anzupassen. Zur Reduktion der
Zahl freier Parameter sollen jedoch nur zwei Spezialfille betrachiet werden.

Fall 1: by = ... =k, = k Sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir alle Schritte
identisch, hat I(w) an der Stelle w = ik einen Pol n-ter Ordnung. Als Residuum an
dieser Stelle erhilt man

Res [I(w),w = ik] = —ik((—:f% e (4.48)

und damit als fpt-Verteilung

p(t) = k% e . (4.49)

Diese Verteilung wird auch als Gamma-Verteilung I3, (¢) bezeichnet. Sie liefert keine
gute Beschreibung der experimentellen Daten, da sie zu symmetrisch ist. [hre abfallende
Flanke verlduft zu steil (Beispiele sind nicht gezeigt).

“Hat f(z) an der Stelle z = ¢ eine m-fache Polstelle, dann gilt

Res{f(z),z=4a] = Em_ii‘jTjﬂ (Ed;) ) (z—a)" f(z).
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Fall2: by =...=k, 1 =k, k, =% Das Ergebnis, daf die Gamma-Verteilung (4.49)
fiir groBe t zu steil verlauft, fithrt auf die Idee, einen Ansatz mit Ubergangsraten auf
zwei unterschiedlichen Zeitskalen zu versuchen: n—1 identische Schritte auf einer schnel-
len Zeitskala zur Beschreibung des Anstiegs der Verteilungen und eine langsamer Schritt
zur Beschreibung des exponentiellen Verlaufs ab dem Maximum.

Fiir diese Wah! der %; hat I{w) einen Pol (n — 1)-ter Ordnung bei w = ik und einen
Pol erster Ordnung bei w = %’ mit den Residuen

n—32 n=1-! i
Res [[(w),w = ik] = zz K (ﬁ) (k;:) ek (4.50)

1=0
und

n-1
Res [I(w),w = ik'] = —ik’ (-k_k_k’) e, (4.51)

Als First-passage-time-Verteilung ergibt sich damit

0=t (g) " B () W)

=0

Fits dieser Verteilung an experimentelle Spontanintervallverteilungen sind in Abb.
4.4a,b gezeigt. Da p(t) nichtlinear von k& und %’ abhingt, wurden die Fits iterativ
durchgefiihrt. Dabei wurde eine Prozedur aus einer Programmbibliothek von Precision
Plus Software verwendet [68), die auf dem Levenberg-Marquardt- Algorithmus basiert
[69].

Zu einer befriedigenden Beschreibung des Anstiegs der Spontanintervallverteilun-
gen muf man von einer relativ groBen Anzahl n von Schritten ausgehen. Dariiber, wie
realistisch die Zahl von n = 14 wére, kann bei der momentanen Kenntnis der moleku-
laren Grundlagen des Schaltvorgangs nur spekuliert werden. Drei Schritte, wie sie von
McCain et al. postuliert werden [19], reichen jedoch bei konstanten Ubergangswahr-
scheinlichkeiten nicht aus, die Daten zu fitten. Festzuhalten bleibt, da zur Beschrei-
bung des exponentiellen Abfalls der Verteilung gefordert werden muf, dafl ein Schritt
auf einer langsameren Zeitskala ablaufen mu8 als die {ibrigen.

Gleichung (4.52) bietet dariiberhinaus die Moglichkeit, experimentelle und mit dem
Oszillatormodell simulierte Verteilungen zu vergleichen. Abb. 4.4c,d zeigt zwei Bei-
spiele. Die unterschiedlichen Proportionen von experimentellen und simulierten Vertei-
lungen zeigen sich zum einen darin, dafi die Fits an simulierte Verteilungen entweder
im vorderen oder im hinteren Bereich schlecht sind, und zum anderen in den Werten
fiir k und k&’ (k/&" = 10 fir experimentelle, k/&' = 5 fiir simulierte Verteilungen). Eine
quantitative Beschreibung der Spontanintervallverteilung ist mit dem Oszillatormodell
in der jetzigen Form nicht méglich. Insbesondere Verteilungen, die iiber einen grofien
Bereich exponentiell abfallen, verlaufen im vorderen Bereich zu steil.
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Abb. 4.4: Fits von Gleichung {4.52) an experimentelle (a,b) und mit dem Oszﬂlatormode]l

simulierte (c,d) Spontanintervallverteilungen fiir n = 14: (a) Daten aus‘Abb. 1.1a mit & = j

1.76/s, k' = 0.17/s; (b) Daten aus Abb. 1.1b mit -k = 2. 06/s, ¥''= 0.18/s; (¢} Simulation aus

Abb 3 8 m1t k= G 52 K =0.12; (d) Slmulatlon aus Abb. 3 7’ it k = 0 57 k’ =0, 12 ST




Kapitel 5

Zuisarn

mmenfassung

Die vorliegende Arbeit befaBit sich mit méglichen Mechanismen zurm Verst&ndnis zeit-
licher Strukturen im Schwimmverhalten von Halobakterien. Von dem Ansaiz aus-
gehend, da Schwimmintervallverieilungen als First-passage-time-Verteilungen aufzu-
fassen sind, wurde zundchst ein phinomenologisches Modell diskutiert. Das Zwei-
Zustands-Modell gibt zwar keine Antwort auf die Frage, was die Ursache fiir die
charakteristische Struktur der Spontanzeitverteilungen ist, es erméglicht jedoch in ein-
facher Weise eine Diskussion der Wirkung von Lichtreizen. Stichpunktartig ergaben
sich folgende Ergebnisse:

e Mit der Annahme, dafl einzelne Lichtreize wahrend eines ganzen Schwimminter-
valls in der gleichen Weise wirken, lassen sich die Antworten auf Attractant-Reize
gut verstehen. Fiir Repellent-Reize ist dies nur dann ein erfolgreicher Ansatz,
wenn man Reize betrachtet, die geniigend lange nach einem Umkehrereignis ge-

geben werden.

e Die Antworten auf periodische Lichtreize lassen sich zu einem grofien Teil re-
produzieren, wenn man von einer alternierenden Folge von Repellent- und
Attractant-Reizen ausgeht. Unverstanden bleibt dabei das Auftreten von Kor-
relationen zwischen aufeinanderfolgenden Schwimmintervallen, wie sie zum Teil
in den Experimenten beobachtet werden.

s Das Auftreten multimodaler Schwimmintervallverteilungen in den IBMX-
Experimenten und die Refraktirzeit fiir Repellent-Reize lassen sich im Rahmen
des Zwei-Zustands-Modells nicht erkliren. Dazu wire eine Erweiterung des Mo-
dells notwendig, die das Auftreten von ,Aussetzern® erlaubt. Ein Durchlaufen des
Prozesses, der fiir den zeitlichen Abstand zweier Umkehrereignisse verantwortlich
ist, muB méglich sein, chne daB ein Umkehrereignis tatsichlich auftritt.

Die Hypothese von Schimz und Hildebrand, daf die Umkehrereignisse durch
einen intrazelluliren, biochemischer Oszillator ausgeldst werden {6}, bildete den
Ausgangspunkt fiir einen mikroskopischen Ansatz zur ‘Erklirung der beobachteten -
Schwimmintervallverteilungen. Dazu wurde ein einfaches Reaktionssystem untersucht, -
" das Grenzzyklus-Oszillationen zeigt und als destabilisierenden Schritt eine autokata- -
lytische Reaktion dritter Ordnung enthalt. Viele experimentelle Ergebnisse lassen sich - '
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qualitativ gut verstehen, wenn man das System in einem Parameterbereich betrach-
tet, in dem die Oszillationen Merkmale einer Relaxationsoszillation zeigen. Dabei muf
wegen der geringen Grofe der Halobakterien die zeitliche Entwicklung des Systems als
stochastischer Prozef aufgefaBt werden. Auch die Simulationen zeigen, dafi Fluktuatio-
nen wesentlich zum Verstdndnis der experimentellen Phinomene sind. Die Ergebnisse

sind im einzelnen:

e Spontanintervallverteilungen zeigen eine Variabilitdt, die in Einklang mit experi-
mentell gefundenen Verteilungen ist. Insbesondere erhilt man Verteilungen, die
etwa ab threm Maximum exponentiell verlaufen. Die simulierten Verteilungen ha-
ben jedoch eine steilere ansteigende Flanke als die experimentellen Verteilungen.

e Die Veringerung des Verhiltnisses von Oszillationsamplitude und Schaltschwelle
fihit zu einem verstdrkten Auftreten von Aussetzern. Eine Erklirung der Re-
fraktédrzeit fiir Repellent-Reize und der IBMX-Experimente ist dadurch méglich.

e Die Antworten auf einzelne Lichtreize lassen sich qualitativ gut reproduzieren,
ohne da angenommen werden muB, daB der zeitliche Verlauf des durch den Reiz
verursachten, intrazelluldren Signals vom Zeitpunkt des Reizes innerhalb eines

Schwimmintervalls abhingt.

¢ Eine periodische Stimulierung fithrt in Ubereinstimmung mit den Experimenten
zur Aufspaltung der Spontanintervaliverteilung in eine Verteilung mit mehreren
Maxima. Wie beim Zwei-Zustands-Modell treten jedoch auch hier keine Korrela-
tionen zwischen aufeinanderfolgenden Schwimmintervallen auf.

Der Oszillatormechanismus erscheint so als erfolgreicher Ansatz zum Verstindnis des
Schwimmverhaltens von Halobakterien. Eine genauere Betrachtung der Simulations-
ergebnisse zeigt jedoch, daB das Oszillatormodell in zwei Punkten kritisch hinterfragt
werden muf, Der erste betrifft die Abnahme der Effektivitit eines Reizes als Funktion
des Reizzeitpunktes bei Attractant-Reizen. Diese wird im Experiment nicht beobach-
tet. Der zweite, kritische Punkt ist die Abhingigkeit der Umkehrereignisse von der
Phase der Stimulierung bei periodischen Reizen. Experimentell kann dieser Effekt auf
die Signalverarbeitung zuriickgefithrt werden, wihrend er beim Oszillatormedell als
Eigenschaft des Oszillators verstanden werden muf. Eine weitere ungeklirte, aber sehr
interessante Frage in Zusammenhang mit den Antworten auf periodische Reize ist,
wie das Auftreten von Korrelationen zwischen aufeinanderfolgenden Schwimminterval-
len verstanden werden kann. Ein méglicher Ansatzpunkt zur Klirung dieser Probleme
wurde in Kap. 3.6 dargestellt.

Als zweiter, mikroskopischer Ansatz zur Erkldrung der charakteristischen Struk-
tur der Spontanintervallverteilung wurde die zeitliche Entwicklung einer Kette von
Zusténden betrachtet. Dabei wird angenommen, dafl der Geiflelmotor oder eine mit
ihm verbundene funktionelle Einheit zwischen zwel Umkehrereignissen eine Folge weni-
ger Zustinde durchlaufen muf. Dieser Ansatz kniipft an die Hypothese von McCain et
al. an [19]. Er gestattet einen quantitativen Fit experimenteller Spontanintervallvertei-
lungen, wenn man davon ausgeht, daB einer der Uberginge zwischen den Zustinden auf
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einer langsameren Zeitskala stattfindet als die iibrigen. Eine ausfiihrlichere und zu ei-
nem Vergleich mit dem Oszillatormodell notwendige Untersuchung diese Modells wurde
nicht durchgefiihrt. Eine Beurteilung, wie angemessen der eine oder andere Ansatz ist,
kann letztlich nur durch Experimente erfolgen.




Anhang A

Reaktionen

Trimolekulare

Trimolekulare Reaktionen kommen in der Natur nur selten vor, da Drelerstéfe sehr
unwahrscheinlich sind. Es ist jedoch méglich, dafl eine Folge bimolekularer Reaktionen
effektiv durch eine trimolekulare Reaktion beschrieben werden kann, falls Grofienun-
terschiede in Ratenkonstanten oder Konzentrationen eine Zeitskalentrennung erlauben.
Dies soll an einem einfachen Beispiel, das die Reaktion X + 2Y — 3Y zumindest in
einem gewissen Konzentrationsbereich approximiert, demonstriert werden. Dazu wird
ein Zwischenprodukt Z eingefiihrt und die trimolekulare Reaktion durch die beiden

bimolekularen Reaktionen

k
2Y = 7 (A.1)
2
X+Z 2 Y+72 (A.2)

ersetzt. Die Ratengleichungen hierfiir lauten

T = -—kszz
= —2(kiy® — kp2) + kszz (A.3)
z = k1y2 - k-gz .

Wir betrachten nun den Grenzfall k3 < k;. Nach Einfilhrung der normierten Variablen

ky . I
T = —rr = — = e == —i A
t=pa §Epy E=pa i (A.4)

und Elimination von y unter Verwendung des Erhaltungssatzes

r+y+2z=const=C bzw. T4+y+22=0C (A.5)

gehen die Gleichungen (A.3) mit ¢ = k3/k; in

dz __ :
"Jtr - —Iz (Aﬁ)
dz Y o
¢ = (C—T—22)°—7% _ (A?) B
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iiber. Im Limes ¢ — 0 kann (A.7) durch die algebraische Gleichung
2(f) = (C - z(t) ~ 22(D)" = 9(®)’ (A.8)

ersetzt werden. Die mathematische Grundlage hierfiir bildet ein Satz von Tikhonov [70].
Gleichung {A.8) besagt, daBl auf der Zeitskala ;i—’k;, d.h. auf der Zeitskala auf der die
Reaktion (A.2) ablauft, die Konzentration von Z der Konzentration von Y unmittelbar
folgt (z wird von y ,versklavt® (H. Haken)), falls ks < k; ist. Dies kann so interpretiert
werden, daB Y und Z partiell im Gleichgewicht sind.

Die hier interessierenden Ratengleichungen erhilt man dann unter Verwendung von

(A.5), (A.6) und (A.8):

d_‘i—_: =2 dﬂ Y (A g)

= - -_——

a- % @TIirg

Die Abnahme von X wird also effektiv durch eine Reaktion dritter Ordnung beschrie-
ben, allerdings ist (dij/dt) = (—dz/d?) nur fir § < 1, d.h. fir y < k3/k;. Ursache
hierfiir ist, dafl #(¢) nicht konstant ist. Dieser Effekt kann vermieden werden, wenn
man von enzymatischen Reaktionen mit beschrinkter Enzymkonzentration ausgeht.
Ein Beispiel dazu ist Sel’kovs Modell fiir Glykolyseoszillationen [47]. Die Elimination
schnell relaxierender Variablen erfolgt nach demselben Muster wie oben, ist jedoch
wegen der grofleren Anzahl von Variablen aufwendiger.




tionen

Der Begriff der ,,Bifurkation® ist direkt verkntipft mit dem Begriff der ,strukturellen
Stabilitdt® eines dynamischen Systems. Betrachten wir dazu als dynamisches System

das Differentialgleichungssystem
&= fla,u), ze€R, peR™ FfHR"—=R" (B.1)

mit dynamischen Variablen z,..., z, und Kontrollparametern g1,..., gtnm. Vereinfacht
ausgedriickt heifit dieses System strukturell stabil, falls ,kleine* Stérungen von f das
qualitative Verhalten der Ldsungen von (B.1) nicht &ndern. Tritt infolge einer Variation
der Kontrollparameter eine qualitative Anderung des Verhaltens auf, spricht man von
einer Bifurkation. Der Bifurkationspunkt g€ R™ des Parameterraumes ist definiert als
der Punkt, in dem (B.1) strukturell instabil ist [71].

Das Auftreten einer lokalen Bifurkation, d.h. einer Bifurkation, die vollstindig durch
das Phasenportrait in der Umgebung eines Punktes im Phasenraum charakterisiert
werden kann, ist eng mit der Anderung der Stabilitdt stationirer Punkte verkniipft,
Wie lokale Bifurkationen aufgefunden und charakterisiert werden konnen soll hler kurz:

dargestellt werden.

Lineare Stabilitit stationfirer Punkte

Die stationéren Zusténde oder Fixpunkte @4 von (B.1) sind. Losungen der algebraischen
Gleichungen o SRR
flz,pu)=0. (B.2)

Information {iber die Stabilitit der stationiren Zustdnde erhilt man durch die Unter-
suchung des zeitlichen Verhaltens kleiner Abweichungen aus dem stationdren Zustand.
Dazu substitulern wir in (B 1) 2(t) = 24 + Az({) und entwickeln bis zur hnearen

Ordnung in Az(z). Wegen @, = 0 ergibt sich

dAz -
. ot ®
mit der Jacobi-Matrix . - o |
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(B.3) hat als lineares Differentialgleichungssystem Ldsungen der Form

I

Azj(t) =3 2(t)exp(Nt), (B.5)

1=1

wobei Ap,...,A, die disjunkten Eigenwerte der Matrix J,; mit Vielfachheiten
Vi,..., Ve, p 1 =0, sind. Da Jj, reelle Koeffizienten hat, sind die Eigenwerte entwe-

der reell oder paarweise konjugiert komplex. Die Funktionen zj(,-l)(t) sind Polynome in ¢
vom Grad ¢ < »p — 1.

Das Verhalten kleiner Stérungen der stationiren Zustande wird also asymptotisch
durch die Eigenwerte von Ji; bestimmt. Sind die Realteile aller A negativ, werden
Stérungen Az im Laufe der Zeit geddmpit, der Fixpunkt ist stabil Hat wenigstens
ein \ einen positiven Realteil, lassen sich immer Anfangswerte finden, die zu einem
Anwachsen von Aa fiihren, der Fixpunkt ist instabil.

Lokale Bifurkationen — Hopfbifurkation

Punkte, in denen ein stationdrer Zustand seine Stabilitit &ndert, sind Bifurkations-
punkte fiir lokale Bifurkationen ([71], Kap. 3). Die gesamte Information iiber die Bifur-
kation ist dabei im linearisierten System (B.3) enthalten. Die verschiedenen méglichen
Bifurkationen werden dadurch klassifiziert, auf welche Weise der Fixpunkt seine Sta-
bilitdt andert. Fiir uns ist die Hopfbifurkation von besonderem Interesse, bei der zwei
konjugiert komplexe Eigenwerte von J|,; bei Parameterwerten g, die imaginére Achse
kreuzen. Der Fixpunkt wechselt dabei von einem stabilen zu einem instabile Fokus.
Gleichzeitig bifurkiert eine zeitabhingige, periodische Losung mit Amplitude null vom
stationiren Zustand [72], wie in Abb. B.1 gezeigt. Diese Lésung lauft im Phasenraum
auf einer geschlossenen Trajektorie und ist orbital stabil, d.h. alle Trajektorien, die
in der Nihe der geschlossenen Trajektorie starten, konvergieren schlieBlich gegen sie.
Aus diesern Grund spricht man auch von einem Grenzzyklus. Grenzzyklen zeichnen
sich neben ihrer orbitalen Stabilitit auch dadurch aus, daf sie strukturell stabil sind.
Im Gegensatz zu konservativen Oszillationen kdnnen sie deswegen in realen Systemen
beobachtet werden.

Neben dem beschriebenen superkritischen Bifurkationsschema existiert auch eine
subkritische Hopfbifurkation, bei der ein instabiler Fokus unter Abspaltung eines in-
stabilen Grenzzyklus in einen stabilen Fokus wechselt.

Amp

stabiler Abb. B.I: Superkritische Hopf-
Grenzzyklus bifurkation: Phasenportrait und
instabiler Fokus Amplitude der Lésung als Funk-

stabiler Fokus

Ko Y tion eines Kontrollparameters.




Axnhang C

Simulationsalgorithmen

Betrachten wir einen diskreten Markoffprozefl, dessen zeitliche Entwicklung durch eine
Mastergleichung

fin = Z {wnnfpn’ - wn'npn}a Pn(ﬂ) = 5nno (Cl)

nt

beschrieben wird. Bei einer Simulation des Prozesses werden Zeitpunkt und Richtung
einer Zustandsinderung unabhingig voneinander zufillig bestimmt. Der gesamte Al-
gorithmus besteht dabei imn wesentlichen aus drei Schritten:

Initialisierung Setze die Zeitvariable ¢ auf ¢ = 0 und n auf den Anfangszustand np.
Defintere eine Abbruchbedingung, bei deren Eintreten die Simulation gestoppt

wird, z.B. t > {,,.0.

1. Schritt Bestimme die Verwelldauer 7 im Zustand n und setze £ ~— ¢t 4 7.

2. Schritt Bestimme das Sprungziel n’ und setze n — n'.

3. Schritt Beende die Simulation, falls die Abbruchbedingung erfiillt ist oder das Sy-
stem einen absorbierenden Zustand erreicht hat. Andernfalls fahre mit dem 1.

Schritt fort.

In dieser Arbeit werden wir zwei Simulationsalgorithmen verwenden, die sich im Ver-
fahren, mit dem die Verweildauer 7 in einem Zustand bestimmt wird, unterscheiden.

° e ° & ° ..t __ e _ ) e, % Ay
mulation mit variablem Zeitschritt (Gillespie-Algorithmus)

Fiir einen diskreten, zeitlich homogenen Markofiproze ist die Verweildauer in ei-
nem Zustand eine exponentiell verteilte Zufallsvariable (siche z.B. [73]). Von Gillespie
stammt ein Algorithmus, bei dem die Verweildauer mit der richtigen Verteilung direkt

erzeugt wird [74, T5). _
Unter Verwendung der Ubergangswahrschemhchke:ten Wy ergibt smh als Wa.hr—

scheinlichkeitsdichte p, von 7= . o R
pr(t) = wexp( Wat) mit W, = ann | (C)
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W, ist die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit von n in irgendeinen anderen,
méglichen Zustand. Mit Hilfe der iiblicherweise auf Rechnern verfiigbaren, im Intervall
[0,1] gleichverteilten Zufallszahlen kdnnen durch eine einfache Transformation solche
mit der gewiinschten Verteilung erzeugt werden: Ist z im Intervall [0,1] gleichverteilt,
dann ist .
= ——In{1 - C.3

T=—g 1=z (C.3)
eine Zufallszahl mit der Exponentialverteilung (C.2). Im ibernichsten Abschnitt wird
eine entsprechende Formel fiir die Verweildauer mit einer Verteilung, wie sie im Zwei-

Zustands-Modell vorkommt, abgeleitet.
Der Zielzustand »’ wird mit Hilfe einer zweiten Zufallszahl bestimmt. Da die ver-

schiedenen Spriinge disjunkte Ereignisse sind {das System kann nicht gleichzeitig in
zwei Zustinden landen), ist die Wahrscheinlichkeit, daBl ein Sprung von n nach =’
stattfindet,

W {Zielzustand ist n'} = tf/{’;" . (C.4)

1

Nehmen wir an, dafl alle mdglichen Zielzustinde durchnumeriert sind, »’ = 0,1,2,.. .,
kann der Zielzustand n’ durch die Bedingung

n'=1 n'
WL Z Wptty, < 2 < *Hl/— Z Wytty (05)
®oar=g B o=

gefunden werden, wobei z wieder eine in [0,1] gleichverteilte Zufallszahl ist.

Simulation mit vorgegebenem Zeitschritt

Bei der Simulation mit vorgegebenem Zeitschritt A¢ wird unter Verwendung der ku-
mulativen Ubergangswahrscheinlichkeit W, ,gewiirfelt“, ob die Verweildauer innerhalb
eines kleinen Zeitintervalls t < 7 < { 4+ At liegt.

W, dt ist die Wahrscheinlichkeit, da$ der momentane Zustand n innerhalb des néch-
sten, infinitesimalen Zeitintervalls dt verlassen wird. In der Praxis mufl man natiirlich
mit einem endlichen Zeitintervall At rechnen, wobei immer sichergestellt werden muB,
daB W,At < 1 ist. Um zu entscheiden, ob der momentane Zustand innerhalb des néch-
sten Zeitintervalls verlassen wird, wiirfelt man eine in [0,1] gleichverteilte Zufallszahl z.
Diese liegt mit der Wahrscheinlichkeit W, At im Intervall [0, W, At], so da} der Zustand
verlassen wird, falls die Bedingung

2 < WAt (C.6)

erfiillt ist. Zur Bestimmung der Verweildauer T wiirfelt man so lange Zufallszahlen und
erhdht 7 um At, bis ein z die Bedingung (C.6) erfillt. D.h., es ist 7 = kAf, falls &
Zufallszahlen gezogen werden miissen. AnschlieBend wird der Zielzustand nach dem
gleichen Verfahren wie beim Gillespie-Algorithmus bestimmt.

Der Vorteil dieses Verfahrens zur Bestimmung der Verweildauer besteht darin,
 daB die Transformation einer gleichverteilten Zufallsvariablen auf die Zufallsvariable
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Abb. C.1: Abhingigkeit des Fehlers ¢ bei der Bestimmung der Wahrscheinlichkeit
W{(k — 1)At < 7 < kAt} in Abhingigkeit von der Zahl der Schritte & und von
At (Gl (C.11)). Auf den oberen beiden Skalen ist 7 in Einheiten von W1 fiir
W.At = 0.1 (cben) und W,At = 0.5 (unten) aufgetragen. Die Verbindungslinie
zwischen den Punkten dient nur als Fithrung fiir das Auge.

7 entfdllt. Wir werden das Verfahren in einigen Fillen verwenden, in denen die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten wy, explizit von der Zeit abhingen. In diesem Fall haben
die Wahrscheinlichkeitsdichte p, und die zugehérige Transformation nicht die einfache
Form (C.2) bzw. (C.3). Der Nachteil des Verfahrens besteht in der Diskretisierung der
Zeit. Zum einen ist dadurch keine Aussage iiber Vorginge méglich, die auf einer Zeits-
kala kleiner als At ablaufen, zum anderen macht man Fehler bei der Bestimmung von
7, die von At und der absoluten Grdfie von 7 abhingen. Dies ist in Abb. C.1 fiir den

Fall konstanter Uberqa,nEswa.hrschemhchkeiten illustriert.
Nimmt man an, daB die Verweildauer nur diskrete Werte At, 2At,... annehmen

kann, ist die Wahrschemhchkelt Pk, daB 7 zwischen (k—1)Af und kAt liegt, a,lso genau
k Zeitschritte gemacht werden miissen, :

= W{{k—-1)At <71 < kAt} = W,AL(1 — W, A1), | (C.T)
i ist __auf eins -normiert, denn
W, AL

zpﬁ__:WAt; (1 =W,ADf = U WAD " 1,0 .(c_.S)._
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und der Erwartungswert von % ist!

kak a At (C.9)

Wir erhalten damit fiir 7 denselben Erwartungswert wie bei der Exponentialverteilung

(C.2):

1
(r) = (k)At = W (C.10)
Der absolute Fehler e() bei der Bestimmung der W{(k — 1)At < 7 < kAt} ist durch
kAt
e(k) = WoAL(1 — WoA! — / po(t) dt (C.11)
(k—1)}At

gegeben, mit p, gemif Gleichung (C.2). Der Fehler geht mit zunehmender Zahl der
Schritte gegen null (Abb. C.1). Bei einer Simulation mit festem Zeitschritt kommen
also groBe T etwa mit der richtigen relativen Haufigkeit vor. In Abhingigkeit von W, At
kénnen bei einer kleinen Anzahl k von Zeitschritten die relativen Haufigkeiten jedoch
viel zu groB oder zu klein sein. Bei der Beurteilung der Abhingigkeit des Fehlers von der
Schrittweite ist auferdem zu beachten, dal man Ereignisse in unterschiedlich grofien
Zeitintervallen betrachtet. I Beispiel von Abb. C.1 erreicht man also durch die Ver-
minderung von At um den Faktor fiinf einen grofien Genauigkeitsgewinn. Entwicklung

von e(k) nach W, At
(k) = %(an)2 + O((Wart)?) (C.12)

zeigt, daB der Fehler quadratisch in W, At gegen null geht. Bei den Simulationen werden
wir den Zeitschritt daher so wihlen, daf§ stets W, At € 0.1 ist. Im Mlttel mussen also

zehn oder mehr Zeitschritte: gemacht werden.

Der Gillespie-Algorithmus fiir das Zwei-Zustands-Modell

Zur Simulation des stochastischen Prozesses, wie er im Zwei-Zustands-Modell vor-
kommt, miissen Zufallszahlen 7 mit einer Wahrscheinlichkeitsdichte der Form "

P S LA B -
H(t)=w(t)exp{— | w(t)di'}, 20, wt)z0
po(0) = wlt) exp — | withar'} =0

gewiirfelt-werden. Gesucht ist eine Funktion f: [0, 1] — R2% die die, folgenden Eigen-
schaften hat: o '
e f ist streng monoton wachsend.

e f(0)=0 o (c1)

1Die Reihe in G}elchung (C.9) 188t sich durch die Substltutson z=1-— W,,At auf die Taylorrelhe
_ Ek 0(k+ 1)2: = (1 — z)~% guritckfiihren. e
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s 7= f(¢) (C.15)

ist eine Zufallszahl mit der Wahrscheinlichkeitsdichte (C.13), falls ¢ eine gleich-
verteilte Zufallszahl mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

pal2) ={ L 0sz<] (C.16)

0 somnst
ist.
Wegen der Monotonie ist f umkehrbar, und g sei die Umkehrfunktion, alse
¢=f"(r)=g(r), (C.17)

wobei wegen (C.14) g(0) = 0 ist.
Gleichung (C.15) bedeutet die Verkniipfung der Ereignisse t < 7 < ¢ 4 Af und
z £ ¢ < z+ Az Fiir die Verteilungsfunktionen P, und P; von 7 und ¢ mufl daher

gelten (, Erhaltung der Wahrscheinlichkeit*):

t z=g(t)

Fr(t) = pr,(t’)dt’ = jr po(2')dz’ = Py(z). (C.18)
0 0
Mit Gleichung {C.16) ergibt sich daraus
z= P.(t) (C.19)
und nach Umkehrung
t= f(z) = P7(2). (C.20)

Die gesuchte Funktion f ist also die Umkehrfunktion der Verteilungsfunktion P, von
7. Damit ist auch die Annahme {iber die Umkehrbarkeit von f gerechtfertigt, da P,
streng monoton wachsend ist und deshalb auch eine streng monoton wachsende Um-

kehrfunktion besitzt. '
Mit p.(t) aus Gleichung (C.13) erhalten wir unter Verwendung von (C.19)

z=1—exp {u j[ w(t')dt'} S (Ca2n)
und nach Logarithmieren - '

"rtw(f’)dt’m—ln(l-Z)- A (C.22)

Jo

Dies ist die Gleichung (C.3) entsprechende Beziehung. Fiir w(t) = W,, = const. erhilt
man direkt (C.3).

‘Fiir die im Zwei-Zustands-Modell gewihlte Ubergangswahrscheinlichkeit w(t) 138t
sich (C.22) leider nicht nach ¢ aufl6sen, so dafl dort (C.22) bei jedem Simulationsschritt
numerisch geldést werden muB. Wegen der Monotonie von P, ist dies jedoch unproble-
matisch. Es existiert immer genau eine Losung t > 0. Zur Erzeugung der Zufallszahlen .

-wurde bei allen Verfahren der zu Microsoft FORTRAN gelieferte Generator benutzt.
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