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Kurzfassung

Im Rahmen dieser Arbeit werden Methoden der Vorkonditionierung fiir die Me-
thode der konjugierten Gradienten zur Losung grofier diinn besetzter linearer Glei-
chungssysteme mit symmetrischer und positiv definiter Koeflizientenmatrix vorge-
stellt. Mit dem Einsatz massiv-paralleler Systeme stellt sich die Frage nach gut
parallelisierbaren Vorkonditionierungen. In diesem Zuammenhang erweist sich die
polynomiale Vorkonditionierung als gut geeignet. Das Verfahren erhdht die Anzahl
der Matrix-Vektor-Produkte, wiahrend die Gesamtzahl der Iterationsschritte und
somit die Anzahl der Skalarprodukte reduziert wird. Die parallele Berechnung der
Matrix- Vektor-Produkte fithrt gewdhnlich zu Kommunikation mit wenigen Prozes-
soren; Skalarprodukte erfordern hingegen globale Synchronisation. Weiterhin ver-
ringern sich durch die Reduktion der Anzahl der Iterationen die im Verfahren der
konjugierten Gradienten durchzufiihrenden Orthogonalisierungen; dieses hat einen
positiven Einflufl auf die Stabilitidt des Verfahrens. Im praktischen Teil dieser Ar-
beit wird die polynomiale Vorkonditonierung anhand einer Implementierung mit
Tschebyscheff-Polynomen auf zwei massiv-parallelen Systemen der KFA Jilich un-
tersucht.

Abstract

This report presents preconditioning techniques for the conjugate gradient method
(CQ), an iterative method for the solution of large sparse symmetric positive definite
systems. The availability of massively parallel processors draws attention to parallel
preconditioners. In this context, polynomial preconditioning is shown to be suitable.
The preconditioner increases the number of matrix-vector products, whereas the to-
tal number of iterations and therefore the number of dot products decreases. The
parallel computation of matrix-vector products usually results in communication
with a small number of processors. Dot products, however, require global synchro-
nisation. This reduction also results in better stability of the CG-method because
fewer orthogonalizations are executed. The implementation is based on Chebyshev

polynomials; performance tests were carried out on two massively parallel computer
systems of the Research Centre Jiilich (KFA).
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Kapitel 1

Einleitung

Die mathematische Modellierung unterschiedlichster physikalischer Vorgénge wie der
Schadstoffausbreitung im Boden oder der Verformung von Materialien fiihrt auf das
Problem der Losung partieller Differentialgleichungen. Da diese in der Regel nicht
geschlossen gelost werden konnen, kann ein Diskretisierungsverfahren, beispielsweise
die Methode der finiten Elemente, verwendet werden, um eine Ndherungslésung zu
erhalten.

Hierzu sind Gleichungssysteme zu 16sen, welche haufig eine grofle symmetrische und
positiv definite Koeffizientenmatrix mit wenigen von Null verschiedenen Eintragen
besitzen. In vielen Fillen werden iterative Verfahren verwendet, da diese einen
geringen Speicherbedarf haben. Ein iibliches iteratives Verfahren ist die Methode
der konjugierten Gradienten (CG-Verfahren). Der wesentliche Aufwand dieses Ver-
fahrens besteht in dem in jedem Iterationsschritt zu berechnenden Matrix-Vektor-
Produkt mit der Koeffizientenmatrix. Die Konvergenzgeschwindigkeit dieses Ver-
fahrens héngt von der Kondition der Matrix ab. Wird das Gleichungssystem in ein
aquivalentes System mit besserer Kondition transformiert, so ist ein besseres Kon-
vergenzverhalten zu erwarten. Weiterhin bewirkt eine Verbesserung der Kondition
auch eine verminderte Anfélligkeit des Verfahrens gegeniiber Rundungsfehlern und
somit eine erhohte Stabilitdt des Verfahrens. Der Aufwand dieser Transformation
— der Vorkonditionierung — darf hierbei jedoch nicht zu hoch sein.

Der Wunsch nach mehr Arbeitsspeicher zur Modellierung feinerer Gitter bei der
Diskretisierung, erhohter Genauigkeit und schnelleren Rechenzeiten fithrt auf den
Einsatz massiv-paralleler Rechnersysteme. Bei Systemen mit verteiltem Speicher be-
steht die Schwierigkeit der Parallelisierung in der Implementierung eines effizienten
Matrix- Vektor-Produkts. Hieraus ergibt sich die Fragestellung nach gut parallelisie-
renden Vorkonditionierungsmethoden. Eine Ubertragung sequentiell gut geeigneter
Methoden, wie die unvollstindige Cholesky-Zerlegung, erweist sich als schwierig und
haufig ineffizient, da diese Verfahren in hohem Mafle sequentiellen Charakter haben.

Neben der einfach zu implementierenden Skalierung unter Verwendung der Dia-
gonalen (Diagonal Scaling) erweist sich eine andere Klasse von Vorkonditionie-
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2 ‘ Kapitel 1: Einleitung

rungsmethoden als gut parallelisierbar — die polynomiale Vorkonditionierung. Diese
Verfahren beruhen im wesentlichen darauf, statt einer Matrix-Vektor-Multiplikation
eine Folge von Matrix-Vektor-Produkten mit der Koeffizientenmatrix zu berech-
nen. Durch die Bereitstellung des Matrix-Vektor-Produkts im zugrundeliegenden
CG-Verfahren ist somit weder zusétzlicher Speicherbedarf noch anderer zusétzlicher
Aufwand zur Parallelisierung erforderlich.

Die hier vorgestellten Algorithmen sind unabhingig vom verwendeten CG-Verfahren
einfach zu implementieren. Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung und Implementie-
rung der polynomialen Vorkonditionierung mit Tschebyscheff-Polynomen und ihre
Kombination mit dem Diagonal Scaling als Erweiterung eines parallelen CG-Verfah-
rens im Forschungszentrum Jiilich. Es sollen die wesentlichen bei der Parallelisierung
entstehenden Effekte herausgearbeitet werden.

Entscheidend fiir den Einsatz der polynomialen Vorkonditionierung ist die Frage, ob
ein CG-Verfahren mit Vorkonditionierung besser, gleich oder schlechter skaliert als
das Verfahren ohne Vorkonditionierung. Weiterhin ist zu untersuchen, ob der Effekt
der erhohten Stabilitdt des CG-Verfahrens mit polynomialer Vorkonditionierung in
praktischen Anwendungen von Bedeutung ist.

Im Rahmen dieser Arbeit wird in Kapitel 2 eine Einleitung zu iterativen Verfah-
ren, insbesondere zum Verfahren der konjugierten Gradienten, gegeben und der
Begriff der Kondition vorgestellt. Weiterhin wird der EinfluB der Kondition auf
die Konvergenz des Verfahrens der konjugierten Gradienten erlautert. In Kapi-
tel 3 wird die Theorie der Vorkonditionierung beschrieben und auf die polynomiale
Vorkonditionierung mit Tschebyscheff-Polynomen ausfiihrlich eingegangen. Kapi-
tel 4 beschreibt die verwendeten Rechnerarchitekturen, die Datenverteilung auf die
Prozessoren, das zur Berechnung des Matrix-Vektor-Produkts benétigte Kommu-
nikationsschema und die benutzte Speichertechnik. Dies bildet die Basis fiir die
Implementierung des Diagonal Scaling und der polynomialen Vorkonditionierung
mit Tschebyscheff-Polynomen auf zwei massiv-parallelen Systemen.

In der hier vorgestellten Implementierung lassen sich beide Methoden kombinieren.

Kapitel 5 beschreibt die verwendeten Testbeispiele, numerische Ergebnisse und Per-
formance werden in Kapitel 6 behandelt. Schlieflich werden im letzten Kapitel die
Resultate zusammengefaflt und Ansatzpunkte fiir Erweiterungen gegeben.



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel wird zu Beginn eine kurze Ubersicht iiber einige Iterationsverfah-
ren fiir lineare Gleichungssysteme gegeben. Literatur hierzu findet sich in [10],[13],[28]
und [33]. Ausfiihrlich wird dann in Kapitel 2.3 das Verfahren konjugierter Gradien-
ten behandelt, welches sich in [10],[11],[24] und [33] wiederfindet. Auflerdem wird
der Begriff der Kondition eingefiihrt und die Bedeutung der Kondition fiir die Stabi-
litdt eines Iterationsverfahrens, sowie fiir die Konvergenz des Verfahrens konjugierter
Gradienten analysiert. Dieses ist entnommen aus [10],[11],[23], [24] und [28].

2.1 Lineare Gleichungssysteme

Im folgenden sind mit grofien lateinischen Buchstaben n x n Matrizen, mit klei-
nen Vektoren und mit griechischen Buchstaben reelle Zahlen und gelegentlich auch
Abbildungen bezeichnet.

Zur Losung eines linearen Gleichungssystems
(2.1) Az = v

mit einer reguldren Koeffizientenmatrix A gibt es zwei Klassen von Verfahren. Die
direkten Verfahren (z.B. Gau-Algorithmus) liefern nach einer endlichen Anzahl
von Schritten die exakte Losung z*. Diese Berechnungsschritte lassen sich als Um-
formungen der Matrix A und des Vektors v darstellen.

Ist die Matrix A diinn besetzt, so fiihren auf dem Gaufi-Verfahren basierende
Algorithmen in der Regel zu fill-in, d.h. Nullelemente von A werden zu Nicht-
Nullelementen.

Da hier grofle, unregeimiaflig diinnbesetzte Matrizen betrachtet werden, erfordern
direkte Verfahren einen sehr hohen Speicherbedarf fiir die Koeffizientenmatrix bzw.
deren Umformungen.
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Iterative Verfahren hingegen verwenden nur Matrixelemente ungleich Null und
verandern A nicht. Sie haben daher minimalen Speicherbedarf.

Aus diesen Griinden sind fiir Matrizen der hier betrachteten Besetzungsstrukturen
aus Diskretisierungsverfahren fiir partielle Differentialgleichungen, insbesondere aus
Finite-Elemente-Verfahren, die iterativen Verfahren den direkten vorzuziehen. Sie
liefern zu einem Startvektor zo durch eine Iterationsvorschrift eine Folge von Iterier-
ten ©o — 1 — T2 — ..., die unter geeigneten Voraussetzungen gegen die gesuchte
Losung konvergiert. Iterative Verfahren liefern bei den hier betrachteten Matrizen
in der Regel mit weniger Speicherbedarf und weniger Rechenoperationen als direkte
Verfahren bereits eine gute Approximation der Losung.

Fiir das weitere Vorgehen wird noch folgende Definition benétigt:

Def 2.1 Eine n x n -Matriz A heifit symmetrisch, falls AT = A,
und positiv definit, falls zTAz >0 V z € R"\{0}.

2.1.1 Iterationsverfahren der Form Bz, = Qxi + v

In diesem Abschnitt sollen einige iterative Losungsverfahren kurz vorgestellt werden,
deren Kenntnis fiir das weitere Vorgehen wichtig ist.

Zur Lésung von (2.1) betrachte man das dquivalente System

(2.2) Bz +(A—B)z =v.

Eine mogliche Iterationsvorschrift lautet dann

(2.3) Bziyn = (B— Az, +v.

Hierbei ist B eine beliebige n x n Matrix.

Ist B invertierbar, so ergibt sich mit H := I — B™1A

(2.4) Tre1 = Hzp + B v .

Die Klasse der hier betrachteten Verfahren unterscheidet sich in der speziellen Wahl
von B.

Ist B leicht zu invertieren, so ist das Verfahren gemaf (2.4) aufzustellen. Ist die
Inverse der Matrix B nur mit sehr hohem Aufwand zu bestimmen, so empfiehlt sich
Darstellung (2.3), da dort in jedem Iterationsschritt ein Gleichungssystem der Form
Bzt = f(zx) zu l6sen ist.
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2.1.2 Konvergenzeigenschaften

Die folgenden Betrachtungen gelten fiir beliebige Normen. Es ist jedoch darauf zu
achten, daf, falls im gleichen Zusammenhang von Vektor- und Matrixnorm gespro-
chen wird, diese Normen miteinander vertraglich gewéahlt werden.

Fiir die exakte Losung z* = A~lv gilt

(2.5) g* = Hz*+ B'v .

Durch Subtraktion von (2.4) erhalt man

(2.6) | eetr —a™ || = || H(zx —27) |
WA - o — 2™ |

-9 P Lanal R

IAIN T

Somit ist || H ||< 1 eine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz des Verfahrens.
Insbesondere ist || H || als Kontraktionsfaktor ein Ma$ fiir die Konvergenzgeschwin-
digkeit des Verfahrens.

Die Matrix B muf also so gewéhlt werden, daf§ || H | méglichst klein wird. Insbe-
sondere hangt die Konvergenzgeschwindigkeit von der betrachteten Norm ab.

Wire B = A, so ergébe dies
I H||I=|| I -BA|=0

und somit wg. (2.6) die Konvergenz in einer Iteration. Dieses Ergebnis ist jedoch
nur von theoretischem Interesse, da der Arbeitsaufwand zur Berechnung von B!
dem der Berechnung der exakten Losung z* = A~!v entspricht.

Dieser Aspekt ist aber niitzlich bei der Wahl von B, denn B wird umso brauchbarer
sein, je mehr es folgenden zwei Bedingungen geniigt:

a) B ist eine "gute Approximation” von A

b) B ist leicht zu invertieren bzw. 41 in (2.3) ist leicht zu bestimmen
Als a-priori Abschitzung iiber den Fehler der Iterierten ergibt sich [30]:

. | H |I*
(2.7) | ze — 2" || < mﬁ”wr‘%” -
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und als a-posteriori Abschitzung:

L& ]
2.8 lzr -2 || < ———— || 26— Tp-1 || -

Bei Kenntnis von || H || 188t sich mit (2.7) nach der ersten Iteration eine Ab-
schitzung angeben fiir die maximale Anzahl der Iterationen, die man benétigt, um
den exakten Wert bis auf einen Fehler ¢ anzunihern.

09k - [198€) Zlog(l ;i — s |) +log(1— | H [)]°

log(|| # 1)

wobei [ - ]* die obere Gauklammer, also die nichstgrofiere ganze Zahl bezeichnet.

Fir die folgenden speziellen Verfahren betrachte man die Zerlegung A= D—L— R
mit

aii 0 0
p=|9% = .y
: 0
0 0 ap
0 0\
L=- o1 ’
an1 Apn-1 0
0 a2 a1n
R=- ‘
Un-1,n
0 0 0

2.1.3 Das Gesamtschrittverfahren (GSV)

In (2.4) sei B:= D .
Somit ergibt sich

(2.10) the1 = (I—=D 1Az + Do
D™ (L + R)zx + D™
als Iterationsverfahren, welches als Gesamtschritt— oder Jacobi—Verfahren be-

kannt ist. Fiir die Existenz von D~! ist es notwendig und hinreichend, daf} alle
Diagonalelemente von A ungleich Null sind.



2.1 Lineare Gleichungssysteme 7

2.1.4 Das Einzelschrittverfahren (ESV)

Nun sei B := D — L . Die Inverse ist in dieser_n Fall nicht so leicht zu berechnen wie
im Gesamtschrittverfahren.

Mit (2.3) ergibt sich

(D - L):Bk_H - ka = v
Dzpyy = Lzpyr+ Rap +v
(2.11) trpy = D7 'Lagyy + D 'Roy+ D v,

wobei diese Iteration wohldefiniert ist, da in Lzt4; wegen der Dreiecksgestalt von
L nur bereits berechnete Komponenten von x4, benutzt werden. Dieses Verfahren
ist als Einzelschritt— oder Gaufi—-Seidel-Verfahren bekannt. Die Invertierung

von D — L ist wieder genau dann moglich, falls A nur Diagonalelemente ungleich
Null hat.

2.1.5 Relaxationsverfahren

Die Idee der Relaxationsverfahren liegt darin, statt einer Matrix H die einparame-
trige Klasse

(2.12) H(w):=I - (Bw))'4

zu betrachten.
Hierbei ist w so zu wéhlen, dafl || H || moglichst klein wird.

Die Bestimmung des optimalen Parameters w hingt von der Matrix A ab (jedoch
nicht von der rechten Seite v) und ist i.a. recht schwierig. Ein Beispiel fiir die
Komplexitat der Bestimmung ist in [1] zu finden.

Das bekannteste Relaxationsverfahren ist das SOR-Verfahren (Successive Over
Relaxation). Bei dem SOR-Verfahren wird

gesetzt. Insbesondere ergibt sich fiir w = 1 das Einzelschrittverfahren.

Als Iterationsvorschrift erhdlt man gemas (2.3)

(2.13) Trp1 = wD 'Lz +wD 'Ry + (1 —w)zg +wD™ Mo .




8 Kapitel 2: Grundlagen

Der Bereich, aus dem dieses w zu wahlen ist, ist recht leicht zu verifizieren, denn fiir
den Spektralradius

p(H) = max Al

gilt:

Satz 2.1 (Kahan) Fir das SOR-Verfahren gilt:
p(HWw)) 2 |w—1],

wobet das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn alle Eigenwerte von H auf einem
Kreis um (0,0) mit Radius |w — 1| liegen.

Beweis: [29].
Andererseits gilt:

Satz 2.2 (Ostrowski, Reich) Ist A symmetrisch und positiv definit, w € (0,2),
dann ist

p(H(w)) <1.
Beweis: [29].

Weiterhin gilt fiir beliebige Normen beziiglich eines beliebigen Eigenwertes A und
zugehorigem Eigenvektor z von H:

Al e =l Az =]l He I<F H || - (= |,

und somit || H ||>| A | fiir alle Eigenwerte. Dies bedeutet || H ||> p(H).

Hieraus folgt, daB fiir ein beliebiges w € (0,2) das zugehorige SOR-Verfahren kon-
vergiert, falls A symmetrisch und positiv definit ist.

w > 1 wird als Uberrelazation bezeichnet, w < 1 als Unterrelazation.

Fiir symmetrische Matrizen gibt es ein verbessertes Verfahren, das die Symmetrie-
eigenschaft ausniitzt, das SSOR-Verfahren (Symmetric SOR).

Dieses entsteht mit

1

B(UJ) = m

D(I —wD™L)(I —wD™'L7) .

Auch dieses Verfahren konvergiert bei symmetrischen und positiv definiten Matrizen
stets, falls w € (0,2)[18].



2.2 Kondition einer Matrix 9

2.2 Kondition einer Matrix

In diesem Abschnitt wird der Einfluf§ von kleinen Anderungen in den Eingangsdaten
auf die Losung diskutiert.

Andert sich die rechte Seite von (2. ) v zu 9, so gilt fiir die exakte Losung des zu
losenden Gleichungssystems Az = 0:

(2.14) t—z = AN d—0),
(2.15) loll=l Az | < [ A[-l|=|
v
- el z
und mit Az =% —z,Av:i=90—v
lAa] _ 4 - lo=vll _y | Ao |

2.16 < <|l A™ A

@19 e SLAT AR

<(A)

Der relative Fehler der Eingangsdaten wird also im Losungsvektor héchstens um den
Faktor k(A) verstérkt.

Def 2.2 Ist A regulir, so heifit K(A) :=|| A™' || - || A| Kondition von A (bzgl.
der Norm || - ||)

Fiir die Kondition gelten folgende Eigenschaften:

(2.17) k(A1) k(A) >1.
(2.18) k(7A) = &(A) VyeR\{0}.

I

Ein zweiter Aspekt ist der Einflufl von Stérungen der Koeffizientenmatrix A auf die
Losung.

Sei nun die Loésung des gestorten Systems Az = gesucht.

Mit A = A+ AAgilt, falls || AA || < L2 [30];

(2.19) K(A) -

Wiederum ist die Kondition ein proportionales MaB fiir die Verstarkung des relativen
Eingangsfehlers.




10 Kapitel 2: Grundlagen

Mit Hilfe des Storungslemmas [23] erhélt man fiir das Gleichungssystem
(A+ AA)(z+ Az) = v+ Av unter den gleichen Voraussetzungen wie bei (2.19):

Azl <, [HAAL, || Av]
(2.20) [z = (A){ A * ||U||}

Beweis:[23)].

Dies bedeutet, dafl relative Storungen in den Eingangsdaten sich héchstens mit dem
Verstarkungsfaktor x(A) auf die Losung auswirken.

Dabei hingt die Kondition weder von dem spezifischen Lésungsverfahren noch von
der rechten Seite des Gleichungssystems ab.

Die hier gezeigten Eigenschaften der Konditionszahl bringen einen erfreulichen Ne-
benaspekt fiir die in dieser Arbeit behandelte Vorkonditionierung. Eine Verbesse-
rung der Konditionszahl hat nicht nur, wie im folgenden gezeigt wird, positive Aus-
wirkungen auf die Konvergenzgeschwindigkeit bei Verfahren konjugierter Gradien-
ten, sondern hat zusétzlich einen stabilisierenden Effekt auf das Verfahren beziiglich
der Anfalligkeit gegen Rundungsfehler.

2.3 Das Verfahren der konjugierten Gradienten
(CG)

2.3.1 Algorithmus

Von Hestenes und Stiefel [21] wurde ein Verfahren zur Lésung von linearen Glei-
chungssystemen mit symmetrischer positiv definiter (spd) Koeflizientenmatrix A
entwickelt, welches auf der Losung einer quadratischen Optimierungsaufgabe be-
ruht.

Betrachtet werde nun das Residuum
r(z) =v— Az

als negativer Gradient der Funktion

(2.21) Fz) = %r(ax)TA“lr(m) .

Da mit A auch A~! positiv definit ist, gilt F(z) >0  Vr(z) #0.

Das Minimum von F(z), also F(z) = 0, wird fiir r(z) = 0 baw. z = A~ 'v, der
eindeutig bestimmten Lésung des Gleichungssystems (2.1), erreicht.

Somit ist die Losung des Gleichungssystems transformiert auf die freie Optimie-
rungsaufgabe, das lokale und gleichzeitig globale Minimum der Funktion F(z) zu
finden.
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Statt F'(z) kann auch die Funktion

(2.22) Fy(z) = %:L‘TA.'I: —zTv
= F(z)~- l'UTA"Iv

2

betrachtet werden, da sich diese Funktion nur um eine Konstante von F' unterschei-
det.

Solch eine Optimierungsaufgabe kann iterativ mit der Schrittweite ay und Such-
richtung p; nach der Vorschrift

(2.23) Thy1 = Tk + arP

niherungsweise gel6st werden.

Ist die Suchrichtung vorgegeben, so ist das klassische Prinzip zur Bestimmung von
oy und damit von x4, die Losung der eindimensionalen Minimierung

(2.24) min Fo(zk + oxpr) .
ak€|R

In dem hier zugrundeliegenden Fall (2.22) gilt nun

1 .
(2.25) Fo(zr + axpr) = Fo(zk) — akrfpk + -2-a,%pk1 Apy .

rr bezeichne hierbei das Residuum der k-ten Iteration, also ry = v — Azg. Da A

positiv definit ist, hat dieses Polynom 2.Grades sein Minimum gerade im Scheitel
bei

r Tpk
2.26 ap = —EiT
(2.26) k it Apy

Die Frage der Schrittweite ist somit hinreichend geklért. Verbleibt noch eine geeig-
nete Wahl der Suchrichtungen.

Verfahren konjugierter Richtungen, deren Spezialfall das Verfahren der konjugierten
Gradienten ist, benutzen die folgende Eigenschaft:

Def 2.8 Sei A spd; zo,...,zn_1 € R"\{0} heifien paarweise A-konjugiert, falls

] Az; =0 VYO0<i<j<N-1.
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Insbesondere ergibt sich fiir A-konjugierte Vektoren die lineare Unabhangigkeit [10]
und fiir /-konjugierte Vektoren die Orthogonalitdt. Deshalb werden A-konjugierte
Vektoren auch haufig als A-orthogonal bezeichnet.

Umgekehrt kann man mit dem Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren aus n
linear unabhéngigen Vektoren stets n paarweise A-konjugierte Vektoren erzeugen,
indem man das Skalarprodukt (z,y)4 := (z, Ay) = zT Ay zugrundelegt.

Dies besagt auch folgender Satz, dessen Beweis analog zum Beweis des Gram-
Schmidt-Verfahrens verlauft.

Satz 2.3 A spd; yo,...,yn—-1 linear unabhdngig; dann sind die durch

Po = Yo
k-1, T
Yi Api
Eoi= —_ D)4 k=1,....N~-1
P Yk ,§=:0 P,’TApip" ’ )

definierten Vektoren paarweise A-konjugiert und spannen denselben Teilraum wie
Yo,--+rYN-1 auf.

Ein wesentlicher Vorteil der Verfahren konjugierter Richtungen liegt in der Tatsache,
daf} die y; und somit auch die p; nicht a-priori bekannt sein miissen, sondern beide
sukzessiv im Iterationsverfahren berechnet werden kénnen.

Die Verfahren unterscheiden sich in der Wahl der linear unabhéngigen, zu orthogo-
nalisierenden yy.

Motiviert durch das analytische Resultat, daB die beste Abstiegsrichtung der nega-
tive Gradient, also das Residuum, ist, wihlt man beim Verfahren der konjugierten
Gradienten (wegen des engl. Namens Conjugate Gradients im folgenden als CG-
Verfahren bezeichnet) das Residuum der k-ten Stufe als Vektor, den man gema8
Satz 2.3 beziiglich po,...,pr—1 A—konjugiert. Diese Vorgehensweise gibt dem Ver-
fahren seinen Namen. Verbleibt jedoch die Frage, warum die Residuen paarweise
linear unabhéngig sind. Hierliber hinausgehend wird im folgenden gezeigt, daB die
Residuen orthogonal sind.

Mit (2.26) ergibt sich als Iterationsverfahren fiir bereits festgelegte, beziiglich der
n X n -Matrix A paarweise konjugierte, py:

ry = v-— Az,
TTPk
2.27 . = k
(2:27) ¢ Pt Apy’
Tpy1 = T+ oPr k=0,...,n—1.

Hier gilt:

(2.28) rTp=plr, =0, i=0,...,k—1,
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denn: o1
(2.29) ri—rp = Az — Az; = Ay a;p;
R
und mit -
(2.30) pr(ri—re) = Y a;pT Ap; = aup? Ap; = rlp; = pI'r;
j=1

folgt die Behauptung,.
Folgender Satz liefert die Orthogonalitat der Residuen.

Satz 2.4 Sei A spd; in (2.27) sei po := ro und p; entstehe, indem man r, gemdf
Satz 2.8 beziiglich po,...,pr-1 A-orthogonalisiere.

Dann gilt:

1.7‘{7'1':0 fir0<j<k<n .
2, AN <n mitry =0 .

3. <T‘0,...,’I'k>=<7’0,AT0,...,AkT‘0> VE<SN .

< M > ist der von der Menge M erzeugte Vektorraum, insbesondere heifit
< 1o, Arg, ..., AFrg > der von ry durch A erzeugte Krylov-Unterraum.

Beweis:
Zu 2): Da hochstens n lin. unabh. Vektoren existieren, ist die Aussage mit 1)
bewiesen, da orthogonale Vektoren linear unabhangig sind.

Zu 1) und 3): Dies folgt induktiv iiber k.
Ist k£ =0, so ist fiir 1) nichts zu zeigen bzw. fiir 3) die Aussage trivial.

Seien rg, ..., k-1 orthogonal, so folgt mit Satz 2.3 und der Induktionsannahme

KToyeeesTh=1> = < Poye-.yPk=1 >
= <7‘0,...,Ak—17‘0>.

Mit (2.28) folgt: ry orthogonal zu < po,...,pr-1 >, also auch zu < rg,...,7e—1 >
und somit insbesondere auch die lineare Unabhéingigkeit. Wegen (2.23) ist

(23)ry=v—Azr = v— Azpoy — ap-1Apk-1

= Tk—1 - Q-1 Api_q
N’ N e’
€< ro,...,Ak—lro > €< Aro,...,Akro >

und damit 7, €< rq,..., Afro > . Vv
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Die Aussage 2) besagt, daff das Verfahren in héchstens n Schritten die exakte Losung
liefert. Aus diesem Grund ist das CG-Verfahren eigentlich ein direktes Verfahren.
Das Ergebnis ist jedoch mehr von theoretischer Bedeutung, denn zum einen ist das
Verfahren als Gram-Schmidt-Verfahren anfillig fiir Rundungsfehler, zum anderen
wird in der Praxis gewohnlich nach deutlich weniger als n Schritten eine gute Nahe-
rung der exakten Losung erreicht.

Das Verfahren verhilt sich daher wie ein iteratives Verfahren. Der entscheidende
Vorteil liegt darin, daf8 die berechneten Zwischenresultate schon einen gewissen Op-
timalitatscharakter haben.

Satz 2.5 Seien po,...,pn-1 paarweise A-konjugiert, o € R™ zo,...,Tn_1 gemdf
(2.27) berechnet, so ist Vk <n zp Losung des Optimierungsproblems

min F(z) .
ZEDo+<PoyeensPE>
Beweis:[10].

Die Zwischenresultate sind also bereits Naherungen fiir die exakte Lésung und wer-
den sukzessiv verbessert.

Der iterative Charakter des CG-Verfahrens hat den Vorteil, daf$ die Koeffizientenma-
trix unverdndert bleibt, und im Algorithmus im Unterschied zu anderen Verfahren
keine weiteren Matrizen zur Zwischenspeicherung bendtigt werden.

Die in Satz 1.3 durchgefithrte Orthogonalisierung vereinfacht sich wegen Satz 2.4
auf einen einzigen Summanden, denn, wie im Beweis von Satz 2.4 gezeigt wurde, ist
firj=0,...,k—-1
Apj e< A'f'(), ceey Aj+17'0 > C <rg,.. .,Aj+11”0 >
= < Pos.-sPit1 >,
also Ap; = Y3 4ip; und wegen (2.28)

i+
(2.32) 7'Z'+1APJ' = Z ’)’irl?+1pi = 0.
1=0
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Mit Satz 2.3 ergibt sich mit der Notation

T
Tiy1 APk
2.33 _ _Tkn1 APk
(2.34) Pi+1 = Tyt + Brbs.
Der vorlaufige Algorithmus lautet also:
Geg. 2o, 1o := v — Ao, po := o,
Fir k:=0,...,n—1 :
o = Tk Ph
peT Apy,
(2.35) Tgt1 = T+ oups
(236) T4l = UV — A$k+1
By = _T£+1Apk
Pk Apx
(2.37) Pr1 = Tke1+ Brbr -

Der Arbeitsaufwand besteht im wesentlichen aus zwei Matrix-Vektor-Multiplikatio-

nen Apy und Azgyq. Durch Umformungen erreicht man mit (2.35) und (2.36)

(2.38) Thp1

= rp— apAp; ,

womit eine Matrix-Vektor-Multiplikation gespart wird. Einige Skalarprodukte wer-
den durch die folgenden Umformungen eingespart.

(2.39) ripy =
(2.40) o =

TkT+17’k+1 =
(2.41) = B =

Das Ergebnis dieses Abschnitts ist der Algorithmus in Abb. 2.1.

T (7h + Br-1Pr—1) = T3 T
T{Tk
P;{Apk

7{+1 (rx — cxAps)
—akr;{ﬂ Apy
T
TeTk T
“(=Br) - P Ak

Pk Apk k
Biri Tk
Thp1Th+1

T{Tk
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Algorithmus des Verfahrens der konjugierten Gradienten

Geg. 9,70 1= v — Azg,po := 10

Fir k:=0,1,...
w = S
Py Apr
(2.42) Tkr1 = Tk + appk
(2.43) The1 = Tk — apApg
g = lburn
TrTk
(2.44) Pe+1 = Tker + ik

Bis das Konvergenzkriterium erfiillt ist.

Abbildung 2.1: Algorithmus des Verfahrens der konjugierten Gradienten

Der verbleibende Aufwand des Verfahrens besteht pro Iterationsschritt somit aus:

1. Speicherplatz fiir Felder

e 1 Matrix A
e 4 Vektoren Tk, Tky Pry APk

2. Operationen

e 1 Matrix-Vektor-Produkt
e 3 Skalarprodukte
e 3 Vektoradditionen

Im Hinblick auf die spater zu untersuchende parallele Implementierung vereinfacht
sich die Bearbeitung, falls alle Skalare zu Beginn berechnet werden konnen. Durch
Umformungen bei der Berechnung von S ergibt sich mit (2.40), (2.43) und (2.44)

By = 7"1{+17'k+1
TZTk
(re — o Ap)T (r — ar Apy)

7‘k Tk

I
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arpi Apr . of (Api)T Apy

= 1-2
'TZT;C r{rk
Ap)TA
o ( P;) Pe 4
Pk Apx

Dieses fiihrt zum Algorithmus des modifizierten CG-Verfahrens [6],[7] gemaf
Abb. 2.2, der glinstigere Parallelisierungseigenschaften als der urspriingliche besitzt.

Algorithmus des modifizierten CG-Verfahrens

Geg. xg,70 := v — Azo,po := 19

Fir k:=0,1,...
T

TETk
2.45 Qp =
( ) ¢ PZAPk

o (Apx)T Apy,
2.46 B, = KIP) Pk
(2.46) Pk Ap
(2.47) r£+1rk+1 = ﬂkrfrk
(2.48) Tpe1 = Tp+ opPr
(2.49) Tkl = Tk — QxApi
(2.50) Pre1 = Tkt + Bepr.

Bis das Konvergenzkriterium erfiillt ist.

Abbildung 2.2: Algorithmus des modifizierten CG-Verfahrens

Bemerkung: Als Losungsverfahren fiir die Minimierung von F(z) aus (2.21) kann
auch ein anderes Optimierungsverfahren gewahlt werden.

So ergibt sich mit dem Verfahren der sukzessiven Variation der Variablen, bei dem
pro Schritt die Koordinatenrichtungen nacheinander betrachtet werden und die lo-
kalen Schrittweiten sukzessiv als eindimensionale Minimierungsaufgaben in ihrer
Koordinatenrichtung exakt berechnet werden, das Einzelschrittverfahren.

Da bei diesem Verfahren die Koordinatenachsen als starre Suchrichtungen verwendet
werden, ist die Konvergenzgeschwindigkeit i.a. schlechter als beim CG-Verfahren.

Die Konvergenzeigenschaften des CG-Verfahrens sind nicht wie in Abschnitt 2.1.2
zu verifizieren, da dieses Verfahren nicht in der Form (2.3) darstellbar ist. Deshalb
wird das Konvergenzverhalten im folgenden Abschnitt diskutiert.
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2.3.2 Konvergenz des CG-Verfahrens

Ist die Norm nicht ndher bezeichnet, so ist im folgenden immer fiir spd—Matrizen
die Spektralnorm, also der grofite Eigenwert vonlA, und bei Vektoren die hiermit
vertrigliche euklidische Norm, also || z ||:= (z,2)? = VzTz , gemeint.

Da die im Verfahren der konjugierten Gradienten betrachteten Matrizen positiv
definit sind, gilt somit fiir die Kondition:

/\mam(A)
)‘min(A) ’

(2.51) k(A) =

wobel A\pq; den grofiten, A, den kleinsten Eigenwert von A bezeichnet.

In Kapitel 2.3.1 ist die Frage nach einem geeignetem Abbruchkriterium noch unbe-
antwortet geblieben. Wiinschenswert wire ein Kriterium der Form || zx — z* ||< ¢,
jedoch ist die exakte Losung z* unbekannt.

Als Maf geeignet scheint die Norm des Residuums || v« ||=|| v — Az || zu sein,
leider ist jedoch das Kriterium eines kleinen Residuums sehr schwer zu handhaben,
da dem Wert des Residuums nicht anzusehen ist, wie weit die exakte Lésung noch
entfernt ist.

Im folgenden bezeichne || y ||a:= (y, Ay)*/? = {/yT A y die von A induzierte eukli-

dische Norm. Fiir diese Norm gilt mit

Ve -1
VE(A)+1

(2.52) lox—a*la < 2-9"% zo—2"la .
Beweis: [11].

Hiermit 188t sich eine Abschatzung fiir die euklidische Norm des Fehlers der Iterier-
ten angeben, denn es ist

e A— \pnin I positiv semi-definit, dh. Vyist yT (A= Apin I) y >0,

e A — M\nar I negativ semi—definit, dh. Vyist y7 (A= Apez I) y <0,

woraus folgt

(253) /\minyTy S yTAy S )‘ma:cyTy )
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also
(2.54) | zx — “2 = (zr— a:.*)T (zf — *)
< )\1. (a5 —2*)T A (a5 — 2%)
= Al ee — 2 |1
< AT (292 | 2o — 2" |G
< K(A) - (29 || w0 — 2* |I?
(2.55) o Ja—at | < 2 y/WA) A s

Dies spiegelt die Bedeutung der Konditionszahl fiir das CG-Verfahren wieder, denn
somit ist die Kondition nicht nur ein Mafl fiir die Stabilitdt der Matrix gegeniiber
Rundungsfehlern, sondern auch ein Konvergenzma8, da die rechten Seiten in (2.52)
und (2.55) streng monoton steigend in «(A) sind.

Aus dieser Formel 148t sich berechnen, wieviele Iterationsschritte maximal nétig
sind, um den Fehler des Startvektors um einen Faktor 10™™ zu verkleinern:

m + log(24/x(A))

B log(\/n(A) +1) - log(\/n(A) -1)

max

Einige dieser Werte sind der Tabelle 2.3.2 zu entnehmen:

| [ %(A) = 5 | s(A) = 10 | x(A) = 100 | x(A) = 1000 | x(A) = 10000 |

m=1 4 7 27 102 381
m =2 7 10 38 139 496
m=3 9 14 50 175 611
m=>5 14 21 73 248 841
Tabelle 2.1: Einflul von Konditionszahl und Genauigkeit auf die maximale

Anzahl Iterationen

Hieraus ist ersichtlich, daB fiir die maximale Anzahl der Iterationsschritte die Kon-
ditionszahl einen grofieren Einflufl hat als die geforderte Genauigkeit der Losung.

Fiir den Fehler der Iterierten gilt zusitzlich folgende strenge Monotonie:

(2.56) |z —2*| < |lo;—2"]| Vk > j, z; # "
Beweis:[24].

Bemerkung: In Satz 2.4 wurde gezeigt, dafl das CG-Verfahren nach n Iterationen die
exakte Losung liefert. Weitergehend 1aB8t sich fiir mehrfache Eigenwerte folgendes
zeigen:
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Satz 2.6 Besitzt A lediglich m < n verschiedene Figenwerte, so liefert das CG-
Verfahren nach mazimal m Iterationen die exakte Losung z*.

Beweis:[24].

Dies legt nahe, dafl das CG-Verfahren umso besser konvergiert, je mehr die Ei-
genwerte in Gruppen dicht beieinanderliegen. Dies wird im folgenden als Cluste-
rung bezeichnet. Fiir die Genauigkeit der Fehlerabschétzung bedeutet dies, daf} die
Abschétzung (2.55) zu grob wird, falls die Eigenwerte weit streuen. So ergibt sich
z.B. fiir eine Matrix A mit einem Eigenwert von 10000 und mit allen anderen Ei-
genwerten gleich 1 bei einer Genauigkeit von 1072 aus Tabelle 2.1 eine maximale
[terationsanzahl von 611. Das Verfahren liefert jedoch in exakter Arithmetik wegen
Satz 2.6 schon nach 2 Iterationen die Ldsung.



Kapitel 3

Die Methode der
Vorkonditionierung

Wie in Kapitel 2.3.2 gesehen, hangt die Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfah-
rens von der Kondition der Ausgangsmatrix ab. In diesem Kapitel wird versucht,
durch einen Ubergang zu einem #quivalenten Gleichungssystem eine Koeffizienten-
matrix mit kleinerer Kondition und somit besseren Konvergenzeigenschaften zu er-
halten. Es werden die Theorie der Vorkonditionierung sowie verschiedene Vorkon-
ditionierungsmethoden vorgestellt.

Literatur hierzu findet sich in [10],[11] und [24]. Die ausfiihrlicher behandelte poly-
nomiale Vorkonditionierung stammt aus [2],[3],[4],(22] und [24].

3.1 Das CG-Verfahren mit Vorkonditionierung

Die Idee der Vorkonditionierung des CG-Verfahrens besteht darin, durch Verbesse-
rung der Kondition des zu l6senden Gleichungssystems eine Verbesserung der Kon-
vergenzgeschwindigkeit zu erreichen. Dies geschieht, indem das Gleichungssystem
in ein dquivalentes System mit besserer Kondition transformiert wird, das dann mit
dem CG-Verfahren gel6st wird. Damit das CG-Verfahren anwendbar bleibt, muf} die
Koeflizientenmatrix des neuen Gleichungssystems wieder symmetrisch und positiv
definit sein.

Im folgenden werden zwei Moglichkeiten vorgestellt, die dies gewéahrleisten.

Betrachtet wird zunéchst das zu (2.1) dquivalente System

T ¢-T -
(3.1) SASTS Ty = Sy
i i 5

21
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mit einer regulidren Vorkonditionierungsmatrix S. Die Matrix A heiBt auch Kongru-
enztransformierte von A durch S.

Die Erhaltung der Symmetrie ergibt sich aus
AT = SATST = SAST = A

Ist A positiv definit, also 27 Az > 0 V z € IR*\{0}, so gilt, da S regulér ist:
2TSASTe = (ST2)TA(ST2z) >0 ¥V z € R™\{0},
also ist auch A positiv definit.

Andererseits 148t sich die Kongruenztransformation einsetzen, um das CG-Verfah-
ren anwenden zu konnen. Der Matrix A ist haufig nicht anzusehen, ob sie positiv
definit ist. Oft ist dies nicht gegeben und somit das CG-Verfahren nicht anwendbar.
Es ist jedoch ATA = ATIA eine Kongruenztransformation der Einheitsmatrix, also
spd, falls A regular ist. Ist also Az = v zu l6sen, mit einer quadratischen Koeffi-
zientenmatrix A, deren Symmetrie oder positive Definitheit nicht gesichert ist, so
betrachte AT Az = ATv. Auf dieses System ist das CG-Verfahren anwendbar. Fiir
die Kondition gilt: k(ATA) = k(A)? [11], so daf fiir die Konvergenzgeschwindigkeit
in (2.52) und (2.55) y/x(A) durch k(A) ersetzt werden mufl. Dieses Resultat ist nur
von theoretischer Bedeutung, denn in der Praxis ist diese Kongruenztransformation
zum einen sehr aufwendig, da eine Matrixmultiplikation durchgefiihrt werden muB
und zum anderen i.a. die Besetzungsstruktur der Koeflizientenmatrix zerstért wird,
also die Anzahl der Nicht-Nullelemente wachst.

Nach der Anwendung des CG-Verfahrens auf (3.1) muf z als Lésung von S~Tz = &
riicktransformiert werden, um die Losung des urspriinglichen Systems zu erhalten.

Im folgenden wird sich zeigen, daB SAST nicht in jedem Fall berechnet werden
muf, sondern in die Berechnung von Suchrichtungen und Iterierten integriert werden
kann. Insbesondere ist haufig nicht einmal die explizite Kenntnis von S notwendig.

Verschiedene Methoden der Vorkonditionierung unterscheiden sich in der Wahl der
reguldren Matrix S.

Die glinstigste Vorkonditionierungsmatrix ist S = A3 , denn dann ist

k(SAST) = k()=1,

jedoch erfordert die Berechnung von A~7 bereits genau soviel Aufwand, wie die
direkte Losung von (2.1).

Ein alternativer Ansatz zur Vorkonditionierung ergibt sich aus:

(3.2) (CA)z = (Cv)
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Bei (3.2) ist das Ziel, k(C' A) mdglichst klein zu halten. Der optimale Wert C = A™!
ist auch hier nur von theoretischer Bedeutung.

Hierbei ist die Losung von (3.2) bereits Lésung des urspriinglichen Systems. Deshalb
wird (3.1) im folgenden als Vorkonditionierung mit Riicksubstitution, (3.2) als Vor-
konditionierung ohne Riicksubstitution bezeichnet.

Der Vorteil der ersten Methode ist, da die Voraussetzungen zur Durchfiihrbarkeit
des CG-Verfahrens wieder erfiillt sind. Jedoch ist abschlieflend eine Riicksubstitu-
tion erforderlich, und es miissen zumindest theoretisch 2 Matrixmultiplikationen zur
Kongruenztransformation ausgefithrt werden.

Bei der zweiten Methode ist nur eine Matrixmultiplikation erforderlich und die
Losung des neuen Systems ist die gleiche wie die des urspriinglichen, jedoch ist
es hier notwendig, die Anwendbarkeit des CG-Verfahrens zu gewéhrleisten. Es sei
darauf hingewiesen, daB das Produkt zweier symmetrischer und positiv definiter
Matrizen i.a. weder symmetrisch noch positiv definit ist. C muf} also so gewihlt
werden, dafl diese Eigenschaften erhalten bleiben.

Im folgenden wird je nach Bedarf (3.1) oder (3.2) zur Vorkonditionierung benutzt.
Man erhalt (3.2) aus (3.1), falls in (3.1) S := C gesetzt wird und STS~7T zu I
zusammengefafit wird.

Allgemein ist die Vorkonditionierung ein Vorschaltverfahren zur Verbesserung der
Kondition. Dies bedeutet, da man beliebig viele, auch verschiedene, Vorkonditio-
nierungen vor dem eigentlichen Verfahren durchfiithren kann.

Zuerst wird eine Vorkonditionierung gema8 (3.1) untersucht. Hierbei lafit sich der
Algorithmus weitgehend auf die urspriinglichen Gréflen zuriickfithren, so dafl die
abschlieBende Riicksubstitution entféllt. Es ergibt sich aus dem Algorithmus des
CG-Verfahrens fiir die entsprechenden Grofien:

Fir die Initialisierungen:

(3.3) o = S Tgg,

(3.4) 7o b — Ao = S(v — Azo) = Sro
(35) ﬁo = S'I‘() = Spo = Fo

und mit go := ST Spg

(3.6) po Apo = | po STSAST Spo = pg Apo -
Weiterhin
(37) ’Fg‘fo = TgSTSTO = (STSTO )T'T‘o = ’f‘g"f'o ,
To
7’:T7.0
3.8 & = 2 ~ )
(3.8) ° s Ao

“ L ox o T
T1 = Xo-+ Qopo |- S
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(3.9) = @1 = %o+ dopo,

71 = o — doApo = S(ro — GoApo) |- 57
(3.10) = re = ro— GoApo,

~ fol 7A‘T7‘1
3.11 = S =
(3.11) Po = 37 =
und schlieflich

p1 = 14 Bofo = Sr1+ Bodo |- st
(3.12) = P = 71+ Bobo -

Der gesamte Algorithmus folgt per Induktion.

Das verbleibende Problem ist die Bestimmung von 7, = (ST .S)rs, ansonsten taucht
die Vorkonditionierungsmatrix S in den Iterationsschritten nicht mehr auf.

Daf die explizite Kenntnis von S jedoch i.a. nicht nétig ist, zeigt folgende Uberle-
gung. Ware STS = A~! baw. A = (§T5)™1, so folgt durch Multiplikation von (3.1)
mit ST :

(STSASTS Ty = (STSw,

also z = A .

Ziel ist es also, M = (STS)™! so zu wahlen, da$ A durch M méglichst gut approxi-
miert wird und M7 = ry leicht zu lésen ist. M = A ist hierbei keine geeignete
Matrix, da die Losung von M7, = ry i.a. genau so aufwendig wie die Losung des
urspriinglichen Systems ist. Bei der Wahl von M mu8f} jedoch die Zerlegbarkeit von

M~ = ST S gewihrleistet werden. Diese Forderung ist dquivalent zu der Bedingung,
dafl M spd ist.

Leicht zu losendes Gleichungssystem bedeutet hierbei, daf$ die Losung ohne hohen
Rechenaufwand gefunden werden kann. Dies ist z.B. dann der Fall, wenn die Matrix
Diagonalgestalt hat, sie eine obere oder untere Dreiecksmatrix ist oder sie als Pro-
dukt einer oberen und unteren Dreiecksmatrix darstellbar ist (Cholesky-Zerlegung).

Da die Formulierung méglichst gut zu approzimieren schwer handhabbar ist und von
der betrachteten Norm abhédngt, soll folgender Zusammenhang diese Eigenschaft
prazisieren:

Esist A ahnlich zu STSA = M~ A und somit
1 /\mam(M—lA)
(3.13) R(A) = m .

M ist also so zu wahlen, da} der Quotient aus grofitem und kleinstem Eigenwert
von M~'A minimal wird.
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Algorithmus des vorkonditionierten CG-Verfahrens

Geg. zg,10:=v — Azo, Lise M7y = 1o, Po := 7o

Fir £ :=0,1,...

& _ fkTTk

YT BFAbe

(3.14) Tper = Tk + Oy
(3.15) Thyl = Tk — G Apy
(3.16) Lose Mty = e

= L Tk41
3.17 = lkt1Tk41
(3.18) Prsr = Fry1 + P
(3.19)

Bis das Konvergenzkriterium erfiillt ist.

Abbildung 3.1: Algorithmus des vorkonditionierten CG-Verfahrens

Es ergibt sich als Fazit dieses Abschnitts der Algorithmus in Abb. 3.1.

Insbesondere ergibt sich fir M = I wieder das urspriingliche CG-Verfahren aus
Abbildung 2.1.

3.2 SSOR- und Gesamtschrittvorkonditionierer

Der zusitzliche Aufwand pro Iterationsschritt der Vorkonditionierung besteht also
im Losen des Gleichungssystems (3.16). Hierbei ist M so zu wahlen, daff zum einen A
durch M moglichst gut approximiert wird, um eine gute Konvergenzbeschleunigung
zu erhalten, zum anderen darf der Aufwand zur Lésung von (3.16) nicht zu hoch
sein. Ist bereits das Produkt STS und somit M~! bekannt, so reduziert sich die
Losung von (3.16) auf ein Matrix-Vektor-Produkt.

Auffallend ist hierbei die Analogie zu a) und b) auf Seite 5, die die Wahl von B zur
Konstruktion eines Iterationsverfahrens beschreiben.

Dies kann eine intuitive Hilfe bei der Wahl der Vorkonditionierer sein, da einige der
dort verwendeten Matrizen die hier geforderten Eigenschaften besitzen.
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Es liefern jedoch nicht alle dort aufgefiihrten Verfahren geeignete Vorkonditionierer,
da die Matrix B, der hier die Matrix M entspricht, symmetrisch und positiv definit
sein muf}, um die Durchfithrbarkeit des CG-Verfahrens zu gewahrleisten. Die Dar-
stellung von B als Produkt ST S ist gewahrleistet, da fiir spd-Matrizen gemaB der
Cholesky-Zerlegung die Darstellung B = LLT existiert [11].

Als Resultat ergeben sich hieraus zwei Vorkonditionierungen, die nach den entspre-
chenden Iterationsverfahren benannt sind (Siehe [10]).

o Gesamtschritt-Vorkonditionierung
Esist M :=D ,also S-T = D3 .
Dieses Verfahren wird auch haufig als Skalierung mit der Diagonalen (bzw.
engl. Diagonal Scaling) bezeichnet.
Obwohl dieser Algorithmus formal wie oben beschrieben durchfiihrbar ist, wird
in der Praxis wegen des geringeren Aufwandes die Vorkonditionierung dem
Verfahren vorgeschaltet und nach Durchfiihrung des Verfahrens riicksubstitu-
iert.

o SSOR-Vorkonditionierung
Hier ist M(w) := w"('zltw"‘)D(I —wD LY —wD1LT)

also ST = ‘/5(—21:;)-])%(1 —wDLT).

Somit ist S~7 eine Dreiecksmatrix, die die gleiche schwache Besetzungsstruk-
tur wie A hat. Die Wahl des optimalen oder wenigstens eines gut geeigneten
w zur Konditionsverbesserung ist schwierig. In der Praxis wird bei der SSOR-
Vorkonditionierung ein modifizierter Algorithmus verwendet, der das Losen
des Gleichungssystems umgeht. Ein solcher Algorithmus findet sich in [24].
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3.3 Die polynomiale Vorkonditionierung

Im folgenden wird von der Darstellung (3.2) ausgegangen. Eine Vorkonditionie-
rungsmatrix C ist gut geeignet, wenn sie folgende Eigenschaften erfiillt:

1. C A symmetrisch und positiv definit,
2. kK(CA) < k(A) .

Die Idee der polynomialen Vorkonditionierung ist, C' als Matrixpolynom vom Grad
m in A, also

C :=C(A) = X7, a; A%, zu wahlen, denn dann gilt beziiglich der Symmetrie

(C(A)AY = AT ai(A)T = A ar(AT) = (3 A1) = C(4) A .

1=0 1=0 1=0

Fiir die Eigenwerte Apin = A < ... < A = Az von A gilt:

Lemma 3.1 a) Sei \; Eigenwert von A j=1,...,n
=> C();) Eigenwert von C(A) zum gleichen Eigenvektor z.
=> C(\;)\; Eigenwert von C(A)A zum gleichen Eigenvektor z.

b) Gilt fiir ein Polynom P(£) :=C(£) - € >0 V& € [Amins Amaz)
= P(A) ist positiv definit.

Beweis:

Zu a): Sei C(¢) = ¥y ;¢ dann gilt

(Z a;Ai) T = Za,-A":c = Za,-/\jw =C()\;)z

1=0 . =0 1=0

(3 i) - Az = (3 aid’) - Ajz = C(WAje

i=0 t=0

zu b): Folgt aus a). v/

Die Matrix C A ist somit symmetrisch und positiv definit, falls P(¢) > 0
V£ € [)‘min, )\maa;] gllt.

Fiir den Algorithmus &ndert sich fiir das polynomial vorkonditionierte CG-Verfah-
ren wenig, da man das CG-Verfahren auf C(A)Az = C(A)v anwendet. Somit ist
im Algorithmus A durch C(A)A und v durch C(A)v zu ersetzen und es ergibt sich
der Algorithmus in Abb. 3.2. Der Mehraufwand pro Iteration besteht in der Be-
rechnung des Matrix-Vektor-Produktes C(A)Apy statt Apg. Dies bedeutet, daB8 in
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Algorithmus des modifizierten CG-Verfahrens
mit polynomialer Vorkonditionierung

Geg. zo,70 := C(A)(v — Azyg),po =10

Fir 7 :=0,1,...
T;"T'T'j
Qj = R
p; C(A)Ap;
~_ o(C(A)Ap;)"C(A)Ap;
IBJ - T - 1
p; C(A)Ap;
it = By
Tit1 = Tj+o;p;
rivn = 1;—c;C(A)Ap;
Pivr = Tiq1+ Bip;.

Bis das Konvergenzkriterium erfiillt ist.

Abbildung 3.2: Algorithmus des modifizierten CG-Verfahrens mit polynomialer
Vorkonditionierung

jedem Iterationsschritt m + 1 Matrix-Vektor-Produkte berechnet werden miissen
statt einem.

Fiir eine geeignete Wahl von C(A) zur Verbesserung der Kondition hilft folgende
Uberlegung:

Die optimale Kondition ist gegeben, falls C(A)A = I. Die naheliegende Idee ist nun,
die Differenz zwischen C(A)A und I zu minimieren. Dies fiihrt zu

(3.20) min || T-C(A)A]l,
P(4)

wobei P,, die Menge der Polynome vom Grad m bezeichnet.

Die Loésung dieser Minimierungsaufgabe ist dabei normabhéngig.
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3.4 CG-Verfahren fiir indefinite Matrizen

Die hier vorgestellte Methode ermoglicht eine Verallgemeinerung des CG-Verfahrens
auf symmetrische Matrizen mit beliebigen reellen Eigenwerten. Fir die Anwendbar-
keit des Verfahrens auf die vorkonditionierte Matrix P(A) ist sicherzustellen, daf
P(X;) > 0 fiir die Eigenwerte von A gilt. An dieser Stelle wird die Eigenschaft, daB
A positive Eigenwerte besitzt, nicht bendtigt.

Durch Vorkonditionierung mit einem Polynom folgender oder dhnlicher Gestalt kann
das CG-Verfahren auf symmetrische negativ definite Matrizen angewandt werden.

P(Y)

Abbildung 3.3: Vorkonditionierungspolynom fiir negativ definite Matrizen

Ziel der Vorkonditionierung ist in diesem Fall, die Voraussetzungen fiir die Anwend-
barkeit des CG-Verfahrens zu schaffen.
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3.5 Die polynomiale Tschebyscheff-Vorkonditio-
nierung

In diesem Kapitel wird das Problem in (3.20) fiir eine spezielle Norm gelost. An-
schlielend wird eine Vorgehensweise vorgestellt, die die explizite Berechnung der
Polynomkoeffizienten umgeht.

3.5.1 Theorie

Wird in (3.20) die Spektralnorm zugrundegelegt, so erhélt man, da mit A auch das
Matrixpolynom I — C(A)A symmetrisch ist und die Spektralnorm fiir symmetrische
Matrizen der Betrag des betragsgrofiten Eigenwertes ist, das folgende Minimax-
Problem:

min max |1 —=C(X)- A
CEPy | )i EW von A L —
P(\)

P ist vom Grad k = m + 1 und erfiillt P(0) = 0. Es wird also ein Polynom P
k-ten Grades mit P(0) = 0 gesucht, welches alle Eigenwerte von A méglichst nahe
zu 1 abbildet. In der Regel sind die Eigenwerte von A nicht bekannt und deren
Berechnung zu aufwendig. Es wird stattdessen ein Ersatzproblem betrachtet:

Sei 0 < a € Apin € Aoz < bund a # b, so lose

(3.21) min max |1 —-P())| .

PEPy Aelab]
P(0)=0

Das Restpolynom R(A) = 1 — P()) kennzeichnet den Abstand zu 1. Das Restpoly-
nom R ist vom Grad k, und es gilt R(0) = 1. Somit ist (3.21) &quivalent zu
(3.22) min max | R(A) | .

REP;  )\¢[a,b]
R(0)=1

Die Loésung von (3.22) ist zu einem vorgegebenem Polynomgrad k& € IN explizit
gegeben durch [3]:

T (44=2)
T2ty

b—a

(3.23) R(N)

wobei Ti(¢) das k-te Tschebyscheff-Polynom ist.
Wegen der Skalierung und Normierung gilt R(0) = 1 und fiir A € [a, b]:

a+b—2)\

i € [-1,1]
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Die Tschebyscheff-Polynome haben folgende Eigenschaften [11], [26]:

Explizite Darstellung:

(3.24) T(6) = (-1)F cosh( k - arcosh(—¢)) fir { < ~1
(3.25) Te(§) = cos(k - arccos) fir £ € [-1,1]
(3.26) Te(€) = cosh( k - arcosh(¢)) fir £ >1
Rekursionsformel:
(3.27) Ti(6) = 26T-1(8) — Tr—2(§) k22
Orthogonalitat:
1
(3.28) [ TOn© F=gie=0  firif
Spezielle Werte:
(3.29) T(1) = 1, T(~1) = (~1)"

(3.30) T(€) hat k einfache Nullstellen, diese liegen in [—1,1]
bei§;=cos<2l+17r) 1=0,...,k—1,

k2

(3.31) und k + 1 Extrema mit dem Wert (—1)*

bei £; = cos (fkf) i=0,... k.

Die ersten Polynome lauten:

7;)(6) = 17 ,Ii(é‘) = éa %(6) = 262 -1.

Diese Polynome erhalten fiir @ > 0 die spd-Eigenschaft von P(A), denn:

Lemma 3.2 Es gilt fir 0 < a < Apin < Apaz < b, b# a, P(A) =1—R(A) mit
R(A) gemdf (3.23): :

P(A) ist positiv definit.
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Beweis: Aus (3.26) erhdlt man fiir £ > 1: Ist £ > 1, so ist auch 7;(£) > 1. Insbe-
sondere ist Tj(32) > 1.

Weiterhin ist wg. (3.31) fiir A € [a,b] Ty (M) € [~1,1] und somit

b—a
T (aj:bb-—2/\)
3.32 PA)=1-RN)=1-—72"L>0.
332) ) =1-R)=1- =2
Mit Lemma 3.1 folgt, daBl P(A) positiv definit ist. Vv

Fiir die maximale Differenz der Funktionswerte von P(¢) zu 1 auf [a, b], einer oberen
Schranke fiir die Differenz der Eigenwerte von P(A) zu 1, gilt mit (3.29) und (3.31):

maxyefa,t] | 7k (ﬂébiz‘/\‘) l 1
3.33 = max [R(M)| = B ’
(333)  eri= max [R(Y) To(22) Ti(3E2)

also insbesondere ¢, < 1. Der maximale Fehler wird in den Randwerten angenom-
men, da mit (3.29) gilt: |7x(1)| = |Tx(-1)| = 1.

Fiir die Kondition des vorkonditionierten Systems gilt wg. (3.33):

14+ ¢

(3.34) K(P(4)) < 1=

Fiir das Polynom P(A) = 1-R(A) gelten folgende aus den Tschebyscheff-Polynomen
leicht herzuleitenden Eigenschaften:

(3.35) P(X) ist positiv und streng monoton steigend
auf dem Intervall (0, q] .

(3.36) P()) ist fiir ungerades k positiv

und streng monoton steigend auf dem Intervall [b, 00) .

(3.37) P(]) ist fiir gerades k
streng monoton fallend auf dem Intervall [b, c0),
positiv auf dem Intervall [0,b + a],
und negativ auf (b+ a,00) .

(3.38) P(A) hat k+ 1 paarweise verschiedene lokale Extrema
mit dem Wert 1 4 ¢4 auf dem Intervall [a, d] .
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~— @=3, b=97, Grad k=9
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A

Abbildung 3.4: P()) fiir ungerades k

Zur Verdeutlichung sind in Abb. 3.4 und 3.5 Funktionsverldufe mit ungeradem bzw.
geradem Polynomgrad dargestellt.

Aus der Rekursionsformel (3.27) ergibt sich fiir £ > 1 induktiv die strenge Monotonie
Ti41(€) > T(€) und aus (3.26) limg—,co Tx(€) = oo, so daB ¢, streng monoton fallend
in k und limg_, €x = 0 ist.

e 073, b=87, Grod k=8

T 1
¢; 10 20 30 40 50 60 70 B0 90 jdo 110 120
-0.50 A

Abbildung 3.5: P()) fiir gerades k
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Fiir den Grenzwert ¢ — 0 konvergiert ex([a, b]) gegen 1 Vk. Aus (3.38) folgt, daB
dieser Wert iiber dem Intervall k41 mal angenommen wird. Insbesondere bei hohen
Polynomgraden fithrt dies zu einer starken Oszillation. Es ist also Vorsicht geboten
bei kleinen Werten von a. Die Empfindlichkeit der hier entwickelten Polynome
P(A) =1 = R()) fiir kleine Werte von ¢ ist in Abb. 3.6 dargestellt.
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Abbildung 3.6: Abhéngigkeit des Tschebyscheff-Vorkonditionierungspolynoms
von der linken Intervallgrenze a

3.5.2 Praktische Durchfithrung

Auf den ersten Blick erscheint es aufwendig, diese Vorkonditionierung anzuwenden,
denn es muf} bei der Initialisierung u.a. C(A)v berechnet werden. Dazu miifiten
zuerst die Koeffizienten des Restpolynoms als Funktion des Tschebyscheff-Polynoms

berechnet werden und dann die Koeffizienten von C(A) = (1 — R(A))/} bestimmt
werden. ‘

Dieses Vorgehen wird vermieden durch den im folgenden beschriebenen Zusammen-

hang zwischen einer Matrix-Vektor-Multiplikation C(A)z und einem polynomialen
Beschleunigungsverfahren.

Ein Optimierungsverfahren zur Losung von Az = v, welches als neue Suchrich-

tung das Residuum der vorhergehenden Iteration verwendet, heift Richardson-—
Iteration[4],[18]. Formal heifit dies:
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(3.39) r; = v— Az;,
(3.40) Tjp1 = T+ T ,. T; 7é 0.

Das Residuum wiederum ist der negative Gradient der Funktion F'(z) gemaf (2.21);
somit ist die Richardson-Iteration das Verfahren des steilsten Abstiegs mit einer
Schrittweitenfolge 7; fiir die zugrundeliegende Minimierungsaufgabe.

Zur Bestimmung des Richardson—Verfahrens ist es notwendig, die Folge 7; zu kennen.
Bei der praktischen Anwendung werden deshalb k Iterationsschritte mit vorgegebe-
nem 7o, ..., Tk—1 durchgefithrt und dann das Verfahren mit der letzten Iterierten als
neuem Startvektor erneut gestartet.

Aus (3.39) und (3.40) ergibt sich

e = v— A(Tp-1 + Tk-17Tk-1)
v — Azg_1 —Tp-1AT%1
N

Tk-1

(I = g1 A)rg—1

Il

und induktiv

k-1
TR = H(I — 1;A)r0 .

j=0

Insbesondere ergibt eine Permutation der 7; das gleiche k—te Residuum und somit
auch die gleiche Iterierte z;. Betrachtet man nur den letzten Wert eines Zyklus
Tk, | € IN, so ist dieser Wert invariant gegeniiber Permutationen der 7;.

Mit der Bezeichnung '
k-1
(V) = JI(1 — 7))
j=0

gilt:
(3.41) Qk(O) = 1, T = Qk(A)’l"o .

Die Wahl der 7; bzw. des Polynoms Qy ist maBgebend fiir die Konvergenz des Ver-
fahrens. Deshalb wird dieses Verfahren auch als polynomiales Beschleunigungs-
verfahren bezeichnet. Q()) heift Residualpolynom der Richardson-Iteration. Fiir
die Nullstellen p; dieses Polynoms gilt: p; = 1/7;.

Ist umgekehrt ein Polynom S (A) k-ten Grades mit & reellen von Null verschiedenen
Nullstellen gegeben, so wird hierdurch ein Richardson—-Verfahren definiert, indem
man als 7; gerade die Inversen der Nullstellen des Polynoms verwendet. Fiir dieses
Polynom gilt

Sk(A) = Sk(0)Qk(Y)
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da Sk und Qy k gleiche Nullstellen haben und fiir A = 0 gilt:
Sk(0)/51(0) = Qu(0) = 1.
Insbesondere gilt im Falle der Tschebyscheff-Beschleunigung Qr(A) = R()).

Hieraus ergibt sich nun:

Satz 3.1 Ist Qx(A) = I —C(A)A ein Polynom k—-ten Grades, welches ein polyno-
miales Beschleunigungsverfahren definiert, so ist die k—te Iterierte des Verfahrens
angewandt auf die Losung des Gleichungssystems Az = z zum Startvektor zo = 0
gerade

Tl = C(A)z

Beweis: Es ist ro = z — Azo = z und mit (3.41) ry = Qr(A)z. Wegen ry = z — Azy,
ergibt dies
zr, = A™HI — Qx(A))z = A7'C(A)Az = C(A)z .
v
Zur Berechnung von C(A)z wird also das Richardson-Verfahren mit 7; = ;71— ange-
wandt, wobei die y; gerade die Nullstellen des Restpolynoms sind.

Die Nullstellen der Tschebyscheffpolynome brauchen jedoch nicht explizif berechnet
werden, denn es gilt folgende Aquivalenz:

Lemma 3.3 Die k-te Iterierte des Richardson-Verfahrens, welches als T; die Inver-
sen der Nullstellen des Tschebyscheff-Polynoms auf [a,b] mit 0 < a < b zum Start-
vektor zo = 0 verwendet, ist gleich der k-ten Iterierten des Richardson-Verfahrens
mit T; = 1 Vj und anschliefender Tschebyscheff-Beschleunigung [11] zum Startvek-
tor zo = 0 auf dem Intervall [ag, bo] mit ap:=1—b und by :=1 — a.

Beweis: Fiir den Beweis reicht es wegen der Invertierbarkeit von A, die Gleichheit
der Residuen der k-ten Stufe zu zeigen. Das Restpolynom hingt geméis (3.23) von
a und b ab und wird deshalb in diesem Beweis zur Verdeutlichung mit diesen als
zusatzlichem Index versehen.

Fiir das zuerst beschriebene Verfahren gilt wie oben gezeigt

T = Rk,a,b(A)TO = 'R,k,a,b(A)’v .

Im Fall der Tschebyscheff-Beschleunigung auf die k-te Iterierte des Iterationsverfah-
rens ist

Tiy1 = Tj+T;
z; +v— Az
= Gz +v, G:=I-A,

i
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und es gilt fiir die beschleunigte Iterierte y; [11]:
Yk — T = —'R'k,ao,bo.(l - A)z”

wobel R q0,5,(A) das Polynom vom Grad k sei, welches Ry q0,5,(1) = 1 erfiillt und
die Norm in (3.20) fiir ¥ = [ao, bp) minimiert. Wegen a > 0 gilt ag < by < 1. Dieses
Polynom ist explizit bekannt ([10], Satz 3.6.9):

7;(%—‘1%‘0—““)

bo—ao

Rkva(hbo (A)

Es gilt nun, da A(I — A)! = (I — AYA, r. =v — Ay und z* = A~ 1w:

9k = Rl —A)A v — AT,
—Ayk = Rkv“O,bO(I - A)v Y b
e = Riaoh(l— A

Bleibt schliellich zu zeigen, daf§
Rkvavb()\) = Rkyao,bo(l - )\)’ A E [a? b] )

denn hieraus folgt, da Polynome, die auf einem Intervall iibereinstimmen, identisch
sind,
Rk»avb(A) = Rk,ao,bo (I - A) *

Es ist
( (1 /\! bo—ao)

bo—ao

7;:(2 2—bg—ag )

bo—ao

T2
()

(3.42) Rhaobo(1 = A)

Rk’ayb(A) ‘

v

Es sind also im Algorithmus zur Berechnung von & = C(A)v & Iterationen der
Tschebyschef-Iteration (ausfiihrlich behandelt in [11], Algorithmus 8.10 + Ubung),
also das Iterationsverfahren z;1, = (I — A)z; + v zum Startvektor zo = 0 mit
Tschebyscheff-Beschleunigung durchzufithren. Der Schatzwert fiir den kleinsten Ei-
genwert der Iterationsmatrix G := I — A ist 1 —b, wobei b Schatzwert fiir den gréfiten
Eigenwert von A ist. Der Schatzwert fiir den grofiten Eigenwert von G ist 1 —a. Die
letzte Iterierte ist das Ergebnis der durchzufiihrenden Matrix-Vektor-Multiplikation.
Der Ausdruck C(A)Apy wird iiber A - C(A)px analog behandelt.

Der zusitzliche Aufwand einer CG-Iteration besteht in & — 1 Matrix—Vektor—
Produkten. Das k-te Residuum braucht nicht berechnet zu werden.
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x = CHEBY (a,b,z,A k)

_a+b  b—a g
n= 9 "‘9" 9 ao'—ﬂ‘,

yO:O) ?/1=77—1 2,

p1 =2,
1=2,...,k
4
(3.43) pi = oy’
Tic1 =2 — Ay,-_l s
1

(3.44) Yi = pi(Yic1 — Yi—2 + -7; Tic1) + Yi-z

T =Yk -

Abbildung 3.7:  Algorithmus der Tschebyscheff-Iteration

Fiir die Berechnung von ¢ = C(A)z ergibt sich somit der in Abb. 3.7 dargestellte
Algorithmus [11].

Hierbei ist (3.44) aquivalent zu
(3.45) Yi = (pi — 1) (Yim1 — Yiza) +pi/n Tic1 + Yic1
d
Yi-1

und somit gilt fiir die Differenz der y; folgende Beziehung

dyi = (pi — Ddyi—1 + % Ti-1 .

Der zusatzliche Aufwand pro Iterationsschritt liegt im wesentlichen bei m Matrix-
Vektor-Produkten und 3m Vektoradditionen fiir r;_,, dy; und y;. Liegen Schitzwerte
fiir die extremen Eigenwerte von A vor und ist ein Grad m zur polynomialen Vor-
konditionierung vorgegeben, so ergibt sich mit dem modifizierten CG-Algorithmus
(Seite 17) der in Abb. 3.8 dargestellte Algorithmus.

3.6 Schéitzen der extremen Eigenwerte von A

Das verbleibende Problem liegt in der Bestimmung der Parameter a und b. Hier
sind 3 verschiedene Méglichkeiten vorgesehen:

e Manuelle Vorgabe

e Automatische Vorgabe

e Adaptive Anpassung
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Algorithmus des modifizierten CG-Verfahrens
mit polynomialer Tschebyscheff-Vorkonditionierung

Geg. zo,a,b,m, A, 7o:=v — Axg
To = OHEBY(CL, b, 'Iﬁo, A,m + 1),p0 =To

Firj:=0,1,...
(3.46) w; = CHEBY(a,b,p;,A,m+1)
w; = A’Lf)j
rTr;
(3.47) a = —-2
T Pl
a;wl w;
(3.48) B = B
i
(3.49) 7'}‘_*_17‘3'.;.1 = ﬂjr;‘rrj
(3.50) Tiy1 = &j +o5p;
(3.51) Tigl = Tj — O;W;
(3.52) Pit1 = Tix1+Bips.

Bis das Konvergenzkriterium erfiillt ist.

Abbildung 3.8: Algorithmus des modifizierten CG-Verfahrens mit polynomialer
Tschebyscheft- Vorkonditionierung

In (3.21) wurde bereits erwahnt, daf§ hier ein Ersatzproblem betrachtet wird, welches
nicht die Eigenwerte von A, sondern alle Werte P(£) mit ¢ € [a, b] méglichst gut zu
1 clustert. Selbst die exakte Kenntnis der extremen Eigenwerte, d.h. @ = \.;, und
b = Amaz, liefert somit i.a. nur suboptimale Ergebnisse [27].

Die manuelle Vorgabe erlaubt es, vorhergehende Rechenliufe mit der gleichen Koeffi-
zientenmatrix zu beriicksichtigen oder Parameter durch Kenntnis von Eigenschaften
der Matrix A vorzugeben.

Meist ist dies nicht der Fall, so dafl eine Automatisierung im Programm vorgenom-
men werden mufl, die dem Benutzer eine einfache Handhabung der polynomialen
Vorkonditionierung erlaubt. Dies geschieht mit der automatischen Vorgabe mit
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Hilfe der Gerschgorin-Abschitzung flir die Eigenwerte bzw. mit der adaptiven Ver-
besserung der Schitzwerte. Die adaptive Methode ist nur fiir gerade Vorkonditio-
nierungspolynome zulassig.

3.6.1 Automatische Vorgabe

Fiir die Koeflizientenmatrix A kann mit Hilfe der Gerschgorin-Abschétzung ein In-
tervall angegeben werden, welches das Spektrum von A enthélt [15].

Diese Schiatzwerte sind nicht immer brauchbar, da der Schatzwert fiir den klein-
sten Eigenwert von A immer positiv sein mufl. Weiterhin haben Untersuchungen
beziiglich des optimalen Parameters a [27] gezeigt, dafl eine Wahl von a, die etwas
grofler als der minimale Eigenwert ist, haufig besser als a = A,y ist.

Ist der mit der Gerschgorin-Abschdtzung gewonnene Schitzwert fiir den kleinsten
Eigenwert von A positiv, — dies ist insbesondere fiir streng diagonaldominante Ma-
trizen der Fall - so kann dieser zur Bestimmung des Intervalls herangezogen werden.
Ist dieser Wert jedoch negativ, so hilft folgende Vorgehensweise, einen Schatzwert
zu gewinnen:

Aus (3.33) ergibt sich, dal zu gegebenen Intervallgrenzen ¢ > 0 und b mit b > a ein
Grad k des Polynoms gefunden werden kann, so dafi die maximale Abweichung der
transformierten Eigenwerte zu 1 kleiner als ein beliebiges 6 := ¢y, ist.

Dies motiviert folgende Uberlegung:

Zu einem vorgegebenem Polynomgrad k und einem Fehler §, der auf einem Intervall
[a, b] nicht tiberschritten werden darf, gilt mit (3.26) und (3.33) ausgehend von e, < 6§
und der Beziehung

a+b 2
b-—a_1+§—1 :
1 a+b
o< .
5 = cosh (k arcosh (b—a))
by < 2
T e ()
cos karcos 5
(3.53) b1y -
a cosh (— arcosh <-—)) -1
;5

Zur Illustration sollen hier einige Werte von ®; s in Tabelle 3.1 angegeben werden.
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| [6=01]6=025]6=05]6=075]8=09]

k=1 1.2 1.7 3.0 7.0 19.0

k=2 2.5 4.4 9.9 26.0 74.0

k= 4.7 9.1 214 57.6 165.7
k=4 7.8 15.7 37.6 101.8 294.0
k= 11.8 24.2 58.3 158.7 458.9
k= 22.6 46.7 113.7 310.5 898.8
k=9 368 76.8 187.5 512.9 1485.2

Tabelle 3.1: Darstellung der Funktion @ fiir einige Werte von § und k.

Liegen Schitzwerte & und b fiir die Intervallgrenzen vor, so 148t sich durch Einsetzen
in (3.53) iiberpriifen, ob die Fehlerschranke 6 auf dem Intervall eingehalten werden
kann.

In der Regel wird dies insbesondere bei kleinen Polynomgraden jedoch nicht der
Fall sein. Bestand die bisherige Uberlegung darin, den Polynomgrad zu erhéhen,
um die Fehlerschranke einzuhalten, so wird nun das Intervall, auf dem der Fehler
eingehalten wird, verkleinert.

Fiir b wahlt man den mit der Gerschgorin-Abschitzung gewonnenen Schatzwert fiir
den groiten Eigenwert, fiir a den entsprechenden, falls dieser positiv ist. Falls nicht,
so ergibt sich aus (3.53) zu vorgegebenem k € Nund 0 < 6§ < 1 fiir e =6

(3.54) : a=—.

Die Eigenwerte im Intervall [0,a) werden bei der Clusterung nicht beriicksichtigt.
Sie bleiben jedoch positiv und erzeugen, falls : Eigenwerte in diesem Intervall liegen,
maximal ¢ zusitzliche Iterationen.

Schlechte Konvergenz ist zu erwarten, falls viele Eigenwerte in diesem Intervall lie-
gen. Deshalb sollte die Fehlerschranke é nicht zu klein gewdhlt werden, um nicht
zu viele Eigenwerte auflerhalb des zur Clusterung benutzten Intervalls zu erhalten.
Der Grad des Polynoms k sollte auch nicht zu grof sein, da in jedem Schritt &k
Matrix-Vektor-Produkte berechnet werden miissen.

Sind die Diagonaleintrige der Matrix A gro im Vergleich zu den Nicht-
Diagonalelementen, so fithrt diese Automatisierung zu guten Ergebnissen.

In vielen praktischen Féllen ist dies jedoch nicht der Fall, so da die Schatzwerte sehr
ungenau sind und ein Verfahren zur besseren Bestimmung der Eigenwerte notwendig
ist.
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3.6.2 Adaptive Eigenwertschitzung

Ziel dieses Abschnitts ist es, ein Verfahren herzuleiten, welches die Eigenwerte der
Matrix A in allgemeineren Fallen gut schitzt und insbesondere im Laufe der Itera-
tion verbesserte Eigenwertschitzungen liefert.

Grundlage des adaptiven Verfahrens ist der Zusammenhang zwischen dem CG-Ver-
fahren und dem Lanzcos-Verfahren zur Losung des symmetrischen Eigenwertpro-
blems, der es erlaubt, aus den Iterationsparametern oy und Sj eine Naherung fiir
die Eigenwerte der aktuellen Matrix P(A) zu gewinnen.

Die Theorie der Lanzcos-Verfahren soll hier nicht vollstindig behandelt werden. Es
sollen nur einige wesentliche Resultate, die im Zusammenhang mit dem CG-Ver-

fahren stehen, erlautert werden. Ausfiihrliche Darstellungen hierzu finden sich in
[11],[15].

Das Lanzcos-Verfahren erzeugt zu einer reellen symmetrischen Matrix M eine Folge
(T;) von symmetrischen §j X j Tridiagonalmatrizen, deren Eigenwerte Naherungen
der Eigenwerte von M sind. Gewohnlich werden zunéchst die extremen Eigenwerte
von M gut approximiert.

Ausgehend von der Ungleichung (2.53) und der Gleichheit in (2.53) fiir die Eigenvek-
toren 1Bt sich das Eigenwertproblem wie folgt als Optimierungsaufgabe formulieren
[11]:

T
(3.55) fmin = min LY
velR"\0) ¥y
T
(3.56) Pmaz =  mMax y My .

velR™\{o} yTy

™My . : .

7Ty wird als Rayleigh-Quotient bezeichnet.

Die Minimierung wird nicht iiber den ganzen IR™ durchgefiihrt, sondern — &hnlich
wie beim CG-Verfahren in Kapitel 2.3 - iterativ iiber wachsende lineare Teilrdume,

die Krylov-Unterrdume

Yy

<4, MQI) ce ,Mj—lql >
gelost, indem man orthonormale Vektoren ¢; bestimmt mit @; = (¢1,...,¢;), so dafl
T; == QT MQ;
eine Tridiagonalmatrix ist.

Die extremen Eigenwerte von T} sind gerade die Losungen der Minimierungs- bzw.
Maximierungsaufgabe iiber V; :=<qi,...,¢; >=< q1, Mq,...,M?71q; >.

Insbesondere ergeben sich fiir die Zwischenlosungen aus der Eigenschaft wachsender
Teilrdume '

ﬂmin(M) S /J'min(Tj) _<_ ,umin(Tj-l) S e _<_ ,U'max(Tj—l) S /jfmaa:(Tj) S ,umaa:(M) .
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Der Zusammenhang zum CG-Verfahren ist der folgende.

Die Residuen werden im CG-Verfahren paarweise konjugiert und sind somit ortho-
gonal. Zur Normierung wird die euklidische Norm verwendet, und man erhalt mit

gi = —”—E——”-, ¢ =1,...,J eine orthonormale Basis fiir V.
r;
Im folgenden bezeichne diag(¢y,...,¢;) eine Diagonalmatrix, deren i—tes Diagonal-

element ¢; ist.

Die Vektoren ¢; erzeugen durch QfM @; eine Tridiagonalmatrix, denn mit

B: = 0 e 0
¥ N . . )
: o =Bia
0 0 1

_R‘7 = (To,...,Tj—l),
Pj = (Po,- -.,Pj—l),
diag(1/ || ro |l,..-s1/ || rj=1 |})

gilt wg. p; = r; + B;-1p;j—1 fiir R; die Darstellung

A
I

R; = P;B; .

Es ist @Q; = R;D; und wegen der M —Konjugation der p;

P MP; = diag(p; Mpo,...,p}_ s Mpj_1) .

Somit ergibt sich fiir die Matrix Tj:

(3.57) T; = QfMQ;=D;E]MR;D;
D;B] PTMP;B;D;
= Djdeiag(pOTMpo, cen ,p?_lMPj——l)Bij

T; ist, da nur in B; eine Nebendiagonale steht und es sich sonst ausschliefllich um
Diagonalmatrizen handelt, eine symmetrische Tridiagonalmatrix.

Die Diagonalelemente dieser Matrix sind

(3.58) Ty(1,1)

Olo,
. 1 1 . :
T;(i,7) = + Bicg—— t=2,...,7 -

Qi1 Q-2
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Fiir die Nebendiagonale gilt

1
(3.59) T;(i41,4) =T;(5,i+1) = —\/fir— i=1,...,5-1.

o1

Somit ist die Matrix T}, die im Lanzcos-Algorithmus erzeugt wird, beim CG-Ver-
fahren implizit bekannt. Es brauchen nur die Iterationsparameter a; und §; gemafl
(3.58) und (3.59) gespeichert zu werden und nach einer vorgegebenen Anzahl von
Schritten die Eigenwerte von T} berechnet zu werden. Diese Eigenwerte sind nun
Approximationen fiir die Eigenwerte von P(A).

Das verbleibende Problem besteht darin, dafi zur Aktualisierung des Intervalls [a, b]
Schitzwerte fiir die Eigenwerte von A ben6tigt werden.

Im folgenden wird eine Einschrankung des Polynomgrads auf ungerade k fiir R(\)
bzw. P()), also gerades m fiir die Vorkonditionierungsmatrix C()), aus zwei Griinden
gemacht [3].

Zum einen gewahrleistet dies bei positiven Schatzwerten fiir die extremen Eigen-
werte, die nicht das ganze Spektrum enthalten, die positive Definitheit. Dies zeigt
Abb. 3.5 auf Seite 33, da lokale Extrema nur im Intervall [a, ] angenommen werden
und mit (3.37) gilt: limy—. P(A) = +o00.

Bei geradem &k ist dies, wie Abb. 3.4 zeigt, nicht gewahrleistet, da fiir A > b+a P())
negativ wird, wie bereits in (3.37) bemerkt.

Ein weiterer Vorteil ungerader Werte fiir k liegt darin, daB zu jedem positiven Funk-
tionswert, welcher nicht im Intervall [1 — e, 1 + €] liegt, ein eindeutig bestimmtes
Urbild existiert.

Somit 188t sich aus jedem positiven Schitzwert fiir einen Eigenwert g von P(A),
der grofler als 1 + ¢, oder kleiner als 1 — ¢ ist, ein Schatzwert des urspriinglichen
Eigenwertes rekonstruieren, denn:

Ist p < 1 — ¢, s0ist A <aund 22=2 > 1 und es gilt mit (3.26) und (3.32):

(3.60) g = 1—¢g-cosh (k . arcosh (f_'_%é_i_%i))

und somit existiert das eindeutige Urbild

(3.61) A= % l(a + b) — (b — a)cosh (—1]; - arcosh (1 - ﬂ))]

€k

a+b—2\

und fiir g > 1 + e ist A > b baw. -

(3.24) und (3.23):

< —1 und es gilt, da k ungerade mit
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b—
(3.62) g =1+ g - cosh (k - arcosh (——a—_{é——:;?—)-\->>

und somit fiir diesen Fall

(3.63) A= % [(a + b) + (b — a)cosh (% - arcosh <,u€—; 1))] :

Es ergibt sich fiir ¢ = 2 das Urbild A = a + b.

Ausgehend von einem Intervall [a, b] mit Apin < @ < b < Apyz kann wie folgt vorge-
gangen werden. Ist ein Lanzcos-Schitzwert fiir einen Eigenwert von P(A) kleiner als
1 — €k, so kann gemiB (3.61) ein Schatzwert fiir a, der kleiner ist als der bisherige,
gewonnen werden und das Intervall [a, b] expandiert werden. Entsprechendes gilt
mit (3.63) fiir b, falls der Lanzcos-Eigenwert grofer als 1 + ¢y ist.

Das Verfahren verlauft somit adaptiv. Nach einem vorgegebenem Zyklus werden die
extremen Eigenwerte der T; berechnet und gepriift, ob diese im Intervall [1—e, 1+€]
liegen. Ist dies der Fall, so wird weiterhin mit den gleichen Werten von a und b
gerechnet, ansonsten der Wert aktualisiert.

Das verbleibende Problem besteht in der Initialisierung von ¢ und b. Wegen der
Eigenschaft der Expansion des Intervalls wird ein Startintervall benétigt, welches
Amin < @ < b < Apqp erfilllt. Dieses kann wie folgt erreicht werden. Zu Beginn
werden [ Iterationsschritte ohne Vorkonditionierung durchgefiihrt. Dabei wird wie-
derum die Lanzcos-Matrix aufgestellt und man erhélt eine j x j Matrix deren Eigen-
werte innerhalb des Spektrums von A liegen. Dieser Vorlauf zur Eigenwertschatzung
ist somit das CG-Verfahren ohne Vorkonditionierung. Die letzte Iterierte kann als
verbesserter Startvektor verwendet werden.
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Kapitel 4
Implementierung

In diesem Kapitel werden die fiir das Verstdndnis wichtigen Begriffe der Parallel-
verarbeitung und die Parallelrechner iPSC/860 und PARAGON XP/S 10 der Firma
Intel vorgestellt. Anschlielend werden die in der Implementierung verwendete Spei-
chertechnik sowie die Datenverteilung und das verwendete Kommunikationsschema
kurz beschrieben.

4.1 Parallelverarbeitung

Im Gegensatz zur klassischen Zielsetzung, auf immer schnelleren Prozessoren zu
rechnen, ist die Vorgehensweise der Parallelverarbeitung, die Anzahl der zur Losung
des Problems verwendeten Prozessoren zu erhohen.

Dies erfordert eine Zerlegung des Gesamtproblems in Teilaufgaben. Mittlerweile exi-
stieren eine Vielzahl von unterschiedlichen Rechnerarchitekturen und Programmier-
modellen, wobei in dieser Arbeit keine Ubersicht iiber den aktuellen Stand gegeben
werden kann, sondern nur die Merkmale der verwendeten Parallelrechner klassifiziert
werden.

4.1.1 Grundlegende Begriffe

Zu Beginn wird eine kurze Ubersicht der zum Verstindnis notwendigen Begriffe der
Parallelverarbeitung gegeben.

Im optimalen Fall 148t sich ein Programm gleichméBig auf p Prozessoren mit p dis-
junkten Teilaufgaben aufteilen. GleichméafBig bedeutet hierbei, dafl jeder Prozessor
eine etwa gleich lange Bearbeitungszeit fiir sein Teilproblem hat. Dieses wird mit
dem Begriff Load Balancing bezeichnet.

In diesem Fall ist zu erwarten, dafl sich die Ausfiihrungszeit des parallelen Pro-
gramms t, aus der Zeit des sequentiellen Programms ¢, ergibt durch

47
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ls
(4.1) ; =1p,
i.a. gilt jedoch lediglich

1)

da im parallelen Programm zusitzlicher Aufwand durch das Zusammenfassen der
Teillésungen entsteht, redundante Berechnungen, d.h. gleiche Berechnungen, die auf
jedem Prozessor separat ausgefiihrt werden, und Datenaustausch benttigt werden.

Aus (4.2) ergibt sich

(43) ) =2 < p.

S(p) ist der Speedup des Verfahrens bei p Prozessoren und ein Ma8 fiir den pro-
portionalen Zeitgewinn. Wiinschenswert ist ein Speedup S(p), der mdglichst nahe
bei dem Optimum p liegt. Die Grofe

wird als Effizienz bezeichnet.

Die Effizienz wird gewohnlich in Prozent angegeben. Eine hohe Effizienz bedeutet
auch eine hohe Parallelisierbarkeit des Verfahrens fiir die gewéahlte Anzahl Prozes-

soren. Ist die Effizienz fiir eine beliebige Anzahl Prozessoren hoch, so wird dieser
Effekt als Skalierbarkeit des Verfahrens bezeichnet.

Bei den hier betrachteten Rechnern handelt es sich um Systeme mit verteiltem
Speicher (distributed memory). Dies bedeutet, daf8 es keinen gemeinsamen Adrefi-
raum fiir die Prozessoren gibt, sondern jeder Prozessor iiber eine eigene lokale Spei-
chereinheit verfiigt. Der Prozessor und sein Speicher werden als logische Einheit
(Knoten) betrachtet.

Bendtigt ein Prozessor Daten eines anderen, so mufl ein Datenaustausch - Kom-
munikation — durchgefithrt werden. Bei Systemen mit verteiltem Speicher mufl
dem Prozessor explizit mitgeteilt werden, welche Nachricht er an welchen Prozessor
verschicken soll bzw. von welchem Prozessor zu erwarten hat.

Dieses Programmiermodell wird als Message Passing bezeichnet.

Message Passing kann auf zwei Arten stattfinden. Bei der synchronen bzw.
blockierenden Kommunikation wartet der Prozessor, bis die Nachricht bei dem
empfangenden Prozessor angekommen ist und dieser den Empfang bestatigt. Dies
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sichert die korrekte Bearbeitungsreihenfolge der Operationen. Bei der asynchronen
bzw. nicht-blockierenden Kommunikation wird nach dem Verschicken der Nach-
richt direkt, also ohne Kontrolle, ob diese angekommen ist, weitergerechnet. Die
asynchrone Kommunikation benétigt in der Regel weniger Aufwand, birgt jedoch
mehr Gefahren fiir die korrekte Bearbeitung des Algorithmus.

Ein weiteres Charakteristikum eines Parallelrechners ist das Verbindungsnetzwerk
der Prozessoren, die Topologie des Systems.

4.1.2 Die Rechner iPSC/860 und PARAGON XP/S 10 der
Firma Intel

Ausfiihrliche Beschreibungen dieser Rechner finden sich in den Handbiichern des
Herstellers zu den Rechnern [34],[35]. Hier sollen die wesentlichen Daten der im
Forschungszentrum Jilich installierten Systeme gegeniibergestellt werden.

Beide Rechner sind massiv-parallele Systeme mit verteiltem Speicher der Firma
Intel.

iPSC/860 | Paragon XP/S 10
Anzahl Prozessoren 32 140
Prozessortyp Intel i860XR Intel i860XP
Verbindungsstruktur Hypercube 2-dim. Gitter
Leistung pro Prozessor 60 MFLOPS 75 MFLOPS
Speicher pro Prozessor 16 MByte 32 MByte
Overall Peak Performance | 1.9 GFLOPS | 10.5 GFLOPS
Betriebssystem NX/2 OSF/1
Version 3.3.2 1.0.4
Plattenspeicher - 2.3 GByte 28 GByte

Tabelle 4.1: Daten der verwendeten massiv-parallelen Rechner
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4.2 Allgemeines zur Implementierung

Wie in Kapitel 3.5 und 3.6 dargestellt, ergibt sich die polynomiale Vorkonditionie-
rung als Erweiterung eines implementierten CG-Algorithmus durch wenige Modifi-
kationen des Algorithmus. Diese Modifikationen lassen sich leicht bei jedem bereits
implementierten CG-Verfahren durchfiihren.

Somit ist es nicht entscheidend, welche spezielle Implementierung vorgenommen
wurde. Anstatt des Matrix-Vektor-Produkts mit der Koeflizientenmatrix A muf
zusitzlich eine Iteration, die im wesentlichen aus einer Folge von Matrix-Vektor-
Produkten mit A besteht, integriert werden. Es ist keine Abspeicherung der Matrix
P(A) nétig. Die Aktualisierung der Eigenwerte im adaptiven Fall kann ebenfalls
problemlos in den Algorithmus eingefligt werden. Die Eigenwerte der dort entste-
henden Tridiagonalmatrix werden mit einer NAG-Routine (F02BFF) bestimmt.

Die hier zugrundeliegende Implementierung des CG-Verfahrens stammt von A. Ba-
sermann [7]. Unabhingig von der Parallelitit waren hierbei im wesentlichen folgende
zwei Fragestellungen zu beantworten:

e Welche Speichertechnik wird fiir die Matrix A verwendet und wie ergibt sich
hieraus das Matrix-Vektor-Produkt ?

e Welche Abbruchkriterien werden bereitgestellt 7

4.2.1 Die eindimensionale Speichertechnik

A. Basermann [7] hat zwei verschiedene Speichertechniken, eine eindimensionale und
eine zweidimensionale, implementiert und diese verglichen. Die zweidimensionale er-
wies sich als in der Regel speicherintensiver, insbesondere bei stark variierender Zahl
von Nicht-Nullelementen pro Zeile, die bei einem sehr unregelméafigen Diskretisie-
rungsgitter entstehen. Von den Ausfithrungszeiten des Algorithmus erwies sich die
eindimensionale Technik der zweidimensionalen als nicht unterlegen. Somit wurde
hier die eindimensionale Technik verwendet, die im folgenden kurz vorgestellt wird.

Die Idee dieser Speichertechnik ist die Speicherung der Matrix in drei eindimensio-
nalen Vektoren. Der ersten beiden Vektoren haben soviel Elemente, wie die Matrix
von Null verschiedene Eintrage hat. Die Elemente des ersten Vektors, dem Werte-
Vektor val(z), sind gerade die Eintrage der Matrix. Hierbei ist die Matrix zeilenweise
abgespeichert. Innerhalb einer Zeile miissen die Komponenten nicht mit aufsteigen-
dem Index geordnet sein. Dies unterstiitzt die in FE-Anwendungen assemblierten
Matrizen.

Der zweite Vektor, der Spaltenindex-Vektor colind(¢), enthilt die entsprechenden
Spaltenindizes der Nicht-Nullelemente.

Schliefllich wird ein Vektor benétigt, der den Beginn der einzelnen Zeilen in den
ersten beiden Vektoren liefert. Dies ist der Zeilen-Zeiger rowptr(i). Die Lange ist
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um eins grofler als die Anzahl der Zeilen der Matrix, welches die Bestimmung der
Anzahl Nicht-Nullelemente pro Zeile vereinfacht. Der i-te Wert dieses Feldes gibt
den Beginn der ¢-ten Zeile in den ersten beiden Vektoren an. Der letzte Wert des
Vektors ist um eins grofer als die Anzahl Nicht-Nullelemente, welche im folgenden
mit e bezeichnet wird.

rowptr(z + 1) — rowptr(i) gibt somit an, wieviele Nicht-Nullelemente die i-te Zeile
enthalt.

An einem einfachen Beispiel soll diese Speichertechnik kurz erldutert werden. Dieses
Beispiel besitzt dieselbe Besetzungstruktur wie das verwendete Beispiel in [7], um die
gleiche Datenverteilung und somit das gleiche Kommunikationsschema zu erhalten,
jedoch wurde die Diagonale so verdndert, daf8 die Matrix positiv definit ist.

Gegeben sei die 8 x 8-Matrix

0 0 0 0 0 0 0 0 )\

0 20 9 0 0 0 0 0

0 9 30 10 0 0 0 0

0 0 10 9 11 14 12 18
(44) A=10 0 0 11 40 0 17 0

0 0 0 14 0 50 15 0

0 0 0 12 17 15 60 0

\0 0 0 18 0 0 0 70 |/

Die Werte konnen z.B. in der Reihenfolge abgelegt werden, dafl pro Zeile das Dia-
gonalelement vorne steht. Dies ergibt fiir den Wertevektor val

(10209]30910|9010 11141218 |401117|5014 15|60 121715|7018).

Zu jedem Wert wird im zweiten Vektor sein Spaltenindex eingetragen, und man
erhalt

colind=(1]23|324|435678|547|647|7456|84).

Schlieflich gibt der dritte Vektor an, an welcher Stelle in den ersten beiden Vektoren
eine neue Zeile beginnt:

rowptr = (124713161923 25) .

Mit Hilfe dieser Speichertechnik kann ein Matrix-Vektor-Produkt ausschlieflich mit
Operationen auf den Nicht-Nullelementen wie folgt beschrieben werden:

Die Lésung w des Matrix- Vektor-Produktes der n x n—Matrix A mit dem Vektor p
ergibt sich aus
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DO i=1,n
w(i) = 0
DO j=rowptr(i),rowptr(i+1)-1
w(i) = w(i) + val(j) * p(colind(j))
END DO
END DO

4.2.2 Abbruchkriterien

In den hier betrachteten Testbeispielen wurden zwei verschiedene Abbruchkriterien
verwendet. Zum einen ist das Quadrat der euklidischen Norm des Residuums des
j-ten Iterationsschrittes rJTrj im Algorithmus bekannt. Wie bereits erwahnt, ist
dieser Norm schwer anzusehen, wie gut die Losung bereits ist. Haufig ist die Norm
noch recht grof3, obwohl der Iterationsvektor bereits sehr nahe bei der Losung liegt
oder die Norm bereits sehr klein, obwohl die Losung noch nicht hinreichend genau
ist.

Alternativ hierzu ist ein Abbruchkriterium vorgesehen, welches sich auf die relativen
Anderungen im Iterationsvektor bezieht. Von zwei aufeinanderfolgenden Iterierten
wird die Komponentendifferenz ermittelt und dieser Wert durch das arithmetische
Mittel der Summe der Absolutbetrage dieser Komponenten dividiert. Das Maximum
dieser Groflen wird im folgenden als mazimal skalierte absolute Differenz 841 (8]

bezeichnet, also
Supy = max 2 F1)i — ()il

1<ign (@i )il + (25)i]

wobei (z); die i-te Komponente des Vektors z bezeichnet. Somit werden Anderungen
in kleinen Werten der Komponenten des Vektors stirker gewichtet als Anderungen
in groflen Werten. Dies ist insbesondere in den Féllen von Bedeutung, in denen die
Komponenten des Losungsvektors sehr unterschiedliche Gré8enordnung haben.

4.3 Parallelisierung des CG-Verfahrens

Die Frage ergibt sich, welche Teile des CG-Verfahrens sich parallelisieren lassen. Die
nicht-skalaren Operationen des CG-Verfahrens sind das Matrix-Vektor-Produkt, die
Skalarprodukte und die Vektoradditionen.

Vektoradditionen konnen sehr gut parallelisiert werden, da jeder Prozessor einen
beliebigen Teil der Komponenten aller Vektoren erhidlt und somit die Additionen
lokal ohne Kommunikation ausgefiihrt werden kénnen.

Auch bei der Berechnung des Skalarprodukts kann ein Grofiteil der Berechnung lokal
ausgefiithrt werden. Jeder Prozessor berechnet die zu seinen Komponenten gehérende
Teilsumme des Skalarproduktes. Anschliefend werden die Teilsummen aufaddiert,
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und das Resultat ist das gesuchte Skalarprodukt. Da dieses Skalarprodukt von allen
Prozessoren benétigt wird, miissen hierbei alle Prozessoren miteinander kommuni-
zieren.

Der Programmier- und Rechenaufwand von Vektoraddition und Skalarprodukt er-
weist sich als gering. Der Aufwand der Kommunikation ist beim Skalarprodukt
unter Umstanden sehr hoch, falls viele Prozessoren verwendet werden.

Der wesentliche Aufwand beim CG-Verfahren wie auch bei dessen Parallelisierung
liegt in der Berechnung des Matrix-Vektor-Produkts mit der Koeffizientenmatrix
A, da sehr viele Operationen ausgefithrt werden und die Prozessoren miteinander
kommunizieren miissen. In der Regel mufl in diesem Fall ein Prozessor nicht mit
allen anderen, sondern nur mit einigen Prozessoren kommunizieren. Der Program-
mierungsaufwand ist bedeutend hoher, da wegen der Verteilung der Matrix und
der Vektoren auf die Prozessoren ein effizienter Nachrichtenaustausch wahrend des
Matrix-Vektor-Produkts stattfinden mufl.

4.3.1 Datenverteilung auf die Prozessoren

Bei der Parallelisierung auf einem System mit verteiltem Speicher, wie es hier zu-
grundeliegt, ist zu Beginn eine effiziente Verteilung der Koeffizientenmatrix und der
Vektoren auf die Prozessoren durchzufiihren.

Hierzu werden den einzelnen Prozessoren aufeinander folgende vollstindige Zeilen
der Matrix und die zugehorigen Komponenten der benutzten Vektoren zugewiesen.
Die Anzahl der Zeilen, die jeder Prozessor erhilt, kann in dieser Implementierung
nach unterschiedlichen Kriterien bestimmt werden. Untersucht wurden in [7] die
Kriterien

e gleich viele Zeilen,
e gleiche Anzahl Nicht-Nullelemente,

e gleiche Anzahl von Operationen

fiir jeden Prozessor.

Wéhrend die ersten beiden Kriterien sich ausschlielich auf die Struktur der Koeffi-
zientenmatrix beziehen, erlaubt das dritte Kriterium die Einbeziehung der iibrigen
Operationen des CG-Verfahrens. Fiir eine effiziente Parallelisierung erweist sich das
letzte Kriterium als das beste, da die Arbeit auch fiir unregelméfige Besetzungs-
strukturen gleichméafig verteilt wird und somit eine minimale Bearbeitungszeit re-
sultiert.

Dieser Datenverteilung liegt folgende theoretische Betrachtung zugrunde.
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Die Anzahl der arithmetischen Operationen eines Matrix-Vektor-Produktes ist pro-
portional zur Anzahl der Nicht-Nullelemente der Matrix. Die iibrigen anfallenden
Vektoroperationen sind proportional zur Anzahl der Zeilen.

Hat Prozessor k bei der Datenverteilung ny der n Zeilen erhalten und e; der ins-
gesamt e Nicht-Nullelemente in diesen Zeilen, so ist sein Anteil a,, arithmetischer
Operationen an den insgeamt auszufithrenden Operationen gegeben durch

e, + Eny
4. o —_—
( 5) Qop e+ fn
¢ beriicksichtigt hierbei das zeitliche Verhiltnis des. Matrix-Vektor-Produkts zu den
ibrigen Operationen und ist somit maschinen- und algorithmenabhingig.

Um eine moglichst gleichméBige Verteilung der arithmetischen Operationen zu er-
halten, werden einem Prozessor solange aufeinanderfolgende Zeilen zugewiesen, bis
das Kriterium
1

(4.6) gy = X EM S L

etin ~p
zum ersten Mal erfiillt ist.
Der Anteil des Matrix-Vektor-Produkts des Verfahrens auf einem Prozessor an dem
Gesamtaufwand einer Iteration kann aus

e 1

(4.7) MVPZ e¥en 1+é/m,

berechnet werden, wobei m, die mittlere Anzahl Nicht-Nullelemente in den Zeilen,
also m, = e/n, bezeichnet. Umgekehrt kann aus dem durch Zeitmessung bestimm-
ten Anteil des Matrix-Vektor-Produkts fiir das CG-Verfahren ohne Vorkonditionie-
rung der Parameter ¢ aus (4.7) ndherungsweise bestimmt werden:

1
{zmz-( —1).
apmvp

Weiterhin erlaubt der Parameter ¢ eine benutzergesteuerte Datenverteilung
beziiglich der anderen oben vorgestellten Kriterien. Wird ¢ als freier Parameter
betrachtet, so gilt mit (4.5) fiir £ = 0, daB jeder Prozessor etwa gleich viele Nicht-
Nullelemente erhédlt. Wird der Parameter erhoht, so ergibt sich fiir den Grenzwert
€ — oo die Datenverteilung nach dem Kriterium gleich viele Zeilen pro Prozessor.

Beim vorkonditionierten CG-Verfahren ist der Anteil des Matrix-Vektor-Produkts an
den gesamten arithmetischen Operationen eine Funktion des Polynomgrades m. Da
im vorkonditionierten CG-Verfahren im wesentlichen pro Iterationsschritt zusatzlich
m Matrix-Vektor-Produkte berechnet werden, ergibt sich ndherungsweise
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(m+1)-e 1
4.8 = = ,
(4.8) apmMvp m+1)-etén 1+___€..._.L
m-+1 m,

\-—\r/

4

so daB fiir die Datenverteilung ¢ := —nTg—FT verwendet wird.

4.3.2 Kommunikationsschema

Da beim Matrix-Vektor-Produkt auf jedem Prozessor nur Teile der Vektoren vor-
handen sind, fiir die Berechnung einer neuen Komponente jedoch i.a. weitere Kom-
ponenten des Vektors benétigt werden, ist ein geeignetes Kommunikationsschema
zur Verfligung zu stellen. In [7] werden auch hierzu zwei Varianten vorgeschlagen.
In der hier vorgenommenen Implementierung wird diejenige Variante benutzt, die
dort die besten Resultate liefert.

Ein wesentlicher Unterschied zum Skalarprodukt besteht darin, dafl in der Regel
nicht alle Prozessoren mit allen kommunizieren miissen, sondern nur mit denen,
die die zu den Nicht-Nullelementen zugehérigen Komponenten des Vektors besitzen.
Um diese Prozessoren zu ermitteln, werden die Werte im Vektor colind analysiert.
Die Indizes, die zu Zugriffen auf andere Prozessoren fithren, werden gesammelt und
schliefllich die Information, welche Daten der Prozessor von welchen Prozessoren
bendtigt, an alle Prozessoren verschickt.

Die empfangenden Prozessoren bestimmen nun, welche Komponenten im Laufe der
Rechnung verschickt werden miissen. Das Kommunikationsschema ist ausschliellich
eine Funktion der Besetzungsstruktur der Matrix und muB somit nach dem Einlesen
der Matrix vor Beginn des parallelen CG-Verfahrens nur einmal bestimmt werden.
Im CG-Verfahren werden dann zur Berechnung des Matrix-Vektor-Produkts zu Be-
ginn die Daten, die von anderen Prozessoren benétigt werden, asynchron verschickt.

Das Matrix-Vektor-Produkt zerféllt hierbei in zwei Teile. Im lokalen Teil werden
Elemente des Vektors benutzt, die der Prozessor selbst besitzt. Dieses erfordert
keine Kommunikation. Da die Abarbeitung mit den nichtlokalen Daten kommutativ
ist, wird dann die Berechnung des Matrix-Vektor-Produkts in der Reihenfolge des
Eintreffens der Daten fortgesetzt; die Teilergebnisse werden in den entsprechenden
Komponenten des zu berechnenden Vektors aufsummiert.

Waihrend sich also angeforderte Daten auf dem Netz befinden, wird mit lokalen
oder bereits eingetroffenen Daten gerechnet. Dies fithrt zu einer Uberlappung von
Rechnung und Kommunikation und somit zu Rechenzeitgewinn.

Detailliertere Informationen finden sich in [6],[7],[8].
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4.4 Implementierung der Vorkonditionierung

Zielsetzung der vorgenommenen Implementierung ist die Bereitstellung der po-
lynomialen Vorkonditonierung mit den verschiedenen in Kapitel 3.6.2 vorge-
stellten Eigenwertschétzern sowie des Diagonal Scaling, also der Gesamtschritt-
Vorkonditionierung.

Auflerdem soll eine Kombination von beiden Vorkonditionierern ermdglicht werden.
Hierzu wird das Diagonal Scaling in der Version mit Riicksubstitution implementiert.
Dieses wurde in dem Basis-CG-Verfahren von A. Basermann bereits vorgesehen.

4.4.1 Implementierung der Gesamtschritt-Vorkondi-
tionierung (Diagonal Scaling)

Dabei wird die Matrix A umgeformt in A mit
(4.9) Gy = —l—,

und die rechte Seite v in

()= Dk

Qi

Die Ldsung z des urspriinglichen Systems erhélt man aus der Losung Z des Systems
Az = v gemaB der Riicksubstitution

L

(&) -

(z); bezeichnet hierbei die i-te Komponente des Vektors z.

4.4.2 Parallele Implementierung der polynomialen Vor-
konditionierung

Folgende Bestandteile der Vorkonditionierung eignen sich zur Parallelisierung:
e Matrix-Vektor-Produkt mit der Matrix A, wobei hierzu der spezielle Zugriff
auf die Matrix in der verwendeten Speichertechnik erfolgen muf,
e Vektoradditionen,

e zur automatischen Eigenwertschitzung benutzte Gerschgorin-Schatzwerte fiir
die extremen Eigenwerte von A.
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Die ersten beiden Punkte sind bereits Bestandteil des zugrundeliegenden Basis-CG-
Verfahren und somit leicht von dort zu iibernehmen. Die Gerschgorin-Schitzwerte
Ymin UNd Ymae sind definiert durch

(4.11) Ymin = lrg@{aﬁ+§;|aij|}
j

bzw.

(4.12) Ymaz = gliisnn {aii—ZIGij|}

i#)
2

und erfiillen
TYmin S )\min S )\ma:v _<_ Ymaz -

Diese Werte konnen zuerst durch Gerschgorin-Abschitzungen, die jeder Prozessor
auf den ihm zugeteilten Zeilen durchfithren kann, lokal bestimmt werden, und an-
schlieflend ergibt das Maximum der Teillésungen der oberen und das Minimum der
unteren Werte die gesuchten globalen Werte.

Diese Berechnung ist zu Beginn des Verfahrens einmal durchzufithren.

4.5 Bemerkungen zur Implementierung

Das CG-Verfahren mit Gesamtschritt- und polynomialer Vorkonditionierung wurde
auf dem Inte]l PARAGON XP/S 10 und dem Intel iPSC/860 implementiert.

Als Programmiersprache wurde FORTRAN 77 gew&hlt, wobei zusédtzlich Routinen
der NAG Library Mark 15 verwendet werden. Der Compiler auf dem iPSC war der
iPSC Cross Compiler FORTRAN 4.0 und auf PARAGON der Intel/PARAGON
FORTRAN C'ross Compiler 4.1.1. Es wurde die Optimierungsstufe -O4, die Optio-
nen zur Vektorisierung -Mwvect und die zur beschleunigten Floating Point Division
-Knoieee verwendet. Alle Rechnungen wurden hierbei in doppelter Genauigkeit
durchgefiihrt.

Nach ca. der Hélfte der Bearbeitungszeit dieser Arbeit stand der iPSC/860 nicht
mehr zur Verfligung. Dies hatte zur Folge, daf8 einige auf dem PARAGON erst
generierte Testbeispiele nicht auf dem iPSC reproduziert werden konnten.

Wegen einiger Schwierigkeiten bei der asynchronen Kommunikation auf dem PA-
RAGON konnte das iPSC-Programm nicht in seiner vollen Funktionalitdt portiert
werden. Zudem laufen die globalen Kommunikationsroutinen in der aktuell instal-
lierten Version noch nicht optimal. Diese Probleme sind Intel bekannt und sollen in
naher Zukunft behoben werden.
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Aufgrund der Schwierigkeiten bei den globalen Routinen konnten zuverldssige nu-
merische Ergebnisse nur bis Prozessoranzahlen von ca. 70 erzielt werden. Um den
Anspruch der Reproduzierbarkeit der Ergebnisse zu gewéhrleisten, werden in dieser
Arbeit auf dem PARAGON maximal 64 Knoten verwendet,



Kapitel 5

Testbeispiele

Die sinnvolle Anwendung eines vorkonditionierten CG-Verfahrens hingt stark vom
speziellen Problem ab. Deshalb soll in diesem Kapitel ausfiihrlich auf die untersuch-
ten Problemstellungen eingegangen werden.

Das Zeitverhalten und die numerischen Resultate sind insbesondere Funktionen des
Startvektors, der rechten Seite, des verwendeten Abbruchkriteriums, der Kondition
und der Besetzungsstruktur der Matrix. Die Kondition wird hierbei aus den Schitz-
werten des adaptiven Verfahrens niherungsweise bestimmt, da es hier nicht darauf
ankommt, die Werte exakt zu kennen.

Untersucht wurden eine Klasse von schlecht konditionierten Matrizen aus einer eindi-
mensionalen Diskretisierung, einige Matrizen aus Finite Elemente (FE) Problemen
des Forschungszentrums Jiilich sowie Gleichungssysteme aus dem Harwell-Boeing
Set of Sparse Matrices [12].

5.1 Tridiagonalmatrix

In [17] findet sich als Beispielmatrix 3.18 folgende Koeffizientenmatrix, wie sie bei
der Diskretisierung gewohnlicher Differentialgleichungen entstehen kann.

(2 =1 0 ... ... ... 0)
-1 2 -1 0 ... ... O
0 -1 2 —-1 0 ... 0
A — . . . ._. ... . :
0 0 -1 2 -1 0
0 0 -1 2 -1
\ 0 e 0 =1 2

59
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Diese Matrix dient als einfaches Beispiel, da die Struktur eine Tridiagonalmatrix ist
und fiir die Kondition bzgl. der Spektralnorm gilt

Somit ergibt eine Erhohung der Dimension eine Verschlechterung der Kondition.

Weiterhin existieren keine vielfachen Eigenwerte und keine Intervalle, in denen sich
die Eigenwerte verdichten, so dafl ein schlechtes Konvergenzverhalten zu erwarten
ist.

Bei dieser Matrix liefern bereits die mit der Gerschgorin-Methode gewonnenen Ei-
genwertschatzungen eine sehr gute Naherung fiir die extremen Eigenwerte.

Setzt man die rechte Seite zu v = (n +1,0,...,0)7, so ergibt sich als Lésungsvektor
z* = (n,n—1,...,1)T.
Als Startvektor wird die Diagonale von A, also zo = (2,...,2)7, genommen.

Im folgenden werden diese Matrizen mit GCn bezeichnet, wobei n die gewéhlte
Dimension angibt. Wahrend die Untersuchungen fiir verschiedene n durchgefiihrt
wurden, werden nur die Resultate zu GC5000 prasentiert.

5.2 Matrizen aus FE-Modellen des Forschungs-
zentrums Jiilich

5.2.1 Umwelttechnik

Die hier beschriebenen Matrizen stammen aus einem FE-Modell des Instituts ICG-4
des Forschungszentrums Jiilich; simuliert wird die Ausbreitung von Schadstoffen in
geologischen Systemen [31][32].

Die untersuchten Gleichungssysteme ICG2d und ICG3d resultieren aus einer zwei-
dimensionalen und einer dreidimensionalen Diskretisierung. Diese Gleichungssy-
steme haben eine regelméiflige Besetzungsstruktur.

Im Vergleich zu den iibrigen hier verwendeten Gleichungssystemen ist die Konditi-
onszahl in beiden Féllen niedrig, so daB hier recht gutartige Testmatrizen vorliegen.

Startvektor und rechte Seite ergeben sich hierbei aus der Problemstellung.

Die Daten der betrachteten Matrizen sind in Tabelle 5.1 aufgefiihrt.
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5.2.2 Strukturmechanik

Diese Matrix mit der Kennung ISR aus dem Institut fiir Sicherheitsforschung und
Reaktortechnik des Forschungszentrums Jiilich entsteht bei der Berechnung von
Wairmespannungen in Materialien. Sie zeichnet sich durch eine im Durchschnitt
hohe Zahl Nicht-Nullelemente pro Zeile aus. Die Besetzungsstruktur ist deutlich
unregelméfBiger als bei den zuvor betrachteten Matrizen (s. Abb. 5.1).

Abbildung 5.1: Matrix aus der Strukturmechanik

Die Daten der Matrix sind in Tabelle 5.1 aufgefiihrt.

5.2.3 Matrix fiir ein implizites FE-Modell

Hierbei handelt es sich um eine Matrix aus einem FE-Modell, in dem Verformungen
wéhrend der Pressung von Motorhauben berechnet werden.

Diese Matrix mit der Bezeichnung IMPLFE wurde ausgewahlt, da sie bei der Be-
rechnung mit den {iblichen Losungsmethoden Schwierigkeiten bereitet.

Der Losungsvektor, der mit einem direkten Verfahren ermittelt wurde, enthilt aus-
schlielich kleine Werte, so daf§ als Startvektor der Nullvektor verwendet wird.
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5.3 Beispiele Harwell-Boeing Set

Um Vergleiche zu anderen Arbeiten zu erméglichen, wurden Tests mit einigen
groflen, symmetrischen und positiv definiten Matrizen des Harwell-Boeing Set [12]
durchgefiihrt. Hierzu war insbesondere eine Transformation in die oben beschriebene
Speichertechnik notwendig.

Sind zu den verwendeten Beispielen keine rechten Seiten oder keine Startvektoren
mitgeliefert, so werden die rechten Seiten als Zeilensummen gewahlt, so daf3 sich der
Loésungsvektor zu (1,...,1)T ergibt, und der Startvektor wird ggf. zu
(nyn—1,...,1)T gesetzt.

5.3.1 9-Punkt Laplace-Stern

Ein klassisches Problem ist die Losung des resultierenden Gleichungssystems, falls
ein 9-Punkt Laplace-Stern fiir die Diskretisierung einer partiellen Differentialglei-
chung auf einem 2-dimensionalen Gebiet zugrundegelegt wird. Hier wird ein 30x 30
Gitter betrachtet. Das resultierende Beispiel hat 900 Zeilen in der Koeffizientenma-
trix.

Die Matrix LAPLACE verwendet zur Berechnung einer Unbekannten 9 benach-
barte Werte, so dafl dieses Beispiel im wesentlichen 9 Eintrige pro Zeile hat. Nur in
den Unbekannten, in denen Randwerte eine Rolle spielen, sind es weniger Eintréige.
Auch diese Daten sind in Tabelle 5.1 enthalten.

5.3.2 Strukturmechanik

Unter dem Titel BCSSTRUC2 enthilt der Harwell-Boeing Set in der Struk-
turmechanik verwendete Matrizen zur Statikberechnung mit den Kennungen
BCSSTKnn, wobei nn € 14,16, 18. Die Daten sind in Tab. 5.1 wiedergegeben.

| | Ordnung | e | m, | Bes.grad | «(4) |
LAPLACE 900 7744 8 0.9% 200
BCSSTK14 1 806 63 454 35 2.0% 10°
BCSSTK16 4 884 290 378 59 1.2% 10°
| BCSSTK18 || 11 948 149090 | 12 0.1% 101°
IMPLFE 13 860 661 010 | 48 0.3% 10°

ICG2d 17 368 304 000 17 0.1% 2 000
ICG3d 49392 |[1242814 | 25 0.05% | 3 000
ISR 25222 |3 856 386 | 153 0.6% |3-10°

Tabelle 5.1: Daten der Matrizen



Kapitel 6

Numerische Resultate und
Performance

In diesem Kapitel sollen die erzielten Resultate der Implementierung vorgestellt
werden. Hierbei sind die numerischen Ergebnisse bis auf Rundungsfehler rechner-
unabhangig. Die Performance beschreibt das Zeitverhalten auf den Rechnern.

6.1 Reduktion der Anzahl der Iterationsschritte

Im folgenden bezeichnet it., die Anzahl Iterationen des Basis-CG-Verfahrens und
ityk(k) die des vorkonditionierten CG-Verfahrens mit polynomialer Vorkonditionie-
rung vom Grad m = k — 1. 7t4, und %t4s,k(k) bezeichnen die entsprechenden Vari-
anten mit zusédtzlichem Diagonal Scaling.

Der Bereich, in dem die Iterationszahl liegt, 148t sich heuristisch wie folgt abschatzen.

Ausgehend von Satz 2.6 148t sich die Frage beantworten, inwieweit man durch die po-
lynomiale Vorkonditionierung die Iterationszahl zur Berechnung der exakten Losung
bei Verwendung exakter Arithmetik senken kann. Existieren zu der Koeflizientenma-
trix A 14 verschiedene Eigenwerte, so ist i.a. it,; = [4. Ein Polynom k-ten Grades
hat maximal k reelle Nullstellen und somit auch maximal £ Stellen, an denen ein
beliebiger Wert angenommen wird.

Somit kénnen maximal k verschiedene Eigenwerte der Matrix A zu einem Eigenwert

von P(A) zusammenfallen. Also gilt fiir die Anzahl verschiedener Eigenwerte lp(4)
der Matrix P(A)

Iy
> —
lpay 2 P

Ip(4) gibt nun die obere Schranke der Iterationszahl fiir das mit Grad m = k — 1
vorkonditionierte CG-Verfahren an.

63




64 Kapitel 6: Numerische Resultate und Performance

Dieses Resultat iibertragt sich auch auf die Anzahl der Iterationen bis ein bestimm-
tes Abbruchkriterium erfiillt ist und auch fiir Eigenwertverteilungen, bei denen die
Eigenwerte nicht zusammenfallen, sondern nur geclustert sind.

Diese Uberlegungen gelten bei exakter Arithmetik. Die auf den Rechnern erzielten
Iterationszahlen weichen in der Regel hiervon nur unwesentlich ab, falls der Ein-
fluf von Rundungsfehlern eine untergeordnete Rolle spielt. Bei einigen Beispielen,
den BCSSTK-Matrizen und der Matrix IMPLFE, sind jedoch die Rundungsfeh-
ler dominant, so dafl in der Regel mehr als die theoretisch maximale Anzahl der
Iterationen n gebraucht wird.

Das fiir die weiteren Betrachtungen grundlegende Resultat kann hier nur ohne ma-
thematischen Beweis gebracht werden. Ein Gegenbeispiel zu dieser Beobachtung
konnte jedoch weder konstruiert werden, noch war dies in der Literatur zu finden.

Hypothese 6.1 Fir die Anzahl der Iterationen des polynomial vorkonditionierten
CG-Verfahrens mit Polynomgrad m = k — 1 gilt fiir die Anzahl Iterationsschritte
itok(k) im Vergleich zu der Anzahl Schritte des zugrunde liegenden CG-Verfahrens
iteg

itey

(6.1) itu(k) >
Bei geeigneter Wahl von a und b gilt dariiber hinaus in der Regel

(6.2) itos(k) < iteg .

Wird zusitzlich das Diagonal Scaling angewandt, so {ibertragen sich diese Effekte
auf die skalierte Matrix, so daf§ hier i.a. gilt:

1tds

k

(63) < itdsuk(k) _<_ itds .

Diese Resultate lassen eine genauere Analyse des Aufwandes zu. Hierzu wird die
automatische oder manuelle Vorgabe der Eigenwerte betrachtet. Die Gegeniiber-
stellung des Aufwandes findet sich in Tab. 6.1.

Im adaptiven Fall gelten die Resultate fast analog. Die Anzahl durchzufiihrender
Matrix-Vektor-Produkte ist jedoch etwas schwieriger zu berechnen, da ein Vorlaufzy-
klus zur Berechnung eines Startintervalls der Eigenwerte, sowie eine Reinitialisierung
nach der Aktualisierung der Eigenwerte durchgefiithrt werden mufl. Es wird jedoch
nur eine beschrankte Anzahl von Aktualisierungen des Eigenwertbereichs zugelas-
sen, so dafl die folgenden Betrachtungen auch fiir dieses Verfahren ndherungsweise
gelten.
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| | CG-Veri. | vorkon. CG-Verf. Grad k —1 ||
Iterationen iteg itk (k)
Skalarprodukte 3ty 3 ityk(k)
Matrix-Vektor-Produkte || #t., + 1 k- (itor(k) +1)
Tabelle 6.1: Aufwand Matrix-Vektor-Produkte und Skalarprodukte mit und

ohne polynomiale Vorkonditionierung
Aus der Hypothese 6.1 und (6.2) folgt fiir die Anzahl Skalarprodukte

-1ty >3- ituk(k) ,

und fiir die Anzahl Matrix-Vektor-Produkte

ey +1 < k- (itu(k)+1).

Somit ergibt sich das Resultat, daB sich i.a. beim polynomial vorkonditionierten
CG-Verfahren zwar mehr Matrix-Vektor-Produkte als beim Verfahren ohne Vorkon-
ditionierung ergeben, die Anzahl der Skalarprodukte jedoch sinkt.

Ein typischer Verlauf, der den Zusammenhang zwischen Iterationszahl, welche pro-
portional zu den zu berechnenden Skalarprodukten ist, und den zu berechnen-
den Matrix-Vektor-Produkten {iber dem verwendeten Polynomgrad aufzeigt, ist in
Abb. 6.1 gegeben. Das Verfahren endet, falls die maximal skalierte absolute Dif-
ferenz 10~° unterschreitet, was fiir den charakteristischen Verlauf dieser Funktion
aber unwesentlich ist.

Kein Polynomgrad (-) bedeutet in diesem Fall das Resultat des CG-Verfahrens ohne
Vorkonditionierung, bei dem die Anzahl der Matrix-Vektor-Produkte der Anzahl der
Iterationen entspricht. Dieses Beispiel benétigt die theoretisch maximale Anzahl Ite-
rationen 5000. Durch Vorkonditionierung kann die Iterationszahl deutlich gedriickt
werden. So ist die Iterationszahl beim Grad 6 ca. 1000.

Dieser Verlauf ist dabei weitgehend unabhéngig vom gewahltem Beispiel, Abbruch-
kriterium und verwendeten Rechner. Die Anzahl Matrix-Vektor-Produkte ist eine
monoton wachsende Funktion im gewdhlten Polynomgrad, wobei hier nur gerade
Polynomgrade betrachtet wurden, um den Vergleich zum adaptiven Verfahren zu
ermoglichen.

Die numerischen Daten geben jedoch keinen Aufschluf iiber den optimalen Vorkon-
ditionierungsgrad. Hierzu ist zunéchst der Begriff der Optimalitat zu klaren.

Bei Matrizen mit sehr schlechter Kondition kann es vorkommen, dafl das Verfahren
ein sehr instabiles Verhalten hat, da die Kondition eine Mafizahl fiir die Auswirkung
von Eingangs- und Rundungsfehlern (vgl. Kap. 2.2) ist. Haufig kann bei solchen Ma-
trizen ein sinnvolles Konvergenzkriterium nicht erfiilllt werden oder es fiithrt zu einer
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Abbildung 6.1: Matrix-Vektor-Produkte und Iterationen bei verschiedenen Po-
lynomgraden am Beispiel GC5000

falschen Losung. Ein solches Beispiel ist die Matrix IMPLFE, worauf im folgenden
noch naher eingegangen wird. Weiterhin liegt die gr68te numerische Anfilligkeit
fiir Rundungsfehler im CG-Verfahren in der in jedem Schritt durchzufiihrenden Or-
thogonalisierung. Diese besteht im wesentlichen aus dem zu berechnenden Skalar-
produkt. Eine Verbesserung der Kondition bewirkt somit wegen der Reduktion der
Iterationen eine Verminderung der vorzunehmenden Orthogonalisierungen. Dieser
Effekt wird i.a. umso ausgepragter je hoher der Polynomgrad gewahlt wird, da mit
steigendem Polynomgrad die Kondition und die Anzahl durchzufiihrender Iteratio-
nen geringer wird. Deshalb werden in solchen Fallen hohe Polynomgrade gewahlt. In
der Regel steht jedoch nicht die Stabilitdt des Verfahrens im Vordergrund. Konver-
giert bereits das CG-Verfahren ohne Vorkonditionierung, so besteht die Zielsetzung,
durch die Vorkonditionierung die Kosten des Verfahrens zu reduzieren. Diese Kosten
werden gemessen an der benédtigten Ausfithrungszeit, wobei in FE-Modellen haufig
eine groflere Sequenz von Gleichungssystemen zu losen ist, so daf§ bereits geringe
Zeitgewinne von Bedeutung sind. Die Resultate mit der asynchronen Version auf
dem iPSC/860 werden zunéchst vorgestellt. Die hier erzielten Effekte kennzeichnen
die Parallelisierung der Vorkonditionierung. Die Nachteile dieser Untersuchung sind
die Beschrankung auf lediglich 32 Knoten und die, durch den zeitlichen Rahmen
bedingt, geringe Zahl der Testbeispiele. Die wesentlichen Aspekte werden jedoch an
den Beispielen GC5000 und ICG2d bereits deutlich.
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6.2 Resultate auf dem iPSC/860

In den hier dargestellten Untersuchungen wird durch die asynchrone Version des
Matrix-Vektor-Produktes die Uberlappung von Rechnung und Kommunikation
ermdglicht.

Die Testmatrix GC5000 steht fiir eine schlecht konditionierte Matrix mit einer
gleichméafBigen Eigenwertverteilung, woraus eine hohe Iterationszahl folgt. Weiterhin
ist der Aufwand fiir Kommunikation und Rechnung beim Matrix-Vektor-Produkt
wegen der Tridiagonalgestalt und der geringen Zahl Nicht-Nullelemente in einer
Zeile gering. Dies ist wegen der erhohten Zahl von Matrix-Vektor-Produkten beim
vorkonditionierten CG-Verfahren giinstig. Es sei hier erwdhnt, dal aufgrund der
Besetzungsstruktur dieses Gleichungssystem deutlich schneller mit einem direkten
Verfahren gelost werden kann. Ziel dieser Untersuchung ist somit nicht eine hohe
Performance, sondern eine Analyse des Verhaltens der Vorkonditionierung.

ICG2d hingegen ist eine gut konditionierte Matrix mit einer deutlich héheren Zahl
Nicht-Nullelemente pro Zeile.

Falls nicht explizit anders spezifiziert, liegen den Untersuchungen folgende Parame-
ter zugrunde.

e Abbruchkriterium: maximal skalierte absolute Differenz < 1075,
e Adaptives Verfahren
— Vorlauf: 2 Iterationen zur Berechnung eines Startintervalls fiir die Initia-
lisierung von a und b,

— Zyklus: Nach jeweils 5 Iterationen wird das Intervall {iberpriift und ggf.
aktualisiert,

— Maximal 4 Aktualisierungen des Intervalls

e Gerschgorin: § = 0.9.

6.2.1 Performance fiir das Testbeispiel GC5000

Eine wesentliche Frage ist, wie sich die Ausfithrungszeiten verhalten, falls der Poly-
nomgrad variiert. In Abb. 6.2 sind die Resultate der 3 Methoden zur Eigenwertbe-
stimmung aufgezeigt. Die Messungen wurden dabei auf 4 Prozessoren durchgefiihrt.

Da die adaptive und die Gerschgorin-Methode i.a. bzgl. der Ausfithrungszeit nur
suboptimale Schitzwerte liefern, wurden fiir den Polynomgrad 4 durch Ausprobie-
ren die Werte a und b bestimmt, bei denen die Zeit minimal ist. Dieses Vorgehen
dient dazu, eine Abschitzung zu erhalten, welche Gewinne bei verbesserten Schitz-
strategien noch zu erwarten sind.
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Abbildung 6.2: Ausfithrungszeiten bei unterschiedlichem Polynomgrad

Das erste hier gewonnene Resultat ist, dafl ein Gewinn von ca. 30% bei der
Gerschgorin-Methode mit Grad 10 und ca. 25% beim adaptiven Verfahren mit
Grad 6 erzielt werden kénnen.

Die erreichten Zeiten liegen dabei schon recht nahe am Optimum. Wie aus Abb. 6.2
ersichtlich ist, sind die fiir den Grad 6 giinstigsten Parameter ¢ und b nicht global
optimal. Insbesondere sind die mit dem Gerschgorin-Verfahren ermittelten Para-
meter fiir hohe Polynomgrade besser als einmal fest eingestellte Werte. Dabei sei
der beobachtete Effekt erwahnt, da bei héheren Polynomgraden auch das Intervall
[a, b] vergroBert werden muf}, um die minimale Zeit zu erreichen.

Diese Eigenschaft wird durch die Bestimmung der Eigenwertschitzungen mit der
Gerschgorin-Methode in Kapitel 3.6.1 unterstiitzt, da der Wert a umso kleiner
gewahlt wird, je hoher der Polynomgrad ist.

Dies erklédrt den sehr giinstigen Verlauf der Gerschgorin-Methode auch bei hohen
Polynomgraden. Beim adaptiven Verfahren beeinflut eine Erh6hung des Polynom-
grades die Schéitzwerte i.a. nicht. Bedingt durch die Expansionseigenschaft des In-
tervalls liegt in diesem Fall ein zu kleines Intervall vor. Analog zu den obigen
Argumenten ist somit fiir dieses Verfahren ein kleiner Polynomgrad angebracht.

Der zeitliche Gewinn resultiert, wie im vorigen Kapitel dargestellt, aus der Ein-
sparung zu berechnender Skalarprodukte. Nachteilig beim Skalarprodukt ist weni-
ger der numerische Aufwand, als vielmehr die durchzufithrende Kommunikation, da
~ eine globale Synchronisation durchgefiihrt werden mufl. Eine Erh6hung der Prozes-
sorzahl verspricht somit einen zusétzlichen Gewinn fiir das adaptive Verfahren im
Vergleich zum Verfahren ohne Vorkonditionierung, da dort weniger globale Synchro-
nisation durchgefiihrt werden mu$.
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Um diesen Effekt zu verdeutlichen, wurden die optimalen Parameter der Version
auf 4 Prozessoren — Gerschgorin Grad 10, adaptiv Grad 6 — auf unterschiedlichen
Prozessorzahlen gerechnet. Die Ergebnisse sind in Abb. 6.3 zu sehen.
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Z100- ] Gerschgorin Grad 10
:!’_, [N} Adaptiv Gred 6
& 809 B Ohne Vorkonditionierung
60-
40-]
204
0-

1 2 4 8 16 32
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Abbildung 6.3: Ausfithrungszeiten bei unterschiedlicher Prozessorzahl

Wihrend diese Grafik die absoluten Ausfiihrungszeiten angibt, interessiert fiir den
zusétzlichen Gewinn durch eingesparte Kommunikation der Speedup der Verfahren,
also der Quotient aus der Zeit fiir einen Prozessor und der Zeit fiir eine bestimmte
Anzahl von Prozessoren. Diese Funktion ist in Abb. 6.4 zu sehen.

Neben dem Abb. 6.3 zu entnehmenden Resultat, daBl die Zeit beim vorkonditionier-
ten CG bereits auf einem Prozessor signifikant niedriger ist, wird hier deutlich, daf§
aufgrund der eingesparten Kommunikation das vorkonditionierte Verfahren zusitz-
lich besser skaliert.

So ist schlieBlich der Gewinn der beiden vorkonditionierten Verfahren ca. 50%.

Zu beachten sind hier jedoch einige fiir diesen Testfall spezifischen Eigenschaften.
Zum einen liefern die Gerschgorin-Schatzwerte bereits sehr gute Naherungen fiir die
wirklichen Eigenwerte, zum anderen ist diese Matrix aufgrund ihrer Besetzungstruk-
tur und Eigenwertverteilung sehr giinstig fiir die Vorkonditionierung, so daf} die fiir
diesen Fall erzielten Ergebnisse die Groflenordnung der maximal zu erreichenden -
Zeitreduktion wiedergeben.

Wegen der einfachen Gestalt dieser Matrix hat das Diagonal Scaling hier keinen
Einflu auf die Iterationszahl und die Ausfiihrungszeit.
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Abbildung 6.4: Speedup auf dem iPSC fiir GC5000

6.2.2 Performance fiir das Testbeispiel ICG2d

An diesem Testbeispiel sollen die Grenzen der Anwendbarkeit der polynomialen
Vorkonditionierung aufgezeigt werden. Es ist keineswegs so, daf3 die Vorkonditionie-
rung in jedem Fall zu einer Reduktion der Ausfiihrungszeit fiihrt.

Aufgrund der guten Kondition dieser Matrix liefert das CG-Verfahren ohne Vor-
konditionierung bereits nach 161 Iterationen die gewiinschte Naherungslésung. Das
Diagonal Scaling reduziert diese Iterationszahl auf 110. Es erweist sich als schwierig,
diese Iterationszahlen mit der polynomialen Vorkonditionierung weiter zu reduzie-
ren. Hinzu kommt, daf diese Matrix nicht diagonaldominant ist und somit die
Gerschgorin-Schatzwerte sehr schlecht werden.

Die Untersuchungen wurden auf 16 Prozessoren durchgefithrt. In Tabelle 6.2 sind
die optimalen Grade der Polynome in Klammern hinter der Ausfiihrungszeit, welche
in Sekunden angegeben ist, aufgefiihrt.

| | ohne Diag. Scal. | mit Diag. Scal. ||

CG-Verfahren ohne Vorkonditionierung 3.25 2.24
Vorkonditionierung Gerschgorin 3.57 (8) 3.63 (1)
Vorkonditionierung adaptiv 3.85 (2) 2.59 (2)

Tabelle 6.2: Ausfithrungszeiten in sec bei ICG2d auf 16 Prozessoren
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Auffallig ist hierbei, daB die Kombination von Gerschgorin und Diagonal Scaling ein
sehr schlechtes Ergebnis liefert. Dies liegt daran, dal durch das Diagonal Scaling
die Eigenwerte der Matrix zu 1 geclustert werden. Ist die Matrix nicht diagonal-
dominant, so ergeben sich auch fiir die skalierte Matrix schlechte Eigenwertschatzer
und somit keine wesentliche Verbesserung durch die polynomiale Vorkonditionie-
rung. Wegen des verhiltnismassig hohen Aufwandes — bei Grad 1 doppelt soviele
Matrix-Vektor-Produkte wie beim Verfahren ohne Vorkonditionierung — ist mit die-
ser Kombination kein Zeitgewinn zu erzielen.

Das Problem dieses Testfalles liegt darin, dal wegen der recht geringen Genauig-
keitsanforderung durch das grobe Abbruchkriterium die Iterationszahl sehr niedrig
ist. Haufig wird in Anwendungen eine héhere Genauigkeit erwartet, was zu einer
hoheren Iterationszahl fithrt. Dies wiederum bedeutet einen besseren Ansatzpunkt
fiir die Vorkonditionierung. Die Iterationszahl wichst beim Abbruchkriterium ma-
ximal skalierte absolute Differenz < 107!% auf 415 im CG ohne Skalierung bzw.
272 Iterationen im CG mit Skalierung. Die Ausfithrungszeiten sind Tabelle 6.3 zu
entnehmen.

[ [ ohne Skal. [ mit Skal. |

CG-Verfahren ohne Vorkonditionierung 8.35 5.50
Vorkonditionierung Gerschgorin 8.11 (8) | 8.89 (1)
Vorkonditionierung adaptiv 8.74 (2) | 5.25 (2)

Tabelle 6.3: Ausfithrungszeiten in sec bei ICG2d auf 16 Prozessoren mit

Abbruch bei Skal. Differenz < 10712

Ein minimaler Gewinn ist bei zusatzlicher adaptiver polynomialer Vorkonditionie-
rung zum Diagonal Scaling zu erzielen. Wenn dies auch kein tiberragendes Ergebnis
ist, so ist es doch der Ansatzpunkt fiir folgende weitergehende Uberlegung.

Ein u.U. schwerer zu erfiillendes Abbruchkriterium ist, dal die euklidische Norm
des Residuums einen vorgegebenen Wert € unterschreitet. Dieses Abbruchkriterium
wird ebenfalls haufig in der Praxis verwendet.

Die Iterationszahl erh6ht sich beim Kriterium, dal das Verfahren endet, falls die
euklidische Norm des Residuums kleiner als 10~° wird, auf 842 Iterationen ohne,
bzw. 475 Iterationen mit Skalierung. Dies verbessert die Einsatzmoglichkeit der
Vorkonditionierung weiter, wie aus Tab. 6.4 ersichtlich ist.

Das Hauptresultat dieser Untersuchuhgen ist, daB8 das Diagonal Scaling in den mei-
sten praktischen Anwendungen bereits bei kleinen Iterationszahlen einen sehr guten
Erfolg zeigt. Bei hohen Iterationszahlen bzw. sehr schlecht konditionierten Systemen
fithrt die polynomiale Vorkonditionierung zur Reduktion der Rechenzeit.

Im Beispiel GC5000 konnte der Effekt beobachtet werden, dafl das CG-Verfahren
mit Vorkonditionierung zusétzlich besser skaliert.
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! | ohne Skal. | mit Skal. ||

CG-Verfahren ohne Vorkonditionierung ||  16.50 9.48
Vorkonditionierung Gerschgorin 11.64 (8) | 13.89 (1)
Vorkonditionierung adaptiv 11.92 (2) | 8.66 (2)

Tabelle 6.4: Ausfithrungszeiten in sec bei ICG2d auf 16 Prozessoren mit

Abbruch Norm des Residuums < 107°

6.3 Resultate auf PARAGON XP/S 10

Auf dem PARAGON wurden alle in Kap. 5 vorgestellten Testbeispiele gerechnet.
Es sollen sowohl die Resultate der analog zum iPSC/860 gerechneten Daten als auch
die Ergebnisse weiterer Beispiele prasentiert werden.

Zu Beginn soll an einem Beispiel der Effekt der Stabilitatserhohung durch die Vor-
konditionierung gezeigt werden.

6.3.1 Erhohung der Stabilitit am Beispiel IMPLFE

Wie bereits erwdhnt, wird das CG-Verfahren mit Vorkonditionierung durch die Re-
duktion der Anzahl Iterationen und somit der Anzahl durchzufithrender Skalarpro-
dukte weniger anfillig gegen Rundungsfehler. Das dieses Resultat nicht nur von
theoretischem Wert ist, zeigt folgende Untersuchung der Matrix IMPLFE.

Wird der Nullvektor als Startvektor gewihlt, so ergibt sich der in Abb. 6.5 darge-
stellte Verlauf fiir die Norm des Residuums, die zur Ubersichtlichkeit logarithmisch
aufgetragen ist, tiber der Anzahl gerechneter Iterationen. Zunéchst sinkt die Norm
des Residuums, wie dies auch zu erwarten ist. Nach etwa 200 Iterationen steigt die
Norm an, so daB keine Konvergenz erzielt werden kann.

Besser sieht der Verlauf des Residuums bei Verwendung des Diagonal Scaling aus,
wie Abb. 6.6 zeigt.

In diesem Fall tritt bei einem Wert der euklidischen Norm des Residuums von
ca. 1071 ein negativer Wert bei der Berechnung der Norm auf. Somit fiihrt dies
zum Abbruch des CG-Verfahrens, ohne daff das Konvergenzkriterium erfiillt wurde.

Eine weitere Reduktion der Kondition erscheint hier sinnvoll. Durch das Diagonal
Scaling kann die Kondition lediglich um einen konstanten Faktor gesenkt werden.
Die polynomiale Vorkonditionierung erlaubt hingegen durch Erhéhen des Grades
des verwendeten Polynoms eine grofere Reduktion.

So liefert die Rechnung mit adaptiver polynomialer Vorkonditionierung mit Grad 30
den in Abb. 6.7 dargestellten Verlauf.
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Abbildung 6.5: Verlauf des Residuums (logarithmisch) iiber der Iterationszahl
beim Verfahren ohne Vorkonditionierung

Der Einsatz der polynomialen Vorkonditionierung erméglicht in diesem Fall zum
einen eine genauere Losung, zum anderen eine erhohte Stabilitdt des Verfahrens.
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Abbildung 6.6: Verlauf des Residuums (logarithmisch) iiber der Iterationszahl
bei Verwendung des Diagonal Scaling
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Abbildung 6.7: Verlauf des Residuums (logarithmisch) iiber der Iterationszahl
bei Verwendung der polynomialen Vorkonditionierung

6.3.2 Ergebnisse zu GC5000 und ICG2d

Das Ziel der in diesem Abschnitt durchgefiihrten Untersuchungen ist der Vergleich
zu den auf dem iPSC erzielten Ergebnissen.

Leider konnten die vergleichsweise guten Speedup Werte des iPSC wegen der bereits

in dieser Arbeit erwdhnten Probleme bei der asynchronen Version des CG-Verfah-
rens auf PARAGON nicht erzielt werden.

Resultate zu GC5000

Analog zum Kapitel 6.2 soll zunachst die Effizienz der Parallelisierung am Beispiel
GC5000 beschrieben werden. Fiir die gleichen Polynomgrade ergibt sich der in

Abb. 6.8 erzielte Verlauf fiir die Zeiten auf dem PARAGON. Abb. 6.9 zeigt die
Auswirkung auf den Speedup.

Auffallig ist hierbei der Anstieg der Zeit bei héheren Prozessorzahlen. Die Zeit fiir
die Kommunikation ist offensichtlich hoch im Vergleich zur Rechenzeit.

Insbesondere das Skalarprodukt wirkt sich hier negativ auf den Speedup aus. Die
Anzahl Kommunikationsschritte ergibt sich aus
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Abbildung 6.8: Zeitverlauf fiir GC5000 auf PARAGON

e Skalarprodukte: im optimalen Fall log,(p) Schritte, derzeit ist jedoch die An-
zahl mit einem hohen linearen Faktor versehen,

e Matrix-Vektor-Produkt: jeder Prozessor, bis auf den ersten und letzten, hat
zwel Nachbarprozessoren, die Daten bendtigen, also miissen von jedem Pro-
zessor zwei Kommunikationsschritte durchgefithrt werden.

Die schlechten Zeiten fiir hohe Prozessorzahlen sind durch die bereits erwahnten
Probleme bei lokalen und globalen Kommunikationsroutinen zu erkléren.

Wegen der reduzierten Anzahl Skalarprodukte ist der Effekt, dafl die Kommunika-
tionszeit die Gesamtzeit verschlechtert, bei den vorkonditionierten Verfahren erst
spater zu beobachten. Die Gerschgorin-Methode erlaubt recht hohe Polynomgrade
und damit verbunden die grofite Reduktion der Anzahl der Skalarprodukte. Deshalb
zeigt dieses Verfahren den besten Speedup in diesem Beispiel.

Das positive Ergebnis dieser Untersuchung ist, dal die polynomial vorkonditionier-
ten Verfahren auch in der nicht in ihrer vollen Funktionalitidt ibernommenen Ver-
sion, welche sich negativ auf das Matrix-Vektor-Produkt auswirkt, besser skalieren
als das urspriingliche CG-Verfahren. Dies erlaubt den sinnvollen Einsatz hoherer
Prozessorzahlen, welche beim urspriinglichen Verfahren zu Zeitverlusten fiihren.

Der Nachteil der CG-Verfahren, welcher hier deutlich wird, ist, dal auch mit Vor-
konditionierung der Speedup nicht beliebig hoch wird. Somit existiert zu jedem
Verfahren eine optimale Prozessorzahl. Erst bei wachsender Problemgréfie konnen
hohere Prozessorzahlen eingesetzt werden.
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Abbildung 6.9: Speedup fiir GC5000 auf PARAGON

Die optimale Wahl der Parameter, insbesondere der Prozessorzahl, fiir ein zu berech-
nendes Gleichungssystem ist, wie diese Resultate zeigen, eine maschinenabhéngige
Grofe.

Resultate zu ICG2d

Das Beispiel ICG2d liefert ein 8hnliches Verhalten zum Resultat auf dem iPSC/860.
Deshalb sei hier nur auf die zu Tabelle 6.4 analoge Tabelle 6.5 hingewiesen.

| [ ohne Skal. | mit Skal. |

CG-Verfahren ohne Vorkonditionierung 14.4 8.3
Vorkonditionierung Gerschgorin 9.7 (8) 11.7 (1)
Vorkonditionierung adaptiv 9.6 (2) 7.8 (2)

Tabelle 6.5: Ausfiihrungszeiten in sec bei ICG2d auf 16 Prozessoren mit

Abbruch Norm des Residuums < 10~% auf PARAGON

Insbesondere ist auffallig, dal die bzgl. der Ausfithrungszeit optimalen Polynom-
grade wiederum die gleichen sind.
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6.3.3 Resultate der iibrigen Beispiele

Bei der Performance-Messung liegen in diesem Kapitel folgende leicht verdnderte
Parameter fiir die adaptive Vorkonditionierung zugrunde:

e Vorlauf: 3 Iterationen,

e max. 3 Aktualisierungen des Intervalls.

Als Abbruchkriterium wurde die Schranke Euklidische Norm des Residuums < 10710
verwendet. Weiterhin werden als Prozessoranzahl nur Zweierpotenzen betrachtet,
jedoch bereiten andere Prozessorzahlen keine Schwierigkeiten.

Da zum Beispiel ICG2d bisher keine Messungen mit unterschiedlichen Prozessor-
zahlen gemacht wurden, wird dieses Beispiel hier mit aufgefiihrt.

Folgende Fragestellungen werden in diesem Kapitel fiir die Testbeispiele beantwor-
tet:

1. Welche Vorkonditionierung liefert die minimale Ausfilhrungszeit im sequen-
tiellen Fall ?

2. Bei welcher Prozessorzahl ist die Ausfithrungszeit bei einer bestimmten Vor-
konditionierung minimal ?

3. Welchen Gewinn bringt die polynomiale Vorkonditionierung ?

4. Wie weit 4Bt sich die Ausfithrungszeit des sequentiellen CG-Verfahrens ohne
Vorkonditionierung durch Vorkonditionierung und Parallelisierung senken ?

Um die Ubersichtlichkeit zu erhalten, werden hier nicht alle erzielten Daten prisen-
tiert. Auch bei diesen Beispielen sind die in den vorherigen Abschnitten beschrie-
benen Effekte zu beobachten. Es zeigt sich insbesondere, dafl die Kombination der
polynomialen Vorkonditionierung mit der Gerschgorin-Methode und zusitzlichem
Diagonal Scaling sehr schlechte Resultate liefert. Andererseits liefert die Kombi-
nation von Diagonal Scaling und adaptiver polynomialer Vorkonditionierung in der
Regel ein besseres Resultat als das reine adaptive Verfahren. Die optimalen Poly-
nomgrade variieren nur gering und sind beim adaptiven Verfahren klein (2 oder 4),
beim Gerschgorin-Verfahren — falls dieses Verfahren gewinnbringend ist — im Be-
reich von 6. In praktischen Anwendungen ist der optimale Polynomgrad i.a. nicht
bekannt. Der hier vorgeschlagene Grad (Adaptiv Grad 2, Gerschgorin Grad 6) kann
vom optimalen Grad abweichen, liefert jedoch nur unwesentlich schlechtere Resul-
tate. Deshalb wird der Polynomgrad fiir die Messungen konstant gehalten.
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Aus diesem Grund werden alle Ergebnisse nur fiir folgende Konstellationen unter-
sucht:

e keine Vorkonditionierung,
e Diagonal Scaling,
e polynomiale Vorkonditionierung vom Grad 6 mit Gerschgorin-Schéatzwerten,

e adaptive polynomiale Vorkonditionierung vom Grad 2 mit zusatzlichem Dia-
gonal Scaling.

Aus Speicherplatzgriinden kann das Beispiel ICG3d erst ab einer Prozessorzahl
von 4 und das Beispiel ISR ab 8 Prozessoren gerechnet werden. Somit kann in
diesen Beispielen nur der Vergleich zu 4 bzw. 8 Prozessoren angegeben werden.
Weiterhin wurde fiir das Testbeispiel ISR die Fehlerschranke mazimal skalierte ab-
solute Differenz < 10~° gewihlt, da dieses Beispiel sehr hohe Iterationszahlen er-
fordert, sehr viel Kommunikation durchgefiihrt werden mufl und hierdurch bedingt
die Ausfithrungszeit sehr hoch ist. Bei diesem Beispiel kann somit bereits bei einem
groberen Abbruchkriterium das parallele Verhalten der Vorkonditionierung gut be-
obachtet werden. Fiir diese Testfélle ergeben sich die in Tab. 6.6 Iterationszahlen.

Kennung ohne Diag. | Gerschgorin | Adaptiv Gr. 2
Vorkond. | Scal. Grad 6 + Diag. Scal.
LAPLACE 84 82 56 74
BCSSTK14 * 851 * 340
BCSSTK16 992 350 140 155
BCSSTK18 * 3220 * 1087
ICG2d 601 325 83 126
ICG3d 1086 165 201 65
ISR 1446 644 351 266
Tabelle 6.6: Iterationszahlen der Testbeispiele

Ein ”%” bedeutet, daf§ das Verfahren nicht in der doppelten Anzahl der theoretisch
maximalen Iterationszahl n bzw. n/(m + 1) bei polynomialer Vorkonditionierung
vom Grad m das Abbruchkriterium erfiillt hat. Bei den Matrizen BCSSTK14
und BCSSTK18 ist somit ein dhnlicher Effekt wie bei der Matrix IMPLFE zu
beobachten. Auch hier fiihrt erst die Vorkonditionierung zu einem stabilen CG-Ver-
fahren.

Zunachst sollen hier — soweit moglich — die Resultate der Testbeispiele auf einem
Prozessor prasentiert werden. Dieses Vorgehen dient dazu, das sequentielle Ver-
halten der verschiedenen Verfahren zu beschreiben und den Speedup des optimalen
Verfahrens angeben zu kénnen. Die Ergebnisse sind in Tab. 6.7 aufgefiihrt, wobei die
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Konstellation mit minimaler Ausfiihrungszeit gekennzeichnet ist. Die letzte Spalte
vergleicht die Resultate des Diagonal Scaling mit denen mit zusétzlicher adaptiver
polynomialer Vorkonditionierung.

Kennung ohne Diag. | Gerschgorin | Adaptiv Gr. 2 Gewinn
Vorkond. | Scal. Grad 6 + Diag. Scal. || Adap.-Diag. Scal.
LAPLACE | |0.7] |0.7] 2.3 1.4 -
BCSSTK14 * 26 * 28 -
BCSSTK16 120 42 109 52 -
BCSSTK18 * 330 * 295 | 10.6%
ICG2d 116 64 90 63 1.5%
ICG3d 125 |20] 129 21 -
ISR 279 1125 | 442 147 -
Tabelle 6.7: Ausfithrungszeiten in sec der Testbeispiele auf einem Prozessor

( ICG3d auf 4, ISR auf 8 Prozessoren ), PARAGON

Die Gerschgorin-Schatzungen fiir die Eigenwerte sind bei den hier betrachteten Ma-
trizen, aufler bei der Matrix LAPLACE, so schlecht, daf diese Vorkonditionierung
keine Verbesserung bringt. War das Verfahren mit Gerschgorin-Schitzwerten im
Beispiel GC5000 noch sehr effektiv, so erweist es sich hier als ungeeignet. Bei der
Matrix LAPLACE wire eine beschleunigte Konvergenz zu erwarten gewesen. Die
Matrix LAPLACE ist zwar diagonaldominant, jedoch konvergiert das CG-Verfah-
ren ohne Vorkonditionierung bereits nach 84 Iterationen. In diesem Fall ist der
Aufwand der Vorkonditionierung zu hoch, um noch einen Zeitgewinn zu erzielen.

Bei der Betrachtung der iibrigen Resultate ist zundchst erwahnenswert, dafi das
Diagonal Scaling schon eine hohe Zeitreduktion bewirkt. Auffallig ist jedoch, dafl
die polynomiale Vorkonditionierung nur selten besser ist als das einfache Diagonal
Scaling. Selbst in diesen Fiéllen ist der Gewinn gering. Die Betrachtung dieser
Resultate rechtfertigt die Ausssage von G. Pini und G. Gambolati in [25] Is a sim-
ple diagonal scaling the best preconditioner for conjugate gradients on supercompu-
ters ?, die zu dem Ergebnis kommen, da die Skalierung in den "meisten” Féllen
die beste Vorkonditionierung ist. In den {ibrigen Fallen erreicht sie zumindest die
gleiche Gréfienordnung wie eine andere Vorkonditionierung. Die in den dort ange-
gebenen Rechnungen verwendeten Gleichungssysteme haben jedoch maximal 5000
Zeilen; die Untersuchungen wurden auf einem Cray Vektorrechner mit 4 Prozessoren
durchgefiihrt.

Mag dieses Resultat fiir Vektorrechner mit einigen Prozessoren und den betrachteten
kleinen Problemgréfien zutreffen, so eréfinen die massiv-parallelen Systeme durch die

Méglichkeit der Skalierbarkeit auf hohe Prozessorzahlen einen neuen Zugang. Dies
belegt Tabelle 6.8.
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In dieser Tabelle sind die minimalen Ausfiihrungszeiten, die durch Erhéhen der
Prozessorzahlen erreicht werden konnten, angegeben. Dahinter steht in Klammern
die verwendete Prozessorzahl.

Kennung ohne Diag. | Gerschgorin | Adaptiv Gr. 2 || Gewinn Adap.-
Vorkond. | Scal. Grad 6 + Diag. Scal. Diag. Scal.
LAPLACE | [0.6](4) [|0.6](4) | 1.1(16) 1.0 (4) -
BCSSTK14 X 11 (16) " 7.5] (32) 32%
BCSSTK16 || 19 (16) | 7.1 (16) 8.2 (64) 5.7] (32) 20%
BCSSTK18 * 69 (32) X 52 | (16) 25%
ICG2d 19 (32) | 10 (32) 9.4 (64) 8.0 (64) 20%
ICG3d 56 (32) | 8.7 (32) 34 (64) 5.6 (64) 35%
ISR 89 (64) | 40 (64) 91 (64) 31 | (64) 28%
Tabelle 6.8: Ausfithrungszeiten in sec der Testbeispiele auf der optimalen

Prozessoranzahl auf PARAGON

Offensichtlich kann die hohere Ausfithrungszeit des adaptiven Verfahrens in vielen
sequentiellen Fallen durch ein giinstigeres Zeitverhalten im parallelen Fall ausge-
glichen werden. Es ist erkennbar, da in allen Fallen, auer bei der Matrix LA-
PLACE, die Kombination von Diagonal Scaling und adaptiver polynomialer Vor-
konditionierung das optimale Verfahren liefert. Die Gewinne liegen hierbei zwischen
20 und 35 Prozent. Die Methode mit den Gerschgorin-Werten skaliert zwar besser
als die anderen Verfahren, ist jedoch wegen der hohen sequentiellen Ausfithrungszeit
hier nicht sinnvoll. Bei groflen Matrizen, wie dem Beispiel ISR, wird die kiirzeste
Ausfithrungszeit bei der maximal verwendeten Prozessorzahl 64 erreicht. Auch fiir
das Gerschgorin-Verfahren ist mit hoherer Prozessorzahl ein weiterer Zeitgewinn zu
erwarten, wahrend die Verfahren ohne Vorkonditionierung bzw. mit Diagonal Sca-
ling die kiirzesten Ausfithrungszeiten meist bei weniger als 64 Prozessoren erreichen.

Das einzige Beispiel, bei dem die polynomiale Vorkonditionierung nicht zum Er-
folg fithrt, ist das Beispiel LAPLACE. Fiir kleine gutartige Systeme kann es also
vorkommen, dal die Methode keinen Gewinn bringt.

Zusammenfassend 148t sich sagen, dal durch gemeinsame Anwendung von Paralleli-
sierung, Diagonal Scaling und polynomialer Vorkonditionierung die Ausfiihrungszeit
des CG-Verfahrens in den meisten Fallen deutlich gesenkt werden kann.



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel werden die Resultate dieser Arbeit zusammengefafit und schlief}-
lich mégliche Erweiterungen der Implementierung vorgestellt.

7.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden verschiedene Methoden der Vorkonditionierung fiir die
Methode der konjugierten Gradienten zur Lésung von grofien diinnbesetzten
Gleichungssystemen auf Parallelrechnern mit verteiltem Speicher behandelt.

Hierzu werden das Diagonal Scaling und die polynomiale Vorkonditionierung mit
Tschebyscheff-Polynomen und verschiedenen Eigenwertschitzern untersucht. Das
letztgenannte Verfahren erweist sich als eine einfache und effiziente Erweiterung eines
CG-Verfahrens auf Parallelrechnern. Die polynomiale Vorkonditionierung benétigt
Eigenwertschétzungen der extremen Eigenwerte der Koeffizientenmatrix. Hier wer-
den zwei Methoden behandelt, zum einen die Verwendung von Gerschgorin-Schétz-
werten, zum anderen die unter Ausnutzung des Zusammenhangs zwischen dem CG-
Verfahren und dem Lanzcos-Verfahren fiir das symmetrische Eigenwertproblem re-
sultierende adaptive Schatzung. Die polynomiale Vorkonditionierung fithrt zu einer
erhohten Stabilitit des Verfahrens und in der Kombination mit dem Diagonal Scaling
und der adaptiven Eigenwertschatzung zu einer hohen Reduktion der Ausfithrungs-
zeit.

Ein wesentlicher Vorteil dieses Verfahrens fiir den Anwender liegt in der
einfachen Implementierung — auch auf einem Rechner mit Message-Passing-
Programmiermodell — und in der einfachen Handhabung. Neben einigen vorein-
gestellten Parametern mufl nur der Polynomgrad vorgegeben werden.

Ein hoher Polynomgrad erweist sich als giinstig, falls das Verfahren ohne Vorkon-
ditionierung nicht oder sehr schlecht konvergiert. In diesem Fall kann durch einen
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hohen Grad des Polynoms die Stabilitit des Verfahrens deutlich verbessert wer-
den. Die Reduktion der Kondition der Koeflizientenmatrix kann iiber den Poly-
nomgrad, die Eigenwertschitzungen und die tibrigen Parameter, wie Vorlaufzeit
und Aktualisierungszyklus, gesteuert werden. Da jedoch ein hoher Polynomgrad zu
einer erhohten Anzahl arithmetischer Operationen fiihrt, sind die Ausfithrungszeiten
im adaptiven Verfahren in der Regel mit dem Grad 2 optimal. Die giinstigste Wahl
der Parameter ist stark von dem Zeitaufwand der Kommunikation und somit von
der Anzahl verwendeter Prozessoren und den rechnerspezifischen Ausfithrungszeiten
fiir den Nachrichtenaustausch abhangig.

In jedem Iterationsschritt miissen beim mit einem Polynom m-ten Grades vorkon-
ditionierten Verfahren m + 1 Matrix-Vektor-Produkte berechnet werden; die Anzahl
der Skalarprodukte bleibt gleich. Der wesentliche Effekt der polynomialen Vorkondi-
tionierung liegt in der Tatsache, dafl die Gesamtanzahl der Matrix-Vektor-Produkte
beim Verfahren mit Vorkonditionierung steigt, die Anzahl der Skalarprodukte jedoch
sinkt. Dies bedeutet fiir die Parallelisierung einen erhéhten Anteil lokaler Rechnun-
gen und weniger globale Kommunikation, die fiir Skalarprodukte erforderlich ist.

Zeigt die polynomiale Vorkonditionierung im sequentiellen Fall nur bescheidenen Er-
folg, so skaliert dieses Verfahren im parallelen Fall deutlich besser als das Verfahren
ohne Vorkonditionierung. Der Grund ist die erh6hte Anzahl lokaler Berechnungen.
So ist schliefllich bei fast allen untersuchten Beispielen das CG-Verfahren mit Diago-
nal Scaling und adaptiver polynomialer Vorkonditionierung das optimale Verfahren.

Wird zur Diskretisierung ein Differenzenverfahren mit einem Laplace-Stern verwen-
det, das auf eine grofle, diagonaldominante Matrix mit schlechter Kondition fithrt, so
erweist sich die Methode der Gerschgorin-Schitzungen fiir die extremen Eigenwerte
als sinnvoll und sehr effizient, da hohe Polynomgrade verwendet werden kénnen. Da
in Finite-Elemente-Diskretisierungen derartige Matrizen in der Regel nicht entste-
hen, ist i.a. das adaptive Verfahren vorzuziehen.

Zusammenfassend 148t sich sagen, daf} sich die adaptive polynomiale Vorkonditionie-
rung sehr gut fiir parallele CG-Verfahren eignet. Zum einen ist dieser Vorkonditio-
nierer einfach zu implementieren, da nur Bestandteile des CG-Verfahrens benétigt
werden, zum zweiten ist fiir die Parallelisierung die hohe Skalierbarkeit des Ver-
fahrens von Vorteil; schliellich legt auch das sehr gutartige Verhalten in Verbin-
dung mit dem Diagonal Scaling die gemeinsame Anwendung dieser Vorkonditionie-
rer nahe. Weiterhin er6ffnet das adaptive Verfahren durch die flexible Reduktion der
Rundungsfehler {iber den Polynomgrad neue Moglichkeiten zur Bestimmung einer
genaueren Losung.

Das CG-Verfahren mit adaptiver Vorkonditionierung wird somit den gewachsenen
Anspriichen beziiglich des Einsatzes hoher Prozessorzahlen, erhéhter Zuverlassig-
keit der Konvergenz und der deutlichen Reduktion der Rechenzeit gegeniiber dem
zugrundeliegenden CG-Verfahren ohne Vorkonditionierung gerecht.
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7.2 Ausblick

Sicherlich ist das Thema polynomiale Vorkonditionierung hier nicht abschlieflend
behandelt worden. Die erzielten Resultate lassen jedoch eine optimistische Prognose
dieser Verfahren fiir massiv-parallele Rechnersysteme zu. Es existiert noch eine
ganze Reihe von Verbesserungsmoglichkeiten, von denen einige kurz erldutert werden
sollen.

Der grofite Performancegewinn ist durch verbesserte Kommunikationsroutinen zu
erwarten, da die Moglichkeiten der Hardware beim PARAGON bisher nicht aus-
geschopft wurden. Dies filhrt u.a. zum sinnvollen Einsatz hoherer Prozessorzahlen.
Da auf dieses Problem jedoch der Anwender keinen Einflul hat, soll darauf hier
nicht naher eingegangen werden.

Fiir die Implementierung ergeben sich z.B. folgende Méglichkeiten, die zum Teil
ausgetestet wurden:

Bandbreitenminimierung

Durch eine Umnumerierung der Variablen kann die Bandbreite der Koeffizientenma-
trix verkleinert werden. Ein hiufig angewandtes Verfahren ist die Methode Reverse
Cluthill-McKee. Die Reduktion der Bandbreite fithrt zu einer erhdhten Anzahl loka-
ler Berechnungen und somit zu einer Einsparung von Kommunikation [9].

Die Minimierung der Bandbreite ist nicht das primére Ziel, sondern die Minimierung
der Kommunikation. Somit miifite eine Umnumerierung derart stattfinden, daf§
moglichst wenig Kommunikation durchgefiihrt werden muf. Solche Algorithmen
sind u.a. abhéngig von der verwendeten Datenverteilung.

Alternative Aktualisierungsstrategien fiir das Eigenwertin-
tervall

Falls sich die Schatzwerte fiir die Eigenwerte &ndern, wird in der vorliegenden Im-
plementierung in jedem Fall das Intervall aktualisiert. Es muf} eine Reinitialisierung
des CG-Verfahrens durchgefiihrt werden. Alternativ hierzu kann man eine der fol-
genden Aktualisierungsstrategien verwenden, die zu einer in der Regel verminderten
Anzahl Aktualisierungen fiihren:

1. Aktualisierung nur, falls sich @ um p% verkleinert bzw. b vergrofert,

2. Verwenden nicht der extremen Eigenwerte der Lanczos-Tridiagonalmatrix,
sondern Weglassen der [ kleinsten bzw. grofiten Eigenwerte,

3. Einfithrung eines asymptotischen Konvergenzfaktors [3]; die Aktualisierung
wird nur durchgefiihrt, falls sich dieser Faktor verbessert.
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Alle diese Strategien kénnen in speziellen Fallen zu einer beschleunigten Konvergenz
fithren; jedoch erweisen sich die in dieser Arbeit ermittelten Schitzwerte bereits als
gut geeignet.

Verwendung anderer Polynome

Zur Verwendung von Tschebyscheff-Polynomen zur Vorkonditionierung werden
Schéatzwerte der extremen Eigenwerte bendtigt. Es wird die maximale Differenz
aller Werte in demjenigen Intervall, welches durch die extremen Eigenwerte gegeben
ist, zu 1 minimiert. Es findet somit eine gleichméaflige Behandlung aller Bereiche
dieses Intervalls statt. Da die Lanczos-Matrizen jedoch auch Informationen iiber die
Eigenwertverteilung der Koeflizientenmatrix enthalten, sollten Bereiche, in denen
sich Eigenwerte verdichten, starker beriicksichtigt werden. Dies kann z.B. durch
gewichtete least-squares Polynome geschehen. Vermutlich wird sich die hohe Ska-
lierbarkeit auf diese und andere Polynome, die aus einer anderen zur Minimierung
verwendeten Norm entstehen, ibertragen. Insbesondere kann im Algorithmus von
Seite 39 die Tschebyscheff-Iteration durch eine andere Iteration gleicher Struktur,
d.h. eine Folge von Matrix-Vektor-Produkten, ersetzt werden. Es ist ferner interes-
sant, das Verhalten des Verfahrens fiir indefinite symmetrische Matrizen (s. Kap.3.4)
zu untersuchen.

Untersuchung des Polynomgrades bei héheren Prozessor-
zahlen

Die Untersuchung groflerer Beispiele macht den Einsatz hoherer Prozessorzahlen
sinnvoll. Insbesondere ist von Interesse, wie sich der optimale Polynomgrad bei
steigender Prozessorzahl verhélt. Lag der giinstigste Grad in den hier betrachteten
Fillen bei 2, so ist es denkbar, daB bei hoheren Prozessoranzahlen die Bedeutung
der Lokalitdt zunimmt und somit héhere Polynomgrade zu besseren Ergebnissen
fithren.
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