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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit werden einige Aspekte des physikalischen Verhaltens granularer Me-
dien beleuchtet. Dies sind Substanzen, die intern auf mesoskopischer Größenskala aus
Teilchen bestehen und deren physikalisches Verhalten aufgrund von Energiedissipation
der Teilchen untereinander zwischen dem von Festkörpern und Flüssigkeiten liegt. Es
handelt sich dabei um so verschiedene Materialien wie Sand, Kies, Getreide, Felsge-
stein, Schnee oder auch auf einem Fluß treibende Eisschollen, um nur einige zu nennen .
Solche Materialien sind nicht nur von theoretischer Bedeutung, sondern spielen auch
im Alltagsleben eine große Rolle. Der Fluß granularer Medien ist wichtig, wenn man
Phänomene wie das Auslaufen von Schüttgütern aus Bunkern und Trichtern, Schnee-
und Steinlawinen im Gebirge oder Erdbeben näher verstehen möchte . Aufgrund dieser
Bedeutung bezeichnet man die granularen Medien seit einiger Zeit auch als den fünften
Aggregatzustand (die ersten vier sind Festkörper, Flüssigkeit, Gas und Plasma).

Unser Hauptanliegen ist es, die Gesetzmäßigkeiten im Zusammenhang mit der Sche-
rung granularer Medien zu verstehen. Wir verwenden zur Untersuchung dieser Frage ein
Computermodell, in dem wir die Teilchen als beliebig geformte Polygone betrachten . In
anderen Ansätzen werden die Teilchen oft als sphärisch angenommen. Solche Modelle
sind sowohl einfacher zu realisieren, als auch schneller im Hinblick auf die verwendete
Rechenzeit.

Wir distanzieren uns von anderen Zugängen, die die Teilchen als sphärisch anneh-
men. Der Preis, den wir dafür zu zahlen haben, daß wir diese komplizierteren aber
realistischeren Formen annehmen, ist etwa ein Faktor zehn an Rechenzeit gegenüber
den Simulationen mit runden Teilchen . Auf der anderen Seite bieten unregelmäßig ge-
formte Polygone gegenüber runden Teilchen einige Vorteile . Zum einen ist unser Modell
in der Lage, die sterischen Effekte korrekt wiederzugeben, die durch die geometrische
Reibung der Teilchen zustandekommen . Die Teilchen können sich ineinander verkanten
und verhaken . Diese geometrisch bedingte Reibung ist eigentlich immer wichtig, wenn
man es mit Teilchen zu tun hat, die nicht sphärische Formen haben, wie dies bei den
allermeisten Schüttgütern der Fall ist . Ein ähnliches Simulationsmodell wie das von
uns verwendete wurde erstmals von Cundall eingeführt [41, 42] . Er bezeichnete es als
DEM (Discrete Element Method). Später haben auch O. Walton [182, 183, 184] und
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Abbildung 1 .1 : Große Scherbänder nördlich des Borah Peak, Idaho. Blick in nordwest-
licher Richtung, entnommen aus Ludman 1982, S. 371.

A . V. Potapov [133,134] Molekulardynamik-Simulationen mit unregelmäßig geformten
Polygonen durchgeführt .

Ein weiterer Nachteil von sphärischen Teilchen, der sich bei der Verwendung vonkomplexeren Teilchen wie wir sie benutzen nicht ergibt, tritt zum Vorschein, wenn mansehr dicht gepackte Systeme untersuchen will. Sphärische Teilchen ordnen sich nämlichbevorzugt in Form eines regelmäßigen Gitters an (s . auch Kapitel 7.3), so daß man ähn-liche Nachteile in Kauf nehmen muß wie bei Simulationen, denen ein Gitter zugrundeliegt . Es ist leicht möglich, daß man die Gittersymmetrie in den Simulationsergebnissenwiederfindet [50] . Um solche Anisotropieeffekte zu vermeiden, benutzen wir als Aus-gangspunkt unserer Simulationen Zufallsgitter, in unserem Fall Voronoi-Gitter, die wirin Kapitel 3 beschreiben werden. Wir verwenden für die Form unserer Teilchen die Zellensolcher Voronoi-Gitter . Dadurch können wir Anisotropien weitgehend ausschließen .
Das Hauptanwendungsgebiet unseres Modells besteht in der

	

ßUntersuchung groerDeformationen, insbesondere der Scherung dicht gepackter granularer Medien und Fels-gestein . Die Deformationen, die bei solchen Scherungen auftreten, finden normalerweise



Abbildung 1 .2 : Scherbänder aus Sandstein auf kleiner geophysikalischer Skala. Aufnah-
me nördlich des Mt. Carmel, Utah, entnommen aus Ludman 1982, S. 371 .

nicht gleichmäßig im Material statt, sondern konzentrieren sich in lokalisierten Zonen,
die auch als Scherbänder bezeichnet werden. Von den Metallen sind solche Scherbänder
schon lange bekannt. Die mikroskopischen Mechanismen, die diesen zugrunde liegen,
sind jedoch in beiden Fällen unterschiedlich. Während bei den Metallen die Versetzun-
gen eine wichtige Rolle spielen, liegen den Deformationen bei granularen Medien und
Gestein lokale Rotationen zugrunde wie sie auch in der Cosserat-Theorie berücksichtigt
werden . Das Material bricht bei Deformation an einer Stelle auf, dilatiert und gleitet
dann über einer Schicht von rotierenden Teilchen . Wirkt auf das System ein hoher hy-
drostatischer Druck, so wird das Phänomen der Lokalisation begünstigt . Von Kàrmàn
[93] konnte 1911 in einem Experiment mit Carrara Marmor zeigen, daß sich dieser bei
genügend hohem Druck,plastisch verhält und Scherbänder auftreten, s. Abb. 1.3 .

Einerseits untersuchen wir Scherzellen, wie sie in der Verfahrenstechnik zur Unter-
suchung von Schüttgütern angewendet werden. Auf der anderen Seite betrachten wir
auch eine Scherzelle auf geophysikalischer Größenskala, nämlich die Scherung zweier
tektonischer Platten, wie sie z. B . bei der San Andreas Spalte realisiert ist, wo die
Pazifische und die Nordamerikanische Platte angetrieben durch Konvektionsrollen im
oberen Erdmantel gegeneinander geschert werden. Unser Modell verursacht in natürli-



ung 1 .3 : Experiment mit Marmor in einer tria:rialen Zelle. Bei einem kleinen
rostatischen Druck von 200 atm verformt sich der Marmorzylinder unter Bildung von

end er sich bei einem hohen hydrostatischen Druck von 445 atm duktil
iden Fällen ist die Bildung von Scherbändern sehr schön zu erkennen .

982,S.373.
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eher Weise Erdbeben, die dadurch zustande kommen, daß Zellen eingeklemmt werden,
und dann, wenn die Spannung zu groß wird, sich diese ruckartig bewegen. Die Anzahl
von Erdbeben einer gewissen Größe folgt dem Gutenberg-Richter Gesetz, wie es aus

bekannt ist . Danach ist die Häufigkeitsverteilung der Erdbeben mit der
ein Potenzgesetz mit dem Exponenten -1.5 .
uchungen von Scherzellen spielen Scherbänder eine bedeutende Rol-le . Dabei handelt es sich um Zonen im Material, in denen sich die Scherung lokalisiert.

Der Bereich des Materials außerhalb der Scherbänder bewegt sich dabei im wesentli
lokalisierter Deformation findet man in vielen
Böden, Gestein und Metallen . Man findet sol-
muten, auf vielen Größenskalen . In Abb. 1 .1

Gebirge überspannen .
gebildet haben und ein Felsmassiv abdecken .

'e einer triaxialen Zelle her-
der lokalisierten Zonen t auch imusammenhang mit der Entstehung von Brüchen wichtig, da diese bevorzugt dort ent-

n, wie Z. B . in
Bänder, die

kann man Scherbänder erkennen, die



stehen, wo sich eine Scherzone ausgebildet hat . Hier nämlich ist die lokale Deformation
im Material am größten und daher wird an dieser Stelle die für das Material geltende
Bruchgrenze am ehesten überschritten . Diese Art von durch Lokalisation induzierten
Rissen kann man sehr oft an tiefen Fundamenten, tiefen Tunneln und an Ölplattformen
beobachten . Viele theoretische, experimentelle und auch numerische Arbeiten haben sich
schon mit dem Problem der Scherbänder beschäftigt . Die theoretischen Arbeiten bauen
auf der Kontinuumstheorie auf und betrachten den Übergang zu den Scherbändern als
einen Verlust der Eindeutigkeit der Lösungen der Kontinuumsgleichungen (Bifurkation)
[48, 149, 172, 174] . Die experimentellen Arbeiten zu den Scherbändern wurden vor al-
lem an unterschiedlichen Arten von Sand durchgeführt und liefern gut reproduzierbare
Werte für die Dicke und die Orientierung der Bänder in Abhängigkeit vom hydrostati-
schen Druck und der Grobkörnigkeit des Sandes [8, 9, 47] . Eine ausgefeilte Technik zur
Untersuchung von Sandproben ist z . B . die stereophotogrammetrische Methode, wie sie
in der Dissertation von Mokni [116] für die Untersuchung der Scherbänder in bi- und
triaxialen Tests Verwendung fand . Aus Experimenten ist bekannt, daß sich Scherbänder
nicht spontan bilden, sondern an einem punktförmigen Keim, z. B . einer Unreinheit
des Materials, entstehen und von dort aus wachsen [48, 174] . An den rigiden Rändern
der Scherzelle können die Bänder reflektiert werden und an elastischen Rändern enden
sie. Auch können sich mehrere Scherbänder unabhängig voneinander bilden, die abrupt
beginnen und enden [55] . Weiterhin gibt es Scherbänder, die nicht durchgehend sind,
sondern aus mehreren Teilstücken bestehen [48] . Eng verbunden mit dem Phänomen der
Scherzonen ist die sogenannte Dilatanz, d. h. die volumetrische Ausdehnung des Mate-
rials. Desrues [48] fand bei Scherexperimenten mit dichtem Sand, daß die Entstehung
von Scherbändern mit einem enormen Anstieg der Dilatanz einhergeht . Nachdem sich
diese vollständig gebildet haben, wächst die Dilatanz dann nicht weiter an. Außerdem
beobachtete er, daß die Volumenvergrößerung auf die Scherzone beschränkt ist. Solche
Experimente mit großen Scherverschiebungen wurden auch in [146] angestellt und die
Ergebnisse passen mit denen von Desrues zusammen . In unseren Simulationen in Kapitel
4 bestätigen wir diese Aussage.

Für die Orientierung der Scherbänder gibt es verschiedene theoretische Voraussagen.
Dabei spielen zwei Winkel eine Rolle, nämlich der Dilatanzwinkel und der Reibungs-
winkel . [8, 9, 173] . Jedoch sind die experimentellen Befunde sehr unterschiedlich und
unterstützen keine dieser Theorien . Durch diese beiden Winkel sind jedoch der maxi-
male und der minimale Winkel, der für die Orientierung der Scherbänder möglich ist, in
etwa eingegrenzt . Einigen Experimenten zufolge verlaufen die Scherbänder entlang der
Richtung der Scherbewegung [8, 9, 48, 155, 173] . Wir werden sehen, daß dies auch bei
der von uns verwendeten Scherzellengeometrie der Fall ist.

Die experimentellen Befunde zur Breite der Scherbänder [48, 162] besagen, daß diese
mit dem hydrostatischen Druck, der auf die Scherzelle wirkt, abnimmt. In dichterem
Sand sind die Scherbänder enger als in relativ lockerem Sand. Je höher der hydro
statische Druck ist, um so später werden die Scherbänder gebildet [162] . Unreinheiten
haben die Eigenschaft, Kristallisationskeime für Scherbänder darzustellen [48, 174] . Es
darf heute als allgemein anerkannt betrachtet werden, daß bei vielen Materialien die
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Scherverschiebung sehr stark lokalisiert ist [8, 9, 47, 49, 162, 172, 173, 174] .
Unsere Arbeit gliedert sich wie folgt. Zunächst gehen wir im Kapitel 2 auf die simu-

lationstechnischen Aspekte des Computermodells ein. Wir beschreiben dort, wie wir die
elastischen Kräfte zwischen den Teilchen berechnen . Es wird sich dabei herausstellen,
daß die von uns verwendete Methode, bei der die elastische Kraft proportional zum
geometrischen Überlappungsvolumen der Teilchen ist, einem linearen Kraftgesetz beim
Kontakt zweier Seiten miteinander und einem konischen Kraftgesetz beim Kontakt ei-
ner Ecke mit einer Seite entspricht . Wir beschreiben hier auch die Kräfte, die für die
Energiedissipation und die Gleitreibung verantwortlich sind . Ebenso beschreiben wir ei-
ne Methode, die es uns erlauben wird, Bruch- und Sintervorgänge zu implementieren .
Dabei werden Stäbe durch elastische Stäbe miteinander verbunden. Durch Entfernen
von Stäben kann man Bruchphänomene und durch Einsetzen von neuen Stäben Sinter-
vorgänge modellieren .

In Kapitel 3 beschreiben wir schnelle Algorithmen mit deren Hilfe man Voronoi-
Zellen generieren kann. Dabei handelt es sich um eine dichte Parkettierung eines Teils
der Ebene mit unregelmäßig geformten Polygonen. Wir werden solche Parkettierungen
als Anfangskonfigurationen für unsere Scherzellenexperimente benutzen . Im Gegensatz
zu regulären Gittern sind solche Zufallsgitter frei von Anisotropien [117, 118] . Die Er-
gebnisse aus Kapitel 3 werden veröffentlicht in [98] .

In Kapitel 4 werden die Ergebnisse von Scherzellenexperimenten vorgestellt. Wir fin-den die Abhängigkeit der Scherkraft sowohl vonder auf die Scherzelle wirkenden Normal-kraft als auch von der Schergeschwindigkeit . Wir messen eine Zunahme der Scherkraftmit der Schergeschwindigkeit, die als Scherhärtung bezeichnet wird. Außerdem stellenwir fest, daß die Scherung nicht gleichmäßig in der ganzen Zelle stattfindet, sondern in ei-nem kleinen Bereich lokalisiert ist, was sehr gut mit den experimentellen Befunden überScherzellen übereinstimmt . Wir messen die Breite dieser Scherzonen und stellen fest,daß diese sowohl von der Schergeschwindigkeit als auch von der Normalkraft abhängt .Je höher die Normalkraft ist, um so dünner ist das Scherband. Auch dieses Ergebnisstimmt mit den oben vorgestellten experimentellen Beobachtungen überein . Die Ergeb-nisse aus Kapitel 4 werden veröffentlicht in [52] .
Im Kapitel 5 beschäftigen wir uns mit der Scherung auf einer geophysikalischenGrößenskala, nämlich mit der Bewegung von tektonischen Platten, die sich tangentialzueinander bewegen. Ein Beispiel für solche Plattenbewegungen ist die Pazifische Platte,die sich entlang der Nordamerikanischen Platte bewegt . Dabei hat sich die San AndreasSpalte gebildet. Wir beobachten, wie sich in unserem Modell eine sehr stark lokalisierteZone bildet und messen die Häufigkeitsverteilung von Erdbeben. Wir finden, daß unserModell das Gutenberg-Richter-Gesetz wiedergibt .
Dann wenden wir uns in Kapitel 6 der ingenieurtechnisch relevanten Frage zu, unterwelchen Umständen ein Trichter oder Bunker, der mit Schüttgütern gefüllt wird, ver-stopft und volläuft . Wir verwenden dabei zur Untersuchung der verschiedenen Flußre-gime eines generischen Trichters quadratisch geformte Teilchen . Es zeigt sich, daß es jenach Einfüllrate vier verschiedene Flußbereiche gibt, in denen der Trichter ein unter-schiedliches Verhalten zeigt. Ferner untersuchen wir auch einen komplizierter geformten



Trichter mit schrägem Rohransatz, wie er eher den Gegebenheiten in realen industriellen
Anwendungen entspricht, und finden durch Analyse der Flußprofile Totwasserbereiche,
die nur wenig zum granularen Fluß beitragen.

In Kapitel 7 beschäftigen wir uns mit dem granularen Fluß in Drehtrommeln. Dabei
verwenden wir kompliziert aufgebaute Teilchen mit einer inneren Struktur . Wir setzen
jeweils vier dreieckige Teilchen mit Hilfe der in Kapitel 2 vorgestellten Stäbe zu einem
quadratischen Teilchen zusammen . Energiedissipation führen wir hier dadurch ein, daß
die Bewegung der Stäbe gedämpft ist . Bei einer relativ langsamen Umdrehungsgeschwin-
digkeit der Trommel beobachten wir die Bildung von Lawinen. Weiterhin ist ein Winkel,
den die Granulatoberfläche mit der Horizontalen bildet dem experimentell gemessenen
sehr nahe.

In Kapitel 8 stellen wir kurz zwei weitere Anwendungsmöglichkeiten vor, bei denen
aber nur qualitative Resultate vorliegen. Zum einen handelt es sich dabei um die Si-
mulation von Bruchexperimenten hoher Geschwindigkeit . Wir modellieren dabei einen
Betonblock, indem wir ihn aus mit Stäben verbundenen Voronoi-Zellen aufbauen, die bei
einer bestimmten Belastung brechen. Es bilden sich realistisch anmutende Bruchmuster.
Weiterhin stellen wir Simulationen von Kristallisationsphänomenen mit regulären Fünf-
ecken vor. Es bilden sich sowohl in realen Experimenten auf dem großen Luftkissentisch
der Universität Rennes als auch in unseren Simulationen Anordnungen, die einer kri-
stallinen Struktur sehr nahe kommt, die sich dadurch auszeichnet, das sie die maximal
mögliche Packungsdichte für regelmäßige Fünfecke hat .

Schließlich fassen wir unsere Ergebnisse zusammen und diskutieren Erweiterungs-
möglichkeiten. Im Anhang A sind die wichtigsten Routinen des Programms abgedruckt
und kurz beschrieben.
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Kapitel 2

Molekulardynamik beliebig
geformter Teilchen

In dieser Arbeit soll die Bewegung von komplexen Objekten in der Ebene verfolgt wer-
den. Wir beschränken uns auf konvexe Polygone . Man kann aber auch noch kompli-
ziertere Objekte behandeln, indem man diese, falls sie nicht konvex sind, zunächst in
konvexe Unterzellen zerteilt und diese dann durch Polygone approximiert . Für die Be-
rechnung der Bahnkurven und der Rotationen der polygonalen Teilchen verwenden wir
die Molekular-Dynamik Methode. Dies ist eine Technik, die es erlaubt, die klassischen
Bewegungsgleichungen für die Translations- bzw. Rotationsbewegung von N starren
Körpern im Raum zu lösen [3] . Wir behandeln hier Teilchen in der zweidimensiona-
len Ebene, so daß wir drei Bewegungsgleichungen lösen müssen, nämlich zwei für die
Translationsbewegung und eine für die Rotation der Teilchen um ihre eigene Achse.
Im dreidimensionalen Raum würden wir mit sechs Bewegungsgleichungen konfrontiert,
nämlich drei für die Translation und drei für die verschiedenen Rotationsbewegungen,
entsprechend den drei Euler-Winkeln . Unser Modell ist zweidimensional, jedoch ist es
an einigen Stellen besser, sich das System als dreidimensional vorzustellen und die Po-
lygone als polygonale Zylinder mit einer Dicke d zu betrachten, um z. B . die Masse der
Teilchen aus der geometrischen Form und der Dichte berechnen zu können .

2.1

	

Integration der Bewegungsgleichungen

Wir müssen für jedes starre Polygon i die Newtonschen Gleichungen lösen:

xt

	

(2.1)
j=i
N

Mini

	

=

	

E Li,,

	

i = 1 . . . N.

	

(2.2)
j=i

.Hierbei ist mi die Masse des i-ten Teilchens, ri seine Ortskoordinate, Oi seine Winkelko-
ordinate, Fi.7 die vom j-ten auf das i-te Teilchen ausgeübte Kraft und Fe23a die Summe
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der externen Kräfte, die auf das i-te Teilchen wirken, z. B. die Gravitationskraft . Mz
bezeichent das Trägheitsmoment des i-ten Teilchens und LZ, das vom j-ten auf das i-te
Teilchen ausgeübte Drehmoment . Die obere Gleichung beschreibt die Translationsbewe-
gung der Teilchen, die untere die Rotation der Teilchen um ihre Schwerpunkte. .

Die Wechselwirkungskräfte zwischen den Teilchen können dabei langreichweitige
Kräfte wie z . B . van-der-Waals oder elektrische Kräfte sein oder aber kurzreichweitige
Kontaktkräfte, wie z. B . elastische und Reibungskräfte . Da in langreichweitigen Kräften
jedes Teilchen mit jedem anderen wechselwirkt, steigt die Rechenzeit in diesem Fall mit
dem Quadrat der Teilchenanzahl N, es sei denn man führte eine Abschneidedistanz
ein, über die hinaus man Wechselwirkungen vernachlässigt, oder man berücksichtig-
te die Wechselwirkung mit weiter entfernten Teilchen durch Multipol-Momente . Dann
würde man Teilchenwechselwirkungen nicht mehr berücksichtigen, wenn die Entfernung
der betrachteten Teilchen größer ist als diese Abschneidedistanz . Man würde dabei einen
kleinen Fehler in Kauf nehmen. In der vorliegenden Arbeit werden nur Systeme mit kurz-
reichweitigen Kontaktkräften betrachtet . Diese umfassen elastische Abstoßungskräfte,
Haft- und Gleitreibungskräfte, sowie eine Kraft, die Energiedissipation bewirkt, wenn
Teilchen kollidieren. Wir werden diese Kräfte im weiteren Verlauf detailliert beschreiben .

Um Differentialgleichungen wie unsere Bewegungsgleichungen numerisch zu lösen,
werden im allgemeinen finite Differenzmethoden herangezogen. Dabei wird die kon-
tinuierliche physikalische Zeit in Zeitintervalle St diskretisiert und die physikalischen
Observablen werden zu diskreten Zeitpunkten ti , t2, usw. berechnet. Die Gleichungen
werden dabei Schritt für Schritt gelöst, indem man ausgehend von den physikalischen
Größen zum Zeitschritt t� die Werte zum Zeitschritt t,+i erhält . Je kleiner dabei der
Zeitschritt St ist, um so genauer werden die berechneten Werte sein. Im allgemeinen wird
es von bestimmten physikalischen Parametern abhängen, wie groß man St wählen darf.
Erfahrungsgemäß ist der Zeitschritt hinreichend klein gewählt, wenn die kleinste auftre-
tende physikalische Zeitskala durch mindestens etwa 30 Zeitschritte diskretisiert wird.
In Molekular-Dynamik-Simulationen ist diese Zeitskala durch die Dauer eines Stoßpro-
zesses gegeben. Neben der Molekular-Dynamik-Methode gibt es andere Verfahren, wiez. B . das ereignisgesteuerte Verfahren (event driven method), bei der die Zeit nicht ingleichmäßige Intervalle unterteilt wird, sondern überprüft wird, zu welchen ZeitpunktenKollisionen auftreten. Zu diesen Zeiten werden dann die physikalischen Größen neu be-rechnet. Wenn man den Zeitschritt in Molekular-Dynamik-Simulationen nicht genügendklein wählt, liefern diese physikalisch falsche Werte. Die Energiedissipation ist z. B. nichtgroß genug '[104, 105, 106, 107, 108, 156] . Es gibt viele verschiedene Algorithmen, diees erlauben, mit Hilfe eines finiten Differenzverfahrens die Bewegungsgleichungen für NTeilchen zu lösen, unter anderem das Verlet Verfahren, das Verfahren nach Berendsen-Gunsteren und das Predictor-Korrector Verfahren. Beim Verlet-Verfahren handelt essich um einen Algorithmus zweiter Ordnung, bei dem die - Geschwindigkeiten nicht zurBerechnung der neuen Positionen benötigt werden . Viele der möglichen Verfahren sindeinander äquivalent, da man sie durch MatrixOperationen ineinander überführen kann[3] . Das Predictor-Korrector Verfahren ist dem Verlet-Algorithmus überlegen, insbeson-dere im Bereich relativ kleiner Zeitschritte [3] . Deswegen verwenden wir in all unseren
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Simulationsrechnungen dieses Verfahren, das wir im folgenden genauer beschreiben wer-
den.

Das Predictor-Korrector Verfahren besteht aus drei Phasen, 1.) dem Predictor-
Schritt, in dem neue Werte für die physikalischen Größen vorausgesagt werden, 2.) der
Kraftberechnung, wo mit diesen Werte die neuen Kräfte berechnet werden und 3 .) dem
Korrector-Schritt, in dem diese Kräfte dazu benutzt werden, die physikalischen Varia-
blen zu korrigieren .

In der ersten Phase berechnet man mit einer Taylor-Entwicklung eine Abschätzung
für die Positionen (und Winkel) der Teilchen zum Zeitschritt (t+St) aus den bekannten
Werten zum Zeitschritt t:

Hierbei steht der Index P für die Predictor-, also die vorhergesagten Werte, die im
zweiten Schritt dann "korrigiert" werden müssen . Es gibt Predictor-Korrector Verfah-
ren unterschiedlicher Ordnung, je nachdem wieviele Ableitungen der Koordinaten mit-
berücksichtigt werden . Zunächst wächst bei festgehaltener Größe des Zeitschrittes die
Präzision der Berechnung mit der Ordnung des Verfahrens. Bei höheren Ordnungen kann
man, falls dies gewünscht wird, eine weitere Steigerung der Präzision dadurch erhalten,
daß man während eines Zeitschrittes mehrere Iterationen des Verfahrens durchführt. Wir
verwenden in unseren Simulationen das Predictor-Korrector Verfahren fünfter Ordnung,
d. h. wir berücksichtigen alle Ableitungen der Koordinaten bis zur fünften Ordnung.

Bisher ist die Bewegungsgleichung noch gar nicht in den Integrationsalgorithmus
eingegangen . Dies geschieht im Korrector-Schritt, in dem die Koordinaten und ihre
Ableitungen durch folgenden Term "korrigiert" werden. Dazu definieren wir zunächst :

Sa(t + St) = a°(t + St) - ap(t + St)

	

(2.7)

Dabei ist ac(t+St) die korrekte Beschleunigung zum Zeitschritt (t+St), die man aus den
Kräften zwischen den Teilchen erhält . Salt+St) ist also ein Maß für den Fehler, den man
im Predictor-Schritt gemacht hat, und wird im Korrector-Schritt dazu benutzt, diesen
zu korrigieren. Die korrigierten Werte r°(t + St), vc(t + St), usw. sind dann wesentlich
bessere Näherungswerte für die physikalischen Größen als die entsprechenden Werte
nach dem Predictor-Schritt:

rC (t + St)

	

=

	

rp(t + St) + co8a(t + St)

	

(2.8)
vo(t + St)

	

=

	

vp(t + St) + c,Sa(t + St)

	

(2.9)
a°(t + St)

	

=

	

ap(t + St) -t- c2 Sa(t + St)

	

(2.10)

b° (t + St)

	

=

	

bp(t + St) + c3Sa(t + St)

	

(2.11)

rp(t -}- St) = r(t) + Stv(t) + - - -216t2 a(t) + 615t3b.(t) + (2.3)

vp(t + St) = v(t) + Sta(t) + 1St2b(t) + - - - (2 .4)

ap(t + St) = a(t) + Stb(t) + - - - (2 .5)
bp(t + St) = b(t) + - - - (2 .6)
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Für eine Bewegungsgleichung der Form

r = f(r, r),

mit einem geschwindigkeitsabhängigen Dissipationsterm und das von uns verwendete
Verfahren fünfter Ordnung lauten die Korrektur-Koeffizienten [3, 58] .

Co Ci

3/16 251/360
_C2

1
C3 C4 C5

11/18 1/6 1/60

2 .2 Kraftberechnung

(2.12)

Die Koeffizienten hängen sowohl von der Ordnung des Verfahrens als auch von der
Art der Differentialgleichung ab, also z. B. davon, ob diese geschwindigkeitsabhängig
ist oder nicht . Sie müssen so gewählt werden, daß das Verfahren optimale numerische
Stabilität und Genauigkeit der Bahnkurven garantiert, vgl. dazu [58, 59] .

Unsere Teilchen sind beliebig geformte, konvexe Polygone, die elastisch miteinander
Wechselwirken . Für solche Teilchen gibt es keine einfachen Voraussagen, wie die elastsi-
sche Kraft von der Verformung der Teilchen abhängt. Um diese zu erhalten, müßte man
eine Berechnung mit der Methode der finiten Elemente durchführen, in der jedes Teil-
chen aus vielen kleinen, deformierbaren Dreiecken aufgebaut ist [189] . Mit einer solchen
Methode könnte man zwar das Verhalten von zwei Teilchen bei einem Stoß mit großer
Genauigkeit untersuchen, wir sind jedoch am Verhalten vieler Teilchen untereinander in-
teressiert, wobei es auf die exakte Simulation der einzelnen Stöße nicht so sehr ankommt,
da wir erwarten, daß das Gesamtverhalten des Systems nicht sehr davon abhängt, wiedie einzelnen Stöße im Detail ablaufen . Deswegen machen wir eine einfache Annahmeüber das Wechselwirkungsverhalten zwischen zwei Stößen, das physikalisch plausibel ist.Darüber hinaus zeigt sich, daß sie effizient programmiert werden kann.In unserem Algorithmus werden die Teilchen als nicht deformierbar betrachtet, d. h.sie behalten immer die gleiche, bei der Programminitialisierung festgelegte Form . Umdie elastische Kraft zwischen den Teilchen zu berechnen, betrachten wir den geometri-schen Überlapp der beiden Polygone . Nach der Poissonschen Vermutung nehmen wiran, daß diese Kraft dann proportional zum Flächeninhalt dieses Überlappungspolygonsist [182, 183, 184, 185] . Man beachte, daß wir dadurch auf natürliche Weise zwei ver-schiedene Kraftgesetze bekommen . Wenn zwei Seiten aufeinander treffen, erhält manein lineares Kraftgesetz, da die Überlappungsfläche linear mit der Überlappungsdistanzwächst. Trifft dagegen eine Ecke auf eine Seite, erhält man ein konisches Kraftgesetz,da dann die Überlappungsfläche quadratisch mit der Überlappungsdistanz wächst .Um diesen zu berechnen, muß man zuächst die Schnittpunkte aller Seiten des Poly-gons i mit den Seiten des Polygons j berechnen. Normalerweise wird es nur zwei solcheSchnittpunkte geben, in pathologischen Fällen können aber auch Situationen auftreten,wo mehr als zwei Schnittpunkte gefunden werden. Dies kommt zwar selten vor, aber
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Polygon (i)

	

Polygon (j)
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Abbildung 2.1 : Bei der Bestimmung der Schnittpunkte kann man Rechenzeit einsparen,
indem man überprüft, bei welchen Seitenpaaren ein Schnitt überhaupt möglich ist . Dazu
untersucht man den Überlapp zwischen dem Kreis, der das Polygon i völlig enthält und
den Kreisen, die die Seiten des Polygons j als Durchmesser enthalten .

totzdem müssen diese Fälle einer besonderen Behandlung unterzogen werden, wobei aus
diesen dann zwei eindeutig bestimmte Punkte ausgewählt werden . Wir werden diesen
Reduktionsalgorithmus später genauer beschreiben. Die beiden Schnittpunkte werden
zunächst in eine eindeutige Ordnung gebracht . Die beiden Punkte werden mit P1 und
P2 bezeichnet und zwar so, daß das Vektorprodukt des Verbindungsvektors der Schwer-
punkte der beiden Teilchen CiC; und des Verbindungsvektors der beiden Schnittpunkte
P1P2 miteinander positiv ist . Wir benötigen diese Ordnung der Punkte, damit das später
zu konstruierende Überlappungspolygon eine eindeutige (bei uns mathematisch positi-
ve) Orientierung hat . Das heißt, wir möchten die Ecken des Überlappungspolygons gerne
in der Reihenfolge angeordnet haben, die man erhält, wenn man der Umrandung des
Überlappungspolygons gegen den Uhrzeigersinn folgt. Die hier beschriebenen Schritte
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Polygon (i)

	

Polygon (j)
Abbildung 2.2 : Eine alternative Methode zur Einsparung von Rechenzeit besteht darin,zu untersuchen, wann die Kreise, die die Seiten des Polygons i als Durchmesser ent-halten einen Überlapp mit den Kreisen, die die Seiten des Polygons j als Durchmesserenthalten, haben .

werden im Simulationsprogramm in der Routine overlap ausgeführt . Zunächst müssenalso die Schnittpunkte aller Seiten des Polygon i mit allen Seiten des Polygons j berech-net werden. Da dies der Teil des Algorithmus ist, der die meiste Rechenzeit benötigt, istjede Einsparung an dieser Stelle sehr vorteilhaft. Dies ist in der Tat möglich, wie manin Abb. 2 .1 erkennt . Man überprüft, ob der Kreis, der das Polygon i komplett enthält,mit den Kreisen überlappt, die die Seiten des Polygons j als Durchmesser enthalten.Gibt es keinen Überlapp, so kann es keinen Schnittpunkt zwischen einer Seite des Poly-gons i und der überprüften Seite des Polygons j geben und diese Kombination muß imweiteren Verlauf nicht mehr überprüft werden . Indem man diese Vorgehensweise sym-metrisch durchführt, kann man die Anzahl der noch zu überprüfenden Seitenpaare sehrstark einschränken . Man beachte, daß diese Methode der Reduzierung besser geeignetist, als die in Abb . 2 .2 dargestellte . Dies hat zwei Ursachen : Zum einen ist der Rechen-
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Abbildung 2 .3 : Zur Bestimmung der elastischen Kraft zwischen zwei Teilchen wird das
geometrische Uberlappungspolygon herangezogen. Ci und C2 sind die Schwerpunkte dery
beiden Polygone, Pi und P2 die beiden Schnittpunkte und F ist der Kraftvektor.

zeitaufwand für die in Abb. 2.1 illustrierte Methode proportional zu (N -I- M), wobei N
und M die Anzahl der Seiten der beiden Polygone sind, während der Aufwand der in
Abb . 2 .2 dargestellten Vorgehensweise proportional zu (N - M) ist . Der zweite Grund,
der für die von uns verwendete Methode spricht, liegt darin, daß die kleineren Kreise,
die die Seiten als Durchmesser enthalten, stärker gekrümmt sind und weiter in das an-
dere Polygon hineinragen als die großen Kreise, die das Polygon vollständig enthalten.
Dadurch werden mehr Paare gefunden, die keinen Schnittpunkt miteinander bilden, und
der zweite Algorithmus schränkt die Anzahl der potentiellen Seitenpaare nicht so stark
ein wie der erste.

Im weiteren Verlauf wird für jedes der übriggebliebenen Seitenpaare der Schnittpunkt
berechnet . Jeder Punkt Sz, der auf einer Seite des Polygons i liegt, gehorcht der folgenden
Geradengleichung (entsprechendes gilt für das Polygon j) :

H
SZ

	

=

	

Ei -I- azvti ,
S;

	

=

	

Ej -{- ajvj .
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(2.13)
(2.14)

Hierbei sind Ei und E; Eckpunkte der Polygone i und j, vi ist der Vektor, der den
Eckpunkt Ei mit seinem im mathematisch positiven Sinne benachbarten Eckpunkt FZ
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Abbildung 2.4 : In pathologischen Situationen, wie der hier gezeigten, kann es vorkom-
men, daß die beiden Polygone mehr als zwei Schnittpunkte miteinander haben . Dann
müssen aus den Schnittpunkten zwei ausgewählt werden . Unsere Auswahlregel besteht
darin; daß wir das Punktepaar wählen, für das die Länge der Verbindungslinie maximal
ist .

des Polygons i verbindet . Entsprechendes gilt für den Vektor üj und das Polygon j .Die Parameter ai und aj liegen zwischen 0 und 1, wobei 0 den Eckpunkten Ei undEj entspricht und 1 die Eckpunkte Fi und Fj kennzeichnet. Um den Schnittpunkt derbeiden Seiten zu berechnen, müssen die beiden Gleichungen gleichgesetzt werden . InKoordinatenform erhält man zwei Gleichungen mit den beiden Unbekannten ai und aj :

Fri,x + aivi,x = Ej,. + ajvj,., (2 .15)
Ei,y + aivi,y = Ej,y + ajvj� . (2.16)

Auflösen nach ai und aj ergibt :

ai j(vj,.dy - vj,yd� ), (2.17)
1

ai p (vi,.; dy - vi,y dy) . (2.18)
Hierbei ist A die durch

A = ~ vi,. vj,x
vi,y vj,y

~
(2 .19)
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gegebene Determinante und d., und dy sind die durch folgende Gleichungen bestimmten
Differenzen:

dx

	

=

	

Ei,x - E;,�

	

(2.20)
dy

	

=

	

Ei,y - E?,y .

	

(2.21)

Für jeden gefundenen Schnittpunkt wird auch die Information abgespeichert, aufwelcher
Seite des Polygons i und auf welcher Seite des Polygons j er sich befindet . Nachdem alle
Schnittpunkte berechnet worden sind, wird zunächst festgestellt, wieviele Schnittpunkte
gefunden worden sind . Ist die Zahl dieser Punkte 0 (kein Kontakt) oder 1 (Berührpunkt),
so ist die Fläche des Überlappungspolygons und somit die elastische Kraft 0. In diesem
Falle ist eine weitere Behandlung nicht nötig und die Unterroutine overlap kann ver-
lassen werden .

Ist die Anzahl der Schnittpunkte größer als 2, müssen aus diesen zunächst zwei Punk-
te eindeutig bestimmt werden . Würde man einfach willkürlich zwei Punkte auswählen,
könnte es passieren, daß von einem Zeitschritt auf den nächsten ein anderes Paar von
Schnittpunkten gefunden würde, was zu sehr großen Schwankungen in der berechneten
Kraft führen würde. Solche pathologischen Fälle mit mehr als 2 Schnittpunkten treten
insbesondere dann auf, wenn Ecken mit spitzen Winkeln aufeinander treffen und sich
gegenseitig durchdringen . Eine einfache Auswahlregel, die wir in unserem Algorithmus
anwenden, besteht darin für die weiteren Berechnungen das Punktepaar auszuwählen,
für den der Abstand der beiden Punkte am größten ist. Damit sind die beiden Schnitt-
punkte eindeutig identifiziert .

Um die Ecken des Überlappungspolygons in mathematisch positiver Orientierung zu
bestimmen, beginnt man beim Schnittpunkt Pi und stellt zunächst fest, auf welcher
Seite des Polygons i er sich befindet . (Diese Information haben wir ja gespeichert, als
der Schnittpunkt gefunden worden ist.) Dann wird festgestellt, auf welcher Seite des
Polygons i sich der zweite Schnittpunkt P2 befindet . Alle Ecken des Polygons i die sich
zwischen den beiden Schnittpunkten befinden, werden zu Ecken des Überlappungspoly-
gons . Die nächste Ecke ist dann der zweite Schnittpunkt P2 .

Nun wird die gleiche Prozedur für das Polygon j durchgeführt : Zunächst wird über-
prüft, auf welchen Seiten von j sich die beiden Schnittpunkte befinden . Alle Ecken des
Polygons j, die sich zwischen dem zweiten Schnittpunkt P2 und dem ersten Schnitt-
punkt Pi befinden werden zu Ecken des Überlappungspolygons . Die letzte Ecke, die mit
der ersten Ecke übereinstimmt, ist dann wieder Pl . Damit ist das Überlappungspoly-
gon bestimmt und es ist sichergestellt, daß seine Eckpunkte in mathematisch positiver
Richtung orientiert sind .

Nun kann die Fläche des Überlappungspolygons leicht bestimmt werden. Dazu wird
dieses zunächst in Dreiecke unterteilt . Die Fläche jedes dieser Dreiecke ist durch

1 I a., b,,AA =

	

~2 ay
by

(2.22)

gegeben. Hierbei sind a., ay , b. und by die x- und y-Koordinaten von zwei Seitenvek-
toren des Dreiecks . Aufsummieren aller dieser Teilflächen ergibt die Gesamtfläche des
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Polygons . Die elastische Kraft zwischen den beiden Teilchen ist dann gegeben durch:

FN

FT

Y-Ad-
Fel =

	

n.
Lc

Hierbei ist A die Fläche des Überlappungspolygons, Y das Elastizitätsmodul, d die
Dicke der Teilchen (in der dritten Dimension) und Lc eine charakteristische Länge.
Die charakteristische Länge Lc entspricht der Länge einer Feder im nicht belasteten
Zustand. Sie sollte eine typische Größenordung widerspiegeln und ihre Wahl unterliegt
einer gewissen Willkür. Wir definieren Lc als den Durchmesser eines Kreises, der die
gleiche Fläche hat, wie das betrachtete Polygon .

Als Angriffspunkt für die Kraft wird der Mittelpunkt der Verbindungslinie der bei-
den Schnittpunkte Pl und P2 gewählt. Dieser wird für die Berechnung der beiden Dreh-
momente Mi und M2 benötigt, die auf die beiden Teilchen einwirken. Um diese zu
bestimmen benötigt man die Verbindungsvektoren Ri und R2 von den Schwerpunkten
der beiden Teilchen zum Kraftpunkt. Dann sind die Drehomente gegeben durch:

Mi

	

=

	

Ri x Fel,

M2

	

= R2 x Fel.

Außer der elastischen Wechselwirkungskraft berücksichtigen wir noch eine Kraft, dieEnergiedissipation verursacht und eine Reibungskraft . Um zu erreichen, daß bei jedemStoß Energie dissipiert wird, ergänzen wir die Kraftgleichung durch folgende Terme:
-

	

Y - A

	

eff

	

N-

	

Lc

	

-Ni

	

vrell

_ -min(m~f~YTwél~~l~~FZN

meff =

	

rn,
Z7

	

mi -I- m;

(2 .23)

(2.24)
(2.25)

(2 .26)

(2 .27)
Hierbei ist -yN ein Dämpfungsparameter, der kontrolliert, wieviel Energie bei einem Zwei-teilchenstoß dissipiert wird, VNl und VT l stellen den Normal-, bzw. Tangentialanteil derRelativgeschwindigkeit zwischen den beiden Teilchen dar und A ist der Coulomb'scheReibungskoeffizient . m~f ist die wie üblich definierte effektive Masse der beiden Teil-chen :

(2.28)
Mit unserem Ansatz ist es möglich, den experimentell zugänglichen Restitutionskoef-fizienten e zu simulieren . Dieser gibt das Verhältnis der Summe der kinetischen Energiender Teilchen nach einem Stoßprozeß zur Summe vor dem Stoß an. Mithin liegt e immerzwischen 0 und 1, wobei ein Wert von 1 einen völlig elastischen und 0 einen vollkommenunelastischen Stoß bedeutet . Der Zusammenhang zwischen yN und e ist für ein linearesKraftgesetz der folgende :

(2.29)
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Hierbei ist wo die elastische Eigenfrequenz eines harmonischen Oszillators mit der Fe-
derkonstante k und der effektiven Masse meff:

Zwischen dem Elastizitätsmodul Y, der Federkonstante k und der charakteristischen
Länge LC besteht für unsere Teilchen der folgende Zusammenhang:

Y

k

meff

La Akont

2 .3

	

Bestimmung der Nachbarn
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(2.30)

(2.31)

Dabei ist Akont die Kontaktfläche bei der Wechselwirkung zweier Teilchen . Sie ist gleich
der Dicke des Systems in der dritten Dimension multipliziert mit der Länge der Kontakt-
linie (Verbindung zwischen Pi und P2) . Wir sind uns dabei wohl bewußt, daß die Formel
2.29 in unserem Falle nur eine grobe Abschätzung des Restitutionskoeffizienten erlaubt,
denn für ein konisches Kraftgesetz, das bei uns immer dann auftritt, wenn eine Ecke auf
eine Seite trifft, ist der. obige Zusammenhang zwischen E und yN nicht korrekt . Mit unse-
rem Ansatz für die tangentiale Kraft FT wollen wir eine Coulomb-artige Reibungskraft
simulieren, d. h. eine Reibungskraft, die unabhängig vom Betrag der Relativgeschwin-
digkeit ist und proportional zur Normalkraft FN mit dem Proportionalitätsfaktor ß. Die
Richtung dieser Kraft ist immer entgegengesetzt zum Vektor der Relativgeschwindig-
keit gerichtet. Dies führt jedoch zu numerischen Problemen, da selbst bei sehr kleinen
Relativgeschwindigkeiten schon eine große Reibungskraft wirkt und eine Sprungstelle
bei v�l = 0 existiert, die zu numerischen Instabilitäten führt . Um dies zu umgehen,
lassen wir die Reibungskraft linear mit der Relativgeschwindigkeit ansteigen, bis sie den
Wert ß - FN erreicht . Bei höheren Relativgeschwindigkeiten wird dann dieser Wert für
die Reibungskraft FT verwendet. Als Proportionalitätsfaktor für diesen linearen Teil des
tangentialen Kraftgesetzes wirkt in der Simulation der Parameter Î'T, der selbst keine
physikalische Bedeutung hat.

Ein wichtiges Problem bei Molekular-Dynamik Simulation ist die effiziente Bestimmung
der Nachbarn, mit denen ein Teilchen wechselwirkt . Der zunächst naheliegende Zugang,
die Kraft zwischen allen Teilchenpaaren zu bestimmen, kommt nicht in Frage, da die
Rechenzeit dann mit N2 anwächst, wobei N die Anzahl der Teilchen ist. Ein möglicher
Ausweg, besteht darin, sogenannte Verlet-Listen zu benutzen . Diese enthalten die Nach-
barn einer Zelle und werden nur nach einer gewissen Anzahl an Zeitschritten, wenn sich
die Teilchen um eine kleine Wegstrecke bewegt haben, neu aufgebaut. Durch geschick-
te Vorgehensweise kann man es hier erreichen, daß der N2-Term erst bei sehr großen
Systemen eine Rolle spielt .

Wir bevorzugen jedoch einen anderen Weg, der als Linked Cell Algorithmus be-
kannt ist . Dazu wird das Gebiet, in dem sich die Teilchen bewegen, mit einem zeitlich
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unveränderlichen Gitter überdeckt . Wir verwenden ein Quadratgitter, dessen Maschen
ungefähr so groß sind wie der mittlere Teilchendurchmesser, nämlich eine Längenein-
heit . Für jedes Teilchen wird dann bestimmt, in welcher Zelle dieses Gitters sich das
Teilchen befindet . In unserem Einheitsgitter ist dies durch den Fortran-Operator int()
sehr effizient möglich. Die möglichen Nachbarn eines Teilchens liegen in den Zellen des
Quadratgitters, die mit der Zelle, in der sich das Teilchen'befindet, benachbart sind .
Man muß also nur in der Nachbarschaft der Quadratzelle, in der sich das Teilchen be-
findet, nach Nachbarn suchen. Dieser Algorithmus hat den Vorteil, daß seine Rechenzeit
linear mit der Teilchenzahl N wächst. Die Größe der Nachbarschaft, in der sich Teil-
chen befinden können, hängt von der Größenverteilung der Teilchen ab, in unserem Fall
können sich Nachbarn in Zellen mit einem Abstand von drei Gittereinheiten von der
ursprünglichen Zelle befinden, so daß man ein Gebiet von (3 -f- 1-I- 3)2 = 49 Zellen auf
Nachbarn zu durchsuchen hat.

2.4

	

Verbinden der Zellen mit Stäben

Abbildung 2 .5 : Die Zellen können durch Stäbe miteinander verbunden werden (a). Diesehaben drei Freiheitsgrade : (b) Dehnung oder Stauchung, (c) Scherung und (d) Biegung .

Durch eine Erweiterung des Modells wird es möglich, noch allgemeinere Probleme zubehandeln, wie z. B . solche der Bruchmechanik und dem Sintern von Materialien. Dazumachen wir Gebrauch von Objekten, die in der Elastizitätstheorie als Stäbe bezeichnet
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werden. In Kapitel 7 und 8.1 werden wir auf unterschiedliche Art und Weise von dieser
Erweiterung Gebrauch machen.

Bei den Stäben handelt es sich um elastische Objekte, die in zwei Dimensionen drei
Freiheitsgrade haben: Sie können in longitudinaler Richtung gedehnt oder gestaucht und
in transversaler Richtung geschert werden . Darüberhinaus können sie auch verbogen
werden, s . Abb. 2.5 . Die rückstellenden elastischen Kräfte hängen in folgender Weise
von den Auslenkungen ab, s. z. B . [69, 167] :

Hierbei steht Fs,N für die vom Stab ausgeübte Kraft in longitudinaler Richtung, Fs,T für
die tangentiale Komponente und Ms,i ist das auf das eine Ende i des Stabes ausgeübte
Drehmoment, wobei im Ausdruck für Ms,; alle i mit j vertauscht werden müssen. Der
Ausdruck (xi-xj) stellt die longitudinale Verformung des Stabes dar, entsprechend steht
(yi - y;) für die Verformung in Scherrichtung. Für zi gilt : zi = 1Bi, wobei l die Stablänge
im nichtbelasteten Zustand und 8i die Verbiegung an einem seiner freien Enden ist . Die
Parameter a, b und c stellen den Zusammenhang mit den Materialeigenschaften her:

a

	

YAs '

	

b

	

CAS

	

und

	

c = YI (2.36)

Dabei ist As die Querschnittsfläche des Stabes, I sein Flächenträgheitsmoment und G
sein Schermodul.

Die Stäbe werden an den Schwerpunkten der Teilchen rigide befestigt, so daß eine Re-
lativbewegung zu einer Deformation des Stabes und damit zu einer rückstellenden Kraft
führt, die auf die Teilchen übertragen wird . Eine Drehung der Teilchen bewirkt eine Ver-
biegung der Stäbe. Da bereits die elastische Kraft, die durch das Überlappungspolygon
erzeugt wird, dafür sorgt, daß eine rückstellende Kraft existiert, wenn die Polygone sich
einander nähern, wird die durch die Normalkomponente des Stabes hervorgerufene Kraft
nur dann berücksichtigt, wenn sich die Polygone in normaler Richtung voneinander ent-
fernen, da andererseits die Rückstellkraft doppelt berechnet würde, wenn sich Teilchen
in normaler Richtung einander nähern .

Übersteigt die Deformation eines Stabes gewisse Schwellwerte, so bricht er und wird
entfernt . Damit ist es möglich, Bruchvorgänge zu simulieren : Man betrachtet einen Block
aus durch Stäben miteinander verbundenen Voronoizellen . Die Grenzen der Zellen legen
dabei die potentiellen Bruchstellen im Vorhinein fest . Ein gebrochener Stab kennzeich-
net dann in der Simulation die kleinste darstellbare Einheit eines Risses . Für unsere

Fs,N = 1(xi - x,) (2.32)a

Fs,T -b -F-+ 1 +c [Y' yj 2 (z, z2), (2.33)

Ms,i = -c(b + i c) (zi z,) (2.34)

1 2 z;
2

(
b -~- 1 yi + +c

) [
y~ 3zi

3
1 (2.35)
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Bruchsimulationen in Kapitel 8 .1 haben wir das Bruchkriterium von Tresca und Mi-
ses verwendet. Dabei wird angenommen, daß ein Stab in erster Ordnung dann bricht,
wenn seine Elongation oder seine Verbiegung zu groß werden . Es ist aber ohne großen
Aufwand möglich, beliebige andere Kriterien zu verwenden. Bei Verwendung des Trésca-
Mises Kriterium bricht ein Stab, wenn folgende Ungleichung erfüllt ist:

[Fs,N ]2
+

max(I iil, IMjl) > 1 .

	

(2.37)

Dabei ist Fs,N die Kraft in Normalrichtung des Stabes und Mi und M; sind die auf
seine Enden wirkenden Drehmomente; tF und tM sind die frei wählbaren Bruchgrenzen .
Sie sind ein Maß dafür, wie weit man einen Stab elongieren bzw. komprimieren kann,
bzw. um welchen Winkel man ihn verbiegen darf, ohne daß er bricht .

Das Simulationsprogramm erlaubt es darüber hinaus, neue Stäbe zwischen zwei Zel-
len einzufügen . Damit wird es möglich das Sintern von Granulat zu einem Festkörper
zu simulieren . Ein anderes Beispiel für die Anwendung einer solchen Simulation auf geo
physikalischer Zeitskala ist das Heilen von Felsmaterial, welches dann stattfindet, wenn
Felsgestein für eine Zeit von der Größenordnung von hunderttausend Jahren unter sehr
hohem Druck zusammengepreßt wird . Wir haben noch keine Simulationen in diesem
Zusammenhang durchgeführt . Das Programm ist dazu aber bereits vorbereitet .

Dazu verwenden wir ein einfaches Modell mit zwei Parametern : Ein neuer Stab wird
eingesetzt, wenn der Druck, den zwei Teilchen aufeinander ausüben für eine Zeitspanne
Tsint einen Schwellwert Psi�t überschreitet. Wenn der Druck vor Ablauf der Zeit Tsi�,twieder unter Psi�t fällt, wird diese Zeit auf 0 gesetzt und sollte er anschließend die
Schwelle Psi�t wieder übersteigen, beginnt man mit der Zeitmessung erneut bei 0 .

In unserem Algorithmus gibt es, um diese Aufgabe zu bewältigen, virtuelle Stäbe,die initialisiert werden, sobald der Druck zwischen zwei Zellen zum ersten Mal den
Schwelldruck Psi�t überschreitet. Für diese virtuellen Stäbe wird lediglich die Informa-tion gespeichert, mit welchen beiden Zellen er verbunden ist und wieviel Zeit seit seinerInitialisierung vergangen ist . Sollte der Druck vor Ablauf der Zeit tsint den Schwellwert
Psi�t unterschreiten, so wird er wieder gelöscht . Ist der Druck jedoch nach Ablauf derZeit tsi�t noch größer als Psi�t so wird der virtuelle Stab zu einem realen Stab. Seineelastischen Parameter a, b und c werden auf geometrische Art bestimmt . Diese Para-meter sind vollkommen determiniert, wenn man die Querschnittsfläche As des Stabes,sein Flächenträgheitsmoment Is und sein Elastizitätsmodul Y kennt.Für das Elastizitätsmodul Y nehmen wir den gleichen Wert an wie für das Material,aus dem die Teilchen bestehen . Die beiden Größen As und Is bestimmen wir dann aufgeometrische Art, indem wir für für die Länge l des Stabes einfach den Abstand derSchwerpunkte der beiden Zellen voneinander annehmen und für die Breite des Stabesdie Kontaktlänge (also die Länge der Verbindungslinie zwischen den beiden Schnitt-punkten Pl und P2 der Polygone miteinander.) Für das Flächenträgheitsmoment einesrechteckigen Stabes gilt :

_1
Is = 12 d

. ws. (2.38)
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Dabei ist w die Breite des Stabes und d seine Dicke. (Man beachte, daß hier die Stablänge
l nicht eingeht.) Die Dicke des Stabes d entspricht der Dicke unseres Systems in der
dritten Dimension .

Eine ähnliche Vorgehensweise wenden wir an, um die Stärke von Stäben zu bestim-
men, die gleich am Anfang der Simulation eingesetzt werden sollen . Für die Länge des
Stabes nehmen wir wieder den Abstand der beiden Massenzentren der zu verbindenden
Zellen . Als Breite des Stabes wählen wir die Projektion der Seite, die die beiden Po-
lygone gemeinsam haben auf eine Linie, die senkrecht zur Verbindungslinie der beiden
Massenzentren Cz und C; steht.

Damit sind die wesentlichen Aspekte unseres Programms und der verwendeten Algo-
rithmen dargestellt. Auszüge aus unserem Programm, nämlich die Unterprogramme zur
Berechnung des Überlappungspolygons und der Dissipationskräfte overlap, die Routi
nen zur Berechnung der elastischen Stabkräfte beamforce und beamupdate, sowie das
Hauptprogramm finden sich im Anhang A dieser Abhandlung . Hier findet sich auch ein
Beispiel für eine Parameterdatei mit den von außen wählbaren Programmparametern .
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Kapitel 3

Voronoi Gitter

3.1 Einleitung

Es gibt sehr viele Anwendungen von Zufallsgittern, z. B . in den Materialwissenschaften
[57], in der Modellierung der großräumigen Struktur des Universums [39, 78], in kineti-
schen Wachstumsmodellen [117, 118], der Modellierung von Sandhaufen [135] und in der
Quantenfeld-Theorie [37, 53] . Zufallsgitter können dazu benutzt werden, Systeme zu dis-
kretisieren, ohne dabei - im Gegensatz zu regulären Gittern - Anisotropien einzuführen,
d. h. Artefakte, die auf die Regularität des Gitters zurückzuführen sind . Darüberhin-
aus können Zufallsgitter auch benutzt werden, zellulare Strukturen wie z. B . granulare
Mosaike, biologische Gewebe und Schäume zu beschreiben [97, 99, 119, 144, 187] . Es
ist also von Bedeutung, über effiziente Algorithmen zur Konstruktion von Zufallsgit-
tern zu verfügen, insbesondere bei solchen Anwendungen, wo das Gitter während einer
Computersimulation ständig neu berechnet werden muß.

Ein oft benutztes Zufallsgitter ist das Delaunay-Gitter [62], welches aus einer Tri-
angulation des Raumes basierend auf N Punkten besteht . Das sog. Voronoi-Gitter ist
mathematisch dual zum Delaunay-Gitter und beschreibt eine Aufteilung des Raumes
in konvexe Zellen . Es wird in der folgenden Weise beschrieben: Für jeden Punkt P be-
stimme man den Teil des Raumes, welcher P näher ist als allen anderen Punkten. Diese
Prozedur, die Voronoi-Zergliederung des Raumes genannt wird, zerteilt den Raum in
konvexe Zellen . Es gibt auch andere Möglichkeiten, den Raum in Zellen aufzuteilen,
wie z. B . die Laguerre Partition [79] und kürzlich wurde eine verallgemeinerte Voronoi-
Konstruktion dazu benutzt, Seifenschäume zu modellieren [119] .

Wir werden statische und dynamische Algorithmen vorstellen, die Delaunay- und
Voronoi-Gitter generieren, wobei wir uns auf zwei Dimensionen beschränken wollen.
Jedoch können die Verfahren ohne großen Aufwand auf beliebige Dimensionen verallge
meinert werden. Wir werden bestimmen, wie schnell die Algorithmen sind und wie die
benötigte Rechenzeit mit der Anzahl der Punkte anwächst . Für ein Zufallsgitter, demN
Punkte zugrunde liegen, bezeichnen wir diese Zeit mit T(N) . Messungen werden sowohl
für sog. Poisson'sche Zufallsgitter (PZG) [73] als auch für vektorisierbare Zufallsgitter
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(VZG) [117, 118] vorgenommen. Das PZG erhält man ausgehend von einer Menge von
Punkten, die zufällig und unabhängig voneinander in der Ebene verteilt sind, die dann
gemäß der Voronoi-Konstruktion ein Zufallsgitter bestimmen. Diese Methode impliziert,
daß das PZG völlig frei von Anisotropien ist [37, 53] .

Das vektorisierbare Zufallsgitter ist eine modifizierte Form des PZG . Hier wird die
Ebene zunächst in quadratische Zellen aufgeteilt . In jede dieser Zellen wird genau ein
Punkt plaziert, wobei die Position innerhalb der Zelle zufallsbestimmt ist. Die Motivati
on für die Einführung des VZG war, ein vektorisierbares Programm schreiben zu können,
wenn man eine Gleichung auf dem Gitter lösen will, z. B. die Laplace Gleichung, die das
numerische Wachstum in der diffusionsbeschränkten Anlagerung beschreibt [117, 118] .
Darüberhinaus besitzt das VZG für alle praktischen Zwecke keine Anisotropie und ist
ausgesprochen nützlich, da vektorisierbare Programme die Rechengeschwindigkeit auf
geeigneten Rechnern drastisch erhöhen können.

Zunächst werden die Voronoi- und die Delaunay-Konstruktion in Abschnitt 3 .2 de-
tailliert beschrieben. In Abschnitt 3.3 werden diverse Algorithmen vorgestellt . Schließlich
wird die Leistungsfähigkeit der Algorithmen in Abschnitt 3 .4 diskutiert und in Abschnitt
3 .5 eine kurze Zusammenfassung gegeben .

3.2

	

Voronoi- und Delaunay-Gitter

KAPITEL 3. VORONOI GITTER

Die Voronoi-Konstruktion ist für eine gegebene Menge von Punkten folgendermaßen de-
finiert : Fürjeden Punkt wird eine assoziierte Zelle bestimmt, die aus dem Teil des Raum-
es besteht, der diesem Punkt näher liegt als allen anderen Punkten der Menge. ZweiZellen, die eine Seite gemeinsam haben, bezeichnet man als Nachbarn . Je zwei Punkte,die Zellen definieren, die einander benachbart sind, werden durch eine Verbindungsliniemiteinander verbunden. Die Gesamtheit aller Verbindungslinien bildet eine Triangula-tion des Raumes und wird als Delaunay-Gitter bezeichnet . Das Delaunay-Gitter ist immathematischen Sinne dual zum Voronoi-Gitter, d . h. , die Punkte des Delaunay-Gitters(also die ursprünglichen Zufallspunkte) entsprechen den Zellen des Voronoi-Gitters, dieVerbindungslinien des Delaunay-Gitters entsprechen den Seiten des Voronoi-Gitters unddie Eckpunkte im Voronoi-Gitter den Dreiecken des Delaunay-Gitters .Die Triangularisierung der Ebene mit Np Punkten (Zellen), NL Verbindungslinien(Seiten) und NT Dreiecken (Eckpunkten) wird topologisch durch die Euler-Gleichungbeschrieben:

Np-NL+NT-x.

	

(3.1)
Hierbei ist x die Euler Charakteristik der topologischen Fläche, auf der die NP Zufall-spunkte gegeben sind . Sie ist 2 für eine Fläche mit den topologischen Eigenschaften einerSphäre und 0 für einen Torus. Weiterhin gilt für eine Triangularisierung :

3NT = 2NL.

	

(3.2)
Denn jede Dreiecksseite gehört zu zwei Dreiecken und somit wird jede Seite in demAusdruck 3NT doppelt gezählt.
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Eine äquivalente Methode, das Delaunay-Gitter zu konstruieren, ist die folgende :
Zeichne für jedes Tripel von Punkten den eindeutig definierten Kreis, der diese Punkte
auf seinem Umfang enthält . Gibt es keine weiteren Punkte im Innern des Kreises, so
verbinde die drei Punkte mit drei Linien zu einem Delaunay-Dreieck . Die Mittelpunkte
dieser Kreise sind dann die Eckpunkte der Voronoi-Zellen [37, 53] .

3.3 Algorithmen
Drei verschiedene Algorithmen für die Generierung von zweidimensionalen Delaunay--
Zufallsgittern und den assoziierten Voronoi-Gittern werden vorgestellt . Die Programme
sind in den Programmiersprachen C und FORTRAN geschrieben und laufen auf Work-
stations .

Zunächst beschreiben wir einen Algorithmus für das VZG und dann für das PZG.
Anschließend wird ein Algorithmus zur Generierung von beiden Gitterarten vorgestellt .
Diesen nennen wir dynamisch, weil er es erlaubt, die Zufallsgitter nach einer kleinen
Änderung durch lokale Umordnungen der Verbindungslinien wiederherzustellen .

3.3.1

	

Vektorisierbare Zufallsgitter

Im Falle des vektorisierbaren Zufallsgitters wird der Teil der Ebene, in dem die Punkte
verteilt werden, zunächst mit einem quadratischen Gitter überdeckt, wie in Abb. 3.1 dar-
gestellt ist. Die Seitenlänge einer solchen Zelle ist eine Längeneinheit . Dann wird genau
ein Punkt gemäß einer gleichmäßigen Zufallsverteilung in jede dieser Zellen gesetzt.

Jeder Punkt kann nur mit Punkten verbunden sein, die sich in einer von 36 be-
nachbarten Zellen befinden wie in Abb. 3.1(a) dargestellt ist. In Abb. 3.1(b) werden die
Wahrscheinlichkeiten tabelliert, mit denen der Punkt im Zentrum mit den Punkten aus
dieser benachbarten Zelle verbunden ist [73] . Gehört also der zentrale Punkt zu einem
Delaunay-Dreieck, so sind die anderen beiden Punkte dieses Dreiecks in den 36 Nach-
barzellen enthalten . Um also alle Punkte eines Dreiecks zu finden, genügt es, in diesem
lokal begrenzten Gebiet zu suchen . Eine obere Grenze für den Abstand zweier benach-
barter Punkte ist 42-+22 = 20 -- 4 .472, wie man aus der Abb. 3 .1(a) entnehmen
kann [37, 53, 135] .

Der WG Algorithmus

Nachdem die Zufallspunkte gesetzt sind, bestimmt der Algorithmus das erste Dreieck,
s . Abb. 3.1(a) . Dazu wird ein Punkt A ausgewählt . Für jedes Punktepaar aus der Nach-
barschaft von A wird untersucht, ob der durch diese drei Punkte gegebene Kreis weitere
Punkte enthält . Das erste Triplett von Punkten, für das der so definierte Kreis kei-
ne weiteren Punkte enthält, wird mit drei Linien zu einem Dreieck verbunden. Diese
Verbindungslinien bekommen eine Orientierung im mathematisch positiven Sinne, d. h.
gegen den Uhrzeigersinn, s. Abb. 3.1(a) .
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Jede innere Verbindungslinie in einem Delaunay-Gitter gehört zu zwei Dreiecken . Die
Verbindungslinien, die nur zu einem Dreieck gehören sind Randlinien, d. h . gehören zum
Rand, der das gesamte Delaunay-Gitter umgibt . Jeder Verbindungslinie wird eine binäre
Variable front zugewiesen, die den Wert 0 hat, wenn die zwei Dreiecke, zu der diese
Linie gehört, bereits gefunden sind oder wenn diese Linie eine Randlinie ist . Ist nur eine
Verbindungslinie gefunden worden, erhält front den Wert 1. Diese Linien bilden somit
die Suchfront, also die gegenwärtige Ausdehnung des Delaunay-Gitters. Die drei Seiten
des ersten Dreiecks AB, BC und CA sind also Frontlinien. Nun werden die folgenden
Schritte ausgeführt :

Für jede Frontlinie AB wird geprüft, ob ein Punkt P in der Nachbarschaft von A
gefunden werden kann, so daß der Umkreis des Dreiecks APB keine weiteren Punkte
enthält, s. Abb. 3.1(a). Ist dies der Fall, so definiert APB ein Delaunay-Dreieck . Dazu
wird zunächst geprüft, ob der Punkt P aufder rechten oder der linken Seite der orientier-
ten Verbindungslinie AB liegt, d. h. ob die Determinante der Matrix mit den Spalten-
vektoren AB und AP negativ oder positiv ist. Wenn P aufder linken Seite von AB liegt,
muß APB nicht in Betracht gezogen werden, da P im Innern der Suchfront liegt undschon behandelt worden sein muß. Alle Punkte P der Nachbarschaft von A werden indieser Weise untersucht . Läßt sich keiner von diesen mit AB zu einem Delaunay-Dreieck
verbinden, muß AB eine Randlinie sein und die zugehörige Variable front bekommtsomit den Wert 0 zugewiesen. Der Algorithmus wird dann mit der Untersuchung dernächsten Frontlinie fortgesetzt . Wird hingegen ein Punkt P gefunden, der mit AB eingültiges Delaunay-Dreieck. APB bildet, so gibt es drei neue Verbindungslinien, nämlichAP, PB und BA, wobei letztere sich von AB nur durch ihre Orientierung unterscheidet .AB ist nun keine Frontlinie mehr und somit wird der Wert ihrer Variablen front auf0 gesetzt. Die Wahrscheinlichkeit, einen verbundenen Punkt P zu finden ist nicht füralle Nachbarschaftspunkte von A gleich groß, sondern ist für die äußeren Punkte der36 benachbarten Zellen des Quadratgitters wesentlich kleiner. Diese Information kannzur Geschwindigkeits-Optimierung des Algorithmus benutzt werden, indem man in deninneren Zellen mit der Suche beginnt und dann weiter nach außen zu den Zellen mitkleinerer Wahrscheinlichkeit für eine Verbindung fortfährt, s. Abb. 3.1 .Nun muß noch überprüft werden, ob die neuen Verbindungslinien AP und PB schongefunden worden sind . Falls nicht, sind sie neue Frontlinien und ihrer Variable frontwird der Wert 1 zugewiesen . Andernfalls wurden sie bereits als Frontlinien abgespeichertund nun wird ihrer Variablen front der Wert 0 zugewiesen . Man beachte, daß es nichtnotwendig ist, für alle Verbindungslinien zu untersuchen, ob AP und PB bereits gefun-den worden sind . In unserem Algorithmus machen wir Gebrauch von einem Datenfeldconnect, in dem für jeden Punkt alle mit diesem Punkt verbundenen Linien gepeichertsind . Es ist daher ausreichend, zu überprüfen, ob AP und PB in den zu A, bzw. Bgehörenden Bereichen von connect gespeichert sind . Die Suche nach neuen Linien wirdsolange es noch Frontlinien gibt fortgesetzt . Gibt es keine Frontlinien mehr, so ist dasDelaunay-Gitter fertig .

Dann wird das Voronoi-Gitter folgendermaßen bestimmt : Für jeden Punkt P werdenalle Dreiecke, die P als Eckpunkt enthalten, im mathematisch positiven Sinne, also
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Abbildung 3.1 : (a) Die Einteilung des zu diskretisierenden Gebietes in quadratische Git-
terzellen, um das VZG zu erhalten . Ebenfalls gezeigt ist das Anfangsdreieck ABC und
die aus 36 Zellen bestehende Nachbarschaft des Punktes A, in der sich Nachbarpunkte
befinden können . Für die Verbindungslinie AB wird ein Punkt P gesucht, so daß der
Umkreis des Dreiecks APB keine weiteren Punkte enthält. Dann ist das Dreieck APB
ein gültiges Delaunay-Dreieck . (b) Die Wahrscheinlichkeiten für einen zentral gelegenen
Punkt, Nachbarpunkte zu finden. Nur in 36 benachbarten Zellen ist diese von Null ver-
schieden und man sieht, dciß die Wahrscheinlichkeit sehr schnell nach außen abnimmt.
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gegen den Uhrzeigersinn, geordnet . Die Mittelpunkte ihrer Umkreise werden miteinander
verbunden. Das in dieser Weise konstruierte Polygon ist die mit P assoziierte Voronoi-
Zelle . In zusammengefaßter Form läßt sich der Algorithmus wie folgt schreiben:

" Setze Zufallspunkte in die Quadrat-Zellen .

Konstruiere das Startdreieck .

" Konstruiere das Delaunay-Gitter. Führe die folgenden Schritte aus, solange es
Frontlinien AB gibt:

1 . Suche Punkt P, der AB zu einem Delaunay-Dreieck ergänzt . Falls dies nicht
möglich ist, ist AB eine Randlinie .

2. Prüfe, ob die beiden neuen Linien AP und PB bereits als Frontlinien ge-
speichert sind . Falls nicht, sind sie neue Frontlinien. Falls ja, sind sie keine
Frontlinien mehr.

" Konstruiere das Voronoi-Gitter durch Verbinden der Umkreismittelpunkte allermit einem Punkt verbundenen Dreiecke .
Die Rechenzeit T(N) zur Konstruktion eines VZG ist proportional zur Anzahl N derZufallspunkte. Dies ist darauf zurückzuführen, daß die Nachbarn für jeden Punkt nurlokal gesucht werden müssen, nämlich in den 36 benachbarten Quadratzellen .

3.3.2

	

Das Poisson'sche Zufallsgitter
In diesem Abschnitt beschreiben wir einen Algorithmus zur Generierung von Zufalls-gittern, die auf Punkten mit gleichförmig verteilten x- und y-Koordinaten beruhen. ImGrenzfall unendlich großer Gitter entspricht dies einem Poisson-Prozeß [73] .Die Erzeugung eines Zufallsgitters basierend auf einem Poisson-Prozeß hat sehr vieleGemeinsamkeiten mit dem Zugang, derim vorigen Abschnitt beschrieben wurde. AndereTechniken sind jedoch an einigen Stellen notwendig, und zwar hauptsächlich deswegen,weil die Anzahl der Nachbarn im PZG nicht begrenzt ist. Der hier vorgestellte Algorith-mus ist detailliert in [135] beschrieben und basiert auf dem in [37, 53] vorgeschlagenenVerfahren.

Der PZG Algorithmus
Während des Initialisierungsprozesses wird ein Anfangsdreieck ausgewählt . Die Ver-bindungslinien dieses Dreiecks bekommen den Status aktiv, ganz ähnlich der Variablefront im letzten Abschnitt. Dann werden alle aktiven Verbindungslinien in der folgendenWeise behandelt, bis es keine aktiven Verbindungslinien mehr gibt . Um aktive Linienidentifizieren zu können, wird eine Variable treated benutzt, die für jede neu gefundeneLinie mit 0 initialisiert wird . Um das Zufallsgitter zu konstruieren hat man nun folgendeSchritte auszuführen:
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" Behandle die nächste aktive Verbindungslinie AB:
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1 . Zeichne den Kreis, der AB als Durchmesser enthält und überprüfe, ob dieser
weitere Punkte enthält .

2. Wenn dies der Fall ist, wähle denjenigen Punkt C aus, für den der Umkreis
des Dreiecks ACB den größten Radius hat.

3. Falls dies nicht der Fall ist, bewege das Zentrum des Kreises um eine klei-
ne Strecke e, die abhängig von der Anzahl der Punkte des Gitters ist, in
senkrechter Richtung zur Verbindungslinie AB. Wiederhole dies solange, bis
der Kreis Punkte enthält . Wähle dann den Punkt, der zum Kreis mit dem
kleinsten Radius führt.

" Speichere den gefundenen Punkt als neuen Eckpunkt und bilde zwei neue Linien
durch Verbinden des neuen Punktes mit den Endpunkten der untersuchten Linie .

" Prüfe, ob diese beiden Linien bereits existieren . Falls ja, so sind diese Linien nun
nicht mehr aktiv; falls nein, werden sie als neue aktive Linien aufgenommen.

" Die untersuchte Linie ist nun nicht mehr aktiv.

Für jede aktive Verbindungslinie muß man den nächsten Nachbarn gemäß der Delau-
nay-Konstruktion suchen. Eine Möglichkeit, dies zu tun, ist in Abb. 3.2 dargestellt .
Der Kreis, der AB als Durchmesser enthält, wird eingezeichnet . Dann wird überprüft,
ob dieser Kreis weitere Punkte in seinem Innern enthält (z: B. Cl) . Wenn dies der
Fall ist, wähle man unter diesen denjenigen aus, für den das durch AC1B gegebene
Dreieck den maximalen Umkreisradius hat . Ist dies nicht der Fall, bewege man den
Mittelpunkt des Kreises um eine kleine Strecke e in der Richtung senkreicht zu AB weiter
(z . B . M2, M3) . Die Größe von e ist abhängig von der Dichte der Zufallspunkte. Dies
wird solange fortgesetzt bis ein oder mehrere Punkte im Inneren des Kreises gefunden
werden (z . B. C2, C3) . Dann wird derjenige Punkt ausgewählt, der zum Dreieck mit
dem kleinsten Umkreisradius führt . Man sollte bei der Verwendung von Quadratwurzeln
und trigonometrischen Funktionen sehr vorsichtig sein, da sie die Rechenzeit drastisch
verlängern können .

Datenstrukturen

Die beiden Grundelemente des Zufallsgitters, Punkte und Verbindungslinien, werden als
verkettete Listen von speziellen Datenstrukturen organisiert, die die benötigten Infor-
mationen enthalten :
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SITE{
POINT p ;
int border ;
int nNb ;
MODE *pFirstNbNode ;
SITE *pNext5ite ;
SITE *pNextSlSite ;

1 ;

LINK{
POINT pl, p2 ;
SITE *pSitel,*pSite2 ;
int orient ;
char border ;
char treated ;
LINK *pNextLink ;

1 ;

NBNODE{
NBNODE *pNextNbNode ;
SITE *pNb ;
LINK *pLink ;

KAPITEL 3. VORONOI GITTER

Koordinaten */
Variable fuer Randpunkte */
Anzahl der Nachbarn */
Addresse der ersten Nachbarecke
Naechste Ecke in der Liste*/
Naechste Ecke in der Untergitterzelle

Koordinaten der Punkte */
Addressen dieser Punkte */
Orientierung der Verbindungslinie */
Variable fuér Randlinie */
Variable fuer bereits behandelte Linie
Naechste Verbindungslinie in der Liste

Die Liste für die Ecken (SITE) wird nur einmal am Anfang initialisiert . Während
der Konstruktion des Gitters werden Nachbarn dynamisch an jede Ecke angehängt .
Die Addresse des ersten Nachbarn ist in pFirstNbNode enthalten. Jeder angehängte
Nachbar ist auch wieder eine Struktur, die die Informationen über die Addresse seinesNachbarn und über die Verbindungslinien zu diesem Nachbarn enthält :

/* Naechster Nachbar */
/* Addresse des Nachbarn */
/* Addresse der verbindenden Linie */

Im Gegensatz zur Argumentationsführung in Abschnitt 3.3.1 ist hier nichts über dieRegion bekannt, wo sich die Nachbarn eines Punktes befinden können . Prinzipiell könnendiese an jeder beliebigen Stelle in der Ebene liegen . Jedoch ist es nicht akzepatabel dieseSuche auf alle Punkte auszudehnen, da dies zu einem Zeitverhalten proportional zu IV'führen würde. Alternativ könnte man eine baumartige Struktur einführen, die es einemerlaubt, Punkte in der Nachbarschaft aufzuspüren. Eine andere Möglichkeit bestehtdarin, das Gitter in Untergitter aufzuteilen derart, daß jede Zelle des Untergitters imDurchschnitt etwa die gleiche Anzahl an Punkten enthält . Diese Methode wurde hierverwendet. Der Zeiger pNextSlSite enthält die Addresse des nächsten Punktes derbetrachteten Unterzelle . Für jede Verbindungslinie muß man also nur eine begrenzte
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Mittelsenkrechte auf
der Verbindungsline AB

Suchrichtung
-i

Geschwindigkeit und Speicherbedarf
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Abbildung 3.2 : Suche eines Punktes C, der die Verbindungslinie AB zu einem Delaunay-
Dreieck ergänzt. Mi , M2 und M3 sind die Mittelpunkte der Kreise und Cl, C2 und C3
Punkte des Gitters.

Anzahl von Punkten untersuchen. Eine Anzahl von etwa 5 bis 10 Punkten pro Unterzelle
hat sich als optimal erwiesen. Für jede aktive Verbindungslinie müssen die Unterzellen
selbst und die 8 nächsten Nachbarn untersucht werden.

Während der Konstruktion des Gitters können Situationen auftreten, wo Nachbar-
punkte gefunden werden, die zu Verbindungslinien gehören, die bereits gefunden worden
sind und den Status aktiv haben. Diese müssen dann als behandelt gekennzeichnet wer
den, indem die Variable treatedin der Datenstruktur für die Verbindungslinien (LINK)
gesetzt wird. Diese werden dann in der verketteten Liste übersprungen .

Das Abbruchkriterium hängt von dem Problem ab, das man untersuchen will. Gibt
es keine periodischen Randbedingungen, so muß man eine Grenze angeben, über die
hinaus der Algorithmus abbrechen soll und nicht nach weiteren Punkten sucht. Sind die
Randbedingungen periodisch, ist eine solche Grenze nicht notwendig, da der Algorithmus
automatisch terminiert .

Die Geschwindigkeit eines Programms hängt von der Art des Algorithmus und der spe-
ziellen Realisierung aufdem Computer ab. Das beste Zeitverhalten, das man bekommen
kann ist O(N), d. h. die Rechenzeit T(N) wächst linear mit der Anzahl der Punkte an .
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Um alle überflüssigen Berechnungen zu vermeiden, wurden die folgenden Maßnah-
men ergriffen :

" Während der Konstruktion des Gitters muß man, immer wenn neue Nachbarn
und damit zwei neue Verbindungslinien gefunden werden, überprüfen, ob diese
sich nicht schon in der Liste der als aktiv charakterisierten Verbindungslinien
befinden . Um den Einfluß dieser Aufgabe auf das Zeitverhalten in möglichst klei-
nen Grenzen zu halten, ist jedem Punkt vermöge der Struktur NBNODE nicht
nur sein Nachbar pNb bekannt, sondern auch die mit ihm verbundenen Linien
pLink. So müssen also nur die Linien, die bereits mit dem Punkt verbunden sind,
untersucht werden . Die Anzahl dieser Linien ist im Durchschnitt klein .

KAPITEL 3. VORONOI GITTER

Bei der Suche nach potentiellen Nachbarn hat man Kreise zu konstruieren und
deren Mittelpunkte zu verschieben . Man muß dafür Sorge tragen, daß die Größe e,
die die Länge bezeichnet, um die der Mittelpunkt verschoben wird, von der Dichte
der Zufallspunkte abhängt . Diese Strecke e ist dann optimal gewählt, wenn das
Produkt aus Punktdichte und Fläche des ersten Kreises von der Größenordung
eins ist.

Mit diesen Vorkehrungen sollte der Algorithmus ein Zeitverhalten von O(N) ha-
ben, da für jeden Punkt eine feste Anzahl an Operationen und Speicherallozierungen
vorgenommen werden muß .

Diese theoretischen Überlegungen spiegeln jedoch nicht die wirkliche Situation wie-der. Dynamische Speicherzuweisungen sind zwar intuitiv und leicht zu programmieren,der Computer wird jedoch gezwungen, immer größer werdende Speicherbereiche zu ver-walten, so daß die Zeit für die Speicherallozierung stärker als die Systemgröße wächst.Es ist deswegen vorteilhaft, den gesamten benötigten Speicher gleich bei der Pro-gramminitialisierung anzufordern. Immer wenn neuer Speicher benötigt wird (für neueNachbarn oder Verbindungslinien), wird er aus diesem Reservoir geholt . Auf diese Artund Weise muß der Computer keine zusätzliche Arbeit für die Speicherallozierung lei-sten . Die Allozierung des Speichers gleich zu Anfang bringt keine Probleme mit sich, daman ja aus der Euler-Beziehung weiß, daß die durchschnittliche Zahl von Nachbarn 6ist . Insbesondere für sehr große Gitter (N >_ 10000) ist dies sehr vorteilhaft, da die Spei-cherallozierung dann einen bedeutenden Anteil an der gesamten Rechenzeit einnimmt.

3 .3.3

	

Dynamische Zufallsgitter
Nun wollen wir eine Methode beschreiben, wie man Zufallsgitter dynamisch erzeugenkann, sog. dynamische Zufallsgitter (DZG) . Dies macht es möglich, Zufallsgitter in Simu-lationen dynamisch zu benutzen [97, 98] . Die Grundidee ist es, von einem existierendenGitter auszugehen (von einem Dreiecksgitter) und dann sukzessive dieses Gitter zu ei-nem Zufallsgitter zu verändern, indem man Punkte verschiebt . Das Gitter erfüllt zujeder Zeit die Voronoi-Konstruktion und dies gewährleistet, daß auch das Gitter, dasman am Schluß erhält, ein Delaunay-Gitter ist.
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Durch den DZG Algorithmus erhält man ein vektorisierbares Zufallsgitter, indem
man die Punkte - einen nach dem anderen - innerhalb der Zelle des Quadratgitters, die
zu dem Punkt gehört, verschiebt, s. Abb. 3.1 . Diese Vorgehensweise ist in Abb. 3.3(a)-
(b) illustriert . Das dynamische Poisson'sche Zufallsgitter erhält man, indem man die
Punkte - wieder einer nach dem anderen - beliebig weit innerhalb des ganzen Gitters
verschiebt, s. hierzu Abb. 3.3(c)-(d) . Das Zeitverhalten für dynamische Zufallsgitter
ist komplizierter als bei den anderen beiden Algorithmen. Dies ist auf die Suchphase
des Algorithmus zurückzuführen, den wir weiter unten im Detail beschreiben werden .
Verglichen mit den anderen beiden Algorithmen ist der für dynamische Zufallsgitter
deutlich langsamer.

Der DRL Algorithmus

Wir beschreiben nun die grundlegenden Elemente des Algorithmus. Für eine detaillier-
tere Beschreibung, siehe [97, 98] . Wenn ein Punkt langsam von einem Platz zu einem
anderen bewegt wird, kann man sich alle Veränderungen im Gitter als "Umklappen"
von Verbindungslinien vorstellen . Ein solcher Prozeß ist in Abb. 3.4 illustriert, wo die
Verbindungslinie EP im Teil (a) der Abbildung zur Linie DF im Teil (b) umklappt .
Die Punkte P und E verlieren dabei jeweils einen Nachbarpunkt, während die Punkte
D und F jeweils einen Nachbarn gewinnen . Man kann sich die Funktion unserers Algo-
rithmus so vorstellen, daß ein Punkt langsam durch das Gitter bewegt wird und dabei
eine Reihe von solchen "Umklapp"-Vorgängen stattfinden . Ein solcher geschieht immer
dann, wenn (i) der Punkt P in den Umkreis eines Dreiecks eintritt (wie bei den Punkten
A, B und C in Abb. 3.4(a)), was die Anzahl der Nachbarn um eins erhöht oder wenn
(ii) der Punkt P den Umkreis eines Dreiecks verläßt (wie in Abb. 3.4(b) für die Punkte
D, E und F dargestellt) . Letzteres reduziert die Anzahl der Nachbarn um eins .

Es ist zwar unmöglich, die Anzahl der "Umklapp"-Vorgänge vorauszuberechnen, aber
man kann sich vorstellen, daß diese sequentiell vonstatten gehen, wenn man den Punkt
auf seiner Bahn zu seiner neuen Position verfolgt . Nun ist es jedoch nicht notwendig,
diese Prozesse einen nach dem anderen auszuführen, während man der Trajektorie des
Punktes folgt . Wenn ein Punkt bewegt wird, kann man dies auch so verstehen, daß
er zunächst entfernt wird, wobei er ein Gitter mit N - 1 Punkten hinterläßt . Dann
berechnet man die Nachbarschaft dieses Punktes neu. Anschließend setzt man den Punkt
auf seine neue Position und es wird bestimmt zu welchem Dreieck er gehört. Da man im
Vorhinein nicht weiß zu welchem Dreieck er gehören wird, muß dieses durch eine Suche
durch das Gitter bestimmt werden [119]. Schließlich wird der Punkt dann hinzugefügt
und das Gitter wird gemäß den beiden oben beschriebenen Grundprozessen korrigiert .
In schematisierter Form sieht der DZG Algorithmus wie folgt aus:

" Generiere ein Dreiecksgitter mit N Punkten und der Topologie eines Torus (peri-
odische Randbedingungen) .

9 Behandle jeden Punkt des Gitters wie folgt :
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Abbildung 3.4 : Teil eines Delaunay'schen Zufallsgitters, (a) bevor und (b) nachdem
der Punkt P verschoben worden ist. Es finden zwei "Umklappvorgange" statt . Der vom
Punkt P aus links stattfindende Prozeß reduziert die Zahl der Nachbarn des Punktes E
um eins, während der von P aus rechts stattfindende Prozeß die Anzahl der Nachbarn des
Punktes B um eins erhöht. Die dick gezeichneten Linien stellen die Verbindungslinien
des Delaunay'schen Zufallsgitters dar, während die dünn eingezeichneten das dazu duale
Voronoi-Gitter kennzeichnen.

1 . Entferne den Punkt P mitsamt seinen Verbindungslinien zu seinen Nachbar-
punkten.

2. Korrigiere das nun aus N - 1 Punkten bestehende Gitter .
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3. Setze den Punkt P an eine neue (zufällig) gewählte Position wieder in das
Gitter ein.

4. Durchsuche das Delaunay-Gitter mit N -1 Punkten, um festzustellen, inner-
halb welchen Dreiecks der Punkt P nun liegt.

5. Korrigiere das Gitter gemäß den beiden oben beschriebenen elementaren
"Umklapp"-Vorgängen, s. Abb. 3.4 .

Datenstrukturen

Dem Algorithmus liegt eine dynamische Zeigerstruktur zugrunde . Für jeden Eckpunkt
ist eine Struktur SITE definiert, in der, alle mit dieser Ecke assoziierten Informationen
gespeichert werden. Unter diesen Informationen befindet sich auch eine Liste NN mit
den Zeigern auf die nächsten Nachbarn. FürjedenEckpunkt in dieser Liste gibt es ebenso
einen Zeiger, der auf den ursprünglichen Eckpunkt zeigt . Dies hat den Vorteil, daß die
mit einer Ecke verbundenen Informationen nur einmal gespeichert werden müssen. Die
Eckpunkt-Informationen und die verketteten Listen mit den nächsten Nachbarn sind
wie folgt organisiert :
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SITE {
POINT p;

	

/* Koordinaten */
int

	

n;

	

/* Nummer des Punktes */
int

	

q;

	

/* Koordinationszahl */
NN

	

*pNN ; /* Zeiger zum ersten Nachbarn
1 ;

NN {
SITE

	

*psite ;

	

/* Zeiger zur Ecke */
CIRCLE circle ;

	

/* Umkreis */
int

	

pos;

	

/* Position relativ zur Ecke */
NN

	

*pNN ;

	

/* Zeiger zum naechsten Nachbarn */
1 ;

KAPITEL 3. VORONOI GITTER

Die Korrektur des Gitters, nachdem ein "Umklapp"-Vorgang stattgefunden hat, wirddurch Umkonfigurieren der Zeiger pNN in der Liste der nächsten Nachbarn gewährlei-stet . Wenn ein neues Dreieck erzeugt oder ein altes gelöscht wird, werden in der Listeder nächsten Nachbarn NN die Informationen über die Umkreise korrigiert, bzw. ein-getragen [97] .

Zeitverhalten des Algorithmus

Die durchschnittliche Rechengeschwindigkeit des Algorithmus kann folgendermaßen ge-schrieben werden :

T(N) = O(N(R(N) + S(N) + A(N))) .

	

(3.3)
Hierbei kennzeichnet R(N) die durchschnittliche Zeit zum Entfernen eines Punktes,S(N) die mittlere Suchzeit und A(N) die Zeit zum Einfügen eines Punktes. Für einDreiecksgitter ist die Koordinationszahl 6, so daß sowohl R(N) als auch A(N) 6 Opera-tionen unter den nächsten Nachbarn beanspruchen . Aus Gleichung 3.2 wissen wir, daßdie durchschnittliche Koordinationszahl für Dreiecke 6 ist, so daß sowohl R(N) als auchA(N) im Durchschnitt konstant sind und nicht mehr von N abhängen.Die Suchzeit S(N) ist proportional zur Entfernung zwischen der alten und der neuenPosition des betrachteten Punkes P [97] . Im Falle des VZG befinden sich die neuenPositionen der Punkte innerhalb einer festgelegten Entfernung von den alten Positionen,so daß auch S(N) eine Konstante ist. Wir erwarten daher ein Zeitverhalten, das linearzur Anzahl N der Punkte ist, also O(N) . Für das Poisson'sche Zufallsgitter ist dieSuchzeit im schlimmsten Falle proportional zur Seitenlänge des Systems, also ~IN-, wasinsgesamt zu einem Zeitverhalten der Art O(N%fN-) führt.
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Tabelle 3 .1 : Der obere Teil der Tabelle gibt die Geschwindigkeit zur Konstruktion eines
VZG und eines PZG mit Hilfe der entsprechenden Algorithmen an. Der untere Teil
entält die Meßwerte für die dynamischen Varianten dieser Algorithmen.
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Abbildung 3.5 : Rechenzeiten für das Poisson'sche, das vektorisierbare und die beiden
dynamischen Zufallsgitter. Die Zeiten sind in Millisekunden angegeben . Zum Vergleich
wurden die Geraden eingezeichnet, die einen linearen Anstieg, bzw. einen Anstieg wie
Ni.5 der Rechenzeit gegen die Anzahl N der Punkte angeben .

N 100 1000 10000 50000 100000 200000 300000
VZG 0.04 0.18 1.72 8.90 18.3 38.6 60.3
PZG 0.02 0.20 2.05 11 .3 23.0 47.3 73 .9
DVRL 0.11 0.99 10.15 50.6 101 .0 207 308
DPRL 0.14 1 .70 ~ 29.20 264.8 713.8 1938 3476
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3.4 Ergebnisse
Alle in diesem Kapitel vorgestellten Rechnungen wurden auf Sun Sparc 10 Workstations
ausgeführt. In Tabelle 3.1 und Abb . 3.5 sind die Meßergebnisse für das Geschwindig-
keitsverhalen der vier Algorithmen (VZG, PZG, DVZG und DPZG) dargestellt . Bei
den statischen Varianten ist ein nahezu linearer Anstieg der Rechenzeit mir der Anzah-
le N der Punkte festzustellen . Hingegen steigt die Rechenzeit für sehr große Systeme
stärker als linear an, da hier fast der gesamte Speicher der Workstation gebraucht wur-
de. Dann beginnt der Computer, Speicher auf die Festplatte auszulagern ("pagen") . Im
Falle des statischen VZG läßt sich das Zeitverhalten in der Form T(N) ti 0.20N ange-
ben, während das statische PZG durch den Ausdruck T(N) = 0.24N beschrieben wird .
Dabei ergibt sich die benötigte Rechenzeit dann in Millisekunden.

Für den dynamischen VZG Algorithmus ergibt sich ebenfalls ein linearer Anstieg
der Rechenzeit mit der Anzahl der Gitterpunkte, der mit T(N.) = 1 .01N angegeben
werden kann. Im Falle des dynamischen PZG Algorithmus ist das Verhalten, wie aus den
theoretischen Überlegungen zu erwarten war von der Art O(N-,~,IN-) . Ein Ausdruck der
Form T(N) = aN(b+ �7N-), mit a -- 150msec und b -- 65msec beschreibt das Verhalten
der Kurve gut, s. Abb . 3.5 . Für sehr große N nähert sich dieser Ausdruck asymptotisch
der vorhergesagten Form O(N-%7N--) . Wenn man im Vorhinein eine Kenntnis über die
Art der Veteilung der Punkte hat, kann es auch beim dynamischen Zufallsgitter von
Vorteil sein - ähnlich wie im Falle des statischen PZG - ein Untergitter einzuführen .
Aber hier wurde nur der allgemeine Algorithmus für die Konstruktion von dynamischen
Zufallsgittern benutzt . Es wäre also noch Raum für weitere Optimierungen.

3.5 Zusammenfässung

KAPITEL 3. VORONOI GITTER

Es wurden vier Algorithmen vorgestellt, die verschiedene Arten von Delaunay-Gitternund ihre assoziierten (mathematisch dualen) Voronoi-Gitter konstruieren . Wir habenexplizit beschrieben, wie sich solche Algorithmen in den Programmiersprachen C, bzw.FORTRAN implementieren lassen . In den C Programmen wurde dabei extensiver Ge-brauch von Zeigern und Strukturen gemacht .
Im Falle des statischen VZG und PZG haben wir gefunden, daß das Zeitverhalten gutals linear zur Anzahl der Punkte beschrieben werden kann. Jedoch steigt die benötigteRechenzeit stärker an, wenn man große Systeme in Betracht zieht und fast der gesamteComputerspeicher benötigt wird . Es wurden dynamische Varianten des VZG und PZGAlgorithmus vorgestellt, mit denen man Gitter dynamisch in Simulationen verändernkann. Dies erkauft man sich mit einem schlechteren Zeitverhalten für die anfänglicheKonstruktion des Gitters.



Kapitel 4

Simulation von Scherzellen

4.1 Einleitung

Die Scherung von dichtgepackten granularen Materialien spielt in vielen Anwendun-
gen der Ingenieurwissenschaften, wie der Bodenmechanik und dem Bau von Silos und
Trichtern, eine bedeutende Rolle. Ebenso wichtig ist sie in geophysikalischen Anwendun-
gen. In Gebieten, die überwiegend aus Sedimentationsgestein oder Granit gebildet sind,
bricht das Material auf und bewegt sich auseinander, wenn es einer großen Scherkraft
ausgesetzt ist und wenn der hydrostatische Druck, der das Gestein zusammenpreßt, groß
genug ist [10, 131, 132] . Aufwesentlich größerer Längenskala haben wir das Beispiel der
tektonischen Platten, die sich gegeneinander bewegen, wobei das Gestein an der Gren-
ze zweier tektonischer Platten zu Gesteinsmehl (Mylonit) zerkleinert wird . Schließlich
wird dieses noch weiter in eine lehmartige Substanz zermahlen, die man im Deutschen
"Störungsletten" nennt [27, 95] . Auf die Bewegung tektonischer Platten werden wir im
nächsten Kapitel, das sich mit der Simulation von Erdbeben beschäftigt, zurückkom-
men. Ein nahezu zweidimensionales Beispiel für Scherbewegungen kann man beobachten,
wenn Packeis aufbricht [153] . Die Bestimmung des Reibungs- und Dilatanzwinkels, wie
sie in der klassischen Theorie der Plastizität nach Mohr und Coulomb verwendet werden
[149], wird in ingenieurtechnischen Anwendungen oft mit dem Scherapparat nach Jenike
durchgeführt [158] .

Wegen der einfachen Form des Spannungstensors in diesen Scherzellen und der relati-
ven Leichtigkeit, mit der man die externen Parameter kontrollieren kann, sind sie Gegen-
stand vieler numerischer [31, 50, 163, 186] und theoretischer Arbeiten [152] . Man mißt,
wie die Scherkraft sich mit der Geschwindigkeit verändert. Steigt diese an, so spricht
man von Scherhärtung ("shear hardening" ), wird sie mit zunehmender Geschwindigkeit
kleiner, so nennt man dies Scherschwächung ("shear weakening", "shear thinning") .
Bei der Scherung von granularen Medien beobachtet man oft, daß das Volumen dabei
anwächst . Dieses Phänomen, das man als Dilatanz bezeichnet, entspricht einer negati-
ven Poissonzahl. Die Dilatanz wird vor allem durch die Normalkraft kontrolliert, die auf
die Scherzelle wirkt.

43
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KAPITEL 4. SIMULATION VON SCHERZELLEN

Viele numerische Techniken werden benutzt, um Scherzellen zu simulieren . Zugänge
mit Hilfe der Kontinuumstheorie, wie z. B. bei der FLAC Technik [131, 132], erlauben es,
sehr große Systeme zu betrachten, können aber nicht die mikromechanischen Aspekte
reproduzieren, die auf die geometrische Form der Teilchen zurückzuführen sind . Eine
sehr leistungsstarke Methode, die die Bahnen und Rotationen der Teilchen verfolgt, ist
die Diskrete Elemente Methode (DEM), die von Cundall und Strack eingeführt wurde
[46] . Sie basiert auf den gleichen numerischen Grundlagen wie die Molekular-Dynamik
Methode, die wir in unseren Simulationen verwenden [182, 184, 185] .

4.2

	

Das numerische Experiment

~~MNEc E

Abbildung 4.1 : Ein Voronoi-Gitter von 16 mal 16 Zellen, wie es für unsere Simulationenbenutzt wurde . Gezeigt sind auch die Zufallspunkte, die das Gitter definieren, sowie diequadratische Struktur des Gitters, in dem diese Punkte angeordnet sind.
Zur Simulation von Scherzellen verwenden wir die in den Kapiteln 2 und 3 herausgear-beiteten Grundlagen . Eine oft gebrauchte Scherzelle ist der Couette-Apparat, der aus
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Abbildung 4.2 : Skizze der für unsere numerischen Experimente benutzten Scherzelle .
Eine Normalkraft FN wirkt auf die obere und untere Wand des Gerätes. Diese werden
mit einer Geschwindigkeit vs gegeneinander geschert.

einem festen inneren Zylinder und einem drehbaren äußeren Zylinder besteht, der gegen
diesen, bewegt wird . Das zu untersuchende granulare Material befindet sich zwischen
den beiden Zylinderwänden . Ein solches Gerät wurde auch in der ersten systematischen
Arbeit im Bereich des schnellen Fließens von granularen Medien von Bagnold benutzt
[12, 13] . Die gebräuchlichsten Scherzellen sind die Jenike-Scherzelle und das Ringscher-
gerät. Eine genaue Beschreibung solcher Geräte, sowie Vorschläge zu ihrer Verbesserung
findet man in [20, 77, 123, 160] .

Später wurden solche Systeme mit sphärischen Teilchen mit Hilfe der Molekular-
Dynamik Methode auch auf dem Computer modelliert [30, 31, 44, 45, 81, 133] . Eine
Simulation, die der unseren sehr ähnlich ist, wurde in der Dissertation von Handley
[66] beschrieben. Um die Zylindersymmetrie zu simulieren, benutzen wir periodische
Randbedingungen in der horizontalen Richtung, d. h. Teilchen, die das System rechts
verlassen kommen links wieder hinein und umgekehrt. Wir gehen von einer vollkommen
dichten Packung von Voronoi-Polygonen aus, deren Konstruktion wir in Kapitel 2.4
beschrieben haben, s . Abb. 4.1 . Die Zellen des oberen und unteren Randes werden als
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fest miteinander verbunden betrachtet . Sie werden mit konstanter Geschwindigkeit vs
gegeneinander geschert, wie in Abb. 4 .2 dargestellt. Dabei werden sie mit einer Normal-
kraft FN gegeneinander gedrückt . Aufgrund dieser Kraft und der Wechselwirkung mit
den inneren Granulatkörnern werden sich diese Wände in vertikaler Richtung bewegen.
Wir messen die Distanz, um die sie sich insgesamt in der Simulation bewegen, welche
als Dilatanz Dy bezeichnet wird . Die Simulation ist so ausgelegt, daß die Wände sich
nicht drehen können, d. h. ihr Abstand voneinander ist an allen Stellen gleich groß.
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Abbildung 4.3 : Scherkraft Fs in dyn gegen Zeit in Sekunden für einen typischen Si-mulationslauf. Das Signal weist sehr starke Fluktuationen auf. An einer Stelle wird dieScherkraft sogar negativ .

Wir wollen ebenfalls die Scherkraft Fs messen, die nötig ist, um bei gegebener Nor-malkraft FN eine gegebene Schergeschwindigkeit vs aufrecht zu erhalten . Diese wird auf-grund der unregelmäßigen Teilchenformen starke Fluktuationen aufweisen . In Abb. 4.3ist die Scherkraft Fs für einen typischen Simulationslauf gegen die Zeit aufgetragen.Wie man sieht, sind die Fluktuationen sehr stark und an einer Stelle wird Fs sogarnegativ. Ähnlich starke Fluktuationen treten auch im Signal der Dilatanz gegen die Zeitauf. Um dennoch gute Meßwerte mit kleinen Fehlerbalken zu bekommen, führen wir
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mehrere Simulationsläufe mit den gleichen physikalischen Parametern aber mit unter-
schiedlichen Initialisierungswerten für das Zufallsgitter aus. Für einen Parametersatz
haben wir dazu jeweils 32 Simulationsläufe mit Systemen ausgeführt, die aus 16 mal 16
Zellen bestehen . Für einen Simulationslauf waren dabei etwa 120000 Zeitschritte nötig,
bis sich das System im quasistatischen Bereich befand. Die Simulation lief auf dem Pa-
ragon Parallelrechner des ZAM (Zentralinstitut für angewandte Mathematik), der mit
140 Prozessoren vom Typ Intel i860 mit jeweils 32 MB lokalem Speicher ausgestattet ist .
Ein Simulationslauf, wie er oben beschrieben ist, lief dann in 4 Stunden auf 32 Knoten
dieses Supercomputers.
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Abbildung 4.4 : Mittelung der Scherkraft über 3,2 Simulationsläufe mit verschiedenen

Zufallsgittern. Die Fluktuationen sind sehr viel kleiner als in Abb. 4.3 . Man erkennt,

daß zu Beginn der Simulation die Scherkraft zunächst sehr stark ansteigt und dann

gegen einen Sättigungswert hin abfällt.

Die Meßwerte wurden über die 32 Läufe gemittelt, was Ergebnisse mit sehr kleinen

Fehlertoleranzen ergab . In Abb. 4.4 ist der Mittelwert der Scherkraft gegen die Zeit
für einen typischen Simulationslauf dargestellt. Wie man sieht, sind die Fluktuationen

sehr viel geringer, was zu Ergebnissen mit sehr viel kleineren Fehlerbalken führt. Man

erkennt nun auch . sehr klar das Zeitverhalten der Scherkraft, welches man in Abb. 4.3
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Scherkraft und Dilatanz

Abbildung 4.5 : Dilatanz gegen Zeit als Mittelung über 3,2 verschieden Simulationsläufe .Zu Beginn wächst die Dilatanz sehr stark an und geht dann asymptotisch gegen einenSättigungswert (FN = ION, vs = 20cm/s).

nur erahnen kann. Am Anfang steigt die Scherkraft sprunghaft von Null auf einen hohenWert an, um dann ebenfalls sehr schnell wieder abzufallen und allmählich gegen einenSättigungswert zu streben. Um die Scherkraft Fs für einen gegebenen Satz physikalischerParameter zu bestimmen, bilden wir den Mittelwert über die letzten 20000 Zeitschritte,wo sich das System im saturierten Zustand befindet . Betrachtet man die Abb . 4.5, woder Mittelwert der Dilatanz Dy über 32 Simulationsläufe für den gleichen Parametersatzwie in Abb. 4.4 dargestellt ist, so erkennt man, daß auch diese zu Beginn der Simulationein sehr abruptes Verhalten zeigt . Sie steigt zunächst sehr stark an und strebt dannasymptotisch gegen einen konstanten Wert.

Um das abrupte Verhalten in den beiden Kurven Abb . 4.4 und Abb. 4 .5 zu verstehen,ziehen wir die Abb . 4.7 und 4.8 heran. Hier sehen wir die Entwicklung einer Scherzelle zuvier aufeinander folgenden Zeitschritten. Der obere Teil von Abb . . 4.7 zeigt das System
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Abbildung 4.6 : Scherkraft Fs gegen Schergeschwindigkeit vs für vier verschiedene Nor-

zu Beginn der Simulation. Die Teilchen sind dicht gepackt, und die Zellen haben sich
noch nicht um ihre eigene Achse gedreht, was durch die schwarzen Pfeile angedeutet
wird . (Pfeilrichtung nach rechts bedeutet keine Rotation, Pfeilrichtung nach oben würde
z . B. eine Rotation um 90 Grad gegen den Uhrzeigersinn bedeuten) . Im nächsten Bild
ist der Zustand des Systems nach 0.1 s dargestellt . Man sieht, daß sich einige Lücken
zwischen den Zellen gebildet haben, und demnach eine Ausdehnung stattgefunden hat.
Im nächsten Bild zum Zeitpunkt 0 .2 s und noch besser im letzten Bild der Sequenz zum
Zeitpunkt 0 .4 s erkennt man, daß Teilchen im mittleren Bereich der Scherzelle rotieren,
während Teilchen nahe den Wänden sich nicht drehen . Es bildet sich also eine lokalisierte
Scherzone . Der Verlauf dieser Scherzone parallel zu den Wänden ist durch die von uns
verwendete Geometrie der Scherzelle vorgegeben .
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Abbildung 4.7 : In diesem und im folgenden Bild werden vier Zeitschritte in der Ent-wicklung eines Scherexperimentes gezeigt, und zwar nach 0 s (links oben), 0.1 s (linksunten), 0.2 s (rechts oben) und 0. .4 s (rechts unten) .
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Abbildung 4 .8 : Die kleinen Pfeile zeigen an, um welchen Winkel sich die Zellen seit

Beginn der Simulation gedreht haben . Ein nach rechts zeigender Pfeil bedeutet keine

Drehung.
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Wir können nun verstehen, wie es zu dem abrupten Verhalten der Scherkraft Fs und
der Dilatanz Dy zu Beginn der Simulation kommt . Zunächst sind die Teilchen dicht
gepackt. Sobald man beginnt, das System zu scheren kann die dichte Packung nicht
mehr aufrechterhalten werden . Die Teilchen haben nur die Möglichkeit auszuweichen,
indem sich das System vertikal ausdehnt . Dazu ist eine sehr große Kraft aufzubringen,
da sich die Teilchen gegenseitig im Weg sind . Ist eine gewisse Ausdehnung erreicht,
können Teilchen in der Mitte des Systems sich drehen und die Ausdehnung des System
geschieht wesentlich langsamer bis sie schließlich völlig zum Erliegen kommt. In unseren
Simulationen haben wir stets beobachtet, daß die Scherkraft Fs mit der Zeit abnimmt,
und es ergab sich stets ein Verhalten wie in Abb. 4.4 dargestellt .
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Abbildung 4.9 : Scherkraft Fs gegen Schergeschwindigkeit vs für vier verschiedene Nor-malkräfte FN in doppelt-logarithmischer Darstellung . Zum Vergleich ist eine Kurve dar-gestellt, die einem Potenzgesetz mit dem Exponenten 0.16 entspricht .

Wir haben für vier verschiedene Normalkräfte FN die Abhängigkeit der ScherkraftFs von der Schergeschwindigkeit vs gemessen . Das Resultat ist in Abb. 4.6 dargestellt.In all unseren Experimenten haben wir ein Elastizitätsmodul von 1MPa verwendet. Fürdie Coulomb Reibung lc wählten wir 0.5, Î'T war 100 s-i, Î'N war ebenfalls 100 s-1 ,was einem Restitutionskoeffizienten von e ti 0.8 entspricht . In allen Fällen beobachten
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Abbildung 4.10: Scherkraft Fs gegen Normalkraft FN für sechs verschiedene Scherge-
schwindigkeiten vs (2, 4, 6, ~ - -, 12cm/s) in doppelt logarithmischer Darstellung . Eine
Kurve, die einem Potenzgesetz mit dem Exponenten 0.76 entspricht, ist zum Vergleich
ebenfalls dargestellt .

wir, daß die Scherkraft Fs mit der Schergeschwindigkeit vs zunimmt, also Scherhärtung .
Das Verhalten dieses Anstiegs ist sehr unterschiedlich für kleine Schergeschwindigkeiten
bis etwa 15 cm/s und große Schergeschwindigkeiten über diesem Wert. Für den Teil
der Kurve oberhalb von 15 cm/s kann das Verhalten der Kurve an ein Potenzgesetz
angepaßt werden. Der Exponent dieses Potenzgesetzes ist für alle vier Kurven gleich
und beträgt etwa (0.16 ± 0.01) . In Abb. 4.9 ist die Abhängigkeit der Scherkraft FS von
der Schergeschwindigkeit noch einmal, diesmal doppelt logarithmisch dargestellt . Zum
Vergleich ist eine Kurve eingezeichnet, die ein Potenzgesetz mit dem Exponenten 0.16
darstellt. Man sieht, daß die Kurven parallel sind .

In Abb. 4.10 ist die Abhängigkeit der Scherkraft Fs von der Normalkraft FN für
sechs verschiedene Geschwindigkeiten vs doppelt logarithmisch dargestellt. Die Kurven
können sehr gut an ein Potenzgesetz mit dem Exponenten 0 .76 angepaßt werden, wie
man erkennt, wenn man diese mit der ebenfalls eingezeichneten Kurve vergleicht, die
einem solchen Potenzgesetz entspricht . Würde das Coulomb-Gesetz gelten, wäre also die
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Scherkraft Fs proportional der Normalkraft FN, dann wäre der Exponent 1. Eine mögli-
che Erklärung für diesen schwächeren Anstieg werden wir später im Zusammenhang mit
den Eigenschaften der Scherbänder vorschlagen.

Insgesamt hängt also die Scherkraft Fs folgendermaßen von der Normalkraft FN und
der Schergeschwindigkeit vs ab :

Für unsere Messungen, bei denen alle anderen Parameter konstant gehalten wurden,
betragen diese Exponenten a = 0.16 und ß= 0.76.
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Abbildung 4.11: Dilatanz Dy gegen Schergeschwindigkeit vs für vier verschiedene Nor-malkräfte FN.

Wir betrachten nun die Abhängigkeit der Dilatanz Dy von der Schergeschwindigkeitvs. Diese ist in Abb. 4.11 für die von uns -untersuchten vier Normalkräfte FN dargestellt .In allen vier Kurven steigt die Dilatanz Dy streng monoton mit der Schergeschwindigkeitan. Auch hier sind wie in Abb. 4.6 zwei Bereiche mit unterschiedlichem Verhalten er-kennbar und die Grenze zwischen diesen beiden Bereichen liegt auch hier wieder bei etwa20 cm/s. In beiden Bereichen ist der Anstieg der Dilatanz mit der Schergeschwindigkeitlinear . Im Bereich kleiner Schergeschwindigkeiten ist die Steigung der Geraden jedochwesentlich größer als im Bereich hoher Schergeschwindigkeiten . In beiden Regimen sind
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sowohl die Dilatanz als auch ihre Ableitung um so höher, je kleiner die Normalkraft
FN ist . Dies ist auch zu erwarten, da eine höhere Normalkraft dazu führt, daß sich das
System nicht so leicht ausdehnen kann. Die Abhängigkeit der Ableitung der Dilatanzâ von der Normalkraft FN kann für den Bereich höherer Werte für die Schergeschwin-
digkeit an ein Potenzgesetz mit dem Exponenten -0.5 angepaßt werden, wie man der
Abb. 4.12 entnehmen kann. Dort ist zum Vergleich auch eine Kurve aufgetragen, die
einem Potenzgesetz mit dem Exponenten -0.5 entspricht . Die Steigung der Dilatanz mit
der Schergeschwindigkeit ist also im Bereich höherer Schergeschwindigkeiten umgekehrt
proportional zur Quadratwurzel der Normalkraft,
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Abbildung 4.12 : Die Steigung der Dilatanz DY mit der Schergeschwindigkeit vs in

doppelt-logarithmischer Darstellung . Diese Kurve kann gut an ein Gesetz der Form
FNi/a angepaßt werden, wie man erkennt, wenn man sie mit der ebenfalls eingezeichne-

ten gestrichelten Kurve vergleicht, die diesem Gesetz gehorcht.

Wir haben ebenfalls den Dilatanzwinkel untersucht . Darunter versteht man den Stei-

gungswinkel des linearen Anteils in der Kurve der Dilatanz des Systems gegen die Sche-
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rung e. Anschaulich betrachtet ist dies der Winkel, den die Bahnkurve eines festgehalte-
nen Punktes auf der oberen Wand der Scherzelle mit der Horizontalen bildet . Zunächst
haben wir überprüft, ob dieser Winkel eindeutig definiert ist. Für eine festgehaltene Nor-
malkraft FN wurden dazu für alle Schergeschwindigkeiten vs die Kurven für die Dilatanz
gegen die Scherung des Systems in ein Diagramm eingezeichnet, s. Abb. 4.13. Bei diesen
Kurven kann man drei verschiedene Regime (I), (II) und (III) unterscheiden. Im ersten
Teil der Kurve (I) ist die Dilatanz negativ, weil zu Beginn der Simulation das System
ein wenig komprimiert wird, da die Normalkraft FN auf das Innere der Zelle einzuwirken
beginnt . Im mittleren Teil (II) der Kurve ist das Verhalten linear . In diesem Teil ist der
Dilatanzwinkel zu messen . Im Teil (III) der Kurve saturiert die Dilatanz gegen einen
festen Wert, der von der Schergeschwindigkeit vs abhängt . In den Teilen (I) und (II)
fallen alle Kurven zusammen, so daß der Dilatanzwinkel also eindeutig bestimmt ist .

0 2 4 6 8 10
Scherverschiebung [CM]

Abbildung 4.13: Die Kurven für die Dilatanz Dy gegen die Scherverschiebung e für ver-schiedene Schergeschwindigkeiten vs. Der negative Bereich (I) und der lineare Bereich(II) der Kurven fallen zusammen, so daß der Dilatanzwinkel eindeutig bestimmt ist.

In Abb. 4.14 ist die Dilatanz gegen die Scherung für die kleinste von uns gemesseneSchergeschwindigkeit von 1 cm/s für die vier verschiedenen Normalkräfte FN aufgetra-gen . Wie man sieht, bleibt die Dilatanz für die größte der untersuchten Scherkräfte von
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40 N sehr lange negativ. Für die kleinste Normalkraft von 2.5 N ist der negative Bereich
(I) der Kurve hier nicht auflösbar. Wir bestimmten den Dilatanzwinkel für alle vier
Normalkräfte und erhielten folgende Werte:

Die Daten zeigen eine signifikante Abhängigkeit von der Normalkraft FN. Dies wurde
auch in den Computersimulationen von Handley [66] gefunden, jedoch dort für we-
sentlich härtere Materialien. Im Vergleich zu Experimenten mit Scherzellen sind unsere
Werte jedoch sehr groß . Dies erklären wir damit, daß wir zu Beginn der Simulation ein
vollkommen dichtgepacktes System vorliegen haben. Bei realen granularen Materialien
ist dies nicht der Fall . Es wäre interessant, die Simulationen auch für solche, weniger
dicht gepackten Systeme durchzuführen . Dies könnte man z . B. erreichen, indem man an
einigen Stellen im Voronoi-Gitter Zellen entfernt . Eine andere Methode bestünde darin,
die Zellen um einen gewissen Betrag zu kontrahieren . Wir erwarten, daß bei solchen
Messungen dann kleinere Werte für die Dilatanzwinkel gefunden werden.

4.4 Scherbànder
Um lokalisierte Rotationen von Teilchen zu untersuchen, unterteilen wir die Scherzelle
in horizontale Streifen konstanter Dicke, die parallel zur oberen und unteren Wand ori-
entiert sind . Es wird überprüft, welche Zellen in welche Streifen gehören. Dann wird für
jeden Streifen die durchschnittliche Rotation und die durchschnittliche Schergeschwin-
digkeit der darin enthaltenen Teilchen bestimmt . In Abb. 4.18 ist für eine Normalkraft
FN von 10 N und eine Schergeschwindigkeit von 10 cm/s die durchschnittliche Scher-
geschwindigkeit der Zellen gegen die normierte Tiefe d der Sçherzelle aufgetragen. Man
erkennt am abrupten Übergang der Schergeschwindigkeit von -10 auf +10 cm/s sehr
deutlich die lokalisierte Zone .

In Abb . 4 .15 ist für die Normalkraft FN von 10 N und vier verschiedene Scherge-
schwindigkeiten die Gesamtrotation in rad gegen die normalisierte Tiefe d innerhalb der
Scherzelle aufgetragen. Für die beiden kleinsten Schergeschwindigkeiten von 2 und 10
cm/s stellt man fest, daß es ein Maximum für die Rotation in der Mitte der Zelle gibt
und daß diese zu den Wänden hin auf 0 abfällt. Es gibt somit im mittleren Bereich eine
lokalisierte Zone, wo die Zellen rotieren. Dies ist auch in der Sequenz der Zeitentwicklung
eines Scherexperiments in Abb. 4.7 und Abb . 4.8 sehr schön zu erkennen . In Abb. 4.15
haben wir wieder den Mittelwert über 32 Simulationsläufe verwendet.

FNIN Druck/MPa Steigung Winkel/Grad
2.5 0.016 0.8545 40.5
10 0.062 0.6164 31.6
20 0.125 0.4783 25.5
40 0 .250 0.0237 1.1
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Abbildung 4.14 : Dilatanz Dy in cm gegen Scherverschiebung e in cm für die vier un-tersuchten Normalkräfte und eine Schergeschwinkigkeit von 2 cm/s. Man unterscheidetdrei Bereiche mit unterschiedlichem Verhalten . Im Bereich (I) wird die Dilatanz auf-grund der Kompression zunächst negativ. Dem Bereich (II) mit dem linearen Verhaltenist der Dilatanzwinkel zu entnehmen und im Bereich (III) saturiert die Dilatanz gegeneinen festen Wert.
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Abbildung 4.15: Die Gesamtrotation von Teilchen in Streifen konstanter Dicke, die par-

allel zur oberen und unteren Wand orientiert sind für eine Normalkraft FN von 10

N und für vier verschiedene Schergeschwindigkeiten vs . Man erkennt, daß es für klei-

ne Schergeschwindigkeiten Lokalisation von Rotationen gibt, während diese bei großen

Schergeschwindigkeiten langsam verschwindet .

Dadurch wird das Phänomen der Lokalisation etwas ausgeschmiert, da das Scherband
nicht immer genau symmetrisch in der Mitte der Zelle positioniert ist. In der Sequenz in

Abb. 4.7 und Abb. 4.8 sieht man, daß die Zellen, die sich nicht im Scherband befinden,
gar nicht rotieren . Die Zellen nahe der oberen und der unteren Wand bilden jeweils

einen festen Block, so daß man aus der Lokalisation in Bezug auf Rotationen auch auf

eine Lokalisation in Bezug auf lokale Scherungen schließen kann . Scherbewegung findet

daher nur in der lokalisierten Scherzone statt .
Wie man in der Abb. 4.15 erkennen kann, findet Teilchenrotation bei höheren Scher-

geschwindigkeiten vs von 20 cm/s und 30 cm/s auch in der Nähe der oberen und unteren

Wände statt und das Phänomen der Lokalisation verschwindet langsam. Bei der Scher-

geschwindigkeit von 30 cm/s hat es sich sogar etwas umgekehrt und die Rotation der

Zellen im Zentrum ist etwas kleiner als in der Nähe der Wände. In Abb. 4.16 ist die

Scherbandbreite Wfür die vier untersuchten Normalkräfte FN gegen die Schergeschwin-

digkeit vs aufgetragen. Die Scherbandbreite W definierten wir dabei als die Breite des
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Abbildung 4.16 : Die relative Breite W der Scherbänder ist für die vier untersuchten Nor-
malkräfte FN gegen die Schergeschwindigkeit vs aufgetragen. Es gibt einen Übergang bei
einer Schergeschwindigkeit von etwa 15 cm/s, oberhalb derer das Lokalisationsphänomen
fast verschwindet .

Bereiches, in dem die lokale Rotation der Zellen höher ist als der halbe Betrag der lo-
kalen Rotation im Zentrum der Scherzelle, wo diese maximal ist. Man sieht, daß diese
Breite bei einem Wert von etwa 15 cm/s sprunghaft ansteigt und dann fast die gesam-
te Scherzelle überspannt . Der Sättigungswert der Scherbandbreite ist für die höchste
Normalkraft FN am kleinsten und für die kleinste Normalkraft am höchsten.

Wenn man die Abhängigkeit der Dilatanz Dy von der Schergeschwindigkeit vs mit
der Abhängigkeit der Scherbandweite W von vs vergleicht, stellt man fest, daß der
abrupte Übergang von einer hohen Steigung der Dilatanz mit der Schergeschwindig-keit zu einer geringeren Steigung etwa bei der selben Schergeschwindigkeit sattfindet,wo die Scherzone sich abrupt über fast das gesamte System ausbreitet . Dies kann manverstehen, wenn man bedenkt, daß die Teilchen aufgrund ihrer nichtsphärischen Formdas System dilatieren müssen, um rotieren zu können. Deswegen muß der Anstieg derDilatanz mit der Schergeschwindigkeit groß sein, bis nahezu alle Zellen an der Rota-tion teilnehmen. Bei weiterer Steigerung der Schergeschwindigkeit ist der Anstieg der
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Abbildung 4.17: In dieser Kurve wird das Verhalten der Dilatanz gegen die Scherge-
schwindigkeit verglichen mit dem Verhalten der Breite des Scherbändes gegen die Scher-
geschwindigkeit. Die starke Veränderung in der Steigung der Dilatanzkurve findet etwa
an der Stelle statt, wo das Scherband sich über das gesamte System ausbreitet.

Dilatanz dann weitaus geringer .
In [131, 132] wurde mit Hilfe einer kontinuumsmechanischen Simulation auf Basis

der FLAC Technik gefunden, daß sich Scherbänder spontan bilden, sobald ein System
geschert wird . Sehr große Systeme wurden untersucht und generell wurde eine große An-
zahl von Scherbändern gefunden . Die mikroskopischen Aspekte eines aus unregelmäßig
geformten Teilchen bestehenden Systems können aber von diesem Modell nicht richtig
wiedergegeben werden . Unser Modell ist in gewisser Weise komplementär zu diesem, da
zwar nur kleine Systeme untersucht werden können, dafür aber die geometrisch bedingte
Wechselwirkung zwischen den Teilchen besser wiedergegeben wird .

In Abb . 4.16 erkennt man, daß die Lokalisierung der Scherzonen auch für große
Schergeschwindigkeiten nicht vollkommen verschwindet, sondern in Abhängigkeit von

der Normalkraft FN gegen einen konstanten Wert konvergiert . Je höher die Normalkraf-

te FN ist, desto kleiner ist die Breite der Scherzone. Für die höchste von uns betrachtete

Normalkraft von 40N ist die Breite der Scherzone immerhin auf etwa 0.84 zurückge-
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Abbildung 4.18: Diese Kurve zeigt das Profil der Schergeschwindigkeiten gegen die nor-
mierte Tiefe in der Scherzelle, 0 kennzeichnet den unteren, 1 den oberen Rand. Man
erkennt hier sehr deutlich die lokalisierte Scherzone am abrupten Übergang der Scher-
geschwindigkeit von -10 auf x-10 cm/s. Die Normalkraft in dieser Simulation beträgt
ION.

gangen. Von Karman [93] fand 1911 bei Scherexperimenten mit Felsgestein unter sehr
hohem Druck, daß dieses plastisch wird und anfängt zu fließen. Dabei bildete sich ei-
ne lokalisierte Scherzone. Unsere Beobachtung, daß die Lokalisierung mit zunehmender
Normalkraft größer wird, deutet in die gleiche Richtung und wird auch von experimen-
tellen Arbeiten mit Sand gestützt [48, 155, 162, 174] . Wir kommen auf dieses interessante
Phänomen im nächsten Kapitel noch einmal zurück .

4.5 Zusammenfassung
Wir haben in numerischen Scherzellenexperimenten untersucht, wie die Dilatanz und die
Scherkraft von der Schergeschwindigkeit und der Normalkraft abhängen. Ebenso haben
wir den Dilatanzwinkel gemessen . Die von uns gemessenen Dilatanzwinkel sind vergli-
chen mit experimentellen Werten zu groß, was auf die dichte Packung unserer Teilchen
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-kzuführen ist . Die Scherzellen in unseren Simulationen bildeten spontan lokalisier-
:herbänder aus. Diese wurden auch experimentell [116], in anderen Simulationen
132] und in theoretischen Arbeiten gefunden [172, 173, 174] . Eine interessante
iterung der Simulation bestünde darin, das Modell auf drei Dimensionen zu verall-
:inern . Wir werden auf die damit verbundenen Schwierigkeiten im Kapitel 9 noch

~~uu~al eingehen .
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Kapitel 5

Simulation von Erdbeben

5.1 Einleitung

Wir wenden unser Modell in diesem Kapitel auf ein geophysikalisches Thema an, nämlich
auf die Bewegung tektonischer Platten. Die Lithosphäre, die äußerste etwa 100 km
dicke Schicht des Erdmantels, besteht aus einer Anzahl von etwa 20 ineinander pas-
senden Bruchstücken, den tektonischen Platten . Diese bewegen sich sehr langsam, mit
Geschwindigkeiten in der Größenordnung von Zentimetern pro Jahr, relativ zueinander.
Der Antrieb dieser Bewegung wird im Erdinnern vermutet, welches aus drei Schichten
besteht, dem flüssigen Érdkern, dem festen inneren Mantel und dem flüssigen äußeren
Erdmantel. An der Grenzfläche zwischen dem inneren und dem äußeren Erdmantel wird
bedingt durch den radioaktiven Zerfall von Materialien ständig Wärmeenergie frei, die
durch Konvektion nach außen transportiert wird . Die hierbei wirkenden Konvektionsrol-
len, deren Geschwindigkeit ebenfalls im Bereich von einigen Zentimetern bis Dezimetern
pro Jahr liegt, bewegen die darüber liegenden tektonischen Platten.

Es gibt drei Möglichkeiten dafür, wie die Grenze zwischen zwei tektonischen Platten
aussehen kann. Die erste besteht darin, daß sie sich senkrecht zu ihrer Begrenzungs-
linie vertikal voneinander wegbewegen, wie das bei den mittelozeanischen Rücken der
Fall ist. Dabei wird Material aus dem Erdinnern nach außen transportiert . Die zweite
Möglichkeit besteht darin, daß sich zwei Platten aufeinander zu bewegen oder daß die
eine Platte auf die andere aufläuft. Ein Beispiel bildet die Indische Platte, die in die
Asiatische Platte eindringt . Sie schiebt sich dabei unter diese, wobei Material langsam
in das Erdinnere absinkt . Sie hat dabei in einem Zeitraum, der mit etwa 100 Millionen
Jahren angesetzt werden kann, das Himalaya-Gebirge aufgefaltet [127, 178, 179] . Sobald
die Relativgeschwindigkeit zwischen den beiden Platten zum Erliegen kommt, wird die-
ses langsam wieder absinken, da der durch das Gebirge verursachte Gravitationsdruck
nicht mehr ausgeglichen wird .

Unser Modell ist nicht in der Lage, diese beiden ersten möglichen Relativbewegun-

gen tektonischer Platten zu simulieren, da es die dritte Dimension nicht berücksichtigt

und Prozesse, bei denen Material aus dem Erdinnern aufsteigt oder in das Erdinnere
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absinkt, nicht wiedergegeben werden können . Jedoch ist es möglich, die dritte mögli-
che Grenzfläche zwischen zwei tektonischen Platten zu modellieren, bei der diese eine
tangentiale relative Geschwindigkeit zueinander haben. Ein berühmtes Beispiel für die-
sen Fall ist die San-Andreas-Verwerfung, wo die Pazifische und die Nordamerikanische
Platte sich scherend gegeneinander bewegen, die Pazifische in nordwestlicher und die
nordamerikanische in südöstlicher Richtung . Wir interpretieren dies als eine Scherzel-
le auf geophysikalischer Skala und können direkt das Modell aus dem letzten Kapitel
darauf anwenden.

::~L.~sl:`ts ~xäfaeitemzoneu
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Abbildung 5 .1 : Weltkarte, die den Zusammenhang zwischen größeren tektonischen Plat-ten, Erdbeben (der jüngsten Gegenwart) und Vulkanen aufzeigt. Epizentren sind durchkleine, Vulkane durch große Punkte angedeutet . Entnommen aus Bolt 1984 .

Die Bewegung der tektonischen Platten hängt eng mit der Entstehung der Erdbe-ben zusammen, was eindrucksvoll bestätigt wird, wenn man einen Blick auf eine Kartewirft, in der die Berührungslinien der tektonischen Platten und die Orte, an denen diestärksten Erdbeben, die in einem gewissen Zeitraum stattgefunden haben, aufgetragensind . Diese sind fast ausschließlich entlang dieser Grenzen lokalisiert. Der Grund hierfürist darin zu suchen, daß die tektonischen Platten trotz ihrer immensen lateralen Aus-dehnung und der Tatsache daß sie relativ dünn sind, als starre Platten fungieren undsich kohärent als Ganzes bewegen. An den Rändern, die sehr rauh sind, verhaken siesich ineinander . Dadurch wird langsam eine Spannung aufgebaut, die bei Erreichen ei-ner bestimmten Schwelle eine ruckartige Bewegung verursacht, die sich als Erdbeben
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manifestiert . Die Entstehung von Erdbeben ist eng verwandt mit der Schallabstrahlung
bei Bruchvorgängen in Metallen [171] .

5.2
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Abbildung 5 .2 : Kinetische Energie einer einzelnen Zelle logarithmisch gegen die Zeit
aufgetragen. Wir interpretieren die bei einem Erdbeben freigesetzte Energie als die Ener-
giedifferenz zwischen einem lokalen Minimum in der Energie und dem darauffolgenden
Maximum.

Unser Modell zur Simulation von Scherzellen ist sehr gut geeignet, den dritten Typ der
Grenzfläche zwischen zwei tektonischen Platten zu modellieren, nämlich die tangentiale
Scherbewegung, wie sie z. B. der San-Andreas-Verwerfung zugrunde liegt . Die Scher-
zelle stellt dabei einen Ausschnitt der Berührungszone zweier tektonischer Platten dar.
Dabei werden die Ränder der Zelle durch die beiden aneinandergrenzenden Platten ge-

schert . Die Polygone im inneren der Scherzelle stellen das Felsmaterial dar, das sich in
der Grenzregion befindet . Wir betrachten Systeme aus 32 mal 32 und 64 mal 64 Zellen,

wobei diese Zellen hier die Größenordung von einem Kilometer haben (die Größe der
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Abbildung 5 .3 : Ein Ausschnitt aus der Abbildung 5.,2, diesmal in linearer Darstellung .
Bei allen Erdbeben sieht man ein reiches Spektrum an Nachbeben . Das Erdbeben nach
etwa .215000 Zeitschritten kündigt sich vorher durch kleinere Vorbeben an.

Zellen des zugrunde liegenden Quadratgitters ist 1 km) . Wir betrachten also eine qua-
dratische Fläche mit einer Ausdehnung von 320 bzw. 640 km. Im Unterschied zu den
Schersimulationen im letzten Kapitel sollen die beiden Ränder, an denen das System ge-
schert wird, jetzt nicht vertikal beweglich sein, d . h. die Dilatanz ist null . Dies trägt der
Tatsache Rechnung, das sich das geophysikalische System nicht ausdehnen kann. Abge-sehen von dieser kleinen Änderung entspricht das Modell vollkommen dem im letztenKapitel benutzten. Wir wählten folgende Simulationsparameter :

Parameter Symbol Einheiten Wert
Dichte p 5
Young Modul Y

gyn

2 1011
Dissipation 'IN 8 _1 0.1
Gleitreibung yT s-1 0.1
Haftreibung A 1 0.5
Zeitschritt dt s 0.005
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Abbildung 5 .4 : Die Häufigkeitsverteilung von Erdbeben verschiedener Energie in einer
doppelt logarithmischen Darstellung. Die Kurve folgt über fast fünf Größenordnungen
einem Potenzgesetz mit einem Exponenten von etwa (-1.4).

Wir führten insgesamt 2 -106 Zeitschritte durch, wobei die Messungen in den letzten 106
Zeitschritten durchgeführt wurden, nachdem sich ein quasistatischer Zustand eingestellt
hatte. Als Erdbeben wollen wir ruckartige Verschiebungen von Zellen verstehen, jedes
lokale Energieminimum definiert also den Beginn und das darauffolgende lokale Ener-
giemaximum das Ende eines Erdbebens. Die Energiedifferenz zwischen diesen beiden

Werten interpretieren wir als die durch das Erdbeben freigesetzte Energie . Diese ist ein

Maß für die Stärke des Bebens. Der Dissipationsparameter -yN betrug 0.1 s, was bedeu-

tet, daß die kinetische Energie nach einem Erdbeben nach etwa 10 s auf einen Bruchteil

von 1/e gesunken ist . Der Wert liegt etwa im Bereich der bei Erdbeben gemessenen

Werte. Das von uns gewählte Elastizitätmodul von 10 GPa liegt etwa im Bereich von

Gestein und stellt damit einen realistischen Wert dar . Unsere Schergeschwindigkeit be-

trägt 100 cm/s und ist damit im Vergleich zur Schergeschwindigkeit bei tektonischen

Platten um ungefähr neun Größenordnungen zu hoch. Der Zeitschritt bei unseren Simu-

lationen beträgt 0.005 s, die 2 " 106 Simulationsschritte entsprechen somit einer Zeitdauer

von etwa 10000 s oder knapp drei Stunden . Leider lassen sich Simulationen mit reali-
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stischen Schergeschwindigkeiten und über längere Zeitintervalle nicht ausführen, da die
Anzahl der benötigten Zeitschritte die Möglichkeiten heutiger Computer bei weitem
übersteigt .

5.3 Ergebnisse

Wir untersuchen mit unserem Modell die Verteilung der Häufigkeit von Erdbeben gegen
ihre Stärke. Dabei wird die Stärke eines Erdbebens normalerweise durch ihre Magnitude
gemessen . Gutenberg und Richter [63] fanden durch Analyse vieler Erdbeben für diese
Verteilung das nach ihnen benannte Gesetz, daß der Zehnerlogarithmus der Häufigkeit
von Erdbeben einer bestimmten Stärke umgekehrt proportional zu ihrer Magnitude
abfällt :

N oc 10-Mb >

	

b g~ 1 .

	

(5.1)

M ist die Magnitude des Erdbebens, die ursprünglich durch die Größe des Zeigeraus-
schlags der Seismographen definiert wurde und heute durch das Moment der bei einem
Erdbeben bewegten Masse gegeben ist . Der Vorfaktor dieser Verteilung hängt von der
betrachteten Erdbebenregion ab, ebenso ist b etwas abhängig von der beobachteten Re-
gion . Die bei einem Erdbeben freigesetzte Energie ist proportional zu 10i-5m [157], so
daß eine doppelt logarithmische Darstellung der Anzahl von Erdbeben gegen die dabei
freigesetzte Energie eine Gerade mit der Steigung (-1 .5) ergeben sollte . Diese Vertei-
lung wird in unserer Simulation gemessen . In Abb . 5.2 ist für eine einzelne Zelle der
Logarithmus der kinetischen Energie gegen die Zeit aufgetragen. Abb . 5 .3 enthält einen
Ausschnitt dieser Darstellung in linearer Darstellungsweise . Wir interpretieren die bei
einem Erdbeben freigesetzte Energie als den Betrag an potentieller Energie, der in ki-
netische Energie umgewandelt wird. In den beiden Abb. 5.2 und 5 .3 entspricht dies der
Differenz zwischen einem lokalen Energieminimum und dem darauffolgenden Maximum.
Um die Erdbebenstatistik unseres Modells zu erhalten, messen wir diese Energiediffe-renzen für alle Zellen und tragen sie in ein logarithmisch unterteiltes Histogramm ein.Wir beginnen mit der Messung nach 106 Zeitschritten, nachdem die Simulation in einemstationären Zustand ist . Wir führen zwei Simulationen durch, die erste mit 32 mal 32Zellen und die zweite mit 64 mal 64 Zellen . Für die 2 -106 durchzuführenden Zeitschrittewurden auf einer Sun Sparc 10 Workstation fünf bzw. 20 Tage benötigt . In Abb . 5.4ist die Erdbebenstatistik für das System mit 32 mal 32 Zellen aufgetragen . Im mittle-ren Teil ergibt sich für viereinhalb Größenordnungen ein linearer Teil mit der Steigung0.41. Da ein logarithmisches Histogramm verwendet wurde, ist von diesem Wert 1 zusubtrahieren, so daß der Exponent unseres Potenzgesetzes 1.41 beträgt. Für den Simu-lationslauf mit 64 mal 64 Zellen erhalten wir ebenfalls ein Potenzgesetz, hier ist derExponent 1.61. Unsere Exponenten sind äquivalent zu einem b-Wert im Gutenberg-Richter Gesetz, die 0.94 bzw. 1 .07 betragen, was in sehr guter Übereinstimmung mitden geologischen Beobachtungen steht [157, 21], wonach dieser Wert etwa 1 beträgt. Esgibt zwei mögliche Gründe dafür, daß die Exponenten für die beiden Simulationsläufe
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nicht übereinstimmen : Einerseits kann es sich um einen Effekt handeln, der durch Rand-
effekte zustande kommt . Der zweite mögliche Grund dafür, daß der Simulationslauf mit
64 mal 64 Zellen einen größeren Exponenten liefert, könnte darin liegen, daß in beiden
Fällen die gleiche Schergeschwindigkeit von 100 cm/s verwendet wird, was bedeutet,
daß beim kleineren System die Energiezufuhr pro Zelle größer ist. Die Frage, ob der von
uns gemessene b-Wert universell ist, kann nur dadurch beantwortet werden, daß viele
Simulationsläufe über verschiedene physikalische Parameter und mit unterschiedlichen
Systemgrößen durchgeführt werden.

Wenn wir einen Blick auf die Abb. 5.2 werfen, erkennen wir, daß große Erdbeben
kleinere Erdbeben nach sich ziehen und in einigen Fällen auch kleinere Erdbeben unmit-
telbar zeitlich vor ihnen stattfinden. Um die Situation genauer zu beleuchten, schauen
wir uns das große Erdbeben nach etwa 210000 Zeitschritten in einer Vergrößerung in
linearer Darstellung an. In Abb. 5.3 erkennt man sehr deutlich ein sehr reiches Spektrum
an Nachbeben und einige Vorbeben. Wir bemerken jedoch, daß die Vor- und Nachbeben
zwar oft vorhanden sind, aber ihre Stärke nicht immer mit der Stärke des Hauptbe-
bens korreliert ist, wie man in Abb. 5.2 bei dem großen Erdbeben nach etwa 140000
Zeitschritten erkennt.

Eine weitere interessante Beobachtung tritt zutage, wenn man die Abb. 5.5 und 5.6
betrachtet . Die Abb. 5 .5 stellt unser aus 64 mal 64 Zellen bestehendes System am Schluß
der Simulation, also nach 2 - 106 Zeitschritten dar. Wie man sieht, hat sich eine stark
lokalisierte Bruchzone gebildet, die das gesamte System durchzieht und eine Breite von
durchschnittlich zwei bis drei Zellen aufweist . Die grau schattierten Zellen haben sich
um mehr als drei Grad absolut gedreht. Die beiden einzelnen grau schattierten Zellen
etwas unterhalb der Bruchzone, verursachen gerade ein Erdbeben und haben eine starke
Auslenkung. Die Beobachtung, daß sich eine einzelne relativ gerade Bruchzone bildet,
ist in perfekter Übereinstimmung mit den Beobachtungen bei der San-Andreas-Spalte .
In Abb. 5.6 ist ein Ausschnitt aus Abb. 5.5 dargestellt, der die Bruchzone in vergrößerter
Form enthält . Man erkennt, daß sich einerseits Lücken gebildet haben und andererseits
relativ starke Überlappungen zwischen den Polygonen bestehen, die andeuten, daß diese
im Bereich der Scherzone unter sehr großen Spannungen stehen .

Zum Schluß wollen wir noch einmal auf eine Beobachtung zurückkommen, die im
letzten Kapitel hervorgehoben worden ist. Die Breite der dort untersuchten Scherbänder
im saturierten Bereich, also für den Bereich hoher Schergeschwindigkeiten, war um so
kleiner, je höher der auf die Scherzelle wirkende Normaldruck war. Unsere Beobachtung,
daß die Scherzonenbreite sehr gering ist, wenn man dem System nicht erlaubt, zu dilatie-

ren, fügt sich sehr schön mit der Tatsache zusammen, daß man sehr hohe Normaldrücke

braucht, um ein System daran zu hindern zu dilatieren . Beide Beobachtungen passen

sehr gut zu den experimentellen Untersuchungen, die von Kàrmàn 1911 angestellt hat

[93] . Von Karman fand heraus, daß Gestein, das man unter sehr hohem Normaldruck

schert, eine lokale Scherzone bildet und anfängt, plastisch zu fließen.
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5.4 Ausblick
Unsere zweidimensionale Simulation einer Scherzone zwischen zwei tektonischen Platten
liefert eine Erdbebenstatistik mit einem Potenzgesetz über mehr als vier Größenordnun-
gen. Der von uns ermittelte b-Wert des Gutenberg-Richter Gesetzes von 0.94 bzw. 1 .07
liegt sehr nahe am Wert, der in Erdbebenzonen beobachtet wurde und 1 beträgt. Die
beiden Simulationsläufe lieferten nicht exakt den gleichen Wert. Um herauszufinden, ob
es eine Abhängigkeit des b-Wertes von den Simulationsparametern gibt, sollten noch
mehr Simulationsläufe mit anderen Parametern durchgeführt werden. Es wäre auch in-
teressant und im Rahmen des Modells machbar, zu überprüfen, ob das Omori-Gesetz
gilt, welches für den Zusammenhang zwischen den Zeitdifferenzen zweier aufeinander-
folgender Erdbeben und deren Anzahl ein Potenzgesetz voraussagt.

Es ist auch interessant, das Modell auf drei Dimensionen zu erweitern . Die Simulation
von Scherzonen wäre dann realistischer, da die tektonischen Platten eine große Dicke
aufweisen und es daher besser ist, diese durch mehrere übereinanderliegende Schichten
von Zellen darzustellen.

Mit einem dreidimensionalen Modell wäre es auch möglich, zu simulieren, wie eine
tektonische Platte in eine andere hineingeschoben wird und diese hochdrückt, wie es
z. B. bei der Indischen Platte und der Asiatischen Platte der Fall ist . Jedoch ist ein
solches Modell sehr aufwendig. Wir werden in Kapitel 9 noch darauf zurückkommen.
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Abbildung 5 .5 : Zustand eines aus 64 mal 64 Zellen bestehenden Gebietes nach zwei

Millionen Zeitschritten. Es hat sich nur eine, stark lokalisierte Scherzone gebildet, deren

durchschnittliche Breite etwa ,2 bis 3 Zellen entspricht. Die grau schattierten Zellen haben

sich um mehr als drei Grad im oder gegen den Uhrzeigersinn gedreht.
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Abbildung 5.6 : Diese Abbildung stellt den mittleren Teil der Abb. 5.5 vergrößert dar.Einerseits erkennt man deutlich Lücken zwischen den Teilchen und andererseits werdenrelativ große Überlappflächen zwischen den Polygonen sichtbar, die darauf hindeuten,daß das Material in der Scherzone unter sehr großen Spannungen steht.



Kapitel 6

Der granulare Fluß durch Trichter

6.1 Einleitung

Der Fluß von Schüttgütern durch Trichter und Rohre ist ein von vielen Seiten unter-
suchtes Problem, das traditionell mit Hilfe der Kontinuumsmechanik behandelt wird
[158] . Dabei werden grobkörnige Materialien für gewöhnlich als nicht kompressibel und
feinkörniges Schüttgut als kompressibel betrachtet . Die in solchen Studien betrachteten
Trichter sind im allgemeinen so konstruiert, daß sie von oben mit einem konstanten
Massenfluß gespeist werden und Schüttgut von unten weggenommen wird .

Eine wichtige Anwendung von Trichtern in der Industrie besteht in der Kollimierung
von granularen Medien . Bei der Herstellung von synthetischen Granulaten etwa kann
Schüttgut von einer Zerkleinerungsmühle mit Hilfe eines Trichters gesammelt werden,
so daß es dem nächsten Produktionsschritt zugeführt werden kann . Der Trichter hat
hierbei physikalisch betrachtet die Funktion, die Impulse der Teilchen in eine Richtung
zu lenken . In solchen Anwendungen ist es nicht wünschenswert, daß der Trichter zu hoch
mit Teilchen gefüllt ist, da kleine Schwankungen im Teilchenzufluß dann dazu führen
können, daß es zum Überlaufen kommt. Dann muß der Produktionsprozeß unterbrochen
werden, was erhebliche finanzielle Kosten verursachen kann .

In vielen Anwendungen führen äußere Zwänge dazu, daß die Ausflußöffnung des

Trichters sehr klein ist und der Durchmesser dieser Öffnung nur wenigen Teilchendurch-

messern entspricht . Solche Fälle können technisch dann notwendig werden, wenn das

Schüttgut entweder für den nächsten Produktionsschritt sehr stark kollimiert werden

muß oder wenn es Platzprobleme in der Produktionshalle gibt. In der Tat sind Fälle,

wo die Ausflußöffnung einen Durchmesser hat, der nur 5-10 mal so groß ist wie der Teil-

chendurchmesser nicht selten . In solchen Anwendungen kann die körnige Struktur des

Schüttgutes nicht mehr vernachlässigt werden, und ein Zugang mit Hilfe der Kontinu-

umsmechanik ist nicht angemessen .
Wir vermeiden diese Probleme hier, indem wir eine Computersimulation benutzen,

die die granulare Natur der Teilchen explizit in Betracht zieht [3, 46, 163] . Das dabei

benutzte Simulationsmodell wurde ausführlich in Kapitel 2 beschrieben. Man beachte
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in diesem Zusammenhang, daß für jedes einzelne Korn die genaue Bahnkurve, seine
Rotation, Haft- und Gleitreibung, sowie Dissipationseffekte berechnet wurden.

Hier beschäftigen wir uns hauptsächlich mit der zweiten der oben angeführten An-
wendungsmöglichkeiten eines Trichters, nähmlich der Kollimation von Schüttgut . Um die
in Bezug auf Computerzeit ohnehin aufwendigen Berechnungen so einfach wie möglich zu
halten, betrachten wir ein rotationssymmetrisches System, so daß die wesentlichen physi-
kalischen Vorgänge mit einer zweidimensionalen Simulation eingefangen werden können.
Jedoch sind wir uns dabei wohl bewußt, daß wir möglicherweise Effekte vernachlässi-
gen, die durch die nicht berücksichtigten drei Bewegungsmöglichkeiten hervorgerufen
werden können. Zunächst gehen wir im nächsten Abschnitt kurz auf die speziellen, in
Kapitel 2 nicht behandelten modellartigen Aspekte ein. Dann stellen wir in Abschnitt
6.3 die verschiedenen von der Einfüllrate abhängigen Flußregime vor und analysieren in
Abschnitt 6.4 im Detail, wie das Flußfeld für einen in der Praxis der Verfahrenstechnik
eher üblichen Trichter mit schräg ansetzendem Ausflußrohr aussieht . Schließlich wirdin Abschnitt 6.5 besprochen, wie sich das Modell noch verbessern läßt und wo es noch
Schwachstellen hat .

6.2

	

Das numerische Modell
Wir betrachten die Granulatkörner als irregulär geformte Polygone und verfolgen ihreFlugbahnen und Drehbewegungen mit Hilfe der Molekulardynamik-Methode, wie sie inKapitel 2 explizit beschrieben worden ist. Die Trichterwände stellen wir als Teilchenmit einer sehr großen Masse dar. Es wird dafür Sorge getragen, daß die Wandteilchensich nicht bewegen, indem ihre Beschleunigungen nach der Kraftberechnung explizit aufNull zurückgesetzt werden . Zusätzlich zu den in Kapitel 2 vorgestellten Techniken gibtes hier noch Routinen, die dafür sorgen, daß der Trichter von oben mit einer gleichmäßi-gen Einfüllrate mit Teilchen beschickt wird und daß die Teilchen, die aus der unterenÖffnung des Trichters austreten, aus der Simulation entfernt werden. Ferner muß mandie Gravitation berücksichtigen, was dadurch geschieht, daß man zur y-Koordinate derBeschleunigung die Erdgravitation addiert.

Für die Simulation der Haftreibung benutzen wir hier ein Modell, das erstmals vonLee [100] und Lee und Herrmann [101] vorgeschlagen wurde. Hier werden kleine Federnbenutzt, die am Kollisionspunkt zwischen den beiden beteiligten Teilchen eingesetztwerden und eine Kraft erzeugen, die der Relativbewegung der beiden Teilchen entgegen-wirkt. Von dieser Kraft wird nur der tangentiale Anteil verwendet, der den gewünschtenEffekt hat, daß die Teilchen sich gegenseitig abbremsen. Der normale Anteil dieser Kraftwird verworfen, da dieser einen nicht erwünschten adhäsiven Effekt hat . Die FederlängeLF ergibt sich zu

LF(t) =
£

véldt .

	

(6.1)
Dabei bezeichnet to den Beginn des Zusammenstoßes oder den Zeitpunkt des letzten
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Die granularen Flußregime

Wenn die Feder eine gewisse Auslenkung LB überschreitet, bricht sie und wird entfernt.
Falls die Partikel dann noch Kontakt zueinander haben, wird eine neue Feder eingesetzt .
Für die gesamte tangentiale Kraft gilt dann, in Erweiterung der Gleichung aus Kapitel
2 :

FT = -min(m,-yNvéc -1- FH, fcFN) . >

	

(6.3)

Abbildung 6 .1 : Die Haftreibung realer Oberflächen ist auf deren Rauhigkeit zurück-

zuführen (oben) . In unserem Modell wird die Haftreibung durch kleine Federn realisiert,

die bei zu hoher Ausdehnung brechen (unten) .

Die Geometriedaten des hier untersuchten Trichters sind der Abb. 6.9 zu entnehmen.

Um die Größenverhältnisse zwischen dem Trichter und den Teilchen zu illustrieren, ist

auch ein individuelles Teilchen eingezeichnet . Die hier untersuchten Teilchen haben eine

quadratische Form und sind monodispers, d. h . sie sind alle gleich groß . Es ist zwar

wie im bisherigen Verlauf der Darstellung schon mehrfach zum Ausdruck gekommen

ist, möglich fast beliebig geformte Teilchen zu simulieren (solange diese durch konvexe

6.3. DIE GRANULAREN FLURREGIME 77

Federbruches. Die Federkraft ist nach dem Hooke'schen Gesetz

FH =kH .LF. (6.2)
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Tabelle 6.1 : Tabelle der Simulationparameter im Programm . Alle Werte sind in cgs-
Einheiten angegeben. Die genaue Bedeutung der Parameter ist im Text sowie in Kapitel
2 erklärt.

Polygone darstellbar sind), jedoch wollen wir uns hier auf einen möglichst einfachen
nicht sphährischen Fall beschränken. Wir bemerken, daß die gefundenen quantitativen
Ergebnisse zwar nur auf den untersuchten Trichter zutreffen, die qualitativen Aussagen
aber eine sehr generelle Aussagekraft haben.

In Tabelle 6 .1 sind die benutzten Parameterwerte dargestellt . Das gewählte Ela-
stizitätsmodul entspricht einem synthetischen Granulat mittlerer Härte. Unsere Dissi-
pationskonstante yN entspricht einem Restitutionskoeffizienten von etwa e = 0.9, was
einem Energieverlust von 10% bei jedem Teilchenstoß entspricht . Dies ist ein realistischer
Wert für synthetisches Granulat [158] . Um Verstopfungen von Trichtern reproduzieren
zu können, ist es essentiell, die Haftreibung von Partikeln untereinander und mit den
Wänden mitzuberücksichtigen . Die in den Simulationen gewählte Kombination der Pa-
rameter IL und kf entspricht einem Haftreibungskoeffizienten, der etwas über eins liegt,
vgl. Tab. 6.1 . Mit anderen Worten bedeutet das, daß die von uns verwendeten Teilchen
eine relativ rauhe Oberfläche haben.

Zunächst bestimmten wir die Ausflußrate des Trichters als Funktion der Einfüllrate .
Das Resultat dieser Messung ist in Abb. 6.4 dargestellt . Die Datenpunkte stellen jeweils
einen Simulationslauf dar. Die Fehlerbalken ergeben sich aus den zeitlichen Fluktuatio
nen der Meßwerte. Die gestrichelte horizontale Linie gibt die Ausflußrate an, wenn der
Trichter verstopft ist. Wie man sieht, liegt diese Rate beträchtlich unter der maximal er-
reichbaren Ausflußrate bei einem kontinuierlichen granularen Fluß . In diesem Diagrammkönnen wir vier verschiedene Flußregime unterscheiden.

Das Regime A ist der Bereich des kontinuierlichen granularen Flusses. Soll der Trich-ter zur Kollimation von granularen Medien gebraucht werden, so hat dieses Regime zweisehr wünschenswerte Vorzüge . Erstens ist die Ausflußrate stetig und exakt gleich großwie die Einfüllrate. Zweitens ist der Trichter im Regime A sehr unempfindlich gegengroße Schwankungen in der Einfüllrate. Selbst wenn diese so groß sind, daß es vorüber-

Parameter Symbol Einheiten Wert
Gravitation g c` 1000
Dichte p -9 1
Young Modul Y y2 107
Dissipation yN s-i 500
Gleitreibung yT s-1 500
Federhärte kF ~ 105
Federlänge LB . cm 0.05
Haftreibung p, 1 2.0
Zeitschritt dt s 5 . 10-5



6.3 . DIE GRANULAREN FLURREGIME

5000

4500

4000

3500

3000

2500

2000

1500

1000

500

0 v
0 1000 2000 3000 4000 5000

~1 f1/sl
6000 7000

79

Abbildung 6 .2 : Darstellung der Ausflußrate gegen die Einfüllrate des Teilchenflusses im
Trichter. Die Simulationsdaten sind die Mittelwerte aus jeweils 50 Simulationsläufen .

Die durchgezogene Linie markiert das Regime des kontinuierlichen granularen Flusses .

Die horizontale gestrichelte Linie gibt die Ausflußrate für verstopfte Trichter an. Die

vertikalen gestrichelten Linien geben die Grenzen zwischen den vier Flugregimen an.

gehend zur Verstopfung kommt, kehrt er sofort wieder zu seinem stetigen Operations-

modus zurück, sobald die Einfüllrate wieder im ursprünglichen Bereich liegt . In anderen

Worten, der Trichter sollte im Regime A niemals verstopfen.

Das Flugregime D bezeichnen wir als den Bereich des unstetigen granularen Flusses .

Hier ist der Trichter immer verstopft und die Ausflußrate ist konstant und kleiner als

die Einfüllrate, so daß ein Trichter in diesem Operationsmodus schließlich überlaufen

wird .
Das Regime B ist ein Bereich stetigen granularen Flusses, unterscheidet sich aber

von A dadurch, daß der Trichter hier nicht mehr unempfindlich gegen große Fluktua-

tionen in der Einfüllrate ist . Tritt nach einer größeren Fluktuation der Einfüllrate eine

Verstopfung des Trichters auf, so läuft dieser voll, da dann die Ausflußrate kleiner ist als

die Einfüllrate . Kleinere Fluktuationen übersteht der Trichter jedoch auch im Regime

B noch ohne Schaden.
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Abbildung 6.3 : Darstellung der Einfüllrate und der Ausflußrate (jeweils in Teilchenzahl
pro Sekunde), sowie der Gesamtzahl der Teilchen, die sich im Trichter befinden, aufge-
tragen gegen die Zeit . Die durchgezogene Linie stellt die Einfüllrate dar, die hier konstant
ist. Die lang-gestrichelte Linie zeigt die Ausflußrate, während die kurz-gestrichelte Linie
die Teilchenzahl im Trichter kennzeichnet.

Im Regime C ist das Flußverhalten des Trichters unstetig . Für jede beliebige Einfüll-rate im Regime C, auch wenn diese stetig ist und keine Fluktuationen aufweist, wird der
Trichter für eine gewisse Zeit gut funktionieren, aber schließlich verstopfen und überlau-fen. Ein Beispiel für solch einen Fall ist in der Bildfolge Abb . 6.10(1) bis Abb. 6.11(IV)dargestellt. Hier sieht man, daß das Ausflußverhalten für eine relativ lange Zeit konstantist und dann plötzlich unstetig wird und der Trichter verstopft.

Im Regime C bezeichnen wir die Zeit, die es im Mittel dauert, bis der Trichterverstopft, als die "mittlere Zeit bis zum Verstopfen" (MZV) . In Abb. 6 .4 ist die mitt-lere Zeit bis zum Verstopfen gegen die Einfüllrate für das Regime C dargestellt . JederDatenpunkt ist hier eine Mittelung über 50 Simulationsläufe, welche sich durch dieAnfangsgeschwindigkeiten und -winkel der einzufüllenden Teilchen unterscheiden . DieFehlerbalken ergeben sich aus der Standardabweichung der Meßwerte der verschiedenenSimulationsläufe . Dieses Diagramm zeigt sehr deutlich, daß die Kurve, die dieses Zeit-
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verhalten ausdrückt, an der Grenze zwischen Regime B und Regime C divergiert . Das
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Abbildung 6 .4 : Darstellung der mittleren Zeit bis zum Verstopfen (MZV) als Funktion
der Einfüllrate im Flußregime C. Die durchgezogene Kurve stellt die im Text angegebene
Gleichung dar, an die das kritische Verhalten angepaßt werden kann. Die gestrichelte
Linie markiert die Einfüllrate, bei der die MZV unendlich würde. Jeder Datenpunkt ist

eine Mittelung über 50 Simulationsläufe.

kritische Verhalten in diesem Flußregime kann an folgende Gleichung angepaßt werden :

A
TO
- '~i _

~alß . (6.4)

Die durchgezogene Kurve in Abb . 6.4 stellt eine solche Kurve dar, mit-den Parametern :

A = 176 4- 10 und -P, = 4197 ± 10. Die Werte passen gut für ein ,6 der Größe eins.

Es ist bemerkenswert, daß diese Verhaltensweise typisch ist für einen Phasenübergang

zweiter Ordnung. Deswegen nennen wir das Flußverhalten im Regime C in der Sprache

der statistischen Physik "kritisches Flußverhalten" .
Um ein tieferes Verständnis vom eigentlichen Mechanismus, der zur Verstopfung des

Trichters führt, zu erlangen, haben wir unsere Simulationsdaten visualisiert und Fil-

me hergestellt (mit Hilfe der Visualisierungssoftware AVS) . Szenen eines solchen Films,
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Abbildung 6.5 : Die Flußprofale für die fünf Schnitte aus Abb. 6.1,2. Die Kurven wurden
zusätzlich geglättet .

in dem ein Trichter dargestellt wird, der in Regime C arbeitet und verstopft, sind in
Abb. 6 .10 und Abb. 6 .11 (I) bis (IV) dargestellt . Die Graustufen kodieren hier die kineti-
sche Energie der Partikel (Translationsenergie plus Rotationsenergie) : helle Graustufen
entsprechen einer kleinen kinetischen Energie, dunkle Graustufen stellen hohe kinetische
Energien dar. In Abb. 6 .l0(I) haben die meisten Partikel eine hohe Geschwindigkeit, bis
auf diejenigen, die Kontakt mit den Wänden haben. Im nächsten Bild Abb . 6 .10(II) sieht
man, daß die kinetische Energie der Teilchen an den Trichterwänden verloren geht . Denndie Teilchen nahe den Wänden haben kleinere kinetische Energien als die im mittleren
Bereich des Trichters. Dies wird im nächsten Bild 6.11(III) der Sequenz noch deutli-cher.Das letzte Bild 6 .11(IV) zeigt, wie sich die Verstopfung im Trichter nach oben hin
fortpflanzt . Aus der gleichen Simulation wie diese Bildsequenz entstammt die Abb . 6.3,
wo die Einfüllrate, die Ausflußrate und die Gesamtzahl der Teilchen im Trichter gegendie Zeit aufgetragen sind . Hier ist deutlich erkennbar, daß der Trichter eine relativ langeZeit einwandfrei arbeitet und dann plötzlich verstopft .
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Abbildung 6.6 : Die Absolutbeträge der Geschwindigkeiten der fünf Schnitte aus Abb. 6.12
gegen den Abstand vom Trichtermittelpunkt aufgetragen .

Zur Bestimmung des mittleren Flußverhaltens im Trichter kann man die aus der Hy-

drodynamik bekannten Flußprofile aufstellen . Allerdings muß dazu, im Gegensatz, zur

Hydrodynamik inkompressibler Medien, außer der mittleren Geschwindigkeit eines Teil-

chens auch deren Produkt mit der zeitlich gemittelten Teilchendichte ausgewertet wer-

den. Wir untersuchen hier einen Trichter mit einer komplizierteren Geometrie mit nicht

gerade ansetzendem Ausflußrohr, der im Gegensatz zum im vorigen Abschnitt behan-

delten Trichter eher typisch ist für reale verfahrenstechnische Anwendungen. Da wir hier

eher ein in der Praxis realisiertes System untersuchen wollen, benutzen wir auch für die

Teilchen nun nicht mehr einfache quadratische Teilchen sondern Rechtecke mit einer

polydispersen Größenverteilung (x = (3.5 :L 2.5)cm und y = (1.5 f 1)cm) .

In Abb. 6.12 ist das Geschwindigkeits- und das Flußfeld für das Gesamtsystem dar-

gestellt . Abb. 6.5 zeigt die Flußprofile für die fünf in Abb. 6.12 eingezeichneten Schnitte .

Die Abbildungen 6.6, 6 .7 und 6 .8 zeigen jeweils die Geschwindigkeitsprofile für den Ab-

solutbetrag, die vertikale und die horizontale Komponente.

Es ist bemerkenswert, daß die Flüsse zumindest im oberen Teil des Trichters in der

Mitte kleiner sind als in den Regionen nahe am Rand, obwohl die Teilchengeschwindig-
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Abbildung 6.7: Die Vertikalkomponenten der Geschwindigkeiten der fünf Schnitte aus
Abb. 6.12 gegen den Abstand vom Trichtermittelpunkt aufgetragen.

keiten zu den Rändern hin abnehmen. Der Grund hierfür liegt in einer Art "Kondensa-
tion" der Teilchen am Rand. Ein Teilchen trifft mit hoher Geschwindigket auf den Randund dissipiert dort einen Teil seiner kinetischen Energie. Aufgrund seiner niedrigerenGeschwindigket nach der Kollision entfernt es sich horizontal langsamer von der Wand,in vertikaler Richtung wird es durch die Erdanziehung beschleunigt . Da aber die Wändezusammenlaufen, verbleibt es in der Nähe der Wand.

Ein anderes Phänomen ist im Rohr direkt hinter dem Trichteransatz sichtbar . Ob-wohl das Geschwindigkeitsfeld dort relativ konstant ist, zeigt das Flußfeld dort einestarke Asymmetrie . Für den nicht verstopfenden Fall trägt dieser Totwasserbereich linksunter dem Ansatz so gut wie nichts zum Massentransport bei.

Wir haben den granularen Fluß von nicht-sphährischen Teilchen durch einen kollimie-renden Trichter mit Hilfe einer Computersimulation untersucht . Wir konnten qualitativvier verschieden Flußregime unterscheiden, von denen eines ein kritisches Verhalten imSinne der statistischen Physik aufweist . Darüberhinaus haben wir mittels Visualisie-rungstechniken ein klares Bild darüber erhalten, auf welche Art und Weise ein Trichter
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Abbildung 6.8 : Die Horizontalkomponenten der Geschwindigkeiten derfünf Schnitte aus
Abb . 6.1.2 gegen den Abstand vom Trichtermittelpunkt aufgetragen.

verstopft. Die Ursache für diese Verstopfung liegt darin, daß Teilchen Energie an die
Wände verlieren . Zusätzlich haben wir einen Trichter sowie Teilchen mit komplizierte-
rer Geometrie untersucht, um das Flußfeld eines Trichters zu untersuchen, wie er in der
verfahrenstechnischen Praxis typisch ist .

Das kritische Flußregime ist sehr allgemeiner Natur und unabhängig von der Geo-
metrie des Trichters und der Teilchenform, obschon andere Details des Regimes C, wie
seine Breite und seine Begrenzungen von den Trichter- und Teilchencharakteristiken
abhängen mögen. Für den Exponenten ß in der Gleichung, die den Phasenübergang

zweiter Ordnung beschreibt, haben wir einfach eins eingesetzt . Man könnte allgemeiner

ß als freien Parameter behandeln und dann durch die Meßdaten bestimmen, welcher

Wert sich für ß ergibt . Würde sich dann immer wieder der gleiche Wert für ß ergeben,

unabhängig von der speziellen Form des Trichters und der Teilchen, dann wäre ß ein

universeller Parameter und man müßte das Phänomen des kritischen Flusses als eine

immanente Erscheinung betrachten, die in der Natur des granulären Flusses in Trichtern

liegt . Die Daten reichen jedoch noch nicht aus, um zu entscheiden, ob ß universell ist

oder nicht. Es liegt aufder Hand, daß dies eine sehr Rechenzeit intensive Aufgabe ist, da

man Simulationsläufe für viele verschiedene Trichter- und Teilchenformen durchführen

müßte.
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Unser Computermodell erlaubt es über diese qualitativen Aussagen hinaus, für eine
spezielle Trichter- und Teilchengeometrie auch quantitative Aussagen zu machen. Die
vorliegenden Ergebnisse wurden in zwei Dimensionen berechnet, da der von uns be
trachtete Trichter eine Rotationssymmetrie bezüglich der zentralen Achse aufweist . Im
Prinzip ist es möglich, eine volle dreidimensionale Computersimulation durchzuführen.
Jedoch wäre eine solche Simulation sehr rechenzeitintensiv und würde große Parallelrech-
ner erfordern. Aufschnellen Workstations ist es derzeit möglich, einige tausend Teilchen
in zwei Dimensionen zu berechnen (ein Simulationslauf, der eine Echtzeitdauer von etwa
10 Sekunden berechnet, benötigt dabei etwa einen Tag Rechenzeit auf einer Sun Sparc
10 Workstation) . Mit der gleichen Workstation kann man etwa hundert Teilchen in drei
Dimensionen berechnen. Zusätzlich muß man berücksichtigen, daß man in drei Dimen-
sionen für Systeme mit gleicher Seitenlänge wie in zwei Dimensionen viel mehr Teilchen
braucht, um den Raum auszufüllen.
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Abbildung 6 .9 : Schematische Darstellung der Trichter-Geometrie, die wir für die Unter-

suchung der Flußregime verwendet haben. Die Höhe des Trichters beträgt 150 Einheiten,

die obere Einfüllöffnung hat einen Durchmesser von 61,5 Einheiten und der Ausfluß-

durchmersser beträgt 14 Einheiten . Die Einheiten sind so normiert, daß ein Teilchen

eine Seitenlänge von einer Einheit hat, hier ,2cm. Zur Illustration der Größenverhält-

nisse ist zusätzlich ein frei fallendes Teilchen eingezeichnet .
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Abbüdung 6.10 : Hier und in der folgenden Abbildung werden vier Sequenzen einer Si-mulation gezeigt, in der es zur Verstopfung eines Trichters kommt. Abb. 6.10(I) ist dasfrüheste Bild der Sequenz . Abb. 6.11(IV) das späteste .
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Abbildung 6 .11 : Die Graustufen repräsentieren die kinetische Energie der Teilchen,

d . h . Translations- plus Rotationsenergie . Helle Töne entsprechen einer kleinen, dunkle

Töne einer großen kinetischen Energie .
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Abbildung 6.12 : Das linke Bild zeigt das Geschwindigkeitsfeld für die mittlere Teilchen-geschwindigkeit an. Das rechte Bild zeigt das Feld für das Produkt aus mittlerer Teilchen-geschwindigkeit und mittlerer Massendichte an. Die Linien geben Betrag und Richtungder jeweiligen Größe an. Die waagerechten Striche zeigen an, wo die Geschwindigkeits-(Abb . 6.6, 6.7 und 6.8) und Flugprofile (Abb . 6.5) bestimmt wurden.



Kapitel 7

Schüttgut in einer sich drehenden
Trommel

7.1 Einleitung
Der Fluß von Granulaten in rotierenden Trommeln oder Zylindern enthüllt eine Fülle
interessanter Effekte und ist sowohl in vielen experimentellen Arbeiten als auch in nu-
merischen Untersuchungen behandelt worden . Darüberhinaus ist die genaue Kenntnis
des dynamischen Verhaltens von granularen Medien in rotierenden Trommeln auch von
großer praktischer Bedeutung, da viele wichtige technische Anwendungen darauf beru-
hen, wie z. B. das Mischen und Zerkleinern von Granulaten [145, 148] . Nakagawa ver-
wendete in einem Experiment die nuklear-magnetische Resonanz Spektroskopie (NMR)
für eine rotierende Trommel, die Senfkörner enthielt [122] . Diese enthalten Öl, dessen
Wasserstoffatome für das Verfahren notwendig sind . Mit dieser Methode war es auf sehr
elegante Weise möglich, die Geschwindigkeit und die Konzentration der Partikel in der
gesamten Trommel zu bestimmen. In [137, 188] wurde experimentell ein hysteresear-
tiges Verhalten in rotierenden Trommeln beobachtet . Je nachdem ob man die Rota-
tionsgeschwindigkeit der Trommel erhöht oder verringert, gibt es zwei unterschiedliche
kritische Winkel, bei denen die Bewegung der Granulatkörner an der Oberfläche von
einem nichtstationären Fluß, der durch das Auftreten von Lawinen gekennzeichnet ist,
zu einem stationären Fluß übergeht . Wenn man die Rotationsgeschwindigkeit langsam
erhöht ist dieser kritische Winkel höher als im Falle, daß man diese von hohen Werten

langsam verringert . Für die Beziehung zwischen dem Oberflächenfluß, dem kritischen

Winkel 90 und dem tatsächlichen Winkel 0, den das Granulat an der Oberfläche mit

der Horizontalen bildet, wurde folgendes Potenzgesetz gefunden :

J oc (B - BC)M,

	

(7.1)

wobei für m der Wert 0.5 gefunden wurde. In [145] wurde ein sehr interessantes und

anspruchsvolles Experiment benutzt, um die Kollisionsraten zwischen Partikeln zu be-

stimmen, wobei gefunden wurde, daß diese zum Massenschwerpunktes des Granulates
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hin ansteigt . Hierbei wurden kleine Meßapparaturen benutzt, die die gleiche Größe wie
die untersuchten Partikel hatten und mit denen Druckdifferenzen gemessen werden konn-
ten. Ebenso enthielten sie kleine integrierte Schaltkreise, die in der Lage waren, Daten
zu speichern oder aber kleine Sender, die die Daten an einen externen Computer übert-
rugen.

Von den bisher verwendeten numerischen Methoden sind zwei hervorzuheben. Die
erste Methode beruht auf einem 1992 von Jullien, Meakin und Pawlowitch eingeführten
Verfahren zur Simulation von geschüttelten granularen Medien [88] . Ein Simulations
schritt besteht darin, daß für jedes Teilchen, das "lokale" Energieminimum bestimmt
wird . Dabei wird in der geometrischen Nachbarschaft die Position für das Teilchen be-
stimmt, bei der sein Massenschwerpunkt möglichst niedrig ist . Sobald es dieses gefunden
hat, wird es in diesem Schritt nicht mehr bewegt und bleibt dort stecken. Diese Methode
ist zwar sehr schnell, hat aber den Nachteil, daß die Elastizität und die Trägheit der
Teilchen nicht mitberücksichtigt werden und nur Partikel mit einem Restitutionskoeffi-
zient von 0 behandelt werden können, also vollkommen unelastische Teilchen . Baumann
et al . fanden 1993 mit einem Modell, das auf dieser Methode aufbaut, ein sehr inter-
essantes, auch experimentell gefundenes Phänomen : Zwei Sorten sphärischer Teilchen
unterschiedlicher Größe, die zu Beginn der Simulation vollkommen gemischt sind, ent-
mischen sich nach nur ein oder zwei Trommelumdrehungen . Dabei versammeln sich die
kleineren Teilchen nahe des Zentrums der Trommel.

Die zweite Methode, die in numerischen Arbeiten, wie auch in der hier vorliegenden,
verwendet wurde, ist die Molekular-Dynamik Methode. Ristow benutzte eine Simulati-on mit sphärischen Partikeln zweier verschiedener Größen und fand ebenfalls teilweiseEntmischung eines urprünglich vollständig gemischten Systems [142] . Pöschel und Buch-holtz verwendeten 1993 ein Modell, in dem Partikel aus fünf durch Federn miteinanderverbundenen sphärischen Teilchen aufgebaut wurden [129] . Sie fanden ein Potenzgesetz,allerdings mit einem Exponenten von 0.8 statt 0.5 wie in den Experimenten beobach-tet. Walton et al . benutzten eine dreidimensionale Molekular-Dynamik Simulation mitkomplizierten Teilchen, die aus bis zu acht Kugeln zusammengesetzt waren [185] . Sieuntersuchten die Übergänge vom nicht stationären zum stationären granularen Flußund vom stationären Fluß zum Zustand, in dem die Trommel so schnell rotiert, daß dasGranulat auf die, Oberfläche herabregnet.

In den hier durchgeführten Simulationen wird unser in Kapitel 2 vorgestelltes Modellmit leichten Abänderungen dazu benutzt, den granularen Fluß in rotierenden Trommelnzu untersuchen. Dazu setzen wir vier dreieckige Partikel mit Hilfe von Stäben zu einemkomplexen Teilchen zusammen . Die Konstruktion aus vier Dreiecken ist einer Konstruk-tion aus nur zwei Dreiecken gegenüber zu bevorzugen, da sie eine isotropere Strukturder Teilchen garantiert .
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Das Modell

Abbildung 7.1 : Die komplexen, quadratisch geformten Partikel werden aus dreieckigen
Teilchen zusammengesetzt, die durch gedämpfte Stäbe miteinander verbunden sind.

In Abb. 7.1 ist ein Teilchen, wie es in unserer zweidimensionalen Simulation benutzt
wird, dargestellt. Vier gleichschenklige Dreiecke sind mittels Stäben der Ruhelänge Lo zu
einem komplexen, quadratisch geformten Teilchen zusammengesetzt . Die Stäbe sind an
den Massenschwerpunkten befestigt und stehen senkrecht aufden Grenzflächen zwischen
den konstituierenden Dreiecken. In den hier durchgeführten Simulationen können die
Stäbe nicht brechen. Ferner werden auch keine neuen Stäbe während der Simulation
eingesetzt .

Abweichend von dem in Kapitel 2 gesagten wechselwirken die Dreiecke, die demsel-
ben komplexen Teilchen angehören, nur durch die Stäbe miteinander, also nicht durch
ihre Überlappungsflächen . Weiterhin lassen wir zwischen Dreiecken, die zu verschiede-
nen Komplexen gehören, ausschließlich nicht-dissipative elastische Kräfte wirken . Die
Glgn. (2.26) und (2 .27) gelten, mit yN = 0 und yT = 0. Die elastsiche Kraft zwischen
Dreiecken, die zu verschiedenen Komplexen gehören, werden also wieder mit Hilfe des
geometrischen Überlappungspolygons berechnet. Zur Einführung von Dissipation neh-
men wir an, daß Energie durch interne Schwingungen und interne Reibung innerhalb des

Teilchens verloren geht . Wir modellieren diese Annahme dadurch, daß wir für die Stäbe
dissipative Bewegungsgleichungen einführen. Die Dämpfung ist charakterisiert durch die

Konstanten yL und yB für Verbiegungen und longitudinale Bewegungen :
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Abbildung 7.2 : Die Wände sind aus Teilchen aufgebaut, die aus zwei miteinander ver-
bundenen Dreiecken bestehen . Davon ist das eine fest in der Wand verankert.
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Dabei sind ei und 8; die Winkel, um die die Stäbe an ihren beiden Enden verbogensind, mi und m; sind die Massen des i-ten und 9-ten Teilchens und Lo ist die Länge
des Stabes im unbelasteten Zustand. Die übrigen Bezeichnungen sind im Kapitel 2
erklärt. Mit dieser Methode wollen wir das Verhalten von realen granularen Materialiennachahmen, bei denen die Partikel bei Stößen in Schwingung versetzt werden und dabeidurch interne Reibungsprozesse kinetische Energie in Wärme umwandeln. Wir sind unsdabei wohl bewußt, daß dies nicht die einzige Möglichkeit der Engergiedissipation ist,eine weitere besteht darin, daß Energie durch die Erzeugung von Mikrorissen verlorengeht .

Die Zylinderwände werden ebenfalls aus komplexen Teilchen aufgebaut, und zwaraus zwei durch einen Stab verbundenen Dreiecken, wie in Abb. 7.2 dargestellt . Das eineder beiden Dreiecke ist fest in der Wand verankert, während das zweite sich entlangder F~eiheitsgrade des Stabes bewegen kann und somit Energiedissipation auch an denWänden möglich ist. Die von uns benutzte Trommel hat einen Durchmesser von 100 cm.Die Teilchen bestehen aus gleichschenkligen Dreiecken, deren Schenkel Längen haben,die im Intervall [0.8 cm, 1.2 cm] gleichverteilt sind .
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Abbildung 7.3 : Mittlere Geschwindigkeit der Teilchen an der Oberfläche der Trommel
gegen die Zeit, sowie der Winkel, den die Oberfläche mit der Horizontalen bildet, gegen

die Zeit aufgetragen . Die Rotationsfrequenz der Trommel bei dieser Simulation beträgt
0.1 s'1 .

In Abb. 7.3 ist der Winkel, den die Oberfläche des Granulates mit der Horizontalen
bildet, gegen die Zeit aufgetragen. , Zusätzlich ist der über die Teilchen an der Ober-

fläche gemittelte granulare Fluß in cm/s eingezeichnet . Man erkennt, daß immer dann,
wenn der Oberflächenwinkel wächst, der Oberflächenfluß gering ist. Bei hohem Fluß der

Teilchen an der Oberfläche wird der Winkel kleiner. Der Oberflächenfluß unterliegt sehr

hohen Fluktuationen . Bei der betrachteten Simulation mit einer Rotationsfrequenz der

Trommel von 0.1 s-1 befinden wir uns also im Bereich des nicht-stationären granularen

Flusses, der durch das Auftreten von Lawinen unterschiedlicher Größe charakterisiert

ist .
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Abbildung 7.4 : Vier Zeitschritte der Entstehung einer Lawine. Die Graustufen stellendie Geschwindigkeiten der Teilchen dar. Die Rotationsfrequenz der Trommel beträgt 0.1s-1 . Die Zeiten sind in den Grafiken angegeben .
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In den Abb. 7.4 und 7.5 sind vier Zeitschritte in der Entwicklung einer solchen
Lawine dargestellt . Die Graustufen markieren die Geschwindigkeit der Teilchen . Dunkle
Graustufen markieren Teilchen, die gerade eine hohe kinetische Energie haben und sich
daher gerade schnell bewegen, während helle Graustufen Teilchen darstellen, die eine
geringe kinetische Energie aufweisen. Im ersten Bild der Sequenz (Abb. 7.4 oben) erkennt
man, daß sich links an der Oberfläche des Granulates ein Überhang gebildet hat, der
eine Lawine auslöst . In den nächsten Bildern der Sequenz erkennt man, wie sich diese
entlädt und einige Partikel entlang der Oberfläche hinabrutschen, wobei der Winkel,
den die Oberfläche mit der Horizontalen bildet, verringert wird.

Der mittlere Winkel, den die Oberfläche des Granulates mit der Horizontalen bil-
det, beträgt bei unserer Simulation mit einer Winkelgeschwindigkeit von 0 .1 s-1 etwa
(23 f 6) Grad . Dieser Wert liegt höher als bei bisher durchgeführten Simulationen, bei
denen sphärische Partikel oder aus sphärischen Partikeln. zusammengesetzte komplexe
Partikel verwendet wurden [25] . Unser Wert liegt näher an typischerweise experimentell
beobachteten Winkeln [137] . Wir führen diesen realistischeren Wert auf die von uns ver-
wendeten komplexen Partikel zurück, die die sterisch bedingten Eigenschaften wirklicher
Granulatkörner besser einfangen als sphärische Teilchen . Sphärische Partikel würden in
einer nicht rotierenden Trommel eine Oberfläche bilden, die parallel zur Horizontalen
ist, da sie an einander entlang hinabrollen können. Bei unseren polygonalen Teilchen ist
dies nicht möglich, was die wirklichen Eigenschaften realer Granulate wesentlich besser
wiederspiegelt .



Kapitel 8

Weitere Anwendungen

In diesem Kapitel wollen wir abschließend auf zwei weitere Anwendungsmöglichkeiten
eingehen . Dabei handelt es sich zunächst um die Simulation von Bruchvorgängen, die

in sehr kurzer Zeit ablaufen, wie etwa dem Zertrümmern eines Betonblocks mit einem
Hammer. Dabei kommen die in Kapitel 2 eingeführten Stäbe zum Einsatz. Anschließend
gehen wir noch kurz auf Simulationen mit regelmäßigen Pentagonen ein. Es zeigt sich,

daß unter bestimmten Bedingungen regelmäßige Kristallstrukturen gebildet werden, bei

denen die dichteste mögliche Packung von regelmäßigen Pentagonen erreicht wird . Wir

vergleichen dies mit experimentellen Befunden, die am größten europäischen Luftkissen-

tisch an der Universität Rennes gemacht worden sind, wo ebenfalls diese Kristallstruktur

beobachtet wurde. Die Untersuchungen in diesem Kapitel sind qualitativer Natur und

sollen andeuten, welche anderen Möglichkeiten unser Simulationsprogramm bietet .

8.1 Bruchexperimente

Wir modellieren einen Block aus festem Material, indem wir eine rechteckige Fläche von

Voronoi-Polygonen durch Stäbe miteinander verbinden. Die Stäbe sind, wie in Kapi-

tel 2 ausführlich beschrieben, elastische Objekte mit drei Freiheitsgraden: Elongation,

Scherung und Biegung. Bei einer Elongation oder einer Biegung, die einen gewissen

Grenzwert tL bzw. tB überschreitet, bricht der Stab und wird aus der Simulation ent-

fernt . Die beiden Zellen, die vorher durch diesen verbunden waren, verspüren nun nur

noch ihre gegenseitige elastische Abstoßungskraft und Dämpfung. Ein gebrochener Stab

repräsentiert die in unserem Modell kleinste darstellbare Rißeinheit . Unser Modell hat

gegenüber vielen anderen Methoden zur Simulation von Bruchvorgängen den Vorteil,

daß es nicht auf einem Gitter aufbaut, dessen Struktur sich in den Bruchmustern wie-

derspiegelt . Aufgrund der verwendeten irregulär geformten Polygone ist unser Modell

intrinsisch isotrop.
Wir führen dem System nun Energie zu, indem wir einer Zelle in der Mitte des

unteren Randes des Blocks eine hohe Geschwindigkeit in Richtung des Innern des Blocks

geben. Man kann sich etwa vorstellen, daß man ihn dort mit einem Hammer trifft . Wir
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verfolgen die zeitliche Entwicklung des Systems für zwei verschiedene Geschwindigkeiten
der angeregten Zelle (VZ = 300 m/s und VZ = 400 m/s) und dem folgenden Satz von
Simulationsparametern :

Drei Zeitschritte der Entwicklung dieser zwei Systeme sind in den Abb. 8.1 und 8.2
gezeigt, und zwar nach 0.0001 s, 0 .001 s und 0.005 s. Nach dieser Zeit hat sich das
Rißmuster vollständig ausgebildet . Die Farben kodieren die kinetische Energie der Teil-
chen, blaue Farbtöne entsprechen geringen, rote Farbtöne hohen kinetischen Energien .
Im ersten Bild der beiden Sequenzen sieht man sehr schön, wie sich die Schallwelle
ausbreitet, die erzeugt wird, wenn der Block angeregt wird . Im zweiten Bild hat sich
die Rißstruktur schon fast vollständig ausgebildet . Im weiteren Verlauf bilden sich dann
nur noch wenige neue Risse und man kann verfolgen, wie die entstandenen Trümmer
absplittern und sich vom Block wegbewegen . Die Risse bilden verzweigte, für das Bre-
chen von Festkörpern sehr realistisch erscheinende Strukturen [114] . Man erkennt sehr
deutlich das unterschiedliche Verhalten in den beiden Simulationen . In der Sequenz, in
der die Zelle im mittleren Teil des unteren Randes mit 300 m/s bewegt wird, bildet
sich zwar eine Rißstruktur aus, aber der Block bleibt insgesamt versehrt . In der zweiten
Simulation, wo diese Geschwindigkeit 400 m/s beträgt und die kinetische Energie dieser
Zelle nahezu doppelt so groß ist, bildet sich ein durchgehender Riß und Bruchstücke
splittern an der gegenüber liegenden Seite des Blocks ab .

Da für eine Bruchsimulation dieser Art nur etwa 10000 Zeitschritte nötig sind, kann
man sehr leicht größere System auf einer Workstation berechnen. Systeme mit 32000Zellen lassen sich an einem Tag berechnen . Der begrenzende Faktor ist hier eher der
Speicherplatzbedarf, der bei etwa 2.5 KB pro Zelle liegt . Dieser hohe Wert ergibt sichaus der Tatsache, daß man für jedes Polygon die Koordinaten aller seiner Eckpunkte
abspeichern muß . Außerdem müssen für jeden Stab die elastischen Parameter, sowieInformationen über seine Deformation gespeichert werden .

Die vorliegenden Sequenzen geben nur einen vorläufigen, qualitativen Einblick indie Möglichkeiten des Simulationsprogramms im Bereich der Bruchmechanik. Es mußnoch Arbeit darin investiert werden, die Parameter an experimentelle Werte anzupassen .Trotzdem sind die vorliegenden Ergebnisse mit den realistischen Rißstrukturen sehrvielversprechend .

Parameter Symbol Einheiten Wert
Dichte p -~ 5
Young Modul Y y2 1010
Dissipation i'N s-1 3000
Gleitreibung yT s-1 100
Haftreibung p, 1 0.5
Zeitschritt dt s 5 . 10-7
Schwellwert tB 1 0.03
Schwellwert tL Grad 2
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Op

V = 300 m/s

Abbildung 8 .1 : Bruchexperimente mit einem Betonblock, der aus durch elastische Stäbe
miteinander verbundenen Zellen besteht, die bei zu starker Auslenkung brechen. Einem
Partikel in der Mitte der unteren Seite wird eine Geschwindigkeit von 300 m/s gegeben,
die in den Block hineingerichtet ist . Es werden drei Zeitschritte der Simulation gezeigt :
oben nach t=0.0001 s, Mitte nach t=0.001 s und unten nach t=0.005 s .



102 KAPITEL B. WEITERE ANWENDUNGEN

Abbildung 8 .2 : Das gleiche Experiment wie in Abb . 8.1, diesmal jedoch mit einer Ge-
schwindigkeit von 400 m/s für die inwärts gerichtete Zelle. Auch hier wird die Entwick-
lung des Systems nach t = 0.00019, t = 0 .001,9 und t = 0 .005.9 gezeigt. Wie man sieht,
wird bei diesem Experiment der Bloch viel stärker zerstört und ein Riß durchdringt den
gesamten Block.
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Kristalle aus Pentagonen
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Abbildung 8.3 : Die dichteste Packung, die mit regelmäßigen Pentagonen erreicht wer-
den kann. Jedes Fünfeck berührt sechs andere Pentagone . Es hat sechs Nachbarn (grau

schattiert) . Dabei hat es mit vier benachbarten Zellen Seiten-Seiten-Kontakte und mit

zwei Seiten-Ecken-Kontakte .

Wir zeigen in diesem Abschnitt sowohl experimentell als auch numerisch mit Hilfe un-

seres Simulationsprogramms, wie sich bei regulären Pentagonen aus einer ungeordneten
Anfangskonfiguration Bereiche hoher Ordnung bilden . Diese bestehen aus einer geor-

denten Struktur, wie sie in Abb. 8.3 dargestellt ist . Jedes der Pentagone hat dabei sechs
Nachbarn, wobei es insgesamt vier Seiten-Seiten-Kontakte und zwei Berührungen einer

Seite mit einer Ecke gibt . Die bei dieser kristallinen Anordnung entstehende Packungs-

dichte ist 0.92. Dies ist das Maximum, welches mit regulären Pentagonen erreicht werden

kann.
Experimentell wurde diese Situation auf dem großen Luftkissentisch der Universität

von Rennes [102] untersucht. Dabei wurden kleine aus Polysterol bestehende Pentagone

verwendet, die etwa 1 cm groß waren. Aufgrund einer schwachen abstoßenden Kraft der

Pentagone untereinander, die dadurch zustande kommt, daß die Luft die Partikel an

den Seiten umströmt, gibt es nur selten wirkliche Kontakte zwischen den Teilchen . Die

Reibung der Teilchen untereinander ist dadurch vernachlässigbar klein. Der Luftstrom

kann über ein Stellrad, welches die elektrische Spannung der Pumpe regelt, kontrolliert

werden . Bei kleiner werdendem Luftstrom bleibt das Strömungsfeld des Tisches nicht

homogen, sondern es besteht ein Gradient, der die Teilchen in Richtung der Mitte des Ti-

sches treibt . Je weiter man also die Spannung drosselt, um so stärker wird die räumliche

Anordnung der Pentagone kompaktifiziert.
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Abbildung 8.4 : Ein Experiment mit Pentagonen auf dem großen Luftkissentisch in Ren-nes . Es bilden sich Domänen, in denen sich Strukturen ähnlich der dichtesten Packungbilden . Wir nennen diese Kristalle .
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Abbildung 8.5 : Die Struktur, die sich mit unserem Simulationsprogramm bildet, wenn

man eine auf das Zentrum der Pentagone gerichtete Zentralkraft verwendet. Sie ist der

auf dem Luftkissentisch beobachteten sehr ähnlich.

Wenn man die elektrische Spannung sehr langsam im Verlauf von etwa zwei Stunden

reduziert, beobachtet man, daß sich eine kristalline Struktur wie in Abb. 8.3 bildet . Diese

ist nicht ideal, sondern besteht aus mehreren kristallinen Bereichen, die voneinander

getrennt sind . Außerdem gibt es Störungen in Form von Fehlstellen. Abb. 8.4 zeigt das

Ergebnis eines solchen Experimentes . Wir führen dies darauf zurück, daß das System

dem Zustand geringster potentieller Energie zustrebt, der gleichbedeutend ist mit der

dichtest möglichen Packung. Um diesen zu erreichen, muß die Spannung sehr langsam

reduziert werden, damit sich die Ordnung über das System ausbreiten kann. . Wird die

Spannung zu schnell reduziert, wird das System gewissermaßen abgeschreckt und die

Unordnung wird eingefroren .
Wir waren in der Lage, den gleichen Effekt auch mit unserem Simulationsmodell

zu finden. Wir benutzten reguläre Pentagone als Partikel und führten eine konstante,

zur Mitte des Systems gerichtete Kraft ein. Die Teilchen hatten ein Elastizitätsmodul

von 1 MPa und eine Normaldissipation von -yN= 100s-i . Wir wählten yT = 0, um den
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Abbildung 8.6 : Die Anzahl von Kontakten gegen die relative Orientierung der beiden
Pentagone . Man erkennt deutlich zwei Peaks bei 0 Grad und 36 Grad, die darauf hin-
deuten, daß die Struktur dem Kristall sehr ähnlich ist .

reibungslosen Kontakt zwischen den Teilchen zu simulieren . Es ergaben sich aus anfangsungeordneten Konfigurationen Teilchenpackungen wie die in Abb. 8.5 dargestellte . Dieseist der Kristallstruktur mit der höchsten Packungsdichte sehr ähnlich, was man erkennt,wenn man ein Histogramm mit den relativen Winkeln zwischen benachbarten Teilchenaufstellt, s. Abb. 8.6 . Deutlich erkennbar sind die beiden scharfen Maxima bei 0 Gradund 36 Grad. Dies sind die beiden Winkel, die einem Seiten-Seiten-Kontakt, bzw. einemSeiten-Ecke-Kontakt entsprechen.



Kapitel 9

Schlußbetrachtungen und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir ein Simulationsprogramm vorgestellt, mit dem es möglich ist,
die Bahnkurven und Rotationen von Partikeln zu berechnen, die die Gestalt von konve-
xen Polygonen haben. Wir berücksichtigten dabei eine elastische Wechselwirkungskraft,
sowie Dissipation und Gleitreibung . Der wesentliche Vorteil dieses Modells gegenüber
Molekulardynamik-Simulationen mit sphärischen Teilchen ist die Berücksichtigung von
sterischen Effekten, die auf die geometrische Form der Teilchen zurückzuführen ist. Ein
markantes Beispiel ist in der rotierenden Trommel der Winkel, den die Oberfläche des
Granulates mit der Horizontalen bildet . Mit unserem Modell erhalten wir einen Wert,
der im Bereich der experimentellen Befunde [137] liegt. Modelle, die sphärische Teilchen
verwenden, liefern zu kleine Werte [129] .

Zunächst präsentierten wir effiziente Algorithmen zum Erstellen von Voronoi-Zellen,
die als Anfangskonfigurationen für Simulationen dicht gepackter Systeme sehr geeignet
sind, da sie unregelmäßig geformte Polygone erzeugen, die die Ebene in isotroper Weise
dicht parkettieren .

Mit solchen Konfigurationen führten wir Scherzellenexperimente durch, bei denen die
Schergeschwindigkeit und die Normalkraft variiert wurden . Wir fanden dabei Scherhär-
tung, d. h. ein Ansteigen der Scherkraft mit der Schergeschwindigkeit . Die Untersuchung
der lokalen Rotation der Zellen führte uns zu der Beobachtung, daß sich zwei Regime in
der Scherzelle ausbilden, das erste, in dem die Zellen rotieren und welches wir als Scher-

band bezeichnen, und das andere, in dem die Zellen weder rotieren noch sich relativ zu-

einander bewegen. Die Breite der Scherbänder ist sowohl von der Schergeschwindigkeit
als auch von der Normalkraft abhängig . Es existiert ein Schwellwert für die Scherge-

schwindigkeit, oberhalb dessen die Scherbänder bis auf einen kleinen Restbereich in der

Nähe der Wände die gesamte Scherzelle überspannen. An diesem Schwellwert ändert sich

das Verhalten der Abhängigkeit der Scherkraft von der Schergeschwindigkeit. Unterhalb

dieses Wertes steigt die Scherkraft wesentlich stärker mit der Schergeschwindigkeit an

als über diesem Wert. Das gleiche Verhalten kann auch bei der Dilatanz, also bei der

Ausdehnung des Systems, beobachtet werden. Die Begründung dieses Verhaltens sehen

wir darin, daß die Verbreiterung der Scherzone aufgrund der sterischen Effekte durch

die Teilchengeometrie nur möglich ist, wenn das System dilatiert. Dilatation verursacht
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ein zusätzliches Ansteigen der Scherkraft, da die Normalkraft der Dilatationsbewegung
entgegenwirkt. Der Sättigungswert der Scherzonenbreite nimmt mit zunehmender Nor-
malkraft ab, was in Übereinstimmung mit den experimentellen Untersuchungen von von
Karman aus dem Jahre 1911 ist [93] . Danach beginnt Gestein plastisch zu fließen, wenn
es unter sehr hoher Normalkraft geschert wird .

Wir simulierten mit unserem Modell die Scherbewegung von zwei tektonischen Plat-
ten gegeneinander. Eine solche kommt z. B . im Westen Nordamerikas an der San-
Andreas-Verwerfung vor, wo die Pazifische und die Nordamerikanische Platte aneinander
entlang gleiten. Ein anderes Beispiel findet sich in den neuseeländischen Alpen. Dabei
erlaubten wir keine Dilatation, wodurch die geophysikalischen Randbedingungen besser
eingefangen werden. Wir fanden, daß sich eine räumlich sehr begrenzte Scherzone bil-
det, entlang derer sich das System bewegt . Obwohl die Zellen frei beweglich sind, bilden
sich also zwei Blöcke und eine relative Verschiebung findet nur an der Scherzone statt.
Dies ist in sehr guter Übereinstimmung mit den Beobachtungen an der San-Andreas-
Verwerfung, wo die Scherverschiebungen ebenfalls in einem räumlich stark lokalisierten
Bereich stattfinden. Für die richtige Vorhersage unseres Modells ist die durch die unre-
gelmäßige Gestalt der Polygone bedingte sterische Reibung essentiell . Weiterhin unter-
suchten wir die Häufigkeitsverteilung von Erdbeben unterschiedlicher Stärke und fanden
in Übereinstimmung mit dem Gutenberg-Richter Gesetz ein Verhalten, das einem Po-
tenzgesetz gehorcht . Der Exponent dieses Gesetzes, der sogenannte b-Wert, wird von
unserem Modell korrekt wiedergegeben.

Wir untersuchten eine Anwendung, die in der Verfahrenstechnik von großer Bedeu-
tung ist, nämlich das Verhalten von granularen Medien in einem kollimierenden Trichter .
Wir fanden vier Flußregime, wobei zwei durch einen Phasenübergang im Sinne der sta-
tistischen Physik voneinander getrennt waren. In einem Bereich verstopft der Trichter
immer und die durchschnittliche Zeit bis zum Verstopfen wächst an, wenn man die
Einfüllrate verringert . An der Phasengrenze wird diese schließlich unendlich. Auch für
den Fluß von Schüttgütern durch Trichter ist die geomterische Form der Teilchen be-
deutsam. Die Verstopfungen kommen nämlich durch Brückenbildungen zustande, die
bei unseren eckigen Teilchen durch die Möglichkeit zu verkanten und bei Rotation in-
einander zu verkeilen stark begünstigt werden .

Eine weitere sowohl ingenieurtechnisch als auch theoretisch bedeutsame Anwendungstellt die Bewegung von Schüttgut in rotierenden Trommeln dar. Dort existieren zweiphänomenologisch unterschiedliche Flußregime . Im Bereich kleiner Rotationsgeschwin-
digkeiten ist der granulare Fluß an der Oberfläche nicht stationär und gekennzeichnetdurch das Auftreten von Lawinen. Für höhere Geschwindigkeiten wird der Fluß dagegenstationär. In unseren Simulationen lassen sich an der Oberfläche stattfindende Lawinenklar erkennen. Unser Modell gibt den Winkel, den das Granulat mit der Oberfläche bil-det, in guter Übereinstimmung mit experimentellen Werten wieder . Dies ist wieder aufdie Berücksichtigung von sterischen durch die Teilchenform verursachten Eigenschaftenzurückzuführen .

Schließlich gaben wir noch zwei Anwendungsbeispiele an, um die vielfältigen Ein-satzmöglichkeiten des Simulationsmodells anzudeuten . Zum einen handelte es sich da-
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bei um die Simulation von schnellen Bruchvorgängen . Dabei stellten wir den Festkörper
durch mit Stäben verbundene Voronoi-Zellen dar, die bei einer bestimmten Auslenkung
brechen. Die sich ergebenden Risse sind durch eine verzweigte, sehr realistisch anmuten-
de Struktur gekennzeichnet [114] . Der große Vorteil gegenüber anderen Bruchsimulatio-
nen, die auf einem Gitter aufbauen, ist das völlige Fehlen von Anisotropieeffekten in den
Ergebnissen . Das zweite kurz angesprochene Beispiel ist die Simulation von kleinen aus
Polysterol bestehenden Fünfecken, die auf dem großen Lufttisch der Universität Ren-
nes verwendet wurden. Sowohl in unseren Simulationen als auch im Experiment bilden
sich bei Vorhandensein einer Zentralkraft eine kristalline Struktur, die die höchste für
reguläre Pentagone mögliche Packungsdichte von 0.92 aufweist .

Das Modell konnte also durch Anwendung auf eine Reihe theoretischer und prak-
tisch wichtiger Probleme auf seine Verwendbarkeit hin geprüft werden. Es wird gerade
für die Bearbeitung einiger Projekte für das Institut Français du Petrole in Solaize vor
bereitet . Dabei handelt es sich um die Simulation von biaxialen Scherzellen und um
die Modellierung eines chemischen Reaktors . Weiterhin kann man mit dem Programm
Kompaktifizierungsvorgänge untersuchen, indem man davon Gebrauch macht, daß Stäbe
eingefügt werden können . Dadurch kann man kohäsive Kräfte zwischen den Teilchen
berücksichtigen . Eine interessante geophysikalische Anwendung, die ebenfalls darauf be-
ruht, daß Stäbe eingesetzt werden können, ist die Simulation einer Scherzone ausgehend
von einem Festkörper, den man durch mit Stäben verbundene Voronoi-Zellen darstellt .
Beginnt man, den Block zu scheren, werden zunächst Stäbe brechen . Nach einiger Zeit
werden aber an einigen Stellen neue Stäbe eingesetzt, wenn Teilchen stark zusammen-
gepreßt werden. Es ist zu erwarten, daß sich ein Gleichgewichtszustand bildet, bei dem

die pro Zeiteinheit gebrochenen Stäbe gleich der pro Zeiteinheit eingefügten Stäbe ist .

Mit einem solchen Ansatz wäre es möglich, Rißnetzwerke zu untersuchen . Trotz seiner

Vielseitigkeit gibt es noch eine Reihe von Erweiterungsmöglichkeiten und Schwächen.

Das Modell betrachtet die Teilchen als nicht deformierbar . und ist in dieser Hinsicht

Modellen unterlegen, in denen die Teilchen als deformierbar betrachtet werden. Auf

der anderen Seite können durch diese Vereinfachung wesentlich mehr Teilchen simuliert

werden .
Das Programm berechnet nur Teilchen in zwei Dimensionen und ein naheliegender

Gedanke wäre, das Modell auf drei Dimensionen zu erweitern . Die Teilchen würden dann

zu Polyedern und hätten insgesamt sechs Freiheitsgrade, drei für die Translation und drei

für die Rotationen, entsprechend den drei Eulerschen Winkeln . Die benötigte Rechen-

zeit pro Teilchen ist aber in drei Dimensionen um etwa eine Größenordnung höher als

in zwei Dimensionen, weil aus den Überlappungspolygonen nun Überlappungspolyeder

werden . Um diese zu bestimmen, muß man zunächst die Schnittlinien aller Flächen des

einen mit dem anderen Polyeder bestimmen. Dann sind die jeweils auf einer Seitenfläche

des Schnittpolyeders liegenden Linien zum Schnitt zu bringen, um seine Eckpunkte zu

berechnen. Aus diesen Informationen kann dann das Volumen des Polyeders berechnet

werden. Wir schätzen, daß diese Routine um etwa eine Größenordnung langsamer ist als

die entsprechende in zwei Dimensionen . Zudem muß man berücksichtigen, daß in drei

Dimensionen mehr Teilchen benötigt werden, um ein gegebenes Volumen zu füllen als in
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zwei Dimensionen und daß man mehr Teilchen benötigen wird, um Effekte, die durch die
Systemgröße bedingt werden, ausschließen zu können . Es gibt jedoch keine prinzipiellen
Schwierigkeiten, und man kann erwarten, daß in einigen Jahren Computer in der Klasse
der Workstations schnell genug sein werden, um solche Probleme zu bearbeiten .

Eine weitere Möglichkeit, das Programm zu erweitern, besteht darin zwei Phasen
zu berücksichtigen. Neben den Teilchen wird eine Flüssigkeit simuliert, die mit diesen
wechselwirkt . Man kann dann Phänomene wie z. B. Sedimentation mit einem solchen
Simulationsprogramm untersuchen . An einem solchen Programm wird im P.M.M.H. an
der E.S.P.C.I ., Paris gearbeitet und erste Ergebnisse liegen bereits vor [89] . Dabei wur-
den bisher sphärische Teilchen in zwei Dimensionen an ein Flüssigkeitsfeld angekoppelt.
Es ist sowohl geplant, das Programm in zwei Dimensionen mit dem hier vorgestellten zu
kombinieren, so daß man polygonale Teilchen zusammen mit einer Flüssigkeit simulie-
ren kann . Das Programm soll auch auf drei Dimensionen erweitert werden, wobei dabei
jedoch zunächst nur sphärische Teilchen in einer Flüssigkeit behandelt werden sollen .
Die letzte Ausbaustufe wäre dann eine vollständige dreidimensionale Simulation beliebig
geformter Teilchen in einer Flüssigkeit . Die Programmierung eines solchen Simulations-
werkzeuges stellt eine große Herausforderung dar. Das Programm wäre eine große Hilfe
sowohl bei vielen ingenieurtechnischen Anwendungen als auch bei wissenschaftlichen
Fragestellungen, z. B . im Bereich der Geophysik oder der Ozeanographie.

Die in dieser Arbeit behandelten Themen lassen erahnen, welche Möglichkeiten
Molekulardynamik-Simulationen bieten . Die Rechner werden von Jahr zu Jahr schneller
und ihr Hauptspeicher verdoppelt sich alle zwei bis drei Jahre. Wir möchten daher diese
Arbeit mit der optimistischen Prognose schließen, daß die oben besprochenen Erweite-
rungsmöglichkeiten in naher Zukunft realisiert werden können.



Anhang A

Das Simulationsprogramm

Wir wollen hier die wichtigsten Unterprogramme des Simulationsprogramms vorstellen .
Wir sehen von einem vollständigen Programmlisting ab, da dies den Rahmen dieser
Abhandlung sprengen würde. (Das Programm besteht aus etwa 3500 Zeilen Fortran
Code, was ein Listing von etwa 70 Seiten ergibt.) Statt dessen beschränken wir uns auf
die wichtigsten Routinen, die zur Berechnung der verschiedenen Kräfte, die die Partikel
aufeinander ausüben, notwendig sind .

Abschnitt A.1 enthält das vom Programm zu Beginn einzulesende File mit den physi-
kalischen Parametern und den Geometriedaten, die zum Erzeugen der Grafik notwendig
sind . Die Bedeutung der Parameter ist der dritten Spalte in diesem File zu entnehmen.

Dann folgt in Abschnitt A.2 das Hauptprogramm, von welchem aus die Unterpro-
gramme aufgerufen werden. Zunächst werden hier die Voronoi-Zellen in der Routine
vorogen erzeugt . Anschließend werden in der Routine voroinit die für die Simulation
wesentlichen dynamischen Größen der Partikel, wie Schwerpunkt, Masse und Trägheits-
moment berechnet. Dann wird die Routine zur Bestimmung der Nachbarschaftsrelatio-
nen neighbours aufgerufen . In beaminit werden die Stäbe, die die Partikel miteinander
verbinden können, erzeugt . Das Unterprogramm ioconfig dient zum Herausschreiben
(bzw. Einlesen) des Programmstatus nach einer bestimmten Anzahl von Zeitschritten.
Die Routine voroupdate berechnet die Koordinaten der Eckpunkte der Zellen aus der
Winkelkoordinate und den Geometriedaten der Zellen . Danach beginnt die eigentliche
Simulation mit dem Unterprogramm predictor. Nach dem Scheren der oberen gegen die
untere Wand und der Neuberechnung der Ecken in voroupdate und der Bestimmung
der Nachbarschaftsrelationen in neighbours werden die geometrischen Überlappe der

Zellen in overlap berechnet, um die elastischen und dissipativen Kräfte zu berechnen .

Dann werden im Unterprogramm beamforce die durch die Stäbe erzeugten Normal-

und Scherkräft sowie die durch die Verbiegungen der Stäbe erzeugten Drehmomente
berechnet . Die Routine measure schreibt die zu messenden physikalischen Observa-

blen heraus . Im Unterprogramm boundary werden je nachdem, ob eine Simulation

mit vertikal beweglichen oder vertikal fixierten Wänden gefahren wird, die Randbedin-

gungen entsprechend angepaßt . Nachdem die Grafik in graphics erzeugt worden ist,

wird die corrector Routine aufgerufen und anschließend werden in beamupdate die
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lokalen Verzerrungen der Stäbe neu berechnet. Damit ist ein Zyklus beendet und das
Programm setzt, nachdem in checkend überprüft worden ist, ob die gewünschte Anzahl
an Simulationsschritten durchgeführt worden ist, mit dem nächsten predictor-Schritt
fort .

In Abschnitt A.3 folgt die in Kapitel 2 ausführlich beschriebene Routine zur Be-
rechnung des geometrischen Überlapps. Hier wird auch kontrolliert, wann der Druck
zwischen zwei Partikeln so groß ist, daß ein neuer Stab eingesetzt werden muß. Dann
folgt in Abschnitt A.4 die Routine, die die durch die Stäbe verursachten Kräfte und Mo-
mente berechnet. Die hier verwendeten Formeln für die elastischen Stäbe sind ebenfalls
in Kapitel 2 erklärt worden . Schließlich'wird in Abschnitt A.5 die Routine vorgestellt,
die dafür sorgt, daß die lokalen Verformungen der Stäbe richtig neu berechnet werden .
Hier wird auch überprüft, ob diese Verformungen, die von uns festgelegten Schwellwerte
überschreiten. Falls dies der Fall ist, bricht der Stab und wird entfernt .

Bei Simulationsläufen, in denen keine Stäbe verwendet werden sollen, wie unseren
Scherzellen- und Erdbebensimulationen, werden die entsprechenden Aufrufe der Unter-
routinen im Hauptprogramm einfach ausdokumentiert .



X1.1 . DAS PARAMETERFILE

A.1

	

Das Parameterfile
10dO

	

vshear

	

Shear velocity
100d0 gamman dissipation
100d0

	

gammat

	

static friction
0 .5d0

	

mue

	

parameter of stotic friction
id8

	

emudul

	

Youngs modulus
2d-5

	

dt

	

time step
5 .0d0 rho density
OdO

	

gammaf

	

friction with floor
0

	

si.mul

	

0 = with/ 1 = without dilatancy
5d5

	

fyext

	

normal force on system
8

	

isize

	

x - size of system
8

	

jsize

	

y - size of system
0 .8dO

	

sa

	

irregularity parameter of cells

1

	

seed

	

seed of rondom number generator
100

	

grphup

	

updates of graphics output
1

	

graph

	

which graphics? O:nothing, 1:x1I, 2 :postscript

-2 .0 grphx0
10 .0 grphxi
-2 .0 grphy0
10 .0 grphyi
0 .005d0

	

showen

	

display variable for energy representation
1

	

showbm

	

display variable for beams: i:show beams
0

	

showrt

	

display variable for rotation : i :show rotation
1

	

showtx

	

display variable for text : 1 show text
10000

	

iocfup

	

updates of checkpointing
0 .03

	

threlo

	

breaking threshold for elongation (ratio of elongotion)

4 .00

	

thrang

	

breaking threshold for flexion (in degrees)

id8

	

thrheal

	

healing pressure threshold

O .idO

	

thrtim

	

healing time threshold

lover left x-value of graphics region (REALS!!!)
upper right x-value of graphcis region
lover left y-value of graphics region
upper right y-value of graphics region
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A.2 Das Hauptprogramm

PROGRAM SHEAR

ïmplicit none

C

	

*) read voronoi cells
C
C

	

*) init (calculate mass, momentuni of inertia and conter of mass)
C
C --> *) calculate time stop dt
C
C 1

	

*) PREDICTOR stop (new positions)
C1
C I

	

*) Update the positions of the Voronoi cells
CI
C I

	

*) Update the neighbour list .
C1
C I

	

*) calculate forces ( beam forces
C I

	

repulsive and shear forces of area overlap )
C1
C 1

	

*) CORRECTOR stop ( forces, corrected positions )
C1
C 1

	

*) check thresholds ( brekaking and healing ), add and remove beams
c1
C 1-- *) check if another stop has to be done

integer

	

MAXI, MAXJ, NC, ITERAT, I, J, CO, Ci,
$

	

ISIZE, JSIZE, numedg, bild
parameter (MAXI = 64, MAXJ = 64 )

c

	

Attention!!L Please use same values in subroutine vorogen.
parameter (NC = MAXI * MAXJ)
parameter (numedg = 12)
double precision Time, DT, Vshear, MR(NC), MR2(NC), MI(NC), M(NC),

$

	

x(nc) , vx(nc) , ax(nc) ,
$

	

y(nc) , vx(nc) , ay(nc) ,
$

	

f(nc)

	

, vx (nc)

	

,	af(nc)

	

,
$

	

xp(nc), vxp(nc), axp(nc),
$

	

yp(nc), vxp(nc), afp(nc),
$

	

ip(uc), vxp(nc), afp(nc),
F

	

XOP(NC), XIP(NC), X2P(NC), X3P(NC), X4P(NC), XSP(NC),
F

	

YOP(NC), YIP(NC), Y2P(NC), Y3P(NC), Y4P(NC), YSP(NC),
F

	

FOP(NC), FIP(NC), F2P(NC), FSP(NC), F4P(NC), FSP(NC),
F

	

FXTO, FYTO, FFTO, FFT1, KINEN, ekin(nc),
F Leng(Osnumedg,nc),
F

	

Vorx(O :numedg,nc), Vory(O:numedg,nc), £iO(O:numedg,nc),
F

	

GAMMAN, EHODUL, GAMNAT, MUE, gammaf,
F

	

invchl(NC), rho, aa, mbot, mtop, £yext, rad(O:numedg,nc),
$

	

rad2(0 :nvmedg,nc), rot(-maxj :2*maxj), dist0, impuls, oldimp
double precision
$

	

oldimm, bealen(numedg,nc),
$

	

alpha(numedg,nc), beami(numedg,nc), beam2(numedg,nc),
$ beam3(numedg,nc),
$

	

beaelo(nnmedg,nc), beathO(numedg,nc), beathl(numedg,nc),

c ****************************************************************
c
c * SHEAR
c
c ****************************************************************

c include "/usr/include/cm/cmmd-£ort.h"



A.2. DASHAUPTPROGRAMM

$ beashr(numedg,nc),
$

	

xold(nc), yold(nc), threlo, thrang,
$

	

showen, thrheal, beatim(numedg,nc), thrtim
integer
$

	

VorN(NC), num(-maxj :2*maxj), beacon(numedg,nc),
F

	

POSI(NC), POSJ(NC), bnum(nc),
F

	

NumOrd(O:maxi-1, -maxj :2*maxj, 0:3),
F NumVIJ(O:maxi-1,-maxj :2*maxj),
F

	

NumNb(NC), NbLIST(20, nc), simnl, seed, grphup, iocfup,
$

	

graph, showbm, shourt, shoctx
logical

$

	

STFLAG, bexist(numedg,nc)
real
$ grphx0, grphxi, grphy0, grphyl

c integer mynode
CHARACTER*3 NAME(140)
CHARACTER*8 fname, cname

DATA NAHE/
$ '000','001','002','003','004','005','006','007','008','009',
$ '010','011','012','013','014','015','016','017','018','019',
$ '020','021','022','023','024','025','026','027','028','029',
$ '030','031','032','033','034','035','036','037','038','039',
$ '040','041','042','043','044','045','046','047','048','049',
$ '050','051','052','053','054','055','056','057','058','059',
$ '060','061','062','063','064','065','066','067','068','069',
$ '070','071','072','073','074','075','076','077','078','079',

$ '090','091','092','093','094','095','096','099','098','099',
$ '100','101','102','103','104','105','106','107','108','109',

$ '120','121','122','123','124','125','126','127','128','129',
$ '130','131','132','133','134','135','136','137','138','139'/

C ******************************************** *********************

C Are ae on a uorkstation?
I=1

C Are ue on a paragon?
C I = MYNODEU + 1

C Are va on a CM5?
C I = cmmd_self_address() + 1

fname - 'data.'//n-(i)

cnams m 'conf .'//name(i)

C
******************

*** *************** ***** ** ******************

C READ CONFIGURATION

open(unit=10,file= fname)

read (10,*) VSEEAR
read (10,*) GAMMAN
rend (10,*) GAMMAT

rend (10,*) MUE
rend (10,*) EMODUL

rend (10,*) DT
rend (10,*) URO
rend (10,*) gammaf

rend (10,*) simul
road (10,*) fyext
road (10,*) ISIZE
road (10,*) JSIZE
rend (10,*) AA



thrang = thrang * (2dO*3 .141592653589dO)/(360dO)
close(10)

CCCCCCCCCC Initialisation
Time = Od0
ITERAT = 0
STFLAG = FALSE.
bild

	

= 0

call VOROGEN
$

	

isize, jsize, aa, vorx, vory, vorn, seed, nc, numedg)
call VOROINIT

F

	

X, Y, F, XP, YP, FP, HI, MR, MR2, M, NC, isize, jsize,
F

	

VorX, VorY, VorN, Leng, invchl, rho, mtop, mbot,
$

	

rad, rad2, numedg, fi0)
dist0 = y(isize*jsize) - y(1)

call NEIGHBOURS
F

	

XP, YP, NC, POSI, POSJ, NumVIJ, ISIZE, JSIZE, maxi, maxj,
F

	

NumOrd, Numn, NbLIST, MR, MR2, numedg )

if (time.eq.OdO) thon
do c0=1, isize*jsize

bnllm(cO)=0
do i=1, numub(cO)

ci = nblist(i,c0)
call beaminit(

f

	

vorx, vory, vorn, xp, Yp, c0, cl, ne, isize, jsize,
f

	

rad, rad2, mr, mr2, emodul, beacon, bnum,
$

	

bealen, beaelo, beathO, beathi, alpha, beashr,
$

	

beami, beam2, beam3, rho, numedg, bexist)
enddo

enddo
endif

call ioconfig(
$ x, y, f, vx, vy, vf, ax, ay, af,
$

	

XP, yp, fp, vxp, vyp, vfp,
$

	

time, iterat, 'r', isize, jsize, ne, cname,
$

	

bnum, beaelo, beathO, beathi, alpha, beashr, numedg,
$

	

beaml, beam2, beam3, bealen, bexist, beacon, beatim)
call voroupdate(

F

	

XP, YP, FP, VorX, VorY, VorN, NC, Long, fiO,
$

	

ISIZE, jsize, numedg)

call NEIGHBOURS
F

	

XP, YP, NC, POSI, P053, NUMVIJ, ISIZE, JSIZE, maxi, maxj,F

	

NumOrd, NumNb, NbLIST, MR, MR2, numedg )
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read (10,*) SEED
read (10,*) grphup
read (10,*) graph
read (10,*) grphxO
read (10,*) grphxl
read (10,*) grphy0
read (10,*) grphyi
read (10,*) showen
read (10,*) showbm
read (10,*) showrt
read (10,*) showtx
read (10,*) iocfup
read (10,*) threlo
read (10,*) thrang
read (10,*) thrheal
read (10,*) thrtim
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C

if (graph.ne .0) call graphinit(1, isize, jsize, graph,
$

	

grphxO, grphxi, grphyO, grphyi )

1 continue

call PREDICTOR
F

	

X, VX,AX,
F

	

Y , VY , AY ,
F

	

F , VF , AF ,
F

	

XP, VXP, AXP,
F

	

YP, VYP, AYP,

	

.
F

	

FP, VFP, AFP,
F

	

XOP, XIP, X2P, X3P, X4P, X5P,
F

	

YOP, YIP, Y2P, Y3P, Y4P, YSP,
F

	

FOP, FIP, F2P, F3P, F4P, FSP,
F

	

DT, ISIZE, JSIZE, NC, numedg )

CCCCCCCCCCCC Shear upper and lover wall .

do i=1, isize
xp(i) = xp(i) - dt*vshear
x0p(i) = xp(i)

enddo
do i=(isize*jsize)-isize+1, (isize*jsize)

xp(i) = xp(i) + dt*vshear
XOP(i) = xp(i)

enddo

call VOROUPDATE
F

	

XP, YP, FP, VorX, VorY, VorN, NC, Long, fi0,
$

	

ISIZE, jsize, numedg)

if (mod(iterat,10) .eq.0) thon

call NEIGBBOURS
F

	

XP, YP, NC, POSI, POSJ, NUMVIJ, ISIZE, JSIZE, maxi, maxj,

F

	

NumOrd, NumNB, NbLIST, MR, MR2, numedg )

endif

CCCCCCCCCCCC FORCE CALCULATION

do I=1, (isize*jsize)
AX(I) = Od0
AY(i) = Od0
AF(I) = Od0

enddo

do I=1, (isize*jsize)
do J=1, NumNB(I)

CO=I
Cl=NbList(J,I)
if (ci :gt.c0) thon

got. 99
endif
call OVERLAP(

f

	

vorx, vory, vorn, xp, yp, c0, ci, nc, isize, jsize,

g

	

FXTO, FYTO, FFTO, FFT1,
f

	

invchl, vxp, vyp, vfp, m, rad, rad2,

F

	

mr, mr2, EMODUL, GAMMAN, GAMMAT, MUE, numedg,

$

	

bnum, beashr, beathO, beathi, bealen, alpha, beacon,

$

	

beaml, beam2, beam3, thrheal, beaelo, rho,

$

	

bexist, beatim, dt, thrtim)
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99 CONTINUE
enddo

100 continue
enddo

call beamforce
$

	

nc, bnum, beacon, x, y, f, xp, yp, fp, bealen,
$

	

vxp, vyp, vfp, ax, ay, af, alpha, beami, beam2, beams, isize,
$

	

numedg, jsize, bexist)

call masure
$

	

isize, jsize, nc, iterat, time, ax, m, dt, y, f, posj, maxj,
$

	

num, rot, distO, fname, impuls, oldimp, oldtim )
call boundary(

$

	

ax, ay, ad, m, nc, isize, jsize, simul, fyext,
$

	

mbot, mtop)

CCCCCC Accelarations
do I=1, (ISIZE*JSIZE)

AX(I) = AX(I) / M(I)
AY(I) = AY(I) / M(I)
AM) = AM) / MI(I)

enddo

c

	

Dissipation caused by friction with the floor :
do i=isize+1, (isize*jsize)-isize

ax(i) = ax(i) - g;,-ai * vxp(i)
ay(i) = ay(i) - gammaf * vyp(i)
af(i) = af(i) - gammaf * vfp(i)

enddo

if ( (mod(ITERAT,grphup) .eq.0) .and . (graph.ne .0) ) then

do i=1, isize*jsize
xold(i) = x(i)
yold(i) = y(i)

enddo

call CORRECTOR(
F X,VX, AX,
F Y,VY,AY,
F F,VF,AF,
F XP, VXP, AXP,
F YP, VYP, AYP,
F FP, VFP, AFP,
F XOP, XlP, X2P, X3P, X4P, XSP,
F YOP, YlP, Y2P, Y3P, Y4P, YSP,
F FOP, FIP, F2P, F3P, F4P, FSP,
F ISIZE, JSIZE, NC, DT )

call graphics
F XP, YP, FP, VorX, VorY, VorN, NC,
$ KINEN, DT, TINE, ISIZE, JSIZE,
$ iterat, ekin, ax,
$ bnum, beathO, beathi, beacon, beaelo, beashr,
$ graph,showen, showbm, showrt, showtx,
$ grphxO, grphxi, grPhYO, grphyi, numedg, bnum, nc, bexist)
endif

AX(CO) = AX(CO) + FXTO
AY(CO) = AY(CO) + FYTO
AF(CO) = AF(CO) + FFTO
AX(Cl) = AX(C1) - FXTO
AY(C1) = AY(C1) - FYTO
AF(Cl) = AF(C1) + FFT1
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call beamupdate
$

	

nc, numedg, bnum, beacon, xold, yold, x, y, f,
$

	

alpha, beaelo, beathO, beathl, beashr, bealen, isize,
$

	

threlo, thrang, jsize, beaml, beam2, beam3, bexist, beatim)

if ( mod(iterat,iocfup) .eq.0 ) then
call ioconfig(

$

	

x, y, f, vx, vy, vf, ax, ay, ai,

$

	

xp. yP. £Pt vxp, vypp vfp,
$

	

time, iterat, 'w', isize, jsize, nc, cname,
$

	

bnum, beaelo, beathO, beatii, alpha, beashr, numedg,
$

	

beami, beam2, beam3, bealen, bexist, beacon, beatim)
endif

call ENERGY(NC, VX, VY, VF, M, MI, KINEN, ekin, isize, jsize )
call CHECKEND ( ITERAT, STFLAG, Time, DT, NC, ISIZE )
if (STFLAG) then

goto 10000
endif
goto 1

10000 CONTINUE
if (graph.ne .0)
$

	

call graphinit(
$

	

0, isize, jsize, grphxO, grphxi, grphyO, grphyi )

STOP
END



120

A.3

	

Berechnung des Uberlappungspolygons
e
c
c
c
c
c
c
c
c

subroutine
f
f
f
f

****************************************************************
*
* overlap :

*
*

*

this subroutine determines all intersections
of two voronoi tells and computes the
overlap polygon.
the area of this polynom, the contact line
and the direction of force are also determined .

check for Bach link of tell a if it intersects with a link of
tell b .
first check if the yboxes defined by the two points of the links
intersect . if not the links do not intersect .
for overlapping boxes test if the links really intersect .

overlap
vorx, vory, vorn, xp, yp, cO, cl, nc, isize, jsize,
fxt0, fyt0, fft0, fftl,
invchl, vxp, vyp, vfp, m, rad, rad2,
mr, mr2, emodul, gamman, gammat, mue, numedg,
bnum, beashr, beathO, beatii, bealen, alpha, beacon,
beaml, beam2, beam3, thrheal, beaelo, rho,
bexist, beatim, dt, thrtim )

implicit none

integer
$

	

iO, il, jO, ji, isn, isl(0:1, 32),
f

	

con(0:1,0 :16), cpO, cpi', i, opn, vc, edge,
f

	

lvorn(0 :1), vorn(nc), isize, jsize, j,
$

	

nc, e0, cl, numedg, bnum(nc), beaeon(numedg,nc),
double precision

$

	

pxO, pxi, vecxO, vecxi,
f

	

pyO, pyl, vecyO, vecyi,
f

	

det, paO, pal, area, swap,
f

	

isx(0:32), isy(0 :32),
f

	

lx, fy,
f

	

x1, x0, yi, y0, opx(18), opy(18),
f

	

fxt0, fyt0, fft0, fft1,
f

	

radxO, radyO, radxl, radyi, fnorm,
f

	

lvorx(0 :1,0 :16), lvory(0:1,0 :16),
f

	

vorx(O :numedg, nc), vory(O :numedg,
f

	

difpy, difpx,
f

	

x(0:l), y(0:1),
f

	

meff, emodul, garman, GAMMAT,
f

	

vrelx, vrely, mue, vreln, vrelt,
f

	

oldlen, leng,
$

	

xp(nc), yp(uc),
$

	

flagO(0 :16), flagi(0:16), invchl(ne),
$

	

vxp(nc), vyp(nc), vfp(nc), m(nc), xx,
double precision
$

	

rad(O:numedg,nc), rad2(0:numedg,nc),
$

	

mr(ne), mr2(nc), midx, midy, cont, thrheal, press,
$

	

beami(numedg,nc), beam2(numedg,nc), beam3(numedg,nc),
$

	

beashr(numedg,nc), beathO(numedg,nc), beathl(numedg,nc),
$

	

bealen(numedg,nc), alpha(numedg,nc), beaelo(numedg,nc),
$

	

rho, tmpb, beatim(numedg,nc), thrtim
logical
$

	

bflag, bexist(numedg,nc)

sx, sy, ai,
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nc),

fn, ft,

beam

tmpc, mi,
yy, wid, tmpa, dt
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C

	

Are the two guys connected with a beam?
bflag = false .
do i=1, bnum(cO)

if (beacon(i,cO) .eq.ci) then
bflag = .true .
beam = i
goto 1

endif
enddo

1 continue

c initialisation
isn = 0
x(0) = xp(c0)
y(0) = yp(c0)
x(1) = xp(ci)
y(1) = yp(ci)

do i=0, numedg
lvorx(O,i) = vorx(i,cO)
ivory(O,i) = vorx(i,cO)
lvorx(l,i) = vorx(i,ci)
lvory(i,i) = vorx(i,ci)

enddo

ivorn(0) = vorn(c0)
ivorn(1) = vorn(c1)

c

	

remember periodic boundary conditions .

if

	

(x(0)-x(1) gt . 3dO) then
x(1) = x(1) + dble(isize)
do i=0, numedg

lvorx(i,i) = vorx(i,ci) + dble(isize)

enddo
elseif (x(1)-x(0) gt . 3dO) then

x(0) = x(0) + dble(isize)
do i=0, numedg

lvorx(O,i) = vorx(i,cO) + dble(isize)

enddo
endif

CCCCCCCC Reduce the number of possible intersections

do i=0, lvorn(0) - 1
midx = 0 .5dO * (lvorx(O,i) + lvorx(O,i+1) )

midy = O .5dO * (lvory(O,i) + lvory(O,i+1) )

flago(i) = (midx-x(1)) * (midx-x(l))

$

	

+ (midy-y(l)) * (midy-y(l))
$

	

- rad2(i,cO) - mr2(ci) - 2dO*rad(i,cO)*mr(ci)

enddo

do i=0, lvorn(1) - 1
midx = 0.5dO * (lvorx(i,i) + 1VOrx(l,i+1) )

midy = 0.5d0 * (lvory(i,i) + lvory(i,i+l) )

flagi(i) = (midx-x(O)) * (midx-x(O))
$

	

+ (midy-y(O)) * (midy-y(O))

$

	

- rad2(i,ci) - mr2(cO) - 2dO*rad(i,cl)*mr(cO)

enddo
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CCCCCCCC Determination of all intersection points between the two cells .

do iO=0, lvorn(0)-1
if (flagO(iO) .gt.OdO) gotol5
do ii=0, lvorn(1)-1

if (flagi(ii) .gt .OdO) gotolO
j0= i0+ 1
il =il+1

c

	

determine the intersection between the both sites
c

	

Ixl Ipx01 Ivecx01
c

	

lyl = Ipy01 + pa0 * Ivecyol

	

, 0 <= pa0 <= 1
c and
c

	

Isl Ipxll Ivecxil
c

	

lyl = Ipyil + pal * Ivecyil

	

, 0 <= pal <= 1
c

	

if the intersection parameters are not between 0 and 1 the
c

	

sites do not overlap.

c

	

if ( .not .ints(i0,i1)) then
c

	

goto 10
c endif

px0 = lvorx(0, i0)
py0 = lvory(0, i0)

pxi = lvorx(1, il)
pyi = lvory(1, il)

vecx0
vecy0 = lvory(0, j0) - lvory(0, i0)

vecxi = lvorx(1, il) - lvorx(1, il)
= lvory(1, il) - lvory(1, il)vecyi

= lvorx(0, j0) - lvorx(0, i0)

det = (vecx0*vecyi - vecy0*vecxi)
if (abs(det) .eq.OdO) goto 10
det = idO / det

difpy = py0-pyi
difpx = px0-pxl

paO = (vecxi*difpy - vecyi*difpx) * det
if ((paO .le.OdO) or . (paO.gt .id0)) then

goto 10
endif

pal = (vecxO*difpy - vecy0*difpx) * det
if ((pal .1t.Od0) or . (pal.ge .id0)) then

goto 10
endif

c

	

snve new intersection point .
isn = isn + 1
isx(isn) = px0 + pa0*vecx0
isy(isn) = py0 + pa0*vecy0

c

	

link intersection point to sites of voronoi cells .
isl(O,isn) = i0
isl(i,isn) = ii

c

	

the connectioa number of the two sites is incremented.

con(0,iO) = con(0,i0) + 1
con(1,ii) = con(i,ii) + 1
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c
c
c

10 continue
end do

15 continue
end do

20 continue

computation of overlap polygon.

if ( isn lt . 2 ) then
fxt0 = Od0
fyt0 = Od0
Mo = Od0
ffti = Od0
goto 1000

endif

c ****************************************************************
c

	

check which pair of contact points is the correct one.

oldlen = Od0
do i=1, isn

do j=i+1, isn
leng = (isx(i)-isx(j)) * (isx(i)-isx(j))

$

	

+ (isy(i)-isy(j)) * (isy(i)-isy(j))
if (leng.gt .oldlen) then

oldlen = leng
cp0 = i
cpi = j

endif
enddo

enddo
if ( oldlen.lt .id-20 ) then

fxt0 = OdO
fyt0 = Od0
fftO = OdO
ffti = OdO
goto 1000

endif

c

	

put the two contact points into the right order . this means :

c

	

coci has a counterclockwise orientation relatively to vO .

x0 = x(1) - x(0)

y0 = y(1) - Y(O)
xi = (isx(cpi)-isx(cp0))
yi = (isy(CP1)-isy(cpo))
det = x0*yi - xi*y0

if (det .lt . OdO) then
swap = CPO
cp0 = cp1
cpi = swap

endif

now only two contact points are left : they have the indices

cp0 and cpi . finally the overlap polygon has to be determined .
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c
c
c

c
c
c

opn

	

= 1
opx(1)

	

= isx(cp0)
opy(1)

	

= isy(cp0)

determination of all sites of the overlap polygon.

vc = 0
edge = isl(vc, cpO)

100 continue
if ((isl(vc,cpi) eq . edge) and. (vc eq . 0)) then

opn = opn + 1
vc=vc+1
edge = isl(vc,cpl)
opx(opn) = isx(cpl)
opy(opn) = isy(cpi)

else
opn = opn + 1
edge = edge + 1
if (edge eq . lvory(vc) ) then

edge = 0
endif
opx(opn) = lvorz(vc, edge)
opy(opn) = lvory(vc, edge)

endif
if ( (vc .eq. , i) and. (edge eq . isl(1, cp0))

goto 200
else

goto 100
endif

200 continue

* computation of the overlap area and the force point .

arma = O.OdO
do i=2, opn-1

x0 = (opx(i)

	

- opx(1))
YO = (OPY(i)

	

- OPY(l))
ai = (opx(i+l) - opx(1))
yl = (opy(i+1) - opy(1))
ai = x0*yi - xl*y0
sx = sx + ai * (x0 + ,XI)
sy=sy+ai * (y0+yi)
area = area + ai

enddo

sx

	

= 0.5d0 * (isx(cp0)+isx(cpl))
sy

	

= O.Sdo * (isy(cp0)+isy(cpi))
fx

	

= - ( isy(cpi) - isy(cp0) )
fy

	

=

	

( isy(cpi) - isx(cp0) )
cont = sgrt(fx*fx + fy*fy)
fnorm = cont
fnorm-- id0 / fnorm
fx

	

= £x * fnorm
fy

	

= fy * £norm
area = 0 .5d0 * area * (invchl(c0) + invchl(ci))

then
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c
c

c
c

c

C
C
C

****************************************************************
* computation of friction forces

radx0 = (sx-x(0))
rady0 = (sy-y(0))

radxi = (sx-x(1))
radyi = (sy-y(1))

meff = (m(c0)*m(ci)) / (m(c0)+m(c1) )
vreix = (vxp(c1)-vxp(c0)) + (-radyi*vfp(c1) + radyO*vfp(c0))
vrely = (vyp(c1)-vyp(c0)) + ( radxi*vfp(c1) - radxO*vfp(c0))

vreln = - ( vrelx*fx + vrely*fy )
vrelt = - (-vrelx*fy + vrely*fx )

fn = emodul * area - gamman * meff * vreln
ft = - GAMMAT * meff * vrelt

if (abs(ft) .gt .(mue*abs(fn))) thon
ft = sign( (mue*abs(fn)) , ft )

endif

* computation of the two components of the elastic force:

c

	

* repulsion force and shear force .

fxt0 =

	

In * ix - ft * fy
fyt0 =

	

fn * fy + ft * fx

fft0 =

	

( radx0 * fyt0 - radyO * fxtO)

ffti =

	

(- radxi * fytO + radyi * fxtO)

* Inserting new beams.

press = area * emodul * fnorm

if ( .not.bflag) then

C

	

not yet a beam, pressure doesn't exceed thrheal

if (press-lt-thrheal) theu

goto 1000

C

	

not yet a beam, but pressure exceeds thrheal

elseif (bnum(cO) .lt .numedg) then

bnum(c0) = bnum(cO)+1
beacon(buum(o0), c0) = ci

bexist(bnum(cO), c0) = Jalse-

beatim(bnum(cO), cO) = Od0

goto 1000
endif

else
C

	

Real beam exists
if (bexist(beam,c0)) then

goto 1000
else
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c

	

Ghost beam exists, pressure exceeds thrheal
if (press .ge .thrheal) then

beatim(beam, cO) = beatim(beam, cO) + dt
if (beatim(bxcm, cO) .gt .thrtim) then

bexist(beam, c0) = true .
beacon(beam, c0) = ci
beashr(beam, c0) = Od0
beaelo(beam, c0) = Od0
beatiO(beam, c0) = Od0
beatil(beam, c0) = Od0
alpha (beam, c0) = OdO
xx = x(1) - x(0)
yy = y(1) - 9(O)
bealen(beam, cO) = sqrt( xx*xx + yy*yy )
leng = bealen(beam, cO)
wid = cont
area = wid * idO
mi

	

= wid**3 * idO / 12dO * ( rho * area * leng )
tmpa = leng / ( emodul * area )
tmpb = 2dO * tmpa
tmpc = leng**3 / ( emodul * mi )
beami(beam, cO) = 1dO / tmpa
beam2(beam, cO) = idO/2dO / (tmpb + idO/12dO * tmpc)
beam3(beam, cO) = tmpb / (tmpc*(tmpb+1d0/12dO*tmpc))

endif
goto 1000

else
c

	

Ghost beam exists, pressure too low : remove it
beacon(beam, c0) = beacon(bnum(cO), c0)
beashr(beam, c0) = beashr(bnum(cO), c0)
beaelo(beam, c0) = beaelo(bnum(cO), c0)
beatiO(beam, c0) = beathO(bnum(cO), c0)
beatil(beam, c0) = beathi(bnum(cO), c0)
alpha (beam, c0) = alpha (bnum(c0), c0)
bealen(beam, c0) = bealen(bnum(c0), c0)
beaml (beam, c0) = beaml (bnum(c0), c0)
beam2 (beam, c0) = beam2 (bnum(c0), c0)
beam3 (beam, c0) = beam3 (bnum(c0), c0)
beatim(beam, c0) = beatim(bnum(c0), c0)
bexist(beam, c0) = bexist(bnum(c0), c0)
bnum (cO)

	

= bnum (cO) - 1
goto 1000

endif
endif

endif

1000 continue

retura
end
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A.4

	

Berechnung der Stabkräfte

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC
C
C BEAMFORCE
C

	

Celculation of the forces of the beams on the cells .
C
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

subroutine BEAMFORCE(
$

	

nc, bnum, beacon, x, y, f, xp, yp, fp, bealen,
$

	

vxp, vyp, vfp, ax, ay, af, alpha, beami, beam2, beam3, isize,
$

	

numedg, jsize, bexist)

implicit none

integer

	

numedg, cO, ci
integer

	

beacon(numedg,nc), nc, bnum(nc), i, isize, jsize
double precision

$

	

pxO, pyO, pxi, pyi, qxO, qyO, qxi, qyi, lei, le2,
$

	

bix, biy, b2x, b2y, skp, vkp, alphap, vrx, vry, valph,
$

	

vth0, vthi, tmpelo, tmpth0, tmpthi, £n0, fni, m0, mi,
$

	

x(nc), y(nc), xp(nc), yp(nc), fp(nc), ax(nc), ay(nc), af(nc),
$

	

vyp(nc), vyp(nc), vyp(nc), bealen(numedg,nc),
$

	

fiO, fil, alpha(numedg,nc), beam2(numedg,nc),
$

	

beam3(numedg,nc), ftO, ft1, tmpshr, beami(numedg,nc),
$

	

gammal, gamma2, f(nc)
logical

$ bexist(numedg,nc)

do c0=1, isize*jsize
do i=1, bnum(cO)

ci = beacon(i,cO)
if ( (c1 .gt.cO) or . ( .not .bexist(i,c0)) ) goto 99

px0 = x(c0)
py0 = y(c0)
pxl = x(ci)
pyl = y(ci)
qx0 = xp(CO)
qy0 = yp(n0)
qxi = xp(ni)
qyi = yp(ci)
fi0 = fp(n0)
fil = fp(nl)

if

	

(px0-pxl gt . 3d0) then
pxi = pxl + dble(isize)

elseif (pxi-px0 gt . 3d0) then
px0 = px0 + dble(isize)

endif

if

	

(qxO-qxi gt . 3d0) then
qxi = qxi + dble(isize)

elseif (qxi-qx0 gt . 3d0) then

qx0 = qx0 + dble(isize)
endif

lei = sqrt( (pxi-px0)*(pxi-px0) + (pyi-py0)*(pyi-py0) )

blx = id0 / le, * (pxi-px0)
biy = idO / lei * (pyi-py0)
le2 = sqrt( (qxl-qxO)*(qxi-qxO) + (qyi-qyO)*(qyi-qy0) )

b2x = id0 / le2 * (qxi-qxO)
b2y = idO / le2 * (qyl-qy0)
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if (tmpelo.ge .0d0) then
fnO = beami(i,c0) * tmpelo

else
fnO = OdO

endif
fni = - fnO
ft0 =

	

3d0 * beam2(i,cO) * tmpshr
ftl = - ft0
m0 = beam3(i,cO) * ( (4dO/3dO)*tmpthO - (idO/3dO)*tmpthi)

$

	

+

	

beam2(i,cO) * ( tmpthO - tmpthi )
ml = beam3(i,cO) * ( (4dO/3dO)*tmpthi - (1dO/3dO)*tmpthO)

$

	

+

	

beam2(i,cO) * ( tmpthi - tmpthO )

99 continue
enddo

enddo

return
end

skp = bix*b2x + biy*b2y
vkp = blx*b2y - biy*b2x
alphap = alpha(i,c0) + atan(vkp/skp)
vrx

	

= vxp(ci) - vxp(c0)
vry

	

= vyp(ci) - vyp(c0)
valph = b2x * vry - b2y * vrx
vth0 = vfp(c0) - valph
vthi = vfp(c1) - valph

tmpelo = (le2 - bealen(i,c0))
tmpthO = fiO - alphap
tmpthi = fil - alphap
tmpshr = - (tmpthl + tmpthO) * bealen(i,cO) / 2dO

vrx = vxp(cl) - vxp(c0)
vry = vyp(ci) - vyp(c0)

ax(c0) = ax(c0) + b2x * fn0 + garnmal * vrx - b2y * ft0
ay(c0) = ay(c0) + b2y * fn0 + garnmal * vry + b2x * ft0
af (c0) = af(c0) - m0 - gamma2 * vth0
ax(ci) = ax(c1) - b2x * fn0 - garnmal * vrx + b2y * ft0
ay(c1) = ay(ci) - b2y * fn0 - gammai * vry - b2x * ft0
ad(C1) = af(ci) - ml - gamma2 * vthl
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Bewegung der Stäbe

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC
C
C BEAMUPDATE
C

	

Update of the beam variables
C
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

subroutine BEAMUPDATE(
$

	

nc, numedg, bnum, beacon, xold, yold, x, y, f,
$

	

alpha, beaelo, beath0, beatii, beashr, bealen, isize,
$

	

threlo, thrang, jsize, beami, beam2, beam3, bexist, beatim)

implicit none

integer

	

numedg, nc, c0, cl, j
integer

	

beacon(numedg,nc), nc, bnum(nc), i, isize, jsize
double precision px0, py0, pxi, pyl, qx0, qy0, qxi, qyi, lei, le2,

$

	

xold(nc), yold(nc), x(nc), y(nc), f(nc), alpha(numedg,nc),
$

	

blx, biy, b2x, b2y, beaelo(numedg,nc), beashr(numedg,nc),
$

	

beaelo(numedg,nc), fi0, fil, beacon(numedg,nc), skp, vkp,
$

	

beashr(numedg,nc), threlo, thrang, tmp,
$

	

beami(numedg,nc), beam2(numedg,nc), beam3(numedg,nc),
$ beatim(numedg,nc)
logical

$ bexist(numedg,nc)

do c0=1, isize*jsize
do i=1, bnum(c0)

cl = beacon(i,c0)
if ( (c1 .gt .c0) '.or. ( .not.bexist(i,c0)) ) goto 99
px0 = xold(n0)
py0 = yold(n0)
pxi = xold(cl)
pyi = yold(nl)
qx0 = x(c0)
qy0 = y(c0)
qxi = x(cl)
qyi = y(cl)
fi0 = f (CO)
fil = f(c1)

if

	

(px0-pxi gt . 3d0) then
pxi = pxi + dble(isize)

elseif (pxi-px0 gt . 3d0) then
px0 = px0 + dble(isize)

endif

if

	

(qx0-qxi gt . 3d0) then
qxi = qxl + dble(isize)

elseif (qxl-qx0 gt . 3d0) then
qx0 = qx0 + dble(isize)

endif

lei = sqrt( (pxi-px0)*(pxi-px0) + (pyi-py0)*(Pyi-py0) )

bix = id0 / lei * (pxi-px0)
biy = id0 / loi * (pyi-py0)
le2 = sqrt( (qxi-qx0)*(qxl-qx0) + (qyi-qy0)*(qyi-qy0) )

b2x = 1d0 / le2 * (qxi-qx0)
b2y = id0 / le2 * (qyi-qy0)
skp = bix*b2x + biy*b2y
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99 continue
enddo

enddo

return
end

vkp = bix*b2y - biy*b2x
alpha(i,c0) = alpha(i,c0) + atan(vkp/skp)

beaelo(i,c0) = le2 - bealen(i,c0)
beath0(i,c0) = fi0 - alpha(i,c0)
beathi(i,c0) = fil - alpha(i,c0)
beashr(i,c0) = (beath0(i,cO) - beathi(i,c0)

C Characteristics for breaking (Tresca and von Mises) .

if ( .not .bexist(i,c0)) goto 99
tmp = max( abs(beath0(i,c0)), abs(beathl(i,c0)) )
if ( ((beaelo(i,c0)/(bealen(i,c0)*threlo)) *

$

	

(beaelo(i,c0)/(bealen(i,c0)*threlo)) + abs(tmp/thrang))
$

	

ge . id0 ) then
j = bnum(c0)
boum(c0) = j - 1

beacon(i,c0) = beacon(j,c0)
bexist(i,c0) = bexist(j,c0)
bealen(i,c0) = bealen(j,c0)
beatim(i,c0) = beatim(j,c0)

endif

ANHANG A . DAS SIMULATIONSPROGRAMM

* let

beaelo(i,c0) =
beashr(i,c0) =
beath0(i,c0) =
beathl(i,c0) =

beaelo(j,c0)
beashr(j,c0)
beath0(j,c0)
beathi(j,c0)

beami (i,c0) = beami (j,c0)
beam2 (i,c0) = beam2 (j,c0)
beam3 (i,c0) = beam3 (j,c0)
alpha (i,c0) = alpha (j,c0)
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