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Hinleit Emg und Uberblick

1.1 Einleitung

1.1.1  Allgemeine Bemerkungen

Diese Arbeit untersucht das kritische Verhalten begrenzter Systeme [1, 2]. Kritisches
Verhalten ist durch eine grofie Korrelationsldnge £ gekennzeichnet, die am kritischen
Punkt des Volumen (kPV) divergiert. Das System fithlt dadurch den EinfluB von
Begrenzungen auch tief im Volumen, wodurch sich die kritischen Eigenschaften qua-
litativ gegeniiber dem entsprechenden unbegrenzten System unterscheiden. Die Be-
rechnung von System-Eigenschaften wird jedoch durch die Begrenzungen erheblich
kompliziert, da die Translationsinvarianz gebrochen ist. Charakteristische Figen-
schaften sind Skalenfunktionen, Amplitudenverhiltnisse und kritische Exponenten,
die das kritische Verhalten von Systemgréfen, wie z.B. der Ordnungsparameterdich-
te, kurz als Ordnungsparameter (OP) bezelchnet und der OP- Korrelatxonsfunktlon
beschreiben.

Ein Beispiel ist ein ferromagnetisches Halbraum-System mit kurzreichweitiger
Wechselwirkung, wie z.B. das “Ising-Modell” [2], mit einer planaren Oberfliche bei
z = ¢ (siehe Abb. 1.1). Der lokale OP nahe dem kPV ist dann dle Ma,gnetlslerung

(@), deren leltendes smgula.res Verhalten die Form R

m(e,t) = P A(zfes) . N (1_.1a)

hat. Hier ist t~T— Ty, die Abweichung von der Ubergangstemperatur des unbe-
grenzten Systems. £ ~| ¢ |7 ist die Volumen-Korrelationslinge, mit der Bezeich-
nung + (=) fir T > Ty (T < T). Die Gleichung gilt nur, wenn z >> mikrosko-
pische Abstinde [2] ist. Es gibt verschiedene Oberflichenuniversalititsklassen, siche
Abbildung 1.2 und die Diskussion weiter unten: Die Skalenfunktion A verhilt sich
-2.B. nahe am ‘auflergewGhnlichen Ubergang (EX ) im Volumen- (Z/Ei >> 1) und
_:_'Oberﬂachengfenzfall (z/fI <_< 1) wie ' _ SR s o

AJ,(Z} { consti S o -_fur _ Z_>>_1 B (le)

RO . _
- onstz‘, “ef —i—consz 2% 4. fir Z<<1
+ I :




hier ist zg = B/v der “Volumen-” und .'cg) der “Oberfiichenexponent” des
OP’s [2]. Dieses Beispiel zeigt, dafl selbst bei groflem festen Abstand z das “Vo-

lumen” die Oberfliche filhlt, wenn nur ¢ hinreichend klein wird, denn dann ist
m =~ [m]i=o ~ 280

Die OP-Korrelationsfunktion {®®) — (2)(P) genau am kritischen Fixpunkt, hat
die Skalenform

1 2129

Klrum) = |p1 — 1?02 B(ffi - i"zf) ’ (1.2
mit |r; — r2|, 21, 22 >> mikroskopische Lingen und zs aus (1.1b). Hier ist r; =
{rj1,21) und r2 = (7p,22). Die Skalenfunktion B hiingt nur von einer Varia-
blen (? = 2122/ |r; — r2|? ab, wegen der Konformen Invarianz am kritischen Fix-
punkt [3, 4], sieche auch Kapitel III. Die iibliche Skalentheorie wiirde dagegen eine
Abh#ngigkeit von (? und einem weiteren Lingenverhiltnis z; /2, zulassen. Ahnlich
wie in (1.1b) sind die beiden Grenzwerte '

) const fir (?>>1
B(¢*) ~ { eama) g (2 << (1.2b)
Dies bedeutet, wenn nur die Abstinde z, 2 (vergl. Abb. 1.1) von der Oberfliche
fest sind und |ry, — 72| nach (1.2b) “hinreichend” grof ist, wird die OP-Korrelation

~|ry = r3|"2%2 also von einem Oberflchenexponenten xé) # Zg bestimint.

Eine Besonderheit kritischer System am kritischen Fixpunkt ist die Detailun-
abhéngigkeit der Skalenfunktionen, Amplitudenverhiltnisse und kritischen Expo-
nenten. Das heiflt, diese Gréfen hingen von mikroskopischen Detaiis, wie z.B. vom
Gittertyp, der Gitterkonstante a, von Details der Wechselwirkung etc. nicht ab,
sondern nur von qualitativen Gréfien wie z.B. der Raumdimension d, der Anzahl
der Komponenten des OP’s, dem Typ der Wechselwirkung (kurz- oder langreich-
weitig {2]) und dem EinfluB von Begrenzungen. Diese Detailunabhingigkeit wird
als Universalitdt bezeichnet. Dadurch ist es -méglich, kritisches. Verhalten in soge-
nannte Universalitdtsklassen einzuteilen. Fiir das Vorhersagen von makroskopischen
Systemgréfien geniigt es daher, das am bequemsten handhabbare Modell zu be-
nutzen. So wird z.B. fiir Computer-Simulationen das Gitter- und fiir anaiytische
Rechnungen das Kontinuumsmodell benutzt.

‘Der Einflu} von Begrenzungen &dndert das kritische Verhalten: Es zeigt s1ch
daf} eine Volumenuniversalitdtsklasse in mehrere Oberflichenuniversalititsklassen
aufspalten kann. Die Oberfidchenuniversalitdtskiasse héngt von der Volumenuniver-
salitidtsklasse und einigen wenigen qualitativen - Oberflicheneigenschaften-ab. Cha-
rakteristisch fiir die Oberfliche ist, ob ‘diese am kPV (bei T,;) die Ordnung des
“Volumens” schwiicht oder verstirkt. Die Oberflichenuniversalititsklasse (der Ober-
~ flicheniibergang) wird daher iiber den Ordnungsgrad der Oberfliche am kPV- mit
“T=T, definiert, ist diese ungeordnet oder geordnet, wird dies als gewdhnlicher (O)
oder aufergewdhnlicher Ubergang (EX) bezeichnet. Wenn die Oberfliche und das




“Volumen” gleichzeitig kritisch sind!, wird dies als spezieller oder multikritischer
Ubergang (SB) bezeichnet, siche Abb. 1.2. Der auBergewshnliche Ubergang liegt
bei hinreichend starker Kopplung zwischen den Oberflichenspins vor und impliziert
bei einer Temperatur T, > Ty, den Oberflacheniibergang (S), der aber ein (d — 1)
dimensionaler Volumeniibergang ist, vergl. Abb. 1.2. Die untere kritische Dimension
dafiir ist (d — 1)*==1, unterhalb der die d — 1 dimensionale Oberfliche fiir sich nicht
bei einer endlichen Temperatur ordnen kann. Fiir das Auftreten eines auBlergewthn-
lichen und speziellen Ubergangs muf daher die Dimension d gréfler als zwei sein.
Der Oberfiicheniibergang S ist nicht Gegenstand dieser Arbeit, daher wird auf eine
weitere Erlduterung verzichtet. Eine austiibrliche Darlegung aller Ubergénge findet
sich z.B. in dem Ubersichtsartikel von H.W. Diehl [2].

Die Oberflicheniibergédnge lassen sich genauer am Beispiel des schon erwéhnten
Ising-Modells mit ferromagnetischer nichster Nachbar-Wechselwirkung auf einem
Halbraum-Gitter erliutern:

Tl

Abbildung 1.1: Ising-Modell auf einem hyperkubischen d dimensmnaien Haibraum—
G1t‘ter mit Gltterkonstante a. Die pianare Obernacne liegt bei z = 0. o

: Wegen der Universalitdt geniigt es den einfachsten Fall zu betrachten, wo zwi-
schen den nichsten Nachbar-Spins in allen Schichten z > a die reduzierte Volumen-
kopplung k¥ = j/kpT, und nur in der Schicht z = 0 die reduzierte. Oberfiichenkopp-
lung ky = 7; /ksT ist. Damit ein spezieller Ubergang auftritt, muB die redumerte :
Oberﬂachenkopphmg [kl]SB die Relation. erfullen [2): . :

mit der reduzierten kritischen Voiumenkopplung in d Dimensionen k.(d). Der rechte

- Teil der Ungleichung ergibt sich daraus, daB der a.nhangende glexchzeltlg ordnende :
' Halbraum die Ordnung der Oberfliche unterstiitzt.- ' el el

“1Das bedeutet die- Oberﬂachensuszepmbzhtat X11 —-00 und die Volumensuszept1b111tat Xo = 0,
_vergl Ref. [2] S : : : . R o . :
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Abbildung 1.2: Phasendiagramm eines Ising-Modells auf einem Halbraum-Gitter in
d > 2 Dimensionen. Alle Magnetfelder sind null, A = h; = 0.

In dieser Arbeit untersuchen wir den auergewdhnlichen Ubergang eines Landau-
Ginzburg-Modells (Kapitel II) mit einem einkomponentigen OP-Feld, vergl. die
Abbn. 1.1 und 1.2, das zur Ising-Universalititsklasse gehort.

1.1.2 Der aullergewthanliche und der normale Ubergang

Charakteristisch fiir den aufergewshnlichen Ubergang [5, 6] ist das Einsetzen der
Volumenordnung bei einer bereits spontan geordneten Oberfliche. Er wird im Ising-
Modell durch.das Verhaltms der Kopphmgen ki1/k > [k1/k]gp und Magnetfelder nuil
beschrieben, siche Abb. 1

Von gréferem pLaKL-lSL.hE"'l (experimentelien) Interesse ist der sogenannte norma-
le Ubergang [7), der auch durch die beginnende Volumenordnung, ‘bei einer bereits
geordneten Oberfliche charakterisiert ist. In diesem Fall erfolgte die Ordrung der
Oberfliche aber nicht spontan, sondern durch ein Oberflichenmagnetfeld A; bezo-

gen auf k7. Tm Ising-Modell wird dieser Ubergang daher durch Ay 0 und beliebi-

ges (k1/k) klassifiziert. Der normale Ubergang beschreibt durch die Ising-Gittergas-
Aquivalenz [2], das kritische Verhalten von Fliissigkeiten. Hierbei bedeutet “Spin
hoch™ z.B. die Besetzung und “Spin runter” die Nichtbesetzung eines Gitterplatzes

~mit einem Fliissigkeitsmolekiil. Bei -binéren Fliissigkeitsmischungen {2, 8, 9] ent-

spricht z.B. “Spin hoch” und “Spin tunter” einer Besetzung mit der Sorte ‘A und _
_.. B der Fliissigkeitsmolekiile. Das reduzierte Oberflichenmagnetfeld A; beschreibt die = . e

Wechselwirkung der Molekiile mit der Behilterwand: A; ist die Differenz aus.dem

o S

_ . . SRR S
chemischen Potentialunterschied 14 — up an der Wand uud im kritischen Volumen
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bezogen auf kgT. Das nichtverschwindende hy bewirkt die Bevorzugung einer Mo-
lekiilsorte durch die Wand, so dafi es am Entmischungspunkt der Fliissigkeit zur kri-
tischen Adsorption {Uberschufibildung) dieser Sorte kommt [2]. Beim Gas-Fliissig-
Ubergang tritt pup nicht auf (nur eine Molekiilsorte). Ist die Wechselwirkung der
Molekiile mit der Wand attraktiv oder repulsiv, wird die fliissige oder gasférmige
Phase am kritischen Punkt adsorbiert.

Bray und Moore [6] entwickelten die Vorstellung, dafl der normale und der au-
BergewsShnliche Ubergang dquivalent sind. Ihr plausibles Argument ist, da in bei-
den Fillen das Volumen in Anwesenheit einer bereits geordneten Oberfiiche ord-
net und es fiir das asymptotische kritische Verhaiten (wahrscheinlich) unerheblich
ist, ob die Ordnung der Oberfliche durch ein Oberflichenmagnetfeld oder spontan
erfolgte. Diese Vermutung ist von Burkhardt und Dieh! [7] unlingst fiir die Ising-
Universalitétskliasse bewiesen worden.

Ausgangspunkt ihres Argumentes [7] ist das bereits in Abb. 1.1 eingefiihrte hy-
perkubische d dimensionale Halbraum-Gitter mit Ising-Spins und reduzierter ferro-
magnetischer nichster Nachbar-Wechselwirkung & im Volumen, &; an der Oberfliche
und Magnetfelder null (aufler zur Erzeugung eines geordneten Zustandes, siehe un-
ten). Die Beweisidee [7] ist: den auBergewshnlichen auf den normalen Ubergang
abzubilden, wie wir im folgenden kurz skizzieren. Die Spins ¢ der ersten Ober-
flschenschicht sind durch die Oberflichenkopplung ki > [k1]sp spontan geordnet,
und wirken auf die zweite Schicht als effektives Oberflichenmagnetfeld. Die Abbil-
dung erfolgt durch die Aussummation der Oberflichenspins aus der Zustandssumme,
so dafl die “neuen” Oberflichenspins einem effektiven Oberflichenmagnetfeld aus-
gesetzt sind.

Die Oberfliche wird mit S bezeichnet, der ubr1ge Halbraum mit S¢ und die
Spins in S und S¢ mit o und s. Der aulergewdhnliche Ausgangs-Hamiltonian mit
Oberflichenmagnetfeld h; =0 und %; > [k;]gp ist dann =

- Hs,0) = Hqy(s)+Hg1(0) +Hinse(s,0)

%d(s) = -k Z 8; 84
<i,5>CS8c
Haalo) = —ki > oi0;
<i,j>C8§ -
%int(S,J) = -k i 805 (14&)
<i,j>CSXSc

wobei < i,7 > ein Paar néchster Nachbar-Spins bezeichnet. {Zur Préparation

eines geordneten Zustands miissen wir zu H{s,o)} noch einen Magnetfeldterm

—hX 0; —h3 s; mit h > 0 addieren und das Magnetfeld nach dem thermodyna-

mlschen Limes gegen 0F schicken.]

. "Burkhardt und Diehl generieren nun einen effektiven Hamiltonian H.zs des Sys—
- tems in Sc. Durch Heraussummatmn der Oberﬁachenspms o aus der Zustandssum—"
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me ergibt sich

o~ Hers(3) — o—Hals) < —Hins(s, a)> Sp, o~ Ha-1(0} . (1,413)

Ha—y
Wegen der Universalitit gentigt es den Fall &) > k.(d — 1) > [k1(d))sp zu betrach-
ten. Es folgt dann aus (1.4b) :

Hejr(8) = Faur(br) — In (e (o)) 4 1(s) (1.4¢)

Ha—1
mit der am kPV reguldren freien Energie F4_,(k1). Wegen der Vereinfachung (k; —
oo) selektiert die Konfigurationswahrscheinlichkeit ~ exp [~Hq_1(0)] im Mittelwers
in (1.4c) nur den Zustand heraus, indem alle Spins ¢ parallel sind. Somit ist {wegen

h=0%)
- In <e_ﬂiﬂt(3’a)>?{d_l = —k ; Sy . (}_4:d)

Die Summe lguft nur iiber die Spins s aus der Oberflichenschicht von Sg. Der
Hamiltonian (1.4c) modelliert also einen normalen Ubergang.

Bei Benutzung eines Kontinuumsmodells ist die asymptotische Aquivalenz von
auBergewthnlichen und normalen Ubergang unmittelbar einsichtig: die in der Fluk-
tuationsentwicklung vorkommenden Bausteine, die Magnetisierung in leitender Ord-
nung und der gaufische Propagator, sind ndmlich identisch fiir die beiden asymptoti-
schen Félle (k; — o0, hy =0) und (k; — cosign(ki — [k1]sB), b1 —co) (siehe Abb. 1.2).
Dies wird im II. Kapitel bei der Erlduterung des in dieser Arbeit verwendeten Kon-
tinuumsmodells und der daraus folgenden Zustandsgleichung sichtbar.

Im folgenden bezeichnen wir die ‘symmetriebrechende (auBergewthnliche oder
normale) Oberfliche stets mit EX. Der EX-Ubergang hat die Besonderheit, daf
die kritischen Oberflichenexponenten des OP’s @ und der Energiedichteabweichung
& vom kritischen Volumenwert? (im folgenden immer einfach als Energiedichte be-
zeichnet) also die Exponenten der entsprechenden OberflichengroBen m; und (&),
nicht von der Volumenuniversalititsklasse abhingen, sondern gleich der Raumdi-
mension d sind [7, 10]:

Wl =d (@59
), =4 . | (1.5b)

Das Gleiche gilt am gewohnhchen Ubergang (O) _]edoch nur fur die Energledlchte [
10, 11, 12 13 - : N : .
(e'l [ sl ) . Wl

*Im unbegrenzten Volumen am kritischen Punkt ist der thermische Mittelwert des OP’
- aus Symmetriegriinden null, aber der. Energ1ed1chte-M1ttelwert nyr.in. Dlmenszonsregula,nsmrung, EERRIRTIRSR A
vergi (B 73} a : : : : : :

S co




Die Oberfléchenexponenten [a:fi,)]o sowie {m(qf’] und [ i )Js des speziellen Uber-
gangs (SB) haben nichttriviale Werte und hangen von der Volumenuniversalitits-
klasse ab [2]. Die Relationen (1.5) lassen sich fiir ein d dimensionales Spin-System
im Halbraum mit einem einfachen Argument [7, 10] erkl&ren. Im folgenden wird das
Burkhardt und Diehl Argument [7] fiir die Ising-Universalitdtsklasse kurz skizziert.

Ausgangspunkt ist das einkomponentige Landau-Ginzburg-Modell {(II. Kapitel,
GL (2.1)) einer d dimensionalen Film-Geometrie mit —L; < z < Ly und Limes
L; = o0, das bei z = 0 durch eine Grenzfliche mit Inhalt A — oo in zwei Teil-
bereiche zerlegt wird (Abb. 1.3):

Abbildung 1.3: d dimensionales System mit Grenzfliche bei z = 0 (Film-Geometrie

der Breite L; + L, und Limes L; — oo, und Seitenfliche A — o0).
|

|

| t
| I
| |

h=hg ! h=10 t* i i

| H
; |
[ |
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1.3a: h(z) =hof(—z) und t(z)=const. 1.3b: A(z)=0 und (z)=1"8(—2) + t6(z).

(i) Das gesamte System {Abb. 1.3a) habe die reduzierte Temperatur ¢ ~ T — Tg.
Im Bereich z < 0 ist ein homogenes Magnetfeld h(z) = hof(—z) angelegt. Der Halb-
raum mit h = hy erzeugt somit eine endliche Magnetisierung der Grenzfidche bei
z = 0 und bleibt fiir £ — 0 wunkritisch. Der Halbraum mit A = 0 dagegen hat fiir
sich bel £ = 0 einen kritischen Punkt einsetzender spontaner Ordnung. Er fiihlt
den anderen Halbraum nur iiber die geordnete Grenzfliche, Da dieser Ubergang in
Anwesenheit einer bereits geordneten Oberfliche stattfindet, 148t er sich als norma-
ler und wegen der Aquivalenz von normalem und aufergewdhnlichem Ubergang als
EX-Ubergang identifizieren. Wir werden nun die Magnetisierung der Grenzfisiche
dieses Film-Modells. berechnen {und da:mt die Oberﬂachenmagnetlslerung my - des
EX-Ubergangs). :
Wir betrachten dazu eine infinitesimale Verschiebung der Grenzfliche um 4L in den
Bereich mit h = 0. Dies kostet die magnetlsche frele Energle 8F, aufgrund der
Anderung des Hamiltonians - o S

5?{:}1 féLd _ ..a',’.d.'l.. & N _ :. :._ ..1
o=y TR T;_I____.:(_?‘”_,_3)_.__.__._ i (6&)

esamtsystems hat im thermodynamischen Limes .
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L; = cound 4 — oo die (geometrische) Zerlegung
F = AlLflls ) + Lfst,0) + S0 1) + (0B + £0,0) 4+, (L6b)

mit der Querschnittsfliche A. Die ersten beiden Terme sind die Volumenbeitrige
der Bereiche mit A = hy und h = 0. Die drei nachfolgenden Terme bezeichnen die
(reduzierte) freie Energie der Grenzfliche bei z = 0 und der Oberflichen bei z = —L;
und z = L. Die Punkte bedeuten Korrekturen aufgrund der endlichen Systemgrsfe,
die aber fiir £ — 0 weniger singular sind. Die Verschiebung der Grenzfliche um 6L
in den Bereich mit A = 0 (Abb. 1.3a) vergrofert den Bereich mit A = hy um AJL,
um den der Bereich mit A = 0 entsprechend verkleinert wird. Die Anderung der
reduzierten freien Energie ergibt sich aus (1.6b) zu

0F = ASL [fb(f, h) — fb(t, 0)} e . (1.60)
Andererseits kann man ¢F durch §H aus (1.6a) ausdriicken als
dF = —In <e_‘m>

— 4 (ho jg "4z (@) +o[(5L)2]) . (1.6d)

Mit der Grenzflichenmagnetisierungsdichte m; = <@(T”,0)> folgt aus (1.6¢)
und (1.6d) im Limes 6L — 0 das Resultat

ho.ml = —fb(t, 0) + fb(t, h) . (166)

Da f3(t, h # 0) regulér ist, wird die z.B. aus (1.1) folgende leitende (thermische)

Singularitit my ~ 76" von fo(t = 0,0) bestimmt. Daher hat m, den gleichen kri-
tischen Exponenten 2 — o und das gleiche universelle Verhiltnis der Amplituden
B, /B_ ober- und unterhalb T,;, wie der leitende singulire Anteil der freien Eunergie
pro Volumen: [fp+|; o ~ Bx |£|°~. Mit der Hyperskalengleichung 2 — & = dv folgt

damit a:( =g, Aufgrund der schon anfangs erklirten Grenzfiichen-EX-Aquivalenz
beschreibt Gleichung (1.6e) das kritische Verhalten der Oberﬁachenmagnetlslerung
iy iL:s [fo,+]; ¢ fiir den EX-UDergang o

(11) Ahnlich 188t sich zeigen, daB auch die Oberflichenenergiedichte am EX-
und O-Ubergang das gleiche leitende singulire Verhalten (LS) wie die freie Energie
pro ‘Volumen hat. Dazu betrachten wir entsprechend eine thermische Stérung des
kritischen Systems (Abb. 1.3b), d.h. zwei verschiedene Temperaturen ¢.und ¢ in den
Halbrdumen z > 0 und 2z < 0.

Zur Charakterisierung des O-Verhaltens, wahlen wir fiir den Halbraum z < 0 die
‘konstante Temperatur ¢£* > 0. Dieser Halbraum und die Grenzfliche bei z = 0 sind

©dann ungeordnet. Im Limes £ — 0 ordnet der an der Grenzfliche anhéngende Halb-
raum:z > 0. Er nimmt den ungeordneten Halbraum z < 0 nur {iber die Grenzfliche

ot
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wahr, die damit einer ungeordneten Oberfliche entspricht. Der “Grenzflichen-" und
O-Ubergang sind damit fiir * > 0 dquivalent.

Zur Reprisentierung des EX-Verhaltens, wahlen wir entsprechend * < 0. Der
Halbraum z < 0 und die Grenzfliche z = 0 sind dann geordnet. Der “Grenzfichen-
Ubergang” des Teilsystens z > 0 ist fiir £ — 0 nun dem FX-Ubergang dquivalent.
Eine Verschiebung der Grenzfiiche um 6L und eine &hnliche Betrachtung der {re-
duzierten) freien Energie Anderung ergibt dann in beiden Fllen:

(t* - t) & = fb(t*: 0) - fb(t: 0) ) (1'6f)

mit & = <®2(T”, O)> im Landau-Ginzburg-Modell. Nach der obigen Argumentation
folgt nun aus (1.6f), daf} die leitenden singulédren Anteile der Oberflichenenergiedich-
te & am O- und EX-Ubergang, und der (reduzierten) freien Energie pro Volumen
(siehe oben) gleich sind. D.h. & hat den gleichen kritischen Exponenten und das
gleiche universelle Amplitudenverhiltnis (fiir £ — 07 und ¢ — 07} wie f;.

1.2 Uberblick dieser Arbeit

Das Anliegen dieser Arbeit [14] ist der £X-Ubergang. Er ist im Vergleich zu dem O-
und SB-Ubergang, die heute sehr gut verstanden sind [2, 13], wegen der gebroche-
nen OP-Symmetrie sehr viel schwieriger analytisch zu untersuchen und war daher
zunichst weniger gut verstanden. Eine Ubersicht iiber frithere Arbeiten findet sich
z.B. in den Referenzen [2, 15, 14]. An einigen Stellen in dieser Arbeit werden wir die
Resultate aus der Referenz [15] fiir Konsistenziiberpriifungen benutzen, und werden
deshalb diese nun kurz vorstellen.

Diehl und Smock [15] interessierten sich fiir das OP-Profil am EX -Ubergang der
Ising-Universalitdtsklasse (mit kurzreichweitiger Wechselwirkung). Sie verwendeten
das einkomponentige feldtheoretische Landau-Ginzburg-Modell fiir den Halbraum
und die RG verbesserte Fluktuations- und e-Entwicklung, um das QP-Profil fiir ¢ > 0
und ¢ < 0in d = 4 —e Dimensionen in erster Ordnung der Fluktuationen (“I-Loop”)
zu berechnen. Mit ihren Resultaten im Oberflichenlimes z/&+ — 0 bestitigten sie
insbesondere das leitende singuldre Verhalten des Oberflichenprofils [6, 7, 10, 16]
my ~|t[2~%, vergleiche (1.6e). So konnten frithere Zweifel am kritischen Exponenten

z$) = d, und am monotonen Verhalten des Profils in den Referenzen [17] und [18]
_(m 1- L.oop-Oro.nung) ausgerdumt werden. Ihre Resultate sind konsistent mit der
asymptotischen Aquivalenz des auBergewthnlichen und des normalen Ubergangs.

" In dieser Arbeit benutzen wir jedoch im Unterschied zu Referenz [15] die allge-
meine Methode des KDE-Ansatzes {2, 4, 13, 14, 16]. Damit werden wir das kritische
Verhalten des OP’s und der Energiedichte (in Profilen, Korrelationen und Schichtsus-

_ zeptibilitdten) in Halbraum- und Film-Geometrien untersuchen. Diese Methode ist
definiert durch eine Entwicklung von Operatoren (fluktuierenden Feldern) in Kor-

-relationsfunktlonen Der A entw1ckelnde Operator muB einen . Abstand z von der
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Oberfliche haben, der sehr viel kleiner ist als der Abstand zu den iibrigen Operato-
ren (in der Korrelationsfunktion) und die Korrelationslinge £. Alle vorkommenden
Lingen sind jedoch grof gegen mikroskopische Lingenskalen, da wir am universellen
Verhalten interessiert sind. [Wie frither® bezeichnet £ die Abweichung der Energie-
dichte von ihrem kritischen Volumenmittelwert.] Fiir diese Groflen ¥ = @ oder £
hat die Entwicklung im einfachsten Fall die Form '

U(ry,2) [(¥(ry, 2)) = 1+ oulry,0) 2% Co +--- (1.7)

(¥) ist der (nichtverschwindende) Mittelwert in einer Halbraum-Geometrie am kPV
mit T = T};. Die geordnete EX-Oberfliche bricht die ® — —& Symmetrie. Es gilt
daher keine & — —® Auswahlregel und es ist zu erwarten, dafl derselbe Operator
og fir ¥ = @ (ungerade) und ¥ = & {gerade in &) auftritt. Die rechte Seite
ist eine unendliche Summe von Oberflichenoperatoren mit anwachsenden Skalen-
dimensionen, und 1 ist der “Einheitsoperator” mit der Skalendimension null. Der
Oberflichenoperator oy beschreibt das nichttriviale leifende singuldre Verhalten von
V. Er wird daher als der leitende Oberflichenoperator bezeichnet und hat die klein-
ste Skalendimension :cg;) > 0. Die Oberflichenoperatoren und die Amplituden auf
der rechten Seite hdngen dabel weder von der Zahl, den Orten und der Natur der
sonstigen Operatoren in der Korrelationsfunktion, noch von den Oberflichenuniver-
salitdtsklassen von weiteren entfernten Oberflichen ab, sondern nur von der Ober-
flachenuniversalitdtsklasse der sich bei z = 0 befindenden nahen Oberfliche und
vom Operator ¥ [2, 4]. Die KDE 148t sich daher intuitiv als Operator-Produkt-
Entwicklung {2, 4, 19] in einem unbegrenzten System interpretieren, in der die Ober-
fliche dem zweiten Operator entspricht. _ o

Die Gro8e ¥ /(¥) ist (im Sinne der minimalen Subtraktion multiplikativ)? re-
normiert [2], denn es kiirzen sich die Z-Faktoren aus Zhler und Nenner heraus
(vergl. (2.2a)}, und hat daher keine anormale Skalendimension. Die bekannten Ober-
flichenskalendimensionen (1.5) offenbaren Eigenschaften des unbekannten Operators
og. Dazu betrachten wir die 2-Punkt-Funktion von ¥ (vergl (‘l .2)) im lateralen
Obefﬂachenhmes I’r” — I > 2,7 am krztischen lepunkt o

< (rua )‘P(rn,z)> |Tli_7' ! ?'d"'_f' ".':.(1 8)

Darnit (1. 8) mit (1 7) konsistent ist, muf dle Skalendimension :L'(S} gleich der Raum-
dimension d sein. Cardy [16] hat fiir oy die Komponente T} | des (“verbesserten”)
renormierten Spannungstensors T, vorgeschlagen. Hierbei bezeichnet 1. die Kom-
ponent_e -senkrecht -zur planaren -'O__b_erﬁéiche,' ver_gle_ich_e__ Abb 1.2 "_m_it L= z._ '_D_er

. "*Vergleiche die Fufinote vor Gleichung (1.5a). :
AWenn ¥ = £ undt ~ T — T ungleich null ist, wird Jedoch eine zusitzliche additive Renormie-

._-'rung notwendig (2], die aber regular int ist, und somrt mcht zum leitenden singuldren. Verhalten :

. _Im (1.7). beltragt

|
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Spannungstensor [20] hat® ndmlich die Skalendimension d. Die Kontinuititsglei-
chung (3.15) impliziert, dal die Komponente 7', | einen endlichen Grenzwert an der
Oberflache hat, d.h. ein geeigneter Oberflichenoperator ist. Wir werden im HI. Kapi-
tel diese Eigenschaften von T, im Detail darlegen. Der Kurze-Distanz-Entwicklungs
(KDE’s) Ansatz (1.7) hat dann die Form [16]:

C(ry, 2) /<‘1’(""Eh3)> =1- [E%TLL(T‘Q, Z)] 22Cy +-o0 . (1.9)

Die KDE-Amplitude Cg ist universell, da ¥ /{¥) und T, ; keine anormale Di-
mension haben (und alle Distanzen groff gegen mikroskopische Léingen sind,
vergl. (2.11b)). Sie hdngt nur von der Universalititsklasse der sich bei z = 0 be-
findenden nahen Oberfliche, von der Universalititsklasse des Volimens und vom
Operator ¥ ab, vergl. die allgemeine Diskussion nach (1.7). In d = 2 Dimensionen
ist die Besonderheit, dafl Cg hyperuniversell (21} ist, d.h. nur von der Volumen- und
nicht von der Oberflichenuniversalititsklasse (dem Typ der Oberfliche) abhingt,
vergl. auch die Diskussion nach (1.22) und (3.49b). [Die Punkte auf der rechten
Seite von (1.9} bezeichnen Beitrdge von Oberflichenoperatoren mit grdferer Ska-
lendimension als d.]

Ziel dieser Arbeit ist es, diesen Ansatz {1.9) in den verschiedensten Situationen
mit ¥ = & oder &£ und fiir eine Halbraum- oder Film-Geometrie zu verifizieren, und
seine Konsequenzen zu untersuchen. Dazu betrachten wir zunéchst parallelinvarian-
te Grofen wie Profile und Schichtsuszeptibilititen. Nach Einsetzen der KDE (1.9)
tritt dort der (renormierte) Verschiebe-Operator [d®~1ryT\ (r),z) auf, der andere
Operatoren von der Oberfliche wegschiebt, vergl. (3.20). Anschliefend werden wir
diesen Ansatz auch in nichtparallelinvarianten Korrelationsfunktionen untersuchen,
vergl. Kapitel 111, Abschnitt 3.4.

1.2.1 Untersuchung der experimentellen Konsequenzen

(i) Dazu betrachten wir zunichst das OP-Profil $ eines Halbraums bel T nahe T;.
Es hat die umverselle Skalenform

(@(T“,Z)>ﬂ: /(@(TH,Z»T -7, = F(Z /fi) e . --.(1.10)

mit der Bezeichnung +(—) fiir T > T, (T < Tp) und der Volumen-Korrelationslinge
£+ des Systems. Nach den vor (1.9) gemachten Bemerkungen, erwarten wir, daf die
KDE (1.9) auch fir den thermischen leitenden singuliren Anteil bei T £ Ty gilt.
Dann tritt der “erhaltene” (ortsunabhdngige) {Kapitel III] Mittelwert (T'; ), mit
~ der Skalendimension d auf. Wegen T # T, ist dann die einzige relevante Linge
die Korrelationslinge £+ von der (7' ;). abhingen kann, daher mufl der leitende

_Singuiéi_re--Anteii (LS )[ To1) i] ~ ¢7%sein. Die gleiche Abhéngigkeit hat _a__u_ch__ der

. 5 Jedenfalls in Mittelwerten und lateral tra.nsla,tlonsmvananten Korrelatxonsfunkmonen WO d1e
rn-Abha.ng1gkert rausfallt LR ST Ll -
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leitende singuldren Anteil der Volumen freien Energie [f; 4], . Wie bei (1.14) gezeigt
wird, ist wie erwartet

[<TJ-J—>1]LS =~ [foxlzs (1.11)

fir T ~ T,. Die thermische Mittelung der KDE (1.9) von ¥ = & ergibt dann
mit (1.11) die Faktorisierung der Skalenfunktion

[F (2 /62)lps = — (2 /62 ) Ca |4 Foa] . (1.12)

im Limes ¢ — 0 bei festem 2. Die universelle Volumengriéfie [fi fb,i] s ist die be-
kannte Ferer-Stauffer-Wortis-Amplitude [22]. Die Gleichung (1.12) zeigt die expe-
rimentelle Relevanz von (s, bei z.B. der kritischen Adsorption von Flissigkeiten.
Die Relation (1.12) geht iiber den schon von Burkhardt und Diehl gezeigten Spezi-

alfall [7]
(i), ] /[(#ena) | =lhslss/lials - 013

hinaus.

(it) Nun betrachten wir einen Film der Breite L am kPV mit T" = T,; (Abb. 1.4).
Die beiden Oberflichen (“Winde”) haben die Oberflichenuniversalitétsklassen a =
EX und & beliebig. Der reduzierte leitende singulire Anteil der freien Energie

a N

L

Abbildung 1.4: Film-Geometrie mit zwei parallelen planaren Oberflichen der Ober-
flachenuniversalitdtsklassen ¢ = EX und b. Die Breite des Films ist L. Der Inhalt
einer Selteuﬂa\,he betrag't A. ' :

Fap / (kpT.pA) pro Se;tenﬂa\,he hat, aus Dimensions- und Snaleniuvquqnzgrﬁnden
da. L/ §i dle emmge dlmensmnslose Variable 1st che folgende Form [22]

A—;oo kkBchA)LS L : | Ll ‘ y b (L/Ei)

: fﬂ:umo

L 6Da.mrt das kritische Volumen-Verhalten reproduziert wird, muB Y= 5 (L/€x) Ei;; LD fotlys
- ‘gehen. Daraus foigt dann mit {1.14} und der Kraft-Relation (1.15) die Halbraum-Relation (1.11}..

Ll -4 Aab SRR RERTIN (114)




mit der von den beiden Oberflichenuniversalititsklassen a und b abhé&ngenden uni-
versellen Skalenfunktion Jﬂgfb. Am kPV mit T = T, divergiert die Korrelationslinge
und die beiden Begrenzungen wechselwirken durch die kritischen Fluktuationen des
Op’s in der Form eines Potenzgesetzes ~ L'~9. Dies wird als Casimir-Effekt (2, 8, 23]
bezeichnet, der durch die universelle Casimir-Amplitude A, charakterisiert ist’.
Fiir gleiche Oberflichenuniversalitdtsklassen a = b findet eine Anziehung, hingegen
fiir ungleiche Oberfachenuniversalititsklassen a # b, im aligemeinen eine Abstoffung
der “Winde”® durch die Casimir-Kraft statt. Die Abstoflung tritt insbesondere auf
bei Randbedingungen ¢ und b mit Oberflschenmagnetfeldern hihy < 0 die den
OP invertieren, vergl. (A.28). Die reduzierte (leitende singuldre) Casimir-Kraft pro
Flicheneinheit zwischen den Winden, ist durch [16]

[KCasi‘miF]LS = (T.L.L>Ls (1-15)

gegeben, vergleiche die Fufinote vor (3.19). Aus den Gleichungen (1.15) und (1.14)
folgt dann

(d=DAgs =L Ti1);s - (1.16)
Fisher und de Gennes [8] erhalten aus einem phinomenologischen Ansatz fiir die
freie Energie des Films das OP-Profil® bei T = T, in der Nihe der “Wand” a, mit
der von dem Exponenten d (der Raumdimension) abhingenden “Entfernten-Wand-
Korrektur”:

(8(ry,2)), [(3(1,2)),__ =1~ BF /L)’ +--- (1.17)

im Limes z/L <« 1. Aus der thermischen Mittelung der KDE (1.9) und Glei-
chung (1.16) ergibt sich dann

BY =(d-1)AuCs , (1.18)

die Faktorisierung der universellen Entfernten-Wand-Korrektur m die KDE-
Amplitude Cg und die Casimir-Amplitude A, ;. D.h., das Verhiltnis B, b) /D hdngt
nurvon der Natur der nahen Warld a ab! Im T1. Kaprtel und im Anhang A berechnen
wir diese universellen Gréflen Bi b s D, b und Cs in Iertender Ordnung, und Werden
damit die KDE direkt iiberpriifen.

(111) Um die KDE-Amplituden exphzlt zu berechnen und zur Welteren Uber—
pritfung des KDE- Ansatzes, werden wir in leitender und nichstleitender Ordnung
der Fluktuationsentwicklung (“0- und 1-Loop” } die Schzchtsuszeptzbzlzmten fur ein
Haibraum—System am kPV mlt T= lcb berecnnen ' o :

" X"”-(z #)= [ @iy [(2(ry, )H(TH,Z» (‘I’(Tlis )) (20, >l N -.(1-19)

" "Diese Bezeichnung stammt vom “Cagimir-Effekt” aus der Quantenelektrodynamik: Stelli man
zwel perfekt leitende Platten parallel im Abstand L im Vakuum auf, so gibt es zwischen diesen eine

- .. anziehende Kraft ~ L=* aufgrund der Nuilpunkisfuktuationen des elekt tromagnetischen Feldes In _
. beiden Fillen ist die Kraft namlich durch die entsprechende Relation (1.15) gegeben. R RO

®Fine Ausnahme ist Apx sp < 0 (Anziehung) fiir d = 4, vergl. Ref. [24].
9111 emer “1—Loop—Rechnung” in der Referenz [25] ‘nestatlgt worden

..215 :




mit U, Z = & oder £.

Unter Benutzung der KDE (1.9) und einer im Kapitel III diskutierten “Ward-
Identitdt” fiir eine Verschiebung der Oberfliche (vergl. (3.32)), erhalten wir die
universelle KDE-Amplitude aus der Relation

z}ﬁ%c 2 % xe=(2, ) /[(\Il(rlg,z» <E(r§,,z')>} = Cyzs . (1.20)

Dem Limes 2’ — oo entspricht der KDE-Bereich'® z/2' — 0.

1.2.2 Weitere Konsequenzen der Kurzen-Distanz-
Entwicklung

Cardy [16] hat gezeigt (vergl. Abschnitt 3.3), daB fiir ein Halbraum-System am
infrarotstabilen Renormierungs-Gruppen-Fixpunkt™ die hyperuniverselle (d.h. vom
Typ der Oberfliche unabhingige) Relation gilt

d

].H'Il <T: 1r )‘Ir(?"fl, Z’)) /(‘I"(TE},Z’)) = —'2de_1.'E\p [Z’/((T” — T{l)z + (21)2)] !

(1.21)

mit dem kritischen Volumenexponent zy von ¥ und der Oberfliche der d dimensio-

nalen Einheitskugel S; = 27%2/T'(d/2), vergl. auch [13, 26] und die Diskussion in
Kapitel III. Einsetzen der KDE (1.9} in Gleichung (1.21) ergibt dann {13, 26, 3]

Cy o = 2257" [ [(Twslry, O)Tur(rf, 0)) Imy — 7 %] (1.22)

[Im Halbraum ist bei ¢ = 0 nach (1.11) (7, 1) = 0, und alle Beitrige von Oberflichen-
operatoren mit groferer Skalendimension als d verschwinden im Limes z — 0.] Die
Gleichung (1.22) zeigt die Verkniipfung des KDE-Koeffizienten Cy mit der 2-Punkt-
Korrelationsfunktion des Spannungstensors am Fixpunkt. In d = 2 Dimensionen hat
die 2-Punkt-Funktion die Besonderheit, daf sie hyperuniversell [21] ist. Sie héngt
dann nur von der Volumen- und nicht von der Oberflichenuniversalititsklasse ab.
{Damit ist natiirlich auch Cy in d = 2 Dimensionen hyperuniversell.] Der Grund
ist, daf (der ganze) R? und die komplexe Ebene isomorph sind. Der. Ubergang zu
den entsprechenden komplexen Variablen und Funktionen erlaubt ‘dann den Zu-
griff auf die starken Methoden der Funktionentheorie. Die den beiden unabhingigen
Komponenten von T, entsprechenden komplexen Griflen am Fixpunkt sind wegen
der Kontinuit&tsgleichung (3.15) analytische Funktionen, so daf durch Fortsetzung
die 2-Punkt-Funktion in der Halbebene durch einen Volumen- und Spiegelterm un-
abhingig vom Typ der Oberflédche ausgedriickt werden kann {4, 16, 21)]. In Dimensio-
nen d >2ist die 2-Punkt-Funktion (im Gegensatz zu frilheren Vermutungen {16])

Jedoch mcht hyperumversell {und damrt auch C\p mcht) dles ist von. Elsennegler et

S 10Wge ip den anderen Relamonen smd a.].Ie Abstande groﬁ gegen mlkroskopmche Langen

. vergl {2.11b).
. **Wo die Konforme Invarianz [3 J [Kapltei 111] gzit
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al. [13] und von MacAvity und Osborne [26] durch direkte Rechnungen am O- und
S5B-Ubergang gezeigt worden.

Wir zeigen die Nichthyperuniversalitdt von (7, T,,) in Dimensionen d > 2
durch ein allgemeines und einfaches Argument [14] fiir beliebige Oberflichenuniver-
salititsklassen (O, SB und EX), vergl. (3.48).

Die Gleichung (1.22) impliziert die niitzliche Beziehung

Cg /C@ =Xz /E@ . (123)

Das Verhéltnis von zwei Oberflichengrdfien ist also durch zwei Volumengrifen be-
stimmt. Eine solche Identitdt existiert nur fir den EX-Ubergang, da nur dort T
als leitender Oberflichenoperator in der KDE von @ und £ auftritt.

1.8 Kurze Ubersicht zu den folgenden Kapiteln

Wir werden im II. Kapitel das schon erwihnte Landau-Ginzburg-(®*)-Modell fiir
die Halbraum- und Film-Geometrie und seine Fluktuationsentwicklung im De-
tail erldutern, und die besprochenen Grofilen und Konsequenzen der KDE in lei-
tender Ordnung der “Renormierungs-Gruppen verbesserten Fluktuations- und e-
Entwicklung” {2] berechnen und iberpriifen. Wir bestimmen insbesondere die uni-
versellen KDE-Amplituden Cs und Cg in erster Ordnung in e =4 — 4.

Im III. Kapitel geben wir eine Einfilhrung in die Konforme Invarianz von kri-
tischen Systemen im Halbraum und definieren und erldutern den Spannungsten-
sor. Wir werden seine Verknilipfung mit der Konformen Invarianz erkennen. Wir
zeigen mit der Kontinuitdtsgleichung die Eignung von T, und insbesondere von
f dd‘erT " 1 als Oberflichenoperatoren. Wir berechnen in leitender Ordnung Korre-
lationsfunktionen, die die Spannungstensorkomponente 7', | enthalten und zeigen,
daB auch am EX-Ubergang die RG-Fixpunkt-Bedingung Ty y(r) = 0 fiir 7 in der
Oberfidche bereits erfiillt ist, wenn nur die Oberfliche an ihrem Fixpunkt ist, d.h.
fiir beliebiges ¢ und u. Wir erkldren durch ein einfaches allgemeines Argument die
Verletzung der Hyperuniversalitdt der 2-Punkt-Funktion von 7'y ; in Dimensionen
d > 2. Ihre universelle Skalenfunktion werden wir fiir die £X-Oberflache in leitender
QOrdnung in € bestimmen.

Im IV, Kapitel berechnen wir die erwdhnten Schichtsuszeptibilitdten (1.19) einer
Halbraum-Geometrie bei ¢ = 0 in leitender und néchstleitender Ordnung, und die
KDE-Koeflizienten Cs und Cg in zweiter Ordnung in €. Wir werden eine weitere
Bestitigung des KDE-Ansatzes (1.9) finden.

Das V. Kapitel gibt eine Zusammenfassung der Resultate und einen Ausblick.
Im Anhang A erldutern wir die Fluktuationsentwicklung fiir Systeme mit symme-
- triebrechenden Oberflichen. Wir bestimmen die universellen Casimir-Amplituden

Ay 4 und A, _ fir eine Film-Geometrie mit zwei symmetriebrechenden Oberflichen

‘in leitender Ordnung in €. Die Relation zwischen der freien Energle und (T; ) und.
- die Erhaltung von- (l 0 L} werden wir in 1e15enaer ummmg verifizieren.




In den Anh&nger B und C erhalter wir bendtigte Relationen zwischen der frei-
en Energie im Volumen und (T ;) in leitender Ordnung, und die Verschiebungs-
eigenschaften von [d*'ryT., in leitender und néchstleitender Ordnung (“0- und
1-Loop™).

Im Anhang D erdrtern wir die Berechnung von Cy in nichstleitender Ordnung.

ok
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Kapitel 2

n leitender

Modell und
Ordnung

2.1 Landau-Ginzburg-Modell eines Halbraums

Um das kritische Verhalten am EX-Ubergang zu untersuchen, benutzen wir das
Landau-Ginzburg-Modell eines Halbraums [2]: '

/ &r{0(z) [1 (VE)*+ L5 (®)] +6(2)L2 ()} (2.1)

mit der Stufenfunktion @(z), |
: L) = %@%%@4 L (219
@ o 5@2_}“ e

und der Konfigurationswahrscheinlichkeit ~ exp(—%H). -

Der - Oberflichenwechselwirkungsparameter ¢ aus (2.1b) " ‘ist proportional zur
GroBe ([ki/k]sp — ki/k) aus dem Phasendiagramm (Abb. 1.2) des Ising-Modells
auf einem Gitter. Denn wie sich an der- Konfigurationswahrscheinlichkeit ablesen
148t, beschreibt Gleichung {2.1) mit ; = 0 und ¢ < 0 am kPV ‘auBergewdhnliches
(EX) Verhalten, da dann Konfigurationen mit groflem OP-Feld ® an der Oberfliche
energetisch giinstig sind.. Das Kontrére gilt fiir den gewdhnlichen (O) Ubergang, der
durch ¢ > 0 charakterisiert ist. Multikritisches (SB) Verhalten mit dem Verhilt-
nis der Kopplungen [k:/k|sp entspricht ¢ = 0. Dies (alles) gilt in der sogenannten
e-Entwicklung mit Dimensionsregularisierung (2] (siehe unten). Bei Verwendung an-
derer Regularisierungsverfahren {2, 19] (z.B. mit einem “Wellenvektor-Cutoff-A”)
korrespondiert zu [k; /k|sp ein mchtverschwmdendes CsB und die. Dlskussmn ist ent-
sprechend mit ¢ < ¢g B und ‘¢ > ¢gp zu fithren [2, 4]. c :

" Wir beschréinken uns im folgenden auf ein einkomponentiges OP-Feld, das be- - L
deutet auf die Ismg—Umversahtatsklasse Das OP-Profil ist dann z.B. die Dichteab-
we_ic_h_ung [ ] (@} m(z) = p(z ) pch (oo ) eines &:inhuulpu.ucuuscu. Gases uam, dem




Gas-Fliissig-Ubergang von seinem kritischen Wert im unbegrenzten Volumen. Wie
frither ist die Gréfe z der Abstand von der planaren Oberfliche. Wenn die Oberfliche
(Behilterwand) mit den Molekiilen eine attraktive (EX) Wechselwirkung hat, wird
die fllissige Phase adsorbiert, und bei repulsiver (O) Wechselwirkung die gasférmige
Phase. Ein anderes Beispiel sind bindre Mischungen. Die Oberfliche bevorzugt im
allgemeinen eine Sorte der Fliissigkeitsmolekiile und dies fiihrt am Entmischungs-
punkt zur kritischen Adsorption (2, 8, 9, 15, 18, 27]. Der thermodynamische Erwar-
tungswert des OP’s am Entmischungspunkt ist nun die Konzentrationsabweichung
der Molekiilsorte (z.B. A) die von der “Wand” (Oberfliche) adsorbiert wird, von
ihrem Wert im unbegrenzten kritischen System [2, 8, 9]: m(z) = p4{2) — @a(c0).

Die Berechnung von Profilen und Korrelationsfunktionen fiir unser Landau-
Ginzburg-Modell ist wegen der anharmonischen &% Wechselwirkung in (2.1a) nur
stérungstheoretisch méoglich. Ublicherweise wird eine Fluktuationsentwicklung 2, 19]
der (verbundenen) Korrelationsfunktionen in d = 4 — ¢ Dimensionen um die soge-
nannte “Mean-Field”-Losung gemacht, da die Fluktuationen nahe d = 4 “klein”
sind {Ginzburg-Kriterium [19, 28]!). Damit jedoch unsere einfachen Modelle reale
Systeme beschreiben [2, 4, 19], miissen jedoch alle Lingenskalen wie die Korrela-
tionslinge, die Abstinde von Operatoren in Korrelationsfunktionen etc. grof sein,
gegen mikroskopische Lingen, wie die Gitterkonstante, der Molekiildurchmesser etc.
Leider divergieren die Koeffizienten der Fluktuationsentwicklung fiir diesen Fall. Dies
wird als Infrarot-Divergenz bezeichnet. (Die Beseitigung dieser Divergenzen werden
wir nach {2.2d) diskutieren.) Zun&chst besprechen wir die naive Stérungsentwick-
lung:

Zur stérungstheoretischen Berechnung von (verbundenen) Korrelationsfunktio-
nen wird die Konfigurationswahrscheinlichkeit ~ exp(—#) nach der Kopplungs-
konstante v der anharmonischen ®*-Wechselwirkung entwickelt. Die verbleibenden
gaufschen Erwartungswerte werden mit dem Wick-Theorem in Produkte gaufischer
Propagatoren zerlegt. Jeder Term dieser Fluktuationsentwicklung besteht somit aus
Integralen iiber Produkte von Propagatoren (“Distributionen”), die im allgemeinen
nicht integrabel (und damit undefiniert) sind. Der physikalische Grund dieser soge-
nannten Ultra-Violet (UV) Divergenzen liegt im Kontinuumslimes des Modells (2.1),
d.h. dem Limes aller mikroskopischen Langenskalen (siche oben) ‘gegen.null.

 Damit die Fluktuationsentwicklung sinnvoll wird, miissen daher zunichst die
einzelnen Terme {“Feynman-Integrale, -Diagramme”) regularisiert werden. Zur Be-
seitigung dieser UV-Divergenzen in den Integralen verwenden wir in dieser Arbeit die
Methode der “Dimensions-Regularisierung” {2, 4, 19]: Die Integrale werden in Raum-
dimensionen berechnet, in denen diese UV-Singularititen integrabel sind. Danach
werden die wohldefinierten Resultate als Funktion der Raumdimension d analytisch
nach d = 4~ ¢ mit € <« 1 fortgesetzt. Die UV-Divergenzen iuflern sich dadurch
in 1/ePolen, da d = 4 die “obere kritische Dimension” 12,. 19} ist, oberhalb der

2 1Dgg impliziert z.B. die Storungsentwmldung der Volumen Suszeptzbﬂm&t nach der als “klem
angenommenen. $*-Wechselwirkung. Das Konvergenzverhaiten der ersten Fluktuatmnskorrektur
: .'F'Il‘l" T ﬂ 1e+ l"ﬂﬂh rqgc f‘xhvhnra V}_vx{»nmnm . . S
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diese ®*-Theorie nicht mehr renormierbar ist. Im n#chsten Schritt werden mit dem
Renormierungs-Verfahren diese UV-Divergenzen beseitigt. Dies geschieht durch ei-
ne Reparametrisierung der Felder und Kopplungskonstanten {2, 4, 19]. Durch die
so definierten neuen dimensionslosen Parameter des Hamiltonians lassen sich die-
se 1/e-Pole absorbieren. In einer renormierbaren Feldtheorie geniigt eine endliche
Anzahl von Reparametrisierungen {Parametern), um die UV-Divergenzen fiir alle
Korrelationsfunktionen zu beseitigen. Die Landau-Ginzburg-Feldtheorie fiir einen
Halbraum (2.1} erweist sich als renormierbar in d = 4 — ¢ Dimensionen {2]. Fiir
ihre Dichteprofile und Korrelationsfunktionen an inneren Punkien, d.h. mit einem
endlichen Abstand von der Oberfliche, reicht die Volumen-Reparametrisierung der
marginalen Kopplung u, des OP-Feldes ® und der erzeugenden Felder (Quellen)
h und t. Diese Parameter bendtigen eine multiplikative Renormierung (siehe (2.2)).
Einige Groflen wie die freie Volumen-Energie {vergl. Anhang B), ihre erste Ableitung
nach t, wie die Volumen-Energiedichte und der Mittelwert des Spannungstensors [20]
(siehe Kapitel III und Anhang B) (7,,) bendtigen bei endlichem ¢ # 0 zusétzlich
eine sogenannte additive Renormierung [2, 4].

Die in dieser Arbeit benstigten {lokalen) Volumen-Reparametrisierungen in d =
4 — e sind {2, 4, 19]:

Wr) = 2257 R (ur) (2.22)
tHr) = prZaur) +te (2.2b)

u = pflén’fZ,uk (2.2¢)
o(r) = ZI&R(ur) . (2.2d)

Wir verwenden die “minimale Renormierung”, d.h. nur die 1/e-Pole werden von
den lokalen Z-Faktoren absorbiert (“gekiirzt”). Die Fluktuationskorrekturen, die die
kritische (relative) Volumen-Ubergangs-Temperatur f., und die multikritische Ober-
flichenverstirkung cgp verschieben, sind innerhalb der sogenannten e-Entwicklung
nit Dimensionsregularisierung null (2, 4, 19]: ¢, = csp = 0. Die Grofe p ist eine be-
liebige inverse Léngenskala, die auf die Renormierungs-Gruppen (RG) Gleichungen
und die Universalitdt fiihrt.

' Die RG bildet kritische Systeme mit “groBen” Lingenskalen (und damit Infrarot-
Divergenzen) auf nichtkritische Systeme mit “kurzen” Léngenskalen ab und erklirt
die Universalitdt {2, 4, 19]. Kritisches (universelles) Verhalten mit § ~ co wird dann
durch die infrarotstabilen Fixpunkte dieser RG-Abbildung beschrieben. Die Fluk-
tuationsentwicklung von renormierten {nichtkritischen) Systemen ist daher wohlde-

finiert: Denn die renormierten Korrelationsfunktionen haben (in jeder Ordnung »%)-

weder UV- (wegen der vorherigen Reparametrisierung, siehe (2.2}), noch Infrarot-
Divergenzen (wegen der RG-Abb.). Damit smd krltlsche Systeme in (regula,nslerter)

.- renormierter Stdrungstheorie berechenbar. = _ _
Die Koeflizienten f; von f =1+ ¢f, + aus (2 20) kiirzen szch in umversellen RRERIR A

GriéBen heraus und sind daher beliebig.. .
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In n&chstleitender Ordnung (“1-Loop”) ergeben sich die lokalen Z-Faktoren zu [2,
4,19]: . : s . _

:_Z@ = 1+0((«®)?) .' '."'(2.33,)

Z, = 1+ ;zu + O((x®)?) (2.3b)
Z, = 1+25802 Loy (2.3¢)

n ist die Anzahl der Komponenten des OP’s. Fiir unsere EX-Rechnungen ist n = 1.
Am infrarotstabilen Fixpunkt ergibt sich aus den RG-Gleichungen fiir 4% bei
=10l 1 17 |
u*F = 3¢ (1 + 77¢ + 0(62)) . (2.4)
Nachdem wir gesehen haben, dafl eine Fluktuationsentwicklung fiir das Landau-
Ginzburg-Modell (2.1) existiert, beschiftigen wir uns nun mit der konkreten
Durchfiithrung fiir den EX-Ubergang.

2.Z Resultate in leitender Ordunung #fiir die
Halbraum- und Film-Geometrie

Am kPV ist durch die bereits geordnete Oberfliche die ® — —&® Symmetrie des
Systems (2.1) gebrochen, daher ist es sinnvoll den OP @ in seinen nichtverschwin-
denden Erwarﬁungswert und seinen Fluktuatlonsanteﬂ zu zerlegen

=t G

| m(z) = - (@(r))y, | B (2.5b)
Die Terme der Fluktuationsentwicklung von (verbundenen) Korrelationsfunktionen,
lassen sich nun wieder mit dem Wick-Theorem in die iiblichen gauflschen Anteile
zerlegen. Die Details dieser Fluktuationsentwicklung (2, 15, 17, 18, 19, 29] werden
im Anhang A erkldrt. Thre Bausteine sind die Magnetisierung in leitender O“dnang

{“0-Loop™) m und der Propagator G der gaufischen Fluktuationen um ® =m,. Diese
Grofien sind genau an den Fixpunkten des auflergewdhnlichen Ubergangs ( (c = —o0,
hi = 0) und des normalen Ubergangs (¢ — sign(c)oo, by — +c0) asymptotisch
gleich. Dies impliziert die: asymptotlsche Aquivalenz dieser Fixpunkte (Ubergan—
ge) in jeder Ordnung der’ Storungsenthcklung, vergl Kaprtel I, und che Gle1chun~
gen (A.12) mit ¢ = 0 und (2.6) folgende.

D1e Magnetzsmrung in leltender Ordmmg bm t —-0




ergibt sich aus der Gleichung (A.12) des Anhangs A. Zur Berechnung des gauSschen
Propagators G aus (A.9) bei ¢ = 0 nutzen wir die laterale Translationsinvarianz des
Systems. Die Lésung der Fourier-Transformierten von (A.10) hat die Form

Glp; 2,2 fdd by e P Gy — iz, 2) (2.7)
Zur expliziten Darstellung von (2.7) betrachten wir die Fille 2 > 2/ und z < 2/

separat und fithren die dimensionslose Variable z = pz ein. Wir erhalten dann am
EX-Fixpunkt die gewohnliche Differentialgleichung

{_ﬁf_ +14 62] W(z)=0 . (2.8a)

Der Propagator G aus (2.7) ist eine Kombination der beiden linear unabhingigen
Losungen von (2.8a) [5]:

W(z)=e"P(z) , Plxy=1+ % + -53—2 {(2.8b)
und W{—z). Der iibliche Ansatz [5] ist
G(p; z,7) = (pwg) Ulpmin(z, 2)|W[pmax(z,z)] . (2.8¢)

Die Funktion U ist die Lésung von (2.8a), die mit der Randbedingung (A.10b) fir
h1 — oo und ¢ endlich konsistent ist: Denn die Kombination

Ulz) = W(—z) - W(z) (2.8d)
ist bei £ = 0 wohldefiniert, da

Ulz = 0) = —° (2.8¢)

’Eﬁlw

ist, wie sich aus einer Taylorentwickiung von W in O(z®) ergibt. Die Randbedingung
G(p; z=0, 2 > 0) ist intuitiv verstindlich: Der EX-Ubergang ist durch (¢ — —oo,
hy = 0) bzw. (¢ — sign(c)oo, by — +0o0) klassifiziert. Durch diese starke Wechselwir-
kung sind die Oberflichenspins (Oberflichen-OP-Felder) “festgeklemmt” (r?z——> 00)
und haben die Fluktuationen null. Damit mufl auch der Propagator der gauflschen
‘Fluktuationen mit einer solchen “(gberﬁachen—Fluktuation” null sein.

In der Zustandsgleichung fiir m muf natiirlich analog (A.10b), h; endlich ge-

setzt werden, damit diese wohldefiniert ist. Dies fiihrt auf [18] m~ 1/(z + 2,) mit
zg = zp{c, hy ). Anschlieflend wird {erst) der Limes h; — oo volizogen. Entsprechend

*verfihrt man bei der Berechnung des Propagators fiir ¢ & —oo- und hy = 0 dne

o Ref. {29} vergl dort die Giezchungen (4 19) (4 21) und (4 22)..

)
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Die Gréfle wg ist die Wronski-Determinante der beiden Lésungen:

o = [Lo]w- [£w]o
= 2 (2.8f)

deren Wert durch die Erfiillung der §-Inhomogenitét in (A.10a) festgelegt ist.
Wir benétigen im III. Kapitel jedoch auch das Verhalten von Gu{p;z,7') und

T?’?,t (2) fiir z — 0, mit der vollen Temperaturabhingigkeit . Der Propagator wird
dann durch einen &hnlichen Ansatz bestimmt. Die Rechnung ist jedoch wegen der

Temperaturabhingigkeit von m sehr viel komplizierter. Wir benutzen einfach die
Resultate? aus Referenz [15, 17):

Gulpi2,7) = El—iva(y)wp(y')e(y—y')+(wy') , (2.92)

We(y) = e vp¥ (o;_zp — 1+ 3wp cothy + 3 coth® y) , (2.9b)

Up(y) = ol i)(wl% >y [sinh (wpy)(ws — 1+ 3coth® )

—3wp cosh (wpy) coth (y)] (2.9¢)

mit der Stufenfunktion #. Der Index + (—) bezeichnet den Fall ¢ > 0 (¢ < 0). Die

gkalierten Variablen sind
y=Z=iz (2.9d)

und
P=p/E. . (2.9¢)

Die Temperaturabhéngigkeit =, ist definiert durch
Er=vE , E_=4/jt]/2 . (2.9f)

Die Magnetisierung 'r?%t in leitender Ordnung ist [15]

m+(z)=-'\/ esch(Eez) o (29g)

9l - \/760& A ”(gogh)

‘mit derselben Bezei_chnung wie bei Gj. Im Limes 'z — 0 ist . -

und. -

_7_%,:.:(;;) Nz_—l..:'_’ '.(2.91)

vc:.g;. Ref. {J.IJ

2In der Referenz {15] gibt esim Vorfaktor von (:oth2 y in der GréBe Up Jedoch einen Druckfehler :




wie in (2.6). Nach einer zu (2.8¢) analogen Rechnung erhalten wir dann auch das
Oberflichenverhalten von

Gi(p;2,7) = = 2% (&) Wp (E27) (2.95)

15°

fiir z/z' <« 1. Dieses Resultat ist konsistent mit den ¢ = 0 Relationen (2.8)
und {2.10).
Entsprechend (2.8e) ergibt sich fiir den Propagator G

}aii%é(ﬂz’ff) = Xaa(z,7)
1 [min(z, 2'))°
5 [max(z, 2')}?

g((z,z’) , (2.10)

It

der Zusammenhang mit der Suszeptibilitdt in leitender Ordnung (“0-Loop”)
aus (1.19).

Zur Berechnung der in {1.9) eingefithrten KDE-Amplitude Cs benutzen wir die
Gleichung {1.20), d.h. die Gréfle

Ass = z_dzrx«i:,cza(z,z') /K@(?‘n, Z)> (@(rfi, z’)>} , (2.11a)

bei T = Ty im Limes 2/ — co. Ag s ist dimensionslos und nach Benutzung der
Reparametrisierung (2.2) eine renormierte Funktxon von u¥, Bz und p.z Dle RG-
Glelchung [2] fiir Aq; ¢ impliziert dann einfach - :

Ry o (2.11b)

Aq,q,(,uz,uz U )"-Aq,q,\z/z Lu

im asymptotischen Bereich groBer z und 2 (beziiglich der einzigen Lingenskala u~1/¢

am kPV) wo die Universalitdt. gilt. Die Zahl u*f ist die universelle infrarotstabile
Fixpunkt-Kopplung aus (2.4}, gegen die u® im Limes grofier z und 2’ “fiefft” [2].
Die Gréfle Ag e in {2.11b) 148t sich in einer systematischen Fluktuations-
(“Loop”-) und e-Entwicklung berechnen und mit der von der KDE (1.9) implizierten
Gleichung (1.20) vergleichen. Insbesondere muf} (2.11b) in jeder Ordnung in € einen
endlichen Grenzwert im Limes z/z' — 0 haben. Dieser bestimmt nach (1.20) die
e-Entwicklung der KDE-Amplitude Cs. Mit dleser Rechnung werden wir nun den
KDE-Ansatz (1.9) explizit iiberpriifen. .
* In leitender (erster) Ordnung in e ergibt sich die rechte Se1te von (2.11b) zu
(l)kz/z) aus den \.nELLhLIIlgeu {1. 4.0) (2. 10) (“’.6 ) (".4) (2. 2c\ uﬂd (2 ) FLI'
z <72 st AR :

*“’(z/z')~e —cf” TR (212)_

~ 3Denn Zzhler und Nenner werden multiplikativ renormiert, damit kiirzen s1ch die entsprechenden
(loka.ien) Z@-Faktoren aus (2 2) und der Limese — 0 emstlert : :
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unabhéngig von z/z' und der Grenzwert aus (1.20) ist trivialerweise endlich. Da der
kritische Volumenexponent des OP’s die Enwicklung
Ts =1~ % +0() (2.13)
hat, ist (2.12) gleich der KDE-Amplitude C’g) in erster Ordnung in e.
Nun iiberpriifen wir, ob diese Amplitude C’él) auch in den anderen in der Einlei-
tung angesprochenen KDE-Situationen auftritt.
(i} Wir beginnen mit dem OP-Profil der Halbraum-Geometrie bei ¢ > 0
(T > Tw), d.h. den Gleichungen (1.10) bis (1.13). Die in (1.12) vorkommende Gréfe
ist [22]:
d 1 3
[§+fb,+}w =302 +0(e%) (2.14)
wie sich auch aus der Gleichung (B.8a) des Anhangs B ergibt. Die Volumen-
Korrelationslinge ¢ ist wie in Ref. [15] iiber den Abfall von (®®) ~ e Ir—"/¢ im
Limes |r —7'|{— oo definiert®. Einsetzen von (2.12) und (2.14) in (1.12) reproduziert
die Gréfle by /e, aus Ref. [15]:

by /e = [Fule)pe v = — 1;O+0(e) , (2.15)

d.h. die KDE (1.9) ist wie erwartet auch fiir T # T, giiltig.

(ii) Nun betrachten wir die Film-Geometrie mit Begrenzungen vom Typ
EX bei z = 0 und z = L aus Abb. 1.4, die durch die Gleichungen (1.14)
bis (1.18) reprisentiert wird. Dieses System hat eine zu (2.1) korrespondierende
Hamiltonfunktion (A.16), mit entsprechenden Modifikationen: Die ©-Funktion wird
durch @(2)O(L — z) ersetzt und die Oberflichenwechselwirkung &(z — L)L (®), mit
die Oberﬂé',chenuniversalitétsqusse (b in Abb. 1.4) der zweiten Begrenzung kenn-
zeichnenden Parametern é und h;, kommt hinzu.

Um- dle KDE (1 9) fiir diese Geometrie zu {iberpriifen, berechnen wir das OP-

Profil am kPV mit ¢t = O in leitender uxunuﬁg \ “Mean Field” ) m(z JJ) im Limes
z < L. Die explizit ermittelte “Ferne-‘w’and Korrektur” 8] verglelchen.mr dann
mit (L. 18) :

“Wir interessieren uns fur universelle Gréfien, d.h. wir miissen analog zu (2 11a)

und (2.11b) das Verhaltnis aus dem “vollen” F 11m—Proﬁl m(z L) und dem Halbraum--_

Profil m(z) diskutieren: -
m(z, L)
m(z)
Die Dlskasslon von {2.16a) ist wie bel {2.112), wobei .M der Grifle A@ @ entspllhht
Dze RG-Gleichung fur M impliziert dann &hnlich wie bei (2.11b)

FM( L) o (2 1'éa)

M(pz; pLiu®) = M(z/E; 108 -, : -(2.16})).

“Sie unterscheidet smh von der uber das zwexte Moment deﬁmerten Korrelatmnsla.nge erst m o

-LJ{E)

h .-




im asymptotischen Limes L > z > u~Y¢, wenn «® zum infrarotstabilen Fixpunkt

u*® aus (2.4) flieft. Dies ist wie beim Verhalten von Az s im Limes 2/ > z 3> u~/e,
Fiir unsere Rechnung beschridnken wir uns auf die leitende Ordnung in e. Wegen
der Universalitit geniigt es, die Randbedingung ?’{I)’L(Z =0,L) = 7‘131(:5 =0) - ©
zu betrachten. Aus {A.21) und (2.6) ergibt sich dann durch Entwicklung des Inte-
granden [v(M)]™! nach der fiir z < L kleinen Grife E / (%M 4) die “Ferne-Wand-
Korrektur” in leitender Ordnung aus
0
Eo—(fi)- 1= ——Bat (2.16¢)
m(z) 60
Mit den Gleichungen (A.23) und (A.25) 148t sich E durch die Casimir-Amplitude
A, ausdriicken, und dann ist durch (1.16) E mit (T, | ) verkniipft, vergl. auch die
explizite Rechnung (A.23) folgende. Der Index a bezeichnet die Oberflichenuniversa-
litatsklasse der nahen EX-Wand und b die beliebige Oberflichenuniversalititsklasse
der fernen Wand.
Die universelle Amplitude Cs erhalten wir nun aus aus (2.16¢), (1.9) und unserer
RG-Diskussion (2.16b). Das Resultat ist

(1) uz® LdE ’
=] — 2.
Cs { 60 (d— 1)Aas ], , (2.17)

in leitender Ordnung e. Da der zweite Faktor in der eckigen Klammer wegen (A.23)
und (A.25) gleich 1 ist, reproduziert (2.17) mit (2.2¢) und (2.4) konsistent das alte

KDE-Resultat (2.12).
Eine weitere Uberpriifungsmoglichkeit der KDE bietet die Energiedichte £. Die

thermodynamische Energiedichte —T{(df;/dT) im Volumen ist wegen dT" = dt und
der feldtheoretischen Beziehung df/dt = (®?), /2 konsistent mit dem Ausdruck

1 g2
€= —5@ (r) (2.182)

fiir die fluktuierende Energiedichte. Wir betrachten nur den kPV mit ¢ = 0.
Fiir die Energiedichte in Korrelationsfunktionen geniligt dann eine multiplikative
Renormierung®, vergl. den Absatz vor (2.2).

Aus (2.5a) folgt fiir 2 (bei gebrochener Symmetrie) die Darstellung

®*r)y=m’ +2mp + > . (2.18b)

Wir beschrianken uns im folgenden auf die Fluktuationsentwicklung in leitender Ord-
nung (“Mean Field”). Wir erhalten dann aus (2.18)

(£r)) = =5 R + 0@ . (219)

" SWihrend fiir ¢ # 0 (£). eine zusitzliche additive Renormierung bendtigt. Die Grofe
- AE(r)E(r")) .. bendtigt much fiir £ = 0 eine additive Renormierung, jedoch nur fir r = r' (wie
- duzch Differentiation aus der freien Volumen-Energie folgt, vergl. Anhang B.) ' :
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Zu den Schichtsuszeptibilititen aus {1.19) und (1.20) mit ¥ =€ und Z = & oder £
trégt von (2.18b) nur der zweite Term bel.
Ahnlich wie bei (2.12) ergibt sich dann fiir z < 2/

(1) * (1)

Ass =2Ahss= CHzs (2.20a)
. (1) « (1)
Ary =4A55= CUz . (2.20b)

Gleichung (2.20) ist konsistent mit (1.20) und (1.23), wegen z¢/ze = 2 + O(e)

und (2.12).
Zur weiteren Uberpriifung der KDE benutzen wir nun das Energiedichteprofil im

Film. In leitender Ordnung finden wir aus (2.19) und (2.16c¢)

[z LF _ 2pe (2.21a)

[m()]? 30

Die KDE fiir z/L <« 1 analog zu (1.17) ist andererseits

€y ( 2 ) ¢
—_— 1= d—1) Agp - 2.21b

ENimm z) CeldmD) Ber (2:210)
Wegen Cg = 2Cs (vergl. vorherige Argumentation) sind (2.21a) und (2.21b) konsi-

stent.
In leitender Ordnung haben wir damit die KDE (1.9) in den 'var_s_chied_ensten

Situationen verifiziert.




er Spannungstensor

Im II. Kapitel haben wir die KDE (1.9} in Profilen und Korrelationsfunktionen
mit ® und £ in leitender Ordnung bestitigt. Die dabei auftretenden Korrelations-
funktionen mit T | berechneten wir aber nicht explizit, sondern haben die Eigen-
schaften des Spannungstensors benutzt, umn sie auf andere Gréfen zuriickzufiihren,
vergl. (1.11), (1.16) und (1.20). Einerseits m&chte man diese Eigenschaften fiir den
Fall einer symmetriebrechenden Oberfliche explizit verifizieren. Andererseits haben
Korrelationsfunktionen mit dem Spannungstensor interessante Eigenschaften und
fiihren zu einer weiteren Uberpriifung der KDE, vergl. (1.20). Von besonderem Inter-
esse ist die 2-Punkt-Funktion (T, T, ;). Sie bestimmt namlich die KDE-Amplitude
Cy (vergl. (1.22)) und wird beim Ubergang von d > 2 Dimensionen nach d = 2
hyperuniversell, d.h. sie verliert ihre Abhingigkeit vom Oberfldchentyp [13, 14, 26].
Wir werden dieses Verhalten durch ein einfaches Argument erklaren.

Bevor wir auf diese Fragen im Abschnitt 3.4 eingehen, geben wir zunichst einen
Uberblick iiber die Eigenschaften des Spannungstensors im unbegrenzten Raum und
im Halbraum, und erléiutern seinen Zusamm_enhang mit der 'Konformen Invarianz.

3.1 Span mﬁgstezﬁsew und Ex@m@rme Invarianz
Cim upbegmnztem_%ystem__ﬁ ST S

Wir betrachten das unbegrenzte Landau-Ginzburg-Modell zunéchst am kritischen
(infrarot-stabilen) RG-Fixpunkt. Wir erhalten dies aus (2.1), durch die Ersetzung
der ©-Funktion durch 1 und Weglassen des Oberflichenterms (und ersetzen al-
le Parameter durch ihre infrarotstabilen Fixpunktwerte). Dieses Modell hat loka-
le Wechselwirkungen und ist homogen und isotrop, d.h. der Hamiltonian ist (im
Ortsraum) translations- und rotationsinvariant. Die Korrelationslinge ist unendlich
und es gilt wegen der Dilatationsinvarianz des Fixpunkt-Hamiltonians, die bekann-
. te Homogenit&tsrelation fur verbundene Korrelatlonsfunktlonen (Kumulanten) der

. _' Skalaren Skalenfelder \IJ L - ' : B o
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mit
r{ry=r/b . (3.2)
Die U, sind relevante Fixpunkt-Stérungen mit den Skalendimensionen zg,, wie der
OP ¢ oder die Energiedichte £. Die Berechnung der Mittelwerte erfolgt auf beiden
Seiten mit dem Fixpunkt-Hamiltonian #H*, siche oben. Unter einer infinitesimalen
Dilatation {4, 3]
P(ry=r+alr) , {3.3)

mit a(r) = (b7 — 1)r aus (3.2) und (3.3), und 6! — 1 < 1 infinitesimal, ist b(r) =
~ 1V . a + O(a?), vergl. den Absatz nach (3.8). Die Invarianzbedingungen (3.1)
hat dafiir die differentielle Form [4, 3]

> <5a‘1’J (rs) 11 @1 (Tr)> =—> ‘TEJ V., - a(rs)] <1;{ T, (_?*1r)>C . (3.4)

J I#F J

c

mit f und J von 1 bis N und
0¥ (r)=alr) - VU(r) . (3.5)

Aufgrund der Translations- und Rotationsinvarianz des Hamiltonians, gilt (3.4)
natiirlich auch, wenn a eine Translation oder Rotation bezeichnet (alle ¥y sind
skalare Operatoren).

Aber (3.4) gilt dariiberhinaus auch fiir eine andere Klasse von Transformatio-
nen (3.3), die sogenannten speziellen konformen Transformationen [4, 3], wenn die
¥ relevante Fixpunkt-Stérungen wie ® oder £, oder allgemeiner sogenannte Stamm-
oder Primiroperatoren [3] bezeichnen (wie bei (3.1)). Dazu gehoren @ und &£, aber
nicht ihre Ableitungen®. Spezicelle konforme Abbildungen sind winkelerhaltend und
bilden den ganzen Raum eineindeutig auf sich ab. Sie lassen sich aus einer Inversion
r1 = r/r? an der Kugel, einer Translation r, = r, + g und einer zweiten Inversion
v = ro/r2 konstruieren und bilden Hyper-Kugeln auf Hyper-Kugeln ab. Wie sich
an (3.9) ablesen 148t, setzt sich die spezielle konforme Abbildung lokal aus einer
Translation, Rotation und Dilatation zusammen (die selber konforme Abbildungen
sind) und hat keinen Scheranteil [3]. Die konformen Abbildungen bilden eine Gruppe.
Die infinitesimale Gruppe [3] enthalt d unabhanglge spez1elle konforme T}ansforma-
t10nen(33) rmt N _ e
) a= (s r)r—sr ' o (36)

und ‘dem konstanten infinitesimalen - Vektor 5, 1 Dﬂa‘tatlon d Translatzonen und .
d(d— 1)/2 Rotatxonen dh [4] RRRERE R

—(d+ 1)(d+2) e L .- (37)
1D h. diese Operatoren transformieren sxch (per Defimtmn) wie ¥(r) — {a(r -Vt %[\7 . |

'a(r)]}\I‘(r) unter einer 1nﬁn1te51ma1en spemeilen konformen Transformatlon {3. 6)
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unabhingige winkelerhaltende Abbildungen des d dimensionalen Raumes auf sich.
In d=2 Dimensionen existiert wegen der Isomorphie von C und R? die Besonderheit,
daf dariiberhinaus jede analytische (umkehrbare) komplexe Funktion [3] ein endl-
ches Gebiet eineindeutig konform abbildet [4, 3]; daher ist in d = 2 die konforme
Gruppe unendlich gro8 [4, 3].

Niitzlich ist die differentielle (spezielle) konforme Transformation [4, 3, 30]

dr, =3 (37"; / 81",,) dr, (3.8)
mit oy
B = B () (39)

Die Grofe b ist der lokale Dilatations- (Mafistabs-) Faktor, mit der Jakobi-
Determinante der Transformation [3] 5~¢ =| 8r},/8r, |, und der Rotationsmatrix
Ry,

Der Grund fiir die Konforme Invarianz am Fixpunkt ist die Existenz eines feld-
theoretischen Spannungstensors [20] T, fiir das Landau-Ginzburg-Modell. Er ist
definiert [3] als die Anderung des reduzierten Hamiltonians unter einer allgemeinen
infinitesimalen Koordinatentransformation (3.3):

‘%"(T T(r) (3.10a)

§H = Zjdd

die den ganzen Raum eineindeutig auf sich abbildet. Damit findet man eine Ver-
allgemeinerung von (3.4) auf beliebige infinitesimale Koordinatentransformationen
und mit (beliebigem) Hamiltonian #. Die thermodynamische Mittelung erfolgt dann
auf der rechten Seite von {3.1) mit # + 6%, und nach Entwicklung des Boltzmann-
Gewichts ergibt sich mit (3.10a) {eine verbleibende Mittelung mit #) [3]

ZQ (0¥ 5(rs)) E ‘I’r r:)) Z /d“‘ 8%,, 7) <pr(rjﬁ%(ﬁ}> ,  (3.10b)

I

abgesehen von Korrekturen in zweiter Ordnung in a. [Der Spannungstensor ist al-
so per Definition der Generator der (Stamm-) Operator-Anderungen (3.5).] Da-
mit {3] (3.10b) konsistent mit (3.4) ist, mufl der Spannungstensor T, besondere
Eigenschaften haben. Wir werden gleich sehen, dafi diese Eigenschaften insbesonde-
re die (spezielie) Konforme Invarianz am kritischen Fixpunkt implizieren. Dafiir ist
es niitzlich die Ableitung der Koordinatenéinderungen in folgender Form zu notie-
ren [3] _ . i R

S 1 (Bau(r)  Bay(r ) - 2
--a_'rv 87';:'_ ._ _37"” ) + d v a+ 2 ( '6Ty . + 3’1‘"# T d v @

5]
[y




Konforme Abbildungen sind ndmlich dadurch charakterisiert, daf sie keine Scherung
des Systems (der Geometrie) enthalten, und somit der dritte Term auf der rechten
Seite verschwinde$. Dies 148t sich fiir infinitesimale konforme Abbildungen, wie eine
homogene Dilatation a, = Ar,, oder Rotation a, = 3., ApaTe, Mit Ay = —Aqg,,
oder fiir eine spezielle konforme Abbildung (3.6) sofort einsehen. Aus der Form der
homogenen Rotation und Dilatation ist nun klar, dafl diese durch den ersten und
zweiten Term in (3.11) beschrieben werden.
Mit der Integrabilititsbedingung der konformen Transformation

&rl, &
Orgor., B or.,0rg

(3.12)

kann man dann zeigen, daB, abgesehen von (homogenen) Translationen, Rotationen
und Dilatationen, diese speziellen konformen Abbildungen (3.6) die allgemeinsten
konformen Abbildungen in d = 2,3,4,... sind, die den ganzen Raum eineindeutig
auf sich abbilden. In d = 3,4... gibt es dariiberhinaus keine weiteren konformen
Abbildungen (3, 4].

Da das System rotationsinvariant ist und damit die rechte Seite von {3.10b)
unter homogenen Rotationen a, fiir Korrelationsfunktionen mit beliebigen skalaren
Operatoren verschwinden muf, muf die rechte Seite sogar lokal, d.h. fiir jedes r unter
dem Integral verschwinden. Dies impliziert, die Symmetrie des Spannungstensors

Tu(r) =Toplr) (3.13)

und damit die lokale Rotationsinvarianz des Systems.

Eine 3hnliche Argumentation gilt fiir homogene Dilatationen nur am gauBschen
und Wilson-Fisher Fixpunkt (x): Die Spur 32, T,,(r) muB bis auf §-Funktionen in
Korrelationsfunktionen lokal verschwinden [20] um mit der Bedingung (3.4) konsi-
stent zu sein

(zwrm (m---wm)> =S gy 8(r 1) (W r1) - U ()}
I c

T

(3.14)

und impliziert damit die lokale Dilatationsinvarianz. [Die Vorfaktoren -der. é-

Funktionen ergeben sich einfach aus dem Vergleich von (3.10b) mit (3.4).] Die

GréBen zy, sind die Volumenexponenten der Operatoren ¥y an diesem Fixpunkt.®

Die lokale Symmetrie und Spurfreiheit impliziert aber dann, die Invarianz des

Fixpunkt-Hamiltonians (der in (3.14) durch den Index * symbolisiert ist) sogar unter

Koordinatentransformationen ohne Scheranteil, und damit die spezielle Konforme
Invarianz.

Gleichung (3.10b) offenbart jedoch noch eine wichtige Eigenschaft des Span-

- nungstensors: Die rechte Seite darf nicht von a(r) mit r 3 r; abhingen, da die linke

‘Seite nur von a(r;) abhiingt. Das konnen wir leicht einsehen, wenn wir beide Seiten

L ;m dm“ F‘nrm [4] rddra('r\ F‘[’r‘n nofm:pn nnd By .,r_n['r\ und F—achts ('r\ gleichsetzen. Nach




partieller Integration und Anwendung des Gaufischen Satzes ergibt sich Finz(r) als
eine Summe von 6(r — ;) Funktionen, und verschwindet fiir r 77, den Orten der
anderen Operatoren ¥;(r7). Somit muf also auch Freches(r) fiir 7 5 77 verschwinden.
Daraus folgt die Kontinuititsgleichung [4, 20, 3, 30]

S 0, (T (r) ¥y (1) - U (7)) 25(7‘ Ory, Y1 (1) ¥n (o))

(3.15)

innerhalb von Korrelationsfunktionen.
Brown [20] hat fiir die ®*-Theorie im unbegrenzten System gezeigt, daB

Ty (r) = TE(r) — L () (3.16)

ein renormierter Operator ist. T, besteht aus dem kanonischen Spannungstensor

T(9 (der die Kontinuititsgleichung (3.15) erfiillt), dem Generator der Koordina-
tentransforma.tmnen und dem divergenzfreien Verbesserungsterm I,,. Dieser wirkt
einerseits als “Counterterm”, um die von Tp(‘f) in Korrelationsfunktionen verursach-
ten Divergenzen zu kiirzen. Anderseits bewirkt I, auch die lokale Spurfreiheit (bis
auf 8-Funktionen) in Korrelationsfunktionen (3.14) am gauflschen und Wilson-Fisher
Fixpunkst. Der Tensor T, hat in Korrelationsfunktionen an diesen Fixpunkten die
Skalendimension d {konsistent mit (3.10b)), d.h. die anormale Skalendimension nulil,
vergl. Ref. [20]. [Der Grund ist, daf§ die vom Counterterm I,, stammende Inhomeo-
genitit der RG-Gleichung von T),,, die am kritischen Fixpunkt (2.4) verschwindende
By-Funktion [2] als Faktor enthalt.

Aufgrund der Divergenzireiheit von I,,, ist auch der verbesserte Spannungstensor
T, Generator der Koordinatentransformationen, wie aus partieller Integration der
rechten Seite von (3.10b) folgt. [Konsistent damit ist, da [d* 'ryT ) (ry, z) ein re-
normierter Operator ist, der Verschiebungen von anderen Operatoren erzeugt, vergl.
die Diskussion bei (1.9) und (3.20).]

Die expliziten Ausdriicke fiir 7 (f) und I, stellen wir bei der Présentation der
EX-Rechnungen im Abschnitt 3.3 vor, siehe (3.31a) und (3.31b). Aus der Konti-
nuitidtsgleichung (3.15) folgt natiirlich umgekehrt auch die Gleichung {3.10b), wie
Wir bei G_leichung (3.18) im n_éichste_n Abschnitt 3.2 zeigen Werden.

3.2 . Spannungstensar undi K@@rdmatemraasferu |
ma‘tmneﬁ im- Hamr&um |

Nun betrachten wir ein Halbraum-System (2.1) an einem seiner kritischen RG-
Fixpunkte (O, SB oder EX), siche ‘Abbildung .1.2. Wir interessieren uns wie in
Abschnitt 3.1 fiir Koordinatentransformationen des Fixpunkt-Systems, da uns. eine.

' Invarianzbedingung wie (3.10b) Informationen iiber die Form der Korrelationsfunk- -~

tionen verschafft, oder diese sogar vollstindig bestimmt {30}, vergl. -Abschnitt 3.3.
'Dazu 1st es. notwend1g, daf die ueomezme aes oybwmb umer dieseu Abbddunge*} _




erhalten bleibt, wie bei (3.1). Dies bedeutet, daf die planare Begrenzung S unseres
Halbraums (2.1) (Abbildung 1.1} bei 2 = 0 unter der infinitesimalen Koordinaten-
transformation (3.3) erhalten bleibt; also ist [4, 3]

a(r)=0 , rel . (3.17)

Die senkrechte (bzgl. der Oberfliche) Komponente a; von ¢ muf also fiir jeden
Punkt » € S verschwinden, d.h. die Begrenzung darf nur “in sich” verschoben wer-
den.

Wir interesieren uns in dieser Arbeit nur fiir Korrelationsfunktionen
(U1 (r1) - ¥u () aus “Stammoperatoren” ¥;(r;) an inneren Punkten r;, d.h. mit
einem endlichen Abstand 0 < r;, von der Begrenzung. Das Skalenverhalten dieser
Funktionen wird dann im asymptotischen Bereich r;, > u~%/* allein durch Volumen-
exponenten zy, bestimmt [2, 4]. [Analog ergeben sich dann aus der infinitesimalen
Dilatation {3.3) mit der Bedingung (3.17) und der zugehdrigen Homogenitéitsrelation
fiir das Halbraum-System, (3.1) mit dem Halbraum-Fixpunkt-Hamiltonian gemit-
telt, die entsprechenden Gleichungen (3.4) und (3.5) des Halbraum-Systems (2.1).]
Da T, (r) als lokaler Operator (nach Konstruktion [20]) die gleiche Gestalt wie im
unbegrenzten System hat [4, 3], ist (zumindest fiir innere Punkte) klar, daB die glei-
chen lokalen Beziehungen (Symmetrie, Kontinuitétsgleichung und Spurfreiheit am
Fixpunkt) auch im Halbraum giiltig sind. Zur Herleitung von (3.10b) fiir den Halb-
raum benutzen wir daher die Kontinuitétsgleichung® (3.15), die fiir innere Punkte
mit r;; > 0 unabhéngig von der Geometrie gilt. Multiplikation dieser Gleichung
mit a,, Summation >, und Integration iiber den Halbraum [ d% ergibt nach
partieller Integration der linken Seite und Anwendung des Gaufischen Satzes

> [a5.0,0) (Tiutr) fw (n-)>c - 3 et "”( ) <Téy(r)§‘yi @>c
= —; (alrr) - V1) ( v, (T)) B

\i;l :
7(3.18)
den zu (3.10b) korrespondierenden Ausdruck im Halbraum. {dS, bezeichnet das
Oberflichenintegral mit der Normalen n, iiber die Oberfliche R T von RT.

'Fiir den Halbraum ist: dS, = d*ry (—)81, (vergl. Abb. 1.1). Betrachten wir
nun die nichtkonforme Verschiebung®. (von Primir-Operatoren rechts. der Ebene ¢

- 2?Die auch gllt wenn das System nicht am Fixpunkt ist (z.B. fiir ¢ £ 0).
*DaB fd*'ryT..(ry,#) als Verschiebe-Operator auch sinen (kritischen) Film der Breite L
verbreitert und somit (1.15) gilt, folgt unmittelbar aus (3.19), (3.10a) und der lateralen Transla-
tionsinvarianz: Die Anderung der freien Energie durch die Verbreiterung des Films (Verschiebung

- der Oberflichen relativ zneinander} um a,(r) = dL§,; ©(z ~ {) ist analog durch die erste Zei- -
“+le in (1.6d) gegeben. Daraus folgt unmittelbar die Relation mit der Casimir-Kraft (1.15). In der
_Identit#s fiir den Halbraum (3 20) kurzt smh der Maﬁstabsfaktor dL heraus wir haben 1hn daher -

) -_J.u KO j.::l'} wcggczd.bben

ws
R




weg von der Oberfliche)
| ay(r) =6,.0(z— () , (3.19)
mit 0 < { < 77, oder 0 < { > r;,. Das Oberflichenintergral iiber die Hyperebene
z=10in {3.18) ist dann null, und wegen 2“55;—:(,52 = 6,10, 6(z — () erhalten wir die
Ward-Identitét®

Jain (T O T 09) = S0 =08, (IT%:) - (620

i=1 I=1 i=1

Diese Relation impliziert die Existenz unseres KDE-Operators
limeoo fd? 2T (ry, ¢) fiir parallelinvariante GrofBen (vergl. (1.9)), da die rechte
Seite fiir ry, > ¢ von ¢ unabhéngig ist.

Damit (3.18) mit dem Halbraum-Analogon von (3.4) konsistent ist, muf} fiir
eine konforme Transformation (3.11) am RG-Fixpunkt der Oberflichenbeitrag ver-
schwinden. Der Volumenbeitrag ergibt némlich dann aufgrund der Symmetrie (3.13)
und der Spurfreiheit (3.14) von 7, genau die rechte Seite von Gleichung (3.4),
wie schon im vorherigen Abschitt ausgefithrt worden ist. Dies impliziert mit (3.17)
die Fixpunkt-Bedingung fiir das Halbraum-System am O, SB oder EX-Uber-
gang [4, 16, 30]

TH_L(T) =0, reS , (3'21)

wobei || eine beliebige Komponente des Ortsvektors parallel zur Oberfliche be-
zeichnet. [Streng impliziert dies nur das Verschwinden des Oberflichenintegrals am
Fixpunkt fiir jede konforme Transformation die {3.17} erfiillt. Die lokale (stirke-
re} Bedingung (3.21) ist jedoch konsistent mit unseren 0-Loop-Resultaten am EX-
Ubergang (vergl. (3.34)). Die haben gezeigt, dafl diese Relation sogar gilt, wenn
nur die Oberfliche an ihrem Fixpunkt ist, d.h fiir beliebige ¢ und u. Dasselbe fin-
det man am O-Ubergang fiir das Landau-Ginzburg- (in 1-Loop) [4, 13] und das
Gau8-Modell [4].] Die Kontinuitétsgleichung (3.15) mit Gleichung (3.21) impliziert®
nun fiir innere Punkte mit r;, > 0, da§ sich T\ ; (), 2) in Korrelationsfunktionen
<T_L.L(ru,z))\lf1 (ri}--¥n ('rN)>c fiir 2 — 0 (gegen die Oberfliche) reguldr verhalt
und damit ein moglicher Oberflichenoperator ist [13, 16], vergl. auch die damit
konsistenten Resultate in Abschnitt 3.4. Die Kontinuit#tsgleichung (vergl. vorherige

- *Aus der nichtkonformen Scherung parallel zur Oberfliche a,(r) = §,;8(z — {) (|| bezeichnet
eine beliebige Komponente parallel zur Oberfliche) folgt die Ward-Identitit
fd* 1ty (TII.L( 1 O TIN, @ (i) > = O, - 08, <H£1 T, (r; > mit der vollstandigen
lateralen Ableitung 8. Damit ist [d? 7 r T} (r),2) als Scher-Operator identifiziert, der Primér-

Qperatoren lateral zur Oberfliche verschiebt. -
SAm RG-Fixpunkt (O, SB und EX) impliziert dann die Kontinuititsgleichung (3.15) und

die Fixpunkt-Bedingung (3.21) (in Korrelationsfunktionen) die Operator-Relation 8,771 i (ry, z) ~
. :z,‘l; BTy, (ry»2) = 0, fir z — 0. Nach unseren Resultaten (3.34) gilt die Relation (3.21) sogar,
. .wenn nur die Oberfliche an ihrem Fixpunkt ist (fiir beliebige ¢ und u). Dies impliziert dann (auch =
- fiir beliebige ¢t und u) d1e Emstenz unseres KDE—Operators aus (1 9) 11mz_>o Ty _;_(T'], z) an der
Oberﬁache ' : :
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Fufinote) impliziert dariiberhinaus, daff 7 ; an der Oberfliche und im Volumen die
gleiche Skalendimension d, und damit auch keine anormale Oberflichenskalendimen-
sion hat. Obige Eigenschaften sind konsistent mit (3.20), da die rechte Seite nicht
von 7' ; abhingt.

Wegen der Rotationsinvarianz im parallelen Unterraum hat (7),,) nur zwei un-
abhingige Komponenten [4, 16] (7. ) und <TH,H>- Am kritischen Fixpunkt ist
dariiberhinaus nach (3.14) (und wegen der lateralen Translationsinvarianz) (T} =

~(d = 1) {T))-

3.3 Anwendung der Konformen Invarianz im
Healbraum

Zur Illustration des Potentials der Konformen Invarianz berechnen wir die funktio-
nale Form der 2-Punkt-Kumulante zweier Stamm-Operatoren, von denen einer an
der Oberfliche sitzt [4, 3] (dies wird T, sein). Aus (3.18) und (3.5) ergibt sich
wie bel (3.21) unter einer infinitesimalen konformen Transformation am kritischen
Fixpunkt (zur besseren Ubersicht bezeichnen wir die Vektoren in diesem Abschnitt

im Fettdruck)

2

; {a(I‘I) Vi + m;ipl Vi a(rf)]} <@1(G,0)\P2(Tig,z)>c =0 , (3'22)

mit dem Oberflichenexponenten a:(g,l und dem Volumenexponenten xyz Aus dem
gewohnhchen Skalen, der homogenen Dilatation, folgt :

(1(0,0)Tx(ry, ))_ _7'_"'5‘1'1 o f(z/r) | o ..:(3_.23_)

Mlt den Abkurzungen fiir die Terme in (3 22)

D=y ) Ve, . Q=z/r , z=2f +z,  (32a)
ergibt sich | L
o Drf(Q) = e f@QPlr+r7DIQ) . (3:240)
und mlt der Kettenregd ist '_ B _' ' S :
Emsetzen von (3 23) und (3 24) in. (3 22) und D1v1310n durch T _2 fuhrt auf
d .
{ a:DInr—i—qurI—lY"i(ﬂm (TDI Q) i ﬂ} (Q)—O _.--:'.-_(3725._)_ -

(0]
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Weitere Informationen bekommen wir durch explizite Benutzung der infinitesimalen
speziellen konformen Transformation (3.6) mit der Eigenschaft (3.17)

ao(t) =’V — 2ra(z-v) , v1=0 , (3.26a)
mit dem konstanten infinitesimalen Vektor v, die das System mit der Begrenzung

bei z = 0 in sich iiberfiihrt. Nach einsetzen von

div a(r)
d

1
Dlnr = =3 aa0n,7
T 24

= —2v-r (3.26b}

= -~V (3.26¢)
und

DlnQ = %Zaaé‘mz/r

= —-r-V . (3.26d)
n (3.25), erhalten wir
rev (mflf) —zg ) __9 f(@)y=0 (3.27a)
! 2/ 8ln@ !
mit r - v # 0. Die Losung dieser Differentialgleichung ist
(s)
FQ) = AQ™ ™™ (3.27b)
mit A = const. Damit ist (3.23) bestimmt durch
()
(@1(0,0)¥s(ry, 2)) = Az (/o) - (3.27¢)
oder wegen der Translationsinvarianz im parallelen Unterranm ist
' ¥ o @
(T, 0)Talryp, 2)), = A2 (zfrd) ™ (3.282)
' 12, =y, — 2)2 +22 . S (3.28b)

Da eine konformen Abbildung mit der Eigenschaft (3.17) an der Oberﬁache keme

Drehung bewirkt, kénnen wir die Gleichung (3. 28a) auch fiir ¥; = T, . und :cTL L=
3311 L =d ber:m‘i;zen6 D1e Konstante. A erhaiten wir emfacn aus. (3 40) [lo] R

& : / <T-'-J— THNO)IIIZ 7'“2,3)) -'8 <\P2(T“2’Z)> (3 293)'

" 8Denn unter einer allgemeinen konformen Abbildung r ‘= 7' transformiert sich Tw,(r) —
(r) E a,a ya( ) v (r)TaB (r) mit der t{otatxona.matnx n‘.w aus \.3 53, Vergi z.B. Rel. L;.u] '
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Einsetzen von (3.28a) in (3.29a) ergibt, wegen

g-1 d+i
f d~1ry (rﬁ+z2)"dmsd_lr( ) T(2) 7, (3.29b)

mit der Bezeichnung Sa_; fiir die Oberfliche der d — 1 dimensionalen Einheitskugel
und der gewthnlichen Gammafunktion I' [31],

A= (—29,) 20 57727 (Ua(ry, 2)) (3.29¢)

Als Resultat erhalten wir die hyperuniverselle Beziehung {13, 16, 26] aus (1.21)

lim Sd<TLL(?‘H,z)‘If(r|’E,z’)>C J{B(r),2)) = (—)ze2? (2 /Rz) ., (3.30a)

mit
R = (ry—m)*+ (2")* . (3.30b)
Die Grofie (‘NI'(TH, Z)> hat (nach Voraussetzung) ein nichtverschwindendes Profil am

Fixp}_mkt, wie z.B. ¥ = @ oder £ am EX—ﬂbergang, oder ¥ = £ am O- oder
S B-Ubergang.

3.4 Verhalten des Spannun gS&,@ﬁSO?‘S am aufler-
gewdhnlichen und normalen Ubergang

Aus der Definition (3.10a) und den Eigenschaften (3.13) bis (3.14) ergibt sich die
explizite Gestalt des Spannungstensors [20]

T(r) = (0u2)(0,2) = 8y [3(VE) + L3(8)] = L () (3.31a)

mit
Lo(r) = / 4 {d 2+O((uR) )} 0,0, — 8, A] 8%, (3.31b)

dem sogenannten “Verbesserungsterm und @, = &,,. Die Diskussion und Erldute-
rung zu Ty, = T(S — I, erfolgte bereits in dem Absc_:hmtt nach (3.16). [Der kanoni-
sche Tensor 7 7“(") ergibt sich (per Definition) einfach aus der Variation des Volumen-
Hamiltonians (3 103.) unter einer infinitesimalen allgemeinen Koordinatentransfor-
mation.] Der O((u®)?)-Term enthilt 1/e-Pole, zur Renormierung von T}, in hiheren
“Loop-Ordnungen” in Korrelationsfunktionen. Damit wirkt 1, v einerseits als Coun-
terterm, und bewirkt andererseits die Spurfreiheit T}, am kritischen Fixpunkt {bis
auf é- Funktmnen) vergl. die Diskussion nach (3.16). Dies hat Brown [20] im Vo-
- lumen gezeigt. Anschaulich 148t sich die Oberfliche jedoch auch durch Operatoren
'in einem unbegrenzten. System darstellen, daher erwarten wir: intuitiv fiir 7}, die




gleichen Eigenschaften auch an inneren Punkten im Halbraum {2, 14], vergl. Ab-
schnitt 3.2.7 Aus (3.20) erbalten wir die in (1.19) benutzte Verschiebungsidentitst
(vergl. Anhang C)

fdd_lTH (Tuslry,2) B(r}, 7)), = { gz’ SRR (3.32)

, 2>

Am kPV mit ¢ = 0 ist nach (1.11) <Ti.;_(r”,z)> = 0 und somit der Ab-
Zug <T_L _L(r”,z)> <E(r{l,z')> in (3.32) nicht notwendig. Aus der Kontinuititsglei-
chung (3.15), die T}{ und I, separat erfiillen, folgt wegen der Translationsinvarianz
im parallelen Unterraum 8,4 < Tulry,s z)> = 0, die Erhaltung [3]

a, <T_}_.§.(TE!, z)> =0 |, (3.33)

fiir die Halbraum- und Film-Geometrie, vergl. (1.11), (1.16) und die explizite Rech-
nung (A.24g). Nun diskutieren wir das Oberflichenverhalten der Komponenten T,
und Ty, (|| bezeichnet eine beliebige laterale Komponente). Wir werden (in leitender
Ordnung) zunichst zeigen, daf die Relation (3.21) dariiberhinaus am EX-Fixpunkst
der Oberfliche [(¢ — —o0, by = 0} bzw. (¢ — sign(c)oo, by — o0)] fiir beliebiges
t und u giiltig ist, wie am O-Fixpunkt fiir beliebiges [13] v in der Ordnung O(w)
bei £ =0, und fiir das GauB-Modell [4] fiir beliebiges ¢ bereits gezeigt worden ist.
Daraus folgt mit der Kontinuitdtsgleichung (3.15) lim,_,0 8,7, (r)), 2) = 0, und da-
mit die Existenz unseres KDE-Operators lim, o 7T 1 (1y, 2 z) an der Oberfliche, vergl.
die Fufinote nach (3.21). AnschlieBend berechnen wir <T|! nan z)) Wir werden er-
kennen, dafl diese Grofle fiir z — 0 nur am kritischen Fixpunkt existiert. Damit
ist wie in der Einleitung zur KDE (1.9) ausgefiihrt, nur die Komponente T’y 1 als
Oberflachenoperator geelgnet

Wir begmnen mit e e L o
ImTyy(ry2) =0 (334
am EX-Fixpunkt der Oberfliche (siehe oben), fiir beliebiges ¢ und u.
In leitender Ordnung geniigt es, das Verschwinden von <Tj_|; (ry, 2) 8 (7 2:’))c und

von <TL” (1, )) im Limes z — 0-zu zeigen. Alle hoheren Korrelationen mit ® und

®? lassen sich dann mit dem Wick-Theorem darauf zuriickfiihren. = .
Mit Ty aus (3.31) und der Zerlegung von, ® aus (2.5a) mit m =m ist

ld 2
uz?’?%;(z)} <‘P(°’Iaaz)ﬂ‘°\ ”,z)>

(3 353.)

<i_|_§i('rl z)@(r”,z;> = [(ozmt (z))

in Iertender-Oranung u-und fiir beheblges to

 "Wie bereits in Gleichung (1.11) sichtbar wurde, enbt:g‘t T,_W fiir ¢ # 0 eine zusétzliche additive :
_ _Renorm;erung in Korrelatmnstunktxonen, wie z. r_s g.t v ) - verg1 nnud.ug B. :
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Zur Benutzung unseres Resultates G; = Gy(p; z,2) im Limes z — 0 aus (2.95)
bilden wir die laterale Fourier-Transformierte von {3.35a) und erhalten

_/dd'l'r];e"p"'” (Toy(r, 20, 2)) = (~ ){(a mf(z)) ;j ?a ™y (2)-| Gy

- 0, (3.35b)

fiir = — 0. Die zweite Zeile ergibt sich aus (2.9i) folgende. Damit haben wir das

Resultat
lim (T (ry, 2)@(rf, #)) =0 (3.35¢)

fiir beliebiges ¢ und w in leitender Ordnung in u gezeigt.

Nun ist noch
lim (T (ry, 2)) = 0 (3.35d)

in leitender Ordnung in % zu zeigen.
Wir benutzen die Kontinuititsgleichung (3.15) und erhalten wegen der lateralen
Translationsinvarianz die Erhaltung

8 (Tuy(ry,2)) =0 (3.35¢)

Es geniigt also die Berechnung von <Ti|!(r”, z)> im unbegrenzten Raum:

(Tu), = (@2N@0N), - 13500 (¢'0)
= lim 8,8 (8(r)8(r")),] L
=0 . (3.356)

Die letzte Zeile folgt einfach aus der dimensionsregularisierten Fourier- oder Orts-

darstellung, vergl. die Argumentation im Anhang B. Damit verschwindet <T i ,) auch

im Halbraum fiir beliebiges ¢ und u (in leitender Ordnung) am EX- Fixpunks der

Oberfléche. Die Relation (3.35d) ist somlt als Spezmlfall gezelgt ' :
‘Nun betrachten wir aus (3. 31) '

1 | 1d—

_'_-_<TII,I1(7’E%-Z_)>“% "5(5 m)? = Lp(m) + Za—“‘“az( P
= 35‘- (%:%—g—) zj4 (3.36)

in leitender Ordnung in u. Das t = 0 Resultat mit m aus (2.6) ist in der letzten
Zeile notiert. Fiir beliebiges u_divergiert dieser ‘Wert an der Oberfliche. Nur am

“Fixpunkt verschwindet dieser Ausdruck in leitender Ordnung in & konsmtent mit o

L 'der Spurfre1he1t (3 14) und mit <T_j_ _L) aus (1 11)

N
=




Die Korrelationsfunktion <T_|_ W,z —=0) \L‘(r[’,,zf» mit ¥ = @ oder £ ha-
ben wir am kritischen Fixpunkt in (3.30a) berechnet. Durch einsetzen von (1.9)
in (3.30a) erhalten wir (1.22), da die Punkte in der KDE (1.9) Operatoren mit
groBerer Skalendimension als d bezeichnen, so daf deren Beitrdge nach Divisi-
on durch z¢ im Limes z — 0 verschwinden (und weil nun (7)) = 0 ist,
vergl. {1.11)). MacAvity und Osborne [26] haben gezeigt, dafl der Halbraum-
Ausdruck <TL L(T!hz)\?(rﬁ,z’)) / <lIf(r!’l,z’)> auch fiir z > 0 von der Universalitits-
klasse der Oberfliche unabhdngig (hyperuniversell) ist. Der einfache Fall einer senk-
rechten Geometrie mit (ry, z) = (0,2} und (r}, 2') = (0, 2') wird dariiberhinaus auch
durch (3.30a) beschrieben, mit T, ,(0,2) und ¥(0,2'), wenn R? in (3.30b) durch
|22 — (2/)?] ersetzt wird, siehe (3.46).

Von besonderem Interesse ist die 2-Punkt-Funktion <’l’}~ ()i, z’)> am
kritischen Fixpunkt, da einerseits ihr Oberflichenlimes z, 2/ — 0 die Gleichung (1.22)
bestimmt, andererseits ihre Nichthyperuniversalitdt in d > 2 Dimensionen erst kiirz-
lich gezeigt worden ist [13, 26]. Zum Studium dieses Verhaltens betrachten wir daher
den Ubergang {“crossover”) vom Oberflichen- zum Volumenverhalten: Wir wer-
den die 2-Punkt-Funktion in leitender Ordnung berechnen, und konnen damit die
KDE (1.9) durch die Relation (1.23} auf einem anderen Weg iiberpriifen. Am Ende
dieses Kapitels dann erkldren wir ihre Nichthyperuniversalitét ind = 4 —¢ > 2
Dimensionen durch ein einfaches allgemeines Argument.

MacAvity und Osborne erhielten durch die Konforme Invarianz auch ein beson-
ders einfaches Resultat fiir die 2-Punkt-Funktion einer senkrechten Geometrie am
kritischen Fixpunkt [26]

(Tu(o 2) T1(0,2) = a(v) |z = 2|72 ) (3.37a.)

mit

v=lz=2/(z+7) . (3.37b)
Die Skalenfunktion a{v) hingt von der Oberflichenuniversalititsklasse ab und be-
stimmt im Oberflichenlimes v — 1 auch das Verhaltnis Cy / Ty aUS (1 22) mit §L3 26]

(Tua(ry 0) Tea o}, 1,0) o Tn}d%._a(l)- Lo (33

Nun werden wir mit der Fluktuations- und e-Entwicklung fiir den EX Ubergang
in leitender Ordnung die Gleichung (3.30a) und die Verschiebungsidentitt (3.32) (in
néchstleitender Ordnung im Anhang C) verifizieren, und die Funktion a(v) in (3.37a)
berechnen.

Wegen der gebrochenen Symmetrie benutzen wir die Zerlegung des OP-
Feldes (2.5a) und setzen diese in die Gleichungen (3.31a) und (3.31b) fiir 7, ein.
Nach ausmultlphmeren und sortleren der verschledenen go-Potenzen erhalten wir das
'--'-Resu}tat 5 e S

- n=0

£

4l

TL;_YT i (_3_.39)




mit

Ty = 1@m) - Lp(m) |  (3.39a)
Ty = (8:9)(8:m) ~ oLy(m) +m (Dye) (3-391)
Ty = 1(0.0) —1(0y0) - LPLam)+ 1 (D) . (3:3%)
T3 = —%m (3.39d)
Ty = —%¢* . (3.39)

Hierbei bezeichnen die Striche an Lp jeweils Ableitungen nach dem Argument. Die
Grofle Dy ist der Differentialoperator

Dy = dl/ 2 {d-2+ 0™} S8, | (3.39f)

agl]

der vom Verbesserungsterm aus (3.31b) stammt.
Wir berechnen zunéchst das leitende Verhalten (“0-Loop, Mean Field”) von

(T11) = (T )9 + -« fiir eine Film-Geometrie. Der leitende Beitrag zu 7' ist
durch (3.39a) gegeben, mit der Ersetzung von m durch das “Mean-Field”-Profil m.
Wir vergleichen (3.3%a) mit unseren expliziten Resultaten (A.19) und (A.20), und
erhalten konsistent mit (1.15)® das alte Resultat (A.24)

T )9 =8 . (3.40)

Damit hat die Erhaltung dieser Spannungstensorkomponente eine anschauliche phy-
sikalische Bedeutung: die Gesamtenergie des korrespondierenden Newton-Systems
ist unabhéngig von der “Zeit” z und damit erhalten, vergl. (A.20) folgende. Im Fall
des Halbraum-Systems mit Temperatur ¢ > 0 muf die Gesamtenergie £ = 0 sein,
damit das Teilchen zur “Zeit” z — co am “Ort” m= 0 zur Ruhe kommt. Das ergibt

sich explizit fiir £ = 0 durch einsetzen von m aus (2.6) in {3.39a)]. Dies ist konsistent
mit (1.11) fiir & — oo und mit (T 1), ~ O(u®) fiir £ > 0, vergleiche (B.8b), d.h.
der O(u™!) Beitrag aus (3.3%9a) mufl dann verschwinden.

- Nun werden wir (3.30a) in leitender Ordnung verifizieren. Wir beginnen mit
¥ = @ und benutzen die Zerlegung (2.5a). In leitender Ordnung u trigt von (3.39)
nur Ty aus (3.39b) bei, und mit dem gaufischen Propagator (A. 9) ergibt sich - "

'_:<T__;__.1_(Tﬁ,z)_;§(ré, Z’)) : = {(sz?z)az S ﬁ’B(’l%)-i“‘l% @ﬂ} G(T‘” - TH, zZ,Z ) + O( 1/2\ s

:mlt dem Profil’ Th=m (z) in leltender ‘Ordnung. Am kPV mzt t-= 0 erhalten wir

m aus (2.6) und G durch Fourier-Transformation aus (2.8c). Um in (3.41) den Li- .
"mes z — 0 entsprechend (3 30&) durchzufuhren benotlgen Wir das asymptotlsche '

“Vergleiche die Fufinote vor (3.19}.




Verhalten von
Sa Gry —ri;2,2') = 2 (2')° —83 g (d + 1) R4 , (3.42)

im Limes z — 0 und mit R aus (3.30b) [und ist konsistent mit (2.10)]. Hierzu haben
wir (2.7}, (2.8Db), (2.8¢) und (2.8e) benutzt. Einsetzen von (3.42) in (3.41) ergibt

8 [d d .
. 1o [ _ /. a Y - (d+4)
lim S (TLi(ry2) 3(rf, 2)) [{3(r],2)) = —(2) ; (2 +1) S R + O(u)
(3.43}
fiir ¢ = 0, und ist wegen (2.13) komsistent mit dem hyperuniversellen Aus-

druck (3.302) (wenn d — 4 in leitender Ordnung ¢). Die KDE (1.9) mit der Am-
plitude (2.12), in der Schichtsuszeptibilitit (2.10) und dem Propagator (®(r)®(r')}
aus {3.42), ist konsistent mit (3.43). Hierbei ist zu beachten, daB die Gleichun-
gen (3.30a) und (3.37a) nur am kritischen Fixpunkt mit Konformer Invarianz
giltig sind. Demgegeniiber sind die Verschiebungsidentititen (3.32) und die Er-
haltung (3.33) auch fiir t ~ T — T, # 0 (und u® # u*E) giiltig, da die Kontinuitats-
gleichung (3.15) unabhdngig von ¢ (und der 5-Funktion) ist [20], vergl. (3.15).

Die Verschiebungsidentitit (3.32) mit 2 = @ ist in leitender Ordnung leicht
mit (3.41) zu verifizieren. Dazu integrieren wir (3.41) iiber rj, dies ersetzt G durch

G{p=0;z2) :§@7§ (2,2"), und der Dy-Term verschwindet. Die Gréfen G; und r?mt
fiir £ # 0 lassen sich den Gleichungen (2.9} entnehmen. Fiir t = 0 sind sie durch
die Giezchungen (2.10) und (2.6) gegeben, und die entsprechende Rechnung (3 32)
durch (C.3).
Ahnlich diskutieren wir (3.30a) mit ¥ = &2 Der leitende Beitrag zu (T l‘iﬂ) ist
2Ty ), und konsistent mit (3.30a) und (3.32) (wegen z¢ = 2+ O(e) und {C.3)).
Die Verifikation von (3 32) fur t =0 in der néchstleitenden Ordnung ﬁndet smh im

Anhang C.
Nun berechnen wir die 2-Punkt-Korrelationsfunktion des Spannungsten-

sors (3.372) in leitender Ordnung am kritischen Fixpunkt mit £ = 0. Wleder tragen

nur die 77-Terme aus {3.39b) bei, mit der Substitution von m durch m. Tn leiten-
der Crdnung trégt auch der O[(uR)3] Beitrag zu Dy aus (3.39f) nicht bei, und wir
kénnen d gleich 4 setzen. Zur Vereinfachung ersetzen wir mit der Bewegungsglel-
chung (A 10&) ’D;, in Tl, und erhalten

mit

| J’-’ =6 ‘7%) '—:%.?%3_3- , S eaw)

m=m (2) aus (2.6) und ¢ = 0. Fiir die Berechnung von (3.44a} kénnen wir entweder

. die nfiitzliche - Darsteilung des_ Propagators in d = 4 Dimeunsionen fir.¢ = 0 aus




Gleichung {4.96b} der Ref. [25] entnehmen:

Glr)—rii2,2) = F(Q) /(4x*R?) (3.45a)

mit
R lr =7, (3.45b)
Q = R%*/(4z2) (3.45¢)

und
F@Q)=(Q+1)1+120-6Q(1+2Q)In(Q™1 +1) , (3.45d)

oder benutzen die von MacAvity und Osborne [26] aus der Konformen Invarianz am
kritischen Fixpunkt (mit ¢ = 0) folgende Verallgemeinerung von (3.30a):

Sa{T1u(0,2) U(0,2)) /(¥(0,2)) = —2%e(# /|2~ (Z)'])* , (3.46)

fiir ¥ = & und () =m (z) + O(x¥/2), vergleiche den nichsten Absatz hinter Glei-
chung (3.36).

Nach kurzer Rechnung erhalten wir die Form (3.372) und die Skalenfunktlon in
Iertender Ordnung ¢

ofv) = —;E %g 2 [1 +2? —i—'u"‘] +0() (3.47)
nach einsetzen der Reparametrisierung (2.2¢) fiir ™!, und des Fixpunktwertes u*%
aus (2.4) in leitender Ordnung e. Das Resultat «(1) aus (3. 47’) ist konsistent mit
den allgemeinen Beziehungen (3.38) und (1. 22), wie wir mit C’ aus (2.12) und zg
aus (2.13) zeigen kdnnen. N
Wir betrachten nun die Skalenfunktion a(v) im Volumengrenzfall v — 0. Im
unbegrenzten Volumen ist a(0) ~ O(e?), daher mufl der 1/e-Beitrag in (3.47) die
Oberflichenkorrektur in diesem Volumengrenzfall beschreiben. Zur Uniersuchung
der (allgemeinen) Natur der Oberflichenkorrektur im Crossover vom Oberflachen-
zum Volumenverhalten, machen wir ei__ne KDE des__Op_erator—PJ;oduktes :

T 1(0,2) Tu1 (0, #) = a(0) 2=/ 2~ |2 — Z'l_zdﬂ‘E &’ (9 z; - ) +.:00,(3.48)
im Volumengrenzfall v = |(z—2')/(2+2')| €« 1 um den inneren Punkt (z+2')/2 des
- ‘Halbraums. Wegen ihres lokalen Charakters ist die KDE um einen inneren Punkt
unabhéngig von der Geometrie des Systems {2}, dies korrespondiert mit dem naiven
Bild einer Oberfliche als (d — 1) dimensionales “Feld” von Operatoren in einem
- ‘unbegrenzten System. Das bedeutet, daf die Entwicklung (3.48) nur von Volumen-

. grofen abha,ngt Wie iiblich in der KDE (Operator Produkt-Entwicklung (OPE) im

: | SR TP 1 i DRGSO TR Rty DU o ST, PSRRI & > T X « 5 T . VR o o
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ansteigender (Volumen-) Skalendimension, die mit der Symmetrie der linken Seite
vertriglich sind [2, 19]. Da T, eine gerade & — —@ Symmetrie im Volumen hat,
ist der leitende Operator in der Entwicklung in d = 4 ~ ¢ Dimensionen &2, der
das Volumenverhalten v = 0 beschreibende Einheitsoperator wurde abgezogen, mit
der Skalendimension zs: = z¢, vergleiche (2.18a). Die Punkte auf der rechten Seite
von (3.48) bezeichnen dann Beitrége von Operatoren mit gréferer Skalendimensi-
on als z¢ und einer geraden ® — —& Symmetrie (d.h. u.a. von néchstleitenden
Operatoren mit der Skalendimension ~ d wie z.B. T ).

Die Proportionalitdtskonstante in (3.48) enthdlt neben einer Volumen-KDE-
Amplitude insbesondere alle fiir die Renormierung der rechten Seite notigen
Volumen-Faktoren, da die KDE (OPE) in renormierten Korrelationsfunkstionen gilt,
d.h. Relationen zwischen renormierten Korrelationsfunktionen erzeugt {2, 19]. Dar-
aus ergibt sich®, dafl diese Konstante zus#tzlich einen Faktor Z, enthalten muf$, um
®? zu renormieren, aus Dimensionsgriinden eine Potenz der inversen Ldngenskala u,
und eine nichtuniverselle Volumenamplitude, die gegen eins geht fiir u® gegen u*%,
wie sich aus dem tblichen RG-Argument ergibt [2, 4]. [Hier hingt die Proportio-
nalitdtskonstante nicht von der Oberflichenuniversalititsklasse ab. Dies ist kontrér
zu der KDE (1.9), weil die Oberfliche dort die “Rolle des zweiten Operators” tiber-
nimmt und die Eigenschaften der zu entwickelnden Operatoren natiirlich eingehen.
Wir erhalten dann unmittelbar durch Mittelwertbildung die Verletzung der Hype-
runiversalitit der 2-Punkt-Funktion aus (3.48) in d = 4 — ¢ > 2 Dimensionen, da
das kritische Profil (&%) ~ z7%¢ im Halbraum iiber die Amplitude vemn Typ o der
Oberfliche abhingt. Diese duflert sich dann in der entsprechenden Abh#ngigkeit der
Skalenfunktion vom Oberflichentyp

afv) —a(0) = A v™ + ... (3.49a)

im “Volumenlimes” v — 0 am kritischen Fixpunkt. Die Amplitudenverhiltnisse
A,/ Ay fiir verschiedene Oberflichenuniversalitatsklassen a, b erfiillen die Relation

Ay /Ay = (¢2>a /’(@2}6 . (3.49b)

In leitender Ordnung in € kénnen wir (3.49b) fiir den auBergewdhnlichen Ubergang
a = EX und den gewthnlichen Ubergang b = O leicht verifizieren. Dazu benutzen
wir Agx = 30/(n%) aus Gleichung (3.47), z¢ = 2 + O(¢), und Ap = —5/(67%)
aus Gleichung (3.4) der Referenz [26]. Die Fixpunktwerte (®%),, = 9/(4n%z%)
aus (2.6), (2.2c), (2.3c} und (2.4), und {®*), = —Gpu(22) = —1/(16722?) (nur
der Spiegelterm [2} bleibt in Dimensionsregularisierung). Wir erhalten dann fiir die
beiden Verhdltnisse aus (3.49b) das konsistente Resultat —36/¢.

Die Verletzung der Hyperuniversalitidt der 2-Punkt-Funktion des Spannungsten-
sors in d = 4 — ¢ > 2 Dimensionen haben wir also auf den leitenden Operator
© & in der KDE (3.48) zuriickgefiihrt. Dies gilt jedoch nicht in d =2 Dimensionen, -

°Es ist [2, 4] (2%) = p®722"

[((&8%)?) —at™}.

a
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denn dort ist (T'T") hyperuniversell [21], d.h. von der Oberflichenuniversalititsklas-
se unabhingig, vergl. die Bemerkungen nach (1.22). In d = 2 erscheinen daher auf
der rechten Seite von (3.48) nur Potenzen |z — 2/ |™**%, mit & = 2,3,4... [32].
Fir den Exponenten der Energiedichte der Ising-Universalitdtsklasse in d = 2 gilt
ndmlich: 7z = 1, d.h. z; # = kommt dann nicht auf der rechten Seite vor, und die
entsprechende KDE-Amplitude vor ®* muf null sein.

Ahnlich 158¢ sich der Einflus der Oberfiiche auf (T ; (0, z)¥(0, 2)) im Volumen-
grenziall |;;§:[<< 1 studieren. Die KDE {33] T\ ;% ~ ¥ + .. fiir ¥ = & und &% in
d = 4 — € Dimensionen, ergibt sich wieder aus Symmetriegriinden und Beriicksichti-
gung des leitenden singuléren Anteils. Diese Entwicklung ist konsistent mit dem hy-
peruniversellen Ausdruck (7', ; ¥} / (¥) aus (3.46), da nun die oberflichenabhingige
Amplitude in (¥}, herausfsllt. AR ' R
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Schichtsuszeptibilitédten

In diesem Kapitel werden wir die Schichtsuszeptibilitdten (1.19) in nichstleitender
Ordnung in u (“1-Loop”) berechnen. Wir betrachten dazu den Limes 2 — 0 dieser
Grofen und verifizieren explizit die KDE (1.9}, insbesondere an Hand der erwarteten
{(Form der) Faktorisierung in “kurze” (z) und “lange” Lingenskalen (2’ durch T ),
und der Bestitigung von (1.20). Die Relation (1.20) benutzen wir n&mlich einerseits
zur Verifikation des Ansatzes (1.9), und andererseits zur expliziten Berechnung der
KDE-Amplituden Cs und Cg in 2weiter Ordnung in e.

Wir beginnen mit der OP-Suszeptibilitit xs s, d.h. mit (1.19) und ¥ = = = &.
Nach einsetzen der OP-Zerlegung (2.5a) ist der Integrand auf der rechten Seite
von (1.19} der (verbundene) Propagator () mit der Storungsentwmklung (*Loop-
Entwicklung”) -

<ga(r|§, z)cp(rfi,z.’)> =A+B+C+D+0@% . (4.1)

Hier ist A der gauBsche Propagator (A.8), der sich aus den Gleichungen (2.7)
und (2.8¢c) ergibt, und B, C und D smd Beitrige nichstleitender Ordnung Of{u)
(“1-Loop” Terme) _

B+C=—u f &R G(r, R) ve1c(R.) G(R,#) | (4.2)
mif . ; '
Y+c(Ri) =m(Ry) m(Ry) + % (fpz (R) >0 (4.2a)
und
D= ”;J/ R &°R' m(R.) m(R\) G(r, R) [G(R, R} G(R',") . (4.3)

Die Integrale sind iiber den Halbraum z > 0. Die Bezeichnung der Argumente in

--'G ist ‘etwas anders als in (2.7) und.(A.9), hierist R.= (R, R 1) etc.. Die Grofie
: m ist der néchstleitende Fluktuationsbeitrag zum OP-Profil (A.14), mit J = uﬁz

-~ {v?®), /2, in dieser Ordnung. Die nacnsmelie:uucu ‘i- L“““ }B ueltra 2 (4 2‘ 'md (4.3)
{p? 0/ 4 HL-CGIES _ \ PR N




folgen aus {A.6), (A.5), (A.11) und dem Wick-Theorem: B + C ergeben sich aus
einer Entwicklung des Boltzmanngewichts in erster Ordnung in %} and #}, und
D aus der Entwickiung nach #; in zweiter Ordnung. Die entsprechenden Beitrige
zur Schichtsuszeptibilitét x ¢ erhalten wir nach Parallelintegration aus (1.19), und
bezeichnen sie mit x(B+C) und ¥ (2.

Der Fluktuationsbeitrag n aus (4.2a) folgt aus (A.14) mit dem oben definierten
J und dem gaufischen Propagator aus (A.9}, (2.7) und (2.8¢c). Der “1-Loop”-Beitrag
zur Energiedichte {¢?), in O(u?), ergibt sich aus der Impulsintegration von {2.7)
und Dimensionsregularisierung: Integrale iiber reine p-Potenzen verschwinden und
die aus den iibrigen p-Integralen resultierenden I'-Funktionen, die fiir 2 < ¢ < 2
definiert sind, werden analytisch nach 0 < € < 2 fortgesetzt, und wir erhalten (4.5).
Die Resultate dieser Rechnungen sind

(3’&)1/2

m(z) = A o9 z <g02(r|[, z))ﬂ (4.4)

und
(PPlrp), =P =7, (4.5)

mit
P=-w23T(2-¢) U-96-¢ (4.5a)

€(2+¢)
und w aus (C.7).

Die OP-Schichtsuszeptibilitdt erhalten wir durch Parallelintegration von (4.1),
entsprechend (1.19). Dadurch werden in (4.2) und (4.3) die duBeren @’s durch

)Dc’s, [G(R, R'))* durch die in (C.6) definierte Grofie B(R,, R!,), und die Halbraum-
Integrale durch eindimensionale Integrale {iber die Senkrecht- Komponenten R, und
R, ersetzt. Fiir z < 2’ ist das Resultat

1 ¢ 1-¢° 1
walnd) = 30 (e oo s (54 155 =)+ 00}
in 1-Loop-Ordnung (d.h. bis auf Korrekturen O(u?)). Mit
 (=2z/d | (4.7)
und S : _ oo _
Lo o S — ”D 12 —1 /(Sw) B -. = /4 0)
S laraE-g T o

Der erste Term in der eckigen Klammer in (4.6) stammt von der verbleibenden R -

- Integration in.B-%i—"C'-_ags._(4_,2) der zwexte FD resultzert aus D aus: (4 3) und ist

e
SO0

[

(4.6)




gegeben durch:
S . o€ e 1
CFp(¢) = /dzgz { R Sl S }

5+e € 5—-¢

1/¢ 28 1- Z¢ 1
dz Zz‘f{ E 2 4 }
+V/; g 5+e+ € 5—e¢

% Zr¢ 1-27¢ 1
—54¢ -3 2 2
+¢ fdeg.z {5+€+ - +5_€} o (49)
mit -
= g(2) = ] dz 2=¢ U2(z) W2(z2) (4.9a)
0
und
=Z2/( , Z=Z2( . (4.9b)

Die verbleibende Integration (nach Ausfiihrung der Parallelintegrationen) in diesem
Schichtsuszeptibilitits-Beitrag aus (4.3), ist iiber den ersten Quadranten der R, R -
Ebene. Die drei Terme in (4.9) resultieren aus der Zerlegung des Quadranten in die
drei Sektoren, in die dieser durch die Geraden R, = 0, R, = R, R, /R, =
und R; = 0 zerlegt wird, und der Substitution Z = max(R,, R/ )/ min(R,, R )].
Die Funktion g ist proportional dem lateralen Integral {iber [G]% aus (4.3), d.h. der
Funktion B aus (C.6).

Nun betrachten wir das asymptotische Verhalten von (4.9) fiir z € 2/, d.h. ( <« 1.
Da fiir Z > 1 wegen {C.6) g ~ Z°¢7 ist, erhalten wir das leitende Verhalten durch
Vernachldssigung des dritten Terms und Ersetzung der oberen Integratlonsgrenze
im zweiten Term durch oo. Das Resultat ist

_ ¢ L-¢K 1 ‘ |
Fp(¢) = 5+Efc—r “—+y—L+0(¢) (4.10)
hierbei hingen X and £ nur von € ab und sind definiert durch
K ' (273 + 22 N
( ) j’ dZ g - \ Z-3 L g ) . (4.10a)

Die Funktion £ in {4.10a) 148t sich durch die linke Seite der Gleichung (C.10c)
ausdriicken: wir setzen in (C.10c) B aus (C.6) ein und erhalten dann das Resultat
3w(z')73L. Vergleichen wir d1es mit der rechten Serte von (C 10c) und (4 5) ﬁnden
wir die Identltat : e _
e (6—2)7’/(360) L (4.-11)
mit P from (4 5a). o e
Wir erhalten nach Vernachlgssigung des O(C ) Terms in (4 .LU) u'1d elnsetzen

in (4 6) die KDE

R 6(3;;/2 }f (-2 [’m(”* el

(4.12)




in 1-Loop-Ordnung (d.h. bis anf Korrekturen O(u?)). Wie von der KDE (1.9) im-
pliziert, faktorisiert (4.12) in eine Potenz einer kurzen Léngenskala (<> z) und einer
groBen Langenskala (¢ 7'}, fiir z < 2'. Die z’-Abhingigkeit erhielten wir nach aus-
driicken von & und £ durch P, durch benutzen der Gleichungen (4.8) und (4.11), und

Identifizierung der z'-Terme, mit i aus (4.4). Die Gleichung (4.12) gilt fiir beliebige
¢, Ordnung fiir Ordnung in u. Insbesondere die Form der z'-Abhéngigkeit bestitigt
die KDE (1.9}, da der lateral integrierte Operator 7', Verschiebungen erzeugt, ver-
gleiche (3.32). Analog der RG-Diskussion bei z.B. (2.11b), muf die KDE-Amplitude

Cy in (1.9) fiir beliebige 2 durch die Funktion Cy (,uz, uR) ersetzt werden, mit
Cy = Cu(1,uF) (4.13)

im “universellen Limes grofier z; und Cy = Cg, fiir alle z em kritischen lepunk‘t
(mit) u® = u*E. Aus (4.12) erhalten wir somit durch Division mit z%m(z) [~8,/m(z")]
die Stérungsentwmklung von Ca:

~ 2 st (3w S+K 1 S+L e
C’@(,uz,u ) N {1 (3/2) [e_(5+e) w§~1—e 6(5—6)}}+O(( ) )
(4.14)

Nach Umformung mit (4.8) und (4.11) ergibt sich, daff der zweite Term in der eckigen
Klammer gleich =P /(3w(1 + €)(4 — ¢€)) ist. Eine Betrachtung der GréBen i, vergl.
den Text hinter Gleichung (D.9), £ und P in (4.5a) zeigt, daB die Terme in der
eckigen Klammer fiir 0 <e<2 endlich sind. Einsetzen der Reparametrisierung (2.2¢)
mit dem Z,-Faktor aus (2.3c) macht die rechte Seite von (4.14) endlich fiir e =0,
da dann alle ¢~'-Pole vom Z,-Faktor fiir beliebige u® gekiirzt werden {miissen),
Ordnung fiir Ordnung in »® (2, 19]. Davon kdnnen wir uns durch einsetzen der
e-Entwicklung von w aus (C.7), von

60

K—L=ell/144 + O(&) | (4.15a)

und von s -
S+r=2 [1-{-6(1112-!—75—1 )] + 0(&) (4.15b)

8 5

explizit liberzeugen. Hier ist vz = 0.577, die Euler-Konstante. Die Gleichung (4.15a)
ergibt sich aus {D.10) und folgende, im. Anhang D; und Glelchung (4. 15b) aus den
Gle1chungen (4.8}, (4.11) und (4.5a). '

Wir erhalten die e-Entwicklung der universellen KDE-Amplitude C’é, durch ein-
setzen von u*F aus (2.4) und von (4.15) in Gleichung (4.14), und ¢ — 0 Entwicklung
aller iibrigen Grofen, wegen dem Verhalten (4.13) von Cy. Alle nichtuniversellen
Gréflen wie pz und die f; aus (2.2c), fallen dann im Limes e— 0 aus (4 14) hera.us
.und wir erhalten das Resulta;t TR :

4r? 317
Ce = ¢ : {H_E[IGS ln@”)_'*””E]} =

—~
159
il
<h

~—




Cs Ce

d=2 T 87
d=3
Padé eins 1.42 5.29
Padé zwei 1.96 3.83

d=4—¢ | c0.88+¢e21.21 | el 76+ €2 2.72

Tabelle 4.1: KDE-Amplituden Cg und C¢. Erklirung im Text nach (4.17).

abgesehen von Termen O{e?). Auffallend ist die groBe e?-Korrektur, damit 138t sich
Cs in d =3, e =1, nur sehr ungenau aus (4.16) bestimmen. Der hyperuniverselle
Wert in d=2 ist exakt bekannt [16]:

(Colyr = (4.17)

und liegt zwischen den Beitréigen der ersten und zweiten Ordnung in € von (4.16) mit
¢=2. Mit den Resultaten aus (4.16) und (4.17) 188t sich eine Padé-Approximation
Ae(l+ Be)/(1+C ¢ von Cp durchfiihren. Die Koeffizienten werden durch das
€ — 0 Verhalten aus (4.16) und dem Wert bei ¢ = 2 aus (4.17) bestimmt. Die so
bestimmie Approximante liefert {Cs],_,=1.42. Um ein MaB fiir die Glite dieser
Zahl zu haben, machen wir eine zweite Padé- Approximation fiir Cg. Wir benutzen
den exakten hyperuniversellen Wert [Cy],_, =8, der sich aus (1.23), [Cs],_, von
oben und den exakten Exponenten zz =d — 1/v=1und ze =8/r=1/8ind=2
Dimensionen ergibt. Die e-Entwicklung von Cg folgt aus (1.23), (4.16) und den
Exponenten z¢ =2(1—¢/3)+0O(e?) und zg =1 —¢/2+O(e?) in d=4— ¢ Dimensionen.
Aus der Padé-Approximante von (¢ und den genauesten Exponenten in d=3 [34]:
B=.325 4 .001 und v=.63 = .0008, ergibt sich mit [z¢/zs]s=3 aus (1.23) der Wert
[Csl,_5=1.96. Die Abweichung zu dem vorher bestimmten Wert betrigt nur etwa
dreiBig Prozent, und damit ist die Giite unserer Werte im Hinblick auf die grofie €-
Korrektur in (4.16) iiberraschend gut. Die entsprechenden Padé-Approximationen
fiir [Cel,_; sind auch in der Tabelle 4.1 der KDE-Amplituden eingetragen, und haben
konsistent mit den [Cy),_, Werten eine Abweichung von etwa dreiflig Prozent.

- Nun berechnen wir die Schichtsuszeptibilitdten xse, Xz,6 und xg ¢ in leitender
und né&chstleitender Ordnung in u. Die korrespondierenden Korrelationsfunktionen

Kag(ri,m) = (2(r)®(ra)) — (B(r)) (@) 0

= 2l e+ V) (419

cund B

: e £y fx2r.
CBlgrer(n, T = (2T




= dm(r) {p(r)p(r")) m(r') + 2m(r)N{r, ')

+2m(r)N(r', 1) + (1) (r')) (4.19)

mit
N(ry,r2) = {p(r)@*(r2)) (4.20)
erhielten wir nach einsetzen von (2.5a) fiir  und von (2.18b) fiir 2. Da wir nur

. - . 0 . s .
bis zur n#chstleitenden Ordnung rechnen und m~ w~/2 ist, benétigen wir nur den
leitenden Beitrag ~ u/%:

N(r,7s) = —u f AR G(r1, R) m(R.) 1G(R,rs) (4.21)

von N. Er resultiert aus der Entwicklung des Boltzmanngewichts bis zur ersten
Ordnung in der ungeraden Wechselwirkung 7/} aus (A.5b) und dem Wick-Theorem.
Fiir die parallelintegrierte Grife

Nz, 2) = f dilryy N (11, ) = —(38)Y2 (w/10) n(z, 22) (4.22)

ergibt sich mit (2.6), (2.10) und (C.6) und (4.92), wemn 2 < z ist
n(zl’.z2)_ = 32 CS {/ dz 273 g—i—f dz 32" Q'E”C f dzZ Z-—S— }

Y z§3zf£_ , ST (422&)

mit { = 21/%; und wenn z < z; ist:

o e Y4 o :
) = A0 { ]1 Tazzge [Pazz gt [Fazagl

mit { = z/2. Das leitende Verhalten in der zweiten Zeile von (4.22a) und (4.22b),
erhalten wir im Limes ( — 0, nach einer &hnlichen Argumentation wie vor (4.10), und
bei Vernachlassigung der Korrekturen O(¢*). Mit den nun bekannten Grofen ys ¢,
Xe,e und xg ¢ werden wir nun weitere Uberprufungen de; KDE (1. 9) vornehmen (die
alle (1.9) bestitigen werden).

Wir betrachten zunéchst die durch Parallelintegration aus (4.18) entstandene
GrofBe xs2,0(2, 2'). Zur Uberprufung der KDE (1.9) mit ¥ = ®* betrachten wir das
Verhiltnis im Limes z/ 7l (ahnhch wie be1 (4.12))

Xepn?) ”z{—' [ S+E
24 {®2(p, 7\\( A rn)_'._ 30 ! uz (3w/2)e(5+ ‘+_-_;-._'

""\\ "\}




5 (=g + 00|
= ég(#z,u) , (4.23)
mit
(#%(ry, 2)) = (»f%(z)) 4 2ypacls) + Olw) . (4.24)

Die rechte Seite von (4.23) bestdtigt das KDE-Verhalten (1.9), vergleiche die entspre-
chende Diskussion fiir Cs vor Gleichung (4.14). Wegen (1.23) ist auch das Verhiltnis

ég/é¢=2{1~uz [~—’P+ (X - L)h + Of(uz9)?) (4.25)

interessant, welches aus (4.23) und (4.14) folgt. Einsetzen der Reparametrisie-
rung (2.2¢), von u*® aus (2.4), (4.5a), (4.15a) und (C.7), ergibt nach ¢ — 0 Ent-
wicklung aller Gréfien und Beachtung von (4.13), das Resultat

_ € 2
cg/c@_2+§+o(e) : (4.26)

am Fixpunkt, konsistent mit (1.23).

Die Verhiltnisse Xz 22/Xs,6 und Xa2,82/Xs2,s erlauben eine weitere Konsistenz-
priffung der KDE (1.9). Diese fordert, dafl fiir z/2' < 1 beide Verhéltnisse gleich
(8:(®%)) / (81m) sind, fiir beliebige € und in jeder Ordnung v, denn die gleiche Am-
plitude €y und z¢ Potenz kiirzt sich dann aus Zahler und Nenner heraus. Davon
iiberzeugen wir uns exphzlt durch einsetzen aller Gréflen, beachten, daf} der letzte
Term in (4.19) wegen B ~ (% [vergl. (C. 6)] aus Konsistenzgriinden vernachléssigt
werden mufl und erhaiten in der Tat ' e

Xag? .=_— Xe28t : 92 m(z Y+ 2 m( ) + = N(z z) : ( 3/2) .

Xee  Xere X(z z’)

o 5’zf-_<@2(7‘!!£’zf)>_ R ‘ _ - (4.27)

Ceml)
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itel 5

L o

Zusammenfassung und Ausblick

5.1 Zusammenfassung

Wir haben das kritische Verhalten eines durch eine symmetriebrechende {“aufer-
gewthnliche oder normale”) Oberfliche begrenzten Systems der Ising-Universalitits-
klasse untersucht, das wir mit dem bekannten feldtheoretischen Landau-Ginzburg-
Hamiltonian (2.1) modellierten. Zur Berechnung von Erwartungswerten verwendeten
wir die RG verbesserte Fluktuations- und e-Entwicklung mit Dimensionsregularisie-
rung in d = 4—¢ Dimensionen. Von besonderem Interesse sind Profile und Korrelati-
onsfunktionen lokal fluktuierender Felder ¥, wie der OP & und die Energiedichte &,
“in der N&he der Oberfliche”. D.h. ein entsprechendes Feld (“Operator”) hat einen
Abstand z von der Oberfliche, der sehr viel kleiner ist als der Abstand zu den iibrigen
Operatoren in der Korrelationsfunktion, die Korrelationldnge £ und der Abstand zu
weiteren entfernten Oberfléchen. Von Interesse ist insbesondere das OP-Profil (&),
das das Adsorptionsverhalten von Fliissigkeiten beschreibt, vergleiche die Diskussion
bei den Gleichungen (1.10) und (1.14). Zur Untersuchung dieses Oberflichenverhal-
tens gibt es ein niitzliches Instrument, die sogenannte Kurze-Distanz-Entwicklung
(KDE) (1.7). Das Anliegen dieser Arbeit ist die Uberpriifung des spezifischen KDE-
Ansatzes (1.9) in dem sowohl fiir ¥ = & alsauch fiir ¥ = £ die Spannungsten-
sorkomponente T’ ; als leitender Oberflichenoperator auftritt. Wir werden nun die
wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit kurz zusammenfassen.

(i) Wir haben die KDE (1.9) in den verschiedensten physikalischen Situatio-
nen bestétigt, u.a. durch die Berechnung von Profilen ( U(ry, z)) in leitender Ord-
nung fiir die Halbraum- und die Film-Geometrie. Wir berechneten in leitender Ord-
nung fiir den Halbraum auch Korrelationsfunktionen <T_L _L(TE’;,Z! )@(r;,,z)) und in
leitender und néchstleitender Ordnung die Schichtsuszeptibilititen aus (1.19), mit
¥, 2 = &,8% Bei der Berechnung dieser Schichtsuszeptibilititen benutzen wir die
Verschiebungsidentitét (3.32), die wir in leitender und nichstleitender Ordnung im
-~ Anhang C verifiziert haben. Die KDE Resultate sind konsistent mit dem in Ref. [15]

- ‘berechneten OP-Profil fiir T # T,, im Halbraum. Wir. haben verifiziert, daf in den -

' ; i ; i T p— b Aol TR 1.
anrc‘n}'nar;mﬂa-n cltuatIOnan d}.e Ampl;tude C@ (bbW.CE) Stctb UCLIDCIUCIL V\’Cit lldt‘ .
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Unsere Resultate bestdtigen auch die “weiteren Konsequenzen” der KDE, wie die
Gleichung (1.23) fiir C¢ /Cs in leitender und nichstleitender Ordnung in e, siche
unten. Wir haben in leitender Ordrung gezeigt, dal die RG-Fixpunkt-Bedingung
T y(r) = O fiir r in der Oberfliche schon giiltig ist, wenn nur die Oberfliche an
ihrem Fixpunkt ist, das bedeutet fiir beliebiges ¢ und u, vergleiche (3.34). Mit der
Kontinuitdtsgleichung konntern wir dann in der Fufinote nach (3.21) ein weiteres
Argument fir die Eignung von T’ | als Oberfiichenoperator geben.

(ii) Aus den in leitender und nichstleitender Ordnung berechneten Schichtsus-
zeptibilitidten, erhielten wir aus (1.20) die universellen KDE-Amplituden Cp und Cs
in zweiter Ordnung in €, vergleiche Tabelle 4.1, Bisher [15] war nur die erste Ordnung
in € bekannt. Mit den Resultaten der e-Entwicklung und exakten Werten in d = 2
Dimensionen bestimmten wir durch eine Padé-Approximation Cs und C¢ in d=3,
vergleiche Tabelle 4.1. Die Gréfie Cs bestimmt das Verhiltnis aus den universellen
Amplituden des OP-Profils (@) in der Nihe der Begrenzung und der freien Energie.

(iii) Die 2-Punkt-Funktion (T ;7. ) im Halbraum in (1.22), bestimmt einer-
seits die KDE-Amplitude Cy und ist daher eine zusitzliche Uberpriifungsméglich-
keit fiir den Ansatz (1.9). Diese Funktion ist aber andererseits auch wegen ihrer
Nichthyperuniversalitit in d = 4 — ¢ Dimensionen von Interesse, da es unlingst
Spekulationen [16] gab, dafl diese wie in d = 2 hyperuniversell wire. Wir haben
diese 2-Punkt-Funktion in leitender Ordnung e berechnet und damit die universelle
Skalenfunktion a(v) aus (3.37a}, vergleiche (3.47).

Uber eine um einen inneren Punkt des Halbraums zentrierte KDE fiir das Pro-
dukt T, 1 (0, 2)-T 1 {0, 2") von zwei Operatoren 7, ; konnten wir die Abhéngigkeit der
Gréfle (T, 71 ,)) von der Oberflichenuniversalititsklasse zuriickfithren auf die des
Halbraumprofils (£}. In d=2 Dimensionen jedoch verschwindet die KDE-Amplitude
vor € und die 2-Punkt-Funktion ist hyperuniversell.

5.2 Ausblick

Fiir eine weitere Uberpriifungsmdglichkeit der KDE (1.9) via (1.22), wire eine
Berechnung von (T ;7)) auch in nichstleitender Ordnung e niitzlich. Dies gilt
natiirlich generell fiir die Berechnung nichtparallelinvarianter Groﬁen wie z. B der
Korrelationsfunktionen unter dem Integral in (1.19). :

Von weiterem Interesse ist die Berechnung der Casimir-Amplitude mit mindes-
tens einer symmetriebrechenden Oberfliche auch in nichstleitender Ordnung in e,
vergleiche unsere Resultate in leitender Ordnung (A.272) und (A.28). Damit wire
auch die “entfernte Wandkorrektur” zum OP-FllmproﬁI (®) aus (1.18) in nichst-
leitender Ordnung bekannt.

Interessant wire auch eine Verallgemeinerung auf (schwach) gekriiramte Flachen
~und damit die Brechung der Translationsinvarianz parallel zur Oberfliche. Erste

- Untersuchungen von Proﬁlen im Halbraum mit schwach gekru.mmter Oberfische, - -

- ﬁnden sich z.B. in Ref [ ]



Anhang A
Fluktuatiousentwicklung

Die Zerlegung (2.5a) ist eine Legendre Transformation, da die Variablen (&, k) durch
(¢, m) ersetzt werden. Dies bedeutet den Ubergang von der freien Helmholtz Ener-

gie [19]

g:—ln/@fb e, . (Ala)
mit der Zustandsgleichung fiir das OP-Profil [19]: |
me) =515 e
zur freien Gibbs Energie [19] | ..
Flm] = G} + [dtr hom (a2
mit SE/A -
h(z) = ﬁ (A.2b)

Das Integral in (A.1a) ist ein Funktionalintegral iiber die fluktuierenden Felder &.
A bezeichnet den Inhalt der d — 1 dimensionalen Oberfliche des Halbraums, mit
Translationsinvarianz im parallelen Uuterraum S0 daﬁ <®(rﬁ,z)> m( ) nur vom
Abstand z von der Oberfliche abhingt..

Einsetzen der Zerlegung (2.5a) 'in (2.1) erglbt mit der kompakten. Notatlon
[.dr =] ddre(z) (wobel der - 4-Peak ganz. im Integratmnsberelch hegt) und
h(z) = h,lé(z) '

[dd { (G2 m) +(t+ca(z)) ) - hm
(6 m) (8:¢) + (¢4 cd(2)) my ~ hgo
[(Vw) +(t+65(z))§0]

-l-—-m -;--iim ‘,0—!——m. [6e —E-Emg@s—'i—-—u-m‘d SEE
41" 3 4' 31 T4:1?'--J_1
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Aus (A.2a) und (A.3) folgt dann die Legendre Transformierte

ot = [ o0 {3+t 2

—In ngp o~ (47 53 3) (A.4a)

H = L dér { % [(w)2+ (t+ g (&)zﬂa(z)) QOBH , (A.4b)

dem gauBschen Anteil, der quadratisch in den Fluktuationen ist, dem OP-Profil m
in leitender Ordnung, und den Wechselwirkungen

=4 [ & ) - (2) | 20 (A0

mit

und

Imt,o +4'<p}
(A.4d)

W o= der {%(azm)(azw)“f—(HCfS(z))m‘P ho+ S +

3! 3

Das Magnetfeld in (A.4d) 138t sich mittels der Zustandsgleichung (A.2b) durch m
ausdriicken:

A = - (@m)(0) 8() - (B2m) () + (¢ + 5m?(2)) m(z) +
+em(0) §(z) + gm(z) <<p2(r)>H + % <g03(r)>% . (A.ée)

Durch einsetzen von (A.4e) in (A.4d) ergibt sich dann:

H=Hy+H (A%
mit
= gj;ddr m(z) [{PB(T) _ 39(7~) (cpz('r))%] _ (A5b)
und '
. H, = . 4‘j d%r [go (r) - 490 ?‘) (‘P 'f‘)> ] ' (35‘3)

Die Berechnung von Korrelatmnsfunktlonen von Systemen mit gebroghener $——F
Symmetrie wird also durch die Legendre Transformation wieder auf die {iibliche
Fluktuationsentwicklung des Boltzma,nnfaktors ~eT -und- gaufsche Mittelung
_ mlt (A 4b) {?ndex 0] zuruckgefuhrt e e e T e

e85}
=1




Diese gauflschen Mittelwerte lassen sich dann mit dem Wick-Theorem in Produkte
gauBscher Propagatoren zerlegen. Der Index ¢ bezeichnet die verbundenen Korrela-
tionsfunktionen (Kumulanten), die bei der Entwicklung (auch) des Normierungsfak-
tors ~ 1/Z der Konfigurationswahrscheinlichkeit nach « entstehen.

Gleichung (A.4e) mit h{z) = h18(z) 148t sich in den Volumenanteil z > 0 und
die Randbedingung bei z = 0 zerlegen:

d? d U 2 u 3
— " + E—EB( m) = —5m <§0 >?{ % <<P >% ; (ATa)
{ —-‘%m}zzo i Eﬂ%ﬁl (m(0)) = 0 , (A.7D)

mit Lp aus (2.1a) und £; aus (2.1b).

Die zweite (implizite) Randbedingung ist, dal m(z — o0) = my den Wert im
unbegrenzten System annehmen mufl (m;(¢ > 0) = 0). Aus (A.7) ergibt sich das OP-
Profil 1 in leitender Ordnung (“Mean Field”), in dem die Fluktuationen enthaltende
rechte Seite von (A.7a) null gesetzt wird:

_5:2 _g_d_dn-;ﬁs( ) = 0 (A.8a)
{_-ﬁ‘i_ T%} ) = 0 . (A.8b)
dz |, d?%(O)
Der gaufische Propagator
{o(r) o(r'))g = Glry — 52, 7) (A.9)
ist Lésung von _
{ A+t ( ()) ]G:&(r—r’) (A.102)

fiir 2z > 0, mit der Randbedingung

{(‘Eld? +C) G}z=o 0. (A.10b)

Gleichung (A.10b) ist im Gegensatz zu (A.8b) unabhingig von ;. Gleichung (A.10)
ist die bekannte “Mean Field” Gleichung fiir den Propagator [2], die aber fiir die qua-
dratische Wechselwirkung (in den Fluktuatlonen) (A4b) exakt ist, da eine Parabel
nur ein Minimum hat'. . L T e

. 1Fluktuationen um dieses Minimum haben aus Symmetriegriinden das gleiche statistische Ge-
.. wicht, und daher ist die wahrscheinlichste Konfiguration gleich dem thermischen Mittelwert des
OP’s. Ein angelegies Magnetfeld bewirkt lediglich eine Verschiebung der Parabel, d.h. durch “Nor-

malkoordinaten” 148t sich der lineare OP-Feld-Term entfernen. Dies gilt nicht mehr fiir ein &* o

o
o0




Die Fluktuationsentwicklung von
m(z) = m(z) + 6m(z) | (A.11)

ergibt sich aus der Differenz der Gleichungen (A.7a) und (A.8a}):

{mdigﬂf-z-( )2} dm=-J (A.12)
mit
g=3 (7% —%—6m> (), = () + 5 mEmP =2 6m) . (A1)

Beim Vergleich von (A.12) mit der lateralen Fourier-Transformierten von (A.10a)
stellt man fest, daB G(p=0; 2, 2') aus (2.7) die Grundldsung [35] von {A.12) ist. Die
allgemeine Losung dm ist dann die Faltung mit der rechten Seite von (A.12):

sm(z) = — Lm d7 G(p = 0;2,2") J(z") . (A.14)

Die Randbedingung von (A.14) folgt durch einsetzen von (A.11) in (A.7b) und
Berticksichtigung von (A.8b):

(ERE IR

Nun beschiftigen wir uns mit der Fluktuationentwicklung einer Film-
Geometrie (Abb. 1.4). Wie im II. Kapitel nach Gleichung (2.15) erkldrt, ist das
zu (2.1) korrespondierende Landau-Ginzburg-Funktional: o

&) = --f d’r {e_(z)ewf 2) [3 (V)" + L5 (é)_]_ér-é(z)gl (®)+8(z~ L)L1 (®)}
(A.16)
Der EX-Ubergang ist Gegenstand unseres Studiums, d.h. mindestens eine Ober-
flichenuniversalititsklasse ist von diesem Typ. Die wegen der gebrochenen - Sym-
metrie notwendige Zerlegung (2.5a} fiihrt unter Beachtung der eingeschrinkten z-
Integration (von 23 = 0 bis z = L) und der nun erforderlichen zweiten Randbedin-
gung bei z ="L, fiir die 1 Vagnemsmrung una ‘den gaufschen Propagator, auf- eme

Modell (2.1), da es zwel stabile Minima fiir ¢ < O hat. Der OP kann durch Fluktuationen in
_verschiedene Minima rutschen und somit sind wahrscheinlichster Wert und Mittelwert des OP’s
. verschieden. Ein angelegtes Magnetfeld bricht die O(n)-Symmetrie, d.h. es gibt keine lineare Trans-
formation in den Feldern, die dies beseitigt. Dies ist anschaulich in der “Landau Theorie” des
- Ferromagneten [2]. Ein angelegtes Volumenmagnetfeld macht die beiden stabﬂen Munma fur t < 0
""'-:unterschledhch tief, Wodu.rch eine OP- Konﬁguratmn favor1s1ert wu'd R : AR




zu (A.6) analoge Fluktuationsentwicklung. Es ergibt sich fiir die freie Gibbs Energie
pro Flicheneinheit A (der Inhalt einer Begrenzung):

1 1
ZF = -4l / D exp [~ Hpim|2]] (A.17)

= "I—?imm[m] - %ln ./ Dy exp {“ (%g +Hy My %;) Film}

A

mit dem Funktionalintegral [ D® iiber die fluktuierenden Felder &. Wir beschrinken
uns auf die leitende Ordnung (“Mean Field”)} [24, 27] und erhalten aus (A.17) durch

Vernachlissigung der Fluktuationsbeitrige und Ersetzung von m durch m:

10 1 0
Z.?': — I F = Z%Fﬂm[m] .
= Li(R(O) + Li(h(D) + [ a5 {% (Z—m) +£B(;,a)}

(A.18)

Multiplikation der aus der Variation von (A.18) nach 7?1(3’ ) folgenden Zustandsglei-

O
chung mit dem integrierenden t'aktor .~ fiihrt nach Integration auf

driiz) = o((2)) (A.19)
mit _ _ 1/2. _ . S
(1) = { 5 [L‘ZB(?%) + E]} " (A.20)

Die Integrationskonstante E enthdlt die Randbedingungen bei 2z =0 und 2z = L.
Zur Berechnung des Profils [24, 27] aus (A.19), ist es niitzlich die Zustandsglei-
chung (entsprechend ist ihr erstes Integral {(A.19) die Geschwindigkeit) als eindi-
mensionale Newton-Bewegungsgleichung eines Massenpunktes mit der Masse 1, der
Koordinate £ =m und der Zeit ¢ = z zu interpretieren Aus der zu diesem Teilchen

gehorenden Lagrange-Funktion L =T -V = 2m — V{(z) und der Bewegungsgiei—

chung cft‘;i ‘;—; =0=Z+ % ar. erglbt sich die potent1eﬂe Energie zu V' = = —EB E

ist die erhaltene Gesamtenergle der ‘Bewegung und wie (A 20) nahelegt, ist. dm die
'Geschwmdlgkext des Teiichens. er beschram:en uns auf Temperaturen % > 0 S0
dafl —Lp nur ein Maximum bei 1 m=0 hat. ' R

v Betrachten wir zunéchst den: 8111faCu.61.611 L&H éiueS ’-Imbra,ums Z > U fﬁlb mu.e.L

Begrenzung Die Randbedmgung (A.8b) fir m(z) gibt dann die Geschwmdlgkelt
. _dz m | o und den Startpunkt der. Bewegung ?’?’L\Z--—- 0) zur “Zeit” z = 0 (die “An-
'fangsbedingungen”) vor. Das Profil m (> 0 wie in (2 6)) muf auch die “Volumen- -

.....
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z = 0, lduft den Potentialberg (—£g) hinauf und kommt auf der Spitze (—Lp) =0
o
bei 7%‘,(2: — c0) zur Ruhe. Damit miissen (— ’i‘??.) und 42 negativ, und die Gesamt-

energie £ = 0 sein. Trennung der Variablen in (A.19) und Integration liefert die
implizite Gleichung fiir das Profil

i fyd 0 M O (A.21)

da T < { ist.
Betrachten wir nun die Film-Geometrie, d.h. einen endlichen Abstand L der bei-
den Begrenzungen. In diesem Fall beschreibt (A.21) die Bewegung (das Profil) nur,

0
wenn % |, < 0 fiir alle 25 € (0,2) ist, siehe oben. Die Griflen T?’L(U) und E hingen
nun von L ab, wegen der zweiten Randbedingung bei z = L, vergleiche (A.20). Fiir
unsere KDE im L. und 1L Kapitel benétigen wir die Casimir-Kraft pro Flicheneinheit

A aus (1.15). Diese ist gleich —4% (%) (siehe (A.22) folgende).

Untersuchen wir zunéchst den einfachen Fall % Iz < 0 fiir alle 2z € (0, L), der
durch die Randbedingung hih; < 0 reprisentiert wird. Dann muf nach dem Ener-
giesatz die Gesamtenergie des Teilchens E > 0 sein, denn es startet zur “Zeit” z =0,
lduft iiber den Potentialberg hinweg und hat zur “Zeit” 2 = L die “Geschwindig-
keit” ‘fiizl l.=r am “Ort” T%(L). Aus (A.18) bis (A.20) und der Substitution M =7%(z)
ergibt sich dann die korrespondierende freie Energie pro Fldcheneinheit A:

, m(0)
5 F= L) + A(A(L) ~BL+ [y aMolM] . (A2

Zur Berechnung der Casimir-Kraft differenzieren wir (A.22) nach L. Die Ableitungen
von T?’L( 0), m(L) und E(L) nach L hefern keinen Beitrag. Dies folgt aus der Benutzung
der Randbedingungen hlh < O0firmbeiz=0und z =1L ( (vergleiche (A.8b)
und (A.19)).. Der Term L F kiirzt sich nach der Ersetzung von L durch (A.21) an
der Stelle z = L, mit dem unter dem Integral d1fferen21erten vierten Term aus (A.22).
Das Resultat ist [24] L

: d
dL
Die (reduzierte leitende singulire) Casimir-Kraft pro Flicheneinheit A aus (1.15) in
leitender Ordnung ist dann ' ERE '

F= -E . (A.23)

& ol

o =E . (A.24)

nCasimir— =/

(Wir betrachten im folgenden nur die leitenden smgularen Anteile.) Die Glei-
chung (1.15) in 1e1tender Ordrung (“Mean F1eid”)
d 1

F=—mn)® o (A240)

L
B
b




kdnnen wir auch leicht explizit verifizieren. Wir differenzieren dazu (A.18) nach L

und erhalten, unter Beachtung, dafi das “Mean-Field” Profil T?’L(z) {iber die Rand-
bedingungen auch implizit von L abhingt,

d 1

~F = LL(%(0)) 8, R(0)

L)) [ () ot + 82 (2) e

+Jf dzf dz' (8Lm )&ri ){% (az%(z))%ﬁ,g(r%(z))}

41 (B AEms) +L5(AD) (A.24b)

o
P | b

Il

Der Strich an £, und £; bezeichnet eine Ableitung nach dem Argument. Wegen der
Ableitungen unter dem Integral miissen wir die Funktional-Differentiation ernstneh-
men. Wir benutzen nun

(az 7%(2;)) 8,6(— ') =8, [ (az 792(2:)) 5(z — z’)J ~ 5z -2) Bz) , (A24c)
und erhalten nach einsetzen fiir den Integralterm in (A.24b)
L L
/U dz ]D de'... = Opm(2)|sep B (2)ser — O1 (0)B, () ]sco +

+ [ dz (i) [02h(e) + Lp0%:))]
- (A.24d)

Der letzte Integralterm in (A.24d) ist null, da m die “Mean-Field”-Gleichung (A.8a)
im Volumen fir z € (0, L) 18st. Die ersten beiden Terme ergénzen den ersten Beitrag,
und den zweiten Beitrag in der eckigen Klammer von (A.24b), zu den Randbedin-
gungen des Films bei # = G und z = L, vergl. (A.8b) fiir z = 0. Wir miissen beachten,
daB die normalen Ableitungen (die in die Randbedmgungen emgehen) bex z= 0 und
L entgegengesetzte Vorzeichen haben, so daﬁ :

El( m(L)) = -0, m(z)[ =L (A.24e)

ist. Dann erhalten wir nach einsetzen von (A. 24(1) und (A.24e) in (A.24b) das (auch
firt#0 gultzge) Resultat

F = f%(z)!z=};)2-+ z:g(v%(_;,.)_)_ o

= (TLL(TH,Z L)>(0)

dL

_thIF*

(A2




Denn in leitender Ordnung trégt zu 7', nur 7y aus (3.392) bei, und wegen der
Erhaltung von (T "Ly, z)) (vergl. (3.33)) ist der Mittelwert von z unabhdngig. Dies
148t sich auch leicht explizit einsehen:

8, <T-LL(TH5 z)>(0) = &, {% (Bz 197,)2 - .CB(T%,)}

{A.24g)

da m Losung der “Mean-Field” Gleichung ist.

&
Betrachten wir nun den Fall, in dem %% |, fiir ein zp € (0, L) das Vorzeichen

dndert. Er wird durch die Randbedingungen bei z = 0 und 2 = L mit haby > 0O
und F < 0 reprédsentiert. Im Bild des Newton-Teilchens bedeutet es, dafl seine
Gesamtenergie F zu klein ist, um den Potentialberg (—Lp) zu iiberwinden. Es kehrt
daher zur “Zeit” z € (0,L) am “Ort” T?’L(zo) > 0 seine Bewegungsrichtung um
und lEuft dieselbe Seite wieder hinunter. Dadurch mufl das Integral in (A.22) durch

zwei Integrale ersetzt werden, die sich vom Wendepunkt 'r?z(zg) bis 7?1(0) und von

T?’L(zg) bis ?%(L) erstrecken. Dies folgt aus %% Iz < 0 fiir 2 e (0,z), %% |z > 0 fiir
Z € (29, L) und {A.19). Nach 2hnlicher Rechnung ergibt sich dann wieder dasselbe
Resultat (A.23).

Nun interessieren wir uns fiir die universeile Casimir-Amplitude am (infrarotsta-
bilen) RG-Fixpunkt (mit ¢ = 0). Bevor wir aber unsere expliziten Resultate (A.23)
und (A.24) benutzen kdnnen, sind noch einige Bemerkungen zum Renormierungs-
AufB dieser Gréfen notwendig, hnlich wie in (2.16) und (2.11). [Denn F hingt von
% ab und ist somit nicht universell.]

Zu betrachten ist die dimensionslose Gréfle

If d 1 o

. ~ 7 1 A TN
1_4d ETH ':'i F = Aa,b(t =U, L,uc 6 (AQS)
- Lry J

die nach Benutzung der Reparametrisierung (2.2) renormiert ist, d.h. endlich fiir
e — 0 [2]. Im asymptotischen Bereich L > u~!/¢ ergibt sich aus der RG-Gleichung
fiir Ayp und dem RG-Fluf der Parameter in (A.25) die Relation [2]:

Agp(t® = 0, pL, u B T 68 ) = Aap(0, 1L, u s *B 1B e AR (A.26)

am infrarotstabilen RG-Fixpunkt mit u*®? aus (2.4) und den Fixpunkt-Parametern
von £; und £, die die Oberflachenuniversalitétsklassen a und b charakterisieren.
Hier werden diese durch die Vorzeichen von h:hy < 0 und hih; > 0 reprisen-

- tiert, vergl. die Diskussion um (1.4a) folgende. Dies impliziert am RG-Fixpunkt

' 75}1(0) = 400 mit T?’L(L) = —oo und oo, wie bereits bei der Berechnung des Film-
Profils (2.16c) angemerkt wurde.. . . . _ IR




Aus (1.15}, (1.16), (A.26) und (A.24) folgt dann in leitender Ordnung e (d —
1)A.p = ELY Wir benutzen die Resultate von Indekeu et al. [24] und erhalten
nach Anpassung der Parameter ihrer Hamiltonfunktion? an (2.1) fiir hsh; > 0 die
universelle Grifle

Ap==2¢+0() (A:27a)

mit? ;
(=33 (1.854)* = 1.796 . (A.27b)

Benutzung von (3.35) aus Ref. {24] ergibt (in leitender Ordnung)
A"r‘,‘i— = —A+’_/4 3 (A28)

die universelle Casimir-Amplitude im Fall A;A; < 0. Das Minuszeichen in (A.28) ist
die Folge der energetisch ungiinstigen Inversmn des OP’s, durch die entgegengesetz-
ten Randbedmgungen hy > 0 und h; < 0.

B =%, in Ref. [24].

L
Die GroBe na in ru:f Léé‘!:j mui sich weiter uxmormen zu na : (1_ /“) / (QV‘&T )

i‘




Anhang

(T |) und die freie Energie im
unbeschrinkitem Volumen

Hier werden wir die leitenden singuliren Anteile (LS) (T, -L>b +zs und fhirs von
(Ti1)p, und fp. fiir das unbegrenzte System und T > T in leitender Ordnung e
berechnen. Wir werden Gleichung (1.11) verifizieren, d.h. das beide Ausdriicke bis
auf das Vorzeichen ibereinstimmen. Da die freie Energie und (7 ;) fiir ¢ # 0 eine
additive Renormierung proportional t? bendtigen, betrachten wir die differenzierten

Groflen

. 2 *
dv(dv — 1{dv — 2)fopps = [tggﬁ <%@2>b,+ J
(B.1a)

und

. 43 *
dI/(dV—l)(dV—Z) <T-L-L)b,+,LS..: [tsgt—a <T_L_L)b’+:l ) .

wobei der Stern * die Substitution von u® durch u*® bezeichnet. Die additiven
“Counterterme” [2] und die entsprechenden reguldren Temperaturbeitrége sind weg-
differenziert worden. Damit sind die Gréfen in den eckigen Klammern auf den rech—
ten Seiten renormiert, d.h. endlich' fiir € — 0, bel festem 'u, und &,

In 1e1tender Ordnung erglbt sich -

<@2>b,+

* 1Dies folgt aus der (“nackten”) freien Energie F, ausgedriickt durch die renormierte freie Energie

- FR und einen additiven “Counterterm” H4 ~ (2 ):2 12,4,19]: F =FB +# 4. [Daherist in (B.1a} .
-.auch keine zus#tzliche mumphkatwe Renormlerung mzt Zt noug T 1, st nach Konstruktmn berelts_

ultiniibativ. rnngrm1e‘rf ] o

u.p.uu ua.r..“--u

(o7]
L




und
(T, = H(3veR)” — ¢ (382 (B.3)

mit geufschen Mittelwerten bei ¢ >0. Damit erhalten wir dle Darstellung

(@2> = lmG, (B.4)
und o
((ve)'), = lim V. V.G, (B.5)
mit

Gb = Gb(l'i"-—i’"l,t)
(2m) 735 pmH (pVE)'TE Ky (pvE)

- fddq/(%)d gia(r~r") /(gz + ﬁ) : (B.ﬁ)

dem freien Propagator (A.9) des unbegrenzten Systems. Hier ist p = [r — | und K
eine modifizierte Besselfunktion. Fiir die Herleitung von (B.3) haben wir die Form
des Spannungstensors aus (3.31a) und die Translations- und Rotationsinvarianz im
unbegrenzten System benutzt. Aus der Fourier-Darstellung in (B.6) ergeben sich
die Grenzwerte r — 7/, mit der Methode der Dimensionsregularisierung® und die

Resultate sind -
t <%@2> . I‘(E) L (B.7a)

und
2—d /1 (©)

2-d <§(V@)2>b _ r(g) - L -, (B.7b)
mit der Abkiirzung
& =[t/(4m))"% . (B.7¢)

Nach einsetzen dieser Zwischenresultate sind die Inhalte der eckigen Klammern
in (B.1a} und (B.1b) in leitender Ordnung ¢

s d? @ 1 - R :
cel a3 . _
t dt2 <2@2> —191“(1 2) o (B8
und S T
da <— >(°) =—3 191“(1+ E\ | 7 (B.8b)

Wie erwartet, stimmen beide Ausdriicke biS auf das Vorzelchen iiberein und sind
endlich fiir ¢ —0. Die Korrelationslinge £, im Gau-Modell ist 1/+/%, vergleiche die
Diskussion nach (2.14). Da in niedrigster Ordnung dv.— 2=—¢/6 + O(€?) ist, ergibt
sich damit aus (B. 83.) und (B 1a) d1e Groﬁe 5 < fb+ LS in leltender Ordnung & d.h.

.. das'Resultat (2.14).

2D.h. € wird Jeweﬁs so groBl gewihlt, daﬁ die hier auftretenden Betafun.ktmnen emstleren und.

Zud.uu wird nach e—0 d.ud.iytlb(..n fOrthbeMi '




Anhang C

V@@@S@M@%umggmeﬁméﬂmeﬁ fir
Halbraum-Systeme

Hier werden wir die im III. Kapitel hergeleitete allgemeine Beziehung (3.32) fiir den
EX-Ubergang in leitender (“0-Loop”) und nichstleitender Ordnung (“1-Loop”) ve-
rifizieren. Die Benutzung dieser Resultate erméglicht uns dann die einfache Berech-
nung der lateral integrierten 2-Punkt-Funktion [d%'ry <T_L (s 2)TLi(ry, 2 )> in
dieser Ordnung. Zur Vereinfachung beschrénken wir uns auf das asymptotische Ver-
halten bei ¢ = 0, mit dem Ordnungsparameterprofil (2.6) und dem gaufBischen Pro-
pagator aus (2.7) und (2.8¢c). Wie aus (3.32) ersichtlich, gelten die Ward-Identitdten
nicht nur am Fixpunkt, wie wir fiir beliebiges » und € explizit zeigen werden. Dies
148t sich auch fir ¢ # 0 in der leitenden Ordnung leicht mit dem Ordnungspara-
meterprofil und dem gaufischen Propagator aus den Gleichungen (2.9) zeigen. Nach

einer einfachen Algebra ergibt sich (3.32) in leitender Ordnung u auch fiir ¢ # 0.
Zur besseren Ubersicht fithren wir fiir die linke Seite von (3.32) die Bezeichnung
(T, j_,u)z » ein. Damit haben die Identltaten fur Z = & und ®? die dquivalente
Darstelhmg - e
o | (T_LJ_,‘P)z,zr = 8, m(z'). . oder ‘null " I (C1)

und ' ' _ ' e
-_'-(TJ.J._: @2);;, = 8, (*(rf, 7)) oder mull . (C2)

fiir 2 < 2 oder z > #. Dies ergibt sich aus (2.5a) und dem verschwinden von {¥),
(T, 1, m) und (T, m?), vergleiche den Text nach (3.32). Zur Kennzeichnung des
Beitrages von (75, Z) in der Ordnung u? fuhren wir die Bezelchnung (Tos, H) A

mit dem oberen Index () ein.
Die Gleichung (C.1) haben wir in leitender Ordnung schon kurz.im Text hm‘ter (3 43)

erkldrt, und es ist

(T )( 1/72).. = (T3(,0)( 1/2)

zz’

o= —(12/w) R (20, +2) %(zz) (03) .

=i .
3 )




9 8 : . .
Einsetzen von X aus (2.10) bestdtigt mit m aus (2.8), daB die rechte Seite gleich

0 a??z( "y oder null ist, fiir z < 2’ oder z > 2’. [Der leitende (verbundene) Beitrag
zu (C.2) ist null.)

Nun betrachten wir die nichstleitende (“1-Loop”) Ordnung, d.h. die Beitrége
O(u*?) und O(x®) zu (C.1) und (C.2). Es ist niitzlich mit der Gleichung (C.2) zu
beginnen, wie bei der expliziten Rechnung sichtbar werden wird: ' '

(Tu,ﬁoz)g, = (T1,902) 2z (T2= )( - (C4)

zl

In dieser Ordnung liefern T3 aus (3.39d) und 7% aus (3.39¢) keinen Beitrag zu (C.4).
Zur Berechnung des ersten Terms muf der Boltzmannfaktor nach der ungeraden
Wechselwirkung (A.5b) in erster Ordnung entwickelt werden. Die Anwendung des
Wick-Theorems ergibt

(0) oo _
(7)), = —u | @R (TG MR BEL7)

=12 Y R, RPB(RLY) , (C.5)

durch die Benutzung der Verschiebungsidentitdt (C.3), in der ersten Zeile von (C.5).
Die Funktion B ist definiert durch

5(21,§2) = /dd_l”"u '[G(Tli;zl,zz)]z

2 [ dpr U (pmin(a, 20)) WP (pmax(an,z2)) -, (C)

mit '
w=247"0-V12 1/7((d - 1)/2) (C.7)
der Fliche der d — 1 dimensionalen Einheitskugel, dividiert durch (2x)%1, und U
und W aus (2.8d) und (2.8b). Das Integral in (C.6) ist flir ¢ < 3 und 2y # 2
wohldefiniert, da dann weder ein IR-Pol, wegen (2.8¢), noch ein UV-Pol, wegen der
exponentiellen Konvergenz von U?W? fiir z; # 29, auftritt. Fiir z; — 2o hat B eine
UV-Singularitdt {z; — zg|~ ~1+¢ wegen des asymptotischen Verhaltens von (C.6) fiir
p — 0o, und damit ist (C. 5) ~ €71 fiir ¢ — 0. Das asymptotzscbe Verhalten fiir
z — 0und 2z — oo mit 2o fest, B~ 2% und B ~ z1 erg1bt sich lemht nach der
Substitution z = pmin(z, z;) und z = pmax(z, z2) in (C 6).

Der zweite Term auf der rechten Seite von (C.4) ergibt sich durch einsetzen von
Ty aus (3.39c). Der Dy-Term tragt wegen der Parallelintegration nicht bei und wir
erhalten ' ' i ST

I
Z42

. fur z < #'. Das Resultat fiir z > 2/ erhalten wir aus. (C 8), durch Vertauschen von U

U.IJ.U. ﬁ/ Wt:gt:u ié OL)

(@) = G [(av(pz))- (7 + - )Uz(pz)}wz(pz) (68)______




Es ist niitzlich, zun#ichst die 2-Unabhingigkeit von (C.4) fiir z < 2/ und z > #/
zu zeigen, die gemiB (C.2) gelten soll. Diese ergibt sich fiir z < 2’ aus

O (T1+T2, )(02, = %ze_‘i/(; dr z°7¢ x
12, 4 [{dU 6,
{_FU +d:c [(dﬁﬂ) m<1+;§)U
(C.9)

mit U=U{(z). Gleichung (C.9) ist eine Folge von (C.5), (C.6), (C.8) und der Substi-
tution z=pz. Der Ausdruck in der geschweiften Klammer ist null, denn U ist auch
eine Lasung der Differentialgleichung (2.8a), so daf8 die Ersetzung von W durch U
in (2.8a) und die Multiplikation mit (—2)dU/dz, genau diesen Ausdruck produziert.
Fiir z > 2’ gilt entsprechend (C.9), wobei U und W vertauscht werden miissen, und
die geschweifte Klammer verschwindet analog.

Der z-unabhingige Wert der rechten Seite von (C.4) fiir z > 2/, ergibt sich aus
dem asymptotischen Verhalten fiir z — o0, bei festemn z'. Dieser Wert ist null,
da {C.5) und (C.8) dann jeweils proportional zu z¢~% sind, wie sich aus (2.8c)
und (2.8b) ergibt, vergleiche die analoge Diskussion nach (C.7). Damit ist die zweite
Beziehung von (C.2) gezeigt.

Der gauBsche Propagator G(p; z,2') ist stetig bei z = 2/, aber dort nicht differ-
enzierbar, da die min und max Funktionen im Propagator (2.8¢) bei z = 2’ stetig,
aber nicht differenzierbar sind’. Daraus folgt, daf der entsprechende Wert von (C.4)

fiir z < 2’ gleich dem Sprung bei z = 2/

()3 f dz *7¢ (‘LU) Wt(%)zU?] : (C.10a)

des ersten Terms von (T, zpz)( ; ist, betrachte den ersten Beitrag auf der rechten Seite
von (C.8). Es ist U=U{(z) und W =W {(z). Die “Spriinge” aller anderen Beitrige
zu (71 + T, (pz){ﬂ) verschwinden in Dimensionsreguiarisierung2, da G stetig ist. Der
Ausdruck innerhalb der eckigen Klammern in (C.10a) ist gleich 2d(UW)/dz, wie
sich mit der Wronski-Determinante aus (2 8f). ze1gen Iaﬁt und einsetzen in (C.10a)
liefert dann

R *. Qg ’ NTT " " _'.r\ 20 1 1 B
3 _;/u ) dpp y d(U(pz )W(pz_))/d(pz_) = Gy <cp (r},# })0 . {C.10b)

Das Gleichheitszeichen in (C.10b) resultiert aus der Verwendung von (A.9), {(2.7)
und (2.8c). Damit ist (C.2) in nichstleitender Ordnung u® (“1-Loop”) bewiesen.

1Dies gilt allgemein fiir jede Greenfunktion (“Grundlésung [35]) einer Dnﬁerentzalglemhung,
- wie sich aus einer z-Integra.tlon d1eser Differenhalglemhung vonzB. 2z —ebisz/+eunde 2 0
ergibt.

~.-2D.h. wihle € 50 groB, daﬁ die entsprechenden Integraie wohideﬁmert sind und setze dann nach .
€ nahe null fort . . .

(o)
_(.C.‘l




Fir z = 0 erhalten wir aus (C.4) eine niitzliche Identitdt, da dann wegen (2.8e)
der Ausdruck (C.8) gleich null ist und somit gilt

12 /é dRy RT® B(Ry,7) = 8. ($(r}, #)), - (C.10¢)

Nun verifizieren wir die Verschiebungsidentitit (C.1) in der Ordnung »'/2. Bin-
setzen der entsprechenden Beitriige von T’ | aus (3.39) liefert

(Tos, ) = (T + T + Ty, ), (C.11)

mit

(T3, 90)(1/2) = [(Gz ﬁrz) a9, — g (7%]1)2 T{%J )%(z, 2 + 1ac(2,2") + 10(2,2)
(C.12)

wobei T‘;sz';b(z), T?’L:T?z(z),

(0

u fee 1] 0
(T = =3 [ B (Be?) ), MEIXELD)  (C13)

und
(T, )3 = =2 () ($*(0), X(,7) - (C.14)

Gleichung (C.13) ergibt sich aus der Entwicklung des Boltzmannfaktors in erster
Ordnung nach der ungeraden Wechselwirkung (A.5b); und 7p4c und 7p sind defi-

niert durch
' 1] U /o 3 0} f
Ti(2,2") = (32 m) 8y — 8 (m) xW{(z,2"}) . (C.12a)

Die Schichtsuszeptibilititen xB+°) und xP) werden im Text nach Gleichung (4.3)
definiert. Mit den Gleichungen (4.2} und (3.39b) erhalten wir dann

1]
rave(s?) = —u [ Ry @) vmre(Ra) X(Bu?) . (019)
und analog mit (4.3), (C.6) und _(3.39b).- - S |
N oo , 0 0, (-1/2) ry Semr
w(x2) = 5 [T Ry dRy R(RL) AR (T o) R BRLRL) MR
| _ f R, MR, (T, ¢ (; MRS (c18)

Die zweite Zeile von (C.16) ergibt sich durch Benutzung von (C.5). Dadurch erhalten
wir nun nach Addition von (C 13) und (C. 16) die Verschmbung&denﬁtat (C 4) unter
dem Integral - s . . o LR .

(0)

(T,w)§§:)+f (z 7) = __.'—“/ &’y m(R-L) X(Rm ) (T1+T2’ '):,m. |
. N :__] dR,L m(R_L) X(RJ_;Z)ORJ_ <<p R)>

U

0
|—t
-

700




Die letzte Zeile in (C.17) bekommen wir mit (¢?(R)), aus Gleichung (4.5). Die Grofe

P ist in (4.5a) definiert. Einsetzen von ypic aus (4.2a) mit m aus (4.4) und von
{p*(R)), in (C.15) ergibt mit {C.3)

TB+C(Z,Z') = 2‘\/?;? % - mﬁz—a

} / @R, BTt X(RL,Z) . (C.18)
Damit erhalten wir aus (C.17) und (C.18)

e(5 —¢)(e —1)
T (1+e)(d—¢

\/_P] dR, R )(}C(Rj_,z’).

(C.19)
Fiir den ersten Term auf der rechten Seite von (C.12) ergibt sich nach einsetzen das
Resultat

(T3 ,<,o)( By +7p(z, 2 ) +7810(2, 7} =

Iig U091 Pz _ D T
[(az )8, — (1) m} Xe.#) = VB oy (e~ )20~ 61 (2 2)
(C.20)
Einsetzen der Groflen in (C.14) liefert
(T5,0)8) = —V3u P23 X(z, 7). (C.21)

Nun sind alle Terme aus (C.11) bekannt und wir erhalten nach Addition
von (C.20), (C.19) und (C.21), und Vereinfachung die Identit&t

(Ton, )2 (@0 M)/ = 27 (2 ~e+20,) X(z,7) +

+e(s-e) [ “ @R, BTt URL,7)
(C.22)

Nach einsetzen von ,%LR 1,2} aus (2.10) ergibt SJ.C.H, dafl die rechte Seite von {C.22)
gleich (2/)¢72 oder null ist, fiir 2 < 2z’ oder z > z'. Damit ist (C. 1) in der Ord‘mng
u'/? bewiesen. :
Als dritte interessante Verschiebungsidentitit werden wir

(T03,Tu1), =0 (C.23)

in leitender ©~! und nichstleitender Ordnung u® verifizieren. Wegen der Symmetrie
geniigt es (C.23) fiir z > 2’ zu zeigen und diese Bedingung soll im folgenden tmmer
gelten.

In leitender Ordnung v=?! trdgt von T ; nur 7j aus (3.39b) bei und der Beweis
. von (C.23) ergibt sich dann aus (C.1) bzw. (C 3)
In nachstlmtender Ordnung ist

. .Tl. = :T[) -i*ll + Ty + .[3 -+ UL'U,")

~~
o

N ]
1=
—

71




Einsetzen in {C.23) liefert
(TJ__L:TJ_J_) (TJ_J.:TI){ + (TLs, Tz) + (701, Ts)( . (C.25)

Fiir den ersten Term auf der rechten Seite ergibt sich mit (3.39b)

@1 = ([(Bem)o. - Lom)] (Tesip),)”
=0 , (C.26)

wegen der Verschiebungsidentitit (C.1) und z > z'. Der zweite Term in {C.25) 148t
sich mit (3.39) zerlegen in

o 0 8
(TJ«.L:TZ)z 2 = {(TJ_J.: (az’(:p)z)iji, - (TLJ_’ (arl’lcp)z)i,:, - ;?2" (TLJ_s (Pz)i::,}
(C.27)
Der dritte Term auf der rechten Seite von (C.27) ist null, wegen der Verschiebungs-
identitdt (C.2) und 2z > 2.

Fiir den dritten Term in {C.25) ergibt sich nach einsetzen von (3.39d)

(TJ__L,TS)S,?L = —g 1%,(2!) <@2(7-r)>0 (T_;_J_,go)i’_z}/ﬁ
=0, (C.28)

wegen (C.1) und z > 2.
Somit ist nur noch das Verschwinden der beiden ersten Terme auf der rechten Seite
von (C.27) fiir z > 2’ zu zeigen. Diese beiden Identitéten lassen sich genau wie (C.2)
beweisen. Da wir in der Ordnung ©°® rechnen, fiihrt dies auf eine zu (C.4) korrespon-
dierende Gleichung, so daB alle Gleichung (C.4) nachfolgenden Schritte {ibernommen
werden kénnen.

Wir zeigen zunichst

(Tn @) =0, (C29)

fiir z > 2.
Die zu (C.5) und (C.8) analogen Gleichungen sind

(T @), = —u [ e (Go)R? AR) BB, 2)

enffwEtREs) )

mit
R )

B!I(?’_h“zz) : _-f_ddflfr“ [8,.HG(TIE;z1,zg)] I .

= T U (pmin(e, ) WP (pmax(s, ) (C31)




und

(0) 6
(@ @g0)", = 2 [Tapp [0W()) - (9 + ) WHon)| VPle2)
(C.32)
fir z > 7.
Wir zeigen nun die z-Unabhingigkeit von (C.29) durch bilden von

. (Tu + T, (3 0)") ", =

z,%!

fiir z > 2’ und mit W = W(z). Der Ausdruck in der geschweiften Klammer ist null,
wegen dem Argument im Text hinter Gleichung (C.9).
Die z unabhingige Konstante folgt analog aus der Betrachtung fiir 2 — oo, bei
festem z’. Die Gleichungen (C.30) und (C.32) sind dann proportional z¢~ ™, wie sich
mit dem gleichen Argument wie im Text hinter (C.9) und (C.7) ergibt. Damit ist
Gleichung (C.29) bewiesen.

Es bleibt nur noch

(0)
(7o @0)),, =0 (C:34)
fiir z > 2’ zu zeigen.
Anslog ergibt sich
© oo _ ,
(7, 00P),, = —uf B (TLe)a? Mm(RL) Bo(RL2)
= 12 f " @Ry R Bu(Ru,?) | (C.35)
mit
Bo(#) = [dhy [0.G(rp2,2)]
= 3 / dpp~ (8,U(p2))* W*(pz) (C.36)

fiir z > 7. Im Fall 2’ > 7 miissen in der letzten Zeile von (C.36) U und W vertauscht

werden.
Und analog ist

(Tz,(arso " /dpp [6W(pf~')) ( .%)W-z(pz)] @U@

[fal> 1 AU
kU*’J

=
o




fiilr z > 2.

Die z-Unabhé&ngigkeit ergibt sich aus

8 (T1 + T, (80)?)

fiir z > 7' und mit W = W(z). Analog zu (C.33) ist die rechte Seite von (C.38)

(0)

z,2

193 [e0]
=-E4f dz z°7¢ x
4 0

(w28 - (o
w9

5

(C.38)

gleich null. Der Wert der z unabhingigen Konstanten ergibt sich aus dem Verhalten
von (C.35) und (C.37) fiir # — oo, bei festem 2’. Beide Gleichungen sind pro-

portional 2¢~°® und damit ist Gleichung (C 34) bew1esen und somit auch d1e dritte
Verschiebungsidentitit (C.23).

s




e=mntwick

lung von X - L

Einsetzen von (4.9a) in (4.10a) und Vertauschung der Integrationsreihenfolge ergibt

K — = —€ 7712 . B¢ + K3
(E)_jﬂ dz 5 U*(z) (M +ﬂ3_e) , (D.1)
mit o
kx = rx(22) = f dZ 2 W(z2) . (D.2)
1
Einsetzen von {2.8b) in (D.2) ergibt
4
m(y) =2 2" an oanly) (D.3)
n=0
mit
ay) =y T~ n,y) (D-4)
und den Koeflizienten
=1, a1=6 , ag=15 , az =18 |, ac=9 . (D.5}

In (D.4) ist T die unvollstindige Camma—Funktlon [36], deren asymptotisches Ver-
halten fur y — oo (D.4) bestimmt: -

oanly) = y_("”) e . (D.6)

Das asymptotische Verhalten von U2(z) ~ e fiir z — co aus (2.8d) und (2.8b),

fiilhrt mit dem n = 0 Term in (D.3) zu einem Beitrag ~ z7¢7' im Integralkern

von (D.1), der dann einen ¢ *-UV-Pol in K oder £ verursacht. Alle anderen Terme

mlt n > 0in (D.3) ergeben fiir e > 0 und z = o0 UV konvergente Beitrage zu (D 1)
M*t der Rekursmnsformel [36] D e :

m_l(y) (A—n) o—m;() y (D7’>




ergibt sich nach Umformung
€ (6—¢c—¢€?)
(6+e)(d+¢)

o o1, _p 12 (18 + Be) 3 gy 144
+ e {y +y mm-ﬁ-(y +y )6'+€} s (D.8}

K_a—e = 0—2—6,1(y)

und

€
Kiwe = 03—5,3(3!) m (70 —59e+ 14 ¢ — 63) +
144

) o

+ eV {y"l +y M1 — )4y (14— 15e+ ) +yt—
woraus sich ©_p und k3 fiir € = 0 ergeben.
Die oben erwdhnten UV divergenten Beitrdge fiir ¢ = 0 kommen von den Termen
e ¥ y~* in (D.8) und (D.9). Fiir 0 <e<38sind K und £ endlich (polfrei), wihrend
bei € = 3, wegen U?{y — 0) ~ y® aus (2.8¢), die Terme e™¥ y~* zu IR-Polen in (D.1)

fiihren.
Aus den Gleichungen (D.1), (D.8) und (D.9) erhalten wir die e-Entwicklung von

1 1. 11
K—L=c (-JA LY NS A) 701'4) +0() (D.10)
8 8 2
mit o
Tap= [ dyUy/2)- [y ), vRE)] (D.11)
hier sind F4 und E) Exponential-Integrale [31] und
In = /[ Tdy UA(y/2) ety (D.12)
1} .
Die Werte der Integrale sind: | |
| Ji = DQpo-u . (D.132)
Js = 21:12—;33 G (DA3D)
I = 2m2-1 " oo S (DA13c)
Iy = =fm2+% , ~ (D.13d)
I = 4 L m2-14 | . (D.lSe)

und einsetzen in (D 10) ergibt das Resultat (4.15a).
“Wir erhalten die Resultate (D.13)} aus einer analytischen Fortsetzung der Iﬂ’re-
grale (D.11) und (D.12). Die Exponenten der Potenzen y=1, y~%in (D. 11) und "

in (D.12) werden durch kontinuierliche konvergenzerzeugende (reelle) Exponenten 6 _
~..ersetzt, und nach Ausfilhrung der Integration analytisch fortgesetzt. So kénnen z.B.

-die Exponential-Integrale (D. 11) auf dze Formeln (6 223) und (6 228) in- Ref [36]

' ZuruCngnmrt wer(len

E




Als Beispiel skizzieren wir die Berechnung von Jg. Wegen

Ue/2) = (e57P(~/2) — e *P(z/2)) (D.142)
aus (2.8d), mit
P(z)=1+3/z+3/z% (D.14D)
aus (2.8b), treten folgende Integrale auf
l(‘OO
JA dz BEy(z)e*z™" , n=7,...,3 (D.15a)
/ dz By(z)e®z™ , n=T1,...,3 (D.15b)
/ dz Ei(z) z7™ , m=3,57 . (D.15¢)
0

Diese lassen sich durch die Relationen (5.1.1.1.) und (5.1.1.2) aus Ref. [31] auf die
Formeln (6.223) und (6.228) in Ref. [36] zuriickfithren. Die in den Integralen (D.15)
auftretenden Exponenten n miissen durch kontinuierliche Exponenten n + ¢, er-
setzt werden und nach Berechnung der Integrale analytisch nach e, — 0 fortgesetzt
werden, wie dies auch bei der Dimensionsregularisierung der Feynman-Integrale ge-
macht wird.

Nach ausmultiplizieren von (D.14a) 148t sich Jp in drei Terme zerlegen, die nach
obigem Rezept berechnet werden kénnen; und das Resultat ist

(i)
gan(—m” j:o dz Bi(z) €@ 23" = r(i+ e) 2 . [nff . Z)J 1 |

esinme Fie
(D.16a)
unter Benutzung von (6.228) aus Ref. [36] und von
| .. f[nt2
I'{e —n—2) :I‘(l-i—e)/[ﬁ(e—i):l , (D.16b)
' L : =0
(i)
| 1 : L1 —
Z an2”/ dz By 3:) et gtim = 93F ——--——P( +.E) Z a,2°" Fldse— n_rzl D
"0 e im0 Aemn =M (e-9)
. (D.17a)

ergibt sich aus {6.228) der Ref. {36].
Die Hypergeometnsche Funktion. F 148t SlCh mlt der Integraldarsteliung aus (15.3.1)

'_ der Ref [31]:

R, 1;e_—n—i; —.1)_ =‘(_e._.—.7_z..--2) -[1_&_ (i — )1+ B .(1.__).17‘:)) .




weiter umformen. Das Integral 145t sich in einen polfreien (reguliren) Anteil und
einen Polterm aufspalten; und eine anschliefende e-Entwicklung ergibt dann

fﬁldt (1-t) "1+ = fldt (1—t)f“"—3{(1+t ﬂfz 1 — ) }

n+2

+Zz‘f ! ] d (1 —t)e 3+

n+1 1

= 2773 (—+1n2+el) —%ZQ“-'"

i nt2—]

1’1—1—1 _J 1
...._; (n+2 ) +O(E2) 3
(D.17c)
mit :
I = / dt lnl(:)t = (D.17d)
(iii) Der dritte Beitrag zu Jg ist
o0 ey I'(1+¢) 1
=2 [ B Pey2PE) v = 2t g
_ 12
(e —4)*(e—3)

. 144 }
(€ —6)*(e —5)(e — 4)(e — 3)
TS(E) 9

(D.18)

nach Benutzung von (6.223) aus Ref. {31] und (D.16b).
Somit ergibt sich Jp aus (D.16a), (D.17a), (D.17b), (D.17¢) und (D.18) zu

fowdyEl(y) Uy/2) y™ = P-(HE)LG 2" n+2z_ ' {

e = € 1)

w

sin e

[— 1 AN xS |
23+ne 21.3( - —J _
+.. 12 €+1§2+ez) 2}:62 ni2;
...6n+1 . ; 21\ .- .

——= 27— 4+ O .
223 (n+2-7)?2 ( )J}

L, T+e 112
ele —1){e—2) { (e~ 4)*(e—3)

. 144 . } -
(e 6 e )(e-4)(e—3)

-3
co




Wegen des 1/€%-Pols muf zur Berechnung des endlichen Anteils der Faktor
-1

{ i (e — )] bis (einschlieBlich) zur Ordnung ¢ entwickelt werden. Fiir alle iibri-

gen Terme geniigt eine Entwicklung bis O(¢). Unter Beachtung folgender Zwischen-

ergebnisse

2 x| j e/l 29 5
2 an(=2) ;ﬂ;z;() = 5 (m+ ) o
(D.202)
n-—-21 n+41 1 59
)" 2" ——— = e .20b)
Z‘%aﬂ( )(}_E z) ; (n+2—j)2 1800 ° (D-208)
4 n--?l
3 an(—2)" H; =0 , (D.20c)
n=0 i=1
L3 an(~2)" ﬁl zn’ilz-f L - 2 (D.20d)
n=>0 " i=1 J_n—Q B 5 7 .
T'(1+e
Tg(é) = (E )X
19 133 5
{607225“0(6)} !
{D.20e)

ergibt sich, nach e-Entwicklung der rechten Seite von Gleichung (D.19), das Resul-
tat (D.13b).
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