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Formulierung fiir hohere Temperaturen
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The Mathematical Steps of Development of the
‘One-Parameter-Model’

-Formulation for higher temperatures-

by
Birgit Reichert

Abstract

The constitutive equation ‘One-Parameter-Model’ describes the inelastic deformation
of metallic materials. The report outlines the formulation for its application at higher
temperatures (0,5xT,<T<0,75xT,). The constitutive equation treats the interaction
between dislocations (Kocks-Mecking model) or the interaction between dislocations
and particles of a second phase (modified model) as essential mechanism for the
hardening process. The second phase particles are considered in two ways: they
may be stable or have a time dependent evolution. A further approach combines
both hardening mechanisms (hybrid model).

The systematical treatment of the basic equations leads to a complete set of
constitutive equations describing the mechanical behaviour at higher temperatures
for the loading conditions of either strain rate ¢ =const. (constant strain rate test) or
stress ¢ =const. (creep test).

A few graphical representations of model calculations, i.e. stress-strain curves and
strain rate versus time curves, show the capability for reproducing the influence of
unstable second phase particles. Furthermore, qualitative comparison of calculated
curves with experimental data of the heat resistant material INCOLOY alloy 800H
gives new hints for the explanation of features in the mechanical behaviour of this
alloy. :
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Kurzfassung

Die Stoffgleichung “Ein-Parameter-Modell® zur Beschreibung der inelastischen
Verformung metallischer Werkstoffe wird fiir die Anwendung bei héheren
Temperaturen (0,5xT,,<T<0,75xT,) formuliert. Dabei wird in Anlehnung an die
Literatur der VerfestigungsprozeR einmal Gber die Wechselwirkung von
Versetzungen mit Versetzungen (Kocks-Mecking Modell) und zum zweiten Gber die
Wechselwirkung von Versetzungen mit Teilchen einer zweiten Phase formuliert
(Modifiziertes Modell). Die Teilchen einer zweiten Phase werden unterschieden in
stabile und solche, die eine zeitabhdngige Ausscheidung und Reifung erfahren
kénnen. Ebenso wird eine Kombination der beiden zuvor erwahnten Mechanismen
fur den VerfestigungsprozeB formuliert (Hybrid Modell).

Aus den Grundgleichungen des Modells werden systematisch und ausfuhrlich fir
jeden Ansatz der Verfestigung analytische Lésungen zur Beschreibung des
mechanischen Verhaltens bei hoheren Temperaturen unter der Bedingung Dehnrate
£ =const. (Zugversuch) und Spannung ¢ =const. (Kriechversuch) hergeleitet.

Einige graphische Umsetzungen der Modellrechnungen, Spannungs-Dehnungs-
Kurven und Dehnraten-Zeit-Kurven, zeigen, daR das Modell in der Lage ist, den
EinfluB von instabilen Teilchen einer zweiten Phase sinnvoll wiederzugeben. Im
qualitativen Vergleich mit experimentellen Daten der hochwarmfesten Legierung
INCOLOY alloy 800H ergeben sich zudem neue Erklarungsméglichkeiten far
Besonderheiten im mechanischen Verhalten dieser Legierung.
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Einleitung

1. Einleitung

Das “Ein-Parameter-Modell® ist eine Stoffgleichung, die eine einheitliche
Beschreibung der inelastischen Verformung von metallischen Werkstoffen unter
verschiedenen Belastungsbedingungen ermdglichen soll.

In der einfachsten Formulierung, die hier behandelt wird, wird in Anlehnung an einen
Vorschlag von Kocks /1/, die Struktur durch einen einzigen Parameter beschrieben.’
Estrin und Mecking /2/ entwickelten Formulierungen fiir das Ein-Parameter-Modell,
die fur die Anwendung bis in den Kriechbereich, aber bei noch relativ niedrigen
Temperaturen, gelten sollen. Darauf aufbauend erweiterte Schwarze /3/ den
Anwendungsbereich zu héheren Temperaturen, bei denen die Ausscheidungs- und
Wachstumskinetik von Teilchen einer zweiten Phase wichtig ist.

In diesen Arbeiten wurden die mathematischen Formulierungen des Ein-Parameter-
Modells zur Modellierung der behandelten Belastungsfalle stellenweise vereinfacht,
um eine unkomplizierte Anpassung an die experimentellen Daten méglich zu
machen.

Der hier vorliegende Bericht wurde im Rahmen von Vorarbeiten zur Anpassung des
Modells an das mechanische Verhalten einer Legierung im Temperaturbereich
0,5xT<T<0,75xT,, erstelit. Die bisherigen mathematischen Vernachidssigungen
werden in diesem Bericht nicht mehr zugelassen, sie werden im folgenden, wenn
immer méglich, vermieden. Unter dieser Forderung wird ein Satz an integrierten
Stoffgleichungen auf der Basis des Ein-Parameter-Modells systematisch flir den
Zugversuch (Dehnrate ¢=const.) und fiir den Kriechversuch (Spannung o =const.)
entwickelt und volistandig dargestelit.

Dazu wird in Kapitel 2 der theoretische Hintergrund des Modells noch einmal kurz
skizziert. Es werden dabei die mikrostrukturellen Mechanismen, auf denen das
Modell basiert, genannt. Der Bericht bringt jedoch keine umfassende Darstellung der
metallkundlichen Grundlagen; der Leser wird auf die schon zitierte Literatur hierzu
hingewiesen /1,2/. :

In Kapitel 3 werden Hinweise zum Aufbau des Berichts gegeben. Dem Leser wird
dadurch erleichtert, sich in der Entwicklung des Modells zurechtzufinden.

Das Kapitel 4 listet die haufig wiederkehrenden Grofien des Modells auf.

Kapitel 5 enthalt die differentielle Behandlung der kinetischen Grundgleichung, fur
die nachfolgend analytische Lésungen entwickelt werden.

In Kapitel 6 werden Losungen fiir £ =const. entwickelt. Fiir die Verfestigung werden
die zwei metallkundlichen Mechanismen zugrundegelegt, die auch von Estrin und
Mecking in /2/ behandelt wurden: die Wechselwirkung von Versetzungen
untereinander sowie die Wechselwirkung von Versetzungen mit verfestigenden
Teilchen in der Matrix. Zusatzlich werden auch Kombinationen beider Mechanismen
behandelt. Diese Ansétze fiihren zu den unterschiedlichen Formulierungen unter 6.1
bis 6.3.

Kapitel 7 enthalt die analoge Darstellung der Losungen fir die Bedingung o =const..
Die Formulierung der Entfestigung wird in Kapitel 8 erlautert.

Um sich eine schnellen Uberblick der entwickelten Lésungen verschaffen zu kénnen,
wird in Kapitel 9 eine tabellarische Zusammenfassung gegeben.

! Es ware richtiger von einer “Gefligevariable* zu sprechen, aber aus historischen Griinden wird der
Begriff “Strukturparameter” beibehalten.
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Im Kapitel 10 werden die experimentell zu bestimmenden GroRen des Modells
zusammenfassend dargestellt und es wird kurz erlautert, welche experimentelien
Untersuchungen zur Bestimmung der GréRen nétig sind.

Im Kapitel 11 werden zur Verdeutlichung der analytischen Lésungen einige
~ ausgewahlte graphische Umsetzungen vorgestelit.

Die Literatur und eine Erlduterung der verwendeten Formelzeichen befindet sich am
Ende des Berichts.
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2. Theoretischer Hintergrund des Ein-Parameter-Modells
- 21 Stoffgleichungen

Stoffgleichungen fiir die Beschreibung des mechanischen Verhaltens von metal-
lischen Werkstoffen kann man nach zwei unterschiedlichen Ansatzen fur ihre For-
mulierung einteilen:

a) Kontinuumsmechanische Stoffgleichungen
Die Beziehungen zwischen den mechanischen GréRBen werden als
phanomenologische mathematische Beschreibung formuliert. Da keine
allgemeingultige Regel existiert, um inelastische Formanderungen aus
den Grundgesetzen der Kontinuumsmechanik herzuleiten, werden gut
geeignete mathematische Funktionen verwendet und an das Verhalten
der Werkstoffe angepaldt.

b) Metallphysikalische Stoffgleichungen
Die mechanischen Gleichungen gehen von metallkundlichen Formu-
lierungen fiir das Verhalten der mikrostrukturellen Parameter, wie Korn-
gréRe, Versetzungsdichte und -anordnung, Teilchen einer zweiten
Phase, Texturen aus, die den mechanischen Zustand entscheidend
bestimmen. :

Das Ein-Parameter-Modell gehért zu den Stoffgleichungen (b), da es die
Beschreibung des mechanischen Verhaltens des Werkstoffes an metallkundlichen
Mechanismen orientiert. Man erwartet, da dadurch auch zuverlassige Aussagen
Uber das mechanische Werkstoffverhalten formuliert werden kénnen, die ber den
experimentell gesicherten Datenumfang hinausgehen.

Die Bildung des Modells geht auf ein Konzept von Cottrell und Stokes /4/ zurick,
das von Kocks und Mecking /5/ aufgegriffen wurde: es wird streng unterschieden
zwischen der Kinetik des plastischen FlieBens bei fixierter Struktur und der Entwick-
lung der Struktur. Dabei wird die Beschreibung der Struktur mittels eines einzigen
Strukturparameters vorgenommen.

2.2 Grundgleichungen des Ein-Parameter-Modells
2.2.1 Strukturparameter

Der EinfluB der Mikrostruktur des Werkstoffes auf die Eigenschaften, die die
Stoffgleichung beschreibt, wird im aligemeinen durch die Einfihrung von
Strukturparametern S; berticksichtigt.

Es wird davon ausgegangen, daR alle Strukturparameter S; im Laufe der
inelastischen Verformung unter einer konstanten Beanspruchung (¢ bzw. ¢) einem
Sattigungswert S zustreben. Dies tun sie jedoch mit unterschiedlichen Raten, d.h.
mit fortschreitender Verformung werden immer mehr Strukturparameter ihren
stationaren Zustand erreicht haben, bis schlieBlich nur noch der “langsamste®
Strukturparameter seine Sattigung anstrebt. Diese Vorstellung wird beim Ein-
Parameter-Modell zur Vereinfachung genutzt, indem alle “schnellen®
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Strukturparameter vernachlassigt werden und nur die Entwicklungskinetik des
“langsamsten“ Strukturparameters betrachtet wird.

Dabei bleibt zu beachten, daB diese Ein-Parameter-Schreibweise nur fiir soiche Ver-
formungsvorgange erfolgreich sein kann, deren Dehnungsbereich wesentlich groRer
ist, als der Dehnungsbereich, in dem die Relaxation der “schnellen* Strukturparame-
ter stattfindet.

Seit den Arbeiten von Taylor /6/ ist nun bekannt, daR bei der Verfestigung von
Metallen die Versetzungsdichte eine der wichtigsten Strukturgr6Ren darstelit.

Im Ein-Parameter-Modell wird daher der Strukturparameter mit der Versetzungs-
dichte verknupft.

Dazu wird ein charakteristischer Wert 1 der Schubspannung < eingefiihrt /1/, der
bei Estrin /7/ als mechanischer Widerstand der Gleitung beweglicher Versetzungen
bei T=0 Kelvin bezeichnet wird. Dieser wird folgendermaBen mit dem mittleren

Versetzungsabstand | = (JE) “'korreliert:
| %= aGbyp (a)

Fir den Fall der Verformung eines Polykristalls wird mit dem Taylorfaktor M
(6 =Mr) der Strukturparameter ¢ analog zu © formuliert. Obwohl es maglich ist,
daR sich der Taylormodul wahrend der Verformung durch Texturentwicklung laufend
andern kann, wird dies in der Formulierung unberucksichtigt gelassen:

6 =MaGb,/p (b)

Es besteht eine Quadratwurzelbeziehung zwischen FlieBspannung und Ver-
setzungsdichte:

G oc,/a (c)

Diese Beziehung ist experimentell fiir nicht teilchengehartete Kupferlegierungen
uber drei GréBenordnungen bestétigt worden /8/, und begrlindet aus experimentelier
Sicht die Formulierung des Strukturparameters, wie sie im Ein-Parameter-Modell
gewahlt worden ist.

2.2.2 Kinetische Gleichung

Fir eine definierte Struktur, gegeben durch einen Strukturparameter S, wird die
Dehnraten- und Temperaturabhéngigkeit der FlieRspannung durch die kinetische
Gleichung beschrieben. In allgemeiner Form kann sie folgendermaBen formuliert
werden:

6=0(S&T) (d)

Darin ist der Strukturparameter S als interne ZustandsgréRBe aufzufassen. Die
Kinetik der Verformung ist nur vom momentanen Materialzustand abhangig. Dies
bedeutet, da die Beschreibung der Verformung ab jedem beliebigen Zeitpunkt
méglich werden sollte, natlrlich unter der Voraussetzung, dal® S bekannt ist.
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Als relevanter Strukturparameter wird im Ein-Parameter-Modell die Versetzungs-
dichte betrachtet (vgl. 2.2.1). Als Zusammenhang zwischen Abgleitgeschwindigkeit
und beweglicher Versetzungsdichte wird die Orowansche Gleichung genutzt:

¥ = pmb0 (e)

Darin folgt die mittlere Versetzungsgeschwindigkeit einer Arrhenius-Gleichung:

5=5, exp(— Aff)] (f)

Die Aktivierungsenergie AG wird dabei durch eine angelegte Schubspannung =
reduziert. Die Abhéngigkeit AG(t) gibt den Charakter der Wechselwirkung zwischen
den bewegten Versetzungen und Hindernissen bei fixierter Struktur wieder. Sie
bestimmt maBgeblich den Wert der mittleren Versetzungsgeschmnndngkelt v im
Gegensatz zu dem Vorfaktor v, .

Fur das Ein-Parameter-Modell wird diese Spannungsabhangigkeit der Aktivierungs-
energie durch eine Naherung in Form einer Potenzgleichung beschrieben, deren
Herleitung bei Kocks, Argon und Ashby /9/ zu finden ist:

6=60G)m | ©)

Die Abgleitgeschwindigkeit 148t sich mit dieser Naherung folgendermafien formu-
lieren, wenn 7y, = p,,bo, gesetzt wird:

y= n(%)m (h)

Fir den Fall der Polykristaliverformung wird durch Verwendung des Taylorfaktors M
(¢ = ¥%,7) obige Gleichung zu:
m
e=to( ) 0
G

Diese Gleichung wird im Ein-Parameter Modell als kinetische Gleichung verwendet.

2.2.3 Entwicklungsgleichung der Struktur

D|e inelastische Verformung 1aRt sich dann vollstandig beschrelben wenn neben der
kinetischen Gleichung eine Formulierung fir die Strukturentwicklung im Laufe der
Verformung aufgestellt wird. Allgemein wird die Entwicklungsgleichung der Struktur
folgendermaflen ausgedrickt:

§=1(S¢,T) | 1)

Auch hier wird der Sturkturparameter S als interne ZustandsgréBe aufgefal3t. Die
Entwicklungsrate der Struktur wird auch von ihrem momentanen Wert abhangen.
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Da die Versetzungsdichte als einziger Strukturparameter im Ein-Parameter-Modell
benutzt wird, ist die Entwicklungsgleichung so gewahlt worden, daR sie die
Anderung der Versetzungsdichte p mit einer Anderung der Abgleitung y verbindet.
Dies bedeutet, daR Anderungen der Versetzungsdichte p, die explizit von der Zeit t
abhangen (statische Erholung), vom Modell nicht erfasst werden und nur die
konkurrierenden Prozesse der Dehnungsverfestigung und der dynamischen
Entfestigung beschrieben werden.

a) Anséatze fur die Verfestigung

Die Verfestigung ergibt sich aus der Akkumulation der Versetzungsdichte bedmgt
durch Immobilisierung und Speicherung von Versetzungen.

Diese Speicherung wird mit Hilfe der mittleren freien Abgleitlinge L der Versetzun-
gen beschrieben, die den mittleren Laufweg einer beweglichen Versetzung in der
Gleitebene bis zu ihrer Immobilisierung angibt. Es gilt allgemein fir den verfesti-
genden Teil der Entwicklungsgleichung:

- (®)

Die Bestimmung der mittleren freien Weglénge ist abhangig von der Art des Hin-
dernisses, auf das die bewegte Versetzung trifft:

1) Grobkérniger, einphasiger Werkstoff

Der Laufweg der Versetzungen wird im wesentlichen durch andere
Versetzungen begrenzt. Wenn sich bei der Verformung von Metallen
Subkornstrukturen ausbilden, wird die GroBe der Subkérner
entscheidend. Die SubkorngréRe ist nach Blum /10/ ebenso wie der
mittlere  Versetzungsabstand abhangig von der mittleren
Versetzungsdichte. Fir den Laufweg folgt:

Lvér Ll = ﬁ(ﬁ)q ()]

Der Faktor B dient der Beschreibung der Selbstorganisation der ur-

spriinglich regellos angenommenen Versetzungen in die
Subkornstruktur. Er variiet  eigentlich entlang einer
Verformungskurve, wird aber fur das Modell als konstant angesehen.
Damit wird auch der EinfluB der Anordnung der Versetzungen auf
die Verfestigung vernachlassigt.

Il) Feinkérniger, einphasiger Werkstoff

Im Fall, daR die KorngréRe kleiner ist als die durch
Versetzungsdichte und Subkorngrenzen bestimmte mittlere freie
Weglange, werden die Korngrenzen zum laufwegbegrenzenden
Hindernis. Folgende Bedingung sollte erfullt werden:

dhom<< 100(yp) " v10Lyyy (m)
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Der Laufweg einer Versetzung wird dann in Abhangigkeit vom Korn-
durchmesser formuliert:

I‘kom = E.adkom (n)

Dabei wird der numerische Proportionalitatsfaktor £ als Konstante
betrachtet.

lil) Werkstoff mit Teilchen einer zweiten Phase

Es werden zunachst Teilchen betrachtet, deren Durchmesser
wahrend der Verformung konstant sein soll (z.B. ODS-Legierungen).
Dann stellen die Teilchenabstande die Laufwegbegrenzung dar,
solange diese Abstinde kleiner sind als Versetzungsabsténde,
Subkérner oder KorngréBen. Der Laufweg ist dann mit dem
Teilchendurchmesser Uber einen konstanten numerischen
Proportionalitatsfaktor y zu verknupfen:

Liei = X e (o)

In einer weitergehenden Uberlegung ist Schwarze /3/ davon aus-
gegangen, daR ein Werkstoff Teilchen enthalt, die sich im Verlauf
der Verformung zahlenmdBig und gréRenméRig verandern (z.B.
carbidbildende Legierungen). Damit kénnen Ausscheidungs- und
Reifungsvorgange von Teilchen in die Betrachtung mit einbezogen
werden. Der Laufweg einer Versetzung hangt dann von einem nicht
mehr konstantem Teilchendurchmesser ab:

L =cd(t) P)

Eine Spannungsabhangigkeit wird zunadchst vernachlassigt. Aber
auch in dieser Vorstellung nimmt Schwarze an, daB, nach einer
endlichen Zeit, Teilchenzahl und TeilchengréRe stationare Werte
annehmen. Damit wird das Konzept der Séattigung in diesem Punkt
beibehalten und entsprechend ein Sattigungsdurchmesser dg der

Teilchen und der Sattigungslaufweg Lg der Versetzungen
eingefihrt.

Zur Erlauterung der Vorgehensweise im Modell kann diese
Beziehung in der aligemeinen Form L=L(t) verwendet werden, da
eine spezielle Formulierung fir den Laufweg L erst sinnvoll ist,
wenn eine Anpassung an einen konkreten Werkstoff vorgenommen
wird.

b) Ansatze fur die Entfestigung

Die Entfestigung wird assoziiert mit Umordnung und Annihilation von Versetzungen,
die dazu ihre Gleitebene durch Quergleiten von Schraubenanteilen und Kilettern von
Stufenanteilen verlassen miissen. In der Vorstellung verschwindet eine bewegte
Versetzung wahrend der Verformung dann, wenn sie auf ihrem Gleitweg auf eine
verankerte Versetzung mit entgegengesetztem Burgersvektor b ftrifft. Dieser Vor-
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gang sollte damit proportional zur Dichte der verankerten Versetzungen sein. Da die
Dichte der mobilen Versetzungen als sehr viel kleiner als die der verankerten
angenommen wird, ist der entfestigenden Teil der Entwicklungsgleichung:

do-
L - —Kpf (@)
dy

Darin wird k, als Entfestigungskoeffizient bezeichnet. Der Faktor f ist von Estrin /11/

eingefiihrt worden. Er soll die Wechselwirkungen zwischen Versetzungen und
Teilchen, z.B. gemdR dem von Arzt und Roésler /12/ vorgeschlagenen
Ablésemechanismus, einflieRen lassen. Im Folgenden soll dieser Mechanismus
zunéchst ausgeklammert werden, daher wird f = 1 gesetzt.
Im Ein-Parameter-Modell setzt sich die vollstdndige Formulierung der Entwick-
lungsgleichung der Struktur additiv aus dem verfestigenden und dem entfestigenden
Teil zusammen:
+ -
_q_e = E +$ (r)
dy dy dy
Je nach Verfestigungsmechanismus, der der mathematischen Modellentwickliung
zugrunde liegt, ergeben sich die verschiedenen Ansatze des Ein-Parameter-
Modells. Fiir die weitere mathematische Entwickilung werden in jedem Ansatz ent-
~ sprechend zum Entfestigungskoeffizienten k., Koeffizienten fir die Verfestigung
definiert. AuBerdem wird durch den Taylormodul M die Struktur des Polykristalls
beriicksichtigt. Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht der Modellansatze (die
Paramter g und j in (H3) sind Gewichtungsparameter fiur jeden der beiden
Verfestigungsmechanismen):

Ansatz Laufweg Entwicklungsgleichung Entwicklungsgleichung
(Abk.) (Einkristall) (Polykristall)
(KM) -1 dp 1 dp
L = B P —_—= -k —_= k -k
sub (\/—) dy  bp p—Rap | ds M( 1\/5 20)
Verfestigungskoeffizient:
k1 = i
bp
m1) = d..
| Lieit = Xy P__1 o 9P _ Mk~ kyp)
dy bydy de
Verfestigungskoeffizient:
1
I I I L., I S
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[T ] T [T T T T T T [ T T T T
(M2) L =¢d(t) dp__Ls 0 QB—M(k Ls pj
dy blLed(t) 2 de oL 2
Verfestigungskoeffizient:
ko=
® bl
(H1) 1 dp 1 dp
Ly=——— | —2=—Jp+ p =2 =M[k+p +k—k,p
I R P o A Rl B AL
(H2) 1 dp 1 L dp
Lges = —=— S ——=M(k +ko -2 -k ]
I e ev__ " bc_&s_d@__fﬁ_._d DA
(H3) 1 dp ( L )
S Y =Mk ko —=j—k
ges %wa_*_%l_ \/—g bCL (xt) ds 1\/59"' o J—Kap

KM: Kocks-Mecking Modell,

2.3 Eigenschaften des Ein-Parameter-Modells

M: modifiziertes Modell;

H: Hybrid Modell

In Kapitel 2.2.1 wurde bereits erwahnt, da® dem Modell die Vorstellung des Er-
reichens eines Sattigungszustandes zugrundeliegt. Dies verdeutlicht Bild 1 fur Ver-
suche mit konstanter Dehnrate ¢ und solche mit konstanter Spannung c.

Spannung ¢

£> ¢,

Dehnrate

Versuch mit konstanter

0, >0,

Dehnrate In £

Dehnung €

Bild 1: typische Verformungskurven

Versuch mit konstanter
Spannung

Dehnung €
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In der Philosophie des Modells wird die gesamte Spannungs-Dehnungs-Kurve als
“Transiente* zwischen einem Anfangswert und einem Sattigungswert der FlieBspan-
nung ¢, verstanden.

Der primare Bereich einer Kriechkurve wird als physikalisch aquivalent zum
Spannungs-Dehnungs-Verlauf eines monotonen Zugversuchs verstanden, d.h. die
Konstanten sollten fiir beide Belastungsfélle verwendet werden kénnen. '
Formal besteht dann die Moglichkeit, von dem mechanischen Verhalten des
Werkstoffs bei einem kurzzeitigen Zugversuch (¢ =const.) auf sein Verhalten bei
einem langzeitigen Kriechversuch (o =const.) zu schlieBen. Besondere Behandlung
bedirfen jedoch solche GroRen im Modell, die sich im Versuch mit konstanter
Dehnrate zeitlich so langsam andern, daR sie nicht erfafdt werden.

Eine Behandlung von Werkstoffschadigungen ist im Ein-Parameter-Modell nicht
vorgesehen.
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Hinweise

3. Hinweise zum Aufbau des Berichts

Das Ein-Parameter-Modell kennt drei Anséatze. Sie unterscheiden sich darin, welcher
metaliphysikalische Mechanismus der Verfestigung im Vordergrund der Formulie-
rung steht:

- Kocks-Mecking-Modell
In diesem Ansatz wird die Verfestigung durch Wechselwirkung der
Versetzungen untereinander beschrieben. Der Ansatz wird im folgenden
mit “KM* abgekurzt.

- Modifiziertes Modell
Dieser Ansatz beinhaltet als Mechanismus der Verfestigung die
Wechselwirkung zwischen Teilchen und Versetzungen. Dabei wird
zwischen Teilchen mit konstantem Durchmesser und soichen mit sich
veranderdem Durchmesser unterschieden. Die Abklrzungen fir diese

beiden Versionen lauten “M1“ (d=const.) und “M2“ (d=const.).

- Hybrid Modell

Dieser Ansatz berticksichtigt sowohl die Wechselwirkung zwischen
Versetzungen als auch die Wechselwirkung zwischen Teilchen und
Versetzungen fiir die Verfestigung. Auch hier wird, wie im modifizierten
Modell, zwischen konstantem Teilchendurchmesser, “H1“, und nicht
konstantem Teilchendurchmesser, “H2*, unterschieden. Zusétzlich zu
diesen beiden Versionen wird in diesem Bericht eine dritte Version
formuliert, die sich aus dem Wunsch der Gewichtung der beiden
Verfestigungsmechanismen entwickelt hat. Sie wird mit “H3“ abgekurzt.

Das Ein-Parameter-Modell bietet, neben der speziellen Ausformulierung fiir
verschiedene Verfestigungsmechanismen, die Méoglichkeit, Loésungen fir den
Belastungsfall € =const. und & =const. herzuleiten. in Kapitel 6 sind die drei Anséatze
flir den Belastungsfall ¢ =const. behandelt, und in Kapitel 7 fir o =const.. Da das
Ein-Parameter-Modell die Zielsetzung verfolgt, von Kurzzeitversuchen (& =const.)
auf Langzeitversuche (o =const.) zu schlieBen, gibt es GréRen, die unter der
Bedingung € =const. in Kapitel 6 hergeleitet werden und fiir die Bedingung ¢ =const.
in Kapitel 7 weiterhin als glltig betrachtet werden. Dies sind die athermische
Verfestigungsrate, der Strukturparameter des Sattigungszustandes und die
Sattigungsspannung. Um ein milhsames Auffinden dieser GréRBen innerhalb der drei
Ansatze in Kapitel 6 zu vermeiden, sind sie in Kapitel 4 zusammengestellt worden.

Die Nummerierung der Gleichungen weist einige Besonderheiten auf, die im folgen-
den erlautert werden:

- Da die Rechenschritte der mathematischen Herleitungen fur jeden
Ansatz ausfiihrlich dargestellt sind, ist nicht jede Gleichung mit einer
Nummer versehen. Vielmehr sind nur solche Gleichungen nummeriert,
die einen wichtigen Zwischenschritt markieren.
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Hinweise

- Die Nummerierung enthalt die Abkirzungen fiur die entsprechenden
Ansatze (KM; M1, M2; H1, H2, H3).

- Innerhalb von Kapitel 6 (€ =const.) wird in jedem Ansatz mit der gleichen
Zahl die Nummerierung begonnen und mit der gleichen Zahl beendet.
Die Gleichungsidentifikation unterscheidet sich in diesem Kapitel nur
durch die Abklirzung fiir den jeweiligen Ansatz. (17KM), (17M1), ..,
(17H3) bezeichnen also den gleichen Zwischenschritt der Herleitung bei
dem jeweiligen Ansatz.

Das Gleiche gilt fiir Kapitel 7 (¢ =const.). Dabei wird von Kapitel 6 zu
Kapitel 7 die Nummerierung fortlaufend durchgefhrt.

AuRerdem wird darauf hingewiesen, dal zu den Gleichungen in den folgenden
Kapiteln nur noch wenig erlduternder Text gegeben wird. Es wird vorausgesetzt, da

der Leser die Ausfuihrungen in Kapitel 2 soweit nachvollzogen hat, um den
Entwicklungsschritten folgen zu kénnen.
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Ubersicht

4. Ubersicht der hiufig wiederkehrenden GréRen

Athermische Verfestigungsraten:

1
@ = (f_) ™ I Mm2aGbk,
€9 2

2

(£ )mpa3 2422
() —(—é—o—) M a“G“b“k
&) =M a’G?b%k

2

= [—8—) "M202G2b%k,

a(MZ) €p

- ’k
GS(MZ) =M(1Gb Eg.

(20KM)

(33KM)

(20M1)

(33M1)

(20M2)

(33M2)

(20H1)

(20H2)

(23KM)

(23M1)

(23M2)

(23H1)

(23H2)
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Ubersicht

o = S sa)
~ o-s(l'-ﬂ)
G
P2 = AS(KM)
Os(H2)
S S)
S
(1 - p1) =2
O ()
6'2 L%
(1-p,) =12
Os(2)
Sattigungsspannungen:

14

Gs(KM) = Gs(KM)

Ospm) =

~

~

G sm)

€ s(KM)

&

)%

1
(éSM)J m
€0

Gsm2) = Osma) \/E% (8'?:2)
i 2
) 2
Gg(HZ) = cA"g(Hz) (‘8?) "

)%

(23H1a)

(23H2a)

(23H1b)

(23H2b)

(25KM)

(25M1)

(25M2)

(25H1)

(25H2)



Kinetische Grundgleichung

5.  Die kinetische Grundgleichung in differentieller Form
Die Abhéngigkeit der FlieBspannung ¢ von der plastischen Dehnrate ¢ und der

absoluten Temperatur T bei einer gegebenen Struktur des Materials wird durch die
kinetische Gleichung beschrieben (vgl. Kapitel 2.2.2):

6 =o(S.&T) | | (1)

Diese kinetische Gleichung kann bei konstanter Temperatur in folgender Form dif-
ferentiell ausgedrickt werden:

66) . (66)
dol. =[-2%] ding+[%) as 2
St (auné RS @

Die Verfestigungsrate ist durch ® = 95/ gegeben, damit wird Gleichung (2) zu:

. ds -

o d =( ac.) d|n8+(a_c) ds .
ds|-,- olng/g de oS/, de

Der Strukturparameter S wird in den Modellen mit der Gesamtversetzungsdichte p

korreliert; er wird nach Gleichung (b) auf S.4 in eine mechanische Festigkeit 6 von
Hindernissen transformiert (vgl. Kapitel 2.2.1):

& = MaGb,/p 4

Es wird vorausgesetzt, daR® die FlieRspannung in der kinetischen Gleichung in (1)
folgendermalien aussieht:

o = (£, T)6 =f(&, MaGby/p (5)

Laut Gleichung (5) existiert also eine Proportionalitat zwischen der FlieRspannung
¢ und der Quadratwurzel der Versetzungsdichte p; dieser Zusammenhang ist

experimentell Gber drei GroRenordnungen bestatigt worden. Gleichung (3) wird mit
G zu:

®=do'| =( 66.) dlne+(ﬁi) ds ©)
dslT \dIng/; de oc/ ;. de |

Die kinetische Gleichung (5) enthalt in dem Term f(é, T) eine Arrheniusfunktion. Die

Spannungsabhangigkeit von ¢ wird im Modell in Form einer Potenzgleichung
angenéhert (vgl. Kapitel 2.2.2):

L
c= 6(—?—) " @)
€0

15



Kinetische Grundgieichung

. . . 60' 60' . . .
Die parfnellen Ableitungen ( /6Iné)g, bzw. ( A&)é in GIeuchun{g (6) werden im

folgenden gemaR Gleichung (7) gebildet:

1
= &[,i) "o m(gj = lln(_iJ = mdln(g) = dln(f—]
€o (e} m €0 (0] €o

= m(dinc —ding) = diné —ding,
mit €, = const=ding, - 0
= m(dinc - dIng) =ding ®)

1. Partielle Ableitung (G =const. = diné — 0)

Gleichung (8) vereinfacht sich zu:

mdlnc =dlng =>macs1 =90Ing

(6]
oc c
- ©)
ong m
2. Partielle Ableitung (< =const. = dIng — 0)
Gleichung (8) vereinfacht sich zu:
- - 1 -1
m(6Inc - 9ING)=0=dInc =0IN6 = 66 — =86~
c c
% g (10)
06 ©

Die partiellen Ableitungen in den Gleichungen (9) und (10) werden in Gleichung (6)
eingesetzt: '

®=d_°=(2)d'”e+(g)3‘i | 1)
de m/ ds 6/ de

Lésungen fur die Differentialgleichung (11) werden sowohl fiir die Bedingung
€ =const. als auch fiir die Bedingung o =const. entwickelt.
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KM (Dehnrate konstant)

6. Formulierung fiir € =const.

Gleichung (11) vereinfacht sich zu:

®= EE (7) Ey— (12)
de de

Mit Gleichung (4) far & erhalt man folgenden Ausdruck fiir 95/ :

9 _MaGb—t_ 90

de 2[ de

(13)

6.1 Kocks-Mecking-Modell

Die Verfestigung wird durch Wechselwirkung von Versetzungen untereinander
bewirkt. Die Entwicklungsgleichung fiir d%s wird in diesem Ansatz wie folgt gewahit
(vgl. Kapitel 2.2.3):

dp

d_s = M(k145 kzp) (14KM)

Gleichung (14KM) eingesetzt in Gleichung (13) ergibt:

ds 1 K,
d_: = -2—M2aGb( - sz— ) = —MzaGbk1(1 - k—JEJ

1

Mif Gleichung (4) 4Rt sich JE durch _& ersetzen:

99—=~1—M2aGbk1( _Kp_o ) (15KM)
de 2 k, MoGb

Einsetzen der Gleichung (15KM) in Gleichung (12) ergibt:

dO' (G) 1 2 ( k2 6’ )
2 M2aGbk,| 1- -2 16KM
de \&/2 Tk, MaGb (16KM)

Der Ausdruck (%) kann durch die kinetische Gleichung (7) durch die Dehnrate
ersetzt werden. Es folgt: :

1
do _ (i) " 1M2aGbk1( K o ] (17KM)
de \g/ 2 ks MaGb

17



KM (Dehnrate konstant)

a) athermische Verfestigungsrate
Fir die Herleitung der athermischen Verfestigungsrate wird die Entwicklungs-

gleichung fur die Versetzungsstruktur ohne den Term fur die dynamische
Entfestigung angesetzt:

d
cTZ =Mk, /p (18K

Mit Gleichung (18KM) wird der Ausdruck 99/ gebildet:

9 MoGb——

de 2,/p

Gleichung (19KM) und (7) eingesetzt in Gleichung (12) ergibt:

MKq/p = —;—MzaGbk1 (19KM)

1
d_O' = (—8-) " 1M20LGbk1 = ®|| ' : (ZOKIVI)
ds €p 2

b) Strukturparameter fiir den Sattigungszustand
6, =MaGb,/p, (21KMm)
Einen Ausdruck fir p, erhalt man aus Gleichung (14KM) wie folgt:

d k
2 =0 =M(kiVps —Kaps) = o o (22K

Mit Gleichung (22KM) wird Gieichung (21KM) zu:

G = MaGb::—1 = Gg(m) , | (23KM)
2 .

Folgender Zusammenhang laRt sich mit Gleichung (20KM) herstellen:

= - (23KMa)
2 c S(KM) N

Einsetzen der in den Gleichungen (20KM) und (23KM) definierten GréRen ®, und
G in Gleichung (17KM) ergibt:

‘;_":@.,[1- S ] | (24K)

€ 6’ s(KM)
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KM (Dehnrate konstant)

Die kinetische Gleichung (7) ist aufgrund von € =const. wie folgt gliltig:

1 1
. —_ - —_ 0. ~
iz(fs—)m =(855W))m ., o __© (25KM)
G \g €o Oskm)  Os(km)  Os(km)
Es folgt fiir die Verfestigungsrate in Gleichung (24KM):
do _ @,,[1 -2 ] (26KM)
ds GS(KM)
Zum Integrieren werden die Variablen getrennt:
S do = O de
(upan—0) st
T C
= |——do = I———L de (27KM)
C = Os(km) O s(km)

Cj

Die GréRen mit dem Index “i“ bezeichnen Anfangswerte. Die Durchfuhrung der

Integration ist elementar:

€

e spon) :i T Gj’:w ) . c:);:m) ) 8r(lM)
= |n(0' - GS(KM)) - In(ci _ Gs(KM)) _ Sr(lM) (8 ] 8i)

S~ %) _ exp{— (_Sjﬁ }

Gi ~ Os(km) Er(ikm)
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M1 (Dehnrate konstant)

6.2 Modifiziertes Modell
Die Verfestigung wird durch Wechselwirkung der Versetzungen mit Teilchen bewirkt.

6.2.1 Version 1: Teilchendurchmesser konstant

_32 =M(k —k,p)  (vgl. Kapitel 2.2.3) (14M1)
€

Gleichung (14M1) eingesetzt in Gleichung (13) ergibt unter Verwendung von
Gleichung (4) :

dé 1 1 M2a’G2p?
P MaGbﬂ_;M(k ~Kqp) = 5-———&—(k —kzp)

dé _ 1M°a?G2b’ k( ko 87 J

— < 15M1
de 2 G k M?a?G?b? ( )
Einsetzen der Gleichung (15M1) in Gleichung (12) ergibt:
3 2m2,2 ~2

E:(gjl————M o« Gb k(1—-k£———° ) (16M1)
de \6/2 G k M2a2G2b?
Mit Gleichung (7) wird Gleichung (16M1) umgeformt zu:

2 3_2A2,.2 2
d—":(,i)ml-————M «Gb k(1—k—2——6 > 2) (17M1)
de \&y/ 2 c k M2a2G%b

a) athermische Verfestigungsrate
Fur die Herleitung der athermischen Verfestigungsrate wird die Entwicklungs-
gleichung fur die Versetzungsstruktur ohne den Term fur die dynamische

Entfestigung angesetzt:
d_p =Mk (18M1)
ds A

Mit Gleichung (18M1) wird der Ausdruck d%s gebildet:

A 3_.2n22
9 MaGb— Mk = M GD

1
— k . 19M1
de ZJE 2 G ( )

20



M1 (Dehnrate konstant)

Gleichungen (19M1) und (7) eingesetzt in Gleichung (12) ergibt:

2
do _ ( B )E 1MPa2G%? _ Ooa
de \&y/ 2 c 26
2
> | 2| "MPa2G2b2k = @2 (20M1)
&6 = “a(m)

b) Strukturparameter fiir den Sattigungszustand
&5 = MaGb,/p, | (21M1)

Einen Ausdruck fiir p, erhalt man aus Gleichung (14M1) wie folgt:

d k
d—‘8’=0=M(k—k2ps):>ps " - (22M1)

Mit Gleichung (22M1) wird Gleichung (21M1) zu:

&, = MaGb kL = ) | 23M1)
Vi |

Folgender Zusammenhang IaRt sich mit Gleichung (20M1) herstellen:

®
Mk, = —4 (23M1a)

@2 2 ).
do _ Zae) [1_ o ) (24M1)
de 2c S5

Die kinetische Gleichung (7) ist aufgrund von ¢ =const. wie folgt gultig:

1 1
2_(i]m=(éS(Mn)m‘cs(M°© c ¢ (25M1)
6 \g €0 Ssmy  Osmp  Osm
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M1 (Dehnrate konstant)

Es folgt fir die Verfestigungsrate in Gleichung (24M1):

de 2c

2 2
do _ Zam [1_ o } (26M1)
Csm)

Zum Integrieren werden die Variablen getrennt:

2.
O geoatm
2 2 262
(Gs(M1) G ) s(M1)
= ————dc = _" a("’") (27M1)
o _Gs(M1) o s(M1)

Oj

Die GréRen mit dem Index “i bezeichnen Anfangswerte. Die Durchfiihrung der
Integration ist elementar:

s O | @2
ln(cs'2 - ci(m)) =- ;(m) Definiere: 2 - L
% C's(v) N Csmi)  Sr(m1)
1
= |n(0’2 —O'g(wn))—ln(()'iz —Gg(N“).) =— (8— Si)

(28M1)
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M2 (Dehnrate konstant)

6.2.2 Version 2: Teilchendurchmesser nicht konstant

—g——M(k kzp) mit k=koEL§ (vgl. Kapitel 2.2.3) (14M2)
€
Gleichung (14M2) eingesetzt in Gleichung (13) ergibt unter Verwendung von
Gleichung (4):
dé ( L ) 1M3a2G2b2( L )
— =MaGb Ko—-kop|=——F—| ks —=-Kk
de “2J’,5 L TP)TT 6 oL TP

3 2~2.2 A2
dé _ 1Ma?GP koLS(1_k_2_L_ & ) (15M2)
dS 2 L ko Ls Mzaszbz
Einsetzen der Gleichung (15M2) in Gleichung (12) ergibt:

3 2A2,.2 "2

do . (—) Wa'Gb k= ( el o 2) , (16M2)
dc \6/2 & L ko Ls M2a’G%
Mit Gleichung (7) wird Gleichung (16M2) umgeformt zu:

2 3 _2~2.2 2
do (.e)mlMa G% koL—S( koL & 2] (7M2)
de g9/ 2 c L Ko Ls M2a2G2b

a) athermische Verfestigungsrate
Far die Herleitung der athermischen Verfestigungsrate wird die Entwicklungs-

gleichung fir die Versetzungsstruktur ohne den Term fir die dynamische
Entfestigung angesetzt:

dp L
— =Mky-2 18M2
e oL (18M2)
Mit Gleichung (18M2) wird der Ausdruck d%s gebildet:

3 _2m2.2
% MaGb—'— Mk, —= Ls _IMa7GT7, Ls (19M2)
de \/_ 2 c L
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M2 (Dehnrate konstant)

Gleichungen (19M2) und (7) eingesetzt in Gleichung (12) ergibt:
2 2
do _ ( B ]m 1M302G?%? | Lg _ ®@amz) Lg
de  \ &g B
2

- (i) "M3a2G2b%k, = ®Zm2) (20M2)
€0 .

b) Strukturparameter fiir den Sittigungszustand
6, =MaGb,/p, (21M2)
Einen Ausdruck fir p, erhailt man aus Gleichung (14M2) wie folgt:

dp ( Ls ) Ko Ls
—=0=Mkyg—>-k =P = —— 22M2

Hierbei bezeichnet p, einen Sattigungswert der Versetzungsdichte, der sich

ausbilden wiirde, wenn L=Lyx konstant ware. Da L eine Funktion der Zeit ist
muB folgende Beziehung beachtet werden: t <, < ts.
Mit Gleichung (22M2) wird Gleichung (21M2) zu:

65 = MOLGD k_o £§_ = &S(MZ) L_s
V k2 Vix VLx
; Ko |
2

Folgender Zusammenhang laRt sich mit Gleichung (20M2) herstellen:
Mk, = — (23M2a)

Einsetzen der GréRen aus den Gleichungen (20M2) und (23M2) in (17M2):

0?2 ~2 |
o _“am)ls|, o° L (24M2)
de 2 L &g(Mz) Ls
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M2 (Dehnrate konstant)

Die kinetische Gleichung (7) ist aufgrund von ¢ =const. wie folgt giiltig:

1
o _ [ £ ) m_ (SS(MZ)] °'s(M2) (25M2)
z -

Es folgt fur die Verfestigungsrate in Gleichung (24M2): |

0?2 o2
do _ Pam2) Ls 1____ L (26M2)
di—: 20‘ L ( ) LX

Zum Integrieren werden die Variablen getrennt und der Laufweg der Versetzungen L
sowie der Referenz-Laufweg Lx zur Vereinfachung ais konstant angesehen:

do _ g(MZ) Ls s(M2) L’%“’ZJ c do = @ (M2) L Lsd
de 20 L 2m2) (S(Mz)L’%—GZ) 262 Lx L

€

L (M2)
do = =8 A de 27M2
:J‘G _GMz)VG ILXG(Mz) ( )

Die GréRBen mit dem Index “i bezeichnen Anfangswerte. Die Durchfihrung der
Integration ist elementar:

€

o 03 ®2
In(02 - of(Mz) L’% ) = LS a(MZ) — ¢ Definiere: awe) _ 1
s(M2) . s(M2) r(M2)

L 1
= In(0? - o2y L%) ~In(o? - 6%y L%) =S~ (e-%)

2 _ 2 Ly .
02 c:(Mz) LK _ eXp|:—|—_—‘°‘—(8 e,)] 25M2)
Ci ~ Os(m2) ’%

Die Gleichung (28M2) ist eine Naherungslésung, da der Term fir die Entwicklung
der Carbidstruktur nicht integriert worden ist. Sobald jedoch der Sattigungszustand
bei der Carbidentwickiung erreicht wird, da® heit, wenn der Carbiddurchmesser
sich nicht mehr nennenswert dndert, sollte L=Lx=Lg werden. Die Lésung des
Integrals geht dann von einer Ndherungsiésung in eine exakte Losung Gber.
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H1 (Dehnrate konstant)

6.3. Hybrid-Modell

Die Verfestigung wird durch Wechselwirkung von Versetzungen untereinander und

Wechselwirkung von Versetzungen mit Teilchen bewirkt.

6.3.1 Version 1: Teilchendurchmesser konstant

%S = M(k + k1JE - kzp) (vgl. Kapitel 2.2.3)

Gleichung (14H1) eingesetzt in Gleichung (13) ergibt:

dé6 _MaGb

20 M{k +Kiy/p — kzp)

d6 M3a?G%?, [k Kk, 6 62
ST or Kl Tt T M2~202R2

de 26 k, ky; MaGb M“a“Gb

do (o) Ma?G%b? k ki 6 &2
—=\=) T Ke| ot T M2 222
de \o 26 ko, k; MaGb M4a“G*b

2

do _ (i) " M—kz—(LMzaszbz + K1 MaGDbs - &2)
dS 20' k2 k2

a) athermische Verfestigungsrate

3—Z=M(k+k1\/5)

Mit Gleichung (18H1) wird der Ausdruck 9/ gebildet:

do MaGbM(k+k1J5)

de 2p

26
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H1 (Dehnrate konstant)

3 2,~2,.2 5
d0' MaGb(k +K, )

19H1
de 26 MaGb ( )

2
do & \m( M3a2G?b? M%aGb, .
—_—=— k+ k1G
de \g 20 20

do ®§(M1)

de 2c

+ 0y = Oy (20H1)

b) Strukturparameter fiir den Sattigungszustand
= MoGb,/p, | (21H1)

Einen Ausdruck fur pg e'rhélt man aus Gleichung (14H1) wie foligt:

d
2o=0=M(k-+K1yps ~Kaps)=>kzps ~Kiyps ~k =0
Substitution: /ps =U=U —Elu-L=O

k2 k2

_ ke k1 k2 _ k1 LK [y, Kk,
4|<2 ky 2k, k?

Rucksubstitution und da p < 0 nicht méglich folgt:

= ps=%k—1(1+ 1+4::'2(2) (22H1)

Mit Gleichung (23KM) folgt:

A oA 1 4kk
Cg¢ ZGS(KM)E(1+ 1+ k22]=—= (H1) (23H1)

1

27



H1 (Dehnrate konstant)

(o33

Parameter p, wird definiert: 2 =p; = s(kM)

1+ 1+ 4k|2(2 O s(H)

(23H1a)

1
P1=1 = Kocks-Mecking Modell (KM)

Zusammenhang zwischen den Sattigungsstrukturparametern des
modifizierten Modells und des Hybrid-Modells:

2
~ n 1 4kk
of(m) = cg(KM) 1 (1 + |1+ kf 2 J

- 1. 1. 4kk k
Gﬁ(l—ﬂ) = — E(KM) +— Gz(KM) 1+ k1 2 + M2 ZGsz kz
- 1. 4kk
2
A ~ _ N M1
cfz(m) =pi6 §(H1)I311 +o §(M1) (1 — P ) :( ) (23H1b)

s(H1)
p;=0 = Modifiziertes Modell (M1)

Der Parameter p, kann Werte zwischen 1 und 0 annehmen und legt damit

fest, zu welchen Anteilen die Verfestigung Gber Versetzungswechselwirkung
oder Wechselwirkung zwischen Versetzungen und Teilchen erfolgt:

0 < p; < 1 = Hybrid Modell (H1)

Erweitern der Gleichung (17H1) um den Sattigungsstrukturparameter des Hybrid-
Modells:

do Em Mk2 52 6§(M1) Sekm)® &2
de o sl =2 Y
& \% ¢ Os(H)  Os(H1)  Os(H1)
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H1 (Dehnrate konstant)

Fir den Enffestigungskoeffizienten gilt sowohl Gleichung (23KMa) als auch
Gleichung (23M1a), daher ist die weitere Entwicklung des Hybrid-Modells einmal mit
den GroBen des KM-Modells und zum anderen mit den GréRen des modifizierten

Modells (M1) méglich. Einfiihren des definierten Parameters p, ergibt:

2

d s \m O . 5 52 o
KM: aﬁ‘_ - (_f_]'" I c’;‘(m{ﬁ— py)+ 2 ] (24H1a)
& \8/ OOCgxm) Os(H1)  Os()
d : % ®3 M1 G 52
~ (o] G
M1 d_":(j_) _E%ch(m)[(1—p1)+ P — } - (24H1b)
e \g/ 2c05uy Ss(H1)  Os(r)

Die kinetische Gleichung (7) ist aufgrund von € =const. wie folgt giiltig:

2 2
2 -\ : ooy 2 2 ~2
G € |m [ B |M  Os) G- _ ©
_Jz(___) ~( . ) S L I (25H1)
c €o €o CsH)  OsH1) Os(H

Es folgt fir die Verfestigungsraten in den Gleichungen (24H1a) und (24H1b):

do _ ©, 2
KM: —d—c— = ! Gz(m){“— ps)+ P g } (26H1a)
€  OCgkm) OsH1)  Os(H)
do ®§(M1) 2 p,c o2
M1: == o O (1-py) +——-= (26H1b)
€ 2006 s(M1) OsHi) © s(H1)
©2
Definiere: Zyy = O und Zyy = a2(M1)
S5 (KM) 205
ocdc
= C Z(KM:M1)G§(H1)d8
P S
(1 - p1) + T2
c;s(H1) Gs(H1)
o
= j do = _[ ~Z g e (27H1)
: o?- S (1 - P1)°'§(H1) . ( )
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H1 (Dehnrate konstant)

Zum Integrieren wird eine Partialbruchzerlegung durchgefiihrt:

a) Bestimmung der Nullstellen des Nenners

o? - P10 5(u1)® — (1 - P1)U§(H1) =0

P10 (1 1 :
Oy = 2( ) + \/;P$G§(H1) +(1- P1)°§(H1)

Pic 1

b) Bilden des Partialbruchs
c A B

(G ™ Os(H1) (1 - 1))(6 - c’s(m)) (G - Gs(H1)(P1 - 1)) ' (G - Gs(H1))

¢) Bestimmung der Koeffizienten

c= A(O' ~ 0‘5(,.")) + B(G - °'s(H1)(p1 - 1))

e 1_ p
fur o= cy= cs(H1)(p1 - 1) = A(Gs(H1)p1 - 265(H1)) =>A= ((2 N p:))

e 1
fur c=0,= OsHi) = BGs(H1)(1 —(p1 B 1)) =B = (2 - p1)

Das Integral in Gleichung (27H1) 14Bt sich nun folgendermaRen schreiben:

T(1-py) 1 T 1 1 T
!(2 = p11) (0' +GS(H1)(1 - p1)){jc ' c‘,[(z -p1) (0' - GS(HWG B 8'.[ # romr
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H1 (Dehnrate konstant)

Lésen des Integrals ergibt:

(o2 c

(1- P1)|n(0 + c’s,(H1)(1 - P1))

. + In(c - cs(m))

i Sj

=2~ p1)Z(KM;M1) Sl;

Definiere: (2-P1)Zum = 1 _ (2-p1)Oy
' Er(H1) Gs(km)
oder:
2 -p,)®2
(2 - P1)ZM1 = L = ( p1) a()

2
Er(H1) 26 sam)

| . |
=>In(c+cs(m)(1—p1)) +In(0_cs(m)} __(e==)

c; + Gs(H1)(1 ~p1) Gi — Og(H) Er(H1)

(0‘+GS(H1)(1—p1)]1‘p1[c—O's(H1)] = exp _(_Sﬂ (28H1)
c; + Gs(H1) (1 - p1) G — Gs(H1) S'(m)

Laut Definition nimmt der Parameter p; Werte zwischen 0 und 1 an. Die Gleichung

(28H1) geht bei Einsetzen der Randwerte in die Losung des KM-Modells oder des
modifizierten Modells (M1) tiber:

p:=1: KM-Modell, Gleichung (28KM)

p:=0: modifiziertes Modell, Gleichung (28M1)
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H2 (Dehnrate konstant)

6.3.2 Version 2: Teilchendurchmesser nicht konstant

3" M(k+k1JE k2p) mit k = koLTS (vgl. Kapitel 2.2.3)
g

Gleichung (14H2) eingesetzt in Gleichung (13) ergibt:

dc MaGb ( Ls )
M kq—=+k k
ds > ‘/— 0 \/7 2P

ds _Ma’G%* (ko Ls ke & &2 )
—_——— — = 41
ds 26 2k, L  k, MaGb M?«2G2b2

do _(o\M’a’G%®, (kols ki & 62
P Y k2 o 2 22,2
k2 L k2 MGGb M G b

2
do _ (i) " &(k—"L—SMZaZGZbZ +X1M0Gbs - &2)
26 \k, L Ko .

a) athermische Verfestigungsrate

dp ( +k1J— )

de

Mit Gleichung (18H2) wird der Ausdruck 95/ gebildet:

d5 _MoGb (ko Ls i, ‘/—)

ds 2\/_

ds _MPa®G%?( Lg &
k0 k1

ds 26 L Moch

2
do (& )m(Ma®G? Ls M%Gb .
2 ==k =2+ k(6
ds €o 20 L 25

32
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H2 (Dehnrate konstant)

do ®§(M2) Ls

& 26 L +0Oy = Oppyy) (20H2)

b) Strukturparameter fiir den Séttigungszustand
=MaGb,/p, (21H2)

Einen Ausdruck fur p, erhalt man aus Gleichung (14H2) wie folgt:

d Lg L
£-0- M(kO’L—"‘kh/Z kzps]:’kzps Kyy/Ps — kol_s =0

de X
Substitution: /p =U= u? —ﬁu _Kols =0
kp  kalx
2
:>u=£i K Kols =u= ST K f14%Keka Ls
2k, 4k§ ko, Ly 2k, 2k, k;" Ly
Riicksubstitution und da p < 0 nicht méglich folgt:
1 k4 4kok, Lg
+—=—= 22H2
:SZKZL\/MZLX (22H2)
1 k1 4kok, Lg | .
M(X,sz k2 [1 + \/1 +——1?—E = GS(HZ)
Mit Gleichung (23KM) folgt:
.1 [ AKok, LSJ )
G, =0 —[1+ 1+—=—|=0¢ (23H2)
SA S(KM) 2 \/ k12 Lx S(HZ)
Parameter p, wird definiert: 2 =Py, = S(KM) (23H2a)
1+ |14 HoKz Ls S s(H2)
K2 Ly

P, =1 = Kocks-Mecking Modeli (KM)
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Zusammenhang zwischen den Sattigungsstrukturparametern des
modifizierten Modells und des Hybrid-Modells:

N 2
~ - 1 4k k- L
cg(HZ) = Gz(I(M) 2[1 -+ \F+ —kc:z—giJ

:SZ 1 AZ(KM) \/1 + 4k0k2 L—S + Mzaszbz ﬁ)_L_S

A~

Os(He) =

G +—G
(kM) = 2 7s k2 Ly k, Ly

N[ =

- 1. 4kok, L n
°'§(H2) =§G§(KM)(1+‘/1+ 5 s} Os(m2) /

~

631) = P22 + 65w A = (1-P2) = —5—=  (23H2b)
S|

p2> =0 = Modifiziertes Modell (M2)

Der Parameter p, kann Werte zwischen 1 und 0 annehmen und legt damit

fest, zu welchen Anteilen die Verfestigung tber Versetzungswechselwirkung
oder Wechselwirkung zwischen Versetzungen und Carbiden erfoigt:

0 < p, <1 = Hybrid Modell (H2)

Erweitern der Gleichung (17H2) um den Séattigungsstrukturparameter des Hybrid-
Modells:

do_(&)m Mkz o2 Simz) Ls Ospmb 82
de 26 05|52 L TTaz g2
s \&. e G 5(ki2) OsHz)  Os(H2)

Fir den Enffestigungskoeffizienten gilt sowohl Gleichung (23KMa) als auch
Gleichung (23M2a), daher ist die weitere Entwicklung des Hybrid-Modells einmal mit
den GroRen des KM-Modells und zum anderen mit den GréRen des modifizierten

Modells (M2) méglich. Einfihren des definierten Parameters p, ergibt:

2
~2

KM: 93=(i)m = &g(HZ) (1‘pz)L—s+ Apzc - Azc ] (24H2a)
de €0 GG s(km) L G's(H2) O's(H2)
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H2 (Dehnrate konstant)

2
- E @2 ~ A2

mz. 9 (8] ——a(;" 2) Ls 42 ()[(1 pz)Ls P20 -A;’ ] (24H2b)
ds g 2605wz LX L Oyz) S5y

Die kinetische Gleichung (7) ist aufgrund von & =const. wie folgt giiltig:

2 2

2 7 : - 2 2 ~2

G _[ B |™_|BsH2 |™ _ OsH2 - _ ©

> (_) _( . ) -, 7 -2 (25H2)
€0 €0 Os(H2) OsH2) OsH2)

Es foigt fur die Verfestigungsraten in den Gleichungen (24H2a) und (24H2b):

2
k<%= o) (1-pp) X + P22 _ @ (26H2a)
de o0 sqan L oy o3
2 .
M2: dj:ML_SGZHz (1‘p2)l:2('+ Po __o” (26H2b)
de 2004y bx i L oug) oo
02
Definiere: Zyyy = —'— und Zy, = aé""z) Ls
Cs(KM) ZGS(MZ) Ly
odo
= 2 Z(KM;MZ)Gz(Hz)dS
1-p,) =X + P2° _
(1-p2) LT 3
o (H2) (H2)
G
= | do = [~Zamzyde (27H2)
* =Pooypye — K (1-Pa)olpy) o

Zum Integrieren wird eine Partialbruchzerlegung durchgeftihrt:

a) Bestimmung der Nullstellen des Nenners

G~ P204(H2)C — L’%“ - Pz)ci(Hz) =0

P2C s(H2)

Op=—7 % \/ P3o3e) + A (1-P2)o )

2
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H2 (Dehnrate konstant)

P2C s(H2 1
=6y = ——“2( ! i\/zcg(Hz)(Pg +4L’%(1‘92))

Eine Hilfsvariable wird definiert: r = \/p3 +45%( (1-p,)

P205H2) | 1 - Os(H2)

36/2'; 5 i_Z_GS(HZ)r—_—}Gsz 5 (p2 '_*'_r)
=01 = “et) (P2+r) und o, = "ot (P2 -r)

b) Bilden des Partialbruchs
G _ A N B

(G -l +r)](c St —r)J ) [G - (o, r)j (G LT r)]

¢) Bestimmung der Koeffizienten

G = A[c ~ GS(ZHZ) (P2 — r)] + B[o' - GS(ZHZ) (p, + r)]

O 2)

far G=0'1 =
i
fir c=c, = GS(ZHZ) (Pz -r)= B[E@(Pz -r)- Os(r2) (P2 +r)J

2
1 p
= 2 r

Das Integral in Gleichung (27H2) 14t sich nun folgendermaf3en schreiben:

11(p2 ) do “1( _e;) do
J.2( r +1 ( Gs(HZ) } M .[2 1 r ( GS(HZ) J I Z(KM;Mz)dS
o c p, +r)| i c-— (pp—-r)| =

36
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Lésen des Integrals ergibt:

e [¢)
(1+750)0( - 420, +0)) (1" o~ 42 (p2 1)) = -2Zgauney
Si c; .
Definiere: 2Z i = 1 — 20,
€rH2)  Cs(km
oder:
©2
2y = —— = ) Ls
Sii2)  Osu) U
(1+p2 (1_p2/)
_ _s(Hi) _ Cs(H2) _ B
=1In 2 (P2 +1) +In 2 (P2 -r) _ _(e-=)
. s(;z) (p2 +r) 5, — s(2H2) (Pz —r) &(H2)

Laut Definition nimmt der Parameter p, Werte zwischen 0 und 1 an. Die Gleichung
(28H2) geht bei Einsetzen der Randwerte in die Losung des KM-Modells (28KM)
oder des modifizierten Modelis (28M2) Uber.

Zu beachten ist, daR sowohl in der Sattigungsspannung fur das Hybrid-Modell (H2)
als auch in den Parametern p, und r der Ausdruck L(t) fir die Entwicklung der
Carbidstruktur steckt. Damit ist dieser Ausdruck nicht integriert worden. Die Lésung
ist also eine Naherungslosung, und wird erst zu einer exakten Loésung, wenn
L=Lx=Lg wird.
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6.3.3 Version 3: Zwei Gewichtungsparameter

In dieser Version des Hybrid-Modells werden die Parameter j und g direkt in die
Entwicklungsgleichung fir "%8 eingefiihrt. Die Parameter j und g haben jetzt nur die

Aufgabe, zwischen Verfestigung durch Versetzungswechselwirkung

Wechselwirkung zwischen Carbiden und Versetzungen zu gewichten; es wird ihnen

keine Definitionsgleichung zugewiesen (vgl. Kapitel 2.2.3):

%‘83 = M(kj +ky/pa- kzp) mit k =Kkg LLS (14H3)
Gleichung (29H3) eingesetzt in Gleichung (13) ergibt:
d5 _MaGb ( )
+k -k

- 2 J— J 1vP9—Kap
d6  M3(aGb)’ ( L 1 1 )
—=— "7 [Kk,=Sj+k ——kp—=k
de 25 o —=] 1\/‘9 > 2P D) 2P
45 M3(aGb) ol MaGbk,  (MaGb)*kq
—_—= ~ kn/’ - p— - p
de 26 L 26 S(KM) 262 s(M2)
d6 _ M*(aGb)’ (Kols i Kibg &2k, &
dS 2& \ L MaGb 2GS(KM)MaGb ZGS(MZ) °

~ M3 Gb ~2 A2
2T ) o o)
de 26 \ L 26 s(M2) MaGb ZGS(KM)
ds  1[ - [Ls. o2 ] [ o2 J
20 02| =S j -S| +20,{ og- (26H3)
de 2c [ a(MZ){ L 2¢ §(M2) L%s ! 20-S(KM)

Trennen der Variablen:

odo —1ds
2 L 2 0'2 L 0'2 -
®a(M2) L 1~ O%mz) _T(M;)_L S +20,09- 0y .
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' H3 (Dehnrate konstant)

cdo _ 1

=-—de

®?2 2

o2 a2(M2) L_s + 0, ‘®§(M2) L_s_ j— 20,09
26 5m2) Lx oskm L

®2
—az(—""—z)—"—s 2 v, + MK, =Mk, (vgl. GI. (23KMa) und (23M23))
ZGS(MZ) Lx GS(KM) 2 2

= — —Mk,de
2 _ ®a(M2) L—SJ _ 2®"G
Mk, L Mk,
5 odo 1 =~ IMi,de
» ( & JE (MaGb)?kq L . ( B jﬁ MaGbkgo
o’ -| | ———=j-| | ———
€p k2 L €p kz
odo — T MK,de
x. 2

o’ ~ Gs(KM)O'g"O'g(Mz) !

Zum Integrieren wird eine Partialbruchzerlegung durchgefihrt:

a) Bestimmung der Nullstellen des Nenners

o” - 90 s(xm)C ~ v J'Gz(Mz) =0

1 : .
Oy =" -":\/Zgzczm‘*L’%JGg(Mz)

2
90 5(km) 1 Osm2) .
=0y =—) i\/zcg(m)[gz+4"% >—J

O s(km)
G2 M2
Eine Hilfsvariable wird definiert: v= _(g° + 4L’% ;( ) j
O 's(km)
_ gcs(KM) 1 _ GS(KM)
:)012_ 5 iEGS(KM)V:G%_ 2 (gi‘V)
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H3 (Dehnrate konstant)

Os(m (g+v) und o,= cs(zKM)

2

(9-v)

:>0'1 =

b) Bilden des Partialbruchs

c A B
+

o754 9o- "0 (5] [o-"0(g1 ) [o- T4 (g-)

¢) Bestimmung der Koeffizienten

o= A(o- _Ss(zﬂ)(g_ v)] +B(o' _ ng‘“") (g+ v)]

fir ¢ = o4 =>S.i(éK_M_)_(g+v) =A(Si(2_%(g+V)—EiKM)_(g—V)J

2
=A=1(9—+1)
2\v
. O s(km O s(km Cs
fir o=0; =01 (g v=B(-—f2—)(g v) (2)(g+v)]
19
2 Vv

Das Integral 1aRt sich nun folgendermaRen schreiben:

G—

) B - i
O's(km Os(km
o) o)

Definiere: 1 =Mk, = ===
Be(t3) Os(kM)  Osm1)  Os(m2) Lx &)
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H3 (Dehnrate konstant)

Lésen des Integrals ergibt:

(o)

(1+ %)In(c _ 2 (g + v))

(1+%)
_ G s{Kkm)
T czm (9+)
o ~—5(g+V)

Cj

+(1-9)inl o - =M (g—v R
(1-pnlo-H2a- )] = el
o (+%)
+In _:(2_—)(9_\/) __(e==)
, s(:“) (g-v) €r(H2)

Betrachtung der Grenzfille:

a) g=0 und =1 >

b) g=1 und =1 =

c) g=1 und =0 =

=

d. g=0 und =0 =

=

(M2

-

=X
L

v=_[4

°§(KM)
Modifiziertes Modell (M2)
Os(m2) Lx

o2 b

v=_[1+4

;l

Hybrid Modelil (H2)

v=1

Kocks-Mecking-Modell (KM)

v=0

keine Verfestigung

a1



KM (Spannung konstant) _

7. Formulierung fiir 6= const.

Gleichung (11) vereinfacht sich zu:
o- (o ()
m/ de c/ dg

7.1  Kocks-Mecking Modell

Die Verfestigung wird durch Wechselwirkung von Versetzungen untereinander
bewirkt. Mit den Gleichungen (15KM), (20KM), (23KM) und (7) folgt fir den zweiten
Summanden der Gleichung (29):

0= (3) déns +®,,[1— —° J = dne _ —@,,(1— ° jm (30KM)

m € (o} S(KM) de G s(KM) (o}

Diese Formulierung ergibt sich analog bei Verwendung von Gleichung (24KM). An
dieser Stelle findet in der Mathematik des Modells die Verwendung der GréR3en statt,
die unter der Bedingung konstanter Dehnrate hergeleitet wurden. Damit wird die
Forderung erfiillbar, von einem Versuch mit konstanter Dehnrate auf einen mit
konstanter Spannnung zu schlieRen.

Um einen Ausdruck fir %s(KM) zu erhalten, wird die kinetische Gleichung (7) fur den

nicht-stationaren und den stationédren Zustand betrachtet:

1 i 1
c= &(i} m und oy = &S(KM)[ES_(LM)_J m

€0 €

Da o =const. muB c = 6y gelten. Daraus folgt:

1. L 1
8 =(__é_) m[?s_mJ"‘ =(iﬂ)"‘ 31KV
Gs(KM) €0 €p €

Einsetzen von Gleichung (31KM) in Gleichung (30KM) ergibt:

1

ding _ e, 1_(85(W)Jm m | a2k
de £ c
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KM (Spannung konstant)

Fir die Integration muR die Dehnrate aus der athermischen Verfestigungsrate
separiert werden:

®I| = (i) " %Mzath = (-8—) " éll mit (:j" = —;‘MzaGbk1 (33KM)

€p €0
Es folgt fur Gleichung (32KM):

1 ) 1
dine _ _@"(i)m 1_(85(KM)jm _r_n_ , (34KM)

Zum Integrieren werden die Variablen getrennt:

é%“- . € ~ a}{“ . £ o~
dine y _ J‘_%,m e = J‘ ydln; _ J‘_fa;mds
8:/"‘ 8%1 1_(8590\”)] m : £gmo é:m (s m _SS?KM)) iy ggc
e
P du 1 .44 1. .m :
Substitution: ¢™" =u=>—=—¢™ =S mdu=u—-dé = —du=dinsg
d m £ u

u d e (—:), u d >4 (:),
= [ty = e [ = e

u u(u_ss'("KM)) 5 0O u; U(u_ssTKM)) o 0O

wen ru—u £ Byl

ﬂy—du= J'__'f_;ﬂds

ui U(U—éSZ"KM)) g 80'“0-

u (u g/ )+u ®,&
_ I ) A i ;(Km)d

o u(u és/z“KM)) iy o]

~ .

. . 1 O

Definieren: Relaxationsdehnung — 7
€m)  ggmo
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KM (Spannung konstant)

= J!— Sdu + u_!.(::%mu = s_i"— E(%M;ds
u e\ 1 u- é;/'("KM) 1
= —Inului + In(u - ssr(nKM)) = —er(KM) g =In y = on g
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7.2 Modifiziertes Modell
Die Verfestigung wird durch Wechselwirkung von Versetzungen mit Teilchen bewirkt.

7.2.1 _Version 1: Teilchendurchmesser konstant

Mit Gleichung (24M1) fir den zweiten Summanden folgt fiir Gleichung (29):

. @2 ~2 . @2 ~2
Oz(g_)dlns+ a(M1) [1_;; ]=>dlns=_ a(M1) [1_A;5 ]m(SOMﬂ
m/ de 26 S 5(wi) de 2c S5(w) c

Um einen Ausdruck far / zu erhalten wird wie auf S. 42 vorgegangen:

sM1
2

A2 . E
N (Ss(,”“)J 31M1)
Gs(M1) &

Einsetzen von Gleichung (31M1) in Gleichung (30M1) ergibt:

2

ding _ O™ 1 (és(M1)J m (32M1)

de 262 €

Fur die Integration muR die Dehnrate aus der athermischen Verfestlgungsrate
separiert werden:

2 2
OZwm) = (f;) M*a?G?b%k = (i) " &2 2omy Mit O30y =M’a?G?b%k (33M1)
Es folgt fur Gleichung (32M1):
52 2 ] 2 .
: M{ :\m € m
dine L a(M1) ( _§_ ] m 1 s(.M1) | (34M1)
dS 262 €9 e

Zum Integrieren werden die Variablen getrennt:

7 dins dl ¥ (:52( m
ne nNe _ [ Taw
i &5 1_( s('V“)] I %20 j‘( - %'w))—! ?o%‘Zcz %
e
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M1 (Spannung konstant)

Substitution: &/ = u = d_u = Eé%ﬂ = I—T'—du = uldé = mdu =ding
dc m 2 € 2u
u € ~2 u -3 ~2
mdu OamyM | du O3mi) I
:>'[2uu : 7m ~J.—é%‘202 °7 7 —“‘_'%'0'2 °
u; - 8S(“n'l) §; 0 A U — 85(M1) gj 80

Die Rechenschritte zur Lésung des Integrals entsprechen denen, die beim Kocks-
Mecking-Modell vollzogen wurden (vgl. S.43/44). Die Relaxationsdehnung im
modifizierten Modell wird wie folgt definiert: '

~2 ‘ .z/rn
B O i) E <)

.2
€ 80/,,0_2

Definieren: Relaxationsdehnung

(35M1)
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M2 (Spannung konstant)

7.2.2 Version 2: Teilchendurchmesser nicht konstant

Mit Gleichung (24M2) fiir den zweiten Summanden folgt fiir Gleichung (29):

0=(2‘_) dlné+®§(mz) L_s[1_ & L]

m/ & 20 L{ 6%y ks
. ®2 ~2
N ding __ am2) Ls 1- A;; L|m (30M2)

Um einen Ausdruck flr %{ )zu erhalten wird die kinetische Gleichung (7) fur den
s{M2
nicht-stationdren und den stationidren Zustand betrachtet (vgl. Gl. (25M2) auf S. 25):

1 . 1
°=6(§)m und  Ospuz) =6 s(MZ)\/L%X(SSé(MZ)]m
0 0
2
A 2 - m
SN I:E(M] (31M2)
Smz) Lx\ €

Einsetzen von Gleiéhung (31M2) in Gleichung (30M2) ergibt:
2 . \2
ding _ @amMLg 1| B )™ L
ds 262 L Lx

: (32M2)
€

Fiur die Integration muR die Dehnrate aus der athermischen Verfestigungsrate
separiert werden:

2

EALN

Olm2) = (i] " MPa?GPb%K, = (f—;] B2 ) mit 82yrz) = MP02G202K,q (33M2)
Es folgt fir Gleichung (32M2):
~5 2 - 2
ding _ Oamz)M L_s(i]m 1_ Ss(!VIZ) "L (34M2)
de 262 L \g € Lx
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M2 (Spannung konstant)

Zum Integrieren werden die Variablen getrennt:

8%' € ~2
dins j ®/M2 k LTd
é% 8%‘ 1_‘ SS(MZ) m26
' £ Lx
s%‘ ) g N2
_[ ding _ j' OZmz)M Ls 4.
. ~/m ’% B 2/ 2 L
K4 (83/ =& %X) . m26
Substitution: s/'“ =u= Qﬂ = E's%'_1 = —nldu = uldé = mdu =dine
de m 2 € 2u
€ ~2

J‘_ ®a(M2) L—Sds

N I ( s(M2 /x) & éZXnGZ

Die Rechenschritte zur Losung des Integrals entsprechen denen, die beim Kocks-
Mecking Modell volizogen wurden (vgl. S. 43/44). Dabei ist zu beachten, daR beide

Seiten der Gleichung mit éz%m) %x erweitert werden und damit L auf der rechten

Seite verschwindet. Bei der Integration werden L und Lx als Konstante betrachtet.
Die Relaxationsdehnung wird wie folgt definiert:

&2 &om
. . a(M2)®s(M2)
Definieren: Relaxationsdehnung =

€r(m2) ég{“cz

i) L fonith )

=1n 7L 5 L
(ui 'és'("m) Ax)u X €r(m2) (ui —és'(“MZ) %x)u x Ermz)
Ruicksubstitution:
(é% o )%X)éi%n = ex {_L_s__(s_si)} (35M2)
AN ARV A TS
( -£ S2) Ax)e m x Srm2)

48



H1 (Spannung konstant)

7.3 Hybrid Modell

Die Verfestigung wird durch Wechselwirkung von Versetzungen untereinander und
von Versetzungen mit Teilchen bewirkt.

7.3.1 Version 1: Teilchendurchmesser konstant

J
Gleichung (24H1a) oder (24H1b) kann fiir den zweiten Summanden der Gleichung
(29) eingesetzt werden:

1
v 0= (m) de +(g) - (H1)((1 P1) - J (30H1a)

GC s(km) Os(H) O

~

ding ®§(M1) . ( PG 62
M1: 0= (3) +— 52 1 (1-p 2 (30H1b)
m/ deg 266 i(M 1) (H1) ( ! ) (H1) c g(H1)

Die kinetische Gleichung (7) ist aufgrund von ¢ =const. wie folgt gultig:

1 RY- .4
&(Ts_]m B 6S(H1)(is-(H—1)Jm === (as@]m (31H1)
®o €0 S s(ti) €
! : 1. 2
] dlné__ _s_ m @,,m a2 B Ss(H1) m— 85(H1) m
KM: ds [éo) Gz&s(m.—) Os(H1) (1 P1)+P1[ 5 J ( z ) (32H1a)
. dine _ ®§('V“)m 52 s(H1) m és(m) mi
Y e = 262&§(M1) S| (1-P1) +Py : s (32H1b)

Fur die Integration muR die Dehnrate aus der athermischen Verfestigungsrate
separiert werden (vgl. (33KM) und (33M1)):

2 2

. 1
. . _r!-'l -~ . és a és ;l
KM dine _ _(i] 2®A||m 6§(H1) (1 B p1) + p1( gﬂ) J _ [ (-H1)J (34H1a)

de €9 o GS(KM) €

2

1 2
PN )™ (S|
w1 d'“:—(.i) T 2 (1—p1)+p1(8 (.“1)j —(s “"’J (34H1b)
80 € €

de 26°6 2(M1)
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H1 (Spannung konstant)

A
o 2

80 G 0' (KM)

Definiere: Yy = und Yy, =

OZn)
%22§

(1)

Zum Integrieren werden die Variablen getrennt:

e%‘ €
ding -
= = j—Y(m;M1)m(1 - p1)"§(|—|1)d8
/ %1 + P / iy
m 1— p s(H1) 1 —p; (H1) i
Substitution: é%" =Uu= d_u = J—é%"-1 = mdu= uldé = mdu =dine
de m € u

é A g

du A
(uz I TP VO P )
1-p, sH)™  q_— P, s(H1)

Partialbruchzerlegung:

a) Bestimmung der Nullstellen des Nenners

| &om 1 % |-
(u +1—p1 U~ -p, ss(,_"))_o

2
_ - Pr__ X P %A 1 .2
Up =0 und Uyz —-—2—(1—_171)850_“) ‘_L”\/-———-—.I——S 'T:S

___ P _.x 1 .%
= u12 2(1 _ p1) SS(H") t 2(1 P ) 8s(H1) (p1 2)
o £ %
=>Uy2"2(1—p1)( 1i(p1 2))=>U1——1_p1 /\UZ—SS'("H1)
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H1 (Spannung konstant)

b) Bilden des Partialbruchs

1 _A,_ B ¢
! ufs/i“m) (u-h) - ufs/(”m) (u=€5)
1_p1 S(H1) 1_p1

¢) Bestimmung der Koeffizienten

- I
Es(Hi s(H1
1= A{u+1 ( )](u gi"H1))+Bu(u s/'(“H1))+Cu[u+1_(p)]

— P4
-1 .
faru=u =>1——ASS/TH1) o A= 1P
=Ug =0, Es(H) = 7

firu=su;, =>1=-B

iy .
Es(H1) [- E5(H1) ot J B (1-p,)?
g

1-pg| 1-p; 1) znm)(z P1)
fi 1= e | __é;/Tm) - P
ru=u, = s(H1)| Es(r )+1_p1 = —m
T_(2=py)du 1-pJdu fodu 0
j | u1) J" ( :/3, + _[ S .[ Y(K!vuw)ss(lﬂ)(2 P1)S (e
; TR I GO IS )
u+
1-p,
~ Y
. 3 A 1 Oy(2-py)ed
Definiere: YKMSS/Z"H1)(2—p1)G§(H1) ~e (H1) B sing =
r 0

oder:
1 _ Oz (2 - p1)é§"|\n1)

€r(m) ég'/“ 252
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H1 (Spannung konstant)

Losen des Integrals ergibt:

u

iy , )
& u

o " _ s(H) _ o =t

(2P +(1-p)us ] ifu-eliy | =2
M (1-p1)
-Py es(m) - 1m

:—In(_)(z p)"'ln - ¥ (i-p) +In - S.S;H“) —(8_8i)
Y y; + é“(T“)(Km) G 0

Rucksubstitution:

=

} (35H1)

r(H1)

NG e %/ .
[EJ g™+ (1-py) € Es(H1) _ expli_(s_—iil
)

Laut Definition nimmt der Parameter p, Werte zwischen 0 und 1 an. Die Gleichung

(35H1) geht bei Einsetzen der Randwerte in die Lésung des KM-Modells oder des
modifizierten Modells (M1) tber:

p:1=1: KM-Modell, Gleichung (35KM)

p1=0: modifiziertes Modell (M1), Gleichung (35M1)

52



H2 (Spannung konstant)

7.3.2 Version 2: Teilchendurchmesser nicht konstant

Gleichung (24H2a) oder (24H2b) kann fir den zweiten Summanden der Gleichung
(29) eingesetzt werden: ,

2

1
dine [&)m &m .. o yx & &
KM: 0= (m) de +(So) Fon Gs(m)(ﬁ P2) % +P2 e &z(m)) (32H2a)

ding ®§(M2)m . Lx G 62
M2: 0 = ( ) 62| (1-p2) =% T - 30H2b
m/ de +2"&5(“/12) 2) ( Pa) L TP Os(H2) &g(HZ) ( ‘

Die kinetische Gleichung (7) ist aufgrund von ¢ = const. wie folgt guiltig:
(Zu beachten ist, daR der Sattigungsstrukturparameter im Gegensatz zu H1 nun
auch eine Abhangigkeit vom Laufweg enthalt (vgl. (23H2a) und (23H2b)).)

1 ) 1 i 1
a(.i)'" - 65(H2)(85.‘”2)]m -0 - (85‘.”2’)'" (31H2)
€0 €o O's(H2) &
1 L 2)
K %:{éi]mcg“m &po| (1- pz)—+p2{8s‘;)Jm—(ss(f)Jm (32H2a)
0
s(KM) )
1 2)
M- dlné__ ®§(MZ)m &2 (1_ )I-_—L_'_ %_21 E_ f_ﬂ m (32H2b)
S 262&§(M2) s(H2) P2 L P2 s | J

Fur die integration muR die Dehnrate aus der athermischen Verfestigungsrate sepa-
riert werden (vgl (33KM) und (33M2)):

1

2 1 . 2
K %ZE {gjm_@&&a )| (1 Pz)_"*“Pz[SS(HZ)) —[is‘.ﬁ]m (34H2a)
)

€p 520' s(KM €

2

—(85(_”2) )m (34H2b)
e

2 ~ ) 1
) dlns € ®a(M2) a2 o bx Es(r2) |™

& 25°8
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H2 (Spannung konstant)

~

Ozmz)

~

®
—%‘—'—l—— und YM2 =

Definiere: Yy, = 2~ 2.2
€0"C" Os(km) €p"20 Os(M2)

- Zum Integrieren werden die Variablen getrennt:

iy

dine
. Pe Loy oy 1 _L_.%,)
4 ( =R Lx R [impy Ly

€ L A.
= I—Y(mmz)m(1 - pz) TX 0'2

]

substitution: % =u= 34 - 1% L mdu=utdi = %du = diné

dc m €

du

-_‘- 2 P, L.y 1 L .z
ul U(U + L—SS(HZ)U_

Partialbruchzerlegung:

a) Bestimmung der Nullstellen des Nenners

2, Po L.y 1 L%J=
u(u+1 T ° u (1—p)Lx() 0

— kL )’ P2 ( ) I 1 L.z
U, =0 und u £
° ko 2(1 Pz)‘-x \/4(1 p) " (1 P2)Lx +2)

P L.y 1 (L) .3 L
_ 2 —a/m o o/ m 2 _ _X
:uyz - 2(1—P2) Ly 8s(H2) i\/4(1_')2)2 (LX] 8s(HZ)(pZ +4(1 p2) L)

___ P L.y 1 L.y \/2 _p,)kx
=R ) L ) A L P 41
- 2 L v é:‘o/r(“HZ) L
Definiere: 1= \/pz +4%{(1-p,) = Uy = E(—‘l___(—pz +r)

—Pz) Lx
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H2 (Spannung konstant)

- Jn 2

_ %) L _ %) L
=>u1—2(1_p2) ™ (r—pa)Au, = 1—pa) Ly (r+p,)
b) Bilden des Partialbruchs

1

uu- és/THz) —L—(r—pz) u+ és/'(nHz) L(r+p2)

2(1-py) Lx 2(1-p,) Lx

A 4 B 4 C
“u A Y
- Es(H2) _(r _ Pz) Ut Bs(H2) L(r N pz)
2(1-p2) Lx 2(1-p) Lx

- Yo - Y
SS L sS L
1=A[u— 2 —(r-pz)J[wz(f’)g(wpz)]

2(1-p,) Ly P2
= Jin y 4
€ €
s(H2) L sH2) L
+Bul u+ —(r + +Culu- -
[ 2(1_P2) Lx( pz)] [ 2(1_ 2)'—x( pZ)]

R o L
firu=u =21=B———(r-p2) o-———(r—p2) + —(r+
R A TR PO TR T TR
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H2 (Spannung konstant)

=>B=— —=
és/z"Hz)r(r ~-p,)\ L

2(1-p,)°  (Ly)?
)

.}r/n -},/n /M
) » € ) L & L
fir u=u, =>1:C[_Z%ji(r+p2)](_%;§[;(r+p2)—415(:-22)@—(-&—'32)}

_ 2(1—p2)2 Lx)®
At 1)

L

d
I—Z'—+I(r+p2) 7 du +I(r—p2) 1 u
! "’ - ESTHZ) - (r-p2) ! u+ 85&2) L(r+p)
21-pp)Lx 21-py) Ly °
f Ss/zn"*i’)r(rz p%) L .2

.2 ~ 1
. SS/Z“HZ)F(FZ - pg) L . 2 1 2®"84“KM)I‘
Definiere: Yy —O(Hz) = = -
2(1-p;) Lx Cr(H2) éoA‘c
oder:
-2 2 52 %
7 ¢ Jhor (-0 Leo 1 _Odwfef s
w 2(1-p2) L () €(H2) éf,’"cz Lx

Lésen des Integrals ergibt:

é}{n}-p_ Lx u é}r/nl-ﬁ Lx u &
_z1r(u)|: +(r+Pz)|’{u—22(1_)pi) (r‘pZ)J +(r_p2)|,{u+§(£)—(r+%)] " e

u _ Y
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H2 (Spannung konstant)

Y " £t (+)
_Ir{i"~ 2r+|n u-z(sz)(r—pz) o u+—ZZT—T)(r+p2) ) (S_Si)
) ‘o ey Cr(to)
ui__s(_l-!;)_x(r_pz) ”i+—&i(r+p2) N
2(1—P2) ), L 2(1—p2) )
Ricksubstitution:
2r(é%‘"'is/(?iz{i(r—P )\(HDZ)(%:;(?}&(Hp )\(H)Z)
(m}{n} 2(1—p2) 2 2(1—p2) 2 =ex‘{—@:|
é1m / oY 1 Y er(HZ)
./n_if(_*E)__X(r—Pz) éhsi'u(wpzy

(35H2)

Laut Definition nimmt der Parameter p, Werte zwischen 0 und 1 an. Die Gleichung
(35H2) geht bei Einsetzen von p,=0 in die Lésung des modifizierten Modells (M2)
uber (Gleichung (35M2)).

Fir die zweite Randbedingung muR eine Grenzwertbetrachtung durchgefihrt wer-
den: :

lim (___r'pZJ = lim [\/Pg +45%((1-p) 'pz] _ ‘ZL:/L =2LTX

po—o>1 pa—1

1-p, 1-p;

Damit geht fir p.=1 die Gleichung (35H2) in die Léosung des KM-Modells uber
(Gleichung (35KM)).
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H3 (Spannung konstant)

7.3.3 Version 3: Zwei Gewichtungsparameter

Fir den zweiten Summanden der Gleichung (29) wird ein Ausdruck, der die beiden

Gewichtungsparameter enthélt, eingesetzt:

2
ding ( & \m 1 Ls 20,6
0= (E) + (——J ®2 +20,69- 30H3
) ds Tlg) 20| Qe I+ 20u80 (30H3)

G s(KM)

dné . m (x2 Ls.z Yoo o — /4.)
i é%’Zo (@ a(M2) | Je +2®|0'8 ge’™ 2@ 190" {km)

y Y-
ding __ OZwam Ls | 5 +2@)“6:»:%"9 L 284055 w1
de Zr/nzo.Z L

O] Ls &) Ls

ding _ _(‘:‘)’g(mz)mL_sj Ty (KM)"So/Q L e _ s(m)céc%"éé"m) L

de sir202 L &2me)] Lo Semyi  Ls
G & g &7
ding _ _ .;(""2)2 !'I-_ij 3% +__.s;""2) Lo ) L (34H3)
de £4"20 & likm)] Lx I Lx

Zum Integrieren werden die Variablen getrennt:

s%‘ e X2
ding [ %am)MLg ide
-7, 9 ) g2 L
o, as(MZ)g L% Sswg) L | = %0 20
1 o
Ss%(’km) j Lx * j Lx
Y du 1.y 1,. m .
Substitution: ¢™" =Uu=>—=—¢" = mdu=u—-dé¢ = —du=ding
d¢c m € u
| du Y (:jz(Mz) L
j‘ - B ,[_ o2 L °
4 2 Ss9 L Ssmz) L | 5 PO 20
Y% j Lx JoLx
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H3 (Spannung konstant)

Partialbruchzerlegung:

a) Bestimmung der Nullstellen des Nenners

-2 %
du? s sm)¥ L o Bsmz) L | _ 0
ésyTKM)j Lx i Lx

26 it |\ 26/50i Lx i Lx
& g : .
s s » <
=u, = (1}"2) .L_ ;Mz)._l-_ 2/(KM) Lx
2 Zeian) X 28] tx €5(M2)
4% ]
Definiere: v= [g°+ .;(KM) '_-LL
8s?MZ)
Uy = e =(-g+v)
26 frnd L
SZE‘MZ) L éz/Z"Mz) L
U= T (v-gr=>u, =- . (v+g)
ZSS(KM)-' X Zss(KM)J X
b) Bilden des Partialbruchs
1
E _
8s/tnl\az) L SZE‘MZ) L
uu- —(v-g)|lu+ = (v+g)
28 fian) 28 ik X |
_A 4 B . C
=0 ' A .
U SZHMZ) L 8s/'("MZ) L
P - v-9 Ut -—(v+g)
Es(iam)) X Es(km)] —X
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H3 (Spannung konstant)

¢) Bestimmung der Koeffizienten

s(io s(ion)]
% n
€ €
Byl u+ 2 L(v+g) +Culu- symz) L v-g)
26 i bx 26 i bx
=% = 7
€ €
firu=uy = 1= A[— .5121"2) .LL(v—g)][ .s;rz) .EL—(V+ g)}
2¢ sk X ZSS(KM) jEx
o 2
Sy Y
_ L

€ £ e
fir u=u, >1=B ) L(v—g)[ ) L(v—g)+iw)—i(v+g)]

2% oy X 2% oyt 260yl X

=B=

2670 Gi )2
és/anZ)v(v -9)

L
e L, e L the L
furu=u, >1=C - s}(/w) —(v+g)| - S;MZ) —(v+g)- s}(,m) —(v-g
2ész"mj|-x 2% jbx 2% jlx
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H3 (Spannung konstant)

d d
I—Zv— + j(v +g) 4 + j(v -9) -
u Y 8Z({“MZ) L Yy SZ({"W)
- _L—(v—g) Ut———r (v+g)
2& s(KM)j X Zss(KM) jE=x

Definiere (vgl. H2 S. 56):

n 4m 02 - 2m o & %n
8s/(Mz) Ll ®a(M2)Ss/(M2)v£S_ B 2®"85(KM)V _ 1

Gimvv - &)
626°2) &y ime?j Lx  glrej G

Lésen des Integrals ergibt:

é%' L. ) ‘é'%llve L u €
—2v|r(u)|: +(v+g)lr{u— i yx (v—g)} +(v—g)lr{u+ s( ) y_x (v+g)] =

e

= Jn e,
% <o) % o) "l
/ 3 \wa) (v-9
_Ss('v;) %x( 9 u+85(_N;) %X (v+9 e
_r(ﬂ) 2" +In Zés(";qw)j +In ZSSZ"W) J = (8 - Si)
ui é% L 8% % eI‘(H3) y
P (v-g) o+ (v+g) )
\ ng?m)J J \ 285?"(‘“)] /
Rucksubstitution:
(v+g) .2 \ (v-9)

(35H3)
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H3 (Spannung konstant)

Betrachtung der Grenzfalle:

a)

b)

d)

62

1

| o
€ {L
=0 und j=1 =2 Ex
g=0und =1 = Vv pa L

és?MZ)

= Modifiziertes Modell (M2)

2
. 8S/r(“Kl\Il) LX
g=1 und ]'—'1 = V= 1+427_T
&/m
s(M2)

=  Hybrid Modell (H2)

( 2/ 3\
\/g2 +4e§}m) thx_ -9
- e
g=1 und =0 = lim (v_g) = lim (.Mz)
g—>1j—>0 ] g—>1,j—0 ]
( )
2
ssm L
2 _2(:‘) Tx Sz/m
- Es(m2) -2 s(Km) E‘L
1 é% L
s(M2)

=  Kocks-Mecking-Modell

g=0 und j=0 = keine Verfestigung




Entfestigungskoeffizient

8.  Der Entfestigungskoeffizient k;

Aligemein muB der Enftfestigungskoeffizient k. eine Abhangigkeit von der
Sattigungsdehnrate aufweisen. Um einen Eindruck zu gewinnen, wie dies konkret
aussehen kann, wird eine mathematische Formulierung flir den
Entfestigungskoeffizienten aus einem Vergleich der Séattigungspannung, einmal
formuliert Gber die kinetische Gleichung und zum anderen (ber die Potenzgleichung

nach Norton, ¢ =Ko", hergeleitet. Dies wird durchgefiihrt fiir das KM-Modell und die
Versionen 1 und 2 des modifizierten Modells: :

Jl=

KM: Gy = MaGb:—‘[ssﬂ)-] "= GO(MJ (vgl. GI. (23KM))
2

€o €0

&g “n
( (KM)J =k, Definiere: M = kzo(KM)

1
mf & n
[ S(KM)J Definiere: ——1— = 1 - l

Eoon) Ton
= ke =kzo(KM)[ .“‘”)J s (36KM)
€0
2, 2
MI: 6%y =(MoGb)? | M |T o 2] M| g . 2am))
k2 € €
‘2’ - 2
= (MaGb k( () ]m( M1J " Definiere: ————(Manb) k = Kzo(m)
Go
' 2
s mf &g . 2 2 2
=k, —k20(M1)( () ] ( (o) ] Definiere: aom =-
2
=k, —kzo(lvn)( J s (36M1)
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Entfestigungskoeffizient

2 2

€ m € n
M2: 62 = (MaGb)® Ls Ko | Zsw) |™ _ 2| Zom2) (vgl. GI. (23M2))
Lx ko \ €0 €0
2 . 3 . _E 2
= (MaGb) o ES—(ST(M)] m( ST(M) ) " =k Deﬁniere:w =k
2 L 2 2 20(M2)
Go x\ €o €9 Go

2 2
€ m( ¢ “n
=k, = k20(1\/12 E_S_[ s.(MZ)) ( s.(MZ)] Definiere: 2 = E ——2-

€0 €0 QGmzy N M
2
Lg [ Bs(M2) | 9m2)
=k, =kzo<M2)—i( - )J (36M2)
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Ldsungsgleichungen

9. Die Losungsgleichungen im tabellarischen Uberblick

Dehnrate konstant:

Entwicklungsgleichung der Lésungsgleichung
Versetzungsdichte
KM —=M(k1JE—k2p) G — O g(km) =expl:—(s—ei)jl
. (14KM) i = Os(im) Cr(km)
(28KM)
d 2
W a0 =Mk kz) o s w[ (=i )}
(14m1) R T
' (28M1)
d L
M2 df:m(ko Ts—kzp) o2 s(M2) / xpi}L—s‘(s—si)}
(14M2) of ~o2) S B e
(28M2)
H1 %=M{k+k1\/;——k2p) [6+°s(m)(1 p1)] (0 Gs(m)] (=)
(14H1) Si +Og)(1-P1) i ~ Os(i) € r{i)
(28H1)
H2 | dp N( Ls ) 1+P2 o 1-P2
ae ~MKko T rkive —kzp o -4 (p, +1) ( o~ 22 (p, -1) (%) w[ (s—si)}
14H2 s T
R I P (P2 +7) i~ —2 (P2 - 1) *(H2)
(28H2)
H3 | dp _ Ls . (1+%) c (1_%)
Mo rebo-tan) | (oo, ooy w[<l}
(14H3) i - -—2 M (@+V) o ~ GS(KM) —=1(a-v) Fr(H2)
(28H3)

KM: Kocks-Mecking Modell;

M: modifiziertes Modell;

H: Hybrid Modell
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Losungsgleichungen

Spannung konstant:

Entwicklungsgleichung der Lésungsgleichung -
Versetzungsdichte
KM —== M(kn/g - kzP) (é%‘ B éyr(“ ))é'%1 ‘{ ( ‘ei)}
=exp —
(14KM) 2 . e,
(07 —el8 e (ko)
(35KM)
d : .
Ll IS e
(14M1) (S.%" ~ éﬁ“w))é%‘ &)
(35M1)
M2 d L A A
d—S_M(ko Ts—kzp) ( -t s(v2) %x)s' =exp|:_L_s(8_si):|
(14M2) (s?{n _ ézEan) %X)s%, Lx erz)
(35M2)
H1 . d—p_M(k'i-k‘h/E—kzp) }/ (1-P1)
- e[ '“/ Yoot
- (14H1) [_y_] /(D [ st»] _ {_ (e—sa)}
= }’/“ + Z(/m 1-ps) - s ()
(35H1)
H2 | dp _ Ls _ (r+Pz) (--0;)
dg —M(ko L +k1‘JE k2p) }/ o }'/n s(i'Q %—x( ) s(HZ yx r+p2) -
(14H2) {E_J 1—pz) 2( EC) =e,{_(€_—i)}
o %x _ s(FQ %—x ) er(HZ)
i € R
(35H2)
H3 | dp Ls . (v+9) (v-9)
d—8=M(ko TSH'kh/;Q—kzP) S s(NQ %x ) };,fsinmz)%-x (v+9)
(14H3) [éi};.]zv EZ )J 2650y} w{ (e—si):I
s £ a0
| S‘"ﬁ’%*(v )| et /%" (v+9
Zefan) 2w
(35H3)

KM: Kocks-Mecking Modell;
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Experimentelle GroRen

10. Die experimentell zu bestimmenden GroRen

Um eine Modellrechnung entsprechend der Lésung eines Ansatzes (KM),...,(H3)
durchfiihren zu kénnen, mussen folgende GréfRen bekannt sein:

a) Laufweg einer Versetzung L(t) (bei M2, H2 und H3)
b) Exponent der kinetischen Gleichung m

c¢) Sattigungsspannung T s(i)
d) athermische Verfestigungsrate O,
e) Sattigungsdehnrate és(i)

Dabei ist zu beachten, daR diese GréRen fur die verschiedenen Ansédtze auch
unterschiedliche Werte annehmen kénnen. lhre experimentelle Bestimmung wird
nachfolgend kurz erldutert. Dabei wird nur die prinzipielle Vorgehensweise
verdeutlicht.

zu a) Auslagern des Werkstoffs
Der Werkstoff wird bei einer Temperatur zu verschiedenen Zeiten
ausgelagert. Mit geeigneten mikroskopischen Methoden wird die
Ausscheidung und Reifung von Teilchen einer zweiten Phase erfasst
und daraus der Laufweg L als Funktion der Zeit ermittelt.

2u b) Dehnratenwechselversuche
Proben des Werkstoffs werden Dehnratenwechselversuchen unter-
zogen, um den Exponenten m der kinetischen Gleichung zu bestim-
men. Dies verdeutlicht schematisch Bild 2.

&>4 O Es gilt:
(-] \\\
g 1 _Ino,-Ino,
= . m Iné, —Ing,
2
(7]

Versuch mit Dehnraten—
sprung

Dehnung &

Bild 2: Schematischer Dehnratenwechsel

zu c) und d) Versuche mit konstanter Dehnrate
Proben werden einer konstanten Dehnrate ausgesetzt. Aus den
aufgenommenen Spannungs-Dehnungs-Kurven sind die Sét-
tigungsspannungen abzulesen (s. Bild 1, S.9). :
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Experimentelle GréRen

Zudem kann aus einer Auftragung der Daten, wie in Bild 3
dargestellt ist, die athermische Verfestigungsrate bestimmt wer-
den.

L

Verfestigungsrate do /de

Spannung © Cs(km)

Verfestigungsrate do?/de

2
Spannung o Gsm1)

Bild 3: Schematische Darstellung von Verfestigungsraten
(KM;M1)

zu e) Versuche mit konstanter Spannung
Proben werden einer konstanten Spannung oder Last ausgesetzt. Aus
den aufgenommenen Daten kann die Sattigungsdehnrate ermittelt
werden (s. Bild 1, S. 9).

Das Modell enthalt natirlich noch mehr GréRen als die zuvor genannten (vgl. Kapitel

2). So sind z.B. in den Sattigungsgréflen der Taylorfaktor M, der Schubmodul G, der

Burgersvektor b und die Versetzungsdichte p enthalten. Prinzipiell besteht also die

Moglichkeit uber die Messung dieser physikalischen GréBen eine Modellrechnung

aufzubauen. Auf ihre aufwendigere Bestimmung kann jedoch verzichtet werden,

solange der zuvor beschriebene Weg, die Modelirechungen durchzufiihren, gewahit-
werden kann.
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Graphische Umsetzung

11. Graphische Umsetzung der Modellrechnung

In diesem Kapitel soll anhand weniger Beispiele gezeigt werden, wie der Charakter
der Kuvenverldufe durch das Ein-Parameter-Modell wiedergegeben werden kann.
Dabei wurde die Kurvenmodellierung mit fiktiven Eingabewerten berechnet; eine
Anpassung an das Experiment liegt diesen Rechnungen nicht zugrunde.

200
e=102
¢=3s10 3
S 160
% ¢=103
o e=3s10 4
=)
g 10 =104
g =34105
& #=10-5
60
Alloy 800H
800°C
o L L
10 . 16 20
Dehnung € (%)
Bild 4. Spannungs-Dehnungs-Kurven aus Experiment /3/
(Zahlenangabe der Dehnrate in [s7])

Bild 4 zeigt Spannungs-Dehnungs-Kurven von Proben aus dem Werkstoff INCOLOY
alloy 800H, die mit konstanter Dehnrate bei 900°C belastet wurden. INCOLOY alloy
800H zeichnet sich dadurch aus, dal wahrend der Verformung bei hohen
Temperaturen Carbide ausgeschieden werden, die das mechanische Verhalten
beeinflussen. Man geht davon aus, daf} die Carbide, solange sie ausgeschieden
werden, den Laufweg von Versetzungen immer weiter begrenzen, bis das gesamte
Volumen der Carbide ausgeschieden ist. Ab diesem Zeitpunkt fiohrt Reifung der
Carbide, bei der groRere Carbide auf Kosten kleinerer wachsen, wieder zu einer
VergréRRerung des Laufweges, bis schlieRlich ein stationarer Zustand erreicht wird.
Bild 5 zeigt einen Verlauf des Laufweges der Versetzungen Uber der Zeit, wie ihn
eine soiche Carbidentwicklung erzeugen kann. Dieser Verlauf ist fur die folgenden
Modellrechnungen benutzt worden. Aus Bild 4 ist jedoch nicht ersichtlich, ob im
Zugversuch ein Einfluf} der Carbidentwicklung aufgetreten ist oder nicht. Daf} das
nicht auszuschlieRen ist, zeigt Bild 6, das Modelirechnungen von Spannungs-
Dehnungs-Kurven bei der Dehnrate ¢ =10°s™ darstellt. Die GroRen, die dafur in das
Modell eingesetzt worden sind, sind zum Teil in Anlehnung an die Arbeit von
Schwarze /3/ und zum anderen Teil fiktiv gewahlt worden, um zunachst prifen zu
kénnen, wie das Modell qualitativ arbeitet.
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Bei einem- Vergleich der Span-
nungs-Dehnungs-Kurven von (H1)

1.04

Laufweg LiLg

o
-
PR

und (H2) in Bild 6, beiden Modeli-
rechnungen liegt die gleiche Sat-
tigungsspannung zugrunde, wird
deutlich, dal® nach dem Modell die
Carbidentwickiung einen erhebli-
chen verfestigenden EinfluR auf
den Verlauf der Spannung haben
kann. Wird die Rechung bis zu
langen Zeiten fortgesetzt, erreichen
die Kurven (H2) auch tatsachlich

T T
600 800

Zeit t(h)

Laufweg

] L
1000 1200

das Sattigungsniveau von (H1).
Wird diese Erkenntnis auf die
Zugversuche angewendet, so wird
ersichtlich, dal ein einfaches Able-

1400

Bild 5: Fur die Modelirechnung gewahiter sen der Sattigungsspannung aus

dem Versuch nicht richtig wére.

Spannung ¢ (MPa)

p
.. Hybrid; stabile Tellchen (H1)
Hum Hybrid; nicht stabile Tellchen (H2); Oh
2CD o brid; nicht stabile Telichen (H2); 2h
<M Kocks-Mecking (KM)

H2100) wodifiziert; nicht stabile Tellchen (M2); Oh

M2GN modifiziert; nicht stabile Telichen M2); 2h

~ML. Modifiziert; stablie Tellchen (M1)

Bild 6: Spannungs-Dehnungs-Kurven aus Modellrechnung (€ =10"s™)

H2 (2h)
——=—"""H2 (0h)
M2 (2h)
———"""" "M2(0h)
H1
KM
M1
S ——
10 15 20

Dehnung & (%)
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Vielmehr wirde im Zugversuch eine Spannungsverlauf gemessen, der zwar die
Sattigungsspannung enthalt, der aber in jedem Dehnungsschritt noch durch die

Funktion L(t) beeinflut ist: oyerych = s(i) L% :

Ebenso kann eine vorherige Ausiagerung des Werkstoffs zu weiteren
Veranderungen des Spannungsverlaufs fuhren, wie Bild 6 far den Ansatz (H2) zeigt.
Einmal wurde die Modellrechnung flir das I6sungsgeglihte Material (Oh) und zum
anderen fur zwei Stunden (2h) Auslagerung durchgefuhrt. Wie stark der Einfluf der
Auslagerung auf die Spannungs-Dehnungs-Kurve ist, hangt nattrlich davon ab, wie
die Kinetik der Carbidentwicklung aussieht.

Deutlicher erkennbar wird der Einflu@ der Carbidentwicklung, wenn auf der Basis
dieser Daten die Verfestigungsrate Uber der Spannung aufgetragen wird. Dies zeigt
fur die in Bild 6 dargestellten Spannungs-Dehnungs-Kurven eine Modelirechnung,
die in Bild 7 wiedergegeben ist. Lediglich der Verlauf der Verfestigungsrate fur den
Ansatz (M1) des Modells zeigt einen linearen Verlauf. Schon die Modellrechnung fur
den Ansatz (H1) weicht von der Geraden ab, obwohl dabei stabile Teilchen einer
zweiten Phase angenommen werden.

-HL— Hybrid: stabile Teilchen (H1)
240 yybrid; nicht stabile Teilchen (H2); Oh
2@ Hybrid; nicht stabile Teilchen; H2 (2h)
M2.(0M) o difiziert; nicht stabile Teilchen (M2); 0h
m) Modifiziert; nicht stabile Teilchen (M2); 2h
-Ml.. modifiziert; stabile Tellchen (M%)

2000000.0
1600000.0
1200000.0

800000.0

1 —— H20m
{1/ \\\
4000000 - /o=~

1!\"'? Y

~N

Verfestigungsrate do2/de (MPa?)

0.0
[} 1000 2000 3000 4000 6000
Spannung 62 (MPa?)

Bild 7: Verfestigungsraten-Spannungs-Kurven aus Modellrechnung
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Noch starker werden die Veranderungen im Verlaui der Verfestigungsraten bei den
Ansatzen (M2) und (H2), die die zuvor beschriebene Carbidentwickiung verarbeiten.

Dabei zeigt die Modellrechnung fur zwei Stunden (2h) Auslagerung, welchen grofen
Effekt diese relativ kurze Zeit auf den Verlauf der Verfestigungsrate haben kann.
Diese Abweichungen von der urspringlichen Geraden sind zwar zunéchst
Uberraschend, koénnen aber einen neuen Ansatz bieten, ungewéhnliche
MeRergebnisse aus Versuchen mit konstanter Dehnrate zu erlautern. Dies zeigt Bild
8, das den Verlauf der Verfestigungsrate Gber der Spannung fur weitere Proben aus
INCOLOQY alloy 800H bei 800°C zeigt.

1400000.0

O  Alloy 800H; 800°C;10-3s-1
1200000.0 @ Alloy 800H; 800°C; 3f10-4a-1

1000000.0
800000.0
600000.0

400000.0

Verfestigungsrate do?id (MPaz)

200000.0

[ ]
0.0 " T . T r L T - T r
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000

Spannung o 2(MPa?)

Bild 8: Verfestigungsraten-Spannungs-Kurven aus Experiment /3/
(Zahlenangabe in Legende: angewandte Dehnrate)

Bild 9 und Bild 10 zeigen, wiederum fur INCOLOY alloy 800H bei 900°C, einen
qualitativen Vergleich zwischen einem Kriechexperiment bei konstanter Last und
Modellrechnungen, durchgefihrt fur den Belastungsfall konstanter Spannung.

Aus Bild 9 geht hervor, daR bei einer Belastung von 25MPa die Ausscheidung der
Carbide zun&dchst zu einer minimalen Dehnrate fuhrt, die nicht die stationare
Dehnrate ist. Danach steigt, durch die Reifung der Carbide, die Dehnrate wieder an,
bis das stationare Niveau erreicht ist. In diesem Fall ist die Verformung der Probe
durch die relativ niedrige dufRere Spannung so langsam abgelaufen, daf die Kinetik
der Carbidentwicklung in ihren einzelnen Stadien in der Dehnraten-Zeit-Kurve
abgebildet wurde.

Das Modeli ist in der modifizierten Version (M2) und der Hybridversion (H2), jeweils
far den Fall der sich entwickelnden Carbide, in der Lage, einen solchen Verlauf
qualitativ wiederzugeben, Bild 10. Fur die Rechnung wurden die gleichen Werte far
die experimentell zu bestimmenden GréRen eingesetzt, die fur den Belastungsfall
konstanter Dehnrate gewahit worden waren.
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1E-05-T
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Dehnrate € (s
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] 1000 2000 3000 4000 5000
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Bild 9: Dehnraten-Zeit-Kurve aus Experiment /3/

H20 Hybrid; nicht stabile Tellchen (H2); Oh
~H--- . Hybrid; stabile Teilchen (H1)

LM Kocks-Mecking (KM)

20N modifiziert; nicht stabile Teilchen (M2); Oh
Ml Modifiziert; stabile Telichen (M1)

1.0E-05—f
] M1
1.0E-OG—§ M2 (Oh)
= N KM
& q.0E07
L1/
[
E . H1 eaaeens,
£ 1.0e08 H2 (Oh)
[
(=1
1.0E
1.0E-10— ' l . 1 ' T - T r T
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Bild 10: Dehnraten-Zeit-Kurven aus Modellrechnung
(Anfangsdehnrate bei KM und M1 ¢,=10°s™)
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Formelzeichen

A: Koeffizient der Partialbruchzeriegung

a: numerische Konstante

b: Burgersvektor

B: Koeffizient der Partialbruchzerlegung

B: numerischer Faktor zur Beschreibung der Selbstorganisation von Versetzungen
C: Koeffizient der Partialbruchzerlegung

% numerischer Proportionalitatsfaktor

dkom: Komdurchmesser

dieit - konstanter Durchmesser von Teilchen einer zweiten Phase

d(t):  veranderlicher Durchmesser von Teilchen einer zweiten Phase

dg: Sattigungsdurchmesser von Teilchen einer zweiten Phase

€r(icm)* Relaxationsdehnung im Kocks-Mecking-Modell bei konstanter Spannung
€r(wn)- Relaxationsdehnung im modifizierten Modell (M1) bei konstanter Spannung
er(m2) Relaxationsdehnung im modifizierten Modell (M2) bei konstanter Spannung
e,(,_n): Relaxationsdehnung im Hybrid-Modell (H1) bei konstanter Spannung

er(2) : Relaxationsdehnung im Hybrid-Modell (H2) bei konstanter Spannung
er(,_B): Relaxationsdehnung im Hybrid-Modell (H3) bei konstanter Spannung

£ Dehnung

&j: Anfangsdehnung

Er(km) - Relaxationsdehnung im Kocks-Mecking-Modell bei konstanter Dehnrate
Er(wn) : Relaxationsdehnung im modifizierten Modell (M1) bei konstanter Dehnrate .
Er(M2)* Relaxationsdehnung im modifizierten Modell (M2) bei konstanter Dehnrate
sr(,_"): Relaxationsdehnung im Hybrid-Modell (H1) bei konstanter Dehnrate

sr(HZ): Relaxationsdehnung im Hybrid-Modell (H2) bei konstanter Dehnrate

sr(HS): Relaxationsdehnung im Hybrid-Modell (H3) bei konstanter Dehnrate

€ Dehnrate

€0 Normierungsdehnrate

£j: Anfangsdehnrate

és(KM): Sattigungsdehnrate im chks—Mecking-ModeII

és(m): Séttigungsdehnrate im modifizierten Modell (M1)

és(M2) : Séttigungsdehnrate im modifizierten Modell (M2)

ss(m)z Sattigungsdehnrate im Hybrid-Modell (H1)
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Séttigungsdehnrate im Hybrid-Modell (H2)

Faktor zur Berticksichtigung des Ablésens von Versetzungen von Teilchen
Abgleitung

Abgleitgeschwindigkeit

Vorfaktor der Abgleitgeschwindigkeit

Schubmodul
Aktivierungsenergie
Gewichtungsparameter im Hybrid-Modell (H3)

Gewichtungsparameter im Hybrid-Modell (H3)

Verfestigungskoeffizient im modifizierten Modell (M1)
Verfestigungskoeffizient im modifizierten Modell {(M2)

Verfestigungskoeffizient im Kocks-Mecking-Modell
Entfestigungskoeffizient

numerischer Koeffizient im Kocks-Mecking-Model}

. numerischer Koeffizient im madifizierten Modell (M1)

numerischer Koeffizient im modifizierten Modell (M2)

Konstante in der Nortongleichung

mittlerer Versetzungsabstand

Laufweg einer Versetzung abhangig von verinderiichen Teilchen einer zweiten Phase
Laufweg einer Versetzung abhangig von der Versetzungsdichte

Laufweg einer Versetzung bei Subkombildung

Laufweg einer Versetzung bestimmt durch die Komgréle

Laufweg einer Versetzung abhangig von konstanten Teilchenr einer zweiten Phase
veranderlicher Laufweg einer Versetzung nach Zeit ty

Sattigungslaufweg einer Versetzung bei Zeit tg

Taylor-Modul

Exponent in kinetischer Gleichung
Norton-Exponent

mittlere Versetzungsgeschwindigkeit

Vorfaktor der mittleren Versetzungsgeschwindigkeit
Parameter im Hybrid-Modell (H1)

Parameter im Hybrid-Modell (H2)

Exponent im Kocks-Mecking-Modell

Exponent im modifizierten Modell (M1)
Exponent im modifizierten Modell (M2)

Hilfsvariable im Hybrid-Modell (H2)
Versetzungsdichte
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bewegliche Versetzungsdichte
Sattigungsversetzungsdichte
Strukturparameter

Entwicklung der Struktur
Strukturparameter in der Sattigung
Spannung

Anfangsspannung

Normierungsspannung in der Nortongleichung

. Sattigungsspannung im Kocks-Mecking-Modell

Sattigungsspannung im modifizierten Modell (M1)

: Sattigungsspannung im modifizierten Modell (M2)

Séttigungsspannung im Hybrid-Modeil (H1)
Sattigungsspannung im Hybrid-Modell (H2)

Strukturparameter zur FlieBspannung

: Séattigungsstrukturparameter im Kocks-Mecking-Modeli

Sattigungsstrukturparameter im modifizierten Modell (M1)

: Sattigungsstrukturparameter im modifizierten Modell (M2)

Sattigungsstrukturparameter im Hybrid-Modell (H1)
Sattigungsstrukturparameter im Hybrid-Modell (H2)

Schubspannung
Strukturparameter zur Schubspannung

Temperatur
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Verfestigungsrate
athermische Verfestigungsrate im Kocks-Mecking-Modell

Hilfsvariable zur athermischen Verfestigungsrate im Kocks-Mecking-ModeIl

: athermische Verfestigungsrate im modifizierten Modell (M1)

Hilfsvariable zur athermischen Verfestigungsrate im modifizierten Modell (M1)
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Substitutionsvariable
Hilfsvariable im Hybrid-Modell (H3)
numerischer Proportionalitatsfaktor

Hilfsvariable im Hybrid-Modell (H1;H2) bei konstanter Spannung
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Hilfsvariable im Hybrid-Modell (H2) bei konstanter Spannung
Hilfsvariable im Hybrid-Modell (H1;H2) bei konstanter Dehnrate
Hilfsvariable im Hybrid-Modell (H1) bei konstanter Dehnrate
Hilfsvariable im Hybrid-Modell (H2) bei konstanter Dehnrate

numerischer Proportionalitatsfaktor



Danksagung

Der vorgelegte Bericht ist im Rahmen der Forschungsarbeiten des
Sonderforschungsbereiches 370 ,Integrative Werkstoffmodellierung® am
Institut fir Werkstoffe der Energietechnik (IWE) des Forschungszentrums
Jilich entstanden. Ich danke an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. H. Nickel fiir
die Moglichkeit der Durchfiihrung des Promotionsvorhabens am Institut.
Der Sonderforschungsbereich 370 wird von der Deutschen Forschungs-
gemeinschaft finanziert.

Mein Dank gilt auBerdem jenen im Sonderforschungsbereich als auch im
Forschungszentrum Jiilich, die immer wieder Zeit hatten, kritische Punkte
in der Modellentwicklung mit mir zu diskutieren und einer Lésung naher
zu bringen.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Dr. H. Schuster, der die Entstehung
dieses Berichtes mit viel Verstdndnis fir die Details des Modells und
intensiver Diskussion begleitet hat.



