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Kapitell 

Einleitung 

1.1 Gelation 

Der Begriff Gelation bezeichnet den Phasenübergang einer Substanz von einem Ag­

gregatzustand, bestehend aus einer Ansammlung von Molekülkonglomeraten endli­

cher Masse (Sol), in einen Aggregatzustand mit (mindestens) einem Makromolekül 

"unendlicher" Masse (Gel). Der Prozeß der Gelation ist folglich mit der Formation 

eines die gesamte Probe durchsetzenden Netzwerkes verknüpft [E.6, E.7]. Im Ge­

gensatz zu den üblichen Phasenübergängen, wie z.B. dem Flüssig-Gas-Übergang des 

Wassers, ist der Sol-GeI-Übergang nicht mit einer Phasentrennung verbunden. Das 

Sol befindet sich innerhalb des Gels [I]. Abhängig von der Bindungsstruktur zwischen 

den Molekülen des Netzwerkes unterscheidet man reversible und irreversible Gele: 

In reversiblen Gelen entstehen bzw. brechen die Bindungen entsprechend dem 

thermischen Gleichgewicht des umgebenden Wärmebades. Die Struktur der Pha­

sendiagramme solcher Systeme ist in Abbildung (1.1) exemplarisch für ein Gelatin­

Wasser-Methanol-Gemisch dargestellt [1.27]. Sie zeigen jeweils eine durch die Di­

vergenz der Viskosität festgelegten Sol-GeI-Übergang sowie eine Spinodale, deren 

Lokation durch divergierende Konzentrationsfiuktuationen definiert ist. Bei 50% 

Methanolanteil liegt die maximale spinodale Temperatur, die dem kritischen Punkt 

entspricht, oberhalb der Gelationslinie. Die Probe ist an diesem Punkt ein Sol. Mit 

fallender Methanolkonzentration sinkt auch die kritische Temperatur, bis schließ­

lich bei einer Methanolkonzentration von ca. 30% die Gelationslinie gerade im kriti­

schen Punkt endet. Unterhalb dieser Marge ist die Probe am kritischen Punkt ein 

Gel. Ähnliche Resultate lassen sich auch mit verwandten Gelatin-Wasser-Alkohol-
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Mischungen erzielen. Allen diesen Experimenten ist die Existenz einer maximalen 

Temperatur gemeinsam, oberhalb derer keine Gelation möglich ist. 

Irreversible Gele zeichnen sind durch permanente Bindungen aus, deren Vertei­

lung für eine bestimmte "quenching"-Temperatur charakteristisch ist. Die für diese 

Temperatur typische Verteilung der Moleküle auf Multimere - evtl. einschließlich 

eines unendlichen Netzwerkes - bleibt gegenüber nachfolgenden Temperaturvaria­

tionen resistent, was La. zum sogenannten Gelkollaps führt. Experimentell läßt sich 

dieser Kollaps z.B. an verschiedenen Acrylamid-Wasser-Aceton-Gemischen beobach­

ten. Abhängig vom Grad der Hydration beobachtet man in Abbildung (1.2) einen 

stetigen bzw. unstetigen Kollaps des Gels [1.26]. In jedem Fall ist der Übergang je­

doch umkehrbar. Bei Übergängen erster Ordnung führt somit eine "infinitessimale" 

Änderung der Lösungsmittelkonsistenz bzw. der Temperatur zu einer endlichen Va­

riation des Gelvolumens. Unter günstigen Bedingungen kann das Gel so abrupt auf 

Vnach = 1/500 Vvor seines ursprünglichen Volumens Vvor zusammenfallen. 

Die Unterscheidung zwischen reversiblen und irreversiblen Gelen ist experimen-

[ 
K"'-'~---""-

:0 [ , ......... + ....... ~.....L~ ----'-----'----'---' 50% 

o k< ........... -... . u ••....... - "-
:- 20: "'-
~ : e f 
2i 10, 
E , 
~ : 

0' , 

Abbildung 1.1: Sol-Gel-Übergang (.) und spinodale Temperatur (0) von Gelatin­
Wasser-Methanol-Gemischen als Funktion der Gelatinkonzentra­
tion [1.27]. 
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tell von prinzipieller Relevanz, denn während sich reversible Gele ausschließlich "in 

situ", d.h. im Gleichgewicht mit ihrem Reaktionsbad, ausmessen lassen, haben ir­

reversible Gele oder solche, die durch Einfrieren bzw. chemische Inaktivierung der 

Reaktionsgruppen künstlich "irreversibel" gehalten werden ("quenched gels"), den 

Vorzug, ungeändert aus ihrer Lösung extrahierbar und separat vermeßbar zu sein. 

Da in den Löchern des Gels noch endliche Cluster eingeschlossen sind, ist diese Se­

paration nicht immer einfach, doch kann dann z.B. der Gelanteil durch Wiegen recht 

einfach bestimmt werden. Weiterhin liefern Lichtstreuexperimente [1.6, 1.11, 1.30] 

Aufschlüsse über die mittlere Clustergröße und die Korrelationslänge des Systems, 

Rotationsrelaxationsmessungen an in das Gel eingebetteten ferromagnetischen Teil­

chen [1.7] erlauben Rückschlüsse auf die Viskosität, und Rheometerexperimente [1.1] 
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Abbildung 1.2: Abhängigkeit der Acetonkonzentration vom Volumenbruch fjJ/fjJ* = 
Vvor /Vnach bei zunehmender Hydration des Gelnetzwerkes. Alle 
Kurven beziehen sich auf Gele in 0.4 Vol% TEMED-Lösung. Nur 
dem rechten, oberen Plot liegt eine 4.0 Vol% TEMED-Lösung zu­
grunde. Die Tagesangaben indizieren die Hydrationszeiten [1.26]. 
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liefern Aussagen über den Schermodul. 

Die ersten Ansätze zur theoretischen Untersuchung solcher Systeme basieren auf 

"klassischen" Theorien, die sich schon bald als nicht kongruent zu den experimentel­

len Daten, speziell zu gemessenen kritischen Exponenten, erweisen. Überlegungen, 

welche den Gelationsprozeß auf ein Perkolationsproblem abbilden [E.27], stellen bis 

heute eine den experimentellen Messungen adäquate Beschreibung der physikalischen 

Situation dar. 

1.2 Perkolation 

Ein Perkolationsmodell befaßt sich mit einem Ensemble von Objekten im Raum, die 

jeweils paarweise aneinander gebunden sein können. Die Frage, ob zwei Objekte 

verbunden sind, wird durch einen probabilistischen Algorithmus beantwortet, dessen 

Details vom Umfeld, in dem das Modell eingesetzt wird, abhängen. Prinzipiell unter­

scheidet man zwei fundamentale Mechanismen: Bei der Bond-Perkolation nehmen 

die Objekte raumfeste Positionen ein, und die Verbindungen (Links) zwischen ihnen 

werden zufällig gesetzt, während bei der Site-Perkolation die Objekte zufällig ver­

teilt und die Links abhängig von den Objektpositionen gesetzt werden. Dabei ist der 

Terminus "zufällig" im mathematischen Sinne zu verstehen, d.h. jede Konfiguration 

tritt mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit auf. Die Objekte selbst verteilen sich also 

nicht notwendigerweise unabhängig voneinander im Raum, sondern ihre Positionen 

können auch korreliert sein. 

Zwei Objekte i und j der Verteilung heißen durch einen Pfad miteinander ver­

bunden, wenn es (mindestens) eine Folge von Objekten gibt, die bei i startet, bei j 

endet und deren Elemente paarweise miteinander verbunden sind. Die Wahrschein­

lichkeit, einen solchen Pfad zu finden, ist durch die Paarverbindungsfunktion Cij(p) 

gegeben. Sie hängt, außer von den Positionen i und j, noch von anderen Parametern 

des Modells ab, wie z.B. der Besetzungskonzentration. Darauf aufbauend können die 

Objekte in Cluster partitioniert werden, so daß Paare von Objekten des selben Clu­

sters miteinander verbunden sind, während es keine Verbindung zwischen Objekten 

in unterschiedlichen Clustern gibt. Die Clustergröße wächst also mit der Anzahl der 

Links. Diese Variation der Clustergröße s als Funktion der Systemparameter , und 

damit einhergehend die mittlere Anzahl der Cluster gegebener Größe s pro Objekt 

des Ensembles, ns(p), sind in der Perkolationstheorie von grundlegendem Interesse. 
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Die meisten Systeme, auf welche Perkolationstheorien angewendet werden, be­

inhalten so viele Objekte, daß Randeinflüsse ignoriert werden können. Stattdessen 

betrachtet man sie im thermodynamischen Limes mit unendlicher Anzahl von Objek­

ten in einem unbeschränkten Volumen. In solchen unendlichen Systemen entwickelt 

sich oberhalb einer kritischen Link-Wahrscheinlichkeit Pe (mindestens) ein unend­

licher Cluster, der den gesamten Raum durchdringt. Das System befindet sich in 

einem perkolierten Zustand. Es zeigt sich, daß der Übergang von einem unperko­

lierten in einen perkolierten Zustand einem Phasenübergang gleichkommt. Als Ord­

nungsparameter fungiert die Perkolationswahrscheinlichkeit .P,;(p), die ein Maß für 

die Wahrscheinlichkeit ist, das Objekt an der Position i in einem unendlichen Clu­

ster vorzufinden. Er bleibt identisch null in der unperkolierten Phase und erreicht 

positive Werte bis maximal eins in der perkolierten Phase. Die Phasengrenze ist La. 

durch eine Hyperfiäche im Parameterraum des betrachteten Systems beschreibbar. 

Obwohl diesem Perkolationsübergang ein rein geometrisches Phänomen zugrunde 

liegt, in dem die Cluster klar definierte, statische Gebilde beschreiben, begründet 

seine formale Nähe zu kritischen Phänomenen den erfolgreichen Einsatz von Perko­

lationstheorien in vielen Gebieten der modernen Wissenschaft. Das Spektrum reicht 

von Perkolationsproblemen in porösen Materialien [I. 19] , Leitfähigkeitsuntersuchun­

gen [I.18], Ordnungsverhalten verdünnter Magnete [1.4] und Absorptionsspektren 

optischer Fasern [I. 10] über Random-Clumping-Studien [I.23] , Überlastungsunter­

suchungen in Telefon- und Computernetzen [I. 5] sowie Vulkanisations- und Gelati­

onsmodelle [I. 8] bis hin zu zeitabhängigen Perkolationsproblemen wie Waldbrand­

analysen [E.30, I.20], Studien zur Epidemieausbreitung [E.8] u.v.a.m .. 

1.3 ModelIierung 

Ausgangspunkt für die Modellierung des Gelationsprozesses im Rahmen von Gitter­

Perkolationsmodellen ist die Vorstellung, daß die vernetzbaren Monomere (Funktio­

nalität f ~ 3) in einer Konzentration p(site) und die an der Bindungsreaktion unbe­

teiligten Lösungsmittelbausteine in einer Konzentration 1 - p(site) die Gitterplätze 

(Sites) besetzen, während die auf den Gitterbindungen (Bonds) vorliegenden Ka­

talysatoreinheiten immer dann, wenn zwei Monomere sich innerhalb eines cross­

link-Querschnittes von typischerweise einer Gittereinheit aufhalten, mit einer Rate 

p(rate) (= 1) eine Vernetzungsreaktion katalysieren. Die räumliche Verteilung der ein-
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zeInen Bausteine wird dabei durch die apriori nicht ausgeschlossenen, durch Wech­

selwirkungen vermittelten Korrelationen mitbestimmt. In diesem Bild gehören zwei 

Monomere zum gleichen Makromolekül bzw. Cluster, wenn sie direkt, oder indirekt 

über andere Monomere des selben Clusters, durch katalysierte Bindungen (gesetzte 

Bonds) verbunden sind. Ein aus s Monomeren zusammmengesetztes Makromolekül 

wird dann als s-Cluster bezeichnet; ein einzelnes Monomer ohne Bonds zu seinen 

nächsten Nachbarn als l-Cluster oder Isolani geführt. Abhängig von der Größe der 

Besetzungskonzentrationen befindet sich das System bei p(site) ~ 0 oder p(bond) ~ 0 

in einem Zustand mit einer Verteilung von Clustern endlicher Größe (Sol), oder es 

entwickelt sich bei p(site) ~ 1 und p(bond) ~ 1 (mindestens) ein unendlicher Cluster 

(Gel), der durch das gesamte System perkoliert und ggf. in seinen Löchern noch 

kleinere, endliche Cluster einschließt. Im allgemeinen existiert deshalb bei mittleren 

Besetzungskonzentrationen entlang einer Phasenraumlinie !(p(site) ,p(bond») == 0 ein 

scharfer Phasenübergang, an dem der perkolierende Cluster erstmals auftritt: "un­

terhalb" des Überganges bildet sich ein Sol, "oberhalb" ein Gel, und der Übergang 

selbst modelliert den Prozeß der Gelation. 

1.4 Überblick über die Arbeit 

In der vorliegenden Arbeit wird der Gelationsprozeß in der Nähe von Oberflächen 

im Rahmen halbunendlicher Perkolationsmodelle theoretisch untersucht. Es wer­

den Mean-Field-Approximationen der Bond-Perkolation sowie Computersimulatio­

nen zur Site-Perkolation und korrelierten Perkolation in Benetzungsschichten durch­

geführt. Für orts abhängige Besetzungskonzentrationsprofile findet man eine allge­

meingültige Klassifikation in relevante, marginale und irrelevante Störungen. 

Die Arbeit beginnt in Kapitel 2 mit einer Einführung in die Perkolationstheorie. 

Zunächst werden die wichtigsten Bulkperkolationsgrößen eingeführt und deren kriti­

sches Verhalten am Bulkübergang analysiert. Der zweite Teil des Kapitels präsentiert 

die Erweiterung auf halbunendliche Modelle, die darin vorkommenden Phasen sowie 

die Ortsabhängigkeiten der Oberflächenperkolationsgrößen speziell auch in der Um­

gebung der verschiedenen Phasengrenzen. Abschließend wird der Zusammenhang von 

Perkolationsproblemen mit einem speziellen Limes eines assoziierten q-Potts-Modell 

beschrieben. 

Das 3. Kapitel behandelt die Mean-Field-Theorie der Bond-Perkolation halb-
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unendlicher Modelle. Es werden analytische und iterative Lösungsmethoden einge­

setzt und ihre Resultate miteinander verglichen. Im ersten Teil des Kapitels wird 

für Oberflächensysteme das Phasendiagramm, Lösungsstrukturen des Ordnungspa­

rameters sowie ein darauf aufbauender limitierter Satz von Lösungsstrukturen der 

mittleren Clustergröße bestimmt. Der zweite Teil des Kapitels befaßt sich mit der 

analytischen Klassifikation ortsabhängiger Besetzungskonzentrationen auf Basis all­

gemeiner Mean-Field-Theorien. 

Im 4. Kapitel wird die Site-Perkolation in halbunendlichen Modellen mittels 

Computersimulationen untersucht. Dazu wird ein speziell an die Simulation großer, 

dreidimensionaler Systeme angepaßter Algorithmus entwickelt, mit Hilfe dessen im 

ersten Teil des Kapitels die Lage des Oberflächenüberganges, Profile des Ordnungs­

parameters und der mittleren Clustergröße sowie die ortsabhängige Clusterverteilung 

bestimmt werden. Anschließend findet man im zweiten Teil des Kapitels eine den 

Mean-Field-Resultaten analoge Klassifikation orts abhängiger Besetzungskonzentra­

tionen. 

Kapitel 5 zeigt für die korrelierte Perkolation die Redundanz des Perkolations­

ordnungsparameters auf Mean-Field-Niveau. Anhand von Computersimulationen 

werden Profile des Ordnungsparameters und Eigenschaften von Oberflächenclustern 

in Ising-korrelierten Benetzungsschichten analysiert. 

Die Arbeit schließt in Kapitel 6 mit der Zusammenfassung der erhaltenen Ergeb­

nisse. Im Anhang sind die Grundelemente des verwendeten Simulationsprogrammes 

aufgelistet. 
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Kapitel 2 

Einführung in die 
Perkolationstheorie 

Ein Gitterperkolationsmodell befaßt sich mit den Verbindungseigenschaften der Git­

terplätze (Site) i auf dem Gitter g. Dabei unterscheidet man zwischen der Bond­

Perkolation, bei der die Verbindungen (Links) zwischen benachbarten Sites des voll 

besetzten Gitters mit einer Wahrscheinlichkeit p(bond) gesetzt werden, und der Site­

Perkolation, die bei p(bond) = 1 durch eine Besetzungskonzentration p(site) charakte­

risiert ist. Im folgenden werden nur unkorrelierte (random) Systeme betrachtet, d.h. 

jeder Bond bzw. Site wird unabhängig vom Zustand seiner nächsten Nachbarn (NN) 

gesetzt. 

Zwei Sites i und j des Systems heißen durch einen Pfad verbunden, wenn es 

(mindestens) eine Folge besetzter Gittersites gibt, die bei i startet, bei j endet und 

deren Elemente paarweise miteinander verbunden sind. Aufbauend auf dieser Defi­

nition können die Sites in Cluster partitioniert werden, so daß Paare von Sites des 

selben Clusters verbunden sind, während es keine Verbindungen zwischen Sites in 

unterschiedlichen Clustern gibt (vergl. Abbildung (2.1)): 

,,Die Perkolationstheorie beschäftigt sich mit Clustern, 

d.h. mit Gruppen benachbarter, besetzter Bites." [E.3D] 

Im ersten Kapitel werden die grundlegenden Erkenntnisse dieser Theorie vorgestellt: 

Nach einem Einstieg in die Komplexität der Clusterstrukturen werden in Ab­

schnitt 2.1 die wichtigsten Clustererwartungswerte wie z.B. Perkolationswahrschein-
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lichkeit und mittlere Clustergröße definiert sowie deren Verknüpfung zur mittleren 

Anzahl der Cluster gegebener Größe s (s-Cluster) pro Gitterplatz dargelegt. In 

Abschnitt 2.2 zeigt sich, daß die Perkolationswahrscheinlichkeit die fundamentalen 

Attribute eines einen Phasenübergang zweiter Ordnung beschreibenden Ordnungspa­

rameters aufweist, was darauf führt, in Abschnitt 2.3 das Verhalten der Observablen 

des homogenen Bulkperkolationssystems in der Nähe des kritischen Punktes auf Basis 

des Skaleninvarianzansatzes zu betrachten. Daraus entwickelt sich eine zweiparamet­

rige Schar kritischer Bulkexponenten, die die algebraische Struktur der Observablen 

am Phasenübergang beschreibt. Die Erweiterung auf halbunendliche Systeme mit 

ortsabhängigen Observablen geschieht in Abschnitt 2.4. Argumentativ findet man 

eine Einteilung der Ordnungsparameterprofile in vier naive Profiltypen. In Abschnitt 

2.5 wird zunächst das Oberflächenphasendiagramm entwickelt, die naiven Ordnungs­

paramterprofile den einzelnen Phasen zugeordnet und schließlich für die Oberflächen­

erwartungswerte die Exponentenrelationen an den vier Phasenübergängen skizziert. 

Zuletzt wird in Abschnitt 2.6 der Zusammenhang des Perkolationssystems mit einem 

speziellen q --+ 1-Limes des q-Potts-Modells etabliert. 

1-Cluster 

9 
Bond (stets besetzt) 

freier Site 

besetzter Site 

3-Cluster 

Abbildung 2.1: Definition der Site-Perkolation und ihrer Cluster am Beispiel des 
~d-s.q.-Gitters. 
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2.1 Verteilung der Perkolationscluster und die mittlere 
Clustergröße 

Das Prinzip des Aufbaus größerer Cluster ist in Abbildung (2.1) am Beispiel der 

Site-Perkolation illustriert: Es ist offensichtlich, daß bei p == p(site) ~ 0 nur wenige 

Sites besetzt sind, weshalb sich bevorzugt kleine, vereinzelte Cluster bilden. Umge­

kehrt belegt für p ~ 1 ein einziger, großer Cluster die Majorität der Gitterplätze. 

Dieser Cluster, der zwei gegenüberliegende Seiten des Systems verbindet, wird als 

perkolierender Cluster bezeichnet. Der Übergang zwischen beiden Situationen voll­

zieht sich bei der kritischen Besetzungskonzentration Pe, die im Limes unendlicher 

Systeme (thermodynamischer Limes) aufgrund der dann verschwindenden Randef­

fekte einen scharfen Übergang definiert. Die absoluten Werte von pe reagieren sehr 

sensitiv bezüglich der verwendeten Gittertypen, Verknüpfungsregeln usf. Sie können 

in Tabelle (4.1) für die in dieser Arbeit benutzten Siteperkolationssysteme und z.B. 

in [E.30, E.3] für weitere Perkolationstypen nachgelesen werden. 

In Abblidung (2.2) ist der Übergang von einem unperkolierten in einen perko­

lierten Zustand anhand typischer Clusterkonfigurationen eines 2d-s.q.-Site-Problems 

dokumentiert: Für p < pe findet man in (2.2a) nur endliche Cluster. Diese vereinigen 

sich mit wachsendem P zu immer größeren Clustern, bis schließlich bei pe erstmals 

ein das gesamte System penetrierender, perkolierender Cluster entsteht (2.2b), der 

dann oberhalb von Pe mit P zunehmend dichter wird (2.2c). Es sind aber stets auch 

endliche Cluster zu entdecken, deren Struktur Ziel der folgenden Untersuchungen ist. 

Da s-Cluster - speziell im Bereich großer s - mit bestimmten Wahrschein­

lichkeiten in verschiedenen Formen auftreten, ist zu ihrer Untersuchung zunächst 

eine Definition für die mittlere, lineare Ausdehnung eines solchen Objekts nötig. Als 

geeignete Längenskala hat sich der über alle s-Clusterkonfigurationen gemittelte Gy­

rationsradius 

mit dem jeweiligen Clusterschwerpunkt 

r* = ~ ""' r· - ~ -t 

S iEs 

(2.1) 

(2.2) 

bewährt. Damit ist z.B. der mittlere Abstand zweier Clustersites durch 2 <R~>s 

gegeben. 
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(a) (b) 

(e) 

Abbildung 2.2: Typische Clusterkonfigurationen in einem 50 x 50-2d-s.q.-Gitter 
bei den Besetzungskonzentrationen (a):p = 0.50 < Pa, (b):p = 
0.60 ~ Pa und (c):p = 0.70 > pa. Gesetzte Sites sind in endlichen 
Clustern durch offene Kreise (0) und im perkolierenden Cluster 
durch gefüllte Kreise (.) markiert. Zur Verdeutlichung der zu­
sammenhängenden Strukturen sind Sites desselben Clusters durch 
Bonds (-) miteinander verbunden. Freie Gitterplätze werden nicht 
dargestellt. 
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Nach Mandelbrot [J.19] offenbart sich die fraktale Struktur eines Objektes an­

hand des allgemeinen Skalenansatzes 

Masse cx: LängedM, (2.3) 

wobei dM eine von der euklidschen Dimension d des Einbettungsraumes abweichende 

fraktale Dimension bezeichnet. Für große, aber endliche s-Cluster des Perkolations­

problems findet man auf Basis von s cx <R~>s dM/2 die fraktalen Dimensionen 

P > Pe 
P Pe 

P < Pe 

dM = d 
dM df < d 
dM = dj < df 

s ~ 00. (2.4) 

Man hat folglich nur im Bereich P < Pe fraktale Dimensionen, die mit selbst ähnlichen 

Clusterstrukturen mit Löchern auf allen Skalen einhergehen (vergl. Abbildung (2.2)). 

Diese Löcher induzieren einen zusätzlichen Anstieg der den Sites des s-Clusters be­

nachbarten, nicht besetzten Perimetersites t, woraus für den mittleren Perimeter 

eines s-Clusters die asymptotische Relation 

P < pe 

P > Pe 
s~ 00 (2.5) 

resultiert. Wegen der Proportionalität von sund t kann der Perimeter für P :s; Pe 

nicht als Oberfläche im regulären Sinne interpretiert werden. Selbst der externe 

Perimeter - er schließt nur die Perimetersites ein, die durch einen Pfad unbesetzter 

Sites mit einem Punkt im Unendlichen verbunden sind - erfüllt nicht das Kriterium 

t cx sl-~ einer regulären Oberfläche. Folglich erwartet man Clusterstrukturen mit 

Einstülpungen und Verästelungen auf allen Skalen, was visuell auch in Abblidung 

(2.2) zu verifizieren ist. 

Neben den spezifischen Clusterstrukturen ist man oft an Erwartungswerten über 

alle möglichen Clusterverteilungen auf dem Gitter g interessiert; die mittlere Anzahl 

der Cluster, die Perkolationswahrscheinlichkeit oder die mittlere Clustergröße, um 

nur die wichtigsten anzusprechen. Zu deren Berechnung erweist sich die mittlere 

Anzahl der s-Cluster pro Gitterplatz, ns(p), als eine fundamentale Größe: 

Die Wahrscheinlichkeit, einen beliebigen Site des Gitters besetzt vorzufinden, 

ist durch die Besetzungskonzentration P vorgegeben. Da alle Sites unabhängig (un­

korreliert) gesetzt werden, faktorisieren sich die p-Werte bei s besetzten Sites zu 

pS. Eine zusammenhängende Anordnung von s Sites repräsentiert genau dann einen 
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8-Cluster und nicht einen Teil eines noch größeren Konglomerats, wenn alle t Pe­

rimetersites unbesetzt bleiben, was mit einer Wahrscheinlichkeit (1 - p)t zu Buche 

schlägt. Der Konfigurationsanteil zur Gesamtwahrscheinlichkeit akkumuliert sich aus 

den verschiedenen Möglichkeiten, aus 8 Sites auf dem Gitter g einen 8-Cluster mit 

t Perimetersites zu generieren. Nach Summation der Einzelanteile gelangt man zur 

"lattice-annimal"-Darstellung [J .13] 

ns(p) = L: 9st pS(1- p)t. (2.6) 
t 

Es sei darauf hingewiesen, daß die Gittertranslationen im Konfigurationsmittel un­

berücksichtigt bleiben. Ihr Beitrag zu (2.6) ergibt, unter Vernachlässigung von Rand­

effekten in großen Gittern g, einen Faktor Igl, weshalb ns(p), in der Tat die mittlere 

Anzahl von 8-Clustern pro Gitterplatz beschreibt. Weiterhin liefert 9s = I:t 9st die 

Gesamtzahl der Konfigurationen eines 8-Clusters. Mit Abbildung (2.1) verifiziert 

man, daß z.B. für 3-Cluster auf 2d-s.q.-Gittern die Konfigurationen 

gestreckt 
gewinkelt 

8=3 
8=3 

t=8 
t=7 

9st = 2 (horizontal/vertikal) 
9st = 4 (90°-Rotationen) 

(2.7) 

auf n3(p) = 2 p3(1 - p)8 + 4 p3(1 - p)7 führen, und 93 ist sechs. Ähnliche, evtl. 

computergestützte Abzählungen der 8-Clusterkonfigurationen in d Dimensionen sind 

natürlich nur für sehr kleine 8 durchführbar [E.33]. 

Die mittlere Anzahl der Cluster insgesamt summiert sich aus den Anteilen ns(p) 

der 8-Cluster 
(00) 

K(p) = L: ns(P). (2.8) 
s=l 

(00) symbolisiert, daß ein evtl. vorhandener, unendlicher, perkolierender Cluster ex­

plizit aus der Summe ausgeschlossen ist. K(p) referiert lediglich endliche Cluster. Die 

Wahrscheinlichkeit einen beliebigen Site in einem unendlichen Cluster vorzufinden ist 

durch 
(00) 

pep) = p - L: 8 ns(p) (2.9) 
s=l 

gegeben. Relation (2.9) impliziert die logische Aussage, daß ein mit der Besetzungs­

konzentration p gesetzter Site entweder mit der Wahrscheinlichkeit P(P) zum perko­

lierenden Cluster oder mit der Summe der Wahrscheinlichkeiten Ps(p) = 8' ns(p) zu 

einem der endlichen Cluster gehört. S(p), die mittlere Clustergröße, ist die Summe 

der Anteile der verschiedenen Clustergrößen 8 gewichtet mit deren Wahrscheinlichkeit 
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Ps(p): 
(00) 

S(p) = L 8
2 ns(p). (2.10) 

s=1 

Auch hier ist der unendliche Cluster wieder von der Summation ausgeschlossen. Defi­

niert man die Korrelations- oder Paarverbindungsfunktion Cij(p) als die Wahrschein­

lichkeit, mit der zwei Gittersites i und j zum selben Cluster gehören, dann ist die 

mittlere Anzahl der Sites, mit welchen ein besetzter Site z.B. im Gitterursprung i = 0 

durch einen Pfad verbunden ist, gerade die mit COj(p) gewichtete Summe über alle 

Gitterplätze j. Das entspricht genau der mittleren Clustergröße: 

S(p) = L COj(p). 
jEQ 

(2.11) 

Aus diese Weise erhält man eine Äquivalenz des zweiten Moments der Clustervertei­

lung mit der Gittersumme der Paarverbindungsfunktion. 

Nachdem Struktur und Statistik der endlichen Cluster näher beleuchtet sind, 

wird im nächsten Abschnitt der bisher weitgehend unberücksichtigte perkolierende 

Cluster in den Mittelpunkt der Diskussion gerückt. 

2.2 Perkolationswahrscheinlichkeit und Ordnungspara­
meter 

In endlichen Systemen der Lineardimension L heißt ein Cluster "unendlicher" oder 

perkolierender Cluster, wenn er zwei diametrale Oberflächen des Systems verbindet. 

Der Gyrationsradius <R~>!/2 eines solchen Clusters ist damit durch die Systemab­

messungen festgelegt. Der Cluster hat keine fraktale Dimension; seine Dimension 

entspricht der des Einbettungsraums. Unterhalb Pe wächst der größte Cluster nur 

logarithmisch mit L, was als eine fraktale Dimesion von null interpretiert werden 

kann. Einzig bei p = Pe weist der perkolierende Cluster eine im eigentlichen Sinne 

fraktale Dimesion 0 < df < d auf. Wie man schon in Abbildung (2.2b) erkennt, hat 

dieser Cluster eine komplexe Struktur. Er besteht aus zusammenhängenden Gebilden 

(Blobs) mit Löchern auf allen Skalen und vielen freien Enden (Dangling Ends), auf 

die der Hauptteil der Masse konzentriert ist. Diese Gebilde sind partiell durch einen 

einzigen Pfad (Link) miteinander verbunden, der u.U. die Perkolationseigenschaft des 

gesamten Clusters aufrecht erhält. Auch Knoten (Nodes) zwischen den Links sind 

möglich. Links, Nodes und Blobs formen den Backbone des Netzwerks. 



= 

16 2. Einführung in die Perkolationstheorie 

Die Wahrscheinlichkeit P(p) bei gleichverteilter Auswahl unter den Gittersites 

eines zu erwischen, das zu dem Netzwerk gehört, läßt sich, wie schon gesehen, mit 

Relation (2.9), oder alternativ unter zu Hilfenahme der Faktorisierungseigenschaft 

der Paarverbindungsfunktion 

p 2(p) = lim Cij(P) 
I!.i - !.j 1-->00 

(2.12) 

berechnen. Die Frage, ob P im thermodynamischen Limes gegen null strebt oder 

einen endlichen, positiven Wert annimmt, kann auch mittels der fraktalen Dimension 

geklärt werden: 

P(P) P < Pe 
P > pe 

L~oo. (2.13) 

Damit weist P die Grundeigenschaften eines Ordnungsparameters auf: P ist null 

in der unperkolierten Phase und positiv in der perkolierten Phase. Der Übergang 

bei Pe ist stetig, weshalb P als Ordnungsparameter eines Phasenüberganges zweiter 

Ordnung fungiert. 

Letzte Aussage vollzieht den Schritt von der probabilistischen Beschreibung des 

Perkolationsproblems hin zu einer Behandlung im Rahmen des Formalismus kriti­

scher Phänomene, deren wichtigsten Erkenntnisse, die Skalentheorie und die Univer­

salität, im folgenden Abschnitt am Beispiel des homogenen Bulksystems verifiziert 

werden. 

2.3 Kritisches Verhalten im Volumen 

Ein homogenes Bulksystem ist durch die Ortsunabhängigkeit seiner Observablen cha­

rakterisiert. Diese in den vorangegangenen Abschnitten stillschweigend vorausge­

setzte Situation kann formal innerhalb einer Behandlung unendlich ausgedehnter 

Perkolationssysteme mit räumlich homogener Besetzungskonzentration P generiert 

werden. Die räumliche Translationsinvarianz des Modells in sich induziert die Trans­

lationsinvarianz aller Observablen. In Abbildung (2.3) ist der typische Verlauf von 

PB(P) und SB(P) skizziert. Der Index B steht für "Bulk". 

Für den singulären Anteil des ersten Moments der Clusterverteilung, den Ord­

nungsparameter PB, erwartet man im Limes P ~ Pd einen wurzelartigen Verlauf. 

Das zweite Moment der Clusterverteilung, die mittlere Clustergröße SB (p) , sollte 
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beidseitig des kritischen Punktes einen algebraisch divergierenden singulären Anteil 

besitzen. Beide Fälle lassen sich im Rahmen der Skalentheorie und ihrer kritischen 

Exponenten erfassen. Die Skalenhypothese basiert auf der Vorstellung, daß am kri­

tischen Punkt alle Skalen divergieren, wodurch eine Invarianz bezüglich Skalentrans­

formationen resultiert, d.h. vergrößert man einen Ausschnitt des Systems auf die Ab­

messungen des Originals, so ist kein Unterschied zwischen Ausschnitt und Original 

festzustellen. Als Konsequenz daraus müssen alle Observablen homogene Funktionen 

H ihrer Argumente qi sein. 

(2.14) 

b bezeichnet einen beliebigen Skalenfaktor , Di bzw. D H die Skalendimensionen von 

qi bzw. H. Angewandt auf die mittlere Anzahl der s-Cluster pro Gitterplatz findet 

man die Skalenform 

ns(p) ~ n(s, .6.p) ; s ~ 00, .6.p == (p - pe) ~ 0 (2.15) 

; Relation (2.14) (2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

wobei über die präzise Form der Skalenfunktion N(x) = n(l,x) keine Aussagen 

gemacht werden. Asymptotische Betrachtungen führen auf einen endlichen Wert 

a----------------------------------------------c.:;.o"""_""_-, 

p p 

Abbildung 2.3: Typischer Verlauf des Ordnungsparameters PB(p) und der mittle­
ren Clustergröße SB(P) in der Nähe des kritischen Punktes Pe. 
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.N(O), woraus sich ein algebraischer Zerfall ns x S-T am kritischen Punkt entwickelt, 

sowie auf die Asymptote .N(x) -+ xT
/

U falls x -+ 00. Dazwischen durchläuft .N(x) 

i.a. ein Maximum. 

Ausgehend von (2.18) können Skalenrelationen für weitere Observablen ermittelt 

werden. Darin vorkommende kritische Exponenten sind mittels (j und 7 darstellbar, 

und die jeweiligen Amplituden lassen sich mit .N(x) verknüpfen. Dies soll am Beispiel 

der laut (2.8) aus n s berechenbaren mittleren Anzahl der Cluster pro Gitterplatz 

nachvollzogen werden. 

K(p) 
s=l 

(00) 

x L S-T .N(D.p. SU) 

8=1 

1 ! 1-T 1 T-1 -; x-u- .N(x) dx· (D.p)-U 

In gleicher Weise findet man: 

7-1 
2-a=-­

(j 

7-2 
'ß--, -

(j 

7-3 
-"(= -­

(j 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

Hieraus lassen sich die bekannten Skalenrelationen erzeugen, mit deren Hilfe man 

bei Kenntnis von zweien (in dieser Arbeit sind dies meist ß und ,,(, wie in Tabelle 

(4.1) angegeben) die jeweils benötigten Exponenten berechnen kann. Ihre Werte sind 

"universell", d.h. unabhängig von Site- oder Bond-Perkolation, den unterliegenden 

Gittertypen usw., da es sich hierbei um Informationen handelt, die auf der am kri­

tischen Punkt divergierenden Längenskala irrelevant werden. Im Gegensatz dazu ist 

die Gitterdimension d eine relevante Größe. 

Die Paarverbindungsfunktion Cij(P) == Cr(p) trägt eine zusätzliche Ortsabhängig-
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keit r == l1:i - 1:jl, die ebenfalls mit (2.14) behandelt werden kann 

19 

(2.26) 

(2.27) 

Die Skalendimension -~ von C(x) wird im Limes großer raus (2.12),(2.24) be­

stimmt. Die Korrelationslänge 

j r ~ 00 (2.28) 

divergiert bei Pa wie erwartet mit dem Korrelationsexponenten 11. Ein Vergleich von 

(2.25) mit der aus (2.27) gefundenen Darstellung für S(p) induziert die "Hyperscaling­

Relation" 

d 11 = 2ß +1, (2.29) 

in die erstmals die Dimension d des Einbettungsraumes eingeht. (2.29) verliert ober­

halb der kritischen Dimension da = 6 seine Gültigkeit, und in den Skalengesetzen 

kommt es zu logarithmischen oder komplizierteren Korrekturen. 

2.4 Systeme mit überreiche: Tiefenprofile 

Entgegen den Anschauungen des vorigen Abschnitts sind reale Systeme durch Ober­

flächen begrenzt. Deren theoretischer Behandlung liegt das Konzept, eines sich im 

Halbraum r ;::: 0 unendlich ausdehnenden Modells mit einer an Vakuum grenzenden, 

planaren Oberfläche bei r = 0 zugrunde. Wählt man die Besetzungskonzentrationen 

für alle Sites der Ebenen Er konstant Pr, bleibt die Translationsinvarianz parallel zur 

Oberfläche erhalten und die Observablen sind allein Funktionen des Abstandes r von 

der Oberfläche. Die Ortsabhängigkeit z.B. der Größen 

(00) 

Kr({Pr}) = L ns({Pr},r) (2.30) 
s=1 

(00) 

Pr( {Pr}) = Pr - L 8 ns({Pr},r) (2.31) 
s=1 

(00) 

Sr({Pr}) L 8
2 ns({Pr},r) (2.32) 

s=1 
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und deren Interpretation im Rahmen des halbunendlichen Modells fundiert auf der 

mittleren Anzahl der 8-Cluster pro Gitterplatz von Er 

(2.33) 

Sie akkumuliert sich aus den Beiträgen 8' zur Ebene Er der Cluster vorgegebener 

Größe 8, gewichtet mit deren Anzahl nas, pro Gitterplatz, welche als Erwartungs­

wert über alle Gitterkonfigurationen die Ortsabhängigkeit trägt. In gewissem Sinne 

handelt es sich bei (2.33) um eine Mittelung von Projektionen der 8-Cluster des Ein­

bettungsraumes in der Hyperebene Er. Weil die Identität ps(r) = 8 na(r) für die 

Wahrscheinlichkeit, einen Site der Ebene Er in einem endlichen Cluster der Größe 

8 zu finden, erhalten bleibt, dokumentiert Pr aus (2.31) die Wahrscheinlichkeit, bei 

gleichverteilter Auswahl eines Sites der Ebene Er genau einen zu erwischen, der zum 

unendlichen Netzwerk gehört. Analog addieren sich in (2.32) alle Beiträge von 8-

Clustern entsprechend ihrer Wahrscheinlichkeit, einen Anteil an der Ebene Er zu 

halten, zur mittleren Clustergröße Sr. 

Typische Ortsabhängigkeiten, z.B. des Ordnungsparameters Pr, können in reinen 

Oberflächensystemen mit einer Oberflächenbesetzungskonzentration Ps bei r = 0 und 

einer sonst homogenen Bulkbesetzungskonzentration PB für r > 0 studiert werden. 

Zunächst erwartet man aufgrund fehlender N N in der Oberfläche eine geringere 

Perkolationstendenz, d.h. die kritischen Punkte sollten i.a. eine Relation PB,e :::; ps,c 

erfüllen. Weiterhin läßt die Kombination von je zwei Zuständen (oberhalb/unterhalb 

Pe = + / -) in Bulk und Oberfläche vier fundamentale Profiltypen erwarten: 

[-, -]: Ist weder Bulk noch Oberfläche perkoliert, also Po = Poo = 0, bleibt für den 

Profilverlauf nur die identische Nullfunktion. 

[-, +]: Eine perkolierte Oberfläche mit Po > 0 ist durch einen sich in der Oberfläche 

ausdehnenden, unendlichen Cluster charakterisiert. Dieser breitet sich auch 

in den oberflächennahen Regionen des Bulksystems aus, so daß das Profil 

in den Bulk hin abfällt und asymptotisch dem Grenzwert Poo = 0 zustrebt. 

Oberflächenperkolation induziert keine Bulkperkolation. Diese Situation ist 

in Abbildung (2.4a) exemplarisch anhand eines mittels Computersimulatio­

nen (vergI. Kapitel 4) erhaltenen Profils dargestellt. 

[+, -]: Perkolation im Bulk zieht wegen der Existenz eines unendlichen Netzwer­

kes Poo > 0 nach sich. Obwohl das Netzwerk zur Oberfläche hin ausdünnt, 
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dringt es letztlich bis in die Oberfläche vor und verursacht dort einen positiven 

Ordnungsparameter Po > 0, d.h. Bulkperkolation induziert Oberflächenper­

kolation. Summa summarum startet Pr auf der Oberfläche mit positivem Po, 

wächst typischerweise monoton mit r an und konvergiert gegen den Bulkwert 

Poo (vergl. Abbildung (2.4b)). 

[+, +]: Im Falle mit vernetztem Bulk und vernetzter Oberfläche sind sowohl Poo als 

auch Po von Hause aus positiv. Gewöhnlich wird das Oberflächennetzwerk 

dichter sein als das des Bulks, so daß der in Abbildung (2.4c) visualisierte, 

mit von der Oberfläche in den Bulk abfallendem Verlauf von Pr die Regel 

sein wird. Bei Parameterkonstellationen mit z.B. genügend ho her Bulkbeset­

zungskonzentration PB ist auch ein ansteigender Verlauf von Pr denkbar. 
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Abbildung 2.4: 

Typischer Verlauf der Ordnungspara­
meterprofile Pr als Funktion des Ab­
standes r von der Oberfläche für die 
Profiltypen (a):[-, +], (b):[+, -] und 
(c):[+, +] (Computersimulation). 

20 
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Diese grobe Einteilung der möglichen Pr-Profile ist nicht notwendig vollständig, 

doch gibt sie einen Überblick über die wesentlichen Profiltypen des Systems. Auch 

die Grenzen zwischen den vier Regionen müssen nicht durch die Werte PB,C und ps,c 

festgelegt sein. Aufgrund von Kooperationen zwischen Oberfläche und Bulk kann 

es zu Verschiebungen der Grenzlinien kommen. Während die Grenzen zwischen den 

Regionen [-, -] +-+ [-, +] bzw. [-, -] +-+ [+, -], [-, +] +-+ [+, +] mit einem nicht 

differenzierbaren Wechsel des Oberflächen- bzw. des Bulkordnungsparameters von 

null zu positiven Werten einhergehen und somit Phasenübergänge beschreiben, ist 

der Wechsel [+, -] +-+ [+, +] differenzierbar und folglich kein Phasenübergang. 

Im nächsten Abschnitt werden deshalb Struktur und Lage der Phasen und Über­

gangslinien bestimmt. 

2.5 Kritisches Verhalten des halbunendlichen Systems 

Die (weitgehende) Monotonie und die zu erwartende stetige Entwicklung der Ord­

nungsparameterprofile als Funktion der externen Parameter PB und Ps erlaubt die 

Reduktion der Diskussion des Gesamtprofils auf die drei aussagekräftigen Größen 

[J.8] 

Bulkperkolation PB = lim Pr (2.34) 
r~oo 

Oberflächenperkolation: Po - lim Pr (2.35) 
r~O 

00 

Exzeßperkolation Ps = L [Pr -PB] (2.36) 
r=O 

PB beschreibt den Perkolationszustand im fernen Bulk, Po auf der Oberfläche, und 

Ps mißt die Gesamtabweichung des Oberflächenprofils vom Bulkwert. In Analo­

gie zu PB (vergl. Abschnitt 2.3) sind auch Po und Ps in der Nähe entsprechender 

Phasenübergänge durch Skalenfunktionen beschreibbar, deren kritische Exponenten 

durch die Definitionen [J.5, J.8] 
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Bulk KB X K± !.6.p!2-a PB X P+ (.6.p)ß SB X S± !.6.p!-'"Y (2 .37) 

Oberfi.: Ko X K11
) !.6.p!2-a1 Po X p~l) (.6.p)ßl So X S~) !.6.p!-'"Yl (2.38) 

Exzeß Ks X KCf) !.6.p!2-as Ps X pf)(.6.p)ßs ; Ss X sCf)!.6.p!-'"Ys (2.39) 

festgelegt werden. Eine apriori anzunehmende Differenzierung der Exponenten 

bezüglich der Richtung der Annäherung an den Übergang ist bei der Perkolation 

nicht nötig. Es ist klar, daß die Werte der neuen Exponenten und ihre Relationen 

untereinander vom jeweiligen Phasenübergang .6.p E {.6.p B, .6.p~} abhängen. 

Die Struktur des Phasendiagrammes liefert eine Real-Space-Renormalization­

Group(RSRG)-Behandlung des Oberfiächenproblems [D.9]. Ihre Resultate sind in 

Abhängigkeit von der Dimension d des Einbettungsraumes in Abblidung (2.5) für 

die Fälle d = 2 in (a) und d = 3 in (b) unterschieden. 

2.5.1 Unperkolierte Phase, Oberflächenphase und Bulkphase 

In dreidimensionalen Systemen findet man alle im vorigen Abschnitt intuitiv kon­

struierten Profile: Für kleine Ps markiert PB,C den "gewöhnlichen Übergang" (or­

dinary transition (0)), der die "unperkolierte Phase" (non percolative phase (PNP)) 

1 1---':;:'S--.,.., 
sb 

o 

1 

[I] 

• e 

1 I-_--.:s~_ 

sb 

o 

1 

Abbildung 2.5: Struktur der Phasendiagramme der Oberfiächenperkolation mit 
den Parametern PB (Bulkbesetzungskonzentration) und Ps 
(Oberfiächenbesetzungskonzentration) für (a):d = 2 und (b):d = 3. 
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mit analog zu [-, -] identisch verschwindendem Ordnungsparamater Pr == 0 von 

der "gewöhnlichen Phase" (ordinary phase (Po)) separiert, welche durch einen in 

den Bulk ansteigenden Ordnungsparameter 0 < Po ~ Pr ~ PB charakterisiert ist 

(vergl. [+, -]). Zu großen PS hin ist PNP durch den "Oberflächenübergang" (surface 

transition (s)) von der Oberflächenphase (surface phase (Ps)) getrennt. Sie definiert 

sich durch ein von Po > 0 auf den Bulkwert PB = 0 monoton fallendes Ordnungs­

parameterprofil (vergl. [-, +]). Aufgrund der Kooperation der Oberfläche mit dem 

Bulk beschreibt s eine bei (0, pS,G) startende, monoton mit PB fallende und alge­

braisch gemäß Ps - p~b) X (PB,G - PB)l/q, [C.2] in den Punkt sb = (PB,C,p~b») 
einlaufende Funktion Ps (pB ). Am multikritischen Punkt sb hat man den "speziellen 

Übergang" (surface bulk transition (sb)). Oberhalb sb heißt die Linie PB == PBP der 

Bulkübergänge dann "außergewöhnlicher Übergang" (extraordinary transition (e)). 

Rechts von ihr findet man die "außergewöhnliche Phase" (extraordinary phase (PE)). 

In PE fallen die Ordnungsparameterprofile vom Oberflächenwert Po > 0 auf einen 

positiven Bulkwert PB > 0 ab (vergl. [+, +]). 

Durch die Definition der Übergänge 0 und e werden die Profile der Bulkphase 

PB > 0 in "gewöhnliche Profile" in Po (asymptotische Approximation des Bulkwertes 

von unten) und "außergewöhnliche Profile" in PE (asymptotische Approximation des 

Bulkwertes von oben) unterteilt. Das Grenzprofil zwischen beiden Situationen - die 

Amplitude des asymptotisch exponentiellen Zerfalls wechselt hier das Vorzeichen -

wird oft als "spezielles Profil" und die Menge deren Vorkommens im Phasenraum 

als "spezielle Phase" (surface bulk phase (PSB)) bezeichnet. Es sei jedoch nochmals 

darauf hingewiesen, daß die Nomenklatur "Phase" für PE, PSB und Po einzig aus 

dem didaktischen Grund der Analogie zu den wirklichen Phasen PNP und Ps gewählt 

wird. PE, PSB und Po sind durch das Profil des Ordnungsparamters definierte, 

disjunkte Teilmengen der einen, für PB > PB,C vorkommenden, Bulkphase. Zwischen 

ihnen finden keine Phasenübergänge statt. Der Ordnungsparameter variiert in der 

gesamten Bulkphase in stetig differenzierbarer Art und Weise. 

Im Gegensatz dazu beschreiben die Kurven 0, e und s Phasenübergänge zweiter 

Ordnung. 

In zwei Dimensionen kooperieren Oberfläche und Bulk nicht miteinander. Der 

Oberflächenübergang s bleibt bis PB = PB,G auf dem Niveau Ps == Ps,C == 1 und 

auch sb kommt bei sb = (PB,C,PS,c) zu liegen. Als Konsequenz daraus sowie aus 

ps,c == 1 hat man in zwei Dimensionen weder einen außergewöhnlichen Übergang e 
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noch eine Oberflächenphase Ps. Eine Aufsplittung der Bulkphase in PE, PSB und 

Po ist weiterhin möglich. 

2.5.2 Der Oberflächenübergang 

Renormierungsgruppenuntersuchungen [J .8] zeigen, daß fernab der kritischen Bulkli­

nie das Oberflächensystem durch ein effektives (d - l)-dimensionales Bulksystem 

beschreibbar ist. Anschaulich ist diese Aussage an hand einfacher Korrelationsbe­

trachtungen zu verstehen. Die endliche Bulkkorrelationslänge führt auf eine expo­

nentiell in den Bulk abfallende Korrelationsfunktion. Das Oberflächensystem hat 

eine mittlere Dicke von der Größenordnung der Korrelationslänge. Nach Anwendung 

weniger RSRG-Schritte hat man ein effektives (d - 1 )-dimensionales Bulksystem ge­

neriert. Damit sind die universellen Eigenschaften des Oberflächenüberganges durch 

die des (d - l)-dimensionalen Bulksystems festgeschrieben. Insbesondere erfüllen 

die in (2.37)-(2.39) definierten kritischen Exponenten des Oberflächensystems die 

Relationen 

a1 = as a(d-1) 
(2.40) 

ß1 ßs 
ß(d-1) (2.41) 

')'1 ')'S - ')'(d-1) , (2.42) 

und auch die Skalenrelationen des Bulksystems sind anwendbar. Die Oberflächenkor­

relationslänge skaliert wie eil x Ißpsl- lI(d-l). Dabei ist zu beachten, daß die Lage des 

Oberflächenüberganges natürlich von der Bulkbesetzungskonzentration PB abhängt, 

d.h. ßps = Ps - PS(PB). 

2.5.3 Der gewöhnliche Übergang 

Knapp oberhalb des ordentlichen Überganges wird z.B. die Frage nach Oberflächen­

perkolation durch die Existenz eines unendlichen Netzwerkes im Bulk beantwortet, 

das vom Bulk bis in die Oberflächenschicht hineinreicht. Auch bei anderen Observa­

blen scheint das Oberflächenverhalten bulkinduziert. Dieses einfache Argument wird 

durch Renormierungsgruppenrechnungen weitgehend gestützt [J.8]. So lassen sich 
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die Exponenten der Exzeßgrößen (2.39) allein aus den kritischen Bulkexponenten 

o:s = 0: + l/ ßs = ß-l/ 'Ys = 'Y + l/ (2.43) 

und die lokalen Oberflächengrößen (2.38) aus den kritischen Bulkexponenten sowie 

einem weiteren Oberflächenexponenten, z.B. 1711, der dem asymptotischen Verhalten 

der Korrelationsfunktion in der Oberfläche entnommen ist, gemäß 

0:1 = 0: - 1 
l/ 

'Y1 = 2"(4 -17 -1711) (2.44) 

bestimmen. Weitere Exponenten sind mittels der bekannten Skalenrelationen zugäng­

lich. Aufgrund der Invarianz des gewöhnlichen Überganges bezüglich Variationen in 

Ps gilt stets APB = PB - pB,C· 

2.5.4 Der außergewöhnliche Übergang 

Die charakteristische Eigenschaft des außergewöhnlichen Überganges ist der Aufbau 

eines perkolierenden Bulkclusters in Anwesenheit einer bereits perkolierten Oberfläche. 

Das momentane Verständnis dieses Überganges basiert auf Interpretationen von Mean­

Field-Ergebnissen [C.2, J.5]. Verschiedene skalentheoretische Ansätze liefern Indizien 

für die Darstellbarkeit kritischer Oberflächenexponenten durch Bulkexponenten, doch 

sind die Ergebnisse nicht widerspruchsfrei etabliert. Eine adäquate Untersuchung 

dieses Überganges beispielsweise im Rahmen einer Renormierungsgruppe scheint bis 

dato nicht möglich, so daß keine definitiven Aussagen über die Relationen der Expo­

nenten (2.37)-(2.39) getroffen werden können. 

2.5.5 Der spezielle Übergang 

Am speziellen Übergang sind Bulk- und Oberflächensystem zugleich kritisch, weshalb 

an diesem multikritischen Punkt sb beide Skalenfelder, b..pB = PB - PB,C und !:l.ps = 

Ps - Ps (PB) , relevant sind. Die Beschreibung des multikritischen Verhaltens bei sb 

fundiert deshalb auf vier unabhängigen kritischen Exponenten; zwei Bulk- und zwei 

lokale Oberflächenexponenten, z.B. 1711 und <P. 1711 beschreibt wieder den algebraischen 

Zerfall der Korrelationsfunktion innerhalb der Oberfläche, und <P [C.2] ist der cross­

over-Exponent, der das algebraische Einlaufen des Oberflächenüberganges Ps (PB) in 

den Punkt sb dominiert. Die Exponenten der lokalen Größen aus (2.38) bestimmen 

sich zu 

0:1 = 0: + l/ + <P - 1 
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während die Exponenten der Exzeßgrößen (2.39) wieder allein aus den kritischen 

Bulkexponenten berechnet werden können 

O:s = a + 1/ ßs = ß - 1/ (2.46) 

2.6 Zusammenhang mit dem q-Potts-Modell 

Bisher wird das Perkolationsproblem aus rein probabilistischem Blickwinkel gesehen. 

Die Entstehung diverser Phasen und Phasenübergänge sowohl im Bulk- als auch im 

Oberfiächensystem lassen jedoch eine Verbindung zu thermodynamischen Modellen, 

die La. durch eine Konfigurationsenergie in Form eines Hamiltonoperators definiert 

sind, erahnen. Tatsächlich lassen sich verschiedene Perkolationsmodelle im Rah­

men eines speziellen q -+ I-Limes assoziierter q-Potts-Modelle darstellen [A.16, BJ. 

Die mathematisch weitestgehend äquivalente Herleitung verschiedener Perkolations­

modelle wird in den folgenden Abschnitten exemplarisch für die Bond-Perkolation 

skizziert. 

2.6.1 Das q-Potts-Modell 

Es sei 9 ein d-dimensionales Raumgitter auf dessen Gitterplätzen Potts-Spins O'i 

sitzen, die je einen der q Werte O'i E {O, 1, ... ,q -I} annehmen können. Das Potts­

Modell ist dann in seiner Standarddarstellung durch die Konfigurationsenergie [A.8, 

A.12J 

-ß?-l(qj{O'}) = 2: Kij 8(O'i,O'j) + 2: Li 8(O'i, 0) (2.47) 
<i,j> 

und die Angabe von Randbedingungen auf 89 eindeutig definiert. Wenn nicht aus­

drücklich anders vermerkt, werden in dieser Arbeit stets periodische Randbedin­

gungen (PBC) benutzt. Dabei bezeichnet <i,j> die Summation über alle Bonds 

zwischen nächsten Nachbarn (N N) i und j auf 9 und 8 ( a, ß) das Kronecker-Symbol 

_ {I : a=ß} 8(0:, ß) = 0: sonst . 

Zur Vereinfachung werden die auf die Temperatur kBT = b bezogenen 

Koppl ungskonstanten 

und Felder 

(> 0) 

(2.48) 
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verwendet. Es ist klar, daß im Grenzwert limT-+O+ lim{L}-+O+ der Grundzustand 

q-fach entartet ist, da sich alle Spins in genau einem der q Zustände befinden, 

während für limT-+oo lim{L}-+o+ jeder Spin O"i mit gleicher Wahrscheinlichkeit ~ 

irgendeinen der q Zustände annimmt. Demnach sollte es für mittlere Temperaturen 

einen Phasenübergang von einer geordneten Tieftemperaturphase in eine ungeord­

nete Hochtemperaturphase geben. Die Übergangstemperatur ßc ergibt sich aus der 

freien Energie [G] 

-ßF(qj{K},{L}) = In L e-ß1i(qj{!T}). 

{!T} 

(2.49) 

Sie ist für Igl < 00 als endliche Summe analytischer Funktionen für alle ß E IRt 
analytisch. Erst im thermodynamischen Limes 

1 
-ßf(qj{K},{L}) == lim -I('!I [-ßF(qj{K},{L})] 

191-+00 '::I 

(2.50) 

können nicht analytische Bereiche auftreten, die dann mit Phasenübergängen identi­

fiziert werden. 

Im Falle isotroper Kopplungen Kij == K ergibt sich im Nullfeldlimes für die freie 

Energie in d = 1 Dimensionen 

- ß f( q j K, L -+ 0+) = ln( eK + q - 1 ), (2.51) 

und somit tritt für alle q E JRt nur für ß -+ 00 ein Phasenübergang auf. 

In d = 2 Dimensionen ist zwar f bisher nicht explizit als Funktion von K darstell­

bar, jedoch kann z.B. für das S.q. Gitter eine im thermodynamischen Limes exakte 

Dualitätstransformation durchgeführt werden. Das duale Modell ist dann ebenfalls 

ein s.q. q-Potts-Modell mit der modifizierten Kopplung K*, die mit K die Relation 

[A.5, A.9, A.12] 

(2.52) 

erfüllt. Weil K* eine streng monoton fallende Funktion von K ist, sind also die Hoch­

temperatureigenschaften des Systems explizit durch die Tieftemperatureigenschaften 

gegeben und umgekehrt. Ist weiterhin die kritische Temperatur ßc eindeutig - was 

nur für q = 2 und q > 4 rigoros gezeigt ist [A.4, J.20] - so kann bei ßc auf K = K* 

geschlossen werden, und somit folgt 

ßc J == Kc = In (1 +.Jq) . (2.53) 



= 

------------------

2.6 Zusammenhang mit dem q-Potts-Modell 29 

d 

2 

3 

4 - 00 

q*(d) 

4 

2.2 

2 Tabelle 2.1: Oberhalb q*(d) ist der Phasenübergang 
von erster Ordnung [A.1, A.3, A.ll]. 

Der Phasenübergang ist für q > 4 von erster Ordnung (d.h. diskontinuierlich) und 

für q ~ 4 von höherer Ordnung (d.h. kontinuierlich) [A.3]. 

Für d > 2 ist der Phasenübergang für große q ebenfalls diskontinuierlich [A.6]. Es 

gibt also auch hier eine untere Schranke q*(d) oberhalb derer der Übergang unstetig 

ist. Ausgiebige Untersuchungen haben für q*(d) die in Tabelle (2.1) aufgelisteten 

Werte ergeben. Der Übergang des in dieser Arbeit interessierenden Perkolationslimes 

q ~ 1 ist damit für alle Dimensionen von zweiter Ordnung. 

2.6.2 Der Perkolationslimes q ~ 1 des Potts-Modells 

Die formale Hochtemperaturentwicklung der Potts-Zustandssumme führt für belie­

bige Gitter g auf die sogenannte Graphenentwicklung der Zustandssumme [B.10] 

Z(qjK,L) = L vb(g,) II (eLllc(g,) + q -1). (2.54) 
g'~g c 

Dabei werden nur der besseren Übersicht wegen alle Kij == K , Li == L und v = eK -1 

gewählt. Die Summe erstreckt sich über alle Untergitter g' von g, das Produkt 

enthält alle verbundenen Cluster c von g' einschließlich einzelner Sites, und beg') bzw. 

sc(g') sind jeweils die Anzahl der Bindungen bzw. die Anzahl der Sites eines Clusters 

c auf dem Untergitter g'. Über diese Entwicklung kann nun das Potts-Modell für 

beliebige q E IR definiert werden. Dabei geht La. die mikroskopische Bedeutung des 

Hamiltonoperators 'H verloren. Hingegen bleibt die Eigenschaft der freien Energie 

-ßF = In Z, die erzeugende Funktion physikalisch relevanter Observablen zu sein, 

stets erhalten. Insbesondere läßt sich für q = 1 durch die Definition [A.16] 

G(K,L) [ 8
8 - ß F( q j K, L) ] 
q q=l 
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[8
8 lnZ(qjK,L)] 
q q=l 

(2.55) 

die erzeugende Funktion G(K,L) der Bond-Perkolation bestimmen. Einsetzen von 

(2.54) liefert nach einigen elementaren Rechenschritten 

g(K,L) lim I~I G(K, L) Igl-oe 

< L e-Lsc(g/) >, (2.56) 
e 

wobei 

<X> - lim I~I < X >g Igl-oe 
(2.57) 

< X>g - L pb(g/) (1 - p)b(g)-b(g/) X(g') (2.58) 
g/~g 

P 1 -K -e (2.59) 

benutzt wird. Alle interessierenden Perkolationsgrößen lassen sich aus g(K, L) ablei­

ten [A.16]: 

• mittlere Anzahl der. Cluster pro Gitterplatz 

K(p) 
e 

• Perkolationswahrscheinlichkeit 

P(p) p(site) - < L seUl') > 
e 

• mittlere Clustergröße pro Gitterplatz 

S(p) < L s~(g') > 
e 

lim g(K,L) 
L-O+ 

p(site) + lim 
L-O+ 

8g 
8L (K,L) 

(2.60) 

(2.61) 

(2.62) 

In ähnlicher Weise kann die Paarverbindungsfunktion C(r,p) mit der Zweipunktkor­

relationsfunktion r 0<0«0, r) des Potts-Modells in Verbindung gebracht werden [B.10]: 

C(r,p) = [88 r 0<0«0, r) ] . 
q q=l 

(2.63) 
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Die kritische Besetzungskonzentration Pe ist diesem Formalismus ebenfalls zugäng­

lich, denn bezeichnet 

(2.64) 

den kritischen Punkt Ke des zugehörigen q-Potts-Modells, dann führen die obigen 

Überlegungen mit (2.59) auf die Relation 

A( 1 j 1 - pe) == O. (2.65) 

Dies ist insbesondere für zweidimensionale planare Gitter von besonderem Interesse, 

da hier die Funktion A für manche Gittertypen mittels einer Dualitätstransformation 

exakt bestimmt werden kann. Allgemein ergibt sich somit zwischen pe auf 9 und p~ 

auf dem zu 9 dualen Gitter V die Summenregel 

pe + p~ == 1. (2.66) 

Somit hat das in dieser Arbeit relevante selbst duale s.q. Gitter Pe = p~ = !. 
Das Site-Perkolationsproblem kann ebenfalls als der q -+ I-Limes eines q-Potts­

Modells betrachtet werden [B.5]. Dazu müssen allerdings Multisite-Wechselwirkungen 

Kund Multisite-Felder M eingeführt werden, und auch das Gitter, auf dem dieses 

assoziierte q-Potts-Modell lebt, ist nicht das Perkolationsgitter g, sondern ein aus 

9 abgeleitetes sogenanntes "Überdeckendes Gitter" (covering-Iattice), dessen Sites 

sich gerade auf den Bonds des ursprünglichen Gitters 9 befinden. Die graphentheo­

retische Behandlung dieses Modells verläuft analog zum Bond-Perkolationsfall und 

liefert als erzeugende Funktion der Site-Perkolation [B.5] 

g(K,L) [!.... - ßf(qjK,L)] 
Bq q=l 

(2.67) 

< b(Q') > - ('Y - ! ) P + 
2 

(2.68) 
c 

wobei 'Y die Koordinationszahl von 9 ist. Die Besetzungskonzentration P ist durch 

P = 1- e-(K+L) (2.69) 

gegeben, und eL berechnet sich aus Kund M gemäß [A.16] 

L eK +M -1 
e = eK -1 . (2.70) 

Aus g(K, L) können nun wieder alle Perkolationsgrößen auf 9 berechnet werden. Die 

Aussagen (2.61) - (2.66) übertragen sich exakt. Einzig 

1 
g(K,O+) = < b(Q') > - ('Y - 2") P + < n(g') > (2.71) 
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liefert nicht mehr direkt die mittlere Clusterzahl < n(Q') > allein, wie im Falle der 

Bond-Perkolation. 
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Kapitel 3 

Mean-Field-Theorie der 
Perkolation 

Bisher kann das Perkolationsproblem für die physikalisch relevanten Raumdimensio­

nen d E {2,3} keiner analytischen Lösung zugeführt werden. Es liegt daher nahe, 

sich mittels einer Mean-Field-Beschreibung erste qualitative Aussagen über das Ver­

halten solcher Systeme zu beschaffen. Aufgrund der Feststellung, daß kein direkter 

Übergang zu einer Mean-Field-Theorie der Perkolation möglich scheint, führt der 

Weg über die im vorigen Kapitel aufgezeigte Verbindung zum q-Potts-Modell und 

dessen Mean-Field-Approximation (MFA). 

Da das kritische Verhalten von Bond- und Site-Perkolation gleich ist [B.3, E.5], 

die analytische Behandlung der Site-Perkolation aufgrund der Multisite-Wechselwir­

kungen und -Felder auf dem covering-Iattice etwas umständlich erscheint, wird in den 

Abschnitten 3.1 und 3.2 mittels des Potts-Modells (2.47) auf dem Originalgitter g 

eine Mean-Field-Theorie der Bond-Perkolation hergeleitet. Deren homogene Bulk­

version wird in Abschnitt 3.3 vorgestellt. Anschließend definiert Abschnitt 3.4 das 

halb unendliche Modell, für welches das Phasendiagramm (Abschnitt 3.6) und die Pro­

file des Ordnungsparameters (Abschnitt 3.7) sowie der mittleren Clustergröße (Ab­

schnitt 3.8) in den einzelnen Phasen und speziell an den Übergängen zwischen diesen 

Phasen auf Basis analytischer Approximationslösungen detailliert untersucht werden. 

Das in Abschnitt 3.9 vorgestellte Iterationsverfahren gestattet eine numerische Sum­

mation der Selbstkonsistenzgleichungen. Diese wird in Abschnitt 3.10 für den Ord­

nungsparameter und in Abschnitt 3.11 für die mittlere Clustergröße durchgeführt, wo­

bei ihre Resultate jeweils mit den Prognosen der analytischen Approximationslösung 
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verglichen werden. Abschnitt 3.12 motiviert kurz das Interesse an langreichweitigen 

Oberflächenstörungen, wofür Abschnitt 3.13 die bekannte Renormierungsgruppen­

klassifikation zusammenfaßt. Abschnitt 3.14 präsentiert eine darüber hinausgehende 

Mean-Field-Klassifikation einschließlich einer Diskussion des cross-over-Verhaltens 

des Ordnungsparameters in der Nähe des außergewöhnlichen Übergangs (Abschnitt 

3.15). Die Ergebnisse werden in Abschnitt 3.16 an hand numerischer Iterationen ein­

drucksvoll bestätigt. 

3.1 Die Mean-Field-Theorie des Potts-Modells 

Im vorigen Kapitel hat man gesehen, daß sich die erzeugende Funktion g(K,L) der 

Perkolation als ein spezieller q -+ I-Limes der freien Energie eines assoziierten q­

Potts-Modells darstellen läßt. Da selbst im einfacheren Fall der Bond-Perkolation 

für die Raumdimensionen d E {2,3} die Zustandssumme (2.54) für beliebige q nicht 

exakt auszuwerten ist, liegt es nahe, sich mittels einer Mean-Field-Beschreibung 

[A.5, A.10] zunächst qualitative Aussagen über das q-Potts-Modell zu beschaffen. 

Dazu werden an Stelle der Potts-Spins O'i E {O, 1, ... , q - 1} die Variablen 

mit (3.1) 

eingeführt. Mit 

q-l 

L >'i = q. 8(O'i, 0) (3.2) 
8=0 

q-l 

L >.rs>'i = q·8(O'i,O'j) (3.3) 
s=o 

berechnet sich die reduzierte Konfigurationsenergie zu 

(3.4) 

Substituiert man nun in der Doppelsumme E<i,j> über alle Nächste-Nachbar-Bonds 

für x E {Al, >.r S
} die Identität x == (x- <x» + <x>, multipliziert das resultierende 

Produkt aus und sortiert die entsprechenden Terme, so erhält man unter Vernachläs­

sigung der Fluktuationsterme (>'l- < >'l » . (>.rs - < >.rs » bei symmetrischer 

Kopplung Kij == Kji für -ß1i( q j {A}) die Mean-Field-Approximation (MFA) 

- ß1i(MFA)( q j {>'}) = L -ß1iiMFA)( q j >'i) 
iEQ 

(3.5) 
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mit der effektiven Ein-Teilchen-Energie 

~ ~ [ L Kij < Ars> + Li ]. Ai 
q s=o <jli> 
1 q-l 1 
- L L 2 Kij < Ars >< Ai > . (3.6) 
q s=o <jli> 

Die darin auftretenden Erwartungswerte < . > müssen innerhalb dieser Approxima­

tion selbstkonsistent bestimmt werden. Mit dem Ansatz 

< A~ > = {I : s I q } 
, 14 : s,{'q 

(3.7) 

ergibt sich für den reellen Ordnungsparameter 14 E [0,1] die Selbstkonsistenzglei­

chung [A.10] 
14 = exp(E<jli> KijRj + Li) -1 

exp(E<jli> KijRj + Li) + q -1' 
(3.8) 

Aus der Summendarstellung (3.5) der Konfigurationsenergie folgt weiterhin die für 

Mean-Field-Theorien übliche Faktorisierung von Produkterwartungswerten 

N N 
< II Ji(AkJ > = II < Ji(AkJ >, (3.9) 

i=l i=l 

worin sich u.a. das Verschwinden von Korrelationen und Fluktuationen manifestiert. 

Die Selbstkonsistenzgleichung (3.8) wiederum ist dazu geeignet, Erwartungswerte 

beliebiger N-Punktfunktionen J( {Aki }{~l) mittels der Ordnungsparameter {Rki }f:l 

allein auszudrücken: 

(3.10) 

Wie zu erwarten reduziert sich (3.10) für Produktfunktionen J( {>..kJ) = TIi Ii(AkJ 

auf Gleichung (3.9). Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen im Zustand A* zu finden, 

ist folglich [A.10] 
1- 14 < 8(Ai, A*) > = + 14 8(1, A*), 

q 
(3.11) 

und im thermodynamischen Limes unendlich großer Systeme erhält man mit (3.11) 

für die freie Energie pro Teilchen: 

- ß JCMFA)( q j {K}, {L}) 1· 1 {_ßUCMFA) + kIB SCMFA)} (3.12) 
Igl~oo iQI 
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lim 19
1
1 L {< -ß1iiMFA

)( q j Ai) > 
191-+00 iE9 

- L < 8(Ai, A) > In < 8(Ai, A) > } (3.13) 
{A} 

= lim ~ L { ! [ L ! Kii + Li ] 
191-+00 191 iE9 q <ili> 2 

+ q - 1 [ L ~KijRiRi + LiRi ] 
q <ili> 

1 
-- [1+(q-1)Ri]1n[1+(q-1)Ri] 

q 

- q ~ 1 [1 - Ri]1n [1 - Ri] + In q } . (3.14) 

Es ist nun leicht nachzurechnen, daß die Selbstkonsistenzgleichung (3.8) äquivalent ist 

zur Extremalbedingung a-ßf(~lK},{L}) = 0, so daß der Gleichgewichtszustand durch 

5 

4 

1. Ordnung 
3 

2 

lL..--..a.....-........ -----.....&..-"';::;O----I--L..-~ 
1 2 3 4 5 6 7 8 

d 

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung von qc(d) oberhalb dessen der Pha­
senübergang mittels einer MFA beschrieben werden kann. Die be­
kannten kritischen Werte sind: 

qc(l + €) 
qc(2) 
qc(4) 
qc(6) 

cx e2/e 
- 4 

2 
1 

[A.2, A.ll] 
[A.3, A.10] 
z.B.[G] 
[A.13] 

Für q = d = 3 ist der Übergang von erster Ordnung [A.ll]. 
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diejenige Lösung von (3.8) gegeben ist, für die die freie Energie -ß f( q ; {K}, {L}) 

aus (3.14) maximal wird. 

Die freie Energie fungiert auch in dieser Mean-Field-Approximation als erzeu­

gendes Funktional für alle relevanten physikalischen Größen. Sie hat z.B. für das 

homogene Bulksystem (Kii == KB) die Form (-y = Koordinationszahl) 

~ [ ~KB + LB ] + q ~ 1 [ ~KBR1 + LBRB ] 

1 
- - [ 1 + (q - l)RB ]ln [1 + (q - l)RB ] 

q 

- q - 1 [ 1 - RB ]In [ 1 - RB ] + In q. (3.15) 
q 

Hieraus erhält man mittels einer einfachen Kurvendiskussion im Limes LB ~ 0+ 

einen für q ~ 2 stetigen Phasenübergang (zweiter Ordnung) bei ,KB,e = q und für 

q> 2 einen unstetigen Phasenübergang (erster Ordnung), der durch einen Sprung des 

Ordnungsparameters von RB = 0 auf RB = Re = !=f bei ,KB,G = 2~=~ ln(q - 1) 

[A.10] gekennzeichnet ist. Durch einen Vergleich mit dem für d = 2 bekannten 

exakten Ergebnis für das kritische q-Potts-Modell [A.10] kann gezeigt werden, daß 

diese Mean-Field-Ergebnisse in führender Ordnung einer Entwicklung nach großen 

q in d = 2 Dimensionen exakt sind. In der Tat erhält man aus diesen exakten 

Betrachtungen, daß das zweidimensionale Potts-Modell für q > 4 einen Phasenüber­

gang erster Ordnung und für q ~ 4 einen zweiter Ordnung aufweist (vergl. Tabelle 

(2.1)). Im allgemeinen kann man also davon ausgehen, daß es für jede Dimension dein 

kritisches qc(d) gibt, oberhalb dessen die Mean-Field-Näherung Gültigkeit besitzt. 

Die bislang bekannten Werte für qc(d) sind in Abbildung (3.1) schematisch dargestellt. 

3.2 Die Mean-Field-Theorie der Perkolation 

Perkolation ist ein rein geometrisches Problem, das ohne einen Hamiltonoperator aus­

kommt. Bei gegebener Site-Konzentration p(site) und Bond-Besetzungswahrschein­

lichkeit p(bond) haben alle Konfigurationen die gleiche "Energie". Man hat es also mit 

einem mikrokanonischen Ensemble zu tun, für das die erzeugende Funktion die Di­

mension einer Entropie hat. Dennoch zeigt sich in Abschnitt 2.6.2, daß das Problem 

der Perkolation als ein spezieller Limes eines kanonischen q-Potts-Ensembles darge­

stellt werden kann. Bezeichnet also A die Abbildung, die die erzeugende Funktion 

-ß f( q; {K}, {L}) des entsprechenden q-Potts-Modells auf die erzeugende Funktion 
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g({p(site)}, {p(bond)}) abbildet 

A: -ßf(qj{K},{L}) f--+ g({p(site)},{p(bond)}) == A[-ßfl (3.16) 

und ist B eine Abbildung, welche g({p(site)}, {p(bond)}) auf g(MFA) ({p(site)}, {p(bond)}) 

projeziert, also die Perkolation auf ihre Mean-Field-Theorie reduziert, 

so erhielte man die gesuchte Mean-Field-Theorie einfach durch 

(3.18) 

Da aber B nicht explizit bekannt ist, macht man sich die Kenntnis einer Mean-Field­

Näherung für das q-Potts-Modell zunutze. Bezeichnet 

C : -ß f( q j {K}, {L}) f--+ -ß f(MFA) ( q j {K}, {L}) == C[-ß fl (3.19) 

die Abbildung, die - wie im vorigen Abschnitt dargestellt - das q-Potts-Modell 

auf seine Mean-Field-Approximation transformiert, und 

wiederum deren Reduktion zur Perkolation auf Mean-Field-Niveau, so bekommt 

man 

g(MFA) ( {p(site)}, {p(bond)}) = (C 0 V)[-ß fl. (3.21) 

Weil beide Darstellungen, (3.18) und (3.21), die gleiche Theorie ergeben sollen, also 

A 0 B = Co V, erhält man folgendes kommutatives Diagramm: 

q-Potts-Modell 
(0, {K}, {L}, 1iq ) 

C 

q-Potts-MFA 
(9,{K}, {L}, 1i~MFA») 

A 

1) 

Perkolation 
~ (g', {p(site)}, {p(bond)}) 

B (3.22) 

Perkolation MFA 
• (g', {p(site)}, {p(bond)}) 
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Unter der Annahme, daß die Transformation q-Potts-Modelll--+ Perkolation im 

Originalproblem die gleiche ist wie auf Mean-Field-Niveau, d.h. A = 'D, hat B die 

formale Darstellung 

B=A-1oCoA (3.23) 

und man erhält für die Erzeugende der Bond-Perkolation die MF-Darstellung [A.10] 

g(MFA) ({K}, {L}) (C 0 A)[-ß f] (3.24) 

[ ~ - ß f(MFA) ( q j {K}, {L})] (3.25) 
8q q=l 

lim ~ L {[ L ~KijHiRj + LiHi] 
IQI-+oo Igl iEQ <jli> 2 

- [ L ~ Kij + Li ] 
<jli> 

+ [1- Hi](l-ln[l- HiJ) }. (3.26) 

Die Verwendung der Parameters ätze ({p(site)}, {p(bond)}) bzw. ({K}, {L}) ist äquiva­

lent, da beide durch eineindeutige Abbildungen ineinander überführt werden können, 

weshalb zukünftig für die Mean-Field-Perkolation die Potts-Parameter ({K}, {L}) 

benutzt werden. Insbesondere sieht man an hand von (3.23), daß jeder Operator Q, 

der mit A und C vertauscht, auch mit B vertauscht. Somit können dann alle For­

meln, die in Abschnitt 2.6.2 für g( {K}, {L}) gewonnen wurden, auf g'MFA) ( {K}, {L}) 

übertragen werden. Mittels (2.61) erhält man für den Ordnungsparameter 

p.(MFA) = 1 + lim 8g(MFA) ({K}, {L}) = Hi, (3.27) 
, {L}-+O+ 8Li 

weshalb auch in Zukunft für den Ordnungsparameter der Mean-Field-Perkolation die 

Notation Hi beibehalten wird. Hi ist wiederum durch das Maximum von g({K}, {L}) 

gegeben. Die Extremalbedingung ag~:A) = 0 führt auf die Selbstkonsistenzgleichung 

L KijRj + Li + In [1 - Hi] = O. 
<jli> 

(3.28) 

3.3 Die Mean-Field-Perkolation des homogenen Bulk­
systems 

Betrachtet man ein homogenes System, dessen Lineardimensionen groß im Vergleich 

zur Korrelationslänge ~ sind, so wird das Bulkverhalten unabhängig von etwaigen 
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kurzreichweitigen Oberflächeneinflüssen durch einen räumlich konstanten Ordnungs­

parameter Ri, == RB beschrieben. Um das kritische Verhalten solcher Bulksysteme 

zu studieren, wird im folgenden von einem unendlich ausgedehnten, homogenen Vo­

lumensystem ausgegangen, dessen Erzeugende (3.26) sich im externen Feld LB 

schreibt, woraus man für LB --+ 0+ sofort die mittlere Anzahl der Cluster pro Gitter­

platz als Funktion von RB(KB, 0) ablesen kann. Die Selbstkonsistenzgleichung des 

Ordnungsparameters RB(KB, LB) ergibt sich aus (3.28) zu 

(3.30) 

Mittels des reellen Astes der W-Funktion [HA], die durch die Funktionalgleichung 

W(x) . eW(:J:) = x definiert ist, erhält man aus (3.30) für den Ordnungsparameter die 

Lösung 

mit 
1 

KBc== -. , 'Y 

(3.31) 

(3.32) 

RB(KB, LB) hat den in Abbildung (3.2) dargestellten Verlauf. Im Nullfeldlimes 

0: -1 

ß 1 

'Y 1 

8 2 

v 1 
'2 

o 

(3.33) 

Tabelle 3.1: Kritische Bulkexponenten der Mean-Field­
Perkolation [E.30]. 
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gehorcht RB für KB -+ K~,G dem Skalengesetz 

und 

mit 

KB 
k=~-1. 

B,G 

ß=l 

41 

(3.34) 

(3.35) 

Wegen limK -+K+ RB(KB) = limK -+K- RB(KB) = 0 ist der Phasenübergang 
B B,G B B,G 

wie erwartet von zweiter Ordnung. Auf der Phasengrenze selbst führen kleine positive 

Bulkfelder LB auf das Skalengesetz 
1 

RB(KB,C, LB) ---+ J2 L1 mit 8 = 2. (3.36) 

Unter Verwendung der Skalenrelationen [GJ können aus diesen beiden Exponenten die 

in Tabelle (3.1) aufgelisteten Bulkexponenten berechnet werden. Bei der Berechnung 

Abbildung 3.2: Gitternetzdarstellung des Ordnungsparameters RB(KB, LB) des 
Bulksystems gemäß (3.31). Die Geraden in der Definitionsebene 
entsprechen aufeinanderfolgenden Höhenlinien zur Höhendifferenz 
1 
10 • 
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der Korrelationsexponenten 'T/ und 1/ wird in der Hyperscaling-Relation die kritische 

Dimension dc = 6 verwendet. Die Korrelationslänge ist durch die Relation 

2 (COSh (!) _ 1) + _1 ___ 1 1 = 0 e KB,G KB 1 - RB 
(3.37) 

bestimmt, woraus für KB -+ KB,G und LB == 0 

mit 
1 

1/=-
2 

(3.38) 

resultiert. Die mittlere Clustergröße pro Gitterplatz SB (KB, LB) ergibt sich gemäß 

(2.61) und (2.62) durch Differentiation des Ordnungsparameters RB(KB, LB) nach 

dem externen Bulkfeld. Aus (3.30) berechnet man 

1 
(3.39) 

1 KB ' ---
I- RB (KB, LB) KB,C 

was im Nullfeldlimes für KB -+ KB,G auf das Skalengesetz 

mit ,=1 (3.40) 

führt. 

3.4 Das halb une nd liehe System 

Reale physikalische Systeme sind durch Oberflächen begrenzt, wodurch eine ex­

plizite Ortsabhängigkeit physikalischer Meßgrößen, wie z.B. der Perkolationswahr­

scheinlichkeit oder der mittleren Clustergröße, induziert wird. Die charakteristi­

sche Längenskala, auf der diese Größen variieren, ist durch die Korrelationslänge 

e festgelegt, so daß sich Oberfiächeneinflüsse zunehmend dann bemerkbar machen, 

wenn die Korrelationslänge an die Lineardimensionen des Systems heranreicht. Dies 

tritt typischerweise bei Annäherung an einen Phasenübergang ein, wenn e gemäß 

(3.38) sehr groß wird. Das auch experimentell zugängliche Temperaturverhalten der 

Oberfiächengrößen ist La. verschieden von dem der entsprechenden Volumengrößen. 

Die theoretische Behandlung von Oberfiächensystemen führt auf den Forma­

lismus der halbunendlichen Modelle [J.5, J.8]. Man untersucht ein im Halbraum 

r ~ 0 unendlich ausgedehntes System mit einer an Vakuum grenzenden, planaren 
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Oberfläche bei r = O. Formal wird ein solches Modell durch folgende Wahl der 

Koppl ungskonstanten erzeugt: 

Kij = {K~'~ : ~ ~ ~ }. (3.41) 

Dabei wird durch die Orts abhängigkeit der Kopplungen KP in bzw. K;- zwischen den 

Ebenen, die aufgrund der Translationsinvarianz des Systems parallel zur Oberfläche 

nur Funktionen des Abstandes r von der Oberfläche sein können, der Einfluß des Feh­

lens nächster Nachbarn auf die mikroskopische Struktur nahe der Oberfläche berück­

sichtigt. Die Eindringtiefe dieser Oberflächenstörung in den Bulk ist wiederum von 

der Größenordnung der Korrelationslänge, so daß Kr asymptotisch dem Bulkwert 

KB zustrebt: 

(3.42) 

Die dem System durch diese Wahl der Kopplungen - und evtl. ebenfalls vorhandener 

Felder Lr - aufgeprägte Symmetrie überträgt sich auf die erzeugende Funktion. Sie 

hat z.B. für die in dieser Arbeit benutzten Gitter mit kubischer Symmetrie ('Y = 2d) 

die Gestalt 

g<MFAl({K}, {L}) 

+ [1 - Rr](1 -ln [1 - Rr]) . (3.43) 

Es ist klar, daß auch das Grenzwertverhalten von KP'~ sich auf die physikalischen 

Observablen vererbt. Daraus ergibt sich z.B. für den Ordnungsparameter Rr im 

Unendlichen die Randbedingung 

(3.44) 

und der Bulkwert RB ist durch (3.31) gegeben. Für endliche Abstände rist Rr durch 

die Selbstkonsistenzgleichung (vergl. auch den naiven q ~ I-Limes der allgemeinen 

Mean-Field-Gleichungen in [A.7, A.8]) 

r > 0 (3.45) 
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gegeben, und an der Oberfläche bei r = 0 erhält man die Randbedingung 

2(d-l)KJRo + KrRI + L o + In[l-RoJ = 0 ; r = O. 
2 

(3.46) 

Die nichtlineare Differenzengleichung (3.45) liefert in Kombination mit den Randbe­

dingungen (3.44) und (3.46) die gesuchten extremalen Profile zu (3.43), von denen 

wiederum dasjenige thermodynamisch stabil ist, das g(MFA) maximiert. 

3.5 Lösungsstrukturen der Selbstkonsistenzgleichung 

Anhand plausibler Argumente war bereits im vorigen Abschnitt geschlossen worden, 

daß Oberflächenstörungen der Form (3.42) das Bulkverhalten halbunendlicher Sy­

steme nicht beeinflussen. Es ist jedoch intuitiv klar, daß der Bulk sehr wohl Einfluß 

auf das Verhalten des Ordnungsparameters Ro auf der Oberfläche hat. Um eine qua­

litative Vorstellung von den in solchen Oberflächensystemen auftretenden Phasen 

und den Profilen des Ordnungsparameters zu bekommen, ist es zweckmäßig die für 

die Topologie des Phasendiagrammes offensichtlich irrelevante Ortsabhängigkeit der 

Kopplungen im Bulk zu unterdrücken und nur auf der Oberfläche selbst eine vom 

Bulkwert KB abweichende Kopplungsstärke Ks zu betrachten 

KII,.L = { Ks 
r KB 

r =0 } 
r>O . 

In gleicher Weise können auch die externen Felder 

_ {LS : r = 0 } L r -
LB : r > 0 

(3.47) 

(3.48) 

angenommen werden, so daß in die Selbstkonsistenzgleichung nur noch die Bulkkopp­

lungen KB und Bulkfelder LB eingehen 

KBRr-1 + 2(d-l)KBRr + KBRr+1 + LB + In[l-RrJ = 0 r > 0, (3.49) 

während Ks und Ls einzig in der Oberflächenrandbedingung 

2(d - l)KsRo + KBRI + Ls + ln[l- RoJ = 0 r=O (3.50) 

eine Rolle spielen. 

Im folgenden sollen nun die verschiedenen Lösungsstrukturen der Selbstkonsi­

stenzgleichung (3.49) unter den beiden Randbedingungen (3.44) und (3.50) bestimmt 
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werden, wobei sich dann die Phasengrenzen als Linien des Übergangs zwischen ver­

schiedenen Lösungsstrukturen erweisen. Der Ansatz 

(3.51) 

übersetzt die Randbedingung (3.44) im Unendlichen in 

lim SR,. = 0, 
r ..... oo 

(3.52) 

und der asymptotische Bulkwert ist durch die Lösung (3.31) der Bulkgleichung (3.30) 

gegeben. Auf diese Weise wird die explizite Feldabhängigkeit der Gleichung (3.49) in 

die leichter zu handhabende implizite Feldabhhängigkeit via RB(KB, LB) transfor­

miert, was die Inhomogenität eliminiert. Unter Verwendung der Funktionalgleichung 

des Logarithmus reduziert sich Gleichung (3.49) dann auf die Bulkgleichung 

(3.53) 

für die Störung SR,.. Die Auf teilung auf die einzelnen Summanden p(l) und p(2) 

wird dabei derart vorgenommen, daß 

F(1) = O(SR,.) und p(2) (3.54) 

~R* 1 ~~ u I-R; u&'T 

(a): o~~O (b): O~~O 

Abbildung 3.3: Schematische Darstellung der "Kräfte" p(l) und p(2) aus (3.53). 
Der fett eingezeichnete, größere Term von beiden liefert die jeweilige 
Lösungsstruktur . 
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gilt und somit jeder in Balance mit dem zweiten Differenzenquotienten b..28I4 = 
8I4-1 - 28I4 + 8I4+1 zu einer anderen Lösungsstruktur führt. Wie man anhand 

von Abbildung (3.3) erkennt, ist für 0 :::; 8I4 < 8R* stets _p(l) > _p(2). 8I4 ist in 

diesem Bereich durch 

(3.55) 

bestimmt. Die Lösung ist das exponentielle Zerfallsgesetz 

(3.56) 

mit einer noch näher zu spezifizierenden Amplitude A und der durch 

2 (COSh (~) _ 1) + _1 ___ 1 1 = 0 
~ KB,C KB 1 - RB 

(3.57) 

gegebenen Bulkkorrelationslänge ~ (vergl. (3.37)). Im Fall 8R* < 8I4 :::; l-k
B 

ist 
dagegen _p(2) > _p(l). Hier erfüllt 8I4 die Gleichung 

(3.58) 

die in sehr guter Näherung die Lösung 

8R(» = 12KB(1 - RB)2 
r (r + ro)(r + ro + 1) 

(3.59) 

hat. Der Parameter ro ist mittels der Oberflächenrandbedingung (3.50) zu berechnen. 

Der cross-over von diesem algebraischen Abfall zum exponentiellen Zerfall wird über 

die differenzierbare Anpassung 

8R~~) 

~I:R«) 
dr U r* 

8R~~) 

~8R(» 
dr r* 

(3.60) 

(3.61) 

für den cross-over-Abstand r* und die Amplitude A aus (3.56) ermittelt. Für 

8I4 > 0 ergibt sich daraus der globale Verlauf 

mit 

1'-1'* --e-

0:::; r < r* } 

r* :::; r < 00 

r*+ro ~-~+V(~_~)2 +~ 
~ 2~. 

8Rr > 0 (3.62) 

(3.63) 
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Hieraus wird ersichtlich, daß abseits der kritischen Bulkkopplung der algebraische 

Teil von 8Rr nur in unmittelbarer Nähe zur Oberfläche eine Rolle spielt, und der ex­

ponentielle Zerfall bis fast an die Oberfläche heranreicht, während mit zunehmender 

Annäherung an KB,G r* (X ~ anwächst, bis schließlich für KB = KB,C der alge­

braische Abfall (X r-2 sich bis ins Unendliche erstreckt. Der cross-over-Wert 8Rr* 

stimmt dabei relativ gut mit dem durch obiges Balanceverfahren induzierten Wert 

8R* überein, der aus 

F(2) F(l) 

In [1 _ 8R* ] 
1-RB ( 

KB (1 _ RB) _ 2) ( 8R*) (3.64) 
KB,G 1-RB 

berechnet werden kann. Alternativ ist noch der Fall 8Rr ::; 0 zu behandeln, der 

natürlich nur für RB 2: 0 relevant ist. Da F(l) 2: 0 und F(2) ::; 0 für alle -8Rr 2: 0, 

hat man hier 

(3.65) 

mit der Lösung 

(3.66) 

zu betrachten. Dabei ist A eine durch die Oberflächenrandbedingung zu bestimmende 

Amplitude und ~ wiederum die Bulkkorrelationslänge. Somit hat man für 8Rr ::; 0 

einen global exponentiellen Verlauf (einschließlich eines zunächst linearen Verlaufs 

für r ~~) 

O::;r<oo 8Rr ::; O. (3.67) 

Weiterhin ist klar, daß in den Fällen, in denen die Oberfiächenrandbedingung an A 

keine von null verschiedene bzw. für ro keine endliche Lösung besitzt, die triviale 

Lösung 

8Rr - 0 (3.68) 

als dritte Lösungsstruktur fungiert. 

3.6 Das Phasendiagramm 

Mit Hilfe der drei Fundamentallösungen (3.62), (3.67) und (3.68) kann nun das Pha­

sendiagramm bestimmt werden. Dabei macht man von der Tatsache Gebrauch, daß 

bei Annäherung an einen Phasenübergang zweiter Ordnung der Ordnungsparameter 

stetig gegen null strebt, so daß hier stets 8Rr < 8R* erfüllt ist und (3.62) sich auch 
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global auf den exponentiellen Zerfall (3.67) reduziert. Substituiert man also den glo-
r 

baIen Ansatz oR,. = A e-e in die Oberflächenrandbedingung (3.50), erhält man für 

die Amplitude A die Gleichung 

[ 
Ks + KB e-i ]. A + In [ 1 _ A ] 

Ks,c I-RB 

[ 
1 ( KB c) KB KS] - 1+-'- ----- ·RB + (LB-Ls) 
2 Ks,G KB,a.. Ks,G 

(3.69) 

mit der analog zu KB,G = ia definierten kritischen Oberflächenkopplung Ks,G = 

2(Ll) des (d - 1)-dimensionalen Oberflächensystems. Wegen (3.37) ergibt sich für 
1 

e -( die Darstellung 

e-i = _1 [2(d -1) - _1 . _1_] _ h [2(d -1) __ 1 . _1_]2 -1. (3.70) 
2 KB I-RB V 4 KB I-RB 

Mit der Definition 

(3.71) 

reduziert sich (3.69) dann auf die nichtlineare Amplitudengleichung 

[ 
_K_s _ _ K_s + 1]' A + In [ 1 _ --:A::-- ] 
Ks,c Ks,c 1 - RB 

[
1 ( KB c) KB KS] - 1+ -'- -- - -- ·RB + (LB -Ls). 
2 Ks,c KB,C Ks,c 

(3.72) 

Aufgrund des exponentiellen Ansatzes ist oRa = A, und A liefert direkte Aussagen 

über den Wert des Ordnungsparameters Ra = RB + oRo auf der Oberfläche. Im 

Nullfeldlimes Ls ~ 0+, LB ~ 0+, RB == RB(KB,LB) ~ RB(KB,O+) == RB(KB) 

werden die Phasengrenzen zweiter Ordnung durch die Menge der Punkte {KB, Ks} 

des Phasenraumes beschrieben, für die A(KB, Ks) stetig aber nicht differenzierbar 

ist. 

Für KB ::; KB,C ist RB(KB) == 0, und die rechte Seite von (3.72) verschwindet. 

Die verbleibende homogene Amplitudengleichung hat dann für Ks ::; Ks nur die 

Lösung A == O. Diese Phase heißt "unperkolierte Phase" (non-percolative phase 

(PNP) : R,. == 0). Im Fall Ks > Ks ist die zusätzliche Lösung mit A > 0 die 
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physikalisch relevante, weil sie die Erzeugende maximiert. Wegen Ro > 0 und RB = 0 

spricht man hier von der "Oberfiächenphase" (surface phase (Ps) : Ro > 0, RB = 0). 

Beide Phasen sind durch den "Oberfiächenübergang" (surface transition (s)) 

R, 

e 

1 s 

/ 

R, o 

R,-O 

1 

(3.73) 

/ 
/ 

----------~--=-=--~-- / 

/ 
/ 

R, 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ R, 

/ 

/ ~----------­

/ 

-----------:-~--=-=---

Abbildung 3.4: Phasendiagramm der MFP des halbunendlichen Oberfiächensy­
sterns. Die Nomenklatur ist dem Text angepaßt. Kleine Buchstaben 
beziehen sich auf diePhasengrenzen, große, grau unterlegte Kürzel 
auf die Phasen selbst. Die Skizzen veranschaulichen den typischen 
Verlauf des Ordnungsparameters Rr in den jeweiligen Phasen. 
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voneinander getrennt: KMKB) startet bei KB = 0 mit horizontaler Tangente im kri­

tischen Punkt Ks,c des (d-l)-dimensionalen isolierten Oberflächensystems, fällt mit 

zunehmendem KB streng monoton ab und erreicht bei sb = (KB,C, HKB,G + Ks,c)) 

ihren Endpunkt mit vertikaler Tangente. Der multikritische Punkt sb unterteilt die 

Linie KB == KB,C der Bulkübergänge in zwei Anteile. Unterhalb sb spricht man 

vom "gewöhnlichen Übergang" (ordinary transition (0)), während der Teil der Pha­

sengrenze oberhalb sb als "außergewöhnlicher Übergang" (extraordinary transition 

(e)) bezeichnet wird. Bei sb selbst hat man den "speziellen Übergang" (surface bulk 

transition (sb)). Rechts dieser Linie der Bulkübergänge, im Gebiet KB > KB,G, 

ist RB > 0, und die Profile des Ordnungsparameters streben asymptotisch diesem 

positiven Bulkwert zu. Die rechte Seite von (3.72) ist hier nur noch entlang der Linie 

Ks(KB) == ! (1 + KB,G). KB KB ~ KB,G (3.74) 
Ks,G 2 Ks,G KB,C 

null, wofür A == 0 resultiert. Diese "spezielle Phase" (surface bulk phase (PSB) : 

Ra = RB ~ 0) ist demnach durch einen bis hin zur Oberfläche ortsunabhängigen 

Ordnungsparameter R,. == RB charakterisiert. Sie endet für KB -+ K~,G im multi­

kritischen Punkt sb. Schließlich liefert die inhomogene Amplitudengleichung (3.72) 

für Ks < K s Lösungen A < 0, weshalb man diese Phase als "gewöhnliche Phase" 

(ordinary phase (Po) : 0 < Ra < RB) und entsprechend die für Ks > Ks durch 

Lösungen A > 0 gekennzeichnete Phase als "außergewöhnlichen Phase" (extraor­

dinary phase (PE) : Ra > RB > 0) deklariert. Beide Phasen werden durch die 

Linie Ks = K s der speziellen Phase separiert, die jedoch keinen Phasenübergang 

beschreibt, da A(KB, Ks) sich hier stetig und differenzierbar ändert. Im Gegensatz 

dazu beschreiben die Kurven 0, e und s Phasenübergänge zweiter Ordnung. Das 

resultierende Phasendiagramm ist in Abbildung (3.4) zusammenfassend dargestellt 

(vergl. auch [C.8, J.5, J.8]). 

3.7 Die Profile des Ordnungsparameters 

Die Annahme eines global exponentiellen Verlaufs des Ordnungsparameterprofils be­

ruht auf der in unmittelbarer Nähe eines Phasenüberganges zweiter Ordnung si­

cherlich erfüllten Bedingung SR,. < SR*, weshalb dieses die adäquate Methode zur 

Bestimmung von Phasengrenzen darstellt. Für beliebige Phasenraumpunkte müssen 

jedoch die Fundamentallösungen (3.62), (3.67) sowie (3.68) benutzt werden, die im 

folgenden den verschiedenen Phasen zugeordnet werden sollen: 
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Abbildung 3.5: Cross-over-Verhalten von Rr bei Annäherung an die Phasengrenze 
e für die Bulkkopplungen KKB = 1- 10-" (punktierte Linien). Die 

B,C 

durchgezogene Linie gehört zu KKB = 1 auf e. Mit. sind die cross-
B,C 

over-Orte r* ~ 2~ gemäß (3.63) markiert. 

In der unperkolierten Phase erfüllt nur aRo = 0 die Oberflächenrandbedingung, 

und wegen RB = 0 gilt 

Rr == o. (3.75) 

Überschreitet man mit wachsendem Ks die Phasengrenze s zur Oberflächenphase, 

hat (3.49) die Lösung: 

Ps ~ = { 
(r+ro)(r+ro+1) 

12KB 

,.-r* 12KB --{-
(r*+ro)(r*+ro+l) e 

0::; r < r* }. 

r* ::; r < 00 

(3.76) 

Rr ist also maximal auf der Oberfläche und fällt dann exponentiell auf den Bulkwert 

RB = 0 ab. Bei Annäherung an s geht Rr auf ganz 1E4 gleichmäßig gegen null. 

Bewegt man sich andererseits auf die Phasengrenze e zur außergewöhnlichen Phase 

hin zu, so wächst ~ an. Für Werte r < r* ~ 2e hat man zunächst einen algebraischen 

Verlauf, der dann bei r = r* zu exponentiellem Zerfall überkreuzt. Dieses Verhalten 

ist in Abbildung (3.5) skizziert. Auf der Phasengrenze e selbst ist ~ = 00, und man 

hat 

e 
2 

Rr = (r + ro) (r + ro + 1) 
(3.77) 

für alle r, worin das Fehlen jeglicher Längenskala am Phasenübergang deutlich wird. 

Rechts von e schließlich befindet man sich in der außergewöhnlichen Phase. Hier hat 
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(3.49) die Lösung: 

R,. = RB + { r-,.* --e-
o ::; r < r* }. 

(3.78) 
r* ::; r < 00 

Auch hier ist R,. an der Oberfläche am größten, allerdings fällt er jetzt auf den 

endlichen Bulkwert RB = RB(KB) ab. Bei Annäherung k --+ 0+ an die Phasengrenze 

e zeigt R,. das gleiche cross-over-Verhalten wie eben bei k --+ 0-. Damit hat man 

einen stetigen Übergang des Ordnungsparameterprofils von Ps über e nach PE. Die 

gewöhnliche Phase ist charakterisiert durch den Abfall des Ordnungsparameters nahe 

der Oberfläche. Die Lösung von (3.49) in dieser Phase lautet 

Po (3.79) 

Im Limes r --+ 00 wird wieder der Bulkwert RB = RB(KB) erreicht, und bei k --+ 0+ 

geht R,. gleichmäßig gegen null. Po und PE sind durch die spezielle Phase PSB 

getrennt, die nur auf der durch (3.74) definierten Linie existiert. Der Ordnungspara­

meter ist für alle r konstant 

PSB (3.80) 

Bei Annäherung an e auf (3.74) geht also R,. homogen, gleichmäßig gegen null. Am 

speziellen Übergang sb ist dann 

sb R,. == O. (3.81) 

Damit sind alle Profile des Ordnungsparameters klassifiziert. Ihre Struktur ist im 

Phasendiagramm (3.4) für die verschiedenen Phasen skizziert. 

3.8 Die mittlere Clustergröße 

Aus den Überlegungen in Abschnitt 3.2 resultiert mit Gleichung (2.62), daß sich die 

mittlere Clustergröße pro Gitterplatz S( {K}, {L}) durch zweifache Differentiation 

der Erzeugenden nach den externen Feldern bestimmen läßt 

82g 
Sij({K},{L}) = lim 8Li8L/{K},{L}). 

, {L}-O+ 
(3.82) 

Weil die erste Variation von 9 nach Li auf den Ordnungsparameter Ri führt, der 

als Funktion der externen Felder durch die Selbstkonsistenzgleichung (3.49) gege­

ben ist, ergibt sich Si,j({K}, {L}) entweder durch Differentiation des feld abhängigen 
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Ordnungsparameters 

Si,j( {K}, {L}) {L~~O+ ~~({K},{L}) (3.83) 

oder - und das ist äquivalent - durch Lösung der Selbstkonsistenzgleichung 

1 
'" K'kSk' - S" = -8' , L..J ' ,J 1 _ I4. ',J ',J' 

<kli> 
(3.84) 

die aus dem totalen Differential von (3.28) resultiert. Insbesondere wurde in (3.84) 

der Grenzwert lim{L}--+o+ bereits durchgeführt, so daß der Ordnungsparameter I4. = 

I4.( {K}) am Gitterplatz i einzig als Funktion der Kopplungen und nicht auch noch, 

wie in (3.83) notwendig, als Funktion der externen Felder bekannt sein muß. 

Für die in dieser Arbeit untersuchten halbunendlichen Systeme resultiert aus 

(3.47) - (3.50) das tridiagonale System 

Sr-l,(1 + ( 2(d - 1) - If
B 

• I_IR,. ) Sr,(1 + Sr+l,(1 --1-8B KB ,(1 r>O (3.85) 

mit der Oberflächenrandbedingung 

( 2(d - 1)~ - If
B 

• 1_IRo ) SO,(1 + SI,(1 = - If
B 

8s,(1 r = O. (3.86) 

Der Index r E No mißt wieder den Abstand der betrachteten Ebene r von der 

Oberfläche r = 0, a E {B, S} gibt an, ob vor der Durchführung des Nullfeldlimes 

nach dem Bulkfeld LB oder dem Oberflächenfeld Ls variiert wird. Auch hier folgt 

aus der Translationsinvarianz von Kopplungen und Feldern die Translationsinvarianz 

von Sr,(1 parallel zur Oberfläche und aus den asymptotischen Bulkwerten resultiert 

lim Sr(1 = { 0 
r--+oo' SB 

a=S }. 
a=B 

(3.87) 

SB bezeichnet die in (3.39) abgeleitete mittlere Clustergröße pro Gitterplatz im Bulk. 

Im folgenden werden für a == B analytische Approximationslösungen dieses Glei­

chungssystems vorgestellt und deren Struktur für die verschiedenen Phasen studiert. 

Wie schon in Abschnitt 3.6 gesehen, kann für den Ordnungsparameter R,. fast überall 

(d.h. in diesem Zusammenhang stets" überall im Phasenraum, außer in unmittelbarer 

Nähe des außergewöhnlichen Übergangs e") der Ansatz 

(3.88) 
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mit einer durch die Oberflächenrandbedingung (3.50) festgelegten Amplitude A ge­

macht werden. Mittels Gleichung (3.83) berechnet sich für die mittlere Clustergröße 

pro Gitterplatz die fast überall gültige Darstellung 

Nähert man sich dem außergewöhnlichen Übergang e, so wächst SB stetig an, bis er 

schließlich auf e divergiert. Aufgrund des Fehlens einer Längenskala sollte, analog 

zum algebraischen Abfall von R,. in (3.77), Sr algebraisch anwachsen. Tatsächlich 

verifiziert man, daß 

1 
Sr = lOK (r + ro)(r + ro + 1) 

B,O 
auf e (3.90) 

die Selbstkonsistenzgleichung (3.85) löst. Auch hier hat man, wie schon in (3.89), 

keine freien Parameter mehr, da ro durch die Anpassung des Ordnungsparameters 

auf der Oberfläche und auch der für KB ~ KB,O relevant werdende cross-over­

Abstand, der den Übergang von diesem algebraischen zum exponentiellen Verhalten 

(3.89) festlegt, durch den cross-over-Abstand r* des Ordnungsparameters aus (3.63) 

manifestiert sind. 

Die Darstellung (3.89) für Sr hat folgende Eigenschaften, wobei alle feldabhän­

gigen Größen im Nullfeldlimes Lu --+ 0+ genommen werden: 

Sr startet bei r = 0 mit dem Oberflächenwert 

aA 
So = SB + aLB 

und strebt asymptotisch dem positiven Bulkwert SB gemäß 

{ 
r e-r/e : A # 0 } 

Sr - SB X e-r/e: A == 0 

zu. Für endliche r E lNo, d.h falls 

aA a(t) 
aLB + aLB > 0 
A (~)-

hat Sr bei 

-~+ ein 

1 
A'e #0 

{
Maximum 
Minimum 

A<O} 
A>O 

(3.91) 

(3.92) 

(3.93) 

(3.94) 
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und rechts des Extremums bei 

TWp = TEP + e (3.95) 

einen Wendepunkt. Der Funktionswert bei TWp läßt sich aus (3.85) berechnen: 

1 _ ...lSJL Srwp = 
1 

(3.96) 
l-R,.wp KB,e 

Insbesondere gehorchen TEP - e = TWp - 2e dem gleichen funktionalen Gesetz. 

Die Diskussion von Sr in den verschiedenen Phasen reduziert sich also im we-
8A 

sentlichen auf die des Verhältnisses 8~B. Implizite Differentiation der Amplituden-

gleichung (3.72) liefert 

1 + [1 (1 +~).lfL ~] S + [ SB + ~ (1 ...!9....)] A '2 Ks,c KB,C - Ks,c B (I-RB-A)(I-RB) aLB - Ks,c 

= ~-...!S....+1- 1 
Ks,c Ks,c l-RB-A 

(3.97) 

und A ergibt sich zu 

(3.98) 

mit 

U = (I-RB) ---+1 [ 
Ks Ks 1 

Ks,c Ks,c 

I [ Ks _ Ks 1 RB + (LB - Ls). 
Ks,c Ks,c 

Beide Größen sind in Abbildung (3.6) dargestellt. Es zeigt sich, daß 

A>O PS,PE,e 

A = 0 : PNP,PSB,S,O (3.99) 
A < 0 : Po 

gilt, und bei Annäherung an die Phasengrenzen s, ° bzw. PSB folgt A den Skalenge-

setzen 

A '-' 2 (-K.L _ Ks ) für Ks -t K~+ (3.100) ~ 

KS,e KS,e 

A '-' -2 (...lSJL-l) für KB ~ K~,c (3.101) ~ KB,c 

A '-' RB (K· K) für Ks -t Ks. (3.102) ~ ...!!.L _ K:; +1-_1 _ -Rs? - -R;,c 
KS,e KS,e 1-RB 
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Abbildung 3.6: Dreidimensionaler Höhenlinienplot von A und :~ über dem Pha­
sendiagramm aus Abbildung (3.4): Beide Größen sind außerhalb 
der Linien s, e, 0 analytisch. A hat entlang dieser Phasengrenzen 
einen Knick, IL~ eine Divergenz. Aufeinander folgende Höhenlinien 

haben bei A eine Differenz von lo' bei IL~ von 1. Das Nullniveau 
ist ebenfalls durch jeweils eine Höhenlinie vertreten. 
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Abgesehen vom einfach zusammenhängenden Gebiet M = {(KB,Ks)lalj,~ > O}, das 

die Linie s der Oberflächenübergänge enthält und in Abbildung (3.7) durch die nach 

links geneigte Schraffierung identifiziert wird, ist a~ stets negativ. In der Umgebung 

von s, 0 bzw. e verhält sich der singuläre Anteil von IL~ dann wie 

BA 
aLB 

BA 
aLB 

8A 
8LB 

[ltc--:J:c _ l]IJfL _ Ks 1-1 
'KB -1 Ks,c Ks,c 

KB,C 

'-" - ~-1 I K 1-1 
~ KB,C 

für Ks~K~ (3.103) 

für 

für 

Während die geschlossene Phasenraumkurve 8M das Gebiet M mit So > SB vom 

Rest des Phasenraumes mit So < SB trennt, ist gemäß (3.93) die Menge C = 

{ (KB, Ks) I alj,~ / A + ~r: /~-1 > O} der Teil des Phasenraumes, für den Sr ein Ex­
tremum aufweist. Mittels der Darstellungen (3.37), (3.72) und (3.97) kann für C die 

Zerlegung C = C+ U Po mit C+ n Po = {sb} bewiesen werden. C+ bezeichnet dabei 

das in Ps und PE durch die Linien Ls und L E sowie die Oberflächenphasengrenze s 

umrandete Gebiet (vergl. Abbildun~ (3.7)). Ls startet für KB = 0 bei Ks = Ks,c, 

verläuft oberhalb von M und hat bei den durch die Gleichungen 

o 

K(U) 
_B_ 

~ 0.83821332 
KB,c 

(3.106) 
K(U) 
_s_ 

~ 1.09022414 
Ks,c 

8A ~(t) 
aLB +~ 0 

A (t) 

gegebenen Koordinaten einen Umkehrpunkt. Danach ist Ls wieder rückläufig und 

nähert sich für Ks ~ 00 asymptotisch dem Bulkwert K)f) < Kr). LE dagegen ist, 

ausgehend von sb, streng monoton und strebt für Ks ~ 00 dem Bulkwert K1E) zu. 

Die Grenzwerte Ki%,E) erhält man mittels der für Ls und LE gleichen Lösung ~(S,E) 

von 

(~(;'E) ) sinh (~(;'E) ) 

d.h. 

cosh (~(;'E) ) 

1 
~(S,E) 

(3.107) 

~ 1. 76542659 
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D : Sr ohne Extremum 

~ : Sr mit Extremum 

~: So > SB 

Abbildung 3.7: Auf teilung des Phasenraumes in Gebiete unterschiedlicher Struktur 

mit/ohne Extremum bzw. So ~ SB laut analytischer Rechnung mit 
der globalen Darstellung (3.89) für Sr. Während M (Linksschraf­
fur) geschlossen ist, ist C (Rechtsschraffur) nach oben offen. Die 
Zahlenwerte der eingezeichneten Achslabel sind in (3.106), (3.108) 
angegeben. 

aus der Gleichung 

1 

2 (cosh (ecl,E») - 1) + K;.c ==> 

0.59909066 

(3.108) 

1.54912007. 

Damit können in den verschiedenen Phasen die prinzipiellen Verläufe von Sr disku­

tiert werden: 

In der unperkolierten Phase PNP ist Sr aufgrund A = 0 rein exponentiell. Für 

(KBl Ks) (j Mn PNP ist Sr streng monoton wachsend und bei Annäherung an 0 
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divergiert - a«i,~ laut (3.104) im gleichen Maße wie SB' Ist dagegen (KB' Ks) E 

Mn PNP, so ist Sr streng monoton fallend, und für Ks -+ Ks- divergiert So - SB 

gemäß (3.103), während SB endlich bleibt. Auf der Phasenraumlinie 

8M n PNP == {(KB,KS) I;:~c = 1- KB } (3.109) 

ist li~ = 0 und somit Sr == SB konstant. 

Die Oberflächenphase Ps hat A > 0, weshalb sich Sr hier dem Bulkwert SB 

asymptotisch cx: re- r / e von unten annähert. Phasenraumpunkte (KB,Ks) rt MnPs 

führen dazu, daß die mittlere Clustergröße an der Oberfläche So kleiner ist als im 

Bulk SB. Somit ist Sr links von Ls, wo gemäß obiger Überlegungen kein Minimum 

vorliegt, streng monoton. Nahe Ls bildet sich dann zunächst ein Wendepunkt, der 

von der Oberfläche in den Bulk wandert, je mehr man sich Ls nähert. Auf Ls hat 

Sr erstmals ein Minimum auf der Oberfläche, das dann ebenfalls in den Bulk rutscht, 

um so weiter man sich ins Innere von C+ begibt. Strebt man in C+ der Linie s der 

Oberflächenübergänge zu, wechselt zunächst beim Überschreiten der Phasenraumli­

nie 8M n Ps :L~ das Vorzeichen, woraus So > SB resultiert. Im Limes Ks -+ Ks+ 

divergiert dann So - SB in der durch (3.103) gegebenen Weise, und man erkennt, daß 

auch die Lokation des Minimums divergiert: 

rmin - ~ x v [ K* 1 ( K K* )-2 1 2 2 S S s -[2(d-1)KB-1] -KB -+KB-1 ---
4 Ks,c Ks,c Ks,c 

(3.110) 

für Ks -+ KS+. 
Gleiches gilt auch für die Größe rwp - 2~. 

Die außergewöhnliche Phase PE weist wegen A > 0 und IL: < 0 Strukturen mit 

So < SB und asymptotischer Konvergenz von unten cx: re-r/e gegen SB auf. Rechts 

von LE ist Sr deshalb streng monoton wachsend, also ohne Extremum. Nähert man 

sich LE, entsteht zunächst wieder ein Wendepunkt und schließlich beim Überqueren 

von LE auch ein Oberflächenminimum, das weiter in den Bulk vordringt, je weiter 

man sich ins Innere von C+ begibt. 

In der speziellen Phase PSB ist der Ansatz (3.89) mit A = 0 exakt. Es entwickelt 

sich ein global exponentielles Verhalten mit IL~ < O. 

Po ist durch A < 0 und a«i,: < 0 charakterisiert, so daß sich eine Struktur mit 

Maximum bei r max aus (3.94) ausbildet. Sr startet mit So < SB, durchläuft das 
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Maximum Srmax > SB und strebt von oben oe re-r/e gegen den Bulkwert SB' Die 

Lage des Maximums skaliert wie 

r max - e x 

für Ks ~ Ks. 
Analoges gilt auch für rwp-2e. Wegen (3.79) gilt dieses Verhalten überall in Po, also 

auch im Limes KB ~ K-; c' und es ist kein zusätzliches echtes cross-over-Verhalten , 
zu berücksichtigen. 

Zuletzt ist zu ergänzen, daß die aus (3.88) hervorgehende Beschreibung (3.89) 

für Sr um so besser ist, je näher A bei null liegt. Für die Gebiete des Phasenraumes 

mit A = 0 (Rr = RB exakt!) ist auch ;/r,~ und somit Sr aus (3.89) exakt. Deshalb 

liefern diese Ansätze für Rr und Sr nur in PNP, PSB, sund 0 exakte Lösungen 

und in Ps bzw. PE, Po vorwiegend nahe der Phasenraumlinien s bzw. PSB gute 

Approximationen des durch die zugehörigen nichtlinearen Gleichungen beschriebenen 

Verhaltens, weshalb z.B. die abgeleiteten Skalengesetze (3.110) und (3.111) für rEP­

e fast überall exakt sind. Andererseits können z.B. für große Ks unphysikalische 

Lösungen mit partiell negativem Sr auftreten, so daß die nach oben offene Form von 

Ls U LE für das nicht lineare System (3.44), (3.49), (3.50) in Frage zu stellen ist. 

Ein weiteres Indiz gegen die Existenz eines Minimums in Sr für große K s liefert der 

bei Annäherung an den außergewöhnlichen Übergang e auftretende cross-over vom 

algebraischen Verhalten gemäß (3.90) zum exponentiellen Verhalten (3.89) bei r ~ r* 

aus (3.63): Wegen ro > 0 ist zunächst Sr aus (3.90) streng monoton wachsend. Auf 

der anderen Seite erfolgt die asymptotische Annäherung von Sr an SB sowohl in Ps als 

auch in PE stets von unten, was die Existenz eines Wendepunktes bei r ;::: r* erzwingt. 

Ein Minimum hingegen kann dann nur noch in unmittelbarer Nähe zur Oberfläche 

aufgrund der für kleine r möglichen Korrekturen zu (3.90) entstehen, die zudem mit 

wachsendem Ks verschwinden, so daß dann oberhalb eines maximalen Ks Sr streng 

monoton sein muß. Andererseits muß jedoch der Verlauf von Ls bei kleinen KB 

und das Einmünden von LE in sb innerhalb von PE als gesichert angesehen werden. 

Dies legt die Hypothese nahe, daß Ls U LE - von (0, Ks,c) kommend - in Ps ein 

Maximum durchläuft, die Phasengrenze e oberhalb von sb schneidet und schließlich in 

PE nach sb läuft. Ein solches Verhalten würde auch in keinem Widerspruch zur obigen 

Rechnung stehen, da diese auf dem Ansatz (3.89) für Sr beruht, der bekanntlich in 

der Nähe von e seine Gültigkeit verliert. Somit wird eine Annäherung an e von diesem 
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Ansatz nicht unterstützt. Weil andererseits der Endpunkt sb von Ls U LE nur von 

PE aus erreicht werden kann, muß der "Umweg über Unendlich" unter Umgehung 

der mit (3.89) nicht erreichbaren Phasengrenze e genommen werden. 

Dies zu untersuchen ist u.a. das Ziel der folgenden Abschnitte, in denen die 

numerische Iteration des nichtlinearen Systems im Vordergrund steht. 

3.9 Numerische Iteration der Selbstkonsistenzglei­
chungen 

Alle physikalisch relevanten Größen einer MFA lassen sich durch den Ordnungspara­

meter ausdrücken. Da die den Ordnungsparameter bestimmende nichtlineare Selbst­

konsistenzgleichung (3.44) - (3.50) nicht exakt summierbar ist, ist man - abgesehen 

von analytischen Approximationslösungen, wie sie in Abschnitt 3.5 diskutiert werden 

- auf numerische Lösungsmethoden angewiesen. In der vorliegenden Arbeit wird ein 

iteratives Verfahren angewandt (Fixpunktiteration [H.7]) , dessen Konvergenzeigen­

schaften (die Existenz eines Fixpunktes wird durch den Schaudersehen Fixpunktsatz 

[H.3] garantiert) sich an hand der Bulkgleichung (3.30) illustrieren lassen. Diese Glei­

chung legt die Rekursionsvorschrift 

~ (t) 

Ret+1) _ .l'..(Ret )) - 1 - KB eRB -LB 
B - 'i! B = -e . R~) E (0,1] (3.112) 

nahe, deren Fixpunkte RB = cl>(RB) (3.30) lösen. In Abbildung (3.8) ist für ver­

schiedene Parameterbereiche cp(RB) gegen RB dargestellt, und die Richtungen auf 

der RB-Achse bezeichnen den Fluß der durch (3.112) gegebenen Abbildung cl>. Man 

erkennt, daß für jeden Startwert R~) E (0,1] die Folge {R~)}~o gegen den maximalen 

Fixpunkt RB = RB(KB, LB) aus (3.31) konvergiert. Zur Bestimmung der asymp­

totischen Konvergenzgeschwindigkeit wird cp(RB) um RB bis einschließlich zweiter 

Ordnung entwickelt, und man erhält für den Fehler 8R~) == R~) -RB die nichtlineare 

Differenzengleichung erster Ordnung 

MRg) == [::0 (1 - Rli) 1] aRg) -H ::S (1 - Rli) (aRg)) 2. (3.113) 

'~--------~v~--------~" v I 

p(l) p(2) 

Diese kann mit dem in Abschnitt 3.5 vorgestellten Balance-Verfahrens analysiert 

werden: 
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Für 8R~) :::; 0 resultiert eine monoton wachsende Folge {8R~)}~o mit 

8R(t+1) '"" [KB (1 - R* )]8R(t) B ~ K B B' 
B,G 

1 

1 

(a) : KB < KB,c 
LB=O 

R' R(t+!) 
B B 

(e): KB < KB,c 
LB>O 

R~ 

1 

1 

R(I) R(t+!) 
B B 

(b) : K B > KB,c 
LB=O 

(d) : K B > KB,c 
LB>O 

R~ 

(3.114) 

Abbildung 3.8: Darstellung der Entstehung der Flußdiagramme der kontraktiven 
Abbildung cI> aus (3,112) für die vier relevanten Parameterkonstel­
lationen. Der Fluß ist durch die Pfeile oberhalb der RB-Achse ge­
kennzeichnet. 



= 

3.9 Numerische Iteration der Selbstkonsistenzgleichungen 63 

woraus 

l:R(t) ~ l:R(O) -1-
U B ,... U B ·e ... 1 = -ln [ KB (1 - RB)] 

r KB,o 
(3.115) 

und eine zu erwartende Iterationszahl 

1

8RCO
) I T x In (i.)' T, 

8RB 
(3.116) 

die nur logarithmisch mit der Genauigkeit 18Rg') I anwächst, folgt. 

Umgekehrt führt der Fall 8R~) ~ 0 auf eine monoton fallende Folge {8R~)}~o, 
die durch 

mit 
to 6~8) • T 

6R~ 

i T - to 

8RB 8R(f) 
B 

O~t< i } 

i~t<oo 

[1- ::~)] . r 
2 1 

(1- RB)(K:~cr . T 

(3.117) 

(3.118) 

gegeben ist. Die zu erwartende Iterationszahl zur Zielgenauigkeit 18Rg') I ergibt sich 

damit zu 

Tx [1- ::~) + In 16~1!) I] . T (3.119) 

8RB [---4r -~] . T : 0 ~ 8RB < 8R(T) < 8R(O) 
6R};' 6Rj;' - B - B 

Die erste Formel zeigt, wie schon in (3.116), nur eine logarithmische Abhängigkeit 

in 18R}f\ so daß für eine Fehlertoleranz von 1O-€ im wesentlichen O(E) iteratio­

nen nötig werden. Hingegen hat man im Fall 8RB ~ 8Re:) für T die sehr starke 

Abhängigkeit oe ~, d.h. um eine Präzission von E Nachkommastellen zu gewähr-
6RB 

leisten muß man O(10€) Iterationen durchführen. Die mittlere Formel beschreibt 

den cross-over zwischen den beiden äußeren. Um bei vorgegebener Zielpräzission 

(z.B. Maschinengenauigkeit) die Iterationszahl zu minimieren, ist es zweckmäßig, RB 

möglichst von unten zu approximieren. Dann gilt stets (3.116) und der cross-over 
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o : R[> _ R~'1) = 10'256 

103 0 : RW - R~'1) = 10'128 

0: R[> - R~'1) = 10-64 

A.: R[> _ R~'1) = 10'32 

- : analytisch 

Abbildung 3.9: Iterationszahlen zur Approximation von RB = 0 mittels (3.112) zu 
gegebenem Startfehler 8R~) = 10-10 und variabler Zielgenauigkeit 
8RB(T) als Funktion von 1 - KKB • Die Entstehung von Geraden 

B,a 

der Steigung -1 bestätigt T cx: Ikl-l, die Parallelverschiebung un­
termauert die logarithmische Abhängigkeit von der Zielgenauigkeit: 
T cx: In 18R}f)I· 

in (3.119) wird umgangen. In jedem Fall ist die zugrunde liegende Zeitskala aber 

durch T gegeben. Im Limes kleiner k = KKB - 1 divergiert T cx: Ikl-1, so daß auch 
B,a 

T cx: Ikl-1 ansteigt je näher man dem Bulkübergang bei k = 0 kommt. In Abbildung 

(3.9) ist dieses Skalengesetz von T für 8R~) = 10-10 und Re:) - R}f-l) = 10-10 , d.h. 

8R}f) = [1 - [B (1- R1,)] -1 . 10-10 mit € E {32, 64,128, 256}, aufgetragen. Zum 
B,a 

Vergleich sind die für die Durchführung der Iteration tatsächlich benötigten Iterati-

onszahlen eingetragen. Daraus geht hervor, daß die durch (3.116) prognostizierten 

Laufzeiten authentisch sind. Gleichzeitig ist klar, daß der Algorithmus (3.112) gerade 

wegen seiner Eigenschaft T cx: Ikl-1 für k ~ 0 nicht geeignet ist, um das System in 

unmittelbarer Nähe des Bulküberganges zu untersuchen. Dieser Nachteil der Rekur­

sion wird jedoch für den in dieser Arbeit relevanten Parameterbereich durch mehrere 
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Vorteile überkompensiert: 

1. Die Folge konvergiert zum maximalen Fixpunkt unabhängig vom gewählten 

Startwert R~) E (0,1] 

2. q, kann durch die intrinsische C-Funktion expm1(x) 

werden, was 

eX 
- 1 ausgewertet 

a) eine sehr schnelle Auswertung mittels Polynomdarstellung bis maximal 

fünfter Ordnung erlaubt, 

ß) für eX ~ 1 Rundungsfehler minimiert und 

"() im Fall RB -+ 0 die volle double-Struktur bis zu Absolutwerten von RB ~ 

10-323 auszunutzen im Stande ist. 

Insbesondere ist die Möglichkeit 2."( für die Bestimmung des Ordnungsparameter­

profils in halbunendlichen Systemen unverzichtbar, da 8Rr typischerweise exponen­

tiell mit r zerfällt und man so mit der Mantissengenauigkeit allein nur einen sehr 

schmalen Bereich nahe der Oberfläche untersuchen könnte. Aus diesem Grunde wird 

in dieser Arbeit (3.112) verwendet und auf die Anwendung von Iterationsverfahren 

höherer Ordnung verzichtet. Wenn nicht ausdrücklich anders vermerkt, wird als Feh­

lerschranke in (3.116) stets die Maschinengenauigkeit benutzt, d.h. alle betrachteten 

Iterationen werden so lange iteriert, bis sich nichts mehr ändert. 

Analog zum Bulksystem kann nun aus (3.49) und (3.50) ein Gauß-Seidel-Ver­

fahren zur iterativen Approximation des Ordnungsparameterprofils Rr in halbun­

endlichen Systemen abgeleitet werden. Dazu berechnet man zunächst mit (3.112) 

den asymptotischen Bulkwert RB(KB, LB) und iteriert die Abweichungen 8Rr von 

diesem mit 

6.mt+l) = (1 _ RB) 1 _ e -KB 6Rr _ 1 +2(d-l 6,m +6Rr +l 

( 

( 
(Hl) ) (t) (t»)) 

; r > O. (3.120) 

Durch die Aufsplittung von Rr in RB und 6Rr kann somit für 6Rr die volle double­

Struktur gemäß 2."( ausgenutzt werden, wodurch die exponentiell verschwindende Ab­

weichung vom Bulkwert noch tief in den Bulk verfolgt werden kann. Den Oberflächen­

wert R~t+l) erhält man aus der Randbedingung 

R(t+1) - 1 -2(d-l)KsR(t)-KB R(t)-Ls o - -e 0 1 r = O. (3.121) 
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1.0 r--r--r--r--r--,......,......,......,......,.......,.....,.....,.....,......,......,.....T"""T"""""'-"""'-' 

____ 2c:_~~~~~~}_!~ ____________ . __ 

0.5 

o : KB/KB,c = 0.5 

o : KB/KB,c = 1.5 

1.25 2 

Abbildung 3.10: Iterationsdaten für den Oberflächenordnungsparameter Ra als 
Funktion von Ks. Unterhalb KB,C hat man einen Oberflächen­
übergang bei K s :::::l 0.98941529Ks,c. Oberhalb KB,C ist Ra analy­
tisch, und die Bedingung Ro = RB liefert die spezielle Phase PSB 
bei Ks = 1.25Ks,c. 

Die Startwerte 8mO) sind weitestgehend beliebig wählbar. Es läßt sich jedoch leicht 

zeigen, daß der die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit bestimmende maxi­

male Eigenwert der durch (3.120), (3.121) induzierten Ableitungsmatrix im Limes 

großer Systeme durch 

{

(I - R*) (1 + ..Ks... - ~) ° Ks,c Ks,c 
cI> N-+oo 

>'max ----+ _1 --1 
KB,C 

1 1 
KB(l RB) 

Ks~Ks } 

K B ~KB,C 
(3.122) 

gegeben ist, so daß die Laufzeitabschätzungen des Bulksystems auch auf diese halb­

unendlichen Modelle übertragen werden können. Deshalb wird zur Minimierung 

der Iterationszahlen auch im halbunendlichen Modell möglichst 8mO) < 0 gewählt. 

Weiterhin resultiert aus dieser Korrespondenz, daß auch (3.120), (3.121) gegen den 

maximalen Fixpunkt konvergiert. Dabei werden die Randbedingungen (3.50) und 

(3.52) automatisch erfüllt. 

Die implizite Einhaltung der Randbedingungen ist in Abbildung (3.10) illustriert, 

wo für ein System mit 10000 Ebenen der Oberflächenordnungsparameter Ro gegen 

die Oberflächenkopplung Ks aufgetragen ist. Unterhalb KB,C ist für Ks < K s 
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Ro == 0 und für Ks > K s wächst Ro monoton an. Der Nullpunkt VOn Ra stimmt 

ausgezeichnet mit dem durch die Gleichung (3.73) für die Phasengrenze s bestimmten 

Wert K s :::::: 0.98941529Ks,G überein. Bei Werten KB > KB,G ist Ra dagegen eine 

differenzierbare Funktion von Ks. Ro fällt von Werten größer als RB in PE auf 

Werte kleiner als RB in Po ab. Der Übergang Ra = RB vollzieht sich wieder in sehr 

guter Übereinstimmung mit (3.74) entlang der speziellen Phase, also im Beispiel aus 

Abbildung (3.10) für KB = 1.5KB,G mit RB :::::: 0.58281164 bei K s = 1.25Ks,c. 

Zum Vergleich der iterierten Größe Ra - RB als Funktion VOn (KB,Ks) mit 

dem Äquivalent A = Ro - RB der analytischen Betrachtung aus Abbildung (3.6) zu 

Abschnitt 3.8 sei bereits hier auf die in Abschnitt 3.11 näher untersuchte Abbildung 

(3.15) hingewiesen. 

Weiterhin kann nun auch der gesamte Verlauf der Iterationslösung des Ordnungs­

paramters mit den Approximationslösungen und den daraus resultierenden cross­

over-Aussagen aus Abschnitt 3.7 verglichen werden. 

3.10 Die iterierten Profile des Ordnungsparameters 

In Abbildung (3.11) ist für ein 10000-Ebenen System der für die Phasen Ps, PE und 

Po typische Verlauf des Ordnungsparameters R,. nahe der Oberfläche dargestellt. 

Als durchgezogene Linien sind jeweils die in Abschnitt 3.7 für die einzelnen Phasen 

ermittelten approximativen analytischen Kurven eingezeichnet: 

Zunächst ist klar, daß R,. == 0 in PNP exakt wiedergegeben wird. 

Der typische Verlauf des Ordnungsparamters in der Oberflächenphase Ps ist in 

Abbildung (3.11a) für den Phasenraumpunkt (0.90KB,C,1.50Ks,c) dargestellt. Ei­

nerseits ist KB hier noch deutlich von KB,C separiert, so daß man den cross-over 

vom algebraischen zum exponentiellen Zerfall gemäß (3.76) bei r* :::::: 1 praktisch 

vernachlässigen und von global exponentiellem Verhalten ausgehen kann. Wie die 

logarithmische Auftragung dann bestätigt, ist die Stärke des Zerfalls einzig durch 

die inverse Korrelationslänge e-1 festgelegt. Andererseits ist auch Ks so weit von 

Ks entfernt, daß Ra nicht mehr klein gegen eins ist, und es so in unmittelbarer 

Nähe der Oberfläche zu Korrekturen des asymptotisch exponentiellen Zerfalls kom­

men kann, die jedoch bei Annäherung an Ks gegen null gehen. Diese Korrektu­

ren, die sich in Abbildung (3.11a) im wesentlichen auf die ersten beiden Ebenen 
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beschränken, sind dafür verantwortlich, daß die Iterationsdaten in dieser Auftragung 

für große r mit konstantem Abstand unterhalb der berechneten Asymptote verlau­

fen. Interessanterweise wird jedoch der Wert von Ra selbst durch den analytischen 

Ansatz (3.76) ausgezeichnet wiedergeben. Bewegt man sich auf die Phasengrenze 

0: iterativ 
- : analytisch 

10-6 

o 10 20 

(a) 

10° ...,... ............... ...,........,-.-........ -r-.................. ..----.-....... ...,..., 
. I 

0: iterativ 
- : analytisch 

o 10 20 

(c) 

o 

o 

.. : iterativ 
- : analytisch 

KBIKB•C - 0.999999 
KslKs.c - 0.9 

1000 

(b) 

0: iterativ 
- : analytisch 

10 

(d) 

2000 

20 

Abbildung 3.11: Typische Profile des Ordnungsparameters IRr - RBI als Funktion 
des Abstandes r von der Oberfläche in logarithmischer Darstellung. 
Die Geraden weisen auf ein annähernd globales exponentielles Ver­
halten hin. In (b) ist die sehr gute analytische Beschreibung des 
cross-overs bei r* ~ 810 illustriert. 
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e zur außergewöhnlichen Phase PE zu, dann wächst mit e auch r* und somit der 

Bereich, in dem R,. gemäß (3.76) algebraisch abklingt. Eine solche Situation ist für 

den Phasenraumpunkt ((1 - 1O-6)KB,C, 0.90Ks,c) in Abbildung (3.llb) illustriert. 

Die spezielle doppellogarithmische Auftragung 10gR,. VS. log(r + ro)(r + ro + 1) mit 

ro ~ 5.96909545, in der R,. aus (3.76) für r < r* ~ 810 eine Gerade wird, zeigt ins­

besondere die hervorragende Güte der in (3.76) verwendeten Approximationslösung 

(3.59) von (3.58) und des durch die Gleichungen (3.60) und (3.61) erhaltenen An­

passungswert für den cross-over-Abstand r*. Rechts von r* läßt der einfach loga­

rithmische Plot den cross-over zum durch e-1 manifestierten exponentiellen Zerfall 

deutlich zum Vorschein treten. 

In Abbildung (3.llc) ist R,.-RB für den Phasenraumpunkt (1.10KB,C, 1.50Ks,c) 

in PE dargestellt. Auch hier ist KB weit genug von KB,C entfernt, und man kann 

den bei r* ~ 1 stattfindenden cross-over gemäß (3.78) vernachlässigen und von einem 

durch e-1 bestimmten exponentiellen Verhalten bis hin zur Oberfläche ausgehen, was 

durch die Auftragung In(R,. - RB) VS. r bestätigt wird. Die im Diagramm auftre­

tenden Korrekturen nahe der Oberfläche sind wiederum darauf zurückzuführen, daß 

Ra - RB nicht mehr klein gegen eins ist, und für R,. - RB gelten die gleichen Aussagen 

wie oben in Abbildung (3.lla) für R,.. Diese Korrekturen gehen gleichmäßig gegen 

null, wenn Ks gegen K s strebt. Bewegt man sich andererseits auf die Phasengrenze 

e zur Oberflächenphase Ps zu, zeigt R,. - RB das gleiche cross-over-Verhalten wie 

R,. im Falle k ~ 0-. Dies wird durch numerische Rechnungen, auf deren Visuali­

sierung aus Platzgründen hier verzichtet werden soll, in der unmittelbaren Nähe des 

außergewöhnlichen Überganges e bestätigt. 

In der speziellen Phase ist R,. = RB wieder exakt. 

Für die gewöhnliche Phase ist in Abbildung (3.lld) am Phasenraumpunkt (1.10 

KB,c,0.50Ks,c) ein typisches Ordnungsparameterprofil skizziert. In der logarithmi­

schen Darstellung erkennt man den globalen, bis an die Oberfläche hinreichenden, 

exponentiellen Verlauf von RB - R,.. Die Steigung der Gerade ist wiederum e-1 aus 

(3.37). Der Abfall von R,. zur Oberfläche bewirkt, daß die Amplitude A aus (3.79) 

negativ ist. Auch hier sind die kleinen Abweichungen an der Oberfläche dadruch be­

dingt, daß RB - R,. nicht klein gegen eins ist. Diese werden jedoch bei Annäherung 

von Ks an Ks und - aufgrund des Fehlens eines echten cross-overs für KB ~ K13 C , 
in Po - auch bei Annäherung an die Phasengrenze 0 zur unperkolierten Phase PNP 

gleichmäßig verschwinden. 
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Insgesamt resultiert aus obigem Vergleich der "exakten" Iterationslösungen von 

(3.120), (3.121) zu (3.49), (3.50), daß die in Abschnitt 3.7 zusammengestellten Ap­

proximationslösungen für die einzelnen Phasen die adäquaten Darstellungen für das 

Profil des Ordnungsparameters liefern. Davon ausgehend sind in Abschnitt 3.8 detail­

lierte Aussagen über das Verhalten der mittleren Clustergröße Sr abgeleitet worden, 

deren Übertragbarkeit auf das iterierte System im folgenden Abschnitt untersucht 

wird. 

3.11 Die iterierte mittlere Clustergröße 

Die numerische Bestimmung der mittleren Clustergröße Sr mittels des linearen Glei­

chungssystems (3.85), (3.86) erfordert zunächst die Berechnung des Ordnungspara­

meters Rr im N ullfeldlimes. Letzteres muß mit besonderer Sorgfalt geschehen, um 

das numerische Artefakt Rr == RB für alle r > rmax E 1N zu möglichst großen rmax 

hin zu verschieben. Anhand von (3.85) kann man leicht verifizieren, daß für alle 

r > r max Sr CX e-r/e zerfällt, was sofort im Widerspruch zum allgemeinen Ergebnis 

(3.89) steht und jede Struktur von Sr unterdrückt. Andererseits hat sich gezeigt, daß 

schon für relativ kleine rmax die Tridiagonalmatrix (3.85), (3.86) schwach singulär 

ist, so daß das Gleichungssystem mittels einer konventionellen C-Routine La. nicht 

eindeutig lösbar ist. 

Um diese numerischen Probleme zu minimieren, wird ein zweistufiges Verfahren 

angewandt: 

1. Mittels der Iterationsvorschrift (3.120), (3.121) wird 8Rr unter voller Ausnut­

zung der. C-double-Struktur selbstkonsistent bestimmt. 

2. Auf der Basis einer 500-stelligen Mantisse wird mittels eines kommerziellen 

Algebrasystems [H.2] aus 8Rr der Ordnungsparameter Rr erzeugt, eventuell ei­

nige Schritte nachiteriert und schließlich in das Gleichungssystem (3.85), (3.86) 

eingesetzt. Dieses wird dann durch Vorwärts-Rückwärts-Elimination gelöst. 

Das Ergebnis einer solchen Vorgehensweise ist in Abbildung (3.12) aufgetragen: 

In der unperkolierten Phase PNP ist Sr wegen Rr = RB == 0 rein exponentiell. 

Die Iterationsdaten werden durch die analytische Darstellung (3.89) exakt interpo­

liert, und die in Abschnitt 3.8 für PNP abgeleiteten Aussagen können übernommen 
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werden. Insbesondere die Linie (3.109) mit So = SB wird in Abbildung (3.12a) für 

KB = 0.90KB,C bei Ks = 0.85Ks,c exemplarisch bestätigt. Sie kann ungeändert 

aus Abbildung (3.7) in Abbildung (3.13) übertragen werden. 

10 

0 
0 5 

(a) 

e o 

S 10 
r 

5 . 

5 

(c) 

1 KBIKB,c - 0.91 

0: 0.93 K s.c 
0: 0.90 K s.c 
~: 0.85 Ks,c 
8: 0.80 Ks,c 
11..: 0.50 Ks,c 
- : analytisch 

1 KBIKB.C - 1.1 1 

e : 0,50 Ks,c 
0:0.80 Ks,c 
~: 0.910 Ks.c 
8: 1.00 Ks.c 
A: 1.10 Ks.c 
- : analytisch 

10 

Sr 

10 

1 KBIKB,c - 0.9 1 

10 

e: 0.94 K s•c 
0:0.96 K s•c 

11.. ~: 0,985382 K s•c 
8: 1.00 Ks,c 
11..: 1.10 Ks,c 
-: analytisch 

0 
0 5 10 

(b) 

10" 

G>: iterativ 

10' - : analytisch 

10' 

103 

102 KBIKB,c - 0.999999 
KslKs,c - 0.9 

10' 
0 10 100 1000 

(d) 

Abbildung 3.12: Mittlere Clustergröße Sr als Funktion von r für die verschiedenen 
Phasen. (a): PNp, (b): Ps, (c): PE U Po. Die analytischen Ap­
proximationen sind um so besser, je kleiner A ist. In (d) sieht man 
den cross-over bei r* ~ 810, den quadratischen Anstieg und das 
schwache Oberflächenminimum gemäß Abbildung (3.13) 
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1 

D : Sr ohne Extremum 

~ : Sr mit Extremum 

~: So > SB 

Abbildung 3.13: Auf teilung des Phasenraumes in Gebiete unterschiedlicher Struk­

tur mit/ohne Extremum bzw. So ~ SB für das iterierte System 
(3.120), (3.121), (3.85), (3.86). Sowohl M (Linksschraffur) als auch 
C (Rechtsschraffur) sind geschlossen. 8M n Ps läuft in Ps nach 
sb, LS,E dagegen schneidet e und läuft in PE nach sb. (vergl. auch 
die Diskussion am Ende von Abschnitt 3.8). Die Zahlenwerte der 
eingezeichneten Achslabel sind dem Text zu entnehmen. 

Oberhalb von s in Ps ist 14 eine fallende Funktion von r . Wie erwartet ist 

(3.89) eine um so bessere Approximation von Sr, je kleiner Ro - RB, d.h. je näher 

man sich bei s befindet. Hier ist So zunächst größer als SB und fällt dann mit 

zunehmendem Ks auf Werte So < SB ab. Die Übergangslinie So = SB liegt leicht 

oberhalb der analytisch bestimmten Linie 8M u Ps aus Abbildung (3.7), was in 

Abbildung (3.12b) für KB = 0.90KB,C dadurch verifiziert werden kann, daß So für 

Ks ~ 0.985382Ks,c E 8M u Ps noch oberhalb von SB = 10 liegt. Der prinzipielle 

Verlauf mit Start bei (0, Ks,c) und Endpunkt sb ist jedoch für beide Kurven gleich. 

Die Linie So = SB bildet die obere Begrenzung des in Abbildung (3.13) durch die 

nach links geneigte Schraffur identifizierbaren einfach zusammenhängenden Gebietes 
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mit So > SB' Mit weiter wachsendem Ks rutscht das Maximum von Sr immer näher 

an die Oberfläche, bis es schließlich bei Erreichen der in Abbildung (3.13) mit LS,E 

indizierten Linie verschwindet. LS,E ist durch die Bedingung So = SI, was eigentlich 

einem Minimum zwischen den Ebenen null und eins entspricht, gegeben. Aber auch 

die Festlegung des Oberflächenminimums durch Relationen höherer Ordnung führt 

lediglich auf Graphen, die noch etwas höher als LS,E verlaufen, in ihrer Struktur 

jedoch mit LS,E übereinstimmen: LS,E starte bei (0, Ks,c) und wird für kleine KB 

durch die Kurve Ls aus Abbildung (3.7) gut wiedergegeben. Danach durchläuft LS,E 

ein Maximum, schneidet bei (KB,c,0.93804118Ks,c) die Phasengrenze e und läuft 

in PE, nachdem sie den Rückkehrpunkt (1.01137100KB,C, 0.88562867 Ks,c) passiert 

hat, wiederum in Übereinstimmung mit LE zum Endpunkt sb. Dies ist genau das 

am Ende des Abschnittes 3.8 prognostizierte Verhalten. Außerhalb des von LS,E U 

s begrenzten Gebietes sind dann keine Minima mehr möglich. Abbildung (3.12b) 

zeigt dies wiederum am Beispiel von Ks = 1.1Ks,c. Hingegen hat die zugehörige 

analytische Kurve ein Minimum, da KB = 0.90KB,c > Kr), und alle analytischen 

Kurven weisen ein Minimum auf. 

Ähnliches gilt auch in Abbildung (3.12c) für die analytische Kurve zu (1.10KB,C, 

1.10Ks,c) E C+, wohingegen die entsprechende Iterationskurve wegen KB > K1R
) 

in PE streng monoton ist. Bei K s = gKs,c in PSB ist Sr wieder rein exponentiell 

und die Iterationsdaten werden durch die analytischen Kurven exakt interpoliert. In 

Po bildet Sr, wie in der analytischen Rechnung, stets ein Maximum aus, weshalb 

in Abbildung (3.13) - wie in Abbildung (3.7) - der gesamte Bereich Po mit einer 

nach rechts geneigten Schraffur zu belegen ist. 

In der speziellen Auftragung log Sr VS. log(r+ro)(r+ro+1) mit ro ~ 5.96909545, 

in der Sr aus (3.90) eine Gerade wird, zeigt Abbildung (3.12d) die sehr gute Über­

deckung des quadratischen Anstiegs durch die Iterationsdaten. Weiterhin liegt der 

gewählte Phasenraumpunkt innerhalb des Gebietes, für welches Sr ein Minimum 

aufweisen soll, und in der Tat hat man nahe der Oberfläche ein schwaches Minimum 

vorliegen. 

Die Gültigkeit des Ansatzes (3.89) und die daraus resultierende asymptotische 

Annäherung von Sr an SB wird für die Daten aus Abbildung (3.12) mittels der Auf­

tragung (Sr - SB) erle VS. T, in der Sr zu einer einfachen Geraden degeneriert, in 

Abbildung (3.14) aufgelöst. Man erkennt sofort, daß alle eingezeichneten Iterations­

daten einer linearen Regression folgen. Die Übereinstimmung mit den analytischen 
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Geraden sind wieder um so besser, je flacher diese verlaufen, und sind insbeson­

dere dann exakt, wenn A = 0, d.h. (Sr - SB) erle eine Konstante ist. Damit ist 

ein Ansatz der Form Sr = (a + b r) e-rle gerechtfertigt, und die Aussagen über 

das asymptotische Verhalten von Sr aus Abschnitt 3.8 können übernommen werden. 

Die Geradenparameter sind in Folge (3.89) aus f!, A zu berechnen. Die Diskre-
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Abbildung 3.14: Die Auftragung der Daten aus Abbildung (3.10) in Form der redu­
zierten mittleren Clustergröße (Sr - SB) erle gegen r zeigt, daß der 
Ansatz (3.89) innerhalb der Phasen (a): PNP, (b): Ps, (c): PEUPO 
korrekt ist und Sr asymptotisch gemäß (3.92) an SB heranläuft. 
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Abbildung 3.15: Dreidimensionaler Höhenlinienplot der Iterationsdaten von Ro -
RB und So - SB über dem Phasendiagramm aus Abbildung (3.4): 
Beide Größen stimmen ausgezeichnet mit ihrem analytischen Pen­
dant aus Abbildung (3.6) überein. Die Skalierung der Niveaulinien 
entspricht der aus Abbildung (3.6) . 
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Abbildung 3.16: Skalenverhalten des 

(a) Minimums für K s --+ Ks+ in Ps 
(b) Maximums für Ks --+ K'S in Po 

für Sr. Die asymptotische Steigung gemäß (3.110), (3.111) wird 
jeweils links im Plot angenommen. 

panz zwischen den so bestimmten analytischen Kurven und den Iterationsdaten ist 

hauptsächlich in den bereits in Abschnitt 3.10 angesprochenen Korrekturen zu Rr 
nahe der Oberfläche zu sehen. Dennoch werden Ra - RB und So - SB durch A und 

1~ gut reproduziert, wie ein vergleichender Blick auf die bezüglich gleicher Skalen 

über dem Phasendiagramm aufgetragenen Größen A und 1~ in Abbildung (3.6) bzw. 

Ra - RB und So - SB in Abbildung (3.15) bestätigt. Signifikante Abweichungen zwi­

schen den assoziierten Größen beider Abbildungen sind für die unteren Plots auf die 

unmittelbare Umgebung von e beschränkt. Die Höhenlinien von Ra - RB stoßen z.B. 

in Ps mit endlichem Winkel auf e, während die von A jeweils parallel zu s verlaufen 

und deshalb tangential auf e stoßen. In den oberen Plots sind die Abweichungen im 

wesentlichen auf ein schmales Band entlang der Linie der Bulkübergänge beschränkt, 

weshalb hier im Vergleich der beiden Abbildungen kein Unterschied festzustellen ist. 

In Abbildung (3.16) wird das Skalenverhalten der Lokation des Minimums (Bild 

(a)) von Sr bei Annäherung von obenan die Oberfiächenphasengr~ze s und analog 

das des Maximums (Bild (b)) im Grenzwert Ks --+ K'S untersucht. Als analytische 

Lösung sind die aus (3.94) gewonnenen Orte für das entsprechende Extremum einge-
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zeichnet. Die Übereinstimmung mit den Iterationsdaten ist erwartungsgemäß (vergl. 

Diskussion am Ende von Abschnitt 3.8) ausgezeichnet und zwar auch in dem im dop­

pellogarithmischen Plot nichtlinearen Bereich. Der entsprechend lineare Bereich mit 

der gestrichelt eingetragenen asymptotischen Steigung am jeweils linken Rand des 

Bildes bestätigt direkt die aus (3.94) abgeleiteten Skalengesetze (3.110) für rmin - e 
bei Ks ~ Ks+ und (3.111) für rmax - e im Limes Ks ---I- K s. 

3.12 Langreichweitige Oberftächenstörungen 

Die Ursache für die bisher betrachteten Oberflächenstörungen werden primär in der 

Rekonstruktion der Oberfläche [1.3J gesehen. Die Reichweite dieser Störungen ist also 

auf die Längenskala der Korrelationslänge begrenzt, so daß die Annäherung etwaiger 

Meßgrößen an den Bulkwert stets exponentiell mit dem Abstand von der Oberfläche 

erfolgt. Lediglich in unmittelbarer Nähe der zweiter Ordnung Phasenübergänge ist 

in einem cross-over-Bereich bis zum Abstand r* ~ 2e ein algebraischer Abfall mit ei­

nem streng vorgegebenen Exponenten möglich. Für den Ordnungsparameter beträgt 

dieser Exponent gerade zwei ((3.76)-(3.78)). 

Oberflächenstörungen können durchaus auch andere Ursachen haben, wie eine 

zusätzliche Ladungsverteilung auf der Oberfläche, die mit den die cross-links vermit­

telnden Katalysatormolekülen wechselwirkt. Je nach Art der Wechselwirkung können 

verschiedene Typen von Wechselwirkungspotentialen auftreten: 

• Können die Oberflächenladungen durch andere gelöste Ionen kompensiert wer­

den, so registrieren die Katalysatormoleküle typischerweise ein exponentiell in 

den Bulk abfallendes Oberflächenpotential, dessen Reichweite durch die Ionen­

konzentration mitbestimmt wird [1.12J. 

• Handelt es sich bei den Katalysatormolekülen um elektrostatisch neutrale Mo­

leküle, so können sie nur via elektrostatischer Multipolmomente mit der Ober­

fläche wechselwirken, was - thermisch gemittelte - algebraische Oberflächen­

profile der Form r~' (j 2: 2 nach sich zieht [J.16, 1.12], und schließlich sind 

auch 

• direkte langreichweitige elektrostatische Wechselwirkungen der Form ~ möglich. 

Insgesamt sind Form und Stärke der Wechselwirkung kaum Grenzen gesetzt, wodurch 
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eine explizite Behandlung aller Möglichkeiten praktisch ausgeschlossen ist. Deshalb 

ist man bestrebt, die Vielfalt der Oberflächenpotentiale in verschiedene Äquivalenz­

klassen aufzuteilen. Als äquivalent werden dabei diejenigen Kopplungsformen einge­

stuft, die z.B. ein strukturell gleiches Ordnungsparameterprofil erzeugen. 

3.13 Klassifikation ortsabhängiger Kopplungen 

Die adäquate Methode, Klassifizierungen in der Physik anzugehen, ist die Renor­

mierungsgruppe [J.22]. Es stellt sich heraus, daß die angestrebte Klasseneinteilung 

unabhängig vom speziellen Verlauf der Kopplungen - d.h. gemäß (4.20) der Bond­

besetzungskonzentration Pr - nahe der Oberfläche (Kr (j. {O, oo}) ist, sondern allein 

durch die Asymptotik von Kr bestimmt wird. Unter der Annahme einer asymptoti­

sehen Form 

für r ~ 0 (3.123) 

kann gezeigt werden, daß die Störung A r-a: irrelevant ist für a > t [D.2, D.3]. Man 

sieht das gleiche kritische Verhalten wie im Fall A = O. Somit können, zumindest was 

die Strukturen der erhaltenen Lösungsformen angeht, die Ergebnisse der vorigen Ab­

schnitte als universell für alle kurzreichweitigen Kopplungen angesehen werden. Eine 

Kopplungsform wird als kurzreichweitig eingestuft, wenn sie asymptotisch schnel-
l 

ler als r-; abfällt. Speziell der Ordnungsparameter sollte für alle kurzreichweitigen 

Oberflächenstörungen gemäß [D.1, D.ll] 

D _fi 
.LLr X r 11 für r~O (3.124) 

zerfallen. Im Fall a < t dagegen ist die Störung relevant, und das kritische Verhalten 

solcher Systeme wird vom Exponenten a bestimmt. Die Amplitude A separiert die 

beiden Regime A > 0 und A < O. Für das kritische System sollte der Ordnungspa­

rameter dann wie 

mit für r~O (3.125) 

gehen. Der Fall a = t wird als marginal bezeichnet; er ist hochgradig nicht universell. 

Es gibt La. eine kritische Amplitude Ac =I 0, die die Regime A > Ac, A = Ac und 

A < Ac trennt. Die kritischen Exponenten können explizit von der Amplitude 

abhängen [D.2, D.3]. 
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In den nächsten Abschnitten sollen nun diese Aussagen anhand der Selbstkon­

sistenzgleichung für allgemeine Mean-Field-Theorien verifiziert und mittels nume­

rischer Iterationen für die in dieser Arbeit interessierende Mean-Field-Theorie der 

Perkolation überprüft werden. 

3.14 Mean-Field-Klassifikation ortsabhängiger Kopp­
lungen 

Der Ordnungsparameter Rr einer Mean-Field-Theorie halbunendlicher Modelle mit 

ortsabhängigen Kopplungen Kr ist durch Selbstkonsistenzgleichungen vom Typ 

(3.126) 

(es sei o.B.d.A. ein einfach kubisches Gitter unterlegt) und die Angabe der beiden 

Randbedingungen an der Oberfläche und im Bulk festgelegt. 0 bezeichnet eine La. 

nichtlineare Funktion, die für kleine Argumente Rr den kritischen Exponenten ß und 

die Amplitude R+ des Bulkordnungsparameters RB mittels der Reihenentwicklung 

(3.127) 

definiert. Um im Bulksystem bei einer endlichen Kopplungsstärke einen Phasenüber­

gang zwischen einer geordneten (RB> 0) und einer ungeordneten Phase (RB == 0) 

erzeugen zu können, muß 0(0) == 0 sein. Weiterhin kann durch Renormierung der 

Kopplungskonstanten 0'(0) = 1 erreicht werden, so daß man o.B.d.A. 

1 1+1 
O(Rr) == Rr + R~7J R;. 7J (3.128) 

schreiben kann. Hieraus wird nun für Kopplungen der Asymptotik 

a~O für r~O (3.129) 

die asymptotische Form des Ordnungparameters Rr speziell für den Grenzfall KB ~ 

KR c extrahiert: , 

Die Überlegungen der vorigen Abschnitte führen für konstante Bulkkopplungen 

darauf, daß sich Rr stets exponentiell dem Bulkwert RB nähert und nur in un­

mittelbarer Umgebung des Bulkphasenüberganges, wo die Bulkkorrelationslänge ~ 

divergiert, von zunächst algebraischem Zerfall bei etwa r ~ r* ~ 2~ auf dann expo­

nentiellen Zerfall überkreuzt. Es liegt daher nahe, den Ansatz 

mit (3.130) 
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mit einer schwächer als exponentiell zerfallenden Amplitudenfunktion c( r) zu machen. 

Substituiert man diesen Ansatz in (3.126), macht von 

c(r () 1) _ 1 ± @ + 1 c'~(rf (3.131) 
cr C{'r) 2"cr 

sowie der Entwicklung (3.128) Gebrauch und balanciert Terme gleicher Ordnung in 

~, so resultiert in nullter Ordnung 

(3.132) 

o. (3.133) 

Gleichung (3.132) ist gerade die Selbstkonsistenzgleichung des Bulkordnungsparame­

ters RB im Nullfeldlimes mit der im hier betrachteten Phasenraumgebiet KB ~ KB,G 

eindeutigen Lösung RB == 0, und (3.133) reproduziert die für alle Mean-Field­

Theorien gleiche Relation (3.37) für die Bulkkorrelationslänge e. Analog liefert die 

erste für t = 0 nicht verschwindende Ordnung die allgemeine Beziehung 

1 

~ -0: K c"(r) _ (c(r)) 7J 
K r + B,G () - R ' B,G er + 

(3.134) 

welche für die Amplitudenfunktion c( r) den Ansatz 

induziert. In (3.134) eingesetzt erhält man in niedrigster Ordnung 
1 

~ r-o; + 'Yb + l)KB,G r-~ = (R) 7J r-j und 8i == 0 'Vi. (3.136) 
KB,G R+ 

Asymptotisches Ausbalancieren ergibt für , = ,Ca) drei zu unterscheidende Fälle: 
1 

0:>1 (~)7J r-j 
1 ,b + l)KB,c r-ii 

/I 

1 

(~) ((~) + 1) KB,C 

(1.162a) 
=> f!. (~)ß , -

/I 

1 

0:=1 (~)7J 
_2 

(K:,c + ,b + l)KB,C) r-~ /I 
r ß 

1 (1.162b) 
=> f!. (~)7J K:,c + (~) ((~) + 1) KB,C , 

/I 

1 

a<l ( R ) 7J _2 A -0; R+ r ß - --r 
/I KB,C 

1 (1.162c) 
=> ß·a (~)ß A , 

KB,C 
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Gleichung (3.137a) beschreibt eine irrelevante Störung. Alle Kopplungen, die asymp­

totisch schneller als r-~ abfallen, produzieren am Bulkphasenübergang einen mit r-~ 
abfallenden Ordnungsparameter. Dies trifft insbesondere auch für die im ersten Teil 

dieses Kapitels betrachteten kurzreichweitigen Störungen gemäß (3.47) zu, weshalb 
. 1 

alle asymptotisch schneller als r-; zerfallenden Kopplungen als kurzreichweitig und 

somit irrelevant bezeichnet werden. Die strukturellen Eigenschaften z.B. des Ord­

nungsparameters sind im Limes KB ~ KB,c für alle Elemente dieser Klasse durch 

die in Abschitt 3.7 beschriebenen cross-over-Phänomene beschreibbar. Hingegen be-
l 

wirkt eine langreichweitige, also langsamer als r-; zerfallende und somit relevante 

Störung aus Gleichung (3.137c), eine Modifikation des asymptotischen Ordnungspa­

rameters. Die Variation in Kr wird auf R,. übertragen, und eS gilt: ,= ,(a) = ß· a. 

Die Amplitude hat, wie erwartet, keinen Einfluß auf den Exponenten ,. Ihr Vorzei­

chen separiert lediglich die beiden Regime A > 0 bzw. A < O. Gleichung (3.137b) 

repräsentiert das Verhalten des Ordnungsparameters unter dem Einfluß einer margi­

nalen Störung mit a = t. Ist A =f: Ac, mit der kritischen Amplitude 

(3.138) 

liegt auch hier "y = a = ~ vor, was sich stetig in den bisherigen Verlauf von ,(a) 

einfügt. Ac trennt wieder die Regime A > Ac und A< Ac. Im Spezialfall A = Ac 

resultiert in nächst höherer Ordnung 

{
al } 
A ~c 

1 6 
(~) ß r-j (ln r)-7t 

f!. 
11 

{ Iv: i=l} 
o : i> 1 

(3.139) 

woraus sich bei Rr zum algebraischen Abfall noch eine logarithmische Korrektur 

ergibt. Abbildung (3.18) faßt u.a. noch einmal den Verlauf des Ordnungsparamter­

exponenten, als Funktion des Kopplungsstörungsexponenten a zusammen. 

Diese über die Selbstkonsistenzgleichungen allgemeiner Mean-Field-Theorien er­

haltene Klassifikation von Kopplungsstörungen weist exakt die gleichen Regime auf, 

wie sie mittels einfacher Renormierungsgruppenargumente [D.3] bzw. exakter Rech­

nungen für das 2d-Isingmodell [D.2] gefunden werden. Ebenfalls in Übereinstim­

mung mit diesen beiden Methoden ergibt sich aus obiger MF-Betrachtung, daß le-
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diglich der asymptotische Schwanz von Kr, nicht jedoch der spezielle Verlauf nahe 

der Oberfläche, die Klassifikation bestimmt. Zusätzlich liefert die MFA noch Expo­

nenten und Amplituden für den Verlauf des Ordnungsparameters und aller daraus 

ableitbaren Größen. 

3.15 Cross-over für K B ;S K B C , 

Die im vorigen Abschnitt abgeleiteten asymptotischen Gesetze für Rr sind - wie in 

der Herleitung zu Gleichung (3.134) zitiert - nur für t = 0, also gen au am außer­

gewöhnlichen Übergang e, gültig. In Analogie zum kurzreichweitigen Fall erwartet 

man auch hier für KB ;S KB,a zunächst einen algebraischen Abfall mit Rr cx r-"'(Ca) , 

der dann jenseits einer gewissen Längenskala zu dann exponentiellem Zerfall über­

kreuzt. Im Gegensatz zum kurzreichweitigen Fall, wo dieser cross-over beim doppel­

ten der einzigen intrinsischen Längenskala des Systems, der Bulkkorrelationslänge e, 
gegeben durch 

Arcosh (1+ i; -2 ~ ) (3.140) 

1 (1- ~)V 
VKB:ö KB,a 

(3.141) 

geschieht, hat man hier durch die explizite Abhängigkeit der Kopplungen Kr vom 

Ort eine weitere Länge definiert. Sie ist durch den Schnittpunkt von Kr mit der 

kritischen Bulkkopplung KB,G gegeben: 

r-1 = (KB,G) ~ . (1- KB ) ~ (3.142) 
B,G A KB,G 

rB,a separiert die Bereiche r < rB,G mit Kr > KB,a und algebraischem Zerfall 

von Rr von r > rB,G mit Kr < KB,G und exponentiellem Zerfall von Rr. Da heide 

Koeffizienten in (3.141), (3.142) von der Größenordnung eins sind, ist rB,G > e genau 

dann, wenn a < ~ und umgekehrt, so daß im kurzreichweitigen Fall a > ~ wieder 

die Bulkkorrelationslänge e die Rolle der cross-over-Länge übernimmt: 

rico) = max{rB a ; 20 x (1 _ KB ) -max{~jV} (3.143) 
, KB,a 

Eine Reduktion von rico) zu endlichen Werten für KB ;S KB,G hat aber auch 

Konsequenzen für das im vorigen Abschnitt an Gleichung (3.136) durchgeführte 
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Balance-Verfahren. Konnte man oben noch den asymptotisch größeren der beiden 

Summanden der linken Seite von (3.136) unabhängig von den Amplituden einfach 

durch Vergleich der r-Exponenten festlegen und diesen Term dann mit der rech­

ten Seite balancieren, so ist dies nun aufgrund der Beschränkung von r durch rlco) 

nicht mehr zulässig. Beide Summanden müssen, einschließlich ihrer Wichtung durch 

die jeweilige Amplitude, berücksichtigt werden. Logarithmische Differentiation von 

Gleichung (3.136) führt auf eine orts abhängige effektive Amplitude 

1 

(
Reff) ß A M_a M_l 
R+ = KB r ß + 'Yeff(-Yeff + l)KB r ß ", (3.144) 

wobei sich der orts abhängige effektive Exponent 'Yeff (selbstkonsistent) aus der Glei-

chung 

'Yeff {
I a- 1 } ß. -+ v 
v ( r )a-~ 

1 + TcOY 
r 2 

(3.145) 

mit der Länge 
1 

(co) _ ( A ) a-b 
~ - ( ) 2 'Yeff 'Yeff + 1 K B 

(3.146) 

berechnen läßt. 'Yeff läuft also bei endlichen r anfangs oberhalb der Geraden ß . a, 

erreicht bei a = ~ exakt 'Yeff = 'Y = ~, schwingt dann über den Wert ~ hinaus, 

durchläuft bei a > ~ ein Maximum und nähert sich im Limes großer a von oben 

wieder dem Grenzwert ~ (vergl. Abbildung (3.18)). Im Limes r ~ 00 konvergiert 

'Yeff gleichmäßig gegen 'Y(a). Betrachtet man andererseits 'Yeff als Funktion von r 

bei z.B. festem a < t, so stellt man fest, daß bei entsprechend kleinem r ~ r~co) 
(d.h. A ~ 1) "Yeff zunächst nahe dem Exponenten ~ startet und erst für große 

r ~ r~co) allmählich dem zu erwartenden Wert 'Y = ß· a zustrebt. Allgemein ergibt 

sich bei geeigneter Wahl von A (A ~ 1 für a < t bzw. A ~ 1 für a > t), daß 

'Yeff in der Nähe des größeren, "falschen" Exponenten startet und für große r zum 

kleineren, "richtigen", d.h. nach (3.137) zu erwartenden, asymptotischen Exponenten 

übergeht. Die Längenskala, auf der dieser cross-over vonstatten geht, ist durch r~co) 
aus (3.146) bestimmt. Insbesondere ist in Fällen mit r~co) > rico) der bis rico) zu 

messende Abfall von Rr zwar algebraisch, allerdings mit einem von den Vorhersagen 

(3.137) abweichendem Exponenten. 
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(a):C1< v-I (b): C1 = v-I (e): C1 > v-I 

Abbildung 3.17: Cross-over-Verhalten des Ordnungsparameters Rr als Funktion 
von r. Nahe der Oberfläche zerfällt Rr zunächst mit max{~; aß} 

und kreuzt dann bei r~co) zum asymptotischen Zerfall mit 
min{~; aß} über. Der Übergang zum exponentiellen Verhalten 

erfolgt in jedem Fall bei r~co). 

In Abbildung (3.17) ist der typische Verlauf von Rr bei KB ;S KB,C zusammen­

fassend skizziert. 

Im nächsten Abschnitt werden nun die Aussagen (3.137) unter Zuhilfenahme der 

cross-over-Ergebnisse dieses Abschnittes mit numerischen Iterationslösungen vergli­

chen, um ihre Gültigkeit speziell für die Mean-Field-Perkolation auch numerisch zu 

verifizieren. 

3.16 Numerische Iteration ortsabhängiger Kopplungs­
konstanten 

Die numerischen Iterationen für ortsabhängige Kopplungskonstanten erfolgen auf der 

Basis der allgemeinen Selbstkonsistenzgleichungen (3.45), (3.46) in Ausnutzung der 

in Abschnitt 3.9 vorgestellten Verfahren. Dabei sind die Kopplungen gemäß 

K»'.L == Kr = KB + (Ks - KB) (r + l)-a 

mit KB ;S KB,C gewählt. 

(3.147) 

Zunächst werden für ein 10000-Ebenen-System die Profile des Ordnungspara­

meters am Phasenraumpunkt (KB = (1 - 1O-6)KB,c, Ks = 10Ks,c) mit den Expo­

nenten a E {0.5, 0.6, ... ,3.0,3.5,4.0,5.0, ... , 10.0} bestimmt. Zur genaueren Analyse 
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Abbildung 3.18: Darstellung des (effektiven) Iterationsexponenten 'Y(IT) in Abhän­
gigkeit vom Kopplungsexponenten a. Zum Vergleich ist für das 
spezielle iterierte System der zu erwartende effektive Exponent 'Yeff 
aus (3.145) und der daraus für r ~ 00 resultierende asymptotische 
Exponent 'Yaus (3.137) eingetragen. 

sind die durch lineare Regression aus diesen Daten errechneten Ordnungsparameter­

exponenten 'Y(IT) in Abbildung (3.18) gegen den via Kr dem System oktroyierten 

Kopplungskonstantenexponenten a aufgetragen. Es zeigt sich, daß die durchgezo­

gen eingezeichnete Funktion 'Yeff(a), die die cross-over-Effekte auf 'Y aus (3.137) 

berücksichtigt, die gemessenen Datenpunkte der Iterationen sehr gut interpoliert. 

Für KB = KB,c kann deshalb von dem durch (3.137) vorhergesagten asymptotischen 

Verhalten (hier durch die unterbrochene Linie dargestellt) ausgegangen werden. Die 

leichten Abweichungen für sehr kleine a beruhen auf der Konkavität, also dem noch 

nicht asymptotischen Verhalten der entsprechenden Graphen. Die schwächere Kon­

vergenz der Daten für große a könnte auf weitere cross-over-Korrekturen in 'Yeff(a) 

zurückzuführen sein. Die Ortsabhängigkeit von 'Yeff(a) wird jeweils durch Substitu­

tion des Schwerpunktes des Regressionsintervalls für 'Y(IT) aufgelöst. 

In Abbildung (3.19) wird nun das cross-over-Verhalten von R,. für die gegen 

KB,C laufende Folge von Bulkkopplungen KB = (1-10-€)KB,C mit € E {2, 3, 4, 5, 6} 

und a = 0.7 < 2 = ~ untersucht. Die Amplitude A = Ks - KB aus (3.147) ist so 

eingestellt, daß der cross-over vom algebraischen zum exponentiellen Verhalten von 

R,. bei rico) = 1000 fix ist, und in der Tat bilden alle Graphen den cross-over bei 
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Abbildung 3.19: Numerische Verifikation des in Abbildung (3.17) skizzierten cross­
over-Verhaltens für R,. bei festem rico

) und via K B variiertem r~co). 
Die cross-over-Orte rico) aus (3.143) und r~co) aus (3.146) werden 
durch die Iteration bestätigt, und das Überkreuzen von einem Ex­
ponenten nahe max{ ~ jaß} = ~ zu einem Exponenten nahe dem 
asymptotischen Wert min{~j aß} = aß ist deutlich zu sehen. 

etwa 1000 aus. r~co) variiert mit KB und stimmt ebenfalls mit den in der Iteration 

beobachteten cross-over-Orten überein. Wie im vorigen Abschnitt festgestellt, mißt 

man links von r~co) einen für a = 0.7 "falschen" asymptotischen Exponenten nahe ~ = 
2, während rechts von r~co) Werte nahe dem "richtigen" asymptotischen Exponenten 

ß· a = 0.7 festgestellt werden. Die erhaltenen Werte sind um so genauer, je breiter 

die zugehörigen Bereiche Ir~co) - 01 bzw. Iri
co

) - r~co)1 sind. Speziell im Fall E = 6 

mit ri
co

) == r~co) fehlt der Bereich rechts von r~co) komplett, und man bestimmt 

als Exponenten sehr genau den Wert ~, erhält aber keine Aussagen mehr über den 

tatsächlichen asymptotischen Zerfall von R,. im Limes r -+ 00 bei KB -+ KiJ,c' 



Kapitel 4 

Computersimulation der 
Perkolation 

Mit der Computersimulation wird ein umfassendes Instrument zur Untersuchung 

statischer und dynamischer Eigenschaften komplexer Vielteilchensysteme sowohl auf 

globaler als auch auf lokaler Ebene bereitgestellt. Auch für unter gewissen Vorausset­

zungen exakt lösbare Modelle können so z.B. für spezielle Gittertypen, Randbedin­

gungen, Dotierungen usf. weitere exakte Resultate gewonnen werden. Dabei ist vor 

allem die korrekte Behandlung der Fluktuationen ein wesentlicher Vorteil der Compu­

tersimulation, da diese einer nur oberhalb der kritischen Raumdimension - sie liegt 

in vielen Fällen weit oberhalb der physikalisch relevanten Raumdimensionen zwei 

und drei und speziell für das Perkolationsproblem bei da = 6 - gültigen MFA un­

zugänglich sind. Andererseits sind durch die Restriktion der Simulation auf endliche 

Systeme alle Erwartungswerte physikalisch relevanter Observablen stets analytische 

Funktionen der Systemparameter. Es treten keine (scharfen) Phasenübergänge auf 

(Critical Rounding [J.4], Shift Effect [J.4, J.9, J.12]), so daß zur Erlangung der Ob­

servablenwerte im thermodynamischen Limes ein entsprechendes Finite-Size-Scaling 

[J.2] durchzuführen ist. 

Wie schon in Abschnitt 2.6.2 gesehen, läßt sich auch das Perkolationsproblem in 

diesem Rahmen der kritischen Phänomene behandeln. Zudem ergibt sich aus dem 

statischen Charakter der Perkolation der simulationstechnische Vorteil, daß keine Re­

laxationszeiten ins (thermodynamische) Gleichgewicht (Critical Slowing Down [J.17]) 

bzw. Korrelationszeiten [J.10] zwischen den einzelnen zu mittelnden Konfigurationen 

abgewartet werden müssen. Man kann sich ganz auf ein sich an die Simulation ver-
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schiedener Systemgrößen anschließendes Finite-Size-Scaling konzentrieren. 

Das Kapitel beginnt in Abschnitt 4.1 mit der Präsentation bekannter, numeri­

scher Simulationstechniken. Da keine dieser Methoden den speziellen Erfordernis­

sen der in dieser Arbeit untersuchten Fragestellungen genügt, wird in Abschnitt 4.2 

zunächst ein neuer, rekursiv arbeitender Algorithmus entwickelt und seine Optimie­

rung hinsichtlich der Simulation sehr großer Systeme skizziert. Seine Effizienz und 

Leistungsfähigkeit wird in Abschnitt 4.3 anhand von Simulationen zwei- und dreidi­

mensionaler Bulksysteme dokumentiert. Abschnitt 4.4 definiert das halbunendliche 

System und die formalen Ortsabhängigkeiten der Observablen. Separat für zwei- und 

dreidimensionale Modelle werden in Abschnitt 4.5 die Profile des Ordnungsparame­

ters bestimmt. Besonderes Augenmerk erfährt sein algebraischer Zerfall am außer­

gewöhnlichen Übergang. Die Zuordnung der Profile zu den einzelnen Phasen geht 

mit einer hochwertigen Analyse des funktionalen Verlaufs des Oberflächenüberganges 

dreidimensionaler s.c.-Systeme als Funktion der Bulkbesetzungskonzentration einher. 

Detaillierte Untersuchungen zum Verlauf der mittleren Clustergröße in den einzelnen 

Phasen und speziell in der Nähe der Oberflächenübergänge folgen in Abschnitt 4.6. 

Unterschiede in den s-Clusterverteilungsfunktionen in zwei und drei Dimensionen 

werden in Abschnitt 4.7 ergründet. Thema von Abschnitt 4.8 ist dann die Klassifi­

kation langreichweitiger Oberflächenstörungen anhand allgemeiner Skalenargumente. 

Der Nachweis ihrer Gültigkeit gelingt auf Basis ausgiebiger Computersimulationen in 

Abschnitt 4.9. 

4.1 Numerische Methoden 

Vom rein numerischen Standpunkt reduziert sich das Problem der Perkolation im we­

sentlichen auf die Generierung von Perkolationsclustern und die anschließende Aus­

wertung von Anzahl, Größe, Unterstrukturen usw. derselben. Dazu werden in der 

Literatur drei fundamentale Algorithmen bereitgestellt: 

4.1.1 Hoshen-Kopelmans-Methode 

Beim Hoshen-Kopelmans-Algorithmus [E.14] werden mit Hilfe eines Indexarrays die 

gesetzten Sites so indiziert, daß nach Durchlaufen des Systems alle zu einem Clu­

ster gehörigen Sites dem gleichen Clusterindex zugeordnet sind. Taucht also (we­

nigstens) ein Index auf beiden gegenüberliegenden Seiten des Perkolationssystems 
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auf, so existiert ein "unendlicher" Cluster und das System ist perkoliert. In dieser 

Weise kann die kritische Besetzungswahrscheinlichkeit pe bestimmt werden. Führt 

man im Indexarray zusätzlich noch die Clustergröße mit, kann z.B. durch Sortierung 

der Cluster nach der Größe s die Clusterverteilungsfunktion ns bestimmt werden. 

Der Vorteil des Algorithmus, bei der Untersuchung d-dimensionaler Gitter nur ein 

(d - l)-dimensionales Untergitter abspeichern zu müssen, wird jedoch durch den 

schnell wachsenden Indexarray schon bei moderaten Systemgrößen wieder zunichte 

gemacht. Zwar kann dieser Nachteil durch das Nakanishi-Recycling [E.20] teilweise 

aufgefangen werden, doch bleibt auch weiterhin die Auswertung clusterspezifischer 

Eigenschaften, begründet durch die Struktur des Algorithmus, faktisch unmöglich. 

4.1.2 Leath-Methode 

Die Methode von Leath [E.17] erzeugt, ausgehend von einem besetzten Site am 

Gitterursprung, schalenweise einen einzigen Perkolationscluster, indem zunächst die 

Nächsten-Nachbarn des Sites im Ursprung, dann wiederum deren Nächste-Nachbarn 

usf. mit der Wahrscheinlichkeit P besetzt bzw. mit 1 - P blockiert werden. Dieser 

Prozeß wird so lange fortgesetzt, bis entweder keine freien Sites mehr vorhanden sind 

oder z.B. die gewünschte Anzahl von Schalen erzeugt ist. Ein Cluster der Größe 

s wird mit der Wahrscheinlichkeit Ps = s ns generiert. Aufgrund des sukzessiven 

Aufbaus eignet sich diese Methode besonders zur effizienten Auswertung struktu­

reller und physikalischer Eigenschaften dieser Cluster wie z.B. backbone [E.13] und 

skeleton [E.ll]. 

4.1.3 Ziff-Methode 

Ziffs Methode [E.36] erzeugt für zweidimensionale Gitter direkt den externen Peri­

meter (hull) eines Perkolationsclusters in Form eines self-avoiding-walks (SAW) auf 

dem Perkolationsgitter. Sie ist die effektivste Art der Berechnung von Pe, denn nur 

bei Pe ist die Anzahl der in bzw. gegen den Uhrzeigersinn laufenden SAWs gleich. 

Auch einige Perimeterexponenten, die mit dem Exponenten v der Korrelationslänge 

zusammenhängen [E.37], lassen sich auf diese Weise sehr genau bestimmen. Darüber 

hinaus sind die Möglichkeiten dieses Algorithmus jedoch sehr begrenzt, und er ist 

deshalb hier nur der Vollständigkeit wegen aufgeführt. 

Im Hinblick auf die in dieser Arbeit anstehende Simulation halbunendlicher Mo­

delle und die daraus resultierende Notwendigkeit der Auswertung von Clustereigen-
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schaften als Funktion des Abstandes von der Oberfläche wird unmittelbar klar, daß 

nur ein Algorithmus, der, wie Leaths, die Cluster nacheinander generiert und dabei 

seine jeweilige Position auf dem Gitter kennt, für diese Aufgabe in Frage kommt. 

Ein solcher rekursiv - anstatt schalenweise - arbeitender Algorithmus, der in 

der vorliegenden Arbeit speziell für die Anwendung in großen, dreidimensionalen, 

halbunendlichen Modellen konzipiert und optimiert wird, ist Inhalt des folgenden 

Abschnitts. 

4.2 Der RMKR-Algorithmus 

Der RMKR-Algorithmus ist ein Rekursionsalgorithmus, der auf der Basis von Multi­

spincoding, Koordinateneoding und Restarting blockweise abgebrochener Rekursio­

nen operiert. Während mit dem vollständigen Bitcoding (auch vollständiges Mul­

tispincoding genannt) die rekursiv agierenden Gitteralgorithmen verstärkt Anwen­

dung finden, bleibt - speziell für die Simulation großer Systeme - das Problem 

der Stackregulierung weitgehend ungelöst. Hierzu wird im folgenden eine neue, 

CPU-optimierte Form der Stackmemory sparenden Koordinatenkomprimierung so­

wie eine auf verschiedenste Anwendungserfordernisse akkommodierbare Methode des 

Abbruchs und anschließender Wiederaufnahme der Rekursionen vorgestellt. Diese 

Abbrüche haben den Sinn, den von der Rekursion beschriebenen Stack rechtzeitig 

vor dem Überlauf wieder abzubauen, um ihn dann nach Wiederaufnahme der Re­

kursion erneut aufzubauen usf.. Es ist klar, daß das Halten der Balance zwischen 

Auf- und Abbau des Stacks ein wesentliches Element der Effektivität des Algorith­

mus verinnerlicht. Bei der Simulation sehr großer Systeme, für die z.B. die codierten 

Bitinformationen des Gitters allein schon den vorhandenen Kernspeicher des Compu­

tersystems übertreffen, ist die zusätzliche Wechselwirkung dieses Balanceverfahrens 

mit den regelmäßigen Aufrufen des Swappers zu beachten, so daß neben der program­

miertechnischen Optimierung des Programmeodes und der darin vorzunehmenden 

optimalen Wahl der Registervariablen auch eine "experimentelle" Optimierung ver­

schiedener Parameter des Algorithmus notwendig wird. Im folgenden soll allerdings 

nur auf den programmiertechnischen Aspekt dieser Problemstellung eingegangen wer­

den: 

Die Nächste-Nachbar-Rekursion ist für das s.c. Gitter von der Form 



4.2 Der RMKR-Algorithmus 91 

void site(i,j,k) 

Gitter[k]U][i] = BEFRAGT 

if( IrandyO < p[k]U][i] ) 

site(i + 1 , j k ) (4.1) 
site(i - 1 , j k ) 
site( i ,j + 1, k ) 
site( i ,j -1, k ) 
site( 1- , j ,k + 1) 
site( 1- , j ,k -1) 

wobei an den Gitterrändern entsprechende Randbedingungen zu beachten sind. Star­

tet man mit einem beliebigen mit FREI (= 0) gekennzeichneten Gitterpunkt 1:. = 

(i,j, k) als Rekursionsverankerung, so wird dieser Gitterplatz durch die Relation 

Gitter [k][j][i] = BEFRAGT(= 1) zunächst entwertet, um ihn für weitere Zugriffe 

der Rekursion zu sperren. Danach wird die Besetzungskonzentration des Punk­

tes, p[k][j][i] , mit einer gleichverteilt generierten Pseudozufallszahl, IrandyO, ver­

glichen. Ist IrandyO ~ p[k]U][i], dann bleibt 1:. unbesetzt und gehört folglich nicht 

zu einem Cluster. Die Rekursion bricht für diesen Punkt ab. Bleibt hingegen 

IrandyO < p[k] [j][i], wird der Gitterplatz als besetzt betrachtet, die Erwartungswerte 

für den aktuellen Cluster aktualisiert, und von allen seinen z.B. sechs nächsten Nach­

barn auf dem 3d-s.c.-Gitter, die das Merkmal FREI tragen, startet die Rekursion 

erneut. Auf diese Weise wird, ausgehend von einem Startpunkt, das Gitter rekursiv 

so lange durchlaufen, bis der sich so bildende Cluster fertig aufgebaut ist oder auf 

dem Gitter keine freien Nächsten-Nachbarn mehr zur Verfügung stehen. Eine solche 

Rekursion ist gerade für physikalische Fragestellungen optimal, da sie Clusterinfor­

mationen schon während des Aufbaues liefert, und so z.B. ein bereits perkolierter 

Cluster nicht mehr ganz aufgebaut werden muß, wenn man lediglich daran interes­

siert ist, ob der Cluster perkoliert oder nicht. Zudem ist die Rekursion in Richtung 

und Art (z.B. schalenweise) steuerbar, wodurch sich Strukturelemente von Clustern 

oft sehr effektiv auswerten lassen. Um den Abbruch der Rekursion zu garantieren, 

ist es zwingend, jeden einmal befragten Gitterplatz unmittelbar zu entwerten und für 

weitere Zugriffe der Rekursion zu sperren. Deshalb muß für jeden Site des Gitters die 

1-bit-Information FREI/BEFRAGT d.h. 0/1 im Speicher abgelegt werden, so daß 
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diese auf allen Rekursionsstufen vorliegt. Wegen des geringen Informationsgehaltes 

pro Site wird zu deren Speicherung - im Gegensatz zu obiger Programmskizze -

jeweils genau ein bit pro Site bereitgestellt. Diese Methode wird in der Physik oft bei 

der Simulation von Ising-Modellen angewendet und wird dort i.a. als Multispin­

coding [J.17, J.23] bezeichnet. Neben dieser Speicherplatzreduktion ist bei Anwen­

dung rekursiver Funktionen auch auf die Haushaltung der pro Funktionsaufruf auf 

den Stack geschriebenen Daten - wozu u.a. die Übergabeparameter gehören - zu 

achten, um bei gegebener Stackgröße möglichst viele Rekursionsstufen durchlaufen zu 

können. Es bietet sich daher an, die drei Gitterkoordinaten (i,j, k) in nur einer Zahl 

p zu komprimieren. Die übliche divjmod-Codierung stellt jedoch kaum eine Lösung 

für dieses Problem dar, denn vor allem die Decodierung der lineraren Variablen p in 

die Vektordarstellung (i,j, k) ist aufgrund mehrfacher Anwendungen der divjmod­

Operatoren sehr rechenzeitintensiv. Dagegen liefern die bit-shift-Operatoren "~", 

"~" sowie der and-Operator "&" in Kombination mit den Masken und zugehörigen 

shift-Werten 

MASK-X 1023UL {=> 

MASK_Y 1023UL {=> 

MASK_Z 4095UL {=> 

SHIFT-X OUL 
SHIFT_Y 10UL 
SHIFT_Z 20UL 

(4.2) 

auf Basis der 32-bit-unsigned-Iong-int-Struktur der Programmiersprache C folgende 

sehr schnelle Lösung: 

p = (k ~ SHIFT_Z) + (j ~ SHIFT_Y) + (i ~ SHIFT-X) 

i = (p ~ SHIFT-X) & MASK-X 
j = (p ~ SHIFT_Y) & MASK_Y 
k = (p ~ SHIFT_Z) & MASK_Z 

(4.3) 

Die Einbettung der Vektorkoordinaten i E {O, 1, ... , 1023}, j E {O, 1, ... ,1023}, k E 

{O, 1, ... , 4095} mit ihren Bitdarstellungen 

redundant! .. 
; , 

~ I 0 I 0 10 I 0 I 0 10 I 0 10 I 0 10 I 0 1 0 1 0 1 0 10 /0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 10 /ig/is/i7Iis/is/i4Iia/i2/illio 1 

j 10101010101 0 1010 I 0 10 I 0 I 0 I 0 10 10 10 I 0 I 0 I 0 10 I 0 10 ~9Ijslhljsljs~4IjalhliIljol (4.4) 

k I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 1~~kglkslk7Ikslkslk4Ikalk2Ikllkol 
... 

redundant! 

in die lineare Darstellung 

p = (k ~ SHIFT_Z) + (j ~ SHIFT_Y) + (i ~ SHIFT-X) (4.5) 
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= IklJI~kglkslk7lkslk5lk4lkslk2lkllkol 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 10 1 0 1 0 I 0 I 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 I 0 1 

+ 10 I 0 101010101 0 1010101010 IjgDslhljslj5D41hlhDlljoi 0 1 010101010101010101 (4.6) 

+ 1010101010101010101010 I 0 I 0101010101010 I 010 I 0 liglisli71isli51i41isli21illiol 

IklJI~kglkslk7lkslk5lk4lkslk2lkllkoljgJjslhljslj5lj 41j31hlhljoliglisli71isli51i41i31i21illio 1 (4.7) 

erfolgt mit den shift-Werten aus (4.2), die die Verschiebung der Bits nach links defi­

nieren. Die redundanten Nullbits in i,j, k werden so eliminiert, und die wesentlichen 

Informationen in der linearen Variablen p komprimiert. Bei der Dekomprimierung 

müssen die Translationen zunächst wieder rückgängig gemacht werden, um anschlie­

ßend durch Aufsetzen der in (4.2) definierten Masken die führenden Nullen mit der 

binären and-Verknüpfung "&"wieder einzusetzen. 

j - (p ~ SHIFT_Y) & MASK_Y (4.8) 

1010 I 0 1 0 I 0 10 I 0 I 0 1 0 I 0 IklJI~kglkslk7Ikslk5Ik4Ikslk2Ikllkoljgljslhljslj51i4JjslhDlIjol 

& 10101010101010101010101010101010101010101010111111111111111111111(4.9) 

- 10 I 0 I 0 I 01010 I 0 I 0 1 0 I 0 1010 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 I 0 1 0 I 0 1 0 I 0 IjgljsD7Dslj5Ij4IhD2DlD~4.10) 
Mit diesem Koordinateneoding sind Systeme bis zu einer Maximalgröße von 1024 x 

1024 x 4096 = 232 Sites codierbar. Es ist offensichtlich, daß bei Systemen in die­

ser Größenordnung mit entsprechend großen Clustern das Koordinatencoding al­

lein nicht mehr ausreicht, um z.B. einen 50% des Gitters belegenden perkolieren­

den Cluster zu behandeln, dessen codierte Koordinaten ca. 2GByte Stackspeicher 

belegen würden. Hierzu ist es notwendig, die Rekursion beispielsweise bei Errei­

chen einer maximalen Rekursionstiefe auslaufen zu lassen, sich die codierten Orte 

des Abbruches in einem dynamischen Array zu merken, um die Rekursion dann 

an den einzelnen Abbruchsorten wieder aufzunehmen. So kann durch die Ab­

bruchbedingung die Maximalbelegung des Stacks eingestellt werden: Je enger die 

Abbruchbedingung gefaßt ist, um so weniger Stackaufbau und desto mehr Spei­

cherplatzbedarf zur Ablage der Abbruchkoordinaten und umgekehrt. Zusätzlich 

kann aus der "Not eine Tugend" gemacht werden, indem man das gesamte Git­

ter in Blöcke gleicher Größe unterteilt, innerhalb derer die Rekursion frei ablau­

fen kann und an deren Begrenzungen sie abgebrochen wird, so daß man mit die­

sem Restarting blockweise abgebrochener Rekursionen neben der Stackregulierung 

auch eine Lokalisierung der Rekursion vorgenommen hat, was die evtl. notwendigen 

Aufrufe des Swappers in Grenzen hält und so die Gesamtlaufzeit des Programms 

enorm verringert. Das Listing des Simulationsprogramms, das alle beschriebenen 

Eigenschaften vereint und aufgrund des blockweisen Restartings in einem nächsten 

Schritt auch leicht zu parallelisieren ist, kann in Anhang A eingesehen werden. 
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Ein ebenfalls laufzeitkritisches Element der Simulation großer Systeme stellt die 

Erzeugung von Pseudozufallszahlen dar. In der vorliegenden Arbeit wird der sehr 

schnelle Kongruenzzufallszahlengenerator IrandyO benutzt, der, als Macro definiert, 

direkt in den Sourcecode des Programmes integriert wird. Definition und Listing von 

IrandyO sind im Anhang A aufgelistet. 

Zuletzt sei darauf hingewiesen, daß auch die enorme Akkumulation des (orts­

abhängigen) Datenmaterials während der Simulation einer entsprechenden Verwal­

tung mittels geordneter, multivarianter, dynamischer Arrays bedarf. Dieses Problem 

wird in der vorliegenden Arbeit durch die in Anhang A ausgedruckte Sortierfunktion 

Array_sort(.) gelöst. 

4.3 Das Bulksystem 

Durch die Simulation der zwei- bzw. dreidimensionalen Bulksysteme sollen zunächst 

die aus der Literatur [E.3, E.30] bekannten und in Tabelle (4.1) aufgelisteten uni­

versellen Bulkexponenten und die für das s.q. bzw. s.c. nur approximativ bekannten 

kritischen Bulkkonzentrationen PB,C der Site-Perkolation etabliert werden. Dazu 

werden für die Systemgrößen 

s.q. 
S.c. 

der Perkolationsgrad 

RB (PB) = < L'X~P) > 
C 

Gitter PB,C 

l.c. 1a 

S.q. 0.5927460b 

S.c. 0.31161 C 

L E {500, 1000, 2000, 10 000 } 
L E {100, 250, 500, 1000} 

(4.11) 

Cluster c perkoliert } 
sonst 

, (4.12) 

ß 1/ 

1a 1a 1a 

5/36d 43/18d 4/3d 

0.417 ± 0.003e 1.795 ± 0.005e 0.875 ± 0.008e 

Tabelle 4.1: Beste Approximationen für die kritischen Bulkkonzentrationen des Site­
Perkolationsproblems für 1d-l.c., 2d-s.q. bzw. 3d-s.c. Gitter sowie ex­
akte Werte und beste Abschätzungen für die Bulkexponenten: aExakt 
z.B.[E.30]; bNumerische Methode [E.38]; cNumerische Methode [E.32]; 
dExakt [E.21, E.22]; eNumerische Methode [E.32]. 
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die als Ordnungsparameter fungierende Perkolationswahrscheinlichkeit 

PB (PB) = PB -

PB 

und die mittlere Clustergröße 

<LSc> 
c 

(00) 

L S ns 
s=l 

c 

(00) 

L sps 
s=1 

ns == < LI> 
Icl=s 

Ps == S ns 
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( 4.13) 

( 4.14) 

(4.15) 

( 4.16) 

als Funktion der Bulkbesetzungskonzentration PB bestimmt und in den Abbildungen 

(4.1a,c,e) für zwei bzw. (4.2a,c,e) für drei Dimensionen dargestellt. Der Strich an L~ 
in (4.12) zeigt an, daß, entgegen der üblichen Definition, in dieser Summe auch über 

die perkolierenden, unendlichen Cluster zu summieren ist. Das Konfigurationsmittel 

< . > wird jeweils durch eine Mittelung über 1000 für 2d-s.q. bzw. 100 für 3d­

S.c. unabhängige Konfigurationen approximiert: Gemäß Definition (4.12) repräsen­

tiert RB(PB) die Wahrscheinlichkeit, daß eine beliebige Konfiguration (mindestens) 

einen perkolierenden Cluster, d.h. einen sich von der oberen zur unteren Hyperebene 

des Systems erstreckenden Cluster, enthält. Für kleine PB ist RB(PB) somit (nahe) 

null und für große PB entsprechend (nahe) eins. Der in endlichen Systemen stetige 

Übergang von null nach eins vollzieht sich bei der kritischen Bulkkonzentration PB,C 

und ist um so steiler, je größer die Lineardimensionen L gewählt sind. Im thermo­

dynamischen Limes konvergiert RB als Funktion von L dann gegen das Heavyside­

Funktional 8(pB - PBP)' Eine Folge der Definition (4.12) ist die Mehrfachzählung 

von Konfigurationen mit mehr als einem perkolierenden Cluster, so daß es in klei­

nen Systemen, in welchen die mehrfachperkolierten einen nicht unerheblichen Anteil 

der insgesamt perkolierten Konfigurationen darstellen, zu einem Überschwingen von 

RB(PB) zu Werten größer als eins oberhalb von PB,C kommen kann. Der Effekt ist 

um so stärker ausgeprägt, je höher die Dimension ist, weshalb z.B. bei L = 500 

in zwei Dimensionen kein Überschwingen zu beobachten ist, wohingegen in drei Di­

mensionen trotz 500-facher Teilchenzahl der Effekt deutlich zum Vorschein tritt. 

Einen weiteren Unterschied zwischen zwei und drei Dimensionen erkennt man in den 

Symmetrieeigenschaften von RB(PB):Während im Rahmen der Meßgenauigkeit die 

RB(PB) antisymmetrisch bezüglich ihres Wendepunktes in der Nähe von (PB,C, 1/2) 

sind und ein tangenshyperbolicusähnliches Profil aufweisen, sind die Daten für drei 
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1.0 1.0 
(a) (b) 

0.5 0.5 

A:L- 500 A:L- 500 
8:L- 1000 8:L- 1000 
0:L- 2000 0:L- 2000 
o: L-1oooo O: L-1oooo 

0.0 0.0 

0.5 
1.0 (e) (d) 

PB 0.4 
LI!IVPB 

0.3 

0.5 

0.2 

A:L- 500 A:L- 500 

0.1 8:L- 1000 8:L- 1000 
0:L- 2000 0:L- 2000 
O: L-1oooo O: L-1oooo 

0.0 ·0<nl 0.0 

0.1 

106 

(e) (f) A:L- 500 A A:L- 500 

SB 8:L- 1000 me 8:L- 1000 L-'l"vSB 0:L- 2000 ° . 0:L- 2000 
O: L- 10000 ~ 

m. 
0: L-1oooo t 

104 -B ~ 
A \ ~ e 

g} ~ 
& \ 8 

102 / ~ 
\flI00@> ~BlaIDIU)(llll: 0.0 

0.58 0.59 0.60 0.61 -2 0 2 4 

PB (PB - PB,C) L IIV 

Abbildung 4.1: Originaldaten (links) sowie Finite-Size-Skalierung (rechts) des Per­
kolationsgrades RB, der Perkolationswahrscheinlichkeit PB und der 
mittleren Clustergröße SB im 2d-s,q. Site-Perkolationssystem als 
Funktion der homogenen Bulkkonzentration PB. 



4.3 Das Bulksystem 

1.0 (a) 

0.5 

0.0 l--oQ--m 

Ll.:L- 100 
0: L- 250 
0: L- 500 
0: L-1000 

(b) 
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0.0 
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0.1 

0.05 

(c) 
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0: L- 250 
0:L- 500 
0: L- 1000 

(d) 

D:L- 250 
0: L- 500 

o 0: L-1000 

1.0 
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8.:L- 100 0.5 
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(e) 

0.31 

Ll.: L- 100 
D:L- 250 
0: L- 500 
0: L-1000 

Pa 

(1) 
m 

f
:~ 

" '-: 0 
, 0 

@ 

8. 00 
~ 8. 

0.32 0 

8.:L- 100 
D:L- 250 
0:L- 500 
0:L-1000 

0.04 

0.02 
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Abbildung 4.2: Originaldaten (links) sowie Finite-Size-Skalierung (rechts) des Per­
kolationsgrades RB! der Perkolationswahrscheinlichkeit PB und der 
mittleren Clustergröße SB im 3d-s.c. Site-Perkolationssystem als 
Funktion der homogenen Bulkkonzentration PB. 
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Dimensionen durch keine spezielle Symmetrie charakerisiert. Ihre Schnittpunkte bei 

PB,C erreichen, im Gegensatz zum Funktionswert ! in zwei Dimensionen, konform 

zum Fixpunkt der "real space renormalization group"-Transformationen (RSRG) 

[D.14, D.15, E.39] sehr genau den Wert pBp. Mittels dieser Funktionswerte lassen 

sich innerhalb eines Finite-Size-Scalings die in Tabelle (4.1) aufgelisteten kritschen 

Bulkkonzentrationen PB,C in der angegeben Genauigkeit (letzte Dezimale) bestim­

men. Die mit RB(PB) assoziierten Skalenfunktionen, definiert durch 

mit (4.17) 

sind jeweils in den Abbildungen (b) dargestellt. 

Die Perkolationswahrscheinlichkeit PB(PB) subsummiert in der Form von Glei­

chung (4.13), (4.14) die Wahrscheinlichkeit, daß ein beliebig herausgegriffenes Teil­

chen zu einem perkolierenden Cluster gehört. Im thermodynamischen Limes ist 

PB (PB) == 0 unterhalb von PB,C, skalt knapp oberhalb von PB,C wie PB(PB) x 

(PB - PB,C)ß und schmiegt sich asymptotisch für PB --+ 1 von unten gegen PB. In 

endlichen Systemen ist diese Kurvenform in der Umgebung von Izl < 1 wieder abge­

rundet. Ihre Schnittpunkte lokalisieren sich nahe PB,C. Die Akkuratesse der in den 

Abbildungen (d) dargestellten und mittels der in Tabelle (4.1) aufgelisteten kritischen 

Exponenten erhaltenen Skalenfunktionen, die durch Relationen der Form 

mit 
1 

Z = (PB - PB,C) Lv ( 4.18) 

gegeben sind, bestätigen die angegebenen Werte von ß und 11 eindrucksvoll. 

Die mittlere Clustergröße SB(PB) aus (4.15), (4.16) ist als zweite Ableitung der 

Erzeugenden nach dem externen, homogenen Bulkfeld auf die Summe der Wahr­

scheinlichkeiten ein beliebiges Teilchen in einem endlichen Cluster zu finden, also 

gemäß (4.13), (4.14) aufpB-PB(PB) statt auf eins, bezogen. Im Umfeld des kritischen 

Punktes zeigt sie das typische Verhalten einer thermodynamischen Responsfunktion: 

SB(PB) bildet ein Maximum aus, dessen Lokation mit zunehmender Systemgröße 

im Parameterbereich mit positivem Ordnungsparamter gegen die bulkkritische Be­

setzungskonzentration konvergiert (Shift-Effekt [J.4, J.9, J.12]). Dabei wächst der 

Funktionswert von SB(PB) am Maximum (Critical Rounding [J.4]) stetig an und di­

vergiert schließlich im thermodynamischen Limes wie SB(PB) x IPB - PB,cl-'Y. Die 

Skalenfunktionen S(z), auf welche die SB(PB) zu den verschiedenen Lineardimensio­

nen L kollabieren und über 

mit z 
1 

(pB - PB,C) Lv ( 4.19) 
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definiert sind, sind in den Abbildungen (f) aufgetragen. Auch hier kann die Qualität 

der Überdeckung der Datensätze zu den verschiedenen Systemgrößen als Bestätigung 

für die Werte von 'Y und v aus Tabelle (4.1) gewertet werden. 

Insgesamt resultiert aus der Güte der Skalenfunktionen ein entsprechendes Ska­

lenverhalten der Meßgrößen, so daß in zwei Dimensionen schon an hand von Daten re­

lativ kleiner Systeme (L = 0(103 )) ein akkurates Finite-Size-Scaling durchzuführen 

ist. Somit kann die verfügbare Rechenzeit zur Erhöhung der Mittelungszahlen, d.h. 

zur Minimierung der statistischen Fehler speziell in der Nähe des kritischen Punktes, 

verwendet werden. In drei Dimensionen muß man mit Systemen der Lineardimensio­

nen L = 0(103), d.h. mit mehr als 109 Teilchen, in den Bereich großer bis sehr großer 

Systeme vordringen, um Eigenschaften von Meßgrößen im kritischen Bereich direkt 

erfassen zu können (vergl. RB, PB). Dies geht i.a. zu Lasten der Mittelungszahlen, 

so daß die statistischen Fehler hier u.U. beträchtlich ausfallen können. Andererseits 

sind zum Zweck der Skalenanalyse auch "sauber" gemittelte Daten zu moderaten 

Systemgrößen L = 0(102) durchaus ausreichend, wie das Zusammenfallen der Da­

tensätze aus diesem Bereich zu einer Skalenfunktion bestätigt. 

Es gibt aber auch Erwartungswerte, wie z.B. die mittlere Anzahl von Clustern der 

Größe s pro Gitterplatz, ns , die bei der Berechnung von Erwartungwerten physika­

lisch relevanter Observablen eine zentrale Rolle spielt (4.14), (4.16), deren Verhalten 

am kritischen Punkt nur mit sehr großen Systemen, die auch eine Generierung sehr 

großer Cluster gestatten, sinnvoll untersucht werden kann. Eine solche Untersuchung 

von n s bei PB,C ist in Abbildung (4.3) für zwei- bzw. dreidimensionale Systeme mit 

1011 bzw. 1010 Teilchen dargestellt. Dazu werden die aus jeweils 10 unabhängigen 

Mittelungsdurchläufen (ein sweep benötgt auf einer R4000 Indigo etwa 25 bzw. 1.5 

Stunden Laufzeit) für jede vorkommende Clustergröße einzeln gesammelten Häufig­

keiten (so lassen sich nachträglich noch beliebige andere Erwartungswerte berechnen!) 

zur besseren Visualisierung in sogenannten "bins" [E.18, E.23] zusammengefaßt, so 

daß auf der logarithmischen Abszissenskala äquidistant jeder zehntel Einheit ein Da­

tenpunkt zugeordnet wird. Für große Cluster s erwartet man eine Skalenform [E.30] 

1 
mit Z = (pB - PB,C) sß+'Y, ( 4.20) 

die bei PB,C zu einem Potenzgesetz entartet. Die doppellogarithmische Auftragung 

zeigt in beiden Fällen eine Gerade, deren Steigung Fishers Exponenten T [J.ll] ergibt: 

s.q. 
S.c. 

L = 316 228 ==> 
L = 2155 ==> 

T 2.050 (2.054945) 
T = 2.178 (2.188) 

(4.21) 
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Die Übereinstimmungen mit den in Klammern angegebenen und mittels der Ska­

lenrelation r = 3 - i-RJ aus Tabelle (4.1) berechneten Werten ist für eine solch 

subtile Meßgröße wie ns sehr gut und kann als Bestätigung der Tabellenwerte an­

gesehen werden. Abweichungen von dieser Geraden im Bereich kleiner Cluster sind 

auf die erst asymptotische Gültigkeit des Skalengesetzes im Limes großer Cluster 

zurückzuführen, während die Abweichungen bei sehr großen Clustern aus der An­

hebung derer Häufigkeit durch das Zerschneiden des unendlichen Clusters an den 

System rändern resultiert. Somit sind auch in solch großen Systemen die Einflüsse 

der Systemränder u. U. noch deutlich festzustellen. 

109 
109 

I L-316228I I L-2ISS I 

n,L' lIs e 
10' 10' 

103 '. "6 '. "6 .... ~ 103 .~ .1': 

".~<" '. ~< 
.../ '. v 

'\. .../ 
oS) '\. 

. U' d' 

10° '. ?o .... ~ 

10° . '. '-f", 
'. ~ . ~ . 0 

10-3 '.~ 
".~ 

10.3 

10-4 

1 PB - PB,C -0.592746 1 10-4 1 Ps - Ps,c - 0.31161 1 

10-9 

10° 103 10' 10° 103 10' 

(a) (b) 

Abbildung 4.3: Doppellogarithmische Auftragung der Clusteranzahl Ldns gegen die 
Clustergröße s für (a): 2d-s.q. bzw. (b): 3d-s.c. Perkolationssysteme 
mit 1011 bzw. 1010 Sites bei Mittelung über jeweils 10 unabhängige 
Konfigurationen an der kritischen Bulkkonzentration PB,C. Die Ent­
wicklung von Geraden manifestiert die Skalenrelation ns x S-T aus 
( 4.20). 
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4.4 Das halbunendliche System 

Der Behandlung halbunendlicher Modelle liegt das Konzept eines sich im Halbraum 

r ;::: 0 unendlich ausdehnenden Systems mit einer an Vakuum grenzenden, planaren 

Oberfläche bei r = 0 zugrunde. Es wird durch die Wahl 

Pi = { 0 
Pr 

: r< 0 } 
: r;::: 0 

(4.22) 

der Besetzungskonzentrationen als Funktion des Abstandes r von der Oberfläche 

generiert. Im Limes großer Abstände wird aufgrund der Asymptotik 

lim Pr = PB 
r--+oo 

(4.23) 

eine entsprechende Konvergenz physikalischer Observablen, die wegen der Trans­

lationsinvarianz des Systems parallel zur Oberfläche ebenfalls nur Funktionen des 

Abstandes r von der Oberfläche sein können, gegen ihren Bulkwert induziert. Die 

Ableitung formaler Darstellungen für diese Meßgrößen baut auf der in Abschnitt 

2.6.2 für die Bulkgrößen vorgestellten Methode auf, indem in den entsprechenden 

Graphenentwicklungen der Potts-Zustandssumme zunächst orts abhängige Kopplun­

gen und Felder berücksichtigt werden und dann der q ~ I-Limes gemäß Definition 

2.55 ausgeführt wird. Diese Vorgehensweise resultiert in der für Bond- und Site­

Perkolation ähnlichen Repräsentation 

G( {p}, {L}) ( 4.24) 

der erzeugenden Funktion, wobei das Konfigurationsmittel < . >g über (2.58) und 

die nunmehr orts abhängigen Besetzungskonzentrationen {p} durch Abbildungen vom 

Typ (2.59); (2.69), (2.70) gegeben sind. Hieraus berechnet man mittels Differentia­

tion nach den lokalen Feldern {L} und anschließender Aufintegration aller Sites einer 

Ebene Er im Abstand r von der Oberfläche, worin sich die Translationsinvarianz des 

Systems parallel zur Oberfläche manifestiert, für die Perkolationswahrscheinlichkei­

ten Pr der einzelnen Ebenen Er 

!im 
{L}--+O+ 

lim 
IE,.I-cx> 

Igl-co 

p~site) _ !im 
{L}--+O+ 

lim 
IE,.I-co 

Igl-co 

(4.25) 

1 -2: Lk - L < L e kEc 8(i E c) >g (4.26) 
IErl iEE,. c 
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p~ site) _ lim 
{L}-->O+ 

(00) s 

p~site) - 2: 2: Si 

s=1 s'=1 

1 - <2: l>g IErl lel=' 
lenE~I=.' 

~------~v~------~ 
== ns,s,(r) , 
'" 

== ps(r) 

und analog für die mittlere Clustergröße 

Sr ( {p } ) = lim 
{L}-O+ 

(4.27) 

( 4.28) 

(4.29) 

= lim 
{L}-O+ 

1 -E Lk 
-IE I 2: 2: < 2: e kEc 8(i E c) 8(j E c) >g(4.30) 

r iEE~ jEg c 

lim 
{L}-O+ 

(00) 

2: S ps(r). 
s=1 

1 

IErl 
-E SelE L~, 

< 2: e~' ~, Sc ScIE~ >g (4.31) 
c 

( 4.32) 

Relation (4.28) genügt der intuitiven Vorstellung, daß ein mit der Besetzungskon­

zentration p~site) in der Ebene Er gesetzter Gitterplatz entweder dem perkolieren­

den Cluster (mit der Perkolationswahrscheinlichkeit Pr) oder einem der endlichen 

Cluster angehört. Die ps(r) stehen dabei für die Wahrscheinlichkeiten, bei gleich­

verteilter Auswahl eines Gitterplatzes der Ebene Er genau einen solchen zu finden, 

der zu einem Cluster der Größe S gehört. Sie akkumuliert sich aus den Beiträgen Si 

zur Ebene Er der Cluster vorgegebener Gesamtgröße s gewichtet mit deren Anzahl 

ns,s' pro Gitterplatz. In Anlehnung an das Konzept halbunendlicher Modelle sind 

ps(r), ns,s,(r) hier im thermodynamischen Limes definiert, werden jedoch in gleicher 

Bedeutung später auch zur Beschreibung endlicher Systeme verwendet. Sr summiert 

sich gemäß (4.30) aus der Zweipunktkorrelationsfunktion 

Cij({p}) = < 2:8(i E c) 8(j E c) >g ( 4.33) 
c 

die, gemäß ihrer Definition, angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit zwei Gitterplätze 

i und j zum gleichen Cluster gehören. (4.32) zeigt Sr als Mittelung über alle endlichen 

Cluster. 
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4.5 Ordnungsparameterprofile und Phasendiagramm 

In Anlehnung an die Vorgehensweise in Abschnitt 2.53 kann, für kurzreichweitige 

Störungen der Besetzungskonzentration Pr mit der Asymptotik (4.23), zur Festle­

gung des Phasendiagramms die Ortsabhängigkeit der Pr unterdrückt und nur auf der 

Oberfläche bei r = 0 eine vom Bulkwert PB abweichende Oberflächenkonzentration 

Ps betrachtet werden: 

Pr = {
PS : r = 0 }. 
PB : r> 0 

( 4.34) 

Die daraus resultierenden Phasendiagramme sind für zwei und drei Dimensionen 

unterschiedlich: 

4.5.1 Ergebnisse in zwei Dimensionen 

In zwei Dimensionen hat man zwar den gewöhnlichen Bulkübergang 0, der die un­

perkolierte Phase PNP von der gewöhnlichen Phase Po separiert, jedoch kann sich 

o 

Abbildung 4.4: 

Phasendiagramm des 2d-s.q. Perkola­
tionssystems. Die fehlende ,-Koopera­
tion zwischen Oberfläche und Bulk ver­
hindert das Entstehen einer 0 berflä­
chenphase. Der Oberflächenübergang 
s ist durch die Konstante Ps(PB) == 
ps,c == 1 gegeben. 

1.0 

0.9 
Pr 

0.8 

0.7 
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0.5 

0.4 

0.3 . 
0 

Abbildung 4.5: 

5 

0: Ps - 0.95 
0 : Ps-0.89 
0 : Ps-O.74 
8 : Ps-0.70 
8: Ps - 0.40 

I PB-0.70 I 

10 

Profile des Ordnungsparameters ober­
halb des gewöhnlichen Überganges 0 

bei PB = 0.70 in zwei Dimensionen. 
Der Wechsel von asymptotisch sich von 
oben (PE) zu sich von unten (Po) annä­
hernden Profilen erfolgt bei etwa Ps ::::: 
0.89 (PSB). 
(L = 10000; Mittelungen = 100) 
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Pr -: (ßJV)'lM - 0.1045 

0.5 

0.4 

0.3 

r+l 

Abbildung 4.6: 

Doppellogarithmische Auftragung der 
Perkolationswahrscheinlichkeit Pr als 
Funktion des Abstandes r von der 
Oberfläche am Phasenraumpunkt sb. 
Die sich entwickelnde Gerade bestätigt 
den algebraischen Zerfall Pr X r-ß/v. 
(L = 10000; Mittelungen = 100) 

4. Computersimulation der Perkolation 

Abbildung 4.7: 

Charakteristischer Perkolationscluster 
eines 500 x 500-Systems mit periodi­
schen Randbedingungen bei sb. Die O­
berflächen befinden sich am oberen und 
unteren Rand des Systems. 

aufgrund des Fehlens einer konstruktiven Kooperation der Oberfläche mit dem sich 

anschließenden Bulk und des Auftretens des Überganges einer isolierten Oberfläche 

(eindimensionaler Bulkübergang) erst bei der maximalen Konzentration Ps,a == 1 

keine Oberflächenphase Ps ausbilden. Der Oberflächenübergang s ist durch den kon­

stanten Wert PS(PB) == ps,a == 1 gegeben. Entsprechend hat der spezielle Übergang 

sb die Koordinaten (p B,O, ps,o) und der außergewöhnliche Übergang e fehlt (vergl. 

Abbildung (4.4)). Im erweiterten Sinne bedeutet dies jedoch nicht, daß es auch keine 

außergewöhnliche Phase geben kann, denn wie Abbildung (4.5) zeigt existieren ober­

halb von 0 auch Profile des Ordnungsparameters mit Po > PB, die sich ihrem Bulk­

wert asymptotisch exponentiell von oben nähern, also der außergewöhnlichen Phase 

PE zuzurechnen sind. Die Nullstelle der Amplitude dieses exponentiellen Zerfalls 

bestimmt die Lage der speziellen Phase PSB, die auf Basis von low-Ievel-Daten für 

Abbildung (4.4) approximativ bestimmt und durch die gestrichelte Linie wiederge­

geben wird. PSB ist hier nicht durch einen räumlich konstanten Ordnungsparameter 

- das ist eine Besonderheit der MFA und resultiert dort aus der Vernachlässigung 

von Korrelationen - charakterisiert. Knapp unterhalb von PSB ist zunächst noch 

Po > PB, Pr durchläuft ein Minimum und schmiegt sich asymptotisch von unten an 
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PB an, weshalb diese Profile als zu Po gehörig klassifiziert werden. Für kleine Ps 

schließlich erhält man streng monoton wachsende Profile. Bei Annäherung an sb, z.B. 

entlang s, registriert man auf der Skala der Korrelationslänge wieder einen cross-over 

von einem zunächst algebraischen, gemäß Pr ~ r-ß/v, zu einem exponentiellen Zer­

fall von Pr. Im Punkt sb selbst weitet sich diese Struktur dann zu einem globalen 

algebraischen Abfall aus. Dies ist in Abbildung (4.6) zu sehen, wo sich in der dop­

pellogarithmischen Auftragung eine Gerade mit der Steigung -(ß/V)SIM = -0.1045 

entwickelt, die den zu erwartenden exakten Wert -(ß/v) = -5/48 = -0.10416 

ausgezeichnet approximiert. Eine Visualisierung eines charakteristischen, solchem 

algebraischen Zerfall gehorchenden Perkolationsclusters eines 500 x 500-Systems mit 

periodischen Randbedingungen bei sb ist in Abbildung (4.7) dargestellt. Neben der 

fraktalen Struktur mit Löchern auf allen Skalen ist vor allem seine durch den extrem 

langsamen Zerfall des Clusters bedingte hohe Dichte zu erwähnen. 

4.5.2 Ergebnisse in drei Dimensionen 

Das dreidimensionale Oberflächensystem zeigt wegen 0 < PB,C < ps,c < 1 alle 

im MFA-Phasendiagramm (3.4) gefundenen Phasen. Innerhalb der Oberflächen­

phase Ps ist die Oberfläche perkoliert, während der Bulk unperkoliert bleibt. Pr fällt 

hier asymptotisch exponentiell auf null ab, was im semilogarithmischen Plot (4.9a) 

überzeugend illustriert ist. In PE bzw. Po ist die Annäherung an den Bulkwert von 

Pr 

0.3 

0.2 

o 

Abbildung 4.8: 

5 

0: Ps-0.95 
0: Ps-0.50 
0: Ps-O.46 
G: Ps - 0.41 
8: Ps - 0.20 

r 

10 

Ordnungsparamterprofile Pr beim Wech­
sel von PE nach Po. 

oben bzw. von unten ebenfalls exponen­

tiell, weshalb sich in den entsprechenden 

semilogarithmischen Darstellungen (4.9c) 

bzw. (4.9d) Geraden ausbilden, die dann 

oberhalb 10 Gittereinheiten lediglich be-

dingt durch die statistischen Fluktuatio­

nen der Simulationsdaten um den Bulk­

wert zusammenbrechen. Der Nulldurch­

gang der Amplitude dieses Exponential­

gesetzes wird auch hier wieder zur Defi­

nition der speziellen Phase PSB herange­

zogen. In Abbildung (4.8) lokalisiert man 

PS(PB) für PB = 0.35 bei Ps ~ 0.46. Das 

Grenzprofil ist monoton fallend und we-
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gen des Vorhandenseins von Korrelationen keinesfalls konstant (im Gegensatz zu den 

MFA-Ergebnissen). Für PS knapp unterhalb PS(PB) bildet Pr ein Minimum aus und 

konvergiert schließlich von unten gegen PB. Entsprechend werden diese Profile, wie 

auch die streng monoton wachsenden bei deutlich kleineren PS, zur gewöhnlichen 

Phase gerechnet. Der cross-over von Po > PB zu Po < PB vollzieht sich deshalb 

innerhalb der gewöhnlichen Phase und speziell im in Abbildung (4.8) dargestellten 

Fall PB = 0.35 bei Ps ~ 0.41. Zu kleineren PB hin wird mit zunehmender Korrela­

tionslänge der exponentielle Zerfall immer langreichweitiger, bis es in unmittelbarer 

Nähe zu e wieder zum cross-over vom zunächt algebraischen Pr X r-ß1v zum expo­

nentiellen Zerfall kommt. Diese Situation ist in Abbildung (4.9b) zusammengefaßt: 

Pr 

I Ps - 1.00 I 
10 

10· 

PB -Pr 

10.1 
<:) 

<:) 
<:) 

10.2 
<:) 

<:) 
<:) 

<:) 
<:) 

10'3 

10" I PB -0.35 J 
Ps -0.20 

lO's 
0 

<:) 

(b) 

<:) 

A: PB - 0.31100 

<:): PB - 0.31161 

El: PB - 0.31200 

-: (ß/v}"" - 0.488 

100 
r 

<:) 

<:) 

<:) <:) 
<:) 

<:) 
<:) <:) 

<:) 

10 

(d) 

20 

Abbildung 4.9: Typisches Verhalten von Pr in den Phasen (a): Ps, (b): Umgebung 
von e, (c): PE und (d): Po in asymptotisch angepaßter Darstellung. 
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Bei PB = 0.312 befindet man sich noch deutlich in PE. Der algebraische Verlauf 

knickt bei r ~ 100 nach oben ab und schmiegt sich exponentiell einem endlichen Bulk­

wert an. Auf e selbst erstreckt sich der algebraische Zerfall bis ins Unendliche. Der 

Exponent der Simulation -(ß/lI)SIM = -0.488 ± 0.013 bewegt sich im Bereich des 

mittels der Tabellenwerte (4.1) berechneten Exponenten -(ß/lI) = -0.477 ± 0.006. 

PB = 0.311 liegt klar in der Oberflächenphase Ps. Man erkennt den cross-over zum 

Exponentialgesetz bei weniger als hundert Abszisseneinheiten. Als Bulkwert wird 

PB == 0 erreicht. Die Grenze von Ps zur unperkolierten Phase PNP markiert den 

Oberflächenübergang B. Im Gegensatz zum oben diskutierten zweidimensionalen Fall 

kommt es im dreidimensionalen System zu einer Kooperation zwischen Oberfläche 

und Bulk, so daß für die B bestimmende Kurve PS(PB) ein nichttrivialer Verlauf zu er­

warten ist. Um diese Phasenraumkurve im thermodynamischen Limes zu berechnen, 

wird an den Stützstellen 

PB E {O.OOO, 0.050, 0.100, 0.150, 0.200, 0.250, 0.300, 0.310, 0.311,PB,C} (4.35) 

für die Systemgrößen 

L E {tO, 20, 30, 40, 50, ~O, 70,80, 90, 10~, :00: 40~, !i00: 800) ( 4.36) 

100000 10000 1 000 

zunächst jeweils auf drei Nachkommastellen genau das ps-Intervall ermittelt, in dem 

der Oberflächenperkolationsgrad Ro den Wert 1/2 annimmt. Dann wird durch den so 

mittels linerarer Interpolation abgeschätzten Übergangswert ein Intervall der Breite 

ßps = 10-3 zentriert und in elf äquidistante, neue Simulationswerte im Abstand 10-4 

aufgeteilt, für die wiederum Ro berechnet wird. Aus den erhaltenen elf Meßwerten 

wird schließlich durch lineare Regression der Übergangswert Ro(PS{PB, L)) = 1/2 er­

mittelt. Die Anzahl der unabhängigen Mittelungen pro Simulation eines Datenpunk­

tes sind für die verschiedenen Systemgrößen in (4.36) unter den Klammern angegeben. 

Auf diese Weise erhält man für jede Stützstelle PB als Funktion der Systemgröße vier­

zehn Datenpunkte von PS(PB, L), die durch die Finite-Size-Auftragung p~ VB. L-1/V 

asymptotisch auf Geraden zu liegen kommen. Die besten Approximationen dieser Ge­

raden werden durch lineare Regression bestimmt und sind in Abbildung (4.10) auf 

logarithmischer Abszissenskala und logarithmisch gestreckter Ordinate zur optischen 

Anschauung der Güte des Datenmaterials als durchzogene Linien eingezeichnet. Sie 

sind bis PB ~ 0.250 monoton wachsend und oberhalb eines Schwellwertes monoton 

fallend. Ursache hierfür ist die Festlegung des oberflächenkritischen Punktes end­

licher Systeme durch die Relation Ro == 1/2, welche nur für echt zweidimensionale 
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Abbildung 4.10: 

Ps als Funktion der Systemgröße L. 
Der Oberflächenübergang s wird für 
endliche Systeme durch die Relation 
Ro(Ps) == 1/2 festgelegt. 

Abbildung 4.11: 

Oberflächenübergang s im 3d-s.c. Per­
kolationssystem. Die Kooperation zwi­
schen Oberfläche und Bulk bedingt 
einen monoton fallenden Verlauf von 
Ps(PB) zum Endpunkt sb. 

Systeme (Oberflächencluster bei PB ~ 0+) optimal ist (vergl. Diskussion zu Ab­

bildung (4.1a,b) bzw. (4.2a,b)). Analog sind in echt dreidimensionalen Systemen 

(Oberflächencluster bei PB ~ p~,d die Relation Ro == PB,C und entsprechend für 

Systeme mit 0 < PB < PB,C und Oberflächenclustern einer "Dimension" zwischen 

zwei und drei Werte von Ro zwischen 1/2 und PB,C optimal. Da innerhalb des oben 

skizzierten Auswertungsverfahrens Ro == 1/2 bei allen PB angewendet wird, kommt 

es mit zunehmendem PB zu einer systematischen Verschiebung des Oberflächenüber­

ganges Ps (PB) in Richtung größerer Ps, die um so stärker ausfällt, je größer PB und je 

flacher der Verlauf von RO(PB), d.h. je kleiner L ist. Schließlich schaltet pS(L) ober­

halb eines Schwellwertes nahe PB ~ 0.250 von monoton wachsend zu monoton fallend 

um. Diese auswertungsbedingte Verschiebung beeinflußt natürlich nicht den im Li­

mes großer L angenommenen asymptotischen Wert, der die Nullkoordinate der dem 

jeweiligen PB entsprechenden Regressionsgeraden der Finite-Size-Auftragung und 

somit Ps(PB) im thermodynamischen Limes repräsentiert. Der Graph von PS(PB) 

ist in Abbildung (4.11) visualisiert. Es ergibt sich eine mit waagerechter Tangente 

bei PB = 0 startende, monoton fallende Kurve, die bei PB = PB,C mit senkrechter 

Tangente in den Punkt sb läuft. Einzig der Punkt sb selbst hat eine für diese Auf­

tragung signifikante Varianz, die z.B. auch dadurch zum Ausdruck kommt, daß die 
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Bestimmung seiner Lage auf Basis des Skalengesetztes (Ps - p~b») X (PBp - PB)l/~ 
[C.2] auf einen leicht tieferen Wert führt. 

Zuletzt ist in Abbildung (4.12) ein zweidimensionaler Schnitt entlang der Ebene 

y L /2 eines typischen perkolierenden Clusters unter Annahme periodischer 

Abbildung 4.12: 

Randbedingungen am sb-Punkt darge-

stellt. Die Oberflächen befinden sich an 

den oberen bzw. unteren Kanten des Bil­

des. Aufgrund der kleineren Perkola­

tionsschwellen ist der Cluster insgesamt 

dünner besetzt als in zwei Dimensionen, 

so daß diesmal die auf allen Skalen ver­

tretenen Löcher den Hauptteil des Bil­

des belegen. Zusätzlich ist die Struktur 

des Schnittes sehr unzusammenhängend. 

Ein von der Oberfläche startender Pfad 

im Cluster stirbt schon nach wenigen Git­

tereinheiten und ein Weg von der unte­

ren zur oberen Oberfläche ist innerhalb 

des Schnittes ausgeschlossen. Die einzel-

Typischer Perkolationscluster eines 5003-

Systems mit periodischen Randbedingun­
gen am multikritischen Punkt sb. nen Inseln sind über die dritte Dimension 

(senkrecht zur Bildebene) miteinander verbunden. 

Nachdem nun die Struktur der Phasendiagramme zwei- und dreidimensionaler 

Oberflächensysteme untersucht sowie die Eigenschaften des unendlichen Clusters und 

speziell seine Variation als Funktion des Abstandes r von der Oberfläche in den 

einzelnen Phasen systematisch analysiert und als strukturell übereinstimmend mit 

den Prognosen der MF-Theorie der Perkolation erkannt sind, stellen die endlichen 

Cluster - deren mittlere Größe und Verteilung als Funktion von r - das Thema 

der nächsten Abschnitte. 

4.6 Die mittlere Clustergröße 

Die weitreichende strukturelle Kongruenz des Verlaufs der Perkolationswahrschein­

lichkeit Pr der Simulationssysteme (ausgenommen der Umgebung der nur asympto­

tisch definierbaren speziellen Phase PSB) mit den Prognosen der MFP in den ver-
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schiedenen Phasen lassen auch für die mittlere Clustergröße (4.29)-(4.32) ähnliche 

Äquivalenzen vermuten. Schon ein einfacher Vergleich der Simulationsdaten aus Ab­

bildung (4.13) bzw. (4.14) für zwei- bzw. dreidimensionale Systeme mit den MFP­

Graphen aus Abbildung (3.12) bestätigt diese Hypothese: 

In der unperkolierten Phase PNP (vergl. Abbildungen (4.13a) bzw. (4.14a)) 

sind Bulk- und Oberflächencluster endlich und können mittels PB und PS weitge­

hend unabhängig voneinander variiert werden. Es entwickeln sich zumeist mono­

tone Profile Sr, die sich asymptotisch in führender Ordnung exponentiell dem Bulk­

wert SB annähern. Die Amplitude ist negativ bei kleinen Ps und positiv nahe dem 

Oberflächenübergang' s. Die Phasenraumlinie, auf der die Amplitude gerade null 

wird, separiert beide Gebiete. Sie stellt das in der Simulation wieder asymptotisch 

definierte Pendant zu (3.109) der MFP dar. Sr ist auf dieser Linie nicht konstant, 

sondern monoton fallend, wie man in Abbildung (4.13a) bzw. (4.14a) für die approxi­

mativen Oberflächen konzentrationen Ps = 0.85 bzw. Ps = 0.40 erkennt. Insbesondere 

ist So > SB. Der in der MFP gleichzeitig stattfindende Wechsel zu So < SB vollzieht 

sich in der Simulation bei kleineren PS (ps ~ 0.75 bzw. PS ~ 0.36). Trotz gleicher 

mittlerer Clustergröße in Oberfläche und Bulk resultiert aus den unterschiedlichen 

Korrelationen ein schwaches Oberflächenminimum, das dann mit weiter absinkendem 

Ps wieder verschwindet. 

60 

50 
0: Ps-O.90 0: Ps-O.40 

Sr 0: Ps - 0.85 Sr 0: Ps -0.89 
O:Ps -0.75 O:Ps-0.94 

40 
0: Ps -0.60 0: Ps - 0.95 
A:PS-O.40 10.1 . A: PS-0.98 

o 10 20 

(a) (b) 

Abbildung 4.13: Mittlere Clustergröße Sr des 2d-s.q. Perkolationssystems als Funk­
tion von r in den Phasen (a): PNP, (b): Po, PSB, PE. 
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Die Profile der mittleren Clustergröße in den Phasen Po, PSB , PE oberhalb 

der bulkkritischen Linie werden durch den unendlichen Cluster dominiert. In der 

gewöhnlichen Phase Po (vergl. Abbildungen (4.13b) bzw. (4.14c)) überwiegt bei 

kleinen Ps das Fehlen der NN-Sites in der Oberfläche, so daß der unendliche Cluster 

zur Oberfläche hin ausdünnt. In den entstehenden Löchern können sich die endli­

chen Cluster ausbreiten, und es kommt zu einem exponentiellen Anstieg der mittleren 

Sr 

Sr 

15 

0: Ps- 0.50 
0: Ps -0.40 
0: ps-0.36 

10 
8: Ps - 0.33 
A: Ps-0.20 

1 Po -0.251 
OL-.. ......... _ ........ _ ....... ..J...... __ ................ _..........J 

o 10 

(a) 

2 

10 

(c) 

0: Ps -0.20 
0:Ps-0.46 
0: Ps-O.48 
8: Ps-0.55 
A:Ps-0.95 

20 

20 

15 

0: Ps - 0.579 

Sr 0: Ps - 0.583 
0: Ps - 0.587 

10 
8: Ps-0.600 
A: Ps-0.950 

(b) 

Sr 

10 100 

r+l 

(d) 

Abbildung 4.14: Mittlere Clustergröße Sr des 3d-s.c. Perkolationssystems als funk­
tion von r in den Phasen (a): PNP, (b): Ps, (c): Po, PSB, PE, (d): 
außergewöhnlicher Übergang e. 
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Clustergröße zur Oberfläche hin. Auf der Oberfläche selbst wird So durch Ps regu­

liert. Für kleine Ps entsteht so ein stark ausgeprägtes Oberflächenmaximum, dessen 

Lokation mit steigendem ps weitestgehend ortsfest bleibt. Seine Ausprägung wird 

allerdings immer schwächer, bis es schließlich ganz verschwindet und die Profile Sr 

nur noch monoton fallend sind. Im Gegensatz zu den MFP-Prognosen divergiert die 

Lage des Maximums also nicht bei Annäherung an Ps, sondern verschwindet schon 

vorher. 

Auch die Form von Sr in der durch die Asymptotik des Ordnungsparameters Pr 

definierten speziellen Phase PSB (vergl. Abbildungen (4.13b) bzw. (4.14c)) ist streng 

monoton fallend mit So > SB ('Ps::::: 0.89 bzw. Ps ::::: 0.46). 

Bei nun in der außergewöhnlichen Phase PE (vergl. Abbildungen (4.13b) bzw. 

(4.14c)) ansteigendem ps breitet sich der unendliche Cluster verstärkt aus und macht 

durch sein Vordringen in den Bulk die Räume für endliche Cluster nahe der Oberfläche 

wieder enger. Es vollzieht sich ein Wechsel zu sich dem Bulkwert asymptotisch von 

unten nähernden Profilen. Die Trennlinie ist durch global fast konstante Profile 

(ps ::::: 0.95 bzw. ps ::::: 0.48) gegeben. Aufgrund unterschiedlicher Korrelationen 

in Bulk und Oberfläche ist So zunächst noch größer als SB, und es bildet sich ein 

Oberflächenminimum aus. Mit weiter zunehmendem Ps sinkt So unter SB ab, und 

das Oberflächenminimum geht verloren, so daß Sr wieder streng monoton wird. 

Das dreidimensionale System verfügt zusätzlich noch über eine Oberflächenphase 

Ps (vergl. Abbildung 4.14b) mit perkolierendem Oberflächencluster. Große Ps be­

deuten deshalb, daß fast alle gesetzten Sites der Oberfläche zum perkolierenden Clu­

ster gehören und nur wenige für zumeist kleine endliche Cluster verbleiben. Infol­

gedessen ist So ::::: 0, und Sr steigt mit r monoton auf die mittlere Clustergröße SB 

des Bulks an. Mit fallendem Ps wachsen die Löcher im Oberflächencluster und da­

mit auch die mittlere Größe der sich in eben diesen befindenden endlichen Cluster 

rascher an als in den oberflächennahen Schichten, weshalb sich unterhalb einer der 

MFP-Phasenraumlinie LS,E aus Abbildung (3.13) äquivalenten Phasenraumlinie in 

Sr ein Oberflächenminimum ausbildet. In Fortsetzung dieses Prozesses erreicht So auf 

einer zu 8M n Ps aus Abbildung (3.13) assoziierten Phasenraumkurve den Bulkwert 

SB und wächst mit weiterer Annäherung an den Oberflächenübergang s schnell an. 

Parallel dazu wird das Oberflächenminimum immer flacher und. seine Lokation in den 

Bulk hinausgetragen. Die von der MFP vorhergesagte algebraische Divergenz (vergl. 

Abbildung (3.16a)) ist in Abbildung (4.15) für die Simulation verifiziert. Die doppel-
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logarithmische Auftragung von rmin - e vs. Ps - p~ liefert eine Regressionsgerade mit 
8A 

der Steigung -2.191. Relation (3.110) resultiert aus (3.94), wonach rmin - e (X 8~B 

= lt (X (ps - p~)-(-ys+ßs) ist. Mit,s ==, + v sowie ßs == ß - v [J.8] berechnet sich 

laut Tabelle (4.1) ein theoretischer Exponent von -(,s + ßs) = -(-y + ß) = -2.212, 

der mit der gemessenen Geradensteigung hervorragend übereinstimmt. 

Bei Annäherung an den außergewöhnlichen Übergang e in Ps divergiert SB, und 

Sr beginnt schon nahe der Oberfläche mit einem algebraischen Anstieg, der jenseits 

eines cross-over-Abstandes von der Größe der Korrelationslänge e zur exponentiellen 

Approximation des Bulkwertes von unten übergeht. Auf e selbst ist der algebraische 

Anstieg von Sr global, was Abbildung (4.14d) bestätigt. Die asymptotische Regres­

sion liefert einen Exponenten, der mit 2.057 leicht, aber bestimmt, größer als zwei 

ist. Er kann mittels des Skalenansatzes 

( 4.37) 

o 

fmin - S 

0.01 0.02 

* Ps - Ps 

Abbildung 4.15: Divergenz der Lokation des Minimums von Sr bei Annäherung an 
den Oberflächenübergang s aus Ps in doppellogarithmischer Auf­
tragung. 
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mit der am bulkkritischen Punkt fraktalen Clusterdimension df == ß~l und Relation 

(4.32) als Darstellung von Sr gemäß 

Sr '-' LS ps(r) (4.38) ~ 

s 

= Ls2 ns(r) (4.39) 
s 

'-' J S2-T N( -.!...-) ds ( 4.40) ~ rdf 

CX 
r(3-T)df (4.41) 

zu (3 - r)df = "I/v = 2.051 identifiziert werden. Zusätzlich läßt die Wahl von 

PS = 0.60 ~ PS,C (vergl. Abbildungen (3.13) und (3.12d)) die Existenz eines 

Oberflächenminimums vermuten und in der Tat erkennt man in der ersten Ebene 

ein solches. 

4.7 Die Clusterverteilung 

Der im vorigen Abschnitt ausführlich diskutierte funktionale Verlauf der mittleren 

Clustergröße Sr gibt Auskunft über die örtliche Variation der "charakteristischen 

Cluster". Über dessen s-Fluktuation oder gar über die Ortsabhängigkeit der Ver­

teilung für Cluster einer definierten Größe s liefert sie keine Informationen. Hierzu 

wird in diesem Paragraphen ps(r), die Wahrscheinlichkeit einen Site der Ebene r 

in einem Cluster der Ausdehnung s zu finden, näher unter die Lupe genommen. In 

den Abbildungen (4.16)-(4.17) zu den Phasenraumpunkten aus Abbildung (4.13) des 

zweidimensionalen Systems bzw. entsprechend in den Abbildungen (4.18)-(4.20) zu 

jenen aus Abbildung (4.14) des dreidimensionalen Systems sind einige ps(r) für die 

oberflächennahen Ebenen 0 ~ r ~ 10 auf logarithmischer Ordinatenskala aufgetra­

gen. Die asymptotisch im Bulk stets von oben nach unten geordneten Graphen zu den 

ansteigenden Clustergrößen s E {1, 2, 3, 4, 5, 6,7,8,9,10,20,30,40,50,60,70,80,90, 

100} zeigen eine in führender Ordnung exponentielle Konvergenz gegen den jewei­

ligen Bulkwert Ps(oo). Der r-funktionale Zusammenhang ist für die dargestellten 

Kurven der Phasen PNP, Po, PSB und PE in zwei und drei Dimensionen strukturell 

(d.h. in den Kurvenformen aber abgesehen von den Überschneidungen) äquivalent: 

In PNP (vergl. Abbildungen (4.16) bzw. (4.18)) werden bei kleinen Ps zunächst 

die kleinen Cluster von der Oberfläche bevorzugt, während die größeren in den Bulk 

abgedrängt werden. Die mittelgroßen Cluster häufen sich in einer oberflächennahen 
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Abbildung 4.16: 

\Vahrscheinlichkeitsverteilung Ps (r) 
des 2d-s.q. Systems als Funktion von 
r für die asymptotisch von oben nach 
unten a.nsteigenden Clustergrößen s E 

{1,2, 3,4,5, 6, ~ 8, 9, 10, 20, 30,40, 
50, 60, 70, 80, 90, 100} in PNP. 
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Abbildung 4.17: 

Wahrscheinlichkeitsverteilung Ps (r ) 
des 2d-s.q. Systems als Funktion von 
r für die asymptotisch von oben nach 
unten ansteigenden Clustergrößen s E 

{1,2, 3,4, 5, 6, 7,8, 9, 10,20,30,40, 
50, 60, 70, 80, 90, 100} in Po, PSB, 
PE. 
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Schicht und zwar um so näher an der Oberfläche, je kleiner sie sind. Ein Anstieg 

von Ps bewirkt nun eine Erhöhung der Wahrscheinlichkeit mittlere und große Cluster 

in der Oberfläche zu finden, wohingegen die für kleine Cluster absinkt, bis schließ­

lich beim Oberflächenübergang s die Inversion des Ausgangszustandes vorliegt: Die 

Oberfläche bevorzugt die großen Cluster, der Bulk die kleinen, und die mittleren wer­

den speziell in der oberflächennahen Schicht weniger oft gefunden als in Oberfläche 

oder Bulk. Ps (r) weist für solche Cluster ein Minimum auf, das mit zunehmender 

Clustergröße in den Bulk rutscht. 

Die Phasen Po, PSB, PE (vergl. Abbildungen (4.17) bzw. (4.20)) verfügen über 

einen perkolierenden Bulkcluster, in dessen Löchern sich die in ps(r) eingehenden 

endlichen Cluster befinden. Aufgrund der Normierung von ps(r) auf die ganze Ebene 

Er und nicht nur auf den von den endlichen Clustern eingenommenen Teil davon 

ist der Absolutwert von ps(r) deutlich herabgesetzt. In gleichem Maße ist auch die 

Statistik der Auswertung speziell in zwei Dimensionen von der Tatsache betroffen, 

daß nunmehr ein Großteil der gesetzten Sites zum unendlichen Cluster gehören und 

nicht mehr zur Bildung endlicher Cluster zur Verfügung stehen. Für kleine Ps in Po 

finden sich in der Oberfläche vorwiegend kleine Cluster. Andererseits dünnt der per­

kolierende Cluster zur Oberfläche hin aus. In den sich ausweitenden Löchern können 

sich dann verstärkt auch mittlere und große Cluster aufhauen, so daß diese ps(r) ein 

Maximum durchlaufen, das mit s in den Bulk gleitet. Bei großen Ps werden nun, 

im Vergleich zum Bulk, auch die großen Cluster die Oberfläche aufsuchen, während 

die kleinen von dort mehr und mehr verdrängt werden. Dieser Prozeß setzt sich bei 

Annäherung an PSB fort. Gleichzeitig nimmt in der Oberfläche der Anteil des per­

kolierenden Clusters mit ps zu, und in PE ist Po > PB, was mit einer Reduktion der 

für endliche Cluster bereitstehenden Löcher einhergeht. Zuerst werden die großen, 

dann die mittleren und kleinen in der Oberfläche wieder selten. ps(r) entwickelt ein 

Minimum und erreicht den Bulkwert von unten. Es resultiert eine Verarmung an 

entsprechenden Clustern an der Oberfläche. Im Limes ps -+ 1 akkumulieren sich fast 

alle gesetzten Oberflächensites im perkolierenden Cluster: Ps(O) -+ 0 für alle s. 

Abbildung (4.19) komplettiert mit der Darstellung von ps(r) in der Oberflächen­

phase Ps des dreidimensionalen Systems die Diskussion der einzelnen Phasen. Am 

Oberflächenübergang s entwickelt sich langsam ein perkolierender Oberflächenclu­

ster, in dessen Löchern die großen Cluster der oberflächennahen Schicht nur schwer 

Platz finden. ps(r) zeigt bei großen s daher nahe der Oberfläche ein Minimum, das 
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Abbildung 4.18: 

ps(r) 

p.(r) 

Wahrscheinlichkeitsverteilung Ps (r) 
des 3d-s.c. Systems als FUnktion von 
r für die asymptotisch von oben nach 
unten ansteigenden Clustergrößen s E 
{1,2,3,4, 5,6, 7,8, 9,10,20,30,40, 
50, 60, 70, 80, 90, lOO} in PNP ' 
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ps(r) 

ps(r) 

Wahrscheinlichkeitsverteilung P 8 (r ) 
des 3d-s.c. Systems als Funktion von 
r für die asymptotisch von oben nach 
unten ansteigenden Clustergrößen s E 

{I, 2, 3,4, 5, 6, 7,8,9, 10, 20, 30, 40, 
50, 60, 70, 80, 90, 100} in Ps. 
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Abbildung 4.20: 

Wahrscheinlichkeitsverteilung ps (r ) 
des 3d-s.c. Systems als Funktion von 
r für die asymptotisch von oben nach 
unten ansteigenden Clustergrößen s E 

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 
50, 60, 70, 80, 90, 100} in Po, PSB, 
PE. 
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mit s abflacht. Ein anwachsendes Ps läßt den unendlichen Cluster immer kompak­

ter werden, so daß auch die Wahrscheinlichkeit, mittlere und kleine Cluster in bzw. 

nahe der Oberfläche zu finden, stark abnimmt. Die Struktur von ps(r) mit Minimum 

weicht schließlich einer streng monoton wachsenden Form. Insgesamt liefert Ps einen 

stetigen Übergang zwischen den Ps (r)-Strukturen unterhalb s in PNP und denjenigen 

rechts der kritischen Bulkkonzentration in PE. 

Allgemein stellt sich heraus, daß die Anpassung von Ps (r) an den asymptotischen 

Bulkwert Ps(oo) um so schneller vonstatten geht, je kleiner s ist. Speziell für s = 1 ist 

in allen abgebildeten Fällen der Grenzwert in der zweiten Ebene praktisch erreicht. 

In dieser direkten Umgebung der Oberfläche registriert man auch den auffallendsten 

Unterschied zwischen zwei und drei Dimensionen; die Überkreuzungen. Während im 

Rahmen der simulierten dreidimensionalen Systeme ps(r) für alle r monoton fallend 

zu sein scheint, kommt es in zwei Dimensionen regelmäßig zu Überkreuzungen. Dies 

hat zur Folge, daß z.B. Sites aus Clustern mittlerer Größe in bestimmten Abständen 

zur Oberfläche unwahrscheinlicher sind als jene aus kleinen oder großen Clustern. 

Soweit in der Simulation beobachtet ist dieser Effekt auf Cluster unterhalb einer 

Maximalgröße beschränkt, oberhalb derer ps(r) auch in zwei Dimensionen wieder zu 

monoton fallendem Verhalten bezüglich s übergeht. 

4.8 Klassifikation langreichweitiger Oberflächenstörun­
gen 

Bisher schlagen sich die den Simulationen intrinsischen Fluktuationen und Korrelatio­

nen lediglich in einer Dimensionsabhängigkeit der kritischen Exponenten nieder. Die 

mittels dieser kritischen Exponenten und Amplituden ausgedrückte Ortsabhängig­

keit, z.B. des Profils des Ordnungsparameters in der Umgebung des außergewöhnli­

chen Überganges e, kann in diesem Rahmen aus einer MFA ohne Fluktuationen und 

Korrelationen geschlossen werden. Ähnliches ist deshalb auch für langreichweitige 

Störungen der Besetzungskonzentration Pr zu erwarten, zumal die MF-Klassifikation 

aus Abschnitt 3.14 die Prognosen der Fluktuationen und Korrelationen explizit bein­

haltenden Renormierungsgruppenbehandlung des Problems aus Abschnitt 3.13 exakt 

reproduzieren. Um auch die für die Simulation relevanten kritischen Amplituden und 

cross-over-Längen sowie speziell den einer Simulation lediglich zugänglichen effek­

tiven Exponenten 'reff des Ordnungsparameterprofils im Grenzwert PB ~ PBP am 
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außergewöhnlichen Übergang e zu extrahieren, wird im folgenden auf Basis skalen­

theoretischer Ansätze eine Interpretation von Gleichnug (3.136) durchgeführt. 

Betrachtet man die linke Seite von Gleichung (3.136) genauer, so erkennt man, 

daß je einer der Summanden den kurz- bzw.langreichweitigen Part des Modells verin­

nerlicht. Die Summe aus beiden ist (asymptotisch) mit dem Ordnungsparameterprofil 

gleichzusetzen, für welches auf e der algebraische Ansatz Pr X P r--Y Sinn macht. 

Unter der Annahme, daß auch unter Mitnahme von Fluktuationen und Korrelationen 

der Aufbau von Gleichung (3.136) erhalten bleibt, kann analog zur Vorgehensweise in 

Abschnitt 3.14 eine Klassifikation langreichweitiger Oberflächenpotentiale vorgenom­

men werden. Die dazu notwendigen Terme der linken Seite können separat gefunden 

werden: Für kurzreichweitige Pr ergibt sich der Verlauf von Pr aus den Darstellun­

gen (4.14) und (4.28) sowie der auf e gültigen Skalenform (4.37) für die Anzahl von 

Clustern der Größe 8 im Abstand r von der Oberfläche ns(r) zu 

Pr Pr - L ps(r) (4.42) 
s 

- (Pr - PB,C) + L 8' [ns - ns(r)] (4.43) 
s 

'-" J 81- r [1-Af(+)] d8 ( 4.44) ....... 
r f 

J y1-r [1 - Af(y)] dy . r(2-r)df ( 4.45) 

- BßP+r-~. (4.46) 

Das bestimmte Integral entspricht einem konstanten Faktor (Bß P+), und aus den 

Skalenrelationen d f = ßt1 sowie 7' = 3 - i-f::y berechnet man für den r-Exponenten 

das erwartete -~. Der Einfluß langreichweitiger Oberflächenstörungen der Form 

Pr X PB + A r-a kann nahe PB,C direkt aus der Annahme 

Pr - PB (Pr) 

X P+(Pr - PB,C)ß 

X Aßp+ r-aß 

(4.47) 

( 4.48) 

(4.49) 

abgeschätzt werden. Zusammengesetzt ergeben beide Anteile die Gleichung (3.136) 

entsprechende Relation 

(~)~ _1: 
r ß (4.50) 



~--------------- ------

4.8 Klassifikation langreichweitiger Oberflächenstörungen 123 

Asymptotisches Ausbalancieren führt für 'Y = 'Y( a) wieder auf die drei zu unterschei-

denden Fälle: 

a>l 
11 

( P ) b _2 - r ß 
P+ = B r-i 

1 (2.44a) 
:::::;. f!. (lJß B 'Y 11 

1 

a=l (l)ß _2 
(A + B)r-i r ß 

11 

1 (2.44b) 
:::::;. f!. (K)ß A+B 'Y 11 

a<l ( P ) b _2 Ar-a - r ß = 11 P+ 

1 (2.44c) 
:::::;. 

ß·a (fo:) ß A 'Y , = 

Gleichung (4.51a) beschreibt eine irrelevante Störung mit a-unabhängigem Expo­

nenten ~, (4.51c) eine relevante Störung mit linearem Einfluß von a auf den 'Y­

Exponenten, und (4.51b) zeigt den marginalen Fall mit 'Y = ßa = ~ und kritischer 

Amplitude Ac = - B im Falle deren Auftretens Pr mit logarithmischen Korrekturen 

zu versehen ist. 

Die strukturelle Übereinstimmung mit den MFA-Ergebnissen aus Abschnitt 3.15 

impliziert auch den für PB ;S PB,G auftretenden cross-over vom algebraischen zum 

exponentiellen Zerfall. Im kurzreichweitigen Fall ist dieser bei einer durch die Bulk­

korrelationslänge e-1 x (pB - PB,G)1I fixierten Längenskala zu erwarten. Diese kon-
1 

kurriert mit der zweiten durch PrB,o = PB,G zu r'B;c = (::t) a (PB,G-PB)~ gegebenen 

Längenskala des Systems, so daß der cross-over vom algebraischen zum exponentiel­

len Verhalten des Ordnungsparamters Pr bei 

( 4.52) 

stattfindet. Die Reduktion von rico) zu endlichen Werten für PB ;S PB,G hat zur Kon­

sequenz, daß in Gleichung (4.50) kein asymptotisches Balanceverfahren angewendet 

werden kann, und beide Summanden der linken Seite müssen entsprechend ihrer 

Wichtung durch die jeweiligen Amplituden berücksichtigt werden. Logarithmische 

Differentiation von Gleichung (4.50) führt auf die orts abhängige effektive Amplitude 

( 4.53) 
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wobei sich der ortsabhängige effektive Exponent 'Yeff aus der Gleichung 

'Yeff {
I a- 1 } ß. -+ v 
1) ( r )a-~ 

1 + :::TcöY 
r 2 

(4.54) 

mit der zweiten cross-over-Länge 

= (~)~ (4.55) 

rekrutiert. Insgesamt resultiert für den Ordnungsparamter das schon aus den MFA­

Untersuchungen des Abschnittes 3.15 gefundene und in Abbildung (3.17) zusam­

menfassend skizzierte cross-over-Verhalten, das im folgenden auch anhand expliziter 

Simulationen in zwei und drei Dimensionen verifiziert wird. 

4.9 Simulation langreichweitiger Störungen 

Zur Regulation der Oberfläche bei r = 0 werden für die Simulation Besetzungskon­

zentrationen der Form 

Pr = PB + A (r + l)-a (4.56) 

mit PB :5 PBP gewählt. Falls nicht ausdrücklich abweichend angegeben, ist A = 

Ps - PB gesetzt, und die Besetzungskonzentration Po = PS auf der Oberfläche ist 

genau eins. Diese Wahl hat den simulationstechnische Vorteil, daß der perkolierende 

Cluster von jedem Site der Oberfläche aus generiert werden kann und nicht erst 

identifiziert werden muß. Außerdem ist die Störungsamplitude A dadurch maximal, 

so daß man den Einfluß einer langreichweitigen Störung schon möglichst nahe an 

der Oberfläche (endliche Systeme!) beobachten kann, und auch die zu erwartenden 

cross-over-Effekte im Bereich a ~ ~ sind durch diese Wahl von A am deutlichsten 

zu sehen. Als Standardsimulationsbedingungen werden jeweils 

s.q. 
S.c. 

L - 10000 
L 1000 

Mittelungen 
Mittelungen 

und periodische Randbedingungen angenommen. 

1000 
100 

(4.57) 
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Zunächst soll der Verlauf der asymptotischen Ordnungsparameterexponenten 

,(SIM) als Funktion der dem System via Pr oktroyierten Besetzungskonzentrationsex­

ponenten a untersucht werden. Dazu werden am bulkritischen Punkt PB = PB,G für 

die a-Exponenten die Profile des Ordnungsparameters ermittelt, doppellogarithmisch 

aufgetragen und ,(SIM) als die asymptotische Steigung von Pr in dieser Auftragung 

mittels linearer Regression bestimmt. Die Ergebnisse sind in Abbildung (4.21) für 

zwei bzw. in Abbildung (4.22) für drei Dimensionen dargestellt. Es zeigt sich ein 

den MF-Daten aus Abbildung (3.18) entsprechendes Verhalten: Für a < ~ ist die 

Störung relevant und ,(SIM) folgt sehr genau der asymptotischen Prognose, = ßa. 
Wegen ß < 1 ist die Variation in Pr also langreichweitiger als die in Pr selbst. Die 

leichten Abweichungen bei sehr kleinen a beruhen auch hier wieder auf der Konka­

vität, also dem noch nicht asymptotischen Verhalten der entsprechenden Graphen im 

endlichen System. Andererseits wird für große ader kurzreichweitige Limes , = ~ 

0.1 

o 5 

o . 'Y(SIM) 

• 'Yeff 

''Y 

PB = 0.592746 
Ps = 1.000000 

a 
10 

Abbildung 4.21: Darstellung des (effektiven) Simulationsexponenten ,(SIM) in Ab­
hängigkeit vom Konzentrationsexponenten a. Zum Vergleich ist für 
das spezielle simulierte 2d-s.q. System der zu erwartende effektive 
Exponent ,eff aus (4.54) und der daraus für r - 00 resultierende 
asymptotische Exponent, aus (4.51) eingetragen. 
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beliebig genau approximiert. Im Bereich a;::: t schwingt ,(SIM) zunächst über den 

asymptotischen Wert ~ hinaus, durchläuft ein Maximum und erreichst mit zuneh­

mendem a die Asymptote von oben. Das Überschwingen ist hier durch die maximale 

Wahl der Störungsamplitude A = 1 - PB besonders ausgeprägt und kann, wie die 

Interpolation der Simulationsdaten durch die eingezeichnete Kurve sowohl in zwei 

als auch in drei Dimensionen bestätigt, im Rahmen des effektiven Exponenten T'eff 

aus Gleichung (4.54) verstanden werden. Obwohl die Simulationsdaten einen etwas 

flacheren Verlauf des Maximums und eine zu größeren a hin schwächere Konvergenz 

nahelegen, besteht jedoch kein Zweifel daran, daß im Limes unendlicher Systeme 

die Simulationsdaten entsprechend der durch 'eff vorgegebenen Art und Weise gegen 

die in den Abbildungen jeweils als unterbrochene Linie eingezeichnete asymptotische 

Ordnungsparameterexponentenfunktion ,= ,(a) aus Gleichung (4.51) konvergieren. 

'Y 

In Abbildung (4.23) ist exemplarisch für zwei Dimensionen das cross-over-Ver-

0.6 

0.5 

0.4 

0.3 

o 5 

o . 'Y(SIM) 

• 'Yeff 

''Y 

PB = 0.31161 
Ps = 1.00000 

10 

Abbildung 4.22: Darstellung des (effektiven) Simulationsexponenten ,(SIM) in Ab­
hängigkeit vom Konzentrationsexponenten a. Zum Vergleich ist für 
das spezielle simulierte 3d-s.c. System der zu erwartende effektive 
Exponent 'eff aus (4.54) und der daraus für r ~ 00 resultierende 
asymptotische Exponent, aus (4.51) eingetragen. 



4.9 Simulation langreichweitiger Störungen 127 

halten von Pr für die gegen PB,G laufende Folge von Bulkbesetzungskonzentrationen 

PB E {0.5800, 0.5900, 0.5910, 0.5920, 0.5923, 0.5927} bei einem langreichweitigen Ex­

ponenten 0: = 1
3
0 < i = ~ dargestellt. Die Amplitude A E {0.101245, 0.021812, 

0.013869, 0.005926, 0.003543, 0.000365} wird gerade so eingestellt, daß rB,e == 1000 

resultiert. Tatsächlich bilden die ersten vier Graphen den cross-over zum exponenti­

ellen Zerfall bei etwa 1000 aus. Für die beiden letzten Kurven liegt PB so nahe bei 

PB,G, daß 2~ > rB,e = 1000 wird, und 2~ übernimmt die Funktion des cross-over­

Abstandes. Damit wird rico
) = max{rB,ej 2Ü experimentell betätigt. 

Die Existenz des zweiten cross-over-Abstandes r~co), der den Übergang vom 

"falschen", betragsmäßig größeren, oberflächennahen zum "richtigen", betragsmäßig 

kleineren, asymptotischen Exponenten beschreibt, ist in Abbildung (4.24a) bzw. Ab­

bildung (4.24b) für zwei bzw. drei Raumdimensionen dargestellt. Bei PB = PB,e 

und langreichweitigem Exponenten 0: = 130 wird darin die Amplitude A der Störung 
1 

immer weiter herabgesetzt, wodurch gemäß Gleichung (4.55) r~co) cx (~) -b-a in den 

0.6 -
0.5 

0.4 

A = 0.101245 
= 0.021812 

0.3 - 0.013869 
= 0.005926 
- 0.003543 
= 0.000365 

I fB,C = 1000 I 

- - - -. 'Qß-' ::::-1i2;j' _. -

0.2 L..o---'--'-....&...I..I.l.I.I.I.-........ ..r-.&....I..I.I"-I.I..---'--'-....&...I..I.I.I.I..L....I.....u....IL...&..I 

10 101 102 103 

r+l 

Abbildung 4.23: Überprüfung der Relation (4.52) für den cross-over zum exponenti­
ellen Zerfall an hand von Simulationen des 2d-s.q. Systems. 
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- 0.005 
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0.2 

0.1 

......... -....-.., 

A - 0.1000 
- 0.0100 
- 0.0010 
- 0.0001 

......... -...7"!..Il ... 
• ::::!!.12S1 

.-.;.-....-.. 

r+1 

eb) 

Abbildung 4.24: Nachweis der Existenz des cross-over-Abstandes r~co) gemäß Glei­
chung (4.55) für das (a): 2d-s.q. (b): 3d-s.c. System. Die Simulation 
wird bei PB = PB,C durchgeführt. In Kombination mit dem Ergeb­
nis aus Abbildung (4.23) resultiert für Pr das in Abbildung (3.17) 
skizzierte cross-over-Verhalten. 

Bulk divergiert und der linksseitige Bereich mit "falschem" Exponenten nahe ~ den 

rechtsseitigen mit "richtigem" asymptotischen Exponenten bei aß immer weiter in 

den Bulk hinausdrängt, bis er schließlich aus dem der Simulation endlicher Systeme 

zugänglichen Bereich ganz verschwindet und man für Pr sehr genau den Exponen­

ten ~ mißt, aber keine Aussage mehr erhält über den tatsächlichen asymptotischen 

Verlauf von Pr. 

Das auf MF-Basis in Abschnitt 3.14 entwickelte und in diesem Abschnitt auf die 

Simulation übertragene Konzept zur Beschreibung des Einflusses langreichweitiger 

Störungen auf den Zerfall des Ordnungsparameters am bulkkritischen Punkt PB = 

PB,G kann somit auch für Systeme mit Fluktuationen und Korrelationen als zutreffend 

angesehen werden. 
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Kapitel 5 

Korrelierte Perkolation 

In den vorausgegangenen Kapiteln betrachtet man den Gelationsprozeß im Rahmen 

der reinen Bond- (MFA) oder Siteperkolation (Simulation). Ausgangspunkt für diese 

Modellierung ist, z.B. in der Siteperkolation, die Vorstellung, daß die zu vernetzen­

den Monomere (Funktionalität f 2: 3) in einer Konzentration p(site) und die an der 

Reaktion unbeteiligten Lösungsmittelbausteine in einer Konzentration 1-p(site) vor­

kommen, während die im Überschuß p(bond) = 1 vorliegenden Katalysatormoleküle 

immer dann, wenn zwei Monomere sich innerhalb eines cross-link-Querschnittes von 

typischerweise einer Gittereinheit aufhalten, mit einer Rate von 100% eine Vernet­

zungsreaktion katalysieren. Dieses zur Bond-Site-Perkolation erweiterbare Szena­

rio beschreibt viele den Gelationsprozeß treibenden Effekte in hinreichender Form 

[E.29], doch entbehrt es aufgrund des apriori strikt wechselwirkungsfreien Charak­

ters aller am Prozeß beteiligten Elemente einer gewissen Realitätsnähe. Um diesen 

Nachteil abzufangen, wird im folgenden ein umfassendes Modell der korrelierten­

Site-korrelierten-Bond-Perkolation entwickelt. 

Das Kapitel beginnt in Abschnitt 5.1 mit einer (idealisierten) Vorstellung vom 

Ablauf des Gelationsprozesses in realen Systemen und dessen Abstraktion zum Git­

termodell der korrelierten-Site-korrelierten-Bond-Perkolation. Dieses Modell wird 

in Abschnitt 5.2 in einen mathematischen Rahmen gefaßt, woraus allgemeine Darstel­

lungen der Erwartungswerte physikalischer Meßgrößen resultieren. Im Hinblick auf 

die Computersimulation des Modells spezifiziert Abschnitt 5.3 die intermolekularen 

Wechselwirkungen, so daß sich die Zustands summe des thermischen Systems nach 

einigen graphentheoretischen Entwicklungen auf die eines effektiven Isingmodells re­

duziert. Das darauf aufgesetzte Perkolationsproblem führt auf die korrelierte Per-
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kolation, die auf Basis von Computersimulationen in Abschnitt 5.4 in verschiedenen 

Phasenraumgebieten des thermischen Systems untersucht wird. Spezielles Interesse 

finden dabei die Perkolationseigenschaften in Benetzungsschichten. 

5 .1 Degression r ealer Systeme zum Gittermodell der 
Perkolation 

In realen Systemen unterscheidet man, abhängig von der Bindungsstruktur zwischen 

den Molekülen des unendlichen Netzwerkes, reversible und irreversible Gele. Bei 

reversiblen Gelen entstehen bzw. brechen die Bindungen entsprechend dem thermi­

schen Gleichgewicht des umgebenden Wärmebades. Die Wahrscheinlichkeit p(bond) , 

Trrc 

Trrc 

2 111 

1/2 
p(."e) 

o 1/2 
p (Sit.e) 

o 1/2 
p (. it.e) 

Abbildung 5.1: Phasendiagramme binärer Monomerlösungen für reversible (oben) 
bzw. irreversible Gele (unten) bei jeweils drei verschiedenen Mo­
nomerkonzentrationen, so daß der kritische Punkt der Lösung 
( . ) im Gel (links), auf der Perkolationslinie (mitte) oder im Sol 
(rechts) liegt. Im irreversiblen Fall bezeichnet T die "quenching"­
Temperatur, die für die Bindungsstruktur charakteristisch ist; 
später kann sich T wieder ändern, und es kann aufgrund der dann 
vorhandenen Makromoleküle zu einer Modifikation des Phasendia­
gramms kommen [E.29]. 
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daß zwei benachbarte Monomere durch einen Bond verbunden sind, ist eine Funk­

tion der Temperatur. Wie in Abbildung (5.1,oben) skizziert, beobachtet man La. 

zwei Phasenübergangslinien: die Phasenseparationslinie begrenzt das Zweiphasenge­

biet, wo das System in eine monomerreiche und monomerarme Phase aufspaltetj die 

Perkolationslinie separiert die Hochtemperaturregion des Sols von der erst unterhalb 

einer gewissen Maximaltemperatur möglichen Tieftemperaturregion des Gels [1.27]. 

Letztere kann durch Variation der Systemparameter in ihrer Lage beeinflußt werden. 

Das 'kritische Verhalten von Perkolationserwartungswerten in ihrer Nähe ist La. durch 

das kritische Verhalten von random-Perkolationssystemen beschreibbar. Nur wenn 

die Perkolationslinie im kritischen Punkt des Monomersystems endet, registriert man 

dort die kritischen Exponenten des Monomersystems. Im Gegensatz dazu zeichnen 

sich die irreversiblen Gele durch permanente Bindungen aus, deren Verteilung für 

eine bestimmte "quenching"-Temperatur charakteristisch ist. Die für diese Tempe­

ratur typische Clusterverteilung - evtl. einschließlich eines unendlichen Netzwerkes 

- bleibt gegen nachfolgende Temperaturänderungen resistent, wodurch es zum soge­

nannten Gelkollaps [1.26], einem Phasenübergang erster Ordnung, kommen kann. Im 

Phasendiagramm (5.1,unten) beobachtet man eine steile, bis zu unendlichen "quen­

ching"-Temperaturen reichende Perkolationslinie, deren Lage z.B. durch die Kon­

zentration der die Bonds vermittelnden Katalysatormoleküle beeinflußbar ist. Auch 

hier sind die kritischen Eigenschaften der Perkolationslinie La. durch diejenigen der 

random-Perkolation bestimmt. Nur wenn die Perkolat ions linie im kritischen Punkt 

des Monomersystems endet, findet man dort ein abweichendes kritisches Verhalten. 

In der vorliegenden Arbeit werden irreversible Gele behandelt. Monomerkon­

zentration p(site), Katalysatorkonzentration p(bond) und "quenching"-Temperatur T 

werden als unabhängige Parameter behandelt. Dies unterstützt folgende Vorstellung 

vom Gelationsprozeß: Zunächst befinden sich Lösungsmittelbau~teine (Konzentra­

tion 1- p(site») , Monomere und Katalysatormoleküle entsprechend ihrer Wechselwir­

kungen untereinander bei der vorgegebenen Temperatur T im thermischen Gleich­

gewicht. Nach externer Aktivierung der Katalyse ist immer dann, wenn zwei be­

nachbarte Monomere sich innerhalb eines cross-link-Querschnittes aufhalten, ein 

evtl. dazwischen sitzendes Katalysatormolekül in der Lage, mit einer Erfolgsrate 

p(rate) _ es kann o.B.d.A. p(rate) == 1 angenommen werden - eine Vernetzungsre­

aktion zu katalysieren, an deren Ende die beiden Monomere durch eine permanente 

Bindung miteinander verbunden sind. Ist die Aktivierungsphase der Katalyse, ge­

messen an internen Zeitskalen der Moleküldynamik, genügend kurzzeitig, so liegt 
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(a) (b) (c) 

Abbildung 5.2: Schrittweise Degression der "realen" Situation einer Monomer­
lösung in (a) über ein Kontinuumperkolationsmodell in (b) zum 
Gitterperkolationsmodell (c), dessen Darstellung in der Sprache 
der Perkolation in Abbildung (5.3) skizziert ist. 

der Vernetzungsreaktion eine "statische" Molekülverteilung zugrunde. Dementspre­

chend ist die Wahrscheinlichkeit, daß zwei benachbarte Monomere durch einen Link 

verbunden sind, durch das Produkt aus der Wahrscheinlichkeit, ein Katalysator­

molekül zwischen zwei benachbarten Monomeren vorzufinden, und der Erfolgsrate 

p(rate)(= 1) der Katalysereaktion gegeben. Die Lösungsmittelbausteine bleiben von 

solchen Vernetzungsreaktionen ausgeschlossen. Sie bauen keine Bindungen auf. Nach 

anschließender Deaktivierung der Katalyse verbleibt man mit einer durch die Wech­

selwirkungen der Bausteine im thermischen Gleichgewicht begründeten Korrelationen 

mitbestimmten Verteilung von Multimeren (Cluster). Die Frage, ob sich ein unendli­

cher Cluster ausbildet, hängt von den speziellen Werten der Parameter p(site) , p(bond) 

und Tab. 

Die Modellierung obigen Gelationsprozesses führt unmittelbar auf korrelierte 

Kontinuumperkolationsmodelle. Ausgehend von einer (korrelierten) räumlichen Aus­

gangsverteilung der Elementarbausteine (vergl. Abbildung (5.2a» wird jeder aktiven, 

d.h. für die Vernetzung relevanten, Einheit ein Wirkungsquerschnitt zugemessen, der 

die Erfolgsrate der Katalyse repräsentiert. Sind dann zwei M-Bausteine über einen 

K-Baustein miteinander verbunden, also die paarweise Schnittmenge ihrer Wirkungs­

querschnitte ist nicht leer, so gehören sie zum selben Cluster (vergl. Abbildung 

(5.2b». In einem nächsten Schritt kann die kontinuierliche Verteilung der Elemente 

im Raum auf diskrete Gitterplätze eingeschränkt werden, so daß man zum Gittermo­

dell aus Abbildung (5.2c) gelangt, dessen Darstellung als Gitterperkolationsmodell in 

Abbildung (5.3) realisiert ist. Dieser Schritt wird von Perkolationsproblemen insofern 
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unterstützt, als daß kontinuierliches und diskretes Modell zur gleichen Universalitäts­

klasse gehören [E.lOJ und deshalb am Perkolationsübergang das gleiche kritische Ver­

halten aufweisen. Obwohl für die kritischen Exponenten irrelevant, ist im Sinne einer 

möglichst getreuen Modellierung der realen Situation eine der Bindungsgeometrie der 

Monomere angepaßte Gitterstruktur zu empfehlen. 

Auf dieser Basis wird im nächsten Abschnitt ein allgemeines Gittermodell kor­

relierter-Site-korrelierter-Bond-Perkolation entwickelt. 

5.2 Korrelierte-Site-korrelierte-Bond-Perkolation 

Es sei y ein beliebiges Gitter, dessen Sites eine Besetzungsvariable ni E {O, I} und im 

Falle ni == 1 noch eine den Zustand des auf diesem Gitterplatz sitzenden Monomers 

charakterisierende Zustandvariable J.ti zugeordnet wird. Analog werden die Kataly­

satormoleküle auf den Bonds von y, die den Sites des zu y assoziierten "covering 

lattice" Yc isomorph sind, durch Besetzungsvariablen Ca E {O, I}, a ~ <ij> und, 

falls Ca == 1, ggf. mittels zusätzlicher Zustandsvariablen "'a beschrieben. Die Kon-

I-Cluster 

{
freier Bond auf y 
freier Site auf Ye 

freier Site auf 0 

besetzter Site auf Y 

.. __ {besetzter Bond auf y 
besetzter Site auf Oe 

~~~-+~~~~~~ .. ~~~ 

3-Cluster 

Abbildung 5.3: Definition des Gitters 0 (-) und seines assoziierten überdecken­
den Gitters Ye ( ... ), dessen Sites auf den Bonds von Y sitzen, am 
Beispiel des 2d-s.q.-Gitters. Nur auf den gesetzten Sites sowie zwi­
schen zwei gesetzten, durch einen Bond verbundenen Sites auf Y 
kann der Clusterhamiltonian (5.2) agieren. 



134 5. Korrelierte Perkolation 

figurationsenergie 'HK einer solchen Anordnung kann typischerweise in Site-Anteil 

'Hs, Bond-Anteil 'HB und Wechselwirkungsanteil 'Hw aufgesplittet werden, wobei 

letzterer die Interaktion zwischen Y und Ye moderiert. 

Auf den durch die Besetzungszahlen {n}, {c} festgelegten Untergittern Y{n},{e} ~ 

Y U Ye werden im physikalischen Sinne nur solche Objekte als Cluster identifiziert, 

die aus via Bonds verbundenen Sites bestehen. Konfigurationen mit Bonds, die nur 

an einem Site "hängen", werden nicht explizit unterschieden. Einzelsites, sogenannte 

Isolanis, finden, eo ipso, als I-Cluster Einzug in die Mittelung. Eine dieser Vorstel­

lung folgende Zählweise wird, in Erweiterung des in [B.7] vorgestellten Verfahrens, 

durch den q-Potts-Operator 

- ß'Hq ( {n}, {c}; {lT}) = L Kij ni nj C<ij> 8(lTi,lTj) + L Li ni 8(lTi,0) (5.2) 
<i,j> i 

induziert, der, zu -ß'HK addiert, auf allen Sites von Y{n},{e} die q-Potts-Variable 

lTi E 7l/q71 installiert. In Anlehnung an das von Wu z.B. in [A.4, A.15, B.5, B.10] 

benutzten Verfahrens berechnet sich die bezüglich 'HK + 'Hq gebildete Graphenent­

wicklung der Zustandssumme zu 

Z = LLLL e-ß1iK L e-ß1iq (5.3) 
in} {e} {p} {II:} {u} 

L L e-ß1in L vb(Q') rr [ eLsc(Q') + q - 1 ] (5.4) 
in} {e} Q'eQ{n},{e} e 

mit dem durch Aussummation innerer Freiheitsgrade {p.}, {K,} erhaltenen resultieren­

den Operator 

e-ß1in == L L e-ß1iK 

{p} {II:} 
(5.5) 

und den bereits aus Gleichung (2.54) bekannten Abkürzungen. Abweichend zählt 

b(y') hier nur die Bonds zwischen gesetzten Sites. Gemäß Gleichung (2.55), (2.56) 

berechnet man die Erzeugende der Perkolation im q ~ I-Limes: 

g(L,K) _ lim ~ [~lnz] 
IQI-+oo lyl 8q q=l 

(5.6) 

= « " -Lse(g') > > L e Q{n},{c} ?in (5.7) 
e 



= 

5.2 Korrelierte-Site-korrelierte-Bond-Perkolation 135 

Das äußere Konfigurationsmittel 

E{n}E{c} f({n}, {c}) e-ß1tR 

< f >1tR == E E ß1t in} {c} e- R 
(5.8) 

wichtet die gebildeten Gitterkonfigurationen thermisch bezüglich 'HR, während die 

innere Gittermittelung analog zu (2.57)-(2.59) definiert ist und die darin zusätzlich 

auftretende Variable p = 1 - e-K die Wahrscheinlichkeit für die Anlage eines Links 

durch eine zwischen zwei Monomeren (Sites) sitzende Katalysatoreinheit (Bond) be­

schreibt. Sie kann im Limes K ~ 00 nach eins geführt werden, und die Wahrschein-

lichkeit für einen Link ist allein durch die Wahrscheinlichkeit, eine Katalysatoreinheit 

zwischen zwei Monomeren zu finden, gegeben. Sites und Bonds sind sowohl unterein­

ander durch 'Hs und 'HB als auch miteinander durch 'Hw korreliert, weshalb dieser 

Fall hier als korrelierte-Site-korrelierte-Bond-Perkolation geführt wird. Bekannte 

(unkorrelierte) Spezialfälle können mittels Restriktionen an 'HK aus (5.1) wiederge­

funden werden. Die physikalisch interessierenden Perkolationsgrößen lassen sich aus 

g(K, L) ableiten: 

• mittlere Anzahl der Cluster pro Gitterplatz 

c (5.9) 
lim g(K,L) 

L-+O+ 

• Perkolationswahrscheinlichkeit 

< < L sc(Q') >g{n},{c} >1tR 

p(site) 
c 8g (5.10) 

!im 8L(K,L) 
L-+O+ 

+ 

• mittlere Clustergröße pro Gitterplatz 

(5.11) 

• Paarverbindungsfunktion 

(5.12) 
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Speziell für die im weiteren untersuchte Perkolationswahrscheinlichkeit ergibt sich 

unter Annahme der Vertauschbarkeit von L- und q-Limes mit Gleichung (5.10) aus 

Gleichung (5.3) die praktische Darstellung 

P(p,1iR) = p(site) + lim aa [ lim 10
1
1 L < ni 8(O"i, 0) >1lR+1lq 1 ' (5.13) 

q-+l q 191-+00 "e9 
l {L}-+O+ 

die in MFA mit faktorisierenden Erwartungswerten < ni 8(O"i,0) > 1l(MFA)+1l(MFA) 
R q 

< ni >1l(MFA)+1l(MFA) . < 8(O"i, 0) >1l(MFA) auf die einfache Repräsentation 
R q q 

P(p, 'l...JR(MFA») -_ + l' a t:( 0) (5 14) TL < n >1l(MFA) 1m < n >1l(MFA)+1l(MFA) -a < v 0", >1l(MFA) . 
R q-+l R q q q 

kollabiert. Während <).> allein durch 1i~MFA) festgelegt ist (Kopplungen und Felder 

werden durch <n>, <c> Faktoren renormiert), geht in die Bestimmung von <n> 

neben 1iC:
FA

) auch 1i~MFA) ein. Erst im Limes K -+ 00, d.h. 100%ige Anlage eines in 

der thermischen Konfiguration möglichen Links, fällt mit <).>1l(MFA)-+ 1 der 1irFAL 
q 

Anteil aus <n> heraus, und man erhält 

K -+ 00. (5.16) 

Physikalisch bedeutet Relation (5.16), daß auf Mean-Field-Niveau der Perkolations­

ordnungsparamter direkt an die mittlere Teilchenzahl pro Gitterplatz, also die Site­

Besetzungskonzentration, gekoppelt ist. Außerhalb der Multiphasengebiete variiert 

<n> allerdings in stetig differenzierbarer Weise, so daß P keinen Phaseübergang 

zeigt, obwohl intuitiv klar ist, daß unterhalb einer gewissen Teilchenzahlkonzentra­

tion keine Perkolation mehr möglich ist. Dies ist eine Folge der Substitution direkter 

NN-Wechselwirkungen durch mittlere Felder, wodurch z.B. Fluktuationen der Art, 

daß ein besetzter Site keinen Nächsten-Nachbarn hat, unterdrückt werden. Solche 

Effekte werden jedoch innerhalb einer Bethe-Cluster-Approximation berücksichtigt 

(vergl. z.B. [B.7]). Im Hinblick auf die prinzipiellen Effekte genügt jedoch die Vor­

stellung, daß im Bereich großer Teilchenzahlkonzentrationen das Resultat (5.16) an­

zunehmen ist, wohingegen unterhalb einer kritischen Konzentration von der Größen­

ordnung der reziproken Gitterkoordinationszahl P = 0 Sinn macht. Dieser Übergang 

sollte bezüglich P in stetiger, aber nicht differenzierbarer Art und Weise, d.h. unter 

Beibehaltung eines Phasenüberganges zweiter Ordnung, vonstatten gehen. 
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5.3 Korrelierte Perkolation 

Mit Blick auf die Simulation korrelierter Systeme muß zunächst eine Spezifikation 

der in Gleichung (5.1) noch ganz allgemein gehaltenen Konfigurationsenergie 'HK 

erfolgen. Durch die Wahl des Gittergas-Hamiltonians 

- ß'Hs({n}) = L (S) Kij ni nj + L LJS) ni i,j E 0 (5.17) 
<i,j> 

- ß'HB({C}) L (B) 
+ L L(B) C Kerß Cer cß er er a,ß E Oe (5.18) 

<er,ß> er 

und Vernachlässigung weiterer innerer Freiheitsgrade wird den Sites auf 0 bzw. den 

Bonds auf Oe eine attraktive Wechselwirkung (ferro elektrische Kopplungen K > 0) 

vermittelt, die auf den jeweiligen Gittern einer Clusterung Vorschub leistet. Die Teil­

chenzahlen auf den separierten Gittern werden durch die externen Felder reguliert. 

Der Wechselwirkungsanteil in 'HK soll der Produktkopplungsform 

- ß'Hw( {n}; {c}) L Iier ni Cer 

<i,er> 
(5.19) 

genügen. Im Falle positiver Wechselwirkungskopplungen I > 0 gibt es so für die 

Bonds Cer einen verstärkten Anreiz, sich zwischen den Sites aufzuhalten, und umge­

kehrt, was die Möglichkeit der Entstehung großer Perkolationsc1uster fördert. 

Dieses Modell wurde im Rahmen einer Mean-Field-Approximation intensiv un­

tersucht. Es zeigt sich ein Bulkübergang zweiter Ordnung entlang der Hyperfiäche 

(Kf) I K1sb - 1) (KJ:) I K1B
); - 1) = 2'")' tiJ mit den klassischen Gittergasexponenten , , 

und Koordinationszahl '")'. Im halbunendlichen Oberflächensystem wird der asympto-

tisch exponentielle Zerfall z.B. der Erwartungswerte <nr >, <Cr > durch die größere 

zweier konkurrierender Korrelationslängen bestimmt (cross-over-Effekt inklusive). 

Es existieren Oberflächenübergang, spezielle Phase und vieles mehr. Aufsetzten des 

Perkolationsproblems reproduziert jedoch, wie in allen MFA, nur das allgemeine Re­

sultat (5.15), (5.16), weshalb auf eine eingehende Darstellung der MFA-Ergebnisse 

hier verzichtet wird. 

Aufgrund des weitgehend unbekannten fünfdimensionalen Bulk- bzw. zehndi­

mensionalen Oberflächenphasendiagrammes des thermischen Systems (5.3)-(5.19) er­

scheint die systematische Untersuchung perkolativer Eigenschaften des Systems ein 
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"aussichtsloses Unterfangen". Um das Phasendiagramm des zugrundeliegenden ther­

mischen Modells zumindest topographisch verfügbar zu haben, wird im folgenden 

zunächst auf die Kopplungen der Bonds auf Oe verzichtet (KCB) = 0). Zwar sind 

diese auf dem separaten Oe nun unkorreliert, doch werden via Iia Korrelationen des 

Sitesystems auf Ye transferiert. Die Vorteile dieser Wahl läßt die Graphenentwicklung 

der Zustandssumme erkennen: 

ZK = L L e-ß1iKC{n},{e}) 

in} {e} 

mit den Abkürzungen 

II [II Wi • II Xbc • II yt,] 
e iEe bcEe b'E8e 

'-v--" '-,..-' '--v--" 

Sites Bonds Rand-
in c in c bonds 

von c 

Vb 
K(S) 

e b 

Wi 
L(S) 

e i 

(B) + r 
Xb - 1 + eLb +Ib + b 

yt (B) ± 
- 1 + eLb +Ib 

(B) 

zb 1 + e Lb 

(5.20) 

(5.21) 

[ II Zbf ] (5.22) 
bf 

""--v-'" 

freie 
Bonds 

(5.23) 

(5.24) 

(5.25) 

(5.26) 

(5.27) 

und der in der Graphentheorie üblichen Nomenklatur. (±) unterscheidet die beiden 

zu einem Bond b gehörigen Kopplungen I. Die auftretenden Produkte erfüllen die 

formalen Identitäten 

II = IIII (5.28) 
b e bcEe 

II = IIII/(II'II) (5.29) 
bE8e iEe <i!i> bcEe b~Ee 

II II/(II'II II) (5.30) 
bf E b e b'E8e 

II'II/(ilil II 
E b e iEe <i!i> 

). (5.31) 

Relation (5.28) entspricht der Aussage, daß die Summe über die Bonds aller Cluster 

gerade die Gesamtzahl der gesetzten Bonds ergibt, (5.29) bedeutet, daß die Anzahl 
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der Randbonds eines Clusters der Summe über alle Nächsten-Nachbarn der Sites des 

Clusters vermindert um die auf diese Weise doppelt gezählten Bonds innerhalb des 

betrachteten Clusters c entspricht, und in (5.30) summieren sich die freien Bonds bf 
ohne Bindung an einen Site, die gesetzten Bonds b und die Randbonds aller Cluster 

zur Gesamtzahl E der auf dem Gitter 0 möglichen Bonds. Eingesetzt in (5.22) 

resultiert 

ZK = rr [l+eL~B)] . ZLG({Keff},{Leff }) 
bEE 

mit der Zustandssumme 

(5.32) 

(5.33) 

für Gittergase mit Konfigurationsenergie gemäß (5.3) und den effektiven Kopplungen 

und Feldern 

Für das homogene Bulksystem resultiert daraus die Repräsentation 

E 
[1 + eL(B)] . ZLG(Keff , Leff) 

K(S) (1 + eL(B)+2I)(1 + eL(B») 
e (1 + eL (B)+I)2 

LefF L(S) (1 + eL(B)+!) 'Y 
e = e 1 + eL(B) 

(5.34) 

(5.35) 

(5.36) 

(5.37) 

(5.38) 

der Zustandssumme, und man stellt fest, daß sowohl das Bond-Feld L(B) als auch 

die Interaktionskonstante I lediglich zu einer Renormierung der Gittergaskopplun­

gen und -Felder führen und so als externe Parameter redundant sind. Das vormals 

gekoppelte System auf 0 U Oe mit fünf Parametern wird durch den K(B) --+ O-Limes 

auf Oe in ein einfaches Gittergassystem mit nur noch zwei Konstanten überführt. 

Analog verifiziert man aufgrund der "Lokalität" der Transformation (5.34), (5.35) 

für Oberfiächensysteme eine Reduktion von zehn auf vier relevante Parameter. Das 

Phasendiagramm für Gittergase wird über die Relation 

ZLG( {KLG }, {LLG}) = [II e-K[] [II eLf] ZI( {KI }, {LI}) (5.39) 
b i 
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K!. 
tJ 

~L~G + ~ ~ K!-.G 
2 t 4 ~ 'J 

<il i> 
(5.40) 

etabliert, die die Zustandssumme des Gittergases mit der des Isingmodells [A.15, 

A.16, J.20] 

- ß1ir({s}) = L Kt Si Sj + L LI S i 

<i,j> 
Si E {-I, +1} (5.41 ) 

in symmetrischer Standardspindarstellung in Zusammenhang bringt. Für letzteres 

ist die Struktur des Oberfiächenphasendiagrammes bekannt [F.1, F.5, F.6, F.8, F.9, 

F .10, F.ll, F.13]. Speziell in zwei Dimensionen reduziert sich das recht umfangreiche 

wetting-Phasendiagramm auf die einfache Form aus Abbildung (5.4): Die Fluktuatio­

nen der eindimensionalen Phasengrenze sind so stark, daß der Rougheningübergang 

T/Tc 
11---...... 

____ __ __ ____ ______ __ _____ +mB 

---- -------:mB ----------- -------- -------mB 

-1 1 

Abbildung 5.4: wettingjdrying-PhasEmdiagramm für das 2d-s.q. Isingmodell [F.1, 
F.13]. Die dick durchgezogene Linie markiert für KII = K 1. = K 
den wettingjdrying-Übergang zweiter Ordnung. 
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nach TR = 0 gedrängt und so das "layering" des Gittermodells für alle T > 0 ausge­

schmiert wird. Auch der pre-wetting-Übergang fehlt. Thermodynamische Singula­

ritäten können deshalb nur bei Koexistenz auftreten. Für das 2d-s.q.-System mit der 

in Gleichung (5.41) implizierten (kurzreichweitigen) Nächste-Nachbar-Wechselwir­

kung der Stärke ßJt == Kt = KII,...L für die Richtungen parallel bzw. senkrecht zur 

Oberfläche und lokalem Oberflächenfeld ßH{ == L{ = L18(i E EQ) erhält man mittels 

Transfermatrixmethoden [F.l] für alle 0 < T < Tc einen wetting-Übergang zweiter 

Ordnung bei der durch 

(5.42) 

gegebenen wetting-Temperatur Tw. Insbesondere beobachtet man Tw ~ Tc für 

H1 ~ 0, wobei Tc über [J.20, J.21] 

(5.43) 

festgelegt ist, ßCHl ~ 1 für Tw ~ 0+, sowie die Symmetrie bezüglich Hl, so daß 

(5.42) auch den drying-Übergang bei TD beschreibt. Bei Annäherung T ~ TiV 

divergiert die Dicke leq der Benetzungsschicht gemäß 

leq x (Tw - T)ßs ßs =-1 (5.44) 

Unter der Maßgabe einer entsprechend dicken Benetzungsschicht ist der Ord­

nungsparameter des zu (5.41) gehörenden Oberflächensystems, die Magnetisierung 

pro Gitterplatz als Funktion des Abstandes r von der Oberfläche 

< m r >'H.r = lim lEI I L < Si >'H.r 
IErl-+oo r iEE

r 

(5.45) 

(5.46) 

im Inneren der Schicht approximativ durch den Bulkwert mr ~ mB gegeben, und 

die Existenz eines die Benetzungsschicht penetrierenden Perkolationsclusters ist im 

K ~ oo-Limes bezüglich ?-lq aus (5.2) auf die Behandlung der korrelierten Perko­

lation im Bulk zurückgeführt. Dieses System ist in der Literatur weithin bekannt 

[D.5, D.6, E.12, E.28, E.29]. Man erhält das in Abbildung (5.5) dargestellte Phasen­

diagramm: Außerhalb des Zweiphasengebietes separiert die Perkolationslinie pB,c(T) 

die Phasenraumregion mit nur endlichen Clustern (links; kleine <n» von der mit 

unendlichem, perkolierendem Cluster (rechts; große <n». Im Limes T ~ 00 oder 

verschwindender NN-Kopplungen K(S) ~ 0 sind die Sites zufällig verteilt. Man 
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reproduziert den Site-Perkolationslimes mit PB,c(T ~ 00) = PB,C = <n>'H.LG aus 

Tabelle (4.1). Mit fallendem T bewirkt der steigende Einfluß der NN-Kopplung 

die Formation von Clustern, und PB,c(T) nimmt ab. Aufgrund der in zweidimen­

sionalen Gittern auftretenden geometrischen Restriktionen ist eine Koexistenz von 

unendlichen (+)- und (-)-Clustern ausgeschlossen. PB,c(T) endet deshalb im kriti­

schen Punkt des Isingmodells. An diesem multikritischen Punkt werden magnetische 

und perkolative Fluktuationen gleichzeitig kritisch. Diese Besonderheit bewirkt eine 

Abweichung der kritischen Exponenten dieses Punktes von den auf dem Rest von 

PB,c(T) geltenden Perkolationsexponenten aus Tabelle (4.1). Insbesondere zieht die 

symmetrische Lage dieses Endpunktes nach sich, daß für Systeme im Zweiphasen­

koexistenzgebiet (z.B. wetting-Filme) die im Sinne (5.46) dichtere Phase mit positi­

ver Magnetisierung stets perkoliert , während die dünnere Phase unperkoliert bleibt . 

In Anwendung der das MF-Ergebnis (5.16) erweiternden Aussagen aus Abschnitt 

5.2 wird an der Grenze zwischen beiden Phasen Pr ~ ~(l+<mr>'H.r) bis fast hin 

zur Interfacelokation <mr>'H.r= 0 gelten und, bei entsprechend kurzreichweitigem 

3 r---------------~~~------------~ 

T/Tc 

2 

1 

1/2 1 
<n> 

Abbildung 5.5: Phasendiagramm der korrelierten Perkolation für das 2d-s.q. Bulk­
system [D.6]. 
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Übergang der Magnetisierung zum negativen Gleichgewichtswert, unterhalb dieser 

Marge Pr exponentiell auf null abfallen. Dieses Verhalten wird anhand von Compu­

tersimulationen im nächsten Abschnitt untersucht. 

5.4 Computersimulationen zur korrelierten Perkolation 
in Benetzungsschichten 

Die Simulation des 2d-s.q. Perkolationsproblems bedingt zunächst die Generierung 

Ising-korrelierter Gitterkonfigurationen. In dieser Arbeit wird dazu ein Ising-Simu­

lierer auf Basis des Metropolis-Algorithmus [H.51 verwendet. Die Spinkonfiguratio­

nen werden in einem der Perkolationsroutine aus Abschnitt 4.2 angepaßten Multi­

spincoding verwaltet. Zur Minimierung der Relaxationszeiten und der durch den 

Zufallszahlengenerator bedingten Korrelationen wird das Gitter statt linear im be­

kannten Schachbrettmuster abgearbeitet. An den Systemrändern werden periodische 

Randbedingungen in x-Richtung und freie Randbedingungen in z-Richtung ange­

bracht. Unter Standardsimulationsbedingungen werden sowohl für die 1000 x 1000-

als auch für die 10000 x lOO-Systeme zunächst 10000 MCS zur Thermalisierung (ohne 

Auswertung der Konfigurationen) simuliert, und während der anschließenden Mitte­

lungsphase über weitere 10000 MCS wird die Simulation alle 100 MCS angehalten, 

um die erzeugte Spinkonfiguration zur Clusterauswertung an die Perkolationsroutine 

aus Abschnitt 4.2 zu übergeben. Dabei interpretiert diese (+ )-Spins als gesetzte 

und (-)-Spins als freie Gitterplätze, weshalb im weiteren <n> im Sinne von (5.46) 

synonym für <m> verwendet wird. Auf diese Weise werden pro Parametersatz 100 

unabhängige Konfigurationen zur Mittelung bereitgestellt. 

Zur Erzeugung von Schichtsystemen werden die antisymmetrischen Oberflächen­

felder 0 < H1 = - HLz an den freien Rändern in z-Richtung angelegt, so daß die 

Oberfläche bei r = 0 die (+ )-Spins bevorzugt, die ggf. dort eine Benetzungsschicht 

aufbauen. Ohne Bulkfeld gelten die gleichen Aussagen auch für die (-)-Spins nahe 

der Oberfläche bei r = L z - 1, und der Übergang von (+) zu (-) vollzieht sich aus 

Symmetriegründen in der Systemmitte. Die Simulation startet deshalb mit einem 

scharfen Magnetisierungskink bei r = 11t. Legt man ein negatives Bulkfeld HE < 0 

an, so wird durch diese Symmetriebrechung die Minusphase preferiert. Sie breitet 

sich auf Kosten der Plusphase aus und drängt diese an die Oberfläche bei r = 0 ab, 

wo sich bei betragsmäßig genügend schwachem HE im Gleichgewicht eine Domänen-
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wand entwickelt. Als Start konfiguration wird in diesen Fällen ein scharfer Kink bei 

r ~ 20 vorgegeben. 

In Abbildung (5.6) ist die Situation für HB = 0, HI = 0.5 und die Temperatur-

HB -0.00 
H1 -0.50 
Trrc -1.20 

0.5 t------------'"'" 

500 1000 

(a) 

1.0 ....--.......-............... -..-..,.....-.--..----.-......-..., 

0.5 

500 1000 

(c) 

<D,> 
Pr 

Pr 

0.5 W-....... ---------oArI 

500 1000 

(b) 

r+ 1 

(d) 

Abbildung 5.6: In (a)-(c) sind mittlere Besetzungszahl <nr> und Perkolationsord­
nungsparameter Pr als Funktion des Abstandes r von der Oberflä­
che in der Solphase bei Annäherung an den multikritischen Punkt 
dargestellt. Der cross-over zum algebraischen Zerfall ist in (d) dop­
pellogarithmisch geplottet. 
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folge lc E {1.20, 1.10, 1.05} dargestellt. Wegen T > Tc ist der bereits nach wenigen 

Gittereinheiten erreichte Bulkwert der Magnetisierung mB = 0, d.h. nB = ~, und 

die darunter eingezeichneten Profile des Perkolationsordnungsparameters Pr zeigen 

alle den die Solphase charakterisierenden Abfall auf den Bulkwert PB = O. Bei 

Annäherung an Tc nehmen mit den Fluktuationen auch die Korrelationen (~I) des 

Spinsystems zu. In gleicher Weise nähert man sich auf dem gewählten T-Pfad aber 

auch dem Perkolationübergang, woran das Anwachsen perkolativer Korrelationen 

<n r > 
Pr 

1.0 liiiiiiiiiiiiiiiiiiirr"-'-"-'-'-'-1 

0.5 

'.1 

'.1 

0.0 L .......... .-.... ...................... ...i......JI!!!!!!I!!I!!I!!!I!!!!!B 
-100 o 100 

(a) 

1.0 .............. ""T"" ....... ...,.....,,....,...~ ......... ,............ ....... ""T""..........., 

0.5 

0.0 ~.....--........................... ...o-J ......................... _ ................. 

-100 o 100 

(c) 

<n r > 
Pr 

1.0 ................ ""T"" ......... ...,.....,....,.... ............................... ""T""..........., 

0.5 

0.0 ~ .......... --'-........ -'-' ........................ --............................. 
-100 o 100 

(b) 

Abbildung 5.7: 

Darstellung der Entwicklung von mit­
tlerer Besetzungszahl <nr > und Per­
kolationsordnungsparameter Pr als 
Funktion des Abstandes r von der 
Oberfläche im Zweiphasengebiet bei 
Annäherung an den multikritischen 
Punkt. 
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(ep) gekoppelt ist. Der zunächst rein exponentielle Zerfall von Pr wird immer lang­

reichweitiger und kreuzt nahe Tc zu einem algebraischen Abfall über. Aufgrund der 

deutlich sichtbaren Übertragung der Fluktuationen in <nr> auf Pr ist zu erwarten, 

daß entlang der gewählten T-Linie ep ~ er ist. Das Spin gitter ist für das Perkolati­

onssystem "überschaubar" , und der Perkolationsordnungsparameter Pr nimmt in der 

Ebene Er des Isinggitters einen Anteil cx r-ßp!vp in Anspruch. Das Isinggitter selbst 

dünnt cx r-ßdvr aus, woraus insgesamt ein Zerfall Pr CX r-(ßp!vp+ßr!vr) resultiert. 

Die doppellogarithmische Auftragung in Abbildung (5.6d) bestätigt diese Hypothese. 

Mit ic E {0.80, 0.90, 0.95} und HB = 0, Hl = 0.5 befindet man sich im Zwei­

phasengebiet. Die Symmetrie der Anordnung forciert die Entwicklung einer wetting­

und drying-Schicht, die in der Systemmitte ineinander übergehen. In Abbildung 

(5.7) sind die zu den verschiedenen T-Werten simulierten Magnetisierungsprofile auf 

den jeweiligen Wandort verschoben eingetragen. Handhabung und Sortierung sol­

cher Wandprofile ist in [J.1] ausführlich beschrieben. Die Plateaus reproduzieren 

sehr genau den Bulkwert [G.1, J.20] 

[ 
1 ] ~ 

mB = 1 
- sinh2 (2KII)sinh2 (2Kl..) , 

(5.47) 

und die Breite des Überganges skaliert mit der Korrelationslänge er [J.6, J.7]. Der 

Anteil an (+ )-Spins der Ebene Er, die zum Oberflächencluster gehören, Pr, folgt 

entsprechend den MFA-Prognosen aus Abschnitt 5.2 zunächst der mittleren Bese­

tungszahl <nr> an (+)-Spins, Pr ~ <nr>, und fällt dann spätestens ab <nr> = ! 
exponentiell auf null ab. 

Um speziell das Verhalten des Perkolationsordnungsparameters an langsam zer­

fallenden Magnetisierungsflanken zu untersuchen, ohne jedoch immer näher an den 

kritischen Punkt des Isingsystems heran zu müssen, wird im folgenden von der fla­

cheren Form des Magnetisierungsprofils <mr >7-lr und der damit einhergehenden 

Divergenz der Gleichgewichtslage leq der wetting-Interface im Falle des "complete 

wetting" Gebrauch gemacht, indem ein kleines, aber endliches, negatives Bulkfeld 

HB < 0 angelegt wird, das die Plus-Minus-Symmetrie bricht und die Wand an die 

r = O-Oberfläche drückt. Abhängig von der (T, H1)-Kombination bleibt im Limes 

HB ~ 0- dann leq < 00, falls (T, Hl) in der non-wet-Region des Phasendiagrammes 

(5.4) liegt, bzw. leq divergiert gemäß [F.2] 

(5.48) 

wenn (T, H1) in der wet-Region von Abbildung (5.1) zu liegen kommt. 



= 
5.4 Computersimulationen in Benetzungsschichten 
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0: H1 = 1.00 
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........ 

30 40 50 

r 
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Abbildung 5.8: Profile der mittleren Besetzungszahl <nr > und Perkolationsord­
nungsparameter Pr nahe der Oberfläche oberhalb, am und unterhalb 
des kritischen Oberflächenfeldes H1,kr ~ 0.43. 

In der Simulation von 10000 x 100-Systemen wird HB = 0.001 bei T = 0.90 Tc 

fest eingestellt. Der mit dieser Temperatur im Bulknullfeldlimes assoziierte kritische 

Wert H1,kr des Oberflächenfeldes berechnet sich aus Gleichung (5.42) zu H1,kr ~ 0.43. 

Die gewonnenen Magetisierungs- und Perkolationsprofile sind in Abbildung (5.8) für 

H 1 = 0.30 < H1,kr, Hl = 0.43 ~ H1,kr und Hl = 1.00 > H1,kr aufgetragen. Auch 

hier bestätigt sich weitgehend das Bild von Pr ~ <nr >, solange <nr> > ! und 

anschließendem rapidem Zerfall ab <nr > ~ !. 
Nun gestattet der funktionale Verlauf von Pr nur wenig Einsicht in die perkola­

tiven Eigenschaften eines wetting-layers. Zunächst ist klar, daß die starke Asymme­

trie der Lineardimensionen der Benetzungsschicht eine Unterscheidung von lateraler 

Oberflächenperkolation mit L'J) = 10000 und transversaler Schichtperkolation von der 

Oberfläche bis zum mittleren Wandort bei leq < Lz = 100 bedingt. Aufgrund der ge­

ringen Dicke der Schicht kann das System mittels weniger "real space renormalization 

group"-Schritten (RSRG) [DJ auf ein eindimensionales Perkolationssystem zurück-
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Abbildung 5.9: Charakteristische Oberflächenclusterkonfigurationen am Ende der 
Simulationen zu Abbildung (5.8) einschließlich drei- und neunfacher 
Ausschnittsvergrößerungen. (a): Hl = 0.30, (b): H 1 = 0.43, (c): 
Hl = 1.00. 

geführt werden, dessen kritische Besetzungskonzentration PB,C == 1 ist. Somit kann 

die Oberfläche nur im Limes H 1 ~ 00 perkolieren. Bei endlichem Hl koexistieren 

separate Oberflächencluster, die unabhängig voneinander in den Bulk wachsen. Diese 

Situation ist in Abbildung (5.9) für die Endkonfigurationen der Profile aus Abbildung 

(5.8) visualisiert. Im jeweils obersten Bild ist das gesamte 10000 x 100-System mit 

periodischen Randbedingungen in x-Richtung, in drei Teile zerschnitten, überein­

ander gezeichnet. Der Abstand der einzelnen Ebenen spiegelt im gleichen Maßstab 

die z-Ausdehnung des Systems wider. Die darunter aufgefächerten Vergrößerungen 

zeigen einen typischen Systemausschnitt in drei- bzw. neunfacher Auflösung. Ex­

emplarisch verifiziert man sofort das obige RSRG-Argument, wonach es keine in 

x-Richtung durchperkolierenden Oberflächencluster, sondern nur separate, endliche 

Oberflächencluster gibt. 
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Abbildung 5.10: 

layer-Perkolationsgrad R(z) als Funk­
tion des Oberflächenfeldes Hl. Das Mi­
nimum wird bei H1 :::;:j 0.45 > H1 kr an-, 
genommen. 

5. Korrelierte Perkolation 
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Abbildung 5.11: 

Mittlere Anzahl der Cluster pro Ober­
flächengitterplatz als Funktion des 
Oberflächenfeldes Hl. 

Der Anteil dieser Cluster, die bis zum mittleren Wand ort - definiert durch den 

Nulldurchgang des Polarisationsprofils <mr>'H.r = 0 - vordringen, bestimmt den 

layer-Perkolationsgrad R(z). Er ist in Abbildung (5.10) gegen Hl aufgetragen. In­

nerhalb der non-wet-Region des Phasendiagrammes (5.4) ist die Benetzungsschicht, 

auch bedingt durch die großen Abstände zwischen den einzelnen Oberflächenclustern 

(vergl. (5.9a)), so schmal, daß quasi jeder Oberflächencluster die Interface-Marke 

erreicht. Mit Annäherung an H1,kr :::;:j 0.43 wachsen die Fluktuationen der lokalen 

Spinkonfiguration um den mittleren Wandort. Man beobachtet zunehmend Cluster, 

die deutlich über den mittleren Wandort hinausreichen und somit zu R(z) beitragen, 

und parallel dazu auch immer öfter solche, welche die Interface-Marke nicht mehr 

erreichen, also nicht mehr zu R(z) beitragen können (vergl. Abbildung (5.9b)). R(z) 

sinkt. Oberhalb H1,kr wird dieser Prozeß durch die Angliederung kleiner und klein­

ster Cluster an große schließlich kompensiert. R(z) durchläuft ein Minimum (hier bei 

Hl :::;:j 0.45) und steigt wieder an. Im Limes großer Hl überleben nur noch Cluster 

großer Basislänge in der Oberfläche und entsprechenden Fluktuationen bis hin zum 

mittleren Wandort, so daß hier faktisch jeder Cluster durch die Benetzungsschicht 

perkoliert (vergl. Abbildung (5.9c)). R(z) strebt wieder gegen eins. Existenz und 

Lokation des R(z)-Minimums indizieren für HE ~ 0- Existenz und Lokation des 

wetting-Überganges. 
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Abbildung 5.12: 

Mittlere Basislänge pro Oberflächengit­
terplatz als Funktion des Oberflächen­
feldes HI. 
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Abbildung 5.13: 

Mittlere Anzahl der Sites in Oberflä­
chenclustern als Funktion des Oberflä­
chenfeldes H I in absoluter Auftragung. 

Im Gegensatz zum layer-Perkolationsgrad R(z) sind die mittlere Anzahl der Clu­

ster pro Oberflächengitterplatz K(z), die mittlere Basislänge pro Oberflächengitter­

platz B(x) und die in allen diesen Oberflächenclustern insgesamt vereinte Anzahl 

der Sites S(z) monotone Funktionen des Oberflächenfeldes H I . Die Größen sind in 

den Abbildungen (5.11)-(5.13) dargestellt: K(z) fällt monoton auf L;I ab, was im 

Limes großer HI auf einen einzigen, die gesamte Oberfläche überdeckenden Cluster 

hinweist. Dies wird durch die sich parallel entwickelnde asymptotische Konvergenz 

von B(:C) gegen eins gestützt. Beide Resultate werden als Bestätigung des obigen 

RSRG-Argumentes gewertet. Auch die für das simulierte 10000 x lOO-System abso­

lut aufgetragene Anzahl der Sites in Oberflächenclustern konvergiert von unten gegen 

einen Grenzwert, der durch die mittlere Dicke des wetting-Iayers gegeben sein sollte, 

die wiederum eine Funktion des externen Feldes HB ist, so daß zumindest aus S(z) 

bei HB ~ 0- die Lage des wetting-Überganges extrahierbar sein sollte. Bei dem 

betrachteten endlichen HB = -0.001 scheint jedoch keine der Größen sensitiv für 

den wetting-Übergang zu sein. 
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Kapitel 6 

Zusammenfassung 

In der vorliegenden Arbeit wird der Gelationsprozeß in der Nähe von Oberflächen 

auf Basis halbunendlicher Perkolationsmodelle theoretisch untersucht. Dazu wird 

in Kapitel 3, auch zwecks Generierung analytischer Aussagen, zunächst eine Mean­

Field-Approximation des Bondperkolationsproblems durchgeführt, deren strukturelle 

Ergebnisse für den Ordnungsparameter und die mittlere Clustergröße dann in Ka­

pitel 4 mit denen einer direkten Computersimulation verglichen werden. Kapitel 5 

beleuchtet die Redundanz des Perkolationsordnungsparameters korrelierter Perko­

lationssysteme auf Mean-Field-Niveau sowie einige perkolative Eigenschaften von 

zweidimensionalen Ising-korrelierter Benetzungsschichten. 

6.1 Oberflächensysteme 

Im Bereich großer Raumdimensionen d > da = 6 ist das Phasendiagramm des 

halbunendlichen Perkolationsystems zum analytisch exakt bestimmten Mean-Field 

Phasendiagramm aus Abbildung (3.4) isomorph. Die für die einzelnen Phasen ana­

lytisch berechneten Approximationslösungen des Ordnungsparameters sind monoton 

und konvergieren gleichmäßig gegen null, wenn man sich den Phasengrenzen zweiter 

Ordnung, sund 0, bzw. dem multikritischen Punkt sb nähert. Auch das cross-over-
ß .. 

Verhalten mit rein algebraischem Zerfall oe r-v am außergewöhnlichen Ubergang e 

vollzieht sich bezüglich der Phasenraumparameter in stetiger Weise (vergl. Abschnitt 

3.7). Die Adäquatheit dieser Approximationslösungen mit den exakten Iterationser­

gebnissen des kompletten, nichtlinearen Systems rechtfertigt deren Verwendung zur 

Herleitung analytischer Lösungsstrukturen für die mittlere Clustergröße in Abschnitt 
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3.8. Sie weisen in der gewöhnlichen Phase ein Maximum auf, dessen Lage in den Bulk 

divergiert, wenn man sich der speziellen Phase nähert. In Teilen von Oberflächen­

phase und außergewöhnlicher Phase existieren Profile der mittleren Clustergröße mit 

einem Minimum, das bei Annäherung an den Oberflächenübergang ebenfalls in den 

Bulk divergiert (vergl. Abbildung (3.16)). Außerhalb dieser Gebiete sind die Profile 

monoton. Asymptotisch erreichen sie ihren Bulkwert oe e-r1e , falls der Ordnungs­

parameter ortsunabhängig ist, und oe r e-r1e sonst (vergl. Abbildung (3.14)). Eine 

detaillierte Aufschlüsselung der in den Phasenraumgebieten vorkommenden Struktu­

ren ist in Abbildung (3.13) visualisiert. 

Das Phasendiagramm des Oberflächensystems hat in drei Dimensionen die 

gleiche Topographie wie das Mean-Field-Phasendiagramm, doch kann die Lage der 

Übergangslinien bisher ausschließlich auf Basis von Computersimulationen bestimmt 

werden. Dazu wird in der vorliegenden Arbeit zunächst ein auf die Simulation großer, 

dreidimensionaler Modelle ausgerichteter, laufzeit- und speicherplatzoptimierter Al­

gorithmus entwickelt (vergl. Abschnitt 4.2), womit im Rahmen von Simulationen 

mit bis zu 1010 Teilchen inklusive Finite-Size-Scaling der Verlauf von Bulk- und 

Oberflächenübergang bestimmt wird (vergl. Abbildung (4.11)). In der Umgebung 

einer asymptotisch definierten speziellen Phase sind die Profile des Ordnungspara­

meters nicht monoton, sondern durchlaufen ein relativ ortsfestes Minimum. Abseits 

dieser Region sind die Profile monoton und entsprechen den gefundenen Mean-Field­

Strukturen. Insbesondere der cross-over am außergewöhnlichen Übergang produ­

ziert einen algebraischen Zerfall oe r-~ (vergl. Abbildung (3.9)). Demgegenüber 

weist die mittlere Clustergröße eine größere Vielfalt an Strukturen auf. So findet 

man z.B. in der unperkolierten bzw. außergewöhnlichen Phase zusätzliche Profile mit 

Oberflächenminimum. Weiterhin divergiert in der gewöhnlichen Phase bei Annähe­

rung an die spezielle Phase entgegen den Mean-Field-Prognosen die Lage des Maxi­

mums nicht in den Bulk, sondern verschwindet schon vorher. In der Oberflächenphase 

ist die Mean-Field-Struktur erhalten. Die Lage des Minimums divergiert mit dem 

Exponenten ß+'Y in den Bulk (vergl. Abbildung (4.15)) und am außergewöhnlichen 

Übergang wird der cross-over zum algebraischen Anstieg der mittleren Clustergröße 

oe r; gefunden (vergl. Abbildung (4.14)). Aufschlüsse über die Ursachen dieser 

Formen liefern die in Abschnitt 4.8 ausführlich diskutierten Untersuchungen zur Clu­

sterverteilung. 
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Oberflächensysteme in zwei Dimensionen haben weder eine Oberflächenphase 

noch einen außergewöhnlichen Übergang [EA]. In dieser Arbeit durchgeführte Com­

putersimulationen mit bis zu 1011 Teilchen haben gezeigt, daß für Ordnungspara­

meter und mittlere Clustergröße die Aussagen des dreidimensionalen Systems, so­

weit sie die im zweidimensionalen Modell vorhandenen Phasen betreffen, weitgehend 

übernommen werden können. Abweichend fallen z.B. bei den Simulationen zur Clu­

sterverteilung in Abschnnitt 4.8 die Überkreuzungen der Profile zu verschiedenen 

Clustergrößen auf. Dies hat zur Folge, daß in der Nähe der Oberfläche Sites aus Clu­

stern "mittlerer" Größe seltener sind als solche aus kleineren oder größeren Clustern. 

6.2 Klassifikation ortsabhängiger Besetzungskonzentra­
tionen 

Eine analytische Klassifikation ortsabhängiger Besetzungskonzentrationen 

erfolgt unter Verwendung allgemeiner Eigenschaften von Mean-Field-Theorien halb­

unendlicher Modelle in Abschnitt 3.14. Für Störungen der Bulkbesetzungskonzentra­

tion, die asymptotisch wie A r- Ct variieren, unterscheidet man am außergewöhnlichen 

Übergang drei Regime: 

irrelevante Störungen (a > t) : Alle Störungen, die asymptotisch schneller als 

r-~ zerfallen, generieren am außergewöhnlichen Übergang einen mit r-~ abfallen­

den Ordnungsparameter . Die strukturellen Eigenschaften des Ordnungsparameters 

in der Nähe des außergewöhnlichen Überganges sind für alle Elemente dieser Klasse 

der als kurzreichweitig eingestuften Störungen durch die in Abschnitt 3.7 behandel­

ten cross-over-Phänomene beschreib bar. 

relevante Störungen (a < t) : Langreichweitige und somit langsamer als r-t zer­

fallende Störungen bewirken eine Modifikation des asymptotischen Verhaltens des 

Ordnungsparameters. Er zerfällt cx: r- ßCt
• Die Amplitude A der Störung separiert 

die Subregime A< 0 und A> o. 
marginale Störungen (a = t) : Störungen, die asymptotisch gerade wie r- t zer­

fallen, bilden die Grenze zwischen obigen Regimen. Der Ordnungsparameter zerfällt 

mit dem Exponenten ßa = ~. Es existiert eine kritische Störungsamplitude Ac, 

welche die Subregime A < Ac, A = Ac und A> Ac separiert. Innerhalb des Sub­

regimes A = Ac erfährt der algebraische Abfall des Ordnungsparameters noch eine 

logarithmische Korrektur. 
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Diese über die Selbstkonsistenzgleichungen allgemeiner Mean-Field-Theorien erhal­

tene Klassifikation weist die gleichen Regime auf, wie sie mittels Renormierungs­

gruppenargumenten [D.2, D.3] gefunden werden. Auch hier ist lediglich die Asymp­

totik der Besetzungskonzentrationen, nicht jedoch der spezielle Verlauf nahe der 

Oberfläche, für die Klassifikation maßgebend. Zusätzlich zur Renormierungsgruppe 

liefert die Mean-Field-Approximation Exponenten und Amplituden des Ordnungs­

parameters und aller daraus ableitbaren Größen. 

In Abschnitt 3.15 wird das cross-over-Verhalten des Ordnungsparameters in 

der Umgebung des außergewöhnlichen Überganges analysiert. Zunächst ist durch die 

Ortsabhängigkeit der Besetzungkonzentration eine zweite Längenskala definiert, die 

mit der systemimmanenten Korrelationslänge um die Rolle der cross-over-Länge zum 

exponentiellen Zerfall konkurriert. Innerhalb des dadurch festgelegten Bereichs des 

algebraischen Zerfalls des Ordnungsparameters steuert eine zweite cross-over-Länge 

den Wechsel vom schnelleren zum langsameren, asymptotisch relevanten algebrai­

schen Zerfall des Ordnungsparameters, der im Rahmen des berechneten effektiven 

Exponenten erfaßt werden kann. Das gesamte cross-over-Szenario ist in Abbildung 

(3.17) dargestellt. 

In Abschnitt 4.9 wird anhand ausgiebiger Simulationen in zwei und drei 

Dimensionen die Übertragbarkeit obigen Szenarios nachgewiesen. 

6.3 Korrelierte Perkolation 

Mittels graphentheoretischer Methoden wird eine neue, allgemeine Darstellung der 

Erzeugenden der Perkolation und der daraus ableitbaren physikalisch relevanten Ob­

servablen für korrelierte-Site-korrelierte-Bond-Perkolation entwickelt. Aus der Fak­

torisierungseigenschaft von Produkterwartungswerten auf Mean-Field-Niveau wird 

die Äquivalenz des Perkolationsordnungsparameters zur Teilchenzahlkonzentration 

extrahiert (vergl. (5.16)). Es findet kein separater Perkolationsübergang statt, und 

der Mean-Field-Ordnungsparameter ist redundant. 

Die Spezifikation des generellen Modells durch die Wahl Ising-korrelierter Sites 

und freier Bonds, die via Produktkopplung mit angrenzenden Sites wechselwirken, 

führt im Rahmen einer Graphenentwicklung auf ein effektives Isingmodell und somit 

auf das Problem der korrelierten Perkolation in Benetzungsschichten. Die Simula-
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tion in zwei Dimensionen zeigt, ohne externes Feld, im Zweiphasengebiet stets eine 

perkolierte und eine unperkolierte Schicht im Gleichgewicht. Außerhalb des Zwei­

phasengebietes ist die Solphase durch einen Abfall des Ordnungsparameters auf null 

charakterisiert, der mit Annäherung an den multikritischen Punkt aufgrund zuneh­

mender Korrelationen im Spinsystem immer langreichweitiger wird und zu einem 

algebraischen Zerfall mit einem Exponenten bei f!..L + & übergeht. Im schwachen 
VI Vp 

externen Feld bildet sich eine dünne Benetzungsschicht nahe der Oberfläche, deren 

strukturelle und perkolative Eigenschaften in den Abbildungen (5.8) ff. untersucht 

werden. Während der layer-Perkolationsgrad ein Minimum nahe dem kritischen 

Oberflächenfeld ausbildet, scheinen z.B. mittlere Clusterzahl oder Oberflächenclu­

sterbasislänge nicht sensitiv für den wetting-Übergang zu sein. 
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Anhang A 

Programme 

Auf den folgenden Seiten sind die C-Source-Codes der in der vorliegenden Arbeit 

verwendeten Simulations- und Sortierfunktionen sowie die darin benutzten Macros 

aufgelistet. Der dem Programm zugrundeliegende Algorithmus ist in Abschnit 4.2 

skizziert. Seine Umsetzung in den Programmteilen main(), site() und array_sortO 

ist durch die eingefügten Kommentare selbsterklärend: 

mainO 

siteO 

umfaßt das Hauptprogramm, in dem die Variablen initialisiert, die Ite­
rationen gesteuert und die Ergebnisse ausgegeben werden, 

ist die in Abschnitt 4.2 skizzierte rekursive Clusterfunktion, die das 
Gitter durchläuft und die einzelnen Cluster generiert, und 

array_sortO organisiert die speicherplatzoptimierte Sortierung großer Datenmengen 
auf Basis linearer Arrays. 

Die Rekursion wird in siteO blockweise abgebrochen, die Abbruchsorte in den codier­

ten Koordinaten koord-x, koord_y sowie koord-z verwaltet, und nach auslaufen der 

Rekursion wird sie in mainO mit diesen Startkoordinaten sukzessive wieder gestartet. 

Die Macro-Repräsentation des Zufallszahlengenerators sowie der Bitmanipula­

tionsoperatoren sind in den Kommentarheadern erklärt. 

Zur Laufzeitoptimierung sind die Registervariablen explizit gesetzt, so daß bezgl. 

der Registerorganisation ein Eingreifen des automatischen Optimierers unterbleiben 

sollte. 
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, illcluda <aath.h> 

• illclud. <.tdio.h> 
• belud. <laib .b> 
• includ. oe..lloc.h> 

,. ----- Lad, lrr&,-Sortier-Struktur ----- *-, 

I belud. "bitdd •. b" 

1* ----- Haero .. ZufalllZahlUSIJl.lrator ladlD. ----- *, 

• d,Unl AU_! l0000L /. LiD .• DiA. in l-l\icbtUlll *' • d,fiDe &IIZ .. Y l0000L ,* LiD.. DiA. iD. Y-1\ic:bt'l1lll *' • d,tiD. ABZ_Z l0000L ,* LiD.. Dia. iIl Z-aicbt'IIDI *, 
• d,Unl ITKU 1000L ,* Ku. It.ratioll.lZahl *' 
• cl,tiD. RESTAAT_X MOL /. Ku. bk. in l-AicbtllDl *, 
• d,UDI RESTAAT .. Y 640L ,- Ku. Jt.lr:. b. Y-Jl.icbtUDI *' • d,Unl RESTlAT_Z 640L ,_ Ku. Jt.t. in Z-JLicb:i'dDI *' 
• def1.n1 BITS 60L ,* BITS - lOI_2(bitl '1'01. OL> *' 
• d,Une GITrErLZ ( bit_db(UZ .. Z.BITS) + (bit .... od(lHZ .. Z.BITS)710L:00L) ) 

,* ----- BIT-Variablen ZIU' KoordiD. .. teJl .. b.~ichel"Wll in <*lr:oorcl> ----- *, 
• cl.th. SHIFT_l OVL 
• d_UIlI SKIFT_Y 100L 

• d,till. 5Hl"_2 200L 

• d,UDI H.1S~1 10230L 

• d,tiD, M.1SK_Y 1023UL 

• d,fiD, Kl.SK_Z 40960L 

,* ----- BOOVlebl Vuiablell ----- *, 
I defiD. FREI OUL 
I clefiD. BEflLAGT ' 1UL 

,* Sbinlr:out. f. <*lr:oorcLz> -/ ,* Sb.1:fttout. f. <*koord_J> *, 
,* Shiftkout. f. <-koord..:I:> *' 

,* % • koorclO»(X) t KlSK_l *' ,* J - bordO»(!) I: KlSK_Y -, 
,- z • koord[))(Z) I: KlSK_Z *, 

,* GitterplUz unber"uhrt -, ,* Gittlrplatz blr"uhrt *' 
,* ----- lA,d. Kaero - Hll:bfunkUoD.1l ----- *, 
I cl.fiDe PROB!!( p ) (waligucl long int)( 2147483647.0 * (p) + 0.6 ) 

• dl1'iDe .1D( % , J ) 
I cleUne u%( % , J ) 

( (.) < (r) 7 (.) , (7) ) 
( (.) < (7) 7 (7) , (.) ) 

/* ----- <ataUe> - Yariablen fllur dn. Slobalell G.braueh ----- _, 

static unliped long int 
Cluterlfr • 1UL , 
CluterCr • OUL , 
PercStat • OUL ; 

.tatie unliplcl long int 

*, ,* lttv.slle Clustergr"o\3e *' 
,_ Perkoliert •• 1VL *' 

Gi .... [GltmI_Z] [AJfZ_Yl [.IJIZ_1] , /* lttv.ellas Gitter *' 

statie uulgnld 10=1 lD.t 
ind.J:_J: I 

iDdIZ_J • 
ind.J:_z • 
*koord..z • 
*koorcl.J I 

-toord..z ; 

statie unlip.d. IoDS lD.t 
p[.IJIZ_Z] , 

.tatie double 
P[.IJIZ_Z] , 

,* Au. ElnillU <.koord._z> ., 

,* Anz. Ele.lnU <*toorcl_y> *' ,* W. &l •• lntl <.tooN_Z> *, 
/* Abbrucb.toordiD..ata (bill"u)*' 
/* Abbruchtoorcli.Data (bill"ar)*' 
/* AbbruchtoordiD..ata (bin"ar)-' 

A. Programme 

.ab,O 

'* --------------------------------------------------------------------- *, ,* *, 
/* K .. uptproSZ' .... zur IDiUal1li.rw:lI UII.d. Iteration der Sit.-PerkolaUon ", ,* ., 
,* .. uf d •• 3d-l.e. Gitter .it ortnbh"&DIiSIr e ... twag.kollZ.ntratiol1 p_r *' ,* -, ,* ---------------------------------------------------------------------- *' 
,* *' /- Seriptsuuuerit. Subltitution "unb.kannter" Pr""proze .. or--Haeru -/ 

/* *, ,* ---------------------------------------------------------------------- *' ,* 
,* Opti.ieruD& f"ur 1I.4000'SGI: ee -02 -alp.2 ,* *' *' *' ,* ---------------------------------------------------------------------- */ ,* -, ,* (e) KartiD Abel : Yerdon .,1.0 : 13.02.1995 -, 

,. *' ,* --------------------------------------------------------------------- *' 
regtater uuip.cl loq: bt 

i • J • k • 
it • 
hllp.ho: 

... oid 

atruet mly_Sort 
.Cluster_Y.rt , 
-uriJ _IOrt 0 ; 

'* --------------------------- */ 
/* ----- Initi .. lisilruns ----- *, '* -------------------------- -, 

fore k • 011L : k <. JJlZ_Z - 1ut - k ; k++ ) 
( 

,* KoordiD&tan-Lauf't'ariabbn */ 
/* Iterationl -Lau.f .... riablu *, 
/- KilflYariable */ 

/* Sort. Clu.tar&r"o\3n ... rra,.*, 
/* SortilrfunktioD. -/ 

p[k.] - PROB1B( V_BOUC + (V_SOllF-V_BUUC)*pov«(doublaHk+111L) ,WO) ) 
p[.UZ_z - IOL - kl • p[k) , 

} 

/- Spaieh.rpiltzalloehl'lllll f"ur AbbruehkoordiateIl.UZ'I'" _/ 

indIZ_x - 011L : 
indn_y - 011L : 
indlZ_z - 011L ; 

koQr~J: • (tmlip.d 10111 int_) ... lloe( sizaof(unlipecl long bt) ) 
koor~J • (uuiped loq int*)u.lloe( lizaof(tmlip.cl 10Dg bt) ) 
toorcLz - (uuip.d IOD! intll) ... lloe( l1uol (uligned lons iDt) ) 

if( koord..z •• IULL 11 koord._J .- JIUU 11 koord...z -- HtrLL ) 
{ 

prinU ( " Speieb.erplatzalloeilrunc ,,"on\n" ) 
priDtf( " <*koord..z>\n." ) 
prbtf ( " <.koord..J>\n." ) 
praU ( " oder <*koorcl.z>\n" ) 
pratf( " f.hls"ehlasenl \n." ) 

lZit( 1 ) ; 
} 

.. ad,. ( 98765432101 ) : 

'* ------~----------------------- -/ 
,* ----- ITKU Iter"UoDlIl ----- */ 
/* ------------------------------ -/ 

fore it - OO'L : it < ITHU : it++ ) 
( 

/- Initlalilierl <Gitt.r[t) Cj] Ci]> i-1,2 •..•• HZ_X-1 */ ,* j-l.2 ••••• UZ_!-1 ./ 
,* t-1.2 ••••• UZ_Z-1 */ 
,* 11 •• ·.\3 cle. Cod.: -/ 
,- <Gitter(t][j] [i]> • nEI VID.D. unb.nutzt -/ 
'* <Citter(kl [j] eil> • BEF1UCT benutzt *, 
fore k - 011L : k < CITTER_Z ; t++ ) 

fore j • 011L : j < HZ_Y ; j++ ) 



fore i • OOL ; i ( J.HZ_I ; i++ ) 

OittorD<HjHIl • FllEI ; 

fore t • OOL ; t < JJlZ.Z ; t++ ) 
for( j • OUL ; j < .lJl% .. Y ; J++ ) 

fore i - OOL ; i < ABZ_I : 1++ ) 
if( bit_t .. t{ Gitt.r[bit_dl'1'(k,BITS)] (j] (U\ 

• bit--.ocl(k.BITS) ) •• FREI ) 

PueStat • OUL ; 
ill.du .. z • CUL ; 
itld.u_y • OUL ; 
indlz_: • OUt ; 

,. Wurd. dll Abbruch. ,.addet? -/ 

vhileC indlZ_z I1 tlUln_y I [ iDdu_z ) 
( ,* Zu.rat Strdfell paranel zur Obern -ach. *1 

for( h • OOL i h < iDliu_z ; h++ ) 
( 

/* PoekurdoD lolUS' vieder .. ~uhaeD.. *, ,* bh Ir.eb Abbruch .ehr , •• ddtt vird! *, 
11'( bit .. Ult(Citter\ 

o,i t_di" Or:oord...z ChJ »SKIFT _ztJUSILZ. BITS») \ 
(koord...zChl )o>SHIFT_YWSIL Yl \ 
Deo ord-z Da] »SHIFT .. ll:MASK..I] \ 

• bit..aodetoord..:r.OO»SHIFT_ztKASlLZ.BITS) )\ 
•• FllEI ) 
du( toarc!..J:(bJ ) 

for( h • OOL ; h < illdu:_r ; h++ ) 
{ ,* R'lkuraioll. lohq' vi,der au!lI..ulll.. *, ,* '011 bin Abbruch •• hr ,I.ddlt wirdl -, 

if( bit .. t •• t(Cittlr\ 
Chi t_di', (lr:oortLr [bJ »SHlFT .. UKlSK..Z. BITS») \ 
D<oord..y OLl »SHIFT_YWSK..Yl \ 
D<oord..y OLl »SHIFT_WUSK..ll\ 

• bit.aod.(koorcLrtbJ»SHIFT.Zl:K1SK.Z,BITS) )\ 
•• FllEI ) 
dt.( lr.oorcLyCh) ) 

fore h - OUt : h < belp ; h++ ) 
{ 

/- R.tu.rlion .olUl' wieder aufnlulIIl, -, '* bh kdD. Abbruch .Iltr gn,del.t virdl _, 

it( bit.t .. tCGitter\ 
Chi t _cli v (toorcL: [b.] »SKI Fr .ZlKlSK-Z. BITS) 1 \ 
(koorcLz Ch)>>SHIFT.YlKlSK-Yl \ 
Ckoord..z [AJ»SHUi _llKlSlLll \ 

• bi t __ od.(koord.z [h] »SHIFr.Zl:KlSK.Z. BITS) ) \ 
•• FllEI ) 
dte( lIoord..zCh] ) ; 

fore h • help : h < illdlx.z ; b++ ) 
koord...z (h-help] • toord..z [b) : 

indu.z -- hdp ; 
} 

if ( Ir: •• Out U P,rcStat -. ltJL ) 
( 

prinU( ·P.rkolhrt XI.l : Huallu • l(u • Cr·o\3 •• %u\n­
• it • ClulterHr • ClulterCr ) 

PercSt .. t • OIJL i 

} 

if ( ClulterCr ) oUt ) 
( 
,- E, vurd, virtlich ,in Cluattr .n:IU!t -/ 

Cluttn.Yert • uraY_Iort< Cluater.Yert 

} 

CluaterGr • 00'1. i 

Cluat,rJfr++ 

/- ---------------------------------- -, ,* ----- AUigabl der Erg'bni ... ----- _, ,* ---------------------------------- *' 

:tore k • OOL ; k ( lKZ_Z ; k++ ) 

• CluaterGr • 101 ) 

prbt:tC -PC Xu] • X'\2i-. Je. • P['k3l(double)(iNZ_UiJlZ_Y.ITHll) ) 
prbt:t( -\2i\2i- ) ; 

,* Au.gabl cl .. lortilrtll1 Cluter-ArraYI -, 

pril1U( -Clu.ter",rtlilung: (I.Y):PBC; (Z):FHEIE RB\I1\2i\n- ) 
pr1l1U( - Clultergr·o\31 (-) H·au:f1gklit\n\D.· ) ; 
:tore 1 - Clll.tu_Vlrt.[O].ad.d. : i (- Cllllter_Vlrt.[Ol ... p ; i++ ) 

priD.tl( - X14u Xllu\n· • CIUltlr_Vlrt.Cil ... p 
I Clu.ter_Vlrt.U] • adel ) ; 
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'roid ,h.( bord) 

,- ------------------.--------------------------------------------------- *, 
je *' /* RAkurlh. Such. ab StartpuDlr.t <koord> Heh drlidiauaioDAln. Cluatem: -, ,* (1. Y):PBO: (Z) ,"0 *' 
/* */ 
/* <Clu.terGr> 'D.th-alt dh Clultugr·o\3. */ '* <Cl"ltuBr) nth-alt di. eluat.mau.r */ 

/* *' ,* <Citt.r[k] [J] U]> zur V.nII.1dWl& 't'OIl H.hrfachbtfr&&IIDSIIl .itSd-uhrt */ 

'* */ 
/* --------------------------------------------------------------------- */ 
/* *, 
/. Ce) Hutin 'bel; Veraioll ... 1.0 i 13.02.1995 *, ,* */ '* ------------------------------------------------------.--------------- */ 

nshter UAlipld lOIll hlt koord ; 

resht.r Wll1p.d 1011.1 int 
i .. koord » SHIFT_l t KlSK..X • 
j .. lEOON » SHIFT_Y t JUSLY • 
Ir. .. lEOON » SHIFT.Z t K.l.S~Z ; 

r.,hter UD.igud 10111 1D.t 
h : 

,* Entvut. Gitt.rplatz *, 

/* I - KoordiJLata -/ 
/* y - Koorc!1Aat. *, 
1* Z • KoorcUJL&t. *' 
1* Hilf..,arhble *, 

GitterCbit.dh'(t,BITS )] [j] Ci] • bit_l.t.i( Gittu[bit.dh'(t,BITS)] [j] (i]\ 
, bit __ od( lr: , BITS) ) i 

,* IIt aktu.ll .. 9it. , ... tzt? *, 

if( lr .. dyO < pik] ) 
( 

Clult.rGr++ i 

if( lr: •• AlZ.Z - iOL ) 
PucStat • 1UL i 

if ( Clultlrlr •• UfL ) 
Pik] +* 1.0 : 

,* 1 • Ric1l.tl1lll: PBC *, 
11. • ( i + AlfZ_1 • 1UL ) X in.1 ; 
if( bit.t.at( Citter(bit.di,,(k,BITS)] tjJ [lIJ ,bit __ od(lr:,BITS) ) •• FREI ) 

if( iX JlESTAIIT_X ) 
lit.( (lr:«SHIFT.Z) + (j«SHIFi.Y> + (1I.«5HIFi.I) ) ; 

d .. 
( ,* Herb, vo die .. abg.broch.n. 1\.lr:url1oJl. vied.r ltart.JI. 10111 *, 

koorcL'X • (Wldp.d long iJl.t*)r.alloc( koord.x 
• (iDdu.2:+iOL)*liz.of(Wl.iSUd lo~ i!lt) ) 

pr1l:lU( - Splicherpbtzr.allocbrung "oa.\n- ) 
priAtf( - okoorcLz:>\D.- ) 
pr1l:ltf( - fehlg .. cll.lagn.!\n- ) 

uit( 2) : 
} 

,* Z·Koordiut. in d.n bitt: 31 •.• 20 *, 
/* Y·Koordinat. iJI. d.n bita: 19 •.• 10 */ 
/* I·Koordiute iJl. d.n bitt: 09 •.. 00 */ 

ho(i+IUL)XUZ_I: 
if( bit.t .. t( Gitter(bit.dh'(k,BITS)J tjl thJ .bit __ od,(k.BITS) ) •• FREI ) 

if( iX JlESTAIIT_I ) 
lit.( (k«SHIFT.Z) + (j«SHIFi.Y) + (h«SHIFi_I) ) 

d .. 
( 

A. Programme 

,* H.rb, vo db .. abl.broCÄ.a. 1\.lr:urlloA vieder atart'll aoll! *' 

bord.x. • (W1Iip..d 10111 ia.t*>ru.lloc( lr:oord.z 
, (ia.d..z.z+1OL)*lizeof (UIldp.d 101ll lnt) ) 

i1 ( koorcLz •• WU ) 
( 

printf( - Splich.rplatzr.allocbruq: "on\l1- ) 
printf( - okoorcLx.>\a- ) 
prinU( .. hhl, .. chlAJ.nl\l1" ) 

uit( 3 ) ; 
} 

/* Z·KoordiDat. ia. d.1l bit.: 31 .•. 20 *, 
,* Y·Koordinat. b d.1l bit.: 19 '" 10 */ 
/* I·Xoordiut. in d.1l bita: 09 .•. 00 */ 

iudn.z++ : 
} 

h 0 ( J + AlZ_Y - iUL ) X !HZ_Y : 
:Lf( bit.t .. t( Gitter[bit.di'f'(Ii::.BITS») [Al [i] .bit--.od(k.BITS) ) •• FREI ) 

i<C J % RESTAIIT_Y ) 
du( (k«SHIFT.Z) + (h«SHIFT.Y) + U«SHIFT.I) ) ; 

.1 •• 

toorcl..r • (W1Iip..d lODg iIlt*)rnlloc( toorcLY 
• (incln.y+1OL)*.i.z.of (unliplld. 10111 int) ) 

if ( toorcl..y •• WU ) 
( 
prinU( .. Spdcberplatzreallocilruq: 'f'on\lI.- ) 
printf( .. <*lr:oord.y>\a" ) 
printf( .. f.hlg .. chl .. S.Il!\n- ) 

e:r.it( " ) ; 
} 

1* Z·Koordinat. in d.n bit.: 31 '" 20 */ 
/* Y·Xoordiut. in. d.1l bit.: 19 '" 10 */ 
/* I·Xoordiaat. in d.n bit.: 09 '" 00 */ 

iDd..x.y++ : 
} 

h 0 ( J + IUL ) X AIIZ_Y : 
if( bit.tllt( Citt.r[bit.cllY(t.BITS)] [hJ[i],bit--.od(k.,BITS) ) •• FREI ) 

it( J X RESTAIIT_Y ) 
dte( (t«9HIFT.Z) + (k«SHIFI. y) + (i«9HIFT.I) ) : 

.1 •• 

lr:oorcLy - (un.aiped. long ill.t*)rnlloc( koord...y 
• Ulldn.y+1UL)*llz.of(unllp.d long int) ) 

if ( toord...y •• lfUU, ) 

( 
priD"tf( • Splich.rplatzr.allocil:nmg 'f'oll\a· ) 
priDtf( • <*tOOrcLY>\D- ) 
priDU( • f.h1S .. chlag'Jl.I\n- ) 

ex.it( 6) ; 
} 

1* Z·Koordill .. tl in d.1l bita: 31 '" 20 *, 
/* Y-koordina.t. iIl d.JI. bita: 19 '" 10 *, 
1* I-Xoordiaat. in d.1l bitl: 09 '" 00 */ 

b·t·1UL; 
if(ODL<t 
I:t bit.t .. t( Citt.r(bit.cliY(b.BITS)J [jl ti] ,bitJlod(h.BITS) ) •• Fl\EI ) 

it( t X RESTAIIT_Z ) 
litt( (b«SKIfT.Z) + (j«SRIFT.Y) + U«SHIFT.I) ) ; 

11 .. 
( 

toorcLz • (1ll1llp.d IODg iJl.t*)rnUoc( toorcLz 



---------------------------------------------

it' ( koorcLz: •• HULL ) 
{ 

prizlttC • SpdcbuplatzrnllocieruDI VOII.\II.· ) 

printf( .. <*toorcLz>\n" ) 
priJLtf( .. t,blg .. clü"ul\ll." ) 

nit( 6,) : 
} 

/. Z~Koordill.ah ht. dn bit.: 31 ••• 20 *, 
,. Y-KoordiD.at. in dill bit.: 19 ••• 10 ., 
,. l-KoordiD.at. in du bit.: 09 ... 00 *, 

h-k+1UL; 
11'( h < AJlZ.Z 
I:i bit_t .. t( GitterEbit.diT(b.BITS)] [j] Ci] .bit..aod(b,BlTS) ) •• F1\EI ) 

U ( • X RESTIAT_' } 
dta( (h«SHI".Z) + (j«SHIFT_Y) + U«SHIFT.l) ) ; 

11 .. 

,* Herb. vo die .. abl,brochen. P.t.turlio:tl. wieder .tut.1:!. .0111 ., 

koord..% • (uliped long int*)realloc( ltoord_z 
• (i.adu.z+1UL)*lizuf(Wldptd IoD.&' bt) ) 

u( ltoord...z •• WLL ) 
{ 

printf( .. Spdchuplatzrlallocierung vOD\n" ) 
praU( .. <*lr:oorlLz>\II." ) 
priDtf( .. f.hlS .. chlaslD.I\D," ) 

nit( 7) ; 
} 

,* Z-KoordiD.ah in dia bit.: 31 ••• 20 ., '* Y-Xoord1zu.t. in du.. bit.: 19 •.• 10 ./ 
/. X-Koordinate in dill bit.: 09 ... 00 *, 

• includ.. <li.itl.h> 
• belud. <'f./typ ... h> 
• iI1clud. <aalloc.h> 

• illclud. ·cLaruT_· ... rt •• • 

1* ------------------------------------------------------------ *1 
~ ~ 
1* Sl)rtiu. die Struktur.h •• nu <lrray_Sl)rt> I1I.ch auf.tdsu.d •• *, 
/* S.parathn.par ... ur cup> in <S[.] ... p> *1 
1* ud .uu.ier. die *, 
1* EiIltr·". < .. dd> il1 <S[.] .acid.>. *, 
~~ ~ 

1* "O'bersabepoil1tlr <*S> *, 
1* vird dabei all irra,. behanddtl Er aUIl zur IDit1&lilierunc ., ,* der Struktur b.h .ntell Aufruf "1)11 attaY_'l)rtC) g .. -a\3 *, ,* S •• WU *, 
,* *, *, 
1* R.·u.eqabe: ., 
~ ~ 
,* <atmet Arra,_Sl)rt> - Pdater auf das D'U' (viedlr sortiert.) */ ,* <.truet Arra,,_Sort> - Arra,: *, 
~ ~ 
/* S(OJ .acld •• -Er.t.. b ... tztu Arra"d ... l1t- Canf) *, '* S COJ .lIp •• -Letzt .. bl .. tztu ArraYlba.l1t- (ud.) *, 
~ ~ ,* S[ao!l.... \ *, 
/* S[anf] ••• p I *' 
~ I ~ 
1* 1- luanilch au.tat.ig.nd urtiertl *, 

1* 1 *' ,* S[ud].ad.d. 1 *, 
/* S[lnd] ."p 1 *1 ,* *, ,* -.-------------------------------------------------------- *, 
~ ~ '* (e) Kartin Abd ; Vlnion v1.0 ; 13.02.1995 *, 
~ ~ 
/* ------------------------------------------------------------ *, 
r.giatn .truct .lrray_Sort *$ i 

rlgiatn uuiped. lODJ int up i 

rlsiater uuip.d lonl int ad.d ; 

1« S *. NULL ) 
{ 

,* Es vurdl noch Dicht. 'lUD *, '* --> LeSI nlUI. uraT anl */ 

if( S •• NULL ) 
{ 

pdDtt( • Sp.ic.h.rplatzalloci.rung von <*S> iD· ) 
pdDt1'( • OattaY_lOrt> flhl,uchlaglll.l\n- ) 

l:dt( 1 ) ; 
} 

S [0]. up • iUL: ,* Letzt. Eilltraguns i.a Ura,. *, 
S [0] • acid • 1UL; ,* Er.te Eilltragug t. irra,. *' 

S[1] ... p· .. p: 
S[1] .add· acld : 

} 

d .. 

resiater undp.d long int 
Hait_! • S [0] • add • 

lbit_2 • S[O] ... p ; 

if ( a.p <. S (liait_i] .lIp ) 
{ 

if( a.p·· S[Uait_iJ ••• p) 
{ ,* Du EIn.nt wurd. bei <11.it_1> ,1:fUJId'l1! *, 
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SClia:Lt.ll.a.d.d. .- acid. i 

} 

.I .. 
{ 

/- Du Ele •• nt .u\3 Torne anS.ll-aqt vlrd.nl -/ 
/. Sp.ich.rplatz f-ur n." .. Ehant bnorS.n1 -/ 

s • (.truct .lrray.Sortlll)realloc( S 
• (S(O] ... p + :2UL ) 111 dz.of(.truct lrray.Sort) ) 

H( S -- NULL ) 
{ 

praU( • Speicherplatz:nallocierung VOll (1115> in- ) 
prilLtf( • <-uray •• ort> :hlllS .. cb.lq:'lll\n· ) 

.:rit( 4 ) ; 
} 

9(0] ... p++ ; 

fore limit. 1 • stOlo "P ; liait.l > lUL ; liait.l-· ) 
{ 

S[luit.l] ... p • S[liait.l-unJ ... p : 
S[liait.l1.&IIld. • S[l1ait.l-10Ll,add ; 

} 

S[lOL] ... p ... p i 

S [IOL). add. - add : 
} 

.h. if ( S [lb:L t.23 ... p <- .. p ) 
{ 

,- O'D.tu'uch. X.ttn.nd. _/ 

if ( S [liAi t.21 ... p •• ..p ) 
{ 

S [Uai t.21 • adel .- acid. i 
} 

.1 .. 
{ 

d .. 
( 

/* lin .. EI'.'llt al1\3 biDtn. ans,h·&.a«t vud.nl -, 

s • (.truct Array.Soru)ru.lloc( S 
• ( Ibit.2 + lUL ) • 11z.of(.tnct .lruf.Sort) ) 

if{ S -- NULL ) 
( 

printf( • SpdCb.lrpla:tz:nallochrung "OD. <*5> in- ) 
printf( • <-array •• ort> bhlS'lChl..,.n!\n- ) 

uit( 2) ; 
} 

S(liait_2] ... p ... p ; 
S[lbit_2] .add • aM ; 

} 

raghter undgud long i:a.t 
a1th • 1Ut ; 

vll.il.( aitt. ) 
if( SCaitte • ( lait_1 + Uait.2 ) » 1OL] .up •• up ) 

{ 
,- Du Eha.nt wurda bei <aitte> g.fwuln.l -, 

S(aitt.] .add +- aM ; 

aittl • out : 
} 

11 .. 11'( up< S[mitta] .alp ) 
( 

if( liait.2 • lill1t.l -- 1Ut ) 
{ 

return( S ) 
} 

A. Programme 

,* lau .. Ehant zlIhc:hln <lillit.l> UDd. <lu.it~2> *, 
,- Ibf-UlID.. ZUlrat nlUl11 Spaic:harplatz buorsanl *, 

5 • Cstruc:t lrnr.Sort*)raalloc( S 
• ( 5rol ,"p + 201 ) • aizaofCatruct Jrray_Sort) ) 

it{ S -- VOLL ) 
( 

print:f( - Spa1chirplatzrullocieZ"Wll 'Yon OS> i:a." ) 
printf( - <-arrar_IOrt> fthlSllchla,pnl\u· ) 

nit( 4 ) ; 
} 

'* Ilull-Ehadt upd&tln *' 

sro] '''p++ ; 

fore aitt. - stO] ,"p ; aitt. > luit.2 : aiU.-- ) 
( 

S[mittl) ... p • S(aitte-1UL] ... p i 
S[au,ttll .add • S[aitte-lUL] .add ; 

} 

StUait_2) .lIp • a.p : 
S[U .. it.2] • acid - acid ; 

aitte • 0111. ; 
} 

liait.' • aitt. ; 
} 

11 .. if( Sraittll ... p < "P ) 
( 

if( liJIit_' - U .. 1t_l -- I1JL ) 
{ 

,- II'.UI. El .. nt zvitchln <liait.l> und <limit.2> *, 
,- dnf-ugn. ZUlrat nlun Spaichlrplatz b .. ors.nl *, 
S • Cstruct lrray_Sort*)nalloc( S 

• ( 5[0] ."P + 2UL ) * l1z.aof(atruct Array_Sort) ) 

H( S -- VOLL ) 
( 

printf( - Spaich.rplatznallocierung von <eS> in- ) 
printf( - <.arra".lort> :f.b.lgllchlagnl\u· ) 

azit( 4 ) ; 
} 

'* Jull-El.ant updaten _, 

sro] ... p++ ; 

,* llte Datan .in F.ld nach hintin achieben! *, 
:fore aitt. - sro] '''p ; aitta > lia1t.2 i aiUI·- ) 

( 

Sr..itt.] ... p. Sr..itte-1UL] .lIp ; 
Sr..itt.) • adeS. • S[aittl-1UL] .acid : 

} 

,- Eintragin d.r nluln Wirt.! *, 
sru .. it_2l ,"p - alp; 
SrU .. it_21 • acld • acld i 

aitt •• OUL ; 
} 

liJIit.1 • aittl ; 
} 



------------------------------- -- ----- --

,* --------------------------------------- ., 
~ ~ ,* Struktur, derln Array '1'011 <*ur.T_Iort> *' 
~ ~ '* in aufahis.Mn 1\dhe lortbrt vird! *' 
~ ~ ,- ----------.---------------------------- ./ 

.truct Arr&y_Sort 
{ 

unliptd lOIll int 

} , 
np. ,* S'paratioupuaJUter *, 
add.: /* Sua. elu Eintr- .. ,. */ 

,. --------------.-------------------- ./ 
~ ~ ,* Kacro - ZulaUlzLh.hnsu.rator *, 
~ ~ 

/* ----------------------------------- -, 
/. '* StartvlrtiDitialiderullI: 
/. 
,. ...dr( z ) ,* .z) 0: Startv.rt - z 

/. ,* bta,Ir-Zufanlzahlell: 
/. 
/. 
/. 
/* Double-Zufallizahl'D: 
/. 

./ 

./ 

./ 

./ 

./ 

-/ 
-/ 
-/ 
-/ 
-/ 
./ 
./ ,* 0 < clru.d.yO <- 1 *, 

~ ~ '* ---------------.------------------- ./ 
~ ~ ,* (c) Kartin 'bel: V1.0 ; 13.02.1995 _, 
~ ~ ,* -------------------------------.--- *' 

.taUe Wlligud 10111 iDt bar • (undped loq: int) 9228907 
1t.:tiC unlipad Ions iDt S'_r • (uuip.d long int) Oz56656665 
ataUe: undp,d loug int IIl..r - (uuiped long int) Oz7ft1.U1.f 

at aUe: d.ouble 11-r - 4.6666128730n3917,-10 

,,, ----- Int,s,r",rdon ----- *, 
• ddia., lrwy() 

,- ----- Doublenrdon ----- *, 
• d,fiD., drud.y() 

,,, ----- lbiti.Ud.nmg ----- -, 

nt,rn 10Bg: int tia. () 

• d,Un. a •• d,.( x ) ( (x) <- OL ? ( I_r - ta,e OL ) )\ 
, ( g.r • (zl l l 

,- ---------------------------------- *' ,- -, 
,- Kae:ro - BitauipulaUonafunktion.1l -, 
~ ~ ,,, ----------------------------------- *, ,. ", 
,- Variable:a.cl.i::laratioD.n: 
/. 
,. Wlaipd long int z: 
,,, 0 <- Z <- ULOHC_MAX 
/. '* unaip.cl 10111 iD.t n: 
,,, O<-n<32 
/. 
/. 

./ 

./ 

./ 

./ 

./ 

./ 

./ 

./ 

./ '* EiD'.bepar .... ter UD.'t'.r-l.J2.d.rt: -, ,,, ., '* bit_db (z,n) • z cli't' 2
A

n -, '* bit_lIod (zon) • z lIod 2
A

n *, 
,- bit_uath:on) - n-t .. bit aua z ", 
~ ~ ,* bit_ut_1Cx on) : S.tzt n-Ua bit iD ., 

,- z .uf -1- *' '* bit_ut_O(xon) : S.tzt n-t .. bit in *, '* z auf -0- -, 
,- bit_fliph::,n) : Flipt n-t .. bit in *' 
,_ z auf --b- -, ,* -, ,* bit_ut(zo •• b) : S.tzt n-t.a bit in -, 
,- J: auf -b- -, 
/. ./ ,- --------------------------------- ", ,- -, ,* (e:) Kartin .lbel i V1.0 : 13.02.1996 ., 
~ ~ ,- ---------------------------------- -, 

, d.fin, bit_di't'( z 0 D. ) 

• cl,Un, bit..aod( z • D. ) 

• cldin, bit_tute J: 0 n ) 
• d.UD. bit_let_U :r: 0 n ) 
• cl.Un. bit_let_O( z 0 n ) 
• cl,fin. bit_flip( z 0 D. ) 

( (zl » (.l l 
( (zl • ( IUL « (.l l • IUL l 
( { (zl » (A) ) • IUL l 
( (zl I (IUL« (.) ) ) 
( (zl •• ( IUL « (.) ) ) 
( (z)' (IUL« (.) ) ) 

• d.fin, bit_ut( z • D. 0 b) «b) _. OOL\ 
? (z) •• ( IUL « (.l )\ 
, (z) I (IUL« (Al) ) 
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