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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Gelation

Der Begriff Gelation bezeichnet den Phaseniibergang einer Substanz von einem Ag-
gregatzustand, bestehend aus einer Ansammlung von Molekiilkonglomeraten endli-
cher Masse (Sol), in einen Aggregatzustand mit (mindestens) einem Makromolekiil
yunendlicher® Masse (Gel). Der Proze8 der Gelation ist folglich mit der Formation
eines die gesamte Probe durchsetzenden Netzwerkes verkniipft [E.6, E.7]. Im Ge-
gensatz zu den iiblichen Phaseniibergingen, wie z.B. dem Fliissig-Gas—Ubergang des
Wassers, ist der Sol-Gel-Ubergang nicht mit einer Phasentrennung verbunden. Das
Sol befindet sich innerhalb des Gels [I}. Abhéngig von der Bindungsstruktur zwischen
den Molekiilen des Netzwerkes unterscheidet man reversible und irreversible Gele:

In reversiblen Gelen entstehen bzw. brechen die Bindungen entsprechend dem
thermischen Gleichgewicht des umgebenden Warmebades. Die Struktur der Pha-
sendiagramme solcher Systeme ist in Abbildung (1.1) exemplarisch fiir ein Gelatin—
Wasser—-Methanol-Gemisch dargestellt [1.27]. Sie zeigen jeweils eine durch die Di-
vergenz der Viskositit festgelegten Sol-Gel-Ubergang sowie eine Spinodale, deren
Lokation durch divergierende Konzentrationsfluktuationen definiert ist. Bei 50%
Methanolanteil liegt die maximale spinodale Temperatur, die dem kritischen Punkt
entspricht, oberhalb der Gelationslinie. Die Probe ist an diesem Punkt ein Sol. Mit
fallender Methanolkonzentration sinkt auch die kritische Temperatur, bis schlie-
lich bei einer Methanolkonzentration von ca. 30% die Gelationslinie gerade im kriti-
schen Punkt endet. Unterhalb dieser Marge ist die Probe am kritischen Punkt ein
Gel. Ahnliche Resultate lassen sich auch mit verwandten Gelatin-Wasser-Alkohol-
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Mischungen erzielen. Allen diesen Experimenten ist die Existenz einer maximalen

Temperatur gemeinsam, oberhalb derer keine Gelation moglich ist.

Irreversible Gele zeichnen sind durch permanente Bindungen aus, deren Vertei-
lung fiir eine bestimmte ,quenching“—Temperatur charakteristisch ist. Die fiir diese
Temperatur typische Verteilung der Molekiile auf Multimere — evtl. einschlieflich
eines unendlichen Netzwerkes — bleibt gegeniiber nachfolgenden Temperaturvaria-
tionen resistent, was i.a. zum sogenannten Gelkollaps fiihrt. Experimentell 148t sich
dieser Kollaps z.B. an verschiedenen Acrylamid-Wasser—Aceton-Gemischen beobach-
ten. Abhingig vom Grad der Hydration beobachtet man in Abbildung (1.2) einen
stetigen bzw. unstetigen Kollaps des Gels [I.26]. In jedem Fall ist der Ubergang je-
doch umkehrbar. Bei Ubergingen erster Ordnung fithrt somit eine ,infinitessimale“
Anderung der Lésungsmittelkonsistenz bzw. der Temperatur zu einer endlichen Va-
riation des Gelvolumens. Unter giinstigen Bedingungen kann das Gel so abrupt auf

Vnach = 1/500 V., seines urspriinglichen Volumens V,,r zusammenfallen.

Die Unterscheidung zwischen reversiblen und irreversiblen Gelen ist experimen-
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Abbildung 1.1:  Sol-Gel-Ubergang (e) und spinodale Temperatur (o) von Gelatin—
Wasser—Methanol-Gemischen als Funktion der Gelatinkonzentra-

tion [L.27].
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tell von prinzipieller Relevanz, denn wéhrend sich reversible Gele ausschliefilich ,,in
situ“, d.h. im Gleichgewicht mit ihrem Reaktionsbad, ausmessen lassen, haben ir-
reversible Gele oder solche, die durch Einfrieren bzw. chemische Inaktivierung der
Reaktionsgruppen kiinstlich ,irreversibel” gehalten werden (,quenched gels“), den
Vorzug, ungeéindert aus ihrer Losung extrahierbar und separat vermefibar zu sein.
Da in den Léchern des Gels noch endliche Cluster eingeschlossen sind, ist diese Se-
paration nicht immer einfach, doch kann dann z.B. der Gelanteil durch Wiegen recht
einfach bestimmt werden. Weiterhin liefern Lichtstreuexperimente [I.6, I.11, 1.30]
Aufschliisse iiber die mittlere Clustergréfie und die Korrelationslinge des Systems,
Rotationsrelaxationsmessungen an in das Gel eingebetteten ferromagnetischen Teil-
chen [I.7] erlauben Riickschliisse auf die Viskositdt, und Rheometerexperimente [I.1]
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Abbildung 1.2:  Abhéngigkeit der Acetonkonzentration vom Volumenbruch ¢/¢* =
Voor/Vnach bei zunehmender Hydration des Gelnetzwerkes. Alle
Kurven beziehen sich auf Gele in 0.4 Vol% TEMED-Losung. Nur
dem rechten, oberen Plot liegt eine 4.0 Vol% TEMED-Lésung zu-
grunde. Die Tagesangaben indizieren die Hydrationszeiten [I.26].
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liefern Aussagen iiber den Schermodul.

Die ersten Ansidtze zur theoretischen Untersuchung solcher Systeme basieren auf
yklassischen“ Theorien, die sich schon bald als nicht kongruent zu den experimentel-
len Daten, speziell zu gemessenen kritischen Exponenten, erweisen. Uberlegungen,
welche den Gelationsproze8 auf ein Perkolationsproblem abbilden [E.27], stellen bis
heute eine den experimentellen Messungen addquate Beschreibung der physikalischen

Situation dar.

1.2 Perkolation

Ein Perkolationsmodell befat sich mit einem Ensemble von Objekten im Raum, die
jeweils paarweise aneinander gebunden sein kénnen. Die Frage, ob zwei Objekte
verbunden sind, wird durch einen probabilistischen Algorithmus beantwortet, dessen
Details vom Umfeld, in dem das Modell eingesetzt wird, abhdngen. Prinzipiell unter-
scheidet man zwei fundamentale Mechanismen: Bei der Bond-Perkolation nehmen
die Objekte raumfeste Positionen ein, und die Verbindungen (Links) zwischen ihnen
werden zufillig gesetzt, wihrend bei der Site—Perkolation die Objekte zufillig ver-
teilt und die Links abhéingig von den Objektpositionen gesetzt werden. Dabei ist der
Terminus ,zufillig" im mathematischen Sinne zu verstehen, d.h. jede Konfiguration
tritt mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit auf. Die Objekte selbst verteilen sich also
nicht notwendigerweise unabhéngig voneinander im Raum, sondern ihre Positionen

kénnen auch korreliert sein.

Zwei Objekte ¢ und j der Verteilung heiflen durch einen Pfad miteinander ver-
bunden, wenn es (mindestens) eine Folge von Objekten gibt, die bei 7 startet, bei j
endet und deren Elemente paarweise miteinander verbunden sind. Die Wahrschein-
lichkeit, einen solchen Pfad zu finden, ist durch die Paarverbindungsfunktion C;;(p)
gegeben. Sie hingt, aufler von den Positionen ¢ und j, noch von anderen Parametern
des Modells ab, wie z.B. der Besetzungskonzentration. Darauf aufbauend kénnen die
Objekte in Cluster partitioniert werden, so dal Paare von Objekten des selben Clu-
sters miteinander verbunden sind, wihrend es keine Verbindung zwischen Objekten
in unterschiedlichen Clustern gibt. Die Clustergroie wichst also mit der Anzahl der
Links. Diese Variation der Clustergréfie s als Funktion der Systemparameter, und
damit einhergehend die mittlere Anzahl der Cluster gegebener Grofie s pro Objekt
des Ensembles, n,(p), sind in der Perkolationstheorie von grundlegendem Interesse.
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Die meisten Systeme, auf welche Perkolationstheorien angewendet werden, be-
inhalten so viele Objekte, daBl Randeinfliisse ignoriert werden kénnen. Stattdessen
betrachtet man sie im thermodynamischen Limes mit unendlicher Anzahl von Objek-
ten in einem unbeschrédnkten Volumen. In solchen unendlichen Systemen entwickelt
sich oberhalb einer kritischen Link-Wahrscheinlichkeit po (mindestens) ein unend-
licher Cluster, der den gesamten Raum durchdringt. Das System befindet sich in
einem perkolierten Zustand. Es zeigt sich, daf der Ubergang von einem unperko-
lierten in einen perkolierten Zustand einem Phaseniibergang gleichkommt. Als Ord-
nungsparameter fungiert die Perkolationswahrscheinlichkeit P;(p), die ein Ma# fiir
die Wahrscheinlichkeit ist, das Objekt an der Position 7 in einem unendlichen Clu-
ster vorzufinden. Er bleibt identisch null in der unperkolierten Phase und erreicht
positive Werte bis maximal eins in der perkolierten Phase. Die Phasengrenze ist i.a.
durch eine Hyperfliche im Parameterraum des betrachteten Systems beschreibbar.

Obwohl diesem Perkolationsiibergang ein rein geometrisches Phénomen zugrunde
liegt, in dem die Cluster klar definierte, statische Gebilde beschreiben, begriindet
seine formale Nihe zu kritischen Phinomenen den erfolgreichen Einsatz von Perko-
lationstheorien in vielen Gebieten der modernen Wissenschaft. Das Spektrum reicht
von Perkolationsproblemen in porésen Materialien [I.19], Leitfdhigkeitsuntersuchun-
gen [I.18], Ordnungsverhalten verdiinnter Magnete [I.4] und Absorptionsspektren
optischer Fasern [[.10] iiber Random-Clumping-Studien [I.23], Uberlastungsunter-
suchungen in Telefon— und Computernetzen [I1.5] sowie Vulkanisations— und Gelati-
onsmodelle [L.8] bis hin zu zeitabhingigen Perkolationsproblemen wie Waldbrand-
analysen [E.30, 1.20], Studien zur Epidemieausbreitung [E.8] u.v.a.m. .

1.3 Modellierung

Ausgangspunkt fiir die Modellierung des Gelationsprozesses im Rahmen von Gitter—
Perkolationsmodellen ist die Vorstellung, da die vernetzbaren Monomere (Funktio-
nalitit f > 3) in einer Konzentration p(**¢) und die an der Bindungsreaktion unbe-
teiligten Lésungsmittelbausteine in einer Konzentration 1 — p(*®€) die Gitterplitze
(Sites) besetzen, wihrend die auf den Gitterbindungen (Bonds) vorliegenden Ka-
talysatoreinheiten immer dann, wenn zwei Monomere sich innerhalb eines cross—
link—Querschnittes von typischerweise einer Gittereinheit aufhalten, mit einer Rate

plrate) (= 1) eine Vernetzungsreaktion katalysieren. Die rdumliche Verteilung der ein-
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zelnen Bausteine wird dabei durch die a priori nicht ausgeschlossenen, durch Wech-
selwirkungen vermittelten Korrelationen mitbestimmt. In diesem Bild gehéren zwei
Monomere zum gleichen Makromolekiil bzw. Cluster, wenn sie direkt, oder indirekt
iiber andere Monomere des selben Clusters, durch katalysierte Bindungen (gesetzte
Bonds) verbunden sind. Ein aus s Monomeren zusammmengesetztes Makromolekiil
wird dann als s—Cluster bezeichnet; ein einzelnes Monomer ohne Bonds zu seinen
nachsten Nachbarn als 1-Cluster oder Isolani gefiihrt. Abh&ngig von der Gréfle der
Besetzungskonzentrationen befindet sich das System bei p(*€) = 0 oder p(tord ~ ¢
in einem Zustand mit einer Verteilung von Clustern endlicher Gréfe (Sol), oder es
entwickelt sich bei p(*ite) ~ 1 und pltond) ~ 1 (mindestens) ein unendlicher Cluster
(Gel), der durch das gesamte System perkoliert und ggf. in seinen Léchern noch
kleinere, endliche Cluster einschliefit. Im allgemeinen existiert deshalb bei mittleren
Besetzungskonzentrationen entlang einer Phasenraumlinie f (p(‘"'t‘), p("""d)) = 0 ein
scharfer Phaseniibergang, an dem der perkolierende Cluster erstmals auftritt: ,,un-
terhalb® des Uberganges bildet sich ein Sol, ,,oberhalb® ein Gel, und der Ubergang

selbst modelliert den Prozefl der Gelation.

1.4 TUberblick iiber die Arbeit

In der vorliegenden Arbeit wird der Gelationsproze in der Ndhe von Oberflichen
im Rahmen halbunendlicher Perkolationsmodelle theoretisch untersucht. Es wer-
den Mean-Field—Approximationen der Bond-Perkolation sowie Computersimulatio-
nen zur Site—Perkolation und korrelierten Perkolation in Benetzungsschichten durch-
gefilhrt. Fiir ortsabhiingige Besetzungskonzentrationsprofile findet man eine allge-

meingiiltige Klassifikation in relevante, marginale und irrelevante Stérungen.

Die Arbeit beginnt in Kapitel 2 mit einer Einfithrung in die Perkolationstheorie.
Zunichst werden die wichtigsten Bulkperkolationsgrofen eingefiihrt und deren kriti-
sches Verhalten am Bulkiibergang analysiert. Der zweite Teil des Kapitels prasentiert
die Erweiterung auf halbunendliche Modelle, die darin vorkommenden Phasen sowie
die Ortsabhéngigkeiten der Oberflichenperkolationsgréfien speziell auch in der Um-
gebung der verschiedenen Phasengrenzen. AbschlieBend wird der Zusammenhang von
Perkolationsproblemen mit einem speziellen Limes eines assoziierten g-Potts—Modell

beschrieben.

Das 3. Kapitel behandelt die Mean-Field-Theorie der Bond-Perkolation halb-
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unendlicher Modelle. Es werden analytische und iterative Losungsmethoden einge-
setzt und ihre Resultate miteinander verglichen. Im ersten Teil des Kapitels wird
fiir Oberflichensysteme das Phasendiagramm, Losungsstrukturen des Ordnungspa-
rameters sowie ein darauf aufbauender limitierter Satz von Losungsstrukturen der
mittleren Clustergrofie bestimmt. Der zweite Teil des Kapitels befat sich mit der
analytischen Klassifikation ortsabhingiger Besetzungskonzentrationen auf Basis all-

gemeiner Mean—Field—Theorien.

Im 4. Kapitel wird die Site—Perkolation in halbunendlichen Modellen mittels
Computersimulationen untersucht. Dazu wird ein speziell an die Simulation grofler,
dreidimensionaler Systeme angepafter Algorithmus entwickelt, mit Hilfe dessen im
ersten Teil des Kapitels die Lage des Oberflicheniiberganges, Profile des Ordnungs-
parameters und der mittleren Clustergrée sowie die ortsabhéngige Clusterverteilung
bestimmt werden. AnschlieBend findet man im zweiten Teil des Kapitels eine den
Mean-Field-Resultaten analoge Klassifikation ortsabhéngiger Besetzungskonzentra-

tionen.

Kapitel 5 zeigt fiir die korrelierte Perkolation die Redundanz des Perkolations-
ordnungsparameters auf Mean-Field-Niveau. Anhand von Computersimulationen
werden Profile des Ordnungsparameters und Eigenschaften von Oberflichenclustern

in Ising-korrelierten Benetzungsschichten analysiert.

Die Arbeit schliefit in Kapitel 6 mit der Zusammenfassung der erhaltenen Ergeb-
nisse. Im Anhang sind die Grundelemente des verwendeten Simulationsprogrammes

aufgelistet.






oowdbde i

Kapitel 2

Einfiihrung in die
Perkolationstheorie

Ein Gitterperkolationsmodell befat sich mit den Verbindungseigenschaften der Git-
terplitze (Site) ¢ auf dem Gitter G. Dabei unterscheidet man zwischen der Bond-
Perkolation, bei der die Verbindungen (Links) zwischen benachbarten Sites des voll
besetzten Gitters mit einer Wahrscheinlichkeit p(?*"9) gesetzt werden, und der Site~
Perkolation, die bei p{to"4) = 1 durch eine Besetzungskonzentration p(*it®) charakte-
risiert ist. Im folgenden werden nur unkorrelierte (random) Systeme betrachtet, d.h.
jeder Bond bzw. Site wird unabhingig vom Zustand seiner néchsten Nachbarn (NN)

gesetzt.

Zwei Sites 7 und j des Systems heilen durch einen Pfad verbunden, wenn es
(mindestens) eine Folge besetzter Gittersites gibt, die bei i startet, bei j endet und
deren Elemente paarweise miteinander verbunden sind. Aufbauend auf dieser Defi-
nition konnen die Sites in Cluster partitioniert werden, so daB Paare von Sites des
selben Clusters verbunden sind, wihrend es keine Verbindungen zwischen Sites in
unterschiedlichen Clustern gibt (vergl. Abbildung (2.1)):

w»Die Perkolationstheorie beschdftigt sich mit Clustern,
d.h. mit Gruppen benachbarter, besetzter Sites.” [E.30]
Im ersten Kapitel werden die grundlegenden Erkenntnisse dieser Theorie vorgestellt:

Nach einem Einstieg in die Komplexitdt der Clusterstrukturen werden in Ab-
schnitt 2.1 die wichtigsten Clustererwartungswerte wie z.B. Perkolationswahrschein-
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lichkeit und mittlere Clustergrofie definiert sowie deren Verkniipfung zur mittleren
Anzahl der Cluster gegebener Grofie s (s—Cluster) pro Gitterplatz dargelegt. In
Abschnitt 2.2 zeigt sich, daB die Perkolationswahrscheinlichkeit die fundamentalen
Attribute eines einen Phaseniibergang zweiter Ordnung beschreibenden Ordnungspa-
rameters aufweist, was darauf fiihrt, in Abschnitt 2.3 das Verhalten der Observablen
des homogenen Bulkperkolationssystems in der Nahe des kritischen Punktes auf Basis
des Skaleninvarianzansatzes zu betrachten. Daraus entwickelt sich eine zweiparamet-
rige Schar kritischer Bulkexponenten, die die algebraische Struktur der Observablen
am Phaseniibergang beschreibt. Die Erweiterung auf halbunendliche Systeme mit
ortsabhéngigen Observablen geschieht in Abschnitt 2.4. Argumentativ findet man
eine Einteilung der Ordnungsparameterprofile in vier naive Profiltypen. In Abschnitt
2.5 wird zunéchst das Oberflichenphasendiagramm entwickelt, die naiven Ordnungs-
paramterprofile den einzelnen Phasen zugeordnet und schlielich fiir die Oberflichen-
erwartungswerte die Exponentenrelationen an den vier Phaseniibergidngen skizziert.
Zuletzt wird in Abschnitt 2.6 der Zusammenhang des Perkolationssystems mit einem

speziellen ¢ — 1-Limes des g-Potts—Modells etabliert.

1-Cluster

<+—— Bond (stets besetzt)

N 2_’ Clu' s tler freier Site
I\
besetzter Site

—@ }.
\
VAi
3—Cluster

Abbildung 2.1: Definition der Site-Perkolation und ihrer Cluster am Beispiel des
2d-s.q.—Gitters.
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2.1 Verteilung der Perkolationscluster und die mittlere
Clustergrofle

Das Prinzip des Aufbaus grofierer Cluster ist in Abbildung (2.1) am Beispiel der
Site-Perkolation illustriert: Es ist offensichtlich, daB bei p = p(*i*¢®) ~ 0 nur wenige
Sites besetzt sind, weshalb sich bevorzugt kleine, vereinzelte Cluster bilden. Umge-
kehrt belegt fiir p &~ 1 ein einziger, grofiler Cluster die Majoritdt der Gitterplitze.
Dieser Cluster, der zwei gegeniiberliegende Seiten des Systems verbindet, wird als
perkolierender Cluster bezeichnet. Der Ubergang zwischen beiden Situationen voll-
zieht sich bei der kritischen Besetzungskonzentration pc, die im Limes unendlicher
Systeme (thermodynamischer Limes) aufgrund der dann verschwindenden Randef-
fekte einen scharfen Ubergang definiert. Die absoluten Werte von po reagieren sehr
sensitiv begziiglich der verwendeten Gittertypen, Verkniipfungsregeln usf. Sie kénnen
in Tabelle (4.1) fiir die in dieser Arbeit benutzten Siteperkolationssysteme und z.B.

in [E.30, E.3] fiir weitere Perkolationstypen nachgelesen werden.

In Abblidung (2.2) ist der Ubergang von einem unperkolierten in einen perko-
lierten Zustand anhand typischer Clusterkonfigurationen eines 2d—s.q.—Site—Problems
dokumentiert: Fiir p < p¢ findet man in (2.2a) nur endliche Cluster. Diese vereinigen
sich mit wachsendem p zu immer gréferen Clustern, bis schliefilich bei po erstmals
ein das gesamte System penetrierender, perkolierender Cluster entsteht (2.2b), der
dann oberhalb von pc mit p zunehmend dichter wird (2.2c). Es sind aber stets auch
endliche Cluster zu entdecken, deren Struktur Ziel der folgenden Untersuchungen ist.

Da s-Cluster — speziell im Bereich grofier s — mit bestimmten Wahrschein-
lichkeiten in verschiedenen Formen auftreten, ist zu ihrer Untersuchung zunichst
eine Definition fiir die mittlere, lineare Ausdehnung eines solchen Objekts notig. Als
geeignete Lingenskala hat sich der iiber alle s—Clusterkonfigurationen gemittelte Gy-

rationsradius

1
i€s :

mit dem jeweiligen Clusterschwerpunkt

» | =

o=

Yoon (2.2)
i€s

bewihrt. Damit ist z.B. der mittlere‘ Abstand zweier Clustersites durch 2 <RZ>,
gegeben.
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Abbildung 2.2:

Typische Clusterkonfigurationen in einem 50 x 50-2d-s.q.—Gitter
bei den Besetzungskonzentrationen (a):p = 0.50 < pg, (b):p =
0.60 =~ pc und (c):p = 0.70 > po. Gesetzte Sites sind in endlichen
Clustern durch offene Kreise (o) und im perkolierenden Cluster
durch gefiillte Kreise (o) markiert. Zur Verdeutlichung der zu-
sammenhéngenden Strukturen sind Sites desselben Clusters durch
Bonds (-) miteinander verbunden. Freie Gitterplitze werden nicht
dargestellt.
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Nach Mandelbrot [J.19] offenbart sich die fraktale Struktur eines Objektes an-

hand des allgemeinen Skalenansatzes
Masse « Linge®™ (2.3)

wobei d)s eine von der euklidschen Dimension d des Einbettungsraumes abweichende
fraktale Dimension bezeichnet. Fiir grofie, aber endliche s—Cluster des Perkolations-
problems findet man auf Basis von s <R§>de /% die fraktalen Dimensionen

p > pc : dM = d
p = pc : dy = df < d ; s — 00, (2.4)
p < pc : dy = df < d._f

Man hat folglich nur im Bereich p < p¢ fraktale Dimensionen, die mit selbstdhnlichen
Clusterstrukturen mit Lochern auf allen Skalen einhergehen (vergl. Abbildung (2.2)).
Diese Locher induzieren einen zusitzlichen Anstieg der den Sites des s—Clusters be-
nachbarten, nicht besetzten Perimetersites ¢, woraus fiir den mittleren Perimeter
eines s—Clusters die asymptotische Relation

<>, X { 31__1_ PP S po ; s — 00 (2.5)

§&d 1 p > pc

resultiert. Wegen der Proportionalitit von s und ¢ kann der Perimeter fiir p < p¢
nicht als Oberfliche im regulidren Sinne interpretiert werden. Selbst der externe
Perimeter — er schlieBt nur die Perimetersites ein, die durch einen Pfad unbesetzter
Sites mit einem Punkt im Unendlichen verbunden sind — erfiillt nicht das Kriterium
¢ oc 14 einer reguldren Oberfliche. Folglich erwartet man Clusterstrukturen mit
Einstiilpungen und Verdstelungen auf allen Skalen, was visuell auch in Abblidung

(2.2) zu verifizieren ist.

Neben den spezifischen Clusterstrukturen ist man oft an Erwartungswerten iiber
alle moglichen Clusterverteilungen auf dem Gitter G interessiert; die mittlere Anzahl
der Cluster, die Perkolationswahrscheinlichkeit oder die mittlere Clustergréfie, um
nur die wichtigsten anzusprechen. Zu deren Berechnung erweist sich die mittlere

Anzahl der s—Cluster pro Gitterplatz, ns(p), als eine fundamentale Grifie:

Die Wahrscheinlichkeit, einen beliebigen Site des Gitters besetzt vorzufinden,
ist durch die Besetzungskonzentration p vorgegeben. Da alle Sites unabhéngig (un-
korreliert) gesetzt werden, faktorisieren sich die p—Werte bei s besetzten Sites zu

p®. Eine zusammenhingende Anordnung von s Sites représentiert genau dann einen
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s—Cluster und nicht einen Teil eines noch gréfieren Konglomerats, wenn alle ¢ Pe-
rimetersites unbesetzt bleiben, was mit einer Wahrscheinlichkeit (1 — p)* zu Buche
schlagt. Der Konfigurationsanteil zur Gesamtwahrscheinlichkeit akkumuliert sich aus
den verschiedenen Méglichkeiten, aus s Sites auf dem Gitter G einen s—Cluster mit
t Perimetersites zu generieren. Nach Summation der Einzelanteile gelangt man zur

ylattice-annimal“~Darstellung [J.13]
ns(p) = Z gst p°(1 _P)t- (2.6)
t

Es sei darauf hingewiesen, dafl die Gittertranslationen im Konfigurationsmittel un-
beriicksichtigt bleiben. Ihr Beitrag zu (2.6) ergibt, unter Vernachlissigung von Rand-
effekten in grofien Gittern G, einen Faktor |G|, weshalb n,(p), in der Tat die mittlere
Anzahl von s—Clustern pro Gitterplatz beschreibt. Weiterhin liefert g, = 3, gs¢ die
Gesamtzahl der Konfigurationen eines s—Clusters. Mit Abbildung (2.1) verifiziert
man, daf z.B. fiir 3—Cluster auf 2d-s.q.—Gittern die Konfigurationen

gestreckt : §=3 , t=8 , gs =2 (borizontal/vertikal) @.7)
gewinkelt : s=3 , t=T7 , gst=4 (90°-Rotationen) ’

auf n3(p) = 2 p3(1 — p)® + 4 p*(1 — p)” filhren, und gs ist sechs. Ahnliche, evtl.
computergestiitzte Abzihlungen der s—Clusterkonfigurationen in d Dimensionen sind

natiirlich nur fiir sehr kleine s durchfiihrbar [E.33].

Die mittlere Anzahl der Cluster insgesamt summiert sich aus den Anteilen n4(p)

der s—Cluster
(00)

K(p) = Z ns(p). (2.8)

s=1
(c0) symbolisiert, dafl ein evtl. vorhandener, unendlicher, perkolierender Cluster ex-
plizit aus der Summe ausgeschlossen ist. K(p) referiert lediglich endliche Cluster. Die
Wahrscheinlichkeit einen beliebigen Site in einem unendlichen Cluster vorzufinden ist

durch
(o0)

Plp) = p - 3 snip) (2.9)

s=1
gegeben. Relation (2.9) impliziert die logische Aussage, da ein mit der Besetzungs-
konzentration p gesetzter Site entweder mit der Wahrscheinlichkeit P(p) zum perko-
lierenden Cluster oder mit der Summe der Wahrscheinlichkeiten p,(p) = s - ns(p) zu
einem der endlichen Cluster gehért. S(p), die mittlere Clustergrofe, ist die Summe
der Anteile der verschiedenen Clustergré8en s gewichtet mit deren Wahrscheinlichkeit
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ps(D):
(00)

Sp) = > s n(p). (2.10)
g=1

Auch hier ist der unendliche Cluster wieder von der Summation ausgeschlossen. Defi-
niert man die Korrelations- oder Paarverbindungsfunktion Cj;(p) als die Wahrschein-
lichkeit, mit der zwei Gittersites 7 und j zum selben Cluster gehéren, dann ist die
mittlere Anzah! der Sites, mit welchen ein besetzter Site z.B. im Gitterursprung i =0
durch einen Pfad verbunden ist, gerade die mit Co;(p) gewichtete Summe {iber alle

Gitterplidtze j. Das entspricht genau der mittleren Clustergréfie:

S(p) = Y Coi(p). (2.11)
Jj€g
Aus diese Weise erhilt man eine Aquivalenz des zweiten Moments der Clustervertei-

lung mit der Gittersumme der Paarverbindungsfunktion.

Nachdem Struktur und Statistik der endlichen Cluster niher beleuchtet sind,
wird im n#chsten Abschnitt der bisher weitgehend unberiicksichtigte perkolierende
Cluster in den Mittelpunkt der Diskussion geriickt.

2.2 Perkolationswahrscheinlichkeit und Ordnungspara-
meter

In endlichen Systemen der Lineardimension L heifit ein Cluster ,unendlicher® oder
perkolierender Cluster, wenn er zwei diametrale Oberflichen des Systems verbindet.
Der Gyrationsradius <R§>§/ ? eines solchen Clusters ist damit durch die Systemab-
messungen festgelegt. Der Cluster hat keine fraktale Dimension; seine Dimension
entspricht der des Einbettungsraums. Unterhalb po wéchst der grofite Cluster nur
logarithmisch mit L, was als eine fraktale Dimesion von null interpretiert werden
kann. Einzig bei p = po weist der perkolierende Cluster eine im eigentlichen Sinne
fraktale Dimesion 0 < dy < d auf. Wie man schon in Abbildung (2.2b) erkennt, hat
dieser Cluster eine komplexe Struktur. Er besteht aus zusammenhéngenden Gebilden
(Blobs) mit Léchern auf allen Skalen und vielen freien Enden (Dangling Ends), auf
die der Hauptteil der Masse konzentriert ist. Diese Gebilde sind partiell durch einen
einzigen Pfad (Link) miteinander verbunden, der u.U. die Perkolationseigenschaft des
gesamten Clusters aufrecht erhélt. Auch Knoten (Nodes) zwischen den Links sind

moglich. Links, Nodes und Blobs formen den Backbone des Netzwerks.
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Die Wahrscheinlichkeit P(p) bei gleichverteilter Auswahl unter den Gittersites
eines zu erwischen, das zu dem Netzwerk gehért, 148t sich, wie schon gesehen, mit
Relation (2.9), oder alternativ unter zu Hilfenahme der Faktorisierungseigenschaft
der Paarverbindungsfunktion

PYp) = lim  Ci(p) (2.12)

|r; — rsl—o0
berechnen. Die Frage, ob P im thermodynamischen Limes gegen null strebt oder
einen endlichen, positiven Wert annimmt, kann auch mittels der fraktalen Dimension

geklirt werden:

o 7d—d ) =0 : p < pc )
P(p) < L {>0 Cp > b ; L — co. (2.13)

Damit weist P die Grundeigenschaften eines Ordnungsparameters auf: P ist null
in der unperkolierten Phase und positiv in der perkolierten Phase. Der Ubergang
bei pc ist stetig, weshalb P als Ordnungsparameter eines Phaseniiberganges zweiter

Ordnung fungiert.

Letzte Aussage vollzieht den Schritt von der probabilistischen Beschreibung des
Perkolationsproblems hin zu einer Behandlung im Rahmen des Formalismus kriti-
scher Phinomene, deren wichtigsten Erkenntnisse, die Skalentheorie und die Univer-
salitdt, im folgenden Abschnitt am Beispiel des homogenen Bulksystems verifiziert

werden.

2.3 Kritisches Verhalten im Volumen

Ein homogenes Bulksystem ist durch die Ortsunabhingigkeit seiner Observablen cha-
rakterisiert. Diese in den vorangegangenen Abschnitten stillschweigend vorausge-
setzte Situation kann formal innerhalb einer Behandlung unendlich ausgedehnter
Perkolationssysteme mit rdumlich homogener Besetzungskonzentration p generiert
werden. Die rdumliche Translationsinvarianz des Modells in sich induziert die Trans-
lationsinvarianz aller Observablen. In Abbildung (2.3) ist der typische Verlauf von
Pg(p) und Sp(p) skizziert. Der Index B steht fiir ,,Bulk®.

Fiir den singuldren Anteil des ersten Moments der Clusterverteilung, den Ord-
nungsparameter Ppg, erwartet man im Limes p — pg einen wurzelartigen Verlauf.
Das zweite Moment der Clusterverteilung, die mittlere Clustergrofie Sg(p), sollte
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beidseitig des kritischen Punktes einen algebraisch divergierenden singuldren Anteil
besitzen. Beide Fille lassen sich im Rahmen der Skalentheorie und ihrer kritischen
Exponenten erfassen. Die Skalenhypothese basiert auf der Vorstellung, daBl am kri-
tischen Punkt alle Skalen divergieren, wodurch eine Invarianz beziiglich Skalentrans-
formationen resultiert, d.h. vergréfert man einen Ausschnitt des Systems auf die Ab-
messungen des Originals, so ist kein Unterschied zwischen Ausschnitt und Original
festzustellen. Als Konsequenz daraus miissen alle Observablen homogene Funktionen

H ihrer Argumente g; sein.
qi
H(g) = bP® H(Bf;) (2.14)

b bezeichnet einen beliebigen Skalenfaktor, D; bzw. Dy die Skalendimensionen von
g; bzw. H. Angewandt auf die mittlere Anzahl der s—Cluster pro Gitterplatz findet

man die Skalenform

ns(p) — n(s,Ap) ; 800, Ap=(p—pc)—0 (2.15)
= O, 2P ; Relation (2.14
= n(be,m) ; Relation (2.14) (2.186)
= sPn/ds (1, Ap. s W)y p =51/ (2.17)
= s N(Dp-s° S ovdp, r= -2
= s ( p's) 13—1/ f,T__E’ (218)

wobei iiber die prdzise Form der Skalenfunktion NM(z) = n(1,z) keine Aussagen
gemacht werden. Asymptotische Betrachtungen fiilhren auf einen endlichen Wert

Pc 1 Pc

Abbildung 2.3: Typischer Verlauf des Ordnungsparameters Pg(p) und der mittle-
ren ClustergréBe Sp(p) in der Nihe des kritischen Punktes p¢.



18 2, Einfiihrung in die Perkolationstheorie

N(0), woraus sich ein algebraischer Zerfall n, < s~ am kritischen Punkt entwickelt,
sowie auf die Asymptote N(z) — 27/ falls  — co. Dazwischen durchliuft N(z)

i.a. ein Maximum.

Ausgehend von (2.18) kénnen Skalenrelationen fiir weitere Observablen ermittelt
werden. Darin vorkommende kritische Exponenten sind mittels o und 7 darstellbar,
und die jeweiligen Amplituden lassen sich mit A(z) verkniipfen. Dies soll am Beispiel
der laut (2.8) aus n, berechenbaren mittleren Anzahl der Cluster pro Gitterplatz

nachvollzogen werden.

()

K@) = ) np) (2.19)
s=1
()
x Y s N(Ap-s9) (2.20)
s=1
< / s N(Ap-s7) ds (2.21)
1 1-r_ —L o
- ;/a:a L N(z) de - (Ap)T ;z=0Ap-s (2.22)
N T—1
= K |Ap| j2-a=— (2.23)

In gleicher Weise findet man:

P(p) =< Py (Ap) ; B= (2.24)

S(p) = Sx|Ap[™" ;=Y = (2.25)
Hieraus lassen sich die bekannten Skalenrelationen erzeugen, mit deren Hilfe man
bei Kenntnis von zweien (in dieser Arbeit sind dies meist § und 7, wie in Tabelle
(4.1) angegeben) die jeweils bendtigten Exponenten berechnen kann. Thre Werte sind
suniversell“, d.h. unabhingig von Site— oder Bond—Perkolation, den unterliegenden
Gittertypen usw., da es sich hierbei um Informationen handelt, die auf der am kri-
tischen Punkt divergierenden Léngenskala irrelevant werden. Im Gegensatz dazu ist

die Gitterdimension d eine relevante Grofe.

Die Paarverbindungsfunktion C;j(p) = Cr(p) trigt eine zusétzliche Ortsabhingig-
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keit r = |r; — r;|, die ebenfalls mit (2.14) behandelt werden kann

Ciij(p) — Clpr) (2.26)
=< % C(Ap - ri/v). (2.27)

Die Skalendimension —%,é von C(z) wird im Limes grofer » aus (2.12),(2.24) be-

stimmt. Die Korrelationsldnge

T 72 Cr(p) 2 -2
2 = &1 =« 2 |Ap|T ST > 00 2,28
> ) ! 2:28)
divergiert bei pc wie erwartet mit dem Korrelationsexponenten v. Ein Vergleich von
(2.25) mit der aus (2.27) gefundenen Darstellung fiir S(p) induziert die ,, Hyperscaling—

Relation®

dv = 28 +4, (2.29)

in die erstmals die Dimension d des Einbettungsraumes eingeht. (2.29) verliert ober-
halb der kritischen Dimension do = 6 seine Giiltigkeit, und in den Skalengesetzen

kommt es zu logarithmischen oder komplizierteren Korrekturen.

2.4 Systeme mit Oberfiche: Tiefenprofile

Entgegen den Anschauungen des vorigen Abschnitts sind reale Systeme durch Ober-
flichen begrenzt. Deren theoretischer Behandlung liegt das Konzept, eines sich im
Halbraum r > 0 unendlich ausdehnenden Modells mit einer an Vakuum grenzenden,
planaren Oberfliche bei r = 0 zugrunde. Wihlt man die Besetzungskonzentrationen
fiir alle Sites der Ebenen E, konstant p,, bleibt die Translationsinvarianz parallel zur
Oberfliche erhalten und die Observablen sind allein Funktionen des Abstandes r von
der Oberfliche. Die Ortsabhéngigkeit z.B. der Groflen

(o0)

E.({e:}) = 3 n({p}i7) (2.30)
s=1
(c0)
P({pr}) = pr - E sns({pr},7) (2.31)
. s=1
(c0)
Se({pr}) = Z s? ns({pr},7) (2.32)
s=1
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und deren Interpretation im Rahmen des halbunendlichen Modells fundiert auf der

mittleren Anzahl der s—Cluster pro Gitterplatz von E,

ns({pr},7) = % Za: s' ngs({pr}, 7). (2.33)

s'=1
Sie akkumuliert sich aus den Beitrigen s’ zur Ebene E, der Cluster vorgegebener
Groéfle s, gewichtet mit deren Anzahl n,y pro Gitterplatz, welche als Erwartungs-
wert iiber alle Gitterkonfigurationen die Ortsabhingigkeit trigt. In gewissem Sinne
handelt es sich bei (2.33) um eine Mittelung von Projektionen der s-Cluster des Ein-
bettungsraumes in der Hyperebene E,. Weil die Identitit ps(r) = s n,(r) fiir die
Wahrscheinlichkeit, einen Site der Ebene F, in einem endlichen Cluster der Grifle
s zu finden, erhalten bleibt, dokumentiert P, aus (2.31) die Wahrscheinlichkeit, bei
gleichverteilter Auswahl! eines Sites der Ebene E, genau einen zu erwischen, der zum
unendlichen Netzwerk gehért. Analog addieren sich in (2.32) alle Beitrige von s-
Clustern entsprechend ihrer Wahrscheinlichkeit, einen Anteil an der Ebene E, zu

halten, zur mittleren Clustergréfie S,.

Typische Ortsabhingigkeiten, z.B. des Ordnungsparameters P,, kénnen in reinen
Oberflichensystemen mit einer Oberflichenbesetzungskonzentration pg beir = 0 und
einer sonst homogenen Bulkbesetzungskonzentration pp fiir r > 0 studiert werden.
Zunichst erwartet man aufgrund fehlender NN in der Oberfliche eine geringere
Perkolationstendenz, d.h. die kritischen Punkte sollten i.a. | eine Relation pp ¢ < ps,c
erfiillen. Weiterhin 148t die Kombination von je zwei Zustdnden (oberhalb/unterhalb

pc = +/—) in Bulk und Oberfliche vier fundamentale Profiltypen erwarten:

[~, —]: Ist weder Bulk noch Oberfliche perkoliert, also Py = Py = 0, bleibt fiir den

Profilverlauf nur die identische Nullfunktion.

[—,+]: Eine perkolierte Oberfliche mit Py > 0 ist durch einen sich in der Oberfliche
ausdehnenden, unendlichen Cluster charakterisiert. Dieser breitet sich auch
in den oberflichennahen Regionen des Bulksystems aus, so daf das Profil
in den Bulk hin abfillt und asymptotisch dem Grenzwert Py, = 0 zustrebt.
Oberflichenperkolation induziert keine Bulkperkolation. Diese Situation ist
in Abbildung (2.4a) exemplarisch anhand eines mittels Computersimulatio-

nen (vergl. Kapitel 4) erhaltenen Profils dargestellt.

[+, —]: Perkolation im Bulk zieht wegen der Existenz eines unendlichen Netzwer-
kes Ps > 0 nach sich. Obwohl das Netzwerk zur Oberfliche hin ausdiinnt,
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[+, +]:

dringt es letztlich bis in die Oberfliche vor und verursacht dort einen positiven
Ordnungsparameter Py > 0, d.h. Bulkperkolation induziert Oberflichenper-

kolation. Summa summarum startet P, auf der Oberfliche mit positivem B,

wichst typischerweise monoton mit » an und konvergiert gegen den Bulkwert

P, (vergl. Abbildung (2.4b)).

Im Falle mit vernetztem Bulk und vernetzter Oberfliche sind sowohl Py als
auch Py von Hause aus positiv. Gewdhnlich wird das Oberflichennetzwerk
dichter sein als das des Bulks, so da8 der in Abbildung (2.4c) visualisierte,
mit von der Oberfliche in den Bulk abfallendem Verlauf von P, die Regel

sein wird. Bei Parameterkonstellationen mit z.B. geniigend hoher Bulkbeset-

zungskonzentration pp ist auch ein ansteigender Verlauf von P, denkbar.

07
06 £
05 F

03 F

01 F

pg = 0.25
ps = 0.65

0.0

0.7 -

05 F

04 £

02 F

o1 F

0.0

10 20

©

0.7 T -

Dp =035

06 F
Psg= 0.20

05 F 3
04 F 3
03 f 3
00000000000000000

02 fo 3

01 F 3

0.0 .

®

Abbildung 2.4:

Typischer Verlauf der Ordnungspara-
meterprofile P, als Funktion des Ab-
standes r von der Oberfliche fiir die
Profiltypen (a):[—,+], (b):[+,—] und
(c):[+,+] (Computersimulation).
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Diese grobe Einteilung der moglichen P,—Profile ist nicht notwendig vollstindig,
doch gibt sie einen Uberblick iiber die wesentlichen Profiltypen des Systems. Auch
die Grenzen zwischen den vier Regionen miissen nicht durch die Werte pp,¢ und psc
festgelegt sein. Aufgrund von Kooperationen zwischen Oberfliche und Bulk kann
es zu Verschiebungen der Grenzlinien kommen. Wahrend die Grenzen zwischen den
Regionen [—,—] & [—,+] bzw. [—,-] & [+,—], [-,+] < [+,+] mit einem nicht
differenzierbaren Wechsel des Oberflichen— bzw. des Bulkordnungsparameters von
null zu positiven Werten einhergehen und somit Phaseniibergéinge beschreiben, ist
der Wechsel [+, —] « [+, +] differenzierbar und folglich kein Phaseniibergang.

Im nichsten Abschnitt werden deshalb Struktur und Lage der Phasen und Uber-

gangslinien bestimmt.

2.5 Kritisches Verhalten des halbunendlichen Systems

Die (weitgehende) Monotonie und die zu erwartende stetige Entwicklung der Ord-
nungsparameterprofile als Funktion der externen Parameter pp und pg erlaubt die
Reduktion der Diskussion des Gesamtprofils auf die drei aussagekriftigen Groéfien
[J.8]

Bulkperkolation : Pp = lim P, (2.34)
Oberflichenperkolation: P = lim P, (2.35)

Exzefiperkolation : Ps = Z [Pr — Ppg] (2.36)

Ppg beschreibt den Perkolationszustand im fernen Bulk, Py auf der Oberfliche, und
Ps mifit die Gesamtabweichung des Oberflichenprofils vom Bulkwert. In Analo-
gie zu Pp (vergl. Abschnitt 2.3) sind auch Py und Ps in der Nihe entsprechender
Phaseniibergédnge durch Skalenfunktionen beschreibbar, deren kritische Exponenten
durch die Definitionen [J.5, J.8]
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Bulk : KpxKs |Apf*™® ; PexPy (Ap)® ; SpxS« [Ap|™"  (237)
Oberfl: Ko < K [Apf*™ ; Py < PP (Ap)? ; So <SP |ApI™ (2.38)
ExzeB : Ks < KO |Ap?os ; Ps < PO (Ap)s 5 S5 < 89 |Apl™ (239

festgelegt werden. Eine a priori anzunehmende Differenzierung der Exponenten
beziiglich der Richtung der Anniherung an den Ubergang ist bei der Perkolation
nicht notig. Es ist klar, dafl die Werte der neuen Exponenten und ihre Relationen

untereinander vom jeweiligen Phaseniibergang Ap € {App, Ap} abhéngen.

Die Struktur des Phasendiagrammes liefert eine Real-Space-Renormalization—
Group(RSRG)-Behandlung des Oberflichenproblems [D.9]. Ihre Resultate sind in
Abhingigkeit von der Dimension d des Einbettungsraumes in Abblidung (2.5) fiir
die Félle d = 2 in (a) und d = 3 in (b) unterschieden.

2.5.1 Unperkolierte Phase, Oberflichenphase und Bulkphase

In dreidimensionalen Systemen findet man alle im vorigen Abschnitt intuitiv kon-
strulerten Profile: Fiir kleine ps markiert pp ¢ den ,gewthnlichen Ubergang (or-
dinary transition (0)), der die ,unperkolierte Phase“ (non percolative phase (Pyp))

A

1 sb

Ps/Ps,c

. — po -
o

Ps/Ps,c P8/Pe,c

Abbildung 2.5: Struktur der Phasendiagramme der Oberflichenperkolation mit
den Parametern pp (Bulkbesetzungskonzentration) und pg
(Oberflichenbesetzungskonzentration) fiir (a):d = 2 und (b):d = 3.
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mit analog zu [—,—] identisch verschwindendem Ordnungsparamater P, = 0 von
der ,gewdhnlichen Phase® (ordinary phase (Pp)) separiert, welche durch einen in
den Bulk ansteigenden Ordnungsparameter 0 < Py < P, < Pg charakterisiert ist
(vergl. [+, —]). Zu groBen pg hin ist Pyp durch den ,,Oberflicheniibergang® (surface
transition (3)) von der Oberflichenphase (surface phase (Pg)) getrennt. Sie definiert
sich durch ein von Py > 0 auf den Bulkwert Pg = 0 monoton fallendes Ordnungs-
parameterprofil (vergl. [—,+]). Aufgrund der Kooperation der Oberfliche mit dem
Bulk beschreibt s eine bei (0,pg,c) startende, monoton mit pp fallende und alge-
braisch gemdf p§ — pf;b) =< (pp,c — pe)Y® [C.2] in den Punkt sb = (ppc, pf;b))
einlaufende Funktion p§(pp). Am multikritischen Punkt sb hat man den ,speziellen
Ubergang® (surface bulk transition (sb)). Oberhalb sb heifit die Linie pg = pp ¢ der
Bulkiibergéinge dann ,auergewshnlicher Ubergang® (eztraordinary transition (e)).
Rechts von ihr findet man die ,auBergewohnliche Phase* (extraordinary phase (Pg)).
In Pg fallen die Ordnungsparameterprofile vom Oberflichenwert Py > 0 auf einen
positiven Bulkwert Pg > 0 ab (vergl. [+,+]).

Durch die Definition der Uberginge o und e werden die Profile der Bulkphase
Pg > 0in ,gewdhnliche Profile“ in Py (asymptotische Approximation des Bulkwertes
von unten) und ,aufergewdhnliche Profile* in Pg (asymptotische Approximation des
Bulkwertes von oben) unterteilt. Das Grenzprofil zwischen beiden Situationen — die
Amplitude des asymptotisch exponentiellen Zerfalls wechselt hier das Vorzeichen —
wird oft als ,spezielles Profil“ und die Menge deren Vorkommens im Phasenraum
als ,spezielle Phase® (surface bulk phase (Psg)) bezeichnet. Es sei jedoch nochmals
darauf hingewiesen, daBl die Nomenklatur ,Phase“ fiir Pg, Psp und Pp einzig aus
dem didaktischen Grund der Analogie zu den wirklichen Phasen Pyp und Pg gewahlt
wird. Pg, Psp und Pp sind durch das Profil des Ordnungsparamters definierte,
disjunkte Teilmengen der einen, fiir pp > pp,c vorkommenden, Bulkphase. Zwischen
ihnen finden keine Phaseniiberginge statt. Der Ordnungsparameter variiert in der

gesamten Bulkphase in stetig differenzierbarer Art und Weise.

Im Gegensatz dazu beschreiben die Kurven o, e und s Phaseniibergénge zweiter

Ordnung.

In zwei Dimensionen kooperieren Oberfliche und Bulk nicht miteinander. Der
Oberflicheniibergang s bleibt bis pp = ppc auf dem Niveau pg = psc = 1 und
auch sb kommt bei sb = (pp,c,ps,c) zu liegen. Als Konsequenz daraus sowie aus

ps,c = 1 hat man in zwei Dimensionen weder einen auergew6hnlichen Ubergang e
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noch eine Oberflichenphase Ps. Eine Aufsplittung der Bulkphase in Pg, Pgp und

Po ist weiterhin méglich.

2.5.2 Der Oberflicheniibergang

Renormierungsgruppenuntersuchungen [J.8] zeigen, daf§ fernab der kritischen Bulkli-
nie das Oberflichensystem durch ein effektives (d — 1)-dimensionales Bulksystem
beschreibbar ist. Anschaulich ist diese Aussage anhand einfacher Korrelationsbe-
trachtungen zu verstehen. Die endliche Bulkkorrelationsldnge fiihrt auf eine expo-
nentiell in den Bulk abfallende Korrelationsfunktion. Das Oberflichensystem hat
eine mittlere Dicke von der Groflenordnung der Korrelationslinge. Nach Anwendung
weniger RSRG-Schritte hat man ein effektives (d — 1)-dimensionales Bulksystem ge-
neriert. Damit sind die universellen Eigenschaften des Oberflicheniiberganges durch
die des (d — 1)—-dimensionalen Bulksystems festgeschrieben. Insbesondere erfiillen
die in (2.37)—(2.39) definierten kritischen Exponenten des Oberflichensystems die

Relationen
o = ag = oD (2.40)
B = Bs = peY (2.41)
n o=y = %Y, (2.42)

und auch die Skalenrelationen des Bulksystems sind anwendbar. Die Oberflichenkor-
relationslinge skaliert wie §j < |Ap§|"’(d_1). Dabei ist zu beachten, daff die Lage des

Oberflicheniiberganges natiirlich von der Bulkbesetzungskonzentration pp abhingt,

d.h. Apt = ps — p(pB).

2.5.3 Der gewohnliche Ubergang

Knapp oberhalb des ordentlichen Uberganges wird z.B. die Frage nach Oberflichen-
perkolation durch die Existenz eines unendlichen Netzwerkes im Bulk beantwortet,
das vom Bulk bis in die Oberflichenschicht hineinreicht. Auch bei anderen Observa-
blen scheint das Oberflichenverhalten bulkinduziert. Dieses einfache Argument wird

durch Renormierungsgruppenrechnungen weitgehend gestiitzt [J.8]. So lassen sich
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die Exponenten der ExzeBgréfien (2.39) allein aus den kritischen Bulkexponenten
as=a+v ; fs=f-v ; Ys=7+v (2.43)
und die lokalen Oberflichengré8en (2.38) aus den kritischen Bulkexponenten sowie

einem weiteren Oberflichenexponenten, z.B. 7, der dem asymptotischen Verhalten

der Korrelationsfunktion in der Oberfliche entnommen ist, gemés
v v
ap=a=1 ; fi=gd-2+m) ;5 m=54-n-mn) (2.44)

bestimmen. Weitere Exponenten sind mittels der bekannten Skalenrelationen zugéng-
lich. Aufgrund der Invarianz des gewdhnlichen Uberganges beziiglich Variationen in

ps gilt stets App = pp — pB,c-

2.5.4 Der aulergewthnliche Ubergang

Die charakteristische Eigenschaft des auBergewhnlichen Uberganges ist der Aufbau
eines perkolierenden Bulkclusters in Anwesenheit einer bereits perkolierten Oberfliche.
Das momentane Verstindnis dieses Uberganges basiert auf Interpretationen von Mean-
Field-Ergebnissen [C.2, J.5]. Verschiedene skalentheoretische Ansitze liefern Indizien
fiir die Darstellbarkeit kritischer Oberflichenexponenten durch Bulkexponenten, doch
sind die Ergebnisse nicht widerspruchsfrei etabliert. Eine addquate Untersuchung
dieses Uberganges beispielsweise im Rahmen einer Renormierungsgruppe scheint bis
dato nicht méglich, so daf keine definitiven Aussagen iiber die Relationen der Expo-

nenten (2.37)—(2.39) getroffen werden kénnen.

2.5.5 Der spezielle Ubergang

Am speziellen Ubergang sind Bulk— und Oberflichensystem zugleich kritisch, weshalb
an diesem multikritischen Punkt sb beide Skalenfelder, App = pp —pB,c und Ap§ =
ps — P&(pB), relevant sind. Die Beschreibung des multikritischen Verhaltens bei sb
fundiert deshalb auf vier unabhingigen kritischen Exponenten; zwei Bulk— und zwei
lokale Oberflichenexponenten, z.B. 7 und ®. 7, beschreibt wieder den algebraischen
Zerfall der Korrelationsfunktion innerhalb der Oberfliche, und ® [C.2] ist der cross—
over-Exponent, der das algebraische Einlaufen des Oberflicheniiberganges p3(pgs) in
den Punkt sb dominiert. Die Exponenten der lokalen Groflen aus (2.38) bestimmen

sich zu

v v
ogg=a+v+®-1 ; ﬂ1=§(d—2+7]||) ; ’71=§(4—71—77||), (2.45)
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wihrend die Exponenten der ExzeSgrofien (2.39) wieder allein aus den kritischen

Bulkexponenten berechnet werden kénnen

ags=a+v ; Bs=pf-v ; ys=v+vr. (2.46)

2.6 Zusammenhang mit dem gq—Potts—Modell

Bisher wird das Perkolationsproblem aus rein probabilistischem Blickwinkel gesehen.
Die Entstehung diverser Phasen und Phaseniiberginge sowohl im Bulk- als auch im
Oberflichensystem lassen jedoch eine Verbindung zu thermodynamischen Modellen,
die i.a. durch eine Konfigurationsenergie in Form eines Hamiltonoperators definiert
sind, erahnen. Tatséichlich lassen sich verschiedene Perkolationsmodelle im Rah-
men eines speziellen ¢ — 1-Limes assoziierter g-Potts—Modelle darstellen [A.16, B|.
Die mathematisch weitestgehend dquivalente Herleitung verschiedener Perkolations-
modelle wird in den folgenden Abschnitten exemplarisch fiir die Bond—Perkolation

skizziert.

2.6.1 Das q—Potts—Modell

Es sei G ein d-dimensionales Raumgitter auf dessen Gitterpldtzen Potts—Spins o;
sitzen, die je einen der ¢ Werte o; € {0,1, ... ,¢ — 1} annehmen kénnen. Das Potts—
Modell ist dann in seiner Standarddarstellung durch die Konfigurationsenergie {A.8,
A.12]

—BH(g;{c}) = Z K;; 5(0,',0’_1‘) + Z L; §(03,0) (2.47)

<i,j> i
und die Angabe von Randbedingungen auf 0G eindeutig definiert. Wenn nicht aus-
driicklich anders vermerkt, werden in dieser Arbeit stets periodische Randbedin-
gungen (PBC) benutzt. Dabei bezeichnet <i,j> die Summation iiber alle Bonds
zwischen nédchsten Nachbarn (NVN) ¢ und j auf G und é(e, §) das Kronecker—Symbol

st = {5 %l | (2.45)

sonst

Zur Vereinfachung werden die auf die Temperatur kT = % bezogenen

Kopplungskonstanten Ki; = BJij (>0)
und Felder L; = pBH;
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verwendet. Es ist klar, daf im Grenzwert limy_,g+ limgz}_o+ der Grundzustand
g—fach entartet ist, da sich alle Spins in genau einem der ¢ Zustinde befinden,
wihrend fiir limr o limgz) .o+ jeder Spin o; mit gleicher Wahrscheinlichkeit %
irgendeinen der g Zustinde annimmt. Demnach sollte es fiir mittlere Temperaturen
einen Phaseniibergang von einer geordneten Tieftemperaturphase in eine ungeord-
nete Hochtemperaturphase geben. Die Ubergangstemperatur B¢ ergibt sich aus der

freien Energie [G]

~BF(g;{K},{I}) = In J_ & Pt (249)
{s}
Sie ist fiir |G| < oo als endliche Summe analytischer Funktionen fiir alle 8 € RF
analytisch. Erst im thermodynamischen Limes

~Bf(¢;{K},{L}) = lim Ié—l[—ﬂF(q;{K},{L})] (2.50)

|G|—o0

kénnen nichtanalytische Bereiche auftreten, die dann mit Phaseniibergéingen identi-

fiziert werden.

Im Falle isotroper Kopplungen K;; = K ergibt sich im Nullfeldlimes fiir die freie

Energie in d = 1 Dimensionen
~Bf(¢;K,L—0%) = In(eX +¢-1), (2.51)

und somit tritt fiir alle ¢ € R§ nur fiir 8 — oo ein Phaseniibergang auf.

In d = 2 Dimensionen ist zwar f bisher nicht explizit als Funktion von K darstell-
bar, jedoch kann z.B. fiir das s.q. Gitter eine im thermodynamischen Limes exakte
Dualitétstransformation durchgefiihrt werden. Das duale Modell ist dann ebenfalls
ein s.q. g—Potts—Modell mit der modifizierten Kopplung K*, die mit K die Relation
[A.5, A.9, A.12]

(K —1) (¥ -1) =g¢ (2.52)

erfiillt. Weil K* eine streng monoton fallende Funktion von K ist, sind also die Hoch-
temperatureigenschaften des Systems explizit durch die Tieftemperatureigenschaften
gegeben und umgekehrt. Ist weiterhin die kritische Temperatur B¢ eindeutig — was
nur fiir ¢ = 2 und ¢ > 4 rigoros gezeigt ist [A.4, J.20] — so kann bei f¢ auf K = K*

geschlossen werden, und somit folgt

BcJ = Ko = In(1+/q). (2.53)
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d 7*(d)
2 4
3 2.2
4— o0 9 Tabelle 2.1: Oberhalb ¢*(d) ist der Phaseniibergang
von erster Ordnung [A.1, A.3, A.11].

Der Phaseniibergang ist fiir ¢ > 4 von erster Ordnung (d.h. diskontinuierlich) und
fiir ¢ < 4 von héherer Ordnung (d.h. kontinuierlich) [A.3].

Fiird > 2 ist der Phaseniibergang fiir groe g ebenfalls diskontinuierlich [A.6]. Es
gibt also auch hier eine untere Schranke ¢*(d) oberhalb derer der Ubergang unstetig
ist. Ausgiebige Untersuchungen haben fiir ¢*(d) die in Tabelle (2.1) aufgelisteten
Werte ergeben. Der Ubergang des in dieser Arbeit interessierenden Perkolationslimes

g — 1 ist damit fiir alle Dimensionen von zweiter Ordnung.

2.6.2 Der Perkolationslimes q — 1 des Potts—Modells

Die formale Hochtemperaturentwicklung der Potts—Zustandssumme fiithrt fiir belie-
bige Gitter G auf die sogenannte Graphenentwicklung der Zustandssumme [B.10]

Z(q;K,L) = Z M9 H (eL’c(g') +q- 1). (2.54)
g'cg ¢

Dabei werden nur der besseren Ubersicht wegenalle K;; =K ,L;=Lundv = eK—1

gewdhlt, Die Summe erstreckt sich iiber alle Untergitter G’ von G, das Produkt
enthilt alle verbundenen Cluster ¢ von G’ einschliefilich einzelner Sites, und 5(G’) bzw.
s¢(G') sind jeweils die Anzahl der Bindungen bzw. die Anzahl der Sites eines Clusters
c auf dem Untergitter G. Uber diese Entwicklung kann nun das Potts—Modell fiir
beliebige ¢ € IR definiert werden. Dabei geht i.a. die mikroskopische Bedeutung des
Hamiltonoperators H verloren. Hingegen bleibt die Eigenschaft der freien Energie
—BF = In Z, die erzeugende Funktion physikalisch relevanter Observablen zu sein,
stets erhalten. Insbesondere 1d8t sich fiir ¢ = 1 durch die Definition [A.16]

)
G(K,L) = a—q—ﬂF(q;K,L) 1
q=
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0
— In Z(q;K,L ] 2.55
5 M AGED| (255)

die erzeugende Funktion G(K,L) der Bond-Perkolation bestimmen. Einsetzen von

(2.54) liefert nach einigen elementaren Rechenschritten

1

K, L) = lim — G(K,L

9( ) |G| o0 |g| ( )
= <3 el 5 (2.56)

wobei
1
<X> = lim = <X> 2.57
|G|—00 |g] g ( )
<X> = Y PO 1-pO0D x(g) (2.58)
g'cg

p = 1- e X (2.59)

benutzt wird. Alle interessierenden Perkolationsgrofien lassen sich aus g(K, L) ablei-
ten [A.16]:

e mittlere Anzahl der Cluster pro Gitterplatz

K(p) = <> 1> = Jlim g(X,L) (2.60)

o Perkolationswahrscheinlichkeit

%

— (site) _ / _ (site) :
P(p) = p < ; se(g)> = p+ lm SH(KL)  (261)
o mittlere Clustergréfie pro Gitterplatz
S(p) = 2(g' - im 29k L
(p) = < ; 5:(G") > = [jim Z73(KI). (2.62)

In dhnlicher Weise kann die Paarverbindungsfunktion C(r,p) mit der Zweipunktkor-
relationsfunktion I'xo(0,r) des Potts—Modells in Verbindung gebracht werden [B.10]:
0

C(r,p) = [a—qFaa(O,r)] . (2.63)
o=
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Die kritische Besetzungskonzentration p¢ ist diesem Formalismus ebenfalls zuging-
lich, denn bezeichnet

A(g;e o) =0 (2.64)
den kritischen Punkt K¢ des zugehérigen q—-Potts—Modells, dann fiihren die obigen
Uberlegungen mit (2.59) auf die Relation

A(1;1-pc) = 0. (2.65)

Dies ist insbesondere fiir zweidimensionale planare Gitter von besonderem Interesse,
da hier die Funktion A fiir manche Gittertypen mittels einer Dualitdtstransformation
exakt bestimmt werden kann. Allgemein ergibt sich somit zwischen p¢ auf G und pg

auf dem zu G dualen Gitter D die Summenregel

pc + pp = 1. (2.66)

—

Somit hat das in dieser Arbeit relevante selbstduale s.q. Gitter pc = pg; = 3.

Das Site—Perkolationsproblem kann ebenfalls als der ¢ — 1-Limes eines q—Potts—
Modells betrachtet werden [B.5]. Dazu miissen allerdings Multisite-Wechselwirkungen
K und Multisite-Felder M eingefiihrt werden, und auch das Gitter, auf dem dieses
assoziierte gq—Potts—-Modell lebt, ist nicht das Perkolationsgitter G, sondern ein aus
G abgeleitetes sogenanntes ,, Uberdeckendes Gitter* (covering-lattice), dessen Sites
sich gerade auf den Bonds des urspriinglichen Gitters G befinden. Die graphentheo-
retische Behandlung dieses Modells verlduft analog zum Bond-Perkolationsfall und

liefert als erzeugende Funktion der Site—Perkolation [B.5]

= 2. — .
D) = |5 ~BHGKD] (2.67)
= <bG)> ~ (7~ 5)p+ < S ek s, (269

wobei v die Koordinationszahl von G ist. Die Besetzungskonzentration p ist durch
p=1—e KD (2.69)

gegeben, und e’ berechnet sich aus K und M gemif [A.16]
K+M
L _ e -1
e =—g—71 (2.70)
Aus g(K, L) kénnen nun wieder alle Perkolationsgréfien auf G berechnet werden. Die

Aussagen (2.61) - (2.66) iibertragen sich exakt. Einzig

g(K,0%) =< b(G)> — (7 — -;-) p+ <n(d)> (2.71)
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liefert nicht mehr direkt die mittlere Clusterzahl < n(G’) > allein, wie im Falle der
Bond-Perkolation.
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Kapitel 3

Mean—Field—Theorie der
Perkolation

Bisher kann das Perkolationsproblem fiir die physikalisch relevanten Raumdimensio-
nen d € {2,3} keiner analytischen Losung zugefiihrt werden. Es liegt daher nahe,
sich mittels einer Mean-Field-Beschreibung erste qualitative Aussagen iiber das Ver-
halten solcher Systeme zu beschaffen. Aufgrund der Feststellung, dal kein direkter
Ubergang zu einer Mean-Field-Theorie der Perkolation méglich scheint, fiihrt der
Weg iiber die im vorigen Kapitel aufgezeigte Verbindung zum ¢—Potts—Modell und
dessen Mean—Field—Approximation (MFA).

Da das kritische Verhalten von Bond— und Site-Perkolation gleich ist [B.3, E.5],
die analytische Behandlung der Site-Perkolation aufgrund der Multisite—-Wechselwir-
kungen und -Felder auf dem covering-lattice etwas umstédndlich erscheint, wird in den
Abschnitten 3.1 und 3.2 mittels des Potts—Modells (2.47) auf dem Originalgitter G
eine Mean-Field-Theorie der Bond-Perkolation hergeleitet. Deren homogene Bulk-
version wird in Abschnitt 3.3 vorgestellt. AnschlieBend definiert Abschnitt 3.4 das
halbunendliche Modell, fiir welches das Phasendiagramm (Abschnitt 3.6) und die Pro-
file des Ordnungsparameters (Abschnitt 3.7) sowie der mittleren Clustergréfe (Ab-
schnitt 3.8) in den einzelnen Phasen und speziell an den Ubergingen zwischen diesen
Phasen auf Basis analytischer Approximationslésungen detailliert untersucht werden.
Das in Abschnitt 3.9 vorgestellte Iterationsverfahren gestattet eine numerische Sum-
mation der Selbstkonsistenzgleichungen. Diese wird in Abschnitt 3.10 fiir den Ord-
nungsparameter und in Abschnitt 3.11 fiir die mittlere Clustergrofie durchgefiihrt, wo-

bei ihre Resultate jeweils mit den Prognosen der analytischen Approximationslésung
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verglichen werden. Abschnitt 3.12 motiviert kurz das Interesse an langreichweitigen
Oberflichenstorungen, wofiir Abschnitt 3.13 die bekannte Renormierungsgruppen-
klassifikation zusammenfafit. Abschnitt 3.14 prisentiert eine dariiber hinausgehende
Mean-Field-Klassifikation einschliefllich einer Diskussion des cross-over—Verhaltens
des Ordnungsparameters in der Nihe des auflergewshnlichen Ubergangs (Abschnitt
3.15). Die Ergebnisse werden in Abschnitt 3.16 anhand numerischer Iterationen ein-
drucksvoll bestitigt.

3.1 Die Mean—Field—Theorie des Potts—Modells

Im vorigen Kapitel hat man gesehen, daf sich die erzeugende Funktion g(K,L) der
Perkolation als ein spezieller ¢ — 1-Limes der freien Energie eines assoziierten g—
Potts—Modells darstellen li8t. Da selbst im einfacheren Fall der Bond-Perkolation
fiir die Raumdimensionen d € {2, 3} die Zustandssumme (2.54) fiir beliebige ¢ nicht
exakt auszuwerten ist, liegt es nahe, sich mittels einer Mean-Field-Beschreibung
[A.5, A.10] zunichst qualitative Aussagen iiber das q-Potts—Modell zu beschaffen.
Dazu werden an Stelle der Potts—Spins o; € {0,1,...,¢ — 1} die Variablen

2xi

A = w mit w=eq (3.1)
eingefithrt. Mit
g-1
> X = g-600) (3.2)
s=0
g—1
SN = g-8(0i,09) (3.3)

s=0

berechnet sich die reduzierte Konfigurationsenergie zu

-1
L CHNEEDS { DR APLabHE SE DT } (3.4

s=0 | <ij> i
Substituiert man nun in der Doppelsumme }°; .., iiber alle Néchste-Nachbar-Bonds
fiir z € {Af,A\i"°} die Identitit ¢ = (z— <z>)+ <z>, multipliziert das resultierende
Produkt aus und sortiert die entsprechenden Terme, so erhilt man unter Vernachlis-
sigung der Fluktuationsterme (Af— < Af >) - (AI"°— < AI™° >) bei symmetrischer
Kopplung K;j = Kj; fir —fH(gq;{)}) die Mean-Field-Approximation (MFA)

—BHM(g;{A}) = Y, —BHI™(g; ) (3.5)
i€G
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mit der effektiven Ein—Teilchen—Energie

q—1
Z l: Z K;; </\?_’> + L;

=0 | <jli>

BHI™ (g5 ) = 2

=T

|
0]

Z Z KzJ <MTT><A > (3.6)
=0 <_7|z>
Die darin auftretenden Erwartungswerte <.> miissen innerhalb dieser Approxima-
tion selbstkonsistent bestimmt werden. Mit dem Ansatz
1 : siq
< Af > = 3.7
{ R : sfq } (3
ergibt sich fiir den reellen Ordnungsparameter R; € [0,1] die Selbstkonsistenzglei-
chung [A.10]
exp(L ;s KijRi + Li) — 1

; = . 3.8
exp(z<j|i> Ki;R; + L)+q-1 (3.8)

Aus der Summendarstellung (3.5) der Konfigurationsenergie folgt weiterhin die fiir
Mean-Field-Theorien iibliche Faktorisierung von Produkterwartungswerten

i=1

N N
< H filAg) > = H < fi M) >, (3.9)
=1

worin sich u.a. das Verschwinden von Korrelationen und Fluktuationen manifestiert.
Die Selbstkonsistenzgleichung (3.8) wiederum ist dazu geeignet, Erwartungswerte
beliebiger N-Punktfunktionen f({\z,}X,) mittels der Ordnungsparameter {Ry, }\;

allein auszudriicken:

-R
<HDD>= T fOwD H [+ Rus, ) (3.10)
{2} ?
Wie zu erwarten reduziert sich (3.10) fiir Produktfunktionen f({Ax,}) = II; fi(Ax;)
auf Gleichung (3.9). Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen im Zustand A* zu finden,
ist folglich [A.10]
5y X%) > = E_TR". + R; 6(1, %), (3.11)
und im thermodynamischen Limes unendlich grofier Systeme erhélt man mit (3.11)

fiir die freie Energie pro Teilchen:

- MFA( . — i i — (MF4) L (MF4)
BIUA G {KYALY) = Jim o { -BUer + swr | (a12)
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1
= lim — {< —BHMD(q:);) >
=Y < 8(A,A) > In < 8(A, A) >} (3.13)

{}

S (A5 den]

i€g <jH>

+T[ > K,JR,R + LiR; |

<Jh>

|g|—»oo |g|

_% [1+(g— DR ]In[1+ (¢ - 1)E;]

qq l i-Rn[1-R ]+lnq} (3.14)

Es ist nun leicht nachzurechnen, daf die Selbstkonsistenzgleichung (3.8) dquivalent ist
zur Extremalbedingung "L‘M%%L@D = 0, so daB der Gleichgewichtszustand durch

qc

Abbildung 3.1:

4 =
1. Ordnung
3
26 N =
2. Ordnung
1 L 20, 1 R
1 2 3 4 5 6 7 8

Schematische Darstellung von go(d) oberhalb dessen der Pha-
seniibergang mittels einer MFA beschrieben werden kann. Die be-

kannten kritischen Werte sind:

gc(l4+¢€) o« e?/e [A2, A1)
(2 = 4 [A3, A.10]
¢c(4) = 2 z2B.[G]
2(6) = 1 [A13]

Fiir ¢ = d = 3 ist der Ubergang von erster Ordnung [A.11].
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diejenige Losung von (3.8) gegeben ist, fiir die die freie Energie —8 f(¢;{K},{L})

aus (3.14) maximal wird.

Die freie Energie fungiert auch in dieser Mean—Field—Approximation als erzeu-
gendes Funktional fiir alle relevanten physikalischen Gréfien. Sie hat z.B. fiir das
homogene Bulksystem (K;; = Kp) die Form (y = Koordinationszahl) ‘

1 _1
~Bfs(q;Kp,Lp) = E[%KB+LB] + qT[gKBR%+LBRB

_3[1+(q—1)RB]ln[1+(q—1)RB]
—g—;—l[l—RB]ln[l—RB]-an. (3.15)

Hieraus erhilt man mittels einer einfachen Kurvendiskussion im Limes Lg — 0%
einen fiir ¢ < 2 stetigen Phaseniibergang (zweiter Ordnung) bei vKp ¢ = ¢ und fiir
g > 2 einen unstetigen Phaseniibergang (erster Ordnung), der durch einen Sprung des
Ordnungsparameters von Rg = 0 auf Rg = Rg = g:—% bei vKpc = 25{% In(g — 1)
[A.10] gekennzeichnet ist. Durch einen Vergleich mit dem fiir d = 2 bekannten
exakten Ergebnis fiir das kritische g-Potts—Modell [A.10] kann gezeigt werden, da8
diese Mean-Field-Ergebnisse in fiihrender Ordnung einer Entwicklung nach grofien
g in d = 2 Dimensionen exakt sind. In der Tat erhilt man aus diesen exakten
Betrachtungen, dafl das zweidimensionale Potts—Modell fiir ¢ > 4 einen Phaseniiber-
gang erster Ordnung und fiir ¢ < 4 einen zweiter Ordnung aufweist (vergl. Tabelle
(2.1)). Im allgemeinen kann man also davon ausgehen, da8 es fiir jede Dimension d ein
kritisches ¢.(d) gibt, oberhalb dessen die Mean—Field-N&herung Giiltigkeit besitzt.
Die bislang bekannten Werte fiir g.(d) sind in Abbildung (3.1) schematisch dargestellt.

3.2 Die Mean—Field—Theorie der Perkolation

Perkolation ist ein rein geometrisches Problem, das ohne einen Hamiltonoperator aus-
kommt. Bei gegebener Site-Konzentration p(**®) und Bond-Besetzungswahrschein-
lichkeit p(_b‘"‘d) haben alle Konfigurationen die gleiche ,Energie“. Man hat es also mit
einem mikrokanonischen Ensemble zu tun, fiir das die erzeugende Funktion die Di-
mension einer Entropie hat. Dennoch zeigt sich in Abschnitt 2.6.2, daB8 das Problem
der Perkolation als ein spezieller Limes eines kanonischen ¢g-Potts—Ensembles darge-
stellt werden kann. Bezeichnet also .4 die Abbildung, die die erzeugende Funktion
—B f(q;{K},{L}) des entsprechenden g-Potts—Modells auf die erzeugende Funktion
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g({p(site)}, {p(bond)}) abbildet
A: =B R ALY — g}, (om0} = A-p7]  (3.6)

und ist B eine Abbildung, welche g({p(*®)}, {p®ond}) auf g™ ({p(site)}, {plbond)})
projeziert, also die Perkolation auf ihre Mean-Field-Theorie reduziert,

B : g({pt*}, {prD}) s g ({0549}, (DY) = B[g), (3.17)
so erhielte man die gesuchte Mean-Field-Theorie einfach durch
g™ ({pt*#)}, {p*9}) = (Ao B)[-B f]. (3.18)

Da aber B nicht explizit bekannt ist, macht man sich die Kenntnis einer Mean—Field-

Néherung fiir das ¢—Potts—Modell zunutze. Bezeichnet
C:-Bf(a;{K},{L}) — —Bf¥™(q;{K},{L}) =C[-B] (3.19)

die Abbildung, die — wie im vorigen Abschnitt dargestellt — das g—Potts—Modell

auf seine Mean—-Field-Approximation transformiert, und
D: —B f*™(g;{K},{L}) — g™ ({p(*)}, {p*D}) = D[-B f*™]  (3.20)

wiederum deren Reduktion zur Perkolation auf Mean-Field-Niveau, so bekommt

man

g™ ({p#)}, {pCD}) = (C 0 D)[-B ], (3.21)

Weil beide Darstellungen, (3.18) und (3.21), die gleiche Theorie ergeben sollen, also

Ao B =C oD, erhilt man folgendes kommutatives Diagramm:

g-Potts—Modell A Pe;kolation
(6 {K} L} Ho) T (@ {9}, {pon )

“ /// B (3.22)
! | f

g—Potts—MFA Perkolation MFA

(G, {K}, {L}, HF™) D (G, {plsite)}, {p(tod})
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Unter der Annahme, dafl die Transformation g—Potts—Modell — Perkolation im
Originalproblem die gleiche ist wie auf Mean-Field—Niveau, d.h. A = D, hat B die

formale Darstellung

B=A10CoA (3.23)
und man erhilt fiir die Erzeugende der Bond-Perkolation die MF-Darstellung [A.10]
g™ {K}{L}) = (CoA)-B{] (3.24)
0
= |5 - B =g (K} ALY ] (3.25)
q g=1
— Iglim ""é—l { [ Z %Kin,;Rj + L;R; ]
| o0 i€g <jli>
1
- [ > 7K + Li ]
<jli>

+[1-m](1—1n[1-m])}. (3.26)

Die Verwendung der Parametersitze ({p{*?9)}, {p®tond}) bzw. ({K}, {L}) ist dquiva-
lent, da beide durch eineindeutige Abbildungen ineinander iiberfiihrt werden kénnen,
weshalb zukiinftig fiir die Mean—Field-Perkolation die Potts—Parameter ({K},{L})
benutzt werden. Insbesondere sieht man anhand von (3.23), da8§ jeder Operator Q,
der mit 4 und C vertauscht, auch mit B vertauscht. Somit kénnen dann alle For-
meln, die in Abschnitt 2.6.2 fiir g({K}, {L}) gewonnen wurden, auf g"™({K},{L})
iibertragen werden. Mittels (2.61) erhélt man fiir den Ordnungsparameter
MFA : dgM({K},{L

PM = 14 {Ll]}510+ (B{Li} ) _ R;, (3.27)
weshalb auch in Zukunft fiir den Ordnungsparameter der Mean-Field—Perkolation die
Notation R; beibehalten wird. R; ist wiederum durch das Maximum von g({K}, {L})
gegeben. Die Extremalbedingung Q%ﬂ;—jﬂ = 0 fithrt auf die Selbstkonsistenzgleichung

> KiyR;j +L; + In[1-R;] = 0. (3.28)
<jli>

3.3 Die Mean—Field—Perkolation des homogenen Bulk-
systems

Betrachtet man ein homogenes System, dessen Lineardimensionen gro88 im Vergleich
zur Korrelationslinge £ sind, so wird das Bulkverhalten unabhingig von etwaigen
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kurzreichweitigen Oberflicheneinfliissen durch einen rdumlich konstanten Ordnungs-
parameter R; = Rp beschrieben. Um das kritische Verhalten solcher Bulksysteme
zu studieren, wird im folgenden von einem unendlich ausgedehnten, homogenen Vo-

lumensystem ausgegangen, dessen Erzeugende (3.26) sich im externen Feld Lp
g™ (Kp,Lg) = %KBR?B +LgRp — %KB — Lp+[1-Rp)(1-In[1—Rz]) (3.29)

schreibt, woraus man fiir Lp — 07 sofort die mittlere Anzahl der Cluster pro Gitter-
platz als Funktion von Rp(Kp,0) ablesen kann. Die Selbstkonsistenzgleichung des
Ordnungsparameters Rg(Kp,Lpg) ergibt sich aus (3.28) zu

vKpRp + Lp + In[1 — Rpg] =0. (3.30)

Mittels des reellen Astes der W-Funktion [H.4], die durch die Funktionalgleichung
W(z) - eV(® = definiert ist, erhilt man aus (3.30) fiir den Ordnungsparameter die

Lésung
Kp.c
Rp(Kp,Lp) =1+ 74 (3.31)
Kp,c
mit
KB,C = l (3.32)
v

Rp(Kp,Lp) hat den in Abbildung (32) dargestellten Verlauf. Im Nullfeldlimes

K
4% (— If B e_ﬁ%>
B,C
Kp) = lim Rp(Kp,Lp)=1 - 3.33
Rp(Kg) p Jm B(Kp,Lp) =1+ K5 (3.33)
Kpc
[0 -1
B 1
¥ 1
) 2
v 1
2 Tabelle 3.1: Kritische Bulkexponenten der Mean-Field—
n 0 Perkolation {E.30].
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gehorcht Rp fiir Kg — KE,’)C dem Skalengesetz
Rp(Kp) — 2 kP mit B=1 (3.34)

und

Kp

Kpc
Wegen lim. K}, Rp(Kp) = limKB—J{E,C Rp(Kp) = 0 ist der Phaseniibergang
wie erwartet von zweiter Ordnung. Auf der Phasengrenze selbst fithren kleine positive
Bulkfelder Lp auf das Skalengesetz

k= ~1. (3.35)

1
Rp(Kpc,Lp) — V2 L% mit §=2. (3.36)

Unter Verwendung der Skalenrelationen [G] konnen aus diesen beiden Exponenten die
in Tabelle (3.1) aufgelisteten Bulkexponenten berechnet werden. Bei der Berechnung

SE =

Abbildung 3.2: Gitternetzdarstellung des Ordnungsparameters Rp(Kp,Lp) des
Bulksystems gemif (3.31). Die Geraden in der Definitionsebene

entsprechen aufeinanderfolgenden Héhenlinien zur Héhendifferenz

L
10°
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der Korrelationsexponenten 7 und » wird in der Hyperscaling—Relation die kritische

Dimension d¢ = 6 verwendet. Die Korrelationsldnge ist durch die Relation

1 1 1 1
2 (cosh (—) - 1) + - — =0 3.37
3 Kpc Kpl-Rp (3:37)

bestimmt, woraus fiir Kp - Kpc und Lg =0

1 kP

¢~ Kac

resultiert. Die mittlere Clustergrée pro Gitterplatz Sp(Kp, Lp) ergibt sich gemif§
(2.61) und (2.62) durch Differentiation des Ordnungsparameters Rp(Kp, Lp) nach
dem externen Bulkfeld. Aus (3.30) berechnet man

mit v= % (3.38)

1
SB(KBaLB) = 1 KB ’ (3'39)

1-Rp(Kp,Lg) Kpc

was im Nullfeldlimes fiir Kp — Kp ¢ auf das Skalengesetz
Sp(Kp) = Lliml)+ Sg(Kg,Lg) — |k|™7 mit vy=1 (3.40)
B—b

fithrt.

3.4 Das halbunendliche System

Reale physikalische Systeme sind durch Oberflichen begrenzt, wodurch eine ex-
plizite Ortsabhingigkeit physikalischer Mefigr68en, wie 2.B. der Perkolationswahr-
scheinlichkeit oder der mittleren ClustergroBe, induziert wird. Die charakteristi-
sche Liangenskala, auf der diese Gréflen variieren, ist durch die Korrelationsldnge
¢ festgelegt, so dal sich Oberflicheneinfliisse zunehmend dann bemerkbar machen,
wenn die Korrelationslinge an die Lineardimensionen des Systems heranreicht. Dies
tritt typischerweise bei Anndherung an einen Phaseniibergang ein, wenn £ geméf8
(3.38) sehr grof wird. Das auch experimentell zugéngliche Temperaturverhalten der

Oberflichengrofien ist i.a. verschieden von dem der entsprechenden Volumengréfen.

Die theoretische Behandlung von Oberflichensystemen fiihrt auf den Forma-
lismus der halbunendlichen Modelle [J.5, J.8]. Man untersucht ein im Halbraum

r > 0 unendlich ausgedehntes System mit einer an Vakuum grenzenden, planaren
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Oberfliche bei » = 0. Formal wird ein solches Modell durch folgende Wahl der
Kopplungskonstanten erzeugt:

K,--={ 0 ’T<°}. (3.41)

KM o or>o0

Dabei wird durch die Ortsabhéngigkeit der Kopplungen K,'-I in bzw. K; zwischen den

Ebenen, die aufgrund der Translationsinvarianz des Systems parallel zur Oberfliche
nur Funktionen des Abstandes » von der Oberfliche sein kénnen, der Einflul des Feh-
lens néchster Nachbarn auf die mikroskopische Struktur nahe der Oberfliche beriick-
sichtigt. Die Eindringtiefe dieser Oberflichenstérung in den Bulk ist wiederum von
der Groéfenordnung der Korrelationslinge, so da K, asymptotisch dem Bulkwert

Kp zustrebt:
lim KM = Kp. (3.42)
rP—00

Die dem System durch diese Wahl der Kopplungen — und evtl. ebenfalls vorhandener
Felder L, — aufgeprigte Symmetrie iibertrdgt sich auf die erzeugende Funktion. Sie
hat z.B. fiir die in dieser Arbeit benutzten Gitter mit kubischer Symmetrie (y = 2d)
die Gestalt

g*™({K}L{L}) =

N-1
.1 1 1
dim §0j [-Z-K}_%m_l + (d-1KIR, + 5K Ry + L,} ‘R,
r=

r

1.1 1.1
- [EK_% + (d-1K} + 5K +L,]

+[1-R,](1-In[1-R;]). (3.43)
Es ist klar, daB auch das Grenzwertverhalten von It Sich auf die physikalischen
Observablen vererbt. Daraus ergibt sich z.B. fiir den Ordnungsparameter R, im

Unendlichen die Randbedingung

lim R, = Rp, (3.44)

T—00

und der Bulkwert Rp ist durch (3.31) gegeben. Fiir endliche Absténde r ist R, durch
die Selbstkonsistenzgleichung (vergl. auch den naiven ¢ — 1-Limes der allgemeinen
Mean-Field-Gleichungen in [A.7, A.8])

K- By +2(d-1)KI B+ KX Ryt + L +I[1-R) =0 ; r>0  (3.45)
2 2
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gegeben, und an der Oberfliche bei r = 0 erhilt man die Randbedingung
2(d—1)KlRy + K+Ry + Ly + W[1-Ry] =0 ; r=0. (3.46)
2

Die nichtlineare Differenzengleichung (3.45) liefert in Kombination mit den Randbe-
dingungen (3.44) und (3.46) die gesuchten extremalen Profile zu (3.43), von denen

wiederum dasjenige thermodynamisch stabil ist, das g™ maximiert.

3.5 Losungsstrukturen der Selbstkonsistenzgleichung

Anhand plausibler Argumente war bereits im vorigen Abschnitt geschlossen worden,
daB Oberflichenstérungen der Form (3.42) das Bulkverhalten halbunendlicher Sy-
steme nicht beeinflussen. Es ist jedoch intuitiv klar, daBl der Bulk sehr wohl Einfluf§
auf das Verhalten des Ordnungsparameters Ry auf der Oberfliche hat. Um eine qua-
litative Vorstellung von den in solchen Oberflichensystemen auftretenden Phasen
und den Profilen des Ordnungsparameters zu bekommen, ist es zweckméi8ig die fiir
die Topologie des Phasendiagrammes offensichtlich irrelevante Ortsabhingigkeit der
Kopplungen im Bulk zu unterdriicken und nur auf der Oberfliche selbst eine vom
Bulkwert Kp abweichende Kopplungsstirke Kg zu betrachten

Ks : r=0
KL = { KZ eo0 } (3.47)

In gleicher Weise kénnen auch die externen Felder

_ Ls : r=0

angenommen werden, so daf in die Selbstkonsistenzgleichung nur noch die Bulkkopp-

lungen Kp und Bulkfelder Lp eingehen
KpR,_1 +2(d—1)KgR, + KgRry1 +Lp +In[1-R,] =0 ; r>0, (3.49)
wihrend Ks und Lg einzig in der Oberflichenrandbedingung
2(d—1)KsRy + KpRy + Lg + In[1- Ry] =0 ;i r=0  (3.50)

eine Rolle spielen.

Im folgendeﬁ sollen nun die verschiedenen Loésungsstrukturen der Selbstkonsi-
stenzgleichung (3.49) unter den beiden Randbedingungen (3.44) und (3.50) bestimmt
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werden, wobei sich dann die Phasengrenzen als Linien des Ubergangs zwischen ver-

schiedenen Losungsstrukturen erweisen. Der Ansatz
R, = Rp + 6R, (3.51)
iibersetzt die Randbedingung (3.44) im Unendlichen in

lim R, = 0, (3.52)

r—oo

und der asymptotische Bulkwert ist durch die Lésung (3.31) der Bulkgleichung (3.30)
gegeben. Auf diese Weise wird die explizite Feldabhdngigkeit der Gleichung (3.49) in
die leichter zu handhabende implizite Feldabhhingigkeit via Rg(Kp,Lp) transfor-
miert, was die Inhomogenitét eliminiert. Unter Verwendung der Funktionalgleichung
des Logarithmus reduziert sich Gleichung (3.49) dann auf die Bulkgleichung
1 1 1 1 ) )
AREy + (KB,C’ " Kp l—RB) oFr + \fB- (ln [1— 1 —RI;B] i 1—B1’;B)J =0
) FE) i ?(?)

(3.53)
fir die Stérung 6R,. Die Aufteilung auf die einzelnen Summanden F() und F(®

wird dabei derart vorgenommen, daf

FO = O(6R,) und F® = O((6R,)?) (3.54)
A ! A ED
|
FO)
' -
| o
: o)
|
SR* The R,
(@): 3R, 20 (b): 3R, <0

Abbildung 3.3: Schematische Darstellung der ,Krifte* F() und F® aus (3.53).
Der fett eingezeichnete, gréfere Term von beiden liefert die jeweilige
Losungsstruktur.
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gilt und somit jeder in Balance mit dem zweiten Differenzenquotienten A2§R, =
0R,_1 — 26R, + 6R,41 zu einer anderen Lésungsstruktur fiihrt. Wie man anhand
von Abbildung (3.3) erkennt, ist fiir 0 < §R, < §R* stets —F(1) > —F(®), §R, ist in
diesem Bereich durch

A?SR() = —F() (3.55)
bestimmt. Die Losung ist das exponentielle Zerfallsgesetz

SR = Ae € (3.56)

mit einer noch niher zu spezifizierenden Amplitude A und der durch

1 1 1 1
2 { cosh (—) - 1) 4+ —_ =0 3.57
( 3 Kpec Kpl-Rp (3:57)

gegebenen Bulkkorrelationslinge ¢ (vergl. (3.37)). Im Fall §R* < éR, < 1'—1RB ist

dagegen —F® > —F(1), Hier erfiillt §R, die Gleichung

A%RP) = —F®), (3.58)

die in sehr guter Ndherung die Lésung

) — IZKB(I - RB)2
OR; (rro)(r ¥ 70 +1) (3.59)

hat. Der Parameter 7 ist mittels der Oberflichenrandbedingung (3.50) zu berechnen.
Der cross—over von diesem algebraischen Abfall zum exponentiellen Zerfall wird iber

die differenzierbare Anpassung

SRY = §RY (3.60)
dop) _ Gsp)
SR = Z8RE) (3.61)

fiir den cross—over—Abstand r* und die Amplitude A aus (3.56) ermittelt. Fir
SR, > 0 ergibt sich daraus der globale Verlauf

12Kp(1—Rgp)? . 0<r<r*
( )E 1) * -
r+ro)(r+ro+ . 5Rr >0 (3.62)

6.R4- = * )
12Kp(1—Rp)*? -=
r*+rfr*+r’;+1 e € : r*<r<oo
mit
1 1)?
™41y = £—§+ (§—§> +¢&

(3.63)

Q
)
AN
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Hieraus wird ersichtlich, dal abseits der kritischen Bulkkopplung der algebraische
Teil von 6 R, nur in unmittelbarer Nihe zur Oberfliche eine Rolle spielt, und der ex-
ponentielle Zerfall bis fast an die Oberfliche heranreicht, wihrend mit zunehmender
Anndherung an Kpc 7* « £ anwichst, bis schlieflich fir Kp = Kp ¢ der alge-
braische Abfall & 72 sich bis ins Unendliche erstreckt. Der cross—over-Wert § R«
stimmt dabei relativ gut mit dem durch obiges Balanceverfahren induzierten Wert

6 R* iiberein, der aus

FO g0
§R* Kp §R*
e In [1 - —RB] = (Ka,o(l — Rg) - 2) (1 _RB) (3.64)

berechnet werden kann. Alternativ ist noch der Fall 6R, < 0 zu behandeln, der
natiirlich nur fir Rg > 0 relevant ist. Da F(1) > 0 und F(® < 0 fiir alle —6R, > 0,

hat man hier
A%R, = —F(® (3.65)

mit der Losung
§R, = Ae ¢t (3.66)
zu betrachten. Dabei ist A eine durch die Oberflichenrandbedingung zu bestimmende
Amplitude und ¢ wiederum die Bulkkorrelationslinge. Somit hat man fiir R, < 0
einen global exponentiellen Verlauf (einschlieSlich eines zun#chst linearen Verlaufs
fir r € €)
§R, = Ae & : 0<r<oo ; 6R,<0. (3.67)
Weiterhin ist klar, da in den Féllen, in denen die Oberflichenrandbedingung an A
keine von null verschiedene bzw. fiir 7y keine endliche Lésung besitzt, die triviale

Losung
SR, =0 (3.68)

als dritte Losungsstruktur fungiert.

3.6 Das Phasendiagramm

Mit Hilfe der drei Fundamentallésungen (3.62), (3.67) und (3.68) kann nun das Pha-
sendiagramm bestimmt werden. Dabei macht man von der Tatsache Gebrauch, da8
bei Anndherung an einen Phaseniibergang zweiter Ordnung der Ordnungsparameter
stetig gegen null strebt, so daf8 hier stets R, < §R* erfiillt ist und (3.62) sich auch
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global auf den exponentiellen Zerfall (3.67) reduziert. Substituiert man also den glo-
balen Ansatz 6R, = A e”¢ in die Oberflichenrandbedingung (3.50), erhilt man fiir
die Amplitude A die Gleichung

‘Rp + (Lp—Lg ) (3.69)

mit der analog zu Kpc = %1- definierten kritischen Oberflichenkopplung Kgc =
7(31_—15 des (d — 1)-dimensionalen Oberflichensystems. Wegen (3.37) ergibt sich fiir

e ¢ die Darstellung

= oo 0- g ][0 s ] -1 e

Mit der Definition

B = 1 - Kpet (3.71)

- 1+%[2(d—1)KB—1—_lR;] + \/%[2(d—1)KB—1—_%;]2—K}3

reduziert sich (3.69) dann auf die nichtlineare Amplitudengleichung

[ Ks K% [ A ]
- =2 +1|-A+In|1-
| Ksc  Ksc ] ! 1-Rp

= --;-(l-l-;z’g)Igfo—é‘;]-RB-i-(LB—Ls). (3.72)
Aufgrund des exponentiellen Ansatzes ist Ry = A, und A liefert direkte Aussagen
iiber den Wert des Ordnungsparameters Ry = Rp + 6Ry auf der Oberfliche. Im
Nullfeldlimes Lg — 0%, Lg — 0%, Rp = Rp(Kp,Lp) — Rp(Kp,0") = Rp(Kp)
werden die Pha,sengrenzeri zweiter Ordnung durch die Menge der Punkte {Kg, K5}
des Phasenraumes beschrieben, fiir die A(Kpg, Kg) stetig aber nicht differenzierbar

ist.

Fir Kp < Kpc ist Rg(Kp) = 0, und die rechte Seite von (3.72) verschwindet.
Die verbleibende homogene Amplitudengleichung hat dann fiir Kg < K% nur die
Losung A = 0. Diese Phase heifit ,unperkolierte Phase“ (non-percolative phase
(Pnp) : R, = 0). Im Fall Kg > K% ist die zusitzliche Losung mit A > 0 die
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physikalisch relevante, weil sie die Erzeugende maximiert. Wegen Ry > 0 und R =0
spricht man hier von der ,,Oberflichenphase“ (surface phase (Ps) : Ry > 0,Rp = 0).

Beide Phasen sind durch den ,Oberflicheniibergang® (surface transition (s))

KeFs) — 14+ 1[2(d-1)Kp—1]+/1[2d-DKs -1~ K}  (3.73)

Ks,c

k

R; Rr

K¢/Ks c

R; o

1 Kg/Kg

Abbildung 3.4: Phasendiagramm der MFP des halbunendlichen Oberflichensy-
stems. Die Nomenklatur ist dem Text angepafit. Kleine Buchstaben
beziehen sich auf die Phasengrenzen, grofie, grau unterlegte Kiirzel
auf die Phasen selbst. Die Skizzen veranschaulichen den typischen
Verlauf des Ordnungsparameters R, in den jeweiligen Phasen.
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voneinander getrennt: K%(Kp) startet bei Kp = 0 mit horizontaler Tangente im kri-
tischen Punkt Kg ¢ des (d—1)-dimensionalen isolierten Oberflichensystems, fallt mit
zunehmendem Kp streng monoton ab und erreicht bei sb = (Kp,c, %(K Bc+Ksc))
ihren Endpunkt mit vertikaler Tangente. Der multikritische Punkt sb unterteilt die
Linie K = Kpc der Bulkiiberginge in zwei Anteile. Unterhalb sb spricht man
vom ,gewdhnlichen Ubergang® (ordinary transition (o)), wihrend der Teil der Pha-
sengrenze oberhalb sb als ,auBergewdhnlicher Ubergang® (eztraordinary transition
(e)) bezeichnet wird. Bei sb selbst hat man den ,speziellen Ubergang® (surface bulk
transition (sb)). Rechts dieser Linie der Bulkiibergénge, im Gebiet Kp > Kpg,
ist Rp > 0, und die Profile des Ordnungsparameters streben asymptotisch diesem
positiven Bulkwert zu. Die rechte Seite von (3.72) ist hier nur noch entlang der Linie

Ks(Kp) _ 1 (1 + Kae ) S ; Kp > Kpe (3.74)

Ksc ~— 2 Ksc | Kpco '

null, wofiir A = 0 resultiert. Diese ,spezielle Phase* (surface bulk phase (Psg) :
Ry = Rp > 0) ist demnach durch einen bis hin zur Oberfliche ortsunabhéngigen
Ordnungsparameter R, = Rp charakterisiert. Sie endet fiir Kp — KE'C im multi-
kritischen Punkt sb. Schlielich liefert die inhomogene Amplitudengleichung (3.72)
fir Kg < Kg Losungen A < 0, weshalb man diese Phase als ,,gewShnliche Phase*
(ordinary phase (Pp) : 0 < Ry < Rp) und entsprechend die fiir Kg > Kg durch
Loésungen A > 0 gekennzeichnete Phase als ,auBergewShnlichen Phase® (eztraor-
dinary phase (Pg) : Ry > Rp > 0) deklariert. Beide Phasen werden durch die
Linie Kg = Kg der speziellen Phase separiert, die jedoch keinen Phaseniibergang
beschreibt, da A(K g, Kg) sich hier stetig und differenzierbar sndert. Im Gegensatz
dazu beschreiben die Kurven o, e und s Phaseniiberginge zweiter Ordnung. Das
resultierende Phasendiagramm ist in Abbildung (3.4) zusammenfassend dargestellt
(vergl. auch [C.8, J.5, J.8]).

3.7 Die Profile des Ordnungsparameters

Die Annahme eines global exponentiellen Verlaufs des Ordnungsparameterprofils be-
ruht auf der in unmittelbarer Nihe eines Phaseniiberganges zweiter Ordnung si-
cherlich erfiillten Bedingung §R, < 6 R*, weshalb dieses die adiquate Methode zur
Bestimmung von Phasengrenzen darstellt. Fiir beliebige Phasenraumpunkte miissen
jedoch die Fundamentallssungen (3.62), (3.67) sowie (3.68) benutzt werden, die im

folgenden den verschiedenen Phasen zugeordnet werden sollen:



3.7 Die Profile des Ordnungsparameters 51

0
10 T T
AR "E B S [
B = o ) .
= ©¥§ Qe 2§ 2]
e e Qe
- A LTS R .
, | | | lup
107 | S | i i -
N | | ]
B ool [ | .
v N
N Y | | N
\ \, ]
voon D
10—6 [ \ NN \ ] _
K/Ks~=0.9 \ VN NN
§S.C ® ® oy © Y
- \ . \ \ @ -
) i LR R \%
wul PPN R TS - T LS A Wk
0 1 2 3 4
10 10 10 10 10

r+l

Abbildung 3.5: Cross—over—Verhalten von R, bei Anniherung an die Phasengrenze
e fiir die Bulkkopplungen Ki?g =1—10"¢ (punktierte Linien). Die

durchgezogene Linie gehort zu Kiffa =1 auf e. Mit e sind die cross—
over-Orte 7* =~ 2¢ gemi$ (3.63) markiert.

In der unperkolierten Phase erfiillt nur § Ry = 0 die Oberflichenrandbedingung,

und wegen Rp = 0 gilt
PNP : R, =0. (3.75)

Uberschreitet man mit wachsendem Kg die Phasengrenze s zur Oberflichenphase,
hat (3.49) die Losung:

12K . *
(r+r0)(r+7o+1) * 0 S r<r

Ps : R, = — . 3.76

ﬁ%ﬁ; e & : r<r<oo (3.76)
R, ist also maximal auf der Oberfliche und fillt dann exponentiell auf den Bulkwert
Rp = 0 ab. Bei Anndherung an s geht R, auf ganz R gleichmifig gegen null.
Bewegt man sich andererseits auf die Phasengrenze e zur auflergew6hnlichen Phase
hin zu, so wichst £ an. Fiir Werte r < 7* =~ 2¢ hat man zunichst einen algebraischen
Verlauf, der dann bei r = r* zu exponentiellem Zerfall iiberkreuzt. Dieses Verhalten
ist in Abbildung (3.5) skizziert. Auf der Phasengrenze e selbst ist { = oo, und man
hat

2
- (r+ro)(r+ro+ 1)
fiir alle 7, worin das Fehlen jeglicher Lingenskala am Phaseniibergang deutlich wird.
Rechts von e schliellich befindet man sich in der auergew6hnlichen Phase. Hier hat

e : R, (3.77)
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(3.49) die Losung:

IZKB I—RB 2 . 0 < *
. ] < 1
T 1 -
Zr+roié1‘+ o+1) . (3.78)

%ﬁ% e ¢ 1 r*<r<oo

Auch hier ist R, an der Oberfliche am gré8ten, allerdings fillt er jetzt auf den
endlichen Bulkwert Rg = Rp(Kp) ab. Bei Anniherung k — 0% an die Phasengrenze
e zeigt R, das gleiche cross—over—Verhalten wie eben bei £ — 0~. Damit hat man

Pg : R, = Rp +

einen stetigen Ubergang des Ordnungsparameterprofils von Pg iiber e nach Pg. Die
gewéhnliche Phase ist charakterisiert durch den Abfall des Ordnungsparameters nahe
der Oberfliche. Die Losung von (3.49) in dieser Phase lautet

Po : R, =Rp+Act. (3.79)

Im Limes r — co wird wieder der Bulkwert Rp = Rg(Kp) erreicht, und bei k — 0%
geht R, gleichméBig gegen null. Pp und Pg sind durch die spezielle Phase Pgp
getrennt, die nur auf der durch (3.74) definierten Linie existiert. Der Ordnungspara-

meter ist fiir alle » konstant
Psg : R, = Rp(Kp). (3.80)

Bei Anndherung an e auf (3.74) geht also R, homogen, gleichmifig gegen null. Am

speziellen Ubergang sb ist dann
sb : R, =0. (3.81)

Damit sind alle Profile des Ordnungsparameters klassifiziert. Ihre Struktur ist im

Phasendiagramm (3.4) fiir die verschiedenen Phasen skizziert.

3.8 Die mittlere Clustergréfie

Aus den Uberlegungen in Abschnitt 3.2 resultiert mit Gleichung (2.62), daf sich die
mittlere Clustergrofie pro Gitterplatz S({K},{L}) durch zweifache Differentiation
der Erzeugenden nach den externen Feldern bestimmen 188t

_ 0%g
Sii({K}L{L}) = {L1}1510+ m({K},{L})- (3.82)

Weil die erste Variation von g nach L; auf den Ordnungsparameter R; fiihrt, der
als Funktion der externen Felder durch die Selbstkonsistenzgleichung (3.49) gege-
ben ist, ergibt sich S; ;({K}, {L}) entweder durch Differentiation des feldabhingigen
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Ordnungsparameters
SUKLAZY = Jim | SR (D (3.83)
oder — und das ist d4quivalent — durch Lésung der Selbstkonsistenzgleichung
1
> KuSk; - TR S = o (3.84)

<k|i>

die aus dem totalen Differential von (3.28) resultiert. Insbesondere wurde in (3.84)
der Grenzwert lim{ L}—o+ bereits durchgefiihrt, so daf§ der Ordnungsparameter R; =
R,({K}) am Gitterplatz ¢ einzig als Funktion der Kopplungen und nicht auch noch,
wie in (3.83) notwendig, als Funktion der externen Felder bekannt sein mu8.

Fiir die in dieser Arbeit untersuchten halbunendlichen Systeme resultiert aus
(3.47) - (3.50) das tridiagonale System

ST—]. o ( z(d - ]-) 1 Rr ) Sra' + Sr+1 o = —KLB 6B,0' ; T > 0 (3.85)
mit der Oberflichenrandbedingung
(200-1)Es - 25 2 ) Soo + S0 = —g5 b5, 5 r=0. (3.86)

Der Index » € Ny mifit wieder den Abstand der betrachteten Ebene r von der
Oberfliche r = 0, ¢ € {B, S} gibt an, ob vor der Durchfiihrung des Nullfeldlimes
nach dem Bulkfeld Lp oder dem Oberflichenfeld Lg variiert wird. Auch hier folgt
aus der Translationsinvarianz von Kopplungen und Feldern die Translationsinvarianz

von S, parallel zur Oberfliche und aus den asymptotischen Bulkwerten resultiert

0 : o=8
lim S,, = . (3.87)
r—oo Sp : o=B8B

Sp bezeichnet die in (3.39) abgeleitete mittlere Clustergréfie pro Gitterplatz im Bulk.

Im folgenden werden fiir o = B analytische Approximationslésungen dieses Glei-
chungssystems vorgestellt und deren Struktur fiir die verschiedenen Phasen studiert.
Wie schon in Abschnitt 3.6 gesehen, kann fiir den Ordnungsparameter R, fast iiberall
(d.h. in diesem Zusammenhang stets ,,iiberall im Phasenraum, aufier in unmittelbarer

Nihe des auBlergewshnlichen Ubergangs e“) der Ansatz

R, = Rp(Kp,Lp) + A(Kp,Lp;Ks,Ls) e~"/¢Xn:L5) (3.88)
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mit einer durch die Oberflichenrandbedingung (3.50) festgelegten Amplitude A ge-
macht werden. Mittels Gleichung (3.83) berechnet sich fiir die mittlere ClustergréBe
pro Gitterplatz die fast iiberall giiltige Darstellung

gl
04 _ 4 (2)

— + .

r . ¢ "/&(KB,Lp—0T) (3.89)
L B—»0+
Lg—o0+
Nihert man sich dem auergewShnlichen Ubergang e, so wichst Sp stetig an, bis er
schliefllich auf e divergiert. Aufgrund des Fehlens einer Lingenskala sollte, analog
zum algebraischen Abfall von R, in (3.77), S, algebraisch anwachsen. Tatséchlich

verifiziert man, daf

Sy = (r+ro)(r+ro+1) auf e (3.90)

10Kp,c
die Selbstkonsistenzgleichung (3.85) 16st. Auch hier hat man, wie schon in (3.89),
keine freien Parameter mehr, da ro durch die Anpassung des Ordnungsparameters
auf der Oberfliche und auch der fiir Kp ~ Kpc relevant werdende cross-over—
Abstand, der den Ubergang von diesem algebraischen zum exponentiellen Verhalten
(3.89) festlegt, durch den cross-over—Abstand 7* des Ordnungsparameters aus (3.63)

manifestiert sind.

Die Darstellung (3.89) fiir S, hat folgende Eigenschaften, wobei alle feldabhén-

gigen Grofen im Nullfeldlimes L, — 0% genommen werden:

S, startet bei » = 0 mit dem Oberflichenwert

So = Sg + % (3.91)
und strebt asymptotisch dem positiven Bulkwert Sp gemi8
re~™€ . A#0
S, — Sp x { it 4o } (3.92)
zu, Fiir endliche » € INg, d.h falls
o4 93 .
aff + 22 >0 ; A= #0 (3.93)
(#) ¢
hat S, bei
%A‘ | Maximum : A<0
— B H *
rep = { A%(_—é—l en { Minimum : A>0 } (3.94)
Lp
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und rechts des Extremums bei
rwp = rgp + £ (8.95)

einen Wendepunkt. Der Funktionswert bei ryp 148t sich aus (3.85) berechnen:

1
Srwp = 1 — Kp
I—R"WP KBp,c

(3.96)

Insbesondere gehorchen rgp — & = rwp — 2§ dem gleichen funktionalen Gesetz.

Die Diskussion von S, in den vegichiedenen Phasen reduziert sich also im we-
sentlichen auf die des Verhiltnisses 2%&. Implizite Differentiation der Amplituden-
gleichung (3.72) liefert

o *
a1t [ (1 + ﬁ:;’) R — Tc%sa] Se + [——B_(l—Ra—i)(l—R_) + éﬁ%;) (1 = K_IESE)] A
OLs B ks - R
(3.97)
und A ergibt sich zu ( )
A W (-Uel-
g =+ 5 (3.98)
mit
Kg S
U = (1-Rp)|=—- +1
( ) [Ks,c Ksc ]
Kg Ky
I = |—~-—->|Rp+(Lp— Lg).
[Kso Ks,o] B+ (Lp — Ls)
Beide Gréfen sind in Abbildung (3.6) dargestellt. Es zeigt sich, da8
A>0 : Ps,Pg,e
A=0 : Pyp,Psgp,s,0 (399)
A<0 : Po
gilt, und bei Anniherung an die Phasengrenzen s, o bzw. Pgp folgt A den Skalenge-
setzen
K* "
A = 2(f -5 fir Kg— K5t (3.100)
4 x —2(F= -1 fir Kp-2Kfo (3.101)
A = B (Es - £=) fir Kg— K
= __S___Ig'_+1_ N Ksc  Ksc ur s —Ag. (3.102)
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Abbildung 3.6: Dreidimensionaler Héhenlinienplot von A und a"’L—A;B iber dem Pha-
sendiagramm aus Abbildung (3.4): Beide Grofien sind auflerhalb
der Linien s, e, o analytisch. A hat entlang dieser Phasengrenzen

einen Knick, 3% eine Divergenz. Aufeinander folgende Hohenlinien

haben bei A eine Differenz von %, bei 3%‘% von 1. Das Nullniveau

ist ebenfalls durch jeweils eine Hohenlinie vertreten.
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Abgesehen vom einfach zusammenhingenden Gebiet M = {(Kp, K S)I?,% > 0}, das
die Linie s der Oberflicheniiberginge enthélt und in Abbildung (3.7) durch die nach
links geneigte Schraflierung identifiziert wird, ist 3% stets negativ. In der Umgebung
von s, o bzw. e verhilt sich der singulidre Anteil von 3%43— dann wie

Ks K&
94 o |Fsg ®sc 4| |k _ K& |71 fir Ko — K* (3.103)
9Ly TB_E_]_ Ksc Ksc g 5 o .
B,C
-1
# < -l R
1l /K cA -2 s
24 x AN .l%%_l 2 fir Kp-> Kpc. (3.105)

Ks_ -1
Ks,c +Kp,c—1=7

Wihrend die geschlossene Phasenraumkurve &M das Gebiet M mit Sy > Sp vom
Rest des Phasenraumes mit Sy < Sp trennt, ist gemiB (3.93) die Menge £ =
{(KB, K5)|3%/A + %%%/&'1 > 0} der Teil des Phasenraumes, fiir den S, ein Ex-
tremum aufweist. Mittels der Darstellungen (3.37), (3.72) und (3.97) kann fiir £ die
Zerlegung £ = L U Pp mit £L¥ NPy = {sb} bewiesen werden. L1 bezeichnet dabei
das in Ps und Pg durch die Linien L's und Lg sowie die Oberflichenphasengrenze s
umrandete Gebiet (vergl. Abbildung (3.7)). Lg startet fiir Kp = 0 bei Kg = Ks,0,
verlduft oberhalb von M und hat bei den durch die Gleichungen

)
oa  2(3) )
gﬁ_i+ﬁ% = 0 e’ ~ 083821332
A (1) Kpc
3 = < - (3.106)
LA _eAeA _ 25~ 100022414
O0LgBKg ©OLpOKg J 5,0

gegebenen Koordinaten einen Umkehrpunkt. Danach ist Lg wieder riickldufig und
néhert sich fiir K¢ — oo asymptotisch dem Bulkwert K 1(35) < K](3U). Lg dagegen ist,
ausgehend von sb, streng monoton und strebt fiir Kg — co dem Bulkwert K1(3E) zZu.
Die Grenzwerte K™ erhilt man mittels der fiir Ly und Lg gleichen Losung ¢¢+2)

von

10 1 1 1
(55) ot (5m) = o (gww) = 3map =

1
£(5.B)

(3.107)

Q

d.h. 1.76542659
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Abbildung 3.7: Aufteilung des Phasenraumes in Gebiete unterschiedlicher Struktur

mit/ohne Extremum bzw. S § Sp laut analytischer Rechnung mit
der globalen Darstellung (3.89) fiir S,. W&hrend M (Linksschraf-
fur) geschlossen ist, ist £ (Rechtsschraffur) nach oben offen. Die
Zahlenwerte der eingezeichneten Achslabel sind in (3.106), (3.108)
angegeben.

aus der Gleichung

{
(8)
(5,5) 1 II({B ~ 0.59909066
KB, (1 — RB) = 9 (cOSh( 1 ) - 1) e 1 == J ?1:_}0)' (3108)
e #e.o KB~ 1.54912007.
Kpc

Damit koénnen in den verschiedenen Phasen die prinzipiellen Verldufe von S, disku-

tiert werden:

In der unperkolierten Phase Pyp ist S, aufgrund A = 0 rein exponentiell. Fiir
(Kp,Ks) ¢ M N Pyp ist S, streng monoton wachsend und bei Anniherung an o
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divergiert —6%—45 laut (3.104) im gleichen Mafle wie Sp. Ist dagegen (Kp,Ks) €
M N Pyp, so ist S, streng monoton fallend, und fir Kg — K3~ divergiert So — Sp
gemif (3.103), wihrend Sp endlich bleibt. Auf der Phasenraumlinie

Kg
—— =1-K 3.109
S

OMNPyp = {(KB,KS)

ist 3%—’15 = 0 und somit S, = S konstant.

Die Oberflichenphase Ps hat A > 0, weshalb sich S, hier dem Bulkwert Sp
asymptotisch o« re~"/¢ von unten annshert. Phasenraumpunkte (K, Kg) ¢ MnN Ps
filhren dazu, dafl die mittlere Clustergré8e an der Oberfliche Sy kleiner ist als im
Bulk Sp. Somit ist S, links von Lg, wo gems obiger Uberlegungen kein Minimum
vorliegt, streng monoton. Nahe Lg bildet sich dann zunéchst ein Wendepunkt, der
von der Oberfliche in den Bulk wandert, je mehr man sich Lg n&hert. Auf Lg hat
S, erstmals ein Minimum auf der Oberfliche, das dann ebenfalls in den Bulk rutscht,
um so weiter man sich ins Innere von L¥ begibt. Strebt man in £t der Linie s der -
Oberflicheniibergénge zu, wechselt zunichst beim Uberschreiten der Phasenraumli-
nie M n Pg 5% das Vorzeichen, woraus Sp > Sp resultiert. Im Limes K5 — K§+
divergiert dann Sp— Sp in der durch (3.103) gegebenen Weise, und man erkennt, da8

auch die Lokation des Minimums divergiert:

-2
1 2 K* KS K*
Pmin—€& X 4/=[2d-1)Kp—1?> - K% |-=5 + Kp—1| [ = - =<
min—¢ < /22~ DKp - 1 B[KS,C » ](KS’G =
(3.110)
fiir Kg— K%t

Gleiches gilt auch fiir die Grofle rwp — 2€.

Die aulergew6hnliche Phase Pr weist wegen A > 0 und 3%’45 < 0 Strukturen mit
So < Sp und asymptotischer Konvergenz von unten o re”"/¢ gegen Sp auf. Rechts
von Lg ist S, deshalb streng monoton wachsend, also ohne Extremum. Nhert man
sich Lg, entsteht zunsichst wieder ein Wendepunkt und schlieflich beim Uberqueren
von Lg auch ein Oberflichenminimum, das weiter in den Bulk vordringt, je weiter

man sich ins Innere von £ begibt.

In der speziellen Phase Pgp ist der Ansatz (3.89) mit A = 0 exakt. Es entwickelt
sich ein global exponentielles Verhalten mit 3% <0.

Pp ist durch A < 0 und %“—L— < 0 charakterisiert, so daf§ sich eine Struktur mit
Maximum bei rmax aus (3.94) ausbildet. S, startet mit Sy < Sp, durchliuft das
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Maximum S > Sp und strebt von oben « re~"/¢ gegen den Bulkwert Sp. Die

Tmax

Lage des Maximums skaliert wie

. — -1
_ 21-Rp)? |1 [ 1 ]2 o ( Ks Ks
Tmax —§ X SgRB 4 2(d-1)Kp 1—-Rp K Ksc Ksco

(3.111)

fiir Ks— Kg.

Analoges gilt auch fiir ryyp—2€. Wegen (3.79) gilt dieses Verhalten {iberall in Pp, also
auch im Limes Kp — Kg’c, und es ist kein zusdtzliches echtes cross—over—Verhalten

zu beriicksichtigen.

Zuletzt ist zu ergéinzen, dal die aus (3.88) hervorgehende Beschreibung (3.89)
fiir S, um so besser ist, je ndher A bei null liegt. Fiir die Gebiete des Phasenraumes
mit A =0 (R, = Rp exakt!) ist auch 3% und somit S, aus (3.89) exakt. Deshalb
liefern diese Ansétze fiir R, und S, nur in Pyp, Psp, s und o exakte Losungen
und in Pg bzw. Pg, Pp vorwiegend nahe der Phasenraumlinien s bzw. Pgp gute
Approximationen des durch die zugehdérigen nichtlinearen Gleichungen beschriebenen
Verhaltens, weshalb z.B. die abgeleiteten Skalengesetze (3.110) und (3.111) fiir rgp —
¢ fast iiberall exakt sind. Andererseits kénnen z.B. fiir grofile Ks unphysikalische
Losungen mit partiell negativem S, auftreten, so daf§ die nach oben offene Form von
Lgs U Lg fiir das nichtlineare System (3.44), (3.49), (3.50) in Frage zu stellen ist.
Ein weiteres Indiz gegen die Existenz eines Minimums in S, fiir groe Kg liefert der
bei Annsherung an den auBergewshnlichen Ubergang e auftretende cross—over vom
algebraischen Verhalten geméB (3.90) zum exponentiellen Verhalten (3.89) bei r =~ r*
aus (3.63): Wegen ro > 0 ist zunéchst S, aus (3.90) streng monoton wachsend. Auf
der anderen Seite erfolgt die asymptotische Anniherung von S, an Sp sowohl in Pg als
auch in Pg stets von unten, was die Existenz eines Wendepunktes bei » 2 r* erzwingt.
Ein Minimum hingegen kann dann nur noch in unmittelbarer Nihe zur Oberfliche
aufgrund der fiir kleine r méglichen Korrekturen zu (3.90) entstehen, die zudem mit
wachsendem Kg verschwinden, so daf§ dann oberhalb eines maximalen Kg S, streng
monoton sein muf. Andererseits mufl jedoch der Verlauf von Lg bei kleinen Kp
und das Einmiinden von Lg in sb innerhalb von Pg als gesichert angesehen werden.
Dies legt die Hypothese nahe, dafi Ls U Lg — von (0, Kg¢) kommend — in Ps ein
Maximum durchliuft, die Phasengrenze e oberhalb von sb schneidet und schlielich in
Pg nach sblduft. Ein solches Verhalten wiirde auch in keinem Widerspruch zur obigen
Rechnung stehen, da diese auf dem Ansatz (3.89) fiir S, beruht, der bekanntlich in

der Nihe von e seine Giiltigkeit verliert. Somit wird eine Ann&herung an e von diesem
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Ansatz nicht unterstiitzt. Weil andererseits der Endpunkt sb von Lg U Lg nur von
Pr, aus erreicht werden kann, mufl der ,,Umweg iiber Unendlich“ unter Umgehung

der mit (3.89) nicht erreichbaren Phasengrenze e genommen werden.

Dies zu untersuchen ist u.a. das Ziel der folgenden Abschnitte, in denen die

numerische Iteration des nichtlinearen Systems im Vordergrund steht.

3.9 Numerische Iteration der Selbstkonsistenzglei-
chungen

Alle physikalisch relevanten Grofen einer MFA lassen sich durch den Ordnungspara-
meter ausdriicken. Da die den Ordnungsparameter bestimmende nichtlineare Selbst-
konsistenzgleichung (3.44) — (3.50) nicht exakt summierbar ist, ist man — abgesehen
von analytischen Approximationslésungen, wie sie in Abschnitt 3.5 diskutiert werden
— auf numerische Losungsmethoden angewiesen. In der vorliegenden Arbeit wird ein
iteratives Verfahren angewandt (Fixpunktiteration [H.7]), dessen Konvergenzeigen-
schaften (die Existenz eines Fixpunktes wird durch den Schauderschen Fizpunktsatz
[H.3] garantiert) sich anhand der Bulkgleichung (3.30) illustrieren lassen. Diese Glei-

chung legt die Rekursionsvorschrift

R = o(RY) = | — ¢ Faghs ~Ls ;. RO e(0,1] (3.112)
nahe, deren Fixpunkte Ry = ®(Rf) (3.30) losen. In Abbildung (3.8) ist fiir ver-
schiedene Parameterbereiche ®(Rp) gegen Rp dargestellt, und die Richtungen auf
der Rp—Achse bezeichnen den Fluf der durch (3.112) gegebenen Abbildung ®. Man
erkennt, daf fiir jeden Startwert Rg)) € (0,1] die Folge {Rg)}fgo gegen den maximalen
Fixpunkt Ry = Rp(Kp,Lp) aus (3.31) konvergiert. Zur Bestimmung der asymp-
totischen Konvergenzgeschwindigkeit wird ®(Rp) um R}p bis einschlieflich zweiter
Ordnung entwickelt, und man erhélt fiir den Fehler 5Rg) = R(Bt) — R} die nichtlineare

Differenzengleichung erster Ordnung

2
ASRY = IéBcu-Rg) - 1} 6RY > (%’%) (1- &) (6BY)".  (3.113)
‘ Py ) P ’

Diese kann mit dem in Abschnitt 3.5 vorgestellten Balance—Verfahrens analysiert

werden:



62 3. Mean-Field—Theorie der Perkolation

Fir 6Rg) < 0 resultiert eine monoton wachsende Folge {6Rg)}§§0 mit

K
SRE™) = | =B-(1- Rp)| 6RY, (3.114)
Kpc
'} i
1 [ :
|
(i3] (o :
i |
i
g ! }
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Abbildung 3.8: Darstellung der Entstehung der FluSdiagramme der kontraktiven
Abbildung ® aus (3.112) fiir die vier relevanten Parameterkonstel-
lationen. Der Flu8 ist durch die Pfeile oberhalb der Rg—Achse ge-
kennzeichnet.
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woraus
 _ spO -t S T - AP
bRy < 6Rg’-e ; - In [KB,C(l RB)] (3.115)
und eine zu erwartende Iterationszahl
(0)
T < In &(BT) ‘T, (3.116)
Rz

die nur logarithmisch mit der Genauigkeit |6R%F)| anwichst, folgt.

Umgekehrt fiihrt der Fall 6Rg) > 0 auf eine monoton fallende Folge {6Rg)}§§0,

die durch . .
6Rp - ==~ 0<t< ¢
SRY < { Tt T (3.117)
6Rp-e” 7 t<i<oo
mit A
o = —(BysR T
0 5RO
s _ _ SRp |,
t = T to = [1 5RBP ] T (3.118)
skp = 6RY = 2 y- i
(1-Rp)(#Z)

gegeben ist. Die zu erwartende Iterationszahl zur Zielgenauigkeit |6Rg)| ergibt sich

damit zu

0< 6RD < 6RO < 6Rp |

(0)

éR

In , T
§RY

(3.119)

T | [1—:—;}(%“11 ;—j%]-r . 0<6RY < 6Rp < 6RY
B B

—
.

a A T 0
aRB[F;P—&@]-T : 0< 8Rp <ORE) <ORY |

;
Die erste Formel zeigt, wie schon in (3.116), nur eine logarithmische Abhéangigkeit
in |6R53T)|, so daB fiir eine Fehlertoleranz von 10™¢ im wesentlichen O(e) Iteratio-
nen ndtig werden. - Hingegen hat man im Fall 6Rp < 6Rg) fiir T die sehr starke
Abhingigkeit &%Ey, d.h. um eine Prézission von ¢ Nachkommastellen zu gewahr-
leisten mufi man O(10¢) Iterationen durchfiihren. Die mittlere Formel beschreibt
den cross—over zwischen den beiden dufleren. Um bei vorgegebener Zielprézission
(z.B. Maschinengenauigkeit) die Iterationszahl zu minimieren, ist es zweckmi8ig, Ry

moéglichst von unten zu approximieren. Dann gilt stets (3.116) und der cross—over
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:RP -RTV =107
:RP-REV=10"%
:RY-R§P =10

:RY-REP =107

: analytisch

10°¢ 103 10°
1-Ky/Kp ¢

Abbildung 3.9: Iterationszahlen zur Approximation von Rp = 0 mittels (3.112) zu
gegebenem Startfehler 5Rg) = 10710 und variabler Zielgenauigkeit
6Rg1) als Funktion von 1 — T{I—:ﬁg. Die Entstehung von Geraden

der Steigung —1 bestitigt T° o |’k|‘1, die Parallelverschiebung un-
termauert die logarithmische Abhingigkeit von der Zielgenauigkeit:

T o In |6Rg1)|.

in (3.119) wird umgangen. In jedem Fall ist die zugrunde liegende Zeitskala aber
durch 7 gegeben. Im Limes kleiner k£ = _Ig;% — 1 divergiert 7 o |k|™!, so da8 auch
T « |k|~! ansteigt je niher man dem Bulkiibergang bei ¥ = 0 kommt. In Abbildung
(3.9) ist dieses Skalengesetz von T fiir ERg’) =100 und R%T) - R%T_l) =107¢, d.h.
6Rg) = [1 - Kifg%(l - R"jg)]—1 107 mit € € {32,64,128,256}, aufgetragen. Zum
Vergleich sind die fiir die Durchfiihrung der Iteration tatséchlich bendtigten Iterati-
onszahlen eingetragen. Daraus geht hervor, daff die durch (3.116) prognostizierten
Laufzeiten authentisch sind. Gleichzeitig ist klar, da88 der Algorithmus (3.112) gerade
wegen seiner Eigenschaft T’ o |k|™! fiir & — 0 nicht geeignet ist, um das System in
unmittelbarer Nihe des Bulkiiberganges zu untersuchen. Dieser Nachteil der Rekur-

sion wird jedoch fiir den in dieser Arbeit relevanten Parameterbereich durch mehrere
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Vorteile iiberkompensiert:

1. Die Folge konvergiert zum maximalen Fixpunkt unabhingig vom gew#hlten
Startwert Rg) € (0,1]

2. @ kann durch die intrinsische C-Funktion erxpml(z) = e® — 1 ausgewertet

werden, was

o) eine sehr schnelle Auswertung mittels Polynomdarstellung bis maximal

fiinfter Ordnung erlaubt,
B) fiir e* = 1 Rundungsfehler minimiert und

v) im Fall Rg — 0 die volle double-Struktur bis zu Absolutwerten von Rp =

107323 gyszunutzen im Stande ist.

Insbesondere ist die Moglichkeit 2.y fiir die Bestimmung des Ordnungsparameter-
profils in halbunendlichen Systemen unverzichtbar, da § R, typischerweise exponen-
tiell mit » zerfallt und man so mit der Mantissengenauigkeit allein nur einen sehr
schmalen Bereich nahe der Oberfliche untersuchen kénnte. Aus diesem Grunde wird
in dieser Arbeit (3.112) verwendet und auf die Anwendung von Iterationsverfahren
hoherer Ordnung verzichtet. Wenn nicht ausdriicklich anders vermerkt, wird als Feh-
lerschranke in (3.116) stets die Maschinengenauigkeit benutzt, d.h. alle betrachteten
Iterationen werden so lange iteriert, bis sich nichts mehr &ndert.

Analog zum Bulksystem kann nun aus (3.49) und (3.50) ein GauB-Seidel-Ver-
fahren zur iterativen Approximation des Ordnungsparameterprofils R, in halbun-
endlichen Systemen abgeleitet werden. Dazu berechnet man zun&chst mit (3.112)
den asymptotischen Bulkwert Rp(Kp,Lg) und iteriert die Abweichungen §R, von

diesem mit

—Kp (.snﬁ‘_’q”+2(d—1)6R$"+6R$‘+’1)) r>0.  (3.120)

5R4(‘t+1) = (1-Rp) (1 —-e

Durch die Aufsplittung von R, in Rg und §R, kann somit fiir R, die volle double-
Struktur geméf 2.y ausgenutzt werden, wodurch die exponentiell verschwindende Ab-
weichung vom Bulkwert noch tief in den Bulk verfolgt werden kann. Den Oberflichen-

wert R((,H'l) erhdlt man aus der Randbedingung

R(()H'l) = 1— ¢~ 2d-DKsRP~KpR{-Ls ; r=0. (3.121)
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Abbildung 3.10: Iterationsdaten fiir den Oberflichenordnungsparameter Ry als
Funktion von Kg. Unterhalb Kpc hat man einen Oberflichen-
iibergang bei K3 ~ 0.98941529K g . Oberhalb Kp ¢ ist Ry analy-
tisch, und die Bedingung Ry = Rp liefert die spezielle Phase Psp
bei Kg = 1.25Ks 0.

Die Startwerte 6}L(-D) sind weitestgehend beliebig wihlbar. Es 148t sich jedoch leicht
zeigen, dafl der die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit bestimmende maxi-
male Eigenwert der durch (3.120), (3.121) induzierten Ableitungsmatrix im Limes

groBer Systeme durch

K K3
N -R)(1+45 -g%) © Ks— K}
Amax 3 ot (3.122)
Rp(i-Rp) ! Kp =~ Kpo

gegeben ist, so dafl die Laufzeitabschdtzungen des Bulksystems auch auf diese halb-
unendlichen Modelle iibertragen werden koénnen. Deshalb wird zur Minimierung
der Iterationszahlen auch im halbunendlichen Modell mdglichst 6R,(-0) < 0 gewdhlt.
Weiterhin resultiert aus dieser Korrespondenz, daf§ auch (3.120), (3.121) gegen den
maximalen Fixpunkt konvergiert. Dabei werden die Randbedingungen (3.50) und
(3.52) automatisch erfiillt.

Die implizite Einhaltung der Randbedingungen ist in Abbildung (3.10) illustriert,
wo fiir ein System mit 10000 Ebenen der Oberflichenordnungsparameter Ry gegen
die Oberflichenkopplung Kgs aufgetragen ist. Unterhalb Kpc ist fir Kg < K%
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Ry = 0 und fiir Kg > K35 wichst Ry monoton an. Der Nullpunkt von Ry stimmt
ausgezeichnet mit dem durch die Gleichung (3.73) fiir die Phasengrenze s bestimmten
Wert K§ ~ 0.98941529K s ¢ iiberein. Bei Werten Kp > Kp ¢ ist Ry dagegen eine
differenzierbare Funktion von Kg. Rp fillt von Werten grofer als Rp in Pgr auf
Werte kleiner als Rp in Pp ab. Der Ubergang Ry = Rp vollzieht sich wieder in sehr
guter Ubereinstimmung mit (3.74) entlang der speziellen Phase, also im Beispiel aus
Abbildung (3.10) fiir Kp = 1.5Kp ¢ mit Rp = 0.58281164 bei Ks=1.25Kg¢.

Zum Vergleich der iterierten Gréfle Ry — Rp als Funktion von (Kpg,Kg) mit
dem Aquivalent A = Ry — Rp der analytischen Betrachtung aus Abbildung (3.6) zu
Abschnitt 3.8 sei bereits hier auf die in Abschnitt 3.11 niher untersuchte Abbildung
(3.15) hingewiesen.

Weiterhin kann nun auch der gesamte Verlauf der Iterationslosung des Ordnungs-
paramters mit den Approximationslésungen und den daraus resultierenden cross—

over—Aussagen aus Abschnitt 3.7 verglichen werden.

3.10 Die iterierten Profile des Ordnungsparameters

In Abbildung (3.11) ist fiir ein 10 000-Ebenen System der fiir die Phasen Pg, Pg und
Pp typische Verlauf des Ordnungsparameters R, nahe der Oberfliche dargestellt.
Als durchgezogene Linien sind jeweils die in Abschnitt 3.7 fiir die einzelnen Phasen

ermittelten approximativen analytischen Kurven eingezeichnet:
Zunichst ist klar, dafl R, = 0 in Pyp exakt wiedergegeben wird.

Der typische Verlauf des Ordnungsparamters in der Oberflichenphase Pg ist in
Abbildung (3.11a) fiir den Phasenraumpunkt (0.90Kp c,1.50Ks ) dargestellt. Ei-
nerseits ist Kp hier noch deutlich von Kp ¢ separiert, so da man den cross—over
vom algebraischen zum exponentiellen Zerfall gem#fi (3.76) bei »* =~ 1 praktisch
vernachldssigen und von global exponentiellem Verhalten ausgehen kann. Wie die
logarithmische Auftragung dann bestitigt, ist die Stirke des Zerfalls einzig durch
die inverse Korrelationslinge ¢! festgelegt. Andererseits ist auch Kg so weit von

$ entfernt, da Rp nicht mehr klein gegen eins ist, und es so in unmittelbarer
Nahe der Oberfliche zu Korrekturen des asymptotisch exponentiellen Zerfalls kom-
men kann, die jedoch bei Anniherung an K} gegen null gehen. Diese Korrektu-
ren, die sich in Abbildung (3.11a) im wesentlichen auf die ersten beiden Ebenen
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beschrianken, sind dafiir verantwortlich, daf8 die Iterationsdaten in dieser Auftragung
fiir grofie r mit konstantem Abstand unterhalb der berechneten Asymptote verlau-
fen. Interessanterweise wird jedoch der Wert von Ry selbst durch den analytischen

Ansatz (3.76) ausgezeichnet wiedergeben. Bewegt man sich auf die Phasengrenze

10° vy - T
O iterativ
R, —: analytisch
10° .
5
107 | Kp/Kpc=0.9 1
K¢Kgc=1.5
0 10 20
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(@
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Abbildung 3.11: Typische Profile des Ordnungsparameters |R, — Rp| als Funktion
des Abstandes r von der Oberfliche in logarithmischer Darstellung.
Die Geraden weisen auf ein annihernd globales exponentielles Ver-
halten hin. In (b) ist die sehr gute analytische Beschreibung des
cross—overs bei r7* ~ 810 illustriert.
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e zur auflergewohnlichen Phase Pg zu, dann wichst mit £ auch r* und somit der
Bereich, in dem R, gemiB (3.76) algebraisch abklingt. Eine solche Situation ist fiir
den Phasenraumpunkt ((1 — 1078)Kp ¢,0.90K5 ) in Abbildung (3.11b) illustriert.
Die spezielle doppellogarithmische Auftragung log R, vs. log(r + ro)(r + ro + 1) mit
ro ~ 5.96909545, in der R, aus (3.76) fiir r < r* =~ 810 eine Gerade wird, zeigt ins-
besondere die hervorragende Giite der in (3.76) verwendeten Approximationslésung
(3.59) von (3.58) und des durch die Gleichungen (3.60) und (3.61) erhaltenen An-
passungswert fiir den cross—over—-Abstand r*. Rechts von r* 148t der einfach loga-
rithmische Plot den cross—over zum durch £~! manifestierten exponentiellen Zerfall

deutlich zum Vorschein treten.

In Abbildung (3.11c) ist R,—Rp fiir den Phasenraumpunkt (1.10K g ¢, 1.50K5,¢)
in Pg dargestellt. Auch hier ist Kp weit genug von Kp ¢ entfernt, und man kann
den bei r* = 1 stattfindenden cross—over geméis$ (3.78) vernachlissigen und von einem
durch ¢! bestimmten exponentiellen Verhalten bis hin zur Oberfliche ausgehen, was
durch die Auftragung In(R, — Rp) vs. r bestitigt wird. Die im Diagramm auftre-
tenden Korrekturen nahe der Oberfliche sind wiederum darauf zuriickzufiihren, daf
Ry — Rp nicht mehr klein gegen eins ist, und fiir R, — Rp gelten die gleichen Aussagen
wie oben in Abbildung (3.11a) fiir R,. Diese Korrekturen gehen gleichmifig gegen
null, wenn Kg gegen K 5 strebt. Bewegt man sich andererseits auf die Phasengrenze
e zur Oberflichenphase Pg zu, zeigt R, — Rp das gleiche cross—over—Verhalten wie
R, im Falle ¥ — 0. Dies wird durch numerische Rechnungen, auf deren Visuali-
sierung aus Platzgriinden hier verzichtet werden soll, in der unmittelbaren Nihe des

auBergewdhnlichen Uberganges e bestitigt.
In der speziellen Phase ist R, = Rp wieder exakt.

Fiir die gewohnliche Phase ist in Abbildung (3.11d) am Phasenraumpunkt (1.10
KB ,0.50Kg,) ein typisches Ordnungsparameterprofil skizziert. In der logarithmi-
schen Darstellung erkennt man den globalen, bis an die Oberfliche hinreichenden,
exponentiellen Verlauf von Rp — R,. Die Steigung der Gerade ist wiederum ¢7! aus
(3.37). Der Abfall von R, zur Oberfliche bewirkt, dafl die Amplitude A aus (3.79)
negativ ist. Auch hier sind die kleinen Abweichungen an der Oberfiiche dadruch be-
dingt, da Rp — R, nicht klein gegen eins ist. Diese werden jedoch bei Anniherung
von Kg an Kg und — aufgrund des Fehlens eines echten cross—overs fiir Kg — KE,C
in Po — auch bei Anniherung an die Phasengrenze o zur unperkolierten Phase Pyp

gleichméBig verschwinden.
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Insgesamt resultiert aus obigem Vergleich der ,exakten“ Iterationslésungen von
(3.120), (3.121) zu (3.49), (3.50), daB die in Abschnitt 3.7 zusammengestellten Ap-
proximationslésungen fiir die einzelnen Phasen die addquaten Darstellungen fiir das
Profil des Ordnungsparameters liefern. Davon ausgehend sind in Abschnitt 3.8 detail-
lierte Aussagen iiber das Verhalten der mittleren Clustergréfie S, abgeleitet worden,
deren Ubertragbarkeit auf das iterierte System im folgenden Abschnitt untersucht

wird.

3.11 Die iterierte mittlere Clustergréfle

Die numerische Bestimmung der mittleren Clustergréfie S, mittels des linearen Glei-
chungssystems (3.85), (3.86) erfordert zunichst die Berechnung des Ordnungspara-
meters R, im Nullfeldlimes. Letzteres mu mit besonderer Sorgfalt geschehen, um
das numerische Artefakt R, = Rp fiir alle 7 > rpax € IN zu moglichst grofen rmax
hin zu verschieben. Anhand von (3.85) kann man leicht verifizieren, da8 fiir alle
T > Tmax Sy o< e~/¢ zerfillt, was sofort im Widerspruch zum allgemeinen Ergebnis
(3.89) steht und jede Struktur von S, unterdriickt. Andererseits hat sich gezeigt, da8
schon fiir relativ kleine rmax die Tridiagonalmatrix (3.85), (3.86) schwach singulir
ist, so daB8 das Gleichungssystem mittels einer konventionellen C-Routine i.a. nicht

eindeutig 16sbar ist.

Um diese numerischen Probleme zu minimieren, wird ein zweistufiges Verfahren

angewandt:

1. Mittels der Iterationsvorschrift (3.120), (3.121) wird éR, unter voller Ausnut-
zung der. C-double-Struktur selbstkonsistent bestimmt.

2. Auf der Basis einer 500-stelligen Mantisse wird mittels eines kommerziellen
Algebrasystems [H.2] aus § R, der Ordnungsparameter R, erzeugt, eventuell ei-
nige Schritte nachiteriert und schlieBlich in das Gleichungssystem (3.85), (3.86)
eingesetzt. Dieses wird dann durch Vorwirts—Riickwirts—Elimination geldst.

Das Ergebnis einer solchen Vorgehensweise ist in Abbildung (3.12) aufgetragen:

In der unperkolierten Phase Pyp ist S, wegen R, = Rg = 0 rein exponentiell.
Die Iterationsdaten werden durch die analytische Darstellung (3.89) exakt interpo-
liert, und die in Abschnitt 3.8 fiir Pyp abgeleiteten Aussagen kénnen iibernommen
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werden. Insbesondere die Linie (3.109) mit Sp = Sp wird in Abbildung (3.12a) fiir
Kp = 0.90Kp,c bei Kg = 0.85Kgc exemplarisch bestdtigt. Sie kann ungedndert
aus Abbildung (3.7) in Abbildung (3.13) iibertragen werden.

20
S, S,
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©:0.96 Ksc
©:0.985382Kgc
@: 1.00 Ksc
A:LI0 Kge
= analytisch
ok " B
0 5 10
r
(b)
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10* ¢
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r r

© @

Abbildung 3.12: Mittlere Clustergrofie S, als Funktion von r fiir die verschiedenen
Phasen. (a): Pyp, (b): Ps, (c): PgU Pp. Die analytischen Ap-
proximationen sind um so besser, je kleiner A ist. In (d) sieht man
den cross—over bei r* = 810, den quadratischen Anstieg und das
schwache Oberflichenminimum gem&8 Abbildung (3.13)
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: S, ohne Extremum

S
: S, mit Extremum

Kp/Kg ¢

Abbildung 3.13: Aufteilung des Phasenraumes in Gebiete unterschiedlicher Struk-

tur mit/ohne Extremum bzw. Sp § Sp fiir das iterierte System
(3.120), (3.121), (3.85), (3.86). Sowohl M (Linksschraffur) als auch
L (Rechtsschraffur) sind geschlossen. M N Pg liuft in Pg nach
sb, Ls g dagegen schneidet e und lguft in Pg nach sb. (vergl. auch
die Diskussion am Ende von Abschnitt 3.8). Die Zahlenwerte der
eingezeichneten Achslabel sind dem Text zu entnehmen.

Oberhalb von s in Pg ist R, eine fallende Funktion von r. Wie erwartet ist
(3.89) eine um so bessere Approximation von Sy, je kleiner Ry — Rp, d.h. je niher
man sich bei s befindet. Hier ist Sy zunichst gréBer als Sp und fillt dann mit
zunehmendem Kg auf Werte Sy < Sg ab. Die fIbergangslinie So = Sp liegt leicht
oberhalb der analytisch bestimmten Linie &M U Pg aus Abbildung (3.7), was in
Abbildung (3.12b) fiir Kp = 0.90Kp ¢ dadurch verifiziert werden kann, daB Sp fiir
Kg =~ 0.985382Kgc € OM U Ps noch oberhalb von Sp = 10 liegt. Der prinzipielle
Verlauf mit Start bei (0, Ksc) und Endpunkt sb ist jedoch fiir beide Kurven gleich.
Die Linie Sp = Sp bildet die obere Begrenzung des in Abbildung (3.13) durch die

nach links geneigte Schraffur identifizierbaren einfach zusammenhingenden Gebietes
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mit Sp > Sp. Mit weiter wachsendem Kg rutscht das Maximum von S, immer néher
an die Oberfliche, bis es schliefllich bei Erreichen der in Abbildung (3.13) mit Lg g
indizierten Linie verschwindet. Lg g ist durch die Bedingung Sp = 51, was eigentlich
einem Minimum zwischen den Ebenen null und eins entspricht, gegeben. Aber auch
die Festlegung des Oberflichenminimums durch Relationen hoherer Ordnung fiihrt
lediglich auf Graphen, die noch etwas héher als Ls g verlaufen, in ihrer Struktur
jedoch mit Lg g iibereinstimmen: Lg g starte bei (0, Ks,¢) und wird fiir kleine Kp
durch die Kurve Lg aus Abbildung (3.7) gut wiedergegeben. Danach durchliuft Lg g
ein Maximum, schneidet bei (Kp ¢,0.93804118Kg ) die Phasengrenze e und lauft
in Pg, nachdem sie den Riickkehrpunkt (1.01137100Kp ¢, 0.88562867 K5 c) passiert
hat, wiederum in Ubereinstimmung mit Lg zum Endpunkt sb. Dies ist genau das
am Ende des Abschnittes 3.8 prognostizierte Verhalten. Auflerhalb des von Lg g U
s begrenzten Gebietes sind dann keine Minima mehr méglich. Abbildung (3.12b)
zeigt dies wiederum am Beispie] von Ks = 1.1Kgc. Hingegen hat die zugehorige
analytische Kurve ein Minimum, da Kp = 0.90Kg ¢ > Kgf), und alle analytischen

Kurven weisen ein Minimum auf.

Ahnliches gilt auch in Abbildung (3.12c) fiir die analytische Kurve zu (1.10K5 ¢,
1.10Ks¢) € LT, wohingegen die entsprechende Iterationskurve wegen Kp > KJ(BR)
in Pg streng monoton ist. Bei Kg = %K s,c in Pgp ist S, wieder rein exponentiell
und die Iterationsdaten werden durch die analytischen Kurven exakt interpoliert. In
Pp bildet S,, wie in der analytischen Rechnung, stets ein Maximum aus, weshalb
in Abbildung (3.13) — wie in Abbildung (3.7) — der gesamte Bereich Pp mit einer

nach rechts geneigten Schraffur zu belegen ist.

In der speziellen Auftragung log Sy vs. log(r+7rp)(r+ro+1) mit 7y ~ 5.96909545,
in der S, aus (3.90) eine Gerade wird, zeigt Abbildung (3.12d) die sehr gute Uber-
deckung des quadratischen Anstiegs durch die Iterationsdaten. Weiterhin liegt der
gewihlte Phasenraumpunkt innerhalb des Gebietes, fiir welches S, ein Minimum
aufweisen soll, und in der Tat hat man nahe der Oberfliche ein schwaches Minimum

vorliegen.

Die Giiltigkeit des Ansatzes (3.89) und die daraus resultierende asymptotische
Annsherung von S, an Sp wird fiir die Daten aus Abbildung (3.12) mittels der Auf-
tragung (Sy — Sp) €"/¢ vs. r, in der S, zu einer einfachen Geraden degeneriert, in
Abbildung (3.14) aufgelést. Man erkennt sofort, daf alle eingezeichneten Iterations-
daten einer linearen Regression folgen. Die Ubereinstimmung mit den analytischen
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Geraden sind wieder um so besser, je flacher diese verlaufen, und sind insbeson-
dere dann exakt, wenn A = 0, d.h. (S, — SB) e/¢ eine Konstante ist. Damit ist
ein Ansatz der Form S, = (a + b r) e /¢ gerechtfertigt, und die Aussagen iiber
das asymptotische Verhalten von S, aus Abschnitt 3.8 konnen {ibernommen werden.
Die Geradenparameter sind in Folge (3.89) aus %, A zu berechnen. Die Diskre-
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Abbildung 3.14: Die Auftragung der Daten aus Abbildung (3.10) in Form der redu-
zierten mittleren Clustergréfe (S, —Sp) e™/¢ gegen r zeigt, daf der
Ansatz (3.89) innerhalb der Phasen (a): Pyp, (b): Ps, (c): PgUPo
korrekt ist und S, asymptotisch gemiB (3.92) an Sp heranliuft.
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Abbildung 3.15: Dreidimensionaler Héhenlinienplot der Iterationsdaten von Ry —
Rp und Sy — Sp iiber dem Phasendiagramm aus Abbildung (3.4):
Beide Groflen stimmen ausgezeichnet mit ihrem analytischen Pen-
dant aus Abbildung (3.6) iiberein. Die Skalierung der Niveaulinien
entspricht der aus Abbildung (3.6).
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Abbildung 3.16: Skalenverhalten des
(a) : Minimums fiir Kg — K% in Ps
(b) : Maximums fiir Ks — Kg in Pp

fir S,. Die asymptotische Steigung gemif (3.110), (3.111) wird
jeweils links im Plot angenommen.

panz zwischen den so bestimmten analytischen Kurven und den Iterationsdaten ist
hauptsichlich in den bereits in Abschnitt 3.10 angesprochenen Korrekturen zu R,
nahe der Oberfliche zu sehen. Dennoch werden Ry — Rp und Sy — Sp durch A und
% gut reproduziert, wie ein vergleichender Blick auf die beziiglich gleicher Skalen
iiber dem Phasendiagramm aufgetragenen Gréfien A und %’,} in Abbildung (3.6) bzw.
Ry — Rp und Sy — Sp in Abbildung (3.15) bestitigt. Signifikante Abweichungen zwi-
schen den assoziierten Grofen beider Abbildungen sind fiir die unteren Plots auf die
unmittelbare Umgebung von e beschridnkt. Die Héhenlinien von Ry — Rp stofien z.B.
in Ps mit endlichem Winkel auf e, wihrend die von A jeweils parallel zu s verlaufen
und deshalb tangential auf e stofen. In den oberen Plots sind die Abweichungen im
wesentlichen auf ein schmales Band entlang der Linie der Bulkiibergédnge beschrinkt,
weshalb hier im Vergleich der beiden Abbildungen kein Unterschied festzustellen ist.

In Abbildung (3.16) wird das Skalenverhalten der Lokation des Minimums (Bild
(a)) von S, bei Anndherung von oben-an die Oberflichenphasengrgnze s und analog
das des Maximums (Bild (b)) im Grenzwert Kg — Kg untersucht. Als analytische
Lésung sind die aus (3.94) gewonnenen Orte fiir das entsprechende Extremum einge-
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zeichnet. Die Ubereinstimmung mit den Iterationsdaten ist erwartungsgemiB (vergl.
Diskussion am Ende von Abschnitt 3.8) ausgezeichnet und zwar auch in dem im dop-
pellogarithmischen Plot nichtlinearen Bereich. Der entsprechend lineare Bereich mit
der gestrichelt eingetragenen asymptotischen Steigung am jeweils linken Rand des
Bildes bestitigt direkt die aus (3.94) abgeleiteten Skalengesetze (3.110) fiir rmi, — &
bei Kg — K5 und (3.111) fiir ryax — € im Limes Kg — Kg.

3.12 Langreichweitige Oberflachenstérungen

Die Ursache fiir die bisher betrachteten Oberflichenstérungen werden primér in der
Rekonstruktion der Oberfliche [I.3] gesehen. Die Reichweite dieser Storungen ist also
auf die Lingenskala der Korrelationslinge begrenzt, so da die Annéherung etwaiger
MefigroBen an den Bulkwert stets exponentiell mit dem Abstand von der Oberfliche
erfolgt. Lediglich in unmittelbarer Nihe der zweiter Ordnung Phaseniibergéinge ist
in einem cross-over-Bereich bis zum Abstand r* = 2£ ein algebraischer Abfall mit ei-
nem streng vorgegebenen Exponenten méglich. Fiir den Ordnungsparameter betrigt
dieser Exponent gerade zwei ((3.76)—(3.78)).

Oberflichenstérungen kénnen durchaus auch andere Ursachen haben, wie eine
zusitzliche Ladungsverteilung auf der Oberfliche, die mit den die cross-links vermit-
telnden Katalysatormolekiilen wechselwirkt. Je nach Art der Wechselwirkung kénnen

verschiedene Typen von Wechselwirkungspotentialen auftreten:

e Konnen die Oberflichenladungen durch andere geldste Ionen kompensiert wer-
den, so registrieren die Katalysatormolekiile typischerweise ein exponentiell in
den Bulk abfallendes Oberflichenpotential, dessen Reichweite durch die Ionen-

konzentration mitbestimmt wird [I.12].

e Handelt es sich bei den Katalysatormolekiilen um elektrostatisch neutrale Mo-
lekiile, so konnen sie nur via elektrostatischer Multipolmomente mit der Ober-
flache wechselwirken, was — thermisch gemittelte — algebraische Oberflichen-
profile der Form L, ¢ > 2 nach sich zieht [J.16, 1.12], und schlieflich sind

auch

o direkte langreichweitige elektrostatische Wechselwirkungen der Form % moglich.

Insgesamt sind Form und Stédrke der Wechselwirkung kaum Grenzen gesetzt, wodurch
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eine explizite Behandlung aller Moglichkeiten praktisch ausgeschlossen ist. Deshalb
ist man bestrebt, die Vielfalt der Oberflichenpotentiale in verschiedene Aquivalenz-
klassen aufzuteilen. Als dquivalent werden dabei diejenigen Kopplungsformen einge-

stuft, die z.B. ein strukturell gleiches Ordnungsparameterprofil erzeugen.

3.13 Klassifikation ortsabhingiger Kopplungen

Die addquate Methode, Klassifizierungen in der Physik anzugehen, ist die Renor-
mierungsgruppe [J.22]. Es stellt sich heraus, da8 die angestrebte Klasseneinteilung
unabhingig vom speziellen Verlauf der Kopplungen — d.h. gemé8 (4.20) der Bond-
besetzungskonzentration p, — nahe der Oberfliche (K, ¢ {0, 00}) ist, sondern allein
durch die Asymptotik von K, bestimmt wird. Unter der Annahme einer asymptoti-

schen Form
,I.I’J' = K, x Kpg + Ar™@ ; a>0 fiir r>0 (3.123)

kann gezeigt werden, daf die Stérung A r~% irrelevant ist fir a > % [D.2, D.3]. Man
sieht das gleiche kritische Verhalten wie im Fall A = 0. Somit kdnnen, zumindest was
die Strukturen der erhaltenen Losungsformen angeht, die Ergebnisse der vorigen Ab-
schnitte als universell fiir alle kurzreichweitigen Kopplungen angesehen werden. Eine
Kopplungsform wird als kurzreichweitig eingestuft, wenn sie asymptotisch schnel-
ler als r—+ abfillt. Speziell der Ordnungsparameter sollte fiir alle kurzreichweitigen

Oberflichenstdrungen gemif [D.1, D.11]
R, < r7v fir r>»0 (3.124)

zerfallen. Im Fall a < % dagegen ist die Storung relevant, und das kritische Verhalten
solcher Systeme wird vom Exponenten a bestimmt. Die Amplitude A separiert die
beiden Regime A > 0 und A < 0. Fiir das kritische System sollte der Ordnungspa-

rameter dann wie
R, < r7™7 mit v = v(a)  fiir r>0 (3.125)

gehen. Der Fall ¢ = % wird als marginal bezeichnet; er ist hochgradig nicht universell.
Es gibt i.a. eine kritische Amplitude A¢ # 0, die die Regime A > Ag, A = A¢ und
A < Ac trennt. Die kritischen Exponenten kénnen explizit von der Amplitude
abhingen [D.2, D.3].
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In den néichsten Abschnitten sollen nun diese Aussagen anhand der Selbstkon-
sistenzgleichung fiir allgemeine Mean-Field-Theorien verifiziert und mittels nume-
rischer Iterationen fiir die in dieser Arbeit interessierende Mean-Field-Theorie der

Perkolation iiberpriift werden.

3.14 Mean—-Field—Klassifikation ortsabhingiger Kopp-
lungen

Der Ordnungsparameter R, einer Mean-Field—Theorie halbunendlicher Modelle mit
ortsabhingigen Kopplungen K, ist durch Selbstkonsistenzgleichungen vom Typ

K. 1Bry + 2(d-1)K:Ry + K, 1Brp1 = QR,) (3.126)

(es sei 0.B.d.A. ein einfach kubisches Gitter unterlegt) und die Angabe der beiden
Randbedingungen an der Oberfliche und im Bulk festgelegt. 2 bezeichnet eine i.a.
nichtlineare Funktion, die fiir kleine Argumente R, den kritischen Exponenten 8 und
die Amplitude R+ des Bulkordnungsparameters Rp mittels der Reihenentwicklung

UR,) = 00) + VOB + RPRTP (3.127)

definiert. Um im Bulksystem bei einer endlichen Kopplungsstérke einen Phaseniiber-
gang zwischen einer geordneten (Rp > 0) und einer ungeordneten Phase (Rp = 0)
erzeugen zu konnen, mufl (0) = 0 sein. Weiterhin kann durch Renormierung der

Kopplungskonstanten Q'(0) = 1 erreicht werden, so da man 0.B.d.A.
OR.) = R, + R;RF (3.128)
schreiben kann. Hieraus wird nun fiir Kopplungen der Asymptotik
K, < Kp + Ar—™ ; a>0 fir r>0  (3.129)
die asymptotische Form des Ordnungparameters R, speziell fiir den Grenzfall Kp —
Kg ¢ extrahiert:

Die Uberlegungen der vorigen Abschnitte fiihren fiir konstante Bulkkopplungen
darauf, daf8 sich R, stets exponentiell dem Bulkwert Rp ndhert und nur in un-
mittelbarer Umgebung des Bulkphaseniiberganges, wo die Bulkkorrelationslinge ¢
divergiert, von zunéchst algebraischem Zerfall bei etwa r = r* ~ 2¢ auf dann expo-

nentiellen Zerfall iiberkreuzt. Es liegt daher nahe, den Ansatz

R, = Rp + 6R, mit SR, = c(r)-e ¢ (3.130)
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mit einer schwicher als exponentiell zerfallenden Amplitudenfunktion ¢(r) zu machen.

Substituiert man diesen Ansatz in (3.126), macht von

e(r£1 . c(r 1c(r
AF(FT) = 1G04 e (3.131)

sowie der Entwicklung (3.128) Gebrauch und balanciert Terme gleicher Ordnung in
1

+, so resultiert in nullter Ordnung

Kp

Rg = Q(Rp) (3.132)
Kpc
1 1 1
2 { cosh (—) - 1) + - — = 0. 3.133
( 3 Kpe Ks ( )

Gleichung (3.132) ist gerade die Selbstkonsistenzgleichung des Bulkordnungsparame-
ters Rp im Nullfeldlimes mit der im hier betrachteten Phasenraumgebiet Kp < Kp ¢
eindeutigen Lésung Rp = 0, und (3.133) reproduziert die fiir alle Mean-Field—
Theorien gleiche Relation (3.37) fiir die Bulkkorrelationslinge . Analog liefert die
erste fiir % = 0 nicht verschwindende Ordnung die allgemeine Beziehung

- c(r) (c(’r)) 5
T + K = : 3.134
Kp,c B.C e(r) R, ( )
welche fiir die Amplitudenfunktion c(r) den Ansatz
e(r) = Ror™7-(lnr)™® . (lnlnr)~%. ... (3.185)

induziert. In (3.134) eingesetzt erhilt man in niedrigster Ordnung

1
1 R\8 _»«
% + +1)Kgor v = (—) r 8 und 6; = 0 Vi. (3.136
Koo ¥(v+1)KB,c A ( )

Asymptotisches Ausbalancieren ergibt fiir v = y(c) drei zu unterscheidende Fille:

> (%)% r8 = 4(y+1)Kpcr
1 (1.162&)
Ty =28 (&) = (9(4+1)Ese
a=t s () = (ghs + A0+ DKeg)
1 (1.162b)
o=t (@) = e (B ((B)+1) K
a<y (%)%’"_% = Ko™ C

(1.162c)

= 4 = Ba (%)F = K;C
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Gleichung (3.137a) beschreibt eine irrelevante Storung. Alle Kopplungen, die asymp-
totisch schneller als r—» abfallen, produzieren am Bulkphaseniibergang einen mit o
abfallenden Ordnungsparameter. Dies trifft insbesondere auch fiir die im ersten Teil
dieses Kapitels betrachteten kurzreichweitigen Stérungen gemif (3.47) zu, weshalb
alle asymptotisch schneller als r~+ zerfallenden Kopplungen als kurzreichweitig und
somit irrelevant bezeichnet werden. Die strukturellen Eigenschaften z.B. des Ord-
nungsparameters sind im Limes Kp — Kp ¢ fiir alle Elemente dieser Klasse durch
die in Abschitt 3.7 beschriebenen cross—over-Phéinomene beschreibbar. Hingegen be-
wirkt eine langreichweitige, also langsamer als =+ zerfallende und somit relevante
Storung aus Gleichung (3.137c), eine Modifikation des asymptotischen Ordnungspa-
rameters. Die Variation in K, wird auf R, iibertragen, und es gilt: v = v(a) = 8- .
Die Amplitude hat, wie erwartet, keinen Einflul auf den Exponenten «. Ihr Vorzei-
chen separiert lediglich die beiden Regime A > 0 bzw. A < 0. Gleichung (3.137b)
repriasentiert das Verhalten des Ordnungsparameters unter dem Einflul einer margi-
nalen Storung mit o = L, Ist A # Ac, mit der kritischen Amplitude

v

Ac = — (g) ((—g) + 1) K3 ¢, (3.138)

liegt auch hier v = a = g vor, was sich stetig in den bisherigen Verlauf von y(«)
einfiigt. A¢ trennt wieder die Regime A > A¢ und A < Ag. Im Spezialfall A = Ap

resultiert in nachst héherer Ordnung

{Z ji } (%)% 1‘_% (lnr)_% = (27+1)51K3,07‘_% (lnr)_z%
e ' e
- (3.139)
MR Y ,
(2)F = 1(8)(2(8) +1) Kne

woraus sich bei R, zum algebraischen Abfall noch eine logarithmische Korrektur
ergibt. Abbildung (3.18) fafit u.a. noch einmal den Verlauf des Ordnungsparamter-

exponenten v als Funktion des Kopplungsstorungsexponenten o zusammen.

Diese iiber die Selbstkonsistenzgleichungen allgemeiner Mean-Field—Theorien er-
haltene Klassifikation von Kopplungsstérungen weist exakt die gleichen Regime auf,
wie sie mittels einfacher Renormierungsgruppenargumente [D.3] bzw. exakter Rech-
nungen fiir das 2d-Isingmodell [D.2] gefunden werden. Ebenfalls in Ubereinstim-
mung mit diesen beiden Methoden ergibt sich aus obiger MF-Betrachtung, dafl le-
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diglich der asymptotische Schwanz von K, nicht jedoch der spezielle Verlauf nahe
der Oberfliche, die Klassifikation bestimmt. Zusétzlich liefert die MFA noch Expo-
nenten und Amplituden fiir den Verlauf des Ordnungsparameters und aller daraus

ableitbaren Grofen.

3.15 Cross—over fiir Kg S Ksc

Die im vorigen Abschnitt abgeleiteten asymptotischen Gesetze fiir R, sind — wie in
der Herleitung zu Gleichung (3.134) zitiert — nur fiir % = 0, also genau am aufler-
gewohnlichen I"Ibergang e, giiltig. In Analogie zum kurzreichweitigen Fall erwartet
man auch hier fir Kg S K B,c zundchst einen algebraischen Abfall mit R, 7'“7("‘),
der dann jenseits einer gewissen Léngenskala zu dann exponentiellem Zerfall iiber-
kreuzt. Im Gegensatz zum kurzreichweitigen Fall, wo dieser cross—over beim doppel-
ten der einzigen intrinsischen Lingenskala des Systems, der Bulkkorrelationslinge &,

gegeben durch

1 1
¢l = Arcosh (1 + 53—2’“’1) (3.140)
= ﬁ (1 - foc_) (3.141)

geschieht, hat man hier durch die explizite Abhingigkeit der Kopplungen K, vom
Ort eine weitere Liange definiert. Sie ist durch den Schnittpunkt von K, mit der
kritischen Bulkkopplung Kp ¢ gegeben:

1
Kpo\= Kp \*
-1 _ B,C . _ B
rpl = (——A ) (1 KB,o) . (3.142)

rB,c separiert die Bereiche 7 < rpc¢ mit K, > Kpc und algebraischem Zerfall
von R, von r > rg ¢ mit K, < K¢ und exponentiellem Zerfall von R,. Da beide
Koeffizienten in (3.141), (3.142) von der Groflenordnung eins sind, ist rp.¢c > £ genau

dann, wenn o < % und umgekehrt, so dafi im kurzreichweitigen Fall oo > % wieder

die Bulkkorrelationslinge ¢ die Rolle der cross—over-Lénge iibernimmt:

Kp ) —max{-cl;;u}

3.143
Kno (3.143)

) = max{rpc ; 26} < (1—

Eine Reduktion von r§°°) zu endlichen Werten fiir Kg S K B,c hat aber auch
Konsequenzen fiir das im vorigen Abschnitt an Gleichung (3.136) durchgefiihrte
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Balance-Verfahren. Konnte man oben noch den asymptotisch gréfieren der beiden
Summanden der linken Seite von (3.136) unabhingig von den Amplituden einfach
durch Vergleich der r~Exponenten festlegen und diesen Term dann mit der rech-
ten Seite balancieren, so ist dies nun aufgrund der Beschrinkung von r durch r§°°)
nicht mehr zuldssig. Beide Summanden miissen, einschlieBlich ihrer Wichtung durch
die jeweilige Amplitude, beriicksichtigt werden. Logarithmische Differentiation von
Gleichung (3.136) fiihrt auf eine ortsabhingige effektive Amplitude

REE %’ A Teff _o Yeff 1
=] = =17 " + veg(rer +1)KprF ¥, (3.144)
Ry Kp
wobei sich der ortsabhingige effektive Exponent g (selbstkonsistent) aus der Glei-
chung
1 a-1
o = pfleTh )
14 1 + ( r )a v
:gﬁ)'
1_q
= pofar—2 4 (3.145)
r v
1+ (772;)')
mit der Linge .
—x
(co) A v
T = 3.146
2 (7eﬂ(')’eff + 1)K%) ( )

berechnen 148t. 7.g liuft also bei endlichen r anfangs oberhalb der Geraden (8 - o,
erreicht bei o = g exakt Yeg = v = g, schwingt dann iiber den Wert ‘g hinaus,
durchladuft bei a > é ein Maximum und n#hert sich im Limes grofiler a von oben
wieder dem Grenzwert ,g (vergl. Abbildung (3.18)). Im Limes r — oo konvergiert
Yet gleichmiBig gegen (o). Betrachtet man andererseits v.g als Funktion von r
bei z.B. festem o < %, so stellt man fest, dafl bei entsprechend kleinem r <« rz(,co)
(dh. A < 1) 7.z zunichst nahe dem Exponenten 'g startet und erst fiir grofle
r> r§°°) allmihlich dem zu erwartenden Wert v = § - @ zustrebt. Allgemein ergibt
sich bei geeigneter Wahl von A (A < 1 fiir & < % bzw. A > 1 fir & > 1), daB
Yeg in der Nidhe des grofieren, ,falschen® Exponenten startet und fiir grofie » zum
kleineren, ,richtigen, d.h. nach (3.137) zu erwartenden, asymptotischen Exponenten
iibergeht. Die Langenskala, auf der dieser cross-over vonstatten geht, ist durch 7‘~§°°)
aus (3.146) bestimmt. Insbesondere ist in Fallen mit ri’® > r{*” der bis 7{* zu
messende Abfall von R, zwar algebraisch, allerdings mit einem von den Vorhersagen

(3.137) abweichendem Exponenten.
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Abbildung 3.17: Cross—over—Verhalten des Ordnungsparameters R, als Funktion
von r. Nahe der Oberfliche zerfillt R, zunichst mit ma,x{g; af}

und kreuzt dann bei rg'“” zum asymptotischen Zerfall mit
min{g;aﬂ} iiber. Der Ubergang zum exponentiellen Verhalten

erfolgt in jedem Fall bei rgw).

In Abbildung (3.17) ist der typische Verlauf von R, bei K S K B,C zusammen-

fassend skizziert.

Im néichsten Abschnitt werden nun die Aussagen (3.137) unter Zuhilfenahme der
cross—over-Ergebnisse dieses Abschnittes mit numerischen Iterationslésungen vergli-
chen, um ihre Giiltigkeit speziell fiir die Mean—-Field—Perkolation auch numerisch zu

verifizieren.

3.16 Numerische Iteration ortsabhéingiger Kopplungs-
konstanten

Die numerischen Iterationen fiir ortsabhingige Kopplungskonstanten erfolgen auf der
Basis der allgemeinen Selbstkonsistenzgleichungen (3.45), (3.46) in Ausnutzung der
in Abschnitt 3.9 vorgestellten Verfahren. Dabei sind die Kopplungen gemé&fl

bt =k, — Kg + (Ks—Kg) (r+1)™ ; a>0 (3.147)
mit Kg S KB c gewéhlt.

Zunichst werden fiir ein 10 000-Ebenen-System die Profile des Ordnungspara-
meters am Phasenraumpunkt (Kp = (1 — 107%)Kp ¢, Kg = 10K;5,c) mit den Expo-
nenten « € {0.5,0.6,...,3.0,3.5,4.0,5.0,...,10.0} bestimmt. Zur genaueren Analyse
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Abbildung 3.18: Darstellung des (effektiven) Iterationsexponenten v(!T) in Abhin-
gigkeit vom Kopplungsexponenten a. Zum Vergleich ist fiir das
spezielle iterierte System der zu erwartende effektive Exponent g
aus (3.145) und der daraus fiir » — oo resultierende asymptotische
Exponent v aus (3.137) eingetragen.

sind die durch lineare Regression aus diesen Daten errechneten Ordnungsparameter-
exponenten y{T) in Abbildung (3.18) gegen den via K, dem System oktroyierten
Kopplungskonstantenexponenten ¢ aufgetragen. Es zeigt sich, da die durchgezo-
gen eingezeichnete Funktion veg(c), die die cross—over-Effekte auf v aus (3.137)
beriicksichtigt, die gemessenen Datenpunkte der Iterationen sehr gut interpoliert.
Fir Kg = Kp ¢ kann deshalb von dem durch (3.137) vorhergesagten asymptotischen
Verhalten (hier durch die unterbrochene Linie dargestellt) ausgegangen werden. Die
leichten Abweichungen fiir sehr kleine o beruhen auf der Konkavitit, also dem noch
nicht asymptotischen Verhalten der entsprechenden Graphen. Die schwéchere Kon-
vergenz der Daten fiir grofie o kdnnte auf weitere cross—over—Korrekturen in e ()
zuriickzufiihren sein. Die Ortsabhingigkeit von veg(c) wird jeweils durch Substitu-

tion des Schwerpunktes des Regressionsintervalls fiir 4(/T) aufgelost.

In Abbildung (3.19) wird nun das cross-over—Verhalten von R, fiir die gegen
Kp ¢ laufende Folge von Bulkkopplungen Kp = (1—-107¢)Kp ¢ mit € € {2, 3,4, 5,6}
und & = 0.7 < 2 = L untersucht. Die Amplitude 4 = Kg — Kp aus (3.147) ist so
eingestellt, daB der cross—over vom algebraischen zum exponentiellen Verhalten von
R, bei r§°") = 1000 fix ist, und in der Tat bilden alle Graphen den cross—over bei
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Abbildung 3.19: Numerische Verifikation des in Abbildung (3.17) skizzierten cross—
over-Verhaltens fiir R, bei festem r%w) und via Kpg variiertem rgw).

Die cross—over-Orte r%w) aus (3.143) und rg""’) aus (3.146) werden
durch die Iteration bestitigt, und das Uberkreuzen von einem Ex-
ponenten nahe ma.x{g;aﬁ} = 'g zu einem Exponenten nahe dem

asymptotischen Wert min{g; af} = of ist deutlich zu sehen.

etwa 1000 aus. rz(,co) variiert mit K und stimmt ebenfalls mit den in der Iteration
beobachteten cross—over—Orten iiberein. Wie im vorigen Abschnitt festgestellt, mifit
man links von réw) einen fiir @ = 0.7 ,,falschen® asymptotischen Exponenten nahe g =
2, withrend rechts von rg“’) Werte nahe dem , richtigen® asymptotischen Exponenten
B - a = 0.7 festgestellt werden. Die erhaltenen Werte sind um so genauer, je breiter
die zugehérigen Bereiche |ri — 0] baw. |r{®® — r{*?| sind. Speziell im Fall € = 6
mit 7 = r{*) fehlt der Bereich rechts von r{* komplett, und man bestimmt
als Exponenten sehr genau den Wert é, erhidlt aber keine Aussagen mehr iiber den

tatsidchlichen asymptotischen Zerfall von R, im Limes r — oo bei Kg — Kpo-



Kapitel 4

Computersimulation der
Perkolation

Mit der Computersimulation wird ein umfassendes Instrument zur Untersuchung
statischer und dynamischer Eigenschaften komplexer Vielteilchensysteme sowohl auf
globaler als auch auf lokaler Ebene bereitgestellt. Auch fiir unter gewissen Vorausset-
zungen exakt 16sbare Modelle kénnen so z.B. fiir spezielle Gittertypen, Randbedin-
gungen, Dotierungen usf. weitere exakte Resultate gewonnen werden. Dabei ist vor
allem die korrekte Behandlung der Fluktuationen ein wesentlicher Vorteil der Compu-
tersimulation, da diese einer nur oberhalb der kritischen Raumdimension — sie liegt
in vielen Féllen weit oberhalb der physikalisch relevanten Raumdimensionen zwei
und drei und speziell fiir das Perkolationsproblem bei dg = 6 — giiltigen MFA un-
zuginglich sind. Andererseits sind durch die Restriktion der Simulation auf endliche
Systeme alle Erwartungswerte physikalisch relevanter Observablen stets analytische
Funktionen der Systemparameter. Es treten keine (scharfen) Phaseniiberginge auf
(Critical Rounding [J.4], Shift Effect [J.4, J.9, J.12]), so daB zur Erlangung der Ob-
servablenwerte im thermodynamischen Limes ein entsprechendes Finite—Size-Scaling
[J.2] durchzufiihren ist.

Wie schon in Abschnitt 2.6.2 gesehen, 148t sich auch das Perkolationsproblem in
diesem Rahmen der kritischen Phinomene behandeln. Zudem ergibt sich aus dem
statischen Charakter der Perkolation der simulationstechnische Vorteil, daf keine Re-
laxationszeiten ins (thermodynamische) Gleichgewicht (Critical Slowing Down [J.17])
bzw. Korrelationszeiten {J.10] zwischen den einzelnen zu mittelnden Konfigurationen

abgewartet werden miissen. Man kann sich ganz auf ein sich an die Simulation ver-
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schiedener Systemgréfien anschlieflendes Finite—Size—Scaling konzentrieren.

Das Kapitel beginnt in Abschnitt 4.1 mit der Préisentation bekannter, numeri-
scher Simulationstechniken, Da keine dieser Methoden den speziellen Erfordernis-
sen der in dieser Arbeit untersuchten Fragestellungen geniigt, wird in Abschnitt 4.2
zunichst ein neuer, rekursiv arbeitender Algorithmus entwickelt und seine Optimie-
rung hinsichtlich der Simulation sehr grofer Systeme skizziert. Seine Effizienz und
Leistungsfihigkeit wird in Abschnitt 4.3 anhand von Simulationen zwei- und dreidi-
mensionaler Bulksysteme dokumentiert. Abschnitt 4.4 definiert das halbunendliche
System und die formalen Ortsabhéngigkeiten der Observablen. Separat fiir zwei— und
dreidimensionale Modelle werden in Abschnitt 4.5 die Profile des Ordnungsparame-
ters bestimmt. Besonderes Augenmerk erfihrt sein algebraischer Zerfall am aufer-
gewShnlichen Ubergang. Die Zuordnung der Profile zu den einzelnen Phasen geht
mit einer hochwertigen Analyse des funktionalen Verlaufs des Oberflicheniiberganges
dreidimensionaler s.c.—Systeme als Funktion der Bulkbesetzungskonzentration einher.
Detaillierte Untersuchungen zum Verlauf der mittleren Clustergroe in den einzelnen
Phasen und speziell in der Nédhe der Oberflicheniibergéinge folgen in Abschnitt 4.6.
Unterschiede in den s—Clusterverteilungsfunktionen in zwei und drei Dimensionen
werden in Abschnitt 4.7 ergriindet. Thema von Abschnitt 4.8 ist dann die Klassifi-
kation langreichweitiger Oberflichenstérungen anhand allgemeiner Skalenargumente.
Der Nachweis ihrer Giiltigkeit gelingt auf Basis ausgiebiger Computersimulationen in
Abschnitt 4.9.

4.1 Numerische Methoden

Vom rein numerischen Standpunkt reduziert sich das Problem der Perkolation im we-
sentlichen auf die Generierung von Perkolationsclustern und die anschliefende Aus-
wertung von Anzahl, Grofle, Unterstrukturen usw. derselben. Dazu werden in der

Literatur drei fundamentale Algorithmen bereitgestellt:

4.1.1 Hoshen—-Kopelmans—Methode

Beim Hoshen-Kopelmans—Algorithmus [E.14] werden mit Hilfe eines Indexarrays die
gesetzten Sites so indiziert, daBl nach. Durchlaufen des Systems alle zu einem Clu-
ster gehorigen Sites dem gleichen Clusterindex zugeordnet sind. Taucht also (we-

nigstens) ein Index auf beiden gegeniiberliegenden Seiten des Perkolationssystems
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auf, so existiert ein ,unendlicher* Cluster und das System ist perkoliert. In dieser
Weise kann die kritische Besetzungswahrscheinlichkeit pc bestimmt werden. Fiihrt
man im Indexarray zusétzlich noch die Clustergré8e mit, kann z.B. durch Sortierung
der Cluster nach der Gréfie s die Clusterverteilungsfunktion n, bestimmt werden.
Der Vorteil des Algorithmus, bei der Untersuchung d-dimensionaler Gitter nur ein
(d — 1)-dimensionales Untergitter abspeichern zu miissen, wird jedoch durch den
schnell wachsenden Indexarray schon bei moderaten Systemgrofien wieder zunichte
gemacht. Zwar kann dieser Nachteil durch das Nakanishi-Recycling [E.20] teilweise
aufgefangen werden, doch bleibt auch weiterhin die Auswertung clusterspezifischer
Eigenschaften, begriindet durch die Struktur des Algorithmus, faktisch unméglich.

4.1.2 Leath—Methode

Die Methode von Leath [E.17] erzeugt, ausgehend von einem besetzten Site am
Gitterursprung, schalenweise einen einzigen Perkolationscluster, indem zunéichst die
Nichsten—Nachbarn des Sites im Ursprung, dann wiederum deren Nichste-Nachbarn
usf. mit der Wahrscheinlichkeit p besetzt bzw. mit 1 — p blockiert werden. Dieser
Proze wird so lange fortgesetzt, bis entweder keine freien Sites mehr vorhanden sind
oder z.B. die gewiinschte Anzahl von Schalen erzeugt ist. Ein Cluster der Grofie
s wird mit der Wahrscheinlichkeit p, = s n, generiert. Aufgrund des sukzessiven
Aufbaus eignet sich diese Methode besonders zur effizienten Auswertung struktu-
reller und physikalischer Eigenschaften dieser Cluster wie z.B. backbone [E.13] und
skeleton [E.11].

4,1.3 Ziff-Methode

Ziffs Methode [E.36] erzeugt fiir zweidimensionale Gitter direkt den externen Peri-
meter (hull) eines Perkolationsclusters in Form eines self-avoiding-walks (SAW) auf
dem Perkolationsgitter. Sie ist die effektivste Art der Berechnung von po, denn nur
bei po ist die Anzahl der in bzw. gegen den Uhrzeigersinn laufenden SAWs gleich.
Auch einige Perimeterexponenten, die mit dem Exponenten v der Korrelationsldnge
zusammenhéngen [E.37], lassen sich auf diese Weise sehr genau bestimmen. Dariiber
hinaus sind die Moglichkeiten dieses Algorithmus jedoch sehr begrenzt, und er ist

deshalb hier nur der Vollstindigkeit wegen aufgefiihrt.

Im Hinblick auf die in dieser Arbeit anstehende Simulation halbunendlicher Mo-

delle und die daraus resultierende Notwendigkeit der Auswertung von Clustereigen-
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schaften als Funktion des Abstandes von der Oberfliche wird unmittelbar klar, dafl
nur ein Algorithmus, der, wie Leaths, die Cluster nacheinander generiert und dabei
seine jeweilige Position auf dem Gitter kennt, fiir diese Aufgabe in Frage kommt.

Ein solcher rekursiv — anstatt schalenweise — arbeitender Algorithmus, der in
der vorliegenden Arbeit speziell fiir die Anwendung in grofien, dreidimensionalen,
halbunendlichen Modellen konzipiert und optimiert wird, ist Inhalt des folgenden
Abschnitts.

4.2 Der RMKR-Algorithmus

Der RMKR-Algorithmus ist ein Rekursionsalgorithmus, der auf der Basis von Multi-
spincoding, Koordinatencoding und Restarting blockweise abgebrochener Rekursio-
nen operiert. Wahrend mit dem vollstindigen Bitcoding (auch vollstindiges Mul-
tispincoding genannt) die rekursiv agierenden Gitteralgorithmen verstirkt Anwen-
dung finden, bleibt — speziell fiir die Simulation grofler Systeme — das Problem
der Stackregulierung weitgehend ungel6st. Hierzu wird im folgenden eine neue,
CPU-optimierte Form der Stackmemory sparenden Koordinatenkomprimierung so-
wie eine auf verschiedenste Anwendungserfordernisse akkommodierbare Methode des
Abbruchs und anschlieBender Wiederaufnahme der Rekursionen vorgestellt. Diese
Abbriiche haben den Sinn, den von der Rekursion beschriebenen Stack rechtzeitig
vor dem Uberlauf wieder abzubauen, um ihn dann nach Wiederaufnahme der Re-
kursion erneut aufzubauen usf.. Es ist klar, daf das Halten der Balance zwischen
Auf- und Abbau des Stacks ein wesentliches Element der Effektivitit des Algorith-
mus verinnerlicht. Bei der Simulation sehr groier Systeme, fiir die z.B. die codierten
Bitinformationen des Gitters allein schon den vorhandenen Kernspeicher des Compu-
tersystems iibertreffen, ist die zusdtzliche Wechselwirkung dieses Balanceverfahrens
mit den regelméBigen Aufrufen des Swappers zu beachten, so daf neben der program-
miertechnischen Optimierung des Programmcodes und der darin vorzunehmenden
optimalen Wahl der Registervariablen auch eine ,experimentelle Optimierung ver-
schiedener Parameter des Algorithmus notwendig wird. Im folgenden soll allerdings
nur auf den programmiertechnischen Aspekt dieser Problemstellung eingegangen wer-

den:

Die Nichste—Nachbar—Rekursion ist fiir das s.c. Gitter von der Form
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void site(s, 7, k)
Gitter[k)[4][s] = BEFRAGT

i Irandy() < plkI[7][H])

Losite(i+1, G, k) (41)
. site(z—1, 7 , k ) .
. site( ¢ ,j4+1, kB ) ...
.osite( ¢ ,7-1, k ) ..
.osite( ¢, 5 ,k+1) ..
..osite( 2, § ,kE—-1) ..

wobei an den Gitterréindern entsprechende Randbedingungen zu beachten sind. Star-
tet man mit einem beliebigen mit FREI (= 0) gekennzeichneten Gitterpunkt r =
(i,7,k) als Rekursionsverankerung, so wird dieser Gitterplatz durch die Relation
Gitter[k][j][{] = BEFRAGT(= 1) zunichst entwertet, um ihn fiir weitere Zugriffe
der Rekursion zu sperren. Danach wird die Besetzungskonzentration des Punk-
tes, p(k][j][¢], mit einer gleichverteilt generierten Pseudozufallszahl, lrandy(), ver-
glichen. Ist Irandy() > p[k][j][¢], dann bleibt r unbesetzt und gehort folglich nicht
zu einem Cluster. Die Rekursion bricht fiir diesen Punkt ab. Bleibt hingegen
Irandy() < p[k][7][¢], wird der Gitterplatz als besetzt betrachtet, die Erwartungswerte
fiir den aktuellen Cluster aktualisiert, und von allen seinen z.B. sechs nichsten Nach-
barn auf dem 3d-s.c.—~Gitter, die das Merkmal FREI tragen, startet die Rekursion
erneut. Auf diese Weise wird, ausgehend von einem Startpunkt, das Gitter rekursiv
so lange durchlaufen, bis der sich so bildende Cluster fertig aufgebaut ist oder auf
dem Gitter keine freien Nichsten—Nachbarn mehr zur Verfiigung stehen. Eine solche
Rekursion ist gerade fiir physikalische Fragestellungen optimal, da sie Clusterinfor-
mationen schon wihrend des Aufbaues liefert, und so z.B. ein bereits perkolierter
Cluster nicht mehr ganz aufgebaut werden mufl, wenn man lediglich daran interes-
siert ist, ob der Cluster perkoliert oder nicht. Zudem ist die Rekursion in Richtung
und Art (z.B. schalenweise) steuerbar, wodurch sich Strukturelemente von Clustern
oft sehr effektiv auswerten lassen. Um den Abbruch der Rekursion zu garantieren,
ist es zwingend, jeden einmal befragten Gitterplatz unmittelbar zu entwerten und fiir
weitere Zugriffe der Rekursion zu sperren. Deshalb mu$ fiir jeden Site des Gitters die
1-bit-Information FREI/BEFRAGT d.h. 0/1 im Speicher abgelegt werden, so da8
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diese auf allen Rekursionsstufen vorliegt. Wegen des geringen Informationsgehaltes
pro Site wird zu deren Speicherung — im Gegensatz zu obiger Programmskizze —
jeweils genau ein bit pro Site bereitgestellt. Diese Methode wird in der Physik oft bei
der Simulation von Ising—Modellen angewendet und wird dort i.a. als Multispin-
coding [J.17, J.23] bezeichnet. Neben dieser Speicherplatzreduktion ist bei Anwen-
dung rekursiver Funktionen auch auf die Haushaltung der pro Funktionsaufruf auf
den Stack geschriebenen Daten — wozu u.a. die Ubergabeparameter gehoren — zu
achten, um bei gegebener Stackgréfe moglichst viele Rekursionsstufen durchlaufen zu
konnen. Es bietet sich daher an, die drei Gitterkoordinaten (%, 7, k) in nur einer Zahl
p zu komprimieren. Die iibliche div/mod-Codierung stellt jedoch kaum eine Lésung
fiir dieses Problem dar, denn vor allem die Decodierung der lineraren Variablen p in
die Vektordarstellung (i, j, k) ist aufgrund mehrfacher Anwendungen der div/mod-
Operatoren sehr rechenzeitintensiv. Dagegen liefern die bit—shift—-Operatoren ” <,
”>” sowie der and—Operator ”&” in Kombination mit den Masken und zugehérigen
shift—-Werten

MASKX 1023UL <= SHIFTX (UL
MASK.Y 1023UL <= SHIFT.Y 10UL (4.2)
MASK_Z 4095UL <= SHIFT.Z 20UL

auf Basis der 32-bit—unsigned-long—int-Struktur der Programmiersprache C folgende

sehr schnelle Lésung:
p = (k< SHIFT.Z) + (j < SHIFT.Y) + (i < SHIFTX)
(p> SHIFT X) & MASK.X (4.3)

(p>> SHIFT.Y) & MASK.Y
(p> SHIFT.Z) & MASK_Z

i
= J
k

Die Einbettung der Vektorkoordinaten ¢ € {0,1,...,1023}, 5 € {0,1,...,1023}, k €
{0,1,...,4095} mit ibren Bitdarstellungen

redundant!
[o[o[o]o[o[e[o]0[o[o[o[oTo[o[o[o[e[oT0[0[o[0 ffsfiefisfieliaiakafi
[o[e[oTo[o[o[oJo[o[o[o[oTo[o[o[o[o]oTo o o]0 sl alalialiliarala (4-4)
= [o[o[o[o[o[oJofoTe[o[o[o[o o o]0 oJo[o[o il

reduﬁ:iant!

™.
Il

= o
!

in die lineare Darstellung

p = (k< SHIFT.Z) + (j < SHIFT.Y) + (i < SHIFTX) (4.5)
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[ulcleolfelfalkelkslkafelalkr ko 0]0 [0 [0]0]0[0]0[0]0[0]0[0]0]0[0[0]0]0]0]
[0]o]o]o]o]o]o[o[o[o[0[0]jslislirljelsslselsalialirlil0[0[0]0]0]0]0]0]0] 0] (4.6)
[6[o[o]o[o[o[o[o[o[o[o[oTaTo[o[oTo[o[o[o o [oFalialriliaiaeailea
leullodkolkslkrlfoslkeslk alkalkealferkolioljsli7lielsljalialiali1ldolis |is]i7|d6 s |ialialia]ia |io| (4.7)
erfolgt mit den shift—-Werten aus (4.2), die die Verschiebung der Bits nach links defi-
nieren. Die redundanten Nullbits in %, j, ¥ werden so eliminiert, und die wesentlichen
Informationen in der linearen Variablen p komprimiert. Bei der Dekomprimierung
miissen die Translationen zunéchst wieder riickgéngig gemacht werden, um anschlie-
fend durch Aufsetzen der in (4.2) definierten Masken die fiihrenden Nullen mit der
bindren and—Verkniipfung ”&”wieder einzusetzen.

(p> SHIFT.Y ) & MASK_.Y (4.8)

= [0]o]o]o]o[0[0]0]0[0 [fupkuklkslkrkelksikdkalkalklkoliolsliriolislialsalsalsa ol

& [o[o[oooToToTo[o[o[o[o[o[o[o[o[e[e[o[e[e[o[ L[ L[ AILIL]1[i[T] (49)

= [0]o]o[o]o]o]of0]0]o[o]o[o]o]o[0]0]0[0[0[0]0 jslsslirlselsslsalsslszlirLiof4-10)
Mit diesem Koordinatencoding sind Systeme bis zu einer Maximalgréfie von 1024 x
1024 x 4096 = 232 Sites codierbar. Es ist offensichtlich, da8 bei Systemen in die-
ser Grofenordnung mit entsprechend grofien Clustern das Koordinatencoding al-
lein nicht mehr ausreicht, um z.B. einen 50% des Gitters belegenden perkolieren-
den Cluster zu behandeln, dessen codierte Koordinaten ca. 2GByte Stackspeicher
belegen wiirden. Hierzu ist es notwendig, die Rekursion beispielsweise bei Errei-
chen einer maximalen Rekursionstiefe auslaufen zu lassen, sich die codierten Orte
des Abbruches in einem dynamischen Array zu merken, um die Rekursion dann
an den einzelnen Abbruchsorten wieder aufzunehmen. So kann durch die Ab-
bruchbedingung die Maximalbelegung des Stacks eingestellt werden: Je enger die
Abbruchbedingung gefafit ist, um so weniger Stackaufbau und desto mehr Spei-
cherplatzbedarf zur Ablage der Abbruchkoordinaten und umgekehrt. Zusétzlich
kann aus der ,,Not eine Tugend“ gemacht werden, indem man das gesamte Git-
ter in Blocke gleicher Grofie unterteilt, innerhalb derer die Rekursion frei ablau-

fl

+
+

J

fen kann und an deren Begrenzungen sie abgebrochen wird, so dafl man mit die-
sem Restarting blockweise abgebrochener Rekursionen neben der Stackregulierung
auch eine Lokalisierung der Rekursion vorgenommen hat, was die evtl. notwendigen
Aufrufe des Swappers in Grenzen hilt und so die Gesamtlaufzeit des Programms
enorm verringert. Das Listing des Simulationsprogramms, das alle beschriebenen
Eigenschaften vereint und aufgrund des blockweisen Restartings in einem n&chsten
Schritt auch leicht zu parallelisieren ist, kann in Anhang A eingesehen werden.
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Ein ebenfalls laufzeitkritisches Element der Simulation grofler Systeme stellt die
Erzeugung von Pseudozufallszahlen dar. In der vorliegenden Arbeit wird der sehr
schnelle Kongruenzzufallszahlengenerator Irandy() benutzt, der, als Macro definiert,
direkt in den Sourcecode des Programmes integriert wird. Definition und Listing von

Irandy() sind im Anhang A aufgelistet.

Zuletzt sei darauf hingewiesen, da auch die enorme Akkumulation des (orts-
abhingigen) Datenmaterials wihrend der Simulation einer entsprechenden Verwal-
tung mittels geordneter, multivarianter, dynamischer Arrays bedarf. Dieses Problem
wird in der vorliegenden Arbeit durch die in Anhang A ausgedruckte Sortierfunktion

Array sort(.) gel6st.

4.3 Das Bulksystem

Durch die Simulation der zwei— bzw. dreidimensionalen Bulksysteme sollen zunéchst
die aus der Literatur [E.3, E.30] bekannten und in Tabelle (4.1) aufgelisteten uni-
versellen Bulkexponenten und die fiir das s.q. bzw. s.c. nur approximativ bekannten
kritischen Bulkkonzentrationen pp ¢ der Site—Perkolation etabliert werden. Dazu
werden fiir die Systemgrofen

s.q. : L
s.C. L

(4.11)

e {500, 1000, 2000, 10000 }
e {100, 250, 500, 1000}

der Perkolationsgrad

1 . 1 : Clust koliert
Re(pp) =< Y. xP > mit xP = { 0 . ue ersﬁliir oter }, (4.12)

Gitter PB,C B 7 v
lc. 1° 1 1¢ 1°
5.q. 0.5927460° 5/364 43/18¢ 4/34
s.C. 0.31161° 0.417 £0.003¢ | 1.795+0.005° | 0.875 £ 0.008°

Tabelle 4.1: Beste Approximationen fiir die kritischen Bulkkonzentrationen des Site—
Perkolationsproblems fiir 1d-l.c., 2d-s.q. bzw. 3d-s.c. Gitter sowie ex-
akte Werte und beste Abschatzungen fiir die Bulkexponenten: *Exakt
z.B.[E.30]; *Numerische Methode [E.38]; “Numerische Methode [E.32];
dExakt [E.21, E.22]; *®Numerische Methode [E.32).
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die als Ordnungsparameter fungierende Perkolationswahrscheinlichkeit

Pe(pp) = pp— <D 8> (4.13)

(00)
= pB — ), sm ;oM=< Y 1> (4.14)

s=1 |cj=s
und die mittlere Clustergréfie

Sp(pp) = <Y s> (4.15)

(c0)
= ) sp i Ds = sm, (4.16)

s=1

als Funktion der Bulkbesetzungskonzentration pp bestimmt und in den Abbildungen
(4.1a,ce) fiir zwei bzw. (4.2a,c,e) fiir drei Dimensionen dargestellt. Der Strich an 3,
in (4.12) zeigt an, dafBl, entgegen der iiblichen Definition, in dieser Summe auch iiber
die perkolierenden, unendlichen Cluster zu summieren ist. Das Konfigurationsmittel
< . > wird jeweils durch eine Mittelung iiber 1000 fiir 2d—s.q. bzw. 100 fiir 3d—
s.c. unabhéngige Konfigurationen approximiert: Gemif Definition (4.12) reprisen-
tiert Rp(pp) die Wahrscheinlichkeit, daB eine beliebige Konfiguration (mindestens)
einen perkolierenden Cluster, d.h. einen sich von der oberen zur unteren Hyperebene
des Systems erstreckenden Cluster, enthélt. Fir kleine pp ist Rp(pp) somit (nahe)
null und fiir groBe pp entsprechend (nahe) eins. Der in endlichen Systemen stetige
Ubergang von null nach eins vollzieht sich bei der kritischen Bulkkonzentration PB,C
und ist um so steiler, je grofler die Lineardimensionen L gew#hlt sind. Im thermo-
dynamischen Limes konvergiert Rp als Funktion von L dann gegen das Heavyside—
Funktional ©(pp — pp,c). Eine Folge der Definition (4.12) ist die Mehrfachzihlung
von Konfigurationen mit mehr als einem perkolierenden Cluster, so daf es in klei-
nen Systemen, in welchen die mehrfachperkolierten einen nicht unerheblichen Anteil
der insgesamt perkolierten Konfigurationen darstellen, zu einem Uberschwingen von
Rp(pB) zu Werten gréfier als eins oberhalb von pp o kommen kann. Der Effekt ist
um so stirker ausgeprigt, je héher die Dimension ist, weshalb z.B. bei L = 500
in zwei Dimensionen kein Uberschwingen zu beobachten ist, wohingegen in drei Di-
mensionen trotz 500-facher Teilchenzahl der Effekt deutlich zum Vorschein tritt.
Einen weiteren Unterschied zwischen zwei und drei Dimensionen erkennt man in den
Symmetrieeigenschaften von Rp(pp): ‘Wihrend im Rahmen der Mefgenauigkeit die
Rp(pp) antisymmetrisch beziiglich ihres Wendepunktes in der Néhe von (pp,c,1/2)

sind und ein tangenshyperbolicusihnliches Profil aufweisen, sind die Daten fiir drei
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Abbildung 4.1:

61 2 0 2 4
Ps (s -Pao L

Originaldaten (links) sowie Finite-Size-Skalierung (rechts) des Per-
kolationsgrades Rp, der Perkolationswahrscheinlichkeit Pg und der
mittleren Clustergrofie Sp im 2d-s.q. Site-Perkolationssystem als
Funktion der homogenen Bulkkonzentration pp.
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Abbildung 4.2: Originaldaten (links) sowie Finite-Size-Skalierung (rechts) des Per-
kolationsgrades Rp, der Perkolationswahrscheinlichkeit Pg und der
mittleren Clustergrofie Sp im 3d-s.c. Site-Perkolationssystem als
Funktion der homogenen Bulkkonzentration pp.
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Dimensionen durch keine spezielle Symmetrie charakerisiert. Ihre Schnittpunkte bei
pB,c erreichen, im Gegensatz zum Funktionswert % in zwei Dimensionen, konform
zum Fixpunkt der ,real space renormalization group“—Transformationen (RSRG)
[D.14, D.15, E.39] sehr genau den Wert pp . Mittels dieser Funktionswerte lassen
sich innerhalb eines Finite—Size-Scalings die in Tabelle (4.1) aufgelisteten kritschen
Bulkkonzentrationen pp ¢ in der angegeben Genauigkeit (letzte Dezimale) bestim-
men. Die mit Rg(pp) assoziierten Skalenfunktionen, definiert durch

Rp(pB) = R(2) mit 2 = (pB —pB,C) Lv, (4.17)
sind jeweils in den Abbildungen (b) dargestellt.

Die Perkolationswahrscheinlichkeit Pg(pp) subsummiert in der Form von Glei-
chung (4.13), (4.14) die Wahrscheinlichkeit, daf} ein beliebig herausgegriffenes Teil-
chen zu einem perkolierenden Cluster gehért. Im thermodynamischen Limes ist
Pp(pp) = 0 unterhalb von ppc, skalt knapp oberhalb von ppc wie Pg(pp) =<
(pB — pB,o)ﬁ und schmiegt sich asymptotisch fiir pp — 1 von unten gegen pp. In
endlichen Systemen ist diese Kurvenform in der Umgebung von |z| < 1 wieder abge-
rundet. Thre Schnittpunkte lokalisieren sich nahe pg . Die Akkuratesse der in den
Abbildungen (d) dargestellten und mittels der in Tabelle (4.1) aufgelisteten kritischen
Exponenten erhaltenen Skalenfunktionen, die durch Relationen der Form

_8 . 1
Pp(pg) = L™v P(2) mit z = (pB — pPB,C) L (4.18)
gegeben sind, bestétigen die angegebenen Werte von 8 und v eindrucksvoll.

Die mittlere Clustergré8e Sp(pp) aus (4.15), (4.16) ist als zweite Ableitung der
Erzeugenden nach dem externen, homogenen Bulkfeld auf die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten ein beliebiges Teilchen in einem endlichen Cluster zu finden, also
gemif (4.13), (4.14) auf pg— Pg(pp) statt auf eins, bezogen. Im Umfeld des kritischen
Punktes zeigt sie das typische Verhalten einer thermodynamischen Responsfunktion:
Sp(pp) bildet ein Maximum aus, dessen Lokation mit zunehmender Systemgrofe
im Parameterbereich mit positivem Ordnungsparamter gegen die bulkkritische Be-
setzungskonzentration konvergiert (Shift-Effekt [J.4, J.9, J.12]). Dabei wichst der
Funktionswert von Sp(pp) am Maximum (Critical Rounding [J.4]) stetig an und di-
vergiert schlieBlich im thermodynamischen Limes wie Sp(pg) < |pp — pB,c|™". Die
Skalenfunktionen S8(z), auf welche die Sp(pg) zu den verschiedenen Lineardimensio-

nen L kollabieren und iiber

Sp(pp) = LV S(z) mit 2 = (pp—pBo) L¥ (4.19)



4.3 Das Bulksystem 29

definiert sind, sind in den Abbildungen (f) aufgetragen. Auch hier kann die Qualitét
der Uberdeckung der Datensitze zu den verschiedenen Systemgrofen als Bestitigung

fiir die Werte von + und v aus Tabelle (4.1) gewertet werden.

Insgesamt resultiert aus der Giite der Skalenfunktionen ein entsprechendes Ska-
lenverhalten der Meflgré8en, so dafl in zwei Dimensionen schon anhand von Daten re-
lativ kleiner Systeme (L = O(103)) ein akkurates Finite-Size-Scaling durchzufiihren
ist. Somit kann die verfiigbare Rechenzeit zur Erh6hung der Mittelungszahlen, d.h.
zur Minimierung der statistischen Fehler speziell in der Nihe des kritischen Punktes,
verwendet werden. In drei Dimensionen mufl man mit Systemen der Lineardimensio-
nen L = O(10%), d.h. mit mehr als 10° Teilchen, in den Bereich grofier bis sehr grofer
Systeme vordringen, um Eigenschaften von Mefigr68en im kritischen Bereich direkt
erfassen zu konnen (vergl. Rp, Pg). Dies geht i.a. zu Lasten der Mittelungszahlen,
so dafl die statistischen Fehler hier u.U. betrichtlich ausfallen kénnen. Andererseits
sind zum Zweck der Skalenanalyse auch ,sauber gemittelte Daten zu moderaten
Systemgroen L = O(10%) durchaus ausreichend, wie das Zusammenfallen der Da-

tensédtze aus diesem Bereich zu einer Skalenfunktion bestétigt.

Es gibt aber auch Erwartungswerte, wie z.B. die mittlere Anzahl von Clustern der
Grofle s pro Gitterplatz, ng, die bei der Berechnung von Erwartungwerten physika-
lisch relevanter Observablen eine zentrale Rolle spielt (4.14), (4.16), deren Verhalten
am kritischen Punkt nur mit sehr grofien Systemen, die auch eine Generierung sehr
grofer Cluster gestatten, sinnvoll untersucht werden kann. Eine solche Untersuchung
von n, bei pp ¢ ist in Abbildung (4.3) fiir zwei- bzw. dreidimensionale Systeme mit
10! bzw. 100 Teilchen dargestellt. Dazu werden die aus jeweils 10 unabhingigen
Mittelungsdurchliufen (ein sweep benétgt auf einer R4000 Indigo etwa 25 bzw. 1.5
Stunden Laufzeit) fiir jede vorkommende Clustergréfie einzeln gesammelten Hiufig-
keiten (so lassen sich nachtréglich noch beliebige andere Erwartungswerte berechnen!)
zur besseren Visualisierung in sogenannten ,bins“ [E.18, E.23] zusammengefafit, so
daB auf der logarithmischen Abszissenskala dquidistant jeder zehntel Einheit ein Da-

tenpunkt zugeordnet wird. Fiir grofe Cluster s erwartet man eine Skalenform [E.30]
1
ns(p) = 87 N(2) mit z = (pB —pB,c) P+, (4.20)

die bei pp,c zu einem Potenzgesetz entartet. Die doppellogarithmische Auftragung
zeigt in beiden Fillen eine Gerade, deren Steigung Fishers Exponenten 7 [J.11] ergibt:

sq. : L = 316228 = rt = 2050 (2.054945)

se. : L = 2155 = 7 2.178 (2.188) (4.21)
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Die Ubereinstimmungen mit den in Klammern angegebenen und mittels der Ska-
lenrelation 7 = 3 — -5 aus Tabelle (4.1) berechneten Werten ist fiir eine solch
subtile Mefgrofie wie ns sehr gut und kann als Bestdtigung der Tabellenwerte an-
gesehen werden. Abweichungen von dieser Geraden im Bereich kleiner Cluster sind
auf die erst asymptotische Giiltigkeit des Skalengesetzes im Limes grofler Cluster
zuriickzufiihren, wihrend die Abweichungen bei sehr grofien Clustern aus der An-
hebung derer Hiufigkeit durch das Zerschneiden des unendlichen Clusters an den
Systemrindern resultiert. Somit sind auch in solch grofien Systemen die Einfliisse

der Systemrénder u.U. noch deutlich festzustellen.

10° ' T T ] 10 - -
N L =316228 P L=2155
o) % 0 S,
n,L* %% ne R,
10° | %‘o i 10° | o) o% E
A 2 Y0 4
3 { o (] _ o] ‘6
10 “(;; 10° b “‘}é J
) (j I
1o QN 2 1
0 ‘cP
o X,
o f N - %%
a2 o | o M |
% %
. Q) 2 2
10° | G @ - 27
2 S,
10° o J
10° | . .
L Qe ',o.
D = Pp.c = 0.592746 o 10* | | ps =pgc = 031161 [o)Y l
10-9 1 L A i N 1 '
10° 10° 10° 10° 10° 10° 10°
s s

(@ (b)

Abbildung 4.3: Doppellogarithmische Auftragung der Clusteranzahl L%n, gegen die
Clustergrofe s fiir (a): 2d-s.q. bzw. (b): 3d-s.c. Perkolationssysteme
mit 101! bzw. 101° Sites bei Mittelung iiber jeweils 10 unabhingige
Konfigurationen an der kritischen Bulkkonzentration pp . Die Ent-
wicklung von Geraden manifestiert die Skalenrelation n, < s~7 aus
(4.20).
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4.4 Das halbunendliche System

Der Behandlung halbunendlicher Modelle liegt das Konzept eines sich im Halbraum
r > 0 unendlich ausdehnenden Systems mit einer an Vakuum grenzenden, planaren
Oberfliche bei r = 0 zugrunde. Es wird durch die Wahl

0 @ r<0
Pz—{pr : 7'20} (4.22)

der Besetzungskonzentrationen als Funktion des Abstandes r von der Oberfliche
generiert. Im Limes grofer Abstinde wird aufgrund der Asymptotik

lim p, = pB (4.23)

r—00

eine entsprechende Konvergenz physikalischer Observablen, die wegen der Trans-
lationsinvarianz des Systems parallel zur Oberfliche ebenfalls nur Funktionen des
Abstandes r von der Oberfliche sein konnen, gegen ihren Bulkwert induziert. Die
Ableitung formaler Darstellungen fiir diese Mefigrofien baut auf der in Abschnitt
2.6.2 fiir die Bulkgrofien vorgestellten Methode auf, indem in den entsprechenden
Graphenentwicklungen der Potts—Zustandssumme zunéchst ortsabhingige Kopplun-
gen und Felder beriicksichtigt werden und dann der ¢ — 1-Limes gemifi Definition
2.55 ausgefiihrt wird. Diese Vorgehensweise resultiert in der fiir Bond— und Site-
Perkolation dhnlichen Reprédsentation

_Z L
G{ph{L}) = <Y etec >g (4.24)

der erzeugenden Funktion, wobei das Konfigurationsmittel < . >g iiber (2.58) und
die nunmehr ortsabhingigen Besetzungskonzentrationen {p} durch Abbildungen vom
Typ (2.59); (2.69), (2.70) gegeben sind. Hieraus berechnet man mittels Differentia-
tion nach den lokalen Feldern {L} und anschlieflender Aufintegration aller Sites einer
Ebene F, im Abstand r von der Oberfliche, worin sich die Translationsinvarianz des
Systems parallel zur Oberfliche manifestiert, fiir die Perkolationswahrscheinlichkei-
ten Pr der einzelnen Ebenen E,

R@D = dm dm o oo 3 [0+ (e )] (425

i i
+ |Er|—>
{Z}oot imoe Byl 2R

, =2 Lk
— (site) _ : . 1 kee .
¢ {L1}1§10+ '?151%1: T iEZE < ; e §(i € ¢) >g (4.26)
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. —z sclE L
— (site) _ . : _1_ o v
- {Ll}l—n+10+ I%EZ |Ey| < Zc: ° oelg, > (427)
o) _ X 1
M — Z 'Z S IE%-llr—I}oo |__ET| <Z 1>g (4.28)
s=1 g'=1 |Gl—ro0 lej=s
o leNEy |=8'
= ng,e(r) )
= ps(r)
und analog fiir die mittlere Clustergrofie
S = Jm, gm S P L (429
{Z} |;l—»m Tl ieE, jeg J i
L 5 5 <o e o) s € o) >o430)
= lim lim <) e ke §(iec)b(f €c)>g(4.30
oot 1wl (Bl GF i G
1 —Z SclE,Lrl
= i i =y v c Se 31
{Ll}n—n»o+ “flgl',ri,l}f,'; |Er] <;e Se Selg, >g (431)
()
= Y sp,(r). (4.32)
s=1

Relation (4.28) geniigt der intuitiven Vorstellung, da ein mit der Besetzungskon-
zentration p£3ite) in der Ebene E, gesetzter Gitterplatz entweder dem perkolieren-
den Cluster (mit der Perkolationswahrscheinlichkeit P,) oder einem der endlichen
Cluster angehoért. Die py(r) stehen dabei fiir die Wahrscheinlichkeiten, bei gleich-
verteilter Auswahl eines Gitterplatzes der Ebene E, genau einen solchen zu finden,
der zu einem Cluster der Grofie s gehort. Sie akkumuliert sich aus den Beitrigen s’
zur Ebene E, der Cluster vorgegebener Gesamtgrofle s gewichtet mit deren Anzahl
ng,s Pro Gitterplatz. In Anlehnung an das Konzept halbunendlicher Modelle sind
Ps(7), Ny qr(r) hier im thermodynamischen Limes definiert, werden jedoch in gleicher
Bedeutung spéter auch zur Beschreibung endlicher Systeme verwendet. S, summiert

sich gem4B (4.30) aus der Zweipunktkorrelationsfunktion
Cii({ph) =< D 8@ ec)8(jec)>g (4.33)
[

die, gemiB ihrer Definition, angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit zwei Gitterplétze
i und j zum gleichen Cluster gehdren. (4.32) zeigt S, als Mittelung iiber alle endlichen
Cluster.
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4.5 Ordnungsparameterprofile und Phasendiagramm

In Anlehnung an die Vorgehensweise in Abschnitt 2.53 kann, fiir kurzreichweitige
Storungen der Besetzungskonzentration p, mit der Asymptotik (4.23), zur Festle-
gung des Phasendiagramms die Ortsabhéngigkeit der p, unterdriickt und nur auf der
Oberfliche bei 7 = 0 eine vom Bulkwert pp abweichende Oberflichenkonzentration

s : r=0
Prz{gB ; 'f'>0}. (4.34)

Die daraus resultierenden Phasendiagramme sind fiir zwei und drei Dimensionen

ps betrachtet werden:

unterschiedlich:

4.5.1 Ergebnisse in zwei Dimensionen

In zwei Dimensionen hat man zwar den gew6hnlichen Bulkiibergang o, der die un-
perkolierte Phase Pyp von der gewohnlichen Phase Pp separiert, jedoch kann sich

A 1.0

Ps/Ps,c
o
o0

0 e 0.3
0 1 1.687063

Pe/PB.C r

Abbildung 4.4:

Phasendiagramm des 2d-s.q. Perkola-
tionssystems. Die fehlende Koopera-
tion zwischen Oberfliche und Bulk ver-
hindert das Entstehen einer Oberfli-
chenphase. Der Oberflicheniibergang
s ist durch die Konstante pg(pp) =
ps,c = 1 gegeben.

Abbildung 4.5:

Profile des Ordnungsparameters ober-
halb des gewdhnlichen Uberganges o
bei pp = 0.70 in zwei Dimensionen.
Der Wechsel von asymptotisch sich von
oben (Pg) zu sich von unten (Pp) anni-
hernden Profilen erfolgt bei etwa pg =~
0.89 (Psp).

(L = 10000; Mittelungen = 100)
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Abbildung 4.6:

Doppellogarithmische Auftragung der
Perkolationswahrscheinlichkeit P. als
Funktion des Abstandes r von der
Oberfliche am Phasenraumpunkt sb.

Abbildung 4.7:

Charakteristischer Perkolationscluster
eines 500 x 500-Systems mit periodi-
schen Randbedingungen bei sb. Die O-
berflichen befinden sich am oberen und

Die sich entwickelnde Gerade bestétigt unteren Rand des Systems.

den algebraischen Zerfall P, < r—A/v,
(L = 10000; Mittelungen = 100)

aufgrund des Fehlens einer konstruktiven Kooperation der Oberfliche mit dem sich
anschlieBenden Bulk und des Auftretens des Uberganges einer isolierten Oberfliche
(eindimensionaler Bulkiibergang) erst bei der maximalen Konzentration psc = 1
keine Oberflichenphase Pg ausbilden. Der Oberflicheniibergang s ist durch den kon-
stanten Wert p§(pB) = ps,c = 1 gegeben. Entsprechend hat der spezielle Ubergang
sb die Koordinaten (pp c,ps,c) und der auBergewshnliche Ubergang e fehlt (vergl.
Abbildung (4.4)). Im erweiterten Sinne bedeutet dies jedoch nicht, daf es auch keine
auflergewShnliche Phase geben kann, denn wie Abbildung (4.5) zeigt existieren ober-
halb von o auch Profile des Ordnungsparameters mit Py > Ppg, die sich ihrem Bulk-
wert asymptotisch exponentiell von oben nédhern, also der aulergewdhnlichen Phase
Pg zuzurechnen sind. Die Nullstelle der Amplitude dieses exponentiellen Zerfalls
bestimmt die Lage der speziellen Phase Pgp, die auf Basis von low-level-Daten fiir
Abbildung (4.4) approximativ bestimmt und durch die gestrichelte Linie wiederge-
geben wird. Pgp ist hier nicht durch einen rdumlich konstanten Ordnungsparameter
— das ist eine Besonderheit der MFA und resultiert dort aus der Vernachlissigung
von Korrelationen — charakterisiert. Knapp unterhalb von Pgp ist zunichst noch
Py > Pg, P, durchliuft ein Minimum und schmiegt sich asymptotisch von unten an
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Pg an, weshalb diese Profile als zu Pp gehorig klassifiziert werden. Fiir kleine pg
schlieBlich erhilt man streng monoton wachsende Profile. Bei Anhiherung an sb, z.B.
entlang s, registriert man auf der Skala der Korrelationslinge wieder einen cross—over
von einem zunichst algebraischen, gemiB P, < r—#/?, zu einem exponentiellen Zer-
fall von P,. Im Punkt sb selbst weitet sich diese Struktur dann zu einem globalen
algebraischen Abfall aus. Dies ist in Abbildung (4.6) zu sehen, wo sich in der dop-
pellogarithmischen Auftragung eine Gerade mit der Steigung —(8/v)siy = —0.1045
entwickelt, die den zu erwartenden exakten Wert —(8/v) = —5/48 = —0.10416
ausgezeichnet approximiert. Eine Visualisierung eines charakteristischen, solchem
algebraischen Zerfall gehorchenden Perkolationsclusters eines 500 x 500—-Systems mit
periodischen Randbedingungen bei sb ist in Abbildung (4.7) dargestellt. Neben der
fraktalen Struktur mit Lochern auf allen Skalen ist vor allem seine durch den extrem

langsamen Zerfall des Clusters bedingte hohe Dichte zu erwihnen.
4.5.2 Ergebnisse in drei Dimensionen

Das dreidimensionale Oberflichensystem zeigt wegen 0 < ppc < psc < 1 alle
im MFA-Phasendiagramm (3.4) gefundenen Phasen. Innerhalb der Oberflichen-
phase Py ist die Oberfliche perkoliert, wihrend der Bulk unperkoliert bleibt. P, fillt
hier asymptotisch exponentiell auf null ab, was im semilogarithmischen Plot (4.9a)
iiberzeugend illustriert ist. In Pg bzw. Pp ist die Anndherung an den Bulkwert von
oben bzw. von unten ebenfalls exponen-

tiell, weshalb sich in den entsprechenden
semilogarithmischen Darstellungen (4.9c)
bzw. (4.9d) Geraden ausbilden, die dann
oberhalb 10 Gittereinheiten lediglich be-
dingt durch die statistischen Fluktuatio-
nen der Simulationsdaten um den Bulk-
wert zusammenbrechen, Der Nulldurch-

gang der Amplitude dieses Exponential-

gesetzes wird auch hier wieder zur Defi-

0 ' 5 — 10
nition der speziellen Phase Pgp herange-
Abbildung 4.8: zogen. In Abbildung (4.8) lokalisiert man

Ordnungsparamterprofile P, beim Wech- Ps (pp) fir pp = 0.35 bei pg ~ 0.46. Das

sel von Pg nach Pp. Grenzprofil ist monoton fallend und we-
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gen des Vorhandenseins von Korrelationen keinesfalls konstant (im Gegensatz zu den
MFA-Ergebnissen). Fiir pg knapp unterhalb 5g(pg) bildet P, ein Minimum aus und
konvergiert schliefilich von unten gegen pg. Entsprechend werden diese Profile, wie
auch die streng monoton wachsenden bei deutlich kleineren pg, zur gewéhnlichen
Phase gerechnet. Der cross—over von Py > Pp zu Py < Pp vollzieht sich deshalb
innerhalb der gewéhnlichen Phase und speziell im in Abbildung (4.8) dargestellten
Fall pg = 0.35 bei pg ~ 0.41. Zu kleineren pp hin wird mit zunehmender Korrela-
tionslidnge der exponentielle Zerfall immer langreichweitiger, bis es in unmittelbarer
Néahe zu e wieder zum cross—over vom zunscht algebraischen P, < r=#/* zum expo-
nentiellen Zerfall kommt. Diese Situation ist in Abbildung (4.9b) zusammengefaBt:
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Abbildung 4.9: Typisches Verhalten von P, in den Phasen (a): Pg, (b): Umgebung
von e, (¢): Pg und (d): Pp in asymptotisch angepaBter Darstellung.
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Bei pgp = 0.312 befindet man sich noch deutlich in Pg. Der algebraische Verlauf
knickt bei r & 100 nach oben ab und schmiegt sich exponentiell einem endlichen Bulk-
wert an. Auf e selbst erstreckt sich der algebraische Zerfall bis ins Unendliche. Der
Exponent der Simulation —(8/v)srm = —0.488 1= 0.013 bewegt sich im Bereich des
mittels der Tabellenwerte (4.1) berechneten Exponenten —(3/v) = —0.477 & 0.006.
pp = 0.311 liegt klar in der Oberflichenphase Ps. Man erkennt den cross—over zum
Exponentialgesetz bei weniger als hundert Abszisseneinheiten. Als Bulkwert wird
Py = 0 erreicht. Die Grenze von Pg zur unperkolierten Phase Pyp markiert den
Oberflicheniibergang s. Im Gegensatz zum oben diskutierten zweidimensionalen Fall
kommt es im dreidimensionalen System zu einer Kooperation zwischen Oberfléche
und Bulk, so da8 fiir die s bestimmende Kurve p§(pp) ein nichttrivialer Verlauf zu er-
warten ist. Um diese Phasenraumkurve im thermodynamischen Limes zu berechnen,

wird an den Stiitzstellen
pp € {0.000,0.050,0.100, 0.150, 0.200, 0.250, 0.300, 0.310, 0.311,pp,c } (4.35)

fiir die SystemgrofSen

L < {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 200, 400, 600, 800} (4.36)
100000 10000 1000

zunichst jeweils auf drei Nachkommastellen genau das psg—Intervall ermittelt, in dem
der Oberflichenperkolationsgrad Ry den Wert 1/2 annimmt. Dann wird durch den so
mittels linerarer Interpolation abgeschitzten Ubergangswert ein Intervall der Breite
Apg = 1073 zentriert und in elf dquidistante, neue Simulationswerte im Abstand 1074
aufgeteilt, fiir die wiederum Ry berechnet wird. Aus den erhaltenen elf Melwerten
wird schlieflich durch lineare Regression der Ubergangswert Ro(p%(pB, L)) = 1/2 er-
mittelt. Die Anzahl der unabhéngigen Mittelungen pro Simulation eines Datenpunk-
tes sind fiir die verschiedenen Systemgréfien in (4.36) unter den Klammern angegeben.
Auf diese Weise erhilt man fiir jede Stiitzstelle pp als Funktion der Systemgrofe vier-
zehn Datenpunkte von p%(pp, L), die durch die Finite-Size-Auftragung p% vs. L~
asymptotisch auf Geraden zuliegen kommen. Die besten Approximationen dieser Ge-
raden werden durch lineare Regression bestimmt und sind in Abbildung (4.10) auf
logarithmischer Abszissenskala und logarithmisch gestreckter Ordinate zur optischen
Anschauung der Giite des Datenmaterials als durchzogene Linien eingezeichnet. Sie
sind bis pp &~ 0.250 monoton wachsend und oberhalb eines Schwellwertes monoton
fallend. Ursache hierfiir ist die Festlegung des oberflichenkritischen Punktes end-
licher Systeme durch die Relation Ry = 1/2, welche nur fiir echt zweidimensionale
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Abbildung 4.10: Abbildung 4.11:
ps als Funktion der Systemgréfe L. Oberflicheniibergang s im 3d-s.c. Per-
Der Oberflicheniibergang s wird fiir kolationssystem. Die Kooperation zwi-
endliche Systeme durch die Relation schen Oberfliche und Bulk bedingt
Ry(p%) = 1/2 festgelegt. einen monoton fallenden Verlauf von

p5(pB) zum Endpunkt sb.

Systeme (Oberflichencluster bei pg — 07) optimal ist (vergl. Diskussion zu Ab-
bildung (4.1a,b) bzw. (4.2a,b)). Analog sind in echt dreidimensionalen Systemen
(Oberflichencluster bei pgp — p}";,c.) die Relation Ry = pp,c und entsprechend fiir
Systeme mit 0 < pp < pp,c und Oberflichenclustern einer ,Dimension“ zwischen
zwei und drei Werte von Ry zwischen 1/2 und pp ¢ optimal. Da innerhalb des oben
skizzierten Auswertungsverfahrens Ry = 1/2 bei allen pp angewendet wird, kommt
es mit zunehmendem pp zu einer systematischen Verschiebung des Oberflicheniiber-
ganges p§(pp) in Richtung groBerer pg, die um so stirker ausfillt, je grofier pp und je
flacher der Verlauf von Ry(pg), d.h. je kleiner L ist. Schliefllich schaltet p5(L) ober-
halb eines Schwellwertes nahe pg = 0.250 von monoton wachsend zu monoton fallend
um. Diese auswertungsbedingte Verschiebung beeinflult natiirlich nicht den im Li-
mes grofiler L angenommenen asymptotischen Wert, der die Nullkoordinate der dem
jeweiligen pp entsprechenden Regressionsgeraden der Finite-Size-Auftragung und
somit p§(pp) im thermodynamischen Limes représentiert. Der Graph von p%(pp)
ist in Abbildung (4.11) visualisiert. Es ergibt sich eine mit waagerechter Tangente
bei pp = 0 startende, monoton fallende Kurve, die bei pp = pp,c mit senkrechter
Tangente in den Punkt sb lduft. Einzig der Punkt sb selbst hat eine fiir diese Auf-
tragung signifikante Varianz, die z.B. auch dadurch zum Ausdruck kommt, daf§ die
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Bestimmung seiner Lage auf Basis des Skalengesetztes (p§ — pf;b)) < (pB,c — pB)Y/?®

[C.2] auf einen leicht tieferen Wert fiihrt.

Zuletzt ist in Abbildung (4.12) ein zweidimensionaler Schnitt entlang der Ebene
y = L/2 eines typischen perkolierenden Clusters unter Annahme periodischer
Randbedingungen am sb-Punkt darge-
stellt. Die Oberflichen befinden sich an
den oberen bzw. unteren Kanten des Bil-

des. Aufgrund der kleineren Perkola-
tionsschwellen ist der Cluster insgesamt
diinner besetzt als in zwei Dimensionen,
so da diesmal die auf allen Skalen ver-
tretenen Locher den Hauptteil des Bil-
des belegen. Zusitzlich ist die Struktur
g, des Schnittes sehr unzusammenhingend.

vl N 6 -
NS 3 ,‘w:;::' ‘ ;ﬁu " Ein von der Oberfliche startender Pfad
L"‘ b B T = Hr im Cluster stirbt schon nach wenigen Git-
Abbildung 4.12: , tereinheiten und ein Weg von der unte-

Typischer Perkolationscluster eines 5003— ren zur oberen Oberfliche ist innerhalb

Systems mit periodischen Randbedingun- des Schnittes ausgeschlossen. Die einzel-
gen am multikritischen Punkt sb. nen Inseln sind iiber die dritte Dimension

(senkrecht zur Bildebene) miteinander verbunden.

Nachdem nun die Struktur der Phasendiagramme zwei— und dreidimensionaler
Oberflichensysteme untersucht sowie die Eigenschaften des unendlichen Clusters und
speziell seine Variation als Funktion des Abstandes » von der Oberfliche in den
einzelnen Phasen systematisch analysiert und als strukturell iibereinstimmend mit
den Prognosen der MF-Theorie der Perkolation erkannt sind, stellen die endlichen
Cluster — deren mittlere Gréfle und Verteilung als Funktion von » — das Thema

der nichsten Abschnitte.

4.6 Die mittlere Clustergrifie

Die weitreichende strukturelle Kongruenz des Verlaufs der Perkolationswahrschein-
lichkeit P, der Simulationssysteme (ausgenommen der Umgebung der nur asympto-
tisch definierbaren speziellen Phase Psg) mit den Prognosen der MFP in den ver-
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schiedenen Phasen lassen auch fiir die mittlere ClustergréBe (4.29)—(4.32) &hnliche
Aquivalenzen vermuten. Schon ein einfacher Vergleich der Simulationsdaten aus Ab-
bildung (4.13) bzw. (4.14) fiir zwei— bzw. dreidimensionale Systeme mit den MFP-
Graphen aus Abbildung (3.12) bestitigt diese Hypothese:

In der unperkolierten Phase Pyp (vergl. Abbildungen (4.13a) bzw. (4.14a))
sind Bulk—- und Oberfiichencluster endlich und kdnnen mittels pp und pg wei’bge—
hend unabhingig voneinander variiert werden. Es entwickeln sich zumeist mono-
tone Profile S,, die sich asymptotisch in fiihrender Ordnung exponentiell dem Bulk-
wert Sp anndhern. Die Amplitude ist negativ bei kleinen ps und positiv nahe dem
Oberflicheniibergang’s. Die Phasenraumlinie, auf der die Amplitude gerade null
wird, separiert beide Gebiete. Sie stellt das in der Simulation wieder asymptotisch
definierte Pendant zu (3.109) der MFP dar. S, ist auf dieser Linie nicht konstant,
sondern monoton fallend, wie man in Abbildung (4.13a) bzw. (4.14a) fiir die approxi-
mativen Oberflichenkonzentrationen pg = 0.85 bzw. pg = 0.40 erkennt. Insbesondere
ist So > Sp. Der in der MFP gleichzeitig stattfindende Wechsel zu Sy < Sp vollzieht
sich in der Simulation bei kleineren ps (ps = 0.75 bzw. ps = 0.36). Trotz gleicher
mittlerer Clustergr68e in Oberfliche und Bulk resultiert aus den unterschiedlichen
Korrelationen ein schwaches Oberflichenminimum, das dann mit weiter absinkendem

ps wieder verschwindet.

@ ®

Abbildung 4.13: Mittlere Clustergréfie S, des 2d-s.q. Perkolationssystems als Funk-
tion von r in den Phasen (a): Pyp, (b): Po, Psg, Pg.
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Die Profile der mittleren Clustergrofie in den Phasen Pp, Psg, Pr oberhalb
der bulkkritischen Linie werden durch den unendlichen Cluster dominiert. In der
gewShnlichen Phase Pp (vergl. Abbildungen (4.13b) bzw. (4.14c)) iiberwiegt bei
kleinen pg das Fehlen der NN-Sites in der Oberfliche, so da8§ der unendliche Cluster
zur Oberfliche hin ausdiinnt. In den entstehenden Léchern kénnen sich die endli-

chen Cluster ausbreiten, und es kommt zu einem exponentiellen Anstieg der mittleren

(a)
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Abbildung 4.14: Mittlere Clustergré8e S, des 3d-s.c. Perkolationssystems als Funk-
tion von r in den Phasen (a): Pnp, (b): Ps, (c): Po, Psp, Pg, (d):
auflergewohnlicher Ubergang e.
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Clustergrofie zur Oberfliche hin. Auf der Oberfliche selbst wird Sp durch pg regu-
liert. Fiir kleine pg entsteht so ein stark ausgeprigtes Oberflichenmaximum, dessen
Lokation mit steigendem pgs weitestgehend ortsfest bleibt. Seine Ausprigung wird
allerdings immer schwécher, bis es schliefllich ganz verschwindet und die Profile S,
nur noch monoton fallend sind. Im Gegensatz zu den MFP-Prognosen divergiert die
Lage des Maximums also nicht bei Ann&herung an Hg, sondern verschwindet schon

vorher.

Auch die Form von S, in der durch die Asymptotik des Ordnungsparameters P,
definierten speziellen Phase Psp (vergl. Abbildungen (4.13b) bzw. (4.14c)) ist streng
monoton fallend mit Sy > Sp (Fg = 0.89 bzw. Pg ~ 0.46).

Bei nun in der aulergewdhnlichen Phase Pg (vergl. Abbildungen (4.13b) bzw.
(4.14c)) ansteigendem pg breitet sich der unendliche Cluster verstirkt aus und macht
durch sein Vordringen in den Bulk die Riume fiir endliche Cluster nahe der Oberfliche
wieder enger. Es volizieht sich ein Wechsel zu sich dem Bulkwert asymptotisch von
unten nihernden Profilen. Die Trennlinie ist durch global fast konstante Profile
(ps =~ 0.95 bzw. ps =~ 0.48) gegeben. Aufgrund unterschiedlicher Korrelationen
in Bulk und Oberfliche ist Sp zunichst noch grofer als Sp, und es bildet sich ein
Oberflichenminimum aus. Mit weiter zunehmendem pg sinkt Sy unter Sp ab, und

das Oberflichenminimum geht verloren, so daf} S, wieder streng monoton wird.

Das dreidimensionale System verfiigt zusdtzlich noch iiber eine Oberflichenphase
Pg (vergl. Abbildung 4.14b) mit perkolierendem Oberflichencluster. Grofie pg be-
deuten deshalb, dafl fast alle gesetzten Sites der Oberfliche zum perkolierenden Clu-
ster gehoéren und nur wenige fiir zumeist kleine endliche Cluster verbleiben. Infol-
gedessen ist Sop ~ 0, und S, steigt mit » monoton auf die mittlere Clustergréfie Sp
des Bulks an. Mit fallendem ps wachsen die Licher im Oberflichencluster und da-
mit auch die mittlere Gré8e der sich in eben diesen befindenden endlichen Cluster
rascher an als in den oberflichennahen Schichten, weshalb sich unterhalb einer der
MFP-Phasenraumlinie Lg r aus Abbildung (3.13) dquivalenten Phasenraumlinie in
Sy ein Oberflichenminimum ausbildet. In Fortsetzung dieses Prozesses erreicht Sy auf
einer zu M N Ps aus Abbildung (3.13) assoziierten Phasenraumkurve den Bulkwert
Sp und wichst mit weiterer Anndherung an den Oberflicheniibergang s schnell an.
Paralle] dazu wird das Oberflichenminimum immer flacher und seine Lokation in den
Bulk hinausgetragen. Die von der MFP vorhergesagte algebraische Divergenz (vergl.
Abbildung (3.16a)) ist in Abbildung (4.15) fiir die Simulation verifiziert. Die doppel-
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logarithmische Auftragung von rmi, —§ vs. pg — p¥ liefert eine Regressionsgerade rapit
der Steigung —2.191. Relation (3.110) resultiert aus (3.94), wonach rmi, — £ fti—l;-
= 6%‘%% « (ps — pY)~(1s+Ps) ist. Mit 5 = v + v sowie s = B — v [J.8] berechnet sich
laut Tabelle (4.1) ein theoretischer Exponent von —(vs + 8s) = —(y + ) = —2.212,
der mit der gemessenen Geradensteigung hervorragend iibereinstimmt.

Bei Anniherung an den auBergewthnlichen Ubergang e in Pg divergiert Sp, und
Sy beginnt schon nahe der Oberfliche mit einem algebraischen Anstieg, der jenseits
eines cross—over—Abstandes von der Gréfle der Korrelationsldnge £ zur exponentiellen
Approximation des Bulkwertes von unten iibergeht. Auf e selbst ist der algebraische
Anstieg von S, global, was Abbildung (4.14d) bestétigt. Die asymptotische Regres-
sion liefert einen Exponenten, der mit 2.057 leicht, aber bestimmt, gréfer als zwei

ist. Er kann mittels des Skalenansatzes
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Abbildung 4.15: Divergenz der Lokation des Minimums von S, bei Anniherung an
den Oberflicheniibergang s aus Pg in doppellogarithmischer Auf-
tragung.
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mit der am bulkkritischen Punkt fraktalen Clusterdimension dy = é-_:_’z und Relation

(4.32) als Darstellung von S, gemi8

S, x Zs Ds(r) (4.38)
= Zsz n_.,('r) (4‘39)
< / 2T N(;%) ds (4.40)
o rB3-7)d (4.41)

zu (3 — 7)dy = /v = 2.051 identifiziert werden. Zusitzlich 148t die Wahl von
ps = 0.60 =~ pgc (vergl. Abbildungen (3.13) und (3.12d)) die Existenz eines
Oberflichenminimums vermuten und in der Tat erkennt man in der ersten Ebene

ein solches.

4.7 Die Clusterverteilung

Der im vorigen Abschnitt ausfiihrlich diskutierte funktionale Verlauf der mittleren
Clustergrofie S, gibt Auskunft iiber die 6rtliche Variation der ,charakteristischen
Cluster“. Uber dessen s-Fluktuation oder gar iiber die Ortsabhingigkeit der Ver-
teilung fiir Cluster einer definierten Grofe s liefert sie keine Informationen. Hierzu
wird in diesem Paragraphen p,(r), die Wahrscheinlichkeit einen Site der Ebene r
in einem Cluster der Ausdehnung s zu finden, niher unter die Lupe genommen. In
den Abbildungen (4.16)-(4.17) zu den Phasenraumpunkten aus Abbildung (4.13) des
zweidimensionalen Systems bzw. entsprechend in den Abbildungen (4.18)—(4.20) zu
jenen aus Abbildung (4.14) des dreidimensionalen Systems sind einige p,(r) fiir die
oberflichennahen Ebenen 0 < r < 10 auf logarithmischer Ordinatenskala aufgetra-
gen. Die asymptotisch im Bulk stets von oben nach unten geordneten Graphen zu den
ansteigenden Clustergréfien s € {1,2,3,4,5,86,7,8,9,10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90,
100} zeigen eine in fithrender Ordnung exponentielle Konvergenz gegen den jewei-
ligen Bulkwert ps(co). Der r—funktionale Zusammenhang ist fiir die dargestellten
Kurven der Phasen Pyp, Pp, Psp und Pg in zwei und drei Dimensionen strukturell
(d.h. in den Kurvenformen aber abgesehen von den Uberschneidungen) #quivalent:

In Pyp (vergl. Abbildungen (4.16) bzw. (4.18)) werden bei kleinen pgs zunéchst
die kleinen Cluster von der Oberfliche bevorzugt, wahrend die grofieren in den Bulk
abgedringt werden. Die mittelgroen Cluster hiufen sich in einer oberflichennahen
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Abbildung 4.16:

Wahrscheinlichkeitsverteilung  ps(r)
des 2d-s.q. Systems als Funktion von
r fiir die asymptotisch von oben nach
unten ansteigenden Clustergrofien s €
{1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 20, 30, 40,
50, 60, 70, 80, 90, 100} in Pyp.
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Abbildung 4.17:

Wahrscheinlichkeitsverteilung  ps(r)
des 2d-s.q. Systems als Funktion von
r fiir die asymptotisch von oben nach
unten ansteigenden Clustergréfien s €
{1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 20, 30, 40,
50, 60, 70, 80, 90, 100} in Py, Psp,
Pg.
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Schicht und zwar um so nidher an der Oberfliche, je kleiner sie sind. Ein Anstieg
von pg bewirkt nun eine Erhohung der Wahrscheinlichkeit mittlere und grofie Cluster
in der Oberfliche zu finden, wohingegen die fiir kleine Cluster absinkt, bis schlie-
lich beim Oberflicheniibergang s die Inversion des Ausgangszustandes vorliegt: Die
Oberfliche bevorzugt die grofien Cluster, der Bulk die kleinen, und die mittleren wer-
den speziell in der oberflichennahen Schicht weniger oft gefunden als in Oberfliche
oder Bulk. p,(r) weist fiir solche Cluster ein Minimum auf, das mit zunehmender

Clustergréfie in den Bulk rutscht.

Die Phasen Pp, Psp, Pg (vergl. Abbildungen (4.17) bzw. (4.20)) verfiigen iiber
einen perkolierenden Bulkcluster, in dessen Léchern sich die in ps(r) eingehenden
endlichen Cluster befinden. Aufgrund der Normierung von p,(r) auf die ganze Ebene
E, und nicht nur auf den von den endlichen Clustern eingenommenen Teil davon
ist der Absolutwert von ps(r) deutlich herabgesetzt. In gleichem Mafe ist auch die
Statistik der Auswertung speziell in zwei Dimensionen von der Tatsache betroffen,
daB nunmehr ein Grofteil der gesetzten Sites zum unendlichen Cluster gehéren und
nicht mehr zur Bildung endlicher Cluster zur Verfiigung stehen. Fiir kleine pg in Pp
finden sich in der Oberfliche vorwiegend kleine Cluster. Andererseits diinnt der per-
kolierende Cluster zur Oberfliche hin aus. In den sich ausweitenden Ldchern kénnen
sich dann verstérkt auch mittlere und grofie Cluster aufbauen, so da§ diese ps(r) ein
Maximum durchlaufen, das mit s in den Bulk gleitet. Bei grofien pg werden nun,
im Vergleich zum Bulk, auch die grofien Cluster die Oberfliche aufsuchen, wihrend
die kleinen von dort mehr und mehr verdringt werden. Dieser Proze8 setzt sich bei
Anndherung an Pgp fort. Gleichzeitig nimmt in der Oberfliche der Anteil des per-
kolierenden Clusters mit pg zu, und in Pg ist Py > Pp, was mit einer Reduktion der
fiir endliche Cluster bereitstehenden Locher einhergeht. Zuerst werden die grofen,
dann die mittleren und kleinen in der Oberfliche wieder selten. p,(r) entwickelt ein
Minimum und erreicht den Bulkwert von unten. Es resultiert eine Verarmung an
entsprechenden Clustern an der Oberfliche. Im Limes pg — 1 akkumulieren sich fast

alle gesetzten Oberfiichensites im perkolierenden Cluster: p;(0) — 0 fiir alle s.

Abbildung (4.19) komplettiert mit der Darstellung von p,(r) in der Oberflichen-
phase Ps des dreidimensionalen Systems die Diskussion der einzelnen Phasen. Am
Oberflicheniibergang s entwickelt sich langsam ein perkolierender Oberflichenclu-
ster, in dessen Ldchern die groBien Cluster der oberflichennahen Schicht nur schwer
Platz finden. p,(r) zeigt bei grofien s daher nahe der Oberfliche ein Minimum, das
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Abbildung 4.19:
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mit s abflacht. Ein anwachsendes ps 148t den unendlichen Cluster immer kompak-
ter werden, so dafl auch die Wahrscheinlichkeit, mittlere und kleine Cluster in bzw.
nahe der Oberfliche zu finden, stark abnimmt. Die Struktur von p,(r) mit Minimum
weicht schlieBllich einer streng monoton wachsenden Form. Insgesamt liefert Pg einen
stetigen Ubergang zwischen den p, (r)-Strukturen unterhalb s in Pyp und denjenigen

rechts der kritischen Bulkkonzentration in Pg.

Allgemein stellt sich heraus, dal die Anpassung von p,(r) an den asymptotischen
Bulkwert p,(00) um so schneller vonstatten geht, je kleiner s ist. Speziell fiir s =1 ist
in allen abgebildeten Fillen der Grenzwert in der zweiten Ebene praktisch erreicht.
In dieser direkten Umgebung der Oberfliche registriert man auch den auffallendsten
Unterschied zwischen zwei und drei Dimensionen; die Uberkreuzungen. Wiahrend im
Rahmen der simulierten dreidimensionalen Systeme p,(r) fiir alle » monoton fallend
zu sein scheint, kommt es in zwei Dimensionen regelmiBig zu Uberkreuzungen. Dies
hat zur Folge, dafl z.B. Sites aus Clustern mittlerer Grofe in bestimmten Abstdnden
zur Oberfliche unwahrscheinlicher sind als jene aus kleinen oder groflen Clustern.
Soweit in der Simulation beobachtet ist dieser Effekt auf Cluster unterhalb einer
MaximalgroBe beschriankt, oberhalb derer ps(r) auch in zwei Dimensionen wieder zu

monoton fallendem Verhalten beziiglich s iibergeht.

4.8 Klassifikation langreichweitiger Oberflichenst6run-
gen

Bisher schlagen sich die den Simulationen intrinsischen Fluktuationen und Korrelatio-
nen lediglich in einer Dimensionsabhéngigkeit der kritischen Exponenten nieder. Die
mittels dieser kritischen Exponenten und Amplituden ausgedriickte Ortsabhingig-
keit, z.B. des Profils des Ordnungsparameters in der Umgebung des auBlergew6hnli-
chen Uberganges e, kann in diesem Rahmen aus einer MFA ohne Fluktuationen und
Korrelationen geschlossen werden. Ahnliches ist deshalb auch fiir langreichweitige
Storungen der Besetzungskonzentration p, zu erwarten, zumal die MF-Klassifikation
aus Abschnitt 3.14 die Prognosen der Fluktuationen und Korrelationen explizit bein-
haltenden Renormierungsgruppenbehandlung des Problems aus Abschnitt 3.13 exakt
reproduzieren. Um auch die fiir die Simulation relevanten kritischen Amplituden und
cross—over-Lingen sowie speziell den einer Simulation lediglich zuginglichen effek-

tiven Exponenten <.g des Ordnungsparameterprofils im Grenzwert pp — pp,c am
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auBergewdhnlichen Ubergang e zu extrahieren, wird im folgenden auf Basis skalen-
theoretischer Ansitze eine Interpretation von Gleichnug (3.136) durchgefiihrt.

Betrachtet man die linke Seite von Gleichung (3.136) genauer, so erkennt man,
daf je einer der Summanden den kurz— bzw. langreichweitigen Part des Modells verin-
nerlicht. Die Summe aus beiden ist (asymptotisch) mit dem Ordnungsparameterprofil
gleichzusetzen, fiir welches auf e der algebraische Ansatz P, < P r~7 Sinn macht.
Unter der Annahme, dafl auch unter Mitnahme von Fluktuationen und Korrelationen
der Aufbau von Gleichung (3.136) erhalten bleibt, kann analog zur Vorgehensweise in
Abschnitt 3.14 eine Klassifikation langreichweitiger Oberflichenpotentiale vorgenom-
men werden. Die dazu notwendigen Terme der linken Seite kénnen separat gefunden
werden: Fir kurzreichweitige p, ergibt sich der Verlauf von P, aus den Darstellun-
gen (4.14) und (4.28) sowie der auf e giiltigen Skalenform (4.37) fiir die Anzahl von
Clustern der Gréfle s im Abstand r von der Oberfliche n,(r) zu

P. = p — ) pslr) (4.42)
= (pr —P;,c) + 2; s+ [ns ~my(r)] (4.43)
= / P [1—/\/(7%)] ds (4.44)
= [ 4T =N dy @Y (4.45)
= Bfp, %, (4.46)

Das bestimmte Integral entspricht einem konstanten Faktor (B?P,), und aus den
Skalenrelationen d; = &3 sowie 7 = 3 — 7+ berechnet man fiir den 7—Exponenten
das erwartete —g—. Der Einflul langreichweitiger Oberflichenstérungen der Form

pr X pp + A r~% kann nahe pg ¢ direkt aus der Annahme

P, = Pg(p) (4.47)
< Py(pr —pBo)? (4.48)
x APp, pof (4.49)

abgeschitzt werden. Zusammengesetzt ergeben beide Anteile die Gleichung (3.136)

entsprechende Relation

—a _1 P\? _z
Ar~® + Br v = (=) r77. (4.50)
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Asymptotisches Ausbalancieren fiihrt fiir v = v(c) wieder auf die drei zu unterschei-
denden Fille:

a1+ (B)rF = B
. (2.44a)
>t )P
a=1 (%)‘% rmF = (A + B)r"%
. (2.44b)
= T = g ) (P_I:_)E = A+ B
a<i (%)‘l’ rF = Are
1 (2.440)
¥ 4 = Ba (%)" = A

Gleichung (4.51a) beschreibt eine irrelevante Stérung mit a—unabhingigem Expo-
nenten g, (4.51c) eine relevante Stérung mit linearem Einfluf von « auf den -
Exponenten, und (4.51b) zeigt den marginalen Fall mit v = fa = g und kritischer
Amplitude Ag = —B im Falle deren Auftretens P, mit logarithmischen Korrekturen

zu versehen ist.

Die strukturelle Ubereinstimmung mit den MFA-Ergebnissen aus Abschnitt 3.15
impliziert auch den fiir pg S pp o auftretenden cross-over vom algebraischen zum
exponentiellen Zerfall. Im kurzreichweitigen Fall ist dieser bei einer durch die Bulk-
korrelationslinge £~ < (pp — pB,c)” fixierten Langenskala zu erwarten. Diese kon-
kurriert mit der zweiten durch p,, , = pp,c zu 1'5710 = (%) - (pB,C—P B)% gegebenen
Langenskala des Systems, so dafl der cross—over vom algebraischen zum exponentiel-

len Verhalten des Ordnungsparamters P, bei

) = max{rpc; %} = (pp,c —pp)” "= (4.52)
stattfindet. Die Reduktion von r§°°) zu endlichen Werten fiir pg S pB,c hat zur Kon-
sequenz, da in Gleichung (4.50) kein asymptotisches Balanceverfahren angewendet
werden kann, und beide Summanden der linken Seite miissen entsprechend ihrer
Wichtung durch die jeweiligen Amplituden beriicksichtigt werden. Logarithmische
Differentiation von Gleichung (4.50) fiihrt auf die ortsabhéngige effektive Amplitude

1
(P“ff>ﬂ = ArB e L B, (4.53)
Py
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wobei sich der ortsabhingige effektive Exponent ~.g aus der Gleichung

1 a-—-1
Yef = ﬂ-{—+——"—j}
14 1+ r)av
,.72?37
L_ o
r v
1+(;§;7

mit der zweiten cross—over-Linge

1

rgco) = (%)Q__; (4.55)

rekrutiert. Insgesamt resultiert fiir den Ordnungsparamter das schon aus den MFA—
Untersuchungen des Abschnittes 3.15 gefundene und in Abbildung (3.17) zusam-
menfassend skizzierte cross—over—Verhalten, das im folgenden auch anhand expliziter

Simulationen in zwei und drei Dimensionen verifiziert wird.

4.9 Simulation langreichweitiger Stérungen

Zur Regulation der Oberfliche bei r = 0 werden fiir die Simulation Besetzungskon-

zentrationen der Form
pr=pp + A(r+1)7® a>0 (4.56)

mit pg S pp,c gewdhlt. Falls nicht ausdriicklich abweichend angegeben, ist A =
ps — pB gesetzt, und die Besetzungskonzentration pp = ps auf der Oberfliche ist
genau eins. Diese Wahl hat den simulationstechnische Vorteil, dafl der perkolierende
Cluster von jedem Site der Oberfliche aus generiert werden kann und nicht erst
identifiziert werden mufl. Auflerdem ist die Stérungsamplitude A dadurch maximal,
so dafl man den EinfluBl einer langreichweitigen Storung schon moglichst nahe an
der Oberfliche (endliche Systeme!) beobachten kann, und auch die zu erwartenden
cross—over—Effekte im Bereich o =~ % sind durch diese Wahl von A am deutlichsten

zu sehen. Als Standardsimulationsbedingungen werden jeweils

sq. : L = 10000 , Mittelungen = 1000

sc. : L 1000 , Mittelungen = 100 (4.57)

und periodische Randbedingungen angenommen.
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Zun#chst soll der Verlauf der asymptotischen Ordnungsparameterexponenten
+(5IM) 3]s Funktion der dem System via pr oktroyierten Besetzungskonzentrationsex-

ponenten o untersucht werden. Dazu werden am bulkritischen Punkt pp = pp ¢ fiir
die a-Exponenten die Profile des Ordnungsparameters ermittelt, doppellogarithmisch
aufgetragen und v(57M) 3]s die asymptotische Steigung von P, in dieser Auftragung
mittels linearer Regression bestimmt. Die Ergebnisse sind in Abbildung (4.21) fiir
zwei bzw. in Abbildung (4.22) fiir drei Dimensionen dargestellt. Es zeigt sich ein
den MF-Daten aus Abbildung (3.18) entsprechendes Verhalten: Firr o < 1 ist die
Stérung relevant und ¥(5™) folgt sehr genau der asymptotischen Prognose v = fa.
Wegen § < 1 ist die Variation in P, also langreichweitiger als die in p, selbst. Die
leichten Abweichungen bei sehr kleinen a beruhen auch hier wieder auf der Konka-
vitdt, also dem noch nicht asymptotischen Verhalten der entsprechenden Graphen im
endlichen System. Andererseits wird fiir groBe o der kurzreichweitige Limes v = g

0.1 |

o : ,Y(SIM) :
= * Vess ]

-y ]

pg =0.592746 | |
ps = 1.000000 | |

Abbildung 4.21:

10
a

Darstellung des (effektiven) Simulationsexponenten v(57M) in Ab-
héngigkeit vom Konzentrationsexponenten a. Zum Vergleich ist fiir
das spezielle simulierte 2d-s.q. System der zu erwartende effektive
Exponent 7. aus (4.54) und der daraus fiir r — oo resultierende
asymptotische Exponent v aus (4.51) eingetragen.
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beliebig genau approximiert. Im Bereich a 2 % schwingt 4(5T™) zunichst iiber den
asymptotischen Wert g hinaus, durchliuft ein Maximum und erreichst mit zuneh-
mendem o die Asymptote von oben. Das Uberschwingen ist hier durch die maximale
Wahl der Stérungsamplitude A = 1 — pp besonders ausgeprégt und kann, wie die
Interpolation der Simulationsdaten durch die eingezeichnete Kurve sowohl in zwei
als auch in drei Dimensionen bestitigt, im Rahmen des effektiven Exponenten ~eg
aus Gleichung (4.54) verstanden werden. Obwohl die Simulationsdaten einen etwas
flacheren Verlauf des Maximums und eine zu groferen « hin schwéchere Konvergenz
nahelegen, besteht jedoch kein Zweifel daran, dafl im Limes unendlicher Systeme
die Simulationsdaten entsprechend der durch 7.g vorgegebenen Art und Weise gegen
die in den Abbildungen jeweils als unterbrochene Linie eingezeichnete asymptotische

Ordnungsparameterexponentenfunktion v = () aus Gleichung (4.51) konvergieren.

In Abbildung (4.23) ist exemplarisch fiir zwei Dimensionen das cross—over—Ver-

06 F & 00000
v
0.5 ~ o o
04 |
g pg = 0.31161
o5 b ps = 1.00000
~ L

)
()
U
o

Abbildung 4.22: Darstellung des (effektiven) Simulationsexponenten (S in Ab-
hingigkeit vom Konzentrationsexponenten c.. Zum Vergleich ist fiir
das spezielle simulierte 3d-s.c. System der zu erwartende effektive
Exponent v.g aus (4.54) und der daraus fiir r — oo resultierende
asymptotische Exponent v aus (4.51) eingetragen.
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halten von P; fiir die gegen pp ¢ laufende Folge von Bulkbesetzungskonzentrationen
pp € {0.5800, 0.5900,0.5910,0.5920,0.5923,0.5927} bei einem langreichweitigen Ex-
ponenten o = 1—30 < % = % dargestellt. Die Amplitude A € {0.101245, 0.021812,
0.013869, 0.005926, 0.003543, 0.000365} wird gerade so eingestellt, da rp ¢ = 1000
resultiert. Tatséchlich bilden die ersten vier Graphen den cross—over zum exponenti-
ellen Zerfall bei etwa 1000 aus. Fiir die beiden letzten Kurven liegt pp so nahe bei
pB,C, da 26 > rpc = 1000 wird, und 2{ iibernimmt die Funktion des cross—over—

Abstandes. Damit wird r{*” = max{rpc ; 2} experimentell betitigt.

Die Existenz des zweiten cross-over—Abstandes r§°"), der den Ubergang vom

»falschen®, betragsmifBig grofieren, oberflichennahen zum ,richtigen®, betragsméiflig
kleineren, asymptotischen Exponenten beschreibt, ist in Abbildung (4.24a) bzw. Ab-
bildung (4.24b) fiir zwei bzw. drei Raumdimensionen dargestellt. Bei pp = ppc
und langreichweitigem Exponenten a = -1% wird darin die Amplitude A der Stérung

. 1
immer weiter herabgesetzt, wodurch gemi8 Gleichung (4.55) rz(,w) x (-};) %= in den

[ R
06 F 3
AW 3
E N\ 3
P osE 57~ 4
0.4 F >
A = 0.101245
i = 0.021812
[ = 0.013869
03 = 0.005926
[ = 0.003543
: = 0.000365
L | 15 ¢ = 1000
0.2 [ N a1l . a2 aaul 2 Y g
10° 10! 10° 10°

+1

Abbildung 4.23: Uberpriifung der Relation (4.52) fiir den cross—over zum exponenti-
ellen Zerfall anhand von Simulationen des 2d-s.q. Systems.
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04

01

10°

(@) ®

Abbildung 4.24: Nachweis der Existenz des cross—over—Abstandes rg""’ gemifB Glei-

chung (4.55) fiir das (a): 2d-s.q. (b): 3d-s.c. System. Die Simulation
wird bei pp = pp,¢ durchgefiihrt. In Kombination mit dem Ergeb-
nis aus Abbildung (4.23) resultiert fiir P, das in Abbildung (3.17)
skizzierte cross—over—Verhalten.

Bulk divergiert und der linksseitige Bereich mit ,falschem“ Exponenten nahe g den
rechtsseitigen mit ,richtigem® asymptotischen Exponenten bei o immer weiter in
den Bulk hinausdridngt, bis er schliefllich aus dem der Simulation endlicher Systeme
zugéinglichen Bereich ganz verschwindet und man fiir P, sehr genau den Exponen-
ten £ miBt, aber keine Aussage mehr erhilt iiber den tatsichlichen asymptotischen

Verlauf von P;.

Das auf MF-Basis in Abschnitt 3.14 entwickelte und in diesem Abschnitt auf die
Simulation {ibertragene Konzept zur Beschreibung des Einflusses langreichweitiger

Stérungen auf den Zerfall des Ordnungsparameters am bulkkritischen Punkt pp =
pB,c kann somit auch fiir Systeme mit Fluktuationen und Korrelationen als zutreffend

angesehen werden.



Kapitel 5

Korrelierte Perkolation

In den vorausgegangenen Kapiteln betrachtet man den Gelationsproze im Rahmen
der reinen Bond— (MFA) oder Siteperkolation (Simulation). Ausgangspunkt fiir diese
Modellierung ist, z.B. in der Siteperkolation, die Vorstellung, da8 die zu vernetzen-
den Monomere (Funktionalitit f > 3) in einer Konzentration p(*®¢) und die an der
Reaktion unbeteiligten Losungsmittelbausteine in einer Konzentration 1 — p(#ie) vor-
kommen, wihrend die im Uberschu$ p(®*"9 = 1 vorliegenden Katalysatormolekiile
immer dann, wenn zwei Monomere sich innerhalb eines cross—-link—-Querschnittes von
typischerweise einer Gittereinheit aufhalten, mit einer Rate von 100% eine Vernet-
zungsreaktion katalysieren. Dieses zur Bond-Site—Perkolation erweiterbare Szena-
rio beschreibt viele den Gelationsproze8 treibenden Effekte in hinreichender Form
[E.29], doch entbehrt es aufgrund des a priori strikt wechselwirkungsfreien Charak-
ters aller am Prozef beteiligten Elemente einer gewissen Realitdtsndhe. Um diesen
Nachteil abzufangen, wird im folgenden ein umfassendes Modell der korrelierten—

Site—korrelierten-Bond—Perkolation entwickelt.

Das Kapitel beginnt in Abschnitt 5.1 mit einer (idealisierten) Vorstellung vom
Ablauf des Gelationsprozesses in realen Systemen und dessen Abstraktion zum Git-
termodell der korrelierten—Site—korrelierten—-Bond—Perkolation. Dieses Modell wird
in Abschnitt 5.2 in einen mathematischen Rahmen gefait, woraus allgemeine Darstel-
lungen der Erwartungswerte physikalischer Mefigréfien resultieren. Im Hinblick auf
die Computersimulation des Modells spezifiziert Abschnitt 5.3 die intermolekularen
Wechselwirkungen, so daf§ sich die Zustandssumme des thermischen Systems nach
einigen graphentheoretischen Entwicklungen auf die eines effektiven Isingmodells re-
duziert. Das darauf aufgesetzte Perkolationsproblem fiihrt auf die korrelierte Per-
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kolation, die auf Basis von Computersimulationen in Abschnitt 5.4 in verschiedenen
Phasenraumgebieten des thermischen Systems untersucht wird. Spezielles Interesse

finden dabei die Perkolationseigenschaften in Benetzungsschichten.

5.1 Degression realer Systeme zum Gittermodell der
Perkolation

In realen Systemen unterscheidet man, abhéngig von der Bindungsstruktur zwischen
den Molekiilen des unendlichen Netzwerkes, reversible und irreversible Gele. Bei
reversiblen Gelen entstehen bzw. brechen die Bindungen entsprechend dem thermi-
schen Gleichgewicht des umgebenden Wirmebades. Die Wahrscheinlichkeit plbond)

N@,v e et ot et
ooty Motmieidbio Salbadioniind Gt dhebdonsnond v Blenis S SR

0 172 i) 0 12 plie) 0 12 plie) 1

0 172 plse) 0 12 plie) 0 172 plie)

Abbildung 5.1: Phasendiagramme bindrer Monomerlésungen fiir reversible (oben)
bzw. irreversible Gele (unten) bei jeweils drei verschiedenen Mo-
nomerkonzentrationen, so da der kritische Punkt der Losung
(e) im Gel (links), auf der Perkolationslinie (mitte) oder im Sol
(rechts) liegt. Im irreversiblen Fall bezeichnet T die ,quenching“~
Temperatur, die fiir die Bindungsstruktur charakteristisch ist;
spater kann sich 7" wieder dndern, und es kann aufgrund der dann
vorhandenen Makromolekiile zu einer Modifikation des Phasendia-
gramms kommen [E.29].
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da zwei benachbarte Monomere durch einen Bond verbunden sind, ist eine Funk-
tion der Temperatur. Wie in Abbildung (5.1,0ben) skizziert, beobachtet man i.a.
zwei Phaseniibergangslinien: die Phasenseparationslinie begrenzt das Zweiphasenge-
biet, wo das System in eine monomerreiche und monomerarme Phase aufspaltet; die
Perkolationslinie separiert die Hochtemperaturregion des Sols von der erst unterhalb
einer gewissen Maximaltemperatur méglichen Tieftemperaturregion des Gels [1.27].
Letztere kann durch Variation der Systemparameter in ihrer Lage beeinflulit werden.
Das kritische Verhalten von Perkolationserwartungswerten in ihrer Ndhe ist i.a. durch
das kritische Verhalten von random-Perkolationssystemen beschreibbar. Nur wenn
die Perkolationslinie im kritischen Punkt des Monomersystems endet, registriert man
dort die kritischen Exponenten des Monomersystems. Im Gegensatz dazu zeichnen
sich die irreversiblen Gele durch permanente Bindungen aus, deren Verteilung fiir
eine bestimmte ,,quenching“—Temperatur charakteristisch ist. Die fiir diese Tempe-
ratur typische Clusterverteilung — evtl. einschlieBlich eines unendlichen Netzwerkes
— bleibt gegen nachfolgende Temperaturinderungen resistent, wodurch es zum soge-
nannten Gelkollaps [I.26], einem Phaseniibergang erster Ordnung, kommen kann. Im
Phasendiagramm (5.1,unten) beobachtet man eine steile, bis zu unendlichen ,,quen-
ching“—Temperaturen reichende Perkolationslinie, deren Lage z.B. durch die Kon-
zentration der die Bonds vermittelnden Katalysatormolekiile beeinflulbar ist. Auch
hier sind die kritischen Eigenschaften der Perkolationslinie i.a. durch diejenigen der
random-Perkolation bestimmt. Nur wenn die Perkolationslinie im kritischen Punkt
des Monomersystems endet, findet man dort ein abweichendes kritisches Verhalten.

In der vorliegenden Arbeit werden irreversible Gele behandelt. Monomerkon-
zentration p("’ite), Katalysatorkonzentration p(bmd) und ,quenching“—Temperatur T
werden als unabhingige Parameter behandelt. Dies unterstiitzt folgende Vorstellung
vom Gelationsprozef: Zunichst befinden sich Losungsmittelbausteine (Konzentra-
tion 1 — p(*ite)), Monomere und Katalysatormolekiile entsprechend ihrer Wechselwir-
kungen untereinander bei der vorgegebenen Temperatur 7' im thermischen Gleich-
gewicht. Nach externer Aktivierung der Katalyse ist immer dann, wenn zwei be-
nachbarte Monomere sich innerhalb eines cross—link—Querschnittes aufhalten, ein
evtl. dazwischen sitzendes Katalysatormolekiil in der Lage, mit einer Erfolgsrate
p(rate) __ es kann 0.B.d.A. p("9%€) = 1 angenommen werden — eine Vernetzungsre-
aktion zu katalysieren, an deren Ende die beiden Monomere durch eine permanente
Bindung miteinander verbunden sind. Ist die Aktivierungsphase der Katalyse, ge-

messen an internen Zeitskalen der Molekiildynamik, geniigend kurzzeitig, so liegt
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Abbildung 5.2:  Schrittweise Degression der ,realen“ Situation einer Monomer-
l16sung in (a) iiber ein Kontinuumperkolationsmodell in (b) zum
Gitterperkolationsmodell (c), dessen Darstellung in der Sprache
der Perkolation in Abbildung (5.3) skizziert ist.

der Vernetzungsreaktion eine ,statische“ Molekiilverteilung zugrunde. Dementspre-
chend ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ zwei benachbarte Monomere durch einen Link
verbunden sind, durch das Produkt aus der Wahrscheinlichkeit, ein Katalysator-
molekiil zwischen zwei benachbarten Monomeren vorzufinden, und der Erfolgsrate
p{rate)(= 1) der Katalysereaktion gegeben. Die Losungsmittelbausteine bleiben von
solchen Vernetzungsreaktionen ausgeschlossen. Sie bauen keine Bindungen auf. Nach
anschlieBender Deaktivierung der Katalyse verbleibt man mit einer durch die Wech-
selwirkungen der Bausteine im thermischen Gleichgewicht begriindeten Korrelationen
mitbestimmten Verteilung von Multimeren (Cluster). Die Frage, ob sich ein unendli-
cher Cluster ausbildet, hingt von den speziellen Werten der Parameter p(site), p(bond)
und T ab.

Die Modellierung obigen Gelationsprozesses fithrt unmittelbar auf korrelierte
Kontinuumperkolationsmodelle. Ausgehend von einer (korrelierten) rdumlichen Aus-
gangsverteilung der Elementarbausteine (vergl. Abbildung (5.2a)) wird jeder aktiven,
d.h. fiir die Vernetzung relevanten, Einheit ein Wirkungsquerschnitt zugemessen, der
die Erfolgsrate der Katalyse reprisentiert. Sind dann zwei M~Bausteine iiber einen
K-Baustein miteinander verbunden, also die paarweise Schnittmenge ihrer Wirkungs-
querschnitte ist nicht leer, so gehéren sie zum selben Cluster (vergl. Abbildung
(5.2b)). In einem nichsten Schritt kann die kontinuierliche Verteilung der Elemente
im Raum auf diskrete Gitterplitze eingeschrinkt werden, so daf§ man zum Gittermo-
dell aus Abbildung (5.2c) gelangt, dessen Darstellung als Gitterperkolationsmodell in
Abbildung (5.3) realisiert ist. Dieser Schritt wird von Perkolationsproblemen insofern



5.2 Korrelierte—Site—korrelierte—-Bond—Perkolation 133

unterstiitzt, als da kontinuierliches und diskretes Modell zur gleichen Universalitits-
klasse gehoren [E.10] und deshalb am Perkolationsiibergang das gleiche kritische Ver-
halten aufweisen. Obwohl fiir die kritischen Exponenten irrelevant, ist im Sinne einer
moglichst getreuen Modellierung der realen Situation eine der Bindungsgeometrie der

Monomere angepafite Gitterstruktur zu empfehlen.

Auf dieser Basis wird im néchsten Abschnitt ein allgemeines Gittermodell kor-

relierter-Site—korrelierter—Bond-Perkolation entwickelt.

5.2 Korrelierte—Site—korrelierte—Bond—Perkolation

Es sei G ein beliebiges Gitter, dessen Sites eine Besetzungsvariable n; € {0,1} und im
Falle n; = 1 noch eine den Zustand des auf diesem Gitterplatz sitzenden Monomers
charakterisierende Zustandvariable y; zugeordnet wird. Analog werden die Kataly-
satormolekiile auf den Bonds von G, die den Sites des zu G assoziierten ,,covering
lattice“ G, isomorph sind, durch Besetzungsvariablen ¢, € {0,1}, o £ <ij> und,
falls ¢, = 1, ggf. mittels zusétzlicher Zustandsvariablen k., beschrieben. Die Kon-

1-Cluster

. . freier Bond auf G
. | freier Site auf G.

G U Ge #tiowmey-t—r
G TR T Ll T freier Site auf G
-. -l . -. .-/' -. --
: S besetzter Site auf G
R L. [besetzter Bond auf G
besetzter Site auf G.

3-Cluster

Abbildung 5.3: Definition des Gitters G (—) und seines assoziierten iiberdecken-
den Gitters G, (---), dessen Sites auf den Bonds von G sitzen, am
Beispiel des 2d-s.q.-Gitters. Nur auf den gesetzten Sites sowie zwi-
schen zwei gesetzten, durch einen Bond verbundenen Sites auf G
kann der Clusterhamiltonian (5.2) agieren.
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figurationsenergie Hg einer solchen Anordnung kann typischerweise in Site—Anteil
Hg, Bond—Anteil Hp und Wechselwirkungsanteil Hy aufgesplittet werden, wobei

letzterer die Interaktion zwischen G und G, moderiert.

H({n}, {r}i{c}, {&}) = Hs({n},{x}) + Ha({c},{x}) + Hw({n} {u};i{c}, {x}) (5.1)

Auf den durch die Besetzungszahlen {n}, {c} festgelegten Untergittern G} (3 C
G U G, werden im physikalischen Sinne nur solche Objekte als Cluster identifiziert,
die aus via Bonds verbundenen Sites bestehen. Konfigurationen mit Bonds, die nur
an einem Site ,hingen“, werden nicht explizit unterschieden. Einzelsites, sogenannte
Isolanis, finden, eo ipso, als 1-Cluster Einzug in die Mittelung. Eine dieser Vorstel-
lung folgende Zihlweise wird, in Erweiterung des in [B.7] vorgestellten Verfahrens,

durch den g—Potts—Operator

= BHy({n} {chi{o}) = D Kijninjccij> 8(0i,05) + ) Limi 6(03,0) (5.2)
<%,j> i

induziert, der, zu —BHg addiert, auf allen Sites von G, (,} die g-Potts—Variable

o; € ZZ/qZ installiert. In Anlehnung an das von Wu z.B. in [A.4, A.15, B.5, B.10]

benutzten Verfahrens berechnet sich die beziiglich Hx + H, gebildete Graphenent-

wicklung der Zustandssumme zu

Z = ZZEZ e“ﬂH"E e PMa (5.3)
{n} {c} {n} {s} {s}
- Lx et S O [Org-1] 6o
{n} {c} G'€G(n} (e} ¢

mit dem durch Aussummation innerer Freiheitsgrade {u}, {x} erhaltenen resultieren-

den Operator
ePhr = ZZ e M (5.5)
{n} {x}

und den bereits aus Gleichung (2.54) bekannten Abkiirzungen. Abweichend z&hlt
b(G') hier nur die Bonds zwischen gesetzten Sites. Gemif Gleichung (2.55), (2.56)
berechnet man die Erzeugende der Perkolation im ¢ — 1-Limes:

lim L [i
gl—co |G} LOg

= <<} e B 56, 0 >H (5.7)
c

g(L,K) = In Z] 1 (5.6)
o=
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Das dufilere Konfigurationsmittel

Z{n} E{c} f({n}, {c}) e“‘ﬂHR

<f>np = S g &P (5.8)

wichtet die gebildeten Gitterkonfigurationen thermisch beziiglich Hp, wihrend die
innere Gittermittelung analog zu (2.57)—(2.59) definiert ist und die darin zuséitzlich
auftretende Variable p = 1 — e™X die Wahrscheinlichkeit fiir die Anlage eines Links
durch eine zwischen zwei Monomeren (Sites) sitzende Katalysatoreinheit (Bond) be-
schreibt. Sie kann im Limes K — oo nach eins gefiihrt werden, und die Wahrschein-
lichkeit fiir einen Link ist allein durch die Wahrscheinlichkeit, eine Katalysatoreinheit
zwischen zwei Monomeren zu finden, gegeben. Sites und Bonds sind sowohl unterein-
ander durch Hg und Hp als auch miteinander durch Hw korreliert, weshalb dieser
Fall hier als korrelierte—Site-korrelierte-Bond—Perkolation gefiihrt wird. Bekannte
(unkorrelierte) Spezialfille kénnen mittels Restriktionen an Hg aus (5.1) wiederge-
funden werden. Die physikalisch interessierenden Perkolationsgrofen lassen sich aus
g(K, L) ableiten:

e mittlere Anzahl der Cluster pro Gitterplatz

K(p,Hr) = << 1 > Gy ter Hr
c (5.9)
= Jim, g(K, L)
o Perkolationswahrscheinlichkeit
P(p,Hr) = <38(Gm}iq) > — << Z 5:(G") >Gin}ic} > Hr
it e 89 (5.10)
— site : ht-A
- P + Lll.rf)l+ 6L(K’L)
e mittlere ClustergroBe pro Gitterplatz
S(p,Hr) = << Z 53(9') >Ginticr > Hr
* (5.11)
= o
e Paarverbindungsfunktion
Cij(p,Hr) = << Z b(iec)é(jec) >Ginpicr ~HR
€ 2 (5.12)

_ . 0%g
B {Ll}u_n.o+ 8L;8L; ({K}{L})
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Speziell fiir die im weiteren untersuchte Perkolationswahrscheinlichkeit ergibt sich
unter Annahme der Vertauschbarkeit von L- und ¢-Limes mit Gleichung (5.10) aus

Gleichung (5.3) die praktische Darstellung

P(p,HRr) = p(’ite) + lim 3

. 1
lim
¢—1 9q | |gl—co |G|

I?- Z <n; 5(0’,;,0) >Hr+H, ] , (5.13)
34 {L}=0+

die in MFA mit faktorisierenden Erwartungswerten < n; (o3, 0) > 4 QUFR) | o 1FA) =
R q
<M > Fn Ly mrn 0 < 6(03,0) > mra auf die einfache Reprisentation
R +H'1 Hq

0

MFA .

P(p, ’ng )) = <n >Hgfm) + ;1_}1% <n >HglFA)+H‘(IMFA) a—q < §(a,0) >H2MFA)(5.14)
= <n >Hgm4) — ;eri <n >,HglFA)+H$MFA) {1— <A >H‘(IMFA) (5.15)

kollabiert. Wahrend <A> allein durch H{*™ festgelegt ist (Kopplungen und Felder
werden durch <n>, <¢> Faktoren renormiert), geht in die Bestimmung von <n>
neben H§ " auch H* ™ ein. Erst im Limes K — oo, d.h. 100%ige Anlage eines in
der thermischen Konfiguration méglichen Links, fillt mit < /\>H‘(IMFA)—) 1 der H{™-

Anteil aus <n> heraus, und man erhilt
P(p, H%JFA)) = <N >, Mra) ) K — oo, (5.16)
R

Physikalisch bedeutet Relation (5.16), dal auf Mean—Field-Niveau der Perkolations-
ordnungsparamter direkt an die mittlere Teilchenzahl pro Gitterplatz, also die Site—
Besetzungskonzentration, gekoppelt ist. AuBerhalb der Multiphasengebiete variiert
<n> allerdings in stetig differenzierbarer Weise, so daB8 P keinen Phaseiibergang
zeigt, obwohl intuitiv klar ist, dafl unterhalb einer gewissen Teilchenzahlkonzentra-
tion keine Perkolation mehr moglich ist. Dies ist eine Folge der Substitution direkter
NN-Wechselwirkungen durch mittlere Felder, wodurch z.B. Fluktuationen der Art,
daB ein besetzter Site keinen Nédchsten—Nachbarn hat, unterdriickt werden. Solche
Effekte werden jedoch innerhalb einer Bethe—Cluster-Approximation beriicksichtigt
(vergl. z.B. [B.7]). Im Hinblick auf die prinzipiellen Effekte geniigt jedoch die Vor-
stellung, dal im Bereich groSer Teilchenzahlkonzentrationen das Resultat (5.16) an-
zunehmen ist, wohingegen unterhalb einer kritischen Konzentration von der Gréfien-
ordnung der reziproken Gitterkoordinationszahl P = 0 Sinn macht. Dieser Ubergang
sollte beziiglich P in stetiger, aber nicht differenzierbarer Art und Weise, d.h. unter

Beibehaltung eines Phaseniiberganges zweiter Ordnung, vonstatten gehen.
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5.3 Korrelierte Perkolation

Mit Blick auf die Simulation korrelierter Systeme mufl zunichst eine Spezifikation
der in Gleichung (5.1) noch ganz allgemein gehaltenen Konfigurationsenergie Hy
erfolgen. Durch die Wahl des Gittergas—Hamiltonians

~BHs({n}) = 3 KPP ming + S IOn  ; ijeg  (517)
<i,7> 1

~BHp({ch) = ¥ KB s + L IP e« 3 ofel (518
<a,f> @

und Vernachldssigung weiterer innerer Freiheitsgrade wird den Sites auf G bzw. den
Bonds auf G, eine attraktive Wechselwirkung (ferroelektrische Kopplungen K > 0)
vermittelt, die auf den jeweiligen Gittern einer Clusterung Vorschub leistet. Die Teil-
chenzahlen auf den separierten Gittern werden durch die externen Felder reguliert.

Der Wechselwirkungsanteil in Hg soll der Produktkopplungsform

—BHwnk{ed) = ¥ Lamic (5.19)
<i0>
geniigen. Im Falle positiver Wechselwirkungskopplungen I > 0 gibt es so fiir die
Bonds ¢, einen verstirkten Anreiz, sich zwischen den Sites aufzuhalten, und umge-
kehrt, was die Méglichkeit der Entstehung grofler Perkolationscluster fordert.

Dieses Modell wurde im Rahmen einer Mean—Field—Approximation intensiv un-
tersucht. Es zeigt sich ein Bulkiibergang zweiter Ordnung entlang der Hyperfliche
(K](_;,S) /K 1(35:)0 ~1)(K gB ) / Kg?g. — 1) = 2yI% mit den klassischen Gittergasexponenten
und Koordinationszahl . Im halbunendlichen Oberflichensystem wird der asympto-
tisch exponentielle Zerfall z.B. der Erwartungswerte <n,>, <c,> durch die gréfiere
zweier konkurrierender Korrelationslingen bestimmt (cross—over-Effekt inklusive).
Es existieren Oberflicheniibergang, spezielle Phase und vieles mehr. Aufsetzten des
Perkolationsproblems reproduziert jedoch, wie in allen MFA, nur das allgemeine Re-
sultat (5.15), (5.16), weshalb auf eine eingehende Darstellung der MFA-Ergebnisse

hier verzichtet wird.

Aufgrund des weitgehend unbekannten fiinfdimensionalen Bulk- bzw. zehndi-
mensionalen Oberflichenphasendiagrammes des thermischen Systems (5.3)—(5.19) er-
scheint die systematische Untersuchung perkolativer Eigenschaften des Systems ein
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yaussichtsloses Unterfangen“. Um das Phasendiagramm des zugrundeliegenden ther-
mischen Modells zumindest topographisch verfiighar zu haben, wird im folgenden
zunichst auf die Kopplungen der Bonds auf G, verzichtet (K(B) = 0). Zwar sind
diese auf dem separaten G, nun unkorreliert, doch werden via I;, Korrelationen des
Sitesystems auf G, transferiert. Die Vorteile dieser Wahl 148t die Graphenentwicklung

der Zustandssumme erkennen:

Zy = ZZ e—BHk({n},{c}) (5.20)
{n} {c}
P+ 3 L
= E e~ BMs({n}) H [ 1+e <ila> ] (5.21)
{n} @
= 5 (o] T | Ow- Mon T | - [T ] G20
Geg b ¢ Lie  bec  bése by
Sites Bonds Rand- freie
ine ine bonds Bonds
von ¢

mit den Abkiirzungen

v = & (5.23)
w = 52
gy = 14 el AR (5.25)
yE = 14el R (5.26)
2 = l+elt (5.27)

und der in der Graphentheorie iiblichen Nomenklatur. () unterscheidet die beiden
zu einem Bond b gehérigen Kopplungen I. Die auftretenden Produkte erfiillen die

formalen Identititen

=11 529)

b ¢ beEc
I =II1/cII-1I) (5.29)
bede i€c <jli> bc€c  bLEc
M=0/0-01) (5.30)
by E b ¢ bede
=IO-0/(00I0) (5.31)
E . b ¢ i€c<jli>

Relation (5.28) entspricht der Aussage, dal die Summe iiber die Bonds aller Cluster
gerade die Gesamtzahl der gesetzten Bonds ergibt, (5.29) bedeutet, dafl die Anzahl
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der Randbonds eines Clusters der Summe iiber alle Nichsten—Nachbarn der Sites des
Clusters vermindert um die auf diese Weise doppelt gezdhlten Bonds innerhalb des
betrachteten Clusters ¢ entspricht, und in (5.30) summieren sich die freien Bonds by
ohne Bindung an einen Site, die gesetzten Bonds b und die Randbonds aller Cluster
zur Gesamtzahl F der auf dem Gitter G moglichen Bonds. Eingesetzt in (5.22)
resultiert

Zx = [[+e%] - Zic({KFY T (5.32)

beE
mit der Zustandssumme
Zie = Y [ITw] - [IT IT » (5.33)
g'eg b ¢ i€c

fiir Gittergase mit Konfigurationsenergie gemif (5.3) und den effektiven Kopplungen
und Feldern

vt = y”f:;; (5.34)
b
,y(j)
wif = w; H 4N (5.35)
<jli> %

Fiir das homogene Bulksystem resultiert daraus die Reprisentation

: E
Zx = 1+ - Zra(K, L) (5.36)
(B) (B)
eKeﬁ' _ BK(S) (1 + CL +2I)(1 + CL ) (5 37)
- (1 4 eL®)+I)2 )
()N AN
off sy (14 e+

der Zustandssumme, und man stellt fest, daB sowohl das Bond-Feld L(B) als auch
die Interaktionskonstante I lediglich zu einer Renormierung der Gittergaskopplun-
gen und —Felder fiihren und so als externe Parameter redundant sind. Das vormals
gekoppelte System auf G U G, mit fiinf Parametern wird durch den K (B) — 0-Limes
auf G. in ein einfaches Gittergassystem mit nur noch zwei Konstanten {iberfiihrt.
Analog verifiziert man aufgrund der ,Lokalitit® der Transformation (5.34), (5.35)
fiir Oberflichensysteme eine Reduktion von zehn auf vier relevante Parameter. Das

Phasendiagramm fiir Gittergase wird iiber die Relation

Ze({KCH{LFCY) = [T] %] [ I &% | Z{E" L (L)) (5.39)
b %



140 5. Korrelierte Perkolation

il 1 it

I _ LG . I _ LG LG
<jli>

etabliert, die die Zustandssumme des Gittergases mit der des Isingmodells [A.15,

A.16, J.20]

- BHi({s}) = E KZI] 8; 85 + Z L,;I si 3 si€{-1,+1} (5.41)
<z,5> i

in symmetrischer Standardspindarstellung in Zusammenhang bringt. Fir letzteres

ist die Struktur des Oberflichenphasendiagrammes bekannt [F.1, F.5, F.6, F.8, F.9,

F.10, F.11, F.13]. Speziell in zwei Dimensionen reduziert sich das recht umfangreiche

wetting—Phasendiagramm auf die einfache Form aus Abbildung (5.4): Die Fluktuatio-

nen der eindimensionalen Phasengrenze sind so stark, dal der Rougheningiibergang

-1

Abbildung 5.4: wetting/drying—Phasendiagramm fiir das 2d-s.q. Isingmodell [F.1,
F.13]. Die dick durchgezogene Linie markiert fir Kl = K+ = K
den wetting/drying-Ubergang zweiter Ordnung.
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nach T = 0 gedridngt und so das ,layering“ des Gittermodells fiir alle T > 0 ausge-
schmiert wird. Auch der pre-wetting-Ubergang fehlt. Thermodynamische Singula-
rititen kénnen deshalb nur bei Koexistenz auftreten. Fiir das 2d—s.q.—System mit der
in Gleichung (5.41) implizierten (kurzreichweitigen) Néichste-Nachbar~Wechselwir-
kung der Stiarke ,3ij = Kfj = Kt fiir die Richtungen parallel bzw. senkrecht zur
Oberfliche und lokalem Oberflichenfeld BH} = L{ = L16(i € Eyp) erhilt man mittels
Transfermatrixmethoden [F.1] fiir alle 0 < T' < T einen wetting-Ubergang zweiter
Ordnung bei der durch

eZK"[ cosh(2K1) — cosh(2L;)] = sinh(2K*) (5.42)
gegebenen wetting—Temperatur Tjy. Insbesondere beobachtet man Ty — T¢ fiir
H; — 0, wobei T¢ iiber [J.20, J.21]

sinh(2K 1) sinh(2K1) = 1 (5.43)
festgelegt ist, BgHy — 1 fiir Tyy — 0%, sowie die Symmetrie beziiglich Hy, so daf§

(5.42) auch den drying-Ubergang bei Tp beschreibt. Bei Anniherung T' — Ty
divergiert die Dicke /., der Benetzungsschicht gemaf§

Unter der Mafigabe einer entsprechend dicken Benetzungsschicht ist der Ord-
nungsparameter des zu (5.41) gehérenden Oberflichensystems, die Magnetisierung

pro Gitterplatz als Funktion des Abstandes » von der Oberfliche
1

> li — i 5.45
< T W |Er1|riloo IEr, ,;EZE: < 52 ( )
= 2< 0y >y — 1, (5.46)

im Inneren der Schicht approximativ durch den Bulkwert m, = mp gegeben, und
die Existenz eines die Benetzungsschicht penetrierenden Perkolationsclusters ist im
K — oo-Limes beziiglich H, aus (5.2) auf die Behandlung der korrelierten Perko-
lation im Bulk zuriickgefiihrt. Dieses System ist in der Literatur weithin bekannt
[D.5, D.6, E.12, E.28, E.29]. Man erhilt das in Abbildung (5.5) dargestellte Phasen-
diagramm: AuBerhalb des Zweiphasengebietes separiert die Perkolationslinie pp, ¢ (T
die Phasenraumregion mit nur endlichen Clustern (links; kleine <n>) von der mit
unendlichem, perkolierendem Cluster (rechts; grofe <n>). Im Limes T' — oo oder
verschwindender NN-Kopplungen K(5) — 0 sind die Sites zufillig verteilt. Man
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reproduziert den Site—Perkolationslimes mit pp ¢ (T — 00) = pp,c = <N>3,, aus
Tabelle (4.1). Mit fallendem T bewirkt der steigende Einflu der NN-Kopplung
die Formation von Clustern, und pp c(T) nimmt ab. Aufgrund der in zweidimen-
sionalen Gittern auftretenden geometrischen Restriktionen ist eine Koexistenz von
unendlichen (4)- und (—)-Clustern ausgeschlossen. pp ¢(T) endet deshalb im kriti-
schen Punkt des Isingmodells. An diesem multikritischen Punkt werden magnetische
und perkolative Fluktuationen gleichzeitig kritisch. Diese Besonderheit bewirkt eine
Abweichung der kritischen Exponenten dieses Punktes von den auf dem Rest von
pB,c(T) geltenden Perkolationsexponenten aus Tabelle (4.1). Insbesondere zieht die
symmetrische Lage dieses Endpunktes nach sich, daf§ fiir Systeme im Zweiphasen-
koexistenzgebiet (z.B. wetting—Filme) die im Sinne (5.46) dichtere Phase mit positi-
ver Magnetisierung stets perkoliert, wéhrend die diinnere Phase unperkoliert bleibt.
In Anwendung der das MF-Ergebnis (5.16) erweiternden Aussagen aus Abschnitt
5.2 wird an der Grenze zwischen beiden Phasen P, = %(1+<m,>7.¢,) bis fast hin

zur Interfacelokation <m,>4,= 0 gelten und, bei entsprechend kurzreichweitigem

0 172 1
<n>

Abbildung 5.5: Phasendiagramm der korrelierten Perkolation fiir das 2d-s.q. Bulk-
system [D.6].
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Ubergang der Magnetisierung zum negativen Gleichgewichtswert, unterhalb dieser
Marge P, exponentiell auf null abfallen. Dieses Verhalten wird anhand von Compu-

tersimulationen im n#ichsten Abschnitt untersucht.

5.4 Computersimulationen zur korrelierten Perkolation
in Benetzungsschichten

Die Simulation des 2d-s.q. Perkolationsproblems bedingt zunéchst die Generierung
Ising-korrelierter Gitterkonfigurationen. In dieser Arbeit wird dazu ein Ising—Simu-
lierer auf Basis des Metropolis-Algorithmus [H.5] verwendet. Die Spinkonfiguratio-
nen werden in einem der Perkolationsroutine aus Abschnitt 4.2 angepafiten Multi-
spincoding verwaltet. Zur Minimierung der Relaxationszeiten und der durch den
Zufallszahlengenerator bedingten Korrelationen wird das Gitter statt linear im be-
kannten Schachbrettmuster abgearbeitet. An den Systemrindern werden periodische
Randbedingungen in z—Richtung und freie Randbedingungen in 2-Richtung ange-
bracht. Unter Standardsimulationsbedingungen werden sowohl fiir die 1000 x 1 000-
als auch fiir die 10 000 x 100-Systeme zunéchst 10 000 MCS zur Thermalisierung (ohne
Auswertung der Konfigurationen) simuliert, und wéhrend der anschlieBenden Mitte-
lungsphase iiber weitere 10000 MCS wird die Simulation alle 100 MCS angehalten,
um die erzeugte Spinkonfiguration zur Clusterauswertung an die Perkolationsroutine
aus Abschnitt 4.2 zu iibergeben. Dabei interpretiert diese (+)-Spins als gesetzte
und (—)-Spins als freie Gitterplitze, weshalb im weiteren <n> im Sinne von (5.46)
synonym fiir <m> verwendet wird. Auf diese Weise werden pro Parametersatz 100

unabhingige Konfigurationen zur Mittelung bereitgestellt.

Zur Erzeugung von Schichtsystemen werden die antisymmetrischen Oberflichen-
felder 0 < H; = —Hj_ an den freien Rindern in z-Richtung angelegt, so daf§ die
Oberfliche bei » = 0 die (+)-Spins bevorzugt, die ggf. dort eine Benetzungsschicht
aufbauen. Ohne Bulkfeld gelten die gleichen Aussagen auch fiir die (—)-Spins nahe
der Oberfliche bei r = L, — 1, und der Ubergang von (+) zu (=) vollzieht sich aus
Symmetriegriinden in der Systemmitte. Die Simulation startet deshalb mit einem
scharfen Magnetisierungskink bei r = —I’EL Legt man ein negatives Bulkfeld Hg < 0
an, so wird durch diese Symmetriebrechung die Minusphase preferiert. Sie breitet
sich auf Kosten der Plusphase aus und dringt diese an die Oberfliche bei » = 0 ab,

wo sich bei betragsm#fig geniligend schwachem Hp im Gleichgewicht eine Doméinen-
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wand entwickelt. Als Startkonfiguration wird in diesen Fillen ein scharfer Kink bei

r & 20 vorgegeben.

In Abbildung (5.6) ist die Situation fiir Hg = 0, H; = 0.5 und die Temperatur-
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0.0
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Hy =0.00
H, =050
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1000
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T/Te =110
0.5 o ‘ﬂ
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Abbildung 5.6: In (a)—(c) sind mittlere Besetzungszahl <n,> und Perkolationsord-
nungsparameter P, als Funktion des Abstandes r von der Oberfli-
che in der Solphase bei Annéherung an den multikritischen Punkt
dargestellt. Der cross—over zum algebraischen Zerfall ist in (d) dop-

pellogarithmisch geplottet.
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folge % € {1.20,1.10,1.05} dargestellt. Wegen T' > T ist der bereits nach wenigen
Gittereinheiten erreichte Bulkwert der Magnetisierung mp = 0, d.h. ng = %, und

die darunter eingezeichneten Profile des Perkolationsordnungsparameters P, zeigen
alle den die Solphase charakterisierenden Abfall auf den Bulkwert Pg = 0. Bei
Anniherung an Tc nehmen mit den Fluktuationen auch die Korrelationen (§7) des

Spinsystems zu. In gleicher Weise ndhert man sich auf dem gewéhlien T-Pfad aber

auch dem Perkolationiibergang, woran das Anwachsen perkolativer Korrelationen

0.0
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f
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i
i
0.5 .............................
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Abbildung 5.7:

Darstellung der Entwicklung von mit-
tlerer Besetzungszahl <n,> und Per-
kolationsordnungsparameter P, als
Funktion des Abstandes r von der
Oberfliche im Zweiphasengebiet bei
Anndherung an den multikritischen
Punkt.
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(¢£p) gekoppelt ist. Der zunéchst rein exponentielle Zerfall von P, wird immer lang-
reichweitiger und kreuzt nahe Tx zu einem algebraischen Abfall iiber. Aufgrund der
deutlich sichtbaren Ubertragung der Fluktuationen in <n,> auf P, ist zu erwarten,
daB entlang der gewahlten T-Linie £p > &5 ist. Das Spingitter ist fiir das Perkolati-
onssystem ,iiberschaubar®, und der Perkolationsordnungsparameter P, nimmt in der
Ebene E, des Isinggitters einen Anteil o 7~#P/¥P in Anspruch. Das Isinggitter selbst
diinnt o r~P1/¥I aus, woraus insgesamt ein Zerfall P, oc r—(8p/vP+hr/v1) resultiert.
Die doppellogarithmische Auftragung in Abbildung (5.6d) bestéitigt diese Hypothese.

Mit - € {0.80,0.90,0.95} und Hp = 0, Hy = 0.5 befindet man sich im Zwei-
phasengebiet. Die Symmetrie der Anordnung forciert die Entwicklung einer wetting—
und drying-Schicht, die in der Systemmitte ineinander iibergehen. In Abbildung
(5.7) sind die zu den verschiedenen T-Werten simulierten Magnetisierungsprofile auf
den jeweiligen Wandort verschoben eingetragen. Handhabung und Sortierung sol-
cher Wandprofile ist in [J.1] ausfiihrlich beschrieben. Die Plateaus reproduzieren
sehr genau den Bulkwert [G.1, J.20]

1 5
mp = |1 sinh?(2K ) sinh?(2K L) | ’ (5.47)
und die Breite des Uberganges skaliert mit der Korrelationslinge ¢7 [J.6, J.7]. Der
Anteil an (+)-Spins der Ebene F,, die zum Oberflichencluster gehéren, P, folgt
entsprechend den MFA-Prognosen aus Abschnitt 5.2 zunichst der mittleren Bese-
tungszahl <n,> an (+)-Spins, P, & <n,>, und fillt dann spitestens ab <n,> = %

exponentiell auf null ab.

Um speziell das Verhalten des Perkolationsordnungsparameters an langsam zer-
fallenden Magnetisierungsflanken zu untersuchen, ohne jedoch immer niher an den
kritischen Punkt des Isingsystems heran zu miissen, wird im folgenden von der fla-
cheren Form des Magnetisierungsprofils <m,>4;, und der damit einhergehenden
Divergenz der Gleichgewichtslage l, der wetting-Interface im Falle des ,,complete
wetting“ Gebrauch gemacht, indem ein kleines, aber endliches, negatives Bulkfeld
Hg < 0 angelegt wird, das die Plus-Minus-Symmetrie bricht und die Wand an die
r = 0-Oberfliche driickt. Abhingig von der (T, H;)-Kombination bleibt im Limes
Hp — 0~ dann .4 < 00, falls (T, H1) in der non—wet-Region des Phasendiagrammes

(5.4) liegt, bzw. ¢, divergiert gemis [F.2]
legg < (—HB)—% i Hp—07, (5.48)

wenn (T, Hy) in der wet-Region von Abbildung (5.1) zu liegen kommt.
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Hy =-0.001

<n> T/Te= 0.900
P,
©:H,; =1.00
O: H, = 0.43

A:H, =030

Abbildung 5.8: Profile der mittleren Besetzungszahl <n,> und Perkolationsord-
nungsparameter P, nahe der Oberfliche oberhalb, am und unterhalb
des kritischen Oberflichenfeldes Hy g, =~ 0.43.

In der Simulation von 10000 x 100-Systemen wird Hg = 0.001 bei 7' = 0.90 T
fest eingestellt. Der mit dieser Temperatur im Bulknullfeldlimes assoziierte kritische
Wert H; . des Oberflichenfeldes berechnet sich aus Gleichung (5.42) zu Hy z» = 0.43.
Die gewonnenen Magetisierungs— und Perkolationsprofile sind in Abbildung (5.8) fiir
H; =030 < Hygr, Hi = 043 = Hy g, und Hy; = 1.00 > Hy, aufgetragen. Auch
hier bestitigt sich weitgehend das Bild von P, ~ <n,>, solange <n,> > % und

anschlieSendem rapidem Zerfall ab <n,> ~ 1.

Nun gestattet der funktionale Verlauf von P, nur wenig Einsicht in die perkola-
tiven Eigenschaften eines wetting—layers. Zunichst ist klar, da8 die starke Asymme-
trie der Lineardimensionen der Benetzungsschicht eine Unterscheidung von lateraler
Oberflichenperkolation mit L, = 10 000 und transversaler Schichtperkolation von der
Oberflache bis zum mittleren Wandort bei lo; < L, = 100 bedingt. Aufgrund der ge-
ringen Dicke der Schicht kann das System mittels weniger ,real space renormalization
group“~Schritten (RSRG) [D] auf ein eindimensionales Perkolationssystem zuriick-
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Abbildung 5.9: Charakteristische Oberflichenclusterkonfigurationen am Ende der
Simulationen zu Abbildung (5.8) einschlieSlich drei- und neunfacher
AusschnittsvergroBerungen. (a): Hy = 0.30, (b): H; = 0.43, (c):
H; =1.00.

gefiihrt werden, dessen kritische Besetzungskonzentration pg ¢ = 1 ist. Somit kann
die Oberfliche nur im Limes H; — oo perkolieren. Bei endlichem H; koexistieren
separate Oberflichencluster, die unabhéngig voneinander in den Bulk wachsen. Diese
Situation ist in Abbildung (5.9) fiir die Endkonfigurationen der Profile aus Abbildung
(5.8) visualisiert. Im jeweils obersten Bild ist das gesamte 10000 x 100-System mit
periodischen Randbedingungen in z-Richtung, in drei Teile zerschnitten, iiberein-
ander gezeichnet. Der Abstand der einzelnen Ebenen spiegelt im gleichen Ma8stab
die 2—Ausdehnung des Systems wider. Die darunter aufgeficherten Vergréflerungen
zeigen einen typischen Systemausschnitt in drei— bzw. neunfacher Auflésung. Ex-
emplarisch verifiziert man sofort das obige RSRG-Argument, wonach es keine in
z-Richtung durchperkolierenden Oberflichencluster, sondern nur separate, endliche
Oberflichencluster gibt.
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Abbildung 5.10:

layer-Perkolationsgrad R(*) als Funk-
tion des Oberflichenfeldes H;. Das Mi-
nimum wird bei H; =~ 0.45 > Hj ;, an-
genommen.

Abbildung 5.11:

Mittlere Anzah! der Cluster pro Ober-
flichengitterplatz als Funktion des
Oberflichenfeldes Hi.

Der Anteil dieser Cluster, die bis zum mittleren Wandort — definiert durch den
Nulldurchgang des Polarisationsprofils <m,>4, = 0 — vordringen, bestimmt den
layer-Perkolationsgrad R(®). Er ist in Abbildung (5.10) gegen H; aufgetragen. In-
nerhalb der non-wet-Region des Phasendiagrammes (5.4) ist die Benetzungsschicht,
auch bedingt durch die grolen Absténde zwischen den einzelnen Oberflichenclustern
(vergl. (5.9a)), so schmal, dafl quasi jeder Oberflichencluster die Interface-Marke
erreicht. Mit Anndherung an Hyz, ~ 0.43 wachsen die Fluktuationen der lokalen
Spinkonfiguration um den mittleren Wandort. Man beobachtet zunehmend Cluster,
die deutlich iiber den mittleren Wandort hinausreichen und somit zu R(®) beitragen,
und parallel dazu auch immer 6fter solche, welche die Interface-Marke nicht mehr
erreichen, also nicht mehr zu R(*) beitragen kénnen (vergl. Abbildung (5.9b)). R()
sinkt. Oberhalb Hj . wird dieser Prozefi durch die Angliederung kleiner und klein-
ster Cluster an groBe schlieBlich kompensiert. R(*) durchliuft ein Minimum (hier bei
H; =~ 0.45) und steigt wieder an. Im Limes grofler H; iiberleben nur noch Cluster
grofler Basisldnge in der Oberfliche und entsprechenden Fluktuationen bis hin zum
mittleren Wandort, so da hier faktisch jeder Cluster durch die Benetzungsschicht
perkoliert (vergl. Abbildung (5.9¢)). R(%) strebt wieder gegen eins. Existenz und
Lokation des R(*)-Minimums indizieren fiir Hg — 0~ Existenz und Lokation des

wetting-Uberganges.
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Abbildung 5.12: Abbildung 5.13:
Mittlere Basisldnge pro Oberflichengit- Mittlere Anzahl der Sites in Oberfli-
terplatz als Funktion des Oberflichen- chenclustern als Funktion des Oberfli-
feldes Hj. chenfeldes H; in absoluter Auftragung.

Im Gegensatz zum layer—Perkolationsgrad R sind die mittlere Anzahl der Clu-
ster pro Oberflichengitterplatz K(?), die mittlere Basislinge pro Oberflichengitter-
platz B®) und die in allen diesen Oberflichenclustern insgesamt vereinte Anzahl
der Sites S(*) monotone Funktionen des Oberflichenfeldes Hy. Die GréBen sind in
den Abbildungen (5.11)-(5.13) dargestellt: K(?) fillt monoton auf L7! ab, was im
Limes grofler H; auf einen einzigen, die gesamte Oberfliche iiberdeckenden Cluster
hinweist. Dies wird durch die sich parallel entwickelnde asymptotische Konvergenz
von B(®) gegen eins gestiitzt. Beide Resultate werden als Bestitigung des obigen
RSRG-Argumentes gewertet. Auch die fiir das simulierte 10 000 x 100-System abso-
lut aufgetragene Anzahl der Sites in Oberflichenclustern konvergiert von unten gegen
einen Grenzwert, der durch die mittlere Dicke des wetting—layers gegeben sein sollte,
die wiederum eine Funktion des externen Feldes Hp ist, so da8 zumindest aus S
bei Hg — 0~ die Lage des wetting—Uberganges extrahierbar sein sollte. Bei dem
betrachteten endlichen Hp = —0.001 scheint jedoch keine der Groflen sensitiv fiir

den wetting-Ubergang zu sein.






Kapitel 6

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird der Gelationsprozef in der Nihe von Oberflichen
auf Basis halbunendlicher Perkolationsmodelle theoretisch untersucht. Dazu wird
in Kapitel 3, auch zwecks Generierung analytischer Aussagen, zunichst eine Mean—
Field-Approximation des Bondperkolationsproblems durchgefiihrt, deren strukturelle
Ergebnisse fiir den Ordnungsparameter und die mittlere Clustergréfie dann in Ka-
pitel 4 mit denen einer direkten Computersimulation verglichen werden. Kapitel 5
beleuchtet die Redundanz des Perkolationsordnungsparameters korrelierter Perko-
lationssysteme auf Mean-Field—Niveau sowie einige perkolative Eigenschaften von

zweidimensionalen Ising—korrelierter Benetzungsschichten.

6.1 Oberflichensysteme

Im Bereich grofiler Raumdimensionen d > d¢ = 6 ist das Phasendiagramm des
halbunendlichen Perkolationsystems zum analytisch exakt bestimmten Mean—Field
Phasendiagramm aus Abbildung (3.4) isomorph. Die fiir die einzelnen Phasen ana-
lytisch berechneten Approximationslésungen des Ordnungsparameters sind monoton
und konvergieren gleichmiBig gegen null, wenn man sich den Phasengrenzen zweiter
Ordnung, s und o, bzw. dem multikritischen Punkt sb ndhert. Auch das cross—over—
Verhalten mit rein algebraischem Zerfall r=% am aufergewShnlichen Ubergang e
vollzieht sich beziiglich der Phasenraumparameter in stetiger Weise (vergl. Abschnitt
3.7). Die Addquatheit dieser Approximationslésungen mit den exakten Iterationser-
gebnissen des kompletten, nichtlinearen Systems rechtfertigt deren Verwendung zur

Herleitung analytischer Losungsstrukturen fiir die mittlere ClustergréBe in Abschnitt
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3.8. Sie weisen in der gewohnlichen Phase ein Maximum auf, dessen Lage in den Bulk
divergiert, wenn man sich der speziellen Phase ndhert. In Teilen von Oberflichen-
phase und aufergewdhnlicher Phase existieren Profile der mittleren Clustergréfe mit
einem Minimum, das bei Anndherung an den Oberflicheniibergang ebenfalls in den
Bulk divergiert (vergl. Abbildung (3.16)). AufBlerhalb dieser Gebiete sind die Profile
monoton. Asymptotisch erreichen sie ihren Bulkwert oc e~/¢, falls der Ordnungs-
parameter ortsunabhingig ist, und o 7 e~"/¢ sonst (vergl. Abbildung (3.14)). Eine
detaillierte Aufschliisselung der in den Phasenraumgebieten vorkommenden Struktu-

ren ist in Abbildung (3.13) visualisiert.

Das Phasendiagramm des Oberflichensystems hat in drei Dimensionen die
gleiche Topographie wie das Mean—Field-Phasendiagramm, doch kann die Lage der
Ubergangslinien bisher ausschlieflich auf Basis von Computersimulationen bestimmt
werden. Dazu wird in der vorliegenden Arbeit zunichst ein auf die Simulation grofler,
dreidimensionaler Modelle ausgerichteter, laufzeit— und speicherplatzoptimierter Al-
gorithmus entwickelt (vergl. Abschnitt 4.2), womit im Rahmen von Simulationen
mit bis zu 10!° Teilchen inklusive Finite-Size~Scaling der Verlauf von Bulk- und
Oberflicheniibergang bestimmt wird (vergl. Abbildung (4.11)). In der Umgebung
einer asymptotisch definierten speziellen Phase sind die Profile des Ordnungspara-
meters nicht monoton, sondern durchlaufen ein relativ ortsfestes Minimum. Abseits
dieser Region sind die Profile monoton und entsprechen den gefundenen Mean-Field—
Strukturen. Insbesondere der cross—over am aufergewéshnlichen Ubergang produ-
ziert einen algebraischen Zerfall o T (vergl. Abbildung (3.9)). Demgegeniiber
weist die mittlere Clustergréfe eine gréfere Vielfalt an Strukturen auf. So findet
man z.B. in der unperkolierten bzw. auBergewohnlichen Phase zusétzliche Profile mit
Oberflichenminimum. Weiterhin divergiert in der gewohnlichen Phase bei Ann&he-
rung an die spezielle Phase entgegen den Mean-Field-Prognosen die Lage des Maxi-
mums nicht in den Bulk, sondern verschwindet schon vorher. In der Oberflichenphase
ist die Mean-Field-Struktur erhalten. Die Lage des Minimums divergiert mit dem
Exponenten 3+ in den Bulk (vergl. Abbildung (4.15)) und am aufergewéhnlichen
Ubergang wird der cross-over zum algebraischen Anstieg der mittleren ClustergroBe
« rv gefunden (vergl. Abbildung (4.14)). Aufschliisse tiber die Ursachen dieser
Formen liefern die in Abschnitt 4.8 ausfiihrlich diskutierten Untersuchungen zur Clu-

sterverteilung.
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Oberflichensysteme in zwei Dimensionen haben weder eine Oberflichenphase
noch einen auergewshnlichen Ubergang [E.4]. In dieser Arbeit durchgefiihrte Com-
putersimulationen mit bis zu 101! Teilchen haben gezeigt, daf fiir Ordnungspara-
meter und mittlere Clustergréfe die Aussagen des dreidimensionalen Systems, so-
weit sie die im zweidimensionalen Modell vorhandenen Phasen betreffen, weitgehend
iibernommen werden kénnen. Abweichend fallen z.B. bei den Simulationen zur Clu-
sterverteilung in Abschnnitt 4.8 die Uberkreuzungen der Profile zu verschiedenen
Clustergréfen auf. Dies hat zur Folge, dafl in der Nahe der Oberfliche Sites aus Clu-

stern ,mittlerer“ Grofle seltener sind als solche aus kleineren oder grofieren Clustern.

6.2 Klassifikation ortsabhingiger Besetzungskonzentra-
tionen

Eine analytische Klassifikation ortsabhingiger Besetzungskonzentrationen
erfolgt unter Verwendung allgemeiner Eigenschaften von Mean-Field-Theorien halb-
unendlicher Modelle in Abschnitt 3.14. Fiir Stérungen der Bulkbesetzungskonzentra-

tion, die asymptotisch wie A r~ variieren, unterscheidet man am auflergewdhnlichen

Ubergang drei Regime:

irrelevante Storungen (o > 1) : Alle Stérungen, die asymptotisch schneller als
P zerfallen, generieren am auflergewshnlichen Ubergang einen mit r—% abfallen-
den Ordnungsparameter. Die strukturellen Eigenschaften des Ordnungsparameters
in der Nahe des auBergewohnlichen Uberganges sind fiir alle Elemente dieser Klasse
der als kurzreichweitig eingestuften Stérungen durch die in Abschnitt 3.7 behandel-

ten cross—over—Phinomene beschreibbar.

relevante Storungen (o < 1) : Langreichweitige und somit langsamer als 1% zer-
fallende Storungen bewirken eine Modifikation des asymptotischen Verhaltens des
Ordnungsparameters. Er zerfillt o« r—#%, Die Amplitude A der Stérung separiert
die Subregime A < 0 und A > 0.

marginale Storungen (o = —11;) : Storungen, die asymptotisch gerade wie P77 zer-
fallen, bilden die Grenze zwischen obigen Regimen. Der Ordnungsparameter zerfillt
mit dem Exponenten fa = g Es existiert eine kritische Storungsamplitude Ac,
welche die Subregime A < A¢g, A = A¢c und A > Ac separiert. Innerhalb des Sub-
regimes A = Ac erféhrt der algebraische Abfall des Ordnungsparameters noch eine

logarithmische Korrektur.
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Diese iiber die Selbstkonsistenzgleichungen allgemeiner Mean-Field—Theorien erhal-
tene Klassifikation weist die gleichen Regime auf, wie sie mittels Renormierungs-
gruppenargumenten [D.2, D.3] gefunden werden. Auch hier ist lediglich die Asymp-
totik der Besetzungskonzentrationen, nicht jedoch der spezielle Verlauf nahe der
Oberfliche, fiir die Klassifikation mafigebend. Zusitzlich zur Renormierungsgruppe
liefert die Mean-Field-Approximation Exponenten und Amplituden des Ordnungs-

parameters und aller daraus ableitbaren Grofien.

In Abschnitt 3.15 wird das cross—over—Verhalten des Ordnungsparameters in
der Umgebung des auergewohnlichen Uberganges analysiert. Zunichst ist durch die
Ortsabhingigkeit der Besetzungkonzentration eine zweite Lingenskala definiert, die
mit der systemimmanenten Korrelationslinge um die Rolle der cross—over-Lénge zum
exponentiellen Zerfall konkurriert. Innerhalb des dadurch festgelegten Bereichs des
algebraischen Zerfalls des Ordnungsparameters steuert eine zweite cross—over-Léinge
den Wechsel vom schnelleren zum langsameren, asymptotisch relevanten algebrai-
schen Zerfall des Ordnungsparameters, der im Rahmen des berechneten effektiven
Exponenten erfafft werden kann. Das gesamte cross—over-Szenario ist in Abbildung

(3.17) dargestellt.

In Abschnitt 4.9 wird anhand ausgiebiger Simulationen in zwei und drei

Dimensionen die Ubertragbarkeit obigen Szenarios nachgewiesen.

6.3 Korrelierte Perkolation

Mittels graphentheoretischer Methoden wird eine neue, allgemeine Darstellung der
Erzeugenden der Perkolation und der daraus ableitbaren physikalisch relevanten Ob-
servablen fiir korrelierte-Site—korrelierte-Bond—Perkolation entwickelt. Aus der Fak-
torisierungseigenschaft von Produkterwartungswerten auf Mean—Field-Niveau wird
die Aquivalenz des Perkolationsordnungsparameters zur Teilchenzahlkonzentration
extrahiert (vergl. (5.16)). Es findet kein separater Perkolationsiibergang statt, und

der Mean-Field—Ordnungsparameter ist redundant.

Die Spezifikation des generellen Modells durch die Wahl Ising—korrelierter Sites
und freier Bonds, die via Produktkopplung mit angrenzenden Sites wechselwirken,
fiithrt im Rahmen einer Graphenentwicklung auf ein effektives Isingmodell und somit
auf das Problem der korrelierten Perkolation in Benetzungsschichten. Die Simula-
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tion in zwei Dimensionen zeigt, ohne externes Feld, im Zweiphasengebiet stets eine
perkolierte und eine unperkolierte Schicht im Gleichgewicht. Auflerhalb des Zwei-
phasengebietes ist die Solphase durch einen Abfall des Ordnungsparameters auf null
charakterisiert, der mit Anndherung an den multikritischen Punkt aufgrund zuneh-
mender Korrelationen im Spinsystem immer langreichweitiger wird und zu einem
algebraischen Zerfall mit einem Exponenten bei -fJI- + ‘gﬁ tiibergeht. Im schwachen
externen Feld bildet sich eine diinne Benetzungsschicht nahe der Oberfliche, deren
strukturelle und perkolative Eigenschaften in den Abbildungen (5.8) ff. untersucht
werden. Wihrend der layer—Perkolationsgrad ein Minimum nahe dem kritischen
Oberflichenfeld ausbildet, scheinen z.B. mittlere Clusterzahl oder Oberflichenclu-

sterbasislinge nicht sensitiv fiir den wetting—Ubergang zu sein.
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Anhang A

Programme

Auf den folgenden Seiten sind die C-Source-Codes der in der vorliegenden Arbeit
verwendeten Simulations— und Sortierfunktionen sowie die darin benutzten Macros
aufgelistet. Der dem Programm zugrundeliegende Algorithmus ist in Abschnit 4.2
skizziert. Seine Umsetzung in den Programmteilen main(), site() und array-sort()

ist durch die eingefiigten Kommentare selbsterkldrend:

main() umfaflt das Hauptprogramm, in dem die Variablen initialisiert, die Ite-
rationen gesteuert und die Ergebnisse ausgegeben werden,
site() ist die in Abschnitt 4.2 skizzierte rekursive Clusterfunktion, die das

Gitter durchlduft und die einzelnen Cluster generiert, und
array-sort() organisiert die speicherplatzoptimierte Sortierung grofier Datenmengen
auf Basis linearer Arrays.
Die Rekursion wird in site() blockweise abgebrochen, die Abbruchsorte in den codier-
ten Koordinaten koord_z, koord_y sowie koord_z verwaltet, und nach auslaufen der

Rekursion wird sie in main() mit diesen Startkoordinaten sukzessive wieder gestartet.

Die Macro—Représentation des Zufallszahlengenerators sowie der Bitmanipula-

tionsoperatoren sind in den Kommentarheadern erklért.

Zur Laufzeitoptimierung sind die Registervariablen explizit gesetzt, so dafl bezgl.
der Registerorganisation ein Eingreifen des automatischen Optimierers unterbleiben

sollte.
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# include <math.h> main(}
% include <stdio.h>
# include <limits.h> /- */
# include <malloc.h> A »/
/* Hauptprogramm zur Initialieierung und Iteration der Jite-Perkolation =/
/e =/
/o —=~en Lade Array-Sortier-Struktur ----- ./ /%« auf dem 3d-s.c. Gitter mit ortsabh”angiger Bssstungskonzentration p.r */
Al »/
# include "d_array_vert.s" /" s/
/e */
/o ammmm Macro - Bitmanipulationsfunktionen laden =-=-- ./ /e Scriptgesteusrste Substitution Préap Hacros ./
I */
# include “bitdefs.h* /e */
Al s/
/5 - Macro ~ Zufallszahlengensrator laden ~---- »/ /% Optisierung f™ur R4000/SGI: cc =02 -mips2 ./
/e 174
# include "random.h* Iz «/
/e ./
/4 ==m—n <const> - Werte 2"ur den globalen Gebrauch ----- s/ /+ (¢) Martin Abel ; Varsion v1.0 ; 13.02,1995 »/
I/ ./
# define ANZ X 10000L /# Lin. Dis. in X-Richtung */ /= »/
# define ANZY 10000L /¢ Lin, Dim, in Y-Richtung »/
# define ANZ_Z 10000L /% Lin. Dim. in Z-Richtung */ {
N Tegister unsigned long int
# define ITHAX 100UL /% Max. Iterationszahl -/ i.,3.k, /¢ Koordinaten-Laufvariablen »/
it , /% Iteraticns -Laufvariablen »/
# define RESTART_X 84UL /% Max. Rex. in I-Richtung ¢/ help , &k ; /= Hilfevariable »/
# define RESTART.Y 64TL /¢ ¥az. Rex. in Y-Richtung */
# define RESTART.Z 64U /e Max. Rek. in Z-Richtung ¢/ void
site() ; /% Rekursive Clusterfuartion »/
# define BITS 5UL /% BITS = log.2(bits von UL) &/
# define GITTER Z ( bit_div(ANZ_Z,BITS) + (bit_mod(ANZ_Z,BITS)71UL:0UL) ) struct Array_Sort
s«Cluster_Vert , /%= Sort. Clustergro\3enarraye/
/9 =emen BIT-Variablen zur K cherung in <*koord> —---- ./ sarray_sort(} ; /¢ Sortiertunktion ./
# define SHIFT_X oUL /% Shiftkonst. 2. <skoord x> o/
# define SHIFT Y 100L /= Shiftkonst. f. <ekoord.y> ®/ - o/
# define SHIFT.Z 2000 /e Shiftkonat. £, <skoord_z> »/ o/
o/
# define MASK X 102301 /% = = koord[)>>(X) & KASK.X &/
# define MASK Y 10230L /¢ 3 = koord[I>>(Y) & MASK.Y o/
# define HASK_Z 40950L /* z = koord[1>>(2) &k HASK.Z »/ /* Besstzungskonzentration als Funktion von z=k abspeichera s/
/v —-=-= BOOL’sche Variablen -=--- / for( k = OUL ; k <= AN2_Z ~ (UL - k ; k++ )
{
& define FREL ouL. /+ Gitterplatz unber“uhrt s/ plk] = PROBAB( W_RULK + (W_SURF-W_BULK)spow((double) (k+1UL),EXPD) ) ;
# define BEFRAGT '  1UL /¢ Gitterplatz berfubrt &/ plANzZ.Z - (UL - k1 = p(x} ;
}
/% == Lade Macro - Hilfsfunktionen ----- ./
/% Speicherplatzallocierung £*ur Abbruchkcordinatenarrays «/
# define PROBAB( p ) (unsigaed long int)( 2147483647.0 = (p) + 0.5 )
index.z = OUL ;
# define min(x , y ) (@ <N?@:() index_y = OUL ;
# define max( x, y ) (<M ?2: ) index_z = OUL ;
/o —e=m= <static> - Variablen f*ur den globalen Gebrauch ----- s/ koord_x = (unsigned lomg inte)malloc( sizeof(unsigned long int) ) ;
koord.y = (unsignsd long ints)malloc( sizeo?(unsigned long iat) )
static unsigned long int koord.z = (unsigned long inte)malloc( sizeof (unmigned long int) ) ;
ClusterNr = 10L , /« iktuelle Clusternuamer  */
ClusterGr = OUL , /% Aktuslle Clustergr®o\3e */ 1£( koord.z == WULL || Xoord_y == NULL || koord.z == NULL )
Percitat = QUL ; /% Perkoliert == UL */ {
print2( = Speicherplatzallocierung ven\n® ) ;
static unsigned long int priste( * <+koord_z>\n" )
Gitter [CITTER_Z] [ANZ_Y) [ANZ2_X}; /« Aktuelles Gitter «/ printe( * <skoord_y>\n* )
printt( * oder <skoord_z>\n" )
atatic unsigned long int printf( = fehlgeschlagen) Ao ) g
{ndex.x , /¢ Anz, Elemente <tkoord 1> */
index.y , /¢ Anz. Elemente <ekoord_y> */ oxit( 1) ;
index.z , /¢ inz. Elemsnte <skoord.z> */ }
wkoord.x , /+ Abbruchkoordinate (bin"ar)s/
*koord y o /« Abbruchkeordinate (bin*ar)s/ /= Initialisiere <aCluster_Vert> ¢/
skoord z ; /# Avbruchkoordinate (bin“ax)e/

Cluster_Vert = WULL ;
static unsigned long int

plaNz_z} ; /+ Besetzungskonzentration e/ /* Zufallszahlengenerator initislisieren #/
static doubls needy( 9876543210L )
plaNz 2} ; /+ Ordnungsparaneter (zsk) ¢/
/* ./
AR ITHAX Iterationen =-—-- «/
14 ./

for( it = OUL ; it < ITHAX ; it++ )
{

/+ Initialisiers <Gitter(k)(j1{i]> i=1,2,...,ANZ_X-1 =/
In 1e1,2

I

/¢ gemn"a\3 dem Code:

/% <Gitter(k](jl[i)> = FREI venn unbenutzt s/
/% <Gitter(x](j3[i)> = BEFRAGT venn benutzt */

for{ k = OUL ; k < GITTER.Z ; k++ )
for( § = OUL ; j < ANZ.Y ; j++)
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for{ 1= OUL ; 1 < ANZ.X ; i#+)
Gitter(x] [§I[1) = FREL ;

/% Durchlaufe 3-dim. Gitter um Clustervarteilung zu bestimmen ¢/

for( k = OUL § k < ANZ_Z ; k++ )
for( j = OUL ; j < ANZ.Y ; j++ )
for( 1 = OUL ; i < ANZX ; i++)
if( bit_test( Gitter{bit_div(k,BITS}](§1[i)\
, bit_mod(k,BIT8) ) == FREI }
{
PercStat = OUL ;
index.x = OUL
index.y = OUL
index.z = OUL ;

site( (k<<SHIFT.2) + (J<CSHEIFT.Y) + (i<<SHIFT_X) ) ;
/# Wurde ein Abbruch gemeldet? =/
vhile( {ndex_x || index_y || index_z)

(/- Zuerst Streifen parallel zur Dberfl"ache &/

for( b = OUL ; h < index_x ; het )
{
/+ Rekursion molangs visder aufashaen, ¢/
/# bls kein Abbruch mehr gemeldet vird| »/

1£( bit_test(Gitter\
[bit_div(koord_x(h)>>SHIFT_ZEMASK_Z,BITS)J\
Croord_x (h1>>SHIFT_YAMASK_Y\
(koord_x[n]>>SHIFT_XEHASK_X}\
» bit_sod(keord_x (R}>>SHIFT_Z4MASK_Z,BITS) )\
== FREI )}
site( koord_x[h} } ;
}

index.x = OUL ;
for( h » OUL ; h < index_y ; h++ )
{

/% Reiursion solange viseder aufnehmen, «/
/* bis Xein Abbruch mehr gemeldet wird| =/

12¢ bit_test(Gitter\
[bit_div(xoord_y(h)>>SHIFT_ZAMASK Z,BITS))\
[xoord_y[h)>>SHIFT_YAMASK_YI\
Dxoord_y (h]>>SHIFT_LEMASK X\
. bit.mod(koord_y [h]>>SHIFT_ZEMISK_Z,BITS) )\
== FREI )
aite( koord_y(h} ) :

index.y = OUL ;
/% Gebe zua n"achaten Streifen! */
help = index_z ;
for( h = OUL ; h < help ; h++ )
{

/% Rekursion selange wieder sufnehmen, »/
/% bis kein Adbruch mehr gezeldet wird! »/

if( bit_test(Gitter\

[bit_div(koord z[h]>>SHIFT_2&MASK_Z,BITS)]\
Droord_z W] >>SHIFT_YAMASK_Y]\
Dkoord_z [h]}>>SRIFT_XRMASK.X]\

, bit_mod(keord. z[h]>>SHIFT_ZAMASK_Z,BITS) )\

== FREI )

site( koord_z(h] ) ;

/¢ LU"osche bereits abgehandelte Startverte »/

for( b = help ; h < index_z ; h#+ )
koord.z(h-help] = koord z(h] ;

index.z == help ;
}

i2( k == OUL &k PercStat ==~ 1UL )}
/+ Perkolisrender Cluster wurde gefunden s/

print2( *Perkoliert %u : Nummer = ¥u , Gr*o\3e = Yula"
» it , ClusterNr , ClusterGr ) ;

PercStat = OUL ;
}

if( ClustexGr > OUL )

/e Es vurde virklich ein Clust:

erzeugt */

/= Sortiere Clustergr”o\3en aufsteigend =/

Cluster_Vext = array_sort{ Cluster_Vert
» ClusterGr , 10L ) ;

/% R"ucksatzen der Werte! #/

ClustexGr = OUL ;

Clusterir++ H
}
}
}
/= o/
76 mmenn Ausgabe der Exgabnisse ~---- »/
s ./

/% Ausgabe des Ordnungsparaneters ¢/

for( k = QUL ; X € AKZ_Z ; ke+ )
print2( "P( %u ] = ¥x\n", k , P(k]/(double) (ANZ_IeANZ_Y+ITHAX) ) ;
printf( "\n\n" ) ;

/+ Ausgabe des sortierten Cluster-irrays ¢/

print£( "Clusterverteilung: (X,Y):PBC; (Z):FREIE RB\a\n\n" ) ;
printe( * gr"o\3e <> H*aufigkeit\n\n" ) ;
for( 1 = Cluster_Vert[0).add ; i <= Cluster_Vert[0]l.sep ; i++ )
print2{ ¥ %ldu %i1u\n" , Cluster_Vert(il.sep
» Cluster_Vert(i).add) ;
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A. Programme

vold site( Xoord )

/e
I
/% Rekursive Suche ab Startpunkt <koord> nach drsidimensiopalen Clustern:
A (X,Y):PBC; (2):FBC
/e
/% <ClusterGr> enth*alt die Clustergr®o\de
/% <Cluster¥r> enth"alt die Clusternumaer
e
/e <Gitter(x]{j1[1]> zur Vermeidung von Mehrfachbefragungen mitgef“uhrt
/e
7
s
/# (c) Martin ibel ; Version v1.0 ; 13.02.1995
/e
Fid
register unsignad long int koord ;
{
/¢ Berechne 3-dim-Koordinaten »/
register unsigned leng int
1 = koord >> SHIFT_X k MASK X , /% X - Koordinate
3} = koord >> SHIFT_Y & MASK.Y , /% Y - Koordinata
x = koord >> SHIFT.Z & MASK.Z ; /% Z - Koordinats
ragister unpigned long int
h; /% Bilfgvariable

/« Entverte Gitterplatz =/

./
s/
o

=/

Gitter[bit_div(x,BITS )] [§I (il = bit_set_1( Gitter[bit_div(x,BITS)}][JI1[i]\

s bitmed( k , BITS ) ) ;
/+ Ist aktuelles Site gesetzt? «/
1£( lrandy() < plx] )
{/- Clustergr®o\3s v"achst un "1* &/
ClusterGr++ ;
/% Ist der Cluster perkoliert? =/

i2( k == ARZ.Z - {UL )
PercStat = (UL ;

/= Ordnungsparaneter v"achst um *1* #/

1£( ClusterNr == 1UL )
Plx] += 1,0 ;

/# Cluster k"onnte noch wachsen #/
/+ 1 - Richtung: PBC &/

Boe (44 ANZX - 10L) % ANZX ;

if( bit_test( Gitter[bit_div(k,BITS)][41[A]l,bit_med(k,BITS) ) == FREI )

12( 4 % RESTART_X )

site( (K<SSHIFT.Z) + (J<<SHIFT_Y) + (MC<SHIFT.X) ) ;
elss

{

/# Herke, vo diess abgebrochene Rekursion wisder starten soll! s/

koord x = (unsigmned long ints)reslloc( koord.x
» (index_x+1UL)esizeof(unsigned long int) ) ;

if( koord.x == NULL )
{

print£( " Spsicherplatzzrenllocierung von\n* ) ;

print( * <skoord_x>\n" ) ;
priatf( * fehlgeschlagen!\n"* Y
oxit(2) ;

/¢ Z-Koordizate in den bits: 31 ... 20 »/

koord_x[index_x] = (k<<SHIFT_Z) + (J<<SHIFT_Y) + (h<<SHIFT.X) ;

index_x++ ;

}

hoe (44 (0L ) % ANZX

12( bit_test( Gitter[bit_div(k,BITS)] (j][u],bit_mod(k,BITS) ) == FREI )

120 4 % RESTART.X )
eite( (k<<SHIFT_Z) + (J<<SHIFT.Y) + (h<<SHIFT.X) ) ;
ales

{

/* Merke, vo disse abgebrochene Rekursion viedsr starten solll s/

koord_x = (unsigned long int#)realloc( keord. x
+ (index_x+iUL)ssizeof (unsigned long int) ) ;

i£( koord.x == NULL )
{
printf( " Speicherplatzreallocierung von\n" ) ;

printf( ~ <#koord_x>\n" )
printZ( “ fehlgeschlagenli\n" )

oxit(3) ;
}

se. 20 8/
. 10 o/
see 00 of

/» Z~Keordinate in den bits: 31
/s Y-Keordinate in den bite: 19
/% I-Koeordinate in den bits: 09
Xoord_x(indez_x] = (k<<SHIFT.Z) + (J<<SRIFT_Y) + (h<<SHIFT.X) ;
index_x++ 3

}
/¢ Y - Richtung: PBC o/

hoe (5 +ANZY - 10L) % ANZ Y ;
i2( bit_test( Gitter(bit_div(k,BITS)) (RJ[1],bit_mod(k,BITS) ) =a FREI )
4£( § 4 RESTART.Y )
site( (KC<CSHIFT_Z) + (hC<SHIFT.Y) + (1<<SHIFT.X) ) ;
olse

/% Nerke, vo diese abgebrochene Rekursion vieder starten solll &/

Xoord_y = (unaigned long int#)realloc( koord.y
o (indsx_y+1UL)#sizeof (unsigned long int) ) ;

1£( koordy == NULL )
{
printf( * Speicherplatzreallocierung von\n" )

H
printf( ¥ <skoord.y>\n" ) ;
printf( ¥ fehlgeschlagen!\n” ) ;
exit(4) ;

}
/= Z-Koordinate in den bits: 31 ... 20 o/
/# Y-Xoordinate in den bits: 19 ... 10 »/
/& X-Xoordinate in den bits: 09 ... 00 »/

koord_y(index.y] = (k<SHIFT.Z) + (W<<SHIFT.Y) + (i<<SHIFT.X} ;

index y+ ;

hw (§+1UL) K ANZY ;
1£( bit_test( Gitter([bit_div(k,BITS)] [b1(i],bit.mod(k,BITS) } == FREI )
120 § % RESTART.Y )
site( (KCCSHIFT.Z) + (RCCSHIFT.Y) + (i<<SHIFT.I) ) ;
alse
{
/n Merke, vo diess abgebrochene Rekursion wieder starten soll! +/

koord_y = (unsigned long int#)realloc( koord. y
+ (index_y+iUL)ssizeof (unsigned long int) ) ;

i2( keord_y == NULL )
{
print2( * Speicherplatzreallocierung von\n* )

printf( v <skoord_y>\n" )
printf( * fehlgeschlagen!\n" )

exit( 6 ) ;
}

/% Z-Koordinate in den bits: 31 ... 20 /
/# Y-Koordinate in denm bits: 19 ... 10 #/
/= I-Koordinate in den bits: 09 ... 00 «/

koord.y{index_yl = (k<<SHIFT_2) + (R<<SHIFT_Y) + (i<<SHIFT.X) ;

index_y++ ;

/% T ~ Richtung: FREI &/

h=Xk-10L;
i2( OUL < x
&k bit_test( Gitter[bit_div(h,BITS)] [} (i],bit_mod(h,BITS) ) == FREI }
1£( k % RESTART.Z )
nite( (h<CSHIFT.Z) + (j<<SHIFT.Y) + (i<<SHIFT.X) ) ;
olas
{
/% Merke, uo diese abgebrochene Rekursion vieder starten soll! ¢/

koord.z » (unsigned lomg ints)realloc( keord .z
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o+ (index_z+{UL)ssizeof(unsigned long iat) ) ;
i#( koord_z == NULL )

printz( * Speicherplatzreallocierung von\n" ) ;

printe( * <skoord_z>\n" ) ;
printf( “ fehlgeschlagen!\n* )
exit( 6 ) ¢

/¢ Z-Koordinute in den bits: 31 ... 20 ¢/
/+ Y-Koordinats in den bits: 19 ... 10 »/
/» I-Koordinate in den bits: 09 ... 00 #/

koord_z{index.z] = (h<<SHIFT.Z) + (J<<SHIFT.Y) + (i<<SHIFT.I) ;

dndex_z++ §

h=k+ 0L
12( h < A¥Z 2

&k bit_test( Gitter{bit_div(h,BIT3)][}] (1),bit_acd(h,BITS) ) == FREI )
12( k X RESTART.Z )}

site( (hCCSHIFT_Z) + (J<<SHIFT_Y) + ({<<SHIFT.X) ) ;
alse

{

/% Merke, vo diese abgebrochene Rekursion wieder starten soll! =/

koord_z « (uneigned long inta)realloc( keord.z
+ (index_z+1UL)ssizeot(unaigned long iat) ) ;

if( koord_z == NULL )
{

printf{ * Speicherplatzrsallocierung von\n® ) ;

prints( * <skoord_z>\n* ) ;
printf( " fehlgeschlagen!\n"® )
oxit( 7)) ;

/* Z-Koordinate in den bits: 31 .., 20 ¢/
/% Y-Koordinate in den bits: 19 ... 10 =/
/* X-Koordinate in den bits: 09 ... 00 */
koord_z[index.z] = (h<<SHIFT.Z) + (§<<SHIFT.Y) 4 ({<<SHIFT.I) ;

index_z++ ;

# include <limits.h>
# include <sys/types.h>
# include <malloc.h>

/e ~-~-- Lade <struct irray.Sort> ~-=-= o/

# include "d_array_vert.s”

struct Array_Sort sarray_sort( S , sep , add )

ral

Vel

/* Sortiere die Strukturslemente <irray_Sort> nach aufateigenden
/* Separaticnsparsaster <sep> in <S{.].uep>

/* und sunsiere die

/e Eintrage <add> in <S[.].add>,

/% Der

/* “Ubergabspointer <S>

/% wird dabei als Array behandelt! Ex muss zur Initialisierung

/* der Struktur beim ersten Aufruf von array_sort() gem"a\3d
/e $ == NULL

/e initialisiert sein!

10

/* R*uckgabe:

/e

/% <struct Array_Sort> - Pointer auf das neus (vieder sortierte)
/* <struct Array.Sert> - Array:

/s

/e ${0].add == "Erstes b nt* (ant)
/e "Letztes besstztes Arrayelement® (end)
g

/e Sfanf}.add \

/s 8(ant].sep i

/= . 1

/= . |- MNumerisch aufsteigend sortiert!
/e . 1

I/ S(end}.add I

I/ Slend].sep /

ral

ral

rad

/% (c) Martin Abal ; Version v1.0 ; 13.02.1995
/e

/e

register struct Array_Sort S ;
register unsigned long int sep ;
register unsigned long int add ;

¢
i2( 8 == NULL )
{

/* Es wurde noch nichts getan =/
/¢ -=> Lage neues Array anl &/

S = (struct Array_Sorte)malloc( 20L ¢ sizeof(struct Array_Sert) ) ;

1£( S == HULL )
{

print2{ * Spsicherplatzallocierung von <»$> in* ) ;
printf( " <earray_sort> fehlgeschlageni\n” ) ;

exit( 1) ;
}

/= Benutze Null-Element zur Arrayl*angenabspsicherung! s/

/= Letxte Eintragung im Array »/
/% Erete Eintragung im Array »/

S[0).sep = UL ;
5[0} .add = UL ;

/% Eintragen der neuen Werte! s/

S[1).sap = s0p ;
S(1).add = add ;

olse
/% Einsortieren der nsuen Daten! &/
register unsigned long int
limit_1 » 5[0).add ,
1init_2 = ${0].aep ;
i2( sap <= S(limit_1].sep )
/# Untersuche Kettenanfang «/
if( mep == S(limit_i.sep )

/% Das Elenent wurde bei <limjt.1> gefunden! e/
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S{limit_1).add 4= add ;
slse

/= Das Elemsnt mu\3 vorne angah”angt verden! =/
/+ 3peicherplatz £"ur neues Element besorgen! »/

8 = (struct Array_Sorte)realloc{ S
o ( 500).00p + 2UL ) * sizecf(atruct Array_Sort) ) ;

i£( S == NULL )
{
print£( * Speicherplatzreallocierung von ¢s$> in" ) ;
printf( * <sarray_sort> fehlgeschlageni\n® ) ;

exit( 4) ;

/% Rull-Element updaten s/
8{0].sap++ ;
/* A1te Daten ein Feld nach hinten schieben! */
for{ limit_i = S{0).eep ; limit_1 > 1UL ; liasit_1--)
S[limit.1].sep = S(1imit_1-10L).sep ;
S[limit.1).add = S[1imit.1-10L).add ;
}
/% Eintragen der neusn Werte! s/
S[{UL}.uep = sep ;
S[1UL}.add = add ;
}
}
olse 12( S[1imit_2).sep <= ssp )
{
/% Untersuche Kettenends ¢/
12( S[linit_2].sep == aep )
{

/* Das Elenent wurde bei <limit_2> gefunden! e/

S[1imit_2).add += add ;

{
/* Neuss Element mu\3 hinten angeh'angt verden! »/

limit 24+ ;

S = (struct Array_Sorte)realloc( S
o (limit.2 + {OL ) « sizeof(struct Array.Sort) ) ;

if( S == NULL )
{

printf( " Speicherplatzreallocierung von <+3> in" ) ;
print2( " <sarray_sort> fehlgeschlsgen!\n" ) ;

eaxit( 2) ;

/% Kull-Element updaten e/
8{0).00p = 1imit 2 ;
/% Eintragen der neuen Werte| s/

S${1iait_2) .sep = mep ;
S{1iuwit_2].add = add ;

/% Suche nach <sep> mittels Intervallschachtelung! s/

register unsigned long int
mitte = UL ;

vhile( mitte )
i£( Simitte = ¢ limit_1 + limit.2 ) >> 1UL).eep == gep )
{

/% Dan Element vurde bei <mitte> gefundenl »/

Slmitte].add += add ;
aitte = OUL ;
¥

1£( sep < S[mitte).sep )

{
/« Es »u\3 in ( limit_1 ... mitte ) gesucht verden! ¢/

i2( limit 2 - ldwit i == 1UL )
{

/% Neuss Elemsnt zwischen <limit_1> und <limit 2> ¢/
/* einfugen. Zuerst neuen Speicherplatz besorgenl «/

S » (struct Array_Sorts)realloc( S
» { S[0J.sep + 20L ) * sizeof(struct irray Sort) ) ;

if( S == NULL )
{

printf( " Speicherplatzreallocierung von <#S> in* ) ;
printf( * <earray_sort> fehigeschlagen!\n™ ) ;

exit( 4 ) ;

/% Null-Element updaten s/

S[0) .sap+s ;

/% Alte Daten ein Feld nach hinten schieben! #/

for{ mitte = S[0).sep ; mitte > limit. 2 ; mitte--)
{S[lht.].up = S(mitte-{UL).uep ;
)S[l!.th].udd = S[eitte-{UL).add ;

/¢ Eintragen der neuen Werts! s/

S[1imit_2).sep = nep ;
S[limit_2).add = add ;

unitte = OUL ;

limit_ 2 = mitte ;

ol:. 1£( S[sitte].sep < sep )
/¢ Es au\3 in ( mitte ... linit_2 ) gesucht werden! =/
42( limit.2 - limit_1 == §OL )

/% Neues Element zvischen <limit_1> und <limit.2> */
/= oinf"ugen. Zuerst neuen Speicherplatz basorgen! »/

S = (struct Array_Sorte)reallec( 5
» (8{0).sap + 20L ) * sizeof(struct Array_Sort) ) ;

i#( S == NULL )
{
printf( " Speicherplatzreallocierung von <+5> in" ) ;
print£( " <earray_sert> fehlgeschlageni\n” ) ;

oxit( 4 ) ;

/¢ ¥ull-Element updaten #/
S[0).sep++ ;

/+ Alte Daten ein Feld nach hinten schieben! s/

zor( mitte = S[0).sep ; mitte > limit.2 ; mitte

S[mitze) .sep = S[mitte-1UL).eep ;
S[nitte).add = S[mitte-1UL].add ;
}

/» Eintragen der neuen Werte! =/

S[1imit_2).sep = sep ;
S[limit_2].add = add ;

mitte = OUL ;
limit 1 = mitte ;

}
/% R"uckgabs des neuez Pointers =/

retura( S ) ;
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I ./
Iy s/
/+ Struktur, deren Array von <*array_sort> s/
/e */
/* in aufsteigender Reihs sortiert wird! s/
I ./
/e =/

struct Array_Sort

unsigaed long int

Y
/e »/
/e s/
/%  Macro - Zufallszahlengenerater ./
/s ~/
/* o/
I */
/% Startvertinitialisierung: ./
I »/
/e seedy( x ) =/
/e x> 0 : Startvert = x «/
I X <= 0 : Startvert = tims o/
/s «/
/+ Integer—Zufallszahlen: ./
/» */
A 0 < lrandy() < 2731 «/
/e »/
/% Double-Zufailszahlen: »/
I 174
I 0 < drandy() <= 1 ./
/e ./
/e Y4
I »/
/¢ (c) Martin Abel ; V1.0 ; 13.02.1995 »/
Al »/
/e ./

static unsigned long int b_r = (unsiganed long int) 9226907
static unsigned long int g.r = (unsigaed leng int) 0x56566565
static unsigned long int m_r = (unsigned long int) Ox7LLfffff

static double n.r = 4,6566128730773917e-10

J& amenn Integerveraion -~=-- #/

# define lrandy() ((grembr)bur)

extern long int time() ;

€ (x) <= OL 2 { gr = time( OL ) )\
: ( gr = () ))

# define seedy( x)

» /% Separationsparameter */
: /% Suzme der Eintr*age

o

4 «/

/= ./

/% Macro - Bitmanipulationsfunktionsn */

Al */

/e o/

I8 o/

/» Variablendeklarationen: s/

/s »/

/+ unsigned leng int  x ; i

I 0 <= x <= ULONG_MAX s/

Al ./

/% unsigned long int n 1Y

/e 0 < n<32 ./

Al »/

IAd »/

/+ Eingabsparameter unver“andert: »/

/e v/

/* bit_div (x,n) = x div 2°n ¢/

/% bit_mod (x,n) = x mod 27 «/

/% bit_test(x,n) = n-tes bit aus x ./

A »/

/* bit.set.i(x,n) : Setzt n-tes bit in +/

/s x aut * o/

/% bit_set_0(x,n) : Setzt n-tes bit in ¥/

Ad z auf "0* s/

/= bit_f21ip(x,n) : Flipt n-tes bit in ¢/

Vil x auf "“b* o/

Al «/

/* bit_set(x,n,b) : Setzt n-tes bit in »/

/e x auf "b" »/

/* o/

/> o/

I «/

/% (c) Hartin Abel ; V1.0 ; 13.02.1995 ¢/

Al o/

/s o/

FA Rt Funkti lassan Eingab ts unver®andert! ----- »/

2 define bit.div(x , n) ( (x) > (a) )

# define bitmod(x , 1) ((x) & (UL << (n) ) - 1OL)

# define bit.test(x , n) ¢ ((x) > (n} ) &10L)

# define bit. (@ | (1L << (@) ) )

# detine bit_; ¢ (x) & "C 0L << (@) ) )

# define bit_f1ip(x , n) ((x)~ (1L << (n) ) )

# define bit.sst(x , n , b ) ( (b) == OUL\
? (x) & “( 1UL << (@) )\
s (1 (WL << ) ) )
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