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Kapitel 1

Einleitung

Fur das wissenschaftliche Rechnen werden interaktive Programmierumgebungen immer wichtiger,
mit deren Hilfe nahezu unabhgig von der Platform Probleme gst; Algorithmen entwickelt und
getestet, sowie Demonstrationen zu Unterrichtszwecken entwickelt und worgei€rden khnen.

Scilab ist eines dieser Produkte, ddmlich wie MATLAB insbesondereuf'numerische Zwecke
entwickelt worden ist. Scilab ist frei im Internet bei INRIA in Frankreichatlich. (Siehe [2]).

In Scilab ist eine grof3e Zahl von Algorithmen der Numerik entweder direkt Teil der Sprache oder sie
stehen als Toolbox zur Var§jung. Die auf der homepage von Scilab angebotene Finite-Elemente-
Toolbox FreeFEM zum &Sen von zweidimensionalen partiellen Differentialgleichungen wurde im
ZAM unter LINUX installiert und kann seit Anfang des Jahres benutzt werden. In diesem Bericht
wird diese Toolbox vorgestellt und ihre Benutzung an Hand unterschiedlicher Beispiele beschrie-
ben. Die Auswahl dieser Beispiele wurde durch dahigkeit von FreeFEM bestimmt, konkrete
Probleme besonders einfach umbdetsichtlich mit Hilfe der Methode der Finiten Elementsdi

und die Ergebnisse danmrfweitere Rechnungen benutzen znkén. Im Vordergrund standen
dabei:

1. das Modellieren mit partiellen Differentialgleichungen
2. das Entwickeln von Testbeispielewr {jrél3ere FE-Pakete
3. die Demonstration der Methode der Finiten Elemente zu Unterrichtszwecken.



Kapitel 2

| nstallation der FreeFEM -Toolbox von
Scilab

2.1 FREEFEM+ und FreeFEM in Scilab

FREEFEM+ ist eine benutzerfreundliche in C++ geschriebene Software asuny’von Syste-
men partieller Differentialgleichungen (PDGI) in zwei Dimensionen. Die Funktiataligses Pro-
gramms wird in dem FREEFEM+-Handbuch [1] beschrieben. FREEFEMt dich unabédwrigig
von Scilab benutzen, wobei allerdings die Nachbehandlung der Ergebnisse laglithnist. Die-
ses Programm ist untémusr /| ocal / bi n/ f r eef emt+ installiert und kann mit

| FreeFem Test |

fur jedes gltige FREEFEM+-Programmiiest aufgerufen werden. Neuere Versionen dieses Pro-
gramms findet man auf der homepage voeceric Hecht, der einer der Autoren ist, unter
http://ww-rocqg.inria.fr/Frederic.Hecht/FreeFenPl us. htm

Hier liegt auch ein neueres Freefem+-Tutorial als pdf-Datei. (F. Hecht und O. Pironneau vom
28.11.00.) Die FreeFEM-Toolbox von Scilab ist eine Implementation von FREEFEM+ in Scilab
und befindet sich auf der homepage von Scilab unter
http://ww-rocqg.inria.fr/scilab/contributions.htm.

Fir die in diesem Bericht beschriebene Version der FreeFEM-Toolbox wurden versciiedene
rungen und Erweiterungen durchgbft, die in den athsten Abschnitten beschrieben werden. Um
die FreeFEM-Toolbox installieren zwkien, waren kleines@nderungen der C++-Programme er-
forderlich, die nach umfangreicher Fehlersuche durdtygfiverden konnten. Diese Arbeiten und
die gesamte Installation wurden von Herrn Niehoff erledigt, der von Herrn Egerer uténstir-

de. Es handelte sich um folgendladerungen in zwei Programmen aus dem Verzeichnis
/usr/local/scil ab/ FREEFEM src:

1. In scilink.h:

Zeile 5 alt: #define C2F(a) a##.

Zeile 5 neu: #define C2F(a) a##__

2. In Mesh2. cpp:

Zeile 1095 und 1118 alt: ttl = ToSwap ? ttl : Next(tt2);
Zeile 1095 und 1118 neu: if (!ToSwap) ttl = Next(tt2);

Durch Eingabe des Befehls
| exec(’/usr/local/bin/loader.sce’,0); |

in Scilab steht die Toolbox zur Var§ung. Insbesondere sind durch diesen Aufruf auch alle Hilfen
zu dieser Toolbox im Scilab help-Fenster zugreifbar.
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2.2 DieFreeFEM-Programmein Scilab

In der Datei/ usr/ | ocal / sci | ab/ FREEFEM rman/ what i s sind alle Namen der Scilab-
Programme der FreeFEM-Toolbox einschlief3lich einer kurzen Beschreibung wutgéiigende
Programme wurden hinzugegt:

e ShowCont our ShowLi ne ShowMesh ShowResul t

Es gibt zwei wesentlich verschiedene Funtionstypen in dieser Toolbox. Der erste Typ bezeichnet
Funktionen, die in Scilab auf FreeFEM-Variable wirken. Ihre Wirkungsweise wird in 3.2 beschrie-
ben. Im einzelnen sind dies die folgenden Funktionen:

e defvar derive div grad | apl ace
e pde sol pdewvarsol rot tr valf

(Eine Ausnahme ist die Funktioral f , die eine reine Scilab-Funktion ist und zur Erzeugung von
Randpunkten dient.) Vom zweiten Typ sind Funktionen, die FreeFEM-Befehle absetzen. Hierbei
handelt es sich um folgende Funktionen:

e bui |l dMesh ff _adaptnmesh ff_end ff _exec ff _problemff _var

e getffResult getMatrix nmeshvisu resultvisu

e ShowCont our ShowLi ne ShowMesh ShowResult Updat eMesh
Wird im unteren Teil des help-Fensters von ScilBbeeFem Finite el ement PDE sol -
ver angeklickt, so erscheint im oberen Teil eine Tabelle der FreeFEM-Programme, die mit Hilfe
der oben enahnten whatis-Datei erzeugt wird. Nach Anklicken der einzelnen Programme erscheint
die Hilfe in einem extra Fenster. Das gleiche bewirkt ein entsprechemellep-Befehl in Scilab.

2.3 Zusatzliche Programme

Sehr lufig mochte man Ausdrcke in FreeFEM berechnen und das Ergebnis nach Scilab importie-
ren. Dazu dient die folgende Funktion, die man get f | nport laden muf3.

function y=lnport (Ausdruck)

ff_exec(’ append(""/tnp/UU"",’ " +string(Ausdruck)+)");
y=read(' /tnp/UU ,-1,1);

uni x('rm/tmp/ UUJ ) ;

Programm 2.1: Import von FreeFEM nach Scilab
Beispielsweise kann man die mittlere quadratische Abweichung der beiden Gitterfunktiomen
uex auf dem aktiven Gitter in Scilab folgendermaf3en berechnen:

getf Inport
y=lnmport ("sqgrt(int()((u-uex)"2))’")
In spéitere Versionen der FreeFEM-Toolbox soll die Funktiorpor t integriert werden.
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Die Sprachelemente von FreeFEM

3.1 Datentypen

In FREEFEM+ gibt es drei Datentypen:
| nunmber array function |
Diese Datentypen werden in FreeFEM durch entsprechende Befehle definiert:

ffvar('a ,...)

ff exec('femp0(GQ u=..."); Gtterfunktionen der Ordnung p=0
ff_exec(’' fempl(QG u=..."); Gtterfunktionen der Ordnung p=1
ff_exec(’ function f(x,y)=...)

Die beiden Gitterfunktionen sind durch Werte in den Schwerpunkten der Dreiecke des Gitters
beziehungsweise in den Knoten definiert. Beide Funktionen sinddliebige Werte der beiden
Gittervariablen vorG definiert, wobei die Unstetigkeit der Gitterfunktionen der Ordnung 0 auf

den Rindern der Dreiecke des Gitters zu beachten ist. Innerhalb der Dreiecke des@ittetshr

Wert durch entsprechende Interpolation berechnet. AuRerhalb des Gittérs bei Gitterfunktio-

nen der Ordnung = 1 der Wert des achsten Randpunktes benutzglwénd Gitterfunktionen der
Ordnungp = 0 aul3erhalb des GitteSNull gesetzt werden. (Siehe [1], 2.1.1 Interpolation.) Gitter-
funktionen der Ordnung = 1 sind auf der ganzen Ebene stetig. Innerhalb des GiRergsprechen

die Gitterfunktionen also den Finiten Elementen der Ordnuag0 undp = 1. Um mit diesen Git-
terfunktionen in Scilab rechnen zwhirien, werden formale FreeFEM-Variable eindef; die in
Scilab durch Typenlisten dargestellt werden. (Siehe 3.2). Rechnungen mit FreeFEM-Variablen in
Scilab sind symbolisch und dienen pamzur Formulierung der partiellen Differentialgleichungen

in Form von Zeichenketten, die inosuingsfunktionen eingesetzt werden. Einzelheiten werden in
den rachsten Abschnitten beschrieben. (Siehe insbesondere Bc43itkEerfunktionen der Ordnung

p = 1 lassen sich die Funktionswerte in den Knoten des Gitarst Hilfe der FreeFEM-Funktion

get f f Resul t nach Scilab importieren. Gitterfunktionen der Ordnyng 0 sind in den Knoten

und auf den Rihdern der Dreiecke im allgemeinen unstetig; als Funktionswert in den Knoten wird
das arithmetische Mittel der Funktionswerte in den umgebenen Dreieckeckgegeben. Aul3er-
dem lonnen alle diese Werte mit dem Befdtil_exec(’ save(...)’ ) gesichert werden.

3.2 Typenlisten

In Scilab gibt es neben darblichen Listen den Datentytl i st . Solche Typenlisten haben als er-
stes Argument einen Typenvektor, der ihren Namen und die Namen ihrer Elemerdé. dbidn”
FreeFEM-Toolbox benutzt zwei Typenlisten mit den Nanfidreq fur FreeFEM-Variable und

bor der fur die Definition von Randpunkten des Gitters. Folgendes Beispiel zeigt das Rechnen
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mit FreeFEM-Variablen. Verschiedene ein- und zweistellige Operationen mit diesen Variablen wur-
den durch Operatorerweiterung (overloading) definiert. Insbesondere wurde die display-Funktion
fur FreeFEM-Variablen entsprechend amdért.

--> u=defvar(['ul" ;" u2’']) // Scil abei ngabe

FreeFEM vari abl e: /1 Scil abausgabe
I ul!

' u2 ! // Spaltenvektor

--> u*u

FreeFEM vari abl e:

ul*ul+u2*u2 // Skal ar produkt

--> div(u)

FreeFEM vari abl e:

dx(ul) +dy(u2) // Divergenz

--> grad(u)

FreeFEM vari abl e:

I dx(ul) dy(ul) !

I dx(u2) dy(u2) ! // Jacobimtrix

Beispiel 3.1: Das symbolische Rechnen mit FreeFEM-Variablen in Scilab.

Im nachsten Beispiel wird demonstriert, wie man in FreeFEM

Stlickweise definierte &ider eindihrt

Innere Rinder benutzt

Gitterfunktionen einfihrt und

ihre Werte in den Knoten ausgibt.

In einem Gebiet wird ein DreiecksgitteiG eingefihrt, dessen Eckpunkte auf dem Rand ¥on
liegen; dabei soll der Rand vdaso durchlaufen werden, d&Rlinks vom Rand liegt. Die Brider
von 2 und G stimmen im allgemeinen nichtbérein. Die mit Hilfe der Funktional f berechne-
ten Randpunkte vo konnen auf beliebigen Kurvenstken liegen, die sich nicht schneiden. Alle
Randsticke zusammen ossen einen geschlossene Rand bilden. Innared& missen in Kno-
tenpunkten (auch inneren !) beginnen und enden umtkd sich nicht schneiden. Sie werden von
Dreieckskanten des Gitters gebildet und dienen hagptEh dazu, das Gebi€l so aufzuteilen,
dalR Gitterfunktionen der Ordnung= 0 eingefihrt werden khnen, die nurdings dieser inneren
Rander unstetig sind.

Bei der Konstruktion der Gitter ist unter anderem darauf zu achten, dal3 nicht alle Dreiecke zwei
oder sogar drei Eckpunkte auf dexaf3erem Rand haben.
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m=3;

deff('[x,y]=Rf(t)’',’  x=cos(t); y=sin(t);’);

Rand = tlist(['border’; K1';'xA ;" K2'], ...
list(valf(Rf,linspace(0,%i,m),1),...
list('x=t; y=0;",-1,1,m1),... /1 lInnerer Rand
list(valf(Rf,linspace(%i,2*%i,n)),1));

bui | dMesh(Rand,’' G );

ff_exec(’ fenmpO(GQ hO=x+y’); ff_exec(’' fenpl(Q hl=x+y’');

[ Knot en, Drei ecke, hOs] =getff Resul t (* h0’); hls=getffResult(’ hl);

xset (' wi ndow , 0);
xset (" wdi m , 400, 400) ;
xbasc(0);

ShowMesh( Knot en, Drei ecke, 1);

xarc(-1,1,2,2,0,360*64);

xtitle('Das Gtter G);

xset (' wi ndow , 1);
xset (" wdi m , 400, 400) ;
xbasc(1);
ShowLi ne(’ hO',[-1;-1],[1;1], 100,1);
xtitle(’ Showtine(’"h0"",[-1;-1],[1;1],100,1);");
xset (' wi ndow , 2);
xset (" wdi m , 400, 400) ;
xbasc(2);

ShowLine(’ h1',[-1;-1],[1;1], 100, 1);

xtitle(’ Showtine(’"h1",[-1;-1],[1;1],100,1);");

di sp([hOs hils]); // Die arithmetischen Mttel

/1 bzw. Funktionswerte in den Knoten

Beispiel 3.2: Gitterfunktionen der Ordnung= 0 undp = 1.

Im obigen Beispiel ist) der Einheitskreis in dem ein einfaches Dreiecksgi@eingetihrt wird.
Der mitz A bezeichnete x-Achsenabschnitt bildet einen inneren Rand, so daf die x-Achse also kein
Dreieck vonGschneiden kann.

Das Gitter G

Abbildung 3.1: Die Triangulierung vors2
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ShowlLine('h0’,[-1;-1],[1;1],100,1);

0.83

0.42 —

0.00

-0.42 —

-0.83 : : : ‘ : : : ‘ : : : ‘
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Abbildung 3.2: Die Gitterfunktion der Ordnung = 0

ShowlLine('h1’,[-1;-1],[1;1],100,1);

1.0

-1.0 : : : ‘ : : : ‘ : : : ‘
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Abbildung 3.3: Die Gitterfunktion der Ordnung = 1

In der obigen Abbildung 3.2 wird der Graph der Gitterfunktigfz, y) der Ordnung = 0 langs

der Winkelhalbierenden des ersten und dritten Quadranten dargestellt. Die Funktionswerte in den
Dreiecken sind durch die Werte der definierenden Funktion in ihren Schwerpunkten definiert. Die
Funktionswerte der Gitterfunktionen der Ordnung- 1 dagegen werden in den Dreiecken durch
lineare Interpolation aus den Funktionswerten der definierenden Funktion in den Eckpunkten ge-

wonnen.
Man beachte auch die unterschiedliche Fortsetzung der beiden Gitterfunktionen aufRerhalb des de-

finierenden Gitters.
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3.3 Ausfuhren von FreeFEM -Befehlen

In Scilab werden FreeFEM-Befehle unter anderem déifclexec( Text ) und

ff_probl em( Textmatri x, b) abgesetzt. Dabei i§text eine Zeichenkette, die einen afii

gen FreeFEM-Befehl endift'und Text mat r i x eine aus zw@Rigen FreeFEM-Befehlen gebildete
Zeichenkettenmatrix, die mit Hilfe der FreeFEM Funktiomate_sol undpde_var sol gebildet
werden kannb ist eine Boolsche Variable, deren Wert keinen Einflu3 zu haben scheint - man kann
sie auch weglassen.

Eine andere Mdglichkeit FreeFEM-Ausdrcke in Scilab mit Hilfe der Funktionh mrport zu be-
rechnen, wurde schon in 2.3 beschrieben.

3.4 Partielle Differentialgleichungen in FreeFEM

In FreeFEM lkohnen partielle Differentialgleichungen (PDGI) zweiter Ordnung in der Ebene mit
den verschiedenen Randbedingungerogtelierden. In diesem Abschnitt wird die Formulierung

der allgemeinen linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung in FreeFEM beschrie-
ben. In siiteren Kapiteln werden auch instatéwe und nichtlineare PDGI zweiter Ordnung mit zwei
Ortsvariablen behandelt. Die folgenden Gleichungen zeigen die allgemeine lineare PDGI zweiter
Ordnung in der Ebene sowie deren kompaktere Darstellung mit Hilfe der Operatoezhund

di v. (Wie in FreeFEM isgr ad( u) fur eine skalare Funktion(z,y) ein Spaltenvektor.)

L(u) = a(z,y)ul(z,y) + grad(w)" §(z,y) — div(K (z,y)grad(u)) = f(z,y)

In der zweiten Formel bezeichnétz, y) ein gegebenes Vektorfeld mit den Komponenién, y)

und K (z,y) eine gegebene Matrix mit den Element&])(z, y). Die Differentialgleichung ist el-
liptisch, wenn die MatrixK (z,y) in 2 positiv definit ist. Auf die Eigenschaften der Koeffizien-
tenfunktionen, die bei den verschiedenen Randbedingungen die eindeutige Existermsungdti’
u(zx,y) sicherstellen und deren Eigenschaften soll hier nicht eingegangen werden.

Die ndchste Gleichung zeigt die zugelge schwache Formulierungen der Differentialgleichung
mit geeigneten Testfunktionen(z, y), die insbesondere auf dem Rapd des Definitionsgebietes

Q verschwinden, di homogene Dirichlet-Randbedingungen. (Siehe [3], Kapitel 6 und [4], Kapitel
1-3,6.)

/Q {(a(m, y)u(z,y) + grad(u)Tz_)'(x, y)) w(z,y) + grad(u)TK(x, y)grad(w)} dxdy

N /nf(x,y)w(%y)dxdy Vuw(z,y)
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Um die oben eingeftirten Differentialgleichungen in FreeFEM mit geeigneten Randbedingun-

gen zu bsen, kann man wie in 3.2 beschrieben formale FreeFEM-Variableheati. Die Vor-

gehensweise wird im folgenden Programm im einzelnen beschrieben. Zu beachten ist dabei, daf

grad(u) in FreeFEM ein Spaltenvektor ist und dal3 in den FreeFEM-Funktipensol und
pde_var sol eine bestimmte Reihenfolge der Funktionen zu beachten ist. Beispielsweise

pde_sol (u, u*al +grad(u) *v-di v(grad(u)’' *K), f) und ni cht
pde_sol (u, al *u+v*grad(u)-di v(K*grad(u)),f).

m=10;

getf Inmport;

Rand = tlist(['border’;’a ;b ;'c ;'d],...
list('x =t; vy =0,0,1,m1),... //a
list('x=1;, vy =t",0,1,m1),... /lb
list('x=1-1t; y=1,0,1,m1),... /lc
list(Cx =0; y=1-1",0,1,m1)); /id

bui | dMesh(Rand, ' G ) ;

ff_exec(’ fenpl(Q uex=exp(x+y)’);

ff_exec(’' fenp0(G KO=exp(x~2+y~2)');

ff_exec(’'function f(x,y)=2*(x+y+1)*exp(x~ 2+y” 2+x+y) +. ..
(X*y+x+y) *exp(x+y)’);

ff_exec(’ function vi(x,y)=y’);ff_exec(’' function v2(x,y)=x");

ff_exec(’function al (x,y)=x*y’);

u=defvar ('’ u’); uex=defvar (' uex’);w=defvar(’'w);
f=defvar(' f(x,y)");

K=defvar ([’ KO’ "0';'0" 'KO']);al =defvar(’al (x,y)’);
v=defvar (['vi(x,y) ;' v2(x,¥)'1);

ff_problem(['solve(Gu) {',...
pde_sol (u, u*al +grad(u) *v-di v(grad(u)’ *K),f), ...
"on(a, b,c,d) u=uex;};’"],%);
Import("sqgrt(int(Q ((u-uex)~2))') [/ Fehlernorm

ff_problem([’'varsolve(G 0) A(u,w) with {",...
pde_varsol (" A,’ G, u*al *wtgrad(u) *v*w+grad(u)’ *Krgrad(w)-f*w), ...
"+on(a, b,c,d)(w) (u=uex) };"1,%);
Import("sqgrt(int(Q ((u-uex)~2))') [/ Fehlernorm

Programm 3.1: Allgemeine lineare partielle Differentialgleichung der Ordnung 2.

Berner kungen:

1. Ist K eine skalare FreeFEM-Variable, so kann sfatt grad(u) * K) auchlaplace(u) x K
benutzt werden, obwohl beide Ausdke nur fir konstantes identisch sind. Bei der Formu-
lierung der PDGl ist also Vorsicht geboten.

2. Die Funktiondnu(u) ist in FreeFEM die konormale Ableitung vanin Richtung derauf3e-

ren Normalenvi. (Siehe [3], Kapitel 6). Diese Tatsache ist insbesondere bei Problemen mit
unstetigen Materialeigenschaften wichtig, weil so z.B. die Stetigkeit dasnaflusses beim
Uberschreiten innererdider in FreeFEM automatisch eitf wird.
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3.5 Ergebnisdarstellung

Zur Ergebnisdarstellung stehen in FreeFEM folgende Funktionen zurgterd:

e getffResult

e ShowCont our

e ShowlLi ne

e Showesh ~ meshvi su

e ShowResult ~resultvisu

Die Programmeéhow. . . wurden neu aufgenommen. Die Program@mwivesh undShowRe-

sul t sind modifizierte Formen vomeshvi su undr esul t vi su, in denen veaihderte Plotbe-

fehle und keine globalen Variablen verwendet werden.

Im folgenden Programm werden verschiedene Anwendungen dieser Programme dumthejési

wird insbesondere das ProgranBhowResul t vorgestellt, vehrend in den Beispiele meistens
Hohenlinienplots gezeigt werden, die man rBlhowCont our erhélt. Die beiden Programme
ShowResul t undresul t vi su sind insbesondeuf” Temperaturdarstellungen geeignet, da sie
die Funktionswerte mit Hilfe von Farbabstufungen darstellen, die bei der schwarz-weil3 Wiederga-
be zu Grauabstufungen werden.

m=21;

Rand = tlist([  border’; KL ;" K2";"xA],...

list(’x =cos(t); vy =sin(t) ,0,%i,m1l),...

list('x = cos(t); y =sin(t)’,%i,2*%i,m1),...

list('x =t; vy =0;",-1,1,m1));

bui | dMesh(Rand, ’ K );

ff_exec(’' fenpl(K) u=x"2+y~2');

ff_exec(’ fempO(K) c=(y>0)*y"2+(y<0)*(1-y"2)");

[ Knot en, Drei ecke, us] =getffResul t (" K, u');

cs=getffResult ('K c');
xset (" wdi m , 500, 500) ;
xsetech([0,0,1/2,1/2]);

ShowMesh( Knot en, Dr ei ecke, 1) ;
xsetech([1/2,0,1/2,1/2]);

ShowLine(’'c’,[0;-1],[0; 1], 100, 1)
xset (’ col ormap’ , hotcol ormap(254)); // Tenperaturfarben:

/'l weiss/ hell gel b=hei ss
/1 bis dunkel rot/schwarz=kal t

xsetech([0,1/2,1/2,1/2]);

ShowResul t (Knot en, Dr ei ecke, us);
xsetech([1/2,1/2,1/2,1/2]);

ShowResul t (Knot en, Dr ei ecke, cs);

Programm 3.2: Verschiedene Ergebnisdarstellungen
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In den folgenden Ergebnisdarstellungen ist insbesondere die Darstellung der unstetigen Gitterfunk-
tion c¢(x,y) bemerkenswert. Es wird ein Schnitt durch den Graphen dieser Funktigs der y-

Achse und Darstellungen der Funktionefr,y) und c¢(x,y) mit Hilfe von Farbabstufungen ge-

zeigt, die hier als Grauabstufungen erscheinen.
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10 0000 +——"—7+————F4———F——
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Abbildung 3.4: Verschiedene Ergebnisdarstellungen
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3.6 Sichern und Wiederverwenden von Daten in FreeFEM

Im Handbuch [1], Abschnitt 8.3 wird beschrieben, wie man in FREEFEM+ insbesondere das ein-
mal erzeugte Gitter speichern und in anderen Anwendungen benutzen kann. In FreeFEM ist das
Abspeichern mit dem Befelfif _.exec(’ savenesh( Dat ei nanme, Nane) ' ) zwar noglich,

das Einlesen mitf _exec(’ mesh Nane=r eadnesh( Dat ei nane)’ ) fuhrt jedoch zum Ab-

sturz von Scilab. (& alle in [1], Abschnitt 8.3 beschriebenen Suffixe. Dabei aR ei namne in

der Form" " Dat ei nanme"" eingegeben werden.) &tifend derselben Scilabsitzung ist es jedoch
madglich, in einem getrennten Programm berechnete Gitter und FreeFEM-Variable in anderen Pro-
grammen mit denselben Namen zu benutzenubiah" diirfen in diesen Programmen nicht andere
Objekte mit diesen Namen bezeichnet werden. Dieses ist insbesondere wichtig, wenn man Para-
meterstudien durchfiren will, die sich auf identische Gitter beziehen, da jeder Aubif | d-

Mesh( Rand, ' Nane’ ) ein verndertes Gitter ergibt. Beim neuen Aufruf eines Programms mit
unvedndertem Rand kann méui | dMesh( Rand, ' Nane’ ) auskommentieren, um auf identi-
schen Gittern Vergleichsrechnungen duudirEén zu lkohnen.

Diese Vorgehensweise zeigen folgende kleine Programme:

m=20;

getf Inport

Rand = tlist([  border’; KL ;" K2 ;" xA],...

list(’x = cos(t); vy sin(t)’,0,%i,m1l),...

list(’x = cos(t); vy sin(t),%i,2*%i,m1),...

list('x =t; vy =0;",-1,1,m1));

bui | dMesh(Rand, ' K );

ff_exec(’ fempl(K) f=exp(x+y)’)

al =1;ff _var(’al’,string(al));

ff_problem['solve(K, u) pde(u) -Iaplace(u)*al=1; ;...
"on(K1, K2) u=0;'1);

Programm 3.3: 1. Programm

I mport (" f(0,1)") /1 Altes f
ff_exec(' fenmpl(K) f=x"2+y"2")
Ilmport(’f(0,1)") /'l Neues f

al =2;ff _var(’al’,string(al));

ff_problen([’ solve(K,v) pde(v) -laplace(v)*al=1; ";...
"on(K1, K2) v=0;'1);

I mport (' u(0,0)") /'l Loesung fuer al=1

I mport(’v(0,0)") /'l Loesung fuer al=2

Programm 3.4: 2. Programm



Kapitel 4

Systeme partieller
Differentialgleichungen

4.1 Ein dliptisches System mit zwei Gleichungen

In diesem Abschnitt wird ein inhomogenes System von zwei linearen partiellen Differentialglei-
chungen betrachtet, wobei die Inhomoganitiit Hilfe der vorgegebenendstngsfunktionen be-
rechnet wurde. Auf diese Weisafdt sich die Vorgehensweise zurnden des Systems in FreeFEM
ubersichtlich beschreiben. AuRerdem @thder Benutzer einen Eindruck von der Approximati-
onsgite der benutzten Finiten Elemente erster Ordnung. Das betrachtete System hat folgende Ge-
stalt:

AU+ Ugy + vy = RS1(x,Y)
Av+vyy +ugy = RS(z,y),

wobei die beiden rechten Seitétt; und RS, so gevahlt wurden, dald

Losungen sind. Randbedingungenssén natrlich hiermit vertaglich gevahlt werden.
Im folgenden wird das System im Einheitsquadrat mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen
gelost.

m=10;

Rand = tlist(['border’;’a ;b ;'c ;'d],...
list(’x=0; y=1-t",0,1, m1),... /la
list('x=t; y=0",0,1,m1),... /1b
list('x=1; y=t',0,1,m1),... /lc
list('x=t; y=1'",1,0,m1)); //d

bui | dMesh(Rand, ' Orega’ ) ;

[ Knot en, Drei ecke] =get ff Resul t () ;
xset (' wi ndow , 0);
xset (" wdi m , 400, 400) ;
xbasc(0);
ShowMesh( Knot en, Drei ecke, 5);

Programm 4.1: Das Integrationsgebiet mit Gitter

13
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Abbildung 4.1: Die Triangulierung vorOmega

ff_exec(’ function RS1(X,Yy) 2% X" 2- 4*x+4*y" 2- 6*y+4* x*y+1');

ff_exec(’ function RS2(x,Yy) 2%y" 2- A*y+4* X" 2- 6* x+4* x*y+1' ) ;

ff_problem([’ sol ve(Orega, u,v) { S
"pde(u) I aplace(u)+dxx(u)+dxy(v)=RS1(x,y);’ H
"on(a, b, c,d) u=0;’ H
"pde(v) Il aplace(v)+dyy(v) +dyx(u)=RS2(x,y);’ H
"on(a, b, c,d) v=0;"’ H

Pl %)
Programm 4.2: Das System in FreeFEM

Bener kung:
In diesem Kapitel werden nicht die Funktionpde_sol undpde_ var sol benutzt, damit die
unterschiedlichen Formulierungen der Differentialgleichungen deutlicher werden.
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4.2 Die schwache Formulierung eines Systemsvon zwel Gleichungen

Insbesondereui” Probleme der Elastiztstheorie bei denen Systeme von partiellen Differential-
gleichungen auftreten, sind schwache Formulierungen von Bedeutung, die historisch aus dem soge-
nannten Prinzip der virtuellen Arbeit hergeleitet wurden. (Siehe [1], Kapitel 7). In dem folgenden
Programm wird die schwache Formulierung des Systems aus dem vorigen AbschnitisaagL ™

mit FreeFEM benutzt. Dabei ist zu beachten, daf3Téstfunktionenw(zx,y), die auf dem Rand

des betrachteten Gebietes verschwinden, die Greensche Fomaelnf'Laplaceoperator folgende
Identitit liefert: (Siehe [3], Kapitel 5)

—/ Auw d:):dy:/grad(u)Tgrad(w) dzdy
Q Q

ul=defvar (' ul’);

u2=defvar (' u2’);

ff_problenm([’ varsol ve(Orega, 0) A(ul,wl, u2,w2) with { P
" L1=dx(ul)*dx(wl) +dy(ul) *dy(wl);’
" L2=dx(u2) *dx(w2) +dy(u2) *dy(w2) ;’
" L3=dx(ul) +dy(u2);’
" L4=dx(wl) +dy(w2) ;'
"Asint()(-L1-L2-L3*L4’
"-RS1(x,y)*wl- RS2(x,y)*w2)’
"+on(a, b,c,d)(wl)(ul=0)"’
"+on(a, b, c,d)(w2) (u2=0);’
P %)

Programm 4.3: Die schwache Formulierung des PDGI-Systems

Updat eMesh( Rand, ' Oregal’);
ff_exec(’ fenpl(Oregal) uul
ff_exec(’ fenpl(Onegal) uex
getf Inport

Fehl er =l nport (" sqrt(int(Omegal) ((uul-uex)~2))");
xset("fpf",” ’);

xset (" wi ndow , 1) ;

xset (" wdi m , 400, 400) ;

ul);
X*(1-x)*y*(1-y)');

xbasc(1);
ShowCont our (" uul’,[0;0],1,1,50,6,1);
xtitle(’ Fehler = ' +string(Fehler));

Programm 4.4: Der Hohenlinienplot der Funktion1(x, y)

Bener kungen:

1. Wegen eines Fehlers in FreeFEM muf3 nach der Benutzungamsiol ve mit Updat eMesh
ein neues Gitter eingefirt werden. Hier ist das neue mit dem alten Gitter identisch. Der Feh-
ler tritt bei den Funktionepr i nt undappend auf. Letztere wird in der FreeFEM-Funktion
ShowCont our benutzt.

2. Da die Methode der Finiten Elemente immer auf die schwache Formulienting éind die
Benutzung der Funktiosol ve in allen getesteten Beispielen schneller war, sollte sie falls
moglich vorgezogen werden.

3. Beiverschiedenen Randbedingungen sinatalishe Randintegrale zu heksichtigen. (Sie-
he [1], Kapitel 7).
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Fehler = 0.0004751
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Abbildung 4.2: Hohenlinien der Funktion1(z, y)

4.3 Ein Beispiel ausder Elastizitatstheorie

Fiur ebene Spannungszastie erhlt man mit Hilfe des Hookeschen Gesetzes einen linearen Zu-
sammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen, die mit Hilfe der Verschielinggn
undv(z,y) ausgednckt werden knnen. Nach Einffirung der sogenannten Lasthen Konstan-

ten:
vE E

T2 und G := R
(E ist der Elastiziitsmodul und’ die Poissonsche Zahl)
lalkt sich der Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen folgendermal3en darstellen:

A=

Oy Av XA 0 ou/0x
oy | = A ANrv 0 ov/dy
Tay 0 0 G Ou/0y + 0v/0x

Es gelten folgende Gleichgewichtsgleichungen dexfterin z- undy-Richtung:

0oy Oy
oz oy —h
doy Oty
ER —f2

Setzt man die Ausdicke fir die Spannungen in diese Gleichungen ein, salerhan ein gekop-
peltes System von zwei partiellen Differentialgleichungendié beiden Verschiebungetiz, y) in
xz-Richtung undv(z, y) in y-Richtung, die sogenannten Lascthen Differentialgleichungen:

d%u 0%

_GAU_()\+G)(%+8$—&U) = fi
0%v 0%u
_GAU_()\+G)(8Ty+8x—8gJ) == fg .

Diese Differentialgleichungen sind mit entsprechenden Randbedingungesezu Bei der Formu-
lierung dieser Randwertprobleme in FreeFEM ist darauf zu achten, dal die Fudkti¢n die
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konormale Ableitung ist. In dem hier vorliegendem Fall also die Funktionen

dnu(u) = ()\ + 2G)d1 + Gdy = %dl + Gdy

dnu(’u) = ()\ + 2G)d2 + Gdy = édg + Gdy
124

mit der d&uReren Normalefi = (ny,n)7 undd := (uzn1,u,n9)”. Auf Randern parallel zug-

Achse stimmtnu(u) also mit der Spannung, Uberein.

In dem folgenden Beispiel wird eine rechteckige Lochscheibe behandelt, die auf zweilbegen”
liegenden Seiten mit entgegengesetzt gleicheaftln” parallel zur Scheibe belastet wird. Unter
Ausnutzung der Symmetrien des Problemsaéritian folgende FreeFEM-Formulierung.

Die Ergebnisse stimmen qualitativ mit den in [5], Seite 95, angegebenen Wertdie fSpannun-

gen in den Punkte(0, 1/2)" und (0, 1)” tiberein. Die lokalen Maximauf o, liegen jeweils in der

Nahe der angebenen Punkte; ihre Werte haben bei der angegebenen Diskretisierung relative Fehler
von 25 und 100%. Die Unalamgigkeit dieser Werte vom ElastiaismodulE’ und der Poissonschen
Zahlv ist sehr gut zu beobachten.

Bei diesen Rechnungen ist zu beachten, das die Funktionswerte von Gitterfunktionen, in deren Defi-
nition Ableitungen anderer Gitterfunktionen benutzt werden, nicht mit Hilfe der FreeFEM-Funktion
get f f Resul t importiert werden kinnen. (Im Beispiel ist das die Gitterfunktiaix)
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m=50; |1 =10; ff _var(’ 1’ ,string(l));

Rand = tlist([ border’ ;" a ;’'b ;'c;'d ;" e],...

list('x=0; y=1-t',0,0.5,m1),... /la
list(’x=0.5*cos(t); y=0.5*sin(t) ,%i/2,00m1l),... /1b
list(’'x=0.5+; y=0",0,1-0.5,m1),... /lc
list('x=l; y=t',0,1,10,1),... /ld
list('x=t; y=1",1,0,m1)); /e

bui | dMesh( Rand, ' Lochschei be’ ) ;

E =1, nu = 0.29;

ff_var('E ,string(E));

ff_var('nu ,string(nu));
ff_var(’lam ,string(E*nu/(1-nu”2)));
ff var('G,string(E (2*(1+nu))));
u=defvar(’'u’);

v=defvar (' v’'); sx=defvar(’sx’);

ff_problen([’ sol ve(Lochschei be, u,v) { P
"pde(u) -laplace(u)*Gdxx(u)*(lamtQ -dxy(v)*(lamt@=0;" ;...
“on(a) u=0;’
“on(d) dnu(u) =1;’ P
"pde(v) -laplace(v)*Gdyy(v)*(lamG -dxy(u)*(lamQ=0;" ;...
"on(c) v=0; }'],%);

ff_exec(’'fenpl sx =(lanm nu)*(dx(u)+nu*dy(v));’

xset (' wi ndow , 1);

xset (" wdi m , 400, 400) ;

xset("fpf",” ’);

xbasc(1);

ShowCont our (' sx’, [ 0. 005; 0. 505], 0. 003, 0. 003, 50, 30, 1);

~—

Programm 4.5: Die Laméschen Differentialgleichungen
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Abbildung 4.3: Hohenlinien der Funktion .. (z, y) in der Néhe des Punktg®, 1/2)7

Im Falle des hier vorliegenden Gitters liegt ein lokales Maximum der Spanaumg Punkt
(0.0072,0.5061)” und hat dort den Weis.2. Im Punkt(0,1)" hato, den maximalen Wert von
1.6, ist also etwa doppelt so grof? wie der in [5], Seite 95, angegebene Wert.
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Bener kungen:

1. Bei der Formulierung der Randwertprobleme muf3 auf die Regatlatéi’ zu dsenden li-
nearen Gleichungssysteme geachtet werden. Beim obigen Beispiel wird das durch Dirichlet-
Randbedingungerufu undw erreicht. In vielen Bllen ist eine losung mit FreeFEM proble-
matisch. Im obigen Beispiel ist die durch die schwache Formulierung implizientelicht’
Randbedingung auf dem Kreisbogewoglicherweise Ursache zatglicher Fehler.

2. In FreeFEM wird mit linearen Finiten Elementen gerechnet. Auf eine genauere Fehleranalyse
insbesondere von Approximationen der Ableitungen der Verschiebumged v kann hier
nicht eingegangen werden.
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Das Schwar zsche Verfahren

Das Schwarzsche Verfahren ist ein iteratives Verfahren msuhg von allgemeinen Problemen in
Gebieten, die sich als Vereinigung einfacherer Gebiete darstellen lassen dibgileppen. Dieses
Verfahren spielt insbesondere in der parallelen Numerik eine grof3e Rolle. (Siehe [1], 7.2 und [4],
9.3.6). Das folgende Beispiel zeigt die iterativeslunhg der Poissonschen Gleichung mit homogenen
Dirichlet-Randbedingungen in einem Gehigtdas sich als Vereinigung eines Rechteckemit

dem Einheitskrei$2, darstellen dil3t. Hierbei wird gleichzeitig das do-Schleifenkonzept von Free-
FEM vorgestellt, bei dem insbesondere di@dgichkeit der Wiederbenutzung der Faktorisierung
der Systemmatrizen zur Zeitoptimierung hervorzuheben ist. (Siehe [1], Kapitel 6 und 7).

me2;

Randl = tlist([ border’,’a ,’al ,’ b’ ,’c’, d] ,
list('x=t; y=0;',0,1, 5*m1) ,... [1la
list(’ xt y=0;",1,2,5*m 1) ,... [lla1l
list('x=2; y=t;’,0,1,5*m1) , /b
list('x=t; y=1;",2,0,10*m1) ... Ilc
Ilst(x0 y=t; ,105*m1)); /1d

Rand2 = tlist([’ border’,’ ¢’ el]
list(’'x=cos(t); y:S|n(t) 0,%i/2,5*m1) , ... e
list(’x=cos(t); y=sin(t); 0/@i/2,2*0/¢)i,25*ml)); /el

bui | dMesh(Randl,’ Oml’ ) ;
bui | dMesh(Rand2,” O’ ) ;

Programm 5.1: Die Uberlappenden Gebiete

ff_exec(’ fenpl(Om) v=0");

n=5;ff _var(’'n’,string(n));

ff_problem(['for i=0 to n do {
"solve(OnR2,V) with A(i) { ...
"pde(V) -laplace(V)=1;"
on(e) V=v;’
"on(el) V=0;};’
"solve(Ont,v) with B(i) {" ...
" pde(v) -laplace(v)=1;"
"on(a,d) v=V;’
"on(al,b,c) v=0;}}'1)

Programm 5.2: Der FreeFEM Aufruf

20



In der folgenden Abbildung werdendiénlinien der Gitterfunktionelr undv, sowie der Differenz

V — v, jeweils nach 5 Iterationen des Schwarzschen Verfahrens dargestellt. Man achte insbesondere
auf die FunktionV in ©; N Q5 und ihre Fortsetzung aul3erhalb des Einheitskreisesit Hilfe

ihrer Werte auf dem Kreisrand.
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Abbildung 5.1: Von oben links bis unten rechtg:in 21 N, vin 21NN, v in Q4 und die Differend” — v
in Q1 N§s ; jeweils nach 5 Iterationen. Der Fehler ist die mittlere quadratische Abweichung
der Differenz in2; N Q5.
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In der reichsten Abbildung werdendténlinien der bSung der Poissonschen Gleichun@in €2,
mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen gezeigt. Wegen der einfaclgtichKeit, in sehr
allgemeinen Gebieten mit Hilfe der Funktidoui | dMesh Dreiecksgitter einzuffiren, ist das
Schwarzsche Verfahren in FreeFEM haagtdich zum Testen paralleler Algorithmen ungk f~
padagogische Zwecke von Interesse.
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Abbildung 5.2: Die Losung der Poissonschen Gleichung im GeQlietU €2,
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Gitteradaption

In FreeFEM gibt es die Mglichkeit, vorhandene Gitter mit Hilfe der FreeFEM-Funktfidn_adapt nesh
an Extremalstellen vorgegebener Funktionen und ihrer Ableitungen zu verfeinern. Damit kann
man Gitter iterativ einem Problem anpassen. (Siehe [1], 4.4). Die Einzelheiten der Benutzung von
ff _adapt mesh, insbesondere die Bedeutung der Parameter werden in [1] nicht beschrieben. In
der Scilab Toolbox FreeFEM eati'man durch den Aufruf

| help ff_adaptnesh |

eine Auflistung dieser Parameter, aber keiabarén Hinweise. Trotz dieser unangenehmen Ein-
schinkungen kann man mit Hilfe der Beispiele ausdhhliche Testbeispiele durchrechnen.

Das erste Beispiel zeigt die adaptive Verfeinerung eines Gitters im Einheitskreis mit Hilfe einer
Funktion, die auf der y-Achse undifz = —1 grof3e Werte annimmt.

m=30;
Rand = tlist([ border’;"KT],...
list(’x=cos(t); y=sin(t);’,0,2*%i,m1l));

bui | dMesh(Rand, ' K );

Fehl er =0. 01,

ff_exec(’ fenpl(K) u=exp(2*x)/(0.001+y"2)-5/(0.001+(1+x)"2)");

ff_adapt nesh(’ mesh KA = adaptmesh (K, u)’',verbosity=5,...
abserror=1, nbj acoby=2, err=Fehl er, nbvx=5000, ...
onega=1. 8, rati 0=1.8, nbsnoot h=3, splitpbedge=1,
maxsubdi v=5, rescal i ng=1) ;

Programm 6.1: Gitteradaption im Kreis

Abbildung 6.1: AusgangsgitteK und mit der Gitterfunktiomu adaptiertes GittelKA
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Ein bekanntes Beispiel der adaptiven Verfeinerung von Gittern ist dguhg der Poissonschen
Gleichung mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen in einerrinigjen Gebiet, da der Gradi-
ent der Losung in der einspringenden Ecke siragubt.

Folgendes FreeFEM-Programm illustriert die Vorgehensweise:

Rand = tlist(['border’;’a ;b ;’'c;'d;'e ;" f'],...
list('x =t; vy =0,0,1,6,1),... /la
list('x=1; vy =1t',0,0.5,4, 1),... /b
list('x=1-1t; vy =0.5,0,0.54,1),... /lc
list('x = 0.5, y =1t",0.5,1,4,1), ... /1d
list('x=1-1t; y=1,0.51,41),... /le
list('x =0, y=1-1,0,1,6,1)); /1f
bui | dMesh(Rand,’ R ); [ Knoten, Drei ecke] =getffResult();

Fehler = 0.1; Koeff = 0.17(1./5.);
for i=1:4
ff_problem’solve(u) pde(u) laplace(u) = 1;
on(a, b,c,d,e, f) u=20;");
xset (' wi ndow ,i); xset (' wdi m, 700, 500) ;
xbasc(i); xsetech([0,0,1,0.5]);
ShowMesh( Knot en, Drei ecke, 1);
xsetech([0,0.5,1,0.5]);
xset("fpf",” ");
ShowContour('u’,[0;0], 1, 1,50,10,1);
xpoly([0.5;0.5;1],[21;0.5;0.5], lines’)
Fehl er =Fehl er * Koef f ;
ff_adapt nesh(’ nesh R = adaptnesh (R u)’,verbosity=5,..
abserror=1, nbj acoby=2, err=Fehl er, nbvx=5000, ...
onega=1. 8, rati 0=1. 8, nbsnoot h=3, splitpbedge=1
maxsubdi v=5, rescal i ng=1) ;
if (i<4) then
[ Knot en, Drei ecke] =get ff Resul t () ;
end
end
ff_problem(’ solve(u) pde(u) |aplace(u) = 1;
on(a, b,c,d, e, f) u=0;");
[ Knot en, Drei ecke] =get ff Resul t () ;
xset (" wi ndow , 5) ; xset (" wdi m , 700, 500) ;
xbasc(5); xsetech([0,0,0.5,0.5]);
ShowMesh( Knot en, Dr ei ecke, 1) ;
xsetech([0.5,0,0.5,0.5]);
ShowMesh( Knot en, Drei ecke, 1,[0. 35 0.35 0.55 0.55]);
xsetech([0,0.5,1,0.5]);
ShowContour (' u’,[0;0], 1, 1,50, 10, 1);
xpoly([0.5;0.5;1],[1;0.5;0.5], lines’)

Programm 6.2: Losung der Poissonschen Gleichung im L-Gebiet

Bener kung:

Mit Hilfe des Befehlssci | ab -nw -f Progr.sci > Ausgabe kann man Scilab im Batch-
Modus aufrufen und die FreeFEM-Ausgabe in die Datei Ausgabe umlenken.

Dazu mul3 die FreeFEM-Toolbox am Anfang des PrograBntsgr . sci mit dem Aufruf

exec(’ /usr/local/bin/loader.sce’, 0) geladen werden. Am Ende des Programms muf}
Scilab mitexi t beendet werden.
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Abbildung 6.3: Losung nach vier Gitteradaptionen




Kapitel 7

| nstationare Probleme

In diesem Kapitel wird die numerischekling von instaticaren Problemen mit Hilfe von FreeFEM
behandelt. Als Testbeispielaklen wir die WArmeleitungsgleichung = Awu mit der Anfangsbe-
dingungu(z,y,0) = 1 in einem Quadraf) = [—1,1] x [-1,1].

Die Losungu(zx, y,t) soll homogene Dirichlet-Randbedingungenudefi.

Die Losung dieses Problems kann man als Produktdarstellung aus der entsprechenden eindimensio-
nalen Warmeleitungsgleichung herleiten. Di@dLing des eindimensionalen Problemsa#rhian

mit Hilfe der Laplacetransformationsmethode als unendliche Reihe. Mit Hilfe des folgenden Scilab-
programms kann man Partialsummen dieser Reihe berechnen.

function u=Heat (x,t,n)

/1 Partial sutmen der Rei hendarstellung der Loesung u(x,t)

/'l der \Waernel ei tungsgl ei chung fuer Anfangswerte u(x,0)=1

/1 und Randwerte u(-1,t)=u(1,t)=0 imliIntervall [-1,1].

/'l Die entsprechende Loesung i m Quadrat [-1,1]x[-1, 1]

[l ist u(x,t)*u(y,t).

n=0: n;

u=(-1). n.*exp(-(2*n+l). " 2*(%pi )" 2*t/ 4).*cos((2*n+1) *%pi *x/ 2) ./ (2*n+1);
u=u($:-1:1); u=sun(u);

u=4*u/ %i ;

Programm 7.1: Losung der eindimensionalenaifieleitungsgleichung in Scilab

Bener kung: Da die Rand- und Anfangsbedingungen unagglich sind, muf3 maruf kleine Zei-
ten in der Nihe des Randes mit langsamer Konvergenz der unendlichen Reihe rechnen.

Diskretisiert man die Differentialgleichung nur hegich der Zeitvariablemund bezeichnet(x, y, nAt)
mit u, (x, y), SO erkdlt man beispielsweise folgendes Gleichungssystem:

Uny1(2,y) — un(z,y)
At

das mit den vorgegebenen Randbedingungen £ 0,1, 2, - - - geldst werden mul3. Der Parameter

6 kann aus dem Interval0, 1] gewghlt werden. BEf § = 1 undé = 1/2 ertélt man beispielsweise
Varianten des impliziten Eulerverfahrens und des Crank-Nicolson-Verfahrens, die im folgenden in
FreeFEM benutzt werden. (Siehe [3], Kapitel 11).

Bei instatior@iren Problemen mull man beachten, daf} die rechte Seite der Differentialgleichung,
die mit Hilfe der FREEFEM+-Funktiosol ve in FreeFEM gebst werden soll, keine Operatoren

wie z.B.| apl ace enthalten darf. Also kommt bei der Benutzung ol ve nur das implizite
Eulerverfahren in Frage Uf die anderen Verfahren ntit< 1 muf3 die schwache Formulierung der
Differentialgleichungen benutzt werden, also die FREEFEM+-Funktemnsol ve.

= 0l upp1(z,y) + (1 = 0)Auy(z,y) ,
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Als erstes Beispiel wird die \Wmeleitungsgleichung mit Hilfe des impliziten Eulerverfahrens
geldst. Dieses Verfahren ist in FreeFEM einfach zu programmieren und ist etwa doppelt so schnell
wie das folgende Crank-Nicolson-Verfahren. Die Faktorisierung der Systemmatrix wird bei Benut-
zung der Funktiorsol ve nur einmal am Anfang der Iteration durchghbft.

m=10;

Rand = tlist(['border’;’a ;b ;'c ;'d],...
list('x=t; y=-1,-1,1,m1),...
list('x=1; y=t",-1,1,ml),...
list('x=t; y=1,1,-1,m1),...

list('x =-1; vy =t',1,-1,m1l));

bui | dMesh(Rand, ' Q );
[ Knot en, Drei ecke] =get ff Resul t () ;
T=0. 3; n=50; dt =T/ n;
ff var('dt’,string(dt));
ff_var('i’,0);
ff_var(’n ,string(n));
ff_exec(’ fenpl u=1");
ff_problem(['for i=0 to n-1 do {
"solve(Qu) with A(i) {
"pde(u) u-laplace(u)*dt = u;’
"on(a,b,c,d) u=0;"’
“hh]L %)
di sp(’ Exakte Loesung: u(0, 0, 0. 3)=0.3682109");
getf Inmport; uO=Inport(’u(0,0)’);
xset (' wi ndow , 1);
xset (" wdi n , 800, 400) ;
xbasc(1)
xsetech([0,0,0.5,1]);
ShowMesh( Knot en, Dr ei ecke, 1) ;
xsetech([0.5,0,0.5,1]);
ShowContour ("u' ,[-1;-1],2,2,50,5,1);
xtitle('u(0,0,"+string(T)+")="+string(u0))

Programm 7.2: Das implizite Eulerverfahren

u(0,0,0.3)=0.365909
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Abbildung 7.1: AusgangsgitteQund die Losungu( X, y, T) beim impliziten Eulerverfahren



KAPITEL 7. INSTATIONARE PROBLEME

Mit Hilfe der schwachen Formulierung des obigen Differentialgleichungssystems kann das Crank-
Nicolson-Verfahrens in FreeFEM zupkling instatioarer Probleme benutzt werden. Dabei ist wie-
der die in 4.2 enahnte Greensche Formel zu beachten.

m=10;

Rand = tlist(['border’;’a ;b ;'c ;'d],...
list('x =t; y=-1",-1,1,m1l),
list('x =1, y=1t",-1,1,m1),
list('x=t; y=1,1,-1,m1l),
list('x=-1;, y=1t",1,-1,m1));

bui | dMesh(Rand, ' Q) ;[ Knot en, Dr ei ecke] =getff Resul t () ;
T=0. 3; n=50; dt =T/ n;
t het a=0. 5;
ff var('dt’,string(dt));ff _var(’theta’,string(theta));
ff _var('n ,string(n));
ff_exec(’ fenpl ua=1");
u=defvar (' u’); uu=defvar(’ uu'); w=defvar (' w);
ff_problen([’for i=0 to n-1 do {
"varsolve(Qi) A(u,w wth {
’A = int(Q ((u-ua)*wt+ dt*theta*(dx(u)*dx(w) +dy(u)*dy(w))’ ;...
+dt *(1-t heta) *(dx(ua) *dx(w) +dy(ua) *dy(w)))’
+on(a, b, c, d) (w) (u=0) }’
ua = u; 1)

di sp(’ Exakt e Loesung: u(0, 0, 0. 3)=0.3682109");
[us] = getffResult('u’);
Updat eMesh(Rand, ' QL' ) ;
ff_problem ' solve(QL, uul) pde(uul) uul=u; on(a,b,c,d) uul=u;’,%);
ff_exec(’' fenpl(Ql) uu=u’);
getf Inport
uuO=Il nport (" uu(0,0)’); uulO=l nport ('’ uul(0,0)");
di sp([uu0 uul0])
di sp(’ max(us)= ") ;di sp(nmax(us));
xset (" wi ndow , 1) ;
xset (" wdi m , 800, 400) ;
xbasc(1)
xsetech([0,0,0.5,1])
ShowMesh( Knot en, Drei ecke, 1) ;
xsetech([0.5,0,0.5,1])
ShowContour ("uu’,[-1.2;-1.2],2.4,2.4,50,5,1);
xpoly([-1 11 -1-1],[-1-2121 -1],’lines")
xtitle('u(0,0,” +string(T)+ )= +string(uul0))

Programm 7.3: Das Crank-Nicolson-Verfahren

Bener kungen:
1. Die Gitterfunktionuul ist nicht mituu identisch. Sie wurde zu Testzwecken eingeft.
2. Die analytische bSung der Vdimeleitungsgleichung wurde mit Hilfe der Scilabfunktion
Heat berechnet.
3. Auch beim Crank-Nicolson-Verfahren ist nur am Anfang der Iteration eine Faktorisierung
erforderlich. (Siehe [3], 11.3.1). Wie diese Tatsache in FREEFEM+ im Einzelnen ausgenutzt
wird, ist nicht ersichtlich.
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Abbildung 7.2: AusgangsgitteQund die Losungu( X, y, T) beim Crank-Nicolson-Verfahrens




Kapitel 8

Nichtlineare partielle
Differentialgleichungen

In diesem Kapitel wird am Beispiel einer konstruierten nichtlinearen partiellen Differentialglei-
chung die iterative bSung in FreeFEM durchgdfit. In konkreten Anwendungen ist die Wahl
eines konvergenten Verfahrens das Hauptproblem. Eine Formulierung der Iteration als Fixpunktite-
ration flihrt dabei manchmal zum Ziel. (Siehe z.B. [4], Kapitel 6.3).

Im folgenden wird eine nichtlineare Differentialgleichung im Einheitskreis konstruiert, dergumg’

in Polarkoordinaten durch., (r) = r* gegeben ist. In kartesischen Koordinaten hat die Differenti-
algleichung fit u(z, y) und reellea folgende Form:

—Au+16vu+ au = a (2? + y?)?

Mit Hilfe der vorgegebenen asungu.,.(1/z2 + y2) lassen sich z.B. Robinsche Randbedingungen

ai—“L + u = 5 bestimmen, die im folgenden benutzt werden. (Siehe [3], Kapitel 6, wo die schon in

3.4 benutzte konormale Ableitung in Richtung defiéren Normalen eingéifit wird.)

m=50;
Rand = tlist(['border’ ;"R ],...
list(’x=cos(t); y=sin(t);’,0,2*%i,m1l));
bui | dMesh(Rand, ' K );
n=20; ff_var(’'n’,string(n));
al =100; ff_var('al’,string(al));
ff_exec(’ fenpl ua=1");
ff_exec(’ fenpl uex=(x"2+y"2)"2");
ff_problem(['for i=0 to n-1 do {
"solve(K,u) with A(i) {

"pde(u) -1laplace(u)+u*al =-16*sqrt(abs(ua))+al *uex;’ ;...
"on(R) dnu(u)+u = 5;’
‘ua = u;’ Y e e
"append(""Fehler"",sqrt(int(K) ((u-uex)"2)));’

"hET1 %)

F=read(’ Fehler’,-1,1);
xset ("font’, 2,4)
plot2d([0:n-1]",1 0g(F));
clear u ua F

uni x(°" rm Fehl er’)

Programm 8.1: Iteration zur Losung einer nichtlinearen Gleichung
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Mit Hilfe des Faktorsa in obiger Differentialgleichung kann man das Konvergenzverhalten des
Iterationsverfahrens studieren.
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0] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Abbildung 8.1: Mittlerer quadratischer Fehler (logarithmisch) in Aftgjigkeit von der Iterationszahl
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