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ABSTRACT

Over the last years effort is increasing to employ Finite Element Methods for plasma
edge fluid-modelling. Compared with commonly applied procedures, this method has
the advantage, that not-simply-connected domains with complex geometrical struc­
ture can be described in detail. The purpose of the presented work is to analyse
these considerations and to develop a two-dimensional Finite-Element-Code. This
code should be able to simulate the plasma flow pattern in the burning chamber of
fusion devices by an exact and solution-dependent discretisation.
Firstly the generalized Navier-Stokes-equations are modified according to the special
features of the edge plasma. From these equations fundamental conditions for the
applicability of the method can be derived. They are consistent with criteria found
at other laboratories. Based on this, a numerically stable solution procedure is for­
mulated. It is capable to deal with the strong anisotropy in plasma transport and the
large velocity gradients arising in front of the limiter. Reionisation and other collision
processes of recycled neutral particles are described by coupling the fluid model to
the kinetic Monte-Carlo neutral-gas-code EIRENE. For comparison and fundamen­
tal numerical studies a fast analytical description of recycling is also available. Such
rather crude approximations are employed in other codes often as the only option.
By this, it is now possible to treat the flow of ions and neutral atoms/molecules
near complex surface structures of fusion devices consistently. Because of the time
step restriction in the special solution algorithm, up to now the electron temperature
profile has to be provided from elsewhere. It can, for example be interpolated from
experimental data or from results of other independent code calculations. The newly
developed code is applied to a typical TOKAMAK-discharge (TEXTOR) and cha­
racteristic results are discussed.
Using stationary solutions, the validity of the fluid-approach can be checked a poste­
riori: It is shown that in the strict sense the fluid assumptions are violated at least
in some parts of the boundary layer. This can be attributed to the large value of
the classical transport coefficients (fIB), generally used in plasma fluid models. This
explains, why usually the influence of viscosity effects - relative to pressure-forces ­
on the plasma flow is overestimated. Therefore modifications to the commonly used
t ransport equations ar p proposed for instance ~ nlementation of a "-fL,....,. reductio ...... ",L... '" .L........ '-'.L ,..L.L U "'...., p ....l-J.J.'-'J..J.<J V' ..l.lu...... LL ldV.U.

both for the heat- and momentum-flux.
Nevertheless, for the case discussed in this work the classical transport coefficients
are retained to compare the solution with results of other calculations and to isolate
special features caused by the interaction of strong anisotropic transport with com­
plex geometrical structures:
€I On top of the limiter a fountain-like flow of ions is observed leading to a flow re­
versal back to the core-plasma.
e In the scoops underneath the limiter the plasma density increases along B because
of a "spatial focussing" of reionized neutral particles. Making consequent use of this
effect would render the particle removal more efficient ("plasma plugging").





KURZFASSUNG

In den letzten Jahren wurden verstarkt Uberlegungen angestellt, die Finite Elemen­
te Methode zur Modellierung der Plasmarandschicht zu nutzen. Sie hat gegeniiber
den bisher verwendeten Verfahren den Vorteil, nicht einfach zusammcnhangcnde Ge­
biete mit komplizierter geometrischer Form detailliert modellieren zu konnen. Die
vorliegende Arbeit hat das Ziel, diese Uberlegungen zu systernatisieren und dar­
auf aufbauend, ein zweidimensionales Finite Elemente Programm zu entwickeln, das
die Strornungsverhaltnisse in der Brennkammer von Fusionsapparaturen durch eine
losungsangepafste Diskretisierung raumlich exakt beschreibt.
Dazu werden zunachst die verallgemeinerten Navier-Stokes-Gleichungen gernaf den
in der Plasmarandschicht iiblichen Modellannahmen modifiziert. Aus diesen Glei­
chungen konnen grundsatzlicbe Bedingungen fiir die Brauchbarkeit der Methode ab­
geleitet werden. Sie erweisen sich als konsistent mit auch anderenorts gefundenen
Kriterien. Daran angepa£t wird ein Losungsalgorithmus formuliert, der den stark ani­
strapen Transport und gra£e Geschwindigkeitsgradienten, vor allem in Limiternahe,
numerisch stabil beschreibt. Urn die Reionisation von recyclierten Neutralteilchen
und die Physik ihrer Sto£prozesse moglichst vollstandig beschreiben zu konnen, wird
das Fluid-Model! an den Monte-Carlo Neutralgascode EIRENE gekoppelt. Zu Ver­
gleichszwecken und fiir prinzipielle numerische Studien steht ein einfaches, analyti­
sches Neutralteilchenmodell zur Verfiigung, wie es in anderen Programmen oft als
einzige Option verwendet wird.
Damit ist es jetzt rnoglich, die Stromung der Ionen und des Neutralgases in der Nahe
komplizierter Brennkammerbauteile selbstkonsistent zu behandeln. Dazu muf das
Elektronentemperaturprofil - aufgrund der Zeitschrittbeschrankung des numerischen
Verfahrens - durch Anpassung an experimentelle Daten und iiber eine Interpolation
der Ergebnisse unabhangiger numerischer Rechnungen vorgegeben werden. In ersten
Beispielrechnungen wird das entwickelte Verfahren auf eine typische TOKAMAK­
Entladung (TEXTOR) angewendet.
Ausgehend von stationaren Losungen kann a posteriori die Giiltigkeit der Fluid-Nahe­
rung fiir die Ionen iiberpriift werden: Sie ist in poloidaler Richtung in Teilen der Rand­
schicht verletzt. Dies ist auf die sehr graBen, klassischen Transportkoeffizienten (II B)
zuruckzufuhren, wie sie bisher in allen Plasma-Fluid Modellen verwendet werden,
Damit wird verstandlich, warum auch in anderen Rechnungen die Viskositatseffek­
te relativ zu den Druckkraften einen zu gro£en Einfluf auf das Stromungsverhalten
haben, Es sind daher Modifikationen der derzeit iiblichen Transportgleichungen not­
wendig, wie etwa die Einfuhrung einer "Flu£begrenzung" sowohl fiir den Warrne-, als
auch fiir den Impulsfiu£.
In dem diskutierten Fallbeispiel werden allerdings die konventionellen Koeffizienten
beibehalten, urn die Losung mit den Ergebnissen anderer Rechnungen vergleichen
und Effekte extrahieren zu konnen, die sich speziell aus dem Zusammenwirken von
stark anisotropem Transport und geometrischer Komplexitat ergeben:
e Uber dem Limiter wird eine springbrunnenartige Stromung der Ionen beobachtet,
die zu einer Ruckstromung der Ionen ins Kernplasma fiihren kann.
.. In den unterhalb des Limiters liegenden Einlaufkanalen erhOht sich aufgrund der
raumlich begrenzten Reionisation der Neutralteilchen die Plasmadichte betrachtlich
und verstarkt somit die Teilchenabfuhr ("plasma plugging").
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Kapitell

Einleitung

1.1 Allgemeine Einfiihrung

Fernzie1 der Fusionsforschung ist die Entwicklung einer neuen Energiequelle mit VOf­

teilhaften Eigenschaften:

• Die Ausgangsstoife, Deuterium und Lithium, sind in groficn Mengen und geogra­
phisch gleichmallig verteilt verfiigbar.

• Fusionsreaktoren produzieren keine Treibhausgase, im (jegensatz zu Kraftwerken,
die mit fossiler Energie betrieben werden.

• Im Unterschied zu Spaltungsreaktoren ist das System weit unterkritisch, d.h.
geriete das Plasma aufier Kontrolle, wiirde es von selbst erliischen.

• Von ihrem grundsatzlichen physikalischen Prozef her ist die Fusionstechnologie
nicht zwangslaufig mit radioaktiven Abfallprodukten verbunden: Die Reaktions­
pradukte aus der Verschmelzung von Deuterium und Tritium sind Neutronen und
Helium-Kerne.

Radioaktiver Abfall entsteht erst als Sekundarprozef dutch die Aktivierung der Brenn­
kammer-Wand bei Bestrahlung mit den Reaktionsneutronen. Und hier besteht die Hoff­
nung, in den nachsten Jahrzehnten Materialien zu entwickeln, bei denen diese Radioak­
tivitat so rasch wieder abklingt, daf eine Endlagerung nur geringeProbleme aufwirft.
Kritischer ist das Containment und der .Umgang mit der radioaktiven Ausgangssubstanz
Tritium. Kann man den Brennstoff allerdings sicher beherrschen und die notwendigen
Randbedingungen fiir die Fusionsreaktionen schaifen, so hat man eine lanfristige Opti­
on zur Energiegewinnung.

Seit iiber 30 Jahrenwirddeshalb in vielen Industrienationen daran gearbeitet, kon­
tralliert Energie aus dem Fusionsprozef zu gewinnen. Die technologisch ausgereifteste
und experimentell erfolgreichste Anordnung ist der TOKAMAK,eine toroidale Kon­
figuration, in der ein Hochtemperaturplasma durch Magnetfelder eingeschlossen wird,
die teilweise von auflen aufgepragt, teilweise durch imPlasma fliefende Strcme erzeugt
werden.

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Die bisherigen Experimente an Tokamaks haben vor allem das Ziel, die Vorausset­
zungen ftir Fusionsreaktionen zu sehaffen: Das Plasma muf fiir bestimmte Zeit unter
einem ausreiehend hohen Druck gehalten werden. Diesem Ziel ist man durch geeignete
Plasmaheizung und Verbesserung des Plasmaeinsehlusses in den letzten Jahren schon
sehr nahe gekommen [3, 4]. Von den Experimenten am derzeit groBten Tokamak JET
(Joint European Torus) und an anderen groBen Maschinen ausgehend, sind daraufhin
versehiedene Operationsszenarien 1 entwickelt worden und es liegen Skalierungsgesetze
fiir jedes dieser Plasmaregime vor, die eine Extrapolation zum brennenden Fusions­
plasma moglich erscheinen lassen. Allerdings ergeben sieh nach globalen, theoretischen
Analysen [5, 27] unter Beriicksichtigung von Energieabstrahlung durch Verunreinigun­
gen und Brennstoffverdiinnung durch das Fusionsendprodukt Helium von den "idealen
Ziindbedingungen" qualitativ verschiedene "Brennbedingungen", die den zulassigcn Pa­
rameterbereich fiir eine Energiegewinnung dureh Kernfusion deutlich einschranken.
Zur experimentellen Untersuehung dieser Brennbedingungen ist der internationale Ver­
suchsreaktor ITER (International Thermonuclear Experiment Reactor) geplant, der
nach der Ziindung ein brennendes Plasma fiir jeweils ca. 1000 Sekunden aufrecht erhal­
ten soil.

Diese Pulsdauer ist im Vergleieh zu den Verweilzeiten der Teilehen und der Energie im
Kernplasma so grofi, daf eine effektive Steuerung von Teilchen- und Energiestromen
wahrend del' Entladung erforderlich 1St. Eine solche Steuerung muf die gleichzeitige
Warme- und Teilchenauskopplung aus dem heifien Kernplasma regeln, und zwar unter
Bedingungen, die sowohl mit den erforderlichen Plasmaeigenschaften vertraglich sein
miissen als auch mit der Standfestigkeit der Wandmaterialien und Wandkomponenten:
Wahrend der vom Plasma emittierte Teilchenstrom moglichst effektiv und gerichtet zu
den Pumpoffnungen der Brennkammer gefiihrt werden mufs, urn die anfallende Helium­
Asche wirkungsvoll abzusaugen, sollte andererseits der vom Plasma emittierte Warme­
strom mehr gleichformig abgeleitet werden, um eine ortliche Uberhitzung der Wand­
elemente zu vermeiden. Weil abel' die grundlegenden physikalisehen Transportprozesse
fur Teilchen- und Energietransport sehr eng miteinander verkniipft sind, miissen Reak­
torkonzepte daraufhin untersucht werden, ob sie diese gegensatzlichen Anforderungen
gleichzeitig erfiillen.

Die Problematik der Plasma-Wand-Wechselwirkung, die neben der Tokamak-die Stel­
laratorkonfiguration gleiehermaEen betrifft, hat sieh daher weltweit als Kernfrage der
zukiinftigen Fusionsforschung herauskristallisiert. Letztlich gent es dabei um das Ver­
standnis der Zusammenhange zwischen den Vorgangen im Plasmakern, in der Plas­
marandschicht und an der Wand, sowie deren Synthese und Extrapolation zu einem
funktlonsfahigen Gesamtkonzept. In diesem Zusammenhang erlangt die experimentelle
Untersuehung der Prozesse in der Plasmarandsehicht und der Versuch, sie raumlich und
zeitlich aufgelostzu.modellieren, in den letzten Jahren immer grofiere Bedeutung. Von
besonderem Interesse ist dabeiein Vergleich der Randschichtkonzepte "Divertor" und
"Limiter" .im Hinblick auf ihre Eignungzur Losung dieserAufgaben.

1 L-Mode, H-Mode, ELMY-H-Mode etc.
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Ausgangspunkt der theoretischen Untersuchungen sind einfache null-, bzw. eindimen­
sionale Modelle, die versuchen, die Prozesse in der Randschicht auf unterschiedlichen
Zeitskalen zu verstehen. Lokalisierte Kontakte mit materiellen Wanden und dadurch
bewirkte starke Anderungen der Plasmaparameter machen zweidimensionale Modellie­
rungen notwendigv die wegen der Komplexitat der Zusammenhange und der Vielzahl
der zu benicksichtigenden Effekte nur mit numerischen Methoden behandelt werden
konnen,

Grob vereinfaeht lassen sieh die heute benutzten Modelle und Verfahren auf einer Zeit­
skala in ftinf Gruppen einordnen:

• Auf der Zeitskala der Einzelteilchenbewegung (10- 9s) beschaftigt man sich vor
allem mit Effekten der Ladungstrennung in der Nahe von materiellen Oberflachen,

• Auf der Zeitskala der thermischen Driftbewegung (10-6 s ) untersucht man ver­
starkt die Wechselwirkung der Plasmateilchen untereinander, ihren Impuls- und
Energieaustausch durch StoBe.

• Auf der Zeitskala der mittleren Strcmungsgeschwindigkeit (10- 38) sind die Trans­
portgleichgewichte in der Randschicht von Interesse und man versucht, den Ein-
-fhd~ ..1.0t' ITDnrnDt,..'crha..... 11 ..:1 .....huC'';1-""1;c h£'ln ll'.ffo1-to .,.....,;.;. .....1;....1-. ct unlL::o+=:> r1,,,,, """ "h. ;~ 1..
... .L ., '-'-"'-'- o v v'-',uv.u H'-'- 'p"'.I..)' U n.U..LH' .L..l. .LJ.l..L'-'-'-" UV .LJ....L O.L.L'-'-'-U; u y v ., "wJ. u .. o LlU c u. n.-

sichtigen.

• Auf der Zeitskala des Teilchen- bzw. Energieaustauschs (~ Is) wird der globale
Transport zwischen Plasmainnerem und Plasmarand diskutiert und es lassen sich
notwendige Bedingungen fiir eine positive Energiebilanz der Anordnung formu­
lieren.

e Auf der Zeitskala der Entladung eines Tokamaks (2:: lOs) ist die Frage nach der
Stationaritat dieses Vorgangs entscheidend, besonders im Hinblick auf die Ver­
wendbarkeit der Anordnung zur Energiegewinnung.

Diese Arheit wird sich vor allem mit der Behandlung des Transportgleichgewichts und
den daraus entstehenden Stromungen in der Randschicht -bescha,ftigen.

Dahei wird zum einen auf die Herleitung der verwendeten Fliissigkeitsgleichungen ein­
gegangen; es werden die Grenzen der Giiltigkeit und die der Theorie zugrundeliegenden
Annahmen naher diskutiert.

Der zweite Schwerpunkt wird die numerische Losung dieser Gleichungen sein. Wie aus
Abbildung 1.1 ersichtlich wird, ist man auf der Ebene des hier diskutierten Transport­
modells (typische Transporizeii "" 10-3 Sekunden) relativ weit fortgeschritten.
Bisher hatte man allerdings, bedingtdurch die Beschrankung auf einspezielles nu­
merisches Verfahren, Probleme bei der Modellierung komplexer Geometrien. Daher
wird in dieser Arbeit ein anderer numerischer Ansatz, die Finite-Elemente-Methode
(FEM) vorgestellt, mit der eine Lcsung der Plasmagleichungen auf nichteinfach zu­
sammenhangenden Gebieten mit komplizierten Berandungen moglich ist.
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Abbildung 1.1: Status der Randschichtmodellierung beziiglich geometrischem, physika­
lischem und und zeitlichem Umfang

Zuerst wurde diese Methode in den Ingenieurwissenschaften bei Festigkeitsberechnun­
gen angewandt. Vor ca. 20 Jahren wurden die Anwendungen auf diffusive Transport­
probleme ausgedehnt und seit etwa zehn Jahren werden Stromungssimulationen durch­
gefiihrt, wobei es vor aIlem urn Problemstellungen geht, in denen die Konvektion der
dominierende 'Iransportprozefrist.
Will man dieseMethode in derPlasmaphysik einfiihren, begibt man sich in vielen

Richtungen auf neues Terrain. Da ist zum ersten die numerische Theorie und Erfah­
rung, die bei dem bisher verwendeten Finite-Differenzen- Verfahren wesentlich weiter
entwickelt ist.
Zum zweiten sind mit derFE-Methode bisher wenige Stromungssimulatlonen mit Kon­
vektion und Konduktion durchgefiihrt worden; wobei die starke Anisotropie des Trans­
ports im Magnetfeld in keiner anderen Anwendung auftrat.
Als Drittes stOBt man auch auf der Seite der Plasmaphysik an Grenzen, denn das Ver­
halten des Plasmas bei Aufstromung auf eine Wand beischragem Einfall ist sowohl
theoretisch als auch experimentell wenig untersucht.
Da komplizierteBerandungen, wie etwa zurPlasmastromung angewinkelte Targetober-
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flachen, in fast allen Tokamaks auftreten und vermutlieh einen signifikanten Einfiuf auf
die Cesamtstrornung haben, solIte man sieh bei der Modellierung der Vorgange in der
Plasmarandzone nicht nur auf die vollstandige Besehreibung der "Physik" beschranken,
sondern sich aueh urn eine exakte DarstelIung der "Geometrie" bemiihen.
NUT beide Aspekte zusamrnen crmoglichen ein umfassendes Verstandnis der Vorgange
am Plasmarand und ein solches Verstandnis ist sieherlieh notwendige Voraussetzung
bei Design und Betrieb eines Fusionsreaktors.
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1.2 Die Plasrnarandschicht - Ein Uberblick

Wahrend die Bedingungen, die im Plasmakern erreicht werden miissen, durch die mitt­
lere Temperatur und eine Brennbedingung relativ gut definiert sind, gibt es in der
Randschicht eine Vielzahl von Prozessen, deren Relevanz fur den Transport wesentlich
vom Wandmaterial, vom Design der Brennkammer und vom Verlauf der magnetischen
Feldlinien innerhalb der Kammer abhangt. Das grundsatzlicho Ziel ist die Optimierung
der Konfiguration, sodaf die gewiinschten Bedingungen im Plasmainnern aufrecht er­
halten werden konnen. Die Schwierigkeiten, dieses Ziel zu erreichen, resultieren aus dem
eingeschrankten Verstandnis des Zusammenhangs zwischen Randschicht und Kern, vor
allem bedingt durch die Vielzahl der auftretenden Prozesse und ihre starke, nichtlineare
Vernetzung miteinander. Zuerst soli deshalb auf die Einzelprozesse naher eingegangen
werden. Hier kann eine direkte Beziehung zwischen Ausgangszustand und erzieltem Ef­
fekt hergestellt werden und Parameterstudien unterschiedlicher Szenarien sind moglich.
Kombiniert man aber diese Einzelprozesse, urn vorteilhafte Prozellbedingungen zu er­
zielen, so zeigt sich, daf eine konsistente Wahl von Betriebsparametern schwierig ist. Die
bisher entwickelten Methoden zur Randschichtkontrolle konnen die Randbedingungen
aufgrund dieser komplizierten Zusammenhange oft nur beziiglich einiger Einzelprozesse
optimieren.

1.2.1 Einzelprozesse in der Randschicht

Es gibt keine einheitliche Definition der Randschicht. Die meisten Formulierungen be­
ziehen sich auf die physikalische Ursache fiir diese Schicht, d.h. sie orientieren sich am
jeweils dominierenden Prozess in dieser Zone. Da aber verschiedene Randschichtkonfi­
gurationen auch durch unterschiedliche Prozesse bestimmt werden, soli in dieser Arbeit
die Definition auf den Auswirkungen der Prozesse basieren:

Die Randscbicht ist der Bereich des Plasmas, in dem Teilchen- und Ener­
giefiiisse stark or-tsabharigig sind [11J.

Diese Definition gilt fiir aile Konfigurationen. Welches die verursachenden Mechanis­
men fiir die starken Ortsabhangigkeiten sind, soll nun naher erlautert worden.

Plasmateilchen bewegen sich aufgrund ihrer elektrischen Ladung auf gyrierenden Bah­
nen entlang von Magnetfeldlinien. So werden sie im Tokamak eingeschlossen.
(-" Die Berechnung des Plasmagleichgewichts im Tokamak ).
Durch Driften, Stofie und Storungen des Magnetfeldes ist dieser Einschluf jedoch nicht
perfekt und langsame Diffusion transportiert die Teilchen nach au:Ben, bis sie eine Ma­
gnetfeldlinie crreichen, die eine materielle Begrenzung schneidet. Verstarkt durch an
dieser Begrenzung entstehende Potentiale und erleichtert durch den schnellen Trans­
port entlang von Feldlinien, stromt das Plasma auf die Begrenzung auf. Hier finden
zwei Reaktionen statt. Zum einen werden die Plasmaionen ihre kinetische und ihre in­
nere Energie auf Wandatome iibertragen,e.ine Erosion des Materials bewirken und das
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Plasma mit diesen Fremdatomen verunreinigen. Zum anderen rekombinieren die Ionen
mit den gleichzeitig ankommenden Elektronen in der Wand und stromen als neutrale
Teilchen ins Plasma zuriick. Dort reagieren sowohl die freigesetzten Verunreinigungen
als auch die Wasserstoffatome, bzw. -molekiile mit den Plasmateilchen, hauptsachlich
mit den leichten und schnellen Elektronen.
Dabei thermalisiert der neutrale Wasserstoff vor allem durch Ladungsaustauschreak­
tionen und erhoht nach seiner Ionisation die Dichte des Plasmas in der Randschicht.
Die schwereren, neutralen Fremdatome wechselwirken hauptsachlich iiber Elektronen­
stoflprozesse, dutch die sie in hohere Ladungszustando angeregt werden. Da sowohl
der neutrale Wasserstoff als auch die Fremdatome von der Wand kommend im allge­
meinen nur niedrigere Energien haben, wird das Plasma durch diese Prozesse gekiihlt.
Eine zusatzliche Kiihlung wird dadurch bewirkt, daf zwischen den StoBanregegungen
Energie iiber spontane Emission von Strahlung abgegeben wird Die Strahlungsverluste
wachsen mit der Kernladung nichtlinear an, wobei die Potenz zwischen Z2 (Brems­
strahlung) und Z6 (Linienstrahlung) variiert.
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Abbildung 1.2: Abgestrahlte Leistung, normiert auf Elektronen- und Verunreinigungs­
dichte, in Abhangigkeit von der Elektronentemperatur T; fiir Verunreinigungen mit
verschiedenen Kernladungszahlen Z
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Materialien mit hohem Z strahlen daher sehr viel mehr Energie ab als Niedrig-Z-Stoffe.
Die Strahlungskiihlung durch Atome und Ionen hoher Ladungszahl kann aber auch
zu einer so starken Erniedrigung der Temperatur des Plasmakerns fiihren, daf der
Wirkungsquerschnitt ftir die Fusionsreaktionen erheblich verringert wird. Daher sind
~,..hH'OT"O 'TOT"11 0: .... , ....,1-ng~n i ......... U OT"Tl Tl" lTl o=!Oh1' lrlolTIon U onzentrationen (Rrl1rhtpilp von0"-'.1.1 .1'-' u..u .1.1UOu..u .1.Lu. ..L .1J.. .au. u u ~ " v \~ .. ~~ _ •

%) tolerierbar.
Eine solche Kiihlung ist also nur dann von Vorteil, wenn sie auf die Randzone des
Plasmas beschrankt werden kann. Hier ist die Elektronentemperatur so niedrig, daf die
Anregungsenergien nur Elektronen in aufieren Schalen anregen. Dadurch ist es miiglich,
die abgestrahlte Energiemenge und damit auch die Energieverluste im Kernplasmas
klein zu halten und doch gleichzeitig eine effektive Kiihlung der Randzone und einen
wirksamen Schutz der Wande vor Erosion zu erreichen.
Fiir Verunreinigungen mit niedriger Kernladungszahl ist die Strahlung eher schwach,
sodaf die Brennbedingung noch bei Konzentrationen im Prozentbereich erfiillt ist. Sie
verringern jedoeh dureh ihre zusatzlichen Elektronen die Plasmaionendichte und damit
aueh die Fusionsrate. Insofern sind aueh die bei der Fusion entstehenden Helium-Kerne
Verunreinigungen, deren Konzentration kritiseh ist: Bei zu hoher Dichte der o-Teilchen
erstickt die Fusionsflamme an ihrer eigenen Asche.

1_2_2 Anfor-der-ungen an die Randschicht

Nach den vorhergehenden Uberlegungen muf die Randschicht daher so konzipiert sein ,
dafi einerseits wenig Verunreinigungen von den "Vanden ins Plasmainnere gelangen,
wahrend andererseits die Helium-Asche aus dem Kern extrahiert und gezielt zur Wand
transportiert werden mufl,
Durch die starke Kopplung von Teilchen- und Energietransport ist es schwierig, die
folgenden Bedingungen gleichzeitig zu erfiillen:

c Einerseits sollte der Warmefluf auf die 'Vand tiber grobe Flachen verteilt werden,
urn eine iirtliche Uberhltzung des Wandmaterials vermeiden zu kiinnen, anderer­
seits ist eine Fokussierung des Teilchenstroms wiinschenswert, urn die Helium­
Asche effektiv in Pumpkanale leiten zu konnen.

e Die EnergieeinschluJlzeit TE mull so grof sein, daf die Plasmatemperatur und da­
mit auch die Fusionsrate fur eine positive Energiebilanz hoch genug sind. Gleich­
zeitig muf aber die TeilcheneinschluBzeit Tp so klein wie miiglich gehalten werden,
urn die Verunreinigungen und das entstehende Helium so effektiv zu pumpen, daf
die Verluste durch Strahlung bzw. Brennstoffverdiinnung vernachlassigbar klein
bleiben.

Aus diesen Beispielen wird deutlich, wie kontrar die Anforderungen an Teilchen- bzw.
EnergieeinschluB in der Randschicht sind. Daher wurde in den letzten Jahren ein hoher
Forschungsaufwand betrieben, neue Ideen und Methoden zu entwickeln, um dieses Pro­
blem, eines der kritischsten des Reaktordesigns, zu losen. Einige dieser Ideen werden in
den nachsten Absehnitten vorgestellt und kurz bewertet.
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1.2.3 Die Wandbeschichtung

9

Eine mittlerweile weltweit eingesetzte Technologie zur allgemeinen Reduzierung der
Energieverluste durch Verunreinigungen ist die Besehichtung der Wande mit Bor, Koh­
lenstoff oder Beryllium[7, 8, 9, 10]. Dies sind Stoffe mit erheblich niedrigerer Kernla­
dungszahl gegeniiber dem konventionellen Wandmaterial Stahl. Weiterhin haben die
Bor-Kohlenstoff-Schichten die Eigenschaft, andere Stoffe zu pumpen. Sie reduzieren
dadurch vor allem mittelschwere Fremdatome wie Sauerstoffund organisehe Verbindun­
gen. Fiir den quasistationaren Betrieb eines Reaktors ist die Saugleistung der Wande
jedoch zu gering, insbesondere ist das Pumpvermogen fiir Helium annahernd null, so­
daf eine zusatzliche Teilehensenke geschaffen werden mufi,

Eine salehe Teilchensenke kann man durch die Offnung von Magnetfeldlinien sehaffen,
d.h, Magnetfeldlinien schliefien sich nicht mehr auf Flufifiachen, sondern sie beginnen
und enden an Prallplatten. Es gibt mehrere Mcglichkeiten, solehe Konfigurationen zu
erzeugen; sie lassen sich vom physikalischen Prinzip her in zwei Gruppen einordnen:
Limiterkonfigurationen und Divertorkonfigurationen.

1.2.4 Der Limiter

Bei einem Limitersystem wird der Plasmaquerschnitt durch Beriihrung der aufseren
geschlossenen magnetischen Oberflache (last closed flux surface = LCFS) mit einer
materiellen Berandung (Limiter) definiert und begrenzt. Der Verlauf der Flufsflachen
bleibt in dieser Konfiguration nahezu unbeeinflufit. Ein solcher Limiter ist die plas­
manachste Wand und die Weehselwirkungen konzentrieren sich auf seine Oberfiache.
Da der Limiter Senke fiir geladene Teilehen und Energie ist, fallen Dichte und Tempe­
ratur auJlerhalb der LCFS stark abo Dureh eine geeignete Wahl der Oberflachenkontur
des Limiters kann eine gleichmafdge Verteilung des Warmeflusses erreicht werden. Eine
Reduzierung der Warmelast laJlt sieh durch streifenden Einfall der Magnetfeldlinien auf
den Limiter erreichen, da hierdurch Teilchen- und Energiefluf auf eine gr6Bere Flache
verteilt werden. Das Abpumpen des Plasmas im Limiterschatten macht eine Kontrol­
le des Teilcheninventars und der Helium-Konzentration moglich, ist jedoch wegen der
radial stark abfallenden Teilehenfliisse moglicherweise nieht effektiv genug. Der groJle
Nachteil des Limiterkonzeptes ist der direkte Kontakt von materiellen Wanden mit
dem Plasmainnern. Durch die Form der Limiteroberflache werden Verunreinigungen
vor allem in Richtung des Kernplasmas gesputtert und gelangen sofort auf geschlossene
magnetisehe Feldlinien. Sie werden nach ihrer Ionisation dort gehalten und entziehen
dem Kernplasma Energie. Das Limiterkonzept ist daher fiireinen Fusionsreaktor nur
dann verwendbar, wenndie Erosionsrate durch die Verunreinigungen klein gehalten
werden kann, Dies wird beispielsweise dureh Strahlungskiihlungim Randplasma er­
reieht. (-y Einblasen voti Gas)

1.2.5 Der Divertor

In der Divertoranordnung wird die magnetische Konfiguration durch zusatzliche Spu­
len geandert. Die magnetischen Oberflachen am Plasmarand werden aufgebrochen und
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die Feldlinien aus dem Gebiet des heiJ3en Plasmas herausgefUhrt. Die dart als Teilchen­
und Energiesenken installierten Prallplatten sind relativ weit Yom Kernplasma entfernt.
Daher ist die Wahrscheinlichkeit, daf Verunreinigungen zurtickstromen, eher gering.
Dies ist der groJ3e Vorteil des Divertorkonzeptes: Zum einen wird die Verunreinigungs­
konzentration im Plasmalnnern herabgesetzt, zum anderen die Konzentration vor den
Platten soweit erhoht, daf durch Strahlungskuhlung die Temperatur des Plasmas und
damit auch der Warmefluf auf die Platten erheblich reduziert werden kann. Ein wich­
tiger Zusatzeffekt ist die Erhohung der Teilchendichte und des Neutralgasdruckes in
Targetnahe. Hier ist effektives Pumpen moglich. Ein Nachteil des Konzeptes liegt in
den zusatzlich zu erzeugenden Magnetfeldern. Sie miissen bei einem Reaktor anfierhalb
des Plasmagefafles an einem Ort mit niedriger Neutronenbelastung angebracht werden,
d.h, in einem groferen Abstand vom Plasma. Daher liegen die Strome, die man zur
Erzeugung der gewtinschten Magnetfeldkonfiguration in der Randschicht benotigt , in
der GroJ3enordnung des Plasmastroms. Sie sind daher technologisch nicht einfach zu be­
herrschen und diirfen auch bei der Berechnung der Gesamtenergiebilanz eines Reaktors
nicht vernachlassigt werden.

Kern der Fusionsflamme
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Abbildung 1.3: Schematische Darstellung einer Limiter-, bzw. Divertoranordnung mit
den wesentlichen Unterschieden.
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1.2.6 Vergleich von Limiter und Divertor

Im europaischen Forsehungsprogramm werden derzeit sowohl gepumpte Divertoren als
auch Pumplimiter als Instrumente der gleiehzeitigen Warrne- und Teilehenauskopplung
untersueht. Dabei hat sieh gezeigt, daf eine Erhaltung der toroidalen Symmetrie auch
in der Auskopplung von Vorteil ist, sodaf die erfolgreichsten Anordnungen toroidale
Limiter und Poloidalfelddivertoren sind.
Im Jfilicher Tokamak TEXTOR ist es mit dem Pumplimiter ALT II gelungen, die
notwendige Menge Helium-Asche abzupumpen und dies mit tolerierbaren Warrnebe­
lastungen der Limiteroberflache in Einklang zu bringen. Im Garchinger Experiment
ASDEX konnten die erwarteten Eigenschaften eines Divertors im Experiment bestatigt
werden; die dabei gleichzeitig gefundene Verbesserung von Teilchen- und Energieein­
schluf (H-Mode), die zum Zeitpunkt des Experimentes als groBer Fortschritt gewertet
wurde, muf heute vor dem Hintergrund notwendiger Ascheabfuhr kritischer betrachtet
werden[14, 15J.
Ein genauerer Vergleich der beiden Konzepte ist kaum m6glich, da bisher nur weni­
ge Parameterstudien in Bezug auf Form, GroBe und Pumpverhalten gemacht werden
konnten.
Zwei allgemeine Aussagen lassen sich aber treffen:
Der Limiter stort durch seine Ntihe zum Plasmakern zwar die Entladung, erlaubt da­
durch aber auch ein unmittelbares Einwirken auf Zustande im Plasmainneren.
Der Divertor verlegt die entscheidenden Weehselwirkungen weg vom Zentrum und redu­
ziert dadurch die Starung des Plasmakerns. Win man jedoeh vom Divertor aus gezielt
Einfiuf auf das Innere ausfiben, muf man die (nichtlinearen) Reaktionen der Rand­
schicht genau kennen. Von einem Verstandnis der Wechselwirkungen ist man aber so­
wohl theoretiseh als auch experimentell noch weit entfernt.
Sieherlich mitentscheidend ftir die Frage, welches Konzept in einem Reaktor benutzt
werden wird, sind die geplanten Divertorexperimente in JET [13J.

1.2.7 Andere Methoden zur Kontrolle der Randschicht

Durch Einblasen von Gas in die Randsehicht kann gezielt die Plasmatemperatur
iiber Strahlungsverluste geregelt werden. Dazu wird in TEXTOR das Edelgas Neon
benutzt, da die Anregungsenergien fur Neon unter 300 eV liegen und damit das Plas­
mazentrum nicht gektihlt wird [12J. Die im Zentrum auftretende Plasmaverdiinnung von
nNe/ne "" 0.7% und die Verschlechterung der EnergieeinschluBzeit urn etwa 30% sind
nachteilig aber noch tolerierbar, vorteilhaft sind die stark verringerten Warmefliisse auf
den Limiter.

Der Einfluf elektrischer Felder auf das Plasmaist Gegenstand intensiver Forschung
sowohl an Divertor- als auch an Limitertokamaks. Es werden Felder unterschiedlicher
Polaritat zwischen Targetplatten und auBerer Wand angelegt. Die Potentialdifferenz
kann Strome im Plasma treiben, sodaB Elektronen und Ionen tiber raumlich getrennte
Kanale abstromen. Der Einfiuf solcher Effekte auf Teilchen-und EnergieeinschluBwird
derzeit auch an TEXTOR studiert [16J.
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Kapite12

Modellierung von
Fusionsplasmen

Das Ziel jeder Modellierung ist das Verstandnis von Gesamtzusammenhangen in einer
Versuchsanordnung, sodaf experimentelle Befunde reproduziert werden kiinnen und
auch pradiktive Aussagen miiglich sind. Oft geht man dabei so vor, daf man versucht,
bestimmte physikalische Effekte aus der Vielzahl moglicher Wechselwirkungen zu sepa­
rieren und daflir geeignete mathematische Formulierungen Z11 finden. Eine Kopplung
von vielen dieser Einzeltheorien ermiiglicht dann die Betrachtung der c Gesamtanord­
nung. Deren Verhalten muf aufgrund starker Vernetzung und nichtlinearer Zusam­
menhange mathematisch nicht eindeutig bestimmt sein. Es konnen mehrere stabile
oder auch oszillierende Liisungen existieren und je nach mathematischer Formulierung
sind unterschiedlicheVerfahren erforderlich, urn nahere Aussagen iiber das .. Cesamtsy­
stem zu gewinnen.
Diese Problematik gilt auch flir die Modellierung von Tokamakplasmen: Das komplexe
Gesamtsystem wird dutch Betrachtung unterschiedlicher Zeitskalen, Langenskalen und
raumlicher Bereiche, in denen jeweils andere physikalische Effektedominieren, sepa­
riert. Es werden verschiedene mathematisch-numerische Konzepte verwendet, um die
einzelnen Probleme zu liisen. Durch Kopplung und Iteration dieser Einzelliisungen wird
dann versucht, zu einer konsistenten Gesamtliisung zu gelangen. Von dieser weif man
jedoch nicht, ob sie rnathematisch eindeutig und-physikallsch richtig ist. Erst durch
Vergleich vieler Rechnungen untereinander und mit dem Experiment, kann man eine
gewisse Sicherheit gewinnen.

Dieses Ubersichtskapitel stellt in den einzelnen Abschnitten verschiedene Aspekte der
Modellierung dar. Es erlautert, welche Miiglichkeiten man zur Beschreibung des Plas­
mas hat, \Vie sie bisher genutzt werden und welchen Beschrankungen man unterliegt.
Dies sol! ermiiglichen, die Modellierung der Randschicht dUTCh Fliissigkeitsgleichun­
gen, wie sie in dieser Arbeit benutzt werden, im Gesamtzusammenhang zu sehen und
beziiglich der betrachtetenZeit- und Raumskalen im Vergleich zu .anderen-Modellen
einzuordnen.

Im ersten Tell werden die im Plasma auftretenden Zeit- und Langcnskalen durch zugrun-

13
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deliegende physikalische Effekte erklart und damit fiir verschiedene Zonen des Plasmas
jeweils adaquate Modelle formuliert.
Gemaf dieser Analyse zerfallt das Plasma raumlich in zwei charakteristische Bereiche,
in den Plasmakern und die Plasmarandschicht.
Im Abschnitt iiber den Plasmakern wird zuerst das Plasmagleichgcwicht und die daraus
resultierende Magnetfeldkonfiguration behandelt. Es wird ausfiihrlich auf eine analy­
tische Behandlung der Problematik eingegangen, denn zumindest in Tokamakplasmen
mit annahernd kreisformigen Flufiflachen kann eine Darstellung gefunden werden, die
die Ergebnisse numerischer Rechnungen sehr gut approximiert. Die analytische Formu­
lierung hat den Vorteil, daf Richtung und Starke des magnetischen Feldes an jedem
beliebigen Ort im Plasma exakt berechnet werden konnen, unabhangig von der Wahl
der Diskretisierung, die zur Losung der Stromungsgleichungen notwendig ist.
In einem zweiten TeH werden Modelle fiir den Plasmakern diskutiert, die einzelne Trans­
portprozesse vereinfacht durch charakteristische Langen und Zelten beschreiben und
daraus analytische Relationen zwischen gemittelten Werten fiir Plasmadichte und ­
temperatur ableiten.

Im Abschnitt iiber den Plasmarand geht es vor allem um die Beschreibung von Plasma­
stromungen durch erweiterte Navier-Stokes Gleichungen mit speziellen, plasmaspezifi­
schen Ansatzen. Hier gibt es eindimensionale, oft analytische Modelle und eine Reihe
von zweidimensionalen numerischen Losungsalgorithmcn.
Ein anderer wichtiger Aspekt ist die Beschreibung der Prozesse bei Kontakt des Plas­
mas mit einer Oberflache. Solche Rechnungen sind fiir die gesamte Randschicht eminent
wichtig, da die hier gewonnenen Erkenntnisse als Randbedingungen in die Fluidmodelle
eingehen.
Neben der Plasmastromung sind auch die Neutralteilchen und ihre Wechselwirkungen
mit den Plasmaionen und -elektronen von Bedeutung. analytischen Modellen stehen
auch hier numerische Losungsmethoden gegeniiber, die eine Betrachtung komplexerer
Zusammenhange ermoglichen,
Zum Schluf soll ein Abschnitt stehen, der den derzeitigen Status der Modellierimg und
Anforderungen fiir die Zukunft diskutiert.

2 ..1 lvIodellierung .von Einzelbereichen .im.Tokamak

Eine erste raumliche Unterteilung des Tokamakplasmas orientiert sich an typischen
Zeitskalen: Das Kernplasma, im Gleichgewicht und ohne Stromungen fiir typische Zei­
ten von Millisekunden, und das Randschichtplasma, dessen Dynamik sich auf dieser
Zeitskala entwickelt.

Entsprechend gibt es fiir den Plasmakern Verfahren zur Berechnung eines stationaren
Zustandes auf der Basis der Maxwellgleichungen und einer Gleichgewichtsbedingung
zwischen inneren Plasmakraften und aufieren Magnetfeldkraften,
Man modelliert Stromungen in diesem Gebiet und damit verbundene Verluste nicht
raumlich iaufgelcst, sondern beschreibt den Transportdurchglobale Zeitparameter
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(Teilchen- und Energieeineschluflzeit) und fest vorgegebene Profile von Dichte und Tem­
peratur ("Punktmodelle"). Zusiitzlich kann auch die Energieproduktion durch Fusions­
prozesse miteinbezogen werden. Daraus lassen sich z.B. anhand von Parameterstudien
Bedingungen fiir einen brennenden Fusionsreaktor formulieren.

Demgegeniiber steht die Berechnung von Profilen in der Plasmarandschicht, dominiert
durch nichtlineare Transportprozesse und stark beeinfluflt durch Quellen und Senken
flir Teilchen und Energie. Da dieses System immer noch sehr komplex ist, werden weite­
re Unterteilungen vorgenommmen. Man formuliert Gleichungen fiir die Bewegung von
Elektronen und Ionen einerseits und fiir neutrale Atome und Molekiile andererseits.
Diese Aufspaltung ist notwendig, da sich die Bahnen der geladenen Teilchen am Ma­
gnetfeld orientieren, wiihrend Neutralteilchen sich unbeeinfluflt vom Feld bewegen.
Fiir die Plasmaionen und -elektronen gibt es mehrere Ansatze, die sich in ihrerphysi­
kalischen Vollstiindigkeit und in der riiumlichen Komplexitiit unterscheiden.
Auf einer mesoskopischen Ebene arbeitet die Fluidnaherung, die die Teilchen- und Ener­
giestr6me iiber Ansiitze der Kontinuumsmechanik beschreibt. Dieses Modell ist nur fiir
Gebiete im Plasma anwendbar, in denen der mittlere Teilchenabstand sowohl in Relati­
on zu den geometrischen Abmessungen als auch im Vergleich zu den Gradientenliingen
klein ist. Nur dann ist die Benutzung lokaler Transportkoeffizienten, die Ausdruck einer
instantanen Informationsiibertragung sind, sinnvoll.
Will man auch Gebiete beschreiben, in denen diese Bedingungen nicht efiillt sind, er­
fordert das eine kinetische Theorie. Hier wird die Trajektorie geladener Teilchen in
Gyration und Translation zelegt. tiber die Gyration wird gemittelt und so ergeben sich
Gleichungen fur die Bewegung eines Massenpunktes entlang von Feldlinien und flir Drif­
ten senkrecht zu Ihnen. In dieser "driftkinetischen Beschreibung" k6nnen auch nichtlo­
kaie Transportkoeffizienten formuiiert werden, da als Losung Verteiiungsfunktionen im
Geschwindigkeitsraum vorliegen. Dies ist allerdings gleichzeitig der gr6flte Nachteil der
kinetischen Theorie. Die explizite Beriicksichtigung der Verteilungsfunktionen erfordert
mindestens zwei oder sogar drei zusatzliche Dimensionen im Ceschwindigkeitsraum, so-
daf die Berechnungen h6chstens in einer Raumdimension durchgefiihrt werden k6nnen.
Ergebnisse mit besserer Ortsauflosung k6nnen durch Simulation der Einzelteilchenbe­
wegung erzielt warden. Die Bewegungsgleichungen warden dazu fiir viele Plasmateil­
chen simultan numerisch gelost. Man rechnet auf sehr kleinen Zeit- (Nanosekunden)
und Langenskalen (Mikrometer), sodaf die Methode nur in raumlich eng begrenzten
Gebieten anwendbar ist. Ergebnisse solcher Rechnungen in stoflarmen Gebieten sind
aber zur Formulierung exakter Randbedingungen im Fluidmodell unbsdingt notwendig
und beeinflussen in groflem Mafle Dichte- und Geschwindkeitsprofile in der gesamten
Randschicht.
Alle diese Ansiitze sind auch zur Modellierung des Transports von Verunreinigungen
m6glich. Wird die Fluidnaherung verwendet, muf jedoch kontrolliert werden, ob nicht
wegen der geringen Konzentration und der grofien freien Wegliinge zwischen zwei Stiiflen
der Verunreinigungsionen untereinander der Geltungsbereich des Modells iiberschritten
ist.
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Durch die Neutralteilchenmodelle wird die Bewegung der rekombinierten Ionen von
den Wanden zuriick ins Plasma beschrieben und es werden die im Plasma stattfinden­
den Wechselwirkungen modelliert. Hier unterscheidet man, wie bei geladenen Teilchen,
quasikontinuierliche und kinetische Ansatze. Sie werden entweder mit analytischen Me­
thoden behandelt oder numerisch simuliert , letzteres meist mit linearen, statistischen
Methoden (Monte-Carlo-Verfahren).
In den oft stark vereinfachten analytischen Modellen wird der auf die Wand treffen­
de IonenfluJl als NeutralteilchenfluJl mit einer bestimmten Winkelverteilung ins Plasma
reemittiert. Entsprechend einem einfachen Ionisationsgesetz, nur abhangig von Elektro­
nendichte und -temperatur, wird ein gewisser Anteil dieses Flusses auf jedem Wegstiick
reionisiert.
Die statistischen Verfahren arbeiten mit Einzelteilchen, deren Verhalten durch Ent­
scheidungen im Rahmen von Wahrscheinlichkeitsgesetzen simuliert wird. Dadurch kann
eine Vielzahl von Wechselwirkungen beriicksichtigt werden. Dazu gehiirt die Emission
sowohl von Atomen als auch von Molekiilen aus der Wand mit spezifischen Energie­
und Winkeiverteilungen und die Wechselwirkung mit dem Plasma in Form von Mo­
lekilldissoziations-, Ladungsaustausch- und Ionisationsreaktionen. Prinzipiell konnen
solche Modelle die physikalischen Prozesse annahernd vollstandig beschreiben, man
muJl jedoch ein groJles Ensemble von Teilchen wahlen, damit die Statistik ftir die Ein­
zelprozesse gut genug ist. Daher beschranken die verfugbare Rechcnlcistung und die
l-,,,_.....,;.:~:...,,f-~ Rechenzei ... ...:l:r- 1>.Jf:.:. ....l:~l--ly~:+~ ..... ,.1:~~,,_ 7I.A"".j..}. ......1 .... 1u<;;;lLVtl1lS"e l.\... L.Lle.L1.£';;:;.L~ '.ut;; ...vJ..VoU ......l.Lfi..t:a"C.Li. un::oc.i. J......C ..JJ.HJ ...i5::::;••

2.2 Modellierung des Plasmakerns

2.2.1 Die Berechnung des Plasmagleichgewichts im Tokamak

Dieser Abschnitt gibt eine Zusammenfassung der Grundgleichungen und einiger Losungs­
methoden zur Bestimmung von Gleichgewichtskonfigurationen fiir Tokamakplasmen.
Sie sind fur die Randschichtmodellierung von grofem Interesse, wail hieraus Starke und
llichtung des Magnetfeldes - auch am Plasmarand - berechnet werden kann. Die hier
entwickelte analytische Darstellung erweist sich als besonders niitzlich, will man die
Magnetfeldkonfiguration in ein beliebig diskretisiertes Rechengitter iibertragen.

Grundgleichungen itir Tokamakgleichgewichtskonfigurationen

Diese Gleichgewichte werden fur den Grenzfall idealer Hydrodynamik, also ohne dissi­
pative Effekte,berechnet. Man geht dabei von einigen wesentlichen Grundannahmen
aus:

Die griiJlte Komponente des magnetischen Feldes im Tokamak ist das Vakuum­
toroidalfeld RI!,vac, erzeugt durch Spulen, die ringfiirmig um das Plasmagefaf
angeordnet sind. Weil der toroidale Fluf eine ErhaltungsgriiBe ist, wird das Feld
mitdenl Abstand von def Torusachse schwacher.

i Man beachte: Eine Verbesserung der statistischen Genauigkeit urn einen Faktor 2 erfo;dert eine
Erhohung der .Teilchensahl urn den Faktor 4
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• Im Plasma wirken senkrecht zu B<I;,vac augrund der Torusgeometrie Druckkrafto,
die das Plasma nach aullen treiben wollen. Dem wirkt ein tiberlagertes poloidales
Magnetfeld Bpol entgegen. Erzeugt wird B pol durch einen im Plasma fliellenden
toroidalen Strom, der im Allgemeinen tiber ein iiulleres elektrisches Feld induziert
wird.

• Es mull im Tokamak ein inneres Gleichgewicht zwischen dem Plasmadruck und
den wirkenden magnetischen Drucken hergestellt werden. Im stationaren Plas­
makern ist eine einfache Druckbilanz ohne Berticksichtigung von Striimungen ­
weder konvektiv noch diffusiv - eine geeignete Beschreibung. Die Ausdehnung
des Modells auf den Plasmarand ist gerechtfertigt, weil die dort herrschenden
Drucke und Striimungen die iiulleren Magnetfelder (Toroidalfeld, Poloidalfeld aus
Plasmastrom) nur wenig beeinflussen. Die aus diesen Rechnungen hervorgehende
Magnetfeldkonfiguration kann daher als fest vorgegeben in ein Randschichtmodell
integriert werden.

• Der Plasmadruck berechnet sich nach dem idealen Gasgesetz als Produkt von
Teilchendichte und thermischer Energie und er ist im stationiiren Fall tiber der
toroidalen Koordinate konstant, da Gradienten entlang von Feldlinien sehr schnell
ansgeglichen wsrdsn, In Einzelfallen kann diese Dimension zur zeitaufgelosten
Berechnung von Transportprozessen berticksichtigt werden. (Pelletinjektion, etc.)

• Zur Kontrolle von Form und Position des Plasmas sind zusiitzliche externe Felder
notwendig, die vor allem fiir elongierte Divertorplasmen eine komplizierte Struk­
tur haben kiinnen und daher nur numerisch berechenbar sind.

Abbildung 2.1: Typischer Tokamak mit kreisfiirmigenFlullfliichen und angelegten Fel­
dern (TEXTOR)
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Die zur Modellierung benutzten Gleichungen wurden seit den ersten Gleiehgewiehtsbe­
reehnungen vom physikalisehen Inhalt her nicht mehr erweitert. Lediglieh die betraeh­
teten Geometrien wurden komplizierter. Ausgehend von zylindrisehen [17] iiber toro­
idale Plasmen mit kreisf6rmigen Quersehnitten [18] k6nnen heute toroidale Plasmen
mit komplizierten Querschnitten und zusatzlichen auBeren Spulen modelliert \verden.
Bisher nutzen jedoeh fast alle Modellierungen die toroidale Symmetrie des Problems,
reduzieren also die Gleiehungen auf zwei Dimensionen und beschranken das Bereeh­
nungsgebiet auf einen poloidalen Sehnitt[20, 22, 21, 19].
In koordinatenfreier Darstellung lauten die Gleiehgewichtsbedingungen:

\lp = J X B
\lxB

-r
= flJ

\l·B °

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Gleiehung (2.1) ist die Kraftgleiehung der idealen Hydrodynamik ohne Str6mungen,
(2.2) das Ampere' sehe Gesetz mit der magnetisehen Perrneabilitat fl. Fur Vakuum
und Plasma ist fl = flo = 4r. .10-7 , fur andere Materialien wie Eisen und Stahl eine
nichtlineare Funktion des Magnetfeldes.
Gleichung (2.3) besehreibt die Quellfreiheit des Magnetfeldes.

ZJt".
I

/'

/
Bter

-~

R

8

Iplasma

Abbildung 2.2: Fluflflache mit kleinem Radius r in Toruskoordinaten (R, cp, z)
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Aus (2.1) ergibt sich nach Bildung des Skalarproduktes mit Stromdichte und Magnet­
feld:

fj.\lp = 0

J.\lp = 0

(2.4)

(2.5)

Daraus folgt sofort , daf im stationaren Plasmagleichgewicht Feldlinien und Stromlinien
auf isobaren Flachen liegen. Man iiberlegt sich leicht, daf dies auch Flachen konstanten
magnetischen Flusses sind. Wegen der Quellfreiheit des Magnetfeld diirfen sie sich nicht
schneiden, sondern liegen ineinander geschachtelt. Die innerste Flufflache degeneriert
zu einer Linie, der magnetischen Achse.
Um zu weiteren Aussagen zu kommen, betrachtet man das System in Toruskoordina­
ten (R, iP,z) unter Beriicksichtigung toroidaler Symmetrie (siehe Abbildung 2.2). Das
Toroidalfeld im Vakuum lafit sich in diesen Koordinaten einfach darstellen als:

Bip,vac(R) (2.6)

Das Gesetz der Quellfreiheit lautet:

o (2.7)

Fiihrt man nun die Funktion iii ein als

( ) foR I (') I 1 1- -Si!i R, z = R B, R, z dR = - B· d
o 2K S

(2.8)

(iii entspricht bis auf den Faktor 2" dem poloidalen Fluf durch die toroidale Ebene S),
so ormoglicht das die Darstellung der Magnetfeldkomponenten BR und B, als partielle
Ableitungen einer Funktion:

s, (R, z)

1 8iii
---

R 8z
1 alI!

+ R8R

(2.9)

(2.10)

Das Gesamtmagnetfeld kann mit diesem Ansatz in einen poloidalen und toroidalen
Anteil zerlegt werden:

=

=

(2.11)

Aufgrund der Symmetie von fj und J in den Gleichungen (2.4) und (2.5) lafit sich der
Stromdichtevektor analog aufspalten.
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Die Komponenten erhalt man durch Einsetzen von (2.11) in das Ampere'scheGesetz:

J Jp + Jq,
-r 1 r_J. )
Jp = R l v\~) X eq, J
Jq, = (£ 1Ji) . eq,

Der Operator £ hat die Form:

t: ... = -o~ C~ °o~·) -;z C~ o;~.)

(2.12)

(2.13)

Diese Gleichungen gelten im gesamten Raum, nur die Werte der Perrneabilitat miissen
an die einzelnen Materialien angepaEt werden.
Im Bereich der Plasmaregion muf zusatzlich Kraftegleichgewicht zwischen Druck und
Feld herrschen. Setzt man die gewonnenen Ausdriicke (2.11, 2.12) in die Gleichgewichts­
beziehung (2.1) ein, so erhalt man:

(2.14 )

Nach Gleichung (2.4) ist \1p kolinear zu \11Ji und nach (2.5) auch kolinear zu \1i.
sodaf sich sowohl der Druck als auch die Stromdichte als Funktionen des magnetischen
Flusses darstellen lassen. Gleichung (2.14) kann daher in eine Differentialgleichung fiir
den magnetischen Fluf umgeschrieben werden:

Jq, (2.15)

Neben dem Plasmastrom konnen auch die toroidalen Strome anderer Leiter zusatzliche
Poloidalfelder generieren. Die Stromdichte dieser Spulen geht als additiver Term in
Gleichung (2.15) ein 2:

=

=

j~oil + j~la,,,,a (2.16)

i: Ii mit Ai : Poloidaler Querschnitt Spule i
i=l Ai

Gleichung (2.15) ist die Grad-Shafranov-Gleichung, die auf Gleichung (2.16) er­
weitert werden mufi, um zusatzliche Felder und Strome zur Kontrolle von Form und
Position des Plasmas in den Berechnungen zu beriicksichtigen.

"Dic rechte Seite ist nur in den Gebieten von Null verschieden, wo Strome flieflen
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In beiden Fallen miissen geeignete Ansiitze fiir die Funktionen p(W) und j(W) gewahlt
werden (aus Transportrechnungen oder Messungen), im zweiten Fall muf zusiitzlich
ortsabhiingig und selbstkonsistent die magnetische Perrneabilitat fJ- "" fJ-(B2 ) externer
Spulen und Eisenkerne beriicksichtigt werden.

Fiir ein kreisf6rmiges Plasmas ohne iiuEere Strome und mit konstanter Permeabilitiit
fJ-o liiEt sich Gleichung (2.15) anniihernd analytisch losen.
Fiir alle anderen KonJigurationen wird man eine numerische Losungsmethode verwen­
den, die das Gebiet in kleine Elemente mit jeweils konstantem fJ- zerlegt und die Glei­
chung auf diesen Elementen diskretisiert. Der Losungsprozess wird dann iteriert, bis
Magnetfeldwerte und Permeabilitaten im Berechnungsgebiet die Gleichungen konsi­
stent erfiillen.

Die approximative analytische Losung der Gr-ad-Shafranov-Gleichung

Diese Methode soli hier erlautert werden, wei! die abgeleiteten funktionalen Abhiingig­
keiten spater benutzt werden, um die numerisch auf einem Rechengitter bestimmten
Gleichgewichtskonfigurationen analytisch zu interpolieren. Diese analytische Darstel­
lung hat den Vorteil, daf bei gleichem Kernplasma das Magnetfeld fiir unterschiedliche
RandschichtmodeIle und beliebige Gitterpunkte aus einer Gleichgewichtslosung bere­
chenbar ist.
Die Naherungen zur analytischen Losung von Gleichung (2.15) sind folgende:

1. Das allgemeine toroidale Koordinatensystem (R, z, q;)) wird ersetzt durch ein spe­
zielles "Torussystem" (r, 0, q;) mit groflem Radius Ro, kleinem Radius r , Poloidal­
winkel 0 und Toroidalwinkel q; (siehe Abbi!dung 2.3.). Der poloidale Plasmaquer­
schnitt hat den Radius a. Ferner muf gelten, daf Ro » a ist , um eine Entwicklung
nach dem Aspektverhaltnis Ro durchfiihren zu konnen,

2. Die allgemeine Kontur der Flufflachen wird reduziert auf nicht konzentrische
Kreise mit Radius r, Der poloidale Fluf Wpol setzt sich zusammen aus dem Flufl,
der durch den toroidalen Gesamtstrom erzeugt wird (\jio), und der Modifikation
dieser Losung durch Druckgradienten im Plasma (Wd :

(2.17)

3. Die Flufifunktion wird als Taylor-Entwicklung um die Grundlosung Wo angesetzt
und die Koordinaten 0 und r werden separiert:

dWo
Wpol = Wo - 6.(r) cosO­

dr
(2.18)

Die poloidale Abhiingigkeit ist iiber die Kosinusfunktion explizit vorgegeben,
wahrend 6.(r) eine Funktion ist, die aus den gegebenen Plasmaparametern be­
rechnet werden mufl,
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4. Die Flachen konstanten poloidalen Flusses lassen sich in dieser Naherung para­
metrisieren:

R
z

Ro + ~(T)+ r cosi)
Tsin8

(2.19)

Es sind Kreise mit Radius T, deren Mittelpunkt jeweils um die Shafranov-Shift
~(T) von Ro versehoben ist. ~(r) wird so gewahlt, daf die Versehiebung am
Plasmarand identisch Null ist.

5. Der Operator L separiert bei der Anwendung auf Wpol in einen Operator LVac

fur die Vakuumlosung Wo und einen Operator im Plasmagebiet LPlasma fiir die
Storung Wl:

(2.20)

Damit erhaltm man jeweils eine Diiferentialgleichung zur Bestimmung der Fliisse
\jio und Wl'

R

L.------l-( (
I

1:

Alri I
I

Abbildung 2.3: Koordinatensystem mit verschobenen Flufsfiachen
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Die Differentialgleichung fiir die Vakuumlosung Wo(r) wird im Gebiet auflerhalb
des Plasmas (r > a) formuliert. Dort hat man keine Beitrage von Druck und Strom,
sodaf Wo eine Eigenfunktion zum Operator .cVac ist:

(2.21)

(2.23)

(2.24)

Die Losung dieser Gleichung im Auflenraum erhalt man dUTCh Integration:

POlges { (8Ro ) [r (8Ro ) ci ]Wo(r, B) = -~ R o [n-
r-

- 2 + 2 [n-
r-

- 1 + -:;: + czr COSB}
(2.22)

Da .cVac ein Differentialoperator zweiter Ordnung ist, hat die Fluflfunktion zwei freie
Integrationskonstanten, die so gewahlt werden miissen, daf das poloidale Magnetfeld
fiir (r -> a) am Plasmarand (r = a) sich stetig an die Losung im Plasmainnern
anschlieflt und die radiale Komponente des Magnetfeldes dort identisch Null ist.
Das Poloidalfeld berechnet sich auflerhalb des Plasmas dUTCh Ableitung der Gleichung
(2.22):

Bauflen( B) _ 1 8w 0 _ POlges [Ro B(C1 1[ 8Ro , 1)](J r, - --~- - -_. - + cos - - Cz - - n-- T
R or 21rR r rZ 2 r

Am Plasmarand errechnet man den Wert:

Be
aui3en (a, B) (n. rn.rJJ r r~ 1 R R...1 "I

= Beo(a)· i 1 + ---:- II-cd ~; - ~[n~~,ul r
~ R v .. --' ""' "" ..i.;

mit Beo(a) = ~oI.
27!"a

Plasmaseitig ergibt sich das Poloidalfeld dutch Ableitung des speziellen Ansatzes (2.18):

B~nnen(a,8) = ~ ~~Ia = Beo(a)· {I - cose [;0 + (~~)J} (2.25)

Urn nun die belden Felder vergleichen zu konnen, muf die Anderung der Shafranov­
Shift am Plasmarand bekannt sein. Man kann hier Annahmen iiber den Verlauf von
Li.( r) machen oder die Funktion aus anderen Plasmaparametern berechnen, die expe­
rimentell eher zuganglich sind. Dazu nutzt man die Gleichung fur die Storung 1]11, die
das Druckgleichgewicht im Plasmainneren beschreibt.

Die Differentialgleichung fiir die Storung WI (r, 0) kann umgeformt werden in eine
Differentialgleichung fur die Verschiebung Li.(r):

~~ (rB~o dLi.) = 2po~ dpo _ B~o (2.26)
r dr dr Ro dr Ro

Der in Gleichung (2.25) gesuchte Ausdruck ~1 ergibt sich dUTCh Integration der Glei­

chung (2.26) zwischen r = 0 und r = a unter Beriicksichtigung der Randbedingungen:

Magnetische Achse: ~~ (r = 0) = 0

AujJererPlasmaradius : Li.(r = a) = 0
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Er kann in die einfache Form

( d~ ) = _~ ((3p + ~)
dr a Ro 2

(2.27)

gebracht wer den, wobei /3p lind li Integralausdriicke sind, in die der Verlauf von Druck
und poloidalem Magnetfeld tiber dem Plasmaradius eingeht.
Der poloidale-beta- Wert gibt das Verhaltnis von gemitteltem Plasmadruck relativ zum
Poloidalfelddruck am Plasmarand an:

fa" Po 27rrdr

( Bio(al) 22t"tO tta

(2.28)

Die zweite charakteristische GroBe l, wird als innere Induktivitiit bezeichnet. Berechnet
wird sie aus dem mittleren Magnetfelddruck bezogen auf den Magnetfelddruck am
Plasmarand:

(2.29)

Die innere Induktivitat betragt 0.5 fiir ein Stromprofil mit konstanter Flufldichte. Sie
erreicht Werte um eins fur experimentelJ beobachtete Stromdichteverlaufe. Beispiels­
weise ist l; flir eine linear zum Plasmarand abfallende Stromdichte einige Prozent iiber
eins und bei parabolischem Verlauf errechnet man Ii "" 0.9.
Einsetzen von Gleichung (2.27) in (2.25) ergibt die endgiiltige Form ftir das Poloidalfeld
am Plasmarand:

(2.30)

Die beiden Poloidalfelder im Auilenraum (2.24) und im Plasmainneren (2.30)' miissen
am Plasmarand iibereinstimmen. Damit hat man eine von zwei Bestimmungsgleichun­
gen ftir Cl und C2·

Die zweite Gleichung gewinnt man aus der Tatsache, daf die Normalkomponentedes
Magnetfeldes am Rand einer stromffihrenden Schicht verschwindet:

(2.31)

Das bedeutet, daf der Koeflizient von cosB in Gleichung (2.22) fiir r = a Null werden
mufi.
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Setzt man die aus diesen Bedingungen bestimmten Werte ftir Cl und C2 in Gleichung
(2.23) ein, erhalt man eine im Gesamtgebiet gultige Gleichung fiir das poloidale Ma­
gnetfeld:

Beer, 8) (2.32)

(2.33)

Die Naherung und Vereinfachung Ro » T, die der analytischen Naherung zugrunde
liegt, ist fur die meisten Tokamaks keine gute Approximation, denn in einer Maschi­
ne, in der z.B. das Aspektverhaltnis ~ "" 3.5 (TEXTOR) betragt, andert sich der
grofie Radius zwischen magnetischer Achse und Plasmarand urn ca. 25%. Daher kann
die Gleichung (2.32) nicht exakt angewendet werden. Die funktionalen Abhangigkei­
ten konnen jedoch genutzt werden, urn existierende numerische Losungen mit einem
nonljnear-Ieast-square-Verfahren analytisch zu approximieren.
Die Ausgangsformel fur die Approximation hat dann folgende Struktur;

B&(T, e) = /loIges • fr (Eo _ case:. . h)
21rE T 2 a

• Der grofie Radius wird hier in der exakten Form unter Berucksichtigung der
Shafranov-Shift benutzt: E = Eo + Ll.(r) + r case

• Die Shafranov-Shift Ll. wird durch ein Polynom hoherer Ordnung in r an die
numerische Losung angepafit. Dabei geht man von der Annahme aus, daf die
Flachen konstanten Flusses Kreise sind, die von Eo urn Ll.(T) verschoben sind.

• fr ist eine quadratische Funktion in (~) und beriicksichtigt so ftir (0 < T < a) die
sich mit dem kleinen Radius andernde Stromdichte.

• h kann als kubische Funktion in der Variablen (;C) dargestellt werden, wenn man
den Ausdruck In (~) fur r "" a entwickelt.

Beispielrechnungen zeigen, daf man mit dieser Methode die Gleichgewichtskonfigura­
tion am Plasmarand sehr gut der numerischen Losung anpassen kann. Es fallt auf, daf
die radiale Abhangigkeit vom analytischen Modell gut wiedergegeben wird, wahrend
die Abhangigkeit vom PoloidalwinkelO im Verlauf zwar richtig, in der GraBenordnung
jedoch urn einen Faktor 2 - 3 zu niedrig berechnet wird. Ursache hierfiir ist eine urn
diesen Faktor starkere Asymmetrie zwischen dem Feld "innen" (0 = 1r) und dem Feld
"anfien" (0 = 0). Die Abweichung erklart sich aus der Annahme des grofien Aspekt­
verhaltnisses, die den Torus annahernd wie einen Zylinder behandelt und diebeim
Torus auftretende Verdichtung der Feldlinien fur E ...., 0 vernachlassigt.

Zur Berechnung des poloidalen Feldes in einem beliebigen Punkt P( E, z) der Rand­
schicht geht man so VOT, daf zuerst die Realkoordinaten (R, z) in die Fluflfiachenkoor­
dinaten (T, 0) transforrniert werden:

E Eo + Ll.(T) + T' case
Z = T • sinO

(2.34)
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Dies geschieht wegen der Mehrdeutigkeit der Winkelfunktionen und der nichtlinearen
Abhangigkeit der Shafranov-Shift von r iiber eine numerische Prozedur.
Die entsprechenden Koordinaten r und () werden dann in die Gleichung (2.33) einge­
setzt und liefem mit den fur jede Entladung spezifischen Funktionen 1l, fz den gesuch­
ten Wert des poloidalen Magnetfeldes,

Durch die Grad-Shafranov-Gleichung wird ein idealer , stationarer Gleichgewichtszu­
stand im Tokamak beschrieben. Tatsachlich hat man jedoch Verluste durch StoJ3e zwi­
schen den Plasmateilchen, die zu Transportprozessen auch senkrecht zu den Feldlinien
fiihren. Teilchen- und Energiestrome fiieJ3en aus Gebieten hohen Plasmadruckes in die
Plasmarandschicht. Um diesen Transport und seinen Einfluf auf die Funktion eines
Tokamaks geht es in dieser Arbeit.

2.2.2 Die Bedingungen fiir stationares Brennen in Tokamakplasmen

Interessant ist vor allem die Untersuchung der Brennbedingungen in Fusionsplasmen.
Zur Beschreibung der Eigenschaften des Plasmas geht man von einfachen Vorausset­
zungen aus:

• Aile Plasmagrofsen sind auf den Flufsflachen konstant.

• Es existieren keine poloidalen Geschwindigkeiten oder ihr Einfluf auf das Plasma
ist vernachlassigbar.

• Geometrische Effekte (Plasmaform und -grofe) sind von untergeordneter Bedeu-
tung.

Zu losen sind Teilchen- und Energietransportgleichungen fiir die Plasmakomponen­
ten. Gekoppelt sind diese belden Gleichungen durch die Fusionsreaktionen, die in einer
bestimmten Korrelation Teilchen und Energie erzeugen. Zusatzlich konnen Verunreini­
gungen in der Teilchenbilanz und durch sie bewirkte Strahlungsverluste in der Ener­
giebilanz beriicksichtigt werden. Die bisher entwickelten Modelle unterscheiden sich
hauptsachlich in derArt und Weise, wie die Transportprozesse behandelt werden.

o - dimensionale Madelle

Stellvertretend fur diese Ansatze [24, 25, 5, 26] wird hier naher auf die Arbeit von D.
Reiter, G.H. Wolf und H. Kever eingegangen. Der Transport wird in diesem Modell
durch charakteristische EinschluJ3zeiten beschrieben. Fiir die Teilchen wird eine Ein­
schluJ3zeit rr angenommen, fiir die Energie die Zeit TE. Sie korrespondieren zu den
Transportkoeffizienten einfacher Diffusionsansatze fiir den radialen Transport:

Tp ~

(or)2
(2.35)

D

TE ~

(or)2
(2.36)

X
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Hier ist D die Diffusionskonstante fiir den Teilchentransport, X der Transportkoeffizient
fiir die Warmeleitung und Sr die radiale Abfallange von Dichte- und Temperaturprofil.
Es wird vereinfachend angenommen, daf der Transport ffir alle Ionensorten, d.h, fiir
Plasmaionen, Q-Teilchen und Verunreinigungsionen, durch dieselben Koeffizienten be­
schrieben werden kann. Zusatzlich sollen aile Teilchen einschliefilich der Elektronen die
gleiche Plasmatemperatur T haben.
In der Energiebilanz muf Gleichgewicht herrschen zwischen der frei werdenden Reakti­
onsenergie (Eo< = 3.52M eV/ Reaktion), die vollstandig ans Plasma abgegeben wird , und
den Verlusten durch radialen Transport und Strahlung. Die so formulierten Bilanzen
konnen unter Ausnutzung der Quasineutralitat in eine Bestimmungsgleichung fiir die re­
lative Heliumkonzentration - relativ zur Elektronenkonzentration - umgeformt werden.
Parameter dieser Gleichung sind die relative Verunreinigungskonzentration fz = nzn,
mit zugehoriger Ladungszahl Z, die Funktionen, die den Energieverlust durch Brems-
und Linienstrahlung beschreiben, und das Verhaltnis der charakteristischen Transport­
graBen p s: ~~ = £5-. Unter der Annahme eines einfachen Korona - Strahlungsmodells

(Energieverlust ex VT· Z2) lassen sieb Bereiebe fiir Iz, in, und p angeben, in denen
eine Losung der Gleichung existiert, d.h, in denen ein Plasma stationer brennt. Ein
wichtiges Ergebnis dieser Rechnungen ist, daf bei vorgegebener Verunreinigungskon­
zentration p kleiner sein muf als ein Maximalwert Pcril.
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Man erkennt, daf dieser Maximalwert Perit fiir Verunreinigungen hoherer Ladungs­
zahl, bzw. hohere Verunreinigungskonzentrationen stark absinkt. Das bedeutet, daf mit
groBerer Verunreinigung des Plasmas eine Verbesserung des Energieeinschlusses relativ
zum TeilcheneinschluB erreicht werden muJJ, damit die Reaktion sich selbst aufrecht
erhalten kann. Die in diesem Modell global definierten Einschluflzeiten geben jedoch
keine nahere Information, durch welche Einzelprozesse P gezielt verringert werden kann.

1 - dimensionale Modelle

Die eindimensionalen Modelle beriicksichtigen durch explizite Modellierung des radia­
len Transports auch Profileffekte von Dichte und Temperatur in den Bilanzgleichungen
[27,28,26].
Nimmt man auch hier ein festes Verhaltnis zwischen D und X an, so sind Heliumvertei­
lung und Temperaturverteilung ahnlich, Hauptsachlich im Zentralbereich des Plasmas
finden Fusionsreaktionen statt und hier konzentriert sich die Helium-Asche. Dies fiihrt
zu einer Verdiinnung des Brennstoffes, die die Reaktionsrate herabsetzt. Man erhalt
allerdings mit dem Ansatz eines konstanten Verhaltnisses zwischen Teilchen- und Ener­
gieeinschluf keine qualitativ neuen Informationen, da zwischen zwei Fluflfiachen stets
dieselben Fliisse ausgetauscht werden..
Eine andere Uberlegung geht von experimentell bestimmten oder fiir ITER zu erwar­
tenden Elektronendichte- und Ternperaturprofilen aus. Setzt man diese als gegeben in
die Teilchen- und Energiebilanz ein [29, 30] und paBt dann die Transportkoeflizienten
so an, daf die Bilanzgleichungen erfiillt sind, erhalt man D und X als Funktionen des
Plasmaradius. Ein Ergebnis dieser Rechnungen ist, daf der Wert des Diffusionskoeffizi­
enten etwa 0.2~' betriigt und zum Plasmazentrum, bzw. zum Plasmarand hin auf etwa

0.5 m' ansteigt. Der radiale Wiirmeleitungskoeflizient ist im Zentrum bis zu einem Fak-
s

tor zwei holier als der Diffusionskoeffizient und erreicht am Plasmarand Werte um 2~' .
Der fiir die Brennbedingung entscheidende Parameter P = ~ wachst entsprechend von
Vverten zwischen zwei und drei im Plasmazentrum auf zehn bis zwanzig in der Halfte
des Plasmaradius an und fallt zur Randschicht schwach abo
In Anlehnung an solche Rechnungen, die sich auf experimentell bestimmte Profile
stiitzen, werden auch die radialen Transportkoeffizienten in den zweidimensionalen
Randschichtberechnungen gewahlt.

2.3 Die Modellierung del' Plasmarandschicht

In diesem Abschnitt sollen Methoden zur Beschreibung der Plasmarandschicht vorge­
stellt werden. Betrachtet werden vor allem die Anwendungsgebiete der Verfahren, ihre
Stiirken und ihre Schwachen, Dabei wird intensiver auf Rechnungen in Fluid-Naherung
eingegangen, die Anwendung der Drift-kinetischen-Theorie wird nur kurz erliiutert. Ein
eigenes Unterkapitel wird den Berechnungen zum Bohm-Kriterium gewidmet, die sich
mit dem Teilchen-, Impuls- und Energieaustausch bei Plasma-Wand-Kontakt beschafti­
gen. Dazu werden.unterschiedliche Verfahren vorgestellt und die Ergebnisse der Rech-
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nungen prasentiert. Diese Resultate sind deshalb so wiehtig, weil sie als Randbedin­
gungen in die Randschiehtmodellierung eingehen und den Stromungsverlauf signifikant
beeinflussen konnen. Zum Schluf wird das Verhalten der Neutralteilchen modelliert. Es
werden einfache analytische Ansatze beschrieben, wie sie in den meisten Fluid-Nahe­
rungen benutzt werden, aber auch ein Monte-Carlo-Vsrfahren, das die Neutralteilchen
in ihrer Einzelbewegung simuliert und globale Parameter wie Dichten und Fliisse durch
Mittelung berechnet.

2.3.1 Die Hydrodynamische Beschreibung der Plasmarandschicht

Eine Ubersicht zu Arbeiten auf diesem Gebiet geben die Artikel von D.E. Post und
K. Lackner [33], E.L. Veld, F. Najmabadi und R.W. Conn [34] und von D. Reiter
[35J. Der Schwerpunkt des ersten Artikels liegt dabei auf eindimensionalen analytischen
Modellen, die zweite Arbeit konzentriert sieh auf die zweidimensionalen Modelle und die
dritte Ubersicht geht naher auf die Kopplung an ein statistisches Neutralteilchenmodell
ein.

ID - F'luidbeschreibung

Bei den eindimensionalen Modellen handelt es sieh urn Rechnungen, deren Ziel das
qualitative Verstandnis der Vorgange in der Randschicht ist.
Dazu werden im Allgemeinen die Kontinuitatsgleichung fiir die Ionen und die Ener­
giegleichung fiir die Elektronen unter Beriicksiehtigung der toroidalen Symmetrie des
Problems aufgeschrieben und durch globale Ansatze fiir eine weitere Koordinate auf
eine Dimension reduziert.
Mochte man beispielsweise den radialen Transport naher untersuchen, so wird fur die
poloidale Koordinate ein Relaxationszeitansatz mit einer charakteristischen Zeit Tpot
gemacht.
Sie berechnet sieh aus dem Verhaltnis von charakteristischer Lange LII und charakteri­
stischer Geschwindigkeit VII in der Randschicht.

Tpol = Lpol = LII = 7r q R (2.37)
Vpol VII VII

Fiir L li wird die Verbindungslange, d.h. der Abstand von Target zu Symmetrieebe­
ne entlangeiner Magnetfeldlinie, benutzt, fiir VII die Ionenschallgeschwindigkeit. Diese
Annahme ist lediglich eine Abschatzung der Grofienordnung fiir die Verluste paral­
lel des Feldes. Sie iiberschatzt den Transport im Vergleich zu gemittelten Werten aus
zweidimensionalen Rechnungen um Faktoren drei bis zehn, weil die mittlere Trans­
portgeschwindigkeit, abhangig vom Recyclingfaktor, nur Bruchteile der Ionenschallge­
schwindigkeit erreicht.
Die unter diesen Annahmen hergeleiteten Gleichungen haben dieselbe Form wiedie
Diffusionsgleiehungen fur das Kernplasma [28, 27J und fiihren auf ahnliche Werte fur
die 'Iranspcrtkcefflzienten:

1.0
~ 9.0

± 0.3
± 3.0

(2.38)
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Ein alternativer Ansatz, der vor allem fiir Divertoranwendungen oft benutzt wird, be­
schreibt den radialen Transport iiber einen globalen Relaxationszeitansatz, der poloida­
le Abhangigkeiten vemachlassigt: Die radial in die Randschicht eintretenden Teilchen
werden wie eine aufiere Quelle behandelt. Zusatzlich geht die Teilchen- und Energieaus-
t, ................ l n .......... "'....." Dl .... sma ........ T>.rl a's Senke ;Y> A;o r!l o; ,; h " n <T£n1 £:lin fQ1 ~')1 Tn i'lOl" l1,.holt ,rrm
l\.VPp.LUU5 a..I..I..L .J. J.a.Oll .L<;>.u..... -.I. u .L1..... .L.U '- .I.....,.L'-'.I.~u..I.J.O'-'.Ll. " u Lv ' v J• ........~ "'.." • ~ ..L

M. Kaufmann, K. Lackner, J. Neuhauser und H. Vernickel werden z.B. die am Plas­
marand entstehenden Neutralteilchen nach einem einfachen Modell ionisiert und gehen
als QueHterme in die Teilehenbilanz ein. Die Energiebilanz wird nur fiir die Elektronen­
temperatur aufgestellt. Man berechnet ein Gleichgewicht zwischen den Energiesenken,
die sich aus der Ionisation der Neutralen ergeben, und den Energiefliissen aufgrund der
Warmeleitung, Fiir die Ionen wird nur eine Druckbilanz zwischen Separatrix und Tar­
get aufgestellt, indem man davon ausgeht, daf der Druck an der Separatrix am Target
teilweise, entsprechend dem Bohm- Kriterium, in eine Plasmastriimung umgewandelt
wird.
Gerechtfertigt ist diese Vereinfachung fiir den Fall, daf es eine globale Ionendruckbilanz
gibt. Das setzt aber implizit voraus, daf die Ionengesamtenergie 3 eine Erhaltungsgriifie
ist und die dissipativen Eifekte durch Ionenwarmeleitung und Viskositat vernachlassigt
werden kiinnen.
Niitzlich sind die eindimensionalen Rechnungen, wenn man globale Griifien wie Re­
cycling-Faktoren oder effektive Pumpraten unter bestimmten Plasmabedingungen ab­
schatzen will. Solche Rechnungen konnen Hilfestellung bieten bei der Diskussion urn
die Wichtigkeit verschiedener Eifekte, da sie einfacher zu verstehen sind und viele cha­
rakteristische Merkmale der Plasmastromung wiedergeben.
Eine schlechte Naherung ist allerdings die eindimensionale Modellierung der Neutral­
teilchen. In der Realitat bewegen sie sich unabhangig vom Magnetfeld auf echt dreidi­
mensionalen Bahnen. Dies fiihrt zu einer radialen Umverteilung der durch Reionisation
entstehenden "Plasmaquellen", die auch die Plasmastriimung in diesen Gebieten signi­
fikant beeinfiussen kann.

2D - Fluidbeschreibung

Die in den eindimensionalen Modellen gemachte Annahme der Homogenitat von Plas­
magriifien in poloidaler oder radialer Richtung ist nur in speziellen Konfigurationen und
unterbestimmten Plasmabedingungen gerechtfertigt. In den meisten Fallen aber sind
poloidale und radiale Abhangigkeiten so stark gekoppelt, daf nUT eine zweidimensiona­
le Behandlung angemessen ist. Aufgrund der komplexen Zusammenhangc sind solche
Rechnungen nur noch mit numerischen Methoden durchfiihrbar.

Auch in diesen Modellen wird die Unabhangigkeit von der toroidalen Koordinate vor­
ausgesetzt. Die Gleichungen in den zwei anderen Dimensionen sind Teilchen-, Impuls­
und Energiebilanz fiir Elektronen und Ionen, Sie entstehen aus der Boltzrnann-Gleichung
durch Momentenbildung nach Chapman und Enskog. Die Methode wurde von Bragins­
kij [36] auf ein Zweikomponenten-Plasma mit langreichweitigen Coulomb-Kraften an-

3Hier sollte man aus thermodynamischer Sicht besser von der "freien Enthalpie der Ionen" sprechen.
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gewendet. Es wurden Annahmen gemacht, die zu Abschlufibedingungen fur das Glei­
chungssystem fiihren und es zusatzlich vereinfachen:

• Die Energiegleichung wird abgeschlossen durch einen Ansatz fur die Energieflufi-
dichte. Sie wird proportional dern Iokalen Temperaturgradienten angenommen,
Die Proportionalitatskonstante ist der Transportkoeffizient fur die Energie.Die­
ser Koeffizient selbst hangt nichtlinear von der Temperatur ab.?

• Die Transportkoeffizienten werden in Hochfeldnaherung berechnet, d.h. man hat
zwischen zwei Teilchenstofen eine grofie Zahl von Gyrationen.

G Das Plasma wird quasineutral vorausgesetzt, d.h. Ionen- und Elektronendichte
stimmen iiberein.

• Der Druck wird als skalare, isotrope GroBe angesetzt. Es gilt das ideale Gasgesetz
und eine thermodynamische Zustandsgleichung.

e Das kleine Massenverhiiltnis :: wird benutzt, um einige Terme zu entwickeln.

Die so entstehenden klassischen Gleichungen werden fiir ihre Anwendung in der Toka­
makrandschicht weiter modifiziert.
Zum ersten mochte man die Naherung auch in Gebieten verwenden konnen, wo Stofie
relativ selten sind. Das ist vor aHem bei niedriger Dichte und hoher Temperatur der
Fall. Daher werden dort die Transportkoeffizienten gegeniiber dem klassischen Wert
empirisch so weit reduziert, daf die Fluid-Beschreibung noch sinnvoll bleibt.
(--> Voraussetzungen [iir die Anwendung des Fluidmodells)
Zum zweiten wird der Transport senkrecht zu den Flufiflachen erhoht, da die bei Expe­
rimenten beobachteten Einschlufizeiten sehr viel kleiner sind als die .theoretisch erwar­
teten. Es wird daher ad hoc ein einfaches Diffusionsmodell fiir Teilchen- und Energie­
transport aufgestellt. Die Transportkoeflizienten fiir diese "anomale" Diffusion werden
zwar an die experimentell gemessenen Profile angepaflt, die Fehlergrenzen sind jedoch
so grofs, daf nur die Grofienordnung, nicht aber funktionale Abhangigkeiten festgelegt
werden konnen, So wahlt man die Koeflizienten in den meisten Modellen entweder kon­
stant oder proportional If (Bohm-Diffusion},

Neben den Fliissen miissen in dieser Beschreibung auch die Quellterme zweidimensional
dargestellt werden. In den analytischen Modellen laBt man den auf das Target auftref­
fenden Ionenfluf entsprechend dem Recyclingfaktor als Neutralteilchenfluf entlang von
Fluffiachen ins Plasma zuriickstromen und reionisiert ihn auf diesem Weg sukzessive.
Die entstehenden Ionenquellen werden radial (kiinstlich) verbreitert. Dadurch versucht
man der Tatsache Rechnung zu tragen, daf sich die Neutralteilchen nicht entlang von
Feldlinien bewegen und man stark nichtlokale Wechselwirkungen beriicksichtigen mufs,
Insgesamt sind alle analytischen Modelle nur grobe Approximationen derWirklichkeit.
Besser ist es, die Quellterme durch Kopplung mit einem statistischen Neutralgasmodell
zu berechnen, entsprechend einer kinetischen Beschreibung.Hierhat man allerdings

"Insgesamt .ist die Energiefiufldichte eine nichtlineare Funktion der Temperaturund einelineare
Funktion des Temperaturgradienten.
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das Problem, daf nur wenig dariiber bekannt ist, wie man eine Kombination unter­
schiedlicher numerischer Methoden zu einer konvergenten und stabilen Losung bringt.

Bisher wird zur Losung der Plasmagleichungen fast ausschliefilich die Methode der
finiten Differenzen, bzw. finiten Volumen [37, 39, 40, 34, 42] benutzt, Aufgrund der
Beschrankung dieses Verfahrens auf orthogonale Berechnungsnetze miissen alle Rand­
schichtkonfigurationen in eine solche Geometrie transformiert werden und es ist bisher
mit diesem Verfahren noch nicht gelungen, Wandflachen, die von Magnetfeldlinien in
beliebigem Winkel geschnitten werden, exakt zu modellieren.

Die meisten Modelle behandeln ein reines Plasma mit Ionen und Elektronen, wie es auch
die Theorie von Braginskij [36J beschreibt. Eine Erweiterung der Theorie auf Mehrkom­
ponentenplasmen, vor allem zur Modellierung von Verunreinigungen, wurde von B.J.
Braams [38] durchgefUhrt. Diese Theorie wurde unter der vereinfachenden Annahme
abgeleitet, daf aile Ionensorten gleiche Temperatur haben; diese kann von der Elektro­
nentemperatur verschieden sein. Die verschiedenen Ionensorten sind iiber Ionisation,
Rekombination, Reibungskrafte und Thermokrafte miteinander gekoppelt. Dabei sind
die Gleichungen so angelegt, daf bei Summation tiber alle Spezies die Bilanzgleichun­
gen erfiillt sind und im Grenzfall einer einzigen Ionensorte das klassische Braginskij­
Modell reproduziert wird. Man erreicht diese Eigenschaften durch die EinfUhrung einer
effektiven Kernladungszahi und einer effektiven Masse, mit der auch die Transportko­
eflizienten in paralleler Richtung skaliert werden.
Eine seiche Behandlung gibt in stark vereinfachter Weise wieder, was in einer Trans­
porttheorie ftir verunreinigte Plasmen selbstkonsistent hergeleitet wurde [43]. Dieses
Modell beriicksiehtigt das endliche Massenverhaltnis zwischen Plasmaionen und Ver­
unreinigungen und gilt im stofidominierten Fall fur beiiebige Konzentrationen der Ver­
unreinigung. Die Losungsmethode verwendet den 21-Momenten-Ansatz von Grad; von
der Genauigkeit her entspricht dieser Ansatz der Chapman-Enskog-Approximation, die
von Braginskij zur Herleitung des Ausdrucks fur eine Ionensorte verwendet wurde.
Bei beiden Modellen ist allerdings ein Plasma mit hohen Stofrraten Voraussetzung.
Tatsachlich gibt es in der Randschicht aber auch stofsarme Bereiche mit niedrigen Dich­
ten und hohen Temperaturen, in denen eine kinetische.Beschreibung sinnvoll ware.

2.3.2 Die Drift-kinetische Theorie

In stofiarmen Gebieten sind dann nur noeh drift-kinetische Modelle oder rein kinetisehe
Modelle anwendbar. Wahrend rein kinetische Modelle die Einzelteilehenbewegung ftir
eine grofle Anzahl von Teilchen simulieren und dies nur noch mit numerisehen Methoden
("particle in cell") moglich ist, gibt es ftir die eindimensionale drift-kinetische Naherung
analytische Losungen. Das Verfahren wird vor allem zur Beschreibung des Verunreini­
gungstransports verwendet, wei! fur diese Teilchen die Voraussetzungen zur Anwendung
eines Fliissigkeitsmodells in grofen Bereichen der Randschicht verletzt sind. Die simu­
lierten Prozesse sind radialer Transport und atomare Wechselwirkungen wie Ionisation
und Rekombination .. .Sie gehen in die Bilanzgleichungen fUr jedenLadungszustand ein
[45, 44J.
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Urn zu gesehlossenen L6sungen zu gelangen, miissen allerdings die Profile des Hinter­
grundplasmas, in denen sich die aus der Wand erodierten Verunreinigungen bewegen,
vorgegeben werden. Die Gleichungen beriieksichtigen dann aber aueh niehtlokale Trans­
portprozesse.
Die Ergebnisse soleher Reehnungen k6nnten zu einer besseren Modellierung der Verun­
reinigungen in Fluid-Beschreibungen verwendet werden. Aufierdem k6nnten "kinetisehe
Korrekturen" in die Transportkoeffizienten eingehen. Eine Einbindung in die Fliissig­
keitsgleichungen ware leicht m6glieh, da die Losungen analytiseh formuliert sind. Es
wurden bisher allerdings noeh keine Anstrengungen unternommen, drift-kinetische und
Fluidmodelle iterativ zu koppeln.

Benutzt man das particle-in-cell- Verfahren, hat man die Vorteile aber auch die Proble­
me, wie sie sich auch schon fur die statistische Neutralteilchenmodellierung ergaben:
Man ist geometriseh sehr flexibel und kann die physikalisehen Vorgange im Detail be­
sehreiben, hat aber nur sehwaehe Kriterien fiir Stabilitat und Konvergenz der L6sung.

2.3.3 Das Bohrn-Kriterium

Der stationare Zustand in einem Plasma-Experiment wie dem Tokamak, wird wesent­
lieh durch den Plasma-Wand Kontakt am Limiter oder Divertor bestimmt, denn hier
findet der Teilehen- und Energieaustauseh mit der Umgebung statt. Die Modellierung
der sich bildenden Grenzsehieht ist daher eines der altesten und interessantesten Pro­
bleme der Plasmaphysik und trotz einer grofien Anzahl von Arbeiten auf diesem Gebiet
nieht vollstandig gel6st.
Die Wechselwirkung des Plasmas mit einer mehr oder weniger stark absorbierenden
Wand laBt sieh in folgender Weise eharakterisieren: Entspreehend der h6heren Ge­
schwindigkeit der Elektronen relativ zu den Ionen, werden erstere eine Wand eher errei­
chen und negativ laden. Das dadurch entstehende Potential wird Elektronen abstofien
und Ionen anziehen und sich so einstellen, daf die Fliisse der beiden Teilehensorten auf
die Wand gleich sind und die Quasineutralitat des Plasmas gewahrleistet ist. Damit
schirmt die Raumladungszone das neutrale Plasma von der negativ geladenen Wand
abo Ihre Wirkung ist daher ahnlich der Debye-Abschirmung und aueh die typische
Reichweite der Schicht ist von der Gr6fienordnung der Debye-Lange AD.
Lediglieh ist hier, wegen der absorbierenden Wand, die Geschwindigkeitsverteilung fiir
die Ionen nicht bekannt, sondern sie muf zusammen mit dem elektrischen Potential
selbstkonsistent berechnet werden. Die wichtigsten Fragen, die sich stellen, sind:

e Wie grof sind die Teilchen- und Energiefliisse aus dem Plasma' auf die Wand
und wie sind sie mit den Teilehendichten und Temperaturen im neutralen Plasma
korrelliert? Diese Fliisse sind von zentraler Bedeutung flir die Einschlufizeiten und
bestimmen die Warmebelastung der Wand.

e Wie grof ist das Potential, das sich vor der Wand bildet? Dieses Potential be­
schleunigt die Ionen und flihrt bei Verunreinigungen zu einer erh6hten Wandero­
sion.
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• Hat diese Raumladungszone und das erzeugte elektrische Feld einen Einfluf auf
die Werte von Dichte und Temperatur weiter entfernt von der Wand?

Die bisher entwickelten Theorien konnen unterteilt werden in kinetische Ansatze und
Fltissigkeitsnaherungen. Alle diese Modelle sind eindimensional und vernachlassigen
den radialen Transport. Diese Naherung ist gerechtfertigt, denn die Geschwindigkeits­
komponente parallel zum Feld ist -wie man spater sieht- um etwa einen Faktor 1000
hoher als der radiale Anteil.
Mit kinetischen Ansatze [46, 129, 49, 50] behandelt man den Bereich vom Rand der
Raumladungszone bis zur Wand, denn auf dieser Langenskala kann das Plasma als
stoBfrei angenommen werden. Die Flussigkeitsnaherungen [51, 52, 53, 78, 55] werden
angewendet fiir das Gebiet vom ungestorten Plasmainneren bis zur Raumladungszone,
in denen die StoBbestimmtheit gowahrleistet ist.
Zwei weitere Arbeiten [57, 56J verbinden diese beiden Naherungen und fordern die Ste­
tigkeit der Losung am Ubergang vom Plasma zur Raumladungsschicht ..Ahnlich gent
R. Chodura in einer numerischen Teilchensimulation [47] vor. Insbesondere wird hier
zusatzlich der Einfluf des Winkels untersucht , unter dem die Magnetfeldlinien auf die
Berandung treffen.
Die Ergebnisse einiger Arbeiten sind zusammengefaBt und verglichen worden in den
Arbeiten von Bissel et al. [60], Stangeby [58J und Chodura [59]; in der letzten Arbeit
speziell unter dem Aspekt eines nicht orthogonalen Targets.
In den Fluidbeschreibungen sind die Profile, von der Symmetrieebene bis zum Beginn
der Raumladungszone, zwar von den radialen Fliissen abhangig, aber am Beginn der
Zone stellt sich in allen Modellen eine Grenzgeschwindigkeit ein. Die Stromung der
Ionen kann an dieser Stelle die Schallgeschwindigkeit

"(kTi + kTe

m', (2.39)

nicht iiberschreiten. Diese Losung muBte auch erwartet werden, denn tur Geschwin­
digkeiten ull > Cs ist die Quasineutralitat des Plasmas nicht aufrechtzuerhalten. Eine
Diskrepanz besteht allerdings in der GrOBe der Schallgeschwindigkeit. Hier kommt es
darauf an, ob die Stromung isotherm ("( = 1) oder adiabatisch ("( = ~) behandelt wird.
Allein aus dem Fluid-Modell heraus kann iiber den Wert des Adiabatenkoeflizienten "(
keine Entscheidung getroffen werden.
Die kinetischen Modelle unterscheiden sich in den Verteilungsfunktionen, die fiir die
Ionen beim Eintritt in die Raumladungszone vorausgesetzt werden, und in den zusatz­
lichen Effekten, wie Sekundarelektronenemission und aufiere Potentiale, die modelliert
werden. All diese Modifikationen haben jedoch keinen Einfluf auf den Ionenstrom
beim Eintritt in die Schicht: Die Parallelgeschwindigkeit muf mlndestens die isotherme
Schallgeschwindigkeit erreichen, um eine elektrostatisch stabile Konfiguration aufzu­
bauen 5. Stabilitatsuntersuchungen [39] zeigen darfiberhinaus, daf fiirTi >Te die
Geschwindigkeit um bis zu 25 % hoher liegen mufl.

5Das Potential muf zurWand hinmonoton fallen



2.3. DIE MODELLIERUNG DER PLASMARANDSCHICHT 35

Vergleicht man nun die Ergebnisse der Fliissigkeitsbeschreibung mit denen der kineti­
schen Behandlung, ergeben sich Zusammenhange zwischen dem Adiabatenkoeffizienten
und dem Verhaltnis von Ionen- zu Elektronentemperatur am Beginn der Raumladungs­
zone:

• Fiir die adiabatische Striimung (-r = D liefert die kinetische Beschreibung nur
eine stabile Losung, wenn J; "" 4.6.

• Fiir die isotherme Str6mung (-y = 1» existiert im kinetischen Modell eine L6sung

bei t: "" r;
In Randschichtmessungen laBt sich aber kein Hinweis auf signilikante Unterschiede zwi­
schen Elektronen- und Ionentemperatur linden, wie sie aus der ersten L6sung folgen
wiirde. Daher wird im Allgemeinen die Str6mung vor dem Limiter als isotherm ange­
nommen.
Die Bedingung, daf die ParaIIelgeschwindigkeit am Rand der Raumladungszone der
isothermen Schallgeschwindigkeit entsprechen mufi, wird als Bohm-Kriterium be­
zeichnet:

kTi + kTe (2.40)
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Die Koeffizienten Di und De weichen in den unterschiedlichen Ansatzen deutlich vonein­
ander ab [60J:

1.5 --+ 2.93
4.83 --+ 5.12

(2.43)

Die starken Schwankungen beim Ionenenergiefluil haugen mit den angenommenen Ver­
teilungsfunktionen fur die Ionen beim Eintritt in die Raumladungszone zusammen.
Beriicksichtigt man nur die Madelle [39, 47, 58J, bei denen die Ionentemperatur von
Null verschieden und die Verteilungsfunktion so gestaltet ist, daf es keine rtickstromen­
den Ionen gibt (wie das bei einer absorbierenden Wand der Fall sein sollte), so stimmen
die Koeffizienten Di exakt iiberein:

5 1 ( T)Di = - + _. 1 +~
2 2 i. (2.44)

Die Unterschiede im Vorfaktor fiir den, Elektronenenergiefluf ergeben sich aus den ver­
schiedenenPotentialdifferenzen Ll.<J!, die in der Raumladungszone aufgebaut werden.
Allgemein HiBt sich schreiben:

2
De = --­

l-,e
(2.45)

(Ie ist der Sekundarelektronenemissionskoeffizient, d.h.die Anzahl derElektronen, die
beim Auftreffen eines Elektron-Ion-Paares auf die Wand ins Plasma emittiert werden.)
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Eine aus Gleichung(2.40) analytisch abgeleitete Beziehung fur das Randschichtpoten­
tial ist:

e ~<!> ( m, ( T;) 1)-- = in 21l"- 1+- ._-
kT; m, T, 1 - "

(2.46)

Dabei beschrankt man sich auf eine Ionensorte mit der Ladungszahl Z = 1 und nimmt
fUr die Elektronen eine Boltzmannverteilung an.

(2.47)

o eine relativet; und 'eMan erhalt daraus fur ein Deuteriumplasma mit T, ""
Potentialdifferenz von

eLl.<!>
= -2.8n;

Die entsprechenden Werte fiir 0i und oe sind:

(2.48)

(2.49)

Zum Vergleich ergibt sich im rein numerischen Modell von Chodura [59J die Potenti­
aldifferenz bei orthogonalem Target (Iji = 0°) und ohne Sekundarelektronenemission
zu:

N -2.3

und entsprechend hat man

0, "" 4.3 (2.51)

Chodura hat in seinen Arbeiten Berechnungen mit verschiedenen Parametern durch­
gefUhrt. Er hat dabei festgestellt [47], daf der Potentialsprung in der Raumladungszone
nUT schwach von der Starke des Magnetfeldes abhangt, daf es aber starke Abhangig­
keiten von Iji ( Winkel zwischen Magnetfeldrichtung und Oberflachennormaler) und,e (Sekundarelektronenemissionskoeffizient) gibt. In einer Randschichtmodellierung, in
der es moglich ist, schraga Targetflachen zu behandeln, sollten die damit verbundenen
.Anderungen des Potentialsprungs und der veranderte Wert des extrahierten Elektro­
nenenergiefiusses nach diesem Modell beriicksichtigt werden.
Wie aus den Kurven zu entnehmen ist, sind die Rechnungen nur bis zu Winkeln von
Iji "" 87° durchgefiihrt worden. Bei streifendem Einfall (Iji > 87°) ist es schwierig, zu
einer numerisch stabilen Losung zu gelangen [61], sodaf es gerechtfertigt erscheint , die
Targetflachsn in solehen Fallen parallel zu den Feldlinien anzunehmen und nur radialen
Transport zuzulassen.
Erwahnt werden soil noch ein Fluidmodell, in dem das Bohm-Kriterium auf Mehr­
komponentenplasmen verallgemeinert wird [62J. Die verschiedenen Ionensorten wech­
selwirken tiber Coulombst5Jle miteinander und es resultieren Reibungskrafte, die der
Relativgeschwindigkeit zwischen den Spezles proportional sind. Diese Krafte fiihren
vor der Raurnladungszone zu einer langsameren Beschleunigung der leichten und zu
einer besseren Beschleunigung der tragen Teilchensorten. Das Ergebnis der Rechnun­
gen ist, daf wenn fiir das Gesamtsystem nur ein Bohm-Kriterium gefordert wird kan n,
wahrend die Einzelkomponenten "ihre" Schallgeschwindigkeit entweder iiber-(schwere
Ionen) oder unterschreiten (leichte Ionen).
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Abbildung 2.5: Potentialabfall (a) und Energietransmissionsfaktor der Elektronen(b)
in der Randschicht fiir verschiedene Auftreffwinkel der Plasmastromungundunter­
schiedliche Sekundarelektronenemissionskoeflizienten.
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2.3.4 Die Neutralteilchenmodellierung in der Plasmarandschicht

In allen heutigen Tokamakexperimenten und viel mehr noch in den Experimenten der
nachsten Generation spielt der Kontakt des Plasmas mit speziell geformten materiellen
Strukturen am Plasmarand eine entscheidende Rolle. Wie schon an mehreren Stellen
vorher betont, ist eine gewisse Teilchen- und Energieabfuhr zur Aufrechterhaltung des
stationaren Brennens notwendig, sodaf es auch Wandteile geben mufs, die diesen Fluf
aus dem Tokarnakgefaf ableiten. Dabei werden die Plasmateilchen beim Auftreffen auf
die Wand dort zuerst neutralisiert und dann von der Oberflache reemittiert. Ein ge­
wisser Anteil kann agepumpt werden, ein nicht vernachlassigbarer Anteil aber wird irn
Plasma durch Stofie wieder ionisiert und dem Teilchenkreislauf erneut zugefiihrt, dieser
Antell wird "recycled" . In Konzepten fur zukiinftige Experimente werden diese recy­
clierten Teilchen genutzt. Sie sollen bei ihrer Reionisation und allen anderen Prozessen,
die damit zusarnmenhangen, dem Plasma soviel Energie entziehen, daf vor der Wand
eine Zone mit dichtem, kaltem Gas entsteht, die einen direkten Kontakt der hei:f3en
Plasmateilchen mit der Wand stark reduziert.
Der Effekt, daf die hohe Energie weniger Teilchen auf viele Teilchen mit niedrigerer
Energie verteilt wird, hat aber auch schon in heutigen Tokamakexperimenten einen
entscheidenden EinfiuB auf die Dichte- und Temperaturverteilung in der Nahe matsri­
eller W;;.nrlp. Daher mtisssn diese Tsilchen-. Imnuls- und Enere:ieauellen modelliert und•• ---~_. - ---- - ----- --- --- ._. - -_ .. - ..... i ... '-' ...

in die Randschichtberechnungen eingebunden werden. Man benutzt zur Modellierung
analytische, numerische und vor allem statistische Verfahren.

Die analytische Modellierung der Neutralteilchen

Zur analytischen Beschreibung gibt es verschiedene Ansatze, Es wurde ein Modell ent­
wickelt, das vor allem diffusive Prozesse beriicksichtigt [34] und Formulierungen, die den
konvektiven Transport starker betonen [37, 39]. Das erste Modell ist nicht genau do­
kumentiert, 6 sodaf die Darstcllung sich auf die konvektive Forrnulierung beschranken
muB.
Hier wird speziell das einfachste Verfahren beschrieben [37]. Ausgehend von einem
Ionenfiuf fion auf eine bestimmte Targetflache, fliefrt von dieser Flache aus der recy­
clierte Teil dieses Flusses fa = R· fion in Form von neutralen Atomen entlang von
Flufiflachen mit einer Temperatur von 5 eV, d.h. einer mittleren Geschwindigkeit von
Vth = J5eV!mi, ins Plasma zuriick. Auf ihrem Weg stoBen die Neutralteilchen mit
den Plasmateilchen zusammen und werden mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit io­
nisiert. Die GroBe der durch diesen Prozef verursachten Tellchenquelle Sn ist jeweils
proportional der Dichte der beiden Stofipartner und dem Wirkungsquerschnitt fiir die
Ionisierungsreaktion:

(2.52)

6Eine Schwachstelle des Modells ist sicherlich die Verwendung von Fluidgleichungen, denn die cha­
rakteristischen physikalischen. und geometrischen Langen sind irn Vergleichzu den .freien Weglangen
der Neutralteilchen so.klein, daf nur eine kinetische Beschreibung adfiquat ware.
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Die Dichte der Neutralteilchen bereehnet sieh injeder Zelle aus dem Gesamtflufi fa, der
die Zelle rnit Volumen VoelZ in der mittleren Zeit TO durchstromt oder anders formuliert,
aus der Summe der Fliisse fO,i, die iiber die Seiten i der Zelle (Flache Acel/,i) rnit der
Gesehwindigkeit Vth einstromen:

no = foTo = i: fO,i
"V::ell i=l Acell,iVth

(2.53)

Der Wirkungsquersehnitt fiir die Ionisierung hangt nur von der Elektronentemperatur
abo

(2.54)

Bei der Ionisation cines neutralen Atoms verlieren die Plasmaelektronen lokal eine Ener­
gie von 25 eV. Dieser Energieverlust setzt sich zusammen aus 13.6 eV fiir den Ionisati­
onsprozefi und ca. 11 eV, die als Strahlung von angeregten neutralen Wasserstoffatomen
am Ort der Ionisation abgegeben werden.
Jedes ionisierte Neutralteilehen hat eine Energie in der Grofienordnung des wandnahen
Plasmas (5 eV). Im Allgemeinen kiihlen sie damit die Plasmaionen weiter weg von der
Targetoberflache.
Der Impuls, der auf das Plasma iibertragen wird oder den das Plasma verliert, be­
stimmt sieh aus der Gesehwindigkeitsdifferenz zwischen Plasma- und Neutralteilchen.
Er wird in diesem einfaehen Modell allerdings vernachlassigt,

Damit hat man Ausdriieke fiir die Quellterme in Impuls-, Ionen- und Elektronenener­
giebilanz gefunden:

Sf 0
SEi = 5 eV ,Sn (2.55)
C!_ -25 e17 C!

1J be ·un

Andere Prozesse, wie z.B. Ladungsaustausch oder Emission von Molekiilen aus der
Wand und die daran gekoppelten Folgereaktionen, werden nicht beriieksichtigt, obwohl
sie unter bestimmten Bedingungen zentrale Bedeutung haben,

Eine im Grundprinzip ahnliche, aber etwas genauere Beschreibung verwenden H. Ger­
hauser und H.A. Claafien [39J. In ihrem Modell ist die Bewegung der Neutralteilehen
auch konvektiv und entlang von Feldlinien. Sie beriicksichtigen aber zusatzlich eine
kleine Radialgeschwindigkeit. Aufierdem betrachten sie neben den neutralen Atomen
auch Molekiile, die aber aufgrund ihrer geringenWeglange innerhalb der ersten Zelle
vollstandig ionisiert werden und nicht weiter zu den Bilanzen beitragen. Fiir die neu­
tralen Atome werden sowohl Ladungsaustausch- als auch Ionisierungsprozesse beriick­
sichtigt, deren Wirkungsquerschnitte nach analytischen Formeln [63J berechnet werden.
Nebenden Energiefltlssen werden in diesem Modell auch die Impulsfltisse berucksich­
tigt.
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Zwei groBe Nachteile haben die analytischen Beschreibungen. Zum einen werden die
Neutralteilchen sehr gerichtet ins Plasma injiziert, obwohl man eher von einer leicht
modifizierten Kosinusverteilung ausgehen sollte, zum zweiten haben die Teilchen nur
eine diskrete Energie und den dazugeh6renden Impuls, obwohl in der Realitat ein brei­
teres Spektrum erwartet werden kann. Ihr grofser Vorteil 1St, daB die Quellterrne leicht
in eine Fluidbeschreibung eingebunden werden k6nnen und ihre Adaption an den Plas­
mazustand instantan erfolgen kann.

Die statistische Modellierung der N eutralteilchen

Je hoher das Recycling an den Targetplatten wird und je mehr die Randschichtkonfi­
guration zu einer Fluflerhohung entlang des Magnetfeldes ftihrt , umso wichtiger wird
die Bedeutung nichtlinearer, nichtlokaler Wechselwirkungen zwischen neutralen und
geladenen Teilchen. Diese Wechselwirkungen, die empfindlich von den physikalischen
Modellen und geometrischen Einzelheiten abhangen, k6nnen nur noch mit numerischen
Methoden behandelt werden.
Das am haufigsten verwendete und sicherlich auch am weitesten entwickelte Verfah­
ren greift auf die Erfahrungen aus der linearen Neutronen-Transporttheorie zuriick.
Durch Anpassung und Umstellung der atomaren Daten bei den Wechselwirkungen ent­
standen Neutralgasmodelle fur Plasmaanwendungen, deren Unsicherheiten nicht mehr
im Verfahren, sondern in der Genauigkeit der StoBquerschnitte und Austauschraten
von Impnls und Energie mit dem Plasma liegen. Zusatzliche Unsicherheiten schaffen
die mikroskopischen Randbedingungen wie Reflexion und Erosion an Oberflachen in
Abhangigkeit von Teilchenenergie und Auftreffwinkel.
Die Methoden zur L6sung der Neutralgastransportgleichungen und ihre mathematische
Grundlagen sind in Ubersichtsartikeln zusammengefaBt [35,65, 66, 67], und sollen hier
nicht naher behandelt werden. Es soll mehr um die physikalischen Effekte und ihre
Einbindung in die Stromungssimulation gehen.
Allgemein wird davon ausgegangen, daf die charakteristische Zeitkonstante ftir den
Neutralteilchentransport klein und damit das Plasma auf dieser Zeitskala stationar ist,
sodaf eine explizit zeitabhangige Berechnung der Transportgleichungen fiir die Neu­
tralteiichen iiberfliissig ist. Auferdem werden durch die Linearisierung der Gleichungen
die Wechselwirkungen der Neutralteilchen untereinander vernachlassigt. Wahrend der
letzte Punkt in Plasmen mit hohen Neutralteilchendichten beriicksichtigt werden kann
[68], ist die Zeitunabhangigkeit fest vorgegeben. In den Simulationsrechnungen werden
sowohl Atomeals auch Molekiile beriicksichtigt.

Die Modellierung der Stolle im Plasma Das Monte Carlo Verfahren modelliert
die Wechselwirkungen durch eine Kombination von binaren St6Ben und ungest6rtem
Flug iiber eine freie Wegliinge. Ausgangspunkt sind die Wechselwirkungspotentiale,
aus denen Teilchenablenkung, differentieller Wirkungsquerschnitt und freie Wegliinge
folgen. Hieraus kounen dann durch L6sung der kinetischen Transportgleichungen die
Verteilungsfunktionen fiir die Neutralteilchen in Abhangigkeit vom Ort berechnet wer­
den.
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Der Quellterm fiir die Transportgrofie A der Spezies p in den Fliissigkeitsgleichungen
aufgrund einer Plasma-Neutralteilchen- Weehselwirkung mit dem Wirkungsquersehnitt
(Jk bereehnet sieh aus dem Produkt von Neutralteilchenflu£ r und Stofiintegral:

(2.56)

wobei tl.Apdie Anderung der Gr6£e Apdurch den Stof beschreibt und Vrel = Iv - vpl
die Relativgesehwindigkeit der Sto£partner angibt. Damit konnten bei bekanntem Wir­
kungsquerschnitt nach Mittelung iiber eine Maxwell'sche Geschwindigkeitsverteilung
grundsatzlich alle StoJ3integrale berechnet werden. In modernen Algorithmen benutzt
man allerdings externe Datenbanken und iibernimmt von dort die Stofiintegrale fiir
bestimmte Prozesse [70, 71J. Durch Summation iiber aile Weehselwirkungen "k" ergibt
sich dann der nicht-lokale Quellterm in den Fluidgleiehungen.
Die wichtigsten Prozesse, die modelliert werden, sind Ladungsaustausch, elastisehe
Plasma-Neutralteilchen Wechselwirkung, Ionisation durch Elektronenstoil und Rekom­
bination. Fiir Ionisation und Rekombination verwendet man "multi-step" Modelle, die
verschiedene schnelle Prozesse in einem effektiven Proze£ zusammenfassen.

Die Modellierung der St5fie an Oberflachen Auch in diesem Modell werden
die Einzelprozesse in der Oberflache vernachlassigt. Es wird lediglich eine effektive
Wahrscheinlichkeit angegeben, mit der ein Teilchenfluil bestimmter Energie und mit
bestimmtem Einfallswinkei unter verandertem Winkel und mit anderer Energie wie­
der ins Plasma reemittiert wird. Dabei wird nicht unterschieden zwischen dem Ein­
und Austrittsort der Teilchen. Zur Implementierung in das Transportmodell werden
die Wahrscheinlichkeitsverteilungen aus externen Datenbanken eingelesen, in denen die
Reflexionskoeffizienten in Abhangigkeit von Oberfiachenmaterial, Einfallsenergie und
-winkel tabelliert sind [69J. In diesen Datenbanken kann auch die Rauhigkeit der Tar­
gctoberflache beriicksichtigt werden, die zu einer signifikanten Erniedrigung der Refle­
xion vor allem bei kleinen Energien ( E < 10eV ) fiihrt, was natiirlich entscheidenden
Einfluf auf die mittlere Eindringtiefe der recyelierten Neutralteilchen ins Plasma hat
[72].



42 KAPITEL 2. MODELLIERUNG VON FUSIONSPLASMEN

2.3.5 Der derzeitige Status der 2D - Randschichtmodellierung

Ein Uberblick iiber die derzeit verwendeten Modelle zur Beschreibung der Plasmarand­
schicht geben die Arbeiten von E.L. VoId et al. [34] und D. Reiter [35J. AIle Verfahren
losen die modifizierten Braginskij-Cleichungen mit anomalern, dlffusivem Transport in
radialer Richtung. Sie unterscheiden sich in der Vollstandigkeit der physikalischen Ef­
fekte, die beriicksichtigt werden und in der Komplexitat der Geometrie, die behandelt
werden kann, In dieser Arbeit soIl nur auf einige Arbeiten exemplarisch eingegangen
werden, urn unter besonderer Beriicksichtigung der verwendeten numerischen Verfahren
die Miiglichkeiten und Beschrankungen der Methode aufzuzeigen.

Das bekannteste und sicherlich am haufigsten benutzte Programm ist der Braams-Code
[37]. Es verwendet zur Liisung ein finite Volumen Verfahren, ist also auf ein rechtecki­
ges Rechengebiet festgelegt. Durch konforme Transformationen kiinnen aber auch noch
relativ komplizierte Geometrien auf ein solches Rechteck abgebildet werden, sodaf das
Programm in der Lage ist, auch Divertoranordnungen zu simulieren. In der urspriing­
lichen Version sind die Bilanzgleichungen ohne Beriicksichtigung von Striimen und mit
dem oben erlauterten analytischen Neutralteilchenmodell implementiert.
Das numerische Verfahren ist dabei so ausgelegt, daf die stationaren Bilanzgleichungen
iterativ geliist werden, wobei die einzelnen Iterationen als eine zeitliche Abfolge inter­
pretiert werden konnen, ZUT Losung wird ein spezielles Schema benutzt , UTIl Konvektion
und Diffusion gleichermaBen gut zu modellieren. Die resultierenden neuen Werte der
Variablen erfiillen allerdings nur die Einzelbilanzen. Daher werden unter Beachtung der
Impulbilanz die Dichte, die Geschwindigkeit und der Druck so verandert, daf die Konti­
nuitatsgleichung erfiilltund die Energiegleichungen miiglichst wenig verandert werden.
Mit den modiflzierten Werten wird der Algorithmus wiederholt. Nach einer gewissen
Anzahl von Iterationen soIlten aIle Gleichungen konsistent erfiillt sein und die Abwei­
chungen von einer zur nachsten Iteration so klein worden, daf man die gefundenen
Variablen als stationaxe Liisung des Problems definieren kann,

Diese erste Version des Programma wurde in den nachsten Jahren sukzessive erweitert
und verbessert. Ein wichtiger Schritt war die Implementierung des stochastischen Neu­
tralgasmodeIls EIRENE. Ein Lauf dieses Monte-Carlo-Programms ist jedoch zu zeit­
aufwendig, urn es nach jedem Iterationsschritt aufzurufen und die QueIlterme neu zu
bestimmen. Daher werden die QueIlen einmal mit dem vollstandigen Programm berech­
net und dann nach jeder Iteration nur durch bestimmte Skalierungen an die veranderte
Plasmaliisung angepaBt. Dieser » short cycle" wird angewandt, bis die Plasmaliisung
sich so stark geandert hat, daf ein neuer kompletter EIRENE-Lauf durchgefiihrt wer­
den mull. Mit dem Programmsystem BRAAMS-EIRENE wurden nach dem erlauter­
ten Schema Berechnungen der Randschichtkonfigurationen von TEXTOR, ASDEX,
ASDEX-UPGRADE, JET und Studien fiir ITER durchgefiihrt [73, 78, 35].

In den Simulationsrechnungen zu ASDEX-UPGRADE [78] wurde zum ersten Mal ver­
sucht, die Neigung der Targetplatten zum Magnetfeld zu beriicksichtigen. Dazu wurde
in der Nahe der Platten das orthogonale Netz verzerrt. Da das Liisungsverfahren aber
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nur rechtwinklige Gitterzellen behandeln kann, sind die auf dieser Geometrie berechne­
ten radialen Fliisse mit Fehlern behaftet. Folgt man der Argumentation der Autoren,
so sind die Fehler jedoch vernachlassigbar, da der Transport in Targetnahe durch das
Neutralgas dominiert wird; und das Neutralgas wird durch EIRENE korrekt behandelt.
Bin anderer Ansatz ZUf Modellierung realistischer Geometrien \vurde von M.\.·V. Wuttke
[75] implementiert. Darin werden die Zellen nicht verandert, sondern das Gitter wird
grofer gewahlt als die Geometrie und Zellen die iiber das Modellierungsgebiet hinaus­
reichen werden in der Rechnung " stillgelegt » und die Randbedingungen in den neuen
Randzellen definiert. Diese Methode ist sicherlich eine gute Alternative zur Gitterver­
zerrung. Bisher wurde sie jedoch nur auf eine TEXTOR-Konfiguration angewendet.

Parallel zu den geometrischen Erweiterungen wurde das physikalische Modell erganzt.
In der Ursprungsversion wurden die Stromungsgeschwindigkeiten von Elektronen und
Ionen als gleich angenommen. M. Baelmans implementierte eine zusatzliche Elektro­
nenimpulsbilanz, sodaf jetzt auch unterschiedliche Stromungsgeschwindigkeiten und
daraus entstehende elektrische Strome und Potentiale berechnet werden konnen [64].

Bisher wurden diese Effekte nur von H. Gerhauser [39] selbstkonsistent berucksichtigt."
Da dessen Programm aber speziell fiir die Randschicht von TEXTOR entwickelt wurde
und geometrisch nicht fiexibel konzipiert ist , sind die Anwendungen auf Limiterplasmen
mit kreisfOrmigem Querschnitt beschrankt.

2.3.6 Entwickllung von Finite-Elemente-Verfahren

Seit einigen Jahren wird neben den finite Differenzenj Volumen Verfahren in einigen
Gruppen an der Entwicklung von Finite-Elemente Verfahren gearbeitet. [76, 77, 35]
Dieses Verfahren verwendet kein regelmaffig durchnumeriertes nxm Gitter, sondern ein
unstrukturiertes Netz mit folgenden Vorteilen:

e Die Abbildung des Rechengebietes auf ein Rechtecknetz entfallt, sodaf die Be­
stimmung von metrischen Koeffizienten fiir die Bilanzgleichungen iiberfiiissig wird.

e Ein nicht einfach zusammenhangendes Gebiet, wie es die Raudschicht im Allge­
meinen ist, muf nicht mehr "auseinandergerissen" werden, urn daraus eine einfach
zusammenhangende Geometrie zu erzeugen. Dementsprechend entfallt auch die
Definition von zusatzlichen Randbedingungen an den kiinstlichen Berandungen.

e Eine Verfeinerung des Berechnungsgitters in einer Richtung mull nicht mehr iiber
die ganze Lange der dazu senkrechten Koordinate beibehalten werden, sondern
kann lokal an das physikalische Problem angepafst werden.

• Man ist durch die Verwendung von Dreiecken statt Rechtecken nicht mehr an
orthogonale Rander gebunden, sondern kann Berechnungsgitter fur beliebig ge­
formte Berandungen erzeugen.

71m Programm von E.L. VoId [34J gehen die Strome und Potentiate nicht direkt in die Hechnung
ein, sondern werden erst im Nachhinein bestimmt
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In allen Ansatzen wird das gleiehe Diskretisierungsprinzip (Taylor-Galerkin mit li­
nearen Interpolationsfunktionen) verwendet, so wie es in dieser Arbeit beschrieben
ist.(~ Methode der gewichteten Residuen)
Ein weitergehender Vergleich ist ailerdings kaum moglich, da aile drei Verfahren noch
in der Testphase sind. Es soil aber auf die unterschiedlichen Schwerpunkte hingewiesen
werden, auf die sieh die Arbeiten konzentrieren.

R. Zanino [76J arbeitet vor ailem an impliziten Losungsalgorithmen und an der Optimie­
rung der numerischen Behandlung der Bilanzgleiehungen. Er verwendet die Gleichungen
der ersten Version des BRA.AMS-Codes und ein einfaches analytisches Neutralteilchen­
modell, Vergleichsrechnungen mit dem BRAAMS-Code zeigen gute Ubereinstimmung
der beiden Verfahren [96J. Allerdings wurden diese Rechnungen bisher nur auf einfachen,
strukturierten Gittern durchgefiihrt, sodaf die speziellen Vorteile des Finite-Elemente
Verfahrens nicht genutzt wurden.
Die Arbeiten in der Gruppe urn R. Marchand wurden erst im letzten Jahr begonnen.
Sie beziehen sich im Augenblick auf grundsatzliche Fragestellungen, die vor allem die
Form des Gitters und die damit verbundene Wahl des Diskretisierungsprinzips betref­
fen. Neben Dreiecken mit geraden Seiten soilen Dreiecke und Vierecke mit gekriimmten
Seiten untersucht werden.
In der vorliegenden Arbeit wurde gro£er Wert darauf gelegt, die Vorteile dcr flexible­
ren Gittereinteilung auszunutzen. Daher wurde ein Basisprogramm von der Techni­
schen Hochschule Aachen iibernommen, bei dem eine losungsabhangige Netzverfeine­
rung moglich ist. Damit ist es gelungen, gezielt an den physikalisch interessanten Stellen
eine hohe Netzdiehte zu erzeugen. Neben der Verwendung eines analytischen Neutral­
teilchenmodells wurde auch eine Schnittstelle zur Ankopplung des FEM-Programms an
den Neutralgascode EIRENE geschaffen. Es bleibt eine Aufgabe fiir die nachste Zeit,
den bisher vollstandig explizit arbeitenden Algorithmus in gewissen Teilen implizit um­
zuformulieren. Damit miiBte es nach den bisherigen Erfahrungen und auch nach den
Berechnungen fiir die charakteristischen Transportzeiten moglich sein , die Anzahl der
Iterationen bis zur konvergenten Losung um etwa einen Faktor hundert zu senken.

Aufgrund der mehr oder weniger zufalligcn Arbeitsteilung, die sich bei der Entwicklung
von Finite-Elemente Verfahren ergeben hat, wiirde sich eine intensive Zusammenarbeit
auf diesem Gebiet in den nachsten Jahren anbieten. Sie wird auch sieher notwendig sein,
soll in absehbarer Zeit ein Programm zur Verfiigung stehen, daf den bisher verwendeten
Codes vom physikalischen Inhalther vergleichbar ist.



Kapitel3

Die F'luidgleichungen
Plasmastromungen

('G.Iur

In diesem Kapitel werden die Fliissigkeitsgleichungen fur ein Zweikomponentenplasma
hergeleitet, das in einer toroidalen Konfiguration durch Magnetfelder eingeschlossen
ist. Speziell wird es urn das Verhalten des Plasmas in der Randschicht gehen, denn
die abzeleiteten Gleichunzen bilden die theoretische GrundlaEre fiir ein Prozramm z'nr.....,....., u ---- - --o---------~-

Beschreibung des Transports in dieser Zone.
Im ersten Abschnitt werden die Voraussetzungen zur Anwendung eines Fluid-Modells
erlautert und diskutiert. In den folgenden Abschnitten werden die Fliissigkeitsgleichun­
gen hergeleitet. Ausgangspunkt ist eine allgemeine Formulierung der Navier-Stokes­
Gleichungen, die dann auf ein Zweikomponentenplasma angewandt wird. Danach wer­
den in diesen Gleichungen die speziellen geometrischen und physikalischen Eigenschaf­
ten in der Tokarnakrandschicht berlicksichtigt und Vereinfachungen gemacht, die die
numerische Behandlung erleichtern. Aus den so entstandenen Beziehungen werden
charakteristische Prozesse extrahiert und ihr Einfluf auf das Stromungsverhalten in
der Randschicht diskutiert. Am Schluf soll ein Abschnitt stehen, der helfen solI, die
"Flussigkeit" Plasma relativ zu anderen bekannten Fluiden einordnen zu konnen.

3.1 Voraussetzungen des Fll.1idmodells

Will man ein Modell zur Beschreibung eines bestimmten Problems anwenden, so ist es
zuerst einmal notwendig, die allgemeinen Voraussetzungen des Modells zu diskutieren
und dann zu iiberprilfen, ob diese Voraussetzungen in dem speziellen Problem erflillt
sind.
Eine sinnvol1e Fllissigkeitsbeschreibung ist an die Bedingung geknlipft, daf die Ein­
zelteilchen der Fllissigkeit haufig und intensiv miteinander wechselwirken, sodaf der
Informationsaustausch auf einer Wegstrecke stattfindet, die wesentlich kleiner ist als
die charakteristischen Abfallangen der Integralen Gro£en Dichte, Impuls undEnergie.
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Um zu einer quantitativen Formulierung dieser Bedingung zu gelangen, milssen zwei
spezielle Eigensehaften der Plamastriimung unter Einfluf eines Magnetfeldes benutzt
werden:

• Die Bewegung der Plasmateilchen ist stark anisotrop. Die typisehe Weglange ftir
den Informationsaustauseh parallel zum Magnetfeld erreehnet sieh aus dem Pro­
dukt der Einzelteilchengesehwindigkeit Vth und der mittleren StoBzeit r . Senkreeht
zum Magnetfeld ist die freie Weglango von der GriiBenordnung des Gyroradius
TG·

e Die beiden Teilchensorten (Elektronen, Ionen) kiinnen getrennt voneinander be­
handelt werden, denn Elektronen- und lonengas erreichen intern in sehr kurzer
Zeit einen Gleichgewichtszustand, wahrend es etwa um einen Faktor mion langer

mol

dauert, bis sieh zwischen den beiden Gasen Gleiehgewicht einstellt.
(--> Charakteristiken des Plasmairansports in der Randsehieht)

Mit diesen Bedingungen lassen sieh folgende Ungleiehungen formulieren:
(Ftir iii sind die globalen PlasmagriiJlen Diehte, Impuls oder Energie einzusetzen.)

• Fur die lonenbewegung parallel zum Magnetfeld:

• Filr die Ionenbewegung senkreeht zum Magnetfeld:

(1 aili \ -1 ion
\ --) >rG\ iii ax1.

• Fur die Elektronenbewegung parallel zum Magnetfeld:

(!.. 0\[1 ) -1 > v:~ . ree
WoX11

• Fur die Elektronenbewegung senkreeht zum Magnetfeld:

(
1 0\[1 \ -1
---) >T~
iii ax1.

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

Anzumerken ist, daf aufgrund der Quasineutralitat die Dichte ftir Elektronen und Ionen
identiseh ist, der Impuls der Elektronen wegen ihrer kleinen Masse in keine Fluidglei­
chung eingeht und daf die Energie der Elektronenaus demselbenGrundnur aus dem
thermisehen Anteil besteht.
Die thermisehe Gesehwindigkeit der Spezies o bereehnet sich naeh der Formel:

(3.5)
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(3.7)

(3.6)

Die mittleren Stollzeiten stimmen bis auf Faktoren in der Griillenordnung eins mit den
Relaxationszeiten fur Impuls- und Energieaustauseh iiberein [79]:

T 3 / 2

ru 2.09· 1013 --.i,--"fii sec
n""

T,3/2
Tee = 3.44· 1011 ~>. sec

In diesen Gleichungen sind die Temperaturen in eV und die Diehte in ;;!,- anzugeben. >.
ist der Coulomblogarithmus und J1, ist das Verhiiltnis von Ionenmasse zu Protonenmasse.
Der Gyroradius fur Spezies a betragt:

(3.8)

In der TEXTOR-Randsehieht hat man typisehe \Verte von
n::::::::: l018m-3,

Tel '" T i on '" 20 eV,
A::::::; 10 und
B ~ 2Tesla.
Fur Deuterium-Ionen ergibt sieh daraus:

30000 m
s

Tii '" 2.5· 10-4
s

'" 3 .10-4 m

und ftir die Elektronen:

vel 6 m

'" 2 ·10 -th
S

Tee 2.5.10-6 s

rcJ '" 5 .1O-6 m

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Das bedeutet, daf die Abfallangen von Diehte und Temperatur fiir Ionen und Elektro­
nen in paralleler Riehtung wesentlieh griifier sein mlissen also

(3.15)

In der radialen Richtung ist das Verhaltnis von Diehteabfall zu Ionengyroradius ent­
scheidend, bzw. das Verhaltnis des Temperaturabfalls jeweils zumGyroradiusder ent­
spreehenden Spezies.
Da man in TEXTOR radiale Profile mit einer typisehen Abfallange von ca. 1 em ftir die
Diehte und ca. 3 em fiir die Temperatur miflt , darf das Fluidmodell in dieser Koordinate
sicher angewendet werden.
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Fiir die Richtung parallel zum Feld ist die Diskussion schwieriger. Durch das Ein­
bringen eines Limiters wird aufgrund des Bohm-Kriteriums eine Stromung zum Limi­
ter hin induziert. In einer einfachen Naherung kann man die Annahme machen, daf
diese Stromung sich symmetrisch teilt, sodaf das Plasma von einer Geschwindigkeit
Null innerhalb einer halben Verbindungslange auf Schallgewindigkeit beschleunigt wird.
Nimmt man weiterhin an, daf dissipative Effekte einen vernachlassigbaren Einfluf auf
die Stromung haben (Euler-Stromung), so stellen sich fiir die Dichte und Temperatur
parabolische Profile mit einer typischen Abfallange von etwa einem sechstel der Ver­
bindungsHinge L II ein.
In der TEXTOR-Randschicht bedeeutet das:

(
1 + BtOT) 2 ~ 5 m

Bpol
(3.16)

In dieser Abschatzung sind die Voraussetzungen fur eine Fluidbeschreibung nUT noch
marginal erfiillt und es wurden sogar Effekte vernachlassigt , die zu steileren Profilen,
d.h. kiirzeren Abfallangen, vor allem in der Nahe des Limiters, fiihren konnen, Daher
geht man bei der Rechnung am besten so vor, daf man das Fliissigkeitsmodell erst ein­
mal anwendet und von der gefundenen Losung ausgehend a posteriori die Berechtigung
der Modellannahrnen fiberpriift.

Zum Schluf soll noch angemerkt werden, daf Fluidbeschreibungen oft auch dann noch
zu sinnvollen Ergebnissen fiihren konnen, wenn die oben geforderten Bedingungen nicht
mehr oder nur marginal erfiillt sind. Selbst in nahezu stofifreien Gebieten wurde eine
befriedigende Ubereinstimmung mit kinetischen Berechnungen gefunden. [80]

3.2 Die F'luidgleichungen in konservativer Form

Das Stromungsverhalten des Plasmas in der Tokamakrandschicht wird bestimrnt durch
Zu- und Abstromen von Teilchen und Energie sowohl an den Berandungen als auch Im
Inneren des Gebietes (Reionisation von Neutralteilchen). Eine solche Anordnung kann
durch die verallgemeinerten Navier-Stokes-Gleichungen in einern t.hermody­
namisch offenen System beschrieben werden. Sie lassen sich in einfacher Weise in
vektorieller -Schrei bweise forrnulieren:

au - - - ­7ft + V·F(U) = S (3.17)

Die Komponenten von Usind die bei der Integration der Boltzmann-Gleichung entste­
henden Momente: Teilchendichte, Flufidichte (Vektor) und Energiedichte.-Im Tensor F(U) beschreibt das Element Fij den Fluf in Richtung der Koordinate Xi

in der Gleichung fur Uj. Die Tensorkomponenten sind von den Variablen abhangig.
abhangig. Diese Abhiingigkeit liifit sich fiir jedes Tensorelement allgemein darstellen als
eine Summe vonzwei Termen:

(3.18)
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(3.19)d~;. = 88;,+ ~.(v ...)

Der erste Teil ist der konvektive F'luf der Variable Uj, der durch die Geschwindigkeit
Vi in Richtung Xi transportiert wird. Im zweiten Teil werden aile Verlustprozesse fiir
die Variable U, in einem dissipativen FluB zusammengefaBt.
Auf der rechten Seite von Gleichung (3.17) stehen die au£eren Quellen Sj, die zu einer
Veranderung der Variablen Uj fiihren.
Diese Schreibweise wird als konservative Form der N avier-Stokes- Gleichungen
bezeichnet. FaBt man namlich die partielle Zeitableitung mit den raumlichen Ableitun­
gen der konvektiven Fliisse zusammen, ergibt sieh der Operator der totalen Zeitablei­
tung:

und man erkennt, daf die Variablen in der Str6mung zeitlich konstant bleiben, bis
auf den Anteil, der durch Dissipation verloren geht oder durch Quellen erzeugt oder
vernichtet wird:

dU - ~ ­
-.-=\!·D+S
dt

(3.20)

Daher ist es von Vorteil, die Gleiehungen numerisch in ahnlieher Form zu behandeln:
Wenn die Dissipation und die aufieren Quellen relativ klein sind, kann die zeitliche
Konstanz der Variablen getestet werden, im anderen Fall konnen Aussagen dariiber
gemacht werden, welcher Anteil transportiert, dissipiert, erzeugt oder vernichtet wird.
Damit kann gleichzeitig die Frage beantwortet werden, welches der dominierende Prozef
in einem bestimmten Teil des Rechengebietes ist.

3.3 Die Fhridgleichungen fUr ein Plasma

Das in diesen Abschnitten formulierte zweidimensionale Plasmarandschichtmodell ba­
siert, wie fast aile Flussigkeitsnaherungen, auf den klassischen, von Braginskij herge­
leiteten Transportgleichungen fiir Elektronen und eine Ionensorte [36]. Erweitert wur­
den diese Gleichungen lediglich durch die Einfuhrung von QueHtermen, die durch die
Wechselwirkung des Plasmas mit Neutralteilchen entstehen. Es wird bei der Herlei­
tung auf eine Verallgemeinerung fur mehrere Ionenspezies verzichtet, vielmehr wird der
Schwerpunkt der Betrachtung auf die Transformation der Gleiehungen in eine toroidale
Geometrie gelegt.
Die Bilanzgleichungen fiir Dichte, TeilchenfluB und Energiedichte basieren auf der An­
nahme, das Zweikomponentensystem verhalte sich quasineutral, d.h, zu jedem Zeit­
punkt soil ten die Ladungsdichten von Elektronen und Ionen in einem fiir die Fluidnahe­
rung interessanten Raumgebiet identisch sein.
Das ist sieher erfiillt, denn die fiir die Abschirmung von elektrischen Feldern im Plasma
charakteristische Debye-Lange AD ist mit

IT!pV)
AD "" 7500V~(~3) m "" 30 fl-m

sehr viel kleiner sein als die typischen Abfallangen von Dichte und Temperatur.
(--> Vorausseieunqen. des Fluidmodells)

(3.21)
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Das Koordinatensystem, in dem Braginskij sein Fliissigkeitsmodell entwickelt hat und
in dern auch alle Transportkoeffizienten formuliert sind, ist das Eigensystem der Plas­
mateilchen: Eine Koordinate ist parallel zum Feld gewahlt und die anderen beiden
Richtungen senkrecht zum Feld orientiert. In einem Tokamak laufen die Magnetfeldli­
nien durch die Uberlagerung von poloidalem und toroidalem Feld helikal verschraubt
um die Torusachse um. Daher muB bei der Anwendung der Fliissigkeitsgleichungen auf
eine toroidale Konfiguration besonderer Wert auf die Berechnung der Operatoren in
diesem krummlinigen Koordinatensystem gelegt werden. Es solI dabei so vorgegangen
werden, daf die Fluid-Gleichungen zuerst in einer allgemeinen Vektordarstellung for­
muliert werden, wobei aber implizit vorausgesetzt ist , daf eine Koordinate parallel zum
Magnetfeld orientiert ist , um fiir die stark anisotropen Transportkoeffizienten die in [36]
abgeleiteten GraBen benutzen zu konnen,
In dieser Weise sollen die jetzt folgenden, allgemein formulierten Fliissigkeitsgleichun­
gen verstanden werden:

Die Kontinuitatsgleichungen:

8 - -
8tni + \7. (niVi) = s; (3.22)

8 - -
8tne + \7. (neVe) = Sn, (3.23)

Aufgrund der Quasineutralitat des Plasmas sind die Elektronen- und die ionendicn­
te identisch. Beide Gleichungen enthalten auf der rechten Seite eine Teilchenquelle
Sni' Sn" die die im Plasma reionisierten Neutralteilchen beschreibt. Auch diese Quell-
terme sind identisch, wenn man von einfach geladenen Ionen ausgeht und keine Se-
kundarelektronenemission an der Wand beriicksichtigt.
Subtrahiert man die Gleichungen voneinander unter Ausnutzung der Quasineutralitat,
erhalt man eine Bilanzgleichung ftir elektrische Stromdichten:

V'J = 0 (3.2;1)

Wollte man mehrere Ionensorten beriicksichtigen, miifite fiir jede Spezies, d.h. fiir alle
Ladungszustande jeder Ionensorte jeweils eine Kontinuitatsgleichung erfiillt .werden.
Die Quasineutralitat kann dann genutzt werden, um die Elektronenbilanz als Summe
der Einzelbilanzen der Ionen zu berechnen.



3.3. DIE FLUIDGLEICHUNGEN FUR EIN PLASMA

Die Impulsbilanz fur die Ionen:
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8 ( -) - - -- m·n·y. +V· (m·n·v,v,)at ~ 2 ~ 2 t t t -VPi - V· il, +Zieni(E+ V; X B)

+11i + SmiV, (3.25)

Die Ionen werden durch Druckgradienten, Zahigkeitseffekte, elektromagnetische Felder
und Reibung beschleunigt. Die Reibung wirkt zwischen Elektronen und Ionen und in
Mehrkomponententplasmen auch zwischen verschiedenen Ionensorten. Sie ergibt sich
durch unterschiedliche Stromungsgeschwindigkeiten, deren Ursache die verschiedenen
Massen der Teilchen sind.
Eine gesonderte Betrachtung verdient der Viskositatstensor. In den Gleichungen von
Braginskij besteht jedes Tensorelement aus mehreren Termen mit unterschiedlichen
Viskositatskoeffizienten 7]k, je nach Richtung zum Magnetfeld. Diese Koeffizienten sind
geordnet nach Potenzen von (WiTii), wobei Wi die Winkelfrequenz der Gyration ist und
Tii die mittlere Stobzeit.! Der Wert dieser dimensionslosen Grofie hangt vom Magnet­
feld, der Dichte und der Temperatur im Plasma ab:

(3.26)

Im Allgemeinen ist er in allen Randschichtplasmen in der Crofenordnung von tausend
oder hoher.
Fiir die Viskositatskoeffizienten gilt:

(3,27)

Daher werden in allen Randschichtberechnungen, aufgrund der Tatsache, daf 7]0 .~

7]1,7]2,7]3,7]4 nur noch Viskositatseffekte in 7]0 beriicksichtigt. Diese Annahme erscheint
plausibel, beriicksichtigt aber nicht , daf die Geschwindigkeitsgradienten, mit denen die
Koeffizienten multipliziert werden, in verschiedene Richtungen so stark unterschiedlich
sein konnen, daf auch Viskositatseffekte hoherer Ordnung eine Rolle spielen, Setzt man
beispielsweise in grober Naherung die parallelen und radialen Abfallangcn in Relation
zueinander, so bstragt das Verhaltnis ca. 1500 und ein Vergleich zeigt, daf in diesem
Fall die Viskositat parallel zum Feld annahernd gleich grof ist wie die senkrecht zum
Feld.
Diese Uberlegungen werden allerdings sinnlos, wenn ad hoc senkrecht zum Feld eine
anomale Viskositat angenommen wird, denn dann ist die konsistent abgeleitete Trans­
porttheorie nicht mehr giiltig und der daraus berechnete Viskositatstensorsmuf auch
nicht zwingend iibernommen werden.

Die Impulsbilanzen von Elektronen und Ionen unterscheiden sich dadurch, daf die
Tragheit der Elektronen vernachlassigt wird und sich daher ein Kraftgleichgewicht in­
stantan ohne Austausch von Fliissen einstellen kann,

1 Teilt man diese Zahl durch 21r, erhalt man die Anzahl der Gyrationen zwischen zwei Stollen.
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Die Impulsbilanz fiu- die Elektronen:

(3.28)

(3.29)

Im stationaren Zustand miissen wegen der Impulserhaltung die von Elektronen auf die
Ionen ausgeiibten Krafte und die Kraft der Ionen auf die Elektronen entgegengesetzt
gleich sein. Zu diesen "inneren" Kraften zahlen die elektromagnetischen Krafte und die
Reibungskrafte, die aich in verschiedene Teilkrafte aufspalten lassen:

• Verluste durch "Ohmsche-Heizung" , die aber aufgrund der sehr hohen Leitfahig­
keiten sowohl parallel zum Feld (TIl als auch senkrecht zum Feld (T1- = 0.5· (Til nur
gering sind.

• Verluste durch verschieden starke Ablenkung von Elektronen bei Temperatur­
gradienten senkrecht zum Magnetfeld. Dieser Effekt ist relativ klein, da der zu­
gehorige Transportkoefiizient urn einen Faktor urr :::: 1000 kleiner ist als der flir
die Ohmschen Verluste.

• Verluste durch Reibung der Elektronen aufgrund unterschiedlicher Temperatur
und damit unterschiedlicher thermischer Geschwindigkeit entlang von Feldlinien.
Fur gleiche Gradientenlangen von Geschwindigkeit und Temperatur ist dieser
Verlustterm urn ca. einen Faktor 2000 groBer als die Ohmsche Heizung.

Diese drei Terme lauten, in dieser Reihenfolge:

(

- -) 2- - jll is: 3 en - -. -
R, = -Ri = en - + - - -2-B2B X vT~ - O.71n,vIIT,

(Til (T1- (T1-

Neben den hier erwiihnten Verlusten, treten weitere Effekte auf, deren Wirkung aller­
dings vernachlassigbar klein ist. Eine vollstandige und sehr anschauliche Erklarung der
Prozesse findet sich in einer Monographie [81] tiber das Verhalten des Elektronengas
1m Festkorper unter Einfluf eines magnetischen Feldes,
Durch Addition der Bilanzgleichungen flir Ionen (3.25) und Elektronen (3.28) srhalt
man die Gesamtimpulsbilanz des Plasmas:

8( - - --- m;n'v"J+ v· (m.n;VV;\) =at . ,. 'J.' . - , .
-Vp- LV' ii, +J x B+Smi'V; (3.30)

wobei der Druck p sich zusammensetzt aus den Einzeldrucken der Komponenenten Pi
und p, und in den Term Jx B alle Plasmadriften eingehen. Auch die Impulsbilanzen
lassen sich durch Einflihrung einer effektiven Kernladungszahlauf ein Mehrkomponen­
tenplasma erweitern [37].
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Die Energiebilanz Ilir die Ianen:
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:t GniTi + m;n
i V/) +~ . [17; GniTd m;n

i ~2)]
-~. [17;. Pi+17;. ii Hi] + (eniE - il) .17; - CJ,i +5j, (3.31)

Die Ionenenergiedichte setzt sich zusammen aus der Dichte der thermischen Energie
und der kinetischen Energiedichte. Die Warrnekapazitat (Vorfaktor bei der thermi­
schen Energie) wird wie fiir ein Gas mit 3 Freiheitsgraden zu ~ angenommen, obwohl
das Plasma sich lediglich parallel zum Magnetfeld frei bewegen kann, wahrend der
Energieaustausch senkrecht zum Feld stark eingeschrankt ist. Eine Alternative ware
die Annahme von zwei verschiedenen Temperaturen Ifl und T.L (parallel und senkrecht
zum Magnetfeld) mit entsprechenden Warmekapazitaten und einer Kopplung zwischen
diesen beiden Temperaturen iiber Transportprozesse [82J. Bisher wird jedoch in allen
Simulationsrechnungen mit nur einer Temperatur gerechnet, weil einerseits der radiale
Transportprozess noch nicht verstanden ist und andererseits auch die mathematische
Behandlung durch diese Annahme erheblich vereinfacht wird.
Der Transport der Energie geschieht konvektiv, konduktiv und iiber Austausch zwi­
schen verschiedenen Spezies. Die Konduktion beschreibt die Verlustprozesse innerhalb
der Spezies: Warmeleitung und Viskositatseffekte. Rierbei setzt sich der Warmelei­
tungsvektor aus Anteiien zusammen, in die der Temperaturgradient parallel zum Feld
und in den beiden Richtungen senkrecht zum Feld eingeht:

. . .n-
iii = -"il\7IITi -,,~ \7.LTi - fC;" B x \7Ti (3.32)

Energie wird mit den Elektronen iiber Reibung, elektrische Felder und durch Tem­
peraturausgleich augetauscht, mit den Neutralteilchen durch Wechselwirkungen wie
Ladungsaustausch, Anregungsvorgange und Ionisation.

Die Energiebilanz fur die Elektranen:

8 13 ) - (- 3 \ - r- 1 - - - - - -8t \2neTe +\7. V'2neTe) =-\7·lVePe+<kJ-eneE,Ve+R·V;+Qei+SE (3.33)

Die Energiedichte besteht wegen der vernachlassigbar kleinen Masse der Elektronen nur
aus dem Anteil der thermischen Energie. Die konduktiv transportierte Energiedichte
wird bestimmt durch Temperaturgradienten und die dadurch hervargerufenen Fliisse
sowie durch Strome parallel und senkrecht zum Feld:

- en Ten Ten ""T 0 Te _ 3 T; B- -r (334)qe=-fCllvll e-fC.Lv.L e-fCl\-x v e r: .71-JII-- B xJ .
B e 2 ewere

Die Terme fur Ensrgieaustausch mit den Ionen haben aus Grunden der Energieerhal­
tung den gleichen Betrag aber das entgegengesetzte Vorzeichen wie in der Ionenener­
giegleichung; der Temperaturausgleich kann iiber die Formel

Qei = 3me nk (Ti - Te) (3.35)
mi Te

beschrieben werden.
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In dem Multifiuidmodell von B.J. Braams [38J wird fiir aIle Ionensorten die gleiche
Temperatur angenommen, sodaf nur eine Gesamtenergiebilanz aufgestellt werden mull,
zu der man durch Summation iiber die Einzelgleichungen kommt.
Anzumerken bleibt, daf zwar mehrere Ionensorten beschrieben werden konnen, daf
aber iiberpruft werden mufs, ob die Fluidbeschreibung noch sinnvoll ist. Ist die mittlere
freie Weglange zu grob, kann man sich nur auf den Standpunkt zuriickziehen, daf die
globalen Bilanzen durch diese Behandlung auf jeden Fall erfiillt werden.
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3.4.1 Transformation del' Plasmagleichungen von lokalen Magnetfeld­
koordinaten in eine toroidale Geometrie

Die allgemeinen Plasmagleichungen sind in einem orthogonalen Koordinatensystem mit
den Richtungen parallel zum Magnetfeld jj (II), senkrecht zum Feld aber in der magne­
tischen Flufrfiache (-1) und normal zur Flufflache (r) formuliert. Um die Randschicht im
Tokamak beschreiben zu konncn, ist es aber giinstiger, auf ein orthogonales "Torussy­
stem" mit den Einheitsvektoren in toroidaler, poloidaler und radialer Richtung (<p, e, T)
iiberzugehen, vor allem auch, um die Symmetrie des Systems in toroidaler Richtung
ausnutzen zu konnen, Daher ist eine Koordinatentransformation und damit auch eine
Transformation der Gleichungen notwendig, bei der insbesondere die Kriimmung der
Flufifachen beriicksichtigt werden mufl.

Transformation del' Koordinaten

Fiir allgemeine Koordinatentransformationen in krummlinigen Systemen benutzt man
die ko- bzw. kontravariante Darstellung von Vektoren. Diese ist in der Literatur theo­
retisch ausfiihrlich erlautert [83, 84]. Das Verfahren basiert dabei auf einer bijektiven
linearen Abbiidung zwischen verschiedenen Satzen von Einheitsvektoren mithilfe eines
sogenannten "metrischen Tensors"g. Dieser Tensor mit den Komponenten gij) stellt
Beziehungen her zwischen den "kontravarianten Einheitsvektoren" ei und den "kovari­
anten Einheitsvektoren" i?

(3.36)

Durch Anwendung dieses Formalismus' gelangt man zu einer Darstellung, in der sich
die " physikalischen " Einheitsvektoren - deren Lange eine Funktion des Ortes ist - als
Produkt von Einheitsvektoren konstanter Lange und von raumlich variierenden Vorfak­
toren ausdriicken lassen. Die Vorfaktoren werden so gewahlt , dafldie Transformation
gewisse Symmetrieeigenschaften erfiillt.
In einem orthogonalen Koordinatensystem - wie es in unseren Anwendungen aussch­
liefllich verwendet wird - hat del' metrische Tensor Diagonalform und die verbleibenden
Koeffizienten sind reine "Skalenfaktoren" i.. - rx-: c:" setzen die reale T ange dero&. ..... .< .L",'" ...... ..,.3.L ........""'- L...,,," L"" Uh.I.L.n ..., ... ..u • ivt - V:JH' ,-,.Lv Ii v 1 1 OJ! LJQ., U 1.

"physikalischen Einheitsvektoren" i. in Relation zur Lange der "kontravarianten" ei
und "kovarianten Einheitsvektoren" i? Fiir jede Richtung i gilt:

"h'" l_ei = i : e = _. ei
hi

(3.37)

Die mathematische Behandlung wird durch die Benutzung kovarianter bzw. kontra­
varianter Einheitsvektoren erleichtert, fiir physikalische Anwendungen sind jedoch die
physikalischen Variablen von griiEel'em Interesse. Daher beniitigt man die Gleichung
(3.37) zur Darstellung und Transformation von Operatoren, Vektoren und Skalaren in
den zu betrachtenden Gleichungen.
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,

Abbildung 3.1: Die lokalen Einheitsvektoren des Magnetfeldsystems, bzw, des Torussy­
stems

Dariiberhinaus gibt es in der Tokamakrandschicht zwei charakteristische Systeme von
orthogonalen Basisvektoren. Das eine System orientiert sich an der geometrischen An­
ordnung ("Toruskoordinaten"), das andere am Magnetfeldverlauf ("Magnetfeldsystem").
Sie lassen sich iiber eine Drehung in der Flufrflachenebene aufeinander abbilden, wobei
Sinus bzw .Cosinus des Drehwinkels gegeben sind durch:
(siehe auch Abbildung 3.1)

b¢ =
13¢

(3.38)
13

be
Be

(3.39)= fJ
'Vie es filr eine Drehmatrix gefordert wird, erfiillen die Matrixelemente die Eigenschaft:

b~ + b~ = 1

Die radiale Koordinate stimmt in beiden Systemen iiberein.

(3.40)
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In physikalischen Einheitsvektoren ausgedriiekt, findet man zwischen den beiden
Basissystemen den Zusammenhang:

(3.41)

Mit Gleiehung (3.37) ergibt sieh fiir die kovarianten Einheitsvektoren:

(3.42)

Analog erhalt man fiir die kontravar-ianten Einheitsvektoren:

(3.43)

Transformation der Komponenten/Koordinaten von Vektoren

Die Komponenten sines Vektors Xbestimmen sieh aus der Invarianz der linearen Form:
L Ai' li = Li Ai. €i = Li Ai' e'.
In physikalischen Koordinaten gilt:

( Aq\ \ ( bq\

l ~o J = b!
\ A, I \ U

-bo 0 \ ( All )
bq\ 0 It ~.L
o I} ,AT /

(3.44)

Fiir die Komponenten des kovarianten Vektors erhalt man:

( Aq\ \ ( hU b hi- b or All \F¢q\ -hi B

I A O I I "II b hi- b o ~ A.L I (3.45)
\ Ar

) \ ftiq\ h. B
I A' )0 0

Die Komponenten in kontravarianter Darstellung ergeben sich zu:

( Ad> \ ( h· b h. b
0 1(Ail )hilq\ r»: el Ao ) = I he b he b: o l A.L (3.46)hilo bs. <P

Ar J \ 0 0 I} Ar /
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Die Transformation von Differentialausdriicken

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Transformationseigenschaften von Differenti­
alausdriicken wie die Ableitung einer skalaren Funktion, die Divergenz eines Vektors
und die Divergenz eines Tensors. Dabei wird von der Annahme toroidaler Symmetric
im Torussystem ausgegangen, sodail alle Ableitungen nach der toroidalen Koordinate
verschwinden,

Gradient einer skalaren Funktion Mit 9> (ue,«, u¢) = 9> (u ll, ul-, ur ) sei eme
skalare Funktion in beiden Koordinatensystemen definiert. Der Gradient dieser Funk­
tion ist dann ein Vektor, dessen kovariante Komponenten den Ableitungen nach den
kontravarianten Koordinaten entsprechen:

(3.47)

Durch Einsetzen in die Transformationsgleichung (3.44) und unter Beriicksichtigung
der Beziehung zwischen der physikalischen und kovarianten Komponenten eines Vektors
Ai = t: kommt man zu dem Ergebnis:

89> be {)if>

hll'1ull - he fiji

89> b¢ {)if>

hl-aul- = he aue

In dieser Gleichung wurde die toroidale Symmetrie beriicksichtigt, indem
mit A¢ = :;;. zu Null gesetzt wurde.

(3.48)

(3.49)

die Terme

Dlvergenz eines Vektors Bel der Bildung der Divergenz eines Vektors ist darauf
zu achten, dail nicht nur die Koordinate abgeleitet wird, sondern daf auch der orts­
abhangigc Einheitsvektor differenziert wird. Man erhalt:

- - 1 a .
\7. A = --..;gA'

.;g au'

oder in physikalischen Koordinaten ausgedriickt:

(3.50)

(3 "1\
.D.J.j'9 ..4=_1~.;gAi

.;g au' hi

Die Grofie .;g ist die Jakobi-Determinante und fiir eine orthogonale Transformation
das Produkt aus den Skalenfaktoren hi:

(3.52)

Anzumerken ist, daf die Divergenz eines Vektors in allen Koordinatensystemen gleich
sein mufl, Diese Tatsache wird in einem der folgenden Abschnitte ausgenutzt werden,
um Beziehungen zwischen den Skalenfaktoren der beiden Koordinatensysteme herzu­
leiten.
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Gradient eines Vektors und Divergenz eines Tensors Um diese Gr6ilen zu
berechnen, wird die Definition des Differentialoperators benutzt: V = i? oB, Er trans-au
formiert sich wie ein Vektor mit kovarianten Komponenten, und kann in dieser Form
auch auf Vektoren und Tensoren angewendet werden. Die in den Fliissigkeitsgleichun­
gen benotigten Ausdriicke sind im ..ti....nhang hergeleitet und zusammengestcllt.
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Die Transformation der Kontinuitiitsgleichungen

Bei der Transformation der Kontinuitatsgleichungen nutzt man aus, daf die Divergenz
eines Vektors in jedem Koordinatensystem auf denselben Wert fiihren muf. Damit wird
auch der Operator der totalen Zeitableitung in den betrachteten Koordinatensystemen
identisch:

d ...

dt =

= (3.53)

(3.54)

Im Torussystem ist die Symmetrie entlang der toroidalen Richtung ausgenutzt worden.
Nach Durchfiihrung der Transformation von einem System in das andere und ansch­
lieBendem Vergleich mit dem in diesen Koordinaten hergeleiteten Operator gewinnt
man konsistente Bedingungsgleichungen fiir die Skalenfaktoren:

• Aufgrund der Orthogonalitat und der in beiden Systemen iibereinstimmend gewahl­
ten radialen Richtung, muf die Jacobi-Determinante gleich sein. Diese "lokale"
Aussage "global" interpretiert, bedeutet nichts anderes, als daf das Gesamtvo­
lumen der beschriebenen Geometrie in beiden Koordinatensystemen gleich sein
muf .

• Aufgrund der Symmetrie in toroidaler Richtung erhiilt man Beziehungen zwischen
den Skalenfaktoren fiir die in der Flufiflache liegenden Koordinaten:

h s: = c*h¢be
hll c*h¢b¢

wobei die Funktion c: so gewahlt werden mull, daf gilt:
hI! . h1. = h¢· he

Somit erhalt man bei Benutzung der Schreibweise aus Gleichung (3.53) die Kontinu­
itatsgleichungen ftir Ionen und Elektronen:

( d~il = s; (3.55)
\ at / ion

f dne
) ~ (3.56)"d:t eI

= "n.

Die Subtraktion der Gleichungen (ohne Beriicksichtigung von Sekundarelektronenemis­
sion) fiihrt zur Stromdichtebilanz:

o (3.57)
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Die Transformation del' Impulsbilanzen

Die Ab!eitung der Impulsbilanzen ist etwas aufwendiger. Der konvektive Anteil und
die partielle Zeitableitung werden zu einem Operator der totaIen Zeitableitung zu­
sammengefailt, wie es fiir die Kontinuitatsgleichungen schon durehgefiihrt wurde. Der
Druekgradient und die Vektoren (Reibung, e1ektrisehes Feld, Quellterme) transformie­
ren sieh wie oben hergeleitet. Die Komponenten der diamagnetisehen Driften werden
bereehnet, wie es im Anhang fiir ein Vektorprodukt allgemein besehrieben wird. Der
einzig verbleibende Term ist die Divergenz des Viskositatstensors, auf den nun naher
eingegangen werden sol!.

~

Die Komponenten von '17. IIi Ausgangspunkt der Betraehtung ist der Visko-
sitatstensor in Magnetfeldkoordinaten [36J, der sich durch eine lineare Abbildung ­
wie sie von Stacey und Sigmar [85] aufgestel!t wird - auch in jedem anderen System
besehreiben liiilt:

~

II =
~

Wo

~

liV

wobei r; den Einheitsvektor in Magnetfeldriehtung besehreibt.

Der Ausdruck fiir die physikaIisehen Komponenten (tv) a/3 ergibt sieh gemail der For­

mulierung im Anhang zu:

(3.59)

mit den Christoffel-Symbolen

(3.60)

Durch Multiplikation mit dem Magnetfeldeinheitsvektor im Torussystem wird die Groile
b· tv .r; bereehnet:

mit

und

- ~ - 2 Be 1 8fjl 1 B¢ 1 8V.L 1 8Vr , , '
b·W·b= -~--- -r r--vr---- --+13 +x = Willi

3 B he 8uB 3 B hB auB 3hr aur
(3.61)

(3.62)
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x·

Nach Gleichung (3.58) hat man damit die Komponenten des Viskositatstensors in To­
ruskoordinaten:

ITeB (2 1).-3'70 bB- 3" Willi

fiM (2 1).= -3'70 b¢ - 3" Willi

fi¢B fi B¢ = -3'7obBb",Willi

lIer '7oWiIll

IIrB n., = ITBr = IT¢r = 0 (3.64)

und man erhalt unter Beriicksichtigung der Christoffel-Symbols die Komponenten von
~

yo ITi :

•

•

(
::-~) 1 B V§. .
\7. IT = ---.-IIBB +A eB .;g BuB he

mit dem Geometriefaktor

(
::-~) 1 B.;g. .
\7. II = ---IIB¢ +A¢

¢ .;g BuB hB

mit dem Geometriefaktor

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)
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mit dem Geornetriefaktor
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(3.69)

(3.70)

Die physikalischen Komponenten der Tensordivergenz im Magnetfeldsystem konnen
durch Anwendung der Vektortransformation aus Gleichung (3.44) berechnet werden:

__1 fl. [V92nnbnWIJV9 au" he ,_. illlJ

T- .. [1 Bbe 1 Blnhq, , 1 Blnh; 1
-1)obe,V II II be heBuB + hB Bue T hB BuB J

mit ltjlll aus Gleichung (3.61).

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

Setzt man die gefundenen Beziehungen in die allgemeine Vektorgleichung fur den 10­
nenimpuls (3.25) ein, so erhalt man die einzelnen Komponenten.
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parallele Komponente der Ionenimpulsbilanz in Toruskoorclinaten

bB (BPi z,», Bpe) (,=; -)-- -+-- - Y·IT
he BuB n e BuB II
_ 7,71., _

+Smi.11 + =Sme,11n e
(3.80)

senkrechte Komponente cler Ionenimpulsbilanz in Toruskoorclinaten

1t (mini V;,-L) =

(3.81)

radiale Komponente der Ionenimpulsbilanz in Toruskoorclinaten

1t (mini V;,r) =

(3.82)

Will man die Giiltigkeit der Gleichungen auf mehrere Ionensorten ausdehnen, miissen
zusatzliche Reibungskrafte zwischen den Ionen verschiedener Spezies beriicksichtigt
werden.
Die elektrischen Felder und die Reibungsterme sind in allen Impulsgleichungen durch
den Druckgradienten aus der Impulsbilanz der Elektronen ersetzt worden. Diese Erset­
zung ist sinnvoll, weil dadurch die Kopplung der Gleichungen der physikalischen Rea­
litat angepafst ist: Aufgrund der schnellen Bewegung der Elektronen wird sich unter
dem Einfluf von elektrischen Feldern und Reibungskraften zuerst ein Elektronendruck­
gleichgewicht einstellen. Auf dieses "auflere" Gleichgewicht reagieren dann die sehr viel
trageren Ionen,

parallele Komponente der Elektronenimpulsbilanz in Toruskoordinaten

o

(3.83)

senkrechte Komponente der Elektronenimpulsbilanz in Toruskoordinaten

o =

(3.84)
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radiale Komponente der Elektronenimpulsbilanz in Toruskoordinaten

Die Transformation der Energiebilanzen

65

(3.85)

AIle zur Transformation der Energiegleichungen n6tigen Ausdriicke wurden in den VOf­

hergehenden Abschnitten bereitgestellt. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird der
Spannungstensor Wjlll nicht explizit ausgeschrieben. Ein Einsetzen der L6sung aus Glei­
chung (3.61) fiihrt aufierdem nicht zur Vereinfachung der Bilanzen.

Die Ionenenergiebilanz

Die Elektronenenergiebiianz

Obwohl sich die Herleitung der Fluidgleichungen sehr eng an die Theorie von Bragins­
kij anlehnt, hat sie doch durch die Betrachtung allgemeiner gekriimmter Koordinaten­
systeme eine Erweiterung erfahren. Wahrend die "klassischen" Gleichungen auf eine
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Zylindergeometrie beschrankt waren, kann jetzt eine beliebige Flulifiachenkonfigura­
tion modelliert werden. Implizit beschreibt dieses Verfahren die durch die toroidale
Geometrie lnduzierten Effekte, wie Gradient-B- und Kriimmungsdrift und insofern ist
es eine "neoklassische" Beschreibung fiir stoBbestimmte Plasmen. Nicht beriicksichtigt
sind allerdings die neoklassischen Diffusionseffekte, Hierzu ist eine kinetische Formulie-
rung der Teilchenbewegung notwendig, die nach Flutflachenmittelung zu nichtlokalem
Transport fiihrt.
Obwohl die bisherige Herleitung exakt und konsistent ist, kann sie in Randschicht­
berechnungen nur mit Modifikationen verwendet werden. Der Grund dafiir sind die
experimentell gefundenen, gegeniiber der Theorie viel zu groBen, radialen Fliisse.

3.4.2 Die Beschreibung des radialen Transports

Wie bereits erwahnt , findet man in der Tokamakrandschicht radiale Fliisse, die sich we­
der mit klassischer noch neoklassischer Transporttheorie erklaren lassen. Die meisten
theoretischen Ansatze zur Beschreibung dieses Effektes gehen von Fluktuationen in den
elektrlschen - und magnetischen Feldern im Plasma aus, was nach vielen Messungen
in der Randschicht gerechtfertigt erscheint [30, 87]. Aber obwohl Turbulenzphanomene
im Plasma in den vergangenen Jahren sehr intensiv untersucht worden sind, gibt es
bisher noch keine allgemein anerkannte Theorie;; die den erhohten Tra.nsport befriedi­
gend erklart , Daher konnen in den Randschichtrechnungen nur Annahmen iiber das
Striimungsverhalten in radialer Richtung gemacht werden. Wie es dem Charakter von
Fluktuationen entspricht, wird der Transport am ehesten durch einen Diffusionsansatz
beschrieben. Zur Bestimmung der Diffusionskonstanten orientiert man sich an experi­
mentell bestimmten Randschichtprofilen und findet aus eindimensionalen Rechnungen
Werte in der GriiBenordnung von 1""s' .
Weil aber die Messungen in der Randschicht groBe Fehlerschranken haben, sind funk­
tionale Abhangigkeiten von Plasmaparametern nicht zu bestimmen, sodaf die Koeffi­
zienten in den meisten Fallen konstant oder entsprechend einem "Bohm-Ansatz" pro­
portional (TelB) gewahlt werden. Aber auch wenn die Messungen eine geniigend hohe
Auflosung hatten, sodaf die radialen Teilchen- und Energiefliisse genau beschrieben
werden k6nnten, ist der Diffusionsansatz ein "kunstlich" in das System eingefiihrter
ProzeB. Dieser verletzt die allgemeinen Beziehungen und Symmetrien zwischen den
Gleichungen und zwischen den Transportkoeffizienten, die sich aufgrund der Momen­
tenbildung aus der Boltzmann-Gleichung ergeben [86].
Daher ist es notwendig, den Einfluf eines solchen anomalen "Diffusionsgestzes" auf
die Fliissigkeitsgleichungen zu untersuchen. Erste Ansatze [88, 89, 90] gehen von Feld­
schwankungen als Ursache des Transports aus:

E E+bE
B B+bB

Diese Schwankungen induzieren Fluktuationen in den makroskopischen Plasmagrofien,
die analog aufgespaltenwerden kcnnen:

ii = ii +bii
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Aus der senkrechten Impulsgleichung lafit sich mit diesen Ansatzen der radiale Fluf
herleiten [88J:

"_T' ...+" ...
.1. r - .... T,ciaS81cat .1. r,tuTtJuteni

mit einem turbulenten Antell

_ 1 (_)r r,turbulent = - B· 8ne6E ..L

(3.88)

(3.89)

Aus dieser Formulierung wird klar, daf es bei der Definition einer radialen Geschwin­
digkeit zwei Alternativen gibt, namlich

V r = Vr,classical (3.90)

und
V, _ rr (3.91)r-

n
mit

r r = nVr +8n8v,. (3.92)
,l. , .JO D • 1_' _1 ... _ [',. l' T 1 ,,, •• 1 • 1 " fT'\ 1 1Aucn we .t.J11ergleglelC[lUIlg IUT me ronen xann unter .oerucxsrcnngung von .rurouien-

zen abgeleitct warden und man erhalt von den fluktuierenden Feldern induzierte Ener-
giefliisse [89J. Um die Grofienordnung dieser Fliisse bestimmen zu konnen, miissen aller­
dings Phasenbeziehungen zwischen den verursachenden und induzierten Fluktuationen
bekannt sein.
Auf theoretischer Ebene und beschrankt auf elektrostatische Turbulenzen kommt man
zu der ii...ussage [90], daf die zusatzlichen radialen Flusse zu einer Heizung der Ionen
und Kiihlung der Elektronen fiihren, ein Effekt, der aber vernachlassigbar klein ist.
Experimentelle Untersuchungen an Entladungen in TFTR [91] zeigen nur eine geringe
Korrelation in dey Transportrnatrix, sodaf ein linearer Zusammenhang zwischen Fluk­
tuationen und radialen Fliissen unwahrscheinlich ist.
Wie aus diesem Abschnitt deutlich wird, ist bisher nicht nur der mikroskopische Me­
chanismus des erhohten radialen Transports unbekannt, sondern es fehlt auch eine
konsistente Implementierung des Effekts in die Fluidgleichungen. Es miissen daher in
den nachsten Jahren gezielte Anstrengungen unternommen werden, um zu einer befrie­
digenderen theoretischen Modellierung der Randschicht zu gelangen.

3.5 Modiflkation der Plasmagleichungen

3.5.1 Einfilhrung eines Diffusionsmodells fiir den radialen Teilchen­
strom

Eine entscheidende Modifikation der Plasmagleichungen ist die oben diskutierte Ein­
fuhrung eines Diffusionsmodells fur dieradiale Impulsgleichung:

(3.93)
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Eng angelehnt an diesen Ansatz ist die Anpassung der anderen Transportkoeflizienten
in radialer Richtung. Fiir eindimensionalen diffusiven Transport gilt der allgemeine
Zusammenhang zwischen Teilchendiffusion, Warrneleitung und Dehnviskositat: 2

Kel = D· n e (3.94)
T

K,ion D· ni (3.95)T

7]wn D· mini (3.96)TT

(3.97)

Entsprechend der entkoppelten Betrachtung von parallelem und radialem Transport
werden alle gemischten Terme im Viskositatstensor vemachlassigt und es tragen aus­
schliel3lich radiale Geschwindigkeitsgradienten zum Transport in radiale Richtung bei.
Fiir Viskositatseffekte in paralleler Richtung ist alleine der Geschwindigkeitsgradient
entlang der Feldlinie verantwortlich.
Diese Veranderungen werden in allen zweidimensionalen Randschichtrechnungen ein­
gefiihrt und sind dUTCh die experimentellen Beobachtungen motiviert und gerechtfertigt.

3.5.2 Vereinfachung des physikalischen Modells

Neben der ad hoc aufgestellten radialen Impulsbilanz werden weitere Annahmen ge­
macht, die die Komplexitat des physikalischen Modells reduzieren und damit auch die
numerische Behandlung des Problems erleichtern:

1. Gradienten im Magnetfeld und Ableitungen der Skalenfaktoren
(Christoffel-Symbole) werden in dieser Arbeit weggelassen, urn die Ergebnisse mit
Resultaten anderer Codes vergleichen zu konnen, Sie sollten jedoch grundsatzlich
berucksichtigt werden.

2. Der Transport in der Flnfifiache wird durch Fliisse parallel zur Feldlinie bestimmt.
Die senkrechten Fliisse sind so klein, daf sie zur Poloidalgeschwindigkeit kaum
beitragen:

(3.98)

(3.99)

3. Die Elektronen- und Ionenfliisse werden ambipolar angenommen, sodaf keine
elektrischen Strome flieJ3en. Dadurch wird die Losung der Elektronenimpulsbilanz
vereinfacht und Reibungsterme sowie Krafte aufgrund von elektrischen Feldern
fallen in den Gleichungen weg.

Fast aile bisher entwickelten Modelle iibernehmen auch diese Annahmen. Eine Ausnah­
me bildet das Modell von H. Gerhauser [39], das alle Geschwindigkeitskomponenten,
elektrische Felder und daraus resultierende Strome in der Konzeption des Programms
berticksichtigt. Darauf aufbauend konnte erst in jungster Zeit das Programm von B.J.
Braams in ahnlicher Weise erweitert werden [64J.

2englisch: bulk viscosity
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3.5.3 Beschrankung der Warmefitisse

Eine weitere, sinnvolle Modifikation, die aber nur in einigen Randschichtmodellen be­
riicksichtigt wird, ist die Beschrankung des Warmeflusses auf den physikalisch maximal
moglichen Wert. Dieser ist dadurch gegeben, daf Information hochstens mit der ther­
mischen Teilchengeschwindigkeit v,;, = JTe/me iibertragen werden kann.
(--> Voraussetzungen des Fluidmodells)
Daher wird der klassische Spitzer-Harm Warmeleitungskoeffizient fiir die Elektronen in
folgender Weise reduziert:

(

I "e er, \)_'
,,~ = "~.cI' 1 + F. lI.cla;;!!

nV,;,Te

Den AnpaBparameter F kann man dadurch bestimmen, daf man die mittlere freie
Weglangc mit einer aus kinetischen Berechnungen [92J gewonnenen Abfallange fiir die
Temperatur vergleicht. Nach diesem Verfahren wurde ein Wert von F "" 3.70 [59J be­
stimmt.
Nach einer graben Abschatzung, wie sie auch schon in einem der vorhergehenden Ab­
schnitte gemacht wurde (--> V oraussetzungen des Fluidmodells), halbiert sich in der
"R '::lnr1<;:r'hirht 'v n 'T'l<'Y'T'np ria 'T'...., ..... C'T\ ........fl........"'+f::r7;...,...... + ,.1.,,,..... ...,, ft. ..... ",;1+ ....".....,..~ ..... ..,'-'...U'-'.H" ~..."- ............ -'-" u J.""'.u0l-'V.L".n..Vv.u.L~.lv_.u", U<;:;J.J.J.L <;;0 5"'.1t".

(3.101)

Wegen der gleichen freien Wcglangen von Elektronen und Ionen wirkt eine solche Fluf­
begrenzung aufbeide Teilchensorten etwagleich stark und hat, wie aus der Abschatzung
schon deutlich wird, einen signifikanten Einfluf auf das Strornungsverhalten.

3 ..6 Die Modellgleichungen in der Tokarnakrandschicht

Die hier aufgestellten Gleichungen beschreiben ein Zweikomponentenplasma aus einfach
geladenen Ionen und Elektronen mit den Einschrankungen, die im letzten Abschnitt
diskutiert wurden. Da man in der Finite-Elemente Formulierung auf eine Benutzung
von Skalenfaktoren hi verzichten kann, werden die kovarianten Komponenten des Dif­
ferentialoperators durch physikalische Komponenten ersetzt:

18 ...
hi 8ui

8 ...
8Xi

(3.102)

Die Ausdriicke .,ffi bzw. .,ffi/hi ergeben bei der Integration der Gleichungen, wie sie in
der FEj\.f durchgefiihrt wird, Elementvolumen bzw, Elementflachen.
(--> Die Methode der gewichteten Residuen)
Unter Beriicksichtigung der toroidalen Symmetrie berechnet sieh das Elementvolumen
aus der Elementflache und dem Skalenfaktor in toroidaler Richtung:
h¢ = 2r.R.
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Die Kontinuitatsgleichung

( dni ) = S .
dt n,

Die pnloidale Komporiente der Ionenimpulsbilanz

(3.103)

d ( "(Ie)
dt minib; = b (8Pi 8p, ) he 8 (V94 b 8Ve)

- e 8XB + 8xe + .;g8xg h; "3'70 e8xe

hT 8 (.;g 8%\ - -+ 1n8- -h'7T 8- I + Smi,11 + Sm',1!v 9 Xr r Xr /
(3.104)

Die radiale Komponente der Ionenimpulsbilanz

Die Ionenenergiebilanz

(3.105)

Die Elektronenenergiebilanz

Definitionen

=

(3.107)

s;
Smi,11
Sme,11

D

SE
SE
be
b. =

Ionenteilchenquelle
Ionenimpulsquelle in paralleler Richtung

Elektronenimpulsquelle in paralleler Richtung
Dijjusionskoej jizient in radialer Richt1mg

Ionenenergiequelle
Elektronenenerqiequelle

BojB
B,pjB

zn 1jm3s

zn kgjm2s2

zn kgjm2s2

zn m 2js

zn kgjms3

m. kgjms3

(3.108)
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Die Transportkoeffizienten

Naehdem in den letzten Absehnitten die Fliissigkeitsgleiehungen rein theoretisch behan­
delt wurden, soli in diesem Teil eine Charakterisierung der "Fliissigkeit" Plasma folgen.
Dazu gibt es zwei Ansatze. Im ersten Ansatz werden die Einzelprozesse und ihre Be­
deutung beim Transport in der Randschicht diskutiert. Der zweite Ansatz zieht einen
Vergleieh mit anderen Fliissigkeiten, um auch intuitiv ein Bild der Plasmastromung zu
vermitteln.

«; = tu r D
Cequi 3m, . n;j(mi' Tel

3.7 Charakteristiken des Randschichrtransports

(3.109)

= O.96ni . Ti . Ti

= mi,ni,D
3.9ni . Ti . 7£/m;'~iJ

'10
'1r

3.7.1 Betrachtung cler Einzelprozesse

Um zu einem Verstandnis des Transports in einer Fliissigkeit zu kommen, miissen neben
den Transportkoeffizienten und den typisehen Werten der Variablen die Transportge­
sehwindigkeiten bekannt sein. Bei gegebener Geometrie ist das gleiehbedeutend mit
der Kenntnis einer charakteristischen Zeit fur den Transport einer charakteristischen
Variable iiber eine bestimmte Distanz. Da die Stromungsvariablen in den Gleiehungen
aber gekoppelt sind, versueht man in linearer Naherung das Gleiehungssystem zu ent­
koppeln.
Mathematiseh entsprieht dieses Vorgehen der Suehe naeh Eigenwerten und Eigenvek­
toren eines linearisierten Gleichungssystems durch Diagonalisierung der eharakteristi-
schen Matrix. Das Ergebnis sind die Eigenwertc lind die dazugehorenden, linear un-
abhangigen Eigenvektoren.
In unserem Fall entsprachen die gesuehten Eigenwerte den charakteristischen Trans­
portgeschwindigkeiten, die Eigenvektoren waren zusammengesetzt aus den einfachen
Variablen Diehte, Gesehwindigkeit und Temperatur oder auch eine Linearkombination
der konservativen GroJlen Dichte, Impuls und Energie.
Fiir eine eindimensionale Konvektions-Diffusionsgleichung mit konstantem Transport­
koeffizienten und mit nur einer Variablen ist diese Reehnung leicht nachzuvollziehen
[124].
Leider wird eine solehe Behandlung fiir mehrere Variablen und nichtlineare, gekoppelte
Gleiehungen sehr uniibersiehtlieh. Die Eigenwerte der Gleiehungen, d.h. die Transport­
gesehwindigkeiten, werden aufgrund der Dissipation komplex und die Eigenvektoren
sind komplizierte Konstruktionen aus den einfaehen Variablen.
Hier wollen wir daher die Gleichungen als unabhangig voneinander betrachten und
zusatzlich in jeder Gleichung auch die Einzelprozesse voneinander separieren, um ein
Gefiihl fiir die GroJ3enordnung jedes Prozesses zu bekommen. Der Parameter, der zur
Bestimmung der "Grofenordnung" herangezogen wird, ist rfranw Das ist die Zeit, die



72 KAPITEL 3. DIE FLUIDGLEICHUNGEN FUR PLASMASTROMUNGEN

eine Storung benotigt , um durch den Prozess i iiber eine typische Lange in der Geo­
metrie transportiert zu werden. Man gewinnt diese Zeit durch eine einfache Zerlegung
der Differentiale in Differenzenquotienten:

Diffusive Prozesse

&j
=&x

6.j

6.x
(3.110)

Die radiale Teilchendiffusion hat eine Transportzeit, die sich aus radialer Gradi­
entenlange 6.r und Diffusionskoeflizient D berechnet:

D _
Ttransp - (3.111)

In der Randschicht von TEXTOR ergibt sich mit 6.r "" 1.5cm und D "" 0.6m2/ seine
charakteristische Transportzeit von

(3.112)

Die radiale Impulsdiffusion hat eine charakteristische Transportzeit von dersel­
ben Grofienordnung wie die Diffusionszeit, da die Teilchenbewegung als rein diffusiv
angenommen wird. 3

(6. r )f,mini

2'1,
(6.r )f,

=
2D

(3.113)

Die radiale Warmeleitung stimrnt bis auf einen Vorfaktor ebenfa.lls ilberein:

.·cr
Ttr'ansp =

3(6.r )}ni

4",

Die Gradientenlange fur die Temperatur ist grofier a.ls die fUr die Dichte. Sie bctragt in
TE:x:TOR etwa 3cm und es ergibt sich eine Transportzeit von:

',r ~ 1 10-3
Ttransp ~ _ . s (3.115)

Aufgrund des Bohm-Kriteriums und der damit verbundenen direkten Kopplung von Ge­
schwindigkeitsprofil und Temperaturprofil kann die Gradientenlange fur die Geschwin­
digkeit auf ca. 1.75cm und die Transportzeit auf etwa

abgeschatzt werden.

",' ~ -10-4
Ttransp '" ,j . s (3.116)

3Die Tranepcrtkoeffieienten in .redieler .-Richtlll1g wurden speaiell sc gewahlt, .daf diese .Bedingung
erfiilltist.
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Del' poloidale Impulstransport kann stellvertretend ffir den parallelen Impul­
stransport ausgewertet werden, denn zwischen den beiden Koordinatensystem kann
transformiert werden, ohne daf sich die charakteristischen Zeiten andern. Als Ab­
fallange in poloidaler Richtung wird der auch schon in anderen Kapiteln benutzte
'Vert von (.6.6)v R:': -:0- ~ a.3m angenommen. Die Dehnviskositat berechnet sich in der
TEXTOR-Randschicht zu '70 '" 5 . 10-5 . Damit hat man eine typische Transportzeit
von

mi

",pol _ ",II ~ 3nimi (Li.8)~ ~ -5
Ttransp - Ttransp "-' -----b-2- "" 5·10 s

8'70 e

Die poloidale Vlarmeleitung der Ionen hangt tiber die Beziehungen

4.06 . '70
"II =

und

(Li.8)r '" 0.5 . (Li.8)v

eng mit dem poloidalen Impulstransport zusammen:

(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)

Die poloidale Warmeleitung der Elektronen ist mit dem hochsten Transport­
koeffizienten auch der schnellste PrazeE. Im Vergleich zur Ionenwarmeleitung ist die

Relaxationszeit urn den Faktor Jmp/me kleiner, d.h.

I 1·.... ,e ....., ",ton......, 1 4 10-7
Ttransp ....., 43 Ttransp "'-' .' S

Del' konvektive Prozess - Schallausbr-eitung im Plasma

(3.121)

Die konvektive Transportgeschwindigkeit in poloidaler Richtung erhalt man als Losung
der dissipationsfreien poloidalen Impulsbilanz gekoppelt mit der eindimensionalen Kon­
tinuitatsgleichung (Euler-Gleichung}, Da sowohl Elektronen als auch Ionen dutch Druck­
gradienten Krafte ausiiben konnen, hat man im Unterschied zum Bohm-Kriterium eine
Schallgeschwindigkeit von

CS,II =
Damit erhalt man eine Transportzeit von

5 (T; +Te )

3 mi
(3.122)

1

Vii +c, (3.123)

Sie schwankt zwischen 4 . 10-5s in der Nahe des Targets und einer langsameren Rela­
xation in der Nahe der Symmetrieebene von etwa 10-4 s.
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Cuellterme

Dureh Ionisation von Neutralteilchen werden in jeder Zelle neue Ionen erzeugt, sodaf
sich eine charakteristische Anwachsrate der Dichte pro Zeiteinheit ergibt. Die zu dieser
Anwachsrate korrespondierende eharakteristisehe Zeit bereehnet sieh als Quotient aus
Ionendiehte und Quellstarke.
Sie ist in Bereiehen ohne Quellen, weit weg von einer materiellen Oberflache sehr groJl
und daher ohne EinfluJl auf den Transport. In der Nahe des Targets laJlt sieh folgende
grebe Abschatzung maehen:
Der TeilehenfluJl auf das Target hat z.B, in der ALT-Konfiguration eine GroJlenordnung
von 1Q22Ionen/s. Mit einem Recyclingfaktor von etwa 0.75 werden diese Ionen als
Neutralteilchen wieder in die Randsehieht injiziert und dort in einem Volumen von
ca. 0.15m3 reionisiert. Das entsprieht einer Quellstarke von etwa 5 . 1022/ ( m3s). Die
eharakteristische Zeitkonstante berechnet sieh damit zu

1018
rSOuTce ""-' - 2 10-5
transp ~ 5. 1022 - .

Die Division der Energiediehte dureh die EnergiefluJldichte der reionisierten Teilchen
liefert eine Eigenzeit vergleichbar mit der Relaxationszeit der Teilchenquellen, denn im
Mittel hat jedes Quellteilchen die Energie eines Ions in der Randschicht.

In der Energiegleiehung tritt zusatzlich der Prozess des Temperaturausgleiehs zwischen
Elektronen und Ionen auf. Geht man von Temperaturen bei Elektronen und Ionen
aus, die in derselben GroJlenordnung liegen, so kann die charakteristische Zeit fiir den
Temperaturausgleieh angegeben werden:

equi mi -3
Ttransp ~ -re ;::::: 4 . 10 s

me
(3.125)

Diese Zeit ist sehr viel groJler als die Zeiten fiir die Warmeleitungsprozesse, d.h. der
Energietransport geschieht in erster Linie innerhalb der Spezies und nur zu einem ge­
ringen Teil durch Energieaustausch zwischen Elektronen und Ionen. Damit ist auch die
Einfiihrung einer FluJlbegrenzung fiir die Ionen begriindet.

3.7.2 Vergleich der charakteristischen Transporbzeiten in der Plasma­
randschicht

Wir lernen aus den vorhergehenden Betrachtungen, daf die Relaxationszeiten auf einer
weiten Zeitskala vertei!t sind. Durch den starken EinfluJl der Quellen und des konvek­
tiven Transports in der Nahe eines Limiters oder Divertors variieren sie auch raumlich
um GroJlenordnungen. Das bedeutet, daf sich in der Nahe einer materiellen Oberflache
ein Gieichgewicht sehr schnell einstellt aber auch empfindlich von den Plasmaparame­
tern abhangt , wahrend in der Nahe der Symmetrieebene die Konfiguration nur langsam
einen stationaren Zustand erreicht und kaum auf Veranderungen des Stromungsverhal­
tens in anderen Bereichen der Randschicht reagiert.
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Vergleicht man die Relaxation in poloidaler und radialer Richtung, so stellt man fest,
daf der radiale Transport sehr viel langsamer ist als der poloidale. Implizit ist da­
mit auch ausgedriickt, daf die Stremungsgeschwindigkeiten sich stark voneinander un­
terscheiden. Die numerische Behandlung der Stromungsgleichungen wird durch die­
sen grofsen Unterschied und zusatzlich durch die lange und schmale Form der Rand­
schicht erschwert, denn eine kleine Ungenauigkeit in der Behandlung des radialen
Transports bewirkt signifikante Anderungen des Stromungsverhaltens in poloidaler
Richtung.( ---+ Numerische Diffusion)
Die Transportprozesse entlang der Magnetfeldlinien, konnen nach ihren charakteristi­
schen Relaxationszeiten geordnet werden:

-c.el 1 K,ion 1 Tj,ion 1 conv,ion
Ttrunsp I"V 40 . Ttransp I"V 3-2-0 . Ttransp t'V 3-2-0 . Ttransp (3.126)

Die Quellterme wurden in dieser Abschatzung nicht beriicksichtigt, da sie tiber dem
Berechnungsgebiet um mehrere GreBenordnungen variieren und daher nur lokal einge­
ordnet werden konnen. AuBerdem ist ihr Transport stark von den Recyclingfaktoren
und der geometrischen Anordnung (Flufiverstarkung) abhangig. Fiir Limiteranordnun­
gen liegt die charakteristische Zeit im Bereich des Schalltransportes, in einer Divertor­
konfiguration kann sie kleiner werden als die Zeit ffir den Elektrouenwarmetransport.

3.1.3 Vergleich des Plasmafluids mit anderen Fliissigkeiten

Um das Plasma mit anderen Fliissigkeiten vergleichen zu konnen, miissen wir eine
Skalierung der Fluidgleichungen auf dimensionslose GreBen durchfiihren, wie es in der
Analogielehre beschrieben wird [93, 94]. Bei dieser Transformation erhalt man fiir je­
de Gleichung einen charakteristischen Skalierungsfaktor. Und zwei Fliissigkeiten sind
in ihrem Stromungsverhalten dann ahnlich, wenn diese Skalierungsfaktoren ungefahr
gleich sind.
Der charakteristische Faktor in der Irnpulsbilanz ist die Reynolds-Zahl, in der Energiebi­
lanz ist es die Peclet-Zahl. Man berechnet diese Kennzahlen, indem man den Quotienten
aus konvektiver Relaxationszeit (dissipationsfreier Transport) und diffusiver Relaxati­
onszeit (rein dissipativer Transport) bildet. In der allgemeinen Formulierung fiirGase
ist der Transport isotrop und Reynolds- und Peclet-Zahl hangen nicht von der Rich­
tung der Stromumg ab, Im Falle des stark anisotropen Verhaltens des Plasmafiusses .ist
jedoch eine Analyse in verschiedenen Richtungen notwendig.
In radialer Richtung ist der Transport rein diffusiv und enthiilt keinerlei konvektiven
Anteil (Stokes-Gleichung), sodaf .weder die Reynolds- noch die Peclet-Zahl definiert
sind.
In poloidaler Richtung gibt es sowohl dissipationsfreien Transport (Schallausbrei­
tung, Konvektion) als auch diffusive Anteile (Viskositat, Warmeleitung), Damit lassen
sich die Kennzahlen in poloidaler Richtung nach folgenden Formeln berechnen:
Die Reynoldszahl vergleicht den dissipationsfreien Schalltransport mit dem viskosen
Diffusionstransport :

Re =
Lv . mini ,Cs

4
31)0

(3.127)
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Die Pecletzahl setzt den konvektiven Transport in Beziehung zur Warmeleitung:

Pe =
LT' ni . VII

KII
(3.128)

mit den Abfallangen
Lv = (f::,.B/be)v und LT = (M/be)T
und der Sehallgesehwindigkeit Cs fur das Gesamtsystem Elektronen und Ionen aus
Gleiehung (3.122).

Die Reynoldszahl Iafit sich fur ein Deuterium Randschichtplasma in Zahlenwerten dar­
stelien als:

-16 Lv' n
Re "" 10 . (T/eV)2 "" 1 (3.129)

Das bedeutet, daf der viskose Transport ebenso wiehtig ist wie del' konvektive Trans­
port. Bisher wird jedoeh in vielen Arbeiten die Impulsgleiehung immer noeh so behan­
delt, als sei sie nahezu dissipationsfrei.
Die Pecletzahl wird in guter Nahcrung allein durch den dissipativen Transport der
Elektronen bestimmt, sodaf sieh nach Gleiehung (3.126) ergibt:

1 1Pp = _. Rp~-
- ~ 320 ..- . 320 (3.130)

Der poloidale Energietransport wird also ausschliefflich durch dissipative Effekte be­
wirkt.
Sucht man yom Stromungsverhalten vergleichbare Fliissigkeiten, so wird man sie sicher
nieht bel den Gasen linden, denn dort sind die Reynolds-Zahlen sehr grofs, z.B. bei
Luft (300 K, 1 bar) in der GraBenordnung von 107 . Aufierdem verringert sieh die Dehn­
viskositat mit steigender Temperatur wegen der hoheren thermisehen Gesehwindigkeit,
wahrend im Plasma aufgrund der dominierenden elektrisehen Weehselwirkungen die
Viskositat mit der Temperatur ansteigt.
Dem Plasma ahnliche Fluide sind Polymerlosungen. Hierbei handelt es sich um poly­
mere Kunststoffe, die in organisehen Fliissigkeiten gelost sind. Als Beispiel diene eine
Losung von Polystyrol in Toluol, vom Flieflverhalten vergleiehbar einem Haushaltskle­
ber. Diese Losung hat eine Dehnviskositat von etwa 100Pa·s, eine Dichte von 103kg /m3 ,

typisehe Gradientenlangen im Zentimeterbereieh und konvektive Gesehwindigkeiten um
50m/s (-+ He "" 5). [95, 96, 97]
Aber nieht nur das Fliefiverhalten ist ahnlich, sondern auch der Grund fiir diese ho­
he Viskositat ist derselbe.Wie das Plasma hat diese Losung zwei Komponenten, die
elektrostatisch miteinander gekoppelt sind: Die grofien Kunststoffpartikel sind positiv
geladen, wahrend in den kleinen Molekiilen des Losungsmittels negative Ladungen indu­
ziert werden. Und auch mer ist es so, daf wie im Plasma die Energie fast ausschliefslich
iiber dasLosungsmittel transportiert wird.[98]
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Daher kann man sich die Plasmarandstromung wie einen zahfliissigen Kleber vorstellen,
der nur schwach auf auferen Druck reagiert, weil die Viskositat das Flie£verhalten
bestimmt. Und so wird das Plasma nur sehr langsam dem durch das Bohm-Kriterium
aufgepragtsn Druckgradienten folgen, d.h. es "stromt" nicht aus der Randschicht aus,

1. • 1 • 1 1 ,1 1....,. , "" .. , ••sonoern es wire vieimenr ennang oer r eiuumen ., nerausgezogen

3.7.4 Kritische Bemerkungen zur Fluidbeschreibung des Plasmas

In diesem letzten Abschnitt soll eine Briicke gescWagen werden zwischen den Aussagen
iiber die Voraussetzungen des Fliissigkeitsmodells zu Anfang des Kapitels und den
Ergebnissen, die sich bei der Berechnung der Stromungskennzahlen ergeben haben;
denn wie man durch Einsetzen leicht nachpriifen kann, sind der Wert der Reynolds­
Zahl und das Verhaltnis von poloidaler Abfallange zu freier Weglange nahezu identisch:

Re = Lv' mini' Cs = 3 Lv = 1.1. Lv (3.131)
ho 20.96· Cs . Ti 11th' Ti

Eine Voraussetzung der Fluidnaherung im Plasma aber ist, daf Lv :> vth .Ti, d.h. die
Reynolds-Zahl mii£te wesentlich grofier als eins sein. Wie im vorigen Abschnitt nachge­
wiesen, ist dies wenn iiberhaupt, dann nur in relativ kleinen Bereichen der Randschicht
der Fall.
Umgekehrt driickt Gleichung (3.131) aus, daf im Falle kleiner Reynolds-Zahlen auch
die Giiltigkeit der Fliissigkeitsgleichungen in Frage gestellt werden mufi.
Es gibt mehrere mehr oder weniger befriedigende Auswege aus diesem Dilemma:

1. Man ersetzt in der Fluid-Naherung die klassischen durch nichtlokale Transport­
koeffizienten, die man aus einer kinetischen Beschreibung gewinnt.

2. Man benutzt die unveranderten Gleichungen mit den klassischen Transportko­
effizienten entlang des Magnetfeldes und den anomalen Koeffizienten senkrecht
zum Feld. Eine Anwendung in Bereichen, in denen die Flilssigkeitsnaherung ver­
letzt ist , kann darnit begriindet werden, daf das Transportrnodell nicht konsistent
hergeleitet wurde,

3. Man fiihrt analog zur Warmeleitung auch fur den Viskositatskoeffizienten eine
Flu£begrenzung ein, die nur Gradientcnlangen in der Grofenordnung der freien
Weglange zula£t.

Es wurde schon in der Einleitung darauf hingewiesen, daf die erste Moglichkeit wohl
die eleganteste und beste Losung ware, daf aber in den letzten Jahrzehnten nur klei­
ne Fortschritte auf dem Gebiet der kinetischen Beschreibung erzielt wurden und man
noch keineswegs von einem Standardverfahren sprechen kann. Aber auf dem Hinter­
grund der hier dargestellten Problematik sollten weitere Anstrengungen unternommen
werden, zu einem numerisch robusten Losungsverfahren zu kommen, iiber das auch
vom physikalischen Inhalt her Konsens besteht.
Den zweiten Weg haben wir bis zu diesem Zeitpunkt verfolgt, um konsistent mit den
bisher verwendeten Programmen zu arbeiten, die bis auf kleinere konstante Korrektur­
faktoren zur Stabilisierung der Losung [46] alle die klassischen Transportkoeffizienten
benutzen.
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Fur die Zunkunft so11 analog zur Warrneleitung eine Flufibegrenzung eingefiihrt werden,
die physikalisch unmoglichen Transport unterbindet:

(
"I i BVII 1\ -1

nt, = nt, " 1 + 7)11,cla;;Jf I
-u 'll'C' \ I nli I) (3.132)



Kapitel4

Die Methode
Elemente

der

4.1 Allgemeine Einfiihrung

Um ein physikalisches Phanomen quantitativ zu beschreiben, stellt man haufig ein
System von Differentialgleichungen fur die unbekannten Gr6fien auf. Man legt das Ge­
biet fest, in dem Losungen der Gleichungen gesucht sind und definiert passende Rand­
und/oder Anfangswerte. Das mathematische Modell ist damit exakt und vollstandig
festgelegt. Die meisten analytischen Verfahren sind aber nur zur Losung spezieller li­
nearer Differentialgleichungen auf unkomplizierten Geometrien geeignet. Erst durch An­
wendung numerischer Methoden und unter Ausnutzung der zur Verfiigung stehenden
Computertechnik, ist es m6glich, auch gekoppelte, nichtlineare Differentialgleichungs­
systeme auf komplizierten Geometrien zu losen. Dazu ist es jedoch notwendig, die Glei­
chungen aus ihrer mathematischen Darstellung in eine algebraischeForm zu bringen,
sodaf zur Losung nur einfache arithrnetische Operationen benutzt werden miissen, Ein
erster Schritt auf dem Weg ist die Einteilung des Rechengehietes in diskrete Teile. Damit
wird auch die Losungsfunktion durch eine endliche Anzahl von Parametern beschrie­
ben. Diese Parameter konnen durchein geeignetes numerischesVerfahren berechnet
werden und man erhalt eine Naherungslosung des Problems.

Die Methode der finiten Elemente ist ein solches Verfahren und die Diskretisierung ge­
schieht durch Aufteilung des Rechengebietes in disjunkte Teilgebiete bestimmter Form,
z.B, Dreiecke, Vierecke in zwei Dimensionen oder auch Tetraeder, Quader etc. ftir drei­
dimensionale Anwendungen. In jedem dieser Elements werden charakteristische Punk­
te, die Knoten des Elementes, festgelegt und 'zu jedem Knoten wird eine spezifische
Funktiondefiniert, die die zu berechnenden Parameter enthalt.Spezifisch sind diese
Funktionen deshalb, weil sie nur in den Elementen von Null verschieden sind, zu denen
sie gehiiren. Im restlichen Gebiet sind sie identisch Null, Beispielsweise benutzt man fiir
die Funktionen oft Polynomansatze und hat als unbekannte Parameter die Vorfaktoren
dereinzelnen Polynome. Bildet man nun ein Skalarprodukt dieser Knotenfunktionen
mit der gegebenen Differentialgleichung, SO zerfallt dieeine Gleichung fiir das Gesamt-
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gebiet in einen Satz von Gleichungen fiir jedes Element; jeder Satz besteht aus soviel
Gleichungen, wie die Zelle Knoten besitzt. Das Skalarprodukt ist fiir die finite Elemente
Methode eine Integration iiber das Gebiet der Zelle, also von der sogenannten L2-Norm

induziert.

In dieser Weise kann fiir jedes Element eine Losung gefunden werden, Die Losungen
benachbarter Elemente sind aber nicht unabhiingig voneinander, weil sie gemeinsame
Knoten haben. Daher miissen alle Elementgleichungen simultan und konsistent gelost
werden. Als Ergebnis erhalt man die Werte der Parameter fiir jede Knotenfunktion und
die Losung fur das gesamte Gebiet setzt sich aus der Summe aller Knotenfunktionen
zusammeng.

Die finite Elemente Methode (FEM) wurde von Ingenieuren zur Untersuchung von Pro­
blemen in der Strukturmechanik entwickelt. Die erste Arbeit erschien im Jahr 1956 [99],
weitere in den Jahren 1960 und 1963 [100, 101]. Die Ausdehnung auf die Stromungs­
mechanik wurde von Zienkiewicz 1965 [102] angeregt, aber erst in den Jahren nach
1970 intensiver betrieben [106]. Verglichen mit dem weit verbreiteten und numerisch
ausgereiften Verfahren der finiten Differenzen (FD) [110, 111] ist diese Methode zur
Stromungsberechnung ca. 20 Jahre jiinger und ein Bereich intensiver Forschung[103].
Neben der Entwicklung neuer numerischer Konzepte [128, 112, 107, 114, 104] wird vor
allemaufdem Gebiet der mathematischen Theorie (Funktionalanalysis) gearbeitet ,

Die den finiten Elementen zugrunde liegende Mathematik ist die des klassischen Varia­
tionsprinzips [108] oder die Methode der gewichteten Residuen [109]. Im Gegensatz zum
finite Differenzen Verfahren wird nicht die punktweise Approximation der Differential­
gleichung durchDifferenzenquotienten gesucht, sondern eine integrale Approximation
iiber dem Rechengebiet.
Ein Vorteil dieser Behandlung ist die Erhaltung integraler Grailen der gesuchten Varia­
bien - wie etwa Teilchenzahl oder Energieinhalt - durch den verwendeten Formalismus
und nicht erst durch zusiitzliche lJberlegungen oder Rechnungen. Der entscheidende
Unterschied zu den :fi.niten Differenzen aber ist das flexible Rechengitter, basierend auf
der elementweisenBetrachtung. Wahrend das Basisgebiet(2D) fur ein FD- Verfahren
stets ein Rechteck mit aquidistanter Netzeinteilung sein muf und alle zu modellieren­
den Gebiete durch geeignete, oft komplizierte Transformationen auf ein solches abgebil­
det werden miissen, kann mit der FEM auf unstrukturierten Netzen gerechnetwerden,
Unstrukturiert bedeutet, daf es keine festeAnzahl von Zellen in bestimmteRichtun­
gen gibt, sondern daf die Gittereinteilung der Problemstellung folgen kann. Das Netz
braucht nur dort eine hohe Punktdichte, wo die Losung grofie Gradienten hat.
Dieser Vorteil gegeniiber den Finite Differenzen Verfahren gilt uneingeschriinkt nur
fiir "explizit imOrt" arbeitende Methoden, die zur Berechnung der Losung an einem
Knoten nur dieWerte der Variablen in den Nachbarpunkten benotigen. Algorithmen,
bei denen jeder Punktmit jedemanderen kommunizieren kann und deshalb ein Glei­
chungssystem von der Ordnung der Punktanzahl ge16st werden mufi, sind in der FEM­
Formulierung rechenzeitintensiver; denndie Unstrukturiertheit des Netzes, die sich in
einer llnregelmiiiligenBesetzungderzu Iosenden Matrixgleichung widerspiegelt, ver-
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1angsamt die numerischen Liisungsverfahren.
Motiviert durch dieses Problem, sind in den letzten Jahren spezielle Programme ent­
wickelt worden, die durch eine Knotenumnumerierung die Struktur der Matrix so ver­
bessern, daf die beniitigte Rechenzeit nur unwesentlich holier liegt als bei den re­
gelmafiig besetzten Matrizen, wie sie sich aU8 der FD-Formulierung ergeben,

Der in diesem Kapitel beschriebene finite Elemente Algorithmus wurde am Institut
fiir Strahlantriebe der RWTH Aachen entwickelt [115]. Er basiert auf Arbeiten von R.
Liihner [116] und wurde auch unter seiner Beratung erstellt. An dieser Stelle sollen nur
kurz die grundlegenden Ideen skizziert werden, nahere Erlauterungen dazu finden sich
in den anschlieJ3enden Abschnitten.
Ein gegebenes zweidimensionales Grundgebiet, auf dem die Stromung berechnet wer­
den soll, wird in Dreiecke unterteilt. Die Ansatzfunktionen iiber diesen Dreiecken sind
Polynome L Ordnung (also linear) in den Koordinaten (x.y).
Zur Liisung der auf dieser Basis integrierten Fluidgleichungen wird ein in der Zeit expli­
ziter Zwei-Schritt-Algorithmus angewendet. Dieses Pradiktor-Korrektor-Verfahren ver­
bindet die Vorteile hoher Stabilitat, wie sie bei finiten Differenzen durch ein "upwinding
scheme" erreicht werden kann, mit geringer numerischer Diffusion, wie sie nur durch
ein Verfahren zweiter Ordnung gewahrleistet ist.
Die resultierenden Gleichungen benotigen keinerlei Matrixloser, sind einfach struktu­
riert und lassen sich damit numerisch sehr effektiv und schnell auswerten. Stationare
Losungen erhalt man wegen einer Zeitschrittbeschrankung jedoch erst nach vielen Ite­
rationen.
Eine losungsabhangige Netzverfeinerung fiihrt gegeniiber finite Differenzen Verfahren
zu einer bis um einen Faktor zwei niedrigeren Knotenanzahl bei gleicher Auflosung in
physikalisch interessanten Gebieten.

4 .. 2 Mathematische Grundlagen

4.2.1 Vaciat.ionsprinaipien

Im Allgemeinen ist man bei der theoretische Beschreibung eines Problems in der Phy­
sik nicht auf eine bestimmte mathematische Formulierung festgelegt. Neben der weit
verbreiteten Anwendung von Differentialgleichungen zur lokalen Charakterisierung phy­
sikalischer Systeme gibt es eine andere Methode, die darauf beruht, daf die Summe aller
lokalen Wechselwirkungen eine globale GroBe wie z.B, Energie oder Teilchenzahl un­
verandert lafit. Man sucht also einen Integralausdruck, der stationar in Zeit und/oder
Raum ist. Welcher Ausdruck bei einer gegebenen Differentialgleichung stationar wird,
kann allerdings nicht direkt hergeleitet werden. Es konnen lediglich Aussageniiber die
Eigenschaften eines solchen Funktionals gemacht werden:

• Die Losungsfunktion der Differentialgleichung macht das Funktional stationar
oder in gewissen Fallen sogar extremal.
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• Die Funktion, bei der die 1. Variation des Funktionals verschwindet, ist Losung
der zugrundeliegenden Differentialgleichung.

Diese notwendigen Bedingungen fur das Verschwinden der 1. Variation eines Funktio­
nals helfen aber nur in wenigen Fallen, von der Differentialgleiehung ausgehend, auf
das Funktional zuriiekzusehlieJlen. Eine Problemgruppe, bei der dies moglich ist , sind
raumlich integrable Kraftgleichungen, deren zeitlieh stationare Integrale die Gesam­
tenergie des Systems reprasentieren. Hier existieren auch hinreiehende Bedingungen,
aus den Kraftgleiehungen diese Funktionale herzuleiten und so die Losungfunktion zu
finden (d 'Alembert 'sehes Prinzip; Euler-Lagrange-Formalismus). Diese Variationsprin­
zipien sind jedoeh nur dann anwendbar, wenn der die Gleiehung besehreibende Operator
symmetriseh (selbstadjungiert) und positiv definit ist , d.h. wenn Operator und Inte­
gration vertauscht werden konnen, Es kann zwar aueh stationare Funktionale fiir nieht
symmetrisehe Operatoren geben, aber einen allgemeinen Formalismus, sie aus den Dif­
ferentialgleichungen herzuleiten, gibt es nieht.
Gekoppelte Differentialgleiehungen mit niehtlinearen Transportkoeflizienten, wie sie in
den meisten Stromungsproblemen vorkommen, sind Beispiele, bei denen eine systema­
tisehe Suehe naeh stationaren Funktionalen nieht moglich ist. Denn in diesem Fall ver­
tausehen Operator (hier: Transportkoeffizient . Ortsableitung) und Integral nicht.
Erschwert wird das Problem zudern durch die Mehrdimensionalitat in den Orts~ und

4.2.2 Methode der gewichtet.en Residuen

Ein alternatives Verfahren, das zwar keine analytiseh exakte Losung liefert, aber aueh
auf das Integralprinzip zuriiekgreift, ist die Methode der gewichteten Residuen.
Die grundsatzliche Idee, eine Losung der Differentialgleiehung

Au + f =0 im Gebiet n (4.1)

(A: Operator; u: Variable; f: Funktion von Ort und/oder Zeit) mit den Randbedingun­
gen

auf dem Rand r (4.2)

zu finden, besteht darin, die Losungsfunktion ii als Linearkombination von n linear
unabhangigen Interpolationsfunktionen ilii zuapproximieren:

n

U ~ U = ECiiPi
i=l

(4.3)

Zur Vereinfaehung der Diskussion sei dieser Ansatz so gewahlt, dan er die Randbedin­
gungen (4.2) automatiseh erfiillt ("starke Formulierung der Randbedingungen"). Die
im iibrigen Gebiet approximative Losung uwird die Differentialgleiehung allerdings nur
bis aufeinen Fehler (Residuum) e erfUllen:

Au + = <: (4.4)
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Fuhrt man nun einen Satz unabhangiger Wichtungsfunktionen Wi ein, so lafit sich das
Skalarprodukt (E, Wi) bilden. Anstelle der Forderung: 10 = 0 (exakte Losung), verlangt
man nur noch:

(E, Wi) o (i = 1,2, 3...N) (4.5)

Aus Formel (4.4) ergeben sich Bestimmungsgleichungen ftir ii:

({Au + f}, Wi) = 0 (i = 1,2,3...N) (4.6)

Dies ist die allgemeine Formulierung der Methode der gewichteten Residuen. Die­
se Schreibweise laflt noch offen, welche Wichtungsfunktionen man benutzt und von
welcher Art das Skalarprodukt ist.
Ein wohlbekanntes Beispiel moge zeigen, daf das formal hergeleitete Integralprinzip
eine sehr allgemeine, in der Numerik oft benutzte Losungsmethode ist:
Setzt man beispielsweise die Wichtungsfunktionen gleich dem Fehler selbst (eindimen­
sionaler Funktionenraum), so fiihrt die Minimierung des Produktes e-e zur Interpolation
mit kleinstem quadratischen Fehler.
Das gebrauchlichste finite Elemente Verfahren, das auch die notwendigen Bedingungen
eines Extremalprinzips erfiillt, ist die
Methode von Galerkin [109]:
Fur die Wichtungs- und Intcrpolationsfunktionen wird der gleiche Satz von Funktionen
verwendet, das Skalarprodukt ist durch die Integration iiber die raumlichen Variablen
definiert:

(i = 1,2,3...N) (4.7)

Dies ist bei gegebenen Ansatzfunktionen <Pi ein algebraisehes Gleichungssystem in den
Koeffizienten Cs. Hat man einen Satz von C, gefunden, der das Gleichungssystem lost,
so ergibt sich durch Einsetzen in Gleiehung (4.3) die Approximation u.
Der schwierigste Schritt in der Anwendung der Methode auf ein physikalisches Problem
ist die glinstigste Wahl der Ansatzfunktionen.
Man konnte sieh eine Funktion vorstellen, die die Losung im gesamten Gebiet reprasen­
tiert. Sie miifite sehr viele Koeffizienten C; haben, um eine geniigend hohe Auflosung zu
erreichen. Beispiele hierftir sind Potenz- oder Fourierreihenansatze. Praktisch unmog­
liehist eine solche Naherung ftir nichtlineare Operatoren, in denen z.B. ortsabhangi­
ge Transportkoeffizienten auftreten. Das entstehende Gleichungssystem ware ebenfalls
nichtlinear und kaum losbar, Daher teilt man das Gebiet in viele kleine Teilgebiete ein,
in denen die Transportkoeffizienten als konstant angenommen werden konnen, Und auch
die Ansatzfunktionen werden so definiert, daf sie nur auf diesenTeilgebieten von Null
verschieden sind, auferhalb aber identisch verschwinden. Wahlt man die entstehenden
Elemente kleingenug, sind Ansatzfunktionen mit 3 (linearer Ansatz im Dreieek) bis 8
(paraboliseher Ansatz im Quadrat) zu bestimmenden Koeffizienten je Element fureine
gute Approximation der Losung ausreichend.
Es bleibt anzumerken, daf es vom numerisehen Aufwand her oft sehr vielgiinstiger
ist, einen linearen Ansatz auf vielen kleinen Teilgebieten zubenutzen, statt etwa einen
parabolischen Ansatz auf entsprechend weniger Elementen zu verwenden [105].
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4.3 Die Anwendung del' Methode del' finiten Elemente

In diesem Abschnitt soll erklart werden, wie man analytische Gleichungen, die zur Be­
schreibung kompressibler, viskoser und warmeleitender Fliissigkeiten geeignet sind, in
eine FEM-Formlllierung transformiert ,
Im ersten Teil wird kurz auf die im vorigen Abschnitt motivierte Unterteilung des Re­
chengebietes in Dreiecke eingegangen. Eine genauere Betrachtung hierzu findet man in
Abschnitt (5.1.2).
Im zweiten Teil werden die linearen Ansatzfunktionen iiber einem allgemeinen Dreieck
berechnet. Fiir diese Funktionen wird im dritten Teil am Beispiel einer eindimensionalen
Transportgleichung die Methode des gewichteten Residuums erlautert und es werden
Ausdriicke berechnet, die auch bei der Integration der Fluidgleichungen gebraucht wer­
den.
Der vierte Teil wird die numerische Losungsmethode erklaren und es werden Vor­
und Nachteile des expliziten Verfahrens gegeniiber impliziten Formulierungen aufge­
zeigt. Dies soll sich allerdings auf numerisch-programmtechnische Problemstellungen
beschranken, Fragen, die die physikalischen Besonderheiten von Plasmastromungen und
deren Konsequenzen fiir die Numerik betreffen, werden unter dem Aspekt der Citteran­
passung in Abschnitt (5.1.3) naher untersucht.
Darauf aufbauend wird die uuuierische St abilitat des verwendeten Algorithmus unter-
sucht und Kriterien formuliert , diese zu gewahrleisten. Im dann folgenden Unterkapitel
wird die Einbeziehung allgemeiner Randbedingungen in den Formalismus diskutiert.
Abschliefiend soll kurz die Funktionsweise der adaptiven Netzverfeinerung erlart wer­
den.

4.3.1 Generation von Dreiecksnetzen

Die Anwendung der finite Elemente Methode erfordert als vorbereitenden Schritt die
Generation eines Gitters aus Knoten und Elementen auf dern Grundgebiet der Rech­
nung. Fiir zweidimensionale Geometrien existieren Algorithmen, die ein solehes Gitter
halbautomatisch erzeugen [117, 118]. Notwendig ist dafiir eine Vorzerlegung in Unterre­
gionen von elementarer Geometrie: Dreiecke, Vierecke, Kreisausschnitte. Dabei konnen
die Seiten der Drei- und Vierecke auch gekriimmt sein oder in Form von Polygonziigen
vorliegen. Die gewiinschten Eigenschaften des Gitters in diesen Unterregionen werden
in der Eingabedatei naher spezifiziert; es konnen Angaben iiber Elementform (Dreieck,
Viereck, ... ), Elementtyp (Anzahl Knoten pro Seite), iiber die Elementanzahl pro Seite,
die Langenverhaltnisse zwischen den Elementen und die Kriimmungsradien von Seiten
der Unterregion gemacht werden. Ausgegeben werden die generierten Elemente, ge­
kennzeichnet durch die Nummern der Randknoten und die Koordinaten dieser Knoten.
Die Ausgabe erfolgt in einer Datcnstruktur, die eine einfache Zuordnung von Elemen­
ten und zugehorigen Knoten oder auch Knoten und zugchorigen Dreiecken ermoglicht.
Diese Struktur ist notwendig, da die Numerierung der Knoten nicht regelmaflig ist. Es
wird lediglich in jedem Dreieck eine interne Numerierung der Knoten (La. gegen den
Uhrzeigersinn) vorgenommen, um auf den Seiten eine nach aulien gerichtete Normale
definieren zu konnen (-> Randintegrale).
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Zusatzlich werden in dem benutzten Programm [118J die Seiten aller Elemente und
auch die Knoten entsprechend der flir sie geltenden Randbedingungen gekennzeichnet.
Durch einen sogenannten "back-tracking" -Algorithmus wird die Knotennumerierung
so optimiert, daf Knoten mit benachbarten Nummern raurnlich moglichst nahe bei­
einander liegen. Diese Andsrung spiegelt sich in einer Minimalisierung der Bandbreite
der Losungsmatrix wieder, was ein implizites Losen aufgrund besserer Konditionierung
erheblich vereinfacht.( --+ Das Taylor - Galerkin Zweischriitver fahren)

4.3.2 Berechnung der Ansatzfunktionen

Als Elementtyp zur Erzeugung eines Gitternetzes iiber zweidimensionalen Gebieten
sind Dreiecke sehr vorteilhaft. Sie zeichnen sich durch grofe geometrische Flexibilitat
aus und eignen sich besonders fiir die automatische, losungsabhangigc Verfeinerung
unstrukturierter Netze. Der Verlauf del' gesuchten Variable U im Rechengebiet wird
zusammengesetzt aus den Elementfunktionen U" aller Dreiecke:

N E 1

U(x, y) = L tr
e=l

(4.8)

U" wird in jedem Element, abhangig von den Funktionswerten Ut an den Knoten
des Dreiecks e, mit Hilfe der Ansatzfunktionen Nt approximiert. DeT angenaherte
Funktionsverlauf im Element emit drei Knoten ist dann:

S

Ue(x, y) = L NtUt
i:::;:l

Damit la13t sich die Gesamtfunktion darstellen als:

NE! 3

U(x,y) = LLNtUie
e=li=l

(4.9)

(4.10)

(4.11)

Die eingeflihrten Ansatzfunktionen Nt gelten nur fiir Element e und werden fiir aile
anderen Dreiecke zu Null gesetzt. Im Folgenden soIl nUT ein einzelnes Dreieck betrach­
tet werden, daher wird in allen Gro13en auf die Elementindizierung verzichtet. Die drei
Ansatzfunktionen Ih, !l2, ]'-[3 werden linear in den raumlichen Variablen x.y angenom­
men:

Nl(x, y) = al +blx +ClY
Nz(x, y) = az +bzx +czy
Ns(x, y) = as +bsx +CsY

Die Koeflizienten ai , bi , Ci (i = 1,2,3) werden durch zusatzfiche Forderungen an
die Ansatzfunktionen bestimmt:
Am Punkt i muf U(Xi, Yi) = U, sein. Dies kann durch die spezielle Wahl

Nj = 1 fur x

Nj = 0 fur x
Xj und Y =Yj

Xj und Y = Yj i # j
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erfiillt werden.
Die Koeffizienten errechnen sich damit aus dem Gleichungssystem:

I 1 0 n ( al b1 CI I ( xlI
1 :JI 0 1 a2 b2 C2 X2 (4.12), • • •

\ Yl
•

\ 0 0 1 / \ a3 b3 C3 / Y2 Y3 /
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Man erhalt als Losung:

al = (XZY3-x3YZ)/2!l
b1= (yz - Y3) /2!l
Cl = (X3 - X2) /2!l

az = (X3YI-XIY3)/2!l
bz = (Y3 - Yl) /2!l
Cz = (Xl - X3) !2b..

a3 = (XIYZ- XZYl)/2!l
b3 = (Yl - yz) /2!l
C3 = (X2 - xI) /2J3.

(4.13)

mit !l
1

= - det
2

(Flache des Dreiecks 1,2 und 3) (4.14)

1 /A

II
3~--__-i-=.j 2

1

y
<:

1
!

Abbildung 4.1: Die drei Ansatzfunktionen N I , N z, N 3 , fiir die gilt: Ni = 1 am Knoten
i und N, =0 an den Knoten j, k.
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Wie man aus einfaehen geometrisehen Uberlegungen herleiten kann, lassen sieh die so
gefundenen Ansatzfunktionen aueh als sogenannte Fliichenfunktionen interpretieren.

Flachenfunktionen haben die Eigensehaften:

• Der Wert der Ansatzfunktion N; an einem beliebigen Punkt P entsprieht dem
Quotienten aus dem Flacheninhalt F; eines Teildreiecks und der Cesamtfiache
des Dreieeks. Dabei wird das Teildreieek besehrieben durch die Seite i (gegenuber
Punkt i) und Punkt P (siehe Abbildung 4.2).

(4.15)

• Fur einen Punkt Q auJlerhalb des Elementes wird die Flachenfunktion rechneriseh
negativ. Da sie aber nur fur Punkte innerhalb des Dreieekes sinnvoll ist, wird sie
aufierhalb per definitionem auf Null gesetzt.

• Die Summe der Ansatzfunktionen in jedem beliebigen Punkt P des Dreieeks ist
eins:

(4.16)

e Die Integration der Flachenfunktionen iiber Elementen kann aufgrund ihrer sin­
faehen Struktur analytiseh exakt durehgefiihrt werden.

C
I 1

p (X, y)

Abbildung 4.2: Interpretation der Ansatzfunktionen als Flachen im Dreieek
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4.3.3 Anwendung der Methode des gewichteten Residuums

Am Beispiel einer einfachen, raumlich eindimensionalen Transportgleichung soli demon­
striert werden, wie das "gewiehtete Residuum" formal bereehnet wird:

au au- + a- = 0
8t 8x

a = K onstante (4.17)

Sie besehreibt z.B. den eindimensionalen, rein konvektiven Transport der GroBe U mit
der Gesehwindigkeit a.
Urn das Transportproblem mit der Methode der finiten Elemente losen zu konnen, wird
die Gleichung (4.17) in eine aquivalente Integralformulierung iiberflihrt. Dies gesehieht
dureh Multiplikation mit Wiehtungsfunktionen Wj und Integration iiber den Ort. Da
die .Vj nur von den Ortsvariablen, nieht aber von der Zeit abhangen, bleibt die Zeit­
ableitung von der Integration unberiihrt. Sie wird nieht mit dem FEM-Formalismus
behandelt, sondern gesondert diskretisiert. Man erhalt die Integralgleiehungen

(j = 1,2, ...N) (4.18)

Ist die Integralgleichung flir jede der Funktionen Wj erfiillt, so hat man eine Nahe­
rungslosung der Differentialgleiehung (4.17) geiunden. Die Gleiehungen (4.18) lassen

. 1 "1- TT"lr 1 .....,... , 1 ro, .,..., 1'. _ ,..... ~.. 1 ~

SIC.a nut nure ues \..Treen'SeLlen oatzes In \.:JeDle-r;s- una ltanQlntegrare zenegen:

mit r = Gebietsrand von Gebiet n
und nx = x - Komponente der Aufiennormalen auf r.

(j = 1,2, ...N) (4.19)

Da die Ortsableitung der Variablen U in (4.19) nieht mehr vorkommt, sind die Anfor­
derungen an die Glattheit von U geringer als in der Gleiehung (4.18). Die Formulierung
(4.19) wird daher aueh als schwache Form der Differentialgleichung (4.18) bezeichnet.
Fiihrt man fiir U die in Gleichung (4.10) gegebene Approximation ein, so erhalt man
die Integrale der gewichteten Residuen:

NEI 3 eor
Jw '\ "'N"~dn =

J L.i L.J , 8t
n e=l z=l

r 8 fA! . NEI 3

a ja~J I: I:N[U[ dn
n" -. e=l z=l

NE l 3

-a JWj I: I:N[Ut n"df
r -. e::;;l z=l

(4.20)

Als Gewichtsfunktionen {Wj} lallt sieh jedes System unabhangiger Funktionen verwen­
den. Setzt man speziell die Gewichtsfunktionen mit den Ansatzfunktionen gleich, erhalt
man die Methode von Galerkin [109J:
{Wj} = {N1,N2,N3 } .
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Dies ist das meistbenutzte und aueh hier verwendete Verfahren, weil die Integrale in
dieser Formulierung eine so einfaehe Form annehmen, daf sie sieh exakt analytiseh
bereehnen lassen. Die Gleiehungen (4.20) vereinfaehen sich dureh die spezielle Form
der Ansatzfunktionen in folgender Weise:

e Die Funktionswerte Ue an den Knotcn sind keine Funtionen des Ortes und konnen
aus den Integralen herausgezogen werden.

@ Aus jedem der Integrale iiber das Gesamtgebiet wird eine Summe von Element­
integralen, denn die Integranden sind Produkte von Ansatzfunktionen und nur
dann von Null verschieden, wenn beide Ansatzfunktionen zum gleiehen Dreieek
gehoren,

e Die in der Matrix R auftauehenden Randintegrale addieren sieh fiir die inneren
Elemente mit den Randintegralen der Naehbarelemente zu Null auf, denn bei glei­
ehem Umlaufsinn des Randes sind die Normalenvektoren zweier aneinandergren­
zender Elemente auf der gemeinsamen Seite entgegengesetzt orientiert. Lediglich
die am Gebietsrand liegenden Elemente liefern einen Beitrag, der konsistent in
die Gleichung miteinbezogen wird.

Das Gleiehungssystem (4.20) Hifit sich formal aueh in folgender Weise sehreiben:

No> ( / u. \ e

= a f ~ Kkl,x l u.; )'
e=1 l U3

( UR,l

+ REI,x I UR,2

\ UR,3

\ e)

) J
(4.21 )

Dabei sind 1,2 und 3 die internen Knotennummern des Elementes e und
Mkz, KEI,x, REI,x die zugeh6rigen Elementmatrizen:

Mkl (
I I N'{Ni

= II NiNi
r rN,eN~, - - ~ '"

I I NiNi
I I NiNi
( (NeNe

_ ¥ 2 3

II N1 Ni \
I I N1 Ni J'

I I NgNg /
dD, (4.22)

au
M 8t = a{KxU + s; UR} (4.25)

Durch Invertierung der Matrix M laBt sieh die Zeitentwieklung von U bereehnen.

(4.23)

(4.24)

KE1,x
I I Nio;~t II Nl°::" \
'INe?!:l I r Neo}V" I dD,
J 2 °0 "3 iV: I
II Neol\ ; IINeON;2ax 3ax J

(
f NiNi I NiNi f N1Ni \

REl,x= JJ.lllv~ J]\/21/2 f 1'13N!j I n~dr
I NiNl I NiNl I N1Nl /

Die Summation ist dabei so zu verstehen, daf das Gesamtintegral fiir einen bestimmten
Knoten sieh aus den Teilbeitragen aller Elemente zusammensetzt, zu denen der Knoten
gehort, EineAufsummierung der Matrizenelemente aller Elementmatrizen ffir einen
bestimmten Knoten fiihrt entspreehend zu einer Gesamtmatrix filr den Variablenvektor
U = {VI, V2 , '" VKn}
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Zur Auswertung der Gleichung (4.25) ist nun noch die Bestimmung der Integrale in
den Elementen n6tig. Die Auswertung der Matrizen M, K, R erfolgt durch
Integration tiber lineare Dreieckselemente. Dazu wird die Integration nicht tiber
die echten Koordinaten x, y ausgeflihrt, sondern nach einer Variablentransformation
tiber die Ansatzfunktionen selbst.
Wie man durch Einsetzen der Koeffizienten (4.13) in den Iinearen Ansatz (4.11) sieht,
lassen sich x und y als Linearkombination der Funktionen N, ausdrticken:

x = N,X, +Nzxz +N3X3
y = N,y, +Nzyz +N 3Y3

(4.26)

Auflerdem addieren sich die Ansatzfunktionen in jedem Punkt des Dreiecks zu 1:

(4.27)

Benutzt man die Gleichung (4.27) so hat man ein Gleichungssystem flir x, y als Funktion
von N"Nz:

x =N,X, +Nzxz +(1 - N, - N Z)X3

Y =N,y, +Nzyz +(1 - N, - N Z)Y3

Die Jakobimatrix zu dieser Transformation ist gegeben durch

(4.28)

( ax
J = I Ba';,'

\ iJN2
(4.29)

Die flir die Transformation n6tige Determinante Iiefert:

det J = 2 f!:.El = 2· Dreiecksfliiche (4.30)

Nach Bestimmung der transforrnierten Integralgrenzen ergeben sich die Integrale der
Matrix MEl zu:

r r rf r' ( r'-N, \JJ IViNj dQ = J NiNj dxdy = io Va s.», detJ dNI ) dNz (4.31 )

Das gleiche Verfahren wird auf die Integrals der Matrix K angewendet. Dabei wird bei
der Ableitung der Flachenfunktionen Gleichung (4.11) benutzt:

ff aN f)' o». b· f' ([I-N' )s, ax] dQ = s. ax] dxdy = 2f!,El i
o

i
o

Ni detJ dN, dNz (4.32)

In zweidimensionalen Str6mungsproblemen gibt es analoge Matrizen KE1,y, die Integrale

'nit Ableitungen in y-Richtung enthalten f n,a~J:

ff aN ff ou. c· [' ([I-N' )
. Ni 8yJ dQ = . », 8y] dxdy = 2l.EI i

o
i

o
Ni detJdN, dNz (4.33)



92 KAPITEL 4. DIE METHODE DER FINITEN ELEMENTE

Die Auswertung der Integrale ergibt die Matrizen:

A (2 1wEI
AIEl = -- 1 2

12 1 1
(4.34 )

~El ( Y2-Y3 Y2-Y3 Y2-Y3 )-6- Y3-Yl Y3-Yl Y3-Yl

YI-Y2 YI-Y2 YI-Y2

~ f X3-X2 X3- X2
Xr

X2
)

El l-6- XI-X3 XI-X3 XI-X3

X2- Xl X2- Xl X2- Xl

(4.35)

(4.36)

Jetzt sollen die aus den Randintegralen bestehenden Matrizen REI,x, REI,y betrachtet
werden. Die Integrale haben die Form JNiNjnxjydr. Sie sind nur fiir Elementseiten auf
dem Gebietsrand zu losen; daher soll die Berechnung exemplarisch fiir ein Randelement
........,.;+ ..-'I"'..... Tl"",,,,tOT> r. n .... r1~1",,,,hn'af.i';h.,..t lua.. ,.:[on llTAha; rr. l1nA n ':'ll1f r10rr'l "R':'Inrl li",O'&:>n
.Ll.J..1~ '-J,.v.1.L .L>..J.LV"""'.U. v, p, 'i UU..L",.uO"·'-'·U.U.LU n .... .l. ...........u., ..vv ........ V ......u""'- .J:" ...., .....................u . ..L ............~ ..... ... ... "'b"' ...... '

\
o

Rand

Abbildung 4.3: Das Randelement mit den Knoten 0, P. q
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Der in den Integralen ben6tigte auBere Normaleneinheitsvektor auf die Seite (0 --+ p)
hat die Komponenten:

( nx ) _ 1 ( Yp - Yo )no_ p = - -
n; 1 X o - Xv

'\ - / \. . /

(4.37)

Er wird durch die Lange 1 der Seite 0 --+ P normiert. Wie in den Gebietsintegralen wird
auch hier eine Transformation der Integrationsvariablen vorgenommen:

(4.38)df = ( ax )2 + ( ay )2 dN = I. dNaNo aNo 0 0

Damit lassen sich die Randintegrale fiir Punkt 0 umformen:

R O = 1N N ( nx ) df = ( yp - Yo ) .1 N N .dN = !'>.El ( bq ) . f
EI,x 0 J n x _ x 0 J 0 ~ c ~

y \ 0 P 'U q/ l

2:j = 0

l:j =p
O:j = q

(4.39)
In diesem Demonstrationsbeispiel wurde nur eine Transportgleichung mit einfacher
Ortsableitung behandelt. In den Fluidgleichungen treten jedoch in den konduktiven
Transporttermen auch Ortsableitungen zweiter Ordnung auf. Deren Behandlung soli
nun am Beispiel der Warmelcitung (h~) erklart werden, Fur den Viskositatstensor
gibt es Transportterrne gleicher Struktur, lediglich der vVfirlIleleitungskoeffizient K, mUD
durch den Viskositatskoeffizienten 1)und die Temperatur durch die Str6mungsgeschwin­
digkeit ersetzt werden. Fur Gradienten in y-Richtung ist x durch y zu ersetzen. Die zu
berechnenden Integrale sind von der Form

(4.40)r t : a ( aT) ,~ _ ~ ( r t : a ( a(~r-1NiTi)\ .,.'}
} } ""ax K ax au - ~V }1v'ax K ax ) ast e

Man zerlegt die Gleichung wieder in Integrale auf Elementebene und durch partielie
Integration erreicht man eine schwache Formulierung mit Aufteilung in Cebiets- und
Randintegral:

r r s». ( ~ aNi~). r _
- } } ax" ~KEI ~ ax t; an + } n, (4.41 )

Die Auswertung des Gebietsintegrals ergibt:

- KEI a~:j (~a:XiTi) J1 dQ = - !'>.KEI bj (~biTi)

Fiirdas Randintegral erhalt man:

K o_ p ..(.~ ~~iTi'R) .; Nj nxdf = !'>.El· Ko_ pbq(>: biTi,R)
t=o,p .. \ t=o,P

(4.42)

(4.43)

Damit sind alle Matrizen, die man zur raumlichen Integration der Navier-Stokes Glei­
chungen ben6tigt, berechnet und man muf nun ein Verfahren zur Diskretisierung der
Zeitableltung angeben.
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4.3.4 Das Taylor-Galerkin Zweischrit.tverfahren

Die im vorigen Kapitel vorgestellte FEM-Methode beschrankt sich nur auf die Dis­
kretisierung der Ortsvariablen und die anschlieJ3ende Integration mit zeitunabhangigen
Ansatzfunktionen. Die Zeitvariable geht in dieses Konzept nicht ein, sondern muf in
einem getrennten Schritt tiber eine "konventionelle" finite-Differenzen-Diskretisierung
behandelt werden.
Dafiir gibt es verschiedene Miiglichkeiten, die sich formal anhand des Gesamtgleichungs­
systems (4.25) verdeutlichen lassen. Nach der raumlichen Diskretisierung und der In­
tegration mit der FEM erhalt man:

M &;: = a{Kx D + u; DR} = A (D)

In dieser Gleichung kann die linke Seite durch einen Differenzenquotienten zu den
Zeitpunkten t n+1 und tn angsnahert werden, wahrend die rechte Seite sich aus einer
Kombination der niehtlinearen Transportterme zu diesen Zeiten zusammensetzen laJ3t
(Theta-Methode).

Je nach Wert des Parameters 0 hat man numerisch unterschiedliche Problemstellungen
[124]:

• 0 = 0 : Explizites, Vorwarts-Zeitschritt-Schema
In diesem Fall berechnet sieh die Losung zum Zeitpunkt tn+1 aus dem Ergebnis
zum Zeitpunkt t" sehr einfach durch Inversion der Matrix M:

• 0 f= 0 : Implizites Zeitschxitt-Schema Die Losung rnuf selbstkonsistent zum
Zeitpunkt tn+1 als Losung eines linearen Gleichungssystems gesucht werden, was
eine approximative Linearisierung des in den Variablen U nichtlinearen Operators
A erfordert:
A(U) ~ ALU (Jacobi-Matrix).
DaB resultierende Gleichungssystem hat dann die Form:

und kann durch Inversion der zusammengesetzten Matrix geliist werden. Die
griiJ3te Schwierigkeit dieser Methode liegt in der Linearisierung der Transport­
oder Quellterme. Versucht man diese Linearisierung in einer analytischen Nahe­
rung, so ist eine genaue Kenntnis der Abhangigkeiten vom Variablenvektor U Vor­
aussetzung, die vor allem fur die Quellterme oft nicht gegeben ist. Es bleibt also
nur die Alternative, die Jacobi-Matrix fiir jeden Zeitschritt numerisch zu bestim­
men, was mit hohem Speieheraufwand verbunden und im Verlauf der Reehnung
nur schwer auf seine Richtigkeit hin iiberpriifbar ist.



4.3. DIE ANWENDUNG DER METHODE DER FINITEN ELEMENTE 95

Wie man schon aus dieser kurzen Darstellung sieht, ist die implizite Methode sehr viel
schwieriger zu handhaben als das explizite Verfahren. Sie hat allerdings den Vorteil ffir
e > ~ unabhangig von der Wahl des Zeitschrittes stabil zu sein.
Das explizite Schema hingegen ist labi!, d.h. der maximal mogliche Zeitschritt 6.t ist
durch das Courant-Friedrich-Lewy-Kriterium beschrankt. Die 'Iransportkoefflzienten
und Quellterme miissen nach jedem Zeitschritt neu berechnet und angepafit werden.
Daher ist die obere Grenze fur den Zeitschritt ungefiihr die Zeit, die der schnellste
Transportprozefi braucht, um Veriinderungen der Variablen von einem Knoten zum an­
deren zu iibertragen (...., Stabilitiit des expliziten Zweischrittver fahrens).
Trotz dieser drastischen Einschriinkung wurde das explizite Verfahren gewiihlt, wei! es
durch seine einfache Struktur eine Einsicht in die Dynamik der Gleichungen ermoglicht,
und dadurch zu einem verbesserten Verstandnis der physikalischen Vorgiinge in der
Plasmarandschicht fiihrt. Aufierdem sind die durchzufiihrenden Operationen sehr viel
weniger kompliziert als in der impliziten Formulierung und kommen so der Architek­
tur vieler Computer entgegen, sodaf hohere Rechengeschwindigkeiten erzielt werden
konnen.
Hat man sich nun fur eine explizite Zeitentwicklung entschieden, so liifit sich zeigen,
daf das resultierende Gleichungssystem zu einem zeitlich vorwiirts und riiumlich zentral
diskretisierten Finite Differenzen Schema iiquivalent ist [119J. Von diesem Verfahren ist
bekannt, daf es in konvektiv dominierten Problemen oft nicht zu stabilen Losungen
fuhrt [120].
Daher wurde von Donea [121] aus dem klassischen Lax-Wendroff Schema [123] ein
Zweischrittverfahren fiir finite Elemente hergeleitet, das im Rahmen der Zeitschrittbe­
schrankung stabile Losungen liefert. Dies wird bewirkt durch ein Priidiktor-Korrektor
Verfahren, das einem "hybrid scheme" in finite Differenzen Algorithmen vergleichbar
ist [110, 121]:
Im Priidiktorschritt wird die Entwicklung des Systems fur einen halben Zeitschritt
im Voraus berechnet. Die so gefundenen Werte sind Grundlage fiir die im Korrek­
torschritt durchgefiihrten Operationen. So werden vorhandene Gradienten im ersten
Teilschritt soweit abgeschwacht, daf im zweiten Schritt die resultierenden Diffusions­
strome im richtigen Verhaltnis zu den konvektiven Strornen stehen. Fiir eindimensionale
Konvektions-Diffusions Problema laBt sich durch Vergleich mit analytischen Rechnun­
gen zeigen, daf man mit dieser Methode stabile und exakte Losungen der Gleichungen
erhalt jl lu, 121J.
Aufierdem erzeugt das Donea- Verfahren, wie alle Verfahren hoherer Ordnung, nur wenig
"numerische" Diffusion [121, 122], d.h. Stromungen werden riiumlich kaum verschmiert,
auch wenn die Richtung der Stromungsgeschwindigkeit nicht parallel zum Rechengitter
orientiert ist (...., numerische Diffusion).

Am Beispiel der allgemeinen Form der Navier-Stokes-Gleichungen wird das Zweischritt­
verfahren erliiutert. Die Gleichungen werden dazu in der konservativen Form aufge­
schrieben, wie es in einem frilheren Kapitel erlautert wurde.
(...., Die allgemeinen Fluidgleichungen in konservativer Form)

au + of(U) + oG(U) = Su
~ ax By

(4.45)
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Fiir die Stromungsvariable wird eine Taylorreihenentwieklung bis zur zweiten Ordnung
nach der Zeit durehgefiihrt:

(4.46)

Die Gleiehung (4.46) liWt sich auch in folgender Form sehreiben:

Der Klammerausdruek in Gleiehung (4.47) kann als un+~ aufgefafit werden:

Un+!. _ tr: flt so»
,- +2'""8t

(4.47)

(4.48)

(4.49)

Darnit wird (4.47) unter Vernaehliissigung des Restgliedes zu:

flU = un+! - tr: = flt.iun+~at
Nach Umstellung der Gleiehung (4.45) konnen in (4.48) und (4.49) die Zeitableitungen
dureh Ortsableitungen ersetzt werden. Es ergibt sieh der Pradiktorschritt :

(4.50)

1
Dureh Einsetzen der Losung Un+, in F, G, und S erhalt man den Korrektorschritt:

(4.51 )

Zur Berechnung der Ortsableitungen in (4.50) und (4.51) wird das im vorigen Abschnitt
besehriebene Finite Elemente Verfahren verwendet.

Es wird zunachst der Pradiktorschr-itt betrachtet. Man integriert die Gleiehung (4.50)
elementweise ohne Beriieksiehtigung der Randintegrale, d.h. ohne partielle Integration
und erhalt das Gleiehungssystem:

(4.52)
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Dabei sind ME/, K E
T

1x und Kkl die in (4.34), (4.35) und (4.36) berechneten Matrizen,, ,y

bzw. ihre Transponierten. Die Transponierung von KEI,x und KEI,y ist notwendig, da
der Wegfall der partiellen Integration nach Gleichung (4.7) zu einem Indexwechsel in
diesen Matrizen fiihrt.

Eine exakte Berechnung der Knotenwerte ist im Pradiktorschritt nicht notwendig, da
im Korrektorschritt nUT Elementmittelwerte U; von Bedeutung sind. Sie ergeben sich
dUTCh Summation der drei Vektorgleichungen (4.52).
Die Gleichung hat dann die einfache Gestalt:

U:+~ o: _ !:It (&Fn + &Gn _ sn)
e 2 &x &y e

3 U?o: = I: _i (4.53)
e i=l 3

(
BF n BGn )__ + sn
&x &y e

~(b"Fn + c.G'" _ Sf)
~ ~ z Z t 3
t=l

Hierbei sind b, und Ci die in Gleichung (4.13) hergeleiteten Ausdriicke.

Im Pradiktorschritt enthalten die Flufivektoren Fund G nUT die konvektiven Anteile.
Diese Naherung stabilisiert das numerische Verfahren sowohl ftir konvektiv dominierten
als auch fiir diffusionsbestimmten Transport. Der Pradiktorschritt entspricht anschau­
lieh einer Bilanzierung der konvektiven Fliisse an den Knoten jedes Elementes.
Einige abhangigs Grofien, wie z.B. der Druck und die Transportkoeffizienten, werden
mit den Variablenwerten nach dem Pradiktorschritt neu bestimmt.

1

Mit diesen Werten und den Elementmittelwerten der Variablen U:+ z lassen sieh al-
le diffusiven Terme neu berechnen. Sie werden zu den konvektiven Fliissen aus dem

1 1

Pradiktorschrit.t addiert und ergeben so die Gesamtfliisse F;+2 und G:+2". Die Quell-
terme S" werden nicht neu berechnet, da sie nicht in einfacher Form von den Stromungs­
variablen abhangen.

Die Gleichung (4.51) wird mit dem Galerkin-Verfahren integriert und unter Nutzung
des Green'schen Satzes umgeformt.

Man erhalt den Korrektorschritt:

-l-At ""NRandEI [R 1I'n+~ ..+ R ~n+~]
I - I....tre .... re,x ,o.·re . "'''Te,Y vrre

Anschaulich bedeutet der Korrektorschrittfiir jeden Knoten eine Bilanzierung der
Fliisse aus den umliegenden Elementen. Die Randintegrale irn Gleiehungssystem (4.54)
vervollstandigen die Bilanzen fiirdie Randknoten.
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Das aufgestellte Gleichungssystem liiBt sich in einfacher Form schreiben als

NEl NEt

L:MEl .6.Ue = L:.6.t RSe
e

mit (4.55)

Fuhrt man die formale Summation tiber die Elemente aus und summiert alle Teilinte-
grale, die Beitriige zu einem bestimmten Knoten liefern, erhalt man das Gesamtglei­
chungssystem fiir die Knoten:

M.6.U = .6.t RS mit (4.56)

Die Losung erhalt man durch Invertierung der Gesamtmassenmatrix M. Diese Matrix ist
von der hohen Dimension N Kn X N Kn und ist bei unstrukturierten Netzen unregelmiWig
besetzt.
Grundsiitzlich wird daher bei der numerischen Behandlung zu unterscheiden sein zwi­
schen direkten Losungsmethoden, die auf der sukzessiven Elimination der Unbekannten
nach dem Prinzip von Gauf beruhen und den iterativen Prozessen, die die gesuchte
Losung als Grenzwert einer Folge von Niiherungen bestimmen. Die Eliminationsverfah­
ren erfordern die Speicherung der Massenmatrix und der rechten Seite, weil im Verlauf
des Algorithmus mehrmals auf diese Werte zugegriffen werden muB. Die Iterationsver­
fahren sind wenig speicherintensiv, durch geschickte Programmierung kann man sogar
die Operationen fiir jeden Knoten unabhiingig von allen anderen Knoten durchfiihren.
Man benotigt jedoch mehrere Iterationen ~ (3-10) pro Zeitschritt, um zu einer konver­
gierten Losung zu gelangen. Das bedeutet jedoch nicht unbedingt einen hoheren Bedarf
an Rechenzeit, da iterative Loser sehr gut vektorisieren, wahrend selbst optimierte di­
rekte Solver aufwendige Matrixoperationen durehfiihren miissen,
Die Auswahl des giinstigsten Verfahrens ist daher sowohl von der Struktur der betrach­
teten Gleichungen abhangig, als auch von der Kompiexitiit des Berechnungsgebietes,
die die Besetzung der "Massenmatrix" M direkt beeinflufit.

Wahlt man einen direkten Loser, so sollte die Numerierung der Knoten so optimiert
werden, daf in jedem Element der Abstand der Knotennummern so klein wie moglich
gemacht wird. Cehoren namlich Knoten i und j zu einem Element, so ist in der Matrix M
Element {i,j} besetzt. Den maximalem Abstand zwischen i und j unter den besetzten
Matrixelementen Mij nennt man die Bandbreite der Matrix. Bei geringer Bandbreite
ist sowohl die Speicherung der Matrix als aueh ihre Invertierung rationeller.
Zur Umnumerierung der Knoten wird eine rekursive Methode, ein back tracking Al­
goi-ithmus benutzt, der iterativ die giinstigste Konfiguration sueht. Eine so struktu­
rierte Matrix liiBt sich sehr effektiv durch eine unvollstandige LU-Zerlegung invertieren,
wie sie in vielen Programmbibliotheken angeboten wird.

Es hat sich gezeigt, daf eine iterative Inversion der Massenmatrix in den meisten Fallen
sehr viel effektiver arbeitet; sie wird daher im Programm verwendet. Fiir dieses Ver­
fahren muf keine Gesamtmassenmatrix aufgestellt werden, sondern alle Operationen
konnen mit Vektoren durchfgefiihrt werden. Dadureh ist auch die Bandbreitenoptimie­
rung nieht mehr notwendig, und zusatzlich wird durch geringeren Speicherplatzbedarf
und vektorisierende Operationen die Recheneffektivitiit erhoht.
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Dieses Iterationsverfahren wird in Grundziigen in der Arbeit von Donea [121J erklart ,
eine explizite Anwendung auf die Elementmatrixgleichung (4.55) fiihrt zu folgendem
Berechnungsschema fiir f:!,.UKn:

1. Die Elementmassenmatrix wird in eine Diagonalmatrix transformiert
Die Diagonalelemente dieser "Lumped" Matrix 1'11£ berechnen sich durch Sum­
mation aller Zeilenelemente der Elementmatrix:

f:!,.EI (2 11\
M = - 1 2 1) ~ ML =

12 1 1 2
f:!,.EI (~ ~ ~)
12 0 0 4

(4.57)

2. Es wird mit der Matrix ML eine erste Niiherungslosung fur jeden Knoien bestimmt

(4.58)

3. Aus jeder NiiherungslOsung kann durch Einsetzen m erne Matrixgleichung die
Niiherung ruichsier Ordnung berechnet werden.

f:!,.Un +

(4.59)

Dieses Schema fiihrt nach drei bis vier Iterationen zu geniigend genauen Werten fiir
f:!,.UKn, sodaf damit UK~' berechnet werden kann,
Verzichtet man auf die Zeitgenalligkeit des Verfahrens und sucht nUT die stationare
Losung eines Problems, kann man sich auf den ersten Schritt der Iteration beschranken
und berechnet aus so: die neue Losung un+'. Diese Methode ist numerisch sehr
einfach und schnell und wird daher in der Entwicklungsphase des Programms benutzt,
um Fehler im Losungsalgorithmus eliminieren zu konnen, Der Zeitschritt .6.t hat zwar
dann nur noch die Bedeutung einer Iterationsvariablen, seine GroBe ist aber flir die
Stabilitat des Algorithmus von enormer Bedeutung.

4.3.5 Stahilitat des expliziten Zweischrittverfahrens

Da fiir die zeitliche Diskretisierung ein explizites Schema verwendet wird, ist der maxi­
mal mogliche Zeitschritt f:!,.t durch das Courant-Friedrich-Lewy-Kriterium beschrankt,
Dieses Kriterium ergibt sich aus einer Stabilitatsanalyse des Algorithmus, die am Bei­
spiel der eindimensionalen linearisierten Konvektions-Diffusionsgleichung
(Burgers-Gleichung) durchgefiihrt wird:

8U 8U-+a­
8t 8x

(4.60)
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Hierbei ist a die konvektive Transportgeschwindigkeit der GroBe U und D der Diffu­
sionskoeflizient mit der Dimension (L~:~:)'. Die Anwendung des in den vorigen Ab­
schnitten erlauterten Verfahrens liefert fur eineu beliebigen aber festen Puukt j eine
analytische Beziehung zwischeu der zeitlichen Anderung !:lUj und dem Funktiouswert
Vj. Numerisch stabil und physikalisch sinnvoll 1St die Losung nur dann, wenn in jedem
Zeitschritt die Auderung der Variable Uj kleiner ist als der Wert von U, selbst:

I!:l~j I ~ 1 (4.61 )

Der maximale Zeitschritt !:It bei einer raumlichen Gitterweite Ox zwischen den Knoten
j und k ergibt sich fiir die Burgers-Gleichung (4.60):

• bei Anwendung eines exakten Matrrxloserse

Das ergibt nach ..tc\...nwendung des Stabilitatskriteriums (4.61) eine
schrankllug:

(4.62)

Zeitschrittbe-

mit p=
a b»

D
(4.63)

P definiert in dieser Gleichung die Peclet-Zahl des Gitters, d.h. das Verhaltnis
von konvektivem zu diffusivem Fluf in einer Zelle.

e bei Anwendung einer naherungsweisen Matrixlosungr
("lul:.'1ped" Matr-ix)

a
2

!:ItI ·2 U'
2 } J

(4.64)

gleichbedeutend mit

(4.65)

In den Fallen, in denen nur stationare Losungen gesucht sind, wird im Allgemeinen
diese Formel gelten.

Durch Betrachtung von Grenzfiillen liiJlt sich der physikalische Hintergrund dieser Zeit­
schrittbeschrankung naher beleuchten.
Im Faile von konvektionsbestimmtem Transport ist die Pcclet-Zahl sehr grof und aile
anderen Terme konnen vernachlassigt werden:

P>» 1 =?
Ox

!:It <
a

(4.66)
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Das gefundene 6.t mull also Kleiner sein als die Zeit, die der konvektive Transport iiber
die Zellenausdehnung ox beniitigt.
Fiir diffusionsbestimmten Transport ist die Peclet-Zahl sehr klein und der Wurzelaus­
druck kann entwickelt werden:

Dies ist die charakteristische Zeit fiir einen diffusiven Transport iiber die Lange ox.
Der Zeitschritt mull also so klein gemacht werden, daf der numerische Informations­
transport von einem Knoten zum anderen schneller oder zumindest genauso schnell ist
wie der physikalische Transport. Instabil wird das System, wenn die numerische Metho­
de nur Informationen von Nachbarknoten verarbeitet, obwohl der physikalische Prozef
in der Zeit 6.t auch Beitrage von weiter entfernten Knoten liefert.

6.t < (ox?
- 2D

(4.67)

4.3.6 Implementierung der Randbedingungen in der FEM

Sucht man eine zeitabhangige Liisung der Striimungsgleichungen, so sind zur vollstandi­
gen Beschreibung des Problems sowohl Randbedingungen als auch geeignete Anfangs­
bedingungen notwendig.
Die Wahl der Anfangsbedingungen riehtet sich danach, ob eine Zeitentwicklung bereeh­
net werden solI oder nur eine stationare Liisung gesucht wird.
Fiir zeitabhangige Rechnungen mUD eine physikalisch sinnvolle Anfangsliisung gewahlt
werden, da nieht nur das Endergebnis, sondern vor allem der Relaxationsprozell selbst
von Interesse ist.
Sucht man nur eine stationare Liisung, wird man eine Anfangsverteilung wahlen, von
der man glaubt, daf sie der Liisung sehr nahe kommt. Dadurch lallt sieh die fiir eine
konvergierte Liisung beniitigte Rechenzeit klein halten.
Wlehtiger als die Anfangs bedingungen sind die Randbedingungen an den Grenzen des
Reehengebietes. Diese Grenzen unterscheidet man nach Ein- und Ausstromrandern und
stromungsftihrenden Berandungen, Daruber hinaus kann durch die Definition von peri­
odisehen Randern die Symmetrie eines Problems ausgenutzt werden und exemplarisch
nur ein Teilgebiet herausgegriffen werden, das die Gesamtliisung vollstandig charakte-
.. trrsrert.

Je nach Art der Berandung werden auch die Randbedingungen untersehiedlich gewahlt.
Man ist jedoeh durch den Typ der Differentialgleichung auf eine bestimmte Anzahl in
jeder Riehtung beschrankt. WeIehe Griifien man am giinstigsten festlegt, lallt sich fiir
lineare Glelehungssysteme aus der Charakteristikentheorie [125, 126] bestimmen. Hier
versueht man die elementaren Transportprozesse und die zugehiirigen transportierten
Griifien durch Diagonalisierung der gekoppelten Gleiehungen zu linden. FUr nichtlineare
Gleichungssysteme sind soIehe Eigenwerte und Eigenvektoren nur in linearer Nahcrung
zu linden und die Eigenvektoren kiinnen imaginar werden. [127, 128] Man wendet daher
das einfachere Verfahren an, Variablen nach ihren charakteristischen Transportprozes­
sen und -zeiten zu entkoppeln.
(-+ Vergleich der charakteristischen Tronsportzeiten in der Randschicht)
Daraus ergeben sich dann die Griifien, die man zur eindeutigenLiisung des Problems
auf den Randern festlegen mull.
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Freiheit hat man noch insofern, daf man

c die GraBen selbst im Randpunkt fixiert
(Dirichlet-Randbedingung, Randbedingung l.Art),

e ihre Ableitung auf dem Rand definiert
(v. Neumann-Randbedingung, Randbedingung 2.Art),

• oder aber eine Kombination beider Typen wahlt
(Cauchy-Randbedingung,Randbedingung 3.Art) [129J.

Dirichlet-Randbedingungen sind sehr einfach dadurch zu realisieren, daf nach jedem
Iterationsschritt die Knotenwerte am Rand auf den gewiinschten Wert fiir die Variable
zuriickgesetzt werden.
Von-Neumann-Randbedingungen werden im Finite-Elemente-Verfahren konsistent mit­
einbezogen. Durch die Anwendung des Green'schen Satzes im Integralformalismus er­
geben sich in den Gleichungen Randintegrale, die die Ableitungen der GraBen, die man
vorgeben will, enthalten. In Finite DifferenzenjVolumen Verfahren sind fiir die Imple­
mentierung dieser zusatzlichen Beitrage zu den Randknoten externe Zellen notwendig.
Cauchy-Randbedingungen zu formulieren ist numerisch nur iterativ moglich. Man be­
rechnet den Startwert der Variablen so, daf unter Beriickslehtigung der Funktions­
werte in den Nachbarknoten die Linearkombination aus Funktionswert und Ableitung
die Randbedingung erfiillen. Im nachsten Iterationsschritt worden die Variablen der
inneren Knoten auf diese Randbedingung reagieren und die Ableitungen werden sich
verandern. Deshalb ist eine neue Berechnung nach jeder Iteration notwendig und muf
so lange durchgefiihrt werden, bis eine stationare Losung erreicht ist.

4.3. 'i" Losungsabhangige N etzverfeinerung in Dreiecksnetzen

Da die effektivste Gittereinteilung auf einem Integrationsgebiet stark von der Losung
selbst abhangt, ist es wiinschenswert, die lokale Knotendichte losungsabhangig steuern
zu konnen.
Die Netzverfeinerung geschieht dabei auf folgende Weise: Zunachst wird auf einem gro­
ben Gitter eine Stromungsberechnung durchgefiihrt. Bedingt durch die gro:Ben Elemente
des Startnetzes kann auch der Zeitschritt relativ grof gewahlt werden.
(.... Stabilitiit des expliziten Zweischrittverfahrens)
Dariiber hinaus ist auch die Knoten- und Elementanzahl gering, sodaf eine stationare
Losung mit geringem Rechenaufwand gefunden werden kann. Diese Losung liefert be­
reits fiir das Stromungsfeld den Gesamtmassenstrom und erfiillt die gewiinschten Rand­
bedingungen. Lediglich in Bereichen, wo Gradienten der Stromungsvariablen sich stark
andern - die Funktion alsonicht "glatt" verlauft - , wird die Aufiosung der Startlosung
nicht ausreichend sein,
Nach solehen Bereichen wird durch Festlegung eines Indikators gesucht und die Drei­
ecke in diesen Zonen werden in je zwei oder vier kleinere Elemente aufgeteilt. Die neu
erzeugten Dreiecke und Knoten erhalten Nummern und die Werte der Stromungsva­
riablen an diesen Punkten werden aus der Startlosung linear interpoliert. Die dann
auf dem verfeinerten Gitter durchgefiihrte Rechnung muf rasch konvergieren,danur
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noch in den verfeinerten Elementen eine exakte Losung zu berechnen ist. Bei schlechter
Konvergenz ist das ein Hinweis darauf, daf die Ausgangslosung nicht nahe genug am
stationaren Zustand lag. Insofern ist die Verfeinerung auch eine empfindliche Methode,
die Qualitat der Startlosung zu kontrollieren.
Ein geeigneter Indikator ftir die Netzverfeinerung Hint sich aus folgenden Forderungen
ableiten [130J:

e Der Indikator sollte aus den Variablenwerten leicht und schnell berechenbar sein

• Der Indikator sollte dimensionslos sein, da mehrere Stromungsgleichungen mit
entsprechend vielen Variablen gelost werden und eine Verfeinerung nach jeder
Variable moglich sein sollte.

• Der Indikator sollte normierbar sein, sodaf er auf eine moglichst grofie Anzahl
von Problemen angewendet werden kann, unabhangig vom speziellen Aussehen
der Losung.

Eine mogliche Wahl des Indikators ist der lokale Fehler, der sich aus der Differenz
zwischen der exakten Losung U und der Approximation U berehnet. Dieser Fehler
IIU - UlIlaJ3t sieh tiber eine Sobolev Norm [132J abschatzen:

liTT _ iTil <' ,"!,21TT1.II v U II ..:::: '-' ", !Vi:'::

C ist eine Konstante, die weder von der Geometrie noch von der Losung abhangt, heine
eharakteristisehe Lange im Element. Fur IUb wurde speziell die H 2-Seminorm gewahlt,
da sie bei Verwendung von linearen Ansatzfunktionen naeh partieller Integration noch
berechenbar ist [133]:

~ rl (8Ni 8Nj '\
f;:o)o \.8xk 8y(2 k))

(4.69)

Normiert und gleichzeitig dimensionslos wird dieser Ausdruck, Indem man ihn auf den
Absolutwert des Integrals in der Seminorm bezieht. Es ergibt sich also ftir den Interpo­
lationsfehler Err; an jedem Knoten i:

Erri (4.70)

Diese Fehlergrofle erfiillt nun alle Forderungen; sie ist mit den gespeicherten Wer­
ten der Ansatzfunktionen, bzw. ihrer Ableitungen einfach zu berechnen, kann fur je·
de Stromungsvariable auseiner Zwischenlosung erzeugt werden und ist boschrankt
(0 ::; Erri :::; 1).
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Programmtechnisch wird die Netzverfeinerung so realisiert, daf auf jeder Elementseite
der Mittelwert aus den berechneten Fehlern der beiden Knoten gebildet wird. Liegt
dieser Fehler iiber einer vorher festgelegten Schranke, so wird die Seite durch einen
neuen Knoten halbiert. Diese Prozedur wird fur aIle Seiten wiederholt und die neu ent-
standenen Elemente und Knoten anschliefiend durchnumeriert.

(a)

/ I
/\ / <.

I
I
!

/

(b)

/j
/;

I
~---7i

Abbildung 4.4: Ausgangsnetz mit markierten Seiten, die verfeinert werden sollen (a)
und Netz nach der Verfeinerung (b)

Urn eine gute Auflosung aller Gradienten zu erreichen, muf der Verfeinerungzyklus
zwei- bisdreimal durchlaufen werden. Man hat zusatzlich in jedem Zyklus die Op­
tionen, entweder eine bestimmte Fehlerschranke vorzugeben oder eine Elementanzahl
anzugeben, auf die verfeinert werden solI. Der Algorithmus benotigt etwa die Rechen­
zeit von einigen Zeitschritten des Navier-Stokes-Programms, sodaf der Einfluf auf die
Gesamtrechenzeit vernachlassigbar ist.
Anzumerken ist allerdings, daf die neuen Elemente und Knoten fortlaufend vom alten
Gitter ausgehend weiternumeriert werden. Daher solIte bei Benutzung eines direkten
Matrixlosers jedem Verfeinerungsschritt eine Optimierung der Matrixbandbreite fol­
gen. DieseUrnnumerierung kann bei Anwendung eines iterativen Verfahrens eingespart
werden, cia alle Operationen nacheinander fiir jedes Element durchgefiihrt werden, und
die Elementnumerierung auf die Rechnungen keinen Einfluf hat.



Kapitel5

Das FEM=Modell in der
Randschicht von TEXTOR

5.1 Das Rechengebiet

5.1.1 Die Berechnung der magnetischen Konfiguration

Zur Berechnung der magnetischen Konfiguration einer Ohm'schen Entladung in TEX­
TOR wurde das Plasmagleichgewichtsprogramm CATl benutzt [20, 21]. Es lost die
Grad-Shafranov Gleichung numerisch und liefert als Ergebnis Starke und Richtung des
Magnetfeldes entlang bestimmter Geraden und die Kontur der Fluflflachen.
Vorgegeben wurden typische Profile fur Strom, Dichte und Temperatur [134]:

j(r)

T(r)

und die Parameter:

FluBfliichenradius auBen
{3pol auflen

Plasmagesamtstrom

a = 0.462m
{3pol 0.2
I = 400kA

(5.1)

(5.2)

Das Toroidalfeld wird mit dem reziproken grofen Radius abfallend angenommen:

BoRa 3.5
s.; = ~ = (Rjm)Te8Ia

Ein Resultat dieser Rechnung sind annahernd kreisforrnige FluJlfliichen. Die relative
Anderung des Radius fur unterschiedliche poloidale Winkel ist kleiner als 2% und da­
mit in der GroBenordnung der Diskretisierung des Rechengebietes. Manerhalt eine

105
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Shafranov-Shift von:

Ll-Sh(1') = -2.0511'3 + 1.991r2
- 0.7561' + 0.126 (5.3)

wobei alle Griiflen in der Einheit m anzugeben sind.
Die Konfiguration ist so gewahlt, daf die Flufsfiache zu r = a den Mitteipunkt
(R, z) = (1.750m, O.OOOm) hat.
Fiir die magnetische Achse findet man die Koordinaten
(R,z) = (1.7865m,0.000m).

----_._--

1.0--l

0.5

E 0w-<:J I
-0.5l

-1.0~

-1.5~
0.40 0.45 0.50

rim

Abbildung 5.1: Shafranov-Shift Ll- in Abhangigkeit vom Flufiflachenradlus t:
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Uber eine nichtlineare Interpolation wird das numerisch berechnete Poloidalfeld mit
kleinstem quadratischem Fehler an die analytische Formel aus Gleichung (2.33) ange­
palit:

Be(r,O) = !-tOlge' . h ( ~o _ co:O; . h I
27i"R \1" L,U /

Fur die Interpolationsfunktionen erhalt man die Abhangigkeiten:

(5.4)

fI(r) =

a
h( -) =

r

-5.4551r2 +5.4287r - 0.3540

a (a)2 (a)355.22 - 120.48:; +117.43:; - 40.23 ';

(5.5)

(5.6)

-_•...__...__.._--
TEXTOR RANDSCHICBT

R A
-- ---r ------...---..-i

WERTZ DES ?OLOIDALf'ELDES

Abbildung 5.2: Das poloidale Magnetfeld in derRandschicht von TEXTOR
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5.1.2 Die Generation eines Rechengitters

Das Rechengitter wird in seiner Struktur an die Flufrfiachen angepaflt. Die radiale
Unterteilung basiert auf verschobenen Kreisen. Beginnend bei einer Flufflache mit
T = DAm wird der Radius urn jeweils einen Zentimeter erhiiht und der Mittelpunkt
entsprechend der Shafranov-Shift berechnet. Die atiBere Flufflache hat einen Radius
von T = 0.5m.
Die Kontur des toroidalen Pumplimiters wird nach den Auslegungsrechnungen [135]
modelliert. Der "Limiterboden" verlauft exakt auf einer Flufdiache mit dem Radius
r = OA62m (Fiir diese Flache verschwindet die Shafranov-Shift ). Die innere Kontur
liegt bei etwa OA45m, wird aber, durch die Shafranov-Shift bedingt, von Fluffiachen
geschnitten.
In poloidaler Richtung verkiirzt man die Seitenlangen der Elemente zum Limiter hin,
sodail die Dreiecke in der Symmetrieebene viermal so lang sind wie an der Limiterspit­
Z€. Dies tragt dem erwarteten Verlauf der Profile aller Variablen Rechnung, die sich am
Limiter stark andern, wahrend sie weit weg davon entiang der poloidalen Koordinate
nahezu konstant sind. Urn den Limiter herum wird die Lange der Elementseiten noch
einmal um einen Faktor zwei verkleinert. Dies ist die Ausgangsgeometrie, auf der die
Striimungssimulation beginnt.

Dutch die Bestimmung des Flufsfiachenradlus und der Shafranov-Shift kann jedem
Punkt die Starke von toroidalem und poloidalem Magnetfeld zugeordnet werden. Da­
mit konnen die Griiilen be, b¢ und der Einheitsrichtungsvektor des Feldes berechnet
werden.
Urn die Striimungsberechnung durchfiihren zu konnen, werden die allgemeinen Koordi­
naten (R, z) der Knoten und Elemente auf lokale Magnetfeldkoordinaten transformiert,
d.h. in jedem Element wird eine Koordinatenachse entlang der poloidalen Projektion
des Magnetfeldes gewahlt und die andere Achse orthogonal hierzu. Eine solche lokale
Wahl des Koordinatensystems ist moglich, da die Liisung der Differentialgleichungen
nach dem FEM-Verfahren auf Elementebene geschieht. Damit wird die globale Trans­
formation einer gegebenen Geometrie auf ein orthogonales Rechtecknets, wie es fur
finite Differenzen Verfahren notig ist, tiberfliissig.
Die Transformation wird so durchgefiihrt, dail man im Elementschwerpunkt den Winkel
Os zwischen den allgemeinen Koordinaten (Rs, zs) und den lokalen Magnetfeldkoordi­
naten (xs, us) berechnet und anschlieilend die Zelle urn diesen Winkel dreht.

Die neuen Koordinaten des Punktes i lautendamit:

( ;; ) = (=~~~:~ ~~:::s) (~:=~s )

Die lokale Koordinate x wird entlang des Magnetfeldes im Uhrzeigersinn gewahlt und
die Koordinate y weist nach auilen. Damit sind poloidale Vektoren positiv, wenn sie im
Uhrzeigersinn gerichtet sind und radiale Vektoren, wenn sie von kleinen nach groilen
Fluffiachenradien orientiert sind.
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r, y\
x

R

Abbildung 5.3: Transformation der allgemeinen Koordinaten (R, z) in die lokalen Ma­
gnetfeldkoordinaten (x, y)

Wenn auf dem Ausgangsgitter eine konvergente Lcsung gefunden worden ist , konnen
zur Aufliisung starker Gradienten zusatzliche Elemente automatiseh generiert werden.
Dabei kann man die Variable, deren Gradient ein Mall fur die Netzverfeinerung sein
soll, frei wahlen.

5~1.3 Die Untersuchung der numerischen Diffusion

Die Anpassung des Gitters an die "Struktur" derFluflflachen bedeutet nichts anderes,
als daf eine Dreieekseite parallel zur Magnetfeldrichtung gewahlt wird. Dadureh hat
man auf dieser Seite rein parallelen Transport, wahrend die radialen Fltisse sich auf
die zwei anderen Seiten verteilen. Einer unphysikalischen, rein numerisch bedingten
Verrnisehung 1 der beiden Flullkomponenten wird mit soleh einer Orientierung des
Gitters vorgebeugt. Wie diese "numerische Diffusion" bei einem Rechengitter entsteht,
das in einem bestimmten Winkel zur Striimungsrichtung gekippt .ist, soli kurz erklart
werden [110].

"englisch: False Diffusion
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Dazu stellt man sich eine rein eindimensionale Stromung in einem zweidimensionalen
Gebiet vor, d.h. es existiert in die zweite Richtung keinerlei Bewsgungsmoglichkeit.
Diese Stromung habe in einem Teilgebiet die Temperatur Ti und im anderen Gebiet
die Temperatur Tz. In diesem idealisierten Modell diirfte in der Richtung senkrecht zur
Stromung kein Ausgleich der Temperaturen stattflnden, da keinerlei Transport erlaubt
ist.
Solange das Gitter entlang der freien Bewegung orientiert ist, wird es keinen Austausch
mit Nachbarpunkten in senkrechter Richtung geben, denn die Information kann allein
tiber die Knoten entlang der Stromungsrichtung weitergegeben werden.
Kippt man das Gitter jedoch relativ zur Stromungsrichtung, so gibt es auch nachste­
Nachbar-Punkte, die nicht mehr auf der Stromlinie liegen. Da aber die Information nur
von Knoten zu Knoten weitergegeben werden kann, ergibt sich in diesem Gitter ein rein
numerisch bedingter Transport in senkrechter Richtung. Wie groJl dieser "kiinstliche"
Transport ist , hangt nicht zuletzt vom numerischen Losungsverfahren ab. Gunstig ist
ein Zwei-Schritt-Verfahren, wie es auch in dieser Arbeit angewendet wird, das in einem
ersten Schritt eine Testlosung vorausberechnet, auf die dann die alten Variablen mit
den entsprechenden Fliissen reagieren. Diese Methoden reduzieren die numerische Dif­
fusion erheblich.[110J

Da auch die Plasmastromung quasi eindimensional ist - die 'Iransportkoeffizienten un­
terscheiden sich um einsn Faktor 5 . 104 - war es Interessant Z11 untersuchen, welchen
Einfiuf der Winkel zwischen dem Magnetfeld und einer Elementseite auf das Verhiiltnis
von realer zu numerischer Diffusion hat.
Zur Kontrolle wurden Rechnungen mit einer einfachen Warmeleitungsgleichung auf
strukturierten Dreiecksnetzen durchgefiihrt. Strukturiert soli hier heiBen, daf man von
einem Rechtecknetz ausgeht und dann jedes der Rechtecke in zwei Dreiecke unterteilt.
Dadurch ist eine exakte Orientierung des Gitters an einer vorgegebenen Richtung leicht
moglich.
Es wurden verschiedene Rechnungen mit einer punktformigen Energiequelle auf der
Berandung durchgefiihrt:

1. Gitter exakt parallel zur Magnetfeldrichtung orientiert und kein Transport senk­
recht zum Magnetfeld,

2. Gitter exakt parallel zur Magnetfeldrichtung orientiert und plasmatypische Trans­
portkoeffizienten:

wobei "Ii> ".1 ist ,

= 3.9
nT r
m

2

0.6~
s

(5.8)

(5.9)

3. Gitter zur Magnetfcldrichtung verkippt mit plasmatypischem parallelom Trans­
portkoeffizienten und ohne Transport in senkrechter Richtung

Diese Faile wurden mit unterschiedlichen Verhaltnissen zwischen Elementlange und
-breite wiederholt (1:1; 4:1; 10:1).
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Physikalisch sollte von der -- bei t = 0 eingeschalteten - Punktquelle am Rand aus­
gehend ein grofer Energiestrom parallel zum Feld fiiefien, sodaf sich nach kurzer Zeit
eine nahezu konstante Temperatur in dieser Richtung einstellt. Fur die verschiedenen
Transportstudien wurde die Anderung dieser Temperatur entlang der senkrechten Rich­
tung fur eine feste parallele Koordinate untersucht und jeweils eine charakteristische
Abfallange berechnet.
Ergebnis der ersten Rechnungen (Fall 1) ist, daf das Verfahren vollig exakt arbeitet,
wenn die Richtung des Transportprozesses mit einer Achse des Rechteckgitters iiber­
einstimmt. Es tritt keinerlei numerische Diffusion auf.
Aus den Rechnungen zu Fall 2 ergibt sich nach einer fiir die Randschicht typischen Zeit
von 10-2 Sekunden in der Richtung des langsamen Transports eine GauBverteilung, die
als Referenz im Vergleich zu anderen Losungon benutzt werden kann. Die charakteristi­
sche Diffusionslange variiert dabei urn ±5%, je nach Wahl von Elementlange zu -breite.
Im Vergleich dazu zeigt die numerische Diffusion bei verkipptem Gitter ( Fall 3 ) ein
lineares Profil in Richtung des langsamen Transports, das sich mit zunehmendem Kipp­
winkel verbreitert.
Untersucht man die Zeitabhangigkeit dieses Prozesses, so erkennt man, daf noch bevor
die "echte" physikalische Diffusion zu merklichen Fliissen fiihrt, ein Transport aufgrund
rein numerischer Diffusion stattfindet. Die Transportweite wachst in erster Naherung li­
near mit dem Logarithmus der Rechenzeit. Sie verandert sich damit nur wenig, wahrend
die Teale Difiusionslange mit der Wurzel der Rechenzeit ansteigt. Fur Zeit en urn 10-3

Sekunden haben reale und numerische Diffusion die gleiche GroBenordnung und erst
bei 10-2 Sekunden ist der echte physikalische ProzeB dominierend.

~_--Kur~e 1 (ecbte Diffusion)! -+.- Kurve 2 (20' GiUerkippun??.l
-,'r '---'.~ --- --'''---~'''--J- ----, ,.,--

1 -9- Kurve 3 (10' Gittcrkippung)
L __~~_. _

0.120 l

~0.100J
toJ
'0;

:i'
0 0.060

I

0.040-

-,
1E-02

ZeH/s
1E-031E-04

o.ooo-,I_~~----.-- ----.._--~

Abbildung 5.4: Vergleich der Diffusionslange von echtem und numerischem Transport
in Abhangigkeit von der Zeit
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Weiterhin wurde analysiert, wie stark die numerische Diffusion vom Kippwinkel der
Elemente zur Magnetfeldrichtung abhangt. Die Profile wurden fiir die typische Trans­
portzeit von 0.01 Sekunden ausgewertet. In der Abbildung ist bei einer Dlffusionslangc
von etwa O.l1m der Wert der realen Diffusion eingetragen. Im Vergleich dazu sind
fiir unterschiedliche Winkel die Transportweiten der rein numerischen Diffusion einge­
zeichnet. Die Bandbreite der Ergebnisse ist durch die unterschiedlichen Elementformen
bedingt. Fiir in paralleler Richtung langgezogene Elemente ist die numerische Diffusi­
on kleiner, wahrend sie bei Elementen mit gleicher Lange und Breite groBer wird. Die
allgemeine Tendenz ist ein mit dem Kippwinkel zunehmender numerischer Transport:
In erster Naherung steigt die Transportweite mit der Wurzel des Winkels und wachst
von Effekten um 10 %bei kleinen Abweichungen von der Magnetfeldrichtung auf Werte
um 50 % bei Kippwinkeln von 20°.
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Abbildung 5.5: Vergleich der Diffusionslange von echtem und numerischem Transport
in Abhangigkeit vom Winkel zwischen Magnetfeld und einer Dreieckseite

AuJ3erdem wurde getestet, welche Auswirkungen das Einfiigen zusatzlicher Elemente,
wie es bei der Netzverfeinerung notig ist, hat. Dazu wurde in das unverkippte struk­
turierte Dreiecksnetz eine verfeinerte Zone eingefiigt. In dieser Zone entstehen durch
die Verfeinerung auch Elemente, die keine zur Richtung des schnellen Transports par­
allele Seite besitzen. Wie die Rechnung zeigt, wird der Fluf in diesen Elementen auf
die gekippten Seiten aufgeteilt. Damit erreicht man in poloidaler Richtung eine groflere
Genauigkeit, gewinnt aber in radialer Richtung keine hohere Auflosung, Man macht
allerdings auch keine Fehler, denn die Flufierhaltung ist auf jeden Fall gewahrleistet.
Erst durch mehrmaliges Verfeinern nach unterschiedlichen Stromungsvariablen, kann
man in heiden Richtungen eine exaktere Losung erwarten.
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Abbildung 5.6: Physikalisch sinnvolle Netzverfeinerung durch Einfligung einer neuen
Flufflache in senkrechter Richtung zum Feld

Zusammenfassend lallt sich feststellen:

1. Die numerische Diffusion ist aufgrund der starken Anisotropie im Transportver­
halten ein sehr starker Effekt und erst nach ausreichend langer Rechenzeit domi­
niert der physikalisch richtige Transport.

2. NUT durch Anpassung des Gitters an die Flufiflachen kann eine grallere Verfal­
schung der "echten" Losung vermieden werden. Abweichungen der Elementseiten
von der Magnetfeldrichtung bis zu 5° sind tolerierbar.

3. Netzverfeinerungen sind nur dann physikalisch sinnvoll, wenn kleinere Elemente
generiert werden, die mit einer Seite wiederum an den Verlauf der Flufifiachen
angepallt sind.

5.2 Implementierung der Randbedingungen

Ist die Losung einer allgemeinen Differentialgleichung auf einem zweidimensionalen Ge­
biet gesucht, so benotigt man Badingungen fur die Variablen auf demo Rand des Gebie­
tes. In den meisten Fallen werden die Berandungen so gewahlt , daf eine der Koordina­
ten entlang des jeweiligen Randes konstant ist. Dann ergeben sich die Randbedingungen
flir die verschiedenen Richtungen einfach durch Abzahlen der Ableitungen, die inder
Differentialgleichung auftreten.
Flir kompliziertere Geometrien oder nicht einfach zusammenhangende Gebiete konnen
durch Berechnung der charakteristischen Variablen (Eigenwerte) und der Charakteristi­
ken (Eigenvektoren) dieses Gleichungssystems die Gleichungen entkoppelt werden. Man
erhalt neue Richtungsvektoren und neue Variablen, die aber oft sehr kompliziert aus
den einfachen Variablen und Einheitsvektoren aufgebaut sind. Vor allem flir nichtlinea­
re Gleichungen ist eine solehe (lineare) Charakteristikenmethode nicht sinnvoll, wei! die
starke Kopplung der Gleichungen zu komplexen Eigenwerten und Eigenvektoren fuhrt,
die die numerische Behandlung eher erschweren.
Daher bezieht man sich bei der Definition der Randbedingungen auf die Finite-Diffe­
renzen-Rechnungen, in denen der Definitionsbereich auf ein Rechteck mit orthogonalen
Randsrn transformiert werden muf und tibemimmt aus diesen Modellen die Randbe­
dingungen.
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Unklarheiten ergeben sich ailerdings an den "kiinstlichen" Randern, die beim FD­
Verfahren durch die Transformation entstehen. Dort werden in der Realitat zusam­
menhangende Zellen auseinandergerissen und jeweils als Gebietsberandung behandelt.
Dber eine Kontinuitatsbeziehung werden diese Gebiete wieder miteinander verbunden.
Im FE11-Formalisffills entstehen diese "Schnitte" nicht, cia das Gleichungssystem geo­
metrisch lokal behandelt wird. Daher miissen an diesen Punkten auch keine Zusatz­
bedingungen definiert werden und das Gleichungssystem hat graBere Freiheiten, eine
Losung zu linden. Diese Aussagen basieren nur auf dem Vergleich von Ergebnissen, die
mit den verschiedenen Methoden gewonnen wurden. Mathematisch wurde noch keine
exakte Formulierung des Randwertproblems gefunden. Dieser Aufgabe soilte man sich
allerdings in den nachsten J ahren zuwenden, denn wie die Rechnungen zeigen, sind die
stationaren Zustande stark yon der Wahl der Randbedingungen abhangig,
Fiir die Variablen Dichte, Poloidalgeschwindigkeit, Radialgeschwindigkeit, Elektronen­
und Ionentemperatur lassen sich durch einfaches Abzahlen der Ableitungen in verschie­
denen Richtungen folgende Randbedingungen festlegen:

Kontinuitatsgleichung (radiale Impulsbilanz eingesetzt)
poloidale Koordinate: 1 Randbedingung fiir Dichte oder poloidalen FluB
radiale Koordinate: 2 Randbedingungen fiir Dichte oder radialen Fluf

Impu!sgleichung in poloidaler Richtung
poloidale Koordinate:
2 Randbedingungen flir poloidale Geschwindigkeit oder poloidalen Fluf
radiale Koordinate:
2 Randbedingungen fur radiale Geschwindigkeit oder radialen Fluf

Energiegleichungen (Elektronen, Ionen)
poloidale Koordinate:
2 Randbedingungen fur jede Temperatur oder den poloidalen Energiefluf von Elektro-
nerr/Ionen.
radiale Koordinate:
2 Randbedingungenfur jede Temperatur oder den radialen Energiefluf von Elektro­
ncn /Ionen.

5.2.1 Einstromrand -innere FiuBfiiiche

Der Einstromrand ist eine Flufflache, die so welt im Inneren liegen soil, daf man von
peloidal homogenen Plasmaparametern und damit auch von verschwindenden Gradi­
enten entlang des Feldes ausgehen kann.
Fiir die Kontinuitatsgleichung kann daher eine konstante Dichte, radiale FluBdichte
oder ein konstanter Gesamtfluf vorgegeben werden. Bei Festlegung der Fliisse muf
aber die Konstanz der Dichte auf dem Rand zusatzlich gewahrleistet sein. Dazu muf
eine Reskalierungdes Dichtewertes nach jedem Iterationsschritt erfolgen, was mit ei­
ner langsameren Konvergenz verbunden ist. Man kann also den Wert der Dichte fest
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vorgeben oder die Fliisse iiber die Randintegrale in der schwachen Formulierung beriick­
sichtigen. (-> Implementierung der Randbedingungen in der FEM)

Wegen der verschwindenden Gradienten wird die poloidale Geschwindigkeit zu null an­
genomrnen. In den Energiegleichungen konnen, analog zur Kontinuitatsgleichung ent­
weder die Temperaturen oder die Fliisse vorgeschrieben werden. Auch hier konvergiert
das Verfahren schneller, wenn die Temperaturen festgelegt sind, was als "starke Form
der Randbedingungen" bezeichnet wird.

5.2.2 Plasmarand - auBere Flufiflache

Der Plasmarand wird in den Rechnungen so weit nach auBen gelegt, daf das Plasma
als ideal striimend (ohne Reibung) in radialer Richtung angenommen werden kann und
die Dichten so gering sind, daf radiale Fliisse vernachlassigbar sind.
Fiir die Kontinuitatsgleichung wird demnach r Tad = 0 vorausgesetzt.
Die poloidale Geschwindigkeit hat bei idealer Striimung keinen radialen Gradienten,
d.h. es treten keine Scherkrafte auf.
Fiir die Energiegleichungen werden entweder die Temperaturen ftir Elektronen und 10­
nen vorgegeben oder auch hier werden die Energiestriime zu Null gesetzt oder konsant
vorgegeben,

5.2.3 Ausstrornrand - Limiter

Der Ausstriimrand rnuf in mehrere Teilbereiche untergliedert werden, je nach dem Win­
kel, den Oberflachennormale und Magnetfeldrichtung einschlieBen.
Fiir Winkel bis zu 85° wird in der Impulsbilanz das Bohm-Kriterium fiir die Geschwin­
digkeit parallel zum Feld gefordert.
In den Energiegleichungen werden die Energiefliisse fiir Elektronen und Ionen durch
die aus Randschichtrechnungen folgenden "sheath-transmission" Faktoren festgelegt.
Sie werden nach den numerischen Berechnungen von R. Chodura [59] abhangig vorn
Auftreffwinkel der Stromung gewahlt, wie es in Abschnitt (2.3.3) erlautert wurde.
Die Berandungen des Limiters, die nahezu parallel zur Magnetfeldrichtung verlaufen,
werden wie ideale Wande behandelt, d.h. die radialen Teilchenfliisse werden zu null
gesetzt und die Poloidalgeschwindigkeit soil keinen radialen Gradienten haben. Auch
die radialen Energiefliisse und damit auch der radiale Temperaturgradient sollen ver­
schwinden. Diese Randbedingungen sind nur eine Naherung und resultieren aus den
Unsicherheiten in den Berechnungen zur elektrostatischen Schicht. In Zukunft sollten
grofere Anstrengungen unternommen werden, auch im Fall streifenden Einfalls exakte
Randbedingungenaus .numerischen Berechnungen der Raumladungszone abzuleiten,
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5.3 Berucksichtigung von Quelltermen

Die Beriicksichtigung der Quellterme in den Plasmagleichungen spielt eine entschei­
dende Rolle fiir die Transportvorgange in der Plasmarandschicht und damit auch fiir
die Konzepte zur Teilchen- und Energieauskopplung in einem Fusionsreaktor. In al­
len heutigen Experimenten hat das Plasma eine genau definierte Kontaktflache mit
einer speziell ausgelegten Wandstruktur (Limiter- oder Divertorplatten). Dort wird das
Plasma neutralisiert und als Neutralgas » recycled" . Fiir zukiinftige Tokamakkonzep­
te ist sogar vorgesehen, die Neutralgaswolke so undurchlassig zu machen, daf keiner­
lei Plasma-Wand-Kontakt stattfindet. In beiden Fallen ist eine Beriicksichtigung der
Wechselwirkungen zwischen neutralen und geladenen Teilchen wichtig zum Verstand­
nis der physikalischen Vorgange in der Randschicht. Dabei tragen analytische Modelle
mehr zum qualitativen Verstandnis bei, wahrend ftir quantitative Aussagen numerisch­
statistische Modelle zur Verfiigung stehen.

5.3.1 Implementierung eines analytischen Neutralteilchenmodells

Es wird zur Berechnung der Teilchen- und Energiequellen das in Abschnitt (2.3.4) ein­
gefuhrte analytische Modell benutzt. Programmtechnisch geht man dabei so vor, daf
der Ionenfluf auf die einzelnen Seiten der Berandung berechnet und gemall einem Recy­
clingkoeffizienten als neutraler Flull senkrecht zur Wand in die Randschicht reemittiert
wird. Entsprechend dem Volumen der zu durchquerenden Zelle und einer mittleren frei­
en Wsglange wird er durch Wechselwirkungen mit dem Hintergrundplasma verandert:
Es werden neutrale Atome reionisiert, die einerseits die Plasmadichte erhohen und an­
dererseits durch ihre niedrige Energie das Plasma abkiihlen. Bei jeder Ionisation bringen
sie nur eine Energie von 5eV ins Plasma ein. Die Elektronen verlieren durch den Ioni­
sationsprozef jeweils 25eV pro Neutralteilchen.
Gleichzeitig wird durch jede Reionisation die Flufidichte des Neutralstrahls reduziert.
Der verbleibende Flull wird gemaf der Lange und der Normalenrichtung der beiden
anderen Dreieckseiten aufgeteilt und an die Nachbarelernente weitergegeben.
Ein grofler Nachteil dieses einfachen Modells besteht darin, daf die Winkelverteilung
der Neutralteilchen beim Eintreten ins Plasma nicht vorgegeben wird, sondern von der
Netzeinteilung vor der Wand bestimmt wird. Fiir zukiinftige Anwendungen ist geplant,
das Programm in diese Richtung zu erweitern.
Wechselwirkungen wieLadungsaustausch und atomare Anregungsprozesse bleiben als
Energiequellen, bzw. -senken unberiicksichtigt. Der Vergleich mit statistischen.Metho­
den zur Neutralteilchensimulation zeigt einen deutlichen Unterschied.

5.3.2 Die .Neutralgasmodellierung mit EIRENE

Je hoher das Recycling an den Targetplatten wird und je mehr die Randschichtkonfi­
guration zu einer Flufierhohung entlang des Magnetfeldes fiihrt, umso wichtiger wird
die Bedeutung nichtlinearer, nichtlokaler Wechselwirkungen zwischen neutralen und
geladenen Teilchen. Diese Wechselwirkungen, die empfindlich von den physikalischen
Modellen und geometrischen Einzelheiten abhangen, konnen nur noch mit numerischen
Methoden behandelt werden.
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Man kann dazu ein Monte-Carlo Verfahren zur Losung der kinetischen Gleichungen
verwenden, wie den in dieser Arbeit benutzten linearen Transportcode EIRENE. Die
physikalischen Effekte, die ein solches Programm modellieren kann, wurden schon in
Abschnitt (2.3.4) behandelt. Es soll jetzt mehr urn die Einbindung des Verfahrens in
die Strornungssimulation gehen.

Die Einbindung in die Stromungssimulation

Allgemein wird davon ausgegangen, daf die charakteristische Zeitkonstante fur den
Neutralteilchentransport wesentlich kleiner ist als fiir den Plasmatransport , sodaf die
Berechnung der Neutralteilchenbewegung auf einem stationaren Plasmahintergrund ge­
schehen kann. Fluidmodell und Monte-Carlo Verfahren konnen aus diesem Grund durch
sukzessiven Austausch von Fliissen und Plasmaparametern miteinander gekoppelt wer­
den.
Weil ein kompletter Lauf des EIRENE-Programms aber sehr viel Zeit kostet, ist eine
Ankopplung an den Fluid-Code nach jedem Iterationsschritt nicht sinnvoll. Zur Berech­
nung der neuen Quellterme geht man daher folgendermaBen vor:

Die Aufteilung der Targetiliichen wird so vorgenommen, daf Randelemente mit
gleicheu Randbedingungen zu einer Teiloberfiache zusammengefaBt werden. Die Plas­
ma-parameter auf den Randfiachsn und der Recycllngkoeffizient R = rneutral Ifion fur
jede Zone werden an EIRENE iibergeben. Der Recyclingkoeffizient ist an den Tar­
getoberflachen ohne Pumpleistung (Limiteroberflachc) eins und reduziert sich urn die
Pumpeffektivitat an den Ausstromkanalen.

Der EIRE1""~E-Lauffur die Teiloberflachen liefert fiir jedes Element eine Quell­
starke in Dichte, Impuls, Elektronen- und lonenenergie. Die Elektronen werden auf­
grund des Stof-Strahlungsmodells stark gekiihlt. Die mittlere Energie der Ionen nimmt
ab, da die durch Reionisation nell entstehenden Plasmateilchen jeweils nUT eine Energie
in der GraBenordnung des Wandplasmas mitbringen. Durch Dissoziation von neutralen
Molekiilen kommt es in Teilbereichen zu einem echten Energieverlust. Diese Bereiche
liegen aufgrund der kurzen freien Weglangen der Molekiile nahe an den Tatgetober­
flachen.
Durch Summation tiber die Beitrage aller Teiloberflachen erhalt man die Gesamtquell­
starke in jedem Element.

Die Skalierung der Quellterme irn F!uidmodell Nach jeder Iteration in der
Fluidrechnung wird der Ionenfiuf auf die Berandungen neu berechnet, getrennt nach
den Teilbereichen. Mit den so berechneten Fliissen konnen diealten Quellterme skaliert
und eine weitere Iteration durchgefiihrt werden.

Ein neuer Aufruf von EIRENE erfolgt dann, wenn die Temperaturen an den
Targetoberflachen sich signifikant geandert haben. Das Verfahren wird so oft wiederholt,
bis sich die Temperaturen und Fliisse nur noch marginal andern, sodall man von einer
stationaren Losung der Fluid-Gleichungen ausgehen kann.



118 KAPITEL 5. DAS FE1vI-MODELL IN DER RANDSCHICHT VON TEXTOR

5.4 Eine Beispielrechnung fiir TEXTOR

5.4.1 Charakteristische Zeiten in der TEXTOR-Randschicht

Ausgehend von den Betrachtungen tiber die charakteristischen Transportzeiten und
tiber die Zeitschrittbeschraukung des expliziten Losungsalgorithmus' konnen jetzt in
grober Naherung Aussagen tiber die Anzahl der Iterationen gemacht werden, die notig
sind, eine stationare Losung ftir die TEXTOR Randschicht zu finden.
Wie in Abschnitt 3.7.2 schon festgestellt, ist der Prozef mit der langsamsten Relaxati­
on die radiale Diffusion. Geht man von einer Randschichtdicke von etwa O.lm aus, so
erreicht man eine stationare Losung nach ungefahr 10-2 Sekunden. Dies ist die Zeit,
die man also auf jeden Fail "rechnen" mufi.
Aufgrund des CFL-Kriteriums, das in jedem Element erftillt werden muf (siehe Ab­
schnitt 4.3.5), ist aber die Schrittweite, vor allem in poloidaler Richtung, eingeschrankt ,
Die poloidale Ausdehnung der Elemente in Limiternahe betragt ca. 3.5cm, sodaf der
typische Zeitschritt fiir die Elektronenwarmeleitung 10-9 Sekunden ware. Man branch­
te damit etwa 107 Zeitschritte, urn eine stationare Losung zu berechnen. Selbst bei
einem hoch vektorisierten Programm, wie dem vorliegenden FEM-Algorithmus, wiirde
das eine immense Rechenzeit beanspruchen.
Auch aus mathematischer Sicht erscheint es nicht sinnvoll, das Problem auf diese Art
zu behandeln, denn bei sehr steifen Gleichungssystemen (Eigenwerte unterscheiden sich
urn mehrere Grofienordnungen) besteht bei Anwendung ein und desselben Losungsal­
gorithmus auf allen Zeitskalen die Gefahr, keine oder aber eine vollig falsche Losung zu
finden.
Daher entschieden wir uns dafiir, das Elektronentemperaturprofil vorzugeben. Der
schnellste Transportprozefi ist dann die Ionenwarmeleitung mit einem charakteristi­
schen Zeitschritt von etwa 5 .1O-8s (vgl. Gleichung (3.126)). Vergleicht man diesen
Zeitschritt mit der Zeit fiir den radialen Transport von 10-2s, so benotigt man etwa
2 . 105 Zeitschritte, urn einen stationaren Zustand zu erreichen.

Natiirlich ist diese Losung auf langere Sicht nicht befriedigend, Es soll aber darauf
hingewiesen werden, daf dieses Problem kein spezielles Problem der FEM ist, sondern
durch den gezielt ausgewahlten expliziten Loser zur Modellierung konvektiver Problems
bedingt ist. Fiir die Zukunft ist geplant, alle konduktiven Phanomene mit einem impli­
ziten Loser zu behandeln, der keine Zeitschrittbegrenzung hat. Da in dieser Prozedur
bei diffusiven Prozessen keine Stabilitatsprobleme auftreten, diirfte die Erweiterung re­
lativ schnell und einfach durchzufiihren sein. In dieser Arbeit wurde diese Modifikation
noch nicht durchgefiihrt.

5.4.2 Das Elektronentemperaturprofil

Wie im vorigen Abschnitt begriindet, wird das Elektronentemperaturprofil vorgegeben.
Urn eine moglichst konsistente Behandlung ailer Gleichungen zu gswahrleisten, wurde
eine Interpolation der Losungen aus den Rechnungen von H. Gerhauser [46J und M.
Baelmans [64J vorgenommen, die den TEXTOR-Fall mit denselben Transportkoeffizi­
enten behandelt haben.



5.4. EINE BEISPIELRECHNUNG PUR TEXTOR 119

Es wurde allerdings nur der Verlauf der Losung nachgebildet, die Randbedingungen
basieren auf iiber viele Entladungen gemittelten Messungen in der Randschicht von
TEXTOR [136].
Demnach hat man in der Aquatorialcbcnc bei einem Fluflflachenradius T =DAm eine
Elektronentemperatur von 70e17 und bei r = O.5m einen Wert von 14eV. Zurn Vergleich:
Die Elektronentemperatur am Plasmarand ist bei H. Gerhauser [46] etwa 12eV.

TEXTOR RANDSCHICHT

Abbildung 5.7: Die Elektronentemperatur in der Randschicht von TEXTOR
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5.4.3 Die Randbedingungen

GemaJJ den Vorgaben aus Absehnitt 5,2 wurden die Randbedingungen gewahlt,
Einstromrand - innere FluBfliiche:
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Ausgangspunkt der Rechnung ist ein Gitternetz mit 326 Knoten und 566 Elementen,
aufgebaut wie es in Abschnitt 5,1,2 erlautert wurde. Es wurden zwei AnfangslOsungen
gewahlt, urn zu iiberpriifen, ob die Reehnung in beiden Fallen die gleiehe stationare
Losung liefert , Die Stationaritat kann iiberpriift werden, indem man die relative zeitli­
che Anderung dey Losung TlJ! berechnet lind mit clef charakteristischen Gesamtzeit fur
das spezielle Problem YTEXTOR vergleieht.
Fiir eine stabile Losung muf gelten:

Y" ;}> YTEXTOR "" 1O~2 Sekunden (5.13)

Anfangsl8sung 1 gibt radial linear abfallende und poloidal homogene Profile fiir
Dichte und Ionentemperatur vor. Sowohl die Radial- als auch die Poloidalgeschwindig­
keiten werden iiberall zu Null gewahlt. Ausgehend von diesem Anfangszustand wurden
5,105 Iterationen mit dem analytisehen Neutralteilchenmodell durchgefiihrt. Aufgrund
der vom Gleiehgewieht weit entfernten Geschwindigkeitverteilung mufJte mit kleinen
Zeitsehritten begonnen werden, Der Zeitsehritt wurde aber nach ca. 2, 105 Iterationen
graller und naeh einer Realzeit von 1,35 ' 10-2s war eine stationare Losung mit einer
Relaxationszeit fiir die Dichte von Tn '" 2,72s erreicht.
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Anfangslosung 2 setzt dieselben Profile fur Diehte und Ionentemperatur voraus.
Hingegen wird die Radialgesehwindigkeit konstant vorgegeben, wie es fiir einen expo­
nentiellen Dichteabfall zu erwarten ware, und die Poloidalgescbwindigkeit steigt von
der Symmetrieebene bis zum Limiter linear auf Sehallgesehwindigkeit an. Die naher
an der stationaren Losung liegende Anfangsverteilung konvergierte schneller lind nach
2.4 . 105 Iterationen, d.h. einer Realzeit von 1.05 . 10-2 wurde eine stationare Losung
mit Tn =4.763 gefunden.

Die aus den beiden Anfangszustanden bereehneten L6sungen zeigen eine sehr gute
Ubereinstimmung. Gemittelt liegen die relativen Abweichungen der Plasmaparameter
unter 0.1 % und der maximale Untersehied an einzelnen Knoten ist kleiner als 2.4 %.

Die erste EIRENE-Rechnung wurde mit dieser Grund16sung durehgefiihrt. Die
von EIRENE gelieferten Quellterme waren allerdings so versehieden von den Quellen
des analytisehen Neutralteilehenmodells, daf sieh eine neue L6sung einstellen mufite.
Um den neuen stationaren Zustand schneller zu finden, wurde der Plasmaeode nieht
bis zur Konvergenz iteriert, sondern EIRENE scbon dann aufgerufen, wenn der Fluf
auf die Targetoberflachen sieh um einen vorher festgelegten Faktor geandert hatte. In
diesem Sinne wurde dann aueh eine neue Bedingung fiir die Sationaritat einer Losung
formuliert:
Stationar ist die Plasmalosung dann, wenn die F'ltisse auf den Limiter sich
innerhalb charakteristischer Transportzeiten nur noch wenig iindern.

...
_'0.0...
IPF-KFA Juelich RAP S

Abbildung 5.8: Das Ausgangsnetz fiir die TEXTOR Reehnung mit 326 Knoten und566
Elementen
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Nach dem ersten EIRENE-Aufruf und 700 Iterationen des Plasmacodes hatten sich die
Fliisse auf die einzelnen Targetteile urn bis zu 30 %verandert. Daher wurden an diesem
Punkt die Iterationen gestoppt und die aktuelle Losung an EIRENE iibergeben.

Der zVleite EIRENE-Lauf lieferte Quellen, die immer noch weit weg von einer
stationaren Losung waren, denn nach 900 Iterationen hatten sich die Strome am Aus­
trittsrand erneut urn 30 % verandert.

Der dritte EIRENE-Lauf erst zeigte bessere Konvergenz. Es konnten bereits mehr
als 1900 Iterationen durchgefiihrt werden, bevor die Flufianderung auf den Randelemen­
ten 20 % betrug.

Die vierte EIRENE-Kopplung war dann so stabil, daf nach 3000 Schritten in
keinem Randelement der Fluf sich urn mehr als 5% verandert hatte.
Diese Losung wurde abgespeichtert und nach dem in Abschnitt 4.3.7 erlauterten Ver­
fahren eine
erste Netzverfeinerung durchgefiihrt. Der Verfeinerungsparameter, dessen Gradien­
ten mallgeblich sind, war die poloidale Impulsdichte. Das Gitter wurde erweitert auf
750 Elemente und 427 Knoten.
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Abbildung 5.9: Das nach zweimaliger Verfeinerung entstandene Rechengitter mit 557
Knoten und 1000 Elementen
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Nach weiteren 6000 Iterationen und einer zwischengeschalteten EIRENE-Kopplung
wurde eine
zweite Netzverfeinerung vorgenommen. Es wurde jetzt nach der radialen Impuls­
dichte verfeinert und ein Netz mit 1000 Elementen und 557 Knoten erzeugt.
Nach dem sechsten EIRENE-Lauf und anschliefenden 9000 Iterationen konnte ein sta­
tionarer Zustand mit T" = 3.74s gefunden werden. Die Fliisse auf die Targetoberflachen
anderten sich innerhalb dieser 9000 Zeitschritte um weniger als 4%. Die nachfolgende
Diskussion der Ergebnisse bezieht sich auf diese Losung,

5.5 Ergebnisse der TEXTOR-Beispielrechnung

5.5.1 Die Giiltigkeit der Fluidnaherung in poloidaler Richtung

Wie in Kapitel 3.1 schon naher ausgefiihrt , solI an dieser Stelle a posteriori die Giiltig­
keit des Fluidmodells iiberpriift werden. Dazu wird fiir die Ionen in jedem Punkt des
Gitters die kleinste poloidale Abfallange der einfachen Variablen Dichte, Poloidalge­
schwindigkeit und Ionentemperatur bestimmt, fiir die Elektronen ist die charakteristi­
sche Lange durch den Verlauf der Elektronentemperatur gegeben. Diese Langen wer­
den jeweils ins Verhaltnis gesetzt zur mittleren freien Weglange fiir den entsprechenden
Transportprozell.

TEXTOR RANDSCHICHT

Abbildung 5.10: Das Verhaltnis von poloidaler Abfallange zu freier Weglangein loga­
rithmischer Darstellung fiir die Ionen
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Damit die Voraussetzungen fur eine Flussigkeltsnaherung erfiillt sind, sollte dieses
Verhaltnis flir beide Tei1chensorten wesentlich grofier als eins sein. Wie man aus der
Abbildung 5.10 erkennt, sind die Voraussetzungen fur eine Fluid-Beschreibung der 10­
nen nur in den Aufienbereichen (r ~ 0.48m) und in der Nahe der Symmetrieebene
srfullt, ,vobei die poloidale Abfallange maximal einen Faktor vier gro:f3er ist als die freie
Wsglange der lonen. Im Aufienbereich und in der Nahe des Targets ist das Plasma trotz
starker Gradienten stofibestimmt, weil die Temperaturen niedrig, bzw, die Dichten sehr
hoch sind. In der Symmetrieebene sind es die kleinen Gradienten der Plasmagrofcn, die
das Verhaltnis zwischen Abfallangc und freier Weglango auf Werte um eins ansteigen
lassen. In vielen anderen Bereichen der Randschicht jedoch, ist das Fliissigkeitsmodell
keine gute Beschreibung. Wie schon vorher angedeutet kann man sich in diesen Zonen
nur auf den Standpunkt zuriickziehen, daf die Ergebnisse des Fluidmodells oft besser
sind, als es die Naherung erwarten lafit.
Fiir die Elektronen ist die Fliissigkeitsnaherung in der ganzen Randschicht zumindest
marginal erfiillt. Im Vergleich zu den lonen konnte dieses Ergebnis erwartet werden ,
denn bei gleicher freier Weglange von Elektronen und lonen sind die Gradienten der
Elektronentemperatur aufgrund der hoheren Warmeleitfahigkeit sehr viel kleiner.
Da aber die Elektronentemperatur in dieser Rechnung eine fest vorgegebene Grofie ist ,
scheint eine eingehendere Analyse nicht sinnvoll.
Abschliefiend soll darauf hingewiesen werden, daf die Oszillationen, die am Rand des
PlaslUakerlls auftreten, rein numerisch bedingt sind. Sie werden durch in diesem Gebiet
auftretende, entgegengesetzt gerichtete Stromungen verursacht, die eine exakte Berech­
nung der Cradientenlangen erschweren.

Abbildung 5.11: Das Verhaltnis von poloidaler Abfallange zu freier Weglangein loga­
rithrnischer Darstellung fur die Elektronen
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5.5.2 Die dominierenden Transportprozesse

Transport.prozesse in der Impulsbilanz

Zur Analyse des dorninierenden Transports in der poloidalen Irnpulsbilanz wird auf die
in Abschnitt 3.7.3 definierte Reynolds-Zahl zuruckgegriffen.

(5.14)Re =
Lv' mini' Cs

~1)0

Driickt man die charakteristische Lange Lv durch den relativen Geschwindigkeitsgra­
dienten aus:

1 8vII
Lv= -­

CSaxll

1 aug
---
Csaxe

(5.15)

so ergibt sich:

R
mini' C~

e=48iie =
'31)0ax;;

5(pi +Pel
41) aue

°aXB
(5.16)

In der konservative Formulierung der Fliissigkeitsgleichungen (vgl. Abschnitt 3.2 oder
Gleichung (3.99)) wird besonders deutlich, daf die Reynolds-Zahl angibt, zu welchern
Anteil die Impulsanderung einer Teilchenstromung durch Druckgradienten und zu wel­
chern Anteil durch Viskositatseffekte verursacht wird.
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Abbildung 5.12: Die lokale Reynolds-Zahl fur die Ionenimpulsbilanz in logarithmischer
Darstellung
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In vielen theoretischen Ansatzen [33] wird der viskose Transport gegentiber dem Trans­
port durch Druckgradienten vernachlassigt und eine dissipationsfreie, globale Impuls­
bilanz zwischen Separatrix und Targetoberflache angenommen. Nach dem Ergebnis der
numerischen Berechnung ist diese Annahme nicht gerechtfertigt, denn auller vor den
Limiterspitzen 1St der viskose Transport von derselben Grofienordnung oder eher gr5Ber
als der Transport durch Druckgradienten.
Vor allem im Bereich hoher Plasmadichtcn, besonders in der Nahe von Targetober­
fiachen sind die viskosen Effekte wichtig. Das kiinnte auch erklaren, warum in JET­
Divertor Rechnungen (durchgeftihrt mit Braams-B2 und EIRENE) die nach einfachen
theoretischen Uberlegungen erwartete globale Druckbilanz zwischen Separatrix und
Targetoberflache [137] nicht erftillt ist.

Transportprozesse in der Ionenergiebilanz

Analog zur Reynolds-Zahl kann auch die Peclet-Zahl umgeformt werden:

Fe =
LT' ni . '11

KII

ni . '11
1 baT,

KII Ti 0!JX8

PiVO
=

b2 er.
oK11 !JX8

(5.17)

Ahnlich wie vorher in der Impulsbilanz wird hier nun der konvektive und der konduktive
EnergiefluE miteinander verglichen (siehe Gleichung (3.101)).
Man erkennt deutlich, daf die Peclet-Zahl im gesamten Gebiet kleiner ist als eins, d.h.
der Ionentransport wird durch die dissipativen Effekte dominiert. Nur in der Nahe
des Ausstromkanals unter dem Limiter sind Diffusion und Konvektion von derselben
GriiEenordnung.

TExtOR Rll.RDSCIUCR'l'
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Abbildung 5.13: Die lokalePeclet-Zahl ftir die Ionenenergiebilanz in Iogarithmischer
Darstellung
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Eine Peclet-Zahl in der GraBenordnung eins unter dem Limiter bedeutet aber nichts
anderes, als daf der aus den Randbedingungen folgende EnergiefluB sich zu etwa glei­
chen Teilen durch konvektiven und konduktiven Transport geliefert wird. Diesen Effekt
beobachtet man an der Oberseite des Limiters nicht, da dart neben Dissipation und
Konvektion die Wechselwirkung der Neutralteilchen mit dem Plasma einen entschei-
denden Einfluf auf die Energiebilanz hat.

5.5.3 Berechnete Randschichtprofile in TEXTOR

Das Dichteprofil

TEXTOR RANDsCHrCHT

Abbildung 5.14: Die Plasmadichte in der Randschicht von TEXTOR

Die Merkmale des Dichteprofiles sind folgende:

1. Der radiale Dichteabfali istfiir graBere Torusradien starker, was wegen der im
Torus nach auBen graJ3er werdenden Flachen und den damit zusammenhangenden
starkeren radialen Fliissen auch erwartet werden konnte,

2. Die radiale Abfallange betragt in derRechnung etwa 5cm, d.h. sie ist im Vergleich
zum Experiment urn einen Faktor 3-4 zu graB. Diese Diskrepanz ist dadurch zu
erklaren , daf zur Auswertung der Messungen lediglich ein globales radiales Diffu­
sionsmodell benutzt wird, Im Gegensatz zu den Rechnungen geht keinerlei poloi­
daler Transport ein. Da dieser aber, vor allem aufgrund von Recycling- Effekten,
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einen groBen Einfluf auf die radialen Gradienten und Fltisse hat, bestimmt er zu
einem grofsen Teil auch die radialen Abfallangen. Es laBt sich also feststellen, daf
der gemessene, globale Diffusionskoeffizient nicht mit dem in die Randschicht­
modellierung eingehenden lokalen Koeffizienten gleichgesetzt werden darf. Viel­
mehr rniifite man in den Rechnungen die Diffusion so lange modifizieren, bis das
Gesamtsystem aus poloidalem und radialem Transport die gemessenen radialen
Profile reproduziert.

3. Sowohl vor den Limiterspitzen, als auch unter dem Limiter ergibt sich eine Dich­
teerhohung, vor allem bedingt durch reionisierte Neutralteilchen. Auf der Limi­
teroberseite hat man eine zusatzlichen Dichteerhohung, bedingt durch poloidalen
und radialen Transport von den Limiterspitzen in diese Zone.

Das Profil der Poloidalgeschwindigkeit

Auf dieses Profil soll hier nur kurz eingegangen werden, da es in Abschnitt 5.5.4 in­
tensiver behandelt wird. Man erkennt eine Beschleunigung des Plasmas zu den Limi­
terspitzen und den Ausstromkanalen wegen des dort als Randbedingung formulierten
Bohm-Kriteriums Vii = j(T, +Til/mi, Die Geschwindigkeit an den unterschiedlichen
Flachen des Limiters variiert etwa um den Faktor 2.5, was einer Temperaturanderung
um den Faktor 6 entspricht.
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Abbildung 5.15: Die Poloidalgeschwindigkeit in der Randschicht von TEXTOR
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Das Profll der Radialgeschwindigkeit

In diesem Profil findet man indirekt alle wichtigen Prozesse der Randschicht wieder.
Der erste Effekt ist die symmetrische Teilung des Plasmaflusses, die sich in der Konfi­
guration aufgrund der St6rung durch den Limiter aufbaut. Das zweite Merkmal ist der
gr6fiere Fluf an der Aufienseite des Torus, der zu der beobachteten radialen Erh6hung
der Plasmadichte in diesem Bereich fiihrt. Zum dritten erkennt man eine mit dem
Fluflflachenradius anwachsende radiale Str6mungsgeschwindigkeit, die notig ist, um den
poloidalen Flufi auf den Limiter erzeugen zu k6nnen.
Ein zusatzlicher Effekt, der sich aus der endlichen poloidalen Ausdehnung des Limiters
ergibt, ist die sich auf der Limiteroberseite entwickelnde, nach innen gerichtete Diffusi­
on. Sie wird verursacht durch eine lokale Dichteerhohung in diesem Bereich, auf die in
einem spateren Abschnitt genauer eingegangen wird.
Es gibt ein weiteres Detail, auf das hingewiesen werden soll:
Vor den Limiterspitzen hat man eine Aufteilung der Str6mung. Ein Teil der Str6mung
trifft den Limiterkopf, wahrend der andere Teil in die Scoops geleitet wird, Die Auftei­
lung orientiert sich am Verlauf der Magnetfeldlinien. Wegen der Shafranov-Shift treffen
an der Aufienseite des Torus mehr Plasmateilchen die Limiterspitze, wahrend die von
der Innenseite kommenden Ionen eher in die Scoops gelangen.

TEXTOR RANDSCHICHT
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Abbildung 5.16: Die Radialgeschwindigkeit in der Randschicht von TEXTOR
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Die Ionentemperatur

Man kann sich aufgrund des gleichmafligen Verlaufs des Profils bei der Diskussion auf
zwei poloidale Winkel beschranken:

Der Verlauf in der Symmetrieebene Die Temperatur bleibt hier innerhalb der
Separatrix nahezu konstant, was durch die Wahl des konstanten radialen Warmelei­
tungskoefiizienten bedingt ist. Erst in der Nahe des Limiterradius fallt sie dann nahezu
exponentiell mit einer typischen Lange von 1.8cm abo

Der Verlauf am Limiter Aufgrund der Wechselwirkung mit den Neutralteilchen
zeigt die Rechnung in dieser Zone einen signifikanten Abfall der Ionentemperatur. Ge­
geniiber der Symmetrieebene sind die Temperaturen auf derselben Flufsflache urn einen
Faktor 2 - 3 geringer. An den Einstriimkaniilen der Scoops erhalt man zwischen 5e17
und lOe17. Diese Werte sind verglichen mit dem Experiment um etwa einen Faktor 1.5
zu klein [138]. Da aber die Elektronentemperatur in diesen Berechnungen vorgegeben
war und nicht relaxieren konnte, damit also auch nicht auf Anderungen in den Neutral­
teilchenquellen reagierte, iiberfordert ein Vergleich mit dem Experiment im Augenblick
auch die Methode. Im qualitativen Verlauf sind die Temperaturen aber vergleichbar mit
der Losuug von H. Cerhauser [46J berechnet mit SOLXY und M:. Baelmans [64] berech­
net mit B2. Darnit ist auch im Nachhinein die Mcdellierung der Elektronentemperatur
nach den o.g. Modellen gerechtfertigt.
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Abbildung 5.17: Die Ionentemperatur in der Randschicht von TEXTOR
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5.5.4 Die Plasmastrdmung in der Umgebung des Limiters

In diesem Absehnitt werden die Gesehwindigkeitsprofile in der Nahe des Limiters genau­
er untersueht. Dureh die exakte Modellierung der Limiterform ergeben sieh hier interes­
sante Effekte, die sieh deutlieh von den Ergebnissen der Finite-Differenzen Reehnungen
unterseheiden, bei denen die poloidale Ausdehnung des Limiters nieht beriieksichtigt
wird.

Die Stromung cler Teilchen iiber dern Limiter

Der Stromungsverlauf iiber der Oberflache des Limiters wird dureh das Zusammenwir­
ken von zwei physikalischen Prozessen bestimmt. Der erste Prozef ist die Entstehung
von Neutralteilchen an den Limiterspitzen und ihre Reionisation im Plasma. Dies fiihrt
zu einer lokalen DichteerhOhung auf den Flubflachen mit T < 0.445m. Im zweiten Pro­
zef werden die Teilchen in dieser Zone durch poloidale Ceschwindigkeiten, die durch
die radiale Viskositat erzeugt werden, vom Limiterkopf weg in den Bereich transpor­
tiert, in dem die Flufiflachen parallel zur Limiteroberflache verlaufen. Hier "stofien" die
Stromungen, von den beiden Limiterspitzen mit entgegengesetzter Poloidalgesehwindig­
keit kommend, aufeinander. Im stationaren Fall miissen sie naeh der Kontinuitatsglei­
chung von dort auch wieder abtransportiert werden. Dazu gibt es zwei Moglichkeiten,
die beide in den numerisehen Simulationen auftreten:

@ Die Diehte erhoht sieh so lange, bis sie lokal grofier ist als am Einstromrand. Dann
ist eine radiale Diffusion zuriiek ins Kernplasma moglich. Dieser Prozefi ist, wie
wir in Absehnitt 3.7.2 gesehen haben, sehr langsam.
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Abbildung 5.18: Die radiale Stromung in der Umgebung des Limiters ALTII
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• Es findet eine Riickstriimung in poloidaler Richtung statt. Sie bildet sich auf
dem raumlich engen Bereich zwischen Limiteroberfiache und Einstriimrand aus.
Dieser Transport ist aufgrund der hiiheren Transportkoeffizienten parallel zu den
Flufifiachen leichter zu realisieren 2.

Urn diesen Effekt besser auflosen zu kiinnen, wird nur ein Ausschnitt der Geschwindig­
keitsverteilung dargestellt. Die in den anderen Bereichen auftretenden, sehr viel hiiheren
Poloidalgeschwindigkeiten werden ausgeblendet und nur durch Stromungspfcile ange­
deutet.
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Abbildung 5.19: Die poloidale Riickstriimung in der Umgebung des Limiters ALT II

DeI beobachtete Effekt ist vorallem deshalb von groJler Bedeutung, da die radiale
Riickstriimung einerseits den effektiv aus der Randschicht abtransportierten Fluf er­
heblich reduziert und andererseits die vom Limiter erodierten Verunreinigungen ins
Kernplasma transportieren konnte,
Anzumerken bleibt, daf die berechnete Riickstriimung physikalisch plausibel und qua­
litativ richtig erscheint, daf sie jedoch stark vom verwendeten Neutralteilchenmodell
und damit implizit auch von der Elektronentemperatur abhangt. Da diese jedoch aus
Liisungen von finite Differenzen Verfahren abgeleitet wurde und deshalb vor allem iiber
der Limiteroberflache nur eine grobe Naherung sein kann, sind quantitative Aussagen
erst nach selbstkonsistenter BeI'iicksichtigung_-<ler~lelctronenenergiebilanzmoglich.

2Man beachte: Am Einstromrand muBdiePoloidalgeschwindigkeitaufgrund der Randbdingung
verschwinden.
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Die Komprimierung der Teilchen unter dem Limiter

Durch die Reionisation der aus den Scoops emittierten Neutralteilchen ergibt sich auch
unter dem Limiter eine signifikante Dichteerhohung. Sie wird vor allem dadurch be­
wirkt, daf von den recyclierten Teilchen etwa 82 % noch innerhalb des Kanals unter
den Limiterplatten reionisiert werden. Nur etwas mehr als 17 % erreichen das "freie
Plasma", in dem die umgebenden Wande keine so wesentliche Rolle mehr spielen. Sie
werden zu einem groJlen Teil (83 %, d.h. 14 %der gesamten Neutralteilchen) aufinnere
FluJlflachen transportiert und dart tiber StoJle reionisiert.
Die an den Limiterspitzen entstehenden Neutralteilchen werden durch die Form der
Oberflache ausschlieJllich in Richtung weiter innen Iiegender Flufifiachen emittiert. Erst
durch StoBe im Plasma gelangen etwa 3 % auf auJlere Fluffiachen und insgesamt nur
knapp 1 %in den Limiterkanal, sodaf deren Beitrag zur Dichteerhohung vernachlassig­
bar ist.

Die folgende Abbildung zeigt den Dichteverlauf in der Nahe des Limiters. Zur besseren
Auflosung der Gradienten ist nur das Gebiet bis zur Separatrix dargesteHt. Im Mittel
steigt die Plasmadichte vom unbeeinfluJlten Gebiet vor dem Limiterkanal bis zur Tar­
getplatte urn einen Faktor zwei, wahrend sich die Fltisse aufgrund des Bohm-Kriteriums
je nach Flufifla,che 11m Faktoren 2.5 bis 3.5 verstarken,

ALT II UMGEBUNG MIT E!RENE - NEUTRALTEILCHENMODRLL
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Abbildung 5.20: Die Dichteerhohung des Plasmas unterhalb des Limiters ALT II, ver­
ursacht durch reionisierte Neutralteilchen
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Die Ionentemperatur sinkt unter dem Limiter auf sehr niedrige Werte - etwa 7 eV ­
abo Dafiir sind vor allem die Neutralteilchen verantwortlich, deren Temperatur sehr viel
geringer ist als die Plasmatemperatur und die durch Stiifie mit den Ionen dem Plasma
Energie entziehen.
Auch an dieser Stelle muf darauf hingewiesen werden, daf die Ergebnisse nur unter dem
Vorbehalt diskutiert werden kiinnen, daf die Elektronentemperatur in jedem Punkt
gegeben ist. Das kiinnte ein Grund fur die sehr niedrige Ionentemperatur an den Scoops
sein, denn bei konsistenter Beriicksichtigung der Elektronenenergiebilanz wiirde man
folgende Effekte erwarten:

e Die Elektronentemperatur wiirde aufgrund der Stiifie mit den kalten Neutralteil­
chen ebenso absinken wie die Ionentemperatur und der Wirkungsquerschnitt fiir
die Reionisation ware kleiner.

e Damit ware auch die freie Weglange der Neutralteilchen bis zur Reionisation
langer, sodaf sie weiter ins Plasma eindringen kiinnten und sich nicht so stark
unter dem Limiter verdichteten.

G Riickwirkend fiele dann die Ionentemperatur weniger stark ab, weil der Fluf
der kalten reionisierten Neutralteilchen auf einen griiBeren Raumbereich verteilt
wiirde.
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Abbildung 5.21: Der Verlauf der Ionentemperatur unter dem Limiter ALT II, verursacht
durch Wechselwirkungen mit Neutralteilchen
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5.5.5 Die globale Stromungsbilanz

Im stationaren Fall muf eine globale Stromungsbilanz gelten, d.h, die ins Gebiet pro
Zeiteinheit einflief3enden Teilchen miissen auch aus dem Gebiet ausstromen, Der Fluf
der einstromenden Teilchen setzt sich in unserem speziellen Fall zusammen aus Teil­
chen, die aus dem Plasmakern in die Randschicht diifundieren und aus Ionen, die durch
Reionisation von Neutralteilchen im Randschichtvolumen entstehen. Die Ionen stromen
iiber die Limiterspitzen, die Scoops und -wie schon oben erwahnt- oberhalb der Limi­
teroberflache ins Kernplasma aus.
Berechnet man die einzelnen Komponenten dieser Bilanz, so ergibt sich:

o Der aus dem Kernplasma in die Randschicht einst.romende FluB r~~Te

betragt 1.91 . 1021 jSekunde. Dieser Strom durchsetzt eine Oberflache von exakt
25m2 , sodaf sich daraus bei einer Dichte von 7· 10' 8 eine mittlere Diifusionsge­
schwindigkeit von 11mjs bestimmen lafit. Dies ist konsistent mit den am Plas­
marand berechneten Radialgeschwindigkeiten. Im Vergleich zur Rechnung von
H. Gerhauser [46J liegt dieser Wert urn 5 % hoher , was bei den gravierenden
Unterschieden im verwendeten Rechennetz und im Neutralteilchenmodell eine er­
staunlich geringe Abweichung ist.

e Die Riickstromung ins Kernplasma r~;:e ist mit 0,48 . 1021 , jSekunde nur
• Pl .... • • 11 '," , T"'I'B" " '1· ....,.-')etnen .I'a,1\:"OI VIeT gennger aas uer emstromeuae .r IUJ . Atngrunu aer etwa "L,.;:;m-

grof3en Flache, in der sich die Stromung lokal umkehrt, betragt die radiale Diffusi­
onsgeschwindigkeit hier im Mittel (-25)mjs. Der aus dem Plasmainneren effektiv
austretende Teilchenstrom r~t!e wird durch diesen Effekt auf 1.43 .1021 jSekunde
reduziert .

• Zu den Berandungen ohne radiale F'Iiisse gehort der auflere Plasmarand und
die zu den Fluf3flachen parallel angenommenen Teile der Limiteroberflache. Die
auf diesen Flachen berechneten Fliisse resultieren aus numerischen Fehlern, die
sich vor allem durch numerische Diffusion ergeben. Mit 1.67'10' 9 auf der auf3eren
Fluflflache, bzw. 2.3 . 10' 9 auf der Ober- und Unterseite des Limiters sind sie
urn zwei GrojJenordnungen geringer als die relevanten radialen Fliisse und damit
vernachlassigbar.

• Der Teilchenflufl in die Scoops rs~~ops hat einen Wert von 1.07.1021jSekunde
und ist damit urn einen Faktor 1.8 niedriger als
der F'Iuf auf die Limiterspitzen rL~;'" der 1.93.1021jSekunde betragt, Auf­
grund der hoheren Plasmadichte und Poloidalgeschwindigkeit konnte dieses Er­
gebnis trotz einer nur halb so grof3en effektiven Austrittsflache erwartet werden.

e Die Teilchenquellen durch Reionisafiou von Nautralen lassen sich in zwei
Anteile rtim und r~,::oops zerlegen. Die erste Komponente resultiert aus dem reio­
nisierten Fluf von Neutralteilchen, die von den Limiterkopfen emittiert werden,
die zweite Komponente ergibt sich durch Reionisation der in den Scoops recyclier­
ten Neutralen. Diese Unterscheidung ist notwendig, weil die Pumpwahrscheinlich­
keit der Targets verschieden ist: An der Limiteroberflache hat man im stationaren
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Zustand ein vollstandiges Recycling, wahrend in den Scoops eine Wahrscheinlich­
keit von 25 % daftir angenommen wird, daf ein Teilchen beim Auftreffen auf die
Wand gepumpt wird. Ffihrt man unter diesen Annahmen Rechnungen mit dem
Neutralgascode EIRENE durch, so ergeben sich effektive Recyclingkoeflizienten
von RLim = 0.5 ftir die Limiterquelle und Rscoops = 0.49 fiir die Quellen in den
Scoops.
Das bedeutet einerseits, daf nur 50 % der von der Oberfiachs des Limiters star­
tenden Neutralen im Plasma reionisiert werden konncn, wahrend die restlichen
Teilchen ins Kernplasma eindringen.
Andererseits weist die ErhOhung der effektiven Pumpeffektivitat in den Scoops
darauf hin, daf die Neutralteilchen im Mittel mehr als einmal auf die Targetplat­
ten reflektiert werden, was durch die hohe Plasmadichte unter dem Limiter zu
erklaren ist.

Das Verhaltnis aus Quellen und Senken berechnet sich damit zu:

r~~Te + RLim . rEm + Rscoops . r~~oops 3.39 . 1021

[out + [out + [out = 3.48. 1021 = 0.975
core Lim Scoops

(5.18)

Die Fluflbilanz ist damit bis auf einen Fehler von 2.5 % erfiillt, sodaf man im Rahmen
der Rechengenauigkeit ("numerische Diffusion" tiber ideal leitende Berandungen) die
Losung als stationar betrachten kann.

5.5.6 Vergleich des analytischen Neutr-alteilchenmodells mit der MC­
Simulation

..,,," ~._'"""
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Abbildung 5.22: Das Profil der Teilchenquellen in derUmgebung von ALT II, berechnet
mit einem analytischen Neutralteilchenmodell
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Zum Vergleich der beiden Modelle werden die Teilchen- bzw. Energiequellen herange­
zogen. Da die Quellterme im analytischen Modell analog zum stochastlschen Modell
jeweils in einen Anteil von den Limiterkopfen und den Scoops zerlegt werden, k6nnen
die Fliisse der reionisierten Neutralteilchen mit den effektiven Recyclingfaktoren Rscoops

hzw. Ru« aus der EIRENE-Berechnung skaliert werden,

Der Vergleich der TeilchenqueHen zeigt eine qualitativ sehr gute Ubereinstim­
mung zwischen analytischem und stochastischem Neutralteilchenmodell. Quantitativ
unterscheiden sie sich allerdings stark; die Quellstarke ist im stochastischen Modell
etwa doppelt so hoch wie in der analytischen Naherung. Diese Diskrepanz ist darauf
zuriickzufiihren, daf die Teilchenfliisse auf die Targetfiachen sich ebenfalls urn einen
Faktor zwei in den beiden Modellen unterscheiden. Wichtig sind in diesem Zusammen­
hang die Molekiile, die im analytischen Modell unberiicksichtigt bleiben, wahrend sie in
der stochastischen Beschreibung zu einer deutlichen Flufiverstarkung in Targetnahe und
damit auch zu einem gr6£eren Neutralteilchenfluf zuriick in die Randschicht fiihren.
Ein erster Schritt zur Verbesserung des analytischen Modells ware daherdie Implemen­
tierung einer einfachen Formel zur Beschreibung der Molekiilverteilung. Dabei konnte
man sich in einem ersten Modell darauf beschranken, einen bestimmten Anteil des Io­
nenflusses als Molekiile mit geringerer freier Weglange ins Plasma zu emittieren. Werte
fiir den relativen Anteil und die freie Weglange k6nnten aus der naheren Untersuchung
der Molekiilverteilung im stochastischen Modell gewonnen werden.

AL'X' II UMGEBUNG MIl' EIRENE _ NEUTR.lU.TEILCiiENMODELL
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Abbildung 5.23: Das Profil der Teilchenquellen in der Umgebung von ALTH, berechnet
mit einem stochastischen Neutralteilchenmodell
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Der Vergleich der Energiequellen in der Ionenenergiebilanz zeigt den vollig
unterschiedlichen Charakter der verwendeten Modelle. Wahrend die analytische Nahe­
rung lediglich lokal die kinetische Energie der reionisierten Atome beriicksichtigt, do­
minieren im stochachistischen Modell nichtlokale Effekte, vor allem verursacht durch
Ladungsaustausch, Im Gegensatz ZUlli analytischen Modell, in dern die Ionen dadurch
gekiihlt werden, daf dem Plasma pro ionisiertem Neutralteilchen nur 5 eV zugefiihrt
werden, liefert das stochastische Modell tatsachliche Energieverluste, d.h. dem Plasma
wird in bestimmten Bereichen eine Energie von etwa 5 eV pro Neutralteilchen ent­
zogen. Diese Zonen befinden sich iiber den Limiterspitzen und an der Unterseite von
ALT-II. Die lokal starke Kiihlung hat dort jedoch nur einen geringen Einfluf auf die
Temperaturverteilung, da. die Teilchenquellen in diesen Bereichen maximal 10% zu den
poloidalen Flufianderungen beitragen.
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Abbildung 5.24: Die Energiequellen in der Umgebung von ALT II: Vergleich von ana­
lytischem und stochastischen Neutralteilchenmodell
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Zusammenfassung urid .A usblick

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde ein numerisches Verfahren zur Beschreibung
des Plasmatransports in der Randschicht von TOKAMAK-Experimenten entwickelt.

Ausgehend von einem allgemeinen Fliissigkeitsmodell konnten spezielle zweidimensio­
nale Gleichungen zur Beschreibung des Transportverhaltens von Elektronen und Ionen
in einer toroidal symmetrischen Konfiguration hergeleitet werden. Sie unterscheiden sich
von den bisher dokumentierten Gleichungen dadurch, daf auch die lokale Kriimmung
des Koordinatensystems beriicksichtigt wird, Es wurde gezeigt, wie durch Vernachlassi­
gung der Koordinatenkriimmung und Einfiihrung von tokamakspezifischsn, stark aniso­
tropen Transportkoeffizienten die iiblicherweise benutzten Randschichtgleichungen aus
den allgerneineren Beziehungen abgeleitet werden konnen.
Durch zusatzliche Einschrankungen, vor allem durch die Forderung, daf keine elektri­
schen Strome in der Randschicht fliefen sollen, warden die Gleichungen in eine einfache
Form gebracht, die zum Studium der prinzipiellen Eigenschaften einer Plasmastromung
gut geeignet ist und daher sowohl in dieser Arbeit als auch in den meisten anderen
Randschichtcodes verwendet wird.

An diesem vereinfachten Modell wurden in einer eindimensionalen analytischen Nahe­
rung die charakteristischen Transportzeiten fur unterschiedliche Prozesse studiert. Ne­
ben der Dominanz der Warmeleitung entlang der Feldlinien fiir Elektronen und Ionen
konnte abgeschatzt werden, daf die Viskositatseffekte in der Impulsbilanzeinen ent­
scheidenden Einfluf auf den Stromungsverlauf haben,
Gleichzeitig wurde damit auch die Giiltigkeit der Fliissigkeitsgleichungen in der bishe­
rigen Form in Frage gestellt. Denn nur unter der Voraussetzung, daf der dissipative
Transport im Vergleich zurn konvektiven Transport klein ist, ist die Herleitung von
Fliissigkeitsgleichungen und die Anwendung eines Fluidrnodells sinnvoll.
Diese Ergebnisse wurden allerdings mit einfachen Dichte-, Geschwindigkeits- und Tem­
peraturprofilen abgeleitet. Sie lassen sich daher nicht verallgemeinern uud mussen.bel
nurnerischen Rechnungen raumlich aufgelost iiberpriift werden.

Zur nurnerischen Losung der Gleichungen wurde einFinite-Elemente-Verfahren in zwei
Dimensionen gewahlt. Es unterscheidet sich sich von denbisher benutzten Verfahren

139
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(Finite Differenzenj Volumen) in zwei wesentliehen Punkten:

e Das Grundgebiet wird statt in Reehteeke in geometriseh flexiblere Dreieeke zer­
legt, sodaB aueh die Modellierung von Targetoberflachen, die nieht orthogonal
zum Magnetfeld orientiert sind, moglich ist .

• Dureh die Verwendung eines Integralprinzips konnen die Variablen auf einem un­
strukturierten Gittemetz bereehnet werden. D.h. der Abstand der Stiitzstellen ist
nieht regelmaBig und fest vorgegeben, sondern kann lokal an die Problemstellung
angepaBt werden. Dadureh reduziert sieh bei gleieher raumlicher Auflosung die
Anzahl der Gitterpunkte gegeniiber den bisher verwendeten Methoden erheblieh.

Als Losungsverfahren fiir die diskretisierten Gleiehungen kommt ein zeitgenauer, expli­
ziter Pradiktor-Korrektor-Algorithmus zur Anwendung, der speziell entwiekelt wurde,
urn neben diffusivem Transport aueh starke konvektive Stromungen, wie sie in der Nahe
der Limiteroberflachen aufgrund des Bohm-Kriteriums erwartet worden, behandeln zu
konnen.
Wahrend diese explizite Methode zur Simulation von Stromungon in Turbinen und
Diisen ideal geeignet und daher weit verbreitet ist, zeigen sieh bei der Besehreibung von
Plasmastromungen allerdings entseheidende Naehteile, die damit zusammenhangen, daf
pro Iterationssehritt nur ein Informationsaustauseh mit den Naehbarknoten moglich ist.
Dies fuhrt fiir jede Iteration zu einer Begrenzung des Zeitschritts, der sich aus dem Quo­
tienten der Entfemung zwischen zwei benaehbarten Knoten und der maximalen cha­
rakteristisehen Gesehwindigkeit fiir den Transport bereehnet. Entscheidend ist dieser
Naehteil, weil in der Plasmarandsehieht die Prozesse mit so unterschiedliehen Geschwin­
digkeiten verlaufen, daf die Zeitschrittbeschrankung eine zu hohe Anzahl ("" 107 ) von
Iterationen erfordern wiirde, um zu einer konvergierten Losung zu gelangen.
Daher wurde in der vorliegenden Arbeit der mit Abstand "schnellste" Transportrnecha­
nismus, die Elektronenwarmeleitung, nicht in die Rechnungen miteinbezogen, sondern
die Elektronentemperatur von aufien vorgegeben, Durch diese Maftnahme konnte der
Zeitschritt urn einen Faktor 40 vergrcfert werden und es war moglich, auch mit dem
expliziten Verfahren stationare Losungen zu berechnen.

Angewendet wurde das Verfahren zur Stromungsbercchnung in der Randschieht von
TEXTOR. Dazu wurde mit dem Gleiehgewiehtscode CATI die Flufrfiachenkonfigura­
tion fur eine typisehe Ohm'sche Entladung mit 400 kA Plasmastrom bereehnet. Der
Verlauf der Pluflflachen am Plasmarand (r > OAm) diente als Grundstrukturzur Er­
zeugung eines Ausgangsreehennetzes. In dieses Netz integriert wurdedie Kontur des
Pumplimiters ALT II.
Die Randbedingungen wurden so gewahlt, daf sich von der inneren Fluffiache (r =
DAm) mit einervorgegebenen Plasmadichte von 7.1018 ein Diffusionsstrom nach aufen
entwiekelt, der aufgrund .des Bohm-Kriterlums am Limiterkopf und in den Scoops po­
loidal abgefiihrt wird.
Die Rekombination des Plasmas an den Targetoberflachen und das Eindringen der so
entstehenden Neutralteilchen in die Randschieht wird durch die Definition von Recy­
clingfaktoren besehrieben. Dabei wird an den Limiterspitzen ein vollstandiges Recycling
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angenommen, wahrend 25 % des in die Scoops flieJlenden Plasmastroms abgepumpt
werden soli.

Zur Implementierung der Teilchen-, Impuls- und Energiequellen, die durch die Wechsel­
wirkungen der Neutralen mit den Plasmateilchen in der Randzone cntstehen, wurden
zwei Madelle benutzt.
Ein einfaches, analytisches Modell simuliert nur den Ionisationsprozess und definiert
pro ionisiertem Neutralteiichen lokal einen Energiegewinn bzw. -verlust fiir Ionen bzw.
Elektronen. Die Starke der Teiichenquelle wird iterativ in aufeinanderfolgenden Zel­
len nach folgendem Schema berechnet: Von der Targetoberflache flieJlt ein bestimmter
Neutralteilchenstrom in die angrenzenden Elemente des Rechengitters. Dart wird aus
dem Strom, der zugehiirigen thermischen Geschwindigkeit und geometrischen Faktoren
die Neutralteiichendichte bestimmt. Durch Multiplikation mit der Plasmadichte und
einem Ionisierungsquerschnitt, der nur von der Elektronentemperatur abhangt , ergibt
sich daraus die Quellstarke in dem betrachteten Element. Der iiber eine Seite ein­
stromende FluJl wird um diese Quellstarke reduziert nnd wird gemaJl der Seitenlange
und dem Winkelverhaltnis im Dreieck auf die beiden anderen Seiten aufgeteilt.
Das zweite Modell, der Monte-Carlo-Code EIRENE, beschreibt den Neutralgastrans­
port stochastisch als Markoff-Prozess. Dazu werden die Wechselwirkungen sowohl mit
den Plasmateilchen als auch mit den Wanden mittels Zufallszahlen am Rechner si­
muliert. Die wichtigsten Prozesse, die im Plasma modelliert werden, sind Ladungs­
austausch, elastische Stofe zwischen Plasma und Neutralen, Ionisation und Rekombi­
nation. Ein zusatzlicher Effekt, der groJlen EinfluJl in Gebieten niedriger Temperatur
haben kann, ist die Dissoziation von Molekiilen. Diese konnen aufgrund der sehr komple­
xen Stofsvorgange beim Plasma-Wand Kontakt entstehen. Um dieses Modell nutzen zu
konnen , wurde eine geeignete Umgebung geschaffen, die einen Austausch von Informa­
tion zwischen dem Fluid-Code und EIRENE crmoglicht. Damit kann durch Kopplung
und mehrmalige Iteration der beiden Programme eine konsistente Losung fur Plasma
und Neutralteilchen berechnet warden.
Anzumerken ist, daJl in dieser und soweit veroffentlicht auch in allen anderen Anwen­
dungen die Neutralteilchenmodelle die Zeitgenauigkeit der Rechnungen aufheben, da
die Quelltermberechnung instantan geschieht und die Flugzeit der Neutralteilchen bis
zum Ort der Wechselwirkung vernachlassigt wird. Das iiblicherweise verwendete Ar­
gument, diese Zeit sei sehr klein im Vergleich zu den charkteristischen Zeiten fiir den
Plasmatransport, ist bei expliziter Behandlung des parallelen Transports, also in den
hier diskutierten zweidimensionalen Ansatzen, nicht mehr haltbar. Im Mittelliegt sie
in der GroJlenordnung der typischen Zeiten fiir die Schallausbreitung und damit urn
mehr als zwei GroJlenordnungen iiber der charakteristischen Zeit der parallelen Elek­
tronenwarmeleitung,
Fiir die Interpretation der Rechnungen bedeutet dies, daJl lediglich der stationare
Zustand einephysikalische Relevanz hat, nicht .jedoch die zeitliche Entwicklung der
Losung.

Bei der TEXTOR-Rechnung wurde so vorgegangen, daJlzuerst eine Losung mit dem
analytischen Neutralteilchenmodell gesucht wurde, da die Berechnung der Quellterme
hier sehr einfach und schnell geschehen kann. Auf diese Losung aufbauend, wurde der
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Fluid-Code an das physikalisch wesentlich umfangreichere und exaktere stochastische
Modell aus EIRENE gekoppelt. Durch zweimalige, losungsabhangige Verfeinerung des
Rechennetzes konnten starke Gradienten, vor allem im Bereich der Limiteroberflache
besser, aufgeliist werden.
Die wichtigsten Ergebnisse aus diesen Beispielrechnungen waren folgende:

• Die Fluidnaherung ist fur die Ionen in weiten Teilen der betrachteten Geome­
trie nicht erfiillt. Griinde dafiir sind die groBen Transportkoeffizienten der 10­
neuwarmeleitung und Viskositat in paralleler Richtung.

• Durch die endliche poloidale Ausdehnung der Limiteroberflache sind die Stromun­
gen iiber und unter dem Limiter voneinander getrennt, und von unterschiedlichen
physikalischen Prozessen gepragt:

1. Auf dem Limiterblatt entwickelt sich eine Flufiumkehr in poloidaler Richtung
und eine radiale Riickstriimung ins Kernplasma. Dieser Effekt kann auf die
Nachbarschaft der Limiterspitzen zuriickgefiihrt werden: Durch das Bohm­
Kriterium und die radiale Viskositat entstehen auf den Flufifiachen tiber
dem Limiter poloidal entgegengesetzt gerichtete Stromungen, die durch die
~ ..... r1~",,, .............. n ........,...; t. ..."'; i"';n t.n.n 1\To.,+ ",l+.o;l 1-. o .,.. UO"i""t';; lrt ''<17", .... ;101'1 Q;<:> t't'affoT"t
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aufeinander lind es kommt zu einer Dichteerhohung, die die Plasmateilchen
durch poloidale bzw. radiale Ruckstromung auszugleichen versuchen.

2. In der Nahe der Scoops kommt es unter dem Limiter zu einer Komprimierung
der recyclierten Neutralteilchen und dadurch bedingt zu einer Erhiihung der
Plasmadichte durch Reionisation. Dies ftihrt zu einer deutlichen Absenkung
der Ionentemperatur in der Nahe der Prallplatten, ein im Hinblick auf das
Problem der Erosion durch Ionenbeschuss sehr positives Ergebnis.

e Die Verteilung der recyclierten Neutralteilchen, bzw. der Teilchen- und Ener­
giequellen aufgrund der Wechselwirkung des Plasmas mit den Neutralen kommt
der Realitat sehr nahe, einerseits weil die exakte Oberfiachenkontur des Limi­
ters beriicksichtigt werden kann, andererseits weil durch die Kopplung an den
Neutralgascode EIRENE auch die physikalischen Effekte nahezuvollstandig im­
plementiert sind.

Anzumerken bleibt, daf die berechneten Profile und der Stromungsverlauf zwar plausi­
bel und auch qualitativ richtig erscheinen, daf die Ergebnisse aber nicht tiberinterpre­
tiert werden diirfen,da die Elektronentemperatur aus Finite-Differenzen Rechnungen
vorgegeben war und nicht auf die veranderten Bedingungen (veranderte Geometrieund
veranderter Plasmazustand) reagieren konnte.

Trotz dieser Einschrankung ist die Aussage wohl gerechtfertigt, daf man durch die
Behandlung der Gleichungen mit dem neuen numerischen Verfahren zu Ergebnissen
gelangt ist, die mit den bisherigen Methodenaufgrund der geometrischen Restriktionen
nichtzu erreichen waren.
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Gleichzeitig wurden bei der Bewertung und Entwicklung der Methode Erkenntnisse
iiber die Bedeutung der verschiedenen Transportprozesse gewonnen. In den bisherigen
Arbeiten zur Fluid-Modellierung in der Plasmarandschicht bleiben solehe Uberlegungen
unerwahnt, obwohl die hier beobachteten Effekte entsprechend den Plasmaparametern
auch dort hatten auftreteu miissen.
Daher werden zwei wichtige Fragestellungen fiir die zukiinftige Arbeit sein:

Wie verandern sich die Profile del' Plasmaparameter bei selbstkonsistenter
Berechnung der Elektronentemperatur?
Urn eine Antwort auf diese Frage zu erhalten, soli folgendes Konzept verfolgt werden. In
einer ersten Phase wird fiir die reine Warmeleitungsgleichung mit nichtlinearen Trans­
portkoeflizienten ein zeitlich und raumlich implizites und moglichst effektives Losungs­
verfahren gesucht. Hat man ein solches gefunden, sollen alle konduktiven Prozesse nach
diesem Schema berechnet werden. Urn jedoch die numerische Stabilitat des Algorith­
mus garantieren zu konnen, wird der dissipationsfreie Transport wie bisher mit dem
expliziten Zwei-Schritt Algorithmus behandelt. Inwieweit die Viskositatseffekte explizit
oder implizit formuliert werden, hangt von naheren Untersuchungen zur Stabilitat und
Zeitschrittweite der verschiedenen Verfahren abo

Wie behandelt man den Transport in Bereichen hoherer Plasmatemperatur
(T> 10eF), in denen das F'luid-Modell nicht mehr streng gilt?
Eine erste, leicht zu realisierende MaBnahme, ist der Einbau von FluBbegrenzungen fiir
Ionenwarmeleitung und Viskositat parallel zum Feld. 1 Daruberhinaus wird man an­
hand von Vergleichsrechnungen mit eindimensionalen drift-kinetischen Modellen iiber­
priifen miissen, ob eine Formulierung der Fluid-Gleichungen mit nichtlokalen Trans­
portkoeflizienten moglich ist.

Neben diesen Arbeitsschwerpunkten, die speziell die Entwicklung des Finite-Elemente-
Fluid-Codes betreffen, wird man sich eingehender mit der numerischen Diffusion be~

schaftigen miissen und an diese Problematik anschlieBend mit der Frage, wie ein Re­
chengitter mit einer optimalen Knotenverteilung -auch bei komplizierten Fluflfiachen­
konturen - automatisch und losungsangepafrt erzeugt werden kann ?
Verbessert werden muf auch die Kopplung des FEM-Programms an den Neutralgas­
code EIRENE, urn durch eine physikalisch exaktere Reskalierung der Quel!terme die
Konvergenz zu beschleunigen. Dies ist vor allem in Fallen hohen Recyclings, wie es in
Divertoranordnungen der Fall ist, von groBer Bedeutung.

Sicherlich sind die gestellten Aufgaben nicht in einem kiirzeren Zeitraum zu bearbeiten,
die bisherigen Ergebnisse geben jedoch Anlaf zu der Hoffnung, daf in den nachsten
Jahren durch internationale Zusammenarbeit und intensiven Erfahrungsaustausch das
Potential des Finite-Elemente Verfahrens zur Verbesserung der Modellierung genutzt
werden kann und einen Beitrag zum Verstandnis der Vorgange in der Randschicht
liefert.

1 Dies 1St filr die perallele Elektronenwarmeleitung in der Plasmaphysik bereits Iiblich.
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Anhang A

Vektorrelationen in allgerneinen
Koordinaten

A.I Die Darstellung in verschiedenon Koordinaten

Es soIl der Vektor A betrachtet werden. Er liU3t sich darstellen in physikalischen, kon­
travarianten und kovarianten Koordinaten:

wobei fiir die Komponenten gilt:

- Q' AD:
A,,=h,,·A =-

h"
Auch der Ortsvektor if wird in dieser Weise zerlegt:

A.2 Die Komponenten eines Vektorgradienten

(A.I)

(A.2)

(A.3)

Bildet man den Gradienten eines Vektors in einem krumrnlinigen Koordinatensystem,
so miissen nicht nur die Komponenten des Vektors nach dem Ort abgeleitet werden,
sondern auch die Basisvektoren, denn sie andern sichsbenfalls im Raum. Fiir die kon­
travariante Komponente von grad(A) erhalt man:

(A.4)
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wobei die Klammersymbole als Christoffelsymbole zweiter Art bezeichnet werden.
Sie driicken die Ortsabhiingigkeit der Einheitsvektoren in krummlinigen Systemen aus.
Hier wird der Sinn der kontravarianten Formulierung sichtbar: Diese Ortsabhiingigkeit
lii£t sich vollstandig durch Ableitungen von Skalenfaktoren beschreiben.
In einem orthogonalen Koordinatensystem gilt:

sodaf sich fiir a cF f3 ergibt:

falls (A.5)

(A.6)

(A.7)

(A.8)

. (A.9)

~ (~ All -L A" J f3 l . 411 f f3 f\
h,& \ au" ~ ,h l aa J '"~ l f3a JJ
~ ( ~AIl _ A"h" ah" +All~ ahll \
h,& \ au" h~ aull hll au" )

Fiir die physikalischen Komponenten findet man durch Einsetzen der Beziehung (A.I)
den Ausdruck:

hll (~ All _ A" h" ah" + .tip ahllI
h" \ au" hll h" h~ aull h~ au" j

= ~~Af3 + hll 4: ~~ _ A" ah" + All ahll
h" au" h" - 11 au" h ll h"hll aull h"ha au"

= ~~AIl- A" ah" (A.I0)
h" au" h"hll aull

Fiir die Diagonalelemente des Tensors erhalt man die kontravarianten Komponenten:

1 a Ak ( a )
--A"+-~ ~
h~ au," h,& l ko )

1 a a A" 1 ah" All 1 ah" A'Y 1 ah"
= h2 au"A +h2h au" +h2h aull +h2h au'Y

0' .. 0'0' aQ' 0:0:

(A.ll)
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und die entsprechenden physikalischen Komponenten:
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Stacey [lJ hat durch die Definition eines erweiterten Christoffel-Symbols r~~ die beiden
Ausdriicke (A. g) lind (A.12) zusammenfassen konnen:

(A.13)

mit

(A.14)

A.3 Die Berechnung der Divergenz eines Tensors

Auch die Berechnung der Divergenz eines Tensors erfogt tiber den Umweg der kontra­
varianten Formulierung:

ht[\'7. (AB)r
= hi [(A.\'7B)1 + ((\'7'A) .B) I] (A.15)

wobei im zweiten Schritt das Assoziativgesetz verwendet wurde.
Durch Ausnutzung von Orthogonalitatsbeziehungen und der vorher abgeleiteten Glei­
chung ftir die Divergenz eines Vektors findet man:

[\'7. (AB)t hi [Aiei' e; (\'7B)"iJ e"r3' t] + (\'7. A) .BI

= hlAigii (\'7Bt + (\'7. A) .BI

= Ai (\'7B)il + (\'7 .A) .Bi

Ai (h~:~i +~ BIrik) + (~ &~i y:A}BI
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(A.16)

A.4 Die physikalischen Komponenten eines Vektorpro­
duktes

Das Vektorprodukt zweier Vektoren A und iJ in kontravarianter Form ist:

k 1
(A x B) = J (A.iBj - AjB;) (A.17)

wobei J die Jacobi-Determinante des metrischen Tensors ist. Damit folgt fur die phy­
sikalische Komponente:

I .- _ \ hk f 0 = .. 0 = . . \ 0 a: 0 c:
\.A x iJh = jg ~AiiJjninj - AjiJini/),j) = AiiJj - AjiJi (A.18)

Auf die hier abgeleiteten Gleichungen wird bei der Herleitung und Transformation der
Flfissigkeitsgleichungen zuruckgegriffen.



Liter-aturverzeichnis

[1] W.M. STACEY JR.: Fusion Plasma Analysis,
John Wiley & Sons, New York (1981)

[2J J.D. LAWSON: Proceedings of the Physical Society bf B 70 (1957),6

[3] J. WESSON: Tokamaks,
Clarendon Press, Oxford (1989)

[4] THE JET TEAM:
Fusion Energy Production from a D-T Plasma in the JET Tokamak
JET-P(91)66

[5] D. REITER, G.H. WOLF, H. KEVER:
Nuclear Fusion 30 (1990),2141

[6] R. WILHELM: Persiinliche Mitteilung

[7] P.K. MIODUSZEWSKI, P.H. EDMONDS, C.E. BUSH, ET AL.:
Nuclear Fusion 26 (1986), 1171

[8] J. "'\TINTER:

Journal of Nuclear Materials 145-147 (1987), 131

[9J J. V/INTER, H.G. ESSER, L. KONEN, ET AL.:

Journal of Nuclear Materials 162-164 (1989), 713

[10J M. KEILHACKER AND THE NET TEAM:
Physics of Fluids B 2 (1990), 1291

[11] P.C. STANGEBY, G.M. MCCRACKEN:
Nuclear Fusion 30(1990), 1225

[12] U. SAMM, G. BERTSCHINGER, P. BOGEN, ET AL.:
14. International Conference on Plasma Physics and Controlled Nuclear Fusion
Research IAEA-CN-56/ A-5-3, Wiirzburg (1992)

[13] Workshop on the New Phase of JET
JET-R(89)16, JET Joint Undertaking, Abingdon, Oxfordshire (1S8g)

149



150

[14] F. WAGNER, AND THE ASDEX TEAM:
Physical Review Letters 49 (1982), 1408

LITERATURVERZEICHNIS

[15] J. NEUHAUSER, M. BESSENRODT-WEBERPALS, B.J. BRAAMS, ET AL.:
Plasma Physics and Controlled Fusion 31 (1989), 1551

[16} R.R. WEYNANTS, G. V. OOST, G. BERTSCHINGER, ET AL.:
Nuclear Fusion 32 (1992),837

[17) R. Ltlsr, A. SCHLUTER:
ZeitschriJt fur Naturforschung 12a (1957), 850

[18] V.S. MUKHOVATOV, V.D. SHAFRANOV:
Nuclear Fusion 11 (1971),605

[19] K. LACKNER:
Computer Physics Communications 12 (1976),33

[20] F. CASCI, A. KALECK, H.P. ZEHRFELD:
Proceedings of the 11. European Conference on Controlled Fusion and Plasma
Physics 7D/II (1983), 139

[21] P. BORNER, A. KALECK:
Proceedings of the 12. European Conference on Controlled Fusion and Plasma
Physics 9FII (1985), 187

[22J R. ALBANESE, J. BLUM, O. DE BARBIERI:

Proceedings of the 8. Europhysics Conference on Computational Physics
10 D (1986)

[23] M.N. BUSSAC, R. PELLAT, D. EDERY, J.1. SOULE:
Physical Review Letters 35 (1975), 1638

[24] D.M. MEADE:
Nuclear Fusion 14 (1974), 289

[25] O. MITARI, A. HIROSE, H.M. SKARSGARD:
Nuclear Fusion, 28(1988), 2141

[26] R.J. BICKERTON:
Dynamics of a Steady-State D-T Burning Tokamak Plasma JET-R(92)03

[27] R. WILHELM: Personliche Mitteilung

[28} S. GOERS:
Untersuchung der Brennbedingungen eines Fusionsreaktors- Bcwertung und Er­
weiterung bisherigerKriterien. (to be published)



LITERATURVERZEICHNIS 151

[29] O. GRUBER, W. SCHNEIDER, K. LACKNER:

Proceedings of 17. EPS-Conference on Controlled Fusion and Plasma Heating I,
841
Amsterdam, NL (1990)

[30J O. LIEWER:

Nuclear Fusion 25 (1985), 543

[31J M. KAUFMANN, K. LACKNER, J. NEUHAUSER, H. VERNICKEL:

Nuclear Fusion 25 (1985),89

[32] V.A. ABRAMOV, P. BACHMANN, D. MOROZOV, D. SUNDER:

20. EPS-Conference on Controlled Fusion and Plasma Heating, Lissabon, Por­
tugal (1993), to be published

[33] D.E. POST, K. LACKNER:

Plasma models for impurity control experiments
in Physics of Plasma Wall Interactions in Controlled Fusion,
Eds. E.D. Post, K. Behrisch, Plenum Press, New York (1984)

[34J E.L. VOLD, F NAJMABADI, R.W. CONN:

Physics of Fluids B 3 (1991),3132

[35J D. REITER:

Journal of Nuclear Materials 196-198 (1992),80

[36J S.L BRAGINSKIJ:

Review of Plasma Physics 1, 205
Ed. M.A. Leontovich, Consultants Bureau, New York (1965)

[37J B.J. BRAAMS:

Dissertation, The State University at Utrecht,
The Netherlands (1986)

[38] B.J. BRAAMS:

A multi-fluid code for simulation of the edge plasma in tokamaks
in NET-REPORT EUR-FUIXII-80-87-68,
Comm. of the European Communities (1987)

[39J H. GERHAUSER, H.A. CLAASSEN:

Journal of Nuclear Materials 176-117 (1990), 721

[40J T.D. ROGLIEN, J.L. MILOVICH, M.E. RENSINK, AND G.D. PORTER:

Journal of Nuclear Materials 196-198 (1992),347

[41J N. UEDA, M. KASAl, M. TANAKA, M. SUGIHARA, AND S. SENGOKU:

Nuclear Fusion 28 (1988), 1183

[42J M. KEILHACKER, R. SIMONINI, A. TARONI, ANDM.L. WATKINS:

Nuclear Fusion 31 (1991),535



152 LITERATURVERZEICHNIS

[43J H.A. CLAASSEN, H. GERHAUSER, R.N. EL-SHARIF:

Berichie des Forschungszentrums Jiilich; Jfil - 2423 (1991)

[44] H.A. CLAASSEN, H. GERHAUSER:

Berichte des Forschunqszenirums Jillich Jul - 1971 (1985)

[45J H.A. CLAASSEN, H. REPP:

Nuclear Fusion 23 (1983), 597

[46J H. GERHAUSER, H.A. CLAASSEN:

Calculation of Poloidal Rotation in the Edge Plasma
Jiil - 2125 (1987)

[47J R. CHODURA:

Physics of Fluids 25 (1982), 1628

[48] J.T. SCHEUER, G.A. EMMERT:

Physics of Fluids 31 (1988), 1748

[49J R.C. BISSELL, P.C. JOHNSON:

Physics of Fluids 30 (1987), 779

[50] G.S. KINO, E.K. SHAW:

Physics of Fluids 9 (1966), 587

[51J V.A. GODYAK, N. STERNBERG:

IEEE Transactions on plasma sciencel8 (1990), 159

[52J S.A. SELF, R.N. E'WALD:

Physics of Fluids 9 (1966),2486

[53] P .C. STANGEBY:

Physics of Fluids 27 (1984),2699

[54] J. T. SCHEUER, G.A. EMMERT:

Physics of Fluids B 2(1990),445

[55) E. ZAVv'AIDEH, F. NAJMABADI,R.vV~CONN:

Physics of Fluids 29 (1986),463

[56J G.A. EMMERT, R.M.WIELAND, A.T. MENSE, J.N. DAVIDSON:

Physics of Fluids 23 (1980), 803

[57] K. U. RIEMANN:

Journal of Physics D 24 (1991), 493

[58] P .C. STANGEBY:

The Plasma Sheath
in Physics of Plasma Wall Interactions in Controlled Fusion,
Eds. E.D.Post, K.Behrisch, Plenum Press, New York (1984)



LITERATURVERZEICHNIS 153

[59J R. CHODURA:
Plasma flow in the sheath and the presheath of a SOL
in Physics of Plasma WaH Interactions in Contr-olled Fusion,
Eds. E.D. Post, K. Behrisch, Plenum Press, New York (1984)

[60] R.C. BISSELL, P.C. JOHNSON, P.C. STANGEBY:
Physics of Fluids B 1 (1989), 1133

[61] R. CHODURA: Persiinliche Mitteilung

[62] M.Z. TOKAR:
20. EPS-Conference on Controlled Fusion and Plasma Heating, Lissabon, Por­
tugal (1993), to be published

[63J R.L. FREEMAN, E.M. JONES:
Report CLM - R 137 (1974)

[64J M. BAELMANS:
Dissertation, KU Leuven, Belgium (1993)

[65J M. TENDLER, D.B. HEIFETZ:
Fusion Technology 11 (1987),289

[66J K.M. CASE, P.F. ZWEIFEL:
Linear transport theory
Addison Wesley Publication Company (1967)

[67] J. SPANIER, E.M. GELBARD:
Monte Carlo Principles and neutron transport problems
Addison Wesley Publication Company (1969)

[68] T. BEHRINGER:
Nonlinear effects on neutral gas transport in tokamaks
Jiil-2637 (1992)

[69] D. REITER, W. ECKSTEIN, G. GIESEN, H.J. BELITZ:
Database for recycling an penetration of neutral helium atoms in the. boundary
of a fusion plasma
Jiil-2605 (1991)

[70] R.K. JANEV ET AL.:
Springer Series on Atoms and Plasmas 4 (1987)

[71] R.K. JANEV, D.E. POST, W.D. LANGER:
Journal of Nuclear Materials 121 (1984),10

[72] D.N. RUZIC:
Nuclear Inst. and Methods B 47(1990), 118

[73] M. BAELMANS ET AL.: Journal of Nuclear Materials 196-198 (1992),466



154 LITERATURVERZEICHNIS

[74] R. SCHNEIDER ET AL.: Journal of Nuclear Materials 196-198 (1992),810

[75] M.W. WUTTKE: Personliche Mitteilung

[76J R. ZANINO: Journal of Nuclear Fusion 196-198 (1992),326

[77J R. MARCHAND: Personliche Mitteilung

[78] R. SCHNEIDER: Personliche Mitteilung

[79] NRL Plasma Formulary
Ed. D.L. Book, NRL Publication, Washington (1987)

[80J D.E. POST:
Journal of Nuclear Materials 128& 129 (1984), 78

[81] E.H. PUTLEY:
The Hall Effect and Related Phenomena
Butterworth, London, UK (1960)

[82] D.C. MONTGOMERY, D.A. TIDMAN:
Plasma Kinetic Theory
... ,r f'1 TTOll 1'\.T '1', .. 1- TTC" / ... n.r>~\
lVIC\Jraw nIH, rxew r orx, UO \.l:10"±j

[83] W.D. D'HAESELEER, W.N.G. HITCHON, S.D. CALLEN, J.1. SOHET:
Flux Coordinates and Magnetic Field Structure
Springer-Verlag, Berlin (1991)

[84J G.A. KORN, T.M. KORN:
Mathematical Handbook
McGraw Hill, New York, US (1968)

[85] W.M. STACEY, D.J. SIGMAR:
Physics of Fluids 28 (1985),2800

[86] R. BALESCU:
Physics of Fluids B 3 (1991), 564

[87] A.J. WOOTTON, B.A. CARRERAS, H. MATSUMOTO, K. MCGUIRE, ET AL.:
Physics of Fluids B 2 (1990),2879

[88] D.W. Ross:
Comments Plasma Physics and Controlled Fusion 12 (1989), 155

[89J D.W. Ross:
Plasma Physics and Controlled Fusion 34 (1992), 137

[90] W.M. MANHEIMER, E. OTT, W.M. TANG:
Physics ofFluids 20 (1977),806



LITERATURVERZEICHNIS

[91J G. REWOLDT:
PPPL - 2650 (1989)

[92J J.F. LUCIANI, P. MORA, J. VIRMONT:
Physical Review Letters 51 (1983), 1664

[93J W. MOOG:
Ahnlichkeits- und Analogielehre
VD!- Verlag, Diisseldorf, Germany (1985)

[94] M. HACKESCHMIDT:
Ahnlichkeit - Analogie - Modell
Deutscher Verlag fiir Grundstoffindustrie, Leipzig, Germany (1972)

[95J Handbook of Chemistry and Physics
Ed. D.R. Licie, CRC press, (1992)

[96J F .R. SCHWARZL:
Polymermechanik
Springer, Berlin (1990)

[97] R. BIRD, R. ARMSTRONG, O. HASSAGER:
Dynamics of Polymeric Solutions 2
(2nd Edn.), John Wiley & Sons, New York (1987)

[98] K. KREMER: Pers6nliche Mitteilung

[99] M.J. TURNER, R. CLOUGH, H.C. MARTIN, ETAL.:
Journal of Aeronautical Science 23 (1956),805

155

[100] R.W. CLOUGH:
Proceedings of 2nd Conference on Electronic Computation, American Society of
Civil Engineers, Pittsburgh, Pennsylvania, 345ff.

[101J J.H. ARGYRIS:
Recent Advances in Matrix Methods of Structural Analysis,
Pergamon Press, New York (1963)

[102J o.c, ZIENKIEWICZ:
The Finite Element Method in Engineering Science
(2nd Edn.), McGraw-Hill, London (1971)

[103J o.c. ZIENKIEWICZ, R. LOHNER, K. MORGAN:
Finite Elements in Fluid Mechanics - A Decade of Progress,
Finite Elements in Fluids - Vo1.5, John Wiley & Sons (1984)

[104J a.c. ZIENKIEWICZ, J. SZMELTER, J. PERJURE:
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 78 (1~90), 105

[105J o.c. ZIENKIEWICZ: Pers6nlicheMitteilung



156 LITERATURVERZEICHNIS

[106] J. T. aDEN:

Finite Elements of Nonlinear Continua, McGraw-Hill, New York (1972)

[107] J.T. aDEN, T. STROUBOULIS, PH. DEVLOO:

International Journal for Numerical Methods in Fluids 7 (1987), 1211

[108J W. RITZ:

Journal fur reine und angewandte Mathematik 135 (1909),1

[109] B.G. GALERKIN:

Rods and Plates, Series ocurrinq in various questions concerning the elastic
equilibrium of Rods and Plates (in Russian),
Vestn. Inghenevov 19 (1915),897

[110] S.V. PATANKAR:

Numerical Heat Transfer and Fluid Flow
Hemisphere Publishing Corportation, New York (1980)

[111] A. JAMESON:

Journal of Applied Mechanics 50 (1983), 1052

[112] L. DEMKO\VICZ, J.T. ODEN, W. F..,ACHOWICZ:

(;nrn:01jter Methods in Armlied Mechanics and Enoineerino 84 (1990), 27.5-- -.i..--- --- - - --.i..-'" -- oJ oJ ~ ---/'

[113J L.C. DUTTO:

Application of GMRES Algorithm to solve the compressible Naoier-Stokes equa­
tions, INRIA - 1234, (1990)

[114] G.S. IANELLI, A.J. BAKER:

An efficient solution-adaptive Implicit Finite Element CFD Naoier-Stokes Algo­
rithm, AIAA-90-0400, (1990)

[115] A. VORNBERGER:

Stromunqsberechnunq auf unstrukturierten Neizen mit der Methode der finiten
Elemente, Dissertation RWTH Aachen, Fakultat filr Maschinenwesen (1989)

[116J R. LOHNER, K. MORGAN, o.c. ZIENKIEWICZ:

Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 51 (1985),441

[117] GESELLSCHAFT FUR STRUKTURANALYSE, INSTITUT FUR REAKTORSICHERHEIT

(KFA JULICH):

Der Prepozessor DIAMOS, Aachen (1992)

[118] G. CENACCHI, A. TARONI:

RETE: A Two-Dimensionel Mesh Generation Program for the Finite Element
Method, CNEN - RT/FIMA(79)4 (1984)

[119] K. MORGAN, J. PERAIRE:

Finite Element Methods for Compressible Flows, Institute for Numerical Me­
thods in Engineering, Swansea, Wales



LITERATURVERZEICHNIS

[120] P.R. ROACHE:
Computational Fluid Dynamics
Hermosa Publishers, Albuquerque, New Mexico (1976)

157

[121J J. DONEA:
International Journal for Numerical Methods in Engineering 20 (1984),101

[122J A.J. BAKER, J.W. KIM:
International Journal for Numerical Methods in Fluids" (1987), 489

[123J P. LAX, B. WENDROFF:
Communications on Pure and Applied Mathematics 13 (1960),217

[124] R.F. WARMING, R.M. BEAM:
On the Construction and Application of Implicit factored Schemes for Conser­
vation Laws
in SIAM-AMS PROCEEDINGS VOL XI, (Ed. Herbert B. Keller),
Providence, Rhode Island (1978)

[125J P. MEINHOLD, E. WAGNER:
Partielle Differentialgleichungen, Mathematik fur Ingenieure,· Naturwissen­
schaftler, Okonomen und sonstige anwendungsorientierte Berufe (Band 8),
Verlag Harri Deutsch, Thun (1979)

[126J R. VON MrSEs:
Mathematical theory of compressible fluid flow, Applied mathematics and me­
chanics (Vol. 3)
Academic press, New York (1958)

[127] T.J. POINSOT, S.K. LELE:
Journal of Computational Physics 101 (1992), 104

[128J P. DUTT:
SIAM Journal of Numerical Analysis 25 (1988),245

[129] H.R. SCHWARZ:
Methode der finiten Elemente, Leitfddea der angewandten Mathematik und Me­
chanik (Band 47)
Verlag Teubner, Stuttgart (1984)

[130] R. LOHNER:
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 61 (1~87), 323

[131J J.T. ODEN, T. STROUBOULIS, P. DEVLOO:
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 59 (1986),327

[132] J.T. ODEN, G.F. CAREY:
Finite Elements: Mathematical Aspects (Vol.s),
Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ (1981)



158 LITERATURVERZEICHNIS

[133J o.c. ZIENKIEWICZ, K. MORGAN:
Finite Elements and Approximation,
John Wiley & Sons, New York (1983)

[134] H. SOLTWISCH:
Messung der internen Magnetfeld-Struktur von Tokamak-Plasmen,
Ji.il-2339 (1990)

[135J R.T. MCGRATH:
Surface Profiles for ALT-II Tiles
SANDIA Nat. Laboratories Report, SAND86-0615 (1986)

[136J U. SAMM: Pers6nliche Mitteilung

[137] G. MADDISON: Personliche Mitteilung

[138J G. MANK: Pers6nliche Mitteilung



DANKSAGUNG

Die vorliegende Arbeit wurde am Institut fiir Plasmaphysik des Forsehungszentrums
1"1' L £ L' L A L ",. 11 1 1 • 1 TT -no. {" '" ....." ....-.- ...-y~~ ... ~ ••.iuncn angelert..lgt:. An erster oteue canke len rrerrn r-ror. Lrr, v.l:1. WOH, der rnese
Arbeit angeregt, errnoglicht und stets gefordert hat. Fiir die Ubernahme des Korefe­
rates und sein Engagement bei der Durehfiihrung des Promotionsverfahrens m6ehte
ieh mieh ganz herzlieh bei Herrn Prof. Dr. J. Uhlenbuseh bedanken.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Dr. D. Reiter, der mieh fachlieh intensiv betreute
und vor allem in sehwierigen Phasen aueh personlich unterstiitzte. Er gab wiehtige
Anregungen und Hilfestellungen, die mir den Weg von der allgemeinen Einarbeitung
in die Plasmaphysik bis zur endgiiltigen Fertigstellung dieser Arbeit sehr erleiehterten.

Ebenso herzlieh mochte ieh allen Mitgliedern der Theorie-Cruppe danken, die stets zu
intensiven Diskussionen bereit waren und dariiberhinaus mit vielen aufmunternden
Worten zum Gelingen dieser Arbeit beigetragen haben. Besonders erwahnen rnochte
ieh Herrn Dr. H. Kever, Herrn Dr. T. Behringer, Herrn A. Kaleek und Frau Dr. M.
Baelmans.
Fur die Beratung in programmteehnisehen Fragen bedanke ieh mich bei Frau P.
Borner, Frau B. Kiippers, Herrn D. Kosehmieder und nieht zuletzt bei Herrn Prof.
Dr. Kosehl und Herrn Dr. W. Rick aus dem Institut fiir Strahlantriebe der RWTH
Aachen.

Allen anderen Mitarbeitern des Institutes und des Forschungszentrums Julich danke
ieh auf diesem Wege fur ihr Entgegenkommen und ihre Hilfe.

Last but not least sei meinen Eltern und Freunden gedankt, die mir in meiner Freizeit
geholfen haben, Abstand von der Arbeit zu gewinnen, urn sehwierige Probleme mit
neuem Mut und neuen Ideen losen zu konnen,







I,

I
..aar- :2942

I
J~1i 1994

. ISSN 0944-2952


