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ABSTRACT

Over the last years effort is increasing to employ Finite Element Methods for plasma
edge fluid-modelling. Compared with commonly applied procedures, this method has
the advantage, that not-simply-connected domains with complex geometrical struc-
ture can be described in detail. The purpose of the presented work is to analyse
these considerations and to develop a two-dimensional Finite-Element-Code. This
code should be able to simulate the plasma flow pattern in the burning chamber of
fusion devices by an exact and solution-dependent discretisation.

Firstly the generalized Navier-Stokes-equations are modified according to the special
features of the edge plasma. From these equations fundamental conditions for the
applicability of the method can be derived. They are consistent with criteria found
at other laboratories. Based on this, a namerically stable solution procedure is for-
mulated. It is capable to deal with the strong anisotropy in plasma transport and the
large velocity gradients arising in front of the limiter. Reionisation and other collision
processes of recycled neutral particles are described by coupling the fluid model to
the kinetic Monte-Carlo neutral-gas-code EIRENE. For comparison and fundamen-
tal numerical studies a fast analytical description of recycling is also available. Such
rather crude approximations are employed in other codes often as the only option.
By this, it is now possible to treat the flow of ions and neutral atoms/molecules
near complex surface structures of fusion devices consistently. Because of the time
step restriction in the special solution algorithm, up to now the electron temperature
profile has to be provided from elsewhere. It can, for example be interpolated from
experimental data or from results of other independent code calculations. The newly
developed code is applied to a typical TOKAMAK-discharge (TEXTOR) and cha-
racteristic results are discussed. '

Using stationary solutions, the validity of the fluid-approach can be checked a poste-
riori: It is shown that in the strict sense the fluid assumptions are violated at least
in some parts of the boundary layer. This can be atiributed to the large value of
the classical transport coefficients (|| 5), gererally used in plasma fluid models. This
explains, why usually the influence of viscosity effects — relative to pressure-forces —
on the plasma flow is overestimated. Therefore modifications to the commonly used
transport equations are proposed, for instance implementation of 2 "Hux reduction”
both for the heat- and momentum-fiux.

Nevertheless, for the case discussed in this work the classical transport coefficients
are retained to compare the solution with results of other calculations and to isolate
special features caused by the interaction of strong anisotropic transport with com-
plex geometrical structures:

e On top of the limiter a fountain-like flow of ions is observed leading to a flow re-
versal back to the core-plasma.

e In the scoops underneath the limiter the plasma density increases along B because
of a "spatial focussing” of reionized neutral particles. Making consequent use of this
-effect would render the particle removal more efficient ("plasma plugging”).







KURZFASSUNG

In den letzten Jahren wurden verstiarkt Uberlegungen angestellt, die Finite Elemen-
te Methode zur Modellierung der Plasmarandschicht zu nutzen. Sie hat gegeniiber
den bisher verwendeten Verfahren den Vorteil, nicht einfach zusammenhingende Ge-
biete mit komplizierter geometrischer Form detailliert modellieren zu konnen. Die
vorliegende Arbeit hat das Ziel, diese Uberlegungen zu systematisieren und dar-
auf aufbauend, ein zweidimensionales Finite Flemente Programm zu entwickeln, das
die Strémungsverhdltnisse in der Brennkammer von Fusionsapparaturen durch eine
[6sungsangepafte Diskretisierung raumlich exakt beschreibt.

Dazu werden zunichst die verallgemeinerten Navier-Stokes-Gleichungen gemifl den
in der Plasmarandschicht dblichen Modellannahmen modifiziert. Aus diesen Glei-
chungen kénnen grundsitzliche Bedingungen fiir die Brauchbarkeit der Methode ab-
geleitet werden. Sie erweisen sich als konsistent mit auch anderenorts gefundenen
Kriterien. Daran angepaBt wird ein Losungsalgorithmus formuliert, der den stark ani-
stropen Transport und groBe Geschwindigkeitsgradienten, vor allem in Limiterndhe,
numerisch stabil beschreibt. Um die Reionisation von recyclierten Neutralteilchen
und die Physik ihrer Stofiprozesse moglichst vollstindig beschreiben zu kénnen, wird
das Fluid-Modell an den Monte-Carlo Neutralgascode EIRENE gekoppelt. Zu Ver-
gleichszwecken und fiir prinzipielle numerische Studien steht ein einfaches, analyti-
sches Neutralteilchenmodell zur Verfligung, wie es in anderen Programmen oft als
einzige Option verwendet wird.

Damit ist es jetzt moglich, die Strémung der Ionen und des Neutralgases in der Nihe
komplizierter Brennkammerbauteile selbstkonsistent zu behandeln. Dazu mufl das
Elektronentemperaturprofil - aufgrund der Zeitschrittbeschrankung des numerischen
Verfahrens - durch Anpassung an experimentelle Daten und tber eine Interpolation
der Ergebnisse unabhingiger numerischer Rechnungen vorgegeben werden. In ersten
Beispielrechnungen wird das entwickelte Verfahren auf eine typische TOKAMAK-
Entladung (TEXTOR} angewendet.

Ausgehend von stationdren Ldsungen kann a posteriort die Giiltigkeit der Fluid-Nahe-
rung fiir die lonen {iberpriift werden: Sie ist in poloidaler Richtung in Teilen der Rand-
schicht verletzt. Dies ist auf die sehr grofien, klassischen Transportkoeffizienten (iIB)
zurtickzufiithren, wie sie bisher in allen Plasma-Fluid Modellen verwendet werden.
Damit wird verstdndlich, warum auch in anderen Rechnungen die Viskositdtseffek-
te relativ zu den Druckkraften einen zu grofien Einflufi auf das Strémungsverhalten
haben. Es sind daher Modifikationen der derzeit iiblichen Transportgleichungen not-
wendig, wie etwa die Einfiihrung einer "FluBbegrenzung” sowohl fiir den Warme-, als
auch fir den ImpulsBuf.

In dem diskutierten Fallbeispiel werden allerdings die konventionellen Koefhizienten
beibehalten, um die Losung mit den Ergebnissen anderer Rechnungen vergleichen
und Effekte extrahieren zu kénnen, die sich speziell aus dem Zusammenwirken von
stark anisotropem Transport und geometrischer Komplexitét ergeben:

e Uber dem Limiter wird eine springbrunnenartige Stromung der lonen beobachtet,
die zu einer Rilckstrémung der lonen ins Kernplasma fiithren kann.
e In den unterhalb des Limiters liegenden Einlaufkanélen erhoht sich aufgrund der
riumlich begrenzten Reionisation der Neutralteilchen die Plasmadichte betra,chthch
und ve:starkt son:ut die ,Leﬂchena,bfuhr ("plasma plugging”).
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Allgemeine Einfiihrung
Fernziel der Fusionsforschung ist die Entwicklung einer neuen Energiequelle mit vor-
teilhaften Eigenschaften:

s Die Ausgangsstoffe, Deuterium und Lithium, sind in grofien Mengen und geogra-
phisch gleichmdiBig verteilt verfiigbar.

e Fusionsreaktoren produzieren keine Treibhausgase, im Gegensatz zu Kraftwerken,
die mit fossiler Energie betrieben werden.

e Im Unterschied zu Spaltungsreaktoren ist das System weit unterkritisch, d h.
geriete das Plasma auBer Kontrolle, wiirde es von selbst erléschen. '

¢ ‘Von ihrem grundsitzlichen physikalischen Prozefl her ist die Fusionstechnologie
‘nicht zwangsliufig mit radioaktiven Abfallprodukten verbunden: Die Reaktions-
-produkte aus der Verschmeizung von Deutermm und Tritium sind Neutronen und

Helium-Kerne.

Radioaktiver Abfall entsteht erst als Sekundarproze durch die Aktivierung der Brenn-
kammer-Wand bei Bestrahlung mit den Reaktionsneutronen. Und hier besteht die Hoff-
nung, in den néchsten Jahrzehnten Materialien zu entwickeln, bei denen diese Radioak-
tivitst so rasch wieder abklingt, daB eine Endlagerung nur geringe Probleme aufwirft.
Kritischer ist das Containment und der Umgang mit der radioaktiven Ausgangssubstanz
Tritium. Kann man den Brennstoff allerdings sicher beherrschen und die notwendigen
Randbedingungen fiir die Fusmnsreaktlonen schaﬁen 80 haft: man eine lanfrlstlge Opti—
Ol ZUr- Energlegewmnung : L

_Seit iiber 30 Jahren Wirci 'deshaib in vielen Industrienationen daran gearbeitet, kon-

trolliert Energie aus dem Fusionsprozefl zu gewinnen. Die technologisch ausgereifteste

und experimentell erfolgreichste Anordaung ist der TOKAMAK, eine toroidale Kon-

figuration, in der ein Hochtemperaturplasma durch Magnetfelder eingeschlossen wird,
- die teilweise. von auﬁen aufgepracft te;lwelse durch im Plasma ﬂxeﬁende Strome erzeugt :

' werden
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Die bisherigen Experimente an Tokamaks haben vor allem das Ziel, die Vorausset-
zungen fiir Fusionsreaktionen zu schaffen: Das Plasma muf} fiir bestimmte Zeit unter
einem ausreichend hohen Druck gehalten werden. Diesem Ziel ist man durch geeignete
Plasmaheizung und Verbesserung des Plasmaeinschlusses in den letzten Jahren schon

sehr nahe gekommen [3, 4]. Von den Experimenten am derzeit grifiten Tokamak JET
(Joint European Torus) und an anderen groflen Maschinen ausgehend, sind daraufhin
verschiedene Qperationsszenarien ! entwickelt worden und es liegen Skalierungsgesetze
fiir jedes dieser Plasmaregime vor, die eine Extrapolation zum brennenden Fusions-
- plasma mdglich erscheinen lassen. Allerdings ergeben sich nach globalen, theoretischen
Analysen {5, 27] unter Beriicksichtigung von Energieabstrahlung durch Verunreinigun-
gen und Brennstoffverdiinnung durch das Fusionsendprodukt Helium von den "idealen
Ziindbedingungen” qualitativ verschiedene "Brennbedingungen”, die den zuldssigen Pa-
rameterbereich fiir eine Energiegewinnung durch Kernfusion deutlich einschrinken.

Zur experimentellen Untersuchung dieser Brennbedingungen ist der internationale Ver-
suchsreaktor ITER (International Thermonuclear Experiment Reactor} geplant, der
nach der Ziindung ein brennendes Plasma fiir jeweils ca. 1000 Sekunden aufrecht erhal-

ten soll.

Diese Pulsdauer ist im Vergleich zu den Verweilzeiten der Teilchen und der Energie im
Kernplasma so grof, daf} eine effektive Steuerung von Teilchen- und Energiestrémen
wahrend der Entladung erforderlich ist. Eine solche Steuerung mufl die gleichzeitige
Wirme- und Teilchenauskopplung aus dem heiflen Kernplasma regeln, und zwar unter
Bedingungen, die sowohl mit den erforderlichen Plasmaeigenschaften vertréaglich sein
miissen als auch mit der Standfestigkeit der Wandmaterialien und Wandkomponenten:
Wihrend der vom Plasma emittierte Teilchenstrom méglichst effektiv und gerichtet zu
den PumpSfinungen der Brennkammer gefiihrt werden muB, um die anfallende Helium-
Asche wirkungsvoll abzusaugen, sollte andererseits der vom Plasma emittierte Wirme-
strom mehr gleichformig abgeleitet werden, um eine értliche {berhitzung der Wand-
* elemente zu vermeiden. Weil aber die grundlegenden physikalischen Transportprozesse
fitr Teilchen- und Energietransport sehr eng miteinander verkniipft sind, miissen Reak-
torkonzepte daraufhin untersucht werden, ob sie diese gegensdtzlichen Anforderungen
eleichreitig exfillen. e i b b L @
Die Problematik der Plasma-Wand-Wechselwirkung, die neben der Tckamak- die Stel-
laratorkonfiguration gleichermafien betrifft, hat sich daher weltweit als Kernfrage der
zukiinftigen Fusionsforschung herauskristallisiert. Letztlick geht es dabei um das Ver-
stindnis der Zusammenhinge zwischen den Vorgingen im Plasmakern, in der Plas-
marandschicht und an der Wand, sowie deren Synthese und Extrapolation zu einem
funktionsfahigen Gesamtkonzept. In diesem Zusammenhang erlangt die experimentelle
Untersuchung der Prozesse in der Plasmarandschicht und der Versuch, sie réumlich und
zeitlich aufgeldst zu modellieren, in den letzten Jahren immer gréfiere Bedeutung. Von
besonderem Interesse ist dabei ein Vergleich der Randschichtkonzepte ”Divertor” und
?Limiter” im Hinblick auf ihre Eignung zur Losung dieser Aufgaben. =~ " -

" TL-Mode, H-Mode, ELMY-H-Mode etc.




1.1. ALLGEMEINE EINFUHRUNG 3

Ausgangspunkt der theoretischen Untersuchungen sind einfache null-, bzw. eindimen-
sionale Modelle, die versuchen, die Prozesse in der Randschicht auf unterschiedlichen
Zeitskalen zu verstehen. Lokalisierte Kontakte mit materiellen Wianden und dadurch
bewirkte starke Anderungen der Plasmaparameter machen zweidimensionale Modellie-
rungen notwendig, die wegen der Komplexitit der Zusammenhinge und der Vielzahl
der zu beriicksichtigenden Effekte nur mit numerischen Methoden behandelt werden
k&énnen.

Grob vereinfacht lassen sich die heute benutzten Modelle und Verfahren auf einer Zeit-
skala in fiinf Gruppen einordnen:

¢ Auf der Zeitskala der Einzelteilchenbewegung (10~%s) beschiftigt man sich vor
allem mit Effekten der Ladungstirennung in der Nahe von materiellen Oberflichen.

e Auf der Zeitskala der thermischen Driftbewegung (10~%s) untersucht man ver-
stirkt die Wechselwirkung der Plasmateilchen untereinander, ihren Impuls- and
Energieaustausch durch StoBe.

o Auf der Zeitskala der mittleren Strémungsgeschwindigkeit (1073s) sind die Trans-
portgleichgewichte in der Randschicht von Interesse und man versucht, den Ein-

eometrischen und physikalischen Effekte mglichst vollstindig zu berfick-

¢ Auf der Zeitskala des Teilchen- bzw. Energieaustauschs {~ 1s} wird der globale
Transport zwischen Plasmainnerem und Plasmarand diskutiert und es lassen sich
notwendige Bedingungen fiir eine positive Energiebilanz der Anordnung formu-
lieren.

Auf der Zeitskala der Entladung eines Tokamaks (> 10s) ist die Frage nach der
Stationaritét dieses Vorgangs entscheidend, besonders im Hinblick auf die Ver-

'\"v‘e.uub cbfkel [ U.el i‘lllUi U.Ll. U..[lg Zur Lndf 2 Iege Winfi llﬂg

[i7]

Diese Arbeit wird sich vor allem mit der Behandlung des Tra,nsportglelchgemchts und
den daraus entstehenden Strémungen in der RaﬂdSChLCT'lb bescha,mgen

Dabei wird-zum einen auf die Herleitung der verwendeten Fliissigkeitsgleichungen ein-
gegangen; es werden die Grenzen der Guitigke.lt und dle der Theome zugrundehegenden
Annahmen néher diskutiert. :

Der zweite Schwerpunkt wird die numerische Losung dieser Gleichungen sein. Wie aus
Abbildung 1.1 ersichtlich wird, ist man auf der Ebene des hier diskutierten Transport-
modells (typische Transporizeit =~ 1072 Sekunden) relativ weit fortgeschritten. =

Bisher hatte man allerdings, bedingt ‘durch die Beschrinkung auf ein spezielles nu-
merisches Verfahren, Probleme bei der Modellierung komplexer ‘Geometrien. Daher
“wird in dieser Arbeit ein anderer numerischer Ansatz, die. Finite-Elemente-Methode
(FEM) vorgestellt, mit der eine Losung der Plasmagleichungen auf nicht einfach zu-
sa,mmenha,ngenden Gebieten mit komphmerten Berandungen moghch ist. :
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Abbildung 1.1: Status der Randschlchtmodelherung beziiglich geometrischem, physika-
lischem und und zeitlichem Umfang B

- Zuerst wurde diese Methode in den Ingenieurwissenschaften bei Festigkeitsberechnun-
gen angewandt. Vor ca. 20 Jahren wurden die Anwendungen auf diffusive Transport-
probleme ausgedehnt und seit etwa zehn Jahren werden Strémungssimulationen durch-
gefiihrt, wobei es vor allem um Problemstell ungen geht in denen die Konvektion der
dorainierende Transportprozed ist. : :

Will man diese Methode in der Plasmaphysik einfiihren, begibt man sich in vielen
Richtungen auf neues Terrain. Da ist zum ersten die numerische Theorie und Erfah-
rung, die bei dem bisher verwendeten Finite- leferenzen— Verfahren wesentlich weiter
entwickelt ist.

Zum gzweiten sind mit der FE-Methode bisher wenige Stromungssimulationen mit Kon-
vektion und Konduktion durchgefithrt worden; wobei die starke Anisotropie des Trans-
ports im Magnetfeld in keiner anderen Anwendung auftrat. .

Als Drittes stoft man auch auf der Seite der Plasma,phyak an Grenzen, denn das Ver-
halten des.Plasmas bei- Aufstrémung auf eine Wand ‘bei schragem Emiau ist sowoni
theoretisch als auch experimentell wenig untersucht.- '

'Da komphmerte Berandungen wie etwa zur Plasmas‘tromung a,ngewmkei‘te Targetobe;:—
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flichen, in fast allen Tokamaks auftreten und vermutlich einen signifikanten Einflufl auf
die Gesamtstrémung haben, sollte man sich bei der Modellierung der Vorgénge in der
Plasmarandzone nicht nur auf die vollstandige Beschreibung der " Physik” beschrénken,
sondern sich auch um eine exakte Darstellung der ” Geometrie” bemiihen. '

Nur beide Aspekte zusammen ermdglichen ein umfassendes Verstidndnis der Vorginge
am Plasmarand und ein solches Verstdndnis ist sicherlich notwendige Voraussetzung
bei Design und Betrieb eines Fusionsreaktors. o o
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1.2 Die Plasmarandschicht - Ein Uberblick

Wihrend die Bedingungen, die im Plasmakern erreicht werden miissen, durch die mitt-

lere Temperatur und eine Brennbedingung relativ gut definiert sind, gibt es in der
Randschicht eine Vielzahl von Prozessen, deren Relevanz fiir den Transport wesentlich
" vorn Wandmaterial, vom Design der Brennkammer und vom Verlauf der magnetischen
Feldlinien innerhalb der Kammer abhingt. Das grundsitzliche Ziel ist die Optimierung
der Konfiguration, sodaB die gewiinschten Bedingungen im Plasmainnern aufrecht er-
halten werden kénnen. Die Schwierigkeiten, dieses Ziel zu erreichen, resultieren aus dem
eingeschrinkten Verstindnis des Zusammenhangs zwischen Randschicht und Kern, vor
allem bedingt durch die Vielzahl der auftretenden Prozesse und ihre starke, nichtlineare
Vernetzung miteinander. Zuerst soll deshalb auf die Einzelprozesse ndher eingegangen
werden. Hier kann eine direkte Beziehung zwischen Ausgangszustand und erzieltem Ef-
fekt hergestellt werden und Parameterstudien unterschiedlicher Szenarien sind mdglich.
Kombiniert man aber diese Einzelprozesse, um vorteilhafte Prozefbedingungen zu er-
zielen, so zeigt sich, dafl eine konsistente Wahl von Betriebsparametern schwierig ist. Die
bisher entwickelten Methoden zur Randschichtkontrolle kénnen die Randbedingungen
aufgrund dieser komplizierten Zusammenhinge oft nur beziiglich einiger Einzelprozesse

optimieren.

1.2.1 Einzelprozesse in der Randschicht

Es gibt keine einheitliche Definition der Randschicht. Die meisten Formulierungen be-

ziehen sich auf die physikalische Ursache fiir diese Schicht, d.h. sie orientieren sich am
 jeweils dominierenden Prozess in dieser Zone. Da aber verschiedene Randschichtkonfi-
gurationen auch durch unterschiedliche Prozesse bestimmt werden, soll in dieser Arbeit
die Definition auf den Auswirkungen der Prozesse basieren:

p=31 SL«JJJ- LELLALL UL

Die Randschicht ist der Bereich des Plasmas, in dem Teilchen- und Ener-
giefiiisse stark ortsabhiingig sind [11].

Diese Definition gilt fiir alle Konfigurationen. Welches die verursachenden Mechanis-

U S g |

men fiir die starken Ortsabhingigkeiten sind, soll nun néher erldutert werden.

Plasmateilchen bewegen sich aufgrund ihrer elektrischen Ladung auf gyrierenden Bah-
nen entlang von Magnetfeldlinien. So werden sie im Tokamak eingeschlossen.

(-« Die Berechnung des Plasmagleichgewichts im Tokamak ).

Durch Driften, Stife und Stérungen des Magnetfeldes ist dieser EinschluB jedoch nicht
perfekt und langsame Diffusion transportiert die Teilchen nach anflen, bis sie eine Ma-
gnetfeldlinie erreichen, die eine materielle Begrenzung schneidet. Verstdrkt durch an
dieser Begrenzung entstehende Potentiale und erleichtert durch den schnellen Trans-
- port entlang von Feldlinien, strémt das Plasma auf die Begrenzung auf. Hier finden
zwei Reaktionen statt. Zum einen werden die Plasmaionen ihre kinetische und ihre in-
nere Energie auf Wandatome iibertragen, eine Erosion des Materials bewirken und das
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Plasma mit diesen Fremdatomen verunreinigen. Zum anderen rekombinieren die Ionen
mit den gleichzeitig ankommenden Elektronen in der Wand und strémen zals neutrale
Teilcher ins Plasma zuriick. Dort reagieren sowohl die freigesetzten Verunreinigungen
als auch die Wasserstoffatome, bzw. -molekiile mit den Plasmateilchen, hauptsichlich
mit den leichfen und schnellen Elekironen.

Dabei thermalisiert der neutrale Wasserstoff vor allem durck Ladungsaustauschreak-
tionen und erhdht nach seiner Ionisation die Dichte des Plasmas in der Randschicht.
Die schwereren, neutralen Fremdatome wechselwirken hauptsichlich iiber Elektronen-
stoBprozesse, durch die sie in hohere Ladungszustinde angeregt werden. Da sowohl
der neutrale Wasserstoff als auch die Fremdatome von der Wand kommend im allge-
meinen nur niedrigere Energien haben, wird das Plasma durch diese Prozesse gekiihit.
Fine zusdtzliche Kithiung wird dadurch bewirkt, dafl zwischen den StoBanregegungen
Energie iber spontane Emission von Strahlung abgegeben wird Die Strahlungsverluste
wachsen mit der Kernladung nichtlinear an, wobei die Potenz zwischen Z?%. (Brems-
strahlung) und Z° (Linienstrahlung) variiert.
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Abbildung 1.2: Abgestrahlte Leistung, normiert auf Elektronen- und Verunreinigungs-
‘dichte, in Abhingigkeit von der’ len:tronentemperatur T, fur Verunremlgungen Imt
verscluedenen Kernladungszahlen Z ' : SRR




8 KAPITEL 1. EINLEITUNG

. Materialien mit hohein Z strahlen daher sehr viel mehr Energie ab als Niedrig-Z-Stoffe.
Die Strahlungskiihiung durch Atome und lonen hoher Ladungszahl kann aber auch
zu einer so starken Erniedrigung der Temperatur des Plasmakerns fihren, dafl der

Wirkungsquerschnitt fiir die Fusionsreaktionen erheblich verringert wird. Daher sind
C‘f“l’\"[rof‘ﬂ Varanm ailﬂigungen it Worm nuir IH Gahr -L']a'x‘nn'n Vnﬂzaﬂf':‘ahnnan (Rrucl’ltelle vOn

%) tolerierbar.

Eine solche Kiihlung ist also nur dann von Vorteil, wenn sie auf die Randzone des
Plasmas beschrinkt werden kann. Hier ist die Elektronentemperatur so niedrig, daf die
Anregungsenergien nur Elektronen in dufleren Schalen anregen. Dadurch ist es mdglich,
die abgestrahlte Energiemenge und damit auch die Energieverluste im Kernplasmas
klein zu halten und doch gleichzeitig eine effektive Kithlung der Randzone und einen
wirksamen Schutz der Winde vor Erosion zu erreichen.

Fiir Verunreinigungen mit niedriger Kernladungszahl ist die Strahlung eher schwach,
sodal} die Brennbedingung noch bei Konzentrationen im Prozenthereich erfiillt ist. Sie
verringern jedoch durch ihre zusdtzlichen Elektronen die Plasmaionendichte und damit
auch die Fusionsrate. Insofern sind auch die bei der Fusion entstehenden Helium-Kerne
Verunreinigungen, deren Konzentration kritisch ist: Bei zu hoher Dichte der a- Teﬂchen
erstickt die Fusionsflamme an ihrer eigenen Asche.

1.2.2 Anforderungen an die Randschicht

Nach den vorhergehenden Uberlegungen muf die Randschicht daher so konzipiert sein,
dal} einerseits wenig Verunreinigungen von den Wianden ins Plasmainnere gelangen,
wihrend andererseits die Helium-Asche aus dem Kern extrahiert und gezielt zur Wand
transportiert werden muf}.

Durch die starke Kopplung von Teilchen- und Energietransport ist es schwierig, die
folgenden Bedingungen gleichzeitig zu erfiillen:

atte anlita dor ‘Rférmeﬁuﬁ a-n-F din ‘ﬁfanr‘i iihor grnﬁo Flirhan vcrr-tcx]t Tx'rerde'q,

.I_J'J.iLCLD\.fl EJD DULiUe WTL WY WAL WA FoFGLALAE L RFTE ERAWEL L i J.W\_,,A,i\.;},l, Tia

um eine Ortliche Uberhitzung des Wandmaterials vermeiden zu konnen, anderes-
seits ist eine Fokussierung des Teilchenstroms wiinschenswert, um die Helium-
Asche effektiv in Pumpkanile leiten zu kénnen.

0

e Die Energieeinschlufizeit vz mufl so grof sein, daB die Plasmatemperatur und da-
mit auch die Fusionsrate fiir eine positive Energiebilanz hoch genug sind. Gleich-
zeitig mull aber die Teilcheneinschlufizeit 7, so klein wie méglich gehalten werden,
um die Verunreinigungen und das entstehende Helium so effektiv zu pumpen, dafl
die Verluste durch Strahlung bzw. Brennstoffverdiinnung vernachldssigbar klein
bieiben.

" Awus diesen Beispielen wird deutlich, wie kontrir die Anforderungen an Teilchen- bzw.

Energieeinschiufl in der Randschicht sind. Daher wurde in den letzten Jahren ein hoher
~Forschungsaufwand betrieben, neue Ideen und Methoden zu entwickeln, um dieses Pro-
‘blem, eines der kritischsten des Reaktordesigns, zu 16sen. Enge dieser Ideen werden in
' den nachsten Abschmtten vorgestelit und kurz bewertet :
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1.2.3 Die Wandbeschichtung

Eire mittlerweile weltweit eingesetzte Technologie zur allgemeinen Reduzierung der
Energieverluste durch Verunreinigungen ist die Beschichtung der Winde mit Bor, Koh-
lenstoff oder Beryllium{7, 8, 9, 10]. Dies sind Stoffe mit erheblich niedrigerer Kernla-
dungszahl gegeniitber dem konventionellen Wandmaterial Stahl. Weiterhin haben die
Bor-Kohlenstoff-Schichten die Eigenschaft, andere Stoffe zu pumpen. Sie reduzieren
dadurch vor aliem mittelschwere Fremdatome wie Sauerstoff und organische Verbindun-
gen. Fiir den quasistationdren Betrieb eines Reaktors ist die Saugleistung der Winde
jedoch zu gering, inshesondere ist das Pumpvermdgen fiir Helium annihernd null, so-
daB eine zusdtzliche Teilchensenke geschaffen werden muf. )

Eine solche Teilchensenke kann man durch die Offnung von Magnetfeldlinien schaffen,
d.h. Magnetfeldlinien schlieflen sich nicht mehr auf FluBiflichen, sondern sie beginnen
und enden an Prallplatten. Es gibt mehrere Méglichkeiten, solche Konfigurationen zu
erzeugen; sie lassen sich vom physikalischen Prinzip her in zwei Gruppen einordnen:
Limiterkonfigurationen und Divertorkonfigurationen.

1.2.4 Der Limiter

Bei einem Limitersystem wird der Plasmaquerschnitt durch Beriihrung der dufleren
geschlossenen magnetischen Oberfliche (last closed flux surface = LCFS) mit einer
materiellen Berandung (Limiter) definiert und begrenzt. Der Verlauf der Fiufiflichen
bleibt in dieser Konfiguration nahezu unbeeinfiudt. Ein solcher Limiter ist die plas-
mandchste Wand und die Wechselwirkungen konzentrieren sich auf seine Cberfldche.
Da der Limiter Senke fiir geladene Teilchen und Energie ist, fallen Dichte und Tempe-
ratur auferhalb der LCFS stark ab. Durch eine geeignete Wahl der Oberflichenkontur
des Limiters kann eine gleichméfige Verteilung des Wirmeflusses erreicht werden. Eine
Reduzierung der Wirmelast 188¢ sich durch streifenden Finfall der Magnetieldlinien auf
den Limiter erreichen, da hierdurch Teiichen- und Energieflul auf eine gréBere Fliche
verteilt werden. Das Abpumpen des Plasmas im Limiterschatten macht eine Kontrol-
le des Teilcheninventars und der Helium-Konzentration moglich, ist jedoch wegen der
radial stark abfallenden Teiichenfliisse méglicherweise nicht effektiv genug. Der grofle
Nachteil des Limiterkonzeptes ist der direkte Kontakt von materiellen Winden mit
dem Plasmainnern. Durch die Form der Limiteroberfliche werden Verunreinigungen
vor allem in Richtung des Kernplasmas gesputtert und gelangen sofort auf geschlossene
magnetische Feldlinien. Sie werden nach ihrer Ionisation dort gehalten und entziehen
dem Kernplasma Energie, Das Limiterkonzept ist daher fiir einen Fusionsreaktor nur
dann verwendbar, wenn ‘die Erosionsrate durch die Verunreinigungen klein gehalten
werden kann. Dies wird ‘beispielsweise durch Strahlungskuhlung im Randplasma, er-
reicht. (— Einblasen von Gas } :

1.2.5 Der Divertor

In der Divertoranordnung wird die magnetische Konfiguration durch zusitzliche 'Spu-
len gedndert. Die magnetischen Oberflichen am Plasmarand werden aufgebrochen und
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die Feldlinien aus dem Gebiet des heiflen Plasmas herausgefithrt. Die dort als Teilchen-
und Energiesenken installierten Prallplatien sind relativ weit vom Kernplasma entfernt.
" Daher ist die Wahrscheinlichkeit, dafi Verunreinigungen zuriickstrémen, eher gering.
Dies ist der grofie Vorteil des Divertorkonzeptes: Zum einen wird die Verunreinigungs-
konzentration im Plasmainnern herabgesetzt, zum anderen die Konzentration vor den
Platten soweit erhoht, daBl durch Strahlungskiiblung die Temperatur des Plasmas und
damit auch der Wirmefiufl auf die Platten erheblich reduziert werden kana. Ein wich-
tiger Zusatzeffekt ist die Erhohung der Teilchendichte und des Neutralgasdruckes in
Targetndhe. Hier ist effektives Pumpen moglich. Ein Nachteil des Konzeptes liegt in
den zus#tzlich zu erzeugenden Magnetfeldern. Sie miissen bei einem Reaktor auBerhalb
des Plasmagefifles an einem Ort mit niedriger Neutronenbelastung angebracht werden,
d.h. in einem gréfleren Abstand vom Plasma. Daher liegen die Stréme, die man zur
Erzeugung der gewiinschten Magnetfeldkonfiguration in der Randschicht bendtigt, in
der Gréflenordnung des Plasmastroms. Sie sind daher technologisch nicht einfach zu be-
herrschen und diirfen auch bei der Berechnung der Gesamtenergiebilanz eines Reaktors
nicht vernachlissigt werden.

Kern der Fusionsflamme

L
iy

Separafrix

“Randschicht

‘Abbildung 1.3: Schematische Darstellung einer anter— bzw. Dlvertoranordnung mit
den wesenthchen Untersch1eden o : :
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1.2.6 Vergleich von Limiter und Divertor

Im europiischen Forschungsprogramm werden derzeit sowohl gepumpte Divertoren als
auch Pumplimiter als Instrumente der gleichzeitigen Wirme- und Teilchenauskopplung
untersucht. Dabei hat sich gezeigt, daB eine Erhaltung der toroidalen Symmetrie auch
in der Auskopplung von Vorteil ist, soda8 die erfolgreichsten Anordnungen foroidale
Limiter und Poloidalfelddivertoren sind.

Im Jiilicher Tokamak TEXTOR ist es mit dem Pumplimiter ALT I gelungen, die
notwendige Menge Helium-Asche abzupumpen unrd dies mit tolerierbaren Warmebe-
lastungen der Limiteroberfliche in Finklang zu bringen. Im Garchinger Experiment
ASDEX konnten die erwarteten Eigenschaften eines Divertors im Experiment bestdtigt
werden; die dabei gleichzeitig gefundene Verbesserung von Teilchen- und Energieein-
schlufl (H-Mode), die zum Zeitpunkt des Experimentes als groBer Fortschritt gewertet
wurde, muf heute vor dem Hintergrund notwendiger Ascheabfuhr kritischer betrachtet
werden[14, 15].

Fin genauerer Vergleich der beiden Konzepte ist kaum moglich, da bisher nur weni-
ge Parameterstudien in Bezug auf Form, Gréofle und Pumpverhalten gemacht werden
konnten.

Zwel allgemeine Aussagen lassen sich aber treffen:

Der Limiter stért durch seine Nihe znm Plasmakern zwar die Entladung, erfaubt da-
durch aber auch ein unmittelbares Einwirken auf Zustinde im Plasmamneren

Der Divertor verlegt die entscheidenden Wechselwirkungen weg vom Zentrum und redu-
ziert dadurch die Storung des Plasmakerns. Will man jedoch vom Divertor aus gezielt
Einfluff auf das Innere ausiiben, mufl man die (nichtlinearen) Reaktionen der Rand-
schicht genau kennen. Von einem Verstdndnis der Wechselwirkungen ist man aber so-
wohl theoretisch als auch experimentell noch weit entfernt.

Sicherlich mitentscheidend filr die Frage, welches Konzept in einem Reaktor benutzt

werden wird, sind die geplanten Divertorexperimente in JET {13].

1.2.7 Andere Methoden zur Keontrolle der Randschicht

Durch Einblasen von Gas in die Randschicht kann gezielt die Plasmatemperatur
iber Strahlungsverluste geregelt werden. Dazu wird in TEXTOR das Edelgas Neon
benutzt, da die Anregungsenergien fiir Neon unter 300 eV liegen und damit das Plas-
mazentrum nicht gekiihlt wird [12]. Die im Zentrum auftretende Plasmaverdiinnung von
nne/Ne = 0.7%  und die Verschlechterung der Energieeinschlufizeit um etwa 30% sind
nachteilig aber noch tolerierbar, vorteilhaft sind die stark verringerten Wirmefiiisse auf
den Limiter.

Der Einfiufl elektrischer Felder auf das Plasma ist Gegenstand intensiver Forschung
sowohl an Divertor- als auch an Limitertokamaks. Es werden Felder unterschiedlicher
Polaritat zwischen Targetplatten und ZuBerer Wand angelegt. Die Potentialdifferenz
kann Stréme im Plasma treiben, sodaB Elekironen und Jonen fiber riumlich getrennte
Kandie abstromen. Der Einflufl solcher Effekie auf Teilchen- und Energieeinschlufl wird
derzeit auch an TEXTOR studiert [16]. : S N
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Kapitel 2

Modellierung von
isionsplasmen

Das Ziel jeder Modellierung ist das Verstindnis von Gesamtzusammenhéngen in einer
Versuchsanordnung, soda§ experimentelle Befunde reproduziert werden kénnen und
auch pradiktive Aussagen moglich sind. Oft geht man dabei so vor, da man versucht,

iy

von v1e1e11 dieser Einzeltheorien ermoghcht dann die Betrachtung der L_Gesamtanord-
nung. Deren Verhalten muf aufgrund starker Vernetzung und nichtlinearer Zusam-
menhinge mathematisch nicht eindeutig bestimmt sein. Es kénnen mehrere stabile
oder auch oszillierende Losungen existieren und je nach mathematischer Formulierung
ind unterschiedliche Verfahren erforderlich, um ndhere Aussagen iber das Gesm_utsy-'

ind unterschi
stem zu gewinnen.

Diese Problematik gilt auch fiir die Modeﬂierung von Toka,makpiasmen: Das komplexe
Gesamisystem wird durch Betrachtung unterschiedlicher Zeitskalen, Lingenskalen und
rdumlicher Bereiche, in denen jeweils andere physikalische Effekte dominieren, sepa-
riert. Es werden verschiedene mathematisch-numerische Konzepte verwendet, um die
einzelnen Probleme zu 16sen. Durch Kopplung und Iteration dieser Einzelldsungen wird
dann versucht, zu einer konsistenten Gesamtldsung zu gelangen. Von dieser weifl man
jedoch nicht, ob sie mathematisch cindeutig und ‘physikalisch richtig ist. Erst durch
Vergleich vieler Rechnungen unteremander und mit dem Experxment kaml man eine

gemsse Smherhelt gewxnnen. L

Dieses Ubersichtskapitel stellt in den einzelnen Abschnitten verschiedene Aspekte der
Modellierung dar. Es erldutert, welche Moglichkeiten man zur Beschreibung des Plas-
mas hat, wie sie bisher genutzt werden und welchen Beschrinkungen man unterliegt

Dies soll erméglichen, die Modellierung der ‘Randschicht durch Fliissigkeitsgleichun-
gen, wie sie in dieser Arbeit benutzt werden, im Gesamtzusammenhang zu sehen und
beziiglich der betrachteten Ze1t~ und Ra,umskalen im Verglezch Zu. a.nderen Modellen
‘ginzuordnen. - S : : .'
Im _ersteI_L_Tei_l werden die im Plasma z;uﬁ;rete_nden.Zeit- und Léngenskalen durch ZUgIun- -

]_3
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deliegende physikalische Effekte erklirt und damit fiir verschiedene Zonen des Plasmas
jeweils adiquate Modelle formuliert.
Geméf dieser Analyse zerfillt das Plasina raumlich in zwei charakteristische Bereiche,

in den Plasmakern und die Plasmarandschicht.

Tem Ahaorhnitt ihor dan Ploccn abrana nried arct Ana Dl smn.—ei iehongneht sinAd dia Ao s
1 A OBCATIYY WOET (€I riasiiiaderlt Wild ZU€rst Gas r1asiiafiCiCngdwidily UniG Qi aarau

resultierende Magnetfeldkonfiguration behandelt. Es wird ausfiihrlich auf eine analy-
tische Behandlung der Problematik eingegangen, denn zumindest in Tokamakplasmen
mit anndhernd kreisférmigen FluBflichen kann eine Darstellung gefunden werden, die
die Ergebnisse numerischer Rechnungen sekr gut approximiert. Die analytische Formu-
lierung hat den Vorteil, daf} Richtung und Stédrke des magnetischen Feldes an jedem
beliebigen Ort im Plasma exakt berechnet werden kénnen, unabhéngig von der Wahl
der Diskretisierung, die zur Losung der Strémungsgleichungen notwendig ist.

In einem zweiten Teil werden Modelle fiir den Plasmakern diskutiert, die einzelne Trans-
portprozesse vereinfacht durch charakteristische Lingen und Zeiten beschreiben und
daraus analytische Relationen zwischen gemittelten Werten fiir Plasmadichte und -
temperatur ableiten.

Im Abschnitt iiber den Plasmarand geht es vor allem um die Beschreibung von Plasma-
stromungen durch erweiterte Navier-Stokes Gleichungen mit speziellen, plasmaspezifi-
schen Ansitzen. Hier gibt es eindimensionale, oft analytische Modelle und eine Reihe
von zweidimensionalen numerischen Losungsalgorithmen.

Ein anderer wichtiger Aspekt ist die Beschreibung der Prozesse bei Kontakt des Plas-
mas mit einer Oberfliche. Solche Rechnungen sind fiir die gesamte Randschicht eminent
wichtig, da die hier gewonnenen Erkenntnisse als Randbedingungen in die Fluidmodelle
eingehen.

Neben der Plasmastromung sind auch die Neutralteilchen und ihre Wechselwirkungen
mit den Plasmaionen und -elektronen von Bedeutung. analytischen Modellen stehen
auch hier numerische Losungsmethoden gegeniiber, die eine Betrachtung komplexerer

Zn::\mmaﬁhawﬁ‘e ﬂ?mngﬁr‘hph

Zum SchluB soll ein Abschnitt stehen, der den derzeitigen Status der Modelherung und
Anforderungen fitr d;e Zukunft dlskutiert :

2.1 I‘v’j’.@éeéhef&ng von z.;mzeﬁ"sereiemeii im
Eine erste rdumliche Unterteilung des Tokamakplasmas orientiert sich an typischen
Zeitskalen: Das Kernplasma, im Gleichgewicht und ohne Strémungen fiir typische Zei-
ten von Mﬂhsekunden und das Randschzchtplasma, dessen Dynamik sich auf dleser
Zeitskala entwmkelt W T

Entsprechend gibt es fiir den Plasmakern Verfahren zur Berechnung eines stationiren
Zustandes auf der-Basis der Maxwellgleichungen und einer Giezcngemchtsbemngung
zwischen inneren Plasmakréften und dufleren Magnetfeldkriften. - - -
Man modelliert Strémungen in diesem Gebiet und damit verbundene Verluste nicht
rdumlich .aufgeldst, sondern beschreibt den Transport. durch :globale. Zeitparameter
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(Teilchen- und Energieeineschlufizeit) und fest vorgegebene Profile von Dichte und Tem-
peratur (" Punktmodelie™). Zusitzlich kann auch die Energieproduktion durch Fusions-
prozesse miteinbezogen werden. Daraus lassen sich z.B. anhand von Parameterstudien
Bedingungen fiir einen brennenden Fusionsreaktor formulieren. '

Demgegeniiber steht die Berechnung von Profilen in der Plasmarandschicht, dominiert
durch nichtlineare Transportprozesse und stark beeinfluBt durch Quellen und Senken
fiir Teilchen und Energie. Da dieses System immer noch sehr komplex ist, werden weite-
re Unterteilungen vorgenommmen. Man formuliert Gleichungen fiir die Bewegung von
Elektronen und Ionen einerseits und fiir neutrale Atome und Molekiile andererseits.
Diese Aufspaltung ist notwendig, da sich die Bahnen der geladenen Teilchen am Ma-
gnetfeld orientieren, wihrend Neutralteilchen sich unbeeinflufit vom Feld bewegen.
Fiir die Plasmaionen und -elektronen gibt es mehrere Ansitze, die sich in ihrer physi-
kalischen Vollstindigkeit und in der rdumlichen Komplexitit unterscheiden.

Auf einer mesoskopischen Ebene arbeitet die Fluidniherung, die die Teilchen- und Ener-
giestrome iiber Ansétze der Kontinuumsmechanik beschreibt. Dieses Modell ist nur fiir
Gebiete im Plasma anwendbar, in denen der mittlere Teilchenabstand sowohl in Relati-
on zu den geometrischen Abmessungen als auch im Vergleich zu den Gradientenlingen
kiein ist. Nur dann ist die Benutzung lokaler Transportkoeffizienten, die Ausdruck einer
instantanen Informationsiibertragung sind. sinnvoll.

fordert das eine kinetische Theorie. Hier wird die Trajektorie geladener Teilchen in
Gyration und Translation zelegt. Uber die Gyration wird gemittelt und so ergeben sich
Gleichungen fiir die Bewegung eines Massenpunktes entlang von Feldlinien und fiir Drif-
ten senkrecht zu ihnen. In dieser ”driftkinetischen Beschreibung” k6nnen auch nichtlo-
kale Transportkoeffizienten formuliert werden, da als Losung Verteilungsfunktionen im
Geschwindigkeitsraum vorliegen. Dies ist allerdings gleichzeitig der groBte Nachteil der
kinetischen Theorie. Die explizite Beriicksichtigung der Verteilungsfunktionen erfordert
mindestens zwei oder sogar drei zusitzliche Dimensionen im Geschwindigkeitsraum, so-
daf} die Berechnungen hochstens in einer Raumdimension durchgefiihrt werden kdnnen.
Ergebnisse mit besserer Ortsauflésung konnen durch Simulation der Einzelteilchenbe-
wegung erzielt werden. Die Bewegungsgleichungen werden dazu fiir viele Plasmateil-
chen simultan numerisch geldst. Man rechnet auf sehr kleinen Zeit- (Nanosekunden)
und Lingenskalen (Mikrometer), sodal die Methode nur in rdumliich eng begrenzten
Gebieten anwendbar ist. Ergebnisse solcher Rechnungen in stoflarmen Gebieten sind
aber zur Formulierung exakter Randbedingungen im Fluidmodeil unbedingt notwendig
und becinflussen in grofiem Mafe Dichte- und Geschwindkeitsprofile in der gesamten
Randschicht. i
Alle diese Ansitze sind auch zur Modellierung des Transports von Verunreinigungen
moglick. Wird die Iluidniherung verwendet, muf} jedoch kontrolliert werden, ob nicht
wegen der geringen Konzentration und der grofien freien Weglédnge zwischen zwej Stéflen
der Verunreinigungsionen untereinander der Geltungsbereich des Modells {iberschritten
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Durch die Neutralteilchenmodelle wird die Bewegung der rekombinierten lonen von
den Winden zuriick ins Plasma beschrieben und es werden die im Plasma stattfinden-
den Wechselwirkungen modelliert. Hier unterscheidet man, wie bei geladenen Teilchen,

quasikontinuierliche und kinetische Ansatze. Sie werden entweder mit analytischen Me-
thoden hehandelt oder numerisch simuliert, letzteres meist mit linearen. statistischen

Methoden (Monte-Carlo-Verfahren).

In den oft stark vereinfachten analytischen Modellen wird der auf die Wand treffen-
~ de Jonenflufl als NeutralteilchenfluB mit einer bestimmten Winkelverteilung ins Plasma
reemittiert. Entsprechend einem einfachen Ionisationsgesetz, nur abhingig von Elektro-
nendichte und -temperatur, wird ein gewisser Anteil dieses Flusses auf jedem Wegstiick
reionisiert.

Die statistischen Verfahren arbeiten mit Einzelteilchen, deren Verhalien durch Ent-
scheidungen im Rahmen von Wahrscheinlichkeitsgesetzen simuliert wird. Dadurch kann
eine Vielzahl von Wechselwirkungen beriicksichtigt werden. Dazu gehért die Emission
sowohl von Atomen als auch von Molekiilen aus der Wand mit spezifischen Energie-
und Winkelverteilungen und die Wechselwirkung mit dem Plasma in Form von Mo-
lekiildissoziations-, Ladungsaustausch- und Ionisationsreaktionen. Prinzipiell konnen
solche Modelle die physikalischen Prozesse annihernd vollstdndig beschreiben, man
muf jedoch ein grofles Ensemble von Teilchen wihlen, damit die Statistik fiir die Ein-
zelprozesse gut genug ist. Daher besciirdnken die verfligbare Rechenleistung und die

Loanfelata Dashaneats dia M2l b boiénn dianan Mathada 1
Utliﬁbight necienzZaeir die }J’.lUS,iji.ziLBCi%Cii djcﬁt; }v’itzthudc. .
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2.2 Modellierung des Plasmakerns

2.2.1 Die Berechnung des Plasmagleichgewichts im Tokamak

Dieser Abschnitt gibt eine Zusammenfassung der Grundgleichungen und einiger Lésungs-
methoden zur Bestimmung von Gleichgewichtskonfigurationen fiir Tokamakplasmen.
Sie sind fiir die Randschichtmodellierung von groflem Inieresse, weil hieraus Stirke und
Richtung des Magnetfeldes - auch am Plasmarand - berechnet werden kann. Die hier
entwickelte analytische Darstellung erweist sich als besonders niitzlich, will man die

Magnetfeldkonfiguration in ein beliebig diskretisiertes Rechengitter iibertragen.

Grundgleichungen fiir Tokamakgleichgewichtskonfigurationen

Diese Gleichgewichte werden fiir den Grenzfall idealer Hydi‘odynamik, also ohne dissi-
pative Effekte, berechnet. Man geht dabei von einigen wesentlichen Grundannahmen
aus: '

."""_s Die gréfite Komponente des magnetischen Feldes im Tokamak ist das Vakuum-
" toroidalfeld Bg uac, erzeugt durch Spulen, die ringformig um das Plasmagefdd
“angeordnet sind. Weil der toroidale Flufl eine Erhaltungsgréfe ist, wird das Feld

it dem Abstand von der Torusachse schwicher.

1Man beachte: Eine Verbesserung der statistischen Genauigkeit um einen Faktor 2 erfordert eine
- Erhthung der Teiichenzah] um den Faktor 4
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¢ Im Plasma wirken senkrecht zu Bg .. augrund der Torusgeometrie Druckkrifte,
die das Plasma nach auBen treiben wollen. Dem wirkt ein iiberlagertes poloidales
Magnetfeld B, entgegen. Erzeugt wird By, durch einen im Plasma flieflenden
toroidalen Strom, der im Allgemeiner iiber ein &ufleres elektrisches Feld induziert
wird.

e Es mufl im Tokamak ein inneres Gleichgewicht zwischen dem Plasmadruck und
den wirkenden magnetischen Drucken hergestellt werden. Im station&ren Plas-
makern ist eine einfache Druckbilanz ohne Berticksichtigung von Strémungen -
weder konvektiv noch diffusiv - eine geeignete Beschreibung. Die Ausdehnung
des Modells auf den Plasmarand ist gerechtfertigt, weil die dort herrschenden
Drucke und Stromungen die duBleren Magnetfelder (Toroidalfeld, Poloidalfeld aus
Plasmastrom) nur wenig beeinflussen. Die aus diesen Rechnungen hervorgehende
Magnetfeldkonfiguration kann daher als fest vorgegeben in ein Randschichtmodell
integriert werden.

e Der Plasmadruck berechnet sich nach dem idealen Gasgesetz als Produkt von
Teilchendichte und thermischer Energie und er ist im stationéiren Fall iiber der
toroidalen Koordinate konstant, da Gradienten entlang von Feldlinien sehr schnell
ausgeglichen werden. In Finzelfllen kann diese Dimension zur zeitaufgeldsten

Berechnung von Transportprozessen beriicksichtigt werden. {Pelletinjektion, ete.)

e Zur Kontrolle von Form und Position des Plasmas sind zusiitzliche externe Felder
notwendig, die vor allem fiir elongierte Divertorplasmen eine komplizierte Struk-
tur haben kénnen und daher nur numerisch berechenbar sind.

Abbildung 2.1: Typischer Tokamak mit kreisformigen FluBfidchen und angelegten Fel-
dern {TEXTOR) s el T T L B LU CE R
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Die zur Modellierung benutzten Gleichungen wurden seit den ersten Gleichgewichtsbe-
rechnungen vom physikalischen Inhalt her nicht mehr erweitert. Lediglich die betrach-
teten Geometrien wurden komplizierter. Ausgehend von zylindrischen [17] iiber toro-
idale Plasmen mit kreisférmigen Querschnitten [18] konnen heute toroidale Plasmen

1t lrnmn];n;er‘{*e-n n11evcn1ah;{-{—eh A I’I11(‘l‘a..’+f7‘|;r‘1’\aﬂ E1nflaran Qnnlan madalliort wardan
My 8GN PiZiSivlil pUlrbCiini el Ui ZUSauvLiiliitll dlwSiTil Spurta INULTLtly WwozlaTi.

Bisher nutzen jedoch fast alle Modellierungen die torcidale Symmetrie des Problems,
reduzieren also die Gleichungen auf zwel Dimensionen und beschrinken das Berech-
nungsgebiet auf einen poloidalen Schanitt{20, 22, 21, 19].

In koordinatenfreier Darstellung lauten die Gleichgewichtsbedingungen:

Vp = jx B (2.1)
VxB = uj (2.2)
vV-B = 0 (2.3)

Gleichung (2.1) ist die Kraftgleichung der idealen Hydrodynamik ohne Strémungen,
(2.2) das Ampere’ sche Gesetz mit der magnetischen Permeabilitdt p. I'tir Vakuum
und Plasma ist g = po = 4x - 1077, fiir andere Materialien wie Eisen und Stahl eine
nichtlineare Funktion des Magnetfeldes.

Gleichung (2.3) beschreibt die Quellfreiheit des Magnetfeldes.

Eplasma '

o Abbildﬁng 2.2: Fluj}ﬂéiche.mit kleinem Radius 7 in Toruskoordinater (&, ¢, z)
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Aus (2.1) ergibt sich nach Bildung des Skalarproduktes mit Stromdichte und Magnet-
feld:

B.-Vp = (2.4)
j-Vp = 0 (2.5)

Daraus folgt sofort, dafi im stationdren Plasmagleichgewicht Feldlinien und Stromlinien
auf isobaren Flachen liegen. Man iiberlegt sich leicht, dafl dies anch Flachen konstanten
magnetischen Flusses sind. Wegen der Quellfreitieit des Magnetfeld diirfen sie sich nicht
schneiden, sondern liegen ineinander geschachtelt. Die innerste Flufifliche degeneriert
zu einer Linie, der magnetischen Achse.

Um zu weiteren Aussagen zu kommen, betrachtet man das System in Toruskoordina-
ten (R, ®, z) unter Beriicksichtigung toroidaler Symmetrie (siche Abbildung 2.2). Das
Toroidalfeld im Vakuum 148t sich in diesen Koordinaten einfach darstellen als:

B3 wac RO
B@,vac(R) = QT (26)
Das Gesetz der Quellfreiheit lautet:
1 2
Rgg(RBR) + g (B) =0 (2.7)
Fihrt man nun die Funktion ¥ ein als |
R 1 L.
U(R,z) = / RB.(R,2)dR = o f 3. db (2.8)
0 TJs

(¥ entspricht bis auf den Faktor 27 dem poloidalen Fluf durch die toroidale Ebene §),
so ermoglicht das die Darstellung der Magnetfeldkomponenter Bg und B; als partielle
Ableitungen einer Funktion: -

e - 160 s

R 3z
B.(R _ 18% _ 510
(R,z) = 'i'E@ _ (2.10)

Das Gesamtmagnetfeld kann mit diesem Ansatz in einen poloidalen und. toroidalen
Anteil zerlegt werden: o

B = Bo+Be (21
b . o _
p = E{V‘l‘ X 8@}

B o= Loa

Aufgrund der Symmetie von B und 7 in den Glezchungen (2 4) und (2. 5) laﬁt sich der '
'Stromdlchtevektor anaﬁiog aufspalten - . _ .
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Die Komponenten erhilt man durch Einsetzen von (2.11) in das Ampere’sche Gesetz:

7= G+ {2.12)
- L Foo

PSRV

jo = (L¥)-&

Der Operator £ hat die Form:

a (18- 6(13---)
Lo m moe [ ) e 2.13
OR (;,LR OR ) 0z \uR 8z (2.13)
Diese Gleichungen gelten im gesamten Raum, nur die Werte der Permeabilitit miissen
an die einzelnen Materialien angepaBt werden.
Im Bereich der Plasmaregion mufl zusdtzlich Kriftegleichgewicht zwischen Druck und
Feld herrschen. Setzt man die gewonnenen Ausdriicke (2.11, 2.12) in die Gleichgewichts-
beziehung (2.1) ein, so erhéit man:
i f
Vp = (LO)VY - —=Vf (2.14)
R ' Hoft®

b

Nach Gleichung (2.4) ist Vp kolinear zu V¥ und nach (2.3} auch kolinear zu V £
sodaB sich sowohi der Druck als auch die Stromdichie als Funktionen des magnetischen
Flusses darstellen lassen. Gleichung (2.14) kann daher in eine Differentialgleichung fir
den magnetischen Flufl umgeschrieben werden:
Op 1 8(f9 .
U =R + —oe —— L = 2.15

LY =Rag * 5007 o0~ ° (2.15)
Neben dem Plasmastrom kénnen auch die toroidalen Stréme anderer Leiter zusdtzliche
Poloidalfelder generieren. Die Stromdichte dieser Spulen geht als additiver Term in
Gleichung (2.15) ein %

Le% = j(_%Oﬂ + jglas.m.a (2.16)
_ Sk : ;
jE = Z Ii mit A; : Poloidaler Querschnitt Spule
gl TOF

Gleichung (2.15) ist die Grad-Shafranov-Gleichung, die auf Gleichung (2.16) er-
weitert werden muB, wmn zusitzliche Felder und Stréme zur Kontrolle von Form und
Position des Plasmas in den Berechnungen zu beriicksichtigen.

2Die rechte Seite ist nur in den Gebieter von Null verschieden, wo Strdme fliefien




2.2. MODELLIERUNG DES PLASMAKERNS 21

In beiden Fillen miissen geeignete Ansiitze fiir die Funktionen p(¥) und f(¥) gewshlt
werden {aus Transportrechnungen oder Messungen), im zweiten Fall mufl zus&tzlich
ortsabhingig und selbstkonsistent die magnetische Permeabilitit y ~ pu(B?) externer
Spulen und Eisenkerne beriicksichtigt werden.

Fir ein kreisformiges Plasmas ohne duflere Strome und mit konstanter Permeabilitit
tto 148t sich Gleichung (2.15) anndhernd analytisch 16sen.

Fiir alle anderen Xonfigurationen wird man eine numerische Lésungsmethode verwen-
den, die das Gebiet in kleine Elemente mit jeweils konstantem p zerlegt und die Glei-
chung auf diesen Elementen diskretisiert. Der Lésungsprozess wird dann iteriert, bis
Magnetfeldwerte und Permeabilitdten im Berechnungsgebiet die Gleichungen konsi-
stent erfiillen.

Die approximative analytische Losung der Grad-Shafranov-Gleichun
PP g g

Diese Methode soll hier erliutert werden, weil die abgeleiteten funktionalen Abhingig-
keiten spiter benutzt werden, um die numerisch auf einem Rechengitter bestimmten
Gleichgewichtskonfigurationen analytisch zu interpolieren. Diese analytische Darstel-
lung hat den Vorteil, dafl bei gleichem Kernplasma das Magnetfeld fiir unterschiedliche
Randschichtiodelle und beliebige Gitterpunkte aus einer Gleichgewichtslésung bere-
chenbar ist.

Die Naherungen zur analytischen Losung von Gleichung (2.15) sind folgende:

1. Das allgemeine toroidale Koordinatensystem (R, z, ®)) wird ersetzt durch ein spe-
zielles ” Torussystem” {r, #, @) mit groBem Radius Rp, kleinem Radius r, Poloidal-
-winkel § und Toroidalwinkel @ (siche Abbildung 2.3.}. Der poloidale Plasmaquer-
schnitt hat den Radius a. Ferner muf gelten, daf Ry >» a ist, um eine Entwicklung
‘nach dem Aspektverhiltnis 3-% durchfiihren zu kénnen.

2. Die allgemeine Kontur der FluSfiichen wird reduziert auf nicht konzentrische
Kreise mit Radius 7. Der poloidale Fiufl ¥,; setzt sich zusammen aus dem Flu8,
der durch den toroidalen Gesamtstrom erzeugt wird (W¥y), und der Iv10cnnxa,mon
dieser Losung durch Druckgrad;enten im Plasma (¥y) :

@pol = Wy _+ v, :.(2'1?)

3. Die Fluifunktion wird als Taylor-Entwicklung um die Grundlésung ¥o angesetzt
und die Koordinaten # und r werden separiert:

dv
Tt = T — Ar) cosﬁd—: (2.18)
Die poloidale Abhédngigkeit ist iiber die Kosinusfunktion explizit vorgegeben,
wihrend A(r) eine Funktion ist, die aus den gegebenen Plasmaparametem be-
rechnet werden muB. :
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4. Die Flachen konstanten poloidalen Flusses lassen sich in dieser Ndherung para-

metrisieren:

R Ro + A(r)+ rcosd (2.19)
z = T sind ’
Es sind Kreise mit Radius 7, deren Mittelpunkt jeweils um die Shafranov-Shift
A(r) von Rg verschoben ist. A7) wird so gewdhlt, daBl die Verschiebung am
Plasmarand identisch Null ist.

. Der Operator £ separiert bei der Anwendung auf ¥,,; in einen Operator Ly,

fiir die Vakuumldsung ¥y und einen Operator im Plasmagebiet Lpjosm, fiir die
Stérung ¥;:

-E"I!pol = Lva¥o + Lpiasma V1 (220)
Damit erhdltm man jeweils eine Differentialgleichung zur Bestimmung der Fliisse
@9 und ‘@1._

S Abbildung 2.3: Koordina.tensystem it {ferschobenen Fluffidchen
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Die Differentialgleichung fiir die Vakuumlésung Wo(r) wird im Gebiet auflerhalb
des Plasmas (r > a) formuliert. Dort hat man keine Beitrdge von Druck und Strom,
sodafl ¥, eine Eigenfunktion zum Operator Ly, ist:

LvacVo = 0 - (2.21)

Die Lésung dieser Gleichung im Auflenraum erhilt man durch Integration:

Ue(r,0) = —mfiies {Rg (lng?? - 2) + [; (ln% - 1) + c?l + 027‘] cosﬁ}

7
(2.22)
Da Ly, ein Differentialoperator zweiter Ordnung ist, hat die FluBfunktion zwei freie
Integrationskonstanten, die so gewshlt werden miissen, daf das poloidale Magnetfeld
fir (r — a) am Plasmarand (r = a) sich stetig an die Ldsung im Plasmainnern
anschliefit und die radiale Komponente des Magnetfeldes dort identisch Null ist.
Das Poloidalfeld berechnet sich auflerhalb des Plasmas durch Ableitung der Gleichung
(2.22)

190 Toes [R 1
Bauﬁen( r,8) = OTO - u;ﬁ;’% . [ TO 4 cosh (EEL — £y — 5[??,"8"%9 + 1)] (2.23)

Am Plasmarand errechnet man den Wert:

ncosB 1 8R
B““"e"(a #) = Bgola)- 11 + Il —C2 +

mit Bgola) = ol

2ma "

Plasmaseitig ergibt sich das Poloidalfeld durch Ableitung des speziellen Ansatzes (2.18):
1 0¥ dA
2| =B R “e _
. Iy R
Um nun die beiden Felder vergleichen zu kénnen, muf die Anderung der Shafranov-
Shift am Plasmarand bekannt sein. Man kann hier Annahmen iiber den Verlauf von
A(r) machen oder die Funktion aus anderen Plasmaparametern berechnen, die expe-
rimentell eher zuginglich sind. Dazu nutzt man die Gleichung fiir dle Stérung ¥y, die
das Druckgleichgewicht im Plasmainneren beschreibt. '

Bénnen (CL, 6) —

Dlﬁ"erentlalgielchung fiir die Verschlebung Afr):

id [ ,dA\ . rdp B |
;5(39%)*2035“&; (2.26)

Der in Gleichung {2.25) gesuchte Ausdruck d‘l; ergibt sich durch Integration der Glei-
chung (2. 26) zwischen r = § und r = @ unter Beriicksichtigung der Randbedlngungen

Magnetische Achse : d— (r= 0) = {

AuBerer Plasmaradius : A(r =a) = 0
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Er kann in die einfache Form

gA & i
| = == [B + = (2.27)
dr a Rg 2

gebracht werden, wobei &, und {; Integralausdriicke sind, in die der Verlauf von Druck

und poloidalem Magnetfeld tiber dem Plasmaradius eingeht.
Der poloidale-beta- Wert gibt das Verhdltnis von gemitteltem Plasmadruck relativ zum

Poloidalfelddruck am Plasmarand an:

& o 2w dr '
By = ———-f‘;f"z) (2.28)
(Z2) nat

Die zweite charakteristische Gréfle [; wird als innere Induktivitdi bezeichnet. Berechnet
wird sie aus dem mittleren Magnetfelddruck bezogen auf den Magnetfelddruck am

Iy (2# ) 2rrdr

I =
(Z6l2) ra

Die innere Induktivitdt betrigt 0.5 fiir ein Stromprofil mit kounstanter Flufidichte. Sie
erreicht Werte um eins fiir experimentell beobachtete Stromdichteveridufe. Beispiels-
weise ist [; fiir eine linear zum Plasmarand abfaliende Stromdichte einige Prozent iiber
eins und bei parabolischem Verlauf errechnet man [; & 0.9.

Finsetzen von Glelchung {2.27) in (2.23) ergibt die endgiiltige Form fiir das Poloidalfeld
am Plasmarand: -

Plasmarand:

(2.29)

B (q,6) = Bgo(a) (1 + — f o+ % -~ 1} cosﬂ) (2.30)

Die beiden Poloidalfelder in AuBenraum (2.24) und im Plasmainneren (2.30) miissen
am Plasmarand {ibereinstimmen, Damlt hat man eine von zwel Bestimmun sglezchun—
gen fiir ¢; und os. :
Die zweite Gleichung gewinnt man aus der Tatsache, daf die Normalkomponente des
Magnetieldes am Rand einer stromfiihrenden Schicht verschwindet: '
1 0¥
Ba) = —5— =0 ' 2.31)
T( ) R(}T ag L - . . . ( 7

Das bedeutet, dafl der Koeflizient von cos# in Gleichung (2.22) fiir » = & Null werden
mufl. R SRR
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Setzt man die aus diesen Bedingungen bestimmten Werte fiir ¢; und ¢, in Gleichung
(2.23) ein, erhilt man eine im Gesamtgebiet giiltige Gleichung fiir das poloidale Ma-
gnetfeld: '

I ( R, cosl [ -1 I/ 2\}1

[,L—e—m —r(ﬁp*—)\i—rm Jj (2.32)

Fr D S A
.Dg('i,ﬂ'} -

Die Ndherung und Vereinfachung Rgp > 7, die der analytischen Niherung zugrunde
liegt, ist fiir die meisten Tokamaks keine gute Approximation, denn in einer Maschi-
ne, in der z.B. das Aspektverhdltnis Z> = 3.5 (TEXTOR) betrégt, dndert sich der
grofle Radius zwischen magnetischer Achse und Plasmarand um ca. 25%. Daher kann
die Gleichung {2.32) nicht exakt angewendet werden. Die funktionalen Abhingigkei-
ten kdnnen jedoch genutzt werden, um existierende numerische Ldsungen mit einem
nonlinear-least-square-Verfahren analytisch zu approximieren.

Die Ausgangsformel fiir die Approximation hat dann folgende Struktur:

T oe R c sﬁ)r
By(r,8) = %‘gf; - f1 (70 -2 f2) (2.33)

e Der grofie Radius wird hier in der exakten Form unter Beriicksichtigung der
Shafranov-Shift benutzt: B = Ro + A(r) + rcosé

o Die Shafranov-Shift A wird durch ein Polynom hoherer Ordnung in » an die
numerische Losung angepafit. Dabei geht man von der Annahme aus, daff die
Flachen konstanten Flusses Kreise sind, die von Rg um A({r) verschoben sind.

s fi ist eine quadratische Funktion in (%) und beriicksichtigt so fiir (0 < 7 < a) die
sich mit dem kleinen Radius Zndernde Stromdichte.

s fz2 kann als kubische Funktion in der Variablen (£) dargesteilt we;den, wenn main
“den Ausdruck In (L) fiir r &~ a entwickelt.

Beispielrechnungen zeigen, dafl man mit dieser Methode die Gleichgewichtskonfigura-
tion am Plasmarand sehr gut der numerischen Losung anpassen kann. Es fillt auf, da
die radiale Abhéngigkeit vom analytischen Modell gut wiedergegeben wird, wihrend
die Abhéngigkeit vom Poloidalwinkel # im Verlauf zwar richtig, in der Gréfienordnung
jedoch um einen Faktor 2 — 3 zu niedrig berechnet wird, Ursache hierfiir ist eine um
diesen Faktor stirkere Asymmetrie zwischen dem Feld *innen” (§ = =) und dem Feld
7aufen” (& = 0). Die Abweichung erklért sich aus der Annahme des grofien 'Aspekt-
verhéltnisses, die den Torus annihernd wie einen Zylinder behandelt und die belm
Torus auftretende Verdichtung der FeIdhmen fiir R -0 vernach}asmgt '

Zur Berechnung des poloidalen Feldes in einem beliebigen Punkt 'P(R z) der Rand-
- schicht geht man so vor, dafl zuerst die- Realkoordinaten {R,z) in die FluBflichenkoor-
~ dinaten (r, ) transiormiert werden:

R

Ro + A(r)+ . r-cost o | (2.34)
z T

7.ging
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Dies geschieht wegen der Mehrdeutigkeit der Winkelfunktionen und der nichtlinearen
Abhdngigkeit der Shafranov-Shift von r {iber eine numerische Prozedur.

Die entsprechenden Koordinaten r und § werden dann in die Gleichung (2.33) einge-
- setzt und liefern mit den fiir jede Entladung spezifischen Funktionen fy, f; den gesuch-
ten Wert des poloidalen Magnetfeldes.

Durch die Grad-Shafranov-Gleichung wird ein idealer, stationirer Gleichgewichtszu-
stand im Tokamak beschrieben. Tatséchlich hat man jedoch Verluste durch St68e zwi-
schen den Plasmateilchen, die zu Transportprozessen auch senkrecht zu den Feldlinien
fiilhren. Teilchen- und Energiestrome fiieflen aus Gebieten hohen Plasmadruckes in die
Plasmarandschicht. Um diesen Transport und seinen EinfluBl auf die Funktion eines
Tokamaks geht es in dieser Arbeit.

2.2.2 Die Bedingungen filir stationfires Brennen in Tokamakplasmen

Interessant ist vor allem die Untersuchung der Brennbedingungen in Fusionsplasmen.
Zur Beschreibung der Eigenschaften des Plasmas geht man von einfachen Vorausset-

ZUngen aus:

e Alle Plasmagrofien sind auf den Flufiflichen konstant.

s Es existieren keine poloidalen Geschwindigkeifen oder ihr Einfluf} auf das Plasma
ist vernachlassigbar.

e Geometrische Effekte (Plasmaform und -gréfle) sind von untergeordneter Bedeu-
tung.

Zu losen sind Teilchen- und Energietransportgleichungen fiir die Plasmakomponen-
ten. Gekoppelt sind diese beiden Gleichungen durch die Fusionsreaktionen, die in einer
bestimmten Korrelation Teilchen und Energie erzeugen. Zusitzlich kénnen Verunreini-
gungen in der Teilchenbilanz und durch sie bewirkte Strahlungsverluste in der Ener-
giebilanz berlicksichtigt werden. Die bisher entwickelten Modelle unterscheiden sich
hauptsichlich in der Art und Weise, wie die Transportprozesse behandelt werden.

G- &imensionaie Modelle

Stellvertretend fiir diese. Ansitze [24, 25, 5, 26] wird hier niher auf die Arbeit von D.
Reiter, G.H. Wolf und H. Kever eingegangen. Der Transport wird in diesem Modell
durch charakieristische EinschluBizeiten beschrieben. Fiir die Teilchen wird eine Ein-
schluBzeit 7p angenommen, fiir die Energie die Zeit 7g. Sie korrespondieren zu den
Transportkoeflizienten einfacher Diffusionsansitze fiir den radialen Transport:

(@ry

TP o~ 5 (2.35)
- §r)?
TR ™~ (@ér) (2.36)

X
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Hier ist D die Diffusionskonstante fiir den Teilchentransport, x der Transportkoeffizient
fiir die Warmeieitung und ér die radiale Abfallinge von Dichte- und Temperaturprofil.
Es wird vereinfachend angenommen, daBl der Transport fiir alle lonensorten, d.h. fiir
Plasmaionen, e-Teilchen und Verunreinigungsionen, durch dieselben Koeflizienten be-
schrieben werden kann. Zusitzlich sollen alle Teilchen einschiieslich der Elektronen die
gleiche Plasmatemperatur T haben.

In der Energiebilanz muf Gleichgewicht kerrschen zwischen der frei werdenden Reakti-
onsenergie ( E, = 3.52M eV /[ Reaktion), die vollstindig ans Plasma abgegeben wird, und
den Verlusten durch radialen Transport und Strahlung. Die so formulierten Bilanzen
kénnen unter Ausnutzung der Quasineutralitit in eine Bestimmungsgleichung fiir die re-
lative Heliumkonzentration - relativ zur Elektronenkonzentration - umgeformt werden.
Parameter dieser Gleichung sind die relative Verunreinigungskonzentration fz = 22
mit zugehdriger Ladungszahl Z, die Funktionen, die den Energieverlust durch Brems-
und Linienstrahlung beschreiben, und das Verh#ltnis der charakteristischen Transport-
grofen p = 22 = - Unter der Annahme eines einfachen Korona - Strahlungsmodells

(Energzeverlusi e \/_ Z?) lassen sich Bereiche fiir fz, fge und p angeben, in denen
eine Losung der Gleichung existiert, d.h. in denen ein Plasma stationir breant. Ein
wichtiges Ergebnis dieser Rechnungen ist, daff bei vorgegebener Verunreinigungskon-
zentration p kleiner sein mufl als ein Maximalwert pa.s. '
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Man erkennt, daB dieser Maximalwert p..; fiit Verunreirigungen héherer Ladungs-
_ zahl, bzw. hohere Verunreinigungskonzentrationen stark absinkt. Das bedeutet, daf mit
groBerer Verunreinigung des Plasmas eine Verbesserung des Energieeinschlusses relativ
zum TeilcheneinschiuB erreicht werden mufl, damit die Reaktion sich selbst aufrecht

arhalten kann. Die in diesem Modell global definierten Einschiufizeiten geben jedoch

DA AL U LaluEriae R S LA Lo

keine nihere Information, durch welche Einzelprozesse p gezielt verringert werden kann.

i - dimensionale Modelle

Die eindimensionalen Modelle beriicksichtigen durch explizite Modellierung des radia-
len Transports auch Profileffekte von Dichte und Temperatur in den Bilanzgleichungen
[27, 28, 26].

Nimmt man auch hier ein festes Verhiltuis zwischen D und y an, so sind Heliumvertei-
lung und Temperaturverteilung &hnlich. Hauptsichlich im Zentralbereich des Plasmas
finden Fusionsreaktionen statt und hier konzentriert sich die Helium-Asche. Dies fiihrt
zu einer Verdiinnung des Bremnstoffes, die die Reaktionsrate herabsetzt. Man erhilt
allerdings mit dem Ansatz eines konstanten Verh#ltnisses zwischen Teilchen- und Ener-
gieeinschlufl keine qualitativ neuen Informationen, da zwischen zwei Flufiflichen stets
dieselben Fliisse ausgetauscht werden. . )

Eine andere Uberlegung geht von experimentell bestimmten oder fiir ITER zu erwar-
tenden Elekironendichte- und Temperaturprofiten aus. Setzt man diese als gegeven in
- die Teilchen- und Energiebilanz ein {29, 30] und pafit dann die Transportkoeffizienten
so an, dafl die Bilanzgleichungen erfiillt sind, erhilt man D und x als Funktionen des
Plasmaradius. Ein Ergebnis dieser Rechnungen ist, daf der Wert des Diffusionskoeffizi-
enten etwa 0.25:—2 betrigt und zum Plasmazentrum, bzw. zum Plasmarand hin auf etwa
0.5§ ansteigt. Der radiale Wirmeleitungskoeffizient ist im Zentrum bis zu einem Fak-
tor zwel hoher als der Diffusionskoeffizient und erreicht am Plasmarand Werte um Q%i.
Der fiir die Brennbedingung entscheidende Parameter p = 5 wichst entsprechend von
Werten zwischen zwel und drei im Plasmazentrum auf zehn bis zwanzig in der Hélfte
des Plasmaradius an und fillt zur Randschicht schwach ab.

In Anlehnung an solche Rechnungen, die sich auf experimentell bestimmte Profile
stiitzen, werden auch die radialen Transportkoeffizienten in den zweidimensionalen

Randschichtberechnungen gewdhli.

2.3 Die Modellierung der Plasmarandschicht

In diesem Abschnitt sollen Methoden zur Beschreibung der Plasmarandschicht vorge-
stellt werden. Betrachtet werden vor allem die Anwendungsgebiete der Verfahren, ihre
Stirken und ihre Schwichen. Dabei wird intensiver auf Rechnungen in Fluid-Niherung
" eingegangen, die Anwendung der Drift-kinetischen-Theorie wird nur kurz erldutert. Ein
eigenes Unterkapitel wird den Berechnungen zum Bohm-Kriterium gewidmet, die sich
- mit dem Teilchen-, Impuls- und Energieaustausch bei Plasma-Wand-Kontakt beschifti-
~gen. Dazu werden unterschiedliche Verfahren vorgestellt und die Ergebnisse der Rech-
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nungen prisentiert. Diese Resultate sind deshalb so wichtig, weil sie als Randbedin-
gungen in die Randschichtmodellierung eingehen und den Strémungsverlauf signifikant
beeinflussen kdnnen. Zum Schlufl wird das Verhalten der Neutralteilchen modelliert. Es
werden einfache analytische Ansitze beschrieben, wie sie in den meisten Fluid-Nihe-
rungen benutzt werden, aber auch ein Monte-Carlo-Verfahren, das die Neutralteilchen

in ihrer Einzelbewegung simuliert und globale Parameter wie Dichten und Fliisse durch
Mittelung berechnet. -

2.3.1 Die Hydrodynamische Beschreibung der Plasmarandschicht

Eine Ubersicht zu Arbeiten auf diesem Gebiet geben die Artikel von D.E. Post und
K. Lackner [33], E.L. Vold, . Najmabadi und R.W. Conn [34] und von D. Reiter
[35]. Der Schwerpunkt des ersten Artikels liegt dabei auf eindimensionalen analytischen
Modellen, die zweite Arbeit konzentriert sich auf die zweidimensionalen Modelle und die
dritte Ubersicht geht niher auf die Kopplung an ein statistisches Neutralteilchenmodell
ein. -

1D - Fluidbeschreibung

Bei den eindimensionalen Modellen handelt es sich um Rechnungen, deren Ziel das
qualitative Verstindnis der Vorginge in der Randschicht ist.

Dazu werden im Allgemeinen die Kontinuitdtsgleichung fiir die Ionen und die Ener-

giegleichung fiir die Flektronen unter Beriicksichtigung der toroidalen Symmetrie des
Problems aufgeschrieben und durch globale Ansitze fiir eine weitere Koordinate auf
eine Dimension reduziert.

Mochte man beispielsweise den radialen Transport ndher untersuchen, so wird fiir die
poloidale Koordinate ein Relaxationszeitansatz mit einer charakteristischen Zeit 74
gemacht.

Sie berechnet sich aus dem Verhiltnis von charakteristischer Lange L); und charakteri-
stischer Geschwindigkeit et in der Randschicht.

= Loat = {J—-U» = zg—f?n S (2.37).
Vol U Y TR >

Fiir Ly wird die Verbindungslénge, d.h. der Abstand von Target zu Symmetrieebe-
ne entlang einer Magnetfeldlinie, benutzt, fiir v die Ionenschallgeschwindigkeit.. Diese
Annahime ist lediglich eine Abschitzung der Gr&fSenordnung fiir die Verluste paral-
lel des Feldes. Sie tiberschitzt den Transport im Vergleich zu gemittelten Werten aus
zweidimensionalen Rechnungen um Faktoren drei bis zehn, weil die mittlere Trans-
portgeschwindigkeit, abhanglg vom.- Recychngfa,ktor, nur Bruchteile der Ionenscha,llge—
schwindigkeit erreicht.

Die unter diesen Annahmen hergeleiteten Gleichungen haben dieselbe Form wie. die
Diffusionsgleichungen fiir das Eernplasma (28, 27] und Iuhre'i aui annuche Werte fur_
die Transportkoeﬁizxemeu L : :
m? : I
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Ein alternativer Ansatz, der vor allem fiir Divertoranwendungen oft benutzt wird, be-
schreibt den radialen Transport {iber einen globalen Relaxationszeitansatz, der poloida-
le Abhingigkeiten vernachlissigt: Die radial in die Randschicht eintretenden Teilchen

werden wie eine duflere Quelle beha.ndelt Zusatzlich geht die Teilchen- and Energieaus-
| N als Senk die Qleichungen ain 31, 32}, In der Arhsit von

KOPpLung ail Plasmarand o nke in die Fielcaungen ein {J4i, 54, Arpeit
5 o A 1

M. Kaufmann, K. Lackner, J. Neuhauser und H. Vernickel werden z.B. die am Plas-
marand entstehenden Neutralteilchen nach einem einfachen Modell ionisiert und gehen
als Quellterme in die Teilchenbilanz ein. Die Energiebilanz wird nur fiir die Elektronen-
temperatur aufgestellt. Man berechnet ein Gleichgewicht zwischen den Energiesenken,
die sich aus der Ionisation der Neutralen ergeben, und den Energiefliissen aufgrund der
Wairmeleitung. Fiir die Ionen wird nur eine Druckbilanz zwischen Separatrix und Tar-
get aufgestellt, indem man davon ausgeht, daf der Druck an der Separatrix am Target
teilweise, entsprechend dem Bohm-XKriterium, in eine Plasmastromung umgewandelt
wird.

Gerechtfertigt ist diese Vereinfachung fiir den Fall, daf es eine globale Ionendruckbilanz
gibt. Das setzt aber implizit voraus, daf die Ionengesamtenergie ® eine Erhaltungsgréfie
ist und die dissipativen Effekte durch Ionenwirmeleitung und Viskositit vernachldssigt
werden konnen.

Niitzlich sind die eindimensionalen Rechnungen, wenn man giobale Gréflen wie Re-
cycling-Faktoren oder effektive Pumpraten unter bestimmten Plasmabedingungen ab-
schitzen wili. Soiche Rechnungen kénnen Hiifesfellung bieten bei der Diskussion um
die Wichtigkeit verschiedener Effekte, da sie einfacher zu verstehen sind und viele cha-
rakteristische Merkmale der Plasmastromung wiedergeben.

Eine schlechte Niherung ist alierdings die eindimensionale Modellierung der Neutral-
teilchen. In der Realitit bewegen sie sich unabhingig vom Magnetfeld auf echt dreidi-
mensionalen Bahnen. Dies filhrt zu einer radialen Umverteilung der durch Reionisation
entstehenden " Plasmaquellen”, die auch die Plasmastrémung in diesen Gebieten signi-
fikant beeinflussen kann.

]

2D - Fluidbeschreibung

Die in den eindimensionalen Modellen gemachte Annahme der Homogenitit von Plas-
magréfen in poloidaler oder radialer Richtung ist nur in speziellen Konfigurationen und
unter bestimmten Plasmabedingungen gerechtfertigt. In den meisten Fillen aber sind
poloidale und radiale Abh#ngigkeiten so stark gekoppelt, daB nur eine zweidimensiona-
le Behandlung angemessen ist. Aufgrund der komplexen Zusammenhénge sind solche
Rechnungen nur noch mit numerischen Methoden. durchfuhrbar :

Auch in diesen Modellen Wird die Unabhingigkeit von der toroidalen Koordinate vor-
ausgesetzt. Die Gleichungen in den zwei anderen Dimensicnen sind Teilchen-, Impuls-
und Eﬂérgiebilamz fiir Elektronen und Ionen. Sie entstehen aus der Boltzmann-Gleichung
durch Momentenbildung nach Chapman und Enskog. Die Methode wurde von Bragins-
kij [36] auf ein Zweikomponenten-Plasma mit langreichweitigen Coulomb-Kriften an-

"% Hier sollte man ans thermodynamischer Sicht besser:von der "frefen Enthalpie der lonen™ sprechen.
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gewendet. Es wurden Annahmen gemacht, die zu Abschlufibedingungen fiir das Glei-
chungssystem fiithren und es zusitzlich vereinfachen:

e Die Energiegleichung wird abgeschlossen durch einen Ansatz fiir die Energieflul-

dichte. Sie wird proportional dem lokalen Temperaturgradienten angenommen.

Die Proportionalitdtskonstante ist der Transportkoeflizient fir die Energze Die-
ser Koeflizient selbst hiingt nichtlinear von der Temperatur ab.* .~

s Die Transportkoeffizienten werden in Hochfeldndherung berechnet, d.h. man hat
zwischen zwei TeilchenstéBen eine groBe Zahl von Gyrationen.

Das Plasma wird quasineutral vorausgesetzt, d.h. Jonen- und Elektronendich
stimmen {iberein.

]

s Der Druck wird als skalare, isotrope Grifle angesetzt. Es gilt das ideale Gasgesetz
und eine thermodynamische Zustandsgleichung.

o Das kleine Massenverhiltnis Z¢ wird benutzt, um einige Terme zu entwickein.
1

Die so entstehenden klassischen Gleichungen werden fiir ihre Anwendung in der Toka-
makrandschicht weiter modifiziert.

Zum ersten mdchte man die Nidherung auch in Gebieten verwenden kénnen, wo Stéfe
relativ selten sind. Das ist vor allem bei niedriger Dichte und hoher Temperatur der
Fall. Daher werden dort die Transportkoeffizienten gegeniiber dem klassischen Wert
empirisch so weit reduziert, dafl die Fluid-Beschreibung noch sinnvoll bleibt.

(— Voraussetzungen fir die Anwendung des Fluidmodells)

Zum zweiten wird der Transport senkrecht zu den FluBfiichen erhtht, da die bei Expe-
rimenten beobachteten EinschluBzeiten sehr viel kleiner sind als die theoretisch erwar-
teten. Iis wird daher ad hoc ein einfaches Diffusionsmodell fiir Teilchen- und Energie-
transport aufgestellt. Die Transportkoeffizienten fiir diese "anomale” Diffusion werden

zwar an die experimentell gemessenen Profile angepafit, die Fehlergrenzen sind jedoch
so grof}, daf nur die Gréfenordnung, nicht aber funktionale Abhingigkeiten festgelegt
werden kénnen. So wihit man die Koeffizienten in den meisten Modellen entweder kon-

stant oder proportional B’ {Bohm-Diffusion}.

Neben den Fliissen miissen in dieser Beschreibung auch die Quellterme zweidimensional
dargestellt werden. In den analytischen Modellen 148t man den auf das Target auftref-
fenden Ionenfiuf entsprechend dem Recyclingfaktor als Neutralteilchenfiufi entlang von
FluBflichen ins Plasma zuriickstrémen und reionisiert ihn auf diesem Weg sukzessive.
Die entstehenden Ionenquellen werden radial (kiinstlich) verbreitert. Dadurch versucht
man der Tatsache Rechnung zu tragen, da8 sich die Neutralteilchen nicht entlang von
Feldlinien bewegen und man stark nichtlokale Wechselwirkungen beriicksichtigen mu8.
‘Insgesamt sind alle analytischen Modelle nur grobe Approximationen der Wirklichkeit.
Besser ist es, die Quellterme durch Kopplung mit einem statistischen Neutralgasmodell
zu. berechnen, entsprechend einer kmetzschen Beschre1bung Hier ‘hat man allerdings

" *Insgesamt ist die Energieflufidichte eine nichtlineare Funktion der Tempera.tur und eine. lmea.re -
_Funktion des Temperaturgradlenten : ; :
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das Problem, dafl nur wenig dariiber bekannt isf, wie man eine Kombination unter-
schiedlicher numerischer Methoden zu einer konvergenten und stabilen Lésung bringt.

1

Bisher wird zur Losung der Plasmagleichungen fast ausschliefilich die Methode der
finiten Differenzen, bzw. finiten Volumen [37, 39, 40, 34, 42] benutzt. Aufgrund der
Beschrinkung dieses Verfahrens auf orthogonale Berechnungsnetze miissen alle Rand-
schichtkonfigurationen in eine solche Geometrie transformiert werden und es ist bisher
mit diesem Verfahren noch nicht gelungen, Wandflichen, die von Magnetfeldlinien in

beliebigem Winkel geschnitten werden, exakt zu modellieren.

Die meisten Modelle behandeln ein reines Plasma mit Ionen und Elektronen, wie es auch
die Theorie von Braginskij [36] beschreibt. Eine Erweiterung der Theorie auf Mehrkom-
ponentenplasmen, vor allem zur Modellierung von Verunreinigungen, wurde von B.J.
Braams [38] durchgefiihrt. Diese Theorie wurde unter der vereinfachenden Annahme
abgeleitet, daf alle Ionensorten gleiche Temperatur haben; diese kann von der Elekiro-
nentemperatur verschieden sein. Die verschiedenen Ionensorten sind {iber lonisation,
Rekombination, Reibungskrifte und Thermokrifte miteinander gekoppelt. Dabei sind
die Gleichungen so angelegt, daf bei Sumination iiber alle Spezies die Bilanzgleichun-
gen erfiillt sind und im Grenzfall einer einzigen fonensorte das klassische Braginskij-
Modell reproduziert wird. Man erreicht diese Eigenschaften durch die Einfiihrung einer
effektiven Keraladungszahl und einer effektiven Masse, mit der auch die Transporiko-
effizienten in paralleler Richtung skaliert werden.

Eine solche Behandlung gibt in stark vereinfachter Weise wieder, was in einer Trans-
porttheorie fiir verunreinigte Plasmen selbstkonsistent hergeleitet wurde [43]. Dieses
Modell beriicksichtigt das endliche Massenverhiltnis zwischen Plasmaionen und Ver-
unreinigungen und giit im stoBdominierten Faii fiir beliebige Konzentrationen der Ver-
unreinigung. Die Losungsmethode verwendet den 21-Momenten-Ansatz von Grad; von

der Genauigkeit her entspricht dieser Ansatz der Chapman—Enskog-Approximation die
von R-ma-mcizn Zur rTarim.n‘;cr des Aunsdrucks fiir eine Tonensorte verwendet wurde.

Bei bezden Modellen ist allerdings ein Plasma mit hohen Stofraten Voraussetzung.
Tatséchlich gibt es in der Randschicht aber auch stofarme Bereiche mit niedrigen Dich-

ten und hohen Temperaturen, in denen eine kinetische Beschreibung sinnvoll wére.

| 232 . Bie Drift-kinetische Theorie

In stofarmen Gebieten sind dann nur noch drift-kinetische Modelle oder rein kinetische
Modelle anwendbar. Wahrend rein kinetische Modelle die Einzelteilchenbewegung fiir
eine grofie Anzahl von Teilchen simulieren und dies nur noch mit numerischen Methoden
("particle in cell”) moglich ist, gibt es fiir die eindimensionale drift-kinetische Niherung
analytische Losungen. Das Verfahren wird vor allem zur Beschreibung des Verunreini-
gungstransports verwendet, weil fiir diese Teilchen die Voraussetzungen zur Anwendung
_eines Fliissigkeitsmodeils in grofien Bereichen der Randschicht verletzt sind. Die simu-
- lierten Prozesse sind radialer Transport und atomare Wechselwirkungen wie Ionisation
- und Rekombination. Sie gehen in dJe Bﬂanzglemhungen fur Jeden Ladungszustand ein
[45 44] |
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Um zu geschlossenen Lisungen zu gelangen, miissen allerdings die Profile des Hinter-
grundplasmas, in denen sich die aus der Wand erodierten Verunreinigungen bewegen,
vorgegeben werden. Die Gleichungen berticksichtigen dann aber auch nichtlokale Trans-
pOortprozeasse.

Die Ergebnisse solcher Rechnungen kénnten zu einer besseren Modellierung der Verun-
reinigungen in Fluid-Beschreibungen verwendet werden. Auflerdem ktnnten “kinetische
Korrekturen” in die Transportkoeflizienten eingehen. Eine Einbindung in die Flissig-
keitsgleichungen wire leicht méglich, da die Lésungen analytisch formuliert sind. Es

wurden bisher allerdings noch keine Anstrengungen unternommen, drift-kinetische und_

Fluidmodelle iterativ zu koppeln.

Benutzt man das particle-in-cell- Verfahren, hat man die Vorteile aber auch die Proble-
me, wie sie sich auch schon fiir die statistische Neutralteilchenmodellierung ergaben:
Man ist geometrisch sehr flexibel und kann die physikalischen Vorginge im Detail be-
schreiben, hat aber nur schwache Kriterien fiir Stabilitdt und Konvergenz der Losung.

2.3.3 Das Bohm-Kriterium

Der stationire Zustand in einem Plasma-Experiment wie dem Tokamak, wird wesent-
llch durch den Flasma-Wand Kontakt am Limiter oder Diverior bestimmst, denn hier
findet der Teilchen- und Energicaustausch mit der Umgebung statt. Die Modellierung
der sich bildenden Grenzschicht ist daher eines der dltesten und interessantesten Pro-
bleme der Plasmaphysik und trotz einer groflen Anzahl von Arbeiten auf diesem Gebiet
nicht vollstindig geldst.

Die Wechselwirkung des Plasmas mit einer mehr oder weniger stark absorbierenden
Wand Bt sich in folgender Weise charakterisieren: Entsprechend der hoheren Ge-
schwindigkeit der Eiekironen relativ zu den Ionen, werden erstere eine Wand eher errei-
chen und negativ laden. Das dadurch entstehende Potential wird Elekironen abstofen
und Ionen anziehen und sich so einstellen, dafl die Fliisse der beiden Teilchensorten auf
die Wand gleich sind und die Quasineutralitdt des Plasmas gewdhrleistet ist. Damit
schirmt die Raumladungszone das neutrale Plasma von der negativ geladenen Wand
ab. Ihre Wirkung ist daher Zhnlick der Debye-Abschirmung und auch die uypische
Reichweite der Schicht ist von der Gr6Benordnung der Debye-Linge Ap. :
Lediglich ist hier, wegen der absorbierenden. Wand, die Geschwindigkeitsverteilung fur
die lonen nicht be‘{a,nnt sondern sie mufl zusammen mit dem elektrischen Potential
selbstkonsistent berechnet werden. Dle wichtigsten Fragen, die sich stelien sind: L

e Wie grof sind die Teilchen- und Energiefliisse aus dem Plasma’ auf die. Wand
und wie sind sie mit den Teilchendichten und Temperaturen im neutralen Plasma

~ korrelliert? Diese Fliisse sind von zentraler Bedeutung fiir die Emschluﬁzezten und

bestimmen die Warmebelastung der Wand.

¢ Wie grofl ist das Potential, das sich vor der Wand bildet? Dieses Potential be-
“ schleunigt die lonen und fiihst bei Verunreinigungen zu einer erhohten Wandero-
siom.
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¢ Hat diese Raumladungszone und das erzeugte elektrische Feld einen Einflu auf
die Werte von Dichte und Temperatur weiter entfernt von der Wand?

Die bisher entwickelten Theorien kénnen unterteilt werden in kinetische Ansitze und
Fliissigkeitsnaherungen. Alle diese Modelle sind eindimensional und vernachléssigen
den radialen Transport. Diese Naherung ist gerechtfertigt, denn die Geschwindigkeits-
komponente parallel zam Feld ist -wie man spéiter sieht- um etwa einen Faktor 1000
hoéher als der radiale Anteil.

Mit kinetischen Ansitze [46, 129, 49, 50] behandelt man den Bereich vom Rand der
Raumladungszone bis zur Wand, denn auf dieser Lingenskala kann das Plasma als
stoBfrei angenommen werden. Die Fliissigkeitsniherungen {51, 52, 53, 78, 55| werden
~ angewendet fiir das Gebiet vom ungestérten Plasmainneren bis zur Raumladungszone,
in denen die StoBbestimmtheit gewihrleistet ist.

Zwei weitere Arbeiten [57, 56] verbinden diese beiden Néherungen und fordern die Ste-
tigkeit der Lésung am Ubergang vom Plasma zur Raumladungsschicht.Ahnlich geht
R. Chodura in einer numerischen Teilchensimulation [47] vor. Insbesondere wird hier
zusitzlich der Einflufl des Winkels untersucht, unter dem die Magnetfeldlinien auf die
Berandung treffen.

Die Ergebnisse einiger Arbeiten sind zusammengefaft und verglichen worden in den
rbeiten von Bissel et al. [60], Stangeby [58] und Chodura [59], in der letzten Arheit
eziell unter dem Aspekt eines mcht orthoqonalen Targets.

n den Fluidbeschreibungen sind die Profile, von der Symmetrieebene bis zum Beginn
der Raumladungszone, zwar von den radialen Flissen abhingig, aber am Beginn der
Zone stellt sich in allen Modellen eine Grenzgeschwindigkeit ein. Die Stromung der

fonen kann an dieser Stelle die Schallgeschwindigkeit

vkT; + kT,

m;

(2.39)

Cy =

nicht iberschreiten. Diese Losung mufite auch erwartet werden, denn fir Geschwin-
~ digkeiten w) > ¢; ist die Quasineutralitét des Plasmas nicht aufrechtzuerhalten. Eine
Diskrepanz besteht allerdings in der GroBe der Schallgeschwindigkeit. Hier kommt es
darauf an, ob die Strémung isotherm (y = 1) oder adiabatisch (7 = £} behandelt wird.
Allein aus dem Fluid-Modell heraus kann uber den Wert des Adiabatenkoeffizienten ¥
keine Entscheidung getroffen werden.
Die kinetischen Modelle unterscheiden sich in den Verteilungsfunktionen, die fiir die
Ionen beim Eintritt in die Raumladungszone vorausgesetzt werden, und in den zusitz-
lichen Effekten, wie Sekundirelektronenemission und duflere Potentiale, die modelliert
werden. -All diese Modifikationen haben jedoch keinen FEinflufl auf der Ionenstrom
beim Eintritt in die Schicht: Die Parallelgeschwindigkeit muf mindestens die isotherme
Schallgeschwindigkeit erreichen, um eine. elektrostatisch stabile Konfiguration aufzu-
bauen °. Stabilititsuntersuchungen [39] zeigen dariiberhinaus, daff fir 7; > 7. die
Geschwindigkeit um bis zu 25 % hoher liegen muf. '

"“*Das Potential muB zur Wand hin monoton fallen
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Vergleicht man nun die Ergebnisse der Fliissigkeitsbeschreibung mit denen der kineti-
schen Behandlung, ergeben sich Zusammenhinge zwischen dem Adiabatenkoeffizienten
und dem Verhiltnis von Ionen- zu Elektronentemperatur am Beginn der Raumiadungs-
zone:

e Fiir die adiabatische Strémung (y = §) liefert die kinetische Beschreibung nur
eine stabile Ldsung, wenn % = 4.6.

¢ I'iir die isotherme Strémung (v = 1)) existiert im kinetischen Modell eine Lésung
bei T; =~ 7.

In Randschichtmessungen 188t sich aber kein Hinweis auf signifikante Unterschiede zwi-
schen Elektronen- und Ionentemperatur finden, wie sie aus der ersten Ldsung folgen
wiirde. Daher wird im Allgemeinen die Strémung vor dem Limiter als isotherm ange-
nommet.

Die Bedingung, dafl die Parallelgeschwindigkeit am Rand der Raumladungszone der
isothermen Schallgeschwindigkeit entsprechen mufl, wird als Bohm-Kriterium be-
zeichnet:

kT + kTG
R e (2.40)

Entsprechend dem Teiichenstrom I' = n - uy liefern alle Modelie Warmefiiisse in der
Fori
Qi = 6&KTT (2.41)
Qe = G kT.T (2.42)

Die Koeffizienten é; und é, weichen in den unterschiediichen Ansitzen deutlich vonem—
ander ab [60]: '
& = 15 — 2.93
b = 483 — 512

Die starken Schwankungen beim Jonenenergiefiuf hingen mit den angenommenen Ver-
teilungsfunktionen fiir die Jonen beim Eintritt in die Raumladungszone zusammen.
Beriicksichtigt man nur die Modelle {39, 47, 58], bei denen die Ionentemperatur von
Null verschieden und die Verteilungsfunktion so gestaltet ist, daB es keine riickstrémen-
den Ionen gibt {wie das bei einer absorbierenden Wand der Fall sein sohte), $0 stzmmeﬁ
die Koefﬁmen’cen é; exakt iiberein: : :_ L

55=§+%.(1+%) (244)
Die Unterschiede im Vorfaktor fiir den Elektronenenergieflul ergeben smh aus den ver-
schiedenen Potentialdifferenzen A‘I) d1e in der Raumladungszone aufgebaut Werden
Allgemem 148t sn:n scnremen :

| (2.43)

== TYe kT,

(e ist der Sekundirelektronenemissionskoeffizient, d.h. die Anzahl der Elektroner die
beim Auftreffen eines Elektron-Ion-Paares auf die Wand ins Plasma emittiert werden.) _
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Eine aus Gleichung (2.40) analytisch abgeleitete Beziehung fiir das Randschichtpoten-

tial ist:
e AD Me T 1
- 25— LA 2.
kTe fn (\/ Tmé (1 i Te) 1- 78) ( 46)

Dabei beschrdnkt man sich auf eine lonensorte mit der Ladungszahl Z = 1 und nimmt
fiir die Elektronen eine Boltzmannverteilung an.

Man erhilt daraus fiir ein Deuteriumplasma mit T3 = 7, und v, = 0 eine relative
Potentialdifferenz von
eA®

= 28 (2.47)

Die entsprechex_lden Werte fiir §; und &, sind:
& = 3.5 (2.48)
be ~ 4.8 (2.49)

Zum Vergleich ergibt sich im rein numerischen Modell von Chodura [59] die Potenti-
aldifferenz bei orthogonalem Target (¥ = 0°) und ohne Sekundirelektronenemission
Zu:

e A®
7 & 23 (2.50)
€
und entsprechend hat man
b ~ 4.3 {2.51)

Chodura hat in seinen Arbeiten Berechnungen mit verschiedenen Parametern durch-
gefithrt. Er hat dabei festgestellt [47], dal der Potentialsprung in der Raumladungszone
nur schwach von der Stérke des Magnetfeldes abhingt, dafl es aber starke Abhingig-
keiten von ¥ { Winkel zwischen Magnetfeldrichtung und Oberflichennormaler) und
v (Sekundirelektronenemissionskoeffizient) gibt. In einer Randschichtmodellierung, in
der es mdoglich ist, schrige Targetflichen zu behandeln, solifer die damit verbundenen
Anderungen des Potentialsprungs und der verinderte Wert des extrahierten Elektro-
nenenergieflusses nach diesemm Modell beriicksichtigt werden.

Wie aus den Kurven zu entnehmen ist, sind die Rechnungen nur bis zu Winkeln von
¥ = 87° durchgefilhrt worden. Bei streifendem Einfall (¥ > 87°) ist es schwierig, zu
einer numerisch stabilen Losung zu gelangen [61], sodaB es gerechtfertigt erscheint, die
Targetfiichen in solchen Fillen parallel zu den Feldlinien anzunehmen und nur radialen
Transport zuzulassen.

Erwdhnt werden soll noch ein Fluidmodell, in dem das Bohm-Kriterinm auf Mehr-
komponentenplasmen verallgemeinert wird [62]. Die verschiedenen Ionensorten wech-
selwirken iiber Coulombstdfie miteinander und es resultieren Reibungskrifte, die der
Relativgeschwindigkeit zwischen den Spezies proportional sind. Diese Krifte.fithren
vor der Raumiadungszone zu einer langsameren Beschleunigung der leichten und zu
einer besseren Beschleunigung der trigen Teilchensorter. Das Ergebuis der Rechnun-
-gen ist, dafl wenn fiir das Gesamtsystem nur ein Bohm-Kriterium gefordert wird kan n,
‘wéhrend die Finzelkomponenten "ihre” Schallgeschwindigkeit entweder fiber- (schwere
Tonen) oder unterschreiten (leichte Ionen). = Lo
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- Abbildung 2.5: Potentialabfall (a) und Energictransmissionsfaktor der Elektronen (b)
in der Randschicht fiir verschiedene Auftreffwinkel- der- Plasmastromung und unter*
schledhche Sekundareiektronenemlssmnskoefﬁz;enten .
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2.3.4 Die Neutralteilchenmodellierung in der Plasmarandschicht

In allen heutigen Tokamakexperimenten und viel mehr noch in den Experimenten der
nichsten Generation spielt der Kontakt des Plasmas mit speziell geformten materiellen
Strukturen am Plasmarand eine entscheidende Rolle. Wie schon an mehreren Stellen
vorher betont, ist eine gewisse Teilchen- und Energieabfulr zur Aufrechierhaitung des
stationiren Brennens notwendig, sodaB es auch Wandteile geben mu8, die diesen Fluf
aus dem Tokamakgefd ableiten. Dabel werden die Plasmateilchen beim Auftreffen anf
die Wand dort zuerst neutralisiert und dann von der Oberfliche reemittiert. Ein ge-
wisser Anteil kann agepumpt werden, ein nicht vernachléssigbarer Anteil aber wird im
Plasma durch Stofle wieder ionisiert und dem Teilchenkreislauf erneut zugefiihrt, dieser
Anteil wird "recycled”. In Konzepten fiir zukiinftige Experimente werden diese recy-
clierten Teilchen genutzt. Sie sollen bei ihrer Reionisation und allen anderen Prozessen,
die damit zusammenhéngen, dem Plasma soviel Energie entziehen, dafl vor der Wand
eine Zone mit dichtem, kaltem (as entsteht, die einen direkten Kontakt der heiflen
Plasmateilchen mit der Wand stark reduziert.

Der Effekt, dafl die hohe Energie weniger Teilchen auf viele Teilchen mit niedrigerer
Energie verteilt wird, hat aber auch schon in heutigen Tokamakexperimenten einen
entscheidenden Finflufl auf die Dichte- und Temperaturverteilung in der Ndhe materi-
eller Winde. Daher miissen diese Teilchen-, Impuls- und Energiequellen modelliert und
in die Randschichtberechnungen eingebunden werden. Man benutzt zur Modellierung
analytische, numerische und vor allem statistische Verfahren.

' Die analytische Modellierung der Neutralteilchen

Zur analytischen Beschreibung gibt es verschiedene Ansdtze. Es wurde ein Modell ent-
wickelt, das vor aller diffusive Prozesse beriicksichtigt [34] und Formulierungen, die den
konvektiven Tramsport stirker betonen [37, 39]. Das erste Modell ist nicht genau do-
1 1

. 5 . 3 . g P e . 1
kumentiert, © sodafl die Darstellung sich auf die konvekiive Formulierung heschrinken

mud.
Hier wird speziell das einfachste Verfahren beschrieben [37]. Ausgehend von einem

Theoha o

Ionenfiudl I';,, auf eine bestimmte Targetfidche, fieft von dieser Fliche aus der recy-
clierte Teil dieses Flusses I'y = R - i in Formm von neutralen Atomen entiang von
¥luffiichen mit einer Temperatur von 5eV, d.h. einer mittleren Geschwindigkeit von
mp, = \/5eV/m;, ins Plasma zuriick. Auf ihrem Weg stofilen die Neutralteilchen mit
den Plasmateilchen zusammen und werden mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit io-
nisiert. Die Grofle der durch diesen Prozefi verursachten Teilchenquelle S, ist jeweils
proportional der Dichte der beiden Stofipartner und dem Wirkungsquerschnitt fiir die
Ionisierungsreaktion:

' Sn = NpTe < Tippth > - (2.52)

. ®Fine Schwachstelle des Modells ist sicherlich die Verwendung von Fluidgleichungen, denn die cha-
- rakteristischen physikalischen.und geometrischen Lingen sind im Vergleich zu den freien ‘Weglingen
- der Neutralteilchen so klein, dafl nur eine kinetische Beschreibung addquat wire.
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Die Dichte der Neutralteilchen berechnet sich in jeder Zelle aus dem GesamtfluB T'g, der
die Zelle mit Volumen V.. in der mittleren Zeit 7y durchstrdmt oder anders formuliert,
aus der Summe der Fliisse I'g;, die iiber die Seiten i der Zelle (Fliche Acep;) Imt der
Geschwindigkeit v, einstrémen:

Too <~ To; (2.53)

Veel: = Acent,iveh

g =

Der Wirkungsquerschnitt fiir die Ionisierung hingt nur von der Elektronentemperatur
ab: .
14 (‘ﬁ%’) m? _ :
<Oinu > = 3107 b — o (254)
3+ (IGEV) ?

Bet der Ionisation eines neutralen Atoms verlieren die Plasmaslektronen Iokal sine Ener-
gie von 25 eV. Dieser Energieverlust setzt sich zusammen aus 13.6 €V fiir den loaisati-
onsprozef und ca. 11 eV, die als Strahlung von angeregten neutralen Wasserstoffatomen
am Ort der Ionisation abgegeben werden. :

Jedes jonisierte Neutralteilchen hat eine Energie in der Griflenordnung des wandnahen
Plasmas (5 eV). Im Allgemeinen kiihlen sie damit die Plasmaionen weiter weg von der
Targetoberfliche.

Der Impuls, der auf das Plasma iibertragen wird oder den das Plasma verliert, be-
stimmt sich aus der Geschwindigkeitsdifferenz zwischen Plasma- und Neutralteilchen.
Er wird in diesem einfachen Modell allerdings vernachlissigt.

Damit kat man Ausdriicke fiir die Quellterme in Impuls-, Ionen- und Elektronenener-
giebilanz gefunden: :

Sy = G -

S5g; = 5 eV -5, - {2.55)
S— = 95 oV .&

ine — ¥ o

Andere Prozesse, wie z.B. Ladungsaustausch oder Emission von Molekiilen aus der
Wand und die daran gekoppeiten Folgereaktionen, werden nicht berucksmhtlgt obwohi
31e unter bestimmten Bedmgungen zentrale Bedeutung haben. : -

Eine im Grundprinzip dhnliche, aber etwas genauere Beschreibung verwenden H. Ger-
hauser und H.A. Claaflen [39]. In ihrem Modell ist die Bewegung der Neutralteilchen
auch konvektiv und entlang von Feldlinien. Sie beriicksichtigen aber zusitzlich eine
kleine Radialgeschwindigkeit. Auflerdem betrachten sie neben den neutralen Atomen
auch Molekiile, die aber aufgrund ihrer geringen Weglinge innerhalb der-ersten Zelle
vollstdndig ionisiert werden und nicht weiter zu den Bilanzen beitragen. Fiir die neu-
tralen Atome werden sowohl Ladungsaustausch- als auch Ionisierungsprozesse beriick-
‘sichtigt, deren Wirkungsquerschnitte nach ana,iytischen Formeln [63] berechnet werden.
Neben den Energiefliissen werden in diesem Modell auch die Impulsfliisse berficksich-

tigt. ' e
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Zwei grofie Nachteile haben die analytischen Beschreibungen. Zum einen werden die
Neutralteilchen sehr gerichtet ins Plasma injiziert, cbwohl man eher von einer leicht
modifizierten Kosinusverteilung ausgehen sollte, zum zweiten haben die Teilchen nur

eine diskrete Energie und den dazugehorenden Impuls, obwohl in der Realitit ein brei-
teres Spektrum erwartet werden kann. Thr grofler Vorteil ist, dafl die Quellterme leicht

VTLAD I UL i L aThr Ndldiade aaia (53

in eine Fluidbeschreibung eingebunden werden kénnen und ihre Adaption an den Plas-
mazustand instantan erfolgen kann.

Die statistische Modellierung der Neutralteilchen

Je héher das Recycling an den Targetplatten wird und je mehr die Randschichtkonfi-
guration zu einer FluBerhdhung entlang des Magnetfeldes fithrt, umso wichtiger wird
die Bedeutung nichtlinearer, nichtlokaler Wechselwirkungen zwischen neutralen und
geladenen Teilchen. Diese Wechselwirkungen, die empfindlich von den physikalischen
Modellen und geometrischen Einzetheiten abhingen, k6nnen nur noch mit numerischen
Methoden behandelt werden.

Das am hiufigsten verwendete und sicherlich auch am weitesten entwickelte Verfah-
ren greift auf die Erfahrungen aus der linearen Neutronen-Transporttheorie zuriick.
Durch Anpassung und Umstellung der atomaren Daten bei den Wechselwirkungen ent-
standen Neutralgasmodelle fiir Plasmaanwendungen, deren Unsicherheiten nicht mehr
" im Verfahren, sondern in der Genauigkeit der Stofguerschnitte und Austauschraten
von Impuls und Energie mit dem Plasma liegen. Zusdtzliche Unsicherheiten schaffen
die mikroskopischen Randbedingungen wie Reflexion und Erosion an Oberflichen in
Abhingigkeit von Teilchenenergie und Auftreffwinkel.

Die Methoden zur Losung der Neutralgastransportgleichungen und ihre mathematische
Grundlagen sind in Ubersichtsartikeln zusammengefat [35, 65, 66, 67], und sollen hier
nicht niher behandelt werden. Es soll mehr um die physikalischen Effekte und ihre
Einbindung in die Strémungssimulation gehen.

Allgemein wird davor ausgegangen, daB die charakteristische Zeitkonstante fiir den
Neutralteilchentransport klein und damit das Plasma auf dieser Zeitskala stationar ist,
sodal} eine explizit zeitabhingige Berechnung der Transportgleichungen fiir die Neu-
tralteilchen fiberfliissig ist. Auflerdem werden durch die Linearisierung der Gleichungen
die Wechselwirkungen der Neutralteilchen untereinander vernachlissigt. Wihrend der
letzte Punkt in Plasmen mit hohen Neutralteilchendichten beriicksichtigt werden kann
[68], ist die Zeitunabhingigkeit fest vorgegeben. In den Simulationsrechnungen werden
sowohl Atome als auch Molekiile beriicksichtigt. '

Die Modellierung der Stofle im Plasma Das Monte Carlo Verfahren modelliert
die Wechselwirkungen durch eine Kombination von biniren Stéfien und ungestdrtem
~ Flug iiber eine freie Wegldnge. Ausgangspunkt sind die Wechselwirkungspotentiale,

aus denen Teilchenablenkung, differentieller Wirkungsquerschnitt und freie Wegldnge
folgen. Hieraus kdnnen dann durch L&sung der kinetischen Transportgleichungen die
Verteilungsfunktionen fiir die Neutralteilchen in Abhingigkeit vom Ort berechnet wer-
den. -
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Der Quellterm fiir die Transportgréfie A der Spezies p in den Fliissigkeitsgleichungen

aufgrund einer Plasma-Neutralteilchen- Wechselwirkung mit dem Wirkungsquerschritt

oy, berechnet sich aus dem Produkt von NeutralteilchenfluBl I und Stofintegral:

I S 4 . e
Sap = T | PTF(D) < OelVret + Vpei * Ddp > (2.56)

wobei A4, die Anderung der Grofie 4, durch den Stofl beschreibt und v, = |V — %
die Relativgeschwindigkeit der Stofpartner angibt. Damit kénnten bei bekanntem Wir-
kungsquerschnitt nach Mittelung iiber eine Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilung
grundsitzlich alle Stoflintegrale berechnet werden. In modernen Algorithmen benutzt
man allerdings externe Datenbanken und iibernimmt von dort die Stoflintegrale fiir
bestimmte Prozesse [70, 71]. Durch Summation iiber alle Wechselwirkungen "&” ergibt
sich dann der nicht-lokale Quellterm in den Fluidgleichungen.

Die wichtigsten Prozesse, die modelliert werden, sind Ladungsaustausch, elastische
Plasma-Neutralteilchen Wechselwirkung, fonisation durch Elektronenstof und Rekom-

bination. Fiir Ionisation und Rekombination verwendet man ”multi-step” Modelle, die

verschiedene schnelle Prozesse in einem effektiven Prozefl zusammenfassen.

der St6Be an Oberfiichen Auch in diesem Modell werden
die Einzelprozesse in der Oberfliche vernachldssigt. Es wird lediglich eine effektive
Wahrscheinlichkeit angegeben, mit der ein Teilchenflufl bestimmter Energie und mit
bestimmtem Einfallswinkel unter verindertem Winkel und mit anderer Energie wie-
der ins Plasma reemittiert wird. Dabei wird nicht unterschieden zwischen dem Ein-
und Austrittsort der Teilchen. Zur Implementierung in das Transportmodell werden
die Wahrscheinlichkeitsverteilungen aus externen Datenbanken eingelesen, in denen die
Reflexionskoeffizienten in Abhéngigkeit von Oberflichenmaterial, Einfallsenergie und
-winkel tabelliert sind [63]. In diesen Datenbanken kann auch die Rauhigkeit der Tar-
getoberfliche beriicksichtigt werden, die zu einer signifikanten Erniedrigung der Refle-
xion vor allem bei kleinen Energien ( £ < 10eV ) fiihrt, was natiirlich entscheidenden
Einflufl auf die mittlere Emanngtlele der recyclierten Neutralieiichen ins Piasma hat

72
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2.3.5 Der derzeitige Status der 2D - Randschichtmodellierung

Ein Uberblick tiber die derzeit verwendeten Modelle zur Beschreibung der Plasmarand-
schicht geben die Arbeiten von E.L. Vold et al. [34] und D. Reiter [{35]. Alle Verfahren

1m0 s miadifizierten B 3 13 iehs i i 1 1
15sen die modifizierten Braginskij-Gleichungen mit anomalem, diffusivem Transport in

radialer Richtung. Sie unterscheiden sich in der Vollstdndigkeit der physikalischen Ef-
fekte, die beriicksichtigt werden und in der Komplexitit der Geometrie, die behandelt
werden kann. In dieser Arbeit soll nur auf einige Arbeiten exemplarisch eingegangen
werden, um unter besonderer Beriicksichtigung der verwendeten numerischen Verfahren
die Moglichkeiten und Beschrinkungen der Methode auizuzeigen.

Das bekannteste und sicherlich am hiufigsten benutzte Programm ist der Braams-Code
[37]. Bs verwendet zur Ldsung ein finite Volumen Verfahren, ist also auf ein rechtecki-
ges Rechengebiet festgelegt. Durch konforme Transformationen kénnen aber auch noch
relativ komplizierte Geometrien auf ein solches Rechteck abgebildet werden, sodaB das
Programm in der Lage ist, auch Divertoranordnungen zu simulieren. In der urspriing-
lichen Version sind die Bilanzgleichungen ohne Beriicksichtigung von Strémen und mit
dem oben erlduterten analytischen Neuatralteilchenmodell implementiert.

Das numerische Verfahren ist dabei so ausgelegt, dal die stationiren Bilanzgleichungen
iterativ gelést werden, wobel die einzelnen Iterationen als eine zeitliche Abfolge inter-
pretiert werden kdnnen. Zur Losung wird ein spezieiies 3chema penutzt, um Konvekiion
und Diffusion gleichermaflen gut zu modellieren. Die resultierenden neuen Werte der
Variablen erfiillen allerdings nur die Einzelbilanzen. Daher werden unter Beachtung der
Impulbilanz die Dichte, die Geschwindigkeit und der Druck so verdndert, dafi die Konti-
nuitdtsgleichung erfiillt und die Energiegleichungen moglichst wenig verdndert werden.
Mit den modifizierten Weriten wird der Algorithmus wiederholt. Nach einer gewissen
Anzahl von Tterationen sollten alle Gleichungen konsistent erfiillt sein und die Abwei-
chungen von einer zur nichsten Ilieration so klein werden, da man die gefundenen
Variablen als stationére Losung des Problems definieren kann. '

Diese erste Version des Programms wurde in den n3chsten Jahren sukzessive erweitert
und verbessert. Ein wichtiger Schritt war die Implementierung des stochastischen Neu-
tralgasmodells EIRENE. Ein Lauf dieses Monte-Carlo-Programms ist jedoch zu zeit-
aufwendig, um es nach jedem Iierationsschritt aufzurufen und die Quellterme neu zu
bestimmen. Daher werden die Quellen einmal mit dem vollstdndigen Programm berech-
net ind dann nach jeder [teration nur durch bestimmte Skalierungen an die verdnderte
Plasmalésung angepafBt. Dieser ” short cycle ” wird angewandt, bis die Plasmalsung
sich so stark gedndert hat, daB ein neuer kompletter EIRENE-Lauf durchgefiihrt wer-
den muf. Mit dem Programmsystemt BRAAMS-EIRENE wurden nach dem erlduter-
ten Schema Bevechnungen der Randschichtkonfigurationen von TEXTOR, ASDEX,
ASDEX-UPGRADE, JET und Studien fiir ITER durchgefiihrt {73, 78, 35).

~ In den Simulationsrechnungen zu ASDEX-UPGRADE [78] wurde zum ersten Mal ver-
. sucht, die Neigung der Targetplatten zum Magnetfeld zu beriicksichtigen. Dazu wurde
in der Nahe der .P_I_@tjt‘en_ _d_as ortho_gona.le Netz verzerrt. Da das Losungsverfahren aber
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nur rechtwinklige Gitterzellen behandeln kann, sind die anf dieser Geometrie berechne-
ten radialen Fliisse mit Fehlern behaftet. Folgt man der Argumentation der Autoren,
so sind die Fehler jedoch vernachlissigbar, da der Transport in Targetndhe durch das
Neutralgas dominiert wird; und das Neutralgas wird durch EIRENE korrekt behandelt.
Ein anderer Ansatz zur Modellierung realistischer Geometrien wurde von M. W, Wuttke
[75] implementiert. Darin werden die Zellen nicht verindert, sondern das Gitter wird
gréfer gewihlt als die Geometrie und Zellen die iiber das Modellierungsgebiet hinaus-
reichen werden in der Rechnung ” stillgelegt ¥ und die Randbedingungen in den neuen
Randzellen definiert. Diese Methode ist sicherlich eine gute Alternative zur Gitterver-
zerrung. Bisher wurde sie jedoch nur auf eine TEXTOR-Konfiguration angewendet.

Parallel zu den geometrischen Erweiterungen wurde das physikalische Modell ergdnzt.
In der Usrsprungsversion wurden die Stromungsgeschwindigkeiten von Elektronen und
Ionen als gleich angenommen. M. Baelmans implementierte eine zusitzliche Elekiro-
nenimpulsbilanz, sodal jetzt auch unterschiedliche Strémungsgeschwindigkeiten und
daraus entstehende elektrische Stréme und Potentiale berechnet werden kdnnen [64].

Bisher wurden diese Effekte nur von H. Gerhauser [39] selbstkonsistent beriicksichtigt.”
Da dessen Programm aber speziell fiir die Randschicht von TEXTOR entwickelt wurde
und geometrisch nicht flexibel konzipiert ist, sind die Anwendungen auf Limiterplasmen
mit kreisférmigem Querschritt beschrinkt. S L

2.3.6 Entwickllung von Finite-Elemente-Verfahren

Seit einigen Jahren wird neben den finite Differenzen/ Volumen Verfahren in einigen
Gruppen an der Entwicklung von Finite-Elemente Verfahren gearbeitet. [76, 77, 35]
Dieses Verfahren verwendet kein regelmiflig durchnumeriertes nxm Gitter, sondern ein
unstrukturiertes Netz mit folgenden Vorteilen:

¢ Die Abbildung des Rechengebietes auf ein Rechtecknetz entfillt, sodafl die Be-

- stimmung von metrischen Koeflizienten fiir die Bilanzgleichungen iberflissig wird.

& Ein nicht einfach zusammenhingendes Gebiet, wie es die Randschicht im Alige-
meinen ist, mub nicht mehr ”auseinandergerissen” werden, um daraus eine einfach
zusammenhingende Geometrie zu erzeugen. Dementsprechend entfillt auch die
Definition von zusétzlichen Randbedingungen an den kiinstlichen Berandungen.

¢ Eine Verfeinerung des Berechnungsgitters in einer Richtung muB nicht mehr dber
die ganze Linge der dazu senkrechten Koordinate beibehalten werden, sondern
kann lokal an das physikalische Problem angepafit werden.

¢ Man ist durch die Verwendung von Dreiecken statt Rechtecken nicht mehr an
orthogonale Rénder gebunden, sondern kann Berechnungsgitter fiir beliebig ge-
formte Berandungen erzeugen.

"Im Programm von E.L. Vold [34] gehen die Stréme und Potentiale nicht direkt in die Rechnung
ein, sondern werden erst im Nachhinein bestimmt .
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In alien Ansitzen wird das gleiche Diskretisierungsprinzip (Taylor-Galerkin mit li-
nearen Interpolationsfunktionen) verwendet, so wie es in dieser Arbeit beschrieben
ist.(— Methode der gewichteten Residuen)

Ein weitergehender Vergleich ist allerdings kaum mdoglick, da alle drei Verfahren noch
in der Testphase sind. Es soll aber auf die unterschiedlichen Schwerpunkte hingewiesen

An U L it o

werden, auf die sich die Arbeiten konzentrieren.

R. Zanino [76] arbeitet vor allem an impliziten Losungsalgorithmen und an der Optimie-
rung der numerischen Behandiung der Bilanzgleichungen. Er verwendet die Gleichungen
der ersten Version des BRAAMS-Codes und ein einfaches analytisches Neutralteilchen-
modell. Vergleichsrechnungen mit dem BRAAMS-Code zeigen gute Ubereinstimmung
der beiden Verfahren [96]. Allerdings wurden diese Rechnungen bisher nur auf einfachen,
strukturierten Gittern durchgefiihrt, soda8 die speziellen Vorteile des Finite-Elemente
Verfahrens nicht genutzt wurden.

Die Arbeiten in der Gruppe um R. Marchand wurden erst im letzten Jahr begonnen.
Sie beziehen sich im Augenblick auf grundsitzliche Fragestellungen, die vor allem die
Form des Gitters und die damit verbundene Wahl des Diskretisierungsprinzips betref-
fen. Neben Dreiecken mit geraden Seiten sollen Dreiecke und Vierecke mit gekriimmten

Seiten untersucht werden.

In der vorliegenden Arheit wurde grofler Wert daraunf gelegt, die Vorteile der flexible-
ren Gittereinteilung auszunutzen. Daher wurde ein Basisprogramm von der Techni-
schen Hochschule Aachen {ibernommen, bei dem eine l6sungsabhingige Netzverfeine-
rung moglich ist. Damit ist es gelungen, gezieit an den physikalisch interessanten Stellen
eine hohe Netzdichte zu erzeugen. Neben der Verwendung eines analytischen Neutral-
teilchenmodells wurde auch eine Schunittstelle zur Ankopplung des FEM-Programms an
den Neutralgascode EIRENTE geschaffen. Es bleibt eine Aufgabe fiir die néchste Zeit,
den bisher vollstdndig explizit arbeitenden Algorithmus in gewissen Teilen implizit um-
zuformulieren. Damit miifite es nach den bisherigen Erfahrungen und auch nach den
Berechnungen fiir die charakteristischen Transportzeiten méglich sein, die Anzah!l der
Iterationen bis zur konvergenten Losung um etwa einen Faktor hundert zu senken.

Aufgrund der mehr oder weniger zufslligen Arbeitsteilung, die sich bei der Entwicklung
von Finite-Elemente Verfahren ergeben hat, wiirde sich eine intensive Zusammenarbeit
auf diesem Gebiet in den niichsten Jahren anbieten. Sie wird auch sicher notwendig sein,
soll in absehbarer Zeit ein Programm zur Verfigung stehen, dafl den bisher verwendeten

Codes vom physikalischen Inhalt-her vergleichbar ist. -




Kapitel 3

fFroo

fluidgleichungen fir
Plasmastrémungen

In diesem Kapitel werden die Fliissigkeitsgleichungen fiir ein Zweikomponentenplasma
hergeleitet, das in einer toroidalen Konfiguration durch Magnetfelder eingeschlossen
ist. Speziell wird es um das Verhalten des Plasmas in der Randschicht gehen, denn
die abgeleiteten Gleichungen bilden die theoretische Grundlage fiir ein Programm zur
Beschreibung des Transports in dieser Zone.

Im ersten Abschnitt werden die Voraussetzungen zur Anwendung eines Fluid-Modells
erliutert und diskutiert. In den folgenden Abschnitten werden die Fliissigkeitsgleichun-
gen hergeleitet. Ausgangspunkt ist eine allgemeine Formulierung der Navier-Stokes-
Gleichungen, die dann auf ein Zweikomponentenplasma angewandt wird. Danach wer-
den in diesen Gleichungen die speziellen geometrischen und physikalischen Eigenschaf-
ten in der Tokamakrandschicht beriicksichtigt und Vereinfachungen gemacht, die die
numerische Behandlung erleichtern. Aus den so entstandenen Beziehungen werden
charakteristische Prozesse extrahiert uand ihr Einfiufl auf das Strémungsverhalten in
der Randschicht diskutiert. Am Schiuf soll ein Abschnitt stehen, der heifen soll, die
"Flissigkeit” Plasma relativ zu anderen bekannten Fluiden einordnen zu kénnen.

3.1 Voraussetzungen des Fluidmodells

Will man ein Modell zur Beschreibung eines bestimnmten Problems anwenden, so ist es
zuerst einmal notwendig, die aligemeinen Voraussetzungen des Modells zu diskutieren
und dann zu itberpriifen, ob diese Voraussetzungen in dem spezielien Problem erfiillt
Eine sinnvolle Fliissigkeitsbeschreibung ist an die Bedingung gekniipft, daf die Ein-
zelteilchen der Flissigkeit hdufig und intensiv miteinander wechselwirken, sodafl der
Informationsaustausch auf einer Wegstrecke stattfindet, die wesentlich kleiner ist als.

die charakteristischen Abfallingen der inlegralen Gréfien Dichte, Impuls und Energie.
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Um zu einer quantitativen Formulierung dieser Bedingung zu gelangen, miissen zwei
spezielle Eigenschaften der Plamastrémung unter Einflufl eines Magnetfeldes benutzt
werden:

8 Die Bewegung der Plasmateilchen ist stark anisotrop. Die typische Wegldnge fiir
den Informationsanstausch parallel zum Magnetfeid errechnet sich aus dem Pro-
dukt der Einzelteilchengeschwindigkeit v, und der mittleren StoBzeit r. Senkrecht
zum Magnetfeld ist die freie Weglinge von der Gréflenordnung des Gyroradius

TG
s Die beiden Teilchensorten (Elektronen, Ionen) kénnen getrennt voneinander be-
handelt werden, denn Elektronen- und Ionengas erreichen intern in sehr kurzer
Zeit einen Gleichgewichtszustand, wihrend es etwa um einen Faktor 7;'—"? langer

i3

dauert, bis sich zwischen den beiden Gasen Gleichgewicht einstellt.
(— Charakteristiken des Plasmairansports in der Randschichi}

Mit diesen Bedingungen lassen sick folgende Ungleichungen formulieren:
(Fiir ¥ sind die globalen Plasmagrdfien Dichte, Impuls oder Energie einzusetzen.)

e I'ir die lonenbewegung parallel zum Magnetfeld:

(1ou\™' _ . x
\Fay) 7 o
e Iir die Ionenbewegung senkrecht zum Magnetfeld:
(1 64’1} > rign : - (3.2)
e Fiir die Elektronenbewegung parallel zam Magnetfeid:
| (%%) K > 08 - Tee (3.3)
¢ Fiir die Elektronenbewegqu senkrecht zum Magnetieid: -
G e

Anzumerken ist, daf} aufgrund der Quasineutralitit die Dichte fiir Elektronen und lonen
identisch ist, der Impuls der Elektronen wegen ihrer kleinen Masse in keine Fluidglei-
chung emgehu und dafl} die Energie der lektronen aus demselben ‘Grund nur aus dem

thermischen Anteil besteht.
Die thermische Geschwindigkeit der Spezies o berechnet sich nach der Formel:

kg

Mgy

Ui, = (3.5)
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Die mittleren Stofzeiten stimmen bis auf Faktoren in der Groﬁenordnung ems mlt den
Relaxationszeiten fiir Impuls- und Energieaustausch iberein [79] '

Ts/z _
2.09- 10" L /i sec : (3.6)
A

3/2

Tii

{

Tee = 3.44-1011T sec (3.7}

A

In diesen Gleichungen sind die Temperaturen in eV und die Dichte in L anzugeben. A

ist der Coulomblogarithmus und y ist das Verhaltnis von lonenmasse zu Protorenmasse.
Der Gyroradius fiir Spezies o betrigt:

&
rg = Dotk (38)

el

In der TEXTOR-Randschicht hat man typische Werte von
n & 1018m =3,

Tg[ ~ T-,-,an -~ 20 eV,

A 10 und

B = 2Teeln.
Fiir Deuterium-Ionen ergibt sich daraus:

pion 30000? S (3.9)

o~ 25.107%s (3.10

rg" ~ 3.107%m B (3.11)
und fiir die Elektronen:

vy 2.105? e (81

Tee = 2.5-107%s o (313)

rd o~ 5.107%m o (3.14)

Das bedeutet, dafi die Abfallingen von Dichte und Temperatur fiir Ionen und Elektro-
nen in paralleler Richtung wesentlich grofler sein miissen als:

-1
(%%) AR PP vf,i  Tee R (5. — 7) mo e (3.15)
In der radialen Richtung ist das Verhiltnis von Dichteabfall zu Ionengyroradius ent-
scheidend, bzw. das Verhiltnis des Temneraturabfalis jewei_l_s Zum Gvroradius der ent-
sprechenden Spezies. SRR
Daman in TEXTOR radiale Profile mit einer typischen Abfallange von ca. 1 ¢m fiir die
‘Dichte und ca. 3 c¢m fiir die Temperatur miﬁt darf das Flmdmodeli in dieser Koordma,te
' _smher angewendet werden.
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Fiir die Richtung parallel zum Feld ist die Diskussion schwieriger. Durch das Ein-
bringen eines Limiters wird aufgrund des Bohm-Kriteriums eine Strémung zum Limi-
ter hin induziert. In einer einfachen Niherung kann man die Annahme machen, daB

diese Strémung sich symmetrisch teilt, sodafl das Plasma von einer Geschwindigkeit
Nullinperhalb einer halben Verbindungslinge auf Schallgewindigkeit beschleunigt wird.

Nimmt man weiterhin an, dafl dissipative Effekte einen vernachiasmgbaren Einfluf} auf
die Strémung haben {Euler-Strémung), so stellen sich fiir die Dichte und Temperatur
parabolische Profile mit einer typischen Abfallinge von etwa einem sechstel der Ver-
bindungslénge Ly ein.

In der TEXTOR-Randschicht bedeeutet das:

10\t 1 I a Bior )’
—_ o = [ J—— ~ 3.
(‘I’a$”> GL“ g (1 + -Bpol) dm (3.16)

In dieser Absché&tzung sind die Voraussetzungen fiir eine Fiuidbeschreibung nur noch
marginal erfiillt und es wurden sogar Effekte vernachlissigt, die zu steileren Profilen,
d.h. kiirzeren Abfallingen, vor allem in der Nihe des Limiters, fithren kdnnen. Daher
geht man bei der Rechnung am besten so vor, dafl man das Fliissigkeitsmodell erst ein-
mal anwendet und von der gefundenen Lésung ausgehend a posteriori die Berechtigung

der Modellannahmen dberpriift.

Zum SchiuB soll noch angemerkt werden, daf Fluidbeschreibungen oift auch dann noch
zu sinnvollen Ergebnissen fithren kdnnen, wenn die oben geforderten Bedingungen nicht
mehr oder nur marginal erfiillt sind. Selbst in nahezu stofifreien Gebieten wurde eine
befriedigende Ubereinstimmung mit kinetischen Berechnungen gefunden. [80]

3.2 Die Fluidgleichungen in konservativer Form

Das Stromungsverhalten des Plasmas in der Tokamakrandschicht wird bestimmt durch
Zu- und Abstrémen von Teilchen und Energie sowohl an den Berandungen als auch im
Inneren des Gebietes (Reionisation von Neutralteilchen). Eine solche Anordnung kann
durch die veraligemeinerten Navier-Stokes-Gleichungen in einem thermedy-
namisch offenen System beschrieben werden. Sie lassen sich in einfacher Weise in
vektorieller Schreibweise formulieren:

au

ot
Die Komponenten von U sind die bei der Integration der Boltzmann-Gleichung entste-
" henden Momente: Teilchendichte, FluBdichte {Vektor) und Energiedichte.
Im Tensor F(U) beschreibt das Element Fj; den Flufi in Richtung der Koordinate z;
in der Gleichung fiir U;. Die Tensorkomponenten sind von den Variablen abhingig.
abhingig. Diese Abhanglgkat 1aBt sxch fur jedes Tensorelement allgemem darstellen als
eine. Summe von zwei Termen: .- S = - ST

+V-F(@) =3 - (3.17)

N sz : ’vz -U; — Dy; o | (3.18)
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Der erste Teil ist der konvektive Flufl der Variable U;, der durch die Geschwindigkeit
v; in Richtung z; transportiert wird. Im zweiten Teil werden alle Verlustprozesse fiir
die Variable U; in einem dissipativen Flufi zusammengefaBt. o
Auf der rechten Seite von Gleichung (3.17) stehen die dufleren Quellen 5;, die zu einer
Verénderung der Variablen {/; filhren.
Diese Schreibweise wird als konservative Form der Navier-Stokes- Gleichungen
bezeichnet. Fafit man ndmlich die partielle Zeitableitung mit den rdumlichen Ableitun-
gen der konvektiven Flisse zusammen, ergibt sich der Operator der totalen Zeitablei-
tung: o
.0 5.  (3.19)
el TR CED '
und man erkennt, dafl die Variablen in der Strémung zeitlich koustant bleiben, bis
auf den Anteil, der durch Dissipation verloren geht oder durch Quellen erzeugt oder
vernichtet wird: .
UV _%.5+§ (3.20)
dat
Daher ist es von Vorteil, die Gleichungen numerisch in dhnlicher Form zu behandeln:
Wenn die Dissipation und die Zufleren Quelien relativ klein sind, kann die zeitliche
Konstanz der Variablen getestet werden, im anderen Fall kénnen Aussagen dariiber
gemacht werden, welcher Anteil transportiert, dissipiert, erzeugt oder vernichtet wird.
Damit kann gleichzeitig die Frage beantwortet werden, welches der dominierende Prozefy
in einem bestimmten Teil des Rechengebietes ist.

3.3 Die Fluidgieichungen fiir ein Plasma

Das in diesen Abschnitten formulierte zweidimensionale Plasmarandschichtmodell ba-
siert, wie fast alle Flissigkeitsndherungen, auf den klassischen, von Braginskij herge-
leiteten Transportgleichungen fiir Elektronen und eine Ionensorte [36]. Erweitert wur-
den diese Gleichungen ledigiich durch die Einfiihrung von Quelltermen, die durch die
Wechselwirkung des Plasinas mit Neutralteilchen entstehen. Es wird bei der Herlei-
tung auf eine Verallgemeinerung fiir mehrere lonenspezies verzichtet, vielmehr wird der
Schwerpunkt der Betrachtung auf die rT‘r213:1526'017111a;tion der Gleichungen in eine toroidale
Geometrie gelegt.

Die Bilanzgleichungen fiir Dichte, Teilchenflufl und Energiedichte basieren auf der An-
nahme, das Zweikomponentensystem verhalie sich quasineutral, d.h. zu jedem Zeit-
punkt sollten die Ladungsdichten von Elektronen und Ionen in einem. fur die thdnahe-
rung interessanten Raumgebiet identisch sein. :

Das ist sicher erfiillt, denn die fiir die Abschirmung von elektrischen Feldern im Pla,sma
charakteristische Debye-Linge Ap ist mit

[T(eV)

Ap & TSOOX/ () m =~ 30 um (3.21)

- sehr viel kleiner sein als die typischen Abfallingen von Dichte und Tempera,tur

(—> Vomus,setzungen des Fluidmodells)
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Das Koordinatensystem, in dem Braginskij sein Fliissigkeitsmodell entwickelt hat und
in dem auch alle Transportkoeflizienten formuliert sind, ist das Eigensystem der Plas-
mateilchen: Eine Koordinate ist paraliel zum Feld gew&hlt und die anderen beiden

Richtungen senkrecht zum Feld orientiert. In einem Tokamak laufen die Magnetfeldli-
nien durch die Uberlagerung von poloidalem und toroidalem Feld helikal verschraubt
um die Torusachse um. Daher muf bei der Anwendung der Fliissigkeitsgleichungen auf
eine toroidale Konfiguration besonderer Wert auf die Berechnung der Operatoren in
diesem krumrnlinigen Koordinatensystem gelegt werden. Es soll dabei so vorgegangen
werden, daB die Fluid-Gleichungen zuerst in einer allgemeinen Vektordarstellung for-
muliert werden, wobel aber implizit vorausgesetzt ist, daB eine Koordinate parallel zum
Magnetfeld orientiert ist, um fiir die stark anisotropen Transportkoeffizienten die in [36]
abgeleiteten GréBen benutzen zu kénnen.

In dieser Weise sollen die jetzt folgenden, allgemein formulierten Fliissigkeitsgleichun-

gen verstanden werden:

Die Kontinuitatsgleichungen:

%ns + V- (niV;) = S, (3.22)
%ne + ﬁ . (neﬁ) = S'n.e (3‘23)

Aufgrund der Quasineutralitit des Plasmas sind die Elektronen- und die Ionendich-
te identisch. Beide Gleichungen enthalten auf der rechten Seite eine Teilchenquelle
Sn;s O, , die die im Plasma reionisierten Neutralteilchen beschreibt. Auch diese Queil-

" s
LETINC 3INA 1densiscl, wenn i

kundirelektronenemission an der Wand beriicksichtigt.
Subtrahiert man die Gleichungen voneinander unter Ausnutzung der Quasineutralitit,
erhilt man eine Bilanzgleichung fiir elektrische Stromdichten: '

dentisch., wenn man veon ainfach celadenen Ionen ansgnhi" und keine Se-

31 ¥ RFLL SeEsid P s e Caih o oadifls &

V=0 | (3.24)

Wollte man mehrere Jonensorten beriicksichtigen, miifite fiir jede Spezies, d.h. fiir alle
Ladungszustinde jeder Ionensorte jeweils eine KontinuitZtsgleichung erfillt werden.
Die Quasineutralitdt kann dann genutzt werden, um die Elektronenbilanz als Summe
der Einzelbilanzen der Ionen zu berechnen. TR o
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Die Impulsbilanz fiir die Jonen:

gf (mtnzfi) +V - (mnViVi) = —Vp - Ve IL +Zieni(E + Vi x B)
4R+ Sﬁm‘,ﬁ, (3.25)

Die Ionen werden durch Druckgradienten, Zahigkeitseffekte, elektromagnetische Felder
und Reibung beschleunigt. Die Reibung wirkt zwischen Elektronen und Ionen uad in
Mehrkomponententplasmen auch zwischen verschiedenen Ionensorten. Sie ergibt sich
durch unterschiedliche Strdmungsgeschwindigkeiten, deren Ursache die verschiedenen
Massen der Teilchen sind.

Fine gesonderte Betrachtung verdient der Viskositdtstensor. In den Gleichungen von
Braginskij besteht jedes Tensorelement aus mehreren Termen mit unterschiedlichen
Viskositdtskoeffizienten 7, je nach Richtung zum Magnetfeld. Diese Koeffizienten sind
geordnet nach Potenzen von (w;7;; ), wobel w; die Winkelfrequenz der Gyration ist und
15 die mittlere StoBzeit.! Der Wert dieser dimensionslosen Grofie hiingt vom Magnet-
feld, der Dichte und der Temperatur im Plasma ab: '

o B(Tesla) - (Ti(eV))*?

(L) (3.26)

WiTy = <10

Im Allgemeinen ist er in allen Randschichtplasmen in der GréBenordnung von tausend
oder hoher.
Fiir die Viskositdtskoeflizienten gilt:

Mo ~ (witii) 13 ~ (wimii) - ~ (wita)? o~ (@ime)’ o (3.27)

Daher werden in allen Randschichtberechnungen, aufgrund der Tatsache, dafl 5y >
M1, T2, T3y T2 DUT moch Viskositdtseffekte in 5y beriicksichtigt. Diese Annahme erscheint
plausibel, beriicksichtigt aber nicht, dafl die Geschwindigkeitsgradienten, mit denen die
Koeflizienten multipliziert werden, in verschiedene Richtungen so stark unterschiedlich
sein kénnen, dafl auch Viskositétseffekte hoherer Ordnung eine Rolle spielen. Setzt man
beispielsweise in grober N&herung die parallelen und radialen Abfallingen in Relation
zueinander, so betrigt das Verhiltnis ca. 1500 und ein Vergleich zeigt, dafl in diesem
Fall die Viskositdt parallel zum Feld anndhernd gleich grofl ist wie die senkrecht zum
Feld.

Diese Uberlegungen werden allerdings sinnlos, wenn ad hoc senkrecht zum Feld eine
anomale Viskositit angenommen wird, denn dann ist die konsistent abgeleitete Trans-
porttheorie nicht mehr giiltig und der daraus berechnete Viskosﬂa,tstensors muﬁ auch
nicht zwingend {ibernommen werden. ' '

Die Impulsbilanzen von Elektronen und Ionen unterscheiden sich dadurch, daf die
- Tragheit der Elektronen vernachldssigt wird und sich daher ein Kraftgleichgewicht in-
-stantan ohne Austausch von Fliissen einstellen kann.

1'_I‘eilf: man diese Zahl durch 2w, erhalt man die Arzahl der Gyrationen zwischen zwei Stofien.
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Die Impulsbilanz fir die Elekironen:

—Vpe—enfE+V.x B+ E. =0 (3.28)
Im stationiren Zustand miissen wegen der Impulserhaltung die von Elektronen auf die

lonen ausgeiibten Krifte und die Kraft der Ionen auf die Elektronen entgegengesetzt

gleich sein. Zu diesen "inneren” Kriften z&hlen die elektromagnetischen Kréfte und die
Reibungskrifte, die sich in verschiedene Teilkréfte aufspalten lassen: :

e Verluste durch Ohmsche-Heizung” , die aber aufgrund der sehr hohen Leitfdhig-
keiten sowohl parallel zum Teld o) als auch senkrecht zum Feld oy = 0.5 oy aur
gering sind.

e Verluste durch verschieden starke Ablenkung von Elektronen bei Temperatur-
gradienten senkrecht zum Magnetfeld. Dieser Effekt ist relativ klein, da der zu-
gehérige Transportkoeffizient um einen Faktor w7 > 1000 kleiner ist als der fiir
die Ohmschen Verluste.

o Verluste durch Reibung der Elektronen aufgrund unterschiedlicher Temperatur
und damit unterschiedlicher thermischer Geschwindigkeit entlang von Feldlinien.
Fiir gleiche Gradientenlangen von Geschwindigkeit und Temperatur ist dieser
Verlustterm um ca. einen Faktor 2000 grofler als die Ohmsche Heizung.

Diese drei Terme lauten, in dieser Reihenfolge:

Ro=-Ri=en (é‘ﬁ + ‘i—) gainmg x VT, - 071, VyT.  (3.29)

Neben den hier erwdhnten Verlusten, treten weitere Effekte auf, deren Wirkung aller-

dings vernachlissighar klein ist. Eine vollstindige und sehr anschauliche Erklirung der

Prozesse findet sich in einer Monographie [81] iiber das Verhalten des Elektronengas

im: Festkérper unter Einfiufl eines magnetischen Feldes.

- Durch Addition der Bilanzgleichungen fiir Ionen (3.25) und Elektronen (3.28) erhalt
man die Gesamtimpulsbi_lanz des Plasmas: C - '

: 'n

. .ﬁi (m nzV\—{—V (mn;ViVi) =
~-Vp - Zv Mi+ixB+5 7 (3.30)

wobei der Druck p sich zusammensetzt aus den Einzeldrucken der Komponenenten p;
und p. und in den Term j x B alle Plasmadriften eingehen. Auch die Impulsbilanzen
lassen sich durch Einfiihrung einer effektiven Kernladungszahl auf ein Mehrkomponen-
tenplasma erweitern [37)].
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Die Energiebilanz fiir die Ionen:

9 (37?, T+ = z"7;-"") + 9. [V (;nT + m*”*vz)] _

ot 2 2

—V - [Viopi 4 Vi T +8] + (eniE - B) Vi — Qi+ 5 (3.31)
Die Ionenenergiedichte setzt sich zusammen aus der Dichte der thermischen Energie
und der kinetischen Energiedichte. Die Wirmekapazitit {Vorfaktor bei der thermi-
schen Energie) wird wie fiir ein Gas mit 3 Freiheitsgraden zu 3 angenommen, obwohl
das Plasma sich lediglich parallel zum Magnetfeld frei bewegen kann, wihrend der
Energieaustausch senkrecht zum Feld stark eingeschrinkt ist. Eine Alternative wire
die Annahme von zwei verschiedenen Temperaturen 7} und Tt (parallel und senkrecht
zum Magnetfeld) mit entsprechenden Wirmekapazititen und einer Kopplung zwischen
diesen beiden Temperaturen iiber Transportprozesse {82]. Bisher wird jedoch in allen
Simulationsrechnungenr mit nur einer Temperatur gerechnet, weil einerseits der radiale
Transportprozess noch nicht verstanden ist und andererseits auch die mathematische
Behandlung durch diese Annahme erheblich vereinfacht wird.
Der Transport der Energie geschieht konvektiv, konduktiv und iiber Austausch zwi-
schen verschiedenen Spezies. Die Konduktion beschreibt die Verlustprozesse innerhalb
der Spezies: Wirmeleitung und Viskositédtseffekte. Hierbei setzt sich der Wérmelei-
tungsvektor aus Anteilen zusammen, in die der Temperaturgradient parallel zum Feld
und in den beiden Richtungen senkrecht zum Feld eingeht:

—~

G =K V)T~ kL. V.Ti - g— x VT; (3.32)

Energie wird mit den Elektronen iiber Reibung, elektrische Felder und durch Tem-
peraturausgleich augetauscht, mit den Neutralteilchen durch Wechselwirkungen wie
Ladungsaustausch, Anregungsvorginge und lonisation.

Die Energiebilanz fir die Elekironen:

d /3
E—ﬁ(\z )+v (V neT\-—— {Vpe—%-ae]—eneE V.+&- V—i—Oni-é- £ (3.33)
Die Energiedichte besteht wegen der vernachidssigbar kleinen Masse der Elektronen nur
aus dem Anteil der thermischen Energie. Die konduktiv transportierte Energiedichte
wird bestimmt durch Temperaturgradienten und die dadurch hervorgerufenen Fliisse
sowie durch Stréme parallel und senkrecht zum Feld:
B = T.- 3 T
7o = —ki V) Te — 85V Te — 65 = X VI, — 0.7T1=3)) — = e
q K.H | KiVide KAB e 0.7 e]” 5e ETBB
Die Terme fiir Energieaustausch mit den Ionen haben aus Griinden der Energieerhal-
tung den gleichen Betrag aber das entgegengesetzie Vorzeichen wie in der Ionenener-
giegleichung; der Temperaturausgleich kann iber die Formel
3m. n DU
Qe = e—(T - Te) S (838)

iy

-

Bx7  (3.34)

‘beschrieben werden.
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In dem Multifluidmodell von B.J. Braams [38] wird fiir alle Tonensorten die gleiche
Temperatur angenommen, sodafl nur eine Gesamtenergiebilanz aufgestellt werden muf,
zu der man durch Summation tber die Einzelgleichungen kommt.

Anzumerken bleibt, dafl zwar mehrere Ionensorten beschrieber werden kénnen, dafl

‘L‘ an —_ - . - - 3 . - .
aber iliberpriift werden muf, ob die Fluidbeschreibung noch sinnvoll ist. Ist die mittlere

freie Weglinge zu groB, kann man sick nur auf den Standpunkt zuriickziehen, dafl die
globalen Bilanzen durch diese Behandlung auf jeden Fall erfiillt werden.
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3.4 Die Plasmastromung in der Tokamakrandschicht

3.4.1 Transformation der Plasmagleichungen von lokalen Magnetfeld-
koordinaten in eine toroidale Geometrie

Die allgemeinen Plasmagleichungen sind in einem orthogonzalen Koordinatensystem mit
den Richtungen paraliel zum Magnetfeld B (J}), senkrecht zum Feld aber in der magne-
tischen Flufifliche (L) und normal zur FluBfliche (r) formuliert. Um die Randschicht im
Tokamak beschreiben zu konnen, ist es aber giinstiger, auf ein orthogonales ” Torussy-
stem” mit den Einheitsvektoren in toroidaler, poloidaler und radialer Richtung (¢, 8, 7)
iberzugehen, vor allem auch, um die Symmetrie des Systems in toroidaler Richtung
ausnutzen zu kénnen. Daher ist eine Koordinatentransformation und damit auch eine
Transformation der Gleichungen notwendig, bel der insbesondere die Kriimmung der
FluBfachen beriicksichtigt werden muf.

Transformation der Koordinaten

Fir allgemeine Koordinatentransformationen in krummlinigen Systemen benutzt man
die ko- bzw. kontravariante Darstellung von Vektoren. Diese ist in der Literatur theo-
retisch ausfithrlich erldutert [83, 84]. Das Verfahren basiert dabei auf einer bijektiven
linearen Abbildung zwischen verschiedenen Sdtzen von Einheitsvektoren mithilfe eines
sogenannten "metrischen Tensors” g . Dieser Tensor mit den Komponenten g;;) stellt
Beziehungen her zwischen den "kontravarianten Einheitsvekioren” € und den "kovari-

anten Einheitsvektoren” &, .
& =gy @ (3.36)

Durch Anwendung dieses Formalismus’ gelangt man zu einer Darstellung, in der sich
die 7 physikalischen ” Einheitsvektoren — deren Linge eine Funktion des Ortes ist — als
Produkt von Einheitsvektoren konstanter Linge und von rdumlich variierenden Vorfak-
toren ausdriicken lassen. Die Vorfaktoren werden so gewzhlt, dafi ‘die Transformatxon
gewisse Symmetrieeigenschaften erfillt. :

In einem orthogonalen Koordinatensystem — wie es in unseren Anwendungen aussch-
liefllich verwendet wird — hat der metrische Tensor Diagonalform und die verbleibenden
Koeffizienten sind reine "Skalenfak "t hy = /Gy Sie setzen die reale Léange der
physikalischen Einheitsvektoren” & in Reia:tion zur Linge der "kontravarianten” &
und “kovarianten Einheitsvektoren” &. Fiir jede Richtung ¢ gilt:

1

i:hi'?:h_i'gf (3.37)

oy

Die mathematische Behandlung wird durch die Berutzung kovarianter bzw. kontra-
varianter Finheitsvektoren erleichtert, fiir physikalische Anwendungen sind jedoch die
physikalischen Variablen von gréferem Interesse. Daher bendtigt man die Gleichung
(3.37) zur Darstellung und Transformation von Operatoren, Vektoren und Skaiaren in
~den zu betrachtenden Gleichungen. '
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Abbildung 3.1: Die lokalen Einheitsvektoren des Magnetfeldsystems, bzw. des Torussy-
stems

Daritberhinaus gibt es in der Tokamakrandschicht zwei charakteristische Systeme von
orthogonalen Basisvektoren. Das eine System orientiert sich an der geometrischen Axn-
ordnung (" Toruskoordinaten”), das andere am Magnetfeldverlauf {” Maguetfeldsystem”}.
Sie lassen sich iiber eine Drehung in der Fluffiichenebene a,ufemander abbﬁden Wobe1
Sinus bzw. Cosinus des Drehwinkels gegeben sind durch: -

(siehe auch Abbildung 3.1) . '

By

¢ 5 (3.38)
By
b = - 3.39
8 5 | (3.39)

‘Wie es fiir eine Drehmatrix gefordert wird, erfiillen die Matrixelemente die Eigenschaft:
B2 B =1 o (3.40)

- Die radiale Koordinate stimmt in beiden Systemen iiberein.
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In physikalischen Einheitsvektoren ausgedriickt, findet man zwischen den beiden
Basissystemen den Zusammenhang:

(2) _ (% 2 0)[a)
I €0 | = b h i z {2 411
£q 5 Qf’ ‘—'J- \wexly
\2) %)
Mit Gleichung (3.37) ergibt sich fiir die kovarianten Einheitsvektoren:
[ &) I AV
=5 — A hi i
ii’ il PR VR ki (3.42)
e/ o 01 €
Analog erhiit man fir die kontravarianten Einheitsvektoren:
A h
% moe b 0 (g
%:6‘ = g]—‘?bé %be {0 ‘:i_l (3'43)
er 0 0o 1/ \¢&/

Transformation der Komponenten/Koordinaten von Vektoren

Die Komponenten eines Vektors A bestlmmen sich aus der Invarianyz der linearen Form

ZAz ez-—-ZAt é;-——-EA
In physikalischen Koordmaten gﬂt:

[ A\ bs —by 0\ [ 4 |
{%gj:{be % Djl*fiL) (3.44)
N VAT

Fiir die Komponenten des kovarianten Vektors erhilt man:

h
[ 42\ kb —3=bs O JVUR -
AT = b b 0 Vf j (3.45)
\ 2 ) ko 0 1/ \4

Die Komponenten in kontravarianter Darstellung ergeben sich zu:

h R
{ As ) { ¢b¢ __'_‘Efbe 0) /4y g

T./.. \ 0. 1}‘4.‘_/-
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Die Transformation von Differentialausdriicken

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Transformationseigenschaften von Differenti-
alausdriicken wie die Ableitung einer skalaren Funktion, die Divergenz eines Vektors
und die Divergenz eines Tensors. Dabei wird von der Annahme toroidaler Symmetrie
im Torussystem ausgegangen, sodaf alle Ableitungen nach der toroidalen Koordinate
verschwinden.

Gradient einer skalaren Funktion Mit @ (ug,u",u-é) = & (u”,ul,uf) sel eine
skalare Funktion in beiden Koordinatensystemen definiert. Der Gradient dieser Funk-
tion ist dann ein Vektor, dessen kovariante Komponenten den Ableitungen nach den
kontravarianten Koordinaten entsprechen:
oe

A= p (3.47)
Durch Einsetzen in die Transformationsgleichung (3.44) und unter Beriicksichtigung
der Beziehung zwischen der physikalischen und kovarianten Komponenten eines Vektors
A; = % kommt man zu dem Ergebnis:

0% by 02 (2 42)
h”é?u” hg Bvﬁ A
8% b, 99

USRI A, A0
h_;_au-’- hg 6u9 (3 49;

In dieser Gleichung wurde die toroidale Symmetrie beriicksichtigt, indem die Terme
mit Ay = =5 zu Null gesetzt wurde.

Divergenz eines Vektors Bei der Bildung der Divergenz eines Vektors ist darauf
zu achten, daf nicht nur die Koordinate abgeleitet wird, sondern dafl auch der orts-

abuanglge Einheitsvekior differenziert wird. Man erhilt:
o = 1 &
VA= NT% (3.50)

‘/” 8911

- oder in physikalischen Koordinaten ausgedriickt:

v.i- L2V, (3.51)
NZ] b h;
Die Gré8e ,/g ist die Jakobi-Determinante und fiir eine orthogonale Transformation
das Produkt ans den Skalenfaktoren h;:

VI = Oy 911 e = Wihi = Ry -hy by = he -he- Be (3.52)

Anzumerken ist, dafl die Divergenz eines Vektors in allen Koordinatensystemen gleich
sein mufB. Diese Tatsache wird in einem der folgenden Abschanitte ausgenutzt werden,
um Beziehungen zwischen den Skalenfaktoren der beiden Koordinatensysteme herzu-
leiten. '
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Gradient eines Vektors und Divergenz eines Tensors Um diese Gréfien zu
berechnen, wird die Definition des Differentialoperators benutzt: V = & ;2 Er trans-
formiert sich wie ein Vektor mit kovarianten Komponenten, und kann in dieser Form
auch auf Vektoren und Tensoren angewendet werden. Die in den Flissigkeitsgleichun-
gen bendtigten Ausdriicke sind im Anhang hergeleitet und zusammengestellt.
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Die Transformation der Kontinuititsgleichungen

Bei der Transformation der Kontinuititsgleichungen nutzt man aus, dafi die Divergenz
eines Vektors in jedem Koordinatensystem auf denselben Wert fithren muf. Damit wird
- auch der Operator der totalen Zeitableitung in den betrachteten Koordinatensystemen
identisch:
d... ... 1 ~ 1 1 9 -
doo o O 10 (VI a (f; __)+_w<£pr___)
dt ot \/978@;” h” \/_5’U,i ﬁau’"
3. S O AV > 1 0 (f ~ )
Vs .. e SV 3.53
Nue( )+ T (O (3.53)
Im Torussystem ist die Syminetrie entlang der toroidalen Richtung ausgenutzt worden.
Nach Durchfithrung der Transformation von einem System in das andere und ansch-

lieendem Vergleich mit dem in diesen Koordinaten hergeleiteten Operator gewinnt
man konsistente Bedingungsgleichungen fiir die Skalenfaktoren:

-

1

e Aufgrund der Orthogonalitit und der in beiden Systemen iibereinstimmend gew&hl-
ten radialen Richtung, mufl die Jacobi-Determinante gleich sein. Diese "lokale”
Aussage "global” interpretiert, bedeutet nichts anderes, als daff das Gesamtvo-
lumen der beschriebenen Geometrie in beiden Koordinatensystemen gleich sein

muf.

e Aufgrund der Symmetrie in toroidaler Richtung erhilt man Beziehungen zwischen
den Skalenfaktoren fiir die in der FluBfliche liegenden Koordinaten:

hy = c*hybs
b= chae (3.54)

wobei die Funktion ¢* so gewdhlt werden muf}, dafl gilt:
hy-hy = hg-hg

Somit erhdlt man bei Benutzung der Schreibweise aus Gieichung (3.53) die Kontinu-
itdtsgleichungen fiir lonen und Elektronen:

(fmy oo, (3.55)
N dt /ion

/dne) — Il

\dt = 5, (3.56)

Die Subtraktion der GGleichungen (ohne Beriicksichtigung von Sekundirelektronenemis-
sion} fithrt zur Stromdichtebilanz:

L 0 Vg5 10 VI - (3.57)

f@ugh \/— h
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Die Transformation der Impulsbilanzen

Die Ableitung der Impulsbilanzen ist etwas aufwendiger. Der konvektive Anteil und
die partielle Zeitableitung werden zu einem Operator der totalen Zeitableitung zu-
sammmengefafit, wie es fiir die Kontinuititsgleichungen schon durchgefiihrt wurde. Der
Druckgradient und die Vektoren (Reibung, elektrisches ¥Feld, Quellterme) transformie-
ren sich wie oben hergeleitet. Die Komponenten der diamagnetischen Driften werden
berechnet, wie es iin Anhang fiir ein Vektorprodukt allgemein beschrieben wird. Der
einzig verbleibende Term ist die Divergenz des Viskosititstensors, auf den nun niher
eingegangen werden soll.

Die Komponenten von V- ﬁi Ausgangspunkt der Betrachtung ist der Visko-
sitdtstensor in Magnetfeldkoordinaten [36], der sich durch eine lineare Abbildung -
wie sie von Stacey und Sigmar [85] aufgestellt wird — auch in jedem anderen System
beschreiben 14ft:

I = —mnW

= —— 1\ e = =\

Wy = 3(55_5)(b-w-bj

2w lepilenToly e (3.58)
Fr 2 !2\ / 34 \ / \ 7

wobei b den Einheitsvektor in Magnetfeldrichtung beschreibt.

Der Ausdruck fiir die physikalischen Komponenten (ﬁ’) ergibt sich gemif der For-
of

+1im Anl
HitIEer u..ug IuL ﬂﬂua’ng AT

(7),,=3]
xf3 2

mit den Christoffel-Symbolen

Vs Vs Lge hi | -
%5 = +ZVkF5k+ Tr0uF +kar ] - gﬁaglﬁhm (3.59)

_ aOInhg Olnhg
o = 65 hipbu* - o hpBuf

(3.60)

Durch Multiplikation mit dem Magnetfeldeinheitsvektor im Torussystem wird die Gréfie
b- W b berechnet:
noe 2B, 1OV 1By 10V 10V, o, =
b b o R | g _—_— N T = 3.61
W S E how 3B R 0w 3w ¢ X =W (3.61)
mit |
. [ QV \ Jbg
A= ( Yits by ) heou? (3_-_6__2)

und
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. 1, 1 8 (/g 1,1 @ (.\/g) .1 8lnhy
X = 7358 (hg) 31’;\@% h ) TV Ewe

Nach Gleichung (3.58) hat man damit die Komponenten des Viskositdtstensors in To-
ruskoordinaten:

g = —3n0 (55 - %) Wy

s = ~3m0 (83 - 5)

Hge = Ty = —3m0bebs Wy

L, = nWy

My = fog=1 =0, =0 (3.64)

und man erhélt unter Berficksichtigung der Christoffel-Symbole die Komponenten von

—

-y ha o
VeIl

8
H

o | ‘/g- -
V- = —g7—1 A .
( H)e /3 0u hg 96 + A (3.65)

mit dem Geometriefaktor

. - Glnhy, Olnh,
Ao = ity | (308 1) - 55k~ ] (3.9
@ . 5 /g .
. — 1 7 ) : .
(V H)é = gy e+ Ao (3.67)
mit dem Geometriefaktor .
- - inh
Ag = —3moW)|ibsby (3.68)
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(\ﬂ‘i‘) RERT I S (3.69)

|
bl
=3
o
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Die physikalischen Komponenten der Tensordivergenz im Magnetfeldsystem kdnnen
durch Anwendung der Vektortransformation aus Gleichung (3.44) berechnet werden:

(v.7) = - L9 [L/Ez obs Wi (3.71)
v V707 | ity (3.71)
1 8bg 1 8inhy | 1 8ink.|

~mobs Wi {b hedd T kg 0w T kg 0w | (372
. . (3.73)
(5% —15{\/‘5515171 .374
( '.H)l = 5 au | 0] 37

o [1 6bs | 10mhy 1 Blnk,)]
A D B CTAT 0 : i - T /0 omEN
F2mabe W |55 hedu® " hg BuF  2hg Oul | (3:75)
(3.76)

N 1 3 r\/? L1 .

2 = — LYW 3.77
(§3), = e [fEo] om
+3?70VV”;£ (bg 3 —h?au"" + b¢ 3 WJ (3.78)
" ) (3.79)

mit ﬁ"ﬁﬁ aus Gleichung (3.61).

Setzt man die gefundenen Beziehungen in die allgemeine Vektorgleichung fur den lo-
'_nenimpul_s (3.25) ein, so erhilt man die einzelnen Komponenten. '
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parallele Komponente der Ionenimpulsbilanz in Toruskoordinaten

d ” __bs {Opi | Zin; Ope o o
dt (mszi,H) T he (3u9 M 3%‘}) N (Vl H)EE
T ; Z?ﬂtg 9 on
Tomi || T 7 me,|| (o.oul
senkrechte Komponente der Ionenimpulshilanz in Toruskoordinaten
d -~ b¢. ap{ Zmz- Bpe) (:HH)
= tmyn; Vi = 2| e — V-
dt (mn "L) he (Gu‘" + ne Ouf I n
. ~ Zin; g ]
+eZin(Bir = Ter) - B+ Smii + ey (38D)
radiale Komponente der Ionenimpulsbilanz in Toruskcordinaten
d - Opi  Zing Ope (7 *-*)
2 (miniV,) = B - (¥
di (i) how | ne hOw n)
o~ -~ o~ Z’l. z'._
teZini(Vis = Vo) Bt S+ 28y (3:82)

Will man die Giiltigkeit der Gleichungen auf mehrere Ionensorten ausdehnen, miissen
zusitzliche Reibungskrifte zwischen dem lomen verschiedemer Spezies beriicksichtigt
werden. .

Die elektrischen Felder und die Reibungsterme sind in allen Impulsgleichungen durch
den Druckgradienten aus der Immpulsbilanz der Elektronen ersetzt worden. Diese Erset-
zung ist sinnvoll, weil dadurch die Kopplung der Gleichungen der physikalischen Rea-
litdt angepaft ist: Aufgrund der schnellen Bewegung der Elekironen wird sich unter
dem FinfluB von elekirischen Feldern und Reibungskriften zuerst ein Elektronendruck-
gleichgewicht einstellen. Aunf dieses "duBere” Gleichgewicht reagieren dann die sehr viel
trigeren Ionen,

parallele Komponente der Elekironenimpulsbilanz in Toruskcordinaten

_ bg 3}16 o =
0 = —E; (aug - enew +Sm8,”
I _ by 9T
+ene o G.?’lneha 57 (3.83)

senkrechte Komponente der Elekironenimpunlsbilanz in Toruskoordinaten

b¢. 8}35 & =
0 _E(é’u@ ~ ez g 3>+Sme,J_
T o b BT . _ ’ . : -
. i fu e
"I"Enea — 0'71?26]7,_9_625 — eneVe,T . B (384)
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radiale Komponente der Elektronenimpulsbilanz in Toruskoordinaten
1 /dp. a% .
0 = ——\l5=- S'me
k. (3@:? Chte “Bur ) + +

+enVe 1 - B

o
[I+]

B o]
&
R

Die Traunsformation der Energiebilanzen

Alle zur Transformation der Energiegleichungen notigen Ausdriicke wurden in den vor-
hergehenden Abschnitten bereitgestellt. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird der
Spannungstensor Wy nicht explizit ausgeschrieben. Ein Einsetzen der Lésung aus Glei-
chung (3.61) fithrt auBerdem nicht zur Vereinfachung der Bilanzen.

Die Ionenenergiebilanz

rf(,’f /3 T minivz\}
= ( Fhidi+ ——Vij+
Qb N\ 4 7

1

P T 1 6‘121— o 1 oT;

47 (com (-3 )+ (5 ) 5 28]
N ; 1 0T; ; 107

[“j{:(ﬂommﬁi)%ﬁﬁhar‘? d’/\hag] = -

. “[~ 19ps - 1 0p;  Zimy; (V 1 8p. LY hiﬁ )] ST

)
S Fe

o
5 TS
oyl D [y

1
ﬁ Aur

Vo s TV e T h ho 007
—ViB+ i ViB~Qu+ 5y Co o (3.86)

Die Elekironenenergiebilanz

d {3
7 ("z"”Te) +

Gf’."\h

18T, 167, 3 T .
K bé “““"J.L
+h, Bur g 0ul  2ew.r,
~16‘pe+~15pe - 108 . 1869
jehg ouf Ir h, Bu” 393’5% TR fiy U7
~iiViB 45 ViB +Qu + 5% . {3.87)

du’

-4l

hy
9 1v4
v |

ﬂ!

Obwokl sich die Herleitung der Fluidgleichungen sehr eng an die Theorie von Bragins-
kij anlehnt, hat sie doch durch die Betrachtung allgemeiner gekriimmter Koordinaten-

systeme eine Erweiterung erfahren. Wihrend die "klassischen” Gleichungen auf eine

8 1 8T, 10T, T, T,
-*——-[\@(gﬂg-kb );BUU + byr +071b9—j;|+ b¢ j»,-] +
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Zylindergeometrie beschrinkt waren, kann jetzt eine beliebige FlufMidchenkonfigura-
tion modelliert werden. Implizit beschreibt dieses Verfahren die durch die torcidale
Geometrie induzierten Effekte, wie Gradient-B- und Krimmungsdrift und insofern ist

es eine "neoklassische” Beschreibung fiir stofibestimmte Plasmen. Nicht beriicksichtigt
gind allerdines die necklascischon Diffusionseffelzte. Hierzu ist eine kinetische Formulie-

L e e s ] F A O RIS UIIE DA EENL

rung der Teilchenbewegung notwendig, die nach Flufifiichenmittelung zu nichtlokalem
Transport fithrt.

Obwohl die bisherige Herleitung exakt und konsistent ist, kann sie in Randschicht-
berechnungen nur mit Modifikationen verwendet werden. Der Grund dafiir sind die
experimentell gefundener, gegeniiber der Theorie viel zu groflen, radialen Fliisse.

3.4.2 Die Beschreibung des radialen Transports

Wie bereits erwihnt, findet man in der Tokamakrandschicht radiale Fliisse, die sich we-
der mit klassischer noch neoklassischer Transporttheorie erklidren lassen. Die meisten
theoretischen Ansitze zur Beschreibung dieses Effektes gehen von Fluktuationen in den
elektrischen - und magnetischen Feldern im Plasma aus, was nach vielen Messungen
in der Randschicht gerechtfertigt erscheint [30, 87]. Aber obwohl Turbulenzph&nomene

im Plasma in den vergangenen Jahren sehr intensiv untersucht worden sind, gibt es
bisher noch keine :ﬂfo‘pmmn anerkannte T%pnrlp die den erhidhten Trm‘tqn(n'f befriedi-

gend erkldrt. Daher konnen in den Randschichtrechnungen nur Annahmen iiber das
Strémungsverhalten in radialer Richtung gemacht werden. Wie es dem Charakter von
Fiuktuationen entspricht, wird der Transport am ehesten durch einen Diffusionsansatz
beschrieben. Zur Bestimmung der Diffusionskonstanten orientiert man sich an experi-
mentell bestimmten Randschichtprofilen und findet aus eindimensionalen Rechnungen
Werte in der Gréfenordnung von 13";3.

Weil aber die Messungen in der Randschicht grofie Fehlerschranken haben, sind funk-
tionale Abhingigkeiten von Plasmaparametern nicht zu bestimnmen, sodaf die Koeffi-
zienten in den meisten Fallen konstant oder entsprechend einem ”Bohm-Ansatz” pro-
portional (T./B) gewdhit werden. Aber auch wenn die Messungen eine geniigend hohe
Auflésung hitten, sodafl die radialen Teilchen- und Energiefiiisse genau beschrieben
werden konnten, ist der Diffusionsansatz ein "kiinstlich” in das System eingefiihrter
ProzeB. Dieser verletzt die allgemeinen Beziehungen und Symmetrien zwischen den
Gleichungen und zwischen den Transportkeeffizienten, die sich aufgrund der Momen-
tenbildung aus der Boltzmann-Gleichung ergeben {86].

Daher ist es notwendig, den Einfluf eines solchen amomalen ”Diffusionsgestzes” auf
die Fliissigkeitsgleichungen zu untersuchen. Erste Ansitze [88, 89, 90] gehen von Feld-
schwankungen als Ursache des Transports aus:

E =

B =

Bt by

+
+

By b=y

)
&
Dlese Schwankungen induzieren Fluktuatlonen in den makroskoplschen Plasmagroﬁen
che analog a,ufgespalten werden konnen : SRR : : -
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—

Aus der senkrechten Impulsgleichung 148t sich mit diesen Anséitzen der radiale Fiufl
herleiten [88]:

T, . T
4 r.classteal i riurbuient

mit elnem turbulenten Anteil
- 1
I‘r,turbufenf = _E- (éneéE)ﬂL (389)

Aus dieser Formulierung wird klar, dafl es bei der Definition einer radla,len Geschwm-
digkeit zwei Alternativen gibt, nmlich

V:-r‘ = Vr,classical '_ o (3.90)

und r
S
V. = - (3.91)
mit
T, = nV, + énéV; (3.92)

Auch die Energiegleichung fiir die Jonen kann unier Beriicksichtigung von Turbulen-

nwnnnAdnn Tal

el itat worden und man erhilt von den ﬂulxt wierenden Feldern u.Ldua.lUl te Ener-
gleﬂusse [89]. Um die GréBenordnung dieser Flisse bestimmen zu kénnen, miissen aller-
dings Phasenbeziehungen zwischen den verursachenden und induzierten Fluktuationen

bekannt sein.

Auf theoretischer Ebene und beschrinkt auf elektrostatische Turbulenzen kommt man
zu der Aussage [90], daB die zusitzlichen radialen Fliisse zu ciner Heizung der lonen
und Kiihlung der Elektronen fithren, ein Effekt, der aber vernachlidssigbar klein ist.
Experimentelle Untersuchungen an Entladungen in TFTR [91] zeigen nur eine geringe
Korrelation in der Transportmatrix, sodaR ein linearer Zusammenhang zwischen Fluk-
tuationen und radialen Flissen unwahrscheinlich ist.

Wie aus diesem Abschnitt deutlich wird, ist bisher nicht nur der mikroskopische Me-
chanismus des erhthten radialen Transports unbekannt, sondern es fehlt auch eine
konsistente Implementierung des Fiffekts in die Fluidgleichungen. Es miissen daher in
den nédchsten Jahren gezielte Anstrengungen unternommen werden, um zu einer befrie-
digenderen theoretischen Modellierung der Randschicht zu gelangen.. . : '

3.5 Modifikation der p?asmagiezchn igen
3.5.1 Emfuhrung eines Diffusionsmodells fiir den. radlaien Teﬂchenu

“Fine entscheidende Modifikation der Plasmagleichungen ist die oben dlskutlerte h1n~
filhrung eines Diffusionsmodells fiir die radiale Impmsglelchung

Dc?n

[ =af = _20n L (398)
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Eng angelehnt an diesen Ansatz ist die Anpassung der anderen Transportkoeflizienten
in radialer Richtung. Fiir eindimensionalen diffusiven Tramsport gilt der allgemeine
Zusammenhang zwischen Teilchendiffusion, Wirmeleitung und Dehnviskositit: ?

k¢ = D.n, (3.94)
K" = Dy (3.95)
et o= Deomn (3.96)

(3.97)

Entsprechend der entkoppelten Betrachtung von parallelem und radialem Tranmsport
werden alle gemischten Terme im Viskositdtstensor vernachldssigt und es tragen aus-
schlieflich radiale Geschwindigkeitsgradienten zum Transport in radiale Richtung bei.
Fir Viskosititseffekte in paralleler Richtung ist alleine der Geschwindigkeitsgradient

entlang der Feldlinie verantwortlich.
Diese Verdnderungen werden in allen zweidimensionalen Randschichtrechnungen ein-

gefithrt und sind durch die experimentellen Beobachtungen motiviert und gerechtfertigt.

- 3.5.2 Vereinfachung des physikalischen Modells

Neben der ad hoc aufgestellten radialen Impulsbilanz werden weitere Aunshmen ge-
macht, die die Komplexitit des physikalischen Modells reduzieren und damit auch die
numerische Behandlung des Problems erleichtern:

1. Gradienten im Magnetfeld und Ableitungen der Skalenfaktoren
(Christoffel-Symbole) werden in dieser Arbeit weggelassen, um die Ergebnisse mit
Resultaten anderer Codes vergleichen zu konnen. Sie sollten jedoch grundsitzlich
beriicksichtigt werden.

2. Der Transport in der Flufifliche wird durch Fliisse paraliel zur Feldlinie bestimmt.
Die senkrechten Fliisse sind so klein, daff sie zur Poloidalgeschwindigkeit kaum
beitragen: '

(3.98)

v o~

(3.99)

U“ i 2
o ch

b=

3. Die Elektronen- und lonenfliisse werden ambipolar angenommen, sodaB keine
elektrischer Strome flieflen. Dadurch wird die Losung der Elektronenimpulsbilanz
vereinfacht und Reibungsterme sowie Kréfte aufgrund von elektrischen I'eldern
fallen in den Gleichungen weg.

Fast alle bisher entwickelten Modelle iibernechmen auch diese Annahmen. Fine Ausnah-
me bildet das Modell von H. Gerhauser [39], das alle Geschwindigkeitskomponenten,
elektrische Felder und daraus resultierende Strome in der Konzeption des Programms
_beritcksichtigt. Daraunf aufbauend konnte erst in jingster Zeit das Programm von B.J.
-Braams in dhnlicher Weise erweitert werden [64].

. “englisch: bulk viscosity
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3.5.3 Beschrinkung der Wirmefliisse

Fine weitere, sinnvolle Modifikation, die aber nur in einigen Randschichtmodellen be-
riicksichtigt wizd, ist die Beschrinkung des Wirmeflusses auf den physikalisch maximal
moglichen Wert. Dieser ist dadurch gegeben, dafl Information hdchstens mit der ther-
mischen Teilchengeschwindigkeit V§ = /T./me. {ibertragen werder kann.

(— Voraussetzungen des Fluidmodells)

Daher wird der klassische Spitzer-Hirm Wirmeleitungskoeffiziens fiir die Elektronen in
folgender Weise reduziert:

|
Kﬁ = fffﬁ’cl - (1 ”{—

Den Anpafiparameter F kann man dadurch bestimmen, dafl man die mittlere freie
Wegidnge mit einer aus kinetischen Berechnungen [92] gewonnenen Abfallinge fiir die
Temperatur vergleicht. Nach diesem Verfahren wurde ein Wert von F' & 3.70 [59] be-
stimmt.

Nach einer groben Abschitzung, wie sie auch schon in einem der vorhergehenden Ab-
schnitte gemacht wurde (— Voraussetzungen des Fluidmodells), halbiert sich in der

i
nn'nrler‘.hu‘h‘f‘ von 1 F“{Tn‘l{ rh:n‘ Tra'}“psrtkﬁefﬁz}.enu, deu“_ ag Eut
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Wegen der gleichen freien Wegldngen von Elektronen und Ionen wirkt eine solche Fluf-
begrenzung auf beide Teilchensorten etwa gleich stark und hat, wie aus der Abschétzung
schon deutlich wird, einen signifikanten Einfiu8 anf das Strémungsverhalten.

@ @ & E o
3.8 Die Moedeligleichungen in der Tokamakrandschicht

Die hier aufgestellten Gleichungen beschreiben ein Zweikomponentenplasma aus einfach
geladenen Ionen und Elektronen mit den Einschrinkungen, die im letzten Abschnitt
diskutiert wurden. Da man in der Finite-Elemente Formulierung auf eine Benutzung
von Skalenfaktoren h; verzichten kann, werden die kovarianten Komponenten des Dif-
ferentialoperators durch physikalische Komponenten erseizt: :

19... 0. (3.102)

h; ul T 0%
Die Ausdriicke /¢ bzw. ./g/h; ergeben bei der Integration der Gleichungen, wie sie in
der FEM durchgefiihrt wird, Elementvolumen bzw. Elementflichen.
(= Die Methode der gewichteten Residuen)
Unter Beriicksichtigung der toroidalen Symmetrie berechnet sich das Elementvolumen
aus der Elementfiiche und dem Skalenfaktor in ioroidaler Richtung:
hg = 27R.
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Die Kontinuitdtsgleichung

(%) = 8, (3.103)
Die poloidale Komponente der Ionenimpulsbilanz
i(mee) = o (G 38) s (4o
j_air (f nge) + S s S A (3.104)
Die radiale Komponente der Ionenimpulsbilanz
I = mivr = —D% {3.105)
' Die Ionenenergiebilanz
+%6§T {-,;5’- (m"egz +RZE -, )J
A gie _ ffrgg’ﬁ — Coqui (Ti = To) + 55 (3.106)

Die Elektronenenergiebilanz

%(S‘”T) - faxe Vb ”339] V7 0%, [Jgﬂ

+Tagke + gﬁ’e + Cuqui (T = T2) + 53 (3.107)
Definitionen
. P Ionenteilchenguelle in  1/m%s
Smay Tonenimpulsquelle in paralleler Richtung in kg/m?s?
Sme)| ¢ EBlektronenimpulsquelle in paralleler Richiung . in kg/ m?s?
D : Diffusionskoef fizient in radialer Richiung. - in  m%/s
S s Ionenencrgiequelle . in kg/ms®
5% - . Elektronenenergiequelle . in . kg/ms®
e _ _ Bg/B o 1S
by = By/B

(3.108)
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Die Transportkoeffizienten

Mo = 0.96m; - T -~
1y = myeng - D
gy = 39n-Tp-mifmy (3.109)
For o g+ D
Coqui = dMe-nif(m; 1)

3.7 Charakteristiken des Randschichttransports

Nachdem in den letzten Abschnitten die Flissigkeitsgleichungen rein theoretisch behan-
delt wurden, soll in diesem Teil eine Charakterisierung der "Fiiissigkeit” Plasma folgen.
Dazu gibt es zwei Ans#tze. Im ersten Ansatz werden die Einzelprozesse und ihre Be-
deutung beim Transport in der Randschicht diskutiert. Der zweite Ansatz zieht einen
Vergleich mit anderen Fliissigkeiten, um auch intuitiv ein Bild der Plasmastrémung zu
vermitteln.

3.7.1 Betrachtung der Einzelproezesse

Um zu einem Verstindnis des Transports in einer Fliissigkeit zu kommen, miissen neben
den Transportkoeffizienten und den typischen Werten der Variablen die Transportge-
schwindigkeiten bekannt sein. Bel gegebener Geometrie ist das gleichbedeutend mit
der Kenntnis einer charakteristischen Zeit fiir den Transport einer charakteristischen
Variable iiber eine bestimmte Distanz. Da die Stréomungsvariablen in den Gleichungen
aber gekoppelt sind, versucht man in linearer Niherung das Gleichungssystem zu ent-
koppeln.

Mathematisch entspricht dieses Vorgehen der Suche nach Eigenwerten und Eigenvek-
toren eines linearisierten Gleichungssystems durch Diagonalisierung der charakteristi-
schen Matrix. Das Ergebnis sind dic Eigenwerte und die dazugehdrenden, linear un-
abhéngigen Figenvektoren.

In unserem Fall entsprichen die gesuchten Figenwerte den charakteristischen Trans-
portgeschwindigkeiten, die Eigenvektoren wiren zusammengesetzt aus den einfachen
Variablen Dichte, Geschwindigkeit und Temperatur oder auch eine Linearkombination
der konservativen Gréflen Dichte, Impuls und Energie.

Fiir eine eindimensionale Konvektions-Diffusionsgleichung mit konstantem Transport-
koeffizienten und mit nur einer Variablen ist diese Rechnung leicht nachzuvollziehen
[124]. . : g e
Leider wird eine solche Behandlung fiir mehrere Variablen und nichtlineare, gekoppelte
Gleichungen sehr uniibersichtlich. Die Eigenwerte der Gleichungen, d.h. die Transport-
geschwindigkeiten, werden aufgrund der Dissipation komplex und die Eigenvektoren
sind komplizierte Konstruktionen aus den einfachen Variablen.

‘Hier wollen wir daher die Gleichungen als unabhingig voneinander betrachten und
zusitzlich in jeder Gleichung auch die Einzelprozesse voneinander separieren, um ein

- Gefiihl fiir die Gréfenordnung jedes Prozesses zu bekommen. Der Parameter, der zur
Bestimmung der ”GréSenordnung” herangezogen wird, ist Tfmmp. Das ist die Zeit, die
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eine Stérung benédtigt, um durch den Prozess i {iber eine typische Léange in der Geo-
metrie transportiert zu werden. Man gewinnt diese Zeit durch eine einfache Zerlegung
der Differentiale in Differenzenquotienten:

of _ Af . 8f _Af . 0 2Af
8t Tiamsy Oz Az ' 8z (Az)?

e~
Can
-
j—s
o]

S

Diffusive Prozesse

Die radiale Teilchendiffusion hat eine Transportzeit, die sich aus radialer Gradi-
" entenlinge Ar und Diffusionskoeffizient [ berechnet:

Ar)2
Tiunsp = (21_’)) (3.111)

In der Randschicht vor TEXTOR ergibt sich mit Ar = 1.5e¢m und D = 0.6m?/s eine
charakteristische Transportzeit von

Do ~2-107%s (3.112)

ransp

Diie radisle Imnn]erhﬁ"nc‘inn hat eine rharalkieristische 'T‘r;mqnnr‘r?mf von dersel-

ben Groﬁenordnung wie die Diffusionszeit, da die Teilchenbewegung als rein diffusiv
angenommen wird. *
ne _ (Ar)yming _ (Ar)F

Ttransp 2,‘% 2D (3.113)

Die radiale Warmeleitung stimmt bis auf einen Vorfaktor ebenfalls iiberein:

v 3(ArYam; 3(Ar)Z

traﬂ.sp -

dx, 4D

P
(5]
h
[y
fuand
s

—

Die Gradientenldnge fiir die Temperatur ist grofer als die fiir die Dichte. Sie betrigt in
TEXTOR etwa 3cm und es ergibt sich eine Transportzeit von: :

Tiramep & 1-107% ' {(3.115)

Aufgrund des Bohm-Kriteriums und der damit verbundenen direkten Kopplung von Ge-
schwindigkeitsprofil und Temperaturprofil kann die Gradientenlinge fiir die Geschw;n—'
dlgkelt auf ca. 1. 75cm und dle Tra.nsportzelt auf etwa :

asswts @9

a_b_geschétzt werden.

. ®Die Tra,nsportl\oef‘rimeﬁten in radm.ler Richtung wurden speziell so gewihlt, dafl diese Bedingung
erfnllt 1st N
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Der poloidale Impulstransport kann stellvertretend fiir den parallelen Impui-
stransport ausgewertet werden, denn zwischen den beiden Koordiratensystem kann
transformiert werden, ohne dafl sich die charakteristischen Zeiten &ndern. Als Ab-
fallinge in poloidaler Richtung wird der auch schon in anderen Kapiteln benutzte
Wert von (Af)y =~ & =~ 0.3m angenommen. Die Dehnviskositdt berechnet sich in der
TEXTOR—Randschlcht zu np &~ 5-107% Damit hat man eine typische Transportzeit

Yo :
. 2

traﬂsp tra'nsp ~ bl

8o b3

~ 51075 (3.117)

Die poloidale Warmeleitung der Jonen héngt iber die Bezichungen

4.06 - 7o
i (3.118)
und
(Af)r = 0.5-(Af)y {(3.119)
eng mit dem poloidalen Impulstransport zusammen:
e (@0 1 ol 61075 (3.120)
N 4!{“ 09 ES

Die poloidale Warmaeleitung der Elektronen ist mit dem héchsten Transport-

IR

koeffizienten auch der schnellste Prozefl. Im Vergleich zur Ionenwirmeleitung ist die
Relaxationszeit um den Faktor y/m,/m. kleiner, d.h.

1
Tif";'.{zsp 43T£';$12p ~1.4-1077s _ (3121)

Der konvektive Prozess - Schallausbreitung im Plasma

Die konvektive Transportgeschwindigkeit in poloidaler Richtung erhslt man als Lsung
der dissipationsfreien poloidalen Impulshilanz gekoppelt mit der eindimensionalen Kon-
tinuitdisgleichung (Evler-Gleichung). Da sowoh! Elektronen als auch fonen durch Druck-
gradienten Krifte ausiiben kdnnen, hat man im Unterschied zum Bohm-Kriterium eine
Schajlgeschwindjgkei_t VOR - : :

, - (3.122)
Damit erhdlt man eine Transportzeit von o
e ALY 3.123
transp H+CS by ()

Sie schwankt zwischen 4 - 10~°s in der Nihe des Targets und einer langsameren Rela— i}
xation in der Nihe der Symmetrieebene von etwa 10~4s
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Ciuellterme

Durch Ionisation von Neutralteilchen werden in jeder Zelle neue Ionen erzeugt, sodafl
- gsich eine charakteristische Anwachsrate der Dichte pro Zeiteinheit ergibt. Die zu dieser
Anwachsrate korrespondierende charakteristische Zeit berechnet sich als Quotient aus
Ionendichie und Quellstirke.

Sie ist in Bereichen ohme Quellen, weit weg von einer materiellen Oberfliche sehr grof
und daher ohne EinfluBl auf den Transport. In der Nihe des Targets 148t sich folgende
grobe Abschitzung machen:

Der TeilchenfluBl auf das Target hat z.B. in der ALT-Konfiguration eine Gréfienordnung
von 10%2/onen/s. Mit einem Recyclingfaktor von etwa 0.75 werden diese Ionen als
Neutralteilchen wieder in die Randschicht injiziert und dort in einem Volumen von
ca. 0.15m° reionisiert. Das entspricht einer Quellstirke von etwa 5 - 1022/(m3s). Die
charakteristische Zeitkonstante berechnet sich damit zu

S0UTCE A _ -5

Ttransp ~ W =210 (3124)
Die Division der Energiedichte durch die Energieflufidichte der reionisierten Teilchen
liefert eine Figenzeit vergleichbar mit der Relaxationszeit der Teilchenquellen, denn im
Mittel hat jedes Quellteilchen die Energie eines lons in der Randschicht.
In der Energiegleichung tritt zusitzlich der Prozess des Temperaturausgleichs zwischen
Elektronen und Ionen auf. Geht man von Temperaturen bei Flektronen und Ionen
© aus, die in derselben Gréfenordnung liegen, so kann die charakteristische Zeit fiir den
Temperaturausgleich angegeben werden:

equi ., T —~ -3
Tiransp ™~ ;{'Te ~4.1077s (3.125)
e

Diese Zeit ist sehr viel grofler als die Zeiten fiir die Warmeleitungsprozesse, d.h. der
Energietransport geschieht in erster Linie innerhalb der Spezies und nur zu einem ge-
ringen Teil durch Energieaustausch zwischen Elektronen und Ionen. Damit ist auch die
Einfiihrung einer Flufibegrenzung fiir die Ionen begriindet.

3.7.2. Vergleich der charakteristischen Transportzeiten in der Plasma-
randschicht -

Wir lernen aus den vorhergehenden Betrachtungen, daB die Relaxationszeiten auf einer
weiten Zeitskala verteilt sind, Durch den starken Einflul der Quellen und des konvek-
tiven Transports in der Nihe eines Limiters oder Divertors varileren sie auch rdumlich
um Gréfenordnungen. Das bedeutet, daB sich in der Nihe einer materiellen Oberfliche
ein Gleichgewicht sehr schnell einstellt aber auch empfindiich von den Plasmaparame-
tern abhingt, wihrend in der Néhe der Symmetrieebene die Konfiguration nur langsam
einen stationdren Zustand erreicht und kaum auf Verdnderungen des Strémungsverhal-
- tens in anderen Bereichen der Randschicht reagiert. '




3.7. CHARAKTERISTIKEN DES RANDSCHICHTTRANSPORTS 75

Vergleicht man die Relaxation in poloidaler und radialer Richtung, so stellt man fest,
dafl der radiale Transport sehr viel langsamer ist als der poloidale. Implizit ist da-
mit auch ausgedriickt, daB die Strémungsgeschwindigkeiten sich stark voneinander un-
terscheiden. Die numerische Behandlung der Strémungsgleichungen wird durch die-
sen groflen Unterschied und zusitzlich durch die lange und schmale Form der Rand-
schicht erschwert, denn eine kleine Ungenaunigkeit in der Behandlung des radialen
Transports ’oeWIrkt signifikante Anderungen des Stromungsverhaltens in poloidaler
Richtung.(— Nwumerische Dif fusion)

Die Transportprozesse entlang der Magnetfeldlinien, kénnen nach ihren charakteristi-
schen Relaxationszeiten geordnet werden:

: 1 i 1 i 1 K
Tivansp ™ 0 Tiransp ™ 90 Tiramsp ™ 350 Tirandp (3.126)

Die Quellterme wurden in dieser Abschitzung nicht berficksichtigt, da sie {iber dem
Berechnungsgebiet um mehrere Groflenordnungen variieren und daher nur lokal einge-
ordnet werden konnen. Auflerdem ist ihr Transport stark von den Recyclingfaktoren
und der geometrischen Anordnung (FluBverstirkung) abhingig. Fiir Limiteranordnun-
gen liegt die charakteristische Zeit im Bereich des Schalltransportes, in einer Divertor-
konfiguration kann sie kleiner werden als die Zeit fiir den Elektronenwirmetransport.

3.7.3 Vergleich des Plasmafluids mit anderen Fliissigkeiten

Um das Plasma mit anderen Fliissigkeiten vergleichen zu k&énnen, miissen wir eine
Skalierung der Fluidgleichungen auf dimensionslose Groflen durchfithren, wie es in der
Analogielehre beschrieben wird [93, 94]. Bei dieser Transformation erhilt man fiir je-
de Gleichung einen charakteristischen Skalierungsfaktor. Und zwei Fliissigkeiten sind
in ihrem Stromungsverhalten dann Zhnlich, wenn diese Skalierungsfaktoren ungefihr
gleich sind.

Der charakteristische Faktor in der Impulsbilanz ist die Reynolds-Zahl, in der Energiebi-
lanz ist es die P2clet-Zahl. Man berechnet diese Kennzahlen, indem man den Quotienten
aus konvektiver Relaxationszeit (dissipationsireier Transport) und diffusiver Relaxati-
onszeit (rein dissipativer Transport) bildet. In der allgemeinen Formulierung fiir Gase
ist der Transport isotrop und Reynolds- und Peclet-Zah] hingen nicht von der Rich-
tung der Stromumg ab. Im Falle des stark anisotropen Verhaltens des Plasmaflusses i ist
jedoch eine Analyse in verschiedenen Richtungen notwendig.

In radialer Richtung ist der Transport rein diffusiv und enthilt keinerlei konvektiven

Anteil. (Stokes-Glemhung), sodafl weder die Reynolds- noch die Peciet Zahl deﬁmert.

sind.

In poleidaler Richtung gibt es sowohl dlsszpa,tmnsfrelen Transport (Schaﬂausbrm-

tung, Konvektion) als auch diffusive Anteile (Viskositat, Warmeleitung). Damit lassen

sich die Kennzahlen in poloidaler Richtung nach folgenden Formeln berechnen:

i}ie Reynoldszahl vergleicht den dissipationsfreien Schalltransport mit dem viskosen
Diffusionstransport:

| Re = Ly mini Cs (3.127)

370 :
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Die Pécletzahl setzt den konvektiven Transport in Beziehung zur Wirmeleitung:

Ly n; -V

il

Pe = (3.128)

mit den Abfallingen

Ly = (A8/bg)y und Ly = (A8/bg)r

und der Schaligeschwindigkeit Cs fiir das Gesamtsystem FElektronen und Ionen aus
Gleichung (3.122).

Die Reynoldszahl 148t sich fiir ein Deuterium Randschichiplasma in Zahlenwerten dar-

stellen als: I

vn
o 2 ] 3.129
@/evy (3:429)
Das bedeutet, daBl der viskose Transport ebenso wichtig ist wie der konvektive Trans-
port. Bisher wird jedoch in vielen Arbeiten die Impulsgleichung immer noch so behan-
delt, als sei sie nahezu dissipationsfrei.
Die Pécletzahl wird in guter Ndherung allein durch den dissipativen Transport der
Elektronen bestimmt, soda$ sich nach Gleichung (3.126) ergibt:

Re ~ 1071€.

1 1

Pe = - Rewm

e -(3.130)
320 ° 20 (3:130)

Der poloidale Energietransport wird also ausschliefilich durch dissipative Effekte be-
wirkt,

Sucht man vom Stromungsverhalten vergieichbare Flissigkeiten, so wird man sie sicher
nicht bei den Gasen finden, denn dort sind die Reynolds-Zahlen sehr groff, z.B. bei
Luft (300 X, 1 bar) in der GréBenordnung von 107. Auflerdem verringert sich die Dehn-
viskositdt mit steigender Temperatur wegen der héheren thermischen Geschwindigkeit,
wahrend im Plasma aufgrund der dominierenden elekirischen Wechselwirkungen die
Viskositdt mit der Temperatur ansteigt.

Dein Plasma dhnliche Fluide sind Polymerlésungen. Hierbei handelt es sich um poly-
mere Kunststoffe, die in organischen Fliissigkeiten geltst sind. Als Beispiel diene eine
Losung von Polystyrol in Toluol, vom FlieBverhalten vergleichbar einem Haushaltskie-
ber. Diese Lésung hat eine Dehnviskositit von etwa 100 Pa-s, cine Dichte von 103kg /m?>,
typische Gradientenldngen im Zentimeterbereich und konvektive Geschwindigkeiter um
50m/s (— Rer 5).[95, 96, 97]

Aber nicht nur das Fliefiverhalten ist dhnlich, sondern auch der Grund fir diese ho-
he Viskositét ist derselbe. Wie das Plasma hat diese Losung zwei Komponenten, die
elektrostatisch miteinander gekoppelt sind: Die grofien Kunststoffpartikel sind positiv
geladen, wihrend in den kleinen Molekiilen des Losungsmittels negative Ladungen indu-
ziert werden. Und auch hier ist es so, dafl wie im Plasma die Energie fast ausschliefilich
iiber das Losungsmittel transportiert wird.[98] B S -
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Daher kann man sich die Plasmarandstrémung wie einen z&hfliissigen Kleber vorstellen,
der nur schwach auf #ufleren Druck reagiert, weil die Viskositit das FlieBverhalten
bestimmt. Und so wird das Plasma nur sehr langsam dem durch das Bohm-Kriterium
aufgeprigten Druckgradienten folgen, d.h. es "strémt” nicht aus der Randschicht aus,

1

sondern es wird vielmehr entiang der Feldlinien "herausgezogen”.

3.7.4 Kritische Bemerkungen zur Fluidbeschreibung des Plasmas

In diesem letzten Abschnitt soll eine Briicke geschlagen werden zwischen den Aussagen
iiber die Voraussetzungen des Flissigkeitsmodells zu Anfang des Kapitels und den
Ergebnissen, die sich bei der Berechnung der Strémungskennzahlen ergeben haben;
denn wie man durch Finsetzen leicht nachpriifen kann, sind der Wert der Reynolds-
Zahl und das Verhiltnis von poloidaler Abfallinge zu freier Wegldnge nahezu identisch:

Ly -myn; - Cg 3 Ly . Ly
Re = T = 50906 Cs 7 = Ll.mh'ﬂ' (3.131)
Eine Voraussetzung der Fluidniherung im Plasma aber ist, dal Ly > Vi, - 75, d.h. die
Reynolds-Zahl miifite wesentlich gréfer als eins sein. Wie im vorigen Abschnitt nachge-
wiesen, ist dies wenn {iberhaupt, dann nur in relativ kleinen Bereichen der Randschicht
der Fall.

Umgekehrt driickt Gleichung (3.131) aus, dafl im Falle kleiner Reynolds-Zahlen auch
die Giiltigkeit der Fliissigkeitsgleichungen in Frage gestellt werden muf.

Es gibt mehrere mehr oder weniger befriedigende Auswege aus diesem Dilemma:

1. Man ersetzt in der Fluid-Niherung die klassischen durch nichtlokale Transport-
koeflizienten, die man aus einer kinetischen Beschreibung gewinnt.

2. Man benutzt die unverinderten Gleichungen mit den klassischen Transportko-
effizienten entlang des Magnetfeldes und den anomalen Koeffizienten senkrecht
zum Feld. Eine Anwendung in Bereichen, in denen die Flissigkeitsniherung ver-
letzt ist, kann damit begriindei werden, dafi das Transportmodeli nicht konsistent
hergeleitet wurde.

3. Man fithrt analog zur Wirmeleitung auch fiir den Viskositdtskoeffizienten eine
Flubegrenzung ein, die nur GradientenlZngen in der Gréfenordnung der freien
Weglinge zulifit.

Es wurde schon in der Einleitung darauf hingewiesen, dafl die erste Maglichkeit wohl
die eleganteste und beste Losung wire, daf} aber in den letzten Jahrzehnten nur klei-
ne Fortschritte auf dem Gebiet der kinetischen Beschreibung erzielt wurden und man
noch keineswegs von einem Standardverfahren sprechen kann. Aber auf dem Hinter-
grund der hier dargestellten Problematik sollten weitere Anstrengungen unternommen
werden, zu einem numerisch robusten L&sungsverfahren zu kommen, iiber das auch
vom physikalischen Inhalt her Konsens besteht.

~Den zweiten Weg haben wir bis zu diesem Zeitpunkt verfolgt, um konsistent mit den

bisher verwendeten Programmen zu arbeiten, die bis auf kleinere konstante Korrektur-

faktoren zur Stabilisierung der Losung {46] alle die klassischen Transportkoeflizienten
. benutzen, o
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Fiir die Zunkunft soll analog zur Wirmeleitung eine FluBlbegrenzung eingefiibrt werden,
die physikalisch unmdéglichen Transport unterbindet:

A -1
. : M .
i =op (14 |l l\, (3132)
/




Kapitel 4

4.1 Allgemeine Einfithrung

Um ein physikalisches Phdnomen quantitativ zu beschreiben, stellt man héufig ein
System von Differentialgleichungen fiir die unbekannten Gréfien auf. Man legt das Ge-
biet fest, in dem Lésungen der Gleichungen gesucht sind und definiert passende Rand-
und/oder Anfangswerte. Das mathematische Modell ist damit exakt und volistindig
festgelegt. Die meisten analytischen Verfahren sind aber nur zur Losung spezieller li-
nearer Differentialgleichungen auf unkomplizierten Geometrien geeignet. Erst durch An-
wendung numerischer Methoden und unter Ausnutzung der zur Verfiigung stehenden
Computertechnik, ist es mdglich, auch gekoppelte, nichtlineare Differentialgleichungs-
systeme auf komplizierten Geometrien zu l6sen. Dazu ist es jedoch notwendig, die Glei-
chungen aus ihrer mathematischen Darstellung in eine algebraische Form zu bringen,

sodaf zur Losung nur einfache arithmetische Operationen benutzt werden miissen. Ein
erster Schritt auf dem Weg ist die Einteilung des Rechengebietes in diskrete Teile. Damit
wird auch die Losungsfunktion ‘durch eine endliche Anzahl von Parametern beschrie-
ben. Diese Parameter kdnnen durch. ein geeignetes numerisches Verla,hren berecnnet

Werden und man: ernalt eine Naherungsiosung des roblems e

Die Methode der finiten Elemente ist ein solches Verfahren und die Diskretisierung ge-
schieht durch Aufteilung des Rechengebietes in disjunkte Teilgebiete bestimmter Form,
z.B. Dreiecke, Vierecke in zwei Dimensionen oder-auch Tetraeder, Quader etc. fiir drei-
dimensionale Anwendungen In jedem dieser Elemente werden charakteristische Punk-
te, die Knoten des Elementes, festgelegt und zu jedem Knoten wird eine spe21ﬁsche
Funktion definiert, die dje : zu berechnenden Parameter enthdlt.Spezifisch sind -diese
Funktionen- deshalb weil sie nur in den Elementen von Null verschieden sind, zu denen
sie gehéren. Im resthchen Gebiet sind sie identisch Null. Beispielsweise benutzt man fiir
~die Funktionen oft Polynomansitze und hat als unbekannte 'P:a:rameter die Vorfaktoren

der ‘einzelnen Polynome. Bildet man nun ein Skalarprodukt dieser Knotenfunktionen
mit der gegebenen Differentialgleichung, so zerfallt die eine Gleichung fiir das Gesamt-

9 :
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gebiet in einen Satz von Gleichungen fiir jedes Element; jeder Satz besteht aus soviel
Gleichungen, wie die Zelle Knoten besitzt. Das Skalarprodukt ist fiir die finite Elemente
Methode eine Integration iiber das Gebiet der Zelle, also von der sogenannten Lp-Norm
induaziert.

In dieser Weise kann fiir jedes Element eine Losung gefunden werden. Die Lésungen
benachbarter Flemente sind aber nicht unabhingig voneinander, weil sie gemeinsame
Knoten haben. Daher miissen alle Elementgleichungen simultan und konsistent gel&st
werden. Als Ergebnis erhilt man die Werte der Parameter fiir jede Knotenfunktion und
die Lésung fiir das gesamte Gebiet setzt sich aus der Summe aller Knotenfunktionen

Zusammeng.

Die finite Elemente Methode (FEM) wurde von Ingenieuren zur Untersuchung von Pro-
blemen in der Strukturmechanik entwickelt. Die erste Arbeit erschien im Jahr 1956 [99],
weitere in den Jahren 1960 und 1963 [100, 101]. Die Ausdehnung auf die Strémungs-
mechanik wurde von Zienkiewicz 1965 [102] angeregt, aber erst in den Jahren nach
1970 intensiver betrieben [106]. Verglichen mit dem weit verbreiteten und numerisch
ausgereiften Verfahren der finiten Differenzen (FD) [110, 111] ist diese Methode zur
© Strdmungsberechnung ca. 20 Jahre jiinger und ein Bereich intensiver Forschung{103].
Neben der Entwicklung neuer numerischer Konzepte [128, 112, 107, 114, 104] wird vor
allem auf dem Gebiei der mathematischen Theorie (Funkiionaianalysis) gearbeitet.

Die den finiten Elementen zugrunde liegende Mathematik ist die des klassischen Varia-
tionsprinzips [108] oder die Methode der gewichteten Residuen [109]. Im Gegensatz zum
finite Differenzen Verfahren wird nicht die punktweise Approximation der Differentjal-
gleichung durch Differenzenquotienten gesucht, sondern eine integrale Approximation
iiber dem Rechengebiet.

Ein Vorteil dieser Behandlung ist die Erhaltung integraler Gréflen der gesuchten Varia-

blen — wie etwa Teilchenzahl oder Energieinhalt — durch den verwendeten Formalismus

und nicht erst durch zusitzliche Uberlegungen oder Rechnungen. Der entscheidende

Unterschied zu den finiten Differenzen aber ist das flexible Rechengitter, basierend auf

der elementweisen Betrachtung. Wihrend das Basisgebiet{2D) fiir ein FD-Verfahren

stets ein Rechteck mit dquidistanter Netzeinteilung sein mufl und alle zu modellieren-
den Gebiete durch geeignete, oft komplizierte Transformationen auf ein solches abgebil-
det werden miissen, kann mit der FEM auf unstrukturierten Netzen gerechnet werden.

Unstrukturiert bedeutet, daf es keine feste Anzahl von Zellen in bestimmte Richtun-

gen gibt, sondern daf die Gittereinteilung der Problemstellung folgen kann. Das Netz

braucht nur dort eine hohe Punktdichte, wo die Lisung grofie Gradienten hat. _

" Dieser Vorteil gegeniiber .den Finite Differenzen Verfahren gilt uneingeschrinkt nur
fiir Yexplizit im Ort” arbeitende Methoden, die zur Berechnung der Losung an einem
Knoten nur. die Werte der Variablen in den Nachbarpunkten benétigen. Algorithmen,

bei denen jeder Punkt mit jedem anderen kommunizieren kann und deshaib ein Glei-

-chungssystem von der Ordnung der Punktanzahl geldst werden mu8, sind in der FEM-

- Formulierung rechenzeitintensiver; denn die Unstrukturiertheit des Netzes, die sich in
einer unregelmifBigen Besetzung der zu ldsenden Matrixgleichung widerspiegelt, ver-
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langsamt die numerischen Lésungsverfahren.

Motiviert durch dieses Problem, sind in den letzten Jahren spezielle Programme ent-
wickelt worden, die durch eine Knotenumnumerierung die Struktur der Matrix so ver-
bessern, dafl die benétigte Rechenzeit nur unwesentlich hoher liegt als bei den re-

Ty TO

gelmifig besetzten Matrizen, wie sie sich aus der FD-Formulierung ergeneﬂ

Der in diesem Kapitel beschriebene finite Elemente Algorithmus wurde am Institut
fiir Strahlantriebe der RWTII Aachen entwickelt [115]. Er basiert auf Arbeiten von R.
Lohner [116] und wurde auch unter seiner Beratung erstellt. An dieser Stelle sollen nur
kurz die grundlegenden Ideen skizziert werden, ndhere Erlduterungen dazu finden sich
in den anschlieBenden Abschuitten. _ ' .
Ein gegebenes zweidimensionales Grundgebiet, auf dem die Strémung berechnet wer-
den soll, wird in Dreiecke unterteilt. Die Ansatzfunktionen iber diesen Dreiecken sind
Polynome 1. Ordnung (also linear) in den Koordinaten (x,y). :
Zur Losung der auf dieser Basis integrierten Fluidgleichungen wird ein in der Zeit expli-
ziter Zwei-Schritt- Algorithmus angewendet. Dieses Pridiktor-Korrektor-Verfahren ver-
bindet die Vorteile hoher Stabilitit, wie sie bei finiten Differenzen durch ein "upwinding
scheme” erreicht werden kann, mit geringer numerischer Diffusion, wie sie nur durch
ein Verfahren zweiter Ordnung gewihrleistet ist.

Die resultierenden Gleichungen benottigen keinerlei Matrixltser, sind einfach struktu-
riert und lassen sich damit numerisch sehr effektiv und schnell auswerten. Stationire
Losungen erhilt man wegen einer Zeitschrittbeschrinkung jedoch erst nach vielen Ite-
rationen.

Eine 1dsungsabhingige Netzverfeinerung fithrt gegeniiber finite Differenzen Verfahren
zu einer bis um einen Faktor zwei niedrigeren Knotenanzahl bei. glelcner Aufidsung in

physikalisch interessanten Gebieten,

4.2.1 Variationsprinzipien

Im Allgemeinen ist man bei der theoretische Beschreibung eines Problems in der Phy-
sik nicht auf eine bestimmte mathematische Formulierung festgelegt. Neben der weit
verbreiteten Anwendung von Differentialgleichungen zur lokalen Charakterisierung phy-
sikalischer Systeme gibt es eine andere Methode, die darauf beruht, da die Summe aller
lokalen Wechselwirkungen eine globale Gréfie wie z.B. Energie oder Teilchenzahl un-
verdndert 1aBt. Man sucht also einen Integralausdruck, der stationir in Zeit und/oder
Raum ist. Welcher Ausdruck bei einer gegebenen Differentialgleichung stationsr wird,
kann allerdings nicht direkt hergeleitet werden. Es kénnen Iedlghch Aussagen iber die
Elgenschaften eines solchen Funktionals gemacht werden o : L

‘e Die Losungsfunktion der ul‘feren‘tlalglelchung macht das Funktlona.l statmnar
' oder in gewissen Fédllen sogar extremal. ' -
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s Die Funktion, bei der die 1. Variation des Funktionals verschwindet, ist Losung
der zugrundeliegenden Differentialgleichung.

Diese notwendigen Bedingungen fiir das Verschwinden der 1. Variation eines Funktio-
nals helfen aber nur in wenigen Fillen, von der Differentialgleichung ausgehend, auf
das Funktional zuriickzuschliefien. Fine Problemgruppe, bei der dies moglich ist, sind
riumlich integrable Kraftgleichungen, deren zeitlich stationdre Integrale die Gesam-
tenergie des Systems reprisentieren. Hier existieren auch hinreichende Bedingungen,
aus den Kraftgleichungen diese Funktionale herzuleiten und so die Lésungfunktion zu
finden (d’Alembert’sches Prinzip; Euler-Lagrange-Formalismus). Diese Variationrsprin-
zipien sind jedoch nur dann anwendbar, wenn der die Gleichung beschreibende Operator
symmetrisch (selbstadjungiert) und positiv definit ist, d.h. wenn Operator und Inte-
gration vertauscht werden kénnen. Es kann zwar auch stationéire Funktionale fiir nicht
symmetrische Operatoren geben, aber einen allgemeinen Formalismus, sie aus den Dif-
ferentialgleichungen herzuleiten, gibt es nicht.

Gekoppelte Differentialgleichungen mit nichtlinearen Transportkoeffizienten, wie sie in
den meisten Stromungsproblemen vorkommen, sind Beispiele, bel denen eine systema-
tische Suche nach stationiren Funktionalen nicht méglich ist. Denn in diesem Fall ver-
tauschen Operator (hier: Transportkoef fizient - Ortsableitung) und Integral nicht.

An A .,.,1 A Pt
E wird das Problem zudem durch die Mechrdimensionalitét in den Orts- und

4.2.2 Methode der gewichteten Residuen

Ein alternatives Verfahren, das zwar keine analytisch exakte Ldsung liefert, aber auch
auf das Integralprinzip zurfickgreift, ist die Methode der gewichteten Residuen.
Die grundsitzliche Idee, eine Losung der Differentialgleichung

Av + f =0  im Gebiet §I (4.1)

{A: Operator; w Variable; f: Funktion von Ort und/oder Zeit } mit den Randbedingun-
gen
Arv = fr auf dem Rand T (4.2)

zu finden, besteht darin, die L&sungsfunktion %@ als Linearkombination von n linear
unabhingigen Interpolationsfunktionen ®; zu approximieren: :

Zur Vereinfachung der Diskussion sei dieser Ansatz so gewahlt, daf er die Randbedin-
gungen (4.2) automatisch erfiillt ("starke Formulierung der Randbedingungen”). Die
im iibrigen Gebiet approximative Losung @ wird die Differentialgleichung allerdings nur
bis auf einen Fehler (Residuum) ¢ erfiillen:
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Fiihrt man nun einen Satz unabhidngiger Wichtungsfunktionen W; ein, so 1ift sich das
Skalarprodukt (g, W;) bilden. Anstelle der Forderung: ¢ = 0 (exakte Lésung), verlangt
man nur noch: - o

(e, W:) = 0 (i=1,2,3..N) o s)
Aus Formel (4.4} ergeben sich Bestimmungsgleichungen fiir 4:
(A% + F}, W)= 0 (i =1,2,3..N) (4.6)

Dies ist die allgemeine Formulierung der Methode der gewichteten Residuen. Die-
se Schreibweise 188t noch offen, welche Wichtungsfunktionen man benutzi und von
welcher Art das Skalarprodukt ist.

Fin wohlbekanntes Beispiel mége zeigen, daf das formal hergeleitete Integralprinzip
eine sehr allgemeine, in der Numerik oft benutzte Losungsmethode ist:

Setzt man beispielsweise die Wichtungsfunktionen gleich dem Fehler selbst (eindimen-
sionaler Funktionenraum), so fiihrt die Minimierung des Produktes ¢-¢ zur Interpolation
mit kleinstem quadratischen Fehler,

Das gebriuchlichste finite Flemente Verfahren, das auch die notwendigen Bedingungen
eines Extremalprinzips erfiillt, ist die

Methode von Galerkin [109]:

Fiir die Wichtungs- und Interpolationsfunktionen wird der gleiche Satz von Funktionen
verwendet, das Skalarprodukt ist durch die Integration iiber die rdumliichen Variablen

definiert:
j E:C@ +f]8d0 = 0 (i =1,2,3..N) (4.7)

Dies ist bei gegebenen Ansatzfunktionen ®; ein algebraisches Gleichungssystem in den
Koeffizienten C;. Hat man einen Satz von C; gefunden, der das Clexchuﬁgssystem 16st,
so ergibt sich durch Einsetzen in Gleichung (4.3) die Appromma.tlon .

Der schwierigste Schritt in der Anwendung der Methode auf ein physi 'au hies Problem
ist die giinstigste Wahl der Aunsatzfunkiionen. _

Man konnte sich eine Funktion vorstellen, die die Losung im gesamten Gebiet reprisen-
tiert. Sie miiBte sehr viele Koeffizienten C; haben, um eine gentigend hohe Aufiésung zu
erreichen. Beispiele hierfiir sind Potenz- oder Fourierreihenansitze, Praktisch unmog-
lich ist eine solche N#herung fiir nichtlineare Operatoren, in denen z.B. ortsabhingi-
ge Transportkoeffizienten auftreten. Das entstehende Gleichungssystem wire ebenfalls
nichtlinear und kaum l6sbar. Daher teilt man das Gebiet in viele kieine Teilgebiete ein,
in denen die Transportkoeffizienten als konstant angenommen werden kdnnen. Und auch
die Ansatzfunktionen werden so definiert, daff sie nur auf diesen Teilgebieten von Null
verschieden sind, aulerhalb aber identisch verschwinden. Wihlt man die entstehenden
Elemente kiein genug, sind Ansatzfunktionen mit 3 (linearer Ansatz im Dreieck) bis 8
{parabolischer Ansatz im Quadraﬂ zu bestimmenden Koeﬂimenfen _}e Element fLT‘ etne
gute Approximation der Losung ausreichend. o

Es bleibt anzumerken, daB es vom numerischen Aufwand her oft sehr v1e1 giinstiger
. ist, einen linearen Ansatz auf vielen kleinen Teilgebieten zu benutzen, statt etwa einen
parabohschen Ansa:tz auf entsprechend weniger Elementen Zu \:erwenden [105] '
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4.3 Die Anwendung der Methode der finiten Elemente

In diesern Abschnitt soll erkldrt werden, wie man analytische Gleichungen, die zur Be-
schreibung kompressibler, viskoser und wirmeleitender Fliissigkeiten geeignet sind, in
eine FEM-Formulierung transformiert.

Im ersten Teil wird kurz auf die im vorigen Abschnitt motivierte Unterteilung des Re-
chengebietes in Dreiecke eingegangen. Eine genauere Betrachtung hierzu findet man in
Abschaitt (5.1.2).

Im zweiten Teil werden die linearen Ansatzfunktionen iiber einem allgemeinen Dreieck
berechnet. Fiir diese Funktionen wird im dritten Teil am Beispiel einer eindimensionalen
Transportgleichung die Methode des gewichteten Residuums erifiutert und es werden
Ausdriicke berechnet, die auch bei der Integration der Fluidgleichungen gebraucht wer-
den. :

Der vierte Teil wird die numerische Losungsmethode erkliren und es werden Vor-
und Nachteile des expliziten Verfahrens gegeniiber impliziten Formulierungen aufge-
zeigt. Dies soll sich allerdings auf aumerisch-programmtechnische Problemstellungen
beschrinken. Fragen, die die physikalischen Besonderheiten von Plasmastrémungen und
deren Konsequenzen fiir die Numerik betreffen, werden unter dem Aspekt der Gitteran-
passung in Abschnitt (5.1.3) niher untersucht.

Daraufl aufbavend wird die numerische Stabilitit des verwendst

Aht wanmd T it £ lians Al T m
sucht und Kriterien formuliert, diese zu gewihrleisten. Im dann folgenden U

wird die Einbeziehung allgemeiner Randbedingungen in den Formahsmus chskutlert
Abschlieffend soll kurz die Funktionsweise der adaptiven Netzverfeinerung erldrt wer-
den.

4.2.1 Generation.von Dreiecksnetzen

Die Anwendung der finite Elemente Methode erfordert als vorbereitenden Schritt die
Generation eines Gitiers aus Knoten und Flementen auf dem Grundgebiet der Rech-
nung. Fiir zweidimensionale Geometrien existieren Algorithmen, die ein solches Gitter
halbautomatisch erzeugen {117, 118]. Notwendig ist dafiir eine Vorzerlegung in Unterre-
gionen von elementarer Geometrie: Dreiecke, Vierecke, Kreisausschnitte. Dabei kénnen
die Seiten der Drei- und Vierecke auch gekriimmt sein oder in Form von Polygonziigen
voriiegen. Die gewiinschten Eigenschaften des Gitters in diesen Unterregionen werden
in der Eingabedatei niher spezifiziert; es konnen Angaben iber Elementform (Dreieck,
Viereck,...), Elementtyp {Anzahl Knoten pro Seite), iiber die Elementanzahl pro Seite,
die Léngenverhditnisse zwischen den Elementen und die Kriimmungsradien von Seiten
der Unterregion gemacht werden. Ausgegeben werden die generierten Elemente, ge-
kennzeichnet durch die Nummern der Randknoten und die Koordinaten dieser Knoten.
Die Ausgabe erfolgt in einer Datenstruktur, die eine einfache Zuordnung von Elemen-
ten und zugehdrigen Knoten oder auck Knoten und zugehdrigen Dreiecken ermdglicht.
Diese.Struktur ist notwendig, da die Numerierung der Knoten nicht regelmafig ist. Es
wird-lediglich in jedem Dreieck eine interne Numerierung der Knoten (i.a. gegen den
Uhrzeigersinn) vorgenommen, um auf den Seiten eine nach auﬁen gerlchtete Normale
deﬁmeren zu konnen (—+ Randmtegmie) '
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Zusdtzlich werden in dem benutzten Programm [118] die Seiten aller Elemente und
auch die Knoten entsprechend der fiir sie geltenden Randbedingungen gekennzeichnet.
Durch einen sogenannten "back-tracking” -Algorithmus wird die Knotennumerierung
so optimiert, dafl Knoten mit benachbarten Nummern rdumlich moglichst nahe bei-
einander liegen. Diese Anderung spiegelt sich in einer Minimalisierung der Bandbreite
der Losungsmatrix wieder, was ein implizites Losen aufgrund besserer Konditionierung
erheblich vereinfacht.(— Das Taylor — Galerkin Zweischrittver fahren)

4.3.2 Berechnung der Ansatzfunktionen

Als Elementtyp zur Erzeugung eines Gitternetzes iiber zweidimensionalen Gebieten
sind Dreiecke sehr vorteilhaft. Sie zeichnen sich durch grofie geometrische Flexibilitat
aus und eignen sich besonders fiir die automatische, losungsabhéngige Verfeinerung
unstrukturierter Netze. Der Verlauf der gesuchten Variable U im Rechengebiet wird
zusammengesetzt aus den Elementfunktionen UV® aller Dreiecke:

Ng

U(z.9)= ). U° (4.8)
e=1

U¢ wird in jedem Element, abhingig von den Funktionswerten U an den

des Dreiecks e , mit Hilfe der Ansatzfunktionen N? approximiert. Der angeniherte
Funktionsverlauf im Element e mit drei Knoten ist dann:

3
Uz, y)= 3 N7UF (4.9)

=1
Damit 148t sich die Gesamtfunktion darstellen als:

Ng 3

Ulz,y)= > 3 NIU; (4.10)

ex=] 7=1

Die eingefiihrten Ansatzfunktionen N gelten nur fiir Element e und werden fiir alle
anderen Dreiecke zn Null gesetzt. Im Folgenden soll nur ein einzelnes Dreieck betrach-
tet werden, daher wird in allen Gréflen auf die Elementindizierung verzichtet. Die drei
Ansatzfunktionen Ny, N3, N3 werden linear in den rdumiichen Variablen x,y angenom-

men:
Ni(z,y) = a1 + bz + 1y

No(z,y) = ag + baz + oy (4.11)
Ns(z,y) = az + bsz + csy
Die Koeffizienten @;,b;,¢; (i = 1,2,3) werden durch zusétzliche Forderungen an

die Ansatzfunktionen bestimmt:
Am Punkt i muB Uz, y;) = U;  sein. Dies kann durch die spezielle Wahi

Ni=1 fir z = z;undy=1y;
N;=0 fir z=zjundy=y;i#j
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erfilllt werden.
Die Koeffizienten errechnen sich damit aus dem Gleichungssystem:

/ \ ( a1 -bl (%] \ ( 1 1 1 \
{ i = [£2)) bg Cy 1 T2 T3 ! (412)
\

[ T e B
e T E N
| el e I ]

/ l\63 b3 Csj\?;’l v2 Yz /
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Man erhilt als Losung:

ay = (Toyz—z3y2)/2A  az=(zayi—z1y3)}/208  as={(z1y2~2211)/2A
= (y2 —ws) /28 b= (ys — w1) /24 b3= (1 — m) /2 (4.13)
€1 = (.’63 - :‘L‘g) ‘/QA Co = (-’L‘; - 933) ,/QA Cz = (-.’132 - 331) /2&

1 1 Iy WY1

mit A = 3 det| 1 zq9 1wy (Fliche des Dreiecks 1.2 und 3) {4.14)

1 z3 9

N 2

Abbildung 4.1: Die drei Ansa‘tzfunktmnen J\fl, Nz, Ng, fur dle gﬂt N; = 1 am-. Knoten _
¢ und N = 0 an den Knoten 7, k. :
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Wie man aus einfachen geometrischen Uberlegungen herleiten kann, lassen sich die so
gefundenen Ansatzfunktionen auch als sogenannte Fldchenfunktionen interpretieren.

Flachenfunktionen haben die Eigenschaften:

]

Der Wert der Ansatzfunktion N; an einem beliebigen Punkt P entspricht dem
Quotienten aus dem Flacheninhalt F; eines Teildreiecks und der Gesamtfliche
des Dreiecks. Dabel wird das Teildreieck beschrieben durch die Seite i (gegentiber
Punkt i) und Punkt P (siehe Abbildung 4.2).

JNi = Jfi'?z'/-l"—,G'es (415)

Fiir einen Punkt Q auflerhalb des Elementes wird die Flichenfunktion rechnerisch
negativ. Da sie aber nur fiir Punkte innerhalb des Dreieckes sinnvoll ist, wird sie
auflerhalb per definitionem auf Null gesetzt.

Die Summe der Ansatzfunktionen in jedem beliebigen Punkt P des Dreiecks ist
eins:

Ni(2p, ¥p) + No{Zp, Yp) + Na(zp, yp) = 1 (4.16)

Die Integration der Flichenfunktionen {iber Elementen kann aufgrund ihrer ein-
fachen Strukiur analytisch exakt durchgefiihrt werden.

3 (X3, ¥5)

(N
/ N

2Pk, y)

T1{x4, :m 2 (Xy,Ys)

' Abbildung 4.2:.Interpretati0n der Ansatzfunktionen als Flichen im Dreieck
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4.3.3 Anwendung der Methode des gewichteten Residuums

Am Beispiel einer einfachen, rdumlich eindimensionalen Transportgleichung soll demon-
striert werden, wie das "gewichtete Residuum * formal berechnet wird: :

(;_i_ + a(;—z =0 a = Konstante {4.17)
Sie beschreibt z.B. den eindimensionalen, rein konvektiver Transport der Gréfe U mit
der Geschwindigkeit a.
Um das Transportproblem mit der Methode der finiten Elemente l6sen zu kdnnen, wird
die Gleichung (4.17) in eine dquivalente Integralformulierung iberfithrt. Dies geschieht
durch Multiplikation mit Wichtungsfunktionen W; und Integration {iber den Ort. Da
die W; nur von den Ortsvariablen, nicht aber von der Zeit abhingen, bleibt die Zeit-
ableitung von der Integration unberiihrt. Sie wird nicht mit dem FEM-Formalismus
behandelt, sondern gesondert diskretisiert. Man erhilt die Integralgleichungen

/Wf—dﬂ + a,f WJ—dQ =0 (G=1,2,..N) (4.18)
Ist die Integralgleichung fiir jede der Funktionen W er;iﬂit 80 hat man eine Néihe—

sich mit Hilfe des \JLEE‘.B 'schen DabZGS in Gebiets- und nan(untegraie zer.t.egen

[ w9 40 = f 8”’3 vdo - / Wilnedl  (j=1,2,..N)  (4.19)
Jo T Ot

mit I' = Gebietsrand von Gebiet £

und ny = X - Komponente der AuBlennormalen auf T'.

Da die Ortsableitung der Variablen U in (4 19) nicht mehr vorkommt, sind die Anfor-
derungen an die Glattheit von U geringer als in der Gleichung {4.18). Die Formulierung
{4.19) wird daher auch als schwache Form der Differentialgleichung {(4.18) bezeichnet.
Fithrt man fiir U die in Gleichung (4.10) gegebene Appro}ﬂmatlon ein, so erhilt man
die Integrale der gewichieten Res;duen '

Ngi 3 Ngr 3
o amj

]W 3. NrSLd = f oS S NFUsdO
e=1li=1 -~ . B Q e=1 =1
. ; Ng 3
—a J[ W, S SNFUE medl  (420)
T e—-lz—l TS
Als Gewichtsfunktionen {W;} a8t sich jedes System uqabhiﬁgiger Funktionen verwen-

den. Setzt man speziell dle Gewichtsfunktionen mit den Ansa.tzfunktlonen giezch erhalt

man die Methode von Galerkin [109]
{Wﬂj = {Ivl:jv?: *N3JL
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Dies ist das meistbenutzte und auch hier verwendete Verfahren, weil die Integrale in
dieser Formulierung eine so einfache Form annehmen, daB sie sich exakt analytisch
berechnen lassen. Die Gleichungen (4.20) vereinfachen sich durch die spezielle Form
der Ansatzfunktionen in folgender Weise:

e Die Funktionswerte U; an den Knoten sind keine Funtionen des Ortes und kdunen

aus den Integralen herausgezogen werden.

e Aus jedem der Integrale iiber das Gesamtgebiet wird eine Summe von Element-
integralen, denn die Integranden sind Produkte von Ansatzfunktionen und nur
dann von Null verschieden, wenn beide Ansatzfunktionen zum gleichen Dreieck
gehdren.

e Die in der Matrix R auftauchenden Randintegrale addieren sich fiir die inneren
Elemente mit den Randintegralen der Nachbarelemente zu Null auf, denn bei glei-
chem Umlaufsinn des Randes sind die Normalenvektoren zweier aneinandergren-
zender Elemente auf der gemeinsamen Seite entgegengesetzt orientiert. Lediglich
die am Gebietsrand liegenden Elemente liefern einen Beitrag, der konsistent in
die Gleichung miteinbezogen wird.

Das Gleichungssystem (4.20) 148t sich formal auch in folgender Weise schreiben:

- A/m\“‘ Nm;f [ U \° /Um\_}}
ZME, Ugj = aZ KEMLUZJ + Rys Um) (4.21)
&k (| Us \ vns ) |

Dabei sind 1, 2 und 3 die internen Knotennummern des Elementes ¢ und
Mg, K% . RE;, die zugehdrigen Elementmatrizen:

JINENE [[N§NE [[N§NE\

Mg = | [[N{N§ [[NiNg [[DNsNg ; dfl (4.22)
 SSNENS JPN§Ng [ NgNg

[UM” Nmi yy N2

o

e = ezi"’ fNe:;_ I fvS%g_ (4.23)
\ffwf rNsSE TyNgt )
o foN1 JN§Np [ NSNT \

Rz = | JN{N§ [NIN; [NEN5 | ngdl (4.24)

fNENS I NN [NENS ]
Die Summation ist dabei so zu verstehen, dafl das Gesamtintegral fiir einen bestimmten
Knoten sich aus den Teilbeitrigen aller Elemente zusammensetzt, zu denen der Knoten
- gehort. Eine Aufsummierung der Matrizenelemente aller Flementmatrizen fiir einen
bestimmten Knoten fiihrt entsprechend zu einer Gesamtmatrix fiir den Variablenvektor

U= {U15U2>"'UKTL} au
. JW a— G{Kg;U 'i‘ Rg; UR} (4.25)

Durch Invertierung der Matrix M 148t sich die Zeitentwicklung von U berechnen.
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Zur Auswertung der Gleichung (4.25) ist nun noch die Bestimmung der Integrale in
den Elementen nétig. Die Auswertung der Matrizen M, K, R erfolgt durch

Integration iiber lineare Dreleckselemente. Dazu wird die Integration nicht {iber
die echten Koordinaten x, y ausgefiihrt, sondern nach einer Variablentransformation

i 3 amoman mmldead
{iber die Aﬁaatal u.‘ﬂnu()ut;u SSIUBY.

Wie man durch Einsetzen der Koeffizienten (4.13) in den linearen Ansatz (4.11) sieht,
lassen sich x und y als Linearkombination der Funktionen N; ausdriicken:

T = Ni-’El + Aziﬂg + A.31L’3
4.26
y = Nipn + Nayz + Nays (4.26)

Auflerdem addieren sich die Ansatzfunktionen in jedem Punkt des Dreiecks zu 1:
1 =Ny + No + N3 (4.27)

Benutzt man die Gleichung (4.27) so hat man ein Gleichungssystem fiir x, y als Funktion
von .Nl, Nz:
= Nyzy+ Nozg+{(1 — Ny — Najzs (4.28)
y=Nyi+ Moo+ (1 — N1 - Na)ys )

Die Jakobimatrix zu dieser Transformation ist gegeben durch

/S@’%:" ng‘ Ti1—T3 W1—Y3
J = l éxj = (429)
\ &Ny ’JV“ \ F27%3 Y2—Ys

Die fiir die Transformation notige Determinante liefert:
detJ = 2Ag; = 2 Dretecksfliche (4.30)

Nach Bestimmung der transformierten Integralgrenzen ergeben sich die Integrale der
Matrix Mg 2w

A BN Y i =N \
_/j NiN; dG = jJ[J\’,-f\’jdmdy = ./0 kjo zNgdeetJle) dNg (4.31)

Das gleiche Verfahren wird auf die Integrale der Matrix K angewendet. Dabei wird bei
der Ableitung der Fl&chenfunktionen Gleichung (4.11) benutzt:

_7 31'-\,'3 bj 1 1-Nz
f / Niosldo = f jN dedy = 57 / / N:det] dN; | dNy (4.32)
El Jo 4]

In zweidimensionalen Strémungsproblemen gibt es analoge Matrizen K gy ,, die Integrale
mit Aoleitungen in y-Richtung enthalten [ N;Z2 By

H 7 1—Ne
[ BP‘? dQ _.//N ON; dody = f (f | NgdetJle) N, (4.33)
ZAEI 0 o
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Die Auswertung der Integrale ergibt die Matrizen:
f2 11
Mg = — | 1 2 1 (4.34)
1 1 2

Ag Yo—Y3 Y2—Y3 Y2— Y3
Kgiz = — 1| 13— ¥B~% U—n (4.35)
i—Yr N—Y¥ -

/ Tag—Te Tz—T2 IT3—2
fng = —6- Ir1—&3 I1—IL3 T1—I&3 (436)
To—=T1 Fp—F1 Ta—Iy

Jetzt sollen die aus den Randintegralen bestehenden Matrizen Rgy ., R, betrachtet
werden. Die Integrale haben die Form [ N;N;n,,dl. Sie sind nur fiir Elementseiten auf
dem Gebietsrand zu idsen; daher soll die Berechnung exemplarisch fiir ein Randelement

. .
wobel o und p auf dem Rand Hegen,

mit den Knoten o, p, q durchgefithrt werden, webei ¢
wihrend g der Knoten im Inneren des Gebietes ist.

Rand

' -Abbildung 4.3: Das Randelement mit den Knoten o, p, q
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Der in den Integralen bendtigte fuflere Normaleneinheitsvektor auf die Seite (0 — p)

hat die Komponenten:
_ g — _}; Yp = ¥o )
flo—p = (\ Ty ) T (\ To— Tp (4.37)

Er wird durch die Lange 1 der Seite o ~ p normiert. Wie in den Gebietsintegralen wird
auch hier eine Transformation der Integrationsvariablen vorgenommen:

2 2 -dN, 4,
\/(GN) + (G dN, = 1 (438)
Damit lassen sich die Randintegrale fiir Punkt o umformen:
2:7=0
A
R?E,,JT:/NONJ-(%)dI‘:( yo)fNﬁdN fl<bg)'!1 i=p
" \Fe T E P N4/ loij=q
(4.39)

In diesem Demonstrationsbeispiel wurde nur eine Transportgleichung mit einfacher
Ortsableitung behandelt. In den Fluidgleichungen treten jedoch in den konduktiven
Transporttermen auch Ortsableitungen zwelte; OCrdnung auf. Deren Behandiung soll
nunt am Deispiel der Wirmelsitung \h,g— ) erklart werden. Fiir den Viskositdtstensor

T2 o e slai-hao Qo
i ibt es Tr alispor tierine BIEITAeT O iT unuui 1:::11151.1&..11 der Wit 111&:161bu1155KU€31;141611L / Ioun

durch den Viskosititskoeffizienten n und die Temperatur durch die Strédmungsgeschwin-
digkeit ersetzt werden. Fiir Gradienten in y-Richtung ist x durch y zu ersetzen. Die zu
berechnenden Integrale sind von der Form

[ [ 0 b‘T) m_N*“fr [ v Ay, NI s
jjffja—x(ﬁgg dfl = Ujjj,ax K 5z )aQE (4.40)

Man zerlegt die Gleichung Wieder in Integrale auf Elementebene und durch partielle

Tﬂfﬂﬁ‘f‘nf ion PT“’“.’:&](‘}‘:“ man alﬂn cr‘}n;xrﬂr'hn pn‘rmni lerung ml‘g ‘t%_ufteliuﬂg in Ceb‘xets_ und

AT TRl A aiE dda

Randmtegra,l.

ré‘\f (K IZ u-;) dQ + j N; {ho_,p Z ,R) npdl  (4.41)

imo,p

Die Auswertung des Gebietsintegrals ergibt:

_nEtf?ai\; (3 )//dg —L\.E};lb (ZbT) | :_.(_4.42)

F ir das Randintegral erhdlt man:

Kpp Z ,,— /]V nde‘ = A}gz Koy D (Z bin!R_ - :(4.43)
\i=op vz : t=0,p

Damit sind alle Matrizen, die man zur rdumlichen Integration der Navier-Stokes Glei-

chungen bendtigt, berechnet und man muf nun ein Verfahren zur Diskretisierung der

Zeltablextung angeben.
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4.3.4 Das Taylor-Galerkin Zweischrittverfahren

Die im vorigen Kapitel vorgestellte FEM-Methode beschrinkt sich nur auf die Dis-
kretisierung der Ortsvariablen und die anschlieBende Integration mit zeitunabhingigen
Ansatzfunktionen. Die Zeitvariable geht in dieses Konzept nicht ein, sondern mufl in
einem getrennten Schritt {iber eine "konventionelle” finite-Diflerenzen- Diskretisierung
behandelt werden.

Dafiir gibt es verschiedene Mdglichkeiten, die sich formal anhand des Gesamtgleichungs-
systems (4.25) verdeutlichen lassen. Nach der rdumlichen Diskretisierung und der In-
tegration mit der ¥EM erhidlt man:

au - T
In dieser Gleichung kann die linke Seite durch einen Differenzenquotienten zu den
- Zeitpunkten ! und " angenihert werden, wihrend die rechte Seite sich aus einer
Kombination der nichtlinearen Transportterme zu diesen Zeiten zusammensetzen 185t

(Theta-Methode).

Un-{-I_Un
— n n+1
e = (1=0)- A (UM + 0.4 (U™)

Je nach Wert des Parameters @ hat man numerisch unterschiedliche Problemstellungen
[124]:

e O =0 : Explizites, Vorwéarts-Zeitschritt-Schema
In diesem Fall berechnet sich die Lésung zum Zeitpunkt %+ aus dem Ergebnis
zum Zeitpunkt {* sehr einfach durch Inversion der Masrix M:

Urtt o Un 2 At MY A (U (4.44)

e O # 0 : Implizites Zeitschritt-Schema Die Losung muf selbstkonsistent zum
Zeitpunkt ™! als Losung eines linearen Gleichungssysterns gesucht werden, was
eine approximative Linearisierung des in den Variablen U nichtlinearen Operators
A erfordert:

A(U) ~ AU (Jacobi-Matrix).
Das regultierende Gleichungssystem hat dann die Form:

{% - (-).4L} [SERRE {% ~ @AL} U™ + 4 (U")
und kann durch Inversion der zusammengesetzten Matrix geltst werden. Die
grofite Schwierigkeit dieser Methode liegt in der Linearisierung der Transport-
oder Queliterme. Versucht man diese Linearisierung in einer analytischen Nihe-
rung, so ist eine genaue Kenntnis der Abhéngigkeiten vom Variablenvektor U Vor-
aussetzung, die vor allem fiir die Quellterme oft nicht geseben ist. Es bleibt also
nur die Alternative, die Jacobi-Matrix fiir jeden Zeitschritt numerisch zu bestim-

©* . men, was mit hohem Speicheraufwand verbunden und im. Verlauf der Rechnung

*_nur schwer auf seine Richtigkeit hin tiberpriifbar ist. N D
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Wie man schon aus dieser kurzen Darstellung sieht, ist die implizite Methode sehr viel
schwieriger zu handhaben als das explizite Verfahren. Sie hat allerdings den Vorteil fiir
® > L unabhingig von der Wahl des Zeitschrittes stabil zu sein.

Das explizite Schema hingegen ist labil, d.h. der maximal mégliche Zeitschritt Af ist
durch das Courant-Friedrich-Lewy-Kriterium beschrinkt. Die Transporikoeffizienten
und Quellterme miissen nach jedem Zeitschritt neu berechnet und angepafit werden.
Daher ist die obere Grenze fiir den Zeitschritt ungefihr die Zeit, die der schnellste
Transportprozef braucht, um Verinderungen der Variablen von einem Knoten zum an-
deren zu iibertragen (— Stabilitdt des expliziten Zweischritiver fahrens).

Trotz dieser drastischen Einschrinkung wurde das explizite Verfahren gewihlt, weil es
durch seine einfache Struktur eine Einsicht in die Dynamik der Gleichungen erméglicht,
und dadurch zu einem verbesserten Verstindnis der physikalischen Vorginge in der
Plasmarandschicht filhrt. AuBerdem sind die durchzufiihrenden Operationen sehr viel
weniger kompliziert als in der impliziten Formulierung und kommen so der Architek-
tur vieler Computer entgegen, sodaB héhere Rechengeschwindigkeiten erzielt werden
konnen.

Hat man sich nun fiir eine explizite Zeitentwicklung entschieden, so 1dfit sich zeigen,
daB das resultierende Gleichungssystem zu einem zeitlich vorwérts und rdumlich zentral
diskretisierten Finite Differenzen Schema dquivalent ist [119]. Von diesem Verfahren ist
bekannt, dafl es in konvektiv dominierten Problemen oft nicht zu stabilen Ldsungen
fiihre [120].

Daher wurde von Donea [121] aus dem klassischen Lax-Wendroff Schema [123] ein
Zweischrittverfahren fiir finite Elemente hergeleitet, das im Rahmen der Zeitschritibe-
schriankung stabile Losungen liefert. Dies wird bewirkt durch ein Pridiktor-Korrektor
Verfahren, das einem "hybrid scheme” in finite Differenzen Algorithmen vergleichbar
ist {110, 121]:

Im Prédiktorschritt wird die Entwicklung des Systems fiir einen halben Zeitschritt
im Voraus berechnet. Die so gefundenen Werte sind Grundlage fiir die im Korrek-

torschritt ﬂlir(":’?m’—\ﬁihziep ﬂngr&ugngp‘ So werden vorhandene Gradianten im ersten
Teilschritt soweit abgeschwicht, dafl im zweiten Schritt die resultierenden Diffusions-
strdme im richtigen Verhéltnis zu den konvektiven Strémen stehen. Fiir eindimensionale
Kenvektions-Diffusions Probleme 138t sich durch Vergleich mit analytischen Rechnun-
gen zexgen dafl man mit dieser Me‘thode stabile und exa,kte Losungen der Gle:lchungen
erhilt {110, 121]. S
Auflerdem erzeugt das Donea-Verfahren, wie alle Verfahren héherer Ordnung, nur wenig
"numerische” Diffusion {121, 122], d.h. Strémungen werden rdumlich kaum verschmiert,
auch wenn die Richtung der Strémungsgeschwindigkeit nicht parallel zum Rechengitter

orientiert ist (— numerische Dif fusion).

Am Beispiel der allgemeinen Form der Navier-Stokes-Gleichungen wird das Zweischritt-
verfahren erldutert. Die Gleichungen werden dazu in der konservatlven Form aufge-
Dchrxeben, wie es in einem fritheren lxa.pu,c}. erlautert wurde.

(— Die allgemeinen Fluidgleichungen in konservativer Form)

oU oF(U) @ 8G(U)
_é?+ oz + oy

= Sy (4745).-
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Fiir die Strémungsvariable wird eine Taylorreihenentwicklung bis zur zweiten Ordnung
nach der Zeit durchgefiihrt:

au™ - A 97U
nbl _ gy - 3 4.
U U™ 4+ At 5T 3 e T O(AL”) {4.46)
Die Gleichung (4.46) 148t sich auch in folgender Form schreiben:
i) At JU™ |
ntl _ pgn _ n Tl 4.
U v AU = At&(U + 5 at)_i_O(A } (4.47)

Der Klammerausdruck in Gleichung (4.47) kann als U™*5 aufgefaBt werden:

wtd _ g, AL AU A
Unts + 5 e (4.48)

Damit wird (4.47) unter Vernachléssigung des Restgliedes zu:

AU = U™ — U™ = At g s (4.49)

Nach Umstellung der Gleichung ( 4.45) kdnnen in (4.48) und (4.49) die Zeitableitungen
durch Ortsableitungen ersetzt werden. Es ergibt sich der Pradiktorschritt :
grr  oG" S”’)

ntl L n_ﬁ(_ oG"
v =U 2 8x+6y

Durch Einsetzen der Losung U "3 in ¥, G, und S erhilt man den Korrektorschritt:

kL n+ s 1
AU = — At (8F i S”+f) C(451)
Jx Jy

Zur Berechnung der Ortsableitungen in (4.50) und (4.51) wird das im vorigen Abschnitt
beschriebene Finite Elemente Verfahren verwendet.

Es wird zunichst der Pradikiorschritt betrachtet. Man integriert die Gleichung (4.50)
elementweise ohne Beriicksichtigung der Ra,ndmtegrale d. h ~olne partlelle Integratlon
und erhaln das Giexchungssystem

M U’”’?_ = o N (%)
\ o3t
Up ( R : '
At
M ;\ g&: ) — iﬁgzx( F | +Efy,

STZ
- ﬂ’iE[ Sz

-
L]

QO
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Dabei sind Mgy, ‘Kgl,:c und Kgf,y die in (4.34), (4.35) und (4.36) berechneten Matrizen,
bzw. thre Transponierten. Die Transponierung von Kg;, und Kg;, ist notwendig, da
der Wegfall der partiellen Integration nach Gleichung {4.7) zu einem Indexwechsel in

diesen Matrizen fithrt

Eine exakte Berechnung der Knotenwerte ist im Pridiktorschritt nicht notwendig, da
im Korrektorschritt nur Elementmittelwerte U, von Bedeutung sind. Sie ergeben sich
durch Summation der drei Vektorgieichungen (4.52).

Die Gleichung hat dann die einfache Gestalt:

wtl . At J8FM G
Ue —Ue‘?(am+‘af§“5)e
3 Un
o= 25 (4.53)
7=1
gF™  aGr 3 ; . SP
e+ %), - Z(”F +aer - )

Hierbei sind b; und ¢; die in Gleichung (4.13) hergeleiteten Ausdriicke.

Im Pridiktorschritt enthalten die Flufivektoren F und G nur die konvektiven Anteile.
Diese Naherung stabilisiert das nwmerischie Verialiren sowoht fiir konvektiv dominierten
als auch fiir diffusionsbestimmten Transport. Der Pradiktorschritt entspricht anschau-
lich einer Bilanziernng der konvektiven Fliisse an den Knoten jedes Elementes. -
Einige abhingige GréfBen, wie z.B. der Druck und die Transportkoefﬁzmnten, werden
mit den Variablenwerten nach dem Pridiktorschritt neu bestlmmt ' :

i
: s . . n+ 3 .

Mit diesen Werten und den Elementmittelwerten der Variablen /. * lassen sich al-
le diffusiven Terme neu berechnen. Sie werden zu den konvektiven Fliissen aus dem
- . . s e
Pradiktorschritt addiert und ergeben so die Gesamtflisse 7o * und G *. Die Quell-
terme 5™ werden nicht neu 'berechnet da sie nichtin einfacher Form von den Stromungs—
variablen abhingen. '

Die Gleichung (4.51) wird mi$ dem Galerkm-Verfahren mtegnert und unter Nutzung
des Green’ scuen Satzes umgeformt. ' L

Man erhilt den Korrektorschritt: S e
Ng AUI . . b] 1 C1 | ST‘

S M, | AU, | = AtyNE b | FPV 2 o e r e | sy
L N : ntl nbd] e
+At zl fandfl - [—Rre,x Fre 4R £ire,y Gre ] _ S (404)

—Anschaulich bedeutet der Korrektorschritt fiir jeden Knoten eine Bilanzierung der’
‘Fliisse aus den umliegenden Elementen. Die Randmtegrale im. Glelchungssystem (4 aé)
vervoﬂstandlgen die Bilanzen fiir die Randknoten. - o
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Das aufgestellte Gleichungssystem 148t sich in einfacher Form schreiben als

N Nt

ZMEI AUg = Z At RS, - mit RS, = RS.(U™) (4.55)
Fiihrt man die formale Summation fiber die Elemente aus und summiert alle Teilinte-
grale, die Beitrige zu einem bestimmten Knoten liefern, erhdlt man das Gesamtglei-

chungssystem fiir die Knoten:
MAU = At RS mit RS = RS(U™) (4.56)

Die Losung erhdlt man durch Invertierung der Gesamtmassenmatrix M. Diese Matrixist
von der hohen Dimension Nx,, X Ng,, und ist bel unstrukturierten Netzen unregelmifig
besetzt.

Grundsitzlich wird daher bei der numerischen Behandlung zu unterscheiden sein zwi-
schen direkten Lésungsmethoden, die auf der sukzessiven Elimination der Unbekannten
nach dem Prinzip von Gaufl beruhen und den iterativen Prozessen, die die gesuchte
Losung als Grenzwert einer Folge von Ndherungen bestimmen. Die Eliminationsverfah-
ren erfordern die Speicherung der Massenmatrix und der rechten Seite, weil im Verlauf
des Algorithmus mehrmals auf diese Werte zugegriffen werden muf. Die Iterationsver-
fahren sind wenig speicherintensiv, durch geschickte Programmierung kann man sogar
die Operationen fiir jeden Knoten unabhingig von allen anderen Knoten durchfiihren.
Man bendtigt jedoch mehrere iterationen ~ (3—10) pro Zeitschritt, um zu einer konver-
gierten Ldsung zu gelangen. Das bedeutet jedoch nicht unbedingt einen héheren Bedarf
an Rechenzeit, da iterative Loser sehr gut vektorisieren, wihrend selbst optimierte di-
rekte Solver aufwendige Matrixoperationen durchfiihren miissen.

Die Auswahl des giinstigsten Verfahrens ist daher sowohl von der Struktur der betrach-
teten Gleichungen abhingig, als auch von der Komplexitit des Berechnungsgebietes,
die die Besetzung der ”Massenmatrix” M direkt beeinflufit.

Wihlt man einen direkten Loser, so sollte die Numerierung der Knoten so optimiert
werden, dafl in jedem Element der Abstand der Knotennummern so klein wie méglich
gemacht wird Gehoren nimlich Knoten i und j zu einem Element, soist in der Matrix M
" Element {7, 7} besetzt. Den maximalem Abstand zwischen 1 und j unter den besetzten
Matrixelementen M;; nennt man die Bandbreite der Matrix. Bei geringer Bandbreite
ist sowohl die Speicherung der Matrix als auch ihre Invertierung rationeiier.

Zur Umnumerierung der Knoten wird eine rekursive Methode, ein back tracking Al-
gorithmus benutzt, der iterativ die giinstigste Konfiguration sucht. Fine so struktu-
rierte Matrix 138¢ sich sehr effektiv durch eine unvolistindige LU-Zerlegung invertieren,

. wie sie in vielen Programmbibliotheken angeboten wird.

‘Es hat sich gezeigt, daB eine iterative Inversion der Massenmatrix in den meisten Féllen
- -sehr viel effektiver arbeitet; sie wird daher im Programm verwendet. Fiir dieses Ver-
fahren muf} keine Gesamtmassenmatrix aufgestellt werden, sondern alle Operationen
kénnen mit Vektoren durchfgefithrt werden. Dadurch ist auch die Bandbreitenoptimie-
rung nicht mehr notwendig, und zusdtzlich wird durch geringeren Spelcherpla,tzbedarf
und vektorisierende Opera,tionen die Recheneffektivitidt erhdht. - -
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Dieses Iterationsverfahren wird in Grundziigen in der Arbeit von Donea [121] erklirt,
eine explizite Anwendung auf die Elementmatrixgleichung (4.55) fuhrt A folgendem
Berechnungsschema fiir AUg,:

1. Die Elementmassenmatriz wird in eine Diagonalmatriz transformiert
Die Diagonalelemente dieser ”Lumped” Matrix M berechnen sich durch Sum-
mation afler Zeilenelemente der Elementmatrix:

A 2 11 Ag {400
:% 12 1 |=M =5>]040 (4.57)
112} 00 4

2. Es wird mit der Matriz My, eine erste Ndherungslosung fiir jeden Knoten bestimmi

NEE N
1 At RS, E At RS,
AUg, = Z My Z (%ﬂ)

[
3. Aus jeder Ndherungsldsung kann durch Finsetzen in eine Matrizgleichung die
Niherung néchster Ordnung berechnet werden.

(4.58)

R _ NmAtRS, - MpAU® o
AU = AR+ 5 P (4.59)
\ )

o f 2 1 1
i
AU 4 Z S vl 121 |arm
Amp 4
(3) 112

il

Dieses Schema fiihrt nach drei bis vier Iterationen zu geniigend genauen Werten fiir
AUxr, sodaB damit UEE! berechnet werden kann. :
Verzichtet man auf die Zeitgenanigkeil des Verfahrens und sucht nur die stationire
Losung eines Problems, kann man sich auf den ersten Schritt der Iteration beschrinken
und berechnet aus AU! die nene Lésung U”tl. Diese Methode ist numerisch sehr
einfach und schnell und wird daher in der Entwicklungsphase des Programms benutzt,
um Fehler im Losungsalgorithmus eliminieren zu kdnnen, Der Zeitschritt At hat zwar
dann nur noch die Bedeutung einer Iterationsvariablen, seine Grofie ist aber-fiir die
Stabilitét des Algorithmus von enormer Bedeutung. -

4.3.5 Stabilitdt des expliziten Zweischrittverfahrens

Da fiir die zeitliche Diskretisierung ein explizites Schema verwendet wird, ist der maxi-
mal moégliche Zeitschritt Af durch das Courant-Friedrich-Lewy-Kriterium beschrinkt.
Dieses Kriterium ergibt sich aus einer Stabilitdtsanalyse des Algorithmus, die.am Be1—
‘spiel der eindimensionalen linearisierten K onvektlons Ulﬁusmnsvlelchung '
(Burgers Gleichung) durchgefiithrt wird:

89U au o*U

R i = (460)
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Hierbei ist ¢ die konvektive Transportgeschwindigkeit der Gréfe U und D der Diffu-

- 2 .
sionskoeflizient mit der Dimension (Latff " Die Anwendung des in den vorigen Ab-

schnitten erliuterter Verfahrens liefert fiir einen beliebigen aber festen Punkt j eine
analytische Beziehung zwischen der zeitlichen Anderung AU; und dem Funktionswert

mherailraliosh cinrmvra 1 Aie T Agrineg nur Aan‘n wenn in 1ado

Ir. m
AIVAD ul.l.é Al L j.LJ.J.7 ¥ olbll 1Ll J\J\L\al.l.l.

Numerizch stabil und gt
g INUIMETISCIL 84,011 1l paysidasisla Siiifivoil 1588 &

Zeitschritt die Anderung der Variable U/; kleiner ist als der Wert von U; selbst:

<1 (4.61)

AU;
U;

Der maximale Zeitschritt At bel einer riumlichen Gitterweite dz zwischen den Knoten
J und & ergibt sich fiir die Burgers-Gleichung (4.60):

s bei Anwendung eines exakten Matrixlésers:

é At 2 At
Z(AT; — AUL) ~ 3—(_D + 2 5

5 - ) 3 (Ur — Uj) (4.62)

Das ergibt nach Anwendung - At

schrinkung:

A

enpe
A
|
|
+
-
it
+
Iy
3
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|
I}
’ b=
=
8
S
(=]
N/

P definiert in dieser Gleichung die Péclet-Zahl des Gitters, d.h. das Verhiltnis
von konvektivem zu diffusivem Flul in einer Zelle.

e bei Anwendung einer niherungsweisen Matrixlésung:
LT __ EEY RA 4% N\
("lumped” Matrix )
At a® At

-dz .
5 (8U;) = —57.(9 + ) '2%‘ o - (4.64)

gleichbedeutend mit o
At < (-1 + VI+ P2 (4.65)

In den Fillen, in denen nur stationire Lésungen gesucht sind, wird im Allgemeinen
diese Formel gelten.

Durch Betrachtung von Grenzfillen 148t sich der physikalische Hintergrund dieser Zeit-
schrittbeschrinkung niher beleuchten. '
Im Falle von konvektionsbestimmtem Transport ist die Pécles-Zahi sehr grof und alle
anderen Terme knnen vernachlissigt werden: -

P>»1 ==.At< %‘” (4.66)
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Das gefundene At muf also kleiner sein als die Zeit, die der konvektive Transport iiber
die Zellenausdehnung éx bendtigt.
Fir diffusionsbestimmten Transport ist die Péclet-Zakhl sehr klein und der Wurzelaus-
druck kann entwickelt werden:
(52)°
20D
Dies ist die charakteristische Zeit fiir einen diffusiven Transport iiber die Linge dz.
Der Zeitschritt mufl also so klein gemacht werden, dafl der numerische Informations-
transport von einem Knoten zum anderen schneller oder zumindest genauso schnell ist
wie der physikalische Transport. Instabil wird das System, wenn die numerische Metho-
de nur Informationen von Nachbarknoten verarbeitet, obwohi der physikalische Prozeﬁ
in der Zeit At auch Beitrdge von weiter entfernten Knoten liefert.

Pgl = A< (4.67)

4.3.6 Implementierung der Randbedingungen in der FEM

Sucht man eine zeitabhéngige Losung der Stromungsgleichungen, so sind zur vollstdndi-
gen Beschreibung des Problems sowohl Randbedingungen als auch geeignete Anfangs-
bedingungen notwendig.

Die Wahl der Anfangsbedingungen richtet sich danach, ob eine Zeltentwmklung berech-
net werden soll oder nur eine stationire Losung gesucht wird.

Fir zeltabhdngige Rechnungen muf eine physikalisch sinnvolle Anfangsldsung gewihlt
werden, da nicht nur das Endergebnis, sondern vor allem der Relaxationsproze$ selbst
von Interesse ist.

Sucht man nur eine stationdre Losung, wird man eine Anfangsverteilung wihlen, von
der man glaubt, daB sie der Losung sehr nahe kommt. Dadurch 188t sich die filr eine
konvergierie Losung bendtigte Rechenzeit kiein halten.

Wichtiger als die Anfangsbedingungen sind die Randbedingungen an den Grenzen des
Rechengebietes. Diese Grenzen unterscheidet man nach Ein- und Ausstrémrindern und
strdmungsfithrenden Berandungen. Darliber hinaus kann durch die Definition von peri-
odischen Randern die Symmetrie eines Problems ausgenutzt werden und exemplarisch
nur ein Teilgebiet herausgegriffen werden, das die Gesamtldsung vollstindig charakte-
risiert. B

Je nach Art der Bel andung werden auch die Randbedingungen unterschjedlich gewélhlt

jeder Richtung beschrénkt. Welche Groﬁen man am giinstigsten festlegt, 188t sich fur
lineare Gleichungssysteme aus der Charakteristikentheorie [125, 126] bestimmen. Hier
versucht man die elementaren Transportprozesse und die zugehérigen tramsportierten
Grofen durch Diagonalisierung der gekoppelten Gleichungen zu finden. Fiir nichtlineare
Gleichungssysteme sind solche Eigenwerte und Eigenvektoren nur in linearer Niherung
zu finden und die Eigenvektoren kénnen imaginir werden. [127, 128] Man wendet daher
das einfachere Verfahren an, Va.nablen nach 1hren chara,ktemshschen Transportprozes--
sen und -zeiten zu entkoppeln. '
- (— Vergleich der charakteristischen Transportzeiten in der Randschicht) -

Daraus ergeben sich dann die Gréfen, dle man zur emdeut;gen Losung des Problems o
- auf den Réndern festlegen muf. B Ll
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Freiheit hat man noch insofern, dafi man

e die GréBen selbst im Randpunkt fixiert
(Dirichlet-Randbedingung, Randbedingung 1.Art),

e ihre Ableitung aul dem Rand definiert

(v. Neumann-Randbedingung, Randbedingung 2.Art),

¢ oder aber eine Kombination beider Typen wihlt
{Cauchy-Randbedingung,Randbedingung 3.Art) [129].

Dirichlet-Randbedingungen sind sehr einfach dadurch zu realisieren, daff nach jedem
. Iterationsschritt die Knotenwerte am Rand auf den gewiinschten Wert fiir die Variable
zuriickgesetzt werden.

Von-Neumann-Randbedingungen werden im Finite-Elemente-Verfahren konsistent mit-
einbezogen. Durch die Anwendung des Green’schen Satzes im Integralformalismus er-
geben sich in den Gleichungen Randintegrale, die die Ableitungen der Gréfien, die man
vorgeben will, enthalten. In Finite Differenzen/Volumen Verfahren sind fiir die Imple-
mentierung dieser zusdtzlichen Beitréige zu den Randknoten externe Zellen notwendig.
Cauchy-Randbedingungen zu formulieren ist numerisch nur iterativ mdglich. Maxn be-
rechnet den Startwert der Variablen so, dafl unter Beriicksichtigung der Funktions-
werte in den Nachbarknoten die Linearkombination aus Funktionswert und Ableitung
die Randbedingung erfiillen. Im n#chsten Iterationsschritt werden die Variablen der
inneren Knoten auf diese Randbedingung reagieren und die Ableitungen werden sich
verandern. Deshalb ist eine neue Berechnung nach jeder Iteration notwendig und muf
so lange durchgefiihrt werden, bis eine stationire Losung erreicht ist.

4.3.7 Losungsabhingige Netzverfeinerung in Dreiecksnetzen

Da die effektivste Gittereinteilung auf einem Integrationsgebiet stark von der Losung
selbst abhéngt, ist es wiinscheuswert, die lokale Knotendichte lésungsabhingig steuern
zi kdnnen.
. Die Netzverfeinerung geschieht dabei auf folgende Weise: Zunéichst wird auf einem gro-
ben Gitter eine Strémungsberechnung durchgefithrt. Bedingt durch die grofen Elemente
des Startmetzes kann atch der Zeitschritt relativ grofl gewéhlt werden.
(= Stabiliiit des expliziten Zweischrittver fahrens)
Dariiber hinaus ist auch die Knoten- und Elementanzah! gering, sodafl eine stationire
Losung mit geringem Rechenaufwand gefunden werden kann. Diese Losung liefert be-
reits fiir das Stromungsfeld den Gesamtmassenstrom und erfiillt die gewiinschten Rand-
bedingungen. Lediglich in Bereichen, wo Gradienten der Strémungsvariablen sich stark
dndern --die Funktion also nicht "glatt” verlduft - , wird die Auflésung der Startlosung
nicht ausreichend sein. ' ' L
Nach solchen Bereichen wird durch Festlegung eines Indikators gesucht und die Drei-
ecke in diesen Zonen werden in je zwel oder vier kleinere Elemente aufgeteilt. Die neu
erzeugten Dreiecke und Knoten erhalten Nummern und die Werte der Stromungsva-
~ riablen an diesen Punkten werden aus der Startlésung linear interpoliert. Die dann
auf dem verfeinerten Gitter durchgefiihrte Rechnung muf. rasch konvergieren, da nur
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noch in den verfeinerten Elementen eine exakte Losung zu berechnen ist. Bei schlechter
Konvergenz ist das ein Hinweis darauf, daf die Ausgangsidsung nicht nahe genug am
stationdren Zustand lag. Insofern ist die Verfeinerung auch eine empfindliche Methode,
die Qualitdt der Startlosung zu kontrollieren.

Ein geeigneter Indikator fiir die Neizverfeinerung 138t sich aus folgenden Forderungen

ableiten {130}

e Der Indikator scllte aus den Variablenwerten leicht und schnell berechenbar sein

e Der Indikator sollte dimensionslos sein, da mehrere Stromungsgleichungen mit
entsprechend vielen Variablen geldst werden und eine Verfelnerung nach jeder
Variable méglich sein sollte.

e Der Indikator sollte normierbar sein, sodaf er auf eine moglichst groBe Anzahl
von Problemen angewendet werden kann, unabhingig vom speziellen Aussehen
der Losung.

Eine mogliche Wahl des Indikators ist der lokale Fehler, der sich aus der Differenz
zwischen der exakten Lésung U und der Approximation U berchnet. Dieser Fehler
| — U]} 188t sich {iber eine Sobolev Norm [132] abschitzen:

I faeen
Z \“.t.UU}

(' ist eine Konstante, die weder von der Geometrie noch von der Lésung abhingt, k eine
charakteristische Linge im Element. Fiir |Ul, wurde speziell die H2-Seminorm gewihlt,
da sie bei Verwendung von linearen Ansatzfunktionen nach partieller Integration noch
berechenbar ist [133]:

2 2
62U
0, = \L:J&-—mkéy@_k)! d0

7

o=

2 r. T 2

— {ON; 8N; ]

- \Z { j’ﬂ (Gt ayms) 90| (4.69)
Normiert und gleichzeitig dimensionslos wird dieser Ausdruck, indem man ihn auf den
Absolutwert des Integrals in der Seminorm bezmht Es erglbt sich also fiir den Interpo-

1a,tmnsfehler brrz an Jedem Knoten i:

o (Bkagete) 0"

8N;
! Hx(2= ")By U

: \i Ei:g [fg '(iazkg%“‘) ) dQ]

Diese Fehergroﬁe erfiillt nun alle Forderungen; sie ist mit den gespeicherten Wer-
ten der Ansatzfunktionen, bzw. ihrer Ableitungen einfach zu berechnen, kann fiir je-
“de Strémungsvariable aus einer szscherdosung erzeugt werden und 1st beschrankt
'(0 < Ern < 1). '
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Programmtechnisch wird die Netzverfeinerung so realisiert, dafi auf jeder Elementseite
der Miitelwert aus den berechneten Fehlern der beiden Knoten gebildet wird. Liegt
dieser Fehler iber einer vorher festgelegten Schranke, so wird die Seite durch einen
neuen Knoter halbieri. Diese Prozedur wird fiir alle Seiten wiederholt und die neu ent-

standenen FElements und Knoten anschlieRfend durchnumeriers.

ALVECAIN AL AL AR Y Wi RS IRS

Abbildung 4.4: Ausgangsnetz mit markierten Seiten, die verfeinert werden sollen (a}
und Netz nach der Verfeinerung (b)

Um eine gute Auflésung aller Gradienten zu erreichen, mufl der Verfeinerungzykius
zwei- bis dreimal durchlaufen werden. Man hat zusitzlich in jedem Zyklus die Op-
tionen, entweder eine bestimmte Fehlerschranke vorzugeben oder eine Elementanzahl
anzugeben, auf die verfeinert werden soll. Der Algorithmus benttigt etwa die Rechen-
zeit von einigen Zeitschritten des Navier-Stokes-Programms, sodafl der Einfluf} auf die
Gesamtrechenzeit vernachlissigbar ist.

Anzumerken ist allerdings, daf die neuen Elemente und Knoten fortlaufend vom alten
Gitter dusgehend weiternumeriert werden. Daher sollte bei Benutzung eines direkten
Matrixtosers jedem Verfeinerungssciritt eine Optimierung der Matrixbandbreite fol-
_gen. Diese Umnumerierung kann bel Anwendung eines iterativen Verfahrens eingespart
: :Werden da alle Operationen nacheinander fiir jedes Element durchgefuhrt werden, und
~die Elementnumenerung auf die Rechnungen keinen Einfluf hat. '




Kapitel b

FEM-Model
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5.1 Das Rechengebiet

5.1.1 Die Berechnung der magnetischen Konfiguration

Zur Berechnung der magnetischen Konfiguration einer Ohm’schen Entladung in TEX-
TOR wurde das Plasmagleichgewichtsprogramm CATI benutzt {20, 21]. Es 18st die
Grad-Shafranov Gleichung numerisch und liefert als Ergebnis Stirke und Richtung des
Magnetfeldes entlang bestimmter Geraden und die Kontur der FluBflichen.
Vorgegeben wurden typische Profile fiir Strom, Dichte und Temperatur [134]:

o = nfi- ()]

3
’:’?,[’f"\ = ng 2-1 — '{-7:\'2']
{7 ' \a) |
r #2712
T(T) = Ip [1 (E) J
und die Parameter:
| Flufflichenradius auflen : ¢ = 0.462m
Bt auBen C B = 0.2 _ (5.1)
Plasmagesamistrom : I = 406kA

Das Toroidalfeld wird mit dem reziproken grofien Radius abfallend angenommen:

BoRq 3.5
B... = = _ sla (5.2
v 5 (R/m}Tesln (5.2)
: E}in Resultat dieser Rechnung sind anndhernd kreisformige FluBfiichen. Die relative
Anderung des Radius fiir unterschiedliche poloidale Winkel ist kleiner als 2% und da-
mit in der ‘Gréfenordnung der Diskretisierung des Rechengebietes. Man erhilt eine

..1.05 . -




106 KAPITEL 5. DAS FEM-MODELL IN DER RANDSCHICHT VON TEXTOR

Shafranov-Shift von:
Asp(r) = —2.051r° +1.991r% — 0.7567 + 0.126 - (5.3)

wobei alle Gréflen in der Einheit m anzugeben sind.

Die Konfiguration ist so gewihlt, daf die FluBifiiche zu r = a den Mittelpunkt
" (R, z} = (1.7507,0.000m) hat.

Fiir die magnetische Achse findet man die Koordinaten

(R,z) = (1.7865m,0.000m).

Alcm

040 . 045 050
rim

| “Abbildung 5.1: Shafranov-Shift A in -_A_bhiingi_gkeit vom Flufifidchenradius T i




5.1. DAS RECHENGEBIET 107

Uber eine nichtlineare Interpolation wird das numerisch berechnete Poloidalfeld mit
kleinstem quadratischem Fehler an die analytische Formel aus Gleichung (2.33) ange-

_ Holpes o (Ko cosfr (3
Bu(r,0) = 2% gy (2 0T, (54)
Fiir die Interpolationsfunktionen erhilt man die Abhingigkeiten:
fi(r) = —5.4551r% + 5.4287r — 0.3540 . - {5.5)
2 3 -
fz(;) = 55.22 - 120.48; + 117.43 (E) —40.23 (a—> (5.6)
T T .

TEITOR RANDBORICHT
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Abbildung 5.2: Das poloidaie Magnetfeld in der Randschicht von TEXTOR
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5.1.2 Die Generation eines Rechengitters

Das Rechengitter wird in seiner Strukiur an die Flufiflichen angepaBt. Die radiale
Unterteilung basiert auf verschobenen Kreisen. Beginnend bei einer FluBfliche mit
r = 0.4m wird der Radius um jeweils einen Zentimeter erh6ht und der Mittelpunkt
entsprechend der Shafranov-Shift berechnet. Die duflere Fludfiiche hat einen Radius
von r = {.5m.

Die Kontur des toroidalen Pumplimiters wird nach den Auslegungsrechnungen [135]
modelliert. Der ”Limiterboden” verlduft exakt auf einer FluBfiiche mit dem Radius
r = 0.462m (Fir diese Fliache verschwindet die Shafranov-Shift). Die innere Kontur
liegt bei etwa 0.445m, wird aber, durch die Shafranov-Shift bedingt, von FluBfiichen
geschnitten.

In poloidaler Richtung verkiirzt man die Seitenldngen der Flemente zum Limiter hin,
sodafd die Dreiecke in der Symmetrieebene viermal so lang sind wie an der Limiterspit-
ze. Dies trigt dem erwarteten Verlauf der Profile aller Variablen Rechnung, die sich am
Limiter stark indern, wihrend sie weit weg davon entlang der poloidalen XKoordinate
nahezu konstant sind. Um den Limiter herum wird die Linge der Elementseiten noch
einmal um einen Faktor zwei verkleinert. Dies ist die Ausgangsgeometne auf der die
Strémungssimulation beginnt.-

Durch die Bestimmung des FluS$flichenradius und der Shafranov-Shift kann jedem
Punkt die Stdrke von toroidalem und poloidalem Magnetfeld zugeordnet werden. Da-
mit kdnnen die uroﬁen bg, by und der Einheitsrichtungsvektor des Feldes berechnet
werden.

Um die Strémungsberechnung durchfiihren zu kénnen, werden die aligemeinen Koordi-
naten (R, z) der Knoten und Elemente auf lokale Magnetfeldkoordinaten transformiert,
d.h. in jedem Element wird eine Koordinatenachse entlang der poloidalen Projektion
des Magnetfeldes gewahlt und die andere Achse orthogonal hierzu. Eine solche lokale
Wahl des Koordinatensystems ist moglich, da die Losung der Differentialgleichungen
nach dem FEM-Verfahren auf Elementebene geschieht. Damit wird die globale Trans-
formation einer gegebenen Geometrie auf ein orthogom’es Rechtecknetz, wie es fiir
finite Differenzen Verfahren unétig ist, iiberfliissig. A

Die Transformation wird so durchgefiihrt, dafl man im Flementschwerpunkt den Winkef
@s zwischen den allgemeinen Koordinaten (Rg, zg) und den lokalen Magnetfeldkoordi-
naten (zs,ys) berechnet und anschlieBend die Zelle um diesen Winkel dreht..

Die neuen Koordmaten des Punktes 7 la,uten damlt

o .zi _ —cosﬂg sznﬁ'g R; ;Rs o (5.7)
v |\ —sinfs —cosbs 2 — Zg )

- Die lokale Koordinate x wird entlang des Magnetfeldes im Uhrzeigersinn gewdhlt und

die Koordinate y weist nach auflen. Damit sind poloidale Vektoren positiv, wenn sie im

Uhrzeigersinn gerichtet sind und radiale ‘vektoren wenn sie von kieinen nach. grofien
'Fluﬁﬂachenra,dien or1entlert sind.
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Abbildung 5.3: Transformation der allgemeinen Koordinaten (R z) in die lokalen Ma-
gnetfeldkoordinaten (z,y)

Wenn auf dem Ausgangsgitter eine konvergente Losung gefunden worden ist, kdnnen
zur Auflésung starker Gradienten zusitzliche Elemente automatisch generiert werden.
Dabei kann man die Variable, deren Gradient ein Maf fiir die l\etzverfemerung sein
soll, frei wihlen.

5.1.3

LS v

Die Untersuchung der numerischen Diffusion

Die Anpassung des Gitters an die "Struktur” der FluSflichen bedeutet nichts anderes,
als dafl eine Dreieckseite paraliel zur Magnetfeldrichtung gewahlt wird. Dadurch hat
man auf dieser Seite rein parallelen Transport, wihrend die radialen Fliisse sich auf
die zwei anderen Seiten verteilen. Einer unphysikalischen, rein numerisch bedingten
Vermischung ! der beiden Fluflkomponenten wird mit solch einer Orientierung des
Gitters vorgebeugt. Wie diese "numerische Diffusion” bei einem Rechengitter entsteht,
das in einem bestimmten Winkel zur Strémungsrichtung gekippt ist, so}l kurz erkldrt
werden [110]. :

lenglisch: False Diffusion
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Dazu stellt man sich eine rein eindimensionale Strdmung in einem zweidimensionalen
Gebiet vor, d.h. es existiert in die zweite Richtung keinerlei Bewegungsmdoglichkeit.
Diese Strémung habe in einem Teilgebiet die Temperatur 77 und im anderen Gebiet
die Temperatur 7. In diesem idealisierten Modell diirfte in der Richtung senkrecht zur
Stromung kein Ausgleich der Temperaturen stattfinden, da keinerlei Transport erlaubt
ist.

Solange das Gitter entlang der frelen Bewegung orientiert ist, wird es keinen Austausch
mit Nachbarpunkten ir senkrechter Richtung geben, denn die Information kann allein
iiber die Knoten entlang der Stréomungsrichtung weitergegeben werden.

Kippt man das Gitter jedoch relativ zur Stromungsrichtung, so gibt es auch néchste-
Nachbar-Punkte, die nicht mehr auf der Stromlinie liegen. Da aber die Information nur
von Knoten zu Knoten weitergegeben werden kann, ergibt sich in diesem Gitter ein rein
numerisch bedingter Transport in senkrechter Richtung. Wie grof dieser “kiinstliche”
Transport ist, hingt nicht zuletzt vom numerischen Losungsverfahren ab. Giinstig ist
" ein Zwei-Schritt-Verfahren, wie es auch in dieser Arbeit angewendet wird, das in einem
ersten Schritt eine Testlosung vorausberechnet, anf die dann die alten Variablen mit
den entsprechenden Fliissen reagieren. Diese Methoden reduzieren die numerische Dif-

fusion erheblich.[110]

Da auch die Plasmasttému ung ga
airh nm ainon Baldn

terscheiden sich um einen Fakio %
Einfluf} der Winkel zwischen dem Magnetfeld und einer Elementseite auf das Verhaltms
von realer zu numerischer Diffusion hat.

Zur Kontrolle wurden Rechnungen mit einer einfachen Wirmeleitungsgleichung auf
strukturierten Dreiecksnetzen durchgefiihrt. Strukturiert soll hier heiflen, daf man von
einem Rechtecknetz ausgeht und dann jedes der Rechtecke in zwei Dreiecke unterteilt.
Dadurch ist eine exakte Orientierung des Gitters an einer vorgegebenen Richtung leicht
moglich.

Es wurden verschiedene Rechnungen mit einer punktférmigen Energiequelie auf der
Berandung durchgefiihrt:

1. Gitter exakt parallel zur Magnetfeldrichtung orientiert und kein Transport senk-
recht zum Magnetfeld.
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2. Gitter exaki parallel zur Magnetfeldrichtung orientiert und plasmatypische Trans-

~portkoeffizienten: . _ )
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3. Gitter zur Magnetfeldrichtung verkippt mit plasmatypischem parallelem Trans-

portkoeffizienten und ohne Transport in senkrechter Richtung

. Diese Fille wurden mit unterschiedlichen Verhiltnissen zwischen Element}ange und
-brelte Wlederhoit (1 15 4:1; 10:1).
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Physikalisch sollte von der — bei £ = 0 eingeschalteten — Punktquelle am Rand aus-
gehend ein grofier Energiestrom parallel zum Feld fliefen, sodaB sich nach kurzer Zeit
eine nahezu konstante Temperatur in dieser Richtung einstellt. Fiir die verschiedenen
Transportstudien wurde die Anderung dieser Temperatur entlang der senkrechten Rich-

nw 1e R S
tung fiir eine feste parallele Koordinate untersucht und jeweils eine charakteristische

Abfallinge berechnet.

Ergebnis der ersten Rechnungen (Fall 1) ist, daB das Verfahren véllig exakt arbeitet,
wenn die Richtung des Transportprozesses mit einer Achse des Rechteckgitters tiber-
einstimmt. Es tritt keinerlei numerische Diffusion auf.

Aus den Rechnungen zu Fall 2 ergibt sich nach einer fiir die Randschicht typischen Zeit
von 1072 Sekunden in der Richtung des langsamen Transports eine GauBverteilung, die
als Referenz im Vergleich zu anderen Losungen benutzt werden kann. Die charakteristi-
sche Diffusionsldnge varilert dabei um £5%, je nach Wahl von Elementlénge zu -breite.
Im Vergleich dazu zeigt die numerische Diffusion bei verkipptem Gitter { Fall 3 ) ein
lineares Profil in Richtung des langsamen Transports, das sich mit zunehmendem Kipp-
winkel verbreitert.

Untersucht man die Zeitabhdngigkeit dieses Prozesses, so erkennt man, dafl noch bevor
die "echte” physikalische Diffusion zu merklichen Fliissen fiihrt, ein Transport aufgrund
rein numerischer Diffusion stattfindet. IJie Transportweite wichst in erster Ndherung ii-
near mit dem Logarithmus der Rechenzeit. Sie verdndert sich damit nur wenig, wihrend
die reale Diffusionslinge mit der Wurzel der Rechenzeit ansteigt. Fiir Zeiten um 1073
Sekunden haben reale und numerische Diffusion die gleiche GréBenordnung und erst
bei 10™? Sekunden ist der echte physikalische ProzeB dominierend.

F Kurve 1 (echie Diffusion) | -4 Kurve 2 (20" Gftterklppung)]
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Abbildung 5.4: Vergleich der Diffusionslénge von echtem und numerischem. Transport
in Abhanglgkezt von der Zeit '
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Weiterhin wurde analysiert, wie stark die numerische Diffusion vom Kippwinkel der
Flemente zur Magnetfeldrichtung abhdngt. Die Profile wurden fiir die typische Trans-
portzeit von 0.01 Sekunden ausgewertet. In der Abbildung ist bei einer Diffusionslinge
von etwa 0.11m der Wert der realen Diffusion eingetragen. Im Vergleich dazu sind
fiir unterschiedliche Winkel die Transportweiten der rein numerischen Diffusion einge-
zeichnet. Die Bandbreite der Ergebnisse ist durch die unterschiedlichen Elementformen
bedingt. I'iir in paralleler Richtung langgezogene Elemente ist die numerische Diffusi-
on kleiner, wihrend sie bei Elementen mit gleicher Linge und Breite gréfer wird. Die
allgemeine Tendenz ist ein mit dem Kippwinkel zunehmender numerischer Transport:
In erster N#herung steigt die Transportweite mit der Wurzel des Winkels und wichst
von Effekten um 10 % bei kleinen Abweichungen von der Magnetfeldrichtung auf Werte
um 50 % bei Kippwinkeln von 20°,

0.120+

/m

0.100+

0.080

ionsténge

Diffus

0.060+

0.040~

G.020+

0.000 T I i [ ¥ 1 T I i 1 1 I 1
0 2 4 6 g 10 12 14 16 18 20 22 24 76
Winkel/”
Abbildung 5.5: Vergleich der Diffusionslinge von echtem und numerischem Transport
in Abhédngigkeit vom Winkel zwischen Magnetfeld und einer Dreieckseite

AuBlerdem wurde getestet, welche Auswirkungen das Einfiigen zusitzlicher Elemente,
wie es bei der Netzverfeinerung notig ist, hat. Dazu wurde in das unverkippte struk-
turierte Dreiecksnetz eine verfeinerte Zone eingefiigt. In dieser Zone entstehen durch
die Verfeinerung auch Elemente, die keine zur Richtung des schnellen Transports par-
allele Seite besitzen. Wie die Rechnung zeigt, wird der Fluf} in diesen Elementen auf
die gekippten Seiten aufgeteilt. Damit erreicht man in poloidaler Richtung eine gréflere
Genauigkeit, gewinnt aber in radialer Richtung keine héhere Auflosung. Man macht
allerdings auch keine Fehler, denn die Fluflechaltung ist auf jeden Fall gewihrleistet.
Erst durch mehrmaliges Verfeinern nach unterschiedlichen Strdmungsvariablen, kann
man in beiden Richtungen eine exaktere Losung erwarten.
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P

Abbildung 5.6: Physikalisch sinnvolle Netzverfeinerung durch Einfiigung einer neuen
FluBflache in senkrechter Richtung zum Feld

Zusammenfassend 148t sich feststellen:

1. Die numerische Diffusion ist aufgrund der starken Amisotropie im Transportver-
halten ein sehr starker Effekt und erst nach ausreichend langer Rechenzeit domi-
niert der physikalisch richtige Transport.

2. Nur durch Anpassung des Gitters an die FluBflichen kann eine gréfiere Verfil-
schung der "echten” LGsung vermieden werden. Abweichungen der Elementseiten
von der Magnetfeldrichtung bis zu 5° sind tolerierbar.

3. Netzverfeinerungen sind nur dann physikalisch sinnvoll, wenn kleinere Elemente
generiert werden, die mit einer Seite wiederum an den Verlauf der Fluﬁﬂachen
angepaflt sind. S

5.2 Implementierung der Randbedingungen

Ist die Losung einer allgemeinen Differentialgleichung auf einem zweidimensionalen Ge-
biet gesucht, so ben&tigt man Bedingungen {ir die Variablen auf dem Rand des Geble-
tes. In den meisten Féllen werden die Berandungen so gew#hlt, daf eine der Koordina-
ten entlang des jeweiligen Randes konstant ist. Dann ergeben sich die Randbedingungen
fiir die verschiedenen Richtungen einfach durch Abzéhlen der Ableitungen, die'in der
Differentialgleichung auftreten.

Fiir kompliziertere Geometrien oder nicht einfach zusammenhéngende Gebiete kénnen
durch Berechnung der charakteristischen Variablen (Eigenwerte) und der Charakteristi-
ken (Eigenvektoren) dieses Gleichungssystems die Gleichungen entkoppelt werden. Man
erhilt neue Richtungsvektoren und neue Variablen, die aber oft sehr kompliziert aus
den einfachen Variablen und Einheitsvektoren aufgebaut sind. Vor allem fiir nichtlinea-
re Gleichungen ist eine solche (lineare} Charakteristikenmethode nicht sinnvoll, weil die
starke Kopplung der Gleichungen zu komplexen mgenwerten und Elgenve;itoren fuhrt
‘die die numerische Behandlung eher erschweren.

Daher bezieht man sich bei der Definition der Randbedingungen auf die Finite-Diffe-
renzen-Rechnungen, in denen der Definitionsbereich aunf ein Rechteck mit orthogonalen
“Réndern transformjert werden mub und tibernimmt - aus diesen. lviodeilen dm Randbe—

) "dmgungen
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Unklarheiten ergeben sich allerdings an den "kiinstlichen” Rindern, die beim FD-
Verfahren durch die Transformation entstehen. Dort werden in der Realitdt zusam-
menhingende Zellen auseinandergerissen und jeweils als Gebietsberandung behandelt.
Uber eine Kontinuitdtsbeziehung werden diese Gebiete wieder miteinander verbunden.

nhnan disan PQrhinitea?” nicht, da das Q'En{r'hnno‘c::ycfnm geo-
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I FEM-Formalismus entstehen diese "Schnitte
metrisch lokal behandelt wird. Daher miissen an diesen Punkien auch keine Zusatz-
bedingungen definiert werden und das Gleichungssystem hat grofiere Freiheiten, eine
Lésung zu finden. Diese Aussagen basieren nur auf dem Vergleich von Ergebnissen, die
mit den verschiedenen Methoden gewonnen wurden. Mathematisch wurde noch keine
exakte Formulierung des Randwertproblems gefunden. Dieser Aufgabe sollte man sich
allerdings in den nichsten Jahren zuwenden, denn wie die Rechnungen zeigen, sind die
stationiren Zustdnde stark von der Wahl der Randbedingungen abhingig.

Fiir die Variablen Dichte, Poloidalgeschwindigkeit, Radialgeschwindigkeit, Elektronen-
und Ionentemperatur lassen sich durch einfaches Abzihlen der Ableitungen in verschie-

denen Richtungen folgende Randbedingungen festlegen:

Kontinuitdtsgleichung (radiale Impulsbilanz eingesetzt)
poloidale Koordinate: 1 Randbedingung fiir Bichte oder poloidalen Flufl
radiale Koordinate: 2 Randbedingungen fiir Dichte oder radialen Flu}

Impulsgleichung in poleidaler Richtung

poloidale Koordinate:

2 Randbedingungen fiir poloidale Geschwindigkeit oder poloidalen Fluf}
radiale Koordinate:

2 Randbedingungen fiir radiale Geschwindigkeit oder radialen Flu$

Energiegleichungen (Elektronen, Ionen)
poloidale Koordinate:

G T an o BT Aan
2 Randbedingungen fiir jede

nen/Ionen.

radiale Koordinate:

2 Randbedingungen. fiir jede Temperatur oder den radialen Energieflul von Elektro-
nen/Ionen. :

5.2.1 Einstrémrand - innere Flufifiiche

Der Einstromrand ist eine FluBfiiiche, die so weit im Inneren liegen soll, daf man von
poloidal homogenen Plasmaparametern und damit auch von verschwindenden Gradi-
enten entlang des Feldes ausgehen kann. _

Fiir die Kontinuitdtsgleichung kann daher eine konstante Dichte, radiale FluBdichte
oder ein konstanter Gesamtflufl vorgegeben werden. Bei Festlegung der Fliisse muf}
" aber die.Konstanz der Dichte auf dem Rand zusitzlich gewihrleistet sein. Dazu mufl
eine Reskalierung des Dichtewertes nach jedem Iterationsschritt erfolgen, was mit ei-
ner langsameren Konvergenz_verbunden ist. Man kann also den Wert der Dichte. fest
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vorgeben oder die Fliisse iiber die Randintegrale in der schwachen Formulierung beriick-
sichtigen. (— Implementierung der Randbedingungen in der FEM)

Wegen der verschwindenden Gradienten wird die poloidale Geschwindigkeit zu null an-
genommen. In den Energiegleichungen kénnen, analog zur Kontinuititsgleichung ent-
weder die Temperaturen oder die Fliisse vorgeschrieben werden. Auch hier konvergiert
das Verfahren schneller, wenn die Temperaturen festgelegt sind, was als "starke Form
der Randbedingungen” bezeichnet wird. o

5.2.2 Plasmarand - duflere Flufifidche

Der Plasmarand wird in den Rechnungen so weit nach aufen gelegt, daB das Plasma
als ideal strémend (ohne Reibung) in radialer Richtung angenommen werden kann und
die Dichten so gering sind, daf radiale Fliisse vernachlissigbar sind.

Fir die Kontinuitidtsgleichung wird demnach I'.,4 = 0 vorausgesetzt.

Die poloidale Geschwindigkeit hat bei idealer Stromung keinen radialen Gradienten,
d.h. es treten keine Scherkrifte auf.

Fiir die Energiegleichungen werden entweder die Temperaturen fiir Flektronen und Io-
nen vorgegeben oder auch hier werden die Energiestrome zu Null gesetzt oder konsant

YOI 5c5€‘: eI,

5.2.3 Ausstromrand - Limiter

Der Ausstromrand mufi in mehrere Teilbereiche untergliedert werden, je nach dem Win-
kel, den Oberflichennormale und Magnetfeldrichtung einschliefien.

Fiir Winkel bis zu 85° wird in der Impulsbilanz das Bohm-Kriterium fiir d1e Geschwin-
digkeit parallel zum Feld gefordert.

In den Energiegleichungen werden die Energie“iusse fiir Elektronen und Tonen durch
die aus Randschichtrechnungen foigenden “sheath-transmission” Faktoren festgelegt.
Sie werden nach den numerischen Berechnungen von R. Chodura [58] abhingig vom
Avuftreffwinke! der Strémung gewahlt, wie es in Abschnitt (2.3.3) erldutert wurde.

Die Berandungen des Limiters, die nahezu parallel zur Magnetfeldrichtung verlaufen,
werden wie ideale Winde behandelt, d.h. die radialen Teilchenflisse werden zu null
gesetzt und die Poloidalgeschwindigkeit soll keinen radialen Gradienten haben. Auch
die radialen Energiefiiisse und damit auch der radiale Temperaturgradient sollen ver-
schwinden. Diese Randbedingungen sind nur eine Niherung und resultieren aus den
Unsicherheiten in den Berechnungen zur elektrostatischen Schicht. In Zukunft sollten
grofere Anstrengungen unternommen werden, auch im Fall streifenden Einfalls exakte
Randbedingungen aus numerischen Berechnungen der Raumladungszone abzuleiten.
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5.3 Beriicksichtigung von Quelltermen

Die Beriicksichtigung der Quellterme in den Plasmagleichungen spielt eine entschei-
dende Rolle fiir die Transportvorginge in der Plasmarandschicht und damit auch fir
die Konzepte zur Teilchen- und Energieaunskopplung in einem Fusionsreaktor. In al-
len heutigen Experimenten hat das Plasma eine genau definierte Kontaktfliche mit
einer speziell ausgelegten Wandstruktur (Limiter- oder Divertorplaiten). Dort wird das
Plasma neutralisiert und als Neutralgas "recycled”. Fiir zukiinftige Tokamakkonzep-
te ist sogar vorgesehen, die Neutralgaswolke so undurchlissig zu machen, daB keiner-
lei Plasma-Wand-Kontakt stattfindet. In beiden Féllen ist eine Beriicksichtigung der
Wechselwirkungen zwischen neutralen und geladenen Teilchen wichtig zum Verstind-
nis der physikalischen Vorgédnge in der Randschicht. Dabei tragen analytische Modelle
mehr zum qualitativen Verstindnis bei, wihrend fiir quantitative Aussagen numerisch-
statistische Modelle zur Verfiigung stehen.

5.3.1 Implementierung eines analytischen Neutralteilchenmodells

Es wird zur Berechnung der Teilchen- und Energiequellen das in Abschnitt {2.3.4) ein-
- gefiihrte analytische Modell benutzt. Programmtechnisch geht man dabei so vor, daf
der Tonenflufl auf die einzelnen Seiten der Berandung berechnet und gemif einem Recy-
clingkoeffizienten als neutraler Flufl senkrecht zur Wand in die Randschicht reemitiiert
wird. Entsprechend dem Volumen der zu durchquerenden Zelle und einer mittleren frei-
en Weglinge wird er durch Wechselwirkungen mit dem Hintergrundplasma verdndert:
Es werden neutrale Atome reionisiert, die einerseits die Plasmadichte erhshen und an-
dererseits durch ihre niedrige Energie das Plasma abkiihlen. Bei jeder Ionisation bringen
sie nur eine Energie von 5e¢V ins Plasma ein, Die Elektronen verlieren durch den loni-
sationsprozed jeweils 25eV pro Neutralteilchen.

Gleichzeitig wird durch jede Reionisation die Fluidichte des Neutralstrahls reduziert.
Der verbleibende Flufl wird gem#8 der Lénge und der Normalenrichtung der beiden
anderen Dreieckseiten auigeteilt und an die Nachbarelemente weitergegeben.

Ein grofler Nachteil dieses einfachen Modells besteht darin, daB die Winkelverteilung
der Neutralteilchen beim Eintreten ins Plasma nicht vorgegeben wird, sondern von der
Netzeinteilung vor der Wand bestimmt wird. Fiir zukifinftige Anwendungen ist geplant,
das Programm in diese Richtung zu erweitern. '
Wechselwirkungen wie Ladungsaustausch und atomare Anregungsprozesse bleiben als
Energiequellen, bzw. -senken unberiicksichtigt. Der Vergleich mit statistischen Metho-
den zur Neutralteilchensimulation zeigt einen deutlichen Unterschied.

5.3.2 Die Neutraigasmodellierung mit EIRENE

Je hoher das Recycling an den Targetplatten wird und je mehr die Randschichtkonfi-
guration zu einer Fluflerhthung entlang des Magnetfeldes fithrt, umso wichtiger wird
die Bedeutung nichtlinearer, nichtlokaler Wechselwirkungen zwischen neutralen und
geladenen Teilchen. Diese Wechselwirkungen, die empfindlich von den physikalischen
Modellen und geometrischen Einzelheiten abhéngen, kénnen nur noch mit numerischen
Methoden behandelt werden.
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Man kann dazu ein Monte-Carlo Verfahren zur Lisung der kinetischen Gleichungen
verwenden, wie den in dieser Arbeit benutzten linearen Transportcode EIRENE. Die
physikalischen Effekte, die ein soiches Programm modellieren kann, wurden schon in
Abschnitt (2.3.4) behandelt. Es soll jetzt mehr um die Einbindung des Verfahrens in

die otromut_osmmL_ann genen

Die Einbindung in die Stromungssimulation

Allgemein wird davon ausgegangen, daf die charakteristische Zeitkonstante fiir den
Neutralteilchentransport wesentlich kleiner ist als fiir den Plasmatransport, sodafl die
Berechnung der Neutralteilchenbewegung auf einem stationéren Plasmahintergrund ge-
schehen kann. Fluidmodell und Monte-Carlo Verfahren kénnen aus diesemn Grund durch
sukzessiven Austausch von Fliissen und Plasmaparametern miteinander gekoppelt wer-
den.

Weil ein kompletter Lauf des EIRENE-Programms aber sehr viel Zeit kostet, ist eine
Ankopplung an den Fluid-Code nach jedem Iterationsschritt nickt sinnvoll. Zur Berech-
nung der neuen Quellterme geht man daher folgendermafien vor: :

Die Aufteilung der Targetflichen wird so vorgenommen, dafl Randelemente mit
gleichen Randbedingungen zu einer Telloberfldche zusammengefa.ﬁt werden. Die Pias-
mapauau.;tuer auf den Randflichen und der B u,EL,jbu.usz&Ut:_{liblt:ﬂb R = lneutml/lwn {ir
jede Zone werden an EIRENE iibergeben. Der Recyclingkoeffizient ist an den Tar-
getoberflichen ohne Pumpleistung {Limiteroberfiiche) eins und reduziert sich um die
Pumpeffektivitit an den Ausstrémkanilen.

Der EIRENE-Lauf fiir die Teiloberfiichen lieferi fiir jedes Element eine Queii-
starke in Dichte, Impuls, Elektronen- und lonenenergie. Die Elektronen werden auf-
grund des Stofi-Strahlungsmodells stark gekiihlt. Die mittlere Energie der Ionen nimmst
ab, da die durch Reionisation neu entstehenden Plasmateilchen jeweils nur eine Energie
in der Groflenordnung des Wandplasmas mitbringen. Durch Dissoziation von neutralen
Molekiilen kommt es in Teilbereichen zu einem echten Energieverlust., Diese Bereiche
liegen aufgrund der kurzen freien Weglingen der Molekiile nahe an den ’T‘arge*;sbeu
fidchen. - :

Durch Summation iber die Beitriige alier Teiloberflichen erhilt man d.te uesamtqueh—
stirke in jedem Element. w o .

Die Skalierung der Queliterme im Fluidmeodell Nach jeder Iteration in der
Fluidrechnung wird der Ionenflu auf die Berandungen neu berechnet, getrennt nach
den Teilbereichen. Mit den so berechneten Fliissen. konnen die alten Quellterme skaliert
und eine we;tere Itera,tlon durchgefiihrt Werden

:Ein neuer Aufr_uf von EIRENE erfolgt danun, wenn die Temperaturen an den

Targetoberflichen sich signifikant getindert haben. Das Verfahren wird so oft wiederholt,

- 'bis sich die Temperaturen und Fliisse nur noch marginal ¢ndem sodaﬁ man von emer-
statlonaren Lésung der Fluid-Gleichungen ausgehen kann. '
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5.4 Hine Beispielrechnung fiir TEXTOR
5.4.1 Charak eristische Zeiten in der TEXTOR-Randschicht

Ausgehend von den Betrachtungen iiber die charakteristischen Transportzeiten und
tber die Zeitschrittbeschriankung des expliziten Ldsungsalgorithmus’ kénnen jetzt in
grober Niherung Aussagen {iber die Anzahl der Iterationen gemacht werden, die nétig
sind, eine stationdre Losung fir die TEXTOR Randschicht zu finden.

Wie in Abschnitt 3.7.2 schon festgestellt, ist der ProzeB mit der langsamsten Relaxati-
on die radiale Diffusion. Geht man von einer Randschichtdicke von etwa 0.1m aus, so
erreicht man eine stationire Losung nach ungefihr 10~2 Sekunden. Dies ist die Zeit,
die man also auf jeden Fall "rechnen” muf.

Aufgrund des CFL-Kriteriums, das in jedem Element erfiillt werden muf} (siehe Ab-
schnitt 4.3.5), ist aber die Schrittweite, vor allem in poloidaler Richtung, eingeschrénkt.
Die poloidale Ausdehnung der Elemente in Limiternéhe betrégt ca. 3.5¢m, sodafl der
typische Zeitschritt fiir die Elektronenwirmeleitung 107 Sekunden wire. Man bréiuch-
te damit etwa 107 Zeitschritte, um eine stationire Losung zu berechnen. Selbst bei
einem hoch vektorisierten Programm, wie dem vorliegenden FEM- Algorithmus, wiirde
das eine immense Rechenzeit beanspruchen.

Auch aus mathematischer Sicht erscheint es nicht sinnvoll, das Problem auf diese Art
zu behandeln, denn bei sehr steifen Gleichungssystemen (Eigenwerte unterscheiden sich
um mehrere Groflenordnungen) besteht bei Anwendung ein und desselben Ldsungsal-
gorithmus auf allen Zeitskalen die Gefahr, keine oder aber eine villig falsche Losung zu
finden.

Daher entschieden wir uns dafiir, das Elektronentemperaturprofil vorzugeben. Der
schnellste Transportprozel ist dann die Ionenwirmeleitung mit einem charakteristi-
schen Zeitschritt von etwa 5 - 1075 (vgl. Gleichung (3.126)). Vergleicht man diesen
Zeltschritt mit der Zeit fiir den radialen Transport von 107 %s, so bendtigt man etwa
2 - 10° Zeitschritte, um einen stationiren Zustand zu erreichen.

Natiirlich ist diese Losung auf lingere Sicht nicht befriedigend. Es soll aber darauf
hingewiesen werden, daB dieses Problem kein spezielies Problem der FEM ist, sondern
durch den gezielt ausgewdhiten expliziten Loser zur Modellierung konvektiver Probleme
bedingt ist. 'ir die Zukunft ist geplant, alle konduktiven Phinomene mit einem impli-
ziten Loser zu behandeln, der keine Zeitschrittbegrenzung hat. Da in dieser Prozedur
bei diffusiven Prozessen keine Stabilitdtsprobleme auftreten, diirfte die Erweiterung re-
iativ schnell und einfach durchzufithren sein. In dieser Arbeit wurde diese Modifikation
" noch nicht durchgefiihrt. . SR

5.4.2 Das Elektronentemperaturprofil

Wie im vorigen Abschnitt begriindet, wird das Elektronentemperaturprofil vorgegeben.
Um eine mdglichst konsistente Behandlung aller Gleichungen zu gew#hrleisten, wurde
‘eine Interpolation der Lésungen aus den Rechnungen von H. Gerhauser [46] und M.
Baelmans [64] vorgenommer, dle den TEXTOR—Fall n:ut denselben Tra,nsportkoeﬁim-

:enten behandelt haben.-
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Es wurde allerdings nur der Verlauf der Lésung nachgebildet, die Randbedingungen
basieren auf {iber viele Entladungen gemittelten Messungen in der Randschicht von
TEXTOR [136].

Demnach hat man in der Aqua,torlalebene bei einem Flufifidchenradius r = 0.4m eine
Elektronentemperatur von 70eV und bel r = 0.5m einen Wert von 14eV. Zum § ergleich:

Die Elektronentemperatur am Plasmarand ist bel H. Gerhauser [46] etwa 12¢V.

TEEXTOR RANDSCHICETY
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Abbildung 5.7: Die Elektronentemperatur in der Randschicht -vopr TEXTOR ~
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5.4.3 Die Randbedingungen

Gemif den Vorgaben aus Abschnitt 5.2 wurden die Randbedingungen gew&hlt.
Einstrémrand - innere Flufifiiche:

7-10%% 1/m®

Kontinuititsgleichung n =
PoloidaleImpulsgleichung v = 0 m/[s (5.10)
Ionenenergiebilanz T, = 70 eV ’
Elektronenenergiehilanz T, 70 eV
Plasmarand - dulere Fluflfliche:
Kontinuititsgleichung I, = 0 kg/(m®s)
Polozdalefmpulsglezchung %% = 0 1/s (5.11)
Tonenenergiebilanz T, = 8 eV )
El ekt?"onenengrg_z_ebzlanz T, gegeben
Ausstrémrand - Limiter
Kontinuttatsgleichung : —— - —— -———
PoloidaleImpulsgleichung @ U = by C, : (5.19)
Tonenenergiebilanz G = &enudl; R
Elektro_neneneryéebilanz T gegeben

5.4.4 Die Bechnung

Ausgangspunkt der Rechnung ist ein Gitternetz mit 326 Knoten und 566 Elementen,
aufgebaut wie es in Abschnitt 5.1.2 erlfutert wurde. Es wurden zwei Anfangslésungen
gewdhit, win zu iiberpriifen, ob die Rechnung in beiden Tallen die gleiche stationdre
Losung liefert. Die Stationaritdt kann tiberpriift werden, indem man die relagive zeitli-
che Anderung der Losung 7y berechnet und mit der charakteristischen Gesamtzeit fiir
das spezielle Problem Zrgxrop vergleicht. A

Fiir eine stabile Losung mufl gelten:

| (é%_f) = Ty » Trexror ~ 1072 Sekunden. - . (5.13)
Anfangslosung 1 gibt radial linear abfallende und poloidal homogene Profile fiir
~ Dichte und Ionentemperatur vor. Sowohl die Radial- als auch die Poloidalgeschwindig-
keiten werden iiberall zu Null gewahit. Ausgehend von diesem Anfangszustand wurden
5-10° Iterationen mit der analytischen Neutralteilchenmodell durchgefithrt. Aufgrund
der vom Gleichgewicht weit entfernten Geschwindigkeitverteilung mufite mit kleinen
Zeitschritten begonnen werden. Der Zeitschritt wurde aber nach ca. 2+ 10° Iterationen
~ grofler und nach einer Realzeit von 1.35 - 10725 war eine stationire Losung Imt einer
: Relaxa,tlonszelt fiir-die Dichte von T, = 2.72s erreicht. :
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Anfangslosung 2 setzt dieselben Profile fiir Dichte und lonentemperatur voraus.
Hingegen wird die Radialgeschwindigkeit konstant vorgegeben, wie es fiir einen expo-
nentiellen Dichteabfall zu erwarten wire, und die Poloidalgeschwindigkeit steigt von
der Symmetrieebene bis zum Limiter linear auf Schallgeschwindigkeit an. Die niher
an der stationfren L&sung legende Anfangsverteilung konvergierte schneller und nach
2.4 - 10° Iterationen, d.h. einer Realzeit von 1.05 - 107? wurde eine stationsre Losung
mit 7, = 4.76s gefunden.

Die aus den beiden Anfangszustinden berechneten Losungen zeigen eine sehr gute
Ubereinstimmung. Gemittelt Hegen die relativen Abweichungen der Plasmaparameter
unter 0.1 % und der maximale Unterschied an einzelnen Knoten ist kleiner als 2.4 %.

Die erste EIRENE-Rechnung wurde mit dieser Grundlésung durchgefithrt. Die
von EIRENE gelieferten Quellterme waren allerdings so verschieden von den Guellen
des analytischen Neutralteilchenmodells, daB sich eine neue Losung einstellen muBte.
Um den neuen stationdren Zustand schnelier zu finden, wurde der Plasmacode nicht
bis zur Konvergenz iteriert, sondern EIRENE schon dann aufgerufen, wenn der Fluf
auf die Targetoberflichen sich um einen vorher festgelegten Faktor geindert hatte. In
diesem Sinne wurde dann auch eine neue Bedingung fiir die Sationaritit einer Lésung
formuliert:

Stationdr ist die Plasmaldsung dann, wenn die Fliisse auf den Limiter sich
innerhalb charakteristischer Transportzeiten nur noch wenig &ndern.

2.0
-$6.0
0.0

IPP-KFA JuelichT _TEXTOR - RANDSCHICET R & p §$

‘Abbildung 5.8: Das Ausgangsnetz fiir die TEXTOR Rechnung mit 326 Knoten und 566
Elementen ST A eI
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Nach dem ersten EIRENE-Aufruf und 700 Iterationen des Plasmacodes hatten sich die
Fliisse auf die einzelnen Targetteile um bis zu 30 % verdndert. Daher wurden an diesem
Punkt die Iterationen gestoppt und die aktuelle Lésung an EIRENE tibergeben.

T .
Der zweite EIRENE -Lauf lieforte Quellen, die immer noch weit weg von einer

stationdren Losung waren, denn nach 900 Iterationen hatten sich die Strome am Aus-
trittsrand erneut um 30 % verdndert.

Der dritte EIRENE-Lauf erst zeigte bessere Konvergenz. Es konnten bereits mehr
als 1900 Tterationen durchgefiihrt werden, bevor die FluBdnderung auf den Randelemen-
ten 20 % betrug. '

Die vierte EIRENE-Kopplung war dann so stabil, dafl nach 3000 Schritten in
keinem Randelement der Fluf sich um mehr als 5% verdndert hatte.

Diese Losung wurde abgespeichtert und nach dem in Abschnitt 4.3.7 erlduterten Ver-
fahren eine

erste Netzverfeinerung durchgefiithrt. Der Verfeinerungsparameter, dessen Gradien-
ten mafgeblich sind, war die poloidale Impulsdichte. Das Gitter wurde erweitert auf
750 Elemente und 427 Knoten.

¢.
-5,
[
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IPP~KFA Juelich VERFEINERTES RECEEKGITTER B A P 8§

‘Abbildung 5.9: Das nach zweimaliger Verfeinerung entstandene Rechengitter mit 557
Knoten und 1000 Flementen
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Nach weiteren 6000 Iterationen und einer zwischengeschalteten EIRENE-Kopplung
wurde eine

zweite Netzverfeinerung vorgenommen. Es wurde jetzt nach der radialen Impuls-
dichte verfeinert und ein Netz mit 1000 Elementen und 557 Knoten erzeugt.

T TR

Nach dem sechsten EIRENE-Lauf und anschlieBenden 9000 Iterationen konnte ein sta-
tiondrer Zustand mit 7, = 3.74s gefunden werden. Die Fliisse auf die Targetoberflichen
dnderten sich innerhalb dieser 9000 Zeitschritte um weniger als 4%. Die nachfolgende

Diskussion der Ergebnisse bezieht sich auf diese Lésung.

5.5 Ergebnisse der TEXTOR-Beispielrechnung
5.5.1 Die Giiltigkeit der Fluidndherung in poloidaler Richtung

Wie in Kapitel 3.1 schon ndher ausgefiihrt , soll an dieser Stelle a posteriori die Giiltig-
keit des Fluidmodells tiberpriift werden. Dazu wird fiir die lonen in jedem Punkt des
Gitters die kleinste poloidale Abfallinge der einfachen Variablen Dichte, Poloidalge-
schwindigkeit und Ionentemperatur bestimmt, fiir die Elektronen ist die charakteristi-
sche Linge durch den Verlauf der Elektronentemperatur gegeben. Diese Lingen wer-
den jeweils ins Verhdltnis gesetzt zur mittleren freien Wegldnge fiir den entsprechenden
Transportprozef,

TEXTOR RANDECBICHT
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Abbﬂdung 5. 10 Das Verhaltnis von pololdaler Abfallinge zu frefer Weglange in logar
nthmlscher Darstellung fiir die Ionen
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Damit die Voraussetzungen fiir eine Fliissigkeitsndherung erfiillt sind, sollte dieses
Verhiltnis fiir beide Teilchensorten wesentlich gréBer als eins sein. Wie man aus der
Abbildung 5.10 erkennt, sind die Voraussetzungen fiir eine Fluid-Beschreibung der Io-

nen nur in den Auflenbereichen (r > 0.48m) und in der Néhe der Symmetrieebene
erfiillt, wobei die poloidale Abfallinge maximal einen Faktor vier gréfler ist als die freie
Weglange der Ionen. Im Auflenbereich und in der Nihe des Targets ist das Plasma trotz
~ starker Gradienten stofibestimmt, weil die Temperaturen niedrig, bzw. die Dichten sehr
hoch sind. In der Symmetrieebene sind es die kleinen Gradienten der Plasmagréfien, die
das Verhiltnis zwischen Abfalliinge und freier Weglidnge auf Werte um eins ansteigen
lassen. In vielen anderen Bereichen der Randschicht jedoch, ist das Flissigkeitsmodell
keine gute Beschreibung. Wie schon vorher angedeutet kann man sich in diesen Zonen
nur auf den Standpunkt zuriickziehen, daB die FErgebunisse des Fluidmodells oft besser
sind, als es die Ndherung erwarten 15fit.
Fiir die Elektronen ist die FliissigkeitsnZherung in der ganzen Randschicht zumindest
marginal erfiillt. Im Vergleich zu den Ionen konnte dieses Ergebnis erwartet werden,
denn bei gleicher freier Weglinge von Elektronen und lonen sind die Gradienten der
Elektronentemperatur aufgrund der héheren Wirmeleitfahigkeit sehr viel kleiner.
Da aber die Elektronentemperatur in dieser Rechnung eine fest vorgegebene Grofe ist,
scheint eine eingehendere Analyse nicht sinnvoll.
Abschlieflend soll darauf hingewiesen werden, daB die Oszillationen, die am Rand des
auftretende, entgegengesetzt gerichtete Strémungen verursacht, die eine exakte Berech-
nung der Gradientenléngen erschweren.
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Abbildung 5.11: Das Verhiltnis von poloidaler Abfa,:llénge__zu_ freier Wegldnge in loga-
rithmischer Darstellung fiir die Elektronen '
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5.5.2 Die dominierenden Transportprozesse

Transportprozesse in der Impulsbilanz

Zur Analyse des dominierenden Transports in der poloidalen Impulsbilanz wird auf die

in Abschnitt 3.7.3 definierte R .rsveynous—f ahl zurnc{we“n ffen.
LV L TngTy . Cs
Re = =21 7% (5.14)
370

Driickt man die charakteristische Lénge Ly durch den relativen Geschwindigkeitsgra-
dienten aus:

i (3‘@” 1 Qg -
Ly = &—x— = —+— .
v Cs a&‘g Cs 0%y (5.15)
so ergibt sich:
i - C _ 5(pi
Re = m;n . s - (P -gupe) (516)
3?70 0 477031.2

In der kounservative Formulierung der Flﬁssigkeitsgleichungen (vgl. Abschnitt 3.2 oder
Gleichung (3.99)) wird besonders deutlich, dafl die Reynolds-Zahl angibt, zu welchem
Anteil die Impulsdnderung einer Teilchenstrémung durch Druckgradienten und zu wel-
chem Anteil durch Viskosititseffekte verursacht wird.

FEEITOR RANDSCRICEY
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Abbﬂdung 5.12: Die lokale Reynolds-Zahl fiir die Jonenimpulshilanz in 10ga.1‘1thmjscher
Darstellung '
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In vielen theoretischen Ansitzen [33] wird der viskose Transport gegeniiber dem Trans-
port durch Druckgradienten vernachlissigt und eine dissipationsfreie, globale Impuls-
bilanz zwischen Separatrix und Targetoberfliche angenommen. Nach dem Ergebnis der
numerischen Berechnung ist diese Annahme nicht gerechtfertigt, denn aufler vor den

Limiterspitzen ist der viskose Transport von derselben Gréflenordnung oder eher grifler
als der Transport durch Druckgradienten.

Vor allem im Bereich hoher Plasmadichten, besonders in der N&he von Targetober-
flichen sind die viskosen Effekte wichtig. Das kdnnte auch erkliren, warum in JET-
Divertor Rechnunger (durchgefiihrt mit Braams-B2 und EIRENE) die nach einfachen
theoretischen Uberlegungen erwartete globale Druckbilanz zwischen Separatrix und

Targetoberfliche {137] nicht erfiillt ist.

Transportprozesse in der Ionenergiebilanz

1101

Analog zur Reynolds-Zahi kann auch die Péclet-Zahl umgeformt werden:

Ly-n; -V n; Vi Ve
Pe = = - ) = 5T (5.17)
K || 7706 3z, #1574

Ahnlich wie vorher in der Impulsbilanz wird hier nun der konvektive und der konduktive
Energieflul miteinander verglichen {siehe Gleichung (3.101}).

Man erkennt deutlich, dafl die Péclet-Zahl im gesamten Gebiet kleiner ist als eins, d.h.
der lonentransport wird durch die dissipativen Effekte dominiert. Nur in der Nihe
des Ausstrémkanals unter dem Limiter sind Diffusion und Konvektion von derselben
GroBenordnung. :

TEXY¥OR HANDSCHICAT

Abbildung 5.13: Die lokale Péclet-Zahl fiir die Ionenenergiebilanz in logarithmischer
Darstellung ' o -
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Eine Péclet-Zahl in der Groflenordnung eins unter dem Limiter bedeutet aber nichts
anderes, als dafl der aus den Randbedingungen folgende Energiefiuff sich zu etwa glei-
chen Teilen durch konvektiven und konduktiven Transport geliefert wird. Diesen Effekt
beobachtet man an der Oberseite des Limiters nicht, da dort neben Dissipation und
Konvektion die Wechselwirkung der Neutralteilchen mit der: Plasma einen entschei-

denden Einflufl auf die Energiebilanz hat.

5.5.3 Berechnete Randschichtprofile in TEXTOR
Das Dichiteprofil

TEXTOR RANDSCHICHT

welieh | PLASMABICHER
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Abbildung 5.14: Die Plasmadichte in der Randschicht von TEXTOR

Die Merkmale des Dichteprofiles sind folgende:

1. Der radiale Dichteabfall ist fiir grofere Torusradien stérker, was wegen der im
Torus nach auflen gréBer werdenden Flichen und den damit zusammenhangenden
stidrkeren radialen Fliissen auch erwartet werden konnte.

2. Die radiale Abfallinge betrigt in der Rechnung etwa 5em, d,h. sie ist im Vergleich
zum Experiment um einen Faktor 3-4 zu grofi. Diese Diskrepanz ist dadurch zu
erkidren, dafl zur Auswertung der Messungen lediglich ein globales radiales Diffu-

- sionsmodell benutzt wird. Im Gegensatz zu den Rechnungen geht keinerlei poloi-
“daler Transport ein. Da dieser aber, vor allem aufgrund von Recycling-Effekten,
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einen grofien Einfluf} auf die radialen Gradienten und Fliisse hat, bestimmt er zu
einem grofen Teil auch die radialen Abfallingen. Es 188t sich also feststellen, dad
der gemessene, globale Diffusionskoeffizient nicht mit dem in die Randschicht-
modellierung eingehenden lokalen Koeffizienten gleichgesetzt werden darf. Viel-

PG AT X ) S Anm Danhaeain Aia T i
meht milie man in den neconungen ai¢ L1l usion so lau&c mumﬁz;eren bis das

Gesamtsystem aus poloidalem und radialem Transport die gemessenen radialen
Profile reproduziert.

3. Sowohl vor den Limiterspitzen, als auch unter dem Limiter ergibt sich eine Dich-
teerhdhung, vor allem bedingt durch reionisierte Neutralteilchen. Auf der Limi-
teroberseite hat man eine zusatzlichen Dichteerhdhung, bedingt durch poloidalen
und radialen Transport von den Limiterspitzen in diese Zone.

Das Profil der Poloidalgeschwindigkeit

Auf dieses Profil soll hier nur kurz eingegangen werden, da es in Abschnitt 5.5.4 in-
tensiver behandelt wird. Man erkennt eine Beschleunigung des Plasmas zu den Limi-
_ terspitzen und den Ausstromkanilen wegen des dort als Randbedingung formulierten
Bohm-Kriteriums Vj = VI FT;Y/m;. Die Geschwindigkeit an den unterschiedlichen
Flichen des lelters variiert etwa um den Faktor 2.5, was emer 'I‘empera,turanderung
um den Faktor 6 entspnch‘t

TEXTOR RANDSCHICET
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.Abbildung_s.lﬁz Die Poloidalgeschwindigkeit in der Randschicht von TEXTOR




5.5. ERGEBNISSE DER TEXTOR-BEISPIELRECHNUNG 129

Das Profil der Radialgeschwindigkeit

In diesem Profil findet man indireks alle wichtigen Prozesse der Randschicht wieder.
Der erste Effekt ist die symmetrische Teilung des Plasmaflusses, die sich in der Konfi-
guration aufgrund der Stérung durch den Limiter aufbaut. Das zweite Merkmal ist der
griflere FluB an der AuBenseite des Torus, der zu der beobachteten radialen Erhohung
der Plasmadichte in diesem Bereich fiihrt. Zum dritten erkennt man eine mit dem
Fluffiichenradius anwachsende radiale Stromungsgeschwindigkeit, die nétig ist, um den
poloidalen Fluf} auf den Limiter erzeugen zu kénnen.

Ein zusitzlicher Effekt, der sich aus der endlichen poloidalen Ausdehnung des Limiters
ergibt, ist die sich auf der Limiteroberseite entwickelnde, nach innen gerichtete Diffusi-
on. Sie wird verursacht durch eine lokale Dichteerh8hung in diesem Bereich, auf die in
einem spéteren Abschnitt genauer eingegangen wird.

Es gibt ein weiteres Detail, auf das hingewiesen werden soll:

Vor den Limiterspitzen hat man eine Aufteilung der Strémung. Ein Teil der Stromung
trifft den Limiterkopf, wihrend der andere Teil in die Scoops geleitet wird. Die Auftei-
lung orientiert sich am Verlauf der Magnetfeldlinien. Wegen der Shafranov-Shift treffen
an der Auflenseite des Torus mehr Plasmateilchen die Limiterspitze, wihrend die von
der Innenseite kommenden Ionen eher in die Scoops gelangen.

TEITOR HANDSCHICHY
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Abbildung 5.16: Die Radialgeschwindigkeit in der Randschicht von TEXTOR
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Die Ionentemperatur

Man kenn sich aufgrund des gleichmiBigen Verlaufs des Profils bei der Diskussion auf
zwei poloidale Winkel beschrinken:

Ber Verlauf in der Symmetrieelbene Die Temperatur bleibt hier innerhalb der
Separairix nahezu konstant, was durch die Wahl des konstanten radialen Wirmelei-
tungskoeffizienten bedingt ist. Erst in der Nihe des Limiterradius fillt sie dann nahezu
exponentiell mit einer typischen Linge von 1.8¢cm ab.

Der Verlauf am Limiter Aufgrund der Wechselwirkung mit den Neutralteilchen
zeigt die Rechnung in dieser Zone einen signifikanten Abfall der Ionentemperatur. Ge-
geniiber der Symmetrieebene sind die Temperaturen auf derselben Flufifiiche um einen
Faktor 2 — 3 geringer. An den Finstrémkanilen der Scoops erhilt man zwischen 5eV
und 10eV. Diese Werte sind verglichen mit dem Experiment um etwa einen Faktor 1.5
zu klein [138]. Da aber die Elektronentemperatur in diesen Berechnungen vorgegeben
war und nicht relaxieren konnte, damit also auch nicht auf Anderungen in den Neutral-
teilchenquellen reagierte, iberfordert ein Vergleich mit dem Experiment im Augenblick
auch die Methode. Im qualitativen Veriauf sind die Temperaturen aber vergleichbar mit

jh [, SN T VNN 5 N g, G PRI N +1an oalrmara o
4er Losung von mn \_‘;rt:.l .uduu.bt:l [‘%UJ erecnnet mit SGLXY ¥ J.d }VJI Bachu.aua ['{ME b c.\,h-
net mit B2, Damit ist auch im Nachhinein die Modsallisrung der Elektronentemperatur
nach den o.g. Modellen gerechtfertigt.
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: Abbﬂdung 5.17: Die lonentemperatur in.der Randschicht von TEXTOR
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5.5.4 Die Plasmastrémung in der Umgebung des Limiters

In diesem Abschnitt werden die Geschwindigkeitsprofilein der Néhe des Limiters genau-
er untersucht. Durch die exakte Modellierung der Limiterform ergeben sich hier interes-
sante Effekte, die sich deutlich von den Ergebnissen der Finite-Differenzen Rechnungen
unterscheiden, bei denen die poloidale Ausdehnung des Limiters nicht berticksichtigt
wird.

Die Strémung der Teilchen iiber dem Limiter

Der Strémungsverlauf iiber der Oberfliche des Limiters wird durch das Zusammenwir-
ken von zwei physikalischen Prozessen bestimmt. Der erste Prozef ist die Entstehung
von Neutralteilchen an den Limiterspitzen und ihre Reionisation im Plasma. Dies fiihrt
zu einer lokalen Dichteerhthung auf den FluBflichen mit r < 0.445m. Im zweiten Pro-
zel werden die Teilchen in dieser Zone durch poleidale Geschwindigkeiten, die durch
die radiale Viskositdt erzeugt werden, vom Limiterkopf weg in den Bereich transpor-
tiert,in dem die Flufifiichen parallel zur Limiteroberfliche verlaufen. Hier "stoflen” die
Strémungen, von den beiden Limiterspitzen mit entgegengesetzter Poloidalgeschwindig-
keit kommend, aufeinander. Im stationdren Fall miissen sie nach der Kontinuitdtsglei-
chung von dort auch wieder abtransportiert werden. Dazu gibt es zwel Méglichkeiten,

die beide in den numerischen Simulationen auftreten:

¢ Die Dichte erhSht sich so lange, bis sie lokal grofer ist als am Einstrémrand. Dann
ist eine radiale Diffusion zuriick ins Kernplasma méglich. Dieser Prozef ist, wie
wir in Abschnitt 3.7.2 gesehen haben, sehr langsam.
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Abbildung 5.18: Die radiale Stromung in der Umgebung des Limiters ALT I - -
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s Es findet eine Riickstrémung in poloidaler Richtung statt. Sie bildet sich auf
dem riumlich engen Bereich zwischen Limiteroberfliche und Einstrémrand aus.
Dieser Transport ist aufgrund der hheren Transportkoeffizienten parallel zu den
FluBfiichen leichter zu realisieren 2.

Um diesen Effekt besser auflésen zu kdnnen, wird nur ein Ausschnitt der Geschwindig-
keitsverteilung dargestellt. Die in den anderen Bereichen auftretenden, sehr viel hoheren
Poloidalgeschwindigkeiten werden ausgeblendet und nur durch Strémungspieile ange-
deutet.

ALT II UHGEBUNG HIT EIRENE - NEUTRALTEILCHENMODELL
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Abbildung 5.19: Die poloadaie Riickstrémung in der Umgebung des Limiters ALT II

Der beobachtete Effekt ist vor a,llem .deshalb von grofler Bedeutung, da die radiale
Riickstrdmung einerseits den effektiv aus der Randschicht abtransportierten Fluf er-
heblich reduziert und andererseits die.vom Limiter erodierten Verunreinigungen ins
Kernplasma transportieren kénnte. o

Anzumerken bleibt, daff die berechnete Riickstrémung physikalisch plausibel und qua-
litativ richtig erscheint, daf} sie jedoch stark vom verwendeten Neutralteilchenmodell
und damit implizit auch von der Elektronentemperatur abhingt. Da diese jedoch aus
Lésungen von finite Differenzen Verfahren abgeleitet wurde und deshalb vor allem iiber
der Limitercberfiiche nur eine grobe Niherung sein kann, sind quantitative Aussagen

- erst nach selbstkonsistenter Beriicksichtigung der. Elektren uenelgieb“anz méglich.

?Man beachte: Am Emstromrand muf die Pol(ndalgeschwmdlgkeat aufgrund der Randbdingang
varschwmden
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Die Komprimierung der Teilchen unter dem Limiter

Durch die Reionisation der aus den Scoops emittierten Neutralteilchen ergibt sich auch
unter dem Limiter eine signifikante Dichteerhéhung. Sie wird vor allem dadurch be-
wirkt, dafl von den recyclierten Teilchen etwa 82 % noch innerhalb des Kanals unter
den Limiterplatten reionisiert werden. Nur etwas mehr als 17 % erreichen das "freie
Plasma”, in dem die umgebenden Winde keine so wesentliche Rolle mehr spielen. Sie
werden zu einem groflen Teil (83 %, d.h. 14 % der gesamten Neutralteilchen) auf innere
Flufifiachen transportiert und dort iiber Sté8e reionisiert.

Die an den Limiterspitzen entstehenden Neutralteilchen werden durch die Form der
Oberfldche ausschlieBlich in Richtung weiter innen liegender FluBflichen emittiert. Erst
durch Stéfe im Plasma gelangen etwa 3 % auf dufllere Flufiflichen und insgesamt nur
knapp 1 % in den Limiterkanal, sodaB deren Beitrag zur Dichteerhdhung vernachlissig-
bar ist.

Die folgende Abbildung zeigt den Dichfeverlauf in der Nihe des Limiters. Zur besseren
Auflosung der Gradienten ist nur das Gebiet bis zur Separatrix dargestellt. Im Mittel
steigt die Plasmadichte vom unbeeinflufiten Gebiet vor dem Limiterkanal bis zur Tar-
getplatte um einen Faktor zwel, wihrend sich die Fliisse aufgrund des Bohm-Kriteriums
je nach Fluffliche 1 aktmpn 2.5 his 3.5 verstirken,

ALT II UMGEBUNG MIT ETRENE - HEUTRALTEILCHEHMODELL
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Abblldung 5.20: Die Dichteerhéhung des Plasmas unterhalb des lelters ALT h, ver-

ursacht durch reionisierte Neutralteilchen
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Die Jonentemperatur sinkt unter dem Limiter auf sehr niedrige Werte ~ etwa 7 eV —
ab. Dafiir sind vor allem die Neutralteilchen verantwortlich, deren Temperatur sehr viel
geringer ist als die Plasmatemperatur und die durch Stéfle mit den Ionen dem Plasma

Energie entziehen.
Auch an dieser Stelle muf darauf hingewiesen werden, daf} die Ergebnisse nur unter dem

Vorbehalt diskutiert werden konnen, dafi die Elektronentemperatur in jedem Punkt
gegeben ist. Das kénnte ein Grund fiir die sehr niedrige lonentemperatur an den Scoops
sein, denn bei konsistenter Beriicksichtigung der Flektronenenergiebilanz wiirde man
folgende Effekte erwarten:

¢ Die Flektronentemperatur wiirde aufgrund der St6Be mit den kalten Neutralteil-
chen ebenso absinken wie die Ionentemperatur und der Wirkungsquerschnitt fiir
die Reionisation wiare kleiner. .

e Damit wire auch die freie Weglinge der Neutralteilchen bis zur Reionisation
linger, sodaB sie weiter ins Plasma eindringen kénnten und sich nicht so stark
unter dem Limiter verdichteten.

¢ Riickwirkend fiele dann die lonentemperatur weniger stark ab, weil der Flufi
der kalten reionisierten Neutralteilcher auf einen gréfleren Raumbereich verteilt

ariirda
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_ Abbildung 5.21: Der Verlauf der Ionentemperatur unter dem Limiter ALT II, verursacht
durch 'Wec_hselwirkungen mit Neutralteilchen o
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5.5.5 Die globale Strémungsbilanz

Im stationdren Fall muf eine globale Strémungsbilanz gelten, d.h. die ins Gebiet pro
Zeiteinheit einfliefenden Teilchen miissen auch aus dem Gebiet ausstrémen. Der FluB
der einstrémenden Teilchen setzt sich in unserem speziellen Fall zusammen aus Teil-
chen, die aus dem Plasmakern in die Randschicht diffundieren und aus Ionen, die durch
Reionisation von Neutralteilchen im Randschichtvolumen entstehen. Die lonen stromen
iiber die Limiterspitzen, die Scoops und -wie schon oben erwihnt- oberhalb der Limi-
teroberfliche ins Kernplasma aus.

Berechnet man die einzelnen Komponenten dieser Bilanz, so ergibt sich:

e Der aus dem Kernplasma in die Randschicht einstrdmende Flufi I'?,,
betrigt 1.91 - 102! /Sekunde. Dieser Strom durchsetzt eine Oberfliche von exakt
25m?, sodaB sich daraus bei einer Dichte von 7 - 10'® eine mittlere Diffusionsge-
schwindigkeit von 11m/s bestimmen 148¢t. Dies ist konsistent mit den am Plas-
marand berechneten Radialgeschwindigkeiten. Im Vergleich zur Rechnung von
H. Gerhauser [46] liegt dieser Wert um 5 % hoher, was bei den gravierenden
Unterschieden im verwendeten Rechennetz und im Neutralteilchenmodell eine er-
staunlich geringe Abweichung ist.

¢ Die Riicksirémung ins Kernpiasma I'%%, ist mit 0.48 - 10°*_/Sekunde nur
einen Faktor vier geringer als der einsirBmende Flub. Aufgrund der etwa 2.5m*
grofien Fliche, in der sich die Strémung lokal umkehrt, betrigt die radiale Diffusi-
onsgeschwindigkeit hier im Mittel (—25)m/s. Der aus dem Plasmainneren effektiv

austretende Teilchenstrom T¢/S wird durch diesen Effekt auf 1.43-10%! /Sekunde

core
reduziert.

¢ Zu den Berandungen ohne radiale Fliisse geh6rt der duflere Plasmarand und
die zu den FluBflichen parallel angenommenen Teile der Limiteroberfliche. Die
auf diesen Flichen berechneten Fliisse resultieren aus numerischen Fehlern, die
sich vor allem durch numerische Diffusion ergeben. Mit 1.67-10%® auf der &ufleren
FluBlfliche, bzw. 2.3 - 10*® auf der Ober- und Unterseite des Limiters sind sie
um zwei Gréfenordnungen geringer als die relevanten radialen Flisse und damit

vernachléssigbar.

Der Teilchenfluf} in die Scoops ', ; hat einen Wert von 1.07 -10%! /Sekunde
und ist damit um einen Faktor 1.8 niedriger als

der Flufl auf die Limiterspitzen I'¢%,, der 1.93 - 10?1 /Sekunde betrigt. Auf-
grund der hoheren Plasmadichte und Poloidalgeschwindigkeit konnte dieses Er-
gebnis trotz einer nur halb so grofien effektiven Austrittsfiiche erwartet werden.

]

Die Teilchenquellen durch Reionisation von Neutralen lassen sich in zwei
" ,‘,:n 'Bﬂ . . a

Anteile I} und I'T. . zerlegen. Die erste Komponente resultiert aus dem reio-

nisierten Fluff von Neutralteilchen, die von den Limiterkdpfen emittiert werden,

- die zweite Komponente ergibt sich durch Reionisation der in den Scoops recyclier-

ten Neutralen. Diese Unterscheidung ist notwendig, weil die Pumpwahrscheinlich-

keit der Targets verschieden ist: An der Limiteroberfliche hat man im stationdren

@
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Zustand ein vollstandiges Recycling, wihrend in den Scoops eine Wahrscheinlich-
keit von 25 % dafiir angenommen wird, daB ein Teilchen beim Auftreffen auf die
Wand gepumpt wird. Fithrt man unter dieser Annahmen Rechnungen mit dem
Neutralgascode EIRENE durch, so ergeben sich effektive Recyclingkoeffizienten

Scoops.
Das bedeutet einerseits, dafi aur 50 % der von der Oberfliche des Limiters star-

tenden Neutralen im Plasma reionisiert werden k&nnen, wihrend die restlichen

Teilchen ins Kernplasma eindringen.

Andererseits weist die Erhéhung der effektiven Pumpeffektivitit in den Scoops
darauf hin, daf die Neutralteilchen im Mittel mehr als einmal auf die Targetplat-
ten reflektiert werden, was durch die hohe Plasmadichte unter dem Limiter zu

erkléren ist.
Das Verhiltnis aus Quellen und Senken berechnet sich damit zu:
rin _ I‘iﬁm + BLim - rﬁm + RScoops - I‘.iS'nt’:oops — 3.39 - 10%
Teut — Tout 4+ T9 4 Tout  3.48-1072

core Lim Scoops

=0.975 (5.18)

Die Flufibilanz ist damit bis auf einen Fehler von 2.5 % erfiillt, soda man im Rahmen
der Rechengenauigkeit ("numerische Diffusion” iiber ideal leitende Berandungen) die
Lésung als stationdr betrachten kann.

5.5.86 Vergleich des analytischen Neutralteilchenmodells mit der MC-
Simulation

ALT I1 UMGESUKS MIT - ANALTYISCHEM HEUTRALTEILCEERMODELL
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.A_bbildung 5.22: Das Proﬁi der Teilchenquellen in der Um_gebung von ALT II, berechnet
mit einem analytischen Neutralteilchenmodell -
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Zum Vergleich der beiden Modelle werden die Teilchen- bzw. Energiequellen herange-
zogen. Da die Quellterme im analytischen Modell analog zum stochastischen Modell
jeweils in einen Anteil von den Limiterkdpfen und den Scoops zerlegt werden, kénnen
die Fliisse der reionisierten Neutralteilchen mit den effektiven Recychngfaktoren RScoops
bzw. Bpim aus der EIRENE-Berechnung skaliert werden.

Der Vergleich der Teilchenquellen zeigt eine qualitativ sehr gute Ubereinstim-
mung zwischen analytischem und stochastischem Neutralteilchenmodell. Quantitativ
unterscheiden sie sich allerdings stark; die Quellstdrke ist im stochastischen Modell
etwa doppelt so hoch wie in der analytischen Niherung. Diese Diskrepanz ist darauf
zuriickzufithren, daB die Teilchenfliisse auf die Targetflichen sich ebenfalls um einen
Faktor zwei in den beiden Modellen unterscheiden. Wichtig sind in diesem Zusammen-
hang die Molekiile, die im analytischen Modell unberiicksichtigt bleiben, wihrend sie in
der stochastischen Beschreibung zu einer deutlichen Flufverstirkung in Targetnihe und
damit auch zu einem gréfieren Neutralteilchenflufl zuriick in die Randschicht fiihren.
Ein erster Schritt zur Verbesserung des analytischen Modells wire daher die Implemen-
tierung einer einfachen Formel zur Beschreibung der Molekiilverteilung. Dabei kénnte
man sich in einem ersten Modell darauf beschrinken, einen bestimmten Anteil des Io-
nenflusses als Molekiile mit geringerer freier Weglinge ins Plasma zu emittieren. Werte
fiir den relativen Anteil und die freie Weglénge kénnten aus der niheren Untersuchung
der Moiekiilverteilung im stochastischen Modell gewonnen werden.
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Abbildung 5.23: Das Profil der Teﬂc"ie'lqaelien in der Umgebung von ALT II berechnet '

mit einem stochastischen Neutralteilchenmodell
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Der Vergleich der Energiequellen in der Ionenenergiebilanz zeigt den vollig
unterschiedlichen Charakier der verwendeten Modelle. Wihrend die analytische Nihe-
rung lediglich lokal die kinetische Energie der reionisierten Atome beriicksichtigt, do-

minieren im stochachistischen Modell nichtlokale Effekte, vor allem verursacht durch
Tadune motartornh anellsafn 11y a‘na—lxr+1oz‘!’10h \.‘fnrla‘” in Aom Aia Tanen .r]nﬂn'rr‘h
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gekiihlt werden, dafl dem Plasma pro ionisiertem Neutralteilchen nur 5 eV zugefiihrt
. werden, liefert das stochastische Modell tatsichliche Energieverluste d.h. dem Plasma
wird in bestimmten Bereichen eine Energie von etwa 5 eV pro Neutralteilchen ent-
zogen. Diese Zonen befinden sich {iber den Limiterspitzen und an der Unterseite von
ALT-II. Die lokal starke Kiihlung hat dort jedoch nur einen geringen Finflufl auf die
Temperaturverteilung, da die Teilchenquellen in diesen Bereichen maximal 10% zu den
poloidalen FluB&nderungen beitragen.
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Abbﬂdung 5.24: Die Energiequellen in der Umo"ebung von ALT 1L Verglelch von ana-
lytlschem und stochastischen Neutralteilchenmodell "




Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde ein numerisches Verfahren zur Beschreibung
des Plasmatransports in der Randschicht von TOKAMAK-Experimenten entwickelt.

Ausgehend von einem allgemeinen Fliissigkeitsmodell konnten spezielle zweidimensio-
nale Gleichungen zur Beschreibung des Transportverhaltens von Elektronen und Ionen
in einer toroidal symmetrischen Konfiguration hergeleitet werden. Sie unterscheiden sich
von den bisher dokumentierten Gleichungen dadurch, dafi auch die lokale Kriimmung
des Koordinatensystems berficksichtigt wird. Es wurde gezeigt, wie durch Vernachlissi-
gung der Koordinatenkriimmung und Einfiihrung von tokamakspezifischen, stark aniso-
tropen Transportkoeflizienten die fiblicherweise benutzten Randschichtgleichungen aus
den allgemeineren Beziehungen abgeleitet werden konnen.

Durch zuséitzliche Einschrinkungen, vor allem durch die Forderung, dafi keine elektri-
schen Stréme in der Randschicht fliefen solien, wurden die Gleichungen in eine einfache
Form gebracht, die zum Studium der prinzipiellen Eigenschaften einer Plasmastrémung
gut geeignet ist und daher sowohl in dieser Arbeit als auch in den melsten a.nderen

O DR F- P AR —
.LLd-»llubulellluLUUtib V&L Wtﬂflueb WlI'U,

An diesem vereinfachten Modell wurden in einer eindimensionalen analytischen Nihe-
rung die charakteristischen Transportzeiten fiir unterschiedliche Prozesse studiert. Ne-
ben der Dominanz der Wirmeleitung entlang der Feldlinien fiir Elektronen und Tonen
konnte abgeschitzt werden, dafl die Viskosititseffekte in der Impulsb;lanz e;nen em-
scheidenden Einfluf} auf den Strémungsverlauf haben. =~

Gleichzeitig wurde damit auch die Giiltigkeit der Flissigkeitsgleichungen in der bishe-
rigen Form in Frage gestellt. Denn nur unter der Voraussetzung, daB der dissipative

Transport im Vergleich zum konvektiven Transport klein ist, ist die Herleitung von |

Flissigkeitsgleichungen und die Anwendung eines Fluidmodells sinnvoll.

Diese Ergebnisse wurden allerdings mit einfachen Dichte-, Geschwindigkeits- und Tem-
peraturprofilen abgeleitet. Sie lassen sich daher nicht verallgemeinern “nﬂ miissen ’he'
numenschen Rechnungen ra.umhch a,ufgelost uberpruft Werden AR C

‘Zur numerischen Losung der Gleichungen wurde ei_n-Finite-_Elemente-Verfahren in zwei
. Dimensionen gewéhlt. Es unterscheidet sich sich von den bisher benutzten Verfahren

139




140 KAPITEL 6. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

(Finite Differenzen/ Volumen) in zwei wesentlichen Punkten:

e Das Grundgebiet wird statt in Rechtecke in geometrisch flexiblere Dreiecke zer-
legt, sodaf auch die Modellierung von Targetoberfidchen, die nicht orthogonal
zum Magnetfeld orientiert sind, méglich ist.

e Durch die Verwendung eines Integralprinzips kénnen die Variablen auf einem un-
strukturierten Gitternetz berechnet werden. D.h. der Abstand der Stiitzstellen ist
nicht regelmiBig und fest vorgegeben, sondern kann lokal an die Problemstellung
angepaft werden. Dadurch reduziert sich bei gleicher rdumlicher Auflésung die
Anzahl der Gitterpunkte gegenitber den bisher verwendeten Methoden erheblich.

Als Losungsverfahren fiir die diskretisierten Gleichungen kommt ein zeitgenauer, expli-
ziter Pridiktor-Korrektor-Algorithmus zur Anwendung, der speziell entwickelt wurde,
um neben diffusivem Transport auch starke konvektive Stromungen, wie sie in der Ndhe
der Limiteroberflichen aufgrund des Bohm-Kriteriums erwartet werden, behandeln zu
kdnnen. _
Wihrend diese explizite Methode zur Simulation von Strémungen in Turbinen und
Diisen ideal geeignet und daher weit verbreitet ist, zeigen sich bei der Beschreibung von
Plasmastromungen allerdings entscheidende Nachteile, die damit zusammenhingen, dafl
pro Iterationsschritt nur ein Informationsaustausch mit den Nachbarknoten moglich ist.
Dies fithrt fiir jede Iteration zu einer Begrenzung des Zeitschritis, der sich aus dem Quo-
tienten der Entfernung zwischen zwei benachbarten Knoten und der maximalen cha-
rakteristischen Geschwindigkeit fiir den Transport berechnet. Entscheidend ist dieser
Nachteil, weil in der Plasmarandschicht die Prozesse mit so unterschiedlichen Geschwin-
digkeiten verlaufen, daf die Zeitschrittbeschrinkung eine zu hohe Anzahl (~ 107) von
Iterationen erfordern wiirde, um zu einer konvergierten Lésung zu gelangen.

Daher wurde in der vorliegenden Arbeit der mit Abstand ”schnellste” Transportmecha-

nismus, die Elektronenwirmeleitung, nicht in die Rechnungen miteinbezogen, sondern
die Elektronentemperatur von aufen vorgegeben. Durch diese Mafinahme konnte der

Zeitschritt um einen Faktor 40 vergréBert werden und es war mdglich, auch mit dem
expliziten Verfahren stationdre Losungen zu berechnen.

Angewendet wurde das Verfahren zur Strémungsberechnung in der Randschicht von
TEXTOR. Dazu wurde mit dem Gleichgewichtscode CATI die FluBfidchenkonfigura-
tion fiir eine typische Ohm’sche Entladung mit 400 kA Plasmastrom berechnet. Der
Verlauf der FluBflichen am Plasmarand {(r > 0.4m) diente als Grundstruktur zur Er-
zeugung eines Aus«angsrechenn_etzes_. In dieses Netz integriert wurde die Kontur .des
Pumplimiters ALT IL. . '
Die Randbedingungen wurden so gewdhlt, daf sich von der inneren Fluﬁﬂache (r =
' 0.4m) mit einer vorgegebenen Plasmadichte von 7-10'® ein Diffusionsstrom nach aufien
entwickelt, der auigrund des Bohm-Kriteriums am Limiterkopf und in den Scoops po-
loidal abgefiihrt wird. '
Die Rekombination des Plasmas an den Targetoberflichen und das Eindringen der so
entstehenden Nentralteilchen in die Randschicht wird durch die Definition von Recy-
éli_ngfakt_oren beschrieben. Dabei wird an den Limiterspitzen ein vollstindiges Recycling
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angenommen, wihrend 25 % des in die Scoops flielenden Plasmastroms abgepumpt
werden soll.

Zur Implementierung der Teilchen-, Impuls- und Energiequellen, die durch die Wechsel-
wirkungen der Neutralen mit den Plasmateilchen in der Randzone entstehen, wurden
zwei Modelle benutzt.

Tin einfaches, analytisches Modell simuliert nur den Ionisationsprozess und definiert
pro ionisiertem Neutralteilchen lokal einen Energiegewinn bzw. -verlust fiir Tonen bzw.
Elektronen. Die Stdrke der Teilchenquelle wird iterativ in aufeinanderfolgenden Zel-
len nach folgendem Schema berechnet: Von der Targetoberfliche fliefit ein bestimmter
Neutralteilchenstrom in die angrenzenden Elemente des Rechengitters. Dort wird aus
dem Strom, der zugehdrigen thermischen Geschwindigkeit und geometrischen Faktoren
die Neutralteilchendichte bestimmt. Durch Multiplikation mit der Plasmadichte und
einem lonisierungsquerschnitt, der nur von der Elekironentemperatur abhingt, ergibt
sich daraus die Quellstirke in dem betrachteten Element. Der iiber eine Seite ein-
stromende Fluf wird um diese Quellstdrke reduziert und wird gem&f der Seitenlidnge
und dem Winkelverh&ltnis im Dreieck auf die beiden anderen Seiten aufgeteilt.

Das zweite Modell, der Monte-Carlo-Code EIRENE, beschreibt den Neutralgastrans-
port stochastisch als Markoff-Prozess. Dazu werden die Wechselwirkungen sowohl mit
den Plasmateilchen als auch mit den Winden mittels Zufallszahlen am Rechner si-
mitliert. Die wichtigsten Prozesse, die im Plasma modelliert werden, sind Ladungs-
austausch, elastische St6fle zwischen Plasma und Neutralen, Ionisation und Rekombi-
nation. Ein zusitzlicher Effekt, der grofien Einfluf} in Gebieten niedriger Temperatur
haben kann, ist die Dissoziation von Molekiilen. Diese kénnen aufgrund der sehr komple-
xen Stofivorginge beim Plasma-Wand Kontakt entstehen. Um dieses Modell nutzen zu
konnen, wurde eine geeignete Umgebung geschaffen, die einen Austausch von Informa-
tion zwischen dem Fluid-Code und EIRENE ermoglicht. Damit kann durch Kopplung

und mehrmalige Iteration der beiden Programme eine konsistente Losung fir Plasma

T TN
und Neuntralisilchen berechnet werden.

Anzumerken ist, daB in dieser und soweit verdffentlicht auch in allen anderen Anwnn—
dungen die Nei_tra,lteﬂchenmodelle die Zeitgenauigkeit der Rechnungen aufheben, da
die Quelltermberechnung instantan geschieht und die Flugzeit der Neutraiteilchen bis
zum Ort der Wechselwirkung vernachlissigt wird. Das fiblicherweise verwendete Ar-
gument, diese Zeit sei sehr klein im Vergleich zu den charkteristischen Zeiten fiir den
Plasmatransport, ist bel expliziter Behandlung des parallelen Transports, also in den
hier diskutierten zweidimensionalen Ansétzen, nicht mehr haltbar. Im Mittel liegt sie
in der GréBenordnung der typischen Zeiten fiir die Schallausbreitung und damit um
mehr als zwei GréBenordnungen iiber der: chara,ktenstzschen Zelt der pa,;rallelen Elek
tronenwirmeleitung,

Fiir die Interpretation der Rechnungen bedeutet dies, da 1ed1gi1cn der stationdire
Zustand eine. thakahsche Reievanz hat mcht Jedoch d;e ze1t11che Entmckh_ng der-
'Losung ' : . S
Bei der TEXTOR- Rechnung wurde so vorgegangen, daB zuerst cine Losung mit dem
~ analytischen Neutralteilchenmodell gesucht wurde, da die Berechnung der Queliterme
hier sehr einfach und schnell geschehen kann. Auf diese Losung aufbauend, wurde der
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Fluid-Code an das physikalisch wesentlich umfangreichere und exaktere stochastische
Modell aus EIRENE gekoppeit. Durch zweimalige, 16sungsabhingige Verfeinerung des
Rechennetzes konnten starke Gradienten, vor allem im Bereich der Limiteroberfliche
besser, aufgeldst werden.

Die nv;pkhgcfan Ereabnisse

A3 YYALdiuigEo eas ,\_.ub\,u;u Ch 1 44 Liilk

e Die Fluidn#herung ist fiir die Ionen in weiten Teilen der betrachteten Geome-
trie nicht erfilllt. Griinde dafiir sind die grofilen Transportkoeffizienten der lo-
nenwirmeleitung und Viskositit in paralleler Richtung.

e Durch die endliche poloidale Ausdehnung der Limiteroberflache sind die Strémun-
gen {iber und unter dem Limiter voneinander getrennt, und von unterschiedlichen

physikalischen Prozessen geprigt:

1. Auf dem Limiterblatt entwickelt sich eine Fluumkehr in poloidaler Richtung
und eine radiale Riickstrémung ins Kernplasma. Dieser Effekt kann auf die
Nachbarschaft der Limiterspitzen zuriickgeftihrt werden: Durch das Bohm-
Kriterium und die radiale Viskositdt entstehen auf den FluBflichen iber
dem Limiter poloidal entgegengesetzt gerichtete Strémungen, die durch die

i dia B arnich N 1+aileh
ey 4 artralfaiies n varch
in diesem Bereich reionisierten Neutralteilchen verstirkt werden. Sie tre

mn"mnn-nﬂm- nnd es kommt zu seiner Dichtearhdhune. die die

F- ALY L AL AL ANl sy Ul gie

durch poloidale bzw. radiale Riickstrémung auszugleichen Versuchen

2. In der Ndhe der Scoops kommt es unter dem Limiter zu einer Komprimierung
~ der recyclierten Neutralteilchen und dadurch bedingt zu einer Erhéhung der
Plasmadichte durch Reionisation. Dies fiihrt zu einer deutlichen Absenkung
der Ionentemperatur in der Nihe der Plaﬂp}atﬁ?ﬁ ein im Hinblick Ui dcm
".. Problem ‘der Erosion durch Ionenbeschuss sehr positives Ergebnis.

s Die Verteilung der recyclierten Neutralteilchen, bzw. der Teilchen- und Emner-
giequellen aufgrund der Wechselwirkung des Plasmas mit den Neutralen kommt
“der Realitdt sehr nahe, einerseits weil die exakte Oberfiichenkontur des Limi-
" ‘ters beriicksichtigt werden kann, andererseits weil durch die Kopplung an den
- Neutralgascode EIREN E auch die I)hVSika.hSChen Effekte na,hezu voﬂstandlg im-
lementlert smd Eh . .

Anzumerken bleibt, daf die berechneteri Profile und der Stromungsveﬂauf zwar plausi-
bel und auch qualitativ richtig erscheinen, dafl die Ergebnisse aber nicht iiberinterpre-
tiert werden diirfen, da die Elektronentemperatur aus Finite-Differenzen Rechnungen
vorgegeben war und nicht auf die verdnderten Bedmgungen (verdnderte Geometrie und
vela,ndertei Pla,amazastand) reagieren konnte. :

Trotz dieser _Einschréi,nkung ist die Aussage wohl gerechtfertigt, daff man durch die
. Behandlung der Gleichungen ‘mit dem neuen numerischen Verfahren zu Ergebnissen
gelangt ist, die mit den blshengen Niethoden aulgrund der geomﬂtnschen Res’cnktlonen :
- mcht 2 errelchen waren. . . - . - : :
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Gleichzeitig wurden bei der Bewertung und Entwicklung der Methode Erkenntnisse
iiber die Bedeutung der verschiedenen Transportprozesse gewonnen. In den bisherigen
Arbeiten zur Fluid-Modellierung in der Piasmarandschicht bleiben solche Uberlegungen
unterwihnt, obwohl die hier beobachteten Effekte entsprechend den Plasmaparametern

Daher werden zwei wichtige Fragesteliungen fiir die zukiinftige Arbeit sein:

Wie verdndern sich die Profile der Plasmaparameter bei selbstkonsistenter
Berechnung der Elekircnentemperatur?

Um eine Antwort auf diese Frage zu erhalten, soll folgendes Konzept verfolgt werden. In
einer ersten Phase wird fiir die reine Wirmeleitungsgleichung mit nichtlinearen Trans-
portkoeffizienten ein zeitlich und rZumlich implizites und méglichst effektives Lésungs-
verfahren gesucht. Hat man ein solches gefunden, sollen alle konduktiven Prozesse nach
diesem Schema berechnet werden. Um jedoch die numerische Stabilitdt des Algorith-
mus garantieren zu kdnnen, wird der dissipationsfreie Transport wie bisher mit dem
expliziten Zwei-Schritt Algorithmus behandelt. Inwieweit die Viskosititseffekte explizit
oder implizit formuliert werden, hingt von ndheren Untersuchungen zur Stabilitdt und
Zeitschrittweite der verschiedenen Verfahren ab.

Wie behandelt man den Transport in Bereichen héherer Plasmatemperatur
(T > 10eV'}, in denen das Fluid-Modell nicht mehr streng gilt?

Fine erste, leicht zu realisierende Mafinahme, ist der Einbau von Fluflbegrenzungen fiir
Tonenwirmeleitung und Viskositit parallel zum Feld. ! Dariiberhinans wird man an-
hand von Vergleichsrechnungen mit eindimensionalen drift-kinetischen Modellen iiber-
priifen miissen, ob eine Formulierung der Fluid-Gleichungen mit nichtlokalen Trans-
portkoeflizienten méglich ist.

Neben diesen Arbeitsschwerpunkten, die speziell die Entwicklung des Finite-Elemente-
Finid-Codes betreffen, wird man sich eingehender mit der numerischen Diffusion be-
schiftigen miissen und an diese Problematik anschlieend mit der Frage, wie ein Re-
chengitter mit einer optimalen Knotenverieilung -auch bel komplizierten Fluflichen-
konturen - automatisch und l6sungsangepallt erzeugt werden kann ?

Verbessert werden mufl auch die Kopplung des FEM-Programms an den Neutralgas-
code EIRENE, um durch eine physikalisch exaktere Reskalierung der Quellterme die
Konvergenz zu beschleunigen. Dies ist vor allem in Fillen hohen Recyclings, wie es in
Divertoranordnungen der ¥all ist, von grofier Bedeutung.

Sicherlich sind die gestellten Aufgaben nicht in einem kiirzeren Zeitraum zu bearbeiten,
die bisherigen Ergebnisse geben jedoch Anlafl zu der Hoffnung, dal in den néchsten
Jahren durch internationale Zusammenarbeit iind intensiven Erfahrungsaustausch das
Potential des Finite-Elemente Verfahrens zur Verbesserung der Modellierung genutzt
werden kann und einen Beitrag zum Verstindnis der Vorginge in der Randschicht
liefert. '

" IDies ist fiir die parallele Elektronenwirmeleitung in der Plasmaphysik bereifs iiblich.




144 KAPITEL 6. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK




Anhang A

Vektorrelationen in allgemeinen
Koordinaten

A.1 Die Darstellung in verschiedenen Koordinaten

Es soll der Vektor A betrachtet werden. Er 138t sich darstellen in physikalischen, kon-
travarianten und kovarianten Koordinaten:

A = A8 = A%E, = Auf® (A.1)
wobei fiir die Komponenten gilt:
A=y A% = _‘% (A.2)
Auch der Ortsvektor # wird in dieser Weise zerlegt:
T = Gl = v = ual® (A.3)

A.2 Die Komponenten emes Vektorgradienten

Bildet man den Gradienten eines Vektors in einem krummlinigen Koordinatensystem,
s0 miissen nicht nur die Komponenten des Vektors nach dem Ort abgeleitet werden,
sondern auch die Basisvektoren, denn sie dndern sich- ebenia,lls im Raum. Fir die kon-
travariante Komponente von grad(A) erhilt man: : '

(92) = & (v4).&

a i Y
— of | = _A® H -
g (iatng +A a" Upj;z) €
_ i (B 9 siai -,
- g (‘5* gut T4 {w fe } )
- I I Y (] Al _ .

45
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wobei die Klammersymbole als Christoffelsymbole zweiter Art bezeichnet werden.
Sie driicken die Ortsabhingigkeit der Einheitsvektoren in krummlinigen Systemen aus.
Hier wird der Sinn der kontravarianten Formulierung sichtbar: Diese Ortsabhingigkeit
148t sick vollstindig durch Ableitungen von Skalenfaktoren beschreiben.

In einem orthogonalen Koordinatensvstem gilt:

{klz }zﬂ falls 1#Fk#£i#] (A.5)
Iy J i _ 1oy
{zi}"{iz}_}}}é@ (8.6)
[ | hgpohy
{ £ }— xrn (A7)
I | 1ok
sodaB sich fiir @ # 3 ergibt:
e _ 12 o el 81, ,ef 8 1)
A RZ \ due™ leae [ "7 | Ba])
1 {8 5 ,ehaBhe | 51 0hs) o

Fiir die physikalischen Komponenten findet man durch Einsetzen der Beziehung (A.1}
den Ausdruck:

/TN 7= - o

kVA) = hahg W’AJ

W7 I

ho (8 As AahaOha | A5 0ho)
ho \Ou® by~ ho B uP T b Bus )

18 ., hsg, & 1 A, 8hy Az Ohg
B E;aua“m '*”E;‘Aﬁaua@:'hahﬁauﬁ hohg Oue
1 8 ; Ay Ohg

— g e Te :
ho 04 P hohg OuP (4.10)

Fir die Diagonalelemente des Tensors erhédlt man die kontravarianten Komponenten:

= hoa i & o Ab { o 1 -
(¥4)™ = maedTt {a o J} (a1
1 9 A% 1 8h, AP 1 Bhy, A 1 Bh,
e e
h2 fue h% ho Bu® " RE ko BuP T BZ ko Ou
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und die entsprechenden physikalischen Komponenten:

ﬂ) = B2 (VA
(F4),, = 2E9” ‘ ~
B iAa+ﬁ6ha Ag Ohe | Ay Bha
© Gu*hy,  hL Bue  hohg Ouf T hoh. OuY
_ 184, + i A1/ hy +§gaha Ag Bhy N A, Bhg
ho Gus T Fus T ORY 0us | hohp 0uP | hahy 0uY

.x

194, , Ap Oh. | A, Oh, \
ho Bue | hahp 508 T huh, Bun : (A.12)

Stacey [1] hat durch die Definition eines erweiterten Christoffel-Symbols I'},, die beiden
Ausdriicke (A.2) und {A.12) zusammenfassen konnen:

=T aﬁﬁ i T
(VA)aﬁ =gt %:Akrﬁk (A.13)
mit
re _ o Omha o Olnho
Py =8 g by - hgduf (A.14)

A.3 Die Berechnung der Divergenz eines Tensors

Auch die Berechnung der Divergenz eines Tensors erfogt iiber den Umweg der kontra-
varianten Formulierung:

[o-Gn)], = wfe-(49)]

(4-VB) +((v-4) .Bf’)l} ' (4.15)

wobel im zweiten Schritt das Assoziativgesetz verwendet wurde.
Durch Ausnutzung von Orthogonalititsbeziehungen und der vorher abgeleiteten Glei-
chung fiir die Divergensz eines Vektors findet man:

[V*ff(fi”)]! = I [Afa-aa(ﬁﬁ)aﬁag-é]+(€7-£)-1§1
_E_
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i

19
\/_OW\/: B+ 35 AR

(A.16)

A.4 Die physikalischen Komponenten eines Vektorpro-
duktes

Das Vektorprodukt zweier Vektoren A und F in kontravarianter Form ist:
1
(Ax B)f == 5 (AiBj — A;B;) (A.17)

wobei J die Jacobi-Determinante des metnscilen Tensors ist. Damit folgt fiir d1e phy-
sikalische Komponente:

£ N hk_/‘:_:_-. T o=, N TR T 5 PPNy
kA X .b')k = ﬁ k/—lgﬁjhghj — Ajb’,'ninj) = A;B; — A By {18}

Anuf die hier abgeleiteten Gleichungen wird bei der Herleitung und Transformation der
Flitssigkeitsgleichungen zuriickgegriffen.
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