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Vorwort: 

Mit dem Digitalen Signalprozessor, einem Kind jüngerer Entwicklungen auf dem 
Gebiet der Mikroelektronik, ist den Entwicklern und Anwendern analog arbeitender 
elektronischer Schaltungen die Möglichkeit gegeben worden, diese durch numerisch, in 
Echtzeit arbeitende Anordnungen mit sehr interessanten Eigenschaften zu ersetzen und 
durch solche mit bis jetzt noch nicht realisierbaren Eigenschaften zu ergänzen. 

Im Zentrallabor für Elektronik (ZEL) der KFA wurde im Frühjahr 1989 zu diesem Thema 
ein Fortbildungsseminar mit dem Titel "Die digitale Verarbeitung analoger Signale" 
veranstaltet, in dem Wissenschaftler und Ingenieure der KFA in zehn halbtägigen 
Vortragsveranstaltungen mit den theoretischen Grundlagen der Systemauslegung und in 
einem anschließenden Praktikum mit der praktischen Umsetzung der Erkenntnisse 
vertraut gemacht wurden. Die große Zahl von über 30 Teilnehmern dokumentiert ein 
breites Interesse an diesen neueren Methoden. 

Für die Unterstützung und die tatkräftige Mitwirkung bei diesem Seminar ist das ZEL 
Herrn Prof. Dr. U. Eckhart, Institut für Angewandte Mathematik der Universität Hamburg, 
Herrn Prof. W. Jansen von der Fachhochschule Aachen, Abteilung Jülich, und Herrn Dipl.­
Ing. F. Janssen vom Institut für Grenzflächenforschung und Vakuumphysik (IGV) der KFA 
sehr dankbar. 

Die vier Vortragenden des Seminars haben, ausgehend von der an sich allgemein 
bekannten Theorie der analogen Systeme, die in vertiefter Form geschlossen dargestellt 
wurde, über die seit mehreren Jahrzehnten ausgearbeitete Theorie für abgetastete 
Systeme, die in Praktikerkreisen aber allgemein noch nicht bekannt ist, die theoretischen 
Grundlagen dargestellt, die für den effektiven Umgang mit den neuen Methoden und der 
neuen Technik benötigt werden. 

Besonders interessant ist dabei nicht nur die Möglichkeit, bekannte analoge elektronische 
Schaltungen durch solche in numerischer Arbeitsweise zu ersetzen, sondern vor allem 
auch die, sogenannte mehrdimensionale Signale, wie sie beispielsweise in der 
Bildverarbeitung auftreten, optimal und in Echtzeit zu verarbeiten. 

Analog arbeitende elektronische Schaltungen enthalten passive Bauelemente, deren 
Eigenschaften durch die Natur in der Art ihrer Funktionsweise und der Stabilität der 
Bauelementeparameter bezüglich ihres Temperatur- und Zeitverhaltens festgelegt sind. 
Bei numerisch arbeitenden Signalverarbeitungssystemen gibt es diese Beschränkung 
nicht. 

Neue Schaltungen können entworfen werden, die aus "synthetischen Bauelementen" 
aufgebaut sind. Ihre Eigenschaften sind mathematisch formuliert und nicht von der Natur 
vorgegeben. Stabilitätsprobleme in solchen Schaltungen sind vorwiegend mathematischer 
Natur und erfordern bei ihrer Auslegung gute Kenntnisse der numerischen Mathematik. 



\ 

Die in den Seminarvorträgen verwendeten Transparente, die in diesem Band veröffentlicht 
werden, sind so überarbeitet und durch Zusatzinformation so angereichert worden, daß 
auch der Leser, der nicht am Seminar teilgenommen hat, diese Veröffentlichung zur 
Einarbeitung in dieses neue und interessante Thema verwenden kann. Dazu dient auch 
die umfangreiche Literaturliste. 

Besonderer Wert wurde nicht nur auf die Darstellung der theoretischen Grundlagen gelegt, 
sondern auch auf die Beschreibung der im ZEL zur digitalen 
Hochgeschwindigkeitsverarbeitung (300 kHz spektral) analoger Signale verwendeten 
sogenannten systolischen Mehrprozessor-Systeme. Das bei der praktischen 
Entwicklungsarbeit im ZEL eingesetzte KFA-Entwicklungssystem MB 8764 wird in seiner 
Funktion beschrieben. 

Im Praktikum, das von Herrn Horst Larue, ZEUAE, durchgeführt wurde, ist dieses 
Entwicklungssystem auch von den Teilnehmern zu Entwicklungsarbeiten benutzt worden. 
Drei Anwendungsbeispiele sind am Ende der vorgelegten Arbeit beschrieben. 

Für ihre Mühe bei den organisatorischen Vorbereitungen des Seminars sei insbesondere 
Frau M. Klein, Herrn J. Hotfilter, Herrn K. Dilling, Herrn H.-P. Wegener sowie Herrn 
H. Roeder recht herzlich gedankt. 

Jülich, den 7. August 1990 Hp. Eulenberg 
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Stldverarbeitung 
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von Zw/schenbi/dern 
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Beispie! : HDTfI nach TV 
unterschiedliche Zetlenzah/ 
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LIVe/dimensionale Rbtaslratenanderung 
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E/nsatzgebiete der digitalen Signalverarbs1funq 

Telecom - Technik. 

ISDN (Integroted Services Oigtitll Networ/() 

F~rnsehtec"nil< (VIdeo) 

l2ege/ungstechn/K 

l2obotiK (Bi/drerarbetfung) 
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Ftlteriechm"K 
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*' Polynomen 
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ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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Vorteile der digitalen Signalverarbeitung 

Unempfindlich gegen: 

Bauteiltoleranzen 
Alterung von Bauteilen 
Temperatureinflüsse 
Störungen 

Filter-Grenzfrequenz mit Taktfrequenz 
variabel einstellbar 

Weitere Vorteile: 

monolitisch integrierbar 
in VLSI-Technik kostengünstig 
Programmierbarkeit 
Simulation möglich 
beliebig tiefe Signal frequenzen 
li~earer Phaseng~ng möglich 
Zeit~ultiplex-B~trieb möglich 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 

- Abtei lung Allgemei ne !::lektronik-
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2. Signaltheoretische Grundlagen analoger Signale 

2.1 Stochastischer Charakter informationstragender Signale 
Determinierte und stochastische Signale 

- 6 -



Prof. Dipl.·lng. W. JANSEN 

Fachhochschule Aachen, Abt. Jülich 
Stochastischer Charakter von Signalen 

BI 0 

Signale machen es möglich, Information bzw. Nachricht physikalisch abzubilden. Sie sind 

i.a. Zeit- und/oder Ortsfunktionen elektrischer Größen. Die Kenngröße eines Signals 

(z.B. Amplitude, Frequenz, Dauer usw.), die unmittelbar die Nachricht abbildet, ist der 

Signalparameter. 

Zur Darstellung der Zeitabhängigkeit eines Signals dient das Oszilloskop. Die Oszillo­

gramme einer Sinusschwingung und eines Rauschvorganges lassen erkennen, daß 

zwischen determinierten und stochastischen Signalen erhebliche Unterschiede 

bestehen. 

! l-o---o--.----r~---,-,--,------,---,----,---,,-----, 
s~~~~H-~~~~~~~~~ 

--- ~ 

lI' / " '\ / " / 
.../ '-- f-/ 

1-
1--

Sinussignal - Beispiel eines determinierten Signals Rauschsignal - Beispiel eines stochastischen Signals 

Oszillogramme einer Sinusschwingung und eines Rauschvorganges 

Jedes determinierte Signal - wie z.B. das Sinussignal - kann zumindest in einem 

begrenzten Zeitintervall mathematisch (formelmäßig) beschrieben werden. Sein 

Augenblickswert set) ist für jeden beliebigen Zeitpunkt innerhalb des Zeitintervalls 

berechenbar. Determinierte Signale tragen jedoch keine Nachricht. 

Die Unvorhersagbarkeit einer Nachricht und damit ihre zeitliche Regellosigkeit machen 

Signale, die wirklich Nachricht abbilden, ebenfalls zeitlich regellos, d.i. stochastisch. Bei 

stochastischen Signalen läßt sich der Momentanwert set) der Zeitfunktion zu einem 

vorgegebenen Zeitpunkt nicht berechnen. Unter bestimmten Voraussetzungen kann ein 

stochastischer Vorgang jedoch mittels statistischer Kenngrößen und Kennfunktionen 

(z.B. Mittelwerte, Korrelationsfunktionen) beschrieben werden. 

- 7 -



2. Signaltheoretische Grundlagen analoger Signale 

2.2 Sinusvorgang 
Komplexe Amplitude 
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Prof. Dipl.-Ing. W. JANSEN 

Fachhochschule Aachen, Abt. Jülich 
Sinusvorgang 

(harmonische Schwingung) BI! 

Sl (t) = S'o 0 sin Wo 0 (t + rpo/wo) 

= S'o 0 sin (wo 0 t + rpo) 

S2(t) = S'o . cos Wo . (t + rpo/wo) 

= S'o 0 cos (wo' t + rpo) 

mit Wo = 2n 0 fo = 2 n/To 

(Bild 1) 

Einführung der komplexen Amplitude S'o 

sl (t) = S'o 0 sin tjJ(t) S2(t) = S'o 0 cos tjJ(t) 

= Im [S'o 0 e j1/J(t)] = Re [S'o 0 e j1/J(I)] 

mit tjJ(t) = Wo 0 t + rpo 
folgt ~(t) = S'o 0 e j1/J(t) 

= S'o 0 e j(c.>ot + '1'0) 

" 0 °w t = :So 0 e 1'1'0 . e J 0 

= S'o 0 e jwot 

wobei S'o = S'o . e j'l'ot 

Darstellung der phasenverschobenen, harmonischen (Sinus- bzw. Kosinus-) Schwingung 

durch Überlagerung von elementaren Grundfunktionen 

Grundfunktionen sind hier: ~ . cos wot und bv ' cos wot 

Sl (t) = S'o 0 sin (wo 0 t + rpo) s2(t) = S'o 0 cos (wo . t + rpo) 
= al 0 cos Wo . t + bl 0 sin Wo 0 t 

"* S'o = + V ar + br 

rpo = arctan al/bl 

= a2 0 cos Wo 0 t + b2 0 sin Wo 0 t 

"* S'o = + V a~ + b~ 
rpo = -arctan b2/a2 

(Bilder 2 und 3) 
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Prof. Dipl.-Ing. W. JANSEN 

Fachhochschule Aachen, Abt. Jülich 

1 
~--l--T 0= - ----~ ro 

Abbildungen zu Blatt 1 

Sinusvorgang 

2n 

Bild 1 Die harmonische Schwingung als Zeitfunktion bzw. 

als Winkelfunktion 

Bild 2 Die Sinusschwingung als Frequenzfunktion (Fourierspektrum) 

-'l-----
Bild 3 Die Sinusschwingung als überlagerung von zwei harmoni­

schen Grundfunktionen 
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2. Signaltheoretische Grundlagen analoger Signale 

2.3 Periodische Vorgänge 
Approximation durch Grundfunktionen 
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Prof. Dipl.-Ing. W. JANSEN 

Fachhochschule Aachen. Abt. Jülich 
PeriodischeVorgänge 

Bevorzugter Ansatz für eine Approximation: 

N 
s(t) = L xn ' gn(t) + r(t) ; 

n=O 

Bedeutung: Xn Koeffizienten, gn Grundfunktionen, r(t) Restfehlerfunktion 

Grundfunktionen gn(t) (d.h. Aufbausignale) sollen 

D mathematisch möglichst einfach sein, 

D technisch leicht zu erzeugen und zu messen, 

D folgende Bedingung erfüllen: 

sog. Approximation im Mittel; mittleres Fehlerquadrat soll gegen Null gehen. 

Bl2 

Für periodische Signale mit s(t) = s(t ± kTo) (k = natürliche Zahl, To = r., r., p. 

außer 0 und 00) ist die Bedingung erfüllbar durch Systeme orthogonaler Funktionen 

mit 

00 -1 g n(t).g m(t) dt = { 

und 

1 

o für 

Integrationsintervall ist für periodische Funktionen gleich der Periodendauer, d.h., 

t2 - t1 = T o. Dies liefert 

1 
X n --­To 

(l-q)TO 1 s(t) . g n(t) dt 
-qTo 

- 13 -
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2. Signaltheoretische Grundlagen analoger Signale 

2. L. Fourier - Reihe 
Amplituden - Phasenspektrum 

- 14 -



Prof. Dipl.-Ing. W. JANSEN 

Fachhochschule Aachen. Abt. Jülich 
Fourier - Reihe I 

BI 3.1 

Gemäß Ansatz beim Sinusvorgang Annäherung periodischer Signale durch Summen von 

Grundfunktionen in: 

1.) Normalform (1. reelle Form) 

N 
set) = L (an' cos (n' wo' t) + bn ' sin (n' wo' t») 

n=O 

mit ao = 
1 TO 
T

o 
[ set) dt 

2 TO 
T 0 [ s(t)· cos (n' wo' t) dt 

2 TO 
bn = - J s (t)· sin (n' wo' t) dt 

To 0 

2.) Sinus - Form (2. reelle Form) 

N 
set) = L S'n' sin (il' wo' t + CPn) 

n=O 

mit S'n= + lfli2+j)2 ./. V ~n' n ' 

Amplituden­
speKtrum (Bild 4) 

t an 
CPn = arc an On 

./. n 

Phasen-
spektrum (Bild 5) 

Amplituden sind meßbare Gräßen (Ermittlung des Betragsspektrums durch Spektralana­

lysator bzw. selektiven Spannungsmesser); wichtig für die Signalanalyse. 

Bei Signalsynthese Fehler durch Gibbs'sches Phänomen (Überschwingen von 18% an 

Unstetigkeitsstellen der anzunähernden Funktion); bedingt durch Approximation "nur" 

im Mittel. 

(Bild 6) 
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Prof. Dipl.·lng. W. JANSEN 

Fachhochschule A.achen, Abt. Jülich 

s 
mA 

10 

2 

5 

Abbildungen zu Blatt 3.1 
Fourier-Reihe I 

a) 

L. 
Bild 4 Amplitudenspektrum einer periodischen Schwingung mit 

10 diskreten Teilschwingungen (periodischer Strom) 

<P --
rad 

1< <PI <P1 <P9 2 

1< <P6 4 
1< 
6 

-0 
1 5 10 r/ro 

_1< 

t 6 
_1< 

4 
<PJ 

_1< b) 
2 

Bild 5 Phasenspektrum des periodischen Stromes aus Bild 4. 
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Fachhochschule Aachen 
AbteilungJülich 
Prof. Dipl.-Ing. W.Jansen 

b) 

Abbildungen zu Blatt 3.1 

Erläuterung des Gibbs-Phärtomeng 

Bild 6 Approximation eines Rechteckpulses mit dem Tastgrad 0,5 durch die 
Grundschwingung (Teilbild a) sowie durch die Grundschwingung und 
zwanzig (ungeradzahlige) Oberschwingungen (Teilbild b) 

- 17 -



Prof. Dipl.-Ing. W. JANSEN 

Fachhochschule Aachen, Abt. Jülich 

3.) Komplexe Form 

N 
s(t) = L ~n e jnwot 

n=-N 

mit 
TO 

C n =.L J s(t) . e-jnwot dt 
- To 0 

Umrechnungsformeln : 

Fourier - Reihe II 
BI 3.2 

; n E lN 

Darstellung der komplexen Fourier-Koeffizienten durch das symmetrische Spektrum. 

(Bild 7) 

Resumee 

Periodische Signale besitzen sowohl ein Amplituden- als auch ein Phasenspektrum mit 

diskreten Werten (Linienspektrum). Dessen Frequenzen sind ganzzahlige Vielfache 

einer kleinsten Frequenz fo (fo = 0 und fo = 00 ausgenommen) mit fO = ~ . 
o 

fo legt den kleinstmöglichen Abstand zweier Spektrallinien fest. 

fo ist g. g. T. aller im Spektrum vorkommenden Frequenzwerte. 

- 18 -
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2. Signaltheoretische Grundlagen analoger Signale 

2.5 Aufbaufunktionen 
Orthogonale Funktionssysteme 
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Prof. Dipl.-Ing. W. JANSEN 

Fachhochschule Aachen, Abt. Jülich 
Aufbaufunktionen 

(Auswahl) Bl4 

Als Aufbausignale eignen sich orthogonale Funktionensysteme. Man unterscheidet zwei 

Kategorien nach 

1.) Frequenztheorie 

z.B. 

- harmonische Funktionen 

- Exponentialfunktionen 

- Dirac - Stöße ({j - Funktionen, vgl. Blatt 7) 

- Einheitssprungfunktionen 

_ si - Funktionen ( si x = sinx x ) 

2.) Sequenztheorie 

z.B. 

- Rademacherfunktionen 

- Walshfunktionen 

- Hadamardfunktionen 

- Slantfunktionen 
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2. Signaltheoretische Grundlagen analoger Signale 

2.'6 Nichtperiodische Signale 
Fou rierintegra le Spektraldichefunktion 
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Fachhochschule Aachen. Abt. Jülich 
Nichtperiodische Signale 

BIS 

Grundgedanke: Aufbau (Approximation) ebenfalls durch Summe (im Grenzübergang 

~Integral) von elementaren Grundfunktionen. 

Dies führt zu : 

inverse 

+00 

= J ~(f)' e jt2nf df 
Fourier - Integrale 

-00 

mit 

+00 • 

~(w) = J s(t) . e-J6Jt dt 
-00 Fourier -

+00 • 

~(f) = J s(t)· e-j2nft dt 
Integrale 

-00 

= A(f) + j B(f) 

= S(f) . e jarc ~(f) 

[S (f)] = [s(t)] 
- Hz 

S(f) heißt deshalb: Spektraldichtefunktion 

Hinweis auf : 

spektrale Energiedichte 

Parceval 'scher Satz 

+00 +00 +00 

J s2(t) dt = J ~(f)' S*(f) df = J S2(f) df 
-00 -00 -00 

d.h., Energie eines Signals ist identisch angebbar im Zeit- wie im Frequenzbereich. 
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2. Signaltheoretische Grundlagen analoger Signale 

2.7 Fourier - Transformation 
Hilfssätze, Beispiele 
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Fachhochschule Aachen, Abt. Jülich 
Fourier-Transformation 

1.) Symbolik 

F[s(t)] = ~(w) 

~ls(t)1 = ~(w) 
s(t) 0-. ~(w) 

2.) Rechenregeln 

- Linearitätssatz 

- Ähnlichkeitssatz 

- Verschiebungssatz 

- Dämpfungssatz 

- Faltungssätze 

- Differentiations- und 

- Integrationssatz 

z.B. Faltungssätze 

~Is(t). f(t)1 = ~(f) * ~(f) 
+00 =_1 ~(v)· ~(f-v) dv 

(Anwendung Z.B. bei Modulation) 

~-lls (f)' F (f)1 = s(t) * f(t) - -
+00 

= J S(T)' f(t-T) dT 
-00 

p-l[~(W)] = s(t) 

~-ll~(w)1 = s(t) 

~w) _0 s(t) 

(Anwendung z.B. bei Übertragungsfunktionen) 

Integrationssatz 

t 1 1 
~! J S(T) dT I = '2nf S(f) + 2" S(O)-ö(f) 

-00 ] 
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2. Signaltheoretisehe Grundlagen analoger Signale 

2.8 Dirae -Impuls 
Integraldarstellung, Fourierdarstellung .... 
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Fachhochschule Aachen, Abt. Jülich 
o-Funktion 

(Dirac - Impuls) Bl7 

Die o-Funktion ist keine Funktion im üblichen Sinne, sondern nur als Distribution 

definiert. Das bedeutet, daß o(t) nicht durch die Funktionswerte bei gegebenen Werten 

t erklärt ist, sondern durch die Werte, die das Integral 

+00 

J S(T)· O(t-T) dT für beliebige Werte t 
-00 

annimmt, wenn SeT) eine stetige Funktion ist. 

Es gilt: 

+00 

J S(T)· O(t-T) dT = set) 
-00 

Insbesondere gilt: 
+00 -1 O(t-T) dT = 1 (vgl. Normierungsbedingungen für wes), Blatt 10.1) 

Darstellung durch Grenzprozesse: 

2 1 1 -(t-T) 
o(t - T) = - lim [- e "u- 1 vn <1~O VO' 

o(t - T) = 1 
1f lim 

n~oo [ 
sin n(t - T) 1 

t - T 

Fourier - Darstellung: 

o(t - T) = 
+00 

_1_ J e jW(t-T) dw 
2n -00 

Zusammenhang mit Einheitssprung und Rampenfunktion 

t 
{ 0, t < 0 

set) = J o(x) dx = 
-00 1, t > 0 

= e(t) (Einheitssprung) 

t 
{ 0, t < 0 

set) = J e(x) dx = 
-00 a·t, t > 0 

= r(t) (Rampenfunktion) 
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Die Darstellung von einigen ausgewählten Signalen im Zei t- und Frequenzbereich 

mittels der 6-Funktion 
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2. Signaltheoretische Grundlagen analoger Signale 

2.9 Laplace - Transformation 
Kausale Signalfunktion, Laplace -Integrale 
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Fachhochschule Aachen. Abt. Jülich 
Laplace-Transformation 

Voraussetzung: ''Kausale'' Signalfunktion set) 
+00 

mit ! set) e-O"t dt < 00 (t ~ 0) 

+00 
~(EJ = I set) e-EJ dt = ß {s(t)} 

1 O"+joo f ~(~) e .e..t d~ = ß-ll~(~)} 
O"-joo 

set) = 
2nj 

0">0"0 0"0 Konvergenzabszisse 

~ = er + jw (komplexer Anklingkoeffizient) 

Laplace­

Integrale 

Andere Schreibweisen wie bei Fouriertransformation. (vgl. Blatt 6, Symbolik) 

+00 

Bl8 

Für Signale set) mit J I s(t) I dt< 00 (absolute Integrierbarkeit) unmittelbarer Übergang 
o 

von ß I set) I nach ~ I set) I möglich durch Substitution E... = jw (er = 0). 

Beispiel: 

s(t)= e-o: t sin wot ; t~O 
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2. Signaltheoretische Grundlagen analoger Signale 

2.10 Pol- Nullstellenplan 
Betragsgebirge 
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Fachhochschule Aachen, Abt. Jülich Pol-Nullstell~n-Plan 
Betragsgebirge B19 

Laplace - Transformierte technisch relevanter Signale s(t) lassen sich auf die Form 

bringen: 

S Ip \ = f(Ql = 
-~ g(P2. 

1Im~ + ... al2- + ao 
bnP n + ... b1E- + bo ' 

m~n 

d.h. ~(EJ = reelle , rationale Funktion von ~ = rJ +jw . 

Werden die Koeffizienten der jeweiligen Hauptglieder vor den Bruch gezogen, dann 

folgt 

Werden Zählerpolynom und Nennerpolynom durch ihre Wurzeln (LÖsungen) 

ausgedrückt, dann läßt sich schreiben 

In\ K (p - r.(!,1)(p - ßl,2) ... (p - PO,rn) 
S ®. = - ~ - poo,t}~ - poo,2) ... ~ - poo,n) 

Als komplexe Funktion läßt sich ~(EJ auch in der Exponentialform (Betrag und 

Winkel) angeben. 

Zusammenfassung: 

Die Spektralfunktion ~ (Ql ist bis auf eine Konstante K vollständig durch die Lage der 

Pole und Nullstellen bestimmt. (Pol- Nullstellenplan, s. Bild 8) 

Darstellung von I .§full im sog. Betragsgebirge (Bild 9). 

Den Einfluß der Lage der Pole auf das Zeitverhalten des Signals s(t) zeigt Bild 10. 
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Fachhochschule Aachen. Abt. Jülich 

joo 

o 

x 
o 

o 
x 

o 

0' 

Abbildungen zu Blatt 9 

Pol-Nullstellen-Plan/Betragsgeb. 

joo 
1!. 

Bild 8 Pol-Nullstellen-Plan, 0 = Nullstelle, x = Pol 

linkes Bild: allgemeine Darstellung, 

0' 

rechtes Bild: Darstellung der Exponentialform (Betrag und 

Winkel) für einen beliebigen Aufpunkt Q 

jm 

Bild 9 Beispiel für ein Betragsgebirge, nur die linke, abge­
schlossene Halbebene ist dargestellt 
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2. Signaltheoretische Grundlagen analoger Signale 

2.11 Statistische Signalbeschreibung 
Wahrscheinlichkeitsf kt., Ergodensätze .... 
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Prof. Dipl.·lng. W. JANSEN 

Fachhochschule Aachen, Abt. Jülich 
Statistische 

S i g n alb e s c h r e i b u n g I Bll 0.1 

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion w(s) 

w(s) = lim 
T~oo 

As~O 

mit Mi VelWeildauerintervalle im Wertebereich As. (vgl. Bild 11) 

Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion W (s) 

s 
J w(x) dx = W(s) 

-00 
bzw. & W(s) = w(s) 

+00 
Insbesondere gilt: -1 w(s) ds = 1 (sog. Normierungsbedingung) 

Ergodensätze 
1 T +00 

S = E(s) = lim T [s(t) dt = J s·w(s) ds 
T~oo -00 

T +00 
s2 = E(s2) = lim .1. [s2(t) dt = J s2 . w(s) ds 

T~oo T _00 

J. J. 
für ergodische Prozesse gilt: Zeitmittel = Scharmittel 

Varianz 0-2 (Streuung) 
+00 

0-2 = J (s - s)2 w(s) ds = s2 - s2 
-00 

Sonderfall mit s = 0: 0- = Seff = + ~ 
d.h., 1m Fall gleichanteilfreier Signale ist deren Effektivwert die Wurzel aus der 

Varianz. Beispiel: weißes Rauschen mit Gauß'scher Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion. 

Zur Definition eines "natürlichen Schwankungsbereichs" für eine regelloses Signal ist 

beim Rauschen (und sinngemäß bei anderen regellosen Signalen) der Bereich ±30- sinn­

voll. Daraus folgert die Möglichkeit der Angabe eines Scheitelwertes zu S'n = 30- für 

das Rauschsignal. Die Wahrscheinlichkeit für Momentanwerte des Rauschens, diesen 

Wert zu überschreiten, ist kleiner als 0,3%. 
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Prof. Dipl.·lnQ. W.JANSEN Abbildungen zu Blatt 10.1 und 

Fachhochschule Aachen, Abt. Jülich BI at t 1 3 

5 

T-----------l 

Bild 11 Definition der aufsummierten Verweildauer L L'.t des Signals s(t) im 
Wertebereich L'.S 

I(nwo) 

S I ( t) l L T( (ü ) '.} S 2 ( t ) 

Cl T( ) - l! 

~ 1 (w) - ~ 1 (w) T( w) = ~ 2 (w) 

~1(l!)-~1(l!)T(l!)=~2(l!) . 

I 
Bild 12 Schematische Beschreibung des Zusammenwirkens von Systemen und 

determinierten Signalen 
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Fachhochschule Aachen, Abt. Jülich 
Statistische 

S i g n alb e s c h r e i b u n g II Bll 0.2 

Korrelationsfunktionen stationärer Signale 

1.) Kreuzkorrelationsfunktionen KKF(r) = s12(r) 

+T/2 

s12(r) = lim Tl J Si(t)· S2(t ± r) dt 
T~OO -T/2 

2.) Autokorrelationsfunktion 

+T/2 

sl1(r) = lim Tl J Si(t)· Si(t ± r) dt 
T~OO -T/2 

Für den Anfangswert der AKF gilt: 
_ . 1 +T/2 
Sl1(O) = hm T J sf(t) dt = ~I = S~ff, 

T~OO -T/2 

d.h., der Anfangswert der AKF liefert das Quadrat des Signaleffektivwertes. 

In der Praxis ist T -7 00 nicht erfüllbar, daher sinnvolle Wahl: T > > r (sog. Kurz-

zeitkorrelation). 

Spektrale Leistungsdichte Sp(f) 

Sp(f) = lim 
T~OO 

S (f). S *(f) = lim 
T T~OO 

= lim k· Ar?) 
M~O 

Zusammenhang zwischen der spektralen Leistungsdichte Sp(f) und der AKF(r) 

(Theorem von Wiener und Chintchin: Die spektrale Leistungsdichte und die Auto­

korrelationsfunktion eines Signals bilden ein Paar von Fourier-Transformierten.) 
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Fachhochschule Aachen, Abt. Jülich 
Beispiel für eine Gleichverteilung 

BIll 

Ein einer Meßgröße proportionaler Strom nimmt Werte im Bereich 4 ... 20 mA an. 
Alle Werte sind in diesem Intervall gleichwahrscheinlich, d.h., die Wahrscheinlichkeits­
dichtefunktion w(i) hat einen stromunabhängig konstanten Wert k. 

I 
20 mA 

) 

i 

Es interessieren: _ 
die Größe k, der Mittelwert f, das quadratische Mittel i2, die Varianz (T2, der Stromef­
fektivwert I und der Effektivwert des Wechselanteils, mit dem der Strom i um den 
Mittelwert f schwankt. 

Zur Bestimmung von k: 
+00 

Es gilt: J w(i) di = 1 
-00 
20 mA 
Jkdi=l 

4 mA 

Berechnung von f: 

20 mA 

1 
~ k = --'=---

16 mA 

1 i 2 
f = J i· w(i) di = 

4 mA 16 mA 2 
1

20 mA 

= 12 mA 
4 mA 

Dieser Wert ist unmittelbar einsichtig und kann damit als Beleg für die Richtigkeit des 
Ansatzes genommen werden. 

Berechnung von i2: 

_ 20 mA __ 1 __ . _i3 1
20 

mA ~, 
i2 = J i2 . w(i) di = = 

4 mA 16 mA 3 
4 mA 

165,33 (mA)2 

Dies liefert für den Effektivwert I = Vi2 : I ~ 12,86 mA 

Berechnung von (T2: 

(T2 = i 2 _ f2 ~ 21,33 (mA)2 

Daraus folgt (T ~ 4,63 mA als Effektivwert des Wechselanteils, mit dem i regellos um 
den Mittelwert f = 12 mA schwankt. 
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Prof. Dipl.·lng. W. JANSEN 

Fachhochschule Aachen, Abt. Jülich 
Beispiel für eine 

Autokorrelationsfunktion 

Autokorrelationsfunktion eines bandbegrenzten Rauschsignals 

BI 12 

Viele Rauschquellen wie Verstärker, Transistoren, Widerstände u.a. haben bis zu einer 
Grenzfrequenz fg ein annähernd konstantes Leistungsdichtespektrum mit dem Wert Spo. 
Es stellt damit gleichsam einen Ausschnitt aus dem Leistungsdichtespektrum des idealen 
weißen, gauß 'sehen Rausehens dar. Das nachstehende Bild zeigt den Sachverhalt als sym­
metrisches Spektrum, das für die Berechnung der Autokorrelationsfunktion insofern 
vorteilhaft ist, als die Integration in symmetrischen Grenzen eine reelle Lösung des 
Fourier-Integrals liefert. 

Es gilt: +00 J Sp (f) e j21TTf df 
-00 

+fg 

Spo J e j21TTf df 
-fg 

Spo . 
----nT sm 21Tfg T 

SpO' 2fg ' si(21TfgT) 

+g f 

AKF(T) 

S __ 1_ (e+j21TTfg _ e-j21TTfg) 
PO j21TT 

4,,-------~------------,,--__ --~--------__ --~ 
Fe .1=.in(Z~3-,1.~~6.~~.I/(3.1416"1 ' ......... 1 
k = fi 

3 "'. = ,(' 

-4 -Z 

·· .. 1 
I 

k = Z' 

Bild: Verlauf der normierten Autokorrelationsfunktion eines bandbegrenzten Rauschsi­
gnals als Funktion der Korrelationsdauer T mit fg als Parameter (fg = 1, 2) 
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3. Netzwerktheoretische Grundlagen analoger, linearer Schaltungen 

3.1 Systemfunktion 
L T 1- System, Übertragungsfunktion 
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Prof. Dipl.·lng. W. JANSEN 
.. S Y s t e m fun k t ion, 

Fachhochschule Aachen, Abt. Jülich U b e r t rag u n g s fun k t ion I 

An einem System (vgl. DIN 19 226) wirke am Eingang ein Signal sl (t) als Erregungs­

funktion. Aufgrund dieser Erregung reagiert das 

System mit einer Antwortfunktion s2(t) am Ausgang. 

Das Verhältnis von Wirkung zu Ursache ist von 

Küpfmüller als Systemfunktion bezeichnet worden. 

Voraussetzungen 

sJt) 
LTI-

System ~t) 

Das zu betrachtende elektrische System sei nur aus linearen Bauelementen (R,L,C,M) 
aufgebaut und damit selbst linear. Desweiteren sollen alle signalrelevanten Parameter 
zeitunabhängig sein (sog. LTI-System, LTI = linear, time invariant). 

Damit ist folgende Erweiterung möglich: 

Das Eingangssignal sl(t) besitze eine Transformierte (Bildfunktion) ~(c.» bzw. ~(Ql. 

Dann besitzt auch s2(t) eine Transformierte ~(c.» bzw. ~(Ql. Das Verhältnis der beiden 

Transformierten im Sinne der Küpfmüller'schen Systemfunktion heißt dann (komplexe) 

Übertragungsfunktion H(c.» bzw. H(rl des Systems. 

H(c.» = 
~(c.» 
§J.(c.» 

(Statt des Formelzeichens!! wird auch das Formelzeichen:!.. (transmission function) benutzt) 

Umkehrung: Bei bekannter Übertragungsfunktion H ist ~ als Produkt von ~ und H zu 

berechnen, und es gilt z.B. 

Hiermit ergibt sich die Ausgangszeitfunktion s2(t) durch Rücktransformation der 

Ausgangsfrequenzfunktion ~(Ql. Dies gilt gleichermaßen auch, wenn die spektrale Dar­

stellung des Eingangssignals durch eine Fourier-Reihe oder durch ein Fourier-Integral 

erfolgt. (vgl. Bild 12) 

Für die erforderlichen Transformationsoperationen stehen umfangreiche "Korrespondenztabellen" zur 
Verfügung (s. mathemat. Tabellen, Formelsammlungen, u.ä.). 

Der "Umweg" über den Bildbereich ist in der Regel einfacher als der direkte Weg von 

sl (t) nach s2(t), weil hierfür eine Faltung (vgl. Blatt 15) durchzuführen wäre. Hinzu 

kommt, daß sich H(w) bzw. H(rl für einfache Strukturen nach den Regeln der 

Netzwerkberechnung leicht ermitteln läßt. Desweiteren ist der Betrag der Übertra­

gungsfunktion elektrisch anschaulich zu deuten und gut zu messen (Frequenzgang). 
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3. Netzwerktheoretische Grundlagen analoger, linearer Schaltungen 

3.2 Zweipolsystemfunktion 
Impedanz - Admittanzfunktion 
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Prof. Dipl.-Ing. W. JANSEN 

Fachhochschule Aachen, Aht. Jülich 
Zweipolsytemfunktionen als 

Impedanz- und Admittanzfunktionen Bl 14 

Durch einen Zweipol, z.B. eine Spule der Induktivität L, fließt als Ursache ein 

zeitabhängiger Strom i(t). Dieser hat als Wirkung eine zeitabhängige Spannung u(t) zur 

Folge. Beide Zeitfunktionen besitzen Laplace-Transformierte, d.h., i(t) o-------e !DU. und 

u(t) o-------e U(Ql. Dann liefert das Verhältnis 

U(Ql 

!DU. 
die Impedanzfunktion Z (Ql des Zweipols, in diesem Fall der Spule, als Funktion der 

Variablen der Laplace-Transformation 2..... 2.... = CI + jw heißt "komplexer Anklingkoeffi­

zient" oder auch (nicht ganz korrekt, aber anschaulicher) "komplexe Kreisfrequenz". 

Der Quotient H~ = Y (Ql heißt sinngemäß Admittanzfunktion. 

Die Beschreibung von Grundzweipolen mittels der komplexen Kreisfrequenz 2.... zeigt die 

anliegende Tabelle 3.1-1. 

Die Impedanz- und Admittanzfunktionen von Zweipolkombinationen lassen sich in 

bekannter Weise aus den Impedanz- und Admittanzfunktionen der Grundzweipole 

angeben. Nachfolgend sind einige Beispiele gezeigt 

1. Reihenschaltungen 

R L 
~ 

~(E2 ; R + E!­

R L C 

R C 
~!---o 

1 
Z(p) ; R + -
-- .E...C 

<>---Cl _ 

l!---o 1 
_ZCE...) ; R + pL + 

- ~ 

2. Parallelschaltungen 

R 

~ 
L 

Y(p) ; .1.. + .1.. 
-- R E!-

R 

~ 
C 

Y(p) ; .1.. + pC 
-- R -

1 1 
~CE2 ; - + - + ~ 

R E!-
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0>--11 __ -11 !---o 

L 

~ 
C 

~E2;~+.E...C 



.j>. 
!Xl 

Tabelle 3.1-1. Beschreibung von Grundzweipolen mittels der komplexen Kreisfrequenz p 

Grundzweipol Grundgleichung 

Widerstand R ~i 
u(t)= R i(t) 

ju 

d<1>(t) = L di(t) 

d <1>( t) 
--=u(t) 

L_ 
I" 

dt 
di(t) 

=L-
dt 

Spule 

dq(t) = C dutt) 

J I" 
dq(t) . 
--=I(t) 

dt 

K ondensa tor T 
d u(t) 

=c--
dt 

Erregungsfunk tion 

Li r.: E' = R i er' 
ll= Rl 
U=RI 

~ er' = L pieE' 
~=r Li 

~'=EL{ 

L" 
~=Z(f?)=f?L 
I - - -

i eL" = C [! ~ er' 
{=fCfl 

1. = r C ~' 

I 
l.~ = ~'(r)=r c 

"Tl 

'" n 
0' ""tI 
0' ""' o 0 
n :-" 
;:J 0 n _. 
0'-0 
C ~ 

ß) ;­

:t:> 'f' 
'" g. ::1; 
'" , :> <-• :t:> 
:t:> 2 
0' (I) 
r-+ m 
<- 2 

== n' 
0' 

~ 
~ 
f-' 
po 

I)Q 
Cl) 

N 
C 

t:O 
f-' 
po 
rt 
rt 

.j>. 
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3. Netzwerktheoretische Grundlagen analoger, linearer Schaltungen 

3.3 Übertragungsfunktion TI 
Stonantwort, Gewichtsfunktion, Faltung 
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Prof. Dipl.·lng. W. JANSEN Übe r t rag u n g s fun k t ion II 
Fachhochschule Aachen, Abt. Jülich Bl 15 

Die Ubertragungsfunktion H(w) bzw. H(Ql beschreibt ein LTI-System vollständig im 

Frequenzbereich. Sie besitzt als Bildfunktion eine Originalfunktion, z.B. 

ß-1 I~I = g(t), 

die sog. Gewichtsfunktion. Sie ist identisch mit der Ausgangszeitfunktion s2(t), wenn als 

Eingangszeitfunktion sl (t) der Dirac-Impuls gewählt wird. Deshalb heißt g(t) auch 

Stoß antwort des Systems. Die Stoß antwort g(t) kennzeichnet das LTI-System im 

Zeitbereich ebenso vollständig wie die Übertragungsfunktion im Frequenzbereich. Mit 

Hilfe der Stoß antwort g(t) läßt sich der direkte Zusammenhang zwischen Eingangssignal 

sl (t) und Ausgangssignal s2(t) als Faltungsoperation angeben: 

t 
s2(t) = J g(t - T) sl (T) dT = g(t) * sl (t) . 

Die bisher gemachten Angaben gelten für alle Fälle, für die s(t) determiniert angebbar 

ist. Für regellose Signale ist die AKF eine zur Beschreibung geeignete Zeitfunktion, die 

als Fourier-Transformierte die spektrale Leistungsdichtefunktion besitzt (vgl. Blatt 10.2). 

Daraus folgt für regellose Signale (vgl. Bild 13) 

mit H(w) = H(w) . e+ jrp(w) und H*(w) = H(w) . e - jrp(w) 

AKF l(t) C----4/ T(co) ~I-~o AKF2(t) 

I r 
Spl (co)- Spl (co), T 2(co) = Sp2(CO) 

mit T2(co) = 1 [(co) 1 
2 = [(co)· [*(co) = [(co)· T( - co). 

Bild 13 Schematische Beschreibung des Zusammenwirkens von Systemen und 
stochastischen Signalen 
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c.n 
I\,) 

Tabelle 3.1-2. Beschreibung von zusammengeschalteten Übertragungssystemen mittels der einzelnen 
Übertragungsfunktionen 

Ketten­

schaltung 

Parallel­

schaltung 

Rück­

kopplung 

~1(r)o1II(~)r [i2(E)-~ 

~I (J!) 

$.1 (p) 

o rückwirkungsfreier Koppelpunkt 

~2(e)= TI(e)- T2(e)-~ I(e) 

§ 2(e) = [TI (e) ± D(p)] -~ I (p) 

TI (e) 
§ 2(e) = ~ de) - 1 + TI (e)T2(e) 

"Tl 

'" n 
:r -0 :r .... 
o 0 
n ~ 

~ 0 n __ 

:r-c 
c :-
r;- ;­
l> 'P 

9- :E 
'" -:> '-
- l> 
l> 2 
0" tI> 

" m 
~ 2: 
c:;-
:r 

:J> 
::l 
f-' 
?l 

I)q 
('I) 

N 
s::: 

I:d 

"" ~ rl­
et 

V1 
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3. Netzwerktheoretische Grundlagen analoger, linearer Schaltungen 

3.4 Beispielhafte Berechnung von Übertragungsfuntionen 
Tiefpan 
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Prof. Dipl.-Ing. W. JANSEN 

Fachhochschule Aachen, Abt. Jülich 

Beispiel 1 (RLC-Tiefpaß) 

.. Beispiele für 
Ubertragungsfunktionen 

Gegeben ist ein Netzwerk mit der gezeichneten Struktur 
R L 

<>-CJ - 1 0 

!!t 1 c I 1!b 
~(e1 = R + I!!-

Dessen Übertragungsfunktion berechnet sich zu 

1 

1 1 
= = 

(R + I!...L) I!...C + 1 JtLC + I!...RC + 1 

1 1 
=-

+ I!...~ + 
1 

LC Jt LC' 

00/ 
=------.,.----

Jt + I!...~ + OOr
2 

1 L 
mit OOr 

2 
= LC und T = R 

Interpretation im PN-Plan (vgl. Blatt 9) 

Nullstelle: nicht vorhanden 
1 

Pole: Aus dem Ansatz Jt + 2... T + OOr 2 = 0 folgt 

1 = (J 00,1,2 + jOOoo,1,2' ~,1,2 2T 

Das bedeutet 
1 jw 

= -- , (J 00,1,2 2T X jW oo,l 

und jOOoo,l = + j V OOr 
2 

- ( ~T }2 
I 

J 1 
f1 

00, ,2 

= - j V OOr 
2 

- ( 1T )2 . 
X - jW oo ,2 

jOOoo,2 
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Prof. Dipl.-Ing. W. JANSEN 

Fachhochschule Aachen. Abt. Jülich 

Beispiel 2 (RC-Bandpaß) 

Beispiele für , 
Übertragungsfunktionen ßl 16.2 

H(rl = 
U2(!0 

= 
Z2(Ql 

Ul(Ql Zl(Ql + Z2(Ql 

mit ~(Ql = R l 
1 

+--
~l 

~(Ql= 
1 1 

+ ~2 ' und 
0(Ql 

-
R2 

Praktische Auslegung meistens: Rl = R2 = R und Cl = C2 = C 

Damit: ~C 
H(rl = !2R2C2 + 3~C + 1 

bzw. H(w) = jwRC 
1 - w2R2C2 + j 3wRC 

Beispiel 3 (aktiver Allpaß) 

= U_ -!h (i) 
R 

aus (i) !h = 2U_ -.!Z:t = 2U+ - .!Z:t 

Voraussetzung: 
idealer Operationsverstärker 
mit U + = U _ (verschwindende 
Eingangsgrößen!) 

(ii) 

mit (ii) U2 = 2 lli ~~ + 1 - lli =.!Z:t [ ~C2 + 1 - 1] 

bzw. 

!h(cl 
H(cl = ---

lli(cl 
= 1 - ~C 

1 + ~C 

H Uw) = 
1 - jwRC 
1 + jwRC 

= 1 e-j2arctan(wRC), 

d.h., das Netzwerk beinflußt nicht die Amplitude (Allpaß), sondern nur die Phase (Pha­
sensehieber, Laufzeitglied) 
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Beispiel für System- und Übertragungsfunktion eines PI-Gliedes (PI-Reglers) 

Originalfunktion : (Zeitbereich) 

URr ue Annahme : Operationsverstärker sei ideal 

URe (- i. 

1 
1t 

~ Rr e 

Re 0-[> 
Ue 1 ""k: 1 u 

a 

I Uk = 0 = Ue + ud - URe; I ik 

k k 

ue duc 
udt) - = - C--; 

Re dt 

I Uk = 0 = Ue + URr - Ud - Ua 

k 

= 

= 

= Oe e(t) : Sprungfunktion ; C' = 

Sprungantwort 
fiek R 1 

= Übergangsfunktion 

v ~ 00 =:> Ud ~ 0 

in = i p = 0 

u(t) = u usw. 

URe duc 
0 = -- + C -- - in 

Re dt 

__ 1 IUe(t) dt + C' 
ReC 

O· , 

e(t) 

r I 

i ~ I/TI ~ 

KFA Institut für Grenzflächenforschung und Vakuumphysik 
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Beispiel für System- und Übertragungsfunktion eines PI-Gliedes (PI-Reglers) 

Faltungsintegral 

+00 

ua(t) = I Ue(T) g(t-T) dT = ue(t) * g(t) 

-00 

kR 
g(t) = - kR eS(t) - - e(t) = Stoß antwort ( = h(t» mit TI = ITII [TI] 

ITII 

1 (t-T) ~ 0 

= - kR eS(t) * Üe e(t) - füe e(T) kR e(t-T) dT; e(t) 
TI 

J ~ .. 
= 1 lur 

o (t-T) < 0 
_00 

t 

= - kR ue(t) - Üe ~: I dT = - Üe kR f 1 + ~I 1 e(t) 

o 

Bildfunktion : (Frequenzbereich) 

Übertragungsfunktion 
1 

Rückkopplungszweipol : Z r<E2. = Rr + -
~ 

Eingangszweipol : 

KFA Institut für Grenzflächenforschung und Vakuumphysik 
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Beispiel für System- und Übertragungsfunktion eines PI-Gliedes (PI-Reglers) 

2...--- Ebene ( ~- Ebene) 

! 1 
Nullstelle : 1 + (0" + jw) TI = 0, w=O;O"=--

1 + (0" + jw) TI 
Polstelle --------700 , W-70;0"=O 

(0" + jw) TI 

Fourier-Transformation 

kR 
g(t) = - kR o(t) - - e(t) 

jTII 

r r r 
o 0 0 

TI 

G(w) = - kRol -~ jkR1 o(t) + j k
R 

= - kR [1 + _l
j
_

10
(t) - j _1_] 

2 TI wTI 2 TI wTI 

-kR --+----
1 kR 

- - -j -I o(f) 
2 TI 

kR 

\ 

Im jG(w)1 

~ 
~ 

i w 
-
TI 

I G(w) I = kR 
1 2 1 I 2 [1 + -j 16(t)] + [-

2 T, wT, 
; w = 21lf 

.p(w) = ± n 1l + arctan[ Im jfuI(W)1 ] 
Re jfu,(w)1 

KFA Institut für Grenzflächenforschung und Vakuumphysik 
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Beispiel für System- und Übertragungsfunktion eines PI-Gliedes (PI-Reglers) 

I G(w) I = kR 

I w > 0 

Bodediagramm 

I G(w) I 
kR 100 

~ 10 

ifJ(w) 
o 

-90 

1 I i .1 

I 
T 

I I 

Io T wTr 

I I 
I T 

! 1 
; n = -1 ; ifJ(w) = - rr + arctan ( - -) 

wTr 

Ortskurve 

!w Im 

00 

Re 

-180 +-________ --+c::=:====----==--

-270 

KFA Institut für Grenzflächenforschung und Vakuumphysik 
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Prof. Dipl.-Ing. W. JANSEN 

Fachhochschule Aachen. Abt. Jülich 
.. Beispiele für 

Ubertragungsfunktionen 

Beispiel 4 (Laufzeitfilter, analoges Transversalfilter) 

Sl(t) V>L-I l_±_a

o 

___ ±_a

1 

___ ±a_

2 

--------1 

±a3 o ±a4 

1 

I 16.3 

+ --0 

S2(t) 

Sl(t) 0)---______ .§J.(w) 
Sl(t - T) 0 • .§J.(w) e-jc.>T 

e-jc.>2T 
e-jc.>3T 

Verzölterungsglied. 
z.,I\. r,\llp<lß aus 
tlelsple ::I 

Sl(t - 2T) 0 • .§J.(w) 
S1(t - 3T) 0 11 .§J.(w) (I) ± av Koeffizientensteller 

± ~ .§.t(w) 

= .§.t(w) [±!Io ± al' e-jc.>T ± a2' e-jc.>2T ...... ± ~. e-jc.>nT] 
n 

= .§.t(w) ~ ±~. e-ic.>(VT) 

Dies liefert für die Übertragungsfunktion des Laufzeitfilters den Ausdruck 

n 
H(w) = ~ ±~. e-jc.>(VT) 

Dieser Ausdruck gleicht im Aufbau der Übertragungsfunktion eines nicht rekursiven 
Digitalfilters, bei dem die Verzögerungen durch Registerstufen realisiert werden. 
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3. Netzwerktheoretische Grundlagen analoger, linearer Schaltungen 

3.5 Übertragungs - und Dämpfungsfunktion 

Dämpfungs- u. PhasenmaO, Phasen- u. Gruppenlaufzeit 
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Prof. Dipl.-Ing. W. JANSEN 

Fachhochschule Aachen, Abt. Jülich Übertragungsfunktion und 
Därnpfungsfunktion 

Definition: D(w) = U l(w) 
- U 2(w) 

= 
1 --

H(w) 
D(rl = 

U 1<22. bzw. 
U 2<22. 

mit D = D e j'l'D (1) und H = H· e j'l'H 
-

alternativer Ansatz: D = e ~ mit &...- = a + jb. 

D = e(a + jb) = e a . eib (2) 

Der Vergleich von (1) und (2) liefert 

und 

Unter Beachtung der Frequenzabhängigkeit von D(w) folgt z.B. 

a = a(w) = In D(w) Np = - In H(w) Np 
(Därnpfungsmaß in der Pseudoeinheit Neper) 

b = b(w) = IOp(W) = - IOH(w) 
(Därnpfungswinkel oder Phasenmaß). 

BI 17 

1 
= --

H(rl 

Es ist üblich, das Dämpfungsmaß durch den dekadischen Logarithmus zu beschreiben 

a(w) = 20 19 D(w) dB = 20 19 ~~~:~ dB (Pseudoeinheit Dezibel) 

Für ideale Übertragungssysteme ist das Därnpfungsmaß a frequenzunabhängig konstant, 
das Phasenmaß wächst proportional mit der Frequenz: 

a '*' f(w) = const. und b(w) = t'l" W bzw. t'l' = ~ = const. (t'l' = Phasenlaufzeit) 

In realen Systemen ist das Dämpfungsmaß a frequenzabhängig und ebenso die Phasen­
laufzeit t'l" Die Phasenlaufzeit ist eine reine Rechengröße. Eine Aussage über die 
Laufzeit von nachrichtentragenden Signalen über ein System, deren Spektrum stets ein 
Frequenzband belegt bzw. eine Frequenzgruppe bildet, liefert die Gruppenlaufzeit tg 

db 
tg = dw . 

Für reale Systeme genügen zur Übe[tragung ohne Därnpfungs- und Phasenverzermngen 
die beiden Forderungen, daß das Ubertragungssystem im Frequenzband der zu über­
tragenden Signale sowohl 1. ein konstantes Därnpfungsmaß als auch 2. ein konstantes 
Phasenmaß aufweisen muß. 
Die Darstellung von a(w) und b(w) erfolgt gewöhnlich im Bode-Diagramm. (s. Beispiel) 

! :++-+-t-+-+-+--t-1I-t---h'l'~V--i 
dB V 

20+--l-+--+--t-+-+--t--1~-t-t--i 

V 
lO+-H--+-+-+--+---t7"1--H-+--i 

'1. V/ 

0,1 1 2 4 10 
CJ) 

100 
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3. Netzwerktheoretische Grundlagen analoger, linearer Schaltungen 

3.6 Kausalität und Stabilität von Systemen 
Schwingungserzeugung 

- 64 -



Prof. Dipl.-Ing. W. JANSEN 
Fachhochschule Aach~n, Abt. Jülich Kausalität und Stabilität von Systemen 

Systemmodelle 

Offenes Sysstem. 

s:w1 

1.) Kausalität 

LTI-System ~ 
s2(t) Sl (t) 

Geschlossenes System 

I I ± 
LTI-System I I 

I. I LTI- I. 
~ Rückführungssystemr-

BI 18 

sl (t) = 0 für t :> to liefert unter allen Umständen s2(t) = 0 für t :> to. 
wobei s2(t) Antwort (Reaktion) auf sl (t) als Ursache ist. 

2.) Stabilität 

I sI (t) I :> k1 liefert unter allen Umständen I s2(t) I :> k2 

mit k1• k2 beliebige relle und endliche Konstanten. 

Dies bedingt: (vgl. Bild 10) 

Ein stabiles System besitzt eine Übertragungsfunktion H(Q1 deren Pole in der linken 
(abgeschlossenen) Halbebene liegen müssen. 

Alle stationären Zeitvorgänge klingen dann beim Durchlaufen des Systems mehr oder 
weniger ab, sie werden gedämpft. 
Stabilität läßt sich durch Gegenkopplung (Minuszeichen im Rückführungsweg) 
verbessern; Mitkopplung kann zur Instabilität führen, d.h., es gibt eine Wirkung ohne 
Ursache. 
Das Prinzip der Mittkopplung wird zur Schwingungserzeugung (Oszillator) ausgenutzt. 
Das mitgekoppelte System bewirkt eine Entdämpfung dahingehend, daß die Gesamtüber­
tragungsfunktion Pole auf der imaginären (jCil-) Achse aufweist. Die erforderliche 
Entdämpfung wird durch Einfügen eines Verstärkers erreicht. 
In diesem Fall gilt: 
Es gibt ein I s2(t) I :> kahne sl(t). Um diese Bedingung einzuhalten, ist eine Ampli­
tudenregelung erforderlich, damit s2(t) nicht über alle Grenzen ansteigt bzw. auf den 
Wert Null. abklingt. Dies ist gleichbedeutend mit einer Stabilisierung (Fixierung) der 
Pole der Ubertragungsfunktion auf die imaginäre Achse 
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Prof. Oipl.·lng. W. JANSEN 
Fachhochschule Aachen. Abt. Jülich Kausalität und Stabilität von Systemen Bl18.2 

Beispiel RC-Oszillator (Wien-Brocken-Oszillator) 

Mit!h = !h wird die Gesamtübertragungsfunktion !!t Gw) . fuGw) = ~ = ~ = 1 

Beispiel 2, Blatt 16.2, liefert für 

H ( ) jwRC 
-1 w = 1 _ w2R 2C2 + j 3wRC 

Für den Verstärker gilt (nichtinvertierende Grundschaltung) 

fuGw) = Y.Gw) 

Die Forderung 

= 1 + ~ R2 
= v 

!!tGw)· fuGw) = 1 = 
jwRC·v 

liefert 

Durch Vergleich von Real- und Imaginärteil dieser komplexen Gleichung erhält man 
schließlich den erforderlichen Verstärkungsfaktor v des nichtinvertierenden Verstärkers 
sowie die Schwingfrequenz fose zu 

Im.-Teil: v = 3 

Re.-Teil: 1 w =-
RC 

~ R1 = 2 R2 

1 
~ fose = 2nRC· 

Die erforderliche Amplitudenstabilisierung wird in der Praxis ohne großen Aufwand 
häufig dadurch erreicht, daß z. B. der Widerstand R2 als Kaltleiter (Glühlärnpchen) 
ausgelegt wird. 
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3. Netzwerktheoretische Grundlagen analoger, linearer Schaltungen 

3.7 Verschaltung von Zwei toren (Vierpolen) 
Reihenschaltung, Parallelschaltung .... 
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Reihenschaltung von Vierpolen 

Vierpolgleichung in der Z-Matrizenform: 

Bestimmung der Matrizenelemente: 

Reihenschaltung: 

11 = I ' = 1 " 12 = 1 ' = 1 " 1 1 2 c. 

U1 = U' + U1 Ü2 = Ü2 + u" 1 c. 

Ci ' Ui). Zil + Z11 Z12 + Z" . C:) 12 

U' + U" Z~1 + Z21 Z22 + Z22 2 2 

I Ilzll=IIz'II+ Ilz"ll I 

a ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 

-Abteilung Allgemeine Elektronik-
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Parallelschaltung von Vierpolen 

Vierpol gleichung in der y-Matrizenform: 

Bestimmung der Matrizenelemente: 

Parallelschaltung: 

Ily'll 

11 Y"ll 

UI Ui UI 
U2 U2 + U2 

(

I' + 1
11

) Y'+Y" 1 1 n 1 

I~ + 12 Y21+Y2 

11 yll = 11 y'll + 11 y"" 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 

-Abteilung Allgemeine Elektronik-
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Kettenschaltung von Vierpolen 

Vierpol gl eichung in der A-Matrizenform 

~estimmung der Matrizenelemente: 

Kettenschaltung: 

U1 = U1 
, 11 = 11 

, 

U1 = U2 
, 11 

11 = 12 
, 

U2 = U2 
11 12 = 12 

11 

C: ) Ai1 Ai2 

-c:) (~;i)~ 
A" A" 

C:) 11 12 
-

A21 A~2 A" A" 21 22 

C:) Ai 1 A~2 A" A" 12 (::) 11 
-

Ah A~2 A" A:22 21 

I II All =IIA'II· "AI/li I 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 

- Abteilung Allgemei ne Elektronik-
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Kaskadenschaltung gegeneinander 
entkoppelter Vierpole 

U3 ('t') = A3 ('t')'U2 ('t') 

U2 ('f) =A2 (\jI)'U,(\jI) 

U, ('t') =A, ('t') 'Uo(tt·.) 

K 

UK ('t') = 'Ir. AK (1fI) • Uo ('f) 
k-l 

AK ('t') = Übertragungsfunktion 
des Vierpols k 

'f = jw im Komplexen 

"P = P bei Laplace Transformation 

't' = z bei z - oder Bilineare 
Transformation 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 

-Abteilung Allgemeine Elektronik-
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3. Netzwerktheoretische Grundlagen analoger, linearer Schaltungen 

3.8 Analogrechnerschaltungen 
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Analogrechner 
Programmierbeispiel 

Anfangswertproblem: 

2 
~ Y (t I + k2 ~ Y (t I + k1 Y (t I = X (t I 
dt dt 

d2 d Y (t I = X (t I - k 2 . - Y (t I - k, y (t I 
dt 2 dt 

x (tl 

-+ 

d dTy(OI 

_A.. y (tl 
dt 

y(OI 

y (tl 

Bei der Lösung nichtlinearer Differentialgleichungen 
ist diese Methode ebenfalls problemlos anwendbar! 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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Analogrechner 

Grundprinzip: 

Nachbildung mathematischer Probleme durch ein 

elektrisches Analogon in kontinuierlicher 
Arbeitsweise. 

Rechenelemente des elektronischen Analogrechners: 

Potentiometer 

Xltl~ 
K,Xlt) 

Summierer R1 Ro 
X 1(t 1-r::=r--.------r:=J---.-_ 

X 1( tJ _-,K-'..:.l--l 

X 2 I t I _-,K=2,-! 

X n It I_-,K.:.:..n,-! 

Xlltl 

X21tl 

Xnlt) 

Integrierer 

Yltl = 

T n 

-f LK~Xvllldt+Yo 
1:=0 Vz 1 

R2 
X 21t 1--;:::::1--1 

Yltl 

Rn 
Xn I t 1-c:::::I-----'"------1 

Rl 
X 1(t I ---i::::=J----.,--IIr-------t"--l.-

X 2 (t l---ic
R

:J--1 Yltl 

Rn 
X n I t) ---l:::::::::Jr----''--l 

Nichtlineare Rechenelemente: 

Parabelmultiplizierer, Funktionsgeneratoren 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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4. Signaltheoretische Grundlagen der digitalen Signalverarbeitung 

4.1 Quantisierung von analogen Signalen im Zeitbereich 

4.1.1 Abtasttheorem 

- 78 -
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JJig/lole (numerische) l/erarbe,tU/lg 

onologer S/9nQ!e 

SignC/L 

Xu, 
RbtC/stspannung 11 

~~~~~~~~~~w-~r~ 

= $lgnCl/folge _. d 11II1I1 .111111111. 

Rbgetusfe'es $i;'>- X
n t I 

- '111111' 1111 

Pert"odisches 
Spelttrum der 
SignQLfo!g-B Xn 

A(f)! I ~a ~ 2f$ I I L-. --'--------' Nyquist - 8ed/ngung 

Numerische 
Nachbildung 
eines e/eJ::'tr. 
Netzwer/Ces 

Xn 1--------' 'Yn 

Prinz/p/eller llufbClU eine, Einr/chtung 
zu, digtfo/en JlerO'rbettung onologer S/qnafe 
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RbfasUhet:?rgm 

,indiml2n.sion~/efi beTndbegrenzter Signale 

1915 Wh/HaKer 

19,33 Kote/'n/Kov 

1928 Nyqu,"st 

191f9 Sn an non 

Jede teerte fouriertransformierbare 

Z~/tfunKt/on 

+00 

" -1 1/ .Jwt 
fft) ~ T[ Frw) J = 2'tr F (w) e du; --

md Ob50Lt./t integrabLgm Ftw) 

Kann md Jeaer qewunscllter7 OenoutgJ::elf 

durc/J elnB Zeil/unkt/on 

mit OClndbegrenztetn SpeKtrum:t W1 

approx'-mierf- wl1rden / 

ZENTRALLABOR FÜR ~LEKTRONIK 
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1 Zum flbtositheorem 

eind/mens/onater bondbe,gren~ter Signole 
- Pert'odt'sche Fort.setzung des Spektrums-

lJie per/od/sehe Fortsetzung der Spectrol­

{uni:t/on oußerholb des Integrotions -

bereiches :t W 1 ist onne EinfLuß DlIf 

dos In te,grot 

und etmo,9üeht die Darstellung 

der pe/iod/schen Spektrolluni"t/on 

durch dIe FOllt/erre/he 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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12/ Zum flbto.sttheorem 
1/ e/ndlmensionaler bondbegrenzter Signale 

- k'oeft/z/ententest/erunq-

Die Koeffizienten Fn /ä5nnen unter flusnutzung 

der orthogonaL/tot rur m",n best/mmt 
werden zu: 

+W-f 

= Fm! du;; =2tV/· Fm 
- 1AJ1 

lJ;e lInKe Seite des /ntegro/s stellt a'ber O'uch 

bis auf den Faktor irr d/e flpprox/mat/ons­
gleichung fdr die Ze/tpunk'te t= m ~ dor; 

d. h. 

'f't()f (7r) 

f 'Ir 11 ,]t<) m-
(t = m- )=- F(",).e uh du; 

Wf 271' 

- 4Jf 

c _ 7T f (m·JL ) r m - - , .. 
UJ f <A./ f 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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Zum flbtasttheorem 
elnd/'mens/analer bandbegrenzter S/gnO'/e 

Nunmehr /st: 

Die opproxim/erte Zeitgleichung: 

1fW1 17 r>D 7r -.Jn7r.!!!... :lwt 
f(1')=:- [- \" f(n-Je w/]e-dw 27r 4)/ L W1 

n=-oo 

Nach f/erfou5chen von Integration und 
Summation ergIbt s/ch die. Formel. 
zur !2ek'onstruJe'tion der /c'onhnuierl/chen 
Ze/tfunk'tion : 
Son7pL/ng -RB/he 

00 

1ft) =[ f (n-Ta) 
sin 7J' r-!ä -n) 

7r(...L- n } 
7ä n=-oC 

Ta = 7T ist die Rbtastze/t 
tl.J1 

Das Signal /st" damit O'uch zw/scl7en den 

PbtCls/werten eindeutig festgelegt! 
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4. Signaltheoretische Grundlagen der digitalen Signalverarbeitung 

4.1 Quantisierung von analogen Signalen im Zeitbereich 

4.1.2 Transfor motionen 
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runKtionaltransformation von Folgen 

-Ihre Yerwandtschaft mIt der lap/oce - Trons/ormation -

B§griftsfestlequn!J..en : 

- Rbtastungfsompl/ngJ istderYorgang 
zur ßest/mmung der rolge In aus der 
Funk:tion F(t) 

*' . - F (t) ist d;"e Bllctfunkflon od. Z-Tronsformierte 

der ro/ge - auch Origlnal/olge -In. 

linset/1gB LaE/ace - Transformafion: 
ca 

F(p) = J I(tl e -pt dt 
o 

DiSKrete Loplace - Trans(ormorma/ion / 
Laplace -7ransfor-mation von flbtastfofge/7/ 

Dirichlet - Transformation: 

~ 00 

FfePj = [ fn e -pn 

n~o 

Z - Transformation: 
00 

F(c) ==-[fn 'Z-n 
n~o 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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4. Signaltheoretische Grundlagen der digitalen Signalverarbeitung 

4.1 Quantisierung von analogen Signalen im Zeitbereich 

4.1. 2 Transfor motionen 
11 Z - Transformation 
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fnt 
1 

Ausgewählte Beispiele von z-Transformierten 

o 1234567S---n-' 

Einzelimpuls 

012345678~ 

Sprungfunktion 

012345678~ 

verschobene Sprungfunktion 

fn=l n=O 
tn=O n#O 

o 
Z {fn}=Ll·z-n 

n=o 

I Z{fn} =1 I 

fn=l n~O 

fn=O n<O 

00 

Z{fn}=Li-n=~olim (1_z-ln
+

11 ) 
n=o Z 1 n-oo 

geometri sche Reihe 

I Z{fn}=~ I 

fn=l n>l 
fn=O n<2 
00 

Z {fn}= LZ-n=-(1+z-1)+ ~ olim(1-z-ln+11 ) 
n=2 Z 1 n-oo 

geometrische Reihe 

I Z { In} = -f,'- I 
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Eigenschaften der Z-Transformation 

- Verschiebung der Originalfolge -

Erster Verschiebungssatz: 

Z{fl m- k)} 

-k----n--­
_m ~ 

= f f(m)Z-m 
m=k 

= 

I m=n+k I 

00 

L f(n)Z-(n+k) = 
n=o 

00 

z-k L f(n) 
n=o 

Wi rd zwischen n und m nicht mehr unterschieden: 

I Z {fln-kl} = z-k, Z { f In l} I 
f(n) ist damit die um k-Abtastwerte nach links 
verschobene FOlge f(n-k) ! 

Zweiter Vers~hiebungssatz: 

f(n+k1tl I 
o09tYY11III, ___ k-.l.-m _ 
_ n __ 

I m=n-k I 

Z-n 

00 

= L f(m)Z-m = f. f(n)Z-(n-k) - t 1 
f(n)Z-(n-k) 

m=o n=o n=o 
,~-~.-----,/ 

Summenanteil , der 
bei m < 0 nicht 
existiert! 
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Z-I 

Z-I 

Eigenschaften der Z-Transformation 

- Transformierte der ersten Differenz -

Definition einer Vorwärtsdifferenz: 

012345678-
n I 
(n+ 1) 

Z-Transformierte: 

Itd(nl:f(n+11-f(nl I 

Z{Af(n)} = Z{f(n+I)-f(n)} = Z{f(n+l)} - Z{f(n)} 

Bestimmung von Z{f(n+I)} : 

00 

Z{f(n+l)} f(2) Z-I + -2 
= L f(n+l) Z-n = f(l) + f(3) Z + .... 

n=o 

Z{f(n+I)} = f(o) + [f(l) Z-I + f(2) -2 ] Z + ... - f(o) 
I I 

Ergänzung Ergänzung 

Z{f(n+1)} = Z{f(n)} - f(o) 

Z{f(n+I)} = z Z{f(n)} - z f(o) 

I Z{~f(nl} : (z-11 Z{f(nl} - z·f (01 
I 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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Eigenschaften der Z-Transformation 
- Transformierte von Differenzen der Ordnung K -

Differenz zweiter Ordnung: 

Differenzen der Ordnung K: 

K= I N 

Für die Z-Transformierte gilt: 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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------------

Eigenschaften der Z-Transformation 

- Linearität -

Gibt es die Z-Transformierten Z{fi(n)} für 
i = {O;1;2 . .• l} , so kann die Summe der mit 
komplexen Koeffizienten ci gew1chteten Folgen 
fi,n durch die Relation 

I 
Z{?= cifi(nJ} = f ( t c; f i (n )) Z - n = t ci t. f 1 ( n ) Z-n 

n=o 1=0 ;=0 n=o 1 =0 

transformiert werden. 

f (n) t 
1 

Beispiel: 

012345678 

1 2 3 4 5 6 7 8~ 

!tz(n)=112'(-1)"J 

11315171 

-112 P 1 2 1 4 1 6 1 8 n-

Z{f(n)} = Z{fi{n)} + Z{k(n)} = i[Z{l} + Z{(-l)n}] 

= i [L=l + kJ 

I Z {f (n)} = zf,-I 
ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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Faltung der Folgen f (n) und gIn) 

Definition: n 

h(n)= Lf(k)'g(n-k) 
k=O 

h(n)=f(O) g(n)+f(1) g(n-1)+f(2) g(n-2)+ ........ f(n)g(O) 

f(kl I 
I Irr r T ? y 9 9 

~ 

9(kl] I 
9 Y Y r r I I I 

,1-kJ 111l 1 I 1 I 
6,m,oll," 

o 

g(n-kl 11 -n ----... 

111111'4 __ 
o n ~ 

'[kl ,I'-kJ k." Lf(kl f(n-kl 
k'O 

o n 
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-----------------

Eigenschaften der Z-Transformation 

- Multiplikation von Z-Transformierten -

[f(O)+ f(1)'Z-1+ f(2)'z-2+ f (3)'z-3 + ..... ] 

·[g(0)+g(1).z-1+ g (2) :i2 +g(3) z-3+ ..... J= 

f (0) . 9 (0) 1+ f (1) 9 (0)' Z-1 I + f(2) 9 (0)'Z-2 ! + f (3) glO) ·z-31 + ..... . 
I f( 0) 9 ( 1 ) . Z-1 1 + f( 1 ) 9 ( 1) 'Z-2 1 + f{ 2) 9 I 1 ) . z-3 1 + .... . 

I 1 flO) g(2).z-2 1 + f(l) g(2).z-3 1 + ... .. 

I 1 I f (0) 9 ( 3) . z-3 1 + .... . 

00 n 

= L Lf(n-k)'g(k)'z-n 
n=O k=Q 

''---_____ 'V~----'' 

Summe einer Spalte für n=con 

00 n 

Z {f(n)}'Z{g(n)} = L L f(n-k)'g(k)'z-n 
n=O k=O 

Multiplikation _ Faltung im 
im Bildbereich Orginalbereich 
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4. Signaltheoretische Grundlagen der digitalen Signalverarbeitung 

4.1 Quantisierung von analogen Signalen im Zeitbereich 

4.1.2 Transformationen 
• Diskrete Fouriertransformation 
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Diskrete Fourier-Transformation 

Fourier-Transformation: 

Fourierintegral 
+00 

3f) = s(t) e dt ; J 
-j2nft J I s(t) I dt < 00 , 

-~ -~ 

inverse Fourier-Transformation 
+00 +00 

J 
j2nft 

s(t) = 3f) e 

_00 

1 J jwt df = - S(w) e dw 
2n -

_00 

Diskrete Fourier-Transformation 
N-l 

m -j(2nnm)jN ti NT ) = I s(nT) e ; m = 0 , 1 ... , N-l ; fm 

n=O 

m 

NT 

m! ! 
S (-) = Sm; s(nT) = sn 
- NT -

Inverse diskrete Fourier-Transformation 
N-l 

1 m + j(2nnm)jN 
s(nT) = N I ~ (NT) e , n = 0 , 1 , ... , N-l 

m=l 

1 -at 
Beispiel Fourier-Transformation: s(t) = - e 

2 
o $ lai $ 1 ; 

+00 +00 +00 

1 J -a I t I -j2nft 1 J -a I t I j J -a I t I 
§.Cf) =;- e e dt = -;- e cos(2nft) dt -;- e sin(2nft) dt 

_00 _00 _00 

+00 I -al tl 1 1 
§.Cf) = e cos(2nft) dt -

a 1 + (2nfja)2 

0 

KFA Institut für Grenzflächenforschung und Vakuumphysik 
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Diskrete Fourier-Transformation 

-at 1 1 

~~ 0-. 

~~-~ a 1+ (2nffa)2 

t f 

Berechnung des Fourierintegrals durch Rechteckintegration (Näherung I!) 

t -? nT, dt -? T, T = Abtastzeitinterval 

00 -j21TfT-
~ L s(nT) e T; Sn(t) 

! 00 -j21TfT S(t) 
= Ls(nT) e ~ -;: 

n=-oo n=-oo 
00 00 

Sn( f) = L s(nT) cos(21TfnT) - j L s(nT) sin(21TfnT) ; 

n=-oo n=-oo 

1. Sn(t) ist reell und gerade, wenn set) an den Abtastpunkten gerade ist ; (sn = s-n) 

2. Sn(t) ist imaginär und ungerade , wenn set) an den Abtastpunkten 
ungerade ist ; (sn = -s-n) 

3. Sn(t) und Sn( -t) sind konjugiert komplex ; 

4. Sn(t) ist über f periodisch mit der Periode IjT, d.h. Sn(t) = Sn(f+mjT ) 

Reale, diskrete Fourier-Transformation 
(endliche Anzahl Abtastwerte) 

~ ! N-l -j(21TfnT) 
~n(t) = L s(nT) e 

n=O 
~ 

N Abtastwerte - N Teile (reelle und imaginäre) von Sn(t) sind unabhängig 

~ f ist in .§!l(t) kontinuierlich und kann natürlich nur diskret sein fm = mj(NT) ; 
m 

N-l _ j(21T- nT) 

~m = ~ ( :T) = L s(nT) e NT ; m = 0,1,2, ... , N-l 

n=O 

KFA Institut für Grenzflächenforschung und Vakuumphysik 
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Diskrete Fourier-Transformation 

Bisher einfacher, plausibler Übergang vom Fourierintegral (= FT) rur 
diskreten Fourier-Tranformation (= DFT) 

Im folgenden Ableitung der DFT mit Hilfe der verallgemeinerten Funktion eS(t) 

KFA 

sill = a'cos(2'ii~l} Sff) =!!< ftfff-:!.) .,.d"(f"-:i. P I 2l' lP Tp'J 

DiTQ,,-stoßfOfge: 

00 

t 

( t :z. J{(.-n T) 

.. 'l!I~iill@@illi "; ... ~ 
T . -r 

dtskrel:,lYJ aU{'Jedehnt) 

tllm 
F 

f 

co 
fL d(f-;) 

H~·tX> 

L· 

Ab l<istun'J der im ?eicbereid1 begrenzten kitfankbon mt"t eme,. {Ji"nu.s60ßlOt.1e 

Institut für Grenzflächenforschung und Vakuumphysik 
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Diskrete Fourier-Transformation 

IS,JF)I 

1 2 . r-+ 
Tp tp7fo 

... [ i t t 
I !'IWJ 

r [ [ t ... 1 1 (~) 
. <!. 0 ~ Z f .... 

Ip Ipfp 

Die obige Abbildung zeigt den realen Fall TF*Tp . Es treten nicht nur zwei Frequenz­
linien bei der Multiplikation von kontinuierlichen Spektrum Sk(f) mit der Diracstoßfolge 
auf, sondern mehrere, obwohl die Fourier-Transformierte der -Cosinusfunktion nur aus 
zwei Frequenzlinien besteht. Dieses Phänomen wird Leckeffekt (leakage) genannt und 
haftet der diskreten Fourier-Transformation wegen der erforderlichen Zeitbegrenzung 
(Zeitfenster) an. 
Da die Fensterfunktion Einfluß auf die Selektivität der DFf ausübt, wurden verschiedene 
Zeitfensterfunktionen optimiert. 

An Hand der Abbildung des Betragsspetrum der Si-Funktion (Fouriertransformierte des 
Rechteckzeitfensters) lassen sich Beurteilungskriterien für ein Fensterspektrum ablesen. 
Sie sind: 

- Breite des Hauptfrequenzbandes 
- Genauigkeit der Amplituden 
- Form der Spitze des Hauplfrequenzbandes 
- Abnahmerate der Seitenbänder 
- Relative Größe der Seitenbänder 

KFA Institut für Grenzflächenforschung und Vakuumphysik 
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Diskrete Fourier-Transformation 

00 0<) 

[ nsd(t17p)·s(f). 2. {(6-nTfl lf 1f> n~!,(t-nT) 
12=-00 -

11 I 
I I 
11 I 
1 1 I 
1 11

' 'IV \ 
I' " 11 ":1. 1,J 

-~ 1p 

f ri 
" \ '
"
, 1'1' ... 

" 'IVl 
I, f' 

Die skizzierte Herleitung läßt erkennen, daß die Fourier-Transformation mit der dis­
kreten Fourier-Transformation indentisch ist (bis auf einen Faktor), wenn sie folgende 
Bedingungen erfüllt : 

1) Die Zeitfunktion ist bandbegrenzt und periodisch. 
2) Die Abtastfrequenz ist mindestens zweimal so groß wie die höchste vorkommende 

Frequenz. 
3) Das Zeitfenster (hier rec(t/T p) ist nur über eine volle Periode (T p ~ T p) der 

Zeitfunktion s(t) oder über ein ganzzahliges Vielfaches von Null verschieden. 

Die nebenstehende Abbildung zeigt 
noch einmal vergrößert den Zusam­
menhang für den Fall Tp=Tp . Die 
Nullstellen des kontinuierlichen 
Frequenzspektrum koinzidieren mit 
den Diracstößen und nur an den 
Stellen, wo die Frequenzlinien im 
Fourierspektrum der Cosinusfunktion 
auftreten, sieben die Diracstöße mit 
Hilfe ihrer Sieb eigenschaft aus dem 
kontinuierlichen Spektrum die 
Spektrallinien aus (FT = DFT). 

r r r t ... 
. f-

KFA Institut für Grenzflächenforschung und Vakuumphysik 
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Diskrete Fourier-Transformation 

Die folgende Tabelle stellt einige Daten von Zeitfenstem im Spektralbereich gegenüber. 

Fenster- 3-dB-Grenze maxima- Höchster Abfallrate äquivalente 
funktion ler Ab- Neben- der Neben- Rauschband-

tastfehler zipfel in zipfel in breite 
in dB dB dB 

Rechteck 0,89' M 3,92 -13 6 1,00' M 

Dreieck 1,28' M 1,82 -27 12 1,33' M 

Hann 1,44' M 1,42 -32 18 1,50' M 

Hamming 1,30·M 1,78 -43 6 1,30' l:.f 

Blackman 1,68' M 1,10 -58 18 1,73' M 

exakt. 1,52 . l:.f 1,33 -51 6 1,57' M 
BlackmaIlli 

Kaiser-Bessel 
a= 2,0 1,43' M 1,46 -46 6 1,50' M 
a= 3,5 1,83' M 0,89 -82 6 1,93' l:.f 

Gauß 
a=2,5 1,33' M 1,69 -42 6 1,39' M 
a=3,5 1,79' M 0,94 -69 6 1,90' M 

Aus dieser Tabelle ist ersichtlich, daß z.B. das Rechteckfenster einen hohen Abtast­
fehler und geringe Nebenzipfeldämpfung aufweist aber eine gute Frequenzseparierung. 
Das Hannfenster dagegen besitzt einen mittleren Abtastfehler und eine hohe Nebenzip­
fe1dämpfung und wird aus diesem Grund für die Analyse periodischer Signale mit 
Spektralkomponenten mit geringer Amplitude benutzt (und andere mit hoher Neben­
zipfeldämpfung). Für die Zeitfensterauswahl existiert keme allgemeingültige Regel. 
Für die Analyse transienter Signale kann natürlich nur das Rechteckfenster verwendet 
werden, wobei die Zeitfensterdauer von Null verschiedene Signal anteile abdecken 
muß. 

Schnelle Fourier-Transformation 

Die Schnelle Fourier-Transformation (Abkürzung: FFT = Fast-Fourier-Transformation) 
stellt keine neue Transformationsart dar. Sie ist einfach ein Algorithmus zur Berechnung 
der diskreten Fouriertransformation. Die FFT ist deshalb von Bedeutung, weil durch 
Eliminierung von Wiederholungen in der diskreten Fouriertransformation eine schnellere 
und im allgemeinen auch eine genatlere Berechnung erreicht wird, da Rundungungsfehler 
vermindert werden. Im folgenden soll die FFT für Abtastwerte N = 2q , q E IN darge­
stellt werden. 

KFA Institut für Grenzflächenforschung und Vakuumphysik 
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Diskrete Fourier-Transformation 

Diskrete Fourier-Transformation 
N-l 

m 

(
m ) -j(2rmm)/N 

~ - = ~ s(nT) e 
NT L 

; m = 0 , 1 .,. , N-l ; fm = 
NT 

n=O 
! N-1 mn 

=IsnWN 
-j(2n/N) ! ! 

= ~m 

n=O 
! -jn 0 0 2 

N=2 ; W2 =e : ~ = So W2 + SlW2 N komplexe Multiplikationen 
0 1 

~ = So W2 + sl W2 N komplexe Additionen 
0 

Signalflußdiagramm So &~ ~ = So 1 + slW2 
für N = 2 : ~ + ~ 1 (Gl.O) 

sl 
~ 

~ = So 1 + SlW2 

Der Signalfluß ist von links nach rechts. Eine durchgehende Verbindung zwischen zwei 
Punkten (Startpunkt, Summationspunkt) stellt eine Multiplikation des am linken Punkt 
anliegenden Signalwertes (Rechenwertes) mit 1 dar. Eine unterbrochene Verbindung 
repräsentiert ein Produkt des am Beginn der Verbindung anliegenden Signalwertes mit 
der Potenz wn, wobei n der Exponent der Potenz ist, durch die die Verbindung unter­
brochen wird. 

n,1 T 1:,0 ! q 1 0 n n-N/2 
N = 2 ; q EIN; -W 2 = W 2 ; -W 2 = W 2 ; n ~ N /2 

~ -1 1 Re 
=} 1/2 N q = 1 komplexe Multiplikationen; 

(siehe Signalflußdiagramm und Gleichungen Gl.O) 

Eine einfache Abschätzung für den Rechenaufwand ist die Anzahl der komplexen 
Multiplikationen. 

! q -j(2n/4) -jnj2 
N=4=2 ; 9=2 ; W4 =e = e 

o 0 0 
So 1 + Sl W 4 + S2 W 4 + S3 W 4 = ~O 

123 
So 1 + Sl W 4 + S2 W 4 + S3 W 4 = ~1 

----------------- 2 --------- 4 -------- 6 ----------
So 1 + Sl W 4 + S2 W 4 + s3 W 4 = ~2 

369 
So 1 + Sl W 4 + S2 W 4 + S3 W 4 = ~3 

3 

; ~m = I 
n=O 

nm 
Sn W4 ; m = 0,1,2,3 

-1 

Im 

1 

3 7 
W4 =W4 

o 4 
W4 =W4 

Re 

KFA Institut für Grenzflächenforschung und Vakuumphysik 
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Diskrete Fourier-Transfonnation 

Die zyklische Eigenschaft der komplexen Exponentialfunktion liefert die Redundanz de 
Produkte z. B. : 1 -j1T/2 (-j1T/2 ) 5 5 

W4 == e == e == W4 

So 1 + S2 W 4 + SI 1 + S3 W 4 == §....o 
213 

So 1 + S2 W 4 + SI W 4 + S3 W 4 == S 1 
----------------- 0 --------- 2 -------- 6 ----------

So 1 + S2 W 4 + SI W 4 + S3 W 4 §....2 
239 

So 1 + s2 W 4 + SI W 4 + S3 W 4 == §....3 

,
(So 1 + S2 w~ ) , + ,( SI 1 + S3 W i) ,. W1 == §....o 

( So 1 + S2 W 4) + (SI 1 + S3 W 4) . w 4 == §....1 
(Gl.1) 

,
(So 1 + s2 W~) , + ,( SI 1 + S3 W ~) ,. w~ == §....2 

( So 1 + S2 W 4) + (SI 1 + s3 W 4) . W 4 == §....3 

4: Signalflußdiagramm für N n-N/2 
WN ; n ~ N/2 

~ 1/2 N q 4 ; (siehe Signalflußdiagramm) 

Biturnkehr der Indices der Eingangswerte : 

So SI S2 S3 
S 2 

00 01 10 11 

S 3 f- f- f- f-

00 10 01 11 

So S2 SI S3 

Der linke Teil des Signalflußdiagramms besteht aus zwei untereinander angeordneten 
Signalflußdarstellungen für N ==2. Der Unterschied der Teildiagramme zum Signalfluß­
diagramm N ==2 (siehe weiter oben) liegt in der durch Bitumkehr ennittelten Vertausch­
ung der. Eingangssignale sowie in den Exponenten für N ==2 : 0,1 und hier N ==4 : 0,2. 
Beim Ubergang vom Signalflußdiagramm N == 2 zu N == 4 werden die Exponenten einfach 
mit 2 multipliziert. 
In den Gleichungen (Gl.1) sind durch geschweifte Klammern die Teildiagramme (N ==2) 
hervorgehoben. Sie werden wie die obigen Gleichungen (Gl.1) für N ==4 es fordern 
miteinander verbunden, wobei die Exponenten der Potenzen in der letzten Spalte vor 
dem Gleichheitszeichen leicht im Signalflußdiagramm zu erkennen sind. 

KFA Institut für Grenzflächenforschung und Vakuumphysik 
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Diskrete Fouriertransformation 

! _j(21T/g) 
N =8=23 ; 9=3 ; Ws = e 

Im 6 14 

5 13 
Wg=Wg= ... 

4 12 
Ws=Wg= ... '\ 1 

3 11 
Wg=Wg= ... 

,/ \, 

Wg= Wg = ... 

7 15 
Wg=Wg= ... 

o g 16 
Wg=Wg=Wg= ... 

Re 
1 9 

Ws=Wg= 

2 10 
Wg=Ws = ... 

s 
o 234567 

000 001 010 011 100 101 110 111 
f- f- f- f- f- f- f- f-

000 100 010 110 001 101 011 111 
s 
04261537 

Wie oben für das Signalflußdiagramm N = 4 gezeigt, setzt sich das Diagramm für 
N = 8 aus zwei Teildiagrammen N = 4 zusammen. Die Verbindung der Teildiagramme 
erfolgt analog zu N = 4. Alle Exponenten im Signalflußdiagramm N = 4 werden mit 
2 multipiziert. 

Signalflußdigramm für N == 8 : 

n n-N/2 
-WN WN ; n ~ N/2 

~ 1/2 N q == 12 ; 

komplexe Multiplikationen 

Zahl der FFT-Produkte 1/2 N q 

Zahl der DFT-Produkte 
--- = 1/(2N) log2N 

N2 , 
N'; 512; 1/(2' 512) log2 (512) = 9/1024 

KF A Institut für Grenzflächenforschung und Vakuumphysik 
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Diskrete Fourier-Transformation 

Weitere Verringerung der Anzahl der komplexen Produkte: 
o 

- WN = 1 (bisher der Einfachheithalber als komplexes Produkt gerechnet) 

- f(t) ist reell: Sm = S*_m ; S -m = S -m + N 

~ Sm = S*N -m ~ Sm m = 0,1, ... N/2 

- f(t) reell und gerade 

- f(t) reell und ungerade Sn = -s-n 

- großer Prozentsatz der Abtastwerte sind 0 

KFA Institut für Grenzflächenforschung und Vakuumphysik 
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4. Signaltheoretische Grundlagen der digitalen Signalverarbeitung 

4.2 Digitalisierung analoger Signale im Wertebereich 

4.2.1 Analoge und digitale Signalverarbeitung 
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Analoge und digitale Signalverarbeitung 

ASV 

(A S P) 

ASV Analoge Signalverarbeilung 

ASP Analog signal processing 

a) vor der DSV 

DSV Dlgllale Signalverarbellung 

OSP Dital signal processing 

b) DSV-Ära 

o SV 

(0 S P) 

pelche 

rung 

Anzeige, 

Aus -

druck 
u.ä. 

peiche 

run 9 

Anzeige, 

Aus -
druck 
u. ä. 

BI 19 

Grundsätzliche Unterschiede in der Vorgehensweise vor 

Einführung der digitalen Signalverarbeitung (Teilbild a) und 

nach Einführung der digitalen Signalverarbeitung (Teil-

bild b) am Beispiel einer Prozeßregelung 
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4. Signaltheoretische Grundlagen der digitalen Signalverarbeitung 

4.2 Digitalisierung analoger Signale im Wertebereich 

4.2.2 Wertquantisierung 

- 10B -



Prof. Dipl.·lng. W. JANSEN 

Fachhochschule Aachen, Abt. Jülich 

Digitalisierung analoger Signale 
Wertquantisierung 

Die Digitalisierung analoger Signale vollzieht sich in drei Schritten (s. Bild 14) 
o Zeitquantisierung oder Abtastung (vgl. Kapitel 4.1) 
o Wertquantisierung oder Rundung 
o Codierung. 

I 20.1 

Bei der Wertquantisierung wird der Bereich, in dem Werte eines Signals vorkommen 
(Existenzbereich), in eine endliche Anzahl n von Wertestufen bzw. Werteintervallen 
eingeteilt. Jedem Intervall wird ein diskreter Wert, z.B. der Mittelwert des Intervalls, als 
Kennwert zugeordnet. Alle Werte eines Signals, die in ein solches Intervall fallen, 
werden durch diesen Kennwert repräsentiert. Er rundet somit den wahren Signalwert mit 
einem Fehler, der maximal einer halben Wertestufenweite entspricht. 
Der so eingeteilte Existenzbereich des ursprünglich zeit- und wertkontinuierlichen Signals 
(vgl. Bild Signalarten) heißt Quantisierungsbereich. Das Signal ist nun wertdiskret und 
zeitkontinuierlich mit nq Quantisierungsstufen. 
Um den Quantisierungsfehler gering zu halten, liegt es nahe, die Anzahl nq der Quanti­
sierungsstufen möglichst hoch zu wählen. Es gibt jedoch hierfür eine obere Grenze, die 
durch das analoge Signal am Eingang des Quantisierers bestimmt wird. 
Reale analoge Signale, die ein Nutzsignal durch einen ihrer Signalparameter abbilden, 
sind stets überlagert von einem Störsignal, das im Grenzfall durch das Wärmerauschen 
hervorgerufen wird. Zur Darstellung dieses Sachverhaltes wird ein Nutzsignal s(t) mit 
dem Existenzbereich .t.smax angenommen, das von einem Störsignal sn(t) (n = noise) 
mit dem größten Schwankungsbereich .t.sn max überlagert ist. Nur wenn der Schwan­
kungsbereich .t.smax erheblich größer als der Schwankungsbereich .t.sn max ist, kann das 
Nutzsignal s im Summensignal s + sn erkannt werden. Dies kann nur mit der 
Unsicherheit .t.sn max geschehen. 

T 
c 

'r, 

+ 
'r, 

<5 

1 
Zeitverlauf eines Summensignals s + sn (ausgezogene Linie) aus dem Nutzsignal s (gestrichelte 
Linie) und dem Störsignal sn 
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AbteilungJülich Abbildung zu Blatt 20.1 
Prof. Dipl.·lng. W.Jansen 

set) 

Abtaster 

set) = 
TA 

s~ , 

Quantisierer 

s(k) 

s(t) 

s (k) 
Q 

Codierer 

'--_~. ___ I---_+~~_!---__ t__ __ .~-----4-------.-+-----+--:.-. .:.:.:........ 

t 

s ~ 
s( k) 

k 

co 

s (k) 
o 

s~ 

SeS (k) L s(k) Ö (t - kl~) .----·~·---f-~--
._,t ~ k = - co 

L---+-----'-----~--t--------~--~---_i_..------+___-~---_i_--,.-~~ 
, , 

k 

Bild 14 Vom analogen zum digitalen Signal 
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Abbildung zu Blatt 20.1 
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Bild 14.2 Quantisierung und Codierung von Signalen 
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Abbildung zu Blatt 20.1 

SP 

Wert- und zeitkontinuierliches Signal 
z. B. Sprachsignal, analoger Meßwert 

SP 

I 

,/ 

\ 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

Zeitdiskretes, wertkontinuierliches Signal 
l.B. zyklisch abgefragte Meßwerte, Pulsamplitu­
denmod ula tion 

SP 

Wertdiskretes, zeitkontinuierliches Signal 
l.B. quantisierte Sprach- und Musiksignale, Aus­
gangsspannung eines Digital-Analog-Umsetzers 

SP 

" " 

I 
I 

I 

,-
\ 

\ 
\ 
\ 

\ 

Wert- und zeitdiskretes Signal 
l.B. quantisierte Pulsamplitudenmodulation 

Bild 16 Signalarten Signalparameter SP (z.B. Spannung, Frequenz, 
Impulsdauer etc.) als Funktion der Zeit t 
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Digitalisierung analoger Signale 
Wertquantisierung 

Bl 20.2 

Auf Blatt 20.1 ist das Oszillogramm des allein wahrnehmbaren Summensignals s + sr 
mit dem Existenzbereich A(s + sn)max nachskizziert. Wird dieser Bereich in einande 
nichtüberlappende Werteintervalle aufgeteilt, deren Größe sinnvollerweise nicht kleine 
als ASn max sein sollte, . so gibt deren Anzahl Dmax die größte Anzahl gerade nocb 
unterscheidbarer Wertestufen des Nutzsignals s im Summensignal s + sn an 

A(s + sn)max 

Dieser durch die Signaleigenschaften am Eingang des Quantisierers bestimmte Grenzwer1 
liefert die technisch sinnvolle obere Schranke für die Auflösung des Quantisierungsbe­
reiches in eine Anzahl nq Quantisierungsintervalle. Es gilt 

nq $ nmax . 

Bei näherer Kenntnis der Signale s und sI} lassen sich über deren Effektivwerte die 
Leistung des Nutzsignals Ps oder die des Stbrsignals P n angeben. Hiermit läßt sich eine 
Beziehung angeben zum sog. Stärabstand analoger, gestörter Signale, der als Dämp­
fungsmaß definiert ist, in dem die Leistung des Nutzsignals Ps im Verhältnis zur 
Leistung des Stärsignals P n (n = noise) betrachtet wird. Es gilt 

ast = 10 19 ~s dB. 
n 

Für den Fall, daß Nutzsignal sund Störsignal sn ergodisch, regellos und normalverteilt 
sind, ein Modell, das für viele Vorgänge in der Praxis paßt, liefert dieser 
Zusammenhang für die angestrebte Situation mit P s ~ P n die Näherung 

ast 

n ~ 10 20 dB max . 

Bei einem Störabstand von ast = 80 dB fol,pt daraus die Anzahl der sinnvoll noch zu 
unterscheidenden Wertestufen zu Dm ~ 10 . Für die Anzahl der Quantisierungsstufen 
ergibt sich bei binärer Codierung ~r Wertestufen durch 13 Bit des Analog-Digital­
Umsetzers wegen nq $ nmax der Zahlenwert nq = 8192. 

Der durch die Quantisierung mit der endlichen Anzahl nq Quantisierun~sstufen 
(Rundung) hervorgerufene unvermeidliche Quantisierungsfehler vilrkt sich wie em dem 
Nutzsignal überlagertes regelloses Störsignal, das Quantisierungsrauschen, aus. Hierfür 
kann ähnlich wie der Stärabstand auf der Analogseite auf der digitalen Seite ein 
Geräuschabstand angegeben werden, der sog. Quantisierungsgeräuschabstand 

aq = 10 19 (nq 
2 - 1) dB ~ 20 19 nq dB. 
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4. Signaltheoretische Grundlagen der digitalen Signalverarbeitung 

4.2 Digitalisierung analoger Signale im Wertebereich 

4.2.3 Analog- Digital- Umsetzung 
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Analog - Digital- Umsetzung 

Bl2l.l 

Für die digitale Signalverarbeitung sind grundsätzlich drei Verfahren der Analog-Digital­
Umsetzung (Wertquaotisierung) aowendbar: (vgl. Bild 17) 

o Zählverfahren 
o Iterationsverfahren oder Sukzessive Approximation 
o Parallelverfahren oder Direktes Verfahren (Flash-ADC) 

Praktisch scheidet das Zählverfahren jedoch aus, weil es auf dem Prinzip beruht, daß ein 
Zählquaot, das der kleinsten Quaotisierungsstufe entspricht, so laoge aufgezählt wird, bis 
der zu digitalisierende Wert erreicht ist. Dieser Vorgaog dauert in der Regel für 
Aufgaben in der digitalen Signalverabeitung, vor allem dann, wenn mit dem Prozeß 
(Meß-, Steuer-, Regelprozeß) schritthaltende Verarbeitung verlaogt wird, zu lange. Für 
eine solche sog. Echtzeitverarbeitung sind das Iterationsverfahren und das Parallel­
verfahren geeignet. Hierbei stellt das erstere einen Komprorniß zwischen Aufwand und 
Schnelligkeit dar. Mit dieser Schaltungstechnik lassen sich z.Zt. Umsetzungszeiten von 
einigen /lS bei 4096 Quaotisierungsstufen (~ 12 Bit) und einigen 10 /lS bei 65536 
Stufen (~ 16 Bit) erreichen. 
Werden jedoch Umsetzungszeiten von deutlich weniger als 1 /lS gefordert, so muß das 
Parallelverfahren aogewendet werden. Hiermit lassen sich auch Videosignale mit 
Baodbreiten im Bereich von einigen MHz digitalisieren. Dieser Geschwindigkeitsgewinn 
muß jedoch mit hohem Aufwaod erkauft werden, der nicht nur vom ADU selbst 
bestimmt ist. Die Schaltungstechnik des ADU erfordert zum Beispiel, daß ihm ein Breit­
baodoperationsverstärker mit extrem niedrigem Innenwiderstaod vorgeschaltet wird, der 
auch bei einer Last mit hohem kapazitivem Anteil noch stabil bleibt. 
Die Grundkonzepte bzw. der Schaltungsaufbau für die beiden Verfahren sind aus den 
beigefügten Bildern zu entnehmen, die auf Angaben der Firmen Siemens und Analog 
Devices beruhen. (Bild 17 bis Bild 21) 
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Bild 17 Drei Grundverfahren der Quantisierung Alle Rechte vorbehalten 
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Abbildung zu Blatt 21.1 
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Bild 20 Schematische Darstellung eines 3-Bit-Parallel-Umsetzers 
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Abbildung zu Blatt 21.1 
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Bild 21 Innenschaltung eines modernen Flash-ADU für eine Umsetzungsrate von 
1,5' 108 Umsetz.js und eine Fehlerrate von 10-9 (nach Analog Devices) 
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4. Signaltheoretische Grundlagen der digitalen Signalverarbeitung 

4.2 Digitalisierung analoger Signale im Wertebereich 

4.2.4 Festkomma - Gleitkommadarstellung 
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Festkomma-G leitkommadarstell ung 

FestkommadarstelLung 
m 

x = ± Iak bk ; m ~ -1, n = m - w +2, 

k=n w: Stellenanzahl mit Vorzeichen (± zweiwertig), 

bEI 2,3, .. , 8, . ,10, .. 16 .. ) ( Basis des Zahlensystems), 

ak E I 0, .. , b-l! ( Ziffernvorrat des Zahlensystems) 

Eine Zahl x wird in einem Zahlensystem zur Basis b durch eine Ziffernfolge von 
Zahlen dargestellt, wobei jede Stelle in der w-l stelLigen Ziffernreihe von links nach 
rechts eine abfallende, ganzzahlige Potenz zur Basis b zugeordnet wird, die man als 
Stellenwertigkeit bezeichnet. Jeder Ziffer in der Zahlenfolge (auch Stellenwert genannt) 
kann nur die Werte ak des Ziffernvorrats annehmen. 
Da das Komma stets auf einer festen Position (zwischen den Stellen mit der gleichen 
Stellenwertigkeit, z B bei einer Dezimalzahl zwischen 100 = 1 und 10-1 = 0.1 ) steht 
und jede Stelle deshalb dieselbe Stellenwertigkeit besitzt, (siehe im Gegensatz hierzu 
Gleitkommadarstellung) wird diese Darstellung als Festkommadarstellung bezeichnet. 

Beispiele : a) b = 10, w= 6, m = 4, n = 4-6 + 2, ak = 9 für alle k, 
4 

x = + I 9 10k = +(9.104 +9.103+9.192+9.101+9.10°) 
k=O = +9999 = +9999,0 

ganzzahlige Festkommazahl (das Komma steht implizit rechts 9999) 

b) b=2, w=6, m=-l, n = -1-6+2, ak = 1 für alle k, 
-1 

x = -I 1 2k = - (1.2-1+1.2-2+1.2-3+1.2-4+1.2-5) 
1 1 1 1 1 15 

k=-5 = -,11111(2) = - ("2+4+g+Ut32) =- 16 = -,9375 

gebrochene Festkommazahl (das Komma steht implizit links) 

Gleitkommadarstellung 

Jede Zahl dargestellt zur Basis b kann als Produkt einer gebrochenen Zahl zur Basis b 
mit einer Potenz zur Basis b geschrieben werden. 

m m 

x = ± I ak bk = ± (I ak bk-(m+1) ) b(m+l) = ± M b(m+l) ; m~n 
k=n k=n 

w = WM + WE gesamte Stellenanzahl 

KF A Institut für Grenzflächenforschung und Vakuumphysik 
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Festkomma-Gleitkommadarstellung 

Die gebrochene Zahl zur Basis b wird Mantisse genannt 
WM: Stellenanzahl der Mantisse mit Vorzeichen 
Der Exponent der Potenz zur Basis b klar mit Exponent bezeichnet 
wE : Stellenanzahl des Exponenten mit Vorzeichen 

-1 
M = ± I ak bk ; E = (m +1); 

Beispiel 

k=l-WM 

b=10, w=6, wM~ 4, wE= 2, m =4, ak = 9 für alle k, 

x = + (.I 1· lOk ) lOE = +( 9· 10-1 +9' 10-2 +9' 10-3) . 105 

k=1-4 = +,999,105 = +,999E+5 

Im Gegensatz zur Festkommadarstellung besitzt hier die 
Gleitkommadarstellung vor und hinter dem Komma (Mantisse) nicht 
mehr die gleiche Stellenwertigkeit. 

Gegenüberstellung von Festkomma- und Gleitkommadarstellung 

b =10, w = 6 

Festkommadarstellung : m = -1, Zahlenbereich : -,99999 ::; x ::; +,99999 
Begrenzung des Darstellungsbereiches und Auflösung hängen 
direkt von der Stellenanzahl w ab. Alle Zahlen treten in 
gleichen Abständen auf. 
Skalierungsprobleme treten auf, wenn eine Z.?hl in die eine 
oder andere Richtung zur Vermeidung von Uberlauf oder 
Genauigkeit verschoben werden muß. 

GJeitkommadarstellung : wM= 4, wE=2, Zahlenbereich : -,999 E+9 ::; x ::; +,999 E+9 
Der darstellbare Zahlenbereich ist bei dieser Aufteilung von 

KFA 

w = WM + WE wesentlich vergrößert gegenüber der 
Festkommadarstellung. 
Die Auflösung ist hier 0,999 E-9 ebenfalls wesentlich größer, 
aber die darstellbaren Zahlen treten nicht mehr in gleichen 
Abständen auf (Nachteil!). 
Keine Skalierungsprobleme 

Institut für Grenzflächenforschung und Vakuumphysik 
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5. Netzwerktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 
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Netzwerktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 

Rnalog +- arbeitendes 
X (t) S'Istem 

Orginalbereich : 

~ 
Yft) 

J)ifferenhOflglf?ichungen : 

fJ~i 0;,. sind reelle Koe//;'zlenfm 

Bildbereich: 

Ubertrogunqsfun~bonen 
mtl fap/Q'ce - Tronsformcrfton: 

+ x(n) 

Digtta/ 
arbeitendes 

System --+ y(n) 

lJifferenzengle/cnungen : 

m 

YlvY ((K+J) Ta] =[b;tXlfkjUJ1a] 
/k<O 

b~ jCf) sind reel/e J:'oef(t'z/enten 

UbertragungsfunKt/onen 
mit Z - Transformation : 

A* Zfy (n)} 
(Z)=Z{x(n)} 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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Bauelemente in I/nearen / analogen 
und digitalen NetzwerKen 

Analog arbedende NetzwerKe: 

0) poss'"ve Net"zwerk'e 

1 --c=:J- WIderskinde 

2 -U- kondensatoren 

d ~ Spulen 

b) a/<f/ve NetzwerKe 

" 1 ~ WIderstande 

2 -U-- Kondensatoren 

3 -[::>-- Operot/onsverstorKer 

.Digital orbetlende Netzwerke = 

1 -.(8)..... Mv I tipl/zierer 

2 fr Schieberegister 

.. 
J -@+ flddierar 

I Immer 3 mogf/che Baue/ementarten I 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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5. Netzwerktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 

5.1 Schaltungssynthese im Orginalbereich 
- Quasi - Analogrechner Schaltung-
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Schaltungssynthese im Originalbereich 

- Quasi Analogrechner Schaltung -

R i 

XIIJ!nYIIJ 

Differentialgleichungen: 

x(t):: R'i(t)+y(t) 

i (t) :: C dJ~t) 

Differenzeng leichungen : 

x(n)::R-i(n)+y(n) 

i (n):: C Ä~a(n) 

R
T
: Äy(n) + y(n):: x(n) 

Ä Y (n) :: :c . x (n) - :c -y (n) 

1--___ -+ y(n) 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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Integrator 
- Quadratische Interpolation -

Eingangssignalfolge Ausgangssignalfolge 
Noch Keppler 

n(x)t~1 ~~.L.LI..-- ~Y·ln):· -l=t [xln-2) +4xln-1)+ X In)] 

n-2 n-l 
T,,: Abtostzeit 

1 0 : Integratorkonstante 
n k 

xlnl tj 1 
.9 11111 11 0 911 

x 0 1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 --,,--. 

: 1 I y I y I y I ? I y I y I wlnl 

:1 r I glnl 

~~~~-L9~~?~-L1~~Q~O~Q~Y~Q~ 
o 4 6 7 8 9 10 11 12 .,.. 

1 t I I I I I I wm (ni 

x(n) 
-+ 

-+ ----~~------------~ 
Wm (n) 

Schaltbild 

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 --,,---

S2A 

S3E S3A 

y(n) 

+ -+ 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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\c 
c 
c 

c 
c 
c 

c 
c 
c 

1 

100 

Integrator 

- Simulation des Simpson-Integrators -

simpson integration 
--------------------------------------

m=10 
xm=float(m) 
sla=0. 
s2a=0. 
s3a=0. 
do 1 n=0,m 
xn=float(n) 
x=(xn!xm)**2 
e=(xn!xm)**3 
w=l/xm 
if(mod(xn,2.).eq.1) w=4.*w 
g=w*x 
wm=0. 
if(mod(xn,2.).eq.0) wm=l. 

aktuelle werte: 

sle=wm*g 
s2e=g+sla+s2a 
s3e=wm*s2e 
y=s3e+s3a 
write(0,100) n,x,e,y 

schieben: 

sla=sle 
s2a=s2e 
s3a=s3e 
continue 
stop 
formate 1x, i4, 2x,f7. 4, 2x, f7. 4, 2x .. f7. 4) 
end 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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5. Netzwerktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 

5.2 Schaltungssynthese im Bildbereich 
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Schaltungssynthese im Bildbereich 

Rnalog arbettende Schalfunqen: 

X: Elngangssr'gnoi 

y ~ Rusgangssigno/ 

ubertragungsfunJ::'tion; 

JJigdo'l arbeitende Schaltungen .' 

" Ubertragungsft./f7k'tion: 
'1ft' 

~ x(n) 
A(z) H 

y(n) 
,jo" _ Z{y(n)} 

A (Zj - Z {x (n) } 

x(n) : Et'ngangs - Signa/folge 

y(n) : Rusgangs - S'gnqffolge 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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Integrator 

- Untersummenbildung -

Eingangssignalfolge Ausgangssignalfolge 

T n 

ylnl = Ta LX Ikl 
o k=O 

Tc> : Abtostzeit 
1:0 : Integratorkonstante 

A Y (n) 

Z{6y(n)} = (z-l)·Z {y(n)} + z ·y(o) 

Integration im z-Bereich: 

Z{Ylnl}= ~: z~l Z{xlnl} 

T 
Z {y(n)} = z-l [Z{y(n)} + la.z{x(n)}] 

o 

Ta. 
1: 0 r--

-+_ß- -1 Z{y(nl} 
Z{x(nl} Z t---<r--' ..... 

rL-
Schaltbild 

Ta. 
x(nl 1

0 
0 y(nl -+-c=r--+ 

SFG 
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Integrator 

- Lineare Interpolation -

Eingangssignalfolge: Ausgangssignalfolge: 

n 

I 1 Ta "\"""r ] y(n =- -- L x(kl+x(k+l1 
2"[0 k=O 

Ta.: Abtasizeit 
1 0 : Integratorkonstante 

l1y(nl = i ~: [X(nl + x(n+ll] 

Z {" y(nl} = i ~: z{x(nl + X(n+ll} = i ~: [z{x(nJ}+Z{X(n+l l} ] 

(Z-Il z{y(nl} = i ~: [z{x(nl}+ z z{x(nl}J = i ~: (z+ll z{x(nl} 

-+ 
Z{x(nl} 

{ ~ Ta. z+l { } Z y(n1r 2"[~z:·T'Z X (nI 

entspricht der bilinearen Transformation: 

r---
X r.,---..-j 

Lr--- + - >- -+ 
-1 r-- Z {y(nl} 

Z '----

r~ 
Scha ltbil d 

Z{x(nl} 
-+ 

SFG 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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5. Netzwerktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 

5.2 Schaltungssynthese im Bildbereich 

5.2.1 Synthese über den Umweg der Laplace Transformation 
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Bestimmung der Obertragungsfunktion 

im Z-Bereich aus der Laplace-Transformation 

Die Obertragungsfunktionen von Integratoren ent­
halten die Vorschriften zur Umwandlung der durch 
die Laplace-Transformation formulierten Ober­
tragungsfunktion in die für die Z- oder Bilineare 
Transformation gültige. 

Laplace Z-Transformation Bilineare Transformation 

A(p) A(z) 1 
= C2 '1---

r(Z-l) 
A(z) = C3 

1 
2 Z-1 
T T+T a 

Durch Vergleich erhält man die algebraischen 
Transformationsanweisungen. 

Für Z-Transformation: P = 

Für Bilineare Transformation: P = 

a 

1 (Z-l) r-;;-

2 Z-l 
Ta TiT 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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Die bilineare Transformation 

Wird insbesondere für den Entwurf von Dämpfungs­
filtern verwendet. 

Transformationsvorschrift: 

Laplace- Bilineare Transformation 

p 2 z-1 
~'z+1 

Frequenzteilung auf dem Kreisumfang verzerrt, 
da unendliche Strecke in der p-Ebene auf eine 
endliche in der Z-Ebene abgebildet wird. 

I fP 2 Z-ll j21f~ 
p p=j 2Tf - Ta Z+T Z=e f a 

Z 
jfglT ~ 

a 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 

-Abteilung Allgemeine Elektronik-

- 142 -



Methode 
Laplace - Bilineare Transformation 

R 
0 c::::::::J cl 0 

!UHP) ~U2(P) I 0 0 

U2 (p) 1 
1: =R·C A(p)= U, (p) = 1 +p1: 

Bilineare Transformation: 

2 z-1 
p=-'--

Ta z +1 

A(z) = 
1 + z-, 

(2· l +1)-(2· l -1) Z-, 
Ta. T .. 

2 l -1 1 1 
U2 (z) = Ta. . Z-',U2 (z) + ·z-, 'U, (z)+ Uj (Z) 

2 l +1 2 l +1 2 l +1 
Ta. Ta. Ta. 

Ulizi .---

C1~_1- Lr- U21z1 

2~+1 + r-----
T~ 51 Z-1 

'--

$~~ Cr 
2L +1 

T~ 

CD ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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5. Netzwerktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 

5.2 Schaltungssynthese im Bildbereich 

5.2.2 Direkte Synthese mit der Z -Transformation 
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------ ----------------

Darstellung der Sponnungs- u. stromabhangigKeit" 

pass/rer I/nearer Schaltelemente mIt der 
Z - T/'onsformat/on 

.sl'annung.sO'bhöng;g~eit StromClbllangtgkett 

Ort9. Bereicn 8/idbereich orig.Bere/ch 8ildbere/ch 

~R Rt'n I2·I 1 un ~L1 
f2 12 

,L ~(Z-1)l 
n-f 

L'~ Ta[Um k Li 
Ta -Ta L m=-o L x-I 

to .. 0 

lC n-'1 

~~[im Ta. I C LlLl.f'1 ~(l-I)LL 
T ---

C l-1 Ta- Ta. 
ffl"'O 

RbklJrzungen: 

U" Z[Un J 
I= L! lnJ 

CD ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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Direkte Synthese mit der 

Z-Transformation 

1 Y = ----'--- . I 
(z-1)~ 

Ta 

x = [R + 1 J . I 
(z-1).f. 

Ta 

(z-1).f.. Y Ta '" -------'=--
X R + 1 

(z-ll~ 
Ta 

T =R·C 

ZENTRALLABOR FUR ELEKTRONIK 
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5. Netzwerktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 

5.2 Schaltungssynthese im Bildbereich 

5.2.3 Direkte Synthese mit der Bilinearen Transformation 
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Darstellung derSpannungs-uo StromobhangigKeif" 
poss/ver linearer Schaltelemenfe m/r der 
b/I/nearen - Transformation 

Spannungsabhonglgk'e/t .stromabhanglgKel! 

Or/g 0 Beret"ch B/fdbere/ch arigo Bereidl a//dbereich 

~R l2-t'n /2·I 1 :LU - Ur> 
R 12 

IL I n-1 

L IHn 2L l-f I ?[um Ta.- l1" 1 I.J. 
TQ Ta. 0 Z+1 2L l-1 

I m",o 

lc n-1 

~ [tim o Ta Zt1 I C L1 Un 2C 1-1 Li, 

T 2C l-1 Ta, Tq 1+1 
m"'o 

Ilb/~Jrzungen ; 

lj<>ß[unJ 

I" B [t'n) 

CI ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 

- Abteilung Allgemeine Elektronik-

- 149 -



Direkte Synthese mit der 

Bilinearen Transformation 

R r o-------c::J ~~~----------~o 

xl 
1 

z -1 2C 
z+1 To I 0 ~--------~----------~O L = R·C 

y= 1 . I 
z -1 2C 
z+1 ~ 

x = ( R + ~1 ~ ) . I 
z+ 1 To 

z -1 2C 

X
y = __ z_+ _1 ---:'-'To"---_ 1 + Z 

R + 1 = (1 - ~l:o ) + ( 1 + ~10 ) Z 
z - 1 2C 
z + 1 Ta 

X t------1I>-------.,. 

Lr-- + 1-,-.. .... Y 
_1 f.-----. 

z -

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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5. Netzwerktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 

5.2 Schaltungssynthese im Bildbereich 

5.2.4 Synthese aus der Übertragungsfunktion 
mit vorgegebenen Schaltungsstrukturen 
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Zwei prinzIpielle Realisierungsmogl,chke/ten 
digital a/"betlender Nachbtldungen linearer Netzwerke 

X(1 

+ 

reKurs/v arbellende digitale NacIJb/ldung 
eines linearen Netzwerlt'es 

Z-1 Z-1 

Xn 

X bz 

+ 

nt'chtre/<,urSIY a,bei!ende cligdale NO'chbt!dung 

eInes I/neoren NetzwerKes 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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Erste Kanonische Form eines reKursiven DigtfO'lf,lters 
IIR-Fi/ter 

11 

UbertragungsfunKt/on 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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Zwetfe kanonische Form e/nes reJ(ursiven Digita/ft/ters 
I IJ<- Alfer 

bn +- X~-----+I 
X -f ....... Z ~-

-Cn-1 

-c, 
L-___ -+-__ --+~>< -co 

Ibn-, r .I 
I bn -c.n-~ >< 

+ ~ 
~------------------------------~ y 

tJbertragungsfunk'tion : 

btJ + b, l -r b2 r2. -r ...... -bn zn 
Co T ['1 1. + C 2 i 2. -t ••• - •. - Z n 

;JIt 

Atz) 
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Dritte kanonische Form e/nes reKursiven DigtfoL­
fIlters - KasKadierung yon Orundgliedern-

I .I!2 - FIlter 

-I 
1--------.1"1 ~--.I 

(jrundglied ? ordnunq 
~----------------------~ 

bo i- bfl rb2Z2. = Co TC~Z-fZ2. A(z) = ~ 

y 

Orundg/ied 1. Ordnung 
~---------------------, 

Do"f" b, c­
COT Z: 
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Vierte Kanon/sehe rorm eines reKursiven .Dig/ta/f/fters 
- ?orollelschalfung Jt'on ßrundgliedern-

I IR fiLter 

;' .......... ~ 

"" A1(c) '* A2 (1.) A~{l) 
... 

An{r) 

y., 1::12 fj.J '!In 

I + 

dbertrcrgungsfunKtion; 
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5. Netzwerktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 

5.2 Schaltungssynthese im Bildbereich 

5.2.5 Nichtrekursive (FIR) Filter 
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"Olrr 

Dimensionierung von FIR-Filtern 
- Ein-Impuls-Erregung -

Eingangs - Signalfolge 

, , , , , , , 
0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 -----. 

n 

y'ol t '1 1 
Ausgangs- Signalfolge 

I r Q 

0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ----
Betrachtung im Zeitbereich: 

Der Einzelimpuls wird von Verzögerungsglied zu 
Verzögerungsglied geschoben. 

Nur der Multiplikator, an dessen Eingang der 
Einzelimpuls der Folge xln) im Verlauf seiner 
Wanderung durch die Kette von Laufzeitgliedern 
liegt, liefert am Addierungsausgang einen mit 
dem jeweiligen Multiplikante hIn) gewichteten 

Antei I der Ausgangssignalfolge Yln) 

n 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 

-Abteilung Allgemeine Elektronik-

- 159 -



Dimensionierung von FIR-Filtern 
- Ein-Impuls-Erregung -

Betrachtung im Bildbereich der Z-Transformation: 

Die Z-Transformation eines Einzelimpulses ist 

Z{x(n)} 
CD 

L x(n)·z-n 
n=o 

1 

Die Z-Transformierte der Ausgangssignalfolge ist 
demnach 

I Z{y(nJ}=H(zJ I 

IJie Multiplikanten hIn) repräsentieren also nicht 
nur d,e Impuisantwort eines Einzelimpuises, sondern 
sind auch Polynomkoeffizienten der Obertragungs­
funktion des FIR-Filters 

N 

H(zJ = L hlnJ·z-n 
n=O 
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Dimensionierung von FIR-Filtern 
- auf konstante Gruppen- und Phasenlaufzeit -

Periodischer Frequenzgang eines FIR-Filters 

N-l 
= L h(n)' e -jw·n 

n=o 

Der ~requenzgang kann auch durch Betrag und 

Phase dargestellt werden. 

+ I H(e jw) I. ejcp(w) 

Bedingung für frequenzunabhängige Gruppen­
und Phasenlaufzeit: 

~: Propor.-Faktor 

I cp(w)=-o:.·w=lpw I 
- 1T:<; w~1T 

Erfüllt: dcp(w) 
----crw- = TG const. Gruppenlaufzeit 

= Tcp const. Phasenlaufzeit 

Mit diesem Ansatz: 

N-l -jwn L hn·e 
n=o 
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Dimensionierung von FIR-Filtern 
- auf konstante Gruppen- und Phasenlaufzeit -

.:':. I H (e jW) I . 
N-l 

sin(o:w) = L h (n ) . si n (w n ) 
n=o 

.:':.1 H(e jW ) ,. cos(o<.w) 
N-l 

= L h(n).cos(wn) 
n=o 

N-' L h(n)'sin(wn) 
tg (O/.w) = sin(cxw) = __ n_=_' ______ _ 

cos (oc.w) N-l 

h (0) + L h (n) . cos ( w n ) 
n=l 

~ = 0 ist nur möglich, wenn 

h (n) *" 0 

h(n) = 0 

n = 0 

n = {l;L; ... (N-IJ} 

Trlviale Lösung, da der Puls unverformt und ohne 
Zeitverzögerung durchgegeben wird! 

2. Lösung: 

N-l N-l L h(n)·cos(wn)·sin(o:w)- L h(n)sin(wn).cos(a.w) = 0 
n =0 n=o 

N-l 
L h(n). [cos(wn).sin(ctw-) - sin(w-n).cOS(OlW)] = 0 
n=o 
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Dimensionierung von FIR-Filtern 
- auf konstante Gruppen- und Phasenlaufzeit -

N-l 

L h(n)· sin [( Cl-n)w] = 0 
n=O 

Mlt der Bedingung 

erhält man paarweise Sinuswerte mit gleichem Argument 
und entgegengesetztem Vorzeichen! 

h(o)sin(NZl w) + h(1)sin(Nz3 w) + ... 

( ) . (N-l) . 2 - (N-3 ) - h N-l Sln -2- w - h(N- )sln -2- W - ... = 0 

Diese Bedingung ist vollständig erfüllt, wenn: 

h(o) = h(N-l); h(l) = h(N-2); h(2) = h(N-3) etc. 

gemacht wird, d.h. wenn um die riltermitte die Koeffi­
zienten h(n) symmetrisch angeordnet sind. 

Symmetriebedingung: 

I hIn) =h(N-1-n) I 
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Dimensionierung von FIR-Filtern 

- auf konstante Gruppen- und Phasen laufzeit -

Fazit: 

Bei vorgegebener Multiplizierzahl gibt es nur eine 

Phasenverzögerung = (N-l)/2, bei der der Phasen gang 

streng 1 i near ist ! 

Beispiel 1 : N=11 ungerades N 

d=(11-1)/2=5 

1-Sym metrie 
hIn) I 

I I 

I 

! I !l I I N = 11 

1 I I 1 
cl. = 5 

b --0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
n _0(._ 

Impulsantwort 

Pulsverschiebung um 5 Takte 

Beispiel 2 : N=10 gerades N 

ri = (10-1) /2 = 4,5 

I-Symmetrie 
hIn) I 
I I 
I 

I II1 1 
N =10 

t r I r cl. = 4,5 

b J --o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 n 

-----.. 0(. ________ Impulsantwort 

Pulsverschiebung um 4,5 Takte 
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Dimensionierung von FIR-Filtern 
- auf konstante Gruppenlaufzeit -

wird gefordert. daß nur die Gruppenlaufzeit 
konstant ist 

ß 

-w 

geforderter Phosenverlouf 

Ansatz: 

cp(w)=ß-d.·W 

Zu erfüllende Bedingungen: 

N -1 
d=-2-

I h(n)=-h(N-1-n) I Antisymmetrie 

I 
N =10 

I 
I 
I 

N=11 
= 5 

Impulsantwort 

= 4,5 h\nl 1,[ 
I 1 j _ I y 

-+-i ~l---'----t-I t--L---r-I l--'--r-! --'--- n 

! Impulsantwort 
_d--! -r:J..~ 
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mit 

Dimensionierung von FIR-Filtern 

- Entwurfsmethoden -

Amplitudengang ist unabhängig vom 
Phasengang und kann noch vorgegeben 
werden. 

Periodischer Obertragungsfrequenzgang: 

CD 

H (e jW) = L h (n) e- jw . n 
n =-CD 

21f 

h(n) = hf H(e jw) e jw.n dw 
0 

Frequenzgang kann exakt nicht realisiert 
werden, da immer nur eine endliche An­
zahl h(n) vorhanden ist! 

Einfache Methode besteht in der 
Frequenzbandbeschneidung, führt 
aber zum Gibbs-Effekt ! 
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Dimensionierung von FIR-Filtern 

- Entwurfsmethoden -

Approximation des übertragungs­
frequenzganges mit: 

* Fensterfunktionen 

Rechteck-Fenster 

Verallgemeinertes Hamming-Fenster 

Kaiser-Fenster 

* Abtastung des Frequenzganges 

* Polynom in cosnw bzw. 
gleichwertig (cosw )m 
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Dimensionierung von FIR-Filtern 

- Entwurfsmethoden -

Fenster-Methode: 

Frequenzbereich 

h(n) 

... ?1?? lry y y . .. 
6 l 61 J J16 n 

~n 
-M M 

~""' " 
, , 
1 I : 
I , • 

o N-t N-l 
T 

Originalbereich 

Unkorrigierte 

Fourier-

Koeffizienten 

Wichtungsfoige 

"Fenster" 

Korrigierte 

Fourier­

Koeffizienten 

Ausgangs­

Signalfolge 
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Dimensionierung von FIR-Filtern 

- Entwurfsmethode Rechteck-Fenster -

Rechteck-Fenster: 

WR(n) = 1 

WR(n) = 0 

. . . 

n 6 + 

sonst 

ejw (N-l)/2 

N-l 
-2-

(l-e -jwN) 

1 - e JW 

eiw(N/2) _ e- jw (N/2) 
j(w/2) e- j (w/2) e -

W
R 

(e jW) = sin(wN/2) 
sin(w/2) 

/\ A ... w 
'-./ Vi fV '-/ 

21T 21T 
-N N 

Frequenzgang 
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Dimensionierung von FIR-Filtern 

- Entwurfsmethode Rechteck-Fenster -

w(nl 

1.0t--------------, 

°O~-----------~2576--

257-Punkte Rechteck-Fenster 

Or-------------------, 

-10 

FREOUENCY 

Spektrum des 257-Punkte Rechteck-Fensters 
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Dimensionierung von FIR-Filtern 

- Entwurfsmethode Rechteck-Fenster -

Beispiel für einen Tiefpaß mit Rechteck-Fenster: 

_:0·:.110:0~~~N'2~7 ~ - ".1'1", ., I ". 
J , 

1.2.------------------, 

10,----------------, 

Or---~----------~ 

-10 

-20 

-30 
III 
"'0 -40 
~ 
w -50 
o 
i= -60 

~ -70 
<{ 
::; -BO 

'" o 
...J 

-100 

-110 

-120 

-130 

RECTANGULAR WINDOW LPF 
N'257 

FREOUENCY 

Impulsantwort 

eines Tiefpasses 

Antwort auf 

Sprungfunktionen 

Frequenzgang 
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Dimensionierung von FIR-Filtern 

- Entwurfsmethode Hamming-Fenster -

Verallgemeinertes Hamming-Fenster: 

oe. + (l-<x) cos (~) N -1 
Z-

N-l 
~ Z-

sonst 

= 0,54 Hamming-Fenster 

= 0,5 Hann-Fenster 

[ 21T n J WR(n) 0<.+ (1-0(.) cos (-N-) 

N=25 

Q=O.54 

w 

Frequenzgang 

des Hammlng­

Fensters 
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Dimensionierung von FIR-Filtern 

- Entwurfsmethode Hamming-Fenster -

257-Punkte Hamming-Fenster 

FREOUENCY 

Spektrum des 257-Punkte 

Hammlng-Fensters 
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Dimensionierung von FIR-Filtern 

- Entwurfsmethode Hamming-Fenster -

Beispiel für einen Tiefpaß mit Hamming-Fenster: 

::~ .. I! .. o~~----~-----~'~'~II~~I~'~--------~ 

N=257 

-010 L------'-__ ---'--__ ---'--__ --'-___ ----'--__ -'--__ --L..-------' 

0.8 

0.4 

10.---------------------------~ 

or-----,,--------------------~ 
-10 

-20 

HAMMING WINDOW LPF 
N=257 

FREOUENCY 

Impulsantwort 

eines TIefpasses 

Antwort auf 

Sprungfunktlonen 

Frequenzgang 
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Dimensionierung von FIR-Filtern 

- Entwurfsmethode Kaiser-Fenster -

Kaiser-Fenster: 

0 

-10 

-20 

-30 

-40 

-50 

-60 

10(~ ·11-[2n/(N-l)] 2 

1
0 
U~) 

N-l !E 

----z-

1
0 

Besselfunktion O. Ordnung 

Eine funktionale Darstellung des Spektrums 

gibt es nicht! 

KAISER WINDOW 
N,257 

FREQUENCY 

257-Punkte 

Kaiser-Fenster 

Spektrum des 

257-Punkte 

Kaiser-Fensters 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 

-Abteilung Allgemeine Elektronik-

- 175 -



m 
'0 

;; 
LU 
0 
::> 
~ 
z 
Cl « 
::; 

Dimensionierung von FIR-Filtern 

- Entwurfsmethode Kaiser-Fenster -

Beispiel für einen Tiefpaß mit Kaiser Fenster: 

0.10 :·:r 
Or---------~~~~~~--------~ 

-0.10 '--__ '----__ '----__ '----__ L-__ L-__ L-__ L---' 

1. 2r-------------------------------, 

O.B 

0.4 

O~------------~ 

-40 

-60 

-BO 

-160 

0.1 
FREQUENCY 

p 

Abhängigkeit der 2.120 
3.384 

WeUigkeit von den 4.538 
5.658 

Dimensionierungs- 6.764 

ß und D 
7.865 

parametern 8.960 
10.056 

D 

1.50 
2.23 
2.93 
3.62 
4.32 
5.0 
5.7 
6.4 

Impulsantwort 

eines Tiefpasses 

Antwort auf 

Sprungfunktionen 

Frequenzgang 

Passband ripple Slopband ripple 
(dB) (dB) 

±0.27 -30 
±0.0864 -40 
±0.0274 -50 
±0.00868 -60 
±0.00275 -70 
±0.OOO868 -80 
±0.OOO275 -90 
±0.OOOO87 -100 

(Courtesy of J. Kaiser, Bell Laboratories.) 
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Dimensionierung von FIR -Filtern 

- Entwurfsmethode Polynom cos nw -

Ein vorgegebener Amplitudengang kann mit 

(N-l1/2 , 

I H (e
jW

) 1= h( Ni') +2· ~ h(~ -n) cosnw 

experimentell durch paarweises Verändern der 
h-Koeffizienten ausgeführt werden, da zu jeder 
Harmonischen n 
~Ii chtungsfaktor 

der Cosinus-Funktion nur ein 
N-l h(-Z--n) gehört. Aus der für 

phasenlineare Filter gültigen Filtersymmetrie 
ergibt sich der zweite zu einem Koeffizienten­
paar gehörende gleich große Koeffizient. 

Beispiel: 

h(k1t I 
y 

N-l ? N =" I n=l 
-2- n=l ? 

I r n=2 n=2 ? 
n=3 n=3 I n::4 

n=5 I nr ? 
I ni 5 

0 1 2 3 4 5 6 7 B 9 10~ 
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Dimensionierung von Flr-Filtern 

Entwurfsmethode Polynom in cos nw -

Filter mit gerader Anzahl Multiplizierer: 

N-l 
H(z) = ~ h(n) = z-n 

n=o 

h(o)+h(l)z-1+h(2)z-2+ ... h(N-l)z-(N-l) 

H(z) 
N-l { N-l N-3 --z -r -z 

z h(o) z +h(l)z + ... 

N-l N-3} 
+ h(N-l) z--Z+h(N-2)Z--Z+ ... 

Mit der Bedingung für linearen Phasengang 
h(n) = h(N-l-n) : 

H(z) 
-~ W [ ( n -~ ) - ( n -~ ) J 

z Co L h(~ - n) z Co + Z Co 

n=l 

OFT: 

t ' Amplitudengang 
'--------- Phasengang 

/ 
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Dimensionierung von FIR-Filtern 

- Entwurfsmethode Polynom in cos nw -

Filter mit ungerader Anzahl Multiplizierer: 

H(z) 

H (z) 

N-l 
= L h(n) 

n=o 
-n z 

h(o) + h(1)z-1+h(2) z-2+ ... h(N-l) z-(N-l) 

z-(N-l)/2 {h(O) z(N-l)/2+ h(1) z(N-3)/2+ ... 

+ h(N-l) z-(N-l)/2+ h(N_2) z-(N-3)/2+ ... 

+ h(~)} 

Mit der Bedingung für linearen Phasengang 

h(n) = h(N-l-n) : 

H (z) 

N-l 

z- ~ {h(~) + ~ h(~ - n)(Zn+z-n)} 

OFT: 

. . N-l {( N-1) (N-ll/2 (N-') } H(e JW )=e- J -2- w
• h -2- +2'~h -2- -n cosw 

I ' AmPlitudV~en-g-on-g-----' 
L--------li nieorer Phosengong 
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t 

0,5 

Dimensionierung von FIR-Filtern 
- Entwurfsmethode Polynom (cosw )m -

Oft ist es vorteilhafter, bei der Approximation 
eines vorgegebenen Frequenzganges die gleichwer­
tige Formel 

(N-l)/2 

I H ! e j W) I = L b! m) ! cos w) m 
m .. O 

zu verwenden und aus den b-Ko@ffizient@n die 
h-Koeffizienten entweder durch trigonometrische 
Umformung oder Fourieranalyse zu bestimmen. 

I H !e jW
) I = O,55+0,5cos w -0,05 ! cosw)2 

= 0,525 + 2· [0,25 cosw -0,0125 cos 2w] 

1r 

h (0) = -0,0<25 
h (1 ) = < 0,2.5 
h(2)=+0,525 
h(3)z+0,25 
h (4) z ~ 0,0125 

21T W-
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5. Netzwerktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 

5.3 Ausführungsformen mit Signal prozessoren 

5.3.1 Ein prozessorausführung 
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Einprozessor - Signalverarbeitung 

Koeff iz i enten - Speicher ung 

~ 
lnitiali sierung 

Takt I ... ~ .. 
I .... 

~ ADC 

x(t) 

I~ 
x(n) Ir 

--'" Eingabe / po --../ 
x (t) 

,,. 
Sequentielle Berechnung der 

Ausgangs - Signalfolgen 
kaskadierter Filter - Grundglieder 
in Program m - Schleifl;'n 

mit Koeffizienten 
aus dem Koeffizienten - Speicher 

DAC 

,. y(n) 

I~ 
y(t) 

f!.usgabe / ~ .. 
y(n) 

".. 
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5. Netzwerktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 

5.3 Ausführungsformen mit Signalprozessoren 

5.3.2 Multi - Signalprozessorstrukturen 
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stelgerun9 der VerorbetlungsgeschwlI?dl.9Ke;t 

von SIgnaLen durch /1uLt/- Proze.5sorbetne6 

HuLtt'- PtO~e5s0r betrieb u. ber eInen 

gemet"nsomen Bus we.gen .Bus - Ver­
blndungsproblel77en nur bel' kleinen 

HuLtl' - Pro zessorsystemen. 

- ./)/e- Steig81'ung der Verorbedungsgeschwln­

digked hangt auch Von den Zu Y"eror6ei­

tenden fJlgord_hmen ob. 

- moximale StelgrLlng der Verorbedun9sge­
schw/nd,gke/t mIt systoLischen 

Systemen (/(Ur7g / Leler-.5on) 

(jj systot./sche Ilrch,le,et.uren 

@ fI/J]JRIIL -Gesetz 

@ f1/17 sky 

10'" 

10 

~~--~----.------.-----+1 

10 10 2 10" 

Rnzoh{ »5 Ps 
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5. Netzwerktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 

5.3 Ausführungsformen mit Signalprozessoren 

5.3.2 Multi - Si 9 nalprozessorstru kturen 

5.3.2.1 Nichtrekursive (FIR) Filter 
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Semisystolische 

nicht rekursive Filter (FIR) 

Eigenschaften: 

1) Alle Signal prozessoren erhalten gleichzeitig 
denselben Signal-Abtastwert. 

2) Die Regularitätsforderung ist durch den gleich­
artigen Aufbau einer aus dem DSP und seinen 
Daten-Links bestehenden Prozessorzelle und durch 
die Gleichheit aller DSP-Programme zu erfüllen. 

Suche nach der Topologie der Schaltung: 

allgemein 

( -1 -2 -3 Y = CO+ Cl Z + C2 Z + C3 Z + ... 

Erfüllung der 1. Forderung 

Ein Abtastwert wird gleichzeitig im jeweiligen DSP 

mit dem entsprechenden Filterkoeffizienten C(m-l) 
gewichtet. 

Erfüllung der 2. Forderung 

durch Aufbau der Funktion Y(X) in gleichartige 
Klammerausdrücke. 

1 2 3 ···321 

Y = (CoX) +Z-l [(C1X) +Z-l [(C2 x)+i 1 
[(C3 X) + •.. ] J] 
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Yn .. 

X(I 
;.;.. --.-

{I",,-

''-

Sem/sysfoLtsche /Jusfuhrung e/nes 
nlchfreKurs/ven Alters (F112) 

I 

I 
I 

.., .. ., 

M: Rnzahl der 
Zellen oder JJ.S Ps 

-Schaltung e/nes FIt<. FiLters 

I Co ~ [, I.: ........ DCM.' ~CM.' 
I I ·1 

Schematische Darstellung der Zellen 
eines semisysfo//sCl7en FII2-t=ilters 

J I 

I I 
Co I C1 

I 
C2- I C M-2 

I 
.vI 1J I ........ .D.l 

,... 

I I SF(i. I 

§,igno!!lußgrqph 
x m _--=D=---~~ X m-l 

C 
X m ~ C:Km 

~+ 
L Yerblr}(jung 
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Globalsystolisches 

nicht rekursives Filter (FIR) 

Eigenschaften 

Wie semisystolische Filter, jedoch mit getakteter 
Eingabe der Signal-Abtastwerte zur elektrischen 
Entkopplung der Prozessorzellen. 

Suche nach der Topologie der Schaltung: 

Für das semisystolische FIR-Filter galt: 

1 2 3 ···321 

Y = (coxJ+z-1 [(clXJ +Z-l [(c2 x)+i 1 [(c3x) + ... J]] 

-1 K wird verallgemeinernd statt Z , Z-

für k = 1,2,3 ... gesetzt, so ist als Spezial-

fall der erste enthalten. Wegen 

Z-K= (epT .. rK= (epkT .. )-1 

Ldiskrete Laplace-Transformierte 
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Globalsystolisches 

nicht rekursives Filter (FIR) 

K vervielfacht die für das semisystolische FIR­
Filter gültige Taktzeit. Die Filterkoeffizienten 
Cm_1 hängen von dieser ebenfalls ab, so daß sie für 
das globalsystolische FIR-Filter gleichen Zeitver­
haltens neu bestimmt werden müssen. 

1 2 3 . ··3 21 

Y = aO X +Z-K.[( a 1 X) +z-K.[( a2X) + z-K.[ (a3'x)+ ... ] JJ 

Für K = 2 gilt für das globalsystolische Filter 
unter Berücksichtigung seiner Topologie: 

1 2 3 ···32 1 
-1 [ -1) -1 [ (-2 -1 [-3 ] J J y = a o X + Z . a1 (Z . X + Z . a2 Z· X) + Z . a 3 ( Z . X) + ••• 
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Um wandeln e/nes sem/systoL/schen /n e/n 

global slJstotisches F IR - AUer 2 Ordnu179 

Yn 

...:::... 
-r I I I I 

I Co I Cl I C2 I 
I DII. I J)* I Oll. I 

....:::... D J) o 
"7 I I I I 

I Qo I a, I az' I 
I 1 ]) I D I 0 I 
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5. Netzwerktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 

5.3 Austührungsformen mit Signalprozessoren 

5.3.2 Multi - Signalprozessorstrukturen 

5.3.2.2 Rekursive (I IR) Filter 
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Systolische rekursive Filter 

y ... 
x 
-+ ~ -: -y'---_,_-_Q_(Z_-1 )_----J~ 

t W-X 

I 

p(Z-l) und l-Q(Z-l) sind die übertragungsfunktionen 

zweier nicht rekursiver Filter. 

W - X = [, - Q ( Z-1 ) l W 

Y = P (Z-1) . W 

y P (Z-1) 
= X Q (Z-1) 
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Semisystolisches 

rekursives Filter 

Lrt PI -1) - + -1 + -2 lVII: Z - 00 01 Z 02 Z + ..... 

Q I -1) - 1 + b -1 b -2 Z - 1 Z + 2Z + ..... . 

1 2 

Y = 1°0 W ) + Z-1 [101 W) + Z-1 [102 W ) + 

1 2 

W-X= Ü'W -Z-1 [lb1 W)-Z-1[lb2 W)-

y .. 

x ..... 

···21 

... ] ] 
···21 

... ]] 

o 

o 
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Globalsystolisches 

rekursives Filter (IIR) 

y = p (z-1) . W 

W - x = [1 - Q ( Z-1 ) l W 

1 2 3 .,. 32 1 

Y = ooW+ Z-1 [01 (Z-1 W) +z-l [02(z-2W) + Z-1 [03(Z3W) + ..• ] ] ] 

1 2 3 ···321 

W- X = O· W+ Z-1 [-b1 (Z-l W)+ Z-' [-b2 (z-2 W )+Z-1 [-b3(z-3W)+ ... ] ] ] 

+­
y (I) 

-+ 
x(t) 

UMSETZER 

y 

y(n) 

x 

x(n) 

x(n)-. 

I 
w(n) 1 

1 

w(n)-x(n) I 
1 

DSP 00 

o 

DSPOl 

2 

DSP 02 I 

N 

1 

I 
r-., i 
I _,1 1 

Z I-+- +-0 
I I 1 
L_.J I 

1 
1 
1 

I 
1 

I 
1 r-., I 

1 1 I 
Z' t--:-- +- 0 

I I I 
L_.J I 

1 

y(n) +- ______ -:-1 -l 00 

o 
o 
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5. Netz wer ktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 

5.3 Ausführungsformen mit Signalprozessoren 

5.3.2 Multi - Signalprozessorstrukturen 

5.3.2.3 Binärer Baum 
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Term/nal - Eingabe 

Globalsystol/scher Baum 

ARCHITEKTUR- VORGABE: 
PROGRAMMNAME name 
ARCHITECTURE tree 

Character-Symbol Single-Symb~l : 

which Installation do you want ? 

- DAC / ADC on the top [dac/adc] 

- hdw many output/input parameters [l .. ms] 

- contra data flow between the DSPs [y/n] 

Correction [Y/N] ? 

PROGRAMMEINGABE : 

DETAIL 

, 

~ 
T-r 

PROGRAMNAME name 
ARCHITECTURE tree 
DSP-NUMBERS 25 

1 r\ 1-
press <return> to continue 

, 

~ 
~~ 
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5. Netzwerktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 

5.4 Au sführungsbeispiele 

5.4.1 Feldstruktursimulator als Beispiel 
einer Quasi - Analogrechnerstruktur 
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Feldstruktursimulator 

für TEXTOR 
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VACUUM VESSEL 

, 
I 

MIRNOV COILS 
'/fixed d~abIe,..-

CD 
JÜOOt !PP 

Arrangement of 12 Mimov (oils in a poloidal plane 
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Feldstruktursimulator TEXTOR 

Modellbeschreibung 

tf} = !!:.-. Cos (27r &) 
Ro 

P/osmostromprof/! : 

1 f r = 
f+(l<o.r) 2. 

,q 

.s = ~ 7T I Bi7iiisin27T(mfJ--nr) 
i· f 

~+--120 --~ 
l,rSm 

~ =" ( 1 +- r· f &-) 2, fr . f 0 

d'r 

!!l:- = (1rrf19') 2·2·,5 dr 

Ele/ärtsche flnalogie 

Zu stfnukerende Rna/og- NetzwerK Digtfo! - NetzwerK. 
Großen ANALOG-Rechner HARDWARE- Rechner 

f ~ t _n·AT 

8('!) ~ U{f-{t) -- 8n 
r(r} --- Ur (t) -- rn 
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5 
T 
Ö 
12 
F 
u 
IJ 
I< 
T 
I 
0 
N 
5 

Ci 
E 
AI 
E 
12 
{l 

T 
0 
12 

Feldstruktursimulator TEXTOR 

Aufbau 

NetzwerK. 

Ko 

BedIenungs -
l2echner I 

I1/KRO-

PI20Z. 

ZB080 

Siemens 
SHP 

TalCt SltJrt Si 

D 
I 
5 
P 
L 
Q 

Y 
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5. Netzwerktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 

5.4 Ausführungsbeispiele 

5.4.2 Butterworth - Tiefpan zweiter Ordnung 
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Direkte Dimensionierungsmethode mit der 
bilinearen Transformation 

Beispiel: 

Butterworth-Tiefpaß 

IA!iWJlj 

1\ 

"'"'-I~ 
o 1 Butterworthbedingung: w o1 : V 

u (z) z2 + 2 z + 1 
A(z): 2 : Co.-------=----=~~------

Uo(z) 2 2 i2' 
2 

1- (-w2o-Ta.) 1+(~o2T~ ) -~o~. 
Z + 2 . z+ - ~ 

1 +(_2_)2+ 2l{i' 1 ( 2 )2 212' 
woTn woT.. + woT .. +woT .. 

1 
C~ 2 12 1 + (_2_) + 2-2. 

woTo. woT .. 
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Direkte Dimensionierungsmethode mit der 
bilinearen Transformation 

Bestimmung der Abtastfrequenz: 

Mit Abtasttheorem: 

+ = 2, ( l+'fo ) = 8'fo 
a 

1 2 rr 
fo Ta=S -- woTa = 8 = 0,7854 

A (Z) = 0 0902 ' z2 + 0 1804 . Z + 0 090 2 , zL O,9895'z+O,3503' 

x(n) 
-.--~------~----~ 

y(n) 
-+ 
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5. Netzwerktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 

5.4 Ausführungsbeispiele 

5.4.3 Entwurf eines Tiefpasses dritter Ordnung 
mit dem Filterkatalog von Rudolf Saal 
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Filterentwurf 

mit Filterkatalog von Rudolf Saal 

A(p)= 

llrR;' 
2 ~ Ft 
H(p) 

Normierung 

=~ rl RB 

C0301 

1, 

Filter I-w, r,~ jv, 
(a) 

H (p) = Betriebsdämpfungs­
funktion 

A (p) = Übertragungsfunktion 

52. = f I Hz 
fBI Hz 

B;o020IgIH(jQ)1 I>~, 

® r, ~ f CJ f ~ " 1 
C0301 ~ (p - C~I) (pl - 2:'12 P + jll) 

~;/ " 
, 2 J 

H(p) = C ---p'-+ll~-,--

Bo = 0.0004 dB I 

®';-~" )'2=''\~+ M J~ : 
I 

fl02 1 fl, I> , 

si {}, I " I ® 1"-' '2- 1 

I I" -00 
'2- 1 

I f}CCJ2~ I {},. I I ±P. 
dB ' C2._. I I,. I '" c2·_·1 I" I '" 

-0. 

011$141 0]23111 .- ~U1SIt'10a := 0115147 0.101124 .- U1Ol!~J!5J 

gm~: O.4UH3 .......... l&lUnUH 
~== 0.118150 OU80025~OJI , 4191U910J 

03U~!S OHlll1 , ........ 19101391916 ,-
03US55 0.159335 01861192395 115UJIJJ69 HIJo5JI1UU 

OH~IKI OU1,03 ,- 29311109601 .-0,.040<1 0153101 OUIUlII1O ,nunTIOS 260&'9811'0 

031111J 04969'0 .- ~~gmm:: .-OJJI1&J QUSI&O OUJOIIHH 210511UJlO 

O.UUH OUII14 .- ]1)06)081'11 ._-
0311IU OT3U~O OIIIlI219U 1110UUSU 21434101591 

0.3211»1 0196902 ......... l04Ul'UlJ .-unlou 0'19424 0&&18161819 IlJl1Ja'OU 2HU'UHO 

~um: Dunn .- lO1611Ul10 .-01uon 0lU01»9n 1200410100112 2nllnnoo 
o 31HU OUlU9 .- ~ 1~!iU~~: .-0311'16 Ul01111 OIU4Dl9!91 25112))11813 

031tUa O.UU19 
~== 

321G10SOHO .-o 311.U 009UOl 1.1115169913 2515198113. 

0305003 O~H .- 321U511101 .~mmm: 0305003 00100M OUUlS0421 1013!&lUU 

02911lJ 05U611 .- 115411100U .-0291112 0(1.61014 0lUU5nrg 10112113115 B1119131U 

02*121 0505141 .-- ltlUU5105 ........... 
02~121 OG4I1U 01101599511 091lSU4Jl9 IS!5U49415 

02U1l2 0509118 ._- lSJ2G4IHH ~~ 0.Ul1l1 0017011 01lO101l91J 09114119101 

0215051 0515113 .- ~:m::~m .......... 
0215051 0005111 OilTJU31U 2523U83540 

si {}, I "1 ' 1':'-' I '" I I" 12g_, I '" I I" I f}r:r.J1g I {},. I I ±P. e dB @ '1=1 ,,~11 I ':~O 1;=1 
-0. 
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Filterentwurf 

- Beispiel C031 -

Bilineare Transformation: 

2lf 
WB = Bezugs - Kreisfrequenz r;;:- z -1 

P = - --
Ta = Abtostzeit WB z + 1 

I 
z -1 

I 
2 

I 
p=kz+T k---

- Ta WB 

Dimensionierungsbeispiel C0301: 

Os =42,9 dB S2 s = 9,566772234 
oo=O,OO04dB S2CXl2 = 11,039187451 

cx., = -2,9107397976 ß, = ± 0,0000000000 
<X2 = -1,3523783769 ß2 = ± 2,6067114834 

I c = 4,854768535 I ~2=8,6238 I 

k = 1.. JA = ~. fAI Hz 
1T fB lT fs/Hz 

. SCs 

fA = 2· ( 2 fs I 

ß /1_ I k = i . S2s I 
I 

fs 2fs fA f k = 10, 5 

a ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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Filterentwurf 

Bilineare Transformation von A(p) 

Nach Filterkatalog R. Saal für C031: 

Mit bilinearer Transformation: 

1 A(z) = 2C 

z -1 
P = kz+T 

A(z) = ~.~. 020z2+ 021 Z+ 020 
00 Z -b11 Z2- b21 Z + b20 

A(Z) ist die übertragungsfunktion eines 
Filtergliedes 1. Ordnung und eines Filtergliedes 
2. Ordnung. 

Für dos Filter C031 gilt: 
2 

00 =2c(k-cx.l) (k -2d.2k+~2) = 130,2125-147,2742 
bl1 = (k+c<.,) (k-cx.,) = -I- 0,5659 

020=k2+2l2 =+232,1139 

021=2·(2~ -k2) =+ 23,2278 
b21=2·(k2_~2)/(k2_2d.2k+}{2) =+ 1,3801 

b20 = (k2 
+ 2 cx2 k + ;,'2) I ( kL 2 ol2k + M2) = + 0,6143 
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Filterentwurf 

- Schaltung des Tiefpasses C031 

Z+l 
A(Z)=O.0077· Z-0.5659 

x (n) +0,0077 .... 

1.5761 z2 +0.1577 z+1,5761 
Z2-1.3801 z +0.6143 

y(n) 

-+ 
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5. Netzwerktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 

5.4 Ausführungsbeispiele 

5.4.4 Oszillator 
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Osz i 11 ator 

R L 

~U2IPI 1: = RC 

v.i=_1-
o LC 

A( ) = U2(P) = __ -,-1 __ 

P U,(p) 1+p1:+ 2t p2 

Bilineare Transformation: 

A (z) = __ -,-1 --- Z2 + 2 z + 1 

( 2 ) 2 [( 2 )2 J 1---· z 1+- _21 
2+2 woT..· + WO Ta. 1: 

z .[ + ( 2 ) 2 J 21 [ (2 }2 ] 2"( 
1 woTn +~ 1+ WoT.. +--r.:-

Beim idealen Oszillator ist 6:0! 

Durch Rundungsfehler bedingt ist er instabil. Durch 
ein experimentell zu ermittelndes 6 # 0 wird die 
Stabilität erreicht. 
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Oszillator 

A(z) = 

Da der Oszillator freier schwingt, bekommt er kein 
Eingangssignal . Deshalb sind nur die Koeffizienten 
des Nennerpolynoms wichtig! 

y(1) y(O) 

-1 -1 Y (n) 
Z Z I--r--+ 

~~f~ 
Anfangsbedi ng u ng 
für Sinusgenerator : 

y (0) = 0 

y(1) = sin(w o To)=sin(21T ::) 
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5. Netz werktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 

5.4 Ausführungsbeispiele 

5.4.5 PI-Glied 

- 218 -



Digtla/e Signo/verarbe/tung in der Regelungstechnik. 
PI-O/ied 

c 

7i: = 1<2 C 

I flip) = V ~'!r~. Lop/qce 
Tran 5 form"erL-e 

,.. 
A(rf) = V 

f - Z-1 

Bi/in/are 
Transformierte 
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5. Netzwerktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 

5.4 Ausführungsbeispiele 

5.4.6 PIO-Glied 
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x,., 

.JJigtlale Signalverarbedu17g /17 der 
Reget t./l7gstechnik. 

PI D- eüed 

Nebenbedln.9ungen 

Ra 

T; P .1-1 
R(p) = V --'--'--­

Tip 

Loploce Tr-ansformierte 

I---~+ 

..... t---- PIJ-Gtt'ed -----.~I .. 4--- I-GLied. 
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5. Netz werktheorie digital (numerisch) arbeitender Netz werke 

5.4 Ausführungsbeispiele 

5.4.7 POT-Glied 
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.vigitale St'gnalverorbeitung In der RegelungstechnIk. 
PDT-O//ed 

_-,-!2.:c..Z __ = V< 1 
R/.,.R, r 122. 

R,C:: Tv 

12( (Rl°t-l2z) 

Pi.,. 2,,,, 122 

Rrp) Co V Tv ° p +- 1 

T'v -p +-1 
Lop/ace 
Transformierte 

.. 
R (Z-1) :::: V • 

~--~ + Yn 

Kv -1 

Kyt1 

/(y-1 

I<'v+ 1 

1- k'v - 1 . l - 1 
/<'/1/ .,. f 

Kv :: 2Tv > 1 
Ta. 

Bilineare 
Transformt"erte 
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5. Netz werktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 

5.4 Ausführungsbeispiele 

5.4.8 Globalsystolischer IIR-Tiefpan CQJ31 
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Systol isierung des 

Tiefpasses C031 

übertragungsfunktion des nichtsystolischen 

Tiefpasses: 

A(z) 0,0077 Z+l 1,5761 z2+ 0 ,1577 Z+1,5761 
= Z-0,5659 Z2- 1 ,3801 z+0,6143 

Sys to 1 i si eruJ!.9.: 

- Ausmultiplizieren der übertragungsfunktion 

- Zähler und Nenner durch z mit der 

höchsten Potenz teilen. 

A(z) 0,0121 + 0,0134 Z-1 + 0,0134 Z-2 + 0,0121 Z-3 
= 

Z-I Z-2 Z-3 1 - 1,9460 + 1,3953 - 0,3476 
-

Anzahl DSPs: 

Die Anzahl der Polynomglieder entspricht der Anzahl DSPs. 

Filterkoeffizienten: --

sind identisch mit den Polynomkonstanten. 

I 

TiJ ~~: .~~ x(nl .... ---0 .. j~5j: 
y(n)+ 

I 

Zählerpolynom: + 0,0121 + 0,0134 + 0,0134 + 0,0121 

Nennerpolynom: 0,0000 - 1,9460 + 1,3953 - 0,3476 
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-- ----------------

5. Netzwerktheorie digital (numerisch) arbeitender Netzwerke 

5.5 Einflun der Quantisierung 
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Einfluß der Quantisierung 

Ein digitales System besteht im wesentlichen aus Koeffizientenspeicher, Zustandsspeicher 
Addierer und Multiplizierer (siehe Beispiel digitales, rekursives Netzwerk). 

) y(n) 

Beispiel digitales, rekursives Netzwerk 

Für Echtzeitverarbeitung kontinuierlicher Signale sind zusätzlich von der Anwendung 
abhängig ADU (Analog-Digital-Umsetzer) und/oder DAU (Digital-Analog-Umsetzer) 
notwendig. Die bei der Realisierung notwendige Maßnahme der Wortlängenbegren­
zung (binäre Zahlen endlicher Wonlänge) führt zur Abweichung des Systemverhaltens 
vom Idealfall (00 Wortlänge) und wird verursacht durch: 

- Quantisierung der Abtastwerte (Eingangssignal) durch ADU (Quantisierungsrauschen) 
- Quantisierung der bearbeiteten Abtastwerte durch DAU (Ausgangssignal) 
- Reduktion der Wortlänge bei den Koeffizienten (Abweichung von der Übertragungsfunktion) 
- B,.eduktion der Wortlänge bei der Multiplikation (Rundungsrauschen, Grenzzyklen) 
- Uberschreitung des Zahlenbereichs (Überlaufsschwingungen) 

Quantisienmg des Eingan,gssignals durch ADU 
DIe analoge Emgangsgröße des ADO mIt ewer w-stelligen Wortlänge unterteilt den 
Aussteuerbereich 2A in N = 2w Quantisierungsstufen. Alle kontinuierlichen Eingangs­
signale, die innerhalb einer Umsetzungsstufe q liegen werden in einer Binärzahl um­
gesetzt, die ein Ausgangswert der N Ausgangswerte ist. Die aus der Eingangsgröße x und 
der vom ADU umgesetzten Ausgangsgröße xd gebildeten Differenz e = x - Xd stellt 
den Quantisierungsfehler dar. Er beträgt, da sich x um den Quantisierungsstufenmittelwert I 
ändern kann, -O,Sq ~ e ~ O,Sq. Die Unsicherheit der. AusgangsgröBe des ADU ist ±O.Sq. 
Die Einbeziehung der eben beschriebenen starken Nichtlinearität des ADU's in eine 
mathematisch exakte Systemanalyse zur Untersuchung des quantisierten Signales, ist für 
die praktische Anwendung zu aufwendig. Mit Hilfe eines einfachen Rauschmodells kön­
nen die Auswirkung der Quantisierung für viele in der Praxis vorkommenden Signale 
näherungsweise beschrieben werden. (siehe Abbildung einfaches Rauschmodell) 

~ ~~-+- xd(nT) 
I e(nT) 

einfaches Rauschmodell (L TI) für ADU -Quantisierung 

Voraussetzung für das Rauschmodell : 
Abtastsignal xn(nT) und Quantisierungsfehlersignal sind unkorreliert. 
Rauschquelle (Quantisierungsfehlersignal) hat die statistischen Eigenschaften: 
gleichmäßige Verteilung, konstantes Leistungsspektrum und stationäres Verhalten. 
Die Antwort des LT I-Systems (siehe einfaches Rauschmodell) auf ein stochastisches Signal 

Institut für Grenzflächenforschung und Vakuumphysik 
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Einfluß der Quantisierung 

können einfach, wie bei deterministischen Signalen mit Hilfe der diskreten Faltung oder 
im Frequenzbereich berechnet werden. 

Quantisierung der bearbeiteten Abtastwerte 
Faßt man die bearbeitete Zahlenfolge naherungsweise als "analoge Größe" auf ( reelle 
Zahlen folgen natürlich nicht unendlich dicht aufeinander), die sich über den zur Ver­
fügung stehend.en Zahlenbereich ändern, so ist die Ganzzahlwandlung zur Anpassung 
an den DAU eine Wertquantisierung, die sich näherungsweise mit dem oben beschrie­
benen einfachen Rauschmodell beschreiben läßt. 

Reduktion der Wortlängen bei Koeffizienten 
In der Regel hegen die KoefflZlenten fur ewen digitalen Algorithmus nach Lösung ein­
er Approximationsaufgabe als gebrochene Dezimalzahl (doppelte Genauigkeit) vor. 
Für die hardwaremäßige Realisierung eines digitalen Systems müssen diese vorliegenden, 
großen Wortlängen durch Abscheiden oder Runden reduziert werdeIL 

Beispiel: y(n) = x(n) + 1,25y(n-1) -0,875y(n-2) (siehe Beispiel digitale, rekursives System) 

1,2\10) = 01,010000(2) Rundung auf 4 Bit: 01,01(2) 
-0,875(10) = -00,111000(2) Rundung auf 4 Bit: -01,00(2) 

f\..,~\. ·f' 
t ;1·, i I ,'\ -

~: \: \..1 " " 
" ~I I, 

'.! 

Stoßantwort eines rekursiven Systems 
ohne Rundung 

Stoßantwort eines rekursiven Systems 
mit Rundung 

Reduktion der Wortlängen bei der Multiplikation 
Wie Im obigen HeIspIel digItales, rekursIves Netzwerk zu sehen, besteht die Ausgangs­
größe eines digitalen Netzwerkes aus einer Summe von Produkten aus Koeffizienten und 
Zustandsvariablen. 
Die Wortlänge der Multiplikation zweier binärer Zahlen ist w = w1 + w2 - 1 (ind. ±). 
Man muß deshalb eine Wortlängenreduzierung vornehmen durch Runden oder 
Abschneiden. Dies führt zu einer Genauigkeitsverringerung, die bei rekursiven Systemalgo 
rithmen zu oszilierenden Schwingungen (Grenzyklen) führen können. Dieses Runden, 
Abschneiden der niederwertigen binäeren Datenbits wirken sich unterschiedlich aus und 
sind eine stark nichtlineare Operation. Insbesondere wird dadurch die Anzahl der Filter­
koeffizienten bei einem rekursiven Filter eingeschränkt und der rekursive Algorithmus 
stellt im Prinzip eine nichtlineare Differenzengleichung dar. Bisher existiert keine voll­
ständige Theorie über derartige Differenzen. Rauschmodelle, die weiter oben bei der 
Quantisierung der Abtastwerte kurz skizziert wurden, können Beiträge zur Anlyse der 
Wortlängenreduktion durch die Multiplikation Iiefem. 
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Einfluß der Quantisierung 

Instabilität 
RekursIve, digitale Systeme werden mit Hilfe von Stabiltätskriterien für LT I entworfen 
unter der Annahme einer unendlichen Wortlänge. Bei der Realisierung ~it endlichen 
Wortlängen können Instabilitätsprobleme auftreten, die Grenzzyklen und Uberlauf­
schwingung genannt werden. 

Grenzzyklen sind Ausgangssignale periodischer Art. Sie treten bei rekursiven Systemen 
bel konstantem Eingangssignal auf. 

Überlaufschwingungen nennt man Schwingungen, die bei Überschreitung des endlichen 
Zahlenberelcbs auttreten (endliche Wortlänge). Diese Schwingungen treten bei der Fest­
kommadarstellung auf und lassen sich durch eine Gleitkommadarstellung bei gleicher 
Wortlänge vermeiden. 

Die beschriebenen Effekte, der Reduktion der Wortlänge bei Multiplikation und Koeffi­
zienten, die ihre Ursache in ßer endlichen Wortlänge haben, können durch Vergrößerung 
der Wortlängen oder durch Anderung der Zahlendarstellung (Gleitkomma- statt Fest­
kommadarstellung) herabsetzen bzw vermeiden. 

Simulation und Untersuchung von digitalen Systemen können mit Hilfe eines Univer­
salrechners und dessen Umgebung mit der erforderlichen Wortlänge durchgeführt werden, 
insbesondere im Hinblick auf die von der Wortlängenreduktion verursachten Effekte, 
indem schrittweise die Wortlänge im Simulationsprogramm herabgesetzt wird. 
Ebenfalls können die Quantisierungseffekte von ADU und DAU durch Einführen einer 
entsprechenden Nichtlinearität simuliert und somit ihr Einfluß für die in der Praxis 
auftretende Anwendung abgeschätzt werden. 
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Terminal- Eingobe 
Sem/s ysto/ische DSP- Matrix 

ARCHITEKTUR-VORGABE: 
PROGRAMNAME : name 
ARCHITECTURE : semisystolic DSP-matrix 

Character-Symbol : Single-Symbol : 

2 

~B=8;8~ $' 3 

4 

Which installation do you want ? 

- how rnany columns [1. .8] ? 
- how many lines [1..8] ? 
- contra data flow in the lines [1/2] ? 
- contra data flow in the column [1/2] 7 
- DAC or ADC or both in the 1.line [d/a/ad] 7 
- DAC or ADe or both in the 1. column [d/a/ad] ? 

Correction [Y/N] ? 

PROGRAIv1Iv1EINGABE: 

PROGRAMNAME : name 
ARCHITECTURE : semisystolic DSP-matrix 
ARRAY-SIZE : 5 x 6 

DETAIL : • f + 
DSP 0,0 I I DSP 0,1 I j DSP O,2 

I ~ -
f t t 

DSP 1,0 I I DSP 1, 1 I J DSP 1,2 J-
t t t 

l 
DSP 2,0 I I DSP 2,1 I I DSP 2,2 l-

t press <return) to tontinue 
t 

CD ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 

- Abteilung Allgemeine Elektronik -
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TermInal - Eingabe 
Olobalsystolische .DSP-Motr/x 

ARCHITEKT U R - VORGA B E 
PROGRAMNAME name 
ARCHITECTURE globalsystolic DSP-matrix 

Character-Symbol Single-Symbol 

2 

,~ 
4 

Which installation do you want 

- how rnany columns 
- how many lines 
- one or two direction(s) in the lines 
- one or two direction(s) in the column 
- DAC or ADC or both in the 1.line 
- DAC or ADC or both in the 1. column 

Correction [Y/N] 

PROGRAMMEINGABE : 

name 

[1. .8] 
[1. .8] 
[1/2] 
[1/2] 7 

[d/a/ad] 
[d/a/ad] 7 

PROGRAMNAME 
ARCIIITECTURE 
ARRAY-SIZE 

globalsystolic DSP-matrix 
5 x 6 

DETAIL 

press <return) to continue 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 

- Abteilung Allgemeine Elektronik-
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6. Mehrdimensionale digitale Signalverarbeitung 

6.1. Einführung 

Unter "mehrdimensionaler" Signalverarbeitung soll hier durchweg 

zweidimensionale Signalverarbeitung verstanden werden. Die Gründe 

hierfür sind: 

- Die begrifflichen Schwierigkeiten treten beim Ubergang von 

einer zu zwei Dimensionen auf, die Verallgemeinerung von zwei 

auf mehr Dimensionen ist dann nicht weiter schwierig, 

- Das Hauptanwendungsgebiet der mehrdimensionalen Signalver­

arbeitung ist die Bildverarbeitung. Hierbei hat man in natür­

licher Weise zwei Dimensionen, 

- Zweidimensionale Signalverarbeitung hat den Vorteil, daß alle 

Begriffsbildungen visualisiert werden können, 

- Der technische Aufwand bei der Verarbeitung und auch der Dar­

stellung steigt exponentiell mit der Dimension. 

Es gibt eine große Anzahl von Erscheinungen in der zweidimensio­

nalen Signalverarbeitung, die sich problemlos aus dem Eindimen­

sionalen übertragen lassen. Beispielsweise wird ein Fernsehsignal, 

das ja "von Hause aus" zweidimensional ist, zeilenweise abgetastet 

und danach auf dem gesamten Wege vom Fernsehstudio bis zu Bild­

röhre des Empfängers wie ein eindimensionales Signal verarbeitet, 

wobei man auf die Korrelation der Bildpunkte orthogonal zur Ab­

tastrichtung verzichtet. Allgemein haben Systeme, die von Natur 

aus zeilen- und spaltenweise strukturiert sind, die Eigenschaft, 

daß sie sich besonders einfach auf eindimensionale Systeme zu­

rückführen lassen. Solche Systeme nennt man separabeZ. Das wich­

tigste Beispiel einer separablen Begriffsbildung ist die mehr­

dimensionale Fouriertransformation, die sich durch Hintereinander­

ausführung von eindimensionalen Fouriertransformationen realisie­

ren läßt (vgl. Abschnitt 6.2). 

Beim Ubergang von der ein- auf die zwei- (oder gar mehr-) dimensi-
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onale Signalverarbeitung treten einige Phänomene auf, die zu be­

sonderen Problemen führen. Zunächst einmal sind für die zweidimen­

sionale Signalverarbeitung wesentlich höhere Datenraten typisch, 

als für die eindimensionale Signalverarbeitung. Ein nicht beson­

ders großes Bild kann etwa 512 x 512 = 262 144 Bildpunkte haben. 

Schon bei mäßiger Auflösung und geringer Bildrate gelangt man 

sehr rasch zu enormen Anforderungen an die Verarbeitungskapazität. 

Ein weiterer grundsätzlicher Unterschied ist, daß im Eindimensio­

nalen die Trägermengen (Fenster) im wesentlichen nur Intervalle, 

also mathematisch recht einfache Gebilde sein können. Schon im 

Zweidimensionalen können die Fenster beliebig kompliziert sein, 

es gibt also Probleme, die durch die Behandlung von Gebieten ent­

stehen und man muß sich unter Umständen mit Fragen der "Form" 

auseinandersetzen. 

Zu beachten ist, daß bei zweidimensionaler Signalverarbeitung die 

auftretenden Variablen nicht immer Zeitvariable sein müssen. Bei 

der Analyse eines einzelnen Bildes hat man zwei Ortsvariable. 

Betrachtet man ein Fernsehbild, dann hat man zwei Orts- und eine 

Zeitvariable. 

Eine typische Schwierigkeit, die die Anwendung der Z-Transforma­

tion (s. Abschnitt 6.7) im Zweidimensionalen einschränkt, ist 

die Tatsache, daß zweidimensionale Polynome im allgemeinen nicht 

faktorisierbar sind. Das Polynom 1 - x'y in zwei Veränderlichen 

hat als Nullstellengebilde die Hyperbel y = 1/x. Es gibt keine 

Darstellung der Form 

Damit sind alle Begriffe, die auf Faktorisierung von Polynomen 

beruhen, nicht (oder doch zumindest nicht ohne weiteres) ins Zwei­

dimensionale übertragbar. 

Wie schon angedeutet, spielt in der zweidimensionalen Signalver­

arbeitung im Unterschied zur eindimensionalen die Geometrie eine 

besondere Rolle. Man kann in einem Bild "Objekte" isolieren und 

etwa für diese typische Kenngrößen ermitteln, wie zum Beispiel 
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die Fläche, den Umfang, den Schwerpunkt, den Durchmesser, Haupt­

achsen, Formmaße usw. Innerhalb eines Bildes spielen etwa Kanten 

für den Erkennungs- und Interpretationsprozeß eine wichtige Rolle, 

das heißt, Unstetigkeiten der Grauwertfunktion, die entweder line­

ar oder aber längs komplizierter Kurven verlaufen können. Man 

denke etwa an den "fraktalen" Verlauf einer Küstenlinie auf einem 

Satellitenbild. Zu erwähnen ist auch, daß im Zweidimensionalen 

die Nachbarschaftsstruktur wesentlich komplizierter ist als im 

Eindimensionalen. 

Am Ende des Kapitels ist Literatur angegeben. Die vorliegende 

Darstellung stützt sich im wesentlichen auf das Buch von Dudgeon 

und Mersereau (1984), soweit es um Signalverarbeitung geht. Für 

Fragen der Bildverarbeitung sei auf das Buch von Jaroslavskij 

(1985) oder das von Zamperoni (1985) verwiesen. In dem Buch von 

Börner (1985) findet man zahlreiche Bildbeispiele. 

6.2. Die zweidimensionale Fouriertransformation 

6.2.1. Definition der zweidimensionalen Fouriertransformation 

Die zweidimensionale Fouriertransformation ist ein gutes Beispiel 

für die separable übertragung eines Begriffes aus dem Eindimensi­

onalen. Wir betrachten ein zweidimensionales Signal, also eine 

Funktion, die zwei (reelle) Argumente t
1 

und t
2 

hat. In der Regel 

werden diese beiden Argumente Ortsvariablen sein. Die Funktion 

f(t 1 , t 2 ) soll komplexwertig sein. Wir definieren die Fourier­

transformation in naheliegender Verallgemeinerung der eindimensi­

onalen Transformation wie folgt: 
co co 

co co 
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---------------

Hierbei ist wie üblich j die imaginäre Einheit. In der Integral­

darstellung wird das Signal f als kontinuierlich betrachtet, bei 

der SummendarsteIlung wird vorausgesetzt, daß das Signal abge-

tastet vorliegt. In der letztgenannten Form können wir schreiben 

-jw2n 2 ) -jw1n 1 
f (n 1 ,n2 ) 'e 'e = 

= I 
n =-00 

1 

wobei 

n =-00 
2 

eine Funktion ist, die nicht von n
2 

abhängt und in der w
2 

als 

Parameter auftritt. Die Ausführung der zweidimensionalen Fourier­

transformation ist also hier zurückgeführt worden auf die Hinter­

einanderausführung einer mit w2 parametrisierten Schar von ein­

dimensionalen Fouriertransformationen, auf deren Resultat dann 

wieder die eindimensionale Fouriertransformation angewandt wurde. 

Man kann also mit einem Algorithmus, der die eindimensionale 

Transformation realisiert, die zweidimensionale Transformation 

ausführen. Eine solche Zerlegung eines Problems in zwei Veränder­

lichen in eine Schar von Problemen einer Veränderlichen nennt man 

separabZe Zerlegung. 

Für die zweidimensionale Fouriertransformation existiert eine Um­

kehrformel, deren Herleitung aus der eindimensionalen Form durch 

Anwendung der Separabilität ausgeführt werden kann. Es ist für 

ein 2n-periodisches F(W
1 

,w
2 ) 

n 11 

f f 
-n -11 

Für mehr als zwei Dimensionen hat man ganz analoge Formeln, es 

muß nur jeweils die Anzahl der Summen bzw. Integrale vergrößert 
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werden. 

Die zweidimensionale Fouriertransformation wird angewandt zur 

Analyse von zweidimensionalen Signalen, für den Entwurf von 

Filtern sowie für die "schnelle" Ausführung von Faltungen etc. 

Im Gegensatz zum Eindimensionalen ist allerdings die erstgenannte 

Anwendung vergleichsweise von geringer Bedeutung. Die Transfor­

mierte eines zweidimensionalen Signals iSL wieder ein zweidimen­

sionales Bild, dessen Analyse in der Regel nicht einfacher ist, 

als die Untersuchung des Ausgangssignals. Zudem sind, wie in der 

Einleitung erwähnt wurde, die bei der Analyse von Bildinformatio­

nen auftretenden Probleme meist derart, daß die Fourieranalyse 

nicht besonders hilfreich ist. 

6.2.2. Eigenschaften der Fouriertransformation 

Die von der eindimensionalen Fouriertransformation bekannten 

Eigenschaften übertragen sich sinngemäß. Wir listen die wichtig­

sten auf: 

Linearität 

Translation 

Modulation 

Multiplikation 

a o f
1 

+ b o f
2 

f(t 1-s 1 ,t2-s 2 ) 

rr rr 

a o F
1 

+ b o F
2 

-jw
1

s
1
-jw

2
s

2 e oF (w
1 

,w
2

) 

---.L 2 ° ( 
4rr J 

rr 

J F(8 1 ,8 2 ) G(w 1-8
1 

,w2 -8
2

) d8 1 d8 2 
rr 

Differentiation -jt
1

o f(t
1
,t

2
) 

-jt
2

o f(t
1
,t

2
) 

Transposition f(t
2
,t

1 ) 
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1
,w

2
) 

ClW 2 

F(w 2 ,w
1 ) 
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Reflektion f (-t
1 
,t

2
) 

f(t
1
,-t

2
) 

F (-W
1 

,w
2

) 

F (W 1 ' -w 2 ) • 

Für Details der praktischen Realisierung (diskrete Fouriertransfor­

mation, "schnelle" Fouriertransformation) wird auf den Abschnitt 

6.5 verwiesen. 

6.3. Das zweidimensionale Abtasttheorem 

Wir setzen rechteckige (das heißt: separable) Abtastgeometrie vor­

aus. Die Herleitung des zweidimensionalen Abtasttheorems ist dann 

vollständig analog zu der eindimensionalen Vorgehensweise. 

Wir approximieren zunächst die Funktion 

durch die bandbegrenzte Funktion 

w~ w~ " 
'J.i 1 J J JW 1 t 1 +Jw 2t 2 i:(t1 ,t 2) = 4n2' F(w 1 ,w 2 )'e dW 1 dW 2 

-w~ -w~ 

mit den Abschneidefrequenzen w~ und w~. Die (periodisch fortgesetz­

te) Funktion F(w 1 ,w 2 ) hat eine Darstellung als Fourierreihe 

mit 

für 

00 00 
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wobei von der Orthogonalität der Exponentialfunktionen Gebrauch 

gemacht wurde. 

Es ist 

Damit erhält man 

ro ro 

n
1

=-oo n
2

=-co 

wieder in voller Analogie zum eindimensionalen Fall. 

sin Tf (!.l. - n ) 
T~ 2 

Wir hatten angenommen, daß separabel abgetastet wird. Offensicht-
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2 D SNJPLI JI(; Tl-EOOEM 

The sampling theorem for frequency-bandl imited functions 

of time can be extended to functions of multidimensional 

arguments. 

For 2 D arguments: 

This formula shows that a function whose spectrum is 

restricted to a finite region of wave-number space 

moy be reconstructed from its sampies taken over a 

periodic lattice having small repetition vectors. 

Two-dimensional spectrum periodicity 
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lich ist diese Abtastgeometrie nicht optimal, man würde eine bes­

sere "Effizienz" von einer hexagonalen Anordnung der Abtastpunkte 

erwarten, bei der die letzteren Mittelpunkte dichtest gepackter 

Kreise in der Ebene sind. Die folgende Tabelle (vgl. Dudgeon und 

Mersereau 1984, S. 47) zeigt, daß bei höheren Dimensionen der Ef­

fizienzgewinn der "hypersphärischen" gegenüber der separablen Ab­

tastung beträchtlich wird: 

Dimension 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

relative Effizienz 

1 .000 

0.866 

0.705 

0.499 

0.353 

0.217 

0.125 

0.062 

Für die präzise Definition der relativen Effizienz wird auf das an­

gegebene Buch von Dudgeon und Mersereau verwiesen. 

6.4. Zweidimensionale Systeme 

6.4.1. LSI-Systeme 

Grundsätzlich sollen hier nur diskrete Systeme betrachtet werden. 

Anstelle einer Signal funktion f(t 1 ,t2 ) haben wir demgemäß diskret 

abgetastete Werte x(n 1 ,n2 ), wobei n
1 

und n 2 ganze Zahlen sind. 

Dabei können wir uns vorstellen, daß n
1 

und n 2 Koordinaten von 

Punkten der Ebene sind und x ein reelles oder komplexes Signal. 

Das zweidimensionale System ordnet dem Signal x(n 1 ,n2 ) das Aus­

gangssignal y(n
1

,n
2

) zu: 
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Ein System heißt Zinear, wenn für je zwei Signale x
1 

und x
2 

und 

für reelle oder komplexe Zahlen a und b stets gilt 

L{ax 1 + bx 2 } = a oL{x
1

} + b oL{x
2

}· 

Ein System heißt shift-invariant, wenn für eine Verschiebung um 

die ganzzahligen Beträge m
1 

und m
2 

gilt 

L{x (n
1

-m
1 

,n
2 

-m
2

)} = y (n
1

-m
1 

,n
2 

-m
2

) , 

wobei L{x} = y ist. Ein lineares System, das zudem shift-invariant 

ist, nennt man auch ein LSI-System. 

Für irgendein beliebiges System kann man die ImpuZsantwort gemäß 

hk k (n1 ,n2 ) : = L{o(n1-k
1

,n2-k
2

)} 
1 2 

definieren, wobei 

i 1 für n
1 = n 2 = 0 

o(n
1

,n
2

) = 
0 sonst 

der Dirac'sche Einheitsimpuls ist. Im Falle eines LSI-Systems hat 

man die besonders einfache Darstellung der Impulsantwort als einer 

Funktion von zwei Variablen, das heißt also, als diskretes Signal 

hk k (n1 ,n2 ) = h(n1-k1 ,n2-k
2
)· 

1 2 

Die besondere Bedeutung der LSI-Systeme wird damit transparent: 

Die Systemgleichungen vereinfachen sich erheblich und das Verhal­

ten des Systems ist durch seine Impulsantwort vollständig beschrie­

ben: 
00 00 

y (n
1 

,n
2

) = L I x(n 1-k
1 

,n
2
-k

2
) oh(k

1 
,k

2
) = 

k =-00 k =-00 
1 2 

00 00 
= I I x(k1 ,k2 ) oh(n

1
-k

1 
,n

2
-k

2
) = 

k =-00 k =-00 
1 2 

=: x ** h. 

Wie im eindimensionalen Falle gewinnt man die Systemantwort durch 

FaZtung des Eingangssignals mit der Impulsantwort des Svstems. 
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Um den Unterschied zu eindimensionalen Faltung deutlich zu machen, 

bezeichnen wir die so definierte zweidimensionale Faltung mit dem 

Symbol x ** h. In Abschnitt 6.4.4 werden wir uns eingehender mit 

der zweidimensionalen Faltung beschäftigen. 

6.4.2. Separable Systeme 

Auch für zweidimensionale Systeme hat man besonders einfache Ver­

hältnisse im separablen Fall. Ein zweidimensionales LSI-System 

heißt separabel, wenn für seine Impulsantwort h gilt 

h(n1 ,n2 ) = h
1 

(n
1

) .h2 (n2 ) . 

Im separablen Falle gilt 

L h 1 (k1)· L x(n1-k1,n2-k2)·h2(k2)· 
k

1
=-oo k

2
=-oo 

Ähnlich wie bei der zweidimensionalen Fouriertransformation (Ab-

schnitt 6.2.1) führt man die Funktion 

:= L x(.Q,1,n 2-k2 )·h2 (k2 ) 
k

2
=-oo 

ein, die n 2 als Parameter enthält und nicht explizit von n 1 abhängt .. 

Hiermit wird 

L h 1 (k
1 ) 'g (n1-k

1 
,n 2 ) . 

k
1

=-oo 
Man kann also ein zweidimensionales System realisieren durch Hinter 

einanderausführung von eindimensionalen Faltungen. Man benötigt 

zur Berechnung von g aus x und h 2 insgesamt N Faltungen, wenn x 

auf einem Quadrat der Seitenlänge N von Null verschieden ist 

("zeilenweise" Faltung). Danach berechnet man y au~ g und h 1 durch 

ebenfalls N Faltungen (" spaltenweise" Faltung). Somit hat man im 

separablen Fall die zweidimensionale Faltung auf 2'N eindimensio­

nale Faltungen (mit Zwischenspeicherung von g) zurückgeführt. 

Ähnlich kann man im rn-dimensionalen Fall ein Signal x, das auf ei-
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m-1 nem Hyperwürfel der Kantenlänge N definiert ist, auf m'N ein-

dimensionale Faltungen zurückführen. 

6.4.3. Die Frequenzantwort eines Systems 

Neben der in Abschnitt 6.4.1 definierten Impulsantwort eines Sys­

tems kann man die Frequenzantwort definieren als den Ausgang für 

das Eingabesignal x(n
1 

,n
2

) = exp(jw
1

n
1

+jw
2

n
2
). Für ein LSI-System 

ist dann 

1: 
k =-00 

1 

jw
1

n
1

+jw
2

n
2 

1: = e 
k =-00 

1 

Die Frequenzantwort 

des Systems ist eine in beiden Argumenten 2rr-periodische Funktion. 

Kennt man die Frequenzantwort, dann ist es möglich, daraus die 

Impulsantwort des Systems zu berechnen: 

1 rr

f 
rr

f 
jw

1
n

1
+jw

2
n

2 h(n1 ,n 2 ) = 4rr 2 ' H(w 1 ,w2 )'e dW
1 

dw
2

· 

-rr -rr 

Impulsantwort und Frequenzantwort sind somit zwei zueinander völlig 

äquivalente Funktionen zur Charakterisierung eines LSI-Systems. 

6.4.4. Die zweidimensionale Faltung 

Die in 6.4.1 definierte zweidimensionale Faltung hat die gleichen 

Eigenschaften, die man schon von der eindimensionalen Faltung kennt 

So ist zum Beispiel stets x ** h = h ** x. Bezeichnet man mit X 

bzw. H die zweidimensionalen Fouriertransformierten von x bzw. h, 

dann entspricht dem Signal x ** h die Fouriertransformierte X'H. 
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Für die zweidimensionale Faltung gilt das Assoziativgesetz 

(x ** h) ** g = x ** (h ** g). 

Setzt man 

w := x ** h, 

dann hat man für das kaskadierte System 

die äquivalente Realisierung 

Eine analoge Betrachtung kann man für das Distributivgesetz der 

Faltung anstellen 

x ** (h + g) = (x ** h) + (x ** g). 

Das bedeutet, daß sich die Parallelschaltung 

x(n
1

,n2 ) ~I h (n
1 

,n
2

) I y (n 1 ,n2
) 

+ 

---;. E21 

I 
durch das äquivalente System 

I I 
y(n1,n2) 

--------------~) ~ ____ (_h __ + __ g_)_(_n_1_'_n_2_) ____ ~ ------------~) 

darstellen läßt. 
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6.4.5. Stabilität von zweidimensionalen Systemen 

Auf das Problem der Stabilität eines zweidimensionalen Systems kann 

hier nicht weiter eingegangen werden. Man nennt ein LSI-System 

stabiZ, wenn für seine Impulsantwortfunktion gilt 
00 00 

(Bounded Input - Bounded Output oder BIBO-Stabilität) oder auch 
00 00 

n
1

=-00 n
2

=-00 

(Mean Square - Stabilität). Da wir uns hier nur auf FIR-Systeme 

(Finite Impulse Response) beschränken, bei denen die Impulsantwort 

außerhalb eines gewissen festen Rechtecks der n
1

,n
2

-Ebene ver­

schwindet, spielen Stabilitätsprobleme keine Rolle. 

6.4.6. Beispiele 

Beispiel 1: Es sei ein Signal x(n
1 

,n
2 ) gegeben mit 

_ 1 1 für 0 ~ n 1 ~ N1 , 0 ~ n 2 ~ N2 x (n
1 

,n
2

) -
o sonst 

x ist also ein Signal, das genau innerhalb des Rechtecks 

{(n1 ,n2 ) I 0 ~ n 1 ~ N1 , 0 ~ n 2 ~ N2 } den Wert 1 hat und sonst ver­

schwindet. Die Impulsantwort eines LSI-Systems sei 

1 
1 für 0 ~ n

1 
< 00, 0 ~ n

2 
< 00 

h(n 1 ,n
2

) = 
o sonst 

Man rechnet dann durch Untersuchung der möglichen Fälle aus 

1 
0 falls n 1 ~ 0 oder n 2 ~ 0 

(x ** h) (n
1 
,n

2
) = 

min(n 1 ,N1)'min(n 2 ,N 2 ) falls n 1 > 0 

und n 2 > O. 

(vgl. Dudgeon und Mersereau 1984, Seite 17 f.). 

Beispiel 2: Die Impulsantwort eines einfachen Tiefpaßfilters sei 

wie folgt gegeben: Ein Einheitsimpuls im Punkte (n 1 ,n2 ) bewirke 
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bewirke in den Nachbarpunkten eine Antwort h(k
1 

,k
2

) gemäß folgen­

der Skizze: 

t n
2 

0 0 0 0 0 

0.125 0.25 0.125 
0 X X X 0 

0.25 0.5 0.25 n
1 

0 X X X 0 ->-

0.125 0.25 0.125 
0 X X X 0 

o o o o o 

Die Frequenzantwort berechnet sich dann wie folgt: 

-jw jW
1 

-jw jW
2 =O.5+0.25'(e 1+ e +e 2+ e )+ 

-jw -jw 
+O.125'(e 1 2+ 

jw1-jw 2 jW
1

+jw
2 +e +e )= 

= 0.5-(1 + cos W
1
)-(1 + cos w

2
). 

(vgl. Didgeon und Mersereau 1984, S. 28). 

Beispiel 3: Wir untersuchen jetzt das umgekehrte Problem. Die Fre­

quenzantwort eines Filters sei gegeben, gesucht ist die Impulsant­

wort. Wir betrachten dazu ein ideales Tiefpaßfilter mit der Fre­

quenzantwort 

f1fürlw11~ 
1 0 sonst. 

Prof. Dr. U. Eckhardt 
Universität Hamburg 

~ b < 7f, 

Institut für Angewandte Mathematik 

- 258 -



Nach der im Abschnitt 6.4.3 hergeleiteten Formel wird 

= 2
1
rr ° Ja 

-a 

Es sei darauf hingewiesen, daß wir an dieser Stelle von der Separa­

bilität des Systems Gebrauch gemacht haben. 

(vgl. Dudgeon und Mersereau 1984, Seite 30). 

Beispiel 4: In diesem Beispiel untersuchen wir ein ideales Tief­

paßfilter, das nicht separabel ist. Seine Frequenzantwort sei ge­

geben durch 

I 1 für w2 + w2 ~ 
1 2 

= 0 sonst. 

Es ist dann nach der Formel aus Abschnitt 6.4.3: 

Mit den Substitutionen 

w = Iw 2 

1 

erhält man 

1 JRJ2rr jw/n1+n2ocos(8-<jJ) 
h (n 1 ,n 2 ) = 4rr 2 ° woe d<jJ dw = 

o 0 

1 JR R J 1(R/n,+n2) = -0 woJ (w/n 2 +n 2 ) dw = _o-------' ___ ---=-_ _=__ 

2rr 0 1 2 2rr ~ o n
1

+n 2 

Hierbei bedeutet J (x) die p-te Bessel- (Zylinder-) Funktion erster 
p 
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Art. 

(vgl. Dudgeon und Mersereau 1984, Seite 30). 

6.5. Die diskrete Fouriertransformation 

6.5.1. Definition 

Gegeben sei ein zweidimensionales (diskretes) Signal x(n
1

,n2 ) mit 

endlichem Träger, das heißt, außerhalb des Rechtecks 

soll x(n
1

,n
2

) verschwinden. In Analogie zur kontinuierlichen Fou­

riertransformation (vgl. Abschnitt 6.2.1) setzt man 

o ~ k
1 

~ N
1 

- 1, 

o ~ k 2 ~ N2 - 1. 

X heißt die (diskrete) Fouriertransformierte von x. 

Auch für die diskrete Fouriertransformierte gibt es eine Umkehr­

formel. Man rechnet aus 

N -1 
1 1 

= N
1
N

2
'
k 

~o 
1 

0~n1~N1-1, 

o ~ n 2 ~ N2 - 1. 

Bei der praktischen Realisierung der diskreten Fouriertransforma­

tion macht man wieder von der Separabilität Gebrauch (vgl. Ab­

schnitt 6.2.1). Man schreibt die Transformationformel auf die fol­

gende Weise: 
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Nennt man den Ausdruck in der geschweiften Klammer g(n 1 ,k2 ), dann 

erhält man 

Hiermit kann man den Aufwand abschätzen, den eine zweidimensionale 

Fouriertransformation im Vergleich zur eindimensionalen erfordert. 

Um für ein festes n
1 

und k
2 

die Funktion g(n 1 ,k2 ) auszuwerten, muß 

man eine eindimensionale Fouriertransformation ausführen. Man be­

nötigt somit insgesamt N
1

'N
2 

eindimensionale Fouriertransformatio­

nen zur Berechnung von X(k 1 ,k2). 

Es gibt effizientere Varianten zur Durchführung der diskreten 

Fouriertransformation als die "naive" separable Zurückführung auf 

eindimensionale Transformationen. Bei gelegentlicher Anwendung 

lohnt der Mehraufwand für diese komplizierteren Varianten nicht, 

nur bei häufiger Ausführung und bei höherdimensionalen Signalen 

sollte man ein solches Verfahren benutzen. Eine verbreitete Vari­

ante ist die "Vector-Radix Fast Fourier Transform" (vgl. Dudgeon 

und Mersereau 1984, Abschnitt 2.3.3). Das Aufwandsverhältnis, ge­

messen in Anzahl der komplexen Multiplikationen für den Vector­

Radix Algorithmus zur separablen Methode ist nach Dudgeon und 

Mersereau 1984, Seite 82: 

Dimension 

6.5.2. Anwendung 

2 

3 

4 

5 

Aufwand Vector-Radix-Algorithmus 
Separable Methode 

0.75 

0.58 

0.47 

0.39 

Die wichtigste Anwendung der mehrdimensionalen Fouriertransforma­

tion ist die Realisierung von Filtern beziehungsweise die digitale 

Realisierung eines Systems oder die schnelle Berechnung einer Fal-
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tung. 

Die Impulsantwort eines Systems habe endlichen Träger, das heißt, 

es sei h(n
1

,n2 ) = 0 außerhalb des Rechtecks 0 ~ n
1 

~ N
1 

- 1 und 

o ~ n 2 ~ N2 - 1. Rechnet man die Faltung nach der im Abschnitt 

6.4.1 gegebenen Formel direkt aus, dann benötigt zur Berechnung 

eines Funktionswertes (h ** x) (n 1 ,n 2) insgesamt N1 'N 2 Multiplika­

tionen und N1 'N
2 

- 1 Additionen. 

Man kann auch die beiden diskreten Fouriertransformierten X und 

H ausrechnen und das Produkt X'H zurücktransformieren (wobei hier 

nicht gezeigt wurde, daß man auf diese Weise tatsächlich die Fal­

tung erhält; auch die Rücktransformationsformel für die diskrete 

Fouriertransformation wurde hicht hergeleitet. Einzelheiten sind 

in dem Buch von Dudgeon und Mersereau 1984, Chapter 2, zu finden) . 

Der Aufwand bei dieser Vorgehensweise beliefe sich auf insgesamt 

2'N1'N2'log2(N1'N2) + 2'N1 'N 2 Multiplikationen, wenn man unter­

stellt, daß H bereits gespeichert vorliegt. Da man hierdurch alle 

Funktionswerte von h ** x erhält, ist der Rechenauwand wesentlich 

geringer als bei der direkten Vorgehensweise. 

6.5.3. Verwandte Transformationen 

Für die Verarbeitung von digitalen Signalen wurde eine Vielzahl 

von Transformationen entwickelt, die der Fouriertransformation 

verwandt sind und die gegenüber dieser besonders vorteilhafte Ei­

genschaften besitzen. Insbesondere sind hier die Walsh-Funktionen 

zu erwähnen, mit deren Hilfe man die Walsh-Transformation definie­

ren kann. Die Walshfunktionen nehmen nur die Werte 0 oder 1 an, 

daher sind sie für die digitale Verarbeitung geeigneter als die 

reell- (oder komplex-) wertigen Exponentialfunktionen, die der 

Fouriertransformation zugrunde liegen. Es existiert eine große An­

zahl solcher Funktionensysteme, die auf verschiedene Anwendungen 

zugeschnitten sind. Eine übersicht mit Hinweisen auf Anwendungen 

findet man in dem Buch von Jaroslavskij (1985). 

Zur schnellen Ausführung der Faltung kann man auch sogenannte zah­

lentheoretische Transformationen benutzen. Auch diese haben den 
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Vorteil, daß sie nur INTEGER-Arithmetik benutzen und daher schneller 

und vor allem rundungsfehlerfrei sind im Vergleich mit der Fourier­

transformation. Die Transformierten haben bei diesen Transformati­

onen keine anschaulich-physikalische Bedeutung. Die Theorie dazu 

ist sehr schwierig, man vergleiche etwa das Buch von Creutzburg 

(1986) . 

6.6. Entwurf von FIR-Filtern 

FIR-Filter (Finite-extent Impulse Response) zeichnen sich dadurch 

aus, daß ihre Impulsantwort beschränkten Träger hat, das heißt, 

außerhalb eines endlichen Rechtecks in der Ebene verschwindet. 

Man nennt solche Filter auch nichtrekursiv. Gegenüber den IIR-Fil­

tern (Infinite-extent Impulse Response) haben diese Filter den Vor­

teil einer sehr viel einfacheren Theorie. Insbesondere gibt es für 

FIR-Filter keine Stabilitätsprobleme. Auch der Entwurf der IIR-Fil­

ter ist ungleich schwieriger als der der FIR-Filter. Demgegenüber 

sind IIR-Filter unter Umständen wegen ihrer rekursiven Natur leich­

ter zu realisieren. Wir werden hier nicht auf I.IR-Filter eingehen, 

eine ausführliche Darstellung findet man in dem schon mehrfach er­

wähnten Buch von Dudgeon und Mersereau 1984, Chapters 4 und 5. 

Man kann bei der Untersuchung von FIR-Filtern generell vorausset­

zen, daß die Frequenzantwort rein reell ist. Solche Filter nennt 

man NullphasenfiZter (zero-phase filter). Sie sind charakterisiert 

durch die Bedingung 

bzw. 

wobei das Symbol "*" den übergang zum konjugiert Komplexen bedeu­

tet. Die Nullphasenbedingung bedeutet eine Aufwandsreduktion beim 

Entwurf eines Filters, da man Symmetrien ausnutzen kann. Da bei 

einem solchen Filter die Phasen erhalten bleiben, werden zum Bei­

spiel Kanten in Bildern nicht zerstört. Wir nehmen durchweg an, 

daß die Nullphasenbedingung erfüllt ist. 
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6.6.1. Entwurf vermittels 1D-Fensterfunktionen 

Die einfachste Möglichkeit, ein zweidimensionales Filter zu ent­

werfen, besteht darin, diese Aufgabe auf eine eindimensionale Auf­

gabe zurückzuführen. Es sei i(n
1 

,n2 ) mit der Frequenzantwort 

I(W
1

,W
2

) ein ideales Filter. Vermittels einer geeigneten Fenster­

funktion w(n
1

,n
2

) ++ W(w
1

,w
2

) ermittelt man eine Approximation 

h(n
1
,n

2
) ++ H(w

1
,w

2
) für das ideale Filter i(n1 ,n2 ), indem man 

setzt 

h(n
1

,n
2

) = i(n
1

,n2 )'w(n1 ,n2 ) 

beziehungsweise 

1f 1f 

H ( w 1 ' w 2 ) = 4\ 2' J f I ( e 1 ' e 2) • W (w 1 - e 1 ' w 2 - e 2) d e 1 d e 2 . 
-1f -1f 

Die Fensterfunktion w(n
1

,n
2

) konstruiert man sich vermittels einer 

der zahlreichen bekannten eindimensionalen Fensterfunktionen durch 

einen separablen Ansatz 

w
R

(n
1

,n
2

) = w
1

(n 1)'w2 (n2 ) 

(zweidimensionales Rechtecksfenster) oder aber gemäß 

w
C

(n
1

,n
2

) = w
1 

(/n1 + n2) 
(kreisförmiges Fenster). 

Diese Vorgehensweise hat den Vorteil, daß man die Kenntnisse, die 

man über eindimensionale Fensterfunktionen hat, hierbei gut aus­

nutzen kann. Dem steht der Nachteil gegenüber, daß die Entwurfs­

möglichkeiten durch die Beschränkung auf eindimensional erzeugbare 

Fensterfunktionen naturgemäß sehr begrenzt sind. 

6.6.2. Beispiele 

Beispiel 1: Wir betrachten das ideale Tiefpaßfilter mit kreisför­

migem Träger aus Beispiel 4 von Abschnitt 6.4.6. Es sei also 

= f 1 für W1 1 0 sonst. 
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Wie wir gesehen hatten, ist dann 

0.2·J1 (0.41r-/n1 + n2) 
i (n

1 
,n

2
) = 

In' + n' 1 2 

Da I reell ist (Nullphasenbedingung) , wählen wir den Träger von 

h(n 1 ,n2 ) symmetrisch zum Ursprung: - 5 ~ n
1

, n
2 

~ 5. Mit dem 

Kaiser-Fenster 

1 
Io(a'/1 - (t/T)2) 

w(t) = Io(a) 

o sonst 

für Itl ~ a, 

erhält man mit T = 5 das Filter mit rechteckigem Träger 

(n /5)')'1 (a·11 
1 0 

I~ (a) 

für In 1 I 

o sonst. 

Das entsprechende kreisförmige Filter hat dann die Form 

1
0 

(a'l1 - (n1 + n 2) /25) 

Io(a) 

o sonst. 

für 

Die entsprechenden approximativen Filter sind dann 

i (n 1 ,n2 ) 'wR (n 1 ,n 2 ) beziehungsweise i (n
1 

,n
2

) .wc (n
1 

,n
2

) . 

25, 

Für a = 0 geht das Kaiser-Fenster in das Rechtecksfenster mit Trä­

ger Itl ~ T über. In diesem Falle ist der maximale Fehler des 

approximierenden Filters gegenüber dem idealen Filter 

im Paßband im Stoppband 

0.2914 0.1314 

Wc 0.1468 0.1105 

(vgl. Dudgeon und Mersereau 1984, Seite 120 f.). 
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6.6.3. Grundsätzliche Probleme beim Entwurf von 2D-Filtern 

Im eindimensionalen Falle ist die Frequenzantwort 

N-1 
H (w) = L 

n=O 

-jwn h(n)oe 

ein Polynom in z = e-
jw

. Jedes Polynom einer Veränderlichen ist 

aber faktorisierbar, d. h. es ist 

H(w) = F(w) oG (w), 

wobei Fund G Polynome vom niedrigeren Grad als H sind. Wie wir in 

6.4.4 gesehen hatten, läßt sich damit das durch H beschriebene 

System als Kaskade realisieren. Leider bringt dies im Eindimensio­

nalen keinen Vorteil. 

Im Falle eines mehrdimensionalen Systems ist die Faktorisierbar­

keit die Ausnahme, jedoch läßt sich ein faktorisiertes System als 

Kaskade wirtschaftlicher realisieren, als das Ausgangssystem. Ist 

beispielsweise 

H(w
1

,w
2

) = F(w
1

,w
2

)oG(w
1

,w
2
), 

wobei die Impulsantworten je auf einem endlichen Träger definiert 

sind, etwa h (n
1 

,n2 ) auf einem N x N - Rechteck, f auf einem Mx M -

Rechteck und folglich g auf einem (N - M + 1) x (N - M + 1) - Recht­

eck, dann benötigt man für die Ausführung der direkten Faltung zur 

Berechnung eines Funktionswertes h(n 1 ,n 2
) insgesamt N2 Multipli­

kationen. Bei der Realisierung als Kaskade hätte man eine Anzahl 

von M2 + (N - M + 1)2 Multiplikationen. Im Falle N = 10 und M = 5 

hätte man beispielsweise ein Verhältnis 

Kaskade 61 
Direkte Faltung = 100 = 0.61 . 

6.6.4. Optimale Filter 

Die mathematisch befriedigendste Methode ist es, den Fehler in 

der Frequenzantwort durch Anpassung der Filterparameter zu mini­

mieren. In der Darstellung im Frequenzbereich 
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sind die Filterparameter h(n
1

,n
2

) so zu wählen, daß die Fehlerfunk­

tion 

E(W
1

,w
2

) = H(w
1

,w
2

) - I(w
1

,w 2), 

das heißt die Abweichung von approximiertem zu idealem Filter, mi­

nimal wird. Dabei benutzt man verschiedene Fehlermaße, etwa 

'TI 'TI 

-.l2 . J 4 'TI J I E (w 1 ' w 2) I 2 dw 1 dw 2 ' 
-'TI -'TI 

das L 2 -Kriterium oder die mittlere quadratische Abweichung oder 

'TI 

J IE(w1 ,w 2 ) I dW 1 dw 2 , 

-'TI -'TI 

das LI-Kriterium oder die mittlere Abweichung. Weiterhin hat man 

das Fehlermaß 

max I E (w 1 ' w 2) I , w
1

,w
2 

das Tschebyschew-Kriterium oder die maximale Abweichung (bzw. L
oo

_ 

Kriterium). Besonders das letztgenannte Kriterium ist in der Sig­

nalverarbeitung von Interesse (sog. "Equiripple Filter" oder Mini­

max Filter). Im Eindimensionalen sind derartige Filter noch eini­

germaßen berechenbar, etwa durch Entwicklung der Funktion H(W) nach 

Tschebyschew-Polynomen, im Falle mehrerer Veränderlicher sind da­

gegen die theoretischen und praktischen Probleme außerordentlich 

groß und noch längst nicht befriedigend gelöst. 

6.6.5. Die McClellan-Transformation 

Die McClellan-Transformation ist ein sehr elegantes Hilfsmittel 

zum Entwurf von mehrdimensionaleh Filtern. Sie zeichnet sich durch 

hohe Qualität der konstruierten Filter, durch flexible Anpassungs­

fähigkeit an vorgegebene Anforderungen und durch besonders einfache 

Implementierbarkeit aus. Bei der McClellan-Transformation spielen 
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zwei Tricks eine besondere Rolle. 

Der erste dieser Tricks besteht darin, daß man sich ein eindimen­

sionales Filter hIn) konstruiert, das in einem noch zu präzisieren­

den Sinne die "Form" des gewünschten zweidimensionalen Filter be­

schreibt. Dieses eindimensionale Filter soll der Nullphasenbedin-
* gung genügen, also hIn) = h (-n) beziehungsweise: alle hIn) seien 

reell. Der Träger des Filters h sei die Menge aller n mit - N ~ 

~ n ~ N. Dann hat man für die Frequenzantwort des durch h beschrie­

benen Systems 

H(w) = h(O) + 
N 
L a(n) "COS wn, 

j=O 

wobei a(O) = h(O) und a(n) = 2"h(n) gesetzt wurde. 

Man kann ausrechnen, daß der Ausdruck cos wn sich als ein Polynom 

in cos 00 schreiben läßt, das sogenannte Tschebyschew-Polynom der 

Ordnung n: 

cos wn = Tn(COS 00). 

Die Tschebyschew-Polynome sind gut bekannt (vgl. dazu den Abschnitt 

3.5.3 des Buches von Dudgeon und Mersereau 1984). Insbesondere weiß 

man, daß man durct eine Entwicklung eines idealen Filters nach den 

Tschebyschew-Polynomen eine recht gute Approximation eines im 

Tschebyschew'schen Sinne optimalen approximierenden Filters erhält 

(vgl. Abschnitt 6.6.4). Wir haben also jetzt die Entwicklung 

N 
H(w) = L a(n) "Tn(COS 00). 

n=O 

Nun folgt der zweite Trick, die eigentliche Transformation. Anstel­

le von cos 00 setzen wir in die Tschebyschew-Entwicklung eine Funk­

tion F(w 1 ,w2 ) ein und erhalten aus dem eindimensionalen Filter H 

ein zweidimensionales Filter 

N 
H(w

1
,w

2
) = L a(n)"T

n
{F(00

1
,(d

2
)}. 

n=O 

Eine häufig benutzte Funktion zur Transformation hat eine Impuls-
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antwort f (n
1 

,n
2
), die auf einer (diskreten) 3 x 3 - Umgebung des 

Nullpunktes definiert ist und dort Funktionswerte hat, die aus dem 

folgenden Schema hervorgehen: 

Es ist dann 

D 
2" 

B 
2" 

E 
2" 

c 
2" 

A 

c 
2" 

E 
2" 

B 
2" 

E 
2" 

+ Docos(w
1

-w 2 ) + Eocos(w
1

+w
2
)· 

Das Prinzip der McClellan-Transformation läßt sich wie folgt formu­

lieren: Die Funktion F(w
1

,w
2

) legt die Höhenlinien des zu entwer­

fenden Filters gemäß F(w 1 ,w 2 ) = const fest. Vermittels der Funktion 

H kann man die Funktionswerte auf diesen Höhenlinien vorschreiben. 

wählt man etwa 

1 
A = - 2' 

dann ist 

B = C = 1 2' D = E = t' 

F(w
1

,w
2 ) = ~o (-1 + cos w1 + cos w

2 
+ cos w

1 
0 cos w

2
). 

Die Höhenlinien dieser Funktion sind in der Nähe des Nullpunktes 

der w
1

-w
2
-Ebene nahezu kreisförmig. Die durch die Punkte (n,O), 

(O,n), (-n,O) bzw. (O,-n) gehende Höhenlinie ist ein Quadrat. 

Für w2 = 0 erhält man 

F (w
1 

,0) = cos w
1

• 

Beschafft man sich ein eindimensionales Filter H(W
1 ) (Tiefpaß, Hocfr 

paß, Bandpaß, ... ), dann ist das mit F(w
1

,w 2 ) und H(W 1 ) transformie~ 

te zweidimensionale Filter H(w 1 ,w2 ) ein Filter mit kreisförmigem 

Träger und entsprechenden Eigenschaften (Tiefpaß, Hochpaß, Bandpaß, 

... ). Beispiele findet man in dem Buch von Dudgeon und Mersereau 
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1984, Abschnitt 3.5.3. 

Offen ist noch die Frage der Realisierung eines durch die McClellan 

Transformation entworfenen Filters. Dies kann auf besonders ele­

gante Weise durch Ausnutzung der Rekursionsbeziehung für die Tsche­

byschew-Polynome geschehen. Es gilt nämlich 

T
o 

(x) = 1, T
1 

(x) = x 

und 

n = 2, 3,000, 

also 

Diese Beziehung läßt sich auf die folgende Weise realisieren: 

Tn- 1 (F(w1 ,w2 )) I 
---------r, 2oF(w1,w2) 

Durch Hintereinanderschaltung von solchen Elementen läßt sich dann 

vermöge der obigen Rekursionsbeziehung ein McClellan-Filter reali­

sieren. 

6.7. Die zweidimensionale Z-Transformation 

Die Definition der zweidimensionalen Z-Transformation ist völlig 

analog zum eindimensionalen Falle. Für ein System mit der Impuls­

antwort h(n
1
,n

2 ) betrachtet man die spezielle Eingabefolge 

n
1 

n
2 

x(n1 ,n2 ) = z1 °Z2 ' 

wobei z1und z2 irgendwelche komplexen Zahlen sind. Die Systemant­

wort ist dann 
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n 1 
n

2 
co co -k

1 
-k

2 
= z1 °Z2 I I Z1 °Z2 oh (k

1 
,k

2
) = 

k 1 
=-00 k =-co 

2 

= 
n

1 
n 2 

oH z (z1 ,z2) . z1 °Z2 

Hierbei ist 

I 
k =-co 

1 

die Z-Transformierte von h(n 1 ,n 2 ). Man kann Hz (z1 ,z2) als Eigen­

wert des Systems zur Eigenfunktion z~loz~2auffassen. Es ist 

jW
1 

jW
2 Hz(e ,e ) = H(w

1
,w

2
). 

Die sich hierbei ergebenden Fragen der Konvergenz der definieren­

den unendlichen Reihe, der Stabilität, der Inversion der Transfor­

mation und ihrer Eigenschaften sollen hier nicht weiter untersucht 

werden'. Wir skizzieren lediglich die Anwendung der Z-Transformati­

on auf den Entwurf rekursiver zweidimensionaler Filter. 

Dazu sei ein LSI-System durch eine lineare Differenzengleichung 

dargestellt, das heißt, die Systemantwort y(n
1 

,n 2 ) ergebe sich 

aus der Eingabe x(n
1

,n
2

) gemäß 

I I b (k1 ,k2 ) oy (n1-k
1 

,n2-k2 ) = 
k 1 k

2 

= I I a(r1,r2)ox(n1-r1,n2-r2) 
r

1 
r

2 

mit gegebenen systemabhängigen Funktionen a(n
1 

,n2 ) und b(n 1 ,n2 ). 

Setzen wir wieder x(n
1

,n
2

) = Z~loZ~2, dann erhalten wir mit der 

oben eingeführten Funktion Hz (z1 ,z2)' die den Zusammenhang zwischer 

y(n 1 ,n2 ) und der speziellen Testfunktion x(n
1

,n2 ) beschreibt: 

-k
1 

-k
2 

Hz(Z1,z1)o~ I b(k1 ,k2 )oz1 °Z2 
1 k 2 

= I 
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oder 

Az (z1,z2) 
HZ (Z1,Z2) = ---------

Bz (z1,z2) 

Die Entwurfsaufgabe besteht nun darin, eine ideale Funktion 

Hz (z1,z2) durch geeignete Wahl der Koeffizienten a(r1 ,r2 ) und 

b(k 1 ,k2 ) der beiden Funktionen Az (z1 ,z2) und Bz (z1,z2) zu approxi­

mieren. Dabei wird man realistischerweise annehmen, daß die beiden 

Funktionen endliche Träger haben, also Polynome sind. Bei dieser 

Approximation sind gewisse Vorgaben zu beachten, die Implementier­

barkeit und insbesondere Stabilität garantieren sollen. Die zwei­

dimensionale rationale Approximation ist weder theoretisch noch 

praktisch eine einfache Aufgabe. Da Separabilität nur in Ausnahme­

fällen gegeben ist, kann man sich diese Aufgabe auch nicht erleich­

tern. Man kann also feststellen, daß der Entwurf von zweidimensio­

nalen IIR-Filtern als außerordentlich schwierig bezeichnet werden 

kann. 

6.8. Einige einfache Aufgaben der Bildverarbeitung 

Zum Abschluß sollen einige einfache Aufgaben aus der Bildverarbei­

tung vorgestellt werden. Hierbei wird kein Anspruch auf Vollstän­

digkeit erhoben. In den Büchern von Haberäcker (1987), Jaroslavskij 

(1985) oder Zamperoni (1989) kann man sich tiefergehend informie­

ren. In dem Buch von Börner (1988) sind besonders schöne Anwen­

dungsbeispiele gegeben, das Buch von Pose (1981) geht insbesondere 

auf Anwendungen in der Hochenergiephysik ein. 

In der Bildverarbeitung ist das Signal eine Funktion x(n 1 ,n2), die 

den "Farbwert" an der Stelle (n
1

,n2 ) im (zeilen- und spaltenweise 

diskretisierten) Bild angibt. Dabei unterscheidet man zwischen 

Farbbitdern (x besteht aus drei Komponenten, die jeweils die Inten­

sität in einem geeigneten Spektralbereich angeben) beziehungsweise 

Mehrkanatbitdern, Grauwer~bitdern (x gibt eine Intensität an, ist 

also nichtnegativ und beschränkt) oder Binärbitdern (x ist nur 

zweier Werte fähig, die die "Farben" schwarz und weiß codieren sol-
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len). Solche Bilder treten in zahlreichen Anwendungen auf, etwa 

als Ergebnis bildgebender Meßverfahren ind Physik oder Medizin, 

als Satellitenaufnahmen, in der Qualitätskontrolle oder aber bei 

der automatischen Analyse von Dokumenten. Das Ziel der automati­

schen Bildverarbeitung ist letztendlich die Erkennung von bestimm­

ten Merkmalen im Bild, die zu einem Verständnis des Bildinhalts 

führen sollen. Diese Aufgabe ist naturgemäß sehr komplex und nicht 

allgemein algorithmisch formulierbar. Ein wichtiger Vorverarbei­

tungsschritt ist die Filterung eines Bildes. Wir wollen hier einige 

der am häufigsten benutzten Filter vorstellen. 

Das Mittelwertfilter (mit rechteckigem Fenster) hat die Form 

Hierbei ist die Größe des Mittelungsfensters durch N1 und N2 be­

schrieben. Das Mittelwertfilter wird benutzt, um in Grauwertbil­

dern, die verrauscht sind, die Grauwerte zu glätten. Das Filter ist 

einfach zu berechnen und zu realisieren, jedoch ist es sensitiv 

gegen "Ausreißer". 

Ein sehr häufig verwendetes Filter, das jedoch nicht linear ist, 

ist das Medianfilter. Um den Ausgang des Filters zu berechnen, sor­

tiert man die Werte x(n
1
-k

1
,n

2
-k

2
) in einem rechteckigen Fenster, 

das durch - N1 ~ k 1 ~ N
1

, - N2 ~ k
2 

~ N2 gegeben ist, der Größe 

nach. y(n
1

,n2 ) ist dann der Wert, der genau in der Mitte der geord­

neten Folge steht. Das Medianfilter hat zunächst den formalen Vor­

teil, daß der Typ des Bildes erhalten bleibt, das heißt, Binär-, 

Grauwert- oder Farbbilder gehen in Binär-, Grauwert- oder Farbbil­

der über. Man benutzt das Filter zur Reparatur von Punktfehlern, 

wobei es sich im allgemeinen "robuster" gegen große Abweichungen 

verhält, als das Mittelwertfilter. Von Nachteil ist, daß das Medi­

anfilter rechenaufwendiger ist als das Mittelwertfilter. Zudem 

macht die Nichtlinearität unter Umständen Probleme. 

Wir betrachten ein einfaches eindimensionales Beispiel, das den Un-
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terschied zwischen Mittelwert- und Medianfilter illustrieren soll. 

Die Signalfolge 

''',11,11,12,11, 9,13,15,14,14,'" 

sei je nach links und rechts konstant fortgesetzt gedacht. Mittel­

wertbildung mit der Fenstergröße 7 (das heißt N = 3) liefert die 

Folge 

••• , 10.86, 11.14, 11.71, 12.14, 12.57, 12.86, 13.29,···. 

Medianfilterung mit der Fenstergröße 7 liefert 

···,11,11,11,11,12,13,14,14,14,···. 

Der mittlere Wert der Ausgangssignalfolge (9) werde nun durch den 

Wert 100 ersetzt. Dann liefert das Mittelwertfilter die Folge 

••• , 23.86, 24.14, 24.71, 25.14, 25.57, 25.86, 26.29,···. 

Durch Änderung eines Wertes ändern sich also alle betrachteten 

Folgenglieder sehr drastisch. Anders ist es bei dem Medianfilter. 

Wir erhalten die gefilterte Folge 

••• , 11, 11, 11, 12, 13, 14, 14, 14, 14,···. 

Die recht dramatische Änderung eines Wertes hat also kaum einen 

Einfluß auf die gefilterte Folge. Es sollte angemerkt werden, daß 

nicht in jedem Falle die Herausfilterung extremer Abweichungen 

sinnvoll ist, unter Umständen wird signifikante Information dabei 

"weggefiltert". 

Eine weitere Klasse von Filtern, die in einem gewissen Sinne das 

Gegenteil bewirken sollen, wie Mittelwert- und Medianfilter, sind 

die GradientenfiZter. Diese Filter dienen dazu, geringe Kontraste 

in einem Bild anzuheben, um beispielsweise Gebiete unterschiedli­

chen Grauwerts durch Konturen abzugrenzen. Diese Filter modellie­

ren den (kontinuierlichen) Gradientenbetrag durch Differenzenquo­

tienten. 

Beim Kompaßgradienten ermittelt man zunächst Näherungen für die 

Ableitungswerte der Grauwertfunktion in die "Haupt- und Nebenhim­

melsrichtungen", also 
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-2 

1 

-1 

-2 

1 

-1] 
-1 

-1 

~ ] 
Beim Babel-Gradienten hat man vier Filter, nämlich 

81 = [=~ 
-1 

o 
o 
o ~ I 

-1 

-2 

1 

Aus den Ausgängen dieser Einzelfilter ermittelt man dann den eigent 

lichen Filterausgang gemäß 

beziehungsweise 

Ganz analog kennt man Filter zur Berechnung der zweiten Ableitungen 

in einem Grauwertbild, so zum Beispiel das Laplace-FiZter 

-1 

4 

-1 
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beziehungsweise die Filter 

-1 -1 -'] 1 -2 

~2] -1 8 -1 -2 4 

-1 -1 -1 1 -2 

Diese Filter kann man zur Bestimmung von Konturlinien anwenden. 

Eindrucksvolle Beispiele hierfür findet man in dem Buch von Börner 

(1988) . 

Als ein typisches Anwendungsbeispiel für den Einsatz von Filtern 

in der Bildverarbeitung betrachten wir noch die logarithmische 

Filterung. Hierbei geht man davon aus, daß sich der in einem Bild 

beobachtete Grauwert multiplikativ zusammensetzt aus einem Beleuch­

tungsanteil xB (n
1

,n
2
), der langsam veränderlich ist und einen Re­

flexionsanteil xR (n 1 ,n2 ), der sich rasch verändert. Man hat also 

insgesamt das Bildsignal 

x(n
1

,n2 ) = xB (n1 ,n2 ) -xR (n 1 ,n2 ) . 

Logarithmiert man das Bildsignal, dann setzt es sich additiv zusam­

men aus einem rasch veränderlichen Teil und einem langsam veränder­

lichen Anteil. Vermittels einer Hochpaßfilterung kann man den Be­

leuchtungsanteil unterdrücken, ohne daß der Reflexionsanteil davon 

beeinflußt wird. Eine nichtlineare Rücktransformation (Exponentati­

on) liefert ein Bild, das nur noch den von der Oberflächenbeschaf­

fenheit der dargestellten Gegenstände abhängigen Reflexionsanteil 

zeigt. 

Für weitere Beispiele und eine tiefergehende Behandlung des Gegen­

standes sei auf die angeführte Literatur verwiesen. 
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In Circuit Entwicklungssytem MB 8764 
zur Entwicklung von systolischen Mufti-Signa 1-

prozessoranordnungen zur digitalen 
Hochgeschwindigkeits-Signalverarbeitung 

Neue Entwicklungen auf dem Gebiet der Mikroelektronik bieten die Möglichkeit, mit programmierbaren, ex­
trem schnellen Prozessoren, den Signalprozessoren, abgetastete analoge Signale in Echtzeit numerisch zu 
verarbeiten. Diese als "Digitale Signalverarbeitung" bezeichnete Methode gewinnt wegen ihrer wirtschaftli­
chen und technischen Vorteile in der elektronischen Nachrichtentechnik, Regelungstechnik und Meßtech­
nik immer mehr an Bedeutung. 

Nicht nur die bis jetzt mit Analogschaltungen gelösten, sondern auch viele für unlösbar gehaltene Signal­
verarbeitungsprobleme können mit den heute preiswerten Signalprozessoren kostengünstig gelöst wer­
den. 

Die Verwirklichung komplexer Signalverarbeitungsaufgaben in nur einem Signalprozessor führt zu einer 
überproportionalen Zunahme der Länge der vom Signalprozessor abzuarbeitenden Programme und damit 
zu einer entsprechend unerwünschten Herabsetzung der Signal-Verarbeitungsgeschwindigkeit. Abhilfe 
schaffen in diesen Fällen die systolischen Multi-Signalprozessoranordnungen. Das auf der INTERKAMA 
1989 ausgestellte In-Circuit-Entwicklungssystem MB 8764 ist ein unentbehrliches Hilfsmittel bei der Ent­
wicklung von solchen Mehrprozessorschaltungen, die bei ihrer Fertigstellung als selbständig arbeitende 
Platineneinheiten Teilfunktionen in einem sonst analog arbeitenden elektronischen Gerät übernehmen. Das 
an sich multivalent konzipierte Entwicklungssystem erleichtert Entwicklungsarbeiten an Schaltungen, die 
mit Fujitsu Signalprozessoren MB 8764 oder MB 87064 bestückt sind. 

Wegen der Bedeutung der noch nicht sehr bekannten systolischen Multi-Signalprozessoranordnungen zur 
digitalen Hochgeschwindigkeitsverarbeitung analoger Signale hier noch einige Bemerkungen über ihre Ei­
genschaften und ihre Arbeitsweise. 

Ein systolisches Mehrprozessorsystem führt eine parallele Datenverarbeitung aus. Ein Berechnungsvor­
gang wird in eine vorgegebene Anzahl gleichartiger Teilberechnungsvorgänge zerlegt. Die in jedem Prozes­
sor berechneten Zwischenergebnisse werden mit einem für alle Prozessoren gleichen Takt, dem systoli­
schen Takt, solange in vorgegebener Richtung über Daten-Links in die Nachbarprozessoren geschoben, 
bis das Endergebnis einer Berechnung den letzten Prozessor verläßt. Es entstehen in der Multi-Signalpro­
zessoranordnung Datenströme, die sich mit der Geschwindigkeit des systolischen Taktes durch die Anord­
nung bis zu ihrem Ausgang bewegen. Mit dem Signal prozessor MB 8764 können in dieser Weise Signale 
mit spektralen Frequenzen bis zu etwa 300 kHz verarbeitet werden. Wegen der voraussetzungsgemäß glei­
chen Teilberechnungsvorgänge müssen die Signalprozessorprogramme, die diese Berechnungen ausfüh­
ren, natürlich alle gleich sein. Koeffizienten untersohiedlicher Größe, die mit entsprechenden Programm be­
fehlen von jedem Signalprozessor gleichzeitig übernommen werden, bestimmen ausschließliCh daß Zeitver­
halten der Zahlenfolge (Signalausgangsfolge). die das System verläßt. 

Systolische Multi-Signalprozessoranordnungen haben folgende Vorteile: 

- lineare Signalgeschwindigkeitserhöhung bei Vergrößerung der Anzahl der Prozessoren 

- modularer, beliebig erweiterbarer Aufbau 

- ein Programm für alle Signal prozessoren 

- ein getrennt eingebbarer Satz von Koeffizienten 

- hohe Signalverarbeitungsgeschwindigkeit. 
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Aufbau und Eigenschaften: 
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Die zentrale Steuerung des In-Circuit-Entwick­
lungssystems MB 8764 wird über ein IBM-PC vom 
Typ XT, AT oder PS2 ausgeführt. Über serielle 
Schnittstellen wird ein Programmer (laden der Pro­
gramm-PROMs), ein Une-Printer und eine Einheit 
mit bis zu acht Emulatoren angeschlossen. Mit je­
dem Emulator können bis zu acht Signalprozes­
sor-Adapter betrieben werden. Das Entwicklungs­
system kann also für die Entwicklung von systoli­
schen Multi-Signalprozessoranordnungen mit bis 
zu 64 DSPs verwendet werden. Ein Signal-Prozes­
soradapter besteht seinerseits aus einem Adapter­
kopf, in den ein Signalprozessor eingebaut ist und 
aus einem in ein Kleingehäuse eingebauten Prö­
grammspeicher. Über ein 30 cm langes Bandkabel 
gelangt der Maschinencode der Signalprozessor­
befehle aus dem Programmspeicher in den Signal­
prozessor. Die Datenübertragung zwischen dem 
Signalprozessor im Adapterkopf und dem Pro­
grammspeicher wird im 10 MHz-Takt ausgeführt. 
Über ein 1 m langes Kabel, das den Programm­
speicher mit dem Emulator verbindet, wird dieser 
geladen. Die Übertragung und Organisation der 
Daten zwischen dem PC und den Emulatoren 
übernimmt ein in jeden Emulator eingebauter 
Mikroprozessor 8085. Blockschaltbild des Entwicklungssystems 

Das im IBM-PC installierte und unter MS-DOS laufende Programmpaket ermöglicht eine menügesteuerte 
komfortable 
- Signalprozessor-Programmbearbeitung im Programm-Handler, 
- die Steuerung des Emulators, 
- und das Laden der Signalprozessor-Programmspeicher. 

Mit dem Programm-Handler werden das Signalprozessorprogramm geschrieben, Korrekturen am Pro­
gramm, an der Multiprozessorarchitektur oder am Koeffizientensatz ausgeführt und das Programm bei 
Fehlerfreiheit in Maschinenbefehle umgesetzt. Es können auch fertige Programme aus einer Programmbi­
bliothek aufgerufen werden, für die dann nur noch die Signalverarbeitungseigenschaften der zu entwickeln­
den Anordnung und der Koeffizientensatz eingegeben werden müssen. Der Koeffizientensatz enthält die 
jedem Signalprozessor zugeordneten Koeffizienten, die in einem Datenfile auf der Festplatte des Steuer­
rechners abgelegt sind. Selbst geschriebene Programme, nicht die aus der Programmbibliothek, können 
gelöscht und die ausgewählten Multi-Prozessoranordnungen grafisch dargestellt werden. Nach Bedarf 
können auch Programmlisten oder Listen mit den für den Betrieb der Signalprozessoren bestimmten Ma­
schinenbefehlen und ihren Hexadezimaladressen auf dem Schirm des Steuerrechners oder auf einem Line­
Printer ausgegeben werden. 

Beim Neuaufbau eines Programms wird der Anwender zunächst gefragt, ob er ein externes Unterpro­
gramm, ein Signalprozessorprogramm für eine Einprozessorschaltung, für einen binären Baum, für eine se­
misystolische oder für eine globalsystolische Matrix schreiben will oder ob er ein Bibliotheksprogramm ver­
wenden will. Fällt die Wahl auf eine systolische MUlti-Prozessoranordnung, wird diese zunächst auf dem 
Bildschirm grafisch dargestellt. Nach Beantwortung der Fragen nach ihrer Größe, den Datenflußrichtungen, 
nach der Art der Eingangs- und Ausgangssignale wird ein direkter Sprung in den Editor ausgeführt. 
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In eine Programmzeile wird die Zeilennummer automatisch eingetragen. Hinter ihr ist Platz für eine sechs­
stellige Labelmarkierung, danach für einen Signalprozessor-Doppelbefehl und einen durch ein Semikolon 
zu markierenden Kommentar. Bei der Befehlseingabe gemachte Syntaxfehler, aber auch logische Fehler, 
die schon festgestellt werden können, werden direkt gemeldet. Sie können durch Auswechseln der fehler­
haften Strings direkt behoben werden. Nachträglich kann aber auch durch Löschen einzelner Befehle oder 
Programmteile, durch Einsetzen von Befehlen oder Detailänderungen an den Befehlen, ein Signalprozes­
sorprogramm abgeändert werden. 

Es gibt Anweisungen für Koeffizientenfelder, deren Koeffizienten während des Programmablaufs mit einem 
Adressenzähler in das Programm eingelesen werden. Diese Koeffizientenfelder werden entweder im A­
RAM, B-RAM oder im unteren Bereich des Programmspeichers der Signalprozessoren abgelegt. Bei der 
Befehlseingabe wird geprüft, ob die Koeffizientenfeldanweisungen am vorgeschriebenen Programmanfang 
stehen und ob sie fehlerhaft sind. Geprüft wird auch, ob der eingegebene Befehl zu den bei jeder Spei­
cherart zugelassenen Befehlen gehört. Bei Befehlen, die einen durch eine Ordnungszahl gekennzeichneten 
Koeffizienten ins Programm einlesen sollen, wird überprüft, ob er im Koeffizienten-File vorhanden ist. 

Für den Datentransfer zwischen den Signalprozessoren der Multi-Prozessoranordnung sind Spezialbefehle 
zum Senden und Empfangen der auszutauschenden Daten geschaffen worden. Für sie sind die untersten, 
sechzehn Adressen des Externen Datenspeichers reserviert. Wird bei der Programmerstellung irrtümlich 
ein Befehl angegeben, der einen oder mehrere dieser Adressen ansprechen würde, wird dies schon bei 
der Befehlseingabe bemerkt und der Anwender mit einer entsprechenden Fehlerdiagnose zur Fehlerbesei­
tigung aufgefordert. Zu den Spezialbefehlen gehören neben den Sprungbefehlen, deren sprungziel statt 
mit einer Sprungadresse jetzt mit einer Label-Angabe versehen ist, ein START- und ein END-Befehl. Der 
START-sefehl markiert den seginn der Programmschleife, in der, nach der Initialisierung der Programmda­
ten, die Werte des abgetasteten Ausgangssignals berechnet werden, der END-Befehl ihr Ende. Mit dem 
START-Befehl wird gleichzeitig auch der Systemtakt des Multiprozessorsystems ausgelöst, mit dem der 
Datenaustausch zwischen den Signal prozessoren beginnt. Sollen die Eingangssignale mit einem AnalogDi­
gital-Wandler umgesetzt werden, wird während des END-Befehls auf eine Flag gewartet, die das Ende der 
Wandlung signalisiert. Anschließend wird ein Sprung zu dem den Schleifenbeginn kennzeichnenden 
START-Befehl ausgeführt. 

Nach dem Aufruf des Emulators werden automatisch alle jedem Signalprozessor zugeordneten Pro­
grammspeicher geladen, nachdem die im Koeffizientenfile den einzelnen DSPs zugeordneten Koeffizienten 
in den Maschinencode eingesetzt worden sind. Das Betriebsprogramm der Emulator-Mikroprozessoren or­
ganisiert diesen Ladevorgang. 

Die wesentlichste Zweckbestimmung eines Entwicklungssystems ist es, die Möglichkeit zu schaffen, im 
Echtzeitbetrieb die Inhalte aller direkt oder indirekt zugänglichen Register eines Prozessors bei einem im 
Programm markierbaren Befehl - dem "Break Point"dem Anwender zugänglich zu machen. Die Anzahl der 
auslesbaren Register ist relativ klein und hängt vom inneren Aufbau eines Signalprozessors ab. Beim Fujit­
su MB 8764 sind es sieben Register. Die Registerinhalte bei Einprozessoranordnungen können deshalb bei 
jedem Break-Point-Durchlauf direkt auf dem Pe-Schirm dargestellt werden: Bei Multi-Signalprozessoran­
ordnungen ist das nicht mehr möglich. Die während einer vorgegebenen Sequenz in einem Speicher ge­
sammelten Daten werden in vielfältiger Weise dargestellt. Eine davon ist die tabellarische Darstellung der 
Datenflüsse zwischen den Signalprozessoren, eine Darstellung, die gerade in systolischen Multi-Signalpro­
zessoranordnungen sehr informativ ist. 

Literatur: 
Hp. Eulenberg , 
Ein Entwicklungssystem für Multiprozessorsysteme mit Signalprozessoren FUJITSU MB 8764 und MB 87064 
Informatik-Fachberichte 153 
ASST'87, 6. Aachener Symposium für Signaltheorie 
Springer, September 1987, Seiten 282-285 
ISBN 3-540-18401-5, ISBN 0-387-18401-5 

Hp. Eulenberg 
DSP-Entwicklungssystem für Multiprozessorkonfigurationen 
Elektronik Informationen Nr. 1-1989, Seiten 88-90 
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KERNFORSCHUNGSANLAGE JÜLICH GmbH 

Leistungsmerkmale : 

Modularer, erweiterbarer Aufbau 

• bis zu 8 Signalprozessoren MB 8764 pro Emulator 

a bis zu 8 Emulatoren (max. 64 Signalprozessoren) 

Komfortables auf dem IBM-PC lauffähiges Programmpaket 

• Bearbeitung der Signalprozessorprogramme 
- Programmaufbau und Eingabe 

- Syntaxprüfung der Signalprozessorbefehle bei ihrer Eingabe 
- Koeffizienzfelder (Zugriff während des Programmablaufs) 
- Datentransferbefehle (Erzeugung der Datenströme in der systolischen Multiprozessorordnung) 
- Befehle zur Erzeugung des Systemtakts und zur Steuerung der zur Digitalisierung der analogen 

Signale notwendigen Analog-Digital-Wandler 

- Prüfen der Programmlogik 

- Übersetzen der Programme in den Maschinencode 

- Grafische Adrstellung der gewählten Multi-Signalprozessorarchitektur 

- Eingabe und Korrektur der Kenndaten der Multi-Signalprozessorarchitektur 

• Programmbibliothek zum Aufbau von Standard-Programmen 

• Emulation 
- Laden der Programmspeicher der max. 64 Signalprozessoren 
- Vorgabe des Signalprozessor-Taktes mit Taktzeiten von 100 ns, 200 ns, 400 ns 
- Umschaltung auf externe Takteinspeisung 

• Laden der Programmspeicher (PROM) mit einem Programmer 

Breakpoint-Bearbeitung 

• Vorgabe von Breakpoints in vorgebbarem Increment 

• Darstellung der Inhalte der Register D, A, B, X, V, CO, C1 bei vorgegebenen Breakpoints 
- Datenflußdarstellung der Multi-Signalprozessoranordnung für ein ausgewähltes Register 
- Darstellung der Registerinhalte einer Einprozessor-Applikation im Betrieb 
- Darstellung der Registerinhalte von Multi-Signalprozessorarchitekturen nach unterschiedlichen 

Gesichtspunkten. 

Für weitere Informationen wenden Sie sich bitte an: 

Technologie-Transfer-BUro 
der Kemforschungsanlage Jülich GmbH 

Postfach 1913 . 0-5170 Jülich 1 
Telefon: 02461/614320· Telex: 833556-0 kfa d 
Telefax: 02461/613718 

Zentrallabor fUr Elektronik 
der Kemforschungsanlage JUlich GmbH 

Postfach 1913 . 0-5170 Jülich 1 
Telefon: 02461/616521 . Telex: 833556-0 kfa d 
Telefax: 02461/613990 
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StruKtur des KFA- Entwicklungssystems /188164 

r-- -- --- -- ----- ----------.., 
I Software I 
I I 
I I 
r KFA-Entwicklungssystem tür Fujitsu MBB764 I 
I I 
I I 
I I 

I 
I P! E! R! I 
I Programm - Emulator - Programmer-

bearbeitung steuerung steuerung I 
I I 
I ~ J 
L ____ --------1---------1------

,--- 1---------------
I 

----1 
I 

I r--- ----I r--- ----, I 
1 I I KFA Emulator I DATA IIO 1 

I 1 Line Printer I tür BDSP s I Programmer : : 
I ~ ______ J L _______ -.J I 
I , I 

I Hardware I 
L ___________ ------------J 

1------------ ------ - -----1 
1 I 
I Anwender - Platinenanordnung I 

: I 
! ~~ ~ 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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7. KFA - Entwicklungssystem MB8764 

7.1 Hard - und Software des Signalprozessors MB 8764 
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S I G N ALP R 0 Z E S S 0 R 1'1 B 8 7 6 <[ 

I BUS 

ZYKLUSZEIT: 100 ns~c 
E:INli; MULTIPLIKATION UND ADDITION IN ] (')0 O:';f,C 

MULTIPLIKATION: 16 hit x 16 bit> 26 bit 

PROZESf,ORARCHTTB:KTUR: HARVAHD 

DOPPEL-BEFEHL: 
MOV: ADD #$A2CD. X: y: CO: DMC: FC!1: PC';T 
1. BEFEHL: KONTROLLBEFEHL 
2. BEFEHL: ARITHMETISCH-LOGISCHER BEFEHL 

lIEFEFL~~VERARBEIT[JNG: PTVELHI1NCJ rm;nlODl!~ 

PHOGRAt·jt-'1ßPEIC[~~H; 1.024 x 24 bit 
DATENSPEICHER: 
1. A-RAM: 128 x 16 bit 
2. B-RAM: 128 x 16 bit 
:3. EXTERNEf, RAM: H'J;Z4 x 16 hit 

MULT I PROZESf30RBETRIEB: 
MIT MAXIMAL 8 BUSGE:KOPPlt:LTEN PROZESf30Rlt:N HOEGLICH 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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Rufbau des Signo/prozessor.s Fujltsu HB B'f6lf 

r---, 
~~~ ~"iJ CLOCK GENERATOR 

L ___ .1 

r------l ---11----, 
_: co ~-lf---ttI § 

RsT~:-~==:J~tt====JE~~~-JC~~~~i:~111 

PA9-0 

lRH 

P28-0 +4-~mii'~1 

MB 8764 

AIF 

RCR 
BCT 

ADH 10 m 
DI<{H I ACT 
OF 1 REQ 

IF : AOF 

I WCK 

_lif ttQ i_ 
FLOL---- -- -JFLI 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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Befehlssatz des Fuj/tsLi /JSP 
MB 816'1 

Instruction set 

Types of instructions 

The instructions are classified as follows. 

Type 

Arithmetic 
and logic 
instructions 

Move 
; nstruct ions 

Jump 
i nstructi ons 

Other 
i nstruct ions 

Mnemonic Operation 

ADD A+B .. D 
HLT AxB .. D 
SUB B - A .. D 
MSH D + A x B .. D 
MRD D - A x B -> D 
SUM D+A .. D 
RED D - A .. D 
ABS I D I .. D 
HEG - D .. D 
SRA Shift D right arithmetic .. D 
SLA Shift D I eft arithmetic .. D 
AHD D n A .. D 
ORA DU A .. D 
DlV D • A .. D 
COM TI .. D 

LTB ROMT .. A, BRAM/ERAM .. B 
LAB ARAM .. A, ßRAM/ERAM .. B 
MAß ARAM .. ßRAM/ERAM 
MßA ßRAMIERAM .. ARAM 
MOV IRAM/ERAM .. registers 
MOV Immedi ate da ta .. regi sters 
MOV Regi sters .. regi sters/lRAM/ERAM 
LDI Immediate data .. A 
Uß Immediate da ta .. A, BRAM .. B 

JMP Unconditional jump 
JOC Jump on condition 
JSR Jump to subroutine 
RTS Return trom subrouti ne 

CLR Cl ear regi ster or f1 ag 
SET Set f1 ag 
MXY X + ~X .. X, Y + ~Y .. Y 
LlY Immediate data .. A, BRAM .. ß, Y + I .. Y 
AVP VP + d .. VP 
LVP d .. VP 
AOY Y + YS .. Y 
GXY XS .. X, YS .. Y 
SXY d .. CI, X .. XS, Y .. YS, X = Y = 0 
HOP Ho operation 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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Befehlsstruktur des DSP 
MBB76'f-

Assembler Object code Operation Cycles 
expression 

LAB 0 Machine code When JE = I 
[: arith-

11 
ARAM(ea)-A 

meticf 0 BRAM(eb)-B 
logic IO:O:O:'Ec3xE:'==-"3'I"Eb~ operation] When JE = 0 
~a7[(X)~. ARAM(ea)-A 
~b7~~[Y 0 Effective address ERAM(eb)-B 
TE] The arithmetief 

x e. Y 1E VS eb 
logic operation 
determi ned by the 

0 1 : : :.: : :-1 0 1 1/0 I : : : b: : : I C field is per-
formed simul ta-

l 1 : :.:+:x: : 1 0 o 1/0 rGHIOI b 1 
neously. regard-
less of whether 1 

1 1 0 I : : :b+~: : I JE = 0 or JE = 1. 

1 1 1 I ,··1 b+Y I 
1 0 0 [PGHI b+Y I 
1 0 1 Ip~Hlol ~.; I :~Y: I 

111m; HIgh-order 3 bits of b 

Arithmeticflogic operation 

1-'- Opl!utiOft C Operation 

000 KOP 100 HSH 

00l AOO 101 HXO 

010 IILT 110 SI" 
Oll SUI 111 .'" 

Beispiel: 

LAB: RED ~4~ (x), $4<\>(YE) 

ARAM ~A 
ERAM -7B 

a ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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7. KFA - Entwicklungssystem MB8764 

7.2 0 S P - Programm Aufbau und Verarbeitung 
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PROGRAMMAUFBAU 

Initiali sierung 

~ 
START 

Berechnung d. Signalfolge 
am Systemausgang 

: 
Q)Q)070 JSR ci) 20 . 
(,H)080 10 NOP 

00120 JSR cil10 
. 

: ----4-

END 

SUBROUTINE 10 

RTS 

Externes Unterprogramm : 

SUBROUTINE 20 

Aus DSP - Directory 

RTS 

out t 
1 

Signalfolge am 

1 
Systemausgang 

kND kND ~D ~ 
n 

START START START 

CI ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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/lbta.stuf7g und DatenverorlJeitung 
/n e/nem Rbtostzyk:lus 

[ I 
nz 

~ Wandelzeit --~~nL ___ F_lo_g F4> YOn ADe 

. - ---

Yn t 

- .. _- . 

I I Berechnung von 7J 
nt der flusgantjS!oJg 

SUlIZT- Befehl 
- END - BefehL 

I 

I I 

I 

---­n 

ProgrammobJauf 

n-
-SmRr - Betell! 

END-BerehL 

RusgongsfoJge Yn omlJRC 

n'-1 n1 ---n r--- Rbtastzeit Ta. ~j 

Srr:WT i Ruslosen des System/aKtes 

END i Warfen quf Flog F4> "nd 
Sprung noch Stort 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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7. KFA - Entwicklungssystem MB8764 

7.3 Label- Adressierung 
I 
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LAB E L - A D RES SIE RUN G 

00005 START 

00030 10 NOP 
00040 NOP 
00050 JMP:ADD @10 

00100 JSR:SUB @UPROGR 

00130 20 NOP 
00140 <TOC @20,C0:F0:MI 

00300 30 NOP 
00310 JOC:RED @30,C1:0F:IF:ZR:OV 

00700 END 

00710 SUBROUTINE UPROG 
00720 NOP:MLT 
00770 RTS 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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7. KFA - Entwicklungssystem MB8764 

7.4 Anlegen von Koeffizientenfeldern .... 

7.4.1 Koeffizientenfeld im Programmspeicher 
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Speicherung des Koeff/zientenfe/des 

im PrCJgrammspeicher ~ 

KOF INS(x lI?2-~9) 
I 

START: SUM 

LTB: RED KOF(x),~3B(YE) 
LTB:RE~ KOF(OOJ,$3B(YEJ 

LDLSUM KOF(~~) 
LIB: SUM KOF (1t1?) 
UY:SUMKOF(c\l3) 

END: RED 

Feldanweisung 

mit Feldanweisung : 

KOF(x)-tA ERAM(y) ..... S 
KOF(OOJ-.A ERAM(yJ .... B 

ohne Feld anweisung: 

KOF(t\)~l-tA 
KOF(1~) .. A BRAM(y)~B 
KOF(~3)"A BRAM(y) .... B 

y+1 -+y 

A, B : Register 
KOF( ) : Koeffizienten 

x : Zähler 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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7. KFA - Entwicklungssystem MB8764 

7.4 Anlegen von Koeffizientenfeldern .... 

7.4.2 Koeffizientenfeld im A - RAM des DSP 
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5peicherung des Koeffizientenfe/des 
im PERM 

KOF $4>3 (xA2-~9) 
Feldanweisung 
ARAM-Anfangadressel\>3H 

START: SUM 

mit Feldanweisung : 

LAB: RED KOF(x), $3A(YE) KOF(x)-+A ERAM (y) -+B 
MAB :RED KOF(x), ~2A(YE) KOF(x)- ERAM (y) 
LAB :RED KOF(OO), $3A(YE) 
MAB:RED KOF(OO)/ $2A (YE) 

ohne Feldanweisung : 

LOI: SUM KOF (t\><\» KOF(~~)+A 
LlB: SUM KOF (1~) KOF (1<\» .. A BRAM (y)+B 
LlY: SUM KOF (~3) KOF(~3) .. A BRAM(y) .. B 

y+1 -+y 

END:RED 

A, B : Register 
KOF ( ): Koeffizienten 
x,y : Zähler 

CD ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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7. KFA - Entwicklungssystem MB8764 

7. 4 Anlegen von K~effizientenfeldern .... 
7.4.3 Koeffizientenfeld im B-RAM des DSP 

- 312 -



Spe/cherung des Koeffizief7fenfelde..s 

im BRRM 

START: SUM 

LAB:RED $3A(x) KOF(y) 
J 

MBA:RED $1C(x) KOF(y) 
I 

LAB: RED i 3A{x), KOF(OO) 
MBA: RED i 1 C (x), KOF (00) 

LDI: SUM KOF (<\l<\l) 
LIB: SUM KOF (1<\» 
LIY: SUM KOF(q,3) 

END: RED 

Feldanweisung 
BRAM-Anfangadresse rp 7H 

mit Feldanweisung : 

ARAM-+A KOF(y)-tB 
KOF(y)-+ARAM 

ohne Feldanweisung: 

KOF(<\><\l)-.A 
KOF( 1 ~) -+ A BRAM (y)-tB 
KOF(CP3)+A BRAM(y) .. B 

y+1 _y 

A,B: Register 
KOF ( ) : Koeffizient 
\ y : Zähler 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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7. KFA - Entwicklungssystem MB876L. 

7.5 Datentransfer - Befehle für Signalprozessor - Arrays 

- 314 -



Befehle für den Datenverkehr 

zwischen den Signalprozessoren 

VORSPANN 

START: SUM 

I 

MOVE DATA OUT: I - - -

MDO:SUM R1, Pm [R1] - Pm 

MDO: RED $3F(X), Pm ~3F(X)J-Pm 

I 

MOVE DATA IN 
I - - -

MDI:COM Pm,R2 [Pm]-R2 

MOl: RED Pm, $3F(X) [Pm] -$3F(X) 

I 

I ASSIGNMENT FOR: 
I 

KOF $ID1 (X,IDID-ID9) 

MOl: RED Pm,KOF(X) KOF(X) -A [pm]-B 

MOl: RED Pm,KOF(IDID) KOF(~ID)-A [Pm]-B 

I 

END: RED 

1 1 REGISTER: 

R1=DvAvElvXvYvCIDvDMCvPC 

------
2 r---

3 DSP 1 R2=EO:A:B:D 
..-- 4 r--

i ~ 
PORT -MARKING: 

Pm m = {1; 2; 3;1.} 

D ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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8. Praktische Übungen 

8.1 Integration mit Untersummenbildung 
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Programmbeispiel für Integrator 

Untersummenbildunf:j 

~ 
LO ,---

-+_~ -1 Z{y(nl} 
Z{xlnl} Z I--~-+ 

Ta. 
xlnl Tc;" 0 ylnl 

-+~-+ 
r~ 

Schaltbild SFG 

"Oi' SOO(x,OO-OO) ; 1/16 = Ta/Tau => A-IlA~I[O] 
eLf( ,\:ß:D:X:Y; I\OF(OO) = 100 hex 
STArn ; InLegration durch untel'summenbildung 
'IDl I\OF(00),P3; A-RAiI[O]=> A !leg. _,\DC-\,-ert => B Reg. 
~\fJl) D,P4 ; D Reg.=> DAC Analogallsgabe Y-"ert 
NOP:MSM ; ( A R~g. * ß !leg. ) + D !leg. => D Reg. 
PHl 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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8. Praktische Übungen 

8.2 Integration mit lineare Interpolation 
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Programmbeispiel für Integrator 

- Lineare Interpolation -

-
-+ 

Z{x(nl} 
X 1-_----.1 

Lr-- + t--P--'" 

Z{x(nl} 

-+ 

Kur 
CLI, 
STAHT 
:-mI 
WH 
:\0[,: ~lS'l 
'1JlO 
N01': ,13N 
,'1()\' 
BD 

-1 r- Z {y(nl} 
Z '--

r~ 
Schaltbild 

SOO(x,OU-OOI ; 
A:B:D:X:Y ; 

; 
I\OF [00) ,P:l ; 
SO]),O ; 

; 
lJ,N ; 

; 
D,$OlJ ; 

SFG 

1/3~ = Ta/2*Tau =) A-RA~[01 
I\OF(OO) = 80 hex 
--- Linear,; Inlerpulation ---
A-R,\~ll0J=) A Hf'~, ;\OC-lI'el't => B lieg, 
Z-1 -' D !leg, 
1/3L * Xn + Z-1 => 0 Re~, 
D /leg.=> DAC AlHtl0g:1lIs~;'I)(> )"11 - Wel'L 
1/32 * Xn + Yll => 0 Reg. 
D lies', -, ,\-[,,-\:11[0] = Z-l 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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8. Praktische Übungen 

8.3 Tiefparl mit Butterworthverhalten 
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x(n) 

Programmbeispiel 

Butterworth-Tiefpaß 

... -------~-----, 

CLR A:B~D:X:Y 

1'-1 CJ V 
(Iü'v' 
l~lU\/ 

t--1CJ\J 
ST?iF:'i 
MO',) 

D" ~f·l!Z1 
D '1 :~·2j!j 

i,jO\i D ~ ~tl~10~1 

I, _(-;F~ $I!.)~'J, ~~QJ .. ::: 

I-le]\! 'f-2,), D 

~?ifJ\'! D ~ !f,~;(D 

I?HJ'~/ D, ~$I.oL, (f:~) 

L.AB ~30~$0~ 

ND;'::-
f\!DF ~ iYi~"3I':j 

I .. AB $00 q $Gl 
['10 1

,) D, ~{i:~~gj 

L.(,B 
NfJF' 
Nur'.~ 1'~'jf;-Jt>1 

hDV D,;i;J.llj 
Et·,m 

y(n) 
I------<~ + ... 

; t',USDFlN[i 1., \JEf~Z" (N--2) 
~ (~U::'~lf:h~NC3. 2" \)t.~!?Z" (H---l) 

~(~USGANGSSPEICHER YN 
~EINGAI~NGS3PEIC~~ER X~: 

=START ADlJ l ADR~$08 J 
;!_ESEN DES ADU~S =) ]) 

;XN VON D~>A-RAM [ ADRL$00 J 
;XN =} Ei B--RAM [ $03 ] ==) B 
;AU:-3C=,i[.ii\lG 2 .. 'v'EFo:Zb n\j-'-i) ::::) D 

; X 1\; * KDFliß. + :~o\je:Fa" ':N--l) '"> D 
~D ~=). A-RAM l $20 J SPEICHER YN 
;AlJSI3ABE Vt:IN YN AN DAU 
:XN => A KDF02 => B 
;AUSGp DER l~VERZ~ =~> 0 
;XN * KDF02 + i.VERZ. ~> D 
;YN => A KOF05 ~> B 
;YN + k.OF05 -~ { XN * KOF02 
; -i- laVERZc } =} D = 2~VERl., 

;YN - A KOF01 ~> B 
;D c> A~~AM [$20J 2.VERZ. 
; iN * I<OF(C!l .-::. D 
~YN =~. A KOF04 => B 
; YN * Korc04 +. .~ XN t-: LOFvll -;. 
; ~=.:::> D :.::: f-\U~-)Gt::-ü'·11.3 i" \)EF~~2: " 
; D => A-RAM [$10J I.VERZ. 
; F:UECfG-:>FF:UNG 

ZENTRALLABOR FÜR ELEKTRONIK 
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