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Entwurf paralleler iterativer Verfahren mit kurzen Rekursionen fiir
grofle diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme

Zur Losung groBer diinnbesetzter linearer Gleichungssysteme mit allgemeiner nicht-hermitescher
Koeffizientenmatrix werden Krylov—Teilraumverfahren mit kurzen Rekursionen entwickelt. Der
Entwurf dieser iterativen Methoden trennt den zugrundeliegenden Proze§ zur Erzeugung einer Ba-
sis der Krylov—Teilrdume von der Festlegung eines in diesen Vektorrdumen enthaltenen Vektors
als aktuelle Iterierte. Diese Trennung erlaubt die Riickfithrung des Entwurfs von parallelen Varian-
ten zur iterativen Losung linearer Systeme auf die Herleitung paralleler Prozesse zum Aufspannen
der zugrundeliegenden Krylov—Teilrdume. Es werden parallele Varianten des nicht-hermiteschen
Lanczos—Algorithmus ohne Look-Ahead benutzt, um neue Formulierungen der Methoden der
quasi-minimalen Residuen (QMR) und der bikonjugierten Gradienten (BCG) herzuleiten, die in
jedem Iterationsschritt einen einzigen globalen Synchronisationspunkt besitzen. Daraus resultiert
eine im Vergleich zu den urspriinglichen Versionen hohere Skalierbarkeit, die auf den massiv-
parallelen Rechnersystemen Intel Paragon XP/S 10 und CRAY T3E mit bis zu 512 Prozessoren
demonstriert wird. Zur Festlegung der aktuellen Iterierten eines Krylov—Teilraumverfahrens wird
auBerdem der 1-Norm-Ansatz der quasi-minimalen Residuen vorgestellt, der zu Verfahren mit
kurzen Rekursionen fiihrt, etwa wenn der nicht-hermitesche Lanczos—Algorithmus, die Methode
der quadrierten konjugierten Gradienten (CGS) oder die Methode der bikonjugierten stabilisier-
ten Gradienten (Bi-CGSTAB) zur Erzeugung der zugrundeliegenden Krylov—Teilrdume verwendet
werden.

Design of Parallel Iterative Methods Based on Short Recurrences for
Large Sparse Linear Systems

For the solution of large sparse systems of linear equations with general non-Hermitian coefficient
matrices, Krylov subspace methods based on short recurrences are developed. The design of these
methods draws a distinction between generating a basis of the Krylov subspaces and defining a
vector therein as the actual iterate. By this means, the design of parallel iterative variants for the
solution of linear systems is reduced to the derivation of parallel underlying processes to span the
Krylov subspaces. Parallel variants of the non-Hermitian Lanczos algorithm without look-ahead
are used to derive versions of the quasi-minimal residual method (QMR) and the biconjugate gra-
dient method (BCG) consisting of a single global synchronization point per iteration. Using the
Intel Paragon XP/S 10 and CRAY T3E with up to 512 nodes, it is demonstrated that these new
versions are significantly more scalable than their original equivalents implemented on massively
parallel computers. Moreover, the 1-norm quasi-minimal residual approach is introduced to de-
fine the actual iterates of a Krylov subspace method and it is shown that this approach leads to
short recurrences, e.g., when the non-Hermitian Lanczos algorithm, the conjugate gradient squa-
red method (CGS) or the biconjugate gradient stabilized method (Bi-CGSTAB) are used to span
the underlying Krylov subspaces.
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Kapitel 1

Numerische Simulation in Forschung,
Entwicklung und Produktion

Im Verlaufe der letzten 15 Jahre ist die mathematische Modellierung von Ablidufen aus Natur-
wissenschaften und Technik sowie deren Vorausberechnung mit Hilfe moderner Computer, kurz
numerische Simulation genannt, zum unentbehrlichen Werkzeug in zahlreichen Schliisselberei-
chen der Industrie wie dem Automobil- und Flugzeugbau, der Elektro- und chemischen Industrie
geworden. Die numerische Simulation erlaubt das Verstehen und Beherrschen von Vorgéngen aus
Grundlagenforschung, Entwicklung und Fabrikation zu einem Zeitpunkt, der dem Aufstellen von
Theorien und der eigentlichen Fertigung vorausgeht. Einerseits entfillt dadurch der kosteninten-
sive Aufbau komplexer Versuchsanordnungen, und andererseits werden Fortschritte in Wissen-
schaften und deren technischen Anwendungen tiberhaupt erst ermdglicht. In der Automobilindu-
strie ersetzt die Crash-Simulation weitgehend den extensiven Verbrauch teurer Prototypen. In der
Flugzeugindustrie 10st die Tragflichensimulation das Experiment im Windkanal ab. In der Elek-
troindustrie werden Anordnung und Verbindungen elektronischer Bauelemente durch Simulation
der auftretenden Stromfliisse optimiert. In der chemischen Industrie tritt die verfahrenstechnische
Simulation an die Stelle der physikalischen Integration ganzer Anlagenbldcke. Der Einsatz von
Techniken der numerischen Simulation reduziert nicht nur den finanziellen und zeitlichen Auf-
wand in Forschung, Entwicklung und Produktion, sondern spart wertvolle Rohstoffe, senkt die
Umweltbelastung und beansprucht Gerite weniger. Nicht zuletzt fiihrt die numerische Simulati-
on zu einem immensen Erkenntnisgewinn, dessen Bedeutung in den Hochtechnologien als un-
terstiitzendes Element von Theorie und Experiment kontinuierlich wichst.

Die Problemstellungen, die heutzutage mit Hilfe der numerischen Simulation angegangen wer-
den, entspringen einer Vielzahl von unterschiedlichen Disziplinen: tatséchlich gibt es derzeit kaum
einen Bereich von Wissenschaft und Technik, in der der Rechner dafiir nicht als Arbeitsinstrument
eingesetzt wird. Wihrend in fritherer Zeit die Losung einer den Rechner involvierenden Aufga-
benstellung durch informationstechnologisches Zusatzwissen innerhalb der jeweiligen Disziplin
gesucht wurde, tritt heute der multidisziplindre Ansatz mehr und mehr in den Vordergrund. Die
“wirklich schweren” Probleme beinhalten heute — und es gibt keinen zwingenden Grund, warum
sich dies in Zukunft dndern sollte — eine Fiille von Teilaspekten verschiedenster Disziplinen.
Die Losung solcher Aufgaben bedingt den konzertierten Briickenschlag zwischen Mathematik,
Informatik, Natur- und Ingenieurwissenschaften. Probleme werden nicht mehr durch eine einzel-
ne Disziplin geldst, sondern durch das symbiotische Zusammenspiel von Disziplinen. In diesem
Sinne erweist sich die numerische Simulation als inhérent interdisziplinér.

Um Antworten auf harte Fragestellungen zu finden, miissen mathematische Modelle der physi-
kalisch-technischen Abliufe aufgestellt, Algorithmen zur Losung der in dem Modellierungsproze3
auftretenden Teilaspekte entworfen und eine Abbildung dieser Algorithmen auf adiquate Rech-
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nersysteme gefunden werden. Die Formulierung der zugrundeliegenden mathematischen Model-
le erfolgt typischerweise auf der Basis von Differentialgleichungen, seien es gewdhnliche oder
partielle. In den meisten technischen Anwendungen sind explizite analytische Losungen dieser
Differentialgleichungen unbekannt, beispielsweise aufgrund zu beriicksichtigender komplizierter
geometrischer Strukturen. Fiir diese Fille stellt die numerische Mathematik Ndherungsverfahren
mit meist iterativer Grundstruktur bereit. Das folgende Beispiel aus der Halbleitertechnik erlaubt
einen kurzen Einblick in eine physikalische Problemstellung, seine mathematische Modellierung
und numerische Losung, bei der auch Ergebnisse der vorliegenden Arbeit eingesetzt werden.

In der Halbleitertechnik sind Fortschritte ohne numerische Simulationen heute nicht mehr vor-
stellbar [12]. Die simulierten physikalischen Vorgénge basieren auf der Energiedifferenz zwischen
Leitungs- und Valenzband, die bei Halbleitern so gering ist, dal bei Raumtemperatur thermische
Bewegung ausreicht, um einzelne Elektronen vom Valenzband in das Leitungsband anzuheben.
Die so entstehenden Paare von Elektronen und Lochern sind die Ursache fiir die schwache elek-
trische Leitfdhigkeit von intrinsischen Halbleitern bei Raumtemperatur. Durch gezieltes — wenn
auch geringfiigiges — Anreichern eines reinen Halbleiters mit Fremdatomen kann die elektri-
sche Leitfihigkeit um einen Faktor von 10% erhoht werden. Dieser Vorgang wird als Dotierung
bezeichnet, und das auf diese Weise entstandene dotierte Material wird extrinsischer Halbleiter
genannt. Dieses physikalische Phinomen der Halbleitertechnologie bildet den Ausgangspunkt bei
der Herstellung von hochintegrierten Schaltkreisen, deren industrielle Fabrikation einige hundert
Arbeitsschritte umfa3t. Zur Unterstiitzung der zugrundeliegenden technischen Abldufe entwickelt
die Elektroindustrie Simulationswerkzeuge wie beispielsweise die SIEMENS AG [49, 57].

Waurden in der Anfangsphase der Halbleitersimulation eindimensionale Modelle verwendet,
sind heute aufgrund der schnell fortschreitenden Miniaturisierung der verwendeten Bauelemente
zweidimensionale Modellierungen notwendig und in Zukunft wohl dreidimensionale Simulatio-
nen unabdingbar. Die linke Seite der Abb. 1.1 stellt einen zweidimensionalen Schnitt durch eine
typische Struktur eines Ausgangssubstrats dar. Dabei ist der aus Silizium (Si) bestehende Kern be-
reits mit einer diinnen Schicht Siliziumdioxid (SiO2) iiberzogen. Teile der SiO,—Schicht werden
von Siliziumnitrid (SizNy4) bedeckt. Die numerische Simulation schliet mehrere physikalische
Phinomene ein, von denen an dieser Stelle jedoch lediglich Oxidation und Dotierung exempla-
risch angedeutet werden.

Bei der Oxidation wird dem Halbleitersubstrat Sauerstoff bei Temperaturen zwischen 900 °C
und 1200 °C zugefiihrt. Der Sauerstoff diffundiert an den Stellen durch die SiO;—Schicht hindurch,
die nicht mit dem Nitrid bedeckt sind, und gelangt so bis zum Silizium. Dort treten Sauerstoff
und Silizium in eine chemische Reaktion ein. Durch das entstehende Oxid &ndert sich wihrend
des Vorgangs der Verlauf der Grenzschicht Si-SiO;. Da das gebildete SiO; auflerdem ein um
den Faktor 2,3 groferes Volumen als Silizium aufweist, tritt zusétzlich eine Deformation auf, die
auf der rechten Seite der Abb. 1.1 schematisch gezeigt ist. Dariiber hinaus entsteht eine neue
Schicht, die aus einem Gemisch von Silizium und Siliziumdioxid besteht. Durch die Bewegung
der Grenzschicht Si—SiO9 sowie die Volumenexpansion treten mechanische Verformungen auf,
deren geometrische Verdnderungen bei den numerischen Berechnungen durch eine Anpassung
des zugrundeliegenden Diskretisierungsgitters zu beriicksichtigen sind.

Bei der Dotierung wird das Silizium mit Fremdatomen in ionisierter Form angereichert. Um
diese Fremdatome in das Silizium hineinzubringen, wird die Kraftwirkung ausgenutzt, die ein
geladenes Teilchen in einem elektrostatischen Feld erfihrt. Die ionisierten Fremdatome werden
nédmlich durch Anlegen eines elektrostatischen Feldes in die Halbleiterstruktur regelrecht “hinein-
geschossen”. Dabei wird die freie Beweglichkeit der Fremdatome sowohl durch die hohen Tem-
peraturen als auch durch das Vorhandensein des Sauerstoffs gefordert. Durch Kollisionen mit Ato-
men des reinen Siliziums verlieren die ionisierten Fremdatome Energie, werden abgebremst und
kommen schlielich zur Ruhe.
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Abbildung 1.1: Zweidimensionaler Schnitt durch eine typische Halbleiterstruktur zum Ausgangs-
zeitpunkt (links) und nach der Verformung durch Oxidation (rechts).

Die Beschreibung der Oxidation, der Dotierung und weiterer physikalischer Phinomene, die
hier nicht skizziert sind, wird auf mathematischer Seite durch partielle Differentialgleichungen
vorgenommen, beispielsweise werden Kontinuitdts- und Diffusionsgleichungen aufgestellt. Die
partiellen Differentialgleichungen, bei denen entsprechende Randbedingungen anzugeben sind,
beschreiben das Verhalten derjenigen KenngroBen, die fiir den Entwickler von Halbleiterbauele-
menten relevant sind. Da die elektrischen Eigenschaften der Halbleiterstruktur von der Verteilung
der Fremdatome abhéngen, ist eine relevante Kenngrofe zum Beispiel die Anzahl der Fremdatome
in einem Einheitsvolumen. Ein Ziel der numerischen Simulation ist die Berechnung dieses Kon-
zentrationsfeldes.

Die numerische Losung der Aufgabenstellung trennt Diskretisierungen in Raum und Zeit
durch die Linienmethode voneinander, wobei die raumliche Diskretisierung mittels der Methode
der finiten Elemente erfolgt. Auftretende nichtlineare Gleichungssysteme werden mit dem Verfah-
ren von Newton linearisiert. Details der numerischen Losung werden in [57] beschrieben. Diese
Vorgehensweise ist in folgendem Sinne typisch fiir die numerische Losung von partiellen Diffe-
rentialgleichungen auf Digitalrechnern [47]. Sie verlangt das Ersetzen der kontinuierlichen Pro-
blemstellung durch geeignete diskretisierte Entsprechungen. Diskretisierung und moglicherweise
Linearisierung von Differentialgleichungen fiihren schlieBlich zu dem Problem der Losung von
linearen Gleichungssystemen als einem der Kernbestandteile der numerischen Simulation. Um die
vorliegende Arbeit auch fiir andere technische Anwendungen verfiigbar zu machen, wird nicht
langer das spezielle Problem aus der Halbleitertechnik behandelt. Stattdessen wird die Problem-
stellung auf die abstrakte Ebene der Losung von linearen Gleichungssystemen angehoben. Da-
durch sind die Resultate dieser Arbeit auf allgemeinere Problemstellungen aus Naturwissenschaft
und Technik iibertragbar. Hiufig sind die Koeffizientenmatrizen der auftretenden Gleichungssy-
steme grofl und diinnbesetzt. Dabei werden in der vorliegenden Arbeit unter letzterem Begriff
solche Systeme verstanden, bei denen Losungsverfahren einen Vorteil aus Anzahl und Position
der Nichtnull-Elemente ziehen konnen. In den letzten Jahren ist ein deutlicher Trend beziiglich
des Typs der zur Losung von grofen diinnbesetzten linearen Systemen angewendeten Verfahren
zu erkennen. Wihrend bisher direkte Verfahren, die auf einer Faktorisierung der Koeffizientenma-
trix beruhen, bevorzugt wurden, nimmt heute mehr und mehr der Anteil an iterativen Verfahren
zu, die in aufeinanderfolgenden Schritten geeignete Approximationen an die exakte Losung be-
rechnen. Dal} dieser Richtungswechsel in der grundsitzlichen Vorgehensweise stattfindet, hat vor
allem zwei Griinde: die Entwicklung effizienter iterativer Verfahren und die rasant fortschreitende
Zunahme der GroBe der Gleichungssysteme.

Effiziente iterative Verfahren fiir die Klasse der reell symmetrischen oder komplex hermi-
teschen Systeme sind seit langer Zeit bekannt und werden in der Literatur ausfiihrlich behan-
delt [23]. Fiir diese Problemklasse existieren Verfahren, die Effizienz und Optimalitét miteinander
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vereinen. Effizienz bezieht sich dabei auf die Eigenschaft eines Verfahrens, in dessen Verlaufe
jeweils den gleichen moderaten Aufwand an Speicherplatz und Rechenzeit in jedem Iterations-
schritt zu bendtigen. Solche Methoden werden mit dem Begriff kurze Rekursionen charakterisiert,
weil die Berechnung eines Vektors lediglich auf eine feste, zudem kleine Anzahl von Vektoren
aus vorherigen Iterationsschritten zuriickgreift. Das Stichwort Optimalitit kennzeichnet die Giite
einer Approximation an die exakte Losung. Beispielsweise konstruiert die Methode der minimier-
ten Residuen (MINRES) [58] “optimale” Approximationen an die exakte Losung in dem Sinne,
dafl deren Residuen in jedem Iterationsschritt die kleinste euklidische Norm aufweisen. Ist die
Koeffizientenmatrix A auflerdem positiv definit, minimiert die Methode der konjugierten Gradi-
enten (CG) [46] stattdessen die A-Norm des Fehlers [62]. Da MINRES und CG sowohl auf kurzen
Rekursionen basieren als auch iiber ausgezeichnete Approximationseigenschaften verfiigen, sind
sie fiir hermitesche Systeme die Methoden der ersten Wahl.

Beim Ubergang von hermiteschen zu allgemeineren nicht-hermiteschen Systemen éndert sich
diese Situation drastisch. Hier gibt es keine einfachen und generell anwendbaren Methoden der
ersten Wahl, und man kann sogar zeigen, dal sich Effizienz und Optimalitit gegenseitig aus-
schlieBen [21]. Methoden mit “optimalen” Approximationen kommen nicht linger mit kurzen
Rekursionen aus, sondern verwenden lange Rekursionen, deren Aufwand an Speicherplatz und
Rechenzeit linear in der Iterationsanzahl zunimmt. Umgekehrt erweisen sich Verfahren mit kurzen
Rekursionen als suboptimal hinsichtlich ihrer Approximationseigenschaften. In praktischen An-
wendungen treten bei Verfahren mit langen Rekursionen héiufig Speicherplatzprobleme auf. Die
Entwicklung von Methoden mit kurzen Rekursionen zur Losung von nicht-hermiteschen Syste-
men ist deshalb ein aktives Forschungsgebiet und hat eine Vielzahl unterschiedlicher Verfahren
hervorgebracht [62]. Da jede Methode beziiglich Optimalitit ihre Vor- und Nachteile besitzt, ist es
unerldBlich, je nach Problemstellung aus einer Fiille von praktisch anwendbaren iterativen Tech-
niken auswihlen zu konnen. An diesem Punkt setzt die vorliegende Arbeit an, indem sie neue
effiziente iterative Verfahren zur Losung von linearen Gleichungssystemen mit allgemeiner nicht-
hermitescher Koeffizientenmatrix entwirft und damit das Arsenal an potentiellen Kandidaten mit
kurzen Rekursionen zu deren numerischen Losung vergroBert.

Der zweite Grund fiir das gestiegene Interesse an iterativen Verfahren ist deren im Gegensatz
zu direkten Verfahren geringer Speicherplatzbedarf. Bei den heute gebriduchlichen Modellen rea-
ler Anwendungen stoflen direkte Verfahren mit ihrem hohen Speicherplatzbedarf an ihre Grenzen.
Die Losung von dreidimensionalen partiellen Differentialgleichungen oder zweidimensionalen mit
vielen Freiheitsgraden erzwingt geradezu die Verwendung von iterativen Methoden mit moderaten
Anforderungen an Speicherplatz und Rechenzeit. Zudem sind sie auf Hochleistungs- und Paral-
lelrechnern oft mit einem geringeren Aufwand zu implementieren als direkte Verfahren, die dann
speziell auf diinnbesetzte Systeme zugeschnitten sind [45, 62].

Da die numerische Simulation und damit die iterativen Verfahren zur Losung von linearen
Gleichungssystemen integraler Bestandteil der Behandlung gerade schwieriger Problemstellungen
aus Wissenschaften und deren technischen Anwendungen sind, ist es nicht iiberraschend, da} man
den dort auftretenden grolen Datenmengen und hohen Rechenzeiten mit dem Einsatz der jeweils
modernsten Rechnertechnologie begegnet. Parallelrechner, bei denen mehrere Prozessoreinheiten
gleichzeitig an einer Problemstellung arbeiten, sind deshalb bevorzugte Architekturen. Bei der
algorithmischen Losung von Problemen mit Hilfe von parallelen Rechnersystemen werden zwei
grundsitzlich verschiedene Ansétze verfolgt. Erstens werden traditionelle sequentielle Algorith-
men in ihrer urspriinglichen Form verwendet, wobei soviel Parallelismus wie mdglich extrahiert
wird. Der Vorteil dieses Konzeptes besteht darin, daB3 die dabei entstehenden Implementierungen
einfach zu handhaben sind und bei deren Analyse auf Eigenschaften des sequentiellen Algorithmus
verwiesen werden kann. Ungliicklicherweise erreichen traditionelle Algorithmen, die fiir serielle
Rechner entwickelt wurden, hiufig bei weitem nicht die erhoffte Effizienz, wenn sie auf Parallel-



rechner portiert werden. Der Grund dafiir ist die Ubernahme der vorgegebenen seriellen Grund-
struktur des Algorithmus, die oft eine effiziente Implementierung auf Parallelrechnern verhindert.
Dagegen stellt ein zweiter Parallelisierungsansatz Gesichtspunkte der Parallelverarbeitung bereits
in der Entwurfsphase in den Vordergrund. Dem Vorteil einer potentiellen Verbesserung der dabei
zu erreichenden Effizienz steht eine Erhohung des Entwicklungsaufwandes gegeniiber. Aulerdem
ist eine Analyse der neuen Algorithmen notwendig, bei der hdufig ein Verlust der numerischen Sta-
bilitdt beobachtet wird [19]. Die vorliegende Arbeit verfolgt diesen zweiten Ansatz des parallelen
Algorithmenentwurfes. Sie entwickelt nicht nur neue (sequentielle) iterative Verfahren zur Losung
linearer Gleichungssysteme, sondern achtet bei deren Entwurf gezielt auf deren Ausfithrung auf
parallelen Rechnersystemen mit verteiltem Speicher, die iiber eine hohe Anzahl von Prozesso-
ren verfiigen. Dazu werden die mathematischen Eigenschaften der zugrundeliegenden iterativen
Prozesse analysiert. Speziell werden die von diesen Prozessen erzeugten Vektorrdume untersucht.
Entscheidungen, die den parallelen Algorithmenentwurf betreffen, werden aufgrund von aufge-
spannten Vektorrdumen und nicht durch eine Restrukturierung traditioneller serieller Algorithmen
oder Programme getroffen. Dies entspricht einer Beriicksichtigung von parallelen Aspekten zu ei-
nem frithen Zeitpunkt der Entwurfsphase und nicht erst zu einem zu spiten Zeitpunkt, an dem der
Algorithmus oder das Programm bereits der Parallelverarbeitung entgegenstehende Konstruktions-
elemente enthalten. Das Konzept, bei iterativen Verfahren die Betrachtung der zugrundeliegenden
Vektorrdume fiir den parallelen Algorithmenentwurf auszunutzen, erweist sich als tragfihig. Mit
Hilfe dieses Konzeptes wird hier eine Reihe von parallelen iterativen Methoden hergeleitet.

Der Aufbau der vorliegenden Arbeit wird durch die Grundstruktur der entwickelten Verfahren
zur Losung linearer Gleichungssysteme vorgegeben. Diese iterativen Verfahren gehdren zu der
Klasse der sogenannten Krylov—Teilraumverfahren, die die Approximation an die exakte Losung
innerhalb von Teilrdumen einer ganz speziellen Form konstruieren. Daher befal3t sich der erste Teil
dieser Arbeit, der aus den Kapiteln 2—4 besteht, mit der Erzeugung dieser speziellen Teilrdume.
In einem zweiten Teil, den die Kapitel 5 und 6 bilden, wird dann festgelegt, welcher Vektor aus
diesen Teilrdumen die nichste Approximation an die exakte Losung darstellt.

Detaillierter gliedert sich die Arbeit wie folgt. In Kapitel 2 werden bekannte iterative Prozes-
se zum Aufspannen dieser Teilrdume zur Verfiigung gestellt und deren Eigenschaften in Sétzen
gesammelt, auf die spiter Bezug genommen wird. Eine Analyse dieser Verfahren hinsichtlich de-
ren Ausfithrung auf Parallelrechnern mit verteiltem Speicher folgt in Kapitel 3. Dabei wird das
Isoeffizienzmodell eingesetzt, das neben dem zu untersuchenden Algorithmus auch die zugrunde-
gelegte Parallelrechnerarchitektur beriicksichtigt. Durch asymptotische Betrachtungen erhoht die
vorgenommene Isoeffizienzanalyse das Verstindnis fiir das Gesamtverhalten des Systems aus par-
allelem Algorithmus und Architektur, ohne detaillierte Laufzeitprognosen zu beabsichtigen. Sie
erlaubt jedoch, Anforderungen an den Entwurf paralleler iterativer Methoden abzuleiten. Fiir Par-
allelrechner mit einer hohen Prozessoranzahl identifiziert die Analyse Operationen mit globaler
Synchronisation als limitierenden Faktor, der einer hocheffizienten und skalierbaren parallelen Im-
plementierung von Krylov—Teilraumverfahren entgegensteht. In solchen Operationen kommuni-
zieren alle beteiligten Prozessoren zum selben Zeitpunkt miteinander. Die Fortsetzung der Berech-
nung ist erst dann moglich, wenn die dabei ausgetauschten Daten bei allen Prozessoren verfiigbar
sind. Die Erkenntisse der Isoeffizienzanalyse werden im darauffolgenden Kapitel 4 benutzt, um
eine neue Variante des nicht-hermiteschen Lanczos—Algorithmus herzuleiten, in der alle Operatio-
nen mit globaler Synchronisation innerhalb eines Iterationsschrittes voneinander unabhingig sind
und somit simultan berechnet werden konnen. Diese parallele Variante des Lanczos—Algorithmus
wird spéter in Krylov—Teilraumverfahren als zugrundeliegendes Verfahren zur Berechnung einer
Basis der speziellen Teilrdume verwendet. Die Herleitung dieser parallelen Variante erfolgt durch
eine Betrachtung der aufgespannten Vektorriume und damit zu einem frithen Zeitpunkt in der
Entwurfsphase des Algorithmus.
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Neben der Konstruktion einer geeigneten Basis der speziellen Teilrdume besteht der Entwurf
von Krylov—Teilraumverfahren konzeptionell aus einem zweiten Bestandteil, ndmlich einer An-
gabe dariiber, welcher Vektor aus dem aktuell aufgespannten Teilraum als nédchste Approximati-
on an die exakte Losung ausgewéhlt wird. Diese Festlegung der aktuellen Iterierten wird in der
vorliegenden Arbeit unter Verwendung unterschiedlicher Minimierungsprobleme vorgenommen.
Prizise ausgedriickt wird dabei die Losung einer Folge von Minimierungsproblemen einer spe-
ziellen Form bendtigt. In Kapitel 5 werden sowohl die spezielle Form dieser Minimierungspro-
bleme vorgestellt als auch Techniken zu deren effizienten Losung in unterschiedlichen Normen
bereitgestellt. Mit Hilfe dieser Techniken werden in Kapitel 6 neue iterative Verfahren mit kurzen
Rekursionen entwickelt. In diesem Kapitel werden nicht nur neue parallele Varianten bekannter
Methoden hergeleitet, sondern dariiber hinaus auch neue serielle iterative Methoden entworfen.
Letztere entstehen durch die Anwendung eines neuen allgemeinen Ansatzes zur Herleitung von
iterativen Methoden. Dieser Ansatz abstrahiert von dem speziellen Proze3 zum Aufspannen der
zugrundeliegenden Teilrdume, so dafl aus unterschiedlichen Prozessen jeweils unterschiedliche
Methoden zur Losung von linearen Gleichungssystemen resultieren. Dieser Ansatz erlaubt insbe-
sondere die Verwendung der in Kapitel 4 eingefiihrten parallelen Varianten zum Aufspannen der
Teilrdume. Numerische Experimente und Ergebnisse der parallelen Implementierungen werden in
Kapitel 7 beschrieben und bewertet.



Kapitel 2

Erzeugung von Krylov-Teilraumen

In den letzten zehn Jahren hat sich eine Klasse von iterativen Verfahren zur Losung von grof3en
diinnbesetzten linearen Gleichungssystemen etabliert, die man als Krylov—Teilraumverfahren be-
zeichnet. Diese Verfahren sind dadurch charakterisiert, da3 sie die Approximationen an die exakte
Losung des Gleichungssystems in Vektorrdumen konstruieren, die eine spezielle Form besitzen.
Konzeptionell bestehen Krylov—Teilraumverfahren aus zwei unterschiedlichen Bestandteilen, die
getrennt voneinander betrachtet werden konnen: Die Erzeugung der speziellen Vektorrdume, die
Krylov-Teilrdume genannt werden, und die Definition der aktuellen Approximation innerhalb die-
ser Krylov—Teilrdume. Dieses Kapitel widmet sich ersterem und trégt bekannte Verfahren zusam-
men, die eine numerisch stabile Basis der Krylov—Teilrdume generieren. Eine Moglichkeit, solche
Verfahren zu gewinnen, besteht darin, bekannte Krylov—Teilraumverfahren zur Losung von Glei-
chungssystemen in ihre zwei Bestandteile aufzuspalten und nur denjenigen Teil zu verwenden, der
die Basisvektoren der Krylov—Teilrdume generiert. Diese Vorgehensweise wird in diesem Kapitel
bei zwei bekannten Krylov—Teilraumverfahren verfolgt. Dabei steht nicht eine prizise Beschrei-
bung dieser Verfahren in ihrer urspriinglichen Form im Vordergrund. Vielmehr ist das Ziel ihre
Restrukturierung derart, daf} sie in nachfolgenden Kapiteln beim Entwurf neuer Krylov—Teilraum-
verfahren unmittelbar eingesetzt werden kénnen.

Nach einer kurzen Beschreibung der in dieser Arbeit verwendeten Notationen und einem
einfiihrenden Abschnitt, der sich mit den Grundlagen von Krylov—Teilraumverfahren beschiftigt,
werden in drei weiteren Abschnitten der biorthogonale Lanczos—Algorithmus, das Verfahren der
quadrierten konjugierten Gradienten (CGS) und die Methode der bikonjugierten stabilisierten Gra-
dienten (Bi-CGSTAB) vorgestellt. Diese drei Verfahren werden in spéteren Teilen der vorliegenden
Arbeit als zugrundeliegende Technik zur Erzeugung von Krylov—Teilrdumen in neuen Iterations-
verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme eingesetzt.

2.1 Notationen

In dieser Arbeit werden Matrizen und Vektoren durch in Fettdruck gesetzte lateinische Buch-
staben gekennzeichnet, wihrend skalare GroBen in griechischen Buchstaben notiert werden. Zu
gegebenen Vektoren x1, X3, ..., x, € CV bezeichnet die Schreibweise [x; x5 -+ x,] € CN*?
diejenige Matrix, deren Spalten aus diesen Vektoren aufgebaut sind. Die Menge aller Linearkom-
binationen dieser Vektoren wird durch die Notation span{xy, Xs, ..., X,} beschrieben. Fiir die
Diagonalmatrix mit Elementen o, o, ..., € C auf der Hauptdiagonalen wird die Schreib-
weise diag(ay,ag,...,a,) € C?*7 verwendet. Der Nullvektor des RV wird durch das Sym-

bol 0, dargestellt. Fiir den j-ten Spaltenvektor der N-dimensionalen Einheitsmatrix Iy wird die
(N)

Notation e verwendet, wobei die Kennzeichnung (N) der Dimension entfillt, wenn sie aus
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dem Kontext hervorgeht. Komplexe Konjugation wird durch einen Strich notiert, beispielswei-
se @ - @ = |a|?. Die Menge aller Polynome vom Grad hochstens n wird mit P,, bezeichnet. Fiir
zwei Funktionen f(N) und ¢(NV), die von der Menge der natiirlichen Zahlen nach der Menge der
positiven reellen Zahlen abbilden, wird zur Beschreibung eines asymptotischen Funktionenver-
haltens die Notation f(N) = ©(g(V)) verwendet, wenn es positive reelle Konstanten ¢; und ¢
mit ¢;9(N) < f(N) < ¢ca9(N) fiir alle hinreichend groie V gibt.

2.2 Grundlagen von Krylov-Teilraumverfahren

Die in dieser Arbeit betrachteten iterativen Verfahren, die als Krylov—Teilraumverfahren bezeich-
net werden, sind in der Mitte der 80er Jahre populdr geworden. Umfangreichere Darstellungen von
Krylov—Teilraumverfahren findet man in den Biichern [1, 23, 40, 62, 70]. Eine kurze Einfiihrung
gibt der Ubersichtsartikel [31]. Neuere Entwicklungen sind in [39, 44] zusammengefaBt. Krylov—
Teilraumverfahren stellen derzeit ein méchtiges Instrument zur Lésung von linearen Gleichungs-
systemen der Form

Ax=bhb (2.1)

dar, wobei A eine allgemeine unsymmetrische, komplexe N x N Matrix und x, b € CV ist.
AuBerdem wird im Verlaufe der gesamten Arbeit angenommen, dal A nicht singuldr ist und somit
fiir (2.1) eine eindeutige Losung x* = A~!b existiert. Es wird weiterhin implizit vorausgesetzt,
daf} die Koeffizientenmatrix A diinnbesetzt und deren Ordnung N grof} ist. Andernfalls konnten
direkte Verfahren wie die Gau3—Elimination angewendet werden, deren Anforderungen an Spei-
cher und Rechenzeit fiir grole Systeme jedoch inakzeptabel sind. Ebenso werden keine Verfahren
betrachtet, die spezielle Eigenschaften der Koeffizientenmatrix wie etwa Symmetrie oder positive
Definitheit voraussetzen oder die deren vorhandene Struktur, etwa Bandstruktur, gezielt ausnutzen.
Die grundsitzliche Idee, die hinter den hier betrachteten Verfahren steht, ist die der Projektion.
Dabei wird eine Ndherung x,, an die exakte Losung x* innerhalb eines niedrig-dimensionalen Teil-
raumes des C gesucht. Das Symbol K bezeichne diesen Teilraum, der die Dimension 7 besitze.
Um in K einen Vektor als Approximation x,, zu definieren, werden dann » Bedingungen in Form
von Orthogonalititsbeziehungen gestellt. Dabei wird von dem Residuum r,, = b — Ax,, die Or-
thogonalitdt zu » linear unabhingigen Vektoren gefordert. Diese Vektoren spannen einen weiteren
Vektorraum £ der Dimension » auf. Die Beziehungen zwischen den Rdumen K und £ werden in
der folgenden Definition zu einer groben Klassifikation von Projektionsmethoden herangezogen.

Definition 2.1. Bezeichnet xo € CV einen beliebigen Startvektor zur iterativen Losung von (2.1)
und sind K und £ zwei Teilrdume von C der Dimension 7, dann heiBt

Finde x, €xo+ K mit b-Ax, L L

eine Projektionsmethode auf den Teilraum K orthogonal zu L. Ist K = £, nennt man die Projekti-
onsmethode orthogonal, andernfalls schief.

Diese Klassifikation unterscheidet eine Projektionsmethode danach, ob der Teilraum K der
gleiche wie L ist. Die Vorgehensweise im Fall £ = £, also im Falle einer orthogonalen Projek-
tionsmethode, besteht darin, das Residuum zum Raum der aktuellen Approximation zu orthogo-
nalisieren, und wird Galerkin—-Ansatz genannt. Im Gegensatz dazu spricht man in einer schiefen
Projektionsmethode, in der K # £ gilt, von einem Petrov—Galerkin—Ansatz. Hier wird eine Ap-
proximation x,, in einem Teilraum so bestimmt, dal das Residuum orthogonal zu einem anderen,
geeignet gewihlten Teilraum der gleichen Dimension ist.
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Die in obiger Definition beschriebene Vorgehensweise charakterisiert einen einzelnen Schritt
einer Projektionsmethode in allgemeiner Form. Ublicherweise bestehen iterative Verfahren aus ei-
ner Folge von solchen Schritten. Dabei werden in jedem Schritt zwei neue Rdume A und £ sowie
ein neuer Startvektor xp verwendet, der gleich der Approximation aus dem letzten Projektions-
schritt ist. Fiir wichtige Spezialfille von Projektionsmethoden kann man Optimalitétseigenschaf-
ten nachweisen [62]. An dieser Stelle werden jedoch nur solche Methoden betrachtet, bei denen
der Teilraum K durch eine spezielle Form festgelegt ist.

Definition 2.2. Bezeichnet xo € C" einen beliebigen Startvektor zur iterativen Losung von (2.1)
und ro = b — Axg das Startresiduum, dann heif3t eine (orthogonale oder schiefe) Projektionsme-
thode auf den Teilraum

K. (A, rg) = span{rg, Arg, A’rg,..., A" 'ry} (2.2)

Krylov—Teilraumverfahren. Der Raum K,, (A, ro) wird als n-ter von A und ry erzeugter Krylov—
Teilraum bezeichnet.

Bei einem Krylov—Teilraumverfahren ist der Teilraum, aus dem die Approximation x,, kon-
struiert wird, festgelegt, nicht jedoch der Teilraum £, zu dem das Residuum orthogonalisiert
wird. Die bekanntesten Krylov—Teilraumverfahren lassen sich durch unterschiedliche Wahl des
Teilraumes £ in die zwei folgenden Klassen einteilen. Die erste Klasse ist durch die Beziehun-
gen £ = K, (A, rg) oder £L = AK,, (A, ro) charakterisiert. Im Fall £ = K,, (A, r¢) erhélt man
beispielsweise das Verfahren der konjugierten Gradienten (Conjugate Gradients, CG) [46] und ein
bekannter Vertreter des Falles £ = AK,, (A, ro) ist die Methode der verallgemeinerten Minimie-
rung der Residuen (Generalized Minimal RESidual, GMRES) [63]. Die zweite Klasse basiert auf
der Wahl £ = K,, (AT, 1), also auf dem Krylov—Teilraum beziiglich AT mit einem geeigneten
Vektor Ty € C¥. Bekannte Vertreter dieser Klasse sind das Verfahren der bikonjugierten Gra-
dienten (BiConjugate Gradients, BCG) [24, 52] und die Methode der quasi-minimalen Residuen
(Quasi-Minimal Residual, QMR) [35].

Unter praktischen Gesichtspunkten besteht das Konzept einer Krylov—Teilraummethode aus
den folgenden zwei Bestandteilen:

e Die numerisch stabile Konstruktion einer Basis fiir X,, (A, rg) und
o die Festlegung der aktuellen Iterierten x,,.

Die in (2.2) angegebene Basis von K, (A, rg) ist aus numerischer Sicht unbrauchbar; denn nach
der Potenzmethode [71] zeigen die Vektoren A'rg fiir wachsendes i mehr und mehr in Richtung
des dominanten Eigenvektors und werden in endlicher Arithmetik linear abhingig. Ziel dieses
Kapitels ist es, geeignete Verfahren zur Erzeugung von Basisvektoren v; mit

span{vy, vy, ..., v,} = K, (A, rg) (2.3)

anzugeben. Die nichsten drei Abschnitte stellen jeweils unterschiedliche Algorithmen vor, die in
folgenden Kapiteln der vorliegenden Arbeit zu diesem Zwecke benutzt werden.
Zur Festlegung der aktuellen Iterierten x,,, die von der Form

Xn S Xo + lCn (A7 1‘0)

ist, kann es giinstig sein, Krylov—Teilraumverfahren in polynomialer Darstellung zu betrachten.
Da die Basisvektoren von K, (A, rg) nach der Reprisentation (2.2) auf r( angewandte Polynome
in der Matrix A sind, gilt

Xn, = Xo + ¢n—1 (:A)r07
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wobei ¢,,_; ein Polynom vom Grad n — 1 ist. Daraus folgt unmittelbar

ry, = ¢n(A)r0 mit an(o) =1

fiir ein Polynom 1,, vom Grad n. Daher ist es mdglich, die Iterierte x,, durch eine geeignete Wahl
des sogenannten Residualpolynoms 1),, zu definieren.

2.3 Biorthogonaler Lanczos—Algorithmus

Um 1950 entwickelte Cornelius Lanczos ein iteratives Verfahren [51] zur Berechnung von Eigen-
werten einer nicht notwendig symmetrischen Matrix. Den Kern dieses Verfahrens bildet eine Ahn-
lichkeitstransformation dieser Matrix auf tridiagonale Form, so daf3 im Anschluf} an diese Trans-
formation eine beliebige effiziente und numerisch stabile Methode zur Berechnung der Eigenwerte
einer Tridiagonalmatrix angewendet werden kann. Das iterative Verfahren, das unter dem Begriff
Lanczos—Algorithmus bekannt ist, wird seit langer Zeit in unterschiedlichen Formen in vielen An-
wendungen verwendet, in denen die Matrix hermitesch ist. Fiir diesen Spezialfall ist der Lanczos—
Algorithmus gut analysiert und theoretisch fundiert [59]. Aufgrund numerischer Instabilitidten und
der Moglichkeit eines vorzeitigen Abbruchs ist dagegen der allgemeine, nicht-hermitesche Fall
oft mit Skepsis betrachtet worden, obwohl stabile Implementierungen fiir praktische Anwendun-
gen bekannt waren [16]. Erst seit der Entwicklung von sogenannten Look-Ahead-Techniken, die
hohe Sicherheit gegeniiber Instabilitit und Abbruch bieten, wird der nicht-hermitesche Lanczos—
Algorithmus in der numerischen Analysis mehr beachtet.

Im Zusammenhang mit der vorliegenden Arbeit, in der es nicht um Eigenwertprobleme geht,
ist eine weitere Eigenschaft des Lanczos—Algorithmus von zentraler Bedeutung. Der Lanczos—
Algorithmus kann benutzt werden, um eine Basis von K, (A, ry) zu erzeugen. Damit kann er als
zugrundeliegende Technik von Krylov—Teilraumverfahren zur Konstruktion der in (2.3) gesuch-
ten Basisvektoren v; dienen. Dieser Abschnitt befaf3t sich mit dem Lanczos—Algorithmus fiir den
nicht-hermiteschen Fall. Dabei werden zundchst allgemeine Rahmenbedingungen beschrieben, die
grundsitzlich auf alle Implementierungen des Lanczos—Algorithmus zutreffen. Die zwei folgen-
den Unterabschnitte skizzieren dann Implementierungen, die sich im Hinblick auf die Struktur der
zur Erzeugung der Basisvektoren verwendeten Rekursionen unterscheiden. AbschlieSend werden
Look-Ahead-Techniken betrachtet.

2.3.1 Allgemeine Rahmenbedingungen

Der Lanczos—Algorithmus wird in spiteren Kapiteln der vorliegenden Arbeit bei dem Entwurf
unterschiedlicher schiefer Projektionsmethoden auf den Teilraum K = K, (A, rg) orthogonal
zu L =K, (ATEO) verwendet. Der Lanczos—Algorithmus konstruiert dabei eine Basis sowohl
fiir K als auch fiir £, also Krylov—Teilrdume beziiglich einer Matrix sowie deren Transponier-
ten. Die Bezeichnungen rqy und 1o kennzeichnen den Bezug zu der Verwendung des Lanczos—
Algorithmus als zugrundeliegende Technik zur Losung von linearen Gleichungssystemen. Da aber
der Lanczos—Algorithmus vorerst losgeldst von dieser Aufgabenstellung betrachtet wird, wird er
hier mit zwei allgemeinen Startvektoren v, w; € CN formuliert.

Zu gegebener Matrix A € CV*N und zwei Startvektoren v; # 0 und w; # 0 erzeugt der
Lanczos—Algorithmus ein Paar von Folgen von Vektoren {v;};—1,2,3,.. und {w;};—1 23, ., die den
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folgenden drei Eigenschaften geniigen:

v, € K, (A, vy), (2.4)

w, € K, (AT, wy), (2.5)
falls i = j

whv, =" alls i 77, (2.6)
0; #£0, fallsi=j.

Die durch den Lanczos—Algorithmus generierten Vektoren v; und w; werden Lanczos—Vektoren
genannt. Die in (2.6) beschriebene Eigenschaft wird als Biorthogonalitit bezeichnet. Auf die-
ser Eigenschaft beruht die Bezeichnung des Verfahrens als biorthogonaler Lanczos—Algorithmus.
Soweit nicht anders daraufhingewiesen wird, wird im Verlaufe der gesamten Arbeit abkiirzend
der Begriff Lanczos—Algorithmus verwendet, so daf der hermitesche Spezialfall jeweils explizit
erwédhnt wird.

Implementierungen des Lanczos—Algorithmus unterscheiden sich hinsichtlich mehrerer Aspek-
te. Viele Implementierungen, besonders in Textbiichern [38, 62, 71], bieten lediglich die Moglich-
keit, eine der beiden Folgen der Lanczos—Vektoren gegen Uber- oder Unterlauf abzusichern. Sol-
che Implementierungen werden hier nicht betrachtet. Stattdessen besteht in allen hier vorgestellten
Implementierungen eine Normalisierungsmoglichkeit sowohl fiir die Vektoren {v;};= 23, . als
auch {w;};=1 2 3 . Ein weiteres Unterscheidungsmerkmal fiir Implementierungen des Lanczos—
Algorithmus ist die Lange der zur Berechnung eines Lanczos—Vektors verwendeten Rekursion. In
den folgenden beiden Unterabschnitten werden zuerst Drei-Term-Rekursionen und anschlieBend
gekoppelte Zwei-Term-Rekursionen beschrieben.

2.3.2 Implementierung mit Drei-Term-Rekursionen

Eine kompakte Formulierung des Lanczos—Algorithmus erfolgt in Matrixnotation. Dazu fa3t man
die Lanczos—Vektoren als Spalten von N x n Matrizen

V,:=[vy vy - v,)] und W, = [w; wy -+ W]

auf. In dieser Notation wird die Biorthogonalitit (2.6) der Lanczos—Vektoren durch die Matrix-
gleichung

wlv, =D, (2.7)
beschrieben, wobei die nicht-singuldre n x n Matrix
Dn = diag((sl, 52, . ,(Sn)

eingefiihrt wird. Damit ist der Lanczos—Algorithmus bis zum n-ten Schritt, in dem die Lanczos—
Vektoren v,,41 und w1 berechnet werden, durch die zwei Matrixgleichungen

AV, =V, T, + ppy1Vaqrel, (2.82)
A'W, = W, D'T!D, + %wnﬂef, (2.8b)
charakterisiert, wobei neben e,, = (0, ..., 0, l)T € R " die tridiagonale n x n Matrix
[ 72 |
p2 a2 73 0
e (2.9)

0o

Pn  On
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benutzt wird. Im néchsten Iterationsschritt werden dann die berechneten Lanczos—Vektoren v, 1
und w,,;1 den Matrizen V,, und W, als letzte Spalten hinzugefiigt. Auerdem werden im n-ten
Schritt die skalaren GroBen oy, ¥,,4+1 und p,,41 berechnet.

Unter Verwendung der Biorthogonalitit ist es nun mdglich, aus den Gleichungen (2.8) einen
Algorithmus herzuleiten, bei dem nicht die kompletten Matrizen V,,, W,, und T,, abgespeichert
werden miissen. Dazu betrachtet man in den Gleichungen (2.8) die jeweils letzte Spalte:

Avy, = ppy1 Vsl o vy + Yo Va1, (2.10a)
Alw, = %0t aw, + B2 w, (2.10b)
577.—{—1 (Sn—l

wobei vo = wg = 0 und &y # 0. Die Koeffizienten «,,, v,,41 und p,11 werden durch die
Forderung der Biorthogonalitiit bestimmt. Multipliziert man (2.10a) mit w_. und verwendet (2.7),
so folgt

TA
a, = TntVn 2.11)
O,
Fiihrt man nun die folgenden Groflen ein, ndmlich
Vo1 = AV, — @,V — YV 1, (2.12a)
~ 20n
Wil 1= ATWn — W, — '; 1, (2.12b)
n—1
und
€n+1 = 7n+15n/5n+17 (213)
dann gelten nach (2.10) die Beziehungen
Vidl = Pot1 Vil (2.14a)
{7VV7L+1 = €n+1wn+1 . (214b)
Die Biorthogonalitit der Lanczos—Vektoren v,, 41 und w1 impliziert
Eng1Oppr = WL, |V
Pn+1Sn+10n+1 n+1VYn+l-
Dadurch hat man die Moglichkeit, die Lanczos—Vektoren durch
Pot1 = [Vatill2, (2.152)
Enr1 = |[Wiy1ll2, (2.15b)

in der euklidischen Norm auf Einheitslédnge zu normieren. Formt man (2.12b) mit Hilfe von (2.13)
in

Wt = Al'w, — a,w, — Mwn_l (2.16)

&n
mit & # 0 um, so folgt durch korrektes Zusammenfiigen der hergeleiteten Gleichungen der re-
sultierende Prozef3. Die Tridiagonalitdt der Matrix T,, fiihrt zu den Rekursionen (2.12) fiir die

unskalierten Lanczos—Vektoren v,, 1 und w,, 1. Die Struktur dieser Rekursionen zeigt, daf} diese
Implementierung auf Drei-Term-Rekursionen basiert.
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ALGORITHMUS 2.1 (LANCZOS—ALGORITHMUS MIT DREI-TERM-REKURSIONEN)

Wihle vy, wy € (CN so, daf} HV1||2 = ||W1||2 = 1und (51 = W?Vl ;é 0
Setze vp =wyp=0undy; = p; =0,& #0
forn=1,2,3,... do

an = whAv, /5, GL (2.11)
Va1 = AV, — ap vy, — YVl Gl. (2.12a)
W = Alw, — a,w, — 222w, Gl. (2.16)
P41 = |[Vatll2 Gl. (2.152)
Ent1 = |[Watll2 Gl. (2.15b)
Vatl = pnl+1 Vitl Gl (2.14a)
Wil = g Wit Gl. (2.14b)
g1 = W Vg1 Gl (2.6)
Vnt+1 = Ent10n41/6n Gl. (2.13)
enddo

Algorithmus 2.1 bricht vorzeitig ab, falls im Verlaufe des iterativen Prozesses §, = 0 fiir
ein n. Wie man einen solchen Fall behandelt, beschreibt ein spiterer Teilabschnitt iiber Look-
Ahead-Techniken. Unter der Annahme, daB kein solcher Abbruch auftritt, fat der folgende Satz
die Ergebnisse der Implementierung des Lanczos—Algorithmus mit Drei-Term-Rekursionen zu-
sammen.

Satz 2.1 (Lanczos—Algorithmus mit Drei-Term-Rekursionen). Falls Alg. 2.1 bis zum n-ten
Schritt nicht abbricht, bilden die Lanczos—Vektoren {v;}1<i<, und {w;}1<i<, in exakter Arith-
metik ein biorthogonales System, also

wlv, =D,. (2.17)

Auflerdem bilden diese Lanczos—Vektoren eine Basis der Vektorrdume

K, (A, vy) =span{vy, vy, ..., V,}, (2.18)
K, (AT7 wl) = span{wy, wo, ..., W, }, (2.19)

und es gelten die Beziehungen

AV, =V, T, + pn+1vn+1e£7 (220)
ATW, = W, D'TID, + &y wop el (221)
wlaAv, =D,T,. (2.22)

Beweis. Alle Aussagen zeigt man analog zum Beweis in [62, Proposition 7.1], der eine Imple-
mentierung mit orthonormalen Lanczos—Vektoren beschreibt. Abweichend von der Darstellung
hier gilt dort WZVn = I,,, wobei I,, die » x n Einheitsmatrix bezeichnet. Eine solche Implemen-
tierung bietet jedoch lediglich die Mdoglichkeit, eine der beiden Folgen von Lanczos—Vektoren zu
normalisieren. O
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2.3.3 Implementierung mit gekoppelten Zwei-Term-Rekursionen

Der klassische Lanczos—Algorithmus, wie er im vorherigen Teilabschnitt beschrieben ist, basiert
auf Drei-Term-Rekursionen zur Berechnung der Lanczos—Vektoren. In diesem Abschnitt wird eine
unterschiedliche Implementierung skizziert, die auf gekoppelten Zwei-Term-Rekursionen beruht.
In exakter Arithmetik sind diese beiden Implementierungen mathematisch dquivalent. Obwohl
Lanczos [52] die gekoppelte Zwei-Term-Technik bereits um 1950 benutzte, befaBt sich die Mehr-
heit der Verdffentlichungen mit der klassischen Drei-Term-Implementierung. Freund und Nach-
tigal [36] verwenden die Implementierung mit gekoppelten Zwei-Term-Rekursionen als Technik
zum Aufspannen von Krylov—Teilrdumen in der Methode der quasi-minimalen Residuen zur itera-
tiven Losung von linearen Gleichungssystemen. Die dort beschriebenen numerischen Experimente
zeigen, daf} diese Version beziiglich der numerischen Stabilitét giinstiger als eine dazu korrespon-
dierende Implementierung mit Drei-Term-Rekursionen ist.

Die Implementierung mit gekoppelten Zwei-Term-Rekursionen geht von der Annahme aus,
daf} die tridiagonale Matrix T',, aus (2.9) eine LU-Zerlegung der Form

T,=L,U0,
mit bidiagonalen Faktoren
B
p2 B2 O
L, = ps B3 € Crxr (2.23)
0 P Pn
und
_1 6252 ]
&l 0
€2
U, = 1 - e Ccnxr (2.24)
., Endn
O ’ E€n—1
. 1 -

besitzt. Zusitzlich zu dem Paar von Basisvektoren {v;};=1,2,3,... und {w;};=1 23, ., die genau

wie in der Drei-Term-Implementierung enthalten sind, wird hier ein zweites Paar von Basisvekto-
ren {p;}i=1,2,3,.. und {q; };=1 23, generiert, fiir die die Beziechungen

K, (A, vq) = span{p1,Pp2,---.Pn}, (2.25)

Kn (AT, Wl) =span{qi,q2,---, qn}, (2.26)

gelten. Wegen (2.18) und (2.19) stehen damit sowohl fiir das Aufspannen von KC,, (A, vy) als auch

fiir IC,, (AT7 Wl) je zwei Sitze linear unabhéngiger Vektoren zur Verfiigung.
Faf3t man die Vektoren p; und q; ebenfalls als Spalten von N x n Matrizen

Pn = [Pl P2 - pn} und Qn = [Oh q2 - qn]

auf, dann lautet die Darstellung mit gekoppelten Zwei-Term-Rekursionen:

V,=P,U,, (2.27a)
AP, =V,L, + ppi1Vasiel, (2.27b)
W, =Q,E;'L'D,, (2.27¢)

ATQ, =W, D'UTE, + ¢, wopel, (2.27d)
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wobei die nicht-singuldre n X n Matrix
E, = diag(€17521 SRR €n)

benutzt wird.
Zur Herleitung der gekoppelten Zwei-Term-Implementierung vergleicht man in den Gleichun-
gen (2.27) jeweils die n-te Spalte und erhilt

nén
Vi, = Pn+ ¢ Pr—1, (2.28a)
n—1
Apn = Pn+1VYnti1 + ﬂnvna (228b)
Wy = ﬂ dn + i Adn—1, (2280)
En En—1
T En
ATGn = &t Watt + 5= Wy, (2.28d)

wobei pg = qo = 0, & = p1 = 0und g9 # 0. Wegen (2.19) und (2.26) sind die Vekto-
ren q; als Linearkombination der {w;}<;<; darstellbar. Unter Verwendung der Biorthogonalitit
der Lanczos—Vektoren folgt daher aus (2.28¢) durch Multiplikation mit v,, die Beziehung

En = ﬂnqgvn.
Damit fiihrt die Multiplikation von (2.28b) mit ¢’ analog zu

£, =ql Ap,. (2.29)
Mit den Setzungen

Gn-l-l = Ap, — B, vy,
&n

Wn-{-l = Aan - 5_
n

W?’L?

und
folgen aus (2.28) die Darstellungen der Lanczos—Vektoren

Vidl = Vat1/Pot1s (2.31a)
Wil = Wot1 /&ty (2.31b)

und die zu (2.28) dquivalenten Darstellungen

71571

Prn =Vn — § Pn—1; (2323)
En—1

6n+1 = Apn - ﬁnvn7 (232b)
n(Sn

qn = Wy — i qn—1; (2320)
En—1

W1 = Al'q, — Baw,,. (2.32d)

Wie im Fall der Drei-Term-Rekursionen erreicht man durch die Wahl der Skalierungsfaktoren

Prt1 = [Vt l2, (2.33a)
Eat1 = || W2, (2.33b)
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eine Normierung der Lanczos—Vektoren auf Einheitslinge. Fiigt man relevante, oben aufgefiihrte
Gleichungen in der richtigen Reihenfolge zusammen, so erhilt man den folgenden Algorithmus,
der in [36, Alg. 3.2] auf eine andere Weise hergeleitet wird.

ALGORITHMUS 2.2 (LANCZOS—ALGORITHMUS MIT ZWEI-TERM-REKURSIONEN)
Wihle v, w, € CV so,daB ||v,|l2 = |[wi]]z = 1und wi{v, # 0

Setze po=qp=0und &, =p, = 0,50 #0
forn=1,2,3,... do

o = wWivy Gl. (2.6)
Pn =V, — 202p, Gl (2.322)
qn = w, — 202q, Gl (2.32¢)
en = q Ap, Gl. (2.29)
Brn = en/0n Gl. (2.30)
Vi1 = APn — BuVn Gl. (2.32b)
Wiyt = Al'q, — Bow, Gl. (2.32d)
Pr+1 = |[Vatill2 Gl. (2.33a)
Ent1 = |[Wotallz Gl. (2.33b)
Vntl = pnl+1 Vitl Gl (2.31a)
Witl = g Wil Gl. (2.31b)
enddo

Der folgende Satz sammelt die Ergebnisse der Implementierung mit gekoppelten Zwei-Term-
Rekursionen.

Satz 2.2 (Lanczos—Algorithmus mit gekoppelten Zwei-Term-Rekursionen). Falls Alg. 2.2 bis
zum n-ten Schritt nicht abbricht, bilden die Lanczos—Vektoren {v;}1<i<n und {w;}1<i<n in exak-
ter Arithmetik ein biorthogonales System, also

wlv, =D,. (2.34)

Auflerdem bilden neben diesen Lanczos—Vektoren auch die Vektoren {p;}i<i<n und {q;}i1<i<n
eine Basis der Vektorrdume

Ky (A,vy) =span{vy,va,...,v,} =span{p1, P2; .- -, Pn}s (2.35)
K (AT, Wl) = span{wy, Wo,..., W, } =span{qi,qz, ..., qn}, (2.36)

und es gelten die Beziehungen

V,=P,U,, (2.37)

AP, =V,L, 4 ppp1Vapiel, (2.38)
W, =Q,E'L'D,, (2.39)
ATQ, =W, D'UTE, + ¢, 1 w,pel, (2.40)
wrAv, =D,L,U,, (2.41)

Q'AP,=E,. (2.42)
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Beweis. Die Biorthogonalitit (2.34) wird durch Riickfiihrung auf die Drei-Term-Implementierung
analog zum Beweis in [10, Theorem 3.1] gezeigt. Gleichungen (2.35)—(2.40) gelten aufgrund der
oben gezeigten Konstruktion des Algorithmus. Gleichung (2.41) folgt aus (2.37), (2.38) und der
Biorthogonalitét der Lanczos—Vektoren, ndmlich

w’lav, =WTAP,U,
= WZVnLnUn + pn+1wzvn+1egUn
=D,L,U,.

Gleichung (2.42) folgt aus (2.39), (2.37) und der soeben gezeigten Beziehung (2.41):

Qlar, = (W, D'LTE,)TAV, U !
— — T —
= E,L;'D'WlAv, U
-E,L;'D;'D,L,U,U!
=E,.

2.3.4 Look-Ahead-Techniken

Die in den Algorithmen 2.1 und 2.2 vorgestellten Implementierungen des Lanczos—Algorithmus
konnen durch Look-Ahead-Techniken gegen vorzeitigen Abbruch geschiitzt werden. In exakter
Arithmetik tritt ein vorzeitiger Abbruch beispielsweise in der in Alg. 2.1 beschriebenen Drei-
Term-Implementierung dann auf, wenn w;{ +1Vnt+1 = 0 fiir ein n. Diese Situation kann zwei
unterschiedliche Ursachen besitzen. Erstens kann v,,;; = 0 oder w,, 1 = 0 sein. In diesem
Fall stoppt der Lanczos—Algorithmus reguldr mit den dann invarianten Teilrdumen K, (A, vq)
oder £, (AT, wl). Zweitens scheitert der Algorithmus, falls

T
W, Vgl =0, aber Vpt1 7 0, Wy # 0.

Neben diesem Fall, der als serious breakdown bezeichnet wird, konnen in endlicher Arithmetik so-
genannte near breakdowns auftreten, in denen das Produkt w’ +1Vn+1 zwar von Null verschieden
aber sehr klein ist.

Die Grundidee der Look-Ahead-Techniken basiert darauf, daf3 man oft das Paar von Lanczos—
Vektoren v, 2 und w,1o angeben kann, obwohl das Paar v, und w, nicht definiert ist.
Falls das Paar v, ;2 und w5 ebenfalls nicht definiert ist, geht man unmittelbar zum Paar v,, ;3
und w,, ;3 liber und setzt diese Vorgehensweise solange sukzessive fort, bis ein Paar von Lanczos—
Vektoren existiert. In formaler Notation falt man die Lanczos—Vektoren {v; }1<;<, und {w; }1<i<n,
jeweils in k& Blocke wie folgt zusammen:

V; = [Vm \Z ST Vm_H_l] , W; = [Wnl Wo 41 " Wnl_H_l] , [=1,2,...,k—1,
und

Vi = Vo Vot -+ Vals W= Wiy Wt -+ W,

wobei

l=ni<na < - <y <<k << Ny
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Dabei beginnt man genau dann zwei neue Blocke V, und V/Vl, wenn ein Paar von Lanczos—
Vektoren existiert. Erst wenn ein Paar von Lanczos—Vektoren nicht definiert ist, beginnt man mit
dem Auffiillen der Blocke Vl und Wl zu Matrizen mit mehr als einer Spalte. Die mit dieser
Look-Ahead-Technik erzeugten Vektoren v; und w; sind dann innerhalb ihrer Blocke nicht mehr
biorthogonal, sondern lediglich biorthogonal zu allen Vektoren aus ihren Vorgingerblocken

WG, = (1, falls 7 # j,
v D;, fallsi=j,

wobei das Symbol D; cine nicht-singulidre Matrix bezeichnet. Néihere Informationen zu dieser
vorgestellten Look-Ahead-Technik findet man in [29, 30, 32, 33, 34, 35]. Weitere Look-Ahead-
Techniken sind in [6, 48, 60, 61, 72] beschrieben. Gutknecht gibt in [42, 43, 44] eine umfangreiche
Beschreibung des Lanczos—Algorithmus.

Abschlielend sei bemerkt, dal die Matrizen T,, und L,, aus der Drei-Term- und der gekop-
pelten Zwei-Term-Implementierung bei Verwendung der hier vorgestellten Look-Ahead-Technik
nicht mehr tridiagonal und bidiagonal sind. Stattdessen sind T',, und L,, obere Hessenberg—Matrizen,
fiir die

T, block-tridiagonal und L, block-bidiagonal (2.43)

gilt. Damit steigt die Lénge der zur Berechnung der Lanczos—Vektoren bendtigten Rekursionen in
Abhingigkeit der Linge der Blocke V; und W an.

2.4 Verfahren der quadrierten konjugierten Gradienten

In diesem Abschnitt wird das Verfahren der quadrierten konjugierten Gradienten (Conjugate Gra-
dients Squared, CGS) [66] zur iterativen Losung von linearen Gleichungssystemen betrachtet.
Dieses Verfahren gehort zu der Klasse der Krylov—Teilraumverfahren und spannt in einem spezi-
ellen Teil die Krylov—Teilrdume auf. Wird dieser Teil von dem restlichen Proze$, der die aktuel-
le Iterierte von CGS bestimmt, getrennt, kann der verbleibende Teil von CGS in einem anderen
Krylov-Teilraumverfahren wiederverwendet werden, dessen Iterierte nach einem anderen Krite-
rium definiert sind. Nach einer knappen Darstellung von CGS in seiner urspriinglichen Form,
werden daran im darauffolgenden Teilabschnitt Anderungen so vorgenommen, daB der entstehen-
de iterative Proze3 zur Erzeugung von Krylov—Teilrdumen in spiteren Kapiteln unmittelbar zur
Verfiigung steht.

24.1 CGS als iterativer Loser

Die bekannte Methode der konjugierten Gradienten (Conjugate Gradients, CG) [46] ist ein méichti-
ges Hilfsmittel zur Losung von linearen Gleichungssystemen mit symmetrisch positiv definiter
Koeffizientenmatrix. Eine Erweiterung auf allgemeine unsymmetrische Systeme ist die Methode
der bikonjugierten Gradienten (BiConjugate Gradients, BCG) [24, 52], dessen Residuum von der
Form

rBCC = o, (A)ro mit wn € Py und wn(0) =1
ist. Quadriert man das Residualpolynom ¢,, von BCG und faBt das so entstandene Polynom als
Residualpolynom einer dadurch neudefinierten Methode auf, so gelangt man zu der Methode der

quadrierten konjugierten Gradienten (Conjugate Gradients Squared, CGS) [66]. Das Residuum
von CGS ist daher durch

rCOS = (0, (A)) g (2.44)

gegeben. Der resultierende ProzeB ist in dem folgenden Algorithmus notiert.
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ALGORITHMUS 2.3 (CGS)

Wiihle xg € CV und setze up = po = ro = b — Axo, vo = Apo
Wiihle ¥ so, daB po = ¥4 1o # 0
forn=1,2,3,... do
Op—1 = if'oTVn—l
Op—1 = Pn—l/Un—l
qn = Up—1 — Qp—1 Vp—1
Xp = Xpo1 + Qo1 (Uno1 + Q)
v, =Tp 1 — ap 1A (U, 1 +qy)
Pn = fgrn
B = pn/pn-1
u, =1, + a4y
Pr = Uy + By (dn + BrPr-1)
v, = Ap,
enddo

In exakter Arithmetik kann CGS fiir eine allgemeine Matrix A abbrechen, wenn o,,_; = 0
oder p,_1 = 0 fiir ein n. In der Praxis sind solche Abbriiche, die durch Look-Ahead-Techni-
ken [4, 5] vermieden werden kdnnen, aber selten. Hier wird angenommen, daf solche Abbriiche
nicht auftreten. Damit wird die gleiche Annahme wie in [28] getroffen, in der Alg. 2.3 als zugrun-
deliegende Technik in der transpositionsfreien Methode der quasi-minimalen Residuen (TFQMR)
verwendet wird. Ein weiteres Argument gegen den Einsatz von Look-Ahead-Techniken ist die Tat-
sache, daf} derzeit keine Implementierung von TFQMR mit Look-Ahead bekannt ist, ohne dabei
die Anzahl der Matrix-Vektor-Produkte eines Iterationsschrittes signifikant zu erhéhen.* Unter der
Annahme, daf} kein Abbruch auftritt, gilt

o,1 £ 0 fiir alle n. (2.45)

24.2 CGS als Erzeuger von Krylov-Teilriumen

Will man CGS als Technik zur Erzeugung von Krylov—Teilrdumen benutzen, sind nicht alle An-
weisungen von Alg. 2.3 notwendig. Dariiber hinaus ist eine reformulierte Version von CGS fiir
spitere Zwecke giinstiger. Dazu wird mit den in Alg. 2.3 enthaltenen Suchrichtungen u,,_; und q,,
der Vektor

_Jupog, fallsm=2n—1,
Ym = s falls m = 2n.

eingefiihrt. Unter Verwendung des Residualpolynoms ¢,, von BCG wird der Vektor

ro, falls m =1,
W = @n(A)p,—1(A)rg, fallsm = 2n, (2.46)
(a,on(A))Zro, fallsm = 2n 41,

*R.W. Freund, Harburger Sommerschule “Numerische Lineare Algebra”, 26.-30.8.1996.
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definiert. In [28] wird zwischen den Vektoren y,,, und w,,, der Zusammenhang
A (m—1) /2] AYm = Wi = Wit
hergeleitet. Wegen (2.45) gilt mit den N x m Matrizen
Yo =[y1¥2 - Ym) und W, :=[wy wg -+ W]
die Matrixgleichung
AY, =W, B,

wobei

= -1

B, = (diag (g, avg, vy, g .. 7OZL(m_1)/2J)) (2.47)

eine (m + 1) X m untere Bidiagonalmatrix bezeichnet. Mit diesen neuen Bezeichnungen erhilt
man den folgenden Algorithmus.

ALGORITHMUS 2.4 (ERZEUGUNG VON KRYLOV-TEILRAUMEN MIT CGS)

Wihle xo € CV und setze w; = y; =ro = b — Axq, vo = Ay
Wibhle ¥ € CV so, daB po = ¥ ro # 0
forn=1,2,3,... do

Op_1 = i"OTVn_l

Qpo1 = Pn_1/0n-1

Yon = Yon—1 — Qpn_1Vn—-1

for m = 2n — 1,2n do

Wingl = Wiy — 01 Ay,

enddo

pr =T Want

Brn = pn/pn-

Yontt = Wongt + BnYon

Vi, = Ay2nt1 + Bn (Ayan + Bavi_1)
enddo

In diesem Algorithmus ist die Berechnung der CGS—Iterierten eliminiert; das Residuum von
CGS ist wegen (2.46) und (2.44) in der Form

Wont+l = Ty (248)

im Algorithmus weiterhin vorhanden.
In dem folgenden Satz sind die Ergebnisse fiir CGS gesammelt, auf die spiter Bezug genom-
men wird.
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Satz 2.3 (CGS). FallsAlg. 2.4 bis zum m-ten Schritt nicht abbricht, bilden die Vektoren {y; }1<i<m
in exakter Arithmetik eine Basis des Vektorraums

lCm (A7 I'()) = Span{Yh y2,-- -, ym} (249)
und es gilt die Beziehung
AY,, =W, 1B, (2.50)

mit B, aus (2.47)

Beweis. Die in diesem Abschnitt vorgestellte Darstellung von CGS folgt der Arbeit von Freund [28],
in der alle Beziehungen gezeigt werden. L

2.5 Verfahren der bikonjugierten stabilisierten Residuen

Analog zur Vorgehensweise im vorherigen Abschnitt, in dem CGS beschrieben ist, wird hier ein
anderes iteratives Verfahren zur Losung von linearen Gleichungssystemen auf den Einsatz fiir
die Erzeugung von Krylov—Teilrdumen vorbereitet. Dabei werden ausschlieBlich reelle Systeme
betrachtet.

2.5.1 Bi-CGSTAB als iterativer Loser

CGS ist fiir eine gewisse Klasse von unsymmetrischen linearen Gleichungssystemen eine at-
traktive Methode, die einen engen Zusammenhang zu BCG aufweist. Als eine weitere Variante
von BCG kann die Methode der bikonjugierten stabilisierten Residuen (BiConjugate Gradient
STABilized, Bi-CGSTAB) [67] aufgefalit werden. Die Motivation zum Entwurf von Bi-CGSTAB
liegt darin, die giinstige Konvergenzgeschwindigkeit von CGS beizubehalten und die starken Os-
zillationen von CGS in der Residuumsnorm durch ein glatteres Konvergenzverhalten zu ersetzen.
Die enge Verwandschaft der drei erwéhnten Methoden spiegelt sich in deren Residualpolynomen
wider. Bezeichnet ¢,, € P,, mit ¢,,(0) = 1 das Residualpolynom von BCG, also

rECG = @n (A) Io,

dann ist CGS durch

%S = ©n(A)pn(A)rg

e

charakterisiert. In Bi-CGSTAB setzt man

r, = ¢n (A) @n(A) o,

wobei ein weiteres Polynom

n

snN) =[[0=nN) €Pu 0l =1,

=1

mit geeigneten Parametern n; fiir: = 1,2, ..., n eingefiihrt wird. Die Parameter 7; wihlt man im
Verlauf des iterativen Prozesses nach einem Prinzip des lokalen steilsten Abstieges. Da nédmlich
das Polynom ¢,, (A) im n-ten Iterationsschritt um den linearen Faktor 1 — 7, A ergénzt wird, bietet
sich die Wahl von 7, so an, daf} das aktuelle Residuum r,, als Funktion von 7,, in der euklidischen
Norm minimiert wird. Der resultierende Proze$3 ist nachfolgend abgebildet.
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ALGORITHMUS 2.5 (BI-CGSTAB)

Wiihle xo € RN und setze ro = b — Axg, vo = po = 0
Wiihle ¥y € RV so, daB ¥} ro # 0 und setze py = ap = 19 = 1
forn=1,2,3,... do

Pn = f'oTI'n—l

Br = (pn/pr—1)(@n—1/Mn-1)

Pn =Tno1 + Bu(Pa1 = n—1Vi—1)

v, = Ap,

= pn )TV,

Sp =Tp_1 = QpVy

t, = As,

Mn = tgsn/tgtn

Xp = Xp—1 + QpPn + MnSp

rp =Sp — Nty

enddo

In exakter Arithmetik bricht Alg. 2.5 nach n, < N Iterationsschritten mit der Losung des
Gleichungssystems ab. In diesem Falle ist s,,, = 0 und damit ist 7,, nicht definiert [67]. In
endlicher Arithmetik kdnnen weitere Abbriiche auftreten, die jedoch nur duflerst selten auftreten
und deshalb nicht néher betrachtet werden. Stattdessen wird

an #0 und Ny, 7 0 fiir alle n (2.51)

angenommen. Diese Annahme liegt beispielsweise ebenfalls der Arbeit [13] zugrunde.

Eine weitere Eigenschaft, auf die im nichsten Teilabschnitt Bezug genommen wird, bezieht
sich auf die Vektoren s, und p,. Man kann leicht zeigan, daB3 die zu diesen Vektoren korre-
spondierenden Polynome, die mit 15, 1 € Pa,_; und 12,2 € Pa,_ bezeichnet werden, die
Eigenschaft

Sp =Py, 1(A)rg  mit  Grad(¢g,_1) =2n— 1, (2.52a)

o~

Pn = tan_a(A)rg  mit  Grad(¢y,_s) = 2n — 2, (2.52b)

besitzen, also vollen Grad haben.

2.5.2 Bi-CGSTAB als Erzeuger von Krylov-Teilriumen

Will man Bi-CGSTAB nicht zur Losung von Gleichungssystemen sondern lediglich als iterativen
ProzeB3 zur Erzeugung von Krylov—Teilrdumen benutzen, ist die Berechnung der Bi-CGSTAB-
Iterierten x,, nicht notwendig. Der oben dargestellte Algorithmus wird daher nun wie folgt umge-
formt.
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Mit den Definitionen

Pn, fallsm =2n-—1,
m = 2.53
Y {sm falls m = 2n, (2:53)
n—1, fall =2n -1,
S (2.54)
Sn, falls m = 2n,
und
n, fallsm=2n-—1,
o = « alls m n (2.55)
M, fallsm = 2n,

werden die Vektoren p,,, s, and r,_; sowie die Skalare «,, und 7, in Alg. 2.5 ersetzt. Es sei
daraufhingewiesen, daf3 damit

Yon = W2y (256)

gilt. Die in Alg. 2.5 enthaltenen Beziehungen s,, = r,,_1 — @, v, und r,, = s,, — 7,t,, sind mit
den eingefiihrten Bezeichnungen durch die Formel

OmAY, = Wy, — Wipgq (2.57)

beschrieben. Um den Verlauf des gesamten Iterationsprozesses in kompakter Matrixnotation dar-
zustellen, werden die zwei N X m Matrizen

Yo =[yi1yz " ¥l und W, = [w) Wy o W]
sowie die m X m Diagonalmatrix
D, :=diag(o1,09,...,0,)
eingefiihrt. Wegen (2.55) und (2.51) ist D,,, nicht singuldr. Deshalb lautet (2.57) in Matrixnotation
AY,, =W, 1B,,,

wobei

B, = D! (2.58)

eine (m + 1) X m untere Bidiagonalmatrix ist. Mit den neuen Bezeichnungen ist die reformulierte
Version ohne die Berechnung der Iterierten durch den folgenden Prozef gegeben.
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ALGORITHMUS 2.6 (ERZEUGUNG VON KRYLOV-TEILRAUMEN MIT BI-CGSTAB)

Wihle xg € R undsetze w; =rg=b — Axg, y_; =0
Wihle 9 € RV so, daB f-gjro #0Qundsetzepg=0_1=0p=1
forn=1,2,3,... do

Pn = f%'wQM

Brn = (pn/Pu—-1)(020-3/02—2)

Yon—1 = W21 + Bn(Y20-3 — 02n—2AY20-3)

for m = 2n — 1,2n do

if m = 2n then y,, = w,, endif

/TS AY,, ifm=2n—1
e Ay ) wy/(Ay) Ay, ifm=2n
Wintl = Wi — O Ay
enddo

enddo

Um die Formulierung des Prozesses erheblich zu verkiirzen, sind in der Darstellung von Alg. 2.6
die Vektoren y,, enthalten. Wegen (2.56) sind diese Vektoren identisch mit den Vektoren wa,,, SO
dal fiir die Vektoren y,, kein zusétzlicher Speicherplatz benétigt wird.

Zusammenfassend gilt der folgende Satz.

Satz 2.4 (Bi-CGSTAB). Falls Alg. 2.6 bis zum m-ten Schritt nicht abbricht, bilden die Vekto-
ren {yi}lgsﬂ1 in exakter Arithmetik eine Basis des Vektorraums

Ko (A r0) = span{y1,y2,.- -, ¥Ym} (2.59)
und es gilt die Beziehung
AY,, = W,.;1B,. (2.60)
mit B,, aus (2.58).

Beweis. Da die Polynome in (2.52) vollen Grad besitzen, gilt (2.59) wegen der Definition (2.53).
O



Kapitel 3

Entwurf paralleler iterativer Verfahren
im Isoeffizienzmodell

Zur Erzeugung von Krylov—Teilrdumen stellt das vorangehende Kapitel unterschiedliche iterative
Verfahren vor. Da iterativen Verfahren eine serielle Abarbeitung der einzelnen Iterationen inne-
wohnt, erfolgt ihre Implementierung auf Parallelrechnern durch parallele Ausfiihrung der in einem
Iterationsschritt auftretenden einzelnen Operationen. Diese grundlegende Technik wird in zwei
prinzipiell voneinander unterschiedlichen Konzepten der Parallelisierung solcher Methoden ein-
gesetzt. Erstens werden traditionelle sequentielle Algorithmen in ihrer urspriinglichen oder leicht
modifizierten Form verwendet, wobei die vorgegebene serielle Struktur des Algorithmus iiber-
nommen wird. Der Vorteil dieses Konzeptes besteht darin, daf} die dabei entstehenden Implemen-
tierungen einfach zu handhaben sind und bei deren Analyse auf Figenschaften des sequentiellen
Algorithmus verwiesen werden kann. Ungliicklicherweise erreichen traditionelle Algorithmen, die
fiir serielle Rechner entwickelt wurden, oft bei weitem nicht die erhoffte Effizienz, wenn sie auf
Parallelrechner portiert werden. Dies ist der Grund fiir das Aufkommen eines zweiten Konzeptes,
bei dem bereits in der Entwurfsphase des Algorithmus parallele Gesichtspunkte im Vordergrund
stehen. Dem Vorteil einer potentiellen Verbesserung der dabei zu erreichenden Effizienz steht eine
Erhohung des Entwicklungsaufwandes gegeniiber. Aulerdem ist eine Analyse der neuen Algorith-
men notwendig, bei der hédufig ein Verlust der numerischen Stabiliét beobachtet wird [19].

Dieses Kapitel stellt ein bekanntes Modell zur Analyse von parallelen Algorithmen vor, mit
dem sogenannte Isoeffizienzanalysen durchgefiihrt werden. Dabei wird die Architektur des Pa-
rarallelrechners, auf dem der Algorithmus implementiert wird, mit beriicksichtigt. Dieses Modell
wird auf die iterativen Methoden zur Erzeugung von Krylov—Teilrdumen angewendet, die im vor-
herigen Kapitel vorgestellt wurden. Dazu werden in einem vorgezogenem Abschnitt zunéchst die
in einem Iterationsschritt auftretenden Operationen hinsichtlich sowohl der Datenverteilung auf ei-
nem Parallelrechner mit verteiltem Speicher betrachtet als auch die bei der parallelen Berechnung
anfallenden Kommunikationszeiten modelliert. Aus einer Isoeffizienzanalyse eines einzelnen Ite-
rationsschrittes werden dann Anforderungen an den Entwurf von parallelen iterativen Methoden
hergeleitet. Die so gewonnenen Erkenntnisse werden dann im néchsten Kapitel verwendet, um
iterative Verfahren unter dem Gesichtspunkt der Parallelverarbeitung neu zu entwerfen.

3.1 Parallele Berechnung der Grundoperationen
Nach einigen allgemeinen Vorbemerkungen werden in diesem Abschnitt Kommunikationszeiten

fiir die parallele Berechnung der verschiedenen Grundoperationen in zwei unterschiedlichen Da-
tenverteilungen hergeleitet.

25
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3.1.1 Allgemeine Vorbemerkungen

Die im vorherigen Kapitel eingefiihrten iterativen Methoden zur Erzeugung von Krylov—Teilrdum-
en verwenden ausschlieBlich die folgenden vier Typen von Operationen

e Skalare Operationen

e Linearkombinationen von Vektoren
o Skalarprodukte von Vektoren

e Matrix-Vektor-Produkte.

Dabei sei angemerkt, daf3 die Berechnung einer euklidischen Norm der Berechnung eines Skalar-
produktes mit anschlieBendem Radizieren entspricht. Da euklidische Normen somit durch Kom-
position der bereits aufgefiihrten Operationen entstehen, werden sie im folgenden nicht weiter
beriicksichtigt sondern konzeptionell den Skalarprodukten gleichgestellt. In diesem Kapitel wer-
den nur solche iterativen Methoden analysiert, die aus diesen vier unterschiedlichen Operations-
typen aufgebaut sind und deren Anzahl von Operationen wihrend des Verlaufes des Verfahrens
innerhalb eines Iterationsschrittes konstant ist. Damit wird die Betrachtung auf Methoden mit so-
genannten kurzen Rekursionen eingeschrinkt, und es werden Methoden explizit ausgeschlossen,
bei denen der Speicherbedarf und die Anzahl arithmetischer Operationen eines Iterationsschrittes
linear in den Iterationen ansteigen. Ein bekannter Vertreter dieser Klasse der Methoden mit langen
Rekursionen ist GMRES [63], das in der n-ten Iteration n + 1 Skalarprodukte berechnet.

Da die im vorherigen Kapitel vorgestellten iterativen Verfahren als zugrundeliegende Tech-
nik in Krylov—Teilraummethoden eingesetzt werden, werden die hier betrachteten Matrix-Vektor-
Produkte als Produkte mit einer Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems interpre-
tiert. Deshalb wird fiir dieses Kapitel eine zwar spezielle, jedoch fiir eine gro3e Klasse von Glei-
chungssystemen typische Matrixstruktur zugrundegelegt. Die hier betrachtete Matrix A sei ei-
ne N x N Matrix, die bei einer Diskretisierung einer zweidimensionalen linearen partiellen Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung nach der Differenzenmethode unter Verwendung einer 5-Punkt-
Formel mit zentralen Differenzenquotienten entsteht. Die natiirliche Numerierung der inneren Git-
terpunkte eines quadratischen Gebietes fiihrt auf die in Abb. 3.1 dargestellte Besetzungsstruktur
der Koeffizientenmatrix des resultierenden linearen Systems. Eine detaillierte Beschreibung dieses
Vorgangs ist in [8] angegeben.

Unabhingig von N besitzt eine Zeile der Matrix aus Abb. 3.1 hochstens fiinf Nichtnull-
Elemente. Fiir groBer werdende /N nimmt daher der Anteil der Nichtnull-Elemente im Vergleich
zu den N? moglichen Eintriigen mehr und mehr ab. Man spricht deshalb von diinnbesetzten Matri-
zen, die durch eine von Wilkinson eingefiihrte Formulierung nur vage definiert sind. Danach sind
Matrizen diinnbesetzt, “wenn man aus Anzahl oder Position der Nichtnull-Elemente einen Vorteil
ziehen kann.” Im Kontext von iterativen Verfahren, die die Koeffizientenmatrix ausschlieBlich in
der Form von Matrix-Vektor-Produkten enthalten, ist der folgende Unterschied zwischen dicht-
und diinnbesetzten Matrizen entscheidend. Wihrend eine Operation der Form Az fiir einen belie-
bigen Vektor z € C* bei dichtbesetzten Matrizen eine Komplexitit von ©(N?) besitzt, sei eine
diinnbesetzte Matrix durch die folgende Eigenschaft charakterisiert.

Definition 3.1 (Diinnbesetztheit). Sei A eine komplexe N x N Matrix und z € CN ein belie-
biger Vektor; dann heiflit A diinnbesetzt, falls es eine Datenstruktur gibt, in der ein Matrix-Vektor-
Produkt Az eine Komplexitit von ©(N) oder O(N log N) besitzt.

Man beachte, dal durch diese Definition auch Matrizen, bei denen alle Elemente von Null
verschieden sind, als diinnbesetzt definiert werden, solange sie eine Struktur besitzen, die bei der
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Abbildung 3.1: Besetzungsstruktur der Beispielmatrix

Berechnung eines Matrix-Vektor-Produktes zur Effizienzsteigerung ausgenutzt werden kann. Ein
bekanntes Beispiel einer solchen Klasse von dichtbesetzten Matrizen, die im Sinne der Defini-
tion als diinnbesetzt gelten, sind die Toeplitz—Matrizen. Matrix-Vektor-Produkte von Toeplitz—
Matrizen kdnnen durch Riickfithrung auf zirkuldire Matrizen und Fourier—Transformationen mit
einem Aufwand von O (N log NV) berechnet werden [38].

Die gesamte Diskussionin diesem Kapitel nimmt an, da die Matrix © (V') Nichtnull-Elemente
besitzt und somit ein Matrix-Vektor-Produkt mit einem Aufwand von ©(N) berechnet werden
kann. Diese Annahme wird beispielsweise ebenfalls in [55] getroffen. Da alle iibrigen Opera-
tionen, die in einem Iterationsschritt eines Verfahrens mit kurzen Rekursionen ausgefiihrt werden,
hochstens mit linearem Aufwand in N zu berechnen sind, gilt fiir die Ausfiithrungszeit des schnell-
sten sequentiellen Algorithmus zur Berechnung einer einzelner Iteration

Tseq = cNt,, 3.1

wobei ¢ eine Konstante und ¢, die Zeit zur Berechnung einer arithmetischen Operation auf einem
gegebenen seriellen Rechner bezeichnet.

Fiir das spiter in diesem Kapitel eingefiihrte Modell zur Analyse eines Iterationsschrittes wer-
den die Kommunikationszeiten benétigt, die bei der parallelen Berechnung der vier erwéhnten
Operationstypen anfallen. Im folgenden werden deshalb diese Kommunikationszeiten fiir die ein-
zelnen Operationen hergeleitet. Gleichzeitig werden dabei zwei unterschiedliche Verteilungen der
Daten auf die Prozessoren beschrieben.

3.1.2 Skalare Operationen und Linearkombinationen

In diesem Kapitel wird angenommen, daf} es eine natiirliche Zahl p gibt, so daB p die Zahl N
teilt. Der Vektorraum C" wird nun in das kartesische Produkt von p niedriger dimensionalen
Vektorraumen CN/? zerlegt. Bezeichnet p die Anzahl von Prozessoren eines Parallelrechners mit
verteiltem Speicher, so werden jedem Prozessor N/p Komponenten eines Vektors zugewiesen.
Dabei werden alle Vektoren in der gleichen Weise auf die Prozessoren verteilt. Dies bedeutet, daf3
die Indizes der Vektorkomponenten, die sich auf einem Prozessor befinden, die gleichen sind. So
entsprechen Linearkombinationen von Vektoren aus C” genau p unabhingigen Linearkombina-
tionen aus C™V/?, die lokal auf den Prozessoren ausgefiihrt werden. Unter der Annahme, daf} alle
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skalaren GroBen auf jedem Prozessor gespeichert werden, gelten dann fiir die Kommunikations-

zeiten von skalaren Operationen 7,59 und von Linearkombinationen 7..X _die Beziehungen
SO _ plK _
TCOmm - TCOmm - 0' (3'2)

Die Annahme, da3 N durch p teilbar ist, stellt keine gravierenden Einschrinkungen fiir die
mathematische Modellierung eines physikalischen Problems dar. In realen Anwendungen gilt fast
immer N > p. Falls daher IV nicht durch p teilbar sein sollte, wird der Gesamtaufwand durch
den Aufwand der p Prozessoren dominiert, die jeweils einen Teilraum der Dimension N div p
bearbeiten. Der restliche Aufwand beziiglich eines Teilraums N mod p ist vernachldssigbar und
kann unter Aspekten der Lastbalancierung gehandhabt werden.

3.1.3 Skalarprodukte

Mit der beschriebenen Datenverteilung der Vektoren auf die Prozessoren kann ein Skalarpro-
dukt o = y”'z in zwei Phasen berechnet werden. Dabei ist das Ziel der Operation, das Ergebnis o
wieder allen Prozessoren verfiigbar zu machen. In der ersten Phase der parallelen Berechnung ei-
nes Skalarproduktes benétigen die Prozessoren untereinander keine Kommunikation. Hier werden
auf allen Prozessoren gleichzeitig die Skalarprodukte von denjenigen Teilvektoren der Dimensi-
on N/p berechnet, die auf einem Prozessor vorhanden sind. In der zweiten Phase werden die so
entstandenen p Teilergebnisse zu einer globalen Summe aufaddiert, die nun jedoch Kommunika-
tion der Prozessoren untereinander erfordert. Das Kommunikationsmuster, das in dieser zweiten
Phase verwendet wird, tritt in anderem Zusammenhang bei vielen weiteren parallelen Berech-
nungen wie beispielsweise der Minimum- oder Maximumbestimmung von verteilt vorliegenden
skalaren GroBen auf und wird als Reduktion bezeichnet. Eine Reduktion beginnt mit unterschied-
lichen Werten auf jedem Prozessor, hier die Ergebnisse der Skalarprodukte der Teilvektoren, und
endet mit einem einzigen Ergebnis auf allen Prozessoren, das durch Anwendung einer assoziati-
ven Operation, hier der Addition, auf alle Startwerte entsteht. Daher entspricht die Bestimmung
der Kommunikationszeit eines Skalarproduktes im Kern der Bestimmung der Kommunikationszeit
einer Reduktion.

Aufgrund der globalen Kommunikationsstruktur hingt die Kommunikationszeit einer Reduk-
tion stark davon ab, in welcher Weise die Prozessoren miteinander verbunden sind. Falls nicht
anders erwihnt, wird ein zweidimensionales Gitter von /p Prozessoren in jede Richtung zugrun-
degelegt, das iiber die Kanten zu einem Torus verbunden ist. Auerdem werden fiir einen einzelnen
Prozessor folgende Grundannahmen getroffen. Er sendet zu einem Zeitpunkt nur auf einer seiner
Ausgangsverbindungen. Ebenso empfingt er zu einem Zeitpunkt nur auf einer seiner Eingangsver-
bindungen. Ein gleichzeitiges Senden und Empfangen ist sowohl auf einer gleichen Verbindung als
auch auf unterschiedlichen Verbindungen moglich. Als Ubertragungsprotokoll wird das sogenann-
te Cut-Through Routing angenommen. In diesem Protokoll benétigt die vollstindige Ubertragung
einer Nachricht der Linge [ zwischen Prozessoren, die iiber d Verbindungen benachbart sind,

ts + ltw + dtha

wobei ¢, ty und ¢, die folgenden Grofien bezeichnen. Die (Startup-)Zeit ts wird beim senden-
den Prozessor zur Initiierung einer Nachrichteniibertragung verbraucht und tritt fiir jede Nachricht
genau einmal auf. Die (Per-Word-)Zeit t,, fillt bei der Ubertragung eines Wortes zwischen zwei
unmittelbar benachbarten Prozessoren an und ist gleich 1 /b, wobei b die Bandbreite des Kommuni-
kationskanals ist. Hier wird vereinfachend angenommen, daf} ein Skalar aus C genau ein Wort an
Speicherplatz benétigt. So entspricht die Nachrichtenldnge [ der Anzahl zu iibertragender Elemen-
te aus C. Und schlieSlich benotigt der Nachrichtenkopf zwischen zwei unmittelbar benachbarten
Prozessoren die (Per-Hop-)Zeit ty,.
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Nach [50] betrdgt unter diesen Voraussetzungen die Kommunikationszeit einer Reduktion
von p unterschiedlichen Werten, die jeweils aus [ Elementen aus C bestehen,

TRED =2/ (s + Ity) log p+ 20 (y/p — 1) |. (3.3)

Dabei wird eine Reduktion in den folgenden zwei Phasen durchgefiihrt. In der ersten Phase wer-
den die Teilergebnisse durch Anwendung einer assoziativen Operation zu einem Gesamtergebnis
kombiniert, das bei einem ausgezeichneten Prozessor gespeichert wird. In der zweiten Phase wird
dieses Ergebnis durch Umkehrung der Richtungen und Reihenfolge der Nachrichten aus der er-
sten Phase zuriick an alle Prozessoren gesendet. Die Berechnung eines Skalarproduktes, bei der
die zu reduzierenden Nachrichten ein Element aus C und damit [ = 1 ist, wird deshalb durch den
Ausdruck

Tcggqm ~ (ts + tw) log p + ch\/]_j 3.4

approximiert.

In (3.4) geht die spezielle Architektur des zugrundeliegenden Parallelrechners ein. Sie gilt da-
her nur fiir den Fall eines zweidimensionalen Torus. Da die Diskussion des néchsten Abschnittes
auf (3.4) aufsetzt, sind die dort getroffenen Aussagen ebenfalls nur fiir einen zweidimensionalen
Torus giiltig. Das dort benutzte Modell ist jedoch einfach auf andere Rechnerarchitekturen anzu-
passen, indem (3.4) durch eine entsprechende Gleichung ersetzt wird. Zum Beispiel analysieren
Gupta et al. [41] den Hypercube unter Verwendung von TSP = 2t log p und den Fat-Tree, bei
dem sie 7,5F = 0 annehmen. Fiir den Hypercube nehmen sie in Ubereinstimmung mit der hier
gewihlten Vorgehensweise an, dal die Reduktion in den oben skizzierten zwei Phasen ablduft.
Aber gerade Kommunikationsalgorithmen fiir den Hypercube sind in der Literatur ausgiebig un-
tersucht [18, 56] und es ist bekannt [50], daf es fiir den Hypercube eine giinstigere Methode zur
Berechnung einer Reduktion gibt. Die Kommunikationszeiten fiir eine Reduktion kénnen nimlich
um den Faktor zwei verbessert werden, wenn man das Kommunikationsmuster eines sogenannten
All-To-All Broadcast geeignet anpal3it. Man beachte, daf3 es fiir zu reduzierende Nachrichten mit
hoher Linge eine noch bessere Moglichkeit gibt, wenn man nidmlich die Nachricht in mehrere klei-
ne Stiicke aufteilt [2]. AbschlieBend sei noch bemerkt, dal die Kommunikationszeiten hochstens
um einen Faktor vier ansteigen, wenn man keinen Torus sondern ein zweidimensionales Gitter
ohne Verbindungen iiber die Kanten annimmt.

3.1.4 Matrix-Vektor-Produkte

Fiir die Berechnung von Matrix-Vektor-Produkten werden zwei unterschiedliche Datenverteilun-
gen der Matrix untersucht, fiir die in diesem Teilabschnitt jeweils die Kommunikationszeiten her-
geleitet werden. Diese unterschiedlichen Ergebnisse werden im néchsten Abschnitt verwendet,
um diese beiden Datenverteilungen hinsichtlich ihrer Giite in bezug auf die Parallelisierung von
iterativen Methoden zu vergleichen.

Die erste Verteilung der Daten auf die Prozessoren ist duBerst naheliegend, leicht implemen-
tierbar, aber fiir die angegebene Numerierung der Gitterpunkte aus Sicht der Parallelverarbeitung
eher ungiinstig, wie in diesem Kapitel gezeigt wird. Diese Datenverteilung ist in Abb. 3.2 sche-
matisch dargestellt. Dabei werden die /V Zeilen der Matrix in p Blocke aufgeteilt, von denen
jeder N/p aufeinanderfolgende Zeilen der Matrix enthilt. Die so entstehenden Blocke werden
nacheinander auf die Prozessoren verteilt, so daf3 Prozessor : die Nichtnull-Elemente der Ma-
trixzeilen (i — 1)N/p + 1 bis iN/p speichert. Die Vektoren werden entsprechend verteilt. Die-
se Verteilung von Matrix und Vektoren wird als Blockverteilung bezeichnet. Werden Techniken,
die die Diinnbesetztheit der Matrix ausnutzen, angewendet, dann hingen die Kommunikations-
zeiten zur Berechnung eines Matrix-Vektor-Produktes von der Besetzungsstruktur der Matrix ab.
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Abbildung 3.2: Blockdatenverteilung

Die spezielle Struktur der hier betrachteten Matrix aus Abb. 3.1 fiihrt dazu, dal wihrend eines
Matrix-Vektor-Produktes die ¢-te Komponente eines Vektors mit Matrixelementen aus den Zei-
leni,i+ 1,i— 1,i — v/N und i + v/N multipliziert wird. Daher wird jede Komponente eines
Vektors an Positionen mit einer Entfernung von 1 oder /N zu beiden Seiten gebraucht. Der da-
zu notwendige Austausch von Vektorkomponenten héngt von der Anzahl der Daten ab, die jeder
Prozessor speichert. Zur Vereinfachung wird hier angenommen, daB diese Anzahl, niamlich N/p,
groBer oder gleich der zuriickzulegenden Entfernung +/N ist. In diesem Fall ist /N > p. Nach
den oben getroffenen Bemerkungen gilt normalerweise N > p, so daf} diese Annahme durchaus
gerechtfertigt ist. Ein Datenaustausch tritt dann nur zwischen unmittelbar benachbarten Prozesso-
ren auf. In Abb. 3.2 ist die zur Berechnung eines Matrix-Vektor-Produktes notwendige Kommu-
nikation von Prozessor F; mit seinen unmittelbaren Nachbarn P;_; und Py, fiir : = 3 jeweils
duch einen weiflen Pfeil angedeutet. Bei einer Kommunikation zwischen zwei Prozessoren wer-
den jeweils /N Vektorkomponenten ausgetauscht. Daher gilt fiir die Kommunikationszeit eines
Matrix- Vektor-Produktes

TMVE — o(ts + V Nty + th), fiir Blockdatenverteilung. (3.5)

comm

Im Vergleich zur Blockdatenverteilung ist die im folgenden beschriebene blockzyklische Da-
tenverteilung weniger offensichtlich, schwieriger zu implementieren, aber vorteilhafter in bezug
auf Parallelverarbeitung. Wihrend die Blockdatenverteilung durch Verteilung aufeinanderfolgen-
der Zeilen anhand der Matrixdarstellung in Abb. 3.2 einfach zu beschreiben ist, ist die blockzy-
klische Datenverteilung leichter zu verstehen, wenn man eine Verteilung der Gitterpunkte bzw.
des diskretisierten Gebietes auf die Prozessoren betrachtet. In Abb. 3.3 und Abb. 3.4 ist dieselbe
Datenverteilung einmal in der Form der Verteilung von Matrixzeilen und einmal in der Form der
Verteilung der Gitterpunkte dargestellt. Beide Darstellungen werden nun nacheinander diskutiert.

Genau wie bei der Blockdatenverteilung erhilt jeder Prozessor in der blockzyklischen Daten-
verteilung N/p Matrixzeilen, die nun aber innerhalb eines Prozessors nicht aufeinanderfolgend
numeriert sind. Die V Zeilen der Matrix sind in /N p Blocke aufgeteilt, die aus jeweils /N /p
aufeinanderfolgenden Matrixzeilen bestehen. Diese Blocke werden zyklisch tiber je /p Prozes-
soren verteilt. Um die bei Matrix-Vektor-Produkten auftretenden Kommunikationszeiten anzuge-
ben, ist eine Betrachtung der Verteilung des Diskretisierungsgitters hilfreich. Dazu teilt man das
Gebiet in quadratische Felder auf, so daB jeder Prozessor N/p Gitterpunkte erhilt. Da jeder Git-
terpunkt genau eine Zeile zu der Matrix beitrégt, entspricht diese Verteilung der Gitterpunkte der
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Abbildung 3.3: Blockzyklische Datenverteilung in Matrixreprésentation

beschriebenen Verteilung der Matrixzeilen. Die Vektoren werden in beiden beschriebenen Daten-
verteilungen so verteilt, da ein Prozessor die Vektorkomponente ¢ genau dann erhilt, wenn auch
die Matrixzeile ¢ dort gespeichert ist.

Man beachte, dafl sowohl in der Blockdatenverteilung als auch in der blockzyklischen Daten-
verteilung jedem Prozessor N/p Matrixzeilen mit entsprechenden Vektorkomponenten zugewie-
sen werden. Die beiden Verteilungen unterscheiden sich jedoch darin, welche Zeilen bzw. Vektor-
komponenten auf einem Prozessor vorhanden sind. Die in (3.2) und (3.4) hergeleiteten Kommuni-
kationszeiten fiir Linearkombinationen und Skalarprodukten gelten fiir beide Datenverteilungen.

Die Darstellung der blockzyklischen Datenverteilung iiber die Verteilung der Gitterpunkte
in Abb. 3.4 fiihrt zu einem Ausdruck fiir die Kommunikationszeiten eines parallel ausgefiihrten
Matrix-Vektor-Produktes. Ein Prozessor F;, der nicht am Rande des Gebietes positioniert ist, kom-
munizert mit seinen vier unmittelbar benachbarten Prozessoren P JP P_ JB P;._y,und P;,.
Prozessoren am Rande kommunizieren mit entsprechend weniger Nachbarn. In jeder Nachricht
sind Daten beziiglich 1/ N/p Gitterpunkte an den Prozessorgrenzen auszutauschen. Daher gilt fiir
die Kommunikationszeit

TMVE _ 4 (ts +VN/pty+ th> , fiir blockzyklische Datenverteilung. (3.6)

Die Kommunikationszeiten zur Berechnung eines Matrix-Vektor-Produktes unterscheiden sich
nach (3.5) und (3.6) in den beiden betrachteten Datenverteilungen. Die weiflen Pfeile in den Ab-
bildungen 3.2 und 3.4 deuten an, daf} ein Prozessor in der Blockdatenverteilung mit zwei anderen
Prozessoren kommuniziert, wihrend ein Prozessor in der blockzyklischen Datenverteilung mit
vier seiner Nachbarn Daten austauscht. In der blockzyklischen Datenverteilung ist daher die An-
zahl der insgesamt versendeten Nachrichten grofer; die Lange der Nachrichten ist jedoch geringer
und hidngt im Gegensatz zur Blockdatenverteilung insbesondere von der Anzahl der verwendeten
Prozessoren ab.
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\VN/p Gitterpunkte

\V/ N Gitterpunkte
p

Abbildung 3.4: Blockzyklische Datenverteilung in Gitterpunktreprasentation

3.2 Isoeffizienzanalyse

In diesem Abschnitt wird ein Konzept zur Modellierung der Skalierbarkeit eines parallelen Al-
gorithmus, der auf einer speziellen Parallelrechnerarchitektur ausgefiihrt wird, betrachtet. Dieses
Konzept wird dann zur Analyse eines einzelnene Iterationsschrittes eines Verfahrens zur Erzeu-
gung von Krylov—Teilriumen herangezogen.

3.2.1 Das Konzept der Isoeffizienz

Sequentielle Algorithmen werden iiblicherweise nach ihrer Ausfiihrungszeit bewertet. Die sequen-
tielle Ausfiihrungszeit wird normalerweise als Funktion einer freien Variable ausgedriickt, die
man als Problemgrofie bezeichnet. Da die Erzeugung der Krylov—Teilrdume als zugrundeliegende
Technik zur iterativen Losung eines linearen Gleichungssystems eingesetzt wird und man kei-
ne Aussagen dariiber treffen kann, wie lange das Verfahren fiir eine hinreichend genaue Losung
bendtigt, wird in diesem Kapitel ein einzelner Iterationsschritt als zu untersuchender Algorith-
mus betrachtet. Die Zeit des schnellsten sequentiellen Algorithmus fiir diese Aufgabenstellung bei
einer Matrix der Dimension N betridgt nach (3.1)

Tseq(N) =cNty = G)(N)7 (3.7)

wobei ¢ eine Konstante und ¢, die Zeit zur Berechnung einer arithmetischen Operation auf einem
gegebenen seriellen Rechner bezeichnet. Beim Ubergang von sequentiellen zu parallelen Betrach-
tungen miissen zusitzliche Aspekte beriicksichtigt werden. Die Ausfiihrungszeit eines parallelen
Algorithmus 7},,; hingt nicht nur von der ProblemgroBe /N sondern auch von der Prozessorzahl p
sowie der speziellen Parallelrechnerarchitektur ab, auf der der Algorithmus implementiert wird.
Kumar et al. [50] haben das Konzept der Isoeffizienz eingefiihrt, das die Ausfiihrungszeit des
schnellsten bekannten sequentiellen Algorithmus mit der Anzahl von Prozessoren in Verbindung
setzt, die man zur Aufrechterhaltung einer vorgegebenen Effizienz benétigt. Dabei werden sowohl
der Algorithmus als auch die Rechnerarchitektur beriicksichtigt. Das Ziel ist die Bewertung der
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Skalierbarkeit eines Algorithmus auf einer Architektur. Damit ist die Fihigkeit einer zur Prozes-
soranzahl proportionalen Leistung gemeint.
An dieser Stelle werden die folgenden gebréuchlichen Definitionen erwéhnt.

Definition 3.2 (Speedup, Effizienz). Bezeichnet Ti.q(/V) die Ausfiihrungszeit, ein Problem auf
einem einzigen Prozessor mit dem schnellsten bekannten sequentiellen Algorithmus zu 16sen,
und Ty, die Ausfithrungszeit zur Losung desselben Problems auf einem Parallelrechner mit p
Prozessoren, dann heillen die Quotienten

Tseq

S =
Tpar

und F= §
p

Speedup und Effizienz.

Fiir den optimalen Speedup gilt S = p mit dazugehoriger Effizienz F/ = 1. Das Konzept der
Isoeffizienz wird durch folgende zwei Beobachtungen motiviert.

o Bei einer festen Problemgréf3e — und damit bei einer festen Ausfithrungszeit des schnellsten
bekannten sequentiellen Algorithmus — steigt der Speedup mit zunehmender Prozessoran-
zahl nicht an sondern tendiert zur Séttigung. Daher sinkt die Effizienz.

o Bei einer festen Prozessoranzahl steigt der Speedup, wenn man den Algorithmus auf grofere
Probleme anwendet, also bei einer Erh6hung der Problemgrofe und damit der sequentiellen
Ausfiihrungszeit. Deshalb steigt die Effizienz.

Aufgrund dieser beiden Beobachtungen darf man erwarten, die Effizienz konstant zu halten, wenn
man mit zunehmendem p ebenfalls 7, in geeigneter Weise erhoht. Die Stérke, mit der man 7'seq
dabei erh6hen muf, kann als ein MaB fiir die Skalierbarkeit betrachtet werden.
Implementierungen von Algorithmen auf realen Parallelrechnern erreichen normalerweise nicht

den optimalen Speedup. Griinde dafiir sind beispielsweise Synchronisation und Kommunikation
beim Datenaustausch. Im Konzept der Isoeffizienz werden alle Griinde, die fiir das Nichterrei-
chen des optimalen Speedup verantwortlich sind, unter dem Begriff “Overhead” zusammengefaft.
Formal wird eine Overhead—Funktion durch

Tover(N7 P) = prar(N7 p) - TS@Q(N)

definiert. Sie beinhaltet den Teil der gesamten, liber die Prozessoren aufsummierten Zeit p 1 pay,
der nicht durch den schnellsten bekannten sequentiellen Algorithmus bedingt ist. Daher kann die
Effizienz als Funktion von Tyer und T'seq ausgedriickt werden

FE = TSCC[(N) _ Tseq(N) 1

= prar(N«, p) B Tseq(N) + Tover(N7 p) - 1+ Tover(N., p)/Tseq(N) . (38)

Gibt man Tyyer und Tieq vor, so gibt diese Gleichung die Effizienz eines parallelen Algorithmus
auf einer Architektur fiir eine gewéhlte Problemgroe /N und Prozessoranzahl p an. Man kann
diese Gleichung aber auch in einer anderen Art und Weise interpretieren. Fiir ein festes /V, und
damit einem festem T4, sinkt die Effizienz mit zunehmendem p, weil Toye; normalerweise mit
zunehmendem p wichst. Hilt man p konstant und setzt voraus, daB Toyer schwiicher als ©(7'seq)
wiichst, steigt die Effizienz mit zunehmendem 7y und N. Daher kann die Effizienz auf einem
vorgegebenen Wert eingestellt werden, wenn p und Tiq gleichzeitig in geeigneter Weise erhoht
werden. Ein solches Verhalten wird in der folgenden Definition beschrieben.
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Definition 3.3 (Skalierbares paralleles System). Im Konzept der Isoeffizienz nennt man ein Paar
aus einem Algorithmus und einer Architektur, auf der dieser implementiert ist, ein skalierbares
paralleles System, falls der Quotient Toyer(N, p)/Tseq(N) bei addquater gleichzeitiger Erhohung
von Teq und p konstant bleibt.

Die GroBenordnung, mit der man 74 in bezug auf p erhéhen muf, um die Effizienz konstant
zu halten, dient als Ma@ fiir die Giite eines skalierbaren parallelen Systems. Beispielsweise ist ein
solches System schlecht skalierbar, wenn man zur Erhaltung einer konstanten Effizienz T'q als
eine exponentielle Funktion in p erhohen muf. Andererseits ist ein skalierbares paralleles System
hochskalierbar, wenn man Teq nur linear in p erh6hen muB. Solche GroBenordnungen berechnet
man von (3.8) oder dquivalent dazu von

) ;

Toeq(N) = 1_& Tover(N, p), (3.9)
wobei I eine gewiinschte, zu erhaltende Effizienz bezeichnet. Anstelle der Herleitung von sol-
chen GroBenordnungen in bezug auf 7y, die zu sogenannten Isoeffizienzfunktionen [50] fiihren,
wird hier anders vorgegangen. Es wird analysiert, wie stark man die Problemgréfie NV in bezug
auf p erh6hen muf3, um die Effizienz konstant zu halten. Die Aufgabe besteht daher darin, (3.9) in
geschlossener Form nach N als Funktion von p aufzuldsen.

3.2.2 [Isoeffizienzanalyse eines einzelnen Iterationsschrittes

Nun wird eine Isoeffizienzanalyse eines einzelnen Iterationsschrittes eines Verfahrens zur Erzeu-
gung von Krylov—Teilrdumen durchgefiihrt. Um (3.9) nach /V aufzuldsen, werden Teq und 7iyer
eines Iterationsschrittes bendtigt. Die Ausfiihrungszeit des schnellsten bekannten sequentiellen
Algorithmus ist durch (3.7) gegeben. Die Overhead—Funktion ist nur auf anfallende Kommunika-
tionszeiten zuriickzufiihren und ist daher durch Toyer = p Tcomm bestimmt. Weil nach (3.2) bei der
Berechnung von skalaren Operationen und Linearkombinationen von Vektoren keine Kommuni-
kationszeiten anfallen, ist die Overhead—Funktion von der Form

Tover = spT oo + mp Tt (3.10)

comm comm?

wobei s die Anzahl der Skalarprodukte und m die Anzahl der Matrix-Vektor-Produkte eines Ite-
rationsschrittes bezeichnet. Beispielsweise gelten fiir Alg. 2.2 die Beziehungen s = 4 und m = 2.

Im vorherigen Abschnitt sind zwei unterschiedliche Datenverteilungen, ndmlich Blockdaten-
verteilung und blockzyklische Datenverteilung, eingefiihrt worden. Diese zwei Datenverteilungen
werden nun mit der Isoeffizienzanalyse verglichen. Beide Datenverteilungen besitzen die gleiche
Kommunikationszeit zur Berechnung eines Skalarproduktes, die in (3.4) angegeben ist. Dage-
gen unterscheiden sich die Kommunikationszeiten zur Berechnung eines Matrix-Vektor-Produktes
nach (3.5) und (3.6). Setzt man (3.4)—(3.6) in (3.10) ein und sortiert nach unterschiedlichen Gréf3en-
ordnungen von p, so erhilt man

2mtwV'N p+ 2m(ts + tn)p + 2s(ts + ty)plogp + 4stpp/?
fiir Blockdatenverteilung,
Tover = (3.11)
Amty/Np+ 4m(ts + tn)p + 25(ts + tw)plog p + 4styp™/?
fiir blockzyklische Datenverteilung.

Fiir ein festes p zeigt (3.11), daB 7oy, langsamer als ©(7sq) = ©O(N) wichst. Daher ist ein
Iterationsschritt zur Erzeugung von Krylov—Teilrdumen, der auf einem Parallelrechner mit zwei-
dimensionaler Torusstruktur implementiert ist, ein skalierbares paralleles System. Es ist demnach
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moglich, aus (3.9) durch Einsetzen von (3.7) und (3.11) GréBenordnungen fiir eine konstante Effi-
zienz herzuleiten. Hier besteht die Overhead—Funktion aus mehreren additiven Termen. In solchen
Fillen ist es giinstig, (3.9) fiir jeden einzelnen Term der Overhead—Funktion alleine nach NV auf-
zuldsen. Derjenige Term, der die hochste Grofenordnung fiir N als Funktion von p erzwingt,
bestimmt das asymptotische Gesamtverhalten des parallelen Systems.

Diese Vorgehensweise wird fiir beide Datenverteilungen durchgefiihrt, wobei mit der Block-
datenverteilung begonnen wird. Betrachtet man nur den ersten Term in (3.11), besteht die Aufgabe
darin, die Gleichung

E
cNt, = T 2mityV N p

nach NV aufzulosen. Man erhélt

¥= (i) v =ow

Betrachtet man nun alle verbleibenden Terme aus (3.11), so mufl man die Gleichung

F
cNt, = 1_F [Qm(ts + th)p + 2s(ts + tw)plogp + 48thp3/2

nach NV auflosen. Da keiner der Terme auf der rechten Seite von N abhingt, wird das asymptoti-
sche Verhalten durch den letzten Term bestimmt, der die hochste GréBenordnung in bezug auf p
besitzt. Daher gilt
dstp
N = Th—E) P =00, (3.12)

Um die Effizienz auf eine festen Wert F einzustellen, muf die ProblemgroBe N wie O (p?) erhoht
werden, wenn man nur den ersten Term der Overhead—Funktion beriicksichtigt. Betrachtet man
alle iibrigen Terme, so muB N wie ©(p?/?) anwachsen. Das asymptotische Gesamtverhalten ist
daher durch N = O(p?) bestimmt.

Betrachtet man nun die blockzyklische Datenverteilung, so fiihrt die Betrachtung des ersten
Terms von (3.11) zu der Losung von

E
cNt, = 5 dmtw/Np

die durch

2
_ (7021?‘1%)) p=0(p)

gegeben ist. Die Diskussion aller restlichen Terme fiihrt zu dem gleichen Ergebnis wie in (3.12).
Dabher ist das asymptotische Gesamtverhalten durch N = @(p3/ %) bestimmt. Der folgende Satz
stellt die gewonnenen Ergebnisse fiir die beiden unterschiedlichen Datenverteilungen zusammen.

Satz 3.1 (Isoeffizienzanalyse). Ein einzelner Iterationsschritt eines Verfahrens zur Erzeugungvon
Krylov—Teilriumen, das auf einem Parallelrechner mit zweidimensionaler Torusstruktur imple-
mentiert ist, ist ein skalierbares paralleles System. Um die Effizienz bei einem gewiinschten Wert E/
konstant zu halten, muf} die Problemgrofie wie

2mt,E \?
< miw) P2 = 0 fiir Blockdatenverteilung,
B cty(1 - F)
N = (3.13)
dstp /W .
_EhE P/ = o(p*? fiir blockzyklische Datenverteilung
cty(1 - F)

erhoht werden.
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Die blockzyklische Datenverteilung ist in dieser Isoeffizienzanalyse asymptotisch skalierbarer
als die Blockdatenverteilung. Denn zur Erhaltung einer konstanten Effizienz muf3 die Problem-
grofle bei der blockzyklischen Datenverteilung lediglich wie @(p3/ %) und nicht wie bei der Block-
datenverteilung wie ©(p?) erh6ht werden.

3.3 Anforderungen an den parallelen Algorithmenentwurf

Das Ziel der durchgefiihrten Isoeffizienzanalyse ist, Einblick in das Gesamtverhalten eines Ite-
rationsschrittes einer Methode zur Erzeugung von Krylov—Teilrdumen zu geben und nicht etwa
detaillierte Laufzeitergebnisse vorherzusagen. Deshalb ist es gerechtfertigt, asymptotisches Ver-
halten zu betrachten. Der nun folgende Abschnitt zeigt, welche Schliisse man aus dem Konzept
der Isoeffizienz fiir den Entwurf paralleler iterativer Methoden ziehen kann. Von den beiden unter-
suchten Datenverteilungen steht hier die blockzyklische Datenverteilung im Vordergrund, da diese
asymptotisch bessere Skalierungseigenschaften besitzt. Die einfache Blockdatenverteilung wird
lediglich kurz behandelt.

3.3.1 Blockzyklische Datenverteilung

Um die Effizienz bei einem Wert E’ konstant zu halten, mufl nach Satz 3.1 in der blockzyklischen
Datenverteilung die ProblemgréBe wie © (p/2) erhoht werden, die Konstante des fiihrenden Terms
betrigt dabei

4stp ¥
cta(1 = )’

In diesem Ausdruck sind ¢, und ¢y, durch die Hardware vorgegebene Parameter des zugrundelie-
genden Parallelrechners. Die Konstante ¢ ist nach (3.1) durch den schnellsten bekannten sequenti-
ellen Algorithmus definiert und kann ebenfalls nicht beeinfluit werden. Der einzige Ansatzpunkt,
der fiir den Entwickler von parallelen Algorithmen zur Minimierung des Ausdrucks zur Verfiigung
steht, ist die Grofe s. Da man nicht erwarten kann, diese Anzahl der Skalarprodukte s eines Ite-
rationsschrittes im Vergleich zu einem sequentiellen Algorithmus verringern zu kdnnen, ist es
naheliegend, Kommunikationszeiten von Skalarprodukten einzusparen.

Es wird nun angenommen, daf alle s Skalarprodukte eines Iterationsschrittes unabhéngig von-
einander berechnet werden konnen. Man beachte, daf3 diese Annahme normalerweise nicht zutrifft.
Beispielsweise sind von den s = 4 Skalarprodukten in Alg. 2.2 lediglich zwei Skalarprodukte un-
abhingig voneinander. Die Berechnung von p,, 4, ist unabhingig von der Berechnung von &, .
Dagegen bendtigt man zur Berechnung von ¢,, die Kenntnis der Vektoren p,, und q,,, die wieder-
um von der Berechnung des Skalarproduktes 3, = w v,, abhiingen. Nun stellt sich die folgende
Frage: Ist es im Konzept der Isoeffizienz von Vorteil, wenn alle s Skalarprodukte unabhéngig
voneinander berechnet werden konnen? In diesem Fall konnen alle s Skalarprodukte gleichzeitig
berechnet werden, indem zuerst alle lokalen Skalarprodukte der Teilvektoren gebildet werden und
anschlieBend eine Vektorreduktion ausgefiihrt wird. Darunter versteht man die komponentenweise
Reduktion eines Vektors mit s Komponenten, die jedoch das Kommunikationsmuster einer skala-
ren Reduktion verwendet, in der die Lange der Nachrichten s betréigt. Vor diesem Hintergrund wird
der Ausdruck, der in der oben durchgefiihrten Isoeffizienzanalyse den Beitrag von s nacheinander
ausgefiihrten Berechnungen von Skalarprodukten beschreibt, ndmlich

sTcgr[;m =2s {(tS + tw) logp + 2tw/P |,
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durch den Ausdruck
2((ts + stw) log p + 2tn/p | (3.14)

ersetzt. Darin werden (3.3) mit [ = s sowie die entsprechenden Néherungen benutzt, die zu (3.4)
fiihren. Setzt man (3.14) statt s7.5F in die Overhead—Funktion (3.10) ein und fiihrt eine Isoeffi-
zienzanalyse durch, so erhilt man

. 4tn 3/2
T cLli-m)l

Damit ist der folgende Satz gezeigt.

Satz 3.2 (Unabhéngige Skalarprodukte in der blockzyklischen Datenverteilung). Sind alle s
Skalarprodukte eines Iterationsschrittes voneinander unabhdngig, so bleibt in der Isoeffizienz-
analyse die Grofenordnung N = ©(p3/?) bei der blockzyklischen Datenverteilung erhalten; die
Konstante des fiihrenden Terms ist jedoch um den Faktor s kleiner.

Die Isoeffizienzanalyse zeigt also, dafl der Entwurf von parallelen iterativen Verfahren auf die
Moglichkeit der unabhédngigen Berechnung von Skalarprodukten zielen muS.

Als weiteres Ergebnis der Isoeffizienzanalyse wird darauf hingewiesen, dafl die Konstante des
fiihrenden Terms nicht von der Anzahl der Matrix-Vektor-Produkte m eines Iterationsschrittes
abhingt. Deshalb lohnt sich eine Minimierung der Kommunikationszeiten von Matrix-Vektor-
Produkten hinsichtlich der Skalierbarkeit im Konzept der Isoeffizienz bei der blockzyklischen Da-
tenverteilung nicht. Obwohl effiziente Implementierungen diesen Punkt beriicksichtigen sollten,
ist es vielversprechender, iiber neue Algorithmen mit unabhéngigen Skalarprodukten nachzuden-
ken.

3.3.2 Blockdatenverteilung

Fiir die Blockdatenverteilung zeigt Satz 3.1 ein asymptotisch schlechteres Verhalten als fiir die
blockzyklische Datenverteilung. Die Konstante des fiihrenden Terms der Blockdatenverteilung
enthdlt den Parameter m, die Anzahl der Matrix-Vektor-Produkte eines Iterationsschrittes. Man
ist daher geneigt, dem Parameter 1 bei der Blockdatenverteilung eine dhnliche Rolle wie dem Pa-
rameter s bei der blockzyklischen Datenverteilung zuzuweisen. Und man konnte vermuten, dal3 in
der Blockdatenverteilung die unabhéingige Berechnung von Matrix-Vektor-Produkten im Konzept
der Isoeffizienz von Vorteil ist. Der folgende Satz zeigt nicht nur das Gegenteil, sondern weist auch
einen anderen Nachteil der Blockdatenverteilung nach.

Satz 3.3 (Unabhéngige Operationen in der Blockdatenverteilung). Weder die Unabhingigkeit
aller s Skalarprodukte noch die Unabhdngigkeit aller m Matrix-Vektor-Produkte eines Iterations-
schrittes besitzt in der Isoeffizienzanalyse einen Einfluf3 auf die Gréflenordnung oder die Konstante
des fiihrenden Terms bei der Blockdatenverteilung.

Beweis. Unter der Annahme, daf}3 alle m Matrix-Vektor-Produkte eines Iterationsschrittes un-
abhingig berechnet werden konnen, kann man in der Isoeffizienzanalyse den Ausdruck

2m(ts + v Nty + ty)
durch den Ausdruck

2(ts + mV/ Nty + ty)
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ersetzen. Benutzt man in der Overhead—Funktion diesen Ausdruck an Stelle von mT MVP 'so folgt

das gleiche Ergebnis wie in (3.13). Da die GroBenordnung ©(p?) durch einen Beitrag der Berech-
nung des Matrix-Vektor-Produktes bestimmt ist, dndert sich die Isoeffizienzanalyse nicht, wenn
man unabhiingige Skalarprodukte betrachtet. O

AbschlieBend sei noch erwihnt, daB man durch Uberlappung von Kommunikation mit niitz-
lichen Berechnungen eine Leistungssteigerung paralleler iterativer Verfahren erreicht. Dies ge-
schieht in der Regel durch eine Restrukturierung eines bekannten sequentiellen Algorithmus und
ist daher oft einfacher zu realisieren, als einen parallelen Algorithmus neu zu entwerfen [20]. Eine
ausfiihrliche Diskussion der Isoeffizienzanalyse mit weiteren Literaturhinweisen gibt [8].



Kapitel 4

Minimierung von Synchronisation

Die zentralen Bestandteile beim Entwurf neuer Krylov—Teilraumverfahren sind die numerisch sta-
bile Erzeugung einer Basis fiir die Krylov—Teilrdume und die Definition der aktuellen Iterierten.
Wihrend letzteres auf einem Parallelrechner mit verteiltem Speicher in allen in dieser Arbeit be-
trachteten Methoden zu keiner Kommunikation der Prozessoren fiihrt, benétigt man zum Aufspan-
nen der Krylov—Teilriume Orthogonalisierungen und Normierungen von Vektoren, deren paralle-
le Berechnung eine besonders aufwendige Kommunikation aller beteiligten Prozessoren erfordert.
Aus der Sicht des parallelen Algorithmenentwurfs werden daher diese beiden Bestandteile getrennt
voneinander betrachtet, wobei der Definition der aktuellen Iterierten keine Bedeutung beigemes-
sen wird.

Die Ergebnisse des vorherigen Kapitels lassen sich wie folgt zusammenfassen. Die zum Auf-
spannen der Teilrdume notwendigen Skalarprodukte fiihren zu dem globalen Kommunikations-
muster einer Reduktion. Um eine hohe Skalierbarkeit zu erreichen, muf3 der Entwurf neuer paral-
leler Verfahren auf die Unabhingigkeit der skalarproduktartigen Operationen ausgerichtet sein.
In diesem Kapitel wird daher gezeigt, wie neue parallele Varianten der in Kapitel 2 in ihrer
urspriinglichen Form vorgestellten iterativen Methoden zur Erzeugung von Krylov—Teilrdumen
hergeleitet werden. Dabei wird die Unabhingigkeit aller Skalarprodukte eines Iterationsschrit-
tes ausgenutzt, um globale Synchronisationspunkte einzusparen. Ein vorgeschobener Abschnitt
fiihrt solche globalen Synchronisationspunkte ein. AnschlieBend werden parallele Versionen des
Lanczos—Algorithmus vorgestellt.

4.1 Globale Synchronisationspunkte

Das vorherige Kapitel fiihrt eine Isoeffizienzanalyse eines einzelnen Iterationsschrittes eines Ver-
fahrens zur Erzeugung von Krylov—Teilrdumen durch. Dieses Modell dient der Analyse der Ska-
lierbarkeit eines Algorithmus auf einer Parallelrechnerarchitektur. Im vorherigen Kapitel wird da-
bei eine spezielle Rechnerarchitektur angenommen, in der die Prozessoren in Form eines zwei-
dimensionalen Gitters angeordnet sind, das iiber die Kanten zu einem Torus verbunden ist. Da-
mit gelten alle Aussagen in den Sétzen 3.1-3.3 nur fiir die spezielle Verbindungsstruktur des
zweidimensionalen Torus. Grundsitzlich lassen sich die getroffenen Aussagen aber auf beliebi-
ge Verbindungsstrukturen eines Parallelrechners iibertragen. Die Argumentation l4uft darauf hin-
aus, daf} die Diinnbesetztheit der Matrix so ausgenutzt wird, daB bei der parallelen Berechnung
eines Matrix-Vektor-Produktes Kommunikation nur zwischen wenigen, benachbarten Prozessoren
auftritt. Im Gegensatz dazu entsprechen skalarproduktartige Operationen einer Reduktion, die zu
einer Kommunikation aller eingesetzten Prozessoren fiihrt. Diese globale Kommunikation wird
auf Parallelrechnern mit unterschiedlichen Verbindungsstrukturen durch unterschiedliche Kom-
munikationsalgorithmen realisiert. Eine allgemeine Aussage 146t sich formulieren, wenn man die
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Verbindungsstruktur eines Parallelrechners, die auch seine Topologie genannt wird, durch einen
ungerichteten Graphen représentiert. Die Knoten des Graphen entsprechen dabei den Prozessoren,
und es existiert genau dann eine Kante von Knoten : nach Knoten 7, wenn es eine direkte Verbin-
dungsleitung zwischen Prozessor 7 und Prozessor j gibt. Eine Kenngrofe eines Graphen ist sein
Durchmesser, welcher als maximale Distanz zwischen zwei beliebigen Knoten definiert ist. Die
Anzahl der Kommunikationsschritte, die die Berechnung eines Skalarproduktes auf einem Paral-
lelrechner beliebiger Topologie erfordert, ist mindestens so grof3 wie der Durchmesser D seines
Graphen und betrigt daher (D). Je nach Topologie ergeben sich daraus unterschiedliche untere
Schranken fiir die Anzahl von Kommunikationsschritten zur Berechnung einer Reduktion auf p
Prozessoren. Beispielsweise gelten folgende Aussagen fiir diese untere Schranken:

Q(1) Vollsténdige Vernetzung,
Q(log p) Hypercube,

Q(p/ 4 d-dimensionales Gitter,
Q(p) Ring.

Ein extremes Beispiel ist ein vollstindig vernetzter Parallelrechner, bei dem jeder Prozessor
mit jedem anderen Prozessor direkt verbunden ist. In dieser Topologie wird eine Reduktion durch-
gefiihrt, indem jedem Prozessor in einem einzigen Kommunikationsschritt alle zu reduzierenden
Daten verfiigbar gemacht werden. Die anschlieBende assoziative Verkniipfung dieser Teilergeb-
nisse findet ohne Kommunikation statt. Der Kommunikationsaufwand zur Berechnung eines Ska-
larproduktes ist demnach auf dieser Topologie unabhingig von der Anzahl der Prozessoren, also
besonders giinstig. Betrachtet man aber Topologien mit zunehmender Gréenordnung des Durch-
messers, so steigt die Komplexitit des Kommunikationsaufwandes zur Berechnung eines Skalar-
produktes in der Anzahl der Prozessoren an. Fiir eine hohe Prozessorzahl p wird der Gesamtkom-
munikationsaufwand eines Iterationsschrittes daher durch die Skalarprodukte und nicht durch die
Matrix- Vektor-Produkte dominiert. Aus diesem Grunde lassen sich die Aussagen des vorherigen
Kapitels wie folgt auf beliebige Topologien erweitern: Die Unabhéngigkeit aller Skalarprodukte
ist auf allen Topologien von Vorteil. Der dadurch erzielte Gewinn nimmt zu, wenn man Topologien
mit steigender Komplexitit des Durchmessers betrachtet.

Das Ziel dieses Kapitels ist die Bereitstellung von parallelen Varianten von Verfahren zur Er-
zeugung von Krylov—Teilrdumen. Darunter wird die Minimierung von globaler Synchronisation
verstanden, die aus der Unabhingigkeit von Reduktionen eines Iterationsschrittes gewonnen wird.
Dazu betrachte man das folgende Fragment eines hypothetischen Iterationsverfahrens, in dem Vek-
toren v,,, w,, € CV enthalten sind:

forn =1,2,3,... do

o 4, = ngn

d Sn = ||Wn||2

Vp = 5nvn+wn/€n
o pn=|Val:2

Vi = Vn/pn
enddo

Die Berechnungen von Reduktionen, die zu einer globalen Kommunikation fiihren, sind durch
einen schwarzen Punkt gekennzeichnet. Die Berechnung der ersten beiden Reduktionen in §,
und &, sind voneinander unabhingig. Anstatt nacheinander zwei Reduktionen auszufiihren, die
jeweils mit Elementen aus C operieren, wird durch eine Vektorreduktion Kommunikation ein-
gespart. In dieser Vektorreduktion werden Vektoren aus C? jeweils komponentenweise assozia-
tiv verkniipft. Das verwendete Kommunikationsmuster ist dabei identisch mit dem einer skalaren
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Reduktion; lediglich die Linge der gesendeten Nachrichten wird verdoppelt. Aufgrund der Daten-
abhingigkeit kann die Reduktion zur Berechnung von p,, nicht gleichzeitig mit den beiden anderen
Reduktionen ausgefiihrt werden. Die folgende Definition prizisiert diesen Sachverhalt.

Definition 4.1. Als einen globalen Synchronisationspunkt bezeichnet man diejenige Stelle eines
Algorithmus, an der das Ergebnis einer (skalaren oder Vektor-) Reduktion auf allen Prozessoren
verfiigbar sein muf}, um mit Berechnungen fortfahren zu kdnnen.

Nach dieser Definition bildet in dem oben beschriebenen Fragment eines Iterationsverfahrens
die Vereinigung der beiden Reduktionen zur Berechnung von é,, und &,, einen globalen Synchro-
nisationspunkt. Einen zweiten globalen Synchronisationspunkt stellt die Berechnung von p,, dar.
Im restlichen Teil dieses Kapitels werden nun Varianten der im vorherigen Kapitel beschriebenen
iterativen Verfahren hergeleitet, in denen die Anzahl solcher globalen Synchronisationspunkte im
Vergleich zu ihrer urspriinglichen Version minimiert ist.

4.2 Parallele Varianten des Lanczos—Algorithmus

In diesem Abschnitt werden Varianten des Lanczos—Algorithmus eingefiihrt, die innerhalb ei-
nes Iterationsschrittes nur einen einzigen globalen Synchronisationspunkt besitzen. Es wird so-
wohl die Implementierung mit Drei-Term-Rekursionen als auch die mit gekoppelten Zwei-Term-
Rekursionen betrachtet. Die Techniken, mit denen das Ziel der Minimierung von globaler Syn-
chronisation erreicht wird, unterscheiden sich in diesen beiden Implementierungen grundlegend.
Wihrend bei der Implementierung mit Drei-Term-Rekursionen eine einfache Restrukturierung der
Anweisungen des sequentiellen Algorithmus ausreicht, wird bei der Implementierung mit gekop-
pelten Zwei-Term-Rekursionen eine andere Vorgehensweise benétigt. Hier wird in die Grund-
struktur des urspriinglichen Algorithmus eingegriffen, indem nun verénderte Vektorrdume gene-
riert werden. Durch diesen neuen Ansatz in der Entwurfsphase des Algorithmus wird eine parallele
Variante des Lanczos—Algorithmus hergeleitet, die in nachfolgenden Kapiteln als zugrundeliegen-
de Technik in neuen Krylov—Teilraumverfahren verwendet wird.

4.2.1 Implementierung mit Drei-Term-Rekursionen

Der auf Drei-Term-Rekursionen basierende Lanczos—Algorithmus besitzt in seiner urspriinglichen
Form, die in Alg. 2.1 dargestellt ist, drei globale Synchronisationspunkte pro Iterationsschritt. Der
erste ist durch das Skalarprodukt in der Berechnung von «,, bedingt. Dieser Wert o, fliet in die
Berechnung der unskalierten Lanczos—Vektoren v, 1 und w,,; ein. Deren Normen kénnen un-
abhingig voneinander berechnet werden. Daher bildet die Vereinigung der Berechungen von p,, 41
und &,,41 den zweiten globalen Synchronisationspunkt. Erst wenn p,,4; und &,,41 bekannt sind,
konnen die Lanczos—Vektoren v,,; und w,; berechnet werden. Das Skalarprodukt aus diesen
beiden Lanczos—Vektoren bildet in der Berechnung von 4,,,1 den dritten globalen Synchronisati-
onspunkt.

In einer ersten Variante des Lanczos—Algorithmus wird die Anzahl der globalen Synchronisa-
tionspunkte pro Iterationsschritt auf zwei reduziert. Dies geschieht durch eine einfache Restruktu-
rierung des Algorithmus, die die Numerik des Verfahrens nicht dndert. Die Herleitung dieser Vari-
ante basiert auf der Beobachtung, daf} die Berechnung von +,, 1, im nichsten Iterationsschritt erst
wieder in den Linearkombinationen der unskalierten Lanczos—Vektoren v,,; 1 und w,, 1 ben6tigt
wird. Die Berechnung von +v,,41 kann daher bis hinter die Berechnung von «,, verzogert wer-
den. So werden die zwei globalen Synchronisationspunkte bei «,, und d,4+1 zu einem einzigen
“verschmolzen”. Die resultierende Variante mit zwei globalen Synchronisationspunkten pro Itera-
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tionsschritt, in der alle zu einem globalen Synchronisationspunkt beitragenden Operationen durch
einen schwarzen Punkt gekennzeichnet sind, ist in dem folgenden Algorithmus beschrieben.

ALGORITHMUS 4.1 (LANCZOS—ALGORITHMUS, DREI-TERM-VARIANTE 1)

Wihle vy, w; € CV so, daB ||vy||z = ||[wills = 1und 6; = wivi #£0
Setze vo =wg=0und p; = 0,& # 0,00 £ 0
forn=1,2,3,... do
o a,=wlAv,/s,
Yn = §nn/0n-1

Votl = Avn — 0pVyp — TnVn-1
YnPn

n

ind _ AT
Wpt1 = A Wy — Oy Wy — Wn—1

® oyt = |[Vatill2

o oyt = [Wogtll2

— _1
Vntl = p—vn—l—l

n+1

_ 1 =
Wn+1 = —£n+1Wn+1
T
® Jny1l =W, 1 Vagl

enddo

Die Anzahl der globalen Synchronisationspunkte pro Iterationsschritt wird nun in einer zwei-
ten Variante des Lanczos—Algorithmus weiter reduziert. Diese Variante besteht aus nur einem
einzigen globalen Synchronisationspunkt. Im Gegensatz zur ersten Variante, in der die Nume-
rik im Vergleich zur urspriinglichen Version unverdndert bleibt, werden in der zweiten Variante
die gleichen Operationen aber mit verdnderten Operanden ausgefiihrt. Ausgehend von der er-
sten Variante besteht der Schliissel zur zweiten Variante in der Verzogerung der Berechnung
der Lanczos—Vektoren v,,41 und w,,11. Um diese Verzogerung zu erreichen, wird die Berech-
nung von «,, mit den unskalierten Lanczos—Vektoren v,, | und w,, 4 anstatt mit den normierten
Lanczos—Vektoren v, und w,, formuliert. Die gleiche Reformulierung wird fiir die Berech-
nung von 4,11 = wg +1Vn+1 vorgenommen. Statt d,, 4 zu berechnen, wird nun

~T ~
Opg1 7= W Vgl

berechnet. Aufgrund der Beziehungen Votl = Prt1Vasr und w1 = &1 wW,4q folgt ein Zu-
sammenhang zwischen §,,47 und 4,1 in der Form

5n+1 = pn+1€n+1 5n+1- (41)
Damit werden alle ¢; aus der ersten Variante eliminiert. Fiir die Berechnung von +,, gilt dann
Tn = gnpn—lfn—l/(gn—lpn)-

Die zweite Variante des Lanczos—Algorithmus mit einem globalen Synchronisationspunkt pro Ite-
rationsschritt ist dann durch den folgenden Prozef3 gegeben.
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ALGORITHMUS 4.2 (LANCZOS—ALGORITHMUS, DREI-TERM- VARIANTE 2)

Wiihle ¥, w; € CV so, daB §; = wivi#0

Setze vo = wo = 0 und po = & = 0, p1 = ||¥1]]2, &1 = || W1 |2, 0 # O
forn=1,2,3,... do

o a,=wIAV,/5,

Tn = gnpn—lgn—l/(gn—lpn)

Vol = p%Avn — Vi — YnVa_1
Woi = Al'w, — a,w, — 7’55" Wo,_1
* pnt1 = |[Vasall2
* Snt1 = [[Wotall2

® Jpp1 = ‘f’v"z+16n+1
enddo

In dieser zweiten Variante des Lanczos—Algorithmus ist die Berechnung von v, 1 leicht mo-
difiziert. Der erste Term in der Anweisung fiir v,,; lautet nun nicht mehr Av,, sondern Av,,/p,,.
Auf diese Weise werden in jedem Iterationsschritt weiterhin zwei Matrix-Vektor-Produkte benétigt,
nidmlich Av,, und AT w,,. Wiirde man die Formulierung Av,, in der Berechnung von v, beibe-
halten, so hitte man mit der verinderten Berechung von «,, ein drittes Matrix-Vektor-Produkt A v,
eingefiihrt.

4.2.2 Implementierung mit gekoppelten Zwei-Term-Rekursionen

In der Implementierung mit gekoppelten Zwei-Term-Rekursionen, deren urspriingliche Form in
Alg. 2.2 abgebildet ist, besteht der Lanczos—Algorithmus aus drei globalen Synchronisationspunk-
ten pro Iterationsschritt. Die Berechnung des Skalarproduktes §,, = w! v,, bildet den ersten Syn-
chronisationspunkt. Der zweite entsteht durch die Berechnung von £, = q. Ap,,. SchlieBlich ist
der dritte Synchronisationspunkt durch die Berechnung der beiden Normen der Lanczos—Vektoren
gegeben. Mit der gleichen Technik wie im vorherigen Teilabschnitt, ndmlich mit der einfachen
Restrukturierung von einzelnen Anweisungen, gelingt es, die Anzahl der globalen Synchronisa-
tionspunkte pro Iterationsschritt auf zwei zu reduzieren. Dazu wird wiederum die Berechnung
der normierten Lanczos—Vektoren verzdgert. So wird der Synchronisationspunkt in der Berech-
nung von §,, mit dem Synchronisationspunkt, der durch die Berechnung der Normen entsteht, zu
einem Synchronisationspunkt kombiniert. Der resultierende Proze3 mit zwei globalen Synchro-
nisationspunkten entsteht analog zur Vorgehensweise bei der Drei-Term-Implementierung durch
Elimination aller §; mit Hilfe von (4.1) und ist durch folgenden Algorithmus gegeben.
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ALGORITHMUS 4.3 (LANCZOS—ALGORITHMUS, ZWEI-TERM-VARIANTE 1)

Wihle ?thl € (CN SO, daf3 51 = W?Gl ;é 0 und P1 = ||61||2,€1 = ||\7V1||2
Setze Po = 90 = 0, V] = /)1_161’ W1 = éVvl und €0 # 0
forn=1,2,3,... do

B = €npun/ 0
Gn+1 = Ap, — B,v,
Wy = Aan - Wy,
® put1 = |[Vayll2
o Cot1 = [[Wogal2

_ T

® Jup1 =W Vgl
1~

Vipt+1l — Pt V41

_ 1
Wyl = mwn-}—l

enddo

Durch eine weitere Restrukturierung einzelner Anweisungen gelingt es nicht, die zwei noch
vorhandenen globalen Synchronisationspunkte zu einem einzigen zusammenzufassen. Dies hat
folgenden Grund. Zwar ist die Anzahl der skalarproduktartigen Operationen eines Iterationsschrit-
tes in den Implementierungen mit Drei-Term-Rekursionen und gekoppelten Zwei-Term-Rekur-
sionen gleich, aber bei einer dieser vier skalarproduktartigen Operationen ist die Ursache in bei-
den Implementierungen unterschiedlich. In der Drei-Term-Implementierung resultiert der Syn-
chronisationspunkt in der Berechnung von «,, aus der A-Bikonjugation der Lanczos—Vektoren v,
und w,,, wihrend in der gekoppelten Zwei-Term-Implementierung das neu eingefiihrte Paar der
Basisvektoren p,, und q,, fiir einen Synchronisationspunkt in der Berechnung von ¢,, verantwort-
lich zeichnet. Der Synchronisationspunkt in der Berechnung von ¢,, ist von den Rekursionen zur
Berechnung des Paares p,,, q,, und des Paares v, 1, w,41 eingeschlossen. Zwischen diesen
GroBen gibt es die folgenden unmittelbaren Datenabhéingigkeiten. Aus dem Paar p,, q, wird
zunichst £, und dariiber das Paar v,,; 1, W, 1 berechnet. Daher kann der Synchronisationspunkt
in der Berechnung von ¢, durch eine einfache Restrukturierung nicht mit dem zweiten globa-
len Synchronisationspunkt, der bei der Berechung von p,, 41, &,+1 und &, entsteht, kombiniert
werden. Abhilfe schafft in diesem Falle nur ein vollig neuer Entwurf der gekoppelten Zwei-Term-
Implementierung.

Der neue Ansatz wird aus einer Betrachtung der aufgespannten Ridume in Verbindung mit
den erwihnten Problemen der Datenabhingigkeiten gewonnen. In der urspriinglichen Version, die
in Alg. 2.2 und in leicht modifizierter Form in Alg. 4.3 dargestellt ist, generiert der Lanczos—
Algorithmus mit gekoppelten Zwei-Term-Rekursionen ein Paar von Basisvektoren fiir /C,, (A, vy)
und eine weiteres Paar fiir KC,, (AT7 Wl). Genauer gilt fiir den n-ten Schritt der urspriinglichen
Formulierung:

Pr € ]Cn (1A7V1)7 Vgl € /Cn+1 (1&7 V1)7 (423)
q. € K, (AT, wy), Wit € Koyr (AT, wy). (4.2b)
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Das Ziel des neuen Ansatzes ist das Autheben der oben erwéhnten Datenabhéngigkeiten, so daf3
der globale Synchronisationspunkt in der Berechnung von ¢,, mit den restlichen Operationen, die
globale Synchronisation erfordern, kombiniert werden kann. Die grundsétzliche Idee besteht nun
darin, andere Rdume aufzuspannen, um die Berechnung von ¢,, = qZApn durch andere Anwei-
sungen ersetzen zu konnen. Da der Lanczos—Algorithmus spéter als zugrundeliegende Technik in
Krylov—Teilraumverfahren zur Losung von Ax = b eingesetzt wird, ist eine Anderung beziiglich
der Basisvektoren von K, (A, v1) nicht sinnvoll. Damit besteht keine Freiheit in der Wahl von p,,
und es ist naheliegend, die Rdume beziiglich q,, zu verindern. Dazu faBt man ¢,, in der Form
von g, = (Aan)Tpn auf und fiihrt eine neue Folge von Vektoren q,, aus demjenigen Raum ein,
der aus dem durch die q; aufgespannten Raum durch Multiplikation mit A’ hervorgeht. Der n-te
Iterationsschritt des neuen Ansatzes ist daher durch die Beziehungen

pn € K, (A, Vl), Vit1 € Knt1 (A, Vl), (4.32)
d. € ATK, (AT, w), Wit € Kog1 (AT, wy) (4.3b)

charakterisiert. Der neue Ansatz beruht also darauf, die urspriinglichen Vektoren q,, durch Vekto-

ren q,, zu ersetzen, die aus ATK,, (AT7 Wl) und nicht aus C,, (AT7 wl) sind. Der Ansatz besteht
in der Wahl von q,, = Aan, der mit der NV X n Matrix

Qn:=[d1 Q2 - 4
in Matrixnotation durch
Q. =AQ, (44)
ausgedriickt wird. Setzt man (4.4) in die Gleichungen (2.37)—(2.40) ein, die in Satz 2.2 die ur-

spriingliche gekoppelte Zwei-Term-Implementierung charakterisieren, so folgt fiir den neuen An-
satz:

V,=P,U,, (4.5a)
AP, =V, L, 4+ ppi1Vaiiel, (4.5b)
A'W, = Q.E;'L'D,, (4.5¢)
Q. =W, D 'UTE, + &, 1woyiel. (4.5d)

Darin sind die ersten beiden Gleichungen, die zur Erzeugung von K,, (A, v ) beitragen, gegeniiber
der urspriinglichen gekoppelten Zwei-Term-Implementierung unverindert. Dies korrespondiert zu
der Gleichheit von (4.2a) und (4.3a). Der Unterschied zwischen (4.2b) und (4.3b) spiegelt sich
in den letzten beiden Matrixgleichungen wider, die im Vergleich zur urspriinglichen Zwei-Term-
Implementierung verdndert sind. Die weitere Herleitung, fiir die an die spezielle Struktur der bi-
diagonalen Matrizen

e
p2 P2 O
L, = ps DBs e Cnxn

O Prn Bn
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und

U, = 1 eCcrxn
&ndn

0 C

erinnert wird, vergleicht in den Gleichungen (4.5) jeweils die n-te Spalte

n(sn
Vp = Pn+ ’S Pn-1, (463')
n—1
Ap, = prg1Vagr + BV, (4-6b)
n(sn ~ n5n~
ATWn — ﬂg d, + P qQn—-1, (46C)
n n—1
- En
qn, = fn-i—lwn-}-l + ~— Wp, (46d)

On

wobei pop = qo = 0,& = p; = 0 und ¢y # 0. Unter Verwendung der Biorthogonalitit der
Lanczos—Vektoren, aus der

S =wlv, 4.7)
folgt, leitet man einen Ausdruck fiir 3, ab. Dazu multipliziert man (4.6b) mit w! und erhilt

3, = wlAp,
" 57& '

Ersetzt man darin zuerst p,, durch (4.62a) und anschlieBend Ap,,_; nach (4.6b), so folgt

T
w. Av 19
B = = n o2 wlAp,
n En—1

T
w,Av,  &apn T EnlBn-1 T
5 — WV, — ——— W, Vy_1
n En—1 En—1

wlAv 2nd
— n i3 _ nsnYn 4.8
5n En_l ? ( )

wobei 3, = wi Av,/6;. Mit den Setzungen

vn-l—l = Apn - ﬁnvna

Wnpt1 = qn — ﬁnwns

und
En = Bnly (4.9)
folgt einerseits eine dquivalente Darstellung der Gleichungen (4.6) zu
71671
Prn =V, — 5 Prn-1, (4103)
En—1
vn-}-l = Apn - ﬁnvn7 (410b)
~ 70 ~
%:Mmﬁg“%% (4.10¢)
n—1

Wit = Apn — BaW, (4.10d)
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und andererseits erreicht man eine Normierung der Lanczos—Vektoren

Vit = Vg1 /Prtis (4.11a)
Wil = W1 /Entt, (4.11b)
auf Einheitsldnge in der euklidischen Norm durch die Wahl der Skalierungsfaktoren
Pr+1 = |[Vatill2, (4.12a)
Ent1 = || Wog]]2- (4.12b)

Durch korrektes Zusammenfiigen von relevanten Gleichungen erhdlt man eine vorldufige Form
des Algorithmus.

ALGORITHMUS 4.4 (LANCZOS—ALGORITHMUS, ZWEI-TERM-VARIANTE 2)

Wihle vy, w; € (CN so, daf3 HV1||2 = ||W1||2 = 1und W?Vl 75 0
SetzepozﬁOZOundfl =P :0,80?50
forn =1,2,3,... do

o 5, =wlv, Gl. (4.7)

o [,= WZAVn/(Sn — Pr&nbn/En1 Gl. (4.8)
E€n = Brdyn Gl. (4.9)
Py =v,— 22p, GL. (4.102)
Gn = ATw, — 2282, , Gl. (4.10c)
Vit = Ap, — v, Gl. (4.10b)
Wot1 = A — B Wy Gl. (4.10d)

® pPuti = |[Vitill2 Gl. (4.12a)

o Cov1 = |[Wittll2 Gl. (4.12b)
Vitl = pn1+1 Vo4l Gl. (4.11a)
Wil = g Wit Gl (4.11b)

enddo

Diese Formulierung besitzt zwei globale Synchronisationspunkte pro Iterationsschritt. Das
Ziel, keinen globalen Synchronisationspunkt zwischen der Berechnung des Paares p,,, q,, und
des Paares v, 11, W, vorzufinden, ist aber erreicht. Damit ist die Ursache, die das Kombinie-
ren der zwei in Alg. 4.3 noch vorhandenen Synchronisationspunkte verhindert, beseitigt. Die zwei
Synchronisationspunkte, die aus dem neuen Ansatz in Alg. 4.4 noch resultieren, werden durch die
Verzogerung der Berechnungen der Lanczos—Vektoren v, und w,,;; zu einem einzigen kom-
biniert. Anolog zur Vorgehensweise bei der Drei-Term-Implementierung formuliert man dazu die
Berechnung von w! Av,, in den unskalierten Lanczos—Vektoren

oy 1= v~V?;A’\7n.

AuBerdem wird 4,, durch

~
On =W,V

ersetzt. Daraus folgt die Beziehung

5n = gn/(pnfn)v
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mit Hilfe derer man alle ¢; eliminiert. Fiir die Berechnung von 3, £, und p,, q,, folgt dann

ﬁn - Un/gn - gn/gn—h
En = ﬁngn/(pnfn)v

mit ﬂl = 0'1/51 und

dn
Pn = Vn — Prn-1,
gnflpn
_ o
qn, = ATWn - qn-1
<€~n—1€n

Der resultierende Algorithmus, in welchem auflerdem ATw,, durch ATw,, /&, ersetzt ist, verfiigt
iiber nur einen einzigen globalen Synchronisationspunkt.

ALGORITHMUS 4.5 (LANCZOS—ALGORITHMUS, ZWEI-TERM-VARIANTE 3)

Wihle 6176&1 € (CN SO, daB3 51 = W?Gl # 0 und pP1 = ||61||2, 51 = ||\7V1||2
Setze po = qo=0undeg # 0
forn=1,2,3,... do

o 0, = VVZVn

01/5~1 ifn=1
an/gn—gn/gn_l ifn>2

‘Nln-l-l - Apn - ﬂnvn

VNVn-I—l - an - ﬂnwn

® poy1 = [[Vitill2
o Sup1 = || Watill2
enddo

Da diese Variante in nachfolgenden Kapiteln verwendet wird, stellt der folgenden Satz ihre
Eigenschaften zusammen.

Satz 4.1 (Parallele Variante des Lanczos—Algorithmus). Falls Alg. 4.5 bis zum n-ten Schritt
nicht abbricht, bilden die Lanczos—Vektoren {v;}1<i<, und {w;}1<i<, in exakter Arithmetik ein
biorthogonales System, also

wiv, =D,,. (4.13)
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Auflerdem bilden diese Lanczos—Vektoren und die Vektoren {p;}1<i<, und {q; }1<i<. eine Basis
der Vektorrdume

Ky (A,vy) =span{vy,va,...,v,} = span{p1, P2s.- s Pn}s 4.14)
K, (AT,Wl) = span{wy, wo,..., Wy}, (4.15)
AT/CTL (AT7 Wl) - Sp?m{aha% - '7an}7 (416)

und es gelten die Beziehungen

V,=P,U,, (4.17)

AP, =V, L, + ppp1Variel, (4.18)
A"W, = Q,.E;'L'D,,. (4.19)
Q. = WD 'ULE, + &piwagael, (4.20)
wlav, =D,L,U,, (4.21)
Q'P, =E,. (4.22)

Beweis. Im Vergleich zu der urspriinglichen Formulierung des Lanczos—Algorithmus mit gekop-
pelten Zwei-Term-Rekursionen, deren Eigenschaften in Satz 2.2 zusammengefal3t sind, treten kei-
ne Anderungen beziiglich der GréBen auf, die zur Erzeugung von K, (A, v1) beitragen. Deshalb
wird an dieser Stelle auf die Beweise von (4.14), (4.17), (4.18) und (4.21) verzichtet, deren Her-
leitungen identisch zu denen in Satz 2.2 sind.

Die Biorthogonalitit der Lanczos—Vektoren (4.13) wird durch Induktion iiber n gezeigt. Dabei
bezieht sich dieser Beweis auf Alg. 4.4 und nicht auf Alg. 4.5. Da sich diese beiden Algorith-
men lediglich durch eine verzégerte Berechnung der Lanczos—Vektoren unterscheiden, gilt die fiir
Alg. 4.4 nachgewiesene Biorthogonalitit in exakter Arithmetik ebenfalls fiir Alg. 4.5.

Die Induktionsvoraussetzung wird durch die Initialisierungsphase von Alg. 4.4 erfiillt. Unter
der Annahme, da die Vektoren {v;}1<;<, und {w; }1<;<, Gleichung (4.13) erfiillen, wird nun die
Biorthogonalitit der Vektoren {Vv;}1<i<n41 und {W;}1<;<n41 nachgewiesen. Dazu wird explizit
gezeigt, daf

wlvi=0 fir i=1,2,...,n (4.23)
Aufgrund der Konstruktion in Alg. 4.4 gilt w’’ +1Vnt1 = Opy1. Die dann noch fehlende Aussage

WZTVTL_H =0 fiir 1=1,2,...,n,

folgt analog zu (4.23) und wird deshalb hier nicht hergeleitet.

Fiir den Beweis von (4.23) werden einige Vorbemerkungen benétigt. Durch Elimination der q;
aus den Anweisungen, die in Alg. 4.4 mit (4.10c) und (4.10d) markiert sind, leitet man die Bezie-
hung

— k2! n(sn n(;n n—
Wil = Al'w, — (& + ﬂn) W, — piﬂlwn_l (4.24)
En—1 En—1

mit wo — O her. Dabei wird die Gleichung w,, = £, w,, verwendet. Eine analoge Beriicksichti-
gung von v,, = p,,v,, eliminiert alle p; aus (4.10a) und (4.10b) und fiihrt zu

&0 003
_pé + ﬂ;) Vi— 57'6

~ —1 .
Vigr = Av; — ( Vi_1, 1=1,2,...,n.
1

Ei—1

71—
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Multipliziert man diese Gleichung mit w und benutzt die Induktionsannahme, so folgt

0 fallsi =1,2,...,n — 2
vafxvi:: 9 a S% ) < y 9
Pnbn, fallsi=n— 1.

Diese Beziehung wird neben der Induktionsannahme verwendet, um aus (4.24) den Zusammen-
hang

~ 1) O Bz .
VVZ;1\Q ::vafXVj-— <£&£élll'+'ﬂn> VVZRQ - BE_Eéﬁ_ivvg;1viv L= 1727"'7n7

En—1 En—1
0, falls:=1,2,...,n — 2,
71577 n— .
= pnén - wéﬂ-l, fallst=n —1
En—1
n nén .
WZAVn - <& + ﬂn> On, fallsi=mn,
En—1

zu folgern. Um daraus (4.23) nachzuweisen, benutzt man fiir die Félle 1 = n — 1 und ¢ = n die
Anweisungen (4.9) und (4.8).

Die Beziehungen (4.15) und (4.16) gelten aufgrund der Konstruktion der gekoppelten Anwei-
sungen fiir q,, und W, 1.

Gleichungen (4.19)—(4.20) folgen aus der urspriinglichen gekoppelten Zwei-Term-Implemen-
tierung mit dem Ansatz (4.4). Gleichung (4.22) zeigt man unter Verwendung der bereits bewiese-
nen Beziehungen (4.20), (4.17) und der Biorthogonalitdt (4.13)

Qgpn - (WnD;IUgEn ‘l’ f'n-l—lwn-l—lez:)T V'nUy_Ll
=E,U,D;'Wlv, Ut
—E,.



Kapitel 5

Spezielle Minimierungsprobleme

Die vorangehenden drei Kapitel bilden einen in sich abgeschlossenen Teil der vorliegenden Arbeit,
in dem der Entwurf von iterativen Verfahren zur Erzeugung von Krylov—Teilrdumen unter beson-
derer Beriicksichtigung von Parallelisierungsaspekten behandelt wird. Mit den dort entwickelten
Verfahren ist es moglich, eine Basis von Krylov—Teilrdumen zu generieren. Um Krylov—Teilraum-
verfahren zur Losung von linearen Gleichungssystemen herzuleiten, fehlt nun noch eine Angabe
dariiber, welcher Vektor aus dem aufgespannten Teilraum als aktuelle Approximation an die ex-
akte Losung ausgewihlt wird. Diese Auswahl wird im nichsten Kapitel unter Verwendung unter-
schiedlicher Minimierungsprobleme getroffen. Genauer gesagt wird dabei die Losung einer Folge
von Minimierungsproblemen bendtigt. Diese Minimierungsprobleme besitzen eine spezielle Form
und werden auflerdem in unterschiedlichen Normen angewendet. Dieses Kapitel iibernimmt die
Aufgabe, die Form dieser speziellen Minimierungsprobleme vorzustellen sowie Techniken zu de-
ren effizienten Losung in unterschiedlichen Normen bereitzustellen. Im Anschluf} an die wohl in
praktischen Anwendungen am héufigsten verwendete euklidische Norm werden 1-Norm und all-
gemeine p-Normen fiir 1 < p < oo diskutiert.

5.1 Spezielle Form der Minimierungsprobleme

Bevor Minimierungsprobleme einer speziellen Form untersucht werden, wird zunéchst das allge-
meine Problem betrachtet, zu vorgegebener Matrix A € C”*” mit m > n und vorgegebenem
Vektor b € C™ einen Vektor z € C™ mit Az = b zu finden. Da dieses iiberbestimmte System
im allgemeinen keine eindeutige Losung besitzt, ist es naheliegend, stattdessen die Minimierung
des Vektors b — Az in einer geeigneten Norm zu diskutieren. Eine in der numerischen linearen
Algebra weit verbreitete Klasse von Vektornormen sind die Holder- oder p-Normen.

Definition 5.1. Als p-Norm eines Vektors x = (1, %2,...,2,)] € C™ wird die reellwertige
Abbildung

m l/p
Xl = (ZI&IP) . 1<p<oo,
=1

bezeichnet.
Der Grenzwert von ||x||, fiir p — oo existiert und bildet einen der drei in der Praxis am meisten

51



52 Kapitel 5. Spezielle Minimierungsprobleme

verwendeten Spezialfille:

IIx|le = 21| + |22] + -+ |2m],
x|z = /]@1]2 + |z + -+ + 2|2,

[1X[loo = max [z;].
1<i<m

Ein p-Norm-Minimierungsproblem in der allgemeinen Form besteht nun darin, die Funkti-
on f(z) = ||b — Az||, fiir ein vorgegebenes p € R zu minimieren. Dabei fithren unterschiedliche
Wahlen von p sowohl zu unterschiedlichen Losungen als auch zu unterschiedlichen dort angenom-
menen Minima. Die analytische Betrachtung des allgemeinen p-Norm-Minimierungsproblems
konzentriert sich vor allem darauf, Bedingungen fiir die Eindeutigkeit der Losung zu finden.
Wiihrend die Eindeutigkeit des minimierten Vektors in den Fillen 1 < p < oo durch die strikte
Konvexitét des genormten Raumes gesichert werden kann, sind in den Fillen p = 1 und p = oo an-
dere Gesichtspunkte zu beriicksichtigen. Fiir p = oo kann die sogenannte Haar-Bedingung [14, 69]
als hinreichende Bedingung fiir die Eindeutigkeit Anwendung finden. Eine entsprechende “einfa-
che” Bedingung ist fiir den Fall p = 1 unbekannt. Numerische Verfahren zur Losung von Mini-
mierungsproblemen in der 1-Norm oder der oco-Norm werden dariiber hinaus durch die Tatsache
erschwert, daB die Funktion f(z) = ||b — Az||, fiir diese Werte von p nicht differenzierbar ist.
Eine Behandlung von allgemeinen p-Norm-Minimierungsproblemen unter Beriicksichtigung von
numerischen Techniken zu deren Losung findet man in [69]. Neuere Arbeiten zur Minimierung in
der 1-Norm und oo-Norm sind in [15, 54, 73] enthalten.

Im Gegensatz zu Problemen der allgemeinen Form stehen im Mittelpunkt dieses Kapitels Mi-
nimierungsprobleme eines ganz bestimmten Typs, die in anderen Kapiteln dieser Arbeit Anwen-
dung finden. Diese speziellen Minimierungsprobleme sind von der Form

min ||£,41 — ﬁnz\|p, 1< p<oo, (5.1)
zeCn

wobei
f.01=1(c1,0,0,...,00T e R"* 2 >0,
ein reelles Vielfaches des ersten Standardeinheitsvektors des R "*! und
H, e COHDX"  mit by =0 fir ¢>j+1

eine obere Hessenberg—Matrix bezeichnet. Solange nicht explizit auf ein anderes Szenario hinge-
wiesen wird, besitzt diese Hessenberg—Matrix vollen Rang.

Das Ziel dieses Kapitels ist nicht etwa, die Losung eines p-Norm-Minimierungsproblems der
Form (5.1) fiir lediglich ein festes n € N anzugeben. Vielmehr ist die effiziente Losung einer Fol-
ge von Minimierungsproblemen solchen Typs gesucht, in der die Hessenberg—Matrix H, in jedem
Schritt um eine Zeile und Spalte erweitert wird. Unter Effizienz wird in diesem Zusammenhang
verstanden, daB sich die Losung eines Problems zur Matrix ﬁnAaus den Losungen der unmit-
telbaren Vorgingerprobleme zu den Matrizen H,,—1, H,,_5, . .., H,,_; mit moglichst kleinem &
berechnen 146t. Bezeichnet z,, die Losung des Minimierungsproblems (5.1), also

||fn+1 - HnZan = zrg(%jIH'f”'i'l - anl|p7

dann besteht die Aufgabe darin, eine Rekursionsvorschrift fiir z,, von moglichst geringer Tiefe her-
zuleiten. Die folgenden Abschnitte gliedern diese Aufgabe nach unterschiedlichen Werten von p.
Dabei wird in den Fillen p # 2 fiir die Hessenberg—Matrix H, zusiitzlich die spezielle Struk-
tur einer unteren Bidiagonalmatrix angenommen. Der Fall p = 1 erlaubt sogar die allgemeinere
Struktur einer Tridiagonalmatrix.
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5.2 Minimierung in der euklidischen Norm

Die wohl gebriuchlichste Form von p-Norm-Minimierungsproblemen in der numerischen linearen
Algebra tritt fiir den Fall p = 2 auf. Dieser wichtige Spezialfall der euklidischen Norm ist Gegen-
stand zahlreicher Monographien [3, 22, 53]. In dieser Arbeit steht die Minimierung der speziellen
Form
in ||for1 — H, 52
Inin |11 z||; (5:2)

im Vordergrund, die im Vergleich zu den Fillen p # 2 in (5.1) durch folgende Punkte vereinfacht
wird:

e Die Losung von (5.2) ist eindeutig, weil die Matrix H,, vollen Rang besitzt.
e Die Funktion f(z) = |[f,4; — H,z||; ist differenzierbar.
o Die euklidische Norm ist invariant gegeniiber unitdren Transformationen.

Die letztgenannte Figenschaft der euklidischen Norm begriindet die Verwendung von unitiren
Transformationen wie beispielsweise Givens—Rotationen als Standardtechnik zur Losung von Mi-
nimierungsproblemen der Form (5.2). Dabei wird eine geeignete unitire Transformation Q,, 41
gesucht, so daf} das Problem

ng(iCILHQn-I-lfn-l-l - Qn-{-lﬁnZH? (53)

einfacher zu l6sen ist als das urspriingliche Problem (5.2). Im Anschluf an Techniken, die diese
Invarianz der euklidischen Norm ausnutzen, wird ein alternativer Ansatz tiber die Methode der
Normalgleichungen beschrieben.

5.2.1 QR-Zerlegung mit Hilfe von Givens—Rotationen

Die Standardtechnik zur Losung von (5.2) besteht darin, eine QR-Zerlegung der (n+1) x n Ma-
trix H,, zu berechnen. Aufgrund der Hessenberg—Form von H,, bieten sich aufeinanderfolgende
Givens—Rotationen an, die die Elemente der unteren Nebendiagonale nacheinander eliminieren.
Eine QR-Zerlegung mittels aufeinanderfolgender Householder—Transformationen benétigt dage-
gen mehr arithmetische Operationen, weil diese Vorgehensweise jeweils auf die gesamte aktuelle
Spalte wirkt. Dadurch wird die Struktur der Matrix ﬁn ,in der im unteren linken Teil bereits Nullen
vorhandenen sind, nicht beriicksichtigt. Dagegen wirken Givens—Rotationen auf nur jeweils zwei
Elemente der aktuellen Spalte, so daf} im Verlaufe des Prozesses die untere Nebendiagonale gezielt
annulliert wird. Das folgende Schema illustriert die grundsétzliche Vorgehensweise fiir n = 4:

x k% % X ok x ok x kK k Xk k% Xk % %
L e 0 * * =% G, 0 * % = G, 0 * * % G, 0 * * =%
0 * % *| — |0 * % x| +—> |0 0 *x *[— 10 0 % x| +— |0 0 *x =«
0 0 * = 0 0 * =« 0 0 % =« 0 0 0 =« 0 0 0 =«
0 0 0 =« 0 0 0 = 0 0 0 =« 0 0 0 =« 0 0 0 0

In dieser Vorgehensweise wird im ¢-ten Schritt eine durch die Matrix G; beschriebene Givens—
Rotation durchgefiihrt, die das Matrixelement in Zeile ¢ + 1 und Spalte ¢ annulliert. In formaler
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Notation ist G; eine (n + 1) x (n + 1) Matrix, die sich von der Einheitsmatrix I,,4; nur an den
Schnittpunkten der ¢-ten und (7 + 1)-ten Zeile und Spalte unterscheidet

L., 0 0 0

0 ¢ —3S; 0
Gi o 0 S; C; 0 ’
0 0 0 I,

wobei ¢; > 0 und s; € C geeignet gewihlte GroBen mit ¢? + |s;|* = 1 sind. Die unitire Transfor-
mation Q,,41 aus (5.3) ist dann durch das Produkt von n aufeinanderfolgenden Givens—Rotationen

Qn-l—l - GnGn—I c 'Gl S (C(n—i—l)x(n—I—l)

gegeben. Wegen Q.41 = G, Q,, ist diese Vorgehensweise leicht von einem Iterationsschritt zum
néchsten aufzudatieren. Die Matrix Q,;H,, wird so zu einer oberen Dreiecksmatrix, und die
Losung von (5.3) ist einfach anzugeben. Diese Technik wird in dem folgenden Lemma, das in [28]
angegeben ist und das implizit in den Arbeiten [7, 35, 58, 63] enthalten ist, benutzt, um eine
Folge von Minimierungsproblemen der Form (5.2) zu 16sen. Aus Griinden, die im néchsten Kapitel
ersichtlich werden, wird nachfolgend fiir den Vektor f,,;; — ﬁnzn der Begriff Quasi-Residuum
benutzt.

Lemma 5.1 (Euklidisches Minimierungsproblem mit Hessenberg—Struktur). Fiir n > 1 sei
H,, eine Familie von (n 4 1) x n oberen Hessenberg—Matrizen der Form

~ H
H, = "
" [05—1 En+1 ]

mit vollem Rang. Dabei ist H,, diejenige n x n Matrix, die durch Streichen der letzten Zeile
von H,, entsteht. Es sei ¢y > 0, und z,, € C™ bezeichne die eindeutige Losung des euklidischen
Minimierungsproblems

Tn = ||fn+1 - annl|2 = min ||fn+1 - an||27
zeCn
wobei f,11 = ele(anr ) € R™ und ,, die Gréfle des Quasi-Residuums bezeichnet. Aufierdem

sei H,, nicht singulir und z,, := H'f, gesetzt. Dann gelten die Rekursionen

Zy = (1 — Ci) |:Zn0—1:| + Ciin7 (54)

Tn = Tn—lﬁncn', (55)

wobei die Anfangsbedingungen durch z, = ¢z, 7o = £1 und die weiteren Groflen durch

1 ~
Un = ——|lfa+1 — Haznllz, (5.6)

n—1

1

V1402

(.7)

Cp =

gegeben sind.
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5.2.2 Methode der Normalgleichungen

Im letzten Teilabschnitt wird das Problem (5.2) durch eine QR-Zerlegung der Matrix ﬁn mit
Hilfe von Givens—Rotationen gelost. Eine Alternative zur QR-Zerlegung ist die Methode der Nor-
malgleichungen. Es ist keinesfalls einfach zu entscheiden, welche der beiden Methoden fiir ein
gegebenes Problem vorzuziehen ist [38, Sect. 5.3.8]. In diesem Abschnitt wird die Methode der
Normalgleichungen implizit in einem Beweis angewendet, um das Problem (5.2) fiir eine spezielle
Form der Matrix H,, zu 16sen. Es wird das Problem

in ||f.01 — By 5.8
ngglnﬂ +1 z||2 (5-8)

betrachtet, wobei ]§n eine untere Bidiagonalmatrix bezeichnet. Das folgende Lemma gibt eine
effiziente Losung fiir eine Folge von Minimierungsproblemen der Form (5.8) an.

Lemma 5.2 (Euklidisches Minimierungsproblem mit Bidiagonalstruktur). Fiir n > 1 sei ]§n
eine Familie von (n + 1) x n unteren Bidiagonalmatrizen der Form

01 O

g9 Oy
O En 5n
5n+1

mit vollem Rang. Es sei £1 > 0, und z,, € C" bezeichne die eindeutige Losung des euklidischen
Minimierungsproblems

noc— fn - ﬁn n = i fn - ﬁn )
T = [t Zoll2 = min [[f i1 z||2
wobei £, 11 = 1 e(ln+1) € R " und 1, die Grofe des Quasi-Residuums bezeichnet. Dann gelten
die Rekursionen
2= 5|+ e 69)
8. =0, [gno‘l] + kel (5.10)

2
F s 2 (5.11)

S ‘ 7—77‘—1|<(':77‘-}—1|2
" An|5n|2 ‘|’ |€n-|—1‘2

wobei die Anfangsbedingungen durch z, = gy = k1, To = €1 und die Koeffizienten durch

|5n|2 (1 — /\n)

0, = , n>1, 5.12
/\n‘5n|2 ‘l’ |€n+1‘2 - ( )
_gngn Rnp—1
Ky = , n>1, ko = —1, 5.13
An‘(sn|2 ‘l‘ |€n-|—1‘2 - 0 ( )
mit
Ane1]6no1|?
A, = 119n—1| n>?2 A =1, (5.14)

An—1|5n—1|2‘}‘|€n|27 -
gegeben sind.
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Beweis. Setzt man zuerst (5.10) in (5.9) ein und ersetzt anschlieBend g,,_; durch (5.9), so folgt

| Zn-1 8n—1 (n)
Zn—|: 0 :|+0n|: 0 :|+"fnen

Zp—2
=(1+6,) [Z”_l] -6, 0 | + nneg”).
0
0
Das Lemma aus [65], das mit Hilfe der Methode der Normalgleichungen bewiesen wird, zeigt
dann (5.9),(5.10) und (5.12)~(5.14).

Um (5.11) zu zeigen, sei f,+1 — Bnz, =: (f1, p12s + - -+ ftng1) . Da das Quasi-Residuum die
Gleichung BnH (f,+1 — B,.z,,) = 0 erfiillt und die letzte Komponente des Quasi-Residuums durch

Hnt1 = —Ent1hin
gegeben ist, folgt
pi:—g%;lui+17 t=n,n—1,..., 1.
i

Damit kann man leicht die Rekursion

fn+1 - ﬁnzn = ;;:ﬁliﬁ [fn B ﬁ%_lzn_l] - 5n+1’9ne7(17r11)
mit f; — ]§0z0 = —&1 kg zeigen. Mit (5.13) folgt daraus

fo41 — B.z, = /\n|5n|;n::__1||;+12 [fn B ]A376_1Zn—1} - €n+1line7(g—tl)

mit f; — ]§0z0 = ¢;. Diese Gleichung zeigt in Verbindung mit der Definition von 7,, die Rekur-
sion (5.11). O

5.3 Minimierung in der 1-Norm

In diesem Abschnitt wird das Minimierungsproblem (5.1) fiir den Spezialfall p = 1 betrachtet,
also

in |[f,.1 — H,z;. 5.15
Join [1£41 z||x (5.15)

Im Vergleich zu der im vorherigen Abschnitt betrachteten euklidischen Norm wird das Minimie-
rungsproblem (5.15) in der 1-Norm dadurch erschwert, daf (i) die Losung nicht eindeutig ist, (ii)
die Funktion f(z) = ||f,+1 — ﬁnz||1 nicht differenzierbar ist, und (iii) die 1-Norm unter unitiren
Transformationen nicht invariant ist. Man beachte, daf} die letztgenannte Eigenschaft der 1-Norm
die Verwendung von Givens—Rotationen zur Losung von (5.15) ausschlief3t. Daher ist es um so er-
staunlicher, dafl man eine Folge von Minimierungsproblemen der Form (5.15) effizient 16sen kann.
Effizienz bedeutet hier, dall die Losungen dieser Folge von Minimierungsproblemen einer Rekur-
sion von geringer Tiefe geniigen. Um diese Effizienz zu gewihrleisten, wird jedoch eine weitere
Forderung an die obere Hessenberg—Matrix H,, aus (5.15) gestellt. Die Hessenberg—Matrix muf}
entweder eine untere Bidiagonalmatrix oder aber eine Tridiagonalmatrix sein. Die folgenden Teil-
abschnitte diskutieren diese beiden Spezialfille. AbschlieBend wird nochmals der allgemeine Fall
einer oberen Hessenberg—Matrix betrachtet.
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5.3.1 Bidiagonalstruktur

In diesem Teilabschnitt wird angenommen, daf} die obere Hessenberg—Matrix H, aus (5.15) die
spezielle Form einer unteren Bidiagonalmatrix besitzt, fiir die das neue Symbol B,, eingefiihrt
wird. In diesem Spezialfall kann eine effiziente Losung einer Folge von Minimierungsproblemen
der Form
in ||f.11 — B, 5.16
Jmin [[f41 z||x (5.16)
effizient angegeben werden. Das folgende Lemma zeigt ndmlich, dal man zur Berechnung einer
Losung z,, von (5.16) lediglich die Losung des Vorgédngerproblems z,,_; benotigt.

Lemma 5.3 (1-Norm-Minimierungsproblem mit Bidiagonalstruktur). Fiir n > 1 sei B, eine
Familie von (n 4 1) X n unteren Bidiagonalmatrizen der Form

o1
» o0

= B,, 01 B
B, = o =" 6, | = [OT ”8 ] : (5.17)
O En  On 05—1 En+1 not T
En+1
wobei £9,¢€3, . ..,£, # 0. Dabei ist ﬁn_l die n X (n — 1) Hauptuntermatrix von ﬁn, und B,

ist diejenige n X n Matrix, die durch Streichen der letzten Zeile von B, entsteht. Es sei ¢ > 0,
und z,, € C" bezeichne eine Losung des 1-Norm-Minimierungsproblems

T = ||fot1 — Bnzplls = min ||f,41 — Bpoz||q, (5.18)
zeCn
wobei f,11 = €1egn+1) € R und 7, die Gréfie des Quasi-Residuums bezeichnet. Auflerdem

sei B, nicht singuliir und z,, := B 'f, gesetzt. Dann gilt:

(i) Der Hilfsvektor z.,, € C™ wird nur in seiner jeweils letzten Komponente aufdatiert

~ finfl
Z, = { ” ] ) (5.19)
wobei die Anfangsbedingungen durch z, = v, und dessen letzte Komponente durch
-1, fallsn =0,
Vp = £, (5.20)
—3 Vn-1s fallsn > 1,
gegeben ist.
(ii) Eine (spezielle) Losung z,, € C™ von (5.18) steht mit z,, in dem Zusammenhang
Zp—1
, falls|epi1vn| > Tula,
2, = [0] fallsJen vl 2 T (5.21)

Env falls |€n+1’/n| < Tp—1,
und die Grofle des Quasi-Residuums geniigt der Rekursion

Tp = min{7,_1, |ns1vn|} mit To = €;. (5.22)
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Beweis. Man beachte zuerst, da3 §; # 0 fir i = 1,2, ..., n, weil B,, nicht singulir ist.

(i) Die Rekursion (5.19) wird durch Induktion iiber n gezeigt und macht Gebrauch von der
Beobachtung, daB v, die letzte Komponente von z,, ist. Fiir n = 1 giltz; = Bl_lfl =e1/8 = 1.
Unter Verwendung der Induktionsannahme folgt die Beziehung

~ Bn—l On—l En—l _ Bn—lin—l _
ann N 0272 En 5n :| |: Up N Enlpn—1 +5nl/n —fna

wobei die letzte Umformung durch (5.20) impliziert wird. R
(ii) Da die Konstruktion von z,, aus (5.21) unmittelbar ||f,, 11— B, z, |1 = min{7,_1, |€nt1s|}
liefert, geniigt ein Induktionsbeweis der Aussage

||fn+1 - ﬁnzHl 2 min{Tn—h |€n+1Vn|}-

Wegen ¢; # 0 fiire = 1,2,...,ngilty; # 0fire = 1,2,..., n. Deshalb entsteht eine Basis
des C™ durch die mit Nullen aufgefiillten Vektoren z;, und jedes z € C™ ist von der Form

z= zn: a; [Of_] . (5.23)

Als eine Vorbemerkung, die durch die Zerlegung von ]§n gemilB (5.17) leicht zu verifizieren ist,
wird auf

~ f;
B, [OZZ ] = leppui|, i=12,...,n, (5.24)
n—i O,n_l

hingewiesen. Deshalb fiihrt das Einsetzen von (5.23) in die rechte Seite von (5.18) mit anschlie-
Bendem Sortieren der Komponenten auf

n n
~ n+1)
|fat1 — Bozlli = H (1 - 042’) fur1 = aisipviel)]
=1

=1

, (5.25)

1

(n+1)
i+1 @
Falls v, = 1, so folgt ||f,+1 — Bnz||1 > |ent1vnl|. Fir oy, # 1 ist eine dquivalente Darstel-
lung der rechten Seite von (5.25) durch

n—1 n—1
(o' o
ek ‘ (1 -2, ) f= sl

=1 =1

wobei e ¢ R ™! den Standardeinheitsvektor mit einer 1 an Position ¢ + 1 bezeichnet.

+ |04n€n+1 Vn
1

gegeben. Mit der Induktionsannahme folgen die Ungleichungen:

an-i—l - BnZHI 2 |1 - an|7—n—1 ‘|‘ ‘an€n+17/n|
> min{7, 1, [Ens1n]} - ([1 = an] + |an])

z min{TTL*h |€71+1Vn|}7

wobei die letzte Ungleichung aus der unmittelbaren Folgerung der Dreiecksungleichung, ndmlich
|1 — | > 1 — |y, resultiert. Der Induktionsanfang ist durch

If2 — Buz|[1 = |61 — 012] + [£22] > min{ey, [e281/8:1]}

gegeben. ]
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5.3.2 Tridiagonalstruktur

Im vorangehenden Teilabschnitt wird eine Folge von 1-Norm-Minimierungsproblemen mit Bi-
diagonalstruktur effizient gelost. Es wird nun gezeigt, dal man eine effiziente Losung ebenfalls
in dem allgemeineren Fall einer Tridiagonalmatrix T,, angeben kann. Dazu muf} eine Folge von
Minimierungsproblemen der Form

min ||f,41 — Tz
Join |[£n1 = Tozfls
betrachtet werden. Das folgende Lemma gibt eine effiziente Losung dieses Problems an.

Lemma 5.4 (1-Norm-Minimierungsproblem mit Tridiagonalstruktur). Fiir n > 1 sei T, ei-
ne Familie von (n + 1) x n Tridiagonalmatrizen der Form

[61 V2 i
g2 09 73 O

€3 T

"
On—l Ent1
Tn

O €n  On

L En+1
wobei €4, €3, . - yEn # 0. Dabei ist T,, diejenige n X n Matrix, die durch Streichen der letz-

ten Zeile von T,, entsteht. Es sei €1 > 0, und z,, € C" bezeichne eine Losung des 1-Norm-
Minimierungsproblems

T = a1 — Tpzollh = min |[[£41 — Tz, (5.26)
zeCn
wobei f,11 = glegm—l) € R und 7, die Gréfie des Quasi-Residuums bezeichnet. Auferdem

sei T,, nicht singuliir und z,, = T, 'f, gesetzt. Dann gilt:

(i) Der Hilfsvektor z.,, € C™ erfiillt die Rekursionen

~ En—l _ gfn—l (n)
Z, = [ 0 ] VnVn [ 0 ] + vy, (5.27)
§n = —Ynkn |:y%_1:| + Hneszn)ﬁ (528)

wobei die Anfangsbedingungen durchz, = ¢1/61, y1 = 1/, und die letzten Komponenten von z,,
und 'y, durch

Vyp = —EpKnln_1, n>1, vg = —1, (5.29)
1

Kp = ——————————, n>1, ko = 0, (5.30)

671 - €n7n"in—1

gegeben sind.

(ii) Eine (spezielle) Losung z,, € C" von (5.26) steht mit z,, in dem Zusammenhang

(5.31)

Z, =

[ZHO_I] s falls |€n+ll/n| Z Tn—1,

Ew,a falls |5n+1 Vn| < Tn—1,
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und die Grofie des Quasi-Residuums geniigt der Rekursion

T = min{7,_1, |€pr1vn]|} mit To — €1. (5.32)

Beweis. (i) Um die Rekursionen (5.27) und (5.28) nachzuweisen, wird zunéchst durch Induktion
tiber n die Hilfsbehauptung Ty, = e gezeigt. Fir n = 1 gilt Tyy; = é;/5; = 1. Durch
Einsetzen von (5.28) und unter Verwendung der Induktionsannahme folgt

T 0,_9 -
Tngfn = nt Tn <_7nK/n |:Y7101:| + /{negln))
ol , e, O,
fod 0n—2
= —Ypn |:Tn—1yn—1:| n Vi Fon
Enkn—1
O K,
0n—2 On—l
= —VYnkn + Ynkn = 1 s

—YnBnEnkn-1 + 571"371

wobei die letzte Umformung durch (5.30) impliziert wird.

Ebenfalls durch Induktion iiber n wird nun T,z, = f, gezeigt. Der Induktionsanfang ist
durch Tyz; = 6121/ = £1 gegeben. Durch Einsetzen von (5.27) und unter Verwendung der
Induktionsannahme und der Hilfsbehauptung folgt

T 0, , - _
Tnin — n—1 Y <|: n0—1:| — Vnln |:yno—1:| 4 Vnegln)>
_OT_2 £ O
_ _ 0,_,
Tn_ Zy_ Tn— n— "
_ 1 1] - [ 1y 1] 1 | vm
EnlVn-1 Enkn—1 S v
r f 0n—2
= -gnz;l_l] + —TnVn + TnVn = fn7

_7n7/n€n"{/n—1 + 5717/71

wobei die letzte Umformung durch (5.29) und (5.30) impliziert wird.
(ii) Dieser Teil des Lemmas wird analog zum Beweis (ii) aus Lemma 5.3 gezeigt. O

Die Analogie der Beweise fiir die speziellen 1-Norm-Minimierungsprobleme mit Bidiagonal-
und Tridiagonalstruktur wird im folgenden Teilabschnitt aufgenommen.
5.3.3 Obere Hessenberg—Struktur

In den vorangehenden beiden Teilabschnitten werden Folgen von 1-Norm-Minimierungsproblemen
der Form
min ||f,41 — H,z[| (5.33)
zeCn
fiir spezielle obere Hessenberg—Matrizen H, gelost. Fiir bi- und tridiagonale Matrizen werden

effiziente Vorgehensweisen zur Losung der Minimierungsprobleme angegeben. In beiden Spezi-
alfillen machen die angegebenen Losungen Gebrauch von einer Hilsfolge von Vektoren z,, € C”,
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die auf eine spezielle Weise definiert sind. Sie sind die Losungen eines nicht-singuldren linearen
Gleichungssystems, dessen Koeffizientenmatrix durch Streichen der letzten Zeile von H,, entsteht.
Deshalb ist es naheliegend, die Losung einer Folge von Minimierungsproblemen der Form (5.33)
mit allgemeiner oberer Hessenberg—Matrix ebenfalls unter der Zuhilfenahme dieser Vektoren z,
zu konstruieren. Das folgende Lemma zeigt, dafl diese Vorgehensweise prinzipiell zum Ziel fiihrt.

Lemma 5.5 (1-Norm-Minimierungsproblem mit Hessenberg—Struktur). Fiir n > 1 sei ﬁn
eine Familie von (n + 1) x n oberen Hessenberg—Matrizen der Form

- H

H, = " ,

" {Og;l Ent1 ]

wobei fiir die unteren Nebendiagonalelemente<s, s, . . ., €, # 0 gilt. Dabei ist H,, diejenige nXn
Matrix, die durch Streichen der letzten Zeile von H,, entsteht. Es sei ¢ > 0, und z,, € C"

bezeichne eine Losung des 1-Norm-Minimierungsproblems

7, = ||f41 — Hoz,|p = min ||f,41 — H,z||1, (5.34)
zeCn
wobei f,11 = glegnH) € R" und 7, die Gréfie des Quasi-Residuums bezeichnet. Auferdem

sei H,, nicht singulir und z,, := H;'f,, mit letzter Komponente v,, := ETe%n

- ) gesetzt.
Dann steht eine (spezielle) Losung z,, € C™ von (5.34) mit dem Hilfsvektor z., in dem Zusam-

menhang

[ZnO—I] s falls |€n+ll/n| Z Tn—1,

Zy = (5.35)
Zys falls |ep1q1vn| < Thot,
und die Grofle des Quasi-Residuums geniigt der Rekursion
Tp = min{7,_1,|ep+1vn|} mit o =€1. (5.36)

Beweis. Der entscheidende Punkt in den Beweisen der Lemmata 5.3 und 5.4, in denen Bidiagonal-
und Tridiagonalstrukturen behandelt werden, ist der Ubergang zu der Basis des C” der Form (5.23).
Eine genaue Analyse der Beweise zeigt, da3 die Struktur der Matrix ﬁn in Lemma 5.3 ledig-
lich in Gleichung (5.24) eingeht. Diese Gleichung gilt jedoch ebenfalls fiir allgemeine obere
Hessenberg—Matrizen H,. Der restliche Beweis ist dann identisch mit den Beweisen der Lem-
mata 5.3 und 5.4. O

Dieses Lemma gibt eine Losung z,, des Minimierungsproblems (5.34) in Abhéingigkeit der
Hilfsvektoren z,, an. Es 1dBt allerdings offen, wie man die Folge der Hilfsvektoren z,, effizient
berechnet.

Im folgenden Kapitel werden nicht nur die Losungen von speziellen Minimierungsproblemen
in unterschiedlichen p-Normen bendtigt. Dariiber hinaus wird im Fall p = 1 ein weiterer Aspekt
beleuchtet, der im folgenden Korollar vorbereitet wird.

Korollar 5.1. Unter den Voraussetzungen von Lemma 5.5 sei 1 < p < oo und g, € CV ein
Vektor, der mit einer N X (n + 1) Matrix

Vg1 =[Vi vy -+ Viyi]
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durch
8 = Vigi (fp1 — Hoz,) (5.37)
definiert ist. Falls die Spaltenvektoren von V ;1 zu
Ivill, = 1, i=1,2,...,n+1,
normiert sind, gilt
lIgnll, = 7n-

Beweis. Das nachfolgend benutzte Symbol x,, bezeichne einen Vektor aus C™ mit beliebigen
Eintridgen. Durch Einsetzen von (5.35) in (5.37) und Verwendung der Struktur von H,, folgt

_ﬁn—l *n Zp—1

Vn—{—l fn+1 - ) falls |€n+17/n| 2 Tn—1,

( _0?;_1 En+1 0
gn =

_ Hn B

Vn+1 fn+1 — Zn |, falls |5n+1Vn| < Tph-1,
ol ¢
| n—1 n+1

Vn(fn - Hn—lzn—1)7 falls |€n+1Vn| Z Tn—1,

- fn

Vn+1 fn+1 - s falls |€n+17/n| < Tn—1,
En+1Vn

Bn—1; falls |€n+17/n| 2 Tn—1;

—En41VnViniti, falls |€n+1Vn| < Tp—1-

Wegen 79 = ¢; and gy = £V, folgt das Korollar induktiv durch Bilden der p-Normen auf beiden
Seiten der letzten Gleichung. O

5.4 Minimierung in der p-Norm fiir 1 < p < oc

Das Minimierungsproblem (5.1) wird in diesem Abschnitt fiir die Fille 1 < p < oo untersucht.
Der Spezialfall p = 2 wird bereits in Abschnitt 5.2 betrachtet und wird daher hier nicht gesondert
behandelt. AuBerdem wird die obere Hessenberg—Matrix H, aus (5.1) auf die spezielle Struk-
tur einer unteren Bidiagonalmatrix B, eingeschriankt. Dieser Abschnitt befalit sich also mit dem
p-Norm-Minimierungsproblem

min |£,1 - B,zll,, 1<p<oo. (5.38)
zeCn

In [64, Korollar 3.5.1] wird nachgewiesen, daf} eine Folge von p-Norm-Minimierungsproblemen
der Form (5.38) mit Hilfe von Rekursionen von geringer Tiefe wie folgt geldst werden kann.
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Lemma 5.6 (p-Norm-Minimierungsproblem mit Bidiagonalstruktur). Fiir 1 < p < oo und
n > 1 sei B,, eine Familie von (n + 1) X n unteren Bidiagonalmatrizen der Form

0 O

g2 09
O En 5n
En+1

wobei €3,¢3,...,6, £ 0 und 61,09,...,6, % 0. Es sei e > 0, und z,, € C™ bezeichne die
eindeutige Losung des p-Norm-Minimierungsproblems

21 = Buznll, = min |Ifnr - Buzll,,

wobei f,11 = &1 e(lnH) € R ™. Dann gelten die Rekursionen
z, = [Zno—l] te,. (5.39)
gn =0y [g”o‘l] + kel (5.40)
wobei die Anfangsbedingungen durch z, = g1 = k1 und die Koeffizienten durch
1-A
_ i > 1, 41
b e G4
-1, fallsn =0,
Ky = e Ka fllsn > 1 (5.42)
577/ A7’L + /1977‘ - 7
mit
1, fallsn =1,
Ap = Moy fllsn > 2 (5.43)
———— fallsn > 2,
)\n—l + 1971—1
En+1 i
¥, = 5 , n>1, (5.44)
wobei
p
1 falls1 < p < o0,
g:=P (5.45)
1, falls p = oo,
gegeben sind.

Das folgende Korollar weist nach, daf} ein spezielles gewichtetes euklidisches Minimierungs-
problem die gleiche Losung wie das p-Norm-Minimierungsproblem des vorangehenden Lemmas
besitzt.



64 Kapitel 5. Spezielle Minimierungsprobleme

Korollar 5.2 (Simulation des p-Norm-Minimierungsproblems). Fiir 1 < p < oo undn > 1
sei B,, eine Familie von (n + 1) X n unteren Bidiagonalmatrizen der Form

o1
Y

£2

() ‘ 8; 5n

5n+1
wobei €9, €3, ...,&, # 0und 81,05, ..., 6, £ 0. Auflerdem sei
Q41 = diag(wr,wa, ..., Wnt1)

eine (n+ 1) X (n + 1) Skalierungsmatrix mit Gewichten

(2-p)/(20-2)
; 5?1 . falls1 < p < oo,
wip1 = ’] s j=1,2,....n,  w=1. (546)
4 Sl , falls p = o0,
9;

Es sei ¢ > 0, und z,, € C" bezeichne die eindeutige Losung des gewichteten euklidischen
Minimierungsproblems

lwifg1 — Qn+1]§nZn||2 = min ||w1f,41 — Qn-l—lﬁnZH?a
7zcCn

wobei f,, 11 = 5legn+l) € R\ Dann gilt
6ot — Buzally = min It - Buzl,
zeCn

Beweis. Fiir p = 2 liefert die Anwendung von Lemma 5.6 auf das euklidische Minimierungspro-
blem

i ﬂz _'Qn :ﬁn
Juin flor £ +1Bz|2
eine Darstellung der Losung z,, in der Form der Rekursionen (5.39)—(5.40), deren Koeffizienten o,
und k,, von den Eintrdgen der Matrix €2,,1 B,, abhdngen. Speziell gilt

, n > 1.

2

wn+1€n+1

9, = |l
Wi On

Setzt man darin die Gewichte (5.46) fiir 1 < p < oo ein, so gilt

2(2—p)/(2p—2)+2

(p—1
Enit p/(p—1)

on

5n+1

9, = 3

Da dieses Ergebnis mit (5.44) iibereinstimmt und auferdem eine analoge Rechnung fiir x,, we-
gen wy = 1 die Gleichung (5.42) liefert, geniigen die Losungen z,, des gewichteten euklidischen
Minimierungsproblems den gleichen Rekursionen wie die Losungen des p-Norm-Minimierungs-
problem aus Lemma 5.6. Der Fall p = oo folgt analog. O
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Nach diesem Korollar kann man bei Vorgabe eines beliebigen 1 < p < oo ein gemél
(5.46) speziell gewichtetes euklidisches Minimierungsproblem benutzen, um das entsprechende
ungewichtete p-Norm-Minimierungsproblem zu “simulieren”. Umgekehrt zeigt das folgende Ko-
rollar die Simulation eines euklidischen Minimierungsproblems durch ein gewichtetes p-Norm-
Minimierungsproblem.

Korollar 5.3 (Simulation des euklidischen Minimierungsproblems). Fir 1 < p < oo und
n > 1 sei B,, eine Familie von (n 4 1) X n unteren Bidiagonalmatrizen der Form

o1
0

€2

0 En 672
€n+1
wobei €9, €3, . ..,6, # 0und 61,09, ...,0, # 0. Auferdem sei

Qn—l—l = diag(wl,wz, .. .,wn+1)

eine (n+ 1) X (n+ 1) Skalierungsmatrix mit Gewichten

o |e=2)/p
5
jfé—fl . falls1 < p < oo,
Wiy = I j=1,2 n wy =1
; J2,...,m, .
w; 5%—“ , falls p = oo,
J

Es seieq > 0, und z,, € C" bezeichne die eindeutige Losung des gewichteten p-Norm-Minimie-
rungsproblems

lwiforr = Qup1Brzyl, = ngénn”wlfn+1 — Q,11Bnz|p,
wobei £, 1 = €1egn+1) € R\ Dann gilt
||fn+1 — ann||2 = min ||fn+1 — BnZ||2-
zeCn

Beweis. Der Beweis wird analog zu dem Beweis von Korollar 5.2 durch Riickfiihrung auf Lem-
ma 5.6 gezeigt. U






Kapitel 6

Entwurf von
Krylov-Teilraumverfahren

Konzeptionell besteht der Entwurf von Krylov—Teilraumverfahren aus einer geeigneten Konstruk-
tion einer Basis der zugrundeliegenden Vektorrdume und der anschlieBenden Festlegung eines
speziellen Vektors aus diesen aufgespannten Rdumen, der die aktuelle Approximation an die ex-
akte Losung des Gleichungssystems darstellt. Wéhrend das Aufspannen der Vektorrdume in den
Kapiteln 2—4 behandelt wird, dient dieses Kapitel der Festlegung der aktuellen Iterierten. Damit
wird der Entwurf neuer Krylov—Teilraumverfahren auf konzeptioneller Ebene abgeschlossen. Es
bleibt dann noch zu zeigen, wie tatsdchliche Implementierungen der neudefinierten Verfahren her-
geleitet werden konnen. Dazu bedient sich dieses Kapitel der Techniken, die im vorangehenden
Kapitel bereitgestellt werden. Auf diese Art und Weise werden eine Reihe von neuen iterativen
Verfahren zur Losung von linearen Gleichungssystemen vorgestellt. Dabei werden sowohl neue
parallele Varianten bekannter Iterationsverfahren als auch neue (sequentielle) iterative Methoden
eingefiihrt. Von Teilen dieser neuen sequentiellen Methoden werden aulerdem parallele Varianten
hergeleitet.

Der Aufbau dieses Kapitels ist an den des Kapitels 2, in dem die Erzeugung von Krylov—
Teilrdumen behandelt wird, angelehnt. Nach einer einfiihrenden Darstellung der grundsitzlichen
Vorgehensweise zur Festlegung der Iterierten werden die in Kapitel 2 vorgestellten Methoden in
der gleichen Reihenfolge als zugrundeliegende Technik zur Herleitung von Krylov—Teilraumver-
fahren verwendet. Zu Referenzzwecken werden bekannte Verfahren kurz erwihnt. Der Schwer-
punkt liegt jedoch in der Herleitung neuer iterativer Methoden. Nacheinander werden Verfahren
betrachtet, die zum Aufspannen der Teilriume den Lanczos—Algorithmus, CGS und Bi-CGSTAB
benutzen.

6.1 Festlegung der aktuellen Iterierten

Neben dem Aufspannen der Krylov—Teilrdume besteht die zweite Aufgabe beim Entwurf von
Krylov—Teilraumverfahren darin, einen speziellen Vektor x,, als aktuelle Iterierte zu definieren.
Diese Iterierte ist von der Form

X, € Xg + ]Cn (A.7 1'0). (61)

Unter der Annahme, daB ein geeignetes Verfahren zur Konstruktion von Basisvektoren v; € C
mit

span{vl, Vo, Vn} = /Cn (A7 1'0) (62)

67
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zur Verfiigung steht, kann man (6.1) mit der N X n Matrix
V, :=[vi vy -+ v,)]
in der Form
X, =Xo+ V,.z fiir ein zecC" (6.3)

angeben. Darin bezeichnet z € C” einen freien Parametervektor, der zur Festlegung der Iterier-
ten x,, dient. Unterschiedliche Wahlen von z fiihren zu unterschiedlichen iterativen Methoden,
denen dann allerdings der gleiche Prozel zum Aufspannen der Krylov—Teilrdume zugrundeliegt.
Um die in dieser Arbeit verwendeten unterschiedlichen Wahlen von z besser einordnen zu kdnnen,
ist eine kurze Betrachtung von iterativen Methoden hinsichtlich der folgenden Klassifikation sinn-
voll.

Krylov-Teilraumverfahren zur Losung von linearen Gleichungssystemen mit allgemeiner nicht-
hermitescher Koeffizientenmatrix lassen sich nach dem Faber—Manteuffel-Theorem [21] in zwei
Klassen einteilen. Vereinfacht ausgedriickt zeigt dieses Theorem, da3 es keine CG-dhnlichen Ver-
fahren fiir allgemeine nicht-hermitesche Systeme gibt, die iiber die zugrundeliegenden Krylov—
Teilrdiume in einer Norm minimieren und gleichzeitig mit kurzen Rekursionen implementiert
werden konnen. Dabei versteht man unter dem Begriff kurze Rekursionen solche Verfahren zur
Losung von Systemen der Ordnung N, deren Speicher- und Rechenaufwand pro Iteration neben
den benotigten Matrix-Vektor-Produkten © (V) betrigt. Im Gegensatz dazu bezeichnet man Ver-
fahren, deren n-te Iteration zusétzlich zu den Matrix-Vektor-Produkten einen Speicher- und Re-
chenbedarf von ©(nNV) besitzt, als Verfahren mit langen Rekursionen. Ein bekanntes Beispiel fiir
ein Verfahren mit langen Rekursionen ist GMRES, dessen Speicher- und Rechenbedarf linear mit
der Anzahl der Iterationen ansteigt. GMRES minimiert in jedem Iterationsschritt die euklidische
Norm des Residuums. Diese wiinschenswerte Minimierungseigenschaft wird nach dem Faber—
Manteuffel-Theorem aber mit langen Rekursionen bezahlt, die in der Praxis einen Neustart des
Verfahrens nach einer vorgegebenen maximalen Iterationsanzahl erfordert. Typischerweise wird
dabei der letzte Vektor einer GMRES—-Sequenz als Startvektor der nichsten GMRES-Sequenz
gewihlt. Ungliicklicherweise geht dadurch die Information, die in den bereits berechneten Krylov—
Teilrdumen enthalten ist, verloren, so daf} das Konvergenzverhalten negativ beeinfluf3t wird. Ver-
fahren mit langen Rekursionen werden in der vorliegenden Arbeit nicht weiter betrachtet. Statt-
dessen werden ausschlieBlich Verfahren mit kurzen Rekursionen hergeleitet, deren Speicher- und
Rechenaufwand in jeder Iteration konstant ist. Nach dem Faber—Manteuffel-Theorem basieren
solche Verfahren zwar auf suboptimalen Minimierungseigenschaften; sie sind aber aufgrund ihrer
kurzen Rekursionen in der Praxis vorteilhaft einsetzbar.

Die Festlegung der aktuellen Iterierten x,, eines Krylov—Teilraumverfahrens erfolgt durch eine
spezielle Wahl des freien Parametervektors z in (6.3). Diese Wahl von z ist nun so vorzunehmen,
daf die resultierenden Verfahren mit kurzen Rekursionen implementiert werden kdnnen. Das Ziel
dabei ist, das zugehorige Residuum

r, =rg— AV,z fiir ein zc C" (6.4)

gegen den Nullvektor zu treiben. Da die hier betrachteten iterativen Methoden Projektionen auf den
Teilraum K, (A, ro) darstellen und die Spaltenvektoren der Matrix V,, nach (6.2) eine Basis dieses
Raumes bilden, geniigen alle Verfahren zur Erzeugung von Krylov—Teilriumen einer Beziehung
der Form

AVn = Vn-{—l ﬁn7 (65)
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wobei H,, eine (n+1) X n obere Hessenberg—Matrix bezeichnet. Diese Gleichungen sind in Kapi-
tel 2 fiir unterschiedliche Verfahren zur Erzeugung von Krylov—Teilrdumen in den entsprechenden
Sitzen gesammelt. Die Wirkung der Matrix A auf V,, 148t sich schematisch durch

A | Vo | = |V || Hy

wiedergeben und zeigt die Elimination der “groen” Matrix A. Mit der Gleichung (6.5) kann
deshalb in (6.4) die Koeffizientenmatrix A aus der Darstellung des Residuums eliminiert werden

r, = Vn+1(,ooe(1n+1) - ﬁnz) fiir ein zeC", (6.6)
wobei fiir den ersten Basisvektor die Beziehung
Vi = Po/po (67)

gelten muf3. Die “optimale” Wahl von z in (6.6) wiirde das Residuum r,, in einer Norm minimie-
ren. Nach dem oben erwihnten Faber—Manteuffel-Theorem fiihrt eine solche Wahl von z in den
resultierenden Verfahren, die fiir allgemeine Koeffizientenmatrizen anwendbar sind, zu langen Re-
kursionen. Dagegen bieten sogenannte quasi-minimale Residuenansétze, die lediglich den zweiten
Faktor in der Darstellung (6.6) des Residuums minimieren, den Vorteil von kurzen Rekursionen.
Gewohnlich werden solche Ansitze unter Verwendung einer reellen Skalierungsmatrix

Q41 = diag(wy, wa, ..., wnt1), wi > 0, k=1,2,...,n+ 1, (6.8)

formuliert. Damit ergibt sich (6.6) zu

ro = Vo QL (fg1 — Hyz)  firein  zeC” (6.9)
mit
fop1 = wlpoe§”+1) und H, = Qn+1ﬁn.

Die quasi-minimalen Residuenansitze benutzen die Darstellung des Residuums in der Form (6.9).
Anstelle der Wahl von z in (6.9), so daB r,, in einer Norm minimiert wird, erfolgt die Bestimmung
von z € C” durch das p-Norm-Minimierungsproblem

[£sr = Foz,ll, = min |[£,41 — Fzll,, (6.10)
zeC

welches lediglich den zweiten Faktor in der Darstellung (6.9) des Residuums beriicksichtigt. Mit
der Losung z,, dieses Minimierungsproblems werden dann nach (6.3) die Iterierten zu

Xp = Xg+ Vyzy,
definiert. Der nach dem Minimierungsproze$3 entstandene Vektor

fn-l—l - ann
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wird als Quasi-Residuum bezeichnet. Seine Komponenten stellen die Koeffizienten des Residu-
ums r,, beziiglich der Basisvektoren v; dar. Der Ansatz der quasi-minimalen Residuen ist ur-
spriinglich von Freund [25, 28, 35, 36] fiir den Fall p = 2 eingefiihrt worden. Dabei ist zu beach-
ten, daf} dieser Ansatz noch von der Wahl der Skalierungsmatrix €2,,, ; abhidngt. Die Standardwahl
im Fall p = 2 besteht darin,

Wi = ||Vk||27 k:1727"'7n+17 (611)

zu setzen, so daf} alle Spalten der Matrix V, 4, Q;}rl gleich behandelt werden und in der eu-
klidischen Norm auf Einheitsldnge skaliert sind. Mitunter sind allerdings andere Gewichte wy,
erforderlich [37]. In [27] wird unter der Voraussetzung (6.11) die Beziehung

[rall2 < Vit 1 |[fags — Hozoll2 (6.12)

hergeleitet, mit Hilfe derer man Konvergenzbeweise fiihrt [26]. Diese obere Schranke fiir die Norm
des Residuums ist ein machtiges Werkzeug, das bei der Implementierung eines Abbruchkriteriums
benutzt werden sollte. Die euklidische Norm der Quasi-Residuen ||f,,+1 — H,,z, || istim Verlaufe
des iterativen Prozesses bei den urspriinglichen Verfahren mit p = 2 ohne zusétzliche Kosten
verfiigbar.

Um Verfahren mit kurzen Rekursionen herzuleiten, miissen die Minimierungsprobleme der
Form (6.10) effizient berechnet werden. Dazu stellt das vorangehende Kapitel Techniken fiir un-
terschiedliche Werte von p zur Verfiigung. Hinsichtlich der Konvergenzgeschwindigkeit der resul-
tierenden Verfahren stellt sich unmittelbar die Frage nach dem “besten” p. Diese Frage wird in Ab-
schnitt 5.4 des vorangehenden Kapitels fiir den speziellen Fall einer Bidiagonalmatrix teilweise be-
antwortet. Fiir Bidiagonalmatrizen lassen sich mit Hilfe von Lemma 5.6 Verfahren mit kurzen Re-
kursionen herleiten. Beispielsweise wird dieses Lemma in [64] auf den Lanczos—Algorithmus mit
gekoppelten Zwei-Term-Rekursionen angewendet. Durch die Minimierung der Quasi-Residuen
in der p-Norm entsteht eine Klasse von iterativen Verfahren mit Parameter 1 < p < oo. Die
Korollare 5.2 und 5.3 zeigen nun, daB sich die Fille p = 1 lediglich in der Normierung der
Basisvektoren v; unterscheiden. Durch spezielle gewichtete Minimierungen der Quasi-Residuen
in der euklidischen Norm lassen sich ungewichtete Minimierungen der Quasi-Residuen in allen
p-Normen darstellen. Umgekehrt kann eine speziell gewichtete Minimierung der Quasi-Residuen
in der p-Norm durch eine ungewichtete euklidische Minimierung der Quasi-Residuen simuliert
werden. In diesem Sinne sind die Fille p # 1 bereits in dem urspriinglichen Fall p = 2 enthalten.
Aus diesem Grunde wird in der restlichen Arbeit die Klasse der Félle 1 < p < oo nicht néiher be-
trachtet. Stattdessen stehen die beiden Fille p = 1 und p = 2 im Vordergrund. Fiir den Fall p = 1
wird die Verfiigbarkeit eines kostengiinstigen Abbruchkriteriums in der Form

Ieallz = [[farr = Hoza|ls

gezeigt. Da die Norm der Quasi-Residuen ||f,+1 — ﬁnzn||1 wihrend des iterativen Prozesses
ohne zusitzliche Kosten bereitsteht, wird das bereits machtige Werkzeug aus (6.12) noch weiter
verbessert.

Zusammenfassend gilt, daB die grundlegende Vorgehensweise bei der Festlegung einer Iterier-
ten in der folgenden Weise stattfindet. Den Ausgangspunkt bildet eine Darstellung des Residuums
in der Form von (6.9) mit freiem Parametervektor z € C". Dabei fiihren unterschiedliche Pro-
zesse zum Aufspannen der Krylov—Teilrdume, die in den folgenden Abschnitten jeweils separat
betrachtet werden, zu unterschiedlichen Matrizen V,, 1 und ﬁn Die zweite Moglichkeit, auf die
der Entwickler eines Krylov—Teilraumverfahrens EinfluB besitzt, bezieht sich auf die Wahl des
freien Parametervektors z und erfolgt jeweils innerhalb der einzelnen Abschnitte.
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6.2 Lanczos-basierte Verfahren

Die enge Verwandtschaft der Methoden CGS und Bi-CGSTAB mit dem Lanczos—Algorithmus ist
in Kapitel 2 erwidhnt. Da nach Abschnitt 2.5.1 die Residualpolynome von CGS und Bi-CGSTAB
unter Verwendung des Residualpolynoms von BCG definiert sind, basieren sowohl CGS als auch
Bi-CGSTAB auf BCG. In dieser Arbeit wird jedoch der Begriff “Lanczos—basiert” in einem stren-
geren Sinne verstanden. Danach sind Lanczos—basierte Verfahren nur solche Verfahren, die tatsich-
lich den Lanczos—Algorithmus zur Erzeugung ihrer Krylov—Teilrdume verwenden. In diesem Ab-
schnitt werden Lanczos—basierte Verfahren eingefiihrt, die mit Drei-Term-Rekursionen und ge-
koppelten Zwei-Term-Rekursionen implementiert sind. Die néchsten beiden Abschnitte befassen
sich anschliefend mit CGS-basierten und Bi-CGSTAB-basierten Verfahren.

6.2.1 Drei-Term-Rekursionen

Die Implementierung des Lanczos—Algorithmus mit Drei-Term-Rekursionen ist in Kapitel 2 in
dem Teilabschnitt 2.3.2 beschrieben. Satz 2.1 faBit die Eigenschaften dieser Implementierung zu-
sammen. Danach bilden die Spaltenvektoren der Matrix V,, eine Basis des K, (A, ro), falls der
Lanczos—Algorithmus mit einem ersten Basisvektor v; gemif (6.7) gestartet wird. AuSerdem gilt

mit T, = { Tn } und der tridiagonalen Matrix T, aus (2.9). Daher gilt als Ausgangspunkt fiir

Pnt1€y,
diesen Teilabschnitt die Beziehung

r, = Vn+1Q;_1H (fr41 — ’i‘nz) fiir ein zcCn
mit

fn+1 = wlpoegnﬂ) und Tn = Qn+1i‘n.

Euklidische Minimierung der Quasi-Residuen

In [35] wird der Lanczos—Algorithmus mit Drei-Term-Rekursionen als zugrundeliegender Prozef3
bei der Methode der quasi-minimalen Residuen (Quasi-Minimal Residual, QMR) verwendet. Die
QMR-Iterierten sind durch

X, = X0+ Vnzn (614)
definiert, wobei z,, durch die eindeutige Losung des euklidischen Minimierungsproblems

£t = Tozall2 = Join |Ifas1 — T,z

bestimmt ist. Dieses Minimierungsproblem wird in [35] durch die QR-Zerlegung von T, mit
Hilfe von Givens—Rotationen geldst. Dies entspricht einer Anwendung von Lemma 5.1 und fiihrt
in QMR, das Alg. 2.1 als zugrundeliegenden Prozef benutzt, zu kurzen Rekursionen.

In der gleichen Weise 146t sich mit Lemma 5.1 und Alg. 4.2 eine parallele QMR—Variante mit
einem globalen Synchronisationspunkt pro Iterationsschritt herleiten. In Kapitel 4 wird gezeigt,
daB sich die urspriingliche Version des Lanczos—Prozesses aus Alg. 2.1 von der parallelen Vari-
ante aus Alg. 4.2 nur durch eine Restrukturierung einzelner Anweisungen unterscheidet. Deshalb
kann auch eine parallele Variante von QMR durch Restrukturierung aus dem urspriinglichen QMR
hergeleitet werden. Aus diesem Grunde werden diese beiden QMR-Implementierungen nicht be-
trachtet.
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1-Norm-Minimierung der Quasi-Residuen

Anstatt den Vektor z,, in (6.14) durch die euklidische Minimierung der Quasi-Residuen festzu-
legen, wird in diesem Teilabschnitt eine andere Vorgehensweise durchgefiihrt. Die Iterierten der
neuen Methode sind weiterhin von der Form (6.14). Dabei wird der Vektor z,, nun aber als eine
Losung des 1-Norm-Minimierungsproblems

[£541 — Tazylli = min ||fosy — Tpzl (6.15)
ZE(C T

bestimmt. Im vorangehenden Kapitel wird erwihnt, daf} eine solche Losung nicht notwendig ein-
deutig ist. Da die Matrix T, Tridiagonalstruktur besitzt, ist Lemma 5.4 zur Losung dieses Pro-
blems anwendbar. Dieses Lemma konstruiert eine spezielle Losung von (6.15) in effizienter Wei-
se. Die resultierende Methode der 1-Norm Quasi-Minimalen Residuen (QMR;) mit Drei-Term-
Rekursionen besitzt kurze Rekursionen.

Die Herleitung von QMR; benutzt eine Folge von Hilfsiterierten, die durch

X, =%o+ Vaz, mit z,=(Q,T,) ', (6.16)

definiert sind. Eine Anwendung von Lemma 5.4 auf das spezielle Minimierungsproblem (6.15)
liefert wegen (5.27) eine Rekursion fiir die Hilfsiterierten in der Form

in = Xg + Vn |:Zn0_1:| - wn—l’)/nynvn |:y76_1:| + annegn)

= in—l — Wn—1YnVnYn-1 + UnVa, (617)

wobei Xg = xg und y,_; := V,,_1y,_1 eingefiihrt wird. Durch Multiplikation mit V, folgt
aus (5.28) eine rekursive Darstellung fiir y,, in der Form

Yn = —Wn—-1YnknYn-1 + KRp Vi, (618)

mit yo = 0. Die Koeffizienten v,, und «,, in (6.17) und (6.18) folgen aus (5.29) und (5.30) in der
Form

Vp = —WnPnknVn_1, n > 1, vg = —1, (6.19)

1
Kp = , n>1, ko =0, (6.20)
Wy &y — wnwn—lpn')/n’{n—l

wobei p; := po. Benutzt man die Definition der Hilfsiterierten aus (6.16), dann folgt aus (6.14)
durch Einsetzen von (5.31) eine Rekursion fiir die QMR;—Iterierten

Zp—
Xo + Vn et = Xn—1; falls Wn+1 |pn+1Vn| Z Tn—1,
Xy = 0 (6.21)
xo + V2, = Xy, falls w11 |pra1vn| < Tnot.
Darin ist nach (5.32) die Groe des Quasi-Residuums durch
Tn = an - TnZnHl - min{Tn—17wn+1|pn+1Vn|} (622)

mit 7y = wy po gegeben. Eine Implementierung von QMR mit Drei-Term-Rekursionen folgt unter
Verwendung von Alg. 2.1 zusammen mit den Gleichungen (6.17)—(6.22).
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ALGORITHMUS 6.1 (QMR; MIT DREI-TERM-REKURSIONEN)

Wiihle xg € C™V und setze ro = b — Axg, po = p1 = ||roll2, Vi = W1 = ro/po
Setze vo =wp =yo =0,Xg =xoundy; = 0,& # 0,0, =wiv, #0
Wihle w; (zum Beispiel nach (6.24)) und setze kg = 0, vy = —1, 79 = w1 po, wp = 0
forn=1,2,3,... do

o, =wLAv,/5,

Vn+1 =Av, —a,v, — Va1

W — AT Ynp
Wptl = A Wy — Wy, — Znn Wpn—1

Ry = 1/(“710571 - ann—lpn’fn’@n—l)
Up = —WnPnknlVp-1

Xy = Xp—1 — Wp—1VnVn¥n-1 + VaVp

Yn = —Wn-1YnknYn—1+ EnVp
Prt1 = [[Vatall2
Snt1 = Wil

Wihle w41 (zum Beispiel nach (6.24))
Xn—1 ifwn-{—l |pn+17/n| Z Tn—1
Xp =
Xn ifwn—I—l |pn+1Vn| < Tp-1
Tn = min{Tn—l*wn-l-l |pn+1’/n|}

stop, falls x,, konvergiert hat

Vint1

Vn+1 - Pn+1

W41

_ 1
Wntl = Ent1

(Sn-}—l = Wg+1Vn+1
Yn+1 = gn-l-l 5n-l—l/(sn
enddo

In diesem Algorithmus sind die Gewichte wy, frei wihlbar. Ein kostengiinstiges Abbruchkriteri-
um fiir den iterativen ProzeB erhilt man durch Anwendung von Korollar 5.1, nach dem die Spalten
der Matrix V44 Q;}H in einer beliebigen p-Norm auf Einheitslinge zu normieren sind. Dabei
ist 1 < p < oo ein vom Benutzer gewéhlter Parameter, der eine Angabe der QMR —Residuen
in jeder gewihlten p-Norm liefert. Die angesprochene Normierung der Spalten von V14 Q;ll
erreicht man beispielsweise durch die Modifikation des zugrundeliegenden Lanczos—Prozesses in

der Form

Pl = [[Vagill,  und &g = [[Wagallp- (6.23)

Daraus resultiert eine Normierung der Lanczos—Vektoren, und damit der Spalten von V1, auf
p-Norm-Einheitslénge, so daB die Gewichte zu

wr =1, E=1,2,...,n+ 1, (6.24)

gewdhlt werden konnen. Der folgenden Satz beschreibt diese Situation.
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Satz 6.1 (QMR; mit Drei-Term-Rekursionen). Falls man die Modifikationen (6.23) im zugrun-
deliegenden Lanczos—Algorithmus vornimmt und die Gewichte nach (6.24) wahlt, fillt die Norm
der QMR —Residuen (schwach) monoton, und es gilt

Irally =70, m>1, (6.25)

wobei 1 < p < oo und T, die Grofle der Quasi-Residuen nach (6.22) bezeichnet.

Beweis. Der Satz ist eine unmittelbare Folgerung aus Korollar 5.1. Die Monotonie ist durch (5.22)
gegeben. O

Eine parallele Variante von QMR; mit Drei-Term-Rekursionen erhilt man durch Austau-
schen des zugrundeliegenden Lanczos—Algorithmus, indem man nicht die urspriingliche Form aus
Alg. 2.1 sondern die parallele Variante aus Alg. 4.2 verwendet.

6.2.2 Gekoppelte Zwei-Term-Rekursionen

Der Lanczos—Algorithmus besteht in seiner klassischen Form aus Drei-Term-Rekursionen. Eine
andere Implementierung, die in Kapitel 2 in dem Teilabschnitt 2.3.3 beschrieben ist, basiert auf
gekoppelten Zwei-Term-Rekursionen. Die Eigenschaften dieser Implementierung sind in Satz 2.2
zusammengefalit. Danach bilden die durch Alg. 2.2 generierten Spaltenvektoren der Matrix P,
eine Basis des K, (A, rg), falls der Proze mit p; = vy = ro/po gestartet wird, und es gilt

AP, =V, .L, (6.26)

mit L, = [ Ln ] und der bidiagonalen Matrix L,, aus (2.23). Deshalb ist der Ausgangspunkt

Pnt1€qy
dieses Teilabschnittes die Bezichung

r, = Vn-l—l Q;—Il-l (fn-I—l — inZ) fiir ein Z € c"
mit
fop1 = wlpoe(lnH) und in = Qn+1f,n.

Euklidische Minimierung der Quasi-Residuen

Die Methode der quasi-minimalen Residuen (Quasi-Minimal Residual, QMR) [36] definiert die
Iterierten

X, — Xo+ P,z, (6.27)

durch die Minimierung der Quasi-Residuen in der euklidischen Norm. Dabei ist z,, die eindeutige
Losung des Minimierungsproblems

[t = Lnznll2 = min [|fos1 = Loz
Da in eine bidiagonale Matrix ist, kann zur Losung dieses Minimierungsproblems neben Lem-
ma 5.1, das fiir allgemeine obere Hessenberg—Matrizen anwendbar ist, auch Lemma 5.2 benutzt
werden. In der Originalarbeit [36] wird die in Lemma 5.1 enthaltene Technik der QR-Zerlegung
von L,, verwendet. Eine neue Implementierung, die Lemma 5.2 anwendet, ist in [65] skizziert.
Diese beiden Implementierungen, die zum Aufspannen der Teilrdume jeweils den Lanczos—Al-
gorithmus mit gekoppelten Zwei-Term-Rekursionen in seiner urspriinglichen Form aus Alg. 2.2
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benutzen, werden hier nicht betrachtet. Stattdessen wird eine Implementierung hergeleitet, der die
parallele Variante aus Alg. 4.5 zugrundeliegt. Die Eigenschaften dieser Variante des Lanczos—
Algorithmus sind in Satz 4.1 zusammengestellt. Nach diesem Satz gilt weiterhin die Tatsache, daf3
die Spalten von P,, eine Basis des K, (A, rg) bilden und daB P, die Gleichung (6.26) erfiillt.
Daher kann fiir Alg. 4.5 die gleiche Diskussion wie fiir Alg. 2.2 gefiihrt werden. Die Anwen-
dung von Lemma 5.1 fiihrt zu einer neuen parallelen QMR—Variante, die die bekannte Technik der
QR-Zerlegung von L, zur Minimierung der Quasi-Residuen benutzt. Die Herleitung dieser neu-
en Variante ist offensichtlich und wird hier nicht betrachtet. Stattdessen wird eine neue parallele
Variante von QMR unter Verwendung von Lemma 5.2 hergeleitet.

Setzt man in (6.27) die Rekursion (5.9) fiir den Vektor z,, ein, so folgt fiir die QMR-Iterierten

Xp, = Xg + Pn—lzn—l + Pngn
s, 629

wobei d,, := P, g, eingefiihrt wird. Aus (5.10) erhilt man durch Multiplikation mit P,, eine
Rekursion fiir diesen Vektor d,, in der Form

d,=#6,d,_1+ KnPny (629)
wobei dg = 0 und die Koeffizienten #,, und «,, aus den Rekursionen (5.12)(5.14) folgen

wilBal® (1 = An)

0, = , n>1, 6.30
Anw?| B + w72z+1|pn+1|2 - ( )
PO Fin1 >1 1 (6.31)
Kp = 3 n-1, ko = —1, .
Anw2| Bul* + w%+1|pn+1|2
At = il Bl n>1,  A=1, (6.32)

Anw?|Bn|* + wg+1 |/0n+1|27

mit p1 := po.
AbschlieBend wird die Wahl der Gewichte wy, diskutiert. Um die Spalten der Matrix V1€ 41_1
in der euklidischen Norm auf Einheitsldnge zu normieren, bietet sich die Wahl

wr =1, k=1,2,...,n+1, (6.33)

an, da der zugrundeliegende Lanczos—Algorithmus bereits die Spalten von V,, 1 entsprechend
normiert. Mit dieser Wahl der Gewichte erhilt man nach (6.12) unmittelbar eine obere Schranke
fiir die euklidische Norm des Residuums. Darin ist noch die GroBe der Quasi-Residuen zu bestim-
men. Eine Anwendung von Lemma 5.2 fiihrt nach (5.11) zu der Beziehung

2

2 2
Tn19Wh 41 |Pns1l
I + w2 K P |2 (6.34)

Anwi |Bul?* + w2+1|pn+1|2

Tp =

mit 79 = wypo, die im Verlaufe des Iterationsverfahrens miihelos aufzudatieren ist. Der resultie-
rende Prozef3 folgt dann, indem man Alg. 4.5 mit den Gleichungen (6.28)—(6.34) zusammenfiigt.
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ALGORITHMUS 6.2 (QMR MIT ALG. 4.5 UND LEMMA 5.2)

Wihle xg € C undsetze vi =wi =ro=b — Axg, po=qo=do =0
Setze &6, = wivi, po=p1 = ||[Villz, & = ||Will2, 01 = WAV, 60 £ 0
Wihle wy (zum Beispiel nach (6.33)) und setze Ay = 1, kg = —1, 70 = w1po
forn=1,2,3,... do

01/51 ifn=1
R LN N T
£n = Bndn/(Pnkn)
vn+1 =Ap, — 3,v,
{’vvn-i-l = iin - ﬂnwn
® put1 = |[[Vatill2
* St = [[Wigalf2
o b1 =W Vun
® 0,41 = VV?;+1AV”+1
Wihle w,,+1 (zum Beispiel nach (6.33))
0 = 2Bl (1= M)/ (A28 2 + 2 [prsa )
Fon = =W pnl3,, "‘Cn—l/(/\n‘*’%|ﬁ71|2 + W721-{-1|10n+1|2)
Abt = A2 a2/ (21802 + 2t )
Tn = \/|Tn—lw721+1|Pn+1|2/(/\nw721|ﬁn|2 i a1+ wh [Knpata |2
d, =6,du—1 + KnPn

X, = Xp-1+ dn

stop, falls x,, konvergiert hat
enddo

Will man die Wahl der Gewichte nicht nach (6.33) vornehmen und damit von der Standardvor-
gehensweise der Normierung der Spalten der Matrix V412 il auf Einheitsldnge in der euklidi-
schen Norm abweichen, so kann man als Abbruchkriterium die obere Schranke aus (6.12) nicht
unmittelbar anwenden. In diesem Falle empfiehlt sich die Herleitung einer modifizierten Schranke,
die weiterhin die Groe des Quasi-Residuums enthilt, so daB (6.34) anwendbar bleibt.

1-Norm-Minimierung der Quasi-Residuen

Anstelle der Wahl des freien Parametervektors z durch die Minimierung der Quasi-Residuen in
der euklidischen Norm, wird hier eine andere Wahl von z getroffen, um eine neue Methode zu
definieren. Dazu wird der Vektor z,, in der Darstellung der Iterierten (6.27) durch eine Losung des
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1-Norm-Minimierungsproblems
|[fr41 — f;nanl = min ||f,41 — f;nz||1 (6.35)
zeCn

definiert. Eine Losung dieses Problems ist nicht notwendig eindeutig. In Lemma 5.3 wird jedoch
gezeigt, wie eine spezielle Losung effizient angegeben werden kann. Die resultierende Methode
wird QMR mit gekoppelten Zwei-Term-Rekursionen genannt.

Die Herleitung dieser Methode greift auf eine Folge von Hilfsiterierten

X, =xo+P,z, mit z,=(QL,)""'f, (6.36)

zuriick. Aufgrund der bidiagonalen Struktur von L,, ist Lemma 5.3 zur Lésung des Problems (6.35)
anwendbar. Nach (5.19) geniigen die Hilfsiterierten der Rekursion
En— 1

in:XO"i’]-:)n|:
1%

n

] =Xpn_1 + VnPn, (6.37)

wobei Xg = Xg. Darin ist v, die letzte Komponente des Vektors z,, = (€,,L,,)~f,,. Wegen (6.8)
und der Tatsache, daB die Matrix L,, aus (2.23) vollen Rang besitzt, ist €2,,L,, nicht singulér. Eine
Anwendung von Lemma (5.3), wobei in (5.20) die skalaren Groen

5n = wnﬁn und Entl = Wnt1Pnt1 n > 17
eingesetzt werden, liefert

-1, falls n» = 0,
Uy =

(6.38)
.y, fallsn>1,

P
fn
mit p; := py. Daraus folgt die Beziehung
|5n+1Vn| = Wn-i-l|pn+1Vn|7
die in Lemma 5.3 (ii) bei der Fallunterscheidung in (5.21) benétigt wird. Danach folgt fiir die
QMR —Iterierten aus (6.27)

XO+Pn
Xp =

Zn—1 = Xp_1, falls wn+1|pn+1l/n| 2 Tn-1,
0 (6.39)

Xo0 + Pnin = i?ﬂ falls W41 |pn+11/n| < Tn—1,

wobei (6.36) verwendet wird. AuBlerdem ist darin nach (5.22) die Groe des Quasi-Residuums
durch

7 i= 0 = Lozally = min{ru—1, @ns1lpns1val} (6.40)

mit 79 = wy pg gegeben. Der resultierende Prozef folgt durch Hinzufiigen von Gleichungen (6.37)—
(6.40) zu Alg. 2.2.
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ALGORITHMUS 6.3 (QMR; MIT GEKOPPELTEN ZWEI-TERM-REKURSIONEN)

Wihle xqg € (CN und setze ro = b — Axg, pPo = pP1= ||I‘0||2, Vi =W = ro/p()
Setze po = qo =0,Xp =xgund {; = 0,50 # 0,9 = —1, 7o = wipo
forn=1,2,3,... do

5y =wlv,
Pr=Vn— 22p,
qn = Wp 5: TCIn—l
£n = q) Ap,

Vat1l = AP, — B,Va

Wit = Alq, — B,w,

Vp = —PnVn-1/Pn

Xp = Xp_1 + VnPn

Pyt = |[Vitall2

Ent1 = (Wil

Wihle w,,+1 (zum Beispiel nach (6.33))
Xp-1 fwutr|priaval > 71

Xpn =

Xn ifwn+1|pn+1Vn| < Tp-1
T = min{7,_1,wWni1|pnt1vnl}

stop, falls x,, konvergiert hat

_ 1
Vntl = Prtl Vn+1

_ 1
Wil = 5 Wil
enddo

Ein kostengiinstiges Abbruchkriterium gewinnt man aus Korollar 5.1. Danach sind die Spalten

von Vn+1Q;j_1 in der p-Norm auf Einheitslédnge zu normieren. Dies erreicht man beispielswei-

se durch die Wahl der Gewichte (6.33) und die Modifikation des zugrundeliegenden Lanczos—
Algorithmus in der Form

Prt1 = [[Vasllp und Sntt = [Wogr [l (6.41)
Damit gilt der folgende Satz.

Satz 6.2 (QMR; mit gekoppelten Zwei-Term-Rekursionen). Falls man die Modifikationen
(6.41) im zugrundeliegenden Lanczos—Algorithmus vornimmt und die Gewichte nach (6.33) wihlt,
fallt die Norm der QMR,—Residuen (schwach) monoton, und es gilt

Hran:Tm n 21, (6.42)

wobei 1 < p < oo und T, die Grofle der Quasi-Residuen nach (6.40) bezeichnet.

Beweis. Der Satz folgt unmittelbar aus Korollar 5.1. O
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Mit der gleichen Vorgehensweise erhélt man unter Verwendung der parallelen Variante des
Lanczos—Algorithmus, die in Alg. 4.5 notiert ist, eine parallele Variante von QMR; mit gekoppel-
ten Zwei-Term-Rekursionen. Da die Herleitung analog zu der hier vorgestellten ist, wird auf diese
parallele Variante nicht néher eingegangen.

Die Beziehung zwischen QMR und BCG ist bereits in [35, Sect. 5] enthalten. Daraus folgt [11,
17, 29], daB die Folge der Hilfsiterierten mit den BCG—Iterierten iibereinstimmen

Xp =X, .

Damit entspricht QMR; mit gekoppelten Zwei-Term-Rekursionen der Vorgehensweise, jeweils
die beste BCG-Iterierte als neue Approximation auszuwéhlen.

Eine parallele Variante von BCG mit nur einem globalen Synchronisationspunkt in jedem
Iterationsschritt wird in [11, Alg. 1] hergeleitet. Diese BCG—Variante verwendet den Lanczos—
Algorithmus aus [10, Alg. 3], der im Vergleich zu Alg. 4.5 gleiche Parallelisierungseigenschaften
aber in endlicher Arithmetik ein unterschiedliches numerisches Verhalten aufweist. Eine analo-
ge Vorgehensweise wie in [11] erlaubt die Herleitung einer auf Alg. 4.5 aufbauenden parallelen
BCG—Variante, auf die im Rahmen dieser Arbeit jedoch verzichtet wird. In den in nachfolgenden
Teilen dieser Arbeit durchgefiihrten numerischen Experimenten werden dagegen die auf der par-
allelen Variante des Lanczos—Algorithmus [10, Alg. 3] aufbauenden Versionen von BCG [11] und
QMR [9] zu Vergleichszwecken herangezogen.

6.3 CGS-basierte Verfahren

Wihrend im letzten Abschnitt neue Verfahren auf der Basis des Lanczos—Algorithmus hergeleitet
werden, befal3t sich dieser Abschnitt mit CGS als zugrundeliegendem Verfahren zur Erzeugung der
Krylov-Teilrdume. Nach Satz 2.3 bilden die von CGS erzeugten Spaltenvektoren der Matrix Y,
eine Basis des K, (A, rg) und es gilt

AY, =W, 1B,
mit B,, aus (2.47). Daher ist der Ausgangspunkt in diesem Abschnitt die Darstellung
rp = Wop QoL (fup1 — Bpz)  firein ze C™ (6.43)
mit
£ =wel™  und B, =Q,.B,. (6.44)

Man beachte, dafl man zur Herleitung von Gleichung (6.43) die Initialisierung w; = r bendtigt,
die durch (2.48) gewihrleistet wird.

6.3.1 Euklidische Minimierung der Quasi-Residuen

Das Verfahren der transpositionsfreien quasi-minimalen Residuen (Transpose-Free Quasi-Minimal
Residual, TFQMR) [28] bestimmt den freien Parametervektor z in (6.43) iiber die Minimierung
des Quasi-Residuums in der euklidischen Norm. Die TFQMR-Iterierten sind durch

Xm = X0+ Yz, (6.45)
definiert, wobei z,,, € C™ die eindeutige Losung des euklidischen Minimierungsproblems

41 = Bouzillz = min [|f,41 — Bzl (6.46)
zeC
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bezeichnet. Benutzt man die Technik aus Lemma 5.1, erhélt man die in [28, Alg. 5.1] beschriebene
Implementierung von TFQMR mit den Gewichten

wr = ||wl|2, k=1,2,....m+1, (6.47)

die hier nicht niher betrachtet wird. An dieser Stelle wird eine neue Implementierung von TFQMR
vorgestellt, die auf Lemma 5.2 beruht.

Da die Matrix B,, aus (6.43) nach (6.44), (6.8) und (2.47) bidiagonale Struktur besitzt, ist
Lemma 5.2 anwendbar. Setzt man in (6.45) die Rekursion (5.9) ein, so folgt

Xm = X0 + Ym—lzm—l + Ymgm
=Xmpm_1+ dm7 (648)

wobei d,,, := Y,,g,, eingefiihrt wird. Mit Hilfe der Rekursion (5.10) erhélt man eine Vorschrift
fiir diesen Vektor d,,, in der Form

dm = emdm—l + EmYm; (649)

wobei dg = 0 und die Koeffizienten 6,,, und x,, aus den Rekursionen (5.12)—(5.14) folgen

2 (1— A
6, — % m> 1, (6.50)
/\mwm + <'L)m-l-l
2
Ky = CJT HWL—; . OZL(m—l)/?J 7 m Z 17 Ko = a1, (6.51)
AmWi, + Wi A (m=2)/2)
Apw?
Amtt = o m>1, A =Ll (6.52)

2 2
AWz, + Wit

Eine gute Unterstiitzung fiir die Entscheidung, ob das Verfahren im Sinne einer vorgegebenen
Schranke konvergiert oder nicht, liefert die obere Schranke aus (6.12). Darin ist die Groe der
aktuellen Quasi-Residuen durch Anwendung von (5.11) ohne zusétzliche Kosten verfiigbar. Fiir
TFQMR folgt die Rekursion fiir die Groe der Quasi-Residuen in der Form

2
Tm—1%m 41

2 2
AmWw?, + Wit

RmWm+1

¥ (m=1)/2]

(6.53)

-

mit 79 = wy. Benutzt man als Abbruchkriterium die Schranke aus (6.12) in Verbindung mit (6.53),
muf} man die Wahl der Gewichte gemdf (6.47) durchfiihren. Bei einer anderen Wahl der Gewichte
muB die Schranke entsprechend angepal3t werden. Der resultierende Prozef3 folgt dann mit Hilfe
von Alg. 2.4 und den Gleichungen (6.48)—(6.53).
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ALGORITHMUS 6.4 (TFQMR MIT ALG. 2.4 UND LEMMA 5.2)

Wihle xg € CV undsetzew; =y, =ro=b — Axg, vo = Ay;,dg =0
Wiihle ¥p € C so, daB py = ¥ rg # 0
Wihle wy (zum Beispiel nach (6.47)) und setze Ay = 1, ko = a—1, 79 = wy
forn=1,2,3,... do
Op—1 = if'oTVn—l
Mpo1 = Pp_1/0n_1
Yon =¥2n-1 — On-1Vp-1
form =2n —1,2n do
Wintl = Wi — Q1 Ay,
Waihle w11 (zum Beispiel nach (6.47))
Om = w’rzn (1- /\m)/(/\mwfrzn + Wzn+1)
K = w2, lim_lOln_l/(OéL(m_Z)/QJ (Apw2 + W%ﬂ-l))
Am+l::AmW;/(Amw%'%wi+ﬂ
T = A 1Tme192 1 Ot + 02 )2+ [ fevn-a]?

dm = emdm—l + EmYm

Xm = Xm—1 + dm
stop, falls x,,, konvergiert hat
enddo
Pn = foTW2n+1
Bn = pn/pn-1
Yon+1 = Want1 + Bnyon
Vi = AYont1 + Bn (Ay2n + BnVi-1)
enddo

6.3.2 1-Norm-Minimierung der Quasi-Residuen

Neben der Wahl von z, die durch (6.46) vorgenommen wird und die zu dem Verfahren TFQMR
fiihrt, wird nun eine neue CGS-basierte Methode definiert. Diese Methode wihlt den Vektor z,,,
in (6.45) als eine Losung des 1-Norm-Minimierungsproblems

Ifn4+1 — Bynzim|l1 = min ||fns1 — Bnzllr. (6.54)
zeCm

Es wird darauf hingewiesen, daf} eine Losung z,, nicht notwendig eindeutig bestimmt ist. Lem-
ma 5.3 gibt jedoch eine konstruktive Losung an, die nun zur Herleitung der neuen Methode der
1-Norm TranspositionsFreien Quasi-Minimalen Residuen (TFQMR;) benutzt wird.

Zur Herleitung von TFQMR; wird eine Folge von Hilfsiterierten benétigt, die durch

Xm =%x0+ Yz, mit z,=DB>'f, (6.55)
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definiert sind. Dabei bezeichnet B,,, diejenige 1 X m untere Bidiagonalmatrix, die durch Strei-
chen der letzten Zeile von B,,, entsteht. Lemma 5.3 wird nun auf das spezielle Minimierungspro-
blem (6.54) angewendet. Wegen (5.19) geniigen die Hilfsiterierten aus (6.55) der Rekursion

Zm—1

im =x0+ Y, |: :| = im—l + VnYm, (656)

m

wobei Xg = xq. Darin ist v, die letzte Komponente des Vektors z,,, = B;} f,,, die durch eine der
folgenden beiden Vorgehensweisen hergeleitet wird.

Da die Matrix B,,, durch Streichen der letzten Zeile von ﬁm entsteht, zeigen die Gleichun-
gen (6.44), (6.8) und (2.47), da B,,, nicht singuldr ist und

Em - (0[07 Qp,; &1, O, - - '7Oé|.(m_1)/2J)T.

Die letzte Komponente dieses Vektors liefert die Beziehung

Vin = Q| (m—-1)/2) (6.57)

womit aus (6.56) die Rekursion

X = Xpm—1 + O (m—-1)/2|Ym (6.58)

folgt. Eine alternative Herleitung von v,,, wendet explizit Lemma 5.3 an, wobei in (5.20) die ska-
laren GroBen

w
5’m = S L und €m+1 =

A (m-1)/2 A (m-1)/2)

—Wmt m>1

- ?

eingesetzt werden. Auf diese Weise gelangt man ebenso zu (6.57). Man beachte, dafl daraus die
Beziehung

|€m+17/m| = Wm+1

folgt, die man bei der Anwendung von Lemma 5.3 (ii) zur Fallunterscheidung in (5.21) benétigt.
Danach geniigen die TFQMR; —Iterierten aus (6.45) der Rekursion

Xm =

X0 + Ym Zmt = Xm-1; falls Wm+1 Z Tm—1;
0 (6.59)

X0 + szm = imv falls W+l < Tm—1,
wobei (6.55) verwendet wird. Darin ist nach (5.22) die Gréfe des Quasi-Residuums durch
T = || — ﬁmzmﬂl = min{Ty—1,Wmn+1} (6.60)

mit 7p = wy gegeben. Die resultierende Implementierung von TFQMR; folgt unter Verwendung
von Alg. 2.4 zusammen mit den Gleichungen (6.58)—(6.60).
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ALGORITHMUS 6.5 (TFQMR; MIT BELIEBIGEN GEWICHTEN wy,)

Wiihle xg € C™Y undsetze w; = y; =19 =b — Axg, vo = Ay,
Wiihle ¥p € C¥ so, daB py = ¥ ro # 0 und setze Xo = X¢, 7o = W,
forn=1,2,3,... do
Opn—-1 = if'oTVn—l
Op—1 = Pn—l/Un—l
Yon = Y2n—1 — Xp—1Vp—1
form =2n —1,2ndo
Wil = Wi — Q1 Ay,
Waihle w41 (zum Beispiel nach (6.61))
Xm = Xm-1 + 1Y

Xm—1 lfwm—l—l Z Tm-1
Xm =

Xm ifwnir < Tmoa
T = min{ 7,1, Wma1}
stop, falls x,,, konvergiert hat
enddo
Pr = T Want1
B = pn/pn-1
Y2n4+1 = W2nt1 + 3nYo2n
Vi = Ayonit + Bn (Ay2n + BnViat)
enddo

Dieser Algorithmus 148t die Wahl der Gewichte wy, offen. Dieser Freiheitsgrad wird jetzt be-
nutzt, um ein kostengiinstiges Abbruchkriterium zu erhalten. Abbruchkriterien basieren oft auf
einer Norm des aktuellen Residuums. In Anbetracht von (6.43) suggeriert Korollar 5.1 die Strate-

gie
wi = Wellp,  k=1,2,...,m+ 1. (6.61)

Denn dadurch werden die Spalten der Matrix W, 11 Q;{H in der p-Norm auf Einheitslédnge nor-
miert. Hier ist 1 < p < oo ein vom Benutzer gewihlter Parameter, der es erlaubt, die Groe der
TFQMR;—Residuen in jeder beliebigen p-Norm unmittelbar anzugeben. Dieser Sachverhalt wird
in dem folgenden Satz beschrieben.

Satz 6.3 (TFQMR;). Falls zur Normierung der Vektoren wy. des zugrundeliegenden CGS—Pro-
zesses die Strategie (6.61) benutzt wird, fillt die Norm der TFQMR—Residuen (schwach) mono-
ton, und es gilt

[Tmlly =T, m2>1, (6.62)

wobei 1 < p < oo und 7, die Grofle der Quasi-Residuen nach (6.60) bezeichnet.
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Beweis. Der Satz ist eine unmittelbare Folgerung aus Korollar 5.1. Die Monotonie ist durch (5.22)
gegeben. (N

Abschlielend sei darauf hingewiesen, dal man TFQMR; wie folgt interpretieren kann: Man
nehme als aktuelle Iterierte x,,, jeweils die “beste” Hilfsiterierte X,,,. Die Beziehungen

= CGS CGS
Xon = X, und Wopt1 =T, 0,

die in [28] gezeigt werden, zeigen die enge Verwandschaft von TFQMR; und CGS.

6.4 Bi-CGSTAB-basierte Verfahren

Neben dem Lanczos—Algorithmus und CGS wird in dem Kapitel, das die Erzeugung von Krylov—
Teilrdumen behandelt, das Verfahren Bi-CGSTAB vorgestellt. Nach Satz 2.4 bilden die von Alg. 2.6
generierten Spaltenvektoren der Matrix Y, eine Basis des K, (A, rg). Fiir diese Matrix weist
dieser Satz die Beziehung

AY,, =W, B, (6.63)

mit der Bidiagonalmatrix B,, aus (2.58) nach. Da in der Initialisierung wegen (2.54) die Anwei-
sung w; = r( enthalten ist, folgt als Ausgangspunkt in diesem Abschnitt die Darstellung

r, = Wm+1QT_n{I—1(fm+1 — ﬁmz) fiir ein Z € R™

mit

£, =wel™™  und B, =Q,.B,. (6.64)
6.4.1 Euklidische Minimierung der Quasi-Residuen
Uber eine Minimierung des Quasi-Residuums wird in [13] ein Verfahren mit Iterierten

Xm =X%X0+ Y2, (6.65)
definiert, wobei z,,, € R ™ die eindeutige Losung des euklidischen Minimierungsproblems
41 = Bonznll> = min [1f 1 = Bzl

bezeichnet. Zur Losung dieses Minimierungsproblems werden die in Lemma 5.1 enthaltenen Tech-
niken der QR-Zerlegung von B, mit Hilfe von Givens—Rotationen benutzt. Das resultierende
Verfahren, das QMRCGSTAB genannt wird, verwendet die Gewichte

wp = [[wWell2,  k=1,2,...,m+1. (6.66)

Hier wird eine neue Implementierung dieses Verfahrens vorgestellt, die die bidiagonale Struk-
tur der Matrix B,,, ausnutzt. Diese Struktur erlaubt die Anwendung von Lemma 5.2. Analog zur
Vorgehensweise in dem vorangehenden Abschnitt erhélt man mit d,,, := Y, g, aus (5.9)—(5.11)
die Beziehungen

Xy = X1 + dyy, (6.67)
dm = omdm—l + EmYm, (668)
2 2
S Tm_1wm_{:1 RKmWm+1 (669)
Amw?, + wﬁﬂ_l Om
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mit dg = 0 und 79 = w;. Die Koeffizienten 8,,, und x,,, folgen aus den Rekursionen (5.12)—(5.14)

2
o = “m(L=An) m> 1
moT 2 2 ? _ 3
Am"")m +wm+1
2
W2 Kp—1 o
KAm = T;m2 ’ m7 m21 kg = 0q,
Amw?, + Whi1 Om-1
Apw?
At = o m>1l A=l
/\me +wm+1

(6.70)

(6.71)

(6.72)

Wihlt man die Gewichte nach (6.66), so erhdlt man durch (6.12) und (6.69) ein kostengiinsti-
ges Abbruchkriterium. Verwendet man Alg. 2.6 als zugrundeliegenden Prozef3 zur Erzeugung der
Krylov-Teilrdume, so erhilt man das resultierenden Verfahren mit den Gleichungen (6.67)—(6.72).

ALGORITHMUS 6.6 (QMRCGSTAB MIT ALG. 2.6 UND LEMMA 5.2)

Wihle Xp € RNund setze wy = rg = b — AXQ, Y1 = do =0

Wihle ¥p € RV so, daB i’-DTrO #0undsetze pp =0_1 =0p =1

Wihle wy (zum Beispiel nach (6.66)) und setze Ay = 1, kg = 09, To = w1

forn =1,2,3,... do

Pn = foTW2n—1

B = (pPn/Pn-1)(02n—3/T2n-2)

Yon—1 = Won—1 + Bn(Yon—3 — 02,—2Ay2,-3)
form =2n — 1,2ndo

if m = 2n then y,, = w,, endif
pn/FE Ay, ifm=2n-1
(Aym) Wi /(Aym) Ay, ifm=2n
Wintl = Wi — 0n Ay,
Wihle w,,,+1 (zum Beispiel nach (6.66))
O = wp, (1= Am)/ (Amwr, + w7, 11)
Km = W2 Hm_lam/(am_l c(Amw?, + W;H))

Am+1 = /\mwgz/(/\mwgm + wg@+1)

Om =

_ 2 2 )
Tm = \/|Tm*1wm+1/(Amw3n + wm-l—l)|2 + |'l{mwm+1/0—m|2
dm = emdm—l + EmYm
Xy = Xpp—1 + dm

stop, falls x,,, konvergiert hat

enddo

enddo
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6.4.2 1-Norm-Minimierung der Quasi-Residuen

Anstelle der Minimierung des Quasi-Residuums in der euklidischen Norm wird nun eine neue
Methode durch Minimierung des Quasi-Residuums in der 1-Norm definiert. Die Iterierten dieser
neuen Methode sind weiterhin von der Form (6.65), wobei der Vektor z,, nun eine Losung des
1-Norm-Minimierungsproblems

[frt1 = Bz |1 = min ||frn+1 ~ Boz1

darstellt. Eine Losung z,, ist nicht notwendig eindeutig bestimmt. Eine spezielle Losung wird
durch Lemma 5.3 angegeben. Die Herleitung dieser so entstehenden Methode, die QMRCGSTAB;
genannt wird, verwendet wiederum eine Folge von Hilfsiterierten. Diese Hilfsiterierten sind durch

X =%0+ Y2, mit  z, =B, 'f,
definiert, wobei B,,, diejenige m X m untere Bidiagonalmatrix bezeichnet, die durch Streichen der

letzten Zeile von B, entsteht. Eine Rekursion fiir die Hilfsiterierten erhilt man durch Anwendung
von (5.19) aus Lemma 5.3

X = Xm-1+ Unm¥m, (6.73)

wobei Xg = xg. Darin ist v, die letzte Komponente des Vektors z,, = B> 'f,,,. Die Matrix B,,
ist nach (6.64), (6.8) und (2.58) nicht singuldr. Es ist leicht nachzuweisen, daf}

Z,, = (01,09, .. .,crm)T
Die letzte Komponente dieses Vektors zeigt die Beziehung
Vip = O,
womit die Rekursion (6.73) der Hilfsiterierten durch
X = Xpmel + Om¥Ym (6.74)

gegeben ist. Die Anwendung von Lemma 5.3 (ii) liefert eine Rekursion fiir die QMRCGSTAB; —
Iterierten in der Form

Xm—1; falls Wm+1 Z Tm—1,
Xy = (6.75)
im, falls Wi+l < Tm—1,
wobei

T o= ||fm — ﬁmzmHl =min{7y,_1,Wma1} (6.76)

mit 7y = wy. Der vollstindige Prozef folgt durch Zusammenfiigen von Alg. 2.6 mit den Gleichun-
gen (6.74)—(6.76).
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ALGORITHMUS 6.7 (QMRCGSTAB; MIT BELIEBIGEN GEWICHTEN wy,)

Wiihle xo € RN und setze w; = rg = b — Axg, y_1 = 0, Xg = Xg

Wiihle ¥p € R so, daB ¥ ryp # O undsetze pp = 0_; = 09 = 1, 79 = w

forn=1,2,3,... do
Pn = fngn—l
B = (pn/pn-1)(02n-3/T2n—2)
Y2n-1 = Wan—1 + Bn(¥20-3 — 02n-2AY20-3)
form =2n —1,2ndo
if m = 2n then y,, = w,, endif
pn/FL Ay, ifm=2n-1
(Ay ) w, /(Ay )P Ay, ifm=2n
Wil = Wi — O Ay
Wihle w,,, +1 (zum Beispiel nach (6.61))
X = Xm-1+ OmYm

Xm—1 lfwm—f—l Z Tm—1
Xm =

Xom ifw,11 < 7ho1
T = Min{ 7Ty, _1, Wma1}
stop, falls x,,, konvergiert hat
enddo
enddo

Analog zum vorangehenden Abschnitt liefert die Wahl der Gewichte auch hier ein kostengiinsti-

ges Abbruchkriterium.

Satz 6.4 (QMRCGSTAB,). Falls zur Normierung der wy. des zugrundeliegenden Bi-CGSTAB—
Prozesses die Strategie (6.61) benutzt wird, fillt die Norm der QOMRCGSTAB;—Residuen (schwach)

monoton, und es gilt

[*mllp =Tm,  m2>1,
wobei 1 < p < oo und 7, die Grofle der Quasi-Residuen nach (6.76) bezeichnet.

Beweis. Wiederum folgt der Satz unmittelbar aus Korollar 5.1.

(6.77)






Kapitel 7

Numerische Experimente

Das Verhalten der in den vorherigen Kapiteln hergeleiteten iterativen Verfahren wird in diesem
Kapitel anhand einiger ausgewéhlter numerischer Experimente beschrieben. Dabei werden die
Methoden sowohl untereinander als auch mit anderen in der Literatur enthaltenen Methoden ver-
glichen. Nach einem Abschnitt, der die allgemeinen Rahmenbedingungen fiir die Implementierun-
gen beschreibt, werden numerische Experimente diskutiert.

7.1 Rahmenbedingungen der Implementierungen

Die numerischen Experimente werden auf verschiedenen am Zentralinstitut fiir Angewandte Ma-
thematik des Forschungszentrums Jiilich installierten massiv-parallelen Rechnersystemen durch-
gefiihrt. Fiir die seriellen Untersuchungen des Konvergenzverhaltens wird ausschlieBlich ein ein-
zelner Rechenknoten des parallelen Systems Intel Paragon XP/S 10 verwendet. Dieses System mit
verteiltem Speicher verbindet bis zu 140 Prozessoren in der Form eines zweidimensionalen Gitters
miteinander. Fiir die parallelen Untersuchungen wird neben dem System Intel Paragon XP/S 10
zusitzlich das System CRAY T3E mit der Topologie eines dreidimensionalen Torus mit bis zu 512
Prozessoren benutzt. Wichtige Kenngroflen dieser beiden Systeme sind in Tab. 7.1 zusammenge-
stellt. Wihrend fiir die Kommunikation der Prozessoren untereinander bei der Implementierung
auf Intel Paragon XP/S 10 die vom Hersteller bereitgestellte NX-Bibliothek benutzt wird, verwen-
det die parallele Implementierung auf CRAY T3E eine herstellerunabhingige Kommunikation auf
der Basis von MPL

Alle Berechnungen werden mit doppelter Genauigkeit unter Verwendung des FORTRAN-
Compilers der Firma THE PORTLAND GROUP, INC., Release 5.0.3, durchgefiihrt. In allen Ex-
perimenten wird xo = 0 als Startvektor gewihlt. Bei den Verfahren, die CGS oder Bi-CGSTAB
zur Erzeugung ihrer zugrundeliegenden Krylov—Teilrdume verwenden, wird ein zweiter Startvek-

Tabelle 7.1: Wichtige Kenngrofien der verwendeten Parallelrechnersysteme

KenngroBe Intel Paragon XP/S 10 CRAY T3E

Anzahl Prozessoren | 140 Rechenknoten 512 Rechenknoten
Topologie 2D Gitter 3D Torus

Maximale Leistung | 10.5 Gigaflops 307.2 Gigaflops

Verteilter Speicher | 4.5 GB (32 MB / Knoten) | 64 GB (128 MB / Knoten)
Betriebssystem Paragon OSF/1 AD UNICOS/mk
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tor ¥ bendtigt. Dieser zweite Startvektor wird zufillig mit Hilfe einer Normalverteilung mit Mit-
telwert 0.0 und Standardabweichung 1.0 erzeugt und ist innerhalb eines Beispieles fiir alle betref-
fenden Verfahren identisch. Soweit nicht explizit auf andere GroBen hingewiesen wird, werden
in allen Abbildungen dieses Kapitels jeweils die euklidischen Normen der tatsdchlichen Residu-
en dargestellt. Genauer wird log,,(||r.||2/]|rol|2) als Funktion der dazu aufgewendeten Matrix-
Vektor-Produkte gezeigt. Dabei wird das zur Berechnung des tatsichlichen Residuums r, =
b — Ax, benétigte zusitzliche Matrix-Vektor-Produkt nicht beriicksichtigt. Fiir die CGS— oder
Bi-CGSTAB-basierten Verfahren entspricht diese Anzahl von Matrix-Vektor-Produkten der An-
zahl der Iterationen n. Dagegen ist diese Anzahl der Matrix-Vektor-Produkte bei den auf dem
Lanczos—Algorithmus basierenden Verfahren doppelt so gro3 wie die aktuelle Iterationsanzahl.
Da der Gesamtaufwand der betrachteten iterativen Verfahren im Wesentlichen durch den Aufwand
der anfallenden Matrix-Vektor-Produkte bestimmt ist, erlaubt dieser Darstellung einen “fairen”
Vergleich der Methoden untereinander. AuBBerdem nutzen alle parallelen Implementierungen des
Lanczos—Algorithmus und der darauf basierenden Methoden die Unabhéngigkeit der zwei in ei-
nem Iterationsschritt bendtigten Matrix-Vektor-Produkte aus, indem diese beiden Operationen si-
multan berechnet werden. Um die Unterschiede der einzelnen Verfahren zu verdeutlichen, wird
keine Vorkonditionierung verwendet.
Fiir die numerischen Experimente wird die dreidimensionale partielle Differentialgleichung

Lu=f in Q=(0,1)x (0,1) x (0,1) (7.1)

mit Dirichlet Randbedingungen # = 0 auf 952 zugrundegelegt, wobei L« und f in den einzelnen
Experimenten unterschiedlich gesetzt werden. Zur Diskretisierung von (7.1) werden zentrierte Dif-
ferenzen zweiter Ordnung verwendet. Um die Daten bei der parallelen Implementierung auf die
Prozessoren zu verteilen, wird €2 in kubische Teilgebiete der gleichen GroB3e aufgeteilt. Jedem Pro-
zessor werden dann die zu einem Teilgebiet korrespondierenden Daten zugewiesen. Aufgrund der
lokalen Struktur des Diskretisierungsschemas muf3 deshalb ein Prozessor zur Berechnung eines
Matrix-Vektor-Produktes mit hochstens sechs benachbarten Prozessoren kommunizieren.

7.2 Analyse der iterativen Verfahren

Anhand einiger ausgewdhlter Beispiele werden die in der vorliegenden Arbeit hergeleiteten Ver-
fahren nun sowohl hinsichtlich serieller als auch paralleler Gesichtspunkte diskutiert.

Experiment 7.1. Das erste Beispiel stammt aus [68] und ist eine Diskretisierung von (7.1) mit

Lu=—Au+ ]000@.
Jz
Dabei wird die rechte Seite f so gewihlt, dall die Losung der Differentialgleichung durch

u(z,y, z) = exp(ayz) sin(wz) sin(ry) sin(rz)

gegeben ist. Fiir die oben skizzierte Diskretisierung wird ein 22 x 22 x 22 Gitter mit einer Schritt-
weite von 1/23 in jeder Dimension zugrundegelegt. Diese Diskretisierung fiihrt auf ein lineares
Gleichungssystem mit 10 648 Unbekannten und einer Koeffizientenmatrix mit 71 632 Nichtnull-
Elementen. Die betrachteten Verfahren werden abbgebrochen, sobald die Ungleichung

||l
||zoll2
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Abbildung 7.1: Konvergenzverldufe aus Exp. 7.1 fiir Bi-CGSTAB- und CGS-basierte Verfahren

erfiillt ist. Die seriellen Ergebnisse diese Beispiels mit unterschiedlichen iterativen Verfahren sind
in den nichsten drei Abbildungen zusammengetragen. Abbildung 7.1 zeigt zunéchst solche Ver-
fahren, die zum Aufspannen ihrer zugrundeliegenden Krylov—Teilrdume Bi-CGSTAB oder CGS
benutzen. Die Aufspaltung der abgebildeten Kurven in zwei grobe Klassen von Konvergenz-
verldufen zeigt deutlich, dal das Konvergenzverhalten einer iterativen Methode wesentlich durch
das zugrundeliegende Verfahren zur Erzeugung der Krylov—Teilrdume bestimmt wird. Um die-
se Tatsache fiir die Bi-CGSTAB-basierten Verfahren zu verdeutlichen, ist Bi-CGSTAB in dieser
Abbildung mitaufgefiihrt. Da Bi-CGSTAB nach 752 Matrix-Vektor-Produkten abbricht, erfolgt
bei QMRCGSTAB aus Alg. 6.6 und auch bei QMRCGSTAB; aus Alg. 6.7 zu diesem Zeitpunkt
ebenfalls ein Abbruch. Dagegen brechen die CGS-basierten Verfahren TFQOMR und TFQMR; in
diesem Beispiel nicht ab. Fiir TFQMR ist neben der urspriinglichen Version [28, Alg. 5.1] auch
die Implementierung aus Alg. 6.4 dargestellt. Diese beiden Versionen unterscheiden sich in den
Techniken, die zur Losung der auftretenden euklidischen Minimierungsprobleme angewendet wer-
den. Wihrend die Originalarbeit [28] dazu Givens—Rotationen verwendet, benutzt Alg. 6.4 das in
dieser Arbeit vorgestellte Lemma 5.2, das mit Hilfe der Methode der Normalgleichungen bewie-
sen wird. Das Konvergenzverhalten dieser beiden Implementierungen ist in der logarithmischen
Darstellung nicht zu unterscheiden. Die Minimierung der auftretenden Minimierungsprobleme in
der 1-Norm statt in der euklidischen Norm fiihrt zu TFQMR; aus Alg. 6.5, das einen zu TFQMR
dhnlichen Konvergenzverlauf aufweist. Zusammenfassend gilt, daf} alle CGS—basierten Verfahren
schnell konvergieren, wihrend alle Bi-CGSTAB-basierten Verfahren einen nur langsamen Abfall
in der Residuumsnorm zeigen und schlielich sogar abbrechen.

In Abb. 7.2 sind die Ergebnisse derjenigen Verfahren dargestellt, die zum Aufspannen ih-
rer Krylov—Teilrdume den Lanczos—Algorithmus benutzen. In dieser Abbildung ist das Verhalten
von sechs Algorithmen dargestellt, von denen jeweils zwei in der logarithmischen Darstellung
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Abbildung 7.2: Konvergenzverldufe aus Exp. 7.1 fiir Lanczos—basierte Verfahren

zusammenfallen, so daf insgesamt nur drei Kurven sichtbar sind. Die parallele QMR—Variante
aus Alg. 6.2 konvergiert in diesem Beispiel deutlich langsamer als die urspriingliche Version von
QMR [36, Alg. 7.1]. Diese beiden Algorithmen unterscheiden sich in zwei grundsitzlichen Aspek-
ten voneinander. Einerseits verwenden diese beiden Algorithmen unterschiedliche Varianten des
Lanczos—Algorithmus zum Aufspannen der Krylov—Teilrdume und andererseits werden die auf-
tretenden euklidischen Minimierungsprobleme mit Hilfe unterschiedlicher Techniken geldst. Um
festzustellen, welche dieser beiden Einflufaktoren fiir das unterschiedliche Konvergenzverhal-
ten verantwortlich ist, werden die folgenden vier QMR—Algorithmen betrachtet. Neben der ur-
spriinglichen Version [36, Alg. 7.1], die den Lanczos—Algorithmus mit gekoppelten Zwei-Term-
Rekursionen aus Alg. 2.2 und die Technik der Givens—Rotationen aus Lemma 5.1 verwendet, wird
eine Variante [65] mit dem gleichen zugrundeliegenden Lanczos—Algorithmus aber mit der Tech-
nik der Normalgleichungen aus Lemma 5.2 untersucht. Zwei weitere QMR—Implementierungen
verwenden die parallele Variante des Lanczos—Algorithmus aus Alg. 4.5. Sie unterscheiden sich
dadurch, daf} die auftretenden euklidischen Minimierungsprobleme in Alg. 6.2 durch die Technik
der Normalgleichungen und in einem weiteren Algorithmus, der in dieser Abbildung mit b) ge-
kennzeichnet ist, durch die Technik der Givens—Rotationen geldst werden. In der logarithmischen
Darstellung sind keine Unterschiede in dem Konvergenzverhalten zu beobachten, wenn man fiir
einen der beiden zugrundeliegenden Lanczos—Algorithmen die Technik zur Losung der auftreten-
den Minimierungsprobleme variiert. Bei beiden zugrundeliegenden Lanczos—Algorithmen fallen
die Kurven der Implementierungen, die Givens—Rotationen bzw. Normalgleichungen verwenden,
zusammen. Dieses Verhalten wird auch in anderen Beispielen beobachtet und weist darauf hin,
dal3 die numerischen Eigenschaften der Lemmata 5.1 und 5.2 &hnlich sind. Das in diesem Beispiel
im Vergleich zur urspriinglichen QMR—Version [36] deutlich langsamere Konvergenzverhalten
der parallelen Variante ist demnach auf den verénderten zugrundeliegenden Lanczos—Algorithmus
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Abbildung 7.3: Konvergenzverliufe aus Exp. 7.1 im Uberblick

zuriickzufiihren. Das néchste Experiment zeigt jedoch, daf3 dieses ungiinstige Verhalten keinesfalls
allgemeingiiltig ist.

Abbildung 7.2 enthilt eine weitere Kurve, die den in der logarithmischen Darstellung ge-
meinsamen Konvergenzverlauf von QMR; basierend auf Drei-Term-Rekursionen aus Alg. 6.1
und QMR; basierend auf gekoppelten Zwei-Term-Rekursionen aus Alg. 6.3 zeigt. Beide 1-Norm-
Varianten fallen in diesem Beispiel zusammen und konvergieren schneller als die urspriingliche
QMR~—Version [36].

In Abb. 7.3 sind keine weiteren Informationen enthalten; sie vergleicht ausgewihlte Metho-
den aus den beiden letzten Abbildungen, um fiir dieses Beispiel einen abschlieenden Vergleich
aller Methoden vorzunehmen. QMRCGSTAB; als Vertreter der Bi-CGSTAB-basierten Verfahren
bricht ab, wihrend die parallele QMR—Variante aus Alg. 6.2 langsam konvergiert. Die urspriing-
liche QMR~—Version [36] weist ein deutlich schnelleres Konvergenzverhalten auf, ist jedoch den
1-Norm QMR—Varianten unterlegen. Alle CGS—basierten Verfahren wie beispielsweise TFQMR;
zeigen in diesem Beispiel das beste Konvergenzverhalten.

Experiment 7.2. Aus [35] ist das zweite Beispiel entnommen, wobei in (7.1) der Ausdruck

Ju Ju Ju
Lu=—-Au+40 (:Ea—x—l—ya—y—l—z%) — 250u (7.2)

benutzt wird. Die rechte Seite f ist hier so gewdhlt, daB fiir die Losung der Differentialgleichung
u=1 (7.3)

gilt. Zur Diskretisierung wird wiederum ein 22 x 22 x 22 Gitter mit einer Schrittweite von 1/23
in jeder Dimension verwendet. Die Koeffizientenmatrix des resultierenden Systems besitzt die
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Abbildung 7.4: Konvergenzverliufe aus Exp. 7.2 im Uberblick

Ordung 10 648 und verfiigt iber 71 632 Nichtnull-Elemente. Als Abbruchkriterium wird

[[xall>

<107?
||zoll2

verwendet. In Abb. 7.4 sind die seriellen Ergebnisse fiir dieses Beispiel dargestellt. Da der Lanczos—
Algorithmus in seiner urspriinglichen Form aus Alg. 2.2 in diesem Beispiel nach 138 Matrix-
Vektor-Produkten abbricht, brechen zu diesem Zeitpunkt auch die darauf basierenden Verfahren
ab. Dazu gehoren eine reskalierte BCG—Verison [11], QMR in seiner urspriinglichen Form [36,
Alg. 7.1] und eine in dieser Abbildung nicht dargestellte QMR—Version, die an Stelle von Givens—
Rotationen die Technik der Normalgleichungen anwendet. Die parallele QMR—Variante aus Alg. 6.2
bricht zwar nicht ab, aber stagniert bei ||r,||2/||roll2 ~ 0.436. Eine andere parallele QMR-
Variante [9] dagegen konvergiert. Alle Bi-CGSTAB-basierten Verfahren, von denen QMRCGSTAB
aus Alg. 6.6 abbgebildet ist, verhalten sich untereinander dhnlich und brechen nach 476 Matrix-
Vektor-Produkten ab. Die Konvergenzverldufe der CGS-basierten Verfahren, die den giinstig-
sten Verlauf aufweisen, sind wiederum untereinander dhnlich. Stellvertretend fiir diese Verfahren
ist TFQMR; dargestellt. Hier nicht abgebildet sind die QMR ;—Implementierungen aus Alg. 6.1
und Alg. 6.3, die in diesem Beispiel nach 142 und 134 Matrix-Vektor-Produkten abbrechen.

Experiment 7.3. Das dritte Beispiel ist eine Diskretisierung von (7.1) mit

Lu=—-—Au—-20 (x@—l—y@—l—z%)

Ox dy 0z (7:4)

und einer Wahl der rechten Seite f so, daf die Losung der Differentialgleichung durch

w(z,y,z) = 2sin(4rz) sin(67y) sin(47 z2) (7.5)
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Abbildung 7.5: Konvergenzverliufe aus Exp. 7.3 im Uberblick

gegeben ist. Die numerische Losung basiert auf einem 25 x 25 x 25 Gitter mit einer Schrittweite
von 1/26 in jeder Dimension. Diese Vorgehensweise fiihrt auf ein Gleichungssystem mit 15 625
Unbekannten und 105 625 Nichtnull-Elementen. Sobald die Ungleichung

LAE

<1071t (7.6)
llrollz —

erfiillt ist, werden die Verfahren abbgebrochen. Die seriellen Ergebnisse dieses Beispiels sind
in Abb. 7.5 dargestellt. Wihrend sich die Bi-CGSTAB-basierten Verfahren in den vorangehen-
den Experimenten als besonders ungiinstig erweisen, stellen sich diese Verfahren in diesem Bei-
spiel als die am schnellsten konvergierende Verfahren heraus. Stellvertretend zeigt die Abbildung
deren Vertreter QMRCGSTAB; aus Alg. 6.7. Das Verfahren TFQMR; aus Alg. 6.5 weist genau
wie die anderen hier nicht dargestellten CGS-basierten Verfahren einen dhnlich giinstigen Kon-
vergenzverlauf auf. QMR mit gekoppelten Zwei-Term-Rekursionen aus Alg. 6.3 zeigt einen zu
der parallelen QMR—Variante aus Alg. 6.2 vergleichbaren Konvergenzverlauf. Insbesondere fiir
geringe Genauigkeiten ist das Konvergenzverhalten dieser parallelen Variante giinstiger als die der
urspriinglichen QMR—Version [36, Alg.7.1].

Um den Fehler x — A~'b zu verkleinern, wird aufgrund der hochfrequenten Lsung ein feine-
res Gitter benétigt, dessen Daten nicht 1dnger durch einen einzelnen Prozessor gespeichert werden
konnen. Daher wird nun zur Diskretisierung von (7.4) mit gleicher Losung (7.5) ein 48 x 48 x 48
Gitter mit einer Schrittweite von 1/49 in jeder Dimension verwendet. Das resultierende Glei-
chungssystem mit der Ordnung 110 592 besitzt 760 320 Nichtnull-Elemente und wird mit unter-
schiedlichen Prozessorzahlen bearbeitet. Als Abbruchkriterium wird weiterhin (7.6) angewendet.
Da die bisher beschriebenen Untersuchungen markante Unterschiede im Konvergenzverhalten der
urspriinglichen QMR—Version [36] und der parallelen Variante aus Alg. 6.2 zeigen, stellt sich die
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Abbildung 7.6: Konvergenzverldufe aus Exp. 7.3 in Abhingigkeit der Prozessoranzahl p fiir die
die parallele Variante aus Alg. 6.2

Frage, ob sich diese beiden Versionen ebenfalls unterschiedlich verhalten, wenn bei Ausfiihrung
auf einem Parallelrechner die Prozessoranzahl p variiert wird. Vorab wird darauf hingewiesen, daf3
das Konvergenzverhalten fiir dieses feinere Diskretisierungsgitter ahnlich zu dem Abb. 7.5 zugrun-
deliegenden groberen Gitter ist. Die parallele QMR—Varainte besitzt nimlich in diesem Beispiel
besonders fiir geringe Genauigkeiten einen im Vergleich zur originalen QMR—Version giinstigeren
Konvergenzverlauf. Bei der originalen QMR—Version treten im Konvergenzverhalten nur sehr ge-
ringfiigige Abweichungen fiir unterschiedliche Prozessorzahlen p auf, die in der logarithmischen
Darstellung kaum wahrnehmbar sind. Daher wird auf eine Darstellung der entsprechenden Kurve
in Diagrammform verzichtet. Die Ergebnisse der parallelen Variante zeigt Abb. 7.6. Die parallele
QMR~—Variante zeigt mit unterschiedlicher Prozessoranzahl ebenfalls nur eine schwache Abwei-
chung im Konvergenzverlauf. Wihrend fiir Genauigkeiten von log o (||r,]|2/]|rol|2) > 1072 keine
Unterschiede in der Residuumsnorm auftreten, sind fiir hohere Genauigkeiten geringe Abwei-
chungen der Kurven fiir unterschiedliche Prozessoranzahlen festzustellen. Ab einer Genauigkeit
von logo(|[rs|l2/|lrol|2) < 107® sind diese Unterschiede etwas deutlicher.

Wie die vorangehenden numerischen Beispiele belegen, ist das Konvergenzverhalten der Me-
thoden unterschiedlich und auBerdem stark von der Wahl des Beispiels abhidngig. Um diese Ein-
flufaktoren von den Untersuchungen hinsichtlich der Skalierbarkeit der Algorithmen auf paral-
lelen Rechnersystemen zu entkoppeln, wird die folgende Vorgehensweise durchgefiihrt. Indem
eine feste auszufiihrende Iterationsanzahl vorgegeben wird, wird von dem Konvergenzverhalten
der unterschiedlichen Methoden abstrahiert. Fiir die restlichen Ausfiihrungen dieses numerischen
Experimentes werden jeweils 100 Iterationen eines Verfahrens betrachtet. Da alle Verfahren aus
den gleichen Operationen, ndmlich Matrix-Vektor-Produkten, Skalarprodukten und Linearkombi-
nationen aufgebaut sind und deren jeweilige Anzahl in allen betrachteten Methoden vergleichbar



7.2. Analyse der iterativen Verfahren 97

600
QMR Alg. 62 %
500
% Gr
400
Speedup 300 /
0 M
0 100 200 300 400 500 0

Anzahl Prozessoren

Abbildung 7.7: Speedup der urspriinglichen QMR—Version und der parallelen QMR—Variante fiir
zwei unterschiedlich feine Diskretisierungsgitter (Gr und Kl) aus Exp. 7.3

ist, zeigen die Verfahren bezogen auf 100 Iterationen ein dhnliches Skalierungsverhalten auf Par-
allelrechnern. Aus diesem Grunde steht in den folgenden Ausfiihrungen das Verfahren QMR im
Mittelpunkt. Dabei wird der Unterschied zwischen der urspriinglichen QMR—Version [36, Alg.7.1]
und den parallelen QMR—Varainten aus Alg. 6.2 und [9] betrachtet. In Abb. 7.7 sind die paralle-
len Ergebnisse der Implementierungen auf CRAY T3E fiir zwei unterschiedlich feine Diskretisie-
rungsgitter dargestellt. Dabei wird weiterhin die Differentialgleichung (7.1) mit (7.4) und (7.5)
betrachtet. Ein 280 x 280 x 280 Gitter mit einer Schrittweite von 1/281 in jeder Dimension fiihrt
zu einem Gleichungssystem mit 21 952 000 Unbekannten und 153 193 600 Nichtnull-Elementen.
Da die Speicheranforderungen dieses Gleichungssystems eine Prozessoranzahl von mindestens 64
bedingen, wird der Speedup dieses GroBen Gleichungssystems in der Abbildung wie folgt be-
rechnet. Der Speedup fiir 64 Prozessoren wird als ideal angenommen, so dafl die Werte fiir die
restlichen Prozessoranzahlen vermdge dieser Setzung berechnet werden. Die dargestellten Kur-
ven sind daher als “optimistische” Anndherungen an die tatsichlichen Kurven zu bewerten. Die
Abbildung zeigt die hohe Skalierbarkeit sowohl der urspriinglichen QMR—Version als auch der
parallelen Variante aus Alg. 6.2. Beide Algorithmen weisen eine nahezu konstante Effizienz bis
zur hochsten Prozessoranzahl von 512 auf.

In einem zweiten Beispiel ist eine grobere Diskretisierung so gewéhlt, dal der Speicher-
platz eines einzelnen Prozessors zur Berechnung des Gesamtproblems ausreicht. Dabei wird ein
80 x 80 x 80 Gitter mit einer Schrittweite von 1/81 in jeder Dimension verwendet. Die Ord-
nung des resultierenden Systems betrigt 512 000. Die Koeffizientenmatrix verfiigt iiber 3 545 600
Nichtnull-Elemente. Die Abbildung zeigt fiir dieses Kleinere System niedrigere Werte fiir den
Speedup. Da der Berechnungsaufwand fiir die Matrix-Vektor-Produkte den Gesamtrechenaufwand
einer Iteration nicht mehr so stark dominiert wie im Fall des Grofleren Gleichungssystems, besit-
zen die Kommunikationszeiten fiir die Berechnung der Skalarprodukte einen groferen Anteil an
der Ausfiihrungszeit einer Iteration. Daher ist der Unterschied der parallelen Variante, bei der zur
Berechnung der Skalarprodukte globale Synchronisation eingespart wird, zu der urspriinglichen
Version hier deutlicher als bei dem GrofBeren Gleichungssystem. Dieses Effekt nimmt mit an-
wachsender Prozessoranzahl zu und zeigt die Uberlegenheit der parallelen Variante vorausgesetzt,
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dafl beide QMR—Algorithmen gleich schnell konvergieren.

Weiterhin sind die Unterschiede zwischen der urspriinglichen Version und den parallelen Vari-
anten um so stirker, je diinnbesetzter die Koeffizientenmatrizen der zu l6senden Gleichungssyste-
me sind. Dazu wird an Stelle der dreidimensionalen Differentialgleichung (7.1) mit (7.4) und (7.5)
nun das aus [9] stammenden zweidimensionale Analogon

—Au—?()(m%—l—yg—;)—f in Q=(0,1) x (0,1)

betrachtet, wobei die rechte Seite f so gewdhlt wird, daf fiir die Losung der Differentialgleichung
1. .
u(z,y) = 3 sin(4na) sin(67y)

gilt. Zur Diskretisierung werden zentrierte Differenzen zweiter Ordnung auf einem 440 x 440
Gitter mit einer Schrittweite von 1/441 in jeder Dimension verwendet. Das resultierende lineare
Gleichungssystem besitzt die Ordnung 193 600 mit 966 240 Nichtnull-Elementen. Der Konver-
genzverlauf der urspriinglichen QMR—Version [36, Alg.7.1] und der parallelen Variante [9] ist in
diesem Beispiel nahezu identisch und ist in [9, Fig. 1] abgebildet. Die parallelen Ergebnisse der
Implementierungen auf Intel Paragon XP/S 10 sind in Abb. 7.8 dargestellt. Bei einer vergleichs-
weise geringen Prozessoranzahl von 121 treten hier bereits markante Unterschiede im Verhalten
des Speedup auf, die in der linken Hélfte der Abbildung wiedergegeben sind. Die rechte Seite der
Abbildung zeigt den Zeitgewinn der parallelen Variante im Vergleich zur urspriinglichen Version.
Genauer stellt diese Abbildung den Wert von 1 — Tj9)(p) /136 (p) dar, wobei Tjoj(p) und Ti36)(p)
die Laufzeiten der Versionen aus [9] und [36, Alg.7.1] auf p Prozessoren bezeichnen. Dabei sei
auf die unterschiedlichen Topologien der verwendeten Rechner hingewiesen. Da der Durchmesser
einer zweidimensionalen grofer als der einer dreidimensionalen Gitterstruktur ist, fallen die Unter-
schiede der verglichenen QMR—Varianten auf Intel Paragon XP/S 10 deutlicher als auf CRAY T3E
aus.
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Abbildung 7.8: Speedup und relativer Zeitgewinn der Variante [9] gegeniiber der Variante [36] fiir
das zweidimensionale Beispiel aus Exp. 7.3

Experiment 7.4. Dieses Beispiel dient der Veranschaulichung eines grundsétzlichen Unterschie-
des zwischen den Verfahren, die das Quasi-Residuum in der euklidischen und in der 1-Norm mi-
nimieren. Die in der euklidischen Norm minimierenden Verfahren verfiigen nach (6.12) iiber eine
obere Schranke der Form

lrallz < V41 rgérlﬂ||fn+1 — ﬁnz||2 =:vn+1T,,
geCn
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wobei der Wert von 7, innerhalb dieser Verfahren durch eine einfache Rekursion zur Verfiigung
steht. Die obere Schranke ist in praktischen Anwendungen ein méichtiges Hilfsmittel, das die auf-
wendige Operation eines zusitzlichen Matrix-Vektor-Produktes zur Berechnung des tatséchlichen
Residuums b — Ax,, ersetzt. Wihrend die obere Schranke hier jedoch lediglich eine approximati-
ve Beziehung zwischen ||r,||2 und der euklidischen Norm 7,, des Quasi-Residuums liefert, gilt in
den 1-Norm-Varianten eine Gleichheit der Form

[rnllz = ng(ichanJrl —H,z|, =:7,.

Dabei wird der Wert 7,, der 1-Norm des Quasi-Residuums durch den in den Verfahren durchgefiihr-
ten Minimierungsprozel} erzeugt und ist daher ohne zusétzliche Kosten verfiigbar. In allen numeri-
schen Beispielen der vorliegenden Arbeit wird in endlicher Arithmetik kein Unterschied zwischen
der tatsichlichen Residuumsnorm ||b — Ax,||; und dem Wert 7,, festgestellt. In praktischen An-
wendungen, in denen das tatsichliche Residuum normalerweise nicht in jedem Iterationsschritt
berechnet wird, ist daher bei einem Vergleich der in der euklidischen und 1-Norm minimieren-
den Verfahren der Unterschied zwischen der oberen Schranke +/n + 1 7,, und dem Wert 7,, von
Bedeutung.

Exemplarisch wird der Unterschied zwischen den in der euklidischen und in der 1-Norm mi-
nimierenden Verfahren durch den folgenden Vergleich von TFQMR und TFQMR; beschrieben.
Dazu wird eine Diskretisierung von (7.2) mit Losung (7.3) mit unterschiedlich feinen Gittern be-
trachtet. In Abb. 7.9 sind die Ergebnisse fiir ein resultierendes System der Ordnung 1 953 125 mit
13 578 125 Nichtnull-Elementen dargestellt. Da fiir TFQMR; die Kurven von 7, und der tatséchli-
chen Residuumsnorm in der logarithmischen Darstellung zusammenfallen, ist in der Abbildung
lediglich die tatséchliche TFQMR;—Residuumsnorm aufgenommen. Um die Rechenzeit zu be-

1 T : : . | |
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Abbildung 7.9: Vergleich von oberer Schranke und tatsdchlichem Konvergenzverlauf aus Exp. 7.4
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grenzen, wird als Abbruchkriterium

[l 2

<e=10"1
[Ioll2

verwendet. Die Konvergenzverldufe in der tatsdchlichen Residuumsnorm sind fiir beide Methoden
dhnlich. Jedoch deutet der Unterschied zur in TFQMR verfiigbaren Schranke an, daf TFQMR,
wie nachfolgend beschrieben zu bevorzugen ist.

Um eine praktische Anwendung zu simulieren, wird das Abbruchkriterium unter Beibehaltung
von ¢ = 10~* wie folgt veréndert. Fiir TFQMR wird das tatsiichliche Residuum erst dann berech-
net, wenn die obere Schranke kleiner oder gleich ¢ - ||ro||; ist. In den restlichen Iterationsschritten
wird dann auschlieBlich die tatsichliche Residuumsnorm fiir das Abbruchkriterium verwendet.
Fir TFQMR; erfolgt der Wechsel zur tatsdchlichen Residuumsnorm, sobald 7,, < € - ||rg|2. Da 7
mit der tatsdchlichen Residuumsnorm zusammentfillt, ist in allen Experimenten nur eine einzige
Berechnung des tatséchlichen Residuums notwendig. Die Ergebnisse dieser Untersuchung sind in
Tab. 7.2 zusammengefalit. Jede Spalte der Tabelle entspricht einer Diskretisierung einer speziellen
Schrittweite, die zu einem resultierenden Gleichungssystem fiihrt, dessen Ordnung und Anzahl
von Nichtnull-Elementen angegeben sind. Die letzte Zeile zeigt, dal TFQMR; eine signifikante
Anzahl an Matrix-Vektor-Produkten gegeniiber TFQMR einspart.

Tabelle 7.2: Vergleich zwischen TFQMR und TFQMR, fiir vier unterschiedliche Diskretisierungs-
gitter aus Exp. 7.4. Die letzte Zeile zeigt die Anzahl der von TFQMR, im Vergleich zu TFQMR
eingesparten Matrix-Vektor-Produkte.

Gleichungssystem A B C D
Ordnung des Systems 421857 | 1000000 | 1953125 | 3375000
Anzahl Nichtnull-Elemente 2919375 | 6940000 | 13578125 | 23490000
Matrix-Vektor-Produkte TFQMR 1180 3020 3086 2274
Matrix-Vektor-Produkte TFQMR, 1058 2344 2946 2210
Einsparung Matrix-Vektor-Produkte 122 676 140 64

Spalte C dieser Tabelle entspricht dem in Abb. 7.9 abgebildeten Experiment. Die in der Ta-
belle aufgefiihrten 140 eingesparten Matrix-Vektor-Produkte, die TFQMR; weniger als TFQMR
benétigt, sind in Abb. 7.9 bei ¢ = 10~* wiederzufinden. Dieser Abbildung entnimmt man au-
Berdem, dafl der Unterschied zwischen den in diesen beiden Verfahren verfiigbaren Schranken
bei ¢ = 10~* besonders klein ist. Bei anderen Genauigkeiten werden wesentlich groBere Ein-
sparungen erzielt. Um beispielsweise eine Genauigleit von ¢ = 4 - 103 zu erreichen, benétigt
TFQMR 2772 Matrix-Vektor-Produkte wihrend TFQMR; dafiir 953 weniger, nimlich lediglich
1819 benotigt.

Experiment 7.5. AbschlieBend werden Ergebnisse aus einem Beispiel aus der numerischen Si-
mulation in der Halbleitertechnik beschrieben.* Die physikalische Problemstellung der Dotierung
sowie die in dieser speziellen Simulation angewendeten numerischen Losungverfahren sind in
Kapitel 1 skizziert und werden ausfiihrlich in [49, 57] beschrieben. Das Beispiel, dessen Ergeb-
nisse hier beschrieben werden, simuliert die gleichzeitige Dotierung eines Siliziumsubstrats mit
den drei Dotierstoffen Bor, Phosphor und Arsen. Die geometrische Struktur dieses Halbleitersub-
strats ist in [49, Fig. 4] dargestellt. Bei der Diskretisierung innerhalb eines einzelnen Zeitschrittes

*Diese Untersuchungen wurden von Dr. M. Paffrath, Zentralabteilung Technik, SIEMENS AG, durchgefiihrt.
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Tabelle 7.3: Gesamtrechenzeiten in Minuten aus Exp. 7.5 fiir unterschiedliche Prozessoranzahlen p

#FE-Knoten | p=1|p=2|p=4
1845 55 — —
3615 106 61 —
7230 194 106 60

werden drei unterschiedlich feine Finite-Elemente-Gitter betrachtet. Dabei werden die Feinheiten
von einem zum ndchsten Gitter jeweils ungefdhr verdoppelt. Die daraus resultierenden linearen
Gleichungssysteme unterschiedlicher Grofle werden in der Simulation ohne Vorkonditionierung
mit der parallelen QMR—Variante [9] gelost. Als Abbruchkrierium wird ||r,,||2/||rollz < 107*
verwendet. Die Simulation wird auf einem Netz aus vier SUN4-IPX Workstations durchgefiihrt,
wobei die Kommunikation iiber Ethernet mit PVM durchgefiihrt wird.

In Tab. 7.3 sind die Rechenzeiten in Minuten der gesamten Simulation — also nicht nur der
Losung der linearen Gleichungssysteme — enthalten. Jede Spalte dieser Tabelle korrespondiert
zu einem der drei unterschiedlich feinen Finite-Elemente-Gitter. Die Tabelle zeigt fiir ein festes
Finite-Elemente-Gitter, dessen Anzahl von Knoten in der ersten Spalte angegeben ist, die Rechen-
zeiten mit zunehmender Porzessorzahl p. Dabei ist zu beachten, daf das kleinste Problem nur mit
einem Prozessor und das mittlere Problem nur mit einem und zwei Prozessoren gerechnet wird.
Dieses Beispiel dient nicht einem Vergleich zwischen der parallelen Variante und der urspriing-
lichen QMR—Version, sondern zeigt die Anwendbarkeit der entwickelten parallelen Variante in
einem realen Beispiel der industriellen Fertigung.






Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

Die numerische Simulation umfal3t die mathematische Modellierung von Vorgidngen aus Wissen-
schaften und deren technischen Anwendungen, den Entwurf von Algorithmen zur Losung der
darin enthaltenen Teilaufgaben und beriicksichtigt dabei die zu verwendende Rechnerarchitektur.
Werden komplexe Problemstellungen simuliert, erfordert dies den konzertierten Einsatz von aus-
gefeilten Methoden der Mathematik, Informatik und Informationstechnik, Natur- und Ingenieur-
wissenschaften. Eine der am hiufigsten zu bewiltigenden Aufgabenstellungen der numerischen Si-
mulation, die zudem nicht selten den Gesamtrechenaufwand dominiert, ist die Losung von linearen
Gleichungssystemen. Oft sind die Koeffizientenmatrizen dieser Systeme sehr grof3 und au3erdem
diinnbesetzt, so daB} direkte Verfahren wie beispielsweise die GauB—Elimination aufgrund ihres
hohen Speicher- und Rechenzeitbedarfs nicht eingesetzt werden konnen. Einen Ausweg bieten in
diesen Fillen iterative Methoden, deren wohl méchtigste Vertreter in die Klasse der Krylov—Teil-
raumverfahren fallen. Wiinschenswert sind Methoden sowohl mit kurzen Rekursionen als auch
mit optimalem Konvergenzverhalten. Fiir Gleichungssysteme mit allgemeiner nicht-hermitescher
Koeffizientenmatrix ist jedoch bekannt, da3 man auf eine dieser beiden Eigenschaften verzich-
ten muf3. Unter praktischen Gesichtspunkten iiberwiegt die Forderung nach moderatem Speicher-
und Rechenzeitbedarf pro Iterationsschritt, die sich in kurzen Rekursionen manifestiert. Da sol-
che Methoden dann zwangsldufig iiber suboptimale Konvergenzeigenschaften verfiigen, gibt es
fiir jedes iterative Verfahren mit kurzen Rekursionen Anwendungsfille, in denen die Konvergenz-
geschwindigkeit nur gering ist. Aus dieser Tatsache resultiert die Notwendigkeit, eine Fiille von
unterschiedlichen iterativen Verfahren zur Verfiigung zu stellen. Je mehr iterative Verfahren mit
kurzen Rekursionen bekannt sind, desto groB3er ist die Chance, fiir ein gegebenes Problem eine
effiziente Methode mit gutem Konvergenzverhalten zu finden. Durch die Bereitstellung neuer ite-
rativer Methoden mit kurzen Rekursionen leistet die vorliegende Arbeit dazu einen Beitrag.

Der Entwurf dieser neuen Iterationsverfahren erfolgt zielgerichtet auf ihre spitere Ausfiihrung
auf massiv-parallelen Rechnersystemen mit verteiltem Speicher hin. Die Konzentration beim Al-
gorithmenentwurf auf Aspekte der Parallelverarbeitung ist im skizzierten Umfeld der numerischen
Simulation von zentraler Bedeutung, da sich gerade dort die Anforderungen an Rechenzeit und
Speicherplatz stets an der oberen Grenze der Rechnertechnologie orientieren und daher modernste
Parallelrechner eine “natiirliche” Rechnerarchitektur darstellen. Der Entwurf paralleler iterativer
Verfahren macht Gebrauch von der klaren Trennung der zwei grundlegenden Ingredienzien, aus
denen ein Krylov—Teilraumverfahren aufgebaut ist:

o Die Konstruktion einer Basis der zugrundeliegenden Krylov—Teilrdume und
o die Festlegung eines darin enthaltenen Vektors als aktuelle Iterierte.

Da zu letztgenanntem Punkt in allen in dieser Arbeit betrachteten iterativen Methoden lediglich
solche Operationsarten verwendet werden, die auf Parallelrechnern mit verteiltem Speicher oh-
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ne Kommunikation der Prozessoren untereinander implementierbar sind, werden die parallelen
Eigenschaften von Krylov—Teilraumverfahren ausschlieBlich durch den erstgenannten Punkt be-
stimmt. Die parallelen Gesichtspunkte, die beim Entwurf der neuen Krylov—Teilraumverfahren
zu beriicksichtigen sind, werden so auf die Verfahren zur Erzeugung einer Basis der zugrunde-
liegenden Krylov—Teilrdume zuriickgefiihrt. Diese Kapselung der parallelen Aspekte erlaubt eine
Reduzierung des parallelen Algorithmenentwurfs auf das Aufspannen der Vektorrdume. Durch
die Betrachtung der zugrundeliegenden Vektorrdume gelingt der Entwurf neuer paralleler Vari-
anten des nicht-hermiteschen Lanczos—Algorithmus, mit dem eine Basis der Krylov—Teilrdume
erzeugt wird. In diesen parallelen Varianten des Lanczos—Algorithmus sind alle Operationen, die
globale Synchronisation erfordern und damit auf massiv-parallelen Rechnersystemen den bei wei-
tem wichtigsten limitierenden Faktor darstellen, innerhalb eines einzelnen Iterationsschrittes un-
abhingig voneinander. Aufbauend auf diesen Erkenntnissen werden neue parallele Versionen der
Methode der quasi-minimalen Residuen (QMR) und der bikonjugierten Gradienten (BCG) zur ite-
rativen Losung von linearen Gleichungssystemen hergeleitet. In diesen beiden Verfahren wird der
Lanczos—Algorithmus jeweils als zugrundeliegende Technik zur Erzeugung der Krylov—Teilrdume
verwendet.

Zur Festlegung der aktuellen Iterierten in einem Krylov—Teilraumverfahren wird in der vor-
liegenden Arbeit ein neuer Ansatz eingefiihrt, der wie folgt einsetzbar ist. Gegeben sei ein be-
liebiges Verfahren zur Erzeugung von Krylov—Teilrdumen beziiglich der Koeffizientenmatrix A
des zu losenden Gleichungssystems, wobei die ersten n erzeugten Basisvektoren als Spalten-
vektoren einer Matrix V,, aufgefafit werden. Geniigt dieses Verfahren einer Matrixgleichung der
Form AV ,; = V, T, mit einer tridiagonalen Matrix T,,, ist der 1-Norm-Ansatz der quasi-
minimalen Residuen zur Herleitung iterativer Verfahren anwendbar. Dafl diese Annahme an den
zugrundeliegenden Prozel3 zur Erzeugung der Krylov—Teilrdume keinesfalls restriktiv ist, zeigt
die vorliegende Arbeit durch die Verwendung sowohl des Lanczos—Algorithmus in zwei unter-
schiedlichen Formen, ndmlich basierend auf Drei-Term-Rekursionen und gekoppelten Zwei-Term-
Rekursionen, als auch von CGS und Bi-CGSTAB. Diese vier Algorithmen zur Erzeugung von
Krylov—Teilrdumen erfiillen obige Matrixgleichung. Der 1-Norm-Ansatz der quasi-minimalen Re-
siduen definiert die aktuelle Iterierte x,, durch 1-Norm-Minimierung des zweiten Faktors in der
Darstellung des Residuums r,, = V,,;1s,, und fiihrt in den resultierenden iterativen Verfahren
zu kurzen Rekursionen. Daf} die resultierenden Methoden auf kurzen Rekursionen basieren, ist
gleichzeitig notwendig und iiberraschend. Kurze Rekursionen sind einerseits notwendig, weil die-
ser Ansatz auf der Minimierung lediglich eines Faktors des Residuums basiert. Wiirde man dazu
lange Rekursionen bendétigen, wire es sinnvoller, den dann hohen Aufwand an Speicher und Re-
chenzeit in die Minimierung des gesamten Residuums zu investieren und so Verfahren mit opti-
malem Konvergenzverhalten herzuleiten. Andererseits ist das Resultat der kurzen Rekursionen fiir
diesen Ansatz auch iiberraschend, weil dazu eine Folge von 1-Norm-Minimierungsproblemen ef-
fizient geldst werden muf3 und dabei nicht auf Standardtechniken wie im euklidischen Fall zuriick-
gegriffen werden kann.

Damit entwickelt die vorliegende Arbeit neue Ideen sowohl bei der Erzeugung der Krylov—
Teilrdume, ndmlich die Bereitstellung paralleler Varianten des Lanczos—Algorithmus, als auch bei
der Festlegung der Iterierten, genauer den (seriellen) 1-Norm-Ansatz der quasi-minimalen Resi-
duen. Zudem lassen sich diese beiden Punkte mit in der Literatur bekannten Techniken zur Her-
leitung von Krylov—Teilraumverfahren kombinieren. Dies erlaubt den Entwurf einer Fiille von
Algorithmen zur iterativen Losung linearer Gleichungssysteme. Neben den bereits erwéhnten par-
allelen Varianten von QMR und BCG werden die folgenden 1-Norm-Verfahren eingefiihrt. QMR
wird in zwei Implementierungen vorgestellt, die auf dem Lanczos—Algorithmus mit Drei-Term-
Rekursionen und mit gekoppelten Zwei-Term-Rekursionen beruhen. TFQMR; verwendet zum
Aufspannen der zugrundeliegenden Krylov—Teilrdume die Methode der quadrierten konjugierten
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Gradienten (CGS) und ist daher eng verwandt mit der Methode der transpositionsfreien quasi-
minimalen Residuen (TFQMR). In dem Verfahren QMRCGSTAB; werden die zugrundeliegenden
Krylov—Teilrdume durch die Methode der bikonjugierten stabilisierten Gradienten (Bi-CGSTAB)
aufgespannt, wodurch eine enge Beziehung zu QMRCGSTAB entsteht. Die Iterierten dieser
1-Norm-Versionen lassen sich als jeweils beste Galerkin—dhnliche Approximation an die exakte
Losung interpretieren. Anhand von numerischen Experimenten wird verdeutlicht, dafl die 1-Norm-
Verfahren einen dhnlichen Konvergenzverlauf wie die entsprechenden, in der euklidischen Norm
quasi-minimierenden Verfahren besitzen. In realen Anwendungen der Praxis wie beispielsweise
bei der Diskretisierung von partiellen Differentialgleichungen liegt ihr Vorteil in der expliziten
Verfiigbarkeit der Norm des Residuums zu jedem Zeitpunkt des Iterationsverfahrens. Die durch-
gefiihrten numerischen Experimente belegen, daf3 diese Eigenschaft zu signifikanten Einsparun-
gen an Matrix-Vektor-Produkten und damit der bei weitem rechenintensivsten Operation eines
Krylov-Teilraumverfahrens fithren kann. Beispielsweise treten Fille auf, in denen die in der eu-
klisichen Norm minimierenden Verfahren bis zu 50% mehr Matrix-Vektor-Produkte als die hier
entwickelten 1-Norm-Verfahren bendtigen, um eine vorgegebene Genauigkeit zu erreichen.

Im Unterschied zu dem weitgehend iibereinstimmenden Konvergenzverhalten der 1-Norm-
Verfahren und ihren euklidischen Entsprechungen zeigt ein Vergleich der parallelen Varianten mit
den Algorithmen in ihrer urspriinglichen Version in den vorgestellten numerischen Beispielen mar-
kante Unterschiede, sowohl im positiven als auch im negativen Sinne. Die praktische Anwendbar-
keit der mit dieser Arbeit bereitgestellten Techniken wird in einer speziellen industriellen Anwen-
dung aus der Halbleitersimulation nachgewiesen. Wie weitere durchgefiihrte Experimente zeigen,
ist in anderen Fillen jeweils eine Analyse des Konvergenzverhaltens erforderlich. Konvergieren
jedoch die parallelen Varianten genauso schnell wie die urspriinglichen Versionen, so werden die
ohnehin bereits guten Parallelisierungseigenschaften der urspriinglichen Versionen von denen der
parallelen Varianten noch iibertroffen. Dabei nimmt der Vorteil, den die parallelen Varianten besit-
zen, mit zunehmender Prozessoranzahl deutlich zu, so daf} die entwickelten parallelen Varianten
besonders fiir hohe Prozessoranzahlen zu bevorzugen sind.

Die durchgefiihrten Experimente weisen darauf hin, daB die Unterschiede im Konvergenzver-
halten zwischen den parallelen QMR—Varianten und der urspriinglichen QMR—Version allein auf
die verschiedenen Varianten des zugrundeliegenden Lanczos—Algorithmus zuriickzufiihren sind.
Eine an diese Arbeit ankniipfende Untersuchung soll sich deshalb mit der Fragestellung befassen,
ob diese Unterschiede im Konvergenzverhalten eliminiert werden kdnnen, indem Look-Ahead-
Techniken in den zugrundeliegenden Lanczos—Algorithmus integriert werden. Wire dies der Fall,
so wiirden die parallelen Varianten fiir massiv-parallele Rechnersysteme mehr als nur eine Alter-
native zu den urspriinglichen Versionen darstellen. Einen weiteren zu untersuchenden Punkt bilden
Vorkonditionierungstechniken.
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QMR (Zwei-Term-Rekursionen)
QMRCGSTAB

QMRCGSTAB;

TFQMR

TFOMR,

Biconjugate Gradient [24, 52]
Biconjugate Gradient Stabilized [67]
Conjugate Gradient [46]

Conjugate Gradient Squared [66]
Generalized Minimal Residual [63]
Minimal Residual [58]

Quasi-Minimal Residual [35]

1-Norm Quasi-Minimal Residual, Alg. 6.1
Quasi-Minimal Residual [36]

1-Norm Quasi-Minimal Residual, Alg. 6.3
QMR variant of Bi-CGSTAB [13]

1-Norm QMR variant of Bi-CGSTAB, Alg. 6.7

Transpose-Free Quasi-Minimal Residual [28]

1-Norm Transpose-Free Quasi-Minimal Residual, Alg. 6.5
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