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Kurzfassung

Die numerische Losung partieller Differentialgleichungen kann auf die Losung diinn-
besetzter linearer Gleichungssysteme zuriickgefiihrt werden, deren GroBe den Ein-
satz von massiv-parallelen Systemen erfordert. Fiir diese Problemstellung sind itera-
tive Verfahren geeignet, in denen die Koeffizientenmatrix ausschlielich zur Berech-
nung von Matrix-Vektor-Produkten verwendet wird. In dieser Verfahrensklasse werden
Krylov—Teilraumverfahren entworfen, die auf einem Parallelrechner mit verteiltem
Speicher nur einen globalen Synchronisationspunkt in jedem Iterationsschritt besitzen.
In diesem Zusammenhang wird eine Variante des Verfahrens der quasi-minimalen Re-
siduen entwickelt, dessen Minimierungsproblem dariiber hinaus in allen /,-Normen
rekursiv gelost werden kann. Auf diese Weise wird eine neue Klasse der quasi-/,-
minimalen Verfahren eingefiihrt.

Bei der Implementierung iterativer Verfahren auf parallelen Systemen mit verteil-
tem Speicher ist die Parallelisierung des Matrix-Vektor-Produktes die aufwendigste
Operation. Hierzu werden sowohl die Eintrdge der Matrix als auch die Komponen-
ten der Vektoren auf die einzelnen Prozessoren verteilt. Der Datenaustausch, der bei
der parallelen Berechnung dieses Produktes erforderlich ist, induziert ein fiir das ite-
rative Verfahren charakteristisches Kommunikationsschema, das in jedem Iterations-
schritt des Verfahrens benutzt wird. Es werden Techniken zur Beschleunigung iterati-
ver Verfahren entwickelt, bei denen keine zusétzlichen Kommunikationskosten entste-
hen sollen. Dazu wird ein Modell beschrieben, in dem das lineare Gleichungssystem
um die Variablen erweitert wird, die fiir den erforderlichen Datenaustausch auf ei-
nem Parallelrechner mit verteiltem Speicher benétigt werden. So wird es moglich, die
zusitzlichen Variablen zur Konvergenzbeschleunigung des iterativen Verfahrens ein-
zusetzen und gleichzeitig das Kommunikationsschema zu beriicksichtigen, wodurch
weitere Kommunikationskosten vermieden werden. Auf diese Weise werden zunéchst
bei Gebietszerlegungsmethoden Beschleunigungstechniken beschrieben, die anschlie-
Bend auf iterative Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme iibertragen wer-
den. Die daraus resultierenden Methoden konnen als Vorkonditionierer in den darge-
stellten Krylov—Teilraumverfahren eingesetzt werden. Das Verhalten der entwickelten
Algorithmen wird abschlieend an Modellproblemen auf dem massiv-parallelen Rech-
ner Intel Paragon XP/S 10 demonstriert.
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Kapitel 1

Einleitung

Die systematische Nutzung von Rechnern zur Losung komplexer Probleme in Natur-
wissenschaft und Technik durch mathematische Modellierung und Computersimula-
tion entwickelt sich neben Theorie und Experiment zu einer dritten eigenstéindigen
wissenschaftlichen Disziplin. Die zunehmende Verfiigbarkeit leistungsfihiger Syste-
me erdffnet so bedeutende Anwendungsperspektiven. Insbesondere ergeben sich hier-
durch in den Lebenswissenschaften, beispielsweise in der Molekularchemie und der
Medizin vollig neue Moglichkeiten. Auch mittelfristige Wettervorhersagen, kompli-
zierte Stromungsvorginge oder aufwendige Crash-Simulationen sind auf diese Weise
durchfiihrbar.

Die meisten dieser Probleme werden dabei durch partielle Differentialgleichungen
modelliert. Verbrennungsvorginge werden beispielsweise durch sehr groe Systeme
dieser Gleichungen beschrieben; durch gezielte Optimierung der Brennkammergeo-
metrie konnte so die Schadstoftbildung reduziert werden. Die Simulation von Crash-
Tests ist heute in der Automobilbranche eine Standardanwendung bei der Fahrzeugent-
wicklung. Auch hier wird die Simulation mit partiellen Differentialgleichungen model-
liert. Mischvorgéinge beherrschen in der chemischen Industrie die Herstellung vieler
Produkte. Produktqualitit, Herstellungszeiten und -kosten werden deshalb stark durch
effiziente und kostengiinstige Mischverfahren beeinflulit. Komplexe Mischvorginge
konnen so mit der Losung von partiellen Differentialgleichungen simuliert werden.
Selbst die Gleiteigenschaften von Fallschirmen werden durch die Modellierung mit
solchen Gleichungen studiert.

Neben der mathematischen Modellierung bildet die numerische Losung der Glei-
chungen eine zentrale Rolle in den Ingenieur- und Naturwissenschaften [59]. Bei rea-
listischen und grolen Anwendungen ist dies dullerst rechen- und speicherintensiv, so
daB hierzu massiv-parallele Systeme eingesetzt werden miissen. Bei Systemen mit ver-
teiltem Speicher wird aber die Ausfithrungszeit eines Programmes nicht allein durch
die Rechenzeit bestimmt, sondern auch durch Kommunikationszeiten, die durch den
Austausch von Daten zwischen den Prozessoren entstehen. Man sucht daher schnelle
Algorithmen, die niedrige Kommunikationskosten auf Parallelrechnern besitzen.

Zur Losung einer partiellen Differentialgleichung gibt es verschiedene Ansitze,
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

beispielsweise den der Diskretisierung der Gleichung auf ihrem Definitionsgebiet mit
Hilfe eines Differenzenverfahrens, der Methode der finiten Elemente oder der Metho-
de der finiten Volumen. Die Behandlung des so gewonnenen diskreten Problems kann
dann auf die Losung eines oder mehrerer linearer Gleichungssysteme mit diinnbesetz-
ter Koeffizientenmatrix reduziert werden. Dabei bedeutet diinnbesetzt, daf3 der iiber-
wiegende Teil der Matrixelemente Null ist und nur wenige Eintrige jeder Zeile von
Null verschieden sind. Fiir eine moglichst genaue Losung werden dabei sehr grof3e
Gleichungssysteme benotigt, so dal die Grofe und der Besetzungsgrad der Matrix
bei den verwendeten Speichertechniken und Losungsmethoden beriicksichtigt werden
miissen.

Grundsitzlich kann man zwei verschiedene Arten von Verfahren zur Losung li-
nearer Gleichungssysteme unterscheiden, nimlich direkte Verfahren und iterative Ver-
fahren. Bei direkten Verfahren, wie zum Beispiel der Gau3—Elimination, entstehen im
allgemeinen in jedem Schritt der Elimination zusétzliche Nicht-Null-Elemente, die den
niedrigen Besetzungsgrad der Matrix zerstoren und so den Speicherbedarf um ein Viel-
faches erhohen konnen. Fiir grofe Gleichungssysteme sind daher iterative Verfahren
die bessere Wahl. Solche Methoden starten mit einer Anfangsndherung an die Losung
und berechnen in jedem Iterationsschritt eine neue Néherung (/ferierte), die schlief3-
lich gegen die Losung des Gleichungssystems konvergieren soll. Der Vorteil dieser
Methoden besteht darin, da} sie die Matrix ausschlieBlich zur Berechnung von Matrix-
Vektor-Produkten benutzen, so daf3 oft sehr effiziente Implementierungen beziiglich
des Speicherplatzbedarfes der Matrix und der Berechnungszeiten fiir Matrix-Vektor-
Produkte moglich sind.

Die iterativen Verfahren lassen sich nun weiter unterteilen in die Gruppe der klas-
sischen Verfahren, wie zum Beispiel das Gau—Seidel— oder Jacobi—Verfahren, und
die Gruppe der Krylov—Teilraumverfahren. Die klassischen Verfahren basieren auf ei-
ner Zerlegung der Matrix und haben den Nachteil, daf} sie nur fiir spezielle Matrizen
entsprechend schnell konvergieren; sie sind daher fiir viele reale Anwendungen nicht
geeignet. Bei den Krylov—Teilraumverfahren hingegen wird iterativ ein Teilraum des
Losungsraumes konstruiert, in welchem die Losung des Gleichungssystems approxi-
miert wird. Ein bekanntes Beispiel fiir ein solches Verfahren ist das Verfahren der kon-
jugierten Gradienten (CG) [41], das aber nur fiir Gleichunssysteme mit symmetrisch
positiv definiter Koeffizientenmatrix benutzt werden kann. Da viele Matrizen praxis-
relevanter Probleme diese Eigenschaft nicht erfiillen, werden im folgenden Verfahren
fiir allgemeine Matrizen untersucht.

In der Klasse der Krylov—Teilraummethoden unterscheidet man Verfahren, die lan-
ge oder kurze Rekursionen zur Berechnung der Iterierten bendtigen. Dabei verwenden
Verfahren mit langen Rekursionen alle zuvor erzeugten Vektoren des Teilraumes, Ver-
fahren mit kurzen Rekursionen dagegen nur einige wenige. Aus Speicherplatzgriinden
sind deshalb letztere vorzuziehen. Diese haben aber den Nachteil, da8 der Approxi-
mationsfehler im erzeugten Teilraum nicht minimiert werden kann [26]. Folglich ist
ein monotoner Konvergenzverlauf nicht garantiert. Ein Beispiel fiir eine Methode mit
kurzen Rekursionen ist das Verfahren der bikonjugierten Gradienten (BCG) [27, 53].



Wie angedeutet, ist dessen Konvergenzverlauf jedoch nicht monoton; es ist sogar durch
starkes Oszillieren geprégt. Anders verhilt sich dagegen das von Freund und Nachtigal
entwickelte Verfahren der quasi-minimalen Residuen (QMR) [30]. In dieser auch auf
kurzen Rekursionen basierenden Methode kann das Residuum — also der Fehler — als
ein Produkt von zwei Faktoren angegeben werden. Anstatt nun den gesamten Fehler
zu minimieren, was nur mit Hilfe von langen Rekursionen mdglich ist, wird hier nur
einer der beiden Faktoren minimiert. Dieser Ansatz fiihrt zu einem nahezu monotonen
Konvergenzverlauf.

In dieser Arbeit wird die Minimierung des Faktors, d.h. die Quasi-Minimierung des
Residuums, in verschiedenen Normen durchgefiihrt. So entsteht eine erweiterte Klas-
se von QMR-Verfahren, mit deren Hilfe sich auch das oben erwidhnte BCG-Verfahren
interpretieren 1df3t, so daf3 ein neuer Einblick in die Zusammenhénge der beiden Algo-
rithmen gewéhrt wird.

Bei der Implementierung eines iterativen Verfahrens auf einem Parallelrechner mit
verteiltem Speicher stellt sich die parallele Ausfithrung des Matrix-Vektor-Produktes
als die aufwendigste Operation heraus. Hierzu sind sowohl die Elemente der Ma-
trix als auch die Komponenten der Vektoren auf die einzelnen Prozessoren verteilt,
so daB3 neben den Rechenzeiten auch Kommunikationskosten durch den Datenaus-
tausch zwischen den Prozessoren entstehen. Diese werden im wesentlichen durch die
Besetzungsstruktur der Matrix bestimmt, so daf3 bei diinnbesetzten Matrizen oft nur
benachbarte Prozessoren Daten austauschen miissen. Die Verteilung der Eintréige der
Matrix und Komponenten der Vektoren sollte daher so vorgenommen werden, da3 die
Gesamtausfiihrungszeit des Matrix- Vektor-Produktes minimiert wird. Das Kommuni-
kationsmuster, das sich bei dieser Operation auf einem massiv-parallelen System mit
verteiltem Speicher ergibt, wird im folgenden als Kommunikationsschema oder als
Kommunikationsstruktur bezeichnet.

Zusitzlich zu den aus Matrix-Vektor-Produkten resultierenden Kommunikations-
kosten fallen bei vielen Iterationsverfahren noch sogenannte globale Synchronisati-
onspunkte an. Unter einem solchen Punkt versteht man eine Stelle im Programm, an
der alle Prozessoren eines Parallelrechners miteinander kommunizieren miissen, um
nachfolgende Rechnungen ausfiihren zu konnen. Diese Punkte sind beispielsweise zur
Berechnung von Skalarprodukten notwendig.

Zusammenfassend ergibt sich also, dal die Kommunikationszeiten bei der Im-
plementierung eines iterativen Verfahrens auf einem Parallelrechner mit verteiltem
Speicher durch Matrix- Vektor-Produkte und globale Synchronisationspunkte bestimmt
werden.

Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Algorithmen werden deshalb so kon-
struiert, daf} sie in jedem Iterationsschritt hochstens einen globalen Synchronisations-
punkt besitzen. Dariiber hinaus werden Beschleunigungsmethoden fiir iterative Ver-
fahren bereitgestellt, die keine weiteren Kommunikationszeiten bendtigen, und so nur
die zur Berechnung des Matrix- Vektor-Produktes vorgegebene Kommunikationsstruk-
tur benutzen. Dazu wird in dieser Arbeit ein Modell entwickelt, das eine Integration
des Kommunikationsschemas in das zu l9sende lineare Gleichungssystem erlaubt. Die
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Idee ist, das in jeder Iteration notwendigerweise auszufiithrende Kommunikationssche-
ma weitmoglichst auszunutzen.

Zur Beschleunigung der iterativen Verfahren unter dem Aspekt der Kommunikati-
onsstrukturerhaltung werden sogenannte Gebietszerlegungsmethoden [33, 11, 12, 34,
49, 63, 50, 13, 71] analysiert, die eine dem Matrix-Vektor-Produkt dhnliche Kommu-
nikationsstruktur aufweisen. Die Grundidee
der Gebietszerlegung ist dabei, das Defi-
nitionsgebiet der partiellen Differentialglei-
chung in verschiedene Teilgebiete zu zerle- Q.
gen, auf denen Teilprobleme formuliert und
gelost werden und die so zur Losung des
Gesamtproblems beitragen. Das bekannte-
ste Verfahren dieser Art ist das alternieren-
de Schwarz—Verfahren [70], das zur Losung
von Randwertproblemen eingesetzt werden Apbildung 1.1: Durch abwechselndes Losen
kann (siehe Erlduterung zu Abbildung 1.1). der Probleme auf den iiberlappenden Teilgebie-
Werden die Teilprobleme des alternieren- ten €21 und €2; mit den jeweils aktuellen Rand-
den Prozesses nicht nacheinander, sondern Werten wird das Gesamtproblem geldst.
gleichzeitig gelost und 148t man dabei mehr als zwei sich iiberlappende Teilgebie-
te zu, so erhdlt man das sogenannte parallele Schwarz—Verfahren. Dieses Verfahren
besitzt aber — wie spiter erldutert wird — eine dem Matrix-Vektor-Produkt dhnliche
Kommunikationsstruktur, die durch den Austauch der aktuellen Randwerte der ein-
zelnen Teilgebiete bestimmt wird. Der Vorteil dieses Verfahrens ist, daB3 zu seiner Be-
schreibung nur die auszutauschenden Randwerte bendtigt werden. Die Werte, die nicht
ausgetauscht werden, brauchen in dieser Formulierung nicht mehr beriicksichtigt zu
werden. Aufgrund der Reduzierung der Gesamtdatenmenge auf die auszutauschenden
Daten konnen jetzt gezielte Techniken zur Beschleunigung des parallelen Schwarz—
Verfahrens angegeben werden. Auf diese Weise ergeben sich kommunikationsstruk-
turerhaltende beschleunigte parallele Schwarz—Verfahren, deren Konvergenzverhalten
ohne zusitzliche Kommunikation verbessert wird.

Da auch das Kommunikationsmodell bei der Losung der linearen Gleichungssy-
steme integriert wurde, kann in der Arbeit gezeigt werden, wie sich die gewonnenen
Beschleunigungstechniken auf die Losung der linearen Gleichungssysteme iibertragen
lassen.

Die Zwischenldsungen, die beim parallelen Schwarz—Verfahren auf den Teilgebie-
ten berechnet werden, konnen auch in einem Krylov—Teilraumverfahren zur Losung
des linearen Gleichungssystems, das durch Diskretisierung der partiellen Differenti-
algleichung auf dem gesamten Gebiet entstanden ist, verwendet werden. Die Ausnut-
zung von Teillosungen fiir die Losung des Gesamtproblems wird im Kontext der linea-
ren Gleichungssysteme als Vorkonditionierung bezeichnet. Da die Teilprobleme auf
den Teilgebieten im parallelen Schwarz—Verfahren unabhéngig und ohne zusitzliche
Kommunikation geldst werden, iibertrigt sich diese Eigenschaft auch auf den Vorkon-
ditionierer. Aus diesem Grund werden die so konstruierten Vorkonditionierer hdufig
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bei der Implementierung eines Krylov—Teilraumverfahrens auf einem Parallelrechner
mit verteiltem Speicher eingesetzt.

Genauso wie das parallele Schwarz—Verfahren als Vorkonditionierer in den bereit-
gestellten Krylov—Teilraumverfahren benutzt werden kann, wird in der Arbeit gezeigt,
daf} auch die neu entwickelten beschleunigten Schwarz—Verfahren als Vorkonditionie-
rer eingesetzt werden konnen.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Im zweiten Kapitel wird zunéchst ein formaler
Rahmen geschaffen, der die Vektoren, die in einem iterativen Verfahren benotigt wer-
den, auf die Prozessoren eines Parallelrechners verteilt. Insbesondere liefert eine ande-
re Darstellung des Matrix-Vektor-Produktes ein dquivalentes Gleichungssystem, das
durch das Kommunikationsschema erweitert und im folgenden als erweitertes Glei-
chungssystem bezeichnet wird. Die Kommunikationsstruktur kann so beim Losen des
Systems beriicksichtigt werden.

Im dritten Kapitel werden Krylov—Teilraumverfahren bereitgestellt. Dabei iiber-
nimmt eine neue Variante des QMR-Verfahrens [68] eine zentrale Rolle, die im Rah-
men dieser Arbeit durch die Verwendung der /,-Normen verallgemeinert wird. Neben
numerischen Vergleichen, die an dreidimensionalen Beispielen durchgefiihrt werden,
wird die Herleitung der hier vorgestellten neuen Methoden vollstindig beschrieben.
Einen Schwerpunkt bilden neu entwickelte parallele Varianten der Krylov—Teilraum-
verfahren [9, 8, 10], von denen gezeigt wird, da3 sie mit nur einem globalen Synchro-
nisationspunkt auskommen.

Im vierten Kapitel wird das parallele Schwarz—Verfahren als Grundlage verschie-
dener Gebietszerlegungsmethoden benutzt. Im eindimensionalen Fall kann dieses Ver-
fahren durch die analytische Darstellung der jeweiligen Iterierten als Jacobi—Verfahren
interpretiert werden, das lediglich die Funktionswerte in den Endpunkten der iiberlap-
penden Intervalle — also der auszutauschenden Variablen — benutzt. Geeignete Hilfs-
mittel aus der linearen Algebra fiihren schlieBlich zu einer deutlichen Beschleunigung
des Verfahrens. Auf diese Weise entsteht ein paralleles Verfahren, das sich in die Klas-
se der Schwarz—Verfahren einreiht.

Im fiinften Kapitel wird zunéchst gezeigt, wie das parallele Schwarz—Verfahren als
Vorkonditionierer in Krylov—Teilraumverfahren benutzt werden kann. Anschlieend
werden die zu diesem Schwarz—Verfahren gehdrigen Vorkonditionierer sowohl fiir das
betrachtete lineare Gleichungssystem als auch fiir das erweiterte Gleichungssystem
hergeleitet. Durch die im vierten Kapitel vorgestellte neue leistungsfihige Technik, bei
der nur die auszutauschenden Daten beriicksichtigt werden miissen, werden beschleu-
nigte Losungsverfahren fiir das erweiterte Gleichungssystem gewonnen. Diese kdnnen
wiederum als Vorkonditionierer in den hier entwickelten Krylov—Teilraumverfahren
eingesetzt werden. AbschlieBend werden die neuen Verfahren an dreidimensionalen
Modellproblemen auf dem massiv-parallelen System Intel Paragon XP/S 10 getestet.
Dabei weist die neue QMR- Variante dhnlich gute numerische Figenschaften wie das
von Freund und Nachtigal [31] entwickelte Verfahren auf. Durch die Reduktion der
globalen Synchronisationspunkte wird der Vorteil der bereitgestellten Varianten spezi-
ell beim Einsatz von massiv-parallelen Systemen deutlich. Auch wird gezeigt, daf} die
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zur Konvergenz bendtigte Iterationsanzahl des parallelen Schwarz—Verfahrens durch
die beschleunigten Methoden drastisch reduziert werden kann. Da in allen Verfah-
ren Rechen- und Kommunikationsaufwand in jedem Iterationsschritt identisch sind,
fiihren die neuen Methoden wegen ihrer hoheren Konvergenzgeschwindigkeit zu we-
sentlich kiirzeren Rechenzeiten. Dariiber hinaus wird nachgewiesen, daf} sich diese
Eigenschaften auch auf Krylov—Teilraumverfahren iibertragen, wenn sie mit den ent-
sprechenden Methoden vorkonditioniert werden.

Abschliefend sei betont, dal das parallele Schwarz—Verfahren in der parallelen
Version des Finite-Elemente-Programmpaketes TRACE [75] verwendet wird, das am
Forschungszentrum Jiilich zur Simulation von Schadstoffausbreitungen im Boden ein-
gesetzt wird. Auch findet das QMR-Verfahren eine Anwendung in PARTRACE [76],
das den Stofftransport in pordsen Medien simuliert. Die in dieser Arbeit vorgestellten
Ergebnisse zeigen, dafl die neu entwickelten Konzepte und Methoden auch fiir reale
Anwendungen erfolgversprechend sind. Sie sollen zukiinftig bei der Weiterentwick-
lung von TRACE und PARTRACE eingesetzt werden.



Kapitel 2

Aspekte der Parallelverarbeitung

In diesem Kapitel werden neben der Beschreibung von Rechnersystemen mit ver-
teiltem Speicher Parallelisierungstechniken fiir Krylov—Teilraumverfahren angegeben.
Insbesondere fiihrt die formale Darstellung des Matrix-Vektor-Produktes auf einem
System mit verteiltem Speicher zu dem Begriff der erweiterten Koeffizientenmatrix,
deren Eigenschaften beschrieben werden.

2.1 Parallelrechner

Parallelrechner lassen sich, wie in [14, 43] beschrieben, nach mehreren Kriterien klas-
sifizieren. In der Klasse der MIMD-Rechner (Multiple Instruction Stream Multiple Da-
ta Stream) unterscheidet man zwischen Systemen mit gemeinsamem und mit verteil-
tem Speicher. Erstere (Shared Memory) sind Rechner mit mehreren Prozessoren, die
auf einen gemeinsamen physikalischen Speicher mit globalem Adrefraum zugreifen.
Folglich werden Informationen zwischen den Prozessoren durch den gemeinsamen
Zugriff auf die Daten ausgetauscht. Da aus praktischen Griinden nur wenige Verbin-
dungen von den Prozessoren zu dem gemeinsamen Speicher bestehen, ist ihre Anzahl
in Shared-Memory-Systemen nur gering.

2.1.1 Systeme mit verteiltem Speicher

Im Gegensatz zu Systemen mit gemeinsamem Speicher verfiigen Parallelrechner mit
verteiltem Speicher (Distributed Memory) tiber keinen globalen physikalischen AdreB3-
raum. Jedem Prozessor ist seine eigene Speichereinheit zugeordnet, so da3 er nur die
Daten bearbeiten kann, die in seinem lokalen Adreraum enthalten sind. Benotigt ein
Prozessor die Daten eines anderen, so miissen diese durch explizite Kommunikation
iiber ein Verbindungsnetzwerk ausgetauscht werden. Folglich konnen Daten anderer
Prozessoren erst dann bearbeitet werden, wenn sie entsprechend verschickt und vom
Adressaten empfangen wurden. Das Programmiermodell, das einen solchen Austausch
von Nachrichten beinhaltet, heillit Message Passing.

7
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Die Anzahl der Prozessoren, auch Knoten genannt, kann in einem Distributed-
Memory-System sehr unterschiedlich sein. Es gibt Rechnersysteme mit bis zu einigen
tausend Prozessoren, die daher durch den Begriff massiv-parallel charakterisiert wer-
den.

Die Rechenleistung eines Parallelrechners mit verteiltem Speicher ist aber nicht
nur von der Knotenleistung abhiingig, sondern auch von der Leistungsfihigkeit des
Netzwerkes, das die einzelnen Prozessoren verbindet. Die Struktur der Verbindung
wird durch die Topologie bestimmt, wobei meistens Baum-, Ring-, Hypercube- oder
Gitterstrukturen [14] verwendet werden. Letztere weist auch der im nachfolgenden
Abschnitt beschriebene Rechner auf.

2.1.2 Der Rechner Intel Paragon XP/S 10

In diesem Abschnitt wird das am Forschungszentrum Jiilich installierte System Intel
Paragon XP/S 10 skizziert, auf dem die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Algo-
rithmen implementiert wurden.

Der Intel Paragon ist ein massiv-paralleles System mit verteiltem Speicher, des-
sen Knoten durch ein Netzwerk in Form eines zweidimensionalen Gitters miteinan-
der verbunden sind. Jeder Rechenknoten besitzt zwei RISC-Prozessoren (Reduced In-
struction Set Computer) vom Typ i860 XP, die eine maximale Rechenleistung von 75
MFLOPS in 64-Bit-Arithmetik erreichen und mit einer Taktfrequenz von 50 MHz ar-
beiten. Neben dem Applikationsprozessor, der die arithmetischen und logischen Ope-
rationen ausfiihrt, ist der Kommunikationsprozessor fiir den Austausch von Nachrich-
ten zustdndig. Jedem solchen Prozessor-Paar ist ein lokaler Hauptspeicher von 32 Me-
gabyte zugeordnet. Die Zugriffszeit auf diesen Speicher betréigt 60 ns.

Der Rechnner Intel Paragon XP/S 10 am Zentralinstitut fiir Angewandte Mathe-
matik des Forschungszentrums Jiilich besitzt neben einigen Service- und I/O-Knoten
138 Rechenknoten. Auf diesen ist das Betriebssystem Paragon OSF/1 der Open Soft-
ware Foundation installiert, das die von der Firma Intel zur Verfiigung gestellt Message
Passing-Bibliothek NX unterstiitzt. Hierfiir wurde unter dem derzeitigen Release 1.4
von OSF/1 eine Bandbreite des Netzwerks von 90 Megabyte/s und eine Latenzzeit
(Startup Time), die zum Aufbau einer Netzwerkverbindung benétigt wird, von 38 us
gemessen.

Weitere Informationen zum Rechner sind im Handbuch [46] zu finden. Die System-
architektur und der verwendete Prozessortyp sind zum Beispiel in [5, 58] beschrieben.

2.2 Parallele Algorithmen

Der Einsatz von parallelen Systemen erfordert die Entwicklung neuer Strategien und
Methoden zur Losung technisch-wissenschaftlicher Probleme. Parallele Algorithmen
lassen sich einerseits beziiglich der verwendeten Rechnerarchitekturen und anderer-
seits beziiglich der inhdrenten Parallelitit des zu 16senden Problems klassifizieren [44].
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Falls beispielsweise ein Algorithmus die gleichen Operationen auf unterschiedlichen
Daten ausfiihrt, liegt Datenparallelismus vor, dessen Mal3 durch die Datengranula-
ritdt gegeben wird. Sie bestimmt die Grofe der Segmente eines Datensatzes, die par-
allel ausgefiihrt werden konnen. Die im ndchsten Abschnitt entwickelten Paralleli-
sierungsstrategien nutzen z.B. den grob-granularen Datenparallelismus von Krylov-
Teilraumverfahren.

Ein weiterer wichtiger Aspekt beim FEinsatz paralleler Algorithmen ist der Last-
ausgleich (Load Balancing), der sicherstellt, da3 die Rechenlast gleichmiBig auf die
Prozessoren verteilt ist. Der Speedup mif3t dabei die Giite eines parallelen Algorith-
mus auf der verwendeten Rechnerarchitektur. Bezeichnet ¢, die Ausfiihrungszeit ei-
nes parallelen Algorithmus zur Losung eines Problems auf p Prozessoren und ist £,¢4
die Zeit, die der sequentielle Algorithmus zur Losung desselben Problems auf einem
Knoten des Parallelrechners benotigt, so ergibt sich der Speedup als ¢4, /t,. Die Grofie
tseq/ (p - tp) wird dann als Effizienz eines parallelen Algorithmus beziiglich der benutz-
ten Rechnerarchitektur bezeichnet.

2.3 Parallelisierungskonzepte fiir iterative Verfahren

Im nachfolgenden Kapitel werden Krylov—Teilraumverfahren entwickelt, die zur L6-
sung des linearen Gleichungssystems

Ax=b, A eR™¥ und x,beRY

mit allgemeiner regulidrer Koeffizientenmatrix geeignet sind. Um dem speziellen ma-
thematischen Hintergrund der einzelnen Methoden nicht vorgreifen zu miissen, sollen
zundchst formale Parallelisierungsansitze fiir Verfahren des folgenden Typs bereitge-
stellt werden.

Definition 2.3.1. Ein iteratives Verfahren heifst cg-ihnlich, falls jeder Iterationsschritt
durch eine konstante Anzahl von

o Linearkombinationen von Vektoren,
e Skalarprodukten,

e Matrix-Vektor-Produkten und

e skalaren Operationen

bestimmt wird. Dariiber hinaus soll die Anzahl der skalaren Operationen so klein sein,
daf eine Parallelisierung dieser Operationen nicht notwendig ist.

Das Verfahren der konjugierten Gradienten ist folglich cg-dhnlich. Methoden, wie
das auf langen Rekursionen basierende Verfahren der verallgemeinerten minimalen
Residuen [67], werden durch sie nicht erfaf3t.



10 KAPITEL 2. ASPEKTE DER PARALLEILVERARBEITUNG

In dieser Arbeit werden ausschlieBlich Verfahren beschrieben, die sich durch Defi-
nition 2.3.1 charakterisieren lassen.

Da die Parallelisierung skalarer Operationen entféllt, wird nun ein Formalismus
bereitgestellt, der das Aufteilen der Vektoren des R auf p Prozessoren vornimmt.

Definition 2.3.2. Sei J = {j1,... ,jm} C I ={1,2,... , N} eine Indexmenge, deren
L1

Elemente in aufsteigender Reihenfolge gegeben sind, und x = : c RY. Eine
TN

lineare Abbildung Ry : RN — R™ heifit Restriktion beziiglich der Indexmenge J,

falls

RJ =Xj =

Die Restriktion bildet somit einen Vektor x € R¥ auf die Komponenten ab, deren
Indizes in J = {j1,... ,Jm} mit j; < ... < j,, enthalten sind. Die Abbildung wird
durch die Matrix Ry = (r;;) € R™% mit

_ {1 s J = 7Jis
"'ij =
0 , sonst,
beschrieben. So bewirkt das Produkt von Ry mit einer Matrix A = (a;;) € RV*V,
daB3 die Zeilen von A mit den Indizes aus der Menge J herausgegriffen werden. Ist
K ={ki,... ,ki} C I mitk; < ... < Kk eine weitere Indexmenge, so liefert die

Komposition R JARﬂ =R J(RKAT)T die Teilmatrix von A, deren Spaltenindizes
zu K und Zeilenindizes zu J gehoren. Folglich gilt

Ajiky -+ Qhky
R;ARL = DL : (2.1)

a’jmkl tee ajmkl

Definition 2.3.3. Eine Menge {I;, i = 1,... ,p} heift p-disjunkte Zerlegung der In-
dexmenge I = {1,2,... ,N}, falls

p

Ur=1,

=1

LNL=0 fir i#j

und die Elemente jeder Teilmenge I; in aufsteigender Reihenfolge gegeben sind.

Ein Vektor x € RY heift p-disjunkt verteilt auf p Prozessoren eines Parallelrech-
ners, falls nur die Komponenten von x beziiglich I, d.h. x;, = Ry, x, im lokalen Spei-
cher von Prozessor P; vorhanden sind.
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Die obige Definition 146t also zu, dal nicht nur zusammenhéngende Blocke eines
Vektors auf die Prozessoren verteilt werden, sondern dal Komponenten mit beliebi-
gen Indizes auf einem Prozessor vorliegen kdnnen. Damit kommt man der Forderung
nach, daf3 die zur Problembeschreibung gewihlte Numerierung eines Vektors nicht mit
der Numerierung iibereinstimmen muf, die aus Sicht der Parallelverarbeitung fiir eine
giinstige Verteilung der Komponenten auf die Prozessoren notwendig wire.

2.3.1 Linearkombinationen von Vektoren

Im folgenden seien die beiden Vektoren x, y € R¥ auf die gleiche Weise p-disjunkt
auf p Prozessoren verteilt, so dal} die Linearkombination

z:ax+/BYa aaﬁERa

durch
in:ain+ﬁyIia 1=1,...,p,

parallel auf den einzelnen Prozessoren durchgefiihrt werden kann. Sind die Kompo-
nenten des Ergebnisvektors z in gleicher Weise auf die Knoten des Rechners verteilt,
so kann diese Addition ohne Kommunikation durchgefiihrt werden, was bei gleich-
méchtigen Mengen I; zu einer optimalen Lastverteilung fiihrt.

2.3.2 Skalarprodukte von Vektoren

Das euklidische Skalarprodukt der Vektoren x und y 148t sich aufgrund der Beziehung

b
T., __ § T
X y - XI,'yIi
i=1

in zwei Phasen bestimmen. In der ersten Phase berechnet jeder Prozessor P; die Teil-
summe o; = x}:yIi unabhéngig von den anderen. In der zweiten Phase miissen die
p lokalen Summen zu xTy = a; + ... + a, addiert werden. Mit Hilfe eines globa-
len Synchronisationspunktes wird das Ergebnis auf allen Prozessoren zur Verfiigung
gestellt. Unter einem solchen Punkt versteht man eine Stelle im Programm, an der
alle Prozessoren eines Parallelrechners miteinander kommunizieren miissen, um die
nachfolgenden Rechnungen ausfiihren zu konnen.

Aufgrund der endlichen Gleitpunktdarstellung reeller Zahlen ist das Ergebnis einer
Summation davon abhingig, in welcher Reihenfolge die Summanden addiert werden,
so dal} verschiedene Zerlegungen zu unterschiedlichen Ergebnissen fiihren konnen.
Die Berechnung von Skalarprodukten unter dem Aspekt der numerischen Stabilitit
wird z.B. in [42] diskutiert.
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2.3.3 Matrix-Vektor-Produkte

Im folgenden Abschnitt wird das Matrix-Vektor-Produkt z = Ax mit der Koeffizien-
tenmatrix A = (a;;) € R¥*Y beschrieben. Hierzu wird gefordert, daB die Kompo-
nenten des Vektors

ZI1

x=|: | eRrRY und des Ergebnisvektors z=| : | eRY

z I,

beide zu der gleichen p-disjunkten Zerlegung {I;, « = 1,...,p} der Indexmenge
I ={1,2,...,N} auf den p Prozessoren vorliegen. Auch sollen sich die Zeilen von
A, deren Zeilenindizes in I; enthalten sind, im lokalen Speicher von P; befinden.

Beispiel 2.3.1. Wihit man zur Durchfiihrung des Matrix-Vektor-Produktes

2z 1 20 0 3 0\ [z
2 456 0 0 0] [a
| |7 89 0 10 11]|as
2| |0 00 12 13 14] ]2
2 15 0 0 16 0 17) | s
% 0 00 0 0 18/ \z

auf zwei Prozessoren die Zerlegung I, = {1,2,3} und I, = {4,5,6}, so erhdlt der
erste Prozessor die Komponenten xj, = (zy1,22,%3), 21, = (21, 23,23)" und die
ersten drei Zeilen der Matrix. Der Menge I, entsprechend kann der zweite Prozessor
auf die iibrigen Daten zugreifen. Mit Hilfe von x;, lif}t sich auf dem ersten Knoten nur
die Komponente z, bestimmen, zur Berechnung von z; und zs fehlen x5 und x.

Der Vektor zj, 148t sich lokal berechnen, falls alle dafiir notwendigen Komponen-
ten von x auf Prozessor P; zur Verfiigung stehen. Neben den lokal gespeicherten Daten
xp, werden i.allg. weitere Komponenten x5, bendotigt. Die nachfolgende Definition er-
mittelt die Indizes der fehlenden Komponenten.

Definition 2.3.4. Fiir J C I = {1,2,... ,N} und A = (a;;) € R¥*¥ wird die
Menge

0J={kecI\J: aj#0 fireinjcJ}
als Nachbar von J beziiglich A oder kurz als Rand von J bezeichnet.

Die nicht vorhandenen Komponeneten x5z, miissen nun von den anderen Prozes-
soren angefordert werden. Nach Erhalt der Daten bezeichne X5y, eine bei Prozessor P;
vorliegende Kopie von x5y,. Der so ausgefiihrte Datenaustausch wird durch die Glei-
chung

ia[p RBIPR}Z cen RBIPR£ X7

~ T T
Xor, Ron Ry, ... RopRp Xy

P
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beschrieben. Wird keine Nachricht von P; nach P; iibermittelt, so ist Ray; RE =0,
also ist insbesondere auch RBL,R}: = 0 firz = 1,...,p. Findet ein Datentransfer
statt, treten an den entsprechenden Stellen der Matrizen Ry I R}: =Ry IJ.I R}; Einsen
auf, vergleiche (2.1).

Definition 2.3.5. Die in Gleichung (2.2) auftretende Matrix heifst Kommunikations-

matrix von A zur Zerlegung {I;, 1 = 1,... ,p}.
. ~ ~ AT T
Weiter nennt man (xa Iy ,xalp) den Empfangsvektor von x = (xl1 yeee X Ip)
- ~ AT .
und x¢ = (x 1> X8Iy 5+ -+ 1 XI,» xalp) den durch den Empfangsvektor erweiterten Vek-

tor x beziiglich A und {I;;, i = 1,... ,p}.

Wie bereits erwihnt, kann das Matrix-Vektor-Produkt nach Erhalt der fehlenden
Komponenten lokal durchgefiihrt werden. Da die Komposition RyARZE die Teilma-
trix von A ist, deren Zeilenindizes in J und Spaltenindizes in K vorkommen, 1463t
sich nun das Produkt mit Hilfe des durch den Empfangsvektors erweiterten Vektor x©
formulieren:

:;1 R,ARY R,AR, ... 0 0 Son
) — et ,
o 0 0 ... RpAR] R,AR], ;‘;; (2.3)
d.h.
p
2z, = Y RLAR]x; = RLAR]x; + RLAR %o,  (24)

i=1

Bei der Ausfiithrung des Matrix-Vektor-Produktes kdnnen i.allg. Kommunikation und

Rechnung iiberlappt werden, denn wihrend Prozessor P; auf die Daten xg5; wartet,

konnen schon die Komponenten von zj, bestimmt werden, die nicht von x4, abhingen.

Das sind also die Werte von zy,, die sich ausschlieBlich aus der Kenntnis von x;, be-
(e}

rechnen lassen. Die folgende Definition bestimmt die zugehorige Indexmenge I; dieser
Komponenten.

Definition 2.3.6. Sei J C I = {1,2,... ,N} und A = (a;;) € RY*N. Das Innere
von J ist die Menge

J={kcJ: au=0 firallelcI\J}.

Das Matrix-Vektor-Produkt kann nun auf jedem Prozessor P; wie folgt durch-
gefiihrt werden:

e Verschicke die entsprechende Komponenten von xj,, die andere Prozessoren fiir
ihre Rechnung benétigen.
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e Berechne Zo aus der lokalen Kenntnis von xz, .

z

e Empfange Komponenten x5y, als Kopie in Xa7,

e Berechnez  »
Entsteht die Matrix A durch Diskretisierung einer partiellen Differentialgleichung,
so lassen sich die Begriffe Rand und Inneres einer Indexmenge auch anschaulich
erldutern. MaB3gebend dabei ist das Diskretisierungsschema.

Beispiel 2.3.2. Diskretisiert man beispielsweise die Laplace-Gleichung —Au = 0
mit Dirichlet—Randbedingung auf dem Einheitsquadrat mit der iiblichen Fiinfpunkt-
formel [39] zum gegebenen 6 x 6 Gitter, siehe Abbildung 2.1, so entsteht bei natiirli-

cher Anordnung der Unbekannten u;, 1 = 1,...,36, ein Gleichungssystem mit der
Koeffizientenmatrix
T -1 4 -1
-1 T -1 -1 4 -1
-1 T -I . -1 4 -1
A= I T -I mit T = 1 4 -1
-1 T -I -1 4 -1
-1 T -1 4
Verteilt man die Komponenten des Vektors vy
u = (ui,...,uss) auf einen Parallelrech- 1
ner mit 4 Prozessoren gemdf} der in Abbil-
dung 2.1 angegebenen Blockzerlegung des N
Gebietes, so erhdlt der erste Prozessor die e o o o o o
Komponenten des Vektors u beziiglich der
Indexmenge I, = {1,2,3,7,8,9,13,14,15}. X XX
Das Innere Iol dieser Menge sind alle Kom- J e X o o
ponenten von z = Awu, die sich nur aus
der Kenntnis von uj, bestimmen lassen, al- x ¢ ¢
so I, = {1,2,7,8}. Der Rand von I, sind * 2 S
schlieflich die Komponenten von u, die zu- -
sdtzlich zu uy, bendtigt werden, um z auf 0 1 x
I\ ]ol berechnen zu konnen, somit die In- Abbildung2.1: Invier Teilgebiete zerlegtes Ein-
dexmenge 81, = {4, 10, 16, 19, 20, 21}. heitsquadrat mit zweidimensionalem 6 x 6 Gitter

und natiirlicher Numerierung der Gitterpunkte

Fiir die in der Gleichung (2.3) angegebene Durchfiihrung des Matrix-Vektor-Pro-
duktes ist es erforderlich, daB jeder Prozessor P; auf die Zeilen der Matrix A zugreifen
kann, deren Indizes zur Indexmenge I; gehoren. Falls die Matrix durch Diskretisie-
rung einer partiellen Differentialgleichung entstanden ist, so ist sie i.allg. diinnbesetzt
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(sparse). Das bedeutet, daf der iiberwiegende Teil der Matrixelemente den Wert Null
besitzt oder genauer, dal man zur Durchfiihrung des Marix- Vektor-Produktes O(N)
Additionen und Multiplikationen benoétigt, wenn N die Ordnung der Matrix bezeich-
net. Eine oft verwendete Speichertechnik fiir solche Matrizen ist das sogenannte CRS-
Schema [66]. Weitere Speichertechniken befinden sich in [80].

Ein schwieriges Problem ist das Auffinden einer Zerlegung {/;,7 = 1,... ,p} der
Indexmenge I = {1,2,..., N}, die zur Durchfiihrung des Matrix-Vektor-Produktes
mit der Koeffizientenmatrix A sinnvoll erscheint. Es muf} eine Zerlegung gefunden
werden, die die Gesamtlaufzeit, bestehend aus Berechnungs— und Kommunikations-
zeit, auf p Prozessoren minimiert. Entsteht die Matrix durch Diskretisierung einer par-
tiellen Differentialgleichung, so ist das Matrix- Vektor-Produkt beziiglich I; i.allg. pro-
portional zur Méchtigkeit dieser Menge, so dafl das Minimierungsproblem vereinfacht
dargestellt werden kann. Man sucht dann eine Zerlegung {I;, i = 1,... ,p}, die so-
wohl die maximale Méchtigkeit der Mengen I;

max |[;] — min,
2=1,...,p

als auch die Kommunikationskosten minimiert,

p

Z |0I;] — min .

i=1
Mit Hilfe des von A induzierten Graphen 148t sich hieraus ein Problem formulieren,
das der Partitionierung von Graphen entspricht. Bei der durch Diskretisierung einer
partiellen Differentialgleichung auf dem Gebiet {2 entstandenen Matrix A impliziert
die Aufteilung des Gebietes oder des Diskretisierungsgitters eine i.allg. gute Zerlegung
der Indexmenge I. Partitionierungsalgorithmen, die auf der physikalischen Zerteilung
des Gebietes (2 basieren, findet man in [32, 57]; Arbeiten zur Gitterpartitionierung sind
in [3] bzw. zur Graphpartitionierung in [47, 62] beschrieben.

2.4 Die erweiterte Koeffizientenmatrix

Sendevorgang (2.2) und Matrix-Vektor-Produkt (2.3) konnen in der nachfolgenden
Gleichung zusammengefal3t werden:

( zy, \ / A11 A1 0 0 0 0 \ XL \
0 0 I -R, 0 ... =Ry, O Xor,
zy, X1,
0 .. Xo1,
zr,_, X1, , (25)
0 it'“)Ip—l
Z[I‘7 0 0 e 0 0 App Ap X[P

\o/) \'R,, 0 ... R, 0 0 I)\%s)
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Hierbei sind die Matrizen A;;, A; und R, ; durch
A; =RpAR] A; =R,AR], firi=1,...,p

und
Ri; = RorRT, 4,5=1,...,p,

gegeben. Werden in dieser Gleichung ausschlielich die Werte xy, firz = 1,... ,p
als bekannt vorausgesetzt, so ergeben sich dquivalent zu (2.2) die Werte X, mit den
Blockzeilen 2, 4, ..., 2p. SchlieBlich 148t sich z;, gemdf (2.3) mit Hilfe der Block-
zeilen 1, 3, ..., 2p — 1 berechnen.

Definition 2.4.1. Die Matrix aus Gleichung (2.5) nennt man die erweiterte Koeffizien-
tenmatrix A® von A beziiglich der Zerlegung {I;, 1 = 1,... ,p}.

Entsprechend heifit der Vektor z° = (le ,0,...,2p, O)T der mit Null erweiterte
Vektor von (zy,,. .. ,zIP)T beziiglich A und {I;, i = 1,... ,p}.

Die erweiterte Koeffizientenmatrix A® der Matrix A wird in Kapitel 5 eine zentrale
Rolle bei der Losung linearer Gleichungssysteme iibernehmen. Fiir einen sequentiel-
len Rechner (p = 1) sind beide Matrizen identisch. Die gerade eingefiihrten Begriffe
werden nun an einem Beispiel erldutert.

Beispiel 2.4.1. Diskretisiert man die gewohnliche Differentialgleichung —u" = f im
Gebiet Q = (0, 1) mit homogenen Dirichlet-Randwerten durch die sogenannte zweite
Differenz
u(z + h) — 2u(z) + u(z — h)
hZ
mit h = 1/17, so entsteht das Gleichungssystem

=u"(z) + (’)(hz)

2/h*  —1/h? Uy f(z1)
_1/h2 2/h2 _1/h2 Ua f(mz)
—1/h2 2/h2 —1/h2 Us _ f(m;g)
—1/h*  2/h* —1/h? ug || flzd) |
—1/h2 2/h2 —1/h2 Uy f($5)
—1/h*  2/h* ] \us f(e)
A
wobei die Werte u; die Funktion uw an den Stellen z; = ih fiirv = 1,... ,6 appro-

ximieren. Soll dieses Problem auf zwei Prozessoren gelost werden, so liegt folgende
Zerlegung der Indexmenge I = {1,... ,6} nahe:

L = {17273}a I, = {475a6}7

on, = {4}, oI, = {3}.

Das Matrix-Vektor-Produkt z = Au ldft sich mit der zu A erweiterten Matrix A®
durchfiihren:
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(=) (2R, LR \ ()

29 —1/h* 2/h* —1/h? Uy
3 —1/h* 2/h* —1/h? U3
0| 1 -1 o
za | 2/h* —1/h? —1/h?| | ug
Z5 _1/h2 2/h2 —1/h2 Us
Zg —1/h* 2/h? Ug
\o/ \ -1 VAN

Dabei entspricht die vierte und achte Zeile dem Sendevorgang. Die vierte Zeile lautet
Ug = Ug,

d.h. sende vom zweiten Prozessor den Wert von u4 an den ersten Prozessor und spei-
chere diesen in u,. Entsprechend lifit sich die achte Zeile interpretieren. Anschliefiend
wird das Matrix-Vektor-Produkt auf den einzelnen Prozessoren lokal durchgefiihrt. Auf
dem ersten Prozessor ergeben sich die Komponenten von zj, = {zi, 22,23} durch
Kenntnis von uy, = {uy,ua,u3} und der Variablen w4, was durch die ersten drei Zei-
len der Matrix A® beschrieben wird. Mit der fiinften, sechsten und siebten Zeile von
A® erhdlt man auf dem zweiten Prozessor die Komponenten zy, = {z4, 25, 26 }-

Zum Abschlufl des Kapitels wird erldutert, wie die erweiterte Matrix zur Losung
des linearen Gleichungssystems Ax = b eingesetzt werden kann. Es wird sich her-
ausstellen, daB3 das Losen der beiden Systeme mit den Koeffizientenmatrizen A und
A° zu derselben Losung fiihrt. Der nachfolgende Satz prizisiert diesen Sachverhalt.

Satz 2.4.1. Sei {I;,i =1,... ,p} eine Zerlegung der Indexmenge I = {1,2,... ,N}.
Weiter sei A € RNV x = (xll,... ,XIP)T eRNundb = (bll,... ,pr)T € RV,
Dann gilt:

(i) A regulir <= A° regulir

XarI Xar
(ii) Ist x Losung von Ax = b und : = 2 |, so lost der erweiterte
XaI, XaI,
- ~ T
e __ ; e e __ e ;.
Vektor x© = (XIl,Xall, . ,X[P,Xalp) das Gleichungssystem A°x® = b® mit

be = (by,,0,...,bs,,0)".
(iii) Ist x® Losung von A°x® = be, so lost x die Gleichung Ax = b.

Beweis. Die Behauptungen (ii) und (iii) folgen unmittelbar aus der Darstellung
des Matrix-Vektor-Produktes (2.5). Da die Regularitdt einer Matrix dadurch gekenn-
zeichnet ist, dal die homogene Gleichung nur die triviale Losung besitzt, folgt (i) als
Spezialfall von (ii) und (iii). O
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Teil (iii) von Satz 2.4.1 bietet die Moglichkeit, die Losung von Ax = b mit Hilfe
des erweiterten Systems A®x® = b® zu ermitteln. Anstatt das urspriingliche Glei-
chungssystem zu losen, kann ein Krylov—Teilraumverfahren verwendet werden, das
die Losung des erweiterten Gleichungssystem A®x® = b€ bestimmt. Die zusétzlichen
Variablen Xsry,, ... ,Xa1,, die bei der Durchfiihrung des Matrix-Vektor-Produktes auf
einem Parallelrechner mit verteiltem Speicher hinzugenommen werden, werden spiter
zur Beschleunigung des eingesetzten Verfahrens benutzt.



Kapitel 3

Krylov—Teilraumverfahren

Die Losung groBer linearer Gleichungssysteme stellt besondere Anforderungen an die
Algorithmen, wobei direkte Methoden aufgrund ihres hohen Speicherbedarfs oft nicht
verwendet werden konnen. Eine Alternative bicten daher iterative Verfahren, die die
Koeffizientenmatrix ausschlieBlich in der Form von Matrix-Vektor-Produkten benoti-
gen. Viele solcher Methoden zur Losung des linearen Gleichungssystems

Ax=b mitAcR""undx, becR" (3.1

gehoren zu der Klasse der Krylov—Teilraumverfahren, die Approximationen x,, der
Losung A~'b in der Form

X, € Xo + Kn(ro,A), mneN,

liefern. Dabei bezeichnen x, eine Startlosung fiir die Gleichung (3.1) und K,,(ro, A) =
span{ry, Arg, A’ry,... , A" 'ry} den n-ten Krylov—Teilraum, der durch den Residu-
umsvektor ro = b — Axp und die Matrix A erzeugt wird.

Ein solches Verfahren besteht im wesentlichen aus zwei Komponenten. Einerseits
muB eine Basis {vy,...,v,} mit

span{vy, ..., vy} = Kn(ro, A)

(iterativ) konstruiert werden und andererseits muf} eine Vorschrift angegeben werden,
die die Approximation in dem Raum xo+span{vy,... ,v,} bestimmt. Die Basis sollte
daher so gewihlt werden, daf x,, mit wenig Aufwand berechnet werden kann.

Die bekannteste Krylov—Teilraummethode ist das Verfahren der konjugierten Gra-
dienten zur Losung linearer Gleichungssysteme mit symmetrisch positiv definiter Ko-
effizientenmatrix A. Der Raum K, (ro, A) wird dabei durch die generierten A-kon-
jugierten Vektoren aufgespannt. Mit den drei folgenden dquivalenten Bedingungen
lassen sich die Iterierten x,, dieses Verfahrens charakterisieren. Zum einen wird der
Vektor x,, so gewihlt, daB der Fehler x,, — A~'b im erzeugten affinen Raum in der
A-Norm minimal ist, d.h.

xn— A7'b|la = min  [[x—A"'b|a.
x€x0+’Cn(r01A)

19
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Zum anderen aber soll das zugehorige Residuum b — Ax,, in der A ~!-Norm minimiert
werden, also

Ib— Ax,as = min ||b— Ax|as.
x€x0+Kn(ro,A)

In beiden Fillen stellt ||x||p = x"Bx, x € RY, fiir symmetrisch positiv definite
Matrizen B eine Norm dar. Zusitzlich sind die beiden Minimierungseigenschaften zu
der Galerkin—Bedingung

wl (b —Ax,) = 0 firalle w € K,(ro,A) = Kn(ro, AT) (3.2)
dquivalent. Da fiir allgemeine regulire Koeffizientenmatrizen A jedoch weder || - ||a
noch || - ||a-: eine Norm ist, wird nun die iibliche euklidische Norm || - || verwendet.

Ein Beispiel dafiir ist GMRES, wo die Iterierte durch die Minimierungseigenschaft

b — Ax,|s = min IIb — Ax||, (3.3)
x€x0+’Cﬂ(r01A)
bestimmt wird. Das Verfahren der bikonjugierten Gradienten hingegen basiert auf der
Orthogonalitéitsbedingung (3.2) und erzeugt hierzu einen weiteren Raum K, (To, AT)
mit dessen Hilfe die Approximierten x,, € xo + K,(ro, A) durch die Forderung

wl(b— Ax,) = 0 fiiralle w € K,(To, AT) (3.4)

ermittelt werden. Dabei bezeichnet Ty einen beliebigen Startvektor zur Generierung
des Krylov—Teilraums K, (To, AT), der i.allg. in Ubereinstimmung mit r, gewihlt
wird.

Die Berechnung der Iterierten wird im dritten Abschnitt dieses Kapitels niher
beschrieben. Zunichst soll auf die Erzeugung einer geeigneten Basis eingegangen
werden. Speziell werden Krylov—Teilraumverfahren zur Losung von linearen Glei-
chungssystemen mit allgemeiner regulirer Koeffizientenmatrix beschrieben, deren Ba-
sis {vi1,... ,v,} mit Hilfe des unsymmetrischen Lanczos—Prozesses [52] generiert
wird. Dieser cg-dhnliche Prozel benétigt die Matrix A ausschlieBlich in der Form
der beiden Matrix-Vektor-Produkte Ax und ATx zu beliebigen Vektoren x. Soll der
Lanczos—Algorithmus parallelisiert werden, miissen bei der Durchfiihrung dieser Ope-
rationen und der auftretenden Skalarprodukte Daten ausgetauscht werden. Ist die Ma-
trix diinnbesetzt, so kommunizieren bei der Parallelisierung der Matrix-Vektor-Produk-
te i.allg. nur benachbarte Prozessoren. Die ungiinstigen Parallelisierungseigenschaften
der Methode lassen sich dann auf die vorhandenen Skalarprodukte zuriickfiihren [7,
17, 18, 19, 36]. Da diese mit globalen Synchronisationspunkten bestimmt werden,
d.h. den Datenaustauch zwischen allen Prozessoren erfordern, wird die Performance
bei steigender Prozessoranzahl gerade durch die Berechnung dieser Skalarprodukte
negativ beeinfluf3t.

Es konnen zwei grundsitzliche Strategien angegeben werden, die diese Schwie-
rigkeiten beheben. Zum einen kann der sequentielle Algorithmus so umstrukturiert
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werden, daf} die anfallende Kommunikation mit sinnvoller Rechnung iiberlappt wird.
Diese Technik wird von den meisten Parallelrechnern unterstiitzt. Der zweite Ansatz
hingegen zielt auf die Konstruktion neuer Algorithmen, die mit einer geringeren An-
zahl von globalen Synchronisationspunkten pro Iteration auskommen. Aus Griinden
der Lastverteilung sind dabei Algorithmen mit nur einem globalen Synchronisations-
punkt pro Iterationsschritt besonders wichtig. Zur Reduzierung der Anzahl der globa-
len Synchronisationspunkte werden manchmal sogar zusitzliche Rechnungen in Kauf
genommen [65]. Die Vor- und Nachteile der beiden Strategien fiir das Verfahren der
konjugierten Gradienten sind in [21] zusammengefal3t.

In dieser Arbeit wird nicht der ersten, sondern der zweiten Strategie nachgegan-
gen. In Abschnitt 3.2 wird eine neue Version des Lanczos—Algorithmus bereitgestellt,
die in jedem Iterationsschritt nur einen globalen Synchronisationspunkt benétigt, oh-
ne dafiir zusitzliche Rechnungen durchzufiihren. Mit Hilfe der durch diesen Algo-
rithmus erzeugten Basis wird das Verfahren der bikonjugierten Gradienten und der
quasi-minimalen Residuen hergeleitet. Letzteres wird dann durch die Verwendung der
[,-Normen verallgemeinert.

Nachfolgend bezeichnen e!™) € R¥ dic i-ten Einheitsvektoren und fiir 1 <p<oo

%

x|, = (3, |a:z|”)rl’ und ||x||c = max;_1,.. n |z;| mitx € RY die [,-Normen.

3.1 Der klassische unsymmetrische Lanczos—Prozef3

Der klassische unsymmetrische Lanczos—Prozess [52] transformiert eine beliebige
Matrix A € R¥*¥ jterativ in eine tridiagonale Matrix T, deren Eigenwerte die Eigen-
werte von A approximieren. Zur Herleitung des Lanczos—Algorithmus nehme man an,
daf die Matrix

o \

Y2 az [
T — 73 c RVXN
B
\ W o)
durch die Ahnlichkeitstransformation
T =V AV (3.5

entstanden ist. Bezeichnet W die transponierte Inverse von V, so ist (3.5) dquivalent
zu den drei Gleichungen

WiV =1 (3.6)

AV =VT (3.7)

ATW =wTT . (3.8)
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Der unsymmetrische Lanczos—Prozef3 besteht nun darin, die Matrizen V, W und T zu
berechnen, d.h. rekursiv die Spaltenvektoren v,, und w,, von

V=(vi, vy ...,vy) und W = (wy, ws, ..., Wy)

und die skalaren Elemente a,,, 3, und ~, der Matrix T zu bestimmen. Basierend auf
den Gleichungen (3.6) — (3.8) werden zu zwei beliebigen Startvektoren v, und wy,
die der Biorthogonalititseigenschaft wlv; = 1 geniigen, nun iterativ die Matrix T
und zwei Folgen von Vektoren v;,vs,Vvs,... und wy, wsy, ws,... generiert. Diese
werden als Lanczos—Vektoren bezeichnet. Der zugehorige Algorithmus kann wie folgt
entwickelt werden. Die Eigenschaft (3.6) entspricht der Biorthogonalitit

0, fallsz#j
wivy = {0 Rlls £, (3.9)
1, fallsi=3

-

der Lanczos—Vektoren. Vergleicht man die n-ten Spalten von (3.7) und (3.8), so erhilt
man die Gleichungen

AV, = Ynt1Vai1 + @V + BrVn1 (3.10)
ATWT:. = Bn-l—lwn—l—l—i_ an'Wnp —I_ TnWn_1 , (311)

wobei vo = wp = 0 zu setzen sind. Werden diese nach v,,; bzw. w, aufgeldst,
so ergeben sich hieraus Rekursionen fiir die (n + 1)-Vektoren. Die Bedingung (3.9)
bestimmt im wesentlichen die Berechnung der Koeffizienten a,, 3,1 und ~,,1. Der
Koeffizient a,, ergibt sich nach Multiplikation der Gleichung (3.10) mit wX oder (3.11)
mit vZ aus der Biorthogonalitiit (3.9) zu

an, = wiAv, . (3.12)
Zur Berechnung von 3,41 und 7,41 setzt man zunéchst
Vol = Avy, —an vy — Buvia_t (3.13)
und
Woi1 = ATw, — a,w, — Y Wn_1 (3.14)

wobei angenommen wird, daf} die Gro3en 3, und ~,, vom vorherigen Iterationsschritt
bekannt sind. Aufgrund der Gleichungen (3.10) und (3.11) folgt hieraus

Vnil = Ynt1Vnil (3.15)

und

Wni1 = Bny1Wnit (3.16)
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so daf} die Biorthogonalitit der Lanczos—Vektoren v,,;; und w,,,; die Identitit

Ynt1Bni1 = Wi 1Vt (3.17)

impliziert. So erhdlt man aus den Gleichungen (3.12) bis (3.17) den unsymmetrischen
Lanczos—Algorithmus, der wegen der Struktur von (3.13) und (3.14) auf Drei-Term-
Rekursionen basiert. Dieser Proze8 ist in Algorithmus 3.1 beschrieben. Dabei sind
Anweisungen, die zu einem globalen Synchronisationspunkt auf einem Parallelrechner
mit verteiltem Speicher fiihren, mit einem e gekennzeichnet.

Algorithmus 3.1 Klassischer unsymmetrischer Lanczos—Prozef3

Eingabe: A,V; und wy mitwfv; =1
Vg = Wg — 0
forn=1,2,3,... do

o wibhle v, und 3, mitv,8, = Wiv, Gl (3.17)
1
Vp = —V, Gl. (3.15)
Tn
1
W, = ﬁ—wn Gl. (3.16)
o a,=wlAv, Gl. (3.12)
Vo1 = Avy, — an vy — BavVino1 Gl. (3.13)
Wni1 = ATw, — o, Wy — YaWn_1 Gl. (3.14)
enddo

Algorithmus 3.1 wurde aus den Gleichungen (3.6)—(3.8) hergeleitet. Umgekehrt
kann auch gezeigt werden, dal die hier erzeugten Lanczos—Vektoren diesen Eigen-
schaften geniigen, wie z.B. in Cullum und Willoughby [15] fiir eine spezielle Wahl
der Koeffizienten ~, und 3, gezeigt wird. Ein analoger Beweis fiir eine neue Ver-
sion des unsymmetrischen Lanczos—Prozesses, der die Biorthogonalitit der generier-
ten Lanczos—Vektoren demonstriert, wird im folgenden Abschnitt angegeben.

In exakter Arithmetik wird Algorithmus 3.1 beendet, falls fiir einen Index n die
Gleichung wlv, = 0 erfiillt ist. Ist einer der beiden Vektoren identisch Null, so
spricht man von einem regulidren Abbruch des Verfahrens. Problematisch ist der Fall
wZIv, = 0 und keiner der beiden Faktoren verschwindet. Dariiber hinaus kann dieses
Produkt auch sehr klein werden und in der Praxis zu Rundungsfehlern fiithren. Die-
se beiden unerwiinschten Fille konnen mit Hilfe sogenannter Look-Ahead-Techniken
[61, 29, 60, 6, 78, 45] iiberwunden werden. Gutknecht gibt in seinen Arbeiten [37, 38]
eine theoretische Betrachtung dieser Abbriiche und beschreibt, wie sie behandelt wer-
den konnen. Da diese Problematik jedoch nicht Gegenstand dieser Arbeit ist, werden

Algorithmus 3.1 und alle weiteren beendet, falls solche Abbriiche auftreten.
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Die beiden Matrix-Vektor-Produkte Av,, und ATw,, in Algorithmus 3.1 fithren auf
einem Parallelrechner mit verteiltem Speicher bei diinnbesetzten Matrizen i.allg. nur
zur Synchronisation von benachbarten Prozessoren. Globale Synchronisationspunkte
treten lediglich bei der Berechnung der Koeffizienten +, und 3, in (3.17) und des
Koeffizienten a,, in (3.12) auf. Allerdings besteht in dieser Formulierung eine direkte

Datenabhiéngigkeit zwischen den GroBen ~,,, 3, und a,, so dal e, nicht ohne Kennt-
T Ac

“’; "Z"" ist,

konnen die beiden Skalarprodukte w2 v, und wlA¥V, gleichzeitig mit einem globa-

len Synchronisationspunkt berechnet werden. Um ein drittes Matrix-Vektor-Produkt
zu vermeiden, wird in Gleichung (3.13) der Term Av,, durch %ﬂA?n ersetzt. Auf
diese Weise erhélt man den klassischen unsymmetrischen Lanczos—Prozel mit nur
einem globalen Synchronisationspunkt, siehe Algorithmus 3.2. Dariiber hinaus sind
auch die Matrix-Vektor-Produkte A¥,,; und ATw, voneinander unabhiingig und
konnen gleichzeitig berechnet werden. Bei unsymmetrischen Matrizen mit symmetri-
scher Struktur der Nichtnullelemente kann so beispielsweise Kommunikationszeit auf
einem Parallelrechner eingespart werden. Ersetzt man auch ATw,, durch - ATw,,
ergibt Algorithmus 3.2 den Algorithmus 2.3 aus [51]. Weitere Bemerkungen zum klas-
sischen unsymmetrischen Lanczos—Prozef} finden sich in [9].

nis von v, und 3, bestimmt werden kann. Da aber a,, = Wf’: Av, =

Algorithmus 3.2 Klassischer Lanczos—Prozefl mit einem globalen Synchronisations-
punkt

Eingabe: A, ¥; und Wy mit wIv,; #£ 0
Vg = Wg = 0
forn =1,2,3,... do

e wihle 7y, und 3, mit v, 8, = Wiv, Gl (3.17)
ATAT,
o a,=2n’Vn Gl (3.12)
Brn
1.
Vp = —V, Gl. (3.15)
Tn
1 .
W, = —W, Gl. (3.16)
B
~ 1, -
Vi1 = —AV, —anVn — BnVa_1 Gl. (3.13)
Wni1 = ATw, — o, W, — YaWp_y Gl (3.14)
enddo

Mit der Bedingung (3.17) konnen die Koeffizienten ~,, und 3, gemif} den Glei-
chungen (3.15) und (3.16) zur Skalierung der Lanczos—Vektoren v,, und w,, verwen-
det werden. Dabei ergeben sich beliebig viele Moglichkeiten, von denen im folgenden
drei diskutiert werden sollen. Finige Autoren [35, 48, 20] normieren eine der beiden
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Folgen von Lanczos—Vektoren, hier v,,, durch die Wahl

- 1 e
Yo = |[Vall2 und B, = —Wi¥, .

n

Sollen jedoch beide Folgen gleich behandelt werden, vergleiche [2, 51, 61], werden
die Koeffizienten durch

—— 1 e
Yo =/ |WIv,| und g, = —van

bestimmt. Eine dritte Moglichkeit ergibt sich schlieBlich aus der Forderung, daf die
erzeugte Tridiagolalmatrix T symmetrisch sein soll. Dies wird durch die Wahl

erfiillt. Dabei muf} jedoch beachtet werden, daf} sich der Definitionsbereich von R auf
C erweitert, d.h. die Matrix T und die beiden Folgen von Lanczos—Vektoren dann
komplexwertig werden konnen. Da die Eigenwerte der iterativ erzeugten Matrix T die
Eigenwerte von A approximieren, konnen dann bei Eigenwertproblemen durch diese
Wahl spezielle Algorithmen zur Losung symmetrischer Tridiagonalmatrizen eingesetzt
werden [15].

In der Praxis jedoch sollten aus Griinden der numerischen Stabilitét beide Folgen
von Lanczos—Vektoren normiert werden [74, 61, 28, 29], d.h.

|Va|lz = ||Wn|z =1 fiirn € N.

Dies wire mity,, = ||V,||2 und 8, = ||W,||2 zu erreichen, vergleiche (3.15) und (3.16),
wenn nicht Gleichung (3.17) die Normierung nur einer der beiden Folgen zulassen
wiirde. Dieses Problem kann aber gelost werden, indem man einen weiteren Freiheits-
grad in Form einer diagonalen Matrix D bereitstellt, der dazu dient, die zweite Folge
zu normieren. Geht man also wieder von der Ahnlichkeitstransformation (3.5) aus und
bezeichnet nun mit W die skalierte Matrix V~ID anstelle von VT, so erhilt man
die zu (3.6)—(3.8) korrespondierenden Gleichungen

wiv =D (3.18)
AV =VT (3.19)
ATW = WD 'T’D. (3.20)

Hieraus 146t sich nun der auf Drei-Term-Rekursionen basierende klassische unsym-
metrische Lanczos—ProzeB herleiten, in dem beide Folgen von Lanczos—Vektoren nor-
miert werden konnen, vergleiche Abschnitt 2.2 von [31]. Der Ansatz (3.18)—(3.20)
bildet die Grundlage des nichsten Abschnittes.
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3.2 Der Zwei-Term-Lanczos—Prozel3

Der klassische unsymmetrische Lanczos—Prozef} aus dem vorangegangenen Abschnitt
erzeugte die Lanczos—Vektoren mit der Hilfe von Drei-Term-Rekursionen. In diesem
Abschnitt fiihrt nun eine zusétzliche Voraussetzung an die Tridiagonalmatrix T auf
gekoppelte Zwei-Term-Rekursionen. Obwohl Lanczos [53] schon 1952 eine &dhnli-
che Technik verwendete, geriet die Idee in Vergessenheit und wurde erst 1993 von
Freund et al. [29] zur Verbesserung der numerischen Stabilitit wieder aufgegriffen.
Wie schon erlédutert, normieren die Autoren beide Folgen von Lanczos—Vektoren, um
Instabilititen zu vermeiden. Der von Freund et al. entwickelte Algorithmus benétigt al-
lerdings in jeder Iteration drei globale Synchronisationspunkte, die mit der oben ange-
gebenen Technik nicht auf einen reduziert werden konnen. Daher wird nun ein Ansatz
beschrieben, der es ermoglicht, die numerischen und parallelen Aspekte zu verbinden.
Das Ergebnis ist eine neue Version des unsymmetrischen gekoppelten Zwei-Term-
Lanczos—Prozesses, der es erlaubt, beide Folgen zu normieren, und der dariiber hinaus
nur einen globalen Synchronisationspunkt in jedem Iterationsschritt bendtigt. Diese
Fassung soll im folgenden vorgestellt werden, vergleiche auch [9].
Dazu wird die Existenz einer LU-Zerlegung der Tridiagonalmatrix

T=LU (3.21)
angenommen, deren Faktoren L € RV*Y und U € R¥*¥ die bidiagonale Struktur

T1 ]' K2
T
L™ " und U = L (3.22)

IN TN 1
aufweisen. Mit der Einfithrung der Matrizen P = VU ! und (NQ = WD~1U7 kénnen

die Gleichungen (3.18)—(3.20), die den klassischen Lanczos—Algorithmus mit der Nor-
mierung beider Folgen beschreiben, mit Hilfe von (3.21) in

WIv =D (3.23)

V =PU (3.24)

ATW = QLD (3.25)

AP =VL (3.26)

Q = WD 'U” (3.27)

iiberfiihrt werden. Bezeichnet man mit p4,... ,py und qy, ... ,qy die entsprechen-

den Spalten der Matrizen P und Q und ist D = diag(dy,...,dn), so sind die n-ten
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Spalten von (3.24)—(3.27) durch

Vo, = Pn + HnPn-1 (328)

ATWn = Tn5nan + ’Yné‘na'n—l (329)

Ap‘n - ’Yn-l—lvn-}—l + ThVn (330)
~ Hnt1 1

n = n =Wy 3.31

Soin Wi + (SnW (3.31)

gegeben, wobei po = qo = 0 zu setzen sind. Mit der Definition q,, = 7,,6,.q,, erhilt
man eine zu (3.29) und (3.31) dquivalente Form durch

Ynbn
Tn—1 (Sn— 1

an = ATWH —

n—1

Tn é‘nllln-{— 1

6 Wn+1 = qn — ThWp »
n+1

wobei qo = 0. Die Koeffizienten é; konnen mit der Substitution

Tn6n n
R Hnit (3.32)
n+1

die spéter zur Normierung der Lanczos—Vektoren dient, ersetzt werden. Zusammenge-
fat ergeben sich auf diese Weise aus (3.28)—(3.31) die vier Gleichungen

pTL = Vnp — /l'npn—l (333)
an = ATw, — 7’2" ™ 1 (3.34)
TYn+1Vnt1 = Apn — TnVn (335)
£n+lwn+1 = Qn — ThWp (336)

mit pp = qo = 0, die die Grundlage des entstehenden Algorithmus bilden. Die
Struktur dieser Gleichungen erklért den Begriff der gekoppelten Zwei-Term-Rekursion.
Nimmt man an, daf} die Vektoren p,_1, 9n_1, v, und w,, und die Koeffizienten y,,,
Yn> &n und 7, aus dem vorangegangenen Iterationsschritt bekannt sind, so werden
nun deren Nachfolger bestimmt. Zunichst werden die Vektoren p,, und q, mit (3.33)
und (3.34) aktualisiert. Dariiber hinaus konnen auch die Vektoren

Voir = Apn — TV, (3.37)

Wni1 = Qn — TaWn (3.38)
und die Koeffizienten

Yrt1 = |[Vntl|2 (3.39)

nt1 = ||[Wny1])2 (3.40)
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bestimmt werden. Ein Vergleich von (3.35) mit (3.36) liefert die normierten Lanczos—
Vektoren
1 1 .

Vn+t1 und Wnt1 = Wntl - (341)
’Yn-}—l n+1

Vnt1 =
Mit der Definition
Ont1 = Wy Vni (3.42)
und der Biorthogonalitédtsbeziehung (3.23) folgt

Ont1 = Ynt1ént10nt1 - (3.43)
Somit ergibt sich aus (3.32) der Koeffizient

gy = Tt (3.44)
Yn+1TnOn
Man beachte, da3 alle Operationen, die zu einem globalen Synchronisationspunkt
fiihren, d.h. (3.39), (3.40) und (3.42), voneinander unabhingig sind und deshalb mit
einem einzigen globalen Synchronisationspunkt berechnet werden konnen. Es bleibt
noch zu iiberpriifen, da3 auch die Berechnung des Koeffizienten 7,,,1 keinen weiteren
Synchronisationspunkt beansprucht. Zunichst ergibt die Multiplikation von (3.35) mit
wl. , den Wert
T
Ap.,
Tni1 = Wni1APnt1 (3.45)

T
wn—l— 1 Vn+ti

Da aber py41, und damit g,;, zur Aktualisierung von p,; benotigt werden, kann
das Skalarprodukt wX +1APny1 nicht gleichzeitig mit den anderen Produkten ermittelt
werden. Ersetzt man jedoch py,; durch (3.33), folgt

_ Wo1AVap W1 1APn
Tatl =~ —Haplp -
Wot1Vnt1 Wat1Vnt1

Die Erweiterung des ersten Bruches mit &, 17,1 und die Substitution von Ap,, durch
Gleichung (3.35) im zweiten Term fiihrt mit der Biorthogonalitdtsbeziehung (3.23) zu

o W£+1A;n+l
Tnt+l — ~T ~ — Tn+1lMnt1 -
Wn+1 Vn+1
Die Definition
En+1 — VN‘}f_i_lAvn_'_l (346)
liefert schlieBlich
En+1
Tn+1 = o Tn+1Mn+1 - (347)

gn-l-l
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Das zusitzliche Skalarprodukt W2, ; AV, ist jetzt unabhingig von den anderen Pro-
dukten, so daf} (3.39), (3.40), (3.42) und (3.46) simultan mit einem globalen Synchro-
nisationspunkt berechnet werden konnen. In Algorithmus 3.3 sind die bereitgestellten
Formeln zusammengefaft.

Dabei konnen die Werte §,, = wf’: v, der diagonalen Matrix D durch die Anwei-
sung &, = on/(vnén), vergleiche (3.43), eingefiigt werden. Erwihnenswert ist auch,
daB sich die Matrix-Vektor-Produkte ATv~vn+1 und Ap,, dhnlich wie im vorangegan-
genen Abschnitt, gleichzeitig berechnen lassen.

Algorithmus 3.3 Gekoppelter Zwei-Term-Algorithmus mit einem globalen Synchro-
nisationspunkt

Eingabe: A,V; und w; mit wlv, # 0

Po=¢qo =0
= %ill2, &= [Willz, o1 =WV, e = (ATw)) V1, p =0, 7 = 2
forn =1,2,3,... do
R Gl. (3.41)
Vn
W, = SivTrn Gl. (3.41)
Pn = v: — HnPn-1 Gl. (3.33)
n = %ATVVH - 7’2" " 1 Gl. (3.34)
Wnti1 - Un — T Wn " Gl. (3.38)
Vnt1 = APp — TnVp Gl. (3.37)
* Vi1 = |[Vasa2 Gl. (3.39)
o &1 = |[Waiall2 Gl. (3.40)
®  Ony1=Wo i Vni Gl. (3.42)
o cni1= (ATWn1) Vo Gl. (3.46)
finy1 = % Gl. (3.44)
Tl = Z:—J: — Tnt+1lnt1 Gl. (3.47)
enddo

Die Herleitung basierte auf den Gleichungen (3.24)—(3.27) unter Verwendung der
Biorthogonalititseigenschaft (3.23). Umgekehrt 148t sich aber auch zeigen, daf die
durch Algorithmus 3.3 erzeugten Lanczos—Vektoren v,, und w,, biorthogonal sind.
Dies ergibt sich aus dem abschlie3enden Satz.
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Satz 3.2.1. Falls alle Anweisungen von Algorithmus 3.3 fiirn = 1,2,... ,m wohlde-
finiert sind, erfiillen die v-Vektoren und die w-Vektoren die Eigenschaft

T 0, lIsi#7j, .
Tj:{ falls i # j 1<4,7<m+1. (3.48)

: 0i 0, fallsi=j,

Beweis. Mit einer Induktion iiber n wird bewiesen, daf} die Biorthogonalitit (3.48)
fir1 <1i,7 < m + 1 giiltig ist. Die Induktionsverankerung wird durch die Initialisie-
rungsphase gewihrleistet und die Behauptung p; # 0 folgt aus der Wohldefiniertheit.
Fir n > 1 liefern die Anweisungen, die mit G1.(3.38) und GI.(3.34) numeriert sind,
mit Hilfe der Identitit q,_; = W, + Z:l w,,_1, vergleiche (3.38), die Rekursion

1

1

Wil = —ATVA‘;n . 7nﬂn ‘I’ Tn ~ . ’Yn,unTn—l ~
T

W — W, _
fn " gnfn—l noto

(3.49)

wobei der letzte Term fiir n = 1 verschwindet. Eine analoge Rechnung, die die An-
weisungen G1.(3.37) und GI.(3.33) verwendet, zeigt

~ I i + Ti o iTim1~ :
Vi+1:—AVi—7M+TVi—MT 1V1'_1, z:1,...,n.
Y i Yi-1
Die Induktionsvoraussetzung impliziert
WA, = 0, fallS’L::]_,...,’)’L—z , (3.50)
OnYn-1, fallsi=n—1.
Aus (3.49) folgt zundchst
~ ~ 1 ~ —~ Yrnln + Tn ~7~ YnlnTn—1 ~ -~
T T T T
W, Vi= W, AV, — ——— W, V;, — ———— W, _,V;
+ Eﬂ fn Enén—l !
und mit der Induktionsvoraussetzung und (3.50) ergibt sich schlielich
0, fallsz =1,... ,n—2 ,
QTL n— n TLTTL— .
W£+1Vi = Z - - ’yé’u’f ) lgﬂ—l ’ fallss =n — 1 ’
En  Ynkn + Tn .
— — ————0n fallsz =n .
én én ’
Die Berechnung von g, und 7, liefert die Behauptung in den Fillen ¢ = » — 1 und
i = n. Ahnlich zeigt man W7 v, = 0 fiirs = 1,... ,n. Der Wert vTr,:’;HGnH = Oni1

ergibt sich aus der entsprechenden Anweisung von Algorithmus 3.3. O
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Der symmetrische Fall

Ist die Matrix symmetrisch, d.h. gilt A = AT, so kénnen in Algorithmus 3.3 einige
Anweisungen eingespart werden. Startet man diesen ProzeB mit der Wahl v, = w4, so
ergibt sich aus den Gleichungen (3.33) — (3.36) induktiv die Ubereinstimmung der Fol-
gen v, = w,, und q,, = Ap,. Also sind die erzeugten Lanczos Vektoren orthogonal,
d.h.
fallsz # j
VIv;= % Blsi#d, (3.51)
1, fallst=7 .

Weiter impliziert v,, = w,, die Gleichheit der Koeffizienten v,, = £, bzw. y2 = g, so
daB (3.44) in vereinfachter Form durch p,, = 22— gegeben wird. Damit folgt aus (3.33)

Tn—1
Pon=Va— " Pny. (3.52)
Th—1
Hieraus schlieBt man mit po = 0 induktiv p,, € v,, +span{vy,... ,v, 1}, so daB sich

aus (3.35) und der Orthogonalititsbedingung (3.51) der Koeffizient
o = PLAp, (3.53)

ermitteln 1dBt. Multipliziert man Gleichung (3.37) mit VX, |, wird v,41 durch die For-
mel

7721+1 = V7111+1Vﬂ+1 = ;£+1Apn = (Apn)TApn - Tnvy{APn
bestimmt. Da aber auch vZAp, = 7, gilt, vergleiche (3.35), folgt mit der Definition
En = (Apn)TAp,1 (3.54)

die Identitat

Tn+1 = V En — T,f . (355)

Auf diese Weise erhilt man den symmetrischen Lanczos—Prozef3 mit einem globalen
Synchronisationspunkt, in dem die Folge der Lanczos—Vektoren normiert wird. In Al-
gorithmus 3.4 sind die hergeleiteten Formeln zusammengestellt.

3.3 Lanczos-basierte Krylov—Teilraumverfahren

Der auf gekoppelten Zwei-Term-Rekursionen basierende unsymmetrische Lanczos—
Prozef3 reduziert eine Matrix A auf Tridiagonalgestalt T mit der Zerlegung T = LU.
Die durch diesen Algorithmus erzeugten Lanczos—Vektoren sollen nun als Basis des
Krylov—Teilraumverfahrens zur Losung des linearen Gleichungssystems (3.1), d.h.

Ax=b mit A € R¥Y ynd x, b € RV
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Algorithmus 3.4 Symmetrischer gekoppelter Zwei-Term-Algorithmus mit einem
globalen Synchronisationspunkt

Eingabe: A,v; mitvy; # 0

Po=0
71 = [[Vial[2, =1
forn =1,2,3,... do
V= vivn Gl (3.41)
S TZ: Pt Gl (3.52)
e 7.=pLAp, Gl (3.53)
o c.=(Ap,) Ap, Gl. (3.54)
Yot1 = \/€n — T2 Gl (3.55)
Vnt1 = APp — TaVp Gl. (3.37)
enddo

verwendet werden. Bezeichnen wie friiher xq eine Startlosung fiir die Gleichung (3.1)
und ro = b — Ax, den zugehorigen Residuumsvektor, so erzeugt der unsymmetrische
Lanczos—Prozef3 zu den Startvektoren

1 1
vi=—ry und w;=—r mit 3 =|ro|l2#0 (3.56)
T 7

die Basis der entsprechenden Krylov—Teilrdume
Kn(ro,A) = span{vy,... ,v,}
und
Kn(ro, AT) = span{wy,... ,w,},

von denen zunéchst nur der erste explizit bendtigt wird. Werden die n Lanczos—Vek-
toren vy, ... , v, in der Matrix V,, = (vy,... ,vy,) € RYX7 als Spalten verwendet, so
kann die noch zu bestimmende Approximierte x,, € xo + K,(ro, A) durch die Wahl
eines z,, € R™ in der Form

X, = Xo + V.2, (3.57)
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beschrieben werden. Neben den Lanczos—Vektoren generiert der Lanczos—Prozef3 im
n-ten Iterationsschritt auch die Teilmatrizen

1 1 po
Ln — Y2 . c R(TH-I)XH’ Un — 1 . € Rnxn
S S
Yn+1 1
von L und U aus (3.22) und die Matrix P,, = (py,... , Pn) € RY*" die mit V,, durch
P, — V, U (3.58)
AP, = VL., (3.59)

in Beziehung steht, vergleiche (3.24) und (3.26). Mit der Definition
Yn = Unz,
wird x,, aus (3.57) wegen (3.58) auch dquivalent durch
X, = Xo + Poyn. (3.60)
gegeben. Fiir den zugehorigen Residuumsvektor gilt also
r, = b—Ax, =ro— AP,y,.
Aus (3.56) und (3.59) folgt schliellich eine Faktorisierung des Residuums

rn= Vo <fyleg”+1) — Lnyn> . (3.61)

Da die Minimierung von r,, sehr aufwendig ist, sollen nun verschiedene Strategien
zur Wahl von y,, und damit von x,, angegeben werden, die mit weniger Aufwand
durchfiihrbar sind. Bezeichnet

sn=mel — L.y, (3.62)
den rechten Faktor aus (3.61) und s?, fiirs = 1,... ,n + 1 dessen Komponenten, so
gilt zunéchst

rn = Vi1 8y (3.63)
und wegen ||v;||o = 1 firi =1,... ,n + 1ist
n+1
[eallz = [[Vapasal: = H Zs; Vi,
b1 it
< Mllsivile = Y lsiIvalla
i=1 =1

n+1

= ) I = |lsallz- (3.64)
=1
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Hieraus ergibt sich eine Moglichkeit zur Wahl des y,, die wie folgt formuliert werden
kann.

Strategie 1. Bestimme y,, so, daf} die jeweils ersten n Eintrdge von s,, verschwinden.

Weiter liefert die Holder—Ungleichung aus (3.64) die Abschétzung
[eallz < (4 1)7 [Isn]lp, (3.65)

wobei% = ”;fl [0;1), falls1 <p < oound% = 1im Fall p = oo.

Das klassische Verfahren der quasi-minimalen Residuen [30, 31] bestimmt y,, der-
art, daB s,, in der l5-Norm minimiert wird. Das Minimierungsproblem kann aber auch
fiir jedes 1 < p < oo betrachtet werden. Die Ungleichung (3.65) fiihrt so zur folgenden
Strategie zur Wahl von y,, und damit x,,.

Strategie 2. Wihle y,, so, daf s,, in der l,-Norm minimal wird, d.h.

Das auf dem Lanczos—Prozef} basierende Krylov—Teilraumverfahren ist in Algo-
rithmus 3.5 abgebildet. Da die explizite Darstellung der Lanczos—Vektoren im folgen-
den nicht gebraucht wird, sind v,, und w,, gemif (3.41) ersetzt und die entsprechende
Anweisung aus Algorithmus 3.3 entfernt worden. Die Berechnung des Abbruchkri-
teriums, beispielsweise ||r,||» kleiner als eine vom Benutzer vorgegebene Toleranz,
benétigt einen weiteren globalen Synchronisationspunkt. Wird dieses Skalarprodukt,
wie in Algorithmus 3.5 dargestellt, verzogert, benotigt der gesamte Algorithmus wie
bisher nur einen globalen Synchronisationspunkt. Vorgreifend soll auch schon bemerkt
werden, dafl zur Berechnung von x, und r,, keine zusitzliche Synchronisation ge-
braucht wird.

Nimmt 7,, oder 7,4, in Algorithmus 3.5 im n-ten Iterationsschritt den Wert Null
an, so bricht der Lanczos—Prozef} im néchsten Schritt ab. Der Fall v,,,; = 0 bedeutet,
daB in beiden Strategien s, = 0 und damit die exakte Losung x, = A~'b gefunden
wird. Ist jedoch 7, = 0 ergibt sich mit der ersten Strategie y,, = y’a_l und damit
X, = Xp—1. In der zweiten Strategie 148t sich das y,, nicht bestimmen. Aus diesem
Grund soll im folgenden

Tiyee-sTn 7 0 und y1,...,7% # 0, (3.67)

angenommen werden.

(n+1)

Y1 el - Ln Yn (n+1)

"Ylel _Lny

= min
4 yER™

(3.66)

p

3.4 Das Verfahren der bikonjugierten Gradienten

Wegen der bidiagonalen Struktur der Matrix L,,, wird y,, in der Strategie 1 durch

Yn = (M5 sma)" (3.68)
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Algorithmus 3.5 Lanczos-basiertes Krylov—Teilraumverfahren mit einem globalen
Synchronisationspunkt

Eingabe A, b und x,

Po=q =0, Wy =V, =19 =b— Ax

Yo=6=0, on=0=1, 1= |rollz, & =7, 01 =11, 61:(AT1'0)T1'0
forn =1,2,3,... do

’Yn—lé-n—lgn En
n = Tn =~ — TInln
’YnTn—lgn—l Qn
]_ —~ ]- o~ nHen
pn = —V, — lllnpn—l 3 qn = _ATWn - 7 l’l’ n—1
~ T'n, ~ ~ Tn —~
Wn+1 = qn - _W'n.; Vn+1 = Apn — —V,
fn Tn
e if (||rp_1]|2 < Toleranz) then STOP
® Ynt1 = ||§n+1||2 bnt1 = ||"~Vn+1|\2
~ o~ ~ T ~
° On+1 = W71:+1vn+1 Ent1 = (ATWTL—I—I) Vn+t1
Anweisung zur Berechnung von x,, und r,,
enddo
mit
Y: . Y1
= ——Ni-y 1=2,...,m, M =—, (3.69)
75 T1

eindeutig gegeben. Dariiber hinaus kann dieser Vektor, da die ersten n — 1 Komponen-
ten von y,, und y,,_; iibereinstimmen, durch die Rekursion

Yo = (y’a—l) + kel (3.70)
mit
Kp = —’Y—nnn_l, Ko = —1, (3.71)
TTL

dargestellt werden. Aus Gleichung (3.62) ergibt sich hieraus das zugehorige Residuum

Sn = —Yniifin ey (3.72)

Mit diesen Ergebnissen konnen nun die Iterierten x,, aus (3.60) und r,, aus (3.63) des
Krylov—Teilraumverfahrens, Algorithmus 3.5, aktualisiert werden. Setzt man (3.70)
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in (3.60) ein, so ist

Xn = X0 + PnYn
= Xpo + Pn—lyn—l + ann
= Xp_1 + KnPn - (3.73)

Aus (3.63) und (3.72) folgt in Verbindung mit (3.41)

r, = Vn-l—lsn = —Yn+1En vn+1
= —KnpnVp41. (374)

Wegen ||V,11|]2 = 1 erhilt man sogar

[Tnllz = ¥ns16al, (3.75)

ohne ein weiteres Skalarprodukt auswerten zu miissen. Die Formeln sind in Algorith-
mus 3.6 zusammengefalt.

Algorithmus 3.6 BCG zur Losung von Ax = b
Eingabe: A,b, x,

Fiihre Initialisierung von Algorithmus 3.5 aus

Ko — -1
forn =1,2,3,... do

Fiihre n-ten Iterationsschritt von Algorithmus 3.5 aus

fom = — g Gl (3.71)
Tn
Xn = Xn—1 + K/npn Gl (373)
[rallz = |KnYni1] Gl. (3.75)
enddo

Dieses Krylov—Teilraumverfahren, das zunéchst auf einer heuristischen Wahl des
Vektors y,, basierte, stellt sich nun als eine Variante des Verfahrens der bikonjugierten
Gradienten (BCG) heraus. Zum Nachweis von (3.4) bezeichne W,, = (Wy,... ,W,) €
RY*™ die Matrix, deren Spalten aus den Lanczos—Vektoren wy,... ,w, bestehen.
Hiermit kann jedes w € ICn(ro,AT) = span{wy,...,w,} durch ein z € R™ in
der Form w = W,z beschrieben werden, so daf}

WT(b — Ax,) = wlr, = zTW;‘frn.

Dar, = —vn1+16nVnt1, folgt aus der Biorthogonalititsbeziehung der Vektoren v; und
w; die Gleichung

WT(b — Axn) = _7n+1’€nzT(W£Vn+1) =0.
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Eine Variante des Verfahrens der bikonjugierten Gradienten

In Abbildung 3.1, obere Kurve, le+01 |
ist ein typischer, durch starkes Os- 1e+00 |
zillieren geprédgter Konvergenzver-
lauf von BCG dargestellt. Modifi-
ziert man dieses Verfahren, indem
die Iterierte x,, nur dann aktualisiert
wird, falls sich die BCG-Iterierte X,
nicht verschlechtert, ergibt sich die
untere Kurve und das entsprechend
modifizierte Verfahren der bikonju- 1e-06 : : : : :
gierten Gradienten, siehe Algorith- 0 N A0 tonen Y B0
mus 3.7. Dieses wird in Abschnitt
3.6 erneut interpretiert.

le-01 |

le-02

le-03 F

2-Norm des Residuums

le-04 |

le-05 F

Abbildung 3.1: Typischer Konvergenzverlauf von BCG.

Algorithmus 3.7 Modifizierter BCG zur Losung von Ax = b
Eingabe: A, b, x,

Fiihre Initialisierung von Algorithmus 3.5 aus
Ko = —1, Xo =Xo, [Toll2 =1
forn=1,2,3,... do

Fiihre n-ten Iterationsschritt von Algorithmus 3.5 aus

Ko = —Z—”nn_l Gl (3.71)
X, = in_nl + KnPn Gl. (3.73)
[Fnll2 = |&nYni1] Gl. (3.74)
if |[Fall2 < [[Faal2 then

Xn = Xn, |[Pnlls = [[Fnll2
else

Xn = Xn-1, ||[Tallz = [[Pn-1l2
endif

enddo

3.5 Spezielle Minimierungsprobleme in der [,-Norm

In diesem Abschnitt wird das spezielle Minimierungsproblem (3.66) der Strategie 2
behandelt. Anders als im Fall p = 2 kénnen hier Techniken wie die der Givens—Ro-
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tationen [31] oder die der Normalgleichungen [68] zur Losung des Problems nicht
verwendet werden. Das Ergebnis wird dann im nachfolgenden Paragraphen zur Her-
leitung der verallgemeinerten Methode der quasi-minimalen Residuen verwendet. Es
wird gezeigt, dal die Losung y, fiir 1 < p < oo eindeutig bestimmt ist und sich
ebenso wie das Residuum s,, mit Hilfe einer kurzen Rekursion darstellen 143t. Im Fall
p = 1 kann eine Losung des [;-Minimierungsproblems explizit angegeben werden.

Im nachfolgenden Lemma wird zunichst ein Hilfsproblem gelost, mit dem eine
explizite Darstellung von y,, und s,, in Satz 3.5.1 angegeben wird. Der Satz 3.5.2 gibt
die rekursive Darstellung der beiden Vektoren an, und ein abschlieBendes Korollar
wird fiir den ndchsten Abschnitt bereitgestellt.

Lemma 3.5.1. Sein € Nund f : R™ — R™"! eine affine Abbildung der Form

n

f(x) =B (1 - Z wz) eﬁ"*” + zn:ﬂi z; e?f{l)
=1

=1
mit Bo, By, Bn1 € R\ {0} und B, € R. Fiir 1 < p < oo bezeichne der Vektor

T
al) = (ag"), .. ,a@) € R™ eine Losung des l,-Minimierungsproblems

| F(et™)llp = min || £(x)llp-

Ist m € N ein Index, der durch die Gleichung |B,,| = minjq,... » |3;| bestimmt wird,
so lost

1, falls i=
ag">—{0’ ];‘;n;’ i (3.76)

das l,-Minimierungsproblem. Gilt 1 < p < oo, so wird die eindeutige Losung durch

1
o) _ ’ (3.77)
n n—1|Bn a
1+ s 8;
ﬁ q

gegeben, wobei g = p%l fiirl < p < ooundq =1, falls p = oc.

Beweis. Im Fall p = 1ist

n

1—2%1'

=1

IF&)[x = [Bol

+ Y182l > Bal(j1 =Y e + Y Ja).
=1 i=1 i=1

Nach der Dreiecksungleichung gilt |1 —Y"> ;| > 1 — " |2;], so daB

=1

1F ()2 > 1Bl = [ F(@™)]s .
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Fiir 1 < p < oo ist das angegebene a(™ wegen V|| f(a™) |7 = 0 eine Losung des
Minimierungsproblems. Die Abbildung f wird mit

Bo ... Bo
A, = P c R+1)xn
_Bn

auch durch die Gleichung f(x) = 5o e (m1) _ ALx gegeben. Die Eindeutigkeit ergibt
sich deshalb aus rg(A,) = n. Im Fall p = oo folgt die Losungsdarstellung aus dem
Grenziibergang p — 0. Ist 8, = 0, ist a(™ = (0,...,0,1)7 eindeutige Losung. Fiir
Br # 0 besitzen alle (n x n)-Untermatrizen von A, vollen Rang, so dafl nach Theorem
2.4 aus [77] auch in diesem Fall die Eindeutigkeit gewéhrleistet ist. O

Die Losung des l,-Minimierungsproblems (3.66) besitzt die folgende explizite
Darstellung.

Satz 3.5.1. Das l,-Minimierungsproblem (3.66) besitzt die Losung

yn= oyl (3.79)
=1

mit zugehorigem Residuum

sn = Bo (1 . Zag")) () | Z BialM ety (3.80)
=1

Hierbei sind, vergleiche (3.68),

yz(n)_(nlv "777i707"'70)T€Rn7 1::1,...,17,, (381)
und
v . v
771':__]77.7 1, J=2,...,m, 771:_17 (3.82)
T; T1
BJ':’YJ'-I-IT]J" j:]-a"'ana Bozvl‘ (383)

Die Koeffizienten o™ i = 1,...,n, ergeben sich aus (3.76) bzw. (3.77) und (3.78)

2 )

unter Verwendung von (3.83). Fiir 1 < p < oo ist die Losung eindeutig.

Beweis. Seix = (z1,...,z,)T € R™ Firy =Y 1, a:iy(") ist

k3

n

24! egn+1) L.y = m egnH) — L, (Z z; yz(n))

=1

= B e (n+1) Z z; (Ln yi")> .

i=1
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Weiter gilt wegen L, y\™ = gyel™™) — g, ez(-flrl), vergleiche (3.72),

nel™Luy = (1= Y ) el 4 Y pimelit? s
=1

i=1

mit f aus Lemma 3.5.1. Nach Voraussetzung (3.67) sind die Komponenten n; # 0 fiir

i = 1,...,n. Folglich bilden die Vektoren y&"), ...,y cine Basis des R™. Deshalb
ist
. n+1 .
min |3 ~L.y| = min| f(x)],-

Da nach (3.67) auch die Koeffizienten Sy, . .. , 3,—1 von Null verschieden sind, ergibt
sich die Behauptung des Satzes aus Lemma 3.5.1. O

Die Losung y, des [,-Minimierungsproblems (3.66) mit entsprechendem Residu-
um s,, besitzt fiir p # 1 die folgende rekursive Darstellung.

Satz3.5.2. Sein € N. Fiir1 < p < oo setze ¢ = ﬁ und q = 1, falls p = oo. Die
eindeutige Losung y,, € R™ des l,-Minimierungsproblems (3.66) mit dem zugehorigen
Residuum s,, € R™* ist rekursiv durch

Vo1 Yn-2
Yn=(14+0c) || - on 0 + kp el n>3, (3.84)
0 0
mit
yi=r1 und y;= ((1 +ﬁ‘2’2)"°l> : (3.85)
L Sn-1 (n+1)
S wer i U AR n=2, (386)
mit
S = —’)’2&1622) (387)
gegeben, wobei
1— A
an:)\—l-ﬂ , n>1, (3.88)
Ky = — 17 ot n>1, ko= 1, (3.89)
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und
’Y q
9, = |24 n>1, (3.90)
TTL
Ay = —An-t >2, A=1 (3.91)
n_An—l—i_ﬂn—l ’ "= ’ 1 ' '

Zusdtzlich 1af3t sich ||s,||, iterativ durch die Rekursion

p
||STL||P = {’/(A::_nﬂn) HSn—l”; - ‘7’!1—1—1 K/n|p (3.92)
berechnen.

Beweis. Fiir n € N ergibt sich mit Hilfe einer Induktion aus (3.91), (3.77)
und (3.83) dic Identitiit A,; = o). Aus (3.89) in Verbindung mit (3.91) und (3.82)
folgt hieraus induktiv

kn = a™n, . (3.93)

Es wird nun gezeigt, dal die Gleichung (3.84) mit (3.79) iibereinstimmt. In den Féllen
n = 1 und n = 2 ist dies offensichtlich. Fiir n > 3 folgt mit der Induktionsvorausset-
zung aus (3.84)

n-2 (n-2)_(n-2)
no1_(n-1) _(n-1) Yo"y
— (1 + a-n) Zz:l Q; Y — o, 0 + K eT(:'L)

0 0
n—1
:(1_|_0_n)za£n—l) y —%Za” ™ 4 kel
=1

-2
=3 (0 o)l ol ) (14 0ol 5 el

Da nach (3.93) r, e = o 5, ) = a(")( o y,@l), gilt weiter

n—2

ya= 3 ((1+ 0ol — g, 0l ?) 3!

i=1

n ((1+an) (n—1) _ (n)>y(n_) +amy®)

Eine Rechnung zeigt, daB (14 o) o™ — 6, a™™? = o{™ fiiri = 1,... ,n — 2 und
(1+0,)al 7" — ol = o sodaB

n 1 n—1>
yo= Y allyt
=1
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bewiesen ist. Analog ergibt sich die Aquivalenz von (3.86) und (3.80). Die Rekursi-
on (3.92) folgt unmittelbar aus Darstellung (3.86). 0

Das folgende Korollar wird im nédchsten Abschnitt bendtigt.

Korollar 3.5.1. Fiir 1 < p < oo undn € N berechnet die Iteration

Yn = (yTE)l) +8n, n > 2a Y1 = K1, (394)
mit
En = On (g%_l) + n"er(ln) , m2>2, g1 =k, (395)

die eindeutige Losung des l,-Minimierungsproblems (3.66). Die Koeffizienten k,, und
oy, ergeben sich aus den Gleichungen (3.88)—(3.91).

Beweis. Durch eine Induktion zeigt man, daf3 die Iteration (3.94) und (3.95) mit
der Rekursion (3.84) iibereinstimmt. O

3.6 Die Methode der quasi-/,-minimalen Residuen

Mit Hilfe von Korollar 3.5.1 des vorigen Abschnittes konnen nun die Iterierten x,,
und r,, von Algorithmus 3.5 durch Strategie 2 aktualisiert werden. Geht man zur Glei-
chung (3.60) zuriick und ersetzt darin y,, durch die Rekursion (3.94), so ergibt sich fiir
l<p< o

X, = Xo+ Pnyn
= Xo + Pn—lyn—l + Png'n
— %, 1 +d, (3.96)

mit dem neu eingefiihrten Vektor d,, = P, g,. Dieser kann mit der zweiten Rekursi-
on (3.95) durch

dn = GnPn—lgn—l + K'nPney(ln)
= op,d, 1+ EnPn (3.97)

aktualisiert werden, wobei dg = 0 zu setzen ist. Der zu x,, gehorige Residuumsvektor
r, wird mit (3.63) und (3.86) bestimmt, so daf3

r, = Vn+lsn
dn
= Vnsn— — Tn nVn
A, + O, 1~ Tnt1k +1
Y

An + U

rn_1— K/nqn—f—l ) (398)
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vergleiche (3.41). Die Koeffizienten oy, £y, ¥, und A, erhdlt man gemdf3 den Rekur-
sionen (3.88)—(3.91). Auf diese Weise ergibt sich Algorithmus 3.8, der fiir p = 2 in
das sogenannte Parallel Iterativ Method package [16, Vers. 2.1] aufgenommen wurde
und dadurch allgemein verfiigbar ist.

Algorithmus 3.8 Verallgemeinertes QMR zur Losung von Ax = b

Eingabe: A,b,xound1 < p <

Fiihre Initialisierung von Algorithmus 3.5 aus
Ko=-1, ;1 =1

do =0

if p = oo theng =1 else g = Pl endif

forn =1,2,3,... do

Fiihre n-ten Iterationsschritt von Algorithmus 3.5 aus

Yni1|®
9, = |2 Gl. (3.90)
Tn
1- A,
= 1. (3.
On N o, Gl. (3.88)
Tn Kn—1
n =—— Gl. (3.89
pY—— An Gl (3.91)
TN+ O, o
d, =o.d.._1 + £nPn Gl. (3.97)
X, = Xn_1 +d, Gl. (3.96)
I, -
r, = o, n 1 — KnVintl Gl. (3.98)
enddo

Eine gute Abschitzung von ||ry, ||z ist durch (3.92) gegeben, so daf ||r,||2, und da-
mit r,,, erst berechnet werden muf3, wenn ||s, ||, kleiner als eine vom Benutzer einge-
stellte Toleranz ist. Neben den zwei Matrix- Vektor-Produkten bendétigt dieser Algorith-
mus, ohne die Berechnung von r,, und ||r,, ||2, 22N +¢ Gleitpunktoperationen und einen
Synchronisationspunkt. Die Operationsanzahl stimmt mit dem Original, d.h. Algorith-
mus 7.1 aus [31], auch zu finden in [4], {iberein. Fiir p = 2 findet sich ein Vergleich
der beiden Algorithmen in [8§].

Der im Fall p = 1 aus Strategie 2 resultierende Algorithmus kann mit Hilfe von
Satz 3.5.1 formuliert werden. Danach stimmt die Iterierte x, im n-ten Iterations-
schritt mit der bis dahin besten BCG-Losung iiberein. Folglich entspricht diesem Ver-
fahren der modifizierte BCG-Algorithmus 3.7. Dariiber hinaus gilt wegen Satz 3.5.1
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und (3.75) in Ungleichung (3.64) sogar die Gleichheit

[eallz = [Isallx s

d.h. die euklidische Norm des Residuums stimmt mit der /;-Norm der Losung des
l;-Minimierungsproblems (3.66) iiberein.

Der symmetrische Fall

Im Fall A = AT wird in Algorithmus 3.8 der benétigte Algorithmus 3.5 durch den
symmetrischen Algorithmus 3.4 ersetzt. Die erzeugten Lanczos—Vektoren sind hier
wegen (3.51) orthonormal, so daf} aus (3.63) fiir p = 2 die Identitét

[enllz = [[Vatasnlla = [Isnll2

le+01

folgt. Somit wird die Iterierte x, G

durch die in (3.3) gegebene Mini- 16400 . QMR im symmetrischen Fall — |
mierungseigenschaft charakterisiert. 2z | 1

Ist dariiber hinaus die Matrix A po- 2

sitiv definit, folgt aus 7,, = 0 in Al- é le0z 1

gorithmus 3.4 auch p,, = 0. Damit %é 1e-03 |

ist e, = 0 und schlieBlich yp,11 = 0. 2 |

Also findet der Algorithmus 3.8 in

exakter Arithmetik nach maximal N 1e05 ¢

Schritten die exakte Losung A~'b, 1e-06 ‘ : ‘ ‘ NS
wenn N die Ordnung der Matrix A 0 0 e 0 B0 0

beschreibt. . .
Abbildung 3.2: Typischer Konvergenzverlauf von CG

und QMR im symmetrisch positiv definiten Fall.

3.7 Numerische Experimente

Das Verhalten der entwickelten Algorithmen wird in diesem Abschnitt anhand ei-
ner Diskretisierung der unten angegebenen partiellen Differentialgleichung untersucht.
Die Rechnungen dazu wurden in Fortran mit doppelter Genauigkeit auf dem Parallel-
rechner Intel Paragon XP/S 10 des Forschungszentrums Jiilich durchgefiihrt.

Beispiel 3.7.1. Gegeben sei die partielle Differentialgleichung

—Au — 20 <a:% Ou %

8m+y6_y+zaz) = f in Q=(0,1) x (0,1) x (0,1)

mit homogener Dirichlet—Randbedingung, wobei die rechte Seite f so gewdihlt wird,
daf
u(z,y,2) = 2sin(4nz) sin(6ry) sin(4rz)

Losung der Differentialgleichung ist.



3.7. NUMERISCHE EXPERIMENTE 45

Zur Diskretisierung werden zentrale Differenzen zweiter Ordnung auf einem 60 x
60 x 60 Gitter mit der Schrittweite 1/61 benutzt. Das resultierende Gleichungssy-
stem besitzt eine Koeffizientenmatrix der Ordnung N = 216000 mit 1490400 Nicht-
nullelementen. Fiir die Testrechnungen wurde stets xo = 0 als Startlosung gewdhlt,
und die zugehorigen Verfahren wurden bei einer Genauigkeit des Residuums von
||lrn|l2 < 1078 beendet.

Zur Verteilung der Daten auf die p Prozessoren des Rechners wurde das Gebiet €2 in
p gleichgrofie Wiirfel zerlegt, so dafl jeder Prozessor die zu seinem Teilgebiet gehoren-
den Daten verwaltet. Aufgrund der lokalen Struktur des Diskretisierungsschemas muf}
bei der Durchfiihrung des Matrix-Vektor-Produktes nach Kapitel 2 jeder Prozessor mit
maximal 6 Prozessoren kommunizieren.

In Abbildung 3.3 wird der Konvergenzverlauf von Algorithmus 3.8 (p = 2) mit
dem Original, d.h. Algorithmus 7.1 aus [31], verglichen. Beide Algorithmen zeigen
das gleiche Konvergenzverhalten.

1e6 T T T T T

le5 Algorithmus 3.8 —— |
led Algorithmus 7.1 aus [31]
e i -

le3
le2 r
lel r

O -
le-1 r
le-2 r
le-3 r
le-4 |
le-5 |

16_6 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300
Iterationen

2-Norm des Residuums

Abbildung 3.3: Vergleich des Residuumsverlaufs auf 125 Prozessoren.

Jedoch ergeben sich folgende Unterschiede beziiglich der parallelen Performance.
In Abbildung 3.4 wird der Speedup der beiden Verfahren fiir eine feste Anzahl von Ite-
rationsschritten angegeben. Abbildung 3.5 gibt den daraus resultierenden Zeitgewinn
von Algorithmus 3.8 gegeniiber Algorithmus 7.1 aus [31] wieder. Insbesondere wird
darin die GroBe 1 — T4(p)/T»(p) in Prozent dargestellt, wobei T4 (p) die Laufzeit von
Algorithmus 3.8 und T3(p) die Laufzeit von Algorithmus 7.1 aus [31] auf p Prozes-
soren angeben. Die neue Variante mit einem globalen Synchronisationspunkt ist stets
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schneller und zeigt ihren Vorteil insbesondere beim Einsatz vieler Prozessoren.

20
120 Algorithmus 3.8 ——
100 |Algorithmus 7.1 aus [31] -~ s 15
=1
s 8 B ‘s
3 L £ 10
5% , :
40 = &
= N 5
20
o
0
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
Prozessoren Prozessoren
Abbildung 3.4: Speedup der beiden Verfahren Abbildung 3.5: Zeitgewinn

Zum Abschluf3 des Kapitels ist in Abbildung 3.6 die euklidische Norm des Resi-
duums beim Algorithmus 3.8 fiir verschiedene [,-Normen angegeben. Fiir p = 1 muf}
Algorithmus 3.7 verwendet werden. Obwohl die Minimierung in den [,-Normen nur
geringen Einfluf auf den Residuumsverlauf hat, sind dennoch folgende Bemerkungen
wichtig.

le6

1e5 Algorithmus 3.8 mitp =00 i
kY Algorithmus 3.8 mit p = 3
led r = = _Algorithmus 3.8 mitp=2 ——-

1e3 e Algorithmus 3.7 — |

le2 r
lel

0t
le-1 r
le-2
le-3 t
le-4
le-5 t

16'6 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350
Iterationen

2-Norm des Residuums

Abbildung 3.6: Vergleich des Residuumsverlaufs auf 125 Prozessoren.

Grundsitzlich bendtigt Algorithmus 3.7 weniger Vektoroperationen als die ande-
ren Algorithmen und das Verfahren der bikonjugierten Gradienten kann durch Algo-
rithmus 3.7 in die Klasse der quasi-minimalen Residuenverfahren eingereiht werden.
Insbesondere ist die Tatsache hervorzuheben, daf3 eine /,-Minimierung hier iiberhaupt
iterativ moglich ist.



Kapitel 4

Gebietszerlegungsmethoden

Gebietszerlegungsmethoden sind Techniken, die zur Losung partieller Differentialglei-
chungen eingesetzt werden, und die aufgrund eines grob-granularen Parallelismus den
Einsatz von parallelen Rechnersystemen, insbesondere von Systemen mit verteiltem
Speicher ermoglichen. Die Grundidee kann dabei folgendermaBen beschrieben wer-
den.

Zunichst wird der Definitionsbereich der partiellen Differentialgleichung in ver-
schiedene Teilgebiete unterteilt. Auf jedem dieser Gebiete wird dann ein zu dieser
Gleichung korrespondierendes Problem formuliert und anschlieBend geldst, so daf3 die
Teillosungen zu einer Approximation der Losung auf dem Gesamtgebiet zusammen-
gesetzt werden konnen.

Fiir elliptische Differentialgleichungen basiert diese Idee auf einem Verfahren,
das urspriinglich von H. A. Schwarz [70] eingefiihrt wurde. Durch einen alternie-
renden Prozef3 bewies er die Existenz einer Losung der Poisson—Gleichung in einem
zusammengesetzten liberlappenden Gebiet 8 = Q; U 2, mit den inneren Réndern
[y =09Q;N Q% und ', = Q5 N Qy, siche Abbildung 4.1.

Abbildung 4.1: Uberlappende Zerlegung © = 2, U Q5

Bezeichnet nun L einen allgemeinen elliptischen Differentialoperator, so kann das Ver-

47
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fahren zur Losung der linearen Differentialgleichung

(4.1)

u=g auf 09
wie folgt beschrieben werden. Fiir eine auf (2, gegebene Startfunktion ugo), die nur
auf I'; definiert werden mulf3, vergleiche Abbildung 4.1, werden nun nacheinander fiir
n =0, 1, 2, ... die beiden Randwertprobleme

L@&“»:f in Q,,
W = g auf 80, \ T, (4.2)
ug"H) = ug") auf I'y
und
LQ&“»:f in Q,,
W =g auf 80, \ Ty, (4.3)
ugn-l-l) _ u(ln-l—l) auf Fz

iterativ gelost. Der gesamte ProzeB3 wird als alternierendes Schwarz—Verfahren be-
zeichnet. In jedem “halben” Schritt des Verfahrens wird die elliptische Differential-
gleichung auf den beiden Teilgebieten §2; mit « = 1, 2 mit den Randwerten g auf
0Q; \ T'; und den Werten der vorherigen Approximation auf dem inneren Rand T';
gelost. Eine parallele Variante der Methode erhilt man, indem die beiden Teilproble-
me (4.2) und (4.3) nicht nacheinander, sondern gleichzeitig gelost werden und dabei
die Randwerte von der vorherigen Iterierten auf dem benachbarten Gebiet benutzt wer-
den. Beziiglich ihrer Konvergenz werden diese und dhnliche Verfahren beispielsweise
in [23, 24, 25] untersucht.

Wesentlich fiir die obige Vorgehensweise ist, da} die Rédnder I'; und I'y im Inneren
der Teilgebiete (2, bzw. ; liegen, so dal hierdurch die entsprechenden Randwerte
aktualisiert werden konnen. Soll das parallele Verfahren nun fiir mehr als zwei Teilge-
biete formuliert werden, muf} diese Eigenschaft beriicksichtigt werden. Dafiir ist Punkt
(iii) der folgenden Definition erforderlich.

Definition 4.0.1. Die Menge {Q;, i = 1,... ,p} heifit iiberlappende Zerlegung von
Q C R*mitn € {1, 2, 3}, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Fiirv=1,...,p sind die Mengen Q); C R™ offen und nicht leer.

i) o=
=1
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(iii) Fiir jedes ¢ € 0Q,; gilt: x € 0K oder © € (; fiir ein j.

Die dritte Eigenschaft gewéhrleistet dabei, daf3 jeder Funktionswert auf dem Rand
09; \ 09 durch einen Funktionswert im Inneren eines Gebietes (2; aktualisiert werden
kann. Wihrend diese Zuordnung bei zwei iiberlappenden Teilgebieten eindeutig ist,
kann es schon bei drei iiberlappenden Gebieten 2 = 23 U 2, U 23 moglich sein,
daB beispielsweise ein z € 903 \ 90 sowohl zum Teilgebiet O, als auch zu Q,
gehort. Mit Hilfe der folgenden Definition soll deshalb zu jedem z € 9%; \ 99 ein
j €{k : z € O} gewihlt werden, mit dem der Randwert auf 0€; durch den Wert
der entsprechenden Funktion auf dem Gebiet (2; aktualisiert wird.

Definition 4.0.2. Sei {2, 1 = 1,... ,p} eine iiberlappende Zerlegung von ). Die
Funktionen ~y; : 0Q); — {1,... ,p} fiiri = 1,... ,p heiflen Randabbildungen, falls

vi(z) =1 fiir z € 8Q; N 6Q
und
vi(zg) =k mit ke {j: zeQ;} fireed;\oQ.

Wihlt man zu einer Zerlegung {€;, 2 = 1,... ,p} von Q also die Randabbildun-
gen v; fiirz = 1,...,p, so kann eine mogliche Verallgemeinerung des parallelen
Schwarz—Verfahrens zur Losung von (4.1) auf p iiberlappende Teilgebiete wie folgt
angegeben werden.

Verfahren 4.1 Paralleles Schwarz—Verfahren

Eingabe: Uberlappende Zerlegung {Q;, i =1,... ,p} von  mit
Randabbildungen ~;, L, f, g und u? 1 >R

uz) = g(z), z€ 0NN firi=1,...,p
forn =10,1,2,... do
Lose firz = 1,... ,p parallel:
L™y = finQ

7

uf"(z) = ull) (2) fir o € 00

g ¥i(

enddo

Das parallele Schwarz—Verfahren, vergleiche auch [71], besitzt damit eine dhnli-
che Struktur wie das erweiterte Matrix- Vektor-Produkt aus Kapitel 2. Da zur Losung
der Differentialgleichung auf den Teilgebieten {2; Daten der Funktionen auf den be-
nachbarten Gebieten ; mit j € {v;(z) : = € 0Q; \ 69} benotigt werden, wird hier
die Kommunikationsstruktur des Verfahrens 4.1 durch die spezielle Wahl der Rand-
abbildungen «; festgelegt. Der Vorteil bei der Implementierung auf einem parallelen
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Rechnersystem besteht dann einerseits in der lokalen Kommunikationsstruktur und
andererseits in dem meistens einfach zu realisierenden Datenaustausch, bei dem je-
dem Prozessor P; genau ein Teilgebiet €2; zugeordnet wird. Dariiber hinaus kann zur
Losung der einzelnen Teilprobleme ein bereits vorhandenes sequentielles Programm
auf jedem Prozessor eingesetzt werden.

Der Nachteil des parallelen Schwarz—Verfahrens liegt jedoch, wie spiter verdeut-
licht wird, in seiner langsamen Konvergenz. Zur Beschleunigung werden héaufig Grob-
gitterkorrekturen eingesetzt, bei deren Verwendung dann aber das lokale Kommunika-
tionsschema durch ein globales ersetzt wird.

In diesem Kapitel werden Beschleunigungstechniken des parallelen Schwarz—Ver-
fahrens vorgestellt, die die lokale Kommunikationsstruktur erhalten.

Fiir die durchzufiihrenden Untersuchungen wird eine geschlossene Darstellung der
Losung benotigt. Aus diesem Grund werden die folgenden Uberlegungen im eindi-
mensionalen Fall durchgefiihrt, da dann die allgemeine Losung der jetzt gewohnlichen
Differentialgleichung L(y) = f mit Hilfe der Greenschen Funktion in geschlossener
Form angegeben werden kann, in der die beiden Randwerte als Parameter auftreten.
Durch Kenntnis dieser allgemeinen Losung in jedem iiberlappenden Teilintervall 146t
sich so ein Gleichungssystem nur fiir die unbekannten Werte der Gesamtlosung in
den Randpunkten der Teilintervalle aufstellen. Das parallele Schwarz—Verfahren kann
damit durch das Jacobi—Verfahren zur Losung dieses Gleichungssystems charakteri-
siert werden, das so durch verschiedene Vorkonditionierungen beschleunigt werden
kann. Um die lokale Kommunikationsstruktur zu erhalten, ist der Grundgedanke dabei
immer die Interpretation der Vorkonditionierung als Kopplung der Randbedingungen
fiir die Differentialgleichungen in den Teilgebieten. Der Zusammenhang mit dem ver-
allgemeinerten Schwarz—Verfahren [22, 56, 72, 73] wird bei diesen Untersuchungen
herausgestellt.

Eine von der Dimension unabhéngige Interpretation dieser Vorgehensweise, die zur
Losung linearer Gleichungssysteme eingesetzt werden kann, wird im nachfolgenden
Kapitel gegeben.

4.1 Das explizite parallele Schwarz—Verfahren

In diesem Abschnitt wird das parallele Schwarz—Verfahren 4.1 zur Losung der linearen
gewohnlichen Differentialgleichung

L(y) = f in (a,b) mit y(a) =y(b) =0 (4.4)
beschrieben. Fiir den eindimensionalen Fall kann zunichst die Definition 4.0.1 ver-

schirft werden, so daf sich beispielsweise jedes Teilintervall nur mit zwei weiteren
Intervallen iiberschneidet.

Definition 4.1.1. Eine Zerlegung {(a;,b;), i =1,... ,p} des Intervalls (a,b) heifit
p—iiberlappend, falls

alza,bp:bunda,’<ai+1<bi<bi+1ﬁ2ri:1,...,p—l.
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Diese Zerlegung heifit (e, p)—iiberlappend, falls zusdtzlich
bz-—aH_l = £ furz: ]_, ,p—l.
Eine Zerlegung heift gleichmdpfig, falls alle Teilintervalle (a;, b;) gleich lang sind.

Fiir eine p—iiberlappende Zerlegung des Intervalls (a,b) sind auch die Randab-
bildungen aus Definition 4.0.2 eindeutig bestimmt, deren Funktionswerte hier durch
vila;) =i—1,1=2,... ,p,undy;(b;) =2+ 1, :=1,...,p— 1, gegeben sind.

Mit Hilfe dieser Zerlegung von (a, b) kann nun die Randwertaufgabe (4.4) zunéchst
mit dem auf p Teilintervallen verallgemeinerten alternierenden Schwarz—Verfahren
(AS) gelost werden. Hierbei werden die p Teilprobleme auf den Teilintervallen (a;, b;)
nacheinander gelost, wobei jeweils die aktuellen Randwerte benutzt werden. Somit
stellt dieses Verfahren fiir n € N ein Iterationsverfahren dar, dessen Losungen des
1-ten Teilproblems yz-(") in Einzelschritten der Form

L(y™Y) = fin (a;b)
v a) = y"(a) (AS)

) T 1—

u"() = y(®)
firi = 1,...,p berechnet werden, wobei y{”(a,) = z(:r)l(bp) = 0 firallen € N
gesetzt wird. Das eindimensionale parallele Schwarz—Verfahren (PS) [64, 55], das aus
Verfahren 4.1 hervorgeht und im folgenden untersucht werden soll, kann durch
L(y™Y) = fin (ab)

y§"+11)(az~) =y (@) (PS)
") = uhm)
fir :=1,...,p

mit y{” (a1) = yl(ﬁr)l(bp) = 0 vereinfacht dargestellt werden. Hier werden alle Teilpro-
bleme in einem Gesamtschritt gleichzeitig gelost. Fiir einen Parallelrechner bedeutet
dies, dal} die p Teilprobleme auf p Prozessoren gelost werden konnen und die Kom-
munikation der einzelnen Prozessoren lediglich aus dem Austausch der verschiedenen
Randwerte besteht, so daB3 eine Implementierung besonders einfach ist. Wie schon
erwihnt, ist jedoch die langsame Konvergenz ein Nachteil des parallelen Verfahrens.
Um schneller konvergierende Varianten einfithren zu kdnnen, wird eine Darstellung in
Matrizenform benotigt. Sei hierfiir der Differentialoperator L so gewihlt, dal Losun-
gen von L(y) = f in (a;, b;) mit Dirichlet-Randbedingungen existieren und eindeutig
sind. Bezeichnet man insbesondere mit

@; : Losung der DGI L(y) = 0 in (a4, b;) mit y(a;) =1 und y(b;)
; : Losung der DGI L(y) = 0 in (a;, b;) mit y(a;) = 0 und y(b;)
h; : Losung der DG1 L(y) = f in (a;, b;) mit y(a;) = y(b;) =0, (4.5)

0,
L
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so sind die Losungen von L(y;) = f in (a;, b;) mit den Randwerten y;(a;) und y;(b;)
durch

yi(z) = hi(z) + @i(z)yi(a:) + Yi(z)yi(b;) fir =z € [a;, b (4.6)

gegeben. Das parallele Schwarz—Verfahren 14t sich allein fiir die auszutauschenden
Randwerte formulieren, falls man beachtet, daf3 sich die Werte an den Réindern a und
b nicht dndern, also

(n+1) (p, — 4™ (p.
y’(nﬂ)( i) yl(zl( ) g=1,...,p—1. (4.7)
Yit1 (aiv1) = y; '(ait1)
Da yl(i)l die Losung von L(y) = f im Intervall (@;41,b;41) mit den Randwerten

y{™ (@iy1) und y(7) (biy1) ist, ergibt sich mit Hilfe von (4.6)
Yk (6) = hisa (B) + pisa (B)yirh(@inn) + $ira(B)yh(Bira) . (48)
Entsprechend erhélt man

yz(n)(aﬁl) = hi(ait1) + Sai(“i+1)y§n)(“i) + 7/’i(ai+1)yz(n)(bi) : (4.9)

Setztman fir: =1,... ,p—1

w= (20 ) w= (),

1 —90i+1(bi)
D; =
(—¢i(ai+1) 1 ’
und firz =1,... ,p—2

0 0 —iy1(bs) 0
Li — 9 R’L — ’
<U —<Pi+1(ai+2)) o ( 0 0

so konnen die Gleichungen (4.8) und (4.9) zusammengefalit werden zu
(n)
Yi l(bi) n n n
(y¢(+az-+1)) =6+ (I B Di)u’( - Li_lu'l(—)l o RZ'+1“z(+)1 ’ (4-10)

wobei Lo und R, entsprechende Nullmatrizen bezeichnen. Somit ergibt sich aus (4.7)
das Iterationsverfahren

u™ = £ + (I-Dy)ul” - Li_1ul”) — Ripiuf?),

Mit den Bezeichnungen
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und
(4.11)

ist (4.10) dquivalent zu
ul™ = f 0™ — Au =f 4+ (I- A)ul

mit der Iterationsmatrix
I-A.

Dieses ist aber das Jacobi—Verfahren zur Losung des Gleichungssystems Au = f, des-
sen Losung durch u = (y(by),y(aa), - -+ ,y(bp_1),y(ap))” gegeben ist, so daB im Fall
der Konvergenz des Verfahrens die Iterierten u(™ gegen die exakte Losung konvergie-
ren. Da die Matrix A blocktridiagonal ist, ergibt sich das zugehdrige Block—Jacobi—

Verfahren durch )

n
i+1

Dz-uz("H) =f, — Li_luz(.’_l)l — R, u
bzw. in der kompakteren Form als
ulrt) = o) 4 D;ll (f — Au(")) ,
falls
D, = diag(Dy,... ,D,_1) (4.12)
gesetzt wird. In diesem Fall lautet die Iterationsmatrix

I-D;'A.

Ersetzt man D" durch die neu eingefithrte Matrix K = diag(Kj,... ,K, 1) mit
regulidren Matrizen

% a; .

erhilt man das Richardson—Verfahren zur Losung des vorkonditionierten Gleichungs-
system KAu = Kf, also

ul*tl) =y L K (f — Au("))

mit der [terationsmatrix
I-KA.
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Fiir die einzelnen Blocke ergibt sich hieraus

uz("ﬂ) ,fn) —I— K (fz — D,Lll,fn) — Li_lugf)l — Ri+1u£i)1>
ul

k3

YK (£ 4 (1-D)uf - Ll - Riulf)) - Kl

Mit (4.10) und der Definition von u; gilt schlieBlich

(e )" - (0 ) e ()

Man erhilt so das vorkonditionierte explizite parallele Schwarz—Verfahren

L) = f i (anb)
y @) = yPe) + o (30e) - v (@)
+ B (W) yz L) (KEPS)
W0) = w000+ (5 — iV (6) |
+ yz(") (aiy1) yz+)1(az+1))
fir :=1,...,p

wobei vy = 1 = pp = a, = 0 und yi")(al) = y,(,")(bp) = 0 fiir alle n € N. Dieses

Verfahren stimmt fiir v, = p;; = lund B; = a;—1 = a,1 = 2,...,p, mit dem
sogenannten gekoppelten Verfahren aus [54] {iberein und soll an dieser Stelle mit

L (yi("“)) = f in (a;,b;)

n+1 n n n
0@ = @)+ e (0 - u%000) | s
g ) = vHE) e (@) -y a)
fir :t=1,...,p

bezeichnet werden. Man beachte, daf3 der
Kommunikationsaufwand bei der Implemen- ! os
tierung von KEPS gegeniiber der Methode =
PS nicht steigt. Es werden lediglich Linear- p=3
kombinationen der verschiedenen Randwer-
te ausgetauscht. P
Fiir eine gleichmaBige (e, p)—iiberlappende
Zerlegung des Intervalls (0, 1) mit der relati-
ven Uberlappung e/(b; —a;) = 0.25 wurden , ,

die Spektralradien der verschiedenen Iterati- *

onsmatrizen in Abhéngigkeit des Parameters
o des KEPS’ fiir die Differentialgleichung

Abbildung 4.2: Die Spektralradien von KEPS’
in Abhéngigkeit von a.
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y"” = f berechnet und fiir p = 3, 4, 5 Teilintervalle in Abbildung 4.2 dargestellt.

Es soll nun das KEPS-Verfahren fiir die Blocke K; = D;', i = 1,...,p — 1,
mit dem parallelen Schwarz—Verfahren verglichen werden. Dieses spezielle Verfahren
wird im folgenden als block-explizites paralleles Schwarz—Verfahren (BEPS) bezeich-
net.

Ziel ist es zu zeigen, dal das block-explizite parallele Verfahren schneller konver-
giert als das parallele Schwarz—Verfahren und fiir hinreichend kleine Uberlappungen
sogar schneller ist als das alternierende Schwarz—Verfahren. Dazu werden einige Hilfs-
mittel aus der Theorie der M—Matrizen benotigt, vergleiche [40], Kapitel 6.

Definition 4.1.2. Eine Matrix A = (a;;) € RY*N heifit M-Matrix, falls
a; >0 und a;; <0 fiiri #£ 7,
A reguliir ist und A= > 0 gilt.
Definition 4.1.3. Eine Matrix A = (a;;) € R¥*Y heifit schwach diagonaldominant,

falls
Y lagl < adl firallei=1,... ,N.

1<j<N
i
Definition 4.1.4. Eine Matrix A = (a;;) € RY*N heifit irreduzibel, falls ein m € N

existiert mit 1 = 19,21, ... ,1m = 1, S0 daf

a;, i, 70 firk=1,...,m

und

m

Ut} = {10, N},

k=1

Dieser Definition entspricht die Tatsache, dal der Graph einer irreduziblen Matrix
zusammenhidngend ist.

Definition 4.1.5. Eine Matrix A = (a;;) € RY*¥N heift irreduzibel diagonaldomi-
nant, falls A irreduzibel und schwach diagonaldominant ist, und auflerdem mindestens
einIndexi € {1,..., N} existiert mit

Y lagl < awl
1<G<N
J#i
Satz 4.1.1. Ist A = (a;;) € RV*YN irreduzibel diagonaldominant mit
a; >0 und a;; <0 fiiri #£ 7,

so ist A eine M—Matrix mit A= > 0.
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Satz 4.1.2. Sei A = (a;;) € RN*N eine M-Matrix. Bezeichnen J und B die jewei-
ligen Iterationsmatrizen des Jacobi— bzw. Block—Jacobi—Verfahrens, so gilt fiir den
Spektralradius p

p(B) <p(J) <1.
Gilt dariiber hinaus A= > 0 und J # B, so folgt

p(B) < p(d) < 1.

Mit diesen Hilfsmitteln ergibt sich der nachfolgende Satz.
Satz 4.1.3. Sind ¢;, v; aus (4.5) positive Funktionen in (a;, b;) mit
pi(z) +¢i(z) <1 fir z € (a;,b:),

so ist A aus (4.11) eine M—Matrix mit positiver Inverser.

Beweis. Da die Indizes 1,3,... ,2p — 3,2p — 2,2p — 4,...,2,1 die Bedingung
von Definition 4.1.4 erfiillen, ist die Matrix A irreduzibel. Weil auch die weiteren
Voraussetzungen von Satz 4.1.1 erfiillt sind, ergibt sich hieraus die Behauptung. O

Aus Satz 4.1.3 in Verbindung mit Satz 4.1.2 ergibt sich als wesentliche Aussage
dieses Abschnittes der folgende Satz.

Satz 4.1.4. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung
Liy)=7f in (a,b)

mit verschwindenden Dirichlet—Randbedingungen. Sei {(a;,b;), 1 =1,... ,p} eine
p—iiberlappende Zerlegung von (a,b) und die Funktionen @;, 1; aus (4.5) mogen die
Voraussetzungen von Satz 4.1.3 erfiillen. Bezeichnen J und B die Iterationsmatrizen
des parallelen bzw. block-expliziten parallelen Schwarz—Verfahrens, so gilt

p(B) < p(3) < 1.

Genau wie oben 1dBt sich zeigen, daf das alternierende Schwarz—Verfahren dem
GauB-Seidel-Verfahren zur Losung des Gleichungssystems Au = f entspricht. Der
folgende Satz gibt nun Aufschluf} iiber die Verringerung der Konvergenzgeschwin-
digkeit beim Ubergang vom alternierenden zum parallelen Schwarz—Verfahren ([79],
Korollar 5.2.3).

Satz 4.1.5. Bezeichnen G und J die jeweiligen Iterationsmatrizen des alternierenden
bzw. parallelen Schwarz—Verfahrens, so gilt

p(G) = p(3)".
Das alternierende Schwarz—Verfahren ist folglich doppelt so schnell wie das parallele
Schwarz—Verfahren.

Bemerkung 4.1.1. Gilta;.; = b; fiireini € {1,... ,p — 1}, so ist die Matrix A aus
(4.11) singuldr, und die Iterationsmatrix I — A des Jacobi-Verfahrens hat somit den
Eigenwert 1, d.h. sowohl das parallele als auch das alternierende Schwarz—Verfahren
divergieren, vergleiche Satz 4.1.5.
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4.2 Beispiele

In diesem Abschnitt werden Ergebnisse aus [69] zur Losung der Warmeleitungsglei-
chung aufgegriffen. Es wird gezeigt, da3 das block-explizite parallele Schwarz—Ver-
fahren beziiglich der Differentialoperatoren

Li(y)=y" in (a,d) (4.13)
und
Ly(y) =y" -y  in (a,b) (4.14)

schneller konvergiert als das parallele Schwarz—Verfahren. Hierzu sei eine p—iiberlap-
pende Zerlegung {(a;,b;), i =1,... ,p} des Intervalls (a,b) gegeben. Dann erhilt
man fiir die homogenen Differentialgleichungen, vergleiche (4.5), im ersten Fall die
Losungen

b, — = Tz — a;

und  i(z)

‘Pz(m) fir z € (ai,bi)

- bZ — a; - bi — Qa;
und im zweiten Fall
sinh(x(b; — z)) sinh(x(z — a;))
wile) = sinh(k(b; — a;)) sinh(x(b; — a;))
Da die Funktionen ¢; und %; in beiden Fillen positiv sind und die Ungleichung
wi(z) + Pi(z) < 1 firz € (a;,b;) erfiillen, ergibt sich unmittelbar aus Satz 4.1.4
der folgende Satz.

und  p;(z) = fir z € (a;, b;) -

Satz 4.2.1. Gegeben seien die linearen Differentialgleichungen
Li(y)=f in (a,b) fiir k=1,2 gemdf} (4.13) und (4.14)

mit verschwindenden Dirichlet-Randbedingungen. Sei {(a;,b;), i = 1,... ,p} eine p—
iiberlappende Zerlegung von (a,b) und bezeichnen Jy, und By, die Iterationsmatrizen
des parallelen bzw. block-expliziten parallelen Schwarz—Verfahrens, so gilt

p(Bk) < p(Jk) <1 fﬁr k= 1,2.

Im vorigen Abschnitt ergab sich, da3 weder das parallele noch das alternieren-
de Schwarz—Verfahren konvergieren, wenn sich mindestens zwei Teilintervalle nicht
iberlappen. Betrachtet man den Grenziibergang € gegen Null einer gleichmifigen
(e, p)—iberlappenden Zerlegung des Intervalls (a, b), so erhilt man beim block-expli-
ziten parallelen Schwarz—Verfahren die folgende Aussage. Obwohl dieses Verfahren
fiir e = 0 nicht existiert, da die Matrix D 4 in diesem Fall singulir ist, existieren den-
noch die entsprechenden Iterationsmatrizen fiir die Differentialoperatoren L; und L.
Es wird sich zeigen, dafl die Spektralradien dieser Matrizen auch fiir e = 0 kleiner
als Fins sind. Aufgrund der Stetigkeit des Spektralradius bedeutet dies aber, daf fiir
kleine Uberlappungen das block-explizite parallele Schwarz—Verfahren besser ist als
das entsprechende alternierende Schwarz—Verfahren. Dieser Sachverhalt wird nun in
der nachfolgenden Bemerkung genauer beschrieben.
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Bemerkung 4.2.1. Sei {(a;,b;), 1 =1,...,p} eine gleichmdipfige (e, p)—iiberlappen-
de Zerlegung des Intervalls (a,b). Bezeichnen B, und B, die Iterationsmatrizen des
block-expliziten parallelen Schwarz—Verfahrens fiir e — 0 beziiglich der Differential-
operatoren Ly bzw. Lo, dann gilt

1

B)= ———
p(B:) cosh(=(=al)

p(B1) < p(B:) < 1.

Beweis. Unter der Voraussetzung einer gleichméBigen (e, p)—iiberlappenden Zer-
legung erhilt man aus I — D' A mit A aus (4.11) fiir ¢ — 0 die Iterationsmatrizen

0 R
L o R
B, = .. € R(@p—2)x(2p-2)
L 0 R
L o
mit
0 1) (1)
L:( 3 und R=|(?
0 3 30
und
1
B,=—B;.
2 cosh (=(=2)) !

Da p(aC) = |a|p(C) fiir & € C und beliebige Matrizen C gilt, folgt

1

p(B;) = mP(Bl) < p(By).

Somit geniigt es zu zeigen, daf p(B;) < 1. Bezeichne J die Matrix, die man aus B
durch Streichen der ersten und letzten Zeile und Spalte erhélt. Durch Entwicklung der
Matrix AI — B nach der ersten und letzten Spalte ergibt sich

det(AI — B;) = A%det(AI — J),

so daf
p(B1) = p(J).

Die Matrix J ist die Iterationsmatrix des Jacobi—Verfahrens fiir C = (¢;;) := I—J.Da
C mit der Indexfolge 1,2,4,... ,2p—4,2p—5,2p—17,...,3,1 nach Definition 4.1.4
und Definition 4.1.5 wegen ¢;; = 1 und ¢;; < 0 fiir7 # j irreduzibel diagonaldominant
ist, folgt aus Satz 4.1.1 in Verbindung mit Satz 4.1.2 die Behauptung. O
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Fiir eine gleichmaBige (e, p)—iiberlappen-
de Zerlegung des Intervalls (a,b) wurden
die Spektralradien der verschiedenen Itera-
tionsmatrizen in Abhédngigkeit von der re-
lativen Uberlappung z = e/(by — a;) €
(0,1) mit Hilfe von Maple fiir die Diffe-
rentialgleichung y” = f numerisch berech-
net und geplottet. Es stellt sich heraus, sie-
he Abbildung 4.3 bis 4.5, dafl das block-
explizite parallele Schwarz—Verfahren insbe-
sondere fiir kleine Uberlappungen den ande-
ren Verfahren iiberlegen ist, vergleiche Be-
merkung 4.2.1.

0 z 1

Abbildung 4.4: Der Spektralradius des paral-
lelen Schwarz—Verfahrens in Abhéngigkeit von
der relativen Uberlappung z.

Alternierendes Schwarz-Verfahren

Block-paralleles
Schwarz-Verfahren

z 1

Abbildung 4.3: Die Spektralradien fiir p = 5
in Abhingigkeit von der relativen Uberlappung
z beim alternierenden und block-expliziten par-
allelen Schwarz—Verfahren.

0

Abbildung 4.5: Der Spektralradius des block-
expliziten parallelen Schwarz—Verfahrens in
Abhingigkeit von der relativen Uberlappung z.

4.3 Das implizite parallele Schwarz—Verfahren

In Abschnitt 4.1 erhielt man das block-parallele Schwarz—Verfahren, indem das vor-

konditionierte Gleichungssystem

D,'Au = D}'f

mit Hilfe des Jacobi—Verfahrens gelost wurde. Die Matrix D' A weist dabei die Be-

setzungsstruktur
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auf. Somit liegt es nahe, das Gleichungssystem mit der Zerlegung D' A = W' - W?
mit
(* )
* %

Wl

>k *

* %
\ J
und dem Iterationsverfahren

Wlu(n+1) — 'W-Zu(n) 4+ Dzlf

zu 1sen. Allgemeiner wird wie im zweiten Abschnitt die Matrix D' durch eine re-
gulidre Matrix K ersetzt und dann eine entsprechende Zerlegung der Matrix KA durch-
gefiihrt. Werden hierzu fiirz = 1,... ,p — 1 die Matrizen

D! — (Mz’ — o;i(@iy1) 0 ) ’

' 0 Vit1 — Bit1pir1(bi)
D? — ( 0 pipita(b;) — ai)
' Vit1¥i(@it1) — Bita 0
und fiirz = 2,... ,p — 1 die Matrizen

1 _ 0 0 2 _ ,Ui—1¢i(bi—1) 0
R = <—ﬂi¢i(b¢—1) 0)  Ri= ( 0 0) ’

1 [0 —aipi(aiy) s (0 0
Li—l_ (0 0 9 Li—l_ 0 V'i-l—lsoi(ahi-l-l)

definiert, ergibt sich

K,LD,L:D:—DE, ’izl,...,p—l,
KR, =R}, —R},, i=1,...,p—2,
KL, ,=L} —-L ,6 i=2...,p—1.

Mit den Definitionen

D] R; D} R}
1! D! Rl 1? D2 R?
1 _ . . . 2 _
Wy = Cote und Wg = Lo
L., DL, R._, L , D; , Ry,
Lp2 Dpy L2 Dp

gilt schlieBlich
KA = WL - W%,
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wobei W} die geforderte Struktur besitzt, so daB die Iterierten des induzierten Ver-
fahrens
wiut) = wia 4 Kf

(n)

leicht zu bestimmen sind. Fiir die Komponenten u;™ von u(™ ist dies gleichbedeutend

mit

L;_ 1“5714{1) +Dju (n+1) + R}, u 'Ei—i—l) =L{ 1uzn)1 + D}u (n) + Rz+1u£i)1 + Kif;.

Folglich lautet die erste Zeile dieser Gleichung

piy™ D (5:) — aipilaina )yt (@) — astpilainn )y (5) — aihi(ai)

= pipier (b)Yl (@ier) + i (b:)ylry (bisa) + pchir (bs) — iyl (aie) -
Daraus folgt mit (4.6)

payd T (8) iy (i) = payl(B) — @iy (@i) -

Analog ergibt sich aus der zweiten Zeile

V’H-lygi-l'—l)(a’i‘l'l) - B¢+1y§ﬁ1)(b¢) = Vi+ly§n)(ai+1) - 5i+1y§n)(bi) .

Da die neuen Werte y("H)(bi) und y("H)(ai) nicht explizit gegeben sind, erhilt man

k2 k2

insgesamt das vorkonditionierte implizite parallele Schwarz—Verfahren

L(y("+1)) — f in (ab)

mﬁym—mﬁya)z W%W)@#W“) (KIPS),
payp (b)) — oy (@ign) = uzym(b) oy (@it1)

fir :=1,...,p

wobei vy = pp = 1, B1 = a, = 0 und y{"(a;) = yéi)l(bp) = 0 fir alle » € N.
Auch hier soll betont werden, dal der Kommunikationsaufwand bei der Implementie-
rung von KIPS gegeniiber der Methode PS nicht steigt, da ausschlieBlich Linearkom-
binationen der verschiedenen Randwerte von benachbarten Intervallen ausgetauscht
werden. Da KIPS fiir »; = 0 bzw. y; = 0 nicht konvergiert, sollte man stets v; # 0
und y; # 0 firs = 1,... ,p wihlen, so da} die entsprechenden Gleichungen durch »;
und p; geteilt werden diirfen. Folglich konnen diese Variablen zu Eins angenommen
werden. Man erhilt so ein zu KIPS dquivalentes Verfahren

L(y(n+1)> = f in (a;b)

yﬁy»—wﬁymoz %WJﬁ%“b) (KIPS®)
ytn (b ) Zy'l.n (G’H'l) = yzil(b"') - aly'l,:—'l(a”b‘{'l)
fir :=1,...,p
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mit 8, = a, = 0, das fiir die Wahl

der Koeffizienten 3; = a;_3; = 0 fiir 1
1 = 2,...,p mit dem parallelen Schwarz—
Verfahren libereinstimmt. Gilt dariiber hin-
aus in KIPS’ auch 3; = a;_; = a fir
1 = 2,...,p, so bezeichnet man dieses
Verfahren mit KIPS”’.

Wie bei der Beschreibung zu Abbildung 4.2
sind auch hier die Spektralradien in Abhén-

gigkeit des Parameters a fiir KIPS’” in Ab-
bildung 4.6 dargestellt. Abbildung 4.6: Die Spektralradien von KIPS’” in
Abhingigkeit von a.

Bezeichnet man das KIPS-Verfahren mit K; = D;* fiirs = 1,... ,p—1 als block-
implizites paralleles Schwarz—Verfahren (BIPS), so werden im folgenden die Verfah-
ren BIPS und BEPS verglichen. Hierzu erweisen sich die nachfolgenden Lemmata als
niitzlich, vergleiche [1], Kapitel 6.

0 o 1

Lemma 4.3.1. Sei A € RV*Y eine M—Matrix und B = (b;;) > A mit b;; < 0 fiir
t # j. Dann ist auch B eine M—Matrix.

Lemma 4.3.2. Sei A = (a;;) € RN mit a;; < 0 fiir i # j. Dann gilt: A ist
M-Matrix genau dann, wenn Ax > 0 fiir ein positives x € RY.

Satz4.3.1. Sei A = (Ayj); ._, . eine M=Matix mit Blockstruktur und D die Block-
diagonale, d.h. D = diag(Ai1, ... , Amm). Dann ist auch D™ A eine M—Matrix.

Beweis. Sei A = (a@;;) := D 'A. Nach Lemma 4.3.1 ist mit A auch D eine
M-Matrix. Folglich gilt D! > 0, so daB @;; < 0 fiirz # 7. Weiter existiert mit Hilfe
von Lemma 4.3.2 ein positiver Vektor z mit Ax > 0. Weil D~ > 0 regulir ist, gibt
es in jeder Zeile von D~ mindestens ein positives Element, so daB auch D=*Ax > 0.
Hieraus folgt schlieBlich mit Lemma 4.3.2 die Behauptung. O

Damit kann die Hauptaussage dieses Abschnittes bewiesen werden.

Satz 4.3.2. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung

L(y) =f in (a’ab)

mit verschwindenden Dirichlet-Randbedingungen. Sei {(a;,b;), 1 =1,... ,p} eine
p—iiberlappende Zerlegung von (a,b) und erfiillen die Funktionen ¢;, v; aus (4.5) die
Voraussetzungen von Satz 4.1.3. Bezeichnen J, B, und B; die Iterationsmatrizen des
parallelen, block-expliziten und block-impliziten parallelen Schwarz—Verfahrens, so
gilt

p(Bi) < p(B.) < p(J) < 1.
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Beweis. Das block-explizite parallele Schwarz—Verfahren entspricht dem Block—
Jacobi—Verfahren beziiglich der Matrix A mit A aus (4.11), bzw. dem Jacobi—Ver-
fahren beziiglich der Matrix A := D' A mit D" aus (4.12). Nun entspricht aber das
block-implizite parallele Schwarz—Verfahren dem Block-Jacobi—Verfahren beziiglich
A. Da nach Satz 4.3.1 mit A auch A eine M—Matrix ist, folgt die Behauptung aus den
Sdtzen 4.1.2 und 4.1.4. O

Zum Abschlu3 des Abschnit-
tes sind hier noch einmal zu einer

gleichmiBigen (e, p)—iiberlappen- BEPS
den Zerlegung des Intervalls (a, b)

die Spektralradien der verschiede- BIPS
nen Iterationsmatrizen fiir das ex- 0

plizite und das implizite block-pa-
rallele Schwarz—Verfahren in Ab-
hingigkeit von der relativen Uber-
lappung z = /(b — ay) € (0,1)
fir die gewohnliche Differential- 0 z 1
gleichung y" = f numerisch be-

rechnet und in Abbildung 4.7 dar- Abbildung 4.7: Die Spektralradien fiir p = 6 Teilgebiete
gestellt. Dabei ist das BIPS-Ver- in Abhingigkeit von der relativen Uberlappung z.

fahren dem BEPS-Verfahren deutlich iiberlegen.

Beispiel 4.3.1. In diesem Beispiel wird die Differentialgleichung —y" = 2 mit homo-
genen Randbedingungen auf dem Intervall (0,10) gelost. Basierend auf einer gleich-
mdfligen (0.01,20)-iiberlappenden Zerlegung des Intervalls (0,10), benotigt das par-
allele Schwarz—Verfahren ca. 25000 Iterationen und KIPS’’ mit a = 0.995 ca. 50
Iterationsschritte, wenn die Verfahren mit der Anfangslosung Null gestartet werden.
Die nachfolgenden Abbildungen 4.8 und 4.9 zeigen einige Zwischenlosungen der ver-
schiedenen Methoden, die mit wachsender Iterationsanzahl die Losung besser appro-
ximieren. In beiden Fillen stellt jeweils die obere Kurve die exakte Losung dar.

Abbildung 4.8: Paralleles Schwarz—Verfahren nach 2000, 5000, 10000 und 15000 Iterationen.
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Abbildung 4.9: KIPS’’ nach 10 und 20 Iterationen.

4.4 Das verallgemeinerte parallele Schwarz—Verfahren

Das parallele Schwarz—Verfahren tauscht an den Riandern der Intervalle (a;, b;) stets
die Randwerte aus, also die Funktionswerte an den Stellen a; und b;, so daf3 die Teil-
losungen mit Hilfe von Dirichlet—Randbedingungen berechnet werden. Es sind aber
z.B. auch Neumann— oder gemischte Randbedingungen moéglich. Dies fiihrt auf das
verallgemeinerte parallele Schwarz—Verfahren (VPS)

L<y1(n+1)) = f in (a;,b;)
(5" @) = I (u) (@) (VES)
g (v ) = 1z (s @)
fir 2=1,...,p
wobei LY = L7 = O istund L,,, L} fiiré = 1,... ,p — 1 geeignete lineare Operato-

ren darstellen, die fiir die Funktionen aus (4.5) definiert sind. Fiir den Spezialfall des
parallelen Schwarz—Verfahrens ist

L£+1(y) = Li(y) =y.
Neumann—Randbedingungen werden dann beispielsweise durch
Liya(y) =y und Li(y) = —y

charakterisiert. Weitere Beispiele finden sich in [22] und [73].
Das Ziel ist es nun zu zeigen, daf} die Verfahren KIPS und VPS dquivalent sind.

Satz 4.4.1. Jedes KIPS ist ein VPS.
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Beweis. An den Endpunkten des Intervalls stimmen beide Verfahren laut ihrer
Definition iiberein. Somit erhilt man mit

Lé (y) (z) = viy(z) — By(z —a; + b; 1), i=2,...,p,
L; (y) (z) = py(z) —asy(z — b; + aia), 1=1,...,p—1,
aus VPS das KIPS. O

Zum Beweis der Umkehrung wird das folgende Lemma benotigt.

Lemma 4.4.1. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung
Ly)=f in (ab),

die auf jedem Teilintervall eindeutig mit Dirichlet—Randbedingungen losbar sei. Weiter
sei {(ai,b;), i = 1,... ,p} eine p—iiberlappende Zerlegung von (a, b) und seien ¢;, ;
die Funktionen aus (4.5) mit @;(a;+1) # 0 und v;+1(b;) # 0. Weiter sei L ein linearer
Operator, der fiir die Funktionen @; und 1; definiert ist. Dann gilt fiiri = 1,... ,p—1

¢i(ai+1)Z(s0i) + 1

(i) <L (i41) = L (3:)

pi(aiy1) Bira(b)
o Pira(bi) = R 5
(i) ¢i+1(bi)L (Yiy1) + o) (¢i) = L (pis1)
o hlasa) g hea(b)E o roa N Fo
w ‘Pi(ai+1)L(%) "/Ji+1(bi)L(¢t+1) L (ki) = L (hit1)

im Uberlappungsbereich [a; 1, b;).

Beweis. Zum Beweis der Identitit (i) geniigt es, wegen der Linearitdt von L, die
Gleichungen

Yi(ait1) 1
1:15—|—71 )= Y;\x VmEai ,bi
ae) + g bin(e) = (o) a1,
firz = 1,... ,p — 1 zu verifizieren. Fiir die Randwerte a;,; und b; ergibt sich die
Gleichheit unmittelbar aus den Definitionen der Funktionen ¢;, 1; und ;. Da
Pi(aig1) 1 ) .
L ; -+ ; =L A m a; bi
(Soi(ai-l-l)cp "/)z-l-l(bz)’lp +1 (’llj ) [ +1 ]

gilt, folgt die Behauptung aus der Voraussetzung an den Operator L. Analog lassen
sich die Gleichungen (ii) und (iii) beweisen. O

Der nachfolgende Satz gibt eine Aussage iiber die Aquivalenz der Verfahren KIPS
und VPS.
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Satz 4.4.2. Gegeben sei die lineare Differentialgleichung
Lly)=f in (a,b)

mit verschwindenden Dirichlet-Randbedingungen. Sei {(a;,b;), 1 =1,... ,p} eine
p-iiberlappende Zerlegung von (a,b) und erfiillen ¢;, 1; aus (4.5) die Voraussetzun-
gen pi(ai11) # 0 und v;11(b;) # 0 fiiri = 1,... ,p — 1. Dann sind KIPS und VPS
dquivalent.

Beweis. Da an den Intervallenden a und b die Verfahren iibereinstimmen und
Satz 4.4.1 den ersten Teil des Satzes beweist, sollen die Werte fiir y;,v;, a; und S;
angegeben werden, fiir welche das KIPS das VPS darstellt. Setzt man hierzu

= W) (6) o Li(ei) (B)
’ Yipa(bs) pi(aiy1)
und
Uiy — L£+1 (901) (az’+1) By = _L£+1 (1/;1-4_1) (ai-{-l)
o pi(aizr) T bira(bi)

firz =1,...,p— 1, so folgt aus der Gleichung

Nz?/z(nﬂ)(b ) aiyfnﬂ)(“iﬂ) = ,Mz'yfi]l(bi) — Otz'yi(i)l(aiﬂ)
des KIPS mit Hilfe von (4.6) die Gleichung
(i — aibi(asn)) 5™ (0) — osilaia)u™ ) (@) — ashi(ain)
= (e (b) — )y (@irn) + pitbin (0:)yl o (Bia) + ik (bi) -

Mit den Definitinen von u; und o ergibt sich

Yi(ait1) ,, N{(h. 1 (o (n+1)
(Bt (o 1) 4 B0 ) 8)) 578
hi(ai-}-l)

+ L (93) (B:)y™ ) (as) +
@i(@it1)

wir1(b;) oy )
(7/’1+1( b;) * Li (#4) (bZ)) Yir1(aiy1)
hiy1(b:)

Yip(bi) "

L; (¢:) (b:)

L7 (%iy1) (i) + pi(@ir1)

+ L} (¥i11) (b’i)yzgi)l(bi+1) +

L; (iva) (5:) -

Nach Lemma 4.4.1 erhilt man hieraus

L7 (:) (b)y ™™ (6:) + L7 (3) (8)y™V (as) + L (hs) (B3)
= L7 (pire) (0:)ylT (aien) + LT (ira) (5)ylTh (bira) + L (hivs) (B3)
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und somit die Gleichung

L7 (v (8) = 17 (¥55)) (8)
des VPS. Entsprechend ergibt sich die Aquivalenz der zweiten Randbedingung. O

Die in diesem Kapitel erzielten Ergebnisse werden im folgenden auf das Losen
von linearen Gleichungssystemen iibertragen. Auf diese Weise entstehen eigensténdi-
ge Verfahren, die nur die Kommunikationsstruktur des Matrix-Vektor-Produktes be-
nutzen werden und zusétzlich als lokale Vorkonditionierer in den entwickelten Krylov—
Teilraumverfahren eingesetzt werden konnen.
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Kapitel 5

Vorkonditionierung durch
Gebietszerlegung

Konvergiert das benutzte Krylov—Teilraumverfahren zur Losung des linearen Glei-
chungssystems

Ax=b mit Ac R undx, b cRY (5.1)

nur sehr langsam oder auch gar nicht, so kann eine geeignete Vorkonditionierung Ab-
hilfe schaffen. Zu diesem Zweck wird das Gleichungssystem (5.1) in ein dquivalentes
lineares Gleichungssystem

M-1Ax=M"b (5.2)

iiberfiihrt, wobei die Matrix M € R¥*¥ so gewiihlt werden sollte, daB sie A in einer
geeigneten Weise approximiert. Das gleiche Krylov—Teilraumverfahren kann nun auf
das dquivalente System M~*Ax = M~'b angewendet werden. Algorithmus 5.1 zeigt
das verallgemeinerte QMR- Verfahren zur Losung des vorkonditionierten Systems, wo-
bei das Residuum fiir das urspriingliche System (5.1) berechnet wird, d.h. es wird ite-
rativr, = b — Ax, von (5.1) bestimmt.

Einfache Vorkonditionierungen konnen z.B. aus der Normierung der Matrix A =
(a;;) mit einer Diagonalmatrix M = diag(my, ... ,myn) bestehen, die beispielswei-
se durch die Elemente

s, falls a; #0, ..
my = ¢ alls az 7 fire=1,...,N
1, falls (1,1'1':0,

oder

fir i =1,... ,N

m;; =

69
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Algorithmus 5.1 Verallgemeinertes vorkonditioniertes QMR zur Losung des Glei-
chungssystems Ax = b mit einem globalen Synchronisationspunkt

Eingabe A, b und x,

do=po=q=0, Vi=ro=b—Axy, Wy =y1=Mry, z, =M Tw,
Yo=%=0, o=0=1, 71 =|yillz, & =7, 912’)’%, €1=(AT21)T}’1
Ko=—1, A1 =1

if p=ocotheng=1else g = plendif
forn =1,2,3,... do
"Yn—lgn—lgn En
Pn = Th = — — Tnln
’y”Tn—IQn—l Qn
1 1 Ynlbin
Prn= —Y¥Yn — UnPn-1, qn = _ATzn - qn-—1
Tn En En
~ Tn ~ ~ Tn ~
Vypt1l = Apn — —Vn, Wpt1 = Qn — - Wp
Vn €n
Yn+1 = M-! ;n+1 ) Zny1 = M_T V’\‘}n-{-l

if (||r,—1||2 < Toleranz) then STOP

Ynt+1 = ||Yn+1||2
£n+1 = |‘Wn+1‘|2
Ont1 = "~V£+1Yn+1

€nt1 = (ATzn-l—l)Tyn-{—l
q

9, _ Ynt1
TTL
1,
S W
K — _Tn _Fnm
" Tn Ap + U
An
%“:M+m
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gegeben ist. Im zweiten Fall werden die Zeilenvektoren der Matrix A in der euklidi-
schen Norm zu Eins normiert.

Es soll nun gezeigt werden, wie man mit Hilfe des parallelen Schwarz—Verfahrens
ein vorkonditioniertes Gleichungssystem (5.2) erhalten kann. Dazu sei die Randwert-
aufgabe (4.1) in Q@ = Q; U Q. mit tiberlappenden Teilgebieten {2y und 2, und homo-
gener Dirichlet—-Randbedingung in der schwachen Formulierung gegeben, d.h. es wird
eine Funktion v € H3(f2) gesucht mit

a(u,v) = f(v) Y v e HYR), (5.3)

wobei a(-, -) die zugeordnete Bilinearform und f(-) das entsprechende Funktional be-
zeichnen. Ist nun u(®) eine auf  gegebene Anfangsniherung mit (®) ¢ H3(9), so
werden fiir n € Ny die zu 16senden Randwertprobleme (4.2) und (4.3) des parallelen
Schwarz—Verfahrens durch die folgenden schwachen Formulierungen charakterisiert.
Suche u!{™*) — u(™ € HY(Q,) C HE(2) mit

a(u(1"+1) —u™ ) = f(v) —a(u™,v) V v € Hy(Q4) (54)
und gleichzeitig eine Funktion u{""™) — (") € H}(,) C H}(Q) mit
a(ui™ — ) ) = f(v) —a(u,v) V v € Hg(Q,). (5.5)

Da f(v) — a(u™,v) = a(u — u™, v) fiir alle v € H}(Q,), folgt aus (5.4) die Identitiit

u(1"+1) —u™ = Py (u —ulM), (5.6)
wobei Py die orthogonale Projektion von H3() auf H3(€2;) bezeichnet. Somit ist
ug"H) — u(™ die beste Approximation von u — (™ im Unterraum H}(Q, )beziiglich

der Energienorm af(-, -)z. Genauso ergibt sich aus (5.5)
ugn“) —u™ = Py(u — uM), (5.7)

wobei jetzt P, : H3(2) — Hi(Q,) die orthogonale Projektion auf den Unterraum
H}(Q,) C HY(9) bezeichnet. Wird nun die neue Iterierte w(™*) auf Q durch

wt = w4 Pi(w—u) + Py(u—ulV) (5.8)

definiert, so erhélt man das sogenannte additive Schwarz—Verfahren. Sehr wichtig ist
die Tatsache, daf die Projektionen der Losung » der Randwertaufgabe (5.3) auch ohne
deren Kenntnis berechnet werden konnen.

Gemeinsamkeiten mit dem parallelen Verfahren ergeben sich nun zum einen in der
Mboglichkeit, die Projektionen P; (u—u(™) und P, (u —u(™) gleichzeitig zu berechnen,
und zum anderen in der Ubereinstimmung der Iterierten in € \ (1 N Q,), wie die
folgende Bemerkung genauer erldutert.



72 KAPITEL 5. VORKONDITIONIERUNG DURCH GEBIETSZERLEGUNG

Bemerkung 5.0.1. Die Iterierten u(™t), n € Ny, des additiven Verfahrens stimmen
mit den Iterierten u§"+1) und ug"“Ll) des parallelen Schwarz—Verfahrens in Q\ (2, NQ5)

tiberein, d.h.

w0 = D 0\ (0N Q)
und

™) = M\ (N Q).

Beweis. Aus der Iterationsvorschrift (5.8) folgt mit (5.6) und (5.7) die Gleichung

wmt)  — u&") + ugn) N

Dau{” —u® € H(Q,) C HA(Q), ist ul™ — w(® = 0in Q \ Q,. Hieraus ergibt sich
die erste Gleichung. Entsprechend erhilt man die zweite. O

Der Unterschied der beiden Verfahren liegt nun darin, da jede Iterierte (™) des
additiven Schwarz—Verfahrens eine in ganz ) definierte Funktion ist, wihrend die bei-
den Iterierten ug") und ug") des parallelen Verfahrens jeweils auf den Teilgebieten €24
bzw. Q, definiert sind und i.allg. im Uberlappungsbereich ; N Q, nicht iibereinstim-

men, vergleiche Abbildung 5.1.

y y
_u®

)
S L S O

2
u , 2 2
P Lll ) ) uz

0 a b 1% 0 a b 17
Abbildung 5.1: Iterationsfolge des additiven (links) und parallelen (rechts) Schwarz—Verfahrens fiir
die Differentialgleichung w"” = 0 mit homogener Dirichlet-Randbedingung in den beiden iiberlap-

penden Teilgebieten Q4 = (0, 5) und Q5 = (a,1).

Deutet man die schwache Losung u von (5.3) der Differentialgleichung (4.1) als
Losung der Operatorgleichung

Au = f, (5.9)

so entspricht dem additiven Schwarz—Verfahren das Richardson—Verfahren zur Losung
der Gleichung

mit der bestimmbaren rechten Seite ¢ = Pju + Pyu, vergleiche auch das folgende
Beispiel. Diese kann nun als eine vorkonditionierte Gleichung von (5.9) interpretiert
werden. Im folgenden Abschnitt wird dazu ein Beispiel behandelt, bei dem auch die
Projektionen explizit durch Matrizen dargestellt werden.
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5.1 Das additive Schwarz—Verfahren

In diesem Abschnitt werden die orthogonalen Projektionen des additiven Schwarz—
Verfahrens in einem diskreten Beispiel durch geeignete Matrizen angegeben. Auler-
dem wird das Verfahren fiir p sich iiberlappende Teilgebiete beschrieben.

Bezeichnet nun wie frither {I;,7 = 1,...,p} eine disjunkte Zerlegung der In-
dexmenge I = {1,...,N} und {¢;, i € I} die iibliche Basis des Raumes V" der
stiickweise linearen finiten Elemente, so 148t sich dieser Raum in die direkte Summe
VE=V{®...® V)] mitden Teilriumen

V'Yih = Span{¢j7j€Ii}a i:17"'ap7

zerlegen. Bezeichnet supp(¢;) = {z € Q: ¢;(z) # 0} den Triger der Funktionen
¢; : @ — R, so erhilt man mit

O = Usupp(qu), 1=1,...,p,

Jj€l;

eine tiberlappende Zerlegung {Q;,7 = 1,... ,p} von  mit

Q = | supp(¢),

i€l

vergleiche Abbildung 5.2.

Abbildung 5.2: Zerlegung des Gebietes 2 in zwei iiberlappende Teilgebiete €; und Q4
durch Zerlegung der Indexmenge I = {1,...,14}in I; = {1,2,83,9,10,12,13} und I, =
{4,5,6,7,8, 11,14} der zugehorigen Basisfunktionen {¢;, ¢ € I'}.

Das zu (5.3) gehorige diskrete Problem bestimmt die orthogonale Projektion u”* von
u € H}(Q) in dem Raum V*, also die Linearkombination u* = 3>~ u; ¢; € V* mit

=1

a(uhv) = flv) VYV weVh. (5.11)
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Die Funktion u" ist deshalb die beste Approximation von u in V' beziiglich der Ener-
gienorm. Ist nun u der Vektor u = (uy,... ,un)? und f = (f(é1),...,f(én5))T und
bezeichnet A = (a;;) € RM*¥ die Steifigkeitsmatrix mit den Elementen

aij = a(¢;,¢;)  firs,j=1,...,N,

so sind die Koeffizienten u1,... ,uy der Losung u* = Zfil u; ¢; von (5.11) als
Losung des linearen Gleichungssystems

Au = f (5.12)
gegeben. Die Projektionen P; : V* — V* w s Paw, fiiri = 1,... ,p sind durch die
Gleichungen

a(P,w,v) = a(w,v) VeVt (5.13)

eindeutig bestimmt. Giltw = 1 w; ¢ € VP und z = Pow = Y. zié; € Vi, s0
ist die Matrixdarstellung P; von P; durch die Abbildung P; : w — R%: zy, definiert,
wobei w = (wl,. .. ,wN)T und z;;, = (Zjn' . ,Z]'m)T mit I; = {jl,. .. ,jm}. Die
Matrizen P; lassen sich nun mit Hilfe der zu (5.13) dquivalenten Gleichung

a(Pw,¢;) = a(w,d;) Viel
N
= Y wma(ded;) = Y wealés,d;) Viel
kel; k=1
N
<~ Zajkzk = Za,jk’wk VjGL'
kEIi =
— R;AR]z;, = RiAw

bestimmen. Sind ndmlich die Matrizen RL.AR}: invertierbar, so ergibt sich hieraus
z;;, = (RLARL) 'R;Aw,

also ist die Matrixdarstellung von P; durch
P; = R}(R;AR]) 'R;A

gegeben. Mit der Bezeichnung A;; = RL,AR}: fir « = 1,...,p erhdlt man so
aus (5.10) das zu Au = f vorkonditionierte Gleichungssystem

(Sriarm) av = (S RiazR)r
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Die Matrix M,y mit Mj' = 7 R}; A;Z'Ry, wird als additiver Schwarz—Vorkon-
ditionierer bezeichnet. Das additive Verfahren (5.8) entspricht so dem Block—Jacobi—
Verfahren zur Losung des linearen Gleichungssystems

fr

1 1

All Alp uy.

Apl SN App qu pr

mit A;; = RL.AR}; fir 2,7 = 1,...,p, dessen Blocke den additiven Schwarz—
Vorkonditionierer

M, = diag(Ay, ..., Ay) (5.14)

liefern.

Im folgenden soll demonstriert werden, wie das beschleunigte parallele Verfahren
aus dem vierten Kapitel zur Konstruktion von weiteren Vorkonditionierern eingesetzt
werden kann. Die in diesem Kapitel angegebenen Beschleunigungstechniken bendti-
gen jedoch die Mehrdeutigkeit der Funktionswerte im Uberlappungsbereich, die aber
— wie bereits erwdhnt — beim additiven Schwarz—Verfahren verloren geht. Folglich
kann diese Methode nicht auf das lineare Gleichungssystem Au = f angewendet wer-
den, so dal} das erweiterte System A®u® = f° herangezogen werden muf, in dem
die zusitzlichen Empfangsvektoren (Uag,, - . . ,Uar,,)T die geforderte Mehrdeutigkeit
ermoglichen.

Zunichst soll aber der zu (5.14) analoge Vorkonditionierer fiir das erweiterte Sy-
stem erarbeitet werden. Dazu wird gezeigt, da3 die jeweiligen Block—Jacobi—Ver-
fahren fiir die beiden Gleichungssysteme identisch sind. Dies ist Gegenstand des fol-
genden Abschnittes.

5.2 Das erweiterte Gleichungssystem

Zu einer p-disjunkten Zerlegung {I;, 7 = 1,... ,p} der Indexmenge I = {1,2,... ,N}
sei das lineare Gleichungssystem Ax = b durch

by,

=1 : (5.15)
by,

gegeben. Gilt wie frither

A; =R;,ART, i=1,...,p,
A,L' = RIiARgL" 1= ]_, 5Py



76 KAPITEL 5. VORKONDITIONIERUNG DURCH GEBIETSZERLEGUNG

und
Ri; = Ror,R7, fir i,j =1,...,p,
so ist
(All Al 0 0 0 0\ ( Xn \ (bll \
0 I —Ry 0 ... =Ry, O Xa1, 0
X1, b[2
ia[z 0
X1, b, (5.16)
iaIP_l 0
o o0 ... 0 0 A, A, X1, by,
\“R,; 0 ... —R,; 0 o0 1) \%,/ \ o)

das zu (5.15) gehorige erweiterte lineare Gleichungssystem A°x® = b€ aus dem zwei-
ten Kapitel. Sind nun
D= diag(An, ey App)

De:diag(<A0” AII),...,(A(;’P "}"))

die jeweiligen Blockdiagonalen von A bzw. A®, so lautet das zugehorige Block—Jaco-
bi—Verfahren zur Losung von (5.15)

und

Dx*) = p 4+ (D - A)x("> (5.17)

= xmt) = x(0 4 p? (b — Ax(")>

und das entsprechende Block—Jacobi—Verfahren zur Losung der Gleichung (5.16)

Dexe(n+1) — b + <De N Ae) Xe(n) (518)
— Xe(TL+1) — Xe(n) _I_ De—l (be _ Aexe(’rL)) .
Fiir die einzelnen Blocke : = 1, ... , p ergibt sich dann
p
) = x4 A (b - ) Ayl (5.19)
j=1

(Xli)(nﬂ)_ (XI;)(n)Jr (A Az')_l((in) ( Aux) + AKD) ))
ol ok o 1 0 X1 — 2o Rix) ) f5.20)
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wenn man beachtet, dal R;; = 0 fiirz = 1,... ,p. Es soll nun gezeigt werden, dal3
die beiden Verfahren (5.17) und (5.18) dquivalent sind. Dafiir ist zunichst die folgende
Bemerkung wichtig.

Bemerkung 5.2.1. Das Block—Jacobi—Verfahren zur Losung des linearen Gleichungs-
systems Ax = b ist genau dann durchfiihrbar, wenn das Block—Jacobi—Verfahren zur
Losung des erweiterten Gleichungssystems A*x® = b® durchfiihrbar ist. Dariiber hin-
aus gilt fiir die Blocke des Verfahrens (5.18) bzw. (5.20)

-1 ~
Ai; A\ (AN A
<0 I) _(0 I) (5:21)

mit A; = —A;'A; fiiri=1,...,p

Beweis. Die beiden Blockdiagonalmatrizen D und D€ sind bei beiden Verfahren
genau dann invertierbar, wenn die Matrizen A;-l firs = 1,...,p existieren. Aus

Ai_z-l KZ A; A; . IO
0 1 0 I,/ \o 1

folgt schlieBlich der zweite Teil der Behauptung. g
Mit dieser Bemerkung kann nun der folgende Satz iiber die Aquivalenz der beiden
Verfahren bewiesen werden.

Satz 5.2.1. Die beiden Block—Jacobi—Verfahren (5.17) und (5.18) erzeugen bei glei-
chen Startvektoren dieselbe Iterationsfolge, d.h.:

Sei x* = (xy,,Xar,,--- ,XI,,,;CBI,,)T der erweiterte Vektor von x = (Xp,,... ,XIP)T
und sei’y = (yr,,---,yr,)". Wird nun die Folge y™ mit dem Verfahren (5.17) zum

Startvektor y(®) = y und die Folge x*™ mit (5.18) zum Startvektor x® = x erzeugt,
so gilt unabhingig von der Wahl des Vektors (Xor,, . . . ,Xor,)" :

Beweis. Mit (5.21) erhilt man aus der Blockdarstellung (5.20) fiirz = 1,...,p
die Gleichungen

XE—:H—I) = xgl) + A;'br, — A (Auxg ") + A; x(")> — (XBI Z RUXI )

) Aty A A - AT AR - KR+ K Y R

7j=1

Wegen A; = —A;'A;, vergleiche Bemerkung 5.2.1, gilt weiter

i=1
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Mit der Definition von A;;, A; und R;; schlieft man hieraus

(n+1) ('n) —|—A lb _ A (RI ARI Xg ) + RI ARBI ZRBI RI XE- ))

j=1

—x{ 1+ A;'by, — A; (RI ARZx(" 4 R AR, xg;>)

Da die lokalen Komponenten Ry, Ax() = Z” Ry, ART xg'_l) nur mit Kenntnis von

3 ™ und xg ") berechnet werden konnen, vergleiche (2.4), ist

Z R;,ARTx{" = R AR]x{” + R, AR]; x{),

so daf3
p
Y = x4+ Ay - A Z R, AR )
= xgﬂ) + Ay — <Z A”xI ) .
Diese Iterationsvorschrift stimmt aber mit der Blockdarstellung (5.19) iiberein. O

Der dem additiven Schwarz—Vorkonditionierer (5.14) entsprechende Vorkonditio-
nierer fiir das erweiterte Gleichungssystem ist somit nach Satz 5.2.1 durch

M, = diag((AO:ll AII>, ceey (A(;’p AI”))

gegeben. Zum obigen Ergebnis sei noch bemerkt, da3 im Gegensatz zum Block—
Jacobi—Verfahren (5.17) die rechte Seite der Gleichung (5.18) nur aus Elementen der
Kommunikationsmatrix (2.2) besteht und folglich nur mit Nullen oder Einsen besetzt
ist. AuBBerdem ergibt der untere Block der Gleichung (5.20) die Identitit

ig}ﬂ) = ig},- - XBI + ZR’LJ XI = Xg}z

z

und beschreibt auch hier den durchzufiihrenden Datenaustausch. Also kann das Block—
Jacobi—Verfahren zur Losung des erweiterten Systems A°x® = b® in eine dem paral-
lelen Schwarz—Verfahren (Verfahren 4.1) dhnliche Form gebracht werden, die als al-
gebraisches paralleles Schwarz—Verfahren bezeichnet wird, siehe Verfahren 5.1.

Da in diesem Verfahren auch die Kommunikationsvariablen benutzt werden, kann
dieses nun mit den Techniken, die im vierten Kapitel bereitgestellt wurden, beschleu-
nigt werden. Dieses Vorgehen wird im folgenden Abschnitt beschrieben. Anschlie3end
wird das beschleunigte Verfahren als Vorkonditionierer fiir das erweiterte Gleichungs-
system interpretiert.
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Verfahren 5.1 Algebraisches paralleles Schwarz—Verfahren
Eingabe: A, b und x(®
forn =10,1,2,... do

Lose firz = 1,... ,p parallel

A X%H—l) = —A; ig}jl) + in 5
wobel

~(n+1 n

Xg[; ) = Xglz

enddo

5.3 Das algebraische parallele Schwarz—Verfahren

Das Verfahren 5.1 soll nun dazu verwendet werden, das lineare Gleichungssystem
Ax = b bzw. das erweiterte System A°x® = b*®, deren Losungen nach Satz 2.4.1

ibereinstimmen, zu 16sen. Zu einer p-disjunkten Zerlegung {I;, « = 1,...,p} der
Indexmenge I = {1,2,...,N} sollen nun wie frither fir « = 1,... ,p die Kom-
ponenten xz; des Vektors x = (xp,,... ,xz,)" mit den zugehdrigen Zeilen der Ma-

trix A im lokalen Speicher von Prozessor P; vorhanden sein. Das Kommunikations-
schema zur Durchfithrung des Verfahrens 5.1 entspricht so der Kommunikationsstruk-
tur zur Berechnung des Matrix-Vektor-Produktes Ax. Basierend auf dieser Struk-
tur soll nun das Verfahren beschleunigt werden, ohne dabei zusétzliche Kommunika-
tion durchfiihren zu miissen. Ahnlich wie im vierten Kapitel soll hierzu das Verfah-
ren 5.1 nur beziiglich der auszutauschenden Komponenten, d.h. der Empfangsvektoren

Xs = (Xor,,- - - ,EBIP)T, formuliert werden. Zunichst liefert das algebraische Verfah-
ren fiir n € N die Gleichungen
xM = CAFAES) + AL, i=1,...,p. (5.22)
T
Mit Hilfe der Kommunikationsmatrix (2.2) kann die Iterierte x(*) = (xgl), cee xﬁ?)
T
nur auf den zu versendenden Teil x{" = (xg}l, . ,xg}l) eingeschrinkt werden, so

daB3 man aus (5.22) die Gleichung
(n)

Xarn Ay o A—lp Xarn

= | ... : + | (5.23)

XaI1, Apl . APP Xa1, bBIp

(n)

erhilt, wobei die Blocke der Matrix
K—ll e -Klp
A= oL, € Rm™x™

A, ... A,
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und die des Vektors
_ Eall
bp=| : | €R™
bsy,

mit m = |01| + ...+ |0I,| durch
A;; = RyrRIAGA, fir 4,7 =1,...,p

bzw.
- p
bsr, = ZRaIiRgA;jlbIj firi=1,...,p
i=1

gegeben sind. Mit Hilfe der zweiten Zuweisung des Verfahrens 5.1 ergibt sich aus der
Gleichung (5.23) das Iterationsverfahren

(n+1) (n)

Xar, :&11 qu Xar, Eall
: = — : : : + : . (5.24)

Xar, Ay oo AL XaI, bs1,

Da dI;N1I; :~(Z) ist Xﬁ = 0fiir: = 1,... ,p,sodaf} insbesondere die Diagonalelemente
der Matrix A verschwinden. Folglich ist das Iterationsverfahren (5.24) das Jacobi—
Verfahren zur Losung des linearen Gleichungssystems

(A +1)% = bs.

Dieses Gleichungssystem soll nun mit einer noch zu bestimmenden Matrix K ¢ Rmxm
vorkonditioniert werden und anschlieBend mit der durch die Blockstruktur induzierten
Zerlegung der Form K(A +I) = W — V mit W, V € R™*™ mit dem Verfahren

wxit) — vV 4 Kb, (5.25)
geldst werden. Dabei soll W die Struktur
W = diag(Wy,...,W,) mit W; e RPEXPL fir =1 .. p

besitzen. Man vergleiche diese Vorgehensweise auch mit der Entwicklung des KIPS-
Verfahrens. Der Vorkonditionierer K soll nun so konstruiert werden, dafl das Kommu-
nikationsschema erhalten bleibt. Um dieser Forderung nachzukommen, ist eine andere
Anordnung der Komponenten des Vektors X5 sinnvoll, bei dem der Datenaustausch
zwischen den einzelnen Prozessorpaaren (P;, P;) mit i < j erkennbar ist. Da aber
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die Variablen Xs7,n 1; die empfangenen Daten von Prozesor P; auf Prozesor P; kenn-
zeichnen und Xg LI die empfangenen Daten von P; auf P; darstellen, beschreibt die
Komponente
Xi; = (f“i”f) mit i< j (5.26)
XoL;nI;
den Datenaustausch zwischen den Prozessoren P; und P;. Die so eingefiihrte An-
ordnung §3 = (§12, . ,§1p,§23, . ,§2,,, . ,§p_1p)T des Empfangsvektors x5 =
(Xor,5- - - ,iaIp)T kann durch eine Permutationsmatrix S : X +— §3 angegeben
werden. Die Erhaltung der Kommunikationsstruktur bedeutet nun, dafl die Matrix
K = SKS! eine Blockstruktur der Form

R = diag(f{u, [N ,Klp, Kzg,, e 7K2p7 e ,Kp_lp)
besitzen muf3, wobei
R, = (=7 B} iy,

K” c R|BI,'OI]'|>< |8I;nI;|

mit

R” c R|3I,'ﬂ[j|)( |3[jﬁl,'|

firz,j =1,... ,pund # j. Die Matrix f{ij wirkt so durch das Produkt

> = I('L] I(-ij XarI,nI;
K; X, = ~onnt
i Xej = ~

Kji K]',L' XBIJ-OI,'

nur auf die Komponenten §1’j des Vektors x5. Mit dieser Konstruktion kann das Verfah-

ren (5.25) nun weiter analysiert werden. Bezeichnet IN{BL, : R™ — RI®E die lineare
Xa1,

Abbildung, die durch : — Xpr, gegeben ist, so ergibt sich folgendes fiir die
Xa1,

einzelnen Blocke des Verfahrens (5.25):

RorK(A + I)Rgl ~g}+1) = —RorK Z Raz iar + R Kb,

J#z
<

p
Roy, K(A + I)Rgl ~g}+1) Raor K Z Rngban
=1
G
= —ﬁal A + I Z RBI XBI + ﬁaIiﬁﬁinBBIi

#1
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—

Ro KRE, 20 — f{ahf{< ARE 0 —|—ZRBI baI)

i=1
#i
— Ry K Z RY, ) + RorK( - A Z RY, %) + REbor ). (5:27)
1
J#i J#z
Bezeichnet nun
zng) = _KRgI g;+1) + Z RaI bBI- (5.28)
1
Jj#
und
yi(an) = -A Z RaI i31 + Raz baI ) (5.29)
J#l
so folgt wegen A;; = 0 aus der Gleichung (5.28)
)~ o (5.30)

Der Vergleich von (5.29) mit (5.23) ergibt mit A;; = 0 erneut
Yon = Xon- (5.31)

(n+1

Da zur Berechnung der Komponenten x; In; in (5.23) nur die Komponenten x("+1)

und by 1; benotigt werden, liefert ein Vergleich von (5.28) mit (5.23)
2ol = Xopak  fir j=1,...,p (G #1). (5.32)
Aus dem gleichen Grund erhélt man aus (5.29)

Yoper, = 0 fir j=1,...,p (j#4). (5.33)

Zusammenfassend ergeben die Gleichungen (5.30), (5.31), (5.32) und (5.33) mit Hilfe
der Notation (5.26) dann

(n+1) (n+1)
/z}(-;ﬂ) _ (Zalmlj) _ ( 0 ) (5.34)
Zor;nI; XonnI;
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und

(n) (n)
aln) _ [Yonn; _ [Xonng
Vi = (YBI-nL) B ( 0 ) (535)

firj =1,...,pmit: < j. Mit den oben eingefiihrten Vektoren (5.28) und (5.29) ist
Glelchung (5.27) wegen K = S— 1KS nun dquivalent zu

Ror,ST'KSRY, 27" — Ror,S'KSz

- _RBI S'KS Z RBI iBI) + ﬁaliS_IKSYe(anH)

7j=1
J#i
<

~ (n+1)
(K5, Kij) ( 6{;””) — (K, Ki)a ™

(n)
~ 0 ax(n) .
Durch Einsetzen von (5.34) und (5.35) erhélt man schlieSlich
~(n+1 iyl n+1 n = ~(n . .
K, X(af,-n},- - K X'(Sljm},- = Ky Xézfmj - Kjj X(azzm,- Vi#1

und somit das folgende Verfahren.

Verfahren 5.2 Vorkonditioniertes algebraisches paralleles Schwarz—Verfahren
Eingabe: A, b und x(®)
forn =10,1,2,... do

Lose firz = 1,... ,p parallel

(n+1) _ ~(n+1)
A;ix;, = —Aixy;  + bg,
wobei
Z(n+1) K. ) (n) K. =)
K;; Xonnr; — K, Xorn; = Ki; Xay, nr; K Xornr;

5.4 Vorkonditionierung des erweiterten Systems

In Abschnitt 5.2 ergab sich der dem additiven Schwarz—Vorkonditionierer (5.14) ent-
sprechende Vorkonditionierer fiir das erweiterte Gleichungssystem in der Form

e = (4 A (B %)),
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Aus Verfahren 5.2 erhdlt man den zugehorigen Vorkonditionierer nun wie folgt. Zu-
néchst ersetzt man fiir: = 1,... ,p die jeweils 2:-te Blockzeile des erweiterten Glei-
chungssystems (5.16) durch

—Kiixornr, + KijXorn, — KijXarn, + KijXernr, = 0,

wobei j = 1,...,p mit 7 # 7. Die so aus A® entstandene Matrix wird mit A" be-
zeichnet. Somit ergibt sich AY als das Produkt von A® mit einer Matrix K¢, deren
Elemente durch die Matrizen K;; und K;; gegeben sind, und das nur auf die Blockzei-
len 2,4,... ,2p wirkt. Bezeichnet BY die Blockdiagonale von A = K*© A® mit

BY = diag Aun A A Ay
As A 7 \&,, 4,))°

wobei A;; € RI#LIXIE ynd A; € RIPEIXIL fijr 4 = 1,... , p, so ergibt sich der neue
Vorkonditionierer von A® durch

-1
M =B" K°.
Hierzu wird das folgende Beispiel betrachtet. Sei

2/h:  —1/h?
“1/R? 2[R —1/R?
“1/R* 2/RE —1/R?
“1/R? 2/R? —1/R?
“1/R? 2/RE —1/R?
“1/R? 2/R?

die Matrix aus Beispiel (2.4.1). Zu der dort angegebenen Zerlegung

L = {17273}a I = {475a6}7
oI, = {4}, oI, = {3}
der Indexmenge I = {1,...,6} hat man die erweiterte Matrix
( 2/h*  —1/h? \

“1/R? 2/RE —1/R?
“1/R 2/RE —1/R?

. 1 1
A= 2/h?  —1/h? _1/R?
1R 2k —1/R?

“1/R? 2/R?
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Da das vorkonditionierte algebraische parallele Verfahren fiir dieses Beispiel das KIPS-
Verfahren aus Kapitel 4 ist, lautet

[ 2/h 1R \
~1/h?  2/R?  —1/R?
—1/h* 2/h* —1/R?
v —a p —p o
A= 2/h*  —1/h? —1/h2

~1/h? 2/R?  —1/R?
—1/h*  2/h?

\ w8 - v )

Folglich ist K€ durch

Ke K

und BY durch

(2/h —1/B \
“1/R 2R 1R
1R 2R 1R

B = e H
9/h?  —1/h? —1/R?
—1/h* 2/h? —1/h?
~1/h?  2/R?

\ -3 v )

gegeben. Es liegen nun zwei Mdglichkeiten zur Wahl der Parameter o, 8, 4 und v
nahe. Zum einen entspricht die Wahl 4 = v = 1 mit dem noch freien Parameter
a = B € [0,1) dem Ubergang von KIPS nach KIPS’ im vierten Kapitel. Zum anderen
ergibta = B = 1/h® und u = v = 2/h? die Ubereinstimmung der Matrix B” in
den erweiterten Blocken mit dem Diskretisierungsschema, d.h. mit der Ausgangsma-
trix A. Beide Moglichkeiten lassen sich nun auf das Verfahren 5.2 zur Losung linearer
Gleichungssysteme mit einer beliebigen Koeffizientenmatrix A iibertragen. Hierdurch
ergeben sich die beiden folgenden Verfahren mit den wie oben definierten Vorkondi-
tionierern.
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Verfahren 5.3 Algebraisches paralleles Schwarz—Verfahren mit Parameter o
Verfahren 5.2 mit der folgenden Wahl der Matrizen K;; und I~{Z-]-:

— T K.. — T
K = Ropng RaImI,- und  K;; = aRspng RanmI,-

firz,j =1,...,pund ¢ # j.

Soll wie oben beschrieben die Matrix BY in deren erweiterten Blocken mit der
Ausgangsmatrix A iibereinstimmen, d.h.

T T
v : R; R; R, R,
B = d YA B P )AL

so erhilt man Verfahren 5.4.

Verfahren 5.4 Erweitertes Block—Verfahren
Verfahren 5.2 mit der folgenden Wahl der Matrizen K;; und I~{Z-]-:

= T K. = — T
Kij = Rornp; A RaImI,- und  Kj; = Rorng; A RBI,-nI,-

firz,j =1,...,pund ¢ # j.

5.5 Numerische Experimente

Auch in diesem Abschnitt wird das Verhalten der entwickelten Verfahren anhand einer
Diskretisierung der in Beispiel 3.7.1 gegebenen partiellen Differentialgleichung de-
monstriert. Das in Abschnitt 3.7 beschriebenen Diskretisierungsschema sowie die dort
angegebene Datenverteilung werden auch hier zugrunde gelegt.

In Abbildung 5.3 ist der le6 v v
Residuumsverlauf der Verfah- leS | yertaen 3.4 1
ren 5.1, 5.3 und 5.4 darge- led Verfahren 5.4 —— 7
stellt. Dabei zeigen die bei- g le3 I ]
den neuen Verfahren ein dhn- 2 fe2
liches und deutlich besseres & le(l) | |
Konvergenzverhalten als Ver- £ le1 | |
fahren 5.1. Die besten Ergeb- £ le2 | 1
nisse mit Verfahren 5.3 wur- i 1e-3 | A
den hier mit « = 0.6 er- le4 f 1
zielt. Fiir verschiedene Pro- le-5 1
zessoranzahlen wird in Ab- le-6 0 50 100 1% 2(‘)0 2;0 3(‘)0 350
bildung 5.4 die bendétigten Ite- Iterationen

rationsanzahlen der verschie- Abbildung 5.3: Vergleich des Residuumsverlaufs auf 64 Prozes-
denen Verfahren angegeben, SOren-
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um eine Genauigkeit von 1078 zu erreichen. Dabei werden hier die lokalen Glei-
chungssysteme mit dem Gaul3—Seidel-Verfahren gelost, das nach 20 Schritten abge-
brochen wird. Wihrend Verfahren 5.1 mit steigender Prozessoranzahl deutlich mehr
Iterationen bendtigt, bleibt diese bei den Verfahren 5.3 und 5.4 weitgehend konstant.
Dieses giinstige Verhalten spiegelt sich auch in Abbildung 5.5 wider, die den Speedup
der drei Verfahren zeigt.

350 - ]
300
250
o -
S 200 N
9 /
= /
]
3 150 L
100 ¥
Verfahren 5.1 -x
¥ Verfahren 5.3 -+
Verfahren 5.4 ——
0
20 40 60 80 100 120
Prozessoren
Abbildung 5.4: Vergleich der Iterationsanzahlen der verschiedenen

Verfahren

- Verfahren 5.1 -
Verfahren 5.3 -+
100 |- Verfahren 5.4 ——
80
o
j=]
<
5]
2 60 +
20 - |
0 ¥

20 40 60 80 100 120
Prozessoren

Abbildung 5.5: Speedup der verschiedenen Verfahren

Zum Abschluf3 des Kapitels wird das Verfahren 5.4 als Vorkonditionierer im Kry-
lov—Teilraumverfahren Algorithmus 5.1 eingesetzt. Hierzu wird das folgende Beispiel
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betrachtet.

Beispiel 5.5.1. Gegeben sei die partielle Differentialgleichung
—Au = f in Q=(0,13) x(0,1) x (0,1)

mit homogener Dirichlet—Randbedingung, wobei die rechte Seite f so gewdihlt wird,
daf
u(mayaz) = m(13 - m)y(l - y)z(l - z)

Losung der Differentialgleichung ist.

Zur Diskretisierung werden auch hier zentrale Differenzen zweiter Ordnung auf
einem 480 x 36 x 36 Gitter der Schrittweite 1/37 verwendet. Das resultierende Glei-
chungssystem mit der Koeffizientenmatrix A besitzt die Ordnung N = 622080 mit
4282848 Nichtnullelementen. Die Testrechnungen wurden mit x, = O durchgefiihrt
und bei einer Genauigkeit von 10™* in der euklidischen Norm des Residuums been-
det. Die Datenverteilung auf die p Prozessoren wurde mit Hilfe einer Streifenzerlegung
des Gebietes 2 in z-Richtung vorgenommen. Die Daten wurden dabei gleichméBig auf
die Prozessoren verteilt. In Abbildung 5.6 wird die Anzahl der bendétigten Iterationen
fiir verschiedene Prozessorzahlen dargestellt. Die obere Kurve zeigt die Ergebnisse fiir
den aus Verfahren 5.1 resultierenden additiven Schwarz—Vorkonditionierer zur Losung
des linearen Gleichungssystems Ax = b mit Algorithmus 5.1. Dagegen bezieht sich
die untere Kurve auf den aus Verfahren 5.4 resultierenden Vorkonditionierer fiir das
erweiterte Gleichungssystem A°x® = b®. Auch hier ist das neue Verfahren 5.4 dem
urspriinglichen Verfahren 5.1 iiberlegen.

70

60

50

40

30 L

[terationen

10 Verfahren 5.

5.1
Verfahren 5.4 ——

*

20 40 60 80 100 120
Prozessoren

Abbildung 5.6: Anzahl der Iterationen des QMR mit den jeweiligen Verfahren als
Vorkonditionierer



Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Viele Problemstellungen in den Ingenieur- und Naturwissenschaften werden mit Hilfe
von partiellen Differentialgleichungen behandelt. In praxisrelevanten Anwendungen
ist aber die numerische Losung dieser Gleichungen duB3erst speicher- und recheninten-
siv, so dal} hierfiir zunehmend massiv-parallele Systeme eingesetzt werden miissen. Da
auf solchen Systemen neben den Rechenzeiten auch Kommunikationszeiten anfallen,
ist die Entwicklung schneller paralleler Algorithmen mit niedrigen Kommunikations-
kosten von zentraler Bedeutung.

Die numerische Losung partieller Differentialgleichungen fiihrt nach einer geeig-
neten Diskretisierung auf die Losung linearer Gleichungssysteme Ax = b, deren
Koeffizientenmatrizen hdufig grol und diinnbesetzt sind. Fiir diese Problemstellung
eignen sich daher iterative Verfahren, in denen die Koeffizientenmatrix ausschlie3lich
zur Berechnung von Matrix-Vektor-Produkten verwendet wird. Spezielle iterative Ver-
fahren sind Krylov—Teilraumverfahren, die zur Losung dieser Systeme mit allgemei-
ner Koeffizientenmatrix eingesetzt werden konnen. Aus Speicherplatzgriinden werden
hier Krylov—Verfahren entwickelt, deren Iterierte x,, mit kurzen Rekursionen berech-
net werden konnen. In dieser Arbeit wird der im Krylov—Verfahren erzeugte Teilraum
mit Hilfe des unsymmetrischen Lanczos—Prozesses generiert. Aus Griinden der nu-
merischen Stabilitdt werden dazu gekoppelte Zwei-Term-Rekursionen und normierte
Lanczos—Vektoren verwendet. In dem Lanczos-basierten Krylov—Teilraumverfahren
(Algorithmus 3.5) kann das Residuum r,, = b — Ax,, dquivalent durch das Produkt
r, = V, 18, beschrieben werden. Dabei bezeichnet V,,; eine Matrix, deren Spalten
aus den erzeugten normierten Lanczos—Vektoren bestehen, und s, ist ein Vektor, der
mit Hilfe eines iiberbestimmten linearen Gleichungssystems bestimmt wird. Dieser
Vektor definiert die Iterierte x,, und wird in dem von Freund und Nachtigal eingefiihr-
ten Verfahren der quasi-minimalen Residuen in der euklidischen Norm minimiert.

Im Vergleich zu der bekannten /;-Minimierung liefert eine allgemeine [,-Mini-
mierung mit 1 < p < oo einen zusitzlichen Parameter, der zur Beschleunigung des
Konvergenzverhaltens ausgenutzt werden kann. In dieser Arbeit werden Techniken zur
effizienten Losung der dabei auftetenden Minimierungsprobleme bereitgestellt. Die
daraus resultierenden Krylov—Teilraumverfahren zur Losung linearer Gleichungssy-

89
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steme konnen mit kurzen Rekursionen beschrieben und implementiert werden. Auf
diese Weise entsteht die Klasse der quasi-/,-minimalen Residuenverfahren (Algorith-
mus 3.8). Der Fall p = 1 stellt dabei eine Verbindung zum Verfahren der bikonjugierten
Gradienten her, mit dem die jeweils beste BCG-Iterierte als eine Quasi-/;-Minimierung
charakterisiert werden kann (Algorithmus 3.7).

Bei dem Entwurf der Lanczos-basierten Krylov—Teilraumverfahren werden nu-
merische Stabilitét und Aspekte der Parallelverarbeitung miteinander verkniipft. Die
numerische Stabilitdt wird durch eine Normierung der Lanczos—Vektoren sowie die
Verwendung von gekoppelten Zwei-Term-Rekursionen gesichert. Hinsichtlich der Par-
allelverarbeitung wird bei der Herleitung ein Ansatz verfolgt, der es erlaubt, alle an-
fallenden Skalarprodukte eines Iterationsschrittes mit nur einem globalen Synchroni-
sationspunkt zu berechnen. Es fallen dabei im Vergleich zur urspriinglichen Version
keine zusétzlichen Vektoroperationen an. Durch die Reduktion der Anzahl der globa-
len Synchronisationspunkte wird der Vorteil der bereitgestellten Variante speziell beim
Einsatz von massiv-parallelen Systemen deutlich. Doch auch aus Griinden der Lastver-
teilung sind Verfahren mit nur einem globalen Synchronisationspunkt von besonderer
Bedeutung.

Die Implementierung von iterativen Verfahren auf Parallelrechnern mit verteiltem
Speicher erfolgt durch die Parallelisierung der aufretenden Operationen, bei denen das
Matrix- Vektor-Produkt die aufwendigste darstellt. Dazu werden sowohl die Elemen-
te der Matrix als auch die Komponenten der Vektoren auf die einzelnen Prozessoren
verteilt. Die Kommunikation, die nun bei der parallelen Ausfiihrung dieses Produktes
anfillt, induziert ein fiir das iterative Verfahren charakteristisches Kommunikations-
schema, das in jedem Iterationsschritt des Verfahrens benutzt werden mufl. Wie in
der Arbeit beschrieben, miissen aber bei der Berechnung der Matrix-Vektor-Produkte
zusitzliche Variablen fiir den Datenempfang bereitgestellt werden. Auf diese Weise
entsteht der Begriff des durch den Empfangsvektor erweiterten Vektors x¢ (Defini-
tion 2.3.5). Fiir diesen Vektor lat sich mit Hilfe der erweiterten Matrix A® (Defi-
nition 2.4.1) ein zu Ax = b &quivalentes lineares Gleichungssystem A°x® = b®
aufstellen, in dem die Kommunikationsstruktur des Verfahrens enthalten ist. Da ge-
zeigt werden konnte (Satz 2.4.1), dafl die Losungen beider Systeme gleich sind, kann
anstelle des urspriinglichen Systems das erweiterte lineare Gleichungssystem gelost
werden. Die zusitzlichen Variablen, die auf einem parallelen System mit verteiltem
Speicher als Empfangsvariablen notwendig sind, werden dann dazu benutzt, das itera-
tive Verfahren zu beschleunigen. Durch die Integration des Kommunikationsschemas
in das zu l6sende System konnen Beschleunigungsmethoden entwickelt werden, die
keine zusitzlichen Kommunikationskosten verursachen. Die Kommunikationsstruktur
des Algorithmus bleibt dabei erhalten.

Da das parallele Schwarz—Verfahren (Verfahren 4.1) eine dem Matrix- Vektor-Pro-
dukt dhnliche Kommunikationsstruktur besitzt, wird zur Entwicklung von Beschleu-
nigungstechniken fiir iterative Verfahren zunichst eine Beschleunigung des parallelen
Schwarz—Verfahrens auf analytischer Ebene durchgefiihrt. Dazu wird eine Randinte-
gralmethode verwendet, die es ermoglicht, das Verfahren allein durch die auszutau-
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schenden Daten zu beschreiben. Diese Datenreduktion erlaubt es, Beschleunigungen
anzugeben, die auch die bestehende Kommunikationsstruktur erhalten. Die daraus re-
sultierenden beschleunigten parallelen Schwarz—Verfahren, deren Konvergenzverhal-
ten ohne die Verwendung zusitzlicher Kommunikation verbessert wird, sind sogar op-
timal (im Sinne von Satz 4.4.2).

Mit dem algebraischen Schwarz—Verfahren (Verfahren 5.1) werden schlieBlich die
Ergebnisse der obigen analytischen Vorgehensweise auf das erweiterte Gleichungs-
system tibertragen, das hier mit einer diskreten Randintegralmethode auf die auszu-
tauschenden Daten reduziert wird. Auf diese Weise sind wiederum Beschleunigungen
des algebraischen Verfahrens moglich, die auch die Kommunikationsstruktur erhalten
(Verfahren 5.3 und 5.4). AbschlieBend wird gezeigt, wie die so gewonnenen Verfah-
ren als Vorkonditionierer in den bereitgestellten Krylov—Teilraumverfahren eingesetzt
werden konnen. Auch hier wird bei der Beschleunigung der Verfahren keine zusétzli-
che Kommunikation bendtigt.

Die Uberlegenheit der entwickelten Verfahren wird anhand der Implementierung
verschiedener dreidimensionaler Modellprobleme auf dem massiv-parallelen System
Intel Paragon XP/S 10 gezeigt. Die beschleunigten Verfahren reduzieren hier die zur
Konvergenz benoétigte Iterationsanzahl des parallelen Schwarz—Verfahrens erheblich.
Da alle Verfahren in jedem Iterationsschritt den gleichen Rechen- und Kommunika-
tionsaufwand haben, fiihrt dieses zu wesentlich kiirzeren Gesamtausfithrungzeiten.
In den behandelten Beispielen ergeben sich so Zeitersparnisse von iiber 50 Prozent.
Dariiber hinaus iibertragen sich diese Eigenschaften auch auf entsprechend vorkon-
ditionierte Krylov—Teilraumverfahren, so daf3 auch hier die Iterationsanzahl um 40
Prozent reduziert werden kann.

Das Ziel der Arbeit war es, neue Verfahren zur Losung linearer Gleichungssyste-
me zu entwickeln und gleichzeitig auch Moglichkeiten aufzuzeigen, wie bestehende
Verfahren beschleunigt werden kdnnen. Dabei standen Verfahren im Vordergrund, die
in realen Anwendungen ihren Einsatz finden. So werden beispielsweise sowohl das
parallele Schwarz—Verfahren in TRACE als auch das Verfahren der quasi-minimalen
Residuen in PARTRACE im Forschungszentrum Jiilich zur Simulation von Schadstoff-
ausbreitungen im Boden und von Stofftransporten in pordsen Medien verwendet. Die
Rechenzeiten dieser Simulationen kdnnen so mit den aufgefiihrten Beschleunigungs-
techniken erheblich verkiirzt werden.
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