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Kurzfassung

Im Oktober 1993 wurden vom Bundesministerium fiir Bildung, Wissenschaft,
Forschung und Technologie (BMBF) 56 Projekte zur Verbesserung der Zu-
sammenarbeit zwischen industriellen und wissenschaftlichen Finrichtungen
ins Leben gerufen. Ziel dieser Projekte war es, moderne mathematische Ver-
fahren in die industrielle Anwendung zu bringen.

Eines dieser Projekte war dabei im Zentralinstitut fiir Angewandte Mathema-
tik (ZAM) des Forschungszentrums Jillich anséssig. In Zusammenarbeit mit
dem Institut fiir Energieverfahrenstechnik (IEV) wurde eine hochauflésende

Modellierung der SOFC-Brennstoffzelle durchgefiihrt.

Mathematisch fithrt die Modellierung auf ein nichtlinear gekoppeltes System
von partiellen Differentialgleichungen. Neben der Losung dieses Systems mit
einer einfachen Linearisierung, welche in ein Full-Multigrid Verfahren einge-
bettet wird, werden Anséatze zur Behandlung der Gleichungen fiir transport-
beschrankte Reaktionen und analytische Ergebnisse zu den sich einstellenden
Konvergenzraten présentiert.

Vollig neue Ansétze verlangt die Behandlung unstrukturierter Geometrien.
Insbesondere die hier verwendete Diskretisierung mit der Finite Integration
Technique fithrt auf das Problem, ein Gitter in polygonale Kontrollvolumina
zu zerlegen, die einen eindeutig bestimmten Umkreis mit einem Mittelpunkt
im Innern des Volumens haben. Neben einem teiladaptiven Algorithmus zur
Gitterzerlegung werden die Gleichungen fiir diese Diskretisierungstypen vor-
gestellt.

SchlieBllich werden einige Untersuchungen und Parameterstudien gezeigt, die
den FErfolg dieses Projektes noch einmal unterstreichen.
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Kapitel 1

Einleitung

Eine der wichtigsten Herausforderungen an das néchste Jahrtausend ist die
umweltgerechte Deckung des weiter steigenden Energiebedarfs.

Konventionelle Energieumwandlungstechniken verursachen jedoch hohe
C'Oz-Emissionen und auch der nur begrenzte Vorrat an fossilen Energie-
tragern zwingt zum baldigen Handeln. Der Anstieg der C'Os-Konzentration in
der Erdatmosphéare und der damit verbundene Treibhauseffekt wird nach dem
derzeitigen Stand der Wissenschaft zu weitreichenden Verdnderungen des
Weltklimas fithren. Die Notwendigkeit zur Reduzierung treibhausrelevanter
Emissionen wurde in Folge dessen auf den Konferenzen der Vereinten Natio-
nen 1988 in Toronto und 1992 in Rio de Janeiro diskutiert. Die Bundesregie-
rung fafite darauthin den Beschluf} zur ,,Verminderung der C'Oy-Emissionen
und anderen Treibhausgasemissionen in der Bundesrepublik Deutschland®.
Konkretisiert wurde dieses durch das Ziel, die Emissionen von 1987 bis zum
Jahre 2005 um 25 bis 30 Prozent zu senken.

Erreicht werden kann dieses nur durch eine Vielzahl von Mafinahmen.
Hierzu gehort auch die Entwicklung neuer Technologien zur Energieumwand-
lung, um sowohl mit besseren Wirkungsgraden, als auch mit neuen, emissi-
onsarmen Verfahren die Schadstoffbelastung zu reduzieren. In diesem Kon-
text wurde die Entwicklung der Brennstoffzellen zu einem Leitprojekt des
Forschungszentrums in Jiilich.

Die in dieser Arbeit behandelte Hochtemperaturbrennstoffzelle mit ke-
ramischem Elektrolyten (SOFC, engl.: solid oxide fuel cell) soll dabei in
Blockheizkraftwerken verwendet werden, um die Energieversorgung dezen-
tralisieren zu kénnen. Der hohe Wirkungsgrad und die geringen Schadstoff-

1
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emissionen sind dabei die Starken der Brennstoffzelle. Wéahrend die Nieder-
temperaturzellen bereits auf dem Markt erhéltlich sind, steckt die SOFC
noch in der Entwicklungsphase.

Neben den klassischen Sdulen Theorie und Experiment ist die Simulation
eine dritte tragende Kraft bei der Entwicklung neuer Technologien gewor-
den. Teure und zeitaufwendige Experimente kénnen zugunsten von Simula-
tionslaufen eingespart werden.

Ausgangspunkt dieser Arbeit war das Forderprogramm ., Anwendungs-
orientierte Mathematik® des Bundesministeriums fiir Bildung, Wissenschaft,
Forschung und Technologie (BMBF). Anhand dieses Programms sollen mo-
derne mathematische Verfahren in die industrielle Anwendung gebracht wer-
den. Die Projektpartner waren verschiedene Brennstoffzellenhersteller, die
tiber das Institut fiir Energieverfahrenstechnik des Forschungszentrums Jilich
wichtige Kinetik- und Materialdaten zur Verfiigung gestellt haben.

Zentraler Punkt sind die Methoden der numerischen Mathematik, ins-
besondere der Mehrgitterverfahren, jedoch kommen eine Vielfalt von ande-
ren mathematischen, physikalischen, chemischen und informationstechnolo-
gischen Aspekten zum Tragen.

Diese Breite schlagt sich auch in der vorliegenden Dokumentation nieder.
Neben der Modellbildung, welche Kenntnisse partieller Differentialgleichun-
gen, physikalischer Gleichungen aus der Wéarmelehre, der Elektrochemie und
des Massentransportes verlangten, sind Kenntnisse der chemischen Vorgédnge
notwendig. Die Gittererzeugung verlangt nach geometrischen Methoden, und
schlielich ist ein effizientes Losungsverfahren fiir die diskretisierten Gleichun-
gen zu entwickeln. Hier sind die Mehrgitterstrategien Stand der Dinge, ins-
besondere, da der hier verwendete adaptive Algorithmus besonders geeignet
fiir lokal konvergente Verfahren ist.

Im Rahmen dieser Dissertation wurden verschiedene Verfahren zur Geo-
metrieeingabe, -zerlegung und Visualisierung entwickelt und implementiert.
Die gekoppelten nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen zur Beschrei-
bung der Temperatur, des Potentials und des Massenflusses wurden fiir diese
Geometrien hergeleitet.

Neben der Implementierung eines Mehrgitterverfahrens wurden Untersu-
chungen zur Behandlung der nichtlinearen Kopplungen durchgefiihrt, eine
geeignete Dampfung hinzugefiigt und die Modellierung fortwahrend an sich
andernde technologische Entwicklungen angepaf}t.

Zur Behandlung der transportbeschriankten Reaktion wurde ein véllig



neuartiger Ansatz entwickelt und anhand einer einfachen Modellgeometrie
das Konvergenzverhalten analysiert. Die logarithmische Singularitdt konnte
mit diesem neuen Verfahren umgangen werden.
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Kapitel 2

Die Hochtemperatur—Brenn-
stoflzelle

Ziel dieses Kapitels ist es, einen Einblick in die Anwendung und Funktions-
weise der Brennstoffzelle zu geben. Neben einer kurzen Betrachtung der hi-
storischen Entwicklung soll insbesondere der stromerzeugende Prozefy erklart
werden. Weitere einfithrende Literatur findet sich in [14],[16] und [31].

2.1 Historie

Die Entdeckung des Brennstoffzellenprinzips gelang dem englischen Physiker
Sir William Grove (1811 - 1896) im Jahre 1839. Er beheizte Wasserdampf
mit einem Platindraht, worauf der Wasserdampf in Wasser— und Sauerstoff
zerfiel. Diesen Vorgang der thermischen Dissoziation von Molekiilen wies er
als kalte Verbrennung nach. Da dieser Vorgang reversibel ist, konnte die
chemische Energie wieder direkt in elektrische Energie umgewandelt werden.

Bereits Ende des 19. Jahrhunderts schien durch die elektrodynamischen
Prinzipien von Werner von Siemens die elektrochemische Stromerzeugung
iiberholt zu sein. Zwar gab es immer wieder Arbeiten zu diesem Themenge-
biet, wie z.B. von Walter Nernst, der sich mit der galvanischen Stromerzeu-
gung befaBte und 1920 den Chemie-Nobelpreis erhielt, doch von technischer
Bedeutung waren lediglich die Batterien.

Die erste Renaissance erlebte die Brennstoffzelle Mitte der 60er Jahre mit
ihrem Einsatz in Unterseebooten und vor allem in der Raumfahrt. Bei ihrem
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ersten Finsatz 1963 in den Gemini-Missionen wurden mit Brennstoffzellen
tiber 10000 Betriebsstunden im Weltraum abgeleistet. Bei einem Wirkungs-
grad von 60% lieferten die Zellen durch die Verbrennung von Sauerstoff und
Wasserstoff zusétzlich als Reaktionsprodukt reines Wasser, welches zur Ver-
sorgung der Mannschaft aufbereitet wurde.

Die hohen Herstellungskosten, hohe Materialanforderungen und Verlust-
mechanismen fithrten jedoch dazu, daf die Brennstoffzelle im alltaglichen Ge-
brauch kaum Anwendung fand. Aufgrund der stark gewachsenen Anforderun-
gen bezliglich der Umweltvertréglichkeit der Stromerzeugung findet derzeit
eine zweite Renaissance statt. Es gilt nun, diese emissionsarme Energiequel-
le, deren Betriebstithrung bei niedrigen Temperaturen bereits gut beherrscht
wird, bis hin zur Kraftwerksgréfle auszubauen.

2.2 Grundlagen der Brennstoffzelle

Solar— und Windenergie sind sicherlich die Basis fiir zukiinftige Energiegewin-
nungsformen. Fines der wesentlichen Probleme ist die Prasenz dieser Ener-
gieformen. Das schwankende Angebot der erneuerbaren Energien und die
ebenfalls schwankende Nachfrage fithren auf das Problem einer effizienten
Energiespeicherung, wobei sowohl kurzfristig kleine Energiemengen als auch
langfristig (Winter) grofle Energiemengen gespeichert werden miissen. Die
kurzfristige Bedarfsdeckung kann durch Batterien erfolgen, zur langfristigen
Deckung ist die Brennstoffzelle ein angemessener Energieumwandler.

Abb. 2.1 zeigt schematisch die Energiespeicherung und Riickverstromung.
Bei Energietiberangebot wird aus einem Wassertank Wasser entnommen und
mittels Elektrolyse in Wasserstoff und Sauerstoff gespalten, welche dann be-
liebig lange gespeichert werden kénnen. Ist Energiebedarf vorhanden, kénnen
Wasserstoff und Sauerstoff in einer Brennstoftzelle riickverstromt werden, wo-
bei diese elektrochemische Energienumwandlung die Umkehrung der Elektro-
lyse ist. Da Wasserstofl und Sauerstoff die einzigen beteiligten Stoffe die-
ser Energieumwandlung sind, 1duft der gesamte Vorgang frei von Schadstoff-
emissionen ab. Bei der Stromerzeugung entsteht als Reaktionsprodukt Was-
ser, welches sich wieder in den Wassertank einspeisen 1at, womit sich der
Kreislauf schlieft.

Ein weiterer Vorteil liegt in der Modularitét dieser Energiegewinnungs-
form. Sowohl Solarzellen als auch Brennstoffzellen lassen sich durch serielle
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WAy

< — Solarzellen/Windkraft

[

Direkte Kurzzeit- Langzeit-

Stromerzeugung speicherung y speicherung
Strom- Elektrolyse
erzeugung

U H o
: :
s 1 - - - """ - - = = = "\_A_‘_/___

Strom- Kurzfristiger Langfristiger ( Brennstoff - )
abnahme Uberbedarf Uberbedarf —

Endverbrauch

Abbildung 2.1: Autonome Energieversorgung

und parallele Schaltung im Baukastensystem zu variablen Leistungsgréfien
verschalten. Somit kénnen sogenannte Inselsysteme, also autonome Energie-
erzeugungsstatten, beliebiger Grofle erzeugt werden.

Unabhéngig von einer vorgeschalteten Elektrolyse kann die Brennstoffzel-
le wegen ihrer einfachen Skalierbarkeit in den unterschiedlichsten Bereichen
eingesetzt werden. So ist an eine Verwendung im PKW genauso gedacht wie
als Stromversorger fiir den Privathaushalt bis hin zum Grofikraftwerk.

So besteht derzeit grofles Interesse daran, als Energieumwandler fir fos-
sile Brennstoffe statt der derzeit verwendeten Warmekraftwerke die Brenn-
stoffzelle einzusetzen und somit die dort anfallenden Schadstoffemissionen
weitgehend zu verhindern. Neben der geringen Schadstoff— und Gerduschbe-
lastung und der einfachen Prozefifithrung ist auch der hohe Wirkungsgrad
eine Stirke der Brennstoffzelle.
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Unterschieden werden die Brennstoffzellen nach ihrer Betriebstemperatur,
verwendetem Elektrolyten und Brennstoff. Eine Ubersicht tiber die derzeit
verwendeten Typen ist in Tab. 2.1 gegeben. Die Abkiirzung BZ steht dort
fiir Brennstoffzelle. Als Brennstoff kann in allen Zellen Wasserstoff eingesetzt

werden und aufler bei der AFC — evtl. reformiertes — Methan. Die SOFC 143t

zusétzlich den Finsatz von Kohlegas zu.

Name und Temperatur | Elektrolyt | Wirkungs- | Anwendung

internationale in Grad grad in

Abkiirzung Celsius Prozent

Alkalische BZ (AFC) 80 bis 90 | Kalilauge 50 bis 65 | Raumfahrt,
Schiffahrt,
Transport

Polymer-Elektrolyt- 80 bis 90 Polymer- 50 bis 60 | Raumfahrt,

membran BZ membran Schiffahrt,

(PEMFC) Transport,
Elektroauto

Phosphorsaure BZ 200 Phosphor- | 35 bis 45 | Kraftwerk

(PAFC) sdure

Schmelzkarbonat BZ 650 Calcium- 45 bis 60 | Kraftwerk

(MCFC) carbonat

B7 mit Feststoffoxid- || 850 bis 1000 | Zirkonoxid | 50 bis 60 | Kraftwerk

Elektrolyt (SOFC)

Tabelle 2.1: Brennstoffzellentypen

Wegen ihrer Betriebstemperatur werden die MCFC und SOFC als Hoch-
temperatur-Brennstoffzellen, die anderen als Niedertemperatur-Brennstoff-
zellen bezeichnet. Die Niedertemperatur-Brennstoffzellen sind weitgehend
aus dem Entwicklungsstadium heraus, wihrend die Hochtemperatur-Brenn-
stoffzellen derzeit nur in einigen Prototyp-Versionen mit kleiner Leistung
hergestellt werden.
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2.3 Arbeitsprinzip der Brennstoffzelle

Die konventionelle Umwandlung beruht auf dem Prinzip, zundchst Warme
zu erzeugen, die dann in mechanische und schlieflich in elektrische Energie
umgewandelt wird, wie in Abb. 2.2 dargestellt ist.

Indirekte Energieumwandiung
(Warmekraftwerk)

Warme- Carnot-Faktor

Energie

Elektrische
Energie

Chemische
Energie

Elektrische
Energie

Direkte Energieumwandiung
(Brennstoffzelle)

Abbildung 2.2: Umwandlung von chemischer in elektrische Energie

Die indirekte Stromerzeugung durchléuft dabei die stark verlustbehaftete
Kette Wéarme — Dampt — Turbine — Generator. Dabei wird der maximale
Prozentsatz an Energieumwandlung, der Wirkungsgrad 7,,.., begrenzt durch

den Carnot-Faktor

Tin - Tout
— Zin T out 00

Nmazr = TZ
wobei T;, und T,,; Eingangs- und Ausgangstemperatur des Warmeprozes-
ses sind. Dieser maximale Wirkungsgrad gilt fiir alle Konvertoren, wie z.B.
Dampfturbine oder Verbrennungsmotor, die mit einer Quellen- und Senken-
temperatur arbeiten. Die reale Ausbeute solcher Energiegewinnungssysteme
liegt meist bei 30 bis 40 Prozent.
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Die Brennstoffzelle hingegen wandelt chemische Energie direkt in elek-
trische um und ist somit nicht an den Carnot-Faktor gebunden. Wirkungs-
grade sogar tiber 100% sind hier prinzipiell moglich [1], da das System auch
der Umgebung entnommene Wérme in elektrische Energie umsetzen kann.
Realistisch erscheinen derzeit Wirkungsgrade von bis zu 70%.

Dabei erzeugt die Brennstoffzelle dhnlich wie die Batterie Gleichstrom
niedriger Spannung. Wiahrend bei der Batterie der energieerzeugende chemi-
sche Stoff enthalten ist — und somit auch irgendwann verbraucht ist — werden
bei der Brennstoffzelle die Brennstoffe kontinuierlich zugefiihrt.

Grundlage der Stromerzeugung ist die hohe elektrochemische Aktivitat
von Wasserstoff und Sauerstoff.

Die verschiedenen Methoden Wasser- und Sauerstoff reagieren zu lassen,

sind in Abb. 2.3 dargestellt.

Lo

Abbildung 2.3: Vergleich von direkter, ionen- und elektronenleitender und
nur ionenleitender Verbindung

Bringt man diese Stoffe zusammen, so ist eine heftige Reaktion, der Knall-
gaseffekt, zu beobachten. Findet der Austausch {iber ein ionen- und elektro-
nenleitendes Medium statt, so entsteht durch die Enthalpiedifferenz Warme.
Der Wasserstoff erhoht seine negative Ladung (Oxidation), wihrend der Sau-
erstoff diese verringert (Reduktion). Da dieses aber vollig ungeordnet an einer
Vielzahl von Teilchen passiert, 1a8t sich von auflen kein Stromfluf feststellen.

Die Idee, die zur Stromerzeugung fiithrt, ist recht einfach. Die Gase, und
damit die ablaufenden Reaktionen, werden durch einen ionenleitenden Elek-
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trolyten und Elektroden rdumlich getrennt. Wahrend diese Materialien wei-
terhin lonen leiten, gilt dies fiir Elektronen nicht. Diese werden an den Elek-
troden aufgefangen und abgegriffen.

2.4 Modellierungsebenen

Bei der Modellierung werden unterschiedliche Skalen betrachtet. Die klein-
sten Skalen beschéiftigen sich mit den Elektrodenmodellen. Diese liefern die
Daten der Elektrochemie und sind wiederum FEingabe fiir die Zellmodellie-
rung, welche in dieser Arbeit betrachtet wird. Die ndchst héheren Ebenen
sind die Zellstapelmodelle (Stackmodelle), die Kraftwerksmodelle bis hin zu
weltweiten Energieszenarien. Das jeweilige Modell fliefit tiblicherweise hier-
bei in Form von Kennlinien oder Materialkonstanten in das néachst groflere
als Black Boz ein. Langfristig wiinschenswert wére ein Modell, in dem alle
Skalen betrachtet werden kénnten, da diese Skalen untereinander eine starke
Wechselwirkung in Bezug auf die Optimierung des Gesamtsystems haben.
Inwieweit sich dies realisieren 1a8t, ist jedoch fraglich.

Hier wird die mittlere Ebene betrachtet, bei der Aussagen {iiber den quan-
titativen Zusammenhang zwischen Brennstoffzusammensetzung, Temperatu-
ren, Spannungen und Stromen fiir eine vorgegebene Zellgeometrie mit einer
bekannten elektrochemischen Reaktion gemacht werden sollen.

2.5 Chemie der Brennstoffzelle

Da die Chemie Grundlage fiir die Stromerzeugung in der Brennstoffzelle ist
und Konzentrationsdnderungen durch diese Reaktionen hervorgerufen wer-
den, ist eine Kenntnis der chemischen Vorgange notwendig zur Modellierung
der Zelle.

Im Prinzip 18t sich die Zelle mit beliebigen reaktionsfdhigen Gasen be-
treiben; unter den zur Zeit realisierbaren Bedingungen ist die Oxidation von
Wasserstofl die einzige praktikable. Der Grund hiertiir ist die hohe elektroche-
mische Aktivitdt des Wasserstoffes im Vergleich zu allen anderen Brennstof-
fen. Weiterhin liegt hier ein einfacher Reaktionsmechanismus vor, bei dem
keine hemmenden Nebenprodukte anfallen. Durch eine vorgeschaltete Re-
formierung ist alternativ eine Verwendung von Kohlenwasserstoffgemischen
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moglich. Bei Verwendung von Erdgas anstelle von reinem Wasserstoff 1auft
zusétzlich die Methanreformierungsreaktion ab. Im folgenden wird die Brenn-
stoffzelle mit Wasserstoff als Brenngas betrachtet; Anderungen auf andere
Gase sind im wesentlichen einfach zu realisieren.

Die Grenzschicht, an der die Elektrochemie stattfindet, ist in Abb. 2.4
dargestellt. Sie besteht aus der Brennstoffelektrode (Anode) und der Sauer-
stoffelektrode (Kathode), die durch einen ionenleitenden Elektrolyten mitein-
ander verbunden sind. Auflerhalb der Zelle wird eine externe Last angelegt,
z.B. ein Elektromotor, um die Spannung abzugreifen.

Anode Elektrolyt Kathode
| | |

Abbildung 2.4: Die Grenzschicht Elektroden/Elektrolyt der Brennstoffzelle

Der stromerzeugende Prozefl 1auft an der Grenzschicht Elektroden/Elek-
trolyt ab. An der Anode oxidiert der Wasserstoff mit negativ geladenen Sau-
erstoffionen aus dem Elektrolyten. Dabei werden 2¢™ frei. An der Kathode
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wird Luftsauerstoff mit 2¢~ reduziert und durch den Elektrolyten zur Anode

transportiert.
Die chemischen Reaktionen laufen wie folgt ab:
Anode
1
H2 + 502_ — HQO + 2e”
Kathode

1
502 —|— 26_ — 02_

Insgesamt fiihrt dies zu der Brutto-Reaktion

1
H2 + 502 — HQO

Damit die Gasdurchlassigkeit der Elektroden gewiahrleistet ist, werden
porose Medien verwandt; der Elektrolyt ist ein Feststoff.

2.6 Geometrie der Zelle

Da die Konstruktion der Zelle, und somit auch die Suche nach der geeig-
neten Geometrie, noch in den Anfangen steckt, existieren eine Reihe von
Vorschlégen fiir die Gestalt der Brennstoffzelle.

Prinzipiell unterscheidet man Réhren— und Plattenbauweisen mit zahlrei-
chen Detailvariationen. Nach dem gegenwartigen Stand des Wissens erlauben
Zellen in Plattenbauweise einen héheren Wirkungsgrad und deshalb werden
nur diese zur Zeit im Forschungszentrum Jiilich untersucht. Die derzeit ver-
wendete Geometrie ist in Abb. 2.5 zu sehen. Der Sauerstoff wird iiber den
Luftkanal zugefiihrt, Wasserstoff durch den Gaskanal.

Die Kanéle kénnen dabei in Kreuzstrom— oder Gleichstromfithrung an-
geordnet sein, Brenngas und Luft gleich- oder entgegengesetzt gerichtet sein.
Der Zellstapel besteht real aus 10 bis 50 solcher Zellen iibereinander, wobei
in jeder Zelle ungefédhr 20 Kanéle fiir Luft und Brennstoff vorhanden sind.

Die Ausmafle einer solchen Zelle liegen im Zentimeterbereich, die Kanéle
im Millimeter— und die Dicke des Elektrolyten und der Elektroden im Mi-
krometerbereich.

Die bipolare Platte mufl mechanisch stabil, gasdicht und elektronenleitend
sowie bei Betriebstemperaturen von ca. 1000°C' bestédndig sein. Gut geeignet
sind Keramiken oder Edelmetalle.
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Abbildung 2.5: Die Brennstoffzelle in Plattenbauweise

Fiir die Kathode sind diese Materialien ebenfalls gut geeignet, nur in
pordser Struktur. Die Anode wird derzeit aus einer Metall-Keramik—Mi-
schung hergestellt. Der Elektrolyt mufl gasdicht und durchléssig fiir Sau-
erstoffionen sein. Derzeit wird Yttrium-stabilisiertes Zirkoniumoxid (ZrOs)
verwendet. Wegen der schlechten Leitféhigkeit des Elektrolyten mufl dieser
extrem diinn gehalten werden.



Kapitel 3

Scientific Computing

3.1 Motivation

Eingeleitet wurde diese Disziplin bereits vor 50 Jahren, als John von Neu-
mann mit seinen Kollegen Burks und Goldstine sein Manifest zur Notwen-
digkeit der Digitalrechnerentwicklung verfasste [27]. Wirkt dies heute, als sei
es ein Meilenstein der Informatik, so war seine Motivation und Zielsetzung
in der Mathematik zu sehen.

Die eingetretene Stagnation bei der analytischen Behandlung partieller
Differentialgleichungen konnte nach seiner Uberzeugung nur durch den Ein-
satz numerischer Verfahren tiberwunden werden.

Die klassischen Methoden der wissenschaftlichen Erkenntnisgewinnung —
Theorie und Experiment — erhielten mit dem Scientific Computing eine dritte,
tragende Saule, die mittlerweile als gleichwertig zu den anderen Disziplinen
anerkannt wird.

Ist die Motivation John von Neumanns — die Schaffung eines digitalen
Windkanals in der Strémungsdynamik — auch heute noch eine wesentliche
Anwendung des Scientific Computings, so wachst die Vielfalt stetig.

Die Verbundprojekte Anwendungsorientierte Mathematik des Bundesmi-
nisteriums fiir Bildung, Wissenschaft, Forschung und Technologie haben auf
ihrer Statustagung in Miinchen 1995 und der zugehorigen Verdffentlichung
[24] einen Einblick in diese Vielfalt gegeben. Von der Bus-Einsatzplanung bis
zur Zahnmedizin wurde deutlich, dafl diese neue Disziplin in der Lage ist,
enorme Hilfestellungen in den unterschiedlichsten Bereichen zu geben.

15
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Auch bei der Entwicklung neuer Technologien, wie dies im Forschungs-
zentrum Jillich der Fall ist, ist ein Verzicht auf die Modellierung heute nicht
mehr denkbar.

Ist somit die historische Motivation und der Stand der Dinge beschrie-
ben, so soll im folgenden diese Disziplin etwas ausfithrlicher im Hinblick auf
Definition, Zielsetzung und Entwicklung beschrieben werden.

3.2 Eine neue Disziplin

Zunichst der Versuch einer Definition: Das Scientific Computing ist eine in-
terdisziplinare Wissenschaft, die aut der Grundlage der Informatik und der
Mathematik die Simulation einer Anwendung, z.B. der Physik, der Biolo-
gie oder der Chemie, aber auch Wissenschaften wie der Meteorologie und
Geologie, beschreibt.

Insbesondere die Anwendungen dieser Disziplinen in der Industrie fithren
zu einer grofen Palette von Einsatzmoglichkeiten des Scientific Computings.
Einerseits ist es eine kostengiinstige Alternative zum Bau teurer Prototy-
pen; andererseits kénnen oder miissen Simulationen das Experiment véllig
ersetzen, wie z.B. bei der Untersuchung des zukiinftigen Weltklimas. Sol-
che rechenzeitintensiven Problemstellungen, wie sie auf Grund ihrer hohen
Auflésung bzw. groflen Komplexitdt auch bei anderen sogenannten Grand
Challenges, z.B. der Analyse des menschlichen Genoms, vorkommen, sind
die Herausforderung, die an das Scientific Computing gestellt werden. Neben
diesen Hoffnungen, die das Scientific Computing fiir die Zukunft erweckt,
liegt seine Bedeutung aber vor allem in der Modellierung und Optimierung
alltédglicher Probleme. Hier ist ein breites Spektrum von der Berechnung des
Auftriebs eines Flugzeugfliigels, der Crash Test Simulation bis zur Schad-
stoffausbreitung im Boden und Grundwasser. Durch Simulationen kann viel-
fach die Qualitat eines Produktes entscheidend verbessert werden, wobei die
Qualitat sich nicht nur in der Lebensdauer ausdriickt, sondern gerade auch
in anderen Aspekten, wie der Erhéhung der Wirtschaftlichkeit oder der Ver-
ringerung der Umweltbelastung zu sehen ist.

In der Offentlichkeit wurde vor allem die rasante Entwicklung der Rech-
ner, insbesondere die Entwicklung der Parallelrechner, als Grundstein fiir die
Losung immer gréfierer Probleme gesehen. Abb. 3.1 zeigt diese Entwicklung?.

!Quelle: US National Science Foundation — High Performance Computing and
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Abbildung 3.1: Entwicklung der Hardware

Deutlich weniger spektakuldr, aber von nicht geringerer Bedeutung ist der
Fortschritt, der durch verbesserte mathematische Methoden erzielt worden
ist, wie in Abb. 3.2 zu sehen ist. Die wachsende Effizienz der Verfahren liegt
nicht zuletzt darin begriindet, dafl das Scientific Computing nicht ein zufélli-
ges Nebeneinander von Mathematik, Informatik und Anwendung ist, sondern
durch die Interdisziplinaritidt die entwickelten Vertahren deutlich besser den
Problemen angepafit werden und dies die Grundlage fiir eine erhebliche Effi-
zienzsteigerung ist.

Ein typisches Beispiel sind hier die Mehrgitterverfahren, welche wesentlich
mehr Wissen des physikalischen Problems in das Lésungsverfahren einflieflen
lassen als klassische Verfahren.

Die bisherigen Ausfithrungen ordnen die Modellierung der Brennstoffzelle
als ein Beispiel des Scientific Computings ein, wie aus Abb. 3.3 ersichtlich
ist.

Networking
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Leistungs-
gewinn

5
10

4
10

3 ! ! Mehrgitterverfahren

1 0 ' ' Konjugierte Gradienten
2 ' . SOR-Verfahren '

10
1
10

0
10

Adaptivitit

Relaxation
|

GauB-Elimination

1970 1980 1990 2000

Abbildung 3.2: Entwicklung der mathematischen Verfahren zur numerischen
Losung partieller Differentialgleichungen am Beispiel der Laplace-Gleichung
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Abbildung 3.3: Modellierung der Brennstoffzelle als Beispiel fiir das Scientific
Computing
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Kapitel 4

Gittererzeugung

In diesem Kapitel wird beschrieben, welche Hilfsmittel im Rahmen des Pro-
jektes erarbeitet wurden, um die Geometrie geeignet zu beschreiben und im
néachsten Schritt zu diskretisieren. Weiterhin wird erldutert, wie dieses Gitter
verfeinert wird und wieviel Speicher fiir das Mehrgitterverfahren zu allokieren
ist.

4.1 Allgemeines

Sowohl die Geometriedefinition als auch die Diskretisierung werden im Rah-
men der Modellierung bendtigt. Einerseits soll eine eingegebene Geometrie
oder Zerlegung visualisiert werden, andererseits dient diese Visualisierung nur
der Uberpriifung und ist nicht das Endprodukt der Verarbeitungskette. Es
muf} somit zusatzlich eine numerische Datei zur Weiterverarbeitung erzeugt
werden. Es wurde daher das koordinatenbasierte Visualisierungsprogramm
GEOM entwickelt und implementiert, welches fiir die Verarbeitungsschritte
Geometrieeingabe, Diskretisierung und Visualisierung der verschiedenen im
Losungsverfahren verwendeten Gitter bzw. lokaler Gitterverfeinerungen als
Visualisierung dient.

Wiahrend GEOM zur Geometriedefinition den vollstindigen Funktiona-
lititsumfang besitzt, dient es bei der Diskretisierung lediglich zur Plausi-
bilitatsiiberpriifung einer Zerlegung. Die Diskretisierung selber ist ein auf-
wendiges, numerisches Problem. Sie kann anhand dieses Programmes direkt
eingegeben werden, jedoch empfiehlt es sich bei komplizierten Geometrien

21
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oder bei vorgegebenen Optimalitatskriterien, Hilfsmittel zur automatischen
Netzgenerierung zur Verfiigung zu stellen.

Hierzu wurden verschiedene Zerlegungsprogramme portiert und die Schnitt-
stellen eingerichtet. Da jedoch keines dieser Programme die gestellten Anfor-
derungen vollstandig erfiillt, wurde ein vollig neues Verfahren zur Zerlegung
entwickelt, welches in Kapitel 5 vorgestellt wird.

4.2 Geometrieeingabe

Zunichst mufl die Geometrie der Zelle beschrieben werden. Dies geschieht
mit dem im Rahmen dieses Projektes erstellten Geometriebeschreibungspro-
gramm GEOM, das graphische Primitivbefehle in einen Postscript-Previewer
umwandelt und einen Fingabedatensatz zur Weiterverarbeitung erstellt.

Mégliche Elemente zur Geometriedefinition sind Kreise, Ellipsen, Spli-
nes und Polygonziige. Weiterhin wird an dieser Stelle auch das Gebiet, die
Weltkoordinaten, festgelegt. Die einzelnen Objekte, wie Elektroden, Platten,
Kanale, lassen sich modular abspeichern und dann skaliert und verschoben
zusammenbinden. Weiterhin sind dort auch die Verwendung von Variablen
als Koordinaten sowie arithmetische Operationen auf diesen Variablen er-
laubt.

Das Ziel einer koordinatenbasierten modularen Geometriebeschreibung
findet sich in &hnlicher Weise in dem im Zentralinstitut fiir Angewandte
Mathematik (ZAM) des Forschungszentrums Jiilich u.a. von mir implemen-
tierten Graphiksystem XGraf [19].

Das Programm GEOM verwendet deshalb im wesentlichen die Notationen
von XGraf, jedoch sind einige Funktionen hier nicht installiert bzw. andere
Funktionen wie Splines und Ellipsen nur in GEOM implementiert.

4.3 Diskretisierung der Geometrie

Sind die globalen Konturen und die Materialkonturen erstellt, so ist eine effi-
ziente Zerlegung der Zelle durchzufithren. Zunéachst wird die Zelle in Flufrich-
tung, der z-Richtung, in Scheiben zerlegt, so dafl anschlielend eine Zerlegung
in der x — y—Richtung durchzufithren ist. Diese zweidimensionale Zerlegung
wird einmal durchgefithrt und ist fiir alle Scheiben giiltig.
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Dort wird das Gebiet zerlegt in Dreiecke und Rechtecke, so dafl als drei-
dimensionale Volumina Prismen und Quader entstehen.

Fir das Mehrgitterverfahren mufl das Gitter auf der grébsten Ebene
vorgegeben werden, die anderen Gitter werden dann automatisch, mit der
Option der Benutzersteuerung, erzeugt. Das grobe Gitter kann, wie gesagt,
manuell eingegeben werden, es kann aber auch mit einigen hierzu erstellten
Programmen erzeugt werden.

Zur Zerlegung werden derzeit folgende Moglichkeiten angeboten:

e GEOMPACK [25] zur Delaunay — Triangulierung
o ACM 624 — ACM-Routinen zur Triangulierung

o Lkartesische Gitter

Aus spéter noch erlduterten Griinden miissen alle Dreiecke méglichst die
Bedingung erfiillen, keine stumpfen Winkel zu haben. In neueren Veréffent-
lichungen [7] scheint dieses Problem zumindest theoretisch gelést zu sein,
jedoch liefern die von den Autoren mitgelieferten Programme schon bei recht
einfachen Geometrien nur unzureichende Ergebnisse. Andere Systeme, wie
z.B. [3], erzielen meist eine gute Triangulierung, das heifit wenige stumpfe
Winkel oder nur wenig grofler als 90°. Dies ist unbefriedigend, so dafl an
neuen Lésungen gearbeitet wurde.

4.4 Gitterverfeinerung

Wie in Kapitel 6.5 naher erlautert wird, wird hier mit einem dualen Gitter
gearbeitet. Zu jedem Volumen, im folgenden auch als Gitterzelle bezeich-
net, existiert ein Zellmittelpunkt, auf dem skalare Groflen berechnet werden.
Auf einem Punkt der Schnittflache zweier benachbarter Volumina werden die
FluBlgréien definiert.

Ein wichtiges Kriterium zur Anwendung der hier verwendeten Finite In-
tegration Technique (FIT) ist, dafl die Zellmittelpunkte, deren Verbindungs-
linien senkrecht zu den Randflachen stehen miissen, innerhalb des Kontroll-
volumens liegen. Die Zellmittelpunkte ergeben sich aus dem Schnittpunkt
der Mittelsenkrechten. Dieser Punkt liegt beim Rechteck immer innerhalb,
beim Dreieck nur dann, falls es keine stumpfen Winkel enthélt.
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Es muf} sichergestellt werden, daf} dieser Schnittpunkt auf jedem Gitter
innerhalb der Zelle liegt. Bei der Verfeinerung, wie sie hier angewendet wird,
braucht dieses nur auf dem grobsten Gitter gewdhrleistet werden, da die
Dreiecke bzw. Rechtecke auf allen Verfeinerungsstufen &hnlich zu denen auf
dem grobsten Gitter sind.

Die Verfeinerung beruht darauf, alle Seitenmittelpunkte der Grobgitter-
zelle zu verbinden — beim Viereck in der in Abb. 4.1 dargestellten Art und
Weise — und so vier neue Zellen zu erhalten. Diese Verfeinerung, wie in Abb.
4.1 und 4.2 dargestellt, fiihrt dazu, dafl bei Dreiecken drei, bei Vierecken vier
neue Punkte hinzukommen.

QO Neu hinzugekommene Punkte

. Beibehaltene Punkte

oY
Zelle 1 Zelle 2
Zelle Level 1 Level 1
Level 0 Zelle 3 Zelle 4
Level 1 Level 1

\ 9

Abbildung 4.1: Verfeinerung einer Viereckszelle

Ein allgemeinerer Fall, bei dem ein Gebiet mit beiden Arten von Zellen
tiberdeckt ist, wird in Abb. 4.3 gezeigt.

4.5 Speicherbedarf

Es bleibt die Frage, wieviele Gitter zu einem gegebenen groben Gitter auf
einem Rechner angelegt werden kénnen. Die Speicherung der Gitter besteht
aus den Punkten P und Zellen C'. Weiterhin gegeben ist die Anzahl der
AuBlenpunkte bzw. Auflenkanten A, da jeder Punkt die Information trégt, ob
er Randpunkt oder innerer Punkt ist.

Bei einer gegebenen Verteilung auf dem groben Gitter von Punkten F,
und Zellen Cy, die aus Vierecken und Dreiecken besteht, ergeben sich die
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QO Neu hinzugekommene Punkte

. Beibehaltene Punkte

Zelle 3
Level 1 ()
Zelle 1 — ( Zelle 4
evel 1 Zelle 2
Level O Zelle 1 Level 1

Level 1 @

Abbildung 4.2: Verfeinerung einer Dreieckszelle

zu allokierenden Speicherbereiche fiir ein Mehrgitterverfahren mit k& Gittern
aus diesen Grofen. Auf der n-ten Verfeinerungsstufe bezeichne P, die Anzahl
der Punkte, die dort benétigt werden und ), die Zellen. Ein hochgestelltes
Viereck bzw. Dreieck sei die Anzahl nur fiir die Zellen des jeweiligen Typs.

Die Berechnung vereinfacht sich unter Zuhilfenahme der GréBle 1, die
Anzahl der Innenkanten, welche jedoch im Lauf der Rechnung eliminiert
wird.

Bei einer Gitterverfeinerung, bei der in der Zelle die Seitenmittelpunkte
verbunden werden, gilt:

(4.1) Cpy1 =4-C, .
Fiir die Auflenkanten gilt wegen der Halbierung
(4.2) A1 =2-A, .

Die Anzahl der Innenkanten in einer Zerlegung erhalt man, indem man al-
le Kanten aller Zellen addiert, die Auflenkanten subtrahiert und das Resultat
halbiert, da nun jede Kante zweimal gezahlt worden ist.

Fiir die Gesamtzahl Innenkanten [,, = I2 + IZ gilt somit

1
I, = 5(3(JnA +4C7 — A,) .
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Dreiecke: 6 Dreiecke: 24
Vierecke: 6 Vierecke: 24
AuBenkanten: 12 AuBenkanten: 24

Abbildung 4.3: Gitterverfeinerung beim gemischten Gitter

Die Anzahl der Punkte auf dem néchsten Gitter ergibt sich als Summe
der Punkte auf dem vorhergehenden Gitter, jeweils einem zuséatzlichen Punkt
auf jeder Kante, sowie den Zellmittelpunkten der Viereckszellen, also

(4.3) Popn = P+ A+ 1, +C)
1 1
= Pt A+ 5(:*)OnA +4C7) 4+ CF
1 3
= Dt A+ SO0 +307
2 2
wobei A, und C,, sich aus den Anfangswerten Ay und Cy mit (4.1) und
(4.2) zu A, = 2" Ay und C,, = 4"C} berechnen lassen.
Insbesondere ergeben sich die Gleichungen fiir reine Dreiecks- oder Recht-
ecksgitter als Spezialfall.




Kapitel 5

FIT-zulassige Zerlegung

Fiir das angewendete FIT-Verfahren mit einem dualen Gitter mufl gewéhrlei-
stet werden, dafl die Geometrie der Brennstoffzelle in Kontrollvolumen zerlegt
wird, die einen eindeutigen Schnittpunkt der Mittelsenkrechten haben, der
dariiber hinaus innerhalb des so konstruierten Volumens liegen muf.

Auf diesem Schnittpunkt wird der skalare Wert (Potential, Temperatur,
Konzentration) der Zelle definiert. Mit Zelle ist im Folgenden nicht die Brenn-
stoffzelle, sondern das Kontrollvolumen gemeint.

Ein Verfahren wurde hierzu entwickelt, welches einige innere Punkte, in-
nere Kanten und Randpunkte geeignet hinzufiigt, so dafl dieses gewahrleistet
ist. Am Beispiel der Geometrie in Abb. 5.1 sei die Vorgehensweise erldutert.
Dort treten alle zu bewaltigenden Probleme auf.

Grundlage aller folgenden Uberlegungen ist, daf alle Punkte, die auf ei-
nem Kreis liegen und in der Reihenfolge ihres Bogenmasses durch Geraden
verbunden werden, ein polygonal begrenztes Kontrollvolumen bilden, das ge-
rade die geforderten Eigenschaften besitzt. Das Polygon bildet Sehnen des
Kreises und somit schneiden sich alle Mittelsenkrechten gerade im Mittel-
punkt des Umkreises. Zu tiberpriifen ist lediglich, dafl dieser Mittelpunkt
innerhalb des Polygonzuges liegen muf3.

Das Vorgehen lauft dabei zum Teil handgesteuert, zum Teil automatisch
ab. Dabei ist unter Umstanden, falls das Verfahren in eine Sackgasse lauft,
ein Zurlicknehmen der eingefiigten Strukturen notwendig. An dieser Stelle
sei auch bemerkt, dafl es keinen Beweis gibt, dafl dieses Verfahren immer
funktioniert. Vieles ist Heuristik, doch war es mit diesem Tool méoglich, alle
interessierenden Geometrien geeignet zu zerlegen. Dies gilt auch fiir Geo-
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Abbildung 5.1: Die Ausgangsgeometrie

metrien aus der Elektrolyse oder anderen Modellierungen aus ganz anderen
Bereichen.

Um das Vorgehen etwas zu strukturieren, soll im Folgenden auf die we-
sentlichen Konstruktionselemente eingegangen werden.

Der Zulassigkeitstest

Wurde ein Kontrollvolumen in Betracht gezogen — d.h. dessen Randpunkte
konstruiert —, so ist zu verifizieren, dal der Umkreismittelpunkt innerhalb
liegt. Bei einem Dreieck reicht es, darauf zu achten, dafl keine stumpfen
Winkel entstehen.

Die Strategie zur Zerlegungsreihenfolge

Prinzipiell werden Ausldufer zuerst bearbeitet. Dieses bedeutet, dal man
von auffen nach innen arbeitet. So wird die noch zu zerlegende Geometrie
fortwahrend verkleinert. Das Abschneiden der Auslédufer wird dabei von in-
nen durchgefiihrt, d.h. es wird nicht von der Ecke aus zerlegt. Dies hat den
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Vorteil, dafl somit die Anschliisse an die weitere Zerlegung besser gehandhabt
werden koénnen.

Konstruktionselemente

Zusétzliche Punkte kénnen auf dem Rand und im Innern eingefiigt werden.
Die Kanten erhélt man als Verbindung zwischen den auf einem Kreis liegen-
den Punkten. Zu drei Punkten ist immer ein eindeutiger Kreis zu finden.
Zwischen zwei Kreisen erhdlt man in der Regel zwei Schnittpunkte, die ver-
wendet werden kénnen, um zwei Volumina aneinander zu koppeln.

Die Schnittpunkte des Kreises mit dem Rand liefern zusatzliche Rand-
punkte. Es ist jedoch darauf zu achten, dafl zusitzliche Randpunkte nur auf
dem urspriinglichen Rand eingefiigt werden diirfen, da sonst eine unzuléssige
Zerlegung entsteht.

Hat man kleine konvexe Polyeder erhalten, so kénnen diese entweder mit
einem Sternpunkt zerlegt werden — d.h. von einem eingefiigten inneren Punkt
werden Verbindungen zu allen Eckpunkten gezogen, also trianguliert — oder
bei Gebilden, die eine eher langliche Gestalt haben, kann durch Einfiigen
von Randpunkten entlang der langsten Kanten ebenfalls zuldssig trianguliert
werden. Ein Entscheidungsktriterium, ob ein Gebiet léanglich ist oder nicht,
liefert das Verhéaltnis zwischen Um- und Inkreis.

5.1 Zerlegung des Eichhérnchens

Nun zur Verifikation am in Bild 5.1 dargestellten Beispiel:

Besondere Probleme sind am Kopf zu erwarten, da sich zum einen dort ein
Loch — das Auge — befindet, zum anderen dort die Winkel stark variieren. Um
das Ohr abzuschneiden wird von innen gearbeitet, wie in Bild 5.2 zu sehen
ist. Mit Hilfe der beiden Kreise wird ein Zusatzpunkt eingesetzt. Fiir beide
Volumina kénnen mit diesem Punkt die sonst entstehenden spitzwinkligen
Dreiecke umgangen werden und man erhélt Konturen, die sich besser an den
Umkreis anpassen.

Das Ohr wird zu einem nicht stumpfwinkligen Dreieck und somit ist dieser
Bereich abgeschlossen.

Am Schwanz des Fichhérnchens liegt ein &hnliches Problem vor. Da je-
doch weitere Punkte keinen schneidenden Kreis mit zuldssigem Mittelpunkt
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-

Abbildung 5.2: Innerer Zusatzpunkt und Bearbeitung des Ohr-Auslaufers

haben, ist eine Konstruktion notwendig, bei der Punkte auf dem Rand hinzu-
gefiigt werden. Der Kreis durch die drei in Bild 5.3 gekennzeichneten Punkte
schneidet den Rand und dieser Schnittpunkt wird zum Rand hinzugefiigt.
Das verbleibende Dreieck ist wiederum problemlos.

Nun wird am Kopf Richtung Mund weiterzerlegt. Wieder kénnen weitere
Randpunkte eingefiigt werden, um zu spitze Winkel zu umgehen und man
landet, nachdem auch unterhalb des Auges ein Randpunkt eingefiigt worden
ist, bei dem Zwischenresultat in Bild 5.4.
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Abbildung 5.3: Schnitt von Kreis und Rand

Abbildung 5.4: Zwischenresultat
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Um die Nase zu zerlegen, wird ein Kreis gebildet (Bild 5.5).

Abbildung 5.5: Ein weiterer Randpunkt im Kreis

Innerhalb des Kreises liegt unten ein weiterer Randpunkt, so daf} hier
eine andere Betrachtung vorgenommen werden muf}. Der Schnitt des Kreises
mit dem Rand wird verworfen und stattdessen eine Konstruktion mit dem
innenliegenden Randpunkt vorgenommen.

Die Kontur mit dem inneren Punkt wird darauf getestet, ob man einen
inneren Punkt — den Sternpunkt — einfiigen kann, der, mit allen FEckpunkte
verbunden, ein zuldssige Triangulierung dieser Kontur liefert.

Kandidaten fiir Sternpunkte sind diejenigen Punkte, die auflerhalb der
Kreise mit den Randkanten als Durchmesser liegen und zusétzlich in den
Trichter fallen, der durch die Senkrechten der Kanten in den Fckpunkten
beschrieben wird. Die Fliache, die durch die Senkrechten begrenzt wird, ist
diejenige innerhalb des mit gréflerer Strichdicke gezeichneten Polygonzuges.
Diese bildet keine weitere Einschrankung, da die schraffierte Flache, die durch
die Bedingung Auflerhalb der Kreise gegeben ist, vollstdndig in diesem Poly-
gonzug liegt.

Im Beispiel verbleibt also die schraffierte Flache. Dort wird der Stern-
punkt so plaziert, dafl ein grotmoglicher Kreis mit diesem Punkt als Mit-
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Abbildung 5.6: Sternpunktkonstruktion

telpunkt gezogen werden kann. Dieser Kreis ist ebenfalls zur Verdeutlichung
dargestellt. Von diesem Punkt wird dann der Stern zu allen Kanten des
urspriinglichen Polygonzuges gezogen und das damit erhaltene Zwischenre-
sultat ist in Bild 5.7 zu sehen.

Bei der verbleibenden Kontur ist nun bei vorderem und hinterem Fuf}
gleichermaflen ein lédngliches Teilgebiet zu zerlegen. Hierzu werden weitere
Kreise verwendet, um zusitzliche Randpunkte einzufiigen, so dal man in
Bild 5.8 das aktuelle Zwischenresultat erhalt.

Am Bauch des Eichhérnchens ist es nun notwendig, nach innen zu ar-
beiten. Dies wird dadurch erreicht, dafl man zu einem durch drei Punkte
gegebenen Kreis den Nachbarkreis (s. Bild 5.9) bestimmt, der durch zwei
Punkte geht und somit noch einen freien Parameter hat. Dieser dritte Punkt
wird so variiert, dal der Schnittpunkt moglichst gut liegt.

Im weiteren Vorgehen werden dieselben Prinzipien, wie oben vorgestellt,
angewendet und man gelangt schlieBllich zu einer FIT-zulédssigen Zerlegung,
wie sie in Bild 5.10 zu sehen ist.

Mit moderatem Zeitaufwand war es somit moéglich, in relativ kurzer Zeit,
auch fiir sehr unstrukturierte Gitter, eine geeignete Zerlegung zu finden. Man
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Abbildung 5.7: Sternpunktkonstruktion

beachte, dal dies das grobe Gitter fiir das Mehrgitter—Verfahren ist, die wei-
teren feineren Gitter werden dann automatisch erzeugt.
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Abbildung 5.8: Behandlung langlicher Konturen

Abbildung 5.9: Konstruktion innerer Punkte
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Abbildung 5.10: Die vollstandige Zerlegung



Kapitel 6

Physikalische Beschreibung

In diesem Kapitel werden die Gleichungen hergeleitet, die das Problem phy-
sikalisch beschreiben. Die Grundlagen sind in physikalischen Standardwerken
wie [18] oder in mehr auf die Modellierung der Elektrolyse und der SOFC
zugeschnittenen Berichten wie [31] und [32] zu finden.

Zum einen sind dies die Erhaltungssatze fiir die FluBgréflen, zum ande-
ren andere analytisch beschriebene Zusammenhinge sowie Randbedingun-
gen. Auf die kontinuierliche Beschreibung der Erhaltungssitze, partielle Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung, wird hier nicht n&her eingegangen, da
sie zwar das Problem klassifizieren, z.B. ob das System elliptisch ist oder
nicht, aber nicht weiter benétigt werden. Im Wesentlichen ist die Poisson-
Gleichung mit Dirichlet— und Neumann—-Randbedingungen zu 16sen.

Die auftretenden physikalischen Groflen sind in Tab. 6.1 aufgefiihrt.

6.1 Erhaltungssatze

Die mathematische Formulierung des Problems beruht auf den Erhaltungs-
satzen fiir Masse, Ladung und thermische Energie. Fiir jede dieser drei Grofien
gilt, dafl auf jedem beliebigen Kontrollvolumen V' der Flufl F,, durch den
Rand nach auflen gleich dem Integral iiber die in V' enthaltenen Quellen @
ist. Formal:

(6.1) /aando:/Vde

37
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Betrachtet man nun den Ubergang |V| — 0, so geht obige Gleichung in die
Poisson—Gleichung tiber. Denjenigen, die mit der differentiellen Form besser
zu Recht kommen, seien noch die analogen Differentialgleichungen erklart.

Die differentielle Form

Fiir das Potential gilt:

1
p(T, )

Fiir die Temperatur haben wir Warmequellen

(6.2) v( VU (z)) =0

(6.3) v (Z((j))VT(x)) = Q(I,z),

mit ¢ als spezifischer Warme und o als Warmeleitféhigkeit.

Hierbei hat Q an den Grenzen Elektrode/Elektrolyt eine Singularitét
vom Dirac—Typ. Randbedingungen sind Dirichletbedingungen am Gaskanal
und gemischte an der Zelloberfliche (Kombination von Warmeleitung und
—strahlung).

Fiir die Konzentrationen der Gase gilt in den Elektroden [12]:

(6.4) V(k(T,Cpyee ., C)VCi(2) ) =0 i=1,....n,
wobei die Diffusionskonstante k; jedes Gases von den Konzentrationen aller
weiteren in der Elektrode vorhandenen Gase abhangt, da die Bewegung eines
Gases immer eine gegenlaufige Bewegung der anderen erfordert.

6.2 Die Bindung an skalare Groéfien

Die Fliisse sind an skalare Gréflen gebunden.

e Strom:
Reaktionsloses Gebiet: Ohmsches Gesetz

(6.5) AU = Uz) — Uly) = /: plds
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An den elektrochemisch reagierenden Oberflichen wird der Spannungs-
sprung beschrieben durch das Nernst—Potential (s.u.), verringert um
Polarisations- und Ohmsche Verluste.

o Temperatur:
Feste Materialien (Diffusion):

(6.6) T(a)—T(y) = /y WP ods
Im Gas (Konvektion): ,
(6.7) WE=T.¢c-v

e Massen:

Fiir jede Gaskomponente gilt:
Diffusion:

(65)  pous(®)060s(2) = Paas(9)06s(y) = [ Flu/Kcneds

Konvektion:
(69) FCI;as = PGas * 0Gas * U

Quellen der jeweiligen Fliisse sind

e Strom: Keine

o Temperatur:

— Ohmsche Verluste Qq = [[[ pI?dV = AU - 1
— chem. Reaktionen: Qcpern, = (AU — AUp) - 1

o Massen: Quellen und Senken ergeben sich aus den Reaktionen und sind
direkt proportional zum Stromflufl

QGas — COI .
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‘ Zeichen H Bedeutung H Einheit H
U Spannung V
AUz thermoneutrales Potential vV
AUq Ohmsche Potentialverluste vV
UNernst || Nernstspannung vV
1 Stromstérke A
p spez. Langenwiderstand Q/em
p Widerstand Q
I¢] Elektronendurchtrittswiderstand Q
n Polarisation V
wP diffusiver Warmefluf J/(sec - cm?)
wh konvektiver Warmefluf} J/(sec - cm?)
W gesamter Warmefluf J/(sec - cm?)
T absolute Temperatur K
o Leitfahigkeit J/(K - em - sec)
£ spezifische Warme J/(em? - K)
FX .. | konvektiver Massenfluf g/(cm? - sec)
F2 | diffusiver Massenfluf} g/(em? - sec)
PGas Partialdruck einer Gaskomponente bar
KGas Diffusionskoeffizient em? [sec
0Gas spezifische Dichte g/(em? - bar)
v Geschwindigkeit em/sec
Qo Ohmsche Verluste J/sec
(Wéarmequellen)
Qchem || Warme aus der chem. Reaktion J/sec
Qcas Massenquellen aus der chem. Reaktion g/sec

Tabelle 6.1: Physikalische Gréen
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6.3 Randbedingungen
Randbedingungen:

o Temperatur: Die Umgebungstemperatur und Einstréomtemperatur des
Gases und der Luft werden vorgegeben. Am Rand ist die Zelle isoliert

(kein Fluff nach aufen).

e Spannung: Vorgegeben wird eine konstante, angelegte Spannung Auwuyg
zwischen der oberen und unteren bipolaren Platte.

o Konzentrationen: s werden die Einstromkonzentrationen fiir Sauer-
stoff und Brenngas vorgegeben.

6.4 Der Spannungssprung

An der Grenzfliche zur Elektrode ist der Stromverlauf stetig, doch durch die
chemische Reaktion findet hier ein Potentialsprung statt.

Die Nernst-Spannung (die theoretisch erreichbare Ruhespannung im strom-
freien Zustand) 1afit sich mit Hilfe der freien Reaktionsenthalpie

AG=AH—TAS ,

wobei AH die freie Enthalpie und AS die Entropie bezeichne, berechnen aus
der Butler-Volmer Gleichung:

AG  RT Ch
Anode - - _ 2
(6.10) UNernst = 2| T 2F log (CHQO) ’
] AG RT
Kathode _  —+" _
(611) UNeTnSt = o F + Y log (002) .

Der Spannungssprung setzt sich aus diesen zwei Teilspriingen zusammen.
Wird die Zelle jedoch mit Strom belastet, so ist die abgreifbare Spannung
kleiner, da Ohmsche Verluste und Polarisationen (auch Uberspannung ge-
nannt) hinzukommen. Diese Uberspannung beinhaltet Effekte wie Reakti-
onshemmungen, Dissoziation, Diffusionsbegrenzungen und Ionisation sowie
andere Reaktionen an den Elektroden.
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U
Elektrolyt AU U Nernst

Kathode

™~

Trennschicht y

Abbildung 6.1: Spannung U in Abhéngigkeit von der Zellhohe y an der Grenz-
schicht Kathode/Elektrolyt

An der Grenzschicht Kathode/Elektrolyt ergibt sich der in Abb. 6.1 dar-
gestellte Zusammenhang. Hierbei ist der Spannungsverlauf tiber der Hohe
der Zelle aufgetragen.

Es gilt:

(612) UNeTnst - AUﬂl - AUQQ —n= UIx"athode - UElektrolyt 5

(6.13) AU = Unepmst — 1 -

AU gibt somit den Spannungssprung an, der ohne Ohmsche Verluste erzielt
werden koénnte.
Die Ohmschen Verluste werden gemaf AUq, + AUq, = I - p berechnet.

p ergibt sich aus der Serienschaltung von Widerstanden. Die Polarisation
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ist, wie bereits bemerkt, an den Stromflufl gekoppelt. Diese Beziehung wird
derzeit approximiert durch

(614) I = (&] 'pGas'n/T—l_c?'pGas'n
—I'CB'pGas'n'T+c4'pGas'772/T7

wobei die Konstanten mit entsprechenden Einheiten zu versehen sind. Ins-
besondere flieit bei n = 0 kein Strom, welches aus Plausibilitatsgriinden
notwendig ist.

Da die Gleichung (6.14) nichtlinear in 5 ist, ist eine Iteration zur Auflésung
dieser Nichtlinearitat notwendig. Hierzu wird ein Pegasus-Verfahren verwen-
det.

Fiir die gesamte Zelle ergaben experimentelle Versuche nur geringe Druck-
schwankungen, so dafl im Folgenden isobar mit pgesam: = 1 gerechnet wird.

6.5 Diskretisierung der Gleichungen

In diesem Abschnitt werden die Gleichungen aus dem vorhergehenden Kapitel
diskretisiert und hieraus die zu 16senden Gleichungssysteme aufgestellt.

Als Diskretisierung der Gleichung wird die FIT-Methode (Finite Integra-
tion Technique) verwendet. Diese beruht auf einem dualem Gitter und ist an
einem Beispiel in Abb. 6.2 dargestellt.

Das Gebiet wird in Zellen zerlegt, die aus Quadern und Prismen bestehen
kénnen.

Die Werte der skalaren Gréflen Temperatur, Potential und Konzentra-
tionen werden auf dem Zellmittelpunkt berechnet, die Flufigréflen — mathe-
matisch die ersten Ableitungen — auf dem Mittelpunkt der gemeinsamen
Oberfliche zweier Zellen. Fluigréfien sind Wérme-, Strom- und Massenfluf.

Die zweiten Ableitungen, die Quellstarke, ist wiederum auf dem Zellmit-
telpunkt definiert. Durch die skalaren Bindungen wird schlielich ein Glei-
chungssystem fiir die skalaren Groflen aufgestellt und diese berechnet. Impli-
zit stehen jedoch auch alle FluBBgréfen zur Verfiigung.

Die Integrale werden wie folgt diskretisiert. Das Volumenintegral wird an-
gendhert durch eine Einpunktformel geméfl einem Punkt im Volumenkoérper
multipliziert mit dem Volumen, d. h.

///V QdV = [V|Q(x;) mit z; € V.
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Abbildung 6.2: Diskretisierung mit Hilfe eines dualen Gitters

Oberflichenintegrale werden berechnet als Summe der Integrale tiber die
Teiloberflichen, wobei diese die Seiten des Prismas bzw. des Quaders bezeich-
nen. Diese Integrale werden wiederum mit Einpunktformeln approximiert als
Produkt eines Funktionswertes auf der Oberfliche und des Ausmasses der

Oberflache, also

k
/ F.dO ~ ZAHNF”N(%) mit z; € Ay, i .
aV;

J=1

Hierbei bezeichne A, ; die gemeinsame Fliache der Zelle ¢ mit dem j-ten
Nachbarn und F, ; den Flufl vom Mittelpunkt der betrachteten Zelle zum
Mittelpunkt der j-ten Nachbarzelle. k ist die Anzahl der Nachbarzellen; beim
Prisma 5, beim Quader 6.

Analog hierzu bezeichne im Folgenden der Index n;,: bei den skalaren
Groflen den Wert des j-ten Nachbarn von Zelle ¢ und bei Fluigrofien den
FluB von Zelle ¢ zum Nachbarn n;.

Die skalaren Bindungen, durch die Linienintegrale (6.5), (6.7) und (6.8)
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beschrieben, werden ebenfalls durch Einpunktformeln angendhert:
/ c(x)ds = c(x”) - |z — a2

wobei z* einen geeigneten Zwischenpunkt der Verbindungslinie von zy nach
9 bezeichne.

Zur Ubersichtlichkeit wird im Folgenden nur n;, also ohne den zusétzli-
chen Index ¢, verwendet.

6.5.1 Stromfluf}

Fiir das Linienintegral (6.5) zwischen den Zellmittelpunkten P, und P; ergibt
sich

(6.15) U — Uil py, - I,
[; ist der Abstand der Zellmittelpunkte ||P,, — F;||. Somit ist

U, — U
I, m ———
lj " Pny
und
k Unj - Uz

j=1 7" Pny

An den Grenzbereichen zu denjenigen Nachbarzellen, an denen die Elek-
trochemie stattfindet, ist ein Spannungssprung zu modellieren. Dort wird
(6.15) modifiziert zu

J

Fiir die Berechnung wird AU durch Taylor-Entwicklung gemé&s

linearisiert.
I,,; bezeichne hier eine Approximation des Stromflufles, der aus den U-
Werten der vorhergehenden Iteration gewonnen wird. Hieraus kann wiederum

mit (6.14) AU(jn]) = UNernst — n(jnj) und 4 = %(jnj) berechnet werden.
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Die Gleichung fiir den Strom geht tiber in
Uy, =Ui = AU(IL,,) + 81,

lj'pnj + 3

und dieses geht als Stromflufl in die Summation ein.

6.5.2 Warmefluf

Fiir den diffusiven Anteil des Wéarmetransports gilt analog zum Stromflufl
T, —1T;
J
L

Mathematisch etwas schwieriger zu handhaben ist der konvektive Fluf}

(6.18) Wy = O,

(6.19) WE ~ T en v,

wobei die Problematik in der geeigneten Berechnung der Mittelung 77 liegt.
Hier bezeichnet v die Flufigeschwindigkeit und ¢, die spezifische Warme.
Es ergibt sich insgesamt fiir die Warmebilanz

k k

ZA”JW”J = ZATLJ(W£ - Wé) = |‘/Z|Qz .
j=1 j=1

Das negative Vorzeichen ist notwendig, da Fliisse in die Zelle hineinsummiert

werden, v aber dem entgegengerichtet ist.

Der Wert von T™ ist auf dem Zellrand zu bestimmen und somit muf} ge-
eignet gemittelt werden. Das einfache arithmetische Mittel erweist sich hier
als instabil, insbesondere kann das Problem seine Elliptizitat verlieren. Des-
wegen wird folgender, aus der Elektrolyse bewahrter Ansatz [32], verwendet:

(6.20) 1% = pTh, + (1 — p)T;

1 —¢u,
= —" 1),
: 2(1+£|an| )

€n] l]‘

mit

wobei ¢ wiederum {iber

5_

2.0y,
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berechnet wird und das Verhéltnis zwischen konvektiver und diffusiver Stro-
mung beschreibt. Dies liefert im Falle geringer Konvektion (e,;, — 0) lineare
Interpolation, bei grofier Konvektion (e, — oco) wird der EinfluB der Nach-
barzelle vernachlassigbar. Bei sehr hohen Geschwindigkeiten wird nur die
Temperatur betrachtet, von der der Flufi kommt, also bei Einstromung die
Nachbarzelle, bei Ausstromung die aktuelle Zelle.

Es ergibt sich fir den Warmeflufl

g

On, n
an ~ Tn] ( l]J - vnjgnjlu) - TZ ( l]J - vnjgnjlu —I' vnjgn]) .

6.5.3 Massenfluf

Die Behandlung der Massenfliisse kann vo6llig analog zu den Wéarmefliissen
behandelt werden.

Die Massenfliisse sind die konvektiven Fliisse in den Kanédlen und die
diffusiven in den Elektroden. Die Diffusion im Elektrolyten braucht nicht
berechnet zu werden, da diese direkt aus dem Stromflufl ermittelt werden
kann.

Die Diffusion wird analog zu (6.18) beschrieben durch

(621) FD ~ DGas,n; * QGasn; — PGas,i * OGas,i

n;,Gas ™ /. “Rnj o,
j
und der konvektive Fluf aus

(622) F?fj,Gas R pgas,n] anv ?

wobei Plias,n, €IN€ geeignete Mittelung analog zur Temperatur in (6.20) und
v die Geschwindigkeit in Stromungsrichtung bezeichne.
Es ergibt sich insgesamt fiir die Massenfluibilanz fiir jede Gaskomponente

k k
Z AnJFnJ7Ga5 = Z Ang (F£,Gas - Féy,Gas) = |‘/Z|Q2 = COI'
=1 7=1

Die Massenfliisse sind an Strom und Warme gekoppelt, da die berechneten
Konzentrationen die Reaktionen beeinflufien.
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6.6 Giiltigkeitsbereich der Gleichungen

Wie im Vorhergehenden gezeigt, existieren sechs verschiedene Gleichungen,
die in unterschiedlichen Bereichen aktiv sind.

1. Stromfluf}

(a) reaktionsloses Gebiet

(b) Spannungssprung
2. WarmefluB

(a) Diffusion
(b) Konvektion

3. Massenfluf}
(a) Diffusion
(b) Konvektion
Die Bereiche und die dort giiltigen Gleichungen sind:
1. Bipolare Platte 1. (a) und 2. (a)
2. Gaskanéle 2. (b) und 3. (b)

3. Elektroden und Elektrolyt L. (b), 2. (a) und 3. (a)
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Der Losungsalgorithmus

In den bisherigen Abschnitten wurden die das Problem beschreibenden Erhal-
tungssitze hergeleitet. Auf Grund der Quellen erhalten wir ein nichtlineares
System gekoppelter, partieller Differentialgleichungen. Dieses wird mit einem
Finite-Volumen- Ansatz diskretisiert. Die Frage nach der Losung des diskre-
ten, nichtlinearen Systems wird in diesem Abschnitt behandelt. Zunéchst
werden verschiedene Ansdtze zur Behandlung der Nichtlinearitédten vorge-
stellt, ein Dampfungvertahren integriert, sowie die Einbettung des Verfahrens
in eine adaptive Mehrgitterstrategie vorgestellt.

7.1 Die Kopplung nullter Ordnung (Direkte
Iteration)

Der naheliegendste Ansatz ist der folgende: Sukzessive werden die Glei-
chungssysteme fiir Spannung, Konzentration und Temperatur aufgestellt und
die jeweils aktuellen Werte der anderen Groflen eingesetzt. Insbesondere ist
eine entsprechende Initialisierung notwendig.

Resultat ist der in Abb. 7.1 dargestellte Algorithmus als Nassi-Shneider-
mann-Diagramm .

Dieses Verfahren ist erprobt und liefert fiir eine Vielzahl von Betriebspa-
rametern mit den unten beschriebenen Dampfungsalgorithmen zufriedenstel-
lende Ergebnisse.
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Einlesen von Materialkonstanten,Randwerten und Initialisierung

Von Gitter 1 (grébstes) bis Gitter MAXGRID (feinstes)

Iteriere zur Behandlung der nichtlinearen Kopplungen

Bestimme Materialparameter (z.B. Leitfahigkeit)

U-lteration wegen nichtlinearer Potentialgleichung

Berechne Polarisation, Nernst-Spannung (Newton)

Lése diskrete Gleichungen fir U mit Multigrid

Lése diskrete Gl. flr R (i=1,...,n as-1) mit Multigrid

G

Lése diskrete Gleichungen fiir T mit Multigrid

Abbildung 7.1: Der Algorithmus mit Kopplung nullter Ordnung

7.2 Die Kopplung zwischen Konzentrationen
und Spannung: Simultane Berechnung ver-
sus Gebietszerlegungsansatz

Wiéhrend die Temperatur nur schwach an die anderen Gréfien gekoppelt ist,
ist der Zusammenhang zwischen den Konzentrationen und der Spannung
kritisch und muff mit neuen Methoden angegangen werden.

Der maximal erreichbare Spannungssprung ergibt sich, wie im vorigen
Kapitel beschrieben, aus

AG  RT Cn
An - _— :
(71) UNeTnst - 2F + 2F log (CHQO) 7
i AG  RT
(7.2) Unimst = 55 T o3 log(Co,) -
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Offensichtlich ist
. aAUJI\%ZTnst . aAUJI\X;s;éLst
Ay T = % i, g, =

Fiir geringe Konzentrationen, den Fall der transportbeschrinkten Reak-
tion, ist somit die Riickkopplung von U auf sich selber iiber die Sauerstoff-
konzentration Cp, grofl und die Konvergenz der direkten Iteration in der
Kathode ist nicht mehr gegeben. Divergenz des Verfahrens tritt ein, wenn in
Teilen der Kathode die Sauerstoffkonzentration unter 0.1 fallt. C'y, ist wegen
der héheren Diffusivitdt von H; und der dickeren Anode weniger kritisch.

Zur Abhilfe dieser numerischen Probleme wurden véllig neuartige Ansatze
implementiert. Da sich die Kopplungs- und Konvergenzprobleme bereits an
einzelnen Schichten der Diskretisierung zeigen, wurden die Untersuchungen
hierzu an zweidimensionalen Modellen durchgefiihrt, eine Erweiterung auf
den dreidimensionalen Fall ist unproblematisch. Die Bereiche der bipolaren
Platte und der Kanéle sind fiir die Konvergenz uninteressant.

Die erste getestete Variante ist eine simultane Lésung von Konzentration
und Spannung. Dieses Verfahren konvergiert zwar, ist jedoch bei sehr kleinen
Konzentrationen sehr langsam. Effizienter kann dieses Problem durch eine
Umstellung der Feldgleichungen gelést werden.

Ausgangspunkt ist, dafl bei der transportbeschriankten Reaktion diese
nicht mehr von der angelegten Spannung abhéngt, d.h. der Sprung an der
Kathode ist keine Steuerungsgrofie mehr. Der Stromflufl ist dagegen sehr
stabil bei Variationen der Spannung und Konzentrationen.

Dies motiviert folgenden neuen Ansatz zur Aufstellung der Gleichungen.
Bisher wurde die Zelle als ein Gebiet betrachtet und die Spannungsspriinge
in die Matrixkoeffizienten und rechten Seiten integriert. Nun werden fiir das
Potential zwei unabhéngige Gleichungen aufgestellt und gel6st. Die eine Glei-
chung gilt auf der Anodenseite fiir Anode, Elektrolyt und die bipolare Platte,
die andere Gleichung fiir die Kathode und die daran anschlieffende Platte,
falls man die dort anfallenden marginalen Effekte in Form von Ohmschen
Verlusten mit bertlicksichtigen méchte. Im Folgenden wird die Platte der
Ubersichtlichkeit halber vernachlissigt, wobei jedoch die Information, ob sich
oberhalb der Kathode oder Anode ein Kanal oder die Platte befindet, beriick-
sichtigt werden muf. Die Rechengeometrie, die die Aufteilung des Gebietes
veranschaulicht, ist in Abb 7.2 dargestellt.
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| Steg | Kanal | Steg |

Steg Kanal Steg

Abbildung 7.2: Darstellung des Gebietszerlegungsverfahrens

Diese beiden Gleichungen werden nun alternierend gel6st, bis sich eine
Konvergenz am gemeinsamen Rand an der Grenzschicht Kathode/Elektrolyt
einstellt. Da wir jedoch einen zusdtzlichen Gebietsrand haben, sind hier
Randwerte vorzusehen. Der Algorithmus ist nun ein Schwarz-Gebietszerle-
gungsverfahren geworden, und es ist iiber die angendherten Randwerte an
der Grenzschicht zu iterieren. Die Frage ist nun zunéachst, welche Art Rand-
bedingung an diesem inneren Rand anzuwenden ist. Vorgegeben wird ein
StromfluB}, der stabil gegen Konzentrationsdnderungen ist. Dieser Stromflufl
gilt fiir beide Gebiete. Mit diesen Werten kénnen die Potentialgleichungen
gelost werden. Der Potentialsprung ist Ergebnis der Rechnung und muf
nicht mehr aus der Gleichung (7.2) berechnet werden. Die logarithmische
Singularitat kann somit umgangen werden. Die Gleichung (7.2) wird nun
lediglich benétigt, um aus dem Potentialsprung die Konzentration an der
Grenzschicht zu berechnen. Dies bedeutet, dafl die Butler—Volmer-Gleichung
invertiert, also nach der Konzentration aufgelost werden mufl. Hierzu wird
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wiederum ein kurze, unproblematische Pegasus—Iteration benutzt. Aus die-
sen Dirichlet—Randwerten fiir die Konzentration kann dann wiederum durch
Bilanzierung der Fliisse der Stromfluf in den Elektrolyten berechnet werden
und die néchste Iteration durchgefithrt werden.

Die Iterationen werden in Kapitel 8 anhand einer einfachen Modellgeo-
metrie noch einmal gegeniiber gestellt und die Konvergenz analysiert.

Je nach verwendeter Geometrie ist auch ein Konvergenzproblem in der
Anode denkbar. In diesem Fall ist die Kopplung zwischen Potential und Was-
serstoffkonzentration in gleicher Weise zu behandeln, so daff das Potential auf
drei Gebieten unabhéngig berechnet werden muf.

7.3 Dampfung der Zwischenlosungen

Negative Konzentrationen fithren neben der physikalischen Unbrauchbar-
keit des Frgebnisses zu undefinierten Resultaten in den Butler—Volmer—Glei-
chungen (7.1) und (7.2) auf Grund der logarithmischen Singularitét.

Hinzu kommt, dal Kennlinien und Kinetikdaten nur lokal, d.h. in der
Néhe der Losung, bekannt sind. [terationsverfahren, die sich zwischenzeitlich
von der Losung entfernen, sind somit nicht geeignet. Dies ist zum einen ein
wesentlicher Aspekt zur Verwendung von Multi-Level-Verfahren, da dort die
Resultate auf groberen Gittern gute Startwerte fiir die feineren Gitter sind.
Weiterhin ergeben sich bei nichtlokalen Verfahren Probleme mit der Existenz
und Eindeutigkeit der Verfahren. Viele physikalische Gesetzméafigkeiten und
Kennlinien sind hier nur fiir einen relativ kleinen Parameterbereich zuléssig.
Somit werden zusitzlich Dampfungen eingesetzt, um die Anderungen inner-
halb der Iteration zu beschréanken.

Fiir diese Arbeit wurde dabei folgende Dampfung implementiert:

Mit ber

xnew _ 1

Told

und
~

B=1+
1+ |7

ergibt sich der neue Wert

Tpew = 6 : (xmaac - xold) +2- Told — Tmax -
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Fallt der Wert x4 unter 0.5 - 2,,,4,, so ist stattdessen

Tpew = 6 * Lold

zu verwenden.
Fir die Werte z,y = 0.1 und 2,4, = 0.3 ist der Funktionsverlauf in

Abb. 7.3 dargestellt.

Gedaempfter Wert

-2 -1 T'g i 3
Berechneter Wert

Abbildung 7.3: Neu berechnete versus gedampfte (verwendete) Funktions-
werte

Wie zu erkennen, aber auch leicht auszurechnen ist, erfiillt die Dampfung
folgende Eigenschaften:



7.4. DER POTENTIALSPRUNG )

1. Grofle negative Werte werden zu Null hin gedampft, also

Iim 2,0, =0,

ber _
Lpew—~—00

2. Grofle positive zum maximalen Wert, also

lim Tpew = Tmaz »

ber
Lpew 00

3. Alle Werte sind positiv: e, > 0,

4. Konvergenz bleibt erhalten, d.h.

ber ~
falls 2,7 ~ o4 = Tpew = Told

5. Kleine Anderungen werden nicht oder nur leicht gedampft, d.h. der
Gradient wird fiir Werte in der Nahe des alten Wertes ungefdhr eins:

awnew —~
axber ~

new

7.4 Der Potentialsprung: Grenzfliache versus
raumlicher Auflésung

Stand der Dinge zu Beginn dieser Promotion war, daf auf einem tragenden
Elektrolyten diinnschichtig die Elektroden aufgebracht wurden. Durch das
Substrat-Konzept des Forschungszentrums Jiilich gelang ein entscheidender,
technologischer Durchbruch, insbesondere zur Bewéltigung der Materialpro-
bleme.

Das Substrat-Konzept ist nun das folgende: Zentrales Element, und damit
auch von grofiter Dicke, ist die Anode. Auf dieser wird nun zunéchst der
Elektrolyt und schlieflich die Kathode aufgetragen.

Ideen, Wellblechelektroden oder gar, wie in den USA iiblich, Réhren-
brennstoffzellen zu verwenden, waren somit weitgehend hinfillig. Gerade die-
se Geometrien waren jedoch Ausgangsbasis fiir die Gleichungen auf unstruk-
turierten Geometrien, welche somit nicht mehr im Vordergrund stehen.

Der erste Findruck, diese Veranderung der Geometrie habe nur einen ge-
ringen Finflu} auf die Modellierung, tduscht. Bisher wurde wegen der diinnen
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Anode der Potentialsprung als Grenzflicheneffekt betrachtet, nun ist der
Sprung in das Anodenvolumen zu legen. Erscheint auch dies zunachst als
minimale Anderung, so folgen zwangsweise weitere Modifikationen: In jedem
Anodenvolumen, in dem iiber die Stromfliisse bilanziert wird, ist nun ioni-
sches und elektronisches Potential simultan zu berechnen und insbesondere
sind auch ionische und elektronische Leittdhigkeit zu dieser Berechnung er-
forderlich. Im Elektrolyten ist dann nur das Ionen-Potential zu betrachten
und in der Kathode das Potential der Elektronen.

7.5 Losung der linearisierten Gleichungen

Unabhéngig von der Kopplung der Groflen bleibt schliellich das Problem, ein
diinnbesetztes lineares Gleichungssytem zu 16sen. Zunéchst ist die Herleitung
nicht gebunden an eine bestimmte Maschenweite %, so dafy das System auch
genausogut fiir ein beliebiges Gitter oder eine Vielzahl von Gittern aufgestellt
werden kann.

Als Léser fiir die diinnbesetzten Gleichungssysteme sind hier die oft unter-
einander konkurrierenden Verfahren der konjugierten Gradienten und Mehr-
gitterverfahren State of the Art. Wahrend Mehrgitterverfahren theoretisch
optimal sind, — die Konvergenzrate ist unabhéngig von der Maschenweite
— sind sie andererseits etwas schwieriger zu handhaben. Um sich der Viel-
zahl von Uberlegungen fiir ein effizientes Mehrgitterverfahren zu nihern, soll
im Kapitel 9 das Verfahren anhand der — auch hinter den hier verwendeten
Erhaltungssdtzen stehenden — Laplace-Gleichung analysiert werden.



Kapitel 8

Konvergenzanalyse zur
Behandlung der nichtlinearen
Kopplung

Im Laufe der Promotion wurden zwei unterschiedliche Iterationsverfahren
zur Behandlung der Kopplung zwischen Konzentration und Potential ent-
wickelt. Anhand einfacher Modellgeometrien soll in diesem Kapitel nun das
Konvergenzverhalten analysiert werden.

Man betrachte die in Abb. 8.1 dargestellte Geometrie. Ux bezeichne das
Potential der Kathodenseite der Grenzschicht, Up das der Elektrolytseite. Die
dritte Unbekannte ist die Sauerstoffkonzentration ¢ an der Grenzschicht..

Vorgegeben sei die Zellspannung an der Anodenseite Uy, die Sauerstoff-
konzentration an der Grenzschicht Kathode/Gaskanal ¢q sowie das Potential
in der Kathode Uy. Der Stromflufl [ ist ebenfalls an der Grenzschicht Katho-
de/Elektrolyt definiert.

Um die unten verwendeten Gleichungen verfizieren zu kénnen, sei der
Potentialverlauf an der Grenzschicht Kathode/Elektrolyt in Abbildung 8.2

noch einmal visualisiert.
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U_,.cC
° cell 0
Kathode
C
s U E > UK
° Nernst - Spannungssprung
Elektrolyt
@
UO

Abbildung 8.1: Geometrie zum Verfahren mit Butler—Volmer Gleichung

8.1 Das Verfahren mit Butler—Volmer Glei-
chung

Die erste Iteration lauft wie folgt: Aus einer Naherungslosung fiir die Kon-
zentration wird das Nernst—Potential Uyepnsi(¢) und die Polarisation n(c)
berechnet. Hiermit lassen sich die Gleichungen fiir die Potentiale berechnen
und der Wert fiir den Stromfluff kann aktualisiert werden.

Der Stromflufl wird ebenfalls als diffusiver Massenflufl berechnet, woraus
sich ein neuer Wert fiir die Konzentration ergibt. Die Iteration kann damit
wieder von vorne beginnen.

Schematisch ergibt sich folgende Iteration:

c_>UN67’7’LSt7T]_>U_>]_>C'

Formal werden hier folgende Gleichungen verwendet:
Fir den Stromflul in der Kathode gilt
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Kathode Elektrolyt

|

|

| U

1 cell U
: Nernst
|
|
|
|

Grenzschicht Kathode / Elektrolyt

Abbildung 8.2: Potentialzusammenhénge an der Grenzschicht Kathode —
Elektrolyt

(8.1) =0k -(Uy—Uk) = op-(Unernst(c) —Ug + Ux) .

Die Leitfahigkeit der elektrochemisch aktiven Grenzschicht op(c) = ay/c
kann mit Hilfe des Niherungswertes op(0.16) = 0.4 zu op(c) = /¢ gesetzt
werden.

Véllig analog ergibt sich fiir die Elektrolytseite

(82) I = OF * (UE - Ucell) = Oges (UNeTnst(c) - UE + UI&") .

und schliefllich wird noch die Massenflufigleichung
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(83) I = (CO—C)'O'dZ'ff'ZL'F

benoétigt.
Bei gegebener Konzentration kann das Nernst—Potential gemé&f

(8.4) Unernsi(c) = a + B - log(c)

berechnet werden. Die Konstanten o und  hingen dabei von der Temperatur
und der freien Enthalpie ab und kénnen — um im folgenden die Anzahl freier
Parameter {iberschaubar zu halten — zu o = 0.466 und 5 = 0.025 gesetzt
werden.

Betrachtet man nun die Gleichungen (8.1) und (8.2), so ist dies, da
Nernst—Potential Upnepns: und Uberspannung op dort bekannt sind, ein li-
neares 2 x 2-Gleichungssystem mit der Losung

oxorpUo+ oxoplUy — opopUnernst + 0poEUcen

OKOE + Og0p + Opog

Uk =

und

ok 0RUcett + 0k 0pUnNernst + oporUs + opogUece
OKOE + Og0p + Opog

Uk geht dann in die Berechnung des Stromes (Gleichung 8.1) ein, und es

Up =

ergibt sich nach einigen weiteren Umformungen

O-I(O-EO-P(UNernst - Ucell + UO)
OKOE + O0KOp + 0Opog

(8.5) I =

Einsetzen in die Gleichung 8.3 ergibt die Iterationsvorschrift fiir die Kon-
zentration

\/E O " 0K (UNeTnst(c) - Ucell + UO)
4F 045y (UKUE + Ve (ox + O'E))

(86) Clnew)y = €Co T

Mit den Parametern ¢ = 0.2,4 - F' - 04555 = 0.072, o = 0.5, ox = 0.5
und Uy = 0.4 kann die Konvergenzrate nach oben abgeschiatzt werden durch
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die Ableitung der rechten Seite nach ¢ und es ergibt sich als Konvergenzrate

der in Abbildung 8.3 dargestellte Verlauf !.

0.1

0.12 gonzentration
0.14

Abbildung 8.3: Konvergenzbereich fiir das erste Verfahren fiir verschiedene
Konzentrationen und Potentialdifferenzen

Es zeigt sich, daf} dieses Verfahren fiir nicht zu kleine Konzentrationen
gut konvergiert. Die logarithmische Singularitét in der Butler—Volmer Glei-
chung wirkt sich jedoch sehr stérend bei kleinen Konzentrationen oder zu

'Zur Erinnerung: Ein Verfahren = = ¢(z) konvergiert in einem Intervall [a, b], falls

/()] < 1 Va € [a, ]
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hohem Kathodenpotential, also zu kleiner Potentialdifferenz zur Zellspan-
nung, aus. Bei realen Werten — Uy ~ 0.4 — konvergiert das Verfahren bei
Konzentrationen gréfer 0.1.

8.2 Das Verfahren mit inverser Butler—Volmer
Gleichung

Um die Singularitat zu umgehen, wurde folgender Ansatz verwendet. Ausge-
hend vom Stromflufl / kann nun die Iteration

[ —-U—c—1

durchgefithrt werden.
Formal: Aus [ lassen sich mit den Gleichungen (8.1) und (8.2) Ux und

Ug berechnen zu

I
UI( = UO —I_ D)

OK

bzw. /
Ug = Ut — —.
or

Fiir das Potential gilt Unernst = Ug — Ui + 1 . Durch Einsetzen von Uy,
Ug und 5 ergibt sich unter Zuhilfenahme der Gleichung (8.3)

1 1 1

UNeTnst(c(neu)) Ucell UO 4-F Odiff (CO C) (0’]{ + op + C(neu)) .

Diese Gleichung kann nicht direkt nach c(,c,) aufgeldst werden. Im Ver-
fahren selber wird hier eine Newton-&hnliche Iteration verwendet. Fiir die
Konvergenzrate interessiert jedoch nicht die Iterationsfunktion ¢(¢), sondern
deren Ableitung %. Diese kann, da die Funktion nach Umstellung der neuen
Variablen auf die linke Seite dort streng monoton ist, iber die Ableitung der
Umkehrfunktion ermittelt werden.

Es ergibt sich fiir die Umkehrfunktion:

. ﬂ . log(c(neu)) + o — Ucell + UO
1
4-F oy (44 )

c(neu)

(8.7) c = ¢
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Das Konvergenzverhalten ist in Abbildung 8.4 dargestellt.

oy
=
— e

Abbildung 8.4: Konvergenzverhalten des Verfahrens mit inverser Butler—
Volmer Gleichung

Beliebig kleine Konzentrationen kénnen jedoch mit diesem Verfahren
nicht gerechnet werden, da diese auch physikalisch keinen Sinn machen. So
liefert die Gleichung fiir das Nernst—Potential einen negativen Wert — und
dieser ist physikalisch sinnlos — fiir Konzentrationen kleiner 10~7. Um im
realistischen Bereich zu bleiben, macht nur eine Untersuchung der Span-
nungsdifferenz U..;; — Uy fiir diejenigen Werte Sinn, die kleiner als o und
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grofer als ungefahr 0.1 sind. Dieses ist in Abbildung 8.4 beriicksichtigt. Bei
einem realistischen Fall von Uy = 0.4 konvergiert das Verfahren fiir Konzen-
trationen unterhalb etwa 0.1.

Im Gegensatz zum ersten Verfahren zeigt dieser Ansatz gute Konvergenz-
eigenschaften fiir kleine Konzentrationen. Nachteilig ist hier jedoch die hohe
Empfindlichkeit in den Materialkonstanten, deren Anderungen exponentiel-

len Einflufl haben.
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8.3 Das Hybrid—Verfahren

Wiinschenswert wére eine Iteration, die fiir beide Fille gleichermafien kon-
vergiert. Dies ist aber recht einfach zu handhaben. Hierzu wére eine Imple-
mentierung notwendig, die automatisch erkennt, um welchen der Falle es sich
handelt und gegebenenfalls die Iterationsreihenfolge &ndert.

Wie Abbildung 8.5 zeigt, ist bei richtiger Durchfithrung dieser Strategie
die Konvergenz fiir alle Parameter gegeben.

PSS
=
i

R
P AN
Ny

R
S

Abbildung 8.5: Die Konvergenzrate des Hybrid—Verfahren (Minimum der bei-

den anderen Verfahren)
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Kapitel 9

Mehrgitterverfahren

Der Wunsch nach immer exakteren Modellierungen in vertretbarer Rechen-
zeit stellt hohe Anforderungen an die Algorithmen.

Bei den Algorithmen zur numerischen Losung partieller Differentialglei-
chungen sind die Mehrgitterverfahren zumindest theoretisch optimal. Sie be-
sitzen eine Komplexitidt O(n), wobei n die Anzahl der Gitterpunkte auf dem
feinsten Gitter bezeichne, d.h. die Losung des diskreten Problems ist vom
Aufwand her direkt proportional zur Anzahl der Unbekannten. Zum Studi-
um der Mehrgitterverfahren sind zur Einfithrung [11], [35] und [36] besonders
geeignet, weiterfiihrende Literatur findet sich in [21] und [26].

9.1 Einfiihrung

Grundlegend fiir die Effizienz der Mehrgitterverfahren ist, daf es sich hierbei
nicht um einen bestimmten Loser handelt, sondern die Mehrgitteridee eine
Strategie zur Konstruktion eines Losers fiir ein bestimmtes Problem ist. Des-
halb miissen die einzelnen Komponenten an das Problem angepafit werden
und somit das Wissen {iber die Differentialgleichung und das Gebiet in das
Lésungsverfahren fiir das diskrete Problem einflieflen.

Wiéhrend klassische Iterationsverfahren, wie das Gaufl-Seidel Vertahren,
das SOR-Verfahren oder CG— und CG-&hnliche Verfahren auf einem zu-
vor erstellten Gitter das diskrete Problem 16sen, verwenden die Mehrgitter-
verfahren verschiedene Diskretisierungsstufen. Die Idee ist, nur diejenigen
Komponenten der Loésung auf feinen Diskretisierungsstufen zu berechnen,

67
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welche diese hohe Auflésung erfordern. Die glatten Komponenten, also dieje-
nigen, die sich iiber das Gebiet nur geringfiigig &ndern, kénnen auf deutlich
groberen Gittern berechnet werden.

Historie

Die ersten Ansatze zu den Mehrgitterverfahren wurden von Fedorenko [15]
und Bachvalov [2] bereits Mitte der 60-er Jahre gemacht. Sie entdeckten die
Komplexitidt O(n), jedoch war die zugehorige Proportionalitatskonstante so
grof}, dafl diese Entdeckung ohne praktische Bedeutung blieb. Achi Brandt
beschreibt in seinen Artikeln 1973 [9] und 1977 [10] als erster den Algo-
rithmus detaillierter und gilt somit als Begriinder der Mehrgitterverfahren.
Wiéhrend seine Arbeiten sich mit der praktischen Seite befassen, werden 1978
von Wolfgang Hackbusch ebenfalls die Mehrgitterverfahren, ohne die Arbeit
Brandts zu kennen, in [20] hergeleitet. Diese Arbeiten gehen die Verfahren
von einer theoretischen Seite an. Seit Mitte der 80—er Jahre zeigt sich der
Durchbruch dieser Verfahren in einer Reihe von Veréffentlichungen, Tutori-
en, Konferenzbeitragen und Biichern.

9.2 Idee der Mehrgitterverfahren

Das entscheidende Problem des Rechenaufwandes klassischer Verfahren ist,
dafB eine Halbierung der Schrittweite in den drei Raumdimensionen zur Ver-
achtfachung der Anzahl der Unbekannten fithrt. Die Komplexitét der Losung
des linearen Gleichungssytems héangt ebenfalls von dieser Anzahl ab. Bei-
spielsweise ist die GauB-Elimination von der Ordnung »n®, d.h. der Aufwand
wachst um einen Faktor 512.

Diesen Fluch der Dimension machen die Mehrgittervertahren zu ihrem
Vorteil. Auf dem feinsten Gitter werden nur einige Operationen durchgefiihrt
und dann zum néchst groberen Gitter ibergegangen, auf welchem die Lésung
mit deutlich weniger Aufwand bestimmt werden kann. Da jedoch in der Regel
auch hier der Aufwand noch zu grof} ist, wird diese Idee sukzessive angewandst,
d.h. auf diesem Gitter werden wiederum nur einige Schritte durchgefiihrt
und auf das néchst grobere Gitter iibergegangen. Dieser Prozefl wird solange
fortgefithrt, bis man auf einem Gitter angelangt ist, dessen Lésung mit sehr
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geringem Aufwand berechnet werden kann. Im Idealfall besteht dieses Gitter
aus einem einzigen Punkt, in komplizierteren Geometrien aus der Anzahl von
Punkten, die die Geometrie und Physik hinreichend genau beschreiben. Die-
ses Gleichungssystem auf dem grobsten Gitter wird gelést und dann werden
wiederum die Losungen sukzessive auf die feineren Gitter tibertragen und an
diese Gitter angepafit.

Somit ist die grundlegende Vorgehensweise beschrieben, die im folgenden
formalisiert wird.

9.3 Notation und Definitionen

Das elliptische lineare kontinuierliche Randwertproblem auf einem Gebiet O
ist gegeben durch

(9.1) LU = f im Innern (Q) und
(9.2) BU = g aufdem Rand (T') .

Die diskreten Gleichungen erhalten einen formalen Index A, der sich auf
die Gittergrofle bezieht. Das diskrete Problem ist gegeben durch

(9.3) LM U™ = f" im Innern (€2;,) und
(9.4) B"U" = ¢" auf dem Rand (I';) .

Im Folgenden bezeichnen GroBbuchstaben U, U*, V" ... die exakten Lo-
sungen des Problems und Kleinbuchstaben u,u”,v", ... Niherungsldsungen.

Der Rand wird hier nicht weiter betrachtet, sondern es wird vorausgesetzt,
dafB er eliminiert und in die diskreten Gleichungen eingesetzt werden kann.
Somit ist auf einem Gitter Q nur L*U" = f* zu 16sen. Wegen der Linearitét
des Problems wird der Differentialoperator L" durch die ihn beschreibende
Koeffizientenmatrix A" ersetzt.

Der Fehler zu einem Gitter mit Maschenweite h ist gegeben durch

e =U" —u"
und das Residuum durch

rh= - A
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9.4 Grobgitterkorrektur

Grundlage der Korrektur der Losung durch grobere Gitter ist der Zusam-
menhang zwischen der Losung des Gleichungssystems A"u" = f* und dem
Fehler ¢, denn es gilt:

(95) Aheh — Ah(Uh o uh) — fh o Ahuh — Th ]

Diese Gleichung wird als Residuumsgleichung (engl. defect equation)
bezeichnet. Wird die Residuumsgleichung gelést bzw. eine Nédherungslésung
e fiir e bestimmt, so kann die Iterierte u” durch u” := u” + €" verbessert
werden.

Zwar entspricht der Aufwand zur Loésung der Residuumsgleichung dem
Aufwand zur Lésung des urspriinglichen Systems, doch hat diese den Vorteil,
dafl nur Korrekturen ausgerechnet werden, und diese werden zwischen den
Gittern transferiert.

Ist eine Naherungslosung u” auf einem feinen Gitter mit Maschenweite A
gegeben, so wird das Residuum 7" berechnet, dieses auf das grobe Gitter H
transportiert (restringiert), ndherungsweise dort die Residuumsgleichung
AT e = ¢H gelést und die so berechnete Korrektur wieder auf das feine
Gitter tibertragen (prolongiert). Der Algorithmus der Grobgitterkorrektur
(Coarse Grid Correction) ist in Abb. 9.1 dargestellt. Der Operator I}
bezeichne die Restringierung vom Feingitter & auf das Grobgitter i und I},
die Prolongation von H auf h.

Diese Vorgehensweise definiert bereits ein Iterationsverfahren, jedoch ist
die Konvergenz schlecht, oder das Verfahren divergiert. Um zu verstehen,
warum dies der Fall ist, ist eine Analyse iiber die Fourier-Entwicklung des
Fehlers notwendig. Der Fehler ist darstellbar gemaf

(9.6) " =3 a )
k

mit ®f = Sm(%) fir y=1,...,N und N = 1/h. &} wird auch als k-ter
Fourier-Mode bezeichnet. Abb. 9.2 zeigt, daf bei niederfrequenten Moden der
Funktionsverlauf bereits auf dem groben Gitter ahnbar ist, d.h. anhand der
Punkte auf dem groben Gitter 1a8t sich eine gute Approximation der Fourier-
Moden rekonstruieren, wéhrend dies bei hochfrequenten Moden nicht der

Fall ist. Im Zusammenhang mit der Grobgitterkorrektur bedeutet dies, dafl
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h h h
f=f- Alu" u:=u+e
H H h h h H
r:=1Ir e:=1Ig4e
(Restringierung) (Prolongation)
Lose
H H H
Ae=r

Abbildung 9.1: Die Grobgitterkorrektur

der niederfrequente Anteil des Fehlers sehr gut korrigiert wird, hochfrequente
Anteile jedoch fiir das grobe Gitter nicht sichtbar sind und somit diese Anteile
durch die Grobgitterkorrektur nicht oder nur schlecht eliminiert werden.

Die Grobgitterkorrektur ist als Iterationsverfahren somit kein leistungstahi-
ges Verfahren.

9.5 Glattung

Die geeignete Ergénzung zur Behandlung der hochfrequenten Fehlerantei-
le findet sich in den klassischen Iterationsvertahren, wie dem Gauf-Seidel-
Verfahren oder dem SOR-Verfahren. Um das Verhalten dieser Verfahren zu
analysieren, sei im Folgenden der Einflufl des GauB-Seidel-Verfahrens auf den
Fehler fiir die Laplace-Gleichung im Einheitsquadrat mit zufélligem Startfeh-
ler in Abb. 9.4 gezeigt. Randbedingung ist ¢(x,y) = 0 und als Diskretisierung
wird ein 5-Punkt-Laplace-Stern auf einem quadratischen Gitter mit 40 x 40
Gitterpunkten verwendet. Wie dort zu sehen ist, werden die hochfrequenten
Anteile des Fehlers schnell gegléttet, aber Abb. 9.3 zeigt, dafl er dann nur
langsam reduziert wird.

Hierin ist auch die Ineffizienz dieser Verfahren begriindet. Da derartige
Verfahren den Fehler schnell glatten, heiflen sie Relaxationsverfahren.
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Niederfrequente Anteile (k <ﬂ) Hochfrequente Anteile (k > H)
2 2

Abbildung 9.2: Fiir grobe und feine Gitter sichtbare Fourier—Moden

T T T T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Iteration

Abbildung 9.3: Verlauf des Fehlers
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Abbildung 9.4: Reduktion des Fehlers durch das Gaufi—Seidel-Verfahren fiir
die Laplace—Gleichung auf dem Einheitsquadrat
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9.6 Der V-Cycle

Die Losung liegt nun offensichtlich in der Kombination von Grobgitterkor-
rektur und Relaxationsverfahren.

Zunichst werden auf dem feinen Gitter durch einige Glattungsschritte
die hochfrequenten Fehleranteile eliminiert, dann durch einen Grobgitterkor-
rekturschritt die niederfrequenten Anteile. Die Glattung (smoothing) wird
nach der Korrektur noch einmal auf dem feinen Gitter durchgefiithrt, um
bei der Prolongation enstandene, hochfrequente Fehleranteile zu eliminie-
ren. Dabei wird die Anzahl dieser Post-Smoothing Schritte kleiner sein als
die Pre-Smoothing Schritte, die einen héheren Einflufl haben. Fiir beide
Glattungen wird jedoch die Anzahl Schritte moderat gewé&hlt werden, da hier
nicht die Konvergenz des Verfahrens wichtig ist, sondern nur die Glattung
der hochfrequenten Fehleranteile. Bemerkt sei hier noch, dafy die Konvergenz
der Relaxationsverfahren hier nicht gebraucht wird und somit als Gléatter
auch nicht-konvergente Verfahren in Frage kommen.

Das Resultat ist nun ein sehr einfacher Mehrgitter-Algorithmus (2-Gitter
Zyklus):

1. Glitte die bisherige Losung u” v; mal (Pre-Smoothing)
2. Fithre Grobgitterkorrektur durch

3. Glétte die aktualisierte Losung u” v, mal (Post-Smoothing)

Dieser Algorithmus ist jedoch ohne praktische Bedeutung, da die Lésung
der Residuumsgleichung auf dem groben Gitter immer noch zu teuer ist. Der
Ausweg liegt in der rekursiven Struktur. Zur Losung dieser Gleichung kann
wiederum das Mehrgitter-Verfahren verwendet werden.

Somit wird die Loésung des Gleichungssystems sukzessive bis auf das
grobste Gitter verlagert. Dort wird es gelost und die Korrekturen mit den
jeweiligen Post-Smoothing Schritten wieder bis zum feinsten Gitter {ibertra-
gen.

Der Algorithmus wird wegen seiner Gestalt V—-Zyklus genannt und ist
in Abb. 9.5 dargestellt.
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Grobstes
Gitter

@ Lose exakt

Q
1

Q Glatte den Fehler

Abbildung 9.5: V-Zyklus

9.7 Full Multigrid

Unbeantwortet geblieben ist die Frage nach dem Startvektor, also der Ap-
proximation der Losung auf dem feinsten Gitter zu Beginn des Algorithmus.
Die Konvergenz des Verfahrens hingt eng mit der geeigneten Wahl dieses
Vektors zusammen.

Auch hier kommt der rekursive Charakter der Mehrgitterverfahren zum
tragen. Es wird vor dem V-Zyklus ein V-Zyklus auf dem néchst gréberen
Gitter durchgefiithrt und das Ergebnis dann prolongiert, wobei bei dieser Pro-
longation eine hohe Ordnung erzielt werden muf. Insbesondere ist der hier
verwendete Prolongationsoperator in der Regel nicht derselbe wie der Ope-
rator im V-Zyklus. Als Startwert tiir den V-Zyklus auf dem gréberen Gitter
wird wiederum ein V-Zyklus auf dem néachst gréberen Gitter durchgefiihrt,
usw. bis das grobste Gitter erreicht ist, auf welchem das Problem wiederum
exakt gelost wird. Auf diesem grobsten Gitter wird das System exakt gelost.
Hier wird in der Regel ein Bandléser verwendet.
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Es ist also nicht erforderlich, einen Startvektor fiir das Verfahren vorzu-
geben.

Das Resultat ist der in dieser Arbeit verwendete Full Multigrid Zyklus
(FMG), der in Abb. 9.6 dargestellt ist.

FMG Interpolation

—p Restringierung / Prolongation
@ Lose exakt (grébstes Gitter)
(O Glatte den Fehler

Abbildung 9.6: Full Multigrid

9.8 Restringierung und Prolongation

Die geeignete Wahl dieser Operatoren ist ebenfalls von entscheidender Bedeu-
tung fiir die Effizienz des Mehrgitterverfahrens. So ist bei additiven GroéBen,
wie beispielsweise Mol einer Masse oder Wirmeenergie, auch beim Ubergang
zum groberen Gitter zu addieren, wahrend andere Werte, wie Temperaturen
oder Konzentrationen, Durchschnittsbildung erfordern.
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9.9 Anwendung bei der Brennstoffzelle:
Ein adaptives Full-Multigrid

Kurz und knapp kann nun beschrieben werden, wie die Parameter in der
vorliegenden Simulation gewahlt wurden:

Der Durchlaufzyklus Auf jedem Gitter wird solange relaxiert, bis

e entweder die Konvergenz stagniert — Ubergang zum néchst grobe-
ren Gitter

o die erforderliche Genauigkeit erreicht wird — Ubergang zum
nachst feineren Gitter

Die erforderte Genauigkeit wird dabei gitterabhéngig gemacht. So ist
beispielsweise eine mogliche (und im Ergebnisteil verwendete) Strate-
gie, auf einem groben Gitter eine Genauigkeitssteigerung um eine Zeh-
nerpotenz gegeniiber dem Feingitterresiduum zu verlangen.

Der Glatter Der Glatter ist ein Standard Schachbrett-Gauf-Seidel Verfah-
ren. Die Anzahl Glattungsschritte ist dabei, wie im Punkt Durchlauf-
zyklus beschrieben, adaptiv.

Restringierung und Prolongation Einerseits ist hierbei die Art der phy-
sikalischen Gréfle zu beachten, damit entsprechend gemittelt oder ad-
diert werden kann, andererseits ist auf Materialgrenzen zu achten. In
der implementierten Version werden die Operatoren zum Gittertransfer
nur innerhalb eines Materials eingesetzt.

Zu den adaptiven Zyklussteuerungen ist weiterhin zu sagen, dafl diese
zwar zunidchst ein etwas ungeordnetes Hin- und Herspringen zwischen den
Gittern verursachen, sich schlieilich aber anndhernd ein V-Zyklus einstellt.
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Kapitel 10

Implementierung und Resultate

10.1 Implementierung

Ein wesentliches Ziel war, die Modellierung an den jeweiligen technischen
Stand der Entwicklung der Brennstoffzelle anzupassen. Somit wurde auch
der Ablauf dieses Projektes bestimmt von dem State of the Art der Brenn-
stoffzelle. Insgesamt wurden mehrere gréflere Programme geschrieben. Der
Gesamtumfang erreicht sicherlich eine fiinfstellige Anzahl Source-Code Zei-
len. Um die Problematik zu verdeutlichen, méchte ich im Folgenden einen
kurzen zeitlichen Abrif des jeweiligen technologischen Standes und der dar-
aus resultierenden Modellierung geben.

Juli 1994

Die Brennstoftzelle wird in Flachzellenbauweise hergestellt. Probleme berei-
ten vor allem die hohen Materialanforderungen. Ihre zentrale Komponente
ist eine diinne Platte aus keramischen Werkstoff, auf der auf beiden Seiten
die diinnschichtigen Elektroden aufgetragen werden. Insbesondere wird die
Zelle mit reinem Wasserstoff betrieben.

Die Modellierung:

Wegen der Flachzellenstruktur wird mit kartesischen Gittern gearbeitet.
Insbesondere wird als Programmiersprache Fortran eingesetzt, da keine auf-
wendigeren Datenstrukturen in Betracht kommen.

79
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Der Spannungssprung wird wegen des Elektrodendesigns als Grenzflachen-
effekt zwischen Elektrolyt und Anode bzw. Elektrolyt und Kathode betrach-
tet.

Bei der Rechnung kénnen die Massenbilanzen recht einfach aufgestellt
werden, da nur Modelle mit reinem Wasserstoff in Frage kommen.

Frithjahr /Sommer 1995

Auf Grund der Anforderungen der Industriepartner wird ein Betrieb der
SOFC mit Kohlegas bzw. Erdgas in Betracht gezogen. Insbesondere der hohe
Wirkungsgrad und die geringen Schadstoffemissionen sind Antrieb fiir diese
Uberlegungen.

Modifikation:

Erweiterung der Simulation auf kompliziertere Gaszusammensetzungen.

Sommer 1995 bis Winter 95/96

Zitat aus den VDI-Nachrichten vom 29.03.1996:

Titel: Européer testen flache Scheibenzellen, Amerikaner
setzen auf Rohren

Damit hat Westinghouse (Anmerkung: US-Kraftwerksbauer) die
Materialprobleme, an denen in Europa immer noch laboriert wird,
iberwunden. Wihrend die Furopder mit flachen Scheibenzellen ex-
perimentieren, haben die Amerikaner von Anfang an auf Réhren
geselzt.

Die berechtigte Frage stellt sich, ob man nicht auch das Flachzellenkon-
zept in Frage stellen mufl. Wenn man schon nicht das Design ganz &ndern
will, so sollte man zumindest Detailvarianten, wie wellblechférmige Flektro-
den, bauen oder wenigstens simulieren kénnen.

Modellierung:

Die bisherigen starren und fiir unstrukturierte Geometrien schlecht geeig-
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neten kartesischen Gitter sollten ersetzt werden. Die Materialgrenzen werden
nun als beliebige polygonal zusammenhéngende Gebiete vorgegeben und die-
se zerlegt in Dreiecks- bzw. Viereckszellen (evtl. auch komplexere Zellen), die
der Anforderung geniigen miissen, einen eindeutigen, im Gebiet liegenden
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten zu haben, damit die finite Volumentech-
nik angewandt werden kann.

Dieses Problem ist bereits fiir eine reine Triangulierung noch nicht gel6st.
Hierzu wurde ein halb-adaptiver (heuristischer) Ansatz implementiert, der
fiir alle verwendeten Geometrien der Brennstoffzelle eine geeignete Zerlegung
gebracht hat.

Die Modellierung wurde auf unstrukturierte Gitter umgestellt. Als Pro-
grammiersprache lag nun C nahe, da praktisch alle Teile vom Aufsetzen der
Gleichungen, bishin zur Matrixassemblierung vollig neu geschrieben werden
mufiten. C erlaubt hier eine bessere Speicherverwaltung und eine deutlich
einfachere Handhabung komplexer Datenstrukturen.

Fiir Geometriedefinition und Ausgabe wurde eine Geometriebeschreibungs-
sprache mit einer Postscript-Schnittstelle implementiert und mit einer X-
Oberflache versehen.

Friithjahr 1996

Uberholt wurde dieser vollig geanderte Ansatz wiederum von der technologi-
schen Entwicklung: Die KFA entwickelte ein v6llig neues Konstruktionsprin-
zip fiir die SOFC. Der folgende Ausschnitt aus der KFA internen Zeitschrift
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des 1. Quartals 1996 zeigt den neuen Durchbruch:

Ein wesentlicher Leistungsverlust in den Zellen ist auf den ohm-
schen Widerstand im FElektrolyten zurickzufihren. Dies bedeutet,
daff man den Elektrolyten (iblicherweise zwischen 0,1 und 0,3 mm
dick) sehr viel dinner machen mifte.

Dann kann der Elektrolyt aber aus Stabilitdtsgrinden nicht mehr als
tragendes Element dienen. Am besten eignet sich dafiir die Anode,
weil bei dieser die ohmschen Spannungsverluste am kleinsten sind.
Das Substratkonzept der KFA sieht daher folgenden Aufbau vor:
Auf das selbsttragende Anoden-Substrat (ca. 2 mm dick) wird eine
gasdichte, sehr diinne Elektrolytschicht (ca. 0,02 mm) aufgebracht.
Dieser FElektrolyt wird dann mit einer ca. 50 pm dicken pordsen
Kathodenschicht versehen.

Modellierung:

Eine Modellierung mit kartesischen Gittern ist somit ausreichend. Zur
besseren Handhabung wird statt Fortran nun Fortran 90 eingesetzt, um ins-
besondere fiir die Mehrgitterstrategie den Speicher dynamisch allokieren zu
kénnen.

Weiterhin dndert sich nun etwas sehr Substantielles: wegen der dickeren
Anode mufl der Spannungssprung nicht mehr an der Grenzflaiche behandelt
werden, sondern ins Volumen aufgel6st werden. Dies wird dadurch realisiert,
dafB in der Anode sowohl ionisches als auch elektronisches Potential berechnet
wird. Hierzu wird der Ansatz nicht nur dahingehend modifiziert, daf} die Po-
tentialgleichungen auf vollig neuartige Weise berechnet werden miissen, son-
dern auch, daf} die Konvergenzprobleme der logarithmischen Singularitat, al-
so fiir kleine Konzentrationen, durch einen Schwarz-Gebietszerlegungsansatz
beseitigt wurden.

Fazit der Implementierung

Sicherlich ist es einerseits unbefriedigend, Software zu entwickeln, die nur den
gerade modernen Bediirfnissen gerecht wird. Andererseits, und dies wird das
wissenschaftliche Rechnen auch weiterhin zu einer attraktiven Unterstiitzung
der Konstruktion machen, kénnen die Fragestellungen, die den Entwickler
interessieren, wie beispielsweise die Kanaloptimierung, viel schneller und va-
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riabler beantwortet werden, als das durch den realen Bau erreicht werden
kénnte.

SchlieBllich sollte man sich auch vor Augen halten, dafl bei rechenintensi-
ven Anwendungen, wie dies hier der Fall ist, die Notwendigkeit des Einsatzes
modernster Algorithmen erforderlich ist.

10.2 Losungsverfahren

Im Laufe dieser Arbeit wurden eine ganze Reihe von Loésungsverfahren fir die
unterschiedlichsten Gebiete wie die Kopplung der Gréflen oder die Losung
des diskreten Problems vorgestellt. Insbesondere wurden umfangreiche Un-
tersuchungen zur geeigneten Auswahl des Losungsverfahrens fiir die linearen,
diskreten Gleichungen gemacht. Diese sollen in diesem Kapitel nun zusam-
mengefafit werden.

Verfahren zur Lésung des linearen Gleichungssystems

Neben den zur hochauflésenden dreidimensionalen Simulationen notwendigen
Mehrgitterverfahren bieten sich zur Lésung kleinerer und mittlerer Testfille
andere Verfahren an, deren Implementierung deutlich einfacher ist.

Das Problem der Mehrgitter—Verfahren liegt in der Gitterabhéngigkeit.
Klassische Loser brauchen als Eingabe nur die Koeffizientenmatrix und die
rechte Seite, Mehrgitter—Verfahren bendtigen das Gleichungssystem auf meh-
reren, eventuell sogar auch im Laufe der Rechnung zu erstellenden, Gittern.
Die klassischen Verfahren kénnen somit eingekapselt werden, beispielsweise
als Bibliotheksroutine, und sind somit deutlich einfacher zu handhaben und
zu implementieren.

Das CG-Verfahren ist ein solches Eingitterverfahren, d.h. es kommt im
Wesentlichen mit dem Speicher der Koeffizientenmatrix aus. Die Konvergenz
des Verfahrens ist gekoppelt an die Kondition der Koeffizientenmatrix, so daf3
das Verfahren um geeignete Vorkonditionierungen erweitert werden muf.

Das die Notwendigkeit zur Verwendung iterativer Verfahren besteht, zeigt
folgende Untersuchung:

Bereits beim zweidimensionale Testbeispiel konnte die Zeit des direkten
Losers deutlich von einem sequentiellen, unvorkonditionierten CG-Vertahren
unterboten werden. Bei einem Abbruchkriterium, welches iberpriift, ob die
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relative Anderung in den Konzentrationen kleiner als 10~3 wird, konvergier-
te das 2d-Modell mit CG-Verfahren auf einer SUN SPARCstation 4 in 4
Sekunden, wéhrend der direkte Loser bereits 50 Sekunden benétigte. Dieses
Testbeispiel hatte 20 Punkte in x-Richtung, in y-Richtung 8 Punkte in der
Anode und jeweils 4 in Elektrolyt und Kathode.

Wird das Gitter weiter verfeinert, so kommen speziellere Vertahren in
Betracht. Einerseits das Mehrgitter—Verfahren, andererseits 148t sich auch
das CG—Verfahren weiter verbessern und ausbauen.

Ein Versuch, die Handhabung des Mehrgitter—Verfahrens zu vereinfachen,
sind die algebraischen Mehrgitter—Verfahren. Dies ist ein Verfahren, bei dem
nur die Koeffizientenmatrix tibergeben wird und anhand dieser die Gitter-
zusammenhénge erkannt werden, und dann geeignete Mehrgitteroperationen
auszufithren. Auch hierzu wurden umfangreiche Test gemacht. Gerade bei
strukturierten Matrizen liefert dieses Verfahren eine gute Performance.

Wegen seiner einfacheren Parallelisierungseigenschaften ist das CG—Ver-
fahren auch fiir groflere Matrizen, also bei héheren Auflésungen, geeignet.
Eine der derzeit effizientesten Implementierungen wurde in der KFA vorge-
nommen [5],[6].

Da die Konvergenz des CG—Verfahrens von der Konditionszahl bestimmt
wird, ist die Implementierung geeigneter Vorkonditionierungen wichtig. Hier-
zu wurde die polynomiale Vorkonditionierung und Varianten des Incomplete—
Cholesky—Vorkonditionierers hinzugefiigt [28][29]. Performance Messungen
fiir eine groflere Anzahl von Matrizen aus verschiedenen Anwendungen und
Diskretisierungen (Finite Elemente, Finite Differenzen) wurden hierbei durch-
gefiihrt und in [4] vorgestellt. Ohne die Ergebnisse im Detail referieren zu
wollen, sei hier das wesentliche Ergebnis noch einmal zusammengefasst.

Fiir gutkonditionierte Systeme reicht es, mit der Diagonalen zu skalie-
ren. Bei den schwieriger zu 16senden Matrizen erweist sich der Incomplete—
Cholesky—Vorkonditionierer als effizient, wenn mit Finite-Elemente—Diskreti-
sierungen gearbeitet wird. SchlieBlich ist die von mir implementierte polyno-
miale Vorkonditionierung das effizienteste Verfahren, wenn mit Differenzen-
verfahren gearbeitet wird, wie dies auch in der Brennstoffzellensimulation der
Fall ist.

Exemplarisch seien hier einmal die Zahlen fiir einen 7-Punkt Stern, al-
so dreidimensional, dargestellt. Die Matrix hat 125.000 Zeilen und 860.000
Nicht-Nullelemente; die Konditionszahl betragt etwa 10°. Der Grad des Po-
lynoms wurde zu 2 gewéhlt.
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Gerechnet wurde dieses Beispiel auf der PARAGON X/PS 10 der KFA
Jiillich mit dem Abbruchkriterium, daf§ die maximale skalierte absolute Dif-
ferenz in den Komponenten des Lésungsvektors kleiner als 107'° wird. Auf-
grund von Speicherplatzanforderungen konnte dieses Beispiel erst ab einer
Prozessorzahl von zwei gerechnet werden.

Es ergaben sich dabei fiir die verschiedenen Vorkonditionierungen die in
Tabelle 10.1 dargestellten Zeiten und Iterationszahlen.

‘ Prozessoren H 2 ‘ 4 ‘ 8 ‘ 16 ‘ 32 ‘ 64 ‘ 128 H
CG mit 1148 606 301 166 92.9 56.7 31.6
Diagonal-Skal. || (2324) | (2324) | (2229) | (2320) | (2324) | (2320) | (2229)
Polynomiale 862 465 244 131 75.4 46.9 27.3
Vorkond. (789) | (789) | (797) | (797) | (797) | (797) | (797)
Incomplete 2967 1229 548 256 134 81.8 55.8
Cholesky (1954) | (2031) | (2040) | (1971) | (2027) | (1902) | (1975)

Tabelle 10.1: Ausfithrungzeiten in Sekunden und Iterationszahlen (in Klam-
mern) fiir eine 7-Punkt Diskretisierung

Wie dort ersichtlich ist, liefert die polynomiale Vorkonditionierung nicht
nur die besten Ausfithrungszeiten fiir alle Prozessorzahlen, sondern sie wirkt
sich auch deutlich auf die numerische Stabilitét des Verfahrens aus, welches
an der annahernd konstanten Iterationszahl zu erkennen ist.

Weiterhin ist ein ebenfalls recht bemerkenswertes Resultat, daf} alle Ver-
fahren auch noch fir grofle Prozessorzahlen gut skaliert. So ist insgesamt
ein Beschleunigungsfaktor von 30, also etwa 50 % der maximal erreichbaren
Beschleunigung, erreicht worden.

Zusammenfassend sei gesagt, daf} alle der hier vorgestellten Verfahren
in einer bestimmten Situation geeignet sind. Je genauer und komplexer die
Modellierung ist, desto mehr Aufwand muf} auch in das Losungsverfahren
gesteckt werden. So ist fiir das Modell der gesamten Brennstoffzelle ein ef-
fizientes, adaptives Mehrgitter von Noten, fiir Beispiele, die mit einer sehr
niedrigen Auflésung arbeiten kénnen, reicht u. U. bereits der direkte Loser.
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10.3 Numerische Resultate

In einem industrienahen Projekt stellen sich zunéchst die Fragen: Wo kann
die Modellierung die Konstruktion unterstitzen? Wo kann sie den State of
the Art optimieren? und Welche weiteren Aussagen kann die Modellierung
tiber die Betriebsparameter machen?

Die folgenden Untersuchungen zeigen, dafl sowohl die Variation der Rand-
bedingungen, als auch der geometrischen Gréflen zu neuen Erkenntnissen

fithrt.

10.3.1 Variation physikalischer Groéfien

Die Bedingungen fiir die folgende Simulationsrechnung sind die folgenden:
An die Zelle wird eine Spannung von 0.7 V' angelegt und Luft und Brenngas
werden bei einer Temperatur von 1183K mit einer Finstréomgeschwindigkeit
von 0.0006 Mol/sec (Luft) bzw. 0.00004 Mol/sec (Brenngas) in die Zelle
zugefithrt.

Als Brenngas wird Kohlegas verwendet und man erhélt eine Stromvertei-
lung in der y—Richtung im ersten horizontalen Schnitt gemafl Abb. 10.1.

Die Kanéle sind natiirlich stromfrei. Man sieht weiterhin, dafl der Strom
tiber die Kanéle zuflieBt, sich in der Elektrolyt /Elektrodenschicht sehr gleich-
méBig verteilt, an den Stegen wieder konzentriert und schlieflich auf die
bipolare Platte verteilt.

Dieses Verhalten ist typisch fiir die Zelle und dndert sich bei weiter hinten
liegenden Schnitten nur unwesentlich. Um eine Aussage zur Stromverteilung
entlang der Zelle zu machen, wurde in einem Punkt im Elektrolyten — dort
dndern sich die Stromdichten nur unwesentlich — die Stromdichte entlang der
z—Richtung berechnet.

Es ergibt sich der in Abb. 10.2 dargestellte Verlauf.

Der Effekt ist dabei wie folgt zu erklaren: Auf Grund der chemischen Re-
aktion wird Warme erzeugt, die wiederum zu einer verbesserten Leitfadhigkeit
der Materialien fiihrt. Dieses erh6ht zunéchst den Stromflufl. Wegen der im-
mer weiter nachlassenden Menge Brenngases wird schliellich immer weniger
umgesetzt, so da} der Stromflufl dann recht ziigig abnimmt.

Bei Ausstromung ist etwa 65% des Brenngases verbraucht. Ein Problem
besteht insbesondere in dem Temperaturgradienten, der hier etwa 100 K be-
tragt und damit an die Grenze des derzeit technisch realisierbaren geht. Will
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Abbildung 10.1: Stromverteilung in A/em? (nur die y-Komponente)

man das Brenngas besser ausnutzen, so kénnte dieses durch eine niedrigere
angelegte Spannung erreicht werden. Aber auch hier erhéht sich damit der
Temperaturgradient, so daf derzeit eine Nachverbrennung oder Riickfithrung
des Brenngases durchgefiihrt werden muf3.

Um die Einfliisse verschiedener angelegter Spannungen bei unterschied-
lichen Brenngasen auf die Warmeentwicklung und Brennstoffausnutzung zu
evaluieren, ist dieser Zusammenhang in Tabelle 10.2 dargestellt.

Um eine Antwort auf die elektrische Leistung der Zelle geben zu kénnen,
bendtigen wir noch die mittleren Stromdichten und die daraus resultierenden
Leistungen. Diese sind in Tabelle 10.3 aufgelistet.

Es wird deutlich, dafl die Leistung mit kleineren Spannungen gréfer wird,
und es somit ratsam scheint, die Spannung so weit, wie es der Temperatur-
gradient technisch zulaft, zu drosseln.

Die hier durchgefithrten Berechnungen wurden mit der Kopplung Null-
ter Ordnung durchgefithrt. Spannungen unterhalb von 0.62V konvergieren
bei diesem Verfahren nicht. Dieses war dann insbesondere Ausgangspunkt
fiir das Modell mit dem Schwarz-Gebietszerlegungs- Ansatz.
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Abbildung 10.2: Stromdichte entlang der Zelle (z—Richtung)

10.3.2 Variation geometrischer Grofien

Auch bei einer solch einfach aussehenden Geometrie, wie sie bei der Flachzelle
angewandt wird, gibt es zahlreiche Detailvariationen, wie z.B. die Optimie-
rung der Elektrodendicke oder des Steg- zu Kanalbreitenverhéltnisses.

Hierzu wurde zunéchst bei einer festen Zellbreite von 1.1 cm mit 2 Kanélen
und 3 Stegen die Breite der Kanéle variiert. Erkenntnisse auf ein reales Brenn-
stoffzellenmodul mit deutlich mehr Kanélen in einem ganzen Zellstapel las-
sen sich aus Symmetriegriinden einfach tibertragen. Zusatzlich wurde mit
verschiedenen Kathodendicken gerechnet. Die Ergebnisse — Zielgrofle ist die
elektrische Leistung der Zelle — sind in Abb. 10.3 fiir Wasserstoff als Brenn-
gas, und in Abb. 10.4 fiir Kohlegas dargestellt.

Breitere Kanéle haben den Vorteil, mehr Brenngas zufithren zu kénnen.
Dem steht jedoch entgegen, dafl bei den resultierenden schmaleren Stegen
der Strom schlechter abflief3t.
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AT zwischen Ein-
und Ausstrémung in K

Brennstoff—
ausnutzung in %

065V ][07V] 08V

0656V |07V ][08V

Kohlegas 131 91 32 84 65 28
Wasserstoff mit 40% H.0 153 114 43 90 72 33
reiner Wasserstofl 228 179 84 88 73 40

Tabelle 10.2: Temperaturunterschied und Brennstoffausnutzung bei verschie-

denen Brenngasen und verschiedenenen Spannungen

mittl. Stromdichte in A

Leistung in W/em?

0.65V][07V] 08V

0.65V][07V]08V

Kohlegas 0.378 | 0.293 | 0.126 0.246 | 0.205 | 0.101
Wasserstoff mit 40% H,O || 0.402 | 0.323 | 0.146 0.261 | 0.226 | 0.117
reiner Wasserstofl 0.591 | 0.493 | 0.272 0.384 | 0.345 | 0.217

Tabelle 10.3: Mittlere Stromdichte und elektrische Leistung der Zelle

Weitgehend unabhéngig von der Kathodendicke stellt sich die optimale
Leistung bei einem Verhédltnis von etwa 4:1 von Kanal- zu Stegbreite ein. Et-
was verwunderlich scheint hier, daf§ dickere Kathoden zu besseren Leistungen
fithren. Dies liegt daran, dafl der Ohmsche Widerstand, der fiir den Leistungs-
verlust in der Kathode verantwortlich ist, relativ gering ist, und eine dickere

Kathode fiir eine bessere Verteilung des Brenngases bis zur Grenzschicht zum

Elektrolyten bewirkt.

Bemerkenswert ist weiterhin, dafl die optimalen Parameter sowohl fiir das
Kanal- zu Stegbreitenverhéltnis als auch fiir die Kathodendicke wiederum die

gleichen sind.
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Abbildung 10.3: Leistung bei unterschiedlichem Verhéltnis Kanal- zu Steg-
breite und unterschiedlicher Kathodendicke; Brenngas Wasserstoff
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Abbildung 10.4: Leistung bei unterschiedlichem Verhaltnis Kanal- zu Steg-
breite und unterschiedlicher Kathodendicke; Brenngas Kohlegas
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Kapitel 11

Zusammenfassung

Aufgabe dieser Dissertation war es, eine Schnittstelle zwischen modernen ma-
thematischen Verfahren und aktueller technologischer Entwicklung zu bilden.
Auf der Seite der mathematischen Methoden waren dies die Mehrgitterver-
fahren, auf der anderen Seite die Hochtemperatur—Brennstoffzelle als zu mo-
dellierendes Objekt.

Im Gegensatz zu vielen Arbeiten, die zuvor eine fest beschriebene Aufga-
be bearbeiten, war hier eine starke Abhdngigkeit von Weiterentwicklungen
der Brennstoffzelle gegeben. Somit war auch die Implementierung keineswegs
ein stetig wachsendes Programm, sondern eine Vielzahl von kleineren und
groferen Programmen, die zur Analyse eines bestimmten Effektes verwendet
wurden.

Es ist auch nicht negativ zu sehen, wenn ganze Programmpakete wieder
verworfen werden mussten — wie z.B. die Erweiterung auf unstrukturierte
Geometrien —, sondern auch dies wurde durch die sich stetig &ndernden An-
forderungen bestimmt.

Einerseits wird durch eine solche starke Abhingigkeit von Neuentwick-
lungen Software-Engeneering schwierig, andererseits wird durch den hieraus
entstehenden Ping-Pong-FEffekt zwischen Konstrukteur, Theoretiker und Mo-
dellierer die Simulation, und somit auch die Mathematik, ein wichtiges, un-
verzichtbares Hilfsmittel.

So unterschiedlich die Anforderungen an die einzelnen Teilsimulationen
sind, so vielfdltig sind auch die mathematischen Vertahren, die dabei zum
Einsatz kommen kénnen. Als Losungsverfahren kénnen bei kleinen Modellen
direkte Loser eingesetzt werden, bei gréfleren kommen effiziente Eingitterver-
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fahren, wie vorkonditionierte CG-Verfahren, zum Finsatz und schlielich, bei
einer hochauflésenden Modellierung der ganzen Zelle, ist nur ein sehr effizient
abgestimmtes Mehrgitterverfahren sinnvoll. Im Rahmen dieser Arbeit wur-
den dabei die einzelnen Bestandteile des verwendeten Mehrgittervertahrens
vorgestellt und analysiert.

Betrachtet man die mathematischen Bestandteile dieser Arbeit, so wur-
den insbesondere die Gleichungen fiir beliebige unstrukturierte Gitter herge-
leitet, ein Verfahren zur Erzeugung dieser Gitter beschrieben und ein véllig
neuartiger Ansatz zur Behandlung der logarithmischen Singularitat vorge-
stellt, der gerade den Konvergenzbereich abdeckt, indem das urspriingliche
Verfahren divergiert. Die Analyse an einem einfachen Testbeispiel zeigt, daf
fiir alle physikalisch sinnvoll erscheinenden Parameter durch eine Kombina-
tion dieser beiden Verfahren Konvergenz erzielt werden kann.

Hat man nun die Implementierung vorliegen, so kann eine Vielzahl von
Parametern optimiert werden. Exemplarisch wurde dies hier am Verhéltnis
Kanal- zu Stegbreite durchgefiihrt, sowie die Temperaturentwicklung bei va-
rilerender angelegter Spannung analysiert.

Neben diesen wissenschaftlichen Erkenntnissen sollte aber auch erwédhnt
werden, dafl enorme Bedeutung auf der Software-Seite liegt. So wurden im
Rahmen dieser Promotion auch Werkzeuge zur Visualisierung und Geometrie-
Eingabe bereitgestellt, graphische Oberflichen erzeugt sowie die Handhabung
der Vielzahl der Parameter méglichst iibersichtlich gestaltet. Insbesondere im
Hinblick auf eine weitere Verwendung der Programme sind solche Arbeiten
wichtiger Bestandteil dieser Promotion. Hier ist der Finsatz moderner Pro-
grammiersprachen und Rechner unverzichtbar, um die aktuellen Méglichkei-
ten auszuschopfen.

Im Hinblick auf kiinftige Arbeiten ist insbesondere die Implementierung
des transportbeschrénkten Ansatzes in das 3D-Modell wiinschenswert, da
dieses sich auf einen grundsatzlichen Effekt bezieht. Die Gittererzeugung fiir
FIT-zulassige, unstrukturierte Geometrien ist weiter zu automatisieren. Sie
wird sicherlich in vielen weiteren Fillen aus vielleicht auch ganz anders ge-
lagerten Modellierungen gebraucht werden.

Weiteres zu prognostizieren ist schwierig, da die Beurteilung, welche Wich-
tigkeit die gemachten Modellierungen haben, sich sicherlich erst spéter her-
ausstellen kann. Derzeit ist meines Erachtens weder eine endgiiltige Aussage
iiber die sich letzlich durchsetzende Geometrie, noch iiber die dann verwen-
deten Brennstoffe und Materialien moglich.
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Dennoch wird auch die weitere Entwicklung von der Modellierung stark
beeinfluit werden und die Entwicklungszeiten werden sicherlich hierdurch
erheblich verkiirzt.
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