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Zusammenfassung

Zur Simulation des Grundwasserflusses und der Schadstoffausbreitung im Boden sind un-
ter anderem nichtlineare Dispersions-Advektions-Gleichungen mit stark inhomogenen Ko-
effizienten zu 16sen.

Bei der numerischen Linienmethode werden solche Differentialgleichungen durch eine
konstante lokale Diskretisierung in ein System steifer nichtlinearer gewdhnlicher Diffe-
rentialgleichungen iiberfiihrt, das dann mit Standardverfahren zur Behandlung von An-
fangswertproblemen gewdhnlicher Differentialgleichungen geldst wird. Der Vorteil dieses
Vorgehens liegt darin, da Verfahren mit adaptiver Steuerung der Ordnung und Schrittweite
gewdhlt werden konnen, zum Beispiel Extrapolationsverfahren.

Die semi-implizite Mittelpunktregel als Grundverfahren fiihrt auf eine 42-Extrapolation, in
der fiir die Jacobi-Matrix des Verfahrens eine Vorkonditionierungsmatrix, nimlich ein Ge-
bietszerlegungs-Vorkonditionierer, eingesetzt werden kann. Dadurch erhdlt man ein Ver-
fahren, in dem lineare Gleichungssysteme nur noch lokal auf den Rechenknoten gelost
werden miissen.

In dieser Arbeit werden die Gleichungen, die den Grundwasserflu und den Transport
geloster Stoffe beschreiben, sowie eine konservative Ortsdiskretisierung kurz vorgestellt;
anschliefend werden die Voraussetzungen analysiert, unter denen eine stabile Losung der
semidiskreten Aufgabe auch mit einer Approximation der Jacobi-Matrix mittels einer Ge-
bietszerlegung moglich ist.
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Symbolverzeichnis

Die folgenden Bezeichnungen werden auf den angegebenen Seiten definiert. Sie sind hier
nach den Sachgebieten sortiert.

In Kapitel 1 werden die Differentialgleichungen und die Diskretisierung dargestellt. Auch
einige Begriffe aus der Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen werden in Kapitel
1 behandelt. Dabei treten folgende Bezeichnungen auf:

Q Gebiet, auf dem die Differentialgleichungen erklért sind, S. 6

X Ortsvektorx € Q, S. 6

t Zeitkomponente ¢t € (0,T), S. 6

0Q Rand des Gebiets , S. 6

R Korper der reellen Zahlen, S. 6

R4 Menge der positiven reellen Zahlen, S. 6

C(Q) Raum der auf € beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen, S. 7
L*(Q) Lebesgue-Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen, S. 7

HY(Q) Sobolev-Raum der einmal schwach differenzierbaren L?-Funktionen, S. 7
H(div,Q) Sobolev-Raum der vektorwertigen Funktionen mit

Divergenz in L2, S. 7

G,V Uij Teilgebiet; Volumenelement im Finite-Volumen-Verfahren, S. 8

h Orts-Schrittweite, hier: Kantenldnge eines Volumenquadrats, S. 8
xv(x) Charakteristische Funktion von V auf Q, S. 8

e; i-ter Standard-Einheitsvektor in R? (in kartesischen Koordinaten), S. 8
€ Einheitsvektor in Gravitationsrichtung, S. 6

MJ) Spektrum der Matrix J, Menge der Eigenwerte, S. 11

Ay Ay betragskleinster und betragsgrofter Eigenwert, S. 12

vil
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(-, (beliebiges) Skalarprodukt, S. 14
Il Vektor- bzw. Matrix-Norm, S. 14

UA] logarithmische Matrixnorm der Matrix A, S. 15

In Kapitel 2 wird das semi-implizite Verfahren vorgestellt. Folgende Bezeichnungen sind
dabei von groerem Interesse:

f(vo) Jacobi-Matrix der rechten Seite f, S. 19

A= f,(yo) Stabilisierungsmatrix, S. 20

h Schrittweite im lokalen Verfahren (semi-imlizite MPR)

H Schrittweite im globalen Extrapolationsverfahren

{n;} Schrittweitenfolge fiir die lokalen Schrittweiten i; = fTI,
S(to+H,h) Niherungslosung aus der semi-impliziten Mittelpunktregel, S. 20
Tk Niherung im Extrapolationsverfahren, S. 21

R(z2) rationale Stabilititsfunktion, S. 22

€iks Eik Fehler, Fehlerschitzer, S. 26

Wik relativer Aufwand pro Einheits-Zeitschritt, S. 29

In Kapitel 3 werden Gebietszerlegungs-Vorkonditionierer vorgestellt. Dabei werden durch-
gingig folgende Bezeichnungen gewéhlt:

Q=U",Q; Gebietszerlegung, S. 40
0, QiT Restriktion, Prolongation zum Teilgebeit €2;, S. 39

Im Kapitel 4 werden unter anderem folgende Begriffe zur Bewertung paralleler Programme
eingefiihrt:

tp Austiihrungszeit eines Programms auf p Prozessoren, S. 45
S(p) Speedup (proportionaler Zeitgewinn) auf p Knoten, S. 45
E parallele Effizienz, S. 45

In der Grundwasser-Hydrologie (Anhang A) sind folgende Bezeichnungen iiblich (in Klam-
mern die jeweiligen Dimensionen):

v Filtergeschwindigkeit, spezifischer DurchfluB (LT~1), S. 58
K, Ksar, K(W), K(©) hydraulische Leitfihigkeit (LT~'), S. 58

viii
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z geoditische Hohe, Gravitationspotential (L), S. 57

1} Druckhohe, hydrostatisches Potential (L), S. 57

h=wy+z Standrohrspiegelhohe, totales Potential (L), S. 57

Vh hydraulischer Gradient, S. 58

C) Wassergehalt (L’L~%), S. 58

n Porositit des Mediums (L’L~?), S. 58

S Sittigungsgrad (L*L~3), S. 58

F hydraulischer Speicherkoeffizient, S. 60

c Stoffkonzentration im Wasser (ML), S. 62

s Masse des sorbierten Stoffes (pro Einheitsmasse Boden; MM™1), S. 62
D Dispersionstensor (L>T~1), S. 63

D,, D, Dispersionskoeffizienten, longitudinal und transversal (L>’T~1), S. 63
a, a; Dispersivititen (L), S. 63

p Dichte, fiir Wasser bei 10° C etwa 9.997 - 10> kgm™>

u dynamische Viskositiit, fiir Wasser bei 10° C etwa 1.31-1073 kgs™'m~!
g Erdbeschleunigung, etwa 9.81 ms~2

ix
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Einleitung

Laut einer UNO-Analyse zum vierten ,,Weltwassertag” am 22. Mérz 1996 ist im kommen-
den Jahrhundert damit zu rechnen, daf} eine extreme Wasserknappheit die meisten Stadte
der Entwicklungsldnder und auch einige Stidte in den Industrielindern bedrohen wird. Die
Trinkwasserknappheit in stéddtischen Ballungsrdumen werde durch unzureichende Wasser-
versorgung, Verschwendung und die Verschmutzung des Wassers durch Fékalien und In-
dustrieabfille verursacht (Siiddeutsche Zeitung vom 19. Mirz 1996, S.1).

Vor diesem Hintergrund einer globalen Bedrohung durch einen Mangel an trinkbarem Was-
ser sind Projekte zu sehen, die sich um die drastische Senkung der Wasserverschwendung,
um die Beriicksichtigung der Versorgung mit Trinkwasser im Wohnungs- und Siedlungs-
wesen und um die Sicherung der Trinkwasserqualitit bemiihen.

Im Zusammenhang mit der Qualititssicherung kommt hydrogeologischen und chemischen
Untersuchungen von Grundwasserlagern, Grundwasserflul und Schadstoffausbreitung im
Grundwasser eine grofle Bedeutung zu. Probleme wie zum Beispiel die Uferinfiltration
bei stark verschmutzten Fliissen, in deren Nachbarschaft Trinkwasserbrunnen liegen, die
Grundwasserbelastung durch Diingemittel oder Verunreinigungen des Bodens durch Che-
mieabfille erfordern zu ihrer Bewéltigung eine moglichst genaue Kenntnis des Fluverhal-
tens des Grundwassers sowie der Transport- und Reaktionsmechanismen im Grundwasser.
Diese gewinnt man durch Laborexperimente und Feldversuche, aber auch durch numeri-
sche Simulationen.

Am Institut fiir Erdol und organische Geochemie (ICG-4) des Forschungszentrums Jiilich
werden solche Untersuchungen zur Ausbreitung von Schadstoffen in Boden und Grund-
wasser durchgefiihrt. Das geschieht einerseits durch Freiland-Experimente auf einem Ver-
suchsgelidnde in Krauthausen in der Nachbarschaft des Forschungszentrums, andererseits
durch Computer-Simulationen der Transportvorginge.

Bei den Versuchen in Krauthausen handelt es sich um sogenannte Tracer-Experimente, bei
denen durch eine Bohrung ein Farbstoff (der Tracer) in den Boden eingebracht wird, des-
sen Konzentration an weiteren Bohrungen zu verschiedenen Zeiten gemessen wird. Durch
diese Messungen erhofft man sich Erkenntnisse iiber den Zusammenhang von WasserfluB,
Schadstoffkonzentration, Permeabilitit (Durchlissigkeit) des Bodens und Sorption (Reak-
tion des Stoffes mit dem Medium). Aus diesem Grunde werden verschiedene, reaktive und
nichtreaktive, Tracer verwendet. In der Flurichtung des Grundwassers gibt es insgesamt
etwa 60 MeBbohrungen in Entfernungen um 20 — 30 Meter, um 60 — 70 Meter und um 120
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Meter von den Injektions-Bohrungen'. Die FluBgeschwindigkeit des Grundwassers betrigt
etwa 1 Meter pro Tag.

Parallel zu diesen aufwendigen Experimenten werden die Vorgénge auch anhand von Si-
mulationen untersucht; die dabei auftretenden nichtlinearen parabolischen Differential-
gleichungen konnen mit vertretbarem Zeitaufwand und in der erforderlichen rdumlichen
Auflosung nur auf Parallelrechnern geldst werden. Dazu wird am ICG-4 ein Computer-
Programm (TRACE, TRAnsport of Contaminants in Environmental systems) [41] fiir einen
massiv-parallelen Rechner (Intel Paragon XP/S 10) der KFA Jiilich entwickelt. Fiir die Si-
mulation des Grundwasserflusses existiert seit lingerem ein skalares Programm (auf der
Basis einer Finite-Element-Diskretisierung des raumlichen Gebiets), das mittels verschie-
dener Verfahren fiir den Intel-Paragon parallelisiert werden konnte [6, 19, 42, 44]. Fiir den
Schadstoff-Transport gibt es neben dem Finite-Element-Programm auch eine Simulation
mit einem stochastischen Verfahren (ParTrace, Particle-Tracking) [30].

In [44] wurde 1995 eine Partitionierungsstrategie fiir das Schwarzsche Verfahren der Ge-
bietszerlegung vorgestellt und implementiert. Dabei ging es vor allem um die gleichméifBige
Verteilung der Rechenlast, moglichst geringe Anzahl der mehrfach berechneten Punkte (in
den iliberlappenden Bereichen) und Minimierung des Kommunikationsaufwandes. Die glo-
bale Struktur sowie wesentliche Teile des urspriinglichen Simulationsprogramms blieben
erhalten.

In dieser Arbeit wird die Idee verfolgt, die bei der Simulation von Grundwasserflul und
Schadstofftransport auftretenden Gleichungen mittels der numerischen Linienmethode [40]
zu 16sen und dabei Gebietszerlegungs-Vorkonditionierer zur Berechnung approximierter
inverser Matrizen in einem semi-impliziten Verfahren einzusetzen.

Im folgenden ersten Kapitel wird das hier verwendete mathematische Modell vorgestellt,
sowie die rdumliche Diskretisierung mittels Finiter Volumina fiir die Linienmethode. Das
dabei entstehende System gewdhnlicher Differentialgleichungen ist steif und unter Vor-
aussetzungen, wie sie auch fiir die vollstindige Diskretisierung parabolischer Aufgaben
bekannt sind, stabil.

Das zweite Kapitel ist der Darstellung der semi-impliziten Mittelpunktregel von Bader und
Deuflhard gewidmet, die hier zur Losung des aus der Semi-Diskretisierung gewonnenen
Anfangswertproblems benutzt wird. Von besonderem Interesse ist dabei die Tatsache, daf3
das Verfahren auch fiir gewisse Approximationen der Jacobi-Matrix stabil ist.

Im dritten Kapitel werden Gebietszerlegungsverfahren als Vorkonditionierungs-Techniken
vorgestellt. Gebietszerlegungs-Vorkonditionierer werden beispielsweise in linearen Itera-
tionsverfahren und in Krylov-Unterraum-Verfahren als Vorkonditionierer eingesetzt. Hier
wird die Vorkonditionierung zur Konstruktion einer approximierten Inversen fiir das semi-
implizite Verfahren benutzt.

Anmerkungen zur Implementierung folgen im vierten Kapitel. Die Realisierung eines par-
allelen Programms konnte zwar nicht abgeschlossen werden, hier werden aber die grund-
sitzlichen Erwdgungen zur Implementierung des Verfahrens auf einem Parallelrechner do-

! Auch wo die Regeln der Orthographie es dem Autor nicht nahelegen, wird er — in dem Glauben, dadurch
das Verstindnis zu erleichtern — auf die im Deutschen iiblichen Wortzusammenballungen verzichten und
iibersichtlichere Bindestrich-Formen wihlen.
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kumentiert.
Die Darstellung einiger Simulationsergebnisse und eine Zusammenfassung nebst Ausblick
schlieBen den inhaltlichen Teil der Arbeit ab.
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1. Stofftransport durch porose
Medien

In diesem ersten Kapitel werden die mathematischen Hintergriinde beleuchtet, vor denen
sich die Computer-Simulation hydrologischer Vorgéinge abspielt. Zunéchst wird das fiir
die Simulation der Schadstoffausbreitung in Boden und Grundwasser zu 16sende Diffe-
rentialgleichungs-System vorgestellt. Da im allgemeinen klassische Losungen fiir solche
Gleichungen nicht existieren, wird anschlieBend die schwache Formulierung der Aufgabe
angegeben. Zur Existenz und Eindeutigkeit von Losungen solcher Systeme werden Ergeb-
nisse aus der Literatur zitiert.

Es folgt die Darstellung eines Finite-Volumen-Verfahrens zur Diskretisierung der Glei-
chungen beziiglich der Ortskoordinaten. Es wurde ein einfaches konservatives Verfahren
gewihlt, da die Genauigkeit der Ortsdiskretisierung nicht Gegenstand dieser Arbeit ist.
Die Diskretisierung mit Finiten Volumen nimmt eine Zwischenstellung zwischen den Dif-
ferenzenverfahren und Finite-Element-Methoden ein, weil hier einerseits die rdumlichen
Ableitungen durch Differenzenquotienten approximiert werden, andererseits aber die Dis-
kretisierung auf der schwachen Formulierung der Gleichungen aufbaut.

Der Beschreibung des Volumen-Verfahrens folgen als Motivation fiir das in dieser Arbeit
gewihlte Vorgehen einige Uberlegungen zum bei der Linienmethode entstehenden System
von gewoOhnlichen Differentialgleichungen. Dabei gilt das Hauptaugenmerk der Steifig-
keit solcher semidiskreten Systeme, weil diese die Wahl geeigneter Verfahren fiir Systeme
gewOhnlicher Anfangswertaufgaben wesentlich einschrinkt.

1.1. Die zugrundeliegenden Gleichungen

Fiir den FluB} einer Fliissigkeit in einem pordsen Medium und die Ausbreitung eines in der
Fliissigkeit gelosten Stoffes findet man in der Literatur [15, 41]' ein System parabolischer
Differentialgleichungen, einer Gleichung vom Typ der Wérmeleitungs-Gleichung fiir das
Potential, in dem sich das Fluid bewegt, und einer Konvektions-Diffusionsgleichung fiir
den Stofftransport.

17u einigen Hintergriinden und zur Herleitung der klassischen Formulierung siche Anhang A: ,,Einiges iiber

Grundwasser-Hydrologie“, S. 55



1. Stofftransport durch por6se Medien

1.1.1. Klassische Formulierung

Folgendes System nichtlinearer parabolischer Gleichungen ist zu 16sen:

oy

F(w)g—l—divv:o mit v:= —K(y)grad(y+2z) (1.1)
R(c,v) g—: +div(cv—q) =0 mit q:=D(v)gradc (1.2)
in Qx (0,T)
W(x,0) = o (x) (1.3)
c(x,0) = co(x) (1.4)
firx € Q
y(x,t)=yp(x,t) fir xeIp, t€(0,7T) (1.5)
n(x)-v(x,7) = vy(x,t) fir xe Ty, r€(0,T) (1.6)
mit TpUTy =0Qund TpNITy =0
c(x,1)=0 firxeodQ,re(0,T) (1.7)

Hierbei bezeichne Q C R mit d € N, d < 3 ein polygonal berandetes beschrinktes Gebiet,
n(x) den duBeren Normalenvektor in dem Randpunkt x € 0Q, und der Endzeitpunkt des
Zeitintervalls (0,7) der Simulation sei positiv und endlich (0 < T' < o).

Die gesuchten Losungen sind reellwertige Funktionen auf Q x (0,7'), ndmlich y(x,?), im
Falle der Grundwassersimulation das hydrostatische Potential und ¢(x,), die Konzentra-
tion des geldsten Tracers im Grundwasser. Der Vektor v € R¢ bezeichnet den sogenannten
Filterflu} (nach dem Gesetz von Darcy) und z die geoditische Hohe des Punktes x € Q,
also z = —xeg, mit dem Einheitsvektor e; in Richtung der Gravitation. Die positive Diago-
nalmatrix K mit K;; : R x Q — R bezeichnet die anisotrope hydraulische Leitfahigkeit des
Bodens; beziiglich des hydrostatischen Drucks y sind die Komponenten von K glatte Funk-
tionen. Der sogenannte hydraulische Speicherkoeffizient F' : R — R bezeichnet im Falle
des ungesittigten Mediums die Anderung des Wassergehalts mit dem Druck; da dieser
Term bei Sittigung verschwindet und dadurch die Gleichung (1.1) elliptisch wird, hat man
beim Ubergang von der gesittigten zur ungesittigten Zone ein freies Randwertproblem zu
l6sen. Da dieses iiber das in dieser Arbeit zu leistende hinausgeht, werden im folgenden
nur Probleme betrachtet, bei denen der freie Rand nicht auftritt. Die Rand- und Anfangs-
werte werden so gewéhlt, dal im ganzen Gebiet keine Séttigung erreicht wird, genauer: es
gilt fiir die gesamte Simulation 0 < Fy < F(y). Eine Alternative bietet die Simulation im
gesittigten Medium, in diesem Falle ist die Gleichung (1.1) elliptisch. Der Transportfluf3
cv— q € R¥setzt sich aus einem konvektiven und einem diffusiven Anteil zusammen. Der
in dem Diffusionsteil q auftretende Koeffizient D bezeichnet eine positiv definite Matrix
mitD; ; : R? — R, die fiir den Dispersionstensor (vgl. Anhang A, S. 63) steht. Der Koeffizi-
ent R: R4 x R — R beschreibt die durch die Sorption des geldsten Stoffes hervorgerufene
Retardierung des Transportvorgangs im Boden, und es gilt 0 < ©, < R(c,y) fiir alle ¢ > 0
und y € R.



1.1. Die zugrundeliegenden Gleichungen

Die Anfangs- und Randbedingungen (1.3)—(1.7) seien konsistent, ferner seien die Funktio-
nen Yo : Q — R und ¢y : Q@ — R glatt in Q. Da die Leitfdhigkeit K auch von der Permea-
bilitdt des Mediums abhéngt, die moglicherweise lokal starke Spriinge aufweist, kann die
Existenz klassischer Losungen nicht zugesichert werden. Aus diesem Grunde haben wir
zur schwachen Formulierung der Gleichungen {iberzugehen.

1.1.2. Schwache Formulierung

Die sogenannte schwache Form der Differentialgleichungen beruht auf der Einfiithrung von
verallgemeinerten (schwachen) Ableitungen und Sobolevrdaumen, die aus den Funktionen
mit schwacher Ableitung bestehen [22]. Hier werden speziell die Sobolevriume H'(Q)
und H(div,Q) := {u € [L?(Q)]%;divu € L>(Q)} benutzt.

Aus den Gleichungen (1.1) und (1.2) erhdlt man unter Beriicksichtigung der Randbedin-
gungen (1.5) — (1.7) die folgende schwache Formulierung:

Finde y € {¢ € H'(Q); ¢, = Yp} und ¢ € Hj(Q), so daB fiir beliebige Testfunktionen
01,02 € C°(Q)

/(plF(\p)aa—\y dx+/(p1n-vd0—/grad(p1-vdx:O (1.8)
Q Q Q

und

/(sz(c,\u)g—:dx—l—/(pzn-(cv—q) dc—/grad(pz-(cv—q) dx=0 (1.9
Q aQ Q

gelten. Dabei wird die Randbedingung zweiter Art (1.6) als natiirliche Randbedingung in
dem Randintegral von (1.8) beriicksichtigt. Auch fiir die Fliisse werden schwache Formu-
lierungen angegeben: die Vektoren v,q € [H'(Q)]? erfiillen mit beliebigen Testfunktionen
u;,u; € H(div,Q) die Integralgleichungen

/u1 KN y)-vdx = —/n-u1 (W+2) dG—I—/divu1 (W+2z)dx (1.10)
Q aQ Q
sowie
/uz-D_l(v)-qu:/n-uzc dc—/divuzc dx. (1.11)
Q aQ Q

Entsprechende Gleichungen mit angepafiten Randwerten definieren die Losungen auch auf
jedem polygonal berandeten Teilgebiet von €.

Die Existenz schwacher Losungen fiir das System von Fluf3 und Transport im pordsen
Medium ist nicht offensichtlich. Fiir Systeme, die aus der Modellierung des Flusses von
mehreren Fluid-Phasen in einem pordsen Medium entstehen, werden in [1] Existenz- und
Eindeutigkeitssitze formuliert.

Dazu werden die Gleichungsn mittels einer sog. Kirchhoff-Transformation in eine spezielle
Form gebracht, an die dann Bedingungen fiir die Existenz und Eindeutigkeit schwacher
Losungen gestellt werden.
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1.2. Semidiskretisierung und Linienmethode

Die Diskretisierung des Systems (1.8)—(1.11) mit den entsprechenden Anfangs- und Rand-
bedingungen (1.3)—(1.7) wird in zwei Schritten vorgenommen: durch eine Finite-Volumen-
(FV)-Diskretisierung des rdumlichen Gebiets, die auf obiger schwachen Formulierung der
Gleichungen aufbaut, erhélt man ein steifes System von Anfangswertaufgaben gewohnli-
cher Differentialgleichungen, die dann mit einem entsprechenden numerischen Verfahren
(siehe Kapitel 2) gelost werden konnen. Dieses Vorgehen ist bekannt als (vertikale) Linien-
methode (method of lines, MOL).

1.2.1. Finite-Volumen-Verfahren

Wihle nun speziell d = 2, es wird also nur der rdumlich zweidimensionale Fall betrachtet.
Das Gebiet Q ist im folgenden ein Rechteckgebiet in der (x,z)-Ebene, es werden die kar-
tesischen Standard-Koordinaten verwendet, und zwar derart, da e; = —e, ist (e, der Ein-
heitsvektor in Gravitationsrichtung), also die geodétische Hohe z = —xe, = xe; in (1.10)
die zweite Ortskoordinate bezeichnet.

Zur Diskretisierung wird das Gebiet €2 in eine Anzahl von polygonal berandeten Volu-
menstiickchen (Kontrollvolumina) G C Q zerlegt, in denen jeweils die Erhaltungsgleichun-
gen (1.8) und (1.9) aufgestellt werden [28]. Fiir die Formulierung dieser Gleichungen in
den Finiten Volumina wihlt man als spezielle Testfunktion auf einem Kontrollvolumen G
die charakteristische Funktion ¢ = ¥, und erhilt so die Kontinuitétsgleichungen

/F(\p)aa—\tlfdx:—/nvdc und
G 9G

/R(c,\u)g—: dx = —/n(cv—q) do.

G oG

Im folgenden wird eine einfache reguldre Zerlegung durch ein Quadratgitter zugrundege-
legt. Die Kontrollvolumina des Verfahrens sind Quadrate G; ; (i =1,... ,n; j=1,...,n;)
mit der Seitenlidnge 4. Aulerdem werden die Losungen und die Parameter der Gleichungen
innerhalb der quadratischen Volumen-Zellen als konstant angenommen (dazu Auswertung
von ortsabhidngigen Funktionen im Schwerpunkt x; ; von G; j), das Randintegral der Fliisse
setzt sich zusammen aus den Fliissen durch die vier Quadratseiten von G; ;. Dadurch erhilt
man fiir die obigen Gleichungen die Form

d

Fij Vi h* = —(vig1,j—Vvij+tijs1 —uij)h  und (1.12)
d 2
Rij— cijh” == c(virrj—vij+uijr1—uij)h (113)

+(qit+1,j = Gi,j + Pij+1 — Pij) b
wobei die waagerechten Fliisse durch die rechten und linken Rénder von G; ; mit v;yq ;
resp. v; j und g;11,j resp. g; j, die senkrechten Fliisse durch die oberen und unteren Rénder
mit u;yqj resp. u; j und p;y 1, j resp. p; j bezeichnet werden.



1.2.  Semidiskretisierung und Linienmethode

Bei der Formulierung des ersten Summanden in (1.13) ist noch von Bedeutung, wie die je-
weiligen Werte fiir ¢ ermittelt werden. Ein einfaches stabiles Schema bietet da die upwind-
Diskretisierung, bei der jeweils die Konzentration in dem Volumen-Element zugrundege-
legt wird, wo der betreffende FluB ausfliet. Auf diese Weise wird bei der Berechnung der
Konzentration die Konzentrationsédnderung aufgrund von Dispersion vernachléssigt, dafiir
erhdlt man aber ein fiir jeden Volumen-Querschnitt / stabiles Schema.

Man erhilt die FluBkomponenten durch die Quadratseiten aus Diskretisierungen der Glei-
chungen (1.10) und (1.11) auf zwei versetzten Gittern von quadratischen Volumina V; ; fiir
die waagerechten und U; ; fiir die senkrechten Fliisse mit w 'l =¢ (I=1,...d,k=1,2)
anstelle der Testfunktionen. In diesen versetzten Volumina werden fiir die Approximation
wiederum v = (v; j,u; ;) und q = (g; j, pi,j) als konstant angenommen.

Z. Gi,j

V|+2,j—1

Abbildung 1.1.: Das versetzte Gitter des Volumenverfahrens

Beispielsweise gilt fiir die senkrechte FluBgroBe u; j zwischen den FV-Quadraten G; j_;
und Gi7 j

/ez-K_l(\p) vdx = — / n-e;(y+z)do
Uij Wi,j
und mit den Annahmen zur Approximation folgt

/62 'K_l(\p') -vdx+ /62 'K_l(\p') -vdx = (\|Ii7j_1 +zj1—Vij —Zj)h bzw.
U;,inGi j—1 Ui, jnGi,j

1 1 h2
i * 5 = Wierj = Vi —h)h. 1.14
u’j (szz(‘%;j—l) Kz,z(wi,j)) 5 = Wi =i —h) (1.14)

Hieraus ergibt sich die Berechnung von v auf dem versetzten Gitter mittels harmonisch
gemittelter Leitfdhigkeits-Koeffizienten.
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Fiir die waagerechte FluBgroBe g; ; zwischen den FV-Zellen G;_1 ; und G; ; formuliert man

/el-D_l(v)-qu: — /n-elcdc

Vi Vi
und erhalt
qi,jh* = D(v)(cie1,j— cij)h. (1.15)

Da man fiir die Berechnung von D(v) sdmtliche Komponenten des Filterflusses v bendtigt,
miissen die Komponenten in der jeweils fehlenden Richtung aus den Fliissen der entspre-
chenden iiberlappenden Zellen gemittelt werden.

Zu den Randwerten mag ein kurzer Hinweis geniigen, sie werden auf moglichst einfa-
che Weise in die Gleichungen eingebracht. Dirichlet-Randbedingungen werden durch die
Einfiihrung virtueller duferer Zellen behandelt, deren Funktionswert durch lineare Fortset-
zung iiber den Rand ermittelt wird; der durch Randbedingungen zweiter Art vorgegebene
FluB wird unmittelbar in die diskreten Erhaltungsgleichungen (1.12) und (1.13) eingesetzt.

1.2.2. Linienmethode

Nach dieser Semi-Diskretisierung wird das Anfangs-Randwert-Problem (1.1)—(1.7) durch
ein System gewohnlicher Differentialgleichungen approximiert. Mit der kanonischen Ab-
zdhlung der Volumen-Zellenk = (j—1)n,+i(i=1,...,n.,j=1,...,n;) ldBt sich dieses
System folgendermaf3en schreiben:

' (1.16)
Rh(chv‘*ljh) E ch = Bh(chvwh)
fiir y" = (yi) % und ¢ = (¢);" mit den Anfangsbedingungen
i (0) = wo(x;,z;) und
Vi 1)nx+l( ) = Wo(xi,2j) (1.17)

c(j—l)nx+i(0) = co(xi,z)).-

Dabei bezeichnen F"(y") und R*(c”,y") positive (und insb. nichtsingulire) Diagonalma-
trizen und A"(y") sowie B"(c",y") die den obigen Gleichungen entsprechenden diskreten
elliptischen Differentialoperatoren.

Mity := (y1,...,¢un, )7 und
RO [ (PR ARy
)= (m)) = ((Rh<ch,w>>-13h<ch,w>)

schreiben wir das Anfangswertproblem (1.16), (1.17) als autonomes System gewdhnlicher
Anfangswertaufgaben

y=f(y), »(0)=yo. (1.18)
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1.3. Eigenschaften des semidiskreten Systems

Dieses zusammengesetzte System ist im folgenden simultan zu 16sen; aus seiner speziellen
Form resultiert allerdings, da8 die Losung in zwei Einzelschritten durchgefiihrt werden
kann. Die Jacobi-Matrix des Systems hat ndmlich die spezielle Form

_e_(N1a 0
T=h= (Jz,l Jz,z) (1.19)

mit Quadrat-Blocken der Grofie nyn,. Lineare Gleichungssysteme mit der Jacobi-Matrix,
wie sie in dem semi-impliziten Losungsverfahren (siehe Kapitel 2) auftreten, konnen also
reduziert werden, so dal dann sukzessive zwei kleinere Systeme gelost werden, die jeweils
den einzelnen Gleichungen fiir den WasserfluB resp. den Stofftransport entsprechen.

AuBerdem kann das Spektrum der Jacobischen Matrix, das in dem néchsten Abschnitt zur
Bewertung der Stabilitit der Gleichung benutzt wird, als

7\,(.]) = 7\,(.]171) U 7\,(.]272)

beschrieben werden.

1.3. Eigenschaften des semidiskreten Systems

Nachdem im vorigen Abschnitt die Semidiskretisierung beziiglich der rdumlichen Koordi-
naten durchgefiihrt wurde, stellt sich die Frage nach den Eigenschaften des dadurch entste-
henden Systems gewohnlicher Differentialgleichungen.

Eine fiir die numerische Losung sehr schwerwiegende Eigenschaft des Systems (1.18) ist
seine Steifigkeit. Sie fiihrt dazu da} explizite numerische Verfahren wegen ihrer mangel-
haften Stabilitit fiir die Behandlung dieser Aufgabe nicht geeignet sind. Allerdings eignen
sich implizite oder semi-implizite Verfahren (wie das in Kapitel 2 vorgestellte Extrapolati-
onsverfahren) fiir die Behandlung steifer Anfangswertprobleme.

Entscheidend fiir die sinnvolle numerische Behandlung eines Differentialgleichungssy-
stems ist seine Stabilitéit, das heilt die Robustheit der Losung gegen Storungen der An-
fangswerte. Aus diesem Grunde folgen auch einige Bemerkungen zur Stabilitdt von Syste-
men, die mittels der numerischen Linienmethode aus parabolischen Differentialgleichun-
gen gewonnen werden. Dazu werden einige Begriffe eingefiihrt, die auch bei der Bewer-
tung des Extrapolationsverfahrens eine Rolle spielen werden.

1.3.1. Steifigkeit

Die Einschrinkung der Zeitschrittweite /; bei der numerischen Losung von Anfangswert-
problemen gewdhnlicher Differentialgleichungen kann auf zwei Erfordernissen beruhen:
einerseits mag die Schrittweite aus Griinden der Genauigkeit der Approximation, ande-
rerseits zur Erhaltung der numerischen Stabilitét nach oben beschrinkt sein. Explizite
Losungsverfahren fiir gew6hnliche Anfangswertprobleme haben einen sehr eingeschrénk-
ten Stabilititsbereich S, und fiir alle Eigenwerte A der Jacobi-Matrix f;(y), die negativen

11



1. Stofftransport durch por6se Medien

Realteil haben, mufl die Zeitschrittweite die Bedingung /; A € S erfiillen, damit die Zeit-
Iteration stabil bleibt.

Steife Systeme haben die Figenschaft, daf die Eigenwerte der Jacobischen mit negativem
Realteil weit gestreut sind. Dadurch schrinken gerade die Eigenwerte mit stark negativem
Realteil, die auf das Losungsverhalten nur einen geringen EinfluB3 haben, die Schrittweiten
ein.

Bei Systemen, die durch die Semidiskretisierung parabolischer Differentialgleichungen
entstehen, werden die Realteile der betragsgrofiten Eigenwerte sehr klein, sie gehen fiir
h — 0 gegen —eo, so daB fiir kleinere Ortsschrittweiten / die Steifigkeit des Systems zu-
nimmt.

In [35] wird dieser Sachverhalt exemplarisch fiir die eindimensionale lineare Diffusions-
Konvektions-Gleichung

U + v, = Dy (1.20)
fir0<x<1 und 0<¢t<T
mit Anfangswerten u(x,0) und Dirichlet-Randwerten u(0,7) und u(1,¢)

mit Konstanten v > 0 und D > 0 fiir den konvektiven resp. diffusiven Transport dargestellt.
Da diese auch als simples Modell fiir das hier betrachtete System gelten kann, werden ei-
nige Aspekte im folgenden kurz aufgefiihrt. Sobald iiberhaupt Diffusion stattfindet, also
D > 0 ist, zeigt sich, daB} die fiir die Stabilitdt der Ortsdiskretisierung dieser Gleichung
bedeutsame sogenannte Gitter-Reynoldszahl (oder Peclet-Zahl) R = vi/D auch im Zusam-
menhang mit der Linienmethode eine gewichtige Rolle spielt.

Verschwindet die Diffusion, d.h. D = 0, dndert sich der Charakter der Gleichung: sie hat
nun hyperbolischen Typ, und Gleichungen dieses Typs werden immer explizit gerechnet,
denn Schrittweiten-Beschriankungen fiir hyperbolische Aufgaben beruhen eher auf der ge-
forderten Genauigkeit als auf der Stabilitdt [35]. Da in diesem Sinne die Steifigkeit we-
sentlich aus dem Diffusions-Anteil folgt, kdnnen semi-implizite Systeme auf eine einfache
Weise so partitioniert werden, daf3 bei der numerischen Losung der steife Anteil implizit
und der konvektive Anteil explizit gerechnet werden.

Sei also im folgenden D > 0. Es ist bekannt, dafl bei der Diskretisierung der ersten Ab-
leitung u, mit zentralen Differenzen die Ortsschrittweite 4 so gewdhlt werden muf3, daf3
R < 2 ist, um Stabilitit zu gewihrleisten. Eine Upwind-Diskretisierung ist stabil fiir belie-
bige Peclet-Zahlen R.

Lemma 1 (Shampine)

(a) Wird die Diffusions-Konvektions-Gleichung (1.20) mit D > 0 mittels zentraler Ditfe-
renzen diskretisiert und ist dabei die Ortsschrittweite h = 1/(n+ 1) so gewdhlt, da3 die
Peclet-Zahl vh/D < 2 ist, so sind alle Eigenwerte der Jacobi-Matrix des semi-diskreten
Systems reell und negativ, und es gilt fiir den betragsgroften Eigenwert

A= —4Dh24+0(1).

(b) Wird (1.20) mit D > 0 mit Upwind-Differenzen diskretisiert, so sind die Eigenwerte der
Jacobi-Matrix reell und negativ fiir alle Peclet-Zahlen R, und es gilt fiir den betragsgroften
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Eigenwert

A=—4Dh2—vh™ 1 +0(1).

Beweis. Beide Differenzenverfahren fiithren auf Tridiagonalmatrizen; mit der Schreibweise
der Jacobi-Matrix A = tridiag(c,a,b) werden die konstanten Eintridge in der Hauptdiago-
nalen (a), sowie in der unteren (c) bzw. oberen (b) Nebendiagonalen bezeichnet. Fiir die
Eigenwerte einer solchen Tridiagonalmatrix wird in [35] die Formel

ks:a—|—2vbccos(ns_|_—n1) firs=1,...,n (*)

angegeben.
(a) Die Jacobi-Matrix hat im Fall der zentralen Differenzen fiir den Konvektions-Term die
Form

. 1 D % 2D D %
J:trldlag h_z—l_ﬁ’_h_Z’h_z_ﬁ .

Gilt fiir die Peclet-Zahl R < 2, so ist die Matrix J quasi-symmetrisch (J_1 xJx -1 > O fiir
2 <k <n-1), das heifit es existiert eine Diagonalmatrix C, so dal CJ c-! symmetrisch
ist. Folglich sind alle Eigenwerte reell.

Mit (*) und 2 = 1/(n+1) folgt

2D D | R?
Kn:—ﬁ—l—2h—2 I—TCOS(HTC}I),

und wegen cos(nmh) = cos(n(1—h)) = —14 O(h?) folgt die Behauptung.
(b) Im Falle der Upwind-Differenzen fiir den Konvektions-Term erhélt die Jacobi-Matrix
die Form

- D v 2D v D
J = tridiag h_z—l_}_l’_h_z_l_z’h_z )

Da D > 0 ist, gilt hier Jy_1 xJx x—1 > 0 unabhingig von der Wahl von 4, also ist fiir jedes R
die Jacobi-Matrix quasi-symmetrisch und besitzt nur reelle Eigenwerte.
Wie oben kann man auch in diesem Falle den betragsgrofiten Eigenwert explizit angeben:

2D D
Y422 VTTR cos(n(1—h)).

=G =2

g

Die Steifigkeit des resultierenden Systems ist also unabhingig davon, ob man zentrale
Differenzen oder ein Upwind-Schema fiir die Ortsdiskretisierung wihlt. In beiden Fillen
wachsen die Betrige der betragsgrofiten Eigenwerte mit derselben fithrenden Potenz der
Ortsschrittweite 4.

Mit den hier benutzten Formeln kann man auch die Groenordnung der maximalen Eigen-
werte angeben. Allerdings sind diese nicht sehr aufschlufireich und haben fiir die Bewer-
tung der Steifigkeit keine besondere Bedeutung. Maximale Eigenwerte der zugeordneten
Matrizen 1/2(J +J7 ) spielen bei der Bewertung der Stabilitiit (siche Lemma 5) eine Rolle.
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1.3.2. Stabilitat

Steife Systeme gewohnlicher Anfangswertaufgaben

y=f(t,y), ¥0)=yp (1.21)

haben die Eigenschaft, daB die in der klassischen Stabilitétstheorie verwendete Lipschitz-
Konstante sehr gro8 wird; bei semi-diskreten parabolischen Aufgaben wichst sie sogar
unbeschrinkt fiir # — 40 (vgl. Lemma 1, fiir die Eigenwerte einer lokalen Jacobi-Matrix
gilt |A| <L). Aus diesem Grunde wird hier eine Verallgemeinerung der Lipschitz-Stetigkeit
angegeben, die zudem ein hinreichendes Kriterium fiir die Stabilitét nicht-linearer gewdhn-
licher Differentialgleichungen liefert. Im Gegensatz zur klassischen Lipschitz-Konstanten
kann die einseitige Lipschitz-Bedingung negativ werden.

Fiir die Untersuchung der Stabilitdt von Anfangswertproblemen ist auch die sogenannte
logarithmische Matrix-Norm ein wichtiges Hilfsmittel; es handelt sich dabei nicht um eine
Norm im iiblichen Sinne, da sie auch negative Werte annehmen kann?.

Im folgenden werden einige grundlegende Definitionen und Sétze aus der Stabilitétstheorie
zitiert, die auch fiir die Bewertung des in Kapitel 2 behandelten Verfahrens von Bedeutung
sind [39].

Eine hinreichende Bedingung fiir die Stabilitét nichtlinearer Anfangswertprobleme ist ihre
Kontraktivitét. Sie besagt, da} zwei Losungen zu verschiedenen Anfangswerten sich im
Zeitverlauf nicht voneinander entfernen.

Definition 1 (Kontraktivitit, dissipative Systeme)
Ein Differentialgleichungssystem (1.21) nennt man kontraktiv beziiglich der betrachteten
Norm, falls fiir zwei Losungen u(¢) und v(z)

Hu(l‘z) - V(l‘z)H < Hu(tl) — V(tl)H Vi, o mit 0 < 11 <ty < oo,
Systeme mit dieser Eigenschaft nennt man auch dissipativ.
Kontraktive Anfangswertprobleme haben stabile Losungen.
Definition 2 (einseitige Lipschitz-Bedingung)
Seien (-,-) ein Skalarprodukt in R” mit der zugehorigen (induzierten) Norm || - || fiir x € R”
und / : R, — R stiickweise stetig. Dann gentigt die Funktion f einer einseitigen Lipschitz-

Bedingung, wenn gilt

(f(t,u) = f(t,v),u—v) <I(t)|lu—v||*> YteR,, uveR"

Die einseitige Lipschitz-Bedingung ist eine Verallgemeinerung der klassischen Lipschitz-
Bedingung im folgenden Sinne:

’In den Stabilititsbetrachtungen dieses und des folgenden Kapitels wird sich zeigen, daB man sich sogar
wiinscht, daf} sie negativ wird.
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Erfiillt die rechte Seite f eine klassische Lipschitz-Bedingung mit der Konstanten L, so gilt
mit der Schwarz-Ungleichung fiir das Skalarprodukt (-, -)

(f(t,u) = f(t,v),u—v) < || f(2,u) = f(£,v)]|[lu—V]]
<Llju—vIP,

das heift, f erfiillt auch die einseitige Lipschitz-Bedingung mit derselben Konstante.

Satz 2
(a) Die Funktion f(y) geniige einer einseitigen Lipschitz-Bedingung

(f(w)= fv)u=v) <hpllu—vl* YuveR";
dann besitzt das Anfangswertproblem

y=f(), ¥0)=yo

genau eine stetig differenzierbare Losung y(t) fiir jedest € R .

(b) Sei I(t) eine einseitige Lipschitz-Konstante fiir f, dann gilt fiir zwei beliebige Lésun-
gen u(t) und v(t) von (1.21) zu verschiedenen Anfangswerten uy und vy die folgende
Abschitzung in der induzierten Vektor-Norm:

t

Ju() = v} < exp | [ 1) dx | fuo—voll Ve € R
0

(c) Sei l(t) < 0 fiir alle t € R .. Dann ist das Differentialgleichungssystem (1.21) dissipativ
und folglich jede Losungy(t) stabil’.

Beweis. Siehe z.B. [39], S. 198 1. U

Definition 3 (logarithmische Matrixnorm)
Sei || - || eine beliebige Vektornorm im R”, und bezeichne dasselbe Symbol auch eine zu-
geordnete Matrixnorm. Der Grenzwert

. |[I+hA|| -1
Al:= lim ——————
wAl h—lgrlo h

hei3t die zugeordnete logarithmische Matrixnorm der Matrix A € R"*".

Im Zusammenhang mit steifen Differentialgleichungen ist die logarithmische Matrixnorm
deswegen von Interesse, weil sie fiir eine lineare Funktion f(x) = Ax die kleinste einseitige
Lipschitz-Konstante ist.

3Gilt sogar I(t) < Iy < 0, so ist jede Losung exponentiell und damit auch asymptotisch stabil [39].
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Lemma 3
(a) In der Zeilensummen-Norm (Maximum-Norm) || - ||.. gilt fiir die entsprechende loga-
rithmische Matrixnorm

Uo[A] = _max (“iﬁr Zlai,jl)

J#i

(b) Verwendet man zur Definition der logarithmischen Matrixnorm das euklidische Skalar-
produkt, so gilt

1
ﬂﬂAy:me(§@4+ATO.
(¢) Ist die Vektornorm || - || induziert von dem Skalarprodukt (-, ), so gilt

) = mae 75

Die logarithmische Matrixnorm einer Matrix A € R"*" ist demnach die kleinste reelle Zahl
u, tiir die gilt

(Ax,x) <ullx||* ¥YxeR"

Beweis. Siehe [39] U
Satz 4
(a) Seien || - || eine Norm in R" und [(¢t) eine in R stetige Funktion. Ferner sei f stetig

differenzierbar mit beschrinkten Ableitungen und
ulfy(t,y)] <I(t) firt>0undy € R"

Dann gilt fiir zwei Losungen u(t) und v(t) die Abschitzung von Satz 2 (b).
(b) Die Funktion f sei stetig differenzierbar und die Norm || - || sei durch (-,-) induziert.
Dann sind die folgenden Aussagen (1.22) und (1.23) dquivalent:

ulh(ty)] <I(t) VieR,, yeR” (1.22)
(f(t,u)— f(t,v),u—vy <I(t)|lu—v||* YteR,, u,veR" (1.23)

(c) Giltu[f,(t,y)] <0, so ist das System (1.21) dissipativ und also stabil.

Beweis. Siehe [39]. 0

Im folgenden wird es also um die Frage der Dissipativitit der semi-diskreten Gleichungen
gehen.

In der Maximum-Norm sind die logarithmischen Matrix-Normen der Jacobi-Matrizen aus
Lemma 1 unter den dortigen Voraussetzungen gleich null, wie man mit der Formel aus
Lemma 3 leicht nachrechnet.

16



1.3. Eigenschaften des semidiskreten Systems

Da man allerdings in Situationen geraten kann, in denen eine echt negative logarithmische
Norm benétigt wird (vgl. Abschnitt 2.3), wird hier das folgende Lemma 5 bewiesen.

Im Falle der Ortsdiskretisierung mittels zentraler Differenzen wird weiterhin die Schritt-
weite so gewdhlt, daB fiir die Gitter-Peclet-Zahl R = vi/D < 2 gilt, auch wenn v bei der
Berechnung der ,,euklidischen” logarithmischen Matrixnorm keine Rolle spielt.

Lemma 5
(a) Wird zur Diskretisierung der Modellaufgabe (1.20) mit D > 0 ein zentrales Differen-
zenschema benutzt, so ist das entstehende semi-diskrete System dissipativ; dabei ist

wlJ] = —Dr* 4+ 0(h?)

der maximale Eigenwert der Jacobischen fiir die entsprechende Wirmeleitungsaufgabe
(mit Leitfdhigkeits-Koeffizienten D).
(b) Wird (1.20) mit D > 0 mittels Upwind-Ditferenzen diskretisiert, so ist das entstehende
semi-diskrete System dissipativ in der euklidischen Norm, und es gilt fiir die logarithmi-
sche Matrixnorm der Jacobi-Matrix:

vl h

wlJ] = -Dn* - 5 +0(h?).

Beweis. (a) Nach Lemma 3 berechnet sich die logarithmische Matrixnorm als der maximale
Eigenwert der symmetrischen Matrix

1 ~ .. (D 20D
JS:§<J—|—J ):trldlag(h—z,—h—z,h—z),

also mit der in dem obigen Beweis angegebenen Formel fiir die Eigenwerte einer Tridia-
gonalmatrix (und den ersten Gliedern der Entwicklung des Cosinus):

2D 2D
,LL[J] = 7»1(.]3) = —ﬁ + h—ZCOS(TCh)
2D w?h?  ntht
Sl (S LI A 171
h2( L B TR )>
= D>+ 0(K?).

(b) Im Falle der Upwind-Differenzen gilt

1 T . D v 2D v D v
JS_§<J+J )—trldlag(h—2+ﬁ,—h—2—ﬁ,h—2+ﬁ),

und auch hier wird wie oben eingesetzt

2D v 2D v
M[J]Ikl(fs)z—ﬁ—}—l-l-(h—z—l-}—l)cos(nh)
2D v w?h?  ntht
= (42 (—1+1-— 4+ = —0(°
(G +7) (1= -ow)
2
- Dr- V’; " ou). O
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1. Stofftransport durch por6se Medien

Inwieweit lassen sich nun die Betrachtungen dieses Abschnittes auf das nichtlineare semi-
diskrete System aus den Modellgleichungen fiir die Grundwasser- und Schadstoff-Simula-
tion tibertragen?

Zunichst ist es hilfreich, daB das Spektrum der Jacobi-Matrix des vollstindigen Systems
auf natiirliche Weise in die einzelnen Spektren fiir die Grundwasser- und die Schadstoff-
gleichung zerfillt. Dadurch wird es mdglich, die Gleichungen gesondert zu betrachten.

Beide Gleichungen sind elliptisch-parabolisch mit nicht-verschwindenden Diffusionskoef-
fizienten K bzw. D (vgl. S. 6). Es wird eine stabile upwind-Diskretisierung fiir den konvek-
tiven Transport in der Diskretisierung der Konvektions-Diffusions-Gleichung (1.13) einge-
setzt, damit lokal aufgrund der Ortsdiskretisierung die Stabilitit gewahrt wird.
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2. Die numerische Losung des
semidiskreten Systems

Wie im vorigen Kapitel dargestellt wurde, sind die bei der Linienmethode fiir parabolische
Differentialgleichungen auftretenden Systeme von Anfangswertproblemen gewdhnlicher
Differentialgleichungen im allgemeinen steif. Es wird aulerdem im weiteren Verlauf an-
genommen, daf das zu 16sende semidiskrete System kontraktiv ist.

Im folgenden wird ein Verfahren vorgestellt, das fiir die Losung solcher steifer Anfangs-
wertsysteme geeignet ist und zudem einen interessanten Zugang zur Parallelisierung des
Losungsverfahrens eroffnet.

Verfahren zur Behandlung steifer Anfangswertprobleme mit einer differenzierbaren rech-
ten Seite beruhen auf der Losung eines einzigen oder mehrerer linearer Gleichungssysteme
mit der Jacobi-Matrix f, des Systems

y = f(y)und y(0) = yo (2.1)

in jedem Zeitschritt. Dieses bedeutet einen erhohten Aufwand bei der Berechnung der Zwi-
schenlosungen, aber man erhdlt dadurch Verfahren mit unbeschrinkten Stabilitdtsberei-
chen.

2.1. Die semi-implizite Mittelpunkt-Regel

Die Motivation der hier vorgestellten Methode von Bader und Deuflhard [4] besteht in der
Erwartung, durch die Transformation

(1) = e(r)
mit einer Ndherung der lokalen Jacobi-Matrix im Anfangspunkte

A~ f,(yo)

die Steifigkeit neutralisieren zu kdnnen [26], S.145. Das zugehorige transformierte System

¢=e M (f(Me(t)) —A e(r))
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2. Die numerische Ldsung des semidiskreten Systems

bzw.

y—Ay= f(y) mit f(y):=f(y)—Ay 22)

wird mit der expliziten Mittelpunktregel diskretisiert, wobei man die auftretenden Matrix-
Exponentialfunktionen e*4” durch die ersten Glieder ihrer Taylorentwicklung um den
Nullpunkt E(Ah) = I £ hA ersetzt. Das auf diese Weise gewonnene Verfahren heifit die
semi-implizite Mittelpunkt-Regel. Hier und im folgenden bezeichne 4 die Zeitschrittweite
des Losungsverfahrens.

Die Neutralisierung der Steifigkeit — ergo die Stabilisierung des expliziten Verfahrens —
beruht darauf, daB nach der Transformation die Funktion f eine mdglichst kleine Lipschitz-
Konstante hat. Diese Lipschitz-Konstante des nichtlinearen Anteils, der nach der formalen
Linearisierung (2.2) iibrigbleibt, ist zugleich ein MaB fiir die Linearitét der urspriinglichen
Aufgabe. Es gilt ndmlich mit der Lipschitz-Bedingung

1F(w) = FOII < Llju=v Yu,v
fir A = f,(yo) die Ungleichung

150) = K00l = [60) -Al = 1K <L, (2.3)

woraus fiir den linearen Fall die mogliche Wahl L = 0 folgt. Fiir die Stabilitéit des Ver-
fahrens ist nun von entscheidender Bedeutung, da3 im nichtlinearen Fall die Lipschitz-
Konstante L in einer Umgebung von yy klein genug bleibt.

Mit einem semi-impliziten Euler-Schritt als Startschritt und einer abschlieBenden Glittung
erhilt man durch folgende Iteration aus der semi-impliziten Mittelpunkt-Regel ein Verfah-
ren, welches auf eine 4%-Extrapolation fiihrt:

Mo := y(to)
(I—hA)n1 =Mo+h f(no)
(I—hA)Mgyr = (T +hA) Y+ 20 f(ny) fiick=1,...,2m 24

1
Som = 2 (M2m+1 +M2m=1)-

Es ist dann S(#p + H,h) := Sy, eine Naherung fiir y(#p 4+ H ) mit der globalen Schrittweite
H =2mh.

Fiir diese Ndherung gilt der folgende

Satz 6 (Bader/Deuflhard)

Seien A eine beliebige Matrix und f(y) € C*¥*2 fiir eine natiirliche Zahl N € N. Fiir fe-

stes t = to+ H hat die durch (2.4) angegebene numerische Niherung fiir 0 < h < H eine
asymptotische Fehlerentwicklung der Form

YO = S(E) = ¥ ORI+ Cup(t.h) 2V es)
j=1

mit gleichméaBig beschrinktem Cy41(t,h).
Fiir A = 0 erhédlt man das entsprechende explizite Verfahren und es gilt in diesem Falle
C(to) = 0. Im allgemeinen sind die {j(ty) # 0.
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2.2.  Extrapolation

Beweis. Siehe [4] bzw. [26], S. 146 . U

Die Entwicklung des Extrapolationsverfahrens aus (2.4) wird im folgenden Abschnitt 2.2
dargestellt. Dort werden auch die Konsistenz und die grundlegenden linearen Eigenschaf-
ten des Verfahrens mit der exakten Jacobi-Matrix angegeben.

Da der Satz 6 fiir beliebige Matrizen A eine asymptotische Entwicklung (2.5) des Fehlers
in geraden Potenzen der Schrittweite /4 zusichert, erhélt man fiir Naherungen der Jacobi-
Matrix jeweils konsistente Extrapolationsverfahren, die ,,zwischen“ dem semi-impliziten
Verfahren mit der exakten Jacobi-Matrix und dem expliziten Verfahren liegen. Diese Ma-
trizen A dienen der Stabilisierung der Methode, sodal man umso stabilere Verfahren er-
warten kann, je besser die Matrix A die exakte Jacobische approximiert, wie schon die
Ungleichung (2.3) nahelegt. Fiir diesen (auch im nichtlinearen Fall) stabilisierenden Effekt
kann man hinreichende Bedingungen formulieren, die in Abschnitt 2.3 dargestellt werden.

2.2. Extrapolation

Das Extrapolationsverfahren beruht auf der Durchfithrung des obigen Verfahrens (2.4) mit
verschiedenen, sukzessive abnehmenden, Teilschrittweiten fiir denselben globalen Zeit-
schritt von £y nach #) + H. Man erhilt dann eine Folge von Niherungswerten S(to+ H , h;).

Dazu definiert man eine Folge von Teilschrittweiten

H
hi:=— miti=1,2,...
n;
durch die Angabe der streng monoton wachsenden Folge von natiirlichen Zahlen {n;},
wobei im Falle der h>-Extrapolation mit der semi-impliziten Mittelpunktregel die n; wie in
(2.4) gerade gewihlt werden sollten [4].

Auf diese Weise erhdlt man eine Folge von Niherungslosungen, die jeweils eine asym-
ptotische Fehlerentwicklung der Form (2.5) besitzen. Mit diesen Werten definiert man auf
folgende Weise neue Néherungen hoherer Konsistenzordnung:

T := S(l‘o—l—H,hi) fir i=1.,2,...

L 2.6
LT TSl fiir k= 2,0 (falls i > 2). =0
(ni/ni_gy1)* =1

Mittels dieser Rekursionsformel wird der Wert eines Interpolationspolynoms in /42 durch
die Stiitzpunkte (5;,T; 1) an der Stelle & = 0 ausgewertet (Interpolation im Nullpunkt nach
Neville-Aitken, [38]). Ublicherweise werden die so gewonnenen Niherungswerte in einem
dreieckigen Schema der folgenden Form angeordnet:

Tij:=Tig—1+

T4
Ty Tp

Iy T3p T3 (2.7)
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2. Die numerische Ldsung des semidiskreten Systems

Das folgende Lemma besagt, da} in diesem Schema die Ordnung der Néherungsldsun-
gen von Spalte zu Spalte um zwei ansteigt. Aulerdem werden durch das Extrapolations-
verfahren, insbesondere bei einer geschickten Wahl der Schrittweitenfolge, A(ot)-stabile
Verfahren mit recht grofen Winkeln definiert: o > 86° fiir die ersten sieben Spalten des
Tableaus (2.7) [10]. Fiir i < 3 bzw. k = 1 sind die durch T;; definierten Verfahren A-
stabil. Hat ein Verfahren die Stabilititsfunktion R(z), so gilt fiir einen Schritt des Verfahrens
y1 = R(hA)yp. Das Stabilititsgebiet ist dann definiert als S = {z € C; |R(z)| < 1}, das heilit
fiir Schrittweiten mit 2\ € S ist das Verfahren stabil. Bei beschrinkten Stabilititsgebieten
bedeutet dies eine Einschriankung fiir die Zeitschrittweite (vgl. Absatz 1.3).

Lemma 7 (Konsistenzordnung und lineare Stabilitéit)

Die k-te Spalte des Extrapolations-Tableaus (2.7) reprasentiert unabhingig von der Wahl
der Matrix A Verfahren der Ordnung 2k — 1.

Setzt man als Matrix A die exakte Jacobische Matrix ein, so ist die Stabilititsfunktion fiir
Ti1 (i > 1) gegeben durch

_ 1 1+z/n; mif2-1
Rii(z) = (1—z/n;)? (1—z/ni) ' (2:8)

Beweis. Die Konsistenzordnung von T;; gewinnt man aus dem Vergleich des Interpolati-
onspolynoms der Werte T;_x1.1, - .., T;1 mit der Fehlerentwicklung aus Satz 6. Die Inter-
polationsbedingung P(h;) = Tj fiir das Polynom P(h) = ey — e1 h*> — - - - — ey _1 h* 2 liefert
ein lineares Gleichungssystem fiir eg,e; H>, . ..ex_1 H 2k=2die asymptotische Entwicklung
in der Form

Ty =S(to+H hi) = y(to+H) = Ci(to+ H) = -+ = Geoa (to + H) P72+ A
Ai = Glto+ H) I = g (1o + H, i) B2 = O(H?)
ergibt dasselbe Gleichungssystem fiir die Koeffizienten y(to + H) und {;(to + H)H?/ fiir

j=1,...,k—1 mit einer Storung der Ordnung O(H?) (das ist das Restglied A;) auf der
rechten Seite. Die Koeffizientenmatrix beider Systeme,

I w2 ... opH*E?p
A= : : : ,

-2 —2k+2
I nisgp1 ™1 oo g™

ist reguldr. Die quadratischen Blocke haben die Groe des Systems (Anzahl der Elemente
von y und T; ;). Durch Subtraktion erhilt man

V(xo+H) — eo| < [|[A™" |- max |A] = O(H).

Die Stabilitétsfunktion gewinnt man aus der Betrachtung der semi-impliziten Mittelpunkt-
Regel (2.4) fiir die Testgleichungy = Ay [24, 26]. O

Die Stabilititsfunktionen der T; x erhélt man durch Einsetzen in die Rekursionsformel (2.6),
zum Beispiel mit einem Formelmanipulationssystem.
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2.2.  Extrapolation

Im folgenden wird es um die Frage der numerischen Stabilitit des semi-impliziten Ver-
fahrens gehen, zunéchst weiterhin im linearen Fall, im Abschnitt 2.3 dann fiir nichtlineare
gewOhnliche Differentialgleichungen. Sei also das lineare Anfangswertproblem

y=Ay  y(0)=yo (2.9)
gegeben.

Gegenstand der numerischen Stabilititsuntersuchung ist die Frage, ob die Kontraktivitat
der exakten Losung die Kontraktivitit der numerischen Ndherung nach sich zieht [24].

Bezeichnet ¢ die logarithmische Matrixnorm, d.h. u sei die kleinste reelle Zahl mit
(Ax,x) < ullx|? Vx e R,
dann erfiillt die exakte Losung von (2.9)
Iy(t+m)]| < &Iy
(vgl. Satz 4, S. 16).

Ein Analogon fiir numerische Verfahren mit der rationalen Stabilititsfunktion R(z) wird in
[24] angegeben:

Satz 8 (Hairer/Bader/Lubich)
Sei R(z) eine rationale Funktion, A € R"*" eine Matrix mit

(Ax,x) < ullx|? Vx e R"
Dann gilt

IR(A)] < @rlw),

wobeli die Funktion
Qr(u) := sup{R(z);Rez < u}.

Beweis. Siehe [24]. O
Mit y; = R(hA)yp gilt nun auch y; < @r(u[A]h)yy fiir die logarithmische Matrixnorm u[A].
Fiir die Stabilititsfunktionen R; 1 aus Lemma 7 gilt [24]:

1 1 ‘I’Z/ni ni/2—1
: = L= . <
@i,1 := @R, = sup { (1—z/n) (1 _Z/ni) ;Re(z) <x

~JRia(x) fiir x < x; oderx < x < n;
cif x| fir x; <x<x ’
wobei
2
" 4
SN N i
X1,2 > ( \/—nlz>

und ¢; so gewihlt sei, daB3 @; ; stetig ist.
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2. Die numerische Ldsung des semidiskreten Systems

2.3. Kontraktivitit und Stabilitit im nichtlinearen Fall

Die in dem vorigen Kapitel (Abschnitt1.3.2) dargestellten Stabilititskriterien finden auch
hier, in der nichtlinearen Stabilitétsanalyse des Verfahrens, eine Anwendung. Es sind Kri-
terien dafiir anzugeben, dafl die Dissipativitit der semidiskreten Gleichungen sich auf die
diskretisierten Gleichungen iibertrégt.

Vor allem sind Kriterien fiir die Stabilitdt des Verfahrens fiir den Fall anzugeben, daf} die
Matrix A in dem Verfahren lediglich eine Approximation der Jacobischen ist. Hintergrund
der folgenden Untersuchung ist die Stabilisierung des expliziten Verfahrens geméi8 (2.2)
durch formale Linearisierung.

Von grundlegender Bedeutung sind hier die logarithmische Matrixnorm der Stabilisie-
rungsmatrix A und die klassische Lipschitz-Konstante fiir den ,,Rest* f:

Lemma 9 ([24])
Fiir die formal linearisierte Aufgabe

y=Ay+f(y) (2.10)
gilt mit
(Ax,x) < ullx|? Vx e R"

IF ()= Fow)| <Llu—w|  Yu,weR" (2.11)

die Abschitzung
e+ k) = w(e -+ R)|| < B [lue) = w(n)]

fiir zwei Losungen u und w der Aufgabe (2.10).

Beweis. Sei g(t) := [|u(t) — w(t)||* = (u(t) — w(t),u(t) — w(t)), dann ist g stetig differen-
zierbar mit

8(0) = 2(ult) —w(t),u(t) —w(t))
= 2(Au(t) + f(u(t)) —Aw(t) = f(w(t)),u(t) —w(t))
= 2(Au(t) —Aw(t),u(t) —w(t)) +2(Fu(t)) = Fw(t))u(t) —w(t))
< 2(uAL) [Jue) = w(e)]]?,
da L insbesondere eine einseitige Lipschitz-Konstante ist. Es gilt also insgesamt:
g(t) < 2(u+L)g(t). (2.12)
Nun sei ferner E() := exp(—2(u +L)¢); dann folgt mit der Abschitzung (2.12)
% (8(VE(1)) = g()E(t) + (1) E(t)
= g(1)E(t) = 2(u+L)g(t)E()
=E(t) (8(t) = 2(u+L)g(t))
<0
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2.3.  Kontraktivitit und Stabilitdt im nichtlinearen Fall

Also ist die Funktion g(¢) E(¢) monoton fallend, ergo
git+h)E(t+h) <g(t)E(t) fir h>0,

und damit

E(t) _
t+h)<glt) =—/——— = 2 L)h)g(t).
S-Hh) < 8(0) gy = P2+ g(0)
Die obige Behauptung folgt nun aus dieser Ungleichung mit den Quadratwurzeln der bei-
den Seiten. O

Zu dem Beweis ist noch zu bemerken, daf in [24] zwar eine klassische Lipschitz-Konstante
fiir f vorausgesetzt wurde, daf sie aber nur im Sinne der einseitigen Lipschitz-Konstante
gebraucht wird.

Aus diesem Satz folgt nun direkt, da} die Bedingung
u+L <0 (2.13)

hinreichend fiir die Kontraktivitit des transformierten Systems ist. Verschwindet die Lip-
schitz-Konstante des Rests nicht (das ist bei nichtlinearen Aufgaben der Regelfall — vgl.
(2.3)), so muf3 eine echt negative logarithmische Matrix-Norm fiir A gefunden werden.

Es ist nun von Interesse, unter welchen Bedingungen die numerische Losung ebenfalls
kontrahierend ist, und insbesondere: welcher Art sind die Schrittweitenbeschrinkungen,
die eine stabile Losung gewéhrleisten?

In [24] wird auch fiir die Bedingung (2.13) ein numerisches Analogon angegeben.

Definition 4

Es werde fiir ein semi-implizites Verfahren eine Menge W definiert als die Menge aller
positiven Zahlen o, fiir die gilt:

erfiillt das formal linearisierte System (2.10) die Bedingung (2.11) mit « + oL < 0 fiir ein
o € W, dann existiert eine Konstante C, die nur von dem Verfahren und von ® abhingt,
nicht aber von der Steifigkeit der Differentialgleichung, so dafl das Verfahren stabil ist fiir
Schrittweiten H mit

HL<C. (2.14)

Als wy wird dann das Infimum von W bezeichnet; ist W = 0, dann setzt man @y = oo.

Die Autoren formulieren aufgrund einer ausfiihrlichen Analyse fiir die extrapolierte semi-
implizite Mittelpunktregel die Bedingung

ft oL <0 (2.15)

als hinreichendes Kriterium fiir die Kontraktivitéit der numerischen Losung.

Die empirischen minimalen Werte fiir & werden angegeben mit ;1 = 1.0 fiir alle i, ;2 =
1.14, w32 = 1.97, 03 3 = 2.09 fiir die von Bader und Deuflhard vorgeschlagene Schrittwei-
tenfolge F, [24, 4]. Fiir die sogenannte harmonische Schrittweitenfolge F = {2,4,6,...}
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2. Die numerische Ldsung des semidiskreten Systems

errechnet man leicht groBBere Werte: ;> = 1.37, 032 = 2.23, 03 3 = 2.64. Die Werte fiir
o zu Niherungen, die aullerhalb der ersten Spalte des Tableaus stehen, sind in jedem Falle
groBer als eins: ;; > 1 fiir k > 2.

Die Verfahren der ersten Spalte und der ersten drei Zeilen des Extrapolationstableaus be-
sitzen also eine nichtleere Menge W im obigen Sinne (daraus folgt ihre A-Stabilitit).

2.4. Ordnungs- und Schrittweitensteuerung

Durch das Extrapolationsverfahren wird eine Methode zur Losung von Systemen gewdhn-
licher Anfangswertaufgaben definiert, die nicht nur variable Zeitschrittweiten, sondern
auch eine Anpassung der Konsistenzordnung des Verfahrens ermdoglicht. Bei der Steue-
rung der Ordnung wird eine Schitzung des Aufwandes zugrundegelegt, die auf der Zahl der
Funktionsauswertungen in der extrapolierten semi-impliziten Mittelpunktregel basiert. Da-
zu wird im Anschluf} an die folgenden allgemeineren Erdrterungen iiber Fehlerschitzung
und Schrittweiten-Vorhersage die Methode zur Minimierung des relativen Aufwandes (be-
zogen auf einen Einheits-Zeitschritt) dargestellt.

2.4.1. Schrittweiten

Eine Schrittweitensteuerung nimmt man vor, weil bei zu groen Schrittweiten ein viel zu
grofles Extrapolations-Schema berechnet werden muf3 beziehungsweise eine erwartete Ge-
nauigkeit bei einem beschrénkten Tableau gar nicht erreicht wird. Zu kleine Schrittweiten
filhren zu unnétigen Rundungsfehlern und zu lingeren Laufzeiten, weil mehr Schritte ge-
rechnet werden als nétig.

Grundlage der Schrittweitensteuerung ist die Schitzung der GréBenordnung des Fehlers
auf der Basis der asymptotischen Entwicklung des globalen Fehlers zur lokalen Schritt-
weite 2 nach dem Satz von Bader und Deuflhard (Satz 6). Der globale Fehler der Iteration
(2.4) ist ndmlich im Extrapolationsverfahren der zu schitzende lokale Fehler zur Schritt-
weite H.

Nach Satz 6 gilt folgende Fehlerschitzung fiir jede Matrix A in dem semi-impliziten Ver-
fahren [9]:

Lemma 10 (Fehlerschétzung)
Sei € := ||T;x —y(to+ H)|| der Diskretisierungsfehler in einer skalierten Norm. Fiir ein
Vertahren mit der asymptotischen Fehlerentwicklung (2.5) aus Satz 6 mit polynomialer
Extrapolation gemal3 (2.6) gilt folgende Fehlerschitzung:

€ik = (ni—gs1---m) 2C(Q)||Culto + H, ) || H, (2.16)

wobei C( o) die sogenannte Toeplitz-Konstante [20] zu der Schrittweitenfolge {n;} ist.

Bemerkung. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz des Extra-
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2.4. Ordnungs- und Schrittweitensteuerung

polationsschemas, die Toeplitz-Bedingung (vgl. [16], S. 337), fordert

n;

ol .= sup <1,

n>0 Mit+1

woraus fiir die Toeplitz-Konstante

n
C(at) :=sup ) |c,(ff)| < o0
n>0m,=0
folgt, mit den Koeffizienten der aus (2.6) zu gewinnenden Linearkombination fiir die Dia-
gonalelemente

S0
Tiw= ¢ T
i=1

Diese Koeffizienten werden allerdings nicht wirklich berechnet.
Nach [4, 9] wird Cy(to + H,h) = O(H) angesetzt, sodaB man statt (2.16) die folgende
Abschitzung erhilt:

ik = (Migy1---m) 2T HH*H (2.17)

mit einer geeigneten positiven Zahl Ty.
Beweis (Lemma 10). |9, 20] U

Diese Schitzung des Fehlers beruht auf der asymptotischen Entwicklung des Diskretisie-
rungsfehlers und auf der Approximationsordnung gemifs Lemma 7 (a). Sie beruht auf3er-
dem auf der stillschweigenden Annahme, dafl das Verfahren hoherer Ordnung (also durch
das in einer Zeile weiter rechts stehende T représentierte Verfahren) die deutlich bessere
Approximation liefert. Die Fehlerschitzung ist unabhéngig von der konkreten Wahl der
Stabilisierungsmatrix A.

Fiir die Diskretisierungfehler einer Spalte folgt aus der Fehlerschétzung (2.17), daf3 sie sich
durch Faktoren unterscheiden, die nur von der Schrittweitenfolge {n;} abhéngen,

2

- M-kt

8i+1,k=( o ) Eik> (2.18)
i+

da T nur von dem Spaltenindex abhingt.

Hat man im Schema die k-te Zeile berechnet, so steht mit dem Element 7} ; die Appro-
ximation der hochsten Ordnung zur Verfiigung. Die besten Approximationen niedrigerer
Ordnung sind die Elemente T} 41 und T;_q 4—;. Von diesen wird aus zwei Griinden das
Subdiagonalelement 7} x_ gewihlt: zunéchst ist der subdiagonale Néherungswert genauer
(vgl. (2.18)), sodann ist er auch in der konkreten Implementierung — wo nur die jeweils
aktuelle Zeile des Tableaus im Arbeitsspeicher gehalten wird — ohne weiteren Speicher-
platzbedarf zu erhalten.

Obwohl die so gewonnene Schitzung des lokalen Fehlers nur fiir das Subdiagonalelement
Ty k-1 gilt, wird man trotzdem mit der genaueren Approximation 7} ; weiterrechnen, wenn
die Fehlerschitzung die vorgegebene Toleranz bedient.

27



2. Die numerische Ldsung des semidiskreten Systems

Mit anderen Worten: Ein globaler subdiagonaler Fehlerschitzer des Extrapolationsverfah-
rens (wieder in einer skalierten Norm)

€kk-1= Ekk—1= [|Tih—1— Tkl
bedient die Toleranz eps, falls folgendes Kriterium erfiillt ist:
€k k—1 < €PS.

Das Verfahren kann dann mit der Naherung 7y  fiir y(fy + H ) fortgesetzt werden [9].

Die Fehlerschitzung wird allerdings nicht nur verwendet, um eine Validierung des Ergeb-
nisses vorzunehmen, sie wird auch zur Bestimmung einer Schrittweite H fiir den nichsten
globalen Schritt des Extrapolationsverfahrens benutzt.

Dazu stellt man zunidchst Bedingungen fiir das Konvergenzverhalten des Extrapolations-
verfahrens; diese haben etwa die Form

€k < O (2.19)

fiir gewisse vorgeschriebene Werte o; ;. In [9] werden solche Bedingungen an das Konver-
genzverhalten aus einer informations-theoretischen Betrachtung des Extrapolationsverfah-
rens hergeleitet. Das der Extrapolation zugrundeliegende Verfahren wird dabei als eine Art
,»Black Box“ angesehen; lediglich die asymptotische Fehlerentwicklung (Satz 6) und die
Eigenschaften des Extrapolationsverfahrens spielen bei der Fehlerschitzung eine Rolle.

Auf der Grundlage von (2.17) folgt nun

2%k+1
Oix . (Hik baw
Si,k H '

H;, = H % %
' V €k

fiir eine ,,optimale™ Schrittweite H; x, bei der in (2.19) Gleichheit erfiillt ist. Dabei sind die
€; x nicht exakt bekannt, und die o; ; stammen aus Annahmen iiber das ideale Konvergenz-
verhalten des Extrapolationsschemas. Die o x sind so zu wihlen, daf} sie die Bedingung

(2.18) erfiillen, also
Ni—k+1 ?
O 14 = ( — ) Oli
njt+1

und damit auch H; 1, = H; gilt (vgl. (2.20)). Aus diesen Beobachtungen folgt, da3 nur
eine Schrittweitenschitzung pro Spalte des Tableaus gemacht werden muf.

(2.20)

Mit der subdiagonalen Fehlerschitzung € 4 erhélt man fiir die Spalten mit den Indizes
k=1,2,... die Schrittweitenschitzung

_ Oly fr—
Hyjoy = %f,'/%. (2.21)
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2.4. Ordnungs- und Schrittweitensteuerung

2.4.2. Minimierung des relativen Aufwandes

Durch die Angabe von Fehlerbedingungen wird nicht nur die Schrittweite, sondern auch
die Ordnung des Verfahrens beeinflufit.

Dazu reicht es, als Toleranz in der Fehlerbedingung ein eps = ;4 aus dem Konvergenz-
Schema zu wihlen. Mit der theoretischen Schitzung (2.17) der Fehlerordnung erhélt man
dann

Hiki 2k+1 E

7 e (2.22)
L

mit Y; 4 := (#_g41---1n;) "2 Dieses theoretische Ergebnis 148t sich allerdings auf die Schit-
zung der idealen Zeitschrittweite iibertragen.

Bei einer optimalen Wahl der Konsistenzordnung wird das Ergebnis in der gewiinschten
Genauigkeit mit minimalem Aufwand berechnet. Da der grofte Teil des Aufwandes im
Extrapolationsverfahren in der Berechnung der ersten Spalte des Extrapolationsschemas
durch die Iteration der semi-impliziten Mittelpunktregel besteht, wird der Aufwand der
Berechnung des Elementes T;; gut durch den Aufwand der dazu insgesamt bendétigten Ite-
rationen im Grundverfahren beschrieben. Als weitere Vereinfachung wird dieser Aufwand
durch die Anzahl der benétigten Funktions-Auswertungen beschrieben. Diese Uberlegun-
gen fiihren zu der

Definition 5 (relativer Aufwand)
Als relativen Aufwand pro Einheits-Zeitschritt bezeichnet man die Grof3e

W= A;
i,k Hi,k i

mit der tatséchlichen globalen Zeitschrittweise H und der ,,idealen” Schrittweite H; ;. Dabei
bezeichne A; den absoluten Aufwand zur Berechnung der Naherung 7;; im Extrapolations-
tableau.

Da die Berechnung der rechten Seiten des Systems f einen groen Anteil dieses Aufwan-
des ausmacht, wird die Anzahl der Funktions-Auswertungen als Maf fiir den absoluten
Aufwand gewihlt. Es gilt dann

Ai=n+1
Aiy1:=A;j+n firi=1,2,...

Die theoretische Schrittweite Hy _; ersetzt man nun durch die berechenbare Schitzung
Hj 4—1 aus (2.21) und erhilt fiir den relativen Aufwand die Schitzung

: L 2.23
’ eps ( )

mit dem subdiagonalen Fehlerschitzer & ;_;.
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2. Die numerische Ldsung des semidiskreten Systems

Ein geschitzter optimaler Spaltenindex g kann nun bestimmt werden aus

mit einem maximalen Spaltenindex ky. Hat man auf diese Weise g bestimmt, wiéhlt man
als Schrittweiten-Vorhersage fiir den nichsten Schritt

Ay =H zq—n/;ps . (2.24)
517‘1_1

2.5. Zur Realisierung des Verfahrens

Im folgenden sind einige Anmerkungen gesammelt, die sich auf die Realisierung des Ver-
fahrens auf einem Rechner beziehen. Es handelt sich dabei um Anmerkungen von allge-
meinerer Art bzw. um Bemerkungen zu der Realisierung in diesem speziellen Fall, die an
anderer Stelle keinen Platz hatten.

o Zur Vermeidung unndtiger Matrix-Vektorprodukte, und um die explizite Berechnung
von f zu umgehen, wird iiblicherweise das Verfahren (2.4) in der folgenden Form
implementiert:
mit den Differenzen Ay = 11 — Ny berechnet man die Néherung durch

(I-hA)Ay = h f(yo)
N1 :=yo+4A0

firk=1,2,...,2m—1
(I —hA) (A= DN—1) = 2(h f(k) — Ax—1)
MNit+1 2= Nk + Ak

(I = hA) Ay = h f(Nom) — Aom—1
S2m =Mowm + A2m

¢ Fiir das Extrapolationsverfahren mit der semi-impliziten Mittelpunktregel nimmt
man {iblicherweise eine der beiden Schrittweitenfolgen

— doppelte harmonische Folge
Fon =4{2,4,6,8,...}
— Schrittweitenfolge von Bader/Deuflhard

Fo = {2,6,10,14,22,34,50,...}
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2.5. Zur Realisierung des Verfahrens

o Eine skalierte Norm fiir ein System aus n» Komponenten erhélt man mit einer Diago-
nalmatrix (Skalierungsmatrix)

01

G2
D= . durch

Op
&1 = |ID™ (Tes—1 — Tl

d. h. durch komponentenweises Skalieren. Neben festen Skalierungen mit konstanten
G; benutzt man hiufig relative Skalierungen, etwa G; = |y;|, Betrag der i-ten Kompo-
nente der aktuellen Nidherungslosung [11].

AuBerdem sind ,,glatte” Normen, wie etwa die euklidische Norm vorzuziehen, weil
sie meist einen glatteren Verlauf der Schrittweitensteuerung ergeben. Die Maximum-
Norm etwa fiihrt hdufig zu Spriingen in den Schrittweiten.

o Das semi-implizite Verfahren bleibt stabil, wenn statt der Jacobi-Matrix des ganzen
Systems die Jacobische des steifen Anteils als Stabilisierungsmatrix gewdahlt wird.

Bei der Diffusions-Konvektions-Aufgabe bietet es sich an, die symmetrische und
positiv definite Jacobi-Matrix des Diffusionsanteils zu wihlen und die Konvektion
rein explizit zu rechnen.

¢ Wo — wie hier — die Jacobi-Matrix nicht explizit zur Verfiigung steht oder ana-
Iytisch nicht zu gewinnen ist, approximiert man ihre Eintrdge per Differenzenver-
fahren. Dabei sollte man die diinne Besetzungsstruktur und eventuell Symmetrie
beriicksichtigen.

¢ In dem hier vorliegenden konkreten Fall wird die Jacobi-Matrix des Grundwasser-
und Schadstoff-Systems reduziert, das heift die drei Blocke von

Jii 0 )
J=(""
(Jz,l J22

d d d
Jig= wfl(}’) Jo1 = wfz(y) Jop = gfz(Y)

werden auch getrennt berechnet:

und zwar in jedem globalen Schritt des Extrapolationsverfahrens.

Im semi-impliziten Verfahren werden dann lineare Gleichungssysteme mit der Jaco-
bi-Matrix J auf folgende Weise berechnet:

o7+ )]G =)
0 I Jo1 J22) ] \»2 f2
reduziert sich zu den beiden linearen Gleichungssystemen

(I=hJii)y1 = fi
(I—=hJ22)y2 = fo=J21)1.
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2. Die numerische Ldsung des semidiskreten Systems

Das erste entspricht dabei der Gleichung fiir den Wasserflu}, das zweite entspricht
dem Transportproblem fiir die Schadstoffausbreitung.
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3. Gebietszerlegungsverfahren als
Vorkonditionierer

Wie im vorigen Kapitel gezeigt wurde, werden in der semi-impliziten Mittelpunkt-Regel
lineare Gleichungssysteme mit einer Approximation der Jacobi-Matrix gelost, um das Ver-
fahren zu stabilisieren.

Die Tatsache, daB3 nicht die exakten Jacobischen Matrizen benétigt werden, sondern ledig-
lich Approximationen, die allerdings gewisse Bedingungen erfiillen miissen (vgl. Lemma
9, S. 24), fiihrt zu der Idee, einen sogenannten Vorkonditionierer der Jacobischen als Sta-
bilisierungsmatrix einzusetzen. Als Vorkonditionierer werden hier Matrizen bezeichnet,
deren Inverse leichter (oder billiger) zu berechnen ist als die Inverse der urspriinglichen
Matrix, die aber gleichzeitig in einem gewissen Sinne nahe bei der urspriinglichen Matrix
liegen.

Wie Vorkonditionierer in Losungsverfahren fiir grofe diinn besetzte lineare Gleichungssy-
steme eingesetzt werden und welche konkreten Verfahren dabei eine Rolle spielen, wird
im folgenden kurz dargestellt. Dabei liegt das Hauptaugenmerk auf Gebietszerlegungs-
Vorkonditionierern, die von besonderem Interesse in der parallelen Losung linearer Glei-
chungssysteme sind.

3.1. Iterative Losung linearer Gleichungssysteme

Zur Losung eines linearen Gleichungssystems
Ax=b 3.1

mit einer reguldren Koeffizientenmatrix A gibt es zwei Klassen von Verfahren, direkte und
iterative Methoden. Wihrend die direkten Verfahren auf einer expliziten Zerlegung (Fak-
torisierung) der Koeffizientenmatrix beruhen, die ihre diinne Besetzungsstruktur zerstort,
verwenden iterative Losungsverfahren nur die Matrixelemente, die von Null verschieden
sind und verdndern A nicht. Als unvollstindige Zerlegung oder Block-Faktorisierung treten
allerdings direkte Techniken auch innerhalb von iterativen Verfahren auf.
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3. Gebietszerlegungsverfahren als Vorkonditionierer

3.1.1. Lineare Iterationsverfahren

Die elementaren Iterationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme (3.1) sind li-
neare Verfahren der Form

Cxi1 = Rx;+b (3.2)

mit einer sogenannten Vorkonditionierungsmatrix C und der zugehdrigen Defektmatrix
R = C —A. Die Iterierten dieses Verfahrens sind nur dann wohldefiniert, wenn C regulér
ist.

Iterationsverfahren dieser Form werden auch als Defektkorrektur-Methoden formuliert, in
denen die Defektmatrix nicht explizit vorkommt. Lst man (3.2) nach der Korrektur (Ver-
besserung) d;, 1 = x;,1 — x; auf, so erkennt man, dal zur ihrer Berechnung der sogenannte
Defekt (das Residuum) r; = Ax; — b der Nédherungslosung x; verwendet wird:

Cdiyr=-r;, Xp1=x+dig1. (3.3)

In den Iterationsverfahren diese Typs wird also das lineare Gleichungssystem (3.1) suk-
zessive so geldst, daB jeweils eine Korrektur als Losung eines Gleichungssystems mit der
Vorkonditionierungsmatrix C berechnet wird. In diesem Sinne charakterisiert die Wahl des
Vorkonditionierers C das Verfahren.

Sei etwa x* ein Fixpunkt der Iteration (3.2), also Cx* = (C —A)x* + b, so 16st x* auch
das lineare Gleichungssystem A x* = b. Umgekehrt verschwindet der Defekt fiir die exakte
Losung, d.h. Iterationsverfahren der Form (3.2) sind fiir beliebige reguldre Vorkonditionie-
rer C konsistent. Sie konvergieren fiir alle Anfangsniherungen xo genau dann, wenn der
Spektralradius der Iterationsmatrix C™' R = I — C~! A Kleiner als eins ist:

PCT'R) < 1. (3.4)

Das Konvergenzkriterium (3.4) ist hinreichend und notwendig. Fiir beliebige aber mitein-
ander vertragliche Vektor- und Matrixnormen || - || ist ein hinreichendes Kriterium fiir die
Konvergenz, das gleichzeitig eine Fehlerabschétzung liefert, gegeben durch [23]

IC™'R|| < 1, und fiir die Fehler gilt
[P =" | < [ICT'RI] [l — x| und (3.5)
[l =] < IC™ R [lxg = "] -
Die Konvergenzgeschwindigkeit wird in der Anzahl von Iterationen gemessen, die benétigt

werden, um einen gewissen relativen Fehler sicher zu erreichen; zum Beispiel werden fiir
||x* — x¢|| /||x* — x0]| < €bis zu

o In(1/e)
In(1/(|C=R]])

Iterationen gebraucht [3].
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3.1. Iterative Losung linearer Gleichungssysteme

Ist ||C~! R|| nahe bei eins, so bendtigt man sehr viele Iterationen, bis man in der entspre-
chenden Vektornorm den Fehler auf ein gewiinschtes Mal} reduziert hat. Daher ist es von
Interesse, daB} die Effizienz von Iterationsverfahren (3.2) auf zwei Weisen verbessert wer-
den kann:

o durch eine polynomiale Beschleunigung, die auf sogenannte semi-iterative Verfahren
fiihrt, oder

¢ durch geschickte Wahl der Vorkonditionierungsmatrix C, die sowohl eine ,,moglichst
gute Approximation” fiir die Koeffizientenmatrix A als auch ,leicht zu invertieren™
sein soll.

Bevor im nichsten Abschnitt einige Methoden der Vorkonditionierung dargestellt werden,
folgen hier einige Bemerkungen iiber polynomiale Iterationsverfahren.

3.1.2. Polynomiale Beschleunigung

Polynomiale Iterationsverfahren haben die Form
Xi41=x—1C 7 ry (3.6)

mit dem Defekt r; = Ax; — b wie oben (3.3), C regulir. Die Korrektur d;; = —C~!r; wird
also mit einem Parameter T; gewichtet (dabei wird der degenerierte Fall T; = 0 ausgeschlos-
sen). Falls fiir alle / = 0,1,2,... derselbe Parameter t; = t gewéhlt wird, spricht man von
einer stationiren Iteration, ansonsten von einem semi-iterativen oder instationidren Verfah-
ren.

Bezeichnet man mit ¢; = x* — x; den Fehler im /-ten Schritt, so erhilt man
el =x" —x;+1C 1 (Ax - b)
=e+1C A (x —x") 3.7
=(I-1C'A)¢g
fiir [ = 1,2,..., sowie e, = pn(C~1A) €. Dabei ist pu(A) = [T/o(1 — T/ A) ein durch die
Folge der 1; definiertes Polynom m-ten Grades mit Nullstellen bei 1/t;. AuBerdem sind

Iterationsverfahren der Form (3.6) fiir beliebige Parameterfolgen {t;;/ = 0,1,2,...} kon-
sistent.

Als spezielle polynomial bechleunigte Iterationsverfahren mit adaptiver Wahl der Parame-
ter konnen vorkonditionierte CG-Verfahren und verwandte Methoden betrachtet werden.
Allerdings werden diese meist nicht im Kontext linearer Iterationsverfahren behandelt,
sondern bilden eine eigene Klasse iterativer Methoden fiir diinn besetzte grole Gleichungs-
systeme [18, 5].

3.1.3. Vorkonditionierungstechniken

Hier kann nur kurz angerissen werden, welche Vielfalt von Vorkonditionierungstechniken
angewandt werden, um eine konvergente Zerlegung A = C — R der Koeffizientenmatrix zu
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3. Gebietszerlegungsverfahren als Vorkonditionierer

gewinnen. Bei manchen Verfahren wird die Matrix C angegeben, die zu einer ,,approximier-
ten Inversen” von A fiihrt, aber das ist nicht erforderlich, da im Grunde nur die Wirkung
der Inversen C~!, also eine Approximation der Inversen der Koeffizientenmatrix A in dem
Verfahren benotigt wird.

Die bekanntesten Vorkonditionierer sind die Gauf3-Seidel und die Jacobi-Vorkonditionierer.
Dazu wird durch die Zerlegung

A=D-L-U

der Koeffizientenmatrix in ihren Diagonalanteil D und die oberen (U) bzw. unteren (L)
Dreiecksmatrizen zugrundegelegt. Jacobi- und Block-Jacobi-Verfahren beruhen auf der In-
vertierung des Diagonalanteils der Koeffizientenmatrix, der Jacobi (bzw. Block-Jacobi-)
Vorkonditionierer (Gesamtschrittverfahren) hat die Form

C=D.

Das GauB3-Seidel-Verfahren (Einzelschrittverfahren) erhélt man bei der Wahl des unteren
Dreiecks-Anteils der Koeffizientenmatrix

C=D-1,

und ein allgemeineres Relaxationsverfahren (successive (over-) relaxation method, SOR)
durch die Wahl

C=0"'D-L mitwc(0,2),
bzw. ein entsprechendes symmetrisches Verfahren (symmetric SOR, SSOR)
C=(o'D-L) (0o 'D)" (0" 'D-U) mitwe (0,2)
durch Einbeziehen eines Relaxationskoeffizienten.

Eine wichtige Klasse von Verfahren zur Gewinnung von Vorkonditionierern beruht auf un-
vollstindigen Zerlegungen der Matrix A (incomplete LU/Cholesky factorization, ILU/IC).
Dabei werden verschiedene Techniken verwendet, um eine Zerstérung der diinnen Beset-
zungsstruktur der Matrix zu verhindern oder den Eintrag von neuen Elementen zu begren-
zen. Polynomiale Vorkonditionierer beruhen auf einer Approximation der Inversen A~!
durch Polynome von Matrizen [3, 23]. Alle diese Vorkonditionierungs-Verfahren sind auch
auf ihre Verwendbarkeit in parallelen Algorithmen auf Rechnern mit verteiltem Speicher
untersucht worden [6, 7, 33].

Bekommt man das zu l6sende lineare Gleichungssystem aus der Diskretisierung einer
partiellen Differentialgleichung, so kann man fiir die Ermittlung des Vorkonditionierers
Informationen iiber die Geometrie des zugrundeliegenden Gebiets verwenden. Auf die-
se Weise erhilt man Gebietszerlegungsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme.
Nicht-iiberlappende Gebietszerlegungsmethoden (siehe den nichsten Abschnitt 3.2) sind
Block-Jacobi- oder Block-GauB3-Seidel-Verfahren. Das verwendete Splitting (im Grunde
eine Umnumerierung der Unbekannten) beruht dann auf der Wahl der Teilgebiete. Bei den
tiberlappenden Gebietszerlegungen kann die Vorkonditionierungsmatrix im allgemeinen
nicht angegeben werden. Die Wirkung der approximierten Inversen C~! wird dann durch
eine geeignete Kombination der Teilgebiets-Losungen hergestellt.
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3.2.  Gebietszerlegungsverfahren

3.2. Gebietszerlegungsverfahren

Gebietszerlegungsmethoden (domain decomposition methods) sind in den vergangenen
Jahren zu einem sehr aktiven Feld in der Numerik partieller Differentialgleichungen ge-
worden [29], vor allem als natiirlicher Ansatz zur Parallelisierung [21].

Gebietszerlegungsverfahren werden heute bereits in Anwendungsprogrammen eingesetzt,
zum Beispiel in einem expliziten Verfahren zur parallelen Simulation von Crash-Tests [43].
Hiufig wird das Schwarzsche Verfahren in seiner additiven Form dort eingesetzt, wo be-
stehende Programme auf Parallelrechnern oder Rechnerverbunden ohne groBe Anderungen
weiter verwendet werden sollen.

Im weiteren Sinne gehoren auch Partitionierungstechniken fiir Graphen und irregulére Git-
ter [36] zu den Gebietszerlegungsmethoden. Den Hintergrund fiir diese Verfahren bildet
die Notwendigkeit, unstrukturierte Gitter (z.B. adaptive FE-Gitter aus der Stromungssimu-
lation) fiir die Verarbeitung auf einer vorgegebenen Anzahl von Prozessoren zu zerlegen.

Heute werden numerische Gebietszerlegungsverfahren im engeren Sinne als Losungsver-
fahren fiir die bei der Diskretisierung partieller Differentialgleichungen auftretenden linea-
ren oder nichtlinearen Gleichungssysteme betrachtet [37].

Die urspriingliche Idee der Gebietszerlegung von H. A. Schwarz [34] war eine Methode,
partielle Differentialgleichungen auf komplexen Gebieten zu 18sen, die als Vereinigung
einfacherer Gebiete aufgefa3t wurden. Das Problem auf dem Gesamtgebiet wurde zerlegt
in gekoppelte Probleme auf den Teilgebieten; die Kopplung wurde durch Uberlappungen
der Teilgebiete gewdhrleistet. In Abb. 3.1 beispielsweise ist das Gesamtgebiet €2 in zwei

Q =0

Abbildung 3.1.: Eine einfache Zerlegung in zwei iiberlappende Teilgebiete

Teilgebiete €2 und €, zerteilt, die jeweils eine einfache Geometrie haben und sich in einem
gewissen Bereich im Inneren von € iiberlappen. Der alternierende Schwarz-ProzeB fiir die
Poisson-Gleichung

—Au=f in Q=QUL,,
u=g auf 00,
auf dem Gesamtgebiet besteht darin, ausgehend von einer Anfangs-Niherung u(®) die je-
weils nichste Iterierte u("*1) durch sukzessive Losung der Probleme auf den Teilgebieten

zu berechnen. Hierbei reicht es, fiir () die Anfangswerte auf 0Q ~. dQ vorzugeben. Diese
Werte auf den inneren Teilgebietsriandern (die ,,Pseudo-Randwerte” auf dQ2; ~. 90Q bzw. auf
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3. Gebietszerlegungsverfahren als Vorkonditionierer

0L, ~. 0Q) werden in den folgenden Iterationen aus dem iiberlappenden Bereich genom-
men:

—AuH2) = f in Q,
urt1/2) = ) auf 0Qy,
sowie
—AutY = in Qs,
ulm ) — g (n+1/2) g 90,

Bei diesem alternierenden Verfahren handelt es sich um eine Iteration in Einzelschrit-
ten, da in jedem Iterationsschritt die bereits berechneten Nédherungen aus dem gleichen
Schritt gewéhlt werden und aus dem vorigen Schritt nur die Ndherungen benutzt wer-
den, die noch nicht neu berechnet wurden. Ein Gesamtschritt-Verfahren entsteht, wenn
in jeder Iteration sdmtliche Schitzungen fiir die Pseudo-Randwerte aus der vorigen Itera-
tion genommen werden. Wie bei der GauB3-Seidel-Relaxation wird beim multiplikativen
Schwarz-Verfahren eine Parallelisierung durch ,,Farbung” der Teilgebiete erreicht; das ad-
ditive Verfahren ist (wie das Jacobi-Relaxationsverfahren) bereits vom Ansatz her ein par-
alleles Verfahren.

Im folgenden geht es um Gebietszerlegungsverfahren zur Losung linearer Gleichungssy-
steme, um Gebietszerlegungs-Vorkonditionierer, die eine approximierte Inverse der Koef-
fizientenmatrix auf der Basis von (in den Teilgebeiten) lokalen Systemen liefern.

Man kann die numerischen Gebietszerlegungsverfahren (DD-Methoden fiir domain de-
composition) grob in liberlappende und nichtiiberlappende Verfahren einteilen [37].

Uberlappende Verfahren (Schwarz-Verfahren) sind Iterationsverfahren, die den Relaxati-
onsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme entsprechen (vgl. Abschnitt 3.1). Betrachtet
man die lokalen Losungen als Korrekturen, erkennt man ihre Verwandtschaft mit Mehrgit-
ter-Verfahren; hiufig werden auch Multilevel-Schwarz-Verfahren eingesetzt.

Wenn man die beziiglich ihrer lokalen Variablen diskretisierte Aufgabe betrachtet, so 1at
sich eine Aufteilung in Teilgebiete als Partitionierung der Gitterpunkte beziechungsweise
ihrer Indexmenge verstehen [23]. Der Restriktionsoperator Q zu einem gewissen Teilge-
biet ist die Matrix, die eine Ndherungslosung auf jene Komponenten reduziert, die in ei-
nem gewissen Teilgebiet liegen. Die Transponierte Q7 ist der entsprechende Prolongations-
Operator.

Sei wieder x* die exakte Losung des linearen Gleichungssystems (3.1) und x*) eine Ni-
herungslésung, die man mit der Prolongation Q7 ¢ einer lokalen Korrektur verbessern
mdochte. Dann ist ¢ die Losung der restringierten Defektgleichung

(QAQT)c = Q(Ax* —Ax(")),

beziehungsweise

0" c=0"(0A0") ' 0(b—Ax"). (3.8)
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3.2.  Gebietszerlegungsverfahren

Die Matrix (QAQT) ist genau der zu den Knoten des betrachteten Teilgebiets gehdrende
Block der Koeffizientenmatrix A.

Im folgenden wird nun ein einfacher DD-Vorkonditionierer vorgestellt, der einfach zu kon-
struieren ist und eine direkte Parallelisierung ermdglicht. Es handelt sich um den mit dem
Block-Jacobi-Verfahren verwandten additiven Schwarz-Vorkonditionierer [37].

Fiir die Darstellung der nichtiiberlappenden additiven Gebietszerlegung ist es hilfreich, die
Unbekannten gebietsweise abzuzéhlen, d.h. die Unbekannten eines Teilgebiets nacheinan-
der; die entsprechenden Restriktionsoperatoren haben dann die folgende Blockgestalt:

0i=(0...0L0...0).

Eine Kombination der Teilgebietslosungen im obigen Sinne fiihrt auf den Block-Jacobi-
Vorkonditionierer, und die entsprechende approximierte Inverse von A ist dann zum Bei-
spiel bei drei Teilgebieten

ATY 00
-1 _ -1
cl'=10 a;' o 2o
0 0 Aj (3.9)

= Q1 AT' 01+ 03 A5 0, + 05 A5 0.

Im Schwarz-Verfahren werden im allgemeinen iiberlappende Gebietszerlegungen gewéhlt,
weil diese eine Kopplung der Teilprobleme liefern, die fiir die korrekte Behandlung partiel-
ler Differentialgleichungen unverzichtbar ist. Im numerischen Verfahren werden die iiber-
lappenden Differenzen-Knoten oder Volumen- bzw. Element-Zellen als Dirichlet-Rand-
werte behandelt.

Hat man etwa das Integrationsgebiet in p Teilgebiete von etwa gleicher GroBe zerlegt, so
ergibt sich analog zu (3.9) die zugehorige approximierte Inverse als

p
Cl =3 00A7"0;
i=1
im Unterschied zum Block-Jacobi-Verfahren kann man hier die Matrix C nicht mehr expli-
zit angeben. Das ist aber auch nicht erforderlich, da sowohl im Zusammenhang mit linearen
Iterationen und vorkonditionierten CG-Verfahren, als auch in der Anwendung als Stabili-
sierungsmatrix letzten Endes nur die Wirkung einer approximierten Inversen C~! benétigt
wird. Auch diese wird nicht explizit berechnet, sondern ihre Wirkung auf einen Vektor v
auf folgende Weise realisiert:

e v;:=(Q;v Restriktion
o A;w;=v; Losungeines linearen Gleichungssystems in jedem Teilgebiet (parallel)

o Clyv:i= > OF'w;  Prolongation und Addition der Teilgebietslosungen (Man be-
achte, daf} hierbei eine Summe von Vektoren berechnet wird, und nicht eine Summe
tiber Matrizen.)

39



3. Gebietszerlegungsverfahren als Vorkonditionierer

Verwendet man das Schwarz-Verfahren zur Parallelisierung, so ist zu beachten, daf die
Werte von v in den jeweiligen tiberlappenden Bereichen zu Beginn eines Iterationsschritts
tibereinstimmen miissen. Meist werden einzelne Teilgebiete jeweils einem Prozessor zuge-
ordnet, sodaf} die Anpassung eine Kommunikation zwischen den Prozessoren erfordert.

Da die Kopplung der Teilprobleme bei den Schwarz-Verfahren nur lokal stattfindet, wird
héufig eine Grobgitter-Beschleunigung mit einem Gitter in der Gré3e der Teilgebiete durch-
gefiihrt. Auf diese Weise erhdlt man tiberlappende Zweigitter- oder Mehrgitter-Schwarz-
Verfahren mit einer wesentlich verbesserten Konvergenz. Ist etwa Q. der Restriktionsope-
rator fiir das Grobgitter, so erhilt man einen einfachen Zweigitter-Schwarz-Vorkonditio-
nierer durch

)4
C ' =0lA7 0.+ Y 0T A7 0.
i=1

Andere Gebietszerlegungsverfahren mit globaler Kommunikation basieren auf der Block-
Elimination von nichtiiberlappenden Zerlegungen, wo aber die sogenannten Interface-Kno-
ten, die zwischen den Teilgebieten etwa eine Schicht von Volumen-Zellen bilden, einen
eigenen Block Ay erhalten. Die Teilgebiete sind dann durch eine A;-Schicht voneinander
separiert. Durch eine gebietsweise Abzihlung, bei der A; zuletzt gezéhlt wird, erhélt die
Systemmmatrix eine Block-Form, in der der weitaus groBte Teil Ap Block-Diagonalgestalt

hat:
() ()= ()
Aip  Af X; by
Das dabei z.B. bei zwei Teilgebieten entstehende Schur-Komplement-System
< 1 < 1
(A= Y ALAT Air)xp = by — Y ApA7 ' b;

i=1 i=1

ist verhéltnisméBig klein, und die darin vorkommenden Teilgebietsldsungen sind unabhén-
gig voneinander. Die Schur-Komplement-Methode (Unterstruktur-Methode) erfordert al-
lerdings eine spezielle Vorkonditionierung; etwa einen sogenannten Neumann-Dirichlet-
oder Neumann-Neumann-Vorkonditionierer [37].

3.3. Vorkonditionierer im semi-impliziten Verfahren
In diesem Abschnitt wird dargestellt, wie sich ein additives Gebietszerlegungsverfahren in

die semi-implizite Mittelpunktregel einfiigen 146t.
Sei durch
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3.3.  Vorkonditionierer im semi-impliziten Verfahren

eine Gebietszerlegung definiert. Dann ist — wie im vorigen Absatz dargestellt — der zu-
gehorige additive Vorkonditionierer C definiert durch

P
=Y 0/ (QiAQ]) ™" 0:.
i=1

Im semi-impliziten Verfahren (der semi-impliziten Euler-Methode oder der semi-implizi-
ten Mittelpunktregel) ist das folgende lineare Gleichungssystem zu 16sen (vgl. (2.4)):

(I—hA)y=f. (3.10)

Dabei bezeichne A die Jacobi-Matrix f,(yo).

Da fiir die Jacobi-Matrix A nur eine Approximation A gesucht wird, an die allerdings die
aus Kapitel 2 bekannten Stabilitéts-Voraussetzungen zu stellen sind, wird man zunichst
versuchen, einen entsprechenden Gebietszerlegungs-Vorkonditionierer zu verwenden; da-
durch erhdlt man — Stabilitit vorausgesetzt — ein duflerst gut parallelisierendes Verfahren,
weil die Losung der linearen Gleichungssysteme, die den GroBteil des Rechenaufwandes
ausmacht, rein lokal geschehen konnte.

Das lineare Gleichungssystem (3.10) wird dann zu

Cy:f7

beziehungsweise

<
(l
]

~

07 (Qi(I-hA)O]) 'O f

[l
M=

(3.11)

N
l
—_

O (I —hA)™" f;

[l
M=

N
l
—_

mit den jeweils lokalen Werten der rechten Seite f;, den lokalen Jacobi-Matrizen A; und
den entsprechenden Einheitsmatrizen /; fiir die Teilgebiete ;.

Sind die Stabilititsbedingungen verletzt, kann man durch einige wenige Iterationen des
linearen Defektkorrektur-Verfahrens die Approximation — und damit die Stabilitit ver-
bessern.

Durch die in (3.11) dargestellte Gebietszerlegung wird folgendes lineare Gleichungssystem
mit der approximierenden Jacobi-Matrix A gelost:
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3. Gebietszerlegungsverfahren als Vorkonditionierer

aus dieser Darstellung ist aber eine geschlossene Reprisentation fiir A nicht zu gewinnen.

Fiir die oben (Kapitel 2) dargestellten Stabilitdtsbedingungen benotigt man allerdings Schiit-
zer fiir die logarithmische Matrixnorm der unbekannten Stabilisierungsmatrix A sowie fiir
die Lipschitz-Konstante des nichtlinearen Rests f(y) = f(y) —Ay. Da dies vorderhand aus-
sichtslos erscheint, mufl man einen anderen Weg finden, die Stabilitét durch einen Test zu
tiberpriifen.
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4. Implementierung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Simulationsprogramm entworfen, das spiter auf ei-
nem massiv-parallelen Rechner, dem Paragon XP/S 10 der Firma Intel, ausgefiihrt werden
sollte; allerdings sollte es auch moglich sein, das Programm ohne groen Aufwand auf an-
dere Parallelrechner mit verteiltem Speicher (etwa das Cray-System T3E) zu iibertragen.
Aus diesem Grunde wurde z.B. statt der Kommunikationsbibliothek des Herstellers das
»,Message Passing Interface” (MPI) benutzt, das fiir verschiedene Plattformen verfiigbar
ist.

In diesem Kapitel werden die Begriffe vorgestellt, welche die Programmierung dieser Par-
allelrechner betreffen. Danach werden die Bewertungskriterien fiir parallele Programme
erldutert und die grundlegenden Entscheidungen bei der Realisierung des Simulationspro-
gramms dargestellt.

4.1. Message Passing

Es handelt sich bei dem Intel Paragon um einen skalierbaren massiv-parallelen Multipro-
zessor mit verteiltem Speicher; in der bekannten Klassifikation nach Flynn [8] gilt er als
MIMD-Rechner (Multiple Instruction Multiple Data Stream).

Er besteht aus insgesamt 138 Rechenknoten, die iiber ein zweidimensionales rechteckiges
Netzwerk miteinander verbunden sind. Jeder dieser Knoten verfiigt unter anderem {iiber
je einen Intel i860 RISC-Prozessor fiir die Berechnungen und die Kommunikation, sowie
tiber 32MB Arbeitsspeicher. Zusétzliche Knoten, die im wesentlichen den gleichen Aufbau
haben, sind fiir Input/Output oder Service reserviert.

Fiir die Programmierung ist von Belang, daf die einzelnen Rechenknoten nicht auf einen
gemeinsamen Speicherbereich zugreifen konnen, sondern jeder seinen eigenen lokalen
Speicher hat, der fiir die anderen Knoten unsichtbar ist. Da allerdings in parallelen Pro-
grammen die Teilprozesse Informationen austauschen miissen, hat dies durch das Versen-
den von Daten von einem Knoten zu einem anderen zu geschehen. In dem hier entwickelten
Programm geschieht diese Kommunikation durch explizites Senden und Empfangen von
Nachrichten (message passing); eine andere Moglichkeit ist, dal mittels entsprechender
Bibliotheken ein virtueller gemeinsamer Adrefraum zur Verfiigung gestellt wird (dessen
Realisierung allerdings auf dem Versenden von Daten zwischen den Knoten beruht).

Im Paragon wird diese Kommunikation iiber ein rechteckiges Verbindungsnetzwerk (mesh)

43



4. Implementierung

verwirklicht, dessen Topologie aber bei ,,wenigen” Prozessoren beziiglich der Funktion
oder der Effizienz des Informationsaustausches nicht sehr stark ins Gewicht fillt. Die-
ses Netz ist auf verschiedene Anzahlen von Prozessoren skalierbar. Auch vom Benutzer
konnen Partitionen mit einer beliebigen Anzahl freier Prozessoren verwendet werden.

KenngrofBen des Rechners, die auf die Effizienz paralleler Programme einen groen Ein-
fluB haben, sind die Latenzzeit (die Zeit, die zur Initialisierung eines Kommunikations-
vorgangs benotigt wird), die Bandbreite des Verbindungsnetzwerks sowie die Moglichkeit
nichtblockierender Kommunikation (also der zeitlichen Uberlagerung von Berechnung und
Kommunikation).

Die Leistungsdaten des Paragon XP/S, wie er in der KFA zur Verfiigung steht, werden vom
Hersteller wie folgt angegeben:

e Maximale Rechenleistung pro Prozessor:
100 MFLOPS SINGLE PRECISION
75 MFLOPS DOUBLE PRECISION

e Latenzzeit (latency) bei Message Passing:!
37us NICA
32us NICB

e Bandbreite des Kommunikationsnetzes:
91 MB/s NICA

138 MB/s NIC B

Benchmarks, die im ZAM durchgefiihrt wurden ergaben zum Beispiel fiir die BLAS-3-
Routine DGEMM (mit n = 500) auf einem einzelnen Prozessor eine Rechenleistung von
44 MFLOPS [14].

Das bevorzugte Programmiermodell fiir den Paragon ist das SPMD-Modell (Single Pro-
gram Multiple Data), bei dem dasselbe Programm auf alle p benutzten Rechenknoten
geladen wird. In diesem Programm wird dann der aktuelle Knoten anhand einer relati-
ven Knotennummer zwischen 0 und p — 1 identifiziert, so da3 in Abhéngigkeit von dieser
Nummer der Programmlauf kontrolliert werden kann.

Parallele Algorithmen werden hiufig danach unterschieden, ob der Parallelismus auf ei-
ner Verteilung der Daten beruht, auf denen im wesentlichen die gleichen Operationen
gleichzeitig ausgefiihrt werden (datenparallele Algorithmen), oder ob verschiedene un-
abhingige Funktionen gleichzeitig auf verschiedenen Prozessoren berechnet werden (funk-
tionsparallele Algorithmen). Wird eine Gebietszerlegung lediglich als Grundlage fiir ein
Datenverteilungs-Schema benutzt, so gehort ein entsprechender Algorithmus sicher zu der
ersten Gruppe. Aber in Fillen, wo Eigenschaften der zugrundeliegenden Differentialglei-
chung in Gebietszerlegungsmethoden eingehen, ist die Unterscheidung so eindeutig nicht
mehr.

I'Mit NIC A und NIC B sind verschiedene Versionen der Kommunikationshardware bezeichnet. Im KFA-
Paragon steht die Version NIC A zur Verfiigung, neuere Machinen, etwa in der ETH Ziirich, sind mit
NIC-B-Chips ausgestattet.
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4.2. Kriterien zur Bewertung paralleler Programme

4.2. Kriterien zur Bewertung paralleler Programme

Bei der Ausfiihrung eines parallelen Programms werden Zeitmessungen durchgefiihrt, um
den Effekt der parallelen Ausfiihrung quantitativ fassen zu kdnnen. Im optimalen Fall 146t
sich ein Programm gleichmiéBig auf p Prozessoren mit disjunkten Teilaufgaben aufteilen,
so daB} jeder Prozessor die gleiche Bearbeitungszeit fiir seinen Teil hat. In diesem Fall ei-
ner bestmdglichen Lastverteilung (load balancing) ohne Kommunikationsaufwand erwar-
tet man ein Verhéltnis zwischen der Ausfithrungszeit #; des sequentiellen Programms und
der Ausfiihrungszeit ¢, des parallelen Programms von

5!
=P (4.1)
P
Im allgemeinen wird man allerdings nur
I
S(p) = — (4.2)
P

erwarten, da in parallelen Programmen ein zusétzlicher Aufwand durch das Zusammen-
fassen der Teillosungen, durch redundante Berechnungen und Datenaustausch entsteht und
selten von einem optimalen Lastausgleich ausgegangen werden kann. Die in (4.2) definier-
te GroBe S(p) ist der proportionale Zeitgewinn (speedup).

Die (parallele) Effizienz

S
E = @ €(0,1] (4.3)
p
wird auch hdufig in Prozent angegeben und ist ein MaB fiir die Parallelisierbarkeit auf
unterschiedlich vielen Rechenknoten. Ist die Effizienz fiir eine beliebige Anzahl von Pro-
zessoren hoch, so wird dies als Skalierbarkeit bezeichnet.

4.3. Realisierung

Zur Implementierung des zunéchst sequentiellen Programms wurde die Programmierspra-
che C++ gewihlt. Sie bietet die gewiinschte Flexibilitit und ermoglicht die Einbindung
offentlich verfiigbarer Klassenbibliotheken, die das Programmieren wesentlich erleichtern.

Von Anfang an wurde die SparseLib-++-Bibliothek von R. Pozo et.al. [32]? genutzt, die
verschiedene komprimierte Speicherformate fiir diinnbesetzte Matrizen und entsprechende
Matrix- Vektor-Operationen zur Verfiigung stellt. Die MV++-Bibliothek fiir Vektoren und
dichtbesetzte Matrizen [31] gehdrt zum Umfang der SparseLib++.

Aufgrund der Entscheidung, im semi-impliziten Verfahren nur die Jacobi-Matrix des stei-
fen, dispersiven Anteils der Transportgleichung zu benutzen, die symmetrisch und positiv
definit ist, wurde das CG-Verfahren aus der IML++--Bibliothek [12] als Loser fiir das

2URL http://gams.nist.gov/acmd/Staff/RPozo/
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4. Implementierung

lineare Gleichungssystem eingefiigt. IML+-+ stellt die wichtigsten ,,Templates-Algorith-
men [5] als C++-Templates zur Verfiigung. Ein wichtiger Vorteil dieser Bibliothek ist
auch, daB nach Bedarf das CG-Verfahren durch eine andere ,,Templates™-Routine leicht
ersetzt werden kann. Die Definitionen fiir die Ubergabeparameter sind sehr einfach und
der Templates-Code sehr iibersichtlich, so da modifizierte oder neue Verfahren leicht auf
gleiche Weise implementiert werden kdnnen.

Fiir die Realisierung des Programms auf einem Parallelrechner (hier etwa auf dem Para-
gon XP/S im ZAM) wurde die Kommunikationsbibliothek MPI (Message Passing Inter-
face) gewihlt. Zum einen wegen ihrer Einheitlichkeit und Verfiigbarkeit auf verschiedenen
Rechnerplattformen; zum anderen aber auch, weil die C++--Bindings von MPI eine Kom-
munikationsumgebung im objekt-orientierten Stil von C+4+ zur Verfiigung stellen.

Das objekt-orientierte Paradigma von C++ wurde auch insofern genutzt, dal die Funk-
tionen zur Aktualisierung der Jacobi-Matrix f,, zur Berechnung der rechten Seite f(y) der
Differentialgleichung und zur Ein- und Ausgabe von Parametern und Werten in Objekt-
Klassen gekapselt wurden. Dieses geschah noch nicht sehr weitgehend, eroffnete aber be-
reits Perspektiven auf die Moglichkeiten einer vollig transparenten Kombination von Me-
thoden und Modellen.

Im folgenden wird der Aufbau des Programmkerns, die Durchfiihrung eines globalen Schrit-
tes im Extrapolationsverfahren mit der Schrittweite H, in einem vereinfachten Schema dar-
gestellt; dabei sind vor allem die Synchronisationsstellen im Programm von Interesse.

Synchronisation im parallelen Programm bedeutet hier, dal die parallelen Prozesse Daten
austauschen und aus diesem Grunde aufeinander warten miissen.

In der folgenden stark vergrobernden Darstellung sind die Stellen, an denen jeweils syn-
chronisiert werden muf3, durch Unterstreichen markiert.

EXTRAPOL(fy,H )

1 erzeuge Jacobi-Matrix

2  SIMPRty,H,nifiiri =2,3,...

3 SIMPR?y, H , n;

4 berechne neue Zeile im Extrapolationsschema
5 Fehlerbedingung

6 Ordnungs- und Schrittweiten-Vorhersage

SIMPR (9, H ,n)

1 firj=2,3,...,n

2 berechne rechte Seite

3 Losung des lokalen linearen Gleichungssystems
4 evtl. Defekt-Korrektur

5 Gléttungsschritt

Die Erzeugung der globalen Jacobi-Matrix. Da hier die Daten von jedem Gebiet (plus
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4.3. Realisierung

zugehorigen Uberlappungsbereichen) jeweils auf einem Prozessor liegen, miissen
die AnschluB-Daten an den Gebietsgrenzen und im Uberlappungsbereich zwischen
den Prozessoren (Rechenknoten) ausgetauscht werden.

Fehlerbedingung. Da eine globale Fehlerschitzung (also eine fiir das ganze Gebiet) beno-
tigt wird, ist Kommunikation nétig: Berechnung und Abgleich des Fehlerschitzers.
Da die Ordnungs- und Schrittweitenvorhersage nur von dem Fehlerschétzer und von
Parametern des Programms abhéngt, ist dafiir keine neuerliche Synchronisation er-
forderlich.

Berechnung der rechten Seite. In den iiberlappenden Bereichen muf3 die rechte Seite je-
weils abgeglichen werden.

Defektkorrektur. Sollte eine Defektkorrektur zur Stabilisierung erforderlich sein, so ist
dazu ein globales Matrix-Vektor-Produkt erforderlich.
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5. Simulationsergebnisse

Das wihrend der Bearbeitungszeit entworfene C+4--Programm, das auf der Basis der Li-
nienmethode und der extrapolierten semi-impliziten Mittelpunktregel die Gleichungen zur
Simulation des Grundwasserflusses und Stofftransports 10st, konnte aus Zeitgriinden nur in
einer ersten, sequentiellen Version implementiert werden.

Einige Ergebnisse lassen sich hier kurz zusammenfassen, obwohl eine systematische Ana-
lyse von hinreichend vielen verschiedenen Testldufen nicht mehr méglich war.

Die folgenden Bilder wurden mit MATLAB aus den Ausgabedateien des Programmes er-
zeugt; sie zeigen den Transport einer Schadstoffwolke in einem stationdren Fluffeld. Si-
muliert wurde die Ausbreitung eines Tracers innerhalb von zwei Tagen in einem Feld mit
einer Ausdehnung von 2m x 2m (Abb. 5.3). Die mittlere FlieBgeschwindigkeit betragt etwa
1m am Tag.

-
N
T

z-Richtung
T

0.8

0.6
0.4-

. | |
T _ (aLa T . e
0.5 1 1.5 2

021

x-Richtung
Abbildung 5.1.: Gesittigte hydraulische Leitfahigkeit (statistisch)
Die Daten fiir die gesittigte hydraulische Leitfdhigkeit (siehe Anhang fiir die hydrologi-
schen Zusammenhénge) wurden mit einem Programm der Arbeitsgruppe im ICG-4 aus

den statistischen Parametern fiir mifig durchldssigen Boden (z.B. sandiger Lehm) gene-
riert (vgl. Abbildung 5.1).
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Abbildung 5.2.: Schrittweiten-Steuerung (x-Achse: Zeitschritte)

Die Zeitschrittsteuerung reflektiert die Inhomogenitét des Mediums (vgl. Abbildung 5.2);
bei homogenen Medien traten um etwa zwei Gré3enordnungen hdhere Schrittweiten auf.

Im Verlaufe der Erstellung dieser Arbeit wurden auch kleine vereinfachte Modelle nume-
risch untersucht, um das weitere Vorgehen zu motivieren. Diese Experimente wurden in
MATLAB durchgefiihrt, das eine sehr komfortable Umgebung fiir das Experimentieren
mit Algorithmen bietet.

Es wurden Modelle sowohl mit als auch ohne Gebietszerlegung gerechnet, wobei in den
Gebietszerlegungsmodellen zunidchst immer die exakte Losung des linearen Problems im
Vordergrund stand.

Spéter ergab sich dann, da3 nur wenige Iterationen des Defekt-Korrektur-Verfahrens beno-
tigt wurden, um ein stabileres Verhalten der Schrittweitensteuerung des Extrapolationsver-
fahrens zu erreichen. Auch spéter durchgefiihrte erste Versuche mit dem Vorkonditionierer
(ohne Iteration des Korrekturverfahrens) waren vielversprechend.
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Zusammenfassung und Ausblick

Die Simulation von Grundwasserflul und Schadstofftransport im Boden gehort zu den
groflen Herausforderungen im wissenschaftlichen Rechnen. In geniigender Auflésung und
auf groflen physikalischen Gebieten sind solche Simulationen nur von massiv-parallelen
Computern zu bewiltigen. Daher ist die Konstruktion neuer paralleler Algorithmen und die
Integration bestehender Verfahren in eine parallele Umgebung eine vordringliche Aufgabe
fiir die Anwendungswissenschaften, die Informatik und die praktische Mathematik.

Die Parallelisierung durch Zerlegung des physikalischen Gebiets ist anschaulich, flexibel
und gestattet sehr weitgehend die Integration von bestehenden sequentiellen Programmen.
Daher werden Gebietszerlegungs-Verfahren sehr hiufig z.B. bei der Parallelisierung beste-
hender Programme verwendet.

In dieser Arbeit wurde die Idee verfolgt, Gebietszerlegungs-Vorkonditionierer zur Berech-
nung approximierter inverser Matrizen in einem semi-impliziten Verfahren einzusetzen.
Dazu wurden die bei der Simulation zu 16senden Anfangs-Randwert-Probleme paraboli-
scher Differentialgleichungen mit der numerischen Linienmethode behandelt. Bei dieser
Semi-Diskretisierung im rdumlichen Gebiet erhélt man ein Anfangswertproblem gewdhn-
licher Differentialgleichungen, das mit Standard-Verfahren zur numerischen Losung steifer
Anfangswertprobleme gelost werden kann. Uber die Steifigkeit und Stabilitit solcher aus
der Semidiskretisierung von Konvektions-Diffusions-Gleichungen entstehender Anfangs-
wertprobleme gewdhnlicher Differentialgleichungen konnten einige Ergebnisse dargestellt
werden.

Die semidiskreten Gleichungen wurden mit einem Extrapolationsverfahren von Bader und
Deuflhard behandelt. Dieses auf der semi-impliziten Mittelpunktregel basierende Verfah-
ren ist sehr robust und erlaubt eine automatische adaptive Steuerung der Schrittweite und
der Ordnung des Verfahrens wihrend der Integration in Zeitrichtung. Im Gegensatz zu
impliziten Verfahren kann bei den semi-impliziten Methoden die Jacobi-Matrix des Pro-
blems vereinfacht werden, ohne Einbufen in der Robustheit der Verfahren hinnehmen zu
miissen. Diese Approximationen der Jacobi-Matrix haben allerdings gewisse Stabilitétsbe-
dingungen zu erfiillen. Dieser Sachverhalt wurde ausfiihrlich dargestellt.

Durch die Extrapolation der semi-impliziten Methode erhélt man zudem ein Verfahren,
welches — auf einem konstanten Ortsgitter — eine adaptive Steuerung der Schrittweite
und der Konsistenzordnung in der Zeit-Integration bietet. Gerade bei derart dissipativen
Prozessen wie der Ausbreitung einer Tracer-Wolke im pordsen Medium erweist sich diese
Technik als sehr effizient. Es zeigt sich, daf} die Schrittweiten im Verlauf der Simulation

53



Zusammenfassung und Ausblick

sehr grof} werden koénnen.

Die Parallelisierung mittels eines Gebietszerlegungsverfahrens 18t zwei Optionen offen,
von denen die eine zu einem sehr gut parallelisierenden Verfahren fiihrt und die andere
im Bedarfsfalle zur Stabilisierung eingesetzt werden kann. Eine hervorragende Paralleli-
sierung kann man sich von einer Approximation der Jacobi-Matrix durch ein Gebietszerle-
gungsverfahren versprechen; allerdings waren Schétzungen fiir die Stabilitit des dabei ent-
stehenden Verfahrens bisher nicht zu gewinnen. Stabile Verfahren erhélt man durch einige
wenige Iterationen des auf der Gebietszerlegung basierenden Defektkorrektur-Verfahrens.
Auch die hierbei zu erreichende Effizienz wird als zufriedenstellend eingeschitzt.

Neben der weiterhin offenen Frage nach einer Stabilititstheorie des additiven Schwarz-
Vorkonditionierers in der semi-impliziten Mittelpunktregel erscheint insbesondere die In-
tegration weiterer paralleler Verfahren zur Gewinnung von approximierten Inversen fiir die
Zukunft interessant. Allerdings zeigte sich auch im Verlaufe dieser Arbeit die Stabilitét als
nicht zu vernachléssigende Einschrinkung.

Die Verwendung eines modernen Losungsverfahrens fiir gewohnliche Anfangswertproble-
me hat sich uneingeschrinkt bewéhrt. Die vertikale numerische Linienmethode scheint
recht selten in der Praxis angewandt zu werden; woran das liegt, ist nach den hier ge-
machten guten Erfahrungen — was sowohl die Programmierung der Verfahren als auch
die Erfahrungen mit der automatischen Schrittweitensteuerung angeht — unversténdlich.
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A. Einiges uber
Grundwasser-Hydrologie

Die in Kapitel 1 angegebene klassische Darstellung der hier zugrundeliegenden Gleichun-
gen, stammt aus der Hydrologie. Hinter dieser Darstellung verbirgt sich eine andere For-
mulierung, die auch vom physikalischen Hintergrund her versténdlicher ist, nimlich als
Erhaltungsgleichungen, die der schwachen Form der Differentialgleichungen, wie sie fiir
die Volumenmethode entwickelt wurde, entspricht. Da man dennoch in der Literatur meist
die klassische Form findet, wurde diese zu Beginn vorgestellt.

In diesem zusétzlichen Kapitel sollen die Herleitung der klassischen Gleichungen aus em-
pirischen Modellen und dem Prinzip der Massenerhaltung und der physikalische Zusam-
menhang kurz erldutert werden.

A.l. Grundwasserfluf3

Die der Simulation der Grundwasserbewegung zugrundeliegende parabolische Differenti-
algleichung, die Richards-Gleichung, beruht auf dem Bewegungsgesetz von Darcy und auf
dem Kontinuitétsprinzip (Massenerhaltung).

A.1.1. Das Darcy-Gesetz

Aufgrund von Experimenten formulierte Darcy! im Jahre 1856 die nach ihm benannte
Bewegungsgleichung fiir Fliissigkeiten in pordsen Medien [17].

Anhand des in Abbildung A.1 (2) dargestellten Versuchsaufbaus kann man das Darcysche
Modell veranschaulichen: ein Zylinder mit kreisrundem Querschnitt A ist mit Sand gefiillt,
an den Enden verschlossen und mit je einem Ein- und AusfluBrohr versehen; aulerdem
sind in dem Rohr zwei Manometer angebracht. Nun wird von oben her in einem konstan-

'Henry Philibert Gaspard Darcy, Dijon 1803 — Paris 1858, war nach seinem Studium in Paris mit der Entwick-
lung und dem Bau eines Trinkwasser-Versorgungssystems fiir seine Heimatstadt Dijon beauftragt. Unter
anderem plante er, Wasser durch Filterung in Sand zu reinigen. Mit seinen Experimenten, bei denen er
Wasser durch mit Sand gefiillte Rohren leitete, entdeckte er das nach ihm benannte lineare Bewegungsge-
setz fiir den laminaren Fluf} von Fliissigkeiten in homogenen gesittigten pordsen Medien. Damit wurde er
zum Begriinder der Grundwasser-Hydrologie als einer quantitativen Disziplin (Encyclopaedia Britannica).
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(b)

(a) Referenzhohe z = 0 (C)

Abbildung A.1.: Darcy-Experiment (a), Filterflu3 (b) und Porenfluf (c)

ten Strom Q Wasser eingefiillt, das den gesamten Porenraum in dem Zylinder ausfiillen
soll; diese Séttigung ist erreicht, wenn am unteren Ende das Wasser mit demselben Mas-
senstrom Q ausstromt. Die Referenzhohe z = 0 ist beliebig gewihlt, allerdings {iblicher-
weise so, dall die Hohen z; und z, der Manometer-Eingédnge (der Messpunkte x; und x, in
dem Rohr) positiv sind. Die Druckhéhen der Manometer (der Druck wird in Metern Was-
sersdule angegeben) sind \y; = A1 — z; und , = hy — zp. Der Abstand (in der Richtung des
Wasserflusses) zwischen den Mefpunkten ist Ax = |x; — x,|.

Der FluB, die sogenannte Filtergeschwindigkeit (spezifischer DurchfluB, specific dischar-
ge), ist definiert als

== Al
v="3 (A1)
Die Filtergeschwindigkeit muf3 man von der (mikroskopischen) Porengeschwindigkeit v,
unterscheiden, die bei einer gegebenen Porositit n des Mediums im Mittel v, = v/n be-
trigt; die Porositit ist der Anteil des Porenvolumens am Gesamtvolumenn =V, /V. Zu der
Unterscheidung vergleiche Abbildung A.1 (b) und (c).

Darcys Experimente zeigten, daf3 v bei konstantem Abstand Ax proportional zu Ah = h —
h1 und umgekehrt proportional zu Ax ist, wenn A# fest bleibt. Er formulierte also das
Bewegungsgesetz
Ah
= _—K—,
YY"
wobei der Proportionalititsfaktor eine Konstante fiir das durchlédssige Medium (und das
Fluid) ist, die sogenannte hydraulische Leitfdhigkeit.
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Fiir die Beschreibung des lokalen Verhaltens einer Fliissigkeit in einem pordsen Medium
geht man zu dem Grenzwert

dh
K==
dx

V= (A2)

iiber.

Der sogenannte hydraulische Gradient dh/dx ist tatsidchlich der Gradient, an dem entlang
der WasserfluB stattfindet; dies soll im folgenden kurz begriindet werden. Ublicherweise
fragt man nach dem Potential, denn das Wasser fliet immer von Stellen héheren Potenti-
als zu Stellen mit niedrigerem Potential. Dieses Potential ist im Falle des Flusses durch ein
pordses Medium die mechanische Energie pro Einheitsmasse des Fluids, die allerdings mit
der Standrohrspiegelhohe £ identifiziert wird. Denn die Energie setzt sich bei inkompres-
siblen Fliissigkeiten (mit Dichte p) zusammen aus der Arbeit

wi = mgz, (A3)

die aufgewendet werden muf}, um eine Masse m um eine Hohe z zu heben (Gravitations-
potential), und der Arbeit

Wy = 5 (A4)

die bei der Erh6hung des Drucks von py (dem Normaldruck in Referenzhohe) auf p entsteht
(hydrostatisches Potential). In diesem Sinne ist also das totale Potential (bezogen auf eine
Einheitsmasse)

D =gz + %. (AS)

Da nun Darcy den Spiegelstand in seinen Manometern (vgl. Abb. A.1 (a)) als Hohe iiber
der Bezugshohe angegeben hat, wird der Druck auch als Druckhéhe angegeben; dabei gilt
die Beziehung

p = pglh—2z)+ po. (A.6)

Insgesamt folgt also, daf in der Tat das totale Potential ® und die Standrohrspiegelhohe
proportional sind:

pglh—z)+po—po _

O=gz+
p

gh. (A7)

In der Grundwasserhydrologie wird also & = z+ y als das totale Potential bezeichnet, wobei
z, die geoddtische Hohe, mit dem Gravitationspotential und , die Druckhdhe, mit dem
hydrostatischen Potential identifiziert werden.

Natiirlich gilt das Darcy-Gesetz nur in Groenordnungen, die grof3 sind beziiglich des
(mittleren) Porendurchmessers. Hingegen bei sehr kleiner Leitfahigkeit unter einem sehr
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geringen hydraulischen Gradienten beziehungsweise bei starkem Fluf} in sehr durchlissi-
gen Medien gilt das lineare Bewegungsgesetz nicht mehr.

Beim Grundwasserflu$} liegt die sogenannte Reynoldszahl R, im allgemeinen um GroBen-
ordnungen unter 10, und in diesem Bereich wird allgemein das Darcy-Gesetz als giiltig
angenommen. Die Reynoldszahl ist eine dimensionslose Zahl, welche die Neigung des
Flusses zu Turbulenzen beschreibt. Im Falle des Flusses durch ein pordses Medium ist sie
folgendermaBen definiert:

R =24, (AS)

u

dabei sind p die Dichte und ¢ die Viskositét des Fluids, v die Filtergeschwindigkeit und d
ein fiir das porése Medium charakteristisches LingenmaB, etwa die Grof3e der Poren oder
der mittlere Korndurchmesser.

Fiir das dreidimensionale Modell wird die Darcy-Gleichung in der Form
v=—-KVh (A9)

verwendet, wobei der hydraulische Gradient Vi = (g—ﬁ, g—f, g—ﬁ) ist.

In einem ungesittigten oder inhomogenen Medium ist die hydraulische Leitfdhigkeit K
allerdings nicht mehr fiir das ganze Untersuchungsgebiet konstant, sie variiert mit dem Ort
und mit dem Wassergehalt; um dies beschreiben zu kdnnen, schreibt man die geséttigte
Leitfdhigkeit als

k
Kot = %, (A.10)

mit der nun allein vom Medium abhéngigen sogenannten Permeabilitét k£ und der Dichte p
und Viskositit u der flieBenden Fliissigkeit. Die Inhomogenitit des Mediums schlégt sich
also in der Permeabilitét nieder, die allerdings im Normalfall grole Spriinge, meist um
mehrere Groenordnungen, aufweist und in einem Gebiet etwa logarithmisch-normalver-
teilt ist (das heiit Y = logk ist normalverteilt). Die Permeabilitidt des Mediums ist nicht nur
stark inhomogen (unterschiedlich an verschiedenen Stellen), sondern auch anisotrop (also
an einer Stelle in verschiedenen Richtungen unterschiedlich). Aus diesem Grunde wird die
hydraulische Leitfdhigkeit als ortsabhingiger Tensor beschrieben.

Fiir die hydraulische Leitfdhigkeit im ungeséttigten Medium gibt es verschiedene empiri-
sche Modelle. Der Wassergehalt ® = n.S, das Produkt aus der Porositit » und dem Sétti-
gungsgrad S (der den Anteil des mit Wasser gefiillten leeren Volumens angibt),

VoV W,
@=nS=-Lw_1w
TV Y, TV
geniigt im ungesittigten Boden zum Beispiel der sogenannten van-Genuchten-Gleichung
0-0
Se = = = (14 (ay)?) ™1
e @S—G)r ( ( \II) ) (A,ll)
0<0,<0,<1.
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Dabei sind O, der Sittigungsgehalt (der bei hohem Druck nicht tiberschritten wird) und O,
der Restgehalt (der bei niedrigem Druck nicht unterschritten wird) sowie o > 0, p > 0 und
q := 1 —1/p Fitting-Parameter, die aus Experimenten gewonnen werden. Den Quotienten
S. bezeichnet man als effektive Sittigung. Da durch die Beziehung (A.11) die Druckhdhe
und der Wassergehalt zusammenhéngen, kann man die hydraulische Leitfdhigkeit auch als
Funktion des hydrostatischen Druckes y auffassen.

Nach dem Modell von Mualem wird sie beispielsweise als
1
K(0) = Ky S (1 - (1-S.7)7)* = K(y) (A.12)

mit S, wie in (A.11) berechnet. In neueren Modellen wird noch das Verhiltnis von y und ©
aus der van-Genuchten-Gleichung dahingehend korrigiert, da3 ein Hysteresis-Effekt beim
Befeuchten und Trocknen des Mediums beriicksichtigt wird: bei Trocknung ist der Was-
sergehalt zu einem bestimmten Druck etwas hoher als beim Befeuchten [41].

A.1.2. Massenerhaltung

Auch das Prinzip der Massenerhaltung kann man sich an dem Flu3 durch den Zylinder
(Abbildung A.1 (a)) klarmachen. Man betrachte den Flufl durch einen Abschnitt des Zylin-
ders, z. B. zwischen den beiden MeBpunkten x; und x,. Da der Zylinder einen konstanten
Querschnitt hat, beschreiben wir diesen Abschnitt als ein Intervall in R. Da in dem Zylin-
der keine Quellen und Senken existieren (wo Wasser hinzukommt oder verschwindet), gilt
das Prinzip der Massenerhaltung in der einfachsten Form:

Die zeitliche Anderung der Massendichte ©(x,¢) des Wassers in dem Intervall
[x;,X,] ist gleich der Differenz des Flusses von Material an der Stelle x; in das
Intervall hinein und des Flusses an der Stelle x, aus dem Intervall heraus.

Hiufig beschreibt man dieses Prinzip,

& [0t st -x).00ds | 4 = (1.0~ v(a ),
0

bei hinreichend glatten Integranden © und v auch als Kontinuititsgleichung

%G(w) = —B%V()_C,f) (A.13)

Im allgemeinen Fall der Stromung des Grundwassers (im dreidimensionalen Geldnde) be-
schreibt man die Kontinuitétsgleichung beziiglich eines Kontrollvolumens (vgl. Abbildung
A2)

V= [év &] X [nvﬁ] X [gv ]7 (A'14)

das grof} ist im Verhiltnis zu den einzelnen Bodenporen, aber klein gegeniiber der Grof3e
des gesamten betrachteten Gebiets [13].
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1

n:m+1 /
|

gl §I+1

n+1

=N

Abbildung A.2.: Kontrollvolumen mit Fluf} lings den Flichennormalen

Dann gilt fiir den Wassergehalt © und die Filtergeschwindigkeit v = (vq,v2,v3) aus (A.9)
die Beziehung

G M1

%// G)dxdydz:/ /vl((il,y,z),t)—vl((§1+1,y,z),t)dydz
v -
o1 &
—I—/ /vz((x,nm,z),t)—vz((x,nm+1,z),t)dxdz (A.15)
G &

Nmt1 &1t

4 / / V3063, Ga)st) = va((%,y, Gug1 ) ) dxdy,
M &

beziehungsweise, wiederum bei hinreichend glatten Funktionen,

0

Mit
0g_ 200y _ . 2

= =: A.17
7O~y FWgy A17)
(wobei man die Anderung des Wassergehalts mit dem Druck, F (), als den hydraulischen
Speicherkoeffizienten bezeichnet) und nach Einfiigen eines Terms Q fiir Quellen und Sen-
ken erhilt man die Richards-Gleichung, eine nichtlineare parabolische Differentialglei-
chung, in der sogenannten Druckhdhen-Form (pressure-head form)

F(v) Sy = V-(K(w) Vi +2)) 0. (A18)

Die entsprechende elliptische Randwertaufgabe fiir den stationdren Fluf erhélt man mit
%\p = 0. Bei der Anniherung des Wassergehalts an O (Sittigung) wird F () sehr klein,
inkompressibler gesittigter Fluf3 (Inkompressibilitidt des Mediums und des Fluids) ist stati-
onir. Der Ubergang von der beliifteten zur gesittigten Zone fiihrt also auf ein Problem mit
freien Riindern, zu einem Ubergang vom parabolischen zum elliptischen Problem.
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A.1.3. Randwerte

Verschiedene physikalische Situationen am Rande werden mit vier verschiedenen Typen
von Randbedingungen modelliert. An Boden-Wasser-Grenzen, zum Beispiel bei Seen und
Fliissen, werden Dirichlet-Randwerte (Randbedingung erster Art) vorgegeben, also

y(x,t) =yp(x,t) auf Ip.

Durch eine Neumann-Bedingung (Randbedingung zweiter Art) wird horizontaler Fluf vor-
gegeben, der an Boden-Boden-Réndern auftritt, das heif3t

—n(KVy) =vy(x,t) auf Ty,

wobei n den duBleren Normalenvektor des Randes I'y bezeichnet.

Durch eine CauchyBedingung, ebenfalls eine Randbedingung zweiter Art,

—n(KV(y+2z)) =ve(x,t) auf I'c

wird ein vertikaler FluB, zum Beispiel die Infiltration von oben und das Aussickern nach
unten, beschrieben.

Fiir die komplexe Situation an der Erdoberfliche (Boden-Luft-Grenze) werden hiufig ge-
mischte Randbedingungen (Randbedingungen dritter Art) mit zeitabhaengigen Parametern
vorgegeben [41].

A.2. Stofftransport

Die Berechnung des Grundwasserflusses mithilfe der Richards-Gleichung ist der erste
Schritt in der Simulation der Ausbreitung geldster Substanzen im Grundwasser sowie de-
ren Reaktion mit dem Boden. Im folgenden wird die Ausbreitung eines geldsten Stoffes
(anhand seiner Konzentration im Grundwasser) als Advektion und Dispersion beschrie-
ben. Als Advektion bezeichnet man den Transport des gelosten Stoffes durch den FluB,
das heiit mit einer der Filtergeschwindigkeit entsprechenden Rate. Das Abweichen und
Auseinanderlaufen von dem durch die Advektion vorgezeichneten Weg nennt man (hydro-
dynamische) Dispersion. Zudem kann man die Reaktion des Stoffes mit dem Boden als
Retardierung (Sorption) beschreiben.
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Auch bei der Stoffausbreitung geht man von dem Prinzip der Massenerhaltung aus,

G 1 Mt
G JJ[ectmsasaraz= [ [ ai@ya0-a@irandya:
Vv & Mm
Cn+|§l+l
[ [ @m0 - g 2).0dedz (A19)
& &

Nt 1 &1

[ [ @G —aslten Lo dxdy,
M &

oder, falls klassische Losungen existieren,

%(@c—l—pbs): -V.gq, (A.20)
mit der Konzentration ¢ des gelosten Stoffes im Grundwasser, dem Wassergehalt ©, der
Masse s des sorbierten Stoffes (pro Einheitsmasse Boden) und der Dichte p, des Bodens.
Hier werden Effekte wie radioaktiver Zerfall des geldsten oder sorbierten Stoffes, chemi-
sche Reaktionen mit anderen im Grundwasser transportierten Stoffen oder mit dem Gas in
der ungesittigten Zone sowie weitere Quellen und Senken nicht beriicksichtigt. Der advek-
tive und der dispersive Transport verbergen sich in dem Fluivektor g:

9 = Ydisp + Gadv- (A.Zl)
Fir die Advektion schreibt man einfach

Qadv = VG, (A.22)

die Dispersion setzt sich allerdings aus verschiedenen Komponenten (Bewegungen im mi-
kroskopischen Bereich) zusammen, die in der Abbildung A.3 skizziert sind, ndmlich ver-
schiedene Geschwindigkeiten in den einzelnen Poren-Kanilen, die durch Haftung an den
Porenrindern (a) und durch unterschiedliche Porenquerschnitte (b) hervorgerufen werden,
sowie die Mischung durch das Auseinanderlaufen und ZusammenflieBen von Porenkanélen
(c). Hydrodynamische Dispersion ist ein Mischungsvorgang im mikroskopischen Bereich,

(b) ©
Abbildung A.3.: Hydrodynamische Dispersion
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der eng mit der Porengeschwindigkeit zusammenhéngt. Auch sie ist anisotrop: in Rich-
tung des Flusses (longitudinale Dispersion) ist sie wesentlich stidrker als senkrecht dazu
(transversale Dispersion).

Man setzt liblicherweise die hydrodynamische Dispersion als einen diffusiven Proze$} an,
Qaisp = —OD Vc, (A.23)

mit dem Dispersionstensor D, der sich aus einer longitudinalen und einer transversalen
Komponente zusammensetzt. Wihrend es im allgemeinen iiblich ist, den Tensor der hy-
draulischen Leitfdhigkeit im Standardkoordinatensystem anzugeben (d.h. der Tensor K in
(A.18) hat die Form einer 3 x 3-Diagonalmatrix), ist dies im Falle der Dispersion nicht
moglich. Im dreidimensionalen Fall definiert das FluBfeld krummlinige Koordinaten, nim-
lich in jedem Punkt den Einheitsvektor s; in FluBrichtung und ein orthogonales Paar von
Vektoren s;, und s;,, die transversal zum FluB liegen. Es gilt in diesen Koordinaten

oc oc oc oc oc oc
V-(®DVe)= — | D) — — | D, — — | Dy =—
( 2 0s; ( lasl) + sy, ( ! as,,) + sy, ( ! as,z)
mit den Koeffizienten D und Dy fiir die longitudinale resp. transversale Dispersion.

Durch Ausrechnen der Transformation

D, 0 0
OD=S|0 D, 0|S" mitS=_(s5,5,,8,), SST =1
0 0 D

und s; = (V2 +w? + Vsz)_% (v1,v2,v3)"

erhdlt man unter Ausnutzung der Orthogonalitit von S den Dispersions-Tensor @D als
symmetrische 3 x 3-Matrix:

ViVj ..
G)Dij:DtSij-l-(Dl—D,)W fiir i, j € {1,2,3}, a2

v = (vi2+ v+ V32)%, 9; j Kronecker-Symbol.

In [41] wird der Dispersions-Tensor mittels der sogenannten Dispersivititen a; und a; be-
schrieben, die die Dimension der Linge haben; die Dispersions-Koeffizienten haben dann
die Form D; = a;|v| bzw. D; = a, |v|, und der Tensor in (A.24) wird beschrieben als
ViV
@Dij =a |V| 6ij‘|‘ (al —a,) ﬁ
Die molekulare Diffusion im Wasser ist im Vergleich ziemlich gering und wird hier ver-
nachldssigt.

Die Sorption ist die von der Konzentration abhiingige Anlagerung des geldsten Stoffes
(etwa eines reaktiven Tracers) im Boden. Die Geschwindigkeit, mit der diese Reaktion
stattfindet, wird als grof3 gegeniiber der Filtergeschwindigkeit angenommen, so daf ein
chemisches Gleichgewicht herrscht. An dieser Stelle werden zwei Isothermen (Masse des
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sorbierten Stoffes in Abhingigkeit von der Konzentration bei gleichbleibender Temperatur)
vorgestellt. Fiir kleine Konzentrationen gilt eine lineare Beziehung

s(c)=kc (A.25)

mit einem empirischen Koeffizienten k, Abweichungen von dem linearen Verhiltnis wer-
den durch die Freundlich-Isotherme,

s(c) =kc (A.26)

mit einem positiven Exponenten j < 1, beschrieben.

Mit
; o (1o
2 (@ctpusic) =0 (1+ L ac) x
oc
—.@Rg

erhélt man fiir die Transportgleichung (A.20) folgende Form:

@Rg—: =-V-(ve—0D Vc) (A.27)

mit dem Retardierungsfaktor R, der fiir die oben angegebenen Isothermen die Werte

Riinear = 1+ %k bzw. Rfreundlich =1+ %k jcj_l

hat.

Im Falle der linearen Isotherme ist also die Retardierung des Transports durch die Sorp-
tion von der Stoffkonzentration unabhingig. Legt man die Freundlich-Isotherme zugrun-
de, erhilt man einen von der Konzentration abhidngigen Retardierungsfaktor und also eine
nichtlineare parabolische Differentialgleichung.

Fiir die Simulation eines Tracer-Experiments, bei dem ein Tracer in der Konzentration ¢ an
der Stelle xy injiziert wird, wéhlt man als Anfangsbedingung beispielsweise

A

co= gﬁ(x—xo),

wobei § eine Approximation der Dirac-Verteilung ist [41]. Fiir die Simulation eines Tracer-
Experiments auf einem hinreichend groflen Gebiet kann man homogene Dirichlet-Bedin-
gungen auf dem Rand vorgeben.

Die Transportgleichung (A.27) ist iiber den Wassergehalt und die Filtergeschwindigkeit an
die Richards-Gleichung (A.18) gekoppelt. Man berechnet also © und v zunéchst mittels
der in Abschnitt A.1 dargestellten Gleichungen und 16st dann die Gleichung (A.27); auf
eine Riickkopplung wird verzichtet, da im allgemeinen die Stoffkonzentration gegeniiber
der Fliissigkeitsdichte nicht ins Gewicht féllt [41].
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