rare

A

o
Ty

a 5o

.

G

L

neare Algs

T
]
T

e

%Nﬂuﬁ
B

.
w0
B

g
Yo

Yo

L2
[0}

C

W. Rén

H. Straui

S{E-2345
Janusr 1880
IS3N 0288-0aas






Motorway
Wigtarway :n Construction
szin Road

Mzin Saiiway Ling

SChuNgsZnirim

iﬁ Jidoh Hisizn

Als Manuskript gedruck!

Forschungszentrum Jilich: Bericnts
gewandie Mathematik

Zentralinstitut fir Angev

Zu beziehen durch: ZENTRALBIBLIOTHEK Forschungszentrum Jilich GmbH
Postfach 1513 - D-5170 Jalich (Bundesrepubiik Deutschland}
Talefon: 02461/81-0 - Telex: 833586-70 ki d







yon

I. Gutheil"
W. Ronsch?
H. Strauk?

- Zentralinstitut fir Angewandte Mathematik
Forschungszentrum Jilich GmbH .~

2 Prof. Dr, Feilmeier, Junker & Co. GmbH, Munchen







Zusammenfassung

In einem Verbundprojekt mit 14 Partnern aus Grofforschung, Industrie und Universi-
tdten entsteht ein Parallelrechner, der SUPRENUM Rechner (SUPerREchner fir
NUMerische Anwendungen). Der Rechner besteht aus einem Hochleistungskern mit bis
zu 256 Knoten und drei Steuerrechnern flir Betrieb, Wartung und Programmierung.
Neben Hardware und Systemsoftware werden umfangreiche Anwendungssoftwarepakete
fiir die Bereiche Lineare Algebra und numerische Verfahren fur Strdmungsdynamik,
Meteorologie, elektromagnetische Felder etc. entwickelt. Diese werden als Programmbi-
bliotheken zur Ausstattung des Rechners gehéren.

Die KFA-Jilich ist in diesem Rahmen fir das Programmpaket zur Lésung des reellen
Eigenwertproblems und fir ein Paket fiir Design und Optimierung von Teilchenbe-
schleunigern verantwortlich ([&Guth.],[&Buch.]). AuBlerdem wurde im Bereich Lineare
Algebra ein Spezialprogramm zur Lésung linearer Gleichungssysteme mit Bandmatrix
bei der KFA-Julich entwickelt ([&Gut2.7).

Das gesamte Lineare Algebra Paket, SLAP (SUPRENUM Linear Algebra Package),
enisteht in Zusammenarbeit zwischen der Prof. Dr, Feiimeier, Junker & Co. GmbH und
der KFFA-Jilich GmbH.

I'm vorliegenden Dokument werden die Grundlagen (Kapitel 1-4) von SLAP dargestellt
und cinige Routinen exemplarisch detailliert beschrieben (Kapitel 5-7). Eine vollstindige
Beschreibung aller in SLAP implementierten Routinen wird im SLAP User’s Guide, der
endgiiltigen Dokumentation von SLAP, versffentlicht.
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Einleitung

In einem Verbundprojekt mit 14 Partnern aus GrofBforschung, Industrie und Universi-
tdten entsteht ein Parallelrechner, der SUPRENUM Rechner (SUPerREchner fur
NUMerische Anwendungen). Der Rechner besteht aus einem Hochleistungskern mit bis
Zu 256 Knoten und drei Steuerrechnern fir Betrieb, Wartung und Programmierung.
Neben Hardware und Systemsofiware werden umfangreiche Anwendungssoftwarepakete
fur die Bereiche lLineare Algebra und numerische Verfahren fir Stromungsdynamik,
Meteorologie, elektromagnetische Felder etc. entwickelt. Diese werden als Programmbi-
bliotheken zur Ausstattung des Rechners gehoren.

Die KFA-JIilich ist in diesem Rahmen fiir das Programmpaket zur Losung des reellen
Eigenwertproblems und fur ein Paket fiir Design und Optimierung von Teilchenbe-
schleunigern verantwortlich ([22],[61). AuBlerdem wurde im Bereich Lineare Algebra ein
Spezialprogramm zur Losung linearer Gleichungssysteme mit Bandmatrix bei der
KFA-Jilich entwickelt ({21]).

Das gesamte Lineare Algebra Paket, SLAP (SUPRENUM Linear Algebra Package),
entsteht in Zusammenarbeit zwischen der Prof. Dr. Feiimeter, Junker & Co. GmbH und

der KFA-Jiilich GmbH.

Im folgenden werden die Grundlagen (Kapitel 1-4) von SLAP dargestellt und einige
Routinen exemplarisch detailliert beschrieben (Kapitel 5-7). Eine vollstéindige Beschrei-
bung aller in SLAP implementierten Routinen wird im SLAP User’s Guide, der endgil-
tigen Dokumentation von SLAP, verdffentlicht.
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1.0 Das SUPRENUM-Projekt

SUPRENUM ist ein vom BMFT gef6rdertes Verbundprojekt mit dem Ziel, einen
marktreifen Parallelrechner der hochsten Leistungsklasse zu entwickeln.

Als Architektur wurde ein Parallelrechner mit verteiltem Speicher gewihlt. Die einzelnen
Prozessoren sind dabei leistungsfihige Vektorrechner, die durch ein zweistufiges
Bussystem verbunden sind. Die Kommunikation zwischen den Prozessoren geschieht
durch Botschaftenaustausch.

Das Projekt wird seit 1985 gefordert, und die geplante Laufzeit betrégt ca. vier Jahre.
Bis Ende 1989 sollen mehrere Entwicklungssysteme mit jeweils bis zu 16 Prozessoren
fertiggestellt sein und an einzelne Projektpartner ausgeliefert werden. Der endgiiliige
Prototyp mit 256 Prozessoren wird im Dezember 1989 vorgestellt.

Fur die Entwicklung der Software stehen verschiedene Simulatoren aul CRAY und
IBM-Grofrechnern sowie auf SUN-Workstations zur Verfligung. Auflerdem werden im
sogenannten Preprototyping Programm die bereits fertiggesteliten Hardwarekom-
ponenten und die Betriebs- und Anwendungssofiware laufend getestet.

1.1 Organisation

Die beteiligten Partner aus Industrie, Hochschule und GroBforschung arbeiten an drei
wesentlichen Bereichen des Projekts:

Zum Bereich Hardware/System tragen vor allem die Abteilung FIRST der GMD Berlin,
die Firmen Krupp Atlas Elektronik und Stollmann sowie die Hochschulen Braunschweig
und Erlangen bet.

Im Bereich Sprachentwicklung arbeiten die GMD St. Augustin und Karlsruhe und die
Hochschulen Bonn und Darmstadt.

Anwendungsprogramme werden bei den Firmen Dornier, Siemens (Bereich KWU) und
Prof. Dr. Feilmeier, Junker & Co., bei der DLR Braunschweig, der GMD St. Augustin,
der KFA, der KIK und an den Hochschulen Disseldorf und Erlangen entwickelt.

Die Projektleitung und Organisation sowie der Vertrieb des Rechners liegen bei der im
Januar 1986 gegriindeten SUPRENUM Gesellschaft fiir numerische Superrechner mbH.

1.2 Die Hardware

Der Rechner besteht aus einem Hochleistungskern, dem eigentlichen Parallelrechner,
und drei Steuerrechnern, je einem flir Betrieb, Wartung und Programmierung.

Die drei Steuerrechner sind vom Typ MPR2300. Dies ist eine Entwicklung der Firma
Krupp Atlas Elektronik auf der Basis des Mikroprozessors MC68020. Sie verflgen liber
periphere Schnittstellen flir Ein- und Ausgabegerite, iiber Plattenanschliisse sowie liber
Netzwerkanschliisse. Zusidtzlich verfiigt der MPR2300 tiber ein Hochleistungs-Graphik-

Subsystem. -

-+ Der 'Hochleistungskern setzt sich aus 256 Prozessoren zusammen, den sogenannten
- Knoten. Jeder dieser Knoten besteht aus einem 32-Bit Mikroprozessor MC680620 mit
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Gleitpunktkoprozessor 68881. Weiter verfigt jeder Knoten iiber einen Vektorkopro-
zessor WTL2264/65 sowie 8 Mbyte privaten Speicher. Unter Verwendung von Chaining
erreicht damit jeder Knoten eine Maximalleistung von 20 Mflops.

Die Knoten sind in 16 Clustern zu je 16 Prozessoren angeordnet. Innerhalb eines
Clusters sind die Knoten durch den sogenannten Clusterbus verbunden, der eine Uber-
tragungsleisiung von 40 Mbyte/s/Bus/Knotenpaar erreicht.

Jeder Cluster verfugt tiber eine Clusterplatte, einen PlattenanschiuBknoten hierfiir, einen
Clusterdiagnoseknoten, sowie zwel Kommunikationsknoten mit je einem
SUPRENUMBUS-Anschluf.

Die Cluster sind in einer 4 x 4-Matrix angeordnet, in der die Zeilen und die Spalten je-
weils durch den sogenannten SUPRENUMBUS verbunden sind. Der SUPRENUMBUS
wird auf der Basis des Taxichips realisiert und wird eine Ubertragungsleistung von
125 Mbit/s erreichen.

1.3 Die Software

Im Gegensatz zu den meisten Konkurrenzprodukten wird der SUPRENUM-
Parallelrechner mit einem umfangreichen Sofiwarepaket ausgestattet. Neben der
Betriebssoftware fur Steuerrechner und Hochleistungskern wird auch ein reichhaltiges
Anwendungssoftwarepaket zusammen mit dem System ausgeliefert werden.

Auf den Steuerrechnern wird das Betriebssystem UNIX eingesetzt. Die Prozesse im
Hochleistungskern sind dort als UNIX-Prozesse realisiert. Nur dieses Betriebssyster ist
fir den Benutzer sichtbar.

Auf dem Hochleistungskern lduft das im Rahmen des Projekts entwickelte Knoten-
betriebssystem PEACE (Process Execution And Communication Environment), das
insbesondere fur dic Kommunikation zwischen den Prozessen und die Verwaltung der
lokalen Speicher und der Clusterplatten sorgt. Dieses Betriebssystem arbeitet vor dem
Benutzer verborgen auf jedem Knoten.

Fur die Programmierung steht ein Compiler flir eine héhere Programmiersprache zur
Verfigung, ndmlich fuir FORTRAN. Diese Sprache wurden um Konstrukte fiir die
Kommunikation und die ProzeBerzeugung erweitert.
Zusartzlich werden Entwicklungsumgebungen geschaffen, die durch Programmierwerk-
zeuge, ,intelligente” Editoren und graphische Hilfsmittel dem Benutzer das Arbeiten mit
einem hochparallelen System wesentlich erleichtern.

Im Bereich Anwendungssoftware werden neben der Bibliothek fiir Probleme aus der Li-
nearen Algebra, SLAP, weitere Programmpakete entwickelt. Zum einen entstehen Ba-
sisroutinen zur Losung elliptischer Differentialgleichungen, zum anderen Pakete zur
Losung spezieller Probleme z.B. aus der Strémungsdynamik (Navier-Stokes- und Euler-
Gleichungen), fur die Berechnung elektromagnetischer Felder und fiir Reaktorberech-
nungen. Fir die meisten dieser Programme werden Mehrgitterverfahren verwendet, da
diese fur die Struktur des Rechners besonders gut gecignet sind. Alle Programme werden
speziell an die Architektur des SUPRENUM-Rechners angepallt, so daB cine moglichst
*effiziente Nutzung sichergestellt ist.
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2.0 SUPRENUM aus der Sicht des Benutzers

2.1 - Die abstrakie SUPRENUM Maschine

Der Benutzer ist nicht gezwungen, sich die in 1.2 beschriebene Hardware Struktur von
SUPRENUM zu vergegenwirtigen, fur ihn ist vielmehr die abstrakte SUPRENUM
Maschine relevant, Diese beruht auf einem ProzeBmodell, bei dem verschiedene Prozesse
unabhingig voneinander existieren und keinen gemeinsamen Speicher besitzen. Die
Kommunikation zwischen Prozessen geschicht ausschlieBlich iiber expliziten Datenaus-
tausch {message passing). Hierflir gibt es spezielle SEND und RECEIVE Befehle in den

Programmiersprachen.

Die ProzeBstrukturen konnen unabhingig von der realen Hardware definiert werden, da
grundsitzlich Nachrichtenaustausch zwischen beliebigen Prozessoren moglich ist. Au-
Berdem wird es die Moglichkeit geben, mehrere Prozesse auf demselben Prozessor zu
starten und ablaufen zu lassen.

Die ProzeBistruktur ist dynamisch: Prozesse konnen wihrend der Laufzeit neue Prozesse
kreieren, und sie konnen selbst terminieren; sie kénnen jedoch nicht andere Prozesse
terminieren.

Die Prozesse kénnen asynchron kommunizieren, d.h. der sendende Prozef3 kann weiter-
arbeiten, sobald die Nachricht abgeschickt ist. Er ist nicht so lange blockiert, bis der
Empfingerprozef die Nachricht empfangen hat.

2.2 Aufbau eines SUPRENUM FORTRAN Programmes

Ein SUPRENUM FORTRAN Programm besteht aus zwei wesentlichen Teilen.

Um eine Berechnung zu starten, ist genau eine initiale Programmeinheit, auch initialer
Prozell genannt, nétig. Diese ist ein FORTRAN Hauptprogramm, gekennzeichnet durch
ein “INITIAL TASK PROGRAM name” Statement, mit dazugehérigen Unterpro-
grammen und [auft auf dem Steuerrechner. Nur in der initialen Programmeinheit ist Ein-
und Ausgabe von und zur Peripherie méglich. Der initiale Prozefl mull durch Senden die
Eingabedaten den Prozessen im Hochleistungskern bekannt machen und am Ende die
Ergebnisse empfangen, um sie auszugeben.

Fir die eigentliche Berechnung im Hochleistungskern gibt es mindestens eine Task
Programmeinheit. Die Task Programmeinheit ist ebenfalls ein FORTRAN Hauptpro-
gramm mit eventuellen Unterprogrammen, das durch ein "TASK PROGRAM name”
Statement gekennzeichnet ist.

Zur Initialisierung eines neuen Prozesses enthilt die initiale oder eine Task Programm-
einheit folgende SUPRENUM FORTRAN spezifische Anweisungen:

TASKID proc /* Variablentyp
TASK EXTERNAL name /* EXTERNAL Anweisung
proc=NEWTASK(name,} /¥ INTRINSIC FUNCTION

Hierdurch wird ein ProzeB3 mit der Prozeflkennung proc auf dem Prozessor mit Identifi-
- kationsnummer 1 gestartet, der den Code aus “"TASK PROGRAM name” ausflhrt.

“Im allgemeinen werden mehrere Prozesse mit demselben Programmcode gestartet, die
- diesen mit unterschiedlichen Daten ausfuhren.
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Statt der expliziten Angabe einer Prozessornummer, also der benutzergesteuerten Zu-
ordnung von Prozell zu Prozessor, ist auch halbautomatische und vollautomatische Zu-
ordnung méglch,

Bei der halbautomatischen Zuordnung kann der Benutzer angeben, wo der neu gestartete
ProzeB in Relation zum ihn startenden Prozef laufen soll. Es gibt die Moglichkeiten, dal3
er auf demselben Prozessor, auf einem beliebigen anderen, in demselben Cluster oder in
einem anderen Cluster gestartet und abgearbeitet wird.

Bei der vollautomatischen Zuordnung lberldfit es der Benutzer ganz dem Betriebssy-
stem, auf welchem Prozessor der Prozef3 ablaufen soll.

Zusitzlich gibt es Bibliotheksroutinen, die eine vom Benutzer gewtnschte ,,Struktur®
von Prozessen erzeugen. Mit diesen Routinen werden die Prozesse erzeugt und auf Pro-
zessoren verteilt; zusdtzlich bekommen sie Informationen iiber die Prozesse mitgeteilt,
mit denen sie spdter kommunizieren sollen. Ein Beispiel ist die Prozedur "NEWRING”,
die eine gewiinschte Anzahl von Prozessen kreiert und jedem ProzeB die Adresse seines
linken und rechten Nachbarn mitteilt, so daB der Benutzer die Kommunikation so ge-

stalten kann, als wiren die Prozesse auf einem Ring von Prozessoren angeordnet,

‘6. Lincare Algebra Software fiir SUPRENUM
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3.0 Umfang des Lineare Algebra Pakets

3.1 Bereich Basisalgorithmen (BLAS)

Im Bereich der Basisalgorithmen sind parallele Versionen eines Teils der
BLAS 2-Module und aller BLAS 3-Module realisiert worden. Die BLAS 2-Module
umfassen verschiedene Varianten von Matrix-Vektor-Operationen (sieche 5.1.1), die
BLAS 3-Module dagegen verschiedene Arten von Matrix-Matrix-Operationen (siche
5.1.2).

Zum Bereich der realisierten parallelen Basisroutinen zdhlen auch Module zur parallelen
Berechnung des Skalarproduktes zweier Vektoren und der Komponentensumme eines
verteilten Vektors.

“Alle Module sind so implementiert, dal3 sic sowohl auf einer Task Programmeinheit als
":a_nr\h auf der immitialen Drng}-arnmnEnhpif {ciehe 2 2) aufgprnf‘pn werden kdnnnen und dafB
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“die Anzahl der an der Berechnung beteiligten Prozesse nur der Beschrinkung unterliegt,
dal} sie mindestens eins ist. Alle Module sind in einfacher und doppelter Genauigkeit
verflgbar, aber nicht in Komplexer Arithmetik.

3.2 Bereich LINPACK

Es sind parallele Versionen der wichtigsten LINPACK-Routinen [11] implementiert
worden. Dabei handelt es sich um Programme zur Losung linearer Gleichungssysteme
mit dichtbesetzien Matrizen.

Fiir allgemeine Matrizen gibt es Routinen zur Faktorisierung geméfl LU-Zerlegung und
(im quadratischen Fall) zur anschlieBenden Losung der linearen Gleichungssysteme mit
Dreiecksmatrizen mittels Vorwirts- und Ritckwiértseinsetzen.

Fir symmetrische positiv-definite Matrizen sind Routinen zur Faktorisierung geméal der
Cholesky-Zerlegung und zur anschlieBenden Losung der entstandenen linearen Glei-
chungssysteme mit Dreiecksmatrizen verfigbar.

Bei beiden Losungsroutinen (LU- als auch Cholesky-Zerlegung) kann die rechte Seite
der zu lésenden Gleichungssysteme aus einem oder mehreren Spaltenvektoren bestehen.

Fiir quadratische bzw. positiv-definite Matrizen sind Routinen vorhanden, die auf der
Grundlage der Ergebnisse der LU- bzw. der Cholesky-Zerlegung sowohl die Inverse der
Koeflizientenmatrix als auch die Determinante bestimmen. Alle mit der LU-Zerlegung
im Zusammenhang stehenden Routinen gibt es sowoh! in einer Ausfithrung ohne
Pivotisierung als auch in einer mit teilweiser Pivotisierung. (Die Routinen ohne
Pivotsuche kénnen unter Umstdnden numerisch instabile Ergebnisse liefern. Falls be-
kannt ist, dafl die Koeffizientenmatrix eine stabile Zerlegung ohne Pivotisierung erlaubt,
bicten dic Routinen ohne Pivotisierung den Vorteil erheblich verkiirzter Laufzeiten.)

Der Bereich - LINPACK umfafit weiterhin Routinen zur QR-Zerlegung dichtbesetzter
“allgemeiner: Matrizen ‘sowie ‘zur Losung eines oder mehrerer linearer Ausgleichspro-
‘bleme. - o
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Eine Spezialroutine zur Lésung linearer Gleichungssysteme mit diagonal-dominanter
Bandmatrix wird zusétzlich angeboten. Hierbei sind Zerlegungs- und Lésungsteil nicht
in zwel verschiedenen Routinen realisiert.

Die Bandmatrix muB in kompakter Form und in zeilenorientierter Aufieilung eingegeben
werden. Diese Routine erfordert auflerdem mindestens drei Prozesse und eine Gesamt-
bandbreite, die kleiner ist als die Anzahl der Zeilen der Bandmatrix, die jeder Prozel3 bei
der Aufteilung der Matrix bekommt.

Routinen fur die Behandlung hermitescher und symmetrisch indefiniter Matrizen sowie
von Matrizen in spezieller Speicherungsart, z.B. von symmetrischen Matrizen, deren
Elemente spaltenweise in einem eindimensionalen Feld fortlaufend abgespeichert sind
{(wie es in LINPACK vorgesehen ist), wurden nicht implementiert.

Soweit bekannt wurden die Namen der parallelisierten Routinen und deren Aufruflisten
an den neuen LAPACK-Standard [10] angepalt.

Die hier beschriebenen Routinen mit Ausnahme der Spezialroutine flir diagonal-
dominante Bandmatrizen (nur einfache Genauigkeit) gibt es sowohl in einfacher als auch
in doppelter Genauigkeit.

3.3 Bereich EISPACK

Fr einige der im EISPACK Guide [32] beschriebenen Verfahren fiir reelle symmetrische
Matrizen sind parallele Versionen entwickelt worden, Es gibt Routinen zur Reduktion
vollbesetzter reeller symmetrischer Matrizen auf Tridiagonalgestalt, Routinen zur Be-
stimmung der Eigenwerte und optional auch der Eigenvektoren symmetrischer Tridia-
gonalmatrizen sowie zur Ricktransformation der Eigenvektoren der Tridiagonalma-
trizen auf die der urspriinglichen Matrix.

Vollbesetzte symmetrische Matrizen miissen komplett gegeben sein, also sowohl obere
als auch untere Hilfte der Matrix sind besetzt, bet Bandmatrizen geniigt ein
zweidimensionales Feld, das die von Null verschiedenen Diagonalen enthilt. Bei Tridia-
gonalmatrizen missen zwel eindimensionale Felder mit der Diagonale und der
Nebendiagonale gegeben sein.

Flir die Reduktionsroutinen gibt es sowohl eine Version, die eine nach der Blockauftei-
lung verteilte Matrix voraussetizt als auch eine fiir block-zyklische und zyklische Vertei-
lung der Matrix. Fir jede dieser Reduktionsroutinen gibt es die entsprechende Routine
zur Riicktransformation der Eigenvektoren.

Zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren symmetrischer Tridiagonalmatrizen
stehen “zwei verschiedene Implementationen des Bisektionsverfahrens mit mverser
Iteration und eine Implementation des "Divide-and-Conquer”-Verfahrens nach Cuppen
zur Verfugung (siche auch ,,Das reelle symmetrische Eigenwertproblem®).

Mit Ausnahme der Routine, die das “Divide-and-Conquer”-Verfahren nach Cuppen
~ verwendet, und die nur in doppelter Genauigkeit implementiert ist, stehen alle Routinen
“aus dem Bereich des symmetrischen Eigenwertproblems nur in einfacher Genauigkeit zur
Verfugung. Dies soll jedoch in Kiirze gedindert werden, so dafl dann auch alle Routinen
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aus dem Bereich EISPACK in einfacher und doppelter Genauigkeit vorhanden sein
werden. Im Bereich EISPACK gibt es keine Verfahren flir komplexe Matrizen.

3.4 Bereich Datenverteilungsroutinen

Der Bereich der Datenverteilungsroutinen umfafit Routinen zur Kommunikation zwi-
schen mitialer Programmeinheit und Task Programmeinheit bzw. der Task Programm-
einheiten untereinander.

Bei der Verteilung allgememer Matrizen von der initialen Programmeinheit auf die Task
Programmeinheiten wurden die Block-, die zyklische und die block-zyklische Aufteilung
(stche 4.3.3) sowohl in Spalten- als auch in Zeilenrichtung berticksichtigt, Entsprechend
stehen Sammelroutinen zur Verfligung, die die aufgeteilten Matrizen auf der mitialen
Programmeinheit wieder zusammenfithren.

Fiir die Kommunikation der Task Programmeinheiten untereinander gibt es Routinen,
"“die allgemeine Matrizen oder Dreiecksmatrizen von einer Blockaufteilung in Spalten-
richtung in eine in Zeilenrichtung und umgekehrt Gberfihren. AuBBerdem stehen Routi-
nen zur Verfligung, die allgemeine Matrizen von einer spalten- bzw. zeilenorientierten
Blockaufteilung in eine block-zyklische Aufteilung mit konstanter Blockbreite entlang

Spalten bzw. Zeilen transformieren.

Es ist geplant, alle Datenverteilungsroutinen auller in einfacher auch in doppelter Ge-
nauigkeit verfiigbar zu machen.

Einen Sonderfall im Bereich der Datenverteilungsroutinen stellt die Routine zur Syn-
chronisation von parallel arbeitenden Task Programmeinheiten dar. Diese Routine ist
notwendig zur Vermeidung von moglichen Botschaftsverwechslungen im Falle des
mehrmaligen Aufrufs ein und derselben SLAP-Routine in Folge auf einer Task Pro-

grammeinheit.
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4.0 Aligemeine Realisierungsstrategien

4.1 Aﬁg@rithmen

Die implementierten Routinen beruhen nach Moglichkeit auf bekannten Algorithmen,
wie sie z.B. in [36] beschrieben sind. Deshalb ist es nicht notwendig, numerische Eigen-
schaften der Algorithmen neu zu beweisen.

Wo es sinnvoll erschien, wurden statt der urspriiglichen Algorithmen aus [36] Block-
versionen implementiert. Hierunter versteht man Verfahren, bei denen z.B. eine Zerle-
gung jeweils flir einen kleinen Block, bestehend aus einigen Spalten, durchgefihrt wird
und danach erst auf den Rest der Matrix angewandt wird. Bei den urspriinglichen Al-
gorithmen wird dagegen gleich nach der Bearbeitung einer Spalte auch der Rest der
Matrix verdndert. Durch diese Technik wird eine grobere Granularitdt erreicht, die so-
wohl flir die Vektorprozessoren Vorteile bringt als auch den Kommunikationsaufwand
der implementierten Algorithmen senkt,

Auf Knotenebene werden serielie BLAS 3- und BLAS 2- Module in Assembler Code zur
Verfigung stehen, die von den Lineare Algebra Routinen in der Task Programmeinheit
aufgerufen werden. Dadurch wird die Granularitit der Routinen gréber. Dies geschieht
in Anlehnung an das Projekt LAPACK [10].

4.2 Aufrufkenzept

Die Lineare Algebra Routinen wurden als Programmbibliothek dhnlich LINPACK und
EISPACK so implementiert, dafl sie auf Task Programmebene aufgerufen werden kén-
nen. Die Bibliotheksroutinen der Linearen Algebra gehen also grundsitzlich davon aus,
daB die Daten bereits verteilt vorliegen.

Das Verteilen der Daten am Anfang einer Berechnung geschieht dabei mit Hilfe von
Datenvertetlungsroutinen, die in der initialen Programmeinheit, und durch Datenemp-
fangsroutinen, die vor Beginn der Berechnungen in der Task Programmeinheit aufge-
rufen werden miissen.

Zusitzlich gibt es Ricksende- und Sammelroutinen, die die Ergebnisse der Rechnung
an die imitiale Programmeinheit zurticksenden bzw. dort sammeln, von wo sie auf Aus-
gabegerdte geschickt werden konnen (siehe auch 3.4).

Auflerdem wird von dem oben bereits.erwdhnten Fali (s. 2.2) ausgegangen, dafl der Be-
nutzer, der die ‘Bibliotheksroutinen aufrufen will, nur einen Task Programm Code
schreiben muB, der von mehreren Prozessen mit unterschiedlichen Daten ausgefiihrt
wird. ' S

Die Aufrufe der Routinen im Task Programm sollen dabei moglichst kompatibel zu
denen der LINPACK und EISPACK Routinen sein. Dies ist natiirlich nicht ganz zu er-
reichen, da zusidtzliche Parameter ndtig sind, die die Anzahl und ldentifikationen der
Ubrigen beteiligten Prozesse sowie die Position des aktuellen Prozesses in der Gesamtheit
angeben. Ein ProzeB muB z.B. aus den Ubergabeparametern erkennen, ob er die ersten,
ausschlieBlich mittlere oder die letzten Spalten der Matrix in seinem Speicher hat und
daher bearbeiten muf, und. welchen “Prozessen er wihrend der Berechnung Daten

-schicken muB. ... -
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42,1 Vorteile dieses Konzepts

Fir den Benutzer sollte die Verwendung der Bibliothek damit so einfach wie moglich
sein. Er mul selbst keine Kommunikation explizit programmieren, er muf} beim Aufruf
der Bibliotheksroutinen lediglich einige zusdtzliche Ubergabeparameter angeben. Da
diese auch mit Hilfe von Bibliotheksroutinen erzeugt werden, sind Inhalt und Bedeutung
dieser Variablen fir den Benutzer nur dann wichtig, wenn er zusétzliche eigene verteilte
Routinen schreiben will, die auf den verteilten Daten operieren,

Die verschiedenen Routinen kdnnen nacheinander auf Task Programmebene aufgerufen
werden, ohne dazwischen die initiale Programmeinheit einzuschalten. Damit kdénnen die
Daten auf den Knoten des Hochleistungskerns verteilt bleiben, ohne dafl Kommunika-
tion mit dem Steuerrechner erfolgen muf.

Bei einem alternativen Konzept, bel dem der Benutzer nur eine initiale Programmeinheit
schreibt, in der er Bibliotheksroutinen aufruft, miiiten bei iedem Aufruf im initialen
Prozefl die Daten zuerst vom Steuerrechner zu den Knoten geschickt und am Ende der
Prozedur wieder an den Steuerrechner zuriickgesendet werden. Dies wiirde erhebliche
zusatzliche Kommunikationszeit erfordern, da alle Prozessoren mut dem Steuerrechner
kommunizieren miifiten.

4.2.2 Nachteile dieses Konzepts

Bei dieser Art des Vorgehens ist es notwendig, eine Standardaufteilung der Matrizen und
Vektoren auf die Prozesse festzulegen, die zu Beginn und Ende jedes Unterprogrammes
gleich ist. Leider sind die verschiedenen Aufieilungsstrategien flir die verschiedenen
Problemstellungen unterschiedlich gut geeignet. Eine flir die eine Aufgabenstellung her-
vorragend geeignete Aufteilung erweist sich unter Umstédnden fir die nichste Aufgabe
als besonders ungeschickt und umgekehrt. Andererseits kann eine ungiinstige Aufteilung
der Matrizen wiederum zu einer so schlechten Lastverteilung fihren, daf3 die Umvertei-
lung von Matrizen zu Beginn und Ende einer Routine angeraten sein kénnte. Daher wird
es auch Routinen geben, die verteilte Daten umverteilen. g

4.3 Moglichkeiten fiir die Wahl einer Standardaufteilung

Aus den in [28] und [29] beschriebenen und im Kapitel ,,Das quadratische lineare
Gleichungssystem® noch einmal aufgegriffenen Griinden sollen nur spalienorientierte
Aufteilungen betrachtet werden. Hierbei ergeben sich im wesentlichen drei Mog-
lichkeiten, die im folgenden néher erldutert werden sollen.

Dabei sei n die Anzahl der Spalten ciner zu verteilenden Matrix, p die Anzahl der Pro-
zesse, auf die die Matrix zu verteilen ist und [ n/p] sei die gréBie ganze Zahl kleiner oder
gleichafp, -~ : : ; : :

4.3.1 Die Blockauftejlung

. _"Bei der Blockaufteilﬁng bekommt jeder Prozell einen zusammenhédngenden Block von
_ k=nfp Spalten der Matrix. Falls p kein Teiler von » 1st, sind dic Blocke der ersten
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- Abb. 1. Beispiele fitr Standardaufteilungen auf vier Prozesse: Die Zahlen unter den Spalten
) der Matrix geben jeweils die Nummer des Prozesses an, der diese Spalie(n) in seinem
Speicher hat.

nmodp Prozesse jeweils um eine Spalte groBer als die der {Ubrigen, also ist
k=1[n/p]+1 fiir die ersten n mod p Prozesse und & = [ n/p] fir die restlichen Prozesse.

Der Vorteil dieser Aufteilung ist, daf} sie sehr einfach und leicht zu verstehen und zu
verwenden ist. AuBerdem ist sic ideal fur die Matrixmultiplikation, da auf Task Pro-
grammebene grofle Matrixblocke in kontinuierlicher Adressierung multiphiziert werden.
Es kénnen also im Task Programm BLAS 3-Module mit grofen, zusammenhingenden
Matrizen aufgerufen werden.

Der Nachteil dieser Aufteilung besteht darin, dafl bei Zerlegungsroutinen nach &
Schritten, wobei ein Schritt die Behandlung einer Spalte bedeutet, der erste Prozef} nichts
mehr zu tun hat, nach 2-k Schritten der zweite usw., so daf eine sehr ungleichmiBige
Lastverteilung entsteht. o

4.3.2 Die zyklische Aufteilung

In der engiischsprachigen Literatur ist dieses Aufteilungsschema unter dem Namen
"Wrap-Mapping” bekannt geworden. Hierbei wird wie bei einem Kartenspiel den Pro-
zessen reihum je eine Spalte der Matrix zugeteilt so, dafl ProzeB j die Spalten i bekommt
mit imodp=j, j=1, .. ,p—1 und daBl Prozel} p die Spalten i mit imodp=20 be-
kommt. Auch hier haben, falls # kein Teiler von p ist, die ersten » mod p Prozesse jeweils
[?ifp]_+.1_ Spalten und die iibrigen haben [ n/p] Spalten in ihrem lokalen Speicher.

Diese Aufteilung ist ebenfalls leicht zu verstehen, aber nicht mehr ganz so leicht zu im-
plementieren wie dic Blockaufteilung, Fur die Zerlegungsroutinen ist sie sehr glinstig, da
. bis beinahe zum Schluf}, genauer so lange noch mindestens p Spalten zu bearbeiten sind,
‘alle Prozesse aktivan der Berechnung betetligt sind und &hnlich grofie Teile zu bearbei-
ten haben. Die Lastverteilung ist also fast ausgewogen.
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Fir die Matrixmultiplikation ist diese Aufteilung allerdings weniger giinstig, da hier auf
Task Programmebene die zweite Matrix jeweils mit Inkrement p angesprochen werden
muB, wofiir derzeit noch keine BLAS 3-Module vorgesehen sind (s. [12]7).

Noch ungiinstiger sieht dieses Verfahren im Zusammenhang mit Blockalgorithmen aus.
Diese konnen bei einer zyklischen Aufteilung der Daten nicht effizient implementiert
werden, da bei Blockalgorithmen immer zunichst ein kieiner Block zusammenhéngender
Spalten bearbeitet wird, ehe die {ibrige Matrix aktualisiert wird. Durch die zyklische
Verteilung der Matrix hat jedoch kein ProzeB einen kleinen Block von zusammenhén-
genden Spalten in seinem lokalen Speicher. Zur Behandlung des kleinen Blockes wiére
also bereits Kommunikation notwendig. '

4.3.3 ' Die block-zyklische Anfteilung

Diese Aufteilung bildet eine Art von Kompromil zwischen Blockaufteilung und
zyklischer Aufteilung. Nicht einzelne Spalten sondern ganze Bltcke von nch (number of
columns per block, s. [28] und [29]) Spalten werden den cinzelnen Prozessen rethum
zugeteilt. Es gibt dann [ »/nch] = nb Blocke zu je nch Spalten und eventuell noch einen
Kleineren Block. Jeder ProzeB hat [ #b/p] Blécke in seinem Speicher, eventuell haben die
ersten nb mod p Prozesse wieder je einen Block mehr als die restlichen. Falls nch kein
Teiler von # ist, bekommt dann der #b mod p + I te Proze den unvollstindigen Block.

Die Anzahl der Spalten je ProzeB3 unterscheidet sich also um bis zu ncb.

Der Vorteil dieser Aufteilung ist, daf3 sie gut geeignet ist fiir die kommunikationsspa-
renden Blockalgorithmen. AuBerdem ist die Lastverteilung bei Zerlegungsroutinen fast
so gut wie bei der zyklischen Aufteilung.

Andererseits ist die block-zyklische Aufteilung nicht so leicht zu tiberblicken und zu 1m-
plementieren wie die beiden ersten. Bei der Matrixmultiplikation werden aufferdem aus
der zweiten Matrix jeweils Zeilenblécke mit neh Zeilen angesprochen, was sich nur
schwer in BLAS 3-Modulen ausdriicken lHiBt. Schlieflich mufl eine emheithche
BlockgroBe festgelegt werden, und hierfir gilt dasselbe wic fir das Festlegen der
Standardaufteilung Uberhaupt, keine BlockgrdBe ist fur alle Problemstellungen gleich gut
geeignet. Es missen daher Kompromisse geschlossen werden.

4.3.4 Weitere B

In [2] werden QR-Zerlegungsroutinen mit adaptiver Blockgréfe und zyklischer Auftei-
lung der Matrix beschrieben, d.h. die Grof3e der Blocke, die nachemander reihum aufl die
Prozesse verteilt werden, richtet sich danach, wie weit die QR-Zerlegung schon fortge-
schritten ist. Das Kriterium ist, die Zeit zu minimieren, wihrend der ein Prozefs nicht
arbeiten kann, weil ein anderer mit der Berechnung einer Block-Householder Matrix
noch nicht fertig ist. Zundchst wird aus Maschinencharakteristiken und Komplexitits-
analysen ein kritischer Pfad bestimmt, mit dessen Hilfe sich die geeigneten sukzessiven
Blockgrofen berechnen lassen. Dabei zeigt es sich, dali die ersten und letzten Blocke nur
- eine Spalte breit sein sollten, wihrend die Grofie n der Mitte schnell zunehmen sollte.

Der kritische Pfad und die BlockgréBen werden im voraus bestimmt und die Matrix
entsprechend verteilt.
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Etwas spiter wird in [2], bei der Zerlegung einer Matrix mit Pivotsuche, noch eine
weitere Variante der Aufteilungsstrategie beschrieben. Hier wird die Matrix in Block-
aufteilung den Prozessen gesendet, danach wihlen die Prozesse rethum ihre lokale
Pivotspalte und fithren gemifl einem Rangkriterium eine Zerlegung durch oder nicht.
Dabei wird nicht die urspriingliche Matrix zerlegt, sondern eine Spaltenpermutation
derselben.

Diese Strategie ist zwar auch recht kompliziert, aber eventuell am besten vereinbar mit
einer Standardaufteilung. DDie Matrizen werden in zusammenhéngenden Blécken auf die
Prozesse verteilt, und dann wird die Aufteilung je nach Problem unterschiedlich inter-
pretiert, was flir den einfachsten Fall, wenn p Teiler von # und ncb Teiler von #n/p ist,
erlfutert werden soll:

Bei der Matrixmultiplikation werden z.B. die Blocke als Blocke aufeinanderfolgender
Spalten angesprochen. Dies bedeutet, daB3 Spalte / (oder kleiner Spaltenblock i mit nch
Spalten) von ProzeB j als Spalte (Spaltenblock) (j — i) -;— + { der urspriinglichen Matrix
betrachtet wird, das heiit, die Originalmatnx wird bearbeitet.

Bei Zerlegungen dagegen wird die Aufteilung als zyklische oder block-zyklische Auftei-
lung angesehen, was bedeutet, daBl Spalte (Spaltenblock) / von Prozefl j als Spalte
(Spaltenblock) (i — 1)-p +/ der spaltenpermutierten Originaimatrix angesehen wird (siche
auch 6.1).

Auch eine Betrachtung als zyklische Aufteilung mit adaptiver BlockgréBe 1st so moglich,
jedoch mit der Einschrinkung, daBl die Gesamtzahl der Spalten, die jeder Prozel besitzt,
vorgegeben ist.

Leider ist es noch viel schwieriger, diese Strategie auf die Householdertransformation
symmetrischer Matrizen zur Reduktion auf Tridiagonalgestalt zu Ubertragen, da hierbei
nicht nur die Spalten, sondern auch die Zeilen permutiert werden miissen. Dies fihrt zu
einer sehr komplizierten Adressierung der noch zu transformierenden Matrix.

Dieses Problem 148t sich umgehen, wenn man dafiir in Kauf nimmt, daf mehr Spei-
cherplatz verbraucht wird. Dann kann man Teile der Restmatrix emnmal mit
permutierten Zeilen und einmal mit der urspriinglichen Zeilenfolge speichern.

44 Weitere Optimierungsstrategien

Aufgrund der asynchronen Kommunikation beim SUPRENUM-Rechner, kann man
sinnvollerweise auch Kommunikation auf einem Prozefl und Arithmetik auf einem an-
deren Prozef} parallel ausfithren.

Eine wichtige Strategie hierbei ist das sogenannte “Compute-and-Send-Ahead”. Das be-
deutet, daf} die zu sendenden Daten so frith wie méglich berechnet und gesendet werden,
und daf alle anderen Berechnungen, die nicht unbedingt fiir das Senden notwendig sind,
zuriickgestellt werden.

Ein Beispiel fiir die Anwendung dieser Strategie sind die Zerlegungsroutinen, bei denen
der ProzeB, der als nichster eine Teilzerlegung durchfithren soll, nur dic Spalten auf den
aktuellen Stand bringt, die er sofort zerlegen muf. Nach deren Zerlegung und nach
Senden der zerlegten Spalten werden dann erst die tibrigen Spalten aktualisiert.
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4.5 Kommunikationsstrategien

An zweil in der Linearen Algebra hiufig auftretenden Kommunikationsproblemen soll
hier dargestellt werden, welche Moglichkeiten es gibt, das gewlinschte Ergebnis zu er-
langen, und welcher Kommunikationsaufwand dabei zu erwarten ist.

Erldutert werden alle Verfahren zunichst unter der Annahme synchroner Kommunika-
tion, wobel zusitzlich vorausgesetzt wird, daB sowoh! Sender als auch Empfinger zur
Kommunikation bereit sind. Anderenfalls muf} der Sender bei synchroner Kommunika-
tion warten bis der Empfinger bereit ist, ehe er seine Daten abschicken kann. Dies fiihrt
zu einem zusitzlichen Zeitaufwand flr beide Prozesse, der nur von der Programmstruk-
tur abhdngt.

Unter den eben erlduterten Annahmen besteht eine Kommunikation aus einer
Initialisierungs- und einer Ubertragungsphase. Die Zeit fiir das Senden von #
REAL-Zahlen von einem Proze zu einem anderen betrdgt T, =, + n 1, , wobel 7, die
sogenannte “Startup”-Zeit ist, also die Zeit, die nétig ist zum Aufbau der Verbindung,
Herstellen von Sendebereitschaft auf der einen und Empfangsbereitschaft auf der an-
deren Seite und zur Vorbereitung der Nachricht; ¢ ist die Zeit, die bendtigt wird, um eine
REAL-Zahl von emnem ProzeB zu ¢inem anderen zu ibertragen. Wahrend der gesamten
Zeit 1, + ni; sind beide Prozesse mit Kommunikation beschiftigt, danach koénnen beide
andere Befehle ausfiihren.

Bei vielen der existierenden Parallelrechnersystemen mit vertetltem Speicher ist £,<1,, so
daf fur kleine » der zweite Term in erster Ndherung vernachlédssigbar ist.

Der SUPRENUM-Rechner sicht dagegen asynchrone Kommunikation vor, bei der das
Senden unabhidngig vom Empfangen geschehen kann. Der sendende Prozef} ist fertig
mit der Kommunikation, sobald er eine Nachricht abgeschickt hat, auch wenn der
empfangende ProzeB noch nicht bereit ist. Der Empfangerproze3 beginnt mit der Kom-
munikation, sobald er eine Nachricht benétigt. Dann muf} er in seiner Mailbox nachse-
hen, ob diese vorfiegt und sie von dort holen. Liegt sie nicht vor, mul} er warten.

Ein Kommunikationsvorgang zerfillt also in drei Phasen, eine Phase der Imtialisierung
des Sendens (das ist die Phase zur Vorbereitung der Nachricht fiir den Bus), eine Uber-
tragungsphase und eine Phase des Holens der Nachricht aus der Mailbox.

In der ersten Phase ist nur der sendende ProzeB mit Kommunikation beschiftigt, wih-
rend der empfangende noch andere Befehle ausfithren kann. Fir die Dauer der dritten
Phase ist nur noch der empfangende Prozell mit der Kommunikation beschéftigt, wo-
hingegen der sendende ProzeB schon neue Befehle ausfihren kann. Insbesondere kann
der Sender bereits ein neues Senden einleiten. '

Die Zeit fur das Senden von # REAL-Zahlen von einem Prozef3 zu einem anderen wiirde
damit T,, = {, + n1, + 1, betragen, wenn 7, die Zeit flir das Initialisieren des Sendens, 4,
wie-oben die Ubertragungszeit flir eine REAL-Zahl und 7, die Zeit fur die Initialisierung
einer Empfangsoperation und das Empfangen bedeutet. Die Abhidngigkeit der Zeit £, flir
das Empfangen-der Nachricht von der Lénge » der Nachricht wurde vereinfachend aufler
acht gelassen. _

Der sendende ProzeBl bendtigt jedoch nur die Zeit 1, , wihrend der empfangende Prozef3
im glnstigsten Fall erst nach 1, + nz7; mit der Kommunikation beginnt und dann die Zeit

t; bendtigt.
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Vergleicht man das kompliziertere asynchrone Modell mit dem synchronen Modell, so
siecht man, daBl man eme Abschitzung fir den Kommunikationsaufwand bekommen
kann, wenn man zur Vereinfachung das synchrone Modell mit kommunikationsbereitem
Sender und Empfinger zugrunde legt und ¢, + ¢, fur ¢, einsetzt. Dabei 146t man die
Maéglichkeit aufler acht, dafl der sendende Prozel3 schon nach der Zeit 7, oder spétestens
nach ¢, + nt; , je nach Betriebssystem, neue Befehle ausfiithren kann. Die tatséchliche Zeit
wird dabei hdchstens iiberschatzt; Moglichkeiten, die kitrzere Verzégerung des Senders
auszunuizen, werden verschenkt.

Die im folgenden bestimmten Abschétzungen werden spéter im Kapitel ,,Das reelle

symmetrische Eigenwertproblem® zur Abschitzung des Gesamtaufwandes verwendet.
Ansonsten wird dort ein vereinfachtes asynchrones Modell zugrunde gelegt, bei dem

Sender und Empfinger jeweils eine Initialisierungsphase fur die Kommunikation durch-

laufen. Die Initialisierungsphase des Empféngers kann zu einer beliebigen Zeit nach Be-
“endigung der des Senders beginnen. Wartezeiten werden also nur dort betrachtet, wo der
“Empfinger frither bereit ist als der Sender. Die Ubertragungszeit ¢, wird vernachlissigt,
'__da sie im Vergleich zur Initialisierungszeit klein ist.

45,1 Broadcast

Das Problem ist wie folgt gegeben:

Von p Prozessen, die mit Prozefi(1) bis ProzeB(p) numeriert seien, kennt ein Prozef3,
oBdA Prozel3(1), ein Datum (einen Skalar oder Vektor etc. im Beispiel # REAL-Zahlen),
das alle p Prozesse bendétigen. Das Verschicken dieser Nachricht an die iibrigen p — 1
Prozesse 146t sich auf verschiedene Arten realisieren.

Da fiir den SUPRENUM-Rechner kein Hardware-Broadcast vorgeschen ist, mub eine
Software-Losung gefunden werden. Drei Beispiele sollen vorgestellt werden. Dabet wird
immer davon ausgegangen, dall sowohl der Sender als auch alle Empfingerprozesse am
Anfang des Broadcasts kommunikationsbereit sind.

4.5.1.1 Sukzessives Senden von Prozefi(1) an die iibrigen Prozesse

Diese Strategie ist die einfachste: Prozef3(1) sendet nacheinander an ProzeB(2) bis Pro-
zel3{p) die gewiinschte Nachricht.

Setzt man synchrone Kommunikation voraus, so werden hier genau p — 1 Kommunika-
tionsschritte bestehend aus Initialisierung und Ubertragung bendtigt. Da alle Sendeope-
rationen aul demselben ProzeB initialisiert werden, kdnnen keine Kommunikationen
parallel stattfinden. Die bendtigte Zeit betrdgt also Ty, = (p — 1)(¢, + n1,) .

Diese Methode ist nur fur kleine p sinnvoll. Wenn allerdings die Moglichkeit bestiinde,
dafl das Initialisieren flir das Senden derselben Nachricht an mehrere Prozesse nicht
Wesentlich lainger dauert als das Initialisieren fiir das Senden an einen ProzeB}, so wire
diese Methode wieder interessant.

4.5.L2 _Eederz der die Nachricht empfangen hat, beteiligt sich am Senden

“Diese Strategie wird in der Literatur fiir den Hypercube als ,Verwendung spannender
Biume" beschrieben [26].
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Hier geschieht das Senden in mehreren Stufen, wobei die Prozesse jeweils in kleinere
Gruppen aufgeteilt werden. ProzeB(1) sendet die Nachricht zuerst an Proze[?;(g— + 1),
dann g1bt es zwei Gruppen von Prozessen, nimlich Prozefi(1) bis ProzeB(—-p—) und Pro-
zeﬁ(—+ 1) bis ProzeB{(p), in denen jeweils der erste ProzeB die gewunschte Nachricht
kennt. In den beiden Teilmengen wird wieder wie oben beschrieben verfahren, bis nach
i-logzp.] Stufen die Teillmengen einelementig sind. Dann kennt jeder ProzeB das Ge-
winschte. Mit l-logzﬂ soll immer die kleinste ganze Zahl groBer oder gleich logp ge-

meint setn.

Bet dieser Mcthode wird in der ersten Stufe eine Initialisierung ausgefuhrt, in der zweiten
zwei, die aber parallel stattfinden konnen, in der i-ten Stufe werden dann 2" Initiali-
sierungen fur Kommunikation parallel ausgefiihrt.

Die gesamtie benétigie Zeit betrigt somit bei synchroner Kommunikation

Ty = flogzp] (1, + nzp), wobei auftretende Buskonflikte nicht berlcksichtigt sind.

4.5.1.3 Senden ither einen Bindrbaum

Auch dies ist ein Vorgang, bei dem das Senden stufenweise ablduft, und auch die Menge
- der Prozesse wird auf Jeder Stufe unterteilt. Im Gegensatz zum eben beschriebenen Fall
fihrt jeder ProzeB hier jedoch maximal zwei Sendeoperationen aus, was zu ciner bes-
seren Lastverteilung flihrt.

ProzeB{1) sendet zuerst an ProzeB(1 + (p + 1)/2) und an ProzeB(2). Damit ist die Menge
der Prozesse, die dic Nachricht empfangen sollen in zwei Teile geteilt, der erste enthilt
die Prozesse von 2 bis (p + 1)/2, der zweite die Prozesse von 1 4 (p + 1}/2 bis p. In beiden
Hilften kennt jeweils der erste Prozef} die Nachricht. Das Verfahren wird von vorn be-
gonnen, bis auch hier am Ende alle Prozesse die gewiinschte Nachricht kennen. Dies 1st
spitestens nach l-logg(p + 1)] — 1 Stufen erreicht. Auf jeder Stufe werden von den sen-
denden Prozessen jeweils zwei Nachrichten nacheinander verschickt, so dafi im ungiin-
stigsten Fall, wenn p-+1=2", pe N, pro Stufe genau zwei Initialisierungsphasen an-
fallen.

Damit betrigt die Gesamtzeit fiir das Broadcasting einer Nachricht bei synchroner
Kommumkatmn im ungunsngsten Fail T;}{" 2 (f-logz(p + 1)-' —1) (r, + mﬁ) wobei aber

PRy

Auch hier sind méglicherweise auftretende Buskonﬂlkte nicht berticksichtigt.

4.5.1.4 ~ Vergleich der Strategien

In Abb. 2 werden die drei moglichen Realisierungen des Broadcastings von Proze3 1 an
die Prozesse 2 bis 8§ unter der Annahme synchroner Kommunikation und unter
Vernachlissigung der Ubertragungszeiten £, dargestellt. Die Zeit wird in “Startups” ge-
messen, wobel ein “Startup” = ¢, ist.

~ Man sicht, dafl im Fall p = 8 und bei synchroner Kommunikation die zweite Moglichkeit
‘am schnellsten ist. Die dritte Moglichkeit ist dennoch vorzuziehen, wenn es wichtig ist,
dal} ProzeB{1} moglichst schnell weiter arbeiten kann.
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finfaches Senden von ProzeB 1 Wer die Nachrich? hat, sencet Senden Gber Binarbaum

Abb. 2. ‘Broadcast bel synchroner Kommunikation: Die drei vorgestellten Méglichkeiten je-
weils bei 8 Prozessen und synchroner Kommunikation. Ein “Startup” ist die Zeit zur
Initialisierung eines Kommunikationsvorgangs, im Text ¢, genannt. Die Ubertra-
gungszeit wird in der Abbildung durch Setzen von ¢, = 0 vernachldssigt.

“In den Programmen zur Lésung des symmetrischen Eigenwertproblems ist die zweite
Methode implementiert. Auch bei der Abschitzung des Gesamtaufwandes zur Berech-
nung von Eigenwerten und Eigenvektoren liegt dieses Modell zugrunde.

In Kombination mit der “Compute-and-Send-Ahead”-Strategie erweisen sich dic zweiie
und dritte Version des Broadcastings als weniger glinstig, da sie eine kiinstliche Synch-
ronisation aller Prozesse einfithren. Es geniigt bei den baumartigen Broadcastversionen
nicht, daB der ProzeB, der die Information berechnet hat, sie so schnell wie moglich ab-
schickt, die Nachricht muB8 auch so schnell wie méglich von den anderen Prozessen
weitergesendet werden, damit alle Prozesse sofort mit dieser neuen Information weiter
arbeiten kénnen. Anderenfalls beginnt fiir die Prozesse, die die Botschaft indirekt erhal-
ten, die Kommunikationsphase erst, wenn die zwischengeschalteten Prozesse mit ihren
Berechnungen fertig sind. Zu diesem Zeitpunkt sind auch die nachfolgenden Empfin-
gerprozesse eventuell schon mit ihren Berechnungen fertig oder fast fertig, und miissen
daher warten. - '

Um dies zu vermeiden, wire es winschenswert, dafl ein Proze seine Berechnungen an
beliebiger Stelle unterbrechen kann, wenn eine Nachricht bei ihm angekommen ist. Dies
ist jedoch nur eingeschrénkt und unter erheblichem zusatzlichem Zeitaufwand mdoglich,
so daB ein solches Vorgehen nicht sinnvoll ist. '

Bei_'allen Verfahren, bei denen rethum abwechselnd alle Prozesse einmal eine Nachricht
an alle anderen Prozesse zu senden haben, zeigt sich auBlerdem, daBl die Anzahl der
Sende- und Empfangsoperationen pro ProzeB im Durchschnitt einer Runde bet allen
Broadcastversionen ctwa gleich ist. Einsparungen ergeben sich also nur durch Minimie-
rung der Wartezeiten; dies kann zum Beispiel durch "Compute-and-Send-Ahead” ge-
schehen und wird spiter noch am Beispiel der Riicktransformation von Eigenvektoren
im Kapitel ,,Das reelle symmetrische Eigenwertproblem® erldutert.

4515 * Vergleich mit asynchroner Kommunikation

Setzt man das oben beschriebene asynchrone Modell mit Ty,, = 1, + n; + £; voraus, so
‘verschieben sich bei den Verfahren, die in Stufen:ablaufen, die Stufen, da ein ProzeB, der
-gerade gesendet hat, sofort wieder senden kann wéhrend der empfangende Prozef zuerst

- noch d1e Nachricht annehmen muB
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Abb. 3. PBroadcast bel asynchroner Kommunikation: Die drei vorgestellten Moglichkeiten
jeweils bei § Prozessen und asynchroner Kommunikation. Ein “Startup” besteht in
diesem Beispiel je zur Halfte aus der Initalisierung flir das Senden, ¢, und fiir das
Empfangen der Nachricht, falso ¢ = ¢ =1{24). Auch. in dieser Abbildung ist
{p = 0 geseizt.

Beim sukzessiven Senden von Prozef}(1) an die anderen ergibt sich bei asynchroner
Kommunikation eine Gesamtzeit fir das Versenden der Nachricht an alle von
5= (p— 1)t, + nt; + 1; . Nach (p — 1)¢, hat ProzeB{l) das letzte Senden initialisiert, bis
die Nachricht dann beim letzten Empfinger angekommen ist, dauert-es noch zusitzlich
mlg + I '
Im Gegensatz zum synchronen Fall, wo alle Kommunikationen sequentiell durchgefiihrt
werden miissen, da immer Proze(1) beteiligt ist, kann hier das Empfangen einer Nach-
richt parallel zum Initialisieren cines neuen Sendevorgangs geschehen. Die Gesamtzeit
fiir das Broadcasting reduziert sich dadurch gegentber der Abschitzung aus dem
synchronen Modell um (p — 2)5;, wenn man ¢, = ¢, + f; setzt.
Auferdem ldst sich dieses Verfahren sehr gut mit der "Compute-and-Send-Ahead”-
Technik kombinieren, da es fiir den Kommunikationsaufwand keine Rolle spielt, daf3
moglicherweise der Empfang der Nachricht erst nach Abschlul} des Sendevorgangs er-
folgt, wenn der sendende Prozef bereits wieder mit Arithmetik beschéftigt ist.

Bei der zweiten Methode, bei der jeder ProzeB sendet, sobald er die Nachricht empfangen
hat, wirkt sich die asynchrone Kommunikation auf die Gesamtzeit weniger aus. Es exi-
stiert nédmlich ein Prozef auf der letzien Stufe, bei dem die Nachricht auf jeder vorher-
gehenden Stufe empfangen und dann gesendet worden war. Bis dieser Prozef3 die Nach-
richt “empfangen hat, ist also die Zeit Ty = [Iogzp] (1, + n1y + 1) - vergangen. Dies
entspricht genau der Gesamtzeit bei synchroner Kommunikation, wenn i, = r, + .
Maoglicherweise treten aber weniger Buskonflikte auf als bei synchroner Kommunika-
tion, da die Prozesse bei asynchroner Kommumkatlon mcht exakt glelchzemg ihre In-

itialisierungen fiir das Senden durchf‘uhren E

Anders sieht es beim Senden mit Bindrbaum aus. Zwar bekommt auch hier der letzte
ProzeB die Nachricht wieder erst nach I—Iogzp] Stufen, aber da jeder ProzeR auf jeder
Stufe eine Initialisierung fir Empfangen und zwei fir Senden ausfuhrt, ergibt sich die
Gesamtzeit pro Stufe zu 2z, + 1; gegentiber 2 7, im Fall synchroner Kommunikation. Dies
~ist “gleichzeitig auch die Gesamtzeit, wihrend der ein Prozef mit Kommunikation be-
~schaftigt ist. Die Gesamtzeit fiir das Broadcasting von » REAL Zahlen erglbt sich 'sormit
 1m unginstigsten Fall, wenn p + I eine Zwelerpotenz ist, zu "~ SRR
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Tal = (21, + 1, + ngy) (| logp + 1)-' — 1) unter Vernachldssigung von Buskonflikten. Dies
st um & !' log(p + 13| — 1) weniger als bei dem synchronen Modell unter der Annahme,
dal 1, =t + ¢, 1St

Beim Einsatz der “Compute-and-Send-Ahead”-Technik ist bei den beiden
Broadcastversionen Uber Bdume die Zeit vom Beginn des Sendens bis zu dem Zeitpunkt,
an dem der letzte ProzeB die Nachricht aus seiner Mailbox holt, sogar noch lidnger als
in der Skizze gezeigt. Dies hiegt daran, daBl die Prozesse, die als erste empfangen sollen,
eventuell noch nicht empfangsbereit sind, wenn die Nachricht bei ihnen eintrifft. Alle
Prozesse auBer dem Sender haben ja in der Regel noch Berechnungen durchzufiihren.
Die Zeit, die zusitzlich zu der in der Skizze angezeigten verbraucht wird, ist daher keine
Wartezeit, sondern Rechenzeit,

Da der Prozefl, der auf diese Weise als letzter die Botschaft in seiner Mailbox vorfindet,
aber nicht immer auch der ist, der sie als letzter benétigt, entstehen fast die gleichen
Wartezeiten wie in der Skizze, sie treten nur spéter auf.

In Abb. 3 ist der Ablauf der drei Verfahren mit asynchroner Kommunikation bei p = 8§,
t,=1, und 1, = 0 dargestellt. Dabei bedeuten dic Balken, daf3 zu diesem Zeitpunkt die
Nachricht von dem betreffenden ProzeB aus seiner Mailbox entnommen worden ist. Die
Zeiteinheit ist ein “Startup”, wobel ein "Startup” =1, + £, gesetzt ist. Vereinfachend geht
die Abbildung wie auch schon bei der synchronen Kommunikation davon aus, dafl alle
Empfingerprozesse von Anfang an auf die Nachricht warten, diese also sofort nach
Eintreffen in der Mailbox aus dieser abrufen konnen.

4.5.2. Sammein eines verteilten Vektors

Ein auf p Prozesse verteilter Vektor der Ldnge n-p soll komplett allen p Prozessen be-
kanni gemacht werden. Am Anfang kennt jeder ProzeB3 demmach einen Teilvektor der
Linge nr, am Ende soll er den gesamten Vektor kennen. Auch hierfiir gibt es mehrere
Méglichkeiten, von denen zwei vorgestellt werden sollen.

4.5.2.1 Jeder Prozell sendet seinen Teiivektor an alle anderen Prozesse

Bei dieser einfachen Version konnen jeweils alle p Prozesse parallel die Initialisierung
eines Sendevorganges und auch eines Empfangsvorganges durchfiihren. Da jeder Prozef3
an p — 1 Prozesse seinen Teil des Vektors sendet, ergibt sich bei synchroner Kommu-
nikation unter Vernachlidssigung der dabei auftretenden Buskonflikte eine Gesamtzeit
von Ti, = (p — 1) (1, + nty).

Bei asynchroner Kommunikation werden zuerst alle Sendevorgédnge gestartet, danach
die Empfangsvorgidnge. Bis die Prozesse mit dem Empfangen starten, soliten alle schon
wenigstens eine Nachricht in ihrer Mailbox haben, sodal3 sich keine weiteren Verzdge-
rungen beim Empfangen ergeben. Die Gesamtzeit ergibt sich analog der bel synchroner
Kommunikation zu T¢, = (p — 1} (¢, + ag, + 1,) .

4.5.2.2 Senden immer griferer Stiicke an jeweils andere Prozesse

- Bei dieser Methode wird die Anzahl der zu sendenden Nachrichten dadurch verkieinert,

daB} die Nachrichten bei jedem weiteren Senden linger werden.
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Abb. 4. Sammeln cines vertejlten Vekiors in 8 Prozessem:  In der linken Skizze sind nur die
Sendeaktionen der Prozesse 1, 5 und teilweise auch 8 dargesiellt. In der rechien

Skizze 1st am Beispiel der von den Prozessen 1, 3, 5 und 7 gestarteten Nachrichien

gezeigt, wic diese dann an jeweils andere Prozesse weitergesendet werden. Die Gber
Proze(8) hinaus gehenden Pfeile sind durch die vor ProzeB(1) startenden Pfeile

- fortzuseizen. Wegen der Uberschneidungen muBten die Pfeile schrig gezeichnet
werden, was aussicht, als ob Ubertragungszeiten ¢, beriicksichtigt wiren. Dies ist je-

doch nicht der Fall.

ProzeBi(j), j=1, ... , p, sendet zunidchst an ProzelB{; + I mod p) ! seinen Antell der
Linge n des Vektors. Dann kennt jeder Prozef3 einen Teil der Lange 2n des Vektors,
nédmlich den eigenen und den, den ProzeB(j — 1 mod p) ! besessen hatte. Diesen gesamten
Antetl sendet er jetzt an ProzeB{j + 2 mod p) 1. Damit kennt Prozef(j} jetzt dic Anteile
von Prozefi(j — 3 mod p)! bis Prozef}(j), die er nun wieder an ProzeB(j + 4 mod p)! sendet.
Falls p eine Zweierpotenz ist, sendet somit im /-ten Schritt, /=1, ... , log,p Prozeli(j)
den gesamten Anteil von 27" Teilstiicken, den er bis dahin kennt, an Prozef
(i+27modp) 1, so daB nach diesem Schritt ProzeB(j} die 2° Anteile der Prozesse
{(j — 2'mod p)! bis j kennt. Nach log,p Schritten kennt somit jeder ProzeBl 2% = p An-
teile des Vektors, also den ganzen Vektor.

Falls p keine Zweierpotenz ist, werden beim [logzﬂ -ten Senden nur noch die Anteile
gesendet, die der Empfinger noch nicht kennt.

Unter der Annahme synchroner Kommunikation und unter Vernachlidssigung von Bus-
konflikten betrégt die Gesamtzeit fiir das Sammeln des Vektors bei allen Prozessen

flogzp]
Top= flogzp-i I+ Z QHmﬁ & [ log;_.p-! o+ plg.

i=1

-1 Fallsj mod p=0, soll mit (;mod p) p gemeint sein.
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Asynchrone Kommunikation dndert am Ablauf prinzipiell nichts, da flir das nichste
Senden jeweils das Empfangen der vorigen Nachricht Voraussetzung ist. Die Kommu-
nikation erfolgt also analog und die bendétigte Zeit betrdgt ebenfalls analog

f— 1032!7]

Tf;‘; = I-Iogzp-! (¢, +15) + Z 25_1}@:3 o (Iogzp] (1, + 15) + a-ply.

=1

In Abb. 4 werden die beiden Methoden bei synchroner Kommunikation graphisch dar-
gestellt. Die Zeit ist wieder in “Startups” gemessen, ein “Startup”=1,. Die Zeit fur
asynchrone Kommunikation ist dieselbe, wenn dort ein “Startup” = 1, + f; gerechnet wird.
Es zeigt sich, dafi die zweite Methode in weniger Schritten und dadurch mit weniger
“Startups” zum Ziel fihrt. Daher wurde dieses Verfahren im SUPRENUM Lineare
Algebra Paket im Bereich Eigenwerte und bei der Realisierung der paralielen
BLAS 2-Module verwendet. Die im Kapitel ,,Das reelle symmetrische Eigenweripro-
blem* erwdhnten Zeiten beziehen sich auf diese Methode.
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5.0 Die parallelen BLAS-Module

Ein Ziel der Erstellung von SLAP war es, moglichst fur jedes der seriellen BLAS 2- und
BLAS 3-Module [13], [12] eine parallele Version zur Verfligung zu stellen. Wahrend fiir
alle seriellen BLAS 3-Module parallele Versionen realisiert wurden, konnte das Ziel fiir
die BLAS 2-Module nur zum Teil verwirklicht werden. Auf die Grinde wird in 5.1.1
ndher eingegangen.

In ihrer urspriinglichen Form fithren die BLAS 2- und BLAS 3-Module Matrix-Vektor-
bzw. Matrix-Matrix-Operationen fur serielle Rechner aus. Die BLAS [-Module, die am
Anfang der BLAS-Entwickiung standen, waren dagegen Programmkerne mit Routinen
fiir Skalar-Vektor-Operationen und bilden heute das Fundament der BLAS-Hierarchie.
Wihrend die Operationsanzahl der BLAS 1-Module nur von der Ordnung O(n) ist,
steigt sie iiber O(r’) bei BLAS 2 bis auf O(»°) bei BLAS 3. Dies ist insbesondere fur
Rechner mit hierarchischer Speicherarchitektur und fiir Multiprozessoren mut lokalem
Speicher, deren Knotenrechner auf der Basis des Botschafisaustausches miteinander
kommunizieren, von Vorteil. Da Botschafisinitialisierungen auf Rechnern wie SUPRE-
NUM im Vergleich zur Ausfithrung einer einzelnen Arithmetikoperation in der Regel
relativ viel Zeit kosten, kann in numerischen Anwendungen durch die Verwendung von
BLAS-Modulen groberer Granularitit der Kommunikationsaufwand, d.h. die Anzahl
der zu Ubertragenden Botschaften, gesenkt werden, so daf effizientere Implementie-
rungen als beim Einsatz von BLAS-Modulen feinerer Granularitat méglich sind.

5.1 Umfang der parallelen BLAS-Module

Der erste Buchstabe des Namens gibt an, mit welcher Genauigkeit die BLAS-Module
arbeiten. 'S’ steht dabei fir “single precision’; ‘double precision’-Modulnamen beginnen
dagegen mit einem ‘7. Um eine Unterscheidung mit den seriellen BLAS-Modulen zu
gewihrleisten, verfigen alle parallelen BLAS-Module am Namensende {iber ein 'P". An-
sonsten stimmen die Namen der parallelen BLAS 2- und BLAS 3- Module mit denen der
seriellen BLAS 2- und BLAS 3- ’Viodule tiberein.

8.1.1 Die parallelen BLAS Z»Meéuﬁe

SGEMVP: 5 « aAx + By
SGBMVPE: v <« oBx + By
SSYMVP: y < aSx + By
SGERP: 4 < axy + /i.
. SSYR_P: _ S «oaxx’ + S
'_SSYR2P:' S <_—.-ax.yrz'-—_|- cayx’ 4+ S
. STRMVP g e "Ex
CSIBMYP: x e TBx
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STRSVP: = - 1ost die Vektorgleichung Tx = y

STBSVP: 16st die Vektorgleichung TBx = y
wobei C A eine Rechteckmatrix ist,
B eine Rechteckmatrix mit Randstrukiur ist,
S eine symmetrische Matrix ist,
% M oder M ist,
M die transponierte Matrix von M bezeichnet,
T eine Dretecksmatrix bezeichnet,
7B eine Dreiecksmatrix mit Bandstruktur bezeichnet,
X, ¥ ' Vektoren bezeichnen, o _
x’ : den transponierten Vektor von x bezeichnet und
o, B Skalare sind.

BLAS 2-Module, die symmetrische Matrizen in gepackter Speicherung (SSPMV, SSPR,
SSPR2, STPMV, STPSV) oder symmetrische Bandmatrizen (SSBMV) verwenden,
konnten im Rahmen der hier gewihlten Aufteilungsstrategic nicht effizient umgesetzt
werden. Die gepackte Speicherung symmetrischer # X n-Matrizen besteht in der spalten-
weisen Anordnung der Matrixelemente der oberen {oder unteren) Hilfte einschlieBlich
der Hauptdiagonalen in Form eines Vektors der Linge (7" + n)/2. Diese gepackte Spei-
cherform symmetrischer Matrizen ist leider nicht vertraglich mit der fir SLAP gewéhlten
Standardaufteilung gewdéhnlicher Matrizen.

Die BLAS 2-Module, die an der dritten Stelle thres Namens ein ‘B” haben, operieren auf
Matrizen mit Bandstruktur, die bet Aufruf in kompakter Speicherung vorliegen miissen.
Die seriellen BLAS 2-Module SGBMYV, STBMV und STBSV gehen davon aus, dafl die
Diagonalen der Bandmatrix, wie in Abb. 5 dargestellt, zeilenweise in 'e_i]_:_iem
zweidimensionalen Feld abgespeichert sind. S

-] - a blc dle £
A 2Db 1 2 3|4 516 7
g B 3c ABCID B|F -
hCléd g h i}lj k|- -
i|lpb 5le
4 Ej6 £ 1 2 3
kKIFP 7
1 2 3

Abb. 5. Matrix mit Bandstruktur: in gewGhnlicher Speicherung (links) und in kompakter
Speicherung (rechts) bei Standardaufteilung :

Im Gegensatz zu der gepackten Speicherung fiir symmetrische Matrizen ist die kom-
pakte Speicherung fiir Matrizen mit Bandstruktur mit der gew#hlten Standardaufteilung
fur die parallelen BLAS-Module vertrdglich, da die Standardaufteilung einer Matrix mit
. Bandstruktur, die in gewdhnlicher Speicherform vorliegt, sich in naturlicher Weise auf
ihre Standardaufteilung in kompakter Speicherung Ubertragt (siche Abb. 5). Dabei ist
. wichtig festzustellen, daB der Ubergang von der einen Speicherung zur anderen, die Zu-
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gehorigkeit der Matrixelemente zu”den Spaltenblocken nicht verdndert. Dies wiederum
hat zur Folge, dall ein derartiger Ubergang ohne Kommunikation durchgefiihrt werden
kann. Bei einer Standardaufteiiung, die auf Zeilen- anstatt auf Spaltenblocken basieren
wiirde, ginge diese wiinschenswerte Eigenschaft verloren.
5.1.2 Die paralleien BLAS 3-Module
SGEMMP: C « aAB + BC
SSYMMP: C «aSB + fC
oder C « aBS + BC
SSYRKP: S «oadd"+ BS
oder S « xA"4+ BS
SSYRZKP: S « a(AB" + BA") + BS
oder § « a(A"B + B'4) + BS
STRMMP: B « aTB

oder B « aBT

STRSMP: 1ost die Matrixgleichung TX = o B
oder XT=uaB
wobei A B C X rechteckige Matrizen sind,
S eine symmetrische Matrix ist,
M M oder M7 bezeichnet,
M’ die transponierte Matrix von M bezeichnet,
T eine Dreiecksmatrix bezeichnet,
o, ff Skalare sind.

Bei den parallelen BLAS 3-Modulen gibt e¢s das Problem unterschiedlicher Speiche-
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entsprechende parallele Versionen geschrieben werden konnten.

5.2 Entwurfsprinzipien fur die paralielen BLAS-Module

Im folgenden sollen die wichtigsten Prinzipien erldutert werden, auf denen die Imple-
mentierungen der parallelen BLAS 2- und BLAS 3-Module beruhen.

(a)  Alle parallelen BLAS-Module weisen weitgehende Aufrufkompatibilitit mit den
-entsprechenden seriellen BLAS-Modulen auf und verhalten sich funktional wie diese.
‘Die parallelen BLAS-Module sind so konzipiert, daf3 sie auf der Task Programmeinheit
(siehe 2.2) aufgerufen werden kénnen. Es war jedoch notwendig, die Aufruflisten der
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seriellen BLAS-Module um Parameter zu ergidnzen, die die Umgebung beschreiben, in
der die parallelen BLAS-Module ablaufen sollen. Zu diesen Parametern gehdren

NP die Gesamtzahl der an der Berechnung beteiligten parallelen Prozesse,

PROC  das sogenante ProzeBidentifikationsfeld, das die beteiligten Prozesse be-
schreibt, und

IMY die Nummer desjenigen Elementes des ProzeBidentifikationsfeldes, das das
entsprechende Modul aufruft.

Die parallelen BLAS-Module sind auflerdem so implementiert worden, daf} bei entspre-
chender Besetzung dieser drei Parameter auch ein Aufruf auf der initialen Programm-
einheit mdéglich ist. Das parallele BLAS-Modul verhilt sich dann funktional genau wie
das entsprechende serielle BLAS-Modul. Die parailelen BLAS-Module kénnen daher
als Verallgemeinerungen der seriellen BLAS-Module aufgefal3t werden.

Beispiel fUr die Aufrutkompatibiltét von SGEMVP mit SGEMV:

Aufruf von SGEMYV (serielles BLAS 2-Modul)

CALL SGEMYV (TRANS, M, N, ALPHA, A, LDA, X, INCX, BETA, Y, INCY)
wobei

TRANS angibt, ob A oder A" fiir die Matrix-Vektor-Multiplikation verwendet wird,
M die Zeilenanzahl von A angibt,

N die Spaltenanzahl von A angibt,

LDA die fiihrende Dimension von A angibt,

INCX  eine Schrittweite fiir den Vektor X angibt (die Matrix A bzw. A7 wird mit
denjenigen Komponenten des Vektors X multipliziert, auf die beim Durchlauf
mit der Schrittweite INCX zugegriffen wird),

INCY  eine Schrittweite flir den Vektor Y angibt (diejenigen Komponenten des
Vektors Y werden zum Vektor-Matrix-Produkt addiert, auf die beim Durch-
lauf mit der Schrittweite INCY zugegriffen wird).

Die tibrigen Parameter erkldren sich selbst (siche auch 5.1.1).
Aufruf von SGEMVP (paralleles BLAS 2-Modul)

CALL SGEMVP (TRANS, M, N, ALPHA, A, LDA, X, INCX, BETA, Y, INCY, NP,
PROC, IMY, IHM, IHN, ITMP1, ITMP2, ITMP3, TEMP1, TEMP2,
TEMP3, TEMP4, ERROR)

JIHM .. die Aufieilung des Vektors Y beschreibt (siehe auch 5.4.1),
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THN die Spaltenblockaufteilung der Matrix A angibt (siche auch 5.4.1),

ITMPI, ITMP2, ITMP3
‘temporidre Felder der Liange NP sind,

TEMPIL, TEMP2
temporire Felder der Lange M sind,

TEMP3, TEMP4
tempordre Felder der Lénge N sind.

Die librigen Parameter erkldren sich selbst (siehe auch 5.1.1).

Im Falle des Aufrufs von SGEMVP auf der initialen Programmeinheit sind die Parame-
ter NP, PROC und IMY folgendermafien zu besetzen: :

S
¢
I

\TP — I NPT — }\.{AC'T‘ET)K\ 1A TR
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(b}  Die parallelen BLAS-Module sollen effizient sein.
Um dieser Anforderung gerecht zu werden, wurden folgende Grundsitze befolgt:

e der Kommunikationsaufwand wurde unter Beriicksichtigung der Speicherplatzan-
forderung so gering wie moglich gehalten,

¢ dic parallelen BLAS-Module verwenden, wann immer moglich, lokal die optimierten
seriellen BLAS-Module als Arithmetikbausteine,

e die parallelen BLAS-Module wurden fiir die SUPRENUM- Architektur sehr grob
granularisiert,

e ~um die Vektoreinheiten der Prozessoren optimal ausnutzen zu kdnnen, wurde Wert
~auf moglichst grofle Vektorldngen gelegt, '

e  eine gleichmiBige Auslastung der Prozessoren wird weitestgehend gewéhrleistet,

o :'die “Compute-and-Send-Ahead”-Strategie wurde verwendet, um unndtiges Warten
‘auf Botschaften zu vermeiden und um die zeitliche Uberlappung von Arithmetik und
- Kommunikation zu erméglichen (siehe auch 5.4.2). . -

Der Einsatz der "Compute-and-Send-Ahead”-Strategie zusammen mit der alternierenden
Ausfiihrung von Kommunikation und Arnthmetik gestattet es, die Kommunikation mit
der Anthmetik sowohl bei den paralielen BLAS 2- als auch bei den parallelen
BLAS 3-Modulen zu tiberlappen. - R SR '

Vereinfacht gesagt bedeutet die ”Compute-and-Send—Ahead"-Strategie Im Zusammen-
‘hang mit den parallelen BLAS-Realisierungen: Jeder ProzeB sendet seine Daten an an-
‘dere Prozesse so frith wie moglich und empféngt selbst Daten so spdt wie moglich.
" Wettere Einzelheiten zur Anwendung dieser Strategie bei dem parallelen BLAS 3-Modul
SGEMMP finden sich in 5.4.2.
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{c)  Die parallelen BLAS-Module wurden flir die Verarbeitung grofler Datenobjekte
{Matrizen und Vektoren) konzipiert.

Diese Forderung hat zur Konsequenz, dafl der in der Regel bestehende Zielkonflikt
zwischen Kommunikationsreduktion und Speicherplatzbedarf zugunsten der Mintmie-
rung des Speicherplatzbedarfs und damit zugunsten der Moglichkeit der Verarbeitung
groBerer Matrizen bzw. Vektoren entschieden worden ist. Diese Uberlegungen spielten
bei der Implementierung der Kommunikationsstruktur flir die parallelen
BLAS 3-Module eine wichtige Rolle (siehe 5.3).

Andererseits sollte man aber auch bedenken, daf} eine Reduzierung der Kommunikation
nur dann angestrebt werden sollte, wenn die eingesparie Kommunikationszeit auch zu
einer Verringerung der gesamten Ausfihrungszeit fihrt. Dies ist z.B. dann nicht der Fall,
wenn die anfallende Kommunikationszeit vollstindig von Arithmetik tberlappt wird.
Sehr vereinfacht ausgedriickt heift das: man kann sich dann relativ viel Kommunikation
leisten, ohne die Gesamtzeit zu erhdhen, wenn auch viel Arithmetik anfilli. Wenn die
aufgewendete Kommunikation dagegen nicht in einem ausgewogenen Verhdltnis zur
Arithmetik bleibt, wird sie sehr schnell zeitdominant.

(d&) Ein- und Ausgabe aller parallelen BLAS-Module miissen bzgl. der Aufteillung der
Datenobjekte konsistent sein, d.h. die Ausgabe eines parallelen BLAS-Moduls mul3 so
auf die parallelen Prozesse aufgeteilt sein, dafl ein nachfolgend aufgerufenes paralieles
BLAS-Modul die vorliegende Ausgabe als Eingabe tbernechmen kann, ohne die Auftei-
fung der Daten aufwendig &ndern zu miissen.

Die Konsequenz dieser Forderung ist die Verwendung eines einheitlichen Datenaufte:-
lungskonzepts fur alie parallelen BLAS-Module, damit eine Auftedlungskonsistenz zwi-
schen allen parallelen BLAS-Modulen gewihrleistet ist. Gewdhlt wurde hierfur die
Blockaufiellung wie sie in 4.3.1 eingefithrt wurde. Allerdings kénnen die Blockbreiten,
um einen fiexiblen Einsatz der Module zu ermdglichen, beim Aufruf der BLAS-Module
variabel gewihit werden. Dies bedeutet, daff von dem in 4.3.1 beschriebenen starren
Schema der Blockbreitenwahl abgewichen werden kann. So wird davon ausgegangen,
daBl ProzeBl 1 den Block der ersten &, zusammenhidngenden Spalten (0 < 4, < #) der
# x n-Matrix, ProzeB 2 den unmittelbar anschlieBenden Block von 4, zusammenhin-
genden Spalten (0 < k, < n) besitzt usw., wober die Bedingung > 4 = » zu erfullen ist.

Die Blockbreiten werden in Form eines Vektors dem aufgerufenen paralielen
BLAS-Modul tibergeben {siehe THM und THN in 5.2 {a)}. Die konsequente Umsetzung
dieses Prinzips bedeutet, dafl die flir die Erzeugung der Aufieilung der Ausgabeobjekte
notwendige Kommunikation in den Algorithmusablauf und damit in das Modul selbst

mtegriert werden kann und somit dem Benutzer verborgen bleibt.

5.3 Uberlegungen zur Wahl der Kommunikationsstruktur bei den parallelen
BEAS 2- und BLAS 3-Modulen

Die - Uberlegungen, die bei der Wahl der Kommunikationsstruktur der BLAS 2- und
BLAS 3-Module die entscheidende ‘Rolle gespielt haben, ‘werden 1m folgenden

“‘exemplarisch an SGEMVP fur BLAS 2 und an SGEMMP fir BLAS 3 dargestellt. Zur
‘Erlduterung emiger wichtiger Implementierungsdetails wird vereinfachend angenommen,
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daf3 alle Vektoren die Linge » haben, die betrachteten Matrizen nicht-transponierte
n x n-Matrizen sind, p, die Anzahl der Prozesse, ein Teiler von #» und § = 0 1st.

Bet der Implementierung der BLAS 3-Module liegt allen Modulen als Kommunika-
tionsstruktur e Ring von Prozessen zugrunde, den die Daten zyklisch durchlaufen.
Aufgrund der Wahl dieser Kommunikationsstruktur ist es daher nicht notwendig, auf
einem ProzeB temporiren Speicherplatz von der Grofe einer globalen Matrix, d.h. von
n® Speicherpldtzen, zur Verfligung zu stellen. Der Bedarf an temporirem Speicher ist
daher auf jedem ProzeB nicht héher als dic GréBe einer lokalen Matrix, d.h. #°/p Ele-
mente. Speziell bei SGEMMP wird der Prozefiring von den Daten nur genau einmal
durchlaufen, so daf} jeder der p Prozesse wihrend der gesamten Berechnung p — 1 Bot-
schaften sendet und genau so viele empfiingt. Der Kommunikationsaufwand pro Prozef3
1st damit von der Ordnung O(p). Der Anthmetikaufwand (Anzahl der Gleitpunkt-
operationen) betrigt bel Standardaufteilung (n/p aufeinanderfolgende Spalten auf jedem
Prozefl) pro ProzeB rund 2#°jp Operationen, ist also von der Ordnung O(r*). Im Falle
der Multiplikation zweier nicht-transponierter Matrizen betrdgt die maximale Lénge

einer Botschaft n’/p, ist also von der Ordnung O(r°). Die maximale Botschaftslinge ist
also um eine Grofenordnung geringer als der Arithmetikaufwand.

Die Ergebnisse im Uberblick:

SGEMMP: C « xAdx*B (BLAS 3-Modul}
. . (”3) 3
Arithmetik pro Prozef} 2. 7 (O{r')
2
max. Linge einer Botschaft % (O
Botschaftsanzahl pro Prozel p—1 (O(pH

Bei dem BLAS 2-Modul SGEMVP (y « o 4 x) stellen sich die Aufwinde dagegen
ganz anders dar. Hier ist der Arithmetikaufwand aufgrund der Matrix-Vektor-
Multiplikation im Vergleich zu SGEMMP um eine Gréflenordnung geringer; er betrédgt
pro Prozef nur (2-#°)/p Operationen, ist also von der Ordnung O(»’). Zwar ist auch hier
die Botschaftslinge um eine GroBenordnung geringer als der Arithmetikaufwand, jedoch
erscheint es sinnvoll, bei SGEMVP den Kommunikationsaufwand, d¢.h. die Anzahl der
zu verschickenden und zu empfangenden Botschaften, aus folgenden Griinden gegeniiber
SGEMMP zu senken:

{a) Um bei SGEMVP die Verhilinisse von Arithmetikaufivand, maximaler Bot-
schafislinge und Botschaftsanzahl dhniich giinstig wie bet SGEMMP zu gestaiten
(siche Tabelle 1), sollte bei SGEMVP die Botschaftsanzahl von O{p) auf O{log,p)
gesenkt werden.

(b) Da man es bei SGEMVP in bezug auf die Kommunikation mit Vektoren und
nicht mit Matrizen zu tun hat, Xann man es sich leisten, fiir die Kommunikation
-temporédren Speicherplatz von der GroBe eines globalen Vektors zur Verfiigung zu
stellen, also dafiir » Speicherplitze zu reservieren.
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Insbesondere (b} erlaubt es, bei SGEMVP (und bei fast allen anderen
BLAS 2-Modulen) eine Kommunikationsstruktur zu withlen, die mit einer Botschafis-
anzahl von log,p pro ProzeB auskommt. Obwohl auch hier - wie bei SGEMMP - jeder
Prozely mit jedem anderen Prozell Daten austauschen mufl, kommt er mit weniger als
p — 1 Botschaften aus, falls p > 3 ist. Der Trick besteht darin, daf jeder Proze3 nur mit
log,p Prozessen direkt und mit den anderen indirekt kommuniziert. Dies hat allerdings
zur Folge, daB} Botschaften auf anderen Prozessen kurzfristig zwischengespeichert wer-
den miissen, bevor sie an ihren eigentiichen Adressaten weitergeleitet werden kénnen.
Dafur benétigt jeder Prozef temporéren Speicherplatz, der bei SGEMVP weniger stark
ins Gewicht fillt als bei SGEMMP, da es sich nur um Vektoren und nicht wie bei
SGEMMP um Matrizen handelt. Weitere Einzelheiten konnen dem in 5.4.1 angegebenen
Beispiel entnommen werden.

Dic Ergebnisse im Uberblick:

SGEMVP: ¥y o« aAx (BLAS 2-Modul)
2

Arithmetik pro Prozef3 2- -% (O(n™))

max. Lidnge einer Botschaft —;— {O(n))

Botschaftsanzahl pro Prozell logyp (O(log,p))

Tabelle 1 gibt einen Uberblick tiber die Verhiltnisse von Arithmetik- und Kommunika-
tionsaufwand bei den paraliellen BLAS 2- und BLAS 3-Modulen. Dabei wurde verein-
fachend angenommen, dafl alle Matrizen » x n-Matrizen sind. Die in Tabelle | angege-
benen Werte treffen nicht auf diejenigen Module zu, die Matrix- oder Vektorgleichungen
l16sen.

BLAS 3 BLAS 2
oy ATM
o) MBL ATM
o) MBL
O BAZ
Oflog,p) BAZ
ATM = Arthmetikaufwand pro Prozel in Anzah! Glertpunktoperationen
MBL = maximale Botschaftsldnge
BAZ = Botschaftsanzahl pro Proze
n = Matnxordnung
P = ProzeBanzahl.

Tab. 1. Uberblick iiber Arithmetik- und Kommunikationsaufwand:  parallele BLAS-Module
mit Ausnahme der Module STRSVP, STBSVP und STRSMP

5.4 Die parallelen Algorithmen fiir SGEMVP und SGEMMP

In diesem Abschnitt wird anhand von Beispielen der parallele Algorithmus fir die
Matrix-Vektor- und die Matrix-Matrix-Multiplikation dargestellt. Dabei wird beson-
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derer Wert auf die anschauliche Darstellung des Ablaufs der Kommunikation bei beiden
Algorithmen gelegt. Aus diesem Grunde wurde fir SGEMVP ein Beispiel mit Prozel-
anzahl p =4 und fur SGEMMP eines mit ProzeBanzahl p =3 gewihlt. Die Verallge-
meinerungen flir andere Werte von p sind offensichtlich.

5.4.1 Der parallele Algorithmus fiir SGEMVP

Am Beispiel SGEMVP mit « = 1 und f =0, also der Berechnung von y « 4 x auf vier
Prozessen, wird der Ablauf des Algorithmus fiir das parallele BLAS 2-Modul SGEMVP
in Abb. 6 dargestellt. Die Eingabedaten, Vektor x = (x, x, x;, x;) und Matrix
A= (4, (i=1,..,4 j=1, .. ,4) sind zu Beginn gemiB der Standardaufteilung
auf die vier Prozesse verteilt. Der Ausgabevektor y = {(y,, 4, ¥, yu) mull so berechnet
werden, dafl er am Ende des Algorithmus in Standardaufteilung vorliegt. (Die x, bzw. y,
bezeichnen Teilvektoren von x bzw. y und die 4, Teilblocke der Matrix A4.)

ProzeB i (i = 1,2,3,4) verfugt in seinem lokalen Speicher Uiber folgende Daten: Bei
Algorithmusbeginn @tber x, und 4., und nach Algorithmusende zusidtzlich tiber y,. In dre:
Rechen- und zwei Kommunikationsschritten ist der Vektor y = (yy, 3, 35, Js) bestimmit.

Die zwei Kommunikationsschritte sind in Abb. 6 dargestellt. Die Berechnung der emn-
zelnen Komponenten von y erfolgt folgendermafien:

yip= (A x + Apx) + (A x + A x)
W = Ay Xy + Ay xy) + (Ayxy + Ay x)
V3 = (Az3x3 + Azgxg) + (A xp + Az xo)
Ya = (Aag x4 + Ay x1) + (Agpx; + Agz x3)

Der Algorithmus ist in diesem Beispiel fiir den Fall beschrieben worden, dafi p eine
Zweierpotenz ist. Unter Inkaufnahme zusdtzlichen Aufwandes wurde der Algorithmus
jedoch so implementiert, dall der Ablauf auch fur den Fall moglich ist, daB p keine
Zweierpotenz ist.

Aus dem Algorithmusablauf geht hervor, daBl es moglich ist, lokal das serielle
R AQ 24\;{(\/{11! QBN als v%thmnf{b}\annto;n n;ﬂ‘n)oarzan onutia Anrrh aiternierende
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Ausfiihrung von Kommunikation und Arithmetik die Uberlappung beider Opera-
tionensarten zu ermoglichen (siche auch 5.4.2).

5.4.2 Der parallele Algorithmus fiir SGEMMP

Am Beispiel SGEMMP mit & =1 und f# =0, also der Berechnung von C « A4 * B auf
drei Prozessen, wird der Ablauf des Algorithmus fir das parallele BLAS 3-Modul
SGEMMP in Abb. 7 dargestellt. Die Eingabedaten, Matrix 4 =(4), {(i=1,2,3) und
Matrix B= (B}, (1=1,2,3;, j=1,2,3) sind zu Beginn gemilB der Standardaufteilung
aufl die drei Prozesse verteilt. Die Ausgabematrix C ={C,, C,, C;) mul} so berechnet wer- "~
-den, dal} sie am Ende des Algorithmus in Standardaufteidung vorliegt.
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Abb, -6,  Kommunikationsablauf fiir SCEMVP bei 4 Prozessen

Abb. 7 ist zu entnehmen, dafl die Spaltenblocke der Matrix 4 genau einmal durch den
Prozefiring rotieren. Hierzu sind genau zwei Kommunikationsschritte und drei Rechen-
- schritte notwendig. Eine Verallgemeinerung auf p # 3 Prozesse ist offensichtlich. Es ist
-festzuhalten, dal3 nur Daten von Matrix 4 in den Kommunikationsprozef3 einbezogen
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Abb. 7. Kommunikationsablauf fiir SGEMMP bei 3 Prozessen

werden; die Daten von Matrix B bzw. die schon berechneten Teile der Matrix C bleiben
dagegen stationir.

Aus dem Algorithmusablauf geht hervor, daB es moglich ist, lokal das serielle
BLAS 3-Modul SGEMM als Arithmetikbaustein einzusetzen sowie durch alternierende
“Ausfihrung von Kommunikation und Arithmetik die Uberlappung beider Opera-
tionensarten zu ermdglichen. Wie dies im Detail ausssieht, soll am Beispiel des parallelen
- Algorithmus fir SGEMMP: erldutert werden. Es werden dabei nur diejenigen Schritte
- betrachtet, die Prozef} 1.im Algorithmus fur. SGEMMP ausfuhrt. (Die beiden anderen
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Prozesse flihren parallel dazu analoge Schritte in der sich wiederholenden Reihenfolge
‘Berechne, Sende, Empfange’ durch.)

Die naive Implementierung von SGEMMP am Beispiel von ProzeR3 1:

{1}  Berechne C,= 4,58,
(2) Sende 4, an ProzeB 3

_ (3)  Empfange A4, von Prozef} 2
(4)  Berechne C, = C, + 4,%B,,
{5) Sende A, an Prozel 3
(6) Empfange A4; von ProzeB 2
(7Y  Berechne C, = C, + 4:%8,
(8) Ende

Diese naive Implementierung beriicksichtigt nicht die Méglichkeit, so frith wie moglich
zu senden. Schon im Schritt (1} ist es moglich, die Teilmatrix 4, abzuschicken. Das un-
mittelbare Aufeinanderfolgen von Senden und Empfangen in den Schritten (2), (3), und
(5), (6) gestattet keine Uberlappung von Arithmetik und Kommunikation. Dies liegt
daran, dal3 in Schritt (3) die Information empfangen wird, die in Schritt (2) von einem
anderen Prozel verschickt worden ist. Gleiches gilt auch fur die Schritte (55 und (6).
Ordnet man dagegen die Kommunikationsschritte durch Vertauschen von Schritt (1) und
(2} sowie von Schritt (4) und (5) um, so verschwindet dieser Nachteil.

Implementierung von SGEMMP mit Uberlappung von Kommunikation und Arithmetik
am Beispiel von Prozef3 1:
| (1) Sende A, an Prozef} 3
(2)  Berechne C, = 4,8,
{3) Empfange 4, von Prozef 2
(4)  Sende 4, an ProzeB3 3
(5) Berechne C, = C, + A,%B,,
| (6) Empfange 4; von ProzeB 2
(7). Berechne C, = C, + A%B,,
. (8) ..Ende_ |

Die Zeit, wihrend der die Botschaften zwischen den Schritten (1) und (3) bzw.’zwischen
den Schritten {4) und (6) unterwegs sind, kann jetzt genutzt werden, um Arithmetik
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auszufithren (Schritt (2} bzw. Schritt (5)). Damit wird eine Uberlappung von Kommu-
nikation und Arithmetik ermdglicht, was erheblich zur Effizienzsteigerung beitrégt.

Ahnliche Uberlegungen, wie die eben skizzierten, konnen auch auf die parallele Imple-
mentierung des BLAS 2-Moduls SGEMVP angewendet werden. Durch entsprechende
Anordnung von Senden, Rechnen und Empfangen kann auch hier die Eflizienz der Im-
plementierung erhéht werden.

5.5 Einige Bemerkungen zur Qualitit der numerischen Ergebnisse

Wie die Beispiele in 5.4.1 und 5.4.2 gezeigt haben, [8st ein paralleles BLAS-Modul das
Gesamtproblem dadurch, daB es Teilergebnisse, deren Anzahl von der ProzeBanzahl
abhingt, zum Gesamtergebnis zusammensetzt. Bei der Berechnung des (Gesamiergeb-
nisses - hiufig durch Addition von Vektoren oder Matrizen - wird ausgiebig das

Assoziativgesetz der Addition angewendet. Da dieses aber flir Maschinenarithmetik
Feoine £ iiltiolrart fr\at, kann a1 ﬂara”pfpn By C_Af ncdil nuimerierh hntrqr'hte{ andere Er-
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gebnisse als das entsprechende serielle BLAS-Modul liefern. Dartiberhinaus kann der
Fall eintreten, dafBl ein paralleles BLAS-Modul unterschiedliche numerische Werte bei
Verwendung verschiedener ProzeBanzahlen p erzeugt. Das liegt daran, dafl die Zerlegung
des Gesamtproblems in Teilprobleme - also die Blockung - von p abhdngig ist.

Um diesen aus der Theorie stammenden kritischen Anmerkungen praktische Resultate
gegenitberzustellen, wurden einige numerische Tests mit Hilfe der SUPRENUM-Simu-
latoren durchgefiihrt. Die Ergebnisse lassen sich wie folgt zusammenfassen:

Die Rundungsfehler der parallelen BLAS-Module liegen in der Gréflenordnung der
seriellen BLAS-Module, unabhingig von der verwendeten Prozeflanzahl p. Dies gilt auch
fir die BLAS-Module STRSVP, STBSVP und STRSMP, die Vektor- bzw.
Matrixgleichungen losen und mathematisch betrachtet sogar vollig andere Algorithmen
als die entsprechenden seriellen BLAS-Module verwenden. (Die parallelen Versionen
dieser 3 BLAS-Module basieren auf den in 6.3 beschriebenen Algorithmen von Li und

Coleman [25]).
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6.0 Das guadratische lineare Gleichungssystem

Ein Algorithmus zur Losung eines linearen Gleichungssystems zerfillt i.d.R. in zwei
Teile: zundchst wird die Koeffizientenmatrix faktorisiert, d.h. in einige Faktoren von
einfacher Gestalt (oft Dreiecksmatrizen) zerlegt; anschlieBend kann mit Hilfe dieser
Zerlegung das Gleichungssystem in einfacher Weise geldst werden (im Falle von
Dreicksmatrizen durch Vorwirts- bzw. Riickwirtseinsetzen).

Konkret seien A eine (reelle oder komplexe) quadratische Matrix der Ordnung # und &
ein Vektor der Linge n; zu 16sen sei A x = b. Dann 14t sich 4 auf jeden Fall, d.h. auch
wenn die Matrix singuldr ist, zundchst zerlegen in eine Permutationsmatrix P, eine
untere Dreiecksmatrix L mit Einsen auf der Diagonalen und eine obere Dreiecksmatrix
U: A=PLU . Falls U reguldr ist, kann diese Faktorisicrung benutzt werden, um das
System Ax = b zu 16sen. Dies geschieht durch sukzessives Losen von L{Ux) = P’b, d.h.
zundchst wird »' = P’ gebildet, dann Ly=5' durch Vorwirts- und abschliefiend
Ux = y durch Rickwirtseinsetzen gelost.

6.1 Datenaufteilung und allgemeine Strategie

Bei der Behandlung von linearen Gleichungssystemen auf einem Distributed-Memory-
Rechner wie SUPRENUM ist zunidchst die Frage der Datenaufteilung und deren Inte-
gration bzw. Umsetzung in einen Algorithmus zu Kldren, d.h. wie milssen die Daten in
Form der Matrix 4 und des Vektors # (bzw. x) auf eine Anzahl p von Prozessen verteilt
werden, damit sich bei geeigneter Gestaltung des Instruktionsflusses em ausgewogener
und effizienter Ablauf des parallelen Algorithmus ergibt.

An dieser Stelle sollen noch einmal die Vor- und Nachrteile der verschiedenen Alterna-
tiven der Datenaufteilung anhand des Problems der Losung linearer Gleichungssysteme
detailliert erldutert werden. Zunichst besteht die Moglichkeit, eine Matrix zeilen- oder
spaltenweise oder auch schachbrettartig auf eine Anzahl von Prozessen aufzuteilen (sie-
he Abb. 8). Zieht man in Betracht, dafl bei der Lésung von linearen Gleichungssystemen
der grofite Teil des Rechenaufwandes bei der Faktorisierung der Koeflizientenmatrix
anfillt, so erscheint es ratsam, die Datenaufteilung hinsichtlich dieses Teilproblems zu
optimieren und dafiir evil. auch einige EffizienzeinbuBen bei der Einsetzungsprozedur

hinzunehmen. -

Fine zeilenorientierte Aufteilung bringt Probleme mit sich, wenn bei der Zerlegung cine
Teilpivotsuche durchgefiihrt werden soll: fiir jede Spalte wire dann der betragsmifig
grofite Wert der auf die Prozesse verteilten Elemente ab der Diagonalen zu finden; alleine
diese Maximumsbildung wiirde iber den gesamten Algorithmus gesehen etwa n:p Kom-
munikationen erforden - dieser Aufwand ist nur bei Multiprozessorsystemen mit sehr
feiner Granularitit und -gegentiber der Arithmetik sebr schneller Kommunikation zu
rechtfertigen, kommt also fiir SUPRENUM nicht in Frage. Fiir eine spaltenorientierte
Aufteilung sprechen hingegen mehrere. Griinde:

¢ Die Pivotsuche wird stark vereinfacht.
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{a) zeilenorientiert (b} spaitenorientiert (c) schachbrettartig

Abb. 8. Verschiedene Arten der Matrixaufteilung

¢ In Fortran werden bekannterweise die Elemente einer Matrix spaltenweise abge-
speichert, spaltenweiser Zugrifl’ bedeutet also Zugriff auf im Speicher aufeinander-
folgende Elemente (i.d.R. optimal).

® Auch LINPACK [11] bzw. die zugrundeliegenden Algorithmen arbeiten spalten-
orientiert.

e Im Gegensatz zu friheren Annahmen in der Literatur [18] gibt es auch effiziente
parallele Verfahren zur Lésung von Dreieckssystemen, deren Koeffizientenmatrizen
spaltenweise verteilt sind, '

¢ Bei einer schachbrettartigen Aufteilung tauchen (in abgeschwichter Form) dhnliche
Probleme bzgl. der Pivotsuche wie bei einer Zeilenorientierung auf,

¢ Zudem ergibt sich bei schachbrettartiger Aufteilung eine schlechte Lastverteilung,
weil z.B. die Prozesse 1, 2 und 3 in Abb. 8(¢) nichts mehr zu tun haben, sobald die
erste Hilfte der Spalten bearbeitet worden ist.

Aus diesen Griinden empfiehlt es sich, von einer Spaltenorientierung auszugehen. Hier-
bet stellt sich dann die Frage, welche der drei in 4.3 vorgestellten Aufteilungen (oder
welche andere) fir die Lésung von linearen Gleichungssystemen am giinstigsten ist.
Dazu mufl im Vorgrifl’ auf die eigentliche Beschreibung des parallelen Algorithmus kurz
auf die Kommunikations- und Algorithmusstruktur eingegangen werden, die sich bei der
Gaullelimination unabhéngig von der Art der Datenaufteilung ergibt.

Der Ablauf des Verfahrens ist dadurch gekennzeichnet, daf in jedem Schritt eine Spalte
oder eine Anzahl von aufeinanderfolgenden Spalten (genauer: die Elemente dieser
Spalte(n) ab der Diagonalen) Pivotspalte(n) ist (sind). Derjenige Prozel3, der diese
Spalte(n) in seinem Speicher hilt, fungiert in diesem Schritt als zentrale Task, die das

Ergebnis ihrer lokalen Berechnungen an alle anderen Prozesse schickt, damit diese ihre

global gesehen rechts von der (den) Pivotspalte(n) liegenden Daten aktualisieren. Die
Pivotspalte(n) durchlduft (durchlaufen) die Gesamtheit der Spalten der Matrix von links
nach.rechts. Somit besteht die Kommunikationsstruktur aus einer Folge von Broadcasts,
deren Sender die Menge der Prozesse (bei zyklischer Aufteilung evtl. mehrmals) durch-
laufen; die Anzahl der Broadcasts ist gleich der Anzahl der Blocke. Der GroBteil des
~ 'Rechenaufwandes fillt bei der Aktualisierung der lokalen Teile der jeweiligen Restmatrix
an.
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Bei einer Blockaufteilung der Matrix wie in 4.3.1 beschrieben ist die Anzahl der Sends
und Receives minimal, da die Anzahl der Biocke minimal ist; dies ist angesichts der zu
erwartenden relativ groflen Startup-Zeiten bei der Kommunikation auf SUPRENUM
positiv. Nicht akzeptabel ist dagegen der Umstand, daf3 bei der Blockaufteilung der erste
Prozell bereits nach der Bearbeitung von r/p Spalten und die folgenden auch recht bald
»arbeitslos” werden; d.h. die Lastverteilung ist - {iber den gesamten Algorithmus gesehen
- sehr schiecht.

Durch die zyklische Aufteilung (siehe 4.3.2) wird dieser Nachteil fast vollkommen auf-
gehoben. Den Preis, den man dafur zu zahlen hat, ist ein Ansteigen der Broadcasts auf
r. Dies ist wiederum auf SUPRENUM wegen der relativ ,,teuren” Kommunikation nicht

hinzunehmen.

Als Kompromif} bietet sich also die block-zyklische Aufteilung an (siche 4.3.3} - am be-
sten mit variablen Blockbreiten (4.3.4), um lange Wartezeiten der letzten Prozesse in der
‘Anlaufphase des Algorithmus zu verhindern. Diese schwierig zu itberblickende (im iib-
tigen allgemeinste, d.h. alle anderen spaltenorientierten umfassende) Aufteilung ist dem
Benutzer jedoch kaum zuzumuten. Fur die Gleichungssystemroutinen in SLAP wurde
daher folgende Losung gefunden:

Ausgangspunkt ist die fiir den Benutzer am einfachsten zu erfassende FForm des
Mapping, die Blockaufteilung;, d.h. vor dem Aufruf der Faktorisierungs- und Losungs-
routinen miissen die Matrix 4 und der Vektor b entsprechend auf die Prozesse verteilt
werden. Intern in den SLAP-Routinen werden diese ,,Makroblécke® jedoch noch einmal
unterteilt in kleinere Blécke, die als Einheiten bzgl. der implementierten Blockalgo-
rithmen dienen. Diese ,,Mikroblocke"” sind von variabler Breite, die adaptiv aufgrund der
Lage der Blocke innerhalb der Gesamtmatrix sowie aufgrund von Problemgrofien wie »
und p sowie von Maschinenparametern (z.B. Knotenprozessorleistung und Ubertra-
gungsgeschwindigkeit} automatisch besttimmt wird. Dabei ist zu bemerken, dall die
Mikroblécke nicht in ihrer ,natirlichen” Reihenfolge (Mikroblock 1, 2, ... von ProzeB3
I, Mikroblock 1, 2, ... von Prozef 2, ...} bearbeitet werden, denn dies wiirde im Vergleich
zur Blockaufteilung keinen Vorteil im Sinne einer besseren Lastvertetlung sondern nur
eine feinere Granularitdt und damit auf SUPRENUM sogar einen Nachteil bringen.
Vielmehr werden diese kleineren Bldcke der einzelnen Prozesse in einer Rethenfolge be-
arbeitet, die der zvklischen Aufteilung entspricht: Mikroblock 1 von Prozef 1, Mikro-
block 1 von ProzeB 2, ..., Mikroblock 1 von ProzeB p, Mikroblock 2 von Prozef 1,.
{siehe ‘Abb. '9). Dies bedeutet nun aber, dall nicht die ursprilngliche Matrix 4 sondern
eine spaltenpermutierte 4 = AP bearbeitet wird. Auf lineare Gleichungssysteme bezo-
gen heilt das, dall die Unbekannten vertauscht worden sind. Berlicksichtigt man, daf}
bei der Ldsungsprozedur aufgrund der Pivotisierung sowieso zu Anfang die rechte Seite
permutiert werden muf und sich diese beiden Vertauschungsoperationen (ohne Mehr-
aufwand an Kommunkation!) zusammenfassen lassen, so erweist sich dieses Vorgehen
als optimal:

- der Benurtzer ,sicht™ nur die einfache Blockaufteilung,
¢ ' durch die intern zyklische Bearbeitung der Mikroblocke wird nahezu tiber die ge-
. samte Dauer des Algorithmus eine gleichmifiige Lastverteilung erreicht,
e die Anzahl der Kommunikationsbefehle hilt sich aufgrund der (Mikro-)Blockung in

Grenzen,
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Abb. 9. Makro- und Mikroblockung
¢ der Gebrauch von BLAS 3-Modulen ist méglich.

Zu beachten ist hierber allerdings, dall das Ergebnis der Faktorisierung wegen der
Spaltenpermutation von A4 nicht mit dem der entsprechenden LINPACK-Routine Gibe-
reinstimmt. In aller Regel diirfte den Benutzer dieses (Zwischen-)Ergebmis allerdings
auch weniger interessieren als dic Lasung des Gleichungssystems, die nicht prinzipiell
von der voen LINPACK berechneten abweicht. Durch die andere Faktorisierung kénnen
sich andere Rundungsfehler ergeben, die aber nicht generell grofler sind als bei
LINPACK. Rk

6.2 Faktorisierung

Der vorbereitende Schritt zur Losung eines linearen Gleichungssystems mit vollbesetzter

Koeflizientenmatrix 4 besteht also darin, die Matrix wie folgt zu zerlegen:
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A=PLUmit P = {n‘[P, (wobei P; durch die Vertauschung der j-ten und der p-ten Zeile
der Einheitsmatrix é?}ltsteht mtj<p<n)il,=1firi=1, .. ,n, [,=0/ri<jund
u; =0 fliri>j.

Bei dem dazu in SLAP verwendeten Algorithmus handelt es sich um eine Blockversion
der GauB-Elimination mit Teilpivotsuche. Das Verfzhren arbeitet also (mikro-)
blockweise die (globale) Diagonale entlang, d.h. die durch die oben beschriebene virtuelle
zyklisch-variable Blockaufteilung entstandenen Blécke werden der Reihe nach von dem
jeweiligen ProzeB in einem Schritt bearbeitet. {Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird
im folgenden davon ausgegangen, dafl die Matrix 4 zyklisch-variabel blockaufgeteilt
vorliegt; die virtuelle Permutation £’ wird vorausgesetzt, d.h. 4 ist eigentlich 4'.)

Genauer: der aktuelle Spaltenblock ab der Diagonalen wird von dem zustindigen Proze
faktorisiert (d.h. im k-ten Blockschritt wird eine LU-Zerlegung der in Abb. 10
schraffierten Teilmatrix ausgefiihrt); das Ergebnis wird benutzt, um die Restmatrix zu
aktualisieren; dazu miissen P%: = IJ_IIPJ. , Ly und L., an die anderen Prozesse geschicki
werden (siehe 5.1). Es handelt sié::f-l2 also um einen Algorithmus mit sog. “Immediate
Update”: die noch zu verarbeitende Restmatrix wird sobald als moglich aktualisiert (im
Gegensatz dazu wird in LINPACK und LAPACK das "Delayed Update” verwendet).
Der Grund fiir dic Wahl dieser Variante liegt darin, daBl wegen des verteilten Speichers

nur so ein hochgradig paralleles Arbeiten der verschiedenen Prozesse an der verteilten

Matrix moglich ist.

LBt man die zur Effizienzsteigerung integrierte und weiter unten beschriebene sog.
“Compute-and-Send-Ahead”-Technik  zunidchst auller acht, so 14Bt sich der
Faktorisierungsalgorithmus wie folgt formulieren:

FOR k = 1 #b DO
“IF (k-ter Biock gehort mir) THEN
" berechne P®, L, L., und U,,
sende P L., und L., an alle anderen Prozesse
ELSE
 empfange P*, L, und L.,
ENDIF
" berechne den lokalen Teil von ¥,. und 4%
" ENDFOR

Die oben erwihnte "Compute-and-Send-Ahead”-Strategie hat den Zweck, unnétig lange
‘Wartezeiten der Prozesse auf Zwischenergebnisse desjenigen Prozesses zu vermeiden, der
“den aktuellen Block bearbeitet. Dies wird erreicht, indem der- aktuelle ProzeR zunichst
' ﬁur die Operationen ausfiihrt, die zur Berechnung der zu verschickenden Daten not-
wendig sind. D.h. das hier verwendete Verfahren arbeitet nach dem Prinzip ,,sende so
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g:P(k)zjml_A(kgl)

Uy Kk w

k=-ter
Block

Abb. 18. k-ter Rlockschritt der Gaullelimination: Dic unteren Indices bezeichnen die
Blocknummern: ein Stern deutet an, daf3 alle Blocke angesprochen werden, die nach
dem Index in der anderen Dimension hiegen: z.B. bedeutet L., = L, ,,. Diem
Klammern gesetzien oberen Indices beziehen sich auf die Schritte des Algorithmus.

frith wie moglich“. Dies hat zur Folge, daf sich die Schritte des obigen Algorithmus in
dem Sinne iiberlappen, daB zunichst nur ein Teil der Berechnungen des Schrittes & aus-
gefuhrt wird, anschlieBend ein Teil von Schritt &+ 1 (lokale LU-Zerlegung und
Broadcast) und die restlichen Operationen aus Schritt & und k4 + I dann nachgeholt

Werden.

Mit anderen Worten: die starre DO-Loop-Struktur, bei der in jedem Schleifendurchlauf
genau die Operationen des Schrittes k ausgefiihrt werden, wird aufgebrochen. Stattdes-
sen wird - jetzt eine WHILE-Struktur verwendet, mit der sich der modifizierte

'Algor_ithmus auch programmsprachlich sauber ausdriicken 146t
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k=1
nb=number_ of blocks
ip=#MYPROCESS
IF ip=1THEN
lokale LU-Zerlegung von Block | :

L
A(U) = Pm [LM:I Uu
1

BROADCAST PY, L,,, L.,
Permutation der Zeilen von 4 ohne Block I (Schritt 1) :
A(l) — P(l)A(O)

1p+lmbp
Aktualisierung der lokalen Restmatrix (Schritt 1) :
T 1y
bl,p-v‘—l:nb:p = L Ai,p-ri'tbp
AL _ (1) T Fr
e pitmby *ptlinkp Loy Ul,p—lr'bp
k=2
ENDIF

WHILE &k < nb DO
RECEIVE P, L,,, L., FROM PROCESS MOD(k — L,p) + 1
IF k=nb THEN
Permutation der Zeilen von A:
A = P ARy
EXIT
ENDIF
- IF MOD(k,p) + 1 = ip THEN
" 'Permutation der Zeilen von Block 4 + 1 (Schritt k):
A% = PP 48l
Aktualisierung von Block & + 1 (Schritt &):
Uper = LG A0
AN = A%, — L, Uy
lokale LU-Zerlegung von Block k+1:

A‘”\'} _ {-Lk Tk 11 LY
R L L et J f=1,k~1

BROADCAST P“", L, ey Lo
Permutation der Zeilen von 4 ohne Block & + 1 (Schritt &): -

€G] &y =1
A REHH P A dpikp
& (k) g4&k-1)
A o= Lrpindyp P A Krlpnbip

Aktualisierung ab Block A+ 1.+ p {Schntt k)
Lk’(*i‘,vnbp = ka Aik.i—1+pnbp a :
A“ﬁ V- pinbip A(K;)c Iep L L!m 1~pznbip
Permutation der Zellen von A ohne Block 4 ¥ 1 { Schmtt k -l— 1)
A(!fd-lk) — P(k—l) A( e o
pag R
‘Das quadratische lineare Gleichungssystem 45




el . ple g
A‘.k+l+p:nb'.p - P A',p’c—i+p:ﬂb:p

Akeualisierung ab Block k+ 1+ p(Schritt £+ 1)

Ejk+},f(+1+p:nb:p = k+1x IA,E'RTL < pinbip
ASTEJLPM-.,, = AE?;L-p:nb:p = Lpy Uity
k=k+12
ELSE
Permutation der Zeilen von 4 (Schritt &)
AG L = PO 4D
Akuualisierung der lokalen Restmatrix (Schritt &):
= [tipl-p+ip
Ui pnbip T Lk_ i Ai",?(p:mﬁ:p
A% Jpinbip = A% pinbp L',p er,kp:nb:p
k=k+1
ENDIF
ENDWHILE

6.3 Lisungsprozedur

Mit der Zerlegung von 4 in P, L und U ist das lineare Glelchungssystem Ax = b dqui-
valent zu den beiden Dreieckssystemen Ly= P'b (es ist P’ = ﬂP"‘) = HP und
Ux =y. Wenn bei der Faktorisierung eine Pivotsuche durchgefithrt wurde ist also zu-
nichst P’b zu bilden, d.h. die rechte Seite » gemiB den Ergebnissen der Pivotsuche zu
permutieren {(dazu ist auf einem Local-Memory-Rechner wie SUPRENUM Kommu-
nikation notwendig, wenn der Vektor & wie hier als verteilt vorausgesetzt wird). An-
schlieBend koénnen die beiden Dreieckssysteme nacheinander durch Vorwirts- bzw.
Rickwirtseinseizen geldst werden, hierzu wird jeweils der Cyclic-Vectorsum-
Algorithmus von Li und Coleman [25] in der passenden Variante benutzt. Berlicksichtigt

man die zvklisch- variable Spaltenblockaufteilung, so 1406t sich der Algorlthmus zur Lo-

e+

sung von PLUx = b informeil wie folg

permutiere die rechte Seite
FOR k=1nb DO
IF {k-ter Block gehdrt mir} THEN
empfange das Segment
berechne die Losungskomponenten des k-ten Blocks -
entferne den aktuellen Teil vom Segmentanfang
.. aktualisiere das Segment
" ‘berechne den neuen Teil des Segments

arrTrart o

. fuge den neuen Teil an das Segmentende an
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sende das Segment an den rechten Nachbarprozef3
aktualisiere den Rest des lokalen Update-Vektors
ENDIF
ENDFOR
FOR k=nb,1,-1 DO
IF (k-ter Block gehort mir}) THEN
o empfange das Segment
berechne die Lésungskomponenten des k-ten Blocks
entferne den aktuellen Teil vom Segmentende
aktualisiere das Segment
berechne den neuen Teil des Segments
fuge den neuen Teil an den Segmentanfang an
sende das Segment an den hinken Nachbarprozef3
aktualisiere den Rest des lokalen Update-Vektors
ENDIF
ENDFOR

Das Segment ist ein Vektor, der so lang ist wie die ndchsten p — 1 Blécke zusammen, und
in dem die Update-Werte zur Berechnung der néchsten L&sungskomponenten akku-
muliert werden. Dieses Segment wird in dem ProzeBring zvklisch herumgeschickt; dabet
schneidet jeder Prozel} einen nicht mehr benétigiten Teil ab und hédngt einen neuen an.
Daneben gibt es noch den lokalen Update-Vektor, in dem Werte aufsummiert werden,
die erst bei spiteren Durchliufen des Segments bendtigt werden.

Soll statt 4x = b das System mit transponierter Koeflizientenmatrix gelost werden, also
A’x=b, so ist nach der Faktorisierung zunichst U'y =4, dann L'x=y mit dem
Cyclic-Scalarproduct-Algorithmus zu 18sen und anschliefiend x gemél den Ergebnissen
der Pivotsuche zu permutieren, wobel die Transpositionen in umgekehrter Reihenfolgé
auszufiihren sind (d.h. es 1st Px zu bilden). Dieser Cyclic-Scalarproduct-Algorithmus ist
in gewisser Weise dual zum Cyclic-Vectorsum-Algorithmus; alierdings entfdllt hier der
lokale Update-Vektor, und das Segment besteht jeweils aus den zuletzt berechneten Lo-
sungskomponenten der vorhergehenden p — 1 Blocke.

Sollen mehrere lineare Gleichungssysteme mit gleicher Koefhizientenmatrix simultan ge-
16st werden, d.h. sind Matrizengleichungen AX = B bzw. 47X = B zu ldsen, so brauchen
in den eben beschriebenen Algorithmen 6 und x nur durch B und X ersetzt werden, wo-
bet letztere als zeilenverteilte Matrizen aufzufassen sind.

Die Permutation der zeilenverteilten rechten Seite(n) stelit auf einem System mit ver-
teiltem Speicher ein Problem dar, weil zum einen dafir Kommunikation notwendig ist

" “und zum anderen die notwendigen Vertauschungen datenabhiingig und damit die ange— o

" messene Kommunikationsstruktur nicht vorhersagbar ist. In SLAP wurde dieses Pro- -
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blem so gelost, dafl die rechte(n) Seite(n} zundchst komplett auf einer Task - oBdA der
letzten - eingesammelt wird (werden); diese Task Nr. p nimmt dann alle Vertauschungen
vor, die sich bel der Faktorisierung durch die Pivotisierung ergeben haben (diese sind
jedem ProzeB bekannt). Anschlielend verschickt der letzte Prozell die gesamte(n)
permutierte(n) rechte(n} Seite(n) an die anderen Tasks; jede Task ,,vergift* dann denje-
nigen Teil, der thr nicht gehort. Dieses - wenig elegante - Vorgehen hat den Vorteil, dal3
es immer anwendbar und relativ einfach zu implementieren ist. Seine Nachteile liegen in
der Moglichkeit, daB} (viel) zu viele Daten verschickt werden, und in dem mdglichen
Engpall beim letzten ProzeB. Um diese Nachteile etwas abzuschwichen, erfolgt das
Einsammeln und Verteilen der rechten Seite(n) baumartig (siche 4.5.2). Die eben be-
schriebene Permutationsroutine wird bei transponiertem Gleichungssystem nach dem
Ruckwirtseinsetzen aufgerufen, bei ,normalem” Gleichungssystem jedoch vor dem

Vorwdrtseinsetzen,

Die Losungsroutinen arbeiten also nach den bisher nur informell vorgestellten Algo-
rithmen von Li und Coleman. Der folgende Pseudocode gibt den Cyclic-Vectorsum-

Algorithmus {Vorwirtseinsetzen, eine rechte Seite) detaillierter wieder:

FOR k=1,nb DO
IF MOD(k — 1,p)+ 1=ip THEN
kend = MIN(4 + p — 2,nb)
IF k=1 THEN
RECEIVE 5¥,., FROM PROCESSE MOD(ip —2.p) + 1
"ENDIF
b, = L' (b, — s — 1)
IF k# nb THEN
_Sff;.-kena* = Sttined T letiend T Lictonas b
IFk+p—1<nb AND p>1THEN
sff__)p,l = L, t Loy b,
ENDIF
SEND ¥, ., TO PROCESS# MOD(ip,p) + |

l!rvp:rab = Ik+p:n.b + Lk+p:nb,k bk
ENDIF
ENDIF

ENDFOR

Hierber wird. & durch x tiberschrieben. Sollen mehrere rechte Seiten simultan behandelt
werden, so sind nur die Felder 4, s und ggf. ¢ zu expandieren, d.h. als zweidimensional

zu behandeln. Der Algorithmus fiir das Riickwirtseinsetzen ergibt sich analog.
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6.4 Arithmetik- und Kommunikationsaufwand

Die Anzahl F der Gleitkommaoperationen flr die ibliche LU- Zerlegung einer
n x n-Matrix (Verwendung von BLAS [-Modulen) ist bekannterweise

. 2 1 i

ffac = Ti’ﬁ — —j—ﬁz — '—6—1’3 = O(i’is).
Geht man zu dem oben beschriebenen Bleckalgorithmus basierend auf

BLAS 3-Modulen Gber, so erhoht sich die Anzahl der erforderlichen Rechenoperationen
nicht {bei anderen Blockalgorithmen kann der Rechenaufwand leicht ansteigen).

Auch bei der Losungsprozedur stimmt die Anzahl der Rechenoperationen mut der des
entsprechenden seriellen Algorithmus Giberein:

Fop = 20t — = O(nz).

{Um ein einzelnes Dreieckssystem zu 16sen, werden »° Gleitkommaoperationen bendtigt.
Da die Matrix L auf der Diagonalen Einsen enthilt, brauchen » Divisionen nicht aus-
gefUhrt zu werden.)

Der angegebene Wert fur F,; bezieht sich auf die Lésung eines ,einfachen® Gleichungs-
systems. Bei mehreren rechten Seiten ist £, mit deren Anzahl zu multiplizieren.

Die Anzahl der erforderlichen SEND- und RECEIVE-Befehle fiir gegebene Werte von
rn und p exakt zu zdhlen, st wesentlich schwieriger als die der arithmetischen Opera-
tionen, da der Kommunikationsaufwand stark von der Datenaufteillung abhiingt und
noch keine Angaben zu den Ergebnissen der angestrebten automatischen Verteilung
{adaptive Blockung) gemacht werden kénnen. Die im folgenden angegebenen Formeln
bezichen sich daher auf die Anzahl p der eingesetzten Prozesse sowie auf die Anzahl nb
der Blocke, die spéter automatisch bestimmt werden wird.

Bei der Matrixfaktorisierung mul} in jedem Blockschritt der jeweils zustdndige Prozef3
eine Nachricht bestehend aus den entsprechenden Teilen von P und L an semne p— 1
,Kollegen” verschicken. Dies gilt auch fiir den letzten Block, da der zustdndige Prozel3
die anderen Prozesse Uiber das Ergebnis der Pivotsuche informieren mufl. Daher betrdgt

die (globale} Anzahl der Nachrichten
A’"/Ifac = i’!b{p - 1).

Bei der Losungsroutine mussen zunidchst die Kommunikationsbefehle gezdhlt werden,
die fur die Permutation der rechten Seite anfallen. Das hierbel angewandte baumartige
Vorgehen erfordert

Mper = 2(p—1}
Nachrichten.

Flir das Vorwirts- und Rickwirtseinsetzen nach dem Cyclic-Vectorsum- oder Cyclic-

... Scalarproduct-Algorithmus betrigt die Anzahl der Messages jeweils

;’me = nb—1.
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Damit ergibt sich fiir die gesamte Lésungsprozedur ein Kommunikationsaufivand von
M = 2p+nb—-12}
Nachrichten.

Anzumerken ist in diesem Zusammenhang, dafl bei der Verwendung der Mehrfach-
Loésungsroutine die Anzahl der verschickten Messages nicht ansteigt.
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7.0 Das reelle symmetrische Figenwertproblem

Zu einer reellen, vollbesetzten, symmetrischen # x n-Matrix 4 sollen die Lésungen der
Gleichung Ax = /Jx, die sogenannten Eigenwerte 4, und die zugehodrigen Figenvektoren
x., i=1, ..., ngefunden werden.

Je nachdem, ob alle oder nur einige Eigenwerte und je nachdem, ob zusitzlich die zuge-
horigen Eigenvektoren zu bestimmen sind oder nicht, empfiehlt EISPACK [32] ver-
schiedene Folgen von Unterprogrammaufrufen. Alle beginnen mit der Reduktion der
Matrix auf Tridiagonalgestalt durch Ahnlichkeitstransformationen.

[anach werden entweder alle Eigenwerte und eventuell Eigenvektoren der Tridiagonal-
matrix durch QL-Verfahren bestimmt, wobei die Eigenvektoren schon direkt mit der
Transformationsmatrix aus dem ersten Schritt multipliziert werden, oder es werden ei-
nige Eigenwerte der Tridiagonalmatrix mit Bisektion bestimmt, danach durch inverse
Iteration die Eigenvektoren der Tridiagonalmatrix, und schlieflich werden diese Eigen-
vektoren auf die Eigenvektoren der urspriinglichen Matrix zuriicktransformiert.

Fir den Fall eines Parallelrechners sieht das Problem wie folgt aus:

Gegeben sei die reelle, vollbesetzte, symmetrische n X n Matrix 4, deren Eigenwerte mit
p Prozessen berechnet werden sollen. Bei emer spaltenorientierten Blockaufteilung oder
ber zyklischer Aufteitung bedeutet dies, daB jeder Prozell 4 =n/p Spalten von 4 in
seinem lokalen Speicher besitzt. Bei block-zyklischer Verteilung mit BlockgréBe ¢ gibt
es insgesamt ¢ = nfg Spaltenblécke, und somit besitzt jeder ProzeB s = #/p = k/g Spal-
tenblécke in seinem lokalen Speicher. Auch die parallele Version soll mit der Reduktion
der Matrix auf Tridiagonalgestalt beginnen.

Wegen der einfacheren Parallelisierbarkeit des Bisektionsverfahrens gegeniiber dem
QL-Verfahren wurde auch fur das Problem der Suche aller Eigenwerte und Eigenvekto-
ren zundchst ein Bisektionsverfahren mit inverser Iteration und Riicktransformation der
Eigenvektoren implementiert.

Zusitzlich wurde fiir die Berechnung aller Eigenwerte und Eigenvektoren reller symme-
trischer Tridiagonalmatrizen das Divide and Conquer Verfahren von Cuppen [9] imple-
mentiert, Es beruht auf einem QL-Verfahren. Dieses kann unter bestimmten, spéter noch
genauer erkidrten Umstdnden, anstelle von Bisektion und inverser Iteration zwischen der
Transformation auf Tridiagonalgestait und der Ricktransformation der Eigenvektoren
verwendet werden. Eine Ricktransformation der Eigenvektoren wird immer erforderlich
sein, da eine explizite Berechnung der Transformationsmatrix nicht vorgeschen ist.
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7.1 Reduktion einer vollbesetzten Matrix auf Tridiagonalgestalt

Im ersten Teil soll die Matrix 4 durch orthogonale Ahnlichkeitstransformationen auf
Tridiagonalgestalt reduziert werden, d.h. es wird eine orthogonale Matrix Q gesucht, so
daB Q'AQ = T, wobei T cine symmetrische Tridiagonalmatrix ist.

7.1.1 Householdertransformation

Ein hidufig verwendetes Verfahren zur Reduktion vollbesetzter Matrizen auf Tridia-
gonalgestalt ist die sogenannte Householdertransformation (s. z.B. [27]). Die Matrix
wird hierbei spaltenweise Schritt fur Schritt reduziert. Im 7 -ten Schritt,
i=1, ..,n—2, isteine (n—i+ 1} x(w—i+1) -Untermatrix M, von A4, noch nicht
tridiagonalisiert, withrend in den ersten i — 1 Spalten und Zeilen von A, nur noch auf der
Diagonalen und der ersten Nebendiagonalen von Nuil verschiedene Eintrége stehen.
Nun wird ein Vektor w, der Linge n-i und der Norm 1 bestimmt, so daf}
Qc;= (I —2ww, )¢, = y.e, , wobei ¢, der Teil des ersten Spaitenvektors von M, ist, der in
der zweiten Zeile beginnt, ¢, ist der erste Einheitsvektor ¢/~ der Linge n — i, und y, ist ein
Skalar.

Um A, , zu erhalten, muf3 die Transformation noch auf die restliche Matrix M, die
untere (n — i} x (n — ) -Teilmatrix von A4, angewandt werden. Dabei ist folgendes zu be-
rechnen:

~

My, = (= 2w Y M (1 — 2ww) = M, — Qwa ) M; —2Mpww| +4 (ww)) TMww!

T, P T r, 1 T T
= M; —2ww; M; + 5 4w Mpwpw; =2Mwpw; + 5 dwpw; Mawpw;
i~ T N T
= AME — A/ 2 WEVI' - »\1‘/2 ‘»’iwi
- r_ 17 1,15 45T T 5. T
mit Vo= {2 2 W)y 2wy und z; = 2w M,

Der bereits tridiagonalisierte Teil der Matrix bleibt unverdndert, ebenso wie das i-ie
Diagonalelement, und das i-te Nebendiagonalelement wird zu y,.

Es gilt dann Q) 4.0, = A, mit 4, =4 und 4, = T. Die Gesamttransformationsmatrix g
berechnet sich als =0y ... -¢, .

7.1.2 Block-Householdertransformation

Bei der Block-Householdertransformation wird die Matrix 4 zuerst in eine £ X ¢
Blockmatrix mit Bidcken der Dimension g x ¢ aufgeteilt. Sie wird dann blockspalten-
weise zu einer Bandmatrix mit Bandbreite ¢ reduziert. Diese muf3 schlieflich noch durch
¢in anderes Verfahren, z.B. das Verfahren von Schwarz (s. [31]), tridiagonalisiert werden.

Die Block-Householdertransformation erfolgt analog zur gewdhnlichen Householder-

" transformation.
Im /-ten Blockschritt, /=1, ... ,# =2, ist noch eine (£ —{+ 1) x (£ =1+ 1) -Blockmatrix
M, zu reduzieren. Hierflir wird eine QR-Zerlegung der Blockspalte unterhalb des ersten
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Diagonalblocks der Restmatrix vorgenommen. Die orthogonalen Matrizen @, dieser
Zerlegung, welche Produkte von ¢ Householdermatrizen sind, werden in der WY-Form
dargestellt, die in [4] beschrieben ist, d.h. Q=T+ W, Y], wobei W, und ¥, Matrizen der
Dimension (£ —0gx ¢ sind. Die Matrix 7+ WY muBl dann aufl die untere
(£ —0) x (£ —{) Blockteilmatrix M, von A4, angewandt werden, und es wird analog der
Householdertransformation

My, = (I+ WY m+wyl) = M+ v+ vy]

LzmwyT  und  ZT=wiM,

H’llt V[T: Z[T— 2

berechnet. Der erste Diagonalblock von :’;I', bleibt als [-ter Diagonalblock in 4,,, erhalten,

diec Matrix R von der QR-Zerlegung wird zum /-ten Nebendiagonalblock.

Es gilt dann analog zum Fall der gewdhnlichen Houscholdertransformation

Aottt aa o P e Tt T ranhaa

NT 4. 4 el A A siemd A T
sy AMIZAHI miil 4, = A unda A= 1. Uu.. \JcaauuuaumﬂlLuauuuaauauu( z berechnet

sich als @ = 0,:Qy ... -0, .

7.1.3 Tridiagonalisierung einer Bandmatrix mit dem Schwarz-Verfahren

Das Schwarz-Verfahren arbeitet so, daB durch Givens-Rotationen nacheinander die
Nebendiagonalelemente bis auf die der ersten Nebendiagonale eliminiert werden. Dabei
entsteht jewells ein Fill-in, das wiederum durch Givens-Rotation ,,weitergeschoben®
wird, bis es ,,{iber den Rand der Matrix hinaus geschoben® ist (s, Abb. 11 ).

TN
'k—%—:i:%;\

H*’x—%@'\f

X

%ok %
il
*

Abb. 1. Das Verfahren von Schwarz

Man kann entweder zeilenweise von auflen nach innen die Nebendiagonalelemente eli-
minieren oder diagonalenweise von oben nach unten. Die erste Methode bendtigt we-
niger.Rechenoperationen, da die Fill-ins jeweils um so viele Zeilen nach unten wandern,
wie die aktuelle Anzahl der Nebendiagonalen betrdigt. Diese bleibt aber im ersten Fall
konstant fiir das noch zu bearbeitende Stick der Matrix, wihrend sie im zweiten Fall

sukzessive abnimmt.

Leider wurde fiir Parallelrechner mit verteiltem Speicher noch keine effiziente
. Parallelisierung des Verfahrens von Schwarz gefunden. Wollte man die Rotationen auf
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die spaltenblockweise verteilte Matrix anwenden, so miifite immer dort Kommunikation
erfolgen, wo ein Fill-in tiber eine Blockgrenze hinweg geschoben werden muf}. Selbst
wenn es, wie bei der sukzessiven Reduktion der Bandbreite, moéglich ist, mehrere Fill-ins
zugleich zu behandeln und weiterzureichen, so sind doch Kommunikationsaufrufe in der
Groéfenordnung von n-p erforderlich. Diese konnen zwar teifweise parallel zu anderen
Kommunikationsaufrufen oder zu Berechnungen stattfinden, der Gesamtgrad an
Parallelitdt ist jedoch sehr gering.

7.1.4 Parailelisierung der Householder- und Block-Householdertransformation

In diesem Abschnitt werden die Parallelisierungsmdéglichkeiten der beiden Verfahren bei
verschiedenen Aufteilungen der Matrix beschrieben und der jeweilige Kommunikations-
und Rechenaufwand abgeschitzt. In einer tabellarischen Ubersicht werden die verschie-
denen Methoden schliefflich miteinander verghchen.

Anders als bei Zerlegungsroutinen, bei denen die Restmatrix nur von links mit einer
orthogonalen Matrix multpliziert wird, muB bei der Transformation die Restmatrix von
links und rechts multipliziert werden. Dies kann nicht lokal in jedem Prozel3 geschehen,
da fir die Multiplikation von rechts vollstindige Zeilen der Matrix gebraucht werden,
diese aber tiber alle Prozesse verteilt sind. Es ist auch nicht so einfach wie bei der Zerle-
gung, die Behandlung der Spalte, aus der un néchsten Schritt der Householdervektor
berechnet werden soll, vorzuzichen. Ansdtze fiir cine solche Vorgehensweise sind in
[15] beschrieben. Im folgenden soll jedoch immer ein Schritt bzw. Blockschritt zu Ende
gefithrt werden, ehe der néchste beginnt.

Bei der Kommunikation auf dem SUPRENUM Rechner ist zu beachten, dafBl die Uber-
tragungszeiten fur einzelne Daten (7} sehr klein sind im Vergleich zu den
Initialisierungszeiten fiir einen SEND und RECEIVE Befehl {z, und ;). Daher ist in
erster Nidherung die Zahl der zu sendenden Daten vernachldssigbar gegeniiber der
Initialisierung einer Kommunikation, sofern die Gréfenordnung nicht im Bereich von
einigen Tausend Daten liegt. Dies 1st bei den Problemen aus der Linearen Algebra nicht
der Fall, daher wird im folgenden bei der Abschitzung des Kommunikationsaufwands
nur die Anzahl der Kommunikationsaufrufe gezdhlt, nicht aber die Menge der ver-

schickten Daten.

Wie im Kapitel ,, Kommunikationsstrategien® bereits erwdhnt, wird aullerdem meist ein
vereinfachtes asynchrones Kommunikationsmodell angenommen mit 7, =7, =¢/2 und

;=0
7.1.4.1 Parallelisierung bei Blockaufteilung der Matrix

Hier ergibt sich, wie bereits ber Zerlegungsroutinen erwihnt, der Nachteil einer
schlechten Lastverteilung.. Nachdem die ersten &4 Spalten oder die ersten s Blockspalten
bearbeitet smd, wird an diesen nichts mehr verindert, und der erste Prozel} hat keine
Arbeilt mehr.

Auflerdem bleibt die Anzahl der parallel ausgefiihrten Operationen pro Schritt bzw.
Blockschritt bis zu den letzten & Schritten konstant, da immer wenigstens ein Prozef}
noch k Spalten bearbeiten mul3. Die Anzahl der arithmetischen Operaticnen, die parallel
ausgefithrt werden, wird in Tabelle 4 verglichen.
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Abb. 12. Die Vertellung der Matrix auf die Prozesse wihrend der Berechnung: Nicht
unterteilte Vektoren und Matrizen haben alle Prozesse ganz in threm Speicher, von
den unterteilten Objekten besitzt jeder Prozel nur einen Teil.

Sei nun also die Matrix in zusammenhingenden Bldocken auf die Prozesse verteilt, wobei
flir das Block-Householderverfahren die Anzah!l der Spalten, die die Prozesse 1 bis
p— i bekommen durch ¢ teilbar sein soll, damit die Grenzen der Blockspalten mit den

ProzeBgrenzen zusammenfallen.

Im folgenden wird nur die Parallelisierung des gewdhnlichen Householderverfahrens be-
schrieben. Das Vorgehen beim Block-Householderverfahren ergibt sich durch Ersetzen
von Schritt durch Blockschritt, Spalte durch Blockspalte, Element durch Block, Skalar-
produkt durch Produkt einer Zeilenmatrix mit einer Spaltenmatrix; w wird jeweils durch
W oder Y ersetzt und v und z durch ¥ und Z.

Im.i-ten Schritt ist der ProzeB, der die /-te Spalte der Matrix in seinem Speicher besitzt,
der erste, der noch arbeitet. Er berechnet den Householdervektor w und schickt ihn zu
allen anderen noch aktiven Prozessen. Mit dem im Kapitel ,,Kommunikationsstrategien®
als zweites beschriebenen Softwarebroadcast ist hierfir die Zeit von (log2 j} Kommu-
nikationsaufrufen nétig, wenn j die Anzahl der.ho_ch_ aktiven Prozesse ist. Jeder dieser
-Prozess_e_b_esit_zt k Spalten m,, k = (jp —1)-k + 1, .. ,jp-k (wenn dies der ProzeB jp ist)
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von M, und berechnet daraus und aus dem empfangenen Vektor w lokal & Elemente
=2 wm,k=(p— 1)k + 1, .., jp-k des Vektors z.

Zur Berechnung seines Teils von v’ braucht jedoch jeder Prozel das Skalarprodukt z'w,
und da der Vektor z' auf alle aktiven Prozesse verteilt ist (s. Abb. 12), ist hierfiir Kom-
munikation erforderlich.

Analog zum Sammeln eines verteilten Vektors kénnten die Teilsummen des Skalarpro-
dukts, die jeder ProzeB lokal berechnen kann, gesammelt werden bis schliefilich jeder der
J Prozesse nach [log2 j] Kommunikationsaufrufen das Skalarprodukt in seinem lokalen
Speicher hat.

Leider kennt nach dieser Berechnung jeder ProzeB nur einen Teil von v7 bzw. v, da er nur
einen Teil von z* kannte. Er kann somit im niichsten Schritt nur einige Zeilen von vw’
berechnen (s. Abb. 12). Da vw’ nicht symmetrisch ist, kann somit kein ProzeB ganze
Spalten von vw' berechnen, also wire nochmals Kommunikation nétig, damit jeder
Prozel3 seinen Spa]tenbiock von vw' berechnen kann, den er zur Berechnung seines
Spaltenblocks von Mm braucht.

Um diese erneute Kommunikation zu vermeiden, ist es sinnvoller, gleich jedem ProzeR
ganz z' bekannt zu machen, so daf} er ganz v berechnen kann, was nur wenige zusiiz-
liche arithmetische Operationen kostet. (Jeder ProzeB berechnet ein Skalarprodukt der
Lénge » und ein Produkt Skalar - kompletter Vektor statt eines Teils, der Mehraufwand
ist also Ofn) arithmetische Operationen.) Damit hat jeder Prozel3 alle nétigen Daten, um
seinen Spaltenblock von vw’ zu berechnen.

Dieses Sammeln kann, wie im Kapitel ,Kommunikationsstrategien“ erklirt, durch
Weitersenden eines immer groBeren Teils von z” geschehen. Dazu miissen alle j noch
aktiven Prozesse parallel je hog2 j-l Kommunikationsaufrufe durchfithren.

Fiir die gesamte Householdertransformation wird damit in den ersten & Schritten die Zeit
flir 2 (logzp‘] . in den nichsten & Schritten die fiir 2 l- log.{p — I}] Kommunikationsauf-
rufe bendtigt usw.. In den letzten & Schritten ist schlieflich keine Kommunikation mehr
nétig, da nur noch ein Prozefi arbeitet.

Zusammen ergibt dies einen Kommunikationsaufwand, der der Zeit flir

p—1
N LT | r 1
Ky 2 logjl =2kp(|logyp| —1)
J=1

~2n([logp] —1), (da kp=n)

Komunikationsauﬁufe entspricht. Schon bei einem relativ kleinen Problem mit
n =100 und p=4 ergibt das 350 Kommunikationsaufrufe, mit p = 3 sogar schon 560,

da [Iog2 5] =3

Bei der Block-Householdertransformation werden in jedem Blockschrztt die Matrizen W
und Y vom ersten noch aktiven ProzeR per Software-Broadcast an alle anderen noch
aktiven Prozesse gesendet, was ebenfalls [logg J-l Kommunikationsaufrufe erfordert.
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AnschlieBend schickt jeder noch aktive ProzeB an alle anderen noch aktiven Prozesse
seinen Teil der Matrix Z, was wiederum mit | log, j| SEND-RECEIVE-Befchlen parallel

in allen Prozessen verbunden ist.

Dies bedeutet, dal3 beim Block-Householderverfahren in einem Blockschritt ebenso viele
SEND-RECEIVE-Kommandos bendtigt werden wie beim gew6hnlichen Householder-
verfahren in einem Schritt. Die Anzahl der Kommunikationsaufrufe ist also beim
Block-Householderverfahren um den Faktor g kleiner als beim gewohnlichen, da es nur
nfq Blockschritte im Gegensatz zu # Schritten gibt. Im obigen Beispiel ergibt dies fir
g =5 statt 350 (860} nur 70 (112) Kommunikationsaufrufe,

Zusitzlich muB sich aber an die Block-Householdertransformation noch eine Reduktion
der Bandmatrix auf Tridiagonalgestalt anschlieBen. Wie oben erw#hnt geschieht das mit
dem sequentiellen Schwarz-Verfahren. Am glinstigsten erweist es sich, wenn zuerst die
Bandmatrix mit der Sammelroutine allen Prozessen bekannt gemacht wird und dann alle
Prozesse die Reduktion gleichzeitig durchfithren. Dazu werden wieder {logzp-{ Kommu-
nikationsaufrufe bendétigt, was aber an der Gesamtsumme der Kommunikationsaufrufe
wenig dndert.

Drer Vorteil dieses Verfahrens liegt darin, daf3 dann ohne weitere Kommunikation jeder
Prozess die komplette Tridiagonalmatrix kennt, was spater fiir das Bisektionsverfahren
notwendig ist.

Die Anzahl der Kommunikationsaufrufe bei den verschiedenen Verfahren wird in Ta-
belle 2 verglichen.

Aufler den zusdtzlichen arithmetischen Operationen fir das sequentielle Schwarz-
Verfahren sind beim Block-Householderverfahren noch die Matrizen W und Y zusitzlich
zum jeweils aktuellen Householdervektor der QR-Zerlegung einer Blockspalte von einem
Prozef§ alleine zu berechnen. Im Gegensatz hierzu wird beim gewdhnlichen Househol-
derverfahren nur die Berechnung der Householdervektoren w jeweils von einem Prozef3
alleine durchgefiithrt, also nicht parallelisiert. Die arithmetischen Operationen, die nicht

paraliel ausgefiihrt werden, werden in Tabelle 3 verglichen.

7.1.4.2 Parallelisierung bei (block)-zyklischer Aufteilung der Matrix

Anders als bei der Blockaufteilung sind beir der zvklischen bzw. bilock-zvklischen Auf-
teilung der Matrix bis zum Schluf} alle Prozesse aktiv und somit auch an der Kommu-
nikation beteiligt.

A d LAkl CArLwil LA ops

zu bea

gitenn hat
e Uil 1

Jdie 1ader Prazefl v rrrTat

Y bl j\/u\’.l E L NN EIS 'y LA L’ AELIELERXIEAL

nach jeweils p Schritten {Blockschritten) um eine ab. Dies bedeutet, daBl die Anzahl der
arithmetischen Operationen, die parallel ausgefithrt werden konnen, kontinuierlich ab-

nimmt (s. Tabelle 4).

Die Berechnung der Householdervektoren und der Matrizen ¥ und Y wird, wic bei der
Blockaufteillung der Matrix auch, jeweils von einem Prozel durchgeflihrt, nur l6sen die
Prozesse einander bei jedem Schritt ab. Anders als bei der QR-Zerlegung (s. [2]) ergibt
sich hieraus jedoch bel der Transformation nur ein sehr geringer zusétzlicher Gewinn
durch "Compute-and-Send-Ahead”. Der Prozef}, der als ndchster den Housholdervektor
-__berechnen mul} bzw. die QR-Zerlegung der Blockspalte vornehmen muB, kann dies erst
tun, wenn er v bzw. ¥ bereits berechnet hat. Dann muB er noch die erste (die ersten g)

~ Spalte(n) von wv' + ww’ (YV7 + V¥7) berechnen, che er ¢in neues w (neue W und ¥)
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berechnen und den anderen Prozessen senden kann. Erst danach berechnet er den Rest
von wy' +ww’ (YVT + VY,

So lange jeder ProzeB noch mehrere (Block-)Spalten von M, zu aktualisieren hat, kdnnen
dadurch die Zeiten, wihrend derer die Prozesse auf w (W und Y) warten, verkiirzt oder
sogar ganz vermieden werden. Anschlieffend an das Senden von w (W und Y) mul} je-
doch der sendende Prozel den Rest seines Anteils von M, aktualisieren, ehe er mit dem
neuven w (W und Y) seinen Anteil des neuen z (Z) berechnen und weitersenden kann.
Die {ibrigen Prozesse beginnen direkt nach dem Empfangen des neuen w (der neuen
W und Y) mit der Berechnung des neuen z (). Da dieses z {Z) bei allen Prozessen ge-
sammelt werden muf, entsteht jetzt hier ein Synchronisationspunkt, bei dem die {ibrigen
Prozesse auf den Prozel3 warten miissen, der mehr arithmetische Operationen ausfithren
mubte, also auf den, der w (¥ und ¥) berechnet hat. Also entsteht nun die Verzdgerung
beim Sammeln von z (7). Man kann davon ausgehen, daf} diese Verzogerung nur wenig
kleiner ist als die, die sich ohne die vorweggenommene QR-Zerlegung ergeben hétte. Der
nicht parallelisierte Rechenaufwand ist also bei zyklischer Aufteilung fast der gleiche wie
bei Blockaufteilung der Matrix (s. Tabelle 3).

Da das Sammeln von z bzw. Z ohnehin ¢ine Synchronisation aller Prozesse erfordert,
wird hier durch das stufenweise Broadcasting keine zusétzliche Synchronisation einge-
fuhrt. Am besten ist hier wahrscheinlich das Senden iiber einen Bindrbaum, da hier der
Prozef, der wegen der Berechnung von w die meisten arithmetischen Operationen aus-
zufithren hat, weniger Zeit mit Senden zubringt als bei den anderen Broadcastversionen.
Fir SUPRENUM wurde dennoch die als zweite beschriebene Version des Broadcasts
implementiert, da fiir das Broadcasting mit Bindrbaum noch keine Routine geschrieben
1st.

Die Kommunikatonsstruktur ist dhnlich wie bei der Blockaufteilung der Matrix. Der
Prozel3, der den Householdervektor bestimmt hat, schickt diesen jetzt per Broadcast an
alle anderen Prozesse, da jeder noch Spalten der Matrix M, in seinem Speicher besitzt,
Nachdem jeder Prozel} seinen Anteil des Vektors z berechnet hat, wird z bei allen Pro-
zessen gesammelt. AuBer . den letzten p Schritten sind somit in jedem Schritt
2 ( logzp.l Kommunikationsaufrufe erforderlich.

7.1.4.3 Vergleich der verschiedenen Parallelisierungen

In den folgenden Tabellen geben die Zahlen jeweils die GréBenordnung des Kommu-
nikations- und des Rechenaufwandes wieder.

Unter einer arithmetischen Operation ist jeweils eine Multiphikaticn oder eine Addition
zu verstehen. Hinzu kommen noch einzelne Divisionen und Wurzeloperationen, die je-
doch an der Gréflenordnung des arithmetischen Aufwands nichts dndern.
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Kommumnikation

normale Householder-

Block-

transformation Houscholdertransformation
Kommunikationsaufrufe pro ; ;
Schritt bei Blockaufteilung 2 [IOgZ-’, .i 2 fic’gﬂ]
Anzahl Schritte bei Block- & Schritte fUr jedes kfg Schritte flir jedes
aufteilung ji=1 . ,p j=1 . ,p

Kommunikationsaufrufe ins-
gesamt bei Blockaufteilung

o 2n flogzn1 -5

~2% ([logp| - 1)

Aufrufe pro Schritt bei

(block}-zyklischer Aufieilung 2 [- logp -[ 2 [logzp-l
Anzahl Schritte bei (block)- | n

zykhscher Aufteilung g

Aufrufe insgesami bei ~ 27 l‘ logzp-l ~2 _g__ !-}-ngp-l

i (block)-zyklischer Aufteilung

Tab. 2. Vergleich des Kommunikationsaufwands:
schiedenen Prozessen parallel ausgefiibrt werden.

Kommunikationsauirufe kdnnen von ver-

nicht parallele Berechnung

normale Householder-

Block Householder-

transformation transformation
Arithm. Op. pro Schritt 3(n— i din—(I-1g) g+ )
Anzahl Schritte i=1, .. ,a I=1, . ,f=njq
Schwarz-Verfahren entfallt 6gn’ + 134
. . 3
Arithm. Op. insgesamt Sy n ~ (8g+ 15) i

Diese Werte gelten sowohl fiir Blockaufteilung als auch fiir zyklische bzw. block-zyklische

Aufteitung

Tab. 3.

fur alle auBer emem ProzeB.

Vergleich des arithmetischen Aufwands der nicht parallelen Berechnung: Wartezeiten

parallefc Berochnung

normale Householder-

Block Householder-

transformation transformation
Arithm. Op. Schritt bei
Biockaufteﬁugéo ¢ i bkin—1 (6g+2) k(n—lq)
Anzahl Schritte bei Block- i=1 i I P
aufteilung = e =L =7
Arithm. Op. insgesamt bei - 3 1
‘Blockaufteilung =3kn =3k (145)
Arthm. Op. Schritt bei
(block)-zvlglisigzer f\ufteﬂfrilg 6k —x)(n—19 (6q+2) (k—xq) (n—Lq)
Anzahl Schritte bei (block)- ; ;
zyklischer Aufteilung i=1, K= (=1, ...¢; % =
Arithm. Op. insgesamt bei - 2 ]
(block)-zyklischer Aufteilung | ™ 2k n ~2kA (1 + —3—;)

Tab. 4. Vergleich des arithmetischen Aufwands der parallelen Berechnung
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Der Vergleich der Tabellen zeigt, daff zum Beispiel der Gewinn bei der Kommunikation
veim Block-Housholderverfahren einen erheblichen Mehraufwand bei der nicht paral-
lelisierten Berechnung nach sich zieht. Einem geringeren arithmetischen Aufwand im
parallelen Teil bei der zyklischen bzw. block-zyklischen Aufteilung der Matrix steht ein
um 2k héherer Kommunikationsaufwand bei diesen Aufteilungen gegeniiber. Um also
Aussagen treffen zu konnen, welches Verfahren schneller sein wird, muf3 das Verhiltnis
der Zeit zur Initialisierung eines Sende- und eines Empfangsvorgangs, Ty, = 1, +1, 20
der Zeit fur eine Multiplikation oder eine Addition, T,, berficksichtigt werden. Da dieses
Verhiltnis fir SUPRENUM noch nicht bekannt ist, kénnen nur theoretische Uberle-
gungen angestellt werden, bei welchem Verhiltnis welches Verfahren vorzuziehen ist.
Durch Vergleich des jeweiligen Gesamtaufwandes fiir die Transformation auf Tridia-
gonalgestalt, also Zeit fiir parallelisierte Berechnungen plus Zeit fiir nicht parallelisierte
Berechnungen plus Zeit fiir Kommunikation, stellt sich heraus, daf} bei fast allen Kom-
binationen von #, p und ¢ das gewdhnliche Householderverfahren mit zyklischer Auf-
teilung der Matrix am schnellsten sein miite.

Mit den Bezeichnungen 7, und 7y,, wie oben beschrieben ergibt sich, daB} das ge-
wohnliche Householderverfahren mit zyklischer Aufteilung der Matrix schneller ist als

@ das Block-Householderverfahren mit block-zyklischer Aufteilung der Matrix, wenn

(%_k + 84" + 13,5g) n
2(g - 1) | log,p|

TKom = TAr

® das Block-Householderverfahren mit kontinuierlicher Aufteilung der Matrix, wenn

((g+ Dk + 8¢ + 13,5¢)n
2((g—1) | logop| + D)

TKom = Ar

¢ das gewdohnliche Householderverfahren mit kontinuierlicher Aufteilung der Matrix,
wenn

kn .-
TKom = Mﬁm?Ar

Fur grofie # sind die beiden }‘etzten Ungleichungen erflillt, wenn die erste erfiillt ist. Ist
jedoch & (g~ 1) | logyp| — ?) < 8¢° + 13,3¢ , so ist die letzte Abschitzung schirfer als

die beiden anderen.

In obigem Beispiel mit #n =100, p=4, k=23, und ¢ =35 ist das gewdhnliche House-
holderverfahren mit zyklischer Aufteilung der Matrix vorzuziehen, wenn
T%om = 12507, , das gewdhnliche Householderverfahren mit kontinuierlicher Auftei-
lung wiére das schnellste Verfahren, wenn 12507, < Ty,,<26607, , das Block-
Householderverfahren mit block-zyklischer Aufteilung der Matrix wire schneller, wenn
26607, < Ty, < 623507,,, und das Block-Householderverfahren mit kontinuierlicher
Aufteilung wire am schnellsten, wenn 7%, > 6 2307, wire. Fur gréfiere » in der Gro-
fenordnung von 000 oder mehr, gilt nahezu unabhingig von p und g, daB das ge-
-‘wohnliche Householderverfahren mit zyvklischer Aufteilung der Matrix am schnellsten
ist, wenn nur Iy, < 50007,. Dies durfte wohl fiir alle Parallelrechner mit Rot-

schaftenaustausch fur die Kommunikation gegeben sein.
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Alle Abschitzungen des Aufwandes beriicksichtigen nicht emne explizite Berechnung der
Transformationsmatrix . Bei der gewShnlichen Householdertransformation kann diese
auch nachtriglich berechnet werden, wenn alle Householdervektoren w gespeichert
wurden. Bei der Block-Householdertransformation ist nur die Transformationsmatrix
O mit 0340, = B, B symmetrische Bandmatrix der Bandbreite ¢, aus den gespeicherten
Matrizen ¥ und Y rekonstruierbar. Um Eigenvektoren der volibesetzien Matrix zu be-
stimmen, miissen hier die Eigenvektoren der Bandmatrix durch inverse Iteration be-
stimmt und dann mit @, auf die der vollbesetzten Matrix zuriicktransformiert werden (s.

[207).

In dem beschriebenen Programmpaket wird die Ricktransformation der Eigenvektoren
wieder schrittweise mit Hilfe der w bzw. der W und Y durchgefihrt. Die Matrix Qp wird
nirgendwo explizit berechnet.
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7.2 Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren einer symmetrischen
Tridiagenalmatrix

Gegeben seien die Diagonale D und die Nebendiagonale E einer symmetrischen Tridia-
gonalmatrix 7 der Dimension # , deren Eigenwerte und eventuell auch Eigenvektoren
bestimmt werden sollen. Zur Bestimmung der Eigenwerte gibt es unterschiedliche Ver-
fahren, von denen zwet in einer parallelen Variante vorgestelli werden sollen.

Die Auswahl des Verfahrens hingt unter anderem daven ab, ob alle oder nur einige Ei-
genwerte und Eigenvektoren gesucht sind.

7.2.1 Berechnung der Eigenwerte mit Bisektion

Die Bisektionsmethode beruht auf einem “Spectrum-Slicmg” Verfahren #hnlich dem
Prinzip der Sturmschen Ketten und ist in [ 1] ausfthrlich beschrieben.

Sollen alle Eigenwerte berechnet werden, so wird bei dem fir SUPRENUM implemen-
tierten Verfahren zuerst mit Gerschgorin-Kreisen ein reelles Intervall bestimmt, in dem
alle Eigenwerte liegen. Alternativ kann auch ein Intervall vorgegeben sein, so dal alle
Eigenwerte, die in diesem Intervall liegen, besttmmt werden sollen. In diesem Fall wird
zuerst die Zahl m der Eigenwerte in diesem Intervall bestimmt. Diese ist einfach festzu-
stellen, da die Berechnung der Sturmschen Ketten im Anfangs- und Endpunkt des In-
tervalls feststellt, wie viele Eigenwerte kleiner als der jeweilige Punkt sind.

Das weitere Vorgehen ist wie folgt:

Das Intervall wird halbiert, am Unterteilungspunkt wird die Sturmsche Kette berechnet,
daraus wird festgestellt, in welchem der beiden Teilintervalle Eigenwerte liegen. Mit dem
{den} Teilintervali(en}, in dem (denen) Eigenwerte liegen, wird wieder wie beschrieben
verfahren, bis die Linge eines nicht leeren Teilintervalls kleiner als eine vorgegebene
Genauwgkeitsschranke ist. Der Mittelpunkt dieses Intervails wird als Eigenwert akzep-
tiert.

7.2.2 Verschiedene Paralielisierungsmoglichkeiten der Bisektion

Das Bisektionsverfahren 146t sich feicht auf verschiedene Arten parallelisieren. Bei allen
Versionen ist es ndtig, dall jeder Prozel die gesamte Tridiagonalmatrix kennt, da diese
zur Berechnung einer Sturmschen Kette nétig ist. Die Verteilung der berechneten Ei-
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genwerte auf die einzelnen Prozesse ist bei den verschiedenen Parallelisierungen unter-
schiedlich.
Um eine Auswahl zwischen den verschiedenen Verfahren zu ermdéglichen und dennoch

eine wohldefinierte Schnittstelle zu haben, st es sinnvoll, fir die Ausgabe einer
Bisektionsroutine allen Prozessen alle Eigenwerte bekannt zu machen, was bei den
Master- Slave Programmen durch ein Broadcasting und sonst durch einen Sammelpro-
zel3 geschieht. In beiden Fillen sind dafiir [ Eogzp] Kommunikationsaufrufe nétig, wie
im Kapitel ,,Kommunikationsstrategien™ beschrieben.

Eine Methode, die zu ciner besonders guten Lastverteilung fithvt, ist die folgende:

Ein Master-Proze teilt das ganze Intervall in p Teile (das ergibt p — I Teilungspunkte},
.jeder der p — 1 Slave-Prozesse berechnet die Sturmsche Kette in einem Teilungspunkt
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und sendet das Ergebnis dem Master. Dieser stellt fest, wie viele Intervalle, die Eigen-
werte enthalten, er jetzt kennt. Sind dies mehr als p — 1 | so halbiert er p — | davon und
sendet jedem Slave einen Teilungspunkt zur Berechnung der Sturmschen Kette. Sind
weniger als p — 1 Intervalle gefunden, so werden einige in mehr als zwei Teile geteilt, so
daB} wieder p — 1 Teilungspunkte entstehen. Der Master steilt fest, ob die Intervalle klein
genug sind und bricht flir diese Intervalle dann die Berechnung ab. Damit kennt der
Master-Prozel alle Eigenwerte und kann sie per Broadcast allen anderen Prozessen be-
kannt machen.

Diese Methode braucht ebenso viele SEND-RECEIVE-Kommandos wie Sturmsche
Ketten insgesamt zu berechnen sind, also p mal so viele Kommunikationsaufrufe wie
parallele Berechnungen von Sturmschen Ketten. Da die Berechnung der Sturmschen
Kette nur O{n) arithmetische Operationen bendtigt, kann diese Methode nur fur sehr
grofle n sinnvoll sein.

Eine andere Methode, die den Kommunikationsaufwand minimiert, ist folgende:
Toilintprraba zefl be-

en
Alle Prozesse teilen das Gesamtintervall in p Teilintervalle auf, und jeder ProzeB
rechnet alle Eigenwerte in einem Teilintervall. Dies erfordert gar keine Kommunikation
fir die Berechnung, nur flir das Sammeln der Ergebnisse sind | log,p| Kommunika-
tionsaufrufe erforderlich.

Andererseits st die Lastvertedlung bei dieser Methode davon abhingig, wie die Eigen-
werte im Spektrum verteilt sind. Ist die Verteilung gleichmifBig, so ist auch die Last
gleichmiBig verteilt, sind die Eigenwerte jedoch {tberwiegend in einem Teilintervall, so

rechnet lange Zeit nur noch der Prozef}, der dieses Intervall bearbeitet.

Als weitere Maglichkeil ist folgender Kompromifi denkbar:

Wie im ersten Beispiel gibt es einen Master und p — 1 Slaves, und der erste Schritt erfolgt
wie “oben beschricben. Statt jedoch einfach die Ergebnisse der Berechnung ihrer
Sturmschen Kette an den Master zu senden, stellen der erste und der letzte ProzeB fest,
ob das erste bzw. letzte Teilintervall Eigenwerte enthidlt. Wenn dies so ist, so fahren sie
direkt nach dem Senden des Ergebnisses fort, das nicht leere Intervall zu bearbeiten.
Stelit ein Prozel bel der Bisektion fest, daf} beide Teilintervaile Eigenwerte enthalten, so
sendet er die Informationen tber eines davon an den Master. Hat er einen Eigenwert
gefunden, so sendet er auch diesen an den Master mit dem Vermerk, dall er auf Arbeit
wartet.

Hat ein Prozel} kein Intervall zu bearbeiten, so wartet er darauf, dal} der Master ihm aus

airner icte Aeavy narh 2n knarkphan{{pn Inh:--rva”ﬁ- A ]nﬂ'\vmaﬁr\ﬂ eInad annrvaﬂc erhinkt
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Ist die Liste leer, und sind alle Prozesse im Wartezustand, so sendet der Master eine
Botschaft zur Beendigung der Berechnung an alle. Auch hier kennt am SchluBl nur der
Master-Prozef3 alle Eigenwerte. Er sendet sie per Broadcast an alle anderen Prozesse.
Wenn m die Anzahl der zu berechnenden Eigenwerte ist, so erfordert diese Methode
héchstens 3m — 1 + 2p Kommunikationsaufrufe, von denen einige auch noch parallel
ausgeflihrt werden kdnnen. Dies sind zwar wesentlich weniger als bei der ersten Metho-
_de, aber immer noch relativ viele flir ein Problem mit so niedrigem arithmetischem Auf-
‘wand. Auch bei diesem Verfahren besteht auBerdem die Gefahr, daB bei Konzentration
der Eigenwerte in einem kleinen Intervall die Lastverteilung schlecht ist.

FEin Kompmmgﬁ mit minimalem Kommunikationsaufwand ist folgender:
“Wie i_r_1__[2_4] beschrieben, wird aus EISPACK die Prozedur TRIDIB verwendet, die eine
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gewlinschte Anzahl m von Eigenwerten ab einem bestimmten Index m (bei aufsteigender
Anordnung der Bigenwerte) berechnet, also die Eigenwerte m bis p1 + 1 1.

Zur Parallelisierung mit p Prozessen wird nun die Gesamtzahl m der gesuchten Eigen-
werte durch p geteilt. Sind alle Eigenwerte zu bestimmen, aiso m = #, so berechnet Pro-
zeB(j) dann mit TRIDIB die Bigenwerte mit Index (f — 1) % +1 bis ji;—. Sind m Eigen-
werte ab Index sy zu berechnen, so bestimmt ProzefB(j} die Eigenwerte mit Index
m+ (- 1) —’;—2— bis m, + %, ist dagegen ein Intervall angegeben, in dem alle Eigenwerte
zu berechnen sind, so miissen zuerst der untere Index m, und die Anzahl der darin lie-
genden Eigenwerte m bestimmt werden, ehe wie eben beschrieben verfahren wird.

Auch hierbet wird nur Kommunikation erforderlich, um am Ende die auf p Prozesse
verteilten Eigenwerte bel allen Prozessen zu sammeln.

Das Vorgehen ist wie folgt: Am Anfang bestimmen alle Prozesse gleichzeitig m1 und m
aus dem gegebenen Intervall. Dies ist ohne Kommunikation moglich, da alle Prozesse
bereits die Tridiagonalmatrix kennen. Die Berechnung der Indizes, ab denen der Prozef3

L S L £ 22852

jeweils die Eigenwerte bestimmen soll, lduft dann parallel in allen Prozessen ab.

Die Lastverteilung héngt hier ein wenig von der Grél3e der Teilintervalle ab, die der
einzelne Prozel zu bearbeiten hat, sie wird jedoch im allgemeinen wesentlich gleichma-
Biger sein als bei der Zerlegung des Gesamtintervails in gleiche Teilintervalle. Anderer-
seits rechnen anfangs mehrere Prozesse so lange dasselbe, bis sie festgestellt haben, in
welchem Intervall die von ihnen zu bestimmenden Eigenwerte jeweils liegen.

Dieses Verfahren funktioniert allerdings nicht, wenn exakt gleiche Eigenwerte mit
Indizes j% und j—;i+ I verhindern, dafl an dieser Stelle das Intervall geteili werden
kann. In diesem Fall gibt TRIDIB einen Errorcode IERR= 0, und es werden keine Ei-
genwerte berechnet. Da aber die Diagonale und die Nebendiagonale der Matrix dabei
nicht verdndert werden, kann in diesem Fall nachtraglich aufl ein anderes Verfahren

ausgewichen werden.

Zur Zeit 1st das Verfahren, bel dem das Gesamtintervall gleichmiBig aul die Prozesse
verteilt ist, und das Master-Slave Verfahren, bei dem jeder Prozel3 ein Intervall ohne
zusdtzliche Kommunikation so lange teilt, bis die Genauigkeitsschranke unterschritten
ist, auf dem SUPRENUM-Simulator auf einer SUN-Workstation implementiert.

7.2.3 - Berechnung der Eigenvektoren mitf inverser iferation

Hat man die Eigenwerte einer Tridiagonalmatrix besttmmt, so lassen sich die zugehd-
rigen Eigenvektoren durch die z.B. in {36] beschriebene inverse Iteration berechnen.

Hierbei wird fur jeden vorher bestimmten Eigenwert 4, zu dem ein Eigenvektor gesucht
ist, maximal -funf mal das Gleichungssystem (T — 21}y, = x, gelost, wobel x, ein frei
S iri> 1

A

wihlbarer Vektor mit flx,j, = 1 ist und x, =

Ist. die Norm des Residuums (T — A])

n
‘akzepitert und so normiert, dal [y}, = 1. Ist das Residuum nach funf Iterationen noch
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zu grof}, so wird das Programm mit einem Fehlercode IERR # 0 beendet, wobe1 IERR

angibt, fir welchen Eigenwert kein Eigenvektor gefunden wurde.

Falls es exakt gleiche Eigenwerte gibt, werden diese fir die Berechnung der Eigenvekto-
ren ganz wenig modifiziert (s. [32]), damit alle Eigenvektoren zu dem mehrfachen Ei-
genwert bestimmi werden kénnen. Diese Modifikation wird bei der Ausgabe der Eigen-
werte rlickgingig gemacht.

Eigenvektoren zu Eigenwerten, die dicht beieinander liegen, dh. fur die gilt
4, — 2,1 < 107} T}, sind in der Regel nicht ausreichend orthogonal, d.h. ihr Skalarpro-
dukt ist groBer als die Genauigkeitsschranke. Sie werden daher untereinander
nachorthogonalisiert.

7.2.4 Paralielisierung der inversen Iteration

Die Prozedur TINVIT aus EISPACK bestimmt zu einer beliebigen Menge aufeinander
folgender Eigenwerte von T die zugehorigen Eigenvektoren. Fir hinreichend gut ge-
trennte Eigenwerte kann somit bei der parallelen Version jeder Prozef} die Eigenvektoren
zu 2+ aufeinanderfolgenden Eigenwerten mit TINVIT berechnen. Dazu ist keine Kom-
munikation erforderlich, wenn jeder Prozef} die ganze Matrix und alle Eigenwerte kennt,
Auch wenn nur die Eigenwerte, zu denen verschiedene Prozesse die Eigenvektoren be-
rechnen sollen, hinreichend gut getrennt sind, kann jeder Prozefl lokal Eigenvektoren
berechnen, und diese zusammen ergeben das gewiinschte orthogonale Eigensystem.
Wenn jeder Prozef alle Eigenwerte kennt, kann jeder Prozel3 untersuchen, ob die Ei-
genwerte hinreichend getrennt sind oder nicht. Bei exakt gleichen Eigenwerten kann jeder
ProzeB die notwendigen Korrekturen an allen exakt gleichen Eigenwerten vornehmen,
die sicherstellen, dafl verschiedene Eigenvektoren zu gleichen Eigenwerten berechnet
werden. Hierdurch kénnen dann auch verschiedene Prozesse verschiedene Eigenvektoren
zu gleichen Eigenwerten berechnen.

Geht ‘eine Gruppe gleicher oder nicht gentigend getrennter Eigenwerte iiber Prozel-
grenzen hinaus, so miissen alle Prozesse, die zu Eigenwerten aus dieser Gruppe Eigen-
vektoren berechnet haben, diese Eigenvektoren gemeinsam nachorthogonalisieren.
Hier{iir ist Kommunikation nétig, und die Anzah! der Kommunikationsaufrufe héngt
von der Anzahl der zu orthogonalisierenden Vektoren ab.

v Feit 1ct nnce
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nachorthogonalisiert, wenn zwei Eigenwerte, zu denen Verschledene Prozesse dle Elgen-
vektoren berechnen, dicht beieinander liegen. Dies ergibt viel unnétigen Rechen- und
Kommunikationsaufwand, aber es mufl nur eine Orthogonalisierungsprozedur geschrie-
ben werden, die davon ausgeht, da m Vektoren, die orthogenalisiert werden sollen,
gleichmifig auf p Prozesse verteilt vorliegen.

Dabei wird blockweise zyklisch vorgegangen, so dafl die Eigenvektoren nicht in ihrer
urspriinglichen Reihenfolge orthogonalisiert werden. Die Blockgrofle ¢2 ist frei wihibar.
Zuerst orthogonalisiert der erste Prozel} einen Block von ¢2 Eigenvektoren mit einem
modifizierten Gram-Schmidt-Verfahren. Diese sendet er per Broadcast den anderen
. Prozessen. ‘Der nichste ProzeB, der etwas senden muf}, ist dann ProzeB(2). Dieser
orthogonalisiert seinen ersten Block von ¢2 Eigenvektoren zuerst beziiglich der empfan-
..genen Eigenvektoren und dann untereinander. AnschlieBend sendet er diesen Block allen

1k
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anderen Prozessen und orthogonalisiert dann erst seine {ibrigen Eigenvektoren zuerst
beziighch der empfangenen Eigenvektoren, dann beztiglich des eigenen ersten Blocks. So
wird rethum verfahren, bis alle m Eigenvektoren orthogonalisiert sind.

Jeder der p Prozesse hat dabei (m/p)/q2 Bldcke, es sind also p-{m/p)jq2 Broadcasts zu je
{logzﬂ Kommunikationsaufrufen durchzuftihren, was einen zusdtzlichen Aufwand von
p-l‘logzp] (m{p)}g2 Kommunikationsaufrufen zum arithmetischen Aufwand hinzufiigt.
Durch die “Compute-and-Send-Ahead”-Technik wird ein Teil dieses Zusatzaufwands
parallel zur Arithmetik durchgefihrt. Andererseits kann nicht alle Arithmetik parallel
ausgefuhrt werden, es entstehen Wartezeiten.

7.2.5 Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren mit Cuppens Methode

Das Verfahren ist in [9] und [16] ausfithrlich beschrieben. Die "Divide-and-Conquer”
Methode beruht darauf, daB es moglich ist, die Tridiagonalmatrix zu halbieren, alle Ei-
genwerte und Eigenvektoren der beiden Héiften zu berechnen und dann alle Eigenwerte
und Eigenvektoren der gesamten Matrix durch ein Rang-1-Modifikations-Verfahren zu
bestimmen. Fir die Modifikation werden auch die Eigenvektoren der Teilmatrizen ge-
braucht, und es werden immer alle Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix bestimmi.

7.2.6 Paralielisierung der Methode von Cuppen

Zur Parallelisierung wird die Matrix zunichst so oft halbiert, bis p = 2*” Teilmatrizen
gleicher Grofie entstanden sind. Dabei sollte sinnvollerweise p als Zwelerpotenz gewihlt
werden. Im folgenden wird dies fUr das Cuppen-Verfahren vorausgesetzt, so dafl
[logzp] = log,p gilt. Jeder der p Prozesse bekommt eine Teilmatrix, deren Eigenwerte
und Eigenvektoren er mit einem QL-Verfahren aus einer Programmbibliothek berechnet.
Nun konnte der Modifikationsteil in einem ,,Einsammelverfahren® #hnlich dem im Ka-
pitel ,,Kommunikationsstrategien” beschriebenen Sammeln eines verteilten Vektors
durchgefhrt werden, bei dem jeweils ein ProzeB oder auch beide Prozesse gleichzeitig
diec ‘Teilergebnisse zweier Prozesse zusammenfassen und den Modifikationsprozel3
durchfithren. Zum Schlufl witrde dann ein Prozefd oder alle Prozesse zugieich die beiden
Hilften der urspringlichen Matrix zusammensetzen. Da jedoch, wie Messungen er-
gaben, allein dieser letzte Modifikationsprozef3 beim sequentielien Verfahren im Durch-
schnitt etwa die Hilfte der Rechenzeit bendtigt, ist Parallelisierung nur dann sinnvoll,
wenn auch der Modifikationsprozel3 parallelisiert werden kann. Wie dies moglich ist, 1st
in [24] fur einen Hypercube beschrieben, und so kann es im wesentlichen fiir SUPRE-
NUM tbernommen werden. Bei dieser Parallelisierung fithrt jeder Prozel3 die Modifika-

2 Ejgenwerten und Eigenvektoren durch,

tion von nur 7

Kommunikation findet im i-ten Modifikationsschritt (i = 1,..., log,p} zwischen den 2’
Prozessen statt, die ithre Tellmatrizen zusammensetzen. Es gibt dabei — Teilmengen zu
1€ 2 Pro_zessen,' die je 2(2'—1) Kommunikationen durchfithren. Die Initialisierungen
konnen jeweils in allen Prozessen parallel ausgefithrt werden, so dafi im / —ten Modifi-
- kationsschritt insgesamt 2 (2' —1) parallele Kommunikationsaufrufe statefinden. Das ge-
samte Cgppcn-V crfahren bendtigt somit 4 (p — 1) — 2 log,p parallele Kommunikations-

~aufrufe.
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7.2.7 Vergleich der verschiedenen Verfahren

Sowohl der arithmetische als auch der Kommunikationsaufwand der Verfahren mit
Bisektion und inverser lteration 4Bt sich nicht vorhersagen, da er stark von der Vertei-
lung der Eigenwerte im Spektrum abhingt.

Auch der arithmetische Aufwand der Methode von Cuppen ist von der Struktur der
Matrix abhingig, da die Modifikation entfdllt, wenn die Matrix an der Teilungsstelle

zerfilit,

EISPACK empfiehlt flir die Berechnung von mehr als 25%, der Eigenwerte die Verwen-
dung eines QL-Verfahrens, da dieses dann schnelier ist als ein Bisektionsverfahren. Dies
gilt jedoch, wenn keine Eigenvektoren gewtinscht sind, nur fUr die QL-Verfahren, bei
denen die Eigenvektoren nicht mit berechnet werden. Fir SUPRENUM exustiert nur ein
paralleles QL-Verfahren, bei dem sowohl alle Eigenwerte als auch alle Eigenvektoren der
Tridiagonalmatrix bestimmt werden, ndmlich das nach der Methode von Cuppen. Dieses
sollte entsprechend verwendet werden, wenn mehr als 25%, der Eigenwerte und Eigen-
vektoren emer symmetrischen Tridiagonalmatrix berechnet werden sollen, da der
Parallelisierungsgrad des Cuppen-Verfahrens dhnlich gut sein wird wie der des Verfah-
rens mit Bisektion und inverser lteration. Auch der Kommunikationsaufwand ist nicht
wesentlich gréBer als beim Bisektionsverfahren mit inverser Iteration. Falls wegen dich-
ter Eigenwerte nachorthogonalisiert werden muf, ist der Kommunikationsaufwand bei
der inversen Iteration sogar héher als beim Cuppen-Verfahren.

Sollen jedoch nur Eigenwerte oder nur wenige Eigenvektoren berechnet werden, so ist
ein Bisektionsverfahren mit anschlieBender inverser Iteration zu empfehlen.

Ein Vergleich der verschiedenen Parallelisierungen des Bisektionsverfahrens zeigt, daf3
die Verfahren, bei denen der Kommunikationsaufwand minuniert wird, im allgememen
den Master-Slave Verfahren vorzuziehen sind.
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7.3 Bestimmung der Eigenvektoren einer vollbesefzten Matrix

Die Eigenvektoren der vollbesetzten Matrix werden wie bereits erwhnt, durch Ruck-
transformation der Eigenvektoren der Tridiagonalmatrix gewonnen. Da beim Schwarz-
Verfahren zur Reduktion der Bandmatrix auf Tridiagonalgestalt jedoch die Information
tber die angewandten Givens-Rotationen nicht gespeichert wird, ist diese Riicktrans-
formation nicht méglich, wenn Block-Householdertransformation und Schwarz-
Verfahren zur Reduktion auf Tridiagonalgestalt verwendet wurden. In diesem Fal mus-
sen die Eigenvektoren der Bandmatrix direkt mit inverser [teration aus den Eigenwerten,
die mit Bisektion bestimnmt worden sind, berechnet werden. Dann kénnen die Eigenvek-
toren der Bandmatrix mit den W und Y aus der Block-Householdertransformation
zuriicktransformiert werden.

Die Methode von Cuppen, die ja nur Eigenwerte und Eigenvektoren einer Tridiagonal-
matrix liefert, kann nur angewandt werden, wenn die volle Information iiber die Trans-
formation auf Tridiagonalgestalt vorhanden ist, also wenn mit dem gewdhnlichen
Householderverfahren reduziert wurde.

7.3.1 Berechnung der Eigenvektoren einer Bandmatrix mit inverser Iteration

Das Verfahren lduft analog zur Berechnung der Eigenwerte einer Tridiagonalmatrix mit
inverser Iteration ab. Die auftretenden Probleme sind im wesentlichen dieselben. Bei der
Bandmatrix kann zusatzlich die Information liber das Zer{allen der Tridiagonalmatrix
nicht ausgeniitzt werden.

7.3.2 Riickiransformation der Eigenvektoren einer Band- oder Tridiagonalmatrix
auf die der vollbesetzten Matrix

Im Prinzip muissen nur die m Eigenvektoren der Tridiagonal- oder der Bandmatrix, die
als die Spalten emer verteilten »# x m-Matrix Z gespeichert sind, mit der jeweiligen
Transformationsmatrix @ multipliziert werden. Da diese nirgendwo explizit berechnet
und gespeichert 1st, geschieht die Riicktransformation durch sukzessive Modifikation
mit Hilfe der in verschiedenen Prozessen gespeicherten w bzw. den ¥ und Y.

Im Falt der Block-Householdertransformation wird wie folgt verfahren:

Beginnend mit den zuletzt berechneten ¥ und V bis za den ersten sendet jeweils der
Prozef3, der die gerade aktuellen ¥ und ¥ in seinem Speicher hat, diese per Broadcast
an alle tibrigen Prozesse. Jeder Prozef3 berechnet dann flir seinen Teil Z, der Matrix Z
der Eigenvektoren das Produkt (7 - WY')Z.

Verwendet man hierzu die im Kapitel ,,Kommunikationsstrategien® als zweite beschrie-
bene Version des Softwarebroadcast, so lduft die Riicktransformation in % Schritten ab,
die jeweils aus einem Softwarebroadcast und Matrixmultipiikationen bestehen, Der
arithmetische Aufwand wichst mit jedem Schritt, da immer mehr Zeilen von ¥ und ¥
von Null verschieden sind. Im i-ten Schritt (i==1, .., —;—) betrdagt er z‘-q—%?— (dg +1)
arithmetische Operationen. Der Gesamtzeitaufwand betrdgt dann
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2 2
Tglgsfv if} !-IogZp-! TKom ;0 I;E (4q+ I)TAr % 'V}ogmv-] TKom "2_%(4 +_;—.)TAF .
Ein "Compute-and-Send-Ahead”, bei dem jeweils der Prozef, der das ndchste W und ¥
verschicken soll, den Broadcastaufruf vor der Matrixmuitiplikation ausfithrt, bringt keine
wesentliche Anderung der Situation wegen der Einfilhrung einer Synchronisation der
Prozesse durch die verwendete Art des Broadcastings. (Die "Compute-and-Send-
Ahead”-Technik ist ohnehin nur bei zvklischer Verteilung der W und Y, also bei
zyklischer Aufteilung der vollbesetzten Matrix durchfithrbar.}

Anders ist die Situation, wenn die an erster Stelle im Kapitel ,,Kommunikationsstrate-
gien“ beschriebene Broadcasttechnik angewandt wird. Hier muB in jedem Schritt wirk-
lich nur der Prozef3, der die benétigten W und Y besitzt, senden. Tut er dies, ehe er mit
der Matrixmultiplikation beginnt, und ist er der erste, der die vorigen W und Y emp-

fangen hat, so erreichen die nidchsten ¥ und Y die Mailboxes der ibrigen Prozesse nur
um die Zeit fiir die Initialisierung eines Emnfancens und die T hPrTrnmanQ'?PIf also um

um die Zeit fUr die Initialisierung eines Empfangen ie 1gszelt,
té + 2ngqt,, spéter als die vorigen Matrizen.

Den ProzeB, der die ersten Matrizen verschickt hat, erreichen die zweiten um
&+ {p — )1, +2n-g1; nach dem Zeitpunkt, an dem er das erste Senden vollzogen hat. In-
zwischen hat er noch (p — 2);, mit Kommunikation zugebracht, dann hat er mut der
Rechnung begonnen. Die zweiten Matrizen sind also i, + 1, + n#gf; nach Beginn des
Rechnens bei dem ProzeB, der als erster gesendet hatte. Dies ist gerade die Zeit, die im
Kapitel ,,Kommunikationsstrategien“mit T,, bezeichnet wurde. Die gleiche Situation
ergibt sich jeweils fur den ProzeB3, der im i-ten Schritt die Matrizen veschickt hat. Auch
er bekommst die Matrizen, die im { + I-ten Schritt verschickt werden, um die Zeit T,
spdier als er mit der Aktualisierung mit Hilfe der i-ten W und Y begonnen hat.

Ist also 7%, <i-q%(4q+ N, fur alle i=1, ..., "Z_’ so ergeben sich keine Warte-
zeiten fur die Prozesse. Ist dagegen f-qﬁl—(élq + D, < T < (f + 1)-q% (4g + 13T,
fir ein | < % oder gar Ty, = nm (dg + ) 4, S0 ergibt sich jeweils fur den Prozel3, der
die i-ten.{/ < i } Matrizen verschlckt hat, nach der Aktualisierung mit den /-ten Matrizen
eine Wartezeit von Ty, — i-q % (4g + DT, auf die { + I-ten Matrizen. Der Gesamtzeit-
aufwand ist gleich dem des Prozesses, der als letzter die ersten Matrizen W und Y be-
Kommit.

Dieser Aufwand setzt sich wie folgt zusammen: Am Anfang entsteht eine Wartezeit, die
der Zeit von p— 1 Sendeinitialisierungen entspricht, bevor bei dem letzten Prozel3 die
erste Matrix eingetroffen ist. Danach flhrt dieser Prozel3 jeweils p — I Schritte durch,
die aus einem Empfangen und der Matrixaktualisierung bestehen. Der p-te Schritt be-
steht dann aus p—1 Sendelmtlahsmrungen und emer Matrixaktualisierung, Diese P
Schritte wiederholen <1ch —.p mal. Sofern Ty,, > i-g— 7 M (4g + 1)T,, fiir die ersten z<1

‘verschieben sich die nachsten p Schritte um die Zeit, die der Prozel}, der als erster ge-
sendet hat, auf die zweiten Matrizen wartet. An einigen Stellen ist daher die Zeit fur die
':'Mat_rixaktuahsierung durch die Zeit T, zu ersetzen, wenn letztere ldnger ist. Sicher ist
: di__e Gesamtzeit nicht unterschidtzt, wenn in den ersten { Schritten, so lange also, wie
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T om > I q—— (4g + VT, in jedem Schritt fur alle Prozesse statt der Zeit fur die Arith-

metik ]ewells wom gesetzt wird. Falls Ty, = n— (4q + DT, so sel i=2.
14 P
Insgesamt betrdgt die Zeit damit hochstens

2 2
[ p—=1 4 (p—1) =& n"—(i-q) ]
Tges:( 2 +7 P +3)TXam+ B 7 (4+

)TAr ’

wobei { durch obige Ungleichung gegeben ist. Da zudern i< —g—, gilt fur die Gesamtzeit
sicher, dal

2

I p—1 n noom I
Lo < (=42 Mkom + 55 4+ 5 ) s -

Das heiflt, daB flir p >4, also ['Iogzp] > 2, immer eine Einsparung von wenigstens
(-F?-( I' Iogzp] -2y )T & gegeniiber der Version mit Softwarebroadcast in Stu-
f_n reicht werden karm Ist | @—2— , so betrdgt die Einsparung sogar fast

1
[1082171 -n-f— ..

War die vollbesetzte Matrix durch gewéhnliche Householdertransformation auf Tridia-
gonalgestalt reduziert worden, so gibt es noch mehr Méglichkeiten fur die Riicktrans-
formation der Eigenvektoren.

Zum einen kommen die fur den Fall der Block-Householdertransformation beschrie-
benen Versionen mit den beiden Broadcasts in Frage. Falls die Matrix nicht zyklisch
verteilt war, die w also nicht zyklisch verteilt sind, ist dabei das Broadcasting in Stufen
vorzuzichen, da ein “Compute-and-Send-Ahead” nicht moglich ist. Hier kann man al-
lerdings Kommunikation cinsparen, indem der ProzeB, der die néchsten w besitzt, nicht
nur eines, sondern gleich einen Block mit ¢ Vektoren w sendet. (g ist dabei beliebig, hier
ist kein ¢ von einer Block-Householdertransformation definiert.)

Die benotigie Gesamizeit betrdgt dann

Q‘m

Ir
Tgex = _g_ |-log2p‘[ TKOm + 2”2 'f;_ TAr '

Verwendet man das Broadcasting in Stufen bei zvklischer Verteilung der w, so kann im-
mer nur ein w geschickt werden, und es ergibt sich eine Gesamtzeit von

1 ugj'» nriogzp] Twom + 2n’ i;— T, .

G

Durch die “Compute-and-Send-Ahead”-Technik und Broadcast der ersten Version kann
man bei zwkhscher Verteilung der w dies auf

p—1 p—-1 =« R
Tges = (= + =54 D Tgom + 2(n" = ) - Ty

reduzieren, wobei 0 </ < wieder dadurch gegeben ist, dali

TAr .

4 TAr TKom = 4(1 + 1) P

_ P

~Bex zykﬁscher Verteilung der w gibt es jedoch noch eine weitere Moglichkeit, Kommu-
nikation einzusparen. Statt die Vektoren w reihum durch Broadcast allen Prozessen be-
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kannt zu machen, konnen jeweils p Vektoren w, also von jedem Prozef3 einer, durch die
im Kapitel ,,Kommunikationsstrategien® beschriebene Sammelroutine bei allen Pro-
zessen als die Spalten einer Hilfsmatrix gesammelt werden. Anschliefend aktualisieren
alle Prozesse thre Matrix Z der Eigenvektoren mit allen p Householdervektoren. Hier,
wie auch bei der ersten Methode, die bei kontinuierlicher Verteilung der Vektoren w be-
schrieben ist, kann zusitzlich, zur Verminderung der Anzah! der Zugriffe auf die Matrix
7, das Produkt der Householdermatrizen aus den p bzw. ¢ Householdervektoren in WY
Darstellung gebildet werden, um dann damit einmal eine Multiplikation mit Z durchzu-
flihren. Daflir sind allerdings insgesamt mehr arithmetische Operationen nétig.

Der Gesamtaufwand mit Sammeln der Vektoren w, aber ohne Verwendung der
W¥Y-Methode betrigt dann

Tg{g = % I‘logzp] Txom 2n* -%!— Ty

Diese ‘als letzte beschriebene Version der Riicktransformation von Eigenvektoren, die
dann angewandt werden kann, wenn die Reduktion der vollbesetzten Matrix durch ge-
wohnliche Householdertransformation bei zyklischer Aufteilung der Matrix erfolgte, 1st
die einzige, bei der auch der Kommunikationsaufwand mit p, der Anzahl der Prozesse,
abnimmt. Da andererseits bei der Reduktion der Matrix auf Tridiagonalgestalt das ge-
wohnliche Householderverfahren mit zvklischer Aufteilung der Matrix bei grofien Ma-
trizen auch fir grofie p voraussichtlich am schnellsten ist, ist auch insgesamt in den
meisten Féllen ein p zu finden, so dafl das gewdhnliche Householderverfahren mit
zyklischer Aufteilung der Matrix fiir die Berechnung sowohl von Eigenwerten als auch
von Eigenvektoren allen anderen Verfahren vorzuziehen ist.
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Schiuftbemerkung

Da die SUPRENUM Hardware und Betriebssoftware noch sténdig verbessert werden,
gndern sich auch die Performance-Parameter flir den SUPRENUM Rechner noch. Da-
her ist es wichtig, verschiedene Verfahren zu entwickeln und zu implementieren. Damit
ist es moglich, durch Testldufe auf der jeweils aktuellen Hardware festzustellen, welches
Verfahren gewdhlt werden soll.

Nach Anderungen an der Hardware oder der Systemsoftware solite dann jeweils wieder
neu gepriift werden, ob nicht ein anderes Verfahren inzwischen vorzuziehen ist.

i _'Schiuﬁbeme;kung_ N 2 _ S
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