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Abstract

Unique solutions are derived for the parabolic differential equation of heat conduction
in composite slabs with perfect thermal contact. Boundary conditions of the second kind
are assumed which are not compatible with the initial condition. By the method of
Laplace transformation Green’s functions are constructed in analogy to Jacobi’s theta
function for the slab. Certain convolutional solutions are used for testing software and
investigating the asymptotic behaviour of solutions for small and large times.
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Einleitung

In den Anwendungen sind bei vielen parabolischen Differentialgleichungen Anfangs-
und Randbedingungen gegeben, die unvertréglich sind. Beispielsweise treten bei den in
diesem Bericht behandelten Wirmeleitungsproblemen Randbedingungen zweiter Art
(FluBrandbedingungen) auf, die von der (konstanten) Anfangstemperatur nicht erfillt
werden. Damit Probleme dieser Art sachgemil gestellt sind - also insbesondere eindeu-
tige Losungen besitzen - diirfen die Losungen nur in bestimmten Funktionenrdumen
gesucht werden, die unter anderem von der Art der Rand- und Ubergangsbedingungen
abhingen.

Bei unvertriglichen Randbedingungen erster Art ist es nicht mdglich, von Ldsungen
Stetigkeit bis einschlieflich des Randes ihres Definitionsgebietes zu fordern, wie es not-
wendig ist, wenn Maximumprinzipien zum Beweis der Eindeutigkeit herangezogen wer-
den sollen. (Siehe [9], 2.3 und [10], 2.9.) In diesem Fall muf} von Losungen zusétzlich
beispielsweise Beschrinktheit gefordert werden. (Siehe [18], 3.2, [4], 6.3. und [19], 7.
und 8..)

Bei unvertriglichen Randbedingungen zweiter und dritter Art ist die Forderung der Ste-
tigkeit der Lésung bis einschlieflich des Randes ihres Definitionsgebietes moglich, und
das Maximumprinzip sichert die Eindeutigkeit. (Siehe [9], 2.5.) Bei Angabe von L6-
sungsdarstellungen mit Hilfe der Laplace-Transformation oder des Warmepotentials der
Einfachschicht erhilt man Ldsungen, die die obige Stetigkeitsforderung im allgemeinen
nicht erfullen. Wieder sichern erst zusétzliche Forderungen die Eindeutigkeit. (Siche
[9], 2.5, Theorem 2 und insbesondere Korollar 1, sowie [4], 6.4.) Bestimmte Losungen,
die diese Forderungen nicht erfiillen, heiflen singuldre Losungen. (Siehe [8], 18.2.)

In diesem Bericht werden Losungen fiir Wérmeleitungsprobleme mit unvertrdglichen
Randbedingungen zweiter Art in geschichteten Materialien hergeleitet, die die Uber-
gangsbedingungen erfilllen. Mit Hilfe der Laplace-Transformation werden dazu in
Analogie zu der Vorgehensweise fur die Einfachschicht (Siehe Anhang 1) Losungsdar-
stellungen in Form von Faltungen des vorgegebenen Flusses am Rande mit bestimmten
singuldren Loésungen gewonnen. Daraus werden dann eindeutige Losungen, die be-
stimmte Zusatzbedingungen erfiillen, als finite Losungen abgeleitet, wobei die Eindeu-
tigkeit mit Hilfe der sogenannten Energiemethode sichergestellt wird. Diese Losungen
werden schlieBlich zum Testen von Software und zur Uberpriifung gewisser
asymptotischer Aussagen benutzt.

Die im Anhang 1 angegebene singulidre Losung 9.(x,?) fur die Einfachschicht und die
Losung w,(x,?) fir die halbunendliche geschichtete Platte im Anhang 2 wurden fiir diesen

Bericht hergeleitet.



1. Losung der Laplace-transformierten Gleichung

Wir betrachten im folgenden eine Platte aus n Schichten mit den charakteristischen
physikalischen GréBen: Dicke, Temperaturleitzahl und Warmeleitféhigkeit, die folgen-
dermaBen bezeichnet werden: 4, ..., d,; ®i, . s Koy Kiyooo ) K

Im Inneren der einzelnen Schichten gelte die Wirmeleitungsgleichung u, = wi, fur
i=1,...,n, wobei von einer Schicht zur anderen ein stetiger Ubergang der Temperatur
u(x,f) und des Wiarmeflusses flx,7): = —Ku, stattfinde. Auf der Vorderseite der Platte
sei der WarmefluB3 ¢(z) als Funktion der Zeit gegeben, wiahrend auf der Riickseite ent-
weder der WiarmefluBl oder die Temperatur verschwinden soll. Im folgenden bezeichne
k(x) und K(x) die Treppenfunktionen, die in der i-ten Schicht den Wert k; beziehungs-
weise K; haben.

Dieses System parabolischer Differentialgleichungen wird mit Hilfe der Laplace-Trans-
formation auf ein System gewohnlicher Differentialgleichungen transformiert, wobei
grofie Buchstaben die transformierten GréBen bezeichnen, also U(x,s): = [ :e-“u(x,t)dt
und analog F(x,s) und Q(s).

Das transformierte System (bei verschwindender Anfangstemperatur) lautet:
(1) sU(x,s) = ;U dx,8) fur i=1,..,n,

mit den transformierten Rand- und Ubergangsbedingungen. Die Losung dieses
Differentialgleichungssystems 146t sich fiir den allgemeinen Fall von n Schichten leicht

angeben. Nach Wahl der Lage /, der Vorderseite der Platte werden dazu folgende Ab-
kiirzungen benutzt:

i
qi= Jslk; ;5 L=l + Za}, a; = coshdyg;; b;:=sinhdg,.
J=1

In der i-ten Schicht der Platte lautet die Losung von (1) fir/,_, < x </ und gegebenen
U(l,s) und F(l,s):

F(lz"s)
U(x,s): = U(l,s) cosh g{l; —x) -+
2 (,5) (s) gl —x) Ra,

F(x,s): = Kig;U(l,s) sinh g(}; —x) + F(},s) cosh g}, —x).

sinh gy(}; —x)

Fithrt man fiir i =1, ..., n die folgenden nichtsinguldren Matrizen ein:

M; = l: a; bf(Kyqy) ’
Kiq:b; a;



so erhdlt man fur die transformierten Temperaturen und Fliisse an der Vorder- und
Riickseite jeder Schicht jeweils ein lineares Gleichungssystem:

U _ 1,8) U(l,s)
= M, .
KU 1,9) F(l,s)
Insgesamt ergibt sich also ein lineares Gleichungssystem fiir die transformierten Tem-

peraturen und Fliisse auf der Vorder- und Riickseite der Platte:

U(lys u,,
(3) ( (0 )> — M1 e Mn (n s)) .
Q(s) F(ly,s)
Das so erhaltene Ergebnis wird im folgenden Satz zusammengefaBt:

Satz 1: Ist auf der Vorderseite einer Platte aus n Schichten der Flufl q(t) gegeben und ver-
schwinden auf der Riickseite entweder der Fluf} (Fall 1) oder die Temperatur (Fall 2), so
liefert (3) ein lineares Gleichungssystem fiir U(k,s) und U(l,,s) oder F(L,,s). Durch (2) ist
damit eine Losung des Differentialgleichungssystems (1) gegeben, die die transformierten

Rand- und Ubergangsbedingungen erfiillt.

Fir die schwierige Riicktransformation der Losung dieses Differentialgleichungssystems,
die nur fur den Fall zweier Schichten (r = 2) durchgefiihrt wird, wéhlen wir die Vorder-

NS

seite der Platte bei ;= — d), also 4, =0 und L =d,, und setzen y:=

Im Fall 1 erhdlt man folgende Losung von (3):

yaya, + bib,
q,(yab, + a1b))

y 1
ols) Kygy(varby + ayby)

U(—dys) = 009 %
@

U(dz ,S) =

Aus (2) und (4) erhélt man damit eine Losung des transformierten Systems (1):

) ya, cosh qx — b, sinh g;x
S
Ky q1(a1b, + yayby)
cosh qz(d2 —x)
s
s) K,q,(ayb, + yayby)

 Jur —di<x<0
(5) Ulx,s) =

, fir 0<x<d,.

Im Fall 2 erhdlt man folgende Lésung von (3):



a2b1 + $A%| bz
Q( ) K ql(alaz + Yblbz)

Fldy,s) = Q(s)

U( —dl ,S)
(6)

a,a, + )’blbz )

Aus (2) und (6) erhélt man damit eine Losung des transformierten Systems (1), die mit
V(x,s) bezeichnet wird:

yb, cosh g;x — @, sinh q,x

ir —d; <x<0
(7) V(x,s) 2 K q,(a10; + ybby) , Jar 1%
7 X,8): = ;
0ol L oica,.
Kyqy(a1a; + ybyby)

2. Riicktransformation durch Residuenrechnung

Aus (5) und (7) lassen sich mit Hilfe der komplexen Umkehrformel der Laplace-Trans-
formation die Temperaturen u(x,?) und o(x,?) bestimmen. Dazu miissen zunichst die
Nullstellen der Funktionen:

Js (cosh ¢;/s sinh cy/s + y sinh ¢;a/s coshc,n/s) und
Js (cosh clﬁ cosh chs_ + v sinh clJ.s— sinh c2\/;) ,

also der Nenner von (5) und (7) fur Q(s) = 1, berechnet werden. (c: = d,-/\/z )

Satz 2: U(x,s) und V(x,s) sind fir Q(s)=1 meromorphe Funktionen von s. Sind
& und ni  fir k=123,.. die positiven Nullstellen der reellen Funktionen
Slw): = cos cyw sin c;w + y sin ¢w cos e;w und g(w). = cos ¢w cos oW — y sin o,w sin ¢;w, so
hat U(x,s) einfache Pole bei s=0 und s = —&% sowie V(x,s) bei s = —n3.

Fiir die Nullstellen gelten folgende Abschditzungen:

2k—Dr 2k + m (k—Drn

< << ——
Aete) S ot " are S

© + )furk

Beweis: Die Funktionen Ulx,s) und V(x,s) sind fiur Werte der komplexen Variablen s, fur
die die Nenner nicht verschwinden, analytische Funktionen, die insbesondere eindeutig
sind. Die Nenner haben fir z:=—i/s die Form const. zflz) beziehungsweise
const. zg(z). In [5], 12.8 wird gezeigt, daB f{z) nur einfache reelle Nullstellen hat, die
symmetrisch zu Null liegen, was analog auch fur g(z) bewiesen werden kann. Wegen

= —s kénnen wir uns auf nicht negative Nullstellen beschrinken. Also sind U(x,s) und



V(x,s) meromorphe Funktionen von s mit den einfachen Polen s = 0 und s = —% bezie-
hungsweise s = —%%.

Um die behaupteten Abschitzungen flir die Nullstellen zu beweisen, bringen wir die
Funktionen f{w) und g(w) mit Hilfe der Produktformeln der Winkelfunktionen

(Siehe [1], 4.3.31-33) auf folgende Form:

j(w)=:f(z)= Zy(sinz+asinbz) und g(w) =: g(z) = ;y(cosz—l-acosbz),
D oee 1 1—c
wobei & = min(— o ) z=(+c)w,a —s1gn(c2—c1) T4y ’ und b: = T7e

gesetzt wurden.

Wegen |al <1 haben f(z) und sinz bezichungsweise (z) und cosz in den
Extremalpunkten von sin z beziehungsweise cos z das gleiche Vorzeichen, so daf also in
den Intervallen ((2k — 1)xn/2, (2k + 1)=/2) beziehungsweise ((k — 1)z, k=) fur k=1,2,3 ...
jeweils mindestens eine Nullstelle liegt.

Haben cosz und —abcosbz in einem Intervall I gleiches Vorzeichen, so sind
sinz und —asin bz dort streng monoton, und in jedem Schnittpunkt {el mit
y=sin{ = —asin b{ gilt fir die Steigungen als Kehrwerte der Ableitungen der inversen
Funktionen: \/1——__ beziehungsweise =+ |al|b/1— (y/a) .

In I kann es nicht mehrere Schnittpunkte geben, da nach dem Satz von Rolle
f (2) = (cos z + ab cos bz) in benachbarten Schnittpunkten (d.h. Nullstellen von
f(2)) das Vorze1chen wechseln miiBte, was wegen |a|b./1 — (y/a)? <./1—)? aber nicht
moglich ist.

Haben cosz und — ab cos bz in einem Intervall I verschiedenes Vorzeichen, so ist f (2)
dort streng monoton; in beiden Féllen liegt also nur dann eine Nullstelle in I, wenn f (2)
dort das Vorzeichen wechselt, und in diesem Fall gibt es dort genau eine.

Wegen 0O<b<1 liegt hochstens eine Extremstelle # von asindz in
((2k — Dr[2, (2k + 1)x/2) und asin bz ist in beiden durch n gegebenen Teilintervallen
streng monoton. Eine Fallunterscheidung f(n) >0 oder f () <0 fihrt dann zur Ein-

deutigkeit der Nullstelle. Der Beweis fur g(z) verléuft analog. ®
Im folgenden werden die Residuen der Funktionen exp(ts)U(x,s) und exp(s)V(x,s) in

den einfachen Polen dieser Funktionen fir Q(s)=1 berechnet. Das Residuum einer
Sk

N'(si)

meromorphen Funktion F(s)=: W::‘) in einem einfachen Pol s=s; ist durch

gegeben, da

Jim (= s)F(s) = Jim 2(s)

gilt.



Die Berechnung des Residuums der Funktion exp(zs)Ulx,s) im Pol s =0 firx =0 wird
ausfuhrlicher durchgefiihrt; die anderen Residuen lassen sich dann analog berechnen.
Die Ableitung des Nenners der Funktion exp(zs)U(x,s) lautet:

T;Is_ (Kz, /KL2 (cosh ¢;/s sinh cp/s + y cosh cy/s sinh clﬁ)) =

K

2 KqoS

( cosh cle— sinh c2\/S_ + y cosh c,_\/:s— sinh clﬁ) +

K

e ((c2 + vey) cosh e1+/s cosh ex/s + (¢ + pey) sinh ¢/ sinh 65 ),
K2

also erhdlt man fur s = 0: (L*Hospitalsche Regel)

K2 ( dz Kldl“, L) ) _ K1d2K2 + K2d1K1

K,
—Z= (e, + y¢)) = +
\/;—c; (C2 '}’Cl) \/E \/}_(2— Kz\/-;(_l_\/;? KKy [

insgesamt also:

KK
Re t5)U(x,5)) = -2 =:
S=g ( exp( S) (x’s)) K1d2K2 + K2d1K1 o ’

wobei diese Formel fiir —d, < x < 4, giiltig ist.



Satz 3: Die Residuen der Funktionen exp(ts)U(x,s) und exp(ts)V(x,s) in den Polen s = —¢}
und s = — n} sind alx) exp( —&it) beziehungsweise bk( ) exp( —n3t), wobei aix) und by(x)
Jfolgendermaflen definiert sind:

x¢ . X
20 ( cos ¢¢, cos—k+%sm &y sm—gk—-)
A/ Kq ~/ K1 .
5 , fur —d; <x<0
cos ¢; &, cos ey — msin ¢ ¢y sincé,
ay(x): =
: (4 = 2%
200 cOS ————
‘\/K2 .
Cl+‘y02 . ,filr Osdez
cos ¢; &, cos ey — Wsm ¢,y sin ¢,
. XNk 1 XMk
20 ( sin ;1 COS === — === COS Cy7];, Sin ——)
VK1 Y VK ,
c]_}_ycz ,fflr —d1_<_xS0
COS C1y, SIN CoHy + -E;—_*_—yc]—sm C1My COS CoMfy,
by(x): =
k 2 si (dy — Xy
o §in ———
\ K2 ,
et 7G , fir 0<x<d,
COS ¢, Sin ey + msin CiM COS oMy

Um im folgenden die komplexe Umkehrformel fir die Laplace-Transformation an-
wenden zu konnen, miissen wir zeigen, daf die obigen Funktionen U(x,s) und Vix,s)
Laplace-Transformierte sind. Im einzelnen wird dieser Beweis nur am Beispiel der
Funktion U(x,s) fiir —d, < x < 0 durchgefiihrt; die anderen Félle lassen sich analog erle-

digen.

Lemma 1: Fir Q(s)=1und —d, < x <0 ist die Funknon U(x,s) in (5) in jeder Halbebene
const.

Re(s) > 0 analytisch und in der Gestalt ———=—+—3~ s2 darstellbar, wobei h(s) in jeder
Halbebene Re(s) = 6 > 0 beschrdnkt ist.
Beweis: Sei z: = ¢ /5 ;&= % und ¢! = l;' Mit diesen Abkiirzungen gilt:

1

sinh o¢z sinh z + y cosh gez cosh z

1 <
2z( cosh ez sinh z + y cosh z sinh &2) fir0<o<1,

U(x,s) = const.



daraus folgt mit Hilfe der Additionstheoreme der Hyperbelfunktionen:

(1 + y) cosh(1 + oe)z — (1 — y) cosh(l — g¢)z
2((1 + y) sinh(1 + &)z + (1 — y) sinh(l — e)z) °

U(x,s) = const.

also
xp(— (1 — ' :
| U(x,s)| < const. exp( (xo 9)ex) fur Re(z) = x5 > 0.
. : h(s) . .
Also gilt fiir Re(s)=>6>0und0<o <1 insbesondere Ulx,s)=: —g mit einer be-
schrinkten Funktion A(s).

Fiir Re(z) > x>0 und o=1 gilt
U(x,s) — -é— =

(1 + y) cosh(l + &)z — (1 — y) cosh(1 — &)z — (1 + y) sinh(1 + &)z — (1 — y) sinh(1 — €)z

const. 2((1 + ) sinh(1 + &)z + (1 — y) sinh(1 — €)z) )

also

exp( —2ex.o)

1
| Ux,s) — 5 | < const. %

In beiden Fillen 146t sich U(x,s) also in der Form U(x,s) = Cj‘_“' + hif) darstellen,
S
wobei A(s) in Re(s) = 6 > 0 beschrinkt ist. ®

Folgerung: Aufgrund von [6], Kapitel 7.2, Satz 4 sind U(x,s) und ¥(x,s) fur z>0 die
Laplace-Transformierten der folgenden Funktionen:

1 6 +iw
. ts
(8) dim =~ L - “U(x,8)ds
—iw
1 6;I-iw
: ts
9) wh—{&_za L e V(x,s)ds .
bt 73]

(Diese Darstellungen gelten flir alle 6 > 0 und sind von § unabhéngig.)

Um im folgenden die komplexen Integrale (8) und (9) mit Hilfe der im Satz 3 berech-
neten Residuen der Integranden ausrechnen zu kénnen, miissen wir die Funktionen
U(x,s) und ¥(x,s) auf geeigneten Kurven in der komplexen s-Ebene abschitzen, die in
der linken Halbebene Re(s) < & vom Punkt J +iw zwischen den Polen hindurch zum
Punkt & —iw verlaufen. (Siehe [6], 7.3, Satz 3)



2k—Dr \?

Lemma 2: Fir k= 1,2,3,... sei py: = und Q(s)=1in (5).

2(c,+ c2)
Auf den in der komplexen s-Ebene gellegenen Parabeln C, mit den Gleichungen in
Polarkoordinaten
r= %——- (0 < @ < 2m; Scheitelpunkt bei s= — p,; Brennpunkt bei s=0)
sin” (¢/2)

gilt | U(x,s)| < 8, mit 6, — 0 fiir k > co.

Beweis: Sei w:=(c+c)/s und ab wie im Satz 2 gewdhlt. Mit Hilfe der
Additionstheoreme fir die Hyperbelfunktionen (Siehe [17], 4.5.38-40) 14aBt sich die
Funktion U(x,s) fur Q(s) =1 fur alle x € [ —d,,4,] auf folgende Form bringen:

cosh cw + 6 cosh dw
w(sinhw + asinh bw) ’

U(x,s) = const.

wobei |c|, |d] <1 und § eine geeignete Konstante ist. Also

( cosh cu cos cv + & cosh du cos dv) + i( sinh cu sin cv + ¢ sinh du sin dv)
w(( sinh u cos v + a sinh bu cos bv) + i (cosh u sinv + a cosh bu sin bv))

U(x,s) = const.

mit w=u - iv. Also

| (cosh cu cos cv + & cosh du cos dv) + i ( sinh cu sin cv + 6 sinh du sin dv) |

| U(x,s)| < const. - :
|w| | cosh u sin v + a cosh bu sin b |

Aus dieser Abschitzung folgt mit Hilfe der Monotonie der Funktion cosh u:

(] cosevl + |6cosdul) + (| sinco} + |6 smdul)
a cosh bu sin b |
coshusinv

2
| U(x,5)]” < const.

lwl | sin vI |1+
. . — “ l /2
Liegt s auf der Parabel G, so gilt s= e z( /2) v, also /s = (qa/2) ’

(U(x,s) ist unabhingig von der Wahl des Zweiges der Wurzel ./s), also
2k - Dn
Js =pi (ctg (@/2) +i), dh. u=—s5—"— ( 5 b ctg (@/2) und v =-(—2-)—-, also

const.
@k — 11 = lal)’

IU(x,s)Izs =:6,>0fir k>oco. ™

Der Beweis flir V(x,s) verlduft analog.



Bemerkung: In den Polen s=—¢% istu=0und v = (¢ +ca)és, also folgt:

a cosh bu sin b | = |1+ a sin bv | =0
cosh u sinv sin v

11+

(Siehe Beweis von Satz 2).

Definition: Fiir integrierbare Funktionen f(x) sei

0 d.
K 2 K
W(f): = J dK—:j(x)dx + _L K—j fx)dox .
-4

Lemma 3: Die Funktionen ax) und bi(x) aus Satz 3 haben folgende Eigenschaften:
1.) Fiir keN und —d, < x < d, sind beide Funktionen stetig und es gilt:

20(1 + y)ve; + ¢)
(¢; + ¢)y min(l,y)

la ()1, 1)) <

2.) Es gilt Kya/(0—) = Kya/' (0+) und Kb’ (0—) = Kzb/(0+).

3.) Fir —dy < x <0 und 0 < x < d, gilt k(x)a"(x) = — Ea(x) und x(x)b"(x) = — nibi(x).
4.) Es gilt a/(—d\) = b/ (—d\) = a/(dy) = b(d) = 0.

5.) Es gilt W(ay)=0.

Beweis: 1.) Wir benutzen die im Beweis von Satz 2 eingefiihrten Abkiirzungen und setzen
&+ yc
G+ ya
der Nenner von a,(x) auf folgende Form bringen:

zusatzlich A: = . Mit Hilfe der Produktformeln der Winkelfunktionen 148t sich

14+ 4 -
> (cos(c; + )¢ + h—%{- cos(c; — ¢)ép).

Nenner =

Setzen wir z: = (¢ + ¢2)¢x und benutzen die Beziehung sin z, = —a sin bz, so folgt:

_ 1+ 1—42
Nenner = (cosz, + 15 A

2
14+ 4 1—4 1 2 (1 2
> (coszki—-———l_*_/1 Il \/coszk (1 a)),

cos bzy)

10



Il—)ul — lcz—cll
[14+ 4] ]al ¢t G

wobei cos?z; > 1 — a? gilt. Wegen < 1 erhalten wir folgende

Fallunterscheidung:

1. Fall: cosz, > /1 —a?:

Nenner > l;)' (coszk — \/cos2zk — (}—az)) > -l;;—’l—(l—lal).

Nenner < 1_|2_’1 (coszk+ coszzk—(l—.a2)>s 1—'2_'1(—\/1-—a2),
. o 1+ 4
insgesamt gilt also: | Nenner| > 5 (1—lal),da |a]l <1.

. 1+ 1 (1 + y)(c + ) 2 min(1, y)
M t = —_— =1 ————-——,
) atey  mdd lal) 1+y

tete Abschitzung fur | a(x)|. Der Beweis flir | b(x)| verlduft analog. Die Eigenschaften

folgt daraus die behaup-

2.)-5.) lassen sich leicht nachrechnen. ®

3. Singulire Losungen

Im Abschnitt 2 wurde gezeigt, daB sich die komplexen Integrale (8) und (9) fir Q(s) =1
mit Hilfe der im Satz 3 berechneten Residuen berechnen lassen. (Komplexe Umkehrfor-
mel der Lapace-Transformation.) Im folgenden Satz 4 werden die so erhaltenen Lo-
sungen angegeben und es wird gezeigt, dafl in beiden Féllen der WarmefluBl auf der
Vorderseite der Platte (x = — d,) fur ¢ > 0 verschwindet, wéahrend

—K; Ux( —dl’s) = Kl Vx( "'dlss) =]

gilt. Die Laplace-Transformation und die Ableitung nach x sind in diesem Fall also nicht
vertauschbar. Losungen mit diesen Eigenschaften werden singulédre Losungen genannt.
_(Siehe Bemerkung 1 nach Satz 4.) Die hier eingefithrten singuléren Lésungen sind be-
sonders wichtig, weil sich die allgemeinen Losungen der in diesem Bericht behandelten
Wirmeleitungsprobleme mit ihrer Hilfe als Faltungen mit dem vorgegebenen Warmeflufl
auf der Vorderseite der Platte darstellen lassen. (Diese singuldren Losungen haben die

Eigenschaften einer Greenschen Funktion.)

Satz 4: Sei Q: = {(x,1): —dy <x <d; x# 05t >0} und 0<1t, <t beliebig. Fir Q(s)=1
sind die komplexen Integrale (8) und (9) durch die beiden fir 0<fp<t<t und
—d, € x < ds gleichmdfig konvergenten Reihen: ’
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= 2
(10) Yy(x,0): = + Z e—‘f"tak(x) und
k=1

o0

2
(1) Syrii= Y e Whyx)  gegeben.
k=1 '

84(x,2) und 85(x,t) sind in dem Gebiet Q Lisungen der Wirmeleitungsgleichungen fiir eine
Platte aus zwei Schichten. Sie erfilllen die Ubergangsbedingungen und folgende Anfangs-
und Randbedingungen:

9,(x,0+) = J(x,0+) = 0;

“aa? 94( ~dit i) = 'a% o —dik 1) = O 5"’; Su(do— 1) = x(d—, 1) = 0

Jiir —dy < x < d, beziehungsweise t > 0.

Die Laplace-Transformierten (5) und (7) dieser beiden Funktionen sind in der ganzen

komplexen s-Ebene durch folgende Reihen gegeben:

_ o So: a(x)
(12) Oy(x,5) = 5 + Loy ﬁi
Zw b(x)
®,(x,s) = —_—
- A9 k=1 s+

Diese Reihen konvergieren gleichmdpig in jedem kompakten Teilgebiet der komplexen
s-Ebene, das keinen der Pole der meromorphen Funktionen ®\(x,s) und ®x,s) enthdlt.

Bemerkungen: 1.) Mit Hilfe der Darstellungen (5) und (7) folgt fiir Re(s) = 6 > 0 die Be-
ziehung @y —d,,s) — \/Z [(Kfs )= o(ls|™) fir s—oco und p> 1 beliebig. Also erhilt
man mit [6], 15.5, Satz 1 die asymptotische Bezichung 9( —d,,7) ~ \/E /(Klﬁ ) fur
-0+ und k=1,2. Insbesondere sind die Funktionen $,(x,?) im Punkt ( —d,,0) also nicht
beschrénkt. (Siehe die entsprechende Rechnung fur die Jacobische Thetafunktion und
ihre Ableitungen in [8], Kapitel 18) Die Funktionen 9(x,f) fir k=1,2 werden als
singuldre Losungen der beiden hier behandelten Warmeleitungsprdbleme mit ver-
schwindenden Anfangs- und Randbedingungen bezeichnet. (Siehe [8], Teil 4 und die
Abbildungen 1 und 2.) Die Losungen der beiden Warmeleitungsprobleme mit vorgege-
benem FluB auf der Vorderseite der Platte konnen also nur dann eindeutig sein, wenn
additive singuldre Losungen durch geeignete Zusatzforderungen an die Loésungen von

vornherein ausgeschlossen werden. (Siehe [4], Theorem 6.4.1 und [9], 5.3, Theorem 2
und Korollar 1.)
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2.) Sind Temperaturleitzahl und Warmeleitfihigkeit in beiden Schichten gleich, so stim-
men die Losungen der Warmeleitungsprobleme mit denen fiir die Einfachschicht iiberein,
die im Anhang 1 angegeben werden. Die oben eingefiihrten singuldren Lésungen ent-
sprechen also den singuldren Losungen fir die Einfachschicht, insbesondere im ersten
Fall also der Jacobischen Thetafunktion 9;. Fiir die geschichtete Platte konnten keine
zur linearen Transformationsformel der Jacobischen Thetafunktion 9; analogen Dar-
stellungen der singuldren Losungen hergeleitet werden. (Siehe [6], 8.3 und die Formeln
(10") und (11’) aus dem Anhang 1.)

Beweis von Satz 4: Nach Lemma 3 sind ai(x) und b(x) fir keN und —d, < x < 4, gleich-
mifig beschriankt. Aufgrund der Abschédtzungen fir die Nullstellen &, und #, nach

Satz 2 sind sowohl die Reihen (10) und (11) selbst, als auch alle beliebig oft gliedweise
nach x oder t differenzierten Reihen gleichmifig in 0<% <t<# und —d\<x<d
konvergent. Aufgrund von Lemma 3 folgen also die behaupteten Rand- und Uber-
gangsbedingungen sowie das Erflilltsein der Warmeleitungsgleichung durch gliedweises
Einsetzen. Mit Hilfe der Darstellungen (5) und (7) folgt fur Re(s)=6>0 und
—d, < x < d, die Beziehung ®,(x,s) = o(|s]|™) fir soco und p > 1 beliebig. Also erhilt
man mit [6], 15.5, Satz 1 die Giiltigkeit der Anfangsbedingung 3(x,0+) =0 fiir k= 1,2.
Aufgrund von [6], 7.3, Satz 3 und Lemma 2 sind (5) und (7) die Laplace-Transformierten
der Funktionen (10) und (11) fur ®(s) =1. Da die beiden Reihen (10) und (11) gleich-
méBig konvergieren und die Reihen (12) und (13) fiir s = 6 > 0 absolut konvergent sind,
darf man die Laplace-Transformation gliedweise durchfiihren und erhélt die beiden Rei-
hen (12) und (13), die die meromorphen Funktionen (5) und (7) darstellen. (Siehe [6],

7.3 und Anhang 41.) =

Bezeichnung:
Der zu %(x,t) gehdrende WarmefluB wird mit fi(x,?) bezeichnet. (k= 1,2).

In den folgenden Abbildungen 1-6 wird eine geschichtete Platte aus Borkarbit und
Graphit mit den folgenden physikalischen Parametern zugrunde gelegt:

d, = .03 cm, k; = .01 cm?/[s, K, = .02 W/emK und

d = 1cm, k= .6 cn/s, K, = .8 W]emK mit [¢(z)] = W/cm?. (Siehe [2].)

13



Temperatur

Abb. 1.

Fluss

Abb. 2.
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Singulire Losung fiir den Wirmeflu: Partialsumme von fi(x,?) mit 100 Gliedern.



4. Finite Losungen

In diesem Abschnitt werden Losungen der in diesem Bericht behandelten Warmelei-
tungsprobleme in Form von Faltungen der im Abschnitt 3 hergeleiteten singuléren L&-
sungen mit dem vorgegebenen FluB ¢(¢) auf der Vorderseite der Platte dargestellt, wobei
die Rand- und Anfangsbedingungen unvertréglich sein diirfen. (g(0+) # 0.) Aus diesen
Faltungsintegralen werden dann unendliche Reihen gewonnen, die einerseits das
asymptotische Verhalten fiir # — oo beriicksichtigen, andererseits fur ,»Kleine® ¢t noch
hinreichend gut konvergieren. Mit Hilfe von [6], 13.1, Satz 3 laBt sich das
asymptotische Verhalten der hier betrachteten Faltungsintegrale durch die folgende for-

male Rechnung gewinnen. Gilt
lim (®,(x,s) ——i )= o(x) und Lim Oy(x,s) = ¥(x),
s=0 s—=0

so folgt

t
Jim f g(t — 79 (x, )dr = lim (sO(5)®;(x,5))
o0 0 5=
= lim (sQ()(-F + @) = #Q(0) + () lim (sO(s)

—of g + 00)im a0
0 t —o0

und analog

!
tlim‘ q(t — 7)dr = t,b(x)tlim q(2).
=00 Jj =+0o0
Im folgenden wird gezeigt, dafl hierdurch . tatsichlich das asymptotische Verhalten der

Losungen beschrieben wird.

Lemma 4: In —di<x<0 und in 0<x<d, sei o (x) Losung der Differentialgleichung
k(x)o” = o und Y (x) Losung von Y’ =0. Sind beide Funktionen in —dy £ x < d, stetig und
erfiillen sie die 'Randbedingungen ~Kio'(—=d)=1, ¢'(d)=0 und —KwW'(—d) =1,
Y(d) =0, die Ubergangsbedingungen sowie die Integralbedingung W(¢)=0, so sind sie

eindeutig bestimmt und es gilt:
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i 2 aK,dx
ox 242 .
_ —d;<x<0
2K1 K2K1 +B’ﬁ1r 1 *
o(x) = )
ox oadyx ,
ax <x<d,,
2, %, +B, fir 0<x<d,
-
ﬁ___._x___ fir —d;<x<0
K2 K] s =t =
W= L.
— , fir 0<x<d,,
K,

g g Kol Kidl Kyddy
mit Bi= o (—————5"— e
3k, 6K 12

Beweis: Da ¢ und ¢ aus Parabel- beziechungsweise Geradenstiicken bestehen muf, erhélt
man aus den Rand-, Ubergangs- und der Integralbedingung jeweils ein nichtsinguldres

Gleichungssystem fiir die Koeffizienten. ®
Lemma 5: Fir —d\ <x < d, gilt hn[} (Oy(x,s) — afs) = @(x) und hnl} (Ofx,s)) = Y(x).

Beweis: Aufgrund der Darstellungen (12) und (13) und Lemma 3 sind ®y(x,s) — a/s und
®,(x,s) im Punkt s=0 gleichméBig stetig. Also sind li_{rg(Gl(x,s) — afs) und %i_r}&(@z(x,s)) in
—d, < x < d, stetig. Mit Hilfe der Darstellungen (§) und (7) folgt die Gultigkeit der
Rand- und Ubergangsbedingungen, die im Lemma 4 gefordert werden. Die Integralbe-
dingung W(®,(,s) — afs) =0 in einer hinreichend kieinen Umgebung von s=0 ergibt
sich aus (12) mit Hilfe von Lemma 3. In ~d; < x <0 und 0 < x < &; erfiillen ®, und ®,
die Differentialgleichung (1), also gilt:

2 2
Tim () —é"’;; ©,(5,5) = Hm (50, (x,5)) = o« und L () ;‘1—2- ©,(5,5) = lim,(593(x,5)) = 0.

Mit Hilfe der Darstellungen (5) und (7) folgt die gleichmidBige Stetigkeit von
0[0x ®Oyfx,s) und 02/0x? O(x,s) im Punkt s=0, also gilt:

2 2
L ) Jm@159) ) = i ets) 5 @419 = und

7 ) a ' pe
el (K(x)sh_{l})@z(x,s))) =s11_13})(7€(x) rel O,(x,s)) =0.

Da die Funktionen ¢(x) und y(x) nach Lemma 4 eindeutig bestimmt sind, folgt daraus
die Behauptung, ®
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Folgerung:
Wegen (12) und (13) gilt p(x) = _“2(_;‘) und Y = & b,;g)

fiir —dl <x< dz.

Lemma 6: Ist q(t) fiir t =0 absolutstetig und

4
ey =)™ + [ - e,
0
so gelten fiir die Faltungsintegrale folgende Darstellungen:

i p(EpDay)

14 )= — )%4(x, t)dr = T)dv X - 0
09) sty = [ o= 9,0 = o] gtokie + wto 2
t = 2 )b
(15)  o(x,0): = f q(t — 7)3y(x, T)dr = Y(x)gq(r) — Z M .
0 k=1 Nk

Beweis: Um mit Hilfe des Lebesqueschen Satzes (Siehe [3], 16.2) die Vertauschbarkeit
der Integration und Summation in den Faltungsintegralen (14) und (15) nachzuweisen,
miissen wir zeigen, daf} die Folge

f;l(x!t! T): = q(t — T) Z ak(x)e—grf
k=1

eine integrierbare Majorante besitzt. Nach Lemma 3 sind die Koeffizienten a(x) und
by(x) gleichmiBig beschrinkt. Da q stetig ist, folgt also:

n . .
2
Ifxn ) <M Z Pl fir 0<z<e
k=1

Nach dem Satz von Beppo Levi (Siehe [3], 16.2) folgt also:

00 1/ o R oo _ —fit
et <M Z ¢~ und j <Z e—fk'r) de = Z 1 ; < oo
k=1 0 \g=1 %

k=

Also diirfen wir in den Faltungsintegralen Integration und Summation vertauschen und

erhalten:
t t o0 t _521
u(x,z) =f q(t — D) (x, 7)dr = ocJ~ q(z)dr + Z ay(x) Jo q(t — 7)e **dv.
0 0 =
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Durch partielle Integration folgt daraus die Behauptung mit Hilfe der Folgerung aus

Lemma 5. Der Beweis fiir die Darstellung der zweiten Faltung verlduft analog. ™

Bemerkungen: Da die Funktionen &(x,f) flir #># >0 beschrénkt und nach obigem
Lemma 6 fur 7> 0 lokal integrierbar sind, 146t sich der Faltungssatz fur die Laplace-
Transformation anwenden, wenn zusitzlich f*]q(z) |dr < oo gefordert wird. (Siehe [6],
2.15). Also gilt in diesem Fall U(x,s) = Q(s)®:(x,s) und V(x,s) = O(s)®xx,s), so dafl
u(x,r) und v(x,r) als Losungen der hier betrachteten Wérmeleitungsprobleme in Frage
kommen. (Siehe die Abbildungen 3 und 4.) DaB diese Funktionen tatséchlich Lésungen
sind, muf} im einzelnen verifiziert werden, da insbesondere die Gtiltigkeit der Randbe-
dingungen nicht sichergestellt ist. (Siehe [8], 18.1). Da keine zur linearen
Transformationsformel der Jacobischen Thetafunktion ([8], 18.1) analogen Formeln fur
die Funktionen S(x,?) zur Verfugung stehen, wurden zusitzliche Bedingungen an ¢(?)
erforderlich.

Definition: Sei Q= {(x,0): —di<x<dy;x+#0;0<t<T}. Eine Funktion u(x,t) heift
finite Losung der Wirmeleitungsgleichung u,= k(x)u in Q (=Q..), wenn sie folgende
Bedingungen erfiillt:
1.) u, w, u, und u,, sind stetig in Q und erfilllen dort die Wirmeleitungsgleichung.
2.) Fiir t >0 gelten die Ubergangsbedingungen: |
u(0—,1) = u(0+,t) und Kiu,(0—,f) = Ku (0+,1).
3.) uist in Qr beschrinkt fiir alle T >0.
4.) Es gilt u, € LA(Q7) und u, , u,, € LN(Q;) fiir alle T >0.

In den folgenden Abbildungen 3 und 4 werden die Temperatur u(x,t) (14) und der zuge-
horige FluB —K(x)u.(x,r) fur ¢(t) = e~ dargestelit.
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Abb. 3. Finite Losung fiir die Temperatur: Partialsumme von u(x,f) (14) mit 20 Gliedern
fur g() =

Fluss

Abb. 4. Finite Losung fiir den Wirmeflufi: Partialsumme von —K(x)ux(x,2) (14) mit 30
Gliedern fiir ¢(f) = e™*



5. Existenz und Eindeutigkeit

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daB die Funktionen (14) und (15) unter geeigneten
Voraussetzungen an ¢(f) eindeutige finite Losungen der beiden hier betrachteten Wir-

meleitungsprobleme sind.

Satz 5: (Eindeutigkeitssatz) Finite Losungen der Wirmeleitungsgleichung u, = K(X)thee i
Q, die die Anfangsbedingung:

(16) u(x,0+)=0 fir —d,<x<d,,

und eine der folgenden Randbedingungen:

17) —Kyu(—dy+,t) = q(8), u{dy—,) =0 firt>0 ode(

(18) —Ku(—di+,1) = q(t), u(dy—,t) =0 fiirt>0

erfiillen, sind eindeutig bestimmit.

Beweis: Mit Hilfe der sogenannten Energiemethode wird gezeigt, daf} finite Losungen fur

q(t) =0 in Qr fur alle T>0 identisch verschwinden miissen. (Siehe [4], 6.4).
In Q7 gilt 2uu, = (12), und uu,, = (uu). — (4.)?, also folgt fur T>0:

T
0 d
K, 2 K
0= (J—d -76% (uu, — 1cuu)dx + -[o —K-:—(uu,— Kzuuxx)dx>dt
0 l _
T
0 d 0 a
1 [ & o 1 (7K ’
= -2—.[‘11—}(-1—11 (x,T)dx + 7,[0 7§-u2(x,T)dx — J_d (uK uy),dx + . (uKyu,)dx Ydr
A 1
AT
+ f Ki(u)dx + J Kz(ux)zdx>dt
—d, 0’
Yo

K, JO 2, K, (% 2 ' 0 d
2, _dlu(x,T) dx + 2—;%10 u(x,T)'dx — ([uI('lux]__d1 + [uK,u, oz)dt
0
T o0 T ndy
+ KIJ j wldx dr + sz f uldx dt
0 Y—q o vJo
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also muB u(x,?) aufgrund der Rand- und Ubergangsbedingungen identisch verschwinden.

Satz 6: (Existenzsatz)

Ist q(t) absolutstetig und gilt | q'()| < const. e fiir t 20 mit 0 < f < Min(¢&,, 1), so sind
die Funktionen u(x,t) und v(x,t) (14,15) finite Losungen der Wirmeleitungsgleichung
u, = k(X)uy, in Q, die die Anfangsbedingungen (16) und die Randbedingungen (17) bezie-
hungsweise (18) erfiillen. ‘

Beweis: Sei p(a,f) wie im Lemma 6 definiert und u(x,?) und v(x,?) durch (14,15) gegeben.
Dann gilt fur 1> 4> 0 und a > 0:

|p(a,)] < 1(0)e™] + constj “de < Iq )l + COESt' ,
0

also diirfen die Reihen gliedweise einmal nach t und zweimal nach x differenziert werden,

und man erhilt mit Hilfe von Lemma 3:

s = et = (1) + Zp(éi,z)ak(ao
k=
= (x)0s= Zp(nk,r)bko:)
= ') - Z L 75’;,( o ak(x)>

o ) — S PO —j;( i bk<x)>.
k=1

Die Stetigkeit der Funktionen u(x,?) und o(x,?) und ihrer ersten Ableitungen nach x und
t, sowie der zweiten Ableitung nach X ergibt sich aus obiger Abschdtzung fur pla,t) und
der Tatsache, daB a(x)und l;k(x). fiir ke Nund —d, < x<d, gleichmiBig beschrankt
sind. v

Die Giiltigkeit der Ubergangs-, Anfangs- und Randbedingungen folgt durch gliedweises
Einsetzen, was aufgrund der obigen Abschatzung fur p(a,f) erlaubt ist, und die Be-
schrinktheit der beiden Funktionen u(x,?) und v(x,z) in Q; ergibt sich aus folgender Ab-

schatzung fiir p(a,?), wobei a> f>0:
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t
|p(a,)] < 14(0)|e™ + const. e—az_“ e Frar
0 .

t B g™ —Bt
< |g(0) e + const. _}:ﬁ——s const. e ¥' ,
die fuir ¢t > 0 giiltig ist.
Die gleiche Abschitzung dient auch zum Nachweis der quadratischen Integrierbarkeit
von u, und v, in Q7 fir T> 0. Mit ihrer Hilfe erhilt man insbesondere:

N e_g,fr 1
lu,| < const.< 1+ + >
Py =l = h)

Da es nach Satz 2 eine positive Konstante A gibt, so daB &, > Ak fur keN gilt, reicht es

Zu zeigen, dafl
X Ak ?
E)
k
k=1

eine integrierbare Majorante besitzt, da L2(Qr)<LY(Q7) . Mit Hilfe des Cauchyproduktes
fur absolutkonvergente Reihen erhilt man:

(i — 2 )2 ie‘lzkztlz ,

k=1

also mit Hilfe des Satzes von Beppo Levi:

T

o0 _ 22, 2l —e ,121(2772) ) 2
2 1 T
(Sa)afuamoa st

k=1 1
0

Der Beweis fur die Integrierbarkeit der anderen Funktionen verlduft analog. =

Bemerkungen: 1.) Erfullt ¢(f) die Voraussetzungen aus Satz 6, so erhdlt man durch
gliedweises Einsetzen in (14) und (15):
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W 1)) = fo go) und lim W(o(+.,0) =0,

da W(a)=1 gilt. Fiir u(x,) kann man das obige Ergebnis auch mit Hilfe der Wérmelei-
tungsgleichung herleiten:

4 0 d
L) = | Rgutte + | Koo = [Kually + DK = @)
! -4 0 '

also W(u(s,0)= fo‘q(r)d-r.

Physikalisch bedeutet diese Bedingung, daf} sich zur Zeit t in der Platte genausoviel
Wirme befindet, wie bis dahin durch die Vorderseite in sie eingeflossen ist.

2.) Die Funktion:

s =utne) = ] gl = ()0

erfullt die inhomogene Wirmeleitungsgleichung:
Wy = K(X)wxx — @(x)q'(?)

mit der inhomogenen Anfangsbedingung w(x,0+)= —@(x)g(0+), den obigen Uber-
gangsbedingungen sowie den homogenen Randbedingungen zweiter  Art
wi( —di-+,1) = w(dr—,) = 0 . Fiir Probleme diesen Typs gibt es sehr allgemeine Existenz-
und Eindeutigkeitssitze fur verallgemeinerte Losungen. (Siehe [13], Kapitel 3.4.)

3.) Fir ¢(f)=1 1aBt sich das erste Anfangs-Randwertproblem auch durch einen
Separationsansatz fiir die obige Funktion w(x,?) 18sen. Die Koeffizienten a,(x) sind dabei
die Eigenfunktionen und die Zahlen {2 die Eigenwerte des zugehorigen Sturm-
Liouvilleschen Problems. (Siehe Lemma 3.) Die Losung fur ,,beliebige® g(7) folgt daraus
mit Hilfe des Duhamelschen Prinzips, also einer Anwendung des Faltungssatzes fur die
Laplace-Transformation.  (Siehe [5], 1.14) Die Vorgehensweise fir das zweite
Anfangs-Randwertproblem verlduft analog.

4.) Sind die Voraussetzungen von Satz 6 erfuillt, so sind die Funktionen u(x,f) und v(x,?)
(14,15) in der abgeschlossenen Menge Qr stetig. Insbesondere gilt also
u( —d,,0) = v( —d,0) = 0. (Vergleiche [9], 5.3, Theorem 2 und Korollar 1, das singuldre

Losungen beinhaltet.)
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6. Numerische Ergebnisse

Die finiten Losungen (14) und (15) der im Abschnitt 1 eingefihrten Wérmeleitungspro-
bleme fur eine geschichtete Platte wurden programmiert und zum Testen von Pro-
grammen zur numerischen Behandlung von parabolischen Differentialgleichungen be-

nutzt. Die beiden Losungen haben folgende Form:

t
: o, 0)exp(~E}0) + | 70— exp( e

ued) = @ L @z + o)) — Z
k=1 '

a(x)

o, 2O exp( 1) + | 70— exp(—chn)ae

o) = Y(x)gl)) — ), > bul) .
k=1 P

Durch gliedweises Differenzieren nach x erhélt man aus diesen Reihendarstellungen flir
die Temperatur die entsprechenden Darstellungen fir den WarmefluB3.

Die positiven Zahlen &, und #, sind die Nullstellen der im Beweis von Satz 2 eingefiihrten
transzendenten Funktionen f{w) und g(w). In den dort angegebenen Intervallen liegt je-
weils genau eine Nullstelle, die beispielsweise mit quadratischer Interpolation berechnet
werden kann. Die obigen Faltungsintegrale miissen im allgemeinen numerisch berechnet
werden.

Aufgrund der Abschidtzungen fiir die Nullstellen nach Satz 2 konvergieren die obigen
Reihen gleichméBig fiir £ > 0, wihrend die Reihen fur die Fliisse fir £ > 0 konvergieren |
(nicht gleichméBig), so daB fur ,kleine” t die Zahl der Reihenglieder zunimmt, die bei
gleicher Genauigkeitsforderung berticksichtigt werden muf3. Alle Partialsummen der hier
benutzten Reihen erfillen fir >0 die Rand- und Ubergangsbedingungen. (Siche
Lemma 3).

In den folgenden Abbildungen 5 und 6 ist der vorgegebene FluB auf der Vorderseite der
Platte g(f) = ¢!, und als relative Temperatur auf der Riickseite der Platte wird

u(dy,f)
aL q(t)dr

u@®):= —1 fir t - oo

bezeichnet.

Bemerkung: Bei der sogenannten Flashmethode (Siehe [14] und [2]), wird beispielsweise
x; mit Hilfe der gemessenen ,Halbwertzeit* 1, fur die die relative Temperatur
u(t,) = 1/2 ist, aus der obigen Reihendarstellung berechnet.
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Abb. 5. Relative Temperatur und WirmefluB auf der Riickseite der Platte:

Prozentualer Fehler

Abb. 6. Temperatur auf der Vorderseite der Platte: Partialsummen fiir #( —d,?) (14) mit

1.0

0.8

0.6 -

0.4 -

0.2 -

rel. Temperatur (Fall 1)

Fluss {Foll 2)

0.0

von %(f) und —Kaw.(dy,t) (15) mit 100 Gliedern.

2.0

Sekunden

30 -

20 -

10

1.0

Sekunden

100 Gliedern und fiir w,( —d),f) mit n=3 und n=4 Gliedern.

Partialsummen

25



Im Anhang 2 wird die Temperatur w,(x,?) einer halbunendlichen Platte fur die im Ab-
schnitt 1 behandelten Rand- und Ubergangsbedingungen angegeben. Im obigen Beispiel
sieht man, daB w,(x,f) insbesondere auf der Vorderseite der Platte fiir ,kleine® t eine sehr
gute Niherung darstellt. Eine genaue Analyse dieser Approximation wurde nicht
durchgefiihrt.

AbschlieBend wurde der EinfluB der Unvertriglichkeit der Randbedingung zweiter Art
(¢(0) # 0) auf den Fehler der numerischen L&ésung von parabolischen Differential-
gleichungen untersucht. Es stellte sich heraus, daB die Linienmethode ohne eine
adaptive Ortsdiskretisierung in diesem Fall zur Berechnung der Losung fur ,kleine®
Zeiten t sehr ineffektiv ist. (Siehe [17].) Beispielsweise erhélt man mit dem Programm
DO3PBF aus der NAG im Fall 1 folgende Ergebnisse, wobei die Schichtgrenze x=0
Stiitzpunkt ist. (Siehe [16].)

goahl dex £ =107 £ =10 £=10-1s
k=104 96,2% 7.6% 24%
k=207 2%,1% 1,6% 13%
k=413 4,4% 0.4% 0.7%

Tab. 1. NAG-Programm DO3PBF: GroBter absoluter Fehler in Pro-
zent fir die Berechnung der Temperatur mit ¢(f) = e. k ist die
Zahl der dquidistanten Stiitzstellen fiir die Ortsdiskretisierung.

Bemerkung: Bei dem entsprechenden Programm MOLCH aus der IMSL werden unver-
trégliche Randbedingungen explizit ausgeschlossen. (Siehe [12], 5.2.1, Seite 683.)
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Anhang 1: Die Einfachschicht

Sind Temperaturleitzahl und Wérmeleitfihigkeit in beiden Schichten gleich
Ki=k=x; K=K, =:K; « =-:z,’—cl—<- i d: =dy +d,), so erhilt man folgende Losungen des
transformierten Systems (1):

cosh \/s/_K (dy —x)

K. /s|x sinhd./s[k

(5 Ulx,s) = Q(s)

sinh /5] (d, —x)
K\/s/_x cosh d./s/k

(6') V(x,8) = Q(s)

Die Riicktransformation dieser Laplace-Transformierten fur Q(s)=1 mit Hilfe der
komplexen Umkehrformel und Residuenrechnung ist fiir (5') in [6], Kapitel 7.3 im ein-
zelnen durchgefiihrt worden. Eine zweite Moglichkeit der Riicktransformation erhilt
man durch Reihenentwicklung und gliedweises Riuckiibersetzen. Fir (5') ist diese Me-
thode in [6], Kapitel 8.3 beschrieben. Die singulire Losung (x,7) ist durch die
Jacobische Thetafunktion 94(v,t) gegeben und hat folgende Gestalt:

d+d2"'x

1
St = Je S~ "7

dK

Mit Hilfe dieser beiden Mdoglichkeiten der Riicktransformation erhélt man die soge-
nannte lineare Transformationsformel der Jacobischen Thetafunktion, die hier folgende

Form hat:

N kn(dy —x) _ Kleler
K k 2
K (1 + 21{2_ I( —1)" cos — ¢ &

00 - 2
N z _ (okd 4(:::+ @) .
K/t

Fiir (6') erhélt man durch eine analoge Vorgehensweise folgende zwei Darstellungen der

(10°) 8(x,t) =

) e
=—00

singulédren Ldsung:

[ = 2 2
2K v . (Qk+Dn(dy—x) _ @kt
dK kZo( ~1) e 2d € ad?

(117) K(x,2) = \/'K—

(2kd — (x + dp))’

i. ( —l)ke— 4xct

Knt T
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Die zweite Darstellung ist jeweils fiir ,,kleine* Werte von t schnell konvergent. Aufierdem
kann man an ihr die Unbeschréinktheit der singuldren Losungen im Punkt (—d,,0) un-
mittelbar ablesen, da die Reihe in (10") nur positive Glieder hat und sie sich in (11') zu
einer alternierenden Reihe zusammenfassen 148t.

(Fur k=0 sind die entsprechenden Reihenglieder auf der Parabel ¢=(x+di)}* fur
x — di+ und £ > 0+ nicht beschrénkt, wihrend exp( —a/f)/\/t fir a > 0 durch Jt |a be-
schrinkt ist.)

Erfiillt ¢(¢) die Voraussetzungen aus Satz 6, so erhilt man folgende finite Losungen der
beiden Wirmeleitungsprobleme u, = ku,, in Q, die die Anfangsbedingung (16) und die
Randbedingung (17) beziehungsweise (18) erfiillen. (Vergleiche [5], 3.8, Formel (3) und
(4) bezichungsweise (5) und (6).):

u(x,t) = 7%— J:) q(x)dz + @(x)q(?)

(14') K n’x
2 N\ . ’t)(_l)kcos kn(dy ~x)
Kt =2 K d
o(x,2) = Y(x)q(2)
, 2k + 1)*2’
1% _ 8d i e (1) sin 2kt Dty ~2)
Kt = (2k+1)° " 2d

wobei p(a,t) wie im Lemma 6 definiert ist:

t
plap): = q(0)e™™ + j q(t—1)e “"dr.
0

Aufgrund der Anfangsbedingungen sind die beiden Funktionen ¢(x) und y(x) durch die
folgenden Fourierreihen gegeben:

kn(d, —x) kn(x + d,)
A Co§ ————— X, CO§ ——rm—
2d k d 2d d
o(x) = (=1 =
Kn*. kZI k* Kn* kzl k*
_2d( GHd) x+d g
K 4d* 2d 6

und
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2k + Dr(d, —x)
2d _ dy —x
k+1° K 7

sin

W) ==L > (~1)
Kn® =%

die mit den beiden Darstellungen aus Lemma 4 tibereinstimmen. (Siehe [11], 1.44)
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Anhang 2: Die halbunendliche geschichtete Platte

I—y

Betrachtet man eine halbunendliche Platte (—di<x<d:= oo, m: = T+

), so erhilt

man folgende Losung des transformierten Systems (1):

N ST N T AN

Kis 1+ me"zd“/m

NS o= ey + 3l W
Kis = I+ me"z‘i"‘/s—ﬁ“—

fuir — dl <x<0
U(x,s) =

fir0<x<oo.

(U(x,s) erfuillt sowohl die Randbedingung (17) als auch (18).) Auf diese Funktionen 146t
sich die im Anhang 1 erwdhnte Methode der Reihenentwicklung zur
Riicktransformation anwenden, und man erhilt mit Hilfe einer geometrischen Reihe

folgende Darstellung, die eine gliedweise Riicktransformation moglich macht:

VK1 Z(_m)k(e—(zkd1+(x+d1))«/s/rcl _me—(del—(x—dl))\/s/xl) fir —d, <x<0
U(x,s) =

K o0
L (1—m) ) (—m)fte™ @+ DaNR B gy 0 <x<ioo
K]'\/-S_ k=0

Durch gliedweise Riicktransformation erhélt man daraus folgende formale singuldre

Losung, wobel benutzt wird, dafl

_a
e 4t

ﬁ

—anf5

¢ die Laplace-Transformierte von
s

ist.

Jo & L _Gkirard)l k- @—a)
Z (—m) (e )t —me eyt ) fir —d;<x<0
Kimt =0
9(x,0) = 2
(x,2) S - ((2k+ 1) +x, [ 1+ )
1 k —
I—m) ) (—m)e 4yt fir0<x<oo.
K/t kZo

Durch Umformen der ersten Reihe erhélt man daraus die folgende Darstellung:
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[, _+a) @kdy+(x+ )Y @kdy—(x+dy)
e 4Klt + Z ( "'m) < 41Clt + e 4"!1 ) ﬁ:ll' -— dl S X S 0
2
((2k + 1)dy +x, / % )

(1 —m)Z(—-m)ke" eyt fir0<x<oo .
k=0

8x,1) =
Jer
KyJmr

Ist g(2) € LY(0, oo) und fuir > £, > 0 beschrénkt, so erhilt man daraus folgende formale
Losung des Warmeleitungsproblems u, = k(x)u.. in Q, die die Anfangsbedingung (16)
und die Randbedingungen (17) und (18) erfiillt. ([6], Kapitel 2.15, Satz 4):

Wy(x,t) = J; q(t — 7)9(x, t)dx .

2
t

Wegen J i’}.“—_ de = 2T irfe (— ;? ) ([13,7.2)
nT

0

folgt daraus die in [15], Formel (2) und (3) angegebene ,,Losung* fiir g() = 1:
“,/xr d, = 2kdy + (x + d. 2kd; —
KI ierfc xt+a + Z(-—m)k ierfc k) + ierfc - +d)
1 2kt 2./xqt 2. /Kyt

wy(x,8) =
’ 5 /— (2K + 1)d, 3y )
(1- )Z(—m) ierfc 2\/;_1}.

Es wurde nicht untersucht, unter welchen Bedingungen das hier betrachtete Warmelei-
tungsproblem eine eindeutige Losung hat. Die obige Funktion wy(x,f) erscheint beson-
ders geeignet - auch flir beliebige d; < co - das Verhalten der Temperatur insbesondere
auf der Vorderseite der Platte fiir ,,kleine® t zu bestimmen:

\/z ' dr -
vl =- | q(t—--c)——T- kZ_jl(—m) {qe—ve J_

kd 2
=;§‘_I gt — Pyt + ——= f—;(—m)f gt - o7 dr

Bemerkung: Fir den im Anhang 1 behandelten Fall gilt m=0, und man erhilt die be-
kannte Losung fur die halbunendliche Platte. (Siehe [5], Kapitel 2.9, (6) und (9)).
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