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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden parallele synchrone und asynchrone Algorithmen untersucht
und anhand charakteristischer Merkmale verglichen. Das Hauptcharakteristikum syn-
chroner Algorithmen ist die notwendige Synchronisation parallel ablaufender Prozesse
zu bestimmten Zeitpunkten der Ausfithrung. Dadurch entsteht zusétzlicher Zertaufwand,
und eventuell werden Wartezeiten durch unterschiedlich lange Ausfihrungszeiten der
einzeinen Prozesse verursacht. Diesen zusdtzlichen Zeitaufwand (Synchronisations-
Overhead) vermeiden asynchrone Algorithmen. IThr Hauptmerkmal ist der Verzicht auf
Synchronisation, so daf} die paralielen Prozesse unabhéngig voneinander Berechnungen
mit den gerade zur Verfligung stehenden Daten durchfiihren.

Im Rahmen dieser Arbeit werden ausgewihlte iterative Verfahren zur Ldsung linearer
und nichtlinearer Gleichungssysteme jeweils in einer synchronen und asynchronen Ver-
sion auf CRAY-Mehrprozessorsystemen implementiert und deren Leistungsverhalten
gemessen. Als Fazit dieser Untersuchungen wird festgestellt, dall die asynchronen Ver-
fahren fir diese Anwendungen keine iiberragenden Vorteile gegeniiber den synchronen
Verfahren in Bezug auf das Laufzeitverhalten bieten.
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1.0 Einleitung

In den letzten Jahrzehnten hat sich herausgestelit, dafi Parallelverarbeitung dasjenige
Konzept ist, welches die gréften Moglichkeiten in Bezug auf Leistungssteigerung bein-
haltet [H&J,88].

Dies beruht vor allen Dingen auf der Tatsache, dall die Entwicklung bei der Verbesse-
rung von Schalizeiten und Signal-Ausbreitungsgeschwindigkeiten physikalisch begrenzt
ist und damit auch die Geschwindigkeit eines einzelnen Prozessors determiniert ist. So
existiert heute eine grofle Anzahl von Mehrprozessorsystemen verschiedener Typen und

verschiedener Leistungsmerkmale.

Das Konzept der Parallelverarbeitung stellt auch eine Herausforderung dar an die Ent-
wicklung guter paralleler Algorithmen, denn dadurch kdnnen die Moglichkeiten paral-
leler Rechnerarchitekturen erst genutzt werden [HolR3,837.

Mit der parallelen Ausfithrung eines Programms wird die Ausflilhrungszeit verkiirzt, je-
doch wird die insgesamt zu leistende Arbeit micht verringert. Es entsteht sogar noch zu-
sdtzlicher Arbeitsaufwand, um die parallele Ausfithrung zu koordinieren. Diese Koordi-
nation beinhaltet auch eine Synchronisation zwischen parallel ablaufenden Prozessen.
Das bedeutet, dafl zu gewissen Zeitpunkten in der Programmausfithrung die Prozesse
ihre Berechnungen erst dann weiter fortfiihren kénnen, wenn alle Prozesse an diesen
Punkten der Programmausfithrung angelangt sind. Dies impliziert ein Warten der
schnelleren Prozesse auf die langsameren Prozesse und damit auch Idle-Zeiten
{Leerlauf-Zeiten). Synchronisation ist somit eine der Hauptursachen fiir Leistungsmin-

derung in Mehrprozessorsystemen.

Parallele Algorithmen, die eine Synchronisation zu gewissen Zeitpunkten bendtigen
heiflen auch synchrone Algovithmen. Synchronisation in einem parallelen Algorithmus
garantiert emne weitgechend deterministische Berechnungsrethenfolge, die der Reihenfolge
der Berechnungen im entsprechenden seriellen Algorithmus hdufig entspricht. Jedoch
miissen parallele Algorithmen nicht unbedingt aus seriellen Algorithmen heraus ent-
wickelt werden. In einer parallelen Umgebung solite man sich vom seriellen Denken

loslosen, um Effizienz zu erreichen [Hof3,83].

Um die Nachteile der synchronen Algorithmen zu umgehen, wurden in den beiden
letzten Jahrzehnten asyuchrone Algorithmen entwickelt. In asynchronen Algorithmen
wird fast ganz auf die Synchronisation zwischen Prozessen verzichtet. Es ist hier nicht
notwendig, dafl an bestimmten Stellen der Programmausfithrung eines Prozesses auf
Daten von anderen Prozessen gewartet wird, denn die Berechnungen laufen ohne

Unterbrechung mit den gerade zu diesem Zeitpunkt von anderen Prozessen zur Verfil-
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gung gestellten Daten weiter. Dies fihrt dazu, dafl durch Auslassen der Wartezeiten
mehr Berechnungen in der gleichen Zeit durchgefiihrt werden konnen und damit eine
schnellere Ausfuhrung des Algorithmus erzielt werden kann. Eine vorhersehbare Be-
rechnungsreihenfolge kann bei asvnchronen parallelen Algorithmen nicht garantiert
werden. Hier besteht die Gefahr, daB Berechnungen, die nicht auf den eigentlich vom
Algorithmus geforderten Daten beruhen, sich nicht optimal im Hinblick auf das Ziel des
Algorithmus verhalten. Jedoch hat sich gezeigt, daf, wenn gewisse Bedingungen cinge-
halten werden, asvnchrone Algorithmen korrekt arbeiten und leistungsfihig im Vergleich

zu den svnchronen Algorithmen sein kénnen.

Aus den oben genannten Griinden ist es schwierig vorherzusagen, wie schnell ein asyn-
chroner Algorithmus zu einer Problemlssung fiihrt, und wie das Verhalten in Bezug aufl
einen addquaten synchronen Algorithmus ist. Deshalb ist es sinnvoll Ergebnisse hierzu

durch Untersuchungen an konkreten Algorithmen in der Praxis durchzufithren.

In der vorliegenden Arbeit wurde eine Implementierung von synchronen und asyn-
chronen Algorithmen zur Lésung von linearen und nichtlinearen Gleichungssystemen
auf dem in der KFA Jilich installierten Parallelrechner CRAY Y-MP8/832 vorgenom-

men, wobei verschiedene Aspekte untersucht wurden.

In Kapitel 2 werden zunichst einige Konzepte der Parallelverarbeitung vorgestellt, wobei
auch auf Svnchronisationsmechanismen eingegangen wird. Anschlieffend wird die
Svstemarchitektur des CRAY-Rechners beschrieben und  das CRAY-Multi-
tasking-Konzept dargelegt.

In Kapitel 3 folgt eine Einfithrung in synchrone und asynchrone Algorithmen und die.
Gegeniiberstellung ihrer charakterisierenden Merkmale.

Kapitel 4 geht auf iterative Verfahren zur Losung von linearen und nichtlinearen Glei-
chungssystemen e{n, und reift kurz deren Konvergenzbedingungen an.

In Kapitel 5 wird die Implementierung dieser Verfahren beschrieber: und das Leistungs-
verhalten untersucht.

Kapitel 6 beschreibt das Verhalten der entwickelten Programmversionen m
Multiprogramming-Betrieb, und Kapitel 7 gibt eine Zusammenfassung der gewonnenen

Erkenntnisse mit einem kurzen Ausblick.
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2.0 Konzepte der Parallelverarbeitung

2.1 Entwicklung der Paralielverarbeitung

Der Inhalt dieses Abschnitts beruht im wesentlichen auf [H&J,88].

Der natiirlichen sequentiellen Denkweise des Menschen angepallt weisen die ersten
elektronischen Rechner, die ab 1940 gebaut wurden, eine sequentielle Struktur auf
Diese Computer der ersten Generation beruhen auf einer Organisation, die als von
Neumann-Organisation bezeichnet wird,  Die wesentlichen Merkmale eines von

Neumann-Rechners stellen sich wie folgt dar:

s eine Eingabe/Ausgabe Einheit

° ein gemeinsamer Speicher fr Daten und Befehle

e eine Kontrolleinheit zur Befehlsinterpretation

¢ eine arithmetische und logische Einheit (ALU) zur Befehlsausfihrung

Die beiden letzten Einheiten werden unter dem Begriff CPU (céntral processing umnit)
zusammengefaBt. In einer von Neumann-Organisation laufen alle Operationen wie
Speicherzugriff, Ein-/Ausgabe, arithmetische oder logische Operation streng sequentiell
ab. Diese Struktur hat u.a. den Nachteil, daB} bei Speicherzugriffen, die verhélinisméBig
langsam ablaufen, die CPU lange Zeit untatig ist, und damit ein groBies Potential an
Leistungsvermdgen ungenutzt bleibt.

Ab Mitte der 60er Jahre entwickelte man deshalb Rechnerstrukturen, die in der Lage
waren mehrere Operationen {iberlappend, bzw. gleichzeitig durchzufiihren. So entstand
Parallelismus in Rechnerarchitekturen, der sich in mehreren Ansidtzen ausdriickte. Die

wichtigsten realisierten Ansétze stellen sich wie folgt dar:

e Pipelining (FlieBbandverarbeitung)
In einer linearen Anordnung von Funktionseinheiten (Pipe) konnen Teiloperationen

taktsynchron an verschiedenen Daten vorgenommen werden.

¢ - Funktional-Parallelismus
Verschiedene Operationen wie Additionen, Multiplikationen oder logische Operationen
konnen in speziellen Funktionseinheiten der CPU gleichzeitig auf mehreren Daten

durchgefthrt werden.

__'é ' Feld-Parallelismus
Viele zu einem Feld angeordnete, identische Prozessoren fiihren unter gemeinsamer

Kontrolle die gleichen Befehle auf verschiedenen Daten aus.

Konzepte der Parallelverarbeitung 3




¢ Muluprocessing

Mehrere Prozessoren fihren zur selben Zeit verschiedene Operationen mit unterschied-

lichen Daten durch.

Meist sind mehrere dieser Ansdtze in existierende Parallelrechner integriert. So ist die
CRAY Y-MP8:/832 ein Multiprozessorsystem, welches Vektor-Pipelines und Funktions-

einheiten besitzt.

2.2 Parallele Programmierung

Auch die Programmierung entwickelte sich aus sequentiellen Strukturen heraus hin zum
Parallelismus. Denn es war notwendig geworden den parallelen Rechnerarchitekiuren
Rechnung zu tragen, um eine effiziente Nutzung zu erzielen. Der Parallelismus in der

Programmierung driickt sich in verschiedenen Ebenen aus:

¢ Job-Ebene

In Mehrbenuizersytemen versucht man die Anzahl der ausgefithrten Jobs zu maximieren
indem man mehrere Jobs zur gleichen Zeit bearbeitet und damit den Durchsatz des Sy-
stems erhoht.

e  Programm-Ebene

In der Programm-Ebene konnen Teile eines Programms gleichzeitig abgearbeitet werden.
Dabei werden hauptsichlich voneinander unabhingige Programmteile und Schleifen-
iterationen paralle] ausgeflihrt.

® Instruktiong-Ebene

Innerhalb einer Anweisung werden die einzelnen Operationen parallel bearbeitet.

Die Job-Ebene wird vom Betriebssystem eines Rechners realisiert, das fur eine addquate
Verteilung der verfigbaren Betriebsmittel an die einzelnen Jobs ‘sorgt. Wihrend die
Instruktions-Ebene hardwareméfig installiert ist, kann man die Programm-Ebene der
parallelen Programmierung zuordnen. Unter paralleler Programmierung versteht man
das Erkennen und Kennzeichnen von 'unabhéngigen; paralle! ausfihrbaren Programm-
teilen, bzw. Schleifeniterationen. Diese Programmierung kann durch ‘Software auto-
matisiert oder vom Benutzer unterstittzt werden. Die Anu’eisungsfo}gen,'welche jaarallel
mit anderen Anweisungsfolgen ausgefihrt werden kénnen, werden als..Pro_zesse bezeich-
““net.'Ein paralleles Programm ist damit eine Kollektion von Prozessen, wobei, die Aus- '

fuhrung innerhalb eines Prozesses streng sequentiell erfolgt. -




2.3 ProzeBkommunikation und Synchronisation

Damit ein paralleles Programm korrekt ablaufen kann, ist es notwendig, dal3 die ein-
zelnen Prozesse des Programms zusammenarbeiten. Diese Zusammenarbeit erfordert
einen Datenaustausch und eine Synchronisation der Prozesse. Um untereinander Daten
auszutauschen, mufl eine Moghchkeit zur Kommunikation zwischen Prozessoren gege-
ben sein. Dies kann iiber einen gemeinsamen Speicher mittels globaler Variablen reali-
siert sein, oder durch ein Kommunikationsnetzwerk geschehen. Da die Implementie-
rungen in dieser Ausarbeitung auf einem Multiprozessorsystem mit gemeinsamen
Speicher durchgefuhrt wurden, soll im folgenden nur diese Kommunikationsmoglichkeit
weiter betrachtet werden. Jedoch sind die hier vorgestellien Konzepte durchaus auch fir

ein Mehrprozessorsystem mit Kommunikationsnetzwerk zutreffend.

Svnchronisation mehrerer Prozesse kann man als Kommunikation verbunden mit
Kontrollinformationen zur Koordination betrachten. Dabei unterscheidet man in emem
Multiprozessorsystem zwei Arten von Synchronisation, die verschiedenen Zwecken die-

nen:

e  Sicherstellung des exklusiven Zugriffs auf Betriebsmittel

e  Sicherstellung einer erwiinschten Ausflihrungsreihenfolge

Der exklusive Zugrifl bewirkt, dafl jeweils nur ein Prozef auf gemeinsame Betriebsmittel
(z.B. gemeinsame Variablen) zugreifen kann, und damit die anderen Prozesse vom Zu-
griff ausgeschlossen sind. In einem Programm ist ein solcher Zugriff innerhalb eines

kritischen Abschnitts vorzunehmen.

Def.:- . Ein kritischer Abschnitr ist ein Anweisungsteil eines Prozesses, der exklusiv

. ausgeflihrt werden muB3 und nicht unterbrechbar ist.

Diese Form der Synchronisation wird als gegenseitiger Ausschiuyff {mutual exclusion) be-

zeichnet.
Eine erwiinschte Ausfihrungsreihenfolge mehrerer Prozesse kann durch Bedingungen
realisiert werden, so daB ein Prozel3 seine Codeabarbeitung nur dann fortfihren kann,

wenn eine Bedingung erfullt ist. Diese Svnchronisationsart nennt man Bedingungs-

synchronisation.

Im folgenden werden einige Mechanismen, die die Zusammenarbeit von Prozessen er-
moghichen, dargestellt, und die Synchronisation zwischen Prozessen ndher betrachtet.

Die Angaben der nichsten Abschnitte sind im wesentlichen [Qui,87] entnommen.

Konzepte der Parallelverarbeitung 3




2.3.1  Akrives Warten

Eine einfach zu implementierende Methode zur Synchronisation ist die Benutzung ciner
unteilbaren test&set-Operation auf einer gemeinsamen Variablen. Prozesse, die ihren
kritischen Abschnitt ausfithren wollen, testen und setzen die Variable und geher in ihren
kritischen Abschnitt, falls die Variable nicht gesetzt war. Durch das Setzen der Variablen
werden die anderen Prozesse an der Ausfihrung ihres kritischen Abschnitts gehindert.
Prozesse, die in ihren kritischen Abschnitt gehen wollen, testen permanent die gemein-
same Variable solange bis sie zuriickgesetzt ist. So realisiert man den gegenseitigen
Ausschlufl mit aktivem Warten.

Eine Bedingungssynchronisation erreicht man mittels aktivem Warten, indem man das
Setzen der Variablen als Nicht-Erfullung einer Bedingung interpretiert. Die Prozesse, die
synchronisiert werden sollen, testen die Variable wiederholt und kénnen solange nicht
mit ithren Ausfihrungen fortfahren bis die Bedingung erfullt ist. Ein groBler Nachteil
beim aktiven Warten besteht allerdings darin, dafl durch die Warteschleifen sehr viel
Prozessorzeit verschwendet wird, und damit die Ausfihrungszeit der Programme, die

aktives Warten benutzen, drastisch verlingert werden kann.

2.3.2 Semaphore

Um den Nachteil des aktiven Wartens zu umgehen, stellte Dijkstra 1968 das Konzept
der Semaphore vor. Die Idee war, dal man durch Suspendierung und Reaktivierung der
Ausfitlhrung von Prozessen das aktive Warten vermeiden kann. Die Suspendierung wird
durch einen Entzug des Prozessors vom Prozel durch das Betriebssytem realisiert, so
dal der Prozessor wihrend der Blockade des Prozesses andere Prozesse bearbeiten kann.
Ein Semaphor (deutsch: Zeichentriger) ist eine positive Integervariable, welche die An-
zahl derjenigen Prozesse angibt, die in ihren kritischen Abschnitt eintreten wollen.
Semaphore, die nur die Werte 0 und 1 annchmen, heillen bindre Semaphore. Ein
Semaphor s kann nur durch zwei unteilbare Operationen P(s) und V(s) verdndert wer-
den. Die Wirkungsweise der beiden Operationen ist folgendermaflen umgangssprachlich

erklért:

P(s):. - TPassicren der Schranke zum kritschen Abs__chnitt"
Wenn s> 0, dann vermindere s um 1,

sonst suspendiere die Ausfithrung des Prozesses.




V(s) “Verlassen des kritischen Abschnitts und Freigabe flr andere Prozesse”
Wenn ein Prozel3 beziiglich s blockiert ist, dann lasse diesen P(s) ausfithren,

sonst erhthe s um 1.

Der gegenseitige Ausschlufl ist mit bindren Semaphoren leicht zu gewihrleisten, mdem
s mit 1 initialisiert wird, und jeder kritische Abschnitt der Prozesse von P(s} und V{(s)
eingeschiossen wird. Auch eine Bedingungssynchronisation kann mit Semaphoren er-
reicht werden. Dazu muf} nach Initialisierung von s mit 0 jeder Prozell nach Erfillung
einer Bedingung V(s) durchfiihren, und alle Prozesse, die auf die Erfilllung der Bedingung
warten, fithren P(s) aus. So kénnen auch mehrere Prozesse bei Eintreffen emes Ereig-
nisses aktiviert werden.

Semaphore werden durch Systemaufrufe an den Scheduler des Betriebssystems imple-
mentiert. Sie sind einfach und effizient zu handhaben. Allerdings muff gewdhrleistet sein,
daB suspendierte Prozesse irgendwann wieder aktiviert werden, sonst besteht die M&g-

lichkeit der Aussperrungen eines Prozesses oder sogar eines deadlocks.

2.3.3 Monitore

Monitore stellen im Vergleich zu den Semaphoren ein strukturierteres Mittel zur Syn-
chronisation dar. In einem Monitor sind alle fiir die Synchronisation relevanten Daten
und zugehorigen Operationen gebiindelt. Damit erreicht man eine bessere Cbersicht-
lichkeit und kann Fehler leichter lokalisieren. Ein Monitor besteht aus Variabien, Pro-
zeduren und Initialisierungscode, worin die Variablen mit Anfangswerten belegt werden.
Prozeduren im Monitor dhneln Prozeduren in Programmiersprachen, allerdings schlie-
Ben sich alle Monitorprozeduren im Monitor gegenseitig aus und sind ununterbrechbar.
Monitorvariablen kénnen nur durch Aufrufe an die Monitorprozeduren verdndert wer-
den. So kann der gegenseitige Ausschlufl durch Aufrufe an sich ausschlielende Moni-
torprozeduren realisicrt werden. Bedingungssynchronisation erreicht man durch die
Implementierung von zwei Operationen signal und wair, die auf einer FIFO-Warte-
schlange beziiglich einer Monitorvariablen c¢ arbeiten. Durch die Anweisung signal(c)
wird, falls vorhanden, der erste Prozel in der Warteschlange beziglich ¢ aktiviert.
Wait{c) in einem ProzeB bewirkt eine Blockierung des Prozesses und Einreihung in die
Warteschlange. So kann man eine Bedingungssynchronisation erreichen, indem man in
Abhﬁ.ngikei_t .'vo_n_ der Erflillung einef Bedingung wait(c) bzw. signal(c) ausfithrt

[Ben$s].
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2.4 Die Architektur der CRAY Y-MP8/832

1988 wurde das Mehrprozessorsystem CRAY Y-MP von CRAY Research aufl den
Markt gebracht, welches das bisherige Spitzenmodell der erfolgreichen Vektorrechner-
Serie CRAY-1, CRAY X-MP, CRAY Y-MP darstellt.

Die in der KFA Julich installierte CRAY Y-MP8:832 stellt ein Mehrprozessorsystem
mit gemeinsamen Speicher und acht identischen Vektor-Prozessoren dar, dic mit einer
Taktzeit von 6 ns arbeiten.

Jeder der acht Prozessoren beinhaltet mehrere unabhingige Funktionseinheiten, welche
parallel und im Pipeline-Modus arbeiten kénnen. Als Quelle und Ziel von Vektor-
operationen fungieren in jeder CPU acht Vektorregister, die je 64 Elemente & 64 Bit
aufnehmen konnen.

Die Prozessoren sind durch je vier Pfade mit dem Hauptspeicher verbunden, welcher eine
Kapazitit von 32 Megaworten hat und mit einer Speicherzykluszeit von 30 ns arbeitet.
Die weiterentwickelte Hauptspeicherorganisation weist eine hierarchische Struktur auf,
welche sich in vier Sektionen, 32 Subsektionen und 256 Binken ausdriickt. Um Zu-
griffskonflikte zwischen den CPUs und dem Speicher aufzulésen, wurde ein auto-
matischer Mechanismus in die Hardware implementiert, der bei auftretenden Konflikten
Prioritidten setzt und den Zugriff auf Speicherbdnke bis zu vier Takte lang verzogert.
Zuséatzlich besitzt die Y-MP wie auch schon das Vorgidngermodell X-MP einen sehr
schnellen Erweiterungsspeicher SSD (solid state storage device), welcher mit einer
Ubertragungsgeschwindigkeit von 1000 Megabytes pro Sekunde bei der 8:832-Version
arbeitet und eine Kapazitédt von 128 Megaworten besitzt.

Die Kommunikation zwischen den acht Vektorprozessoren geschieht Giber den gemein-
samen Speicher oder durch spezielle Kommunikationsregister. Dabei betrdgt die Trans-
ferrate vom Hauptspeicher zu den Vektorregistern der Prozessoren vier Gigabytes pro
Sekunde. Die Kommunikationsregister sind in neun Cluster zusammengefaBt, wobei
jedes Cluster je acht Adref3- und Skalarregister sowie 32 bindre Semaphorregister enthélt.
Diese Kommunikations-Hardware stellt die Voraussetzung fiir Koordination und Da-
tenaustausch zwischen den Prozessoren im Mehrprozessorbetrieb ([CRA,88a],

[BEK 90)

2.5 Multitasking bei der CRAY Y-MP

- Neben dem Prinzip der Vektorverarbeitung, welches die Vektorstruktur der Prozessoren
:efﬁzient nutzt, existiert seit der Entwicklung der CRAY X-MP auch das CRAY-Mult-
tasking-Konzept. Multitasking bietet die Moglichkeit, ein Programm durch mehrere




Tasks auszufuhren, welche dann parallel auf mehreren Prozessoren bearbeitet werden,
Dabei wird der Begriff Task im Sinne von CRAY wie folgt definiert:

Def:  Eine Task ist cine eindeutig benannte Ausfilhrungseinheit, der ein Prozel3 zur

Bearbeitung zugeordnet wird.

Die Zuteilung der Tasks auf die Prozessoren wird vom Scheduler des Betriebssystems
vorgenommern. _ _

Das Ziel des Multitasking-Konzepts ist es, den impliziten Parallelismus eines Programms
auszunutzen, um eine kurze Ausflihrungszeit (wall clock time) zu erreichen [CRA,87].
Wenn mehrere Tasks parallel verarbeitet werden, kann die Reihenfolge ihrer Ausflihrung
nicht vorhergesagt werden, da diese in einem Mehrprozessorsystem nichtdetermistisch
erfolgt. Um trotzdem eine vom Benutzer erwiinschte Reihenfolge der Taskbearbeitung
zu erhalten, stellt Multitasking die Maglichkeit zur Koordination und Synchronisation
zur Verfligung. Allerdings tragt dies zu einem Mehraufwand an Rechenzeit bet, der sich
in dem Begriff Overhead widerspiegelt.

Zum heutigen Zeitpunkt driickt sich Multitasking in drei Erscheinungsformen aus, wel-

che drei Entwicklungsphasen der CRAY-Parallelverarbeitungs-Software entstammen:

¢ Macrotasking
s  Microtasking

&  Autotasking

Microtasking und Macrotasking behandeln Parallelismus auf verschiedenen Ebenen im

Programm, wihrend Autotasking eine weiterentwickelte, automatische Form des

Microtasking darstelit.

2.5.1 Macrotasking

Das mit der Entwicklung der CRAY X-MP eingefiihrte Macrotasking ermoglicht die
parallele Ausfihrung eines Programms auf der Unterprogramm-Ebene.

Jedes vom Benutzer als parallel gekennzeichnete Unterprogramm entspricht einem ein-
zelnen ProzeB, welcher dann von einer Task bearbeitet wird. In FORTRAN 77 wird
Macrotasking durch CALL-Anweisungen im Quellcode realisiert, die Aufrufe an Biblio-
theksroutinen darstellen. Dem Benutzer ergibt sich damit die M dglichkeit zur Erzeugung
und Beendigung von Tasks und zur deren Synchronisation. So gibt es u.a. Routinen zur
“Sicherung des kritischen Abschnitts und zur Kontrolle von Ereignissen. Die Kommu-
.'.'nikation zwischen Tasks im Macrotasking geschieht iiber gemeinsame Variablen im

Hauptspeicher. Diese Kommunikationsart ist langsam gegeniiber der Kommunikation
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ilber Register, so dall ein groflerer Overhead entsteht. Ein wetterer Nachteil des
Macrotasking ist, daf3 die Tasks ein ganzes Unterprogramm bearbeiten und damit relativ
grof3 sind. Dadurch kann bei Unterschieden in der Ausfithrungszeit der Tasks leicht
Ineffizienz entstehen [HKN,89].

2.5.2 Microtasking

Um emne Parallelisierung auf einer niedrigeren Ebene zu ermoghchen, wurde
Microtasking entwickelt, worin die Ebene der Schleifen und der Anweisungen behandelt
wird. Die Benutzerschnittstelle zum Microtasking wurde durch Direktiven erreicht, die
in den Fortrancode eingefiigt werden. Diese Direktiven, welche immer mit dem Buch-
staben C anfangen um Portabilitdit zu erhalten, werden von dem Préprozessor
PREMULT in Aufrufe an Bibliotheksroutinen Uibersetzt. Auf diese Weise kdnnen vom
Benutzer Kontrollstrukturen (z.B. DO-Schleifen) gekennzeichnet werden, die parallel
ausfithrbare Prozesse enthalten. Microtasking-Direktiven bieten auch die Moglichkeit
zur Anforderung und Riickgabe von CPUs, zur Kennzeichnung von Microtasking-
fihigen Unterprogrammen und zur Sicherung kntischer Abschnitte. Am Ende einer je-
den Kontrollstruktur wird eine Synchronisation vorgenommen, so dafl der Benutzer
weitgehend von dieser Aufgabe befreit 1st. Allerdings ist eine intensive Betrachtung der
Datenabhingigkeiten erforderlich, um unabhéngige Proérammsegmente zu entdecken.
Eine weiterfilhrende Darstellung der wichtigsten Microtasking-Direktiven und ihrer
Wirkungsweise kann man [Lie,88] entnehmen.

Die Kommunikation beim Microtasking wird tiber Register vorgenommen, so dafl der
Einfluf3 auf die AusfUhrungszeit eines Programms durch hdufige Kommunikation nicht
so grof wie beim Macrotasking ist. Wegen der i.a. kleinen Grofle der Tasks im
Microtasking und dem damit verbundenden geringen Zeitverbrauch, fallt ein Schwanken
in der Prozessorzah] wihrend der Ausfihrung eines Programms nicht sehr ins Gewicht.
Dadurch wirkt sich Microtasking sehr effizient im Mehrbenutzerbetrieb aus. Die
Microtasking-Programmierung gestaltet sich durch das Einfligen von Direktiven
strukturiert und damit ibersichtlich ([Nag,88],[CRA,87]). '

2.5.3 Aﬁtotasking

Durch die Anwendung von ‘Macro- oder Microtasking kann die Laufzeit eines Pro-
‘gramms verringert werden. Allerdings stellt die Benutzung dieser beiden Multitasking-
‘Komponenten hohe Anforderungen an den Anwender (s.0.). Die jingste Multitasking-
~Entwicklung Autotasking bietet dem Benutzer die Moglichkeit, seine Programme zu
" ‘beschleunigen, wobei die Entdeckung des Parallelismus und das Einfligen von Direktiven

~-auf Schieifen- und Anweisungsebene weitgehend automatisch geschieht.
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Autotasking operiert in drei Phasen, die bei der Anwendung hintereinander ausgefUhrt

werden:

s  Abhéingigkeitsanalyse
e  Ubersetzungsphase

e  Codegenerierungsphase

Die Abhangigkeitsanalyse wird vom Priprozessor fpp auf dem Fortran Quelicode
durchgefihri. In dieser Phase werden parallelisierbare und vektornsierbare Programm-
segmente entdeckt und mit Direktiven versehen. Dabei werden auch Informationen uber
Wertebereiche von Variablen in den Programmcode eingefligt. Aufferdem konnen Um-
stellungen in der Ausfihrungsreihenfolge einzelner Programmsegmente vorgenommen
werden, um Datenabhéngigkeiten zu besertigen.

Die Ubersetzungsphase wird vom Priprozessor fmp auf dem verénderten Fortran-Code
geleistet. Hier werden dic vorhandenen Direktiven in Aufrufe an Autotasking-
Bibhiotheksroutinen iibersetzt.

Die Codegenerierungsphase ibernimmt der CRAY-Fortrancompiler CFT77, der
optimierten Maschinencode erzeugt.

Der veridnderte Quellcode nach der Abhiingigkeitsanalyse gibt dem Anwender Informa-
tionen Uber parallelisierbare, bzw. vektorisierbare Programmkonstrukte. Durch nach-
trigliches Einfiigen von Direktiven kann der Benutzer dem Autotasking zusdtzliche In-
formationen geben. |

Autotasking-Direktiven bilden eine Obermenge der Microtasking-Direktiven und liefern
die Moglichkeit zum Hinweis auf Parallelismus, Schleifentransformationen und Daten-
abhingigkeiten. Die drei Phasen des Autotasking kdnnen beliebig oft unabhéngig von-
einander wiederholt werden.

Kommunikation und Synchronisation erfolgen im Autotasking fast ausschlief3lich direkt

iiber Register, wobei die Svnchronisation Uber Semaphorregister geschieht.

Autotasking stellt eine benutzerfreundliche Multitasking-Komponente dar, die auch
durch die Entwicklung neuer, schneller Bibliotheksroutinen sehr leistungsfihig 1st.

in einem Programm konnen gleichzeitig Macro-, Micro- und Autotasking verwendet
werden. Allerdings schlieen sich innerhalb eines Unterprogramms Micro- und

Autotasking gegenseitig aus ([CRA,88b],[Nag,907).
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3.0 Synchrone und asynchrone parallele Algorithmen

Viele komplexe Probleme aus Wissenschaft und Technik erfordern heutzutage ein
HochstmalBl an Rechenzeit, um sie zu ldsen. Oft ist aber eine Problemlosung selbst bei
paraileler Ausfithrung und mit der besten Rechnerleistung nicht in akzeptabler Zeit zu
finden. Bei Parallelverarbeitung liegt eine Ursache flir diese Tatsache beim auftretenden
Synchronisations-Overhead, worauf in Abschnitt 3.2 eingegangen wird. Ein Konzept zur
Verringerung des Synchronisations-Overhead ist deshalb die asynchrone Vorgehensweise,
die in diesem Kapitel untersucht wird.

Die Angaben des Kapiteis beruhen im wesentlichen auf [Kun,76], [T&B,89] und
[Bau,78].

3.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt werden einige Sachverhalte dargelegt und Begriffe erlautert, die als

Grundlage der nichsten Abschnitte dienen.

Wie schon im letzten Kapitel dargestellt, besteht ein paralleles Programm aus mehreren
Prozessen, zwischen denen Interaktionen ablaufen. Im Programmcode eines parallelen
Programms existieren spezifizierte Stellen, an denen die einzelnen Prozesse miteinander
kommunizieren kénnen. Diese Stellen, welche Inrerakiions-Punkte genannt werden, tei-
len einen ProzeB in Srufen auf. Dabei findet wihrend der Ausfiihrung einer Stufe kei-
nerlei Kommunikation zwischen den Prozessen statt, sondern lediglich nach dem Ende
einer jeden Stufe. In einem ProzeB wechseln sich also Bearbeitung einer Stufe und
Kommunikation gegenseitig ab.

In Parallel-Rechnern mit gemeinsamen Speicher geschieht diese Interaktion durch Ak-
tualisieren von Variablen, auf die alle Prozesse zugreifen kénnen. Ab dem Zeitpunkt wo

diese gemeinsamen Variabien einen aktualisierten Wert erhalten haben, steht dieser Wert

somit allen Prozessen zur Verfligung.

Eine wichtige Tatsache, die man beim Entwurf von parallelen Algorithmen und deren
Aufteilung in Prozesse beachten muB, ist, dal man hiufig die Zeit, die ein Prozel} fur
die B_e.arbeitung einer Stufe bendtigt, nicht von vorneherein festlegen kann. Selbst bei
zwei identischen Prozessen konnen die Ausflihrungszeiten von gleichen Stufen verschie-
den iang sein. Diese Schwankungen in der Prozefausfithrungszeil entstehen im wesent-
“lichen durch den Einflu von zwei Faktoren. Zunichst hingt die Ausfihrungszeit einer
" ProzeB-Stufe von dem jeweiligen Mehrprozessorsystem ab, auf dem das parallele Pro-

“gramm ausgefihrt wird. So beeinflussen Speicherkonflikte, Mehrbenutzerbetrieb und
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Unterbrechungen durch das Betriebssystem die Bearbeitungszeiten. Andererseits konnen
auch unterschiedliche Eingaben in einen ProzeB verschieden lange Ausflihrungszeiten
bewirken. Als Beispiel soll hier die aufsteigende Sortierung eines schon geordneten und
eines absteigend geordneten Feldes mit n Elementen durch einen Quicksort-Prozef3 ge-
nannt werden. Im ersten Fall ist die Anzahl der bendtigten Sortierschritte O(nz), Wo-

hingegen im zweiten Fall nur O(n log n) Schritte durchgeftihrt werden mussen.

Um die Leistungsfihigkeit eines parallelen Algorithmus im Vergleich zu dem entspre-
chenden sequentiellen Algorithmus auszudriicken, wird im folgenden der Begrifl’ Speedup

eingefiihrt.

Def..  Unter Speedup S eines Algorithmus versteht man den Quotientenr aus
sequentieller Ausfihrungszeit Topyensen Und paralleler Ausfuhrungszeit 7,470

des Algorithmus.

Der Speedup beschreibt also die Beschleunigung, die man mit der parallelen Ausfuhrung
eines Algorithmus erhalten kann.

In einem Mehrprozessorsystem mit k Prozessoren kann man einen Algorithmus im
Idealfall k-mal schneller ausfuhren als in einem Einprozessorsystem.

Somit gilt in diesem Fall folgende Gleichung flir den Speedup:

Tsequen riell

S(k) = =k

Tpara!fe!
Allerdings kann man einen Speedup der GroBe k nur als theoretischen Wert betrachten, '
denn in der Praxis wirken mehrere Einfluifaktoren vermindernd auf den Speedup ein
[Fox&&,88].

Im nichsten Abschnitt werden einige dieser EinfluBgroBen auf den Speedup niher be-

trachtet,

3.2 Synchrone Algorithmen

Wenn in einem parallelen Algorithmus ein Prozef existiert, der eine bestimmte Stufe erst
dann bearbeiten kann, nachdem mindestens cin anderer Prozel3 einen Teil seiner Be-
-rechnungen durchgefithrt hat, so handelt es sich um einen synchronen Algorithmus.

~In:einem synchronen Algorithmus werden also Prozesse nach Abarbeitung von Stufen
< zeitlich koordiniert. Realisiert wird diese Synchronisation durch Ausfihren von Syn-

_-chronisationsmechanismen, die in Kapitel 2.3 beschricben wurden.
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Als Beispiel wird hier ein synchroner Algorithmus betrachtet, der die Berechnung
Z={AxB)+{(Cx D x E) durchfiihrt. Dieser Algorithmus, welcher in Beispiel 1 in
Pseudocode-Notation beschrieben ist, besteht aus zwel Prozessen P] und P, die mit

Hilfe von Semaphoren synchronisiert werden.

shared variable : X

semaphor : S
35=0
cobegin

process Pl : X = A x B
v{8)

process P2 : Y=0Cx DB x E
P(S)
Z=X+Y

coend

Beispiel 1: Syachrener Algorithmus

Die in diesem Beispiel benutzte cobegin-coend Anweisung markiert die Grenzen eines
Programmabschnitts, der mehrere parallel ausfiihrbare Prozesse enthilt.

Prozef P1 berechnet in einer Stufe die gemeinsame Variable X und aktualisiert ihren
Wert. Die anschliefende Durchfithrung von V(S) signalisiert dem anderen Prozef Pz,
daf3 der Variablen X ein Wert zugewiesen wurde. P, besteht aus zwei Stufen, wobei In
der ersten Stufe der Wert einer lokalen Variable Y ausgerechnet wird. Durch die an-
schliefende Ausfihrung von P(S) wird erreicht, daB3 mit dem Beginn der zweiten Stufe
von P2 solange gewartet wird, bis P1 die Variable X aktualisiert hat. Dies 1st notwendig,

da bei der Berechnung von Z in der zweiten Stufe von P2 der Wert von X eingeht.

Die fiir den korrekten Ablauf eines synchronen Algorithmus erforderlichen Anweisungen
fiir die Synchronisation, welche im folgenden mit Synchronisations-Direktiven bezeich-
net werden, beeinflussen das Zeitverhalten des Algorithmus nachteilig. Insgesamt kann
man den Zeitverbrauch eines Prozesses in einem synchronen Algofithmus in drei Kom-

ponenten unterteilen:

¢  Grundzeit fiir Berechnungen
e Ausfithrungszeit der Synchronisations-Direkiiven

¢ Wartezeit

Unter Grundzeit fiir Berechnungen versteht man diejenige Zeit, die sich allein aus den
“reinen Berechnungszeiten fiir die Stufen eines Prozesses addiert. Die Ausflihrung von

Synchronisations-Direktiven beansprucht zusitzliche Rechenzeit, denn u.a. sind Aufrufe
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und Durchflihrung von Synchronisationsroutinen erforderlich. Unter Wartezeit eines
Prozesses werden diejenigen Zeitrdume zusammengefallt, in denen der Prozef3 blockiert
ist, weil auf das Eintreffen eines Ereignisses gewartet werden mufl. Dabei kann ein Er-
eignis entweder die Verfligbarkeit von Daten oder das Erreichen einer Stelle in der Be-
rechnung eines anderen Prozesses sein. Schwankungen in der ProzeBausfiihrungszeit
bewirken auBerdem, daB selbst bei gleicher Lastverteilung auf die einzelnen Prozesse fast
immer Wartezeiten entstehen.

Die beiden letzten Zeitkomponenten werden unter dem Begriff Synchronisa-
tions-Overhead zusammengefallt.  Der Synchronisations-Overhead eines synchronen
Algorithmus trégt im erheblichen Mafle zur Verningerung des Speedup und damit zur

Leistungsminderung bei. Dieser Sachverhalt wird im folgenden niher betrachtet.

Auf einem Mehrprozessorsystem mit X Prozessoren kann man einen theoretischen
Speedup von k erreichen. Hier wird nun ein paralleler, synchroner Algorithmus mit k
Prozessen angenommen, dessen gesamter Zeitverbrauch 7.y, betrdgt. Wenn nun L
denjenigen Zeitantell von Ty, angibt, in dem i Prozesse (0<i<k) aktiv und k-1 Pro-

zesse blockiert sind, gilt:

k
Tpara(le! = Z L
i=0

Obiger Algorithmus kénnte auf einem Einprozessorsystem in  einer Zeit
i
Tsequennien = 2. [ % 1;— w ausgeflihrt werden. Hierbei gibt w die Ausfihrungszeit fur die
i=0 ‘
Svnchronisations-Direktiven an, welche bei sequentieller Ausfuhrung wegfillt.

Fr den Speedup S(k} gilt in diesem Falle:

iXh—w
Tsequenrie]l i=0

S(k) = = <k

Tparallel L
2
i=0

Man erkennt alse, daBl durch Wartezeit und Ausfithrungszeit der Syn-

chronisations-Direktiven der Speedup vermindert wird.

Um obige Nachteile zu umgehen, wurden asynchrone Algorithmen entwickelt, in denen

““Wartezeiten ‘und ‘Ausfuhrungszeiten der Synchronisations-Direktiven weitgehend ver-

-mieden werden. -
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3.3 Asynchrone Algorithmen

Asynchrone parallele Algorithmen lassen sich allgemein durch folgende Merkmale cha-
rakterisieren:

Kommunikation findet nach jeder Stufe eines Prozesses durch Lesen und Schreiben von
globalen Variablen statt, die allen Prozessen zugénglich sind. Danach fithrt jeder Prozefl
seine Berechnungen, abhédngig von den aktuelien Werten einiger giobaler Varnablen, aber
unabhingig von allen anderen Prozessen, weiter fort, oder er wird beendet. Da die
Prozesse unabhéingig voneinander ithre Berechnungen durchfihren, miissen zu keiner
Zeit Prozesse auf andere Prozesse warten, wodurch keine Wartezeiten entstehen. In
einem asyvnchronen Algorithmus werden die Prozesse nicht zeitlich koordiniert, d.h. es
findet kemne Synchromsation der Prozesse statt, so daBl auch keine Syn-

chronisations-Direktiven erforderlich sind.

Allerdings werden zur Garantie des gegenseitigen Ausschlusses beim Schreiben von glo-
balen Variablen kritische Abschnitie benétigt, so dafl in diesem Fall Wartezeiten an-

fallen, jedoch in einem sehr viel geringeren Mafe als bei svnchronen Algorithmen.

Im folgenden wird als Beispiel ein asynchroner Algorithmus mit zwel Prozessen be-
schrieben, der eine Nullstelle einer monoton wachsenden, stetigen Funktion findet, wel-
che auf dem Intervall [0,n] definiert ist, Dabei wird die Existenz genau einer Nullstelie
der Funktion im Intervall vorausgesetzt.

In dem Algorithmus gibt es zwei gemeinsame Variablen: UG und OG, die jeweils die
Werte der aktuellen unteren und oberen Grenzen desjenigen Intervalls enthalten, welches
noch zu untersuchen ist. In folgender Abbildung ist die -Ausgangssituation des

Algorithmus auf dem Intervall dargestellt.

UG _ ' 0G

| ] I I
i

3 ! !
0 PCS1 ©  POSZ. . . .n.

Der Algorithmus geht so vor, dafl dic Prozesse Pi die Funktion an der Position i
(POSi i=1,2) auswerten und in Abhingigkeit davon die gemeinsamen Variablen UG

und OG aktualisieren. Beispiel 2 stellt die Pseudocode-Notation des Algorithmus dar.
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shared variables : UG,0G,X

uc =0
OG = n
X =-1
POS1 = n/3
PGS2 = 2*%n/3
cobegin
process P, : while (X < 0) do
begin
if f£{P0OSi) = 0 then X = POSi
if £(P0OSi) < 0 then UG = POSi
if £(P0Si) > 0 then 0G = POSi
POSi = (0G-UG)/2-
end
coend

Beispiel 2: Asynchroner Algorithmus

Auf die Verwendung von kritischen Abschnitten wurde in diesern Beispiel der Ubersicht
halber verzichtet. |

Man erkennt, daf in einer Jteration der While-Schleife sich jeweils eine Stufe eines Pro-
zesses P, befindet. Im Beispiel wird auch deutlich, daB P, und P2 fir ihre Berechnungen
von POS1 bzw. POS2 immer die zu diesem Zeitpunkt aktuellsten Werte fur UG und OG
benutzen, ohne aufeinander zu warten. Die beiden Prozesse arbeiten ganz unab_héingig

voneinander, und es wird Keinerlei Synchronisation verwendet.

Wihrend der Ausfihrung des obigen Algorithmus kann es allerdings vorkommen, daB
beide Prozesse die Funktion an der selben Position auswerten, oder daB ein Prozel3 an
einer Stelle im Intervall auswertet, welche schon vom anderen ProzeB als jenseits der
Grenzen liegend erkannt wurde. Es konnen also iiberflissige Berechnungen ausgefithrt
werden, die durch Synchronisation vermeidbar wéren.

Diese Tatsache stellt eine typische Eigenschaft von asynchronen Algorithmen dar, die
die Leistungsfihigkeit negativ beeinfluit. In vielen Féllen Gbertrifft jedoch die Zeit, die
durch Wegfall des Synchronisations-Overhead eingespart wird, diejenige Zeit, welche

durch tiberflissige Berechnungen verbraucht wird, -

Vor allem bei iterativen asynchronen Algorithmen wird dies deutlich, so dafl in der
Klasse der iterativen Algorithmen gute Ergebnisse mit Asynchronitét erzielt werden. Das

nichste Kapitel beschaftigt sich deshalb mit iterativen parallelen Algorithmen.




3.4 Iterative parallele Algorithmen

Viele numerische Probleme werden in der Praxis iterativ gelost. lterative Methoden ge-
hen so vor, daB schrittweise von mehreren Startwerten ausgehend eine Folge von Werten
{(x(1),x(2), ... ) erzeugt wird, die gegen eine Lésung des Problems x,,, konvergiert. Ein
Iterationsschritt beschreibt dabei den Ubergang von x(r — 1) zu x{1), {1 € N).

Ein aligemeines Iterationsmodell stellt sich folgendermafien dar:
x(y=f(x(r—1),...,x(t —d)) (lsd<y) (3.1

Hierbei gibt f die Iterationsfunktion an, die vorschreibt, wie der lterationsschritt durch-
zufiihren ist und x,p, flir das gilt x,p, = [ (x,p,), 18t ein Fixpunkt.
Beispielsweise lautet die Iterationsvorschrift beim Newton-Verfahren zur Bestimmung

einer Nullstelle einer Funktion g:

gl = 1) | )

.X([)=x([—1)—m

Paralielismus kann man In iteraltiven Algorithmen durch Aufteilung der
Iterationsfunktion auf mehrere Prozesse erreichen. Ein Iterationsschritt wird dann je-
weils von mehreren Prozessen gleichzeitig in einer Schleifeniteration durchgefiihrt. Bei-
spielsweise kann diese Aufteilung komponentenweise geschehen, wenn x ein n-

dimensionaler Vektor ist, /:R" — R" und n Prozesse vorhanden sind. Dann stellt sich

obiges Iterationsmodeli mit 4 =1 wie folgt dar:
x (D) =fila(=1), .. x,(t— 1)) (i=1,...0, 0 R-R. =0 ... (33

In diesem Fall aktualisiert der i-te ProzeR die i-te Komponente von x nach obiger Vor-

schrift. Dabei werden in jedem Iterationsschritt alle Ergebnisse von allen Prozessen der

vorherigen Iteration benotigt.

Beispielsweise weist eine iterative Methode zur Losung linearer Gleichungssysteme die

folgende allgemeine Form auf:
x{)=Axx{t—1)+b (x,peR", AcR"*"), (3.4)
und deren komponentenweise Darstellung sieht folgendermaflen aus:
n
W)=Y ax—D+b (@)= 4) (3.5)

j=
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3.4.1 Synchrone iterative Algorithmen

Wenn in einem iterativen paralielen Algorithmus am Ende eines jeden Iterationsschrittes
eine Svnchronisation aller Prozesse erfolgt, so handelt es sich um einen svnchronen
iterativen Algorithmus. Durch die Svnchronisation wird erreicht, daf alle Teilergebnisse
der einzelnen Prozesse aufgesammelt werden, bevor der nédchste Iterationsschritt begin-
nen kann. Diese Vorgehensweise erzeugt die gleiche Iterationssequenz, wie beim ent-
sprechenden sequentiellen iterativen Algorithmus.

Da alle Prozesse ihre Iteration beendet haben miissen, bevor irgendein ProzeB die
néchste Iteration beginnen kann, wird die Zeit, die ein [terationsschritt benétigt, durch
den langsamsten Prozefl festgelegt. Beim Beispiel des Newton-Verfahrens wird dies
deutlich, wenn man die Iterationsfunktion aufl zwei Prozesse aufteilt und den

Algorithmus wie in Beispiel 3 gestaltet.

shared variable : Z
semaphor : §
$=0
cobegin
process P; : for i=0 until cond do
begin
Y = g(X)
P(8)
X=X-Y/2
end
process P, : for i=0 until cond do
begin
Z = g'(X)
V(5)
end
coend

Beispiel 3: Synchrones Newton-Verfahren

Hier flihrt PI die Berechnung von g(x) und x aus, wihrend P2 g'(x) berechnet. Cond ist
in diesem Algorithmus eine boolesche Variable, die eine Bedingung fiir den Abbruch der
Iteration darstellt.

‘In der Regel erfordert eine Auswertung der ersten Ableitung von g, etwa durch
numerische Approximation, wesentlich mehr Schritte als eine Auswertung von g selbst.
In Abb. 1 ist ein mogliches Zeitverhalten des Algorithmus dargestellt.
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Abb. 1. Zeitverhalten beim synchronen Newton-Verfahren

In diesem Beispiel sind die Lasten also sehr unterschiedlich auf die beiden Prozesse ver-
teilt, so daB P1 und P2 hiufig blockiert sind. Svnchrone iterative Algorithmen kénnen
somit nur dann leistungsfiihig sein, wenn die Iterationsfunktion in gleichkomplexe Teile
auf die Prozesse verteilt wird.

Insbesondere bei vielen Iterationsschritten wird der Einfluf des Synchronisa-
tions-Overhead auf das Zeitverhalten des Algorithmus sehr grof3.

AuBerdem treten bei synchronen iterativen Algorithmen haufig Speicherkonflikte auf,
weil oft alle Prozesse in jedem lterationsschritt zur gleichen Zeit auf die gleichen Varia-

blen zugreifen. Hierdurch wird zusdtzlicher Zettverbrauch verursacht.

3.4.2 Asynchrone iterative Algorithmen

Um den Synchronisations-Overhead zu vermeiden, wird bei asynchronen iterativen Al-
gorithmen auf die Synchronisation am Ende eines jeden Iterationsschrittes verzichtet, so
daf} alle Prozesse ihre Berechnungen zeitlich unabhingig voneinander, auf den ihnen

gerade zur Verfigung siechenden Werten basierend, ausfihren.

Baudet [Bau,78] fiihrte ein allgemeines asynchrones lterationsmodell ein, das auf dem
Modell der :'_'Cha_on'schen Relaxation von Chazan und Miranker [C&M,69] beruht. Da
"dieses Modeli die "Vorgehensweise von asynchronen, iterativen Algorithmen darstellt,
“wird es an dieser Stelle vorgestellt und anschlieBend erldutert.

.'-'Demnach :ist--.e.ine allgemeine asvnchrone Iteration eine Folge von Vektoren aus. R"

(.r_(O),x(l), ... ), die nach folgender Vorschrift gebildet wird:
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x;(i—1) fallsi¢ T,
x ()= { : (3.6)
Sxi(SiD), o xn(Su(D))) fallsie T,

Wobel (7;]r=1,2,...) eine unendliche Folge von Teilmengen von {1,..,r} und
((S1(0), ... ,S(0) | 1= 1,2, ...) eine unendliche Folge tiber (N y {0})" ist.
Zusitzlich miissen in diesern Model! folgende drei Bedingungen fur alle i=1,....n erfullt

sein:

(a}) S{<r—1 ,1=12,..
{b) Ilim S{H)=co
{c} i erscheint unendlich oft in den Mengen der Folge (7;1r=1,2,...)

Durch r= 1,2, ... wird eine Folge von Zeiipunkten T, aufgezdhit, zu denen Berechnungen
von Komponenten von x stattfinden, und die nicht unbedingt zeitlich dquidistant zu-
einander liegen milssen. Hierbei bezeichnen die Elemente / einer Menge 7T, diejenigen
Komponenten x, von x, die zum t-ten Zeitpunkt 7, neu berechnet werden. Die Folge
(S:(n), ..., §,(1)) gibt dabei an, von welchen Zeitpunkten die Werte der Komponenten von
x stammen, die in die Berechnung von x, eingehen. '
Bedingung (a) sagt also aus, daBl diesc Werte nur aus Zeitpunkten stammen durfen, die
vor dem t-ten Zeitpunkt T, liegen. ' | |
Bedingung (b} verlangt, daB im Laufe der Berechnungszeit immer aktuellere Werte der
Komponenten zur Berechnung hinzugezogen werden miissen. Dies bedeutet, daly zu alte
Werte irgendwann nicht mehr benutzt werden diirfen.

In Bedingung (c) wird gefordert, dafl jede Komponente unendlich oft aktualisiert wird.

D.h. insbesondere, daB keine Komponente von den Berechnungen ausgeschlossen wird.

Ein paralieler A]gorithmus, welcher auf diesem asynchronen Iterationsmodell beruht,
geht so vor, daB ein ProzeB, der zu einem Zeitpunkt T, gerade keiﬁe Komponente bear-
beitet, die Berechnung der Komponenten x, fir /e T, beginnt, Der Vektor x stellt 1m
Algorithmus eine Menge von gemeinsamen Variablen dar. Die Zeitpunkte 7, und die
“Werte fiir-Si{r) sind nicht von vorneherein bekannt und ergeben sich erst bei der Aus-
' -'ﬁihruz_}g des Algorithmus. Jede Festlegung von vorneherein wiirde hier eine Synchroni-
sation erfordern. Die Mengen 7, sind insofern durch einen Algon’thmus festlegbar, als
angeben wird, wie die gemeinsamen Variablen auf die Prozesse zu verteilen sind. Allcr-
-ﬂings ist die zeitliche Reihenfolge der Mengen T, nichtdeterministisch, weil die Dauer.der

Berechnungen variieren kann. '
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Zur Veranschaulichung ist in folgender Abbildung ein mégliches Zeitverhalten bei der

Berechnung von drei Komponenten in einem Mehrprozessorsystem dargestellt:
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Abb, 2. Zeitliches Verhalten zweier Prozesse im Mehrprozessorsysiem

Dargestellt sind die Speicherpldtze der Komponenten x; x; und x;, sowie die Aktionen
Lesen, Berechnen und Schreiben einer Komponente der Prozesse P1 und P:2 1m zeithchen
Ablauf. Hier gilt beispielsweise 1 e Ty, weil zum vierten Zeitpunkt i = 10 mit der
Aktualisierung von x; begonnen wird. Sl(«i%)= 1, denn der Wert von x|, der in die Be-
rechnung eingeht, stammt vom Zeitpunkt T, = 1. Ebenso gilt: 52(4)= 2 und 83{4)=0,

da x; zum vierten Zeitpunkt noch keinmal aktualisiert wurde.

Die Differenz D;=1— S${r) kann man somit als Kommunikalions-.Verzé'gerung bezeich-
nen, denn sie gibt an, um wieviele Zeitpunkte die Berechnung des benutzten Wertes der
Komponente x, zuriickliegt.

Das Verzichten auf Svnchronisation hat den Effekt, daf$ die Prozesse in asynchronen
Algorithmen mehr Iterationen in der gleichen Zeit durchflihren kénnen, weil sie nicht
angewiesen sind, auf die neuesten Ergebnisse der anderen Prozesse zu warten. Aufler-
“dem bewirken eine ungleiche Lastverteilung und Schwankungen- in der ProzeBausfith-

rungszeit bet asvnchroner Vorgehensweise keine Wartezeiten.
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DDa bet asynchronen iterativen Algorithmen die Aktualisierung der einzelnen Kompo-
nenten zu verschieden Zeitpunkien und in variabler Reihenfolge erfolgen kann, wird
allgemein eine andere Iterationsseguenz erzeugt, als diejenige eines entsprechenden
sequentiellen Algorithmus. In der Regel erzeugen sogar zwei Durchldufe des gleichen
asvnchronen Algorithmus zwel verschiedene Iterationsfoigen. Zudem treten wenig
Speicherkonflikte auf, da der Zugriff der Prozesse auf die gemeinsamen Variablen meist
zeitverschoben geschieht.

Eine weitere Tatsache ist, dafl in asynchronen Algorithmen zwar mehr Iterationen pro
Zeit als bel synchronen Algorithmen durchgefihrt werden, die jedoch nicht unbedingt
alle optimal zur Problemlidsung beitragen, weil sie nicht auf den aktuellsten Werten be-

ruhen.

Obige Sachverhalte tragen mit dazu bei, dall asvnchrone Algorithmen in Bezug auf das
Zeitverhalten, aber auch insbesondere im Hinblick auf Konvergenzeigenschaften schwer
zu analysieren sind. Untersuchungen etwa in [T&B,89] zeigen, dal} asynchrone Algo-
rithmen, die auf Modell (3.6) beruhen, oft genau dann konvergieren, wenn die entspre-
chende sequentielle Iterationsmethode konvergiert, und dann auch zu emner schnelleren
Problemlodsung fithren.

Im Rahmen dieser Arbeit soll jedoch nicht nidher auf Konvergenz und Konvergenz-
geschwindigkeit eingegangen werden, weil hier die Implementierung und das Zeitverhal-
ten von Algorithmen auf einem Mehrprozessorsystem im Vordergrund stehen. Fir ge-
nauere Betrachtungen des Konvergenzverhaltens von synchronen und asvnchronen
iterativen Algorithmen sei deshalb an dieser Stelle auf [Bau,78] oder [T&B,89] ver-

wiesen.

3.4.3 Eirfache asynchrone iiterative Algorithmen

In den vorigen Abschnitten wurde die Iterationsfunktion auf mehrere Prozesse aufge-
teilt, um eine parallele Ausfuhrung zu erhalten. Falls aber die Aufteilung der
Iterationsfunktion schwierig oder nicht moglich ist, kann man mehreren Prozessen die
_.Bgrechnung der gesamten lterationsfunktion zuweisen, um eine parallele Ausfihrung zu
”'é_r_hal_ten. Wenn dabei die einzelnen Prozesse immer mit den gerade zur Verfigung ste-
:he_n_We__rten der gemeinsamen Variablen rechnen, entstehen einfache asynchione iterative

| Algorithmen, die folgende aligemeine Form in Pseudocode-Notation aufweisen:




shared variable X
cobegin
ProzeB Pi : while not cond deo
begin
X = £(X)
end

coend

Durch obige Vorgehensweise werden Schwankungen in der Prozeflausfiuhrungszeit aus-

genutzt, wie man in folgender Abbildung erkennen kann:

P, [x(1) X(2) Ix(alxs)x)y x| -

2

Pl xt) ax@] x@ | xo) -

Abb. 3. Zeitverhalten bei einfachen asynchronen iterativen Algorithmen

Dargestellt ist ein mdgliches Zeitverhalten bei der Berechnung der Iterationsvorschrift
x(1) =f{(x(r — 1)) mit zwei Prozessen. Da die Berechnung der zweiten Iteration x(2) von
P} erst dann abgeschlossen ist, wenn P2 schon x(3) beendet hat, basiert die niichste
Iteration von P1 auf dem Wert von x(3). Dies hat zur Folge, da3 die vierte Iteration
begonnen {x'ird, d.h. ein Iterationsschritt wird tibersprungen. Einfache asynchrone Al-
gorithmen profitieren also davon, daB ein ProzeR Iterationsschritte Uberspringt, wenn
ein anderer ProzeB schon spitere Iterationsschritte berechnet hat. Zwar werden viele
Iterationsschritte von mehreren Prozessen bearbeitet, trotzdem kann aber eine Be-
schleunigung erreicht werden. In Abb. 3 ist etwa der siebte Tterationsschritt von P2

schon nach finf Auswertungsschritten bearbeitet. . .

Zur Bewertung von einfachen asynchronen Algorithmen ist 2u sagen, _daB ein Yorteil ihre
generelle Anwendbarkeit ist. Die Aufteilung der Iterationsfunktion und ihre Zuteilﬁng
auf die Prozesse wird dem Anwender abgenommen. Da jedoch viele lterationsschritte
mehrfach berechnet werden, ist der Speedup, der mit dieser Vorgehensweise zu erreichen
ist, nach oben sehr begrenzt, so daB keine bedeutende Besch]eunigung der Ausfiih-
_"rungszeit erwartet werden kann. - Eine genaue Untersuchung von éin_faéhen asynchronen

“Algorithmen und ihrer Leistungsfdhigkeit findet sich in [BBK,80].
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3.4.4 (Gegeniibersteilung

In folgender Tabelle sind zusammenfassend die Merkmale von synchronen und asyn-

chronen Algorithmen gegeniibergestellt.

Synchrone Algorithmen Asynchrone Algorithmen
Ausfuhrungszeit fir keine Synchronisation notwendig
Synchronisations- Direktiven (evtl. kritische Abschnitte)
Wartezeit auf Ereignisse kein Warten auf Ereignisse
gleiche Iterationsfolge wie beim bel jeder Ausfihrung
entspr. sequentiellen Algorithmus verschiedene Iterationsfolge moglich
gleiche Anzahl von Iterationsschritten evtl. {iberfliissige und nicht optimal
bis zur Konvergenz zur Problemlésung beitragende
wie beim sequentiellen Algorithmus Iterationsschritte
Speicherkonflikte, da Zugriff wenig Speicherkonflikte, da- Zugriff
auf gemeinsame Variablen zu gleicher Zeit auf gemeinsame Variablen zeitverschoben
Implementierung i.a. nicht einfach, i.a. einfach zu implementieren,
weil Synchronisation beachtet werden mull da keine Synchronisation
Konvergenz- und Zeitverhalten Konvergenz- und Zeitverhalten
einfach zu analysieren 1.a. schwierig zu analysieren

Tab. ‘1. = Gegeniiberstellung: synchrone/asynchrone Algorithmen

Bei der Implementierung von synchronen und asynchronen Algorithmen im Rahmen
dieser Arbeit wird gemessen, in welchem AusmaB das Zusammenwirken obiger Merk-

male das Zeitverhalten der Algorithmen beeinflufit.

3.4.5 Semi-asynchrone iterative Algorithmen.

In den vorigen Abschnitten wurden Vor- und Nachteile von synchronen und asyn-
chronen Algorithmen dargelegt. Semi- asynchrone iterative Algorithmen bilden einen
Komprormﬁ beider Formen, um rnoghchst deren vorteilhafte ’\/Ierkmale ZU nutzen.

Semi- asynchrone Algomhmen Wurden in zwel. Ansatzen ent\mckelt die hler vorgesteilt

we_r_den

Der-erste Ansatz geht so vor, dafl Bedingung (a) aus dem asvnchronen lterationsmodell
"-(3.6) durch eine Bedingung (a'): 1— B< S{1) <r—1 ersetzt wird, mit ' < B<1. ‘Bedin-

gung (a’) sagt also aus, daf} in die Berechnung emner Komponente X, nur Werte von




Komponenten x, eingehen, die frithestens von B Zeitpunkten vor dem t-ten Zeitpunkt
stammen diirfen. Durch die Ersetzung der Bedingung (a) durch (a’) wird es leichter
moglich, Eigenschaften beziiglich der Konvergenz von vorneherein zu erkennen. In
[T&B,89] werden diese Algorithmen als parriell asynchrone Algorithmen bezeichnet und
deren Konvergenzverhalten analysiert im Vergleich zu den rcial asynchronen
Algorithmen, die durch Modell (3.6) widergespiegelt werden.

Um Bedingung (a’) in einem Algorithmus zu gewidhrleisten, muf} eine Synchronisation
der Prozesse vorgenommen werden, denn gegebenenfalls mul} gewartet werden, bis einige
Komponenten oft genug aktualisiert worden sind.

Der Wert von B gibt den Grad der Synchronisation des Algorithmus an. Wenn giit
B=1, dann handelt es sich um einen synchronen Aigorithmus, denn bei jedem
Iterationsschritt gehen die Werte aus der vorigen Iteration ein. Fir B=r ist das asyn-
chrone Iterationsmodell {3.6) erfllit.

Der Synchronisations-Overhead, der durch semi-asvnchrone Algorithmen verursacht

wird, liegt also zwischen dem von synchronen und asynchronen Algorithmen.

Der zweite Ansatz fir semi-asynchrone Algorithmen entstand aus der Tatsache heraus,
daBl in manchen Algorithmen die gemeinsamen Variablen nicht gleichzeitig aktualisiert
werden konnen, weil sie voneinander abhidngen, und damit nur in einer bestimmten
Reihenfolge berechnet werden konnen. Diese Abhingigkeit tritt zum Beispiel beim
Gauf-Seidel-Verfahren auf, welches im nichsten Kapitel vorgestellt wird. Allerdings
besteht die Abhéngigkeit oft nur insofern, als Komponenten der gemeinsamen Varia-
blen, deren Indizes sich um einen Wert d> 0 unterscheiden, unabhéngig voneinander
sind. Dies kann man in einem semi-asvnchronen Algorithmus ausnutzen, wo die Be-
rechnung der Komponenten auf mehrere Prozesse verteilt wird. Jedoch wird durch Svn-
chronisation sichergestellt, dafl niemals Komponenten, deren Indizes sich um weniger
als d unterscheiden, gleichzeitig berechnet werden. Durch diese Vorgehensweise erreicht
man also trotz der Abhingigkeiten zwischen den gemeinsamen Variablen eine parallele
Ausflhrbarkeit. Dabei ist der zu erwartende Synchronisations-Overhead geringer als bei
synchronen Algorithmen, weil voneinander unabhingige Variablen asynchron berechnet

werden.

Die Hauptmerkmale von semi-asynchronen iterativen Algorithmen lassen sich wie folgt

zusaminenfassen:

¢ Svnchronisation in geringem Mafle, so dall kein allzu grofier Synchronisa-

tons-Overhead anfillt
e Erzwingung von erwiinschten Eigenschaften durch Synchronisation
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4.0 Tterative Verfahren zur Lésung von Gleichungssystemen

Gleichungssysteme ergeben sich aus Problemen der Wissenschaft und Technik. Bei-
spiclsweise treten sie bei der Diskretisierung von Randwertproblemen auf, wobe
Differentialgleichungen in Gleichungssysteme iiberfithrt werden, welche man dann nut
bekannten Methoden aus der Numerik l6sen kann, Einige dieser Methoden zur Losung

linearer wie auch nichtlinearer Gleichungssysteme werden im folgenden vorgestellt.

4.1 Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

Ist A =(ay) eine reelle » x n Matrix und b ein n-dimensionaler reeiler Vektor, so stellt

sich ein lineares Gleichungssystem folgendermalien dar:
Ax=1b {(4.1)

Ein n-elementige Vektor x, fiir den Gleichung (4.1) erfullt ist, heiit eine Losung des li-
nearen Gleichungssystems. Der Lésungsvektor x existiert und ist eindeutig, genau dann,
wenn A eine nichtsinguldre Matrix ist. Explizit [a8¢ sich x dann mut x = A4~ 1h darstellen,
wobei 47! die zu A inverse Matrix ist. Im folgenden sei die Regularitdt der Matrix 4
immer vorausgesetzt.

Die Berechnung der Losung x mittels eines direkten Verfahrens, wie etwa der Gaul-
Elimination oder dem Cholesky-Verfahren, erfordert in der Regel zwar weniger Rechen-
aufwand als das Finden der Losung x durch iterative Methoden. Jedoch bei grofien und
schwach besetzien Matrizen sind die iterativen Methoden den direkten Methoden oft

iiberlegen, sofern sie iberhaupt konvergieren.

Wie schon in Abschnitt 3.4 dargelegt, werden die Komponenten des Vektors x nach emer
Iterationsvorschrift aktualisiert. Diese Iterationsvorschrift erhilt man bei linearen Glei-

chungssystemen aus der komponentenweisen Darstellung von (4.1):

D ayxm=tb (1<i<n) @.2)

=1

durch Aufldésen nach x;, flir alle 1 <7< n, falls gy # O:

“Auf dieser Grundlage wurden verschiedene Iterationsverfahren entwickelt, die an dieser

Stelle genauer betrachtet werden.
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4.1.1 Jacobi-Verfahren

Die Iterationsvorschrift des Jacobi-Verfahrens fur den Schritt 7 lautet wie folgt:

X {0 = ‘"51‘ [Zﬁ x(r—1)— b:'] (4.4)

IEY;

Beim Jacobi-Verfahren werden in jedem Iterationsschritt die Werte aller Komponenten
der vorigen Iteration zur Berechnung einer Komponente x; bendtigt, weshalb dieses
Verfahren auch als Gesamischrittverfahren bezeichnet wird. Ein Nachteil des Jacobi-
Verfahrens 1st, daf} der Vektor x immer zweifach gespeichert werden mu8, da jeweils die

Werte der aktuellen und der vorigen iteration von x bendtigt werden.

4.1.2 Gaub-Seidel-Verfahren

Um eine schnellere Konvergenz als beim Jacobi-Verfahren zu erzielen, nutzt das GaulB-
Seidel-Verfahren die Tatsache aus, daB zum Zeitpunkt der Berechnung emner Kompo-
nente x;(f) fir j </ schon die Werte von x;(f) der aktuellen Iteration vorhanden sind.

Die Iterationsfunktion fir das GauB-Seidel Verfahren ergibt sich damit zu:

i—1 n

5= = | D apm0+ Y apx—1)- b @.5)

j=1 j=i41

Bei dieser Vorgehensweise bendtigt man nur eine Speicherung des Vektors x, in der im-
mer die neuesten Werte der Komponenten enthalten sind. Allerdings erfordert dieses
Verfahren eine streng sequentielle Abarbeitungsreihenfolge, weshalb es Einzelschrirtver-
fahren genannt wird. |

Die notwendige sequentielle Bearbeitungsreihenfolge beim GaulB-Seidel-Verfahren ver-
bietet deshalb eine parallele Berechnung der Komponenten, die hingegen beim Jacobi-
Verfahren leicht realisierbar ist, da die Komponenten jeder Iteration in beliebiger Rei-

henfolge berechnet werden kénnen.

4,1.3 Relaxationsverfahren

Eine schnellere Konvergenz als in den beiden vorigen Verfahren wird mit Relaxations-
verfahren erreicht, die durch Einfihrung eines Relaxationsparameters @ aus dem
- Jacobi-Verfahren oder dem Gaul-Seidel-Verfahren entstehen. In diesen Verfahren wird
| “jede Komponente x(r) aus einem gewichtetem Mittel der Werte der Komponenten. aus

- der vorigen und der aktuellen Iteration wie folgt gebildet:-




x=(0—-w)x(t—1)+o0x()

Hierbei wird x{1} nach der Iterationsvorschrift des Jacobi-Verfahrens (4.4) oder des

GaubB-Seidel-Verfahrens (4.5) berechnet.

Eingesetzt ergibt sich folgende Berechnungsvorschrift fiir die Veraligemeinerung des

Jacobi-Verfahrens:

xi(r)=(l—-m)xi(t—lj——c%l:Zagjxj(f—i)— b{' (4.6)
J#Ei
Die Verallgemeinerung des Gaunfl-Seidel-Verfahrens, welche auch SOR-Methode

(successive overrelaxation method) genannt wird, hat folgende Berechnungsvorschrift:

ji=1 j=i+

i—1 n
xf(z)=(1—w)x,-(f—1)—%[Zaijxj(z)+ > ayxi=1)- bi} 47

Fiir w = 1 ergeben sich die urspriinglichen Verfahren [Var,62].

4.2 Konvergenz der Verfahren

Die oben betrachteten Verfahren zur Loésung von linearen Gleichungssystemen
konvergieren nur gegen die Losung x, wenn die Matrix 4 gewissen Bedingungen geniigrt.
Zur Veranschaulichung wird die Matrix 4 in drei Teilmatrizen aufgeteilt, so dal
A=D—L—U, wobei D die Diagonalelemente von A enthilt, sowie -L und -U jewells
diejenigen Elemente von A4 besitzen, die unter bzw. Uber der Diagonalen hegen. Mit
dieser Aufteilung kann z.B. die Berechnungsvorschrift des Jacobi-Verfahrens nun in

Matrix-Notation wic folgt geschrieben werden:
x(=DY L+ U)x(t-1+ D7

Diese Schreibweise kann fiir alle oben vorgestellten Verfahren einfiihrt werden, so daf3
man eine allgemeine Form x{z) = Gx{r — 1) + g erhdlt, wobei die Matrix G und der
Vekior g fiir jedes Verfahren verschieden sind.

‘Beispielsweise 1st G = (D — wl)'[(1 — w) D +«U] fiir die SOR-Methode. Die Matrix
G wird auch Irerationsmatrix genannt.

~Es lafit sich nun folgender ‘Satz iiber die Konvergenz -der hier betrachteten Verfahren

formulieren:
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Satz 4.I: Die Methoden (4.4) bis (4.7) konvergieren genau dann gegen die Losung x,
wenn fir die jeweilige [terationsmatrix G gilt: p(G) < L

Der Beweis des Satzes ist in [Var,62] nachzulesen. p(G) bezeichnet den Spekiralradius
der Matrix G, der gleich dem Betrag des betragsgrofiten Eigenwerts der Iterationsmatrix
1st. Es gilt allgemein, dal} ein Iterationsverfahren um so schneller gegen die Ldsung
konvergiert, je kleiner p(G) ist.

Fir den Relaxationsparameter o kann man aus Satz 4.1 fur die Relaxationsverfahren

schlieBen, dal sie nur fir Werte 0 < @ < 2 konvergieren.

4.3 Matrizen mit Property A

Da von den oben vorgestellten Verfahren mit der SOR-Methode die schnellste
Konvergenz erzielt wird, soll im folgenden auf dieses Verfahren ndher eingegangen wer-
den.

Wie weiter oben schon erwdhnt, ist es notwendig, die Komponenten beim Gaul3-Seidel-
Verfahren, wie auch bei der SOR-Methode, in sequentieller Reihenfolge zu bearbeiten.
Das verbietet eine paraliele Ausfiihrung dieser Methoden. Um trotzdem die gute Kon-
vergenzgeschwindigkeit der SOR-Methode auch bei paralleler Ausfithrung zu nutzen,
kann man Matrizen betrachien, die die sogenannte properiy A besitzen, welche von

Young [You,71] eingefiihrt wurde.

Def:. © - Eine Matrix 4 der Ordnung n besitzt properiy A, falls zwei disjunkte Teilmengen
S, und S, von {1, ... ,n} existieren mit S, U S, = {1, ... ,n}, so daB} fur beliebige
i,j €{l,..,n} miti#jund entweder q; # 0 oder g; # 0 gilt:
ieS;undje S, oderie S, undje S,

Beispielsweise besitzt untenstehende Matrix property A, denn die Indizes lassen sich auf

zwei disjunkte Mengen vertetlen:

4-1 0 1
-1 4-1 0
0-—-1 4-1
1 0-1 4

{1!3} € Sl s {214} € SQ

"'-Wendet man die SOR-Methode auf Gleichungssysteme mit Matrizen an, die property
A besitzen, so verwenden die Berechnungsvorschriften fiir die Komponenten, deren
+Indizes in der einen Menge sind, nur diejenigen Komponenten, deren Indizes in der an-

deren Menge sind. Komponenten, deren Indizes in einer Menge sind, konnen also un-
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abhingig voneinander und dadurch in beliebiger Reihenfolge berechnet werden. Eine

parallele Berechnung ist damit méglich.

Fur Matrizen mit property A gibt es einen optimalen Relaxationsparameter w,,, fiir den
die SOR-Methode am schnellsten konvergiert, d.h. fiir den p(G) = 0 den kleinsten Wert
annimmt. Eine weitere vorteithafte Eigenschaft dieser Matrizen mit property A ist, dafi,
falls die Eigenwerte von DL + U) reell sind, dieser optimale Parameter explizit ange-

geben werden kann:

2
1+ /1 - DL+ 1))

Wop; =

Beispielsweise entstehen bei der Diskretisierung von elliptischen Randwertproblemen

Gleichungssysteme mit Matrizen, die property A besitzen.

4.4 Das Newton-Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme

Nichtlineare Gleichungssysteme entstehen u.a. bei der numerischen Lésung von nichthi-
nearen Randwertproblemen durch Differenzenverfahren oder mit der Methode der
finiten Elemente.

Im Gegensatz zu den linearen Gleichungssystemen gibt es kaum direkte Verfahren zur
Lésung von nichtlinearen Gleichungssystemen, so daf die iterativen Methoden hier eine
gréBere Bedeutung einnehmen. Allerdings bergen die iterativen Methoden die Schwie-
rigkeit, dafl die Konvergenz der Verfahren meist nur in einer bestimmten Umgebung
einer Losung gewihrleistet ist. Da aullerdem bei nichtlinearen Gleichungssystemen in
der Regel mehrere Ldsungen existieren, besteht die Gefahr, dafl das Verfahren gegen eine
andere Losung als die gewiinschte konvergiert. Dadurch stellt sich zusdtzlich die Auf-
gabe, eine gute Ausgangsndherung zu finden, bevor mit der Losung des Gleichungssy-

stems begonnen werden kann.

Das Problem ist die Bestimmung einer Nullstelle x~ ¢ R” einer nichtlinearen Funktion

=, ) BcR"> R". Dies bedeutet, dal3 folgendes nichtlineare System von

Gleichungen zu 16sen ist:

ﬁ (xl PIRLE 9-xn) = 0
4.8)

Jalxrs o xp) = 0
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Fiir den eindimensionalen Fall /: B R — R, mit f differenzierbar, lauter die Berech-

nungsvorschrift des Newton-Verfahrens wie folgt:

S — 1) (4.9)

x([) :x(l— 1) —m

Ubertragen auf den mehrdimensionalen Fall ergibt sich folgende Berechnungsvorschrift
fur das allgemeine Newton-Verfahren zur Lésung von nichtlinearen Gleichungs-

systemen, wobei alle f; (x{r — 1)) differenzierbar sein mussen:
x(1) = x(t = 1) = [Df (x(z = )] f (x(r - 1)) (4.10)

Hierbei gibt Df(x) die Funktionalmairix zu f an, die auch als Jacobi-Matrix bezeichnet

wird und wie folgt gebildet wird:

an af
dx, éx,,
Df(x) = : .
afn fn
gx 1 0T ﬁx,i

Fir die Anwendung des allgemeinen Newton-Verfahrens mufl die Regularitdt der
Jacobi-Matrix vorausgesetzt werden.

(Geometrisch kann man einen Iterationsschritt des Newton-Verfahrens von x(r — 1) nach
x{1) interpretieren, indem jede Funktion f;:R"— R durch eine Hyperebene

V/i (x(t = 1))(x — x(t — 1)) + f; (x{z ~ 1)) approximiert wird, die f; am Punkt x(r — 1} tan-

giert. ..
o &N _ : : .
Vii(x)= (? e A gibt hierbei den Gradienten einer Funktion f; an einer Stelle
i n
xan.’

x(7) ergibt sich dann als Schnittpunkt im R"*' der » Hyperebenen fur f;, i=1,...,n,
mit der Hyperebene, die durch x, . , = 0 festgelegt ist.

Fiir die praktische Anwendung von (4.10) ist es erforderlich, zu jeder Ndherungslésung
x(r) die Funktionalmatrix zu invertieren. Um den damit verbundenen hohen Rechen-
aufwand zu vermeiden, multipliziert man beide Seiten der Gleichung (4.10} mit

Df (x(r — 1)) und erhalt folgendes Gleichungssystem:
Df (x(1 = D) x(5) = Df (x(t = 1)) x{t — 1) =[xz — 1)) (4.11)

“Dieses lineare Gleichungssvstem kann dann mittels einer iterativen Methode (siehe

Kap. 4.1) oder direkt gelost werden [Sto,76].
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4.4.1 Konvergenz des allgemeinen Newton-Verfahrens

Bei linearen Systemen von Gleichungen mit nichtsinguldren Matrizen A ist die
Konvergenz der lterationsverfahren gegen die eindeutige Loésung x mit der Bedingung,
daB fur die Iterationsmatrix G p(G) < 1 gilt, gewihrleistet. Dabei wird die Losung fur
beliebige Ausgangsniherungen x(0) e R”* erreicht, so daB globale Konvergenz vorliegt.
Im Gegensatz dazu kann die Konvergenz des Newton-Verfahrens nur in einer geeigneten
Umgebung B, einer Losung x~ gewihrleistet werden, die u.U. sehr klein sein kann. Es
handelt sich hier also um lokale Konvergenz.

Ahnlich zu den Verfahren zur Lésung linearer Gleichungssysteme welsen auch iterative
Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme eine allgemeine Form x = G(x)
aul. Speziell beim Newton-Verfahren ergibt sich G(x) zu G{x)=x —[Df ()] f(x).
Von Eigenschaften der Funktionalmatrix JG zu G kann man nun die lokale Konvergenz

des Newton-Verfahrens ableiten, wie folgender Satz aussagt.

Satz 4.2: Wenn ein x* existiert, mit x” = G(x"), und p{DG(x")) < 1, dann existiert eine
Umgebung B; von x, By B, so daB fiir alle Ausgangsnidherungen x(0) € By

das lterationsverfahren x(7) = G(x(t — 1)) gegen x~ konvergiert.

Der Beweis dieses Satzes wiirde an dieser Stelle zu weit fithren und ist in [Ort,70] nach-
Zulesen.

Der fir Verfahren der Form x = G(x) allgemein giltige Satz 4.2 erfihrt fiir das
Newton-Verfahren die Vereinfachung, dafi die Voraussetzung p(DG(x")) < 1 stets erfilit
ist. Denn DG(x") =1 —[DAx)]'Dfix’y= 1— 1= 0, und damit ist auch der Spektral-

radius von DG(x") gleich null.

Es bleibt also in der praktischen Anwendung des Newton-Verfahrens, auch wenn man
die Existenz einer Nullstelle x* von f voraussetzen kann, die Schwierigkeit, eine Umge-

bung B, von x~ zu finden, fiir die die Konvergenz gewihrleistet ist.

4.4.2 Das Einschritt-Newton-SOR-Verfahren

Alle Anforderugen an die Funktion fund an die Jacobi-Matrix zu fim vorigen Abschnitt
sollen auch flir das nun betrachtete Verfahren gelten.

Wie in Kapitel 4.4 erwihnt, besteht durch Multiplizieren der Berechnungsvorschnft fur
das Newton-Verfahren (4.10) mit der Jacobi-Matrix auf beiden Seiten die Moglichkeit,
ein lineares Gleichungssystem innerhalb einer jeden Newton-Iteration zu lésen. Dieses
Gleichungssystem soll im folgenden mit der SOR-Methode gelost werden. Dabei gibt es

- zwei Ansitze fir die Behandlung des Gleichungssystems. Entweder filhrt man soviele
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SOR-Iterationsschritte durch, bis eine gewiinschte Genauigkeit der Lésung des linearen
Systems vorliegt, oder man strebt eine Approximation der Losung des linearen Glei-
chungssystems an, indem lediglich eine vorher festgelegte Anzahl an SOR-
Iterationsschritten ausgefilhrt wird. Letzteres bietet sich wegen des damit verbunderen
geringeren Rechenaufwandes an, insbesondere die einmalige SOR-Iteration innerhalb
ciner Newton-lteration, so dal aus der Kombination beider Verfahren das
Finschritt-Newton-SOR-Verfahren zur Loésung von nichtlinearen Gleichungssystemen
entsteht.

Die Berechnungsvorschrift fir das Einschritt-Newton SOR-Verfahren 148t sich erhalten,
indem man fur das Gleichungssystem {4.11) die Berechnungsvorschrift fiir einen Schritt
der SOR-Methode anwendet. Wenn mit Dfj; das Element in der i-ten Zeile und der j-ten
Spalte der Jacobi-Matrix Df( x(z — 1)) bezeichnet wird und mit f; die i-te Komponente

von f(x (r — 1)), so erhélt man die komponentenweise Darstellung

i—1

xf(z)=(1—w)xf(z—l)——gj-’f;[zjoﬁjxj(r)+ > Dfyx—1= ) Dfyxm—1)+ f

Jj=1 J=i+1 j=1

vereinfacht also:

i—1

x (1) = x{t— 1)—0%,__ [Zoﬁj(xj O~ x -1+ f:} (4.12)
i 5 1

J‘=

4.4.3 Konvergenz des Einschriti-Newton-SOR-Verfahrens

Zeriegt man die Funktionalmatrix zu f auf gleiche Weise wie die Matrix 4 in Abschnitt
(4.2), so daB gilt: Df(x) = D{x) — L(x} —U(x), so kann man auch fiir dieses Verfahren

eine [terationsmatrix G(x)} bilden. Sie ergibt sich zu
G{x) = [D(x) - o L(x)]7'[(1 — @)D(x) + 0U(x)].

Folgender Satz sagt aus, daB man aus dieser Iterationsmatrix die lokale Konvergenz des

Einschritt-Newton-SOR-Verfahrens ableiten kann.

Satz d.3: Wenn ein x~ existiert, mit x” = G{x"), wobei D(x") nichtsinguldr sein muB,
Cooh und p(G(xT)) < 1, dann existiert eine Umgebung By von x, By < B, so daB fur
““alle Ausgangsniherungen x(0) e By das Einschritt-Newton-SOR-Verfahren

“gegen X konvergiert.
‘Zum Beweis sei wiederum auf [Ort,70] verwiesen.

: %6 :
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Wie auch bei dem allgemeinen Newton-Verfahren kann man also auch beim
Einschritt-Newton-SOR-Verfahren nur lokale Kovergenz erhalten, wobsi sich die damit

verbundenen Schwierigkeiten fur die praktische Anwendung auch hier ergeben.

Nachdem einige Methoden zur Losung von linearen und nichtlinearen Gleichungs-

svstemen an dieser Stelle beschrieben wurden. werden im néchsten Kapitel deren Imple-

mentierungen vorgestellt.
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5.0 Implementierung der Algorithmen

Ziel dieser Arbeit ist die Implementierung von Algorithmen zur Lésung von Glei-
chungssystemen auf CRAY-Mehrprozessorsystemen. Das Hauptaugenmerk ist dabei auf
die Untersuchung von synchronen und asvnchronen parallelen Versionen dieser Algo-
rithmen gerichtet.

Die Programmierungen wurden auf den CRAY-Rechnern X-MP:416 und Y-MP§832 in
der Programmiersprache FORTRAN 77 vorgenommen und mit dem autovektori-
sierenden Compiler CFT77 4.0.1 tibersetzt. Die Parallelisierung der Programme wurde
mit der CRAY-Multitasking-Komponente Autotasking erreicht, wobei der Compiler
CFT77 nach Durchlauf der Programmcodes durch zwei Priprozessoren als letzte Kom-
ponente aufgerufen wird (siehe Kap. 2.5.3).

Femheiten der Programmierung resultierten oft daraus, dall eine Anpassung an die
Struktur der hochleistungsfiahigen CRAY-Vektorrechner angestrebt wurde, und insbe-
sondere die parallelen Programme sind speziell fir CRAY-Rechner entwickelt, so daf3
diese nicht unmittelbar auf andere Rechnerarchitekturen iibertragbar sind.

Um die parallelen Programme zu bewerten und zu vergleichen, wurden Zeitmessungen
zundchst in einer dedizierten Umgebung vorgenommen. Im néchsten Kapitel werden
aber auch Untersuchungen im Multiprogramming-Betrieb durchgefiihrt.

Es soll jedoch schon an dieser Stelle erwdhnt werden, dall die asynchronen Programme
in einer dedizierten Umgebung nicht ihre spezielle Leistungsfihigkeit entwickeln kénnen.

5.1 Globale Programmstruktur

Alle im folgenden beschriebenen Programme weisen eine gemeinsame Grobstruktur auf,
die der Ubersicht halber zunichst vorgestellt werden soll und in Abb. 4 schematisch
dargestellt ist. -

Den eigentlichen Programmkern bildet dabei jeweils der in der Abbildung fett umrandete
Teil, -der im wesentlichen aus der als UNTIL-Schleife realisierten sogenannten
Iterationsschleife besteht, denn ein Schleifendurchlauf entspricht jeweils einem
Iterationsschritt.

Alle durchgef‘u_hrten Zeitmessungen bezichen sich daher nur auf den Programmkern, da
die -Ubrigen Programmteile nur Initialisierung bzw. Ein/Ausgabe enthalten. Die
_Z_eitrhessungen_ wurden Jeweils durch Aufrufe der CRAY-Funktion IRTC vorgenommen,
‘welche den Inhalt des .Echtzeitregisters wiedergibt, so dal3 durch Differenzbildung der
__Werte zweier Aufrufe von IRTC die inzwischen verstrichene Zeit in Takten gemessen
-werden kann. Es wurde also jeweils ein Aufruf von IRTC unmittelbar vor und nach der

Iterationsschieife in den Programmcode eingefligt.
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Eingaban

Initiclisierungen

Berachnung des Vekiors x nach einer iterafiven Methode

bis zur Konvergenz

Ausgobe des Losungsvekiors x

Abb. 4. Grobe Struktur ailer betrachteten Programme

Als Konvergenzbedingung wurde fur alle Algorithmen verlangt, daB3 der Vektor x sich
in zwei aufeinanderfolgenden lterationen in allen Komponenten betragsméfig um we-
niger als den Wert einer Abbruchkonstante ¢ > 0 dndert. Da nur Gleichungssysteme
betrachtet werden, flir die dic Konvergenz des jeweiligen Verfahrens sichergestellt ist,
wird die Konvergenzbedingung notwendigerweise nach einer endlichen Anzahl von

Iterationsschritten erfiillt.

5.2 Parallelisierung

An dieser Stelle soll zundchst der grundsédtzliche Aufbau der parallelen Programmver-
sionen vorgestellt werden; auf die zur Erreichung des Parallelismus - benutzten

Autotasking-Kontrolistrukturen wird in den darauffolgenden Abschnitten eingegangen.

Bei allen Programmversionen werden innerhalb eines ~Durchlaufs durch die
Iterationsschleife alle Komponenten des Vektors x einzeln in einer DO-Schleife berech-
net. Sofern diese Berechnungen unabhingig voneinander sind, bietet sich eine Parallel-
ausfuhrung dieser Schleife an, wodurch in jeder lteration ein potentieller ‘Paralleli-
siefungﬁgrad der GroBe n besteht, welche der Dimension des Vektors x entspricht. Dies
_bedeutet, daﬁ bis zu n Komponenten theoretisch gleichzetigt berechnet werde.n kénnen,
‘wobei-die Berechnung einer Komponente x} dann einem parallel :.ausfuhrt.)arén Prozef}
j_éntspricht. Allerdings ist der Parallelisierungsgrad. in der Praxis durch 'die_ A_nzahl_ der

Prozessoren eines Rechners nach oben begrenzt.
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5.2.1 Synchrone Versionen

Das CRAY-Multitasking-Konzept Autotasking bictet die Moglichkeit zur parallelen
Ausfuhrung von DO-Schleifen, wobei eine implizite Synchronisierung aller parallel ab-
laufenden Prozesse am Ende der Schleife gewihrleistet ist [Reg,89]. Bei paralleler Ab-
arbeitung der Schleife, in der die Komponenten von x aktualisiert werden, ist damit si-
chergestellt, daf die Berechnungen aller Komponenten von x einer Iteration 7
abgeschlossen sind, bevor der Iterationsschritt 7+ 1 beginnt. Dadurch ergibt sich also
das wesentliche Merkmal eines synchronen iterativen Algorithmus (siche Abschnitt
3.4.1)

Abb. 5 zeigt die gemeinsame Programmstruktur fiir alle synchronen parallelen Ver-

sionen der Verfahren.

PARALLELE SCHLEIFE Uber die Komponenten von x

Komponente von x berechnen

Konvergenztest

lterctionsschleife bis zur Konvergenz

Abb. 5.  Grundschema der synchronen parallelen Programmkerne

5.2.2 -Asynchrone Versionen

Da es ein typisches Merkmal asynchroner iterativer Algorithmen ist, auf die
Synchronisierung am Ende jedes lterationsschrittes zu verzichten, wurde die
programmtechnische Parallelisierung der asynchronen Versionen nicht auf der Ebene der
Schleife iiber die einzelnen Komponenten von x vorgenommen. In den asynchronen
PrograM\'ersionen werden die Komponenten von x aktualisiert, ohne daB nach jeder
Iteration auf die Fertigstellung aller Berechnungen gewartet werden mufl. Um zu errei-
éhen, daB die Aktualisierungen parallel und unabhingig von dem jeweiligen
Iterationss'chritt, aber zvklisch sich wiederholend, fortgesetzt werden, wurde bei den
asynchronen Programmen die Iterationsschleife parallelisiert. - o

In Abb. 6 ist diese Vorgehensweise verdeutlicht.
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PARALLELE ITERATIONSSCHLEIFE  (fur INDEX von O bis OG#n)

i = (INDEX rnodulo n) + 1

i—te Komponenie von x berechnen

iz=n?
1 false
Konvergenztest
konvergent 7
irue f
Abbrueh der lerationsschleife

Abb. 6. . Programmkern der asynchronen Versionen

Da Autotasking nicht dic Moéglichkeit bietet, die Iterationsschleife direkt als
UNTIL-Schleife zu parallelisieren, ist diese Schleife hier durch eine DO-Schleife iiber
eine Schieifenvariable INDEX, die von Null bis zu einer vorher abgeschétzten oberen
Grenze OG lduft, realisiert worden. Dabei wurde OG gentigend grofl gewéhlt, um ein
Ende der Iterationsschleife vor Erreichen der Konvergenz auszuschliefien.

Durch die Modulo-Bildung von JADEX mit » und Inkrementierung um eins, wird jeweils
die i-te Komponente von x angesprochen, die dadurch zyklisch alle » Berechnungen ak-
tualisiert wird. Dabei erfolgt jeweils nach der Berechnung der #-ten Komponente ein
Konvergenztest, um oben beschriebene Konvergenzbedingung auch bei der asynchronen
Version zu erhalten. Je nach Ergebnis des Tests wird die Iterationsschleife dann abge-
brochen oder fortgefuhrt. _ |

Durch diese Vorgehensweise wird wiederum erreicht, dal die Berechnung einer Kompo-
nente von x einem parallel ausfilhrbarem Proze8 entspricht. Aerdings sind die einzelnen
Prozesse hier nicht vbllig unabhingig voneinander, da beispielsweise fir einen Wert von
INDEX=0,n,2n,3n, .. jeweils immer dic erste Komponente von x aktualisiert wird,
und damit ein gleichzeitiges Berechnen flir Schleifeniterationen mit diesen Werten fur
- INDEX kaum Sinn machen wiirde.

Aus diesem Grund soll an dieser Stelle die Arbeitsweise von Autotasking bei der Zutei-
lung der Prozesse einer als parallel ausfihrbar gekennzeichneten DO-Schleife- auf

“mehrere Tasks ndher betrachtet werden, welche dann den Prozessoren zur Bearbeitung
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iibergeben werden. Jeder Prozef kann dabei durch den Index der jeweiligen Schleifen-
iteration identifiziert werden,

Autotasking geht so vor, dal} der erste Prozel}, welcher auch dem ersten Schleifen-
durchiauf entspricht, als erster zugeteilt wird, dann der zweite, der dritie, usw.. , bis alle
an der Ausfihrung des parallelen Abschnitts beteiligten Tasks einen Prozell zugeteiit
bekommen haben. Sobald eine Task die Bearbeitung eines Prozesses beendet hat, wird
ihr die Schleifeniteration mit dem kleinsten, noch nicht zugeteilten Index zur Bearbeitung
iibergeben. Dies geschieht solange, bis alle Prozesse abgearbeitet sind oder durch eine
Autotasking-Direktive der vorzeitige Abbruch der parallelen Schieife erzwungen wird
[Reg,89].

Dadurch daf in der Regel die Tasks in der Reihenfolge, in der die Prozesse zugeteilt
wurden, auch tatsdchlich von den Prozessoren bearbeitet werden, entsteht wihrend der
Abarbeitung der asynchronen Programmversionen eine in Abb. 7 verdeutlichte Situa-
tion. Dabei wird als Beispiel ein Rechnersystem mit vier Prozessoren betrachtet, auf dem
ein Gleichungssystem der Grofle n = 10 bearbeitet wird. Dargestellt sind die Bearbei-

tungszeiten der einzelnen Komponenten von x, und der mit K markierte Konvergenztest.

CPU 1] X4 Xg %g X3 X X 4 Xz
CPU 2 X9 X X4 X4 Xg Xz

?PU S| X3 X5 X109 K| e Xg %o

CPU 41 X, Xg Xn Xs X410 K{ X4

- | _

Zelt

Abb. 7. Ausfiihrung einer asvnchronen Programmversion mit vier Prozessoren

Zu obiger Abbildung bleibt anzumerken, dall die Bearbeitung der Programme nur im

dediziertien Betrieb auf diese Weise erfolgt, in der Praxis werden einzeine Prozessoren

~ zwischendurch auch mit anderen Aufgaben beschiftigt sein (Muliprogramming-

Betrieb).

Implementierung der Algorithmen 43




Die asvnchronen Programme nutzen also die dvnamische Zuteilung der Schleifenitera-
tionen auf die Tasks in der Reihenfolge des Schleifenindex aus, so dal} ein korrektes
Arbeiten gewdhrleistet ist.

Selbstverstandlich wird die Reihenfolge der Verteilung der Prozesse auf die Prozessoren
in der Regel nicht der Rethenfolge entsprechen, in der die Komponenten von x berechnet
werden, da die Ausfihrungszeiten der Prozesse i.a. schwanken, wie auch in obiger Ab-
bildung erkennbar ist. Doch gerade diese Tatsache beeinflufit nicht die Korrektheit
asynchroner Algorithmen, da die Berechnungen der Komponenten aufgrund von Werten

der anderen Komponenten aus fritheren Iterationen erfolgen kénnen.

An dieser Stelle wurde das Konzept und die generelle Vorgehensweise der asynchronen
Programmversionen vorgestellt, die Beschreibung der tatséchlichen Umsetzung mit
Autotasking unter Beachtung von moglicherweise auftretenden Effekten erfolgt in den
néchsten Abschnitteﬁ.

Im folgenden wird die Implementierung dreier Verfahren, der SOR-Methode und dem
Jacobi-Verfahren zur Losung von linearen Gleichungssystemen, sowie dem
Finschritt-Newton-SOR-Verfahren zur Losung von nichtlinearen Gleichungssystemen,
beschrieben. Dabel wird jeweils eine sequentielle, eine parallele synchrone und eme pa-

rallele asynchrone Version vorgestellt und in Bezug auf das Zeitverhalten untersucht.

5.3 Implementierung der SOR-Methode

Da bei der SOR-Methode der Wert einer Komponente, sobald er berechnet worden ist,-
direkt in die Berechnung der anderen Komponenten eingeht, gentigt bei der Implemen-
tierung fiir die Speicherung des Vekiors x ein eindimensionales Feld X der Grofe x,
welches jeweils immer die aktuellen Werte der Komponenten enthilt. Fur den
Konvergenziest ist es deshalb erforderlich, dall der Wert einer Komponente vor deren
Aktualisierung in einer Variable XVVOR gesichert wird, um anschlieBend beide Werte zu
vergleichen.

Es ergibt sich damit in FORTRAN folgender Programm-Code fiir den ProgrammkKern

der sequentiellen SOR-M ethode:




C Iterationsschleife

C  REPEAT

100 CONTINUE

C Konvergenzflag zu Beginn jeder Iteration setzen

KONV = .TRUE.
C Schleife tber die Komponenten von X
DO 40 I=1,N
SUM =0
DO 50 J=1,N
SUM = SUM + A(J,IX*X(J)
50 CONTINUE

SUM = SUM = A(I,I)*X(I)
C  ¥Wert von X retten

XVOR = X(I)
C ¥ nach SOR-Methode berechnen

X(I) = (1-OMEGA)*X(I) - OMEGA/A(I,I)*(SUM-B(I))
c Konvergenzflag zuriicksetzen, falls |X(I) - XVOR] > £

IF ((KONV) .AND. (ABS(X(I)-XVOR)) .GE. EPS)) KONV = .FALSE.
C Schleifenende iber die Komponenten veon X
40 CONTINUE

IF (.NOT. KONV) GOTO 100

C  UNTIL Ronvergenzkriterium erfillt

Sequentielle SOR-Methode

Die benutzten Konstanten und Variablen sowie ihre Bedeutung ergeben sich dabei wie

folgt:
N Anzahl der Gleichungen
EPS Abbruchkonstante

OMEGA Relaxationsparameter
KONY Konvergenzflag vom Typ LOGICAL
SUM Die nach der Berechnungsvorschrift der SOR-Methode zu bildende Summe

A(NN) Matrix A4

AN Aktueller Wert des Vektors x
XVOR Wert der vorigen [teration einer Komponente von x -
B(N) Rechte-Seite-Vektor b

‘Die hier vorgestellten Variablen und Konstanten werden in den folgenden Programm-

versionen mamer in obiger Bedeutung benutzt.
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Remerkt werden soll an dieser Stelle, daB die Bildung von SUM auf obige Weise der

besseren Vektorisierbarkeit dient.

5.3.1 Synchrene SOR-Methode

Wie schon in Abschnitt 4.1.2 erwihnt, verbietet das Gaul3-Seidel-Verfahren wie auch
dessen Verallgemeinerung, die SOR-Methode, wegen der an sich notwendigerwelise
streng sequenticllen Berechnungsreihenfolge der Komponenten eine parallele Ausfithr-
barkeit. In den letzten Jahren zeigen sich in der Literatur jedoch auch Ansdtze, die
SOR-Methode zu parallelisieren. Ein Ansatz, welcher in [B&E,82] vorgeschlagen wird,
ist die Betrachtung von Gleichungssystemen mit Matrizen, die property A aufweisen
{siche Kapitel 4.3).

Unter Ausnutzung der Tatsache, daB bei diesen Gleichungssystemen zwei disjunkte
Mengen von Indizes bestehen, wobei Berechnungen innerhalb einer Menge voneinander
unabhingig sind, wird bei der synchronen Programmversion die Schlcife 40 iiber die
Komponenten in zwei Schleifen aufgeteilt. Diese beiden Schieifen berechnen jeweils eine
Komponentenmenge und konnen jeweils parallel ausgefiihrt werden. Da am Ende jeder
parallelen Schleife eine Synchronisation durchgeflihrt wird, ist die Unabhéngigkeit der

Komponenten von x, die gleichzeitig berechnet werden, gesichert.

PARALLELE SCHLEIFE  (fur INDEX von 1 bis GRENZE)

| = LIST(INDEX)

X(l) nach SOR—Methode berechnen

PARALLELE SCHLEIFE  (fur INDEX von GRENZE+1 bis N)

= LIST(NDEX)

X(1) noch SOR—Methode berechnen

Konvergenztest

lterationsschleife bis zur Konvergenz

Abb. 8. Synchrone SOR-Methede

Lm die V erteﬂung der beiden disjunkten Indexmengen auf die belden Schleifen zu reali-

~ sieren, wird ein gemeinsames Feld LIST der Groﬁe N benutzt LIS Tvurd vor Ausf‘uh-
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rung der Iterationsschleife so imitialisiert, daf3 in einem ersten Teil die Indizes der einen
Menge abgelegt werden, und in dem verbleibenden Teil die Indizes der zweiten Menge.
Dabei markiert eine Variable GRENZE das Ende der ersten Indexmenge in LIST. Bei
den betrachteten Gleichungssystemen sind die beiden disjunkten Indexmengen etwa
gleich grof3, so dafl auch der Rechenaufwand fiir die beiden Schleifen etwa gleich ist.

In Abb. 8 erkennt man den Aufbau des svnchronen Programms flir die SOR-Methode.

5.3.2 Umsetzung der synchronen SOR-Methode mit Autotasking

Fir die Erstellung der parallelen synchronen Programmversion fiir die SOR-Methode
wurde die Autotasking-Direktive CMICS DGO ALL fur die Parallelisierung der Schleifen
Uiber die Komponenten von x benutzt. Durch Einfligen dieser Direktive jeweils un-
mittelbar vor den beiden Schieifen wurden diese als parallel ausfithrbar gekennzeichnet,
und von Autotasking in parallel ausfithrbaren Code Gbersetzt.

Da Autotasking diese Direktive nicht selbsttdtig in den Programmecode einfugte, war es
zusidtzlich notwendig, den Geltungsbereich der in dem parallelen Abschnitt benutzten
Variablen festzulegen. Dabei wird unterschieden zwischen private Variablen, die als lo-
kale Variablen fiir jede Task anzusehen sind, und shared Variablen, die gemeinsam von
allen gleichzeitig arbeitenden Tasks benutzt werden. Da die Werte von A, B, X, LIST,
GRENZE und KONV global fiir alle Tasks bekannt sein miissen, wurden diese Variablen
als shared deklariert. Dahingegen werden die Werte fur SUM, X1'OR, J und [ nur lokal
verwendet, so dal diese Vanablen den privare Variablen zugeordnet wurden,

Als Option zu der Direktive CMICS DO ALL 1st es méghch, durch Angabe von
CHUNKSIZE/ZAHL) ein Zusammenfassen von ZA4HL Schleifeniterationen zu einem
Prozef zu erhalten. Dadurch wird Overhead bei der Verteilung der Schleifeniterationen
auf die Tasks eingespart. Im Abschnitt zu den Leistungsmessungen wird darauf noch
ndher eingegangen.  Alternativ. dazu  kann durch den  Emsatz  von
NUMCHUNKS/CPUS, eine optimale Aufteilung der Iterationen einer parallelen
Schleife auf CPUS Prozesse erhalten werden, wober CPUS die Anzahl der an der Aus-
fuhrung beteiligten Prozessoren angibt. Letztere Option wurde bei der synchronen
SOR-Methode angewendet.

Es ergab sich folgender Programmcode fiir den Kern der parallelen synchronen

'SOR-Methode, wobei die benutzten Direktiven zur Hervorhebung fett gedruckt sind.

Implementierung der Algorithmen 47




C Tterationsschleife

C  REPEAT
100 CONTINUE
KONV = .TRUE.

¢ Parallele Schleife tiber die ersten Komponenten von X
CMIC$ DO ALL SHARED(A,B,X,KONV,LIST,GRENZE)
CHICS$1 PRIVATE(SUM,XVOR,1,J,INDEX) NUMCHUNKS(CPUS)
DO %41 INDEX = 1,GRENZE
I = LIST(INDEX)

XVOR = X(1I)
C
c X(I) nach SOR-Methode berechnen
C

IF ((KONV) .AND. (ABS(X(I)-XVOR)) .GE. EPS)) THEN
KONV = .FALSE.
CDIR$ SUPPRESS KONV
ENDIF
41 CONTIRUE

€ Parallele Schleife iiber die zweiten Komponenten von X
CMIC$ DO ALL SHARED(A,B,X,KONV,LIST,GRENZE)
CHICS1 PRIVATE (SUM,XVOR,I,J,INDEX) NUHCHUNKS(CPUS)
DO 42 INDEX = GRENZE+1,N
I = LIST(INDEX)

XVOR = X(I)
C
C ¥(1) nach SOR-Methode berechnen
¢

IF ((KONV) .AND. (ABS(X(I)-XVOR)) .GE. EPS)) THEN:
: KONV = .FALSE. .
CDIR$. SUPPRESS KONV
 ENDIF
42 " CONTINUE

s IF (.NOT. KCONV) GOTO 100
C '~ UNTIL Konvergenzkriterium erfiillt

Synchrone SOR-Methode

‘Schwierigkeiten ergaben sich bei der Implementierung mit der Zuweisung der -shared
Variablen KONV mit dem Wert .FALSE.. Weil fur die korrekte Programmausf{ithrung
“nicht notwendigerweise der exklusive Zugriff einer Task auf diese Variable erforderlich

ist, wurde auf die Benutzung eines kritischen Abschnittes, der sich durch Einfugung der
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Autotasking-Direktiven CMTICS GUARD, CMICS END GUARD realisieren 1dfit, ver-
zichtet. Dies wurde nicht zuletzt wegen des mit der Direktive verbundenen hohen
Overheads vermieden. Da die Werte von shared Variablen bei der Anwendung von
Autotasking in Registern gehalten werden, kann es allerdings vorkommen, daf3 ein ver-
anderter Wert von KONV nicht sofort allen an der Ausfihrung beteiligten Tasks be-
kannt ist. Um eine fehlerhafte ProgrammausfUhrung aus diesem Grund zu vermeiden,
wurde direkt nach Beschreibung der Variablen mit .FALSE. die Compiler-Direktive
CDIRS SUPPRESS KOAV in den Code eingefiigt. Diese Direktive erzwingt ein
Zuriickspeichern des Wertes von KONV aus dem Register in den Speicher, so dali an-

schlieBend ein Datenaustausch der Tasks stattfindet [Nag,90].

5.3.3 Asynchrone SOR-Methode

In obiger synchronen Version der SOR-Methode mull durch Synchronisation gewéhr-
leistet werden, dafl die Komponenten der einen Menge aktualisiert worden sind, bevor
mit der Berechnung der Komponenten aus der anderen Menge begonnen werden darf.
Die im folgenden beschriebene asynchrone Version basiert auf der synchronen Version,

verzichtet aber auf diese Bedingung,

LIST initialisieren

PARALLELE ITERATIONSSCHLEIFE  (fur INDEX von O bis OGsN)

| = ST (INDEX moduio N)-+ 1
X(1) noch SOR—HMethode barechnen
| LIST(N)?
t falze
Konvergenzkriterium erfillt ?
true false
Anzoh! der lterationsschritte berechnen Konvergenzfiag
Abbruch der lterotionsschleife setzen

Abb. 9. Asynchrone SOR-Methede
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Die Berechnung der Komponenten bei der asynchronen SOR-Methode erfolgt nicht in
zwei getrennten Schleifen, sondern die zyklische Aktualisierung geschieht in einer paral-
lelen Schleife, der Iterationsschleife. Trotzdem geschieht der Zugriff auf die einzelnen
Elemente von X auch hier tGber die shared Variable LIST, um méglichst wenige Uber-
iappende Berechnungen der Komponenten aus beiden Mengen wihrend der parailelen
Abarbeitung zu erhaiten. Die Liste der Indizes LIST enthalt, wie auch bei der syn-
chronen Version, in ¢inem ersten Teil die Indizes der einen Komponentenmenge und im
zweiten Teil die Indizes der anderen Menge, die dann der Reihe nach in der Schleife an-
gesprochen werden. Dadurch kann zwar eine gleichzeitige Berechnung von Kompo-
nenten aus den beiden Mengen nicht v6llig vermieden werden, jedoch wirkt sich diese
Tatsache nicht auf die Korrektheit des asynchronen Programms aus. Allerdings kénnen
sich Einflusse auf die Anzahl der bendtigten Iterationsschritte bis zur Konvergenz erge-
ben, da nicht vorhergesagt werden kann, auf welchen Werten aus welchen Iterations-
schritten diese {iberlappenden Berechnungen basieren. Damit zeigt sich jedoch ein cha-
rakteristisches Merkmal asynchroner Algorithmen.

Das Schema des asynchronen Programmkerns fiir die SOR-Methode ist in Abb. 9 dar-

gestellt.

S.3.4 Umsetzung der asynchronen SOR-Methede mit Autotasking

Fiir die Implementierung des asynchronen Programms mit Autotasking wurde wiederum
die Direktive CMICS DO ALL zur Parallelisierung der Iterationsschleife in den
Programmcode eingefligt.

Um nach Beendigung des Programms die Anzahl der bengtigten Iterationsschritte an-
geben zu kénnen, wird eine zusitzliche shared Integer-Variable ITER eingefiihrt, die be:
Konvergenz des Verfahrens den durch A geteilten Wert der privare Variablen INDEX
erhdlt. Diese Ermittlung der Iterationsschritte wurde dem Inkrementieren eines
Iterationszdhlers jeweils nach der Aktualisierung der n-ten Komponente wegen des ge-
ringeren Rechenaufwands vorgezogen.

Dadurch ergab sich folgender Programmcode fUr die asynchrone SOR-Methode:
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KONV = .TRUE.
C Parallele Iterationsschleife
CHICS DO ALL SHARED{A,B,X,KONV,LIST,ITER) PRIVATE(SUM,XVOR,I,J,INDEX)
DO 100 INDEX = 0,GG*N
T = LIST{MOD(INDEX,N)+1)

XVOR = X(I)
C
C X{I) nach SOR-Methode berechnen
C

IF ((KONV) .AND. (ABS{X(I)-XVOR)) .GE. EPS)) THEN
KONV = ,FALSE.

CDIR$ SUPPRESS KONV

ENDIF

C Komvergenztest jeweills nachdem die N~te Kompomente berechnet wurde
I¥ (I .NE. LIST(N)) GOTO 100
IF (KONV) THEN
ITER=INDEX/N
CHICS SOFT EXIT
GOTO 101
ENDIF

C FKonvergenzflag fiir die ndchste Iteration initialisieren
KONV = .TRUE.

C Ende der parallelen Iterationsschleife

100 CONTINUE '

c Sprungziel bei Konvergenz

il CONTINUE-

Asynchrone SOR-Methode

Zur Beendigung der parallelen Iterationsschieife im [Falle der Konvergenz wurde hier die
Autotasking-Direktive CMICS SOFT EXIT eingesetzi. CMICS SOFT EXIT bewirkt,
dafl die Zuteilung weiterer Prozesse an die Tasks unmittelbar gestoppt wird. Die zum
Zeitpunkt der Ausfuhrung der Direktive gerade aktiven Tasks fithren ihre Berechnungen
.zu Ende. ﬁn_d Werden synchronisiert. Dies bedeutet, dall die Tasks solange warten, bis
~alle zﬁn_ der Berechnung beteiligten Tasks ihre Arbeit beendet haben. AnschlieBend wird
die Codeabarbeitung an der durch die Sprungmarke gekennzeichneten Stelle fortgefiihrt.
. Auf die Verwendung von kritischen Abschnitten konnte auch bei der asynchronen Pro-
grammversion, unter Benutzung der Compiler-Direktive CDIRS SUPPRESS KONV,

" ganz verzichtet werden.
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5.4 Leistungsmessungen zur SO R-Methode

Die Zeitmessungen flir die SOR-Methode wurden auf lineare Gleichungssysteme ange-

wendet, die sich aus der Diskretisierung des Dirichletschen Randwertproblems

—Uyy — Uy = 0 O<x,p<l)

ergeben, mit u (x, y} = 0 fir {x, y) aus dem Rande des Einheitsquadrats. Dabei wurden

drei Systeme der Grofien 64, 256 und 1024 betrachret, die aus Gittern der GréfBen 8x8,

16x16 und 32x32 gebildet wurden.
In Abb. 10 sind die Laufzeiten der synchronen und asynchronen SOR-Methode auf der

CRAY Y-MP in dedizierter Umgebung fiir die Lésung dieser Gleichungssysteme gegen-

iibergestellt.
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Abb. 10. Gegeniiberstellung der Laufzeiten synchrones/asynchrones SOR

Man beachte, daB in obigem Diagramm eine logarithmische Skaleneinteilung fur die
Ordinate gewidhlt wurde, da sonst eine Darstellung in einem Schema wegen der groBen
Differenzen in den Laufzeiten der einzelnen Gleichungssysteme nicht méglich ._gcwe_s_en
Es wird deutlich, daf sich die Laufzeiten jeweils zwischen den synchronen und den

asynchronen Programmen bei allen drei Gleichungssystemen kaum unterscheiden. Al-




lerdings kann man mit zunehmender Gréfie der Gleichungssvsteme etwas geringere
Laufzerten fur die synchrone Version im Vergleich zur asynchronen Version feststellen.
Um dies zu erkldren, sollen die wesentlichen Unterschiede zwischen den synchronen und
asynchronen Programmen sowie deren Auswirkung auf die Laufzeiten betrachtet wer-
den.

Beil der synchronen SOR-Methode fallt in jedem Iterationsschritt Overhead fir die
zweimalige Ausfihrung der Direktive CMICS DO ALL an, der sich bei der asynchronen
Version fur die Parallelisierung der Iterationsschleife nur insgesamt einmal ergibt. Al-
lerdings wird der Aufwand der Direktive vom Aufwand fir die Bestimmung des als
nédchstes auszufithrenden Prozesses dominiert [Reg,89]. Durch die Angabe von
NUMCHUNKS/CPUS, bei dem svnchronen Programm wird die Anzahl der Prozesse
m jeder parallelen Schleife auf CPUS begrenzt, so daBl der Overhead gering ausfilit.
AuBerdem entsteht zusdtzlicher Zeitaufwwand fur die Direktive CMICS SOFT EXIT bei
den asvnchronen Programmen.

Um diejenige Zeit zu messen, die nur von den verwendeten Autotasking-Direktiven ver-
ursacht wird, bietet sich das Einfugen der Direktive CMICS GETCPUS/I, vor dem
Programmkern in den Code an. Dadurch wird bewirkt, daf’ der Taskscheduler fiir die
Ausfiithrung des parallelen Programms nur eine Task zur Verfligung stellt. Bildet man
die Differenz der Zeiten flir diese Ausfithrungsart des Programms und der sequentiellen
Ausfihrung desselben Programms, wobei also die Direktiven als Kommentar gedeutet
werden, so kann man die Zeiten erhalten, die ledighch durch die Direktiven verursacht
werden. Man erkennt, dafl der Zeitanteil fur die Direktiven bei dem svnchronen Pro-
gramm etwas niedriger ist als bei dem asynchronen Programm flir die SOR-Methode.
Allerdings wird auch deutlich, daB die reine Rechenzeit fiir die asynchrone Version im
Vergleich zu der synchronen Version hoher ist (etwa 9 ms fiir n=256). Die Begriindung
daﬁir ist im zusitzlichen Rechenaufwand der asynchronen SOR-Methode gegentiber der
synchronen Version zu sehen, der durch die Modulo-Bildung beim Zugnff auf die ein-
Zelnen Komponenten von x entsteht, und durch die Abfrage in jedem Durchlauf durch
die Iterationssch]eife, ob die n-te Komponente berechnet wurde.

_Z_“{ar wird die 'Modulo-BiIdung durch den Aufruf einer sehr effizienten CRAY-
Intrinsic-Funktion MOD realisiert, jedoch mufl dieser Aufruf jeweils flir jede Kompo-
nente e.rfolgen, also insgesamt # xAnzahl der Iterationsschritte oft, so daf ein nicht zu
vernachldssigender Zusatzaufwand anfallt. Der durch die Modulo-Bildung verursachte
Rechenaufwand 148t sich verringern durch Ausnutzung der Tatsache, dafl die Gréflen
: "der__bétrachteten Gleichungssysteme Potenzen von zwei sind, indem die Modulo-Bildung
durch “eine bitweise logische Und-Bildung mit #-1 ersetzt wird. Diese Intrinsic-
': ;':Bitfu_nktion zeichnet sich durch geringeren Zeitaufwand aus, so daf sich die Laufzeiten

" ~der-asynchronen SOR-Programme um etwa 3 Prozent verringern. Um aber eine gene-
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relle Anwendbarkeit fiir beliebige »# beizubehalten, wird diese Moglichkeit nicht weiter

verfolgt. -

90— Direktiven
801 E2] Berachnungen [ A T
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Abb. 11. Zeiten fiir Direktiven und Berechnungen bei sequentielier Ausfiihrung auf der
CRAY Y-MP ’

Abb. 11 zeigt die durch obige Vorgehensweise erhaltenen Anteile an den Zeiten fiir die

synchrone und die asynchrone Version am Beispiel n= 256.

Bisher gingen in die Zeitbetrachtungen nur die reinen Rechenzeiten und der Overhead
~ fur die Autotasking-Direktiven ein. Ein wesentlicher EinfluBBfaktor auf die Laufzeit sind
aber auch die Wartezeiten. Bei dem hier untersuchten synchronen SOR-Programm
konnen wegen der gleichen Lastverteilung auf die einzelnen Tasks in den parailelen
Schleifen Wartezeiten nur dann entstehen, wenn die Berechnungszeiten fur die einzelnen
Komponenten schwanken, oder wenn eine Task durch den Entzug des Prozessors
suspendiert wird. Diese beiden Effekte treten in einer dedizierten Umgebung auf einem
CRAY-Rechner allerdings kaum auf. Um aber den verschiedenen Einflull der Warte-
g zeiten auf die synchronen und asynchronen Programme zu betrachten, wurde die Option
-CHUNKSIZE{ZAHL, eingesetzt. Dieser Parameter bewirkt ein Zusammenfassen von
-« ZAHL Schleifeniterationen zu einem ProzeB, der mit Chunk bezeichnet wird_._ Die Anzaht
'---'der Schleifeniterationen in einem Chunk bezeichnet man mit Chunksize. In folgénder

' Vorgehensweise wird die Tatsache ausgenutzt, daB bei einer Chunksize, die nicht ohne

se




Rest durch die Anzahl der fiir die Ausfithrung des Programms zur Verfiigung stehenden
Prozessoren teilbar ist, auch Wartezeiten auftreten. Dies ist damit zu begriinden, dafl
Autotasking die Pakete von Schleifeniterationen der Grofie ZAH L nacheinander auf die
Tasks verteilt. Die dann noch verbleibenden Schleifeniterationen werden gesamt einer
Task zugeteilt, so dafi die tibrigen Tasks wihrend der Synchronisation am Ende der pa-
rallelen Schleife auf das Fertigstelien der Berechnungen dieser Task warten. In Abb. 12
sind die Laufzeiten fiir die verschiedenen GréBen der Chunks am Beispiel n= 256 darge-
stellt. Es wurde dabei der maximale Wert 10 fur die Chunksize gewihlt, da in dem syn-
chronen Programm jede parallele Schieife iber die Komponenten von x 128 lterationen
enthdlt und acht Prozessoren benutzt wurden. Auch flir das asynchrone Programm
macht eine gréflere Chunksize als 16 keinen Sinn, trotz der um ein viclfaches héheren
Durchldufe durch die parallele Iterationsschieife, da sonst tiberlappende Berechnungen

der Komponenten aus beiden Indexmengen geradezu erzwungen witrden.
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Abb. 12. Laufzeiten bei verschiedenen Chunksizes

Bei den Laufzeiten des synchronen Programms erkennt man, daf3 die Minima bel den
Chunksizes liegen, durch die 128 ohne Rest teilbar ist, wodurch eine gleiche Lastvertel-
lung auf die acht Prozessoren entsteht. Das Maximum liegt bei 14, da hier am Ende

einer jeden parallelen Schleife 15 Iterationen von einer einzelnen Task ausgefuhrt wer-
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den, wihrend die iibrigen Tasks warten. Durch die notwendige hiufige Synchronisation
bei der Ausfiihrung des synchronen SOR-Programms kénnen also Wartezeiten entste-
hen, die die Laufzeit erhdhen. Dahingegen stellt sich die asynchrone SOR-Methode als
relativ unempfindlich gegeniiber variierender Chunksize heraus, weil hier lediglich am
Ende der Iterationsschleife nur einmal synchronisiert wird. Die leichten Schwankungen
in der Laufzeit des asynchronen Programms lassen sich mit der bis zur Konvergenz be-
notigten unterschiedlichen Anzah! von Iterationsschritten erkléren. Ein Zusammenhang
zwischen Chunksize und bendtigten lterationsschritten 148t sich jedoch nicht feststellen.
Deutlich wird auch, da3 die Einsparung des Overheads durch Zusammenfassen von
mehreren Schleifeniterationen zu einem Prozefl kaum Auswirkungen auf die Laufzeiten
des asynchronen SOR-Programms hat, wenn man die Werte aus Abb. 10 mit denjenigen
in Abb. 12 vergleicht. Deshalb wurde auf die Benutzung der Option CHUNKSIZE fur
die asynchronen Programmversionen im weiteren verzichtet.

Im Multiprogramming-Betrieb empfielt es sich wegen der méglicherweise schwankenden
Zahl an ausfihrenden Prozessoren und den Schwankungen der Ausfithrungszeiten kleine

ProzefigréBen zu verwenden, da dadurch auch nur kurze Wartezeiten entstehen kénnen.

In Abb. 13 ist das Verhaluus von sequentieller und paralleler Laufzeit der synchronen
SOR-Methode auf der CRAY Y-MP fur verschiedene Anzahlen von Prozessoren dar-
gestellt.
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_ Abb. 13, Speedup der synchronen SOR-Methode
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Um die Zahl der an der Ausfiihrung des Programms beteiligten Tasks festzulegen, wurde
wiederum die Direktive CMICS GETCPUS/CPUS,; verwendet.

Man erkennt, da3 der Speedup um so hoher liegt, je grofler die Ordnung des Glei-
chungssvstems ist. Dies resultiert aus der Tatsache, daB bei gréBeren » auch die Re-
chenzeit fiir einen Schleifendurchlauf der parallelen Schleifen zunimmt. Dadurch wird
das Verhiltnis von Overhead zur Rechenzeit des Programms kleiner, und somit steigt
der Speedup an. Deutlich wird auch, daBl mit der Anzahl der Prozessoren auch die Dif-
ferenz zwischen dem idealen Speedup, der gleich der Anzahl der Prozessoren ist, und dem
erreichten Speedup zunimmt. Dies ergibt sich aus der Zunahme des Synchronisations-
Overheads bei steigender Anzahl von Prozessoren, die an der Ausfithrung des Pro-
gramms beteiligt sind.

Die geringen Unterschiede bei den Speedup-Werten der beiden kleineren Gleichungssy-
steme beim Ubergang von vier auf fiinf Prozessoren und der relativ starke Anstieg beim
Ubergang von sieben auf acht Prozesssoren resultieren aus der Tatsache, dall fur vier
und acht Prozessoren eine Aufteilung der Schleifeniterationen auf die ausfihrenden
Tasks ohne Rest moglich ist.

Fiir n=64 ergeben sich nur relativ schlechte Speedup-Werte, da der Synchronisa-

tions-Overhead im Verhilnis zum Rechenaufwand der parallelen Schleifen grof3 ist.
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7 Abb. -14. .. Speedup der asynchronen SOR-Methode
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Bei den Speedup-Werten der asvnchronen SOR-Methode stellt man geringere Unter-
schiede zwischen den verschiedenen Gréfen der Gleichungssysteme als bei der syn-
chronen Methode fest. Auch ergeben sich héhere Werte als bei der synchronen Methode.
Dies ist mit dem kieineren Anteil des Synchronisations-Overheads im Vergleich zu den
Rechenzeiten zu begriinden, der sich dadurch insbesondere bei kleinen » nicht so stark
im Speedup bemerkbar macht.

Wenn man allerdings das Verhéltnis der Laufzeiten der beiden parallelen SOR-Pro-
gramme zu der Laufzeit der sequentiellen SOR-Methode bildet, liegen die Werte fur das
asynchrone Programm etwas niedriger wegen der hoheren sequentiellen Laufzeit der
asynchronen Version.

In Abb. 15 ist dieser Sachverhalt fiir acht Prozessoren verdeuthcht.
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|[ esynehron

Abb. 15, Verhiltnis der Laufzeiten parallele/sequentielle Verfahren zur SOR-Methode

5.5 Implementierung des J acobi-Verfahrens

Da die im folgenden vorgestellten Programme, die das Jacobi-Verfahren anwenden, Ge-
meinsamkeiten mit der in Kapitel 5.3 beschriebenen Implementierung der SOR-Methode
aufweisen, soll bei der Beschreibung der Implementierung des Jacobi-Verfahrens imsbe-
sondere auf die Unterschiede eingegangen werden.

Wie bereits in Abschnitt 4.1.1 erwiihnt, ist das Jacobi-Verfahren ein Gesamtschrittver-

 fahren, welches in jedem Iterationsschritt die Werte aller Komponenten aus der vorigen
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Iteration bendtigt. Aus diesem Grunde ist die Variable XFOR nun als Feld der Grofe
N deklariert, und enthdlt immer jeweils den Wert aller Komponenten aus der vorherigen
Iteration. Sobald mit der Berechnung eines neuen Iterationsschritts begonnen wird,
werden in einer Schleife alle Komponenten der Vorgéngeriteration von x mit den aktu-
ellen Werten beschrieben. Erst nachdem diese Schleife abgearbeitet 1st, wird mit der er-
neuten Berechnung aller Komponenten von x begonnen, so dal} sich das in Abb. 16

dargestellte Programmschema fur das sequentielie Jacobi-Verfahren ergibt.

KONV = TRUE
Schleife fur die Aktualisierung der Vorgtngeriterotion (fiir | von 1 bis N)
XVOR(1} = X(B)

Schleife Ubsr die Komponenten von X {(fir | von 1 bis N)

%(1) noch Jecobi—Verfohren berechnen
' IX(l) — XVOR()| > EPS

true

KONV = FALSE
lterctionsschleife bis KONV = TRUE

. Abb. 16. Sequenticlles Jacobi- Verfahren

5.5.1 Synchrones Jacobi-Verfahren

Bei der parallelen synchronen Implementierung des Jacobi-Verfahrens ist es moglich, die
Schleife iiber die Komponenten von x zu parallelisieren, unter Ausnutzung der Tatsache,
daB die Berechnungen aller Komponenten nur auf den Werten der vorherigen Iteration
beruhen, und damit untereinander unabhingig sind. Ein Vorteil gegeniiber der
- SOR-Methode ist deshalb die generellere Anwendbarkeit des parallelen Jacobi-
| Verfahrens auf lineare Gleichungssysteme, deren Matrizen nicht property A aufweisen
miissenn.

Fir die Schleife, in der die Werte von XVOR mit den Werten von X aktualisiert werden,
lohnt sich eine Parallelisierung nicht. Es wiirde im Verhidltnis zur geringen Rechenzeit
einer Schleifeniteration ein zu grofier Overhead entstehen. AuBerdem vektorisiert diese

- Schleife sehr gut, so dal} auf eine Paralielausfiihrung verzichtet wurde.
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Firr dic programmtechnische Realisierung des svnchronen Jacobi-Verfahrens wurde
wiederum die Autotasking-Direktive CMICS DO ALL in Verbindung mut der Option
NUMCHUNKS/CPUS, eingesetzt, mit dem Unterschied zur SOR-Methode, dafl YVOR
nun als shared Variable gekennzeichnet sein muf, da alle Tasks die Werte des Feldes fiir

ithre Berechnungen bendtigen.

5.5.2 Ein asynchrones Jacobi-Ahnliches Verfahren

Asvnchrone Algorithmen haben die Eigenschaft, dafl keine strenge Festlegung des
Aktualisierungsgrades der in die Berechnungen eingehenden Werte vorliegt. Die Berech-
nungsvorschrift fur das Jacobi-Verfahren verlangt jedoch, dafi genau die Werte der
Vorgédngeriteration in die Berechnung von x eingehen. Das hier vorgestelite asynchrone
Verfahren basiert auf der Jacobi-Berechnungsvorschrift, hilt sich aber nicht an die

strenge Vorschrift, nur Werte aus der Vorgéngeriteration zZu benutzen.

Felder X und XVOR initialisieren

KONV = TRUE

PARALLELE ITERATIONSSCHLEIFE  (fur INDEX von 1 bis OG=N)

| = (INDEX medulo N) + 1

ALT = X(1)

X(l) noch Jacobi~Verfahren berechnen

IX(h — ALT| > EPS ?

f
KONV = FALSE
I # N7
t falze
KONV = TRUE ?
true . - false
[TER = INDEX/N fir J von 1 bis N
Abbruch der Herationsschieife XVOR(H = X(I}

Abb. 17. Asynchrones Jacobi-dhnliches Verfahren




Wiederum wurde das asynchrone Verhalten des Verfahrens durch Parallelisierung der
Iterationsschleife erreicht, so dafl sich das in Abb. 17 verdeutlichte Schema flir das

asvnchrone Jacobi-dhnliche Programm ergibt.

Durch die Aktualisierung der XVOR-Werte jeweils nach der Berechnung der n-ten
Komponente wird angestrebt, die Berechnungsvorschrift des Jacobi-Verfahrens zu er-
fiillen, erst bei Beginn eines neuen lterationsschrittes die Vorgéngeriteration neu festzu-
setzen. Da bei Ausflihrung dieses asychronen Programuns i.a. jedoch wihrend der
Aktualisierung der Vorgidngeriteration andere Komponenten gleichzeitig berechnet wer-
den, kann in diesern Verfahren nicht garantiert werden, dall Berechnungen nicht aui-
grund von Werten aus anderen als der Vorgéngeriteration durchgefiihrt werden. Da-
durch ergibt sich ein Einfluf auf die Anzahl der bis zur Konvergenz bendtigten
Iterationsschritte, die gegeniiber dem sequentiellen Jacobi-Verfahren nach oben und
unten abweichen kann.

Bemerkt werden soll an dieser Stelle, dal3 sich durch die Aktualisierung des gesamten
Feldes XVOR von derjenigen Task, welche die n-te Komponente aktualisiert, deren
Ausfiilhrungszeit im Vergleich zu den Ubrigen Tasks, die nur die Berechnung emner
Komponente durchfiihren, verlingert. Dies resultiert in einer leicht unbalancierien
Lastverteilung, die sich jedoch wegen der grofen Anzahl von Durchldufen der parallelen

Iterationsschleife und dem Nichtvorhandensein von Wartezeiten nicht negativ auswirkt.

Die fur die parallele Implementierung dieses Verfahrens benutzten Kontrollstrukturen
sind die gleichen wie bei der asynchronen SOR-Methode und werden auch in der glei-
chen Weise angewandt, so dafl auf den parallelen Programmcode des asynchronen

Jacobi-dhnlichen Verfahrens hier verzichtet wird.

5.6 Leistungsmessungen zum Jacebi-Verfahren

Die im vorigen Abschnitt vorgestellten Programme, die das Jacobi-Verfahren anwenden,
wurden anhand von mehreren linearen Gleichungssystemen getestet. Fur die genauere
'Untersuchung wurde em Gleichungssystem ausgewdhlt, welches das Laufzeitverhalten
B der drei Programmversionen fur die betrachten Systeme in etwa reprdsentiert. Die Ma-
trix A des betrachteten linearen Systems stellt dabei eine Abwandlung der Hilberi-Mairix

©dar, diewic folgt konstruiert wurde:
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1

-;‘3“—_)" falls i = j
Gy = n (1<1,J$H)
> a1 fallsi=j
J=1jwi

Die Komponenten des Rechte-Seite-Vektors b wurden jeweils auf eins festgesetzt, und
fur die Groflen der Gleichungssysteme wurden »= 30, 250 und 500 ausgewihlt.

Die Anzahl der Iterationsschritte, die bis zum Erreichen der Konvergenz bendtigt wer-
den, stimmt bei dem sequentiellen und dem synchronen Jacobi-Programm jeweils Qiber-
ein, da auch die gleiche Iterationssequenz erzeugt wird. Bei dem asvnchronen Jacobi-
dhnlichen Programm wird die Konvergenz flir die hier betrachteten Systeme hingegen
schon meist etwa 10 bis 15 [terationsschritte frither erreicht. Dies ist mit dem im Ver-
gleich zur synchronen Methode unterschiedlichen Aktualisierungsgrad der in die Be-
rechnungen eingehenden Werte der Komponenten zu begriinden.

In Abb. 18 sind die Laufzeiten der synchronen und asynchronen Versionen gegenitber-

gestellt.
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- Abb. 8. Laufzeiten des synchronen und asynchronen Jacobi-Verfahrens
“Man erkennt den im Vergleich zum synchronen Verfahren kiirzeren Zeitverbrauch der

asynchronen Version, der im wesentlichen durch die geringere Anzahl von.den bis zur

- Konvergenz benétigten Iterationsschritten verursacht wird. Dabei beobachtet man einen




prozentual geringer werdenden Unterschied zwischen den Laufzeiten der beiden Ver-
sionen mit zunehmender Gréfle des linearen Systems. Zur Erklirung dazu sind zwel
Ursachen zu nennen. Zum einen ist der Anteil an Overhead zur Rechenzeit bei der svn-
chronen Version bei grofien Gleichungssystemen kleiner, so dafl die Laufzeit im Ver-
gleich zu der asvnchronen Version kiirzer ist. Zum anderen ist die Einsparung der bis zur
Konvergenz bendtigten lterationsschritte bei dem asynchronen Programm fitr Kleine n
etwas groBer.

Bei der Betrachtung des Overheads, der fur dic Ausfithrung der benutzten Autotasking-
Direktiven und flir die Synchronisation der Tasks anfillt, ergeben sich dhnliche Ergeb-
nisse wie bei der SOR-Methode. Allerdings kann man einen geringeren Anteil an Aus-
fithrungszeit fur die Direktiven beim synchronen Jacobi-Verfahren erwarten als bei der
synchronen SOR-Methode, da lediglich einmal in jedem Iterationsschritt Aufwand fur
die Direktive DO ALL anfallt.

In Abb. 19 sind die Zeitanteile fir die Ausfuhrung der Direktiven und fur die Berech-
nungen bei sequentieller Ausfiihrung der synchronen und asynchronen Version am Bei-
spiel n=230 gegeniibergestellt. Bei den Zeiten kann hier der EinfluBl, der durch
schnellere Konvergenz bei der asynchronen im Vergleich zur synchronen Version ent-
steht, ausgeschlossen werden, da bei sequentieller Ausfithrung in beiden Programmen

die gleiche Iterationsfolge erzeugt wird.

P2 Direktiven
Berechnungen

50

I
o
1

Laufzelt In ms

gynchron asynchron

... Abb. 19, . Zeiten fiir Direktiven und Berechnungen bei sequentieller Ausfithrung
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Der Zeitanteil flir dte reinen Berechnungen liegt bei der asynchronen Methode wiederum
hoher als bei der synchronen Methode, da zusidizlicher Rechenaufwand fur die

Modulo-Bildung und die Abfrage nach der Berechnung der n-ten Komponente anfillt.

Der Speedup des synchronen Jacobi-Verfahrens fiir die drei betrachteten Gleichungssy-
steme, der auf der CRAY Y-MP erzielt wurde, 1st in Abb. 20 aufgezeichnet.
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Abb. 20. Speedup des synchronen Jacobi-Verfahrens

Man erkennt eine Zunahme des Speedups mit wachsender Grofle der Gleichungssy-
steme, die mit dem kleiner werdenden Verhiltnis von Overhead zu Rechenzeit zu erkli-
ren ist. Wie auch schon bei der synchronen SOR-Methode stellt man eine Zunahme des
Unterschieds zwischen dem erreichten und dem idealen Speedup mit wachsender Anzahl
der an der Ausfihrung beteiligten Prozessoren fest. Dies wird insbesondere bei dem
kleineren Gleichungssystem deutlich, in dessen Laufzeit sich eine VergroBerung des An-
teils an Svnchronisations-Overhead wegen des geringeren Rechenaufwands in der paral-
lelen Schleife deutlich bemerkbar macht. Fir die Ausfilhrung mit finf Prozessoren er-
geben sich relativ hohe Speedup-Werte, da dic Anzahi der Schleifeniterationen in jeder
parallelen Schleife ohne Rest durch funf teilbar ist, und somit keine Wartezeiten entste-
hen. Die insgesamt geringeren Werte des Speedup sind eine Folge der nicht paralleli-
sierten Vektor-Schleife zu Beginn einer jeden Iteration des synchronen Jacobi-

Verfahrens. Wihrend der Ausfiihrung dieser Schleife arbeitet nur ein Prozessor, wodurch
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sich die gemessene parallele Ausfithrungszeit nicht linear mit wachsender Anzahl von

Prozessoren verringern kann.

Fur das asynchrone Jacobi-dhnliche Verfahren wird im folgenden das Verh&ltnis von
sequentieller und paralleler AusfUhrungszeit mit Beschleunigungsfakior bezeichnet, da
wegen der Unterschiede in der Anzah! der benétigten Iterationsschritte auch Werte, die
groBer als der ideale Speedup sind, aufireten kénnen. In Abb. 21 ist dieser Beschleu-

mgungsfaktor fur die verschiedenen Gréflen der Gleichungssysteme aufgezeichnet,
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Abb. 21. Beschleunigungsiakior des asynchronen Jacobi-hnlichen Verfahrens

Wenn man von der AusfUhrung des Programms mit einem Prozessor absieht, wo der
Einflufl der Iterationsschritte wegféllt, wird deutlich, daB der Beschleunigungsfaktor um
so grofler ist, je kleiner das betrachtete Gleichungssystem ist. Dieser Effekt 1i6t sich
wiederum durch die unterschiedliche Anzah! an Iterationsschritten deuten. Hierbei kann
man bei den beiden gréfleren Systemen eine etwa gleichmifige Verringerung der bend-
tigten Iterationsschritte mit wachsender Zahl von Prozessoren beobachten, wodurch der
etwa ‘lineare Anstieg des Beschleunigungsfaktors erkldrt wird. Dieser Sachverhalt 148t
sich aber so nicht auf andere Gleichungssysteme und andere Grofen verallgemeinern,
was das Beispiel #=350 hier schon deutlich macht. Generell hingt die Anzahl der
“Tterationsschritte beim asynchronen Jacobi-dhnlichen Verfahren immer jeweils von dem

- betrachteten Gleichungssystem ab.
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In Abb. 22 ist das Verhiltnis der Ausfithrungszeit des sequentiellen Programms, welches
dem sequentiell ausgefithrten synchronen Programm entspricht, jeweils zu den beiden

parallelen Programmversionen gebildet.

synehron

| asynehron

Zeschleunigungsfakior

Abb. 22, Beschleunigungsfaktoren der parallelen Jacobi-Verfahren mit acht Prozessoren

Da die Ausfuhrungszeit des sequentiellen Jacobi-Verfahrens geringer ist, als die des
sequentiell ausgefuhrten asynchronen Verfahrens, ergeben sich hier geringere Beschleu-

nigungsfaktoren fur das asynchrone Programm als in Abb. 21.

57 Emp}emeniiemng des Einschritt-Newton-SCR-Verfahrens

Da das Einschritt-Newton-SOR-Verfahren zur Lésung von nichtlinearen Gleichungs-
systemen benutzt wird, wurden bei der Implementierung fur dic Funktion f und die
Jacobi-Matrix Df ein Feld F der Gréfe # und ein zweidimensionales Feld DI der GrobBe
'_n x n eingesetzt. Die beiden Variablen enthalten in jedem Iterationsschritt ¢ jeweils die
“Werte fiir die Jacobi-Matrix und die Funktion fauf der Grundlage der Werte des gerade
"a._ktuellen Losungsvektors x(z) und der vorherigen Iteration x(r — 1), um die Berech-
| nungsvorschrift (4.12) des Verfahrens auszuflihren. Andere im vorigen Kapitel vérge-

stellte Variablen und Konstanten behalten auch bei diesem Verfahren ihre Funkton.
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Die fiir jeden Iterationsschritt 1 zu berechnende Funktionalmatrix Df(x(z — 1)) wird in
den im folgenden vorgestellten Programmen analvtisch bestimmt, d.h. durch direkie
Angabe der Berechnungsvorschrift im Programmcode.

In Abb. 23 ist der Aufbau des sequentiellen Programmkerns beschrieben.

Schieife fir die Berechnung von F und DF  (fir | von 1 bis N)

F(1} berechnen

fiur J von 1 bis N

DF(l,J) berechnen

Schieife lber die Komponenten von X (fir | von 1 bis N)

¥X() noch Einschritt—Newton—SOR—Vorschrift berechnen

Konvergenztest

terctionsschleife bis zur Konvergenz

Abb. 23,  Sequentielfes Einschritt-Newton-SOR-Verfahren

Wiederum wurde das gleiche Konvergenzkriterum wie auch bei den vorher beschrie-

benen Verfahren angewendet.

5.7.1 Synchrones Einschritt-Newton-Verfahren

Bei der Parallelisierung des Einschritt-Newton-SOR-Verfahrens zeigt sich wiederum die
Schwierigkeit, daf} die Berechnungen der Komponenten von x nicht unabhidngig von-
einander sind, weil in die Berechnung der Funktionalmatrix auch Werte der gleichen
Iteration von anderen Komponenten eingehen. Falls jedoch die Funktionalmatrix
property A aufweist, ergeben sich auch in diesem Verfahren zwei disjunkte Indexmengen,
in denen die Berechnungen der zugehorigen Komponenten von x nicht untereinander
‘abhingen. Dies wird fir die Parallelisierung des Verfahrens ausgenutzt, indem die
Schieife fiir F und DF und die Schieife fur die Berechnung der Komponenten von x zu
einer einzigen Schleife zusammengefaBit werden. Dies ist méglich, da fur die Berechnung
ciner Komponente x; nur der Funktionswert der /-ten Funktion und die i-te Zeile der
_.jacobi_-Matrix-benﬁtigt werden. Diese Schieife wird wiederum in zwei parallele Schleifen
.'ﬁber die Indizes der beiden disjunkten Komponentenmengen geteilt. Die Indizes werden
‘auf die gleiche Weise wie bei der SOR-Methode durch ¢in Feld LIST angesprochen.
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Nichtlineare Gleichungssysteme, deren Funktionalmatrizen property A besitZten, erge-
ben sich beispielsweise bei der Diskretisierung von nichtlinearen Randwertaufgaben.
Das synchrone paraliele Programm weist dann die in Abb. 24 verdeutlichte Struktur auf.

PARALLELE SCHLEIFE  (fur INDEX von 1 bis GRENZE)

| = LISTONDEX)

F(I) berechnen

fur J von 1 bis N

DF{l,J) berechnen

X{1) noch Einschritt—Newton—SOR~-Verfahren berechnen
PARALLELE SCHLEIFE  {fUr INDEX von GRENZE+1 bis N)

| = LIST(INDEX)

F() berechnen

fur J von 1 bis N

DF(l.J) berechnen

X(I) noeh Einschritt—Newton—SOR—Verfahren berechnen

Konvergenztest

kerotionsschleife bis zur Koavergenz

Abb. 24, Synchrones Einschritt-Newion-SOR-Verfahren

Die Umsetzung mit Autotasking erfolgte dann analog zur synchronen SOR-Methode.

5.7.2 " Asynchrones Einschritt-Newton-SOR-Verfahren

Das asynchrone Programm wurde fiir das Einschritt-Newton-SOR-Verfahren wie bei
den Verfahren zur Losung von linearen Gleichungssviemen durch Umformung der
_iterationsschleife in cine DO-Schleife und deren Parallelisieren mit Hilfe der
_'_‘Aut_qt_a__s};ing_-_Direktiven CMICS DO ALL und CMICS SOFT EXIT erhalten.

~Da die Implementierung analog zu den anderen vorher beschriebenen Verfahren vorge-
nommen wurde, soll hier nur kurz der asynchrone Programmcode mit den verwendeten

Autotasking-Direktiven vorgestellt werden.
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¢ Konvergenzflag initialisieren
KONV = .TRUE.
C Parallele Iterationsschleife
CMICS$ DO ALL SHARED(DF,LIST,X,F,XVOR,KONV,ITER) PRIVATE(I,J,SUM,INDEX)

DO 1000 INDEX=0,0G*N
I=LIST(MOD(INDEX ,N)+1)

C .

C . Funktionswert der i-ten Funktion F(I} berechnen
C

C

i~te Zeile der Funktionalmatrix berechnen
DO 3 J=1,N

DF(I,J) berechnen

w O G G

CONTINCE

SUNM=0
bo &4 J=1,I-1
SUM=SUM+DF (J,I)*(X(J)-XVOR({J))
4 CONTINUE
XVOR(I)=X(I)
c X{1I) aktualisieren
X(I) = X(I) - (OMEGA/DF(I,I))*(SUM+F(I))
IF ((KONV) .AND. (ABS(X(I)-XVOR(I)) .GE. EPS)) THEN
KONV = .FALSE. .
CDIRS SUPPRESS KONV. -
ENDIF o
C FKonvergenztest:
IF (I .NE. N} GOTIC 1000
C  Abbruch der Iteratiomsschleife, falls konvergent
IF (KONV) THEN
ITER=INDEX/N
CMIC$ SOFT EXIT
GOTO 1010
ENDIF
C Konvergenzflag fiir die ndchste Iteration setzen
KONV= .TRUE.
'C Ende der Iterationschleife
1000 CONTINUE
C " Sprungziel bei Konvergenz des Verfahrens -
1010 CONTINUE

Asynchrones Einschritt-Newton-SOR-Verfahren
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5.8 Leistungsmessungen zum Einschritt-Newton-SOR-Verfahren

Fuir das Einschritt-Newton-SOR-Verfahren wurden die Zeitmessungen flr nichtlineare
Gleichungssysteme durchgefiihrt, die aus den Diskretisierungen von Randwertproblemen
entstehen und damit eine Funktionalmatrix mit property A aufweisen.

Als Beispiel dient das das Randwertproblem

—Ugy —Uyy=—€" (0<x,y< 1)

mit den Randbedingungen u {x, y) = 0. Fir die Ordungen der Gleichungssysteme wurden
die Groflen n= 100, 400 und 1600 ausgewihlt, da Gitter der Groflen 10x10, 20x20 und

40x40 betrachtet wurden.
In Abb. 25 sind die Ausfihrungszeiten der parallelen synchronen und asynchronen

Versionen zur Losung der nichtlinearen Systeme dargestellt.
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Abb. 25. Gegeniiberstellung der Laufzeiten synchronesfasynchrones Einschritt-Newton-
SOR-Verfahren

Man beobachtet geringe Unterschiede m den Laufzeiten der beiden paralleien Versionen,
wobei fir groBere Systeme die asynchrone Version mehr Zeit zur Berechnung der Lo-
sung benotigt als die synchrone Version. Diese schon bei den vorher untersuchten Ver-
- fahren beobachtete Tendenz ist auch hier mit dem Verhéltnis von Rechenaufwand in den

pa_rallelen Schieifen zum Svnchronisations-Overhead zu erkliren.
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Die Betrachtung des Overhead flir die Direktiven in den beiden parallelen Programmen
gestaltete sich in &hnlicher Weise wie bei der SOR-Methode, so daBl keine neuen Er-

kenntnisse gewonnen werden konnten, und somit darauf hier verzichtet werden soll.

Der Speedup des svnchronen Einschritt-Newton-SOR-Verfahrens weist fiir alle betrach-
teten GroBen hohe Werte auf, wie man in Abb. 26 erkennen kann. Dies war nach den
vorher gewonnenen Erkenntnissen zu erwarten, da in den parallen Schleifen des syn-
chronen Einschritt-Newton-SOR-Verfahrens im Vergleich zu den vorherigen Methoden
mehr Rechenaufwand geleistet werden mul. Sc mull jeweils ene Komponenete der
Funktion f und eine Zeile der Funktionalmatrix fiir jede Komponente des
Lasungsvektors x explizit berechnet werden, wodurch der Overhead keinen sehr starken

EinfluB auf den Speedup hat.
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Abb. 26. Speedup des synchronen Einschritt-Newton-SOR- Verfahrens

Wenn beim Speedup der synchronen Version noch Unterschiede zwischen den verschie-
denen Grofien beobachtet werden kdnnen, die mit wachsender Zahl, der an der Ausfih-
rung beteiligten Prozessoren, zunehmen, so sind diese beim asynchronen Verfahren in
Abb. 27 kaum mehr wahrnehmbar.
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Abb. Z7. Speedup des asvachronen Einschriti-Newton-SOR-Verfahrens

Der ohnehin schon geringe Svnchronisations-Overhead der asvnchronen Version wirkt

sich hier alsc kaum aus.
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synchron
= asynchron

Beschisunigungsfaldor

Abb. 28. Beschleunigungsfaktoren der parallelen Einschritt-Newton-SOR-Verfahren

Bei der Gegenliberstellung der Beschleunigungsfaktoren fiir die beiden parallelen Pro-
gramme in Abb. 28 erkennt man flir die beiden grofen Systeme niedrigere Werte beim
asynchronen Programm, die sich aber zwischen den Gréfen der Gleichungssysteme nicht
sehr stark unterscheiden. Fir das synchrone Verfahren ist die Zunahme des Beschleu-

nigungsfaktors mit der GréBe der betrachteten Systeme relativ groB.

Diese Beobachtungen stellen die typischen Merkmale der untersuchten synchronen und
asynchronen Algorithmen gut heraus, deren Begritndung in den Abschnitten {iber Lei-
stungsmessungen dargelegt wurde.
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6.0 Untersuchungen im Multiprogramming-Betrieb

Nachdem in den vorigen Abschnitten Untersuchungen der entwickelten Programme fitr
eine dedizierte Umgebung durchgefiihrt wurden, soll in diesem Kapitel das Verhalten der

parallelen Programmversionen im Multiprogramrming-Betrieb Kkurz angerissen werden.

6.1 Verhalten der parallelen Programme im Multiprogramming-Betrieb

Im Multiprogramming-Betrieb eines CRAY-Rechners, wo mehrere Programme um die
vorhandenen Betriebsmittel konkurrieren, ist es mdéglich, dafi Tasks, die an einer Pro-
grammausfihrung beteiligt sind, unterbrochen werden. Diese Unterbrechungen, die
durch den Entzug des Prozessors einer Task verursacht werden, kdnnen an beliebigen
Stellen bei der Abarbeitung des Programmcodes erfolgen, selbst innerhalb einer
FORTRAN-Anweisung. Wihrend fur die svnchronen Programme dies, wegen der
Synchronsierung aller Prozesse nach jedem I[terationsschritt, keinerlei Auswirkungen auf
eine korrekte Ausfihrung hat, ergeben sich be: den asynchronen Versionen Schwierig-
keiten.

Durch die Situation im Multiprogramming-Betrieb kann es zu einer Verletzung der in
Abschnitt 3.4.2. vorgestellten Bedingungen fiir das asvnchrone Algorithmenmodell bei
den hier entwickelien asynchronen Programmversionen kommen. Insbesondere gegen
Bedingung (b) kann verstoflen werden, in der verlangt wird, dafl zu alte Werte im Laufe
der Berechnungszeit irgendwann nicht mehr benutzt werden dirfen, und durch neuere
Werte ersetzt werden mussen. Im Multiprogramming-Betrieb kann es durch Unterbre-
chungen der ausfihrenden Tasks geschehen, dafl ein aktueller Wert einer Komponente
von einem aus {ritheren Zeitpunkten stammenden Wert tiberschrieben wird.

Als Beispiel dazu kann man sich den Fall vorstellen, dafl eine Task zu einem frithen
Zeitpunkt ene Komponente x; bearbeitet, aber vor der Aktualisierung der gemeinsamen
Variablen X(i) unterbrochen wird. Die anderen Tasks flihren ihre Berechnungen fort,
und auch die i-te Komponente wird weiter aktuahsiert. Erwacht nun aber die unterbro-
chene Task wieder, nachdem ein Konvergenztest positiv ausgefallen ist, so wird der ak-
tuelle Wert von X(i) mit dem alten Wert {iberschrieben, so dafl das Ergebnis nicht mehr
korrekt ist. Dieser Fall zeigt sich bei der Betrachtung der Werte des Losungsvektors nach
der Programmausfithrung dadurch, dafl einige wemige Werte einzelner Komponenten
relativ stark von der korrekten L&sung abweichen.

-Ein weiterer ungiinstiger Fall im Multiprogramming-Betrieb kann auftreten, wenn der
Konvergenztest auf der Grundlage nicht aller Komponenten positiv ausfallt. Falls Tasks
- suspendiert werden, dic Komponenten bearbeiten, welche einen negativen Ausgang des

Tests bewirkt hétten, kann es zu einem vorzeitigen Beenden der Berechnungen kommen.
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Dieser Fall kann sich in der Regel nur gegen Ende der Berechnungen einstellen, wenn
viele Werte der Komponenten das Konvergenzkriterium schon erfillen. Man erkennt das
Eintreffen dieses Falls daran, daf die Werte der meisten Komponenten nur in der Gro-

Renordnung der Abbruchkonstante von den korrekten Werten abweichen.

Von der Beriicksichtigung dieser Fille bei der Programmentwicklung der asynchronen
Versionen wurde abgesehen, weil dies eine nicht unerhebliche Verlingerung der Aus-
fiihrungszeit zur Folge gehabt hitte. So hitten beispielsweise zusatzliche IF-Abfragen
in kritischen Abschnitten eingefligt werden miissen, da nur in kritischen Abschnitten

garantiert werden kann, daB3 der Prozessor nicht entzogen wird.

Bemerkt werden soll an dieser Stelie, dafl die hier beschriebenen Falle nicht sehr hiufig
aufireten, und daB die Anzah! der korrekt ausgefiihrien Programmldufe der asynchronen
Versionen im Multiprogramming-Betrieb die Anzahl der fehlerhaften Liufe bel weitem
iibertrifft.

In einer dedizierten Umgebung kann der Entzug eines Prozessors wahrend der Ausfuh-

rung eines parallelen Abschnittes ausgeschlossen werden.

6.2 "Leistungsverhaitéﬁ im Multiprogramming-Betrieb

Trotz der obengenannten moglicherweise fehlerhaften Programmausfihrungen der
asynchronen Programme im Multiprogramming-Betrieb soli auch auf Zeitmessungen in

dieser Umgebung kurz eingegangen werden.
Dabei wurden zu verschiedenen Zeiten, in denen also verschiedene Hintergrundlasten

der CRAY Y-MP vorlagen, jeweils zehn Messungen der synchronen und asynchronen
Programmversionen unmittelbar hintereinander vorgenommen, und die Durchschnitts-
zeit gebildet.

Diese Durchschnitiszeiten sind reprasentativ fir die SOR-Methode mit »=1024 in
Abb. 29 dargestellt. '

Bei Zeitmessungen im Multiprogramming-Betrieb gestaltet es sich allerdings als schwie-
rig algorithmische Einfliisse auf die Ausfihrungszeit zu erkennen, da bei parallelen Pro-

grammen cin starker Einflu durch die Anzahl der an der Ausfihrung beteiligten Pro-

zessoren besteht.

‘Bei der Betrachtung von Abb. 29 stellt man fest, daB fiir die meisten Messungen die
~ Laufzeit des synchronen Programms héoher liegt als die des asynchronen Programms.
" “Auch sind die Unterschiede zwischen einzelnen Messungen bei der synchronen Version

‘ausgeprigter-als bei der asynchronen Version.




Dies liegt zum einen an der Arbeitsweise des Betriebssvstems bei der Zuteilung und beim
Entzug von Tasks, denn vor allem nach der Beendigung eines parallelen Abschnitts im
Programm kénnen Tasks anderen Programmen zugeteilt werden. Da bei den asvn-
chronen Programmen lediglich ein grofler paralleler Abschnitt realisiert ist, wihrend
mehrere kKiirzere parallele Schleifen bei den svnchronen Versionen vorkommen, besteht

bei den synchronen Programmen eher dic Méglichkeit des Prozessorentzugs als bei den

asynchronen Programmversionen.
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Abb. 29. Laufzeiten synchrones/asynchrones SOR im Multiprogramming-Betrieb

Zum anderen lassen die Werte in Abb. 29 aber auch den SchluB zu, daB bei der syn-
chronen Programmversion durch die Synchronisation am Ende der parallelen Schleifen
Wartezeiten eintreten, die sich verlingernd auf die Laufzeit auswirken. Die etwas ge-
ringeren Schwankungen bei der asynchronen SOR-Methode und die meist absolut nied-

rigeren Laufzeiten sind dann Folge der fehlenden Wartezeiten.

Diese bei dem gréfieren untersuchten Gleichungssystem fiir die SOR-Methode noch re-
lativ gut zu beobachtende Tendenz prigt sich bei den beiden kleineren betrachteten Sy-

stemen nicht so aus, wie die Darstellung in Abb. 30 zeigt.
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Abb. 30. Laufzeiten synchrones/asynchrones SOR im Multiprogramming-Betrieb

Hier wird wohl wegen den kiirzeren Laufzeiten der Programme der Effekt der Warte-

zeiten von der Anzahl der Prozessoren stark iiberdeckt.

Zusammenfassend kann man sagen, daf die Laufzeiten der asynchronen Versionen
durch das Fehlen der Synchronisation nach jedem Iterationsschritt 1im

Multiprogramming-Betrieb meist geringer ausfallen als die der synchronen Versionen.

78




7.6 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden synchrone und asynchrone Algorithmen anhand von
Verfahren zur LoOsung von linearen und nichtlinearen Gleichungssystemen auf
CRAY-Rechnern untersucht.

Als Fazit dieser Untersuchungen wurde festgestellt, daf die asynchronen Verfahren fiir
diese Anwendung auf CRAY-Mehrprozessorsystemen keine iiberragenden Vorteile ge-
gentiber den synchronen Verfahren in Bezug auf das Laufzeitverhalten boten.

Eine Hauptursache dafiir kann in den giinstigen Eigenschaften gesehen werden, die das
Autotasking-Konzept in Bezug auf Parallelisierung und Synchronisierung dem An-
wender bietet. So ist in den Autotasking-Direktiven zur Parallelisierung von Schieifen
jeweils eine implizite Synchronisation am Ende der Schleifen enthalten; so dafl dem An-
wender eine explizite Angabe zur Synchronisation von parallelen Prozessen erspart
bletbt. Dies gestaltete sich als sehr vorteilhaft fir die synchronen Programme, wohinge-
gen fUr die asynchronen Versionen Zusatzaufwand an Programmiertechnik und Re-
chenzeit notig war, um die implizite Synchronisation zu umgehen. Um den Rechenauf-
wand moglichst gering zu halten, wurden dabei Datenabhéingigkeiten im parallelen Teil
der asynchronen Programme in Kauf genommen, die im Multiprogramming-Betrieb zu
Uberschreibungen der aktuellen Werte des Losungsvektors mit veralteten Werten flihren

koénnen. Dies stellt fiir die Anwendung dieser Programmversionen einen groBen Nachteil

dar.

Da die Synchronisation bei der Verwendung von Autotasking bei CRAY-Rechnern
mittels Semaphorregistern geschicht und daher sehr effizient realisiert ist, stelite sich der
anfallende Synchronisations-Overhead fiir die synchronen Programmversionen als nicht
sonderlich nachteilig auf dic parallele Ausfuhrungszeit heraus. Dadurch konnte bei den
asynchronen Versionen die beabsichtigte Einsparung des Synchronisations-Overhead,
aufler bei kleinen Gréflen der Gleichungssysteme, nicht in einem grofien Mafe ausfallen.
Bei anfallenden Wartezeiten fur die synchronen Programme, entweder durch eine un-
gleiche Lastverteilung oder durch Einsatz im Multiprogramming-Betrieb verursacht,
konnte jedoch flir die asynchronen Programme ein giinstigeres Laufzeitverhalien im
Vergleich zu den synchronen Versionen beobachtet werden.

Fir Verfahren zur Lésung von Gleichungssytemen, in denen eine Parallelisierung iiber
die einzelnen Komponenten des Losungsvektors vorgenommen werden kann, ist wegen
der dadurch relativ kleinen Prozesse eine gleichméBige Lastverteilung meist leicht reali-
sierbar, so dal Wartezeiten nicht tibermifig stark aufireten. Es sind jedoch durchaus
Anuendungen vorstellbar, bei denen eine gut balancierte Lastverteilung nicht méglich

-_zst, so dall das Fehlen von Wartezeiten bei asynchronen Algorithmen auch bei gut zu
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synchronisierenden Rechnersvstemen im Hinblick auf die AusfUhrungszeit starker zum

Tragen kommit.

Ein interessanter Aspekt der asynchronen Algorithmen konnte bei der Abwandlung des
Jacobi-Verfahrens zu einem asynchronen Jacobi-dhnlichen Verfahren beobachtet wer-
den. Durch die asynchrone Vorgehensweise ergaben sich andere Berechnungsreihenfol-
gen und Aktualisierungsgrade fur die Werte der Komponenten des Losungsvektors, wo-
durch Iterationsschritte eingespart werden konnten und somit in einer kiirzeren Laufzeit

resultierten.

Die erhaitenen Ergebnisse fur CRAY-Systeme mit einer relativ kieinen Anzahl von
hochleistungsfahigen Prozessoren, die tiber den gemeinsamen Speicher miteinander ge-
koppelt sind, wecken das Interesse flir eine Untersuchung von asvnchronen Algorithmen
in verteilten Rechnersystemen mit einer hohen Anzahl von Prozessoren und verteiltem
Speicher. In einer solchen Umgebung ist die Synchronisation meist an mehr Program-
mieraufwand und Zeitverbrauch durch Kommunikation gekniipft, so daf3 vermutlich die

asynchronen Algorithmen ein hoheres Leistungspotential bergen.
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