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Parallelisierung
nichtlinearer Optimierungsverfahren
am Beispiel eines Raffineriemodelils

Johannes Faassen






Kurzfassung

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden Parallelisierungsansédtze fiir Quasi-
Newton-Verfahren zur nichtlinearen Optimierung diskutiert und die Implementa-
tionen einiger Verfahrensvarianten fiir den Intel Paragon XP/S 10 verglichen. Der
Vergleich erfolgt am Beispiel eines 6konomischen Modells einer Erdélraffinerie mit
linearen Nebenbedingungen und nichtlinearer Zielfunktion. Dabei werden die be-
schrankten Probleme mit Hilfe der “Method of Multipliers” in Folgen unbeschrank-
ter Probleme transformiert. Die daraus resultierenden unbeschréankten Probleme
werden mit dem BFGS-Verfahren und einigen Varianten des Straeter-Verfahrens
jeweils in Kombination mit verschiedenen Methoden zur eindimensionalen Opti-
mierung gelést. Gegenstand der Betrachtungen ist insbesondere der Einflufl der
eindimensionalen Optimierung auf die Iterationszahlen und die Rechenzeiten. Bei
den untersuchten Problemen und den gewéhlten Implementationen erweist sich das
BFGS-Verfahren sowohl im Sequentiellen als auch im Parallelen gegeniiber dem
Straeter-Verfahren als iiberlegen.

Abstract

This report discusses parallelizations of quasi-Newton methods for nonlinear op-
timization and compares implementations of some methods on the Intel Paragon
XP/S 10. The comparision is done with an economic model of an oil refinery with
linear constraints and nonlinear objective function. Using the method of multi-
pliers, the constrained problems are transformed into sequences of unconstrained
problems. The resulting unconstrained problems are solved by the BFGS method
and some variants of Straeter’s method, each in combination with different methods
for the one-dimensional subproblems. Especially, the influence of one-dimensional
optimization on the number of iterations and the performance is analysed. The
computational experiments show that the BFGS method is superior to Straeter’s
method in serial as well as in parallel computation for the considered problems and
the chosen implementations.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Optimierung umfaflt ein sehr weites Gebiet der Mathematik, in dem nach “be-
sten” Losungen flir mathematisch formulierte Probleme gesucht wird. Optimie-
rungsanwendungen finden sich in vielen Bereichen der Ingenieur- und Naturwissen-
schaften, aber auch in 6konomischen Entscheidungsprozessen und in der Mathematik
selbst. Beispiele solcher Anwendungen sind Regelungs- und Steuerungsaufgaben, die
Bestimmung chemischer Gleichgewichte, Layout von VLSI-Chips oder die Planung
einer kostengiinstigsten Lagerhaltung.

Die Suche nach effektiven numerischen Methoden zur Lésung von Optimierungs-
problemen wurde wie auch andere numerische Methoden maflgeblich durch die Ent-
wicklung der Digitalrechner beeinflufit. Vor 1940 war das Wissen um Optimierungs-
verfahren noch recht gering, und es wurden nur vereinzelt in der Physik und der
theoretischen Chemie sehr einfache Verfahren eingesetzt. Das mehrdimensionale
Newton-Verfahren war zwar schon bekannt, konnte aber wegen des hohen numeri-
schen Aufwands praktisch nicht verwendet werden. In den vierziger und fiinfziger
Jahren richteten sich die Hauptbemithungen auf die Entwicklung von Verfahren
zur linearen Optimierung. Erst 1959 gelang durch eine Verdffentlichung von Davi-
don [Dab9] der Durchbruch auf dem Gebiet der nichtlinearen Optimierung, welche
die Minimierung einer nichtlinearen Funktion von mehreren Veranderlichen zum
Ziel hat. Das von Davidon beschriebene Verfahren der variablen Metrik legte den
Grundstein zu einer groflen Klasse von Optimierungsverfahren, den sogenannten
Quasi-Newton-Verfahren, die in dieser Arbeit im Mittelpunkt der Untersuchungen
stehen. Der Wunsch nach schnelleren Losungsverfahren und die Verfiigbarkeit von
Parallelrechnern fithrten in jingster Zeit zu Bemithungen, Verfahren zu entwickeln,
die speziell fiir den Einsatz auf Parallelrechnern zugeschnitten sind. Im Gegensatz
zu den sequentiellen Verfahren, die schon relativ ausgereift sind, befindet sich die
Entwicklung paralleler Optimierungsverfahren noch in den Anfangen. Deshalb lohnt
ein Vergleich zwischen fiir Parallelrechner entwickelten Verfahren und den Paralle-
lisierungen sequentieller Verfahren.

Ein umfassender Vergleich von Optimierungsverfahren und ihrer Implementationen
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auf Parallelrechnern ist jedoch im Rahmen einer Diplomarbeit nicht méglich, da die
Leistungsfahigkeit solcher Verfahren stark vom vorgegebenen Problem, dem zugrun-
deliegenden Parallelrechner und der gewahlten Implementation abhédngt. Deshalb
erfolgt hier der Vergleich einiger Verfahren exemplarisch am Beispiel eines konkreten
Problems aus der nichtlinearen Optimierung und jeweils einer speziellen Implemen-
tationsvariante auf dem Intel Paragon XP/S 10.

In Kapitel 2 wird das zugrundeliegende Optimierungsproblem, die Prozefoptimie-
rung einer Raflinerie, dargestellt. Fiir die durch dieses Problem definierte Problem-
klasse wird in den Kapiteln 3 und 4 die benétigte Theorie entwickelt. Speziell in
Kapitel 3 soll ein detaillierter Einblick in die Eigenschaften der benutzten Verfahren
gegeben werden, der fiir die Interpretation der Meflergebnisse und das Verstdndnis
der Verfahren notwendig ist. Kapitel 5 behandelt die Anwendung der entwickelten
Methoden auf das Raflineriemodell und die auftretenden numerischen Probleme.
Neben einem Nachweis fiir die Konvexitat des Problems werden auch die ersten
sequentiellen Meflergebnisse prasentiert. Kapitel 6 beschaftigt sich ausfithrlich mit
der Parallelisierung der Optimierungsverfahren. Es werden allgemeine Konzepte
und spezielle Ansétze fiir die Implementation auf dem Intel Paragon XP/S 10 vor-
gestellt. Weiterhin erfolgt die Diskussion der parallelen Meflergebnisse und eine
Bewertung der benutzten Verfahren. Die Arbeit schliefit mit Kapitel 7, wo neben
einer Zusammenfassung der Ergebnisse ein Ausblick auf Verbesserungsmoglichkeiten
der Verfahren und ihrer Implementationen gegeben wird.



Kapitel 2

Das Raffineriemodell

Das im folgenden beschriebene Modell einer Raffinerie ist ein Beispiel aus einer
Klasse von Optimierungsproblemen, auf die sich die Hauptaufmerksamkeit in dieser
Arbeit richtet. Es wurde deswegen ausgewahlt, weil es fiir 6konomische Modellie-
rungen typische Merkmale aufweist.

Als Import in die Raffinerie werden Rohol und Fremdwasserstoff beriicksichtigt, die
mit einer Reihe von Verarbeitungstechniken zu den Endprodukten Benzin, Diesel,
Heizol und Petrolkoks umgesetzt werden sollen. Die Endprodukte gehen als Export
aus der Raffinerie heraus und bringen einen gewissen Ertrag.

In Abb. 2.1 ist die Verkniipfung der insgesamt 18 Verarbeitungstechniken (Ver-
fahren) mit den internen Mengenstromen schematisch dargestellt. In jedem Ver-
fahren werden gewisse Produkte zu wiederum anderen Produkten weiterverarbei-
tet. Ausnahmen davon sind die Verfahren REIMPR und REIMHG sowie PBOUT,
PLDOUT, PLOOUT und CPOUT, die nur die Menge der importierten bzw. expor-
tierten Produkte bestimmen. Die Produktionsraten, mit denen die einzelnen Ver-
fahren ablaufen, konnen vom Betreiber der Raflinerie festgelegt werden, wohingegen
die Verhéltnisse zwischen den Inputs und den Outputs eines Verfahrens invariant
sind. Die Produktionsraten der Verfahren diirfen allerdings nicht in beliebigen Rela-
tionen zueinander eingestellt werden, da fiir jedes Produkt die Summe der Outputs
aus allen Verfahren mindestens so grof sein muf wie die Summe der Inputs. Ebenso
kénnen die Verfahren nicht riickwéarts laufen, was bedeutet, dafl keine negativen
Produktionsraten erlaubt sind.

Wenn man das beriicksichtigt und die Produktionsraten z; als die Problemvariablen
wahlt, dann ergeben sich in natiirlicher Weise zwei Sorten von Restriktionen. Zum
einen sogenannte Bounds z; > 0, die besagen, dafl die Verfahren nicht riickwarts
laufen kénnen, und lineare Ungleichungs-Restriktionen a?:c > 0, die sicherstellen,
daf von keinem Produkt mehr in Verfahren eingebracht wird als produziert wurde.

Unter Berticksichtigung dieser Nebenbedingungen soll nun der Gesamtnutzen der
Raffinerie maximiert werden, was hier eine Gewinnmaximierung bedeutet. Dazu
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fiihrt man eine Zielfunktion ein, deren Werte das gewiinschte Kostenmafl modellie-
ren. Die Zielfunktion Z(z) ergibt sich aus dem Erlés N(z) der verkauften Produkte
abziiglich der Kosten K(z), die bei der Produktion entstehen, d.h.

Die Kosten fiir die einzelnen Verfahren sollen proportional zu den Produktionsraten
sein, was insgesamt bedeutet, daff K(z) = cTz ist. Uber die Verfahren REIMHG
und REIMPR, die die Menge des importierten Wasserstoffs und Rohdls festlegen,
werden die Kosten fiir die Ausgangsstoffe beriicksichtigt. Da hier alle Verfahrens-
kosten als linear angenommen wurden, sind also auch die Kosten fiir die Rohstofte
linear.

Fiir die verkauften Produkteinheiten hingegen sollen Marktsattigungseftekte bertick-
sichtigt werden, so dafl der Erlés nicht proportional zur abgesetzten Menge ist,
sondern relativ gesehen geringer wird, je mehr von einem Produkt auf den Markt
kommt.

In diesem Modell wird diese Abhéangigkeit mit Wurzelfunktionen der Gestalt

N(z) = zli=e mit « € (1,0) (2.1)

modelliert. Der Parameter o ist dabei ein Mafl fiir die Preisreagiblitdt, die um
so grofler ist, je grofer « ist. Hier wurde speziell & = 0.2 fiir Benzin und Diesel
bzw. a = 0.1 fiir Heizol und Petrolkoks gewéhlt, wodurch fiir alle Produkte die

Marktsattigungseffekte als gering angenommen werden.

Das gesamte Modell 1a88t sich formal beschreiben durch das nichtlineare Optimie-
rungsproblem

4
maximiere  Z(z)= Y 1_10"3:3_0” — T zc R'®

=1 ’
mit den Nebenbedingungen (2.2)
z; >0 1=1,2,...,18

Az >0 A e R?*18
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Abbildung 2.1: Schemabild der Raffinerie
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Kapitel 3

Optimierung ohne
Nebenbedingungen

Ziel dieses Kapitels ist es, die mathematischen Grundlagen der Optimierung so weit
darzustellen, wie es fiir das Verstandnis der in dieser Arbeit benutzten Verfahren
notwendig ist. Fiir ausfiihrlichere Darstellungen und Beweise zu den angegebenen

Satzen seien die Biicher [F187, GrTe93, Lue73, JoTr88] empfohlen.

Obwohl das zu lésende Ausgangsproblem (2.2) ein Optimierungsproblem mit Ne-
benbedingungen ist, werden die Nebenbedingungen zunéchst vernachlédssigt und es
wird erst in Kapitel 4 beschrieben, wie sich die Theorie auf Probleme mit Nebenbe-
dingungen iibertragen lafit. Ferner werden im weiteren nur noch Minimierungspro-
bleme behandelt, obwohl das Ausgangsproblem als Maximierungsaufgabe formuliert
war. Jedes Maximierungsproblem kann jedoch durch einen Vorzeichenwechsel der
Zielfunktion in ein dquivalentes Minimierungsproblem umgewandelt werden.

3.1 Mathematische Grundlagen

Es sel f: R" — R zweimal stetig differenzierbar. Ausgangsproblem des gesamten
Kapitels 3 ist nun:

f(z) = min mit z € R" (3.1)

Es ist also das Minimum der Funktion f auf ihrem Definitionsbereich R"™ gesucht.

Bevor man Methoden entwickelt, um solche Probleme zu l6sen, ist es naheliegend,
zunachst geeignete Charakterisierungen fiir Minima bzw. optimale Losungen zu
entwickeln.
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3.1.1 Optimalitiatskriterien

Definition 3.1 Sei f wie in Ausgangsproblem (3.1) gegeben. Ein Punkt z* heifit
lokales Minimum von f, wenn es eine offene Umgebung U von z* gibt, mit:

f(z*) < f(=) fiir alle z € U.

z* heiflt globales Minimum von f, wenn
f(z*) < f(=) fiir alle z € R™.

z* wird dann auch Lésung des Problems (3.1) genannt.

Der folgende Satz liefert notwendige und hinreichende Bedingungen fiir lokale Mi-
nima.

Satz 3.1 Sei z* ein lokales Minimum von f, dann gilt
Vf(z*) =0. (3.2)

Gilt umgekehrt V f(z*) = 0 und zusitzlich
V2f(z*) ist positiv definit, (3.3)

dann ist z* lokales Minimum von f.

Die Bedingung (3.2) besagt lediglich, daf8 an der betreffenden Stelle der Gradient der
Funktion null ist. Solche Punkte werden auch als stationare Punkte bezeichnet. Es
muf sich dann aber nicht um ein Minimum handeln, sondern es kann auch ein Sat-
telpunkt vorliegen. Die Bedingung (3.3) schlieBt die Moglichkeit eines Sattelpunktes
aus.

Im Satz 3.1 werden allerdings nur Aussagen iiber lokale Minima gemacht. Da man
aber an einer Losung fiir das Ausgangsproblem (3.1) interessiert ist, also globale
Minima sucht, kann man zusédtzliche Forderungen an die Zielfunktion stellen, um
sicherzustellen, dafl jedes lokale Minimum auch ein globales Minimum ist. Eine
Eigenschaft, die das sicherstellt, ist die Konvexitat.

Definition 3.2 Eine Funktion f : R" — R heiflt konvez, wenn fiir alle z, y € R"
gilt:
fRz+ (1 =XNy) < Af(z) + (1= X)f(y) fir alle A € (0,1) (3.4)

Gilt die Ungleichung (3.4) fiir alle z # y strikt, dann heifit f strikt konvez.
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Satz 3.2 f: R® — R ist genau dann konvex, wenn V2f(z) positiv-semi-definit ist
fir alle z € R™. Falls V?f(z) positiv definit ist fiir alle z € R", so ist f strikt
konvex.

Mit Satz 3.2 erhalt man das gewiinschte Ergebnis:

Satz 3.3 Ist f in dem Ausgangsproblem (3.1) konvex, dann ist jedes lokale Mini-
mum von f auch ein globales Minimum. Falls f strikt konvex ist, ist die Losung fiir
(3.1) sogar eindeutig.

Dieser Satz stellt zwar sicher, daf} jeder stationdre Punkt eine Lésung des Optimie-
rungsproblems ist, nicht aber die Existenz einer Lésung tiberhaupt. Es wére ndmlich
denkbar, dafl die Funktion f auf R"™ nicht nach unten beschrankt ist. Die Existenz
einer Losung ergibt sich allerdings in den meisten Féllen in natiirlicher Weise aus
der Modellierung, da es z.B. unmittelbar einleuchtet, dafl Gewinne nicht unendlich
grofl werden koénnen.

Die Konvexitdt der Zielfunktion ist eine sehr wiinschenswerte Eigenschaft. Bei Pro-
blemen mit mehreren lokalen Minima kann es ndmlich nétig sein, dafl man alle
lokalen Minima auffinden und miteinander vergleichen muf}, bevor man entscheiden
kann, welches nun die optimale Lésung darstellt. Die systematische Suche nach allen
lokalen Minima ist in der Regel aber sehr aufwendig oder gar nicht méglich, so daf3
in solchen Féllen vielfach stochastische Suchverfahren benutzt werden.

In Kapitel 5 wird gezeigt werden, daf} das mathematische Modell der Rafhinerie
die Voraussetzungen der Konvexitat erfiillt. Deshalb werden sich alle im weiteren
dargestellten Ansdtze darauf beschranken, einen stationdren Punkt zu finden.

3.1.2 Abstiegsverfahren und Konvergenz

Nachdem nun Kriterien zur Verfiigung stehen, mit denen man von einem Punkt
entscheiden kann, ob er ein Minimum ist, soll jetzt das grundsdtzliche Vorgehen
zum Auffinden eines Minimums dargestellt werden. Da es i. allg. nicht moglich ist,
das Problem (3.1) analytisch zu lésen, werden numerische Verfahren benutzt, welche
eine Folge von Iterationspunkten z* erzeugen, die gegen die Losung konvergieren.

Die Art und Weise, wie die Folge z* erzeugt wird, ist von Verfahren zu Verfahren
verschieden. Aber fast alle Verfahren lassen sich als sogenannte Abstiegsverfahren
interpretieren. Abstiegsverfahren machen nichts anderes als das, was man intuitiv
auch machen wiirde, wenn man von einem Berg ins Tal finden will: “Man macht
sukzessive Schritte talwarts, bis man unten im Tal angelangt ist.”
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Etwas formaler 1aft sich diese zundchst heuristische Vorgehensweise im folgenden
Iterationsschema wiederfinden:

1. Bestimme eine Abstiegsrichtung d*.
2. Finde das o, das f(z* + ad*) minimiert.
3. Setze zFt1 = z* 4+ o d*.

4. Priife, ob z**! ein Minimum ist, wenn nicht, dann gehe zu 1.,
sonst stoppe.

Die eindimensionale Minimierung in Schritt 2 wird dabei als Strahlminimierung be-
zeichnet. Hauptunterscheidungsmerkmal der verschiedenen Verfahren ist allerdings
nicht die Technik der Strahlminimierung, sondern primér die Wahl der Abstiegs-
richtung. Die Bestimmung geeigneter Abstiegsrichtungen ist Thema eines spédteren
Abschnitts. Hier sollen zunéchst einige grundlegende Eigenschaften solcher Ab-
stiegsverfahren zusammengestellt werden.

Eine interessante Frage ist, unter welchen Bedingungen ein Abstiegsverfahren tiber-
haupt konvergiert bzw. welche Eigenschaften die Strahlminimierung und die Such-
richtungen dazu haben miissen. Die Forderung, in jedem Schritt die Zielfunktion zu
erniedrigen, d.h. f(z**1) < f(z®), ist sicherlich nicht hinreichend, um die Konver-
genz gegen eine optimale Losung zu gewahrleisten, da es denkbar wére, dafl fiir grofe
k die Verbesserungen beliebig klein werden, d.h. |f(z**!) — f(z*)] — 0. Deshalb
mufl man sowohl an die Suchrichtung als auch an die Strahlminimierung zusétzliche
Forderungen stellen.

Sei nun zundchst die Strahlminimierung Gegenstand der Betrachtung. Ziel der
Strahlminimierung ist es, eine Schrittweite o € R, zu finden, die f(z) auf dem
Strahl z* + ad® minimiert. Da man i. allg. das Minimum nicht exakt bestimmen
kann, wird man sich mit einer Approximation begniigen. Hier soll jetzt diskutiert
werden, wie genau diese Approximation sein muf}, damit das Abstiegsverfahren kon-
vergiert.

Wenn &* der kleinste positive Wert fiir o mit f(z* + &*d*) = f(z*) ist, dann kann
der oben beschriebene Effekt auftreten, wenn entweder of — 0 oder of — &* (siehe

dazu auch Abb. 3.1).

Zwei Bedingungen, die diese Fille ausschlielen, hat Goldstein [Gol65] angegeben.
Um die Schreibweise zu vereinfachen, wurde f(z* + ad®) durch f(a) ersetzt. Damit
ergibt sich

f(a¥) < £(0) + o pf'(0), (3.5)

um o — &* zu vermeiden, und

F(@®) = f(0) + o*(1 — p) f'(0), (3.6)
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um o — 0 auszuschlieBen, wobei p € (0, 1) ein fester Parameter ist. Die Bedingung

(3.5) stellt z.B. sicher, dafl i
F(ab) — F(a1) > —pa¥(V f(ah) e, (37)

wodurch eine vernachldssigbar kleine Reduktion von f durch ungiinstige Wahl von
o” verhindert wird. Ein &hnliches Resultat folgt fiir (3.6).

Die Goldstein-Bedingungen sichern zwar die hinreichende Reduktion der Zielfunk-
tion, haben aber den Nachteil, dafl sie fiir allgemeine Funktionen ausschliefen, dafl
a® das Minimum fiir f(«) liefert. Aus diesem Grund ersetzt man (3.6) durch eine
Bedingung der Form

[f'(e®)] < —o f'(0) mit o € (p, 1), (3.8)

die das Minimum fiir f() nicht ausschliet. Abbildung 3.1 veranschaulicht die Be-
dingungen (3.5) und (3.8).

flo)

Jloy

J(0)+apf’(0)

Abbildung 3.1: Die zulissigen Werte fiir o* liegen im Intervall [a,b].

Es reicht allerdings nicht aus, nur Forderungen an die Strahlminimierung zu stellen,
um die Konvergenz eines Abstiegsverfahrens zu sichern. Wie aus Gleichung (3.7) zu
erkennen ist, kann |f(z**!) — f(z*)| — 0 auch eintreten, wenn die Suchrichtung d*
ungiinstig gewahlt wird, d.h. wenn

(=VF(zF)Td* — 0. (3.9)

Anschaulich bedeutet diese Gleichung, daf§ die Suchrichtung und der negative Gradi-
ent nahezu senkrecht aufeinander stehen und somit d* quasi parallel zu einer Hohen-
linie ist. Um das zu verhindern, reicht ein einfaches Winkelkriterium.

Man fordert, daf3

ot < g —u  firalleke N (3.10)
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mit x4 > 0 unabhangig von k und 6* ¢ {0, %), wobel

P ()i

= A, (3.11)

Mit dieser Winkelbedingung und den Forderungen (3.5) und (3.8) an die Strahl-
minimierung erhélt man fiir Lipschitz-stetig differenzierbare Funktionen die globale
Konvergenz der Abstiegsverfahren.

In den in dieser Arbeit benutzten Verfahren werden die Suchrichtungen d* im Ite-
rationspunkt z* durch

d*F = —H 'V f(z*) (3.12)

bestimmt, wobei die Hy gleichméafig positiv definite und beschrankte Matrizen sind,
d.h. fiir die mit Konstanten 0 < m < M die Abschédtzung

m|z|* < 2THz < M|z|? firalle ze¢ R" (3.13)

gilt. Zur Konvergenz derartiger Verfahren gilt:

Satz 3.4 Sei f eine nach unten beschréankte, Lipschitz-stetig differenzierbare Funk-
tion. Fiir eine Abstiegsmethode, in der die Suchrichtungen geméaf (3.12) aus einer
Folge Hj von Matrizen erzeugt werden, die der Bedingung (3.13) gentigen und deren
Strahlminimierung die Bedingungen (3.5) und (3.8) erfiillt, gilt V f(z*) = 0 fiir ein
k € N oder Vf(z*) — 0 fiir k — co.

Ein weiterer wesentlicher Aspekt numerischer Verfahren ist die Konvergenzgeschwin-
digkeit, d.h. die Geschwindigkeit, mit der sich die Folge der Iterationspunkte z* an
die optimale Lésung z* anndhert.

Definition 3.3 Sei {z*}1cx eine Folge reeller Zahlen mit limg_ . z¥ = z* und
zF £ z* fiir alle k. Die Konvergenzordnung p der Folge ist das Supremum aller
positiven Zahlen [, fiir die gilt

= < . (3.14)

Wenn p = 1 und 8 < 1 (8 wird dann auch als Kontraktionsfaktor bezeichnet), spricht
man von linearer Konvergenz. Fir p > 1 oder p = 1 und 8 = 0 erhalt man superli-
neare Konvergenz und im Fall p = 2 und 8 < oo quadratische Konvergenz. Lineare
Konvergenz ist in der Praxis nur dann akzeptabel, wenn der Kontraktionsfaktor
(B hinreichend klein ist. Andernfalls ist quadratische oder mindestens superlineare
Konvergenz anzustreben.
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Als letztes in diesem Abschnitt sollen Abbruchkriterien behandelt werden. Aus der

kin der

vorherigen Diskussion ist schon klar geworden, dafl die Iterationspunkte z
Regel das Minimum z* niemals erreichen werden. Daher braucht man Kriterien, die
Aufschluf} dariiber geben, wie gut die momentane Approximation des Minimums ist.

Die theoretisch giinstigsten Kriterien

|28 — 2% < €

(@) = f(z)] < e

scheiden natiirlich aus, da man das Minimum z* vorher nicht kennt. Deshalb wird
man alternativ den Fortschritt des Verfahrens oder die Einhaltung notwendiger bzw.
hinreichender Kriterien fiir lokale Minima tiberwachen. Das fithrt dann zu den
Kriterien

|28 — 2" < e (3.15)
[f(z*) = fa")] < e (3.16)

und

V(") < e (3.17)

Die Kriterien (3.15) und (3.16) eignen sich allerdings nur in den Féllen, wo die
Verfahren relativ schnell konvergieren. Aber auch bei Benutzung von (3.17) kénnen
Probleme der Art auftreten, dafl durch numerische Ungenauigkeiten dieses Kriterium
niemals erreicht wird. Solche Effekte hat man insbesondere bei schlecht konditio-
nierten Problemen, wie bei den hier benutzten Penalty-Verfahren (siehe dazu auch
Kapitel 4).

Deshalb bietet sich eine Kombination aus mehreren Abbruchkriterien an, z.B. (3.15)
und (3.17) zusammen mit einer Beschrankung der Iterationszahl fiir den Fall, da8
das Verfahren nicht konvergiert.

Nachdem einige allgemeine Eigenschaften von Abstiegsverfahren vorgestellt wurden,
sollen nun konkrete Algorithmen fiir die Strahlminimierung und die Richtungsbe-
stimmung entwickelt werden.

3.2 Strahlminimierung

In jedem Iterationsschritt der Abstiegsverfahren ist eine eindimensionale Minimie-
rung der Form
f(a) = min mit o € Ry (3.18)

zu losen. Das Ergebnis dieser Minimierung bestimmt die Schrittweite im Abstiegs-
verfahren.
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Je exakter man dieses Problem 16sen will, desto hoher ist der damit verbundene
Rechenaufwand. Da man fiir die Konvergenz der Abstiegsverfahren aber keine ex-
akte Losung von (3.18) braucht, begniigt man sich mit mehr oder weniger guten
Approximationen des Minimums. Es ist allerdings zu erwarten, dafl die Konvergenz
des Abstiegsverfahrens um so schlechter wird, je schlechter die eindimensionale Mi-
nimierung ist, so da man einen verniinftigen Mittelweg zwischen Geschwindigkeit
und Genauigkeit der Strahlminimierung finden mufl; um die Gesamtrechenzeit des
Abstiegsverfahrens zu minimieren.

Die Verfahren fiir die eindimensionale Optimierung lassen sich unterteilen in sol-
che, die Ableitungen benutzen, und solche, die ableitungsfrei sind. Verfahren, die
Ableitungen benutzen, haben in der Regel bessere Konvergenzeigenschaften als ab-
leitungsfreie Methoden. Aber gerade wenn die Berechnung der Ableitungen, die sich
real als Skalarprodukt des Gradienten mit der Suchrichtung ergeben, im Vergleich
zur Funktionsauswertung teuer ist, kann es lohnend sein, ableitungsfreie Verfahren
zu benutzen.

Dementsprechend werden hier mehrere Verfahren vorgestellt, die beziiglich der Ge-
nauigkeit und der Benutzung von Ableitungen verschiedene Charakteristika aufwei-
sen, wobel der Aspekt der Parallelisierbarkeit erst im Kapitel 6 behandelt wird.

Alle im weiteren betrachteten Algorithmen bestehen im Prinzip aus zwei Phasen.
In der ersten Phase, die man auch als Einschachtelung bezeichnet, wird ein Inter-
vall [a, b] gesucht, in dem das Minimum von f liegt, und in der zweiten Phase wird
das Intervall so lange verfeinert, bis man das Minimum in gewiinschter Genauigkeit
bestimmt hat. Die erste Phase kann man auch auslassen, wenn man eine maxi-
male Schrittweite vorgibt und die zweite Phase dann auf dem Intervall [0, mazstep]
startet.

Fiir alle weiteren Betrachtungen sei angenommen, daf die Funktion f auf R, uni-
modal ist.

Definition 3.4 Eine Funktion f ist auf dem Intervall [a, b] unimodal, wenn sie dort
genau ein relatives Minimum o* hat.

Wenn eine Funktion f : R — R strikt konvex ist, so ist sie auch unimodal. Weiter-
hin gilt fir eine strikt konvexe Funktion F : R" — R, daf sie auch strikt konvex
auf jedem Strahl {z 4+ ad | a € R} ist. Das bedeutet, daB bei strikt konvexen Ziel-
funktionen die eindimensionalen Probleme die Eigenschaft der Unimodalitdt haben.

Das Problem der Einschachtelung 16st man typischerweise dadurch, da man eine
Folge v* von Schrittweiten mit 4* < ~**! erzeugt. Sobald man ein k findet, fiir
das f(7*) < f(y**!) ist, wei man, daB das Minimum von f wegen der Unimoda-
litat im Intervall [0,v**!] liegen muB. Dabei wahlt man fiir die Schrittweiten z.B.
v* = 2% Natiirlich gibt es eine Reihe von Strategien, die das Einschachtelungs-
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Problem glinstiger 16sen. Da der Einschachtelungs-Schritt aber bei der Strahlmi-
nimierung nur einen geringen Anteil an der Rechenzeit hat, soll sich die Aufmerk-
samkeit ausschliellich auf die zweite Phase, die Intervallverfeinerung, richten. Es
seil an dieser Stelle nur erwahnt, dafl bei Newton- und Quasi-Newton-Verfahren, die
weiter unten beschrieben werden, die Schrittweiten zur 1 hin tendieren und somit
die Einschachtelung meist kein Problem darstellt.

Im weiteren wird also davon ausgegangen, daf} ein Intervall [a, b] vorgegeben ist, in
dem das Minimum von f liegt.

3.2.1 Strahlminimierung nach Fletcher

Der erste Algorithmus fiir die Strahlminimierung ist [F187] entnommen, wo dieses
Verfahren ausfithrlich mit einem Korrektheitsbeweis dargestellt ist. Ziel ist es, eine
Schrittweite & zu finden, die den Bedingungen (3.5), (3.8) gentigt, d.h. fiir die

f(@) < £(0) + apf'(0)
[f'(@)] < —of'(0)

gilt mit frei wahlbaren Parametern o € (0,1), p und o > p. o ist dabei ein MaB fiir
die Genauigkeit des Verfahrens, das um so genauer wird, je kleiner o ist.

Die Intervallverfeinerung lauft nach folgendem Schema ab:

Im vorgegebenen Intervall [a*, b*] wird ein o € [a*,b*] ausgewdhlt. Wenn das of

den obigen Bedingungen geniigt, bricht man das Verfahren ab. Ansonsten berechnet
man f'(a*) und bestimmt, in welchem der Teilintervalle [a*, o*] oder [ b*] das
Minimum liegt. Wenn f'(a*) < 0, liegt das Minimum in [, 8*], und falls f'(a*) > 0,
liegt es in [a*, o*]. Auf dieses neu gewonnene Intervall wendet man das Verfahren
dann erneut an, bis schlieBlich ein o* gefunden wird, das die Abbruchkriterien erfiillt.

Wie schnell das Verfahren abbricht, hangt entscheidend davon ab, wie man das
o € [a*,b*] auswihlt. Eine giinstige Wahl ist das Minimum der quadratischen Ap-
proximation von f auf dem Intervall [a*,b*]. Die quadratische Approximation be-
rechnet man aus f(a*), f(b*) und f'(a*) bzw. f'(b*), die sowieso notwendigerweise in
jeder Iteration berechnet werden miissen. Um in jedem Schritt eine echte Intervall-
verkleinerung zu sichern, mufl man verhindern, dal o* — a* oder o — b*. Deshalb
schrinkt man die Wahl des o* auf das Intervall [a® + 71(b* — a*), b* — 75 (bF — a¥)]

mitd<n <m< % ein, wodurch dieses Problem offensichtlich vermieden wird.
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Algorithmisch formuliert ergibt sich

for k:=1,2,... do
begin bestimme o € [a* + 71 (b* — a*),b — 7o (bF — a)]
berechne f(a*)
if f(o) > f(0) + po* F1(0) or f(e¥) > f(a)
then a*t! .= oF; BFFl .= oF
else
berechne f'(aF)
if |f'(a*)] < —o f'(0) then stop
aktl = oF
if (b* — a¥)f'(a®) > 0 then b**! := a” else bF*+! := bF
end

Die Vorteile dieser Methode liegen sicherlich darin, dal unabhéngig vom speziellen
Problem Bedingungen eingehalten werden, die die Konvergenz des Abstiegsverfah-
rens sicherstellen. Auch erweist sich der Ansatz der iterativen quadratischen Inter-
polation als duflerst effizient. Problematisch ist nur die Benutzung der Ableitungen
von f, wodurch das Verfahren fiir spezielle Zielfunktionen sehr aufwendig wird, wie
spater zu sehen ist.

Deswegen sollen noch zwei Methoden zur Intervallverfeinerung vorgestellt werden,
die ohne Ableitungen auskommen.

3.2.2 Verfahren des goldenen Schnitts

Sei wieder ein Intervall [a*,b*] vorgegeben, in dem das Minimum o* von f liegt.

Weiterhin seien w?, w% zwei Punkte mit a* < wF < wh < b*.

Wegen der Unimodalitat von f gilt:
)

o € [a¥, wh] falls f(wh) < flwk
3.19
a* € [wk, b falls f(wf) > f(wh) 1)

k1 p*+1] wendet man das Verfeinerungsschema

<f
> f
Auf das so neu gewonnene Intervall [a
so lange an, bis [b* — a®| < € ist.

Es verbleibt aber noch die Entscheidung, wie die w¥, w% zu wihlen sind, um eine
maximale Intervallverkiirzung mit moglichst wenigen Funktionsauswertungen zu er-
reichen. Theoretisch optimal ist hierbei die Fibonacci-Suche, die asymptotisch mit
dem Verfahren des goldenen Schnitts identisch ist (siehe dazu z.B. [BaSS93]). Beim

Verfahren des goldenen Schnitts werden die w?, w¥ so gewihlt, dafl fiir die Teilungs-
verhéltnisse der Teilintervalle

e
o — |~ o= o
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und

jwi — 0% _ a* — wj

b —of T B~ o]

gilt. Weil diese Teilungsverhaltnisse genau den goldenen Schnitt definieren, heift
das Verfahren dementsprechend. Durch die Einhaltung dieser Verhaltnisse kénnen
drei der vier Punkte a*, w¥, w¥ und b* auch in der nichsten Iteration benutzt werden,
so dafB in jeder Iteration nur ein neuer Punkt mit dem zugehorigen Funktionswert

berechnet werden mu8.

Der Algorithmus lauft dann wie folgt ab:

gegeben sei [a, 87

berechne w) und w? gemaB (3.2.2) und (3.2.2)
berechne f(w?) und f(w?)

while |a* — b*| > € do

begin
if F(wh) < flwh)
then
aktl =gk
bl = Wk
Wkt = ok
berechne wf™ gemiB (3.2.2) und (3.2.2)
berechne f(wF™)
else
aktl = Wb
bk-|—1 = bk
Wit = Wk
berechne w5™ gemaf (3.2.2) und (3.2.2)
berechne f(wh™)
end

Das Verfahren des goldenen Schnitts ist ein sehr robustes Verfahren, in dem nur
das absolute Abbruchkriterium |a* — b*| < € Schwierigkeiten machen kann, wenn f
sehr “steil” ist. Deshalb muf} das € ggf. dem jeweiligen Problem angepaflt werden,
um die Konvergenz des Abstiegsverfahrens zu sichern. Aus dem gleichen Grund
eignet sich diese Methode nicht fiir eine unexakte Strahlminimierung, da sich dann
Bedingungen wie (3.5) und (3.8) nicht einhalten lassen. Obwohl sich dieses Problem
durch ein anderes Abbruchkriterium vermeiden liefle, soll das Verfahren des goldenen
Schnitts hier nur fiir eine exakte eindimensionale Minimierung benutzt werden.
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3.2.3 Armijo-Schrittweite

Das letzte Verfahren versucht nicht, das Minimierungsproblem (3.18) zu lésen, son-
dern liefert nur eine Schrittweite, die unter gewissen Voraussetzungen aber den-
noch die Konvergenz des Abstiegsverfahrens sicherstellt. Aus diesem Grund ist die
Schrittweitenwahl nach dem Armijo-Prinzip ein Prototyp fiir eine unexakte Strahl-
minimierung.

Es bezeichne S = {2_j};°;0 C R-o. Mit einem festen Parameter é € (0,1) wird die
Armijo-Schrittweite & bestimmt durch

a:=max{a € S| f(a) < f(0) +adf'(0)}. (3.20)

Die obige Bedingung an das & entspricht bis auf die Wahl des Parameters é genau
der ersten Goldsteinschen Bedingung (3.5). Die Abbildung 3.2 verdeutlicht, dafl das

& so gewahlt wird, dafl f(a) kleiner ist als eine lineare “Unterschitzung” von f.

floy
flo)

f(0)+08f°(0)

f0)+o f(0)
| | | |
0 18 14 6=1/2 1

Abbildung 3.2: Armijo-Schrittweite

Obwohl dieses Verfahren im Nullpunkt die Ableitung von f bendtigt, kann man
diese Methode insofern als ableitungsfrei bezeichnen, als dal die Ableitung von f
im Nullpunkt sowieso bei gradientenbasierten Verfahren schon vorliegt und somit
nicht extra berechnet werden mufl. Auflerdem werden meistens nur sehr wenige
Funktionsauswertungen benétigt, da die o’ exponentiell kleiner werden und somit
die Bestimmung der Armijo-Schrittweite im Vergleich zu anderen Strahlminimierun-
gen sehr schnell geht.

Interessanterweise kann man fiir Lipschitz-stetig differenzierbare Funktionen
f+ R — R dennoch zeigen, dafl ein Abstiegsverfahren, das die Winkelbedingung
(3.10) firr die Suchrichtungen einhdlt und die Armijo-Schrittweite benutzt, kon-
vergiert, obwohl es sich um ein sehr ungenaues Suchverfahren handelt. (Auf eine
weitere Bedingung wie die 2. Bedingung von Goldstein (3.6) kann man an dieser
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Stelle verzichten, weil man & als maximales o € S wahlt, weswegen & — 0 ebenfalls
ausgeschlossen wird.)

Wie spéter zu sehen sein wird, kann man mit dieser Methode in der Tat brauchbare
Ergebnisse erzielen. Dies liegt wohl auch daran, dafl bei Newton-&hnlichen Verfahren
die optimale Schrittweite gegen 1 tendiert und die 1 als Schrittweite auch im Armijo-
Verfahren bevorzugt wird.

3.3 Bestimmung geeigneter Abstiegsrichtungen

Wie bereits erwahnt, unterscheiden sich die verschiedenen Abstiegsverfahren weni-
ger durch die Methoden der Strahlminimierung als vielmehr durch die Wahl der
Abstiegsrichtungen d*. Der nun folgende Abschnitt beschiftigt sich damit, wie man
die Suchrichtungen d* wahlt, damit das Abstiegsverfahren gute Konvergenzeigen-
schaften bekommt. Dabei stehen zundchst nur die grundlegenden mathematischen
Aspekte im Vordergrund. Algorithmisch orientierte Probleme und die Parallelisie-
rung dieser Verfahren werden in Kapitel 5 und Kapitel 6 ausfithrlich behandelt.

3.3.1 Steepest Descent

Eine naheliegende Wahl fiir d* im Punkte z* ist sicherlich d* = —V f(z¥), womit sich
zusammen mit einer exakten Strahlminimierung das Verfahren des steilsten Abstiegs
(steepest descent) ergibt. Dieses Verfahren hat allerdings nur lineare Konvergenz,
und das mit einem Kontraktionsfaktor, der beliebig nahe an 1 kommt, d.h. man kann
zeigen, dafl ein solches Verfahren beliebig langsam gegen ein Minimum konvergiert.
Da die Ursachen fiir diesen Effekt auch spater hdufiger in die Argumentationen
eingehen, sollen sie hier kurz beleuchtet werden (fiir eine ausfiithrliche Darstellung

siehe [BaSS93]).

Wenn man das Verhalten von Steepest Descent geometrisch betrachtet, so gilt fiir
aufeinanderfolgende Suchrichtungen (d*)T(d**!) = 0, d.h. d* und d**! stehen senk-
recht aufeinander, und die Annéherung an das Minimum z* von f geschieht entlang
einer Zickzack-Kurve.

Wie stark der Effekt, der im Englischen auch als Zigzagging bezeichnet wird, ins Ge-
wicht fallt, hingt davon ab, wie f konditioniert ist. Die Kondition einer Funktion
f 1st dabei gleich der Kondition ihrer Hesse-Matrizen.

Beispielsweise ist fir f(z1,z2) = %(:c% + az?) die Kondition von f gleich «, und
man kann die Kondition von f durch Erhéhen von a beliebig schlecht machen. Fir
einen Startpunkt z = (:cl,:cz)T mit z; # 0 und z, # 0 ergibt sich dann folgende
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Reduktion der Funktionswerte:

fE) (1)
f) (et 1)

Fir a — oo folgt daraus die beliebig langsame lineare Konvergenz.

(3.21)

Der negative Gradient ist also keine sehr glinstige Suchrichtung fiir ein Abstiegsver-
fahren. Anstatt in die Richtung des steilsten Abstiegs zu gehen, d.h. ausschliellich
Steigungsinformationen zu verwenden, scheint es verniinftig zu sein, zusatzlich die
Kriitmmung von f zu beriicksichtigen und so Richtungen zu erzeugen, die “weitsich-
tiger” sind und dadurch eher zum Mimimum von f tendieren.

Eine Reihe von Ideen dazu lassen sich aus quadratischen Modellen gewinnen. Man
bestimmt dann eine optimale Abstiegsrichtung unter der Annahme, die Zielfunktion
sel quadratisch. Obwohl die Zielfunktionen i. allg. nicht quadratisch sind, lassen sich
mit dieser Annahme die Konvergenzeigenschaften der Abstiegsverfahren erheblich
verbessern. Die meisten heute verwendeten Methoden wie die Newton-, Quasi-
Newton- und CG-Verfahren basieren auf diesem Ansatz.

3.3.2 Newton-Verfahren

Die Grundidee des Newton-Verfahrens ist die, dal man in jedem Schritt in die
Richtung des Minimums der quadratischen Approximation von f geht. Als Appro-
ximation nimmt man die Taylor-Entwicklung von f im Punkte z* bis einschlieBlich
zum quadratischen Glied.

1
Fi(z) = f(a*) + VF(z")' (2 = 2*) + S(e = 2") 'V f(a") (2 - 2") (3.22)
Die Suchrichtung d* ergibt sich aus der Lésung des Minimierungsproblems
Fiy(z) — min mit z € R™. (3.23)

Das Problem hat genau dann eine Losung, wenn die Hesse-Matrix V2 f(z*) positiv
semi-definit ist. In diesem Fall lautet das notwendige und hinreichende Kriterium
fir die Losung z

Vf(z®) + V2 f(zF)(z — zF) = 0 (3.24)
und es folgt, falls V2f(z*) nicht singuldr ist,

7 =z" — (V2f(a") IV f(z"). (3.25)

Als Suchrichtung wéhlt man nun d* = —(V2f(z*))~1V f(z*), woraus sich ein Itera-
tionsschritt des Newton-Verfahrens ergibt zu

" = 2 — oF(VEf(2F) IV F(2F). (3.26)
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Beim klassischen Newton-Verfahren gilt zusatzlich in jedem Schritt o* = 1.

Fir das Newton-Verfahren erhdlt man auf einer hinreichend kleinen Umgebung um
ein lokales Minimum superlineare Konvergenz. Wenn man zuséatzlich annimmt, dafl
die Hesse-Matrizen von f Lipschitz-stetig sind, dann erhalt man sogar quadratische
Konvergenz der Folge {z*}1cx gegen z*.

Obwohl die formalen Konvergenzeigenschaften das Newton-Verfahren sehr attraktiv
machen, hat es doch einige schwerwiegende Nachteile:

o Die Hesse-Matrizen sind nicht unbedingt regular, und somit ist die Matrixin-
vertierung nicht durchfithrbar, oder die Hesse-Matrizen sind so schlecht kondi-
tioniert, dafl die Invertierung problematisch ist. Weiterhin  muf
(V2f(z*))"1V f(z*) keine Abstiegsrichtung sein, wenn die Hesse-Matrix nicht
positiv definit ist. Aus diesem Grund wurden viele Modifiktionen und Re-
gularisierungstechniken des Newton-Verfahrens entwickelt (siehe z.B. [Mar63,

Mu72, FIFr77, F187]).

o Bei groflen Problemen wird der Aufwand der Matrixinvertierung sowohl fiir
direkte als auch fiir iterative Methoden zu grofl. Als Ausweg bietet sich hier
an, die inverse Hesse-Matrix mit iterativen Verfahren nur sehr grob zu appro-
ximieren, wie es z.B. in einem Ansatz von Nash und Sofer [NaSo89, NaS092b]
gemacht wurde.

o Die Verwendung der Hesse-Matrix setzt natiirlich voraus, da8 die zweiten Ab-
leitungen iiberhaupt analytisch vorliegen, was gerade bei praktischen Anwen-
dungen einen erheblichen Aufwand von seiten des Anwenders bedeuten kann.
Die Alternative, die Hesse-Matrix iiber Gradienten zu approximieren, fithrt
zwangslaufig verstarkt zu Problemen, wie sie im vorigen Punkt erwahnt wur-
den.

Eine Klasse von Verfahren, welche die meisten der oben genannten Nachteile vermei-
det, aber trotzdem gute Konvergenzeigenschaften hat, wird durch die sogenannten
Quasi-Newton-Verfahren gebildet.

3.3.3 Quasi-Newton-Verfahren

Ausgangspunkt der Quasi-Newton-Verfahren ist die Idee, die inverse Hesse-Matrix
nur durch eine symmetrische positiv definite Matrix H zu approximieren und diese
Approximation nach jedem Iterationsschritt zu verbessern. Die k-te Iteration des
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Abstiegsverfahrens hat dann die Struktur

1. Berechne die Suchrichtung als d* = H*V f(z*).
2. Bestimme ein o und setze zFt! = 2% + o*d*.

3. Fiihre das Update fiir H**! durch.

Als H® wiahlt man eine beliebige symmetrische positiv definite Matrix, meistens die
Einheitsmatrix.

Die potentiellen Vorteile dieser Verfahren gegeniiber den Newton-Verfahren sind:

e Es wird nur die 1. Ableitung benétigt (anstatt der 2. Ableitung).
e O(n?) Multiplikationen pro Iteration (anstatt O(n?)).

e Die H” sind positiv definit (gegeniiber moglicherweise indefiniten V2 f(z*)).

Die Approximationen H* der Hesse-Matrizen lassen sich wie folgt aus den Differen-
zen sF = gt — zF und y* = Vf(z**1) — Vf(z*) gewinnen. Nach der Taylorschen

Formel gilt
2 —2® = (V2 f (") (V (") = V(")) + o(|]z* — 2*]). (3.27)
Unter Vernachlassigung des Restgliedes ergibt sich dann
e (V2 f(2M) 1yt (3.28)

Fiir die Approximation H* gilt i. allg. nicht, daB s* = H*y*, und deswegen wird
die Matrix H**! so gewihlt, daB die Gleichung

sk = HFFLyF (3.29)

erfiillt ist. Gleichung (3.29) wird auch als Quasi-Newton-Gleichung bezeichnet und
die zugehorigen Verfahren dementsprechend als Quasi-Newton-Verfahren. Fordert
man, dal H*! ebenso wie (V2f(z**1))~! symmetrisch ist, so liefert (3.29) fiir festes
k nur n Bedingungen zur Bestimmung der n(n + 1)/2 freien Parameter. Daher gibt
es eine groBe Zahl unterschiedlicher Konstruktionsvarianten fiir Matrizen H**!, die
der Quasi-Newton-Gleichung (3.29) geniigen.

Mit dem Ziel, bereits gewonnene Informationen weitgehend zu erhalten, wird H**!
aus der vorhergehenden Matrix H* durch Modifikationen der Form

H* = H* L U* (3.30)

bestimmt. Dieser Vorgang wird als Update bezeichnet.
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Im weiteren sollen die benutzten Update-Formeln und die Eigenschaften der daraus
resultierenden Verfahren dargestellt werden.

Als einfachste Moglichkeit fiir das Update ergibt sich ein sogenanntes Rang-1-Update
der Form

H — g% 1 quu” (3.31)

mit einem Vektor v € R"™. Unter Beriicksichtigung der Quasi-Newton-Gleichung
erhédlt man das Update

(s — Hy)(s — Hy)"
(s—Hy)Ty

wobeil hier und im weiteren die Indizes k£ an den y, s und H weggelassen wurden.
Weil Broyden 1967 diese Formel erstmals vorschlug, wird sie meistens als Broyden-
Update bezeichnet und das zugehérige Quasi-Newton-Verfahren entsprechend als
Broyden-Verfahren.

k1 -
HgRovpen = H +

(3.32)

Satz 3.5 Sei f : R" — R eine strikt konvexe quadratische Funktion. Sind die
s!, %, ..., s" bei Anwendung des Broyden-Verfahrens auf f linear unabhéngig, dann

terminiert es nach hoéchstens n + 1 Schritten mit H*+1 = (V2f)_1.

Wenn man das Verfahren auf quadratische Probleme anwendet, wird nach n Schrit-
ten unter der Voraussetzung, daf die s', s%, ..., s" linear unabhéngig sind, die inverse
Hesse-Matrix exakt approximiert, so dafl der (n 4 1)-te Schritt mit einem Newton-
Schritt identisch ist.

Von der Moéglichkeit, mit n linear unabhéngigen Richtungen die Hesse-Matrix voll-
standig zu approximieren, wird im Straeter-Verfahren Gebrauch gemacht, das weiter
unten beschrieben ist.

Ein wesentlicher Nachteil des Broyden-Verfahrens ist, dafl die so erzeugten Matrizen
HF nicht positiv definit sind, wodurch die resultierenden Suchrichtungen nicht not-
wendigerweise Abstiegsrichtungen sind. Weiterhin kann der Nenner in (3.32) null
werden, womit das Verfahren nicht immer wohldefiniert ist. Ferner sind die suk-
zessive erzeugten Richtungen moglicherweise nicht linear unabhéngig, wodurch eine
vollstandige Approximation der inversen Hesse-Matrix verhindert werden kann.

Da das Broyden-Update das einzige symmetrische Rang-1-Update ist, das die Quasi-
Newton-Bedingung erfiillt, ist es naheliegend, die Méglichkeiten fiir Rang-2-Ver-
sionen zu untersuchen, d.h. Updates der Form

H* — g% 1 quu” + boo”. (3.33)

Eine Formel, die auf Davidon [Da59] zuriickgeht und spater von Fletcher und Powell
[F1Po63] in der hier beschriebenen Form prasentiert wurde, ist das nach ihnen be-
nannte DFP-Update.
T HyyTH
Ht = H4 2o — . 3.34
DFP + Ty yTHy (3.34)
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Quasi-Newton-Verfahren, die dieses Update zusammen mit einer exakten Strahlmi-
nimierung benutzen, haben eine Reihe interessanter Eigenschaften:

e Wenn f quadratisch ist, dann sind die sukzessive erzeugten Richtungen zu-
einander konjugiert bzgl. (V2f)~! und mit H° = I erhélt man konjugierte
Gradienten.

e Fiir quadratische Funktionen gilt nach spétestens n Iterationen

Hn-l—l — (v2f)—1‘
o Die Matrizen H* sind positiv definit.
o Die Verfahren haben lokal superlineare Konvergenz.

o Die Verfahren sind global konvergent fiir strikt konvexe Funktionen.

Die erste Eigenschaft bewirkt, dafl nach spatestens n Schritten der gesamte Raum
mit den Vektoren s',...,s™ aufgespannt wird und somit fiir quadratische Funktio-
nen die Konvergenz nach spéatestens (n + 1) Schritten folgt. AuBerdem sichert die
positive Definitheit der H*, daB die hiermit erzeugten Richtungen wirklich Abstiegs-
richtungen sind.

Offensichtlich hat das DFP-Verfahren mehr niitzliche Eigenschaften als durch die
Quasi-Newton-Gleichung gefordert wird, und fiir quadratische Zielfunktionen hat es
sogar zusatzlich die Eigenschaften eines Konjugierten-Gradienten-Verfahrens. Lei-
der zeigt sich das DFP-Verfahren als sehr empfindlich gegentiber einer ungenauen
Strahlminimierung, was es fiir die praktische Anwendung weniger attraktiv macht.
Eine wesentliche Verbesserung diesbeziiglich bringt das BFGS-Update
(Broyden [Br70], Fletcher [F170], Goldfarb [Go70], Shanno [Sh70]), das zwar die
gleichen oben aufgefithrten Vorteile des DFP-Update hat, aber wesentlich unemp-
findlicher gegentiber der ungenauen eindimensionalen Optimierung ist.

Die BFGS-Formel ist die zum DFP-Update duale Formel. Sie ergibt sich durch
formale Vertauschung der y und s und anschlielende Invertierung der so gewonnenen
Matrix mit der Sherman-Morrison Formel:

(3.35)

T ssT syTH + HysT
iy 1+ (14 F0) 87 _ (57 107)

sT sTy sTy

Die auf dieser Formel basierenden Quasi-Newton-Verfahren haben sich in der Praxis
auflerordentlich bewdhrt. Es bleibt die Frage, ob die in der Praxis herausragende
Rolle des BFGS-Verfahrens auch theoretisch begriindet werden kann oder ob es
moglicherweise noch leistungfahigere Quasi-Newton-Verfahren gibt. Es gibt theore-
tische Hinweise darauf, dafl dem BFGS-Verfahren unter den Newton-Verfahren eine
besondere Rolle zukommt. Zwei dieser Aspekte sollen kurz erwdhnt werden.
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Weiter oben wurde der Einflufl der Kondition der Hesse-Matrix bei Anwendung auf
quadratische Funktionen geschildert. Beim Verfahren des steilsten Abstiegs wird die
Konvergenz um so schlechter, je schlechter die Kondition der Hesse-Matrix ist. Die
Newton-Verfahren sind gegeniiber diesem Effekt zumindest theoretisch immun, aber
es bleibt zu klaren, wie sich die Quasi-Newton-Verfahren diesbeziiglich verhalten.
Sel eine quadratische Funktion der Form

flz) = %:BTG:B + b7z (3.36)

mit einer symmetrischen positiv definiten Matrix G gegeben, d.h. G ist die Hesse-
Matrix von f. Wenn man ein Verfahren auf diese Funktion anwendet und G schlecht
konditioniert ist, so wire es zumindest theoretisch denkbar, dafl man das Problem
mit einer affin linearen Transformation

T(z)=Az+a A regular (3.37)

auf ein besser konditioniertes Problem abbildet, das transformierte Problem 16st und
die Loésung wieder zuriicktransformiert.

Vom BFGS-Verfahren kann man zeigen, dafl es gegeniiber einer solchen Transforma-
tion bei geeigneter Wahl der Matrix H° invariant ist, d.h. wenn z° = T'(z°), dann
gilt auch 7% = T'(z*) fiir k = 1,2,...,n. Dabei sei {Z*}1cx die Folge der mit dem
transformierten Problem erzeugten Iterationspunkte.

Diese Invarianzeigenschaft besitzt allerdings nicht nur die BFGS-Formel, sondern
z.B. auch die gesamte Broyden-Familie

Hg'' = (1 - ®)Hplop + @ Hglgs-

Es gibt aber eine Eigenschaft, die die BFGS-Formel unter den anderen auszeichnet.
Es scheint sinnvoll zu sein, daf die Matrix H**! nicht nur symmetrisch ist und der
Quasi-Newton-Gleichung geniigt, sondern zusitzlich der “Abstand” von H* zu H*+!
moglichst klein ist, um die vorher gesammelten Informationen soweit wie moglich
zu erhalten.

Als Maf fiir den Abstand zweier Matrizen nimmt man die gewichtete Euklidische
Norm

JAly = [W2AW2)3 = or(W ATW A), (3.38)

wobei W eine positiv definite symmetrische Matrix ist, die der Quasi-Newton-
Gleichung gentigt. Die BFGS-Formel ist die einzige Formel, die symmetrische Ma-
trizen erzeugt, die die Quasi-Newton-Gleichung erfiillen und zusétzlich den Abstand
von H**1 und H* bzgl. der oben definierten Norm minimiert (siehe dazu auch [F187]
und [Gre70]).

Diese und andere Ergebnisse legen nahe, dafl man wahrscheinlich keine wesentli-
che Verbesserung des Verfahrens durch andere Updates mit Hilfe der Differenzen y*
und s* erzielen kann. Der Satz 3.5 motiviert jedoch einen Ansatz, der von Straeter
[Stra73] speziell in Hinblick auf die parallele Losung nichtlinearer Optimierungspro-
bleme vorgeschlagen wurde.
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Anstatt in jedem Schritt die Differenzen y* und s* fiir das Update zu benutzen, kann
man auch direkt in jeder Iteration n Broyden-Updates entlang linear unabhangiger
Richtungen machen und somit die inverse Hesse-Matrix in jedem Schritt noch besser
approximieren.

Um die Darstellungen zu vereinfachen, sei das Broyden-Update jetzt als

A = g 4 gk (BT (3.39)
geschrieben, mit dem Vektor
= b — H*yF, (3.40)
so dafl
& = ((PF)Ty*)7 (3.41)

Seien nun in der k-ten Iteration der Iterationspunkt z*, eine Approximation der
Hesse-Matrix H* und n linear unabhéngige Vektoren s* ..., s*» (z.B. die Einheits-
vektoren) vorgegeben. Zunédchst berechnet man die Punkte

ok = gF 4 R 17=1,...,n
und die zugehorigen Gradienten V f(z*) nebst
y¥ = Vf(zh) - Vf(z*).

Mit diesen s* und y* fithrt man n aufeinanderfolgende Broyden-Updates durch,
die dann auch partielle Updates genannt werden.

Vko — Hk
ki = g% —ij—lykj j:l,...,n
KR = (ki) Tyks) 1 i=1,...,n (3.42)

Vki = Vkine o ghi(pki) (PR =1, n

Hk-l—l — an
Fiir quadratische Zielfunktionen gilt nach Satz 3.5, dal H' = (V?f(z))~?, wodurch
das Verfahren nach nur einem Schritt terminiert. Durch die vollstindige Approxi-
mation der inversen Hesse-Matrix bekommt man dann auch &hnliche Konvergenzei-
genschaften wie bei approximierten Newton-Verfahren, handelt sich anderseits aber
auch Nachteile ein:

e Die H* sind nicht notwendigerweise positiv definit.

e Es werden O(n?) Operationen fiir ein vollstindiges Update benétigt.
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o Im Gegensatz zu den Newton-Verfahren erhdlt das Straeter-Update nicht die
Struktur der Hesse-Matrix.

Unklar ist an dieser Stelle, wie die n linear unabhéngigen Vektoren s* gewahlt wer-
den sollten. Eine naheliegende Moglichkeit ist sicherlich s7% = ee?, wobei e’ der j-te
Einheitsvektor ist und € eine hinreichend kleine Konstante mit € > 0. Die Ergeb-
nisse von Kapitel 5 deuten jedoch darauf hin, daf diese einfache Wahl zu Problemen
fithren kann, wenn z.B. einige Variablen nur linear in die Zielfunktion eingehen und
dadurch y® = 0 bzw. ¥ undefiniert wird. Auch ist es nicht einzusehen, warum
die Quasi-Newton-Matrix H**! bei einem vollstindigen Update entlang aller Raum-
richtungen von der Matrix H* des Vorpunktes abhéngen soll, anstatt das Update
jedesmal mit der Einheitsmatrix zu beginnen. Der Einflufl eines Neustarts des Ver-
fahrens in jeder Iteration ist den Meflergebnissen in Kapitel 5 zu entnehmen.

Fir grofle Probleme ist es sehr zeitaufwendig, in jedem Schritt alle partiellen Up-
dates durchzufithren. Deshalb ist eine weitere Variationsmoglichkeit, in jeder Itera-
tion nur einen Teil der partiellen Updates zu berechnen. Dazu kann man entweder
reihum eine feste Menge von Vektoren s* benutzen, wie es z.B. von Lootsma [Lo91]
vorgeschlagen wird, oder man bestimmt nach geeigneten Strategien in jedem Itera-
tionspunkt eine neue Menge von Vektoren.

Durch die Vermeidung vollstandiger Updates 1a83t sich die Update-Zeit in jedem
Schritt reduzieren oder sogar gezielt einstellen, was z.B. bei Parallelisierungen zur
Lastbalancierung niitzlich sein kann (siehe Kapitel 6). Andererseits wird man er-
warten, dal durch diese Technik auch die Konvergenz der Verfahren schlechter wird.
Wie man die Vektoren bei unvollstandigen Updates wahlt und wieviele partielle Up-
dates in jedem Schritt optimal sind, um die Gesamtrechenzeit zu minimieren, ist ein
bislang kaum behandeltes Problem. Die wenigen numerischen Erfahrungen, die iiber
das Straeter-Verfahren veréffentlicht wurden, behandeln nur peripher die Aspekte
unvollstandiger Updates. So zeigen z.B. Dyde et al. [DyLT89], dafl das Straeter-
Verfahren mit vollstandigen Updates fiir kleine und mittelgrofie Probleme (n = 50)
in seiner Leistungfahigkeit (auch auf sequentiellen Rechnern) durchaus mit anderen
Quasi-Newton-Verfahren vergleichbar ist. Van Laarhoven [La85] entwickelte die Idee
von Straeter sogar weiter und benutzt fiir die partiellen Updates statt des Broyden-
Updates ein Update aus der von Huang [Hu70] angegebenen Klasse. Der Einfluf
unvollstandiger Updates wird allerdings nicht untersucht, und alle numerischen Ex-
perimente werden nur mit kleinen Problemen durchgefiihrt.

Lootsma [Lo91] diskutiert zwar den Einflufl unvollstandiger Updates, die prasentier-
ten Ergebnisse erlauben aber nur einen geringen Riickschluf} auf die Qualitat solcher

Methoden.

Die zuverlassige Bewertung von Optimierungsverfahren ist schon im Sequentiellen
ein schwerwiegendes Problem, da alle Verfahren in gewissen Féllen ihre spezifischen
Vorteile haben. So wird man neben den theoretischen Erkldrungen auch ausfiihr-
liche Testreihen mit realen Problemen durchfiihren miissen, um die Qualitdt eines
Verfahrens beurteilen zu kénnen. Fiir sequentielle Verfahren existieren einige Stu-
dien (z.B. [Sch80, SaRa80]), die mit einer Vielzahl von Testproblemen genau diese
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Frage klaren wollen. Beim Vergleich paralleler Verfahren treten zuséatzlich Aspekte
wie die Implementation und die zugrundeliegende Rechnerarchitektur in den Vorder-
grund, so daf ein umfassender Vergleich zum momentanen Zeitpunkt fast unméglich
scheint.

Aber selbst eine systematische Untersuchung, die auf das Straeter-Verfahren und
einen Rechnertyp beschrankt ist, war im Rahmen dieser Diplomarbeit nicht méglich,
da es zu viele Variationsmoglichkeiten sowohl im Verfahren als auch in der Imple-
mentation gibt.

Stattdessen werden einige wenige Ansitze fiir das Straeter-Verfahren exemplarisch
am Modell der Raffinerie getestet und mit dem BFGS-Verfahren verglichen. Dazu ist
noch ein Ansatz zur Behandlung der Nebenbedingungen notwendig, der im nachsten
Kapitel dargestellt wird.



Kapitel 4

Optimierung mit
Nebenbedingungen

Das zu lésende Raffineriemodell (2.2) hat neben einer nichtlinearen Zielfunktion
eine Reihe von Ungleichungs-Nebenbedingungen und Bounds, die sich aber eben-
falls als Ungleichungs-Nebenbedingungen interpretieren lassen. Fiir eine allgemei-
nere Darstellung der Theorie seien jetzt sowohl Ungleichungs- als auch Gleichungs-

Restriktionen zugelassen. Das Problem hat damit formal die Gestalt

f(z) = min mit z € R"

mit den Nebenbedingungen (4.1)

gi(z) >0 7=12,...,J
hi(z) =0 k=1,2,....K

Dabei sollen f und die g;, hy stetig differenzierbar sein. Der durch die Nebenbedin-
gungen festgelegte zuldssige Bereich wird im weiteren mit G bezeichnet.

4.1 Mathematische Grundlagen

Definition 4.1 Sei f wie in (4.1) gegeben. Ein Punkt z* heifit lokales Minimum
von f, wenn es eine offene Umbgebung U von z* gibt, mit:

f(z*) < f(=) fiir alle z € U N G.

z* heiflt globales Minimum von f, wenn

f(z*) < f(=) fiir alle z € G.

z* wird dann auch Lésung des Problems (4.1) genannt.

31



napicel a. vptimierung mit Inepenbedingunger

Es ist intuitiv sofort klar, dafl sich die Optimalitatskriterien aus dem vorherigen
Abschnitt nicht ohne weiteres auf die beschrankte Optimierung tibertragen lassen,
wenn das Minimum auf dem Rand des Restriktionsbereichs liegt. Deswegen miissen
einige Formalisierungen durchgefithrt werden, um analoge Kriterien zu erhalten.

Definition 4.2 Eine Nebenbedingung g;(z) heiit aktiv in einem Punkt Z, wenn
9;(Z) = 0. Dementsprechend ist Jo(Z) = {j | 9;(Z) = 0} die Menge der aktiven
Indizes.

Da ohne weitere Forderungen an die Nebenbedingungen nur sehr schwache Kriterien
fiir lokale Minima hergeleitet werden koénnen (wie etwa die John-Bedingungen, siehe
z.B. [JoTr88]), werden in der Regel weitere Struktureigenschaften der Nebenbedin-
gungen, sogenannte constraint qualifications , vorausgesetzt. Eine sehr starke und
anschauliche constraint qualification ist die sogenannte lineare Unabhéangigkeitsbe-
dingung:

Definition 4.3 Die Nebenbedingungen hg, g; erfiilllen die lineare Unabhdngigkerts-
bedingung (LUB) im Punkt z, falls die Vektoren Vhy(z), k =1,..., K, und Vg,(Z),
J € Jo(Z), linear unabhangig sind.

Schwéchere und deswegen allgemeinere Moglichkeiten fiir die constraint qualifica-
tton sind die Mangasarian-Fromovitz- und die Slater-Bedingungen (siehe [JoTr88,
BaSS93]). Mit einer beliebigen dieser Bedingungen ergibt sich das wohl bekannteste
notwendige Kriterium fiir lokale Minima.

Satz 4.1 (Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen) Seien f, g;, hy stetig differen-
zierbar und z* ein lokales Minimum von f auf G. Ferner gelte fiir die Neben-

bedingungen im Punkt z* eine constraint qualification, dann gibt es A;, ur € R,
7=12...,Jund k=1,..., K, mit

Vi) = Y mVh(z)+ Y MVga?) (4.2)
k=1,..,.K J€Jo (™)

)\jgj(m*) :0 j: 1,2,...,J (43)

X >0 j=1,2,...,J (4.4)

Jeder Punkt, der die Bedingungen (4.2), (4.3) und(4.4) erfiillt, ist ein Karush-Kuhn-
Tucker-Punkt oder kurz KKT-Punkt.

Die Aj, pi sind die Lagrange-Multiplikatoren, die wegen ihrer anschaulichen Inter-
pretation in wirtschaftlichen Modellierungen auch Schattenpreise genannt werden.
Sie geben dariiber Aufschluf, wie sensibel die Losung gegeniiber Stérungen der Ne-
benbedingungen ist, d.h. wie stark sich der Wert der Zielfunktion noch reduzieren
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1aBt, wenn man die Nebenbedingungen geringfiigig verschiebt. Wenn der Lagrange-
Multiplikator zu einer Nebenbedingung grof} ist, dann bedeutet dies, daff die Lésung
sehr sensibel auf die Stérung dieser Nebenbedingung reagiert. Die Lagrange-Mul-
tiplikatoren sind somit ein wichtiges Hilfsmittel, um die Qualitdt einer Losung zu
bewerten.

Die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen (meistens auch nur Kuhn-Tucker-Bedin-
gungen genannt) liefern nur ein notwendiges Kriterium fiir lokale Minima. Aber
wie im unbeschrankten Fall lassen sich diese Bedingungen zu einem hinreichenden
Kriterium erweitern, wenn man weitere Bedingungen an die Zielfunktion und die
Nebenbedingungen stellt.

Definition 4.4 Das Problem (4.1) heifit konvez, wenn sowohl die Restriktions-
menge G als auch f auf G konvex ist.

Mit Hilfe der Konvexitat erhdlt man ein zu Satz 3.3 analoges Ergebnis.

Satz 4.2 Seien f und G im Ausgangsproblem (4.1) konvex. Dann ist jeder KKT-
Punkt ein globales Minimum fiir f auf G.

Nachdem man nun eine geeignete Charakterisierung fiir eine optimale Lésung von
(4.1) hat, muB eine Strategie zum Auffinden dieser Lésung gewahlt werden. Von der
groflen Zahl der Verfahren, die fiir solche Probleme entwickelt wurden, werden hier
nur die Penalty-Verfahren behandelt.

4.2 Penalty-Verfahren

Die Grundidee der Penalty- oder Strafkostenverfahren ist es, die Einhaltung der Ne-
benbedingungen mit Mehrkosten in der Zielfunktion zu bestrafen und die Strafen
sukzessive zu erhdhen, bis die Nebenbedingungen in hinreichender Weise eingehal-
ten werden. Dadurch wird ein beschranktes Optimierungsproblem in eine Folge
unbeschrankter Probleme transformiert, die dann mit Methoden des vorherigen Ka-
pitels gelost werden kénnen. Wegen der Einfachheit dieser Idee und der Tatsache,
daf} die Struktur der Nebenbedingungen in diesem Ansatz nicht sonderlich bertick-
sichtigt werden muf}, haben diese Methoden in der Praxis eine weite Verbreitung,
obwohl es in den meisten Féllen sicherlich sinnvoller wiare, die spezielle Struktur der
Nebenbedingungen auszunutzen.
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4.2.1 Das Grundkonzept der Penalty-Verfahren

Statt des Ausgangsproblems (4.1) soll jetzt ein Ersatzproblem der Form

P(z,R) = f(z) + R>_ Qg;(z)) + R>_ Q(hx(z)) — min mit z € R" (4.5)

gelost werden, wobei die 2-Terme die Strafterme sind, welche die Nichteinhaltung
der Nebenbedingungen mit einem positiven Beitrag zur Zielfunktion bestrafen. Mit
Hilfe des Parameters R kann man das Gewicht der Strafterme so weit erhéhen, wie es
notwendig ist, um die Nebenbedingungen im Rahmen der gewiinschten Genauigkeit
einzuhalten.

Fir  kann man z.B. quadratische Straf funktionen

Qg(z)) = min{0, g(z)}?
Q(h(z)) = |h(z)]

wahlen. Abbildung 4.1 verdeutlicht dies sowohl fiir Gleichungs- als auch fiir Unglei-
chungs-Nebenbedingungen.

Q(h(x)] Q(e®) |

>

0 h(x) 0

Abbildung 4.1: Quadratische Strafterme fiir Gleichungs- und Ungleichungs-
Nebenbedingungen

Da sich die Folge {z*} der Losungen der Ersatzprobleme sukzessive der Losung des
Ausgangsproblems z* annéhert, ist es sinnvoll, die letzte Losung als Startpunkt fiir
die néchste Iteration zu verwenden.

g(x)
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Das fiihrt zu folgendem Iterationsschema:

1. Wibhle eine feste Folge { R*}rew, z.B. {1,10,102,103,...} und einen beliebigen
Startpunkt z°.

2. Bestimme das Minimum z* von P(z, R*) mit dem Startpunkt z*~1!.

3. Terminiere, wenn die Nebenbedingungen hinreichend eingehalten werden,
sonst gehe zu 2.

Dafl man den Parameter R sukzessive erhoht und nicht gleich mit einem hinreichend
groflen R beginnt, liegt daran, daf die resultierenden Ersatzprobleme zunehmend
schwieriger zu 16sen sind. Man hat also die Wahl, entweder wenige schwierige oder
mehrere leichte Probleme zu 16sen, und die Erfahrung zeigt, dafl wohl ein Mittelweg
anstrebenswert scheint.

Mehrere Effekte fithren zur schlechten Losbarkeit der Ersatzprobleme:

o Fiir grofle R sind die Hesse-Matrizen der erweiterten Zielfunktion schlecht kon-
ditioniert. Das lait sich sofort an dem Beispiel P(z, R) = z* + Ry? erkennen.
Obwohl die Newton-ahnlichen Verfahren (zumindest bei quadratischen Funk-
tionen) theoretisch nicht sensibel gegeniiber schlechter Konditionierung sind,
werden sie in der Praxis durch Rundungsfehler dennoch merklich schlechter.

o Ein weiterer Effekt ist, dafl bei allgemeinen nichtlinearen Nebenbedinungen
gekrimmte, steil umrandete Téler entstehen kénnen. Bei solchen Problemen
haben Abstiegsverfahren allgemein eine schlechte Konvergenz, weil viele Rich-
tungswechsel notwendig werden.

o Als letztes soll hier noch ein numerisches Problem erwéhnt werden. Sei ein
Problem nur mit Gleichungs-Nebenbedingungen gegeben, d.h. J = 0 in Pro-
blem (4.1), und sei Z eine Losung, in der die constraint qualification erfiillt ist.
Fiir [ — oo und R; — oo konvergieren die Lésungen der Ersatzprobleme '

gegen Z, und es gilt

K
Vi(zh) = > IR (") Vg (2h) (4.6)
k=1
Daraus folgt
llim 2thk(:cl) = — g (4.7)
—+00

d.h., das Produkt 2R'h;(z') konvergiert gegen den negativen Lagrange-Multiplikator.
Da R' — co und hg(z') — 0 fiir k — oo, ist das Produkt numerisch nicht sta-
bil.
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Alle diese Probleme sind darin begriindet, dafl die Gewichte der Strafterme zu gro
werden. Deswegen wiare es wiinschenswert, wenn man die Strafterme so gestalten
koénnte, da8 der Parameter R nicht beliebig erhéht werden muf}; um die Konvergenz
zu gewahrleisten. Das wird in den sogenannten Multiplier-Verfahren realisiert, von
denen nun ein spezielles vorgestellt wird, das auch in den Implementationen benutzt
wurde.

4.2.2 Method of Multipliers (MOM)

Folgende Idee fithrt zum Ansatz der “Method of Multipliers”. Anstatt die Gewichte
der Strafterme sukzessive zu erhdhen, kann man die Strafterme auch in “geeigneter
Weise” verschieben. Die Abbildung 4.2 zeigt sowohl die vorher beschriebene Technik,
durch Erhohen des Gewichtes R als auch die, durch Verschieben der Strafterme die
Einhaltung der Nebenbedingungen zu erzwingen. Dabei wird davon ausgegangen,

daB die Gleichungs-Nebenbedingung nach oben verletzt wird, d.h. h(z) > 0 ist.

Q(h(x)) Q(h(x))

A A

=0

0 i(x)

0 e

Abbildung 4.2: links: Erhéhung des Gewichts R

rechts: Verschiebung der Straffunktion um 7

Wie weit die Strafterme verschoben werden miissen, hédngt direkt von den Lagrange-
Multiplikatoren ab, deren Bedeutung im Zusammenhang mit Penalty-Verfahren
schon durch (4.6) und (4.7) angedeutet wurde. Die genauen Zusammenhénge werden
in den folgenden Darstellungen klarer.

Zur Verkiirzung der Schreibweise soll im weiteren (o) := min{0, o} sein.

Die modifizierte Straffunktion hat die Gestalt

P(z,o,7) = z_:{ z)+ o) —0} z_:{ )+ %) —T,f}, (4.8)
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wobei jetzt R ein konstanter Faktor ist und sich nur die Parameter-Vektoren ¢ und
T nach jeder unbeschriankten Optimierung verandern.

Die Aufdatierung wird so durchgefiihrt, da8 die o; und 7, die Lagrange-Multiplika-
toren approximieren. Man startet mit ¢ = 7 = 0, wodurch das erste Ersatzproblem
identisch ist mit dem zuerst vorgestellten Ansatz.

Wenn der Vektor z* die Penalty-Funktion P(z,c* 7*) der t-ten Stufe minimiert,

dann wahlt man die o't und 7! wie folgt:
O';+1:<gj(ft)—|—0';> ]:1,2,,J (4 9)
T = he(34) 4 7} k=1,2,...,K

Je starker die Verletzung der Nebenbedingungen ist, desto grofler wird der Betrag
der o, und 74 und somit auch die Bestrafung der verletzten Nebenbedingung. Dieser
Effekt stellt die Konvergenz gegen einen zuldssigen Punkt sicher.

Iterationsschema fiir das MOM-Verfahren

1. Starte mit 09 = 7{ = 0 und z° beliebig.

2. Bestimme das Minimum z* der Straffunktion P(z,o,7) mit dem Startpunkt

zt- L

3. Berechne die 0;+1 und 7}t mit den Update-Formeln (4.9).
4. Wenn die Nebenbedingungen hinreichend eingehalten werden, breche ab,
sonst gehe zu 2.

Unter welchen Bedingungen dieses Verfahren konvergiert, soll hier nicht behandelt
werden (siehe dazu [Sc75]). Es wird aber gezeigt, dafl, wenn das Verfahren einen
Fixpunkt hat, dieser auch ein KKT-Punkt fiir das Ausgangsproblem ist und daf} die
o; und 74 eine Approximation der Lagrange-Multiplikatoren darstellen.

Sei z* der Grenzwert der Folge {Z'};cy und o*,7* die zugehorigen Verschiebungsvek-
toren. Aus der Konvergenz der Folge 7'! = hy(z%) + 7 folgt sofort, daB hy(z?) — 0.

Analog folgt aus der Konvergenz von 0;+1 = <gj(3_3t) + 0;>, daB entweder g,;(z*) > 0
und 0% = 0, oder g;(z*) = 0 und o} < 0.

Fiir den Gradienten der Penalty-Funktion gilt

J K
VP(z*) =V f(z*)+2R>  0;Vgi(z*) +2R>_ 7, Vh(z*) =0 (4.10)

7=1 k=1
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mit
(@) >0 j=12..J
org;(z*) = 0 7=12,...,J
ot <0 j=1,2...,J
h(z) = 0 k=1,2,... K

was direkt aquivalent zu den Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen ist. Das zeigt also,
daf} jeder Grenzwert z* der Folge der Ersatzprobleme auch ein KKT-Punkt fiir das
Ausgangsproblem ist. Aus (4.10) ersieht man auch sofort, daf

)\, = —2Ro! (4.11)
pr = —2R7 (4.12)

wirklich Approximationen der Lagrange-Multiplikatoren darstellen.

Es verbleiben nun noch einige Bemerkungen zu den Eigenschaften der durch das
MOM-Verfahren definierten Penalty-Funktionen.

Speziell bei linearen Restriktionen, auf die dieses Verfahren hier auch angewendet
wird, ergibt sich fiir die Hesse-Matrix der Penalty-Funktion

ViP(z) = V*f(z) + 2R Y _[Vg;(z)]* + 2R 3 [Vhi(z)]%, (4.13)

d.h. die Konditionierung der Ersatzprobleme ist nicht von ¢ und 7 abhéngig, und
fiir eine verniinftige Wahl von R kann man erwarten, dafl die Ersatzprobleme dhnlich
gut zu l6sen sind wie die Ausgangsprobleme.

Aber gerade eine sinnvolle Wahl von R ist nicht ganz einfach und kann meistens nur
experimentell durchgefithrt werden. Wahlt man R zu klein, so kann es sein, daf} das
Verfahren nicht konvergiert, und fiir sehr grofle R sind die Ersatzprobleme schlecht
konditioniert.

Ein weiteres Problem bei transformativen Ansdtzen allgemein ist die Skalierung
der Nebenbedingungen. Wenn die Werte der Variablen und der Nebenbedingungen
nicht in der gleichen Groflenordung liegen, kann es passieren, dafl die Strafterme
durch einzelne Nebenbedingungen dominiert werden und somit die Konvergenz der
Verfahren verschlechtert wird. Dieser Effekt kann jedoch durch eine Skalierung der
Nebenbedingungen verhindert werden.

Nachdem nun mit der Method of Multipliers ein Verfahren zur Verfligung steht,
um Probleme mit Nebenbedingungen zu 16sen, wird im nachsten Kapitel beschrie-
ben, wie dieses zusammen mit den Quasi-Newton-Verfahren aus Kapitel 3 auf das
Raffineriemodell angewendet werden kann.



Kapitel 5

Die sequentielle Anwendung der
Verfahren

In diesem Kapitel wird demonstriert, wie sich die bisher dargestellten Verfahren auf
das mathematische Modell der Raffinerie anwenden lassen. Bevor man die Verfahren
jedoch anwendet, miissen noch einige Modifikationen an der mathematischen For-
mulierung durchfithrt werden, um numerische Probleme zu vermeiden. Auflerdem
wird die Konvexitat des Problems nachgewiesen, was sicherstellt, dafl die Minima,
die mit den Quasi-Newton-Verfahren gefunden werden, wirklich eine globale Losung
fiir das Problem sind. Schliefllich werden die vorgestellten Optimierungsalgorithmen
in verschiedenen Kombinationen auf das Raffineriemodell und einige weitere Test-
probleme angewendet, um einen Eindruck von den Eigenschaften der Verfahren zu
gewinnen.

5.1 Das Raffineriemodell

5.1.1 Konvexitat

Das zum Maximierungsproblem (2.2) adquivalente Minimierungsproblem lautet:

4
minimiere  f(z) = 3, —ttoz; % + Tz rc R"

=1 ’
mit den Nebenbedingungen (5.1)
z; >0 t=1,...,n
Az >0 Ae R mitn =18, m =12

Der Satz 4.2 besagt, daB jedes lokale Minimum von (5.1) auch ein globales Mini-
mum ist, wenn sowohl die Zielfunktion als auch der Restriktionsbereich konvex ist.

39
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Die Konvexitdat des Restriktionsbereichs folgt aus der Linearitdt der Nebenbedin-
gungen. Jede lineare Ungleichungs-Nebenbedingung definiert einen Halbraum des
R" und ist damit offensichtlich konvex. Die Gesamtheit der linearen Ungleichungs-
Nebenbedingungen definiert dann den Durchschnitt einer Menge von Halbrdaumen.
Da der Durchschnitt konvexer Mengen wieder eine konvexe Menge ist, folgt daraus
die Behauptung.

Die Konvexitat der Zielfunktion auf dem Restriktionsbereich ist ebenfalls relativ
einfach zu zeigen. Dazu bedient man sich des Satzes (3.2), der den Zusammenhang
zwischen der Konvexitdt von f und der positiven Semi-Definitheit der Hesse-Matrix
von f aufzeigt. Auf RT, ist die Zielfunktion f aus Problem (5.1) zweimal differen-
zierbar, und fiir V?f(z) mit ¢ € R ergibt sich die Diagonalmatrix

0
—(aa+1)
Vif(z) = 4Ty : (5.2)

0

- 1
oy (a141)

0

Eine Diagonalmatrix D ist genau dann positiv semi-definit, wenn ihre Diagonalele-
mente nicht negativ sind, d.h. d;; > 0. Da aimi_(ai—l_l) > 0 fir z; > 0, folgt daraus
die Konvexitat von f auf R?; und zusammen mit der Stetigkeit von f auch fiir den
Quadranten RY,, der eine Obermenge der Restriktionsmenge ist.

Es bleibt noch zu untersuchen, ob die Strafterme der Method of Multipliers die Kon-
vexitat der Zielfunktion erhalten und so die Ersatzprobleme ebenfalls konvex sind.
Dazu sei bemerkt, dafl eine Summe von konvexen Funktionen wieder eine konvexe
Funktion ergibt. Das ist leicht einzusehen, da die Summe zweier positiv definiter

Matrizen ebenfalls positiv definit ist. Es ist also noch zu zeigen, daf die Strafterme

pr(z) = (h(z)+7)* -7 (5.3)
py(2) = {g(z) +0)’ — o’ (5.4)
fiir lineare Funktionen ¢g und h ebenfalls konvex sind. Der Nachweis wird fiir
die Gleichungs-Nebenbedingungen erbracht, der fiir die Ungleichungs-Nebenbedin-
gungen erfolgt mit Fallunterscheidung analog. Am einfachsten ist der Beweis wieder

iber die Hesse-Matrix der Straffunktionen zu fithren. Sei jetzt h(z) = Tz + b mit
c € R” und b € R, dann gilt

(h(z) + 7')2 — 7l h(:c)2 + 2h(z)T
= (cT:c + 6)2 + 2(cT:c +b)r

(cT:c)2 1+ 92¢T2b 4+ b2 & 2(cT:c +b)r

Bis auf (cT'z)? sind alle Terme linear, so daB sie keinen Einflul auf die Hesse-Matrix

haben. Es ist
(cT:c)2 = (cTJ:)(cTJ:) (5.5)
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= z8(cchz (5.6)
Cci1C1 -+ C1Cp
= 27 z (5.7)
CnC1 “** CpCp
Daraus folgt fiir die Hesse-Matrix
Ci1C1 -+ C1Cp
Vim(e) = 2| | (5.3)
CnC1 *** CpCn

Die Matrix V?py(z) ist genau dann positiv semi-definit, wenn fiir alle z € R"
2T (Vipy(z))z > 0.

C1C1 -+ C1Cp

2T (Vipp(z))z = 227 : : T (5.9)
CnCl ' CnCn

= 2(cfz)? (5.10)

> 0 (5.1

Damit ist bewiesen, dafl sowohl das Raffineriemodell als auch die Ersatzprobleme,
die mit der Method of Multipliers erzeugt werden, konvex sind, wodurch sich die
Suche nach moéglichen Nebenminima eriibrigt.

Die Zielfunktion wirft aber dennoch ein Problem auf, da sie nicht definiert ist, wenn
z; < 0 fur ein ¢ € {1,2,3,4}. Die Punkte, auf denen f nicht definiert ist, gehéren
zwar nicht zum zulédssigen Bereich, aber beim Ansatz der Penalty-Verfahren sind
die erzeugten Iterationspunkte i. allg. keine zuldssigen Punkte, so dal man nicht
ausschliefen kann, dafl im Verlauf des Verfahrens eine der kritischen Komponen-
ten negativ wird. Auflerdem ist der Gradient von f, der von allen Quasi-Newton-
Verfahren benutzt wird, im Nullpunkt, der offensichtlich ein zuldssiger Punkt ist,
ebenfalls nicht definiert.

Es bieten sich zwei Moglichkeiten an, dieses Problem zu vermeiden. Entweder wahlt
man so lange Startpunkte z® > 0, bis man mit dem Verfahren eine stabile Punkt-
folge erzeugen konnte, die gegen das Minimum konvergiert, oder man modifiziert
die Zielfunktion so, dafl sowohl f(z) als auch V f(z) auf ganz R"™ definiert sind. Da
der erste Ansatz zeitaufwendig sein kann und nicht zu gewéahrleisten ist, daf§ iber-
haupt jemals ein geeigneter Startpunkt gefunden wird, wurde hier der zweite Weg,
die Modifikation der Zielfunktion, gew&hlt.
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5.1.2 Modifikationen der Zielfunktion

Die Zielfunktion soll so verandert werden, dafl sowohl f(z) als auch V f(z) auf ganz
R" definiert sind. Das geschieht dadurch, dafl die kritischen Terme

filzi) = 1_0%3:1_"” i=1,...,4

fir z; < € einfach durch lineare Terme ersetzt werden, die die Potenzfunktion und
ihre erste Ableitung stetig fortsetzen:

7% (@) = : (5.12)
a;z; + b; T, < €

Dabei sind a; = f!(€) und b; = f;(€) —ae so gewihlt, daB fm°¢(z,) und ihre erste Ab-
leitung im Punkt € stetig sind. Nach dieser Modifikation ist f™°%(z) und V f™°%(z)
offensichtlich auf ganz R"™ definiert und auch konvex. Es verbleibt noch zu priifen,
ob durch diese Verdnderung der Zielfunktion méglicherweise auch die Losung des
Problems verschoben wurde.

Eine Beeinflussung ist nur dann méglich, wenn bei der urspriinglichen Lésung z* eine
der kritischen Komponenten kleiner als € ist, d.h. wenn z¥ < efiireins € {1,2,3,4}.
A priori 148t sich nicht sagen, ob das zutrifft oder nicht. Die Bedeutung der Kompo-
nenten im Modell legt jedoch nahe, dafl dieser Fall wahrscheinlich nicht eintritt, da
diese Komponenten gerade die Menge der verkauften Produkteinheiten angeben und
daher im Optimum nicht beliebig klein sein werden. Auf jeden Fall kann man sicher
sein, daf} die Losung nicht verandert wurde, wenn fiir die Losung z* des modifizierten
Problems z} > € fiir ¢+ = 1,2, 3,4 gilt.

5.1.3 Skalierung der Problemvariablen und Nebenbedin-
gungen

Wie in Kapitel 4 schon erwahnt, bleibt eines der Hauptprobleme bei der Anwendung
von Penalty-Verfahren die Skalierung der Problemvariablen und der Nebenbedingun-
gen. Es soll kurz erlautert werden, was genau man unter der Skalierung versteht
und wie man sie grundsatzlich durchfithrt. Die Darstellungen orientieren sich dabei
im wesentlichen an [RRR83|, wo auch ein Algorithmus zur Skalierung nachgelesen
werden kann.

Die Skalierung der Problemvariablen hat zum Ziel, da die Problemvariablen fiir
realistische Werte alle in der gleichen Gréflenordung liegen. So wird man anstreben,
daB z.B. alle Variablen im Intervall [0.1,10] liegen. Um dies zu erreichen, werden
die Variablen ggf. durch andere Variablen substituiert, die mit einer geeigneten
Konstante multipliziert werden. Die Variable z; kann z.B. durch cz} ersetzt werden,
wobei ¢ so zu wahlen ist, da} 2’ im gewi{inschten Bereich liegt.

Die Skalierung der Nebenbedingungen erfolgt idealerweise so, dafl die Gradienten
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der Nebenbedingungen in der Nahe der Losung etwa gleiche Betrage haben. Da-
durch ist sichergestellt, dal die Werte der Nebenbedingungen dhnlich sensibel auf die
Verdanderung der Problemvariablen reagieren und so die Nebenbedingungen in den
Straftermen etwa gleich gewichtet sind. Bei einer ungleichen Gewichtung kénnen
die Suchrichtungen durch einzelne Nebenbedingungen dominiert werden, wodurch
die Konvergenz der Verfahren beeintrachtigt wird. Die Skalierung einer Nebenbe-
dingung erfolgt durch Multiplikation mit einer geeigneten Konstante. I. allg. ist
es nicht einfach, diese Konstante zu bestimmen, da man eine gute Schéatzung der
Loésung braucht. Bei linearen Nebenbedingungen sind die Gradienten allerdings auf
dem ganzen Definitionsbereich konstant, so dafl sich eine Schatzung der Losung
eriibrigt.

Hier wurden die Gradienten aller Nebenbedingungen auf 1 normiert, und auf eine
Skalierung der Variablen wurde verzichtet, was durch die Losung des Problems ge-
rechtfertigt scheint.

Jetzt ist das mathematische Modell endlich so weit, dafl man die Verfahren darauf
anwenden kann, und es verbleibt nur noch die Wahl einiger Parameter, wie z.B.
die Gewichtung der Strafterme und die durch die Abbruchkriterien gewdhrleistete
Genauigkeit. Doch bevor die ersten Mefergebnisse prasentiert werden, soll noch ein
weiteres verfahrensspezifisches Problem angesprochen werden.

5.1.4 Regularisierung der Quasi-Newton-Verfahren

Wenn man die vorgestellten Quasi-Newton-Verfahren auf das Raffineriemodell an-
wendet, so konvergiert das BFGS-Verfahren bei sinnvoller Parameterwahl gegen die
korrekte Losung, wahrend das Straeter-Verfahren nach einigen Iterationen mit un-
definierter Quasi-Newton-Matrix abbricht.

Bei néherer Betrachtung sieht man, dafl der Effekt dadurch zustande kommt, dafl
die Differenzen der Gradienten, die man fiir die partiellen Updates benutzt, 0 wer-
den, d.h. y* = 0 und damit 7% = ((r%)Ty*)~! undefiniert ist.

Wieso dieser Effekt beim Straeter-Verfahren auftaucht, aber beim BFGS-Verfahren
nicht zu beobachten ist, 148t sich leicht einsehen.

Wie den Ausfithrungen iiber das Straeter-Verfahren zu entnehmen ist, werden in
jedem Update-Schritt n partielle Broyden-Upates entlang linear unabhéangiger Rich-
tungen s%, j = 1,...,n durchgefithrt. Hier wurden die s* = ee’ gewihlt, mit e’
als dem j-ten Einheitsvektor und € = 107!°. Die Zielfunktion in (5.1) ist aber so
beschaffen, dafl

Vilz+eed)—Vf(z)=0 fir;j =5,...,n

und damit ist sofort y* = 0, wenn nicht die Strafterme einen Beitrag zum Gradien-
ten leisten, damit VP (z + eej) — VP(z) # 0 wird (P(z) ist hier die Straffunktion
bzw. die Zielfunktion des Ersatzproblems). Im Problem (5.1) kommen aber nur
Ungleichungs-Nebenbedingungen vor, die bei Einhaltung keinen Beitrag zum Funk-
tionswert oder zum Gradienten leisten. Wenn also alle Nebenbedinungen eingehalten
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werden, in die z;, 1 € {5,...,n}, eingeht, dann folgt daraus sofort, daf
VP(z+ eej) —VP(z)=0

und damit auch der oben beschriebene Effekt. Die wohl einfachste Mafinahme, die-
ses Problem zu vermeiden, ist, die partiellen Updates nur durchzufithren, wenn der
Wert 7% = ((rki)Tyki)~1 definiert ist.

Beim BFGS-Verfahren treten solche Probleme wesentlich seltener auf, da die Up-
date-Richtungen nicht so “regelméfig” sind. Dennoch empfiehlt es sich auch hier,
praventiv Abfragen vorzunehmen, die verhindern, dafl einer der Quotienten undefi-
niert wird. Fir den Fall, dal das Update undefiniert ist, wird ebenfalls einfach auf
dieses Update verzichtet und mit der alten Quasi-Newton-Matrix weitergerechnet.

Nachdem nun die wesentlichen Probleme bzgl. der Modellierung und der Quasi-
Newton-Verfahren beseitigt sind, kénnen die Verfahren zur Loésung des Problems
eingesetzt werden.

5.2 Testprobleme

Neben dem Bemiihen, das Konvergenzverhalten von Straeter- und BFGS-Verfahren
besser miteinander vergleichen zu kénnen, ist ein wesentlicher Grund fiir die Hin-
zunahme weiterer Testprobleme die Notwendigkeit, fiir die Analyse der parallelen
Verfahren Probleme variabler Gréfle zu haben. Da keine realen Optimierungspro-
bleme geeigneter Grofle und Struktur verfiighbar waren und auch in der Literatur
(z.B. [HS81]) nur relativ kleine Probleme genannt werden, wurden hier kleinere
Probleme iteriert, d.h. mehrere identische Probleme werden zu einem System von
Problemen zusammengefafit und tiber eine gemeinsame Zielfunktion gekoppelt. Da
die Quasi-Newton-Verfahren nicht strukturerhaltend sind, scheint diese Vorgehens-
weise durchaus gerechtfertigt, wenngleich immer die Gefahr besteht, daf3 sich doch
gewisse Symmetrien ausbilden.

Das iterierte Raffineriemodell

Da das Raffineriemodell fiir die Analyse paralleler Verfahren nicht ausreicht, wird
ein in der Grofle skalierbares Modell konstruiert, das die gleichen Struktureigen-
schaften hat. Wie oben schon erwéhnt, erfolgt dies durch Iterieren des einfachen
Raffineriemodells.

Wenn das einfache Modell, hier zusédtzlich mit dem Parameter p bezeichnet, die
Form

4
minimiere ~ f®)(z(®)) = 3 1 (:cz(»p))l_o‘i + TP z® ¢ R™
=1

11—

mit den Nebenbedingungen

:cz(»p)ZO t=1,...,n
Az® >0 Ae R™"
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hat, dann soll das N-fach iterierte Modell definiert sein als

N
minimiere RM(y)= Y fO(z®)  y= (2@ . )T ¢ RV

p=1
mit den Nebenbedingungen (5.13)
=P >0 i=1,...,n p=12_...N

Az® >0 Ae R p=1,2,...,N

Da fiir das einfache Modell n = 18 und m = 12 gilt, hat das iterierte Problem
die Dimension n’ = 18 N mit m’ = 12N Nebenbedingungen und n’ Bounds. Als
Startpunkt fiir das einfache wie fiir das iterierte Raffineriemodell wird der Nullpunkt

gewahlt, d.h. z° = 0.

Iterierte Rosenbrock-Funktion

Die Rosenbrock-Funktion ist wohl die bekannteste Testfunktion aus dem Bereich der
nichtlinearen Optimierung. Im zweidimensionalen Fall ist sie durch

flz) = 100(:1:% — $2)2 +(1- $1)2

definiert und beschreibt ein parabolisch gekriimmtes, steil umrandetes Tal, wodurch
Abstiegsverfahren zu vielen Richtungswechseln gezwungen werden. Obwohl fiir kon-
vexe Zielfunktionen und lineare Nebenbedingungen bei Anwendung der Method of
Multipliers solche Geometrien nicht auftreten kénnen, gibt die Rosenbrock-Funktion
einen guten Aufschluf} iber das Konvergenzverhalten von Verfahren. Die iterierte
Rosenbrock-Funktion ist definiert als

n/2

flz) =37 [100(2}_y — 22:)* + (1 — 2i1)?] (5.14)

=1

Startpunkt fiir alle Testlaufe ist z° = 0. Da dieses Problem keine Nebenbedingun-
gen hat, ist die Berechnung der Funktionswerte und Gradienten im Vergleich zum
(iterierten) Raffineriemodell recht schnell durchfiihrbar.

5.3 Meflergebnisse fiir die sequentiellen Verfah-
ren

Ziel der Messungen ist es, die numerischen Eigenschaften der Quasi-Newton-Ver-
fahren und ihr Zusammenspiel mit den verschiedenen Algorithmen zur Strahlmini-
mierung zu beleuchten, um die Verfahrensvarianten zu bestimmen, die spater par-
allelisiert werden sollen.
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Verfahren Abbruchkriterium bzw. Parameter

BFGS- und Straeter-Verfahren max(V; f(z))? < 107°

oder max(zf*! — zF)? <1073

1
2

Method of Multipliers R=10° maxmin{0,g(z)} <1078

Strahlminimierung nach Fletcher | c =0.1 p =10.01

Verfahren des golden Schnitts e=10"%

Armijo-Schrittweite §=0.5

Tabelle 5.1: Verfahrensparameter

Folgende Quasi-Newton-Verfahren wurden getestet:

1. Das klassische BFGS-Verfahren
2. Das Straeter-Verfahren mit einem vollstdndigen Update in jeder Iteration

3. Das Straeter-Verfahren mit einem halben Update in jeder Iteration, d.h. in
jedem Update werden zyklisch nur die Halfte der partiellen Updates durch-
gefiihrt

4. Das “gedachtinslose” Straeter-Verfahren mit einem vollstdndigen Update, bei
dem nach jeder Iteration die Quasi-Newton-Matrix auf die Einheitsmatrix
zuriickgesetzt wird

Alle Quasi-Newton-Verfahren wurden mit den drei hier vorgestellten Methoden zur
Strahlminimierung kombiniert. Dabei wurden die Verfahrensparameter so gewahlt,
dafl die Strahlminimierung nach Fletcher und die des goldenen Schnitts relativ ex-
akte Approximationen der optimalen Schrittweite liefern und die Armijo-Schrittwei-
te naturgemaf nur sehr grobe Approximationen. Die anderen Abbruchkriterien und
Parameter lassen sich der Tabelle 5.1 entnehmen. Alle im weiteren dargestellten
Ergebnisse wurden mit diesem Parametersatz durchgefithrt, der sich beim einfa-
chen Raffineriemodell als giinstig erwiesen hat. Auf eine individuelle Anpassung der
Parameter auf die anderen Probleme wurde verzichtet.

Folgende Aspekte sollen im Mittelpunkt der Betrachtungen stehen:

e Der EinfluB der Strahlminimierung auf die Konvergenz und Rechenzeit
o Gedachtnisloses Straeter-Verfahren vs. Standard-Straeter-Verfahren

e Der EinfluB unvollstdndiger Updates
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5.3.1 MefBergebnisse fiir das Raffineriemodell

Da das Raffineriemodell hier das zentrale Testproblem fiir die Verfahren ist, werden
zunachst alle Verfahren am einfachen und an zwei iterierten Modellen ausprobiert.
Im zweiten Schritt werden dann auftretende Trends am anderen Testproblem veri-
fiziert werden.

Die Tabellen 5.2, 5.3 und 5.4 zeigen die Meflergebnisse fiir das BFGS-Verfahren und
die drei Varianten des Straeter-Verfahrens in Kombination mit den verschiedenen
Algorithmen zur Strahlminimierung.

Von jeder Variante sind die insgesamt bendtigten Iterationen der Quasi-Newton-
Verfahren und der Strahlminimierung, die Rechenzeit insgesamt und pro Iteration,
der Rechenzeitanteil der Strahlminimierung und ein Performance-Index angegeben.
Die Iterationszahlen sind jeweils die Summen der zur Lésung aller durch die Method
of Multipliers erzeugten Ersatzprobleme bendtigten Iterationen. Nicht angegeben ist
die Anzahl der benétigten Ersatzprobleme, da sie bei allen Verfahren fast identisch
waren und nur einen vernachldssigbaren Anteil an den Kosten der Verfahren haben
(Beim einfachen Modell waren es 3, beim zweifach iterierten Modell 4 und beim drei-
fach iterierten Modell 5 bis 8 Ersatzprobleme). Die Rechenzeiten wurden bei sequen-
tieller Abarbeitung der Programme auf einem Knoten des Intel Paragon XP/S 10
erzielt. Auf diese Rechenzeiten bezieht sich auch der Performance-Index, der angibt,
wieviel mal langsamer ein Verfahren im Vergleich zum schnellsten Verfahren war.
Das schnellste Verfahren bekommt also den Index 1.0, und der Faktor 3.0 bedeutet,
daf} dieses Verfahren die dreifache Laufzeit des schnellsten Verfahrens hatte.

Man erkennt, dafl die Iterationszahlen fiir das Straeter-Verfahren mit vollstdndi-
gem Update deutlich niedriger liegen und dieser Unterschied mit der Problemgrofie
zunimmt, weil die Iterationszahlen beim BFGS-Verfahren kontinuierlich mit der
Problemgrofle ansteigen, wahrend sie beim Straeter-Verfahren mit vollstdndigem
Update im Rahmen gewisser Schwankungen konstant bleiben?.

Dieser Effekt entspricht etwa den Erwartungen. Wenn man nédmlich beide Verfah-
ren auf quadratische Zielfunktionen der Dimension n anwendet, so wird das BFGS-
Verfahren etwa n Schritte bendtigen, das Straeter-Verfahren unabhéngig von der
Problemdimension dagegen nur genau einen Schritt. Anderseits ist der Aufwand
fiir ein Straeter-Update auch ca. n-fach so gro wie fiir ein BFGS-Update, da im
Straeter-Update n partielle Updates durchgefithrt werden.

Deswegen ist das BFGS-Verfahren, auler bei Benutzung der Fletcherschen Strahl-
minimierung, auch meist schneller als die Straeter-Verfahren mit vollstdndigem Up-
date. Dieser Unterschied nimmt ebenfalls mit der Problemgréfie zu, d.h. je gréfer
das Problem, desto grofler wird der Zeitvorteil des BFGS-Verfahrens, wenn eine
ableitungsfreie Strahlminimierung benutzt wird.

1Die Werte fiir das dreifach iterierte Problem beim Straeter-Verfahren mit vollstindigem Update
und der Strahlminimierung des goldenen Schnitts fallen extrem aus dem Rahmen und werden
deswegen von den Betrachtungen ausgeklammert.
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Die Unterschiede zwischen dem gedachtnislosen Straeter-Verfahren, bei dem nach
jeder Iteration die Quasi-Newton-Matrix auf die Einheitsmatrix zuriickgesetzt wird,
und dem Standard-Straeter-Verfahren sind gering, wenngleich ein leichter Vorteil
zugunsten der gedachtnislosen Variante erkennbar ist.

Der Einflufl unvollstandiger Updates ist relativ unklar. Das Straeter-Verfahren, das
in jedem Schritt nur die Halfte der partiellen Updates durchfiithrt, bendtigt zwar
weniger Zeit pro Iteration (die Zeit fiir das Update halbiert sich), aber dafiir wird
die Konvergenz der Verfahren schlechter. Beim einfachen Raffineriemodell erzielt
man durch die halben Updates, zumindest in Kombination mit den ableitungsfreien
Strahlminimierungen, einen Zeitvorteil gegeniiber den Versionen mit vollstdndigem
Update. (Bei Anwendung der Strahlminimierung nach Fletcher ist das nicht der
Fall, weil diese einen erheblichen Anteil an der Rechenzeit hat und es giinstiger ist,
die Anzahl der Iterationen zu reduzieren, als die Zeit fiir das Update zu verkiirzen.)
Bei dem zweifach und dreifach iterierten Modell hingegen verhélt sich die Variante
mit halbem Update nicht mehr stabil. Es treten extreme Schwankungen in den
Iterationszahlen auf, und in zwei Féllen mufite das Verfahren nach 1000 Iterationen
erfolglos abgebrochen werden. Ein solch labiles Verhalten macht das Verfahren fiir
praktische Anwendungen unbrauchbar.

Insgesamt scheint also von den Straeter-Verfahren die gedachtnislose Variante die
erfolgversprechendste zu sein.

Interessant ist auch der Einflufl der Strahlminimierung auf die Iterationszahlen und
die Rechenzeiten des gesamten Verfahrens. Die Strahlminimierung nach Fletcher ist
durch die Benutzung von Ableitungen ganz klar das teuerste Verfahren. Sie domi-
niert im BFGS-Verfahren mit 87 % der Rechenzeit sogar die Kosten des gesamten
Verfahrens. Das Verfahren des goldenen Schnitts ist zwar schon schneller, aber
im Vergleich zur Armijo-Schrittweite immer noch erheblich aufwendiger. Mit der
Armijo-Schrittweite laf8t sich der Anteil der Strahlminimierung im BFGS-Verfahren
je nach Problemgrofie auf 11-21% senken. So war die Kombination des BFGS-
Verfahrens mit der Armijo-Schrittweite bei allen drei Problemen das schnellste Ver-
fahren, obwohl hier die meisten Iterationen benétigt werden.

Bei den Straeter-Verfahren (mit vollem Update) fallen die Kosten der Strahlmini-
mierung nicht ganz so sehr ins Gewicht, weil die Updates wesentlich zeitaufwendiger
sind. Trotzdem macht der Anteil der Strahlminimierung nach Fletcher noch 20-40%
aus. Das Verfahren des goldenen Schnitts hat beim einfachen Problem nur einen
Anteil von 11%, der beim zweifach und dreifach iterierten Problem auf 3 % bzw. 2%
sinkt. Die Armijo-Schrittweite hat beim einfachen Problem einen Anteil von 4%,
und bei den iterierten Varianten liegt er sogar unter 1%.

Mit der Armijo-Schrittweite 148t sich offensichtlich der Anteil der Strahlminimierung
am gesamten Verfahren effektiv verringern. Beim BFGS-Verfahren steigt zwar da-
durch ganz klar die Iterationszahl fiir das gesamte Verfahren, fithrt aber insgesamt
dennoch zu einer Rechenzeitverkiirzung.

Beim Straeter-Verfahren ist ein Vorteil der Armijo-Schrittweite nicht zu erkennen.
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Bei Anwendung auf das einfache und das zweifach iterierte Problem ist die Kombi-
nation mit dem Verfahren des goldenen Schnitts am schnellsten. Obwohl sich dieser
Trend im dreifach iterierten Modell nicht fortsetzt, scheint es plausibel zu sein, daf
man beim Straeter-Verfahren eher die Anzahl der Quasi-Newton-Iterationen verrin-
gern sollte, als den Anteil der Strahlminimierung auf Kosten ihrer Genauigkeit zu
reduzieren.
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Tabelle 5.2:

nem Knoten des Intel Paragon XP/S 10.
18 Variablen, 30 Nebenbedingungen

Meflergebnisse fiir das einfache Raffineriemodell auf ei-

BFGS-Verfahren

Fletcher | gold. Schnitt | Armijo
Quasi-Newton-Iterationen insgesamt 255 218 366
Strahlminimierung Iterationen insgesamt 1494 9592 1553
Rechenzeit in Sekunden 23.5 9.0 6.0
Rechenzeit pro Iteration in Sekunden 0.092 0.041 0.016
Anteil Rechenzeit Strahlminimierung 87 % 70 % 21 %
Performance-Index H 3.89 ‘ 1.58 ‘ 1.0

Straeter-Verfahren mit vollstindigem Update

Fletcher | gold. Schnitt | Armijo
Quasi-Newton-Iterationen insgesamt 26 47 56
Strahlminimierung Iterationen insgesamt 345 2068 751
Rechenzeit in Sekunden 11.9 13.5 15.3
Rechenzeit pro Iteration in Sekunden 0.45 0.28 0.27
Anteil Rechenzeit Strahlminimierung 43 % 11 % 4%
Performance-Index H 1.97 ‘ 2.23 ‘ 2.53

gedichtnisloses Straeter-Verfahren mit vollstindigem Update

Fletcher | gold. Schnitt | Armijo
Quasi-Newton-Iterationen insgesamt 30 33 39
Strahlminimierung Iterationen insgesamt 425 1452 366
Rechenzeit in Sekunden 13.9 9.33 10.4
Rechenzeit pro Iteration in Sekunden 0.46 0.28 0.27
Anteil Rechenzeit Strahlminimierung 44 % 10 % 3%
Performance-Index H 2.29 ‘ 1.54 ‘ 1.72

Straeter-Verfahren mit halbem Update pro Iteration

Fletcher | gold. Schnitt | Armijo
Quasi-Newton-Iterationen insgesamt 65 39 60
Strahlminimierung Iterationen insgesamt 1007 1716 677
Rechenzeit in Sekunden 23.0 6.8 8.95
Rechenzeit pro Iteration in Sekunden 0.35 0.17 0.15
Anteil Rechenzeit Strahlminimierung 62 % 18 % 6 %
Performance-Index 3.83 1.12 1.47
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Tabelle 5.3: Meflergebnisse fiir das zweifach iterierte Raffineriemo-
dell auf einem Knoten des Intel Paragon XP/S 10.

36 Variablen, 60 Nebenbedingungen

BFGS-Verfahren

Fletcher | gold. Schnitt | Armijo
Quasi-Newton-Iterationen insgesamt 319 331 500
Strahlminimierung Iterationen insgesamt 2235 14564 2602
Rechenzeit in Sekunden 127.2 35.47 29.1
Rechenzeit pro Iteration in Sekunden 0.40 0.11 0.05
Anteil Rechenzeit Strahlminimierung 87 % 54 % 15 %
Performance-Index H 4.37 ‘ 1.22 ‘ 1.0

Straeter-Verfahren mit vollstindigem Update

Fletcher | gold. Schnitt | Armijo
Quasi-Newton-Iterationen insgesamt 28 37 43
Strahlminimierung Iterationen insgesamt 218 1628 352
Rechenzeit in Sekunden 66.3 73.2 83.6
Rechenzeit pro Iteration in Sekunden 2.36 1.98 1.94
Anteil Rechenzeit Strahlminimierung 18 % 3% <1%
Performance-Index H 2.27 ‘ 2.51 ‘ 2.86

gedichtnisloses Straeter-Verfahren mit vollstindigem Update

Fletcher | gold. Schnitt | Armijo
Quasi-Newton-Iterationen insgesamt 28 30 46
Strahlminimierung Iterationen insgesamt 240 1320 444
Rechenzeit in Sekunden 67.3 57.22 85.4
Rechenzeit pro Iteration in Sekunden 2.40 1.90 1.85
Anteil Rechenzeit Strahlminimierung 20 % 3% <1%
Performance-Index H 2.30 ‘ 1.96 ‘ 2.93

Straeter-Verfahren mit halbem Update pro Iteration

Fletcher | gold. Schnitt | Armijo
Quasi-Newton-Iterationen insgesamt 202 > 1000 91
Strahlminimierung Iterationen insgesamt 3103 - 1175
Rechenzeit in Sekunden 356.6 - 91.95
Rechenzeit pro Iteration in Sekunden 1.77 - 1.01
Anteil Rechenzeit Strahlminimierung 45 % - 2%
Performance-Index 12.23 - 3.15
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Tabelle 5.4: Meflergebnisse fiir das dreifach iterierte Raffineriemo-
dell auf einem Knoten des Intel Paragon XP/S 10.

54 Variablen, 90 Nebenbedingungen

BFGS-Verfahren

Fletcher | gold. Schnitt | Armijo
Quasi-Newton-Iterationen insgesamt 404 495 580
Strahlminimierung Iterationen insgesamt 2871 21780 3349
Rechenzeit in Sekunden 354.7 97.9 72.1
Rechenzeit pro Iteration in Sekunden 0.88 0.20 0.12
Anteil Rechenzeit Strahlminimierung 87 % 45 % 11 %
Performance-Index H 4.92 ‘ 1.35 ‘ 1.0

Straeter-Verfahren mit vollstindigem Update

Fletcher | gold. Schnitt | Armijo
Quasi-Newton-Iterationen insgesamt 43 95 30
Strahlminimierung Iterationen insgesamt 541 4180 262
Rechenzeit in Sekunden 320.9 594.2 185.4
Rechenzeit pro Iteration in Sekunden 7.46 6.25 6.18
Anteil Rechenzeit Strahlminimierung 19 % 2% <1%
Performance-Index H 4.45 ‘ 8.24 ‘ 2.57

gedichtnisloses Straeter-Verfahren mit vollstindigem Update

Fletcher | gold. Schnitt | Armijo
Quasi-Newton-Iterationen insgesamt 41 35 37
Strahlminimierung Iterationen insgesamt 533 1540 244
Rechenzeit in Sekunden 313.3 214.4 223.6
Rechenzeit pro Iteration in Sekunden 7.64 6.13 6.04
Anteil Rechenzeit Strahlminimierung 19 % 2% <1%
Performance-Index H 4.34 ‘ 3.25 ‘ 3.20

Straeter-Verfahren mit halbem Update pro Iteration

Fletcher | gold. Schnitt | Armijo
Quasi-Newton-Iterationen insgesamt > 1000 229 127
Strahlminimierung Iterationen insgesamt - 10076 1777
Rechenzeit in Sekunden - 762.2 409.7
Rechenzeit pro Iteration in Sekunden - 3.32 3.23
Anteil Rechenzeit Strahlminimierung - 3% 1%
Performance-Index - 9.85 5.68
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5.3.2 Meflergebnisse fiir die Rosenbrock-Funktion

Die bisher beobachteten Trends sollen nun anhand der iterierten Rosenbrock-Funk-
tion verifiziert werden. Der Vergleich der Rechenzeiten zwischen den einzelnen Ver-
fahren wird wahrscheinlich anders ausfallen als bei dem Raffineriemodell, weil die
Zielfunktion und der Gradient der iterierten Rosenbrock-Funktion wegen fehlender
Nebenbedingungen nicht durch Strafterme verteuert werden. Die Tabelle 5.5 zeigt
die Meflergebnisse fiir die iterierte Rosenbrock-Funktion mit 128 Variablen.

Wie beim Rafhinerieproblem bendétigt das BFGS-Verfahren wieder ein Vielfaches
der Iterationen des Straeter-Verfahrens und ist dennoch deutlich schneller. Der
Zeitunterschied zwischen BFGS- und Staeter-Verfahren ist sogar noch extremer als
beim Raflineriemodell, da bei der Rosenbrock-Funktion die Verfahrenskosten primér
durch die Updates bestimmt werden. Selbst beim BFGS-Verfahren liegt der Zeit-
anteil der Fletcherschen Strahlminierung nur bei 14 %. Das Verfahren des goldenen
Schnitts hat einen Anteil von 17 % und die Armijo-Schrittweite sogar nur 5 %. Beim
Straeter-Verfahren liegt der Kostenanteil der Strahlminimierung generell unter 1 %.

Die Einschédtzung der Straeter-Verfahren untereinander findet sich hier bestétigt.
Das klassische Straeter-Verfahren im Vergleich zur gedédchtnislosen Version zeigt bei
Anwendung auf die Rosenbrock-Funktion keine Unterschiede. Sowohl die Iterations-
zahlen als auch die Rechenzeiten sind paktisch identisch.

Die Version mit halben Updates pro Iteration ist gegeniiber denen mit vollstdndigem
Update unterlegen, wenngleich keine extremen Schwankungen in Abhéngigkeit von
der benutzten Strahlminimierung auftreten.

Der Einflu88 der Strahlminimierung ist hier durch die geringen Kosten fiir die Funk-
tionsauswertung und Gradienten etwas verschoben. Die Armijo-Schrittweite verliert
ihren Vorteil vollstandig durch die erhohten Iterationszahlen. (Nur beim Straeter-
Verfahren mit halbem Update zeigen sich die Iterationszahlen erstaunlicherweise
invariant gegeniiber der Strahlminimierung). Dafl die Fletchersche Strahlminimie-
rung schlechter ist als die Methode des goldenen Schnitts, was speziell beim BFGS-
Verfahren auffallt, wird an den Abbruchkriterien der beiden Strahlminimierungen
liegen, die sich schlecht vergleichen lassen. Deswegen ist zu vermuten, daf das Ver-
fahren des goldenen Schnitts bei der iterierten Rosenbrock-Funktion exaktere Werte
liefert.

Bei einem Problem wie der Rosenbrock-Funktion, wo die Kosten fiir die Berechnung
der Funktionswerte gering sind, wird man demnach eine exaktere Strahlminimierung
bevorzugen, um die Anzahl der Updates zu reduzieren.

Offensichtlich hangt die optimale Wahl der Strahlminimierung von den Kostenan-
teilen der Strahlminimierung und des Update ab.

Im Falle des Raffineriemodells wird man beim BFGS-Verfahren mehr Updates in
Kauf nehmen, um die Kosten fiir die Strahlminimierung zu senken. Beim Straeter-
Verfahren wird man dagegen darauf bedacht sein, durch eine genauere, aber auch
zeitaufwendigere Strahlminimierung die Anzahl der Updates klein zu halten. Im
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Sequentiellen waren dementsprechend die Kombinationen BFGS-Update/Armijo-
Schrittweite und Straeter-Update/goldener Schnitt zu bevorzugen. Diese Konfigu-
ration 148t sich dann aber nicht ohne weiteres auf die parallelen Verfahren iibert-
ragen, da sich die Kostenanteile verschieben kénnen. So wére es z.B. moglich, daf3
sich das Straeter-Update so gut parallelisieren 148t, daf} sich die Kosten im Straeter-
Verfahren auf die Seite der Strahlminimierung verlagern. In einem solchen Fall
wiirde man dann bemiiht sein, den Zeitanteil der Strahlminimierung am gesamten
Verfahren zu reduzieren. Fir die weitere Diskussion dieser Problematik wird auf das
nachste Kapitel verwiesen, das sich ausfithrlich mit der Paralleliserung der Verfahren
beschaftigt.
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Tabelle 5.5:

Meflergebnisse fiir die iterierte Rosenbrock-Funktion

auf einem Knoten des Intel Paragon XP/S 10.

128 Variablen

BFGS-Verfahren

Fletcher | gold. Schnitt | Armijo
Quasi-Newton-Iterationen insgesamt 95 38 110
Strahlminimierung Iterationen insgesamt 476 1672 656
Rechenzeit in Sekunden 2.05 0.90 2.15
Rechenzeit pro Iteration in Sekunden 0.022 0.024 0.020
Anteil Rechenzeit Strahlminimierung 14 % 17 % 5 %

‘ Performance-Index H 2.29 ‘ 1.0 ‘ 2.40 ‘
Straeter-Verfahren mit vollstindigem Update

Fletcher | gold. Schnitt | Armijo
Quasi-Newton-Iterationen insgesamt 9 8 14
Strahlminimierung Iterationen insgesamt 30 352 20
Rechenzeit in Sekunden 18.99 16.91 29.44
Rechenzeit pro Iteration in Sekunden 2.11 2.11 2.10
Anteil Rechenzeit Strahlminimierung <1% <1% <1%
Performance-Index H 21.25 ‘ 18.92 ‘ 32.71

gedichtnisloses Straeter-Verfahren mit vollstindigem Update

Fletcher | gold. Schnitt | Armijo
Quasi-Newton-Iterationen insgesamt 9 8 14
Strahlminimierung Iterationen insgesamt 30 352 20
Rechenzeit in Sekunden 19.03 16.91 29.28
Rechenzeit pro Iteration in Sekunden 2.11 2.11 2.09
Anteil Rechenzeit Strahlminimierung <1% <1% <1%
Performance-Index H 21.29 ‘ 18.92 ‘ 32.76

Straeter-Verfahren mit halbem Update pro Iteration

Fletcher | gold. Schnitt | Armijo
Quasi-Newton-Iterationen insgesamt 21 22 22
Strahlminimierung Iterationen insgesamt 60 968 42
Rechenzeit in Sekunden 21.92 22.98 22.98
Rechenzeit pro Iteration in Sekunden 1.04 1.05 1.05
Anteil Rechenzeit Strahlminimierung <1% <1 <1%
Performance-Index 24.53 25.72 25.72
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Kapitel 6

Parallelisierung der
Optimierungsverfahren

6.1 Parallelisierungskonzepte in der nichtlinea-
ren Optimierung

Es wird davon ausgegangen, dafl der Leser mit den grundlegenden Prinzipien der
Parallelverarbeitung vertraut ist, weshalb an dieser Stelle keine Einfilhrung zu die-
sem Thema gegeben wird. Vielmehr sollen die in der Problemstruktur und ihren
Losungsverfahren vorhandenen Parallelismen und ihr Potential fiir die parallele Pro-
blemlésung aufgezeigt werden.

Dabei ist es meist nicht moglich, probleminharente Parallelismen aufzudecken, da
sich das Denken um parallele Losungsanséatze meist auf dem Niveau konkreter Ver-
fahren abspielt. So werden sich auch hier alle dargestellten Ansdtze, aufler dem
der Dekomposition, auf der algorithmischen Ebene der vorgestellten Optimierungs-
verfahren bewegen. Dies ist wohl auch einer der bestimmenden Griinde, warum
die Entwicklung eines parallelen Algorithmus in der Regel von einem sequentiellen
Verfahren ausgeht, dessen vorhandene Parallelismen erst einmal ausgenutzt werden.
Erst im néchsten Schritt werden Modifikationen am Verfahren vorgenommen, die
moglicherweise bei sequentieller Abarbeitung sinnlos sind, aber das Parallelisierungs-
potential erhéhen. In den meisten Fallen bleibt jedoch trotz dieser Modifikationen
die urspriingliche sequentielle Struktur erhalten, wodurch dann die Méglichkeiten
fiir Parallelisierungen beschrankt bleiben.

Zwei Ansatze, die iber die klassischen sequentiellen Strukturen hinausgehen, soge-
nannte asynchrone Verfahren, sollen kurz vorgestellt werden, obwohl ihr praktischer
Nutzen fiir die Optimierung bislang fraglich ist. Einer der beiden Ansdtze liefert
aber niitzliche Ideen, die auch in diese Arbeit Eingang gefunden haben.
Grundsatzlich sollen hier drei Sorten von Parallelismus unterschieden werden, die
hierarchisch tibereinander angeordnet sind:

57
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o Dekomposition, d.h. Ansdtze, mit denen das Ausgangsproblem in unabhéangige
Teilprobleme zerlegt wird

o Funktions-Parallelismus

e Daten-Parallelismus

Dabei soll die konkrete Realisierung auf Parallelrechnern zunéachst eine untergeord-
nete Rolle spielen.

Dekomposition

Auch wenn es in der Regel nicht moglich ist, die Modellierungen so vorzunehmen,
daf} eine Menge von kleineren, unabhangigen Problemen entsteht, die sich trivial
parallelisieren lassen, so kommt es doch haufiger vor, dafl nicht alle Variablen in
direkter Weise durch die Nebenbedingungen bzw. die Zielfunktion gekoppelt sind.
Vielmehr treten bestimmte Gruppen von Variablen auf, die vorrangig untereinander
verbunden sind und nur in begrenztem Mafle iiber diese Blocke hinauswirken.
Solche Strukturen sind z.B. in grofien Betrieben, die aus mehreren Abteilungen be-
stehen, oder bei Lagerhaltungsproblemen tiber lange Zeitraume in natiirlicher Weise
gegeben. Eine ganze Reihe von angepafiten Losungsverfahren, die man als Dekom-
positionsverfahren bezeichnet, sind fiir so strukturierte Probleme entwickelt worden.
Dabei zerfallt das Ausgangsproblem in ein sogenanntes Master-Problem und meh-
rere kleinere, voneinander unabhingige Teilprobleme. Auch wenn diese Techniken
hier nicht behandelt werden, so haben sie doch — gerade fiir sehr grofie Probleme —
eine tragende Bedeutung und konnen sogar bei sequentieller Bearbeitung der Teil-
probleme zu Geschwindigkeitsvorteilen fithren. Fiir eine ausfithrlichere Darstellung
dieser Ansatze sei z.B. auf [Gr'Te93] verwiesen.

Funktions-Parallelismus

Unter Funktions-Parallelismus wird hier die parallele Abarbeitung komplexer Teil-
aufgaben des Optimierungsverfahrens durch verschiedene Prozesse oder Prozessoren
verstanden. Fir die benutzten Verfahren betrifft das die folgenden Teilaufgaben:

Richtungsbestimmung, hier als Matrix-Vektor-Produkt d* = — H*V f(z*)

Strahlminimierung

e Berechnung des neuen Iterationspunktes ohtl = 2k 4 ok dF

Update der Quasi-Newton-Matrix H*t1

Abbruchstest



0.1 rraralielisierungskonzepue 111 acer nicntiinearen uvptimierung (3 2v4

Ein funktionaler Parallelismus scheint jedoch auf den ersten Blick nicht méglich
zu sein, da die aufgezdhlten Schritte strikt nacheinander erfolgen miissen. Daf
diese Form der Parallelisierung, z.T. auch ohne Modifikation der Verfahren, den-
noch moglich ist, wird spater gezeigt werden.

Aber selbst wenn es gelingen sollte, in jeder Iteration alle oben aufgefithrten Teilauf-
gaben parallel zu 16sen, so bleibt der potentielle Speedup! durch diese MaBnahme
gering. Das liegt zum einen an der geringen Anzahl der Teilprobleme und zum ande-
ren daran, daf} ihre Losung nicht vergleichbar viel Zeit in Anspruch nimmt, wodurch
am Ende einer jeden Iteration Wartezeiten fiir die schnelleren Prozesse entstehen.
(Ein Ansatz, der das Problem vermeidet, wird weiter unten vorgestellt.) Auflerdem
ist der Parallelismus invariant gegeniiber der Problemgrofle, d.h. es kénnen nicht in
natiirlicher Weise fiir groflere Probleme auch mehr Prozessoren benutzt werden.

Daten-Parallelismus

Von Daten-Parallelismus spricht man, wenn die gleichen Operationen parallel auf
einer Menge von Teildaten ausgefithrt werden. Typische Beispiele dafiir sind Vektor-
und Matrixoperationen, bei denen die einzelnen Komponenten des Vektors bzw. der
Matrix unabhédngig voneinander berechnet werden kénnen.

Auch bei den Quasi-Newton-Verfahren sind eine Reihe von Operationen, wie z.B.
die Berechnung der Gradienten oder die Matrix-Vektor-Operationen, in dieser Weise
parallelisierbar. Grofler Vorteil der Datenparallelitdt ist, dal der mogliche Par-
allelisierungsgrad mit der Problemgréfle wachst. Aber auch bei diesem Vorgehen
bekommt man einen Synchronisations-Overhead. Zwar ist in den meisten Féllen
gewahrleistet, dafl die einzelnen Prozesse gleich schnell sind, dafiir verfiigt aber
jeder Prozef} nur iiber einen Teil der Daten. Weil 1. allg. aber Abhéngigkeiten zwi-
schen den einzelnen Datensegmenten bestehen, miissen die Teilergebnisse zwischen
den Prozessen an gewissen Punkten der Berechnung, sogenannten Synchronisations-
punkten, ausgetauscht werden.

Die Kommunikations-Overheads verhindern in der Regel die Effizienz solcher Par-
allelisierungen. Haufig {ibersteigen die Kommunikations- bzw. Synchronisations-
kosten fiir steigende Prozessorzahlen schnell die numerischen Kosten, so dafl der
Speedup solcher Verfahren nicht nur durch die Anzahl der Datensegmente begrenzt
1st.

Sowohl beim Funktions- als auch beim Daten-Parallelismus stellt die Synchronisa-
tion der Prozesse den mafigeblich hemmenden Faktor dar. Deshalb gibt es Bemiithun-
gen, auf die Synchronisation der Prozesse vollstdndig oder wenigstens teilweise zu
verzichten.

1Sofern es nicht explizit anders gesagt wird, bezieht sich der Speedup auf die sequentielle Lauf-
zelt des gleichen Algorithmus.
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Asynchroner Funktions-Parallelismus

Fisher und Ritter [FiRi88] entwickelten ein modifiziertes Newton-Verfahren, bei dem
die einzelnen Prozesse ohne Synchronisation nach jeder Iteration durchlaufen. Die
funktionale Aufteilung des Algorithmus erfolgt in direkter Anlehnung an die Itera-
tionsschritte:

o Berechnung des Gradienten g*
o Berechnung der Hesse-Matrix G*
o Berechnung der Cholesky-Faktorisierung von G*

o Berechnung der Suchrichtung d* aus der Cholesky-Faktorisierung

e Berechnung des néchsten Iterationspunktes z*+*

Es ist klar, daf§ z.B. die Cholesky-Faktorisierung eigentlich nicht durchgefithrt wer-
den kann, bevor nicht die Hesse-Matrix vollstandig berechnet wurde. Aber gerade
diese Tatsache wird ignoriert, und jeder Prozef} rechnet mit den Daten, die bis dahin
vorliegen, d.h. es vermischen sich alte und neue Daten, z.B. in der Hesse-Matrix.
Die Pointe dieses Ansatzes ist also nicht nur, dafl man Synchronisationen spart, son-
dern auch, dafl man Teilprobleme parallel 16st, die eigentlich sequentiell abgearbeitet
werden miifiten.

Obwohl dies einen schwerwiegenden Eingriff in den Algorithmus darstellt, konn-
ten Fisher und Ritter zeigen, dafl dieses Verfahren unter gewissen Voraussetzungen
trotzdem konvergiert. Conforti, Grandinetti und Musmanno [CGM92]| zeigten wei-
terhin, dafl sich mit diesem Ansatz auf Rechnern mit gemeinsamem Speicher sogar
reale Zeitgewinne erzielen lassen.

Natiirlich kann man die Idee noch variieren, indem man partiell doch Synchronisa-
tionen durchfithrt und nur bestimmte Prozesse asynchron durchlaufen 1a8t. Ideen,
die in diese Richtung gehen, werden z.B von Lootsma [Lo91] im Kontext der Quasi-
Newton-Verfahren aufgegriffen. Insgesamt sind die Erfahrungen mit Algorithmen
dieses Typs fiir die nichtlineare Optimierung recht gering, und in den wenigen
Veroffentlichungen auf diesem Gebiet fehlen meist Messungen auf realen Parallel-
rechnern.

Asynchroner Daten-Parallelismus

Analog zum asynchronen Funktions-Parallelismus kann man auch beim Daten-Par-
allelismus auf die Synchronisation verzichten. Dies fithrt zu einem Ansatz, der erst-
malig systematisch von Bertsekas und Tsitsiklis [BeTs89] in dieser Form dargestellt
wurde. Sei ein allgemeines Iterationsschema der Form

zFtl — T(mk) z¢c R” (6.1)
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vorgegeben und angenommen, dafl jede Komponente z; von einem eigenen Prozessor
i berechnet wird. Wenn z#t, 5 = 1,...,n, von allen Komponenten :cf, j=1,...,n,
abhangt, dann kann der Prozessor ¢ die Komponente z™! erst berechnen, wenn der
gesamte Vektor z* vorliegt. Das bedeutet, da am Ende einer jeden Iteration alle
Prozessoren warten miissen, bis alle anderen fertig sind und ihre Teilergebnisse mit-
geteilt haben. Gerade diese Synchronisation verhindert in der Praxis eine perfekte
Skalierbarkeit solcher Algorithmen.

Deshalb scheint ein immenses Potential fiir massiv parallele Algorithmen darin zu
liegen, auf die Synchronisation vollstdndig oder teilweise zu verzichten. Dabei wartet
kein Prozessor, bis er die anderen Teilergebnisse erhalten hat, sondern alle rechnen
mit den Informationen weiter, die bis dahin vorliegen. Beim total asynchronen An-
satz setzt man nur voraus, daf} jeder Prozessor nach endlicher Zeit die Teilergebnisse
der anderen Prozessoren erhalt, und beim partiell asynchronen Ansatz wird eine
Zeitgrenze vorgegeben, innerhalb derer die anderen Teilergebnisse vorliegen miissen.
Bertsekas und Tsitsiklis untersuchen auch die Auswirkungen dieser Idee auf die
Konvergenz gradientenbasierter Verfahren zur Optimierung. Beim total aynchro-
nen Ansatz 18t sich die Konvergenz allerdings nur unter sehr restriktiven Annah-
men zeigen, die in der Praxis sehr selten vorliegen. Fiir den partiell asynchronen
Fall hingegen erhélt man eine Reihe von Konvergenzresultaten, die eine prakti-
sche Anwendung solcher Methoden durchaus moglich erscheinen lassen. Dennoch
liegen bisher keinerlei Ergebnisse vor, die einen gewinnbringenden Einsatz partiell
asynchroner Verfahren in der nichtlinearen Optimierung dokumentieren. Ob das

probleminharent oder verfahrensbedingt ist, bleibt unklar.

Fiir die hier benutzten Verfahren wurde meist der Daten-Parallelismus bevorzugt, da
nur dieser Ansatz zu einem mit der Problemgréfie skalierbaren Parallelismus fithrt.
Im zweiten Schritt wird dann der Daten-Parallelismus mit einer funktionalen Par-
allelisierung kombiniert. Asynchrone Konzepte kommen in der oben beschriebenen
reinen Form nicht vor, wenngleich das starr sequentielle Schema auf der funktionalen
Ebene aufgeweicht wurde.

6.2 Der Intel Paragon XP/S 10

Da die Entwurfsentscheindungen fiir parallele Algorithmen von der Architektur
des zugrundeliegenden Parallelrechners abhdngen, werden im folgenden die dies-
beziiglich relevanten Aspekte des Intel Paragon XP/S 10 beschrieben. Fiir eine
ausfiihrliche Beschreibung von Hardware und Software-Umgebung sei z.B. auf [Be94]
verwiesen.

Der Intel Paragon XP/S 10 ist ein Parallelrechner mit verteiltem Speicher, des-
sen Knoten in einem zweidimensionalen Gitter angeordnet sind. Die momentane
Konfiguration im Forschungszentrum Jiilich besteht aus 140 Knoten, auf denen das
Release 1.2 des Paragon OSF/1 Betriebssystems installiert ist.
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Jeder Knoten verfiigt iiber einen Speicher von 32 MB und zwei RISC-Prozessoren
des Typs Intel 1860 XP, von denen der eine ausschliellich fiir Kommunikationszwecke
vorgesehen ist. Nominal hat der Intel 1860 XP bei 50 Mhz eine Peak-Performance
von 75 MFLOPS, von denen real 10 bis maximal 40 MFLOPS bei opitimierten Co-
des erreicht werden.

Fiir das Verbindungsnetzwerk ist jedem Knoten ein sogenannter Mesh Routing Chip
(iMRC) zugeordnet, der Nachrichten unabhéngig vom zugehérigen Knoten routen
kann. Dadurch kénnen Nachrichten {iber langere Distanzen verschickt werden, ohne
dafl die Daten im Hauptspeicher der dazwischenliegenden Knoten gepuffert wer-
den miissen. Zusammen mit der Technik des Wormhole-Routing [NM93] wird so
die Bandbreite zwischen zwei Knoten, zumindest fiir langere Nachrichten, fast un-
abhéangig von ihrem Abstand. Die Bandbreite zwischen zwei Knoten betragt in jede
Richtung 75 MB/s, die durch die verhaltnisméafig hohen Startup-Zeiten aber bei
kurzen Nachrichten nicht anndhernd erreicht wird.

Die Programmierung des Intel Paragon XP/S 10 erfolgte im Message-Passing-Pro-
grammiermodell in der Programmiersprache C zusammen mit der NX Message-
Passing Bibliothek. Zu Beginn wird auf die gewiinschte Anzahl von Knoten jeweils
ein Programm geladen. Ublicherweise sind diese Programme identisch, so daB man
eine SPMD-Struktur (SPMD=Single Program Multiple Data) erhilt. Es sind aber
auch alternative Strukturen wie z.B. Master-Worker moglich.

Das Mapping der Programme auf die physikalischen Knoten geschieht automa-
tisch, wenngleich der Benutzer dies im Einzelfall auch selber steuern kann. Durch
die speziellen Eigenschaften des Verbindungsnetzwerks kann der Programmierer
aber praktisch davon ausgehen, dafl seine Knoten vollstandig vernetzt sind, so dafl
das Mapping-Problem in der Regel in den Hintergrund tritt. Dieser topologie-
unabhéngige Programmierstil erméglicht eine komfortablere Programmierung und
eine einfache Portierbarkeit solcher Programme.

Fir die Kommunikation zwischen den Knoten werden drei Kommunikationsarten
angeboten, synchrone, asynchrone und interrupt-gesteuerte. Zusétzlich gibt es eine
Reihe von globalen Operationen. Da die Begriffe synchron und asynchron in diesem
Zusammenhang anders als iiblich benutzt werden, sollen sie kurz erklart werden.

Bei einer synchronen Sendeoperation wird der Message-Passing-Coprozessor akti-
viert, der dann die Daten aus dem vorgegebenen Speicherbereich liest und ver-
schickt. Der Hauptprozessor wartet so lange, bis die Nachricht komplett verschickt
ist. Dies bedeutet allerdings nicht, dal die Nachricht schon vom Zielknoten emp-
fangen wurde. Bei einer asynchronen Sendeoperation dagegen wartet der Hauptpro-
zessor nicht, sondern rechnet weiter, wahrend im Hintergrund der Coprozessor die
Daten aus dem Speicher liest und versendet.

Der Empfang von Daten kann analog ebenfalls synchron oder asynchron erfolgen,
unabhédngig davon, in welchem Modus sie verschickt wurden. Bei der synchronen
Variante wartet der Hauptprozessor wieder, bis die Daten vollstdndig empfangen
und im gewiinschten Speicherbereich abgelegt wurden. Im asynchronen Fall wird
der Coprozessor nur angewiesen, in welchen Speicherbereich er die Daten schreiben
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soll, und der Hauptprozessor rechnet ohne zu warten weiter.

Sowohl beim asynchronen Senden als auch beim asynchronen Empfangen kann die
Beendigung der Operation vom Hauptprozessor erfragt werden oder alternativ durch
Auslésung eines Interrupts signalisiert werden, was dann zur interrupt-gesteuerten
Kommunikation fithrt.

Zusatzlich zu den einfachen Send- und Receive-Anweisungen werden eine Reihe
von globalen Kommunikationsoperationen wie globale Summation, total Exchange,
Broadcast und Synchronisation zur Verfiigung gestellt. Leider kénnen solche Opera-
tionen (aufler das Broadcast) nicht auf Teilmengen der Knoten angewendet werden,
so daf} im Falle heterogener Prozefstrukturen die Programmierung dieser Operatio-
nen selber durchgefithrt werden mu$.

6.3 Parallelisierung der Quasi-Newton-Verfahren

Bevor man mit der Parallelisierung beginnt, sollte geklart sein, welche Teilprobleme
den bestimmenden Anteil an den Kosten der Verfahren haben. Die Anteile von
Strahlminimierung und Update an der gesamten Rechenzeit sind der Tabelle 6.1 zu
entnehmen, wo fiir das BFGS-Verfahren und das gedédchtnislose Straeter-Verfahren
in Kombination mit den drei Techniken zur Strahlminimierung die prozentualen Re-
chenzeitanteile bei Anwendung auf das (iterierte) Raffineriemodell dargestellt sind.
Dabei wurde die Richtungsbestimmung —H*V f(z*) mit zum Update gerechnet,
well sie sich, wie spater zu sehen ist, in die Berechnung des Update integrieren 1afit.
Offenbar werden die Kosten der Verfahren ausschliellich durch das Update und die
Strahlminimierung bestimmt, d.h. da z.B. Abbruchtests und Verwaltungsoperatio-
nen nicht ins Gewicht fallen und sich die Parallelisierung voll auf die Strahlminimie-
rung und das Update konzentieren kann.

Je nach Kombination der Verfahren lassen sich die Zeitanteile von Update und
Strahlminimierung erheblich variieren. Beim BFGS-Verfahren liegt der Zeitanteil
der Strahlminimierung selbst bei der Armijo-Schrittweite noch iiber 10 %, so daf}
man hier darauf angewiesen ist, sowohl das Update als auch die Strahlminimie-
rung zu parallelisieren, um befriedigende Speedups zu erzielen. Falls sich z.B. die
Strahlminimierung als schlecht parallelisierbar erweisen sollte, so bestiinde beim
Straeter-Verfahren die Moglichkeit, den Anteil der Strahlminimierung an der Re-
chenzeit durch entsprechende Auswahl des Verfahrens unter 2 % zu senken und so
das Parallelisierungspotential zu erhohen.

Diese Vorgehensweise birgt jedoch die Gefahr, dafl man ein Verfahren auswahlt, das
zwar gut parallelisierbar, aber im Vergleich zu anderen Verfahren trotzdem lang-
samer ist. Deshalb ist es notwendig, nach der Parallelisierung nicht nur Speedups,
sondern auch die realen Rechenzeiten miteinander zu vergleichen, da die Paralleli-
sierung nicht zum Selbstzweck werden soll.

Bei den sequentiellen Testlaufen war das BFGS-Verfahren dem Straeter-Verfahren
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Tabelle 6.1: Zeitanteile von Strahlminimierung und Update in den
Quasi-Newton-Verfahren bei Anwendung auf das ite-
rierte Raffineriemodell

BFGS-Verfahren Fletcher gold Schnitt Armijo
W] R® | RY | RY | R | R®) | RO | RY | R
Update gesamt 13.8 | 12.3 | 12.4 | 31.2 | 45.6 | 55.1 | 78.1 | 84.9 | 88.3

Strahlminimierung gesamt || 86.1 | 87.6 | 87.6 | 68.4 | b4.1 | 44.6 | 21.1 | 14.7 | 11.3

Straeter-Verfahren Fletcher gold Schnitt Armijo
W] R® | RY | RY | R | R® | RY | RY | R
Update gesamt 55.4 | 80.2 | 80.6 | 88.0 | 96.5 | 98.4 | 96.6 | 98.9 | 99.6

Strahlminimierung gesamt || 44.4 | 19.6 | 19.4 | 10.8 | 3.2 | 1.5 | 29 | 0.8 | 0.3

Angaben in Prozent, R™) = N-fach iteriertes Raffineriemodell

bzgl. der Rechenzeit iiberlegen, und so konnte es sein, da} das BFGS-Verfahren
auch im Parallelen schneller bleibt, obwohl sich mit dem Straeter-Verfahren hohere
Speedups erzielen lassen.

Fir die Untersuchung der Parallelisierbarkeit werden zunéchst Strahlminimierung
und Update getrennt betrachtet, und erst im nachsten Schritt wird auf ihr Zusam-
menspiel eingegangen.

6.3.1 Strahlminimierung

Alle hier beschriebenen Ansdtze zur Strahlminimierung bestehen im wesentlichen
aus der sukzessiven Berechnung von Funktionswerten bzw. von Gradienten. Die
Parallelisierung dieser Aufgabe kann in zwei Stofirichtungen erfolgen. Entweder par-
allelisiert man die Funktions- bzw. die Gradientenauswertung, oder man berechnet
parallel verschiedene Funktionswerte. Natiirlich ist auch eine Kombination beider
Ansétze denkbar.

Die parallele Auswertung verschiedener Funktionswerte bzw. Gradienten erscheint
jedoch problematisch, da bei den oben beschriebenen Verfahren zur Strahlminimie-
rung in jeder Iteration nur ein Funktionswert ausgerechnet werden muf. So wére es
im Prinzip nur méglich, spekulativ Funktionswerte auszurechnen, von denen man
noch nicht weif}, ob man sie iiberhaupt braucht.

Bei der Armijo-Schrittweite ist ein solches Vorgehen direkt klar. Wenn p Prozes-
soren zur Verfiigung stehen, rechnet man in jedem Schritt parallel eine Serie von p
Funktionswerten aus und wéhlt darunter den mit dem kleinsten Funktionswert aus,
der die Armijo-Bedingung erfiillt. Wenn keiner der Punkte die Bedingung erfiillt,
berechnet man parallel eine neue Serie von p Punkten. Ein solcher Ansatz wird
von Nash und Sofer [NaSo89] beschrieben und auch in ihrer Implementation eines
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approximierten Newton-Verfahrens [NaS092b] benutzt. In diesem Kontext betonen
sie den Nutzen dieses Vorgehens insbesondere fiir nicht-konvexe Probleme, da durch
die zusédtzlich berechneten Punkte moglicherweise giinstigere lokale Minima gefun-
den werden kénnen.

Bei konvexen Problemen in Verbindung mit Newton-dhnlichen Verfahren wird ein
Zeitgewinn allerdings hochstens dann zu erwarten sein, wenn die Kosten fiir die
Funktionsauswertungen im Vergleich zu den Kommunikationszeiten hoch sind. Das
liegt daran, dafl die Schrittweiten von Newton- und Quasi-Newton-Verfahren gegen
1 tendieren und somit in vielen Fallen direkt einer der ersten Punkte die Armijo-
Bedingung erfiillt. In diesen Féllen wiren die restlichen der p Punkte umsonst
berechnet worden, und die anschliefende Ermittlung des Minimums der Funktions-
werte verursacht nur einen zusdtzlichen Kommunikations-Overhead. Dementspre-
chend ist der Speedup, der sich mit dieser Methode erzielen 1afit, durch die im
sequentiellen Verfahren benétigten Funktionsauswertungen beschrankt. Im giinstig-
sten Fall kann man also erwarten, dal man mit der parallelen Berechnung etner
Punktserie auskommt, was sich dann nicht mehr steigern 1a8t.

Fiir das Verfahren des goldenen Schnitts sieht die Parallelisierbarkeit schlechter aus,
da hier nicht die Funktionswerte einer vorher feststehenden Folge von Punkten be-
rechnet werden, sondern die Punktfolge von den Entscheidungen, die im Algorithmus
getroffen werden, abhédngt. Deshalb miifiten hier noch mehr Funktionswerte berech-
net werden, die schlieflich nicht bendtigt werden. Wenn man die Funktionswerte
der néchsten p Iterationen im voraus berechnen wollte, so waren dies 27 — 1 Funk-
tionswerte, die man berechnen miifite.

Noch schwerwiegender sind die Probleme wohl bei der Strahlminimierung nach Flet-
cher, da hier die ndchsten neu zu berechnenden Punkte nicht einmal auf einem festen
Gitter liegen.

Deshalb kommt als alternativer Ansatz noch die parallele Berechnung der einzel-
nen Funktionswerte bzw. Gradienten in Frage. Ob sich eine solche Parallelisierung
lohnt, héngt natiirlich wieder davon ab, wie teuer diese Berechnungen sind. Die
Parallelisierung der Funktionsauswertung ist ungiinstig, da der Anwender, der die
Optimierungssoftware benutzt, die Parallelisierung selber vornehmen miifite. Aufer-
dem lassen sich nicht alle Zielfunktionen gleichermafien gut parallel auswerten. Im
speziellen Kontext der Penalty-Verfahren ist eine automatische Parallelisierung al-
lerdings dennoch moglich, da die Zielfunktion aus einer Summe von Straftermen
besteht, die unabhéngig voneinander berechnet werden konnen. Aber auch dieses
Vorgehen gewinnt erst an Bedeutung, wenn man eine hinreichend grole Anzahl von
Nebenbedingungen hat, da die Berechnung der einzelnen Strafterme relativ billig ist.
Deshalb erscheint dieser Ansatz beim Raffineriemodell nicht als sonderlich lohnend.
Bei der Gradientenberechnung sieht das hingegen anders aus, da diese im Ver-
gleich zur Funktionsauswertung um ein Vielfaches zeitaufwendiger ist. Theoretisch
benétigt eine Gradientenberechnung beim Raffineriemodell O(n3) Operationen und
die Funktionswerte nur O(n?), wobei n die Anzahl der Variablen ist. Wie Tabelle 6.2
zu entnehmen ist, dominiert die Gradientenberechnung bei Verwendung der Strahl-
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Tabelle 6.2: Zeitanteile der Strahlminimierung im Quasi-Newton-
Verfahren bei Anwendung auf das iterierte Raffinerie-
modell

BFGS-Verfahren Fletcher gold Schnitt Armijo

W] R | RY | R | Y | RY | RO | R® | RO

Strahlminimierung gesamt || 86 88 87 70 55 46 21 14 11

Gradientenberechnung 79 84 85 0 0 0 0 0 0

Funktionsauswertung 6 3 2 69 55 46 21 14 11

Straeter-Verfahren Fletcher gold Schnitt Armijo

W] R | B9 | RY | Y | RY | RY | R® | RO

Strahlminimierung gesamt || 39 31 16 11 3 2 2 1 <1

Gradientenberechnung 36 30 15 0 0 0 0 0 0

Funktionsauswertung 2 1 <1l | 11 3 2 2 1 <1

Angaben in Prozent, R™) = N-fach iteriertes Raffineriemodell

minimierung nach Fletcher die Kosten des gesamten BFGS-Verfahrens.

Naheliegenderweise berechnet man parallel mehrere Komponenten des Gradienten,
da die parallele Berechnung einer einzelnen Komponente die gleichen Probleme
aufwirft wie die Parallelisierung der Funktionsauswertung. In der Strahlminimie-
rung nach Fletcher werden jedoch nicht die Gradienten, sondern Richtungsableitun-
gen benotigt, die sich als Skalarprodukt des Gradienten mit der jeweiligen Rich-
tung ergeben. Wenn also ein Punkt z und eine Richtung d vorgegeben sind mit
z,d € R", dann konnen n Prozessoren parallel die Produkte d;(V f(z)); berechnen.
Das gewiinschte Ergebnis entsteht dann durch eine globale Summation der Teilergeb-
nisse. Da man den Gradienten eigentlich nur benutzt, um die Richtungsableitung zu
berechnen, kénnte man statt der exakten Ableitung auch eine Approximation durch
Differenzenquotienten verwenden, die nur zwei Funktionswerte bendtigt. Dadurch
liefle sich moglicherweise die Geschwindigkeit der Strahlminimierung nach Fletcher
auch im Sequentiellen erheblich steigern. Experimente, die Ableitung mit zentralen
Differenzen zu approximieren, d.h. f'(z) ~ W
und der Suchrichtung d, hatten jedoch keinen Erfolg. Die Strahlminimierung ar-
beitete mit der Approximation nicht mehr zuverlassig, was vermutlich daran liegt,
dafl durch die Strafterme die Steigungen sehr grof werden konnen. In solchen Fallen
mufl man das h extrem klein wéhlen, wodurch wieder Probleme in der Rechnerarith-
metik auftreten. Doch selbst wenn dieser Ansatz zuverlassig funktionieren wiirde,

mit einem geeigneten h

so hédtte man zumindest wie beim Verfahren des goldenen Schnitts das Problem, daf3
es nicht mehr brauchbar parallelisierbar ware.

Implementiert wurde hier sowohl die parallele Variante der Armijo-Schrittweite als
auch die Fletchersche Strahlminimierung mit paralleler Gradientenauswertung.
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Parallele Armijo-Schrittweite

Seien nun n Prozessoren bzw. Knoten vorgegeben, auf denen die Schrittweite par-
allel bestimmt werden soll. Zu Beginn verfiigen alle Prozessoren {iiber die gleichen
Informationen, d.h. iiber den aktuellen Iterationspunkt und die Suchrichtung.
Dann berechnet jeder Prozessor entsprechend dem Armijo-Prinzip und seiner Kno-
tennummer einen Funktionswert auf dem Strahl und prift, ob diese Schrittweite
die Armijo-Bedingung erfilllt. Ziel ist es jetzt, die grofte Schrittweite zu bestim-
men, die die Armijo-Bedingung erfiillt. Zwar wird beim Ansatz von Nash und Sofer
[NaSo92a] nicht die grofite Schrittweite ausgewahlt, sondern die mit dem kleinsten
Funktionswert, aber die Wahl der gréfiten Schrittweite hat sich bei den untersuchten
Verfahren und Problemen als glinstiger erwiesen.

Die Kommunikation zwischen den Knoten erfolgt entlang der Aste eines Binir-
baums. In der ersten Phase, die von den Blattern zur Wurzel des Baums lauft, wird
die grofte Schrittweite bestimmt, die die Armijo-Bedingung erfiillt. Dazu vergleicht
jeder Knoten seine eigenen Daten mit denen, die von den Téchtern zugeschickt wer-
den und sendet seinerseits geméafl dem Suchziel die optimale Schrittweite zu seiner
Mutter.

In der zweiten Phase wird das Ergebnis des globalen Vergleichs von der Wurzel
wieder iiber den ganzen Baum verteilt. Wenn die so erhaltene Schrittweite die
Armijo-Bedingung erfiillt, bricht das Verfahren ab. Ansonsten wird eine neue Serie
von p Punkten berechnet und das gleiche Schema beginnt von vorne.

Der Kommunikationsaufwand in jeder Iteration ist theoretisch von der Ordnung
O(logn). Real wird man diesen Wert nur erreichen, wenn man den Bindrbaum op-
timal auf das zweidimensionale Gitter des Intel Paragon XP/S 10 abbildet, so da8
keine Nachrichtenkollisionen auftreten. In den vorgenommenen Implementationen
wurde auf solche Optimierungen verzichtet, da sie die Programmierung erheblich
verkomplizieren.

Parallele Strahlminimierung nach Fletcher

Die Ausgangssituation ist wieder die gleiche wie bei der Armijo-Schrittweite, d.h. je-
der der p Knoten verfiigt iiber den aktuellen Iterationspunkt z und die Suchrichtung
d. Der Algorithmus lauft nun wie im Sequentiellen auf allen Prozessoren redundant
ab bis zu dem Punkt, wo die Ableitung berechnet werden soll. Hier berechnet je-
der Knoten geméafl seiner Knotennummer ! nur einen Teil der Komponenten des
Gradienten und bildet damit das partielle Skalarprodukt

Jig1—1
si= », di(Vf(z))
=
Die Richtungsableitung ergibt sich dann durch globale Summation der partiellen
Skalarprodukte, die mit einer Bibliotheksroutine durchgefithrt werden kann. Diese
Routine arbeitet ebenfalls mit baumartigen Kommunikationsstrukturen, so dafl der
Aufwand fiir die globale Summation wieder logarithmisch von der Knotenzahl ab-
hangt.

Sicherlich gibt es noch eine ganze Reihe von alternativen Ansétzen fiir die parallele
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Strahlminimierung (siehe z.B. [AvWi66, AvWi, BeWi70, KaMi68, LoRa88]), von
denen man im einzelnen priifen miifite, ob sie sich gewinnbringend einsetzen lassen.
Der zeitliche Rahmen der Diplomarbeit liefl jedoch eine intensivere Auseinanderset-
zung mit diesem Problem nicht zu.

6.3.2 Update und Richtungsbestimmung

Bevor an dieser Stelle die Parallelisierung des Update und der Richtungsbestimmung
diskutiert werden kann, soll zunédchst geklart werden, wie die Berechnung des Update
organisiert wurde und wie sich die Richtungsbestimmung in die Berechnung des
Update integrieren lafit. Wegen der leichteren Verstdndlichkeit soll das Vorgehen
am Beispiel des Broyden-Update erlautert werden.

In der modifizierten Schreibweise ist die Update-Formel gegeben durch
H — g* o &krk(rk)T (6.2)

mit
= sF — H*F und k* = ((#F)TyF)7L (6.3)

Die neue Suchrichtung ergibt sich als

dk—l—l _ —Hk+1Vf($k+1)
_ _(Hk T K,k’l“k(’l“k)T)Vf(mk-l_l)
— —Hka($k+1) o &krk(rk)va(mkﬁ—l)
und
Tk — Sk . Hkyk

= s = HY(V (") - Vf(a")
= s — H*V f(z"h) + H*V f(2*)
= F — H*V (" — dF

Offensichtlich reicht es aus, in jeder Iteration nur das Produkt H*V f(z**!) zu be-
rechnen, wenn man die Suchrichtung d* aus der letzten Iteration fiir das Update
benutzt. Dann kann die Berechnung von Update und Suchrichtung wie folgt kom-
biniert werden:

= H*Vf(z*) (6.4)

rko= skt g (6.5)
o= (M) Ty (6.6)
HEY = H* 4 whrk(rb)T (6.7)
&Y =t — &R (TV f(RT (6.8)



0.0 rraralielisierung aer Yyuasil-INewlion-verialren

Das Produkt in (6.8) besteht bei einer Auswertung von rechts nach links nur aus
einem Skalarprodukt und der Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar, im Ge-
gensatz zu einem Matrix-Vektor-Produkt bei Benutzung der urspriinglichen Formel
d* = —HF'V f(zF*1). AuBerdem sind die Berechnung (6.8) der neuen Suchrich-
tung und das Rang-1-Update (6.7) unabhéngig voneinander, so daf sie auch in
umgekehrter Reihenfolge erfolgen kénnen, wodurch die neue Suchrichtung vor der
neuen Quasi-Newton-Matrix zur Verfiigung steht. Dieser Aspekt ist besonders im
Hinblick auf die Parallelisierung des Verfahrens interessant.

Analoges Vorgehen liefert das Berechnungsschema fiir die BFGS-Formel.

t = HFVf(zF) (6.9)

= sF—t—d" (6.10)

v o= (T =Ty (6.11)

2 = %—%sk (6.12)
HHL = sz(sk)T—l—ssz (6.13)
dt =t — 2(F) TV (2P — R TV F(2R (6.14)

Auch hier 148t sich die Berechnung der Suchrichtung dem Rang-2-Update vorzie-
hen, allerdings werden hier zwei Skalarprodukte benétigt statt dem einen bei der
Broyden-Formel. Das Straeter-Update 148t sich grundsétzlich wie n aufeinanderfol-
gende Broyden-Updates organisieren. Der einzige Unterschied ist, daf8 die Richtun-
gen, entlang derer das Update durchgefithrt wird, keine sukzessiven Suchrichtungen
sind und somit die Berechnung der Suchrichung nicht in der gleichen eleganten Weise
mit dem Update kombiniert werden kann. Vielmehr ist fiir jedes partielle Update ein
Matrix-Vektor-Produkt und eine Gradientenauswertung notwendig, und die Such-
richtung ergibt sich ebenfalls als Matrix-Vektor-Produkt. Selbst wenn analog wie bei
den anderen Updates eine geschickte Reorganisation der Berechnung moglich wére,
um das Matrix-Vektor-Produkt zur Richtungsbestimmung zu vermeiden, so wiirden
dann doch n Skalarprodukte gebraucht, was dem gleichen numerischen Aufwand
entspricht.

Insgesamt werden die folgenden Operationen benétigt:

o Matrix-Vektor-Produkte

Skalarprodukte

Rang-1-Updates, d.h. Operationen der Form
HM = g* 4 yuT

Gradientenberechnung

Bevor man beginnt, diese Operationen zu parallelisieren, ist es wieder sinnvoll zu
untersuchen, welchen Zeitanteil sie am gesamten Update haben. Wahrend Tabelle
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Tabelle 6.3: Zeitanteile der Operationen im Update bei Anwendung
auf das iterierte Raffineriemodell

BFGS-Verfahren

RO | R® | RB
Matrix-Vektor-Produkt 0.7 0.9 1.0

Rang-2-Update 1.7 1.8 1.9

Skalarprodukte <0.1]<01]<0.1
Gradientenberchnung 96.3 | 96.8 | 96.7

Straeter-Verfahren

RO | R@ | R®
Matrix-Vektor-Produkt 0.7 0.8 0.9

Rang-n-Update 1.3 1.5 1.6

Skalarprodukte <01 |<01]|<0.1
Gradientenberechnung 97.7 | 976 | 974

Angaben in Prozent, R™) = N-fach iteriertes Raffineriemodell

6.1 den Anteil des Update am gesamten Verfahren darstellt, kann man Tabelle 6.3
entnehmen, wie die Kosten innerhalb des Update verteilt sind. Dabei sei mit Update
jetzt die gesamte Berechnung der Quasi-Newton-Matrix und der Suchrichtungen ge-
meint. Da die Wahl der Strahlminimierung keinen Einflufl auf die Kostenverteilung
innerhalb des Update hat, sind hier nur die prozentualen Zeitanteile in Abhéangigkeit
von der Update-Technik und der Problemgrofle aufgetragen.

Die Meflergebnisse zeigen deutlich, dafl auch im Update die Gradientenberechnung
die Kosten dominiert. Deshalb ist das Potential fiir den Zeitgewinn durch die Par-
allelisierung der Gradientenberechnung am gréfiten. Die Skalarprodukte haben nur
einen geringen Anteil an den Kosten, und eine Parallelisierung auf Rechnern mit
verteiltem Speicher wiirde wegen des Kommunikations-Overheads erst bei extrem
groflen Vektoren lohnen.

Der Anteil der Matrix-Operationen an der Rechenzeit liegt schon deutlich hoher als
der der Skalarprodukte. Obwohl sich Matrix-Operationen gut parallelisieren lassen,
miifte man ausprobieren, ob dies bei dem recht kleinen Raffineriemodell schon einen
Zeitvorteil gegeniiber der sequentiellen Variante bringt. Unabhéngig davon sollen
die Programme aber auch fiir gréflere Probleme ausgelegt werden, bei denen eine
Parallelisierung auf jeden Fall lohnend ist.

Ziel 1st es also jetzt, sowohl die Gradientenberechnung als auch die Matrix-Ope-
rationen zu parallelisieren. Fiir beide Update-Techniken wurde dazu zunéchst ein
rein datenparalleler Ansatz mit einer SPMD-Struktur gewéhlt, der durch die NX
Message-Passing-Bibliothek bevorzugt unterstiitzt wird.

Da der Intel Paragon XP/S 10 ein Rechner mit verteiltem Speicher ist, mufl zunachst
eine geeignete Datenaufteilung festgelegt werden, die eine Parallelisierung mit mog-
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lichst geringem Kommunikationsaufwand erméoglicht.

Auftretende Datenstrukturen sind Matrizen, die in gleich grofien Spaltenblocken
auf die Knoten verteilt werden, und Vektoren, die jeweils, sofern global bendétigt,
vollstandig auf jedem Knoten gespeichert werden. Es macht grundsatzlich keinen
Unterschied, ob die Quasi-Newton-Matrix in Zeilenblocke oder Spaltenblécke aufge-
teilt wird, da diese Matrizen symmetrisch sind und man die Spalten genausogut als
Zeilen interpretieren kann.

Um die Indizierungen zu vereinfachen, sei nun angenommen, dafl bei der Pro-
blemgrofle n ebenfalls n Prozessoren bzw. Knoten vorhanden sind. Fiir kleinere
Prozessorzahlen werden die Daten analog gleichméfig auf die Prozessoren aufge-
teilt.

Zu Beginn eines Update verfiigt jeder Prozessor iiber den aktuellen Iterationspunkt
zk+l ) die letzte Suchrichtung d* (beim Straeter-Update nicht notwendig) und ent-
sprechend seiner Prozessornummer eine Spalte bzw. Zeile der Quasi-Newton-Matrix
H*. Berechnet werden sollen die Quasi-Newton-Matrix H**!, die neue Suchrichtung
d**1 und der Gradient V f(z**!). Dabei sollen die Vektoren d**! und V f(z**1) nach
der Berechnung auf allen Knoten vorliegen.

Auf den Gradienten kénnte man ggf. global verzichten, wenn man ein anderes
Abbruchkriterium und die Strahlminimierung des goldenen Schnitts benutzt, die
wirklich vollstdndig ableitungsfrei sind.

Da sich die Organisation von BFGS- und Straeter-Update unterscheidet, sollen sie
getrennt behandelt werden.

Parallelisierung des BFGS-Update

Wie dem Berechnungsschema 6.9 bis 6.14 zu entnehmen ist, miissen zuerst der Gradi-
ent Vf(z*+!) und das Produkt ¢t = H*V f(z**!) berechnet werden. Dazu berechnet
Prozessor p die p-te Komponente des Gradienten. Das Matrix-Vektor-Produkt kann
nun mit zwei verschiedenen Methoden berechnet werden. Entweder berechnet Pro-
zessor p die Komponente ¢, des Produktvektors oder einen Summanden von jeder
Komponente von t.

Im ersten Fall muf} zundchst der Gradientenvektor auf jeden Knoten verteilt werden.
Dies kann mit der Bibliotheksfunktion geolz() erfolgen, die es erlaubt, einen Vektor
global aus verteilten Komponenten zusammenzusetzen. Erst dann ist es moglich,
die Komponente ¢, durch ein Skalarprodukt zu berechnen. Der Vektor ¢ wird dann
analog zum Gradienten global zusammengesetzt.

Im zweiten Fall berechnet Prozessor p einen Summanden von jeder Komponente von
t bzw. den Vektor
hip
t = (V") |
P

Der Vektor t entsteht dann aus der Summe der Vektoren ¢t d.h. ¢ = Y7, ¢,
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Diese globale Summe kann ebenfalls mit einer Bibliotheksfunktion (gdsum()) gebil-
det werden.

Die restlichen Operationen im Update kénnen, wenn der Gradient und der Vektor ¢
vollstdndig vorliegen, lokal berechnet werden. Das gilt insbesondere fiir das Rang-
2-Update, das sogar parallel ohne weitere Kommunikation berechnet werden kann.

Es scheint so, als wiirde man durch diese Technik eine globale Synchronisation ver-
meiden konnen. Leider muf} der Gradient aber spatestens am Ende des Update auf
allen Knoten vorliegen, weshalb noch eine vom Matrix-Vektor-Produkt unabhéngige
globale Kommunikation nétig wird.

Beide Funktionen gdsum() und geolz() bendtigen fiir Vektoren gleicher Lange etwa
die gleiche Zeit, die etwa linear von der Vektorldnge und logarithmisch von der
Anzahl der Knoten abhangt. Der Vorteil der zweiten Variante liegt darin, daf
der Gradient nicht vor dem Matrix-Vektor-Produkt zusammengesetzt werden mu$,
sondern dies gleichzeitig geschehen kann. Im Prinzip handelt es sich um ein per-
fektes Beispiel, wo Kommunikation und Berechnung parallel laufen kénnen. Das
Zusammensetzen des Gradienten wird vom Message-Passing-Coprozessor iibernom-
men, wahrend der Hauptprozessor den Teil des Matrix-Vektor-Produkts berechnet.
Das Problem ist nur, dafl das Release 1.2 des Message-Passing-Systems keine asyn-
chronen globalen Operationen zur Verfligung stellt, weshalb man diese selber pro-
grammieren miiite. Dann ist aber zu befiirchten, daf§ der Vorteil, den man durch
die Uberlappung gewinnt, durch die schlechte Implementation der globalen Kom-
munikation wieder kompensiert wird. Die optimale Implementation solcher globalen
Operationen ist jedoch iiberaus aufwendig (siehe z.B. [Ge91]) und wurde deshalb
auch nicht versucht.

Eine andere denkbare Moglichkeit, das Fehlen asynchroner globaler Operationen zu
umgehen, wire das Multitasking. Das Betriebssystem OSF/1, das auf jedem Kno-
ten des Intel Paragon XP/S 10 lauft, bietet dazu das Konzept sogenannter pthreads
an, die es erlauben, von einem Prozefl aus weitere “leichtgewichtige” Prozesse zu
starten. Die ersten Tests mit Multitasking auf der Basis von pthreads waren jedoch
nicht erfolgversprechend, so dafl dieser Ansatz nicht weiter verfolgt und auf eine
Uberlappung von Kommunikation und Berechnung verzichtet wurde.

Parallelisierung des Straeter-Update

Die Organisation des Straeter-Update ist der des BFGS-Update naturgeméaf sehr
dhnlich. Der Hauptunterschied ist jedoch, daf8 die n Gradienten V f(z**1 + ¢e;), die
fiir die partiellen Updates benétigt werden, nicht global vorliegen miissen. Dadurch
kann pro partiellem Update eine globale Vektor-Kombination durch eine globale
Summe eines Skalars ersetzt werden.

Zu Beginn des Straeter-Update muf}, wie beim BFGS-Update, der Gradient
V f(z**1) berechnet werden, was vollkommen analog erfolgt. Obwohl der Gradi-
ent parallel zu den Berechnungen des restlichen Update zusammengesetzt werden
koénnte, soll er aus den gleichen Griinden wie beim BFGS-Update direkt mit einer
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globalen Operation (gcolz()) zusammengesetzt werden.

Jeder Prozessor verfiigt also jetzt iiber den Vektor z**! des aktuellen Iterations-
punktes und iiber den Gradienten V f(z**1). Da die n partiellen Updates in ihrer
Struktur identisch sind, soll nur demonstriert werden, wie das j-te partielle Update
durchgefithrt wird, welches aus den folgenden Operationen besteht:

y = Vf(z"! +ee;) — VF(zH) (6.15)
t = Vhiy (6.16)
rki = e, —t (6.17)
N (Cd i (6.18)
Vk = Vhki g gk (BT (6.19)

Nachdem der p-te Prozessor die Komponente y, des Vektors y berechnet hat, wird
das Matrix-Vektor-Produkt wie beim BFGS-Update spaltenorientiert gebildet. Pro-
zessor p berechnet dazu analog wie beim BFGS-Update den Vektor t®). Das Matrix-
Vektor-Produkt t ergibt sich durch eine globale Summation der t®). Die nichste
globale Synchronisation wird fiir das Skalarprodukt (6.18) benétigt, da hier der Vek-
tor y eingeht, von dem jeder Prozessor nur eine Komponente besitzt. Anstatt die
Komponenten von y global im System zu verteilen, wird das Skalarprodukt verteilt
berechnet, d.h. Prozessor p berechnet das Produkt r’;ijp. Anschlielend erhélt man

r*iy durch eine globale Summation der r’;fj Yp. Die globale Summation der Skalare
benoétigt nur etwa logarithmische Zeit in Abhangigkeit von der Anzahl der Knoten,
wahrend das Zusammensetzen des Vektors etwa lineare Zeit in der der Vektorldnge
brauchen wiirde.

Das verbleibende Rang-1-Update (6.19) kann wieder vollstandig lokal berechnet wer-
den.

Nachdem man n solcher partiellen Update-Schritte durchgefithrt hat, mufl noch
die Suchrichtung d**! bestimmt werden. Diese ergibt sich aus dem Matrix-Vektor-
Produkt —H**!'V f(z**1) und erfordert eine weitere globale Vektorsumme.
Insgesamt werden also fiir das Straeter-Update (n + 1) globale Vektorsummen, eine
globale Vektorkombination und n globale, skalare Summationen bendétigt.

Unberticksichtigt bleibt bei diesem Ansatz die Tatsache, daf§ sich die n Gradienten
V f(z**1 + €e;) unabhéngig voneinander und folglich auch parallel berechnen lassen.
Ebenso kann ihre Berechnung weitestgehend parallel zu den restlichen Operationen
des Update durchgefiihrt werden. Die vollstandige Ausnutzung dieser Parallelismen
erfordert die Kombination von Funktions-Parallelismus und Daten-Parallelismus,
was sich nicht in der SPMD-Philosophie realisieren 1&8t.

Von der logischen Seite her wird man zwei Prozesse einrichten, einen fiir die Gradi-
enten (Gradienten-ProzeB) und einen fiir die Matrix-Operationen (Update-Proze8),
die von verschiedenen Prozessoren bearbeitet werden. Die Parallelisierung auf die-
ser Ebene ist ein reiner Funktions-Parallelismus. Beide Prozesse fiir sich betrachtet
nutzen intern wieder daten-parallele Konzepte, so dafl real zwei Gruppen von Pro-
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zessoren entstehen, die jeweils eine Teilaufgabe, Gradientenberechnung oder Matrix-
Operationen, bearbeiten.

Hauptproblem eines solchen Ansatzes ist die Koordination der beiden logischen Pro-
zesse. ldealerweise wire es so, dafl der Update-Prozef nach einer anfanglichen War-
tezeit ununterbrochen mit Gradienten versorgt wird. Die anfangliche Wartezeit wird
durch die Zeit bestimmt, die der Gradientenprozefl benétigt, um die Gradienten
V f(z**1)) und V f(z**! + €e;) zu berechnen und sie dem Update-ProzeB mitzutei-
len. Die reine Rechenzeit fiir die Gradienten 148t sich dabei auf die Zeit reduzieren,
die ein Prozessor braucht, um eine Komponente eines Gradienten zu berechnen.
Da man grundsétzlich alle Gradienten gleichzeitig berechnen kann, wéare es denk-
bar, dafl danach die Zeit pro partiellem Update ausschlieBlich durch die Matrix-
Operationen und die Kommunikationszeiten zwischen den beiden Prozessen be-
stimmt wird. Um die Effizienz dieses Ansatzes zu optimieren, wird man sicherlich
nicht alle Gradienten gleichzeitig berechnen, sondern nur so viele, wie notwendig
sind, um den Update-Prozef liickenlos mit Gradienten zu versorgen.

Die Kommunikationszeiten wiederum lassen sich durch asynchrone Empfangstech-
niken minimieren, da der Gradienten-Prozef} die Daten schon versenden kann, bevor
der Update-Prozef sie bendtigt. Um zu verhindern, dafl dabei vom empfangenden
Knoten mehr als ein Vektor gepuffert werden muf}, wird der Update Prozefl den
Empfang eines Gradienten mit einer leeren Nachricht bestatigen.

Als recht kompliziert erweist sich der Entwurf der Kommunikationsstrukturen in-
nerhalb und zwischen den beiden Prozessen, da sich diese gegenseitig beeinflussen
und auch auf die Datenverteilung riickwirken.

Global hat man die Wahl, ob die Kommunikation zwischen den beiden Prozessen
zentralisiert oder verteilt ablauft. Zentralisiert wiirde bedeuten, dafl die Gradienten
innerhalb des Gradienten-Prozesses zusammengesetzt und von einem ausgezeich-
neten Knoten zum Update-Prozefl geschickt und verteilt werden. Diese Technik
bietet sich insbesondere dann an, wenn man die Gradienten auf jedem Knoten des
Update-Prozesses vollstandig haben will, wodurch sich in jedem partiellen Update
eine Synchronisation einsparen liefle.

Im dezentralen Fall wiirde der Knoten, der eine Komponente eines Gradienten be-
rechnet hat, diese direkt zu dem Knoten im Update-Prozef schicken, der sie benétigt.
Dadurch kénnte man den Engpafl vermeiden, der durch die zentrale Kommunikation
entsteht, andererseits wird die Koordination zwischen den Prozessen aufwendiger,
da auf beiden Seiten variable Prozessorzahlen méglich sind.

Zentrale und dezentrale Kommunikation lassen sich als globale und lokale Master-
Worker-Strukturen veranschaulichen. Im zentralen bzw. globalen Fall ware der ge-
samte Update-Prozefl der Master, der die Gradientenberechnung an Worker verteilt.
Die Worker ihrerseits 16sen die Teilprobleme parallel, schicken aber das komplette
Ergebnis (den zusammengesetzten Vektor) zuriick.

Im dezentralen bzw. lokalen Fall ware jeder Knoten im Update-Prozef ein “kleiner”
Master, der die Berechnung von Teilen des Gradienten als Auftrag an seine loka-
len Worker verteilt. Die lokalen Worker 16sen diese Aufgaben wieder parallel und
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schicken die zusammengesetzten Teilgradienten zu ithrem Master.

Da dieser Ansatz aus Zeitgriinden nicht mehr implementiert werden konnte, wird
auf die Diskussion weiterer Details verzichtet. Es wird aber klar, dafl dieser Ansatz
flir massiv parallele Systeme wahrscheinlich das grofite Potential hat, dessen opti-
male Nutzung auch die gréfiten Probleme aufwirft.

Neben dem Balancierungsproblem und der Schwierigkeit, den gilinstigsten Ansatz
unter der Vielzahl von Variationsmoglichkeiten auszuwahlen, betrifft das aber auch
die konkrete programmtechnische Realisierung.

Dies wird insbesondere dadurch verstarkt, dafl solche Multi-Level-Parallelismen
nicht durch die Message-Passing-Bibliothek des Intel Paragon XP/S 10 unterstiitzt
werden.

Nachdem die Parallelisierung der Strahlminimierung und der Updates bislang ein-
zeln betrachtet wurde, sollen jetzt die Wechselwirkungen zwischen der Strahlmini-
mierung und dem Update bzw. ihre Koordination im Mittelpunkt stehen.

6.3.3 Koordination von Update und Strahlminimierung

Sowohl die Strahlminimierung als auch das Update wurden so organisiert, daf die
Vektoren z* und d*, die die Schnittstelle zwischen beiden Programmteilen definie-
ren, jeweils vollstandig auf allen Knoten vorhanden sind. Deswegen ist es das na-
heliegendste, Strahlminimierung und Update auf die gleichen Knoten zu legen und
nacheinander abarbeiten zu lassen, so dal beim Wechsel vom einen in den anderen
Programmteil keine Datenumverteilung notwendig ist. Fir den Fall, dafl man eine
sequentielle Strahlminimierung benutzt, 148t man diese redundant auf allen Knoten
laufen, um zu vermeiden, da der Vektor z**! nach Beendigung der Strahlminimie-
rung iber alle Knoten verteilt werden mufl. Abgesehen vom alternativen Ansatz
fir das Straeter-Update stellt dies die konsequente Fortsetzung der SPMD-Struktur
dar.

Die Kopplung von einzelnen Programmteilen speziell in SPMD-Strukturen ist i. allg.
jedoch nicht so problemlos wie es hier erscheinen mag.

So reicht es nicht aus, optimale parallele Algorithmen fiir die einzelnen Teilpro-
bleme zu entwickeln, sondern es ist immer darauf zu achten, dafl der Wechsel von ei-
nem zum anderen Programmteil keine aufwendigen Datenumverteilungen notwendig
macht. Dies ist insbesondere in iterativen Verfahren wichtig, wo erwartungsgemaf
viele solcher Uberginge auftreten werden.

Ein weiteres Problem ist die verschieden gute Skalierbarkeit der Programme zur
Losung der Teilprobleme, d.h. fiir jedes Teilproblem ist eine andere Prozessorzahl
notwendig, um einen optimalen Speedup zu erzielen.

Fir die Optimierungsverfahren betriftt das nicht nur die Strahlminimierung und das
Update, sondern innerhalb des Update gibt es weitere Teilprobleme, wie das Matrix-
Vektor-Produkt, das Rang-1-Update und die Gradientenberechnung, die moglicher-
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weise alle mit einer anderen Prozessorzahl am schnellsten zu berechnen sind.

In der Regel wird man diesem Problem dadurch begegnen, dafl man von jeder Ope-
ration entscheidet, ob sie auf allen Knoten sequentiell oder auf allen Knoten paral-
lel ablaufen soll, was natiirlich in der Datenverteilung beriicksichtigt werden mu$f.
Fiir einige Probleme wird diese Vorgehensweise jedoch unbefriedigend sein, so daf
man versucht ist, einige Teilprogramme nur auf einer Teilmenge der Knoten durch-
zufithren. Meistens wird durch eine solche Maflnahme jedoch wieder vor und nach
der Abarbeitung des Teilprogramms eine Datenumverteilung notwendig, so dafl der
Nutzen durch den héheren Speedup gegen diese Kommunikationskosten abzuwégen
1st.

Es gibt jedoch auch Falle, wo sich solche Kommunikations-Overheads vollstandig
vermeiden lassen, indem man eine Teilaufgabe nicht nur auf einer Teilmenge von
Knoten, sondern redundant jeweils auf gleich groflen Clustern von Knoten durch-
fiihrt.

Wenn z.B. fiir das Update 10 und fir die Strahlminimierung 2 Knoten optimal
waren, so wiirde man die Strahlminimierung auf 5 Knotenpaaren durchfithren und
wiirde so die Verteilung des Ergebnisses auf die restlichen Knoten vermeiden, die
notwendig wére, wenn man die Strahlminimierung nur auf 2 Knoten laufen liefle.
Das setzt jedoch voraus, dafl die Clustergréfie ein Teiler der gesamten Knotenzahl
1st.

Eine reale Anwendung dieses Prinzips findet sich innerhalb des Update. Hier werden
fir die Gradientenberechnung deutlich mehr Knoten benétigt, als fiir die Matrix-
Operationen optimal sind, so dafl man die Matrix-Operationen clustern kann. Das
setzt voraus, dafl die Quasi-Newton-Matrix nicht mehr gleichméafig tiber alle Kno-
ten, sondern gleichmafBig innerhalb der einzelnen Cluster verteilt wird.

Je nach Kontext wird man in solchen Fallen natiirlich auch die SPMD-Struktur in
Frage stellen miissen, wie es im alternativen Ansatz fiir das Straeter-Update erfolgte.

Bislang unbeachtet ist geblieben, dafl beim BFGS-Update die neue Suchrichtung
vorliegt, bevor das Update beendet ist. Die Strahlminimierung und das eigentliche
Rang-2-Update (also nur die Operation H**! = H* 4+ uuT + vo?) kénnten somit par-
allel ablaufen. Um das zu realisieren, miifte man allerdings die Strahlminimierung
auf andere Knoten legen als das Update. Das hat zwar den zusédtzlichen Vorteil, dafl
man die Knotenzahlen fiir das Update und die Strahlminimierung jeweils optimal
einstellen kann, macht es aber notwendig, dafl zwischen den beiden Gruppen von
Knoten die Vektoren d* und z* via Message-Passing ausgetauscht werden miissen.
Pro Iteration mufl dann zweimal ein Vektor-Broadcast stattinden. Es wird also vom
speziellen Problem abhéngen, ob eine solche Parallelisierung einen Zeitvorteil bringt.
Lohnend scheint sie nur, wenn das Rang-2-Update einen &hnlich hohen Anteil an
der Rechenzeit hat wie die Strahlminimierung.
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6.4 Diskussion der Meflergebnisse

In diesem Abschnitt werden die Mefergebnisse fiir einen Teil der beschriebenen
Parallelisierungsansatze dargestellt. Da der Vergleich der verschiedenen Verfahrens-
kombinationen im Mittelpunkt der Betrachtungen stehen soll, wird darauf verzich-
tet, den Effekt von Techniken wie z.B. das Clustern oder die Parallelisierung von
Update und Strahlminimierung zu zeigen. Stattdessen wird von jedem Verfahren
(auBler der Armijo-Schrittweite) nur eine Implementationsvariante getestet.

Bei der Durchfithrung der Messungen hat sich herausgestellt, dafl die Iterationszah-
len in den Verfahren bei Anwendung auf das Raffineriemodell z.T. in erheblichem
Mafle von der Anzahl der Knoten abhdngen. Der Grund, dafl iberhaupt Abhéngig-
keiten von der Prozessorzahl auftreten, liegt in den globalen Summationen. Wegen
der endlichen Rechnerarithmetik ist die Addition nicht assoziativ. Bei den globalen
Summationen kommt es in Abhéngigkeit von der Prozessorzahl zu Vertauschungen
in der Summationsreihenfolge, so daf8 sich die Ergebnisse geringfiigig unterscheiden
kénnen. In den meisten Fillen kann man solche Effekte bei einer 64 Bit Arithmetik
vollstandig vernachlassigen, so daf es zundchst nicht sehr plausibel zu sein scheint,
dafl die Abweichungen in den Verfahren diese Ursache haben. Kontrollmessungen
an anderen Problemen, z.B. der Rosenbrock-Funktion, zeigen dieses Verhalten nicht,
so dafl Programmfehler als Ursache unwahrscheinlich sind.

Vielmehr ist der Grund fiir diese Probleme darin zu sehen, dafl die Zielfunktion
durch die Strafterme sehr schlecht konditioniert ist und sowohl die Gradienten als
auch die Quasi-Newton-Matrizen sehr sensibel auf kleine Fehler reagieren. Eine
Analyse der Iterationspunkte und Suchrichtungen zeigt, dafl es nicht zu einem oszil-
lierenden Verhalten um den stationdren Punkt kommt. In diesem Fall kénnte man
das Problem namlich durch ein anderes Abbruchkriterium in den Griff bekommen.
Stattdessen kann man beim Straeter-Verfahren schon nach zwei Iterationen erheb-
liche Unterschiede in den Suchrichtungen erkennen, die das Konvergenzverhalten
teils positiv, teils negativ beeinflussen. Beim BFGS-Verfahren sind die Unterschiede
nicht so gro. Wahrend die extremsten Abweichungen beim Straeter-Verfahren bei
ca. 30 % liegen, betragen sie beim BFGS-Verfahren héchstens ca. 10 % (bezogen
auf den sequentiellen MeBwert). Offensichtlich ist das Straeter-Verfahren weniger

robust als das BEGS-Verfahren.

Weil die Summationsreihenfolge bei sequentiellem Ablauf der Verfahren in keiner
Weise ausgezeichnet ist, wird man zwangsldufig die Aussagekraft der sequentiellen
Meflergebnisse in Zweifel ziehen miissen. Bis auf kleine Abweichungen spiegeln sie je-
doch den Trend fiir das gedachtnislose Straeter-Verfahren und das BFGS-Verfahren
richtig wieder. Einzige Ausnahme ist das gedédchtnislose Straeter-Verfahren bei An-
wendung auf das dreifach iterierte Raflineriemodell, wo in der Kombination mit
der Armijo-Schrittweite deutlich weniger Iterationen benétigt werden als im Durch-
schnitt.

Um dennoch die Effekte der Parallelisierung am Raffineriemodell untersuchen zu
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kénnen, werden die Iterationszahlen der parallelen Programmablaufe auf die Ite-
rationen der sequentiellen Programmablaufe normiert. Dabei wurden keine Kor-
rekturen an den Iterationszahlen vorgenommen. Dafl die Kombination Straeter-
Armijo-Verfahren beim dreifach iterierten Modell im Vergleich zu den Meflwerten
mit anderen Prozessorzahlen zu wenig Iterationen bendtigt, wird in der Diskussion
der Ergebnisse beriicksichtigt.

Bevor BFGS- und Straeter-Verfahren miteinander verglichen werden, soll zunéchst
wieder fiir beide Verfahren die beste Strahlminimierung ermittelt werden. Beim
BFGS-Verfahren ist im Sequentiellen die Armijo-Schrittweite am schnellsten. Die
Kosten fiir die zusétzlich bendtigten Iterationen im Quasi-Newton-Verfahren wer-
den durch die Zeiteinsparung in der Strahlminimierung deutlich tibertroffen. Beim
Straeter-Verfahren hingegen ist es bei sequentiellem Programmablauf giinstiger, die
Anzahl der zeitaufwendigen Updates durch eine exaktere und kostspieligere Strahl-
minimierung zu reduzieren. Welche Kombination im Parallelen optimal ist, wird
also davon abhéngen, ob sich die Kostenanteile von Update und Strahlminimierung
verschieben.

Die Abbildung 6.1 (Seite 81) zeigt die Rechenzeiten der BFGS-Verfahren fiir die
drei Raflineriemodelle in Abhéangigkeit von der Anzahl der Prozessoren. Bei al-
len drei Problemen zeigt sich die Armijo-Schrittweite wieder als tiberlegen, wobei
die parallele Version der Armijo-Schrittweite nochmals besser ist als die sequentielle.
Das Verfahren des goldenen Schnitts, das im BFGS-Verfahren je nach Problemgrofie
einen sequentiellen Anteil von 64 - 45% hat, liefert erwartungsgemaf die schlechte-
sten Speedups und ist sogar schlechter als die Fletchersche Strahlminimierung.

Die maximal erreichten Speedups und die dazu benétigten Prozessorzahlen p sind
der Tabelle 6.4 zu entnehmen, wo sowohl der Speedup bzgl. der Laufzeit desselben
Verfahrens auf einem Prozessor

. TVerf (]—)

SVETf(p) - TV f(p)

als auch der Speedup bzgl. des besten sequentiellen Verfahrens

TOPt(]')

SOPt(p) = Tva(p)

angegeben ist. Wahrend Svy..s(p) primar eine Aussage iiber die Skalierbarkeit ei-
nes Algorithmus macht, erlaubt der Speedup Sep:(p) einen direkten Vergleich der
Rechenzeiten verschiedener Verfahren.

Man sieht deutlich, daf die Kombination mit der Fletcherschen Strahlminimierung
zwar die besten verfahrensspezifischen Speedups liefert, aber im Vergleich zum be-
sten sequentiellen Verfahren nicht mit der Armijo-Schrittweite konkurrieren kann
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und dieser Nachteil mit der Problemgréfie zunimmt.

Der Gewinn durch die Parallelisierung der Armijo-Schrittweite nimmt ebenfalls mit
der Problemgréfie zu, da die Kosten der Funktionsauswertung im Verhéltnis zu den
Kommunikationskosten grofler werden.

Beim Straeter-Verfahren setzt setzt sich der Trend aus den sequentiellen Meflergeb-
nissen nicht uneingeschrankt fort. Die Abbildung 6.2 (Seite 83) zeigt wieder die
bendtigten Rechenzeiten fiir die einzelnen Probleme in Abbhéangigkeit von der An-
zahl der Prozessoren. Beim einfachen Problem kann sich die Armijo-Schrittweite
gegeniiber dem Verfahren des goldenen Schnitts behaupten, obwohl mehr Iteratio-
nen bendtigt werden. Das liegt daran, dal der Anteil der Strahlminimierung an
den Gesamtkosten noch relativ hoch liegt. Im Sequentiellen betragt er bei der Flet-
cherschen Stahlminimierung 44.4 %, 10.8 % beim Verfahren des goldenen Schnitts
und nur 2.9 % bei der Armijo-Schrittweite. Deshalb wird der Nachteil der hoheren
Iterationszahlen durch die bessere Skalierbarkeit der Verfahren kompensiert.

Beim zweifach und dreifach iterierten Problem treten die Kosten fiir die Strahlmini-
mierung wieder in den Hintergrund, und die Anzahl der Quasi-Newton-Iterationen
wird zur dominierenden Gréfle. Dementsprechend verliert dort die Armijo-Schritt-
weite ihren Vorteil gegeniiber den aufwendigeren Verfahren. Leider wird dieser Trend
beim dreifach iterierten Modell durch die vorher erwahnte Schwankung der Iterati-
onszahlen etwas iiberdeckt. Deswegen sind in Abbildung 6.3 (Seite 84) die gleichen
Verfahren bei Anwendung auf die iterierte Rosenbrock-Funktion dargestellt, wo der
Vorteil der exakteren Strahlminimierungen sehr deutlich wird.

Tabelle 6.5 zeigt die Speedups fiir das Straeter-Verfahren in Kombination mit den
verschiedenen Strahlminimierungen, wobei wieder beriicksichtigt werden muf}, daf3
die Werte fiir die Armijo-Schrittweite beim dreifach iterierten Problem zu relativie-
ren sind.

Bei allen Kombinationen sind die verfahrensspezifischen Speedups Sye.(p) deut-
lich hoher als diejenigen, die auf das schnellste sequentielle Verfahren bezogen sind.
Welche Verfahrenskombination optimal ist, 148t sich nun nicht eindeutig beantwor-
ten. Deswegen wird flir die weiteren Vergleiche mit dem BFGS-Verfahren die Va-
riante mit der Strahlminimierung des goldenen Schnitts benutzt. In Tabelle 6.6
sind vergleichend die Speedups S,,:(p) und die benédtigten Prozessorzahlen vom
Straeter-Verfahren und dem BFGS-Verfahren aufgelistet. Man sieht, dafl das BFGS-
Verfahren mit der parallelen Armijo-Schrittweite nicht nur schneller ist als das
Straeter-Verfahren mit der Strahlminimierung des goldenen Schnitts, sondern auch
weniger als die Hélfte der Prozessoren dazu bendtigt. Das BFGS-Verfahren ist
bei diesem speziellen Problem und der gewdhlten Implementation sowohl schneller
als auch effizienter. Wenn man zusatzlich ins Kalkiil einbezieht, dafl das BFGS-
Verfahren numerisch stabiler ist als das Straeter-Verfahren, bleibt kaum mehr ein
Grund fiir die Anwendung des Straeter-Verfahrens.

Es muf jedoch darauf hingewiesen werden, dafl diese Aussagen nicht verallgemei-
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nerbar sind, sondern sowohl von der Implementation als auch von der Anwendung
abhéngen.

Fiir eine implementationsunabhangige Einordung der Verfahren ist es sinnvoll, die
Anzahl der insgesamt berechneten Gradienten zu vergleichen, da die Kosten der
Verfahren primér durch die Gradientenberechnung bestimmt werden.

Tabelle 6.7 zeigt die Anzahl der insgesamt berechneten Gradienten im jeweils giin-
stigsten BFGS- und Straeter-Verfahren.

Man sieht, dafl im BFGS-Verfahren wesentlich weniger Gradienten berechnet wer-
den miissen als im Straeter-Verfahren und daf§ das Verhéltnis mit zunehmender
Problemgrofie fir das Straeter-Verfahren schlechter wird.

Es scheint plausibel zu sein, dafl das Straeter-Verfahren langamer ist, wenn man
nicht in jedem Update mehrere Gradienten gleichzeitig berechnet. Dafl das Straeter-
Verfahren im Vergleich zum BFGS-Verfahren besser abgeschnitten hat, als die An-
zahl der benétigten Gradienten vermuten 1d8t, liegt an den Einsparungen bei der
Strahlminimierung und dem geringeren Synchronisationsaufwand im Straeter-Up-
date.

Wenn man also in jedem Straeter-Update mehrere Gradienten gleichzeitig berech-
net, wird es kein Problem sein, die Laufzeiten des Straeter-Verfahrens unter die des
BFGS-Verfahrens zu senken.

Das Problem ist nur, dafl die Anzahl der zusétzlich zu berechnenden Gradienten mit
der Problemgréfie zunimmt. Unter den Annahmen, wie sie beim Raffineriemodell
zutreffen, ist der Aufwand flir die Berechnung eines Gradienten der Dimension n
von der Ordung O(n?), d.h. fiir groBe Probleme wird man recht schnell an die Gren-
zen der liblicherweise zur Verfligung stehenden Hardwareresourcen stofen, so daf
es glinstiger ist, den numerischen Aufwand zu senken, als den Parallelisierungsgrad
der Verfahren weiter zu erhdhen.
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Rechenzeiten des BFGS-Verfahrens bei Anwendung auf das ite-
rierte Raflineriemodell
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Problem R R® R®)

SVers (P) | Sopt(P) | P || Svers (P) | Sopt(P) | P || Svers (P) | Sopt(p) | »
Fletcher 4.00 1.03 |8 8.55 3.41 18 14.40 2.93 |54
Golden Sect. 1.24 0.84 |6 1.60 1.31 12 1.93 1.42 |16
Armijo seq. 2.11 2.11 |6 4.40 4.40 |12 4.56 456 | 32
Armijo par. 2.18 2.18 | 6 4.53 453 |12 6.65 6.6 | 16
Tabelle 6.4: Speedup und bendétigte Prozessorzahl im BFGS-

Verfahren

Problem R R® R®)

SVers (P) | Sopt(®) | P || Svers () | Sopt(®) | 2 || Svers(p) | Sopt(p) |
Fletcher 3.99 1.75 |14 7.70 3.35 | 32| 14.60 3.37 | 54
Golden Sect. 2.67 1.74 |16 6.22 3.16 | 32 12.65 4.26 | b4
Armijo seq. 3.20 1.86 | 16 7.44 2.41 | 20 12.38 3.87 | 54
Armijo par. 3.36 1.95 |18 8.02 2.59 | 26 13.20 4.14 | b4

Tabelle 6.5:

Tabelle 6.6:

Tabelle 6.7:

Speedup und bendtigte Prozessorzahl im Straeter-

Verfahren

BFGS Straeter

Armijo par. | goldener Schnitt
RM | 218 (6) 1.74 (16)
R® | 453 (12) 3.16 (32)
R®) | 6.65 (16) 4.26 (54)

Vergleich des Speedups S,,:(p) zwischen dem giinstig-

sten BFGS- und Straeter-Verfahren.

BFGS Straeter
Armijo | goldener Schnitt
RM | 366 627
R | 500 1295
RB® | 580 1925

Anzahl der berechneten Gradienten
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde am Beispiel eines Raflineriemodells der gesamte
Prozef einer nichtlinearen Optimierung von der Modellierung bis zur parallelen Pro-
blemlésung dargestellt.

Ziel der Arbeit war insbesondere, die Auswirkungen verschiedener Verfahrenskom-
binationen auf das Konvergenzverhalten der Verfahren und ihre Performance auf
Parallelrechnern zu untersuchen. Dazu wurden das BFGS-Verfahren und einige
Varianten des Straeter-Verfahrens mit mehreren Techniken zur eindimensionalen
Optimierung kombiniert, mit denen sich gezielt das Konvergenzverhalten und der
Parallelisierungsgrad variieren lafit. Der Vergleich der Verfahren erfolgte anhand
von Implementationen fiir den Intel Paragon XP/S 10. Neben den benutzten Paral-
lelisierungsansadtzen wurden einige alternative Implementationstechniken und Par-
allelisierungskonzepte aufgezeigt, deren Nutzen fiir die Performancesteigerung noch
untersucht werden mu$.

Das BFGS-Verfahren, das als bestes sequentielles Quasi-Newton-Verfahren gilt
[F187], konnte sich zusammen mit der Armijo-Schrittweite zur eindimensionalen
Optimierung gegeniiber allen anderen untersuchten Verfahrensvarianten behaupten.
Bei den im Rahmen dieser Arbeit vorgenommenen Implementationen war es schnel-
ler, effizienter und numerisch stabiler als die Straeter-Verfahren, obwohl sich mit den
letzteren hohere verfahrensspezifische Speedups erzielen lieflen. Grundsétzlich ist es
mit einer verbesserten Implementation des Straeter-Verfahrens moglich, die Rechen-
zeiten bei kleinen Problemen unter die des BFGS-Verfahrens zu senken. Der nume-
rische Mehraufwand des Straeter-Verfahrens nimmt jedoch mit der Problemgrofie
erheblich zu, so da8 der Einsatz dieses Verfahrens fiir grofie Probleme wegen der
schlechten Effizienz nicht mehr vertretbar ist.

Um den erheblichen Mehraufwand des Straeter-Update gegeniiber dem BFGS-Update
zu vermindern, wurde der Versuch unternommen, in jeder Iteration nur einen Teil der
partiellen Updates durchzufithren. Der pro Iteration gewonnene Zeitvorteil wurde
jedoch durch das wesentlich schlechtere Konvergenzverhalten vollstandig eingebiifit.

85
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Auflerdem erwies sich diese Variante bei einigen Problemen als numerisch instabil,
was sie fiir die Anwendung auf das Raffineriemodell unbrauchbar machte.

Obwohl der Ansatz unvollstdndiger Updates nicht erfolgreich eingesetzt werden
konnte, scheint dies doch die einzige Moglichkeit zu sein, das Straeter-Verfahren
essentiell zu verbessern. Gegenstand weiterer Untersuchungen kénnen somit Me-
thoden sein, welche die Effizienz bzw. den Nutzen der partiellen Updates steigern.

Trotz der Nachteile gegeniiber anderen Quasi-Newton-Verfahren bleibt das Straeter-
Verfahren auch deshalb fiir die Parallelverarbeitung interessant, weil es alternative
Anséatze zur Parallelisierung zulafit. Neben den schon beschriebenen Varianten wéare
es denkbar, die partiellen Updates durch asynchron laufende Prozesse durchfithren
zu lassen. Dadurch kénnte wie beim asynchronen Newton-Verfahren (Kapitel 6.1)
eine Parallelisierung des Update und der Strahlminimierung erreicht werden. Ob-
wohl derartige Ansétze vereinzelt beschrieben werden (z.B. in [Lo91]), gibt es bislang
keine Veroffentlichungen tiber Implementationen solcher Verfahren.

Ein anderer Weg zur Verbesserung der Optimierungsverfahren wére eine alternative
Beriicksichtigung der Nebenbedingungen. Der Ansatz der Straffunktionen fiithrt so-
wohl zu numerischen Problemen als auch zur extremen Verteuerung der Funktions-
und Gradientenberechnung. Insbesondere fiir grofile Systeme mit einigen hundert
oder tausend Nebenbedingungen wird ein solcher Ansatz nicht mehr sehr effektiv
sein. Da im Falle des Raffineriemodells und vieler anderer 6konomischer Modellie-
rungen nur lineare Nebenbedingungen vorliegen, ist es sicherlich vorteilhaft, diese
spezielle Struktur auszunutzen. Bei einer Klasse von Verfahren, die das beriicksich-
tigt, werden die Suchrichtungen, die sich mit modifizierten Quasi-Newton-Verfahren
erzeugen lassen, auf den linearen Restriktionsbereich projiziert. Die Projektionen
lassen sich mit einfachen Matrix-Operationen durchfithren, die auf Parallelrechnern
effektiv realisiert werden koénnen. Deshalb wiare speziell fiir grole Probleme ein
Vergleich mit den Penalty-Verfahren interessant.
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