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Abstract

Iterative algorithms to solve systems of equations or eigenvalue problems with
sparse coe�cient matrix play an important role in numerical methods for sol�
ving discretized partial di�erential equations� The large size of many technical
or physical applications in this area results in the need for the execution of itera�
tive solvers on massively parallel systems� When iterative solvers are parallelized
on a multiprocessor system with distributed memory� the data distribution and
the communication scheme � depending on the data structures used for sparse
matrices � are of the greatest importance for an e�cient execution� Here� data
distribution and communication schemes are presented that are based on the
analysis of the indices of the non�zero matrix elements� Performance tests� using
the conjugate gradient method with preconditioning� the QMR and the TFQMR
algorithm to solve systems of equations� and the Lanczos method for the sym�
metric eigenvalue problem� were carried out on a PARAGON XP�S 	� with 	��
processors� The parallel variants of the algorithms show good scaling behavior
for matrices with di�erent sparsity patterns stemming from real �nite element
applications�

Kurzfassung

Viele Problemstellungen der Natur� und Ingenieurwissenschaften werden durch
partielle Di�erentialgleichungen beschrieben� Bei der Diskretisierung ergeben
sich Gleichungssysteme oder Eigenwertprobleme mit d�unnbesetzter Koe�zien�
tenmatrix� die mit iterativen Verfahren e�zient gel�ost werden k�onnen� Heutige
gro�e technische Anwendungen erfordern den Einsatz massiv�paralleler Systeme
zur L�osung derartiger Probleme� da diese Rechner sowohl �uber den notwendigen
Speicherplatz als auch die erforderliche Rechenleistung verf�ugen� Auf Parallel�
rechnern mit verteiltem Speicher ist in Abh�angigkeit von den verwendeten Daten�
strukturen zur komprimierten Speicherung der Koe�zientenmatrix insbesondere
das Datenverteilungs� und Kommunikationsmodell f�ur die e�ziente Ausf�uhrung
iterativer Verfahren entscheidend� Hier werden Strategien zur Verteilung der Da�
ten und Kommunikationsschemata vorgestellt� die auf der automatischen Analyse
der Besetzungsstruktur der Matrix beruhen� Zur L�osung von linearen Gleichungs�
systemen werden die Methode der konjugierten Gradienten mit Vorkonditionie�
rung sowie die Verfahren QMR und TFQMR verwendet� Zur L�osung des reell
symmetrischen Eigenwertproblems wird ein Lanczos�Verfahren vorgestellt� Das
Zeitverhalten der entwickelten parallelen Varianten dieser Verfahren wurde auf
dem massiv�parallelen System mit verteiltem Speicher PARAGON XP�S 	� mit
bis zu 	�� Prozessoren untersucht� Die parallelen Algorithmen zeigen gute Ska�
lierungseigenschaften f�ur Matrizen unterschiedlicher Besetzungsstruktur� die aus
realen Finite�Element�Modellen stammen�
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Kapitel �

Einf�uhrung

Viele Problemstellungen der Natur� und Ingenieurwissenschaften werden durch
Di�erentialgleichungen beschrieben� Da eine geschlossene L�osung f�ur dieses ma�
thematische Modell h�au�g nicht angegeben werden kann� wird das Problem dis�
kretisiert und mit numerischen Methoden approximativ gel�ost�

Bei der Diskretisierung gew�ohnlicher oder partieller Di�erentialgleichungen
ergeben sich je nach Diskretisierungsverfahren Gleichungssysteme oder Eigen�
wertprobleme mit d�unnbesetzten Koe�zientenmatrizen unterschiedlicher Beset�
zungsstruktur� Bei FE�Verfahren 
Finite Element� sind die entstehenden Matri�
zen weitgehend unstrukturiert� w�ahrend Di�erenzenverfahren im allgemeinen zu
Matrizen mit regul�arem Besetzungsmuster f�uhren� z� B� mit Band� oder Block�
struktur�
Eigenwertprobleme treten bei der Analyse elastischer Strukturen auf ���� ��	�

�		��� Ein weiteres Anwendungsgebiet ist die Stabilit�atsanalyse dynamischer Sy�
steme� z� B� elektrischer Netzwerke� Ferner sind gro�e Eigenwertprobleme in der
Chemie zu �nden� insbesondere in der Molekulardynamik und der Quantenche�
mie�

Eine Anwendung der FE�Methode ist die Modellierung des Str�omungsverlaufs
an Trag��achen� Abbildung 	�	 zeigt das Diskretisierungsgitter eines zweidimen�
sionalen Modells und das Besetzungsmuster der zugeh�origen Koe�zientenmatrix
bei einer vorgegebenen Numerierung der Gitterpunkte �
�� Das Modell stammt
aus einer Untersuchung des Research Institute for Applications of Computer Sci�
ence der NASA�Das Str�omungsproblem wird durch nichtlineare partielle Di�eren�
tialgleichungen beschrieben� berechnet werden u� a� der hydrodynamische Druck
und zwei Komponenten der Str�omungsgeschwindigkeit�
Das Diskretisierungsgitter in Abbildung 	�	 ist aus Dreieckselementen aufge�

baut� Die Eckpunkte der Dreiecke bilden die Gitterpunkte� insgesamt sind ����
Gitterpunkte vorhanden� Zum Trag��achenquerschnitt hin wird das Gitter feiner�
da hier eine hohe Genauigkeit der Berechnungen erforderlich ist� Jeder Schritt
der nichtlinearen Iteration des FE�Modells erfordert die L�osung eines linearen
Gleichungssystems mit d�unnbesetzter Koe�zientenmatrix� Die Verteilung der
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Abbildung ���� Links� FE�Diskretisierungsgitter� Rechts� D�unnbesetzte Koef�
�zientenmatrix�

Nichtnull�Elemente der Matrix ist in Abbildung 	�	 rechts dargestellt� Die Ma�
trix besitzt die Ordnung ���� und insgesamt ����	 Nichtnull�Elemente� Der
Besetzungsgrad betr�agt somit lediglich ��	� �

Eine Matrix kann als Beschreibung der linearen Abh�angigkeiten zwischen den
Komponenten eines mathematischen Modells betrachtet werden� Ein Modell aus
n Bestandteilen f�uhrt zu einer n � n Matrix� In Abbildung 	�	 entsprechen die
unbekannten Gr�o�en an den Gitterpunkten den Komponenten des FE�Modells�
Die L�osung eines linearen Gleichungssystems mit vollbesetzter Matrix erfordert
auf einem Rechner ca� n� Speicherworte und eine Rechenzeit� die proportional zu
n� ist� Bei vollbesetzter Matrix erreichen Modelle mit einigen tausend Kompo�
nenten bereits die Grenzen herk�ommlicher Rechnersysteme�

In vielen gro�en Modellen ist eine einzelne Komponente jedoch nur von we�
nigen anderen Komponenten abh�angig� In Abbildung 	�	 gehen in die Berech�
nungen pro Gitterpunkt lediglich die Werte an den Punkten ein� die mit dem
betrachteten Punkt direkt durch eine Dreiecksseite verbunden sind� Pro Punkt
besteht eine Verbindung zu drei bis neun anderen Punkten� Modelle mit dieser
Eigenschaft und die resultierenden Matrizen werden d�unnbesetzt 
sparse� ge�
nannt� der bei weitem �uberwiegende Teil der Matrixelemente besitzt den Wert
Null� J�H� Wilkinson� ein Begr�under der modernen numerischen linearen Al�
gebra� sieht als Merkmal einer d�unnbesetzten Matrix die Eigenschaft �
��

�
It

has enough zeros that it pays to take advantage of them�� Die Nutzung der
Besetzungsstruktur der Matrix und die E�zienz von Algorithmen f�ur d�unnbe�
setzte Matrizen auf einem Rechnersystem sind eng miteinander verkn�upft� Durch
die Vermeidung von Operationen mit Null�Elementen und die Speicherung nur
oder haupts�achlich der Nichtnull�Elemente werden sowohl Speicherplatz als auch
Rechenzeit gespart� Die in dieser Arbeit betrachteten iterativen Verfahren zur



�

L�osung von Gleichungssystemen und Eigenwertproblemen beg�unstigen die Nut�
zung der d�unnbesetzten Struktur der Matrix� Speicherbedarf und Operationen
der Algorithmen sind proportional zur Anzahl der Nichtnull�Elemente�
Da in heutigen gro�en technischen Anwendungen Modelle mit Millionen von

Komponenten erforderlich sind� werden die Grenzen herk�ommlicher Rechner so�
wohl an Speicherplatz als auch an Rechenleistung �uberschritten� Massiv�parallele
Rechnersysteme mit verteiltem Speicher hingegen erm�oglichen die Modellierung
derartiger Probleme� Speicherplatz und Rechenleistung dieser Parallelrechner ska�
lieren mit der Anzahl der Prozessoren� Die parallele Bearbeitung von iterativen
Algorithmen f�ur d�unnbesetzte Matrizen auf massiv�parallelen Systemen ist eine
gro�e Herausforderung heutiger Forschung�
Die Hauptarbeit in iterativen Verfahren zur L�osung von linearen Gleichungs�

systemen oder Eigenwertproblemen besteht in der Berechnung von Matrix�Vek�
tor�Produkten und Vektor�Vektor�Operationen� gew�ohnlich ist die Matrix�Vek�
tor�Multiplikation die aufwendigste Operation� Bei der Durchf�uhrung dieser Ope�
ration wird der Zugri� auf den Vektor durch die Besetzungsstruktur und die
Speichertechnik der Matrix bestimmt�
Auf Parallelrechnern mit verteiltem Speicher ist in Abh�angigkeit von den ver�

wendeten Datenstrukturen insbesondere das Datenverteilungs� und Kommuni�
kationsschema f�ur die e�ziente Ausf�uhrung iterativer Verfahren entscheidend�
In den im Rahmen dieser Arbeit vorgestellten Untersuchungen werden Strate�
gien zur Datenverteilung und Kommunikationsschemata vorgeschlagen� die auf
der Analyse der Besetzungsstruktur der Matrix beruhen� Zur Balancierung der
Rechenlast ber�ucksichtigt das Datenverteilungsschema neben den Matrix�Vektor�
Multiplikationen auch die �ubrigen Operationen der iterativen Verfahren� Ferner
werden verschiedene Methoden zur Umordnung der Matrixelemente beschrie�
ben� die die �uberlappte Durchf�uhrung von lokalen Rechenoperationen und der
�Ubermittlung nicht�lokaler Daten erm�oglichen� Das Ziel ist die Reduzierung von
Wartezeiten� In diesem Zusammenhang wird auf unterschiedliche Techniken zur
komprimierten Speicherung der Matrixelemente eingegangen�
Datenverteilung� Kommunikationsschema und Umordung der Matrixelemente

werden in einem Vorverarbeitungsschritt ermittelt� Sie werden in jedem Schritt
eines iterativen Verfahrens genutzt� Dar�uber hinaus sind diese Schemata solange
g�ultig� bis sich die Besetzungsstruktur der Matrix �andert� sie k�onnen z�B� in
jedem Zeitschritt eines zeitabh�angigen Modells oder in jedem Schritt eines nicht�
linearen Problems� das durch Linearisierung gel�ost wird� verwendet werden�
Zur L�osung von linearen Gleichungssystemen mit symmetrischer positiv de�

�niter Matrix wird die Methode der konjugierten Gradienten 
CG� betrachtet
����� Die Skalierung mit der Diagonalen und die polynomiale Vorkonditionie�
rung werden zur Konvergenzbeschleunigung des Verfahrens eingesetzt �		� �	����
F�ur Gleichungssysteme mit unsymmetrischer Matrix werden die Methoden QMR

Quasi�Minimal Residual� ���� und TFQMR 
Transpose�Free Quasi�Minimal Re�
sidual� ���� verwendet� Zur L�osung des reell symmetrischen Eigenwertproblems
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wird ein Lanczos�Verfahren vorgestellt ���� ���� �	����
Das Zeitverhalten der entwickelten parallelen Verfahren wird auf dem massiv�

parallelen System mit verteiltem Speicher PARAGON XP�S 	� der Forschungs�
zentrum J�ulich GmbH untersucht� Die verwendeten d�unnbesetzten Matrizen
stammen u� a� aus Projekten des Forschungszentrums�
Am Institut f�ur Chemie und Dynamik der Geosph�are wird das Verhalten von

Schadsto�en in geologischen Systemen mit einem FE�Modell simuliert �	��� �	����
In diesem Modell aus dem Bereich der Umwelttechnik erfordert die Berechnung
des Wasser�usses die L�osung symmetrischer positiv de�niter Gleichungssysteme�
w�ahrend im Sto�transportmodell Gleichungssysteme mit unsymmetrischer Ma�
trix auftreten� Die Integration der in dieser Arbeit untersuchten Verfahren ist
ein wichtiger Schritt zur erfolgreichen Durchf�uhrung dieses Projekts�
Am Institut f�ur Sicherheitsforschung und Reaktortechnik der Forschungszen�

trum J�ulich GmbH werden u� a� Spannungen in Materialien infolge von Erw�ar�
mung untersucht� Der Einbau des entwickelten parallelen CG�Verfahrens in das
verwendete FE�Modell ��� ist Gegenstand einer Zusammenarbeit�
Am Institut f�ur Festk�orperforschung des Forschungszentrums sollen die ent�

wickelten Methoden zur L�osung des symmetrischen Eigenwertproblems im Be�
reich der Molekulardynamik eingesetzt werden� Erste Untersuchungen zur Eig�
nung der Verfahren sind durchgef�uhrt�
In Zusammenarbeit mit dem Lehrstuhl f�ur Informatik II der RWTH Aachen

wird die Integration einiger Methoden f�ur d�unnbesetzte Matrizen in den Sprach�
umfang einer funktionalen Programmiersprache untersucht� Ziel dieser Arbeiten
ist es� die Programmierung paralleler Algorithmen f�ur d�unnbesetzte Matrizen auf
hohem Abstraktionsniveau zu erm�oglichen�
Im weiteren ist die Arbeit wie folgt aufgebaut� In Kapitel � werden iterative

Verfahren zur L�osung von Gleichungssystemen und Eigenwertproblemen vorge�
stellt� Anschlie�end wird in Kapitel � auf Speichertechniken f�ur d�unnbesetzte
Matrizen eingegangen� bevor in Kapitel � grundlegende Begri�e der Parallelverar�
beitung erl�autert werden� In Kapitel � werden dann die im Rahmen dieser Arbeit
entwickelten Parallelisierungsstrategien f�ur iterative Verfahren beschrieben und
in Kapitel � numerische sowie Performance�Ergebnisse auf dem massiv�parallelen
System PARAGON XP�S 	� pr�asentiert� Den Abschlu� bildet Kapitel � mit
einer kurzen Zusammenfassung der Resultate dieser Arbeit und einem Ausblick
auf weitere m�ogliche Einsatzgebiete der entwickelten Methoden�
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Iterative Verfahren

In diesem Kapitel werden iterative L�osungsmethoden f�ur lineare Gleichungs�
systeme und Eigenwertprobleme beschrieben� die in technischen Anwendungen
h�au�g eingesetzt werden� Die Verfahren sind insbesondere f�ur gro�e d�unnbe�
setzte Matrizen geeignet� Nach einer kurzen Beschreibung grunds�atzlicher Ei�
genschaften iterativer Verfahren wird die Methode der konjugierten Gradienten

CG� zur L�osung von linearen Gleichungssystemen mit symmetrischer positiv
de�niter Koe�zientenmatrix vorgestellt ���� �	���� F�ur dieses Verfahren werden
zwei Methoden zur Vorkonditionierung betrachtet� die Skalierung mit der Diago�
nalen �	��� und die polynomiale Vorkonditionierung �		�� Anschlie�end werden
die Verfahren QMR 
Quasi�Minimal Residual� ���� und TFQMR 
Transpose�
Free Quasi�Minimal Residual� ���� beschrieben� die zur L�osung von linearen
Gleichungssystemen mit regul�arer unsymmetrischer Koe�zientenmatrix geeignet
sind� Zur L�osung des reellen symmetrischen Eigenwertproblems wird schlie�lich
ein Lanczos�Verfahren ���� ���� �	��� vorgestellt�

��� Grundlagen

Zur L�osung von linearen Gleichungssystemen Ax � b mit A � IRn�n werden
direkte und iterative Verfahren verwendet� Klassische direkte Methoden wie
die LU�Faktorisierung und die Cholesky�Zerlegung sind u� a� in ���� beschrieben�
Das letztere Verfahren ist f�ur symmetrische positiv de�nite Koe�zientenmatri�
zen A geeignet� beide Verfahren beruhen auf der Gau��Elimination� In tech�
nischen Anwendungen werden direkte Methoden gew�ohnlich bei dichtbesetzten
oder bandstrukturierten Koe�zientenmatrizen eingesetzt� Ist die Koe�zienten�
matrix d�unnbesetzt und unregelm�a�ig strukturiert� so f�uhren direkte Methoden
in der Regel zu einem Au��ullen 
Fill�in� der mit Null besetzten Stellen der Matrix
mit Nichtnull�Elementen� Spezielle Techniken� die Fill�in bei direkten Methoden
reduzieren� sind in ���� beschrieben�

Im Gegensatz zu den direkten Methoden verwenden iterative Verfahren le�

�
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diglich die von Null verschiedenen Elemente der Matrix� da auf die Matrix im
wesentlichen bei der Berechnung von Matrix�Vektor�Produkten zugegri�en wird�
Dies f�uhrt zu minimalem Speicherbedarf� Klassische iterative Verfahren sind die
Jacobi�� die Gau��Seidel�Iteration� das SOR�Verfahren 
Successive Over�Relax�
ation� und die semi�iterative Tschebysche��Methode ���� �	���� Ein historischer
�Uberblick �uber die Entwicklung iterativer Methoden wird in �	��� gegeben� Itera�
tive Verfahren generieren eine Folge von N�aherungsl�osungen fx�i�g� Ein wichtiges
Bewertungskriterium f�ur iterative Methoden ist die Konvergenzgeschwindigkeit�
d� h� wie schnell die Iterierten x�i� gegen die exakte L�osung x� konvergieren�
In den folgenden Abschnitten werden die Verfahren CG� QMR und TFQMR

beschrieben� denen Optimierungsans�atze zugrunde liegen� Die L�osung des li�
nearen Gleichungssystems wird dabei in eine �aquivalente Minimierungsaufgabe
�uberf�uhrt� Die Bestimmung des Minimums erfolgt iterativ nach der Vorschrift

x�i��� � x�i� ! �id
�i� 
��	�

mit der Schrittweite �i und der Suchrichtung d�i��
Die L�osung des reellen symmetrischen Eigenwertproblems geschieht gew�ohn�

lich in zwei Schritten� Zun�achst wird die n � n Matrix A auf Tridiagonalgestalt
reduziert� dann werden die Eigenwerte der Tridiagonalmatrix ermittelt� Das in
dieser Arbeit betrachtete Lanczos�Verfahren erzeugt eine Folge von Tridiagonal�
matrizen� deren Eigenwerte N�aherungen f�ur Eigenwerte der urspr�unglichen Ma�
trix sind� Die Lanczos�Tridiagonalisierung und das CG�Verfahren sind theoretisch
eng verkn�upft ���� �	���� In besonderem Ma�e eignet sich die Lanczos�Methode
f�ur gro�e d�unnbesetzte Matrizen mit unregelm�a�iger Besetzungsstruktur� da Zu�
gri�e auf die Matrixelemente lediglich bei der Berechnung von Matrix�Vektor�
Produkten auftreten� Andere �ubliche Verfahren wie die Householder� oder die
Givens�Transformation hingegen zerst�oren die Besetzungsstruktur� im Verlauf
der Reduktion entstehen gew�ohnlich gro�e dichtbesetzte Matrizen ����� Die letz�
teren Verfahren werden daher meist bei Eigenwertproblemen mit dichtbesetzten
Matrizen oder Bandmatrizen verwendet�
Sowohl die Verfahren CG� QMR und TFQMR als auch die Lanczos�Methode

zur L�osung des reellen symmetrischen Eigenwertproblems geh�oren der Klasse der
Krylov�Teilraum�Verfahren an� Diese Methoden lassen sich durch das Aufspan�
nen derjenigen Teilr�aume beschreiben� die die Iterationsvektoren enthalten� Der
i�te von z � IRn und B � IRn�n erzeugte Krylov�Teilraum ist durch

K
B� z� i� � span
n
z�Bz�B�z� � � � �Bi��z

o
gegeben�
F�ur die Iterierten x�i� � IRn der betrachteten Verfahren zur L�osung linearer

Gleichungssysteme gilt bei vorgegebenem Startvektor x���

x�i� � x���!K
A� g���� i��
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wobei g��� � Ax��� � b das zum Startvektor geh�orige Residuum ist ���� ���� �����
F�ur die Vektoren q�j�� j � 	� � � � � i� der Lanczos�Methode 
s� ����	� ergibt sich

durch Optimierung des Rayleigh�Quotienten ���� �	���

span
n
q���� � � � � q�i�

o
� K
A� q���� i��

Die Methode zur Ermittlung einer Basis f�ur die Krylov�Teilr�aume charak�
terisiert ein Krylov�Teilraum�Verfahren� Die Herleitung der Basen f�ur die hier
betrachteten Iterationen ist in ����� ����� ���� und �	��� ausf�uhrlich beschrieben�

��� Die Methode der konjugierten Gradienten

Hestenes und Stiefel ���� verwendeten die Methode der konjugierten Gradienten
	
�� erstmals zur L�osung von Gleichungssystemen Ax � b� Das von ihnen ent�
wickelte Verfahren setzt symmetrische positiv de�nite Koe�zientenmatrizen vor�
aus� Matrizen mit dieser Eigenschaft besitzen positive Eigenwerte und erf�ullen
ferner A � AT � Aufgrund des g�unstigen Konvergenzverhaltens wird die Me�
thode heutzutage in vielen technischen Anwendungen eingesetzt� insbesondere in
der Modellierung durch FE�Verfahren� In die im einf�uhrenden Kapitel erw�ahnten
FE�Modelle aus der Umwelttechnik und der Strukturmechanik wurde das CG�
Verfahren jeweils erfolgreich integriert� Es erwies sich als den bisher verwendeten
SOR� und Cholesky�Verfahren deutlich �uberlegen�
Die theoretischen Eigenschaften des CG�Verfahrens werden in ���� ausf�uhr�

lich behandelt� Kurzbeschreibungen sind in �	��� ���� und �	��� zu �nden� Ein
�Uberblick �uber die Artikel� die in den ersten �� Jahren seit der Entwicklung der
Methode erschienen sind� wird in ��
� gegeben�

����� Algorithmus

Der Algorithmus des CG�Verfahrens basiert auf der L�osung einer quadratischen
Optimierungsaufgabe� Die L�osung des linearen Gleichungssystems Ax � b wird
in die �aquivalente freie Optimierungsaufgabe� das lokale und gleichzeitig globale
Minimum der Funktion

F 
x� �
	

�
xTAx� xTb

zu �nden� �uberf�uhrt� Dieses Optimierungsproblem wird durch Einf�uhrung einer
Schrittweite und einer Suchrichtung nach 
��	� approximativ gel�ost� Da der ne�
gative Gradient von F 
x� die Richtung des steilsten Abstiegs angibt� wird zur
Bestimmung der Suchrichtung d�i� das negative Residuum �g�i� � b�Ax�i� der
i�ten Stufe verwendet� Zus�atzlich werden d���� � � � � d�i� paarweise A�konjugiert�
d� h� es wird daf�ur gesorgt� da�

d�j�
T
Ad�k� � � � � � j � k � i
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Algorithmus ���� Das urspr�ungliche CG
Verfahren

W�ahle x��� � IRn beliebig

g��� � Ax��� � b

d��� � �g���

i � �� 	� � � �

�i �
g�i�

T
g�i�

d�i�
T
Ad�i�

x�i��� � x�i� ! �id
�i�

g�i��� � g�i� ! �iAd�i�

�i �
g�i���

T
g�i���

g�i�
T
g�i�

d�i��� � �g�i��� ! �id
�i�

bis kg�i���k� � �r

mit d���� � � � � d�i� � IRnnf�g erf�ullt ist� Die Bezeichnung Methode der konjugier�
ten Gradienten 
Conjugate Gradients� ist durch dieses Vorgehen begr�undet� Die
auf diese Weise ermittelten Suchrichtungen und die zugeh�origen Residuen sind
linear unabh�angig� daher sind in exakter Arithmetik h�ochstens n CG�Schritte er�
forderlich� um die exakte L�osung x� zu erhalten� Diese Eigenschaft kennzeichnet
das CG�Verfahren als direkte Methode� Aufgrund von Rundungsfehlern ist es
jedoch m�oglich� da� mehr als n Schritte ben�otigt werden� in endlicher Arithme�
tik verh�alt sich das CG�Verfahren wie eine iterative Methode� Bei technischen
Anwendungen sind gew�ohnlich weit weniger als n Schritte erforderlich� um eine
gute Approximation von x� zu erhalten�

In Algorithmus ��	 ist der Verlauf des urspr�unglichen CG�Verfahrens von He�
stenes und Stiefel dargestellt� In jedem Iterationsschritt werden die Vektoren
x�i�� g�i� und d�i� gebildet� x�i� ist die N�aherung des L�osungsvektors� g�i� das Resi�
duum� d�i� gibt die Richtung an� in der die aktuelle N�aherung des L�osungsvektors
bestimmt wird�

Bei den meisten d�unnbesetzten Matrizen aus technischen Anwendungen be�
steht die Hauptarbeit jedes Iterationsschritts in der Berechnung des Matrix�
Vektor�Produkts Ad�i�� Ferner werden zwei Skalarprodukte und drei Vektoraddi�
tionen berechnet� Der Wert des dritten Skalarprodukts kann aus dem vorherigen
Schritt �ubernommen werden�
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Die Iteration wird abgebrochen� wenn die euklidische Norm des Residuums
kleiner oder gleich der vorgegebenen Genauigkeit �r ist� Ein anderes Abbruchkri�
terium� das die Maximumnorm der Di�erenz der letzten beiden N�aherungen des
L�osungsvektors verwendet� l�a�t sich folgenderma�en bestimmen�

kx�i��� � x�i�k� � max
j�������n

jx�i���j � x
�i�
j j � �m�

Die maximale skalierte absolute Di�erenz 
���� der Komponenten der letzten
beiden N�aherungen des L�osungsvektors kann zur Ermittlung eines weiteren Ab�
bruchkriteriums genutzt werden�

max
j�������n

�
jx�i���j � x

�i�
j j

jx�i���j j! jx�i�j j
� �s� 
����

In dem Fall x
�i���
j � � und x

�i�
j � � wird die skalierte absolute Di�erenz der ent�

sprechenden Komponenten zu � gesetzt� Die Wahl eines geeigneten Abbruchkri�
teriums h�angt vom jeweiligen Anwendungsfall ab� Abbruchkriterien f�ur iterative
Verfahren werden ausf�uhrlich in �	�� diskutiert�

Aykanat et al� �	�� schlugen 	

� ein modi�ziertes CG�Verfahren vor� das
g�unstigere Parallelisierungseigenschaften als die urspr�ungliche Methode besitzt�
Das modi�zierte CG�Verfahren unterscheidet sich vom urspr�unglichen im wesent�
lichen dadurch� da� in Algorithmus ��� die Konstanten �i und �i und damit alle
Skalarprodukte zu Beginn jedes Iterationsschritts berechnet werden� Bei paralle�
ler Bearbeitung jedes Schritts auf einem Parallelrechner mit verteiltem Speicher
k�onnen daher die lokalen Werte der Skalarprodukte zur Bestimmung der globalen
Werte in einer Nachricht pro Prozessor zusammengefa�t werden �	���

Bei numerischen Tests mit einigen gro�en d�unnbesetzten Matrizen� die im
Rahmen dieser Arbeit durchgef�uhrt wurden� erwies sich Algorithmus ��� im Ver�
gleich zu Algorithmus ��	 als weniger robust� d� h� Rundungsfehler beein�u�ten
das Konvergenzverhalten des modi�zierten Verfahrens in gr�o�erem Ma�e als das
der urspr�unglichen Methode� Dieser Nachteil wird vermieden� wenn das Ska�

larprodukt g�i�
T
g�i� in jedem Iterationsschritt neu berechnet und nicht der Wert

von �i�� g�i���
T
g�i��� aus dem vorhergehenden Schritt verwendet wird� Dies erfor�

dert die Berechnung eines zus�atzlichen Skalarprodukts zu Beginn jedes Iterations�
schritts� wirkt sich jedoch nicht auf die g�unstigeren Parallelisierungseigenschaften
von Algorithmus ��� gegen�uber Algorithmus ��	 aus� Mit dieser zus�atzlichen Be�
rechnung zeigt das modi�zierte CG�Verfahren f�ur alle untersuchten Matrizen das
gleiche Konvergenzverhalten wie die urspr�ungliche Methode�

Weitere Untersuchungen zur Einsparung von Synchronisationspunkten in der
CG�Iteration und in verwandten Verfahren sind in ��	�� ��
�� ����� �	�	� und �		��
zu �nden�
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Algorithmus ���� Das modi�zierte CG
Verfahren
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�i �
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Ad�i��TAd�i�
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T
Ad�i�

� 	
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T
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����� Konvergenz

Das Konvergenzverhalten iterativer Methoden ist schwer vorherzusagen� es kann
sich von Anwendungsfall zu Anwendungsfall deutlich unterscheiden� Gew�ohnlich
k�onnen jedoch n�utzliche Schranken ermittelt werden�

Die Fehlerschranken f�ur die Methode der konjugierten Gradienten werden
unter Verwendung der Konditionszahl �� der Koe�zientenmatrixA bez�uglich der
Spektralnorm angegeben �	�� �	���� F�ur symmetrische positiv de�nite Matrizen
ist �� durch

��
A� � kAk�kA��k� � 	max
A�

	min
A�

gegeben� Hierbei sind 	max
A� und 	min
A� der gr�o�te und kleinste Eigenwert
der Matrix A� Mit


 �

q
��
A�� 	q
��
A� ! 	

l�a�t sich die Konvergenzrate des CG�Verfahrens wie folgt absch�atzen�

kx�i� � x�k� � � 
i
q
��
A� kx���� x�k�� 
����
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F�ur ��
A� � 	 ist 
 � �� und f�ur ��
A� � � gilt 
 � 	� d� h� je gr�o�er ��
A�
ist� desto mehr n�ahert sich 
 dem Grenzwert 	 und desto langsamer konvergiert
i� a� das Verfahren� Die Absch�atzung 
���� ist sinnvoll� wenn A viele verschiedene
Eigenwerte besitzt� die breit gestreut sind� Sind die Eigenwerte von A �uberwie�
gend geclustert� d� h� Eigenwerte h�aufen sich bei bestimmten Werten� so kann sich
das Konvergenzverhalten des Verfahrens von dem in 
���� beschriebenen deutlich
unterscheiden� Wenn z�B� A lediglich k mit k 	 n verschiedene Eigenwerte be�
sitzt� so f�uhrt das Verfahren in exakter Arithmetik nach h�ochstens k Schritten
zur exakten L�osung� Bei geclusterten Eigenwerten wird meist schnelle Konver�
genz beobachtet ����� Entscheidend f�ur das Konvergenzverhalten der Methode
der konjugierten Gradienten ist also die Eigenwertverteilung�
F�ur den Fehler der Iterierten gilt zus�atzlich die strenge Monotonie �	���

kx�j� � x�k� � kx�i� � x�k� � j � i� x�j� 
� x��

Weitere Ergebnisse bez�uglich des Konvergenzverhaltens der CG�Iteration sind
in �	��� zu �nden�

����� Vorkonditionierung

In ����� wurde gezeigt� da� die Konvergenzrate des CG�Verfahrens von den Eigen�
schaften des Spektrums der Koe�zientenmatrix abh�angt� Durch eine geeignete
Vorkonditionierung kann das urspr�ungliche Gleichungssystem in ein �aquivalen�
tes System mit gleicher L�osung� aber mit verbesserten spektralen Eigenschaften
�uberf�uhrt werden� Als Vorkonditionierer wird eine Matrix bezeichnet� die diese
Transformation leistet�
Das Prinzip der Vorkonditionierung besteht darin� eine MatrixM zu �nden�

die die Koe�zientenmatrix A geeignet approximiert� Das CG�Verfahren wird
dann auf das transformierte System

M��Ax �M��b 
����

angewendet� Die transformierte Koe�zientenmatrixM��A mu� dabei symme�
trisch positiv de�nit sein und sollte g�unstigere spektrale Eigenschaften als A
besitzen� Ferner ist M so zu w�ahlen� da� ein Gleichungssystem mit der Koe��
zientenmatrix M leichter als ein Gleichungssystem mit der Koe�zientenmatrix
A gel�ost werden kann� Eine andere M�oglichkeit besteht darin� eine MatrixM��

zu �nden� die A�� approximiert� In diesem Fall wird gew�ohnlich ein zus�atzliches
Matrix�Vektor�Produkt mit M�� pro Iterationsschritt durchgef�uhrt� Die unten
beschriebene polynomiale Vorkonditionierung geh�ort dieser Klasse an�
In der Praxis wird der Vorkonditionierer M meist in M � M �M � zerlegt

und das Gleichungssystem in

M��
� AM

��
�� �z �

"A


M�x�� �z �
"x

�M��
� b� �z �
"b


����
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�uberf�uhrt� Der entscheidende Vorteil dieser Transformation besteht darin� da�
die Matrix M��

� AM
��
� symmetrisch positiv de�nit ist� wenn A symmetrisch

positiv de�nit ist und M� � M
T
� gew�ahlt wird� In diesem Fall liegt eine Kon�

gruenztransformation vor� Die ZerlegungM �M�M
T
� ist genau dann m�oglich�

wennM symmetrisch positiv de�nit ist� Das vorkonditionierte System "A"x � "b
wird mit dem CG�Verfahren gel�ost� Der L�osungsvektor des urspr�unglichen Sy�
stems ist durch x �M��

� "x gegeben� Bei der unten beschriebenen Skalierung mit
der Diagonalen wird auf diese Weise vorgegangen�
Der Beschleunigung der Konvergenz des CG�Verfahrens steht der Aufwand

zur Konstruktion und Anwendung des Vorkonditionierers gegen�uber� Ziel der
Vorkonditionierung bei einer realen Implementierung ist sowohl die Einsparung
von Rechenzeit als auch die Erh�ohung der Stabilit�at des Verfahrens� Ferner stellt
sich die Frage nach der Eignung der Methode zur Vorkonditionierung auf Vektor�
oder Parallelrechnern� da einige traditionelle Verfahren wie die unvollst�andige
Zerlegung sequentiellen Charakter haben�
In dieser Arbeit werden die Skalierung mit der Diagonalen �	��� und die adap�

tive polynomiale Vorkonditionierung mit Tschebysche��Polynomen �		� �	�� �	�	�
betrachtet� Beide Verfahren sind f�ur Vektor� und Parallelrechner geeignet� da der
zus�atzliche Aufwand im wesentlichen in Matrix�Vektor�Operationen besteht�
Weitere �ubliche Verfahren zur Vorkonditionierung sind die Jacobi�Vorkon�

ditionierung� die SSOR�Vorkonditionierung 
Symmetric Successive Over�Relax�
ation� und die vielen Varianten der unvollst�andigen Faktorisierung �	�� ���� �	���
�	����

Skalierung mit der Diagonalen

Die Skalierung mit der Diagonalen ist ein einfaches Verfahren zur Vorkonditio�
nierung� das auf der Transformation aus 
���� beruht� Hier wird

M � �M� �D

gew�ahlt� Die Elemente der DiagonalmatrixD werden aus den Diagonalelementen
der Matrix A berechnet�

djj �
p
ajj� j � 	� � � � � n�

Das transformierte Gleichungssystem

D��AD��� �z �
"A


Dx�� �z �
"x

�D��b� �z �
"b

wird mit dem CG�Verfahren gel�ost� die L�osung des urspr�unglichen Systems wird
durch

x �D��"x



��� Die Methode der konjugierten Gradienten ��

ermittelt� Der Aufwand dieser Methode zur Vorkonditionierung ist gering� da
lediglich Multiplikationen mit einer Diagonalmatrix zur Transformation des Glei�
chungssystems erforderlich sind� In vielen Anwendungen� insbesondere in den im
einf�uhrenden Kapitel erw�ahnten FE�Modellen aus der Umwelttechnik und der
Strukturmechanik� f�uhrt die Skalierung mit der Diagonalen zu einer deutlichen
Konvergenzbeschleunigung und wegen des geringen Aufwands auf einem Rech�
nersystem zu einer betr�achtlichen Reduktion der Rechenzeit 
s� auch �	�����

Polynomiale Vorkonditionierung

Die polynomiale Vorkonditionierung basiert auf der Transformation aus 
�����
Die Matrix M�� ist bei dieser Methode als Matrixpolynom vom Grad m in A
darstellbar�

M�� � C
A� �
mX
j��

�jA
j � 
����

Das Matrixpolynom C
A� mu� derart gew�ahlt werden� da� die transformierte
Koe�zientenmatrix C
A�A symmetrisch positiv de�nit ist� Ziel der polynomialen
Vorkonditionierung ist� da�

��
C
A�A�	 ��
A�

gilt bzw� da� die spektralen Eigenschaften von C
A�A deutlich g�unstiger als die
von A sind�
Die Eigenwertverteilung der transformierten Koe�zientenmatrix ist optimal�

wenn C
A�A � I gilt� I bezeichnet die Einheitsmatrix� Dies f�uhrt zu dem
Minimierungsproblem bez�uglich der Spektralnorm

min
C�Pm

kI � C
A�A� �z �
P
A�

k� 
����

mit Pm als der Menge aller Polynome vom Grad m� Bezogen auf die Eigenwerte
	l� l � 	� � � � � n� von A l�a�t sich 
���� als Minimax�Problem formulieren�

min
C�Pm

�����
����max�l

j	� C
	l� � 	l� �z �
P
	l�

j

	���

���� �

P ist ein Polynom vom Grad k � m!	 und erf�ullt P
�� � �� Gesucht wird also
ein Polynom P� das alle Eigenwerte von A m�oglichst nahe zu 	 abbildet�
Da die Eigenwerte von A gew�ohnlich nicht bekannt sind� wird folgendes Er�

satzproblem mit � � 
 � 	min
A� � 	max
A� � �� 
 
� � und P
�� � �
betrachtet�

min
P�Pk

�
max
��	���


j	�P
	�j


� 
����
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Algorithmus ���� Die Tschebysche�
Iteration

y � CHEBY
���� z� A� k�

� �

 ! �

�

� �

! �

� � 


u��� � �

u��� �
z

�

�� � �

j � �� � � � � k

�j �
�

� � ���j��

u�j� � �j

�
u�j��� � u�j��� !

z �Au�j���

�

�
! u�j���

y � u�k�

Das Minimax�Problem 
���� zu einem vorgegebenen Polynomgrad k kann mit
Hilfe der Tschebysche��Polynome gel�ost werden �		� �	�	�� Die Eigenschaften
der Tschebysche��Polynome sind in ���� und �		�� ausf�uhrlich beschrieben�
Bereits 
���� ist zu entnehmen� da� anstelle der Operation Ad�i� im CG�

Verfahren ohne Vorkonditionierung die Operation C
A�Ad�i� �
Pm

j�� �jA
j��d�i�

im CG�Verfahren mit polynomialer Vorkonditionierung durchzuf�uhren ist� Dies
erfordert die Berechnung von m ! 	 Matrix�Vektor�Produkten pro Iterations�
schritt� Bei Verwendung der Tschebysche��Polynome werden die Koe�zien�
ten �j des Matrixpolynoms nicht explizit ben�otigt� sie werden implizit in der
Tschebysche��Iteration ermittelt�
Der Algorithmus der Tschebysche��Iteration� der im CG�Verfahren mit po�

lynomialer Tschebysche��Vorkonditionierung Verwendung �ndet� ist in Algorith�
mus ��� dargestellt ���� �	�	�� Die Tschebysche��Iteration berechnet die Opera�
tion y � C
A�z� die in der CG�Iteration mit polynomialer Tschebysche��Vorkon�
ditionierung auftritt� In der Tschebysche��Iteration werden im wesentlichen m
Matrix�Vektor�Produkte und �m Vektoradditionen durchgef�uhrt�
Algorithmus ��� zeigt den Algorithmus des modi�zierten CG�Verfahrens mit

polynomialer Tschebysche��Vorkonditionierung� In Algorithmus ��� werden pro
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Algorithmus ���� Das modi�zierte CG
Verfahren mit polynomialer

Tschebysche�
Vorkonditionierung

W�ahle x��� � IRnbeliebig

#g��� � Ax��� � b

g��� � CHEBY

� �� #g����A�m! 	�

d��� � �g���

i � �� 	� � � �

w�i� � CHEBY

� �� d�i��A�m! 	�

�i �
g�i�

T
g�i�

d�i�
T
Aw�i�

�i �
�i
Aw�i��TAw�i�

d�i�
T
Aw�i�

� 	

g�i���
T
g�i��� � �i g

�i�T g�i�

x�i��� � x�i� ! �id
�i�

g�i��� � g�i� ! �iAw�i�

d�i��� � �g�i��� ! �id
�i�

bis kg�i���k� � �r

Iterationsschritt insgesamt k � m ! 	 Matrix�Vektor�Produkte� drei Skalarpro�
dukte und � ! �m Vektoradditionen berechnet� Neben dem Grad m des Matrix�
polynoms C
A� m�ussen Sch�atzwerte f�ur die extremen Eigenwerte von A vorge�
geben werden� dies ist bereits der Formulierung des Minimax�Problems 
���� zu
entnehmen� Bei ungeradem Polynomgrad m ist bei positiven Sch�atzwerten f�ur
die extremen Eigenwerte� die nur einen Teil des gesamten Spektrums einschlie�en�
nicht gew�ahrleistet� da� die transformierte Koe�zientenmatrix symmetrisch po�
sitiv de�nit ist� Daher wird der Polynomgrad auf gerade m eingeschr�ankt �		�
�	�	��

Bei der adaptiven polynomialen Vorkonditionierung mit Tschebysche��Po�
lynomen werden die Sch�atzwerte f�ur die extremen Eigenwerte von A adaptiv
ermittelt� d� h� die Eigenwertsch�atzungen werden im Verlauf der Iteration ver�
bessert �		� �	�� �	�	�� Grundlage des adaptiven Verfahrens ist die theoretische
Verkn�upfung des CG�Verfahrens und der Lanczos�Methode zur L�osung des reellen
symmetrischen Eigenwertproblems� Durch diesen Zusammenhang ist es m�oglich�
aus den Iterationsparametern �i und �i Approximationen f�ur die Eigenwerte der
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aktuellen Matrix P
A� zu ermitteln 
s� auch ����	�� Aus diesen Sch�atzwerten las�
sen sich N�aherungen f�ur die Eigenwerte von A bestimmen� die zur Aktualisierung
des Intervalls �
� �� ben�otigt werden� Nach einer vorgegebenen Anzahl von Itera�
tionsschritten werden die Eigenwertsch�atzungen zyklisch berechnet� anschlie�end
wird �uberpr�uft� ob diese Werte ein Intervall liefern� das mehr Eigenwerte von
A als das bisherige enth�alt� Die initialen Werte f�ur 
 und � werden ermittelt�
indem einige Schritte des CG�Verfahrens ohne Vorkonditionierung durchgef�uhrt
werden� Aus den Iterationsparametern werden dann erste Approximationen f�ur
die extremen Eigenwerte von A gewonnen �	�	��

Bei polynomialer Vorkonditionierung mit Tschebysche��Polynomen kann die
Anzahl der Iterationsschritte des CG�Verfahrens bei dem Polynomgrad m h�och�
stens um den Faktor �

m��
reduziert werden �	��� Dies bedeutet� da� zwar keine

Matrix�Vektor�Produkte eingespart werden� jedoch die Anzahl der Skalarpro�
dukte sinkt� Insbesondere auf Parallelrechnern mit verteiltem Speicher kann die
Einsparung von Skalarprodukten zu einem E�zienzgewinn f�uhren�

Untersuchungen zu CG�Verfahren mit polynomialer Vorkonditionierung mit
Least�Squares Polynomen sind in ���� und �		�� zu �nden� Least�Squares Poly�
nome erfordern lediglich die Bestimmung einer oberen Schranke f�ur das Spek�
trum der Koe�zientenmatrix� die z� B� in einfacher Weise durch das Gershgorin�
Theorem ermittelt werden kann� Der Vergleich von Tschebysche�� und Least�
Squares Polynomen zur polynomialen Vorkonditionierung in �	�� zeigt jedoch
keinen entscheidenden Vorteil f�ur eine der beiden Methoden�

��� Verfahren f�ur Gleichungssysteme mit un�

symmetrischer Matrix

In diesem Abschnitt werden zwei Verfahren beschrieben� die zur L�osung von
Gleichungssystemen mit regul�arer unsymmetrischer Koe�zientenmatrix geeignet
sind� Die Verfahren QMR und TFQMR� die hier betrachtet werden� wurden um
	

� von Freund und Nachtigal entwickelt ���� ���� und sind derzeit ein aktuelles
Forschungsthema ���� ���� �	���� Insbesondere interessiert der Einsatz dieser Me�
thoden in technischen Anwendungen� In dem im einf�uhrenden Kapitel erw�ahnten
FE�Modell aus der Umwelttechnik f�uhrt die L�osung der Transportgleichung zu
einem Gleichungssystem mit regul�arer unsymmetrischer Koe�zientenmatrix �	���
�	���� Die Integration eines der beiden Verfahren QMR oder TFQMR in dieses
Transportmodell ist vorgesehen�

Sowohl die QMR� als auch die TFQMR�Methode beruhen auf dem Ansatz
der quasi�minimalen Residuen� Statt der Norm des Residuums wird in jedem
Iterationsschritt lediglich ein Faktor des Residuums minimiert� Der Aufwand des
zu l�osenden Minimierungsproblems wird dadurch deutlich geringer�

Gegen�uber anderen �ublichen iterativen L�osungsverfahren f�ur unsymmetrische
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Algorithmus ���� Die QMR
Initialisierung

Initialisiere QMR
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� � �	

Systeme wie BiCG 
Biconjugate Gradient� �
��� BiCGSTAB 
Biconjugate Gra�
dient Stabilized� �	�
� $ einer verbesserten Variante von BiCG $ und CGS

Conjugate Gradient Squared� �	��� zeichnet die Methoden QMR und TFQMR
ein deutlich g�unstigeres Konvergenzverhalten aus ���� ���� ����� Freund und Nach�
tigal stellen in ���� Fehlerschranken f�ur das QMR�Verfahren vor und weisen nach�
da� die Konvergenzgeschwindigkeit von QMR ann�ahernd der von GMRES 
Ge�
neralized Minimal Residual� �	��� entspricht� Erste Ans�atze zur Absch�atzung des
Fehlerverhaltens von QMR und TFQMR sind in ���� zu �nden�
In der Praxis werden iterative L�osungsmethoden f�ur unsymmetrische Systeme

meist in Verbindung mit e�zienten Verfahren zur Vorkonditionierung verwendet
�		��� Einige Methoden zur Vorkonditionierung� die sich f�ur die Verfahren QMR
und TFQMR eignen� sind in �	��� ���� und �	�
� beschrieben�

����� Das QMR�Verfahren

Das QMR�Verfahren ist eine iterative Methode auf Polynombasis ����� Es ba�
siert auf dem klassischen unsymmetrischen Lanczos�Algorithmus ����� der zur
Erzeugung der Basisvektoren der Krylov�Teilr�aume verwendet wird� Die Lanczos�
Methode wird mit dem Ansatz der quasi�minimalen Residuen kombiniert�
Der Lanczos�Algorithmus erzeugt die Matrix Q�i� � IRn�i mit

Q�i� �
h
q���q��� � � � q�i�

i
�
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Algorithmus ���� Die Matrix
Vektor
Produkte von QMR
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Vektor
Produkte von QMR
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deren Spalten die Lanczos�Vektoren q�j�� j � 	� � � � � i� bilden und die obere
Hessenberg�Matrix H�i� � IR�i����i ����� Mit Hilfe dieser Matrizen und dem
ersten Einheitsvektor e�i��� � IRi�� ist das Residuum im i�ten Iterationsschritt
von QMR in der Form

g�i� � Q�i���
H�i�z � e�i���� f�ur ein z � IRi 
��
�

darstellbar� In jedem Iterationsschritt wird das Minimierungsproblem

kH�i�z�i� � e�i���k� � min
z�IRi

kH�i�z � e�i���k�

gel�ost und mit der L�osung z�i� die QMR�Iterierte

x�i� � x��� !Q�i�z�i�

bestimmt� Das QMR�Verfahren minimiert also lediglich den rechten Faktor des
Residuums aus 
��
��
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Der Algorithmus der QMR�Methode mit Vorkonditionierung ist in den Algo�
rithmen ������� dargestellt �	�� ����� Der oben zur Erl�auterung des Minimierungs�
problems eingef�uhrte Vektor z�i� kommt in der Iteration nicht explizit vor� er wird
implizit zur Berechnung von d�i� 
s� Algorithmus ���� verwendet� Als Vorkondi�
tionierer wirdM �M�M� gew�ahlt� so da� das ursp�ungliche Gleichungssystem
wie in 
���� transformiert wird� Im QMR�Algorithmus tritt der Vorkonditionierer
ausschlie�lich in der folgenden Form auf�

L�ose MT
�
"t � t und M �y � "q

�i��� sowie

L�ose M�"y � y und MT
� t � "w�i����

Die Initialisierungen von QMR sind in Algorithmus ��� dargestellt� In jedem
Iterationsschritt des QMR�Verfahrens werden zwei Matrix�Vektor�Produkte be�
rechnet� Der Teil der Methode� in dem diese beiden Operationen durchgef�uhrt
werden� ist in Algorithmus ��� enthalten� Die Matrix�Vektor�Produkte Ap�i�

und ATv�i� k�onnen unabh�angig voneinander bestimmt werden� da das Ergebnis
von Ap�i� nicht in die Berechnung des Vektors v�i� eingeht� Dies kann insbe�
sondere bei der Implementierung des Verfahrens auf einem Parallelrechner mit
verteiltem Speicher genutzt werden� Auf diese Eigenschaft wird in einem sp�ate�
ren Kapitel eingegangen� Algorithmus ��� zeigt den �ubrigen Teil der QMR�
Iteration� Insgesamt werden ein Matrix�Vektor�Produkt mit der Koe�zientenma�
trix A� ein Matrix�Vektor�Produkt mit der Transponierten AT � f�unf Skalarpro�
dukte bzw� Reduktionen und 	� Vektoradditionen bzw� �skalierungen pro Iterati�
onsschritt durchgef�uhrt� Die Operationen f�ur eine eventuelle Vorkonditionierung
sind hier nicht ber�ucksichtigt� die Aussagen bez�uglich der Anzahl der Operationen
pro Iterationsschritt gelten f�ur den trivialen VorkonditioniererM � I �

����� Das TFQMR�Verfahren

Wie QMR ist das TFQMR�Verfahren eine iterative Methode auf Polynombasis�
die von Freund entwickelt wurde ����� Im Gegensatz zu QMR ist die TFQMR�
Iteration transpositionsfrei� d� h� Matrix�Vektor�Produkte mit der Transponierten
der Koe�zientenmatrix treten nicht auf� Der Herleitung von TFQMR liegt der
CGS�Algorithmus �	��� zugrunde� Im CGS�Verfahren wird die Iterierte in der
Form

x�i� � x�i��� ! �i��
t�i��� ! h�i��

mit den beiden Suchrichtungen t�i��� und h�i� gebildet� W�ahrend CGS diese
Suchrichtungen lediglich als Linearkombination zur Berechnung der aktuellen Ite�
rierten verwendet� ermittelt TFQMR zu jeder Suchrichtung eine eigene Iterierte
�����
Die Residuen beider Iterierten x�j�� j � �i� 	� �i� k�onnen in der Form

g�j� �W �j���
H�j�z � f �j���� f�ur ein z � IRj 
��	��
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Algorithmus ��
� Das QMR
Verfahren

Initialisiere QMR

i � 	� �� � � �

q�i� �
"q�i�

�i

y �
y

�i

w�i� �
"w�i�

�i

t �
t

�i

�i � tTy

L�ose M�"y � y

L�ose MT
�
"t � t

F�ur i � 	 �

��
� p��� � "y

v��� � "t

F�ur i � 	 �

��
� p�i� � "y � 
�i�i��i���p�i���

v�i� � "t� 
�i�i��i���v�i���

Berechne die Matrix�Vektor�Produkte von QMR

F�ur i � 	 �

��
� d��� � 
�p

���

s��� � 
�Ap���

F�ur i � 	 �

��
� d�i� � 
ip

�i� ! 
�i���i�
�d�i���

s�i� � 
iAp�i� ! 
�i���i�
�
s�i���

x�i� � x�i��� ! d�i�

g�i� � g�i��� ! s�i�

bis kg�i�k� � �r
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Algorithmus ��	� Die TFQMR
Initialisierung

Initialisiere TFQMR

W�ahle x��� � IRn beliebig

g��� � Ax��� � b
y��� � �g���
w��� � �g���
v��� � Ay���

d��� � �

�� � kg���k�
�� � �


� � �

W�ahle "g��� so� da� �� � �"g���T g��� 
� �

dargestellt werden� Die Matrix W �j��� � IRn��j���� die Matrix H�j� � IR�j����j�
die den Rang j besitzt und der Vektor f �j��� � IRj�� sind durch die Herleitung
aus dem CGS�Algorithmus gegeben ���� ����� Wie beim QMR�Verfahren wird
in jedem Iterationsschritt der TFQMR�Methode lediglich der rechte Faktor der
Residuen aus 
��	�� minimiert�

kH�j�z�j� � f �j���k� � min
z�IRj

kH�j�z � f �j���k��

Die Algorithmen ��� und ��
 zeigen die TFQMR�Iteration ����� W�ahrend in
Algorithmus ��� die Initialisierungen aufgef�uhrt sind� ist in Algorithmus ��
 die
Iteration des TFQMR�Verfahrens dargestellt� Der oben eingef�uhrte Vektor z�j�

wird implizit zur Berechnung der Iterierten x�j� 
s� Algorithmus ��
� verwendet�
In jedem Iterationsschritt i von Algorithmus ��
 werden die zwei Iterierten

x��i��� und x��i� ermittelt� Die Iteration wird beendet� wenn ein vorgegebenes
Abbruchkriterium erf�ullt ist� Das Residuum wird im TFQMR�Verfahren nicht
explizit berechnet� Wird der Wert des Residuums f�ur die �Uberpr�ufung des Ab�
bruchkriteriums ben�otigt� k�onnen zus�atzlich die Operationen Ax��i��� � b und
Ax��i� � b durchgef�uhrt werden� Dies kann z�B� zyklisch nach einer vorgegebe�
nen Anzahl von Iterationsschritten geschehen� um den zus�atzlichen Aufwand zu
reduzieren� Abgesehen von eventuellen Operationen zur Bestimmung des Residu�
ums werden in jedem Iterationsschritt i des TFQMR�Verfahrens die zwei Matrix�
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Algorithmus ���� Das TFQMR
Verfahren

Initialisiere TFQMR

i � 	� �� � � �

�i�� � "g���
T

v�i���


i�� �
�i��
�i��

y��i� � y��i��� � 
i��v
�i���

F�ur j � �i� 	� �i �

���������������������������
��������������������������

w�j��� � w�j� � 
i��Ay�j�

�j �
kw�j���k�

�j��

�j �
	q
	 ! ��j

�j � �j���j�j


j � ��j
i��

d�j� � y�j� !
��j��
j��


i��
d�j���

x�j� � x�j��� ! 
jd
�j�

�i � "g���
T

w��i���

�i �
�i
�i��

y��i��� � w��i��� ! �iy
��i�

v�i� � Ay��i��� ! �i
Ay��i� ! �iv
�i����

bis x��i��� oder x��i� konvergieren
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Vektor�Produkte Ay��i� und Ay��i���� vier Skalarprodukte bzw� Reduktionen und
zehn Vektoradditionen berechnet�

��� Ein Lanczos�Verfahren f�ur das symmetri�

sche Eigenwertproblem

In vielen technischen Aufgabenstellungen wie L�armschutzberechnungen oder me�
chanischen Schwingungsproblemen ���� ��	� �		�� treten reelle symmetrische Ei�
genwertprobleme

Az � 	z 
��		�

auf� Die L�osungen des Problems 
��		� mit der reellen symmetrischen Matrix
A � IRn�n sind die Paare 
	k� zfkg�� k � 	� �� � � � � n� mit den sogenannten Eigen�
werten 	k � IR und Eigenvektoren zfkg � IRn der Matrix�
Die Lanczos�Methode ist ein Standard�Verfahren zur Bestimmung einiger ex�

tremer Eigenwerte und Eigenvektoren von gro�en d�unnbesetzten Matrizen ����
���� ���� �	��� �	��� �	���� gerade die extremen Eigenwerte und Eigenvektoren
sind in vielen technischen und physikalischen Anwendungen zu ermitteln� Das
Lanczos�Verfahren erzeugt iterativ eine Folge von Tridiagonalmatrizen� Die Ei�
genwerte dieser Tridiagonalmatrizen approximieren die Eigenwerte der urspr�ung�
lichen Matrix�

����� Tridiagonalisierung

In Algorithmus ��	� ist eine Variante der Lanczos�Tridiagonalisierung dargestellt�
die in �	�� verwendet wurde�

Algorithmus ����� Die Lanczos
Tridiagonalisierung

W�ahle q��� mit kq���k� � 	 beliebig und setze q��� � �� �� � �

i � 	� �� � � �


i � q�i�
T
Aq�i�

r�i� � Aq�i� � �iq
�i��� � 
iq

�i�

�i�� � kr�i�k�
q�i��� �

r�i�

�i��
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In der Lanczos�Iteration werden eine Vektor�Folge fq�i�gi�������� mit q�i� � IRn

und eine Folge von symmetrischen i � i Tridiagonalmatrizen T i� i � 	� �� � � ��
generiert� Die Vektoren q�i� sind orthonormal und werden Lanczos�Vektoren ge�
nannt� die symmetrischen Tridiagonalmatrizen T i hei�en Lanczos�Matrizen� Die
Matrizen T i haben die Gestalt

T i �

�
BBBBBBB�


� �� � � � � �
�� 
� �� � � � �
���
� � � � � � � � �

���
� � � � �i�� 
i�� �i
� � � � � �i 
i

�
CCCCCCCA

mit den Elementen der Hauptdiagonalen tjj � 
j� j � 	� � � � � i� und den Elemen�
ten der Nebendiagonalen tj���j � tj�j�� � �j� j � �� � � � � i� Ferner bezeichnet

kr�i�k� � 
r�i�Tr�i����� in Algorithmus ��	� die euklidische Norm des Residuums�
vektors r�i� � IRn� Bei den meisten d�unnbesetzten Matrizen aus technischen
Aufgabenstellungen liegt die Hauptarbeit jedes Iterationsschritts in der Berech�
nung des Matrix�Vektor�Produkts Aq�i�� Neben dieser Operation sind pro Itera�
tionsschritt ein Skalarprodukt� eine Reduktion und drei Vektoradditionen bzw�
�skalierungen durchzuf�uhren�
In endlicher Arithmetik verlieren die Lanczos�Vektoren q�i� aufgrund von Run�

dungsfehlern mit steigender Anzahl der Iterationsschritte ihre paarweise Ortho�
gonalit�at� Um eine ausreichende numerische Genauigkeit zu wahren� kann die
Lanczos�Methode um einen aufwendigen Reorthogonalisierungsschritt erweitert
werden ���� �	���� Wird die Lanczos�Iteration jedoch ausreichend lange durch�
gef�uhrt� so werden gew�ohnlich gute N�aherungen aller Eigenwerte der Matrix er�
zeugt �	�� ����� Diese Eigenschaft des Lanczos�Verfahrens f�uhrt dazu� da� Run�
dungsfehler die Bestimmung von Eigenwerten lediglich verz�ogern und nicht ver�
hindern� Daher wird die Reorthogonalisierung der Lanczos�Vektoren im Rahmen
dieser Arbeit nicht betrachtet�
Die Lanczos�Methode zur L�osung des symmetrischen Eigenwertproblems und

das CG�Verfahren zur L�osung von symmetrischen positiv de�niten linearen Glei�
chungssystemen k�onnen wechselseitig auseinander hergeleitet werden �	�� ����
�	���� Insbesondere sind die Elemente der Tridiagonalmatrizen T i der Lanczos�
Tridiagonalisierung durch die Iterationsparameter �i und �i des CG�Verfahrens
ohne Vorkonditionierung darstellbar�


� �
	

��
�


j �
	

�j
! �j��

	

�j��
� j � �� � � � � i�

�j � �
q
�j��

	

�j��
� j � �� � � � � i�
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Diese Eigenschaft wird in der in ����� beschriebenen adaptiven Vorkonditionie�
rung mit Tschebysche��Polynomen des CG�Verfahrens genutzt� um Sch�atzwerte
f�ur die extremen Eigenwerte der Koe�zientenmatrix zu erhalten�
Algorithmus ��		 zeigt den Verlauf einer modi�zierten Variante der Lanczos�

Tridiagonalisierung aus ����� Gegen�uber Algorithmus ��	� besitzt dieses Verfah�
ren g�unstigere Parallelisierungseigenschaften�

Algorithmus ����� Die modi�zierte Lanczos
Tridiagonalisierung

W�ahle r��� mit r��� 
� � beliebig und setze q��� � �

i � 	� �� � � �

�i � kr�i���k�


i �
r�i���

T
Ar�i���

r�i���
T
r�i���

q�i� �
r�i���

�i

r�i� �
Ar�i���

�i
� �iq

�i��� � 
iq
�i�

Im Gegensatz zu Algorithmus ��	� k�onnen in der modi�zierten Lanczos�Tridi�
agonalisierung alle Skalarprodukte zu Beginn jedes Iterationsschritts berechnet
werden� F�ur die Implementierung der Methode auf einem Parallelrechner mit
verteiltem Speicher ergeben sich die gleichen Vorteile wie bei dem modi�zierten
CG�Verfahren aus Algorithmus ���� Hinsichtlich der Stabilit�at der Methode zei�
gen Algorithmus ��	� und Algorithmus ��		 bei den im Rahmen dieser Arbeit
untersuchten Matrizen keine Unterschiede�

����� L�osung des tridiagonalen Eigenwertproblems

Nach einer vorgegebenen Anzahl von Iterationsschritten der Lanczos�Tridiag�
onalisierung werden die Eigenwerte der aktuellen Tridiagonalmatrix berechnet
und �uberpr�uft� welche dieser Eigenwerte ausreichende N�aherungen f�ur Eigenwerte
der urspr�unglichen Matrix A sind� Dies wird wiederholt� bis eine vorbestimmte
Anzahl von Eigenwerten der Matrix A in vorgegebener Genauigkeit ermittelt ist�
Die Bestimmung der Eigenwerte der Tridiagonalmatrizen geschieht durch ein

Bisektionsverfahren� das auf dem im Vorfeld dieser Arbeit entwickelten parallelen
Algorithmus ALLEV 
All Eigenvalues� �	�� ���� basiert� Das Verfahren verwendet
die Sturmsche Kette� Der Algorithmus ALLEV ermittelt die Eigenwerte in zwei
Phasen� Isolation und Extraktion� Zun�achst werden durch Bisektion Intervalle
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bestimmt� die genau einen Eigenwert enthalten� Anschlie�end werden die Ei�
genwerte in vorgegebener Genauigkeit extrahiert� Zu diesem Zweck wird ein Ver�
fahren zur Nullstellensuche mit superlinearer Konvergenz� das Pegasus�Verfahren
����� verwendet� Die Parallelisierungsstrategie des Algorithmus ALLEV auf einem
Parallelrechner mit verteiltem Speicher besteht darin� Intervalle� die Eigenwerte
enthalten� auf die einzelnen Prozessoren des Rechnersystems zu verteilen und
dort unabh�angig voneinander auszuwerten� Das genaue Vorgehen ist in ���� be�
schrieben�

Ein Standard�Verfahren zur L�osung des tridiagonalen Eigenwertproblems ist
die QR�Faktorisierung ����� Gegen�uber dieser Methode besitzt das Verfahren
ALLEV deutlich g�unstigere Parallelisierungseigenschaften� Zus�atzlich erwies sich
der letztere Algorithmus auf einem Prozessor eines CRAY�Vektorrechners als
ca� doppelt so schnell wie eine optimierte Bibliotheksversion des QR�Verfahrens
bei sogar h�oherer Genauigkeit von ALLEV �����

F�ur die Verwendung in der hier betrachteten Lanczos�Methode wurde das
Verfahren dahingehend modi�ziert� alle Eigenwerte in einem vorgegebenen Inter�
vall zu �nden� Dar�uber hinaus wurden Kriterien integriert� um zu entscheiden�
welche Eigenwerte der aktuellen Tridiagonalmatrix ausreichende N�aherungen von
Eigenwerten der Matrix A sind�

F�ur den Eigenwert �j von T i und den zugeh�origen Eigenwert 	k von A gilt
die folgende Fehlerabsch�atzung �	�� �	����

j�j � 	kj � �i��jyfjgi j�

y
fjg
i bezeichnet die i�te Komponente des Eigenvektors yfjg des Paars 
�j � y

fjg�
von T i� In dem entwickelten parallelen Verfahren LANSP 
Lanczos Sparse� wird
ein Eigenwert �j von T i als gen�ugend genaue Approximation des Eigenwerts 	k
von A akzeptiert� wenn

�i��jyfjgi j � �tj�j j 
��	��

f�ur eine vorgegebene Toleranz �t gilt� Die G�ultigkeit von 
��	�� mu� jedoch ledig�
lich f�ur eine Teilmenge der Eigenwerte von T i �uberpr�uft werden ����� Zur Bestim�
mung dieser Teilmenge werden die Eigenwerte von T i klassi�ziert� die einzelnen
Klassen werden wie folgt durch einen entsprechenden MP�Wert gekennzeichnet
�	�� �����

	� Unechte 
spurious� Eigenwerte 
MP � ��� Sei Si�� die Tridiagonalma�
trix� die sich durch Streichen der ersten Zeile und Spalte von T i ergibt�
Ein Eigenwert von T i wird als unecht de�niert� wenn er ein numerisch
einfacher Eigenwert von T i und gleichzeitig ein Eigenwert von Si�� ist�
Unechte Eigenwerte sind h�au�g sehr schlechte N�aherungen f�ur Eigenwerte
von A�
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�� Vielfache Eigenwerte 
MP � 	�� Cluster von Eigenwerten� d� h� Eigenwerte�
die extrem nah beieinander liegen� werden a priori als ausreichende N�ahe�
rungen f�ur Eigenwerte von A angenommen�

�� Nicht�isolierte einfache Eigenwerte 
MP � �	�� Liegt irgendeiner der �ubri�
gen Eigenwerte dicht an einem unechten Eigenwert 
dicht bezieht sich hier
auf eine gr�obere Toleranz als die oben verwendete�� so wird dieser Eigenwert
mit �	 gekennzeichnet und als gen�ugend genau angenommen�

�� Einfache Eigenwerte 
MP � 	�� Lediglich f�ur die �ubriggebliebenen Ei�
genwerte wird die G�ultigkeit von Kriterium 
��	�� �uberpr�uft� Zur Berech�
nung der zu diesen Eigenwerten korrespondierenden Eigenvektoren wird die
LAPACK�Routine DSTEIN �	�� verwendet�

Der parallele Algorithmus LANSP erlaubt die L�osung der folgenden Eigen�
wertprobleme mit d�unnbesetzter Matrix�

	� Berechnung aller Eigenwerte�

�� Berechnung aller Eigenwerte in einem vorgegebenen Intervall�

�� Berechnung einer vorbestimmten Anzahl von Eigenwerten�

�� Berechnung einer vorbestimmten Anzahl von Eigenwerten in einem vorge�
gebenen Intervall�

In der aktuellen Version von LANSP werden die zu den Eigenwerten der Ma�
trix A korrespondierenden Eigenvektoren nicht ermittelt� Dies ist jedoch durch
eine geringf�ugige Modi�kation des Algorithmus m�oglich� da die Bestimmung der
zu den Eigenwerten der Tridiagonalmatrizen T i korrespondierenden Eigenvekto�
ren bereits integriert ist� Zu einem beliebigen Eigenvektor yfjg von T i ist

ufjg �
iX

k��

y
fjg
k q�k�

eine N�aherung eines Eigenvektors der Matrix A� d� h� das Paar 
�j � u
fjg� appro�

ximiert das Paar 
	k� zfkg� von A� Das entsprechende Residuum ist durch

"rfjg � Aufjg � �ju
fjg

gegeben� Zur Bestimmung der Eigenvektoren von A m�ussen die Lanczos�Vekto�
ren q�i� entweder in einem sekund�aren Speichermedium abgelegt oder neu berech�
net werden� Im letzteren Fall k�onnen die Werte von 
i und �i� die als Elemente
der Tridiagonalmatrizen abgespeichert sind� wiederverwendet werden�
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Kapitel �

Speichertechniken f�ur

d�unnbesetzte Matrizen

Speichertechniken f�ur gro�e d�unnbesetzte Matrizen sind von der Besetzungsstruk�
tur der Matrix $ und damit von dem speziellen Anwendungsproblem $� dem be�
trachteten Algorithmus und der Architektur des verwendeten Rechners abh�angig
�
��� In der Literatur sind verschiedene Varianten zur Speicherung d�unnbesetzter
Matrizen zu �nden �	�� ���� ��
� �	��� �		�� �		�� �	��� �	��� �	��� �	�
�� Zur Dar�
stellung der Datenstrukturen wird im folgenden die Strukturart Satz 
Record� in

�ahnlicher Schreibweise wie in der Programmiersprache PASCAL verwendet ����
�
���

Gro�e d�unnbesetzte Matrizen aus technischen oder physikalischen Problem�
stellungen zeichnen sich durch einen geringen Prozentsatz an Nichtnull�Elementen
aus� Speichertechniken f�ur d�unnbesetzte Matrizen nutzen diesen Sachverhalt� in�
dem im wesentlichen die Nichtnull�Elemente in von der Besetzungsstruktur der
Matrix abh�angigen Datenstrukturen abgelegt werden� Einerseits wird auf diese
Weise der Speicherbedarf f�ur die Matrix deutlich vermindert� So erfordert eine
d�unnbesetzte Koe�zientenmatrix aus dem erw�ahnten FE�Modell der Struktur�
mechanik mit ����� Zeilen und ������� Nichtnull�Elementen bei Speicherung
aller Matrixelemente einen Speicherplatz von ��� Gigabytes 
��� Bytes�� im CDS�
Format 
Compressed Diagonal Storage� dagegen von ��� Megabytes 
��� Bytes�
und im CRS�Format 
Compressed Row Storage� von lediglich �� Megabytes� An�
dererseits wird der Zugri� auf die Matrixelemente in gepackter Speichertechnik
aufwendig� indirekte Adressierung ist erforderlich�

In diesem Kapitel wird zun�achst kurz auf den Zusammenhang zwischen Dis�
kretisierungsgitter und Besetzungsstruktur der Koe�zientenmatrix in FE�Mo�
dellen eingegangen� Anschlie�end wird ein �Uberblick �uber Datenstrukturen f�ur
d�unnbesetzte Matrizen gegeben� Schlie�lich wird die Matrix�Vektor�Multiplika�
tion f�ur die Speicherschemata beschrieben� die in den weiteren Untersuchungen
dieser Arbeit betrachtet werden�

�
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��� Diskretisierungsgitter und Besetzungsmu�

ster der Matrix

In FE�Modellen ist die maximale Anzahl der Nichtnull�Elemente in einer Zeile
der Koe�zientenmatrizen durch die Geometrie des Diskretisierungsgitters und
die Art der Elemente� aus denen sich das Gitter zusammensetzt� bestimmt�
Verwendet man z�B� ein dreidimensionales Gitter aus Quadern und legt Kno�

tenpunkte in die Ecken jedes Quaders� so betr�agt die maximale Anzahl der
n�achsten Nachbarn jedes Knotens ��� Abbildung ��	 veranschaulicht dies an�
hand eines FE�Gitters aus acht Quadern� Unten rechts ist einer der acht Quader
hervorgehoben� Der Mittelpunkt des Gitters hat in der mittleren Ebene acht
sowie in der unteren und oberen Ebene je neun n�achste Nachbarn� insgesamt also
��� Jede Zeile der Koe�zientenmatrix enth�alt dann maximal �� Elemente� die
ungleich Null sind� Die Anzahl der Zeilen ist durch die Anzahl der Knotenpunkte
des Gitters gegeben und ist gew�ohnlich um Gr�o�enordnungen h�oher als die An�
zahl der Nichtnull�Elemente in einer Zeile� Weniger als �� n�achste Nachbarn
haben lediglich die Randpunkte des Gitters�

Abbildung ���� FE�Gitter aus Quadern

Mehr als �� n�achste Nachbarn k�onnen in Diskretisierungsgittern auftreten�
die aus komplizierteren Elementen� z� B� Oktaedern� aufgebaut sind� Ferner sind
bei der FE�Diskretisierung verschiedene Elemente� Gitterverfeinerungen und die
Erh�ohung der Anzahl der Knoten pro Element m�oglich� Weiterhin kann die An�
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zahl der Freiheitsgrade pro Element ansteigen� wenn neben den drei Raumrich�
tungen z�B� noch Rotationsachsen vorhanden sind� Daher variiert die Anzahl der
Nichtnull�Elemente pro Zeile bei unregelm�a�igen Gittern in der Regel betr�acht�
lich�

��� Datenstrukturen

Geeignete Speichertechniken f�ur d�unnbesetzte Matrizen ber�ucksichtigen deren
Besetzungsstruktur� Dadurch wird zum einen Speicherplatz gespart� zum anderen
kann auf die Matrixelemente in m�oglichst einfacher Weise zugegri�en werden� Im
folgenden werden Datenstrukturen f�ur unstrukturierte� blockstrukturierte und
bandstrukturierte Matrizen vorgestellt�

����� Unstrukturierte Matrizen

Matrizen mit unstrukturierter Besetzung stellen den allgemeinen Fall dar� Die
Nichtnull�Elemente k�onnen sich an beliebigen Positionen innerhalb der Matrix
be�nden�

Das CRS
Format

Im CRS�Format 
Compressed Row Storage� werden nacheinander die Nichtnull�
Elemente der Matrix zeilenweise in aufeinanderfolgenden Speicherpl�atzen abge�
legt� Wert und Position der Nichtnull�Elemente sind in drei eindimensionalen
Feldern mit unterschiedlichem Typ und unterschiedlicher L�ange gespeichert�
Abbildung ��� zeigt die Datenstruktur einer n�n Matrix mit e reellen Nicht�

null�Elementen�

MATRIX � record

value � array �	��e� of REAL
col ind � array �	��e� of INTEGER
row ptr � array �	��n!	� of INTEGER

end record

Abbildung ���� Datenstruktur des CRS�Formats

Das Feld value vom Typ REAL enth�alt die e Nichtnull�Elemente der Matrix
A� das Feld col ind die entsprechenden Spaltenindizes� Im dritten Feld row ptr

des Typs INTEGER und der L�ange n!	 ist die Position des Beginns jeder Zeile
in den Feldern value bzw� col ind abgelegt� Das letzte Element row ptr
n!	�
enth�alt den Eintrag e! 	� so da� die Anzahl der Nichtnull�Elemente der Zeile i�
i � 	� � � � � n� durch row ptr
i! 	��row ptr
i� gegeben ist�
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Ist das Matrixelement aij mit i� j � f	� � � � � ng im Feld value an Position
m � f	� � � � � eg gespeichert� d� h�

aij � value
m��

so gilt f�ur den Spaltenindex j dieses Matrixelements

j � col ind
m�

und f�ur den Zeilenindex i

i � max
��k�n

fk j row ptr
k� � mg� 
��	�

Das Prinzip der CRS�Speichertechnik wird im folgenden anhand der Matrix

���� der Ordnung n � � mit e � 	� Nichtnull�Elementen verdeutlicht�
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In Abbildung ��� ist die Speicherung dieser Matrix im CRS�Format dargestellt�

value�

�� 
 �� �� 	� �� 	� 	� 		 �� 	� 	� �� 	� �� 	� 
�

col ind�
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 � � � �� �� �� �� �� �� �
 ��

row ptr�
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Abbildung ���� Ein Beispiel f�ur die CRS�Speichertechnik

Die kleinen Zahlen unter dem Feld col ind geben die Feldindizes der Felder
value und col ind an� Das Feld row ptr verweist auf diejenigen dieser Indizes�
die der Position des ersten Nichtnull�Elements einer Zeile in value und col ind

entsprechen� Zur Verdeutlichung sind die Elemente der einzelnen Zeilen in value
und col ind durch doppelte Querstriche getrennt� Innerhalb einer Zeile k�onnen
die Matrixelemente eine beliebige Reihenfolge besitzen� Nach der Assemblierung
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der Koe�zientenmatrix in FE�Modellen sind die Nichtnull�Elemente einer Zeile
im Speicherschema gew�ohnlich nicht nach aufsteigendem Spaltenindex geordnet�
Analog zum CRS�Format ist das CCS�Schema 
Compressed Column Storage�

de�niert� das auch als Harwell�Boeing Sparse Matrix Format bekannt ist ����� Im
CCS�Format wird die Matrix spaltenweise abgelegt� Das CCS�Speicherschema
der Matrix A entspricht dem CRS�Speicherschema der Matrix AT �
Im CCS�Format ist die Matrix in den Feldern value� row ind und col ptr

abgelegt� row ind enth�alt die Zeilenindizes der Nichtnull�Elemente� col ptr ver�
weist auf die Position des Beginns jeder Spalte in den Feldern value bzw� row ind�
Das CCS�Speicherschema f�ur die Matrix 
���� ist in Abbildung ��� dargestellt�

value�
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Abbildung ���� Ein Beispiel f�ur die CCS�Speichertechnik

Eine Variante des CRS�Formats ist das MSR�Schema 
Modi�ed Sparse Row�
�		��� Im MSR�Format werden Wert und Position der Nichtnull�Elemente in
zwei eindimensionalen Feldern der L�ange e!	 abgelegt� Das erste Feld vom Typ
REAL enth�alt auf den ersten n Positionen die Werte der Diagonalelemente und
auf Position n!	 einen beliebigen Wert� Die �ubrigen Elemente sind die Werte
der restlichen Nichtnull�Elemente� die zeilenweise nacheinander gespeichert wer�
den� Auf den ersten n!	 Positionen des zweiten Felds vom Typ INTEGER
sind die Werte abgelegt� die den Elementen des Felds row ptr des CRS�Formats
entsprechen� Auf den �ubrigen Positionen folgen die den Werten des ersten Felds
zugeh�origen Spaltenindizes� Das MSR�Format erlaubt den Zugri� auf die Diago�
nalelemente ohne indirekte Adressierung� F�ur Algorithmen� die einen h�au�gen
Zugri� auf die Diagonalelemente erfordern� ist diese Speichertechnik von Vorteil�
Ein Beispiel ist die Skalierung mit der Diagonalen aus ������ Ein MSC�Format

Modi�ed Sparse Column� f�ur die spaltenweise Abspeicherung d�unnbesetzter Ma�
trizen l�a�t sich analog de�nieren�
Ist die Matrix symmetrisch� so ist lediglich die Speicherung der oberen bzw�

unteren Dreiecksmatrix erforderlich� Speicherschemata� die dies ber�ucksichtigen�
lassen sich entsprechend den CRS� bzw� CCS� und MSR� bzw� MSC�Formaten
formulieren� Diese Formate erfordern lediglich die Speicherung von e�n

� Wer�
ten der Nichtnull�Elemente und von e�n

� zugeh�origen Spalten� bzw� Zeilenindizes�
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Zus�atzlich wird die Position des jeweiligen Zeilen� bzw� Spaltenbeginns in einem
Feld der L�ange n!	 abgelegt� Dem Vorteil des geringeren Speicherbedarfs ge�
gen�uber den oben genannten Schemata steht der Nachteil des komplizierteren
Zugri�s auf die Daten gegen�uber �	���

Das SICRS
Format

Das SICRS�Format 
Successive Index Compressed Row Storage� stellt eine im
Rahmen dieser Arbeit entwickelte Variante des CRS�Schemas dar� Bei den unter�
suchten Matrizen aus FE�Modellen wurde beobachtet� da� in den meisten Zeilen
der Matrix eine Reihe von Nichtnull�Elementen aufeinanderfolgende Spaltenindi�
zes besitzen� Dem SICRS�Schema liegt die folgende Idee zugrunde� Von k aufein�
anderfolgenden Spaltenindizes einer Zeile wird lediglich der niedrigste Index und
die Anzahl der aufeinanderfolgenden Indizes� also k� gespeichert� Dies kann so�
wohl zu einer Reduzierung des Speicherbedarfs f�ur die Spaltenindizes als auch zu
einem vereinfachten Zugri� auf die Matrixelemente bei der Matrix�Vektor�Mul�
tiplikation f�uhren� Auf die Matrix�Vektor�Multiplikation im SICRS�Format wird
in ����� eingegangen� Speicherplatz f�ur die Spaltenindizes wird gespart� wenn

smean �
�e

"e
� �

mit "e als der Anzahl der im SICRS�Schema gespeicherten niedrigsten Indizes
einschlie�lich der zugeh�origen k�Werte erf�ullt ist� smean bezeichnet die mittlere
Anzahl aufeinanderfolgender Spaltenindizes pro Nichtnull�Element und Zeile�
In Abbildung ��� ist die Datenstruktur f�ur das SICRS�Format dargestellt�

MATRIX � record

value � array �	��e� of REAL
col ind � array �	��"e� of INTEGER
row ptr � array �	��n!	� of INTEGER

end record

Abbildung ���� Datenstruktur des SICRS�Formats

Im Gegensatz zum CRS�Schema verweisen die Elemente des Felds row ptr

lediglich auf die Position des Beginns der Zeilen im Feld col ind und nicht auf
die Position des Beginns der Zeilen im Feld value� Die Anzahl der Elemente in
den Feldern col ind und value ist gew�ohnlich unterschiedlich� Die Position des
Zeilenbeginns der i�ten Zeile row val
i� im Feld value ist durch

row val
i� � 	 !
row ptr�i�X
j�����
����

col ind
j�

gegeben�
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Abbildung ��� veranschaulicht das Prinzip der SICRS�Speichertechnik anhand
der Matrix 
���� mit der Ordnung n � �� e � �� Nichtnull�Elementen und der
mittleren Anzahl aufeinanderfolgender Spaltenindizes pro Nichtnull�Element und
Zeile smean � ����
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Jedem Spaltenindex im Feld col ind ist ein k�Wert zugeordnet� der zur Unter�
scheidung fett gedruckt ist� Dieser Wert gibt die Anzahl der aufeinanderfolgenden
Indizes an�

value�

�� �� 
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Abbildung ���� Ein Beispiel f�ur die SICRS�Speichertechnik

Die zu Beginn des Kapitels genannte Koe�zientenmatrix aus der Strukturme�
chanik erfordert im CRS�Format einen Speicherplatz von ca� �� Megabytes� Die
mittlere Anzahl aufeinanderfolgender Spaltenindizes pro Nichtnull�Element und
Zeile dieser Matrix betr�agt smean � 	���� Verwendet man das SICRS�Schema zur
Speicherung der Matrix� so wird der Speicherbedarf gegen�uber dem CRS�Format
auf ca� �� Megabytes reduziert�

Unter Verwendung des hier dargestellten Prinzips lassen sich analoge Spei�
cherschemata f�ur die spaltenweise Abspeicherung d�unnbesetzter Matrizen formu�
lieren� Ferner k�onnen die Modi�kationen des MSR� bzw� MSC�Formats und die
Symmetrie der Matrix ber�ucksichtigt werden�
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����� Blockstrukturierte Matrizen

Blockstrukturierte Matrizen setzen sich aus vollbesetzten oder ann�ahernd voll�
besetzten quadratischen Bl�ocken von Nichtnull�Elementen zusammen� Derartige
Besetzungsmuster entstehen typischerweise bei der Diskretisierung partieller Dif�
ferentialgleichungen� wenn pro Gitterpunkt mehrere Freiheitsgrade existieren�

Das BCRS
Format

Das BCRS�Format 
Block Compressed Row Storage� ist eine Variante des CRS�
Schemas� die das Blockmuster blockstrukturierter Matrizen ber�ucksichtigt� An�
stelle der Nichtnull�Elemente im CRS�Format werden in der BCRS�Speichertech�
nik quadratische Bl�ocke von Nichtnull�Elementen abgelegt� die wie vollbesetzte
Matrizen behandelt werden�

Ist nb die Dimension und eb die Anzahl dieser Nichtnull�Bl�ocke in der n � n
Matrix A� so werden insgesamt ebn

�
b Matrixelemente gespeichert� Die Block�

Dimension nd von A ist als nd � n�nb de�niert�

Die Datenstruktur des BCRS�Formats ist in Abbildung ��� dargestellt�

MATRIX � record

value � array �	��eb� 	��nb� 	��nb� of REAL
col ind � array �	��eb� of INTEGER
row blk � array �	��nd!	� of INTEGER

end record

Abbildung ��
� Datenstruktur des BCRS�Formats

Im Feld value sind die Nichtnull�Bl�ocke in der Reihenfolge der Block�Zeilen
�ahnlich der zeilenweisen Speicherung der Nichtnull�Elemente im CRS�Format ab�
gelegt� Das Feld col ind des BCRS�Schemas enth�alt die entsprechenden Spalten�
indizes in der urspr�unglichen Matrix A des 
	� 	��Elements der Nichtnull�Bl�ocke�
Das 
	� 	��Element ist das erste Element der ersten Zeile und der ersten Spalte
eines Blocks� Die Elemente des Felds row blk weisen auf die Position des Beginns
der Block�Zeilen in value und col ind�

Ist nb gro�� kann durch das BCRS�Format gegen�uber dem CRS�Schema si�
gni�kant Speicherplatz und Aufwand f�ur indirekte Adressierung gespart werden�
Zum einen enthalten die Felder col ind und row blk deutlich weniger Elemente
als die entsprechenden Felder des CRS�Formats� zum anderen sind die Nichtnull�
Bl�ocke als vollbesetzte Matrizen abgelegt� Sind die Nichtnull�Bl�ocke nicht vollbe�
setzt� so sind im Feld value des BCRS�Schemas mehr Elemente als im entspre�
chenden Feld des CRS�Formats gespeichert� Gew�ohnlich enthalten die Bl�ocke
blockstrukturierter Matrizen jedoch nur wenige Null�Elemente�

Analog zum BCRS�Format l�a�t sich ein BCCS�Format 
Block Compressed
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Column Storage� zur Speicherung in der Reihenfolge der Blockspalten formulie�
ren�

����� Bandstrukturierte Matrizen

Die Nichtnull�Elemente einer bandstrukturierten Matrix sind im wesentlichen ent�
lang einer kleinen Anzahl von Diagonalen in der Matrix angeordnet� Matrizen mit
Bandstruktur treten bei der FE� oder FD�Diskretisierung 
Finite Di�erence� mit
regelm�a�igen Gittern auf� Neben den Nichtnull�Elementen werden in Schemata
zur Speicherung bandstrukturierter Matrizen gew�ohnlich einige Null�Elemente
abgelegt�

Das DIA
Format

Das DIA�Format 
Diagonal Format� verwendet zur Speicherung von Bandmatri�
zen die Datenstruktur aus Abbildung ��� �		�� �		���

MATRIX � record

value � array �	��n� 	��ndia� of REAL
offset � array �	��ndia� of INTEGER

end record

Abbildung ��	� Datenstruktur des DIA�Formats

ndia ist die Anzahl der Diagonalen in der Matrix� die Nichtnull�Elemente ent�
halten� In den Spalten des Felds value sind die Werte der Elemente dieser
Diagonalen gespeichert� die Elemente des Felds offset geben die Position der
Diagonalen bezogen auf die Hauptdiagonale der Matrix an�
In Abbildung ��
 ist das DIA�Schema f�ur die Matrix 
���� dargestellt�
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Alle Spalten von value au�er der Spalte mit den Elementen der Hauptdia�
gonalen enthalten weniger als n Elemente� In jeder Spalte von value sind ab
der Zeile Elemente der Matrix gespeichert� die in der Matrix der Zeile des ersten
Elements der zugeh�origen Diagonalen entspricht� Alle Werte vor dieser Zeile
existieren nicht und sind in den Spalten von value durch

�
�� gekennzeichnet�
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value�
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Abbildung ���� Ein Beispiel f�ur die DIA�Speichertechnik

Der erste Wert �� des Felds offset z� B� bedeutet� da� die erste Spalte von
value die Werte der f�unften Diagonalen unterhalb der Hauptdiagonalen enth�alt�
Ein dem DIA�Format �ahnliches Schema ist das CDS�Format 
Compressed

Diagonal Storage� �	�� ��	�� In dieser Speichertechnik werden alle Diagonalen des
Bereichs der Matrix gespeichert� der durch die letzten Diagonalen unterhalb und
oberhalb der Hauptdiagonalen� die Nichtnull�Elemente enthalten� eingegrenzt ist�
Das CDS�Format ist f�ur Matrizen geeignet� in denen dieser Bereich ann�ahernd
vollbesetzt ist�
McBryan und Van de Velde verwenden ein verteiltes DIA� bzw� CDS�Daten�

format f�ur Parallelrechner mit Hypercube�Topologie �
���
Eine Verallgemeinerung des DIA� bzw� CDS�Formats f�ur unregelm�a�ig be�

setzte Matrizen� die Streifenspeicherung� wurde in ����� �
��� �

� und �	��� hin�
sichtlich der Eignung f�ur Vektor� und Parallelrechner untersucht�
Ein Streifen S in einer n � n Matrix A ist de�niert als die Menge der Paare

S � f
i� �
i�� j i � J � Jng mit Jn � f	� � � � � ng� 
i� �
i�� gibt den Zeilen�
und Spaltenindex eines Elements von S in A an� Ferner ist � streng monoton
wachsend� d� h� es gilt

�
i� �
i�� � S � 
j� �
j�� � S � �
 �i � j �
 �
i� � �
j���

Zwei Streifen S� � f
i� ��
i��g und S� � f
j� ��
j��g sind durch
S� � S� �
 �
i� ��
i�� � S�� 
j� ��
j�� � S� � �i � j �
 ��
i� � ��
j��

geordnet� Diese Eigenschaft wird als Non�Intersection�Property bezeichnet�
Zur Speicherung der Streifen sind zwei zweidimensionale Felder

value
i� k� �

�
ai��k�i� f�ur 
i� �k
i�� � Sk

� sonst

und

sigma
i� k� �

�
�k
i� f�ur 
i� �k
i�� � Sk

� sonst
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erforderlich� Eine m�ogliche Datenstruktur f�ur das Streifen�Format ist in Abbil�
dung ��	� dargestellt�

MATRIX � record

value � array �	��n� 	��nstripes� of REAL
sigma � array �	��n� 	��nstripes� of INTEGER

end record

Abbildung ����� Datenstruktur des Streifen�Formats

nstripes ist die Anzahl der Streifen in der Matrix� F�ur dieselbe Matrix k�onnen
verschiedene Streifenstrukturen konstruiert werden� G�unstig ist eine Streifen�
struktur mit minimaler Streifenanzahl�
Abbildung ��		 zeigt ein Beispiel f�ur die Streifenspeicherung anhand der Ma�

trix 
�����
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Die Matrix wird in Form von vier Streifen gespeichert� Der tiefgestellte Index in
Matrix 
���� bezeichnet die Streifennummer�
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Abbildung ����� Ein Beispiel f�ur die Streifen�Speichertechnik

Ist die Non�Intersection�Property gegeben� so wird ein Matrix�Vektor�Produkt
der Form y � Ax bei Streifenspeicherung der Matrix wie folgt berechnet� Jedes
Element ai��k�i� vonA im Streifen Sk wird mit x�k�i� multipliziert und das Produkt
jeweils zu yi addiert�
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Das JDS
Format

Das JDS�Format 
Jagged Diagonal Storage� wird in �		�� f�ur die Implementierung
iterativer Methoden auf Vektor� und Parallelrechnern genutzt� Eine vereinfachte
Form des JDS�Schemas ist das ITPACK�Format� das auch ELLPACK�ITPACK�
oder Purdue�Format genannt wird �	�� �		���
Beim ITPACK�Schema werden die Nichtnull�Elemente jeder Zeile nach links

verschoben� Dies ist in 
���� veranschaulicht�
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zmax bezeichnet die maximale Anzahl von Nichtnull�Elementen� die in einer Zeile
der Matrix auftritt� Alle Zeilen� die weniger als zmax Nichtnull�Elemente aufwei�
sen� werden rechts mit Nullen aufgef�ullt�
Abbildung ��	� zeigt eine m�ogliche Datenstruktur des ITPACK�Formats� Die

zusammengeschobenen Zeilen der Matrix werden in zwei zweidimensionalen Fel�
dern gespeichert� value enth�alt die Werte der Nichtnull�Elemente� col ind die
zugeh�origen Spaltenindizes� Der Zeilenindex eines Elements im Feld value ent�
spricht dem Zeilenindex des Elements in der urspr�unglichen Matrix�

MATRIX � record

value � array �	��n� 	��zmax� of REAL
col ind � array �	��n� 	��zmax� of INTEGER

end record

Abbildung ����� Datenstruktur des ITPACK�Formats

Die Speicherung der Matrix 
���� im ITPACK�Format ist in Abbildung ��	�
dargestellt�
In Abbildung ��	� sind die zusammengeschobenen Zeilen der Matrix in den

Zeilen von value und col ind gespeichert� Ebenso ist es m�oglich� die kompri�
mierten Zeilen der Matrix in den Spalten von value und col ind abzulegen und
zus�atzlich ein Feld num el mitzuf�uhren� dessen Elemente jeweils die Anzahl der
Nichtnull�Elemente pro Zeile der Matrix angeben� Dieses modi�zierte ITPACK�
Schema kann gegen�uber dem urspr�unglichen von Vorteil sein� wenn in value und
col ind sehr viele Nullen auftreten 
s� auch ������� Abbildung ��	� zeigt die
Datenstruktur des modi�zierten ITPACK�Formats�
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Abbildung ����� Ein Beispiel f�ur die ITPACK�Speichertechnik

MATRIX � record

value � array �	��zmax� 	��n� of REAL
col ind � array �	��zmax� 	��n� of INTEGER
num el � array �	��n� of INTEGER

end record

Abbildung ����� Datenstruktur des modi�zierten ITPACK�Formats

Eine Kombination des ITPACK� und des CRS�Formats wird von Fernandes
und Girdinio in ��	� vorgeschlagen� Bis zu einer mittleren Anzahl von Nichtnull�
Elementen pro Zeile werden die Matrixelemente im ITPACK�Format abgelegt� die

�ubrigen Nichtnull�Elemente $ bei vielen d�unnbesetzten Matrizen aus Diskretisie�
rungsans�atzen betri�t dies nur einige Zeilen $ werden in einem CRS��ahnlichen
Schema gespeichert�
Das eigentliche JDS�Format hat gegen�uber dem ITPACK�Format den Vor�

teil� da� keine Null�Elemente gespeichert werden� Die komprimierten Zeilen der
Matrix 
���� werden zun�achst nach der Anzahl der Nichtnull�Elemente pro Zeile
in absteigender Reihenfolge geordnet� Diese Permutation ist in 
���� dargestellt�
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Anschlie�end werden lediglich die Nichtnull�Elemente der komprimierten und per�
mutierten Matrix spaltenweise in dem eindimensionalen Feld value abgelegt� Die
Anzahl dieser Spalten� der Jagged Diagonals� entspricht der Anzahl der Nichtnull�
Elemente in der ersten Zeile der komprimierten und permutierten Matrix� Die
zugeh�origen Spaltenindizes werden in dem Feld col ind gespeichert� Die Ele�
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mente eines dritten Felds jd ptr verweisen auf den Beginn jeder Jagged Diago�
nal in value und col ind� Ein viertes Feld perm enth�alt die Information� wie
die urspr�ungliche Reihenfolge der Zeilen wiederhergestellt wird� Abbildung ��	�
zeigt die Datenstruktur des JDS�Schemas�

MATRIX � record

value � array �	��e� of REAL
col ind � array �	��e� of INTEGER
jd ptr � array �	��zmax!	� of INTEGER
perm � array �	��n� of INTEGER

end record

Abbildung ����� Datenstruktur des JDS�Formats

In Abbildung ��	� ist die Speicherung der Matrix 
���� im JDS�Format dar�
gestellt�

value�

	� �� 	� �� 		 �� 	� 	� �� � �� � � � 
� 	� 	� 	� 	�

col ind�
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� � � � � 
 � � � �� �� � � � �
 �� �� �� ��

jd ptr�

	 
 	� �� �	

perm�

� � � 	 � � � �

Abbildung ����� Ein Beispiel f�ur die JDS�Speichertechnik

Die kleinen Indizes geben die Positionen in value und col ind an� auf die
das Feld jd ptr verweist� Das letzte Element des Felds jd ptr enth�alt den Wert
e!	� Die Zahl � an Position 	 des Felds perm z� B� bedeutet� da� die erste Zeile
der permutierten Matrix der vierten Zeile der urspr�unglichen Matrix entspricht�

����� Pro�l�Matrizen

Bei Pro�l�Matrizen� die auch Skyline� oder variable Bandmatrizen genannt wer�
den ����� besitzen die Nichtnull�Elemente einer Zeile bzw� Spalte zum �uberwie�
genden Teil aufeinanderfolgende Spalten� bzw� Zeilenindizes und sind um die Dia�
gonalelemente angeordnet� Zwischen dem ersten und letzten Nichtnull�Element
einer Zeile bzw� Spalte be�nden sich keine oder nur wenige Null�Elemente� Die
Struktur einer unsymmetrischen Pro�l�Matrix ist in Abbildung ��	� dargestellt�
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Abbildung ���
� Struktur einer unsymmetrischen Pro�l�Matrix

Das SKS
Format

Datenformate f�ur Pro�l�Matrizen sind haupts�achlich f�ur direkte Methoden zur
L�osung von linearen Gleichungssystemen von Bedeutung ����� Der Vorteil dieser
Matrizen liegt darin� da� die Struktur der Matrix w�ahrend der Gau��Elimination
erhalten bleibt� Da in dieser Arbeit iterative Verfahren betrachtet werden� werden
die SKS�Schemata 
Skyline Storage� nur kurz skizziert�

Bei symmetrischen Pro�l�Matrizen ist es lediglich erforderlich� die untere Drei�
ecksmatrix zu speichern� Im SKS�Format f�ur symmetrische Matrizen werden
die Werte des ersten Nichtnull�Elements bis zum Diagonalelement zeilenweise in
einem eindimensionalen Feld value vom Typ REAL abgelegt� Die Elemente
eines zweiten Felds row ptr vom Typ INTEGER verweisen auf die Position des
Beginns jeder Zeile in value� Die Spaltenindizes der Nichtnull�Elemente sind
durch die Position der Diagonalelemente gegeben und brauchen nicht gespeichert
zu werden� Analog zur zeilenweisen Speicherung kann die untere Dreiecksmatrix
auch spaltenweise abgelegt werden�

Eine unsymmetrische Matrix wie die Matrix in Abbildung ��	� kann folgen�
derma�en gespeichert werden� Die untere Dreiecksmatrix wird im zeilenorien�
tierten SKS�Format abgelegt� die obere Dreiecksmatrix im spaltenorientierten
SKS�Format� Diese beiden getrennten Unterstrukturen k�onnen auf verschiedene
Weise miteinander verkn�upft werden� In �		�� wird vorgeschlagen� jede Zeile der
unteren Dreiecksmatrix und jede Spalte der oberen Dreiecksmatrix kontinuierlich
in einem eindimensionalen Feld value vom Typ REAL abzulegen� In diesem Fall
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ist ein zus�atzliches Feld vom Typ INTEGER erforderlich� dessen Elemente auf die
Position der Diagonalelemente verweisen und damit gleichzeitig die Elemente der
unteren Dreiecksmatrix von den Elementen der oberen Dreiecksmatrix trennen�

��� Die Matrix�Vektor�Multiplikation

In den iterativen Methoden aus Kapitel � treten Matrix�Vektor�Produkte der
Form

y � Ax und y � ATx

auf� Da die Hauptarbeit in jedem Iterationsschritt gew�ohnlich in der Berech�
nung dieser Matrix�Vektor�Produkte besteht� sind e�ziente Algorithmen f�ur die
Matrix�Vektor�Multiplikation in Abh�angigkeit von der Speichertechnik f�ur die
d�unnbesetzte Matrix erforderlich�
Im folgenden werden Algorithmen der Matrix�Vektor�Multiplikation f�ur die

Speicherschemata� die in den weiteren Untersuchungen dieser Arbeit verwendet
werden� beschrieben� Zun�achst wird die Matrix�Vektor�Multiplikation im CRS�
bzw� CCS�Format betrachtet� da diese Schemata f�ur allgemeine d�unnbesetzte
Matrizen geeignet sind� Das CRS� bzw� CCS�Format f�ur symmetrische Matrizen
wird nicht ber�ucksichtigt� da einerseits der Zugri� auf die Matrix bei der Matrix�
Vektor�Multiplikation gegen�uber den allgemeineren Schemata aufwendiger wird
�	�� und andererseits die entwickelten Methoden f�ur d�unnbesetzte Matrizen die�
ser Arbeit nicht auf den symmetrischen Fall beschr�ankt sein sollen� Ferner f�uhrt
das symmetrische Schema gegen�uber dem allgemeinen Format auf einem Par�
allelrechner mit verteiltem Speicher gew�ohnlich zu zus�atzlichem Datenaustausch
zwischen den einzelnen Prozessoren� wenn die Matrix zeilen� bzw� spaltenweise auf
die Prozessoren verteilt und die Berechnung des Matrix�Vektor�Produkts zeilen�
bzw� spaltenweise durchgef�uhrt wird� Auf Parallelrechnern wird das allgemeine
CRS� bzw� CCS�Format u� a� in ����� ���� und ���� verwendet� Neben diesen Sche�
mata wird die Matrix�Vektor�Multiplikation im SICRS�Format und ITPACK�
Format beschrieben� Im betrachteten FE�Modell aus der Umwelttechnik sind die
Koe�zientenmatrizen in letzterem Schema abgelegt �	����

����� CRS�Format

Der Ablauf der Matrix�Vektor�Multiplikation y � Ax im CRS�Format ist in
Abbildung ��	� als Pseudocode dargestellt� Dem Algorithmus liegt die Daten�
struktur aus Abbildung ��� zugrunde�
Da in der inneren Schleife nacheinander auf die Nichtnull�Elemente jeder

Zeile zugegri�en wird� ist die aufwendige Bestimmung des Zeilenindex nach 
��	�
nicht erforderlich� Der Vektor x des Matrix�Vektor�Produkts wird �uber das
Spaltenindex�Feld col ind indirekt adressiert� Da lediglich die Nichtnull�Elemen�
te der Matrix in die Berechnung eingehen� betr�agt die Komplexit�at der Matrix�
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for i � 	� � � � � n do
y
i� � �
for j � row ptr
i�� � � � � row ptr
i! 	� � 	 do

y
i� � y
i� ! value
j� � x
col ind
j��
end for

end for

Abbildung ���	� Die Matrix�Vektor�Multiplikation im CRS�Format

Vektor�Multiplikation O
e� gegen�uber O
n�� bei vollst�andiger Speicherung der
Koe�zientenmatrix�
Abbildung ��	
 zeigt den Pseudocode der Matrix�Vektor�Multiplikation f�ur

y � ATx� Ist A im CRS�Format gespeichert� so liegt die Transponierte AT im
CCS�Format vor� Daher kann bei Verwendung der Algorithmen aus den Abbil�
dungen ��	� und ��	
 f�ur das Matrix�Vektor�Produkt mit A und mit AT dieselbe
Datenstruktur genutzt werden� col ind enth�alt die Zeilenindizes der Nichtnull�
Elemente von AT � row ptr verweist auf die Position des Beginns jeder Spalte von
AT in value und col ind� Bei der spaltenweisen Matrix�Vektor�Multiplikation
y � ATx wird der Ergebnisvektor y �uber col ind indirekt adressiert�

for i � 	� � � � � n do
y
i� � �

end for

for i � 	� � � � � n do
for j � row ptr
i�� � � � � row ptr
i! 	�� 	 do

y
col ind
j�� � y
col ind
j�� ! value
j� � x
i�
end for

end for

Abbildung ����� Die Matrix�Vektor�Multiplikation mit der Transponierten im
CCS�Format

����� SICRS�Format

Der Pseudocode der Matrix�Vektor�Multiplikation f�ur y � Ax im SICRS�Format
ist in Abbildung ���� dargestellt� Im Algorithmus wird die Datenstruktur aus
Abbildung ��� verwendet� pos val gibt die col ind
j� zugeh�orige Position im
Feld value an� In der Schleife mit dem Lau�ndex j wird j nach jedem Durchlauf
um � erh�oht� In der innersten Schleife sind pos val und col ind
j� konstant�
so da� nacheinander auf aufeinanderfolgende Elemente des Felds value und des
Vektors x zugegri�en wird� F�ur hohe Werte von smean kann dies f�ur eine Im�
plementierung auf einem Rechner mit Cache�Speicher und Pipeline�Verarbeitung
von Vorteil sein�
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pos val � 	
for i � 	� � � � � n do

y
i� � �
for j � row ptr
i�� � � � � row ptr
i! 	� � 	 step � do

for k � �� � � � � col ind
j ! 	�� 	 do
y
i� � y
i� ! value
pos val! k� � x
k ! col ind
j� �

end for

pos val � pos val! col ind
j ! 	�
end for

end for

Abbildung ����� Die Matrix�Vektor�Multiplikation im SICRS�Format

����� ITPACK�Format

Im Gegensatz zu den oben beschriebenen CRS�Schemata sind die Nichtnull�
Elemente der Matrix im ITPACK�Format in zwei zweidimensionalen Feldern
gespeichert� Abbildung ���	 zeigt den Pseudocode der Matrix�Vektor�Multipli�
kation y � Ax in letzterem Format bei spaltenweisem Zugri� auf die Felder
value und col ind� Dem Algorithmus liegt die Datenstruktur aus Abbildung
��	� zugrunde�

for i � 	� � � � � n do
y
i� � �

end for

for j � 	� � � � � zmax do

for i � 	� � � � � n do
y
i� � y
i� ! value
i� j� � x
col ind
i� j� �

end for

end for

Abbildung ����� Die Matrix�Vektor�Multiplikation im ITPACK�Format� spal�
tenorientierter Zugri�

Die gro�e L�ange n der Vektoren und Matrixspalten in der inneren Schleife
ist insbesondere f�ur eine Implementierung auf Vektorrechnern g�unstig �	���� Auf
den Vektor x wird �uber das Feld col indmit indirekter Adressierung zugegri�en�
Im Pseudocode aus Abbildung ���� wird das Matrix�Vektor Produkt y � Ax

zeilenweise berechnet� Im Algorithmus wird die Datenstruktur aus Abbildung
��	� verwendet�
Gegen�uber dem spaltenweisen Vorgehen werden gew�ohnlich Operationen ge�

spart� da pro Zeile lediglich die Nichtnull�Elemente in die Berechnung eingehen�
Die Anzahl der Nichtnull�Elemente pro Zeile beschr�ankt jeweils die Anzahl der
Durchl�aufe der inneren Schleife� die bei gro�en d�unnbesetzten Matrizen deut�
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for i � 	� � � � � n do
y
i� � �
for j � 	� � � � � num el
i� do

y
i� � y
i� ! value
j� i� � x
col ind
j� i� �
end for

end for

Abbildung ����� Die Matrix�Vektor�Multiplikation im ITPACK�Format� zei�
lenorientierter Zugri�

lich kleiner als n ist� Auf Vektorrechnern kann dies gegen�uber dem oben be�
schriebenen Algorithmus ein Nachteil sein� Auf anderen Rechnerarchitekturen
$ z�B� massiv�parallelen Systemen mit Standardprozessoren $ kann sich dage�
gen das Einsparen von Operationen g�unstig auswirken�
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Kapitel �

Parallelverarbeitung

An dieser Stelle werden Konzepte und Begri�e der Parallelverarbeitung erl�autert�
die in dieser Arbeit verwendet werden� Zun�achst wird kurz auf Eigenschaften heu�
tiger Parallelrechner eingegangen� insbesondere wird das massiv�parallele System
INTEL PARAGON XP�S 	� beschrieben� Anschlie�end werden Merkmale und
Sprachkonzepte f�ur parallele Algorithmen vorgestellt�

��� Parallelrechner

Kriterien zur Klassi�zierung von Parallelrechnern sind in ���� und ��
� beschrie�
ben� In der Klasse der MIMD�Rechner 
Multiple Instruction Stream Multiple
Data Stream� werden Systeme mit gemeinsamem und mit verteiltem Speicher
unterschieden� Im folgenden werden Eigenschaften dieser heutzutage verbreite�
ten Systeme erl�autert�

����� Systeme mit gemeinsamem Speicher

Parallelrechner mit gemeinsamem Speicher 
Shared Memory	 verf�ugen �uber einen
einzigen physikalischen Hauptspeicher mit globalem Adre�raum� Jeder Prozessor
eines derartigen Systems kann auf jedes Datum im gemeinsamen Speicher zugrei�
fen� Informationen zwischen den einzelnen Prozessoren werden �uber gemeinsame
Variablen im Hauptspeicher ausgetauscht� Da nur eine begrenzte Anzahl an
Verbindungspfaden von den Prozessoren zum gemeinsamen Speicher besteht� ist
die Anzahl der Prozessoren von Shared�Memory�Systemen beschr�ankt� ab einer
bestimmten Prozessorzahl erh�oht sich die Leistung des Systems nicht mehr�

Die CRAY Y�MP����� der Forschungszentrum J�ulich GmbH ist ein MIMD�
Rechner mit gemeinsamem Speicher� Das System besteht aus acht Prozessoren
und einem Hauptspeicher von �� Megaworten zu je �� Bit� Die einzelnen Prozes�
soren sind �uber den gemeinsamen Speicher und gemeinsame Register gekoppelt�
N�ahere Einzelheiten zu Shared�Memory�Rechnern der Firma CRAY sind in ����

�
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und ��
� zu �nden�

����� Systeme mit verteiltem Speicher

Im Gegensatz zu Shared�Memory�Systemen besitzen die Prozessoren eines Paral�
lelrechners mit verteiltem Speicher 
Distributed Memory� eigene lokale Speicher�
ein globaler physikalischer Adre�raum ist nicht vorhanden� Kommunikation zwi�
schen den Prozessoren geschieht durch Nachrichten� die �uber das Verbindungs�
netzwerk der Prozessoren ausgetauscht werden� Das zugeh�orige Programmier�
modell wird Message�Passing genannt� Da Message�Passing auf einer niedrigen
Abstraktionsebene statt�ndet� ist die Programmierung von Distributed�Memory�
Rechnern gegen�uber Systemen mit gemeinsamem Speicher erschwert� Neuere
Programmiermodelle f�ur Parallelrechner mit verteiltem Speicher gehen von einem
gemeinsamen logischen Hauptspeicher 
Virtually Shared Memory� der Prozes�
soren mit globalem logischen Adre�raum aus ���� �
��� Unter diesen Modellen
k�onnen Distributed�Memory�Systeme in �ahnlicher Weise wie Parallelrechner mit
gemeinsamem Speicher programmiert werden�
Die Rechenleistung von Systemen mit verteiltem Speicher skaliert mit der

Anzahl der Prozessoren� jedoch ist der Aufwand f�ur den Datenaustausch zwi�
schen den Prozessoren gro�� Daher sind leistungsf�ahige Verbindungsnetzwerke
erforderlich� �Ubliche Netzwerk�Topologien besitzen Hypercube�� Baum�� Ring��
oder Gitter�Struktur ���� �		��� In heutiger Zeit existieren Distributed�Memory�
Rechner mit bis zu einigen tausend Prozessoren� Diese Systeme werden durch
den Begri� massiv�parallel charakterisiert�

����� Der Rechner INTEL PARAGON XP	S �


Die Performance�Untersuchungen der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten par�
allelen Algorithmen wurden auf dem Rechner INTEL PARAGON XP�S 	� der
Forschungszentrum J�ulich GmbH durchgef�uhrt� Im folgenden werden einige Merk�
male dieses Parallelrechners beschrieben� Einzelheiten zur System� und Prozes�
sorarchitektur sind in ����� ���� und �	��� zu �nden�
Der PARAGON ist ein massiv�paralleles System mit verteiltem Speicher� Sein

Vorg�anger ist der INTEL iPSC����� ein Parallelrechner mit Hypercube�Topologie
��	� ����� Gegen�uber diesem System weist der PARAGON ein Verbindungsnetz�
werk h�oherer Bandbreite und eine verbesserte Prozessorleistung auf�
Der PARAGON besitzt in seiner gr�o�ten ausgelieferten Ausbaustufe 	
�� Pro�

zessoren ����� die durch ein Netzwerk in Form eines zweidimensionalen Gitters
miteinander verbunden sind� Die maximale Bandbreite des Netzwerks betr�agt
��� Megabytes�s� Neben dem Rechenprozessor� der im wesentlichen arithmeti�
sche und logische Operationen durchf�uhrt� ist jeweils ein Kommunikationsprozes�
sor vorhanden� Dieser �ubernimmt die aufwendigen Protokoll� und Verwaltungs�
arbeiten f�ur den Datenaustausch� Beide Prozessoren sind vom Typ i��� XP�
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Jedem solchen Prozessor�Paar ist ein lokaler Hauptspeicher von �� Megabytes
zugeordnet�
Der RISC�Prozessor i��� XP 
Reduced Instruction Set Computer� besitzt eine

maximal erreichbare Rechenleistung von �� MFLOPS in ���Bit�Arithmetik und
arbeitet mit einer Taktfrequenz von �� MHz� Dies entspricht einer Taktzeit von
�� ns� Die Zugri�szeit auf den lokalen Speicher betr�agt �� ns�
Das am Zentralinstitut f�ur Angewandte Mathematik der Forschungszentrum

J�ulich GmbH installierte System PARAGON XP�S 	� verf�ugt �uber 	�� Prozes�
soren mit einer maximal erreichbaren Rechenleistung von 	��� GFLOPS� Un�
ter dem Betriebssystem PARAGON OSF�	 der Open Software Foundation� Re�
lease 	�	� wurde auf diesem Rechner eine Bandbreite des Netzwerks von ca� ��
Megabytes�s und eine Latenz�Zeit 
Startup Time� von ca� 
� �s f�ur den Auf�
bau einer Netzwerkverbindung und weitere Vorbereitungen zum Nachrichtenaus�
tausch gemessen� In dieser Version des Betriebssystems war der Kommunikati�
onsprozessor nicht aktiviert� Der Einsatz des Kommunikationsprozessors unter
OSF�	� Release 	��� f�uhrte zu einer Erh�ohung der real verf�ugbaren Bandbreite
auf ca� �� Megabytes�s und zu einer Reduzierung der Latenz�Zeit auf ca� �� �s�

��� Parallele Algorithmen

Die Verf�ugbarkeit massiv�paralleler Systeme erfordert die Entwicklung neuer Stra�
tegien und Methoden zur L�osung mathematisch�technischer Probleme� Parallele
Algorithmen werden einerseits hinsichtlich der Eignung f�ur bestimmte Rechnerar�
chitekturen klassi�ziert� andererseits ist eine Unterscheidung nach der inh�arenten
Parallelit�at des zu l�osenden Problems m�oglich ��
� ���� ���� �
	�� Im folgenden
wird kurz auf Merkmale und Leistungsaspekte paralleler Algorithmen eingegan�
gen� anschlie�end werden Sprachkonzepte zur Formulierung paralleler Verfahren
vorgestellt�

����� Charakterisierung

Werden in einem parallelen Algorithmus gleiche Operationen auf unterschiedli�
chen Daten ausgef�uhrt� liegt Datenparallelismus vor� Die in dieser Arbeit ent�
wickelten Parallelisierungsstrategien nutzen den Datenparallelismus der betrach�
teten iterativen Verfahren� Eine andere Art des Parallelismus ist der Funktions�
parallelismus� bei dem den Prozessoren eines Parallelrechners zur L�osung eines
Problems Teilprozesse mit unterschiedlicher Funktion zugeteilt werden�
Der Grad des Parallelismus eines Verfahrens wird durch die Daten� undModul�

granularit�at bestimmt� Die Datengranularit�at beschreibt die maximal m�ogliche
Aufteilung eines Datensatzes in Segmente� die parallel bearbeitet werden k�onnen�
Demgegen�uber gibt die Modulgranularit�at den Anteil der Operationen eines Al�
gorithmus an� die unabh�angig auf verschiedenen Prozessoren ausgef�uhrt werden
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k�onnen� Daher ist die Modulgranularit�at ein Ma� f�ur die H�au�gkeit der erforder�
lichen Synchronisation� die die korrekte Reihenfolge von Anweisungen sicherstellt�

Ein paralleler Algorithmus wird als statisch bezeichnet� wenn Proze�auftei�
lung und notwendige Synchronisation vor der Ausf�uhrung festliegen� Die in dieser
Arbeit entwickelten parallelen Methoden geh�oren dieser Klasse an� Bei dynami�
schen Algorithmen werden Aufteilung der Prozesse und Synchronisationsbedarf
zur Laufzeit entschieden�

F�ur Datenaufteilung und Kommunikationsschema eines parallelen Algorith�
mus sind Datenabh�angigkeiten und das Zugri�smuster auf die verwendeten Da�
tenstrukturen entscheidend� Ziel der Datenaufteilung und des Kommunikations�
schemas ist der Lastausgleich der Prozessoren 
Load Balancing�� Bei den im
Rahmen dieser Arbeit untersuchten Parallelisierungsstrategien werden Datenver�
teilung und Kommunikationsschema zur Laufzeit ermittelt� Nach Bestimmung
der Datenverteilung� die durch Ber�ucksichtigung der Operationen des Algorith�
mus f�ur die gleichm�a�ige Verteilung der Rechenlast sorgt� wird das Kommunika�
tionsschema durch Analyse der Datenabh�angigkeiten festgelegt�

����� Leistungsaspekte

Ein Ma� f�ur die G�ute eines parallelen Algorithmus ist der Speedup� Der Speedup
ergibt sich aus dem Verh�altnis der Ausf�uhrungszeit f�ur das schnellste sequentielle
Verfahren zur L�osung eines Problems und der Zeit� die ein paralleler Algorithmus
zur L�osung desselben Problems ben�otigt� Die Anzahl der eingesetzten Prozes�
soren bildet eine obere Schranke f�ur den Speedup� Als E
zienz einer paralle�
len Methode wird der Quotient aus Speedup und Prozessorzahl bezeichnet� Die
Speedup�De�nition aus dem Gesetz von Amdahl und der skalierte Speedup von
Gustafson ����� die den sequentiellen Anteil eines parallelen Algorithmus ber�uck�
sichtigen� werden in dieser Arbeit nicht verwendet�

Ein weiteres Kriterium zur Bewertung paralleler Algorithmen ist die Komple�
xit�at� die den Aufwand eines Verfahrens z� B� bez�uglich Operationen� Rechenzeit�
Speicherplatz oder Kommunikation in Abh�angigkeit von der Problemgr�o�e be�
schreibt� Auf die Komplexit�at von Algorithmen der linearen Algebra wird u� a� in
���� eingegangen�

����� Sprachkonzepte

Mit der Verbreitung paralleler Systeme gewinnt die Entwicklung von Program�
miersprachen zur Formulierung paralleler Algorithmen an Bedeutung� Einige
Aspekte imperativer und funktionaler Sprachen f�ur Parallelrechner werden im
folgenden erl�autert�
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Imperative Programmiersprachen

Zur Beschreibung paralleler Algorithmen in imperativen Programmiersprachen
wurden einerseits traditionelle Sprachen� z� B� FORTRAN� um parallele Kon�
strukte erweitert �	� ���� �	���� andererseits wurden parallele Sprachen wie CSP

Communicating Sequential Processes�� OCCAM und Linda entwickelt ���� ����
�	���� Die Programmierung von Parallelrechnern in imperativen Sprachen ist
aufwendig� da Datenverteilung� Austausch von Daten und Synchronisation vom
Programmierer spezi�ziert werden m�ussen� Ferner sind nur wenige Werkzeuge
zur Unterst�utzung der Programmentwicklung verf�ugbar�

Funktionale Programmiersprachen

Im Gegensatz zu imperativen Sprachen basieren funktionale Programmierspra�
chen nicht auf der Verwendung von Variablen und der Zuweisung von Werten�
das Grundelement dieser Sprachen ist die Funktion ���� �	���� Nicht der L�osungs�
weg eines Problems� sondern das Problem selbst wird in mathematischem Sinne
beschrieben� Funktionale Sprachen sind seitene�ektfrei� d� h� die Auswertungsrei�
henfolge unabh�angiger Teilausdr�ucke ist beliebig� Durch die funktionale Ablauf�
struktur sind diese Sprachen implizit parallel� die Programmierung von Parallel�
rechnern ist auf hohem Abstraktionsniveau m�oglich� Datenverteilung� Austausch
von Daten und Synchronisation sind Aufgaben des Compilers und des Laufzeit�
systems�
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Kapitel �

Parallelisierungsstrategien f�ur

iterative Verfahren

In diesem Kapitel werden Parallelisierungsstrategien f�ur iterative Verfahren mit
gro�en d�unnbesetzten Matrizen auf massiv�parallelen Rechnersystemen mit ver�
teiltem Speicher beschrieben� Insbesondere werden e�ziente Varianten der ver�
teilten Matrix�Vektor�Multiplikation vorgestellt� da die Hauptarbeit in jedem Ite�
rationsschritt der betrachteten iterativen Methoden gew�ohnlich in der Berech�
nung dieser Operation besteht�

Parallelisiert man jeden Iterationsschritt eines iterativen Verfahrens auf einem
Parallelrechner mit verteiltem Speicher� so m�ussen zun�achst die Matrix�� Vektor�
und skalaren Daten geeignet auf die einzelnen Prozessoren verteilt werden� An�
schlie�end wird ein Kommunikationsschema ermittelt� das den erforderlichen
Datenaustausch der Prozessoren beschreibt� Kriterien f�ur Datenverteilung und
Kommunikationsschema hinsichtlich der e�zienten Parallelisierung einer itera�
tiven Methode sind einerseits die gleichm�a�ige Aufteilung der Rechenlast und
andererseits die Minimierung des Aufwands f�ur Kommunikation� Die im Rah�
men dieser Arbeit entwickelten Schemata f�ur Datenverteilung und Kommuni�
kation werden in einem Vorverarbeitungsschritt ermittelt� sie werden in jedem
Iterationsschritt eines iterativen Verfahrens genutzt� Da zur Bestimmung dieser
Schemata lediglich die symbolische Struktur der d�unnbesetzten Matrix analysiert
wird� k�onnen sie in Diskretisierungsverfahren dar�uber hinaus solange verwendet
werden� bis sich das Diskretisierungsgitter �andert� In FE�Modellen z� B� k�onnen
die Schemata in jedem Zeitschritt eines zeitabh�angigen Problems oder in jedem
iterativen Schritt eines nichtlinearen Problems� das durch Linearisierung gel�ost
wird� genutzt werden� Da in einigen technischen Anwendungen jedoch �Anderun�
gen des Diskretisierungsgitters auftreten �	���� wird auch der Vorverarbeitungs�
schritt m�oglichst e�zient durchgef�uhrt�

Die im folgenden beschriebenen Methoden werden anhand der CRS�Speicher�
technik f�ur allgemeine d�unnbesetzte Matrizen erl�autert� Bei den zus�atzlich be�
trachteten Formaten SICRS und ITPACK ist analog vorzugehen� Ferner k�onnen

��



�� Kapitel �� Parallelisierungsstrategien f�ur iterative Verfahren

das CRS�� das SICRS� und das ITPACK�Format bei den untersuchten Paralleli�
sierungsstrategien ohne Kommunikation wechselseitig ineinander �uberf�uhrt wer�
den� Dar�uber hinaus lassen sich die Prinzipien der Datenverteilung und des
Kommunikationsschemas auf weitere Datenformate f�ur d�unnbesetzte Matrizen
anwenden�

Zun�achst wird ein kurzer �Uberblick �uber aktuelle Methoden zur Parallelisie�
rung iterativer Verfahren mit d�unnbesetzter Matrix gegeben und anschlie�end der
Unterschied zu den Ans�atzen dieser Arbeit herausgestellt� Danach werden Stra�
tegien zur Datenverteilung und unterschiedliche Kommunikationsschemata be�
schrieben� Schlie�lich wird auf die Integration einiger der entwickelten Methoden
f�ur d�unnbesetzte Matrizen in eine funktionale Programmiersprache eingegangen�

	�� �Uberblick �uber aktuelle Methoden

Im folgenden werden derzeitige Verfahren zur Parallelisierung iterativer Metho�
den mit d�unnbesetzten Matrizen auf Parallelrechnern mit verteiltem Speicher
beschrieben� Insbesondere wird auf die Datenverteilung und das Kommunikati�
onsschema eingegangen�

Auf Mehrprozessorrechnern mit gemeinsamem Speicher entf�allt das Problem
der Datenverteilung� Bei iterativen Methoden mit d�unnbesetzten Matrizen be�
arbeitet jeder Prozessor h�au�g Segmente der Matrix mit gleich vielen aufeinan�
derfolgenden Zeilen �	��� oder mit gleich vielen Bl�ocken bei blockstrukturierten
Matrizen �	�	�� Zugri�skon�ikte auf den gemeinsamen Speicher bei der Matrix�
Vektor�Multiplikation reduzieren die E�zienz der Verfahren �	�	� �	����

����� Zerlegung des Diskretisierungsgitters

Ein Ansatz zur Parallelisierung von Diskretisierungsverfahren� die gew�ohnlich die
L�osung von Gleichungssystemen oder Eigenwertproblemen erfordern� ist die Zer�
legung des Diskretisierungsgitters� Algorithmen zur Partitionierung beliebiger
Gitter sind in ����� �	��� und �	��� beschrieben� Probleme� die bei der Gitterzer�
legung auftreten� sind zum einen der Aufwand f�ur die Partitionierung� der h�au�g
betr�achtlich ist� zum anderen der Lastausgleich� wenn die Geometrie des Gitters
eine Zerlegung bedingt� die nicht zur gleichm�a�igen Verteilung der Rechenlast
auf die einzelnen Prozessoren eines Parallelrechners f�uhrt� Ferner ist die Zerle�
gung in eine beliebige Anzahl von Teilgebieten f�ur beliebige Prozessorzahlen bei
unstrukturierten Gittern schwierig�

Die Zerlegung des Gitters in Teilgebiete f�uhrt zu einer Aufteilung der globa�
len Koe�zientenmatrix und der �ubrigen Daten� Das Kommunikationsschema ist
durch den Austausch der Randwerte an den Schnittstellen der Teilgebiete gege�
ben� In �	��� wird eine verteilte Datenstruktur vorgeschlagen� in der die Werte f�ur
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Randpunkte von den Werten f�ur innere Punkte eines Teilgebiets getrennt sind�
Die Berechnungen f�ur die inneren Punkte erfordern keine Kommunikation�

����� Zerlegung der Matrix

Ein anderer Ansatz zur Parallelisierung iterativer Verfahren mit d�unnbesetzter
Koe�zientenmatrix ist die unmittelbare Aufteilung der Matrix�Daten auf die
Prozessoren eines Rechnersystems� Ausgangspunkt ist die Besetzungsstruktur
der Matrix� H�au�g werden die Matrixelemente zeilen� bzw� spaltenweise oder in
Bl�ocken auf die einzelnen Prozessoren verteilt� Diese Methode ist ein allgemeiner
Ansatz� der auch f�ur Probleme mit d�unnbesetzten Matrizen geeignet ist� die nicht
aus Diskretisierungsverfahren stammen�
In ���� werden verteilte Datenstrukturen� die auf dem CRS�Format basie�

ren� f�ur Operationen aus dem Bereich der linearen Algebra mit d�unnbesetzten
Matrizen vorgeschlagen� Insbesondere wird die Matrix�Vektor�Multiplikation be�
trachtet� Wird einem Prozessor die k�te Komponente des Vektors zugeteilt� so
erh�alt dieser alle komprimierten Zeilen der Matrix A� in denen aij 
� � mit i � k
oder j � k auftreten� Bei dieser Verteilung werden viele Zeilen mehrfach ge�
speichert� Ferner ist der Lastausgleich der Prozessoren bez�uglich Rechnung und
Kommunikation f�ur unstrukturierte Probleme schwierig�
Lewis et al� vergleichen in �
�� und �
�� verschiedene Datenverteilungen f�ur

die Matrix�Vektor�Multiplikation mit d�unnbesetzter Matrix hinsichtlich der Ef�
�zienz dieser Operation auf Parallelrechnern mit verteiltem Speicher� Jedem
Prozessor werden gleich viele Zeilen� gleich viele Spalten oder gleich viele Bl�ocke
von Matrixelementen zugeteilt� Den untersuchten Blockverteilungen liegt eine
zweidimensionale Zerlegung der Matrix zugrunde� Diese Verteilungen zeigen das
g�unstigste Kommunikationsverhalten�
In ���� und ���� werden kartesische Verteilungen d�unnbesetzter Matrizen f�ur

die iterative L�osung unsymmetrischer GleichungssystemeAx � b auf Transputer�
Systemen untersucht� Insbesondere werden quadratische Verteilungen betrachtet�
Sind p � q �q Prozessoren durch ein Netzwerk mit quadratischer Gitter�Topologie
verbunden� so werden die Nichtnull�Element ai���j��� � � i� j � n� den Prozes�
soren 
imod q� jmod q� zugeteilt� die Vektorkomponenten xi�� erhalten die Pro�
zessoren 

idiv q�mod q� imod q�� mod bezeichnet die Modulo�Operation und
div die ganzzahlige Division ohne Rest� Pro Prozessor werden die Matrix�Daten
in dem CRS� bzw� CCS�Format �ahnlichen Strukturen abgelegt� Bei der Berech�
nung der im L�osungsverfahren auftretenden Matrix�Vektor�Produkte m�ussen bei
dieser Verteilung sowohl Komponenten des Vektors als auch des Ergebnisvektors
dieser Operation ausgetauscht werden�
Die Untersuchungen in �	��� zur e�zienten Berechnung der Matrix�Vektor�

Multiplikation basieren auf der zeilenweisen Verteilung der Matrix�Daten� Zur
Speicherung der Nichtnull�Elemente wird das CRS�Schema verwendet� Zun�achst
erh�alt jeder Prozessor gleich viele� aufeinanderfolgende Zeilen der Matrix� An�
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schlie�end wird in einem Vorverarbeitungsschritt das Kommunikationsschema f�ur
diese Verteilung ermittelt� Um den Kommunikationsaufwand zu vermindern�
werden Heuristiken f�ur die Neuverteilung der Matrix zur Laufzeit vorgeschlagen�
Hierzu werden iterativ die �au�eren Zeilen der Zeilen�Bl�ocke� die den Prozessoren
zugeordnet sind� zwischen je zwei Prozessoren ausgetauscht und gepr�uft� ob das
Kommunikationsverhalten g�unstiger wird�

����� Software�Pakete

In j�ungster Zeit werden Methoden zur parallelen Bearbeitung von Problemen mit
d�unnbesetzten Matrizen auch in Software�Paketen ber�ucksichtigt� Diese Pakete
bieten Routinen zur parallelen L�osung von Diskretisierungsproblemen mit un�
strukturierten Gittern an� insbesondere sind Methoden zur parallelen iterativen
L�osung von linearen Gleichungssystemen und Eigenwertproblemen integriert�

Die PARTI�Routinen 
Parallel Automated Runtime Toolkit at ICASE � un�
terst�utzen die e�ziente Programmierung irregul�arer Probleme mit unstruktu�
rierten Gittern ���� ����� Die Routinen werden u� a� in CFD�Programmen 
Com�
putational Fluid Dynamics� und Verfahren zur L�osung von linearen Gleichungs�
systemen mit d�unnbesetzter Koe�zientenmatrix eingesetzt� Bei Verwendung der
PARTI�Routinen zur Parallelisierung eines sequentiellen Programms ist es Auf�
gabe des Benutzers� eine geeignete Datenverteilung f�ur ein spezielles Problem
vorzugeben� Dazu kann z�B� eine g�unstige Zerlegung des Diskretisierungsgit�
ters betrachtet werden� Zur Verteilung der Datenstrukturen des sequentiellen
Programms und zum Zugri� auf die verteilten Daten sind komfortable Routinen
vorhanden� Diese Routinen leisten u� a� die Umrechnung von globalen Indizes
im sequentiellen Verfahren auf lokale Indizes der verteilten Datenstrukturen und
unterst�utzen den Austausch von Daten zwischen den einzelnen Prozessoren� Die
Informationen �uber Verteilung und Adressierung der Daten sind in umfangreichen
Tabellen abgelegt� die zus�atzlichen Speicherplatz erfordern�

Software�Bibliotheken� die parallelisierte iterative Verfahren enthalten� wer�
den in ����� �	��� und �	�
� vorgestellt� Weitere Software�Pakete sind in ����� ��	�
und �	�	� beschrieben� Dar�uber hinaus existieren Initiativen zur Parallelisierung
sequentieller Software�Bibliotheken f�ur iterative Verfahren ���� �	�
� �		
�� In
den meisten Bibliotheksverfahren ist jedoch die Berechnung der Matrix�Vektor�
Produkte nicht spezi�ziert� sondern lediglich als Aufruf eines Unterprogramms�
das der Benutzer implementieren mu�� vorhanden� Der Grund ist die gro�e An�
zahl unterschiedlicher Speichertechniken und Modi�kationen dieser Schemata f�ur
d�unnbesetzte Matrizen� Ein Standard existiert bis heute nicht� Einige Bibliothe�
ken enthalten Implementierungen f�ur parallele Matrix�Vektor�Produkte in weit
verbreiteten Formaten wie dem CRS� und dem ITPACK�Schema�
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����� Parallelisierende Compiler

Die automatische Parallelisierung sequentieller Programme� die irregul�are Struk�
turen wie d�unnbesetzte Matrizen enthalten� durch parallelisierende Compiler
kann durch Spracherweiterungen imperativer Programmiersprachen unterst�utzt
werden� Insbesondere sind Erweiterungen zur Datenverteilung f�ur irregul�are
Strukturen und zum Zugri� auf die verteilten Daten erforderlich� Die PARTI�
Routinen wurden u� a� f�ur die Verwendung in parallelisierenden Compilern auf
Parallelrechnern mit verteiltem Speicher entwickelt ���� �	���� Ferner existieren
Initiativen zur Integration derartiger Spracherweiterungen in HPF 
High Perfor�
mance FORTRAN �� FORTRAN D und Vienna FORTRAN �	� ���� �	����

	�� Entwickelte Verfahren

Bei den im Rahmen dieser Arbeit entwickelten parallelen Verfahren zur L�osung
von Gleichungssystemen und Eigenwertproblemen werden Datenverteilung und
Kommunikationsschema in einem Vorverarbeitungsschritt ermittelt� Ausgangs�
punkt ist die Analyse der Besetzungsstruktur der Matrix� Die Methoden sind f�ur
allgemeine d�unnbesetzte Matrizen geeignet�

Die Datenverteilung geschieht automatisch nach dem Kriterium aus ��� und
ber�ucksichtigt neben der Berechnung von Matrix�Vektor�Produkten auch alle

�ubrigen Vektor�Operationen des iterativen Verfahrens� Die Verteilung braucht
nicht abh�angig von der spezi�schen Struktur der Matrix oder des Diskretisie�
rungsgitters vorgegeben zu werden� Jedem Prozessor werden aufeinanderfol�
gende� vollst�andige Zeilen der Matrix zugeteilt� jedoch k�onnen die Prozessoren
eine unterschiedliche Anzahl von Zeilen erhalten�

Zur Reduzierung von Wartezeiten werden im Kommunikationsschema Rech�
nung und Datenaustausch �uberlappend durchgef�uhrt� d� h� w�ahrend sich angefor�
derte Daten auf dem Verbindungsnetzwerk der Prozessoren be�nden� wird mit
lokalen Daten gerechnet� Zu diesem Zweck wird eine verteilte Datenstruktur
verwendet� in der die Matrix�Daten abh�angig vom Kommunikationsschema in
Bl�ocken angeordnet werden 
s� �����

Dar�uber hinaus wird die Neuverteilung der Matrix�Daten zur Laufzeit unter
Ber�ucksichtigung des Kommunikationsschemas untersucht� Dabei werden Seg�
mente von Zeilen der Matrix ausgetauscht�

Ferner wird ein Kommunikationsschema f�ur unabh�angige Matrix�Vektor�Pro�
dukte der Form As und AT t betrachtet� Operationen dieser Art treten z�B� im
QMR�Verfahren aus ����	 und im BiCG�Algorithmus �
�� auf� Das entwickelte
Schema reduziert den Kommunikationsaufwand durch Kopplung des Datenaus�
tauschs der beiden Operationen�

Die entwickelten Methoden f�ur parallele Operationen mit d�unnbesetzten Ma�
trizen eignen sich f�ur den Einsatz in parallelen Software�Paketen� Dar�uber hinaus
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ist die Verwendung als Spracherweiterungen in imperativen Programmiersprachen
f�ur Parallelrechner m�oglich�
In Zusammenarbeit mit dem Lehrstuhl f�ur Informatik II der RWTH Aachen

wurden einige Methoden zur parallelen Matrix�Vektor�Multiplikation als algo�
rithmische Skelette in eine funktionale Programmiersprache integriert �	���� Ein
Vorteil der funktionalen Sprachen gegen�uber den imperativen Sprachen ist die
implizite Parallelit�at 
s� auch �������
Untersuchungen hinsichtlich der E�zienz der im Rahmen dieser Arbeit ent�

wickelten iterativen Verfahren auf Parallelrechnern mit verteiltem Speicher sind
in �	
������� ��
�� ���� und �	��� beschrieben�

	�� Datenverteilung

Zur Parallelisierung eines iterativen Verfahrens auf einem Parallelrechner mit
verteiltem Speicher m�ussen zun�achst alle Daten des Algorithmus geeignet auf die
einzelnen Prozessoren verteilt werden� Neben der Verteilung der skalaren und
Vektor�Daten ist die Verteilung der Elemente der d�unnbesetzten Matrix entschei�
dend f�ur die E�zienz der Methode� Bei den im Rahmen dieser Arbeit betrachte�
ten Verteilungen werden jedem Prozessor aufeinanderfolgende� vollst�andige Zeilen
bzw� Spalten der Matrix zugeordnet� Die Segmentierung der Vektor�Daten ent�
spricht der Zeilen�Aufteilung der Matrix� Besitzt ein Prozessor die i�te Zeile der
Matrix� so erh�alt er auch die i�te Komponente aller Vektoren� Skalare Daten wer�
den jedem Prozessor zugeteilt� so da� skalare Berechnungen auf jedem Prozessor
lokal durchgef�uhrt werden k�onnen�
Die Verteilung der Elemente einer d�unnbesetzten Matrix kann nach unter�

schiedlichen Kriterien erfolgen� Jeder Prozessor kann z�B� ungef�ahr gleich viele
Zeilen oder ann�ahernd gleich viele Nichtnull�Elemente der Matrix erhalten� Ziel
des Kriteriums� das hier betrachtet wird� ist die gleichm�a�ige Aufteilung sowohl
der Matrix�Vektor� als auch aller �ubrigen Vektor�Operationen eines iterativen
Verfahrens auf die einzelnen Prozessoren� Im folgenden wird die Aufteilung einer
Matrix der Ordnung n mit e Nichtnull�Elementen auf p Prozessoren nach diesem
Kriterium beschrieben�
Beginnend bei Prozessor � erhalten die Prozessoren k� k � �� 	� � � � � p�	� mit

aufsteigender Prozessornummer nk aufeinanderfolgende Zeilen mit insgesamt ek
Nichtnull�Elementen� so da�

n �
p��X
k��

nk und e �
p��X
k��

ek

gilt� Die Nummer der ersten Zeile gk der Matrix� die Prozessor k zugewiesen
wird� ist durch

gk � 	 !
k��X
i��

ni
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gegeben� Bezeichnet ferner zi die Anzahl der Nichtnull�Elemente der Zeile i mit
e �

Pn
i�� zi� so wird die Anzahl der Nichtnull�Elemente ek des Prozessors k wie

folgt berechnet�

ek
gk� nk� �
gk�nk��X

i�gk

zi�

Zur gleichm�a�igen Verteilung der Operationen eines iterativen Verfahrens
m�ussen die Werte nk geeignet bestimmt werden� Die Anzahl der Operatio�
nen eines Matrix�Vektor�Produkts ist proportional zur Anzahl e der Nichtnull�
Elemente der Matrix� alle �ubrigen Vektor�Operationen sind proportional zur Zei�
lenanzahl n� Werden pro Iterationsschritt s Matrix�Vektor�Produkte berechnet�
so betr�agt der Gesamtaufwand c�s e ! c�n ! c� mit den Zeitkonstanten c�� c�
und c�� Die Konstante c� beschreibt den Aufwand f�ur skalare Operationen und
wird in den folgenden �Uberlegungen� die sich auf gro�e Matrizen beziehen� ver�
nachl�assigt� Der Anteil der Operationen des Prozessors k am Gesamtaufwand
eines Iterationsschritts ist durch

s ek ! �nk

s e! �n
mit � � IR 
��	�

gegeben� Der Parameter � ist einerseits ein Ma� f�ur die Anzahl der Vektor�
Vektor�Operationen� die zus�atzlich zu den Matrix�Vektor�Multiplikationen in je�
dem Iterationsschritt durchgef�uhrt werden� Andererseits ber�ucksichtigt � die
Ausf�uhrungszeiten von arithmetischen� logischen und Speicher�Operationen auf
dem verwendeten Prozessor� Aus diesem Grund ist � sowohl von dem Algo�
rithmus des iterativen Verfahrens als auch von der Architektur des verwendeten
Prozessors abh�angig� Die Rechenlast ist gleichm�a�ig auf die einzelnen Prozes�
soren verteilt� wenn jeder Prozessor den p�ten Teil aller Operationen durchf�uhrt�
Daher wird die Verteilung der Zeilen der Matrix durch das Kriterium

nk �

����������
���������

min
��t�n�gk��

�
t

����� s ek
t� ! �t

s e! �n
� 	

p



f�ur k � �� 	� � � � � q

n�
qX

i��

ni f�ur k � q ! 	

� f�ur k � q ! �� � � � � p�	


����

festgelegt� Die Ungleichung in 
���� kann f�ur die Prozessoren � bis q erf�ullt
werden� Sind weitere Zeilen vorhanden� erh�alt diese Prozessor q!	� Die Prozes�
soren q!� bis p�	 erhalten keine Daten� Der letztere Fall tritt auf� wenn kleine
Probleme mit vielen Prozessoren berechnet werden� Bei gro�en d�unnbesetzten
Matrizen gilt gew�ohnlich q � p� 	 oder q ! 	 � p� 	�
Der Anteil der Matrix�Vektor�Produkte am Gesamtaufwand eines Iterations�

schritts ergibt sich mit 
��	� zu

aMVP � s e

s e! �n
�

	

	 ! ��
s zmean�

����
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mit zmean � e�n als der mittleren Anzahl von Nichtnull�Elementen pro Zeile der
Matrix� Dar�uber hinaus ist durch 
���� ein Mittel gegeben� � f�ur einen bestimmten
Algorithmus und einen bestimmten Prozessortyp zu messen� Wird aMVP durch
Zeitmessungen ermittelt� so kann � durch

� � 
 	

aMVP
� 	�s zmean

n�aherungsweise bestimmt werden� Auf den INTEL�Prozessoren i��� XR des
iPSC���� und i��� XP des PARAGON ergeben Zeitmessungen die in Tabelle ��	
zusammengefa�ten N�aherungen von � f�ur die betrachteten iterativen Verfahren�

Iterative Methode s �

CG 	 � �
CG mit pol� Vorkond� m! 	 � �CG
QMR � � 	�
TFQMR � � 	�
Lanczos�Tridiagonal� 	 � �

Tabelle ���� N�aherungen des Parameters der Datenverteilung f�ur die Prozes�
soren i��� XR und i��� XP

Ein hoher Wert von � weist auf eine gro�e Anzahl von Vektor�Operationen
hin� die pro Iterationsschritt zus�atzlich zu den Operationen f�ur die Matrix�Vektor�
Produkte durchgef�uhrt werden� Da im CG�Verfahren mit polynomialer Vorkon�
ditionierung bei Verwendung eines Polynoms vom Grad m gegen�uber der unvor�
konditionierten Methode im wesentlichen m zus�atzliche Matrix�Vektor�Produkte
berechnet werden� ist eine N�aherung f�ur � durch �CG mit �CG als dem Wert f�ur
die CG�Iteration gegeben� Je dominanter der Aufwand f�ur die Berechnung des
Matrix�Vektor�Produkts im CG�Verfahren ist� desto h�oher ist die G�ute dieser
N�aherung�
Schwankungen in den Werten f�ur � bei verschiedenen d�unnbesetzten Matri�

zen k�onnen durch ein unterschiedliches Speicherzugri�sverhalten auftreten� Bei
kleinen Matrizen� die z� B� vollst�andig in den Prozessor�Cache passen� kann ein an�
deres Speicherzugri�sverhalten als bei gro�en Matrizen vorliegen� Ebenso f�uhren
regelm�a�ig strukturierte Matrizen wie Diagonal� oder Tridiagonalmatrizen zu
einem g�unstigeren Speicherzugri�sverhalten als unregelm�a�ig besetzte Matrizen�
Bei den im Rahmen dieser Arbeit betrachteten gro�en unregelm�a�ig besetzten
Matrizen wurden jedoch lediglich geringf�ugige Schwankungen in den Werten von
� bei gleichem Prozessortyp und Algorithmus f�ur unterschiedliche Matrizen be�
obachtet�
Durch spezielle Werte des Parameters � k�onnen die Daten gem�a� den beiden

anderen oben erw�ahnten Kriterien verteilt werden� Bei � � � werden jedem Pro�
zessor ann�ahernd gleich viele Nichtnull�Elemente zugeteilt� Im Grenzfall � ��
erh�alt jeder Prozessor ungef�ahr gleich viele Zeilen�



��� Datenverteilung ��

Im folgenden wird die Datenverteilung gem�a� Kriterium 
���� anhand der
Matrix 
���� veranschaulicht� Die Matrix ist in Abbildung ��	 im CRS�Schema
gespeichert� Die Elemente des Felds col ind werden f�ur unterschiedliche Werte
des Parameters � auf vier Prozessoren verteilt� Die Verteilung des Felds value
erfolgt analog� Durch Analyse des Felds row ptr kann jeder Prozessor parallel
ermitteln� welcher Zeilen�Bereich welchen Prozessoren zugeordnet wird� da alle
Informationen zur Auswertung von 
���� im Feld row ptr abgelegt sind�
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 �� �� �� �� �� �� �� ��

row ptr�

	 � � � 	� 	� 	
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Abbildung ���� CRS�Speicherschema

In Abbildung ��� ist der Grenzfall � �� dargestellt� Jeder Prozessor erh�alt
gleich viele Zeilen�

Abbildung ��� zeigt die Verteilung f�ur � � �� Jedem Prozessor werden gleich
viele Nichtnull�Elemente zugewiesen�

In Abbildung ��� ist das Feld col ind f�ur � � 	� und s � � auf vier Prozes�
soren verteilt�
F�ur die drei Werte von � ergeben sich in den Abbildungen ��� bis ��� drei

unterschiedliche Verteilungen der Zeilen der Matrix�
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Abbildung ���� Datenverteilung f�ur � � 	� und s � �
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	�� Kommunikationsschemata

Auf einem Parallelrechner mit verteiltem Speicher erfordert die Berechnung der
Matrix�Vektor�Produkte Kommunikation� da die Prozessoren lediglich Segmente
der Vektoren besitzen� Im folgenden werden Kommunikationsschemata f�ur die
zeilen� und spaltenweise Matrix�Vektor�Multiplikation beschrieben� denen die
oben betrachtete Datenverteilung zugrundeliegt�
Neben der Matrix�Vektor�Multiplikation werden in jedem Iterationsschritt

einer iterativen Methode skalare Operationen� Vektoradditionen und Skalarpro�
dukte berechnet� Skalare Berechnungen werden auf jedem Prozessor lokal durch�
gef�uhrt� Linearkombinationen von Vektoren k�onnen bei der betrachteten Daten�
verteilung ohne Datenaustausch ermittelt werden� Zur Berechnung von Skalar�
produkten hingegen ist globale Synchronisation erforderlich� Jeder Knoten k
berechnet zun�achst den lokalen Anteil lk des Skalarprodukts xTy

lk �
gk�nk��X

i�gk

xiyi�

Anschlie�end werden die lokalen Werte aller Prozessoren summiert�

xTy �
p��X
k��

lk�

Bei einer hohen Prozessorzahl ist die Synchronisation aller Prozessoren aufwen�
dig� Die in dieser Arbeit verfolgte Strategie zur Reduzierung des Aufwands f�ur
globale Synchronisation ist die Minimierung der Synchronisationspunkte� Zu
diesem Zweck wurden in Kapitel � modi�zierte Algorithmen des CG�Verfahrens
und der Lanczos�Tridiagonalisierung eingef�uhrt �	�� ��
� ����� In �	��� sind �ahnli�
che Ans�atze f�ur iterative L�osungsverfahren unsymmetrischer Gleichungssysteme
enthalten� Ferner kann die Gesamtzahl der Synchronisationspunkte des CG�
Verfahrens durch Vorkonditionierung reduziert werden� Gleiches gilt f�ur die Ver�
wendung einer geeigneten Vorkonditionierung f�ur Methoden zur L�osung unsym�
metrischer Gleichungssysteme�

����� Analyse der Indizes

Durch Analyse der Zeilen� bzw� Spaltenindizes der Nichtnull�Elemente der Ma�
trix kann ermittelt werden� welche Daten mit welchen Prozessoren zur Berech�
nung der Matrix�Vektor�Produkte ausgetauscht werden m�ussen� Die Indizes der
Nichtnull�Elemente sind durch die symbolische Struktur der Matrix bestimmt�
die Werte der Elemente sind zur Ermittlung des Kommunikationsschemas uner�
heblich� Die Indizes der lokalen Zeilen bzw� Spalten werden parallel auf allen
Prozessoren analysiert� dies soll m�oglichst e�zient durchgef�uhrt werden� Im fol�
genden wird die Analyse der Zeilenindizes f�ur die zeilenweise Matrix�Vektor�Mul�
tiplikation ausgehend von der Datenverteilung aus Abbildung ��� beschrieben�
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Die Kommunikation f�ur diese Operation geschieht �uber die Komponenten des
Vektors des Matrix�Vektor�Produkts� Bei der spaltenweisen Matrix�Vektor�Mul�
tiplikation wird die gleiche Analyse durchgef�uhrt� Lediglich die Ergebnisse sind
auf andere Weise zu interpretieren� da hier Komponenten des Ergebnisvektors
des Matrix�Vektor�Produkts ausgetauscht werden�
Bei der zeilenweisen Matrix�Vektor�Multiplikation y � Ax f�uhrt die Opera�

tion des Prozessors k

yi �
nX

j��

aijxj� i � gk� � � � � gk!nk�	� 
����

zu einem Zugri� auf Komponenten des Vektors x� die anderen Prozessoren zu�
geteilt sind� Bei einer d�unnbesetzten Matrix A brauchen bei dieser Operation
lediglich die Nichtnull�Elemente einer Zeile ber�ucksichtigt zu werden� Die Spal�
tenindizes der Nichtnull�Elemente geben an� auf welche Komponenten des Vektors
x zugegri�en wird 
s� auch Abbildung ��	��� Ist auf jedem Prozessor die Zeilen�
Verteilung der Matrix bekannt� kann ermittelt werden� welchem Prozessor die
jeweilige Komponente zugeordnet ist�
Um die Analyse der Spaltenindizes zu erleichtern� werden zun�achst alle Spal�

tenindizes einer Zeile im Speicherschema der Gr�o�e nach in aufsteigender Rei�
henfolge geordnet� Entsprechend der Reihenfolge der Spaltenindizes werden die
Werte der Nichtnull�Elemente sortiert� Bei der betrachteten Verteilung der Zeilen
der Matrix sind dann pro Zeile die Elemente� die zu einem Zugri� auf Vektorkom�
ponenten eines bestimmten Prozessors f�uhren� hintereinander abgelegt� Zus�atz�
lich kann die Umordnung das Speicherzugri�sverhalten einer Implementierung
der Matrix�Vektor�Multiplikation auf einem Rechner g�unstig beein�ussen� da pro
Zeile bei der Operation 
���� auf Komponenten von x mit aufsteigendem Index
zugegri�en wird� Abbildung ��� zeigt das Speicherschema nach der Umordnung
ausgehend von der Darstellung in Abbildung ���� Zus�atzlich ist die Verteilung
des Vektors x auf die Prozessoren angegeben� x	k
 bezeichnet das Segment des
Vektors x� das Prozessor k zugeteilt ist�
Anschlie�end wird auf jedem Prozessor durch Analyse der Spaltenindizes je�

der Zeile ermittelt� welche Komponenten des Vektors von anderen Prozessoren
angefordert werden m�ussen� Zur Analyse und Speicherung dieser Information
wird die Datenstruktur aus Abbildung ��� verwendet�

pfrom�k bezeichnet die Anzahl der Prozessoren� von denen auf Prozessor k Da�
ten empfangen werden� nmax ist die maximale Anzahl der Zeilen� die einem der
Prozessoren h� h � �� � � � � p � 	� zugeordnet sind� In einer Spalte des Felds
from proc sind die Indizes der Vektorkomponenten eines bestimmten Prozes�
sors� die von Prozessor k ben�otigt werden� abgelegt� Das Feld proc id enth�alt
die jeweilige Prozessornummer und das Feld num ind die Anzahl der Indizes� Zur
Analyse der Spaltenindizes wird from proc mit einem ung�ultigen Wert vorbe�
setzt� W�ahrend der Analyse werden die Indizes� die zu einem Zugri� auf die
Vektorkomponenten anderer Prozessoren f�uhren� in den entsprechenden Spalten
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Abbildung ���� Ordnen der Spaltenindizes

RECEIVE � record

from proc � array �	��nmax� 	��pfrom�k� of INTEGER
proc id � array �	��pfrom�k� of INTEGER
num ind � array �	��pfrom�k� of INTEGER

end record

Abbildung ���� Datenstruktur zur Analyse der Spaltenindizes

eingetragen� F�uhrt ein Spaltenindex j auf Prozessor k zu einem Zugri� auf die
Vektorkomponente j von Prozessor m� so wird j in der zugeh�origen Spalte von
from proc an Position j�gm!	 gespeichert� Nach der Analyse werden alle Indizes
der Vektorkomponenten� die ben�otigt werden� zum jeweiligen Spaltenbeginn hin
verschoben und die Anzahl der Indizes pro Spalte ermittelt� Damit ist festgelegt�
welche Daten auf jedem Prozessor von anderen Prozessoren empfangen werden�
In Abbildung ��� ist die Analyse der Spaltenindizes f�ur die Daten von Prozessor 	
aus Abbildung ��� dargestellt�

�
�� bezeichnet einen ung�ultigen Wert� Auf Pro�

zessor 	 werden von Prozessor � die Vektorkomponenten 	 und �� von Prozessor �
die Komponente � und von Prozessor � die Komponente � ben�otigt�

Nachdem auf jedem Prozessor bekannt ist� welche Daten von anderen Pro�
zessoren ben�otigt werden� wird diese Information an die Prozessoren� auf denen
die ben�otigten Daten lokal vorhanden sind� weitergegeben� Anschlie�end liegt
auf jedem Prozessor fest� welche lokalen Daten an andere Prozessoren gesendet
werden m�ussen� Die Indizes dieser lokalen Vektorkomponenten werden in der
Datenstruktur aus Abbildung ��� abgelegt�

pto�k ist die Anzahl der Prozessoren� an die von Prozessor k Daten gesendet
werden� Im Feld to proc sind die Indizes der Vektorkomponenten� die �ubermit�
telt werden� analog zur Datenstruktur aus Abbildung ��� gespeichert� Abbildung
��
 zeigt die Speicherung dieser Indizes f�ur Prozessor 	 aus Abbildung ���� Die
Vektorkomponenten � und � von Prozessor 	 m�ussen an Prozessor � gesendet
werden� die Komponente � wird von den Prozessoren � und � ben�otigt�
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from proc�
	 � �
� � �
� � �

proc id�
� � �

num ind�
� � �

��

from proc�
	 � �
� � �
� � �

proc id�
� � �

num ind�
� 	 	

Abbildung ��
� Analyse der Spaltenindizes� Prozessor 	

SEND � record

to proc � array �	��nmax� 	��pto�k� of INTEGER
proc id � array �	��pto�k� of INTEGER
num ind � array �	��pto�k� of INTEGER

end record

Abbildung ��	� Datenstruktur zur Speicherung der Indizes der Komponenten�
die gesendet werden

to proc�
� � �
� � �
� � �

proc id�
� � �

num ind�
� 	 	

Abbildung ���� Speicherung der Indizes der Komponenten� die gesendet wer�
den� Prozessor 	
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����� Zeilenweise Matrix�Vektor�Multiplikation

Zur e�zienten Durchf�uhrung der Matrix�Vektor�Multiplikation auf einem Paral�
lelrechner mit verteiltem Speicher werden die Matrix�Felder umgeordnet� Ziel der
Umordnung ist die Reduzierung von Wartezeiten durch �Uberlappung von lokalen
Berechnungen und Transferzeiten f�ur erforderliche nicht�lokale Daten� Im folgen�
den wird zun�achst ein Schema zur Umordnung der Matrix�Daten in Bl�ocke f�ur
die zeilenweise Matrix�Vektor�Multiplikation vorgestellt� Anschlie�end wird die
Neuverteilung dieser Bl�ocke auf die Prozessoren des Rechnersystems zur Laufzeit
beschrieben� Beide Umordnungen f�uhren zu einem unterschiedlichen Ablauf und
Kommunikationsschema der Matrix�Vektor�Multiplikation�

Umordnung der Matrix
Daten in Bl�ocke

Auf Prozessor k werden nach der Analyse der Spaltenindizes die Daten im Spei�
cherschema der d�unnbesetzten Matrix derart sortiert� da� die Daten� die zu einem
Zugri� auf Vektorkomponenten von Prozessor h f�uhren� hintereinander abgelegt
sind� Die Elemente dieses Blocks h sind zeilenweise und pro Zeile nach aufstei�
gendem Spaltenindex geordnet� Block k ist der erste Block im Speicherschema
von Prozessor k und enth�alt die Daten� die zu einem Zugri� auf lokale Vektor�
komponenten f�uhren�
Abbildung ��	� zeigt das Prinzip der Umordnung ausgehend von Abbildung

��� f�ur das Spaltenindex�Feld von Prozessor 	� Die Indizes� die zu einem Zugri�
auf nicht�lokale Daten f�uhren� sind fett gedruckt� Unter den Bl�ocken ist die
Blocknummer angegeben�

col ind

Prozessor 	� � � � � 
 	 � � 


col ind

Umordnung� � � � � � � 
 
 	

	 � � �

Abbildung ����� Umordnung in Bl�ocke

Die Elemente von Block 	 f�uhren bei der Matrix�Vektor�Multiplikation zu
einem Zugri� auf lokale Vektorkomponenten� w�ahrend die Daten der Bl�ocke �� �
und � einen Zugri� auf Vektorkomponenten der Prozessoren �� � und � in dieser
Reihenfolge erfordern�
In Abbildung ��		 ist die Datenstruktur zur Speicherung der blockweise sor�

tierten Matrix�Daten von Prozessor k� k � �� � � � � p�	� ausgehend vom CRS�
Schema dargestellt�
In den Feldern value und col ind sind die Matrix�Daten von Prozessor k in

der Reihenfolge der Bl�ocke abgelegt� bk bezeichnet die Anzahl der Bl�ocke und
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MATRIX � record

value � array �	��ek� of REAL
col ind � array �	��ek� of INTEGER
row ptr � array �	��nk!	� 	��bk� of INTEGER
block id � array �	��bk� of INTEGER

end record

Abbildung ����� Verteilte Datenstruktur bei blockweiser Sortierung

entspricht pfrom�k !	� Die Elemente der Spalten des Felds row ptr verweisen pro
Block auf die Position des Beginns einer Zeile in value und col ind� Im Feld
block id ist die Nummer der Bl�ocke gespeichert� Dabei gilt block id
	� � k und
block id
i� � proc id
i� 	�� i � �� � � � � bk mit proc id aus der Datenstruktur
RECEIVE in Abbildung ���� Enth�alt eine Zeile i eines Blocks h keine Elemente�
so wird row ptr
i!	� h� � row ptr
i� h� gesetzt� Da bei der blockweisen Matrix�
Vektor�Multiplikation pro Block die gleiche Zeilen�Adressierung wie bei der Ma�
trix�Vektor�Multiplikation im CRS�Schema aus Abbildung ��	� verwendet wird�
werden dann f�ur Zeile i keine Operationen durchgef�uhrt� die Berechnung wird
mit den Elementen der Zeile i! 	 fortgesetzt�
Abbildung ��	� zeigt den gesamten Datenaustausch der zeilenweisen Matrix�

Vektor�Multiplikation f�ur das oben betrachtete Beispiel�
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Abbildung ����� Datenaustausch der zeilenweisen Matrix�Vektor�Multiplika�
tion� Umordnung in Bl�ocke

Auf Prozessor 	 z� B� werden die Vektorkomponenten 	 und � von Prozes�
sor �� die Komponente � von Prozessor � und die Komponente � von Prozessor
� empfangen� Andererseits werden von Prozessor 	 die Komponenten � und
� an Prozessor � sowie die Komponente � an Prozessor � und an Prozessor �
gesendet� Durch die entwickelte Block�Sortierung kann auf die Daten� die zu
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einem Zugri� auf die Vektorkomponenten eines bestimmten Prozessors f�uhren�
in einfacher Weise zugri�en werden� W�ahrend z�B� die Vektorkomponente � von
Prozessor � an Prozessor 	 �ubermittelt wird� k�onnen auf Prozessor 	 Berech�
nungen mit den lokalen Vektorkomponenten � und � sowie den Matrix�Daten
aus Block 	 durchgef�uhrt werden� Die �Ubertragung nicht�lokaler Daten und lo�
kale Berechnungen werden �uberlappt� Ist ferner die Komponente � auf Prozessor
	 empfangen worden� kann die Matrix�Vektor�Multiplikation unmittelbar durch
Zugri� auf die Daten von Block � fortgesetzt werden� Diese Berechnungen wer�
den m�oglicherweise �uberlappend mit der �Ubertragung der Komponenten 	 und �
von Prozessor � sowie der Komponente � von Prozessor � durchgef�uhrt�
Im folgenden wird der Ablauf der parallelen zeilenweisen Matrix�Vektor�Mul�

tiplikation mit Block�Sortierung ausf�uhrlich erl�autert� Zun�achst wird die Einbet�
tung in ein iteratives Verfahren beschrieben� Der Ablauf der im Rahmen dieser
Arbeit entwickelten parallelen iterativen Methoden ist in Abbildung ��	� darge�
stellt�
Zu Beginn wertet jeder Prozessor k Kriterium 
���� zur Bestimmung der

Datenverteilung aus� Die dazu erforderlichen Informationen sind z�B� im Feld
row ptr des CRS�Schemas enthalten� Anschlie�end werden die den einzelnen
Prozessoren zugeteilten Datens�atze parallel in den privaten Speicher der jeweili�
gen Prozessoren �ubertragen� Das Kommunikationsschema f�ur die Matrix�Vektor�
Multiplikation wird in einem Vorverarbeitungsschritt ermittelt� Nach der Analyse
der Indizes der Nichtnull�Elemente und der Umordnung der Matrix�Daten liegt
das Schema des Datenaustauschs f�ur die folgende Iteration fest�
In jedem Iterationsschritt einer iterativen Methode werden skalare Opera�

tionen und Vektoradditionen bzw� �skalierungen durchgef�uhrt� Diese Operatio�
nen erfordern keine Kommunikation� Im Gegensatz dazu f�uhren Skalarprodukte
bzw� die Bestimmung einer Norm zu globaler Synchronisation� Erst wenn der
globale Wert einer derartigen Operation auf jedem Prozessor vorliegt� werden die
Berechnungen fortgesetzt� Die Matrix�Vektor�Multiplikation ist gew�ohnlich die
aufwendigste Operation jedes Iterationsschritts� Der Ablauf wird unten erl�autert�
Neben diesen Operationen werden Abbruchkriterien �uberpr�uft� Sind diese erf�ullt�
ist die Iteration beendet� Zur Auswertung eines Abbruchkriteriums ist h�au�g die
Bestimmung einer zus�atzlichen Norm und daher ein weiterer Synchronisations�
punkt notwendig� Bei Kriterium 
���� f�ur das CG�Verfahren z�B�mu� ein globales
Maximum ermittelt werden� Bei Kriterien wie 
���� kann jedoch die Kommuni�
kation zur Normbildung mit dem Datenaustausch f�ur Skalarprodukte oder Re�
duktionen� deren Berechnung die Methode erfordert� gekoppelt werden� Werden
zur �Uberpr�ufung des Kriteriums in jedem Iterationsschritt nicht die aktuellsten
Iterierten� sondern die der beiden vorhergehenden Schritte verwendet� so kann die
erforderliche Norm an einer beliebigen Stelle im aktuellen Schritt gebildet werden�
Geschieht dies zusammen mit Skalarprodukten oder Reduktionen� so ist zus�atzli�
che Synchronisation nicht notwendig� Gegen�uber dem urspr�unglichen Verfahren
wird ein weiterer Iterationsschritt durchgef�uhrt� jedoch wird in jedem Schritt ein
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Abbildung ����� Ablauf eines iterativen Verfahrens auf einem Parallelrechner
mit verteiltem Speicher
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Senden der Daten, die von anderen Prozessoren
benötigt werden, asynchron

Empfangen der nicht-lokalen Daten für die
Matrix-Vektor-Multiplikation, asynchron

Matrix-Vektor-Multiplikation mit lokalen Vektorkomponenten,
gegebenenfalls weitere lokale Berechnungen

k=0 1 p-1...

Matrix-Vektor-Multiplikation mit den Daten des Prozessors
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Prozessors verfügbar?

nein nein nein
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Abbildung ����� Ablauf der parallelen zeilenweisen Matrix�Vektor�Multiplika�
tion mit Block�Sortierung

Synchronisationspunkt gespart� In der Lanczos�Methode erfordert die Auswer�
tung der Abbruchkriterien die L�osung eines tridiagonalen Eigenwertproblems� In
����� wird ein paralleles L�osungsverfahren f�ur dieses Problem beschrieben�

Nach Abbruch der Iteration wird die Gesamtl�osung auf Prozessor � aus den
Teill�osungen der einzelnen Prozessoren zusammengesetzt und ausgegeben�

Abbildung ��	� zeigt den Ablauf der parallelen zeilenweisen Matrix�Vektor�
Multiplikation mit Block�Sortierung�

Zun�achst werden auf jedem Prozessor die Vektorkomponenten� die andere
Prozessoren ben�otigen� asynchron gesendet� Unmittelbar nach Aufsetzen der
asynchronen Empfangsroutinen zum Empfang nicht�lokaler Komponenten wird
der Teil der Matrix�Vektor�Multiplikation berechnet� der lediglich den Zugri� auf
lokale Vektorkomponenten erfordert� Wenn es der Algorithmus der iterativen Me�
thode zul�a�t� werden weitere lokale Berechnungen des Iterationsschritts an dieser
Stelle durchgef�uhrt� Anschlie�end wird gewartet� bis die Daten irgendeines Pro�
zessors angekommen sind und die Matrix�Vektor�Multiplikation mit diesen Wer�
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ten fortgesetzt� Danach werden die Daten weiterer Prozessoren erwartet� bis die
Matrix�Vektor�Multiplikation abgeschlossen ist� Rechnung und Kommunikation
�uberlappen� w�ahrend sich angeforderte Daten auf dem Netzwerk be�nden� wird
mit lokalen oder bereits angekommenen Daten anderer Prozessoren gerechnet�

Neuverteilung der Bl�ocke

Ausgangspunkt zur Ermittlung eines weiteren Kommunikationsschemas der zei�
lenweisen Matrix�Vektor�Multiplikation ist die oben beschriebene Block�Sortie�
rung der Daten� Zur Laufzeit werden diese Daten�Bl�ocke neu auf die einzelnen
Prozessoren verteilt� Jedem Prozessor werden die Bl�ocke zugewiesen� die lediglich
zu einem Zugri� auf lokale Komponenten des Vektors der Matrix�Vektor�Multi�
plikation auf dem Prozessor f�uhren� Das Ziel der Neuverteilung der Bl�ocke ist
eine erh�ohte Anzahl lokaler Berechnungen auf den einzelnen Prozessoren�
Nach der Neuverteilung der Bl�ocke werden auf jedem Prozessor k die Teil�

ergebnisse y	k�l
 des Ergebnisvektors y der Matrix�Vektor�Multiplikation y � Ax
berechnet� Der Index l gibt die Nummer des Prozessors an� dem das zugeh�orige
Segment des Ergebnisvektors y zugeteilt ist� Das Teilergebnis y	k�k
 ist das lokale
Teilergebnis des Prozessors k� die �ubrigen Teilergebnisse y	k�l
 mit l 
� k werden
nach der Berechnung auf Prozessor k an die Prozessoren l� l 
� k� gesendet� Nach
dem Empfang der Daten auf den jeweiligen Prozessoren werden die Teilergebnisse
zu den entsprechenden Komponenten des lokalen Ergebnisses addiert�
Abbildung ��	� zeigt die Neuverteilung der Bl�ocke ausgehend von der Block�

Sortierung der Daten f�ur das oben betrachtete Beispiel� Unter den neu verteilten
Bl�ocken ist die Blocknummer angegeben� Der erste Index bezeichnet die Num�
mer des Prozessors� auf dem der Block lokal vorhanden ist� der zweite Index
entspricht der Nummer des Prozessors� von dem der Block stammt� An den letz�
teren Prozessor wird das Teilergebnis der Matrix�Vektor�Multiplikation� das mit
den Daten dieses Blocks bestimmt wird� gesendet�
Auf Prozessor 	 z� B� wird mit den Daten des ersten Blocks das lokale Ergebnis

y	���
 berechnet� Mit den Daten des zweiten� dritten und vierten Blocks werden
die Teilergebnisse y	���
� y	���
 und y	���
 der Prozessoren �� � und � bestimmt�
Die Neuverteilung der Bl�ocke bedingt �Anderungen in den Datenstrukturen

RECEIVE und SEND aus den Abbildungen ��� und ���� Die Elemente des Felds
num ind in der Datenstruktur SEND enthalten nach der Neuverteilung der Daten
die Anzahl der nicht leeren Zeilen der Bl�ocke k� l mit l 
� k� Diese Zahl entspricht
der Anzahl der Komponenten der Teilergebnisse von Prozessor l� die mit den
Daten aus Block k� l auf Prozessor k berechnet werden� In den Spalten des Felds
to proc sind anstelle der Indizes der Vektorkomponenten die Indizes der Kompo�
nenten der Teilergebnisse hintereinander abgelegt� Die Nummer der Prozessoren�
an die Teilergebnisse gesendet werden� ist in proc id gespeichert und entspricht
dem Index l der Bl�ocke k� l mit l 
� k� In der Datenstruktur RECEIVE sind die
entsprechenden Daten der Bl�ocke von Prozessor k abgelegt� die bei der Neuver�
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Abbildung ����� Datenverteilung vor und nach der Neuverteilung der Bl�ocke

teilung anderen Prozessoren zugewiesen werden� Die Anzahl der Komponenten
der Teilergebnisse� die Indizes dieser Komponenten und die Nummer der Pro�
zessoren� von denen auf Prozessor k Teilergebnisse empfangen werden� sind in
den Feldern num ind� from proc und proc id gespeichert� Das Kommunikati�
onsschema der Matrix�Vektor�Multiplikation nach der Neuverteilung der Bl�ocke
erfordert den Austausch von Daten mit denselben Prozessoren wie das oben be�
schriebenen Schema ohne die Neuverteilung der Bl�ocke�

Zur Speicherung der Matrix�Daten von Prozessor k� k � �� � � � � p� 	� bei
Neuverteilung der Bl�ocke wird die Datenstruktur aus Abbildung ��	� verwendet�
Der Datenstruktur liegt das CRS�Schema zugrunde� die Daten sind �ahnlich wie
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in Abbildung ��		 strukturiert�

MATRIX � record

value � array �	��eneuk � of REAL
col ind � array �	��eneuk � of INTEGER
row ptr � array �	��nmax!	� 	��bneuk � of INTEGER
block id � array �	��bneuk � of INTEGER

end record

Abbildung ����� Verteilte Datenstruktur bei Neuverteilung der Bl�ocke

Durch die Neuverteilung der Bl�ocke �andert sich gew�ohnlich sowohl die An�
zahl der Nichtnull�Elemente als auch die Anzahl der Daten�Bl�ocke pro Prozessor�
Ferner kann ein Block von Prozessor k nun Daten aus nmax Zeilen enthalten� Im
Feld block id ist die Nummer l des Blocks k� l gespeichert� Durch Verwendung
der Informationen� die in den Feldern num ind und to proc der Datenstruktur
SEND abgelegt sind� wird bei der Matrix�Vektor�Multiplikation nur auf nicht
leere Zeilen der Bl�ocke k� l mit l 
� k zugegri�en� Diese Informationen werden
bei der Ermittlung der Position der Zeilen in value und col ind durch das Feld
row ptr genutzt�
In Abbildung ��	� ist das Schema des Datenaustauschs f�ur die Datenverteilung

aus ��	� nach der Neuverteilung der Bl�ocke dargestellt� Ausgetauscht werden die
Teilergebnisse y	k�l
 mit k 
� l� die nach dem Empfang auf Prozessor l zu den
zugeh�origen Komponenten des lokalen Ergebnisses y	l�l
 addiert werden�
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Abbildung ���
� Datenaustausch der zeilenweisen Matrix�Vektor�Multiplika�
tion� Neuverteilung der Bl�ocke

Von Prozessor 	 z� B� werden an Prozessor � zwei Werte gesendet� Auf Pro�
zessor � werden diese Werte und die zweite bzw� dritte Komponente des lokalen
Ergebnisses y	���
 summiert� Andererseits wird Prozessor 	 von Prozessor � ein
Wert �ubermittelt� der zur ersten Komponente von y	���
 addiert wird�
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Abbildung ��	� zeigt den Ablauf der parallelen zeilenweisen Matrix�Vektor�
Multiplikation bei Neuverteilung der Bl�ocke�
Zun�achst werden auf jedem Prozessor asynchrone Routinen zum Empfang al�

ler erforderlichen Teilergebnisse anderer Prozessoren ausgef�uhrt� Anschlie�end
werden die Teile des Ergebnisvektors berechnet� die anderen Prozessoren �uber�
mittelt werden� Die Berechnung wird pro Daten�Block durchgef�uhrt� nach der
Ermittlung eines Teilergebnisses werden die Daten asynchron an den entsprechen�
den Prozessor gesendet� Danach werden alle lokalen Operationen des aktuellen
Iterationsschritts der iterativen Methode durchgef�uhrt� die an dieser Stelle be�
rechnet werden k�onnen� insbesondere die Berechnung des lokalen Teilergebnisses
der Matrix�Vektor�Multiplikation� Anschlie�end wird gewartet� bis die Werte
irgendeines Prozessors angekommen sind� die dann zum lokalen Ergebnisvektor
addiert werden� Schlie�lich werden die Daten weiterer Prozessoren erwartet� bis
die Matrix�Vektor�Multiplikation abgeschlossen ist� Rechnung und Kommunika�
tion werden �uberlappend durchgef�uhrt�
Da Teile des Ergebnisvektors ausgetauscht werden� erfolgt der gr�o�te Teil der

Berechnungen f�ur die parallele Matrix�Vektor�Multiplikation lokal auf den ein�
zelnen Prozessoren� Lediglich die Summation der Teilergebnisse geschieht nach
dem Erhalt der nicht�lokalen Daten� Da die Teilergebnisse jedoch zuerst be�
rechnet werden m�ussen� bevor sie �ubermittelt werden k�onnen� ist der Grad der
�Uberlappung von Rechnung und Kommunikation geringer als bei der Matrix�
Vektor�Multiplikation nach Abbildung ��	�� Ferner kann nach der Neuverteilung
der Bl�ocke die Rechenlast ungleichm�a�ig verteilt sein� einige Prozessoren k�onnen
mehr oder gr�o�ere Daten�Bl�ocke als andere besitzen� Das hier betrachtete Kom�
munikationsschema l�a�t jedoch beliebige Datenverteilungen zu� jedem Prozessor
k�onnen beliebige Teile von beliebigen� auch nicht aufeinanderfolgenden Zeilen
zugeteilt werden� Ber�ucksichtigt man die Numerierung der Knoten des Diskreti�
sierungsgitters einer speziellen FE�Anwendung� so lassen sich f�ur dieses Schema
g�unstige Datenverteilungen �nden� Die hier dargestellten Datenverteilungs� und
Kommunikationsschemata hingegen erfordern kein Wissen �uber das spezielle Pro�
blem� Datenverteilung und Kommunikationsschema werden automatisch durch
Analyse der Spaltenindizes der Nichtnull�Elemente der Matrix ermittelt�

����� Spaltenweise Matrix�Vektor�Multiplikation

F�ur die spaltenweise Matrix�Vektor�Multiplikation wird die spaltenweise Speiche�
rung der Matrix�Daten $ z�B� im CCS�Format $ vorausgesetzt� Die Verteilung
der Matrix�Spalten erfolgt analog zur in ��� beschriebenen zeilenweisen Auftei�
lung der Matrix�Daten� nk bezeichnet dann die Anzahl der Spalten und gk die
Nummer der ersten Spalte des Prozessors k� Die Segmentierung der Vektor�Daten
entspricht der Aufteilung der Matrix�Spalten�
Bei der parallelen spaltenweisen Matrix�Vektor�Multiplikation y � Ax werden

Teilergebnisse des Ergebnisvektors y zwischen den einzelnen Prozessoren ausge�
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Abbildung ���	� Ablauf der parallelen zeilenweisen Matrix�Vektor�Multiplika�
tion bei Neuverteilung der Bl�ocke
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tauscht� W�ahrend der Operation

yi �
gk�nk��X
j�gk

aijxj� i � 	� � � � � n�

auf Prozessor k werden Teilergebnisse von Komponenten des Ergebnisvektors y
berechnet� die anderen Prozessoren zugeteilt sind�
Die Analyse der Zeilenindizes der Nichtnull�Elemente der Spalten wird wie in

����	 beschrieben durchgef�uhrt� Da jedoch Teilergebnisse ausgetauscht werden�
wechseln die Datenstrukturen aus ����	 die Funktion� Die Elemente der Struk�
tur RECEIVE geben an� welche Daten an welche Prozessoren gesendet werden�
w�ahrend die Datenstruktur SEND die Information enth�alt� welche Daten von
welchen Prozessoren empfangen werden�
Die Umordnung der Matrix�Daten pro Prozessor wird analog zur Block�Sor�

tierung f�ur die zeilenweise Matrix�Vektor�Multiplikation durchgef�uhrt� Bei der
spaltenweisen Matrix�Vektor�Multiplikation sind die Elemente der Bl�ocke spal�
tenweise mit aufsteigendem Zeilenindex pro Spalte geordnet� Auf Prozessor k
wird mit den Elementen des Blocks h mit h 
� k ein Teilergebnis von Prozessor
h berechnet� Zur Speicherung der Bl�ocke wird eine �ahnliche Datenstruktur wie
in Abbildung ��		 verwendet� die Speicherung der Daten in dieser Struktur ist
spaltenorientiert�
Abbildung ��	
 zeigt das Daten�Transferschema der parallelen spaltenweisen

Matrix�Vektor�Multiplikation f�ur die Verteilung der Transponierten der Matrix

���� auf vier Prozessoren nach Kriterium 
���� mit � � 	� und s � �� Da die
Speicherung der Transponierten der Matrix im CCS�Format der Speicherung der
Matrix im CRS�Schema entspricht� erfolgen alle Zwischenschritte bis einschlie��
lich der Block�Sortierung der Matrix�Daten wie oben f�ur das zeilenweise Ver�
fahren beschrieben� Gegen�uber Abbildung ��	� geschieht der Datenaustausch in
umgekehrter Richtung�
Von Prozessor 	 z� B� werden an Prozessor � Teilergebnisse der Komponenten

	 und � des Ergebnisvektors y gesendet und dort zur ersten und dritten Kompo�
nente des lokalen Vektors y	�
 addiert� Auf Prozessor 	 werden andererseits von
Prozessor � Teilergebnisse der Komponenten � und � von y empfangen� Diese
Werte und die lokalen Komponenten y

	�

� und y

	�

� werden summiert�

Die Strategie f�ur die �Uberlappung von Rechnung und Kommunikation bei
der spaltenweisen Matrix�Vektor�Multiplikation ist die gleiche wie beim zeilen�
weisen Verfahren nach Neuverteilung der Bl�ocke� Der Ablauf der spaltenwei�
sen Methode entspricht dem Schema aus Abbildung ��	�� Teilergebnisse werden
zun�achst berechnet und dann gesendet� Gegen�uber dem zeilenweisen Verfah�
ren aus Abbildung ��	� ist dies ein Nachteil� da der Grad der �Uberlappung von
Rechnung und Kommunikation geringer ist� Die Anzahl der lokalen Operationen�
bevor mit nicht�lokalen Daten gerechnet wird� ist jedoch h�oher� da nach dem
Empfang nicht�lokaler Werte lediglich eine Summation von Vektorkomponenten
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Abbildung ����� Datenaustausch der spaltenweisen Matrix�Vektor�Multiplika�
tion� Umordnung in Bl�ocke

durchgef�uhrt wird� Gegen�uber der zeilenweisen Methode mit Neuverteilung der
Bl�ocke hat das spaltenweise Verfahren den Vorteil� da� die gleichm�a�ige Vertei�
lung der Rechenlast nach 
���� gegeben ist und nicht durch Neuverteilung der
Daten beein�u�t wird�

����� Kopplung des zeilen� und spaltenweisen Verfah�
rens

In den iterativen Methoden QMR aus ����	 und BiCG �
�� werden in jedem
Iterationsschritt zwei voneinander unabh�angige Matrix�Vektor�Multiplikationen
der Form y � As und z � AT t durchgef�uhrt� Ist die Matrix A z� B� im CRS�
Format gespeichert� so kann f�ur die Operation y � As das zeilenweise Verfahren
mit Block�Sortierung nach Abbildung ��	� und f�ur die Operation z � AT t der
oben beschriebene spaltenweise Algorithmus verwendet werden� Dieses Vorgehen
erlaubt f�ur beide Operationen die Verwendung derselben Datenstruktur�

Ferner kann der Datenaustausch f�ur beide Verfahren gekoppelt werden� d� h�
auf Prozessor k� k � �� � � � � p�	� werden die Daten� die auf Prozessor h zur
Berechnung der lokalen Segmente y	h
 und z	h
 ben�otigt werden� in einer Nach�
richt zusammengefa�t� Dies ist m�oglich� wenn von Prozessor k sowohl Daten zur
Berechnung von y	h
 als auch von z	h
 an Prozessor h gesendet werden� Durch
die Kopplung wird sowohl die Anzahl der Nachrichten f�ur beide Operationen
verringert als auch der Grad der �Uberlappung von Rechnung und Kommunika�
tion erh�oht� W�ahrend sich angeforderte Daten auf dem Verbindungsnetzwerk
der Prozessoren be�nden� k�onnen die lokalen Berechnungen beider Operationen
durchgef�uhrt werden�

In Abbildung ���� ist der Ablauf der gekoppelten Matrix�Vektor�Multiplika�
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Berechnen beider lokaler Ergebnisse,
gegebenenfalls weitere lokale Operationen
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               Berechnen eines Teilergebnisses eines anderen Prozessors
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Abbildung ����� Kopplung der parallelen zeilen� und spaltenweisen Ma�
trix�Vektor�Multiplikation
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tion f�ur die Operationen y � As und z � AT t dargestellt�

Zun�achst werden auf jedem Prozessor asynchrone Routinen zum Empfang
aller erforderlichen nicht�lokalen Daten ausgef�uhrt� Dies k�onnen Komponenten
von s� Teilergebnisse von Komponenten von z oder in einer Nachricht zusam�
mengefa�t Komponenten von s und Teilergebnisse von Komponenten von z sein�
Anschlie�end werden die Vektor�Daten von s� die nicht zusammen mit einem
Teilergebnis von z verschickt werden k�onnen� asynchron gesendet� Danach wer�
den die Teile des Ergebnisvektors z berechnet� die anderen Prozessoren �ubermit�
telt werden� Nach Bestimmung der Teilergebnisse von z werden diese entweder
mit Vektor�Daten von s in einer Nachricht zusammengefa�t oder einzeln gesen�
det� In beiden F�allen erfolgt die Kommunikation asynchron� Anschlie�end wird
das lokale Teilergebnis der spaltenweisen Matrix�Vektor�Multiplikation bestimmt�
und die lokalen Berechnungen f�ur die zeilenweise Matrix�Vektor�Multiplikation
werden durchgef�uhrt� Gegebenenfalls k�onnen weitere Operationen des aktuellen
Iterationsschritts der iterativen Methode an dieser Stelle berechnet werden� An�
schlie�end wird gewartet� bis die Werte irgendeines Prozessors angekommen sind�
Sind dies Vektor�Daten� so wird die zeilenweise Matrix�Vektor�Multiplikation mit
diesen Daten fortgesetzt� Wird ein Teilergebnis der spaltenweisen Matrix�Vektor�
Multiplikation empfangen� wird dieses zu den entsprechenden Komponenten des
lokalen Teilergebnisses addiert� Kommen zusammengefa�t Daten f�ur beide Ope�
rationen an� werden nacheinander beide Berechnungen mit diesen Daten durch�
gef�uhrt� Schlie�lich werden die Daten weiterer Prozessoren erwartet� bis die zei�
lenweise und die spaltenweise Matrix�Vektor�Multiplikation abgeschlossen sind�
Transferzeiten nicht�lokaler Daten werden durch lokale Berechnungen f�ur beide
Operationen �uberlappt�

	�	 Integration in eine funktionale Program�

miersprache

Die Programmierung von massiv�parallelen Rechnersystemenmit verteiltem Spei�
cher in imperativen Programmiersprachen ist aufwendig� insbesondere bei irre�
gul�aren Datenstrukturen wie Speicherschemata f�ur d�unnbesetzte Matrizen� Da�
tenverteilung� Austausch von Daten und Synchronisation m�ussen explizit im Pro�
gramm formuliert werden� Ferner m�ussen Verklemmungen 
Deadlocks� vermieden
werden�

Funktionale Sprachen hingegen besitzen eine implizite Parallelit�at 
s� auch
������� Sie sind seitene�ektfrei� d� h� die Auswertungsreihenfolge unabh�angiger
Teilausdr�ucke ist irrelevant f�ur das Gesamtergebnis� Diese Eigenschaften erm�ogli�
chen die Programmierung von Parallelrechnern auf hohem Abstraktionsniveau�
Die Realisierung der Datenverteilung� des Austauschs von Daten und der Syn�
chronisation �ubernehmen Compiler und Laufzeitsystem� Verklemmungen sind
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nicht m�oglich ����� Gegen�uber parallelen imperativen Implementierungen besit�
zen funktionale Programme jedoch meist ein schlechtes Laufzeitverhalten� H�au�g
werden die Probleme des Lastausgleichs und der Kommunikation von Compiler
und Laufzeitsystem unzureichend gel�ost� Ferner werden Datenstrukturen wie
z� B� Felder� die in imperativen Programmiersprachen u� a� zur e�zienten Verwal�
tung von Matrizen genutzt werden� kaum unterst�utzt� Aufgrund der Forderung
nach Seitene�ektfreiheit ist Update in Place nicht m�oglich� d� h� die Elemente
einer Datenstruktur d�urfen nicht im Speicher ge�andert werden�
Zur L�osung dieser Probleme wird in �	��� die Integration algorithmischer Ske�

lette in eine funktionale Programmiersprache untersucht� Algorithmische Skelette
sind Funktionen h�oherer Ordnung� die einen parallelen Algorithmus oder eine
Parallelisierungsstrategie realisieren� Diese Funktionen sind nach au�en seiten�
e�ektfrei� k�onnen intern jedoch seitene�ektbehaftet sein� Daher k�onnen Daten�
strukturen innerhalb eines Skeletts wie in imperativen Sprachen �ublich verwaltet
werden� Die Integration algorithmischer Skelette steigert die E�zienz funktiona�
ler Implementierungen unter Beibehaltung des hohen Abstraktionsniveaus funk�
tionaler Sprachen�
In Zusammenarbeit mit dem Lehrstuhl f�ur Informatik II der RWTH Aachen

wurden einige Methoden f�ur d�unnbesetzte Matrizen als algorithmische Skelette
in den Sprachumfang einer funktionalen Sprache integriert� da Operationen mit
d�unnbesetzten Matrizen in vielen technischen Anwendungen auftreten� Im fol�
genden werden diese Methoden beschrieben� und schlie�lich wird ein paralleles
funktionales Programm f�ur die Matrix�Vektor�Multiplikation vorgestellt�
Als algorithmische Skelette sind die Datenverteilung nach Kriterium 
�����

die Ermittlung des Kommunikationsschemas mit Sortierung der Matrix�Daten
und die parallele zeilenweise Matrix�Vektor�Multiplikation realisiert� Die Spei�
cherung der Matrix�Daten basiert auf dem CRS�Schema� Zur Verteilung der
Matrix�Daten wird � � � verwendet� da nur die Matrix�Vektor�Multiplikation
betrachtet wird� F�ur die Matrix 
���� liegt dann bei vier Prozessoren die Ver�
teilung aus Abbildung ��� vor� Zur Ermittlung des Kommunikationsschemas
werden die Matrix�Daten pro Zeile nach aufsteigendem Spaltenindex sortiert und
die Spaltenindizes nach der Methode aus ����	 analysiert�
Zur weiteren Sortierung der Daten wird ein vereinfachtes Schema verwendet�

Lediglich zwei Bl�ocke werden gebildet� Der erste Block enth�alt die Daten� die
zu einem Zugri� auf lokale Komponenten des Vektors f�uhren� Die Elemente des
zweiten Blocks erfordern einen Zugri� auf nicht�lokale Komponenten� Ferner
werden die Spaltenindizes des zweiten Blocks auf die Komponenten einer Daten�
struktur non local bezogen� in der die nicht�lokalen Vektorkomponenten nach
dem Empfang mit aufsteigendem Index abgelegt werden� Das Feld non local

von Prozessor k hat die L�ange lnl�k mit lnl�k als der Anzahl der erforderlichen
nicht�lokalen Komponenten und den Typ REAL� Die Index�Transformation und
die Verwendung des Felds non local lassen die Speicherung der nicht�lokalen
Vektorkomponenten unmittelbar hintereinander zu� Dadurch ist der erforderli�
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che Speicherplatz f�ur die nicht�lokalen Daten minimal und der Zugri� auf diese
Daten w�ahrend der Matrix�Vektor�Multiplikation erleichtert�

Abbildung ���	 zeigt das Schema der Umordnung und der Index�Transforma�
tion f�ur das Feld col ind von Prozessor 	 ausgehend von der Datenverteilung aus
Abbildung ���� Die Daten sind bereits nach aufsteigendem Spaltenindex geord�
net� Unter den Elementen des zweiten Blocks sind die Nummern der Prozessoren
angegeben� auf deren Vektorkomponenten bei der Matrix�Vektor�Multiplikation
zugegri�en wird� Die Prozessornummern unter dem Feld non local bezeichnen
den Prozessor� auf dem die an Prozessor 	 �ubermittelten Komponenten lokal
vorhanden sind� �Uber den Elementen von non local sind die Indizes des Felds
dargestellt� auf die die Elemente des zweiten Blocks von col ind bei der Index�
Transformation bezogen werden�

Prozessor 	�

col ind

� � � � 
 	

x	�


x�
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col ind

� � � � 
 	� �z �
�
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�

x	�


x�

Index�Transformation�
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��z�
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�

x	�


x�

non local
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�

��z�
�
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Abbildung ����� Umordnung in zwei Bl�ocke und Index�Transformation

Die parallele zeilenweise Matrix�Vektor�Multiplikation bei vereinfachter Sor�
tierung der Matrix�Daten verl�auft �ahnlich wie das in Abbildung ��	� dargestellte
Verfahren mit Block�Sortierung� Nach der Berechnung aller lokalen Operatio�
nen wird jedoch gewartet� bis alle erforderlichen nicht�lokalen Daten angekom�
men sind� Die Werte dieser Vektorkomponenten werden im Feld non local nach
aufsteigendem Index der Komponenten sortiert abgelegt� Anschlie�end wird die
Matrix�Vektor�Multiplikation unter Verwendung der Elemente des zweiten Blocks
der Matrix�Daten und der Elemente des Felds non local abgeschlossen�

Ein Programm in der funktionalen Programmiersprache FPS zur Berechnung
der parallelen zeilenweisen Matrix�Vektor�Multiplikation ist in Abbildung ����
dargestellt �	����
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EXTERN sk load sparse matrix� REAL� �SMATRIX�INT��
EXTERN sk compute communication scheme� SMATRIX� SMATRIX�

EXTERN sk generate dependent vector� SMATRIX� REAL� �ARRAY�INT��
EXTERN sk sparse mvp� SMATRIX� ARRAY� ARRAY� ARRAY�

EVAL LETSEQ

�smat��ord� � sk load sparse matrix 	
	�

smat� � sk compute communication scheme smat��

�vec��dim�� � sk generate dependent vector smat� �
	�

�vec��dim�� � sk generate dependent vector smat� 	
	�

result � sk sparse mvp smat� vec� vec�

IN result

END


Abbildung ����� Ein funktionales Programm f�ur die parallele Matrix�Vek�
tor�Multiplikation mit d�unnbesetzter Matrix

Im Programm sind zun�achst die erforderlichen Deklarationen f�ur die einzelnen
Skelette angegeben� Als erstes ist der Typ der Eingabeparameter des Skeletts
genannt� dann der Typ des Ergebnisses� Das Skelett sk load sparse matrix

z� B� hat einen Eingabeparameter vom Typ REAL� das Ergebnis ist ein Wert vom
Typ SMATRIX und ein Wert vom Typ INT� INT ist der Typ f�ur ganze Zahlen�
SMATRIX der Typ f�ur d�unnbesetzte Matrizen� Ferner bezeichnet ARRAY ein ein�
oder zweidimensionales Feld� Die folgende Code�Sequenz wird nacheinander be�
arbeitet� Dies ist durch die Anweisung EVAL LETSEQ sichergestellt� Ohne diese
Anweisung w�urden die einzelnen Ausdr�ucke in beliebiger Reihenfolge ausgewer�
tet� Das erste Skelett verteilt eine d�unnbesetzte Matrix smat� der Ordnung
ord auf alle zur Verf�ugung stehenden Prozessoren� Die Matrix�Daten werden aus
dem Speicher gelesen� Eingabeparameter ist der Parameter � der Datenverteilung

���� mit dem Wert ��� zur gleichm�a�igen Verteilung der Nichtnull�Elemente der
Matrix� Das n�achste Skelett bestimmt parallel das Kommunikationsschema und
sortiert die Matrix�Daten gem�a� Abbildung ���	� Anschlie�end wird ein Test�
Vektor f�ur die Matrix�Vektor�Multiplikation erzeugt� alle Komponenten besitzen
den Werte 	��� Danach wird der Ergebnisvektor angelegt und mit dem Wert ���
vorbesetzt� �Uber den Eingabeparameter smat� wird sichergestellt� da� die Di�
mension beider Vektoren der Ordnung der Matrix entspricht� Schlie�lich wird die
Matrix�Vektor�Multiplikation parallel durchgef�uhrt und das Ergebnis dem Vektor
result zugewiesen�

Das Programm aus Abbildung ���� nutzt eine beliebige� vor Programmstart
zur Verf�ugung stehende Anzahl von Prozessoren� Speicherschema der Matrix�
Datenverteilung� Kommunikation und parallele Berechnung sind f�ur den Pro�
grammierer transparent� F�ur den Einsatz der parallelen Matrix�Vektor�Multi�
plikation in einem iterativen Verfahren l�a�t sich die Datenverteilung �uber den
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Eingabeparameter � steuern�
Eine sinnvolle Erweiterung der in eine funktionale Sprache integrierten Metho�

den ist die Ber�ucksichtigung des Besetzungsmusters der Matrix� In diesem Fall
k�onnen als Funktion der Struktur der Matrix unterschiedliche Speichertechni�
ken und Methoden der Matrix�Vektor�Multiplikation verwendet werden 
s� Kapi�
tel ��� Kann die Struktur und Besetzung der Matrix automatisch analysiert wer�
den� ist f�ur den Programmierer transparent� ob Operationen mit vollbesetzten�
regelm�a�ig d�unnbesetzten oder unstrukturiert d�unnbesetzten Matrizen durch�
gef�uhrt werden� Andernfalls kann der Programmierer Informationen �uber das
Besetzungsmuster der Matrix eines speziellen Problems vorgeben� vom Compi�
ler bzw� Laufzeitsystem k�onnen dann ein geeignetes Speicherschema und davon
abh�angig die Methode der Matrix�Vektor�Multiplikation gew�ahlt werden�



Kapitel �

Ergebnisse

Numerische und Performance�Untersuchungen der entwickelten parallelen Ver�
fahren wurden auf dem massiv�parallelen System mit verteiltem Speicher PA�
RAGON XP�S 	� der Forschungszentrum J�ulich GmbH durchgef�uhrt� Die Pro�
gramme wurden mit dem PARAGON FORTRAN Compiler� Version ���� unter
Verwendung der Optionen �O� �Knoieee �ubersetzt ��� ���� Die Ausf�uhrungszeiten
der Programme wurden unter dem Betriebssystem PARAGON OSF�	� Release
	��� gemessen� das den Einsatz des Kommunikationsprozessors erm�oglicht ����
Einige wenige Messungen� die unter dem Betriebssystem PARAGON OSF�	�
Release 	�	� ohne Einsatz des Kommunikationsprozessors durchgef�uhrt wurden�
sind besonders gekennzeichnet ����

Im folgenden werden zun�achst Eigenschaften der in den Untersuchungen ver�
wendeten Matrizen beschrieben und anschlie�end Performance�Ergebnisse ver�
schiedener Methoden zur parallelen Matrix�Vektor�Multiplikation vorgestellt� Da�
nach wird auf numerische Eigenschaften� Zeitverhalten und Skalierung der ent�
wickelten parallelen iterativen Algorithmen zur L�osung von Gleichungssystemen
und Eigenwertproblemen eingegangen� Schlie�lich werden Ergebnisse zur Per�
formance algorithmischer Skelette f�ur die parallele Matrix�Vektor�Multiplikation
mit d�unnbesetzter Matrix in einer funktionalen Programmiersprache pr�asentiert�
Die letzteren Untersuchungen wurden auf einem Transputer�System des Rechen�
zentrums der RWTH Aachen durchgef�uhrt ��
��


�� Verwendete Matrizen

Zur Untersuchung der entwickelten parallelen Methoden f�ur d�unnbesetzte Ma�
trizen werden symmetrische und unsymmetrische Matrizen aus technischen und
physikalischen Problemstellungen verwendet� Einige Eigenschaften dieser Matri�
zen werden im folgenden beschrieben�

��
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����� Symmetrische Matrizen

Matrizen aus der Umwelttechnik

Die Matrizen ICG�D und ICG�D stammen aus einem FE�Modell des Instituts
f�ur Chemie und Dynamik der Geosph�are 
ICG�� der Forschungszentrum J�ulich
GmbH� Mit Hilfe dieses FE�Modells wird die Ausbreitung von Schadsto�en in
geologischen Systemen simuliert �	��� �	���� Beide Matrizen sind symmetrisch
positiv de�nit� In Tabelle ��	 sind Kenngr�o�en beider Matrizen angegeben�

ICG�D ICG�D

Ordnung 	���� �
�
�
Nichtnull�Elemente ������ 	����	�
Besetzungsgrad ��	 ���� 
zmax 	� ��
zmean 	��� ����
Konditionszahl � 	�� � 	��

Tabelle ���� Kenngr�o�en der Matrizen ICG�D und ICG�D

Bei beiden Matrizen liegt die mittlere Anzahl von Nichtnull�Elementen pro
Zeile zmean nahe an der maximalen Anzahl zmax� da das Diskretisierungsgitter
des FE�Modells regelm�a�ig strukturiert ist� Auf das Besetzungsmuster der Ma�
trizen ICG�D und ICG�D wird unten eingegangen� Zur Approximation der
Konditionszahl wurde der entwickelte parallele Lanczos�Algorithmus verwendet

s� �����

Matrix aus der Strukturmechanik

Im Institut f�ur Sicherheitsforschung und Reaktortechnik der Forschungszentrum
J�ulich GmbH werden u� a� thermische Spannungen in Materialien mit Hilfe von
FE�Modellen untersucht� Aus diesem Bereich stammt die symmetrische positiv
de�nite Matrix ISR� Kenngr�o�en der Matrix sind in Tabelle ��� zusammengefa�t�

ISR

Ordnung �����
Nichtnull�Elemente �������
Besetzungsgrad ��� 
zmax ���
zmean 	���

Konditionszahl � 	��

Tabelle ���� Kenngr�o�en der Matrix ISR
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Gegen�uber den Matrizen aus der Umwelttechnik besitzt die Matrix ISR einen
deutlich h�oheren Besetzungsgrad� Ferner unterscheiden sich die maximale und die
mittlere Anzahl der Nichtnull�Elemente betr�achtlich� das Diskretisierungsgitter
weist eine unregelm�a�ige Struktur auf� Das Besetzungsmuster der Matrix ISR
ist in einem sp�ateren Abschnitt dargestellt�

Matrix aus der Automobilindustrie

Verformungsvorg�ange beim Pressen von Motorhauben k�onnen mit Hilfe der Me�
thode der �niten Elemente beschrieben werden� Die symmetrische positiv de�nite
Matrix PRESS entsteht bei der Modellierung dieses Problems aus der Automo�
bilindustrie� Tabelle ��� zeigt die Kenngr�o�en dieser Matrix�

PRESS

Ordnung 	����
Nichtnull�Elemente ��	�	�
Besetzungsgrad ��� 
zmax �

zmean ����
Konditionszahl � 	��

Tabelle ���� Kenngr�o�en der Matrix PRESS

Im Vergleich zu den oben beschriebenen Matrizen besitzt die Matrix PRESS
eine deutlich h�ohere Konditionszahl�

Harwell
Boeing Sparse Matrix Collection

Die Harwell�Boeing Sparse Matrix Collection ist eine Standardsammlung d�unn�
besetzter Matrizen aus unterschiedlichen Anwendungsbereichen ���� ����� In der
Literatur werden Matrizen aus dieser Sammlung h�au�g als Testbeispiele f�ur ite�
rative Verfahren zur L�osung von Gleichungssystemen und Eigenwertproblemen
verwendet�
Die in dieser Arbeit verwendeten Matrizen BCSSTK�
 und BCSSTK�	

stammen aus FE�Modellen zur Statikberechnung� Beide Matrizen sind symme�
trisch positiv de�nit� Kenngr�o�en dieser Matrizen sind in Tabelle ��� aufgef�uhrt�
Beide Matrizen weisen hohe Konditionszahlen und deutlich unterschiedliche

Werte f�ur zmax und zmean auf�

Matrix aus der Diskretisierung der Laplace
Gleichung

Die Matrix A in 
��	� ist ein Testbeispiel aus ���� und entsteht bei der Diskretisie�
rung der Laplace�Gleichung� Sie wird im folgenden mit LAPLACE bezeichnet�



�� Kapitel �� Ergebnisse

BCSSTK�
 BCSSTK�	

Ordnung 	�
�� 		
��
Nichtnull�Elemente ������ 	�
�
�
Besetzungsgrad ��� ��	 
zmax 	�� �

zmean �
�	 	���
Konditionszahl � 	�� � 	���

Tabelle ���� Kenngr�o�en der Matrizen BCSSTK�
 und BCSSTK�	
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Die Eigenwerte der Matrix sind durch

	
i� j� � 	� 	
�
cos

�i

�
� 	
�
cos

�j

c! 	

mit 	 � i � �� 	 � j � c und n � �c gegeben� Kenngr�o�en der Matrix in
Abh�angigkeit von der Ordnung n mit n � � sind in Tabelle ��� zusammengefa�t�

LAPLACE

Ordnung n

Nichtnull�Elemente �n � �
Besetzungsgrad in  	�� � 
�n � ���n�
zmax �
zmean �� ��n
Konditionszahl 
�� � cos 	c

c����
� � � cos 	
c���

Tabelle ���� Kenngr�o�en der Matrix LAPLACE

Bandbreitenreduktion

Die Reduktion der Bandbreite der Matrix kann den Kommunikationsaufwand f�ur
die parallele Matrix�Vektor�Multiplikation verringern� Bei allen beschriebenen
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Methoden f�uhrt eine kleinere Bandbreite der Matrix u�U� zu kleineren Nachrich�
tenl�angen oder sogar zu einem Datenaustausch mit weniger Prozessoren� Eine
Diagonalmatrix erfordert keine Kommunikation� Je mehr das Besetzungsmuster
der Matrix dem einer Diagonalmatrix �ahnelt� desto g�unstiger ist das Kommuni�
kationsverhalten der vorgestellten Verfahren zur parallelen Matrix�Vektor�Multi�
plikation�
In dieser Arbeit wird das Verfahren Reverse Cuthill�McKee 
RCM� zur Um�

ordnung der Matrix verwendet �	���� Die Permutation der Zeilen und Spalten
der Matrix nach diesem Verfahren ist eine �Ahnlichkeitstransformation� die Ei�
genwerte der Matrix �andern sich nicht� In FE�Modellen wird das RCM�Schema
h�au�g zur Assemblierung der Koe�zientenmatrix genutzt� Die Numerierung der
Gitterpunkte nach der RCM�Methode f�uhrt meist zu einer Matrix mit minimaler
Bandbreite� Wenn sich das Diskretisierungsgitter nicht �andert� mu� das Ver�
fahren in einem FE�Modell lediglich einmal durchgef�uhrt werden� Die Vorteile
der Umordnung hingegen k�onnen z�B� in jedem Zeitschritt eines zeitabh�angigen
Problems genutzt werden�
Abbildung ��	 zeigt die Besetzungsmuster der Matrizen ICG�D� ICG�D

und ISR mit und ohne Bandbreitenreduktion nach dem RCM�Verfahren�
Die Matrizen ICG�D und ICG�D besitzen eine regelm�a�ige Besetzungs�

struktur� w�ahrend die Matrix ISR deutlich unregelm�a�iger besetzt ist� Bei den
Matrizen ICG�D und ICG�D wird die Bandbreite durch die RCM�Umordnung
betr�achtlich reduziert� Die Bandbreite der Matrix ISR hingegen �andert sich nur
geringf�ugig� Bei allen drei Matrizen �andert sich das Besetzungsmuster durch das
RCM�Verfahren deutlich� In Tabelle ��� sind die Bandbreiten der drei Matri�
zen vor und nach der RCM�Umordnung angegeben� Im folgenden werden die
Matrizen mit Bandbreitenreduktion durch ICG�D
RCM� ICG�D
RCM und
ISR
RCM bezeichnet�

Bandbreite
Matrix Ohne RCM Mit RCM

ICG�D 
��� 	��
ICG�D ���� 	���
ISR ���� �
�


Tabelle ���� Brandbreiten ohne und mit RCM�Umordnung

����� Unsymmetrische Matrizen

Zur Untersuchung der Verfahren QMR und TFQMR werden die regul�aren unsym�
metrischen Matrizen WATT� und ORSREG� aus der Harwell�Boeing Sparse
Matrix Collection verwendet� Die Matrix ORSREG� stammt aus einem drei�
dimensionalen Diskretisierungsproblem der Erd�olf�orderung� die MatrixWATT�
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Abbildung ���� Links� Besetzungsmuster der Matrizen ICG�D 
oben��
ICG�D 
Mitte� und ISR 
unten�� Rechts� die gleichen Matrizen mit Band�
breitenreduktion�
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aus dem Bereich der Petrolchemie� Kenngr�o�en beider Matrizen sind in Tabelle
��� zusammengefa�t�

ORSREG� WATT�

Ordnung ���� 	���
Nichtnull�Elemente 	�	�� 		���
Besetzungsgrad ��� ��� 
zmax � �
zmean ��� ��	

Tabelle ��
� Kenngr�o�en der Matrizen ORSREG� undWATT�

Die Harwell�Boeing Sparse Matrix Collection enth�alt keine gro�en unsymme�
trischen Matrizen� Daher werden f�ur Performance�Untersuchungen der Verfahren
QMR und TFQMR neben den Matrizen ORSREG� und WATT� die gro�en
symmetrischen Matrizen ICG�D und ISR verwendet�


�� Matrix�Vektor�Multiplikation

Die parallele Matrix�Vektor�Multiplikation bildet den Kern der entwickelten ite�
rativen Verfahren� Im folgenden werden das Zeitverhalten und die Skalierungs�
eigenschaften der vorgestellten Methoden zur Matrix�Vektor�Multiplikation mit
d�unnbesetzter Matrix auf einem Parallelrechner mit verteiltem Speicher beschrie�
ben�

����� Speichertechniken

Die Ausf�uhrungszeit der Matrix�Vektor�Multiplikation auf einem Rechnersystem
h�angt vom Speicherschema der d�unnbesetzten Matrix ab� In den folgenden Un�
tersuchungen wird die Speicherung der Matrix im ITPACK�� im CRS� und im
SICRS�Format betrachtet�

In ����� sind die spalten� und zeilenweise Variante der Matrix�Vektor�Multipli�
kation bei Verwendung des ITPACK�Schemas beschrieben� Abbildung ��� zeigt
die Ausf�uhrungszeiten der spalten� und zeilenweisen Matrix�Vektor�Multiplika�
tion auf einem PARAGON�Prozessor f�ur die Matrizen ICG�D undBCSSTK�	�
Das spaltenweise Verfahren entspricht der Methode aus Abbildung ���	� der zei�
lenweise Algorithmus� der pro Zeile nur die Nichtnull�Elemente ber�ucksichtigt� ist
in Abbildung ���� dargestellt� Das mittlere� zeilenweise Verfahren in Abbildung
��� unterscheidet sich von der letzteren Methode darin� da� pro Zeile auch gespei�
cherte Null�Elemente ber�ucksichtigt werden� In der inneren Schleife in Abbildung
���� ist num el
i� durch zmax ersetzt�
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Abbildung ���� ITPACK�Schema� zeilen� und spaltenweise Matrix�Vek�
tor�Multiplikation� 	 Prozessor

Abbildung ���� Vergleich der Algorithmen zur Matrix�Vektor�Multiplikation
im ITPACK� und CRS�Format� 	 Prozessor
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Die Ausf�uhrungszeiten der zeilenweisen Varianten in Abbildung ��� sind ge�
gen�uber denen der spaltenweisen Methode betr�achtlich reduziert� Beim zeilenwei�
sen Verfahren mit Ber�ucksichtigung gespeicherter Null�Elemente f�uhrt die deut�
lich kleinere L�ange der Vektoren in der inneren Schleife im Vergleich zur spalten�
weisen Variante zu h�oherer Performance� Auf dem RISC�Prozessor i��� XP mit
Cache�Speicher des PARAGON sind bei indirekter Adressierung kurze Vektoren
g�unstiger als lange Vektoren� Auf Vektorrechnern hingegen sind auch bei indirek�
ter Adressierung gew�ohnlich lange Vektoren von Vorteil� F�ur die Matrix ICG�D
ergab eine Vergleichsmessung auf einem Prozessor der CRAY Y�MP����� der
Forschungszentrum J�ulich GmbH eine um den Faktor ��� schnellere Ausf�uhrungs�
zeit der spaltenweisen Methode gegen�uber der Zeit der zeilenweisen Varianten�
Die Messungen weisen darauf hin� da� auf RISC�Prozessoren mit kleinem Ca�
che die zeilenweisen Methoden vorteilhaft sind� w�ahrend auf Vektorrechnern das
spaltenweise Verfahren geeignet ist� Die zeilenweise Variante� die pro Zeile nur
die Nichtnull�Elemente ber�ucksichtigt� spart gegen�uber beiden anderen Verfahren
gew�ohnlich Operationen� F�ur die Matrix ICG�D ergeben sich bei beiden zeilen�
weisen Methoden ungef�ahr gleiche Ausf�uhrungszeiten� da die mittlere Anzahl der
Nichtnull�Elemente nahe an der maximalen Anzahl liegt 
s� Tabelle ��	�� Bei der
Matrix BCSSTK�	 unterscheiden sich die Werte f�ur zmax und zmean in Tabelle
��� betr�achtlich� Daher f�uhrt das zeilenweise Verfahren� das nur die Nichtnull�
Elemente in die Rechnung einbezieht� zur deutlich k�urzesten Ausf�uhrungszeit�
In Abbildung ��� werden die Ausf�uhrungszeiten der Matrix�Vektor�Multi�

plikation bei Speicherung der Matrix im ITPACK� und im CRS�Schema f�ur
die Matrizen ICG�D und BCSSTK�	 auf einem PARAGON�Prozessor ver�
glichen� Die Matrix�Vektor�Multiplikation im ITPACK�Format wird zeilenweise
ohne Ber�ucksichtigung gespeicherter Null�Elemente durchgef�uhrt� zur Berech�
nung dieser Operation im CRS�Format wird die zeilenweise Methode aus Ab�
bildung ��	� verwendet�
Die Ausf�uhrungszeiten der Verfahren unterscheiden sich bei beiden Matri�

zen kaum� Die Zeiten bei Verwendung des CRS�Schemas sind geringf�ugig h�oher�
da zur Adressierung ein drittes Feld erforderlich ist 
s� Abbildung ��	��� Der
Speicherbedarf beider Formate ist f�ur die Matrix BCSSTK�	 deutlich verschie�
den� Unter der Voraussetzung� da� zur Speicherung eines Werts vom Typ REAL
� Bytes und eines Werts vom Typ INTEGER � Bytes notwendig sind� erfor�
dert diese Matrix im ITPACK�Schema einen Speicherplatz von ��� Megabytes�
im CRS�Schema dagegen von lediglich 	�� Megabytes� Der Grund ist eine gro�e
Di�erenz der Werte f�ur zmax und zmean� F�ur die Matrix ICG�D unterscheidet
sich der Speicherbedarf beider Schemata kaum� Im ITPACK�Format werden ���
Megabytes� im CRS�Format ��� Megabytes ben�otigt� zmax und zmean sind bei
dieser Matrix ungef�ahr gleich�
In Abbildung ��� sind die Ausf�uhrungszeiten f�ur die Matrix�Vektor�Multipli�

kation im CRS� und im SICRS�Format f�ur die Matrizen BCSSTK�	� PRESS�
ICG�D und ISR dargestellt� Die Zeiten f�ur die Matrizen BCSSTK�	 und
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Abbildung ���� Vergleich der Algorithmen zur Matrix�Vektor�Multiplikation
im CRS� und SICRS�Format

PRESS wurden auf einem Prozessor gemessen� die Zeiten f�ur die Matrizen
ICG�D und ISR auf acht Prozessoren� F�ur die Matrix�Vektor�Multiplikation
im SICRS�Format wird der Algorithmus aus Abbildung ���� verwendet�
F�ur die Matrizen PRESS und ISR ergeben sich durch Verwendung des

SICRS�Schemas gegen�uber der Matrix�Vektor�Multiplikation im CRS�Schema um
�� bzw� um 	� reduzierte Ausf�uhrungszeiten� Der Grund ist eine hohe An�
zahl von Nichtnull�Elementen pro Zeile mit aufeinanderfolgenden Spaltenindizes
bei beiden Matrizen� so da� sich das Einsparen von Operationen mit indirek�
ter Adressierung in der innersten Schleife des Algorithmus aus Abbildung ����
g�unstig auswirkt� Der Wert f�ur die mittlere Anzahl von Nichtnull�Elementen mit
aufeinanderfolgenden Spaltenindizes pro Element und Zeile betr�agt smean�� � 	���
f�ur die Matrix PRESS und smean�� � 	��� f�ur die Matrix ISR� Der Index bezeich�
net die Anzahl der Prozessoren� auf denen die Werte f�ur smean bestimmt wurden�
Durch die Umordnung der Matrixdaten in Bl�ocke 
s� ���� kann sich der Wert f�ur
smean mit zunehmender Prozessorzahl verringern� Gew�ohnlich sind die Unter�
schiede jedoch gering� da den Prozessoren aufeinanderfolgende Komponenten des
Vektors der Matrix�Vektor�Multiplikation zugeteilt sind�
F�ur die Matrizen BCSSTK�	 und ICG�D sind die Ausf�uhrungszeiten der

Matrix�Vektor�Multiplikation im CRS�Format um 
 bzw� um �� k�urzer als
die der Operation im SICRS�Format� Die Werte f�ur smean sind niedrig� sie betra�
gen smean�� � 	�� f�ur die Matrix BCSSTK�	 und smean�� � ��
 f�ur die Matrix
ICG�D� Bei diesen Matrizen werden bei Verwendung des SICRS�Schemas ver�
glichen mit der Matrix�Vektor�Multiplikation im CRS�Format lediglich wenige
Operationen mit indirekter Adressierung eingespart� Der zus�atzliche Aufwand
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zur Adressierung der Nichtnull�Elemente mit aufeinanderfolgenden Spaltenindi�
zes pro Zeile im SICRS�Format �uberwiegt�
Bei niedrigen Werten von smean f�uhrt die Verwendung des SICRS�Schemas

gegen�uber der Speicherung im CRS�Schema zu h�oheren Ausf�uhrungszeiten� w�ah�
rend sich bei hohen Werten ein g�unstigeres Zeitverhalten ergibt� Insbesondere
kann das SICRS�Format auch f�ur die zeilenweise Matrix�Vektor�Multiplikation
mit vollbesetzter Matrix verwendet werden� Der zus�atzliche Speicherbedarf ge�
gen�uber der �ublichen Speicherung vollbesetzter Matrizen in einem zweidimensio�
nalen Feld sind �n ! 	 Werte von Typ INTEGER 
s� auch ����	�� Bei gro�en
Matrizen ist eine in etwa gleiche Performance wie bei Verwendung des zeilenwei�
sen Algorithmus f�ur vollbesetzte Matrizen zu erwarten� Das SICRS�Schema ist
damit eine Speichertechnik� die sich sowohl f�ur d�unnbesetzte als auch f�ur vollbe�
setzte Matrizen eignet�
In Tabelle ��� sind der Speicherbedarf der betrachteten Matrizen in den For�

maten ITPACK� CRS und SICRS sowie die Werte f�ur smean zusammengefa�t� Die
Zahl in Klammern hinter einemWert von smean gibt an� auf wievielen Prozessoren
der Wert bestimmt wurde�

Speicherbedarf in Megabytes
ITPACK CRS SICRS smean

ICG�D ��� ��� ��� ��� 
	�
ICG�D
RCM ��� ��� ��� ��� 
	�
ICG�D 	��� 	��� 	��
 ��
 
��
ICG�D
RCM 	��� 	��� 	��� ��� 
��
ISR 	���� ���� ���� 	��� 
��
ISR
RCM 	���� ���� ���
 ��� 
��
PRESS ��� ��� ��� 	��� 
	�
BCSSTK�
 	��� ��
 ��� ��� 
	�
BCSSTK�	 ��� 	�� ��	 	�� 
	�
LAPLACE ��n���� 
��n � ������� 
��n � ������� �

Tabelle ��	� Speicherbedarf bei verschiedenen Formaten der Matrizen

F�ur smean � � ist der Speicherbedarf bei Verwendung des SICRS�Formats
gegen�uber der Speicherung der Matrix im CRS�Schema reduziert� Deutliche Ein�
sparungen ergeben sich bei den Matrizen ISR und PRESS� Lediglich die Matrix
BCSSTK�	 mit smean�� � 	�� erfordert bei Speicherung im SICRS�Format mehr
Speicherplatz als bei Verwendung des CRS�Schemas� Ferner ist Tabelle ��� zu
entnehmen� da� die Permutation der Matrix zur Bandbreitenminimierung Ein�u�
auf den Wert von smean hat� Bei den Matrizen ICG�D und ISR sinkt der Wert
durch die RCM�Umordnung� w�ahrend smean bei der Matrix ICG�D ansteigt�
In allen folgenden Untersuchungen wird von der Speicherung der d�unnbe�

setzten Matrix im CRS�Schema ausgegangen� da der Speicherbedarf gering und
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Abbildung ���� Ausf�uhrungszeiten der Matrix�Vektor�Multiplikation bei ver�
schiedenen Kommunikationsschemata� �� Prozessoren

das Zeitverhalten der Matrix�Vektor�Multiplikation f�ur alle betrachteten Formate
�ahnlich ist� Das CRS�Schema wird in vielen FE�Modellen verwendet� S�amtli�
che Ergebnisse sind auf die beiden anderen betrachteten Formate ITPACK und
SICRS �ubertragbar� Programme und Daten der untersuchten iterativen Metho�
den erfordern f�ur die Matrizen LAPLACE mit n � 	������ ICG�D� ISR und
LAPLACE mit n � 	������ den Speicherplatz von mehr als einem� zwei� vier
bzw� acht Prozessoren� Die Messungen f�ur diese Matrizen wurden auf minde�
stens zwei� vier� acht bzw� 	� Prozessoren durchgef�uhrt� Bis zu dieser Anzahl
von Prozessoren wurde jeweils linearer Speedup angenommen�

����� Kommunikationsschemata

In ��� sind verschiedene Kommunikationsschemata zur parallelen zeilen� und spal�
tenweisen Matrix�Vektor�Multiplikation beschrieben� Abbildung ��� zeigt die
Ausf�uhrungszeiten der drei vorgestellten Methoden auf �� Prozessoren f�ur die
Matrizen ICG�D und ISR�
F�ur die Matrix ICG�D ergeben alle drei Schemata in etwa gleiche Ausf�uh�

rungszeiten� da die Matrix regelm�a�ig besetzt ist� Im Fall der Matrix ISR ist
die Ausf�uhrungszeit der zweiten Methode deutlich gegen�uber dem ersten Ver�
fahren erh�oht� Bei dem unregelm�a�igen Besetzungsmuster dieser Matrix f�uhrt
die Neuverteilung der Daten�Bl�ocke im zweiten Schema zu einer ungleichm�a�igen
Auslastung der Prozessoren� Ferner ist der Grad der �Uberlappung von lokalen
Berechnungen und Kommunikation gegen�uber der ersten Methode geringer� Der
Anstieg der Ausf�uhrungszeit beim dritten� spaltenweisen Verfahren verglichen
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Abbildung ���� Ein�u� der �Uberlappung von Rechnung und Kommunikation�
�� Prozessoren

mit der Zeit der ersten Methode ist deutlich kleiner� Hier wirkt sich lediglich der
geringere Grad der �Uberlappung von lokalen Berechnungen und Kommunikation
gegen�uber dem ersten Schema auf das Zeitverhalten aus� die gleichm�a�ige Vertei�
lung der Rechenlast auf die Prozessoren wird nicht beein�u�t� In allen folgenden
Untersuchungen wird das erste� zeilenweise Kommunikationsschema ohne Neu�
verteilung der Matrix�Daten verwendet� da sich f�ur die betrachteten Matrizen
die k�urzesten Ausf�uhrungszeiten ergeben�

����� �Uberlappung

In Abbildung ��� sind die Ausf�uhrungszeiten der parallelen zeilenweisen Matrix�
Vektor�Multiplikation ohne und mit �Uberlappung von Rechnung und Kommuni�
kation dargestellt� Durch die �Uberlappung wird die Ausf�uhrungszeit der Opera�
tion f�ur die Matrix ICG�D um 	� reduziert� f�ur die Matrix ISR ergibt sich
eine um �� verringerte Ausf�uhrungszeit� Der gr�o�ere Ein�u� der �Uberlappung
bei der Matrix ISR ist durch die deutlich h�ohere Anzahl der Nichtnull�Elemente
gegen�uber der Matrix ICG�D zu erkl�aren� W�ahrend sich angeforderte Daten
auf dem Netzwerk be�nden� k�onnen daher betr�achtlich mehr lokale Operationen
durchgef�uhrt werden�

����� Bandbreitenreduktion

Abbildung ��� zeigt die Speedup�Werte der parallelen Matrix�Vektor�Multipli�
kation ohne und mit Bandbreitenreduktion nach dem RCM�Verfahren f�ur die
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Abbildung ��
� Speedup�Werte ohne und mit Bandbreitenreduktion� Matrix
ICG�D

Matrix ICG�D auf bis zu 	�� Prozessoren� Die durchgezogene Linie begrenzt
den maximal erreichbaren Speedup�
Die Speedup�Werte sind f�ur die Matrix mit reduzierter Bandbreite signi�kant

h�oher als f�ur die urspr�ungliche Matrix� Da die Bandbreite um den Faktor �� ver�
ringert wird 
s� Tabelle ���� und sich zus�atzlich der Wert f�ur smean fast verdoppelt

s� Tabelle ����� ist f�ur die parallele Matrix�Vektor�Multiplikation deutlich weni�
ger Kommunikation erforderlich� Auf 	�� Prozessoren wird mit Bandbreitenre�
duktion ein Speedup von 
	�� bei einer Ausf�uhrungszeit von 	��� ms erreicht�
w�ahrend ohne die RCM�Permutation der Speedup lediglich ���
 bei einer Aus�
f�uhrungszeit von ���� ms betr�agt�
In Abbildung ��� sind die entsprechenden Speedup�Werte f�ur die Matrizen

ICG�D und ISR dargestellt�
F�ur die Matrix ISR unterscheiden sich die Speedup�Werte ohne und mit

Bandbreitenreduktion kaum� da die RCM�Umordnung lediglich zu einer Ver�
ringerung der Bandbreite um 	� f�uhrt� F�ur die Matrix ICG�D
RCM sind
die Speedup�Werte bis �� Prozessoren h�oher als f�ur die urspr�ungliche Matrix�
w�ahrend sie bei 	�� und 	�� Prozessoren unter den erreichten Werten f�ur die
Matrix ICG�D liegen� Der Grund f�ur die zun�achst h�oheren Werte ist die Re�
duktion der Bandbreite um �� � Zus�atzlich hat sich durch die Bandbreitenreduk�
tion die Anzahl der Elemente mit aufeinanderfolgenden Spaltenindizes ge�andert�
Die kleineren Werte von smean in Tabelle ��� f�ur die Matrizen ICG�D
RCM
und ISR
RCM weisen darauf hin� Dies kann gerade bei einer gro�en Anzahl
von Prozessoren $ jedem Prozessor ist lediglich ein kleines Segment des Vektors
zugeordnet $ zu einem ung�unstigeren Kommunikationsverhalten f�uhren� Ein
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Abbildung ��	� Speedup�Werte ohne und mit Bandbreitenreduktion� Matrizen
ICG�D und ISR

erh�ohter Datenaustausch wirkt sich bei einer hohen Prozessorzahl deutlich auf
das Speedup�Verhalten aus� da der Rechenaufwand pro Prozessor mit steigen�
der Anzahl der eingesetzten Prozessoren sinkt� Auf die Skalierungseigenschaften
der parallelen Matrix�Vektor�Multiplikation bei unterschiedlichen Problemgr�o�en
wird unten eingegangen�

����� Skalierungseigenschaften

In Abbildung ��
 ist das Speedup�Verhalten verschiedener Matrizen aus tech�
nischen Anwendungen bei von unten nach oben steigender Problemgr�o�e veran�
schaulicht� Die entscheidende Problemgr�o�e d�unnbesetzter Matrizen in iterativen
Verfahren ist nicht die Ordnung n der Matrix� sondern die Anzahl der Nichtnull�
Elemente e� da nur die Nichtnull�Elemente in die Rechnung eingehen� Daher liegt
bei der Matrix ISR die h�ochste Problemgr�o�e vor 
vergl� ��	��
Bei hoher Prozessorzahl ist der Anstieg der Speedup�Werte mit wachsender

Problemgr�o�e deutlich zu erkennen� F�ur die Matrizen BCSSTK�	� ICG�D�
BCSSTK�
� PRESS� ICG�D und ISR$ die Anzahl der Nichtnull�Elemente
der Matrizen steigt in dieser Reihenfolge $ werden auf 	�� Prozessoren Speedup�
Werte von ����� ���
� ����� ���	� 
��� bzw� 	���	 erreicht� die Ausf�uhrungszeiten
betragen ��
� ms� ���� ms� ���� ms� ���� ms� ��
� ms bzw� 	���� ms� Zu beachten
ist� da� sich dieses Speedup�Verhalten f�ur Matrizen mit unterschiedlicher Beset�
zungsstruktur ergibt� Die entwickelten Methoden zur parallelen Matrix�Vektor�
Multiplikation lassen damit eine gute Skalierung f�ur Matrizen aus verschiedensten
Anwendungsbereichen erwarten�
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Abbildung ���� Speedup�Verhalten der Matrix�Vektor�Multiplikation f�ur Ma�
trizen aus technischen Anwendungen mit steigender Problemgr�o�e

Abbildung ��	� zeigt das Speedup�Verhalten f�ur die Matrix LAPLACE mit
n � 	���� 	����� 	����� und 	������� Diese Matrizen besitzen die gleiche Be�
setzungsstruktur� die Problemgr�o�e kann �uber die Ordnung vorgegeben werden

s� Tabelle �����
Die Speedup�Werte der Matrizen steigen mit der Problemgr�o�e� Bei glei�

cher Prozessorzahl sinkt der Anteil der Kommunikation am Gesamtaufwand der
Matrix�Vektor�Multiplikation mit zunehmender Problemgr�o�e� w�ahrend sich der
Anteil der Rechenoperationen erh�oht� F�ur die gr�o�te Matrix wird ann�ahernd
linearer Speedup bis 	�� Prozessoren erreicht� Bei 	�� Prozessoren betr�agt der
Speedup 	���� bei einer Ausf�uhrungszeit von ����
 ms� Das Speedup�Verhalten
in Abbildung ��	� weist auf eine hohe E�zienz der entwickelten Verfahren selbst
bei gro�er Prozessorzahl hin� wenn die Problemgr�o�e hoch ist�


�� Iterative Methoden

Im folgenden werden numerische und Performance�Ergebnisse paralleler itera�
tiver Methoden zur L�osung von Gleichungssystemen und Eigenwertproblemen
vorgestellt� Zun�achst wird auf CG�Verfahren mit Vorkonditionierung eingegan�
gen� anschlie�end werden parallele Varianten der Verfahren QMR und TFQMR
beschrieben� Zum Schlu� werden Ergebnisse einer parallelen Lanczos�Methode
zur L�osung des symmetrischen Eigenwertproblems pr�asentiert�
Speedup�Werte� die zu den iterativen Verfahren angegeben werden� sind auf

einen Iterationsschritt der jeweiligen Methode bezogen� da jeder Schritt parallel
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Abbildung ����� Speedup�Verhalten der Matrix�Vektor�Multiplikation f�ur die
Matrizen LAPLACE

durchgef�uhrt wird� Bei einigen Matrizen schwankt die Anzahl der Iterations�
schritte der Verfahren aus numerischen Gr�unden geringf�ugig� wenn die Anzahl
der verwendeten Prozessoren variiert wird� Hierbei wurde sowohl Ansteigen als
auch Sinken der Anzahl der Schritte beobachtet� Diese Schwankungen gehen bei
der obigen Vorgehensweise nicht in die Speedup�Berechnung ein�

����� Startwerte

Die in Kapitel � beschriebenen iterativen Methoden ben�otigen zu Beginn der
Iteration geeignete Startwerte� Sind Startwerte durch die Problemstellung vor�
gegeben $ z�B� durch das FE�Modell $� so werden diese Werte verwendet�

Ist dies nicht der Fall� so wird der Startvektor x��� der CG�Verfahren durch

x
���
j �

bj
ajj

� j � 	� � � � � n�

berechnet mit ajj 
� �� j � 	� � � � � n� als den Diagonalelementen der Koe�zien�
tenmatrix des Gleichungssystems Ax � b� F�ur die Verfahren QMR und TFQMR
wird in diesem Fall als Startvektor x��� der Null�Vektor gew�ahlt�

Die QMR�Methode erfordert zus�atzlich die Wahl eines Vektors "w���� Dieser
Vektor wird wie in Algorithmus ��� vorgeschlagen zu �g��� gesetzt� Im TFQMR�
Verfahren wird ein beliebiger Vektor "g��� ben�otigt� der �� � �"g���T g��� 
� � erf�ullt

s� Algorithmus ����� Eine sinnvolle Wahl f�ur diesen Vektor ist g���� In die�
sem Fall ist die obige Bedingung erf�ullt� au�er das Start�Residuum g��� hat den
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Wert �� Letzteres bedeutet� da� der Startvektor der exakten L�osung entspricht�
eine Iteration ist nicht erforderlich�
Bei einigen Matrizen� die in Untersuchungen iterativer Verfahren zur L�osung

von Gleichungssystemen Ax � b verwendet werden� ist keine rechte Seite b vorge�
geben� Dies tri�t f�ur die Matrix LAPLACE und die Matrizen aus der Harwell�
Boeing Sparse Matrix Collection zu� In diesem Fall werden die Komponenten der
rechten Seite zu

bj �
nX

i��

aji� j � 	� � � � � n�

gesetzt� so da� die exakte L�osung des Systems der Vektor x� � 
	� � � � � 	�T ist�
F�ur die zweite Variante der Lanczos�Tridiagonalisierung 
s� Algorithmus ��		�

wird als Startvektor r���

r
���
j �

j

n
� j � 	� � � � � n�

gew�ahlt� Ein entsprechender Startvektor q��� f�ur Algorithmus ��	�� die erste

Variante der Lanczos�Tridiagonalisierung� wird durch q��� � r����
r���
T
r�������

berechnet� F�ur die Komponenten dieses Vektors gilt�

q
���
j �

p
�jq

n
n! 	�
�n ! 	�
� j � 	� � � � � n�

Alle Startvektoren k�onnen parallel ermittelt werden und sind unabh�angig von
der Anzahl der verwendeten Prozessoren�

����� Das CG�Verfahren

Parallelisierungseigenschaften des CG�Verfahrens wurden ohne und mit Vorkon�
ditionierung der Methode untersucht� Zur Vorkonditionierung wurden die Ska�
lierung mit der Diagonalen und die polynomiale Vorkonditionierung verwendet�
In allen Untersuchungen wurde die Iteration abgebrochen� wenn das Kriterium

���� mit �s � 	��� erf�ullt war�

Numerische Resultate

In Tabelle ��
 ist die Anzahl der Iterationsschritte des CG�Verfahrens ohne und
mit Vorkonditionierung f�ur die betrachteten symmetrischen positiv de�niten Ma�
trizen angegeben� F�ur die polynomiale Vorkonditionierung ist zus�atzlich der Po�
lynomgrad m aufgef�uhrt� Die polynomiale Vorkonditionierung wurde in allen
Untersuchungen zusammen mit der Skalierung unter Verwendung der Diagona�
len durchgef�uhrt� d� h� die Methode wurde auf das skalierte Gleichungssystem
angewendet� Die Matrix LAPLACE wurde mit der Ordnung n � 	���� 	�����
	����� und 	������ verwendet�
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Vorkonditionierung
Keine Skalierung Polynomiale m

ICG�D 	�� 		� �
 �
ICG�D �
� �� �
 �
ISR 	��� ��� ��� �
PRESS �
��� ����� ���� �
BCSSTK�
 ����� ���� ��� �
BCSSTK�	 � ���� ��� �
LAPLACE 	� 	� 		 �

Tabelle ���� Anzahl der Iterationsschritte des CG�Verfahrens ohne und mit
Vorkonditionierung

Mit Vorkonditionierung sind deutlich weniger Iterationsschritte zum Erreichen
des Abruchkriteriums erforderlich als beim unvorkonditionierten CG�Verfahren�
Bereits die Skalierung mit der Diagonalen reduziert die Anzahl der Schritte
betr�achtlich� Durch polynomiale Vorkonditionierung wird die Iterationszahl ab�
h�angig vom Grad des Polynoms weiter verringert� Als Polynomgrad sind die
Werte von m gew�ahlt� die zu den k�urzesten Ausf�uhrungszeiten des Verfahrens
auf �� Prozessoren f�uhren� Zu diesem Zweck wurden Polynomgrade von � bis
	� untersucht� Gew�ohnlich ist der Polynomgrad � eine geeignete Wahl� Das
Zeitverhalten des CG�Verfahrens ohne und mit Vorkonditionierung wird unten
beschrieben�

Tabelle ��
 ist ferner zu entnehmen� da� die Anzahl der Iterationsschritte mit
der Konditionszahl der Matrix steigt 
vergl� ������� Zus�atzlich k�onnen Rundungs�
fehler die Konvergenz beein�ussen� Bei den Matrizen PRESS und BCSSTK�

liegen die Iterationszahlen aufgrund von Rundungsfehlern oberhalb der theore�
tischen Grenze n� Eine akzeptable Approximation der L�osung wird trotzdem
erreicht� Bei der Matrix BCSSTK�	 erf�ullt das CG�Verfahren ohne Vorkon�
ditionierung innerhalb von ����� Schritten das vorgegebene Abbruchkriterium
nicht� Mit Vorkonditionierung wird jedoch eine Approximation der L�osung ge�
funden� Vorkonditionierung f�uhrt zu einem g�unstigeren Konvergenzverhalten�
Das Verfahren wird numerisch stabiler� der Ein�u� von Rundungsfehlern sinkt�

F�ur die Matrix LAPLACE ergeben sich bei allen gew�ahlten Werten von n
die gleichen Iterationszahlen� die Konditionszahl betr�agt in allen F�allen ca� ��
Die Skalierung mit der Diagonalen reduziert die Anzahl der Schritte nicht� da die
Diagonalelemente bereits den Wert 	 haben� Durch polynomiale Vorkonditionie�
rung sinkt die Iterationszahl um drei Schritte� Da die Matrix LAPLACE bereits
gut konditioniert ist� wirkt sich die Vorkonditionierung kaum auf die Konvergenz
der CG�Iteration aus�
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Abbildung ����� Ausf�uhrungszeiten des urspr�unglichen und des modi�zierten
CG�Verfahrens

Vergleich der Varianten

In Abbildung ��		 sind die Ausf�uhrungszeiten des urspr�unglichen und des modi��
zierten CG�Verfahrens 
s� die Algorithmen ��	 und ���� auf �� bis 	�� Prozessoren
f�ur die Matrizen ICG�D und ISR dargestellt� Die Messungen wurden unter dem
Betriebssystem PARAGON OSF�	� Release 	�	� durchgef�uhrt�

Mit steigender Anzahl der Prozessoren verringern sich die Ausf�uhrungszeiten
des modi�zierten Verfahrens deutlich gegen�uber denen der urspr�unglichen Me�
thode� Auf 	�� Prozessoren wird die Ausf�uhrungszeit f�ur die Matrix ICG�D
um �� reduziert� f�ur die Matrix ISR ergibt sich ein Zeitgewinn von �� � Der
Grund ist die Einsparung globaler Synchronisation im modi�zierten Verfahren
gegen�uber der urspr�unglichen Methode 
s� auch ����	�� Allen folgenden Untersu�
chungen liegt das modi�zierte CG�Verfahren zugrunde�

Datenverteilung

In den Abbildungen ��	� und ��	� sind die Ausf�uhrungszeiten des CG�Verfahrens
pro Iterationsschritt auf �� Prozessoren bei unterschiedlicher Datenverteilung f�ur
die Matrizen ICG�D und ISR bzw�BCSSTK�
 und BCSSTK�	 veranschau�
licht� Verglichen werden die Zeiten f�ur die Werte � � 	���� � � � und � � �
des Parameters der Datenverteilung� Im ersten Fall werden jedem Prozessor
m�oglichst gleich viele Zeilen zugewiesen� im zweiten sind auf jedem Prozessor un�
gef�ahr gleich viele Nichtnull�Elemente vorhanden� Bei � � � sind die Matrix� und
Vektor�Daten derart auf die einzelnen Prozessoren verteilt� da� auf jedem Pro�
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Abbildung ����� Ausf�uhrungszeiten des CG�Verfahrens pro Iterationsschritt
f�ur die Matrizen ICG�D und ISR bei unterschiedlicher Datenverteilung� �� Pro�
zessoren

Abbildung ����� Ausf�uhrungszeiten des CG�Verfahrens pro Iterationsschritt
f�ur die Matrizen BCSSTK�
 und BCSSTK�	 bei unterschiedlicher Datenver�
teilung� �� Prozessoren
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zessor m�oglichst gleich viele Operationen der CG�Iteration durchgef�uhrt werden

s� auch ���� Tabelle ��	��
F�ur die regelm�a�ig strukturierte Matrix ICG�D in Abbildung ��	� f�uhren

alle drei Datenverteilungen zu ungef�ahr gleichen Ausf�uhrungszeiten� Bei � � �
sind die Prozessoren geringf�ugig ungleichm�a�iger ausgelastet als bei den anderen
beiden Parameterwerten� Deutlichere Unterschiede sind f�ur die unregelm�a�ig
besetzte Matrix ISR gegeben� F�ur diese Matrix sind die Ausf�uhrungszeiten bei
� � � und � � � gegen�uber der Zeit bei � � 	��� um �� reduziert� Die beiden
ersteren Zeiten sind etwa gleich gro�� da nach 
���� der Anteil der Matrix�Vek�
tor�Multiplikation am Rechenaufwand eines Iterationsschritts 
� betr�agt� Bei
beiden Matrizen f�uhrt die Datenverteilung mit � � � zur g�unstigsten Auslastung
der Prozessoren�
Wie Abbildung ��	� zeigt� ergibt sich f�ur die MatrixBCSSTK�
 bei � � � die

ung�unstigste Auslastung der Prozessoren� w�ahrend f�ur die Matrix BCSSTK�	
die Ausf�uhrungszeit bei � � 	��� am h�ochsten ist� Wieder f�uhrt die Datenvertei�
lung mit � � � zum g�unstigsten Zeitverhalten� F�ur die Matrix BCSSTK�
 ist
die Ausf�uhrungszeit bei � � � gegen�uber der Zeit bei � � � um 	� reduziert�
f�ur die Matrix BCSSTK�	 ergibt sich im Vergleich zur Zeit bei � � 	��� eine
Reduzierung um � �
Durch Verwendung des f�ur das CG�Verfahren charakteristischen Parameter�

werts $ dieser h�angt zus�atzlich von der Prozessorarchitektur ab $� wird f�ur
verschieden strukturierte Matrizen eine gleichm�a�ige Auslastung der Prozessoren
erreicht� Insbesondere ist die Datenverteilung f�ur den charakteristischen Wert
g�unstiger� als jedem Prozessor gleich viele Zeilen oder Nichtnull�Elemente zuzu�
teilen� In allen folgenden Untersuchungen wird zur Ermittlung der Datenvertei�
lung � � � verwendet�

�Uberlappung

Abbildung ��	� zeigt den Ein�u� der �Uberlappung von Rechnung und Kommu�
nikation auf das Zeitverhalten des CG�Verfahrens f�ur die Matrizen ICG�D und
ISR� Die Ausf�uhrungszeiten pro Iterationsschritt wurden auf �� Prozessoren des
iPSC���� und des PARAGON unter dem Betriebssystem OSF�	� Release 	�	
bzw� Release 	��� gemessen� Auf dem iPSC���� wurde der FORTRAN Compi�
ler der Portland Group� Inc�� Release ���� verwendet ���� die Messungen wurden
unter dem Betriebssystem NX�� durchgef�uhrt ����
Auf dem iPSC���� werden die Ausf�uhrungszeiten durch �Uberlappung von

Rechnung und Kommunikation am deutlichsten beein�u�t� Bei beiden Matri�
zen sinken die Zeiten durch die �Uberlappung um ca� �� � Auf dem PARAGON
sind die Unterschiede geringer� da die Bandbreite des Verbindungsnetzwerks der
Prozessoren um ein Vielfaches h�oher ist� die Transferzeiten sind bei gleicher Da�
tenmenge deutlich k�urzer als auf dem iPSC����� Ferner sind die Ausf�uhrungs�
zeiten auf den PARAGON�Prozessoren i��� XP durch die h�ohere Taktrate ge�
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Abbildung ����� Ein�u� der �Uberlappung auf das Zeitverhalten� �� Prozes�
soren

gen�uber den iPSC�����Prozessoren i��� XR reduziert� Unter dem Betriebssy�
stem PARAGON OSF�	� Release 	�	� werden die Ausf�uhrungszeiten durch die
�Uberlappung bei der Matrix ICG�D um � und bei der Matrix ISR um 	� 
verk�urzt� w�ahrend unter dem Betriebssystem PARAGON OSF�	� Release 	���
eine Reduzierung um 
 bzw� 	
 erreicht wird� Gegen�uber dem Release 	�	
ist der Ein�u� der �Uberlappung h�oher� da unter dem Release 	�� der Kommuni�
kationsprozessor die Abwicklung des Datenaustauschs �ubernimmt� Der Rechen�
prozessor ist von der Bearbeitung der Kommunikationsprotokolle freigestellt und
kann unmittelbar nach Aufsetzen einer asynchronen Kommunikationsanweisung
Operationen mit lokalen Daten ohne weitere Unterbrechungen durchf�uhren� Die
gr�o�ere Auswirkung der �Uberlappung auf das Zeitverhalten bei der Matrix ISR
kommt zustande� da bei dieser Matrix gr�o�ere Datenmengen als bei der Matrix
ICG�D ausgetauscht werden und damit die Transferzeiten nicht�lokaler Daten
h�oher sind� Im Vergleich zur Matrix ICG�D ist die Matrix ISR dichter besetzt�

Skalierungseigenschaften

In Abbildung ��	� sind Speedup�Werte des CG�Verfahrens auf bis zu 	�� Prozes�
soren f�ur Matrizen aus technischen Anwendungen dargestellt�
Bei hohen Prozessorzahlen steigen die Speedup�Werte deutlich mit der Anzahl

der Nichtnull�Elemente der Matrizen� Speedup�Verluste kommen einerseits durch
den Kommunikationsaufwand w�ahrend der Matrix�Vektor�Multiplikation und an�
dererseits durch globale Synchronisation zur Bestimmung von Skalarprodukten
und Normen zustande� Jeder Iterationsschritt des modi�zierten CG�Verfahrens
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Abbildung ����� Speedup�Verhalten des CG�Verfahrens f�ur Matrizen aus tech�
nischen Anwendungen mit steigender Problemgr�o�e

enth�alt einen Synchronisationspunkt� Der zeitliche Aufwand f�ur globale Synchro�
nisation w�achst mit der Anzahl der Prozessoren� Da mit steigender Prozessorzahl
zus�atzlich der Rechenaufwand sinkt� erh�oht sich der Ein�u� des Synchronisati�
onsaufwands auf das Speedup�Verhalten� Daher liegen die Speedup�Werte in
Abbildung ��	� unter denen aus Abbildung ��
 f�ur die Matrix�Vektor�Multipli�
kation� Auf 	�� Prozessoren werden f�ur die Matrizen BCSSTK�	� ICG�D�
BCSSTK�
� PRESS� ICG�D und ISR Speedup�Werte von ����� ����� ���
�
�
�
� ���� und 

�� erreicht� die zugeh�origen Ausf�uhrungszeiten bei Skalierung
der Matrix betragen 
�
 s� ���� s� 	��� s� 	���� s� ���� s und 
�� s�

Abbildung ��	� veranschaulicht das Speedup�Verhalten des CG�Verfahrens
f�ur die Matrix LAPLACE mit n � 	���� 	����� 	����� und 	������� F�ur die
Matrizen der Ordnung n � 	��� und n � 	���� wurden Speedup�Werte bis ��
Prozessoren ermittelt� f�ur die beiden gr�o�eren Matrizen bis 	�� Prozessoren�

Da die Matrix�Vektor�Multiplikation der Matrizen aufgrund der Besetzungs�
struktur nach 
���� lediglich einen Anteil von ca� �� am Rechenaufwand eines
Iterationsschritts hat� ist der Ein�u� des Synchronisationsaufwands auf das Speed�
up�Verhalten gro�� Daher liegen die Speedup�Werte f�ur n � 	���� 	���� und
	����� deutlich unter denen aus Abbildung ��	� f�ur die Matrix�Vektor�Multipli�
kation� Bei fester Prozessorzahl steigt der Rechenaufwand mit der Problemgr�o�e�
w�ahrend der Synchronisationsaufwand unver�andert bleibt� Bei n � 	������ ist
der Anteil des Synchronisationsaufwands an der Gesamtzeit bereits deutlich ver�
mindert� auf 	�� Prozessoren wird ein Speedup von 	���� bei einer Ausf�uhrungs�
zeit von ���	 s erreicht�
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Abbildung ����� Speedup�Verhalten des CG�Verfahrens f�ur die Matrizen LA

PLACE

Abbildung ���
� Speedup�Verhalten ohne und mit Einsatz des Kommunikati�
onsprozessors
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Die Reduzierung der Anzahl der Synchronisationspunkte und die Verwendung
e�zienter Methoden zur parallelen Matrix�Vektor�Multiplikation mit d�unnbe�
setzter Matrix f�uhrt zu hohen Speedup�Werten des CG�Verfahrens bei unter�
schiedlich strukturierten Matrizen� Das Speedup�Verhalten aus Abbildung ��	�
l�a�t bei h�oheren Problemgr�o�en auch auf mehr als 	�� Prozessoren hohe E�zienz
erwarten�
In Abbildung ��	� werden die erreichten Speedup�Werte des CG�Verfahrens

unter dem Betriebssystem PARAGON �SF�	� Release 	�	 bzw� Release 	��� f�ur
die Matrizen ICG�D und ISR verglichen�
Bei beiden Matrizen liegen die unter �SF�	� Release 	��� erreichten Speedup�

Werte bei hohen Prozessorzahlen deutlich �uber denWerten� die unter dem Release
	�	 gemessen wurden� Der Grund ist ein bedeutend g�unstigeres Kommunikations�
verhalten durch den unter OSF�	� Release 	��� eingesetzten Kommunikationspro�
zessor� Gegen�uber dem Release 	�	 ist die Bandbreite des Verbindungsnetzwerks
verdoppelt� w�ahrend die Startup�Zeiten f�ur Kommunikation um den Faktor �
verk�urzt sind� Auf 	�� Prozessoren betr�agt der Speedup mit Einsatz des Kom�
munikationsprozessors f�ur die Matrizen ICG�D und ISR ���� bzw� 

��� unter
dem Release 	�	 wurde lediglich ein Speedup von ���
 bzw� ���� gemessen�

Vorkonditionierung

Die Abbildungen ��	� und ��	
 zeigen die Ausf�uhrungszeiten des CG�Verfahrens
auf 	�� Prozessoren ohne und mit Vorkonditionierung f�ur die Matrizen ICG�D
und ISR bzw� BCSSTK�
 und PRESS� Zur Vorkonditionierung werden die
Skalierung mit der Diagonalen und die polynomiale Vorkonditionierung in Ver�
bindung mit der vorherigen Skalierung der Matrix verwendet�
Gegen�uber dem unvorkonditionierten CG�Verfahren f�uhren beide Methoden

mit Vorkonditionierung zu einer deutlichen Reduzierung der Ausf�uhrungszeit�
Gr�unde sind einerseits betr�achtlich geringere Iterationszahlen 
s� Tabelle ��
� und
im Fall der polynomialen Vorkonditionierung mit Skalierung zus�atzlich ein g�unsti�
geres Speedup�Verhalten� das unten erl�autert wird� Bei den Matrizen ICG�D�
ISR� BCSSTK�
 und PRESS verk�urzen sich bei Verwendung der Skalierung
mit der Diagonalen die Ausf�uhrungszeiten bereits um den Faktor ���� ���� ���
bzw� 	��� Der zeitliche Aufwand f�ur diese Vorkonditionierung ist von der Gr�o�en�
ordnung des Aufwands f�ur einen Iterationsschritt des CG�Verfahrens� Bei hohen
Iterationszahlen ist er vernachl�assigbar� Daher verh�alt sich die Verk�urzung der
Ausf�uhrungszeiten wie die Reduzierung der Anzahl der Iterationsschritte�
Zus�atzliche polynomiale Vorkonditionierung f�uhrt bei den Matrizen ICG�D

und ISR zu keiner weiteren Verbesserung� die Ausf�uhrungszeiten sind im Ver�
gleich zu den Zeiten bei alleiniger Skalierung sogar erh�oht� Zwar sinken die Ite�
rationszahlen bei zus�atzlicher polynomialer Vorkonditionierung weiter 
s� Tabelle
��
�� jedoch steigt insgesamt die Anzahl der Matrix�Vektor�Multiplikationen ge�
gen�uber dem Verfahren mit Skalierung 
s� auch ������� Eingespart werden Ska�
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Abbildung ���	� Ausf�uhrungszeiten des CG�Verfahrens ohne und mit Vorkon�
ditionierung f�ur die Matrizen ICG�D und ISR� 	�� Prozessoren

Abbildung ����� Ausf�uhrungszeiten des CG�Verfahrens ohne und mit Vorkon�
ditionierung f�ur die Matrizen BCSSTK�
 und PRESS� 	�� Prozessoren
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Abbildung ����� Speedup�Verhalten des CG�Verfahrens mit Skalierung und
mit zus�atzlicher polynomialer Vorkonditionierung f�ur die Matrizen ICG�D und
ISR

larprodukte $ und damit globale Synchronisation $ sowie Vektoradditionen
und �skalierungen� Da bei beiden Matrizen der Anteil der Matrix�Vektor�Mul�
tiplikation am Rechenaufwand eines Iterationsschritts nach 
���� mit �� und

� hoch ist� wird das Zeitverhalten durch das Einsparen von Iterationsschritten
nicht verbessert� Bei den Matrizen BCSSTK�
 und PRESS hingegen werden
die Ausf�uhrungszeiten des CG�Verfahrens durch polynomiale Vorkonditionierung
weiter reduziert� Gegen�uber der Skalierung werden um 	� bzw� �	 k�urzere
Zeiten erreicht� Auch bei diesen Matrizen liegt nach 
���� mit �� bzw� �� 
ein hoher Anteil der Matrix�Vektor�Multiplikation am gesamten Rechenaufwand
eines Iterationsschritts vor� jedoch ist die Anzahl der Nichtnull�Elemente deut�
lich kleiner als bei den oben betrachteten Matrizen� Daher ist der Ein�u� des
Synchronisationsaufwands bei hoher Prozessorzahl auf das Zeitverhalten des CG�
Verfahrens mit Skalierung bei den Matrizen BCSSTK�
 und PRESS gr�o�er�
Mit polynomialer Vorkonditionierung werden pro Iterationsschritt f�unf bzw� neun
Matrix�Vektor�Multiplikationen bei niedrigerer Iterationszahl gegen�uber alleini�
ger Skalierung durchgef�uhrt� Dadurch sinkt der Anteil des Synchronisationsauf�
wands am Gesamtaufwand eines Schritts�
Der letztere Zusammenhang wird im folgenden anhand des Speedup�Verhal�

tens des CG�Verfahrens mit Skalierung und mit zus�atzlicher polynomialer Vor�
konditionierung in den Abbildungen ���� und ���	 verdeutlicht�
Bei allen vier Matrizen liegen die Speedup�Werte mit polynomialer Vorkondi�

tionierung �uber den Werten f�ur das CG�Verfahren mit Skalierung� wenn eine hohe
Anzahl von Prozessoren verwendet wird� Mit polynomialer Vorkonditionierung
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Abbildung ����� Speedup�Verhalten des CG�Verfahrens mit Skalierung und
mit zus�atzlicher polynomialer Vorkonditionierung f�ur die Matrizen BCSSTK�

und PRESS

werden auf 	�� Prozessoren f�ur die Matrizen ICG�D� ISR� BCSSTK�
 und
PRESS Speedup�Werte von �
��� 	����� ���� bzw� ���� erreicht� w�ahrend die ent�
sprechenden Werte bei Skalierung der Matrix mit ����� 

��� ���
 bzw� �
�
 nied�
riger sind� Der geringere Anteil des Synchronisationsaufwands an der Gesamt�
zeit eines Iterationsschritts bei polynomialer Vorkonditionierung f�uhrt zu einem
g�unstigeren Speedup�Verhalten� Je h�oher der Grad m des Polynoms gew�ahlt
wird� desto mehr n�ahern sich die Speedup�Werte des CG�Verfahrens mit poly�
nomialer Vorkonditionierung den Werten der Matrix�Vektor�Multiplikation aus
Abbildung ��
� da die Matrix�Vektor�Multiplikation das Zeitverhalten in steigen�
dem Ma�e bestimmt�
Mit zunehmendem Grad steigt jedoch insgesamt der Aufwand f�ur die Ma�

trix�Vektor�Multiplikationen� wenn die Anzahl der Iterationsschritte des CG�
Verfahrens mit Skalierung durch polynomiale Vorkonditionierung um weniger als
den Faktor m!	 reduziert wird 
s� auch ������� Daher kann das Zeitverhalten
bei hohem Polynomgrad insbesondere bei kleiner Prozessorzahl ung�unstiger sein�
Bei gro�er Prozessorzahl kann dagegen ein hoher Grad durch die bessere E�zienz
der Methode die Reduzierung der Ausf�uhrungszeiten bewirken� F�ur die Matrix
PRESS z� B� betr�agt die Ausf�uhrungszeit des CG�Verfahrens mit polynomialer
Vorkonditionierung auf einem Prozessor 


� s� w�ahrend mit Skalierung lediglich

��� s erforderlich sind� Auf 	�� Prozessoren hingegen erreicht die Methode bei
polynomialer Vorkonditionierung mit 	���
 s gegen�uber 	���� s bei Skalierung
die deutlich k�urzere Ausf�uhrungszeit� Ein besonders g�unstiges Zeitverhalten bei
polynomialer Vorkonditionierung ergibt sich bei der Matrix BCSSTK�
� Das
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Abbildung ����� Vergleich der Ausf�uhrungszeiten f�ur die Vorverarbeitung und
das CG�Verfahren mit Skalierung� �� Prozessoren

Verfahren f�uhrt sowohl auf einem Prozessor mit ��� s gegen�uber ��� s bei al�
leiniger Skalierung als auch auf 	�� Prozessoren mit 		�
 s gegen�uber 	��� s zu
k�urzeren Ausf�uhrungszeiten� Durch parallele Bearbeitung auf 	�� Prozessoren
und polynomiale Vorkonditionierung in Verbindung mit der Skalierung der Ma�
trix wird die Ausf�uhrungszeit des CG�Verfahrens ohne Vorkonditionierung auf
einem Prozessor f�ur die Matrix PRESS von ��� h um den Faktor 		� auf ��	
min und f�ur die Matrix BCSSTK�
 von 	��� h um den Faktor ��
 auf 		�
 s
gesenkt�

Vorverarbeitung

In Abbildung ���� werden die Ausf�uhrungszeiten des Vorverarbeitungsschritts
zur Ermittlung des Kommunikationsschemas 
s� auch Abbildung ��	�� und des
CG�Verfahrens mit Skalierung f�ur die Matrizen ICG�D� ISR und BCSSTK�

auf �� Prozessoren gegen�ubergestellt� Die Vorverarbeitung wird wie die iterative
Methode parallel durchgef�uhrt� Bei Verwendung der entwickelten parallelen itera�
tiven Verfahren in FE�Modellen ist die Ermittlung des Kommunikationsschemas
gew�ohnlich nur einmal erforderlich� der zeitliche Aufwand kann vernachl�assigt
werden� Lediglich bei �Anderung des Diskretisierungsgitters mu� das Schema neu
berechnet werden� Wird die iterative Methode jedoch losgel�ost vom Diskretisie�
rungsproblem zur L�osung einzelner Gleichungssysteme oder Eigenwertprobleme
betrachtet $ z�B� als Bibliotheksroutine $� so mu� der zeitliche Aufwand f�ur
die Vorverarbeitung ber�ucksichtigt werden�
Bei allen drei Matrizen ist die Ausf�uhrungszeit des iterativen Verfahrens um
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ein Vielfaches h�oher als der zeitliche Aufwand der Vorverarbeitung� W�ahrend die
Zeit zur Ermittlung des Kommunikationsschemas bei der Matrix ICG�D �� 
der Ausf�uhrungszeit der iterativen Methode betr�agt� ist der Aufwand bei den
Matrizen ISR und BCSSTK�
 mit � bzw� 	 der Zeit des CG�Verfahrens ver�
nachl�assigbar� F�ur die nicht dargestellte Matrix PRESS ergibt sich ein Aufwand
f�ur die Vorverarbeitung von ��	 der Ausf�uhrungszeit der iterativen Methode�
Dies weist darauf hin� da� bei hohen Iterationszahlen des Verfahrens der Auf�
wand f�ur die Vorverarbeitung nicht ber�ucksichtigt werden mu�� Die Ermittlung
des Kommunikationsschemas wird e�zient durchgef�uhrt� so da� die entwickelten
iterativen Methoden auch zur L�osung von einzelnen Gleichungssystemen oder
Eigenwertproblemen geeignet sind� Bei den im weiteren betrachteten Verfahren
QMR und TFQMR sowie der Lanczos�Methode ist der Aufwand der Vorverar�
beitung im Vergleich zur Ausf�uhrungszeit der Iteration in der Regel geringer als
beim CG�Verfahren� da der Rechenaufwand pro Iterationsschritt h�oher ist�

����� Die Verfahren QMR und TFQMR

Im folgenden werden Parallelisierungseigenschaften des QMR� und des TFQMR�
Verfahrens zur L�osung von Gleichungssystemen mit regul�arer Matrix beschrieben�
Zum Abbruch der Iteration wurde in allen Untersuchungen der Wert des Resi�
duums �uberpr�uft� Das Kriterium 
���� ist f�ur die Methoden QMR und TFQMR
aufgrund des Fehlerverhaltens nicht geeignet ���� �����

Numerische Resultate

In Tabelle ��	� sind die Iterationszahlen der Methoden QMR und TFQMR f�ur
die MatrizenWATT�� ORSREG�� ICG�D und ISR zusammengefa�t�

Iterationszahl
QMR TFQMR CG

WATT� 	� 	� �
ORSREG� ��� � �
ICG�D ��	 ��� ���
ISR �	�� � �	��

Tabelle ����� Anzahl der Iterationsschritte der Verfahren QMR� TFQMR und
CG

Die Iteration wurde abgebrochen� sobald die Norm des Residuums den Wert
	��� unterschritt� F�ur die symmetrischen Matrizen ICG�D und ISR ist die An�
zahl der Iterationsschritte des CG�Verfahrens ohne Vorkonditionierung bei diesem
Abbruchkriterium hinzugef�ugt� Beim TFQMR�Verfahren wurde das Residuum
alle zehn Iterationsschritte berechnet und �uberpr�uft 
s� auch ������� Die Iterati�
onszahl f�ur die MatrizenWATT� und ORSREG� wurde auf einem Prozessor
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Abbildung ����� Ausf�uhrungszeiten der QMR�Methode pro Iterationsschritt
bei unterschiedlicher Datenverteilung� �� Prozessoren

bestimmt� die Anzahl der Schritte f�ur die Matrizen ICG�D und ISR auf vier
bzw� acht Prozessoren�
Das TFQMR�Verfahren erf�ullte das Abbruchkriterium f�ur die Matrizen ISR

und ORSREG� innerhalb von ���� Schritten nicht� Daher sind f�ur diese Ma�
trizen keine Iterationszahlen angegeben� Bei den Matrizen ICG�D und ISR un�
terscheiden sich die Iterationszahlen f�ur die Methoden QMR und CG kaum� F�ur
das QMR�Verfahren wurde Konvergenz auch bei h�oherer Genauigkeit des Residu�
ums festgestellt� bei der die TFQMR�Methode lediglich f�ur die MatrixWATT�

konvergierte� Dies weist auf ein g�unstigeres Konvergenz� und Fehlerverhalten des
QMR�Verfahrens gegen�uber der TFQMR�Methode hin 
vergl� ������

Datenverteilung

In den Abbildungen ���� und ���� sind die Ausf�uhrungszeiten der Verfahren QMR
und TFQMR pro Iterationsschritt auf �� Prozessoren bei Verteilung der Daten
gem�a� Kriterium 
���� mit � � 	���� � � � und � � 	� 
QMR� bzw� � � 	�

TFQMR� f�ur die Matrizen ICG�D und ISR dargestellt 
s� auch ���� Tabelle
��	��
Wie beim CG�Verfahren f�uhren auch bei den Methoden QMR und TFQMR

die charakteristischen Werte des Parameters der Datenverteilung zu einer g�unsti�
gen Lastverteilung� F�ur die unregelm�a�ig besetzte Matrix ISR ist die Aus�
f�uhrungszeit des QMR�Verfahrens bei der Datenverteilung nach dem Kriterium

�
Gleich viele Operationen� 
� � 	�� gegen�uber der Zeit bei Verteilung der Daten
gem�a� dem Kriterium

�
Gleich viele Zeilen� 
� � 	���� um �� reduziert� Bei der
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Abbildung ����� Ausf�uhrungszeiten der TFQMR�Methode pro Iterations�
schritt bei unterschiedlicher Datenverteilung� �� Prozessoren

TFQMR�Methode ergibt sich f�ur � � 	� verglichen mit der Zeit f�ur � � 	��� eine
um �� verk�urzte Ausf�uhrungszeit� F�ur die Matrix ISR ergeben sich bei beiden
Verfahren ann�ahernd gleiche Ausf�uhrungszeiten f�ur die charakteristischen Werte
von � und f�ur � � �� da der operationale Aufwand f�ur die Matrix�Vektor�Multipli�
kationen das Zeitverhalten im wesentlichen bestimmt� F�ur die Matrix ICG�D
mit regelm�a�igem Besetzungsmuster unterscheiden sich die Ausf�uhrungszeiten
beider Verfahren bei allen drei Datenverteilungen kaum�

Vergleich der Ausf�uhrungszeiten

In Abbildung ���� werden die Ausf�uhrungszeiten pro Iterationsschritt der Ver�
fahren QMR und TFQMR f�ur die MatrizenWATT� und ORSREG� auf einem
Prozessor sowie ICG�D und ISR auf �� Prozessoren verglichen� F�ur die sym�
metrischen Matrizen sind die entsprechenden Zeiten der CG�Iteration erg�anzt�
Die Ausf�uhrungszeiten der TFQMR�Methode sind gegen�uber den Zeiten des

QMR�Verfahrens reduziert� dies wird im wesentlichen durch eine kleinere Anzahl
von Vektor�Vektor�Operationen pro Iterationsschritt als in der QMR�Iteration
verursacht� Der Unterschied ist jedoch gering� Dagegen sind die Ausf�uhrungs�
zeiten des CG�Verfahrens pro Schritt nur ca� halb so gro� wie die Zeiten der
QMR� und TFQMR�Methode� da in jedem Iterationsschritt lediglich eine Matrix�
Vektor�Multiplikation gegen�uber zwei in der QMR bzw� TFQMR�Iteration und
zus�atzlich weniger Vektor�Vektor�Operationen durchgef�uhrt werden� Bei gleicher
Anzahl der Iterationsschritte ist der operationale Aufwand der Verfahren QMR
und TFQMR ca� doppelt so hoch wie der Aufwand der CG�Iteration�
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Abbildung ����� Ausf�uhrungszeiten pro Iterationsschritt der Methoden QMR�
TFQMR und CG

Kopplung

In den obigen Untersuchungen wurde das QMR�Verfahren ohne Kopplung des
Datenaustauschs f�ur die beiden voneinander unabh�angigen Matrix�Vektor�Mul�
tiplikationen mit A und AT verwendet 
s� auch ������� Abbildung ���� zeigt
die Ausf�uhrungszeiten der QMR�Methode ohne und mit Kopplung der Kom�
munikation f�ur beide Operationen� Die Zeiten f�ur die Matrizen WATT� und
ORSREG� wurden auf �� Prozessoren gemessen� die Zeiten f�ur die Matrizen
ICG�D und ISR auf 	�� Prozessoren�

Bei allen vier Matrizen sind die Ausf�uhrungszeiten des Verfahrens mit Kopp�
lung k�urzer als die Zeiten der Methode ohne Kopplung� Durch die Kopplung
des Datenaustauschs f�ur die beiden unabh�angigen Matrix�Vektor�Multiplikatio�
nen eines Iterationsschritts wird der Kommunikationsaufwand f�ur diese Opera�
tionen reduziert� F�ur die gro�en Matrizen ICG�D und ISR wirkt sich dies
nur geringf�ugig auf die Gesamtzeit aus� die Rechenoperationen und der Aufwand
f�ur globale Synchronisation bestimmen im wesentlichen das Zeitverhalten� Pro
Iterationsschritt der QMR� wie der TFQMR�Methode sind drei Synchronisati�
onspunkte erforderlich� Bei den kleineren Matrizen WATT� und ORSREG�
ist der Anteil des Kommunikationsaufwands f�ur die Matrix�Vektor�Multiplikatio�
nen an der Gesamtzeit aufgrund des geringen Rechenaufwands gr�o�er� Hier f�uhrt
die Kopplung der Kommunikation f�ur die Matrix�Vektor�Multiplikationen mit A
und AT zu um 		 bzw� um 	� k�urzeren Ausf�uhrungszeiten� In den folgenden
Untersuchungen wird das QMR�Verfahren mit Kopplung verwendet�
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Abbildung ����� Ausf�uhrungszeiten pro Iterationsschritt der QMR�Methode
ohne und mit Kopplung

Skalierungseigenschaften

In den Abbildungen ���� und ���� sind die Speedup�Werte der Verfahren QMR
bzw� TFQMR f�ur die Matrizen WATT� und ORSREG� auf bis zu �� Pro�
zessoren sowie f�ur die Matrizen ICG�D und ISR auf bis zu 	�� Prozessoren
dargestellt�

Bei beiden Verfahren werden f�ur die MatrizenWATT� und ORSREG� auf�
grund der kleinen Problemgr�o�e lediglich geringe Speedup�Werte erreicht� Auf
�� Prozessoren betragen die Speedup�Werte ��� bzw� ��� f�ur die QMR�Methode
und ��
 bzw� ��	 f�ur das TFQMR�Verfahren� Die h�oheren Werte der QMR�
Iteration kommen durch die Kopplung der Kommunikation f�ur die Matrix�Vek�
tor�Multiplikationen mitA undAT sowie eine gr�o�ere Anzahl von Vektor�Vektor�
Operationen pro Iterationsschritt zustande� F�ur die gro�en Matrizen ICG�D
und ISR ist das Speedup�Verhalten beider Verfahren �ahnlich� Auf 	�� Prozes�
soren werden f�ur die QMR�Methode Speedup�Werte von ���	 bzw� �
�� und f�ur
das TFQMR�Verfahren von ���� bzw� ���� erreicht�

Durch �Anderung der Reihenfolge der Operationen konnte die Anzahl der Syn�
chronisationspunkte pro Iterationsschritt bei beiden Verfahren auf drei reduziert
werden� Dar�uber hinausgehende Ans�atze zur Verminderung des Synchronisa�
tionsaufwands f�ur die iterativen Methoden GCR 
Generalized Conjugate Resi�
dual� und Omin 
Orthomin� zur L�osung unsymmetrischer Gleichungssysteme�
die u�U� auf die Verfahren QMR und TFQMR �ubertragen werden k�onnen� sind
in �	��� zu �nden� Ferner kann die Gesamtzahl der Synchronisationspunkte durch
Vorkonditionierung der Verfahren verringert werden�
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Abbildung ���
� Speedup�Werte des QMR�Verfahrens

Abbildung ���	� Speedup�Werte des TFQMR�Verfahrens
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����� Die Lanczos�Methode

Die entwickelte parallele Lanczos�Methode zur L�osung des symmetrischen Ei�
genwertproblems erzeugt zun�achst aus der urspr�unglichen Matrix eine Folge von
Tridiagonalmatrizen mit steigender Ordnung 
s� ����� Nach einer vorgegebenen
Anzahl von Iterationsschritten der Tridiagonalisierung werden die Eigenwerte der
aktuellen Tridiagonalmatrix bestimmt und �uberpr�uft� welche Eigenwerte ausrei�
chende Approximationen der Eigenwerte der urspr�unglichen Matrix sind�
In allen folgenden Untersuchungen wurde die Lanczos�Iteration abgebrochen�

wenn mindestens 	�� Eigenwerte der urspr�unglichen Matrix ermittelt waren� Die
Eigenwerte der Tridiagonalmatrizen wurden mit einer Genauigkeit von 		 Dezi�
malstellen berechnet� das Abbruchkriterium ist in ���� beschrieben� Einfache Ei�
genwerte der Tridiagonalmatrizen� die N�aherungen f�ur Eigenwerte der urspr�ung�
lichen Matrix sind und mit einer Genauigkeit von neun Dezimalstellen mit unech�
ten Eigenwerten �ubereinstimmen� werden als nicht�isolierte einfache Eigenwerte
markiert� Die Toleranz �t aus 
��	�� wurde zu 	��
 gesetzt�

Numerische Resultate

In Tabelle ��		 ist die Anzahl der ermittelten Eigenwerte nach einem vorge�
gebenen Zyklus von Schritten der Lanczos�Tridiagonalisierung f�ur die Matrizen
ISR
RCM� LAPLACE mit n � 	������ und ICG�D
RCM angegeben� Bei
den Matrizen ISR
RCM und LAPLACE wurden die Eigenwerte der Tridiago�
nalmatrix alle 	��� Schritte bestimmt� bei der Matrix ICG�D
RCM alle 	����
Schritte� Die Messung wurde auf 	�� Prozessoren durchgef�uhrt�

Schritte EW Schritte EW Schritte EW

ISR
RCM 	��� �� ���� 	�� � �
LAPLACE 	��� �� ���� 	�� � �
ICG�D
RCM 	���� � ����� �� ����� ��


Tabelle ����� Anzahl der ermittelten Eigenwerte nach einem vorgegebenen Zy�
klus

F�ur die Matrizen ISR
RCM und LAPLACE sind zwei Zyklen erforder�
lich� um mindestens 	�� Eigenwerte der Matrix zu bestimmen� w�ahrend dieses
Kriterium f�ur die Matrix ICG�D
RCM nach drei Zyklen erf�ullt ist�

Vergleich der Varianten

In Abbildung ���
 sind die Ausf�uhrungszeiten der zwei in ����	 vorgestellten Vari�
anten der Lanczos�Tridiagonalisierung auf �� bis 	�� Prozessoren f�ur die Matrizen
ICG�D und ISR gegen�ubergestellt� Die Zeiten wurden unter dem Betriebssy�
stem PARAGON OSF�	� Release 	�	� gemessen�
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Abbildung ����� Ausf�uhrungszeiten der urspr�unglichen und der modi�zierten
Lanczos�Tridiagonalisierung

Wie beim CG�Verfahren in Abbildung ��		 sind die Ausf�uhrungszeiten des
modi�zierten Verfahrens bei hoher Prozessorzahl deutlich gegen�uber denen der
urspr�unglichen Methode reduziert� da globale Synchronisation eingespart wird�
F�ur die Matrix ICG�D ergibt sich auf 	�� Prozessoren eine um �� k�urzere
Ausf�uhrungszeit des modi�zierten Verfahrens� f�ur die Matrix ISR betr�agt die
Reduzierung der Zeit 	� � In allen folgenden Untersuchungen wird daher die
modi�zierte Methode verwendet�

Datenverteilung

Abbildung ���� zeigt die Ausf�uhrungszeiten der Lanczos�Tridiagonalisierung pro
Iterationsschritt auf �� Prozessoren bei Verteilung der Daten gem�a� 
���� mit
� � 	���� � � � und dem charakteristischen Wert � � � 
s� Tabelle ��	� f�ur die
Matrizen ICG�D� ICG�D
RCM� ISR und ISR
RCM�
Die g�unstigste Auslastung der Prozessoren wird f�ur die Datenverteilung nach

den Kriterien
�
Gleich viele Nichtnull�Elemente� 
� � �� und

�
Gleich viele Ope�

rationen� 
� � �� erreicht� Die Ausf�uhrungszeiten f�ur diese Parameterwerte
unterscheiden sich kaum� da einerseits in der Lanczos�Tridiagonalisierung nur
wenige Vektor�Vektor�Operationen durchgef�uhrt werden $ der niedrige charak�
teristische Wert � � � weist darauf hin $ und andererseits der Anteil der Ma�
trix�Vektor�Multiplikation am gesamten Rechenaufwand eines Iterationsschritts
f�ur die betrachteten Matrizen hoch ist� F�ur die regelm�a�ig besetzten Matrizen
ICG�D und ICG�D
RCM ergeben alle drei Datenverteilungen ein ann�ahernd
gleiches Zeitverhalten� w�ahrend f�ur die unregelm�a�iger strukturierten Matrizen
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Abbildung ����� Ausf�uhrungszeiten der Lanczos�Tridiagonalisierung pro Itera�
tionsschritt bei unterschiedlicher Datenverteilung� �� Prozessoren

ISR und ISR
RCM deutlich erh�ohte Zeiten bei der Verteilung nach dem Krite�
rium

�
Gleich viele Zeilen� 
� � 	���� auftreten� Gegen�uber diesen Zeiten sind die

Ausf�uhrungszeiten bei der Datenverteilung mit dem charakteristischen Wert um
�� bzw� 
 reduziert� F�ur die Matrix ISR
RCM ist die Zeitdi�erenz kleiner
als f�ur die Matrix ISR� da die RCM�Permutation der Elemente dieser Matrix bei
� � 	��� zu einer gleichm�a�igeren Verteilung der Zeilen mit vielen und wenigen
Nichtnull�Elementen auf die Prozessoren f�uhrt 
s� auch Abbildung ��	��

Ausf�uhrungszeiten

In den Abbildungen ���	 und ���� sind die Ausf�uhrungszeiten der Lanczos�Tri�
diagonalisierung� des Verfahrens zur Bestimmung der Eigenwerte der Tridiago�
nalmatrizen und der gesamten Lanczos�Methode auf �� bis 	�� Prozessoren f�ur
die Matrizen ISR
RCM bzw� LAPLACE mit n � 	������ dargestellt�
Bei beiden Matrizen ist der Anteil des Verfahrens zur Bestimmung der Ei�

genwerte der Tridiagonalmatrizen an der gesamten Ausf�uhrungszeit der Lanczos�
Methode gering� da die Ordnung der Tridiagonalmatrizen nach beiden Zyklen mit
n � 	��� bzw� n � ���� klein ist� Die Zeit f�ur die Tridiagonalisierung dominiert
das Zeitverhalten� Auf 	�� Prozessoren betr�agt der Anteil des Verfahrens zur
L�osung des tridiagonalen Eigenwertproblems f�ur die Matrizen ISR
RCM und
LAPLACE an der Gesamtzeit von ���
 s bzw� ���� s lediglich 
 bzw� � �
W�ahrend der zeitliche Aufwand der Tridiagonalisierung in jedem Zyklus gleich

ist� steigt der Aufwand zur L�osung des tridiagonalen Eigenwertproblems mit der
Anzahl der Zyklen� Die Komplexit�at des Verfahrens zur Bestimmung der Ei�
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Abbildung ����� Ausf�uhrungszeiten der gesamten Lanczos�Methode� Matrix
ISR
RCM

Abbildung ����� Ausf�uhrungszeiten der gesamten Lanczos�Methode� Matrix
LAPLACE
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Abbildung ����� Ausf�uhrungszeiten der gesamten Lanczos�Methode� Matrix
ICG�D
RCM

genwerte der Tridiagonalmatrizen ist O
n��� Im Fall der Matrix ICG�D
RCM
dominiert der Aufwand zur L�osung des tridiagonalen Eigenwertproblems das Zeit�
verhalten der Lanczos Methode� Abbildung ���� zeigt die Ausf�uhrungszeiten f�ur
diese Matrix�
Auf 	�� Prozessoren betr�agt der Anteil des Verfahrens zur Bestimmung der

Eigenwerte an der Gesamtzeit von 	��� s �� � Durch parallele Bearbeitung der
Lanczos�Methode wird die Ausf�uhrungszeit von 	��� h 
vier Prozessoren� auf ����
min 
	�� Prozessoren� verk�urzt�

Skalierungseigenschaften

Abbildung ���� veranschaulicht das Speedup�Verhalten der Lanczos�Methode f�ur
die Matrizen ICG�D
RCM� ISR
RCM und LAPLACE auf bis zu 	�� Pro�
zessoren�
F�ur die Matrizen ISR
RCM und LAPLACE bestimmt im wesentlichen die

Lanczos�Tridiagonalisierung das Speedup�Verhalten� w�ahrend die Speedup�Werte
f�ur die Matrix ICG�D
RCM �uberwiegend auf dem Zeitverhalten des Verfahrens
zur L�osung des tridiagonalen Eigenwertproblems beruhen� Die Speedup�Werte
f�ur die Matrix ICG�D
RCM liegen bei hoher Prozessorzahl deutlich �uber den
entsprechendenWerten der Matrix ISR
RCM� da die Extraktionsphase des Ver�
fahrens zur Bestimmung der Eigenwerte der Tridiagonalmatrizen� die das Zeit�
verhalten bei der Matrix ICG�D
RCM dominiert� vollst�andig parallel ohne
Datenaustausch durchgef�uhrt wird� Auf 	�� Prozessoren wird f�ur die Matrix
ISR
RCM ein Speedup von ����� f�ur die Matrix ICG�D
RCM von 	���� und
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Abbildung ����� Speedup�Verhalten der Lanczos�Methode

f�ur die Matrix LAPLACE von 	�
�� erreicht� Das Speedup�Verhalten in Abbil�
dung ���� zeigt� da� sowohl die entwickelte parallele Lanczos�Tridiagonalisierung
als auch das Verfahren zur L�osung des tridiagonalen Eigenwertproblems g�unstige
Skalierungseigenschaften auf massiv�parallelen Systemen mit verteiltem Speicher
besitzen� Die Kombination beider Verfahren� deren Parallelisierungsstrategie ver�
schieden ist� zur parallelen L�osung des symmetrischen Eigenwertproblems f�uhrt
zu hoher E�zienz der gesamten Methode�


�� Algorithmische Skelette in einer funktio�

nalen Sprache

Die Skalierungseigenschaften der in eine funktionale Programmiersprache inte�
grierten algorithmischen Skelette zur Matrix�Vektor�Multiplikation mit d�unnbe�
setzter Matrix 
s� ���� wurden auf einem Transputer�System des Rechenzentrums
der RWTH Aachen getestet� Die Untersuchung wurde in Zusammenarbeit mit
dem Lehrstuhl f�ur Informatik II der RWTH Aachen durchgef�uhrt� Die im fol�
genden pr�asentierten Me�ergebnisse sind �	��� entnommen� Weitere Einzelheiten
�uber die Ergebnisse der Kooperation sowie die Me�umgebung sind ebenfalls in
dieser Arbeit beschrieben�
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Abbildung ����� Speedup�Verhalten des Vorverarbeitungsschritts zur Ermitt�
lung des Kommunikationsschemas� Matrix ICG�D
RCM

����� Vorverarbeitung

Abbildung ���� zeigt das Speedup�Verhalten des Vorverarbeitungsschritts zur Er�
mittlung des Kommunikationsschemas der Matrix�Vektor�Multiplikation auf bis
zu 	�� Prozessoren� Alle Untersuchungen wurden unter Verwendung der Ma�
trix ICG�D
RCM durchgef�uhrt� die auf dem Transputer�System den Speicher�
platz von mindestens zwei Prozessoren ben�otigt� Auf zwei Prozessoren wurde ein
Speedup von ��� angenommen� Zur gleichm�a�igen Aufteilung der Operationen
der Matrix�Vektor�Multiplikation auf die Prozessoren wurde das Kriterium 
����
mit � � � verwendet� Zur Bestimmung der Speedup�Werte wurden die Ausf�uh�
rungszeiten des Skeletts sk compute communication scheme 
s� Abbildung �����
gemessen�
Speedup�Verluste sind auf den Datenaustausch zur Festlegung des Schemas�

welche lokalen Daten der einzelnen Prozessoren an andere Prozessoren gesendet
werden� zur�uckzuf�uhren� Auf 	�� Prozessoren wird ein Speedup von �	�� erreicht�

����� Matrix�Vektor�Multiplikation

Das Speedup�Verhalten des algorithmischen Skeletts sk sparse mvp zur paralle�
len Matrix�Vektor�Multiplikation mit d�unnbesetzter Matrix ist in Abbildung ����
f�ur die Matrix ICG�D
RCM dargestellt�
Die Messung der Ausf�uhrungszeiten ergibt akzeptable Speedup�Werte von

���� und ���� auf �� bzw� 	�� Prozessoren� Bei gr�o�eren Matrizen ist eine h�ohere
E�zienz zu erwarten� Die auf dem Transputer�System erreichten Speedup�Werte
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Abbildung ����� Speedup�Verhalten der parallelen Matrix�Vektor�Multiplika�
tion� Matrix ICG�D
RCM

liegen bei hoher Prozessorzahl unter den auf dem PARAGON gemessenen Werten

s� Abbildung ��
�� Einerseits besitzt der PARAGON gegen�uber dem Transputer�
System ein leistungsf�ahigeres Verbindungsnetzwerk der Prozessoren $ dies f�uhrt
zu einem g�unstigeren Kommunikationsverhalten $� andererseits wurde auf dem
Transputer�System ein vereinfachtes Verfahren zur parallelen Matrix�Vektor�Mul�
tiplikation mit geringerem �Uberlappungsgrad implementiert� Letzteres kann ge�
gen�uber der auf dem PARAGON verwendeten Methode geringf�ugig h�ohere War�
tezeiten verursachen� Die Ausf�uhrungszeit auf zwei Prozessoren betr�agt auf dem
Transputer�System 	��	 s� w�ahrend die Zeit auf zwei Prozessoren des PARA�
GON mit ����� s deutlich k�urzer ist� Die um den Faktor �	 niedrigere Ausf�uh�
rungszeit kommt im wesentlichen durch die deutlich h�ohere Rechenleistung des
PARAGON�Prozessors i��� XP gegen�uber dem T��� des Transputer�Systems
��
� zustande�
Die in eine funktionale Programmiersprache integrierten algorithmischen Ske�

lette zur parallelen Matrix�Vektor�Multiplikation sind als e�ziente Bausteine f�ur
iterative Methoden in technischen Problemstellungen verwendbar� Parallele ite�
rative Verfahren zur L�osung von Gleichungssystemen oder Eigenwertproblemen
k�onnen mit Hilfe dieser Skelette in einfacher Weise programmiert werden�
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Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurden parallele iterative Verfahren f�ur d�unnbesetzte
Matrizen zur L�osung von linearen Gleichungssystemen und Eigenwertproblemen
entwickelt� Die Methoden zeigen gute Skalierungseigenschaften auf massiv�paral�
lelen Systemen f�ur Matrizen unterschiedlicher Besetzungsstruktur aus technischen
Anwendungen�

Zur komprimierten Speicherung d�unnbesetzter Matrizen wurden in FE�Mo�
dellen �ubliche Techniken untersucht� Das entwickelte SICRS�Schema $ eine
Modi�kation des CRS�Formats $ ber�ucksichtigt pro Zeile aufeinanderfolgende
Spaltenindizes der Nichtnull�Elemente� Dadurch kann in vielen F�allen sowohl
Speicherplatz gespart als auch indirekte Adressierung bei der Matrix�Vektor�
Multiplikation vermieden werden�
Zur Verteilung der Daten eines iterativen Verfahrens auf die einzelnen Prozes�

soren eines Parallelrechners mit verteiltem Speicher wurde ein Schema entwickelt�
das zur Balancierung der Rechenlast f�uhrt� Die Verteilung wird durch einen Pa�
rameter gesteuert� der sowohl die Operationen der iterativen Methode als auch
die Prozessorarchitektur des Parallelrechners ber�ucksichtigt� Das Schema der Da�
tenverteilung wird automatisch durch Analyse der Besetzungsstruktur der Matrix
ermittelt�

F�ur die Matrix�Vektor�Multiplikation mit d�unnbesetzter Matrix wurden ver�
schiedene Kommunikationsschemata untersucht� die auf der Analyse des Beset�
zungsmusters der Matrix beruhen� Durch Umordnung der Matrixelemente wird
die �uberlappte Durchf�uhrung von lokalen Berechnungen und Transferzeiten nicht�
lokaler Daten unterst�utzt� um Wartezeiten zu reduzieren� Mit den entwickelten
Methoden zur parallelen Matrix�Vektor�Multiplikation stehen e�ziente Routinen
zur Verf�ugung� die leicht in iterative Methoden integriert werden k�onnen�

Die Ermittlung der Datenverteilung und des Kommunikationsschemas sowie
die Umordnung der Matrix�Elemente werden parallel in einem Vorverarbeitungs�
schritt durchgef�uhrt� Verglichen mit der Ausf�uhrungszeit der iterativen Methode
ist der Aufwand f�ur die Vorverarbeitung gew�ohnlich gering� Die Resultate der
Vorverarbeitung sind in FE�Modellen solange verwendbar� bis sich das Beset�

	�	
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zungsmuster der Matrix �andert�
Die Anzahl der Synchronisationspunkte in den entwickelten parallelen ite�

rativen Verfahren wurde durch �Anderung der Reihenfolge der Operationen der
Iteration und durch die Verwendung modi�zierter Verfahren reduziert� Im CG�
Verfahren und der Lanczos�Tridiagonalisierung ist lediglich an einer Stelle globale
Synchronisation erforderlich� in den Methoden QMR und TFQMR an drei Stel�
len�
Durch polynomiale Vorkonditionierung in Verbindung mit der Skalierung der

Matrix konnte die Konvergenz des CG�Verfahrens deutlich beschleunigt und das
Fehlerverhalten der Methode verbessert werden� Zus�atzlich sinkt durch poly�
nomiale Vorkonditionierung der Anteil des Synchronisationsaufwands am Ge�
samtaufwand eines Iterationsschritts� die E�zienz der Methode bei hoher Pro�
zessorzahl steigt gegen�uber dem Verfahren mit alleiniger Skalierung der Matrix�
Die Methoden QMR und TFQMR zeigen ein �ahnliches Skalierungsverhalten

wie das CG�Verfahren� Durch Kopplung des Datenaustauschs f�ur die unabh�angi�
gen Matrix�Vektor�Multiplikationen mit der Koe�zientenmatrix und ihrer Trans�
ponierten wird die Anzahl der Nachrichten in der QMR�Iteration reduziert�
In dem entwickelten parallelen Lanczos�Verfahren zur L�osung des reell sym�

metrischen Eigenwertproblems sind zwei Algorithmen mit unterschiedlichen Par�
allelisierungsstrategien kombiniert� die Tridiagonalisierung und der Algorithmus
zur L�osung des entstehenden tridiagonalen Eigenwertproblems� Die Verkn�upfung
beider Methoden f�uhrt zu einer hohen E�zienz des gesamten Verfahrens�
Die entwickelten parallelen CG�Verfahren wurden erfolgreich in FE�Modelle

aus der Umwelttechnik und der Strukturmechanik der Forschungszentrum J�ulich
GmbH integriert� Dar�uber hinaus weisen erste Untersuchungen zum Einbau des
QMR�Verfahrens in das Sto�transportmodell des Projekts aus der Umwelttechnik
und zur Verwendung der Methoden f�ur Eigenwertprobleme in der Molekulardyna�
mik auf g�unstige Eigenschaften der Algorithmen in diesen Anwendungsbereichen
hin�
Ferner wurden in Zusammenarbeit mit dem Lehrstuhl f�ur Informatik II der

RWTH Aachen einige Methoden zur parallelen Matrix�Vektor�Multiplikation mit
d�unnbesetzter Matrix als algorithmische Skelette in eine funktionale Program�
miersprache integriert� Die algorithmischen Skelette sind als e�ziente Bausteine
f�ur iterative Methoden in technischen Problemstellungen verwendbar und erm�og�
lichen eine Programmierung auf hohem Abstraktionsniveau�
Ziel weiterer Untersuchungen ist die Konvergenzbeschleunigung der Verfahren

QMR und TFQMR durch Vorkonditionierung� die auch zu einer Verringerung des
Synchronisationsaufwands f�uhren kann� Ferner k�onnen zur weiteren Reduzierung
der Anzahl der Synchronisationspunkte jedes Iterationsschritts u�U� Ans�atze aus
Mehrschrittiterationsverfahren genutzt werden �	����
Die in dieser Arbeit vorgestellten Methoden sind auch zur Parallelisierung

iterativer Verfahren f�ur unsymmetrische oder verallgemeinerte symmetrische Ei�
genwertprobleme geeignet� Zur L�osung dieser Probleme k�onnen entsprechende



���

Lanczos�Algorithmen verwendet werden �	�� �����
Weiterhin ist die Kombination der beschriebenen Parallelisierungsstrategien

mit einer Schwarz�Methode zur Gebietszerlegung m�oglich� Bei Schwarz�Verfahren
wird das Diskretisierungsgitter $ z�B� eines FE�Modells $ in Teilgebiete zerlegt�
auf denen jeweils die zugrundeliegende Di�erentialgleichung gel�ost wird �			�� Zur
Bestimmung der globalen L�osung werden iterativ Randwerte zwischen den Teilge�
bieten ausgetauscht� Schwarz�Verfahren bieten gute Parallelisierungseigenschaf�
ten bei gew�ohnlich vernachl�assigbarem Kommunikationsaufwand� jedoch sinkt
die Konvergenzgeschwindigkeit der Verfahren bei zu vielen Teilgebieten rapide�
Eine Zerlegung in wenige Teilgebiete hingegen f�uhrt in der Regel zu akzeptabler
Konvergenz� Auf einem Parallelrechner mit hierarchischer Topologie kann jeweils
ein Teilgebiet Gruppen von Prozessoren zugeteilt werden� F�ur die parallelen Be�
rechnungen auf den Teilgebieten k�onnen die Methoden dieser Arbeit verwendet
werden� w�ahrend die globale L�osung des Problems durch eine Schwarz�Iteration
ermittelt wird� Die Eignung eines parallelen Schwarz�Verfahrens f�ur das betrach�
tete FE�Modell aus der Umwelttechnik wurde bereits untersucht �	�	��
Eine sinnvolle Erweiterung der in eine funktionale Sprache integrierten Me�

thoden f�ur d�unnbesetzte Matrizen ist die automatische Auswahl des Speicher�
schemas und des Verfahrens der Matrix�Vektor�Multiplikation in Abh�angigkeit
von der Besetzungsstruktur der Matrix� Diese Auswahl kann anhand von Kenn�
werten der Matrix� die Eigenschaften des Besetzungsmusters angeben� gesteuert
werden�
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Anhang A

Symbole und Abk�urzungen

Symbole

Allgemeine Bezeichnungen

IR Die reellen Zahlen

A Matrix� Fettgedruckte� gro�e lateinische Buchsta�
ben bezeichnen Matrizen�

aij Matrixelement der i�ten Zeile und der j�ten Spalte
n Ordnung einer Matrix
AT Transponierte der Matrix A
I Einheitsmatrix
kAk� Spektralnorm der Matrix A
�� Konditionszahl einer Matrix bez�uglich der

Spektralnorm
	min� 	max Kleinster bzw� gr�o�ter Eigenwert einer Matrix
C
A��P
A� Matrixpolynome
Pm Menge aller Polynome vom Grad m

x Vektor� Vektoren werden durch kleine lateinische
Buchstaben dargestellt�

xj j�te Komponente des Vektors x
kxk� Euklidische Norm des Vektors x
kxk� Maximumnorm des Vektors x
e�k� Erster Einheitsvektor aus IRk� e�k� � 
	� �� � � � � ��T


� �� �� �� � � � Skalare� Kleine griechische Buchstaben bezeichnen
Skalare�

	��
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O
� � �� Komplexit�atsklasse
mod Modulo�Operation
div Ganzzahlige Division ohne Rest

Iterative Verfahren

b Rechte Seite des Gleichungssystems Ax � b
x�i� N�aherungsl�osung des Gleichungssystems Ax � b

im i�ten Iterationsschritt
fx�i�g Folge von N�aherungsl�osungen
x� Exakte L�osung von Ax � b
g�i� Residuum der i�ten Iteration� g�i� � Ax�i� � b


i� �i� �i� �i� � � � Skalare im i�ten Iterationsschritt


	k� z
fkg� Paar aus Eigenwert 	k und Eigenvektor z

fkg� eine
L�osung des Eigenwertproblems Az � 	z

T i Tridiagonalmatrix der i�ten Iteration
Si�� Tridiagonalmatrix der i�ten Iteration� die sich

durch Streichen der ersten Zeile und Spalte von
T i ergibt


�k� y
fkg� Paar aus Eigenwert �k und Eigenvektor yfkg der

Matrix T i

K
B� z� i� Der i�te von z � IRn und B � IRn�n erzeugte
Krylov�Teilraum

span
n
q���� q���� � � � � q�i�

o
Menge aller Linearkombinationen der Vektoren
q���� q���� � � � � q�i�h

q���q��� � � � q�i�
i

Matrix mit den Spaltenvektoren q���� q���� � � � � q�i�

Kenngr�o
en d�unnbesetzter Matrizen

e Anzahl der Nichtnull�Elemente
zmax Maximale Anzahl von Nichtnull�Elementen pro

Zeile
zmean Mittlere Anzahl von Nichtnull�Elementen pro

Zeile� zmean � e�n
zi Anzahl der Nichtnull�Elemente in Zeile i

smean Mittlere Anzahl aufeinanderfolgender Spaltenindi�
zes pro Nichtnull�Element und Zeile

"e Anzahl der im SICRS�Schema gespeicherten
Index�Werte



���

eb Anzahl der Nichtnull�Bl�ocke im BCRS�Format
nb Dimension eines Nichtnull�Blocks
nd Block�Dimension der Matrix� nd � n�nb

ndia Anzahl der Diagonalen der Matrix� die Nichtnull�
Elemente enthalten 
DIA�Format�

nstripes Anzahl der abgelegten Streifen einer Matrix bei
Streifenspeicherung

Sk k�ter gespeicherter Streifen

i� �k
i�� Zeilen� und Spaltenindex eines Elements von Sk

Parallele Methoden

p Anzahl der Prozessoren

ek Anzahl der Nichtnull�Elemente von Prozessor k
gk Nummer der ersten Zeile 
Spalte�� die Prozessor k

zugewiesen wird
nk Anzahl der Zeilen 
Spalten� von Prozessor k
nmax Maximale Anzahl der Zeilen� die einem der Pro�

zessoren zugeordnet sind
� Parameter der Datenverteilung
aMVP Anteil der Matrix�Vektor�Multiplikationen am Ge�

samtaufwand eines Schritts eines iterativen Ver�
fahrens

lk Lokaler Anteil von Prozessor k an der Berechnung
eines Skalarprodukts

x	k
 Segment des Vektors x einer Matrix�Vektor�Mul�
tiplikation� das Prozessor k zugeteilt ist

y	k
� z	k
 Segmente des Ergebnisvektors einer Matrix�Vek�
tor�Multiplikation� die Prozessor k besitzt

y	k�l
 Teilergebnis einer Matrix�Vektor�Multiplikation
nach Neuverteilung der Bl�ocke� das auf Prozessor
k berechnet wird und an Prozessor l gesendet wer�
den mu�

pfrom�k Anzahl der Prozessoren� von denen auf Prozessor
k Daten empfangen werden

pto�k Anzahl der Prozessoren� an die von Prozessor k
Daten gesendet werden
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bk Anzahl der Bl�ocke von Prozessor k bei
Blocksortierung

bneuk Anzahl der Bl�ocke von Prozessor k nach der Neu�
verteilung der Bl�ocke

eneuk Anzahl der Nichnull�Elemente von Prozessor k
nach der Neuverteilung der Bl�ocke

lnl�k Anzahl der auf Prozessor k ben�otigten nicht�
lokalen Komponenten des Vektors der Matrix�Vek�
tor�Multiplikation

smean�p Mittlere Anzahl aufeinanderfolgender Spaltenindi�
zes pro Nichnull�Element und Zeile bei p Prozes�
soren und Blocksortierung



���

Abk�urzungen

ALLEV All Eigenvalues
BCCS Block Compressed Column Storage
BCRS Block Compressed Row Storage
BiCG Biconjugate Gradient
BiCGSTAB Biconjugate Gradient Stabilized
CCS Compressed Column Storage
CDS Compressed Diagonal Storage
CFD Computational Fluid Dynamics
CG Conjugate Gradients
CGS Conjugate Gradient Squared
CRS Compressed Row Storage
CSP Communicating Sequential Processes
DIA Diagonal Format
FD Finite Di�erence
FE Finite Element
GCR Generalized Conjugate Residual
GFLOPS Giga Floating Point Operations per Second
GMRES Generalized Minimal Residual
HPF High Performance FORTRAN
JDS Jagged Diagonal Storage
LANSP Lanczos Sparse
MFLOPS Mega Floating Point Operations per Second
MIMD Multiple Instruction StreamMultiple Data Stream
MSC Modi�ed Sparse Column
MSR Modi�ed Sparse Row
OMIN Orthomin
PARTI Parallel Automated Runtime Toolkit at ICASE
QMR Quasi�Minimal Residual
RCM Reverse Cuthill�McKee
RISC Reduced Instruction Set Computer
SICRS Successive Index Compressed Row Storage
SKS Skyline Storage
SOR Successive Over�Relaxation
SSOR Symmetric Successive Over�Relaxation
TFQMR Transpose�Free Quasi�Minimal Residual
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