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Statistische Verfahren fiir das Data Mining in einem Industieprojekt

In dem Prozess der Medikamentenentwicklung missen aes s@hr gro3en Anzahl von che-
mischen Substanzen diejenigen ausfindig gemacht werderimdDrganismus eine bestimmte,
gewiinschte Wirkung (wie z.B. die Linderung eines Schnedzes) erzielen. Der genaue Zusam-
menhang zwischen der chemischen Struktur einer Substahihten daraus resultierenden bio-
logischen Eigenschaften ist jedoch bisher weitgehendkariye. Die Aufgabenstellung, derartige
unbekannte Zusammenhange, afgersteckte” Information, in erfassten Daten aufzudeckeérd
auch als Data Mining bezeichnet. Am Anfang jedes Data Miingjektes steht eine Datenvoraus-
wertung. Diese umfasst unter anderem eine Bereinigungesewe Reduktion der Daten.

In einer Diplomarbeit wurden im Rahmen eines von einem Aaeh®harmakonzern initiierten

Projektes verschiedene statistische Verfahren fiir dda Blining eingesetzt, um Daten aus der
pharmazeutischen Forschung zu analysieren und (vorgassten. Unter anderem wurden Al-

gorithmen zur Korrelationsberechnung, AusreiRerbehamplund Datenreduktion untersucht und
programmiert. Die Implementierung erfolgte in der Progmaersprache C und wird zur Zeit schon
in der Forschungsabteilung des Projektpartners eingesetz

Statistical methods for Data Mining in an industrial project

In the process of developing a new drug, chemical substamitliespecial properties (i.e. the ability
of easing a pain stimulus) have to be chosen from a very largauat of possible ones. However,
the exact connection between the chemical structure ofggalbstance and its resulting biological
properties is yet unknown. The task to detect such unknovatisaships or “hidden” information
in collected data is called Data Mining. The beginning ofreBata Mining project forms a prepro-
cessing step. It consists of validation and reduction ad.dat

In a diploma thesis, statistical methods for Data Miningewesed to analyse and (pre-)process phar-
maceutical data within the scope of a project raised by arphairompany from Aachen. Among
other things, algorithms for computation of correlatioieatment of outliers and data reduction
were examined and programmed. The implementation was dotie iC programming language
and is already used in the research department of the prmeirter.






Kapitel 1

Problemstellung

Die Entwicklung eines neuen Medikamentes ist ein langg@riProzess: Aus einer sehr grof3en
Anzahl von chemischen Substanzen missen diejenigenvaaisljeverden, die im Organismus
eine bestimmte, gewiinschte Wirkung (wie z.B. die Lindgrames Schmerzreizes) erzielen.

Diese Fahigkeit ist eine biologische Eigenschaft dedfieinden Substanz und kann mit geeigneten
Messverfahren bzw. Versuchen quantifiziert werden. Sdiéessungen werden in der pharmazeu-
tischen Forschung intensiv durchgefuhrt und ihre Ergedenin Datenbanken abgespeichert.

Hierbei treten verschiedene Probleme auf:
e Laborexperimente sind oft aufwandig und teuer.

e Die Datenhaltung ist nicht immer einfach zu organisiererdass es zu Daten-Inkonsistenzen,
z.B. durch Fehleingaben, kommen kann.

e Die Anzahl an Messwerten wird leicht uniiberschaubar grof3.

Aus diesen Griinden ist die pharmazeutische Industriendataressiert, einerseits nach Moglich-
keit nur die aussagekraftigsten Versuche wirklich duoéhilaren und andererseits die entstehenden
Daten von Fehlern bzwAusrei3ern* zu befreien.

Hier bietet sich ein Ansatzpunkt fir statistische Veréhr

Es ist moglich Ahnlichkeiten zwischen Messreihen aufzudecken und dagegiegenenfalls Experi-
mente einzusparen, die keine wesentlich neue Informatgemgiiber vorangegangenen Versuchen
liefern. DieseAhnlichkeiten werden mathematisch mit der GroRe idemelation zwischen Va-
riablen beschrieben (eine Messreihe bzw. ein Experimerd also hier auf eine Zufallsvariable
abgebildet).

Ferner lasst sich auch die EigenschatsreiRer‘ einzelner Messpunkte (chemischer Strukturen,
die in einer Messung untersucht worden sind) statistisézigieren und so geartete Daten kbnnen
erkannt werden. Dies hat zum einen den Effekt, dass der Exgetator bzw. der mit der Datenaus-
wertung beschaftigte Wissenschaftler auf eventuellesfiéder aufmerksam wird (unerwiinschte
Ausreil3er) und zum anderen konnen gegebenenfalls Stewkimit besonders gunstigen Eigen-
schaften, die fur die Medikamentenentwicklung vielléibesonders geeignet sind, schneller aus
der grof3en erfassten Datenmenge herausgefiltert werdeiirfigehte Ausreil3er).

Eine andere Vorgehensweise besteht darin, dass die Ursdehbiologischen Eigenschaften einer
Substanz in ihren physiko-chemischen Eigenschaften wie Raispiel der Anordnung der Ato-
me und den Winkeln zwischen den Briickenbindungen in derekidén gesucht werden. Diese
physiko-chemischen Eigenschaften lassen sich in der Regjeleichter ermitteln und sind fur
viele relevante Substanzen haufig schon in groRer MenganbekWenn es nun gelingt, aus den
physiko-chemischen Eigenschaften die biologischen Eigfgaften vorherzusagen, lassen sich im
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experimentativen Bereich zum Teil erhebliche Ressourgesparen.

Auch hierfur bieten sich Verfahren der mathematischerisita an, im Wesentlichen sind dies
Klassifikationsalgorithmen.

Die beschriebene Aufgabenstellupgersteckte” Information in erfassten Daten aufzudeckerd w
auch aldData Mining bezeichnet.

In der vorliegenden Arbeit wurden verschiedene statistiséerfahren des Data Mining eingesetzt,
um Daten aus der pharmazeutischen Forschung zu analysietleauszuwerten.

Die Implementation erfolgte in der Programmiersprache @ wird zur Zeit schon in der For-
schungsabteilung eines grof3en Pharmakonzerns eingesetzt



Kapitel 2

Korrelationsberechnung

2.1 Motivation

Wie bereits in den einleitenden Bemerkungen angefiuihmrsisftmals von InteressAhnlichkeiten
bzw. Abhangigkeiten von Messreihen zu erkennen und auszem. Eine Moglichkeit dazu besteht
darin, die beobachteten Werte als zweidimensionales Blbedarzustellen und die Form der sich
ergebendenPunktewolke” zu analysieren. Dies ist bei der Analyse varigein wenigen Messrei-
hen ein durchaus gangiges und plausibles Vorgehen. Liegech, wie im vorliegenden Falle der
Datenerfassung in der pharmazeutischen Forschung, sabrMessreihen vor, so wird die An-
zahl der zu betrachtenden Streubilder (englisadeatter plots*) schnell uniiberschaubar grof3. Ist
namlich die Anzahl zu analysierender Messreihen gleicko ergeben sicﬁ@ Streubilder,
ihre Anzahl wachst also quadratisch mit der Anzahl der Maisen.

Eine effizientere Form der Analyse dieser grof3en Datennmebgsteht darin, die Messreihen auf
Zufallsvariablen abzubilden und statistische Kenngnifer sich ergebenden Grofien zu berechnen
und systematisch zu analysieren. In der gegebenen Prdablemg des Messens vokhnlichkei-

ten bzw. Abhangigkeiten von ZufallsgroRen (und damit mérihnen identifizierten Messreihen)
ist insbesondere die Berechnung éavarianzen und<orrelationen ein geeignetes Hilfsmittel.
Im Folgenden werden diese Konzepte zunachst theoretissbhieben und danach anhand von
ausgewabhlten Beispielen das praktische Vorgehen ertaut

2.2 Theoretische Beschreibung

Definition 2.2.1 (Kovarianz)
Gegeben seien zwei Zufallsvariablen X und Y.
Die Kovarianzvon X undYY ist definiert als

Kov(X,Y) =E((X — E(X)) - (Y — K(Y))).

Sind die Verteilungen der zu Grunde liegenden Zufallstéeia unbekannt und liegen lediglich

Realisierungenzy,...,x, von X sowieyi,...,y, von Y vor, so verwendet man die folgende
Schatzung:

Definition 2.2.2 (Empirische Kovarianz)

Gegeben seien zwei Zufallsvariablen X und Y und Realigiemun, . . . , x,, von X sowieyq, ..., y,
von'y.
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Die empirischeKovarianzvon X und Y ist definiert als

n

S (@i = &) - (9 = 5))-

i=1

1

Kov,(X,Y) = 1
n_

Hierbei bezeichnet,, bzw.y,, das arithmetische Mittel der beobachteten Werte der Zafatiablen
Xbzw. Y.

1 < 1 <&
= =
1= 1=

Normiert man nun diese Kovarianzen auf das Interjall; 1] bzw. berechnet man die Kovarian-
zen von auf Varianz 1 normierten Zufallsvariablen, so krivian den (empirischeriorrelati-
onskoeffizienten nach Pearsonder die (empirischeProduktmomentkorrelation von X und Y,
bezeichnet mip(X,Y") bzw. p,, (X, Y).

Definition 2.2.3 (Pearson-Korrelationskoeffizient, Prodktmomentkorrelation)

Kov(X,Y)
XY) =
L ) VVar(X) - y/Var(Y)
p(X,Y) = Kov,(X,Y)

VVary(X) - /Var,(Y)
Var(X) bzw.Var,(X) bezeichnet hierbei die (empirische) Varianz der Zufaligdden X, also

Var(X) = E((X —E(X))?)
Var,(X) = 2530 (2 —2,)?

Kov(X, X)
Kov, (X, X).

Der so definierte Korrelationskoeffiziept X,Y") (im Folgenden auch kuradie Korrelation zwi-
schen X und Y*) ist ein MaR fur deimearen Zusammenhang von X und X, Y')| = 1 bedeutet,
dass eine eindeutige lineare Beziehung zwischen den bgidfatisvariablen X und Y besteht; ana-
log lasst ein betragsmafig groRBer Wert yori X, Y') auf eine lineare Abhangigkeit der beiden er-
fassten Stichproben schlieen. Betragsmalig kleineevdert (empirischen) Korrelation hingegen
deuten darauf hin, dass keine lineare Beziehung der béttaahZufallsgroRen bzw. deren Realisie-
rungen zueinander besteht. Dies schlief3t jedoch nichtdass, ein nicht-linearer Zusammenhang
zwischen X und Y vorliegt. Dazu mehr in den Kapiteln 4 und 5.

2.3 Beispiele

Beispiel 2.3.1 (Linearer Zusammenhang vorX und Y)

Ein typisches Beispielif eine lineare Beziehung zwischen zwei erfassten Merknisieder Zu-
sammenhang vondfpergrofle X und Krpergewicht Y. Aus verschiedenen Studien ergibt sicls, das
sich diese beiden ®fien linear in Beziehung setzen lassen. Zum Beispiel hatei¢etidaum in

[1] Daten von sechs zéflig ausgevéhlten Statistikprofessoren erhoben. Die Ergebnisseisidér
folgenden Tabelle aufgfrt:

x;/em | 154 | 165 | 176 | 182 | 189 | 191
vi/kg 73| 76| 85]101| 92| 108

In der folgenden Abbildung sind diese Werte in einem zweidsonalen Streubild dargestellt:
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Abbildung 2.1: KorpergroRe gegen Korpergewicht

Die Form der Punktewolke legt die Vermutung nahe, dass hietimearer Zusammenhang der
beiden Merkmale gegeben ist. Will man dies nun auch matlisrhahessen, so ergibt sich:

Tg = % - (1544 165 + 176 + 182 + 189 + 191) ~ 176.17.
U6 = 7-(73476+85+101+ 92+ 108) ~ 89.17.
Kovs(X,Y) = %.((154—176.17)(73 —89.17) + (165 —176.17)(76 — 89.17)
+ (176 — 176.17)(85 — 89.17) + (182 — 176.17)(101 — 89.17)
+ (189 — 176.17)(92 — 89.17) + (191 — 176.17)(108 — 89.17))
~ 213.8.
Varg(X) = Kovg(X,X) = &-((1564—176.17)2 + (165 —176.17)?
+ (176 — 176.17)% + (182 — 176.17)?
+ (189 — 176.17)% + (191 — 176.17)?)
~ 248.36.
Varg(Y) = Kovg(Y,Y) = 1.((73-80.17)2 + (76 — 89.17)2

)
+ (85 —-89.17)2 + (101 —89.17)2
+ (92— 89.17)2 + (108 — 89.17)?)
229.16.

%

_ 213.8
/248.36 - v/229.16

Dieser hohe Wert der empirischen Korrelation von X und Y &egtden Eindruck, der aus dem
scatter plot gewonnen wurde.

~ 0.896.

= p6(Xa Y)

Beispiel 2.3.2 (Unabkingige Zufallsvariablen)

In der Publikation von Collier Books [2] wurden Daten der atkanischen, major league ba-
seball* fur das Spieljahr 1986 zusammengetragen. Unter anderemenfiirdn = 322 Spieler
ermittelt, wie viele Jahre sie bereits in demajor league” spielen (Zufallsvariable X) und wieviele
Treffer sie in dem betrachteten Spieljahr 1986 erzielt mafzgifallsvariable Y).

Das nachfolgende Streubild dieser beiden Merkmale zeags dgie offenbar nicht voneinander
abhangen, da die Punktewolke keine erkennbare Struktur asifwei
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Abbildung 2.2: Jahre in defmajor league” gegen Treffer im Jahre 1986

Auch in diesem Fall wird der Eindruck des scatter plots dudeim Wert der statistischen GiRe
p322(X,Y") gestitzt. Die Berechnung vops22(X,Y') wurde mit der erstellten Statistik-Software
durchgetihrt und wird in Anhang A zusammen mit dem zu Grunde liegebd¢enmaterial auf-
gefihrt.

Der berechnete Weps22(X,Y) = —0.00803 ist betragsraRig sehr klein, was darauf hindeutet,
dass keinlinearer Zusammenhang von X und Y gegeben ist. In diesenieBaltler scatter plot
sogar die Vermutung nahe, das$erhaupt kein Zusammenhang zwischen den Merkmalen hesteh
diese also voneinander unaitgig sind.

Dass man diesen Schluss jedoch nicht allein auf Basis dgsir{sohen) Korrelationskoeffizienten
ziehen darf, soll das abschlieRende Beispiel verdeutiiche

Beispiel 2.3.3 (Nichtlinearer Zusammenhang voiX und Y)

Die folgende Tabelle aus [3] erdift Datenmaterial aus der Versuchsanlage einer Baumschule
Gemessen wurden die aufgebrachte Menge eines biologiSitiadlingsbempfungsmittels (Zu-
fallsgrofze X) und der Ernteertrag Y der damit behandelten Stacbedtaucher:

zi/(g/m?) | 13]03[25[21[23]02[18]06]26] 0
yi/(kg/m?) | 48| 34| 26|40|35(29|46|42]|21]|24

Auch hier wird im Folgenden nur das Ergebnis der Berechnuegempirischen Korrelationskoef-
fizienten angegeben (Programm-Output):

Feld 1 1.300000 4.800000
Feld 2 0.300000 3. 400000
Feld 3 2.500000 2. 600000
Feld 4 2.100000 4.000000
Feld 5 2.300000 3. 500000
Feld 6 0.200000 2.900000
Feld 7 1.800000 4.600000
Feld 8 0.600000 4. 200000
Feld 9 2.600000 2.100000
Fel d 10 0. 000000 2. 400000
Di e enpirische Korrelation zwi schen X und Y betraegt - 0. 02490.

Der geringe Wert vorjp10(X,Y")| = 0.02490 ist zwar auch hier ein Hinweis darauf, dass der
Einsatz des Sélingsbempfungsmittels nicht linear mit dem Ernteertrag in Bear@nzu setzen
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ist. Die in der folgenden Abbildung wiedergegebene Ddrstgldes zweidimensionalen Streubildes
der beiden Merkmale legt jedoch nahe, hier einen quadia¢iscZusammenhang von X und Y zu
vermuten.

n
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Abbildung 2.3: Menge Schadlingshekampfungsmittel gegen Ernteertrag

Dieser nicht-lineare Zusammenhang kann nicht aus der Bergrg der Korrelation abgeleitet wer-
den.

In den Kapiteln 4 und 5 werden deswegen Verfahreautert, mit denen sich zumindest monotone,
nicht-lineare Ablngigkeiten identifizieren lassen.

2.4 Anwendung

In der gegebenen Aufgabenstellung wurden die Experimente lbaboruntersuchungen und ihre
Ergebnisse als Messreihen interpretiert und durch Zwaiisblen reprasentiert. Die Realisierun-
gen dieser Grof3en ergeben sich durch die verschiedenamstiten Substanzen, die in den Experi-
menten eingesetzt werden. So ergibt sich als Eingabeddtegine(n x m)-Datenmatrix. Hierbei

ist m die Anzahl der durchgefiihrten Experimente untbezeichnet die Anzahl der eingesetzten
Substanzen (chemische Strukturen). Es wurden nun paardiei&orrelationen der Spalten dieser
Eingabematrix berechnet und betragsmaRig signifikafieykerte in gesonderten Tabellen ausge-
geben.

Probleme ergaben sich dabei hauptsachlich durch Inkengisn in den Eingabedatensatzen (oft
werden nicht alle Experimente fur alle Strukturen durdtige), die zu fehlenden Werten (eng-

lisch: ,missing values") filhren. Ist die Anzahl diesgmissing values® relativ zur Gesamtanzahl
n der insgesamt betrachteten Strukturen gesehen groR3,ibb ol eine dinn besetzte Eingabe-
Datenmatrix. Praktisch wurde dieses Problem dadurctsgaléass die Korrelationsberechnung nur
auf der Basis derjenigen Strukturen durchgefuhrt wuridiewielche beide jeweils betrachteten Ex-
perimente Werte lieferten.

Ein weiteres Problem besteht darin, wie der Termiggignifikant groR* mathematisch prazisiert
werden kann. Ein gangiges statistisches Vorgehen dazahiegarin, Verteilungsannahmen uber
die Variablen (im vorliegenden Fall durch die Messreihatuiriert) zu treffen und aufgrund dessen
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Quantile der zugehorigen Verteilungsfunktionen als Sallemwerte fur die GrolRe der berechneten
Statistiken zu verwenden. Dies war jedoch in der bearlegitdiufgabe nicht moglich, da Detail-
wissen Uber die Art der Messungen nicht weitergegeben evurdl somit komplett frei von Ver-
teilungsannahmen gearbeitet werden musste. Deswegele digrérstellte Software so ausgelegt,
dass der Benutzer (der analysierende Wissenschaftlesg &iehwellenwerte selbst eingeben und
damit die Signifikanz der Korrelationen und in der Konsequanch die Grof3e der ausgegebenen
Datensatze eigenhandig steuern kann.

In der praktischen Verwendung hat sich dies als ein pradgisaVorgehen erwiesen und es konnten
in Testszenarien, bei welchen dianlichkeiten der Messungen von vorne herein durch Experte
wissen belegt waren, diese auch hinreichend gut erkanmtener



Kapitel 3

Ausreildererkennung

3.1 Motivation

Neben der in Kapitel 2 beschriebenen Aufgabe, Regelmafiakin den Daten aufzudecken, ist
es oftmals ebenso von Interesse, Datenpunkte (Messwertakennen, die signifikant aus dieser
ermittelten Struktur herausfallen bzw. sich in der Punkilke stark aul3erhalb des Gros’ der gemes-
senen Daten befinden. Ein Datenpunkt mit dieser Eigensafaftim Folgenden alsAusreil3er
bezeichnet. Das Vorliegen von AusreiRern kann verschie@inde haben:

1. Eventuell ist eine fehlerhafte Messung durchgefiheraen Messwert falsch eingegeben
worden. Ein so gearteter Ausreil3er ist sicherlich unesgtihund der analysierende Wissen-
schaftler mochte diese Daten-Inkonsistenz naturliaim@erkennen und gegebenfalls behe-
ben.

2. Wie bereits eingangs beschrieben ist ein Ziel der duféhgien Data Mining-Methoden,
chemische Substanzen mit besonders glinstigen Eigetetigtematisch aus der grof3en
erfassten Datenmenge herauszufiltern. Diese gunstiggm&ihaften lassen sich in den ex-
perimentell gemessenen Daten als auf3ergewohnliche Witdamit als,erwinschte Aus-
reiRer* ablesen.

Ein weiterer Beweggrund daflr, Ausreil3er aufzufinden umgmuUmstanden zu eliminieren (von
der Analyse auszunehmen), soll durch die folgenden Abbddn von Punktewolken mit den zu-
gehorigen Korrelations-Werten motiviert werden.
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Abbildung 3.1: Ausreil3er induziert signifikante Korrelation

In dem in Abbildung 3.1 dargestellten Fall liefert die Kdationsberechnung einen hohen Wert von
pn(X,Y) = 0.8703, obwohl der Uberwiegende Teil der Beobachtungen einegelm&Rige Struk-
tur aufweist. Hier induziert also der in der Abbildung marike, weit vom Datenzentrum entfernte
Datenpunkt eine lineare Abhangigkeit, die jedoch keinr@kiristikum der Stichprobe insgesamt
darstellt.
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Abbildung 3.2: Ausreil3er verdecken signifikante Korrelation

Der gegenteilige Fall ist in Abbildung 3.2 dargestellt. O&®s der Daten zeigt eine lineare Be-
ziehung zwischen VAR308 und VAR307. Die drei Datenpunkie adierhalb der eingezeichneten
Ellipse liegen, verschleiern* jedoch diese Abhangigkeit und fihren daass sich kein signifikant
grolRer Wert fump,,(V AR308, V AR307) errechnet. Der berechnete Wert fur die empirische Korre-
lation ist in diesem Falbog(V AR308, V AR307) = 0.0560.
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Nimmt man die drei Ausreil3er von der Berechnung aus, so saiftdie lineare Beziehung des
restlichen Datenmaterials eindeutig in der Kennzahl
pas(VAR308,V AR307) = 0.8609. Grafisch wird dies in Abbildung 3.3 deutlich.
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Abbildung 3.3: Aufgedeckte Korrelation durch Vernachlassigung von &if&rn

Wie diese beiden Beispiele zeigen, kbnnen einzelne ABsreium Teil erheblichen Einfluss auf die
Korrelationsberechnung haben. Dies liegt im Wesentliateman, dass in der Formel fir, (X, Y)
jedem Datenpunkt das gleiche Gewicht beigemessen wirdighdlaher unverhaltnismafig grof3e
lokale Abweichungen vom Gesamtverhalten erheblich in t#yaden KenngrofRe der empirischen
Korrelation niederschlagen.

Die Hauptschwierigkeit besteht nun darin, diese lokaldtinogenitaten mathematisch zu messen
(es kann nicht jedes Streubild handisch betrachtet urgkswestet werden) und zu beurteilen, wann

diese als signifikant zu betrachten sind und nicht lediglictier Gblichen Schwankungsbreite der

experimentellen Ungenauigkeit liegen.

3.2 Theoretische Beschreibung

Die zunachst naheliegendste Vorgehensweise zum Entdacke Ausreil3ern besteht darin, far
jeden Datenpunkt; = (x;,y;),i = 1,...,n der erhobenen zweidimensionalen Stichprobe dessen
euklidischen Abstand vom Datenzentruip = (Z,,¥,) zu ermitteln und als AbstandsmaRd zu
verwenden.

Definition 3.2.1 (Euklidischer Abstand im zweidimensionatn Raum)
Der euklidischeAbstandd(a, b) zweier Punkte: = (a1, a2) und
b= (b1,bo) € R? ist definiert als

d(a, b) = \/(al — b1)2 + (CLQ — b2)2.

Stammt; = (z;,y;) aus einer Stichprobe zweier Merkmale X und Y vom Umfang nrithitraeti-
schen Mittelnz,, und,,, SO misst

d(ziv En) = \/(wz - i’n)Q + (yz - gn)Q
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den euklidischen Abstand des Beobachtungspaares(z;, y;) vom Datenzentrurs, = (Z,,, n)-

Dass die Verwendung dieses Abstandsmal3es nicht immeiodiisty soll durch die folgende Ab-
bildung 3.4 illustriert werden: Der markierte Datenpun&t hwar keinen grof3en euklidischen Ab-
stand vom Datenzentrum, fallt aber doch aus der Punkt@natkaus, da er nicht in der generellen
Streuungsrichtung liegt.
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Abbildung 3.4: Ausreil3er trotz geringen euklidischen Abstandes

Will man diese Zusatzinformation Uber diAusrichtung“ der Punktewolke mit in die Abstandsbe-
rechnung einflie3en lassen, so bietet sich die VerwendungodgenanntepMahalanobis-Distanz*
A(z;, z,) an. Hierbei wird in die Formel fur den euklidischen Abstagide Gewichtung mit der
inversen Kovarianzmatrix eingerechnet, um der untergéibleen Streuung in x- und y-Richtung
Rechnung zu tragen:

Definition 3.2.2 (Mahalanobis-Distanz)

Die quadrierteMahalanobis-Distanz eines Punktgs= (z;, y;) aus einer Stichprobe zweier Merk-
male X und Y vom Umfang n mit arithmetischen MittéJnund g, vom Datenzentrunz,, =
(Zn, Un) ist definiert als

8otz = (@I ) (a0 Kol ) (o an ),

Besonders einfach wird die Berechnung der Mahalanobitaiisin dem Fall, dass die zu Grunde
liegenden Grolien auf Mittelwert O und Varianz 1 stand@disverden.

Folgerung 3.2.1 (Mahalanobis-Distanz standardisierter Gol3en)
Die quadrierteMahalanobis-Distanz eines Punktgs= (z;, y;) aus einer Stichprobe zweier Merk-
male X und Y vom Umfang n mit arithmetischen Mitteln= 0 undy,, = 0 sowieVar,(X) =
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Var,(Y') = 1 vom Datenzentrums, = (0;0) ergibt sich zu:

Mlaa) = <§i>t<pn<)1<,1f> p"”f””)l(iii)

e () Coder ) (3)

o+ yr =22y pu(X,Y)
1_pn(X’Y)2 .

Aufgrund dessen wird man in der praktischen Berechnung di&h X und Y zunachst standar-
disieren, damit die oben angegebene geschlossene Fanmde(4;; z,,) verwendet werden kann.

Geometrisch lasst sich détbergang vom euklidischen Abstand zur Mahalanobis-Distm in-
terpretieren, dass das zu Grunde liegende Koordinatemsyish R? derart neu gewahlt wird, dass
die erste Achse in Richtung der starksten Streuung (septéert Uber den Richtungsvektar) und

die zweite Achse in Richtung, L v; weist. Zudem wird der Koordinatenursprung in den Punkt
Zn, = (ZTn, Yn) verschoben.

Uberfilhrt man nun den ZufallsvektdX,Y') vermittels einer linearen Transformation so in den
Zufallsvektor (C1, Cs), dass dies aquivalent zu einem Basiswechsel von der kssien in die
oben charakterisierte Basis ist, so bezeichnet man disftnamierten ZufallsgroRe6; undC,, als
die ,Hauptkomponenten” der zu Grunde liegenden zweidimenkiorerteilung.

Die Mahalanobis-Distanz ist nun definiert als der euklidesé\bstand in dem veranderten Koordi-
antensystem, wobei eine Skalierung der neuen Koordinglteea in Einheiten der Standardabwei-
chung der Hauptkomponenten stattfindet. Filhrt man diesecBeung fur standardisierte GroRRen
durch, so ist dies aquivalent zur Losung des Eigenwebntpros der Korrelationsmatrix

= (o) ")

denn es gilt:

vy = arg(max Var,(a'- (X, Y)")
a€R?

~ arg(m ¢ Var,(X) Kov,(X,Y) )
= %18 ae%é “ Kov,(X,Y) Var,(Y) a

und (X,Y") wird hier als standardisiert vorausgesetzt, so dass dianzr/ Kovarianzmatrix in die
oben angegebene Korrelationsmatkiy, Gbergeht.

Wie Ergebnisse aus der linearen Algebra (Maximierung vadcatischen Formen) zeigen, ergibt
sichwvy als Eigenvektor zum grof3eren Eigenwgrtunduvs als Eigenvektor zum kleineren Eigenwert
A2 von K,. Ferner ist die Varianz- / Kovarianzmatrix beziglich desien Koordinatensystems
gleich der diagonalisierten Korrelationsmatrix

Y APSEN
Kp = < 0 o ) '
Anders ausgedriickt idtar,(C1) = A\ und Var,(Cs) = Ao. Daraus ergibt sich, dass die oben

angefuhrte Skalierung entlang der Hauptkomponentenrdadw geschehen hat, dass die Normie-

rungsfaktoren\%,z’ = 1,2 fur die Richtungeny;, i = 1, 2 verwendet werden.
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Die konkrete Berechnung ergibt die geschlossene FormeblgeFung 3.2.1. Bezeichne hierzu
Xk, (\) das charakteristische Polynom der standardisierten ktioesmatrixX,,, so ergibt sich:

(1=2) p(X,Y)

Xk, (A) =det(K, — AE) = on(X,Y) (1=

— (1= M2 = pu(X, V).

XK, () =05 (1= 2)? = pu(X,Y)? & (1= V)| = |pa(X,Y)].

S A =14 pn(X,Y) [ Ada=1— [p(X, V) AN > Do

(Kn—)\l-E)U1:0<:>

_‘pn(X7Y)‘ pn(va) _
<mww wmxm>“”@

—pn (X, Y)|v11 + pn(X, Y )v12 =
pn(X,Y)v11 — |pn(X,Y )|z =

1 1
= v11 = sgn(pn(X,Y)) ~vig = v1 = — < ) :

V2

(Kn—)\Q-E)?}2:0<:>

lpn(X,Y)[ pn(X,Y) >
v =0¢&
( pn(X,Y)  on(X, V)] ) 72
|pn (X, Y)va1 + pp (X, Y )voo 0
pn(Xa Y)U21 =+ |Pn(X,Y)|U22 =0
= = (pn(X,Y)) = Uy = L 1
V22 = Sgn pn ) V21 Vg = \/5 —Sgn(pn(X,Y)) .

Dadurch lassen sich nun die Matrix T der entsprechendersBaissformation sowie die transfor-
mierten Koordianten eines Vektofs;, y;)! € R? als (x}, y}) = (v, ;) - T berechnen:

1

( sonto )
V2 \sgn(pn(X,Y))  —sgn(pn(X,Y))

S T ! !
(z7,97) = (@i, i) - T \/5( i i) ( sgn(pn(X,Y)) —sgn(p,(X,Y)) )

1 < z; + sgn(pn(X,Y)) - yi )t
V2 \ zi — sgn(pn(X,Y)) - yi

Diese Darstellung gestattet nun die BerechnungAés, z,,) eines Punkte§e;, y;) aus einer Stich-
probe zweier Merkmale X und Y vom Umfangmit arithmetischen Mittelrz,, = 0 undy,, = 0
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sowie Var,(X) = Var,(Y) = 1 vom Datenzentruni0; 0) als euklidischen Abstand des trans-
formierten Punktes vom Koordinatenursprung unter Beaghtler Normierung entlang der Haupt-
komponenten:

zi + sgn(pn(X,Y)) - Yiye | (Tiz sgn(pn(X,Y)) - yi 2
V2(/1+ [pu(X,Y)] V21— |pu(X,Y)]
1.22 + 2sgn(pn(X, Y))wzyz + yi2 .%'12 - 2sgn(pn(X, Y))wzyz + y?
2(1 — pn(X,Y)?)
N (27 = 2sgn(pn (X, Y))ziyi + y7) (1 + |pn (X, Y)])
2(1 = pn(X,Y)?)

A2(2i7 271) = (

1
= 201 — pp(X,Y)2) 227 + 2y7 — |pn (X, Y)| - (27 + 25gn(pn(X, Y ))iys + y}
n bl

— @F + 2sgn(pn (X, Y))ziyi — y7)]
207 4+ 27 — 4 - |pa(X,Y)| - sgn(pa(X,Y)) - i - yi
2(1 - pn(X,Y)?)
2P+ yr =22y pu(X,Y)
1—pn(X,Y)2 )

Dieses Konzept der Zerlegung der Gesamtstreuung in ontfadg&treukomponenten wird in Ka-
pitel 6 auf Dimensionem: > 3 zur sogenanntegHauptkomponentenanalyse* erweitert.

Als ,Ausreil3er werden nun wie eingangs dieses Kapitels bastdmni Datenpunkte mit einer grol3en
Mahalanobisdistanz z(&,,, ,) deklariert. In konkreten Anwendungen besteht dann diedjedn
gende Fragestellung darin, ab wand(z;, z,) als so groR angesehen werden soll, dass dem zu-
gehorigen Punkt das AttribyAusreil3er* zugeordnet wird. Dazu gibt es eine ganze Reibglim”
cher Ansatze. Der folgende Abschnitt beschreibt die Mddho die in der vorliegenden Arbeit
Anwendung gefunden haben.

3.3 Anwendung

3.3.1 Naiver Ansatz

Der erste, naive Ansatz zur Festlegung einer kritischeme®&le A .,.;; fur den Wert der Mahalano-
bisdistanz bestand darin, besonders markante Streubildetwa in Abbildung 3.1 oder Abbildung
3.2 wiedergegeben zu betrachten. Hier ist es wie bereithkieben in jedem Fall wiinschenswert,
dass die vorhandenen Ausreil3er automatisch von Softwareskannt werden, da durch ihr Vor-
handensein weitergehende Berechnungen wie die der eamgiriKorrelation empfindlich gestort
werden. Aufgrund dessen wurden mehrere Beispiele, in déiesrder Fall ist, analysiert und fest-
gestellt, wieA,.;; jeweils zu wahlen ware, um diese Ausreil3er ausfindig zuheracEs ergab sich,
dass in der Regel bei diesen augenscheinlichen Ausreiderivahalanobisdistanz vaA > 2,
haufig sogar vom\ > 2.5 vorlag.

Von diesen empirischen Ergebnissen ausgehend wurde derdef konstante Werk,.;; = 2 (fur
fast sicheres Erkennen) bzw,.,.;; = 2.5 als kritische Mahalanobisdistanz vereinbart. Der Vorteil
dieser Herangehensweise besteht darin, dass sie véligdn Verteilungsannahmen ist und daher
zu ihrer Anwendbarkeit nichts Uber die Herkunft des zu @ruliegenden Datenmaterials bekannt
sein muss.

Fur zuerst ausschlief3lich betrachtgtgoderate” Stichprobenumfange wie z:B= 30 odern = 50
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lieferte dieses Vorgehen auch durchaus brauchbare Eggehbtin Falle von Messreihen mit erheb-
lich grolierem Stichprobenumfang zeigte sich allerdingis gfoRe Nachteil des Verfahrens: Mit
wachsendem wurde der Anteil der so bestimmten AusreiRer immer gro®erfiihrte dazu, dass
die erzeugte Information fir den Analysten nicht mehrr@bleaubar blieb. Dies lasst sich damit
begriinden, dass bei kleinen Stichprobenumfangen diadgtéfien arithmetisches Mittel und em-
pirische Varianz durch einzelne Ausrei3er stark beeinflwesden. Dies fuhrt dazu, dass die Ma-
halanobisdistanz dieser Ausrei3er zu dem berechnetemi2atieum nur eine bestimmte Maximal-
grofRe annehmen kann und der kritische Wegt;; daher nicht zu gro3 gewahlt werden darf. Liegt
hingegen ein grolRer Stichprobenumfangor, so nimmt der Einfluss einzelner Beobachtungen auf
die KenngrofRen ab und deswegen wird bei Beibehaltung dgriumglichen kritischen Schranke
ein wesentlich groRerer Anteil der Beobachtungen als éi3er deklariert. Nachteilhaft daran ist
vor allen Dingen, dass viele der so deklarierten Beobagdetrgar keine Ausreifer im urspriing-
lichen Sinne sind. Es ware also wiinschenswert, dass Awgch mit wachsendem. grol3er wird,
damit nicht etwa bei z.B2 = 1000 fast 50 %2 500 Datenpunkte als AusreiRer aufgefiihrt werden.
Dies hatte im Falle der Beibehaltung desiven Ansatzes" jedoch zur Folge, dass fir jede Analyse
eine neue Konstante gewahlt werden musste und dassutiesdies einen Kausalbezugztaben
sollte.

Es ist daher also naheliegenf;,,.;; hicht als konstant, sondern als Funktion des Stichprobenum
fangsn anzusetzen. Im Folgenden werden nun zwei Verfahren besehm; die einen solchen Bezug
zwischenn und A,.;; herstellen.

3.3.2 Verwendung asymptotischer Verteilungsquantile

Wie in Kapitel 3.2 hergeleitet misst die Mahalanobisdigtalen euklidischen Abstand standardi-
sierter Zufallsgrof3en in einem speziellen Koordinatstesy. Bezeichne als® = (Cq,Cs) die
zugrunde liegenden Hauptkomponenten pnd (i1, u2) den zweidimensionalen Erwartungswert
der zu Grunde liegenden Verteilung, so gilt:

Ch— M1)2 (Co — N2)2
Var(Ch) Var(Cs)

A0, p) =

Bei diesem Ausdruck handelt es sich um eine Summe von Qeadrateier standardisierter Zu-
fallsgroRen. Unterliegen diese Zufallsgrof3en nun eimmalverteilung, so ist die Verteilung von
A2(C, u) bekannt als¢2-Verteilung mit zwei Freiheitsgraden oder kurz-Verteilung. Im Falle der
entsprechenden empirischen GroRRen gilt dies zwar nur @tsyisch, aber es ist dennoch moglich,
Quantile dery3-Verteilung fiirA,.;; zu verwenden, wenn man eine normalverteilte Grundgesamt-
heit unterstellt.

Praktisch kann damit z.B. das oben angedeutete Ziel, ddlereit Anteil an Ausreil3ern zu kon-
trollieren, verfolgt werden. Die Forderung lautet in mattagischer Notation

P(A > Aprit) = aln) = @
mit u(n) als gewinschter Anzahl an Ausreif3ern bei Stichprobdertund kann durch die Wahl
VON A7, ;1(n) = X351y, realisiert werdeny3 , ., bezeichnet hierbei ddd — a(n))-Quantil
der y2-Verteilung mit zwei Freiheitsgraden.

In dem konkreten Anwendungsbeispiel der Analyse von Dawrptarmazeutischen Forschung
wurdeu(n) = y/n/10 festgelegt, d.h. aus 1000 Datenpunkten sollten im MitighetO Ausreifder
herausgefunden werden. Es sei hier aber noch einmal dargéwiesen, dass in die Berechnung
die Normalverteilungsannahme eingeht und dieXérz;, z,,) verwendete Verteilung nur asympto-
tisch gilt.
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3.3.3 Erkennen von,echten* Ausreif3ern

Ein ambitionierteres Vorgehen besteht darin, dass dereffong nachgegangen wird, nigchte”
Ausreil3er zu erkennen. Hier wird also nicht die Anzahl deh firgebenden Ausreifler zu steu-
ern versucht, sondern es wird eine Signifikanzschrankediféiverlasslichkeit des UrteilsDa-
tenpunkt(z;, y;) ist AusreiBer* gesucht. Praziser formuliert lautet diedéoung, dass mit Wahr-
scheinlichkeit(1 — «) keine Ausreil3er erkannt werden sollen, wenn keeehten“ Ausrei3er vor-
liegen. Um dies bei gegebenem Signifikanzniveau gewahrleisten, wahlt mah,,.;; derart, dass

P(Anaz > Akrit) L« erfillt ist. Hierbei bezeichnef,,,, die grofdte in der Stichprobe auftre-
tende Mahalanobisdistanz. Liegt also eine homogene $tibepohne,echte” Ausreilder vor, so
wird der Messwert mit der gro3ten Mahalanobisdistanz dheja nicht zu dem UrtejlAusreil3er”
fUhren sollte !) auch nur i - 100% der Falle als AusreiRer deklariert.

Schwierigkeiten bereitet hierbei die konkrete Berechnuoig Ay,.;:(n, «) bei gegebenem Stich-
probenumfang: und vorgegebenem Signifikanzniveauln [4] ist diesem Problem nachgegangen
worden und es finden sich auf den Seiten 516f. Tabelled\f{}t;(n, «) mit n im Bereich von 3
bis 1000 undy = 0.01 sowiea = 0.05. Diese Tabellenwerte wurden in der erfolgten Implemen-
tierung Ubernommen und flN00 < n < 4000 wurde die Tabelle durch Simulationsrechnungen
erweitert. Abn > 4000 wurde dann zur asymptotischen Verteilung, die sichydi/erteilung zur
n-ten Potenz ergibt, iibergegangen (siehe hierzu auch AlS6L5.2 mitp = 2).

3.3.4 Mehrstufiges Vorgehen

Wie bereits in den einleitenden Bemerkungen zu diesem #lapéitschrieben, kann sich das Vor-
handensein von Ausreil3ern verfalschend auf die bereshiWerte vorp,, (X, Y') auswirken. Des
Weiteren kann es unter Umstanden dazu kommen, dass Agismaifisehr groflen Mahalanobisdi-
stanzen solche AusreiRer Uberdecken, furAiewar im Verhaltnis zu den erkannten Ausreil3ern
klein ist, die aber dennoch erkannt werden sollten. Als [deidafir sei der folgende scatter plot
von VAR373 und VAR374 angefihrt:
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Abbildung 3.5: Variable 373 gegen Variable 374 (alle 109 Beobachtungen)

Es sind eindeutig zwei Ausreil3er auszumachen, die auBedealeingezeichneten Konfidenzel-
lipse zur Mahalanobisdistanz 2.5 liegen. Der Rest des Datarials weist jedoch optisch keine
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weiteren Ausreil3er auf. Nimmt man die zwei erkannten Datekfg nun von der Berechnung aus
(eliminiert man die zwei erkannten Ausreif3er), so ergith $olgendes Streubild der verbleibenden
107 Datenpaare:
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Abbildung 3.6: Variable 373 gegen Variable 374 (restliche 107 Beobaclanng

Hier zeigt sich nun (aufgrund der veranderten Skalierueg lots klar zu erkennen) ein weiterer
Ausreil3er, flr den beide Variablen etwa den Wert 10 annaehibiser Ausreiler ware unerkannt
geblieben, falls die AusreiRererkennung fir diese Végigkombination nur einmalig durchgefuhrt
worden ware.

Deswegen wurde in der vorliegenden Arbeit ein iterativesggben der Ausrei3erdetektion und
-elimination durchgefuhrt. Nachdem auf der Basis alletiegender Datenpaarg = (z;,v;), =
1,...,n die empirische Korrelationp,(X,Y) berechnet wurde, wurden die Mahalanobisdistan-
zenA(z;, z,) dieser Messpunkte vom Datenzentrum bestimmt und diejeriiggenpunkte;’ =
(xf,y}), bei welchemA(z}, z,,) eine signifikante GroRRe hatte, gekennzeichnet. Danadhgk<i-

ne Neuberechnung der empirischen Korrelation, wobei diee?a’, v ) nicht mehr berucksichtigt
wurden. Dies kann als eingRobustifizierung“ der Berechnung van (X,Y') angesehen werden.
Eine Moglichkeit der Erweiterung der erstellten Softwhesteht darin, von vorne herein robuste
Schatzungen der Korrelationsmatrizen zu verwenden.

Ferner wurden pro Iteration die kritischen Werte fllangepasst und die Ausreil3erbestimmung mit
dem neuen\,.;; fortgesetzt, um gegebenenfalls noch unerkannte Ausreifd@tteln zu kdnnen.

3.4 Ergebnisse

In der folgenden Tabelle sollen die Ergebnisse der dreierd&ten Methoden anhand eines Beispiel-
Datensatzes quantitativ gegeniiber gestellt werden.eDiBsispiel-Datensatz verfiugt tber 1017
Merkmale mit 11363 Beobachtungen.



3.4. ERGEBNISSE 19

AusreilRer | davon 4 haufigste Korrelationen> 0.8
Aprir = 2.0 ~ 600.000 5% ~ 20.000
Aprir = 2.5 ~ 180.000 5% ~ 11.000
Agrit(n) = ng_; ~ 180.000 9% ~ 17.500
’ 10n
+Echt' mita = 0.05 ~ 70.000 11 % ~ 17.000
L~Echt mita = 0.01 ~ 40.000 16 % ~ 16.000

Diese Ergebnisse illustrieren die Vorteile der drittenathgefiihrten Methode. Die absolute Anzahl
an Ausreil3ern wird drastisch reduziert und dabei wird asdeginlich auch der Effekt erzielt, dass
nur noch wirklich auffallige Beobachtungen in Erscheigtireten. Dies wird daran erkennbar, dass
der Prozentsatz der vier Beobachtungen, die in allen Man&bmbinationen insgesamt am haufig-
sten als Ausreil3er auftreten und von daher wohl in der Tadaos Rahmen fallen, im Falle der
Anwendung der Methoden zur Erkennupgchter Ausreil3er stark ansteigt; es erfolgt also eine
Konzentration auf die auffalligsten Datenpunkte.

Ferner wird der Wert vomp,, und damit die Anzahl der als signifikant betrachteten Katrehen
durch die Wahl der so gearteten Verfahren kaum beeinflussgiti allerdings einzelne Falle, in
denen durch diese Art der Ausreil3erbehandlung signifikdateelationen verloren gehen.

In Kapitel 5 wird mit der Rangkorrelation nach Spearman eam&ept vorgestellt, mit dem dies
verhindert werden kann.
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Kapitel 4

Transformation von Variablen

4.1 Motivation

Wie bereits in Kapitel 2 erlautert, ist der (empirischei&tationskoeffizient nach Pearson nur ein
MaR furlineare Abhangigkeiten zwischen Zufallsvariablen bzvedsreihen.

In Beispiel 2.3 etwa wurde der Zusammenhang zwischen desa&ireines Schadlingsbekamp-
fungsmittels und dem damit erzielten Ernteertrag als cqateth angenommetuber diese nicht-
lineare Abhangigkeit gibt der berechnete Weig(X,Y) = —0.02490 keinerlei Auskuntt.

Um diese Abhangigkeit dennoch aufzudecken bzw. die detrtefAnnahme einer quadratischen
Beziehung zu Uberprifen, wurde ein RegressionspolynermOddnung 2 nach dem Modéll =

as - X% + a1 - X + ag + € an das vorhandene Datenmaterial angepasst und dann diachésten
Realisierungen des Ernteertrags durch die Werte der iendRegressionsfunktion, ausgewertet an
den jeweiligen Messpunkten, ersetzt. Das Ergebnis zeigiotiende Abbildung:

u
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u
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Abbildung 4.1: Menge Schadlingsbekampfungsmittel gegen transfotenidtrnteertrag

Berechnet man nun die empirische Produktmomentkorrelatiischen den beiden Merkmalen auf
der Basis der transformierten Werte fir den Ernteertffago ergibt sich

Pio(X,Y) =0.9952 ~ 1.

21
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Es ist also gelungen, durcfransformation der Werte vonY die Abhangigkeit zwischen den
Messreihen zu linearisieren und damit von dem (empiriscKerrelationskoeffizienten nach Pear-
son messbar zu machen.

Allgemein lassen sich nicht-lineare Abhangigkeiten irelire Abhangigkeiten tberfiihren, indem
eine oder gegebenenfalls auch beide zu Grunde liegendafisgmblRen geeigneter Transformatio-
nen unterzogen wird bzw. werden. In der Regel ist es jedontekeegs offensichtlich, wie diese
linearisierenden Transformationen zu wahlen sind, demnlgp der vorliegenden Beziehung geht
malf3geblich in die Wahl der Transformation ein.

Es sei an dieser Stelle noch darauf hingewiesen, dass daeptoder Variablentransformation

auch anderen Absichten dienen kann. Wie unter anderem aufSiihrlich beschrieben, kann einer
eindimensionalen Verteilung durch geeignete Transfdomadie Schiefe genommen oder durch
Mafstabsanderung (z.B. Logarithmierung) eine bessef®#ung bzw. Darstellbarkeit gemesse-
ner Daten erreicht werden. Da dies aber nicht zu den Halgrzaer vorliegenden Arbeit zahlt,

soll hierauf an dieser Stelle nicht naher eingegangenewverd

In den im nachfolgenden Abschnitt beschriebenen Falld&p aus der pharmazeutischen For-
schung war eine Identifikation des zu wahlenden Transfoomstyps aufgrund von Expertenwis-

sen bzw. physikalischen Grundzusammenhangen moglidkesrkonnte erreicht werden, dass si-
gnifikant grof3e Korrelationen nach getatigten Transfdionan berechnet wurden, falls Abhangig-
keiten des angenommenen Typs vorlagen.

4.2 Anwendung

Neben der offensichtlichen Anwendung der TransformatimmWolumendaten durclibergang zur
dritten Wurzel ist auch im Falle von Konzentrationsdatea Hanzept der Transformation einge-
setzt worden, um die Abhangigkeit von Variablen zu lingiaren. Hierzu sind Voriberlegungen
aus dem Bereich der Reaktionskinetik erforderlich. Hierdea nur die notwendigen Ergebnisse
wiedergegeben; die zu Grunde liegenden biologischen Zmsainange werden genauer z.B. in [6]
sowie [7] erlautert.

Betrachtet wird die reversible Bindung von Substanzen aeptermolekile. Wird einem Organis-
mus eine chemische Substanz verabreicht, so kann es dameémrdass sich diese an sogenannte
»Rezeptormolekule® in dem Organismus bindet und die beMelekule reversibel zu einem neu-
en Molekul reagieren. Es ist nun moglich, die Konzentragh der an diesen Reaktionsvorgangen
beteiligten Ausgangsmolekilen mit der der resultierandelekille mathematisch in Beziehung zu
setzen. Dies geschieht im Wesentlichen durch die Einfithder sogenanntefReaktionskonstan-
ten* k1 und k_;. Das in diesem Fall benutzte Modell entstammt ddassenwirkungsgesetz. Es
besagt, dass die Reaktionsvorgange proportional von dsgakgskonzentrationen und die inver-
sen Reaktionsvorgange (Substanz und Rezeptor losemwsder voneinander) proportional von
der Konzentration reagierter (verbundener) Molekileaaigien, wobei die Proportionalitatskon-
stanten gerade die oben angefiihrten Zahklebzw. k_; sind.

Bezeichnet also S die verabreichte Substanz und R denarigeh Rezeptor, so kann der beschrie-
bene Reaktionsvorgang wie folgt symbolisiert werden:

k1
a-S+R<— SR

k_1

Mit den folgenden Bezeichnungen:
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Cr(t) Konzentration freier Rezeptoren
zum Zeitpunkt t

Cs(t) Konzentration freier Substanz-
Molekile zum Zeitpunkt t

Csr(t) Konzentration blockierter

Rezeptoren (verbundener
Molekile) zum Zeitpunkt t
CR,ges = Cr(t) + Csg(t) gesamte Rezeptorkonzentration

ergibt sich unter Verwendung des Massenwirkungsgeseizesief zeitlicheAnderung vorCs (t)
die folgende Differentialgleichung:

Csr(t) = ki - Cs(t)* - Cr(t) — k_1Csr(t).
Geht man nun davon aus, dass sich diese Differentialglegfiir ¢ — oo stabilisiert und in einen
stationaren Endzustand ndils(¢) = 0 Ubergeht, so gilt in diesem eingeschwungenen Zustand:
0 = kiC§-Cr—Fk_1-Csr
= kiC§- (Crges — Csr) —k-1Csr
Das Argument — oo wurde hier aus Grinden der Notationsvereinfachung bekaezentrati-

onswerten fortgelassen, da diese im eingeschwungeneardusbnstant sind. Fiihrt man nun noch

die GroRRe

C . .
SE_ 2 Anteil blockierter Rezeptoren

CSR =
R,ges

ein, so vereinfacht sich die stationare Gleichung weitelem man beide Seiten durcly, 4 divi-
diert:

k1C%-(1—Csg) —k-1-Csg = 0

<— (Cgpg- (k_1 + leg) = leg
5 kO o
= Csp= E_1+k1C% T kO

mit & := % Hieraus ergibt sich, dads: genau die Substanzkonzentration ist, bei der die Halfte

der Rezeptoren blockiert wird.

In den Laborexperimenten der pharmazeutischen Forschardgw nun haufig folgende Messwerte
ermittelt:

X Anteil der Rezeptoren, die bei gegebener Konzentratlpn
der Substanz blockiert wird.
Y Substanzkonzentration, bei der die Halfte der Rezeptoren

blockiert wird (k;-Wert)
Aus der hergeleiteten Beziehung zwisch@gr und dem zugehdrigeh;-Wert kann nun ein Mo-
dellierungsansatz fiir den Zusammenhang XoandY abgeleitet werden:
Cs
Yo+ Cf
X-(Y*+C§) = Cf
XY = Ci1-X)

X:

ye = C¢.—=

a-l(Y) = a-In(Co)+n(——)
logit(X) = a-(In(Y)—1In(Cp))
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Um eine Linearisierung der Abhangigkeit zwisch®rundY zu erreichen, wurde also in den ent-
sprechenden Fallen die Varialfeeiner Transformation mit der natirlichen Logarithmusfionm
und die VariableX der sogenanntebhogit-Transformation

1—X)
X

logit(X) = In (

unterzogen.



Kapitel 5

Rangkorrelation

5.1 Motivation

Im vorherigen Kapitel wurde die Moglichkeit vorgestelfhit Hilfe geeigneter Transformationen
eine nicht-lineare Abhangigkeit zwischen zwei Zufaltsf§enX undY zu linearisieren und somit
von der Produktmomentkorrelation messbar zu machen. Daptpt@blem bei dieser Vorgehens-
weise besteht jedoch darin, dass die Wahl der zu tatigensfioanation(en) von der zu Grunde
liegenden Beziehung zwischéhundY abhangt. Haufig ist jedoch (wie auch z.T. in der vorliegen-
den Aufgabe der Datenanalyse im Rahmen der pharmazeutifcnschung) Detailwissen tber die
Herkunft des Datenmaterials nicht bekannt. Damit kann kéadell fir den Zusammenhang von
X undY hergeleitet werden und somit bleiben evtl. linearisieeefitansformationen unentdeckt.

Es ware also wiinschenswert, ejumiverselle* Transformation zur Verfigung zu haben, digm
lichst viele Abhangigkeiten linearisiert. Im Bereich déchtparametrischen Statistik hat sich hier
das Konzept deRangkorrelation nach Spearman etabliert, mit welchem sich zumindest alle
monotonen Abhangigkeiten identifizieren lassen. Das &oeg besteht darin, dass nicht der Pear-
son’sche Korrelationskoeffizient der Originaldaten, sonddie Produktmomentkorrelation der zu-
gehdrigen Positionen der Messwerte in der jeweiligen dygeten Stichprobe (déange der Be-
obachtungen zWX undY’) berechnet wird. Damit spielt also der absolute Abstandyderessenen
Werte keine Rolle, sondern lediglich die Ordnung der Mesgageht in die Berechnung ein. Auf-
grund dessen liefert die Spearman’sche Rangkorrelatioallé VariablenkombinationefiX,Y),

in denenX Uber eine monotone (ggfs. auch nicht-lineare) Transftonan Y tberfuhrt werden
kann, betragsmafiig den Wert 1. Um dies zu illustrierendemiim Folgenden drei zweidimensio-
nale Stichproben simuliert.

25
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Abbildung 5.1: Y = X2 + ¢

Abbildung 5.1 liegt das Modell eines quadratischen Zusaniraegs vonX undY mit einem stan-
dardnormalverteilten Fehlerterm zu Grunde. Hier falldem betrachteten Intervall; 10] fur X
die Nichtlinearitat der gegebenen Abhangigkeit bei derd8hnung vom,, (X, Y") nicht besonders
ins Gewicht, es ergibt sich der hohe West( X, Y") = 0.9723.

Geht man nun zu einem kubischen Zusammenharg X3 + ¢, ~ 1(0,1) iber, so ergibt sich das
folgende Streubild
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Abbildung 5.2: Y = X3 4 ¢

und aufgrund der starkeren Abweichung vom linearen Zusaniaing sinkt der Wert der Produkt-
momentkorrelation ays, (X,Y") = 0.9280.
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Abbildung 5.3: Y = exp(X) + ¢

In Abbildung 5.3 ist nun schlief3lich die Beziehukg= exp(X)+¢,e ~ a(0,1) modelliert worden.
Diese Abhangigkeit ist vop,, (X, Y) nur noch schlecht zu erfassen, der berechnete Wert ergfibt si
ZUpn(X,Y) = 0.7169.

Sicherlich ware es jedoch von Interesse, in allen drdeRguf die Abhangigkeit vorX undY
aufmerksam zu werden. Setzt man nun wie oben beschriebégllardger tatsachlichen Simula-
tionswerte die zugehorigen Range ein, ergibt sich imatleei Fallen derselbe scatter plot (siehe
Abbildung 5.4):
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Abbildung 5.4: Streubild der Range zu Abbildungen 5.1 bis 5.3

Die ,,Punktewolke” entspricht der ersten Winkelhalbierendem,rdt wachsenden Werten fU¥
auch inY -Richtung immer groRere Messwerte beobachtet wurdeneiBgiielt es keine Rolle, in
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welcher Form das Wachstum ¥A-Richtung mit dem inX-Richtung gekoppelt ist. Der Spearman-
sche Rangkorrelationskoeffizient, hier miji(X,Y") bezeichnet, errechnet sich damit in allen drei
Modellbeispielen zy3 (X,Y) = 1.

5.2 Theorie

Bemerkung 5.2.1
Um eine Vereinfachung der Notation zu erreichen, wird irseie Abschnitt die empirische Varianz

Var,(X) einer ZufallsgbRBe X auf der Basis vom Realisierungerizy, ..., z,) definiert als
1% X—ln 4‘2m't‘—1n-
ary( )—52(302—30”) i xn—ﬁz;xl.
1= 1=

Es wird also - abweichend von der Festsetzung in Kapitel 2 Ndmmierungsfaktor% anstelle von
—L_ verwendet.

Definition 5.2.1 (Rang)
Der Rangr;, einer Beobachtung:;, aus einer Stichprobézx, ..., z,) vom Umfang n mit;; #
x; Vi # jist definiert als die Position vony, in der zugebrigen geordneten Stichprobe, also

n
Tk = Z Laj<ay}-
j=1

Satz 5.2.1 (Arithmetisches Mittel und empirische Varianz ;nes Rangvektors)
Sei R = (ry,...,r,) der Vektor der Rnge der Beobachtungénm, ... ,x,) einer Stichprobe vom
Umfang n mite; # x; Vi # j. Dann gilt:

n+1
T =
" 2
2
n—1
Vv R) =
arn( ) 12
Beweis 5.2.1
Fa= g Yigi=pE = gl

1 n
Varn(R) = EZ(Z‘—F”)Q
=1
1, n+l,
- n;(z 2 )

- %[Zﬁ =) (n+1) i+ Z(nzl)Q]
=1 =1 =1

Iln-n+1)-2n+1) n-n+12 n-(n+1)2
= al 6 g a1
1ln-(n+1)-2n+1) n-(n+1)?
= 5l 6 ST

12n-(n+1)-2n+1)—3n - (n+ 1)
= 5l 12 ]

_ 1 4n3 4+ 2n? 4 4n? 4 2n — 3n3 — 6n% — 3n
= 5l 12 ]

1 n-(n?-1) n?—1

= )= n
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Die Definition des Ranges in Definition 5.2.1 setzt voraugsdalle Messwerte unterschiedlich
sind. Da dies jedoch nicht immer der Fall ist, sidderlegungen nétig, wie man mehrfaches-
bundene”) Werte (englischties*) behandelt. Zur Vereinfachung der Darstellung nelmé an,
dass fur die der GroRe nach geordneten Beobachtungemler betrachteten Stichprohg.,, =
Tom = ... = Zq,.n ilt. Dann ist es sicherlich nicht sinnvoll, alle Range \bhisd; zu vergeben,
denn damit wirde die Information der Gleichheit von,, . .., z4, ., verlorengehen. Ebenso wenig
sollte der Rang H;-mal gewahlt werden, denn dies wiirde einen sehr groRetaAthsier Werte
Zlm,---,Zdym VON T4, 1., €rZeugen, der in Wirklichkeit nicht gegeben sein muss. Balages
Argument gilt selbstverstandlich fur die Festsetzuragdalle Werte:;.,,, . .., z4,., den Rangl;
erhalten.

Vielmehr wird man dazu Uibergehen, den Beobachtungen. .., z4,., denmittleren Rang%
zuzuweisen. Allgemein geschieht die Zuordnung der Ramgedlle des Vorhandenseins von Ties
wie folgt:

Definition 5.2.2 (Mittlerer Rang)

Gegeben sei eine Stichproke;, . .., z,) vom Umfang: mit p unterschiedlichen Werten, also
Hzi:i=1,...,n}| =p. DerWertv;,i = 1,...,pmitv; < vy < ... < v, trete dabeid;-mal auf.
Der mittlere Rangr;, einer Beobachtung,, aus einer solchen Stichprobe ist definiert als:

i—1
1
7j=1

Satz 5.2.2 (Arithmetisches Mittel des Vektors der mittlere Range)
Es gilt:

- ;= .
n k 2
k=1

Beweis 5.2.2
Zurachst seierk; und ks zwei natirliche Zahlen mite, > k1. Dann gilt:

(ko — kn) - (21 + ko — Ky + 1)

(ko — k1) - (k1 —21- ka+1)

kiko + kQ(k‘z +1) —ki(k1 + 1) — kiko
ko (ks + 1) kl(k12+ 1)

(k2 = k) [l + 5 (ko =k + 1) =

Wahlen wir nun spezielt; = z;;ll d; undky = Z;'.:l d;, dann gilt offensichtlichky — &y = d;



30 KAPITEL 5. RANGKORRELATION

und damit

1= i—1
==y dj+1
n

o on-(n+1
_ ZZ:%_

i=1

Hieraus folgt, dass das arithmetische Mittel der (mitti@ange einer Stichprobe vom Umfang
konstant, also insbesondere invariant beziglich desaviatbinseins beliebig gearteter Ties ist. Fur
die empirische Varianz gilt diese Aussage hingegen nichisEzwar moglich, eine geschlossene
Formel anzugeben, diese beinhaltet jedoch einen Korttekiny in welchen die Informationen tber
die vorhandenen verbundenen Werte eingehen:

Satz 5.2.3 (Empirische Varianz des Vektors der mittleren Rnge)
Es gilt:

Eine Herleitung dieser Formel findet sich unter anderem jra{8 S. 329f. Hier wird sie im Fol-
genden durch elementares Nachrechnen bewiesen.

Beweis 5.2.3
Zurachst treffen wir zur Vereinfachung der Schreibweise faligeFestsetzungen:

1
a = si1t+g- (di +1).
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_ _Z Z n+1

i=11l=s;_1+1
1
S Y S (= R,
i=1l=s;_ 1+1
1 o n+1 n+1
- XX [(l— - ap -2 (- 25 - )
i=1l=s;_1+1

_ 1 n+1
X

I em & n+1
I ol (I I P ES e,

i=1 l:Si_l-f—l
n2-1 1 o ) n+1
= 12 +EZ Z —(l—ai)*—2-(a; — 5 ) (1 —ay)
i=11l=s;_1+1
) p Si
n°—1 1 9
- 12  n Z Z (= ai)
i=1 l:Si_l-i-l
2 & o + 1 i
2y |-t 3 -
i=1 l=s;_1+1
) P d;
n“—1 1 d; +1
— _ = ll _ 1 2
I :=1—s;_1 12 n Z Z( 2 )
i=11'=1
p i [( n+ 1) i:(l/
_— a — . J—
n 4 ! 2
i=1 /=
B n?—1 1idi-(df—1)
B 12 n & 12

2 p[ n+1 (di.(diﬂ) di-(dz“i‘l))]

n 2 B 2
I et O ledwd?—l)
12 12n '
Um nun die gegebene Aufgabe, die Rangkorrelation zweieh@toben(z1, . .., z,) sowie
(y1,.-.,yn) Mit zugehorigen mittleren Rangéry, r5,...,r") bzw.(s], s, ..., n) Zu berechnen,

die Uiberdies jeweils Ties an unterschiedlichen Stelldweaisen kdnnen, kann man sich der Formel
fur die empirische Varianz der Differenz zweier Zufalid@en bedienen:

Var,(X —=Y) = Vary(X)+Var,(Y) —2Kov,(X,Y)
 Kovg(X,Y) — %(Varn(X) FVara(Y) = Var(X —Y))
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Die (empirische) Varianz vo# := R*—S* ist aber in dem Fall, dass die Realisierungen #rund
S* die Vektoren der (mittleren) Range sind, einfach zu berenhdenn es gilt*, = s*, = ”T“
und damitz,, = r*,, — s*, = 0.

=Vary(Z) = =Y (2 —Z)?
n
i=1
1 n
- 1ya-d
gt
1 . * *\2
Y (ri —s7)

Setzt man dieses Ergebnis in die Formel fur die Kovariazzipich der Rangvektoren ein, so ergibt
sich mitD* := Y"1 | (rf — s7)*:

2D*
n

1
Kov,(R*,5") = §(Varn(R*) + Var,(S*) — ).

und schlieRlich definiert sich d&angkorrelationskoeffizient o (X, Y) nach Spearmanals Pro-
duktmomentkorrelation der zZUX, Y') gehdrenden Ranggrofien wie folgt:

Definition 5.2.3 (Rangkorrelationskoeffizient nach Spearran)

Voraussetzungen:

1. Gegeben sind Realisierungen, . .., x,,) sowie(yi, . . ., y,) Zweier ZufallsvariablerX und
Y.

2. Die Realisierungen voR weisen p unterschiedliche Wetteauf, also[{x; : i = 1,...,n}| =
p. Der Wertv;,i = 1,...,pmitv; < vy < ... < v, tritt dabei d;-mal auf.

3. Die Realisierungen vori weisen q unterschiedliche Wettgauf, also|{y; : i = 1,...,n}| =
q. DerWertw;,i =1,...,¢g mitw; < ws < ... < w, tritt dabeie;-mal auf.

4. R* = (r{,r3,...,r") bezeichnet den Vektor der mittlereérige vonX.

5. §* = (s}, s5,...,s)) bezeichnet den Vektor der mittlereérige vory’.

Dann heiR3t die wie folgt definierte GRep: (X,Y) der
SpearmanschBRangkorrelationskoeffizient vox undY':

L(Var,(R*) + Var,(5*) — 222)
S X,Y — R*,S* _ 2 n_z.
P XY ) = o B ) = e R -V arn( )

Dabei gilt:
i—1 1
rEo= Zdﬁi‘(dwl) Vkiwp=wvi; i=1,....p
j=1
i—1 1
Sp = Zej+§'(€z‘+1) Vk:ypy=w; 1=1,...,¢q
j=1
2 p 2
. n®—1 . di(ds —1
Var,(R*) = 12 = 112(711 )
2 q 2
N nc—1 " eief —1)
Varg(8%) = —(— - &5

D= 30—

i=1
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Bemerkung 5.2.2

In vielen Lehrliichern wird direkt eine geschlossene Forniel4> (X, Y") angegeben, so z.B. auch
in der Beschreibung der NAG Fortran Routine zur Berechnueg $hbearmanschen Rangkorrelati-
onskoeffizienten. Diese ist selbstvénstiich aquivalent zu der hier hergeleiteten. Die hier gale
Vorgehensweises (X,Y) tiber die Momente der Rangiften einziifhren hat jedoch den Vorteil,
dass die Analogie zur Produktmomentkorrelation deutliad w

5.3 Anwendung

Neben der Berechnung der Produktmomentkorrelation hikéeiim Rahmen dieser Diplomarbeit
entstandene Software auch die Moglichkeit, den SpearchansRangkorrelationskoeffizienten fur
je ein Variablenpaar zu berechnen. Dies bietet sich instakse in dem Fall an, dass eine Ausreil3er-
erkennung gemalf der in Abschnitt 3.3.3 vorgestellten bigldes Erkennengchter* Ausreil3er
vorgenommen werden soll. Hierbei werden die kritischent@&r die Mahalanobisdistanz, die zu
dem Urteil ,Datenpunkt ist Ausreif3er* flhren, gro3 und deswegen liedugich die Anzahl der
als Ausreil3er markierten und damit von der weiteren Analissgenommenen Datenpunkte bei
Verwendung des Korrelationskoeffizienten nach Pearsaredi€blich.

Dies kann in Einzelfallen dazu fuhren, dass signifikanter&lationen unerkannt bleiben bzw. nicht
durch Elimination von Ausrei3ern aufgedeckt werden. Zueérd im Falle der Verwendung Klei-
ner kritischer Werte fur die Mahalanobisdistanz bei eimeahtlinearen Zusammenhang zwischen
zwei betrachteten Variablen ein Grof3teil der Randberaienéaten durch die AusreiRereliminati-
on entfernt und es erfolgt so eine Konzentration auf die Kereiche des Datenmaterials, in denen
in der Regel dann eine stark ausgepragte lineare Beziebestght. Werden hingegen grole kri-
tische Werte verwendet, so ergibt sich dieser Effekt nictat @s kann passieren, dass signifikante
Zusammenhange verloren gehen.

Betrachtet man in diesen Fallen hingegen die Rangkoioalaiach Spearman, so geht anstelle der
absoluten Distanz der Messwerte vom Datenzentrum nur d@nemung in die Berechnung ein und
die Gefahr, Ausreil3er zyvorsichtig* zu entfernen, ist damit deutlich geringer uridhtrlineare
Abhangigkeiten werden linearisiert.
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Kapitel 6

Hauptkomponentenanalyse

6.1 Motivation

»The central idea of principal component analysis is to redhe dimensionality of a data set in
which there are a large number of interrelated variabledewétaining as much as possible of the
variation present in the data set. This reduction is achlibyaransforming to a new set of variables,
the principal components, which are uncorrelated, andhwiie ordered so that the fiffstw retain
most of the variation present ail of the original variables.” [9]

Dieses Zitat aus der Einleitung zu dem Buch von |. T. Jolliffeschreibt die Ziele der Haupt-
komponentenanalyse (englisgiprincipal component analysis*). Det-dimensionale Datenraum,
der durch die gemeinsam (multivariat) zu analysierendefalBuariablenX, X, ..., X,, aufge-
spannt wird, soll durch eingmrdimensionalen Datenraum mit< m ersetzt werden. Hierbei soll
jedoch ein moglichst groRer Anteil der Information, die diriginaldaten liefern, erhalten bleiben.
Deswegen macht man sich bei dem Konzept der Hauptkomporaeralyse die Abhangigkeiten
(Korrelationen) zwischen den Originalvariablen zu Nutre bestimmi geeignete Linearkombi-
nationen dern urspriinglichen Variablen mit moglichst grof3er Variadiz, dann unkorreliert sind;
geometrisch ausgedriickt bedeutet dies, dass die StréMarigtion) in den Originaldaten in or-
thogonale Streurichtungen zerlegt wird, wobei die Striemisitat entlang dieser Richtungen immer
weiter abnimmt. Bei diesem Vorgehen wird davon ausgeganizss die Gesamtstreuungirg m
Richtungen hinreichend gut erfasst wird, also in den vésbleden(m — p) Richtungen eine nahezu
konstante lineare Beziehung zwischen den Originalvagiablesteht. Die durch die oben genann-
ten Linearkombinationen entstehenden, negué&uaifallsvariablenC, Cs, . .., C), heil3en die ersten
p Hauptkomponenten der zu Grunde liegendeiimensionalen Verteilung.

6.2 Theoretischer Hintergrund

Um die in 6.1 postulierten Eigenschaften der Hauptkomptamemathematisch zu fassen, bezeich-
nen nunuv;,i = 1,...,pmity; € R™ Vi = 1,...,p die Vektoren, die die Koeffizienten der
zu den erstep Hauptkomponenten gehodrenden Linearkombinationen kathdiesev; (und da-
mit die Hauptkomponenten';, Cs, ..., C},) werden durch folgende (Optimalitats-) Forderungen
festgelegt:

P1: ’U?-Z}j:(gi,j Vi,j=1,...,p
P2: (vy,...,vx) = arg( max (tr(A'-K-A))) Vk=1,...,p
AcRmxk

mit K € R™*™ Varianz- / Kovarianzmatrix der Originalvariablen
Xi,...,Xnm

35
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Die erste Forderung entspricht der Orthogonalitat destehenden Streurichtungen sowie einer
Normierung der Vektorem; beziglich derL,-Norm und die zweite Forderung formalisiert die
sukzessive Bestimmung der Richtung mit maximaler StreudegnK* := A! - K - A ist gerade
die Varianz- / Kovarianzmatrix der Linearkombinatiott - (X1, ..., X,,)! (Basiswechsel im k-
dimensionalen Teilraum).

Um diew; zu berechnen, setzen wir zunachst 1. Damit vereinfachen sich P1 und P2 zu

vr = arg(max (a - K - a)) mit [jall> = 1.

Wendet man das Verfahren der Lagrange-Multiplikatoren_fsung von Maximierungsproblemen
unter Nebenbedingungen an (siehe hierzu z.B. [10], KaBif), so ergibt sich hier als Lagrange-
Funktion der Ausdruck

a-K-a—X-(a"-a—1), \y €R

Partielles Differenzieren nach den Komponenten von & fiifrdas Gleichungssystem

K-a—X-a
<— K-\ E)-a =

Dieses letzte Gleichungssystem entspricht gerade demmieggproblem der Varianz- / Kovari-
anzmatrixk, so dass sicly; als ein Eigenvektor vork ergibt. Um nun zu entscheiden, welcher
Eigenvektor das Maximierungsproblem |ost, beachte mass d

Ui'K'Ul :vf-)\l-vl :)\1-1)%-?}1 :)\1
gilt. Also muss\; der grofdte Eigenwert voR undwv; der zugehorige Eigenvektor sein. Ferner gilt
Var(Cy) = Var(@h - (X1,..., X)) =0t - K -v = A\

Es ergibt sich nun aufgrund der Orthonormalitatsfordgran diev;, dass sich die Maximierung
der Spur vonkK™* entkoppelt inp Maximierungsprobleme obiger Form (siehe dazu auch [9}eBei
9f.), so dass sich letztendlich das folgende Ergebnisdésthlasst:

1. v; ist Eigenvektor zum EigenwelN; von K mit Ay > Ao > ... > A,
2. Var(Cy)) =N, i=1,...,m.

Bemerkung 6.2.1

Fuhrt man eine Hauptkomponentenanaly&e standardisierte Zufalls@fden durch, so geht die
Varianz- / Kovarianzmatrids in die zugebrige Korrelationsmatrix? tber. Es gilt daniV ar(X;) =

1 Vi = 1,...,m und damittr(R) = m. Will man also bei der Hauptkomponentenanalyse eine
implizite Standardisierung bzw. Maf3stabsvereinhetitlidy der zu analysierenden Variablen erzie-
len, so kann anstelle der Varianz- / Kovarianzmatrix die iétationsmatrix zur Bestimmung der
Eigenwerte und Eigenvektoren zur Definition der Hauptkamepten herangezogen werden. Die so
berechneterf)\;, 7;) weichen im Allgemeinen von denen ab, die sich im Falle devsfedung der
Varianz- / Kovarianzmatrix ergeben.

Die im Rahmen dieser Diplomarbeit entstandene Implenremiielasst sowohl die Verwendung
von Varianz- / Kovarianzmatrizen als auch die VerwendungKarrelationsmatrizen bei der Haupt-
komponentenanalyse zu, wobei in der konkreten Berechratiigich wieder zu den entsprechen-
den empirischen @f3enk,, bzw.R,, Ubergegangen wird.
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6.3 Beispiel

Beispiel 6.3.1 (Nationenwertung bei Olympischen Laufdisplinen)

In [11] werden als eirfihrendes Beispiellf die Hauptkomponentenanalyse die Zeiténdieben
Laufdisziplinen der Damen bei den Olympischen Spielen i®Bds Angeles betrachtet. Genauer
handelt es sich hierbei um die Zeitéber die Distanzen 100 Meter, 200 Meter, 400 Meter, 800
Meter, 1500 Meter, 3000 Meter sowie den Marathonlauf. DI2aten liegenfir 55 Lander vor und
werden in Anhang B wiedergegeben.

Will man die Nationen nun entsprechend ihrer Gesamtlegstoei allen sieben Disziplinen (die
mit Zufallsvariablen identifiziert werden) ordnen, so étgich zuchst einmal das Problem, dass
die sieben Variablen unterschiedliche Malts aufweisen. @hrend die Kurzstreckenzeiten in Se-
kunden angegeben werden, liegen die Daterdfe Mittel- und Langstrecken in Minuten vor. Nun
konnte so vorgegangen werden, alle Ergebnisse in eine gearainZeiteinheit (z.B. Sekunden) um-
zurechnen und dann das arithmetische Mittel der siebenéea Nation als Ordnungsgrundlage
Zu verwenden.

Wie jedoch leicht zu ersehen ist, differiert die Variaticer @eiten stark in Abfingigkeit von der
Laufstrecke. So sind die ABside beim Marathonlauf selbstveistlich wesentlich gif3er als beim
100 Meter-Lauf, so dass dieses Vorgehen nicht sinnvolheimst Es bietet sich in diesem Fall si-
cherlich an, die Variablen ziathst auf Mittelwert O und Varianz 1 zu standardisieren, igref-
heitenfrei und damit untereinander vergleichbar zu machen

Aber selbst nachdem diese Standardisierung durcingefvorden ist, kann man sich die Frage stel-
len, ob es sinnvoll ist, das arithmetische Mittel der Weiitedie Ordnung zu verwenden (also allen
sieben Variablen das gleiche Gewic—bbeizumessen), oder ob sich nicht eine Linearkombination
finden Bsst, die mehr Information aus den Ausgangsdaten zielatjmldem konkreten Beispiel die
Unterschiede zwischen den Nationen besser wiedergibt.

Da dies aber gerade die in diesem Kapiteléererte Aufgabenstellung der Hauptkomponenten-
analyse darstellt, wird in [11] eine Ordnung der Nationem@#? ihrer Eintiage zur ersten Haupt-
komponente vorgeschlagen, wobei diese sich aus @uirlg des Eigenwertproblems der Korrela-
tionsmatrix der sieben durch die Laufzeiten induzierteridéden (aus Giinden der Mal3stabsver-
einheitlichung wird die Korrelationsmatrix verwendetpdat. Wie die in [11] mit dem integrierten
Statistik-Softwaresystem SAS durchibefen Berechnungen zeigeasst sich damit ein Anteil von
83% der Variation in den Ausgangsdaten eitdn.

6.4 Anwendung

In praktischen Anwendungsfallen der Hauptkomponentalyae besteht die grundlegende Frage-
stellung offensichtlich darin, wie grofl3 der Parameteru wahlen ist. Dies wird davon abhangen,
welchen Informationsverlust man hinzunehmen bereit isthBufig gemachter Vorschlag dazu be-
steht darinp so zu wahlen, dass im Falle der Verwendung von Korrelath@igzenp = min{1 <

i < m: )\ < 1} gilt. Anschaulich bedeutet diese Wahl vpndass die einzubeziehenden Haupt-
komponenten jeweils den Informationsgehalt mindestamer ériginalvariablen haben. In einigen
Situationen kann diese Wahl vgnjedoch dazu fiihren, dass einige Variablen komplett wndder”
sichtigt bleiben und deswegen empfiehlt I.T. Jolliffe in 8¢ Wahl vonp = min{l < i < m :

Ai < 0.7}, wenn moglichst sichergestellt werden soll, dass alléa#en anteilig in den Haupt-
komponenten Berucksichtigung finden.
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Ein anderer Ansatz besteht darin, den Anteil der durch digotk@mponented’s, . . ., C, erklarten
Streuung, als®_?_; \; mit A\; > ... > ), Eigenwerte der Korrelationsmatri® € R™*™ von
(X1,...,X) und ihr Verhaltnis zur(R) = m (es werden hier wie in Bemerkung 6.2.1 angege-
ben standardisierte VariableX; betrachtet) zum Entscheidungskriterium fur die Grolde yau
machen. In dem Fall, dass sich einzelne Variablen anndhainHauptkomponenten identifizie-
ren lassen, also nur sehr gering mit den restlichen Zuféllsen korrelieren, wird es jedoch auch
hier dazu kommen, dass diese Variablen durch die erstentktanponenten fast gar nicht erfasst
werden. Da dies eventuell unerwiinscht ist, ist zusdtaioe Information daruiber notig, wie grof3
im Fall der am schlechtesten erfassten Variable dgrastvarianz” ist. Die Restvarianz bezeichnet
den Anteil der Varianz der Variablel;, der nicht durch die Hauptkomponentéh, . . . C, erklart
wird, also:

Vargestp(Xi) = min _ Var(X
((11 7"'7a’p)eRP

H M@

Es ergibt sich:

P
Var(X Z
= P P

p
= Var(X;)—2- Zaj Kov(X;,Cj) —{—ZZaj-al-Kov(Cj,Cl)

Jj=1 Jj=11=1

= Var(X +Za Var(C;)—2- Za] \/Var(Cy) KO:/(X“C
v Var(

Kov(X " Kov(X
M ZOU—“C) (Kov(Cj,Cr) =0Vj #1)

Var(Cy) et Var(C;)
p p 2
Kov(X; C Kov(X;,Cj)
= Var(X;)+ v . j
z_: “r(Ci) = Var(C Z_: Var(Cj)
7=1 7j=1
P p
Kov(X;,Cj) .,
— 2 e’ N (qs — By
= Var(X jglp (X5, C5) | + Eﬁ Var(Cj) - (a; Var(C;) )2

Aus dieser Rechnung folgt, dass die die obige Varianz memnieniden Koeffizienten; gerade die
Regressionskoeffizienten
Kov(X;,Cj)

i=1,...
Var(C)) , Vi=1,...,p

aj; =

sind und die gesuchte Restvarianz damit von der Form

p
Vargestp(Xi) = Var(X ZpQ Xi,Cj)
7=1
ist.
Um schlieBlich nochp(X;, C;) zu berechnen, bezeichie= (v; ), i =1,...,m;
Jj=1,...,m;V € R™™ die Matrix der imL»-Sinne normierten Eigenvektoren von K, die

nach der Grole der zugehbrigen Eigenwerte absteigendrgeasind, so dass sich die Hauptkom-
ponenterCy,...,C,, alsC; = v (X1,..., Xm)t Vj=1,...,m ergeben. Dann gilt:
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K = V-diag(\;)-V?

m
= Kov(X;, Xx) = Zvi,j-)\j-vk,j
7j=1
m
KOU(XZ‘,CJ‘) = KOU(Xi7ZUk,j'Xk)
k=1

m
= Z Kov(X;, Xi) - v

k=1
m m

= E Vg - ( § Vil AL VK1)
k=1 =1
m m

= ZU“ DR (Z Uk, jVk,1)

=1 k=1

m
= E Vi N 0L
=1

und damit (unter Beachtung vdnar(C;) = A;):
p(X;,C;) = Vg VAT V)‘J
Y vV Var(X;)

Um also dem Benutzer eine moglichst gute Entscheidurfgstiiit die Wahl vornp an die Hand zu
geben, wurde in der erfolgten Implementierung eine Talggtgfolgenden Form ausgegeben:

i )\z )\ifl — )\z )\Z/m Z;’:l )\]/m ke?llf_i_}fm}varReSt’i(Xk)

1 )\1 - )\1/m )\1/m max VarRest 1(Xk)
ke{l,...,m} ’

Pl A | Ap1=Ap | Ap/m | D A /m keglaxm}VarRest7p(Xk)

M| An | Am—1— Am | Am/m 1 0
Fur die Wahl vonp konnen insbesondere die letzten beiden Spalten diesetldan Rate gezo-
gen werdenUberschreitet der Wert in der vorletzten bzw. unterscetaier Wert in der letzten
Spalte in einer Zeile einen Schwellenwert, so ist dieseals die Anzahl zu beriicksichtigender
Hauptkomponenten zu wahlen.

6.5 Ausreil3ererkennung mit Hauptkomponenten

Wie im Falle der Betrachtung der Originalvariablen kann @shabeimUbergang zu den Haupt-
komponenten von Interesse sein, Beobachtungen zu erkedieein dem (jetzt durch die Haupt-
komponenten aufgespannten) Datenraum auffallig aus desa @Ger Daten herausfallen. In der
vorliegenden Arbeit sind drei Auspragungen solclauffalligkeiten* untersucht worden:

e Es kann Datenpunkte geben, die beziiglich der Verteilumgy diestimmten Hauptkomponen-
te signifikant weit vom Datenzentrum entfernt liegen.
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e Ein in Koordinaten des durch die Hauptkomponentén, ..., C,) gegebenen Koordina-
tensystems ausgedriickter Beobachtungsvektor kann sigeifikant groRen Abstand zum
Datenzentrum inRP haben.

¢ Im Allgemeinen wird wie in Abschnitt 6.1 beschrieben davasgegangen, dass ausKom-
ponenten bestehenden Beobachtungen in dem durch die erstenptkomponenten gege-
benenp-dimensionalen Teil-Datenraum hinreichend gut beschrieberden. Es kann jedoch
Beobachtungen geben, fiir welche diese Annahme nichffzutri
Datenpunkte, bei welchen eine solche Situation vorliegtden hier wieder als Ausreil3er bezeich-
net. Um diese Ausrei3er nun erkennen zu kdnnen, sind @#stiten mit zugehorigen Verlasslich-
keitsschranken fur die obigen Problemstellungen naétiglen folgenden Abschnitten wird das in
dieser Arbeit gewahlte Vorgehen hierzu erlautert.

Dazu gelten vorab folgende Festsetzungen:

1. Die Ausgangsdaten bestehen aus den Beobachtungsvektore
z; = (zi1,...,Tim)', © = 1,...,n. Ein solcher Beobachtungsvektor enthalt die Messwerte
aus den Laborexperimenten, die mit einer chemischen strdiktchgefuhrt wurden. Zusam-
mengefasst werden diese Beobachtungsvektoren imdet)-DatenmatrixX = (x;;), i =
1,...,n; j=1,...,m,wobein die Anzahl der Beobachtungen (Strukturen) unadie An-
zahl der Variablen (Experimente) bezeichnet. Die Zeilem Xosind also die transponierten
Beobachtungsvektorery. Zudem sind die Spaltenvektoren vanh- die jeweils ein Laborex-
periment widerspiegeln - auf Mittelwert O und Varianz 1 skamisiert.

2. Mit V= (v5), i = 1,...,m; j = 1,...,m;V € R™™ wird die Matrix der im Lo-
Sinne normierten Eigenvektoren der Korrelationsmatrix der Originalvariablen bezeichnet
Diese sind nach der GrofRe der zugehorigen Eigenwerteigbstl geordnet, so dass sich die
Hauptkomponentef’;, ..., C,, alsC; = u§ (X1,..., X))t Vj=1,...,mergeben.

3. Die Matrix der aufCh, ..., C,, bezogenen Koordinaten der Beobachtungen (im Folgenden
auch als Matrix deyScores" der Beobachtungen bezeichnet) wird notiertimit X-V; Y €
R™*™_ Auch im Falle der Scores liegen die Beobachtungen alsoewial$ Zeilenvektoren
vor.

6.5.1 Eindimensionale AusreilRer

Bei der Bestimmung von Ausreil3ern bezuglich einer speri¢iauptkomponenté’; wurden zu-
nachst die Laborexperimente bzw. die durch sie induzieftgallsvariablen als normalverteilt vor-
ausgesetzt. Diese Annahme wurde in Ermangelung von Infmne Uber die tatsachlichen Ver-
teilungen getroffen und muss daher im Einzelfall nicht ayeind korrekt sein. Dié-te Spalte von

X, X® k= 1,...,m wird also als Vektor vom unabhangigen und identisetD, 1)-verteilten
Zufallsgrof3en interpretiert. Damit ergibt sich die mitei Hauptkomponent€'; assoziierte Spalte
Y@, j =1,...,m der Score-MatrixY’" ebenfalls als ein Vektor von normalverteilten GroRen,

denn sie entsteht durch eine Linearkombination ®@ 1)-verteilten Variablen. Zudem sind die
einzelnen Komponenten vai!) wieder unabhangig, denn es gehen in die Linearkombinaition
Werte der jeweils gleichen Beobachtung ein. Wie in Abs¢thR hergeleitet, ergibt sich die Va-
rianz der GroRen in einer Spaliel) als Wert des zugehdrigen Eigenwertesder zu Grunde
liegenden Korrelationsmatrix.

= Yi j i.i.d. NHZ(O,)\]') Vi = 1,...,n; j c {1,...,m}.
Yij
VA
Damit lassen sich die normierten Scorgs als Teststatistiken zur Ausrei3ererkennung verwenden.
In praxi ist jedoch wiederum zu beachten, dass anstelleddten Korrelationsmatrizen die ent-

= Zjj =

iid. ~a(0,1) Vi=1,...,n; j€{1,...,m}.
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sprechenden Schatzungen verwendet werden missen unigidgemachten Verteilungsaussagen
dann nur noch asymptotisch gelten. Wird nun analog zu degeV@mmsweise in Abschnitt 3.3.3
wieder gefordert, dass nur im- 100% der Falle Beobachtungen als Ausreil3er deklariert werden,
wenn keine tatsachlichen Ausreil3er vorliegen, so ergiht asymptotisch:

P(lrilix |zi ;| > ¢) = «
= P(|zi | <cVi=1,...,n) = l-«
= P(— cgzmgcw—l .,n) = l—a
PP(—c< 2, < = 1-
Unab<fw:nglgkeit Hz_l ( C_Z”_C) @
= (P(—c < Z <c)" = 1l—a mitZ~ua0,1)

Verteilungsidentitat (
(®(c) = ®(=c))" = l-a
(@(c) — (1—<1>( )" = l-a
2-P(c) — = Y(1-a)
®(c) = 1.1+ Y1-0)
c = ol (YY)

HHM

Uberschreitetz; ;| = |y;j/1/)\;| fur eine Beobachtungin Spaltej der Score-Matrixy” also das
Quantilec = @‘1(#(17(1)) der Standard-Normalverteilung, so wird der zugehorigeeBaunkt
als eindimensionaler AusreiRer zur Hauptkomponérjtangesehen.

6.5.2 p-dimensionale Ausreil3er

Betrachtet man Ausreil3er in dem Raum, der durch die egstdauptkomponenten aufgespannt
wird, so bietet es sich aus Grinden der Mal3stabsverdinhaitg wieder an, die normierten Scores
z; ; fur das Testproblem zu verwenden. Berechnet man den gueairp-dimensionalen euklidi-
schen Abstand
p
Yik \2
d?(z;,0) = —

p( 7 ) ];( /_)\k)
der normierten Scores einer Beobachturgy ihrem Mittelwert0 € RP, so ist dieser Ausdruck
eine Summe von Quadraten asymptotisch standardnornwilierizufallsgroRen und somit lasst
sich die asymptotische Verteilung Vd@ 2;,0) als x?-Verteilung mitp Freiheitsgraden (kurzgp
Verteilung) angeben. Damit ergibt sich zur Bestlmmung déas&hen Wertes fud2(zl, 0) analog

zur obigen Berechnung, wenn wieder mit Konfidenzwahrsdicbkeit o nur ,,echte“ Ausreifl3er
erkannt werden sollen:

P( max d? 5(2:,0) > ¢) -~
1<i<n
= P(d2(z,0) <cVi=1,...,n) = l-a
P P(d2(z < = 1=
Unabm@keit [Tiz1 P(dy(2i,0) < ¢) Q
P(Z < )" = l—a mitZ~x?
Vertelltfrm:siienmat ( ( - C)) «Q | Xp
< (FX?) (C))n - 1-—a
DI Fy(c) = {/(1-a)
— 2
— c = X i

Als kritischer Wert fiird?(z;,0) wird also hier das{/(1 — «)-Quantil dery>-Verteilung mitp
Freiheitsgraden gewahlt und Punkten, deren quadrigitiimensionaler euklidischer Abstand vom
Nullpunkt diesen Wert Uberschreitet, das AttribyAusrei3er* zugeordnet.
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6.5.3 Schlecht modellierte Beobachtungen

Als letztes werden in diesem Abschnitt die Beobachtungeauflain untersucht, inwiefern sie ge-
gebenenfalls durch Hauptkomponenten schlecht modelliert werden. Hierzuliteanan zunachst,

dass die Matrixy orthogonal und daher invertierbar mit-! = V* ist. Damit ist es moglich, die

Originalvariablen, also die Beobachtungsmatkixals Funktion der Scores zu schreiben:

Y=XV <— X=Y -VimitVeR™™ undY e R*™,

V orthogonal

Verwendet man nun anstelle der vollstandigen Matrizeg R™ "™ undY € R"*™ nur jeweils
deren erstep Spalten, so geht die rechte Seite der obigguivalenz in die Gleichung

X =Y -VImitV e R"*P uyndY ¢ R"*P

tiber, wobeiX die Matrix der Projektion vonX auf den durch die erstem Hauptkomponenten
(C1,...,C,) aufgespanntep-dimensionalen Teilraum dég™ ist.

Will man nun messen, wie gut ein Beobachtungsvektoi = 1, ..., n durch dagp-dimensionale
Modell beschrieben wird, so bietet sich die Verwendung derde des Residuenvektars— z; an.
Deswegen wird in [12] in Abschnitt 2.7.2 die dort al3-Statistik* bezeichnete Grol3e

Qi = (z; — ;)" - (x; — &) mit z; € R™ Beobachtungsvektor

zur Behandlung der erwahnten Fragestellung eingefilut.Berechnungssicht ist es glnstig, dass
sich@; auch schreiben lasst als
m
Qi = Z yi2,k>

k=p+1
wobeiy; den Score-Vektor zum Beobachtungsvektpbezeichnet.

Die Verteilung der so definierten Teststatislklasst sich nur mithsam herleiten. In die Berechnung
gehen im Wesentlichen die Summen der ersten drei Potenz¢émdep) kleinsten Eigenwerte der
Korrelationsmatrix ein. In [12] wird das Ergebnis dieser&#nung angegeben und es finden sich
weitere Literaturhinweise fur dieses Problem. Es ergitit,slass eine geschickte Transformation
von Q; zu einer moglichst guten Approximation der Standardndrerteilung fuhrt, so dass ent-
sprechend tranformierte Quantile d#0, 1)-Verteilungsfunktion als Schranken G verwendet
werden konnen. Die genaue Gestalt dieser Quantile kannAsidrang C entnommen werden.

Will man nun also die Beobachtungsvektoreni = 1, ..., n daraufhin untersuchen, ob sie signifi-
kant schlecht durch dasdimensionale lineare Modell der ersterlauptkomponenten beschrieben
werden, so gilt es zu Uberprifen, ob

m
Qi = (i — &) - (i — &) = > iy

k=p+1

das zugehorige, transformiertg®, 1)-Quantil Uiberschreitet.



Kapitel 7

Variablenselektion

7.1 Motivation

In dem vorangegangenen Kapitel wurde mit der Hauptkompgenanalyse eine Methode vorge-
stellt, die Dimensionalitat des zu untersuchenden Datenes zu reduzieren und dabei nur einen
maoglichst geringen Informationsverlust hinnehmen ziwssein. Dies ist zum Beispiel im Hinblick
auf die Berechnungs- und Speicherplatzkomplexitat vémaasi Datenmaterial anzuwendenden Al-
gorithmen ginstig, denn gegebenenfalls ist es mogligsechur auf dem durch einige Hauptkom-
ponenten gegebenen, niederdimensionalen Datenraumfidlusuund die gelieferten Ergebnisse
dann eventuell so zu transformieren, dass wieder Infoomati Uber die Ausgangsdaten gewonnen
werden.

Verfolgt man jedoch das Ziel, den Datenraum fir einen Astaly Uberschaubar zu machen oder
ist man daran interessiert, einige Variablen ganz aus dea&#ung auszuklammern (also gegebe-
nenfalls einige Laborexperimente gar nicht mehr durctdiirzu missen), so ergeben sich bei der
Verwendung von Hauptkomponenten fur diese Aufgaben zweidiegende Schwierigkeiten:

e Hauptkomponenten sind als Linearkombinationen der Calgariablen wesentlich schlech-
ter interpretierbar als die Ausgangsdaten, welche univéitedie experimentell erhobenen
MelRwerte wiedergeben.

¢ In die Hauptkomponenten gehen in der Regdlel Variablen mit einem festgelegten Gewichts-
faktor ein, es kann also kein Experiment fortgelassen werde

Aus diesen Griinden ist es oftmals glinstiger, anstellepWgariablenkombinationen mit maxima-
lem Informationsgehalt liebey der m Originalvariablen selbst auszuwahlen, die am reprasent
tivsten fur das gesamte Datenmaterial sind, um die Dinoendes zu betrachtenden Datenraums
dadurch zu verringern. Dieses Vorgehen tariablenselektiorwird in diesem Kapitel behandelt
und es werden Algorithmen erlautert, die verschiedenenabtkriterien fur die zu selektierenden
Variablen implementieren, wobei in der vorliegenden Dipéobeit zwei generelle Vorgehenswei-
sen umgesetzt worden sind:

1. Verfahren, die sich der Ergebnisse der Hauptkomponan&yse bedienen.
2. Das Verfahren deHaupt-Variablen* (principal variables*) nach McCabe.

7.2 Auf Hauptkomponenten basierende Verfahren
Die von L. T. Jolliffe in [13] publizierten und in dieser Dharbeit implementierten, auf Haupt-

komponenten basierenden Verfahren zur Variablensetektibeiten derart, dass ausgewahlte Spal-
ten der in Kapitel 6.4 definierten MatriX, welche die Eigenvektoren der der Hauptkomponenten-

43
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analyse zu Grunde gelegten Varianz- / Kovarianzmatrix kawrelationsmatrix enthalt, auf ihre
Maximaleintrage hin untersucht werden. Weist ein Spaétktor i/; vonY” seinen grof3ten Eintrag
in Zeile 7 auf, wobeil < i, < m gilt, so wird

(a) die VariableX; ausgewahlt, fallg einen kleinen Wert hat und; demnach mit einem grof3en

Gewicht in die zugehorige Hauptkomponetemit j; < m eingeht Selektior).
(b) die VariableX; als zu vernachlassigen angesehen und aus der Menge detezsughenden
Variablen entfernt, fall§ nahe bein liegt (Elimination).

Damit nun genaw auszuwahlende Variablen bestimmt werden konnen, wisd\@afahren der
Selektion oder der Elimination iterativ wiederholt, bissdayenay Variablen selektiert bzw. ge-
naum—p Variablen eliminiert worden sind. Dabei ist es zum einemlict), nach jedem Selektions-
bzw. Eliminationsschritt eine neue Hauptkomponentenaediir die verbleibenden Variablen durch-
zufuhren oder die Ergebnisse einer einzigen Hauptkomenanalyse fur den gesamten Selektions-
bzw. Eliminationsvorgang zu nutzen.
Entscheidet man sich dazu, dieVariablen tGber das Verfahren der Selektion zu bestimmeh un
zudem eine neue Hauptkomponentenanalyse fir jeden Belekthritt zu tatigen, so gilt es zu
beachten, dass die Variablen in der Regel untereinandegliest sind. Ist jedoch die Variabl&;
einmal ausgewahlt worden, so soll fur die weiteren Audsgiritte ihr Einflud auf die restlichen
noch verbliebenen Variablen ausgeschaltet werden. Deswgili es zu untersuchen, wie sich die
partielle Varianz- / Kovarianzmatrix K, ; berechnetk,, ; ; beinhaltet hierbei die Varian-
zen/Kovarianzen den — 1 verbleibenden Variablen, wenn man die Varialllgaus der Menge der
Variablen(X1, ..., X,,) entfernt und ihren EinfluB auf die restlichen Variabj@erausrechnet".

Nehmen wir zur Losung dieses Problems an, es soll die pardtievarianz zweier Zufallsvariablen

X undY berechnet werden, wobei der Einflul einer dritten Zufatialde 2, die sowohl mitX
als auch mitt” korreliert ist, ausgeschaltet werden soll. Dazu setzeriesit

Xy = Qg > + bx,z -Z
Y, = Qy.» + by’z -7

mit denRegressionskoeffizienten

b _ Kov(X,Z)
E Var(Z)
b _ Kovu(Y,Z)
v T Var(Z)

X7 bzw. Yy bezeichnen also hierbei den Anteil der Variablérbzw. Y, der durch ihren linearen
Bezug zuZ gegeben ist.

= Kov((X — X2),(Y - Yz))
= Kou(X = (ag + oz ) (Y — (ayz + by 2)))
= Kov(X,)Y)—-Kov(X,ay,+by. - Z)—Kov(Y,az,+ by .- Z)
+ Kov(ag, + by Z,ay, +by .- Z)
= Kov(X)Y)—b,. Kov(X,Z)—by. Kov(Y,Z)+ by, by, Var(Z)

Beachtet man die Definition va, . undb, ., so vereinfacht sich der Ausdruck weiter:



7.2. AUF HAUPTKOMPONENTEN BASIERENDE VERFAHREN 45

Kov(X,Y)—by, Kov(X,Z)—by . - Kov(Y,Z)+ by, by . Var(Z)
Kov(X,Z)-Kov(Y,Z) Kov(X,Z) Kov(Y,Z)
Var(Z) Var(Z)
Kov(X,Z) - Kov(Y,Z)
Var(Z) ’

= Kov(X,Y)—2-

= Kov(X,Y)—

Es qilt also fur die partielle Varianz- / Kovarianzmatrix:

1 £\
K, 1.=K ,—(———— g® . gk
m—Lk m.k (Var(Xk) ok
mit
Ky 1k partielle Varianz- / Kovarianzmatrix
ohne Einfluld vonX,,
Kk Streichungsmatrix, die aus
K durch Streichung von Zeile
und Spalte: hervorgeht.
K ) k-te Spalte der Matrixs .

Aus algorithmischer Sicht ist hierbei natiirlich zu beachtdass die Indizes der verbleibenden
Variablen verschoben werden, wekn# m gilt. In den folgenden Abschnitten wird nun kurz
fur die vier auf Hauptkomponenten basierenden Verfahdén,im Rahmen dieser Diplomarbeit
umgesetzt worden sind, das jeweils zugehorige Rekuisibiesna angegeben.

7.2.1 Selektion mitp Hauptkomponentenanalysen

Zunachst wird eine Hauptkomponentenanalyse der Origanablen(X, ..., X,,) auf Basis der
Varianz- / Kovarianzmatri¥< bzw. (standardisierte Grof3en) der Korrelationsma@ourchgefihrt,
um die MatrixV" = (v; ;) der Eigenvektoren zu erhalten. Zudem wird die Anzahliszuwahlender
Variablen vorgegeben. Die selektierten Variableqy, , ..., X;,) werden nun dadurch festgelegt,
dass zunachst

i = arg( max (v;1))

gewahlt wird. Die VariableX;, ist hiermit ausgewahlt und wie oben beschrieben soll iimfl&R
auf die restlichen Variablen fir den nachsten Seleksohstt ausgeschaltet werden. Es wird also
die partielle Varianz- / Kovarianzmatrik’,,,; ;, der verbleibendem: — 1 Variablen gebildet und
auf ihrer Basis eine erneute Hauptkomponentenanalysédngiefithrt. Nun wird wieder der Maxi-
maleintrag des zum grof3ten Eigenwert gehorenden Eig@rgevonk,, 1 ;, gesucht, die entspre-
chende Zeile mity bezeichnet und die Variabl¥;, dem Satz ausgewahlter Variablen hinzugefugt.
Dies wiederholt sich sodann, bis dasso selektierte Variablen feststehen.

7.2.2 Selektion mit genau einer Hauptkomponentenanalyse

Will man den nicht unerheblichen Berechnungsaufwand, idardurch diep zu tatigenden Haupt-
komponentenanalysen der in 7.2.1 vorgestellten Methaglbtewermeiden, so kann die Selektion
von p Variablen auch auf der Basis einer einzigen Hauptkompemamntalyse geschehen. Zunachst
ergibt sich die Matrid” = (v; ;) der Eigenvektoren analog zu dem Vorgehen in 7.2.1. Dannemerd
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jedoch alle Spaltenvektorery, j = 1,...,p von V auf ihren Maximaleintrag hin untersucht und

die Indizesiy, . .., %, der selektierten Variablen ergeben sich zu:
i = arg(max (vi1))
9 = ar ma V;
2 g(1gz‘§m:}§¢z‘1( i2))
i = arg( max (vip))-

1<i<mii@{in,...ip—1}

Hier ist also die Berechnung der partiellen Varianz- / Kesazmatrizen vom Algorithmus her nicht
gefordert. Fur die Darstellung der Ergebnisse (vgl. Kapit4) sind die Restvarianzen hingegen
doch erforderlich, so dass auch hier die entsprechendefRg@rierechnet wurden.

7.2.3 Elimination mit (m-p) Hauptkomponentenanalysen

Diesem Verfahren liegt die umgekehrte Argumentationsuict) gegentiber dem Verfahren in 7.2.1
zu Grunde. Es werden nicht die Variablen, die stark in diéearslauptkomponenten eingehen,
ausgewahlt, sondern vielmehr diejenigen, die sich anehesiit den letzten Hauptkomponenten

identifizieren lassen, eliminiert. Hier werden also Indiza, . . . , i,,—p) bestimmt, so dass die Va-
riablen (X;,,..., X;,_,) vernachlassigt und die verbleibenden Variablen mit eifedex :*, fur
deni* ¢ {iy,...,im—p} Qilt, demnach als ausgewahlt angesehen werden. Es windmis den

bisher in diesem Kapitel gewahlten Bezeichnunggmjier als
i1 = arg( max (vim))

festgelegt. Danach wird die Varianz- / Kovarianzmatii, ;, der verbleibendem — 1 Variablen,
die sich aus der urspringlichen Varianz- / Kovarianzmalfi durch Streichung von Zeilg und
Spaltei; ergibt, fir eine neue Hauptkomponentenanalyse benutkzesnwerden iterativ die restli-
chenm — p — 1 Indizes bestimmt, deren zugehorige Variablen eliminiartden sollen.

Es ist anzumerken, dass in dem Regelfalc m dieses Verfahren den bei weitem grof3ten Rechen-
aufwand aller hier diskutierten Methoden verursacht.
7.2.4 Elimination mit genau einer Hauptkomponentenanalys

Das vierte angewendete Verfahren verwirklicht die Gruedides vorangegangenen, wobei jedoch
auf eine erneute Hauptkomponentenanalyse pro Elimireg@bmitt verzichtet wird. Die Indizes

(i1,...,im—p) berechnen sich damit in Analogie zu der in 7.2.2 gewahleng&hensweise zu:
i = arg({max (vim))
i = arg(, o iil(vi,m—l))
im—p = arg( max (Vipt1))-

1<i<mig{i1,...im—p—1}
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7.3 \erfahren der, Principal variables"

Das von McCabe in [14] beschriebene Verfahren, ghaupt-Variablen® (in Anlehnung an den Aus-
druck,,Hauptkomponenten®) stiitzt sich nicht auf die ErgebnissereHauptkomponentenanalyse,
sondern versucht, die Optimalitatseigenschaft der Hamgponenten direkt auf einzelne Variablen
zu Ubertragen. Diese Optimalitatseigenschaft bestgiht ljierzu Kapitel 6.2) darin, dass die erste
Hauptkomponent€’; eine moglichst groRe Varianz besitzt und damit die Summédr@stvarian-
zen minimiert. Wie in Kapitel 6.4 (Definition des BegriffRestvarianz*) beschrieben, lal3t sich der
Anteil der durch eine Hauptkomponentg erklarten Varianz einer Variablek; ausdriicken durch
Var(X;) - p?(X;,C;). Setzt man nun anstelle vati; eine OriginalvariableX; ein und fordert,
dass die Summe der Restvarianzen der Variablen: i # j} minimiert oder invers formuliert die
Summe der durclX; erklarten Varianz der restlichen Variablen maximiertdyiso fihrt dies also
auf die folgende Maximierungsaufgabe:

o . p2(X. )
j1o= arg(lrgg;n(;VaT(Xz) PP (Xi, X;)))
L Kov(X;, X;)
N arg(@%}% pot Var(X;) )

= arg(lrg;ag;l Var ZKOU (X5, X5)))

Die zu dem so bestimmten Indgx gehorende Variable(;, wird in diesem Verfahren als erste
ausgewahlt. AnschlieRend wird ihr Einflu auf die restlich/ariablen wiedegherausgerechnet’,
indem die Quadrate der Eintrage der partiellen Varianzevatianzmatrixk,,_, ;, in der obi-
gen Maximierungsaufgabe betrachtet werden und so bestinsioh iterativ die Gbrigen Indizes
(42, - - ., jp) fur die Variablenselektion. In der praktischen Verwerglbietet sich dieses Verfahren
aufgrund seiner einfachen Implementierbarkeit und genngessourceninanspruchnahme an. Da
zudem im Falle der hier untersuchten Daten aus der pharitis®en Forschung die so erzielten
Ergebnisse qualitativ nicht hinter denen zuriickgeblesiad, welche sich bei Anwendung der in
Kapitel 7.2 vorgestellten, aufwandigeren Methoden ezgalhat sich hier das Verfahren von Mc-
Cabe als Uberlegen im Kosten- / Nutzenvergleich erwiesen.

7.4 Anwendung

In Analogie zu der Darstellung der Ergebnisse der Hauptkoraptenanalyse wurden auch im Falle
der Variablenselektion die Resultate tabellarisch in deyehden Form wiedergegeben:

il | m| mi—i—mny | nj/m| Yoa_ m/m max  Vargest;j(Xx)

ke{l,...m}

i |m - | m/m n/m max Varges:1(Xg)
ke{l,...,m}

2 | iz | 72 m—mn2 | n2/m | (m +mn2)/m pefax }VC”“Resw(Xk)

Plip| M| Mp—1—1p | Mp/m 22:17719/7” max }VWRest,p(Xk)

ke{1,..
mit
j Iteration
ij Nummer der in Iteration j

ausgewabhlten Variable
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ul durch.X;, erklarte Varianz
Vargest,j (Xk) Restvarianz von Variabl&; nach
Iteration j.

7.5 Ergebnisse

AbschlieRend werden in der folgenden Tabelle anhand einbgmtischen Beispieldatensatzes aus
der pharmazeutischen Forschung mit= 100 Variablen die Ergebnisse der implementierten Va-
riablenselektionsverfahren gegeniber gestellt:

Kapitel | p Mp | Dopey /T kel{ﬂfﬁfm}‘/amest,p(Xk)
7.21] 22| 0.761 0.903 0.638
7.2.1| 45| 0.085 0.995 0.046
72224 0.727 0.905 0.507
7.2.2| 66 | 0.0084 0.999 0.0497
72329 0.881 0.9004 0.328
7.2.3| 46 | 0.3496 0.991 0.0387
7.2.4] 25| 1.049 0.901 0.6939
7.2.4| 53] 0.1101 0.9984 0.0169
73] 21] 0.7963 0.9007 0.5983
7.3 | 44 | 0.0993 0.9932 0.0469

In der jeweils ersten Zeile zu jedem Verfahren wupdeo gewahlt, dass der kumulierte Anteil er-
klarter Streuung Ubeb.9 liegt und die zweite Zeile gehort zu dem Wert vpnab welchem jede
Restvarianz den Schwellenwert von 5 % unterschreitet.



Anhang A

Datenmaterial zu Beispiel 2.3.2

Nane

Al drete, M ke
Al |l anson, Andy
Al non, Bill
Ander son, Dave
Armas, Tony
Ashby, Al an
Backman, Wally
Bai nes, Harold
Baker, Dusty

Bal boni, Steve
Bando, Chris
Barfield, Jesse
Barrett, Marty
Bass, Kevin

Bayl or, Don
Beane, Billy

Bel | , Buddy

Bel |, George
Bel |l i ard, Raf ael
Beni quez, Juan
Ber nazard, Tony

Bi ancal ana, Buddy

Bi | ardel | o, Dann
Bochte, Bruce
Bochy, Bruce
Boggs, Wade
Bonds, Barry
Boni | | a, Bobby
Boni |l a, Juan
Boone, Bob
Bost on, Daryl
Bradl ey, Phil
Bradl ey, Scott
Braggs, d enn
Bream Sid
Brenly, Bob
Brett, Ceorge
Brock, G eg

Br ookens, Tom
Br ooks, Hubi e
Brown, Chris
Brown, M ke

Br unansky, Tom
Buckner, Bill

Jahre

1. 000000
1. 000000
13. 000000
4. 000000
11. 000000
14. 000000
7.000000
7. 000000
19. 000000
6. 000000
6. 000000
6. 000000
5. 000000
5. 000000
17. 000000
3. 000000
15. 000000
5. 000000
5. 000000
15. 000000
8. 000000
5. 000000
4. 000000
12. 000000
8. 000000
5. 000000
1. 000000
1. 000000
5. 000000
15. 000000
3. 000000
4. 000000
3. 000000
1. 000000
4. 000000
6. 000000
14. 000000
5. 000000
8. 000000
7.000000
3. 000000
4. 000000
6. 000000
18. 000000

49

Treffer

54. 000000
66. 000000
43. 000000
53. 000000
112. 000000
81. 000000
124. 000000
169. 000000
58. 000000
117. 000000
68. 000000
170. 000000
179. 000000
184. 000000
139. 000000
39. 000000
158. 000000
198. 000000
72.000000
103. 000000
169. 000000
46. 000000
37. 000000
104. 000000
32. 000000
207. 000000
92. 000000
109. 000000
69. 000000
98. 000000
53. 000000
163. 000000
66. 000000
51. 000000
140. 000000
116. 000000
128. 000000
76. 000000
76. 000000
104. 000000
132. 000000
53. 000000
152. 000000
168. 000000
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Buechel e, Steve 2. 000000 112. 000000
Burl eson, Rick 12. 000000 77.000000
Bush, Randy 5. 000000 96. 000000
Butler, Brett 6. 000000 163. 000000
Cabel |, Enos 15. 000000 71. 000000
Cangel osi, John 2. 000000 103. 000000
Canseco, Jose 2. 000000 144. 000000
Carter, Gary 13. 000000 125. 000000
Carter, Joe 4, 000000 200. 000000
Castillo, Carnen 5. 000000 57. 000000
Cerone, Rick 12. 000000 56. 000000
Cey, Ron 16. 000000 70. 000000
Cl ark, Jack 12. 000000 55. 000000
Clark, WII 1. 000000 117. 000000
Col eman, Vince 2. 000000 139. 000000
Col es, Darnell 4, 000000 142. 000000
Col l'i ns, Dave 12. 000000 113. 000000
Concepci on, Dave 17. 000000 81. 000000
Cooper, Cecil 16. 000000 140. 000000
Cruz, Jose 17. 000000 133. 000000
Cruz, Julio 10. 000000 45. 000000
Dani el s, Kal 1. 000000 58. 000000
Daul t on, Darren 3. 000000 31. 000000
Davi s, Al an 3. 000000 130. 000000
Davis, Chili 6. 000000 146. 000000
Davis, Eric 3. 000000 115. 000000
Davis, denn 3. 000000 152. 000000
Davi s, Jody 6. 000000 132. 000000
Davis, M ke 7.000000 131. 000000
Dawson, Andre 11. 000000 141. 000000
DeCi nces, Doug 14. 000000 131. 000000
Deer, Rob 3. 000000 108. 000000
Denpsey, Rick 18. 000000 68. 000000
Derni er, Bob 7.000000 73. 000000
Di az, Bo 10. 000000 129. 000000
D az, M ke 2. 000000 56. 000000
Doran, Bill 5. 000000 152. 000000
Downi ng, Brian 14. 000000 137. 000000
Duncan, Mari ano 2. 000000 93. 000000
Dunst on, Shawon 2. 000000 145. 000000
Dur ham Leon 7.000000 127. 000000
Dwyer, Jim 14. 000000 39. 000000
Dykstra, Len 2.000000 127. 000000
Easl er, M ke 13. 000000 148. 000000
Esasky, Nick 4, 000000 76. 000000
Evans, Darrell 18. 000000 122. 000000
Evans, Dwi ght 15. 000000 137. 000000
Fer nandez, Tony 4. 000000 213. 000000
Fi sk, Carlton 17. 000000 101. 000000
Fitzgerald, M ke 4, 000000 59. 000000
Fl annery, Tim 8. 000000 103. 000000
Fl et cher, Scott 6. 000000 159. 000000
Fol ey, Tom 4, 000000 70. 000000
Ford, Curt 2. 000000 53. 000000
Foster, George 18. 000000 64. 000000
Franco, Julio 5. 000000 183. 000000
Gaetti, Gry 6. 000000 171. 000000
Gagne, G eg 4. 000000 118. 000000
Gal arraga, Andres 2. 000000 87. 000000
Gantner, Jim 11. 000000 136. 000000
Garci a, Damaso 9. 000000 119. 000000
Garner, Phil 14. 000000 83. 000000

Garvey, Steve 18. 000000 142. 000000
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CGedman, Rich

G bson, Kirk

d adden, Dan
Grich, Bobby
Giffey, Ken
Giffin, Afredo
G ubb, Johnny
Qillen, Ozzie
Gwnn, Tony

Hai rston, Jerry
Hal I, Me

Har per, Terry
Harrah, Toby
Hassey, Ron

Hat cher, Billy
Hat cher, M ckey
Hayes, Von
Heath, M ke
Heep, Danny
Hender son, Dave
Hender son, Ri ckey
Hendri ck, George
Her nandez, Keith
Her ndon, Larry
Herr, Tonmy
Hill, Donnie

Hor ner, Bob
Howel I, Jack

Hr bek, Kent
Hubbard, d enn
Hulett, Tim
Incaviglia, Pete
lorg, Garth
Jackson, Reggie
Jacoby, Brook
Jeltz, Steve
Johnson, diff
Johnson, Howar d
Jones, Ruppert
Joyner, Wally
Kear ney, Bob
Kennedy, Terry

Ki ngery, M ke

Ki ngnan, Dave
Kittle, Ron

Kni ght, Ray
Krenchi cki, Wayne
Kruk, John

Kut cher, Randy
Laval liere, M ke
Lacy, Lee

Landr eaux, Ken
Landrum Tito
Lansford, Carney
Laudner, Tim
Law, Rudy

Law, Vance
Leach, R ck
Lenon, Chet
Leonard, Jeffrey

Lonbardozzi, Steve

Lopes, Davey
Lynn, Fred

7. 000000
8. 000000
4. 000000
17. 000000
14. 000000
11. 000000
15. 000000
2.000000
5. 000000
11. 000000
6. 000000
7. 000000
17. 000000
9. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
16. 000000
13. 000000
12. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
20. 000000
5. 000000
4. 000000
15. 000000
5. 000000
11. 000000
1. 000000
7.000000
9. 000000
1. 000000
16. 000000
5. 000000
11. 000000
8. 000000
1. 000000
1. 000000
3. 000000
15. 000000
10. 000000
7.000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
6. 000000
12. 000000
10. 000000
2. 000000
15. 000000
13. 000000

0 OO0 Wo 0w

Ok, B~ OONOP™~O®

N~ O ©

119. 000000
118. 000000
97. 000000
84. 000000
150. 000000
169. 000000
70. 000000
137. 000000
211. 000000
61. 000000
131. 000000
68. 000000
63. 000000
110. 000000
108. 000000
88. 000000
186. 000000
65. 000000
55. 000000
103. 000000
160. 000000
77.000000
171. 000000
70. 000000
141. 000000
96. 000000
141. 000000
41. 000000
147. 000000
94. 000000
120. 000000
135. 000000
85. 000000
101. 000000
168. 000000
96. 000000
84. 000000
54. 000000
90. 000000
172. 000000
49. 000000
114. 000000
54. 000000
118. 000000
82. 000000
145. 000000
53. 000000
86. 000000
44.000000
71. 000000
141. 000000
74. 000000
43. 000000
168. 000000
47.000000
80. 000000
81. 000000
76. 000000
101. 000000
95. 000000
103. 000000
70. 000000
114. 000000
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Madl ock, Bill 14. 000000 106. 000000
Mal donado, Candy 6. 000000 102. 000000
Manni ng, Rick 12. 000000 52. 000000
Marshal |, M ke 6. 000000 77. 000000
Martinez, Carnelo 4. 000000 58. 000000
Mat t hews, Gary 15. 000000 96. 000000
Mattingly, Don 5. 000000 238. 000000
Mat uszek, Len 6. 000000 52. 000000
McDowel |, Oddi be 2. 000000 152. 000000
McCGee, Wllie 5. 000000 127. 000000
McRae, Hal 18. 000000 70. 000000
McReynol ds, Kevin 4, 000000 161. 000000
Meacham Bobby 4, 000000 36. 000000
Mel vi n, Bob 2. 000000 60. 000000
M | ner, Eddie 7.000000 110. 000000
Mtchell, Kevin 2. 000000 91. 000000
Molitor, Paul 9. 000000 123. 000000
Moore, Charlie 14. 000000 61. 000000
Mor el and, Keith 9. 000000 159. 000000
Mor eno, Omar 12. 000000 84. 000000
Morrison, Jim 10. 000000 147. 000000
Mbseby, LI oyd 7.000000 149. 000000
Moses, John 5. 000000 102. 000000
Mot | ey, Darryl 5. 000000 46. 000000
Mul i ni ks, Rance 10. 000000 90. 000000
Munphr ey, Jerry 13. 000000 94. 000000
Mur phy, Dal e 11. 000000 163. 000000
Mur phy, Dwayne 9. 000000 83. 000000
Miurray, Eddie 10. 000000 151. 000000
Nettles, Graig 20. 000000 77. 000000
Newman, Al 2. 000000 37. 000000
O Brien, Pete 5. 000000 160. 000000
O Mal | ey, Tom 5. 000000 46. 000000
Oberkfell, Ken 10. 000000 136. 000000
Cester, Ron 9. 000000 135. 000000
Qglivie, Ben 16. 000000 98. 000000
O sul ak, Joe 4, 000000 100. 000000
Ota, Jorge 15. 000000 93. 000000
Onen, Spike 4, 000000 122. 000000
Paci orek, Tom 17. 000000 61. 000000
Pagl i arul o, M ke 3. 000000 120. 000000
Par ker, Dave 14. 000000 174. 000000
Parrish, Lance 10. 000000 84. 000000
Parrish, Larry 13. 000000 128. 000000
Pasqua, Dan 2. 000000 82. 000000
Pena, Tony 7.000000 147. 000000
Pendl eton, Terry 3. 000000 138. 000000
Perez, Tony 23. 000000 51. 000000
Pettis, Gary 5. 000000 139. 000000
Phel ps, Ken 7.000000 85. 000000
Phillips, Tony 5. 000000 113. 000000
Porter, Darrell 16. 000000 41. 000000
Presley, Jim 3. 000000 163. 000000
Puckett, Kirby 3. 000000 223. 000000
Puhl , Terry 10. 000000 42. 000000
Qui nones, Rey 1. 000000 68. 000000
Quirk, Jame 12. 000000 47.000000
Rai nes, Tim 8. 000000 194. 000000
Ram rez, Rafael 7.000000 119. 000000
Randol ph, Wllie 12. 000000 136. 000000
Ray, Johnny 6. 000000 174. 000000
Rayford, Floyd 6. 000000 37.000000

Redus, Gary 5. 000000 84. 000000
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Reed, Jeff

Reynol ds, Craig
Reynol ds, Harold
Reynol ds, R J.

Rice, Jim
Ri | es, Ernest
Ri pken, Cal

Ri vera, Luis
Roberts, Bip

Robi doux, Billy Jo
Roeni cke, Ron

Ronmero, Ed
Rose, Pete
Royster, Jerry
Russel |, Bill
Russel |, John
Sal as, Mark

Sal azar, Argenis
Sanmple, Billy
Samnuel , Juan
Sandberg, Ryne
Sant ana, Raf ael
Sax, Steve

Schm dt, M ke
Schofield, Dick
Schr oeder, Bill
Schu, Rick

Sci oscia, M ke
Sheets, Larry
Shel by, John
Sheri dan, Pat
Sierra, Ruben

Si nmons, Ted

Ski nner, Joel

Sl aught, Don
Snmal | ey, Roy
Snmith, Lonnie
Smth, Czzie
Snyder, Cory
Speier, Chris
Spil man, Harry
Stillwell, Kurt
St one, Jeff
Strawberry, Darryl
St ubbs, Franklin
Sundberg, Jim
Sveum Dal e

Tabl er, Pat
Tartabul I, Danny
Tenmpl eton, Garry
Tettl eton, M ckey
Teufel, Tim
Thomas, Andres
Thomas, Gor man
Thonmpson, M It
Thonpson, Robby
Thon, Dickie
Thor nt on, Andre
Tol | eson, Wayne
Traber, Jim
Trammel |, Al an
Trevi no, Al ex
Upshaw, Willie

3. 000000
12. 000000
4. 000000
4. 000000
13. 000000
2. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
24. 000000
14. 000000
18. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
5. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
. 000000
19. 000000
4. 000000
5. 000000
12. 000000
9. 000000
9. 000000
1. 000000
16. 000000
9. 000000
1. 000000
4. 000000
4. 000000
3. 000000
13. 000000
1. 000000
6. 000000
3. 000000
11. 000000
3. 000000
4. 000000
2. 000000
13. 000000
3. 000000
1. 000000
8. 000000
13. 000000
6. 000000
2. 000000
10. 000000
9. 000000
8. 000000

DONRFE PO

PO OW~NWAANRPONODODDN OWWW

39. 000000
78. 000000
99. 000000
108. 000000
200. 000000
132. 000000
177. 000000
34. 000000
61. 000000
41. 000000
68. 000000
49. 000000
52. 000000
66. 000000
54. 000000
76. 000000
60. 000000
73. 000000
57. 000000
157. 000000
178. 000000
86. 000000
210. 000000
160. 000000
114. 000000
46. 000000
57. 000000
94. 000000
92. 000000
92. 000000
56. 000000
101. 000000
32. 000000
73. 000000
83. 000000
113. 000000
146. 000000
144. 000000
113. 000000
44. 000000
39. 000000
64. 000000
69. 000000
123. 000000
95. 000000
91. 000000
78. 000000
154. 000000
138. 000000
126. 000000
43. 000000
69. 000000
81. 000000
59. 000000
75. 000000
149. 000000
69. 000000
92. 000000
126. 000000
54. 000000
159. 000000
53. 000000
144. 000000
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Uri be, Jose 3. 000000 101. 000000
Van Sl yke, Andy 4.000000 113. 000000
Virgil, Qzzie 7.000000 80. 000000
Val ker, Geg 5. 000000 78. 000000
Vallach, Tim 7.000000 112. 000000
Wal I'i ng, Denny 12. 000000 119. 000000
Vard, Gary 8. 000000 120. 000000
Webster, Mtch 4.000000 167. 000000
Whi t aker, Lou 10. 000000 157. 000000
White, Frank 14. 000000 154. 000000
Whitt, Ernie 10. 000000 106. 000000
W ggi ns, Alan 6. 000000 60. 000000
W fong, Rob 10. 000000 63. 000000
W | kerson, Curt 4.000000 56. 000000
Wllard, Jerry 3. 000000 43. 000000
W Ilianms, Reggie 2. 000000 84. 000000
W1 son, G enn 5. 000000 158. 000000
W son, Mookie 7. 000000 110. 000000
Wlson, Wllie 11. 000000 170. 000000
Wnfield, Dave 14. 000000 148. 000000
W nni ngham Herm 3. 000000 40. 000000
Wnegar, Butch 11. 000000 40. 000000
Wnne, Marvell 4.000000 76. 000000
Young, M ke 5. 000000 93. 000000
Youngbl ood, Joel 11. 000000 47. 000000
Yount, Robin 13. 000000 163. 000000

Die enpirische Korrelation zwi schen X und Y betraegt - 0. 00803.



Anhang B

Datenmaterial zu Beispiel 6.3.1

/* WOVEN TRACK DATA SET: wonentrack. dat */

100m 200m 400m 800m 1500m 3000m Marathon Nation

11.61 22.94 54. 50 2.15 4.43 9.79 178.52 Argentina
11. 20 22.35 51. 08 1.98 4.13 9.08 152. 37 Australia
11. 43 23.09 50. 62 1.99 4.22 9.34 159. 37 Austria
11. 41 23.04 52. 00 2.00 4.14 8. 88 157. 85 Bel gi um
11. 46 23.05 53. 30 2.16 4.58 9.81 169. 98 Ber nuda
11.31 23.17 52. 80 2.10 4.49 9.77 168. 75 Br azi

12. 14 24. 47 55. 00 2.18 4.45 9.51 191. 02 Bur ma

11. 00 22.25 50. 06 2.00 4.06 8.81 149. 45 Canada
12. 00 24.52 54. 90 2.05 4.23 9. 37 171. 38 Chile
11.95 24.41 54. 97 2.08 4.33 9.31 168. 48 Chi na

11. 60 24.00 53. 26 2.11 4.35 9. 46 165. 42 Col unbi a
12.90 27.10 60. 40 2.30 4.84 11.10 233. 22 Cooki s
11. 96 24. 60 58. 25 2.21 4.68 10. 43 171. 80 Cost a
11.09 21.97 47.99 1.89 4.14 8.92 158. 85 Czech

11. 42 23.52 53. 60 2.03 4.18 8.71 151.75 Denmar k
11. 79 24.05 56. 05 2.24 4.74 9. 89 203. 88 Domi ni can
11.13 22.39 50. 14 2.03 4.10 8.92 154. 23 Fi nl and
11. 15 22.59 51.73 2.00 4.14 8.98 155. 27 France
10. 81 21.71 48. 16 1.93 3.96 8.75 157. 68 GDR

11.01 22.39 49.75 1.95 4.03 8.59 148. 53 FRG

11. 00 22.13 50. 46 1.98 4.03 8.62 149.72 GB&N

11. 79 24.08 54. 93 2.07 4.35 9.87 182. 20 G eece
11. 84 24.54 56. 09 2.28 4.86 10. 54 215. 08 Guat enal
11. 45 23.06 51. 50 2.01 4.14 8.98 156. 37 Hungary
11.95 24.28 53. 60 2.10 4.32 9.98 188. 03 I ndi a

11. 85 24.24 55.34 2.22 4.61 10. 02 201. 28 | ndonesi a
11. 43 23.51 53.24 2.05 4.11 8. 89 149. 38 I rel and
11. 45 23.57 54. 90 2.10 4.25 9.37 160. 48 I srae
11.29 23.00 52.01 1. 96 3.98 8. 63 151. 82 Italy
11.73 24.00 53.73 2.09 4.35 9.20 150. 50 Japan

11. 73 23. 88 52.70 2.00 4.15 9.20 181. 05 Kenya

11. 96 24.49 55.70 2.15 4.42 9. 62 164. 65 Kor ea
12.25 25.78 51. 20 1.97 4.25 9. 35 179. 17 DPRKor ea
12. 03 24.96 56. 10 2.07 4.38 9.64 174. 68 Luxembou
12.23 24.21 55. 09 2.19 4.69 10. 46 182. 17 Mal asi ya
11.76 25.08 58. 10 2.27 4.79 10. 90 261.13 Mauri tius
11. 89 23.62 53. 76 2.04 4.25 9.59 158. 53 Mexi co
11. 25 22.81 52.38 1.99 4.06 9.01 152. 48 Net her | ands
11. 55 23.13 51. 60 2.02 4.18 8.76 145. 48 NZeal and
11.58 23.31 53. 12 2.03 4.01 8.53 145. 48 Nor way
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12. 25 25. 07 56. 96 2.24 4. 84 . 69 233.00 Gui nea

11. 76 23.54 54. 60 2.19 4. 60 .16 200. 37 Phi | i ppi
11.13 22.21 49. 29 1.95 3.99 8.97 160. 82 Pol and

11.81 24,22 54. 30 2.09 4.16 8.84 151. 20 Por t ugal

11. 44 23. 46 51. 20 1.92 3.96 8.53 165. 45 Rumani a

12. 30 25.00 55. 08 2.12 4.52 9.94 182. 77 Si ngapor e
11.80 23.98 53.59 2.05 4. 14 9.02 162. 60 Spai n

11. 16 22.82 51.79 2.02 4.12 8.84 154. 48 Sweden

11. 45 23. 31 53. 11 2.02 4. 07 8.77 153. 42 Swi t zerl

11. 22 22.62 52.50 2.10 4. 38 9.63 177.87 Tai pei

11.75 24. 46 55. 80 2.20 4.72 10. 28 168. 45 Thai | and
11.98 24. 44 56. 45 2.15 4. 37 9.38 201. 08 Tur key

10. 79 21. 83 50. 62 1.96 3.95 8. 50 142. 72 USA

11. 06 22.19 49. 19 1.89 3.87 8. 45 151. 22 USSR

12. 74 25. 85 58. 73 2.33 5.81 13.04 306. 00 Weanoa

[* Source: | AAF/ ATFS Track and Field Statistics Handbook for the 1984 */
/* Los Angel es O ynpics. Reproduced by perm ssion of the International */
/* Amateur Athletics Federation. */



Anhang C

Quantile der a(0,1)-Verteilung zu Kapitel
6.5.3

Der in der Folge angegebene kritische Wyt fur die Teststatistiky; aus Kapitel 6.5.3 wurde der
Arbeit von J. Edward Jackson [12] enthnommen.

Hierzu bezeichnen\;, j = 1,...,m die der Grol3e nach absteigend geordneten Eigenwerte der
Korrelationsmatrix und” = (y; ;), i =1,...,n; j =1,...,m; Y € R*™ die Score-Matrix der
Originalvariablen( X, ..., X,,).

Ferner wird die Verteilungsfunktion der Standardnormahiing mit®(-) bezeichnet.

m
Qi = Z y?) beip einzubeziehenden Hauptkomponenten
k=p+1

0, = Z e

k=p+1
b = > N\
k=p+1
0; = Z Y
k=p+1
2:-60,-03
hy = 1————
0 3. 62
ca = sgn(hg)-® (V1 —a)
1
o \/2:02-h2 Oy ho(ho—1 "o
Qo = 61 |° 2 gy faiholho 2 ) |y
01 07
= ]P)(QZ > Qa) apﬁox.a'
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ANHANG C. QUANTILE DER (0,1)-VERTEILUNG ZU KAPITEL 6.5.3
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