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Kapitel 1

Einleitung

Die Qualitét des Grundwassers ist besonders fiir unsere Trinkwasserversorgung bedeutsam. Daher ist
an erster Stelle jeglicher Eintrag von Schadstoffen in das Grundwasser zu vermeiden. Findet dennoch
eine Verunreinigung des Grundwassers, sei es durch flichenhaften Eintrag, wie zum Beispiel beim
FEinsatz von Diingemitteln und Pestiziden, oder punktuellen Eintrag, wie zum Beispiel bei Indus-
trieunfillen, statt, ist die Vorhersage des Verhaltens dieser Schadstoffe im Grundwasser von grofler
Bedeutung, um Sanierungsmafnahmen zu dimensionieren. Das Institut Agrosphére (ICG IV) im For-
schungszentrum in Jiilich beschéftigt sich unter anderem mit der Schadstoffausbreitung im Grund-
wasser. Die Vorhersage des Weges der Teilchen des Schadstoffs erfolgt hier durch Simulation, wobei
mathematische Modelle die Geschehnisse im Boden und im Grundwasser beschreiben. Die Simulation
erfolgt hiufig numerisch unter Nutzung der finite Elemente Methode.

Die vorliegende Arbeit orientiert sich an der Arbeit von (Bhattacharya und Gupta 1979). Hierbei
ist das mathematische Modell stochastischer Natur und die Ausbreitung wird durch die Losung ei-
ner stochastischen Differentialgleichung beschrieben. In diesem Fall liegt die Langevinsche Gleichung
zugrunde. Das Ergebnis dieser stochastischen Diffentialgleichung ist ein stochastischer Prozess, der
die Geschwindigkeit des Teilchens zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zeitpunkten, bei denen das
Teilchen mit fester Masse im Boden kollidiert, beschreibt. Durch Integration dieses Geschwindig-
keitsprozesses erhélt man den Positionsprozess. Die Form des Positionsprozesses ist jedoch ungeeignet
fiir Simulationszwecke. Aus diesem Grund ist der Grenzprozess von Interesse. Zur Berechnung dieses
Prozesses miissen weitere, physikalisch sinnvolle, Forderungen gestellt werden, um das Ergebnis zu
erhalten. Hierfiir wird ein Dichterwerden des Bodens, durch den sich die Teilchen bewegen, angenom-
men. Dies hat zur Folge dass sich ebenfalls die Reibungskraft und die externe Kraft erhthen miissen.
Unter diesen Annahmen ist der Grenzprozess ein zentrierter Wiener Prozess. Diese Prozesse sind gut
dokumentiert und man kann viele Aussagen stochastischer Art iiber den Weg der Teilchen machen,
der durch ihn beschrieben wird.

Einfithrend gibt es in dieser Arbeit einen allgemeinen Teil iiber stochastische Differentialgleichun-
gen, der Methoden zu deren Losungsfindung bereitstellt. Im darauf folgenden Kapitel geht es um die
Grundlagen der Schitztheorie, die eine Basis fiir Schétzer in Prognoseproblemen geben. Das néichste
Kapitel beschiéiftigt sich dann mit dem eigentlichen Problem. Zu dessen Loésung wird zunéchst die
Mittelwerts- und Kovarianzstruktur des Geschwindigkeitsprozesses berechnet. Mit diesen Strukturen
kann man Aussagen iiber den Positionsprozess machen, den man durch Integration des Geschwindig-
keitsprozesses erhélt. Da der Geschwindigkeitsprozess zwischen zwei Kollisionszeitpunkten definiert
ist, kann man im Positionsprozess eine Aufsplittung des Integrals vornehmen, dessen Einzelteile man
als neue Zufallsgrofie definiert. Auf diese kann dann unter obigen Annahmen Drogins Satz angewen-
det werden, der besagt, dass sich der Partialsummenprozess dieser Einzelteile wie ein Wiener Prozess
verhélt. Es stellt sich heraus, dass der Rest, der noch in die Darstellung des Positionsprozesses hinein-
spielt, zu vernachléssigen ist. Somit verhélt sich der Grenzprozess im Ganzen wie ein Wiener Prozess.



Kapitel 2

Stochastische
Differentialgleichungen

2.1 Einleitung

Es ist bekannt, dass sich mikroskopisch kleine Teilchen in einer Fliissigkeit sehr unregelméfig und
stark bewegen. Diese zufiillige Bewegung als Funktion der Zeit B = B(t),¢ € T, nennt man Brownsche
Bewegung. Hierbei handelt es sich um einen stochastischen Prozess zweiter Ordnung. Es ist nachweis-
bar, dass die Pfade einer Brownschen Bewegung als stetig angenommen werden kénnen. In diesem
Fall nennt man B einen Wiener Prozess(Def. 8.3.1 in (Dikta 2000)).

Einen Wiener Prozess kann man auch mit stochastischen Differentialgleichungen beschreiben,
denen physikalische Vorgénge zugrunde liegen. Das soll hier anhand von zwei Beispielen erldutert
werden.

Beispiel 2.1.1. X(t) sei die eindimensionale Position eines Partikels zum Zeitpunkt ¢. X'(¢) und
X" (t) beschreiben die Geschwindigkeit und die Beschleunigung des Teilchens zur Zeit ¢. Es gibt nun
verschiedene Kréfte, die auf das Teilchen einwirken. Da wiire zum einen die Kraft F(t), die an der
Masse m des Partikels angreift. Diese ist nach dem Gesetz von Newton gegeben durch:

F(t) =mX"(t). (2.1)
Desweiteren wirken noch drei andere Krifte auf das Teilchen:
(i) Die Reibungskraft —fX’(¢), aufgrund der Viskositit des Mediums, proportional zur Geschwin-
digkeit, aber in die entgegengesetzte Richtung.

(ii) Die Riickstellkraft —kX (t), wie beim Pendel oder bei der Feder, proportional zur Distanz vom
Ursprung aus, aber in die andere Richtung wirkend.

(iii) Die externe Kraft £(¢), unabhingig von der Bewegung des Teilchens.

Zusammengefasst erhélt man

F(t) = —fX'(t) — kX(t) + (1), (2.2)
in der f und k nicht-negative Konstanten sind. Durch Gleichsetzen von (2.1) und (2.2) erhilt man die
Differentialgleichung(DGI)

mX"(t) + fX'(t) + kX (t) = £(¢). (2.3)
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Unterliegt nun die externe Kraft einigen zufélligen Schwankungen, dann ist £(¢) ein stochastischer
Prozess. Durch die Anforderung von (2.3) muss somit auch X (¢) ein stochastischer Prozess sein. (2.3)
stellt somit eine stochastische Differentialgleichung(DGI) beziiglich der beiden Prozesse dar.

Werden die Schwankungen der externen Kraft durch molekularen Beschuss verursacht, dann kann
¢ als weiBes Rauschen zum Parameter o2 angenommen werden.

Das weile Rauschen symbolisiert die Ableitung des Wiener Prozesses. Da dieser aber an kei-
ner Stelle differenzierbar ist, stellt man das weifle Rauschen mit Hilfe der partiellen Integration dar
(Def. 9.4.1 auf Seite 149 in (Dikta 2000)).

Unter diesen Annahmen ist X (¢) ebenfalls ein stochastischer Prozess, der der Gleichung
mX"(t)+ fX'(t) + kX(t) = W(t)
geniigt, in der W (¢) das weiBe Rauschen mit Parameter o reprisentiert.
Es gibt aber andere Gebiete in der Physik, in denen die Verbindung zu stochastischen DGls mit
weiflem Rauschen direkt hergestellt werden kann.

Beispiel 2.1.2. Gegeben sei eine einfache Reihenschaltung mit Widerstand R, Induktivitdt L, Ka-
pazitit C und einer elektromotorischen Kraft £. Ferner bezeichne X (¢) den Spannungsabfall am Kon-
densator zur Zeit ¢t. Mit Kirchhoffs zweitem Gesetz erfillt X (¢) die folgende DGI:

LCX"(t) + ROX'(t) + X (t) = £(t).
Entfernt man die antreibende elektromotorische Kraft bleibt trotzdem eine kleine Spannungs-
quelle erhalten. Diese nennt man thermisches Rauschen. Sie entsteht durch thermische Bewegung der
Elektronen im Widerstand. Durch physikalische Argumentation gelangt man zu dem Schluss, dass es

sich beim thermischen Rauschen um ein weifles Rauschen handelt. In diesem Fall geniigt der Span-
nungsabfall der stochastischen Differentialgleichung

LCX"(t)+ RCX'(t) + X (t) = W(¢t).
Man kann hoherrangige Differentialgleichungen erhalten, indem man sich gréflere und komplizier-

tere elektrische oder mechanische Systeme vorstellt. So erhélt man stochastische Differentialgleichun-
gen n-ter Ordnung der Form

apX™ (t) + a1X(n71)(t) e apX(t) = W),

wobei ag, . .., a, reelle Konstanten mit ag # 0 und W (t) das weile Rauschen zum Parameter o2 sind.

2.2 Stochastische Differentialgleichungen erster Ordnung

Definition 2.2.1. Sei W das weifle Rauschen zum Parameter o2 und X (¢),t € T C R, ein Prozess
zweiter Ordnung. Dann nennt man

aoX'(t) + a1 X (t) = W (t) (2.4)

eine stochastische DGI erster Ordnung.
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Bei der Losungssuche zu dieser DGI st68t man auf das Problem, dass das weile Rauschen kein
stochastischer Prozess im herkémmlichen Sinne, sondern ein Funktional, ist. Ohne Beriicksichtigung
dessen, erhélt man durch formales Integrieren beider Seiten in den Grenzen ty und ¢

ag(X(t) — X(to)) + a1 /tX(s)ds = B(t) — B(to).

Diese Gleichung ist nun definiert, da es sich bei X und B um stochastische Prozesse handelt. Die
einzelnen Pfade des Wiener Prozesses B auf der rechten Seite sind wohldefinierte, stetige Funktionen.

Durch Auflgsen(Seite 155 in (Hoel u. a. 1972)) dieser Gleichung mit o« = —ay/ag nach X(t)
kommt man zu folgendem Ergebnis:

X0 = (x)- Z) e BO 2 09 B (5)ds

ao ag ao Ji,

1 t
X (to)et—t0) 4 — (B(t)eo‘(t_t) — B(tg)e*t—t) —/ (—aeo‘(t_s)) B(s)ds) .

Qo to
Nach Def. 9.4.1 in (Dikta 2000) kann man dieses Ergebnis umschreiben zu

X(1) = X(to)e® ) 4 - /t =9 B(ds). (2.5)

ap to
Es kann nun gezeigt werden, dass jede Losung zu (2.4) asymptotisch gleich dem Prozess im
folgenden Satz ist (Hoel u. a. 1972).

Satz 2.2.2. Der Prozess X (¢),t € R, mit

1

X(t) = a /_ t et~ B(ds). (2.6)

ist ein stationdrer Gaufprozess und Losung von (2.4). Dariiber hinaus ist X der einzige stationére
Prozess zweiter Ordnung, der (2.4) erfiillt.

Korollar 2.2.3. X(t),t € R, definiert durch (2.5), hat die Mittelwertsfunktion

px(t) =0 (2.7)

und die Kovarianzfunktion )
rx(s,t) = Q;Eea\t*s\. (2.8)
Beweis. Seite 157 in (Hoel u. a. 1972). O
Beweis. Seite 154 ff. in (Hoel u. a. 1972). O

Zur Berechnung der Kovarianzfunktionen dieser Prozesse benotigt man folgenden

Hilfssatz 2.2.4. Fiir alle f, g € C%([a,d]) mit 0 < a <b < ¢ < d gilt:

b d
E ( / F(s)B(ds) / g(t)B(dt)) 0.
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Beweis. Lemma 9.4.3(Dikta 2000) liefert

b b
/f(S)B(dS)=f(b)(B(b)—B(a))—/ f'(s)(B(s) — B(a))ds

und 4 J
/ o(s)B(ds) = g(d) (B(d) — B(c)) — / § (1)(B(t) - B(e))dt.

Damit erhilt man fiir

b d b
E( / £(5)B(ds) / g(t)B(dw) - E((f(b)(B(b)B(a)) / f’(S)(B(S)B(a))dS>

d
—F) / d (OE((B®) — Ba))(B(t) — B(e)))dt
b
—o(d) | FSE(B(s) - B(a)(B(d) - B(c)))ds
b d
+ / / £(8)6 (OE((B(s) — B(a))(B(t) — B(c)))dtds.

Nach Definition 8.3.1(Dikta 2000) sind die Zuwiéchse (B(s) — B(a)) und (B(t) — B(c)) unabhéngig fiir
alle a < s <bund c <t <d. Der Erwartungswert eines solchen Zuwachses ist 0. Damit ergibt sich fiir

Daraus folgt die Aussage des Satzes. 4

Beispiel 2.2.5. Der Prozess V(t),t > 0, der als Losung der stochastischen DGI
mV'(t) + fV(t) =W (),  V(0) =0,

definiert ist, heifit Langevinscher Geschwindigkeitsprozess. Durch Umformung der DGI nach (2.5)
erhélt man
f

1 t
V(t) = V(tg)e! =) 4 — [ =) B(d =—=.
(t) = V(to)e +mtoe (ds),  a=-=

Mit dem Einsetzen der Anfangswertbedingung V(0) = vy ergibt sich daraus der Langevinsche Ge-
schwindigkeitsprozess

1/t
V(t) = voe™ + - /0 =9 B(ds), o= —%. (2.9)

Dieser Prozess hat fiir t € R>o die Mittelwertsfunktion

pv (t) =E(V (1) = voe™ (2.10)
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und mit Hilfe von Lemma 9.4.3(Dikta 2000) erhilt man fiir die Kovarianzfunktion mit s,¢ € Rx>q
rv(s,t) = E((V(s) = pv () (V) = pv(?)))
s t
- g </ e”‘(s’“)B(du)/ exp(o(t — v))B(dv))
0 0

1 min(s,t) . min(s,t)
_ Bl o) / ea(mln(s,t)—u)B(du) / ea(max(s,t)—v)B(dv)
0 0

min(s,t) ) max(s,t)
+ / ea(mln(s7t)—u)B(du) / ea(max(s,t)—v)B(dv)
0

min(s,t)
1 min(s,t) ) min(s,t)
_ TE / ea(mm(s,t)fu)B(du) / ea(max(s,t)fv)B(dU)
HS 2.2.4 m 0 0

2 min(s,t)
_ g / e(x(min(s,t)—u)ea(max(s,t)—u)du
0

m?
2 min(s,t)
— g a(min(s,t)+max(s,t)—2u)
2mf 0
2
Ny ) 211

2.3 Stochastische Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Gegeben sei eine homogene DGI der Form
apr™ (1) + a1z V(@A) + -+ a,x(t) =0, teTCR (2.12)

mit ag,...,a, € R, ag Z0und z : R 3¢t — W C R. Durch Gleichsetzen des charakteristischen
Polynoms

p(r) = aor™ + a1 -+ ay

der DGI (2.12) mit 0 erhidlt man j,1 < j < n, verschiedene Losungen fiir r mit den Vielfachheiten
n; > 1. Zu jeder dieser j Nullstellen des charakteristischen Polynoms bilden

tk_le”t, 1<k<n;

Losungen zu (2.12). Linearkombinationen vom Typ

bilden die Gesamtheit der Losungen der homogenen DGI (2.12). Durch Losen einer entsprechenden
Anfangswertaufgabe lassen sich spezielle Losungen ®;,1 < i < n, von (2.12) finden, die die Eigenschaft

q)(-j)(()): 1, j=1i-1
¢ 0, 1<j<n—1Aj#i-1.

besitzen, d.h. dass sie linear unabhéingig sind und somit eine Basis fiir den Losungsraum der homogenen
DGI bilden. Diese Eigenschaft bewirkt, dass die Funktion

(I)(t) = Zci‘l)i(t — to)
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die eindeutige Losung von (2.12) darstellt, die die Anfangswertbedingungen
q)(iil)(to) = Cq, 1 S ) § n,

erfiillt. Formal kann damit die Losung auch durch
P(t) = Z U ()P4 (t — to) (2.13)
i=1

ausgedriickt werden.
Um die allgemeine Losung einer inhomogenen DGI
aox™ (t) + a1z V(1) + - + ap = y(1) (2.14)

zu finden, braucht man zu der allgemeinen Losung der homogenen DGI (2.12) nur eine spezielle
inhomogenene Losung zu addieren. Eine solche spezielle Losung auf [tg, oo] ist

£(t) = / Wt — s)y(s)ds,

mit den Anfangswertbedingungen
a(to) = - = 2" V(te) = 0.
Die Funktion h(t),t € R in dieser Losung nennt man Impulsantwortsfunktion. Sie ist eine Losung der

homogenen DGI (2.12) und hat die Anfangswertbedingungen

1
h(0) =--- = h(n*2)(0) =0 und h(nq)(o) -
ao
Durch Einsetzen von h an der Stelle tg = 0 in (2.13) ergibt sich dann

P, (1)
t>0
h(t)=¢ ® '~
0, t<0.

Nun bleibt zu iiberpriifen, ob das so konstruierte x auch wirklich eine Losung der inhomogenen
DGI (2.14) ist. Dazu bildet man zuniichst die Ableitungen:

d() = tim ZEEO=TO (/t“wds_/fwd8>

e—0 € e—0 0 € 0 €

= lim </t: h(t+e— sz — h(t— s)y(s)ds . /tt+e h(H_E_S)y(S)dS)

/ W (t - s)y(s)ds + h(O)y(t) = / W (t = )y(s)ds.

to h(O):O to

Analog erfolgt die Bestimmung der hoheren Ableitungen:

t

2®) (1) = / WO (¢ — $)y(s)ds + RE-D(O)y(), 1<k <n.
to

Mit den Anfangswertbedingungen fiir h fillt fiir 1 < k < n — 1 der Restterm weg. Fiir k = n ergibt

sich

M) = /th(”)(t—s)y(s)ds+h("1)(0)y(t)

to

= / R (t — s)y(s)ds + a—loy(t)-

to
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Durch Einsetzen in die linke Seite von (2.14) ergibt sich

t
agz™ (t) + -+ apx(t) = Z Ay / L) (t —s)y(s)ds + agh("=1 (0)y(t)
k=0 to

_ / S kh ) (t = s)y(s)ds + aoh™ D (0)y(1)

= ag— t
h Lsg. inhom. DGI aoy( )

= y(t).

Damit ist x eine spezielle Lésung von (2.14) auf [t, co[. Addiert man nun noch die allgemeine Losung
der homogenen DGI hinzu, dann erhélt man als allgemeine Losung zu (2.14) auf [to, 0o

n ¢
2(t) = ci®(t — to) +/ h(t — s)y(s)ds.
i=1 to
Definition 2.3.1 (Stabilitit). Die Losung z(¢) = ®(t) von (2.12) ist stabil, wenn jede Losung ¥(t)
von (2.12), die geniigend nah bei ®(0) startet, fiir alle folgenden ¢ > 0 auch nah bei ®(¢) bleibt.
Die Losung von ®(¢) heifit instabil, wenn mindestens eine Losung ¥(t) von (2.12), die nahe bei ®(0)
startet, aber fiir ¢ > 0 nicht in deren Nihe bleibt. Mit anderen Worten ist die Losung ®(t) stabil,
wenn fiir jedes € > 0 ein § = 0(e) existiert, so dass

() — By < e fir [0;00) —~ B;(0)] < 3le), j=1,....n
fiir jede Losung ¥(¢) gilt.(Seite 378 in (Braun 1993))

Definition 2.3.2 (asymptotische Stabilitit). Eine Losung z(t) = ®(t) von (2.12) ist asymptotisch
stabil, wenn x stabil ist(Def. 2.3.1) und wenn jede Losung ¥(t), die ausreichend nah bei ®(t) liegt,
®(t) fir t — oo erreicht.(Seite 381 in (Braun 1993))

Als Konsequenz dieser Definition, muss jede Losung von (2.12) fiir ¢ — oo gegen 0 konvergieren,
wenn sie stabil sein soll. Damit miissen alle Losungen r;,1 < j < 1, des charakteristischen Polynoms
negativ sein, da sie als Exponent einer Exponentialfunktion in die allgemeine Losung mit eingehen.

Sei nun die linke Seite der inhomogenen DGI stabil, dann erfiillt i die folgenden Bedingun-
gen(Seite 161 in (Hoel u. a. 1972))

/ |h(t)|dt < oo und / R2(t)dt < oo,

weil es sich bei h um eine Exponentialfunktion mit negativem Exponenten handelt. Ist y nun stetig
und wichst nicht zu schnell fiir ¢ — —o0, z.B wenn

0
/ e“ly(t)]dt < oo, Ve > 0,

— 00

dann handelt es sich bei .
() = / h(t — s)y(s)ds
ebenfalls um eine Losung von (2.14) auf | — oo, co[(Seite 161 in (Hoel u. a. 1972)).

Definition 2.3.3. Sei W das weile Rauschen zum Parameter o2 und X (t),t € T C R, ein Prozess
zweiter Ordnung. Dann nennt man

agX () 4+ 4 a1 X' () + an X (1) = W(2) (2.15)

eine stochastische DGI n-ter Ordnung.
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Wiederum gestaltet sich das Losen dieser DGI als problematisch, da das weifle Rauschen ein
Funktional und kein stochastischer Prozess ist. Durch formale Integration in den Grenzen ty und ¢t
erhéilt man jedoch die Gleichung

ao(X V(1) = XD (40)) + -+ -+ an_1 (X' (t) — X' (o)) + an/ X(s)ds = B(t) — B(to),

die berechenbar ist, da B als auch X stochastische Prozesse wie im vorherigen Kapitel sind.

Satz 2.3.4. Der Prozess X (t),t > to, mit

X(t) = / h(t — 5)B(ds),

to

ist eine spezielle Losung zu (2.15) auf dem Intervall [tg, oo, der den Anfangswertbedingungen
X(to)=-=X""(tg) =0

geniigt.
Beweis. Seite 162 f. in (Hoel u. a. 1972). d

Damit ergibt sich fiir die allgemeine Losung der DGI (2.15) auf [0, oo[ der Prozess
t
X(t) = X(t)®1(8) + - - - + XD (1) D (1) +/ ht—$)B(ds), t>0, (2.16)
0
mit den Anfangswertbedingungen
X0)=cp,...., X" V0)=¢n, ce1,...,cn €R.
Korollar 2.3.5. Der Prozess X(t),t > to, gegeben durch (2.16), ist normalverteilt, hat die Mittel-

wertsfunktion
px () =c1®1(t) + -+ + ¢ ®n(t)

und die Kovarianzfunktion

min(s,t)
rx(s,t) = 02/0 h(s —u)h(t — u)B(du).

Beweis. Seite 164 in (Hoel u. a. 1972). O

Sei nun die Losung zur stochastischen DGI (2.15) stabil, dann ist jede Lésung asymptotisch gleich
dem Prozess im folgenden Satz.

Satz 2.3.6. Der Prozess X (¢),t € R, mit

X(t) = /t h(t — s)B(ds), (2.17)

ist ein stationdrer Gauflprozess und Losung zu (2.15). Dariiber hinaus ist X der einzige stationére
Prozess zweiter Ordnung, der (2.15) erfiillt.

Beweis. Seite 164 f. in (Hoel u. a. 1972). O
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Korollar 2.3.7. Der Prozess X(t),t > tg, gegeben durch (2.17), hat die Mittelwertsfunktion
px(t) =0

und die Kovarianzfunktion

min(s,t)
rx(s,t) = 02/ h(s —u)h(t — u)du.

Beweis. Seite 164 in (Hoel u. a. 1972). O

Analog lassen sich auch Uberlegungen zu stochastischen Differentialgleichungen der Form
aoX ™M) + -+ an 1 X' (t) + an X () = Y (¢)
und
apX™(t) 4+ an 1 X' (1) + an X(t) = Y(t) + W(t)
machen(Seite 165 f. in (Hoel u. a. 1972))

Beispiel 2.3.8. Der Prozess X (t),t > 0, der als Losung der stochastischen DGI
mX"(t)+ fX'(t) = W(¢), X(0) = wo, X'(0) = vy, (2.18)
definiert ist, heift Ornstein-Uhlenbeck Prozess. Das charakteristische Polynom dieser DGI ist
p(r) = mr? + fr.

Durch Gleichsetzen des Polynoms mit 0 erhélt mal als Losungen fiir r

r1 =0 oder 7“2:—%.

Damit bildet ;
O(t) = cre™! + coe™t =1 + e !

die Gesamtheit der Losungen der DGI. Durch Einsetzen der Anfangswertbedingungen ®4(0) = ®4(0) =

1 und @ (0) = ®2(0) = 0 in die speziellen Losungen ergibt sich fiir diese

Oy (1) =1
und m om
@2(t) = 7 — ?e m

Da
X(t) = X(0)®1(t) + X' (0)Po(t) + / h(t — s)B(ds)
0

gilt, erhélt man fiir den gesuchten Ornstein-Uhlenbeck Prozess

X(t) =20 — %vo (e—z - 1) - % /Ot (e—%<t—8> - 1) B(ds). (2.19)
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Fiir die Mittelwerts- und Kovarianzfunktion ergeben sich fiir s, € Rx>g

jx (t) = E(X (1)) = 2o — % (e -1) (2.20)

und

rx(s,t) = E(X(s) = px(s)(X(t) — px(t)))

= %IE (/OS (e_%(s_") — 1) du /Ot (e_%(t_“) — 1) dv)
B %E </Omin(8,t) (ei%mm(sﬁt%u) - 1) " /Omm<s,t> ({ﬂmam(s,w*u) _ 1) dv)

2

min(s,t)
_ g / (e_%(min(s,t)—u) _ 1) (e—%(max(s,t)—u) _ 1) du
0

1

_z [ﬁe—%(min(s,t)+max(s,t)—2u) LM L (max(s.t)—w) _ & (min(s.)—u) u] min(s,t)
72 |27 |

= ;_fz?’ <2f min(s,t) — 2m + Ime w4 2me~ w5 — me— w5t _ me_%(s-irt)) ' 2.21)

Bemerkung 2.3.9. Man kann auch aufgrund der Tatsache, dass X'(¢) = V (¢) ist, die DGI (2.18) wie
eine DGI erster Ordnung behandeln und den Prozess V(t) benutzen. Durch beidseitiges Integrieren
iiber 0 bis ¢ erhélt man

X(t) - X(0) = /ot V(t)dt.

Mit X (0) = o und oo = —f/m ergibt sich fir den Ornstein-Uhlenbeck Prozess X (¢) eine Darstellung
in Abhéngigkeit vom Langevinschen Geschwindigkeitsprozess V (¢):

t t 1 t S
X(@t) = xo+/ V(S)d8=xo+/ voe“5d8+—/ / e~ B(du)ds
0 0 m Jo Jo

t t t
1
= xo—l-/ voeo‘sd8+—/ e_o‘“/ e*dsB(du)
0 m Jo u

1 . I .
— _ 06_1 - au at aqu
xo—i—avo(e )+ma/0 e (e e*")B(du)

1 . I
= —vp(e® — 1)+ — [ (e*= —1)B(du).
o + —wo(e )+ma/0(6 )B(du)

Auf diesem Weg gelangt man mit Losen einer DGI erster Ordnung und darauf folgender Integration
auch einfacher zu einer Darstellung des Ornstein-Uhlenbeck Prozesses.



Kapitel 3

Schatztheorie

3.1 Einleitung

Hier werden Probleme der Art behandelt, dass eine ZufallsgroBe Y durch eine ZufallsgroBe Y ab-
geschiitzt werden soll. Y wird hierbei durch einen stochastischen Prozess X (t), t € T, bestimmt. Aus
Informationen, die der Prozess X (t) liefert, wird der Schéitzer ¥ von Y konstruiert. Die Schiitztheorie
beschiftigt sich mit Methoden zum Wéahlen guter Schétzer.

An dieser Stelle soll das Problem des Abschétzens erst einmal mit Beispielen klar gemacht werden.

Beispiel 3.1.1. Sei X(t), 0 <t < 00, ein Prozess zweiter Ordnung und 0 < ¢y < t;. Das Problem
X (t1) auf der Basis X (¢t), 0 <t < tg, abzuschiitzen, heilt Prognoseproblem. ¢y sei nun die Gegenwart,
t < to die Vergangenheit und ¢ > tg die Zukunft. Dann ist ein Prognoseproblem der Versuch, die
Zukunft anhand von Informationen aus der Vergangenheit und der Gegenwart vorherzusagen. Falls
keine generelle Theorie zugrunde liegt, kann man es nur mit intuitiven Schétzungen probieren. Z.B.
koénnte man den Wert von X (¢1) nur durch Informationen des Gegenwartwerts X (tg) schitzen. Wenn
der Prozess X (t) differenzierbar ist, wire eine Schitzung von X (¢1) durch X (to) + (t1 — t0) X' (to)
denkbar.

Beispiel 3.1.2. Sei S(t), 0 <t < 1, ein Prozess zweiter Ordnung. N(t), 0 < ¢ < 1, sei ein weiterer
Prozess zweiter Ordnung, der unabhéngig von S(¢) ist und die Mittelwertsfunktion 0 hat. Das Problem,
bei dem eine Zufallsvariable durch (S(¢))o<¢<1 definiert ist, auf der Basis des Prozesses (X (t))o<t<1
mit X (¢) = S(t) + N(t) zu schitzen nennt man Filtrationsproblem. Wenn man bei S(¢) an ein Signal
und bei N(t) an ein Rauschen denkt, findet so der Versuch statt, das Rauschen herauszufiltern, um
eine moglichst gute Schitzung fiir S(¢) zu erhalten. Sei ¢ = 1/2 nun der Zeitpunkt, an dem S(t)
geschétzt werden soll. Wenn das Signal sich nur wenig verindert und das Rauschen um 0 oszilliert,
kénnte es sinnvoll sein S(1/2) durch

1 [zte

2 X(t)dt

—€

abzuschéitzen, wobei e einen Wert zwischen 0 und 1/2 annimmt.

3.2 Allgemeine Prinzipien der Schitzung

Um nun Schétzprobleme mathematisch prézise formulieren zu kénnen, braucht man ein Kriterium,
um die Genauigkeit von moglichen Schéitzern zu iiberpriifen. Man benutzt hierbei den mittleren qua-

12
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dratischen Fehler als Maf} der Genauigkeit. Die Zufallsgrofie Y und ihr Schétzer Z miissen hierfiir
finite zweite Momente haben, damit der mittlere quadratische Fehler E((Z — Y)?) existiert. Sind Z;
und Z, Schiitzer fiir Y und E((Z; — Y)?) < E((Z2 — Y)?), dann betrachtet man Z; als den besseren
der beiden.

In jedem einzelnen Schétzproblem muss man eine Zufallsgrofle Y mit einer Darstellung des Pro-
zesses X (t), t € T, abschitzen. Eine Zufallsgréfie Z ist nur dann ein erlaubter Schétzer, wenn er durch
den Prozess X (t) dargestellt werden kann. Weiterhin kann man die Anzahl der erlaubten Schétzer
noch damit einschrianken, indem man Restriktionen an diese Darstellung macht. Damit erhélt man
eine Menge M zuliissiger Zufallsgréfen. Der optimaler Schiitzer von Y ist eine ZufallsgroBe Y € M
mit

E(Y -Y)?) = min E((Z - Y)?). 3.1
(( )") = min E(( )%) (3.1)

Sind die Schétzer aus M linear und haben finite zweite Momente, dann bildet M einen Vek-
torraum. Um dann noch sicher zu stellen, dass ein optimaler Schétzer existiert, ist es notwendig,
dass M abgeschlossen beziiglich mittlerer quadratischer Konvergenz ist. Daraus ergeben sich folgende
Anforderungen an M:

(i) VZ e M: E(Z?) < oo (Finite zweite Momente)
(11) VZl, ZseM Val,ag cR: a1Z1 +asZy €M (Linearitéit)

(iii) VZ1,Z,--- € M A Z ist eine Zufallsgrofe : lim, .o E(Z, — 2)2 =0 = Z M
(Abgeschlossenheit bzgl. mittlerer quadratischer Konvergenz)

Beispiel 3.2.1 (Lineare Schitzung). Sei X (t), ¢t € T, ein Prozess zweiter Ordnung und My die
Menge aller Zufallsgréfien mit finiten zweiten Momenten, die durch eine endliche Linearkombination
von X (t) addiert mit einer Konstanten dargestellt werden. Damit ist eine ZufallsgréBe nur dann in
My, wenn sie die Form

a+b1X(s1)+ 4+ b, X(sn)

hat. Dabei ist n ganzzahlig, s1,...,s, € T und a,by,...,b, € R. Die Menge My geniigt den Bedingun-
gen (i) und (ii), aber im allgemeinen ist (iii) nicht erfiillt. Konstruiert man eine Menge M, die aus den
Grenzwerten beziiglich Ls von Folgen aus My besteht. Diese beinhaltet natiirlich alle Elemente aus
Mo und erfiillt die Bedingungen (i)-(iii). Schétzungen dieser Art nennt man lineare Schitzprobleme.

Beispiel 3.2.2 (Nicht-lineare Schitzungen). Sei X (t), ¢t € T, ein Prozess zweiter Ordnung und
My die Menge aller Zufallsgrofen mit finiten zweiten Momenten, die als Funktion von X (¢)

f(X(Sl)v s ’X(Sn))v

dargestellt werden. Dabei ist n € N, s1,...,5, € T und f eine beliebige reellwertige Funktion auf R™.
Wieder erfiillt M, die Bedingungen (i) und (ii), aber nicht notwendiger Weise (iii). Die gréBere Menge
M, die aus allen mittleren quadratischen Grenzwerten von M besteht, erfiillt alle drei Bedingungen.
Schitzprobleme dieser Art nennt man nicht-lineare Schétzprobleme.

Die Erweiterung von M, auf M wie in den obigen Beispielen ist nur notwendig, wenn die Para-
metermenge T nicht endlich ist. Ist dies nicht der Fall, dann ist My = M.

Die meisten Methoden, einen optimalen Schétzer zu finden, basieren auf folgendem Satz.

Satz 3.2.3. Sei M eine Menge von Zufallsgréfien, die die Bedingungen (i) und (ii) erfiillt. Y € M ist
genau dann ein optimaler Schétzer von Y, wenn

E(Y-Y)Z)=0 VZeM. (3.2)

Y ist eindeutig.
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Beweis. Seite 173 f. in (Hoel u. a. 1972). O

Zwei Zufallsgrofien, die beide finite zweite Momente haben, nennt man orthogonal zueinander
genau dann, wenn E(Z;Z2) = 0. Satz 3.2.3 besagt, dass Y — Y orthogonal zu allen Zufallsgréfien aus
M ist. D.h. Y ist die Ls-Projektion von Y auf M.

Es kann gezeigt werden, dass, wenn M die Bedingungen (i) - (iii) erfiillt, ein optimaler Schétzer
von Y in M existiert.

Sei X(t), t € T, ein Prozess zweiter Ordnung und M wie in Beispiel 3.2.1 und Y der optimale
lineare Schétzer einer Zufallsgrofle Y. Da die konstante ZufallsgroBle Z = 1 in My und damit auch in
M ist, folgt mit 3.2, dass

E(Y —Y) =0. (3.3)

Da jede ZufallsgroBe X (¢) in My C M fiir alle t € T liegt, gilt:

E(Y -Y)X(t)=0 V teT. (3.4)

Satz 3.2.4. Y € M ist ein optimaler linearer Schiitzer, wenn Y (3.3) und (3.4) erfiillt.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass fiir alle Z € M, gilt:
E((Y -Y)Z) =0.
Zuerst wahlt man sich ein Z € My C M. Dadurch ergibt sich fiir Z die Darstellung
Z=a+b0X(s1)+ - +b,X(sn).
Setzt man diese nun ein, so erhélt man
E((Y —Y)Z) = aB((Y = Y)) + BE((Y = Y)X(s1)) + - - 4+ b E((Y — V)X (5,,)).
Da (3.3) und (3.4) erfiillt sind, ergibt sich als Wert fiir diesen Erwartungswert 0.

Nun bleibt noch zu zeigen, dass fiir alle Z € M\M, die Gleichung erfiillt ist. Dazu wihlt man
zunéichst eine Folge von Zufallsgréfien (Z,)n,en € Mp. Da M = My konvergiert Z,, — Z fiir n — oo.
Somit ldsst sich der Erwartungswert zerlegen in

E((Y =Y)Z) =E((Y = Y)Zn) + E((Y = Y)(Z = Zy)).

Der erste Summand ist wie oben gezeigt 0. Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhélt
man dann

E(Y =Y)(Z = Z,)) <E(Y = Y)*)E((Zn — 2)%).

E((Z, — Z)?) konvergiert fiir n — oo nach Voraussetzung gegen 0. Damit ist Y der optimale lineare
Schétzer von Y. O

Sei X(t), t € T, ein Prozess zweiter Ordnung und Y eine Zufallsgrofie wie zuvor. Nimmt man nun
an, dass fir n € N und s1,...,s, € T, (X(s1),...,X(sn),Y) mehrdimensional normalverteilt sind,
dann stimmen der optimale lineare und der optimale nicht-lineare Schétzer von Y iiberein. Dies aus
der linearen Darstellung der bedingten Erwartung E(Y|X(s1),...,X(sp), die geméfl Sektion 2.2 in
(Dikta 2000) der La-Projektion entspricht.
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3.3 Einige Beispiele optimaler Prognosen

Zum Abschluss dieses Kapitels werden hier noch einige Beispiele zum Prognoseproblem behandelt,
bei denen der optimale Schétzer eine einfach Form annimmt.

Beispiel 3.3.1. Sei W (t) das Weile Rauchen zum Parameter o? und der beobachtete Prozess X (t),
0 <t < oo, die Losung zur DGI

ao X" (t) + a1 X' (t) + a2 X (t) = W(¢), 0<t< oo, (3.5)
die den deterministischen Anfangswertbedingungen
X(0) = zo und X'(0) = v

geniigt. Sei 0 < t1 < to. Gesucht ist den optimale lineare Schiitzer von X (t3) beziiglich X (¢),0 <t < ¢y,
und der mittlerer quadratische Fehler der Prognose.

Mit den Ergebnissen aus Kapitel 1 ist die Losung zu (3.5)
X () = X(0)®1(t) + X'(0)P2(t) + /Ot h(t — s)B(ds), 0<t< o0, (3.6)
wobei @1, ®5 und h explizit in Sektion 1.3 definiert sind. Auf die gleiche Weise erhélt man
X(t) = X(t1)P1(t —t1) + X (t1)Pa(t — t1) + /t h(t — s)B(ds) t; <t < oo.

t1

Der Schétzer fiir X (¢2) sei nun wie in Beispiel 3.1.1
X(t2) = X(t1) D1 (ty — t1) + X' (t1)Pa(ta — t1).

Die Differenz zwischen dem tatséchlichen und dem geschéitzten Wert ist

X(t2) — X(ty) = —/ ) h(ty — s)B(ds).

ty

Nun wird gezeigt, dass X (t2) der optimale lineare Schétzer von X (t2) basierend auf X(t), 0 <t <t,
ist. Zur weiteren Untersuchung von X (¢2) — X (t2) betrachtet man als erstes den Erwartungswert

E(X () — X(t2)) = —E(/t2 h(ts — 5)B(ds)) = 0.

t1

Mit (3.6) und den Anfangswertbedingungen X (0) = xg, X'(0) = vp erhélt man fir 0 <t <#;

E(X()(X () - X(t2)) = -F ((x0<1>1(t) T oo®s(t) + /Ot Bt — u)B(du)) /f h(ts — v)B(dv))

= -E </Oth(t—u)B(du) /tt h(ts —v)B(dv)> |

= 0.
t<ty

Um nun zu untersuchen, ob X (t2) der optimale lineare Schitzer von X (o) ist, reicht es zu zeigen,
dass X (t2) der Grenzwert im quadratischen Mittel aller Linearkombinationen von X (¢), 0 < t < ¢y,
ist. Es reicht also zu zeigen, dass X’(t1) solch ein Grenzwert im quadratischen Mittel ist. Durch die

Darstellung von X'(¢1) als Grenzwert des Differenzenquotienten

X'(t) = lim ) =X (B w)

n—oo l
n
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sieht man leicht, dass die Ableitung X’(t;) so ein geforderter Grenzwert ist. Damit ist X (t5) der
optimale Schétzer von X (t2).

Mit Hilfe von Lemma 9.4.3 in (Dikta 2000) ist der mittlere quadratische Fehler dieses Schétzers

2

E(X(t2) — X(t2))?) = E( zh(tg—s)B(ds)>

t1

12
= 02/ h%(ty — s)ds

t1

bzw.
to—1t1

B((X(ta) — X(2))2) = 02/ B2(s)ds. (3.7)

0

Es gibt noch weitere lohnende Beobachtungen, die man zu diesem Beispiel machen kann. Der
Prozess X (t), t > t1, ist die eindeutige Losung der homogenen DGI

aoX"(t) + a1 X'(t) + ap X (1) =0,  t>t;

mit den Anfangswertbedingungen

X(t) = X () und X'(t) = X'(t1).

Der mittlere quadratische Fehler dieser Prognose héngt nur von t5 — t; ab und ist eine monoton
wachsende Funktion dieser Distanz(siehe (3.7)). Sei e eine positive reelle Zahl kleiner als ¢;. Der
Schiitzer X (t5) ist der mittlere quadratische Grenzwert der Linearkombinationen von X (t), t; — € <
t < t;. Somit braucht man fiir eine Schétzung von X (t3) nur X (t), t; — e < t < ¢y, fiir eine beliebig
kleine positive Zahl e zu beobachten. Da X (t) ein GauBlprozess ist, ist der optimale lineare Schétzer
auch der optimale nicht lineare Schétzer.

Die Ergebnisse von Beispiel 3.3.1 lassen sich auf DGls n-ter Ordnung mit einem weiflen Rauschen
als Storfunktion iibertragen. Der Prozess X (¢),t > 0, geniigt nun der DGI

aoX ™) 4 -+ a, X (1) = W(t) (3.8)

auf 0 < t < oo mit den deterministischen Anfangswertbedingung X (0) = g, ..., X(*~1(0) = z,,. Die
Bestimmung der ®q,...,®,, und h ist analog der in Sektion 1.3. Fiir 0 < ¢; < ty ist der optimale
(lineare oder nicht lineare) Schiitzer X (t2) von X (t2), dargestellt durch X(t), 0 < t < t;, gegeben
durch .

X(t2) = X(t1)®1(ty —t1) + - -+ XD (1) B, (t2 — t1). (3.9)

Der zugehorige Prozess X (t), t > t1, ist die eindeutige Losung der homogenen DGI
ap XMW@t + - +a, X(t) =0, t>t, (3.10)
mit den Anfangswertbedingungen
X(t) = X(t1),..., X" V(1) = XV (4y). (3.11)

Der mittlere quadratische Fehler der Prognose ist gegeben durch
to—1t1

E(X (ty) — X (t2))? = o2 /0 h?(s)ds. (3.12)

Nun angenommen, die linke Seite von (3.8) sei stabil und X (t), —oco <t < oo, ist die stationiire
Losung von (3.8) auf | — 0o, 0o[. Dann ist X (¢2) der (lineare oder nicht lineare) optimale Schétzer von
X (t2) basierend X (t), —oo <t < t;. Der mittlere quadratische Fehler bleibt derselbe.



Kapitel 4

Transport eines gelosten Teilchens
in pordosen Medien

4.1 Voraussetzungen

Im Folgenden sollen die Erkenntnisse aus den vorangegangenen beiden Kapiteln auf gelosten Stofftrans-
port im Boden iibertragen werden, wobei dies weitestgehend anhand der Arbeit von (Bhattacharya
und Gupta 1979) erfolgt. Hierzu stellt man sich die Geschehnisse im Boden vereinfacht wie folgt vor:

Geloste Molekiile werden durch eine reine Fliissigkeit (z.B. Grundwasser) mit einer makroskopi-
schen Geschwindigkeit uo (Fluss geteilt durch Porositéit) durch ein homogenes isotropisches poroses
Medium beférdert. Es wird angenommen, dass sich die einzelnen Molekiile nur schwach untereinander
beeinflussen, so dass nicht 1ésliche Stoffe (wie z.B. Ol) oder sehr hohe Konzentrationen loslicher Stoffe
nicht beriicksichtigt werden. Das Medium sei mit der Fliissigkeit geséttigt, die Masse des gelGsten
Molekiils um einiges gréfier als die der Teilchen in der Fliissigkeit, und die Gréfle der makrosko-
pischen Geschwindigkeit ug angemessen. Das geloste Teilchen bewegt sich mit der Geschwindigkeit
V(s) = (V(s), V3 (s), VB (s)), s > 0, und kollidiert zu den Zeiten (7;);>; mit der festen Phase.
Durch die Kollision wird das Teilchen in eine zufiillige Richtung geschleudert und erfihrt eventuell
einen konstanten Energieverlust.

Zur Beschreibung des Weges, den das geloste Teilchen einschléigt, werden im folgenden drei un-
abhéngige stochastische Prozesse auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.A,P,,) definiert:

(i) Eine standardisierte dreidimensionale Brownsche Bewegung B(s) = (B (s), B (s), B®)(s))t,
s> 0.

(ii) Eine Folge unabhéngiger und identisch verteilter nicht-negativer Zufallsgrofien (n;);>1 mit end-
lichen vierten Momenten und Erwartungswert p. Die Verteilungsfunktion von n; wird hier mit
F,, bezeichnet.

(iii) Eine Folge unabhingiger und identisch verteilter Orthogonalmatrizen (O;);>1, deren gemeinsame
Verteilung das normalisierte Haarmaf} (vergleiche Anhang A) auf der Gruppe aller reellwertiger
3 x 3 Orthogonalmatrizen ist.

17
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Abbildung 4.1: Darstellung der Bewegung eines Teilchens im Zweidimensionalen

Weiterhin seien die Kollisionszeitpunkte dargestellt als
i
Ti:Znia 7'2]-7 7_0:0'
j=1

Damit sind die (7;);>1 die Zeitréume zwischen zwei aufeinander folgenden Kollisionen. Die Bewegung
des zu betrachtenden Teilchens kann man sich vereinfacht wie in Abbildung 4.1 vorstellen.

Aus rechentechnischen Griinden werden hier noch folgende Bedingungen benétigt:

(Bl) E@mH=0@w"r), firk=1,...,4
(B2) Die Verteilung Fy der 7);/u stabilisiert sich fiir p | 0.

Des Weiteren gilt, dass sich der Geschwindigkeitsprozess (V (t));>0 zwischen zwei aufeinander
folgenden Kollisionen 7; und 7,41 bei gegebenen (7;);>1, (0;);>1 wie ein Ornstein-Uhlenbeck Prozess
verhalt.

4.2 Der Positionsprozess

Die Ornstein-Uhlenbeck Theorie beschreibt die Bewegung eines Teilchens ohne duflere Krafteinfliisse
mit Hilfe der Langevinschen Gleichung (vergleiche (Nelson 1967)). Diese weicht in diesem Fall etwas
ab, da es sich um eine standardisierte Brownsche Bewegung handelt:

dv(t)

= —BV(t) + cW(t).
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3 ist die Reibungskraft, also ein reellwertiger Skalar, mit der Einheit s~!. W ist ein, der Brown-
schen Bewegung entsprechendes, weifles Rauschen und o eine 3 x 3 Matrix, die die komponentenweise
Abhéngigkeit beschreibt.

Da sich das hier zu betrachtende Teilchen aber in einem Kraftfeld bewegt, muss noch eine Erwei-
terung vollzogen werden. Das externe Kraftfeld, dass auf das Teilchen wirkt, sei durch K (X (t),t) mit

der Einheit Kraft durch Masse (Beschleunigung) gegeben. Die Position sei gegeben durch d)d(t(t) =V (t).
Dadurch ergibt sich die neue Langevinsche Gleichung
dv(t)

—o - = K(X(1).t) = BV (1) + e W (2).

Nach (Bhattacharya und Gupta 1979) ist hier die Langevinschen Gleichung zwischen zwei Kolli-

sionszeitpunkten
dv(t)
— = —B(V(t) —uo) + g+ oW(t), Ti <t < Tiy, (4.1)

also eine stochastischen DGI. Somit ist die einwirkenden Kraft auf das Teilchen

K(X(t)vt) = Pug +g.

Hierauf aufbauend lisst sich nun der Geschwindigkeitsprozess V (t),t > 0 berechnen. ¢ ist hierbei
eine konstante nicht-singulédre 3 x 3 Orthogonalmatrix und g die Erdbeschleunigung. Ferner nimmt
man an, dass eine Konstante p,0 < p < 1, existiert, mit der Eigenschaft, dass

und, fiir 79 =0,

V(0)=V(0+) := ltilrg V(t) = vo. (4.3)
vg ist hierbei ein zufilliger beschrankter Vektor, der unabhingig von den stochastischen Prozessen
(i)-(iii) ist.

Gleichung (4.1) entspricht auf |7;_1,7],7 > 2, der aus dem ersten Kapitel bekannten Form
V'(t)+ BV (t) = Buo + g + oW (1)

Diese Gleichung ist aufgrund der Darstellung des weifilen Rauschens W (t),¢ > 0, nicht definiert. Durch
formale Integration iiber 7;_; bis ¢ erhédlt man komponentenweise fiir 1 < 5 <3

t ) ) 3 _
VO @) =V (r_14) + 5 / VO(s)ds = (Buf + D)t —1i-1) + D oV (BE () — BW (1,1 4)).
Ti-1 k=1

B*) ist ein eindimensionaler Wiener Prozess und aufgrund der Stetigkeit ist B(*) (Tic1+) = B®) (Ti-1)
und damit

VO (t)+3 /t VO (s)ds = V(j)(Ti_l—l—)—zS:U(j’k)B(k) (Ti_1)+(ﬂu6j)+g(j))(t—7i—1)+i o) B (1),
Ti—1 k=1 k=1
Durch Multiplikation beider Seiten mit e”* erhilt man
PV (1) + Bt / V) (s)ds — (Vm(ﬂ._ﬁ) _ i(,(m B(k)@._l)) o5t
Ti-1 k=1
+(Buf) + gD (t = 1iy)e

3
£ ol g 4,
k=1

t
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Die linke Seite obiger Gleichung entspricht gerade %(eﬁt thFl V0U)(s)ds) und Integrieren liefert mit
w(()j) — u(()j) + ﬂflg(j)

t 3
eﬁt/ V(s)ds = B~ <V(J) Zo.]k)B(k) 1)> (Pt — eBri-)
Ti—1 -1
g (¢ — 7img)e™ — 71 (e — e Py
t
+Za(j’k)/ eﬁsB(k)(s)ds
k=1 Tio1

und weiterhin

t
/ VO(s)ds = B~ (V(]) Za(a,k)B(k) )) (1— e Py 4 0 (¢ — 7y

3 t
AL Py 1Y gl / e85 B®) (5)ds.
k=1 Ti—1

Durch beidseitiges Differenzieren erhélt man
3
VO() = VO (r e 4 o1 - e Bmn) 4 37600 (B(k)(t)
k=1
)is

t
_ B0 (5 )e=Plt=mio) _ / BeBlt=2) B) (5
Ti—1

und es ergibt sich letztendlich fiir den gesuchten Prozess V(¢),t €|7i—1,7],7 > 2, in vektorieller
Schreibweise mit der Anfangswertbedingung V(r;,-1+) = pO; 1V (75-1)

t
V(t) = pO;i_1V (1i_1)e PETi=1) 4 qpg(1 — e PU-Tim0)) 4 a/ e Pt=%) B(ds). (4.4)

Ti—1

Analog erhilt man das Ergebnis von V(¢) auf |0 = 79,71 = m1):

t
V(t) =voe " +wp(l —e P+ o / e Pt=2) B(ds).
0

Zur Berechnung der Mittelwertsfunktion von V' (¢) seien (O;);>1 und (7;);>1 gegeben. Somit erhilt
man auf 7,1 <t <7, 7> 1, komponentenweise fiir 1 < k < 3:

E(VH®®)[(04)iz1, (T:)iz1)
= E (V(l)(Tz‘—1+)€7’B(t7“‘1) + wék) (1 - e*ﬁ(t*“—l))

3 t
+3 ot / ¢=Bt=3) B (4s))
=1

Ti—1

(0:)i>1, (Ti)i>1>

= V(l)(Ti,1+)€_6(t_Ti’l) + w(()k)(l _ e—ﬁ(t—ﬁfl))

3 t
+ Z o*DE </ e Pt=) B (ds)
=1 Ti—1

(Oi)iz1, (Tz’)@) : (4.5)
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Betrachte nun

¢
E( / ¢~ A=) g (g5)
Ti—1
¢
= IE(/ 6’6(ts)B(l)(ds)> = 0 = mti—1).
ti—1

Der Erwartungswert aus dem dritten Summand aus (4.5) ist gerade m(7;—1) und somit ebenfalls 0.
Damit ergibt sich fiir den Mittelwertsvektor von V (¢), gegeben (O;);>1, (Ti)i>1,

(0i = 04)i>1, (13 = ti)iZl)

HV|(Oi)i217(ﬂ)iz1(t) = V(Ti—1+) + wo (1 - 67ﬁ(t7ﬂ_1)> , t G]Ti—lvTi]v 12> 1. (4'6)

Zur Berechnung der Kovarianzfunktion sei zunéchst 7,_1 < s <t < 7,4 > 0. Wiederum seien (O;);>1
und (7;);>1 gegeben. SchlieBlich erhélt man

k (k) I ()
E ( (V( 1(8) = BV 1100 mr,(r0)imn (5)) (V( () = 1) 00)imr. ()i (t)) ‘ (03)ix1, (Ti)izl)
3

3 t
= Z Z okm) )R (/s e Pl B (dy) / e PtV B (dy)
Ti—1

m=1n=1 Ti—1

(04)i>1, (Ti)i>1>

Im Folgenden betrachtet man obigen Erwartungswert zunéichst fiir m = n und berechnet hierfiir unter
Anwendung von Lemma 9.4.3 (Dikta 2000) nun folgende bedingte Erwartung:

s t
E < / e P BIm) (dy) / e~ A=) M) (dy)
Ti—1

(05 = 0i)i>1, (1 = ti)i>1>

Ti—1
s t
_ & / ¢~Bla=w) gm) () / ¢=B=0) gm) ()
ti—1 ti—1
= /S e Alett=2u)gqy = L(eiﬁ(t*s)—eiﬁ(t“*m—l)) = mq(ti—1).
tia 26

Fiir m # n erhilt man

s t
E (/ e P B (dy) / e =) B (dy)
Ti—1 Ti—1

(0; =04)i>1, (1i = ti)zZl)

s t
- E </ e*ﬁ(sfu)B(m)(du)/ eﬁ(t“)B(”)(dv)> = ma(ti_1).

ti—1 ti—1

Da es sich hier um eine standardisierte Brownsche Bewegung handelt, sind beide Teile des Erwar-
tungswertes voneinander unabhéingig. Damit ist das Ergebnis fiir m # n das Produkt der einzelnen
Erwartungswerte, die, aufgrund des weiflen Rauschens, jeweils 0 sind. Somit ist der komplette Erwar-
tungswert gleich 0.

Damit erhiilt man mit mq(7;_1), ma(7;_1) und mit der Diffusionsmatrix D = o2 im Allgemeinen
fiir die Kovarianzmatrix mit s,¢ €]r,_1, 7:],% > 2, gegeben (O0;)i>1, (7i)i>1,

1 [ sl bt an
V(01 imrs(ri)is (8:1) = ﬁD (e Blt—s| _ ,~Blt+s—2 7,_1)> ) (4.7)

Definiere nun zunéchst den Zdhlprozess

N(t) :=sup{n >0: 7, <t} t>0,
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der als Wert die Anzahl der Kollisionen bis zur Zeit ¢ angibt.

Mit Darstellung (4.4) des Geschwindigkeitsprozesses lidsst sich der zugehérige Positionsprozess
X(t),t > 0, aufstellen:

)+ Z/ t)dt + /er V(s)ds. (4.8)

X (0) ist hierbei ein zufilliger beschrénkter Vektor, der unabhingig von den anderen aufgefiihrten
zufélligen Groflen ist. Nun werden die beiden Integralterme berechnet. Fiir den ersten ergibt sich fiir

12>1

/1 V(tdt — /
Ti—1 Ti—1

= ﬂ(V(Tz 14) —wo) (1 — e~ ﬁ"‘ ) + won; + / / Bt=9)B(ds)dt.

Die Berechnung des Integrals aus dem letzten Summand erfolgt so:

Ti t
/ a/ e P9 B(ds)dt = / / e Pt=9)dt B(ds)
_ o Bt— 9|
= 0
[

i —

= %a/n (1 - e_ﬁ(”_s)) B(ds)

i—1

dt

t
‘/(7_7 1+) —B(t—Ti—1) + wp (1 _ 6*5@77’1'71)) +0/ 7’8“75)B(ds)

B(ds)

S

Damit erhilt man fiir den gesamten Ausdruck:
Ti 1 1 T
/ VBt = 5 (V(rimat) = wo) (L= e7#%) 4 woms + 5o / (1= 7)) B(as).
Ti—1 Ti—1

Analog berechnet sich das zweite Integral

N(t)

t
/ V(s)ds = % (V(TN(t)+) — wO) (1 _ efﬁ(thN(t))> + wo (t _ TN(t))
+

1 _ o Blt=s)
ﬂU - (1 e Pl )B(ds).

Insgesamt ergibt sich somit fiir den Positionsprozess fiir t > 0

N(t)
X(t) = X0)+>
=1

1
5 (Ve +) = wo) (1 - B’ﬁ(HN‘”)) +wo (= 7))

+%U/t (1 _ e—ﬁ(t—S)) B(ds). (4.9)

TN(t)

= (V(1i_14) — wo) (1 — e—ﬁm) + wom; + %U/ i (1 _ e—ﬂ(ﬂ'—s)) B(ds)
Ti—1

Nun definiert man die Zufallsgréfien

Yi::/l V(s)ds, i>1, (4.10)
Ti—1
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die den Integralen in der mittleren Summe aus (4.8) entsprechen. Dariiber hinaus sei

[t'/p?]
Sut)==p'? Y (i—E(vy), 0<t <1, (4.11)
=1

der zugehorige Partialsummenprozess, wobei [a] der ganzzahlige Anteil von a € R ist. Die P,-
Verteilung von S, ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf8 auf dem Skorokhodraum D([0,1]). Dies ist der
Raum aller rechtsseitig stetigen Funktionen von [0, 1] in den R3, die linksseitige Grenzwerte besitzen.

Definition 4.2.1 (Stoppzeit). 7: (Q,A) — R heiBit Stoppzeit beziiglich der Filtration (€;):>0
genau dann, wenn P(7 < 0o) =1 und

YV t>0: {r <t} eé.

Zur Ermittlung des Erwartungswertes von Y; benttigt man neben dem Erneuerungsprozess
N(t), t > 0, noch weitere Hilfsmittel. Bezeichne nun

& :=0(B(s),N(s): 0<s<t)
die kleinste o-Algebra, die von (B(s))y,<, und (N(s))g. <, erzeugt wird.

Da {r; <t} ={N(t) > i} € &, ist 7; eine Stoppzeit, denn offensichtlich muss auch P(r; < c0) = 1
sein, da andernfalls der Erwartungswert g nicht mehr endlich wére.

Setze nun
&, i=c{AcAlAn{r <t}eé& V t>0}

Bekanntlich ist €, eine o-Algebra, beziiglich der 7; messbar ist. Schlielich bendtigt man noch
3:1‘ = 0(87'71777114-1700701,-~-7Oi—1)7 7,21,
wobei Oy die 3 x 3 Einheitsmatrix darstellt.

Da die Orthogonalmatrizen O;,7 > 1, nach dem normalisierten Haarmafl verteilt sind, gilt fiir
deren Erwartungswerte (vergleiche (A.1) in Anhang A)

E(O;) =0, i>1

Da weiterhin die O; noch unabhiingig von F;, erhélt man fiir den Erwartungswert zwischen zwei
Kollisionen, gegeben &F;_1,

E(l{Ti71<SSTi}V(S)|3~i—1) = 1{Tz‘71<8§ﬂ}(E(pOi—lV(Ti—l)e_ﬁ(s_n_l)‘Sri—l)
+E(wo(1 — e A==y |5, 1)

+E(o / P B[, )).

i —

Bis auf O;_1 ist im ersten Summand alles F;_1-messbar. Im zweiten Term ist alles F;_;-messbar und
das weifle Rauschen im dritten Term ist unabhéngig von F;_1, wodurch sich Folgendes ergibt:

E(l{r_,<s<ryV(8)[Fiz1) = 1{nfl<s§n}(P]E(Oifl)V(Tifl)efﬂ(H"’l)
+wp(1 — e Als=mimn)y

+oE( / e*mS*“)B(du)p—z_g).

—
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Hiermit kommt man zum Ergebnis:
E(l{Ti—1<S§Ti}V(8)‘§i_1) = 1{7—1'—1<5S7i}w0(1 - e_ﬂ(s_n_l))' (4'12)

Dieses Ergebnis geht in das Folgende mit ein.

BT = B[ Vg

G —

= ]E(/ 1Ti_1<s§7-iv(8)d$|9'~i_l)
_ /E(lﬂ_1<s§ﬁV(s)|9i,l)ds
Ti—1

1
= wo <77¢ = (1= 6ﬂm)> (4.13)
B
Mit diesen beiden Zwischenergebnissen gelangt man nun zum gesuchten Erwartungswert von Y;:

E(Y;)) = E(E(Yi|Fi-1))
= E(wo(n; — B (1 —e 7))

— - g1 [ PR ),

Zur Vereinfachung der Schreibweise werden im folgenden die Ausdriicke

1 * —zs
flz):=1- ;/0 (1—e™*°) Fi(ds),
mit Fy als Verteilung von n;/p, und
a:=wy(l— ﬁiﬂ/o (1— e P%) F,(ds)) = f(Bu)wo

definiert, wodurch sich fiir den Erwartungswert der Y; die anschlieBende Darstellung ergibt:

E(Y;) = pa. (4.14)

Zur Bestimmung der Kovarianzmatrix der Y; geht man analog wie bei den oben berechneten
bedingten Erwartungen vor.

E(l(r, ,<s<t<r}VE (5)VO (#)[F;1)

— 1{7i1<s<t§n}E< pefﬁ(s—nfl) <OEET)’ V(Ti_1)> + wék) (1 _ e*ﬂ(S*Ti—l))

4 <U(k7*),/ eﬁ(su)B(du)>] pefﬁ(tf'ri_l) <Oz(lji)’ V(Ti_1)> + w(()l) (1 _ efﬁ(tfn_l))
Tio1

t
+ <0'(l’*),/ e_ﬁ(t_v)B(d’U)> gi—l)

= g icscizry [pRe 0T R ((0ED V(mo)) (017 Vi) )

k,l
) (1 _ efmsfnfl)) (1 _ efﬁ@fnfl)) + D;ﬁ : (e*mt*s) - eﬁ<t+s2ﬂ1>)] (4.15)
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Hier soll nun der Erwartungswert des Skalarproduktes aus dem letzten Schritt ndher betrachtet werdet.
Da es sich bei den (O;);>1 um Orthogonalmatrizen handelt, verdndert die Multiplikation mit einem
Vektor dessen Léange nicht. Damit muss gelten, dass

i <O£k7*)’ V(T¢_1)> _ i (V(k)(ﬂ'_l))2
k=1 k=1

Zur Berechnung der Erwartungswerte von Produkten solcher Skalarprodukte wie in (4.15) sei nun
zuerst k # [. Hierfiir gilt aufgrund der Orthogonalitit:

E ({057, V(i) (087, V(ri1)| Fica)
= 2 (3({o o) (0 v | 069 70
O (R (LR | R [
= E((0% Vim0 E((0F) Vinn))|7ia)

= 0.

Fiir £ = [ ergibt sich mit den Matrizen Z;, Z5 und Z3 aus Anhang A

(ot v o)) - 2(3

3
V) (7 )V (121 (Oz(ﬁ’fn)oz(ﬁf))

&=

NE

3
VO ()0 Y v (oot

n=1

51‘—1)

—

I
SMC”
]

“

- (v (Tz-_l))Q Zmam)

m=1

und insgesamt

B ({01 Vire)) (07 Vircn))| 7is) = 1t 3 (Vi) 2 = €D,

m=1

Mit Ergebnis (4.15) und, da CkD beziiglich F;_; messbar ist, erhilt man durch Integration

EYOYOF ) = / / (8)V O ()T 1)dsd
= 2[p20) / | / e B2 gy
s w(l)/ / 176 (s=7io1) _ g=Blt=rin) | o= Blstt—2mi_ 1)) dsdt

k,l)
D( / / B(t—s) —ﬁ(s+t—2n;1)) dsdt
Ti—1

=: [11 + Iy + I3 .
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Im Folgenden werden nun die drei Terme aus obigem Ergebnis berechnet.

2 Ti
no= Lol [1 (e ) g
B i1
02 (k,) 243
— Wq;l (1 —2e=Fmi 4 e=20m)
2
— p (kvl) - k3 2
= 2—6201-71 (1—em)

Der zweite beinhaltet das Ergebnis des Integrals von I; und berechnet sich wie folgt.

T4 1
1-2 _ w(()k)w(()l) [/ <t T+ B (e—ﬁ(t—ﬂ'—l) _ 1) _ (t _ ,7_2,71) e—ﬁ(t—nl)) dt
Ti—1

1 .
+ﬁ (1 — 6ﬁn1)2]

k 1 1 1 1 3. 1 B\ 2
_ w(() )’LU(()) [ 22 271 — Ti_1m — Em + Bnie Bni ﬁ (1 —e 57%) :|
(k) Iy, 1

1 1 5 1 _Bnn 2
= wuf [5771' _Berﬁme B"“Fﬁ(l_e o) }

1 2 ) 1 3.
= Jubul? |- Zn -ty ¢ e

Lk, O 1 ony )
= 3Wo Wo 771‘_5(1_6 )

Nun fehlt nur noch das Ergebnis des dritten Terms, in den wiederum das Ergebnis des Integrals von
I, eingeht.

1
gTi T g

Dk [1 7 1 2
I = S (et Y- o (1 e
’ 26 |8 / ‘ e (L=<
DWD 1 1 1 2
— “Am+= e—ﬂm’_1>__1_e—5m :|
o |5 (5 =0) - g -
kD) [
_ D( ) & _ i + ie_ﬁni _ ie—Qﬂm _ i + ie_gm
28 B B B 2p? 2p% B2
DD T 1 o
= g i %(3—46 P 4 e 25’7’)]
Insgesamt ergibt sich also:
2 ) 1 2
EY®PYOF, ) = (%) D (1 — 1) 4wl (m_ﬁ(l_e—ﬁm))

D&:D 1
- [771‘ — % (3 — 4e=Pmi 4 6—2577@-)]
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Wiederum ist der Erwartungswert des letzten Ausdrucks die unbedingte Erwartung von Y (*)y ().

(Y(k)yl))
= EEY"Y"Fi)

- (g) B(CD) [ (=) Byls) 4 ul) [ (s-g<1-e—ﬁs>)2mds>

(k1) oo
+D6# / (s — % (3—de P +e 256)) F,(ds) (4.16)
0

Mit (4.14) und (4.16) erhélt man fiir die Kovarianzmatrix von Y;
B -BNOY -E0Y) = BEVYY) - E6EYY)

- (g)zmc;’“f)) /f(l—e—ﬂﬂ Fu(ds) + w)wf / (s—%<1—e—55))2mds>

(k,1) oo
+D7/O (5— % (3 —de +€_2BS)) Fu(ds) — w§™ w42 f2(Bp)

= () men [ (1658)2mds>+wé’“>wé“[ I (s;(leﬁS))Qﬂ<ds>

2 o0
= (%) E(Ci(f’ll))/o (1- e—ﬂs) w(ds) + w(() )w(())Var (77Z + % (1- e—ﬂm))

(k1) oo
—l—Dﬁ#/ (s - % (3—4e” Bs 4 6_265)) F(ds) (4.17)
0

Zur vereinfachten Schreibweise dieses Ausdrucks sei nun (wjwp) die Matrix, deren Elemente an
der Stelle (k,1) die Werte w((]k)w(()l) annehmen,

z

he = [ (s—ﬁ(l—e‘”))QFmds)— ([ (s-ta- ‘“))F1<ds>)2,

i(z) = /OOO (s % (3—4e ™ +e 225)) Fy(ds)

z

g(z) = /000 é (efzs - 1)2F1(ds),

und

(6D

Kompakterweise erhélt man so fiir die Kovarianzmatrix der (Y;);>1 die Schreibweise

D— ( ﬁ> G(BIE(Ci1) + ph(Bp) (whwo) +

Cov(Y;) = uD. (4.18)

Um eine Grenzwertaussage fiir den Positions- beziehungsweise fiir den Partialsummenprozess, der
aus den Y; gebildet wird, bei p | 0 machen zu kénnen, muss sich die gerade berechnete Kovarianz-
struktur fir g | O stabilisieren. (Bhattacharya und Gupta 1979) machen aus diesem Grund in ihrer
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Arbeit die Annahmen, dass

1
B = 6 = konst. > 0, D, = @D = konst. (4.19)

Mit diesen beiden Annahmen erhélt man fiir die Grenzkovarianzstruktur die Darstellung
Cov(Y;) = O(®) + O(u?) + pD1i(9),  fiir o | 0.
Das heift, dass hier Y;/ 1'/? betrachtet werden muss, denn dann gilt:
Cov(Y;/ut'?) = O(p) + Dyi(6), fiir p | 0. (4.20)
In diesem Fall erhélt man eine sinnvolle Kovarianzstruktur.

Definition 4.2.2 (Martingaldifferenzfolge). Eine Folge (§;);>1 von integrierbaren Zufallsgréfien
heifit genau dann Martingaldifferenzfolge, wenn

E(fi+1|£17 . 7£7,) =0 P-fs. Wi > 1.

Definiere nun fiir ¢ > 1 die Folge
X, = <x,/fl/2 (Y; — ]E(Y;-))>, V zeR: |z =1
Mit
Am=0c1,...,Yn)
ergibt sich fiir den Erwartungswert von X,,, 11, gegeben Yi,...,Y,:

]E(Xm+1|Am) = E(]E(Xm+1‘9.m)‘ﬁm)
= N71/2 (T, E(E(Ym+41|Fm)[Am) — E(Yint1)))

1
- —-1/2 E — (1 = e Pmt1 _E(Y.
o 17 (@ (o (= 5 0= ) ) 0

_ 1 _
uni)h. K 2 <.T,E (wo (Tlm-i-l o B (1 —-¢ 577m+1)>) - E(Ym+1)>
0

Nach Definition 4.2.2 ist somit die Folge (X;);>1 eine Martingaldifferenzfolge.

Mit Ergebnis (4.18) lisst sich das zweite Moment der X;, gegeben Y7, ..., Y;_1, berechnen. Dieses
ist gleichzeitig das unbedingte zweite Moment.

E(X[Vi,....Yi) = p B Y a®0" —my) " -Ey) |, Vi
k,l

— ! Zx“%%(m"” ~EY"NYY —Ex )

( ) (Bu) ZE C 2® 2™ 4+ uh(Bp) Z BICOMOMO!

k.l

+@i(ﬁu) > DDk g0 (4.21)
k.l
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Da sich die X; aufgrund der Linearitéit des Skalarprodukts auch als

X, =p V2 <2 YVi—EY;) >=pu V2 <2, YVi—E(Yi|Fi_1) > +u~ 2 < 2, B(Y;|Fio1)—E(Y;) > (4.22)

darstellen lassen, gilt:

K2

IN N

X} o= (P <@ Yi—E(Yi|Fi) > +uT? <2, B(Yi|Fi) - B(Y;) >)*

1
_ 4 _
p? E (k) <z,Y; —E(Yi|Fi1) >F < 2, E(Y;|Fi1) —E(Y;) >*F

k=0

2Y 2 max(< z,Y; — E(Yi|Fio1) >*, < 2, B(Yi|Fio1) — E(Y;) >
252 (2, Y — B(Y;|Fis )V 4 < 2, B(Y;|Fi_1) — E(Y;) >4). (4.23)

Des Weiteren gilt mit der Holderschen Ungleichung (Seite 70 in (Génssler und Stute 1977))

(2,Y; — E(Y;|Fi-1))*

IN

IN

i —

‘ 4
(1: — Ti—1)4 <(Tz — 7'1'—1)71/ 1 (z,V(s) =E(V(s)|Fi-1)) ds>

(i — 7i1)* ((Ti —7io1)”! /T’i Ly, <s<m (2, V(s) — E(V(5)[Fi-1)) dé’)

i—

\ 3/4
(i — Tic1)? ((Tz‘ — 7o) </ 1ri,/fl<ssnd$>

. 1/4\ 4
. (/ (2, V(s) E(V(s)|3"i_1))4ds>

i—1

e / (Vi) - B(V(s)IFi ) ds

1—1

77? /Ti |V(3) —E(V(S)‘Tfi_l)'[lds.

i —

Zur Abschitzung des vierten Momentes der X; werden nun die Erwartungswerte der beiden
Summanden aus (4.22) betrachtet. Hierzu wird die Ungleichung (31", ;)™ < m™> ", al* verwendet.
Eine analoge Abschiitzung existiert fiir Potenzen von Normen.

1=1"1

E((z,Y: — E(Y;|Fi-1))")

< E(nf’/ V(S)—E(V(S)Fi1)||4d5>
Ti—1
= E(U?/ HPOz‘AV(Tz‘f1)€_6(s_”’1)+U/ e_ﬁ(s_u)B(dU)||4dS>
Ti—1 Ti—1
4
Ti 4 Ti S
< oE (n? [ [pomav e e ds) + 28 (gt [ o [ B s
Ti—1 Ti—1 Ti—1
4
< ds

2°p'E <||V(Ti—1)||477?/ 645(5”_1)053) +2°||o[|E 77?/
Ti—1 Ti—1

125021 + 28|07 |4 T,

/ e P~ B(du)
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Im Weiteren sollen nun I; und Is betrachtet werden. Hierzu wird die Ungleichung 1 — e™* < «z,

VY z > 0 verwendet.

I

1
= . 4.3 _ = ) o—B(s—7i-1)
E<|v<m> it(-25) ¢

E (%HV(%—QI%? (1- e—wm))
BVl = E(VE)l)Em

unabh.
< ak(n}).

IN

a ist hierbei eine positive Konstante, die unabhéngig von g ist. Nun zum zweiten Term:

I

IN

2

3 2
e_ﬁ(s_“)B(k)(du)> ds

e (=)

i— k=1 -1

3 Ti S 4
PR [0 ) / ( / eﬁ<5“>B<k>(du)> ds
k=1YTi—1 Ti—1

Dieser Erwartungswert ist mit Hilfe der Faktorisierung zu berechnen. Hierzu betrachte zunéchst

3 Ti S 4
E 77? Z (/ e—ﬁ(s—u)B(k)(du)> ds|Tii1=2,7 =y
k=1"Ti—1 Ti—1

(y—w)?’zs:/

k=177

'E (( /z | e—ﬁ<s—“>3<k>(du))4> ds
3y —x)? i /: (/w 625(5“)du> ’ ds

k=1
3 3 Yy _ s 2
w@*@é (1-eem) as

(y — m)?, (4672/3(11#) +48(y — z) — e~ 48(y—=) _ 3)

1633
9
1633
94 3608

16ﬁ3 (y - $)4

m(z,y).

36
_ 3 —28(y—=) _ ,—4B8(y—=) _ — )4
(y — ) (46 e 3) + 165 (y — )

Mit diesem Ergebnis kann jetzt Is abgeschitzt werden mit

12 S 26E<m(7};1,7’i>) =

_ 94368
1633

a’ —I—ﬁa”
/33

E(n}).

3

E(n}) <

a’ und a” sind wiederum positive Konstanten, die unabhéngig von p sind. Durch die Abschétzungen

von I; und I folgt, dass

(o, - BT < (o S50 ) Bl (1.24)
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ist. Dieser Erwartungswert ist somit nach oben beschrinkt.

Nun gilt es noch, den zweiten Term aus (4.23) abzuschétzen.

E((z,E(Y;|F,_1) ~E(Y;)*) = E << (771 B %(1 - Bm)) o E(Y)>4>

IN

RS-

(50 )
= 26w04E<<m_%( el ﬁm >+2 llevl|* o

_ 4
< 2ol (Bl + 55 (1= e)")] + 2l

< 2% |wol "E(n}) + 2°|lal 4’
= bE(n}) +b'ut, (4.25)

IN

+2°E (JE(Y))

wobei b und b’ unabhingig von p sind. (4.23), (4.24) und (4.25) fithren nun dazu, dass

! 1
E(X}) <2'p? ((a + % + b) E(n;) + b’u“) , il

Insgesamt kann man im Grenzfall fiir ¢ | 0 mit Hilfe der Annahmen aus (4.19) und der Bedingung
aus (B1) folgende Aussage iiber die Ordnung des vierten Moments der X; machen:

E(X}) = O(u?). (4.26)

Die Bedingungen unter (4.19) bedeuten, dass bei kleiner werdendem p, 8 analog wachsen muss,
und die von Null verschiedenen Eintrige in D = o2 wachsen beziehungsweise fallen ebenfalls un-
beschrankt. Da p | 0 ein Dichterwerden des Mediums bedeutet, muss also auch die Reibungskraft
{8 zunehmen. Eine Erhohung der Reibungskraft erfordert aber natiirlich auch eine héhere externe
Krafteinwirkung, die durch die Multiplikation von o mit der Brownschen Bewegung entsteht. Damit
erscheinen diese Annahmen als physikalisch sinnvoll.

Mit diesen Voriiberlegungen ist man nun in der Lage, den funktionalen zentralen Grenzwert-
satz von (Drogin 1972) anzuwenden. Der Satz von Drogin bendtigt die Definition und Aussagen zur
Konvergenz in Verteilung. Diese findet man auf den Seiten 65 und 328 ff in (Génssler und Stute 1977).

Satz 4.2.3 (Drogin). Sei (X;);>1 ein Folge von Zufallsgréfen auf (2, A,P). Weiterhin sei (A;)i>o0
eine Folge wachsender Sub-o-Algebren von A so, dass X; A;-messbar ist. Setze nun s2, = 7" | X2
und vy, = >0 E(X?|A;-1). Es wird nur angenommen, dass

E(Xmt1Am) =0, E(X2) < o0 und Uy — 00 fs. (4.27)

Definiere nun T3, = inf{m : v, > n} und die stetige Zufallsfunktion S auf [0, oo[ mit den Bedingungen
S0)=0,5m)=X1+---+ X und der Eigenschaft, dass S auf v, vm1] linear ist. Auf dieselbe
Weise wird die Funktion S mit s2, anstelle von v, definiert. Mit diesen definiert man nun zwei weitere
stetige Funktionen S™ und S", "die durch Sn(t) = S(nt)/n'/? baw. S™(t) = S(nt)/n'/? auf [0,1]
gegeben sind.
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Sei I ein Intervall auf der reellen Zahlengeraden und C(I) der Raum aller reellwertigen stetigen
Funktion auf I mit der Supremumsmetrik d und der Borel-o-Algebra X (I), die durch die d-offenen
Mengen aufgespannt wird. Fiir ¢ € I sei B(t) die Funktion auf C(I), die fiir f den Wert f(¢) annimmt.
Sei 77 die Wahrscheinlichkeit auf (C(I),X(1)), die aus (B(t))tcs eine normalisierte Brownsche Bewe-
gung macht, die in 0 auf I startet. Weiterhin seien hier die Abkiirzungen ; fiir 7o 1) und 7 fiir 7 o
gegeben. Bezeichne ® die Menge aller reellwertigen Funktionen, die auf C([0,1]) m-f.s. beschrénkt
und stetig sind.

Sei 14 die Indikatorfunktion der Menge A und —, Konvergenz in L;-Norm in Bezug auf die
Verteilung der genutzten Zufallsgrofien.

Wenn (4.27) erfiillt ist, dann folgt aus (i) (ii).

(i) 1/nz X7 lix2sng —r, 0 fiir 1 — oo, Ve > 0

(i) supg<i<y [S™(t) = S(E)] —p 0 [, #(S™)dP — Joqoay ¢dm it n— o0, Vo€ P

Nun gilt es, anhand der Voriiberlegungen, den Satz von Drogin mit (X;);<;<[,-2) zu iiber-
priifen. Das Problem, dass man fiir ausreichend kleine p jeweils einen neuen Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A,P,) benétigt, um die X; zu definieren, verursacht keine Schwierigkeiten, da die bedingten zwei-
ten Momente von X;, gegeben Yy, ..., Y;_1(bzw. gegeben Xi,..., X;_1), nicht zufillig sind und weil
man nur an schwacher Konvergenz interessiert ist.

Man muss aber feststellen, und das wurde in der Arbeit von (Bhattacharya und Gupta 1979)
nicht beachtet, dass ein Verdinderung von p = E(n;) auch ein Verdinderung der Zufallsvariable ;
bedeutet. In Bhattacharyas und Guptas Arbeit wurde lediglich gefordert, dass E(n}) < oo, das heifit
es wurde der Zusammenhang zwischen 7; und p vollsténdig ignoriert. Deshalb gilt hler zusatzhch die
Forderung;:

E(nf) =o(*), firk=1,...,4.

Diese Bedingung wird zum Beispiel durch die Exponentialverteilung erfiillt.

Im folgenden werden die Bedingungen aus Drogins Satz iiberpriift. Wie schon im Anschluss an
Definition 4.2.2 zu sehen war, kommt man mit

A = (Vi Vi)

zu dem Schluss, dass
E(Xpmt1Am) =0.

Ferner folgt aus E(X}) < 2472 ((a + % + b) E(n}) + b’/ﬁ) = O(u), dass
E(X?) < o0

Aus (4.21) auf Seite 28 erhélt man:

m
U SEX? A1) =m Y a®a® DD
i=1 k,l
1
mﬁ_ ZD(k ) (B) (D) i(B),

k,l

v

wobei

i) =i0) = [ (5= 55 (3 e 472 ) Fa(as



KAPITEL 4. TRANSPORT EINES GELOSTEN TEILCHENS IN POROSEN MEDIEN 33

und F; die Verteilungsfunktion von 7;/u bezeichnet. Mit p | 0 folgt aus den gemachten Annahmen,

dass
% S DEDG0L0 = 57 Py 5 g
"l ol

fiir z # 0, weil D; positiv definit ist. Bezeichne nun

A(s) == (s - 21—5 (3—4e7% + e255)) .

Dann gilt A(0) = 0 und fiir s > 0:

N(s) = 1- % (46708 — 26e72%%)
— 1—292¢ ds 6—268
= (1 — 6755)
> 0.

Also erhilt man insgesamt fiir alle s > 0, dass A\(s) < 0. Damit aber auch, dass i(Su) > 0. Insgesamt

folgt damit fiir x # 0, dass
1 .
7 ZD(k’l)x(k)x(l)z(ﬁ,u) >0
k.l

Daraus ergibt sich schlielich die dritte Voraussetzung aus dem Satz von Drogin:

o = mzs 35D Vi) — ox. (428)
k,l
Um den Zusammenhang zum Satz von Drogin explizit herzustellen, sei nun y = n='2, v, =

my ., DEDz® 20 und T, ersetzt durch

1
TM:inf{m:va [F}}

In (4.28) sieht man, dass bei festem p v,, 1 oo, fiir g — oco. Aus diesem Grund ist 7}, zunéchst
wohldefiniert. Setze nun
v =1(0) Z D(k D k) (D),
k.l

Aus v, > 1/p? folgt mit v,, = mZk,l DD (k) (1),

1
m > — 7

/L2’y Ek: ! [)(kvl)gj(k)aj(l)

1 Z [)(k,l) (k) (D) E D) (k) (D) i(6 )Zk 28 (1)
— +
’yuQ Zk ! k l)gj(k)gj(l) ZkJ (k l)g;(k)aj(l)

1 O(p)
(4.20) 6y <1+0(u)+v>

Insgesamt ergibt sich also:
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Bedingung (i) aus Drogins Satz wird nun mit Hilfe der Schwarzschen und der Tschebyscheffschen
Ungleichung iiberpriift:

1/u (1/6%]
lim sup p* Z E(X71ix2sc/p2y) < limsupp? Z E, (XHY2P(X2 > e/p?))'/?
nl0 i=1 ' nlo i=1
(1/17]
< hmsupp Z E(XHY2E(XHY2(e/p?) !
[1/u]
= limsup p* Z E( X4
110 i=1
(1/p?] / "
_ a’ + Pa
= limsup p? 24 2<<a++b>E 4+ 4>
nsup Zl 7 (1) +'p
= 0, Ve>0,

denn E(n}) = O(p?*) und B 1 co.

Insgesamt hat man jetzt gesehen, dass fiir jedes x € R3 mit ||z|| = 1 der Prozess

(=, Su(tl»)ogﬂgl

gegen einen zentrierten Wiener Prozess mit Diffusionsmatrix

d) Z D%k’l)x(’f)x(l)
k,l

1<k,1<3

in Verteilung konvergiert. Aus diesem Grund konvergiert der dreidimensionale Prozess

(Su())o<r <1
geben einen zentrierten dreidimensionalen Wiener Prozess mit Diffusionsmatrix
i(6) Dy
in Verteilung.

Nun untersucht man den Prozess /(X (t'/u) — (¢ /u)a) auf sein Verhalten. Hierzu ist zuniichst

Xt /p) = ZY+/

7—N(t’/u)

Der erste Term entspricht hier dem Integral des Geschwindigkeitsprozess vom Startzeitpunkt bis zur
letzten Stoppzeit vor dem gefragten Zeitpunkt. Der Rest entspricht dem Integral iiber der verbleiben-
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den Zeit. Der zu betrachtende Prozess ist somit

pt X ) ~

(t'/ )

1

2

N0 i
PR +/ v(s)ds — (' /p)ox
i=1 TN /1)
N oy
Z Y; — per) + N(t' /) per +/ v(s)ds — (t'/p)a
i=1 TN /1)
N(t' /)

> (Y= po)+ p PN /) — (/1)

t'/u
—|—,u1/2/ v(s)ds

N(t'/u)

Zy(t") 4+ p 2 Zo () + Zs(t)

Mit Methoden der Erneuerungstheorie kann nun weiter gezeigt werden, dass die Anteile ;'/2 7, ta
und Z3(t') asymptotisch vernachléssigt werden kénnen. Vergleiche hierzu Satz 17.3 in (Billingsley 1968).
Das letzte Resultat liefert dariiber hinaus, zusammen mit der gerade gezeigten Verteilungskonvergenz
von (S, (t'))o<r <1, dass der Prozess (Z1(t'))o<r <1 gegen den gleichen Grenzprozess wie (S, (t'))o<¢ <1
in Verteilung konvergiert. Zusammengefasst konvergiert der Positionsprozess

(12 (X /) = (¢ /w)a)

0<t'<1

gegen einen zentrierten dreidimensionalen Wiener Prozess mit Diffusionsmatrix ¢(6)D;.



Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Ziel dieser Diplomarbeit war es, die Verteilungskonvergenz des Positionsprozesses, der durch die Lan-
gevinsche Gleichung gegeben ist, zu zeigen. Der sich daraus ergebende Grenzprozess ist ein Wiener
Prozess mit Drift o und Dispersionsmatrix i(0)D;. Mit diesem Ergebnis kann man stochastische Aus-
sagen iiber den Weg des Teilchens machen. Damit wéaren zum Beispiel stochastische Betrachtungen
moglich, wann das Teilchen einen Kegel, abhéingig von der Eintrittsposition, wieder verldsst, oder wie
hoch die Wahrscheinlichkeit ist, dass das Teilchen diesen nicht mehr verlasst.

Nimmt man zusétzlich zu den bisherigen Forderungen noch an, dass die Kollisionszwischenzeiten
7; exponentialverteilt sind, dann ist der Geschwindigkeitsprozess ein Markovprozess mit homogenen
Ubergangswahrscheinlichkeiten (vergleiche hierzu Satz 2 in (Bhattacharya und Gupta 1979)).

Die Betrachtungen dieser Arbeit gingen nur auf eines der Teilchen einer Schadstoffwolke ein.
Bhattacharyas und Guptas Arbeit schneidet noch kurz die makroskopische Betrachtungsweise an.
Zur Bestimmung der makroskopischen Gleichung, die die geloste Konzentration reguliert, nehmen sie
an, dass die Geschwindigkeitsprozesse der einzelnen geltsten Teilchen voneinander unabhéngig sind.
Diese hiangen allerdings in Wirklichkeit wegen der Verdiinnung der Konzentration schwach voneinander
ab, was jedoch zu vernachléssigen ist. Somit sind die Positionsprozesse mit einer Menge gegebener
Startposition (zum Beispiel mit einer Initialkonzentration) voneinander unabhéingig. Bhattacharya
und Gupta kommen so zu dem Schluss, dass unter diesen Annahmen durch Anwendung des Gesetzes
der grofien Zahlen die Konzentration makroskopisch stabil ist und der Fokker-Planck-Gleichung, einer
Vorwirtsgleichung, geniigt.

Mit der in dieser Arbeit gezeigten Verteilungskonvergenz im Zusammenhang mit der makrosko-
pischen Konzentrationsbeschreibung durch die Fokker-Planck-Gleichung ist man in der Lage rech-
nergestiitze Simulationen zu realisieren. Zu dieser Simulation werden Zufallsgréflen bendtigt, deren
Verteilung durch Erfassung von Messwerte auf Testfeldern ermittelt werden kann.
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Anhang A

Haarmaif3

u und v seien zwei unabhiingige Zufallsgrofen. Beide sind gleichverteilt, u auf [0, 27] und v auf [0, 7].
Die Drehung um die 2-Achse im Dreidimensionalen erfolgt durch den Winkel w. Hierbei ist eine
vollstdndige 360° moglich. Die zugehorige Drehmatrix ist

cos(u) —sin(u) 0
O1(u) = | sin(u) cos(u) 0
0 0 1

Die Drehung um die z-Achse im Bereich von 0° bis 180° erfolgt durch den Winkel v. Diese Drehmatrix
ist
1 0 0
Oz(v) =1 0 cos(v) —sin(v)
0 sin(v) cos(v)
Mit der Komposition dieser beiden Matrizen ist also jeder Punkt auf dem Rand der Einheitskugel zu

erreichen. Dariiber hinaus erhélt man eine Gleichverteilung auf der Einheitskugel. Damit ergibt sich
fiir die komplette Drehmatrix in Abhéngigkeit von u und v

cos(u) — sin(u) 0
O(u,v) = O2(v) 0 O1(u) = | sin(u)cos(v) cos(u)cos(v) —sin(v)
sin(u) sin(v) cos(u)sin(v)  cos(v)

0 :={0O(u,v)|0 < u <27m,0 < v < 7} sind die hier betrachteten Matrizen. Das zugehérige Haarmasf
kann damit auch angegeben werden, denn die Verteilung ist eindeutig durch » und v gegeben. Damit
konnen alle entsprechenden stochastischen Groflen direkt berechnet werden. Néhere Informationen
zum Haarmaf sind auf den Seiten 297 ff. in (Cohn 1980) zu finden.

Im vorliegenden Text ist der Erwartungswert dieser Matrix von Interesse. Dieser berechnet sich
so:

%fOQ cos( )du ——fo sm( Ydu 0
E(O(u,v)) = 27r2 Iy fo sin(u) cos(v)dudv 2772 Iy fo cos(u) cos(v)dudv —2 [ sin(v)dv
= fo sin(u) sin(v)dudv 5% [f fo cos(u) sin(v)dudv L [ cos(v)dv
Alle Elemente dieser Matrix haben den Wert 0. Sei 0 die 3 x 3 Matrix, deren Elemente den Wert 0

annehmen, dann ist

E(O(u, v)) = 0. (A1)
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Weiterhin sind die Erwartungswerte von Produkten von Elementen einer Zeile mit den ande-
ren aus dieser Zeile von Interesse. Hier werden nun diese Erwartungswerte fiir die erste Zeile mit
78 = E(0MDOMD)) berechnet:

%fozTFCOSQ(u)du - 027Tsin(u)cos(u)du 0
Zy = - fo%sin(u)cos(u)du %fo%sinQ(u)du 0
0 0 0
3 00
0 0 0
Analog erfolgt die Berechnung fiir
1 00 3 00
Zy=|10 1 0 und Zz=|( 0 3 0
0 0 3 0 0 3
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