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Zusammenfassung

Die Modellierung von Daten, insbesondere mit nichtlineavtodellfunktionen, ist in vielen Berei-
chen von Wissenschaft und Technik eine regelmafig wietheekde Aufgabe. In manchen Berei-
chen ist bei der Suche nach der Losung darauf zu achtendaesssgewissen Nebenbedingungen
unterliegt. Ein Kennzeichen solcher restringierter Aagdisrechnungen ist, dass Losungen nur
durch Iterationsverfahren bestimmt werden konnen.

Ausreil3er in den Eingabedaten beeintrachtigen erhebliehGute der Anpassungsfunktion. Sie
sollten automatisch erkannt und bei der Datenanalyse uckschtigt bleiben.

Bisher wurden zur Losung dieser Problemstellungen Bifsfiksprogramme, wie etwa aus den
NAG-Bibliotheken, verwendet. Hierzu waren Kenntnissejderiligen Programmiersprache notig.
Zudem war die Implementierung von bendtigten Ableitungehwierig und fehleranfallig. Heut-
zutage werden fur die mathematische Modellierung ingetgri mathematische Softwaresysteme,
wie z.B. Maple, eingesetzt. In der derzeitigen Version deplgSystems wird die Losung solcher
Probleme jedoch nicht unterstitzt.

Im Rahmen dieser Diplomarbeit entstand ein Programmpedkstzur Losung restringierter nicht-

linearer Optimierungsprobleme sowie zur automatischesréiBererkennung symbolische und nu-
merische Methoden kombiniert. Zusatzlich wurde eine gchg Oberflache entwickelt, mit der die
Losungen auf einfache und intuitive Weise berechnet wekdenen.

Abstract

Modeling of data is a regular task in many areas of sciencesagtheering. In some areas it has
to be considered that there are constraints in the seardhdasolution. If the model function is
nonlinear, a solution cannot be computed directly. Theesém iterative method must be chosen.

Outliers in the input data may have a big influence on the tuadithe fitting function. They should
be identified automatically and should be excluded from #ita dnalysis process.

In the past, routines from libraries were used to calculateti®ns for these problems. The know-
ledge of a specific programming language was needed to usesthieutines. Furthermore, the
implementation of required derivatives was difficult antbesprone. Nowadays, integrated mathe-
matical software systems like Maple are used for matheadatiodeling, but the current Maple

version has no functionality to solve such problems.

In the context of this diploma thesis a program package has Beveloped for solving constrained
nonlinear fitting problems by combining symbolic and nuro&rimethods. In addition, a graphical
user interface to this package enables an easy and intaitaess to the package.



Kapitel 1

Einleitung

Die Modellierung von Daten, insbesondere die mit nichdiem Modellfunktionen, ist nicht nur
im Forschungszentrum Julich, sondern auch in vielen amd&orschungsbereichen eine immer
wieder auftretende Problemstellung. Die Losung des lmgaren Ausgleichsproblems kann nicht,
wie beispielsweise beim linearen, Uber eine expliziteRagorschrift in einem Schritt bestimmt
werden. Hierzu werden die verschiedensten iterativen liilgnen genutzt. In manchen wissen-
schaftlichen Bereichen ist bei der Suche nach der Losurgufiau achten, dass diese gewissen
Restriktionen unterliegt. Im Kapitel 2 wird ein Verfahreard.6sung solcher restringierter nichtli-
nearer Approximationsprobleme vorgestellit.

Ausreil3er in den Eingabedaten beeintrachtigen erheblielsute der Anpassungsfunktion. Sie
sollten erkannt und bei der Datenanalyse unberiicksichteben. Mdglichkeiten zur automati-
schen AusreiRererkennung werden im Kapitel 3 vorgestellt.

In der Vergangenheit wurden zur Losung nichtlinearer @iungsaufgaben unter Nebenbedin-
gungen Bibliotheksroutinen, wie sie die NAGfl90-BibliokhEL1] anbietet, genutzt. Eine visuelle

Kontrolle der Ergebnisse war aber nur Uiber zusatzlictadigrogramme moglich. Heutzutage geht
man immer mehr dazu uber, integrierte interaktive Softsgsteme, wie Maple [16], zur Losung

solcher Problemstellungen einzusetzen. Die Vorteileedi®ogramme liegen dabei in den Pro-
grammiermoglichkeiten, die flexibel und problemorieritigestaltet werden kdnnen, und den um-
fangreichen grafischen Ausgabemoglichkeiten.

Wie in Kapitel 2 und 3 zu erkennen ist, werden zur Realisigrdar vorgestellten Algorithmen

Ableitungen benotigt. Hierbei kann die Benutzung nunuérés Ableitungen problematisch werden
und die Angabe von exakten Ableitungen eventuell sehr andlig' und fehleranfallig sein. Diese
Problematik und deren Losung uber die automatische i@ifitgation werden in Kapitel 4 beschrie-
ben. Mit der automatischen Differentiation ist es moglieffizient Ableitungen von Funktionen

und komplexen Programmen zu bilden.

In seinem Ursprung war Maple friiher ein reines Computetatgsystem, mit dem symbolische Be-
rechnungen durchgefuihrt werden konnten. Inzwischenitiatieses Programmpaket weiterentwi-
ckelt und bietet nun die Mdglichkeit externe Programme jifr@tran oder Java uber ein Interface
in das Maple-System einzubinden. Diese Funktionalitétiesalie Programmiermoglichkeiten Uber
Prozeduren und Module werden in Kapitel 5 vorgestellt. Belease 8 steht auch ein Tool zur Er-
stellung von Oberflachen zur Verfigung. Mit diesen OlaetEn, den sogenannten Maplets, ist es
dem Endbenutzer moglich, auf einfache und intuitive Al Wdeise mit dem System zu kommu-
nizieren. Hierbei muss der Benutzer keine Maple-Kennénissben. Mit einentuberblick tiber die
Erstellung und Funktionalitat solcher Maplet-Anwendengchliel3t das Kapitel 5.

Die Benutzung von Maple im Gegensatz zu reinen C- oder FerReogrammen, stellt eine wesent-
liche Vereinfachung dar. Leider bietet Maple in der akereNersion keine Funktionen zur Losung
von restringierten nichtlinearen Optimierungsaufgabenfais diesem Grund ist im Zuge der vor-
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liegenden Diplomarbeit eine Erweiterung des Nonlinedirfg-Paketes mit dem NameMLFit ,
das bereits Grundlage einer Diplomarbeit [19] war, entitanHierzu wurden die in den Kapiteln
4 und 5 vorgestellten Differentiationsmethoden und Prnogngertechniken genutzt. Das Einbinden
einer externen Bibliotheksfunktion hat zum einen den \ihidass man auf robuste und ausreichend
getestete Software zurlickgreifen kann, zum anderengimplementierungen direkt in Maple
nicht die Effizienz von Ubersetzten externen Routinenigren. In Kapitel 6 wird beschrieben,
wie man auf einfache Art und Weise nichtlineare Optimiegprgbleme unter Nebenbedingun-
gen lésen und ggf. Ausreil3er in den Eingabedaten autorhatisrausfiltern kann. Die Funktionen
kodnnen nicht nur Gber die Oberflache genutzt werden, esonduch auf Worksheet-Ebene. Dies
bietet dem Benutzer die Moglichkeit, die Algorithmen aundcth in alteren Maple-Versionen nut-
zen zu konnen. Die erforderlichen Prozeduren und dereaniRger werden ebenfalls in Kapitel 6
vorgestellt.

Im Kapitel 7 werden Optimierungswerkzeuge aus anderenenatischen Softwareprodukten ver-
glichen und deren Vor- und Nachteile in Bezug auf das im Rathdieser Arbeit entstandene Pro-
grammpaket erlautert.



Kapitel 2

Restringierte nichtlineare Optimierung

2.1 Motivation

Bei der nichtrestringierten Approximation wird versucig &ehlerquadrate zwischen Datenpunk-
ten und Modellfunktion zu minimieren. Ziel ist es, die gegeb Modellfunktion moglichst exakt
an die Daten anzunahern. Bei einer solchen AnnaherurtyaNerdings der wissenschatftliche Hin-
tergrund der anzunahernden Funktion nicht mit in die Bétitang einbezogen. Aus naturwissen-
schaftlichen Grinden kann es sein, dass einige Parangstiémionten Restriktionen unterliegen und
nichtfrei sind, wie z.B. dass ein Parameter nur positive Werte anneldaré. Im Folgenden werden
diese Einschrankungen der ParameteMNabenbedingungerbezeichnet und es wird ein Verfah-
ren zur Ldsung solcher Optimierungsprobleme vorgest@litindlage detJberlegungen sind die
Publikationen [1], [2] und [3] sowie [5], [6], [8] und [9].

2.2 Nichtlineare Optimierung

Unter einem Optimierungsproblem versteht man die Miniomgrbzw. Maximierung einer Funkti-
on. Die Funktionen besitzt die Grundforfn: R — R und gesucht wird

min f(x) im RP bzw.  max f(x) im RP (2.1)

Solche Aufgaben werden im Folgenden mishtrestringierte Optimierungsproblenteezeichnet.
Unterschieden werddnkale Extremwerteindglobale Extremwerte

Die Stellexy € RP kann alslokale Minimalstellebezeichnet werden, wenn es eian&ugel
K (xq,¢) derart gibt, dass fur alle € K (xg,2) NRP gilt

f(®) = f(0)

Fur eine lokale Maximalstelle muss gleiches fiirc) < f(xo) gelten. Naturlich muss eirlekale
Extremstellenicht notwendigerweise eirglobale Extremstellgein. Was einglobale Extremstelle
ist, wird in folgender Definition festgelegt.

Definition 2.2.1. Eine Funktion vom Tyg : R — R besitzt im Punkte* € RP eine globale
Maximalstelle bzw. Minimalstelle genau dann, weinndlle = € RP gilt

fl@) < fl®)  bzw. f(z) = f(x")

Dariiber hinaus nennt man ein globales Extremum strikt, wénalfe x € RP mit z* # z gilt:

flx) < fa*), bzw.f(z) > f(x*).
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Zur Losung denichtrestringierten Optimierungsproblenggbt es verschiedene Verfahren:
o direkte Suchverfahren
— Hooke- und Jeeves-Verfahren
— Methode von Nelder und Mead
e Abstiegsmethoden
e Liniensuchverfahren
e gquasi-Newton-Verfahren

Hier wird nicht weiter auf die verschiedenen Verfahren egngen. Informationen tiber diese Ver-
fahren findet man in [7].

In dem dieser Arbeit zugrunde liegenden Programmpaket e@sdMinimum einer Funktiorf, die
eine ModellfunktionM beinhaltet, gesucht. Es wird diejenige Funktidh gesucht, die die ge-
gebenen Datefy,y1),. .., (z,, y,) moglichst optimal approximiert. Die Modellfunktioh/ ist
gegeben und es mussen die Parameter. . , a, fur diese Funktion bestimmt werden. Minimiert
werden soll die Summe der quadratischen Abstande zwistdeatenpunkten und der Modell-
funktion. Gesucht wird somit

: RS 2

min - f(a) = 3 ;(M(a,wi) =) (2.2)
i

Fur die Betrachtung des Optimierungsproblems kann médmaéo auf die Bestimmung des Mini-

malwertes beschranken, da sich die Annaherung der Modktion an Datenpunkte in ein solches

Minimalwertproblem tberfiihren lasst.

Ein Beispiel fur (2.1) besteht in der Bestimmung der optenaVerteilung von Ressourcen,
r1,72,...,Tp, die sich gegenseitig beeinflussen und einem spezielleaetGesterliegen. Im Allge-
meinen sind Ressourcen nicht unbegrenzt. Dieser Umstateltst fir die mathematische Reali-
sierung des Optimierungsproblems, dass in einer Teilm@ngeR? das Minimum der Zielfunktion
gesucht werden muss und moglicherweise gewisse zudizBleichungs- und Ungleichungsbe-
dingungen erfillt sein sollten.
Fur unsere Optimierung missen also Nebenbedingungem miié Betrachtung einbezogen wer-
den. Wenn es diese Restriktionen gibt, nennt man das zadéseroblemOptimierungsproblem
unter Nebenbedingungearderrestringiertes Optimierungsprobleris gilt also fur die Zielfunkti-
onf
minf(a) mit Q CRP (2.3)
acll
Die folgenden Kapitel befassen sich mit Optimierungsprotan, bei denef? durch Nebenbedin-
gungen in Gleichungsform(a) = 0 und/oder Nebenbedingungen in Ungleichungsfgiea) < 0
charakterisiert wird. Hierbei igf : R? — R™, m < p, eine gegebene Funktiodpstenfunktional
genannt, und die Bedingungeiia) = 0 bzw. g(a) < 0 werden elementweise alg(a) = 0 fur
i=1,...,mundg;(a) <0furi=m+1,...,m + k verstanden.

2.3 Restringierte Optimierung

Allgemein kann die restringierte Optimierung wie folgtdauliert werden. Gegebefi: R? — R,
gesucht wird
min f(a) mit a€ QCR’ (2.4)

Wennf stetig ist und? eine abgeschlossene und beschrankte Menge, so ist diefexder Losung
des Problems (2.4) durch den Satz von Weierstraf3 gesichert.
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Satz 2.3.1 (Satz von WeierstraR)Gegeben sei eine Funktigh: 2 — R, wobei2 ¢ RP kompakt
ist. Dann besitz{f (z) in 2 ein absolutes Maximumuaz und ein absolutes Minimumin, d.h. es
existiert inQ2 wenigstens ein Punktund wenigstens ein Pun#f so dass/z € € gilt:

min = f(d) < f(x) < f(c) = max

Sollte2 nicht nur abgeschlossen und beschrankt sein, sonderreekonvexe Menge bilden, so
gelten bestimmte Optimalitatsbedingungen:

Definition 2.3.2. Eine Funktionf : R — R wird als konvex bezeichnet genau dann, wenny €
RP mita € [0, 1] gilt:

floax+ (1 -a)y] < af(x)+1—-a)f(y) (2.5)

Gilt in der Ungleichung (2.5) sogat: statt< fur alle 0 < a < 1, dann nennt marf strikt konvex.

Anschaulich bedeutet die Definition (2.3.2), dass die Vatbigslinie zwischen beliebigen Punk-
tepaarer(z, y), die sich im Bild vonf befinden, oberhalb der Funktighliegen mussen.

Satz 2.3.3.SeiQ2 C R? eine konvexe Menge;” € Q und f € C! (B(a*; R)) fur ein geeignetes
R >0.

1. Ista* eine lokale Minimalstelle vorf, so gilt
Via)(a—a*) > 0, VaecQ (2.6)

2. Ist dafiber hinausf auf 2 konvex und eifllt f die Bedingung (2.6), so ist* eine globale
Minimalstelle vonf.
Satz 2.3.4.SeiQ2 C R? eine abgeschlossene und konvexe Mengefugide streng konvexe Funk-
tion in 2. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lokale Minimaksigtl € (2.

Ein Spezialfall fur die Optimierung (2.4) ist, wenn die M2 nur Gber eine Gleichung be-
stimmt wird. Es wird zunachst angenommen, dass die Nelampengery nur aus einer Gleichung
g(a) = 0 bestehen. Gegeben ski R — R, gesucht wird

min f(a) unter der Nebenbedingungy(a) = 0 (2.7)

wobeig : RP — R™, mitm < p, eine gegebene Funktion der Veranderlichen . ., g, ist.
Definition 2.3.5. Ein Punkta* € RP, fur deng(a*) = 0 gilt, heil3t requér, wenn die Spaltenvek-
toren der Jacobi-MatrixJ,(a*) linear unabtiangig sind, wobei; € C*! (B(a*; R)) fur geeignetes
R >0undi =1,...,m angenommen wird.

Ziel ist es nun das restringierte Problem (2.7) in ein frésimierungsproblem umzuwandeln.
Auf dieses Problem kann man dann die auf Seite 5 genanntéahven zur Losung von nichtre-
stringierten Optimierungsproblemen anwenden.

Zur Umwandlung der restringierten in eine freie Optimierumuss zunachst dieagrange-Funktion
eingefuhrt werdenl : RP x R™ — R

L(a,\) = f(a) +ATg(a)

Der Vektor A € R™ wird Lagrange-Multiplikatorgenannt. Im Folgenden wird mit; die zu L
gehorende Jacobi-Matrix beziglich der partiellen Ablegen nacla, . . ., a, bezeichnet. Die Ver-
bindung zwischen (2.7) und (2.1) wird dann ausgedriicktiidas folgende Resultat:
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Satz 2.3.6.Seia* eine reguéire lokale Minimalstelleir (2.7) und es wird weiterhin angenommen,
dass iir ein geeignetef > 0, f,g; € C' (B(a*;R)), furi = 1,...,m gilt, dann existiert ein
eindeutig bestimmter Vektor* € R™, so dass/.(a*, A*) = 0. Wird umgekehrt angenommen,
dassa* € R? der Beziehung(a*) = 0 geriigt und das¥, g; € C? (B(a*; R)) fur ein geeignetes
R >0undi =1,...,m gilt. Sei H; die Matrix der Eintége 83;517_ furi,j = 1,...,p. Existiert

ein VektorA\* € R" derart, dass/.(a*, A*) = 0 und

ZHe(a* A)2>0 Vz#0 mit Vg(a*)'z=0

gilt, dann ista* eine strenge lokale Minimalstelle von (2.7).

Nachdem nun Gleichungsnebenbedingungen bei Optimigoupigjemen maoglich sind, missen in
die Menge der moglichen Nebenbedingungen auch noch dideldhgngen mit aufgenommen
werden, d.h.: gegebeh: R — R

min f(a) unter den Bedingungen
gi(a)=0 fur i=1,...,m (2.8)
gila) <0 fur j=m+1,... m+k

wobeig; : RP — Rmitm < pfuri=1,... mundg; : RP — Rfurj =m+1,.... m+£k
gegebene Funktionen sind. Naturlich kdnnen bei Nebeéngadgen in Ungleichungsform nicht
einfach die Ergebnisse der Nebenbedingungen in Gleichommgsangewandt werden. Es ist aber
moglich durch kleine Veranderungen die Ergebnisse agfiéichungen zuzuschneiden. Man muss
die Losung von (2.8) auf die Minimierung einer geeignetemgiange-Funktion tberfuhren. Die
Definition 2.3.5 lautet somit:
Definition 2.3.7. Angenommen, dags € C! (B(a*; R)) firi = 1,...,m + k und einem geeig-
netemR > 0 gilt. Ein Punkta* € RP, fir deng;(a*) = O0miti = 1,...,m undg;(a*) <0
mitj = m+ 1,...,m + k gilt, hei8t dann regr, wenn die VektoreiVg;(a*),i = 1,...,m
gemeinsam mit den Vektor&y, (a*), wobeir € {j: j € {m+1,... m+k}, gj(a) =0} eine
Menge linear unabiingiger Vektoren bilden.
Des weiteren gilt der Satz 2.3.6 weiterhin, vorausgesetm mrsetzt die Lagrange-Funktiah
durch

L(a, A, p) = f(a)+ A" hi(a) + p" hs(a)

Unter hy(a) ist ein Vektor bestehend aus den Nebenbedingungen = 0 fur: = 1,...,m
zu verstehen und;(a) ist ein Vektor bestehend aus den tbrigen Nebenbedingungen < 0
furj =m+1,...,m+ k. ES mussen aber noch weitere Annahmen Uiber die Nebegoadjen
getroffen werden.

Der Einfachheit halber formuliert man die notwendige Ogtiitdtsbedingung des Problems (2.8):
Satz 2.3.8. Sei a* eine regulire lokale Minimalstelle dr (2.8) und angenommen, dass
f,gi,€ C*(B(a*, R)) fur ein geeignetesz > O undi = 1,...,m + k gilt, dann gibt es nur
zwei VektorerA* € R™ undp* € R¥, so dass/z(a*, A*, p*) = 0 mit w; > 0undyig;(a*) =0
Vi=m+1,....m+Ek.

2.4 Kuhn-Tucker-Bedingungen fir die nichtlineare Optimierung

Jedes lterationsverfahren benotigt eine Abbruchbediggks werden also fur die Suche nach der
globalen Losung eines restringierten Optimierungspoisl Bedingungen bendtigt, mit denen Uber-
pruft werden kann, ob es sich bei dem aktuellen Punkt umgloi®ale Losung handelt oder nicht.
In diesem Abschnitt werden di€uhn-Tucker-Bedingungeworgestellt, die im Allgemeinen die
Existenz einer lokalen Losung fur das nichtlineare Omimmgsproblem sichern. Unter geeigne-
ten Annahmen sichern sie auch die Existenz einer globaterurhg. Gegeben ist das allgemeine
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nichtlineare Optimierungsproblem:

seif : RP — R, gesucht wird
min f(a), unter den Nebenbedingungen
gila)=b; i=1,....m
gila) <b;, i=m+1,... m+k

(2.9)

Ein Vektor a, der alle Nebenbedingungen aus (2.9) erfillt, hei#issige bsungvon (2.9). Die
Menge der zulassigen Losungen heiBBssiger Bereichim Folgenden gilt, dasg, g; € C'(RP)
furi:=1,...,m + k. Mit (2.9) ergibt sich folgende Lagrange-Funktion:

m m+k
Lla, p) = fl@)=> Xibi—gi(a)— > pilbi—gi(a)) (2.10)
i=1 i=mt1

Fur die Kuhn-Tucker-Bedingungen wird die folgende Deiimitbenotigt:
Definition 2.4.1 (Tangentialraum). SeiJ = {i : i € {m+1,...,m+k}, gi(a) = b;} und
g =(gi,9;)' miti =1,...,mundj € J, dann heil’(a*) Tangentialraum, wenn gilt

T(a*) = {q:qeR, gy(a”)g=0} (2.11)

Mit diesen Voraussetzungen gilt folgendes Resultat:
Satz 2.4.2 (Notwendige Kuhn-Tucker-Bedingungen [NB])Hat f ein restringiertes lokales Mi-
nimum im Punk = a* und ista* regufar, dann existieren notwendig die Vektor¥h € R™ und
p* € RF mit:
e NB 1. Ordnung:
Vaol(a*, X, p*) =0
wobeii =1,...,m, j=m+1,...,m+ kundu* > 0. Desweiteren gilt die Komplemen-
taritatsbedingung
u,*th(a*) =0
wobeih den Vektor der Ungleichungsnebenbedingungen bildet.
e NB 2. Ordnung:
q'VaL(a*, X, p*)g >0 VqeT(a")
was bedeutet, dass die Hesse-Matrix auf dem Tangentialgngitiv definit ist.
Fur die hinreichenden Kuhn-Tucker-Bedingungen wird diengle

TH(a*)={qg : geR’, Vagi(a*)g=0,i=1,...,m, Vagj(a*)g=0,Yj € J mit wi > 0}
definiert.
Satz 2.4.3 (Hinreichende Kuhn-Tucker-Bedingungen [HB]).Seia* ein restringiertes lokales
Minimum der Funktionf, fur das die NB 1. Ordnung gelte. Wenn weiterhin

@'ViL(a* N u*)g>0 VYgeTH(a*)mitg+#0
erfullt ist, liegt ein striktes lokales Minimum vor.

Alle Kuhn-Tucker-Bedingungen gelten nur unter der Voratasng, dass die Vektorex und p*
auch tatsachlich existieren. Um zu gewahrleisten, diessgstieren, werden im folgenden Satz
geometrische Bedingungen an den zulassigen Bereichlgeste

Satz 2.4.4.Wenn

e die Funktionf in (2.9) auf dem zélssigen Bereich konvex ist,

e der Punkt(a*, A*, u*) allen notwendigen Kuhn-Tucker-Bedingungeniggn

e die Funktionery; miti = 1,...,m konvex sind,ifr die A¥ > 0 gilt und

e die Funktionery; mitj =m +1,...,m + k konvex sind,dr die x> 0 gilt,
dann istf(a*) die restringierte globale Maximalstelle vghfur das Problem (2.9).
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2.5 Die Penalty-Methode

Die Uberpriifung, ob eine Losung global ist oder nicht, wuntielétzten Kapitel vorgestellt. Nun
muss eine Iteration gefunden werden, mit der man eine lgyinden kann. Da kann die Penalty-
Methode genutzt werden.

Die grundlegende Idee dieser Strafmethode besteht dasmedtringierte Problem in ein nichtre-
stringiertes Problem zu Uberfuhren. Hierzu sind die Méledingungen teilweise oder vollstandig
zu eliminieren. Das neue Problem ist durch das Vorhandemsees Parameters charakterisiert,
der ein Mal} fur die Genauigkeit liefert, mit der die Nebatibgungen tatsachlich erfillt sind.

Im Folgenden wird das restringierte Problem (2.7) betetchbraussetzung fir die Penalty-Methode
ist, dass sich mindestens eine optimale Losahdgm zulassigen Bereickk ¢ RP befindet. Man
kann also die Suche nach diesem Optimum @ufeschranken. Das Problem hat somit folgende
Form:

min Lo(a) = f(a) + %aHh(a)H% fir acQ (2.12)

wobei h(a) der Vektor der Gleichungsnebenbedingunggfa) = 0 fir< = 1,...,m ist. Die
Funktion £, : R? — R heil3t diePenalty-Lagrange-Funktigrund « ist der Penalty-Parameter
Wenn die Nebenbedingungen exakt erfillt sind, man siahiaizulassigen Bereich befindet, ist die
Minimierung vonf zur Minimierung vonZ,, aquivalent. Die Penalty-Methode bildet ein iteratives
Verfahren zur Losung von (2.12). Fiie= 0, 1, . . . bis zur Konvergenz ist die Folge von Problemen

min L, (a) mita € Q (2.13)

zu losen. Hierbei isf«; } eine monoton wachsende Folge positiver Penalty-Paransetelass fur

1 — oo die Folgea; — oo konvergiert. In jedem Schritt des Penalty-Verfahrens moashdem
a; gewahlt wurde, ein Minimierungsproblem in Bezug auf dieidale a geldst werden. Dies fuhrt
zu einer Folge von Wertea?, den Losungen von (2.13). Wenn so vorgegangen wird, sthiebt
Zielfunktion £, (a}) gegen unendlich, es sei déifa*) geht gegen 0.

Die Minimierungsaufgaben kdnnen wiederum mit den auféSeigenannten Verfahren gelost wer-
den. Damit eine Konvergenz der Penalty-Methode gesichietiéndtigt man folgenden Satz:

Satz 2.5.1.Es werde vorausgesetzt, dgssRP — Rundh : RP — R™ mitm < p stetige Funk-
tionen auf einer abgeschlossenen Mefige RP sind und dass die Folge von Penalty-Parametern
a; > 0 monoton divergiert. Wenn danm® eine globale Minimalstelle des Problems (2.13) im
Schritts ist, konvergiertifir i — oo die Folgea’ gegen den Punki*, der eine globale Minimalstel-
le von f in © ist und der Nebenbedingurig(a®) = 0 geriigt.

Hinsichtlich der Auswahl des Parameterskann gezeigt werden, dass fur groRe Werte apdas
Minimierungsproblem (2.13) schlecht konditioniert ism& Losung des Problems ist sehr schwie-
rig, es sei denn, der Anfangswert liegt besonders nahaheindererseits darf die Folge; nicht

zu langsam wachsen, da dies die Gesamtkonvergenz der Meatlegdtiv beeinflussen wiirde.

Ublicherweise wird in der Praxis ein nicht zu groBer Weytausgewahlt und danm;, = Soy;_; fur

1 > 0 gesetzt, wobei eine ganze Zahl zwischelhund 10 ist. Der Startwert, der fiir die zur Lésung
des Minimierungsproblems (2.13) verwendeten numerisdhetinode benotigt wird, kann gleich
der letzten berechneten lteriertepgesetzt werden.
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wahlea; € R", 3 € [4,5,...,10] undag € Q2

bestimmemax(h(a,))

bestimmel|h(a,)||3

max(h(a;)) > ¢

op(a;) = f(a;) + 5 - ;- |h(a)|3

a;;1 = minop(a;)

bestimmemax(h(a;, ,))

Qip1 = ;- 3

Abbildung 2.1: Nassi-Shneidermann-Diagramm zur Penalty-Methode

2.6 Die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren

Die Penalty-Methode hat den Nachteil, dass der Penaltgraieter gegemnco laufen muss, damit
das Iterationsverfahren konvergiert. Es gibt verschieddarianten von Strafmethoden, die versu-
chen, diesen Nachteil zu umgehen. Eine verwendet (anstall€ , (a) in (2.12)) diemodifizierte
Lagrange-Funktiorg,, : RP x R™ — R, die durch

Gala, ) = f(a) + A"h(a) + Sall(a)[} (2.14)

gegeben istA € R™ ist ein Lagrange-Multiplikator und die Losurg des Problems (2.7) ist auch
Losung von (2.14). Die hier vorgestellte Methode hat alegregiiiber (2.12) den Vorteil, dass ein
weiterer Freiheitsgrad mit in die Berechnung aufgenommen wird. Diese Strafmetlzodgwen-
det auf (2.14) lautet:

Furi =0,1,... lose die Folge von Problemen

min Gy, (a,A;) fura e (2.15)

bis zur Konvergenz, wobdi\;} eine beschrankte Folge von unbekannten VektoreR'ihist, und
die Parametet; wie in Kapitel 2.5 definiert sind.

Satz (2.5.1) gilt auch fur die Methode (2.15), vorausgasdie Multiplikatoren werden als be-
schrankt angenommen. Man beachte, dass die ExistenzMinienalstelle von (2.15) nicht garan-
tiert ist, selbst in dem Fall nicht, in deyheine eindeutige globale Minimalstelle hat (siehe Beispiel
2.6.1). Dieser Umstand kann durch Addition weiterer nioatratischer Terme zur modifizierten
Lagrange-Funktion (z.B. der Forfik |4 mit einem moglichst groReq) iberwunden werden.
Beispiel 2.6.1.Es ist die Minimalstelle vorf(z) = —a* unter der Nebenbedingung = 0 zu
bestimmen. Dieses Problem besitzt die eindeutiggihgz* = 0. Betrachtet man aber die modifi-
zierte Lagrange-Funktion

1
Loy = —zt 4+ Az + iozka
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so stellt man fest, dass siérfiedesa;, # 0 nicht langer ein Minimum inc = 0 besitzt, obwohl sie
dort verschwindet.

Was die Wahl der Multiplikatoren betrifft, wird die Folgew&ektoren\; typischerweise durch die
Formel '
A/L'Jrl =\ + aih(a(l))

bestimmt, wobei\ ein gegebener Wert ist. Die Folge wird a priori gesetzt oder wahrend der
Laufzeit modifiziert. Bezliglich der Konvergenzeigendtdra der Methode der Lagrange-Multipli-
katoren gilt das folgende Resultat.

Satz 2.6.2.Angenommen, dass" eine reguéire, lokale strenge Minimalstelle von (2.7) ist und es
gelte

e f,hj € C*(B(a*;R)) mitj =1,...,m und {r ein geeigneteg > 0;

e das Paar(a*, \*) geriigt 27 Hg, (a*, \*)z > 0, Vz # 0, so dass/j,(a*)Tz = 0;

e Ja > 0,sodasHg,(a*,A*) > 0.
Dann gibt es drei positive Skalar& ~ und S derart, dass iir jedes Paar(A,a) € V mit
V={(Aa) e R |X - A2 < 6o, > a} das Problem

min G, (a,A), mita € B(a*;7)

eine eindeutig bestimmteédkunga(, «) besitzt, die differenzierbar in Bezug auf ihre Argumente
ist. Dartber hinaus giltv(\, «) € V

la(A, a) = a’[la < SA = A"l

Unter zusatzlichen Annahmen kann bewiesen werden, dasslefhode der Lagrange-Multipli-

katoren konvergiert. Die Konvergenz der Methode ist siupeat, wenny; — oo flr i — oo gilt,

denn .
o L S |
i—00 ||Az — )\*HQ

Sollte o; eine obere Schranke besitzen, so konvergiert die Methodarli

Ein Vorteil der in diesem Kapitel vorgestellten Methode gigber der Strafmethode aus dem Ka-
pitel 2.5 ist, dass die Folge; nicht mehr gegen Unendlich laufen muss, wodurch die Sctienh
ditioniertheit des Problems (2.15) begrenzt wird. Ein zem\orteil dieser Methode ist, dass die
Konvergenz der Methode unabhangig vom Wachstumsgrad tdefp&@ameters ist, was zu einer
betrachtlichen Reduktion der numerischen Kosten fiihrt.

=0
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bestimmemax(h(a,))

bestimmel|h(a,)|/3

max(h(a;)) > ¢

Ih = h(a;) - A

op(a;) = f(a;) + 3 - ;- ||h(a)|3 + Ih

a;;1 = minop(a;)

bestimmemax(h(a,,,))

Qip1 = ;- 3

Ait1 =X + i1 -h(a; )

Abbildung 2.2: Nassi-Shneidermann-Diagramm zur Methode der Lagrangéiglikatoren

2.7 Methode zur Losung von Optimierungsaufgaben
mit Ungleichungsnebenbedingungen

Die beiden bisher beschriebenen Verfahren zur Losundrrgigtrter Optimierungsprobleme kénnen
nur bei Optimierungsaufgaben mit Gleichungsnebenbedige eingesetzt werden. Restriktionen
konnen aber auch Ungleichungen enthalten. In diesem Bah klas im Folgenden beschriebene
Iterationsverfahren genutzt werden. Die hier vorgestelitt von Verfahren zur Losung des Mini-
mierungsproblems

: 1y N )2
;Iel%@ fla) = ) Z;(M(awrz) i)
lB a up (216)
mit 1 := lL < ALCL < uy, =IUu
lN c(a) unN

wird auch sequentielles quadratisches Programm (SQPhgendauptbestandteil solcher SQP-
Methoden sind Haupt- und Unteriterationen.

Vor Beginn der Hauptiteration wird zunachst, ausgehend den durch den Benutzer gegebenen
Startwerten, ein Punkt gesucht, der den Grenizen< a < wp und linearen Nebenbedingun-
genl; < Ara < uy, genugt. Sollte bei dieser Suche keine mogliche Losurigngien werden,
bricht das Verfahren ab, da in diesem Fall das Minimierurgdpm (2.16) keine Ldsung besitzt.
Nach einer erfolgreichen Suche bleiben die Begrenzungdninearen Nebenbedingungen in den
nachfolgenden Iterationen immer erfillt.

Die nun startende Hauptiteration generiert eine Sequenzltarationswerten, die gegen einen
Punkt konvergiert, der den Kuhn-Tucker-Bedingungen geniin jedem lIterationsschritt verbes-
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sert man den moglichen Losungspunkt tber

a = a+uq (2.17)

wobei . die nicht negative Schrittweite ist. Mif wird die Suchrichtung bezeichnet, die Uber die
Losung eines Unterproblems bestimmt wird.

Aus Vereinfachungsgriinden wird zunachst die Schritevaufy = 1 gesetzt. Die Funktiorf soll

in der nachsten lteration kleiner sein als in dieser, watebtet, dasg(a + q) < f(a) gelten soll.
Aus diesem Grund wird die Funktiof{a + q) in einer Taylor-Reihe um den Puné&tentwickelt,
und die erhaltene Summe Ukgminimiert (2.19).

Inin fla)+ (V) (a)g+q" (Hf)(a)q (2.18)
1 = 2
P Zl( (a,x;) — ;)
e T
. oM (a,x;) .
o min 3 (50 @m) ) 2em) g (2.19)
n 2 . . 2
bobgt (EJM (@.20) ) e (ama)) g
1
& min f(a)+g(a)" - q+5q" Hq (2.20)
geRP 2
: v, 1o
& min g9(a)” -q+ 59" Hy (2.21)

Nachdem in (2.20) die Minimierungsaufgabe (2.19) zusangefsst wurde, wird deutlich, dass
f(a) keine Auswirkung auf das Minimierungsproblem hat und wigffiekann. Das nun in (2.21)
entstandene Unterproblem ist ein Quadratisches Progra@ih nd kann gelost werden. Wenn
die Matrix H positiv definit ist, besitzt dieses Problem ein eindeutigledales Minimum (siehe
Abschnitt 2.8.2). Die Losung dieses QP’s basiert ebentalif einem iterativen Verfahren, das als
Unteriteration bezeichnet wird. Zur gewiinschten Losumy(2.21) missen die Nebenbedingungen
von (2.16) angepasst werden. Die untere Grénzé2.16) kann in 3 Bereiche aufgeteilt werden. In
den Bereich fur die direkten Grenzen der Paraméigy, (n den fir die linearen Nebenbedingungen
(11) und den fir die nichtlinearerd ). Der Vektorl im Unterproblem (2.21) besitzt dann folgende
Definition:

lB = lB—a
l_L = lL—ALa
l_N = lN—C

c ist hierbei der Vektor der nichtlinearen Nebenbedingungesgewertet im aktuellen Folgenele-
menta. Der Vektora ist auf gleiche Weise aus zu erzeugen.

Nachdem das quadratische Unterproblem wie in Abschnit2 h8schrieben gelost wurde, ist die
Unteriteration abgeschlossen. Die Hauptiteration musgpaissend zur Suchrichtupgdie Schritt-
weite ;. bestimmen. Dies geschieht Uiber die in Abschnitt 2.5 bédohne Penalty-Methode, die
die Qualitat jeder Iteration bestimmt.

Das Iterationsverfahren zur Losung restringierter, thiiogarer Optimierungsaufgaben lauft mit den
bis hier beschriebenen Schritten. Eine mogliche Effiztgigerung wird dadurch erzielt, dass die
Matrix H nicht in jedem lterationsschritt der Hauptiteration nestlmemt wird, sondern tiber die
Updatefunktion

H = H-

1
Hss"H + —uyy’ (2.22)
sTHs yls

aktualisiert wird.
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Uberpriifen ob .
Suche nach P optimaler Punkt
Kuhn-Tucker-Punkt
Startpunkt . gefunden
vorliegt

Verschieben des aktuelle — Reih Entwickl
Punktes in Richtung der ay-or-Reihen-hntwickiung
um aktuellen Punkt

Hauptiteration Lésung des QP

Unteriteration

Losen des
quadratischen
Unterproblems

Abbildung 2.3: Ubersicht des Iterationsverfahrens

2.8 Losen quadratischer Optimierungsprobleme

Durch das im letzten Kapitel vorgestellte Iterationsvieréa wurde das allgemeine Optimierungs-
problem auf ein quadratisches reduziert. Desweiteren evudie nichtlinearen Nebenbedingungen
in lineare umgewandelt. Verfahren zur Losung solcher tpmtdleme werden in diesem Kapitel

vorgestellt.

Neben bekannten linearen Programmen gibt es noch weitdmnmi®pngsprobleme, die Giber eine
endliche Zahl von lIterationsschritten geldst werdenndm Diese Art von Programmen werden
quadratische Programmegenannt. Hierfur muss die zu optimierende Funkiid®) quadratisch
und die Nebenbedingungen linear sein. Die Probleme, firedie Losunge* gesucht wird, hat
somit die Struktur

min ¢(x) = %xTGa:—FgT:B

T

mit a’xz = b, ieD (2.23)
al-Tar: > bj jer

wobei D die Indexmenge der GleichungsnebenbedingungenAilie Indexmenge der Unglei-
chungsnebenbedingungen ist. Fur die folgende Betraghtwmss gelten, dass die Matrix sym-
metrisch ist. Genauso wie in linearen Programmen konnteies dass das Problem nicht losbar
oder die Losung unbegrenzt ist. Diese Maglichkeiten sibdr bereits vor der quadratischen Pro-
grammierung abgefangen worden, so dass man davon ausgaherdiss immer eine Losuag
existiert. In den Fallen, in denen die Hesse-Matrdxpositiv semidefinit ist, existiert immer ei-
ne globale Losung:*. Sollte die Matrix sogar positiv definit sein, ist eindeutig. Diese beiden
Ergebnisse folgen aus der Konvexitat bzw. strikten Korééxsiehe Definition 2.3.2) vog(x).

2.8.1 Losen quadratischer Optimierungsprobleme
mit Gleichungsnebenbedingungen

Dieses Kapitel befasst sich mit der Bestimmung der Losuhgles Optimierungsproblems mit

Gleichungsnebenbedingungen. Die Losung dieser Aufgabetk auch tUber die in Kapitel 2.5 und

2.6 vorgestellten Strafverfahren berechnet werden. Badiatische Optimierungsprobleme ist die
folgende Methode jedoch effizienter.

Angenommen, die Matrixs € RP*P und die beiden Vektorem undg ausR? sind gegeben.

min ¢(x) = %xTGa:—FgT:B
T

2.24
mit ATz = b ( )

Es werde vorausgesetzt, dasses< p Nebenbedingungen gibt, so ddss R™ ist und dass die
Spalten der Matrix4 € RP*" die Vektorena;, i € D aus (2.23) sind. Desweiteren solldevollen
Rangm besitzen. Hat die Matri¥d keinen vollen Rang, so gibt es linear abhangige Nebenbedin
gungen. In diesem Fall kann man diese Nebenbedingungem falssen. Diese Voraussetzungen
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garantieren die Eindeutigkeit der Lagrange-Multipliketo A* und deren Anzahl, was beispiels-
weise fur dieMethode des aktiven Datensatmedapitel 2.8.2 auf Seite 16 von Interesse ist.

Eine Methode zur Losung von (2.24) ist, dass man die Nelsngpengen nutzt, um Variablen zu
elemenieren. Es werde angenommen, dass die Aufteilungen

T Ay g1 Gu G2 }
fr s A = s = 3 G ==
=(n) (W) () e-la e
gelten, und dass; € R, xy € RP-™, A, € R™*™ A, e R™*(—™) sowie dassd; regular ist.
Dann konnen die Gleichungen in (2.24) di§x; + ATz, = b geschrieben werden. Dieses lineare

Gleichungssystem kann einfach gelost werden, beispé®niber di€gsau3-Eliminationz; kann
somit Uberz, ausgedriickt werden:

z; = A;T(b- Alxz) (2.25)

Eingesetzt imy(x) ergibt sich somit das Problemiin ¢)(x2), x2 € RP~™ wobei(x2) die qua-
dratische Funktion

() = 325 (Gan — G ATTAT — A AT Gho + A2A1_1G11A1_TA2T) To
+ @I (Ga1 — A2AT'G11) ATTb+ 1T AT G AT b (2.26)
+ @b (95— A247'gy) + 97 AT

ist.

Es existiert ein eindeutiger Minimierer;, wenn die Hesse-MatriX’?¢) positiv definit ist, wobei
a5 durch Losen des linearen Gleichungssystémsx2) = 0 erhalten wird. AnschlieRend kann
a7 durch Einsetzen vom; in die Gleichung (2.25) bestimmt werden. Der Lagrange-Mlilkator-
Vektor A* wird definiert Uberg* = AX* wobeig* = Vq(x*) ist. Sie kdnnen durch Losen des

ersten Teils dieser Gleichurg = A; \* bestimmt werderlUber die Definition vony(x) in (2.24),
inderg* = g + Gx* gilt, kann eine explizite Definition fUA* bestimmt werden:

A = A7l (gy + Gzt + Grax}) (2.27)
Beispiel 2.8.1.Es soll das Problem
min  q(z) = 2% + 23 + 23
xT

mit =1 + 229 —x3 =4 (2.28)
und z1 —x9 + a3 = —2

gebst werden. Umxg aus dem Problem zu entfernen werden die Nebenbedingunggescinnie-
ben.

T1+ 2w = 4+ w3

X1 — Iy = -1 - I3
Diese Gleichungentnnen beispielsweise mit dem Gaul3-Verfahrebgielerden.

r1 = —g.%'g
2.29
To = 24 %.%'3 ( )

Die Variablen aus (2.25) lauten somit:

x1:<§;> Fa=(23), A1:<;_11>, A= (-1 1)
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Setzt man nun (2.29) in (2.28) ein, ergibt sich

14 8
Y(ws) = S5+ gwst4 (2.30)
Entsprechend zu (2.26) €l man also
2 0 .
G11=[02}7 G2 = Gy =0, Gn=1[2], g=0

Die Hesse-Matrix in (2.30) isf22| und ist somit positiv definit. Dies bedeutet, dass Run = 0
gesetzt werden muss. Es ergibt sich= —%. Durch die Ricksubstitution in (2.28) e#it man
a3 = 2 undxj = L. Fir das Systerg* = A\* ergibt sich

2 11
2 *
- 10 = 2 -1 < ii )
—6 -1 1 2

Lost man dieses Gleichungssystem, ergibt sich eine eigéeldsung &ir \7 = % und\; = —%.

2.8.2 Methode des aktiven Datensatzes

Die meisten quadratischen Optimierungsprobleme bemh&lebenbedingungen in Ungleichungs-
form wie in (2.23). Dieser Abschnitt beschreibt, wie man Bliethode zur Losung von Optimie-
rungsaufgaben mit Gleichungsnebenbedingungen tbéfelirode des aktiven Datensatzgse-
ralisieren kann, so dass man hiermit Optimierungsaufgabierungleichungsnebenbedingungen
l6sen kann.

Satz 2.8.2.Wenn die MatrixZ in (2.23) positiv definit ist, besitzt das quadratische @yrungs-
problem ein eindeutiges globales Minimum.

In der Methode des aktiven Datensatzes werden bestimmteridedingungen, die imktiven Da-
tensatzA liegen, als Gleichungsnebenbedingungen angesehen, dietigirigen Nebenbedingun-
gen kurzzeitig nicht betrachtet werden. Die Methode glaitim die Menge der aktiven Datensatze
so lange ab, bis sie die korrekte Menge an aktiven Nebentpedgen gefunden hat, die das Opti-
mierungsproblem (2.23) 16st. Da die Optimierungsfunktipadratisch ist, wird es (0 < m < p)
aktive Nebenbedingungen geben. Dies steht im Gegensdingairen Programmierung, wo = p

ist.

Satz 2.8.3.In jedem lterationsschritt von (2.23) gibt es einégtiche Losungz?), die das Glei-
chungssystem

alz¥) = b icA

lost. A bildet die Indexmenge der aktiven Nebenbedingungen. Rikseen Nebenbedingungen
werden als Gleichungen angenommen.

Jede lteration versucht die Losung eines Optimierundpenes mit Gleichungsnebenbedingungen
(OG), die nur aus aktiven Nebenbedingungen bestehensen l#lierzu wirde () verschoben und
der Korrekturfaktord?) gesucht, der

. dg(@V)+5 T T ’
min2E0 — 457G + 87 (g + Gal) (2.31)
mit af6 = 0, icA

lost. Diese Art von Optimierungsaufgabe kann wie in Kdp@.1 beschrieben gelost werden.
Solltez) + §Y) auch den Nebenbedingungen, die nichtlifiegen, gentigen, wird fur die nachste
lterationz 1) = z() + §U) gesetzt. Sollte dies nicht gelten, wird eine lineare SuotRithtung
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von §Y) durchgefiihrt, um den bestmoglichen Punkt zu finden. Diesicht man, indem man die
Losung aus (2.31) als Suchrichtusg’ definiert und die Schrittweita’) berechnet tiber

. _ al ()
o) = min(l, min bz#) (2.32)
icig A, a8V
a;fps(j) <0

um damitzU ) = 20) + o) sl zu bestimmen. Wenn in (2.32)Y) < 1 ist, wird eine weitere
Nebenbedingung aktiv. Der Index der das Minimum in (2.32) bestimmt, wird dann mit in die
Menge.4 aufgenommen.

Ist2() die Losung des aktuellen Optimierungsproblems mit Glaigsnebenbedingungen (es gilt
alsod = 0), so ist es moglich, Lagrange-Multiplikatorext?) fiir die aktiven Nebenbedingungen
zu bestimmen. Wenp\; > 0, i € FE ist, erfullen die Vektorene®) und AU) alle Kuhn-Tucker-
Bedingungen.

Es muss also ein Test durchgefiihrt werden, der festlegx,gjdbz 0Vi € AY N E. Sollte dies der
Fall sein, sind die Kuhn-Tucker-Bedingungen erfullt. |&of(z) konvex sein, wovon ausgegangen
wird, reichen diese Bedingungen aus, um ein globales Ergabwarten zu kdnnen. Ansonsten
existiert ein Indexg mit ¢ € AY) N E, fur den gilt}\éj) < 0. In diesem Fall wirdg(x) dartiber
reduziert, dass die-te Nebenbedingung inaktiv wird. Dasmuss aus der Mengd genommen
werden, und der Algorithmus kann mit dem Losen des Optimigsproblems mit nun neuen Glei-
chungsnebenbedingungen fortfahren. Existiert mehr altneiexq, fur den giItAgj) < 0, so wird

_ NG

q = i&l%lE)\i (2.33)
genommen. Die Abbildung 2.4 gibt einétberblick ilber den Algorithmus.
Beispiel 2.8.4.Ein quadratisches Optimierungsproblem besitzt die Begregenxz > 0 und die
Nebenbedingung”z > b. Im Punktz(!) sind die beiden Begrenzungen > 0 undz, > 0 aktiv
undz [8st das OG (2.31) direkt. Bei der Bestimmung der Lagrangétiplibiatoren wird festge-
stellt, dass die Nebenbedinguag > 0 einen negativen Lagrange-Multiplikator besitzt. Aus dias
Grund wird die Nebenbedingung wieder inaktiv gesetzt, 3 dan nur noclx; > 0 aktiv ist. Die
Losung des nun neu entstandenen OGs @&t wobeid = (2 — (1) ist. (3 ist ein modglicher
Punkt, und somit wird:() als rachste Bsungsriiglichkeit angenommen. Nachdem ein weiteres
Mal die Lagrange-Multiplikatoren bestimmt wurden, wirdtigestellt, dass nun die Nebenbedin-
gungz; > 0 einen negativen Multiplikator besitzt. Die Nebenbedirggwird inaktiv gesetzt. Die
Losung des nun wiederum neu entstandenen OGS, istas aber keine iigliche Losung unter den
gegebenen Nebenbedingungen ist. Somit wird die Suchmighifoer s = z* — 2(2) bestimmt.
Bei der Suche entlang dieser Richtung (2.32) wiftl als bestrigliche Lbsung gefunden. Hiermit
wird die Nebenbedingung”z > b aktiv. Daz(®) das aktuelle OG nichidist, Kdnnen auch keine
Lagrange-Multiplikatoren bestimmt werden, aber stattéeswird das eigentliche OG @sit, und
es ergibt sich:(¥) als rachste Anaherung an die globaledsung. Die Bestimmung der Lagrange-
Multiplikatoren ergibt, dass:() die Losung des Optimierungsproblems unter Ungleichungsneben-
bedingungen ist, und der Algorithmus bricht ab.
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Gegeben sing:; und A

6 = 0 16st nicht (2.31)
Y N

Bestimmen der Lagrange-Multiplikatorexi’)

Abbruch des Algorithmus mit Entfernen vony aus der
dem Ergebnisc* = () MengeA

Lésen von (2.31), uns'?) zu bestimmen

Bestimmen vorw?) durch Losen von (2.32)

Solltea?) < 1 sein, fiigep zu A hinzu

Solangen’) #£ 0

Abbildung 2.4: Nassi-Shneidermann-Diagramm zur Methode des aktivermBatees

Abbildung 2.5: Grafische Darstellung des Beispiels 2.8.4



Kapitel 3

Ausreil3ererkennung

3.1 Motivation

Bei einer Datenanalyse werden alle gegebenen Datenpuirilkie aie Berechnung aufgenommen.
Hierbei ware es von Vorteil, wenn man diejenigen Datenpeydtie aus der groben Struktur der ge-
samten Punkte herausfallen, eliminieren kdnnte, um bedsgebnisse erzielen zu kdnnen. Diese
Punkte werden im Folgenden gl8usreiler bezeichnet. Solche Ausreiller konnen zu Fehlinter-
pretationen der Daten fuhren.

Zur Veranschaulichung wird im Folgenden eine Least-SeuAmproximation auf einer Menge von
Daten durchgefuhrt. Der Datensatz hat folgende Struktur:

100 o
80
60

40+

20+ o

0 2 2 6 8 10
Abbildung 3.1: Datensatz mit Ausreil3er

In der Abbildung 3.1 ist zu erkennen, dass der siebte Datekipein Ausreil3er sein muss. Er
fallt aus der globalen Struktur der restlichen Punkte iir&ihrt man nun eine Least-Squares-
Approximation mit der Modellfunktionf(z) = a - 22 + b - = + ¢ durch, so wirkt sich die lokale
Ungenauigkeit des Punktes auf die globalen KenngroRen e@st-Squares-Approximation aus,
was in Abbildung 3.2 auch zu erkennen ist.

19
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100 o

80

60

40+

20+

0 2 4 6 8 10
Abbildung 3.2: Least-Squares-Analyse fur einem Datensatz mit einemeier

Findet man nun ein Verfahren, welches diesen AusreiRenptkeo kdnnte man ihn eliminieren.
Wie man in der Abbildung 3.3 erkennen kann, wird damit die l@atader Approximation um ein
Vielfaches gesteigert.

100 /3

80

60

40

20+

03 i 5 5 o
Abbildung 3.3: Least-Squares-Analyse fiir einem Datensatz ohne Ausreil3e

In diesem Beispiel wird deutlich, dass Ausreil3er einen lditieen Einfluss auf die Analyse der
Daten haben konnen. Dies liegt im Wesentlichen daran, diasseisten Analysen fir jeden Da-
tenpunkt eine gleiche Gewichtung annehmen und somit fiigre3e Fehler fir wenige Punkte zu
schlechten Approximationen.

Die Hauptschwierigkeit bestehen nun darin, die lokalenrgiker mathematisch zu erkennen und
zu beurteilen, ob deren Abweichungen als signifikant zualsbten sind, oder ob es sich bei deren
Schwankungen um Ubliche Ungenauigkeiten handelt. Diedlgdhden beschriebenen Methoden
und Algorithmen basieren auf [13], [12] und [14].
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3.2 A priori Ausreil3erbestimmung

Ein erster Ansatz zur Erkennung von Ausreilern vor einer réximation konnte der

euklidische Abstand jedes einzelnen Datenpunkies= (z;1,...,2;;,y;) zum Datenzentrum
zZ=(Z1,...,7,9) Sein.

Definition 3.2.1 (Euklidischer Abstand). Der Euklidische Abstand d(a,b) zweier Punkte
a=(ai,...,a,)undb = (by,...,b,) ausR" ist definiert als

d(a,b) = \/(a1 —01)2+...+ (ar — by)?

Istz; = (zi1,...,2i,¥), i = 1,...,n einer der Datenpunkte und sind, . . ., 7;, 7 die arithme-
tischen Mittel, so misst

d(zi7) = [ (@0 — T2 + .+ (g — T + (i — 92

den euklidischen Abstand der Beobachtumg = (z;1,...,2;;,¥;) vom Datenzentrum
zZ=(T1,..-.,T1,7).

Dass diese Art der Ausrei3erfindung nicht optimal ist, zseigh schon in Abbildung 3.1. Hier ist
der Euklidische Abstand des Ausreil3ers zum Datenzentruimgge als der Abstand manch anderer
Datenpunkte, die nicht als Ausreil3er zu deklarieren sind.Absrichtung der Punktwolke ist hier
nicht beachtet worden. Will man auch die Ausrichtung dereDptinkte mit in die Bestimmung
einflieRen lassen, konnte die sogenanahalanobis-Distanz’A(z;,z) zum Erfolg verhelfen.
Hierbei wird dem Euklidischen Abstand eine Gewichtungridiie inverse Kovarianzmatrix bei-
gefugt. Dabei kann man die Streuungen in Richtung der setédlichen Koordinaten-Achsen mit
berticksichtigen.

Definition 3.2.2 (Mahalanobis-Distanz). Gegeben sind die Datenpunkig = (x;1,. .., %, Yi)

fur< = 1,...,n und die zugebrigen arithmetischen Mittet,,...,7;,y. Unter x; ;. ist y; zu
verstehen. Diguadrierte Mahalanobis-Distanz eines Datenpunktes; = (z1,...,2;+1,) Zum
Datenzentrun = (z1,...,Z;11) ist definiert als
_ T -1 _
Zi1 — T1 al ... Q1041 Ti1 — X1
AQ(ZZ',E) = . .
i+l — Ti4+1 A1l - G141 Til41 — Ti41

wobei fir a; ; gilt

I+1
% . Z (xi,k — Ti)Q fur ¢ = i
@i g 7
I (kzl T RTjk — lw_z‘w_]) fur i#j

Eine Standardisierung der Daten auf Mittelwert O und Varidrvereinfacht die Berechnung der

Mahalanobis-Distanz. Geometrisch lasst sichldieergang vom Euklidischen Abstand zur Maha-
lanobis-Distanz so interpretieren, dass man die ersteeAchsAchse) des Koordinatensystems in

Richtung der starksten Streuung des Datensatzes dretiedas gedrehte Koordinatensystem legt
man nun um den Datensatz keinen Kreis, sondern eine Ellzss dieser Ansatz der Ausreil3erer-
kennung nicht immer von Vorteil ist, ist in Abbildung 3.4 zkennen.
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Abbildung 3.4: Datensatz mit einem niclatuRerhalbder Ellipse liegenden Ausreil3er

Der mit einem Kreuz markierte Datenpunkt liegt eindeutichhin der globalen Struktur aller an-
deren Datenpunkte. Er kann aber auch nicht von den anderétdPudurch Einfligen einer Ellipse
getrennt werden. Es wird die Approximation des komplettateDsatzes bendtigt, um eine Aussage
treffen zu kdnnen, ob ein Punkt Ausreil3er ist oder nicht.

3.3 A posteriori Ausreil3erbestimmung
Nach einer Approximation haben alle Datenpunkte die eeftéttModellfunktion beeinflusst. Ziel

ist es nun, aus diesen Einflussen Ruckschliusse auf die dexgeinzelnen Datenpunkte zu ziehen
und demnach gegebenenfalls Ausreil3er aus der Datenmerayshenehmen.

3.3.1 Lineare Modelle

Aus Vereinfachungsgriinden werden zunachst nur lineargéelle der Form

y = X-a 3.1
mit
1 oz 23 ... af ai
X=1: : = - a= : (3.2)
1z, 22 xh ap

in Betracht gezogen. Die MatriX wird als Designmatrixoder auchRegressormatridezeichnet.
Falls X vollen Rang hat, lautet der durch die Optimierung entstaedeshler:

d; = Var(yi— M(a,z;))

7

= o2. <1 — xZT (XTX)_1 ZCZ> (3.3)
—_————
hii

Satz 3.3.1 (Hat-Matrix). Die Matrix H wird als Hat-Matrix bezeichnet, soferiirfsie gilt:
H = X (x"x)"'x7 (3.4)

Die Diagonalelemente werden niif; bezeichnet.
Bemerkung 3.3.2.Die Matrix H besitzt die Eigenschaft eine Orthogonalprojektionsmatti sein,
d.h.:

HT = H H?=H

)
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Aufgrund von Bemerkung 3.3.2 gilt:

rang(H) = tr(H) = ‘_1hz’i = p

)

Fur jedesh;; sollte also idealerweise gelteh;; ~ %
Definition 3.3.3 (Hebelpunkte). Ein Datenpunkt:; wird als Hebel punkt oderhigh leverage point
bezeichnet, wenn gilt:

hy > 2.2 (3.5)
n

Ist ein Datum ein Hebelpunkt, so ist dies ein Indizdinen Ausreil3er.

Ist ein Datenpunkt keikiebelpunktkann erimmer noch aus der Struktur der restlichen Datdgpun
te herausfallen. Aus diesem Grund miissen welthrerlegungen zur automatischen Ausreil3erer-
kennung angestellt werden.

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass:diéerte eines Datums auf jeden Fall korrekt sind.
Um nun Datenpunkte zu identifizieren, die einen starken Esfauf die Lage der Regressionsge-
raden ausiiben, muss uberprift werden, ob es sicli ben einen,uniiblicheri Wert handelt. Eine
Moglichkeit sich diesem Problem zu nahern, ist Uber désiBuen. Man muss dabei aber bedenken,
dassHebelpunktezu tendenziell kleineren Residuen fuhren. GroRe Hebklwiy hat gerade zur
Folge, dass die Regressionskurve naher an den entspdechBratenpunktherangezogeénwird.

Fur eine optimale Approximation sind die Varianzen der Residuep immer gleich, also
Var(r;) = o2. Es lasst sich nun zeigen, dass die Residyemwischen den Datenpunkten und der
Kleinsten-Fehlerquadrat-Approximation  unterschidwic Varianzen besitzen, und zwar
Var(#;) = 0?(1—h;;). Daher sollten die Residuen beziiglich der Kleinsten-€gladrat-Approxi-
mation mit Hilfe ihrer Varianzen standardisiert werden:

o T

7y = T (3.6)
In 3.6 sind und+#; nicht unabhangig voneinander, was bedeutet, dasshauegrosserd fuhren.
Diese Eigenschaft wirkt sich ungiinstig auf die Verteildegr; aus, denn sie sind somit nicht mehr
t-verteilt. Deshalb geht man zu den studentisierten Residber.
Definition 3.3.4 (studentisierte Residuen)Als studentisierte Residuen (studentized residuals oder
auch studentized deleted residuals) werden diejenigeidiRasbezeichnet, die mit Hilfe ihrer Vari-
anz standardisiert wurden, wobgidurché _;) ersetzt wirds_; ist eine Anaherung vorr unter
Ausschluss vofy was dazuifhrt, dassr; ¢-verteilt ist.

A~

Ak i
= -~ tn=1-=2 3.7
rl /\(_i) /—1 h“ (n ) ( )

n ist hierbei die Anzahl der Datenpunkte uhdie Dimension des-Vektors eines Datenpunktes.
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Da die studentisierten Residueéiverteilt sind, lassen sich Ausreil3er mit einem einfachigmif-
kanztest identifizieren, und zwar als Werte mit
il

7] > taayn—1-2) (3.8)

1-a
2n
wobei a dem Signifikanzniveau entspricht. Die Division durghtragt der Tatsache Rechnung,
dass implizitn simultane Tests durchgefiihrt werden. Da groRe Quantitead$ in Tabellen der
t-Verteilung fehlen und es in Computerprogrammen zu aufligaware, diese immer wieder korrekt
Zu bestimmen nutzt man Bemerkung 3.3.5.

Bemerkung 3.3.5. Besitzt ein Datum ein studentisiertes Residutinfir dass gilt

7> 2 (3.9)

so ist dies ein Indizlir einen Ausreiler.

3.3.2 Nichtlineare Modelle

Fur den Fall, dass die zugrundeliegende Modellfunktiarhniinear ist, kdbnnen die Erkenntnisse
aus Abschnitt 3.3.1 ebenfalls genutzt werden. Hierzu musslie ModellfunktionM linearisiert
werden, so dass sich die Designmatkixwie in (3.10) gezeigt verandert.

OM(a1,...,ap,21) OM(a1,...,ap,21)
oai e Odap
X = z ; (3.10)
81\/1(a1,...,ap,:vn) ajvj(alv"'vapvxn)
a1 tt aap

Abbildung 3.5: Grafische Darstellung der Linearisierung
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3.4 Fazit

In diesem Kapitel wurden drei Verfahren zur automatischesrgi3ererkennung vorgestellt.

1. Mahalanobis-Distanzen (a priori)

2. Hebelpunkte (a posteriori)

3. studentisierte Residuen (a posteriori)
Man kann nicht von einem optimalen Verfahren sprechen, ¢eates Verfahren besitzt seine Vor-
und Nachteile. Erst die Kombination der drei Verfahrenrfidum gewiinschten Erfolg. Bereits
vor einer Approximation kann die Mahalanobis-Distanz denwerden, um erste Ausreif3er zu
erkennen. Leider achtet sie aber nur bedingt auf die Struléu Datenpunkte. Die beiden bri-
gen Verfahren sind dazu in der Lage, benotigen aber vor Mtzung eine Approximation. Im
Programmpaket zu dieser Arbeit sind alle drei Verfahrenémgntiert.



Kapitel 4

Methoden der Differentiation

4.1 Einleitung

Zur Anwendung der in Kapitel 2 und 3 vorgestellten Verfahnerden Methoden zur Differentati-
on benotigt. Im Computeralgebrasystem Maple stehen demitBer zwei verschiedene Arten der
Differentiation zur Verfiigung, die in diesem Kapitel veriellt werden. Zum einen ist das digm-
bolische Differentiationdie sicher die bekanntere der beiden Differentiatioesaidt, zum anderen
die automatische DifferentiatiorSie ist eine Verallgemeinerung dgymbolischen Differentiation
denn mit ihr ist es nicht nur moglich Ausdriicke (Formelbyaleiten, sondern auch Prozeduren,
bzw. allgemeine Programme. In den folgenden Abschnitted beispielhaft die Funktion

flx1,29) = cos(x1) +x1 - 20 + €™} (4.2)

auf beide Arten differenziert.

4.2 Symbolische Differentiation

Die symbolische Differentiation kann als klassische Défgiationsmethode bezeichnet werden.
Sie basiert auf den Differentiationsregeln der Analysswitd die zu differenzierende Formel (4.1)
als Graph (siehe Abbildung 4.1) interpretiert, um auf diedie Differentiationsregeln anzuwenden.

@

) &y
N
& & &

Abbildung 4.1: Graph zusymbolischen Differentatioron Formel (4.1)

Das Ergebnis der symbolischen Ableitung ist wieder einekian. In Maple kann disymbolische
Differentiation mit der Prozedudiff  durchgefiihrt werden. Die symbolischen Ableitungen nach
x1 bzw. 24 ergeben:

26
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> di ff( f(x[],X[2]) , X[1] );
(—sin(x1) + x2)e™t + (cos(x1) + x122)e™!

> di ff( f(x[1],x[2]) , X[2] );

Tt

4.3 Automatische Differentiation

Die automatische Differentiatigrauch algorithmische Differentiation oder Differentiativon Al-
gorithmen genannt, versucht, im Gegensatz sumbolischennicht nur symbolische Ausdriicke
sondern Programme abzuleiten. Ziel ist es also zu einenr&@rog P ein Programn® P zu finden,
das die Ableitung vorP exakt berechnet.

Der wesentliche Unterschied dautomatischen Differentiationur symbolischerist, dass diesym-
bolische Differentationbasierend auf Graphen, Formeln ableiten kann, wahrendutibmatische
Funktionen als Prozeduren betrachtet und geeignete Abisprozeduren bestimmt.

Die Compiler der meisten Programmiersprachen sind nicheimLage, komplexe mathematische
Ausdriicke auszuwerten. Deshalb zerlegen sie die Funkiietementare Ausdriicke und werten
diese dann aus. AnschlieRend werden die Teilergebnisskemnzesammengefigt.

Gleiches macht Maple bei dautomatischen Differentiatiorzunachst wird die Funktion bzw. das
Programm in eine Prozedur elementarer Ausdriicke aufitespDies wirde fur unsere Beispiel-
funktion (4.1) bedeuten:

f := proc(x_1,x_2)
local t1, t2, t3, t4, t5, t6;
t1 := cos(x_1);
t2 = x 1 * x 2;
t3 = exp(x_1);
4 = t1 + t2;
t5 = t3 * t4;
end proc;

Abbildung 4.2: Prozedur mit Elementarausdriicken zur Beispielfunktibb)

Die automatische Differentiatioist zu weit mehr in der Lage, als hier in diesem Beispiel baseh
ben. Sie kann nicht nur Elementarfunktiongsin, cos, exp, Voo .} ableiten, sondern sie besitzt
auch die Moglichkeit komplexere Programme mit Schleifexd Wbfragen zu differenzieren. In
dieser Arbeit wird sich aber auf die Differentation von Ebtarfunktionen beschrankt. Fur die
automatische Differentiatioaxistieren die beiden Methodéorward modeundreverse modeDie-
se werden nun kurz vorgestellt.

4.3.1 forward mode

Beim forward modeder automatischen Differentiation wird in der Prozedujeder Anweisung

u = g(v1,...,v,) €ine Anweisung., := gp(vi,...,v,) vorangestelltgp(vy, ..., v,) ist hierbei
die formale Ableitung vory (v, . .., v,) bezuglich einer Variablen und, . . . , v,, sind die lokalen
Variablen oder formalen Parameter. Der letzten Anweisuing micht die Ableitung vorangestellt,
sondern sie wird durch die Ableitung ersetzt. Sollten begdi Vorgehensweise unnotige Berech-
nungen entstehen, werden diese zur Effizienzsteigerunidgohpes. Besitztf alsom Anweisungen,
so erhalt man fir ihre Ableitungsprozedur bis Zum — 1 Anweisungen. In Maple wird diese
Differentiationsprozedur mit dem Operafderzeugt.
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> Dfl := D[1]();
Df1 = proc(z_1, z_2)
localt1, t2, t3, t4, tlx_1, t2x_1, t3zx_1, tjx_1;
tlx_1 := —sin(z_1);
t1 :=cos(z_1);
t2x_1 :=z_2;
t2 =x_1xx_2;
t3r_1 :=exp(z_1);
t3 = t3x_1;
thx_1 :=tix_1 + t2x_1;
t4 =tl +12;
t3x_1 x t4 + t3 x t4x_1
end proc

Abbildung 4.3: Prozedur fur die Ableitung voyi nachz;

Das die gerade erzeugte Prozedur korrekt ist, kann Ulergeiden, indem man von der mit dem

Kommandadiff  erzeugten Ableitung die mit dem Operaferzeugte Ableitung abzieht.

> diff(f(x_1,x_2),x_1)-Df1(x_1,x_2);
0

4.3.2 reverse mode

Der forward modeAlgorithmus bekommt immer eine Eingangsvariable und bevet Schritt fur
Schritt die partiellen Ableitungen der einzelnen Elememiadriicke. Dereverse modgeht den
umgekehrten Weg. Zunachst durchlauft er zur BestimmuergFdinktionswerte alle Elementar-
funktionen. Im zweiten Schritt wird die Prozedur noch eihimaimgekehrter Richtung (rliickwarts)
durchlaufen, um die partiellen Ableitungen beziglich Begebnisvariablem; zu erstellen. Hierfur
werden die Elementarfunktiongpdurcht; mit ¢; = g—z ersetzt.

Der Vorteil desreverse modgegeniber derforward modeist also, dass nicht nur die Ableitung
bezuglicheiner sondern bezuglichller Variablen berechnen werden kann. Im Allgemeinen werden
mit ihm auch effizientere Programme erzeugt. Er kann abét aigf Prozeduren mit unbestimmten

Schleifendurchlaufen angewandt werden, was Heimvard modemdglich ist.

Beide Verfahren sind in der FunkticBRADIENTaus dem Paketodegen implementiert. Um
den Effizienzunterschied zwischen den beiden Verfahreremeutlichen, wird die Prozedur (Ab-
bildung 4.2) mitGRADIENTnhach beiden Verfahren differenziert. Im Gegensatz Iu@perator
berechnet di&&GRADIENTFFunktion immer die Ableitungen nach allen Variablen.
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forward mode:

> f_forward :

= codegen:-GRADIENT (f, mode=forward);

f-forward := proc(z_1, x_2)

local dt1, di2, dt3, dtf, t1, 2, t3, t}, 5, t6:
dt1 := array(1..2);
dt2 := array(1..2);
dt3 := array(1..2);
dt4 := array(1..2);
dt1y = —sin(z_1);

)

dt]z = 0;

t1 :=cos(z_1);
dt2, = x_2;

dt2¢ = x_1;

t2 =z 1 xx_2;
dt3, :=exp(z_1);
dt34 :=0;

t3 = exp(z_-1);

dt41 = dtl1 + dt2q;

dtf o = dtl1o + dt2s;

ty =tl +12;

return t4 x dt31 4+ t3 « dt4, t4 * dt32 + t3 * dt4 4
end proc

Abbildung 4.4: Ableitung der Beispielfunktion (4.1) mforward mode

reverse mode:

> f_reverse

local dfr0,

t4y =11
dfr0 =

end proc

:= codegen:-GRADIENT(f, mode=reverse);

f-reverse := proc(xz_1, x_2)

t1, 12, 13, t4;

t1 :=cos(z_1);
t2 :=x_1 xx_2;
t3 = exp(z_1);

+ t2;
array(1..4) ;

dfr0, =13
dfr05 :=t4 ;
dfr0y := dfr0,;
dfr0y := dfr0,;
return dfr0s x exp(x_1) + dfr0y * £_2 — dfr0, * sin(z_1), dfr0q* x_1

Abbildung 4.5: Ableitung der Beispielfunktion (4.1) mieverse mode

Dass beide Verfahren zum selben Ergebnis fuhren zeigtiéddoig 4.6.
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> f_forward(x_1,x_2);
1 (cos(z_1) + v_1 x_2) + e*! (—sin(z_1) + v_2), e*! z_1
> f_reverse(x_1,x_2);
e®! (cos(z_1) +x_12.2) +e*1 2.2 — "I sin(z_1), e* z_1
> expand(f_forward(x_1,x_2)-f reverse(x_1,x_2));
0

Abbildung 4.6: Ergebnisvergleich voforward mode undreverse modd/lethode

Die Rechenkosten der erzeugten Ableitungsprozedurenekbmit der Funktiorcost , die sich
ebenfalls imcodegen Paket befindet, ermittelt werden.

> codegen:-cost(f_forward);
14 storage + 16 assignments + 16 subscripts + 4 functions + 6 additions + 5 multiplications
> codegen:-cost(f_reverse);
8 storage + 9 assignments + 10 subscripts + 4 functions + 3 additions + 5 multiplications

Abbildung 4.7: Kostenvergleich voiforward mode undreverse modd/ethode

Es ist zu erkennen, dass daserve moddlethode effizientere Ableitungsprozeduren erzeugt.

4.4 Fazit

Im Programmpaket zu dieser Arbeit wird die symbolische ééhtiation angewandt. Die bei der
Berechnung von restringierten nichtlinearen Ausgleiobisiemen zu differenzierenden Ausdriicke
haben die Gestalt voginfachernFunktionen. Hierbei besitzt die automatische Differditiakeine
Vorteile gegeniiber der symbolischen. Die Implementigrdar symbolischen Differentiation ist
ein wenig einfacher, was die Entscheidung fir diese AriAd#eitungsberechnung gegeben hat.



Kapitel 5

Programmiertechniken in Maple

5.1 Einleitung

Im folgenden Kapitel werden die Programmiertechnikeawdit, die zur Erstellung des Programm-
paketes genutzt wurden. Zunachst wird das Prozedur- urdiMonzept vorgestellt. Diese beiden
Konzepte waren notwendig, um das Programmpaket effizihtibersichtlich zu programmieren.
Desweiteren wird gezeigt, wie in Maple Quellcode fur FamtrC oder andere Programmierspra-
chen generiert werden kann. Diese Funktionalitat wirdotighh um Quellcode fur externe Rou-
tinen zu erzeugen. Nachdem diese Routinen compiliert warkignnen sie in das Maple-System
integriert und dann wie jede andere Maple-Funktion genwéztien. Diese Einbindung wird eben-
falls beschrieben. Abschlie3end wird noch ein Einblickim@UI-Oberflache von Maple, Maplets
genannt, gegeben.

5.2 Prozeduren

Wie in jeder hdheren Programmiersprache ist es auch indiapiglich, Sequenzen von Befehlen
zusammenzufassen. Eine solche Zusammenfassung wird ile Meqzedur genannt. Eine Proze-
dur wird wie folgt definiert ([16]):

Prozedurname :=  proc(Parameter )
| ocal L;
gl obal G;
options O;
description str;
Prozedurk orper
end proc;

Abbildung 5.1: Syntax einer Prozedur

Jede Prozedur kann einen eigenen Namen besitzerPrdeadurnamenUber diesen Namen wird
spater auf die Prozedur zugegriffdsber die Liste deParameterkdnnen im Programmablauf der
Prozedur Werte (call-by-value) Ubergeben werdenPtozedurlrper werden dann alle gewiinsch-
ten Anweisungen nacheinander aufgelistétter L werden alle Variablen deklariert, die nur lokal
in der Prozedur existieren sollen. Variablen, die globediehbar sein sollen, missen Ulé&ange-
geben werderlUber O kdnnen der Prozedur verschiedene Optionen iibergebatewend mitstr
kann man die Prozedur beschreiben. Die Bezeichn&; O undstr sind nur optional und missen
bei den Prozeduren nicht angegeben werden. Funktionemekdin Maple Uber die Pfeil-Notation
definiert werden.
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f = x -> sin(x);

Intern werden diese Funktionen allerdings als Prozedweelisiert. Diese Funktion entspricht fol-
gender Prozedur:

f .= proc(x)
sin(x);
end proc;

Ein Beispiel fur eine Maple-Prozedur kdnnte lauten:

f .= proc(x::name, n:posint)
| ocal i, erg;
gl obal v;

opti on Copyright;

descri pti on summation ;

erg = sum(x[i] + y[i], i=1..n );
end proc;

Abbildung 5.2: Ein Beispiel fur eine Maple-Prozedur

5.3 Das Modulkonzept

Um mehrere Prozeduren zusammenfassen zu konnen, nutafloturie. Diese Blockbildung fin-
det hauptsachlich in folgenden Gebieten Anwendung:

e Einkapselung von Daten
e Definition von Paketen

Modellierung von Objekten

Generische Programmierung
Die Syntax eines Moduls besitzt folgende Struktur ([17]):

Modulname := nodul e( Parameter )
| ocal L;
export E;
gl obal G;
options O;
description str;
Modulk orper

end nodul e;

Abbildung 5.3: Syntax eines Moduls

Die Syntax ahnelt weitgehend der Syntax der Prozeduratzidger Unterschied ist die optionale
Angabe vorE. Hierliber kdnnen einzelne Prozeduren aus dem Modutkdip die Umgebung be-
kannt gemacht werden. Alle nicht zu exportierenden Prazsdsind nur im Modul selbst bekannt.
Ein einfaches Beispiel eines Moduls:
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Generator = nmodul e()
descri pti on "Stringgenerator"”;
export genstring;
| ocal counter;

counter = O;

genstring = proc()
counter:=counter+1;
string||counter;
end proc;
end nodul e;

Generator :- genstring();

Abbildung 5.4: Ein Beispiel fur ein Maple-Modul

5.4 Generierung von Quellcode

Maple bietet die Moglichkeit, Ausdriicke, Prozeduren dwtule in eine andere Programmierspra-
che zu Ubersetzen. Dieses Feature kann genutzt werdem, Miaile programmierte Algorithmen
in ein bereits existierendes Programm einer anderen Rrogi@sprache einzufiigen, oder ein-
fach um eine schnellere Ausfuhrung von Algorithmen zuregém. Es existieren Schnittstellen zu
C, Fortran, Java, Matlab und VisualBasic. AuBerdem bestiehMoglichkeit, sich Schnittstellen
fur andere Programmiersprachen selbst zu definieren. Bagdmpaket zur Generierung lautet
CodeGeneration und besitzt folgende Syntax:

CodeGenerati on[ L] ( expression, options )

Der Platzhaltet steht fur die gewilinschte Programmiersprache, iregpressiorgeneriert werden
soll. Furexpressiordurfen aber nicht nur einfache Ausdriicke stehen, sondech Funktionen,
Prozeduren, Module, etdIberoptionskann man gewiinschte Nebenbedingungen, die bei der Co-
degenerierung eingehalten werden sollen, mit Ubergeben.

Um einen Eindruck Uber dieses Feature von Maple zu bekomioighein kleines Beispiel. Es soll
eine stuckweise definierte Funktignn Fortran generiert werden.

f := proc(x:numeric )
if x>0 then cos(x) else x3+1 end if;
end proc:

CodeCGeneration[Fortran] (f);

Abbildung 5.5: Beispiel fur eine Quellcodegenerierung

Dabei erhalt man folgenden Fortran-Quellcode:
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doubleprecision function f (x)
doubleprecision x
if (0.0DO .It. x) then
f = cos(x)
return
else
f=x*3 + 0.1D1
return
end if
end

Abbildung 5.6: Ergebnis des Beispiels in Abbildung 5.5

5.5 Einbinden von externen Routinen

Das Maple-System ermoglicht es dem Nutzer, externe Ctrdforund Java-Routinen einzubinden.
Die Anbindung externer Routinen hat den Vorteil, dass melm sum einen die Algorithmen nicht
selber erarbeiten muss, und zum anderen, dass eine Penf@8teigerung moglich ist (siehe
[15]).

Als Basis fur die Kommunikation zwischen externen Routined Maple dieneshared Librari-

es Diese Bibliotheksdateien sind zwar nicht plattformuréadiig, jedoch ist es mit desystem -
Kommando moglich, diese Dateien aus einem Maple-Workdte@us zu erzeugen.

Beim Einbinden einer externen Routine ist darauf zu acldass Maple die gewiinschte Shared
Library auch findet. Hierzu muss man der globalen Shellalde LD_LIBRARY_PATHdas Ver-
zeichnis, in dem sich die gewiinschte Datei befindet, mirgdben. Dies sollte auf Shell-Ebene
erfolgen.

export LD _LIBRARY_PATH=$LDLIBRARY_PATH:Verzeichnis

Zum Einbinden nutzt man dann die Funktidefine _external , die folgende Syntax besitzt:

def i ne_ext er nal ( FunctionName,
LANGUAGE,
argl::itypel,

argN::typeN,
options,
" LI B' =LibraryName ) ;

Abbildung 5.7: Aufruf-Syntax derdefine _external -Funktion

Fur den PlatzhalteFunctionNamemuss man den Namen der einzubindenden Funktion einsetzen.
Uber LANGUAGEwWird die Sprache angegeben, in der die Funktion geschriabemd iiberLi-
braryNameder Name der Shared-Library-Datei, in der sich die gewfiitesEunktion befindet. Die
Angaben der Argumentargl bisargN und deren TypetypelbistypeNsind optional und missen
der einzubindenden Funktion angepasst werden. Ein klddeéspiel, wie eine Fortran-Routine
eingebunden wird, lautet:
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function addieren( zahll, zahl2 ) result(erg)
integer, intent(in) :: zahll
integer, intent(in) :: zahl2
integer :: erg
erg = zahll + zahl2
end function addieren

Abbildung 5.8: Ein externes Fortran-Programm

Fur diese Funktion muss nun zunachst eine Shared Libragugt werden. Auf einem Linux-
System konnte dies beispielsweise mit dem Kommai®@o-o fortran.so -shared fortran.fo0
geschehen. Nun kann die Funktion in das Maple-System miEdektiondefine _external
eingebunden werden:

def i ne_ext er nal (addieren,
FORTRAN,
zahll::integer[4],
zahl2::integer[4],
RETURN::integer([4],
" LI B' ="fortran.so" );

Abbildung 5.9: Beispiel zur Einbindung von externen Routinen

Jetzt kann die externe Routine wie eine Maple-Funktion smigehen werden:

addieren(17,4);
21

5.6 Erzeugen von Maplet-Anwendungen

Das PakeMaplets bietet dem Anwender die Modglichkeit, eigene grafische Basmoberflachen
fur Maple-Programme zu erzeugen. Die Maplets sind keimtZriir die Worksheet-Oberflache.
Vielmehr bieten sie dem Programmierer, der sich mit dem Bt&ylstem auskennt, die Moglichkeit
Anwendungen mit Oberflachen zu erstellen, um diese and&aatzern zur Verfligung zu stellen.
Eine solche Vorgehensweise kann erforderlich sein,

e wenn sich die Benutzer nicht mit dem Maple-System ausegraetzen mochten,
¢ weil der gewiinschte Algorithmus vielleicht sehr komplsix i

¢ weil die Benutzer nicht mit der Maple-Syntax vertraut siader dennoch Maple-
Funktionalitaten nutzen wollen.

Das Maplets -Paket ist zwar neu, aber dennoch bereits zu umfangreichallerEinzelheiten
hier zu erklaren. Deshalb wird an einem kleinen Beispiel Wesentliche Struktur der Maplet-
Programmierung dargestellt.
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use Mapl et s[El enents] in
maplet ;=  Mapl et (
BoxCol um(
BoxRow( "Is this your first Maplet?" ),
Box Row(
Butt on("Yes", Shut down("Yes" )),
But t on( "No", Shut down( "No" ))
)
)

)
end use:
Mapl et s[ Di spl ay] ( maplet ) ;

Abbildung 5.10: Beispiel eine Maplet-Anwendung

Alle ,Bauteile” die bendtigt werden, um eine Maplet-Anwendungestellen befinden sich in dem
PaketMaplets[Elements] . Hierzu gehoren unter anderem die FunktiomMdaplet , Box-
Column und BoxRow sowie Button und Shutdown . Mit der FunktionMaplet erstellt man
sich die Oberflache, in der alle weiteren Funktionen angelewerden konnen. Um das Maplet
zu strukturieren, kann man mit den FunktiorgoxRow und BoxColumn die Oberflache in Zei-
len und Spalten aufteilen. In den beiden Funktionen kormem durch Kommata getrennt, alle
Elemente folgen, die in der entsprechenden Zeile / Spadteheinen sollen. In diesem Beispiel
wurden in eine Zeile ein Stringls this your first Maplet?“und in eine zweite Zeile zwei Knopfe
eingefugt. Die Buttons werden Uber die FunktiBuotton erzeugt. Diese Funktion bekommt als
erstes Argument einen String, der auf dem Knopf erscheialknusid als zweites eine Aktion, die
beim Betatigen des Buttons ausgefiihrt werden soll. BeidmeButtons wird das Maplet mit der
FunktionShutdown beendet. Nur der Riickgabeparameter, eine Zeichenksttmterschiedlich.

Nach der Definition der Maplet-Anwendung kann man sie mifdarktionMaplets[Display]
anzeigen lassen.

Maplet :

Is this your first Maplet?

|Yes||Nu|

Abbildung 5.11: Beispiel einer einfachen Maplet-Anwendung

5.6.1 Dynamische Maplets

Leider ist es bei der Maplet-Programmierung nicht moglealif die Inhalte von Variablen zu rea-
gieren, daif -Abfragen oderfor -Schleifen in der FunktiorMaplet nicht ausgefuhrt werden
konnen. Man kann sich aber behelfen. In Maple missen Menanicht mit ihrem Typ dekla-
riert werden, was fur die Erstellung von dynamischen Miplen Vorteil ist. Man speichert sich
zunachst die gewiinschten Sequenzen auf eine Varialdebéiibefindet man sich aufRerhalb der
Maplet -Funktion und kann deshalb alle in Maple bekannten Routieutzen. In deMaplet -
Funktion muss jetzt nur noch die Variable mit der gewlinsct@equenz eingefligt werden.
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Es folgt ein kurzes Beispiel:

Punkt := ["13","17","23":
use Maplets[Elements] in
if nops(Punkt) > O then
Spalte:=BoxColumn(seq("x"|[i||"="]|(Punkt]i]),
i=1..nops(Punkt)));
else
Spalte := "Keine g ultiger Punkt vorhanden";
end if;
maplet := Maplet(
BoxRow(
Spalte,
Button("OK", Shutdown())
)
):
end use:
Maplets[Display](maplet);

Abbildung 5.12: Beispiel fur eine dynamische Maplet-Programmierung

Bei der Ausfuihrung erhalt man folgendes Maplet:

Maplet |/ =|O][x]
x1=13

x2=17 | OK
x3=23

1 I

Abbildung 5.13: Ergebnis des dynamischen Maplets aus Abbildung 5.12



Kapitel 6

Funktionalit at des Programmpaketes

6.1 Uberblick

Das dieser Diplomarbeit zugrundeliegende Programmpaketis den in den vorherigen Kapiteln
beschriebenen Bausteinen erstellt worden. Elearblick tber die verwendeten Elemente gibt die
Abbildung 6.1.

Programm zur
Nichtlinearen Optimierung
unter Nebenbedingungen

externe
Maplets Blbllotheksroutlne
(Fortran - NAG)

Stochastische Symbolische

Verfahren Differentiation
(AusrelBererkennung)

Abbildung 6.1: Im Programmpaket verwendete Elemente

Zur Losung des numerischen Verfahrens der nichtlineangtin@rung unter Nebenbedingungen
wird eine Bibliotheksfunktion aus der NAGfI90 Library genutWie man eine solche Bibliotheks-
funktion in Maple integrieren kann, ist im Kapitel 5 vorgeliit worden. Die Bibliotheksfunktion
bendtigt partielle Ableitungen der Modellfunktion. Hiér wurden im Kapitel 4 zwei Arten von
Ableitungsmethoden vorgestellt, die symbolische und di®raatische Differentiation. Die Ent-
scheidung in dieser Arbeit die symbolische Differentiatim nutzen, beruht auf der Tatsache, dass
es sich bei den zu approximierenden Modellfunktionen maist,einfache” Funktionen handelt.
Es kann also sowohl die symbolische Differentiation mit déf -Funktion also auch die auto-
matische Differentiation mit dem-Operator genutzt werden. Jedoch wurdedifeé -Funktion im
Kern von Maple implementiert, was in diesem Fall zu Effiziemteilen gegeniiber deBxOperator
fuhrt.

Das Programmpaket gliedert sich in zwei wesentliche Tegllbee. Zum einen in die stochastischen
/ numerischen Verfahren und zum anderen in die dariberigg grafische Oberflache, wobei die
Verfahren auch unabhangig von der grafischen Oberflaangzfeverden konnen (siehe Abschnitt
6.3).

Da die nichtlineare Optimierung mit Hilfe von externen Roat implementiert wurde, werden im
Folgenden die Interaktionen zwischen Maple und dem extelPmregramm beschrieben.

Es wird per CodeGenerator das Hauptprogramm erzeugt, asltie Bibliothek einbindet. Diese
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Modellfunktion g Ni chtlineare Optinierung Ergebnis
Datensatz - unt er Nebenbedi ngungen
symbolische define Ergebnis
Differentiation external
Mapl e- Ebene

Ext er ne Ebene

'Shared Library

’Hauptprogramm }-—{ Bibliothek

Unterfunktionen ‘

Abbildung 6.2: Einbindung des numerischen Verfahrens in Maple

Bibliothek benotigt noch weitere Unterfunktionen, digemanderem die partiellen Ableitungen der
Modellfunktion beinhalten. Die partiellen Ableitungenngen Uber die symbolische Differentiation
erzeugt und die Unterfunktionen dann wieder ilber den Cedeftor erstelltUber dassystem -
Kommando wird dieses externe Programm Ubersetzt und bise8 Library erzeugt. AnschlieRend
kann diese Library Ubeatefine _external in das Maple-Programm eingebunden werden. Von
nun an kann das externe Programm wie eine Maple-Funktiontgtewerden. Die Abbildung 6.2
gibt nochmals einebberblick iiber diese Vorgehensweise.

Im Modul NonLinearFit  befindet sich die Startoberflache, von der aus man alle Funstt des
Programmpaketes ansteuern kann. Die Hilfsroutinen sindorgiert in dem Modul
NonLinearFitTools gespeichert. Alle weiteren Routinen werden aufgeteiltinflunktionen
zur grafischen Oberflache und die numerischen Algorithnbee.Oberflachenfunktionen befin-
den sich in den ModulehNLF_### und die Funktionen, die die Algorithmen enthalten, befinden
sich in NLF ###Function . Alle Module sind in den gleichnamigen Dateien gespeicHeie-

se Aufteilung hat den Vorteil, dass die verschiedenenngitRoutinen voneinander abgekapselt
sind, und dass bei der Nutzung im Worksheet nicht unnotigekffonen mit eingebunden wer-
den missen. Die Oberflache zur restringierten nichtteare®ptimierung befinden sich im Modul
NLF_ApproxConstraint . Die dazugehorigen numerischen Funktionen sind im Modul
NLF_ApproxConstraintFunction zu finden. Funktionen, die in Abhangigkeit zum
Betriebssystem stehen, wie das Einbinden externer Raoutingerden in den Modulen
NonLinearFitLinux separat abgespeichert. Das Forschungszentrum Jilidtetbkeine
Windows-Lizenz fur die NAGfI90-Library, weshalb die Imphentierung fur Windows noch nicht
erfolgt ist. Da die Ausreil3ererkennung fur alle FittingtRinen zur Verfigung stehen soll, ist diese
in eigene Module abgelegt worden. Das Oberflachenmodtgtldll F_ Exclude und die dazu-
gehdrigen Funktionen liegen MLF_ExcludeFunction
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NonLi near Fi t Tool s —— NONLi near Fi t

/

NLF_Excl ude | NLF_Appr oxNonConst r ai nt

| NLF_Appr oxConst r ai nt |

NLF_I nt er pol ati on

| NLF_Excl udeFuncti on | | NLF_Appr oxNonConst r ai nt Funct i on |

| NLF_Appr oxConst r ai nt Functi on |

NLF_I nt er pol ati onFuncti on

NonLi near Fi t Li nux
NonLi near Fi t W ndows

/

Abbildung 6.3: Die Hauptmodule und deren Abhangigkeiten
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6.2 Die grafische Oberfache

Das Startpanel der grafischen Oberflache befindet sich inNdedul NonLinearFit ~ und kann
Uber die FunktiorNonLinearFitMaplet angesprochen werden. In Abbildung 6.4 ist das Ein-
gangsfenster dargestellt.

Package for solving
{linear/nonlinear) fitting problems

Interpolation Methods Approximation Methods
unconstrained constrained

Linear Fitting Method

Monlinear Fitting Methods

Information about Input Data

Number of Variables: |- Number of Data Points: -

Abbildung 6.4: Die Startoberflache des Programmpaketes

In der obersten Zeile des Fensters findet man die Operatigiemicht in direktem Zusammen-
hang mit einem Fit durch Datenpunkte stehen. Hierzu gatdst.adenund Anzeigen von Daten
sowie daBBeenderdes Programmpaketes. Des Weiteren ist es moglich, Ubefiulepf Excludeein
weiteres Fenster zu starten, mit dem man einzelne Datetguak der Datenanalyse ausschliel3en
kann (siehe 6.2.2).

Im mittleren Teil des Fensters sind die mathematischenatiegh aufgefiihrt, mit denen man die
Daten aus den eingelesenen Dateien verarbeiten kann.Kenlitbschnitt dieses Bereiches befin-
den sich die Interpolationsmethoden:

1. Polynomiale Interpolation
2. Rationale Interpolation
3. Interpolation mit Splines
4. Thiele Interpolation
Der rechts liegende Abschnitt beinhaltet die Approxinmaimethoden. Hierzu gehoren
1. Lineare Ausgleichsrechnung ohne Nebenbedingungen
2. Nichtlineare Ausgleichsrechnung ohne Nebenbedingunge
(a) Levenberg-Marquardt-Verfahren
(b) Modifiziertes GaufR-Newton-Verfahren
3. Nichtlineare Ausgleichsrechnung unter Nebenbedingnng

Die nichtlineare Ausgleichsrechnung unter Nebenbediggarbildet den Schwerpunkt dieser Ar-
beit. In Abschnitt 6.2.1 wird naher auf die Handhabung eliddethode eingegangen.

Die letzte Zeile des Eingangspanels enthalt Informatioffanzahl der Variablerund Anzahl der
Datenpunkteiber den eingelesenen Datensatz.
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Vor der Nutzung der genannten Verfahren muss zunachst aienSatz aus einer Datei eingelesen
werden. Welche Struktur eine solche Eingabedatei besitrness, wird in Anhang B beschrieben.

6.2.1 Restringierte nichtlineare Ausgleichsrechnung

Zur Demonstration des Verfahrens der nichtlinearen Aiggdeechnung unter Nebenbedingungen
wird der Datensatz A.1 verwendet. Die Modellfunktion, diégtichst optimal an den Datensatz
angenahert werden soll, hat die Gestalt:

M(z) = aj*(x; +a2)2 + as

Die Ergebnisse der Rechnung mit grafischer Darstellung dgstiisfunktion zeigt Abbildung 6.5.

Non-linear Constrained Optimisation
J11709e-3%(i[1]-35.299)"2 +.3944E in MathML

Fed1].,Xn],a[1],.,alm]D = lal 1] e[ 1]+a[2]"2 + 23] |

Max. Iterations: ‘40

Used Iterations: |11

| Exclude | | Set Constraints |

| Calculate Fitting Parameters |

Y-Residual: | 26772e-2

| Plot Points ‘ ‘ Plot Function ‘

| Error Plot | | Show Results |

| Save Function Plot as PS File |

XMin = 7840 XMax = 42.840
YMin = 3724 YMax = L4538 M

Abbildung 6.5: Nichtlineare Optimierung unter Nebenbedingungen

Um Ergebnisse wie in Abbildung 6.5 zu erhalten, misserachst die gewiinschten Nebenbedin-
gungen sowie die Startwerte fur die Parametersuche abhgegeerden.

Festlegen der Nebenbedingungen

In dem vorliegenden Programmpaket gibt es drei Arten voneRkbdingungen, die angegeben
werden kdnnen:

1. begrenzende Nebenbedingungen (Intervalle)

2. lineare Nebenbedingungen

3. nichtlineare Nebenbedingungen
Indem man den Buttoset Constraintsn Abbildung 6.5 betatigt, erscheint ein weiteres Fenster
(siehe Abbildung 6.6), in dem es moglich ist, die gewitealiNebenbedingungen einzugeben.
In den Eingabefeldern auf der linken Seite konnen den RatexmIntervalle vorgegeben werden, in
denen sich die Parameter nach der Approximation befindéensalerden keine Begrenzungen in
die entsprechenden Eingabefelder eingetragen, wird deiddeautomatisch auyf-oco, oo] festge-
legt. Im mittleren Block der Eingabemadglichkeiten konrimeare Nebenbedingungen angegeben
werden. Das bedeutet, dass die Paramater. . , a,,, in den gewiinschten Ungleichungen nur linear



6.2. DIE GRAFISCHE OBERFL ACHE 43

Set Constraints

bounds linear constraints non linear constraints

-1e5 | <= all] <= | [-1ra[1)-z.*az) <= -5 | [ar1rarz) <= & |

z <= a2 <=5 | [ | all}a[z] <= 5 |
<= al3] <= | [N [N |

Abbildung 6.6: Panel zum Festlegen der Nebenbedingungen

auftreten durfen. Sollten nichtlineare Nebenbedingangarliegen, also Ungleichungen in denen
ai,...,ay nicht linear auftreten, konnen diese im rechten Eingaimbdefiniert werden.

In der untersten Zeile des Eingabefensters befinden siclstineerungsknopfe. MiClear All wer-
den alle Nebenbedingungen aus den Eingabefeldern gelafimer den KnopfQuit kann man das
Fenster wieder verlassen, und Uiber den mittleren KAgpilywerden die Nebenbedingungen akti-
viert und damit im Optimierungsverfahren verwendet.

Angabe der Parameter

Um die Startwerte fur das Optimierungsverfahren festre gibt es ebenfalls mehrere Moglich-
keiten:

1. direkte Angabe des Startwertes
2. Angabe der Startwerte Uber ein Gitter

Sind dem Benutzer Naherungen fur die Parameter bekamktjrmen diese als Startwerte verwen-
det werden. Anderenfalls kann man ein Gitter angeben, in dienstartwerte liegen sollen, und
es wird der Startwert mit der geringsten Fehlerquadratseirfimdie Durchfihrung des Optimie-
rungsverfahrens genommen. Die Anzahl der Parameter iprdi€enster ist gleich der Anzahl der
Parameter in der Modellfunktion.

Parameter a[1}: [1 | Parameter a3k [1,2,3

Parameter a[2]: |—60 to -30 by 10 |

Set old parameters

| Set old fitted parameters |

Abbildung 6.7: Die Eingabemaske fur Parameter

6.2.2 Ausreil3ererkennung

Wie bereits erwahnt, ist in dem vorliegenden Programmipaiteh eine automatische Ausreil3erer-
kennung implementiert. Drei verschiedene Verfahren steleen Benutzer zur Verfugung:

1. Bestimmung uber die Mahalanobis-Distanz
2. Bestimmung uber die Hebelpunkte
3. Bestimmung Uber die studentisierten Residuen

Uber die Mahalanobis-Distanz ist es mdglich, a priori Aier zu identifizieren und dann zu
eliminieren. Betatigt man in Abbildung 6.5 den ButtBrclude erhalt man das folgende Fenster.
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Exclude Points

[E-R .49 L T
0 [s.0 49 1 o4] a

O |10.0 .48 1 a +
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BExclude Sections

Exclude X[1] < (8.0 Exclude X[1] = |42 .0 0.42: a a
Exclude ¥ < |33 Exclude ¥ = |43 ] a a a a o
T — 041 coaoao0oaao ©
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Exclude Qutliers 1
0,33 u] o
...................................
Quanlil G“ %. 5 - 10 15 20 235 ao a5 40
Exclude Outlier Plot
Quit

Abbildung 6.8: Ausreil3ererkennung vor einem Fit

Rechts im Fenster werden die Ergebnisse des Ausschluss&atenpunkten visualisiert. Auf der
linken Seite befinden sich drei verschiedene Arten von Ausssverfahren von Datenpunkten.
Im oberen Feld kann man einzelne Punkte von Hand aus dem dadéteentfernen. Im mittleren
Feld besteht die Moglichkeit, bestimmte Bereiche von Daitmkten aus der Optimierungsaufgabe
auszuschlie3en. Im untersten Feld kann man das Quantiband&%- oder 5%-Quantil), mit dem
man AusreiRer Uber die Mahalanobis-Distanz erkennerhtedc

Ausreil3er a posteriori zu erkennen, bietet das Programeapallem in Abbildung 6.5 abgebildeten
Fenster. Ein Anklicken des Buttofxcludeotffnet hier das Fenster in Abbildung 6.9.

Exclude Points

-
0 jgo .49 L & e
=R 49 1 L od4a{ a
foudl|
Z LD {4 @ +
Unmark all Data 045 a a
] L3N] a
Exclude Sections ]
044 o
Exclude X[1] < (2.0 Exclude X[1] = [42.0 1 PR, o
Exclude ¥ < |28 Exclude ¥ = |43 0424 a a
] a a0 a =1
Exclude ]
0,4 coaoao0oaao ©
Exclude Outliers ]
4 Rl
leverage B AR RS AR R R AR  RRERR o
| U]
Exclude Outlier | 10 15 20 235 ao a5 40
Cl
[v] outlier |2
Plot
Quit

Abbildung 6.9: Ausreil3ererkennung nach einem Fit

Das Fenster ist aquivalent zu dem in Abbildung 6.8. Einzideterschied ist, dass man hier nicht
versucht Uiber die Mahalanobis-Distanz Ausreil3er zulmaséin, sondern hier kann man tbeerage-
und outlier-Bestimmungeinzeln anwahlen und ausfuhren lassen. Durch Ankreueefederage-
Bestimmundkdnnen wie in Abschnitt 3.3 beschrieben alle Hebelpunktedem Datensatz entfernt
werden.Uber dieoutlier-Bestimmungverden die Datenpunkte mit einem studentisierten Residu-
um groRRer 2 aus dem Datensatz herausgenommen. Das Widskziehen von bereits entfernten
Ausreil3ern ist nur Giber die beiden gerade genannten Fengdtgich.
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6.3 Verwendung im Worksheet

Die Routinen fur die nichtlineare Ausgleichsrechnungeuitebenbedingungen und fur die Ausrei-
Rererkennung konnen nicht nur, wie im letzten Kapitel basben, Uber die grafische Oberflache
genutzt werden, sondern auch direkt in einem WorksheetNdatrung der Routine zur Ausgleichs-
rechnung im Maple-System muss das Mo@ampute SCQFunctions eingebunden werden.
Um die Ausrei3ererkennung zu nutzen, muss das MoiF_Exclude _Functions geladen
werden. In diesen beiden Modulen befinden sich jeweils @fetgten Routinen. Bei den nichtli-
nearen, restringierten Optimierungsaufgaben werden dgteidh alle noch benotigten Untermo-
dule eingebunden.

6.3.1 Restringierte nichtlineare Ausgleichsrechnung

Fur die Ausgleichsrechnung steht nach dem Einbinden dsitiggen Module die Funktio@om-
puteKuhnTucker  zur Verfigung. Im Folgenden wird kurz darauf eingegangee, der Algo-
rithmus von Maple aus aufgerufen werden kann.

Comput eKuhnTucker ( inXValues, inYValues, inF,
inParameterStart,
inBounds, inLinConst, inNonLinConst,
inMax|terations,
outRes, outFittedParameters,
outUsedlterations )

Abbildung 6.10: Aufruf-Syntax der Funktiot€omputeKuhnTucker

Eine Beschreibung der formalen Parameter folgt in Tabelle 6
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Parameter \ Bedeutung

inXValues Liste der (mehrdimensionalen) X-Werte

inYValues Liste der (eindimensionalen) Y-Werte

inF Modellfunktion M (x1, ..., z,a1,. .., ap)

inParameterStart Liste mit den Startwerten fur die Parameigr . . . , a,

inBounds Liste bestehend aus zwei weiteren Listen. Zum einen die dist
unteren Grenzen und zum anderen die Liste der oberen Grenzen
[[bl[1], .., bl[B]], [bu[l], .., bu[ B]]]
z.B.:bl[k] <= inParameterStart[k] <= bu[k];
Sollte ein Parameter nicht begrenzt sein, so missen diez€me
aufin finity I —in finity gesetzt werden.

inLinConst Liste bestehend aus 4 Elementen. Zunachst die Anzahlros-li

ren Nebenbedingungehund eine Liste bestehend alid isten,

die jeweils die Koeffizienten der linearen Nebenbedinguaneya-
halten. Die beiden letzten Listen beinhalten, aquivaignin-
Bounds, die unteren und oberen Schranken der Nebenbedingun-
gen.

inNonLinConst

Liste bestehend aus 4 Elementen. Zunachst die Anzahl datr ni
linearen Nebenbedingunge¥ und eine Liste bestehend abs
nichtlinearen Ausdriicken, z.Bajas. Die beiden letzten Listen
beinhalten, aquivalent zinBounds , die unteren und oberen
Schranken der Nebenbedingungen.

inMaxlterations

Anzahl der Iterationen, die maximal ausgefiihrt werdetenol

outRes

berechnetes Residuum

outFittedParameters

Vom lterationsverfahren berechnete Parameter

outUsedlterations

Ausgefuhrte Iterationen bis zum Erreichen des Abbrutbkri
ums

Tabelle 6.1:Bedeutung der formalen Parameter der Proz€tumputeKuhnTucker

Wie die ProzeduComputeKuhnTucker aus dem ModulCompute _SCQFunctions in der
Praxis genutzt wird, zeigt folgender Maple-Code:

> with( Compute_ ACO_Functions );
[ComputeKuhnTucker, Constraints, ReadConstraints, find_a
> # Model function

Modelfunction :

a[l] *(x[1]+a[2])2 + a[3];
Modelfunction = a1 (z1 + as)? + a3

> # List of x values

XValues := [[ 8.0],[ 8.0],[10.0],[10.0],[10.0],[10.0],[ 12.0],
[12.0],[12.0],[12.0],[14.0],[14.0],[14.0],[16.0],[1 6.0],[16.0],
[18.0],[18.0],[20.0],[20.0],[20.0],[22.0],[22.0],[2 2.0],[24.0],
[24.0],[24.0],[26.0],[26.0],[26.0],[28.0],[28.0],[3 0.0],[30.0],
[30.0],[32.0],[32.0],[34.0],[36.0],[36.0],[38.0],[3 8.0],[40.0],

[42.0] :

> # List of y values
YValues := [ 0.49, 0.49, 0.48, 0.47, 0.48, 0.47, 0.46, 0.46,
0.45, 0.43, 0.45, 0.43, 0.43, 0.44, 0.43, 0.43, 0.46, 0.45,
0.42, 0.42, 0.43, 0.41, 0.41, 0.40, 0.42, 0.40, 0.40, 0.41,
0.40, 0.41, 0.41, 0.40, 0.40, 0.40, 0.38, 0.41, 0.40, 0.40,
0.41, 0.38, 0.40, 0.40, 0.39, 0.39 I
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> # Initial values of parameters
ParameterStart := [1,-40,1];
ParameterStart := [1, —40, 1]
> # Path to sourcecode
PathToSource := "/home/buecker/Diplom/fitmaplet/sourc es";
PathToSource := “/home/buecker/Diplom/fitmaplet/sources”
> # Bounds
Bounds := [[-infinity,-infinity,0],[infinity,infinity ,0.39]];
Linconst := [1,[0,1,1],[-infinity],[39]];
NonLinConst := [1,[a[2]*a[3]],[-15],[-15]];
Bounds := [[—00, —o0, 0], [00, 00, 0.39]]
Linconst := [1, [0, 1, 1], [—oc], [39]]
NonLinConst := [1, [ag as], [-15], [—15]]
> # Number of iterations
Maxlterations := 40;

Maxlterations := 40
> f = unapply(evalf(ComputeKuhnTucker(XValues, YValues,

Modelfunction, ParameterStart, Bounds, Linconst,
NonLinConst, Maxlterations, 'Residuum’,
'FittedParameters’, 'Usedlterations’,
PathToSource), 5),x[1]);
f:=x_1 — 0.000097100 (z_1 — 38.462)% + 0.39000
Um eine grafische Darstellung des Ergebnisses zu erhaltess folgende Funktion aufgerufen
werden. Abbildung 6.11 zeigt den Output dieses Aufrufes.
> plots[display]( {plot(f(x),x=7..43) H
{plot( [seq( [XValues[i][1],YValues]i]],
i=1..44)],
style=point, symbol=circle ) )

0.48

0.46

0.44

0.42

0.4+

10 15 20 25 30 35 40
X

Abbildung 6.11: Grafische Darstellung der Datenpunkte und der optimiertedéffunktion
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6.3.2 Ausreil3ererkennung

Zur automatischen Bestimmung von Ausreil3ern in der gegeb&atenmenge stehen nach dem
Einbinden des ModulBILF_Exclude _Functions die FunktionComputeExcludeMahala-

nobis und das UntermoduDriginalData  zur Verfigung. Beide werden zur Lésung des Pro-
blems benotigt. Die Hauptfunktion ist hierb@omputeExcludeMahalanobis  , deren Aufruf

in Abbildung 6.12 angegeben ist.

\ Conput eExcl udeMahal anobi s ( quantil )

Abbildung 6.12: Aufruf-Syntax zur a priori Erkennung von Ausrei3ern inredtheines Maple-Worksheets

Einziges Argument, ist die echt positive Zajuantil. Dieser Wert in Prozent gibt an, tber welches
Quantil die AusreilRer erkannt werden sollen. Die zu betghden Daten werden nicht direkt {iber
diese Funktion, sondern Uiber die FunktioitData  aus dem ModuOriginalData eingele-
sen. Diese besitzt folgende Struktur:

| InitData ( XValues, YValues, Weight )

Abbildung 6.13: Aufruf-Syntax dernitdata  -Funktion in einem Maple-Worksheet

Die einzelnen Parameter werden in Tabelle 6.2 beschrieben.

Parameter\ Bedeutung

XValues | Liste der (mehrdimensionalen) X-Werte

YValues | Liste der (eindimensionalen) Y-Werte

Weight Liste mit den Gewichtungen der einzelnen Punkte
Tabelle 6.2:Bedeutung der Parameter zur Initialisierungsfunktion

Nach der Bestimmung der AusreifRer kann Giber die FuniGietExcludeArr |, ebenfalls aus dem
Modul OriginalData  , abgefragt werden, ob ein bestimmter Punkt Ausrei3er ist pitht.

| Get Excl udeArr ( Nr ) |

Abbildung 6.14: Aufruf-Syntax detGetExcludeArr  -Funktion in einem Maple-Worksheet
Mit Nr wird die Nummer des Datenpunktes bezeichnet, der Ubknpeiden soll. Wie diese Aus-
reiRerbestimmung in der Praxis funktioniert, ist im folden Maple-Code beschrieben.

> with( NLF_Exclude_Functions );
[ComputeExclude Mahalanobis, OriginalDatal]
> # List of x values

XValues := [[ 8.0],[ 8.0],[10.0],[10.0],[10.0],[10.0],[ 12.0],
[12.0],[12.0],[12.0],[14.0],[14.0],[14.0],[16.0],[1 6.0],[16.0],
[18.0],[18.0],[20.0],[20.0],[20.0],[22.0],[22.0],[2 2.0],[24.0],
[24.0],[24.0],[26.0],[26.0],[26.0],[28.0],[28.0],[3 0.0],[30.0],
[30.0],[32.0],[32.0],[34.0],[36.0],[36.0],[38.0],[3 8.0],[40.0],
[42.0],[33.0] I:

> # List of y values
YValues := [ 0.49, 0.49, 0.48, 0.47, 0.48, 0.47, 0.46, 0.46,
0.45, 0.43, 0.45, 0.43, 0.43, 0.44, 0.43, 0.43, 0.46, 0.45,
0.42, 0.42, 0.43, 0.41, 0.41, 0.40, 0.42, 0.40, 0.40, 0.41,
0.40, 0.41, 0.41, 0.40, 0.40, 0.40, 0.38, 0.41, 0.40, 0.40,
0.41, 0.38, 0.40, 0.40, 0.39, 0.39, 0.47 1I:
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> # List of weights
Weights = [ seq(1,i=1..44) ];

Weights == [1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1, 1, 1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1, 1, 1]
> # Initialise Data

OriginalData:-InitData(XValues, YValues, Weights):
> # Exclude Outliers by the Mahalanobismethod

ComputeExcludeMahalanobis(5);

Die grafische Auswertung der Ausreifl3ererkennung kanndieeblgenden Funktionen dargestellt
werden.

> Decide := (i,fatr::boolean) ->
if OriginalData:-GetExcludeArr(i)=fatr then
[OriginalData:-GetDataX(i,1),
OriginalData:-GetDataY (i)];

end if:
DsplData := plot( {seq(Decide(i,false),
i=1..OriginalData:-GetQuantity() ) H
style=point, symbol=circle, color=blue ):
DsplExcl := plot( {seq(Decide(i,true),
i=1..OriginalData:-GetQuantity() ) H

style=point, symbol=cross, color=red ):
plots[display](DsplData, DsplEXxcl);

Das Ergebnis ist in folgender Abbildung zu erkennen.

0481 ©

0.46 - o 0

0.44 o

0.42 o o

0.44 o 0 0o o0 o0 O O o

0.38 o o
10 15 20 25 30 35 40

Abbildung 6.15: Grafische Darstellung der Datenpunkte inklusive des ABsrsi



Kapitel 7

Vergleich mit anderen
Programmpaketen

Neben dem hier vorgestellten Programmpaket gibt es andatteematische Softwaresysteme, die
ebenfalls Tools bereitstellen, mit denen man vergleighifapblemstellungen losen kann. Stellver-
tretend werden hier die ProzeddLIN aus dem Statistikpak&AS - Statistical Analysis Syst§ifl]
und dieCurve Fitting Toolboxn MATLAB[10] mit dem vorliegenden Programmpaket verglichen.
Fur diesen Vergleich wird der Datensatz A.2 mit der Modgiktion

T—ay T—ay

M(z) = G1+(a2—a1)-67( “6) +(a3—a2)-ei( a5)

herangezogen. Die Startwerte der Parametdis ag lauten:
Parameter| Startwert

aq 3.465
as 208.150
as -547.340
a4 1.782
as 1.644
ae 6.012

Tabelle 7.1:Startwerte der Parameter fur den Vergleich der Prograrketpa

Als Nebenbedingungen sollen folgende zwei Ungleichunggnltesein:

az < =570
a < 6

7.1 DieNLI N-Prozedur aus demSAS-Paket

Die von SASangebotend\LIN -Prozedur hat filSASBenutzer eine sehr intuitive Syntabdber
Schlusselworte, wiMODEL, PARMS BOUNDS.. . ., kann die gewiinschte Aufgabenstellung der
Prozedur ubergeben werden. Im Interactive-Mode kannmieg@lur, wie Abbildung 7.1 zeigt, Uber
denProgram Editoreingegeben und mit der Funktionstab& ausgefiihrt werden.

50
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proc nlin nmet hod=marquardt;
parms al=3.465 a2=208.15 a3=-547.34
a4=1.782 a5=1.644 a6=6.012;

nodel y = al+(a2-al)*exp(-((x-ad4)/a6)**4)+
(a3-a2)*exp(-((x-ad)/a5)**4);

bounds a3<-570;

bounds al<e6;

run;

Abbildung 7.1: Beispiel fur die Handhabung dBILIN -Prozedur irSAS

Nachdem die Prozedur erfolgreich ausgefiihrt worden istheint imOutputFenster folgendes
Ergebnis:

The NLIN Procedure
Dependent Variable y
Method: Marquardt

Iterative Phase

Sum of
Iter al a2 a3 a4 ab a6 Squares
0 3.4650 208.2 -570.0 1.7820 1.6440 6.0120 137.3
1 3.4650 208.2 -570.0 1.7820 1.6440 6.0120 137.3
2 5.1897 208.2 -570.0 1.7765 1.6444 6.0040 126.4
3 5.4564 208.3 -570.0 1.7700 1.6497 6.0051 126.2
4 5.2566 208.4 -570.0 1.7576 1.6594 6.0193 126.2
5 5.1713 208.5 -570.0 1.7526 1.6634 6.0251 126.2
6 5.1559 208.5 -570.0 1.7516 1.6641 6.0262 126.2
7 5.1535 208.5 -570.0 1.7515 1.6642 6.0264 126.2
8 5.1531 208.5 -570.0 1.7514 1.6643 6.0264 126.2

NOTE: Convergence criterion met.

Die Optionmethod von NLIN zeigt einen der wesentlichen Vorteile zum Programmpalesedi
Arbeit. Es ist moglich, verschiedene Verfahren zur L@sdes Problems zu nutzen. Das sind:

1. Methode des steilsten Abstieggddient )

2. Newton-Methoderewton )

3. Modifizierte Gaul3-Newton-Methodgduss )

4. Marquardt-Methodenfarquardt )

5. Falsche Positions Methodaud )
Im ProgrammpakelLFit , dass in dieser Arbeit beschrieben wird, gibt es nur Ausmaglich-
keiten fur nicht restringierte Optimierungsproblemeir Eie restringierte Optimierung steht dem
Benutzer bisher nur ein Verfahren zur Verfugung. Ein Naitivion NLIN zu NLFit ist, dass kei-
ne Oberflache zur Verfigung steht. Fur Benutzer, dieekeider nur wenig Erfahrung mit dem
SASSystem haben, ist es schwierig dieses zu handhaben. Bereravesentlicher Nachteil bildet
die Tatsache, dass nur begrenzende Nebenbedingungen drét froblemstellung aufgenommen
werden konnen. INLFit ist es moglich, neben den begrenzenden Nebenbedingungmach
lineare und nichtlineare Nebenbedingungen mit in die Bbttang einzubeziehen.
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7.2 DieCurve Fitting Toolbox zu MATLAB

Die FirmaMathWorksbietet fiur das von ihnen vertriebene Softwaresyst®ATLABunter anderem
die Curve Fitting Toolboxan. Mit dieser Toolbox kdnnen Benutzer Uber eine grafis@herflache
alle Funktionen nutzen, diIATLABzur Anpassung von Daten zur Verflgung stellt. Die Toolbox
stellt Funktionen fur die Aufbereitung von Daten, sowis &astellen, Vergleichen und Analysieren
von Ausgleichsproblemen zur Verfiigung.

Die Oberflache wird Uber das Kommandfiool gestartet. Zunachst missen Uber den Knopf
Data... Daten, die inMATLABselber bereits bekannt sein missen, geladen werden.dDies i
Vergleich zuNLFit ein Nachteil, da es in deCurve Fitting Toolboxicht moglich ist, Daten direkt
aus einer Datei zu lesen.

Uber den KnopfFitting... offnet sich ein Fenster, in dem man eine Optimierungsadgga
eingeben und l6sen kann.

Linear Equations} General Equations]

Independent wariahle: |x

Equation: ¥ = [al+(aZ-al)*exp(-i({x-ad]/af)Ad)+(a3-a2; exp(-({x-ad)/as
Unknowns | StartFaint | L owver | Upper |
al 3.4G5 -Inf 5.000
az 208.150 -Inf Inf
as -5.47e+02 -lnf| -5.70e+02
ad 1.782 -Inf Inf
a% 1644 -Inf Inf
ae 6.012 -Inf Inf

Equation name: |a1+(az—al)*exp(—((x—a

w Cancel Help

Abbildung 7.2: Eingabemaske fur Modellfunktion und Parameter in@erve Fitting Toolboxon
MATLAB

Startet man die Optimierungsaufgabe mit den in Abbildurfyahgegebenen Grenzen, erhalt man
als ApproximationsfunktionV/ (z) = 6 — 855 x e~@D* was aufgrund der Summe der Fehlerqua-
drate von626068.687 als Losung ausgeschlossen werden kann. Nimmt man nun dieiaing

a3 < —570 weg, erhalt man das folgende, korrekte Ergebnis mit einenr8e der Fehlerquadrate
von 126.18889.

General model:

fittedmodell(x) = al+(a2-al)*exp(-((x-a4)/a6)"4)+(a3- a2)*exp(-((x-a4)/ab)"4)
Coefficients (with 95% confidence bounds):

al 5.258 (-6.254, 16.77)

a2 208.5 (202.9, 214)

a3 -562.4 (-1123, -1.809)

a4 1.756 (1.224, 2.289)

a5 1.662 (1.315, 2.009)

a6 6.02 (5.371, 6.67)

Die Curve Fitting Toolboxhat zurNLIN -Prozedur vorsASden Vorteil der Benutzeroberflache. So-
mit ist der Zugang zu den Funktionen fur unerfahrene Nutgehter. Ein Nachteil dieser Toolbox
ist, dass die zu verarbeitenden Daten vor dem Start der do@tMATLABdefiniert sein missen.
Hierfir muss sich der Nutzer mit demMATLAB System auskennen.

Wesentliche Nachteile MLFit sind zum einen, dass die Begrenzung von Parametern zwdichmog
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ist, aber weder lineare noch nichtlineare Nebenbedingungein die Berechnung einflieRen kdnnen.
Zum anderen konnen auch keine mehrdimensionalen Aubkgfeicbleme mit deCurve Fitting

Toolboxgelost werden.

Abbildung 7.3: Grafische Ergebnisdarstellung in demrve Fitting Toolboxon MATLAB

Anschlie3end kann man sich Giber den Knaphlysis... Auswertungen bezuglich des erzeug-
ten Fits anzeigen lassen. Hierzu gehoren

1. die Bestimmung der Approximationsfunktion an gewitechPunkten,

2. das Auswerten der ersten und zweiten Ableitung an begémiunkten und

3. die Berechnung des Integrals Uiber einen vorgegebeneicBe
Diese Auswertungsmdoglichkeiten sindNiLFit noch nicht implementiert worden.



Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden Algorithmen zur Losung von regiarten nichtlinearen Ausgleichspro-
blemen und zur automatischen Ausreif3ererkennung sowanderplementierung im integrierten
mathematischen Softwaresystem Maple vorgestellt.

Fur diese Algorithmen werden Ableitungen der Modellfuoktbenotigt. Deshalb wurden Metho-
den zur exakten Differentiation vorgestellt. Im Progranaiket zu dieser Arbeit wird die symboli-
sche Differentiation angewandt.

Es wurden die wichtigsten Programmiertechniken vorgiestiié fur die Erstellung des Programm-
paketes benotigt wurden. Zentrale Punkte waren hiertzeEastellen von externen Routinen und
deren Einbindung in das Maple-System sowie die Erstellumg grafischen Oberflachen, den
Maplets, in Maple.

Um einenUberblick Uber das erzeugte Programmpaket zu bekommemjewdessen prinzipeller
Einsatz sowohl unter der grafischen Benutzeroberflachawdh im Worksheet aufgezeigt. Die
Funktionalitat wurde an einem exemplarischen Beispiéugert.

Auch in anderen mathematischen Softwaresystemen gibbgsdPnme, die ahnliche Aufgabenstel-
lungen bearbeiten kdnnen. Um einen Vergleich zwischesedidools und dem hier prasentierten
Programmpaket zu bekommen, wurden abschlielend derenniNachteile aufgezeigt.

Das Tool befindet sich noch in der Entwicklungsphase undistitsnoch nicht ausgereift. In Zu-
kunft sollten noch folgende Punkte implementiert werden:
1. Hinzufiigen weiterer Algorithmen, vor allem im Bereiddrahichtlinearen Optimierung unter
Nebenbedingungen,
Anpassung von Kurven und Oberflachen mit kubischen bikwbischen Splines,
Auswahlen von AusreiRern durch Anklicken der entspeadien Punkte im Plot,
Vereinfachung der Eingabemdoglichkeit von Nebenbeadiggn,
Erweiterung grafischer Ausgabemaglichkeiten, wie di8 Markierung der Bereiche, in de-
nen bei der nichtlinearen Optimierung unter Nebenbediggnrdas Optimum gesucht wird,
6. Implementierung von aufwandigen, in Maple geschriebelRrogrammteilen, in einer ande-
ren Programmiersprache.
Der erste Punkt dieser Auflistung zielt speziell auf das émpntieren von Open-Source-Routinen.
Derzeit basiert die restringierte nichtlineare Optimigruauf einem Programm der NAGfI90-
Bibliothek, die lizensiert werden muss.
Beim sechsten Punkt sind inshesondere zeitintensive Maplginen gemeint, wie sie z.B. derzeit
fur das Bestimmen von optimalen Startwerten verwendetlgrerEine Implementierung solcher
rekursiver Funktionen in externen Programmiersprachem l@ne erhebliche Effizienzerhohung
mit sich bringen.

a s~ DN
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Alle weiteren Punkte ergeben sich durch den VergleichwisTLAB Curve Fitting Toolboxnd der
SASNLIN-Prozedur in Kapitel 7. Aber auch andere Maplet-AnwenduarigeMaple sind Ideenge-
ber fur die Weiterentwicklung dieses Tools.

Eine Portierung des Programmpaketes auf andere Betribasy wie z.B. Windows ist wiinschens-
wert. Hierzu muss nur das ModWMonLinearFitLinux portiert werden, da alle anderen Mo-
dule betriebssystemunabhangig sind. Ebenso sollte dieeRmg auf zukiinftige Maple-Versionen
bericksichtigt werden.



Anhang A

Verwendete Datengatze

(Ne oy [y [w] (N2 |y [w]
1] 80|049|1 23122010411
2|l 80|049]|1 24 (12201040 1
3]/ 10.0| 048] 1 2524010421
4100|047 1 261 24.0/040]| 1
51/ 10.0| 048] 1 271 24.0]040]| 1
61|/ 10.0|047| 1 281 26.0]041| 1
71 120|046 1 2912600401
81|/ 12.0|0.46| 1 30 260|041 1
91/ 120|045| 1 31 280|041 1
10| 12.0| 043 | 1 321 280|040 1
11| 14.0| 045| 1 331 300|040 1
12| 140|043 | 1 341 300|040 1
13| 14.0| 043 | 1 35( 300|038 1
14| 16.0| 044 | 1 36 320|041 1
15| 16.0| 0.43| 1 371 320|040 1
16| 16.0| 0.43| 1 38 340|040 1
17 18.0| 0.46| 1 39 36.0| 041 1
18| 18.0| 045| 1 40 | 36.0| 0.38 | 1
19|/ 20.0| 042 | 1 41 1 38.0| 040 1
20| 200, 042| 1 42 1 38.0| 040 1
21| 20.0/043| 1 431/ 40.0| 039 1
22| 220|041 1 44 11 420|039 1

Tabelle A.1: Beispieldatensatz aus der NAG-Dokumentation
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(Ne [ o [y o] [N o [ gy [w]
1] 3.88|151.0| 1 18| 6.46| 1475 1
211 403|184.0| 1 19 6.76 | 1265 1
3| 4.08|188.0| 1 20 || 6.95| 1200 1
4417|1905 1 21 7.10|1140| 1
51 436|198.0| 1 221 7.39(11045| 1
6| 456|1985| 1 23| 759 91.0 | 1
71 4.67]197.8| 1 24 || 7.73| 80.0 | 1
8| 479|1975| 1 25| 790| 75.0 | 1
91 488|1950| 1 26| 8.17| 605 | 1
10|} 5.04| 192.0| 1 271 833| 535 |1
11} 5.25| 1855| 1 28| 852 | 480 |1
12| 5.60| 1775 1 29859 46.0 | 1
13|} 5.63| 177.0| 1 30| 8.62| 40.0 | 1
14 || 5.71| 175.0| 1 31 871| 39.0 | 1
15] 6.05| 1625| 1 32 883| 355 |1
16 || 6.16 | 160.0| 1 33 886| 340 | 1
17 ] 6.24| 152.2| 1 341 9.00| 310 | 1

Tabelle A.2: Beispieldatensatz aus der SAS-Dokumentation



Anhang B

Struktur der Eingabedateien

Damit Eingabedaten korrekt eingelesen und somit auch beitat werden kbnnen, missen diese
eine bestimmte Stuktur besitzen. Der Aufbau einer Eingateédollte mit dem in Abbildung B.1
vorgestellten Format Gbereinstimmen.

x11 x.12 .o x1 Yyl wi
X 21 x_.22 ..o X2 Y2 W2
Xx_.nl x_n2 .. x.nl Y_n Wn

Abbildung B.1: Dateiformat einer Eingabedatei

In der ersten Zeile der Eingabedatei steht die Antatber unabhangigen Variablen. Die darauf-
folgendenn Zeilen beinhalten jeweils zunachst die Koordinaten ldeimensionalen:-Vektors.
Hinter demz-Vektor folgt die zugehorige/-Koordinate sowie die Gewichtung dieses Daten-
punktes.
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Anhang C

Abkurzungen und Symbole

= = woF 3 sz

Vektor der Parameter
Dimension des Vektora
deri-te Datenpunkt
Anzahl der Datenpunkte

Anzahl der unabhangigen Variablen
(Dimension des gesamten Datenpunktes -1)

Modellfunktion

die zu minimierende Funktion

Anzahl der Gleichungsnebenbedingungen
Anzahl der Ungleichungsnebenbedingungen
Anzahl der begrenzenden Nebenbedingungen
Anzahl der linearen Nebenbedingungen

Anzahl der nichtlinearen Nebenbedingungen
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