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Paralleles Sortieren am Beispiel der schnellen
Multipolmethode

Die schnelle Multipolmethode (FMM) ist eine linear skalierende Methode zur Berech-
nung langreichweitiger Wechselwirkungen. Im Rahmen einer parallelen Implementierung
der FMM (am Zentralinstitut fiir Angewandte Mathematik des Forschungszentrums
Jiilich), werden linear skalierende parallele Sortierverfahren benotigt. Durch die Verwen-
dung der FMM, beispielsweise als Unterprogramm in Molekulardynamiksimulationen,
ergeben sich weitere Anforderungen. Diese betreffen unter anderem Einschrinkungen
bei der Verwendung von zusétzlichem Hauptspeicher, die Handhabung der Eingabeda-
ten und die Bereitstellung der Ausgabedaten. Im Verlauf der Arbeit wird gezeigt, wie sich
sequentielle und parallele Sortierverfahren mit Laufzeitkomplexitdt O(n) und Speicher-
komplexitat O(1) realisieren lassen. Zum Abschluss wird das Konzept einer Programm-
bibliothek vorgestellt, welche die implementierten Sortierverfahren beinhaltet. Damit ist
es moglich, die verwendeten Verfahren einfach an Erfordernisse anderer Anwendungen
anzupassen und unabhéngig von der FMM einzusetzen.

Parallel sorting within an implementation of the Fast
Multipole Method

The fast multipole method (FMM) evaluates Coulomb interactions with linearly sca-
ling computational complexity. A parallel implementation of the FMM (developed at
the Central Institute for Applied Mathematics at the Research Centre Jiilich) requires
linearly scaling methods for parallel sorting. Additional requirements arise due to the
usage of the FMM, for example as part of molecular dynamics simulations. They con-
cern the restricted use of memory, the handling of the input data and the preparation
of the output data. It is shown, how to achieve sequential and parallel sorting with time
O(n) and space O(1) complexity. Finally a library for sorting methods is introduced, to
provide flexible and easy to use parallel sorting for applications besides the FMM too.
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1 Einleitung

Das Sortieren einer Folge von Elementen gehért zu einem der meist auftretenden Proble-
me im Bereich der Informatik und der Angewandten Mathematik. Wahrend in der Lite-
ratur das Sortieren meist zum reinen Selbstzweck behandelt wird, tritt es in der Praxis
vielmehr immer als Bestandteil einer iibergeordneten Anwendung auf. Daraus ergeben
sich in vielen Fallen zusitzliche Anforderungen, beispielsweise beziiglich der Laufzeit-
oder Speicherkomplexitét, welche die Auswahl der verfiigharen Sortierverfahren stark
einschrinkt. Ein umfangreicher Uberblick zum Thema Sortieren und den zahlreichen
existierenden Verfahren wird in [6] gegeben.

Die schnelle Multipolmethode (FMM, eng. Fast Multipole Method) ist eine linear ska-
lierende Methode zur Berechnung langreichweitiger Wechselwirkungen von Teilchensys-
temen. Die am Zentralinstitut fiir Angewandte Mathematik (ZAM) des Forschungszen-
trums Jiilich entstandene Implementierung der FMM dient zur effizienten Berechnung
von Coulombwechselwirkungen. Damit kann sie beispielsweise als Bestandteil von Mo-
lekulardynamiksimulationen in den Bereichen Computational Chemistry & Physics ein-
gesetzt werden.

Innerhalb der FMM werden an mehreren verschiedenen Stellen Daten sortiert. Um die
Laufzeitkomplexitit der gesamten Implementierung nicht zu beeinflussen, miissen dafiir
linear skalierende Verfahren eingesetzt werden. Dariiber hinaus ist es moglich, dass der
zur Verfiigung stehenden Hauptspeicher zu einem Grossteil von den zu sortierenden Da-
ten selbst belegt ist. Das Sortierverfahren muss deshalb auch mit nur wenig zusétzlichem
Speicher auskommen kénnen und die Daten "an Ort und Stelle” (in-place) sortieremn.
In der bisherigen sequentiellen Implementierung der FMM wird dafiir ein einfaches
Radixsort-Verfahren verwendet.

Die Simulation von immer grosseren Systemen geht dabei einher mit einer steigenden
Rechenzeit und einer stédndig wachsenden Menge der zu verarbeitenden Daten. Dies
macht die Verwendung von Parallelrechnern unumgénglich und eine parallele Implemen-
tierung der FMM notwendig. Im gleichen Zug werden dadurch, schon allein auf Grund
der verteilt vorliegenden Daten, parallele Sortierverfahren benotigt, welche ebenfalls die
Anforderungen der FMM beziiglich Laufzeit- und Speicherkomplexitét erfiillen. Als Par-
allelrechner stehen am ZAM das IBM Regatta p690 System JUMP und das Blue Gene/L
System JUBL zur Verfiigung.

Paralleles Sortieren wurde in der Vergangenheit ebenfalls ausfiihrlich untersucht und es
existieren eine Vielzahl an verschiedenen Verfahren. Ein genereller Uberblick wird in [16,
17] gegeben und mit [18] existiert eine Aufstellung iiber die verfiigbare Literatur bis 1986.
Da viele parallele Sortierverfahren auch ein sequentielles enthalten, ist es in Verbindung
mit einem Radixsort-Verfahren teilweise leicht moglich linear skalierende Verfahren zu



realisieren. Dariiber hinaus existieren aber auch spezielle parallele Radixsort-Verfahren
[8, 9, 10]. Diese bendtigen jedoch alle zusétzlichen Speicher in Abhéngigkeit von der
Anzahl der zu sortierenden Elemente. In den meisten Féllen wird dieser bereits durch die
Verwendung von kollektiven Kommunikationsoperationen notig da hierfiir nur Verfahren
bekannt sind, die getrennte Sende- und Empfangsbereiche voraussetzen. Das einzige
echte parallele in-place Sortierverfahren ist ZZ-sort [11]. Durch die Verwendung einer
Min-Max-Heap-Datenstruktur [12] besitzt es jedoch keine lineare Laufzeitkomplexitit
mehr.

Obwohl paralleles Sortieren eine immer wiederkehrende Aufgabe darstellt, beginnt meist
jeder Anwender von neuem die immer gleichen Verfahren selbst zu implementieren. All-
gemeine Programmbibliotheken, wie sie beispielsweise mit BLAS oder LAPACK im Be-
reich des wissenschaftlichen Rechnens bereits existieren, sind fiir Sortierverfahren nicht
bekannt.

Ziel dieser Arbeit war es Sortierverfahren zu finden und zu implementieren, die es der
parallelen Implementierung der FMM erlauben ihre Daten in-place mit einem linear ska-
lierenden Verfahren zu sortieren. Um eine einfache Wiederverwendbarkeit der entstan-
denen Verfahren zu gewéhrleisten, wurden sie flexibel und unabhéngig vom konkreten
Anwendungsfall der FMM implementiert. Damit wird versucht einen Ansatz zu geben,
wie eine Bibliothek von sequentiellen als auch parallelen Sortierverfahren realisiert wer-
den kann.



2 Die schnelle Multipolmethode (FMM)

Die schnelle Multipolmethode von Greengard und Rokhlin [1] ist ein Verfahren zur Be-
rechnung der Coulombwechselwirkungen von Teilchensystemen. Ein derartiges System,
bestehend aus n Teilchen, wird durch die Positionen z;,y;, z; und Ladungen ¢; der Teil-
chen (1 < j < n) beschrieben. Die Coulomb-Energie Ec des Systems, die Potentiale ®;
und der Gradient VE lassen sich dann wie folgt berechnen:
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Diese Vorgehensweisen zur Berechnung der Wechselwirkungen besitzen eine Laufzeit-
komplexitdt von O(n?). Dariiber hinaus existieren eine Vielzahl von Methoden mit ge-
ringer Komplexitit [4, 5]. Eine Methode, anhand der sich die Wechselwirkungen mit
einer Laufzeitkomplexitdt von O(n) berechnen lassen, ist die FMM.

Der Ansatz der FMM basiert auf der Entwicklung des reziproken Abstands —— zw1schen

zwei Teilchen in Polarkoordinaten (r;,0;, ¢;) und (ry, 0, ¢) mit Hilfe von Le@endrepo—
lynomen Pj,.
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Daneben wird, wie in den meisten Verfahren auch, eine Unterteilung der einzelnen Wech-
selwirkungen in Near- und Farfield vorgenommen. Die Farfield-Wechselwirkungen wer-
den dann mit Hilfe der sog. Multipolentwicklungen und die Nearfield-Wechselwirkungen
weiterhin klassisch berechnet.



2.1 Sortieren in der FMM

Die vorliegende Implementierung der FMM basiert auf den Arbeiten von White und
Head-Gordon [2, 3]. In ihr miissen Daten an mehreren verschiedenen Stellen sortiert
werden. Dies umfasst zum einen das Sortieren der Eingabedaten, da diese in der Re-
gel nicht in der vom Benutzer zur Verfiigung gestellten Reihenfolge verarbeitet werden
konnen. Zum anderen miissen die Ausgabedaten so angeordnet werden, dass sie mit der
urspriinglichen Reihenfolge der Eingabedaten iibereinstimmen.

In beiden Féllen miissen Elemente, bestehend aus mehreren verschiedenen Daten, nach
einem als Schliissel ausgezeichneten Datum, sortiert werden. Die verschiedenen Daten
aller Elemente liegen jeweils in einem separaten Feld vor. Die Anzahl der zu sortieren-
den Elemente hangt direkt von der Anzahl der Teilchen n des zu berechnenden Systems
ab. Zus#tzlich zu den Fin- und Ausgabedaten werden pro Teilchen noch weitere, im-
plementierungsspezifische Daten erzeugt, welche ebenfalls mit sortiert werden miissen.
Die Grosse eines zu berechnenden Systems wird somit, abgesehen von der Rechenzeit,
schon allein durch den zur Verfiigung stehenden Hauptspeicher begrenzt. Die Verwen-
dung von out-of-place Sortierverfahren, welche die sortierte Folge in einem separaten
Feld zuriickgegeben, wiirde die maximale Grosse eines zu berechnenden Systems noch
weiter einschrianken. Es werden daher nur in-place Sortierverfahren verwendet, die keinen
zusatzlichen Speicher in Abhéngigkeit von n bendtigen.

Eine weitere wichtige Anforderung betrifft die Laufzeitkomplexitidt. Da es sich bei der
FMM um ein linear skalierendes Verfahren beziiglich n handelt ist es ebenfalls erforder-
lich, linear skalierende Sortierverfahren zu verwenden, um die Komplexitéit der gesamten
Implementierung nicht zu beeinflussen.

2.1.1 Eingabedaten

Die Fingabedaten der FMM bestehen aus den Daten des zu berechnenden Systems
von Teilchen, welche jeweils durch Position und Ladung gegeben sind. Dartiber hinaus
werden jedem Teilchen ein Adresswert, eine Boxnummer und ein nur teilweise bendtigter
Zwischenwert zugeordnet.

Anzahl und Datentyp pro Teilchen
Boxnummer (box) 1 integer
Position (xyz) 3 doubles
Ladung (q) 1 double
1
1

Adresse (addr) integer
Zwischenwert (scr) integer

Tabelle 2.1: Zu sortierende Eingabedaten der FMM pro Teilchen

Der Adresswert wird gebildet, indem zu Beginn alle Teilchen durchnummeriert wer-
den. Er dient dazu, die im Verlauf der Berechnung umgeordneten Teilchen abschliessend



wieder in ihre urspriingliche Reihenfolge zu bringen. Wahrend der Sortierung der Ein-
gabedaten stellt der Adresswert nur ein weiteres, mitzufiihrendes Datum dar.

Der Schliissel nach dem die Eingabedaten sortiert werden miissen ist die Boxnummer,
welche im wesentlichen durch die Position eines Teilchens bestimmt wird. Dazu werden
die Koordinaten aller Teilchen gleichmissig in den Bereich [0, 1] x [0, 1] x [0, 1] skaliert.
Damit wird das gesamte System in einen Wiirfel mit Kantenlinge 1 eingebettet. Die
weitere Vorgehensweise zur Bestimmung der Boxnummern wird in Abbildung 2.1 an
einem zweidimensionalen Beispiel gezeigt.

1,0 1,1

0,1

Abbildung 2.1: Zweidimensionales Beispiel zur Nummerierung der Boxen und abschlies-
sender Skalierung des gesamten Systems.

In einem ersten Schritt wird die Ausgangsbox gleichméssig in 4 Kinderboxen unterteilt.
In Abhéngigkeit vom sog. Separationskriterium ws wird diese Unterteilung mit den Kin-
derboxen so oft wiederholt, bis zwischen zwei Boxen in mindestens einer Raumrichtung
ws Boxen dazwischen liegen. Fiir ws = 1 werden deshalb im angegebenen Beispiel im
ersten Schritt 4 x 4 = 16 Kinderboxen erzeugt. Diese werden nach einem festen Sche-
ma durchnummeriert und allen Teilchen jeweils die Boxnummer zugeordnet, in der sie
sich befinden. Im n#chsten Schritt werden die bestehenden Boxen wieder in 4 Kinder-
boxen unterteilt und die Boxnummern der einzelnen Teilchen entsprechend angepasst.
Dies erfolgt, in dem die alte Boxnummer in Bindrdarstellung um zwei Bitstellen nach
links geschoben wird und die dadurch freiwerdenden niederwertigsten 2 Bitstellen fiir
die Einteilung in die 4 neu entstandenen Kinderboxen verwendet werden. Dieser Vor-
gang wird mehrmals wiederholt, bis ein implementierungsspezifisches Abbruchkriterium
erreicht ist. Abschliessend wird das gesamte System noch einmal in Richtung des Mittel-
punkts der Ausgangsbox zusammengedriickt. Je nach Ausmass dieser Skalierung kann es
durch diese letzte Anderung des Systems dazu kommen, dass einzelne Teilchen ihre ur-
spriingliche Box noch einmal verlassen. Dementsprechend werden auch die Boxnummern
noch einmal angepasst.

Im dreidimensionalen Fall erfolgt mit ws = 1 die Unterteilung im ersten Schritt in 8x8 =
64 Kinderboxen und in jedem weiteren Schritt in jeweils 8 Kinderboxen. Nach jedem
dieser Schritte miissen die Eingabedaten aller Teilchen anhand der neu zugeordneten
Boxnummern sortiert werden. Es ergeben sich daraus drei verschiedene Szenarien, in
denen die Eingabedaten sortiert werden miissen. Diese unterscheiden sich jeweils durch



den Wertebereich der Schliissel und den Grad der Vorsortierung.

1. Nach der ersten Einteilung in 64 Boxen, sind nur Boxnummern von 0 bis 63
vergeben. Es werden daher nur die niederwertigsten 6 Bit verwendet und alle
hoherwertigeren Bit sind 0. Bei einem einzelnen Aufruf der FMM sind die Teil-
chen des Systems beliebig verteilt und liegen daher beziiglich ihrer Boxnummern
vollkommen unsortiert vor. Im Rahmen von Molekulardynamiksimulationen ist es
aber beispielsweise auch moglich, dass das Zuriicksortieren der Ausgabedaten aus-
gesetzt wird und die FMM jeweils nur mit einem leicht veréinderten System aufge-
rufen wird. In diesen Fillen wire dann bereits eine Vorsortierung in unbekanntem
Ausmass vorhanden.

2. Durch andauerndes verkleinern der Boxen nimmt deren Anzahl zu und der Wer-
tebereich der Boxnummern wird grosser. In dem aber in jedem Schritt die ur-
spriinglichen Boxnummern um 3 Bit nach links verschoben werden, sind die Teil-
chen anhand der neuen Boxnummern bereits bis auf die niederwertigsten 3 Bit
vorsortiert.

3. Mit der abschliessenden Skalierung des gesamten Systems konnen sich noch einmal
die Boxnummern aller Teilchen &ndern. Die Gesamtzahl der Boxen héngt von der
Anzahl der vorher durchgefiihrten Unterteilungen ab. Werden 64-Bit Integerwerte
fiir die Boxnummern verwendet kénnen maximal 263 = 23*21 verschiedene Boxen
erzeugt und damit auch nur hochstens 21 Unterteilungsschritte durchgefithrt wer-
den. Je nach verwendetem Skalierungsfaktor zwischen 0.5 und 1 sind die Teilchen
danach wieder unsortiert, teilweise vorsortiert oder immer noch sortiert.

Der Hintergrund fiir diese iterativen Vergabe der Boxnummern ist eine Optimierung
beziiglich der Rechenzeit. Innerhalb einzelner Boxen und zwischen den ws né#chsten
Nachbarboxen werden die Nearfield-Wechselwirkungen direkt berechnet. Alle restlichen
Wechselwirkungen gehoren zum Farfield und werden mit Mutlipolentwicklungen berech-
net. Durch die schrittweise Verkleinerung der Boxen wird der Nearfield-Anteil verringert
und der Farfield-Anteil erhoht bis eine, beziiglich der Rechenzeit optimale Untertei-
lungstiefe erreicht ist. Durch Interpolation wird dann im Anschluss noch eine fraktionale
Tiefe bestimmt, die ndher an der optimalen Tiefe liegt als ein ganzzahliger Wert. In
Abhéngigkeit von der fraktionalen Tiefe wird dann das gesamte System zum Mittel-
punkt der Ausgangsbox hin zusammengedriickt. Durch diese Verdnderung des Systems
werden an den Réndern leere Boxen erzeugt die bewirken, dass sich die optimale Tie-
fe dem ganzzahligen Wert annéhert der dann im weiteren Verlauf verwendet wird. Die
Veranderung der Koordinaten der Teilchen entsprechen einer einheitlichen Skalierung
des gesamten Systems und kénnen an den berechneten Ausgabedaten wieder riickgingig
gemacht werden.

2.1.2 Ausgabedaten

Nach dem Abschluss der FMM, liegen sowohl die berechneten Ausgabedaten als auch
die Eingabedaten in einer, fiir den Benutzer der FMM unbekannten Reihenfolge vor. Aus



diesem Grund ist es notwendig, die Daten wieder in die urspriingliche Reihenfolge zu
bringen. Zu diesem Zweck wurde, wie zuvor beschrieben, jedem Teilchen ein Adresswert
zugeordnet, nach dem die Ausgabedaten zum Abschluss nocheinmal sortiert werden
miissen.

‘ Anzahl und Datentyp pro Teilchen

Adresse (addr) | 1 integer
Gradient (g) 3 doubles
Potential (p) 1 double
Ladung (q) 1 double

Tabelle 2.2: Zu sortierende Ausgabedaten der FMM pro Teilchen

Zusammen mit den Ausgabedaten, bestehend aus dem Gradienten und den Potentialen,
miissen auch die Ladungen der einzelnen Teilchen wieder zuriicksortiert werden. Die-
se sind ein Bestandteil der Eingabedaten und es ist vorgesehen, sie dem Benutzer der
FMM in ihrer urspriinglichen Reihenfolge zuriickzugeben. Da die Positionen der einzel-
nen Teilchen, wie in Abschnitt 2.1.1 beschrieben, abgesehen von der Umsortierung noch
zusétzliche verdndert wurden, werden sie nicht mit zuriicksortiert.
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2.2 Paralleles Sortieren in der FMM

Die Entwicklung einer parallelen Implementierung der FMM macht es erforderlich, dass
auch die im vorherigen Abschnitt vorgestellte Sortierung der Ein- und Ausgabedaten
parallelisiert wird. Dabei gilt es besonders die begrenzte bzw. flexible Verwendung von
zusétzlichem Speicher zu ermdéglichen und nur linear beziiglich der Anzahl Teilchen n
skalierende Verfahren zu verwenden. Fiir die parallele Implementierung der FMM wurde
das Global Arrays Toolkit [15] verwendet, welches im folgenden kurz vorgestellt wird.

2.2.1 Das Global Arrays Toolkit

Das Global Arrays Toolkit bietet eine shared-memory-artige Programmierumgebung fiir
Parallelrechner mit physikalisch verteiltem Speicher. Zentraler Bestandteil sind Global
Arrays genannte Datenstrukturen zum Anlegen von Feldern beliebigen Datentyps. Je-
des dieser Felder wird automatisch auf die verschiedenen Prozesse eines parallelen Pro-
gramms verteilt. Lesender und schreibender Zugriff auf die Daten eines Global Arrays
wird durch die Funktionen ga_get bzw. ga_put ermoglicht. Diese verbergen die un-
terschiedlichen Zugriffsarten, einerseits direkt auf den lokalen Speicher eines Prozes-
ses oder andererseits mittels einseitiger Kommunikation auf den verteilten Speicher.
Des Weiteren ermoglicht es die Funktion ga_access mittels eines Zeigers direkt auf
auf den lokalen Speicher eines Prozesses zuzugreifen. Dariiber hinaus werden bestimm-
te Funktionalititen des Global Arrays Toolkit mit Hilfe einer darunterliegenden MPI-
Implementierung [32] realisiert.

2.2.2 Gegebenheiten der parallelen FMM

Die Verwendung des Global Arrays Toolkit fiir die parallele Implementierung der FMM
hat zur Folge, dass fiir die Daten, deren Anzahl von der Grosse des zu berechnenden Sys-
tems abhéngt, jeweils eigene Global Arrays angelegt werden. Der Inhalt jedes einzelnen
Global Arrays wird gleichméssig auf die beteiligten Prozesse verteilt. Fiir ein System mit
n Teilchen sind somit wihrend der parallelen Ausfithrung des Programms mit p Prozes-
sen jedem Prozess die Daten von % Teilchen zugeordnet. Ungleiche Lastverteilungen auf
Grund der Datenverteilung sind somit ausgeschlossen und miissen nicht beriicksichtigt
werden.

Die Verwendung der Global Arrays ermdglicht gleichzeitig die Nutzung einer zusétzlichen
MPI-Implementierung. Daher werden die parallelen Sortierverfahren unter Verwendung
von MPI realisiert. Dies erhoht die Flexibilitdt und Wiederverwendbarkeit der imple-
mentierten Verfahren. Des Weiteren ist darauf zu achten, dass sich die parallelen Sor-
tierverfahren ohne Probleme innerhalb der in Fortran geschriebenen parallelen Imple-
mentierung der FMM verwenden lassen.
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3 Sequentielles Sortieren

Fin wesentlicher Bestandteil fast aller parallelen Sortierverfahren ist ein sequentielles
Sortierenverfahren. Jeder Prozess hat die ihm zugewiesenen Elemente, unabhéngig von
allen anderen Prozessen zu sortieren. Ein umfangreicher Uberblick zum Thema Sortieren
und zu existierenden Sortierverfahren wird in [6] gegeben. Im weiteren Verlauf werden all-
gemeine Folgen von Elementen betrachtet, wobei jedes Element einen Schliissel enthiilt,
nach dem sortiert wird.

Ein wichtiges Merkmal aller Verfahren ist die Laufzeitkomplexitédt. Sie gibt Auskunft
iitber die Anzahl durchzufithrender Operationen in Abhéngigkeit von der Anzahl zu
sortierender Elemente n. Sortierverfahren welche auf Vergleichen zwischen Elementen
basieren (beispielsweise gegeben durch eine Ordnungsrelation), benttigen mindestens
nlogn dieser Vergleichsoperationen ([6] S. 183). Um die von der FMM geforderte lineare
Skalierung zu erreichen, wird daher ein nicht auf Vergleichen basierendes sog. Radixsort-
Verfahren verwendet.

Neben der Laufzeitkomplexitéit eines Sortierverfahrens ist auch die Speicherkomplexitit
von Bedeutung. Ein Verfahren arbeitet in-place, wenn es abgesehen von den Eingabe-
daten, nur noch eine konstante bzw. von der Grosse der Fingabedaten unabhéngige
Menge an zusétzlichem Speicher benttigt. Ein in-place Sortierverfahren gibt die sortier-
ten Elemente in dem gleichen Feld zuriick, in dem es auch die unsortierten Elemente
iibergeben bekommen hat. Im Gegensatz dazu verwendet ein out-of-place Sortierverfah-
ren ein zusitzliches Feld fiir die Ausgabe und besitzt somit eine Speicherkomplexitét von
O(n).

Dariiber hinaus ist noch der Begriff der Stabilitéit von Bedeutung. Ein Verfahren wird als
stabil bezeichnet, wenn die Reihenfolge von Elementen mit identischen Schliisselwerten
untereinander nicht verdndert wird.
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3.1 Sortieren durch Einfiigen

Sortieren durch Einfiigen bezeichnet eine ganze Familie von Sortierverfahren basierend
auf Vergleichen. In einem iterativen Prozess wird jeweils ein Element in eine bereits sor-
tierte Folge von Elementen eingefiigt. Die verschiedenen Verfahren unterscheiden sich
unter anderem in der Art und Weise wie die Position ermittelt wird, an der eine neu-
es Element eingefiigt werden muss. Im folgenden soll das in-place Verfahren Straight
insertion sort ([6] S. 80) kurz vorgestellt werden.

Listing 3.1: Straight insertion sort

for (i = 1; i < n; i++)
if (keys[i] < keys[i - 11)
{

j=1i-14

t keys [i];

do {
keys[j + 1] = keys[j];
i=3-1
if (j < 0) break;

} while (t < keys[jl);

keys[j + 1] = t;
}

In jedem Durchlauf der &dusseren Schleife wird ein neues Element zu den bereits sor-
tierten hinzugefiigt und durch die innere Schleife bis an seine richtige Position bewegt.
Wenn ¢ die maximale Anzahl Stellen bezeichnet, die jedes Element zu Beginn von seiner
Position in der sortierten Folge entfernt ist, besitzt Straight insertion sort eine Laufzeit-
komplexitét von O(cn). Fiir komplett unsortierte Folgen gilt ¢ < n und es ergibt sich
eine Komplexitit von O(n?). Ist ¢ dagegen eine Konstante unabhingig von n hat dies
nur noch eine Komplexitét von O(n) zur Folge.

Durch seine Einfachheit ldsst es sich mit geringem Aufwand implementieren und eig-
net sich besonders zum Sortieren von kurzen Folgen von Elementen. Angewendet auf
eine bereits vorsortierte Folge von Elementen (¢ konstant), kann es benutzt werden um
effizient eine vollstandige Sortierung zu erreichen.
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3.2 Radixsort

Radixsort (auch Distributionsort oder Bucketsort) ist ein Sortierverfahren welches nicht
auf Vergleichen zwischen einzelnen Elementen basiert. Stattdessen wird eine endliche
Menge von Schliisselwértern S = ¥ iiber einem beliebigen Alphabet ¥ vorausge-
setzt. Beispielsweise konnen 64-Bit Integerwerte in Binédrdarstellung als Schliisselworter
iitber dem Alphabet ¥ = {0,1} mit £ = 64 aufgefasst werden. Zeichenketten, als
Schliisselworter iiber dem Alphabet ¥ = {q,b, ..., z} eignen sich ebenfalls zum Sortieren
mit Radixsort.

Die zwei moglichen Varianten von Radixsort sollen im folgenden an einem Beispiel mit
dreistelligen Bindrzahlen (X = {0, 1}, k = 3) kurz vorgestellt werden. Ein Schliisselwort
hat in diesem Fall die Form asajag mit ag, a1, ap € X wobei ag als niederwertigste (least-
significant-digit, LSD) und a2 als hochstwertigste Stelle (most-significant-digit, MSD) be-
zeichnet wird. Ein Radixsort-Verfahren sortiert die Schliisselworter in mehreren Schritten
jeweils nach einer einzelnen Stelle. Wird von der niederwertigsten zur héchstwertigsten
Stelle vorgegangen, spricht man von LSDF-Radixsort (least-significant-digit-first, Ab-
bildung 3.1), bei entgegengesetzter Reihenfolge von MSDF-Radixsort (most-significant-
digit-first, Abbildung 3.2).

100
011
110
101
010
000
111
001

R OORROO

Abbildung 3.1: Beispiel zur Funktionsweise von LSDF-Radixsort.

In jedem Schritt werden bei LSDF-Radixsort alle Schliisselworter nach der jeweils
betrachteten Stelle stabil sortiert. Ein instabiles linear skalierendes Verfahren wird
spater in Abschnitt 3.2.2 beschrieben. Stabilitdt kann jedoch nur erreicht werden, wenn
zusétzlicher Speicher fiir die Ausgabe der sortierten Elemente zur Verfiigung steht.
LSDF-Radixsort ist daher kein in-place Sortierverfahren.
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Abbildung 3.2: Beispiel zur Funktionsweise von MSDF-Radixsort.

MSDF-Radixsort beginnt dagegen mit der hochstwertigsten Stelle. Sind alle
Schliisselworter nach dieser Stelle sortiert, lassen sich daraus |X| Klassen von Elementen
bilden. Fiir jede Klasse mit mehr als einem Element, wird diese Sortierung rekursiv, an-
hand der néchst niedrigeren Stelle wiederholt. Die maximale Rekursionstiefe wird durch
k begrenzt, da nach dem Sortieren anhand der niederwertigsten Stelle alle verbleibenden
Klassen nur noch Elemente mit identischen Schliisselwortern enthalten.

Steht zusitzlich O(n) Speicher zur Verfiigung ist LSDF-Radixsort in der Regel leichter
zu implementieren. Durch die Rekursivitdt von MSDF-Radixsort ergibt sich dagegen
eine hohere Datenlokalitét. In [14] wird daher eine Kombination beider Varianten vorge-
schlagen. Diese beginnt mit MSDF-Radixsort und verwendet anschliessend fiir einzelne
Klassen welche in den Datencache passen ein effizienteres LSDF-Radixsort. Fiir ein in-
place Sortierverfahren kann diese Vorgehensweise jedoch nicht angewendet werden, da
LSDF-Radixsort O(n) zusétzlichen Speicher fiir die Ausgabe benétigt. Im folgenden wird
daher ndher erklirt, wie sich MSDF-Radixsort realisieren lésst.

Auf Grund der Anwendung in der FMM wird im weiteren Verlauf hauptséchlich das
Sortieren von k-Bit Integerwerten erldutert. Durch eine flexible Implementierung ist
dabei die Angabe der zu verwendenden niederwertigsten und hochstwertigsten Bitstelle
zur Laufzeit moglich. Des Weiteren ist eine spezielle Variante vorhanden die es erlaubt,
genau bekannte Vorsortierungen gezielt auszunutzen. Damit konnen beispielsweise die
in Abschnitt 2.1.1 beschriebenen, bis auf die niederwertigsten 3 Bitstellen vorsortierten
Boxnummern effizient sortiert werden.

3.2.1 Radix-Exchange

Eine der einfachsten Implementierungen von MSDF-Radixsort ist Radix-Exchange [7].
Es stellt einen Spezialfall zum Sortieren von Schliisselwortern aus einem bindren Alpha-
bet dar, der leicht in-place zu realisieren ist ([6] S.123). Das in Abbildung 3.2 dargestellte
Beispiel verwendet Radix-Exchange.

Beginnend mit dem héchstwertigen Bit werden die Elemente, je nachdem ob das betrach-
tete Bit eine 0 oder eine 1 enthilt, in zwei Klassen aufgeteilt. Dann wird die Unterteilung
anhand des néchst niedrigeren Bits, jeweils getrennt auf den Elementen der zwei zuvor
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entstanden Klassen, rekursiv wiederholt. Die Rekursion bricht ab, wenn eine Klasse nur
noch ein Element enthélt oder das niederwertigste Bit behandelt wurde. Fiir das Sortie-
ren von k-Bit Integerwerten ist eine maximale Rekursionstiefe von k gegeben und jedes
Elemente wechselt hochstens kmal seine Position. Es ergibt sich somit eine Laufzeit-
komplexitéit von O(kn) und da k unabhéngig von n ist, ist Radix-Exchange ein linear
skalierendes Sortierverfahren.

Die Struktur des Algorithmus besitzt grosse Ahnlichkeiten zum klassischen Quicksort-
Algorithmus. Bereits vorhandene Implementierungen von Quicksort [30] kénnen schon
mit geringem Aufwand fiir die Realisierung von Radix-Exchange herangezogen werden.
Anstelle der Verwendung von Pivot-Elementen werden fiir Radix-Exchange die einzelnen
Bitstellen zur Unterteilung der Schliisselwérter verwendet.

3.2.2 Count-Split-Radixsort

Wiéhrend bei Radix-Exchange die Schliisselworter immer nur anhand einer Bitstelle in
zwei Klassen unterteilt werden, ist bei einem allgemeinen Radixsort-Algorithmus auch
eine Unterteilung in mehr als zwei Klassen moglich. Werden fiir einen Aufteilungsschritt
r aufeinander folgende Bitstellen betrachtet, hat dies eine Unterteilung in 2" Klassen
zufolge. Fiir das Sortieren von k-Bit Integerwerten betrégt die maximale Rekursionstiefe
damit nur noch [%], wodurch auch jedes Elemente héchstens [£] mal seine Position
wechseln muss.

Die Aufteilung der Elemente in die einzelnen Klassen erfolgt nun in zwei Phasen. In
einem ersten Durchgang (Count) wird ermittelt wie viele Elemente jede Klasse nach der
Aufteilung enthalten wird. Aus diesen Informationen kdnnen dann die Bereiche ermittelt
werden, in die in einem zweiten Durchgang (Split) die Elemente der einzelnen Klassen
einzusortieren sind.

Steht fiir die Ausgabe der Elemente ein zweites, separates Feld zur Verfiigung lésst sich
die Split-Operation leicht realisieren. Eine in-place Variante der Split-Operation ist in
[13] als Bestandteil von American Flag Sort zu finden. Ein Nachteil dieser Implemen-
tierung ist jedoch, dass unterschiedslos jedes Element, und damit auch solche die sich
bereits in ihrer richtigen Klassen befinden, kopiert wird. Im folgenden wird daher ein
leicht modifizierte Variante dieser Split-Operation vorgestellt. Die zu sortierenden Ele-
mente sind im Feld keys und die zuvor ermittelten Grossen der Klassen im Feld count
gegeben.
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Listing 3.2: in-place Split-Operation

pl0] = 0;
for (i = 1; i < k; i++) pl[i] = pl[i - 1] + count[i - 1];
end = 0;
for (i = 0; i < k; i++)
{
end += count[i];
j = plil;
while (j < end)
{
c = class_of(keys[jl);
while (c != i)
{
d = class_of (keys[plcll);
if (d != ¢) xchange(keys[jl, plcl);
plcl++;
c = d;
}
}
Jj++;
}

Die Funktionsweise ist &hnlich der von American Flag Sort, wobei nun jedoch alle Ele-
mente tbersprungen werden, die sich bereits in ihrer richtigen Klassen befinden. Dies
kann sich insbesondere bei vorsortierten Folgen als effizienter erweisen.

Fiir die Ermittlung der Grossen der Klassen wird jedes Element einmal untersucht und
mit der vorgestellten Split-Operation wird ebenfalls jedes Element direkt in seine Klas-
se kopiert. Durch die rekursive Vorgehensweise mit maximaler Tiefe [%] nimmt jedes
Element auch nur [%1 mal an einer Split-Operation teil. Somit ergibt sich auch fiir
CS-Radixsort eine Laufzeitkomplexitét von O(n).

Neben der effizienten Implementierung der Split-Operation ist fiir das Sortieren von
bindren Schliisselwortern die optimale Wahl des Parameters r entscheidend. Fiir Cache
Conscious Radixsort [14] wird empfohlen r so zu wéhlen, dass r < log, Srp — 1 gilt,
wobei Strp die Anzahl der Eintrége im Translation Lookaside Buffer (TLB) bezeichnet.
Dies stellt sicher, dass die Anzahl der Klassen fiir die Split-Operation nicht die Anzahl der
vorhandenen TLB-FEintrége iibersteigt und TLB-Caches effizient genutzt werden. Sind
zusammen mit den eigentlichen Schliisselwortern noch d zusétzliche Daten zu sortieren
und werden keine separaten Ausgabefelder verwendet, ergibt sich:

StLB
d+1

r < logs
Der jeweils konkret verwendete Wert fiir r wurde flexibel implementiert und kann zur

Laufzeit angegeben werden. Fin optimaler Wert zum Sortieren von 32-Bit bzw. 64-Bit
Integerwerten, ist empirisch bestimmt worden und wird als Standardwert verwendet.
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Auf Grund des erhohten Aufwands, sowohl durch die zusétzliche Count-Operation, als
auch die aufwandige Split-Operation, ist CS-Radixsort sehr ineffizient beim Sortieren von
sehr wenigen Elementen. Da die MSDF-Variante von Radixsort aber rekursiv arbeitet,
tritt dieser Fall auch beim Sortieren grosser Mengen von Elementen auf und beeinflusst
wesentlich die Laufzeit. Fiir eine effiziente Implementierung ist es daher unerlésslich, im
Falle von ”zu kleinen” Klassen ein effektiveres Verfahren anzuwenden. Zu diesem Zweck
wird die Rekursion ab einer bestimmten Anzahl zu sortierender Elemente ¢ abgebrochen.
Somit miissen fiir eine vollstdndige Sortierung am Ende alle Elemente nur noch um
maximal ¢ Positionen bewegt werden. Dies wird durch einen abschliessenden Aufruf von
Straight insertion sort erreicht. Der konkrete Wert fiir ¢ ist ebenfalls empirisch bestimmt
worden.

3.2.3 Vergleich

In Abbildung 3.3 sind die Laufzeiten der drei in diesem Abschnitt vorgestellten Varian-
ten von Radixsort gegeniibergestellt. Insbesondere wurde dabei auch ihr Verhalten bei
vorsortierten bzw. bereits komplett sortierten Folgen von Elementen untersucht.

unsortierte Elemente

vorsortierte Elemente sortierte Elemente
10 T T T ] 10 T T T ] 10 T T T ]
Radix-Exchange —e— 1 F A Radlx-Eéchaggg —o— ] A Radm-EF%(Ichaé]gﬁ —— ]
r ; bl r merican Flag Sort —x<— ] C merican Flag Sort —x«—
American Flag Sort g [ CS-Radixsort —— | L CS-Radixsort —— ]
CS-Radixsort ] [ ]

Laufzeit in Sekunden

0.01 ; ‘ 0.01

|
220 221 022 023 024 220 2‘21 2]22 2I23 024 0'012 20 2|21 2‘22 2|23 024

Anzahl Elemente

Abbildung 3.3: Laufzeiten der Radixsort-Verfahren mit unsortierten, vorsortierten und
sortierten Folgen.

Wie der Vergleich zeigt, ist CS-Radixsort mit der vorgestellten Split-Operation das

schnellste der drei implementierten Radixsort-Verfahren. Wahrend bei unsortierten Ele-
menten der Unterschied zu American Flag Sort nur gering ist, fillt er bei vorsortier-

19



ten und vollstéindig sortierten Elementen deutlicher aus. Dies kann auf die neue Split-
Operation zuriickgefiihrt werden, die bereits richtig positionierte Elemente iiberspringt
anstatt sie, wie American Flag Sort unnétig zu kopieren. Die Laufzeiten fiir das einfache
Radix-Exchange sind in jedem Fall hoher als bei CS-Radixsort.
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3.3 Sortieren mit Permutation

Einen Spezialfall stellt das Sortieren bzw. Umordnen anhand einer vorgegebenen Per-
mutation dar. Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung ¢ : X,, — X, einer n-
elementigen Menge auf sich selbst. Im vorliegenden Fall ist X,, = {0,...,n — 1} die
Menge der Positionen, die ein Element in einer zu sortierenden Folge einnehmen kann.
Im folgenden ist ein Beispiel fiir eine Permutation in Matrixdarstellung mit n = 8 gege-

ben.
/01234567
T\ 72610053 4

Die in dieser Permutation enthaltenen Zyklen sind in Abbildung 3.4 dargestellt.

Abbildung 3.4: Darstellung der in einer Permutation enthalten Zyklen.

Eine Permutation ¢ kann als Vorlage zum Umordnen der Elemente, auf zwei verschiedene
Arten interpretiert werden:

1. vorwiérts: Ein Element an Position ¢ soll sich nach dem Sortieren an Position o(i)

befinden.

2. riickwérts: Ein Element an Position (i) soll sich nach dem Sortieren an Position

1 befinden.

Ein in-place Verfahren welches eine gegebene Permutation riickwérts anwendet, ist in
[6] (S. 595) gegeben. Analog dazu ldsst sich, wie in Listing 3.3 dargestellt, auch eine
vorwérts-Variante entwickeln. Die zu sortierenden Elemente sind im Feld keys gegeben
und die anzuwendende Permutation in perm, wobei perm[i] den Wert o (i) enthélt.
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Listing 3.3: Sortieren mit Permutation: vorwérts

for (i = 0; i < nj; i++)
{
while (perm([i] != i)
{

j = perml[il];

xchange (keys [i], keys[jl);

perm[i] = perm[j];
perm[jl = j;
}
}

Die dussere Schleife 1auft iiber alle n Elemente und die innere jeweils iiber die Elemente
eines Zyklus. Da jeder Zyklus nur einmal durchlaufen wird und jedes Element nur an
einem Zyklus beteiligt ist, wird insgesamt durch die innere Schleife jedes Element nur
einmal betrachtet. Somit besitzt der Algorithmus eine Laufzeitkomplexitét von O(n).

Um bereits abgearbeitete Elemente zu markieren, wird in der vorliegenden Variante die
im Feld perm gegebene Permutation iiberschrieben. Fiir diese Markierung kann aber
auch eine ungenutzte Bitstelle in den Eintrégen des Feldes perm verwendet werden. Mit
dem Entfernen dieser Markierung lésst sich dann die urspriingliche Permutation wieder
herstellen.

In der FMM kann Sortieren mit Permutation verwendet werden, um die Ausgabedaten
zu sortieren. Wie in Abschnitt 2.1.2 beschrieben wird zu diesem Zweck ein Adressfeld
mitgefiihrt, welches die Position eines Teilchens zu Beginn angibt. Diese Adressen be-
schreiben eine Permutation anhand derer die Ausgabedaten mit der vorwiérts-Variante
zuriicksortiert werden kénnen. Dies héitte den Vorteil, dass jedes Teilchen direkt an seine
jeweilige Position kopiert wiirde. Natiirlich kann die Sortierung der Ausgabedaten auch
mit einem normalen Sortierverfahren wie CS-Radixsort durchgefiithrt werden. In Abbil-
dung 3.5 sind daher zum Vergleich die Laufzeiten dieser beiden Verfahren dargestellt.
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Abbildung 3.5: Laufzeiten fiir das Zuriicksortieren mit Permutation und CS-Radixsort.

Die Vergleich zeigt, dass Sortieren mit Permutation ca. 2-3 mal langsamer ist. Dies steht
jedoch im Widerspruch zu der Tatsache, dass mit CS-Radixsort jedes Element ofter
kopiert wird.

Die Ursache fiir dieses Verhalten liegt in der geringen Datenlokalitit beim Sortieren mit
Permutation. Indem jedes Element direkt an seine richtige Position in einem Feld kopiert
wird finden sténdig auf dem gesamten Feld verteilte Zugriffe statt. Dies hat eine, im
Vergleich zu CS-Radixsort, deutlich schlechtere Ausnutzung von Hardware-Caches zur
Folge. Untersuchungen mit einem Performance Monitoring Tool [33] haben das bestétigt.
Obwohl fiir CS-Radixsort ca. 60% mehr Instruktionen ausgefithrt wurden, sind dennoch
ca. 6 mal weniger Daten aus dem Hauptspeicher geladen worden. Dariiberhinaus konnten
bei CS-Radixsort im Durchschnitt doppelt so viele Speicherzugriffe durchgefiihrt werden
bevor ein Zugriff auf den Translation Lookaside Buffer fehlschlug. Somit ist Sortieren mit
Permutationen ein Verfahren, welches zwar theoretisch weniger Operationen benétigt,
aber praktisch die gegebenene Hardware weniger effizient ausnutzt.

23



3.4 Umgang mit zusdtzlichen Daten

Bisher wurden immer vollstéindige Elemente sortiert, wobei ein Teil jedes Elements der
Schliissel war, nachdem sortiert wird. In den meisten praktischen F#llen besteht ein
Element dariiber hinaus noch aus weiteren zusétzlichen Daten. Liegen Schliissel und
Daten eines Elements kontinuierlich im Speicher ist eine Kopieroperation ausreichend,
um ein Element zu kopieren. Sind Schliissel und Daten dagegen auf d verschiedene Felder
verteilt, werden fiir das Kopieren eines Elements auch d Kopieroperationen benétigt.

Fiir die bisher vorgestellten Sortierverfahren gilt, dass jedes Element nicht direkt an
seine endgiiltige Position kopiert wird, sondern diese erst iiber mehrere verschiedene
Zwischenpositionen erreicht. Fiir die Schliisselwerte eines Elements ist dies durchaus
sinnvoll, nicht aber fiir die zusétzlichen Daten. Ein Alternative besteht darin, anstatt der
Daten selbst nur eine Referenz auf die Daten zusammen mit den Schliisseln zu sortieren.
Diese Referenz kann beispielsweise durch eine Adresse realisiert werden, wie sie in der
Implementierung der FMM bereits fiir das Zuriicksortieren der Ausgabedaten verwendet
wird. Nach dem Sortieren der Schliissel und Adressen kénnen dann die eigentlichen Daten
unter Verwendung des Adressfeldes als Permutation mit der riickwérts-Variante sortiert
werden. In Abbildung 3.6 ist diese Vorgehensweise an einem Beispiel dargestellt.

Schlussel / Adresse Daten Schlussel / Adresse Daten Schliissel / Adresse Daten

Abbildung 3.6: Vorgehensweise beim getrennten Sortieren von Schliissel und Daten.

In dem die Daten direkt in die sortierte Reihenfolge gebracht werden und nicht alle Zwi-
schenpositionen zusammen mit den Schliisseln durchlaufen, werden effektiv weniger Ko-
pieroperationen durchgefiihrt. Im Fall der FMM ist dieses Adressfeld bereits vorhanden,
wodurch kein zusatzlicher Speicher dafiir benotigt wird. Um den Inhalt des Adressfeldes
nicht zu iiberschreiben, kann wie in Abschnitt 3.3 beschrieben eine ungenutzte Bitstelle
pro Adresswert als Markierung verwendet werden. In Abbildung 3.7 sind die Laufzeiten
beider Varianten gegeniibergestellt.
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Abbildung 3.7: Laufzeiten fiir das gemeinsame und getrennte Sortieren von Schliissel
und Daten.

Es zeigt sich deutlich, dass die Anzahl der zusétzlich zu sortierenden Daten der FMM
noch zu gering sind, als das sich der vorgestellte Ansatz lohnen wiirde. Der Grund
dafiir ist wieder die, wie in Abschnitt 3.3 beschrieben, geringe Effizienz beim Sortieren
mit Permutation. Es zeigt sich jedoch auch, dass sich das Verhé&ltnis mit zunehmender
Grosse der zusétzlichen Daten dndert. Fiir die FMM ist es aber effizienter, Schliissel und
Daten als Einheit zu behandeln.
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4 Paralleles Sortieren basierend auf
Mischen

Parallele Sortierverfahren kénnen beziiglich ihrer Vorgehensweise grob in zwei Katego-
rien eingeteilt werden. Die erste umfasst Verfahren basierend auf Mischen (merge-based
parallel sorting). Wie in Abbildung 4.1 dargestellt, wird dabei in zwei Schritten vorge-
gangen.

Prozess 1 Prozess 2 Prozess p
Ldblalll {lbeat) << il
sortieren sortieren sortieren

Lt Loounntill il
\>\pﬁerge‘/

— e T
T YT TTI T et 111111111

Abbildung 4.1: Paralleles Sortieren basierend auf Mischen.

Zu Beginn sind die unsortierten Elemente auf p Prozessen verteilt. Fiir das eigentliche
Verfahren ist es unerheblich, ob die Elemente gleichméssig verteilt sind. Dennoch ist
es fiir eine moglichst gleichméssige Lastverteilung unter den einzelnen Prozessen und
damit auch fiir die Effizienz entscheidend. Eine eventuelle Umverteilung, falls erwiinscht
bzw. iiberhaupt moglich, hat bereits im Vorfeld zu erfolgen. Im Falle der FMM sind
die Elemente bereits gleichméissig verteilt und eine Umverteilung durch die begrenzte
Verfiigbarkeit von zusétzlichem Speicher nahezu unmdéglich.

Zuerst sortiert jeder Prozess unabhéingig seine Elemente mit einem sequentiellen Sortier-
verfahren. Je nach Schliisseltyp und weiteren bekannten Informationen wie zum Beispiel
Wertebereich oder Vorsortierung der Schliissel kann dafiir ein entsprechend effizientes
Verfahren verwendet werden.
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Anschliessend werden die p sortieren Folgen in einem parallelen p-merge-Schritt zusam-
mengemischt, wodurch sich eine auf p Prozessen verteilte sortierte Folge von Elementen
ergibt. Im folgenden Abschnitt wird beschrieben, wie ein solcher p-merge-Schritt reali-
siert werden kann.

28



4.1 Das parallele p-merge-Problem

Das allgemeine p-merge Problem besteht, darin p sortierte Folgen von insgesamt n Ele-
menten in eine sortierte Folge zu bringen. Fiir p = n geht dies in das Sortieren von n
Elementen iiber und kann wie in Kapitel 3 beschrieben behandelt werden. Der Fall p = 2
wird im Anschluss, als wichtiger Bestandteil des im folgenden vorgestellten Verfahren
ausfiihrlich behandelt.

Fin einfacher sequentieller Algorithmus zur Lésung des Problems entsteht aus der Ver-
wendung eines Heaps. In diesen wird zu Beginn jeweils das kleinste Element jeder Folge
eingefiigt. Durch stdndiges Entfernen des kleinsten Elements aus dem Heap und Einfiigen
des néchst kleineren Elements aus der jeweiligen Folge in den Heap werden alle Elemente
in einer sortierten Folge zusammengemischt. Dieses Verfahren hat eine Laufzeitkomple-
xitét von O(nlogp) und benstigt O(n) zusitzlichen Speicher fiir die Ausgabe.

Als Bestandteil eines parallelen Sortierverfahrens liegen die sortierten Folgen verteilt auf
p Prozessen vor. Eine naive Parallelisierung des sequentiellen Verfahrens scheitert, da
auch die verteilt vorliegenden Elemente durch die Verwendung des Heaps nur sequentiell
von einem Prozess verarbeitet werden konnen. Abgesehen davon, existieren beispielsweise
mit [20] parallele p-merge-Verfahren, welche aber eher von theoretischer Bedeutung sind.
Gemeinsam ist all diesen Verfahren, dass sie zusitzlich O(n) Speicher benttigen und
somit nicht in-place arbeiten.

Eine weitere und wie nachfolgend beschrieben auch praktisch zu realisierende Vorgehens-
weise besteht darin, den allgemeinen Fall mit p Prozessen auf den handhabbaren Fall mit
nur 2 beteiligten Prozessen zuriickzufithren. Diese u.a. auch als Merge-Exchange bezeich-
nete Operation wird im n#chsten Abschnitt genauer vorgestellt. Aus mehreren, teilweise
parallel von verschiedenen Prozesspaaren ausgefithrten Merge-Exchange-Operationen,
kann dann der allgemeine Fall mit p > 2 beteiligten Prozessen realisiert werden. Als
Vorlage zum Bilden der einzelnen Prozesspaare werden, wie im Abschnitt 4.3 beschrie-
ben, Sortiernetzwerke verwendet.

Diese Art der Vorgehensweise fiir ein paralleles Sortierverfahren wird bereits in [16] be-
schrieben. Wichtige praktische Aspekte und Implementierungsdetails werden zuséatzlich
in [21] und [19] gegeben.

4.1.1 Die Merge-Exchange-Operation

An einer Merge-Exchange-Operation sind zwei Prozesse Py und P; beteiligt, welche je-
weils eine sortierte Folge von Elementen der Lange ng bzw. ny enthalten. Nach Abschluss
dieser Operation befinden sich die ng kleinsten Elemente sortiert in Py und alle restli-
chen, sprich die n; grossten Elemente, sortiert in P;. Zusétzlich soll im weiteren Verlauf
ng + n1 = n gelten.

Fine naive Realisierung dieser Operation kénnte wie folgt vorgehen. Zuerst tibertrigt
P, alle seine Elemente an Fy. Anschliessend mischt Fy die zwei sortierten Folgen der
Lénge ng und n, in eine sortierte Folge der Linge n zusammen. Mogliche Verfahren fiir
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dieses Zusammenmischen werden in Abschnitt 4.2 ausfithrlich vorgestellt. Zum Abschluss
werden dann die n; grossten Elemente von Py zuriick an P; iibertragen.

Diese Vorgehensweise besitzt einige entscheidende Nachteile. Zum einen werden unter-
schiedslos alle Elemente von P, nach Fy iibertragen und am Ende wird ein Teil dieser
Elemente wieder zuriick an P; geschickt. Die Elemente von P;, welche am Ende wieder
zu P gehoren werden somit 2 mal unnétig versendet. Bei bereits vorsortierten Folgen
kann dies zur unndtigen Ubertragung grosser Datenmengen fithren. Zum anderen wird
das Zusammenmischen der sortierten Folgen nur lokal und somit sequentiell von Prozess
Py durchgefiihrt, wihrend P; in dieser Zeit untétig ist. Des Weiteren wird in Fy zum
Empfangen der Elemente von P zusitzlicher Speicher in Abhéingigkeit von n bendtigt.
Eine bessere Vorgehensweise wird in [16] als Bitonic Merge-Exchange vorgestellt. In
Abbildung 4.2 ist die Funktionsweise an einem Beispiel mit ng = n; = 8 dargestellt.

a*
I 1 H |

12345678 1234567

AR
* b
bIIIIIII- b III|§§\§\§
12345678 12345678

Abbildung 4.2: Bitonic Merge-Exchange zwischen einer aufsteigend und einer absteigend
sortierten Folge gleicher Liange.

Die Pfeile stellen Vergleiche zwischen zwei Elementen dar, wobei jeweils das kleinere Py
und das grossere P zugeordnet wird. Die grau markierten Elemente sind die tatséchlich
zwischen den Prozessen ausgetauschten Elemente. Durch elementweises Vergleichen der
aufsteigend sortierten Folge [a;];°; mit der absteigend sortierten Folge [bj]?;1 werden fiir
ng = n1 mit:

a; = min(a;, b)) (1 <1< ng)
by = max(a;,b;) (1<j<mn)

zwei Folgen [a;]°) und [b}]72, erzeugt fiir die gilt:

) < 1 *
jpax (o) < min (b])

Somit befinden sich die ng kleinsten Elemente in [af]}2; und die nq grossten in [b7]7L,.
Sind [a;];2) bzw. [a;]°; dem Prozess Py und [b;]71, bzw. [b7]71, dem Prozess Py zugeord-
net, so kann die Merge-Exchange-Operation nun abgeschlossen werden, in dem [a}]}*

i=1
und [b3]5L, von P bzw. P sortiert werden.
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Die Folgen [af]!°; und [b;];il lassen sich jeweils wieder in zwei sortierte Folgen, eine

aufsteigende und eine absteigende, unterteilen. Eine derartige Folge wird u.a auch als
bitonische Folge bezeichnet. Durch wiederholtes anwenden dieses Prinzips entsteht das

auf Vergleichen basierende bitonische Sortieren.

Im Falle der Merge-Exchange-Operation sind sowohl [¢]];2, als auch [b7]7L,

aufsteigend sortiert und kénnen dariiber hinaus auch von ungleicher Linge sein sein. In
Abbildung 4.3 ist daher ein Beispiel fiir ng = 8 und n; = 6 dargestellt.

zu Beginn

[y
N
w1
N
7

b*

[ |
=
N Wi
W %

D2

I
O I

Abbildung 4.3: Bitonic Merge-Exchange zwischen zwei aufsteigend sortierten Folgen un-
gleicher Lange.

Die beiden Folgen [a}]}"°; und [b}‘]?;l werden nun wie folgt erzeugt:

@ = { min(a;, bpy—i+1) i > ng — min(ng, n1) (1< i< np)
a; sonst.

. max(an,—j+1,b;)  j < min(ng,n1) < i<

by = { b; sonst. 1=j=m)

Insgesamt werden mit dieser Vorgehensweise die x gréossten Elemente von Py mit den
z kleinsten Elementen von P; ausgetauscht. Die Anzahl auszutauschender Elemente z
wird dabei mit einer Art sequentiellen Suche ermittelt. Gleichzeitig findet ein element-
weiser Datenaustausch statt, nach dem die ausgetauschten Elemente in umgekehrter
Reihenfolge vorliegen.

In [19] wird mit der Funktion Find-Exact ein &hnliches Verfahren vorgestellt. Anstatt
der sequentiellen Suche wird jedoch eine binére Suche verwendet um die Anzahl zu
iibertragender Elemente x zu bestimmen. Diese Vorgehensweise ist in Abbildung 4.4 an
einem Beispiel dargestellt.
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Abbildung 4.4: Funktionsweise von Find-Exact mit Datenaustausch.

Zu Beginn werden jeweils die kompletten Folgen als zu durchsuchende Intervalle fest-
gelegt. Dann wird das mittlere Element a; aus dem Intervall von Prozess Py mit dem
mittleren Element by, ;1 aus dem Intervall von Prozess P; verglichen. Abhéngig davon
welches Element kleiner ist, wird bei einem Prozess die obere und bei dem anderen die
unter Hélfte als neues Intervall festgelegt. Dies wird wiederholt bis das zu durchsuchen-
de Intervall leer ist. Im angegebenen Beispiel wird so nacheinander in 4 Schritten zuerst
ag mit by, dann a9 mit bs, usw. verglichen. Dabei wird das zu betrachtende Intervall
immer weiter eingeschrénkt. Anhand des zu letzt durchsuchten Intervalls kénnen dann
die auszutauschenden Elemente, im Beispiel grau markiert, bestimmt werden.

Damit lasst sich die Merge-Exchange-Operation nun in 3 Schritten durchfiihren:

1. Mittels bindrer Suche wird die Anzahl auszutauschender Elemente bestimmt.
Dieser Schritt besitzt eine Laufzeitkomplexitidt von O(logn). Es wird nur O(1)
zusitzlicher Speicher bendtigt, da immer nur einer Element ausgetauscht und ver-
glichen wird.

2. Die zuvor ermittelten Elemente werden mit der in-place Kommunikationsoperati-
on MPI_Sendrecv_replace ausgetauscht. Diese verwendet den gleichen Speicher-
bereich zum Senden und Empfangen und benétigt somit keinen zusétzlichen Spei-
cher. Da die maximal zu iibertragende Anzahl Elemente durch n begrenzt wird,
besitzt dieser Schritt eine Laufzeitkomplexitiat von O(n).

3. Abschliessend bringt jeder Prozess seine Elemente wieder in eine aufsteigend sor-
tierte Reihenfolge. Dies kann beispielsweise mit einem sequentiellen Sortierverfah-
ren realisiert werden. Effizienter ist es jedoch auszunutzen, dass die Elemente jedes
Prozesses aus zwei bereits aufsteigend sortierten Folgen bestehen (siehe Abbildung
4.4). In Abschnitt 4.2 werden die dafiir bendtigen 2-merge-Verfahren vorgestellt.
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4.2 Das sequentielle 2-merge-Problem

Das 2-merge Problem stellt einen ausfiihrlich untersuchten Spezialfall des p-merge Pro-
blems dar. In seiner sequentiellen Form sind beide Ausgangsfolgen einem einzelnen
Prozess zugeordnet. Damit tritt es beispielsweise zum Abschluss der Merge-Exchange-
Operation aus Abschnitt 4.1.1 auf.

Im weiteren Verlauf wird eine Folge [a;]]" ; der Lénge n betrachtet. Diese lésst sich zu
Beginn mit [a;];%, und [a;]i_,, ., in zwei aufsteigend sortierte Teilfolgen der Lénge ng
bzw. ni1 aufteilen. Ziel ist es diese derart zusammenzumischen, dass die n Elemente
eine aufsteigend sortierte Folge bilden. Zur Vereinfachung soll fiir die Vorstellung der
einzelnen Verfahren ng < nj gelten. Fiir konkrete Implementierungen einzelner Verfahren

kann es u.a. notigt sein, die beiden Falle ng < nq und ng > n1 getrennt zu behandeln.

Im folgenden werden zuerst Verfahren vorgestellt, welche einfach zu realisieren sind
und O(ng) zusitzlichen Speicher bendtigen. Anschliessend werden Verfahren vorge-
stellt, welche die Funktionsweisen der einfachen Verfahren nutzen, dabei jedoch weniger
zusétzlichen Speicher verwenden.

4.2.1 Einfache 2-merge-Verfahren

Das rein intuitiv naheliegenste Verfahren wird in [6] als Two-way merge vorgestellt und
kann wie in Listing 4.1 beschrieben realisiert werden. Die zwei sortierten Folgen sind zu
Beginn in einem Feld an den Positionen A[0..n0-1] bzw. A[n0..n0+n1-1] abgelegt.
Das Feld T dient als temporérer Speicher und muss mindestens ng Elemente aufnehmen
kénnen.

Listing 4.1: Two-way merge

i=3j = 0;
k = n0;

ncopy(A, T, n0);

while (j < n0 && k < nl)

{
if (T[j] <= A[k]) { A[i]l = TI[jl; j++; }
else { A[i] = A[k]; k++; }
i++;

}

ncopy (&T[jl, &A[il, n0 - j);

Zuerst werden die ng Elemente der ersten Folge in das Hilfsfeld T kopiert um am Anfang
von A Platz fiir die Ausgabe der sortierten Folge zu schaffen. Dann werden in einer
Schleife die jeweils kleinsten Elemente beider Folgen miteinander verglichen und das
kleinere von beiden zur Ausgabe nach A kopiert. Dies wird so lang wiederholt bis eine
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der beiden Folgen leer ist. In Abbildung 4.5 wird die Position der Indizes und der Zustand
der Folgen in einem Zwischenschritt an einem Beispiel dargestellt.

A | |IIII||"|""""
Tk

fi

! il |
15

Abbildung 4.5: Zustand der Indizes in einem Zwischenschritt von Two-way merge.

Sind zum Abschluss noch Elemente der ersten Folge in T vorhanden, werden diese eben-
falls zur Ausgabe nach A kopiert. Die Schleife wird hochstens ng + n1; mal durchlaufen,
wobei in jedem Durchlauf eine Vergleichs- und eine Kopieroperation durchgefiithrt wird.
Vor und nach der Schleife werden jeweils hochstens ny Elemente kopiert. Somit besitzt
Two-way merge eine Laufzeitkomplexitéit von O(ng + nq).

Ist die erste Folge im Vergleich zur zweiten relativ klein (ng << n1) bietet es sich an, die
wenigen Elemente der ersten Folge einzeln in die zweite einzufiigen. Die Position zum
Einfiigen in der sortierten zweiten Folge kann mittels bindrer Suche bestimmt werden.
Diese Vorgehensweise kann wie in Listing 4.2 beschrieben realisiert werden.

Listing 4.2: Mischen mit bin&drer Suche

ncopy (A, T, n0);

while (j < n0 && k < n1)
{
x = binary_search_1t(T[jl, &A[k]l, nl - k);

ncopy (&¥A[k], &A[il, x);
i += x; k += x;

A[il = TI[k]1;
i++; j++;

}

ncopy (&T[j], &A[il, n0 - j);

Die Unterschiede zu T'wo-way merge befinden sich lediglich innerhalb der Schleife. Mittels
bindrer Suche wird nun jeweils die Anzahl 2 der noch verbleibenden Elemente der zweiten
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Folge bestimmt, die kleiner sind als das aktuell kleinste Element der ersten Folge. Diese x
Elemente der zweiten Folge werden dann gefolgt vom kleinsten Element der ersten Folge,
zur Ausgabe nach A kopiert. Die Schleife wird nun héchstens ng mal durchlaufen, wobei
in jedem Durchlauf eine bindre Suche in maximal n; Elementen erfolgt. Die maximale
Anzahl durchzufiihrender Vergleichsoperationen ist somit durch nglogmni beschrinkst.
Dariiber hinaus sind auch weiterhin ng + n; Kopieroperationen nétig. Es ergibt sich
daher eine Laufzeitkomplexitit von O(nglogni + ng + n1). Wie im folgenden gezeigt,
kann nglogny im Falle ng < /ng + n1 durch ng + n1 abgeschétzt werden.

n0<%—|—\/i—|—n1:z

=
= (3 <2
_ _z
=

ng < v/Ng +ny

nploggny < no +n1
()" <2m

ny]+z
2>n,

z

2>supn't ~1.86 w.A.

Unter der Bedingung ng < +/ng + n; fiihrt die Verwendung der bindren Suche also
ebenfalls zu einem linear skalierenden Verfahren, welches jedoch weniger Vergleichsope-
rationen bendtigt als T'wo-way merge.

Wie in [6] beschrieben, ist T'wo-way merge fiir ng = n; und die binéire Suche fiir ng =1
optimal beziiglich der Anzahl durchzufiihrender Vergleichsoperationen. Mit Binary mer-
ge von Hwang und Lin [25] existiert dariiber hinaus ein Verfahren, welches im allgemeinen
weniger Vergleichsoperationen bendétigt. Es fithrt zuerst eine grobe sequentielle Suche,
gefolgt von einer bindren Suche aus. Die Anzahl der durchzufiihrenden Vergleichsopera-
tionen betriigt hochstens ng(t + 1) + |n1/2¢| mit ¢ = [logy(n1/n0)|. Damit verhélt es
sich fir ng = n1 wie Two-way merge und fiir nyp = 1 wie die bindren Suche. Die Ver-
gleichsoperationen haben jedoch nur geringen Einfluss auf die Laufzeit der Verfahren, da
diese hauptsichlich von den Kopieroperationen bestimmt werden. Dariiber hinaus hat
sich eine Kombination aus T'wo-way merge und binérer Suche als effizienter erwiesen.

Die bisher vorgestellten Verfahren benétigen alle zusétzlichen Speicher in Abhéngigkeit
von ng. In den Listings ist dieser durch das Feld T gegeben, wobei dessen urspriinglicher
Inhalt tiberschrieben wird. Fiithrt man statt der Kopieroperationen jeweils einen Aus-
tausch zwischen den Elementen von A und T durch, so wird der urspriingliche Inhalt
von T nicht iiberschrieben sondern nur umgeordnet. Da ein solcher Austausche mit 3
Kopieroperationen realisiert werden kann, hat dies keine Auswirkungen auf die Laufzeit-
komplexitét. Derartige Verfahren, die den Inhalt eines Hilfsfeldes nicht {iberschreiben
werden spéter in Abschnitt 4.2.2 fiir die Realisierung eines in-place-Verfahrens verwen-
det.

4.2.2 Zusammengesetzte 2-merge-Verfahren

Die bisher vorgestellten Verfahren bendtigen in den meisten Féllen zusétzlichen Speicher
in Abh#ngigkeit von ng. Fiir das parallele Sortierverfahren der FMM soll es jedoch
auch moglich sein, nur konstanten zusétzlichen Speicher zu verwenden. Zu diesem Zweck
werden im folgenden zwei weitere Verfahren mit Funktionsweise und Eigenschaften kurz
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vorgestellt. Eine detailliertere Beschreibung ist jeweils in den angegebenen Arbeiten zu
finden.

Von Tridgell und Brent wird in [19] ein Verfahren vorgestellt welches nur O(y/ng + n1)
zusitzlichen Speicher benétigt. Dazu werden die beiden Folgen jeweils in Blocke der
Grosse s = /ng + n1 eingeteilt. Zusitzlich werden noch 3 weitere Blocke der Grosse s
verwendet, welche zu Beginn leer sind. Dann wird dhnliche wie bei Two-way merge be-
gonnen, die beiden Folgen zusammenzumischen. Die sortierten Elemente werden dabei
in den leeren Blocken gespeichert. Sobald zwei der anfangs leeren Blocke mit sortierten
Elementen gefiillt sind, besitzt mindestens eine der beiden Folgen an threm Anfang einen
neuen leeren Block. Dieser wird dann im weiteren Verlauf ebenfalls fiir die Aufnahme von
sortierten Elementen verwendet. Sind alle Elemente beider Folgen zusammengemischt,
liegt, die sortierte Folge blockweise vor. Abschliessenden kann dann durch Umordnung
der Blocke die sortierte Folge erzeugt werden. Mit einer Blockgrésse von s = /ng + nq
existieren insgesamt nur maximal s + ¢ (¢ konstant) Blocke. Somit ergibt sich mit den
zusétzlichen leeren Blocken und einer Liste zur Verwaltung der Blocke eine Speicher-
komplexitat von O(y/ng + n1). Da jedes Element nur einmal beim Zusammenmischen
und einmal bei der Umordnung der Blocke kopiert wird, besitzt dieses Verfahren eine
Laufzeitkomplexitidt von O(ng + n1).

Das erste linear skalierende Verfahren, welches nur eine konstante Menge zusétzlichen
Speicher bendtigt stammt von Kronrod [26]. Es enthélt die, besonders fiir die lineare
Laufzeitkomplexitiat entscheidenden Konzepte des internen Puffers und der Blocksor-
tierung. Daraufhin sind viele, meist nach einem &hnlichen Prinzip funktionierende Va-
rianten entwickelt worden. Im Rahmen dieser Arbeit wurden einige von ihnen niher
betrachtet [27, 28, 29]. Die Funktionsweise der einzelnen Verfahren ist dabei meist leicht
nachzuvollziehen. Eine konkrete Implementierung ist jedoch, zum Teil durch eine Viel-
zahl zu beachtender Sonderfélle, immer mit sehr hohem Aufwand verbunden. Im Zuge
dieser Arbeit wurde das Verfahren von Huang und Langston [28] implementiert, da es ei-
nerseits keine Unterscheidung zwischen ng < n; und ng > n1; macht und zum anderen als
einziges untersuchtes Verfahren auch Aussagen iiber sein praktisches Laufzeitverhalten
gibt.

Das Verfahren von Huang und Langston funktioniert wie folgt. Zuerst werden die beiden
Folgen in Blocke der Grosse s eingeteilt. Dabei wird sichergestellt, dass die insgesamt s
grossten Elemente in einem einzelnen Block vorhanden sind. Dieser Block ist der sog.
interne Puffer und wird zu Beginn an den Anfang verschoben. Dann werden alle rest-
lichen Blocke nach ihren jeweils letzten Elementen aufsteigend sortiert. Anschliessend
erfolgt das Zusammenmischen jeweils zweier hintereinander liegender Blocke mit einem
einfachen Verfahren wie Two-way merge. Als Hilfsfeld wird der interne Puffer verwendet,
wobei dessen Elemente nicht iiberschrieben, sondern nur wie in Abschnitt 4.2.1 erklart,
vertauscht werden. Infolgedessen wandert der interne Puffer bis ans Ende des Feldes,
wobei die sortierte Reihenfolge seiner Elemente verloren geht. Zum Abschluss werden
daher die s Elemente des internen Puffers noch einmal sortiert. Wird als Blockgrosse
s = y/ng + n1 gewihlt, kann sowohl das Sortieren der s einzelnen Blocke zu Beginn als
auch das abschliessende Sortieren des internen Puffers mit einem quadratisch skalieren-
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den Verfahren durchgefiihrt werden. Insgesamt ergibt sich dadurch eine Laufzeitkomple-

xitét von O(ng + ny).

4.2.3 Vergleich

In Tabelle 4.2.3 sind die im vorherigen Abschnitt vorgestellten 2-merge-Verfahren noch
einmal zusammen mit ihren jeweiligen Eigenschaften aufgefiihrt.

Laufzeitkomplexitit | Speicherkomplexitét
Two-way merge O(no + n1) O(no)
bindre Suche O(nplogni + ng + n1) O(no)
Tridgell & Brent [19] O(no + n1) O(V/ng +n1)
Huang & Langston [28§] O(ng +n1) o)

Tabelle 4.1: Zusammenfassung der Eigenschaften der 2-merge-Verfahren.

In Abbildung 4.6 sind Laufzeiten fiir die Verfahren aus Tabelle 4.2.3 und CS-Radixsort
abgebildet. Diese wurden in Abhéngigkeit vom Verh#ltnis zwischen ng und n1 an einem
Beispiel mit jeweils insgesamt 220 Elementen gemessen.

ng+ny= 220 Elemente

T T T T

T T T T
Two-way merge

bindre Suche —x—
[Tridgell, Brent] —a—
[Huang, Langston] —e—
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[Huang, Langston] —e—
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Abbildung 4.6: Laufzeiten der 2-merge-Verfahren.

Anhand der Laufzeiten ist klar zu erkennen, dass von den Verfahren mit einer Speicher-
komplexitét von O(n) Two-way merge in den meisten Fillen am schnellsten ist. Lediglich
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wenn eine der Folgen sehr kurz ist, verhilt sich die bindre Suche etwas schneller. Nur
leicht langsamer als T'wo-way merge ist das Verfahren von Tridgell und Brent, welches
dafiir jedoch schon deutlich weniger zusétzlichen Speicher benétigt. Wiederum mindes-
tens 3 mal langsamer ist dagegen das in-place Verfahren von Huang und Langston. Die
Verwendung von CS-Radixsort stellt sich als deutlich langsamer als alle implementier-
ten 2-merge-Verfahren dar und ist daher keine Alternative. Damit ist gezeigt, dass sich
geringere Speicheranforderungen deutlich auf die Laufzeit auswirken kénnen.

Zwar besitzen Two-way merge und das Verfahren mit bindrer Suche eine Speicher-
komplexitét von O(n), aber sie benétigt dennoch nur zusétzlichen Speicher fiir jeweils
min(ng, n1) Elemente. Fiir parallele Sortierverfahren kénnen sie beispielsweise in Kom-
bination mit den anderen Verfahren automatisch immer dann eingesetzt werden, wenn
ein gegebener zusitzlicher Speicher noch ausreicht. Dadurch wiirde sich ein Verfahren
ergeben, welches den jeweils verfiigbaren Speicher effizient nutzt.
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4.3 Sortiernetzwerke

Wie bereits erwiihnt werden Sortiernetzwerke [6] als Vorlage verwendet um mit mehreren
einzelnen Merge-Exchange-Operationen die p > 2 sortierten Folgen von Elementen zu
einer sortierten Folge zusammenzumischen.

Fiir eine beliebige Folge von p Elementen beschreibt ein Sortiernetzwerk ein Schema
anhand dessen in mehreren Schritten jeweils zwei Elemente miteinander verglichen und
gegebenenfalls vertauscht werden. Unabh#ngig von den konkreten Werten der einzelnen
Elemente ist nach der Ausfithrung dieser Vergleichsschritte sichergestellt, das die Folge
sortiert ist. In Abbildung 4.7 ist ein einfaches Sortiernetzwerk fiir p = 5 Elemente als
Knuth-Diagramm dargestellt.

1 U S
2 4 1 2 2—1—2

5:1:1 4I3I3I3
1 5 3 4 4 4
3 TS —5—75

Abbildung 4.7: Beispiel eines Sortiernetzwerks fiir p = 5 Elemente.

Von links nach rechts werden jeweils zwei mit einem Pfeil verbundene Elemente mit-
einander verglichen. Die Richtung eines Pfeils gibt die Position vor, an die das grossere
der beiden Elemente zu verschieben ist. Abhéngig von den konkreten Werten zweier
Flemente miissen diese gegebenenfalls miteinander vertauscht werden. Meist kénnen in
einem Schritt parallel, mehrere Elemente miteinander verglichen werden.

Um nun auf p Prozessen verteilt vorliegende sortierte Folgen von Elementen zusammen-
zumischen, wird ein Sortiernetzwerk fiir p Elemente verwendet. Jedes Element steht da-
bei fiir einen Prozess und anstatt paarweiser Vergleiche von einzelnen Elementen fithren
nun jeweils 2 Prozesse eine Merge-Exchange-Operation miteinander aus.

Es existieren mehrere verschiedene Sortiernetzwerke mit teils unterschiedlichen Eigen-
schaften. Sie besitzen eine regelméssige Struktur und sind meist als Konstruktionsvor-
schrift in Abhéngigkeit von p gegeben. In Abbildung 4.8 werden fiir p = 8 vier verschie-
dene Sortiernetzwerke vorgestellt, welche in verschiedenen parallelen Sortierverfahren
verwendet werden.
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Abbildung 4.8: Verschiedene Sortiernetzwerke fiir p = 8 Prozesse.

Odd-Even-Transposition-Sort benotigt O(p) Schritte und wird in [17] fiir das parallel
Sortierverfahren Merge-Splitting Sort verwendet. Batchers Bitonic Sort mit O((logp)?)
Schritten kommt in [16] fiir Block Bitonic Sort zur Anwendung. Hypercube benétigt nur
O(log p) Schritte, wobei jedoch nicht sichergestellt ist, dass damit immer vollstéindig sor-
tiert wird. In [21] und [19] wird es daher in einer ersten Phase verwendet um vorsortierte
Folgen zu erzeugen. In einer abschliessenden Cleanup-Phase wird dann mit Batchers
Merge-Exchange in O((log p)?) Schritten eine vollstéindige Sortierung erreicht.

Batchers Merge-Exchange eignet sich dabei besonders gut fiir bereits vorsortierte Folgen.
Zum einen benétigt es gegeniiber Odd-Even-Transposition-Sort weniger Schritte. Zum
anderen werden die Merge-Exchange-Operationen immer nur in absteigender Richtung
(]) durchgefiihrt. Bei vorsortierten Folgen miissen in diesem Fall nur wenige Elemen-
te ausgetauscht werden, wodurch auch die Merge-Exchange-Operationen entsprechend
effizienter werden. Im Gegensatz dazu wird mit Batchers Bitonic Sort eine bereits vor-
handene Vorsortierung im Verlauf der einzelnen Schritte teilweise wieder zerstort.

Zusammen mit einem linear skalierenden sequentiellen Sortierverfahren ergibt sich da-
mit beispielsweise fiir die Kombination aus Hypercube und Batchers Merge-Exchange
ein paralleles Sortierverfahren mit einer Laufzeitkomplexitit von O(%(Iog p)?). Die Spei-
cherkomplexitit kann dabei je nach verwendetem 2-merge-Verfahren unterschiedlich aus-
fallen.
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4.4 Laufzeitverhalten

Die in diesem Kapitel vorgestellten Verfahren wurden implementiert und zu einem par-
allelen Sortierverfahren zusammengesetzt. In Abbildung 4.9 sind Speedups fiir das Sor-
tieren von 22* Elementen mit Schliisselwerten im Bereich 0...23° — 1 angegeben. Als
sequentielles Sortierverfahren wurde CS-Radixsort und als Sortiernetzwerk eine Kombi-
nation aus Hypercube und Batchers Merge-Exchange verwendet. Durch die Nutzung der
verschiedenen 2-merge-Verfahren ergibt sich die jeweils entsprechende Speicherkomple-
xitét.
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Abbildung 4.9: Speedups fiir das Sortieren von 2%° Elementen mit unterschiedlicher Spei-
cherkomplexitdt mit den Parallelrechnern JUMP und JUBL.

Wie bereits in Abschnitt 4.2.3 vermutet zeigt sich, dass durch die unterschiedlichen Spei-
cheranforderungen der 2-merge-Verfahren die Speedups der parallelen Sortierverfahren
teilweise stark beeinflusst werden. Die Unterschiede zwischen der Verwendung von O(n)
und O(y/n) zusitzlichem Speicher sind dabei aber nur gering. Mit einem Knoten des
Parallelrechners JUMP ergibt bei 32 Prozessen eine Effizienz von ca. 37-50%. Werden
mehrere Knoten mit insgesamt bis zu 128 Prozessen verwendet, sinkt die Effizienz auf
ca. 20-26%. Deutliche bessere Werte ergeben sich mit dem Blue Gene/L System. Zwar
sinkt auch hier die Effizienz mit zunehmender Anzahl Prozesse, doch auch mit 512 Pro-
zessen ergibt sich immer noch eine Effizienz von ca. 51-64%. Die exklusive Nutzung
der Ressourcen des Blue Gene/L Systems fiihrt dabei auch zu deutlich regelméssigeren
Ergebnissen.
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In Abbildung 4.10 sind Laufzeiten fiir das Sortieren in Abh#ngigkeit von der Anzahl der
Elemente fiir das Blue Gene/L System dargestellt. Als 2-merge-Verfahren wurde nun
die in-place Methode von Huang und Langston verwendet. Alle restlichen Einstellungen
sind wie im vorherigen Beispiel gew&hlt wurden.
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Abbildung 4.10: Laufzeiten fiir das parallel Sortieren mit einem in-place Verfahren ba-
sierend auf Mischen mit den Parallelrechner JUBL.

Fis ldsst sich dabei gut erkennen, dass das implementierte parallele Sortierverfahren linear
beziiglich der Anzahl der zu sortierenden Elemente skaliert.
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4.5 Anwendung in der FMM

Das in diesem Kapitel vorgestellte parallel Sortierverfahren wird verwendet, um in der
parallelen Implementierung der FMM die Eingabedaten, wie in Abschnitt 2.1.1 beschrie-
ben, zu sortieren. Dies schliesst auch mehrere Sortierschritte ein, in denen bereits eine
Vorsortierung vorhanden ist.

Fiir die parallele FMM wird dabei CS-Radixsort als sequentielles Sortierverfahren ver-
wendet. Dariiber hinaus hat sich als Sortiernetzwerk Batchers Merge-Exchange als op-
timal herausgestellt. Fiir das 2-merge-Verfahren bleibt es weiterhin moglich, je nach
verflighbarem zusétzlichen Speicher, ein entsprechendes Verfahren auszuwihlen. In Ab-
bildung 4.11 sind Speedups fiir das parallele Sortierverfahren abgebildet, wie sie sich
bei einer Beispielrechnung der FMM mit einem System bestehend aus 224 Teilchen er-
geben. Durch den begrenzten Hauptspeicher von 512 MB pro Rechenknoten des Blue
Gene/L Systems konnten die Beispielrechnung mit den Daten der FMM erst ab 2 Pro-
zessen durchgefithrt werden, wobei deren Ergebnisse fiir die Berechnung der Speedups
verwendet, wurden.
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Abbildung 4.11: Speedups fiir das Sortieren der Eingabedaten der FMM mit jeweils
unterschiedlicher Speicherkomplexitit mit den Parallelrechnern JUMP
und JUBL.

Mit den Beispieldaten der FMM ergeben sich fiir den Parallelrechner JUMP &hnliche
Werte wie in Abschnitt 4.4. Unter Verwendung von 128 Prozessen liegt die Effizienz
bei ca. 21-28%. Weiterhin zeigt sich deutlich, dass das Blue Gene/L System nun mit
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steigender Anzahl Prozesse schlechter abschneidet als in Abschnitt 4.4. Die Effizienz
sinkt bereits bei 512 Prozessen auf deutlich unter 20%.
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5 Paralleles Sortieren basierend auf
Partitionierung

Die zweite Kategorie der parallelen Sortierverfahren basiert auf Partitionierung. Wie
in Abbildung 5.1 dargestellt kann die Vorgehensweise grob in zwei Schritte eingeteilt
werden.

Prozess 1 Prozess 2 Prozess p

LIl el -0 [llainlli,

— e T
THIATITN ""IIVII"" e II"I"II"I
M

sortieren sortieren sortieren

y Y

\
T R T TTTTTI T et 111111111

Abbildung 5.1: Paralleles Sortieren basierend auf Partitionierung.

Zu Beginn besitzt jeder Prozess seine unsortierten Elemente. Eine ungleichméssige Ver-
teilung der Elemente ist im allgemeinen moglich. Sie kann jedoch eine ungleichméssige
Lastverteilung zur Folge haben bzw. spezielle Behandlung durch einzelne Verfahren er-
fordern. In einem ersten Schritt werden mit einer parallelen sog. Split-Operation alle
Elemente unter den p Prozessen umverteilt. Mit dieser Aufteilung wird erreicht, dass
alle Elemente eines Prozesses j grosser als die Elemente von Prozess 7 — 1 und kleiner
als die Elemente von Prozess 7+ 1 sind. Anschliessend sortiert jeder Prozess unabhéngig
die ihm zugeteilten Elemente mit einem sequentiellen Sortierverfahren.

In den folgenden Abschnitten wird die Realisierung der Split-Operation niher erlautert.
Zu diesem Zweck muss zuerst eine Partitionierungsfunktion konstruiert werden, die je-
des Element einem neuen Prozess zuordnet. Anhand dieser kann dann die eigentliche
Umverteilung der Elemente durchgefiithrt werden. Fiir ein allgemeines paralleles Sortier-
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verfahren ist die Konstruktion der Partitionierungsfunktion mit zusétzlichem Aufwand
verbunden.

Das im folgenden vorgestellte Verfahren kann fiir die Sortierung der Ausgabedaten der
FMM verwendet werden, da sich in diesem Fall die Partitionierungsfunktion mit sehr
geringem Aufwand konstruieren liasst. Die anschliessende Umverteilung der Elemente
muss dann wieder in-place erfolgen. Zu diesem Zwecke werden in Abschnitt 5.2 zwei
Vorgehensweisen beschrieben, die sich auch mit Standard-MPI-Funktionen realisieren
lassen.
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5.1 Die Partitionierungsfunktion

Die Aufteilung der Elemente in p Partitionen wird durch p — 1 aufsteigend sortierte sog.
Splitter-Elemente [s@]f:_ll vorgegeben. Durch die nachfolgende Funktion kann damit jedes
Element z einer Partition f(z) zugeordnet werden.

1 z<s
fley=1%1 si1<x<s (1<i<p)
p mZsp—l

Je nach Vorgehensweise bei der Auswahl der Splitter-Elemente kénnen zwei verschiedene
Partitionierungsstrategien unterschieden werden.

Eine probabilistische Partitionierung verwendet eine Auswahl von Elementen, sog. Samp-
les, als repréasentative Stellvertreter aller Elemente. Anhand der ausgewahlten Samples
werden dann die Splitter-Elemente bestimmt. Derartige Sortierverfahren werden zumeist
unter dem Begriff Samplesort zusammengefasst, wobei die Auswahl der Samples sowohl
zufillig [22] als auch deterministisch [23] erfolgen kann.

In den meisten Fillen wird mit diesen Verfahren eine anndhernd gleichméssige Parti-
tionierung erreicht. Eine exakte bzw. bis auf einen konstanten Teil gleichméssige Par-
titionierung kann jedoch nicht garantiert werden. Fiir ein in-place Sortierverfahren ist
diese Vorgehensweise daher eher ungeeignet bzw. erfordert zusitzlichen Aufwand zur
Behandlung von ungleichméssigen Partitionierungen.

Mit einer exakten Partitionierung ist garantiert, dass jeder Partition eine vorher genau
festgelegte Anzahl Elemente zugeordnet wird. Da hierfiir, im Gegensatz zu Samplesort-
Verfahren, immer alle Elemente beriicksichtigt werden miissen, ist dies entsprechend
aufwindiger. So miissen beispielsweise fiir Parallel Sorting by Exact Splitting [24] zuerst
alle Elemente lokal sortiert werden. Diese Sortierung bleibt dann bei der Umverteilung
der Elemente erhalten, wodurch die abschliessende Sortierung durch ein sequentielles
p-merge-Verfahren erfolgen kann. Eine weitere Moglichkeit zur Ermittlung von exakten
Splitter-Elementen, ist die Verwendung von parallelen Implementierungen von Order-
Statistics-Verfahren [30].

Besitzen mehrere Elemente die gleichen Schliisselwerte so ist es im allgemeinen fiir
eine exakte Partitionierung notwendig, Elemente mit identischen Schliisselwerten auf
unterschiedliche Partitionen verteilen zu konnen. Sind beispielsweise nur k& verschiede-
ne Schliisselwerte vorhanden, so kénnen auch nur maximal k unterschiedliche Splitter-
Elemente ausgewihlt werden. Auch in diesem Fall muss jedoch eine Partitionierung in
p > k Partitionen moglich sein.

Das parallele Sortieren der Ausgabedaten der FMM stellt einen Sonderfall dar, in dem
die Splitter-Elemente fiir eine exakte Partitionierung, ohne vorherige Auswahl von Samp-
les oder &hnlichem, direkt bestimmt werden kénnen. Wie in Abschnitt 2.1.2 vorgestellt,
miissen die Ausgabedaten anhand der Adresswerte sortiert werden. Diese wurden zu
Beginn mittels Durchnummerierung aller n Teilchen bestimmt. Die zu sortierenden Ele-
mente besitzen daher Schliisselwerte zwischen 1 und n, wobei jeder Wert genau einmal
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vergeben ist. Sollen diese nun in p Partitionen mit den Grossen n; (1 < i < p) aufgeteilt
werden, konnen die p — 1 Splitter-Elemente direkt mit

i
si=1+) nj (1<i<p)
j=1

bestimmt werden. Die Grossen der Partitionen werden dabei durch die Anzahl der Ele-
mente vorgegeben, die jeder Prozess besitzt. Mit einer kollektiven Kommunikationsope-
ration (MPI_Allgather) werden daher zuerst die Grossen unter allen Prozessen verteilt
und anschliessend die entsprechenden Splitter-Elemente von jedem Prozess selbsténdig
bestimmyt.
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5.2 Umverteilung der Elemente

Vor der Umverteilung besitzt jeder Prozess P; (1 < i < p) genau n; unsortierte Ele-
mente, die in einem Feld abgelegt sind. Des Weiteren ist eine Partitionierungsfunktion f
gegeben, die jedes Element z; (1 < j < n) einem neuen Prozess f(z;) zuordnet. Es wird
vorausgesetzt, dass die Partitionierungsfunktion f eine exakte Aufteilung der Elemente
liefert, so dass gilt:

n-:n t,7) mi 1,7) = L flwy) =i
; ;9(7]) t g(i,j) {0 o) £

Die Ausgangssituation ist damit #hnlich wie vor der Split-Operation aus Abschnitt 3.2.2.
Die Elemente liegen nun jedoch in verteiltem Speicher vor und die Durchfithrung hat
parallel zu erfolgen.

Fiir parallele out-of-place Sortierverfahren ist diese Umverteilung der Elemente meist ein
nicht n&her beschriebenes Implementierungsdetail. Vorgehensweisen zur Realisierung von
in-place Verfahren werden nicht gegeben. Um ein derartiges paralleles Sortierverfahren
dennoch in der FMM verwenden zu kénnen, werden im folgenden zwei Implementie-
rungsvorschlige gegeben. Die erste verwendet kollektive und die zweite Punkt-zu-Punkt
Kommunikationsoperationen.

5.2.1 Kollektive Kommunikationsoperationen und Sendepuffer

Da die Elemente auf jedem Prozess unsortiert vorliegen, kénnen mit einzelnen Sendeope-
rationen meist auch nur jeweils einzelne Elemente {ibertragen werden. Da das Versenden
vieler einzelner Elemente, bedingt durch die jeweilige Latenzzeit des Kommunikations-
netzwerks, meist sehr ineffizient ist, werden daher lokal in jedem Prozess p — 1 sog.
Sendepuffer angelegt. In diese kénnen mehrere Elemente, die an den gleichen Zielprozess
gesendet werden miissen, aufgesammelt werden. Mit der Verteilung der Elemente auf die
Sendepuffer wird am Anfang des Feldes begonnen, wodurch an dieser Stelle ein freier
Bereich entsteht. Sind einzelne Sendepuffer voll, werden die darin enthaltenen Elemente
an den jeweiligen Zielprozess gesendet und der Sendepuffer damit geleert. Zu empfan-
gende Elemente werden in dem freien Bereich abgelegt. Elemente welche sich bereits auf
ihrem Zielprozess befinden, werden direkt in den freien Bereich kopiert. Jeder Prozess
kann immer nur so viele Elemente empfangen wie in seinem freien Bereich abgelegt wer-
den kénnen. Mit fortschreitendem Verlauf bewegt sich der freie Bereich in einem Stiick,
jedoch mit teils unterschiedlicher Grosse durch das gesamte Feld bis am Ende die letzten
FElemente empfangen worden sind. In Abbildung 5.2 ist diese Vorgehensweise schematisch
dargestellt.
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Abbildung 5.2: Vorgehensweise bei der Verwendung von Sendepuffern.

Findet das Senden und Empfangen der Elemente ungeordnet statt kénnen, wie am einem
Beispiel in Abbildung 5.3 beschrieben, Deadlocksituationen auftreten.

Abbildung 5.3: Beispiel eines Sendegraphen fiir das Auftreten von Deadlocksituationen.

Prozess P; hat x Elemente im Sendepuffer fiir Prozess P» abgelegt und versucht diese an
P> zu versenden. Ahnliches gilt fiir P5, P und Py. Dariiber hinaus kann jeder Prozess
in seinem freien Bereich 2 Elemente aufnehmen. Daraufhin entschliesst sich Py die x
Elemente von P; und P; die von P; zu empfangen. Damit sind die freien Bereiche
von P und Ps belegt und es konnen vorerst keine weiteren Elemente mehr empfangen
werden. Da die Sendepuffer von P, und Ps aber immer noch voll sind, kénnen auch keine
Elemente an die Sendepuffer verteilt werden, um einen neuen freien Bereich zu schaffen.
Die beiden Prozesse befinden sich in einem Deadlock. Dies wurde moglich weil P, und
P5; von mehreren Prozessen gleichzeitig Elemente empfangen konnten und sich zufillig
fir die ”falschen” entschieden haben.
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Damit die einzelnen Prozesse die richtigen Entscheidungen treffen konnen, ben&tigen
sie Informationen iiber die Inhalte der Sendepuffer aller anderen Prozesse. Daher wer-
den diese in einem ersten Schritt, mit Hilfe einer kollektiven Kommunikationsoperation
(MPI_Allgather) verteilt. Mit diesen Informationen kann dann jeder Prozess einen ge-
richteten gewichteten Graphen aufbauen, wie in Abbildung 5.4 an einem Beispiel darge-
stellt.
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Abbildung 5.4: Beispiel eines Sendegraphen fiir 4 Prozesse.

Die Knoten représentieren die einzelnen Prozesse. Eine gerichtete Kante von P; nach
P; mit dem Gewicht x;; bedeutet, dass sich bei P; genau z;; Elemente im Sendepuffer
fir P; befinden. Kanten mit dem Gewicht 0 werden nicht dargestellt. Anhand dieses
Sendegraphen ermittelt jeder Prozess an wen er Elemente versenden darf bzw. von wem
er welche empfangen muss. Dabei wird darauf geachtet, dass ein Prozess in jedem Kom-
munikationsschritt gleich viele Elemente versendet wie empfangt. Die Ermittlung der
genauen Werte erfolgt in zwei Schritten.

1. Zuerst wird der direkte Austausch zwischen jeweils zwei Prozessen beriicksichtigt.
Sind zwei Prozesse F; und P; durch zwei Kanten mit den Gewichten w;; und
xj; verbunden, dann kénnen diese Prozesse sich gegenseitig min(z;;, z;;) Elemente
senden. Die Gewichte der Kanten werden anschliessend um min(z;;, z;) verringert
und Kanten mit dem Gewicht 0 entfernt. Dies wird fiir alle méglichen Prozesspaare
durchgefiihrt.

2. Mit Hilfe einer Tiefensuche werden in dem noch verbleibenden Graphen Zyklen
ermittelt. Stellt = das kleinste Gewicht aller Kanten in einem ermittelten Zyklus
dar, so versenden alle beteiligten Prozesse genau x Elemente an ihre jeweiligen
Nachfolger in dem Zyklus. Anschliessend werden die Gewichte der Kanten um =z
verringert, Kanten mit einem Gewicht von 0 entfernt und der Zyklus somit zerstort.
Dies wird solange durchgefiihrt bis keine Zyklen mehr vorhanden sind.
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In Abbildung 5.5 ist dies anhand des Sendegraphen aus Abbildung 5.4 dargestellt.
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Abbildung 5.5: 1. Sendegraph nach dem Entfernen der direkt zwischen zwei Prozes-
sen auszutauschenden Elemente und 2. Aufteilung in seine Zyklen sowie
einen zyklenfreien verbleibenden Sendegraphen.

Nachdem dann jeder Prozess ermittelt hat wie viele Elemente er zu versenden und emp-
fangen hat, wird die eigentliche Ubertragung mit einem MPI_Alltoallv-Aufruf durch-
gefiihrt. Wie bereits erwdhnt, wird durch diese Vorgehensweise sichergestellt, das in
jedem Kommunikationsschritt von einem Prozess gleich viele Elemente versendet wie
empfangen werden. Dies hat zur Folge, dass die Grosse des freien Bereichs immer mit
der Anzahl der Elemente in den Sendepuffern iibereinstimmt.

Damit die zuvor beschriebene Deadlocksituation auftreten konnte, mussten in einem
Prozess gleichzeitig zwei Bedingungen erfiillt sein:

1. Der Prozess hat keinen freien Bereich zum Empfangen von Elementen.

2. Es kann auch kein neuer freier Bereich erzeugt werden, da der Prozess einen vollen
Sendepuffer hat welcher verhindert, dass weitere Elemente auf die Sendepuffer
verteilt werden koénnen.

Indem die Grosse des freien Bereichs immer gleich der Anzahl der Elemente in den
Sendepuffern ist, wird diese Situation ausgeschlossen.

Jedes Element wird nur einmal in den Sendepuffer kopiert und von da direkt zu sei-
nem Zielprozess gesendet. Die Tiefensuche in dem Sendegraphen mit p Knoten und
maximal p? Kanten besitzt eine Laufzeitkomplexitit von O(p?). Da in jedem Kommuni-
kationsschritt eine Tiefensuche durchgefiihrt wird und immer mindestens zwei Elemente
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ausgetauscht werden konnen, ergibt sich eine Laufzeitkomplexitit von O(np?) fiir die
Umverteilung der Elemente.

Die Nachteile dieses Verfahrens sind, dass es sowohl zus#tzlichen Speicher in Form der
Sendepuffer als auch zusitzliche Kommunikation fiir die Verteilung der Sendepufferinfor-
mationen bendtigt. Im folgenden Abschnitt wird daher eine alternative Vorgehensweise
vorgestellt, die beides umgeht.

5.2.2 Punkt-zu-Punkt-Kommunikationsoperationen

Die Sendepuffer erméglichen es, dass Elemente mit gemeinsamem Zielprozess aufgesam-
melt und dann mit einer Kommunikationsoperation versendet werden kénnen. Wenn
dieser zus#tzliche Speicher nicht mehr zur Verfiigung steht und dennoch nicht jedes
Element einzeln versenden werden soll, so miissen die Elemente direkt in ihrem Feld
umsortiert werden. In einem ersten Schritt werden daher nun alle Prozesse lokal und un-
abhéngig voneinander ihre Elemente anhand der Partitionierungsfunktion in p Klassen
einteilen und umordnen. Dies wird mit einer sequentiellen Split-Operation durchgefiihrt
und ist in Abbildung 5.6 an einem Beispiel dargestellt.

Split

v
T

Abbildung 5.6: Umordnung der Elemente eines Prozesses in 4 Klassen.

Diese Split-Operation kann mit einem #hnlichen Verfahren realisiert werden, wie es in
Abschnitt 3.2.2 fiir CS-Radixsort verwendet wird. Zuerst werden die Grossen der Klassen
ermittelt und dann erfolgt die Umsortierung. Anstatt der Bitoperationen zur Klassifi-
zierung eines Elements wird nun die Partitionierungsfunktion eingesetzt.

Anschliessend erfolgt die Umverteilung der Elemente unter den Prozessen. Dafiir wer-
den zuerst die lokalen Grossen der Klassen mit einem MPI_Allgather-Aufruf unter den
Prozessen verteilt. Dann erfolgt die Verteilung der Elemente mit der in-place Kommu-
nikationsoperation MPI_Sendrecv_replace. Auch in diesem Fall miissen immer gleich
viele Elemente versendet wie empfangen werden. Zur Ermittlung der jeweiligen Kom-
munikationspartner wird dafiir wieder, wie in Abschnitt 5.2.1 beschrieben, mit Hilfe des
Sendegraphen vorgegangen.
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Mit der kollektiven Kommunikationsoperation konnte jeder Prozess in einem Kommu-
nikationsschritt gleichzeitig Elemente an mehrere Prozesse versenden und von mehre-
ren Prozessen empfangen. Durch die Punkt-zu-Punkt-Kommunikation wird dies ein-
geschrankt und es kénnen nur noch Elemente an einen Prozess versendet und von
einem weiteren empfangen werden. Fand vorher die Kommunikation in mehreren
MPI_Alltoallv-Aufrufen statt, erfolgt sie nun durch mehrere MPI_Sendrecv_replace-
Aufrufe.

Die Split-Operation aus Abschnitt 3.2.2 ist ein linear skalierendes Verfahren beziiglich der
Anzahl Elemente. Des Weiteren wird, wie auch in der Variante mit den Sendepuffern,
jedes Element direkt an seinen Zielprozess versendet und pro Kommunikationsschritt
eine Tiefensuche durchgefiihrt. Die Laufzeitkomplexitét hat sich daher nicht veréndert
und die Umverteilung der Elemente bleibt ein linear skalierendes Verfahren beziiglich
der Anzahl der Elemente.

Durch diese Vorgehensweise werden die zwei Nachteile der vorherigen Variante beseitigt.
Zum einen wird kein zusétzlicher Speicher mehr fiir die Sendepuffer benétigt und zum an-
deren ist nur noch ein Aufruf von MPI_Allgather zur Verteilung von Informationen unter
den Prozessen notig. Des Weiteren ist die Anzahl der in einem Kommunikationsschritt
versendeten Elemente nicht mehr durch die Grosse der Sendepuffer beschrankt. Hat
dariiber hinaus bei der Ermittlung der Splitter-Elemente fiir die Partitionierungsfunkti-
on jeder Prozess seine Elemente bereits vorsortiert, kann sich dies ebenfalls verkiirzend
auf die Laufzeit der Split-Operation auswirken.

5.2.3 Flexibilitat

Werden keine exakten Partitionierungsfunktionen verwendet, so muss ein Prozess mehr
Elemente empfangen kénnen als er selbst zu versenden hat. Bei der Ermittlung der zu
versendenden Elemente anhand des Sendegraphen kann dies erkannt und entsprechend
reagiert, werden. Beispielsweise konnte in solchen Féllen ein Hilfsspeicher pro Prozess
verwendet werden, der eine bestimmte Anzahl zusétzlicher Elemente aufnehmen kann.
Reicht dies nicht aus oder ist kein Hilfsspeicher vorhanden, kann aber in jedem Fall
kontrolliert abgebrochen werden. Je nach Fortschritt der Umverteilung wire das Fr-
gebnis eine entsprechende Vorsortierung der Elemente. Anschliessend kénnte dann mit
einem weiteren Sortierverfahren, wie in Abschnitt 4 vorgestellt, schnell eine vollsténdige
Sortierung erreicht werden. Durch diese Vorgehensweise wére es moglich auch effiziente
probabilitische Partitionierungen fiir ein in-place Sortierverfahren zu verwenden.
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5.3 Anwendung in der FMM

Das in diesem Kapitel vorgestellte Sortierverfahren kann verwendet werden, um in der
parallelen Implementierung der FMM die Ausgabedaten, wie in Abschnitt 2.1.2 beschrie-
ben, zuriickzusortieren. Da sich in Abschnitt 3.3 herausgestellt hat, das Sortieren mit
Permutation sehr ineffizient ist, wird fiir das Zuriicksortieren der Ausgabedaten eben-
falls CS-Radixsort als sequentielles Sortierverfahren verwendet. In Abbildung 5.7 sind
Speedups fiir die Parallelrechner JUMP und JUBL abgebildet, wie sie sich bei einer
Beispielrechnung der FMM mit einem System bestehend aus 224 Teilchen ergeben. Mit
dem begrenzten Hauptspeicher eines einzelnen Blue Gene/L. Rechenknoten konnten kei-
ne Messungen durchgefiihrt werden. Stattdessen wurde dafiir die doppelte Laufzeit fiir
das sequentielle Sortieren eines Systems mit 223 Teilchen verwendet.
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128 T T T T T 1024 L T T T
linear linear
mit Sendepuffer —a— mit Sendepuffer —a—
64 ohne Sendepuffer —s— | ohne Sendepuffer —»—
256 |- -
y
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1 2 4 8 16 32 64 128 1 4 16 64 256 1024
Anzahl Prozesse Anzahl Prozesse

Abbildung 5.7: Laufzeiten fiir das Zuriicksortieren der Ausgabedaten der FMM mit den
Parallelrechnern JUMP und JUBL.

Es ist deutlich zu erkennen, dass die Variante ohne Sendepuffer die effizientere von
beiden ist. Bis 128 Prozesse ergibt sich noch eine Effizienz von ca. 25%. Wihrend fiir
den Parallelrechner JUMP keine weiteren Messungen durchgefiihrt wurden, ist auf dem
Blue Gene/L System zu erkennen, dass ab 256 Prozessen die Leistung enorm einbricht.
Ahnlich verhélt sich auch die Variante mit Sendepuffer, wobei diese bereits ab 128 Pro-
zessen sinkte Speedup-Werte und damit steigende Laufzeiten verzeichnet.

Genauere Untersuchungen haben ergeben, dass der Anstieg der Laufzeit in beiden Va-
rianten durch die Tiefensuche in dem Sendegraphen entsteht. Diese besitzt eine Lauf-
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zeitkomplexitit von O(p?) und eignet sich offensichtlich nur bis zu einer bestimmten
Anzahl von Prozessen. Um jedoch auch fiir eine grossere Anzahl von Prozessen das
Zuriicksortieren der Ausgabedaten anzubieten, kann beispielsweise ein Sortierverfahren
aus Kapitel 4 verwendet werden. In Abbildung 5.8 sind die Laufzeiten der beiden Va-
rianten und einem parallelen in-place Sortierverfahren basierend auf Mischen fiir das
Blue Gene/L System dargestellt. Zusétzlich sind die Laufzeiten fiir die Durchfithrung
der Tiefensuche mit angegeben.

1000

jTiefensuclhe mit Sen(I:Iepuh‘er I

Tiefensuche ohne Sendepuffer

| Sortieren basierend auf Partitionierung mit Sendepuffer
Sortieren basierend auf Partitionierung ohne Sendepuffer

100 F Sortieren basierend auf Mischen

Laufzeit in Sekunden
[

- \ |
01F ] — \
0.001_ %

Anzahl Prozesse

Abbildung 5.8: Laufzeiten fiir das Zuriicksortieren der Ausgabedaten der FMM mit dem
Parallelrechner JUBL.

Bis 128 Prozesse ist die Variante ohne Sendepuffer das schneller Verfahren. Mit zu-
nehmender Anzahl von Prozessen steigt die Laufzeit fiir die Tiefensuche jedoch immer
weiter an und bestimmt letztendlich das Verhalten des gesamten Sortierverfahrens. Da-
gegen sinkt die Laufzeit fiir das parallele Sortieren basierend auf Mischen auch noch mit
mehr als 128 Prozessen und ist in diesen Fillen vorzuziehen.



6 Sorting Library (SL)

Um die Implementierung der in den vorherigen Kapiteln vorgestellten Verfahren
moglichst flexibel und wiederverwendbar zu gestalten, wurden sie alle innerhalb einer
mit SL (fiir Sorting Library) bezeichneten Bibliothek zusammengefasst.

Fiir die meisten parallelen Sortierverfahren gilt, dass sie sich aus mehreren einzelnen
Komponenten zusammensetzten. Fiir das in Kapitel 4 vorgestellte parallele Sortier-
verfahren werden beispielsweise ein sequentielles Sortierverfahren, sequentielle 2-merge-
Verfahren, Sortiernetzwerke usw. benétigt. Je nach Anforderung konnen dabei unter-
schiedliche Verfahren verwendet werden. Im Rahmen der SL sind fiir die einzelnen Kom-
ponenten konkrete Verfahren implementiert worden, welche fiir die vorgestellten paral-
lelen Sortierverfahren nétig waren.

Um die Wiederverwendbarkeit der SL zu gewahrleisten, wurden alle Funktionen so un-
abhéngig wie moglich von der Art der zu sortierenden Elemente implementiert. Je nach
Anwendungsfall kann die SL konfiguriert und iibersetzt werden, ohne das Anderungen
am eigentlichen Quellcode durchzufiihren sind.

Dieses Konzept ist auch fiir die konkrete Anwendung am Beispiel der parallelen Imple-
mentierung der FMM von Nutzen, da es wie in Kapitel 2 beschrieben notwendig ist,
zum Teil unterschiedliche Elemente mit mehreren verschiedenen Verfahren zu sortieren.
Im folgenden wird daher die Verwendung der SL am Beispiel der FMM n#her erlautert.
Abschliessend wird ein Uberblick gegeben iiber die Implementierung der Funktionen
innerhalb der SL.
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6.1 Anwendung

Um die SL als paralleles Sortierverfahren innerhalb anderer Anwendungen nutzen zu
konnen, muss sie zuerst konfiguriert werden. Neben einigen plattformspezifischen Ein-
stellungen werden dabei hauptséchlich Angaben zur Beschreibung der zu sortierenden
Elemente und der zu verwendenden Verfahren bendétigt. Im folgenden wird dies anhand
der Sortierung der Eingabedaten der FMM beschrieben.

6.1.1 Konfiguration

Die Konfiguration der SL wird mittels C-Préaprozessordirektiven innerhalb einer C-
Headerdatei durchgefiihrt, welche in einem speziellen Verzeichnis abgelegt wird. In dieser
Konfigurationsdatei werden einzelne C-Préprozessormakros definiert, welche die konkre-
ten Datentypen der Elemente beschreiben.

Die Art der zu sortierenden Eingabedaten der FMM ist hier noch einmal aufgefiihrt:

‘ Anzahl und Datentyp pro Teilchen
Boxnummer (box) | 1 integer

Position (xyz) 3 doubles
Ladung (q) 1 double
Adresse (addr) 1 integer

Tabelle 6.1: Zu sortierende Eingabedaten der FMM pro Teilchen
Insgesamt miissen die Inhalte von vier Feldern sortiert werden. Das erste Feld mit den

Boxnummer wird dabei als Schliissel verwendet. Eine entsprechende Konfigurationsdatei
fir die SL muss dafiir die in Listing 6.1 beschrieben Eintrage enthalten.
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Listing 6.1: Konfiguration fiir das Sortieren der Eingabedaten der FMM

/¥ key section */

#define sl_key_type_c long
#define sl_key_type_mpi MPI_LONG
#define sl_key_size_mpi 1

#define sl_key_integer

/* data section */
#tdefine SL_DATA

#define SL_DATAO /* zyz */

#define sl_dataO_type_c double
#define sl_dataO_size_c 3

#define sl_dataO_type_mpi MPI_DOUBLE
#define sl_dataO_size_mpi 3

#define SL_DATAL1l /* q */

#define sl_datal_type_c double
#define sl_datal_size_c 1

#define sl_datal_type_mpi MPI_DOUBLE
#define sl_datal_size_mpi 1

#define SL_DATA2 /* addr */

#define sl_data2_type_c long
#define sl_data2_size_c 1
#define sl_data2_type_mpi MPI_LONG
#define sl_data2_size_mpi 1

/* config section */
#define SL_USE_MPI

Fiir jeden Bestandteil der zu sortierenden Elemente miissen Angaben iiber den C-
Datentyp und den MPI-Datentyp gemacht werden. Das Makro s1_key_integer signa-
lisiert, dass der Schliissel ein Integerdatentyp ist und somit auch Radixsort-Verfahren
verwendet werden koénnen. Mit dem Makro SL_DATA wird festgelegt, dass neben dem
Schliissel noch zusétzliche Daten zu einem Element gehoren.

Dariiber hinaus ist es mit Makros wie s1_key_cmp_eq_, sl_key_cmp_le_, ...mdoglich
zu bestimmen, wie Schliissel miteinander verglichen werden. Sind diese nicht angege-
ben, werden Standardvergleichsoperationen verwendet. Ahnliches gilt fiir Makros wie
sl_key_copy, sl_key_ncopy, ...mit denen spezielle Funktionen zum Kopieren einzel-
ner bzw. mehrerer Schliissel angegeben werden kénnen.

Um die SL fiir ein paralleles Sortierverfahren nutzen zu kénnen, muss noch das Makro
SL_USE_MPI definiert werden. Damit werden auch alle auf einer MPI-Implementierung
basierenden Funktionen verfiigbar. Dariiber hinaus kénnen noch weitere Einstellungen
vorgenommen werden, um beispielsweise automatisch Informationen iiber Laufzeiten
oder die Anzahl durchgefiihrter Vergleichs- und Kopieroperationen zu protokollieren.
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6.1.2 Verwendung

Im Anschluss an die Konfiguration muss die SL mit Hilfe eines makefiles iibersetzt
werden. Dabei werden alle Funktionen der SL mit den entsprechend konfigurierten Da-
tentypen iibersetzt und in einer Archivdatei zusammengefasst. Des Weiteren werden
automatisch die entsprechenden C-Headerdateien erzeugt um die Bibliotheksfunktionen
aufrufen zu kénnen. Alle fiir die Ubersetzung notwendige Einstellungen, wie beispiels-
weise der zu verwendende Compiler, spezielle Compileroptionen oder die zu benutzende
MPI-Implementierung kénnen zusammen mit weiteren plattformspezifischen Einstellung
in einer separaten Datei konfiguriert werden.

Da die eigentlichen Bibliotheksfunktionen nicht direkt aus einem in Fortran geschrie-
benen Programm aufgerufen werden kénnen, muss in diesem Fall noch eine Wrapper-
Funktion erzeugt werden. Fiir das Sortieren der Eingabedaten der FMM ist dies in
Listing 6.2 dargestellt.

Listing 6.2: Wrapper-Funktion fiir das Sortieren der Eingabedaten der FMM

void pfmm_sort(long *n, long *box, double *xyz, double x*q,
long *addr)

{
elements s;
int size, rank;
MPI_Comm comm = MPI_COMM_WORLD;
S.size = *n;
s.keys = box;
s.data0 = xyz;
s.datal = q;
s.data2 = addr;
MPI_Comm_size (comm, &size);
MPI_Comm_rank (comm, &rank);
sort_radix (&s, NULL, 0, -1, -1, -1);
mpi_mergek (&s, sn_batcher, NULL, merge2_compo_hula, NULL,

size, rank, comm);
}

Mit dem abgebildeten C-Quellcode wird die Wrapper-Funktion pfmm_sort definiert. Da
Argumente in Fortran durch Call-by-Reference iibergeben werden, sind alle Argumente
der Wrapper-Funktion Zeiger. Dabei enthélt n eine Adresse an der ein Integerwert steht,
welcher die Anzahl der zu sortierenden Elemente enthalt. Die Zeiger box, xyz, q und
addr enthalten die Adressen der Felder in denen die zu sortierenden Daten enthalten
sind.

Mit den durch die Argumente iibergebenen Informationen wird dann eine Datenstruktur
vom Type elements gefiillt. Deren Eintrdge werden mit der Anzahl und den Adressen
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der zu sortierenden Elemente belegt. Diese Datenstruktur stellt eine Schnittstelle dar,
mit der allen Bibliotheksfunktionen eine Folge von Elementen iibergeben werden kénnen.

Durch die Aufrufe der Funktionen sort_radix und mpi_mergek werden dann die, fiir
ein paralleles Sortierverfahren basierend auf Mischen notwendigen Komponenten der
Bibliothek verwendet. Diese bekommen neben der Datenstruktur mit den zu sortierenden
Elementen noch eine Reihe weiterer Argumente iibergeben. Die Funktion mpi_mergek
ist dabei fiir das Zusammenmischen der einzelnen sortierten Folgen verantwortlich. Sie
bekommt mit dem Argument sn_batcher das zu verwendende Sortiernetzwerk Batchers
Merge-Exchange und mit merge2_compo_hula das zu verwendende 2-merge-Verfahren
von Huang und Langston tibergeben.

Nachdem dieser C-Quellcode ebenfalls iibersetzt wurde, kann die Funktion pfmm_sort
aus einem in Fortran geschriebenen Programm aufgerufen werden. Innerhalb von in C
geschriebenen Programmen sind die Bibliotheksfunktionen der SL direkt aufrufbar.

6.1.3 mehrere Konfigurationen

Ist es in einem Programm erforderlich mehrere verschiedene Arten von Elementen zu sor-
tieren, so miissen dafiir auch mehrere verschiedene Konfigurationen der SI. verwendet
werden. Fiir jede dieser Konfigurationen wird dabei eine eigene Ubersetzung der Biblio-
theksfunktionen erzeugt. Um zu verhindern, dass es mehrere Funktionen mit dem glei-
chen Namen, aber erzeugt mit unterschiedlichen Konfigurationen gibt, ist es moglich je-
der Konfiguration einen Namensprafix zuzuweisen. Dieser wird automatisch jedem Funk-
tionsnamen vor der Ubersetzung vorangestellt. Dariiber hinaus werden fiir verschiedene
Konfigurationen auch automatisch verschiedene C-Headerdateien generiert, welche den
Namensprifix ebenfalls verwenden. Da es in C keine verschiedenen Namensrdume gibt,
war diese Vorgehensweise notwendig um ein entsprechendes Verhalten nachzubilden.

Am Beispiel der FMM wird dies wie folgt eingesetzt. Fiir das Sortieren der Einga-
bedaten wird eine Konfiguration mit dem Namensprafix “input” erzeugt und fiir das
Zuriicksortieren der Ausgabedaten eine mit dem Namensprifix ”output”. Die Biblio-
theksfunktionen zum Sortieren der Eingabedaten beginnen dann mit dem Zusatz input_
(input_sort_radix, input_mpi_mergek) und verwenden eine Datenstruktur vom Typ
input_elements. Das gleiche gilt mit dem Zusatz output_ fiir die Bibliotheksfunktionen
zum Sortieren der Ausgabedaten.

6.1.4 maschinenabhingige Optimierung

Fiir einige innerhalb der SL implementierten Verfahren ist es unerldsslich bestimmte
Parameter an die jeweils verwendete Hardware oder das konkrete Problem anzupassen.
Dies betrifft beispielsweise das sequentielle Sortierverfahren CS-Radixsort aus Abschnitt
3.2.2. Sowohl die maximale Anzahl der Bitstellen r, die in einem Schritt betrachtet
werden, als auch die Anzahl der Elemente ¢, ab der die Rekursion zugunsten des effi-
zienteren Straight insertion sort vorzeitig abgebrochen wird, sind meist direkt von dem
verwendeten Rechnersystem abhéngig.
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Anhand von kleinen Testbespielen konnen die konkreten Werte fiir diese Parameter auf
einem jeweiligen Rechnersystem empirisch ermittelt werden. Fiir alle derartigen Para-
meter existiert innerhalb der SL eine weitere Konfigurationsdatei, in der diese Werte
zentral angepasst werden kénnen.
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6.2 Implementierung

Die Implementierung der einzelnen Funktionen der SL erfolgt in C. Fiir die paralle-
le Programmierung wird MPI verwendet. Dariiber hinaus werden zur automatischen
Ubersetzung und Erzeugung der Headerdateien frei verfiigbare und weit verbreitete Tools
wie beispielsweise make, sed oder Perl verwendet. Die Konfiguration der SL mit konkre-
ten Datentypen fiir die Elemente erfolgt mit Hilfe von C-Préaprozessordirektiven noch
vor der Ubersetzung. Damit wird es dem Compiler ermdglicht, die Bibliotheksfunktionen
gezielt fiir die verwendete Konfiguration zu optimieren.

Um die Implementierung der verschiedenen Funktionen der SL von der Art der jeweils
konkret zu verarbeitenden Elemente unabhéngig zu machen, wurde eine allgemeine Da-
tenstruktur elements eingefithrt. Diese ist wie in Listing 6.3 beschrieben definiert.

Listing 6.3: Definition der Datenstruktur elements

typedef struct _elements
{
int size;
sl_key_type_c *keys;

#ifdef SL_DATA
#ifdef SL_DATAO
sl_dataO_type_c *datal;
#endif
#ifdef SL_DATA1
sl_datal_type_c *datal;
#endif
#ifdef SL_DATA2
sl_data2_type_c *data2;
#endif
#ifdef SL_DATAS3
sl_data3_type_c *data3;
#endif
#endif /¥ SL_DATA x*/
} elements;

In jedem Fall enthélt diese Datenstruktur einen Eintrag fiir die Anzahl der Elemente und
einen Zeiger auf das Feld indem die Schliissel abgelegt sind. Dazu kommen, abhéngig von
der verwendeten Konfiguration, noch Zeiger auf Felder mit zusétzlichen Daten. Dadurch
wird es ermdoglicht, dass jede Funktion der SL nur noch mit dem allgemeinen Datentyp
elements arbeitet und losgeltst von konkreten Typen der Schliissel und Daten realisiert
werden kann.
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Fir die Behandlung der elements Datenstruktur innerhalb der einzelnen Funktionen
werden ebenfalls C-Préaprozessormakros verwendet. In Listing 6.4 wird dies anhand einer
Funktion demonstriert, welche eine gegebene Folge von Elementen umdreht.

Listing 6.4: Implementierungsbeispiel einer Funktion der SL

int sl_elem_reverse(elements *e, elements *t)
{

elements front, back, end;

sl_elem_assign(e, &front);
sl_elem_assign_at(e, e->size - 1, &back);
sl_elem_assign_at (e, e->size / 2, &end);

while (front.keys < end.keys)

{
sl_elem_xchange (&front, &back, t);
sl_elem_inc(&front);
sl_elem_dec (&back);

}

return O;

Die Datenstruktur elements kann dabei allgemein als Zeiger auf eine Folge von Ele-
menten verwendet werden. Mit den Makros s1_elem_assign und sl_elem_assign_at
kénnen Zuweisungen mit diesen Zeigern vorgenommen werden. Die Makros s1_elem_inc
und sl_elem_dec verdndern diese Zeiger so dass sie auf das néchste bzw. vorhergehende
FElement in einer Folge verweisen. Das Makro s1_elem_xchange vertauscht zwei Elemen-
te miteinander. Damit kann diese Funktion vollkommen unabhé&ngig davon, ob wirklich
zusétzliche Daten vorhanden sind oder wie diese konkret aussehen, realisiert werden.
Vor der Ubersetzung wird dann durch den C-Priprozessor der jeweils fiir eine konkrete
Konfiguration verwendete C-Quellcode erzeugt, indem die Makros automatisch durch
die, auf den Schliisseln und Daten auszufithrenden Operationen, ersetzt werden.
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Beim Versenden von Elementen mittels MPI, muss der entsprechende C-Quellcode fiir je-
des zu versendende Feld eine eigene Kommunikationsoperation enthalten. Wie in Listing
6.5 dargestellt werden dabei die Kommunikationsoperationen fiir die Schliissel immer
iibersetzt und fiir die zusétzlichen Daten nur, wenn auch die entsprechenden Makros
SL_DATAO, SL_DATA1 usw. definiert sind.

Listing 6.5: Versenden von Elementen mittels MPI in der SL

MPI_Send (e->keys, ...);

#ifdef SL_DATAO
MPI_Send(e->datalO, ...);

#endif

#tifdef SL_DATA1
MPI_Send(e->datal, ...);

#endif

#ifdef SL_DATA2
MPI_Send(e->data2, ...);

#endif

#ifdef SL_DATAS3
MPI_Send(e->data3, ...);

#endif

Neben den fiir die parallelen Sortierverfahren benétigten Funktionen sind im Rahmen
der SL noch einige weitere Funktionen implementiert worden. Diese dienen beispielswei-
se zur Verifikation ob eine Folge von Elementen korrekt sortiert wurde. Des Weiteren
existieren Funktionen zur Erzeugung von CRC-Priifsummen [31] der zu sortierenden
Elemente. Diese sind hauptséchlich wihrend der Entwicklung der Sortierverfahren ein-
gesetzt worden, um die Integritéit der sortierten Elemente zu tiberpriifen.
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7 Zusammenfassung

Fiir die parallele Implementierung der FMM werden linear skalierende parallele Ver-
fahren zum Sortieren der Ein- und Ausgabedaten benstigt. Dabei ist es moglich, dass
die zu sortierenden Daten selbst den Grossteil des verfiigbaren Speichers belegen. Fiir
die parallelen Sortierverfahren muss es deshalb moglich sein, mit einer konstanten bzw.
vom Umfang der zu sortierenden Daten unabhingigen Menge an zusétzlichem Speicher
aus zukommen. Diese Einschriankung ist mit einer Vielzahl der verfiigharen parallelen
Sortierverfahren nicht zu erreichen.

Da fiir ein paralleles Sortierverfahren auch ein sequentielles benétigt wird, wurde zuerst
ein linear skalierende in-place Sortierverfahren implementiert. Dabei wurde besonders
darauf geachtet, dass es effizient im Falle von bereits vorsortierten Daten arbeitet. Dies
betrifft sowohl in bekanntem als auch unbekanntem Ausmass vorsortierte Daten. Das
zu diesem Zweck implementierte CS-Radixsort benotigte dabei innerhalb einer Beispiel-
rechnung der FMM nur 60% der Laufzeit des bereits vorhandenen Radixsort-Verfahren.

Darauf aufbauend wurde fiir das Sortieren der Eingabedaten der FMM ein auf Mischen
basierendes paralleles Sortierverfahren implementiert. Als Ausgangspunkt diente ein Ver-
fahren mit einer Speicherkomplexitéit von O(y/n). Dies wurde entsprechend angepasst,
so dass es flexibel mit dem jeweils verfiigbarem Speicher umgehen kann. Die Verwendung
von mehr Speicher wirkt sich dabei positiv auf die Effizienz des Sortierverfahrens aus.

Fiir das Zuriicksortieren der Ausgabedaten der FMM wurde ein auf Partitionierung ba-
sierendes paralleles Sortierverfahren implementiert. Da die Schliissel, nach denen die
Ausgabedaten sortiert werden miissen eine Permutation beschreiben, lidsst sich in die-
sem Fall auf einfache Art und Weise die notwendige exakte Partitionierungsfunktion
erzeugen. Um die Umverteilung der Elemente in-place mit Standard-MPI-Funktionen
zu realisieren, wurden zwei Verfahren vorgestellt. Das erste verwendet kollektive Kom-
munikationsoperationen und benotigt zusétzlichen Speicher in Form von Sendepuffern.
Das zweite verwendet in-place Punkt-zu-Punkt-Kommunikationsoperationen. Fiir beide
Verfahren war es zur Vermeidung von Deadlocksituationen notwendig die Kommunika-
tion entsprechend zu organisieren, wodurch es bei der Verwendung von mehr als 128
Prozessen zu einem enormen Anstieg der Laufzeiten kommt. In diesen Féllen ist daher
ein paralleles Sortierverfahren, wie fiir das Sortieren der Eingabedaten vorgestellt, zu
bevorzugen.

Alle im Rahmen dieser Arbeit implementierten Sortierverfahren wurden innerhalb einer
Bibliothek zusammengefasst. Dabei sind die einzelnen Verfahren unabhéngig von der
genauen Art der jeweils zu sortierenden Daten realisiert worden. Die Bibliothek ldsst
sich an einer zentralen Stelle konfigurieren und an die jeweilige Aufgabe anpassen. Tief
ergehende Eingriffe in den Quellcode einzelner Funktionen sind nur fiir die Entwicklung
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und Wartung der Sortierverfahren notigt, jedoch nicht fiir deren Verwendung. Dadurch
ist es moglich die Sortierverfahren einfach an verénderte Situationen anzupassen und
dariiber hinaus auch ausserhalb der FMM zu verwenden.

Insgesamt ist es mit den implementierten Verfahren gelungen, die Anforderungen der
FMM beziiglich Laufzeit- und Speicherkomplexitét zu erfiillen. Bei der Nutzung inner-
halb der parallelen FMM traten keine Probleme auf.
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A Parallelrechner

Die in dieser Arbeit genutzten Parallelrechner JUMP und JUBL befinden sich beide
am Zentralinstitut fiir Angewandte Mathematik im Forschungszentrum Jiilich. Fiir die
parallele Programmierung steht jeweils eine MPI-Implementierung [32] zur Verfiigung.

A.1 IBM Regatta p690 (JUMP)

Der Jiilicher Multiprosseror-Rechner (kurz JUMP) [34] ist ein IBM Regatta p690 Sys-
tem bestehend aus 41 Knoten. Jeder davon ist ein symmetrischen Multiprozessorsystem
(SMP) mit jeweils 32 Powerd+ Prozessoren mit 1.7 GHz Taktfrequenz und 128 GB
Hauptspeicher. Verbunden sind die Knoten mittels eines sog. High-Performance-Switch
Netzwerks. Mit insgesammt 1312 Prozessoren ergibt sich eine theoretische Gesamtre-
chenleistung von 8.9 Teraflops.

Als Betriebssystem wird AIX 5L und als C-Compiler XL C/C++ Version 7.0 for AIX
von IBM verwendet.

Beim JUMP handelt es sich um ein Produktionssystem auf dem im Durchschnitt ca.
80 verschiedene Anwendungen gleichzeitig ausgefiihrt werden und dabei um gemeinsam
genutzte Ressourcen konkurrieren. Dies betrifft beispielsweise die Nutzung des Kommu-
nikationsnetzwerks und Zugriffe auf den Hauptspeicher innerhalb einzelner Knoten.

A.2 Blue Gene/L (JUBL)

Das Jiilicher Blue Gene/L System (kurz JUBL) [35] besteht aus einem Rack mit insge-
samt 1024 Rechenknoten. Jeder Rechenknoten ist ein Dualprozessor mit 32-Bit PowerPC
440 Kernen mit 700 MHz Taktfrequenz und 512 MB Hauptspeicher. Verbunden sind die
Rechenknoten untereinander durch 3 verschiedene Netzwerke. Pro Rack ergibt sich eine
theoretische Gesamtrechenleistung von 5.7 Teraflops.

Auf den Rechenknoten selbst lduft nur ein minimales Betriebssystem. Als C-Compiler
wird eine spezielle Version des XL C/C++ Version 7.0 for AIX von IBM verwendet. Die
zur Verfiigung stehende MPI-Implementierung basiert auf MPICH2 und ist speziell an
die Architektur des Blue Gene/L Systems angepasst.

Das Blue Gene/L System stellt ein Testsystem mit sehr eingeschréanktem Nutzerkreis dar.
Dies hat zur Folge, dass den darauf ausgefithrten Anwendungen die jeweiligen Ressourcen
weitestgehend exklusiv zur Verfiigung stehen.
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