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Zusammenfassung

In unterschiedlichen Bereichen der Natur- und Ingenieurwissenschaften treten immer wieder Pro-
bleme auf, die die Berechnung von Eigenwerten grofer und diinnbesetzter Matrizen erfordern.
Héufig sind dabei nicht alle Eigenwerte einer Matrix von Interesse, sondern nur die grofiten oder
kleinsten Eigenwerte, beziehungsweise die Eigenwerte um einen bestimmten Wert herum.
Projektionsverfahren, wie zum Beispiel das Jacobi-Davidson-Verfahren, stellen genau diese Moglich-
keit zur Verfiigung. Dazu wird das gegebene Eigenwertproblem zunichst in einen Unterraum klei-
nerer Dimension projiziert, in dem daraufhin Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmt werden.
Diese Eigenwerte und -vektoren sind dann sogenannte Ritzwerte und Ritzvektoren der urspriingli-
chen Matrix, also Anndherungen an die gesuchte Losung. Diese Approximationen werden in jedem
Durchlauf des Jacobi-Davidson-Algorithmus stetig verbessert. Der Vektor, zur Erweiterung des Un-
terraums, wird jeweils durch Losen eines linearen Gleichungssystems, der sogenannten Korrektur-
gleichung, bestimmt.

Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurde zur Losung der Korrekturgleichung ein weiterer Gleichungs-
systemloser zu dem Loser-Modul des bestehenden parallelen Jacobi-Davidson-Programms hinzu-
gefiigt. Dieser Loser, MUMPS, ist ein direktes Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme
und basiert auf der Multifrontal-Methode. Durch die Einbindung der neuen Loser-Routine konnte
unter gewissen Voraussetzungen die Berechnung der Eigenwerte beschleunigt werden.

Abstract

In different areas of the natural sciences and engineer’s sciences appear over and over again the
problems which require the calculation of eigenvalues of large and sparsely populated matrices.
Besides, often not all eigenvalues of a matrix, but only the biggest or smallest eigenvalues, or the
eigenvalues round a certain value are of interest. Projection procedures, as for example the Jacobi-
Davidson-procedure, make available exactly this possibility. First the given eigenvalue problem is
projected in a subspace of smaller dimension in which as a result eigenvalues and eigenvectors
are determined. These eigenvalues and eigenvectors are so-called ritz values and ritz vectors of the
original matrix, so approaches to the solution in request. These approximations are improved in
every run of the Jacobi-Davidson-algorithm steadily. The vector, to the extension of the subspace,
is determined in each case by solving a linear system of equations, the so-called correction equation.

On the occasion of this dissertation it was added another solver for the solution of the correction
equation to the module of solvers of the existing parallel Jacobi-Davidson-program. This solver,
MUMPS, is a direct procedure for the solution of systems of linear equations and is based on the
multifrontal-method. The calculation of the eigenvalues could be accelerated under certain conditi-
ons by the integration of thit new solver.






Kapitel 1

Einleitung

In der Natur- und der Ingenieurwissenschaft miissen an vielen Stellen numerische Berechnungen
von Eigenwerten grofer, diinnbesetzter Matrizen durchgefiihrt werden. Sind dabei die Eigenwerte
an den Rindern des Spektrums, sprich die grofiten oder kleinsten von Interesse, so stehen eine
Vielzahl von Algorithmen zur Verfiigung, um diese zu ermitteln. Schwieriger wird es, wenn die
Eigenwerte aus dem Inneren des Spektrums berechnet werden sollen, denn dafiir existieren nur
wenige geeignete Verfahren. Ein groBer Fortschritt auf diesem Gebiet lieferte die Entwicklung der
Jacobi-Davidson-Methode mit normalen, beziehungsweise mit harmonischen Ritzwerten. Hiermit
lassen sich hédufig sehr gute Ndherungen fiir die gewiinschten Eigenwerte bestimmen.

Da es wegen der hohen Komplexitit der Probleme oftmals nicht moglich ist, die Berechnungen
auf einem seriellen Rechner durchzufiihren, wurde in den letzten Jahren innerhalb des Forschungs-
zentrums Jiilich eine parallele Implementierung des Jacobi-Davidson-Verfahrens vorgenommen,
welche darauthin auf den Supercomputer JUMP portiert wurde.

Um die gesuchten Eigenwerte zu bestimmen, wird innerhalb des Jacobi-Davidson-Algorithmus das
Ausgangsproblem zunichst in einen kleineren Unterraum projiziert, da die Eigenpaare des proji-
zierten Problems weitaus einfacher zu berechnen sind. Mit Hilfe dieser berechneten Eigenpaare
konnen anschlieend Approximationen fiir die Eigenpaare des urspriinglichen Problems bestimmt
werden. Innerhalb dieses Algorithmus wird der oben beschriebene Unterraum nach und nach er-
weitert in Abhingigkeit von der Losung einer sogenannten Korrekturgleichung.

Die Korrekturgleichung entspricht dabei einem linearen Gleichungssystem, zu dessen Losung bis-
her iibliche, bekannte Verfahren gebraucht wurden, die in Kapitel 2 vorgestellt werden.

Die Losung der Korrekturgleichung {ibt dabei einen sehr starken Einfluss auf die Konvergenzge-
schwindigkeit des gesamten Jacobi-Davidson-Verfahrens aus, da hiufig mit sehr groBen, diinnbe-
setzten Matrizen gerechnet werden muss. Aus diesem Grund ist es iiberaus wichtig, zur Losung
dieser Korrekturgleichung einen passenden und effektiven Loser zu verwenden.

Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurde deshalb zu den bisher auswihlbaren Losern ein weiterer
hinzugefiigt, der sogenannte Sparse-Matrix-Solver MUMPS, der speziell zur Losung groBer Glei-
chungssysteme mit diinnbesetzten Ausgangsmatrizen entwickelt wurde. Der Name MUMPS steht
dabei fiir MUltifrontal Massively Parallel Solver, sprich fiir einen Loser, der auf der Multifrontal-
Methode basiert, und speziell fiir die Berechnung mittels Parallelrechnern ausgelegt ist. In Kapitel
2.3 wird ausfiihrlich auf das Prinzip der Multifrontal-Methode eingegangen.

Im Anschluss daran gibt das Kapitel 3 einen Uberblick iiber das Konzept des Jacobi-Davidson-
Algorithmus. Kapitel 4 beschiftigt sich schlieBlich mit der Einbindung des Multifrontal-Losers in
das bestehende Eigenwertprogramm. Ob sich die Integration des neuen Losers MUMPS positiv
auf die Konvergenzgeschwindigkeit des Jacobi-Davidson-Programms ausgewirkt hat, wird anhand
einiger Beispiele im Kapitel 6 diskutiert.






Kapitel 2

Verfahren zur Losung linearer
Gleichungssysteme

In diesem Kapitel werden nun verschiedene Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme der
Art:

Az =b mit Ac R undbc R" 2.1

vorgestellt. Begonnen wird dabei mit klassischen direkten Losern, wie der LU-Faktorisierung, so-
wie der Cholesky-Zerlegung. Beide Verfahren beruhen auf der GauBelimination (siehe auch [16]).

Einen Ausblick auf gingige iterative Verfahren gibt der darauffolgende Teil, Kapitel 2.2. Mit diesen
Methoden ldsst sich die Losung des oben gezeigten Gleichungssystems zwar nicht direkt bestim-
men, aber oftmals gut approximieren. In Kapitel 2.3 wird schlieBlich die Multifrontal-Methode be-
schrieben. Im Rahmen dieser Diplomarbeit sollte diese Methode in das Jacobi-Davidson-Programm
eingefiigt wurde, um dort das Losen von Gleichungssystemen zu iibernehmen.

2.1 Direkte Loser

Im Allgemeinen werden direkte Methoden bei dichtbesetzten oder bandstrukturierten Matrizen A
des zu 16senden Gleichungssystems eingesetzt. Ist die Systemmatrix dagegen eher diinnbesetzt und
zusitzlich noch unregelmifig strukturiert, so existieren weitaus effektivere Verfahren. Auf Proble-
me, die bei direkten Losern fiir solche Matrizen auftreten kénnen, wird an spéterer Stelle eingegan-
gen. Zwei klassische direkte Verfahren werden nun im Folgenden vorgestellt.

Die klassische LU-Zerlegung

Um mit diesem Verfahren das System Ax = b mit A € R™*" und b € R" zu 16sen, muss zunichst
fiir die Matrix A einmal eine GauBelimination durchgefiihrt werden. Dadurch erhilt man fiir A
folgende Zerlegung:

A=LU

Es wird dabei vorausgesetzt, dass wiahrend der Elimination kein Diagonalelement gleich Null auf-
tritt. Sollte dies dennoch passieren, miissen Zeilen oder Spalten vertauscht werden, dazu aber spiter.
Die Zerlegung der Matrix A wird LU-Zerlegung oder auch LU-Faktorisierung genannt, wobei L
eine untere Dreiecksmatrix mit Diagonale 1 und U eine obere Dreiecksmatrix darstellt. Das ur-
spriingliche Losungssystem ldsst sich nun auch schreiben als:

LUx =b

Losungsmethode nach LU-Zerlegung:
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e Lose zuerst Ly = b und danach Ux = y.

e Dann ist z genau die gesuchte Losung, denn es gilt:
b=Ly=LUx = Ax

e Das Losen von Uz = y erfolgt dabei durch Riickwértssubstitution, denn U ist obere Drei-
ecksmatrix.

e Mit L als untere Dreiecksmatrix 16st man Ly = b durch Vorwiértssubstitution.

Zum Vergleich ist eine Gegeniiberstellung des Aufwands der urspriinglichen Gauflelimination ge-
geniiber dem Aufwand der LU-Zerlegung aufgefiihrt, wobei der Aufwand gemessen wird anhand

der Anzahl von Floating-Point-Operationen:

e Ax = bmittels der gingigen GauBlelimination hat einen Aufwand der Ordnung ~ %n?’

e L U zu bestimmen mittels GauB3elimination hat gleiche Ordnung ~ %n?’
e LUz = b zu bestimmen jedoch nur einen Aufwand der Ordnung ~ 2n?

Anhand dieser Aufstellung ist deutlich zu erkennen, dass man mittels LU-Zerlegung die Losung
fiir mehrere unterschiedliche rechte Seiten b sehr einfach erhalten kann, da die Matrix A dazu nur
einmal in L und U zerlegt werden muss.

Wie oben schon angesprochen gelingt die LU-Zerlegung nur, wenn im Zuge der Elimination kei-
nes der Diagonalelemente gleich Null wird. Dies kann jedoch fiir beliebig reguldare Matrizen nicht
vorausgesetzt werden. Abhilfe schafft ein passender Zeilentausch vor der Elimination einer Spalte.
Dieser Zeilentausch erfolgt durch Multiplikation mit einer Permutationsmatrix P, wobei P A einen
Austausch entsprechender Zeilen und AP einen Austausch entsprechender Spalten hervorruft. Es
14Bt sich zeigen, dass, wenn A € R™*" regulir ist, es Permutationen P mit k = 1,...,n — 1 gibt,
so dass mit der Permutationsmatix P = P,,_1 - ... - P} gilt:

PA=LU

Dabei ist L wieder eine untere Dreiecksmatrix mit Diagonale 1 und U obere Dreiecksmatrix. Es
folgt daraus fiir die Losung des linearen Gleichungssystems:

Ax = b
& PAx = Pb
& LUz = Pb

Nach der oben beschriebenen Methode hat man nun fiir beliebig reguldre Matrizen erreicht, dass
wihrend der Elimination der Spalten kein Diagonalelement gleich Null ist.

Die sogenannte Spalten-Pivot-Suche geht noch ein wenig weiter. So werden entsprechende Zei-
len der Matrix derart getauscht, dass anschlieBend nicht irgendein Element ungleich Null auf der
Diagonalen steht, sondern das betragsgrofte Element der Spalte. Anstelle der Spaltenpivotstrategie
mit Zeilentausch kann auch eine Zeilenpivotstrategie mit Spaltentausch durchgefiihrt werden, beide
Strategien erfordern im schlimmsten Fall O(n?) zusitzliche Operationen. Ausfiihrlich wird in [15]
auf diese Methode eingegangen.

Zu Beginn des Kapitels wurde schon angemerkt, dass direkte Methoden ungeeignet sind, um eine
diinnbesetzte Matrix A zu faktorisieren. Der Grund dafiir ist der, dass die Verfahren nicht zwischen
Null- und Nicht-Null-Eintrdgen in der Systemmatrix unterscheiden, und somit unabhingig von der
Besetzung der Matrix immer die selbe Menge an Operationen durchfiihren. Das hat zur Folge, dass
Berechnungen fiir Null-Eintrage ausgefiihrt werden, obwohl man solche Berechnungen vermeiden
sollte. SchlieBlich lduft dies darauf hinaus, dass die gefundenen Faktoren L und U in der Regel
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nicht diinnbesetzt sind. Dieses Auffiillen der Faktoren bezeichnet man gewdhnlich als ,,Fill-In‘-
Effekt. Je groBer dabei die zu faktorisierende Matrix A ist, desto schwerwiegender wirkt sich dieser
Effekt negativ auf die Effizienz des Verfahrens aus. Je nach Menge des Fill-Ins kdnnen zusitzlich
Speicherplatzprobleme auftreten, da die Matrizen anschliefend nicht mehr diinnbesetzt sind.

Die Cholesky-Zerlegung

Die Cholesky-Zerlegung wird im Folgenden sehr ausfiihrlich beschrieben, da sie die Basis der in
Kapitel 2.3 beschriebenen Multifrontal-Methode bildet, die wiederum das Kernstiick dieser Di-
plomarbeit darstellt.

Um mit der Cholesky-Zerlegung ein lineares Gleichungssystem der Form (2.1) 16sen zu konnen,
muss A eine symmetrisch positiv definite Matrix sein. Fiir zusétzliche Informationen beziiglich
dieser Methode siehe auch [16].

Die Matrix A kann wegen ihrer Symmetrie wie folgt dargestellt werden:

a1l G21  ccc Gpi
A=A [ ®
: RM

an,1

Da A zusitzlich positiv definit ist, gilt auch ai,1 > 0, sodass an dieser Stelle auch kein Zei-
lentausch vorgenommen werden muss. Betrachtet man nun die Gauf3elimination fiir diese Matrix
AWM 5o wird zunichst durch linksseitiges Multiplizieren einer Matrix L; die Elimination der ersten
Spalte von A(Y eingeleitet. Daraus ergibt sich:

a1 a1 - Qpl
VG
R®

0

Wird auflerdem mit der Matrix LlT von rechts multipliziert, so erhdlt man aus Symmetriegriinden
eine Matrix, deren erste Zeile und erste Spalte bis auf das Diagonalelement a1 eliminiert wurden:

a1 a1 v Gt 1 —lon -+ —lpa a; 0 - 0
0 1 0
AQ) — LlA(l)L{ — ‘ ) — )
: R(Q) .. : R(Q)
0 1 0

Die Matrix A() ist nun wieder eine symmetrische Matrix, denn es gilt:
T
(AT = (L, AL = [, AV LT = [, AVLT = 4@
Des Weiteren lisst sich auch zeigen, dass die Matrix A positiv definit ist, denn:

<z, APz > = xTLlA(l)Lirm = (Lir:n)TA(l)(Lr{m) = yTAWy =<y, AWy >

Mit y = LTz und LT regulir, folgt aus x # 0 auch y # 0 und zusammen mit der Voraussetzung,
dass A symmetrisch positiv definit ist, erhilt man zuletzt:

<z,A%z>=< y,A(l)y >>0
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Mit diesen Erkenntnissen, erfiillt die Matrix A(?) die gleichen Voraussetzungen wie die Matrix A}
so dass nun in A® analog die zweite Zeile und Spalte eliminiert werden konnen:

ag; 0 - o 0
AB) = LA LT = L, AOLTIT = |+

S R®)

0 0

Sind gleichermaflen n — 1 Schritte abgearbeitet, so erhilt man folgende Darstellung einer Diago-
nalmatrix:

Ln_l...LlA(l)LlT...Lg_l =

Die Diagonalmatrix D bildet mit nur positiven Diagonalelementen ebenfalls eine symmetrisch po-
sitiv definite Matrix.

Somit ldsst sich A nun schreiben als:

A=Li' Lol )t h)!

Da fiir alle reguliren Matrizen M € R™*" gilt, dass (M7)~! = (M~—1)7, kann man die Matrix
rechts von D nun umschreiben zu:

(LTt () = (!

n—1

oo (LT = (et

n—1

7= [T

Zusammengefasst ist nun die Matrix darstellbar durch:

A=LDL"
wobei L eine untere Dreiecksmatrix mit 1 auf der Diagonalen reprasentiert. Diese Zerlegung der
Matrix A wird auch rationale Cholesky Zerlegung genannt.

Eine andere Art der Darstellung wird moglich, wenn die Diagonalmatrix noch mit in die Faktor-
matrix einflieft. Da die Diagonalmatrix D nur Diagonalelemente groer Null enthélt, 14sst sie sich
folgendermaBen umformen:

dy Vi Vdi
D= - = .. o = EET
dn Vi, Vi,

SchlieBlich erhélt man fiir die Matrix A die allgemein bekannte Darstellung der Cholesky- Faktori-
sierung mit L als untere Dreiecksmatrix:

A=LEE"L" =LL" ,L=LE

In der Praxis wird jedoch meist eine andere Form, die nicht mehr an die LU-Zerlegung erinnert,
verwendet. Die Voraussetzung fiir die Matrix A bleibt identisch, sodass gefordert wird, dass A €
R™*" symmetrisch positiv definit mit A = LL” ist, wobei:
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11 I
lo1 lao '
ol BT ) » ot
ln,l ln,2 ln,n
12,1 1272
D=1 |ert und @@= - e R(r—1)x(n-1)
lna lng - lon

Die Matrix A ldsst sich also mit der Erkenntnis, dass A = LLT ist, darstellen als:

a1 a1 v Api ligy 0 -~ 0 g lon - pa
a1 T laq 0
RO - I L@ @7
Gn,1 ln,l 0
lil lialan -+ il
l11l21

L@@t @7
li1lna

Fiihrt man einen Koeffizientenvergleich der beiden Matrizen durch, lésst sich leicht erkennen, dass
fir j = 2,--- ,n Folgendes gilt:

P
Bi=a1 = hi=a;
a/j71

/1,1

Die erste Spalte der Faktor-Matrix L ist damit bestimmt, jedoch bleibt die Submatrix L(?) noch
unbekannt. Da aber

haljn = L=

4@ .— @7 _ g@ _ 2T

af/z = — ljale fir j,k>2

gilt, liisst sich nun aus A®) auf die gleiche Art und Weise die erste Spalte von L2, also die zweite
Spalte von L berechnen. Diese Methode kann schlieBlich so lange durchgefiihrt werden, bis die
gesamte Matrix L bestimmt ist.

Der p-te Schritt des Verfahren kann nun wie folgt dargestellt werden:
Zur Berechnung der p-ten Spalte von L:

_ (p)

l a
PP o , (2.2)
Lp = 72 fir j = p+1,---,n

Zur Berechnung der Elemente der noch zu faktorisierenden Matrix A®+1):

ay’;:_l) = agl,)lz B ljyil?lk,p fiir j = p+ 17 ceen

2.3
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Ist die Matrix A schlieBlich im Ganzen faktorisiert, sodass A = LL” gilt, kann zur Losung des
Gleichungssystems Az = b wie gewohnt vorgegangen werden.

Av=LL"z =10
wird wie bei der LU-Zerlegung in zwei Schritten gelost:
Ly=5 durch Vorwirtssubstitution

LTe =y durch Riickwartssubstitution

Beziiglich des Aufwands sei hier angemerkt, dass dieser fiir die Cholesky-Zerlegung in etwa halb
so grof} ist, wie der Aufwand fiir die LU-Zerlegung, nimlich ~ %n?’ Operationen. Der verringerte
Aufwand entsteht dadurch, dass nach Voraussetzung die Matrix A symmetrisch positiv definit sein
muss. Wegen der Symmetrie sind oberes und unteres Dreieck der Matrix identisch, weshalb nur die
Hiilfte der Koeffizienten berechnet werden muss.

Zuletzt sei hier noch darauf hingewiesen, dass veschiedene Implementierungen der Cholesky- Fak-
torisierung existieren. Im Zuge der gerade beschriebenen Methode wurden die Elemente der Faktor-
Matrix L spaltenweise bestimmt. Andere Algorithmen erreichen das Ergebnis, indem sie zeilenwei-
se faktorisieren oder aber mit Untermatrizen rechnen. Die Art der Faktorisierung mittels Unterma-
trizen ist zum Beispiel grundlegend fiir die in Kapitel 2.3 beschriebene Multifrontal-Methode.

2.2 Iterative Loser

In diesem Kapitel werden nun Methoden vorgestellt, mit denen lineare Gleichungssysteme iterativ
gelost werden konnen. Diese Verfahren sind, wie anfangs schon erwihnt, besonders geeignet fiir
groB3e, diinnbesetzte Matrizen und werden in technischen Anwendungen oft eingesetzt. Warum dies
so ist, soll durch die nachfolgende Gegeniiberstellung von direkten und iterativen Losern verdeut-
licht werden.

Wie in dem vorherigen Teil dieses Kapitels zu erkennen war, basierten direkte Verfahren zur Losung
von Gleichungssystemen auf der Faktorisierung der Eingangsmatrix A. Angenommen man hat ei-
ne n x n Matrix zu faktorisieren, so bendtigte die LU-Zerlegung O(N?3) Operationen und einen
Speicher von O(NN?), unabhingig von der Struktur der Eingangsmatrix.

Mittels iterativer Verfahren wird nun keine direkte Losung mehr fiir das Problem Az = b berechnet,
sondern lediglich eine angenidherte Losung z®). Um eine Folge von Niherungslosungen {:c(k)}
erzeugen zu kénnen, muss man das jeweilige iterative Verfahren mit einer Anfangsniherung z(©)
von z starten, wobei x die unbekannte Losung des Problems darstellt. Es werden darauthin solange
Niherungslosungen erzeugt, bis die aktuelle Ndherung 2*) nah genug an der exakten Losung x
liegt.

Die Ausfiihrungszeiten von iterativen Verfahren werden dabei dominiert durch den Berechnungs-
aufwand der benétigten Matrix-Vektor-Multiplikationen. Ublicherweise entstehen bei der Multi-
plikation von einer Matrix mit einem Vektor O(N?) Operationen. Wird jedoch mit einer diinnbe-
setzten Matrix gerechnet, die zum Beispiel nur O(N) Nicht-Null-Elemente enthilt, so schrumpft
die Komplexitit der Matrix-Vektor-Produkte auf O(NN). Es ldsst sich also erkennen, dass sich der
Einsatz von iterativen Verfahren besonders bei der Losung von Gleichungssystemen mit grofien
diinnbesetzten Matrizen lohnt. Ein weiterer Vorteil gegeniiber direkten Verfahren ist, dass weniger
Speicherplatz benotigt wird, um die Matrix abzuspeichern. Da iterative Verfahren lediglich mit den
von Null verschiedenen Eintrigen rechnen, brauchen auch nur diese abgespeichert werden. Das
heif3it je schwicher die Matrix besetzt ist, desto weniger Speicherplatz wird auch benotigt.
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Zwei grundlegende Parameter ergeben sich bei der Losung von linearen Gleichungssystemen mit-
tels iterativen Verfahren im k-ten Schritt, und zwar der durch das Verfahren gemachte Fehler e; und
das Residuum ry:

e, = T — T

Ty = b—Al’k

Zusammengefasst gilt also fiir das Residuum r;, = Aey. Da jedoch x zu diesem Zeitpunkt noch
unbekannt ist, ist auch e nicht berechenbar. Man erwartet jedoch von einem guten iterativen Ver-
fahren, dass der Fehler fiir steigendes k& immer kleiner wird. Ausfiihrlich ist dieser Sachverhalt in
[16] diskutiert.

Ein wichtiges Kriterium fiir die Giite iterativer Methoden zur Losung von Gleichungssystemen ist
deren Konvergenzgeschwindigkeit, das heift wie schnell die angeniherten Losungen z(*) gegen die
exakte Losung x konvergieren.

Klassische iterative Verfahren sind das Jacobi- , sowie das GauB3-Seidel-Verfahren, welche spezielle
Splitting-Verfahren darstellen und ausfiihrlich in [15] erldutert werden.

In den folgenden Abschnitten sind die grundlegenden Algorithmen zu den CG-artigen Verfahren
abgebildet, die bisher Anwendung im Jacobi-Davidson-Algorithmus fanden. Dazu gehoren das all-
gemeine Konjugierte-Gradienten-Verfahren (auch CG-Verfahren genannt), sowie die zwei modi-
fizierten CG-artigen Verfahren, das QMR- (Quasi-Minimal Residual) und das TFQMR-Verfahren
(Transpose-Free Quasi-Minimal Residual). Alle drei Methoden gehoren dabei der Klasse der Krylov-
Unterraum-Verfahren an (vgl. Kapitel A.12).

Das Verfahren der konjugierten Gradienten

Das CG-Verfahren ist ein iteratives Suchverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme mit sym-
metrisch positiv definiter Koeffizientenmatrix A. Der eigentliche Algorithmus der CG-Methode ba-
siert auf der Losung einer quadratischen Optimierungsaufgabe. So wird das urspriingliche Problem,
die Losung des Gleichungssystems, darauf zuriickgefiihrt, das eindeutige Minimum der Funktion

F(z) = §:L'TA1’ — 2T
zu finden. Nach einigen Voriiberlegungen beziiglich Voraussetzungen und Gegebenheiten, die ausfiihr-
lich in [15] dokumentiert sind, erhélt man den in Abbildung 2.1 beschriebenen Algorithmus.
Pro Iterationsschritt werden jeweils eine Niherung des Losungsvektors (%), das Residuum r(*),
sowie d(®) gebildet, wobei d*) die Richtung angibt, in der die aktuelle Niherung des Losungsvek-
tors bestimmt wird.

Es laBt sich zeigen, dass in exakter Arithmetik maximal endlich viele, sprich hochstens n CG-
Schritte erforderlich sind, um die exakte Losung x zu erhalten. Somit kann man das CG-Verfahren
bei exakter Arithmetik auch als ein direktes Verfahren ansehen.

In der Praxis wird die exakte Losung jedoch wegen Rundungsfehlereinfliissen im Allgemeinen
nicht erreicht. Man erhélt aber schon nach wenigen Iterationsschritten brauchbare Niherungen fiir
die exakte Losung .

Wie in Abbildung 2.1 zu erkennen ist, wird die Iteration innerhalb des CG-Algorithmus abgebro-
chen, sobald ein Kriterium erfiillt ist. Was unter diesem Kriterium zu verstehen ist, soll nun verdeut-
licht werden. Wiinschenswert wiire natiirlich ein Abbruchkriterium, wie ||z — z(®)|| , hinreichend
klein“. Da dieses Kriterium aufgrund des unbekannten x nicht ausfiihrbar ist, verwendet man in
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der Praxis eine vereinfachte Abfrage. Alternativ wird schlieBlich zu Beginn eines jeden Durchlaufs
iiberpriift, ob
|7®)|| = || — 2®)|| 42 ,hinreichend klein®

ist. Eine ausfiihrliche Diskussion beziiglich eines geeigneten Abbruchkriteriums ist auch in [16]
nachzulesen. Es sei an dieser Stelle nur kurz darauf hingewiesen, dass die Verwendung der Residu-
ennorm als Abbruchkriterium gewisse Probleme mit sich bringt. So kann es unter Umstidnden sein,
dass die Norm des Residuums recht grof3 ist, obwohl bereits eine gute Anndherung an die exakte
Losung gefunden wurde. Andererseits kann auch der entgegengesetzte Fall auftreten, dass ndmlich
die Norm sehr klein wird, obwohl der Iterationsvektor noch weit von der Losung entfernt ist.

wihle 2(°) € R™ beliebig

+O) — p— 420

Kriterium nicht erfiillt

_ 0T (k)
Tk = 20T 4q0)

'r'(k"_l) = 'r'(k) _|_ fykAd(k)

DT (k1)
r()T (k)

o =

dk+D) = _p(k+1) 4 5 g(k)

E=k+1

Abbildung 2.1: Algorithmus des CG-Verfahrens

In der Praxis werden im Allgemeinen iterative Losungsmethoden, wie die CG-artigen Loser, in
Verbindung mit einem effizienten Verfahren zur Vorkonditionierung verwendet, damit die Konver-
genzgeschwindigkeit des Prozesses deutlich postiv beeinflusst wird.

Da unter anderem fiir das CG-Verfahren Abschitzungen der Konvergenzgeschwindigkeit monoton
von der Kondition

ra(A) = [[All2 |47z

beziiglich der Spektralnorm abhéngig sind, muss man einen Weg finden, die Kondition einer Ma-
trix A verringern zu konnen. Man sucht letztendlich nach einer Moglichkeit das Problem Ax = b
so zu transformieren, dass die Matrix A von moglichst kleiner Kondition ist. Wie das funktioniert
wird ausfiihrlich in [16] beschrieben. Da diese erwiinschte Verbesserung der Kondition von A vor
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der Losung des Gleichungssystems erfolgen soll, ergibt sich der Name fiir diese Art der Transfor-
mation, die sogenannte Vorkonditionierung. Das gegebene Problem wird nun derart transformiert,
dass nicht mehr Az = b mit einer symmetrisch positiv definiten Matrix A gelost wird, sondern ein
gleichwertiges Problem, welches mit Hilfe einer beliebigen invertierbaren Matrix B entsteht:

Az=b, T:=B 'z A:=AB
Dabei muss jedoch darauf geachtet werden, dass das Problem seine Symmetrieeigenschaft nicht
verliert, damit die iterativen Loser auch weiterhin darauf anwendbar bleiben.

Nach Definition muss die Systemmatrix A eines Gleichungssystems symmterisch positiv definit
sein, damit das Verfahren der konjugierten Gradienten anwendbar ist. Sind die Matrizen stattdessen
indefinit oder unsymmetrisch, so muss das CG-Verfahren modifiziert werden.

Die beiden CG-artigen Methoden, das QMR-(Quasi-Minimal Residual) und das TFQMR-Verfahren
(Transpose-Free Quasi-Minimal Residual), zeichnen sich dadurch aus, dass sie teilweise auch im
Fall unsymmetrischer Systeme funktionieren. Garantiert werden kann dies jedoch nicht, da es in-
nerhalb der Verfahren zu Divisionen durch Null, sogenannten Breakdowns, kommen kann, welche
zur Folge haben, dass die Berechnung stagniert. Roland W. Freund beschreibt diesen Sachverhalt
ausfiihrlich im Bezug auf das QMR-Verfahren in [13].

Auf das QMR- und TFQMR-Verfahren wird nun im Folgenden kurz eingegangen. Beide Methoden
beruhen, wie der Name schon verrit, auf dem Ansatz der quasi-minimalen Residuen. Ausfiihrliche
Beschreibungen der beiden Verfahren, sowie Vergleiche untereinander sind in [13], [14], [20], [21]
und [22] zu finden.

Das QMR-Verfahren

Wie schon erwihnt, besitzt das QMR-Verfahren gegeniiber dem CG-Verfahren den Vorteil, dass es
auch auf unsymmetrische Matrizen anwendbar ist. Dieses erfordert jedoch, dass nicht mehr nur eine
Matrix-Vektor-Multiplikation mit der Koeffizientenmatrix A durchgefiihrt werden muss, sondern
zwei. Ein Matrix-Vektor-Produkt wird dabei mit der Ausgangsmatrix A berechnet und eines mit
ihrer Transponierten. Die Matrizen, mit denen multipliziert wird, sind dabei fettgedruckt, um diese
Operationen im Folgenden ein wenig hervorzuheben.

Die QMR-Methode basiert dabei auf dem klassischen unsymmetrischen Lanczos-Algorithmus (sie-
he auch [13]), der hier zur Erzeugung der Basisvektoren der Krylov-Ridume verwendet wird und
auch zum Generieren von oberen Hessenberg-Matrizen dient, die wiederum bei der Berechnung
des jeweiligen QMR-Residuums benétigt werden. Kombiniert mit dem Ansatz der quasi-minimalen
Residuen ensteht daraus das QMR- Verfahren. Zusitzlich versucht man das Originalsystem Az = b
durch Vorkonditionierung derart zu transformieren, dass ein dquivalentes System, sprich ein System
mit derselben Losung, jedoch mit einem giinstigeren Konvergenzverhalten, entsteht. Mit Hilfe einer
Matrix M = M1 M5 besitzt das vorkonditionierte System

Az = b
& AM;!' (M 2) = b
& MPAM! Maz) = MY

dieselbe Losung wie das urspriingliche System Ax = b. Der Algorithmus des QMR- Verfahrens, wie
er in Abbildung 2.2 dargestellt ist, enthélt dabei die Vorkonditionierung lediglich in Operationen der
Form:

Il
w

losse M z
lIose Moy = y
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wihle 2(9) € R” beliebig

r0 = AzO _p GO = O
Lose My = ¢V

p1 = llyll2

wihle &) beliebig, z.B. &) = —r(

l6se M 2 = oM

0)

& =zll2, =1 mn=-1

while 2(*) nicht konvergiert

k) _ R _ k) _ @(k) _ _ T
v =25 y=2, oW =52 =2, a=2"y
lose Moy = v, loseMlz—z
if £ = 1 then

p®) =g ¢®) =z

else if £ > 1 then
(k) =q— $1lp p(k—l) q(k) _5_ my(k—l)

)

€1 €k—1
end if
= Apk)
T .
e =q""p, Bp=5, v =p—g®

16se My = p(k+1)
pry1 = llyllz,  @FF) = ATq®) — gro(®)

lose MYz = o(k+1)

2

_ __ Pk+1 _ 1 — “Nk—1PKY

St =llzllzy =355 W= = o
if £ = 1 then

dk) = Ukp(k)a (k) — nLp
else if £ > 1 then

d® = mp®) 4+ (9 19) 2dY, 5B = pp o+ (g ) 25D
end if
o8 = 1) 4 g ) = D) (6)

end while

Abbildung 2.2: Der QMR-Algorithmus
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Das TFQMR-Verfahren

Problematisch wird die Berechnung mittels QMR-Verfahren auf Parallelrechnern mit verteiltem
Speicher, denn dort ist das Transponieren einer Matrix nicht besonders effizient durchfiihrbar. Auf
diesen Sachverhalt wird unter anderem in [22] weiter eingegangen.

Das Problem umgeht die TFQMR-Methode, indem keine Matrix-Vektor-Produkte mit der Transpo-
nierten der Matrix A berechnet werden miissen. Statt dessen generiert der Algorithmus pro Schritt
je zwei Iterierte auf einmal, wodurch alle erreichbaren Suchrichtungen ausgenutzt werden. Wie das
genau funktioniert, ist anhand des zugehorigen Algorithmus in Abbildung 2.3 nachvollziehbar.

wihle z(©) € R” beliebig

r® =Az@ —p 4O = 0

w = O 0 = Ay

d9 =0, 7m9=]r9,

Y9=0, n=0

wihle #() so, dass py = — (071 (0) #0
while 2(*) nicht konvergiert

_ =0T (k-1 _ Pr-1
— 707 ( )7 ap-1 = &=

Ok—1
y2R) = @k=1) _ (kD)

for s = 2k — 1,2k

WD = ) — p Ay®

193 = _Hw<s+1)”2 1

ol 0 18T /1402
_ _ A2
Ts = 73—1193737 Ns = VgOs—1

46 = () 4 %d(s—w

1

x(s) — x(s_l) + nsd(s)

end for

O = f(O)Tw(2k+1)’ 5k — piﬁl
)

y(2ht1) = 2R+1) o (2K
V(k) e Ay(zk""l) _|_ 5k(Ay(2k) + /Bky(k_l))

end while

Abbildung 2.3: Der TFQMR-Algorithmus

2.3 Die Multifrontal-Methode

Die Grundidee

Die Entwicklung der Multifrontal-Methode im Jahre 1983 durch Duff und Reid war entscheidend
fiir die Anwendung direkter Methoden zur Losung groBer Gleichungssysteme mit diinnbesetzten
Koeffizientenmatrizen. Urspriinglich wurde die Methode zur Faktorisierung groer Maritzen ent-
wickelt, die nicht vollstidndig in den Hauptspeicher eines Rechners passten. Zur heutigen Zeit wird
die Multifrontal-Methode dazu benutzt, die Faktorisierung groBer diinnbesetzter Koeffizientenma-
trizen eftektiv durchzufiihren.

Die Idee dabei ist es, die Faktorisierung der Matrix zuriickzufiihren auf die Faktorisierung vie-
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ler kleiner, dafiir aber vollbesetzter Matrizen. Fiir die Faktorisierung solcher sogenannter Frontal-
Matrizen kann man dann wiederum Programmiertechniken anwenden, die eigentlich zur Losung
von vollbesetzten Matrizen entwickelt wurden (vgl. Kapitel 2.1). Die Zerlegung solcher vollbesetz-
ter Matrizen ist daraufthin sehr effizient auf Parallelrechnern durchfiihrbar.

Den Begriff ,,multifrontal“ verwendeten Duff und Reid schlieBlich fiir diese Verfahrensart, nachdem
sie die Frontal-Methode, die 1970 von Bruce Irons vorgestellt wurde, mittels den oben beschriebe-
nen Uberlegungen verallgemeinert hatten.

Die Losung des linearen Gleichungssystems wird dabei in drei Phasen aufgegliedert:
e Analyse
e Faktorisierung
e [Osung

In der ersten Phase wird zunichst eine symbolische Faktorisierung der Eingangsmatrix A durch-
gefiihrt mit dem Ziel, die Besetzungsstruktur der Matrix zu ermitteln. Zum einen kann aufgrund
der matrixspezifischen Struktur anschlieend eine Permutationsmatrix erzeugt werden. Wenn sie
auf die Matrix A angewendet wird, so wird das ,,Fill-In“ in der Faktor-Matrix L verringert. Zum
anderen wird in der Analyse-Phase ein sogenannter Eliminationsbaum erstellt, der eine wesentli-
che Rolle bei der anschlieBenden Faktorisierungs- und Losungs-Phase spielt. Die Faktorisierung
in dieser ersten Phase wird symbolisch genannt, da die Matrix A lediglich auf der symbolischen
Ebene betrachtet wird, im Gegensatz zu der numerischen Faktorisierung in der zweiten Phase, wo
die eigentliche Berechnung stattfindet.

Die Multifrontal-Methode ist dabei so ausgelegt, dass sie sowohl fiir symmetrisch positiv definite
als auch fiir unsymmetrische Matrizen geeignet ist. Der entscheidende Unterschied liegt dabei in
der zweiten Phase, der Faktorisierung. Hier dient entweder die Cholesky-Zerlegung oder die LU -
Zerlegung als Grundlage zur Faktorisierung der Systemmatrix.

Um die symbolische Faktorisierung zu beschleunigen, wird im Falle einer unsymmetrischen Ko-
effizientenmatrix jedoch nicht A zum Aufbau des Eliminationsbaums verwendet, sondern die stets
symmetrische Matrix M = A + A”. Dies ist erlaubt, da der Eliminationsbaum der unsymmetri-
schen LU-Zerlegung von A identisch ist mit dem der Cholesky-Zerlegung fiir die symmetrische
Matrix M.

Da die Faktorisierung den wichtigsten Teil des Verfahrens darstellt, liegt hier auch der Schwerpunkt
dieses Kapitels. Der Einfachheit halber ist jedoch nur das Konzept der Faktorisierung fiir den sym-
metrischen Fall dargestellt, so dass als Basis die Cholesky-Faktorisierung dient. Das Verfahren fiir
den symmetrischen, sowie fiir den unsymmetrischen Fall ist in [5] sehr ausfiihrlich beschrieben.
Zuletzt wird in der dritten Phase das Gleichungssystem mittels Riickwérts- und Vorwiértssubstituti-
on gelost, vergleiche dazu auch Kapitel 2.1.

Als Grundlage fiir dieses Kapitel dienten [1], [3], [4], [6] und [7].

Der Bezug zur Cholesky-Faktorisierung

Die Basis fiir die Multifrontal-Methode beruht auf dem Ansatz der Cholesky-Faktorisierung. Wie
in Kapitel 2.1 schon angemerkt, existieren im Grunde drei unterschiedliche Implementierungsarten
fiir die Cholesky-Methode und zwar die zeilenweise Faktorisierung, die spaltenweise und die Fak-
torisierung mittels Untermatrizen. Wenn man von dieser Einteilung der verschiedenen Implemen-
tierungsarten ausgeht, so kann man die Multifrontal-Methode als eine Methode betrachten, die die
Cholesky-Faktorisierung mit Untermatrizen durchfiihrt. Die neuartige Eigenschaft der Multifrontal-
Methode ist, dass die Update-Auswirkungen einer Faktorspalte beziiglich der verbleibenden Unter-
matrix zwar berechnet, aber nicht direkt auf die Matrixeintrige angewandt werden. Unter Update-
Auswirkungen versteht man dabei die Beitrige aus einem Eliminationsschritt, die fiir spéter zu
berechnenden Faktorspalten von Bedeutung sind. Man sammelt diese Beitrige zunichst mit de-



2.3. DIE MULTIFRONTAL-METHODE 17

nen anderer Faktorspalten in sogenannten Update-Matrizen, bevor das eigentliche aktuelle Update
durchgefiihrt wird.

Da im Folgenden oftmals der Begriff Vektorprodukt-Update auftauchen wird, soll nun an dieser
Stelle eine kurze Begriffserlduterung stattfinden. Das Vektorprodukt-Update wird hier zunéchst an
einer vollbesetzten Matrix erklart. Dafiir betrachte man die Cholesky-Zerlegung einer vollbesetzten
n x n Matrix A in LL", wobei die oben beschriebene Cholesky-Faktorisierung mittels Untermatri-
zen verwendet wird. Ein Schritt der Zerlegung kann nun wie folgt dargestellt werden:

=0 e)=(5 06 ) (0 F)

Hierbei ist d der erste Diagonaleintrag und v stellt einen (n — 1)-Vektor dar. Die Submatrix

’UUt

C T

bildet den verbleibenden, noch zu faktorisierenden Teil, wobei deren Faktorisierung rekursiv mit
derselben Technik durchgefiihrt wird.

Die néchsten Schritte der Faktorisierung kdnnen nun einfach verallgemeinert werden, sodass man
eine Blockschreibweise erhdlt. Angenommen es wurden bereits 5 — 1 Faktorisierungsschritte mit
j > 1 durchgefiihrt, so ergibt sich folgende Aufteilung der Matrix A, die der Einfachheit halber in
einer 2 x 2 Blockschreibweise beibehalten wurde:

A— (B VT> B ( Lp 0) (I 0 > <L£ LE;TVT>
v c¢) \vry" 1)\o c-vBWWT)\ 0 I
Die Matrix B = L L% bildet nun die Cholesky-Faktorisierung der vorherigen (j — 1) x (j — 1)
Haupt-Untermatrix B. Wie oben auch bildet die Submatrix C — VB~'V7T wieder den noch zu
faktorisierenden Teil der Matrix A, wobei hierbei nun deutlich sichtbar ist, dass die (n — j + 1) X
(n—j+1) Untermatrix —V B~V T die Update-Auswirkungen der ersten (j —1) Zeilen und Spalten

beziiglich der Matrix C' reprisentiert. Diese Untermatrix ldsst sich wie folgt in Termen der ersten
(7 — 1) Spalten des Cholesky-Faktors formulieren :

J_l j»k
VBTV = (VL)L VD) =Y | i | Gk L)
k=1 ln,k

Hieran ist nun deutlich erkennbar, dass die Untermatrix —V B~1V7 nun als eine Summe von einfa-
chen Vektorprodukten der zugehorigen Teile der (j — 1) Spalten des Cholesky-Faktors geschrieben
werden kann. Diese Schreibweise des Vektorprodukt-Updates bildet die Grundlage fiir die Defini-
tionen der benotigten Frontal- und Update-Matrizen zur Faktorisierung von diinnbesetzten Matri-
zen.

In der Tat liefert die Multifrontal-Methode eine sehr effektive Moglichkeit, die oben angesproche-
nen Vektorprodukt-Updates durchzufiihren, ganz besonders aber fiir sehr diinn besetzte Matrizen,
wie im Folgenden erkennbar wird.

Die Frontal- und Update-Matrizen

Das Schliisselkonzept der Multifrontal-Methode beruht auf den Frontal- und Update-Matrizen. Sie
werden im weiteren Verlauf definiert durch Summenterme, die durch ausgewéhlte Teilmengen der
Vektorprodukt-Updates gebildet werden. Diese Teilmengen werden des Weiteren beherrscht durch
eine Baumstruktur, auf die nun néher eingegangen wird.
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Dazu sei A zunichst eine n x n symmetrisch positiv definite diinnbesetzte Matrix mit einem
Cholesky-Faktor L. Der sogenannte Eliminationsbaum der Matrix A bildet eine Struktur mit n
Knoten derart, dass Knoten p den Vater von j darstellt genau dann, wenn gilt:

p=min{i>j|l;; # 0}

Es ist leicht nachvollziehbar, dass dies einen Baum darstellt, wenn die Matrix L in jeder Spalte,
ausgenommen in der letzten, einen Eintrag ungleich Null unterhalb der Diagonalen enthilt.

Der Index j wird nun im Folgenden fiir zwei Dinge verwendet, zum einen fiir die Spalte der Matrix,
zum anderen fiir den entsprechenden Knoten im Eliminationsbaum, der durch die Notation 7(A)
reprasentiert wird, beziehungsweise 7" wenn aus dem Kontext der Bezug zur Matrix A eindeutig ist.
Diese Baumstruktur wird schlieflich bei der Berechnung des Sparse-Matrix Problems von grof3er
Bedeutung sein und dient bei paralleler Verarbeitung dazu die parallelen Berechnungen der darauf-
folgenden GaufB3-Elimination einzuteilen.

Zunichst werden nun zwei Sitze vorgestellt, durch die die Eigenschaften des Eliminationsbaums
spezifiziert werden. Mit dem Aufbau einer Faktorspalte ist dabei der Satz der Zeilenindizes von
Nicht-Null-Elementen der jeweiligen Spalte gemeint.

Satz 2.3.1. Falls der Knoten k einen Nachfahren von j im Eliminationsbaum darstellt, dann ist
auch der Aufbau des Vektors (1 1, - - , 1y ) enthalten in der Struktur (1; ;,--- 15 ;)

Satz 2.3.2. Falls l;;, # 0 und k < j sind, so ist der Knoten k ein Nachkémmling von j im Elimina-
tionsbaum

Die Notation 7°[j] soll nun dazu dienen, die Menge aller Nachkommen des Knotens j innerhalb des
Eliminationsbaumes 7' einschlieflich j selbst bezeichnen zu konnen. In Abbildung 2.4 ist nun ein
kleines Beispiel einer Sparse-Matrix A abgebildet, sowie deren Cholesky-Faktor L. Dabei stehen
die ,, @ “ fiir die Nicht-Null-Eintrage der Matrix A und die ,, o “ fiir Eintrége, die in der Faktor-Matrix
L durch das Faktorisieren dazugekommen sind, die sogenannten ,,Fill-Ins®.
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Abbildung 2.4: Beispiel fiir diinnbesetzte Matrix und zugehorige Matrix der Cholesky-Zerlegung
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Abbildung 2.5: Eliminationsbaum fiir die Matrix in Abbildung 2.4
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In Abbildung 2.5 ist der zu der Matrix aus Abbildung 2.4 zugehdrige Eliminationsbaum dargestellt.
Die Notation 7'[j] soll nun anhand eines Knotens verbildlicht werden. So kann man nun fiir den in
Knoten 6 eingewurzelten Unterbaum auch schreiben:

T[6] = {2,3,4,5,6}

An dieser Stelle angelangt, ist man nun in der Lage die Frontal- und die Update-Matrizen zu de-
finieren. Man betrachte dazu die j-te Spalte von L und definiere g, ..., %, als die Zeilenindizes
der Nicht-Null-Elemente in L, , wobei ¢9 = j ist und die Spalte j genau r Nicht-Null-Elemente
unterhalb der Diagonalen besitzt.

Die Unterbaum-Update-Matrix der Spalte j fiir die Matrix A ist dann definiert als die Matrix:

Lik
— liy &
Uj=— Y. U el L) (2.4)
ke T(j) - {j}
Li, ke

Das heift, die Matrix beinhaltet Beitrdge von Vektorprodukten aus vorangegangenen Spalten, die
im Eliminationsbaum direkte Nachfahren des Knotens j darstellen. Aus Satz 2.3.1 folgt unmittelbar,
dass wenn k im Eliminationsbaum ein Nachkommling von j ist, so ist auch die Menge von Indizes
der Nicht-Null-Elemente aus (I x,lj+1, " ,lnk)! enthalten in der Menge {j,41,- - ,i,}. Die
Nicht-Null-Beitrige der Vektorprodukt-Updates aller Spalten der Nachkommlinge von j sind somit
enthalten in Uj.

AnschlieSend kann man nun mit Hilfe der Unterbaum-Update-Matrix die j-te Frontal-Matrix fiir A
bilden:

ajv.j ajyil T ajvir
Qiy,j —

F; = ) +U; (2.5)
Qg iy

Die Dimension (r + 1) der Frontal-Matrix Fj ist die gleiche wie die der Matrix U ; und reprisentiert
wieder die Anzahl der Nicht-Null-Elemente der j-ten Spalte des Faktors L.

Da Satz 2.3.2 besagt, dass wenn k < j und [; ;, # 0 ist, k£ einen Nachkommling von j darstellt, so
kann man dafiir auch schreiben k& € T7[j] — {j}, was bedeutet, dass das Vektorprodukt-Update der
Spalte k enthalten ist in Uj. Mit dieser Erkenntnis lédsst sich nun Uj wie folgt in zwei Komponenten
aufspalten:

Lik 0
— Liy ke liy k
Uj=— > | V| Grlag-lor)— D c | Ol L)
k<j : ke T[] — {4} :
lj,k#o li’r‘vk lj,kzo liT'vk

An dieser Darstellung lésst sich einfach erkennen, dass nur die erste der beiden Komponenten zu
der ersten Spalte der Unterbaum-Update-Matrix Uj beitrdgt. Demzufolge ist nun die erste Spalte
von Uj, die alle Nicht-Null-Update-Eintrige fiir die j-te Spalte enthilt, gegeben durch:

Lk

Liy ke

= 1
Uj=~— Z k]
k<j .

1,70 lir,k



20 KAPITEL 2. VERFAHREN ZUR LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME

Diese Menge bezeichnet man auch als die komplette Update-Spalte zur Spalte j.

Wie man anhand der Definition 2.5 fiir F; sehen kann, besteht die erste Spalte und die erste Zei-
le der Frontal-Matrix aus A,; und der kompletten Update-Spalte zur Spalte j. Das heilit, wenn F}
berechnet ist, wurden die erste Zeile und Spalte von F; komplett erneuert. Dafiir ergibt ein Elimina-
tionsschritt beziiglich F); die Nicht-Null-Eintréige der Faktorspalte L, ;. Man erhilt damit folgende
Darstellung:

ljy]' 0 1 0 lj,j lil,j cee li“j
lil ’j
F; = : (2.6)
li, i I 0 U; 0 I
Da j,u1,- - i, gerade die Indizes der Nicht-Null-Elemente in L, ; darstellen, ist einleuchtend, dass
der Vektor (15,1, j,-- -, lir’j)T vollbesetzt sein muss. Dies hat zur Folge, dass auch die erste Zeile

und Spalte der Frontal-Matrix F; vollbesetzt ist. Ferner muss auch die nach diesem einen Eliminie-
rungsschritt noch zur Faktorisierung iibrig gebliebende Matrix U; vollbesetzt sein, die im weiteren
Verlauf mit Update-Matrix der Spalte j bezeichnet wird.

Satz 2.3.3.

liy ke

Uy = - Z o Wk L) 2.7

ke T[j] liT,k

Beweis
Betrachtet man noch einmal die letzte Darstellung der Frontal-Matrix F);, so kann man sehen, dass
sie auch wie folgt umgeschrieben werden kann:

L j 0 0
li17j
Fy=1 .| Uglig - lig) +

L, ; 0 U

Vernachlissigt man nun bei F); die erste Zeile und Spalte, so erhilt man dieselbe Untermatrix wie
durch Weglassen der ersten Zeile und Spalte der Matrix Uj. Zusammengefasst heif3t das:

lil,k li1,j

- > P Uk b)) = | Gy ) H U

k€ T[J}_{]} lir,k lir,j

woraus direkt 2.3.3 folgt.

Es ist iberaus wichtig, dass man zwischen U; und Uj unterscheidet. Wie man anhand der Gleichung
(2.5) nachvollziehen kann, dient die Unterbaum-Update-Matrix Uj dazu, die j-te Frontal-Matrix zu
bilden. Die Update-Matrix U; hingegen entsteht erst aus einem Eliminationsschritt mit der zuvor
erstellten Frontal-Matrix F}. Dies erkennt man anhand der Darstellung von Fj in der Gleichung
(2.6). Um den Unterschied noch etwas zu verdeutlichen folgt nun ein kleines Beispiel.
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Beispiel zu Frontal- und Update-Matrizen

Im Folgenden wird weiterhin auf die Matrix aus Abbildung 2.4 Bezug genommen, um die Defini-
tionen der Update- und der Frontal-Matrizen etwas zu veranschaulichen. Unschwer erkennbar ist,
dass fiir die ersten drei Spalten U1 = 0, Us = 0 und Uz = 0 gilt, da 1, 2 und 3 Blitter im Elimi-
nationsbaum darstellen und somit keine Nachfolger haben. Bei Spalte 4 entsteht folgende Menge
T'[4] — {4} = {2} und die Unterbaum-Update-Matrix fiir Spalte 4 ist gegeben durch:

la2 3, laalgz 0 0

Uy= 0 (lag le2 0 0)= 0 0 0 0

0 0 0 0 0

Daraus folgt fiir die Frontal-Matrix:
aga 0 asg asy a4 — lig —la2le2 asg asg
0 0 0 0 — —lgolso  —I2, 0 0
F = = ’ ’ ’

4 as 4 0 0 0 + U4 ag 4 0 0 0
CL974 0 0 0 a9,4 0 0 0

Ein Eliminationsschritt beziiglich F; ergibt schlieBlich die Faktor-Spalte L,4, sowie die vollbesetzte
Update-Matrix

L, —lgy— 154 —loalsa —lealoa
Us=— Z lS,k (167’? l8,k l9,k) = _l6,4 l8,4 —l§74 _18,4 1974
ke 24p \lok —loalos —lgalos  —lg,

Diese Darstellung ldsst sich aufteilen in zwei Komponenten, da der Laufindex k£ der Summe aus
einer zweielementigen Menge gewihlt wird. Zusammen mit lgo = lgo = 0 ergibt sich daraus
folgendes Bild:

l6,2 l6,4
U=—=10 |2z 0 0)—[lsa] (la lsa loa)
0 lg,4

Etwas aufwindiger wird es fiir die Update- und Frontal-Matrizen der sechsten Spalte, da die 6 im
Eliminationsbaum vier Nachkommen besitzt. Das bedeutet, die Menge T'[6] — {6} = {2,3,4,5}
aus der das k der Summe zur Generierung der Unterbaum-Update-Matrix Ug gewihlt wird, ist nun
doppelt so groB wie bei U,. Das Auflosen der Summe ergibt schlieBlich:

- 16,2 0
Ug=— 0 (16,2 0 0) — 18,3 (0 18,3 0)
0 0
lo.a le,s
— s | (o2 lsa loa) — |lss | (les lss 0)
lg.4 0

Die Frontal-Matrix Fy ldsst sich daraufhin bilden aus:

2 12 2
age 0 ago a66 —lgo — 54— l55 —loalsa—leslss ac9o —lealoa
77 2 2
Fs=10 0 0 |+Ug= —lgals.a — losls5 —l5s—1l54— 155 —lgalga
)
agg 0 0 age — le.alg 4 —lgalg 4 —lg4
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U beinhaltet an dieser Stelle alle Vektorprodukt-Beitriige der Spalten, die im Eliminationsbaum
direkte Nachkommen darstellen. Da aber fiir die dritte Spalte /g3 = 0 gilt, erhélt man fiir diese
Spalte keinen Beitrag beziiglich der ersten Spalte von Fp, gleiches gilt fiir den Eintrag lg3 = 0
beziiglich der letzten Spalte der Frontal-Matrix.

Ein Eliminationsschritt beziiglich Fg liefert wieder die Faktor-Spalte L,s und die Update-Matrix
Us. Wie auch schon fiir Uy beschrieben, ldsst sich mit Hilfe von Satz 2.3.1 die Update-Matrix wie
folgt in mehreren Komponenten darstellen:

l l l !
Us = — <%3> (Is3 0)— <l§7i> (lsa loa) — (%5> (ls5 0) - <l§72> (Iss los)

Die Vektorprodukt-Updates von Lo tragen hier nicht zur Berechnung von Ug bei, da lg 2 sowie g o
beide gleich Null sind.

Entwicklung der Frontal- und der Update-Matrizen mit Hilfe der erweiterten Addition

Da die Frontal-Matrizen sowie die Update-Matrizen von zentraler Bedeutung fiir die Multifrontal-
Methode sind, wird in diesem Teil des Kapitels nun auf den speziellen Zusammenhang zwischen
den Frontal-Matrizen {F; } und den Update-Matrizen {U; } eingegangen. Damit diese Beschreibung
des Zusammenhangs gelingt, benotigt man jedoch noch ein kleines Hilfsmittel.

Es sei nun zundchst V' eine v x v Matrix, wobei v kleiner oder gleich n, der Matrixdimension
der Ausgangsmatrix A, sein muss. Zudem sei W eine w x w Matrix ebenfalls mit w < n. Die
Zeilen und Spalten von V und W werden gebildet aus Zeilen und Spalten der gegebenen Matrix
A, wobei lediglich die Nicht-Null-Elemente beriicksichtigt werden. Dazu seien i1 < --- < 14, die
entsprechenden Indizes von V in A und j; < --- < j, die von Matrix W. Stellt man sich nun
eine Vereinigung dieser beiden Indexmengen vor und definiert diese als k1 < --- < ky, so erkennt
man, dass durch geschickte Erweiterung der Matrix V' mittels Null-Zeilen und Null-Spalten, die
urspriingliche Indexmenge der Matrix dann gerade der neuen k; < --- < k; entspricht. Dasselbe
gilt auch fiir die Matrix W und deren Indexmenge.

Definiert man nun V' <> W als die Matrix 7" der Dimension ¢ x ¢, die durch Addition der beiden
Matrizen V' und W entsteht, dann kann man den dafiir bendtigten Operator ,,<b als erweiterte
Addition bezeichnen.

Diese Verallgemeinerung einer Matrixaddition ldsst sich an einem kleinen Beispiel leicht veran-
schaulichen. Dazu seien nun V und W wie folgt definiert:
37 1 3
4 a b 4 e f
V= 6 < c d > W= 8 < g h >

Die durch die erweiterte Addition gebildete 3 x 3 Matrix V' <> W nimmt dann folgende Gestalt an:

1 3 7 1 3 7 1 3 7

470 a b 4 /e f O 4 /e a+f b
VAW=6(0cd|$6[{000]|]=6|l0 c d
s\o oo s\g n 0 s\g h 0

In diesem Kapitel soll nun der Zusammenhang zwischen { F}; } und {U;} beschrieben werden. Wie
gleich zu sehen ist, wird dies mit Hilfe des Eliminationsbaumes und der gerade eingefiihrten erwei-
terten Addition moglich sein.

Dazu betrachte man zunichst wieder die Spalte j und, wie im vorherigen Abschnitt auch, j, i1, - , %,

die Zeilenindizes der Nicht-Null-Elemente der Spalte L, ;. Der folgende Satz liefert dann die wich-
tige Beziehung zwischen den Update- und Frontal-Matrizen.
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Satz 2.3.4. Die Knoten c1,--- ,cs seien die Sohne von Knoten j im Eliminationsbaum. Dann gilt
fiir die Frontal-Matrix:

a]?] ajvll e a]yl’!

ailyj
mo= |

P Ue - U, (2.8)

i, j

Beweis

Fj ist in (2.5) definiert unter Verwendung der Matrizen Uj, die wiederum nach (2.4) die Summe
tiber alle Vektorprodukt-Updates der Spalten 7'[j] — {j} abbilden. Danun ¢y, - - - , ¢, die Nachkom-
men des Knotens j im Eliminationsbaum darstellen, kann 7'[j] — {j} vereinfacht als die disjunkte
Vereinigung der Knoten in den Unterbdumen T'[c;],- - - , T[cs] beschrieben werden. Mit dieser Er-
kenntnis ldsst sich nun Uj berechnen als die Summe der Vektorprodukt-Updates der Spalten aus
Tler], -+, Tles).

Fiir jedes der T'[c;] mit 1 < ¢t < s gilt nach Satz 2.3.3, dass dessen Vektorprodukt-Updates beziiglich
F; gegeben sind durch U,,. Das heift, alle Updates bezogen auf die Spalten T'[j] — {;j} sind in
Ue,, -, U., enthalten, woraus das in Satz 2.3.4 behauptete folgt.

Die Untermatrix U, <} --- < U,, aus (2.8) kann weniger Spalten und Zeilen enthalten als FJ.
Ausgleichen kann man dies jedoch durch eine entsprechende Erweiterung, sodass die Indexsitze
der beiden Matrizen iibereinstimmen. Da die nun erweiterte Untermatrix U, <} --- ¢ U, alle
Vektorprodukt-Beitrdge von Uj beziiglich F); beinhaltet, ist sie nicht anderes als genau die bendtig-
te Matrix Uj selbst.

Das Ergebnis ist die Grundlage der von Duff und Reid entwickelten Multifrontal-Methode. Sie be-
zeichnen dabei den gesamten Prozess zur Bildung der j-ten Frontal-Matrix F}; aus A,; und der
Update-Matrizen beziiglich den Nachkommen im Eliminationsbaum als die Frontal-Matrix assem-
bly-Operation. Demzufolge wird die Baumstruktur, auf der die assembly Operationen basieren auch
als assembly tree, also als ,,Montage-Baum* bezeichnet.

Cholesky-Faktorisierung fiir diinnbesetzte Matrizen

Mit den nun gewonnenen Erkenntnissen ist man in der Lage, den Algorithmus der Cholesky-
Faktorisierung, der schon in Kapitel 2.1 vorgestellt wurde, mittels Frontal-Matrizen {F;} und
Update-Matrizen {U;} zu beschreiben.

Der Algorithmus aus Abbildung 2.6 schildert dabei die wesentliche Kernidee der Multifrontal-
Methode. Um das Ergebnis aus Satz 2.3.4 in Bezug auf den dargestellten Algorithmus etwas zu
verdeutlichen, sei nun Fg wieder die Frontal-Matrix beziiglich der Ausgangsmatrix in Abbildung
2.4.

Auch wenn hier eigentlich vier Spalten L., Ly3, Ly4 und L,5 zu der Unterbaum-Update-Matrix
U beitragen, so hat der Knoten 6 jedoch nur zwei Kinder, nimlich 4 und 5. Das bedeutet aber
wiederum nach Satz 2.3.4, dass Fg lediglich gebildet wird aus A, und den beiden Update-Matrizen
U4 und Us. Die Matrix U, beinhaltet aber die nétigen Update-Beitriige fiir die Spalten 4 und 2, Us
beinhaltet die Informationen von Spalte 3 und 5. Im Endeffekt erhélt man fiir die beiden Update-
Matrizen folgende Darstellung:

l6,2 l6,4
U==[0 (2 0 0)—[lsga]| (loga lsa los)
0 lg,a

0 l
Us = — <l8,3) (0 lg3) — (é:i) (les ls5)
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Bestimme den Eliminationsbaum 7'[A]

Fiir Spalte j = 1,..,n

Wibhle j,i1,- - - , 1, als Zeilenindizes der Nicht-Null-Elemente von L,

Es seien cy, - - - , cs die Nachkommen von j im Eliminationsbaum

Bilde die Update-Matrix U = U,, < - -+ < U,

Qjj  Qjil - G,
Qiy,j

F; = i $U

i

Faktorisiere F) in

lij 0 1 0 g livg -~ i
lil,j

Fj=| .
li, i I 0 Uj 0 I

Abbildung 2.6: Algorithmus zur Cholesky-Faktorisierung mittels Frontal- und Update-Matrizen

Der Indexsatz von Fg gleicht dem Indexsatz der Matrix, die durch Uy <> Us entsteht. Es gilt also:
Us=Us 4 Us .

Allgemeines zu assembly trees

Der Eliminationsbaum an sich dient dazu, den Aufbau der Frontal- und Update-Matrizen durch-
zufiihren, wie es in Satz 2.3.4 erldutert ist. Ein assembly tree hingegen kann beziiglich der Mul-
tifrontal -Methode viel allgemeiner angegeben werden. Fiir die Definition eines assembly trees sei
zunichst ein Baum mit n Knoten gegeben. Zudem muss fiir jeden Knoten j mit dem Vaterknoten v,
also fiir alle v > j gelten, dass die Struktur von L,; unterhalb der Diagonalen eine Teilmenge der
Struktur von L,,, darstellt.

Es ist nun einleuchtend, dass der Eliminationsbaum diese Voraussetzung erfiillt, aber es gibt auch
andere Baumstrukturen, die diese Eigenschaft haben. Zum Beispiel kann man sich einen assembly
tree derart definieren, dass ein Knoten v nur dann einen Vater von j darstellt, wenn gilt:

v = min{k > j | Struktur unterhalb der Diagonalen von L,; C Struktur vonL,}

Anhand dieser Definition kann man einen neuen Baum fiir das Matrixbeispiel aus Abbildung 2.4
erstellen, wobei nun der Vaterknoten von Knoten 6 nicht mehr 8 ist sondern der Knoten 7, wie
anhand der Abbildung 2.7 nachzuvollziehen ist.

Mit jedem assembly tree ist man schlieBlich in der Lage, den Prozess der Multifrontal-Methode
durchfiihren zu konnen. Offensichtlich miissen dann aber die Unterbaum-Update-Matrix Uj sowie
die Frontal-Matrix entsprechend der Struktur des assembly trees gebildet werden und nicht mehr
beziiglich der Struktur des Eliminationsbaums.

In der Praxis verschafft diese allgemeine Art des assembly trees jedoch hiufig keinen sichtbaren
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4a(d (s
2b) (©3

Abbildung 2.7: Ein moglicher assembly tree fiir die Matrix aus Abbildung 2.4

Vorteil gegeniiber dem zuvor definierten Eliminationsbaums, so dass in Zukunft weiterhin der Eli-
minationsbaum zum Matrixaufbau verwendet wird. Dieser Sachverhalt wird ausfiihrlich in [1] dis-
kutiert.

Graphentheoretische Interpretation

In diesem Unterkapitel wird nun kurz darauf eingegangen, welches graphentheoretische Konzept
hinter der Idee der Frontal- und Update-Matrizen steckt. Sei dazu G ein ungerichteter Graph, der zu
der gegebenen n x n Matrix A aus Abbildung 2.4 gehort. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
kann man annehmen, dass GG zusammenhéngend ist. Betrachtet man nun jegliche zusammenhéngen-
de Teilgraphen C' von G, so definiert man die an C' angrenzende Menge von Knoten aus G als die
Front der Teilmenge C. Um diese Front einer Teilmenge beziiglich des Graphen GG bezeichnen zu
konnen wird die Funktion Adj(C') verwendet, welche die Adjazenzliste zu der Teilmenge C' dar-
stellt. Diese Funktion wird dazu gebraucht um einen Graphen effizient abspeichern zu kénnen. Die
Bedeutung wird nun im Folgenden an einem Beispiel verdeutlicht.

Es ist offensichtlich, dass fiir jeden Knoten j im Eliminationsbaum, der Unterbaum T[] einen zu-
sammenhingenden Teilgraphen von G darstellt. Die Zeilen- und Spaltenindizes der Frontal-Matrix
F; und der Update-Matrix U; sind prizise gegeben durch die Mengen {j} U Adjg(T[j]) und
Adje(T[j]).

(h)

JONENOL
|
|
0 ®

7 s 4 2 JONMOE

Abbildung 2.8: Ungerichteter Graph und Eliminationsbaum fiir die Matrix aus Abbildung 2.4

In Abbildung 2.8 ist nun der ungerichtete, zu der Matrix in Abbildung 2.4 passende Graph dar-
gestellt, wobei jede durchgezogene Linie einen Nicht-Null-Eintrag ,,0* in der Ursprungsmatrix A
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reprisentiert und eine gestrichelte Linie einen Fill-In ,,0* im Cholesky-Faktor. Der Ubersicht halber
ist daneben noch einmal der dazugehorige Eliminationsbaum abgebildet.

Betrachtet man zum Beispiel den Knoten 5, so bildet Adj(T'[5]) = Adjc({3,5}) = {6,8} genau
die Indexmenge der Update-Matrix Us. Aquivalentes Vorgehen fiir den Knoten 6 ergibt mit 7'[6] =
{2,3,4,5,6}, dass Adjc(T'[6]) = {8, 9} ist, was dem Indexsatz von Uy entspricht.

Ziel ist es, dass der ganze Eliminationsprozess der Matrix schlieBlich zuriickgefiihrt werden kann
auf ein Verfahren, bei dem lediglich mehrere dieser Fronten gebildet werden.

An einem kleinen Beispiel soll dieser Sachverhalt nun noch einmal verdeutlicht werden. Dazu sei-
en aus dem in Abbildung 2.8 dargestellten Eliminationsbaum die Knoten 1 bis 5 bereits eliminiert
worden. Zu diesem Zeitpunkt existieren dann genau drei Teilbdzume mit schon eliminierten Knoten
und zwar T[1] = {1}, T'[4] = {2,4} und T'[5] = {3, 5}. Die zugehorigen Adjazenzlisten werden
durch die drei Fronten Adj(T'[1]) = {7,8,9}, Adjc(T[4]) = {6,8,9} und Adjc(T[5]) = {6, 8}
abgebildet.

Man betrachte nun den niichsten Schritt, in dem die Frontal-Matrix Fg mittels U gebildet wird, wo-
bei nach Satz 2.3.4 die Matrix Uy ja gerade aus Uy <} Us entsteht. Das heiBt also, dass zur Bildung
der Frontal-Matrix Fg keine Update-Informationen beziiglich des Knotens 1 benétigt werden. Ver-
einigt man nun die beiden Fronten Adj;(T'[4]) und Adjc(T[5]), so erhélt man die Menge {6, 8,9},
die gerade der Indexmenge der Frontalmatrix Fg entspricht. Eliminiert man anschlieend den Kno-
tens 6 aus dieser Menge, so entsteht eine neue Front mit der Menge {8, 9}, die genau Adj(T[6])
entspricht und somit auch dem Indexsatz der Update-Matrix Us.

Ein Eliminationsschritt auf einer Front F}; beziiglich dem Knoten j im Eliminationsbaum fiihrt
schlieBlich in einem von zwei Féllen zu der Bildung einer neuen Front. Falls der Knoten j ein
Blatt im Eliminationsbaum darstellt, so wird die neue Front Adj;(T'[j]) lediglich zu der Menge der
bisher bestimmten Fronten hinzugefiigt. Ist der betrachtete Knoten aber kein Blatt, erhédlt man die
neue Front durch Zusammenmischen der Fronten aller Nachkommen von Knoten j.

Die Multifrontal-Methode bildet somit einen neuartigen Entwurf, der die numerische Berechnung
mittels der gerade dargestellten graphentheoretischen Sinngebung komplett umgestaltet.

Speicherung von Frontal-/ Update-Matrizen und Baum-Postordering

Der Algorithmus 2.6, der die Grundidee der Multifrontal-Methode beschreibt, zeigt, dass die Spal-
ten in aufsteigender Reihenfolge von 1 bis n abgearbeitet und gleichzeitig die Update-Matrizen
{U;} gebildet werden. Im Ablauf der zugrundeliegenden Cholesky-Faktorisierung der Matrix A
kommt es jedoch vor, dass die gerade berechnete Update-Matrix U; nicht sofort zur Generierung
von F; 1 beitrigt, sondern erst in einem der nichsten Schritte gebraucht wird. Das hat zur Folge,
dass temporidr Speicherplatz fiir diese Matrix angelegt werden muss, damit sie fiir darauffolgende
Bildungen von Frontal-Matrizen dienen kann.

Betrachtet man nochmals die Beispielmatrix in Abbildung 2.4, so erkennt man, dass zur Bearbei-
tung der Frontal-Matrix F} lediglich die Update-Matrix Us benotigt wird. Das heif3t, dass die beiden
Matrizen Uy und Us aus den vorherigen Schritten zunéchst im Speicher abgelegt werden miissen.
Aus der Frontal-Matrix Fy wird wiederum die Update-Matrix U, gebildet, die aber fiir den nichs-
ten Schritt, in dem die Frontal-Matrix F; mit Hilfe der im Speicher abgelegten Update-Matrix Us
berechnet wird, keine Verwendung hat. Sie muss also auch zunéchst temporér im Speicher abgelegt
werden, bis sie zur Berechnung der Frontal-Matrix Fg wieder abgerufen wird.

Anhand dieser Uberlegungen wird deutlich, dass eine systematische Speicherung und Abfrage der
Update-Matrizen erforderlich ist, um mit der Multifrontal-Methode mdéglichst effektiv arbeiten zu
konnen. Um eine mogliche Verschwendung von Speicherplatz zu vermeiden, wird nun eine Neuan-
ordnung der Matrix vorgestellt, die basierend auf dem Eliminationsbaum definiert ist.
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Um den Eliminationsbaum ,,optimal*“ durchlaufen zu konnen, muss dieser zunichst neu geordnet
werden. Dazu wird das sogenannte Postordering verwendet, welches eine typische topologische
Anordnung beziiglich T'[A] darstellt. Laut Definition ist eine Anordnung beziiglich T[A] genau
dann ein Postordering, wenn die Knoten in jedem Teilbaum 7'[j] mit j = 1,--- ,n konsekutiv
nummeriert werden, wobei der Wurzelknoten stets als letztes nummeriert wird. Siehe dazu auch
(1].

Durch die aufsteigend nummerierten Knoten in jedem Teilbaum ergibt sich nun der Vorteil, dass die
Update-Matrizen in einem Stack abgespeichert und im LIFO-Prinzip (last in first out) abgearbeitet
werden konnen. Ein unnétig langes Abspeichern von Update-Matrizen kann somit also umgangen
werden.

Das bedeutet, wenn die aktuelle Frontal-Matrix generiert wird, so speichert man die daraus ent-
stehende Update-Matrix auf dem Stack ab. Wird auf der anderen Seite eine Update-Matrix zur
Berechnung einer der nachfolgenden Frontal-Matrizen bendtigt, so wird diese unmittelbar aus dem
Stack geholt.

Anhand der Matrix aus Abbildung 2.4 und dem dazugehorigen Eliminationsbaum aus Abbildung
2.5 lasst sich das Prinzip des Postorderings und die daraus entstehenden Vorteile leicht nachvoll-
ziehen. In Abbildung 2.9 ist der neu sortierte Eliminationsbaum zusammen mit der zugehorigen
Matrix und ihrem Cholesky-Faktor abgebildet. Die Abbildung 2.10 zeigt den benoétigten Stack, in
dem die Update-Matrizen abgelegt werden. Hierbei beschreibt ein Rechteck links von der betrach-
teten Frontal-Matrix I gerade den Inhalt des Stacks vor der Berechnung von F}. Jeder der Pfeile
reprisentiert dabei das Holen einer Update-Matrix aus dem Stack, welche zur Bildung der aktu-
ellen Frontal-Matrix benotigt wird. Man sieht nun deutlich, dass zur Berechnung einiger Frontal-
Matrizen gar keine Update-Matrizen benétigt werden, wohingegen zur Bestimmung anderer Frontal-
Matrizen sogar mehrere Update-Matrizen beitragen.
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Abbildung 2.9: Postordering und neu geordnete Matrix fiir das Beispiel aus Abbildung 2.4

F, I, Fy F,

u,| |\u,| U, |U,| |U,
u,| U, |U,| |U,| |U,| |U,| |U,| |U,
Abbildung 2.10: Die Stackinhalte bezogen auf das Posterdering aus Abbildung 2.9

In [1] wird zudem noch ein Kriterium zum optimalen Postordering beziiglich des Speicherver-
brauchs angegeben. In der Praxis reicht jedoch meistens ein einfaches Postordering, wie es oben
angegeben ist aus, um den Speicherverbrauch in ausreichendem MaBe reduzieren zu konnen.

Ein ausfiihrliches Beispiel fiir die Multifrontal-Methode

Um die Arbeitsweise der Multifrontal-Methode nun abschlieBend noch einmal zu verdeutlichen, sei
hier ein ausfiihrliches Beispiel anhand der symmetrisch positiv definiten Matrix
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4 1 1
1 4 1
4 2 3
A= 2 4 1
41
1 3 1
1 1 4

gegeben. Um einen nicht zu trivialen Eliminationsbaum und ein aussagekriftiges Beispiel zu erhal-
ten, ist die Matrixdimension absichtlich ein wenig grofier gewihlt worden. Es wird nun im Folgen-
den die Zerlegung der Matrix A in

A=LLT

gesucht.

In Abbildung 2.11 sind zudem der zugehdrige zusammenhéngende Graph sowie der Eliminations-
baum abgebildet, die zur Durchfithrung der Multifrontal-Methode benétigt werden. Im Graphen
bilden die gestrichelten Linien auch hier wieder die Verbindungen, die durch ,Fill-In“ entstehen,
wie im vorherigen Teil des Kapitels schon beschrieben wurde.

Abbildung 2.11: Graph und Baum zur Matrix A

Des Weiteren benétigt man zur Berechnung der Frontal- und Update-Matrizen die Formeln aus den
Gleichungen (2.7) und (2.8), sowie zwei zusitzliche Index-Mengen L; , 5;. Die Menge L ist dabei
der Satz der Zeilenindizes von Nicht-Null-Eintrdgen einer Spalte j unterhalb der Diagonalen von A
und £ ist dieselbe Menge inklusive des Indexes j selber.

e Knoten 1:
Knoten 1 ist ein Blatt im Eliminationsbaum, was bedeutet, dass keine Update-Matrizen aus
vorherigen Schritten mit zur Bildung der Frontal-Matrix F} beitragen.

T={1,2,7} £, ={2,7}

N
O O = N
O O =

1
Fl = (al’l al(’)£1> = 2
arcq.1 7

Der Knoten 1 steht nun zur Elimination bereit. Durch die Elimination aus F}, mittels der
Gleichungen (2.2) aus dem Kapitel 2.1, erhilt man dann die erste Spalte der gesuchten Faktor-
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Matrix L:
1
Li= 2
7

Die Update-Matrix U; hat unter Verwendung der Gleichung (2.7) schlieBlich folgendes Aus-
sehen:

DI [—= DN

Uy =

N N
/IT
NPT )

[
s =~
~~_

Knoten 2:

Knoten 2 besitzt den Knoten 1 als Sohn, was bedeutet, dass die Update-Matrix U; aus dem
vorherigen Schritt mit zur Bildung der Frontal-Matrix F5 beitrdgt. Da die Indexsitze nicht
iibereinstimmen, wird mittels der erweiterten Addition je eine Null-Zeile und Null-Spalte in
beide Matrizen eingefiigt. Es ergibt sich dann Folgendes:

5 =1{2,6} Ly ={6}

2 6 17

2 (1 -2

I = <a2,2 (12,E2> (% U = 6 1 0 0
aLy,2 0 7 \-1 o -1

4 4

Der Knoten 2 steht nun zur Elimination aus F» bereit und man erhélt die zweite Spalte der
Faktor-Matrix L:

) [ VI
2/T5

Ly= 6 15
7 \_yE
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Hier ist nun schon der Effekt des ,,Fill-In“ zu erkennen. Die zweite Spalte von L hat nun
in der siebten Zeile einen Eintrag. Das entsprechende Feld der Systemmatrix A war jedoch
unbesetzt.

Fiir die Update-Matrix U, gilt:

S
I
J
N
|

;|Hc’—,,‘|>>0\

|
Gl =~
N———

Knoten 3:
Knoten 3 ist wieder ein Blatt (keine Beitrdge von Update-Matrizen).

5=1{3,4,6} L3={4,6}

3 4 6

3 /4 2 3

F2=<a3’3 “3’£3>: 41200
oz 0 6 \i 0 0

Der Knoten 3 steht nun zur Elimination aus F3 bereit und man erhilt die dritte Spalte von L:

3
Ly= 4
6

[l el \)

Fiir die Update-Matrix Us gilt:
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e Knoten 4:

Lo
Sl=on
N—

Knoten 4 besitzt den Knoten 3 als Sohn und wird somit gleich behandelt wie Knoten 2
beziiglich seinem Sohn, dem Knoten 1.

L3=A4,7 Li={7}

4
Q4.4 Q4L 1
F — ; y~4 U — 6 = —
! <a£474 0 > % ’ 7 4

Der Knoten 4 steht nun zur Elimination aus F; bereit und man erhilt die vierte Spalte von L:

1)

Auch hier hat wieder ein Fill-In stattgefunden, und zwar in der sechsten Zeile von L4. Fiir
die Update-Matrix Uy gilt:

6 [—

7
Knoten 5:

Knoten 5 ist ein Blatt (keine Beitrige von Update-Matrizen).

|’—‘\1

Uy =

Rl=gl
| —

ol =

~__

L5 ={5,6} Ls={6}

5 6
o as5.5 as. L5\ 5 4 1
e )= ()

Der Knoten 5 steht nun zur Elimination aus Fj bereit und man erhilt die fiinfte Spalte von L:

Fiir die Update-Matrix Us gilt:

Knoten 6:

Der Knoten 6 ist der interessanteste Knoten, denn er besitzt drei Sohne, die Knoten 2, 4
und 5. Das heift, es flieBen drei Update-Matrizen mit in die Berechnung von Fg ein. Damit
die Matrizen miteinander verrechnet werden konnen, werden auch hier wieder mittels der
erweiterten Addition Leerzeilen und Leerspalten in die Matrizen eingefiigt, damit alle den
gleichen Indexsatz erhalten.

1=1{6} Li={}
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F6 _ <a6,6 a6,0£6> %} U2 %} U4 ({_} U5

ALe.6

6 7 6 7
1 1 0

6 7
6 (4 0> 6 <—1i L) 6 <__ 6 /_1
— + {) 15 + 4 2 + 4
7 \0 0 T\ & & T\ 5 -3 7\0 0
6 /L& 3
R-5 (1)
20 20

Der Knoten 6 steht nun zur Elimination aus Fg bereit und man erhilt die sechste Spalte der
Matrix L. Auch hier tritt wieder der Fill-In Effekt auf:

6 (V5
Le = 5

340

oo
-

Fiir die Update-Matrix Us gilt:

7
Us =17 (~3%3)
e Knoten 7:
Knoten 7 ist der letzte zu eliminierende Knoten im Eliminationsbaum. Er besitzt den Knoten
6 als Sohn.
=17 Li={}

7
Fy = (a77) 4 Us =7 (%)

Der Knoten 7 steht nun zur Elimination aus F7 bereit und man erhilt die siebte und letzte
Spalte von L:

1= ()

Die endgiiltige Faktorisierung der Matrix A in LL” ist schlieBlich mit der Matrix L maglich, die
aus den jeweils berechneten Spalten L; aus den vorherigen Berechnungen zusammengesetzt wird.
Die drei Fill-In Werte, die wéahrend der Faktorisierung entstanden sind, wurden fettgedruckt, um sie
etwas von den anderen Eintriigen hervorzuheben:

2
1 V15
2 2
L= 1 V3
2
215 1 =3 1 8
15 4 12 2 5
1 /15 V3 3./85 /15691
2 30 3 340 63

Parallelisierung der Multifrontal-Methode
Daim Zuge der Diplomarbeit der Multifrontal-Loser MUMPS in ein paralleles Eigenwertprogramm
eingebunden werden sollte, wird nun in diesem letzten Abschnitt des Kapitels erldutert, wie es
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moglich wird, die Multifrontal-Methode effizient auf einem Parallelrechner auszufiihren. Das heif3t,
die einzelnen Rechenschritte, die unabhéngig ablaufen konnen, werden auf die zur Verfiigung ste-
henden Prozessoren verteilt, die dann parallel an der Losung des Problems arbeiten. Allgemeines
zum Thema Parallelrechner ist desweiteren in [30] zu finden.

Bei der Parallelverarbeitung wird zunichst im Laufe der Analyse-Phase der Eliminationsbaum auf
die jeweiligen Prozessoren statisch aufgeteilt. Dieser Vorgang wird in der Literatur hdufig auch als
Abbildung oder Mapping bezeichnet, vergleiche dazu auch [3].

Das Ziel der Analyse-Phase ist es, eine Kontrolle iiber die Kommunikationskosten, den Ausgleich
des benutzten Speicherplatzes und auch iiber die Rechenkosten der einzelnen Prozessoren zu erlan-
gen. Die Rechenkosten werden dabei angenéhert iiber die Anzahl an durchzufiihrenden Floating-
Point-Operationen. Es wird nun im Folgenden eine Vorgehensweise dargestellt, die es ermoglicht,
den Eliminationsbaum derart auf die Prozessoren abzubilden, dass gleichzeitig die oben genannten
Faktoren kontrolliert werden kdnnen.

L

4

Abbildung 2.12: Einteilung des Eliminationsbaumes in die verschiedenen Level

Es sei dazu als Beispiel ein Eliminationsbaum gegeben, Abbildung 2.12, der von unten nach oben
Level fiir Level bearbeitet wird. Level 0 wird dabei mit Hilfe des nachstehenden Algorithmus 2.13
ermittelt. Die dazugehorigen Abbildung 2.14 soll die Vorgehensweise des Algorithmus noch ein
wenig verdeutlichen.

Ly sei die Menge der Wurzeln des Eliminationsbaums
while Belastung unausgeglichen
Finde Knoten ¢ aus Lg, der am meisten Rechenkosten verursacht
Initialisiere Ly mit (Lo \ {¢}) U {Nachkommen von ¢}
Verteile die Knoten von Lg zyklisch auf die Prozessoren
Schitze die Unausgeglichenheit ab

end while

Abbildung 2.13: Entwicklung und Abbildung des Anfangs-Levels Lg
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L L L

1) 2) ° v 3)
Abbildung 2.14: Ein Schritt bei der Bildung von Level Lg

Ein Knoten gehort zu L;, 7 > 0, wenn alle seine Sohne zu L; gehren mit j < 4. Als erstes werden
die Knoten von Level 0 und deren untergeordneten Teilbdzume abgebildet. Dieser erste Schritt wird
durchgefiihrt, um den Arbeitsaufwand in den Unterbdumen auszugleichen und die bendtigte Kom-
munikation zu reduzieren, da alle Knoten eines Unterbaums auf denselben Prozessor abgebildet
werden. Normalerweise ist es notwendig, viel mehr Knoten als Prozessoren in Level 0 zu haben,
um einen guten Ausgleich zu erhalten. Deshalb ist Ly auch abhingig von der Prozessoranzahl,
mit der die Multifrontal-Methode durchgefiihrt werden soll. Sprich, je mehr Prozessoren beteiligt
werden, desto kleiner werden auch die Unterbdume, solange dies mit der Dimension der Matrix
vereinbar ist.

Die Abbildung beziiglich hoherer Levels im Baum bewirkt lediglich einen Ausgleich von Speicher-
platz. Fiir jeden Prozessor wird als erstes der Speicherbedarf fiir die Knoten aus Level L berechnet.
Fiir Knoten aus allen anderen Levels L;, mit¢ > 1 gilt, dass jeder noch nicht abgebildete Knoten auf
denjenigen Prozessor abgebildet wird, der bisher den wenigsten Speicherplatz benétigt. Nach der
Abbildung des Knotens wird der Speicherplatzbedarf des Prozessors dementsprechend Kkorrigiert,
und es wird mit dem néchsten Knoten fortgefahren.

Anschliefend wird die Koeffizientenmatrix anhand dieser durchgefiihrten Abbildung explizit auf
die jeweiligen Prozessoren verteilt. Zusitzlich ist es mittels der Abbildung nun méglich Aussagen
tiber den Umfang an Rechenarbeit und den Speicherplatzbedarf zu titigen.

Anhand des ausfiihrlichen Beispiels fiir die Faktorisierung einer Koeffizientenmatrix im vorheri-
gen Abschnitt des Kapitels konnte man erkennen, dass wihrend dem Prozesses der Faktorisierung
in einigen Knoten sehr viel mehr Rechenaufwand anfiel als in anderen, weil immer mehr Update-
Beitrage aus Knoten niedrigerer Levels mit einbezogen werden miissen, je weiter man im Baum
in Richtung Wurzel vordringt. Amestoy und Duff haben sogar zeigen konnen, dass in den obers-
ten drei Levels des Eliminationsbaumes mehr als drei Viertel des gesamten Berechnungsaufwandes
stattfindet. Dies macht es notwendig, fiir diese ,,grolen” Knoten in der Ndhe der Wurzel eine Paral-
lelverarbeitung der Berechnungen innerhalb der Knoten zu definieren.

Die Parallelisierung wird dabei in drei verschiedene Typen unterteilt, die Typl-, Typ2- und Typ3-
Parallelisierung.

Typl-Parallelisierung
Hier liegt der rein serielle Fall vor, sprich die Frontal-Matrix F); eines Knotens j wird nur auf einem
einzigen Prozessor berechnet.

Typ2-Parallelisierung

In diesem zweiten Fall ist die Frontal-Matrix des Knotens so groB3, dass die Faktorisierung in meh-
rere Teile aufgespalten wird. Die Zeilen der Frontal-Matrix werden dabei auf mehrere Prozessoren
aufgeteilt, wobei ein Prozessor als ,Master” definiert ist und die restlichen als ,,Slaves™. Wegen
der zeilenweisen Aufteilung der Matrix spricht man bei diesem Typ der Parallelisierung auch von
der 1D-Block-Partitionierung. Der Master-Prozess behilt dabei die Zeilen der Frontal-Matrix, die
bereit sind zur Faktorisierung. Diese Zeilen werden auch als , fully-summed* also als vollstindig
summiert bezeichnet, weil keine Update-Beitrdge aus anderen Levels mehr mit einflieBen. Alle an-
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deren Zeilen werden dann den Slave-Prozessoren zugeordnet.

Der Master erhilt schlieBlich zur Ausfiihrungszeit von seinen Sohnen symbolische Information
beziiglich der Struktur der Beitragsblocke, die er von ihnen zur Bildung seiner Frontal-Matrix ge-
schickt bekommt. Basierend auf dieser Information bestimmt der Master die exakte Struktur seiner
Frontal-Matrix und entscheidet dann, welcher Slave-Prozessor an der Faktorisierung des Knotens
teilnehmen wird. Um diesen Sachverhalt etwas zu verdeutlichen, ist in Abbildung 2.15 eine grafi-
sche Darstellung eines solchen Typ2-Knotens gegeben.

\ MASTER
(Vollstdndig-summierte Zeilen)

Slave 1
Zeilen, fir die
noch Update-
Informationen
bendtigt
Slave 2 werden

Abbildung 2.15: Typ2-Knoten: Aufteilung der Frontal-Matrix

Typ3-Parallelisierung

Die Frontal-Matrix wird bei Typ3-Parallelisierung nicht wie bei Typ2-Knoten zeilenweise verteilt,
sondern zunichst in Blocke unterteilt. Diese Blocke bilden nun kleine Teilmatrizen der Frontal-
Matrix. Der Master sammelt schlieBlich wieder symbolische Information aller seiner S6hne beziiglich
der noch mit einzubeziehenden Update-Informationen und bildet symbolisch die Struktur seiner
Frontal-Matrix.

Diese Information wird darauthin an alle teilnehmenden Prozessoren versendet. Somit konnen dann
bei der Faktorisierung der Frontal-Matrix die Update-Beitrdge der Sohne ganz gezielt an diejeni-
gen Prozessoren gesendet werden, die diese Informationen fiir ihre Berechnungen auch bendtigen.
Wegen seiner Eigenschaften ist dieser Prozess auch bekannt unter dem Begriff Zyklische-2D-Block-
Partitionierung.

Diese drei Typen der Parallelisierung sind in Abbildung 2.16 noch einmal zusammen mit den zu-
gehorigen Frontal-Matrizen dargestellt, um eine deutlichere Vorstellung der verschiedenen Auftei-
lungen zu erhalten.
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Abbildung 2.16: Aufteilung der Berechnungen eines Eliminationsbaums



Kapitel 3

Das Jacobi-Davidson-Verfahren

In diesem Kapitel wird das Jacobi-Davidson-Verfahren, welches von Sleijpen und Van Der Vorst
1996 (siehe auch [11]) erstmals beschrieben wurde, kurz erldutert mit einem speziellen Augenmerk
auf die Losung der Korrekturgleichung. Im Rahmen der Diplomarbeit sollte an dieser Stelle ein
zusitzlicher Loser fiir lineare Gleichungssysteme mit diinnbesetzter Koeffizientenmatrix, der soge-
nannte Sparse Matrix Solver MUMPS, herangezogen werden (vgl. Kapitel (2.3)).

Die Grundidee

Das Jacobi-Davidson-Verfahren dient zur Berechnung der grofiten oder der kleinsten Eigenwerte,
beziehungsweise von Eigenwerten aus dem Inneren des Spektrums in der Umgebung eines vorge-
gebenen Wertes. Der Einfachheit halber beschridnkt sich die folgende Erlduterung des Verfahrens
auf die Berechnung des grofiten Eigenwertes einer symmetrischen und reellen Matrix A. Somit ist
das folgende Eigenwertproblem gegeben:

Au= A u mit A€ R™"™ symmetrisch

Mit Hilfe des Jacobi-Davisdon-Algorithmus will man nun den groften Eigenwert A, sowie den
dazugehorigen Eigenvektor w4, von A bestimmen.

Die grundlegende Idee bei diesem Verfahren ist es, die Eingangsmatrix A in einen niederdimen-
sionalen Unterraum ) zu projizieren. Hier wird dann das Eigenwertproblem ,.direkt gelost und im
Anschluss daran der Unterraum geschickt erweitert. Diese Vorgehensweise wird mittels Iteration so
oft wiederholt, bis das Residuum schlieBlich klein genug ist.

Auf die einzelnen Schritte, die dazu notig sind, wird nun im Folgenden eingegangen.

Der Projektionsschritt
Dazu sei V = [vy, ..., Up,] € R™*™ orthonormal und V = span{vy, ..., v, }. Die Projektion von A
in V ist gegeben durch:

H=vTAVv

Im Fall, dass V einen Eigenvektor v von A zum dazugehorigen Eigenwert A enthilt, besitzt H
ebenfalls den Eigenwert A\. Im umgehrten Fall bedeutet dies, falls (6, s) ein Eigenpaar von H ist,
so ist (A, w) mit w = V's ein Ritzpaar von A beziiglich V. Das heiit Au — 6u steht senkrecht zu V
mitu € V.

Die Ritzwerte bilden dabei Approximationen an die Eigenwerte von A und die Ritzvektoren Nihe-
rungen an die Eigenvektoren von A. Je kleiner schlieflich der Winkel zwischen dem exakten Ei-
genvektor und dem Unterraum V ist, desto besser sind die Approximationen.

37
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Die Unterraumerweiterung
Nach Berechnung der aktuellen Niherungen 6 und v € V fiir Ajqe und ez, zerlegt man den
Vektor u,y,qq 1N:

1
Umaz = U+ U,

wobei ut € Ut und U = span{u} ist. Mit Hilfe des Jacobi-Davidson-Verfahrens wird nun ver-
sucht den Vektor u= anzunihern und daraufhin den Raum V um genau diese Niherung zu erweitern.
Hierzu projiziert man die Matrix A wie folgt in den Raum U:

B=(I—uu")A(I — uul) (3.1)

Dabei wird u als normalisiert angenommen.
Mit Hilfe der Definition fiir das Residuum r = AU — 6w und der Eigenschaft, dass » L u, gilt fiir
den Ritzwert 6:

0u = Au—r
= ulu = uwTAu—uTr
= 6 = ulAu (3.2)

Damit kann die Gleichung (3.1) auch geschrieben werden als:

= (I —uwu"AI — uvu®)

= (A—uwuT AT —uul)

A —uut A — Avu™ + u(u? Au)u”

= B+uuA+ Auu” — Guu™ (3.3)

tee
SIS
I

Weiterhin gilt mit 4,4, = u 4 u" die Bedingung:
Alu+ut) = Mpaz(u+ut) (3.4)
Zudem erfiillt die Matrix B die folgende Gleichung:

Bu = (I —uwu")AI —uwu")u
= (I —uwu")A(u —u)
- 0 (3.5)

Nun folgt aus (3.4) unter Beriicksichtigung von (3.2), (3.3), (3.5) und r = Au — Ou:

(B +uuT A+ Auu” — uu)(u + ut) = Apaz(u + ut)
o 0+ Bult +uf +wul Aut + Au+ 0 — Ou + 0 = Moot + Apagtt™
& But — Mpgeut = —(Au — 0u) + Mpaz — 0 — uT Aut)u
& (B = ApaeDut = =1+ Apaz — 0 — u” Aut)u (3.6)

Da (B — Apaz! )uL und r beide senkrecht zu w sind, muss der Vorfaktor von u gleich Null sein.
Damit gilt:

(B = ApaeDut = —r (3.7)

Da der Eigenwert A4, nicht bekannt ist, und das Losen dieser Gleichung dhnlich aufwéndig wire
wie das Losen des Ausgangsproblems, ndhert man die Gleichung an, indem man A4, durch 6 er-
setzt. Dies funktioniert allerdings nur zufriedenstellend gut, wenn 6 ,,nah* an A, liegt. Falls dem
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nicht so ist, ist es effizienter \,,,, durch einen konstanten Wert zu ersetzen, der in der Nihe des ge-
suchten Eigenwertes liegt. Damit kann verhindert werden, dass die Eigenwertndherung schlieflich
gegen einen unerwiinschten Wert lauft, beziehungsweise, dass eine lokale Stagnation stattfindet.
Angenommen 6 ist ,nah“ an A4z, so erhalten wir aus (3.7):

(B — HI)uJ‘/ =—r
Mit (3.1) und der folgenden Gleichung:
I —wHut = ot (3.8)

fiihrt dies zu dem fiir die Diplomarbeit wichtigsten Abschnitt, zu der Korrekturgleichung:

(I — vu)A(I — uu ) oNut = —r
& (I—uwh)A ( —uu Nt — oIt = —r
s (I —wu")Aut —0(I —wuD)ut = —r
& (I —uu®)(A - 0]) = —r
s (I—uw)(A-0DT —uwut = —r (3.9)

Ist ein Ritzwert 6 gegeben, so wird mit der Gleichung (3.9) ein u'’ berechnet, mit welchem
daraufhin der Unterraum erweitert wird. AnschlieBend berechnet man wieder ein neues Ritzpaar
beziiglich des erweiterten Unterraums. Diese Schritte werden so lange wiederholt, bis die neue Ei-
genwertndherung exakt genug ist.

An der Gleichung (3.9) lisst sich jedoch leicht erkennen, dass die Bestimmung von ut’ bei groBen
Matrizen sehr aufwindig wird. Aus diesem Grund ist es erforderlich, die erhaltene Gleichung noch
zu vereinfachen. Wie das realisiert wird und welche Vorteile daraus entstehen ist explizit im folgen-
den Kapitel 4 erlautert.

In der Abbildung (3.1) ist das bisher beschriebene Jacobi-Davidson-Verfahren in einem Nassi-
Shneidermann-Diagramm dargestellt. Wie auch in der Beschreibung des Verfahrens ist man mit
dieser vereinfachten Form des Algorithmus nur in der Lage, den grofiten Eigenwert A4, von A
anzundhern. Zusétzlich wird noch eine Variable m,,q, eingefiihrt. Mit deren Hilfe wird sicherge-
stellt, dass der Unterraum nicht beliebig oft erweitert wird, da es dann zu Problemen kommen kann.
Zum einen kann der Speicherplatz eines Rechners iiberschritten werden und zum anderen wird das
Losen des projizierten Eigenwertproblems mit wachsendem Unterraum immer aufwindiger. Um
diese Ineffektivitit zu vermeiden, wird ein Restart durchgefiihrt, wenn m,;,,, liberschritten wird.
Eine ausfiihrliche Erlduterung zum Thema Restart ist in [11] zu finden.

Die Verallgemeinerung

Die Algorithmen zum Jacobi-Davidson-Verfahren, die man in verschiedener Literatur findet, be-
schreiben das Verfahren oft allgemeiner. So werden dort die grofiten oder kleinsten n Eigenwer-
te einer Matrix bestimmt, wobei die Matrix auch nicht zwangsldufig symmetrischen Ursprungs
sein muss. Zudem konnen mit Hilfe harmonischer Ritzwerte auch Eigenwerte aus dem Inneren des
Spektrums ermittelt werden. Auch zur Losung der Korrekturgleichung werden einige verschiedene
Methoden dargestellt.
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Waiihle einen normierten Startvektor v

Wihle ein m,,,q, fiir die maximale Unterraumerweiterung

Setze V := [v]und m := 1

berechne Projektion H := VT AV

berechne groBtes Eigenpaar (6, s) von H

setze den Ritzvektor © := Vs

setze den Residuumsvektor r := Au — Ou

16se niherungsweise ein ¢ aus (I — uu®)(A — 01)(I — vu”)t = —r
mitt L u

orthonormalisiere ¢ gegeniiber V' und fiige Ergebnis zu V' hinzu

setzem:=m+1

m > Mmax

Y N

fiihre einen Restart durch mit V' := [u]

Solange bis Konvergenz eintritt

Abbildung 3.1: Einfache Form des Jacobi-Davidson-Algorithmus zur Berechnung des grofiten Eigenwerts
von A



Kapitel 4

Integration des Sparse Matrix Solvers
MUMPS in das
Jacobi-Davidson-Programm

4.1 Losung der Korrekturgleichung

Wie in Kapitel 3 beschrieben, ist es erforderlich die Korrekturgleichung (3.9) in jedem Iterations-
schritt des Jacobi-Davidson-Verfahrens zu 16sen. Aus diesem Grund sollte versucht werden, dieses
Problem so zu vereinfachen, dass die Losung moglichst einfach und somit effizient zu bestimmen
ist. Hierzu wird in Gleichung (3.9) die Vereinfachung (3.8) eingesetzt:

(I —wu(A-0DI —uwuDut = —r
& (I —uu")(A—0Dut = —r
& (A—60Dut = —r+ou (4.1)

Da ul’ zu diesem Zeitpunkt unbekannt ist, kann o nur durch rechenintensive Umformungen be-
stimmt werden.

Betrachtet man die letzte Gleichung etwas genauer, bemerkt man auf der rechten Seite eine Linear-
kombination zweier Vektoren r und u. Diese Linearkombination lésst sich mit zwei entsprechend
groflen Spaltenvektoren, x und y, ersetzen:

(A=0D)(z,y) = (u,r)
Daraus folgt:

(A-0Dx = u < x = (A-0)"tu (4.2)
(A-0l)y = r & y = (A-0D)"r 4.3)

Auf diese Weise hat man die Gleichung (4.1) auf zwei einfache lineare Gleichungssysteme zuriick-
gefiihrt.

Mit (4.2), (4.3) und der Gleichung (4.1) erhilt man letztendlich:

(A-60Du = —r+au
& ut = —(A—60D) "'+ a(A—600) "l
& wt = az— Y 4.4)

41
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Da fiir das u*’ gefordert ist, dass es senkrecht auf w steht, kann aus (4.4) schlieBlich der Wert fiir o
bestimmt werden:

uTut' = wlax —uly
& 0 = aulz—uly
= 4.5

Da die linke Seite der Gleichungen (4.2) und (4.3), sprich (A — 6I), in der Praxis meist eine grof3e,
diinnbesetzte Matrix darstellt, sollte innerhalb der Diplomarbeit getestet werden, ob sich die Ef-
fizienz des Jacobi-Davidson-Verfahrens dadurch steigern ldsst, dass zur Losung der beiden Glei-
chungssysteme statt den bisherigen CG-artigen Losern, die in Kapitel 2 vorgestellt wurden, der
Sparse Matrix Solver MUMPS verwendet wird. Speziell bei der Berechnung von kleinsten und in-
neren Eigenwerten traten in der Vergangenheit oftmals mit diesen Verfahren Konvergenzprobleme
auf, die durch Verwendung des MUMPS-Losers beseitigt werden sollten.

In den folgenden Abschnitten dieses und des nédchsten Kapitels wird nun genauer auf diese Sach-
verhalte eingegangen. Dazu beschreibt das néchste Unterkapitel 4.2 zunéchst die Funktionsweise
und die Moglichkeiten des neu eingebundenen Losers MUMPS. In 4.3 wird danach erldutert, an
welcher Stelle der Loser in das bestehende parallele Eigenwertprogramm eingebaut wurde. Ab-
schlieBend soll in Kapitel 6 eine ausfiihrliche Performance-Analyse zeigen, ob sich mit Hilfe des
Losers MUMPS die Effizienz des Programms hat steigern lassen.

4.2 Die Software-Bibliothek MUMPS

Einleitung
MUMPS (MUltifrontal Massively Parallel Solver), ist eine Software-Bibliothek, die auf der Mul-
tifrontal Methode basiert (vergleiche Kapitel 2.3). Dieses Paket dient zum Losen linearer Glei-
chungssysteme der Form

Ax =1

bei denen A eine quadratische, diinnbesetzte Matrix ist. Des Weiteren kann die Koeffizientenmatrix
unsymmetrisch, symmetrisch positiv definit, oder generell symmetrisch sein. Die Faktorisierung der
Matrix A mit Hilfe des direkten Verfahrens kann auf zwei verschiedene Arten erfolgen, mittels LU -
oder LD L"-Zerlegung, abhingig davon, ob die Originalmatrix unsymmetrisch oder symmetrisch
ist.

Der Algorithmus zur Losung wird, wie auch schon in Kapitel 2.3 beschrieben, in drei Phasen durch-
gefiihrt:

1. Analyse
2. Faktorisierung
3. Losung

MUMPS verteilt dabei die notigen Berechnungen zur Losung des Gleichungssystems auf die zur
Verfiigung stehende Anzahl an Prozessoren. So wird zu Beginn ein Prozessor als ,,Host“ definiert,
der im Anschluff den gesamten Losungsprozess steuern wird. Die Aufgaben der drei Phasen sind
wie folgt unterteilt:

1. Zunichst fiihrt der Host in der ersten Phase ein Ordering der Matrix basierend auf der sym-
metrischen Matrix A + AT durch, wie es auch schon im Kapitel 2.3 erliutert wurde. Zudem
ermittelt der Host {iber die symbolische Faktorisierung den anfallenden Rechenaufwand fiir
die in der Faktorisierungs-Phase zu berechnenden Frontal-Matrizen. Nach der Erstellung des
Eliminationsbaumes und dem Mapping auf die Prozessoren, wird die entsprechende sym-
bolische Information vom Host an alle anderen Prozessoren versendet. Anhand dieser In-
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formation kann nun der von den Prozessoren fiir die Faktorisierung und Losung benétige
Speicherplatz abgeschitzt werden.

2. Zu Beginn der Faktorisierungs-Phase wird die Originalmatrix auf die teilnehmenden Pro-
zessoren verteilt. Die numerische Faktorisierung einer jeden Frontal-Matrix wird darauthin
von einem Master-Prozessor (wihrend der Analyse-Phase ermittelt durch Host) und einem
oder mehreren Slave-Prozessoren (wihrend der Ausfithrung dynamisch zugeordnet) durch-
gefiihrt. Jeder Prozessor legt dazu einen Vektor fiir die Update- und Faktor-Beitrige an, wobei
die Faktor-Beitrage bis zur Losungs-Phase gespeichert werden.

3. Wihrend der Losungs-Phase wird die rechte Seite b des Gleichungssystems vom Host an alle
anderen Prozessoren iibermittelt. Die Prozessoren berechnen darauthin die gesuchte Losung
z mit Hilfe der in Phase 2 berechneten Faktor-Beitrige. Die Losung des Problems wird
schlieBlich wieder auf dem Host gesammelt oder kann auch auf den einzelnen Prozessoren
verteilt bleiben.

Jede der drei Phasen kann durch Einstellung bestimmter Parameter separat ausgefiihrt werden, wo-
bei MUMPS dem Host-Prozessor auch erlauben kann, mit an den Berechnungen der Faktorisierung
und Losung Teil zu haben oder nicht.

Mit dem MUMPS-Loser wurde fiir beide Arten von Matrizen, symmetrische und unsymmetrische,
ein Verfahren entwickelt, das auf einer vollig asynchronen Kommunikation mit dynamischer Ver-
teilung der Berechnungsprozesse basiert.

Die asynchrone Kommunikation wird verwendet, damit Berechnungen und Kommunikation par-
allel stattfinden konnen. Durch die dynamische Verteilung entsteht der Vorteil, dass sich der Al-
gorithmus sozusagen eigenstindig zur Laufzeit berichtigen kann. So konnen wihrend der numeri-
schen Faktorisierung Berechnungen auf andere, zu der Zeit weniger ausgelastete Prozessoren ver-
teilt werden. Im Endeffekt fiihrt eine Kombination aus statischer und dynamischer Verteilung zum
erwiinschten Ziel, einer moglichst ausgeglichenen Verteilung von Rechenzeit und Speicherplatzbe-
darf unter den einzelnen Prozessoren. Dazu werden nur einige der Hauptprozesse anhand der aus
der Analyse-Phase ermittelten Erwartungen auf Prozessoren statisch abgebildet. Alle anderen an-
fallenden Prozesse werden dynamisch zur Laufzeit auf die Prozessoren verteilt.

Des Weiteren besitzt MUMPS eine Vielzahl von Variablen zur Steuerung dieser drei Phasen des
Berechnungsprozesses durch den Benutzer. Auf einige der Einstellmoglichkeiten der Software-
Bibliothek wir im Folgenden eingegangen. Fiir einen Gesamtiiberblick iiber das Ausmal der zur
Verfiigung stehenden Moglichkeiten steht zum einen der User’s Guide [10] zur Verfiigung, zum
anderen dient der Artikel [5] zur Orientierung auf diesem Gebiet.

Fiir die Integration eines weiteren Losers in das parallele Jacobi-Davidson (JD) Programm bot sich
die MUMPS-Software-Bibliothek aus mehreren Griinden an. Zum einen ist die Software ebenfalls
in Fortran90 implementiert, sodass man nicht auf Schnittstellen zuriickgreifen muss, auch wenn
diese fiir C und MATLAB schon existieren. Zum anderen basiert die Nachrichteniibertragung zwi-
schen den Prozessoren bei der parallelen Version von MUMPS auf MPI, so dass auch hier keine
Probleme entstehen sollten, da die parallele Version des JD-Programms ebenfalls mittels MPI die
Kommunikation zwischen den Prozessoren koordiniert.

Die Datenstruktur von MUMPS

Im Folgenden wird nun zunéchst kurz auf die Einstellmoglichkeiten der MUMPS-internen Parame-
ter eingegangen, die fiir die Einbindung des Solvers in das JD-Programm nétig beziehungsweise
hilfreich waren.

Alle von MUMPS zur Ausfiihrungszeit bendtigten Variablen sind in einer groflen Struktur namens
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[ SDCZ ]MUMPS_STRUCT

deklariert, wobei jeweils nur einer der in eckigen Klammern aufgefiihrten Buchstaben vorne an-
gehangen wird, je nachdem, ob MUMPS als REAL-, DOUBLE PRECISION-, COMPLEX- oder
DOUBLE COMPLEX-Version ausgefiihrt werden soll. Auf die einzelnen Komponenten, zum Bei-
spiel auf den Vektor ICNTL, kann dann wie folgt zugegriffen werden:

mumps_par_ICNTL

Der Einfachheit halber wird im Folgenden dafiir aber nur noch der Komponentenname ICNTL ver-
wendet.

Kontrolle iiber die drei Phasen: Analyse, Faktorisierung, Losung

In diesem Teil des Kapitels wird nun auf die Komponenten der Variablen mumps_par% vom Daten-
typ DMUMPS_STRUCT eingegangen, die der Benutzer zur Steuerung von MUMPS setzen muss.
Die Variable mumps_par%job ist vom Typ Integer und muss vom Benutzer auf allen Prozessoren
vor dem Aufruf von MUMPS initialisiert werden. Uber die Variable werden die Hauptaufgaben des
Solvers gesteuert. Folgende Moglichkeiten bestehen im Umgang mit dieser Variablen.

e JOB = -] initialisiert ein Objekt der Struktur MUMPS_STRUCT. Ein Aufruf der MUMPS-
Routine mit JOB=-1 ist in jedem Fall einmal zu Beginn durchzufiihren. Dadurch werden
Default-Werte anderer Komponenten von MUMPS _STRUCT gesetzt, wie zum Beispiel ICNTL,
auf die an spéterer Stelle noch eingegangen wird. Diese Default-Werte kdnnen selbstverstind-
lich im Anschlufl wieder verdndert werden, bevor die Analyse-Phase von MUMPS stattfindet.
Wichtig ist jedoch, dass vor dem Aufruf der Routine MUMPS mit JOB=-1 noch drei weitere
Komponenten vom Benutzer initialisiert werden. Diese sind:

mumps_par%$COMM
mumps_par3sPAR
mumps_par%SYM

Die Integer-Variable mumps_par%COMM muss auf einen giiltigen MPI-Kommunikator ge-
setzt werden (z.B. MPI.COMM_WORLD), der zum Nachrichtenaustausch innerhalb von
MUMPS gebraucht wird. Der Wert darf wihrend der Berechnung vom Benutzer nicht mehr
veridndert werden. Der Prozessor in diesem Kommunikator mit Rang 0 wird von MUMPS
als Host verwendet und es sollten auch nur Prozessoren aus diesem Kommunikator MUMPS
aufrufen.

Mit Hilfe der Komponente mumps_par%PAR besteht die Moglichkeit, dass der Host nicht
nur die Analyse-Phase durchfiihrt und die anderen Phasen iiberwacht. Durch Setzen der
Variablen PAR auf 1, statt dem Default-Wert 0, wird der Host mit in die Berechnung der
Faktorisierungs- und Losungs-Phase einbezogen. Ist die Eingangs-Matrix sehr grof3 und nicht
verteilt {iber die Prozessoren, sondern nur auf dem Host abgelegt, so sollte von einem MUMPS-
Aufruf mit PAR=1 abgesehen werden, da es dann schnell zu Unausgeglichenheit im Speicher
des Hosts kommen kann, was den Programmablauf wesentlich verlangsamen kann.

Die Variable mumps_par%SYM muss angegeben werden, um MUMPS mitzuteilen welche
Art von Matrix verarbeitet werden soll. Dabei stehen folgende Moglichkeiten zur Verfiigung:

SYM =0 steht fiir unsymmetrische,
SYM =1  fiir symmetrisch positiv definite, und
SYM =2  fiir symmetrische Matrizen.

Nach einem Aufruf von MUMPS mit JOB=-1 enthilt die interne Komponente mumps_par
%MYID jeweils den Rang des aufrufenden Prozessors.
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e JOB=-2 ist das Gegenstiick zu JOB=-1 und zerstort somit ein Objekt der MUMPS-Struktur.
Alle Variablen, die zu diesem Objekt gehoren, bis auf die vom Benutzer angelegten, wer-
den dealloziiert. Deshalb sollte MUMPS mit der Option auch nur aufgerufen werden, wenn
abzusehen ist, dass keine weiteren Aufrufe mit diesem Objekt mehr stattfinden werden.

e JOB=] leitet die Analyse-Phase ein. MUMPS wiihlt dabei Pivot-Elemente von der Diagona-
len und benutzt ein Auswahlverfahren, was dafiir sorgt, dass wihrend der anschliefenden
Faktorisierungs-Phase die Faktor-Matrix nicht unnétig aufgefiillt wird. Zudem verwendet
MUMPS die Besetzungs-Struktur von A + A” dazu, unabhiingig von den numerischen Wer-
ten den Eliminationsbaum zu bilden und den Aufwand der anfallenden Berechnungen in der
Faktorisierungs-Phase abzuschitzen.

Da die numerischen Werte in der Analyse-Phase noch keine Rolle spielen, reicht es prinzipi-
ell aus, diese MUMPS auch erst nach der ersten Phase zur Verfiigung zu stellen. Da in den
meisten Féllen die Input-Matrix vor der Analyse schon bekannt ist, werden im Folgenden nur
die Unterschiede bei der Eingabe der Matrix beschrieben. So ist es einerseits moglich, die
Matrix auf dem Host abzuspeichern, oder aber verteilt auf den einzelnen Prozessoren, was
sich besonders bei sehr groen Matrizen anbietet. Abhéngig ist die Speicherung der Matrix
von dem Parameter ICNTL(18), iiber den genau diese beiden Moglichkeiten steuerbar sind.
Besitzt die Variable den Default-Wert 0, so muss der Benutzer die Komponenten N, NZ, IRN,
JCN und A der MUMPS-Struktur eigenhéndig definieren. N und NZ speichern dabei die
Dimension und die Anzahl der Nicht-Null-Eintrdge der Originalmatrix. IRN und JCN sind
jeweils Vektoren der Liange NZ, auf denen anschlieBend die Zeilen- und Spaltenindizes der
Matrixeintrage abgelegt werden. Auf dem Vektor A, der gleichen Linge sind die Nicht-Null-
Eintrige gespeichert.

Soll die Matrix verteilt abgelegt werden, ordnet man der Komponente /CNTL(18) vor der
Analyse-Phase den Wert 3 zu. Diese Anderung beinhaltet jedoch auch, dass nun nicht mehr
nur auf dem Host wie oben die zusitzlichen Komponenten definiert werden, sondern auf je-
dem einzelnen der Prozessoren. Die einizige Variable, die unverindert auf dem Host definiert
wird, ist die Matrixdimension N. Alle anderen Komponenten éndern sich wie folgt. Auf je-
dem Prozessor miissen NZ_loc, IRN_loc, JCN_loc und A_loc definiert werden. NZ_loc gibt
dabei die Anzahl von Zeilen der Originalmatrix lokal auf dem entsprechenden Prozessor an.
IRN_loc, JCN_loc und A_loc sind wieder Vektoren, nun aber der Linge NZ_loc, auf denen
jeweils die lokalen Zeilen- und Spaltenindizes, sowie die Matrixeintridge der entsprechenden
Nicht-Null-Elemente abgespeichert werden.

e Mit JOB=2 wird die zweite Phase gestartet, die numerische Faktorisierung der Matrix. Falls
fiir den Aufruf von MUMPS mit JOB=1 nur die Struktur der Matrix, sprich N und NZ, IRN,
JCN beziehungsweise NZ_loc, IRN_loc, JCN_loc, iibergeben wurde, miissen spitestens jetzt
vor dem Aufruf mit JOB=2 auch die numerischen Werte A bezichungsweise A_loc vom Be-
nutzer bereitgestellt werden. Logischerweise muss ein Aufruf von MUMPS mit JOB=1 zuvor
stattgefunden haben, damit die Information der symbolischen Faktorisierung bereitsteht.

e Die Losungs-Phase wird mit JOB=3 begonnen. Um das Gleichungssystem Ax = b zu 16sen,
werden die rechte Seite, die zuvor vom Benutzer bereitgestellt werden muss, und die Fakto-
ren, die wihrend der zweiten Phase durch MUMPS berechnet wurden, benétigt. Die rechte
Seite des Systems wird definiert durch die Komponente mumps_par%RHS. RHS wird da-
bei auf dem Host definiert als ein Feld der Linge (NRHS « LRHS), wobei NRHS die
Anzahl der Vektoren fiir die rechte Seite angibt und LRHS die Dimension der Originalma-
trix. Das heif3t, dass MUMPS fiir mehrere rechte Seiten nur einmal aufgerufen werden muss,
wobei der Vektor RHS dann entsprechend verldngert wird. Da nach Losung des Gleichungs-
systems fiir gewohnlich die rechte Seite nicht weiter von Bedeutung ist, wird default-méaBig
(ICNTL(21)=0) RHS iiberschrieben mit der Losung des Systems. Ist ICNTL(21) mit 1 initia-
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lisiert, wird die rechte Seite beibehalten. Die Losung des Gleichungssystems wird dann auf
lokalen Vektoren, die auf allen teilnehmenden Prozessoren vom Benutzer manuell angelegt
werden miissen, verteilt.

e In dem Fall, dass zu Beginn oder zum Schluf3 einzelner Phasen von MUMPS bereits alle
vom Benutzer bereitzustellenden Daten angegeben wurden, miissen noch folgenden Aufrufe
zum Einleiten der nidchsten Phasen nicht mehr einzeln erfolgen. Auf folgende Art und Weise
konnen mit der Variablen JOB Aufrufe von mehreren Phasen zusammengefasst werden.

— JOB=4 kombiniert die Aktionen von JOB=1 und JOB=2.
Ein Aufruf von MUMPS mit JOB=-1 muss zuvor schon stattgefunden haben.

— JOB=5 kombiniert die Aktionen von JOB=2 und JOB=3.
Ein Aufruf von MUMPS mit JOB=1 muss zuvor schon stattgefunden haben.

— JOB=6 kombiniert die Aktionen von JOB=1, JOB=2 und JOB=3.
Ein Aufruf von MUMPS mit JOB=-1 muss zuvor schon stattgefunden haben.

Zu der MUMPS-Struktur zdhlen neben den bereits vorgestellten Komponenten noch eine ganze Rei-
he weiterer, die zum Teil vom Benutzer modifiziert werden koénnen, sodass die Bibliothek abhiingig
vom zu losenden Problem individuell einsetzbar ist.

In der MUMPS-Version 4.6.2., die fiir diese Diplomarbeit eingesetzt wurde, enthélt der Vektor
ICNTL insgesamt 22 Felder mit unterschiedlicher Bedeutung. Zusitzlich zu den oben schon erwéhn-
ten Moglichkeiten zur Manipulation der Programmausfiihrung kann zum Beispiel mit Hilfe dieses
Vektors auch die Ausgabe von Zwischenschritten und -16sungen erlaubt oder unterdriickt werden.
Weiterhin sind die Angabe von erwiinschten Skalierungs- und Ordering-Strategien moglich, sowie
die Ausgabe der in der Faktorisierungs-Phase berechneten Schur-Komplement-Matrix. Fiir detail-
lierte Informationen steht der User’s Guide [10] zur Verfiigung.

In Abbildung 4.1 ist nun abschlieBend noch ein kleines Fortran-Beispielprogramm dargestellt. An-
hand dessen sollen ein paar der oben beschriebenen Moglichkeiten, die die Software-Bibliothek
bereitstellt, erldutert werden.

Mit diesem Programm wird ein kleines symmetrisches lineares Gleichungssystem gelost, mit Koef-
fizienten-Matrix A = diag(12) und rechte Seite RHS = [14]7. Wegen der sehr geringen GroBe
bleiben die Daten selbstverstindlich nur lokal auf dem Host und werden nicht auf teilnehmende
Prozessoren verteilt. Damit die MUMPS-Struktur benutzt werden kann, sowie auch benotigte MPI-
Routinen, werden zu Beginn die beiden Header-Dateien mpif.h und dmumps_struct.h eingebunden.
DMUMPS steht dafiir, wie oben schon erldutert, dass MUMPS in der DOUBLE PRECISION Ver-
sion ausgefiihrt werden soll.

4.3 Einbindung in das Jacobi-Davidson-Eigenwertprogramm

Dieser Teil des Kapitels beschreibt nun abschlieBend, wie die Software-Bibliothek MUMPS in das
Jacobi-Davidson-Programm eingebunden wird.

Das Jacobi-Davidson-Programm

Das bestehende Eigenwertprogramm wurde bewusst einfach gehalten, sodass an vielen Stellen ohne
groBen Aufwand Anderungen durchgefiihrt werden koénnen. Im Zuge der Diplomarbeit [18] wur-
de das Programm-Paket derart modularisiert, dass es im Wesentlichen in zwei Teile aufgespalten
wurde, in ein Hauptprogramm und ein Hauptunterprogramm. Durch das Hauptprogramm wird der
gesamte Programmablauf gesteuert und im Hauptunterprogramm der eigentliche Jacobi-Davidson-
Algorithmus ausgefiihrt. Eine ausgelagerte Routine, namens solcorreq tibernimmt im Laufe des
Hauptunterprogramms die Losung der Korrekturgleichung. Da gerade die Losung der Korrektur-
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PROGRAM DMUMPS_TEST

IMPLICIT NONE

INCLUDE 'mpif.h’

INCLUDE ’'dmumps_struc.h’

TYPE (DMUMPS_STRUC) mumps_par
INTEGER IERR, I

CALL MPI_INIT(IERR)

mumps_parsCOMM = MPI_COMM_WORLD

mumps_parsSYM = 1
mumps_parsPAR = 1
mumps_parsJOB = -1

CALL DMUMPS (mumps_par)

IF ( mumps_par$MYID .eq. O ) THEN
mumps_parsN = 2
mumps_parsNzZ = 2
ALLOCATE ( mumps_par%$IRN ( mumps_par%NzZ ) )
ALLOCATE ( mumps_par%JCN ( mumps_par%NzZ ) )
ALLOCATE( mumps_par%A( mumps_parsNz ) )
ALLOCATE( mumps_par%RHS ( mumps_par3sN ) )

mumps_par%IRN = (/1,2/)

mumps_par%sJCN = (/1,2/)

mumps_par%A = (/1.0, 2.0/)

mumps_par%RHS = (/1.0, 4.0/)
END IF

mumps_par%$JOB = 6
CALL DMUMPS (mumps_par)

C Solution has been assembled on the host
IF ( mumps_par$MYID .eqg. O ) THEN
WRITE( ~ , = ) '’ Solution is ',

1 (mumps_par%$RHS(I),I=1,mumps_par%N)
END IF

C Deallocate user data

C Destroy the instance (deallocate internal data structures)
mumps_par3sJOB = -2

CALL DMUMPS (mumps_par)
CALL MPI_FINALIZE(IERR)
END

Abbildung 4.1: Losung eines Gleichungsystems mit der Software-Bibliothek MUMPS

gleichung einen grofen Einfluss auf die Konvergenzgeschwindigkeit des Jacobi-Davidson-Verfahrens
austibt, wurden bisher schon verschiedene Methoden angeboten, die je nach gesuchten Eigenwer-
ten und abhéngig von der Art der Input-Matrix A auf verschiedene Art und Weise die Gleichungs-
systeme 16sen. Zunédchst wurden die bisher implementierten Verfahren eingeteilt in einfache und
komplexe Losermethoden. Die einfachen Loser haben dabei die Eigenschaft, dass die Iterationen
sehr schnell laufen, die Konvergenz jedoch sehr langsam ist. Die komplexen Loser bilden das ge-
naue Gegenteil dazu, sie sind sehr prizise, dadurch aber auch sehr aufwéndig. Ergebnis ist, dass die
Iterationen sehr viel linger dauern, als die der einfachen Loser, dafiir jedoch wesentlich weniger
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Iterationen bendtigt werden. Es bietet sich daher an, zunéchst mit einem schnellen schlechten Loser
zu beginnen und nach einer gewissen Anzahl von Iterationen auf den langsamen aber priziseren
Loser zu wechseln.

Im bisherigen Jacobi-Davidson-Programm standen diese beiden Moglichkeiten mittels den beiden
Prozeduren simplesolv und complsolv zur Verfiigung, wobei als einfacher Loser die Multipli-
kation mit der Inversen der Diagonal-, beziehungsweise mit einer inneren Bandmatrix verwendet
wurde. Als komplexe Loser dienten die in Kapitel 2.2 schon vorgestellten CG-artigen Methoden,
das QMR- und TFQMR-Verfahren. In solcorreq wird anhand von eingelesenen Parametern aus
einer fiir die Ausfiihrung des Jacobi-Davidson-Programms erforderten Parameterdatei entschieden,
welcher Loser letztendlich verwendet werden soll. Weitere Informationen und eine ausfiihrliche Be-
schreibung beziiglich des gesamten Jacobi-Davidson-Programms und der definierbaren Parameter
ist in [18] zu finden.

Wihrend dieser Diplomarbeit wurde nun eine weitere Prozedur namens mumpssolv mit in die
Routine solcorreq eingebunden. Wie der Name schon verrit, findet hierbei die Losung der Glei-
chungssysteme, mittels der Software-Bibliothek MUMPS statt, die bereits im vorherigen Unterka-
pitel vorgestellt wurde.

Mit dieser neuen Prozedur mumpssolv sollten letztendlich die Voriiberlegung zur Losung der Kor-
rekturgleichung aus dem Unterkapitel 4.1 mit den Moglichkeiten des Loser-Pakets MUMPS, die im
Teil 4.2 vorgestellt wurden, bestmdglich vereint werden.

Mittels der beiden Gleichungen (4.2) und (4.3) war die Losung der Korrekturgleichung auf die Be-
rechnung von zwei einfachen Gleichungssystemen zuriickgefiihrt worden. Zur besseren Ubersicht
sind die beiden Gleichungen hier noch einmal abgebildet:

(A—0l)x = u (4.6)
(A-0l)y = r (4.7)

Da sich die beiden Gleichungssysteme jedoch lediglich in ihrer rechten Seite unterscheiden, muss
schlieflich nur eine Faktorisierung der Matrix (A — 6I) stattfinden. Wie zuvor schon in Kapitel
2.1 erlautert wurde, erhélt man die Losung eines zweiten Gleichungssystems, das sich nur in der
rechten Seite vom ersten unterscheidet, sehr einfach, da keine zusitzliche Faktorisierung mehr statt-
finden muss, sondern lediglich eine zweite Losungs-Phase.

Im Unterkapitel 4.2 wurde bereits beschrieben, dass die vom Benutzer bereitgestellte rechte Seite
RHS der MUMPS-Struktur aus mehreren Rechte-Seite-Vektoren bestehen darf. In diesem Fall wird
sie aus den beiden Vektoren u und r der Gleichungen (4.6) und (4.7) gebildet. Diese beiden Vek-
toren liegen jedoch zu Beginn des Aufrufes von mumpssolv noch verteilt auf allen Prozessoren,
miissen aber laut Definition der MUMPS-Bibliothek auf dem Host gesammelt werden. Da zusitz-
lich die einzelnen Prozessoren auch eine verschiedene Anzahl von Zeilen dieser beiden Vektoren
in ihrem Speicher bereithalten, jeder namlich genau nnp Zeilen, muss zum Sammeln der Daten auf
die MPI-Routine mpi_gatherv zuriickgegriffen werden. Diese Routine ermdglicht ein Sammeln von
Vektoren unterschiedlicher Linge von den Prozessoren innerhalb eines Kommunikators auf einem
festgelegten Prozessor. Eine ausfiihrliche Beschreibung der zur Einbindung des MUMPS-Losers
benotigten MPI-Routinen erhélt man in [24]. Die oben erwéhnte Variable nnp wird bereits durch
das Jacobi-Davidson-Programm definiert, und zwar wihrend der Verteilung der eingelesenen Ori-
ginalmatrix A zu Beginn des Hauptprogramms.

Aus der Tatsache, dass bei vielen Problemstellungen der Natur- und Ingenieurwissenschaft die Ei-
genwerte von zum Teil sehr groen Matrizen berechnet werden sollen, folgt unmittelbar, dass auch
die linken Seiten der beiden Gleichungssysteme (A —61) ebenfalls sehr gro werden konnen. In der
Software-Bibliothek MUMPS ist jedoch default-méBig die Koeffizientenmatrix lediglich auf dem
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Host abgelegt. Sprich, um das Problem von zu wenig Speicherplatz auf einem Prozessor zum Ab-
speichern der linken Seite zu umgehen, muss die Input-Matrix auf alle teilnehmenden Prozessoren
verteilt werden. Dazu muss zunéchst fiir die bendtigten Komponenten NZ_loc, IRN_loc, JCN_loc
und A_loc der MUMPS-Struktur, auf deren Bedeutung in 4.2 bereits eingegangen wurde, Speicher-
platz angelegt werden, bevor auf jedem Prozessor genau NZ_loc Elemente der Matrix abgespeichert
werden konnen.

Anschlielend sind alle von MUMPS benétigten Daten zur Losung des Gleichungssystems bekannt.
Das heif3t, MUMPS kann alle drei Phasen, Analyse, Faktorisierung und Lésung, nacheinander ohne
Unterbrechung durchlaufen. Dazu wird die Komponente JOB mit 6 initialisiert.

Da die Losung nun ausschlieBlich auf dem Host bekannt ist, jedoch alle Prozessoren diese Infor-
mation bendtigen, miissen die Daten im Anschlufl wieder verteilt werden. Die geschieht mit dem
Gegenstiick zu mpi_gatherv, naimlich mit mpi_scatterv. Diese Routine ermoglicht es, ausgehend von
einem Prozessor eine unregelmiBige Anzahl von Elementen an verschiedene Prozessoren zu sen-
den, auch hier werden von jedem der beiden Losungsvektoren wieder nnp Zeilen an die jeweiligen
Prozessoren versendet. Die beiden Losungsvektoren x und y sind nun berechnet und liegen verteilt
auf den teilnehmenden Prozessoren. Das heif3t, im Anschluss muss die noch unbekannte Konstante
« aus Gleichung (4.5) bestimmt werden, um schlielich das erwiinschte ut’ aus Gleichung (4.4)
berechnen zu kdnnen.

Bei der Bestimmung von
T

u'y

o= —

ul'x
kann nun jeder Prozessor die lokal verfiigbaren Daten zur Berechnung des Zihlers und Nenners
benutzen. Im Anschluss daran sendet jeder Prozessor die von ihm lokal errechnete Zihler- und
Nenner-Summe an alle Prozessoren im Kommunikator mit der Routine mpi_allreduce, die an dieser
Stelle bewirkt, dass jeder Prozessor seine und die Daten der anderen Prozessoren aufsummiert. So
besitzen anschlieBend alle Prozessoren die Werte fiir u”y und «”2 und kénnen durch einfache
Division das gesuchte o bestimmen.
Mit dieser Konstanten kann zuletzt lokal auf jedem der teilnehmenden Prozessoren das erwiinschte
Ergebnis

ut = azr — Y

berechnet werden. Jeder einzelne Prozessor hat schlielich wieder nnp Zeilen des Ergebnisvektors
in seinem Speicher abgelegt.

Weiter oben wurde bereits angemerkt, dass pro Aufruf von MUMPS je zwei lineare Gleichungssys-
teme gelost werden miissen, die sich jedoch nur in ihrer rechten Seite unterscheiden. Unabhingig
davon unterscheiden sich aber die linken Seite von Aufruf zu Aufruf von MUMPS, denn die jewei-
lige Eigenwertnidherung wird stets von der Diagonalen der Matrix A abgezogen. Das heifit, um eine
exakte Losung der Korrekturgleichung zu erhalten, miisste bei jedem Aufruf der Routine MUMPS
die Matrix (A — 6I) ereut faktorisiert werden.

Im einfiihrenden Kapitel 2 {iber die Gleichungssystem-Ldser wurde bereits erldutert, dass bei direk-
ten Losungsmethoden speziell die Faktorisierung der Matrix sehr aufwéndig ist.

Wihrend Testlaufen, die auch im folgenden Kapitel 6 dokumentiert sind, wurden die Ausfiihrungs-
zeiten fiir eine Faktorisierung der Systemmatrix (A — #1) und fiir eine Losung des Gleichungs-
systems nach erfolgreicher Faktorisierung isoliert betrachtet. Diese Messung ergab eine durchweg
gleich bleibende Zeitdifferenz mit einem Faktor von mindestens 1000 zwischen den beiden Phasen.
Das hiefle also, dass zeitlich gesehen wihrend einer Faktorsierung mehr als 1000 Losungen-Phasen
durchlaufen werden konnten. Des Weitereren ergab diese Analyse, dass die Verbesserung des Er-
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gebnis nach einer erneuten Faktorisierung wesentlich schlechter ausfiel als die Verbesserung des
Ergebnis nach entsprechend vielen Losungs-Phasen, die gleich viel Zeit in Anspruch nahmen.

Dieses Ergebnis fiihrte schlieBlich zu der Entscheidung die Prozedur MUMPS derart zu organisie-
ren, dass lediglich beim ersten Aufruf, die ersten beiden Phasen des MUMPS-Losers, sprich die
Analyse- und Faktorisierungs-Phase, durchlaufen werden. Die berechneten Daten aus der Analyse-
und Faktorisierungs-Phase bleiben von da an unverindert auf jedem Prozessor gespeichert. Bei je-
dem weiteren Aufruf von mumpssolv wird nur noch mit den entsprechenden, neuen, rechten Seiten
die Losungs-Phase durchlaufen. Das bedeutet, es werden nur noch die rechten Seiten auf dem Host
gesammelt und anschlieBend wird MUMPS mit JOB=3 aufgerufen. Die Berechnungen fiir o und
u' bleiben dabei unverindert.



Kapitel 5

Benutzung des Programms

Die Software-Bibliothek MUMPS

Die Software-Bibliothek MUMPS, Version 4.6.3, auf die bereits in Kapitel 4.2 ausfiihrlich einge-
gangen wurde, ist ein frei verfiigbares Software-Paket und im Internet unter [2] erhiltlich. Nach
dem Ausfiillen eines Anfrageformulars erhdlt man per E-Mail das gewiinschte Software-Paket.

Die in dem Paket enthaltene Readme-Datei sollte als erstes sorgfiltig gelesen werden, denn dort
sind alle Schritte ausfiihrlich erldutert, die nétig sind, um die Software auf dem jeweiligen Rechner
zu installieren. Ein kurzer Uberblick iiber diese Schritte soll hier nun gegeben werden.

Da die Distribution fiir verschiedene Rechnerarchitekturen implementiert wurde, muss zunichst
ein passendes Makefile generiert werden, um den Quellcode von MUMPS iibersetzen zu kdnnen.
Dazu stehen in dem Verzeichnis Make.inc verschiedene vordefinierte Makefiles zur Verfiigung, die
abhingig von der jeweiligen Architektur ausgew#hlt werden miissen. Das Makefile bendtigt zur Ge-
nerierung des ausfiihrbaren Programms zusitzlich noch die Angabe iiber die gewiinschte Prézision,
mit der spater MUMPS ausgefiihrt werden soll. Zur Auswahl stehen dabei, einfache und doppelte
Genauigkeit, jeweils fiir das Rechnen mit reellen oder auch mit komplexen Zahlen. Entsprechend
miissen die Ausdriicke simple, double, cmplx oder cmplx16 dem Aufruf von make mit iibergeben
werden. Wird nur make ausgefiihrt ohne Angabe von einer Prizision, so wird der Quellcode stan-
dardmaBig fiir das Rechnen mit reellen Zahlen bei doppelter Genauigkeit {ibersetzt, mit make all
wird der gesamte zum Software-Paket gehdrende Code kompiliert.

Nach dem Ubersetzen enthilt das Verzeichnis include jegliche Header-Dateien, die von MUMPS
benotigt werden, und im Verzeichnis /ib sind alle generierten MUMPS-Bibliotheken zu finden. Ein
kleines Testbeispiel liegt im Verzeichnis fest, welches zum einen zeigt, wie MUMPS nun verwen-
det und aufgerufen werden kann, und zum anderen zur Uberpriifung dient, ob das Ubersetzen des
Quellcodes erfolgreich war.

Auch wenn die parallele MPI-Version von MUMPS auf einem einzelnen Prozessor funktioniert,
besteht zudem die Moglichkeit mit einem entsprechenden Makefile (ebenfalls bereitgestellt in dem
Verzeichnis Make.inc) eine rein sequentielle Version von MUMPS zu generieren. Dies ist dann
sinnvoll, wenn man darauf verzichten mochte, alle benotigten parallelen Bibliotheken, wie zum
Beispiel MPI und ScalLAPACK, auf dem Einprozessor-System zu installieren. In diesem Fall liegt
in dem Verzeichnis libseq eine Dummy-MPI-Bibliothek bereit, die alle zur parallelen Bibliothek
gehorigen Symbole, die wihrend der Link-Phase benotigt werden, definiert.

Das Jacobi-Davidson-Programm und der MUMPS-Ldoser

Das Jacobi-Davidson-Programm, welches im Laufe der Diplomarbeit [18] von René Puttin par-
allelisiert und modularisiert wurde, wird {iber viele verschiedene Parameter gesteuert. Neben den
Default-Einstellungen, die innerhalb des Programms gesetzt werden, konnen weitere Parameter
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auch iiber eine Parameterdatei jadal5.par definiert werden. Auf diese Weise kann das Programm
so ausgefiihrt werden, wie es der Benutzer wiinscht.

In der nachstehenden Tabelle 5.1 sind einige der Optionen aufgelistet, die in der Parameterdatei
angegeben werden konnen. Es werden hier jedoch nur diejenigen Parameter vorgestellt, die fiir die
Performance-Analyse in Kapitel 6 zum Einsatz gekommen sind. Weitere Informationen zu diesem
Thema sind in [18] zu finden. Zusitzlich sei noch angemerkt, dass sich der Aufbau der Parame-
terdatei im Laufe der Weiterentwicklung des Programms ein wenig verindert hat. So werden nun
nicht mehr alle Parameter in der Parameterdatei angegeben, sondern, wie oben schon angemerkt,
lediglich solche, die abweichend von den Default-Einstellungen gesetzt werden sollen.

Option Name mogliche Werte ‘
Art der gesuchten Eigenwerte | whicheigv | 0 = kleinste, 1 = grofite,

2 = innere
Anzahl Eigenwerte numevs < max. Anzahl Iter. vor Restart
Loser fiir Korrekturgleichung | precon 1 = TFQMR, 5 = MUMPS
Anz. Iterationen vor Restart itm >1
Bildschirmausgabe-Level outlev 0 = keine Ausgabe

1 = nur Endergebnis
4 = alles wird ausgegeben

Inkrementierung der Anz. itinc 0 = nein
an Loser-Iterationen 1 = entspr. Iterationsschritt
2 = entspr. letztem Residuum
Ist Matrix symmetrisch ? mat_sym 0 =nein, 1 =ja
max. Anz. Jacobi-Davidson- jditmax >1
Iterationen
Bereich fiir innere Eigenwerte | tau eR
Abbruchgrenze: reseps € R>0V

Residuennorm / Anfangsnorm

Dateiname mit der filename Character-String
einzulesenden Matrix

Tabelle 5.1: Parameter des Jacobi-Davidson-Programms

Die Tabelle 5.1 ist absichtlich in drei Teile unterteilt, da die Einlese-Routine innerhalb des Jacobi-
Davidson-Programms unterscheidet, ob der Wert des einzulesenden Parameters eine ganze Zahl
oder eine Gleitkomma-Zahl ist oder aber aus einer Zeichenketten besteht.

So bildet der obere Teil der Tabelle diejenigen Optionen ab, deren Wertebereich die natiirlichen
Zahlen sind. Die Parameter aus dem mittleren Teil werden als FlieBkommazahl abgespeichert und
als letztes wird der Dateiname als Zeichenkette angegeben, in doppeltem Hochkomma eingeschlos-
sen.

Die Abbildung 5.1 zeigt ein Beispiel fiir den Aufbau der Parameterdatei jadal5.par. Die unter-
schiedlichen, einzulesenden Werte der Parameter werden durch je eine Zeile mit ,, # ““ und einer
abschlieBenden ,, 0 “ voneinander getrennt. Die Namen der Parameter sind mit einfachen Hoch-
kommata anzugeben.

Urspriinglich war das Jacobi-Davidson-Programm ein rein paralleles Programm. Es wurde jedoch
im Laufe der Zeit derart weiterentwickelt, dass es sowohl auf einem Parallelrechner als auch auf
einem seriellen Rechner ausgefiihrt werden kann.

Die Eigenwert-Bibliothek ist seit Kurzem iiber den Internetauftritt des Zentralinstituts fiir Ange-

wandte Mathematik des Forschungszentrums in Jiilich [27] verfiigbar. Entsprechende Hinweise zur
Installation dieser Bibliothek sind dort ebenfalls zu finden.
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"whicheigv’ 1
"numevs’ 10
"precon’ 5
"itm’ 60
"outlev’ 1
"itinc’ 2
"mat_sym’ 0
"jditmax’ 100000
S EiE i 0

"tau’ 1.67e9
"reseps’ 1.d-4
THHEHHEEAERS 0
"filename’ "bcsstk35"

Abbildung 5.1: Beispiel fiir eine Parameterdatei

Nach der Ausfithrung des entsprechenden Makefiles, Makefile.Linux.SEQ fiir die Installation auf
einem seriellen Linux-Rechner oder Makefile. AIX.PAR fiir die Installation auf einem parallelen
AIX-System, kann das Jacobi-Davidson-Programm wie folgt gestartet werden.

Im seriellen Fall wird das Programm mit

./jadalb_g.exe [< Parameterdatei >|

aufgerufen.

Fiir die parallele Version ist ein entsprechender Loader fiir parallele Programme notwendig. So hat
der Aufruf fiir die parallele Version des Jacobi-Davidson-Programms folgende Gestalt:

llrun —p <n > jadal5_g.exe [< Parameterdatei >|

wobei n die Anzahl der einzusetzenden Prozessoren darstellt.

Bei beiden Aufrufen kann, wie oben schon beschrieben, eine eigene Parameterdatei mit iibergeben
werden. Wird hier keine Datei angegeben, so benutzt das Programm standardmifig die Datei ja-
dal5.par. Deshalb sollte diese Datei vor jeder Ausfilhrung des Programms iiberpriift werden, ob
die richtigen Paramter eingestellt worden sind.

Die Wahl des Losers fiir die Korrekturgleichung

In der Parameterdatei jadal5.par ist der jeweilige Loser mit Hilfe der Option precon anzugeben, der
fiir das Losen der Korrekturgleichung innerhalb des Jacobi-Davidson-Verfahrens genutzt werden
soll. Wie aus der oben abgebildeten Tabelle 5.1 ersichtlich ist, kann mit dem Wert 5 der neu in die
Bibliothek eingebundene MUMPS-Loser gewihlt werden und iiber den Wert 1 wird der CG-artige
Loser TFQMR verwendet.

Wann schlieBlich MUMPS vorzugsweise gegeniiber dem bisher verwendeten Loser TFQMR zum
Einsatz kommen soll, zeigt die Performance-Analyse im anschlieBenden Kapitel 6. Dort werden mit
Hilfe des Jacobi-Davidson-Programms verschiedene Eigenwerte von unterschiedlichen Matrizen
bestimmt, stets mit beiden Losern. So wird ein fairer Vergleich gewihrleistet, der als Fazit die Vor-
und Nachteile der beiden Loser aufzeigen soll.






Kapitel 6

Performance-Analyse

In diesem Kapitel werden zunidchst einige diinnbesetzte Matrizen vorgestellt, mit denen im An-
schluss das Jacobi-Davidson-Programm getestet wird, um die Performance der beiden Korrektur-
gleichungsloser, TFQMR und MUMPS, miteinander vergleichen zu konnen.

Die Testldufe des Programms werden dabei auf dem Supercomputer JUMP des Forschungszen-
trums Jiilich durchgefiihrt. Ndhere Informationen zu der Rechnerarchitektur der pSeries 690 von
IBM, zu denen die JUMP gehort, sind unter [26] zu finden.

Als Vergleichskriterium zwischen den beiden Losern dient die benétigte Rechenzeit fiir den Jacobi-
Davidson-Algorithmus, gemessen mit Hilfe der MPI-Routine mpi_wtime. Die Routine und deren
Anwendung wird in [24] ndher erldutert.

Ziel der Performance-Analyse ist es, herauszufinden, welcher der beiden Loser sich besser und
welcher sich weniger gut zur Losung des jeweiligen Eigenwertproblems mit Matrizen von unter-
schiedlicher Grofie und unterschiedlichem Besetzungsgrad eignet.

Die Testmatrizen

Das Jacobi-Davidson-Programm wird mit sechs verschiedenen, reellen Matrizen getestet. Drei Ma-
trizen sind dabei symmetrisch, zwei symmetrisch positiv definit und eine ist unsymmetrisch.

Bei den Matrizen bcesstk35, cvxbgpl, bloweybl, thermal2 und fidapm1 1 handelt es sich um Matrizen
aus der Matrixsammlung der Universitit von Florida [28] und von Matrix Market [29]. Alle fiinf
Matrizen sind diinnbesetzt mit reellen Eintrdgen und haben jeweils einen eigenen Praxisbezug. Die
Matrizen besstk35 und bloweybl sind symmetrisch, cvxbgpl und thermal2 sind symmetrisch positiv
definit und fidapm11 ist unsymmetrisch.

Die Abbildung 6.1 zeigt die Strukturplots der einzelnen Matrizen und in der nachstehenden Tabelle
sind die Dimensionen der Matrizen, sowie die Anzahl der Nicht-Null-Elemente und die daraus ent-
stehenden Besetzungsgrade aufgefiihrt.

Die Matrix kurbel, die ebenfalls bei den Strukturplots und in der Tabelle zu finden ist, wurde am
Zentralinstitut fiir angewandte Mathematik im Forschungszentrum Jiilich erzeugt. Sie beschreibt
die Steifigkeit einer Kurbel und ist diinnbesetzt, reell und symmetrisch.
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bloweybl

cvxbgpl

thermal?2

Abbildung 6.1: Strukturplots der Testmatrizen

besstk35

fidapm11

‘ Matrix ‘ Dimension ‘ Eintrige ‘ Besetzungsgrad ‘

bloweybl |  30.003 109.999 0,012%
besstk35 30.237 1.450.163 0,159%
cvxbgpl 50.000 349.968 0,014%
kurbel 192.858 | 24.259.520 0,065%
thermal2 | 1.228.045 | 8.580.313 0,0006%
fidapmll | 22294 | 623554 | 0,125% \

Tabelle 6.1: Dimensionen und Anzahl von Nicht-Null-Eintrdgen der Testmatrizen
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Probleme bei der Zeitmessung und den Ergebnissen

Zu Beginn des Kapitels wurde bereits erwdhnt, dass die gemessene Zeit fiir den Jacobi-Davidson-
Algorithmus als Vergleichskriterium zwischen den beiden Loésern, TFQMR und MUMPS, dienen
soll. Es wird also die sogenannte Wall-Clock-Zeit gemessen, sprich die reale Zeit, in der die Prozes-
soren zur Losung des Problems belegt wurden. Diese Zeitmessung schlieB3t dabei natiirlich Zeiten
eventueller Blockierung einzelner Prozessoren wihrend der Ausfiihrungszeit mit ein. Diese Blo-
ckierungen kommen zustande, da nicht vorhersehbar ist, welcher Prozessor wie lange fiir die ihm
zugeteilte Aufgabe bendtigt. Diese Ausfiihrungszeit kann zum Teil sehr stark schwanken, sodass
es zu Blockierungen anderer Prozessoren kommt, die an einer ,,Schranke™ im Programmcode auf
den langsameren Prozessor warten miissen. Es existiert zwar die Moglichkeit nur die sogenannte
CPU-Zeit zu messen, also nur die Zeit, in der der Prozessor effektiv arbeitet, jedoch erhdlt man da-
durch keine reale Erkenntnis iiber die tatsdchlich benétigte Zeit, um ein bestimmtes Problem l6sen
zu konnen.

Da also die Wall-Clock-Zeit als Vergleichskriterium dienen soll, muss darauf geachtet werden, dass
so wenig storende Faktoren wie moglich mit in die gemessene Zeit einflieBen, da die Ergebnisse
ansonsten massiv verfilscht werden konnten.

Bei kleinen Matrizen, bei denen der eigentliche Rechenaufwand sehr gering ausfillt, kann zum
Beispiel das Betriebssystem die Zeitmessung verfalschen. Die oben vorgestellten Testmatrizen sind
daher ausreichend grofl gewdhlt, um diesen Storfaktor so gering wie moglich ausfallen zu lassen.
Zusitzlich wird mit der Wahl grofler Matrizen auch verhindert, dass die Zeit, die durch Kommuni-
kation zwischen den einzelnen Prozessoren anfillt, zu stark ins Gewicht fallt.

Werden neben dem Jacobi-Davidson-Programm auf einem Knoten des Supercomputers gleichzei-
tig weitere kommunikationsintensive Fremdprogramme ausgefiihrt, kann dies dazu fiihren, dass
das eigene Programm bei gleich eingestellten Parametern eine zum Teil wesentlich ldngere Re-
chenzeit aufweist. Dieses Phdnomen ldsst sich zwar nicht verhindern, aber die daraus entstehende
Verfilschung der Messzeit kann insofern eingedimmt werden, als dass die Testldufe lediglich auf
den sogenannten Batch-Knoten des Supercomputers durchgefiihrt werden. Die Batch-Knoten zeich-
nen sich dadurch aus, dass auf ihnen wesentlich weniger Benutzer gleichzeitig rechnen, da die dort
ausgefiihrten Programme zum Teil sehr lange Ausfiihrungszeiten aufweisen und viele Prozessoren
bendtigen.

Zusitzlich wurde das Jacobi-Davidson-Programm fiir die folgenden Testldufe mit gleich eingestell-
ten Parametern je dreimal unabhiingig hintereinander ausgefiihrt, um anschlieBend eine Aussage
dariiber treffen zu konnen, wie sehr die Ausfiihrungszeiten untereinander schwanken, beziehungs-
weise, um sehen zu kdnnen, ob bei gleich eingestellten Parametern auch die Ergebnisse gleich sind.
Allgemein bekannt ist, dass parallele Programme nicht deterministisch sind, sprich, dass sowohl die
Ergebnisse als auch die Zustandsidnderungen wihrend des Programmablaufs nicht eindeutig sind.
So kann es vorkommen, dass ein und derselbe Testlauf zu zwei verschiedenen Ergebnissen fiihrt.
Solche Effekte treten zum Beispiel bei Summenbildungen unter Verwendung der MPI-Routine
MPI Allreduce auf. Da im MPI Standard nicht festgelegt ist, in welcher Reihenfolge die jeweili-
gen Operationen durchgefiihrt werden sollen, kénnen die Ergebnisse von Lauf zu Lauf verschieden
ausfallen, bedingt durch Rundungsfehler.

Da das Jacobi-Davidoson-Programm nun auf einem Parallelrechner ausgefiihrt wird, kann es durch-
aus wihrend den Ausfiihrungen zu solchen nicht vorhersehbaren Zwischenfillen kommen.

Sind wihrend den Tests alle drei Durchliufe fiir jeweils gleich eingestellte Parameter terminiert,
so wurden zur grafischen Darstellung und zum Vergleich der Loser die jeweils kleinsten Zeiten be-
nutzt, weil die erhohten Ausfithrungszeiten auf oben beschriebene Fremdeinfliisse schlieBen lassen.

Die Vorbereitungen fiir die Testliufe
Im Folgenden wird erldutert mit welchen Parametern das Jacobi-Davidson-Programm eingestellt
wurde, um von den oben bereits vorgestellten Matrizen die gewiinschten Eigenwerte zu berechnen.

Ziel war es, fiir die Matrizen kleinerer Dimensionen, sprich, fiir besstk35, cvxbgpl, bloweybl und
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fidapml1, Testldufe mit jeweils einem Prozessor und vier Prozessoren durchzufiihren. Dabei soll-
ten je ein grofiter Cwhicheigv’ = 1, 'numevs’ = 1) und ein kleinster Eigenwert ("whicheigv’ = 0,
‘numevs’ = 1), sowie zehn und 50 gréBte und kleinste Eigenwerte bestimmt werden. Zudem wurde
versucht je zehn innere Eigenwerte (whicheigv’ = 2, numevs’ = 10) in der Ndhe von 10%, 50%
und 75% des Spektrums zu finden. Dazu muss der Parameter 'tau’ mit dem Wert besetzt werden, in
dessen Nihe die Eigenwerte gesucht werden sollen (zum Beispiel: 'tau’ = 1.67¢9) .

Fiir die beiden groBeren Matrizen kurbel und thermal2 wurde die Untersuchung ein wenig der Di-
mension der Matrizen angepasst. Die Testldufe wurden sofern moglich auf einem Prozessor, sowie
auf vier, acht, 16 und 32 Prozessoren durchgefiihrt. Auch hier wurden je ein grof3ter und ein kleins-
ter Eigenwert, sowie zehn und 50 gréBte und kleinste Eigenwerte gesucht, auerdem noch zehn
Eigenwerte aus der Mitte des Spektrums.

Alle Testldufe wurden jeweils mit beiden Korrekturgleichungs-Lésern MUMPS ("precon’ = 5) und
TFQMR (’precon’ = 1) durchgefiihrt.

Da die jeweiligen Unterraum-Erweiterungen an die Anzahl der gesuchten Eigenwerte angepasst
werden muss, wurden diese zuvor entsprechend festgelegt. Fiir die Berechnung eines Eigenwertes
wurde eine Unterraum-Erweiterung von sechs (’itm’ = 6) gewihlt, bei zehn Eigenwerten eine von
50 und bei 50 Eigenwerten eine Unterraum-Erweiterung von 150.

Die Testlaufe, die im Folgenden dokumentiert werden, sind stets auf eine von drei Arten terminiert.
Im positiven Fall wurde innerhalb einer zuvor erwarteten Zeit das erforderte Residuum von 10~%
(’reseps’ = 1.d-4) erreicht. Es kam jedoch auch vor, dass entweder keine Konvergenz des Verfah-
rens stattgefunden hat oder aber die maximale Anzahl an Jacobi-Davidson-Iterarionen, zuvor auf 1
000 000 festgelegt (’jditmax’ = 1000000), erreicht wurde. In beiden Féllen wurde versucht die Ur-
sache dafiir zu finden, dass die gesuchten Eigenwerte nicht entsprechend berechnet werden konnten.

Bei der Berechnung innerer Eigenwerte bei 10%, 50% und 75% des Spektrums wire es prinzipiell
notig gewesen alle Eigenwerte zu berechnen, um zu wissen, wie diese verteilt sind. Da dies zum
einen nicht im Sinne der Aufgabenstellung ist und zum anderen mit einem sehr groBen zusétzlichen
Aufwand verbunden wire, versucht man die Verteilung der Eigenwerte anzundhern. Dafiir greift
man darauf zuriick, dass in der Regel die Matrizen der vorliegenden Problemstellungen in etwa
einer 3D-Diskretisierungen des Laplace-Operators entsprechen. Bei solchen Problemen liegen die
Eigenwerte in etwa so verteilt vor, wie die Werte einer Summe aus drei Quadratzahlen, die der
GroBe nach sortiert werden. Jede dieser drei Zahlen, nimmt dabei Werte zwischen eins und der
dritten Wurzel aus der Matrixdimension an. Wird diese Verteilung linear auf den Bereich zwischen
dem zuvor berechneten groften und kleinsten Eigenwert einer Matrix skaliert, erhélt man eine sehr
grobe, aber ziemlich zuverldssige Aussage dariiber, wie die Eigenwerte im Inneren des Spektrums
verteilt sein miissten.

Da diese Berechnung bei sehr grofen Matrizen dennoch sehr aufwéndig ist, kann man ndherungs-
weise fiir einen Eigenwert aus der Mitte des Spektrums auf einen Wert zuriickgreifen, der bei zehn
Prozent des grofiten Eigenwertes liegt. In der Regel erhélt man so einen Wert, der sich ziemlich
genau in der Nihe von 50% des Spektrums befindet.

Die Tabelle 6.2 bildet die Ndherungen ab, die die oben beschriebenen Berechnungen ergaben. Diese
Werte wurden im Anschluss, zur Bestimmung der inneren Eigenwerte, mit Hilfe des Parameters tau
in der Datei jadal5.par, dem Jacobi-Davidson-Programm zur Verfugiing gestellt.

Fiir die bloweybl-Matrix wurden keine derartigen Nidherungen an die Werte innerhalb des Spek-
trums berechnet, da bei der Bestimmung kleinster und grofter Eigenwerte ganz spezielle Probleme
auftraten, die spiter noch ausfiihrlich dokumentiert werden.

Die Startvektoren fiir den Jacobi-Davidson-Algorithmus werden standardmifig durch das Lanczos-
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Matrix Wert bei 10% | Wert bei 50% | Wert bei 75%
des Spektrums | des Spektrums | des Spektrums
besstk35 5.6881e8 1.6738e9 2.3165e9
cvxbgpl 5.2440e4 1.6152e5 2.2392e5
fidapm11 -0.2683e0 0.7727e0 1.0670e0
kurbel - 7.8337e6 -
thermal2 - 0.7805e0 -

Tabelle 6.2: Niherungswerte der Suche fiir 10%, 50% und 75% des Spektrums

Verfahren, fiir symmetrische Matrizen, und durch das Arnoldi-Verfahren, fiir unsymmetrische Ma-
trizen, generiert. Dadurch wird gewéhrleistet, dass die ersten Eigenwert-Approximationen schon
ziemlich in der Nihe derer liegen, die als Ergebnis herauskommen sollen. Diese beiden zur Start-
vektorerzeugung entwickelten Routinen wurden erst vor kurzem zu der in [18] beschriebenen Ver-
sion des Jacobi-Davidson-Programms hinzugefiigt. Der Grund fiir die Hinzunahme weiterer Rou-
tinen war, dass der Jacobi-Davidson-Algorithmus gerade dann gute Konvergenzeigenschaften auf-
weist, wenn sich die Eigenwertndherungen schon in der Nihe der exakten Losung befinden. Da
die beiden Routinen genau dies in angemessener Zeit leisten, erhédlt man verbesserte Ausfiihrungs-
zeiten gegeniiber Laufzeiten des Programms unter Verwendung von Startvektoren, die aus Pseudo-
Zufallsvektoren oder Einheitsvektoren bestehen.

Ein weiterer Vorteil, der sich durch den Einsatz des Arnoldi-Verfahrens ergibt, ist der, dass nach Be-
enden des Verfahrens die berechneten Annidherungen fiir die Eigenwerte ausgegeben werden und
anhand derer eine Aussage dariiber getroffen werden kann, ob die Eigenwerte der unsymmetrischen
Matrizen ein reelles oder aber ein komplexes Spektrum bilden. Dies ist eine wichtige Information,
die zur Auswahl der Testmatrizen herangezogen wurde. Das Jacobi-Davidson-Programm verfiigt
zwar tiber die Moglichkeit nach nahezu beliebig vielen extremen oder inneren Eigenwerten zu su-
chen, jedoch wird ein reelles Spektrum dazu vorausgesetzt.

Aus Griinden der Zeitauslastung wurden fiir einige extrem rechenintensive Testldufe, speziell fiir
die Bestimmung von kleinsten und inneren Eigenwerten, lediglich Approximationen der jeweils
benotigten Laufzeit ermittelt. Wie diese Approximationen im Einzelnen durchgefiihrt wurden, ist
in dem entsprechenden Teil dieses Kapitels niher erliutert.
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Die Ubersetztung des Programms

Da das Programm ausschlieBlich auf dem parallelen Rechner JUMP getestet wurde, musste der
Quellcode, wie in Kapitel 5 bereits erwihnt, mit dem Makefile Makefile. AIX.PAR kompiliert wer-
den.

Im Folgenden werden nun kurz einige der Compiler-Optionen vorgestellt, die fiir die Testldufe
verwendet wurden, um Ergebnisse aus zukiinftigen Tests besser mit den hiesigen vergleichen zu
konnen.

Das Ubersetzten des Programmcodes fiir die Testldufe hat stets mit dem Compiler mpxIf und der
zusitzlichen Compiler-Option -02, sprich Optimierungsstufe zwei, stattgefunden. Testldufe, bei
denen der Code ohne Optimierung, beziehungsweise nur mit Optimierungsstufe eins kompiliert
wurde, ergaben weitaus langsamere Ausfiihrungszeiten des Programms. Testldufe aus der Vergan-
genheit zur Perfomance-Messung des Jacobi-Davidson-Programms, nachzulesen in [19], zeigten
zudem, dass Ubersetzungen des Codes mit der nichsthdheren Optimierungsstufe, -O3, zu stark
schwankenden Iterationszahlen fiihren kdnnen. Deshalb wurde auf eine hohere Optimierungsstufe
als -O2 verzichtet.

Fiir die 64bit Anwendungen, die der Supercomputer unterstiitzt, musste die Option -g64 angegeben
werden. Zudem enthielt das Makefile den Zusatz -bmaxdata:3500000000. Mit bmaxdata wird eine
Obergrenze fiir den maximal nutzbaren Speicherbereich wihrend der Programmausfiihrung festge-
legt. Im Laufe der Ausfiihrung selbst muss aber nur der wirklich benutzte Speicherplatz vorhanden
sein, weshalb man mit der Angabe fiir die Speichergrofie bei dieser Option relativ grofziigig umge-
hen kann. Die Angabe erfolgt dabei in Bytes, sprich mit der obigen Option von bmaxdata wird ein
ausfiihrbares Programm erzeugt, welches einen maximalen Speicherplatz von 3,5 Gigabyte belegen
kann. Diese Option wurde notwendig bei der Eigenwertberechnung sehr groler Matrizen. Bei Tests
ohne eine entsprechende Option war nicht geniigend Speicherplatz vorhanden, um alle, fiir die Pro-
grammausfiihrung benétigten Datenobjekte anzulegen.

Zusitzlich notwendige Optionen, die zum Einbinden von Programmbibliotheken, wie PESSLsmp
und ScalLAPACK, mit angegeben wurden, sind: -lesslsmp, -Ipessismp, -lessl, -Iblacspd, -lscalapack
und -llapack

MUMPS benotigt zudem beim Laden zwei weitere Bibliotheken libdmumps.a und libpord.a, die
mit den Optionen -ldmumps und -Ilpord eingebunden werden. Diese Bibliotheken befinden sich in
dem, bei der Installation von MUMPS erzeugten Verzeichnis lib.

Die Testliufe

Ziel der Tests ist es, dem Benutzer des Programms eine Aussage dariiber liefern zu kdnnen, wann
fiir welche Matrizen, bei welcher Anzahl gesuchter Eigenwerte und unter dem Einsatz wie vie-
ler Prozessoren, es sich lohnt den CG-artigen Loser TFQMR oder aber den Multifrontal-Loser
MUMPS zu wihlen. Aus diesem Grunde wurden die Testmatrizen in Grofie und Struktur auch so
unterschiedlich wie moglich ausgewihlt.

Zunichst werden nun die Ergebnisse prisentiert, die sich bei der Berechnung der groften Eigen-
werte fiir die gegebenen Testmatrizen ergaben. Anschliefend sind die Testldufe fiir kleinste und
innere Eigenwerte dokumentiert, die jedoch nur zum Teil in der vorgegebenen Zeit terminiert sind.
Die oben schon erwihnten Approximationen fiir diese Testldufe werden danach beschrieben.

In den beiden Abbildungen 6.2 und 6.3 sind die Ausfithrungszeiten der zu berechnenden grofiten
Eigenwerte dargestellt. Bei der Matrix bcsstk35 zeigt sich schon zu Beginn ein klares Defizit beim
Einsatz des MUMPS-Losers. Ist die Problemstellung sehr leicht und die gesamte Ausfiihrungszeit
dementsprechend kurz, wie es bei der Berechnung eines grofiten Eigenwertes der Fall ist, benotigt
das Programm, verglichen mit der Rechenzeit bei Verwendung von TFQMR, deutlich lianger. Zu
erkldren ist diese Tatsache damit, dass zu Beginn beim ersten Aufruf von MUMPS je eine sym-
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bolische und eine numerische Faktorisierung der Matrix durchgefiihrt werden muss. Diese sind je-
doch sehr rechenintensiv und zudem abhingig von der entsprechenden Matrixgrof3e. Da sowohl die
Faktorisierungs-, als auch die Losungs-Phase von MUMPS jeweils parallel durchgefiihrt werden,
minimiert sich dieses Defizit der zeitaufwéandigen Faktorisierung, wenn mehr Prozessoren gleich-
zeitig an dem Problem arbeiten. Deshalb fillt die zeitliche Differenz bei der Berechnung eines
grofiten Eigenwertes unter Einsatz von vier Prozessoren auch wesentlich geringer aus.

Deutlich erkennbar ist, dass die Ausfiihrungszeit zur Bestimmung der zehn groten Eigenwerte bei
einem der Laufe nahezu identisch ist mit der Zeit fiir die Bestimmung eines Eigenwertes. In drei
von vier Fillen lag die Laufzeit sogar weit unter der, die zur Berechnung fiir nur einen Eigenwert
gebraucht wurde. Bei nidherer Betrachtung der Ergebnisdaten wurde erkennbar, dass bei der Be-
stimmung der zehn groften Eigenwerte die Lanczos-Approximationen derart nah an der korrekten
Losung lagen, dass keine Korrekturgleichung gelost werden brauchte und die approximierten Werte
direkt als Losung ausgegeben wurden. Bei der Bestimmung eines Eigenwertes war jedoch die kor-
rekte Losung nicht bei den Approximationen dabei und es brauchte fiir beide Loser weitere sechs
Jacobi-Davidson-Iterationen und damit knapp 30 Losungen der Korrekturgleichung, bis das errech-
nete Residuum geniigend klein wurde. Die 30 Losungen kommen dadurch zu Stande, da wihrend
jeder duBeren Iteration des Verfahrens der Unterraum entsprechend der zuvor gemachten Angaben
erweitert wird. Da die Losung der Korrekturgleichung nun eine sehr zeitaufwéandige Berechnung
verursacht, ist damit erklirt, weshalb die Bestimmung eines grofiten Eigenwertes zum Teil ldnger
dauert als die von zehn grofiten Eigenwerten.

Warum dieses Verhalten gerade bei der besstk35-Matrix auftrat, konnte jedoch aus zeitlichen Griinden
nicht weiter untersucht werden.

Ein besonderes Verhalten von MUMPS ist anhand der geringeren Laufzeiten fiir die 50 grofiten
Eigenwerte beim Einsatz von einem Prozessor zu erkennen. Die Stérke des direkten Losers scheint
sich also bemerkbar zu machen, wenn die Problemgrofie steigt, aber nur wenige Prozessoren zum
Einsatz kommen. Dieses Verhalten wurde im weiteren Verlauf der Tests noch des Ofteren beobach-
tet.

Die Abbildung der Laufzeiten fiir die Berechnung grofter Eigenwerte der Matrix cvxbgpl spiegelt
wieder, was man erwartete hitte, namlich, dass fiir mehr zu berechnende Eigenwerte der Aufwand
und damit auch die Ausfiihrungszeit des Programms ansteigt. Lediglich die Berechnung von 50
Eigenwerten mit einem Prozessor und MUMPS wurde nicht terminiert. Die Nidherungen der Ei-
genwerte verrieten, dass bei jedem der drei unabhédngigen Laufe der erste Eigenwert stetig steigt
und gegen keinen Wert konvergiert. Nach einer Wall-Clock-Zeit von 30 Minuten wurden die Laufe
abgebrochen. Der Grund fiir ein solches Verhalten ist vermutlich, der oben schon erwihnte Sach-
verhalt, dass parallele Programme zum Teil nicht deterministisch und deren Ergebnisse somit vorab
auch nicht absehbar sind. Dass dies die Ursache nach aller Wahrscheinlichkeit nach auch ist, un-
terstreicht die Tatsache, dass lediglich zwei, der insgesamt drei Testldufe fiir 50 grofite Eigenwerte
mit TFQMR beim Einsatz von einem Prozessor terminierten. Der dritte Test wies genau das selbe
Verhalten auf, welches oben fiir den Lauf mit MUMPS beschrieben wurde.
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Laufzeiten fuer BCSSTK35 mit 1 und 4 Prozessor(en)
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Abbildung 6.2: Zeiten zur Berechnung der Eigenwerte von Matrix bcsstk35
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Abbildung 6.3: Zeiten zur Berechnung der Eigenwerte von Matrix cvxbgpl
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Die Ausfiihrungszeiten des Jacobi-Davidson-Programms zur Berechnung grofiter Eigenwerte der
kurbel-Matrix sind in Abbildung 6.4 dargestellt. Man erkennt deutlich, dass mit steigender Ma-
trixdimension die Zeit fiir die Faktorisierung von MUMPS ins Gewicht fillt. Je groler zudem die
Anzahl der eingesetzten Prozessoren ist, desto extremer wird die Zeitdifferenz zwischen den Ergeb-
nissen mit den beiden Losern. Bei 32 Prozessoren liegt bereits ein Faktor 10 zwischen den Zeiten
zur Bestimmung von einem groBten Eigenwert.

Betrachtet man die Ausfiithrungszeiten mit MUMPS weiter fiir zehn grofite Eigenwerte, stellt man
fest, dass hier kein grofer zeitlicher Zuwachs stattfindet. Dieses Verhalten ist auf zwei Sachverhalte
zuriickzufiihren:

Zum einen ist bei der kurbel-Matrix ein dhnliches Verhalten, wie bei der bxsstk35-Matrix festzu-
stellen, namlich, dass die Lanczos-Methode bei zehn grofiten Eigenwerten wieder ziemlich gute
Néherungen der exakten Losung berechnet. Dadurch werden zur Berechnung der zehn gréBten Ei-
genwerte lediglich sechs Iterationen mehr vom Jacobi-Davidson-Programm durchgefiihrt, als die
51 Gesamtiterationen, die zur Berechnung eines grofiten Eigenwertes nétig waren.

Zum anderen spielt aber auch hier wieder der Sachverhalt eine Rolle, dass, wenn einmal die bei sol-
chen Matrixdimensionen besonders aufwindige Faktorisierung von MUMPS durchgefiihrt wurde,
die weiteren Losungsschritte sehr schnell berechnet werden konnen. Genaue Zeitangaben zu den
Ausfiihrungszeiten der drei MUMPS-Phasen sind im letzten Teil dieses Kapitels zu finden.

SchlieBlich ist auch bei der kurbel-Matrix wieder festzustellen, dass sich der Einsatz von MUMPS
gerade dann lohnt, wenn die Problemstellung ausreichend groB ist. So werden bei der Berechnung
von 50 groBten Eigenwerten der Matrix mit MUMPS sehr viel bessere Ausfiihrungszeiten erreicht,
als es mit TFQMR der Fall ist. Auch hier ist wieder eindeutig die bessere Performance des MUMPS-
Losers beim Einsatz einer kleineren Anzahl an Prozessoren erkennbar.
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Abbildung 6.4: Laufzeiten zur Berechnung der groSten Eigenwerte von Matrix kurbel
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Zusitzlich zu den reinen Ausfiihrungszeiten mit den beiden Losern wurde fiir die kurbel-Matrix der
Speedup berechnet.

Der Speedup eines Programms wird iiber

berechnet. IV ist dabei die Anzahl der eingesetzten Prozessoren und 7(1) die benétigte Rechenzeit
zur Problemldsung auf einem Prozessor. Aufgetragen in einem Diagramm gegen die Anzahl der
Prozessoren, kann somit die Effizienz, auch Skalierung genannt, eines Programms festgestellt wer-
den. Das heifit, man kann eine Aussage dariiber machen, inwieweit ein Programm parallelisierbar
ist und wie viel Zeit beim Einsatz von mehr Prozessoren eingespart werden kann.

Das Amdahlsche Gesetz besagt Folgendes iiber den Speedup:
Seien f der Anteil des Programmcodes, der ausschliefSlich seriell ausgefiihrt werden kann, N die
Anzahl der Prozessoren und S der erreichte Speedup, dann gilt nach diesem Gesetz:

< 1
T
Im Idealfall strebt nun mit immer groBer werdenden Problemstellungen f gegen O und S(N) ist

gleich N. Das hiel3e, bei doppelter Anzahl eingesetzter Prozessoren, wird nur die Hélfte der zuvor
benotigten Zeit gebraucht. Dieser Fall wird auch idealer oder linearer Speedup genannt.

S(N)

Abbildung 6.5 zeigt nun den Speedup, der durch das Jacobi-Davidson-Programm unter Einsatz der
beiden Loser erreicht wurde.

Wie man erkennt, liegen alle Speedup-Kurven, die mit TFQMR erreicht wurden weit liber dem
linearen Speedup. Dies ist speziell bei parallen Programmen und sehr grolen Problemstellungen
keine Seltenheit. Begriindbar ist dieses Verhalten durch Cache-Effekte. Jedesmal, wenn Daten der
Matrix fiir die Berechnungen innerhalb eines Programms benétigt werden, schickt der arbeitende
Prozessor eine Anfrage zu seinem Cache-Speicher, ob die Daten dort vorritig sind. Liegen die
Daten nicht im Cache tritt ein sogenannter ,,Cache-Miss* ein und die benétigten Daten miissen aus
dem Arbeitsspeicher in den Cache geladen werden. Je groffer nun die Matrizen sind und je weniger
Prozessoren eingesetzt werden, desto hdufiger kommen solche Cache-Misses vor. Dieses hdufige
Anfragen der zum Rechnen benétigten Daten erfordert extrem viel Zeit. Werden hingegen mehrere
Prozessoren eingesetzt um eine Aufgabe zu 16sen, so ist die Wahrscheinlichkeit um einiges hoher,
dass die gerade benétigten Daten bereits im Cache vorritig liegen. Dieser Sachverhalt macht einen
superlinearen Speedup moglich, so wie er hier bei der kurbel-Matrix dargestellt ist.

Zudem sieht man deutlich, dass MUMPS erst superlinearen Speedup erreicht, wenn die Problem-
groBBe ausreichend grof3 ist, sprich bei der Berechnung von 50 Eigenwerten. Insgesamt zeigen
die Testldufe fiir grote Eigenwerte der kurbel-Matrix, dass der Speedup des Jacobi-Davidson-
Programms mit TFQMR zwar wesentlich hoher ausfillt als der mit MUMPS, jedoch sprechen
die Laufzeiten aus Abbildung 6.4 fiir den Einsatz des direkten Losers, wenn mit weniger als 16
Prozessoren 50 grofite Eigenwerte der Matrix bestimmt werden sollen.
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Die Testldufe mit der thermal2-Matrix zur Berechnung der groften Eigenwerte spiegeln in etwa die
zuvor dokumentierten Ergebnisse der Eigenwertberechnung fiir die kurbel-Matrix wieder.

Wie anhand der Abbildung 6.6 zudem erkennbar ist sind einige Testldufe nicht terminiert. Da-
zu gehort zum einen die Bestimmung 50 grofter Eigenwerte auf einem Prozessor unter Einsatz
von MUMPS. Mit einer Dimension von 1,2 Millionen und einer Anzahl Nicht-Null-Eintrige von
mehr als 8,5 Millionen iibeschreitet die thermal2-Matrix die auf einem Prozessor verfiigbaren Res-
sourcen. Bei der Bestimmung der 50 groten Eigenwerte mit TFQMR trat hingegen ein dhnliches
Problem auf wie bei der cvxbgpl-Matrix. Der jeweils erste Eigenwert wurde mit jeder Jacobi-
Davidson-Iteration immer grofer, wihrend die restlichen Nidherungen der gesuchten Eigenwerte
ein sprunghaftes Verhalten aufwiesen, sprich nach jeder Iteration an einer anderen Eigenwertnihe-
rung arbeiteten. Auf diese Weise wurde das Programm selbst nach zwei Stunden auf 32 Prozesso-
ren nicht terminiert und deshalb abgebrochen. Ein weiterer Testlauf hingegen mit 64 Prozessoren
erzielte nach nur 15 Minuten eine geniigend genaue Niherung der Eigenwerte. Da sich dieses Ver-
halten nun aber bei einigen, unabhéngig voneinander laufenden, Tests gezeigt hat, auch bei der
Berechnung von Eigenwerten unterschiedlicher Matrizen, stellt sich die Frage, ob die ursache dafiir
wirklich nur damit zu erkliren ist, dass parallele Programme nicht deterministisch sind. Leider blieb
nicht geniigend Zeit, die genaue Ursache fiir dieses Verhaltens nédher zu untersuchen.
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Die folgende Grafik 6.7 stellt den Speedup dar, der bei der Eigenwertberechnung der thermal2-
Matrix erreicht wurde. Aufgrund der oben schon beschriebenen Probleme bei der Berechnung der
50 groBten Eigenwerte fehlt hier jedoch die Kurve fiir den TFQMR-Loser. Die entsprechende Kur-
ve fiir MUMPS beginnt erst bei vier Prozessoren. Der Speedup wurde hier nicht beziiglich der Zeit
mit einem Prozessor berechnet sondern beziiglich vier Prozessoren. Dabei sind natiirlich eine deut-
lich geringere Anzahl an Cache-Misses als bei der Berechnung auf einem Prozessor aufgetreten,
weswegen die Kurve auch weit weniger steil verldauft, verglichen mit der Kurve fiir 50 Eigenwerte
bei der kurbel-Matrix.

Die Abbildung zeigt zudem, dass auch bei den Tests mit der thermal2-Matrix mit steigender Pro-
blemgrofle der Speedup fiir MUMPS weiter ansteigt, jedoch stets unterhalb des Speedups von
TFQMR bleibt. Die Ausfiihrungszeiten von MUMPS mit kleiner Anzahl von Prozessoren liegen
ab einer Berechnung von zehn und mehr Eigenwerten weit unter denen, die das Programm mit
TFQMR als Loser benétigt. Je mehr Prozessoren zum Einsatz kommen, desto geringer wirkt sich
der Zeitgewinn aus, was im Grunde an einer schlechten Skalierung der Losungs-Phase von MUMPS
liegen muss, denn diese wird nach einmaliger Ausfithrung der Faktorisierung nur noch aufgerufen.
Auf diesen Sachverhalt wird am Ende dieses Kapitels noch niher eingegangen.
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Abbildung 6.7: Speedup der Eigenwertberechnung fiir Matrix thermal2
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Die Beschreibung der Testlaufe umfasst bis hierhin zunéchst nur die Laufe zur Berechnung grofiter
Eigenwerte von vier der sechs vorgestellten Matrizen, da das Programm dabei meist in der vorgege-
benen Zeit terminiert wurde. Die bisher gesammelten Informationen lassen an dieser Stelle bereits
ein Muster erkennen, wann sich der Einsatz von MUMPS zur Losung der Korrekturgleichung zu
lohnen scheint und wann eher TFQMR benutzt werden sollte.

Als néchstes werden die Ergebnisse der Testlaufe mit der unsymmetrischen fidapm11-Matrix vor-
gestellt.

Bei der Eigenwertberechnung unsymmetrischer Matrizen mit Hilfe des Jacobi-Davidson Programms
treten haufig Probleme auf, da das Jacobi-Davidson-Programm sich nur dann fiir unsymmetrische
Matrizen eignet, wenn deren Spektrum auch reell ist. Sollte ein Eigenwert dennoch einen imaginére
Anteil besitzen wird dieser ignoriert. Das heif3t aber, dass ein Fehler gemacht wird, der anschlie3end
durch eine hohere Genauigkeit im Realteil ausgeglichen werden muss, was die Konvergenz des Ver-
fahrens zum Teil sehr verlangsamt. Damit das Jacobi-Davidson-Programm in diesem Fall iiberhaupt
konvergiert, diirfen die Imaginérteile der Eigenwerte jedoch nur sehr klein sein. Bei grofleren Ima-
ginirteilen, bei vielen unsymmetrischen Matrizen haufig um Faktor 10 oder 100 groBer als deren
Realteil, kann es vorkommen, dass gar keine Konergenz mehr eintritt.

Abbildung 6.8 zeigt die Ausfiihrungszeiten des Jacobi-Davidson-Programms mit beiden Losern zur
Bestimmung der kleinsten Eigenwerte. Bei dieser Berechnung sind keinerlei derartige Probleme
aufgetreten.

Hier ist deutlich ein anderes Verhalten als bei bisherigen Testldufen erkennbar. Mit MUMPS wird
hier nun jeweils mit einem und mit vier Prozessoren der kleinste Eigenwert schneller berechnet
als mit TFQMR. Fiir alle anderen Laufe lagen die Ausfithrungszeiten mit MUMPS stets iiber de-
nen mit TFQMR. Eine mogliche Erkldarung fiir dieses Verhalten ist, dass MUMPS im Gegensatz
zu symmetrischen Matrizen, die unsymmetrischen nicht als eine untere Dreiecksmatrix verwalten
und faktorisieren kann. Hierbei scheint der MUMPS-Loser zur Losung der Korrekturgleichung ein
klares Defizit in seiner Perfomance aufzuzeigen.

In Tabelle 6.3 sind diejenigen Ausfiihrungszeiten der Tests zur Berechnung grofiter Eigenwerte
aufgelistet, die nach einer vorgegebener Zeit von vier Minuten terminiert sind. Wieder einmal tra-
ten sowohl bei der Berechnung eines grofiten Eigenwertes mit TFQMR, als auch bei 50 grofiten
Eigenwerten mit beiden Losern Probleme auf, wie sie fiir die cvybgpl-Matrix bereits beschrie-
ben wurden. Da jeweils der Wert des ersten Eigenwertes stetig anstieg, konnte bei diesen Laufen
keine Konvergenz des Verfahrens eintreten und somit auch keine Zeit gemessen werden. Die Zei-
ten der terminierten Laufe zeigen aber auch hier wieder, dass der Einsatz von MUMPS lidngere
Ausfithrungszeiten bewirkt.

Loser Anz. Proz. || Laufzeit | Laufzeit Laufzeit
1gr. EW | 10 gr. EWe | 50 gr. EW
MUMPS 1 4.05 16.24 -
TFQMR 1 - 15.93 -
MUMPS 4 2.24 4.88 -
TFQMR 4 1.57 2.59 39.03

Tabelle 6.3: Laufzeiten / [s] fiir grofite Eigenwerte der Matrix fidapml 1

Nur schwer interpretierbar waren die Zeiten, die zur Berechnung innerer Eigenwerte der fidapm11-
Matrix benétigt wurden. Zwischen dem grofiten Eigenwert, 1.6984, und dem kleinsten, —(0.5498,
die bereits als Ergebnisse der schon terminierten Testldufe vorlagen, sollten nun bei —0.2683,
0.7727 und bei 1.067 jeweils 10 Eigenwerte bestimmt werden. Die Tabelle 6.4 bildet die dafiir
benétigten Zeiten ab.
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Laufzeiten fuer FIDAPM11 mit 1 und 4 Prozessor(en)
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Abbildung 6.8: Zeiten zur Berechnung der kleinsten Eigenwerte von Matrix fidapm11

Die Ergebnisse zeigen durchweg, dass sich die Eigenwerte bei 75% des Spektrums ziemlich ein-
fach berechnen lassen, andere bei 50% eher schwerer. Die Berechnung der Eigenwerte bei 10% des
Spektrums wurde auf vier Prozessoren nach fiinf Stunden mit beiden Losern nicht terminiert. Ein
Grund dafiir mag sein, dass die Eigenwerte im Inneren sehr geclustert vorliegen, sprich, sich erst
ab der dritten Nachkommastelle stark unterscheiden, sodass iiber viele Jacobi-Davidson-Iterationen
hinweg nur eine sehr langsame Konvergenz der Eigenwerte erzielt wird. Zum anderen kann es auch
vorkommen, dass wihrend der Ausfiihrung des Programms berechnete Zwischenmatrizen komple-
xe Eintrdge besitzen. In diesem Fall kann die Konvergenz des Verfahrens stark abnehmen oder sogar
stagnieren.

Als Fazit der Laufzeitanalyse fiir diese unsymmetrische Matrix kann lediglich eine Aussage getrof-
fen werden, namlich, dass MUMPS allem Anschein nach gro3e Schwierigkeiten bei der Losung der
Korrekturgleichung hat. Deutlich sichtbar ist eine groe Zeitdifferenz speziell zwischen den Laufen
fiir innere Eigenwerte mit MUMPS und TFQMR. Ob dieses Verhalten generell bei der Berechnung
innerer Eigenwerte auftritt, oder vielleicht nur an der Unsymmetrie der Matrix liegt, werden weitere
Testldufe zeigen miissen.

Loser Anz. Proz. Laufzeit Laufzeit Laufzeit
in. EW bei 10% | in. EW bei 50% | in. EW bei 75%

MUMPS 1 - - 43 Min. 56 Sek.
TFQMR 1 - - 10 Min. 51 Sek.
MUMPS 4 - 3 Std. 6 Min. 11 Min.54 Sek.

TFQMR 4 - 1 Std. 2 Min. 2 Min. 52 Sek.
Tabelle 6.4: Laufzeiten fiir innere Eigenwerte der Matrix fidapml 1
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Sehr schwierig gestaltete sich die Berechnung von mehr als einem Eigenwert bei der bloweybl-
Matrix, wobei es hier keinen Unterschied macht, ob kleinste oder grofite Eigenwerte zu bestimmen
waren. Die Tabelle 6.5 zeigt die Ausfiihrungszeiten des Jacobi-Davidson-Programms zur Berech-
nung der jeweils extremsten Eigenwerte der Matrix, die sich ohne jegliche Probleme bestimmen
lieBen.

An beiden Rindern des Spektrums zeigten sich jedoch gleichermaflen bei der Berechnung von
mehr als einem Eigenwert, dass je ein Eigenwert bei 4100 und —100 existiert und alle weiteren
bei +2.8 und —2.8 ganz dicht beieinander liegen. Innerhalb solcher Cluster iiberschneiden sich die
Eigenwerte derart, dass sie nicht mehr unterscheidbar sind, sodass Projektionsverfahren, zu denen
auch das Jacobi-Davidson-Verfahren gehort, keine Konvergenz mehr aufzeigen.

Tabelle 6.6 zeigt die letzten vier Nidherungen bei der Suche nach den zehn kleinsten Eigenwerten.
Die letzte Niherung steht dabei in der Spalte ganz rechts und wurde nach zehn Stunden beim Einsatz
von vier Prozessoren ausgegeben. Das gleiche Verhalten wurde auf der anderen Seite des Spektrums
beobachtet, als die zehn grofiten Eigenwerte der Matrix bestimmt werden sollten, hier dnderte sich
lediglich das Vorzeichen

Laut Beschreibung der Matrix Collection [28] fiihrten Testldufe mit einer friilheren Version eines
Gleichungssystem-Losers fiir diinnbesetzte Matrizen MAS57, der in [9] beschrieben wird, mit dieser
Matrix zu keinem Ergebnis. Deshalb war zu erwarten, dass an einer zu Beginn nicht vorhersehbaren
Stelle auch bei der Eigenwertberechnung Probleme auftreten konnen.

Loser 1Proz./ | 4Proz./ | 1Proz./ | 4 Proz./
1grrEW | 1grrEW | 1kl.EW | 1kl. EW
MUMPS | 0.0365 0.180 0.373 0.183
TFQMR 0.0365 0.184 0.759 0.182
Tabelle 6.5: Laufzeiten / [s] zur Berechnung eines Eigenwertes von Matrix bloweybl
1.EW || -99.986251114504 | -99.986251116256 | -99.986251115968 | -99.986251116128
2.EW -2.812889142039 -2.814493964458 -2.814753021925 -2.812085989682
3.EW -2.816894537345 -2.812639691088 -2.815275676714 | -2.816261643265
4. EW -2.816348992657 -2.814178848863 -2.813525905756 -2.816878114067
5.EW -2.818377167161 -2.818311348353 -2.818309707709 -2.818370896389
6. EW -2.816519971734 -2.816512831593 -2.804767378034 | -2.799025727387
7. EW -2.816302308877 -2.815247748679 -2.807217045748 -2.817293778542
8. EW -2.812882413598 -2.806817929184 | -2.807021759006 -2.814466844875
9. EW -2.783929464118 -2.795881052306 -2.813215250474 | -2.799708139678
10. EW || -2.618139476721 -2.618300235793 -2.618290255459 -2.618093339267

Tabelle 6.6: Die letzten Iterationen bei der Suche nach dem kleinsten Eigenwert von bloweybl
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Wie bereits zu Beginn der Testlauf-Dokumentation erwédhnt wurde, scheint das Jacobi-Davidson-
Programm allgemein Schwierigkeiten zu haben fiir alle zum Testen ausgesuchte Matrizen die kleins-
ten und ganz besonders die im Inneren des Spektrums liegenden Eigenwerte berechnen zu kdnnen.
Man muss jedoch auch dazu sagen, dass die ausgewihlten Matrizen alle schwere Problemstellun-
gen darstellen und sich derart in ihrer Dimension und Struktur unterscheiden, dass im Voraus nicht
absehbar ist, an welchen Stellen bei der Berechnung ihrer Eigenwerte genau Probleme auftreten
konnen.

Die beiden nichsten Tabellen 6.7 und 6.8 zeigen nun noch Laufzeiten, die bei terminierten Testldufen
zur Berechnung von kleinsten Eigenwerten der thermal2-Matrix, sowie von inneren Eigenwerte der
besstk35-Matrix gemessen worden sind.

Anz. Proz. MUMPS TFQMR MUMPS | TFQMR
1 kleinster EW | 1 Kkleinster EW || Speedup | Speedup
1 660.11 989.39 1 1
4 186.65 288.92 3.56 3.42
8 90.57 141.61 7.29 6.99
16 50.6 64.04 13.05 15.45
32 32.67 41.68 20.21 23.74

Tabelle 6.7: Laufzeiten / [s] und Speedup fiir einen kleinsten Eigenwert der Matrix thermal2

Loser Anz. Proz. Laufzeit / [s] Laufzeit / [s] Laufzeit / [s]
in. EW bei 10% | in. EW bei 50% | in. EW bei 75%
MUMPS 1 62.71 518.31 502.17
TFQMR 1 36.19 47.08 22.64
MUMPS 4 6.49 27.17 198.42
TFQMR 4 7.23 19.58 175.43

Tabelle 6.8: Laufzeiten fiir innere Eigenwerte der Matrix besstk35

Die Laufzeiten aus Tabelle 6.8 unterstreichen die Vermutung, auf die bei der fidapmI1-Matrix be-
reits hingewiesen wurde, ndmlich, dass sich der Einsatz des MUMPS-Losers beim Berechnen inne-
rer Eigenwerte gegeniiber TFQMR nicht lohnt. Die gemessenen Ausfiihrungszeiten des Programms
mit MUMPS zeigen bis auf einen einzigen Test massive Zeiteinbullen, wenn MUMPS zum Losen
der Korrekturgleichung eingesetzt wird.

Im Gegensatz dazu scheint der Einsatz des MUMPS-Loser zur Berechnung kleinster Eigenwerten
sinnvoll zu sein. Hier wurden, auch wenn der Speedup mit zunehmender Prozessoranzahl sinkt,
stets bessere Laufzeiten erzielt als beim Einsatz des TFQMR-Losers.
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Laufzeit-Approximationen

Da sich die Berechnung kleinster und innerer Eigenwerte durch die Testldaufe hinweg als sehr
aufwindig erwiesen hat, wurde beschlossen nur noch mit einer grolen Anzahl an Prozessoren diese
Tests durchzufiihren, um eine Aussage dariiber zu erhalten, wie viele Jacobi-Davidson-Iterationen
benotigt werden, um die Eigenwerte bis zu der geforderten Genauigkeit zu berechenen. Die An-
zahl der Jacobi-Davidson-Iterationen dient dabei als eine zuverldssige Messgrofle, da sie relativ
unanbhingig von der Anzahl eingesetzter Prozessoren ist. Im Anschluss werden mit weniger Pro-
zessoren dieselben Testldufe bei gleich eingestellten Parametern durchgefiihrt, wobei jedoch nach
20 Jacobi-Davidson-Iterationen abgebrochen wird. Von den Zeiten der Iterationen, die wihrend des
Programmablaufs ausgegeben werden, wird dann der Mittelwert gebildet. Dieser Wert multipliziert
mit der Anzahl der Iterationen, die zum Erreichen der gewiinschten Genauigkeit notig sind, ergibt
eine ziemlich gute Approximation fiir die Laufzeiten, die fiir weniger Prozessoren notig gewesen
wiren.

Es wurden im Folgenden Testldufe mit einer Wall-Clock-Zeit von jeweils 24 Stunden gestartet,
die mit je 32 Prozessoren von der bcsstk35-, der cvxbgpl- und der kurbel-Matrix alle kleinsten
Eigenwerte berechnen sollten, von der kurbel-Matrix zudem auch die inneren Eigenwerte. Mit 64
Prozessoren bei gleicher Zeit sollten zudem kleinste und innere Eigenwerte der thermal2-Matrix
bestimmt werden.

Selbst beim Einsatz einer derartigen Anzahl von Prozessoren iiber eine Zeit von einem Tag wurden
einige Testlaufe immer noch nicht terminiert, woran zu erkennen ist, dass es sich um nur duflerst
schwer 16sbare Problemstellungen handelt.

Die beiden néachsten Tabellen 6.9 und 6.10 zeigen fiir die thermal2-Matrix die Hochrechnungen
der Laufzeiten zur Bestimmung von zehn und 50 kleinsten Eigenwerten. Wieder eindeutig erkenn-
bar ist hier die Stirke des Jacobi-Davidson-Programms, zusammen mit MUMPS als Loser fiir die
Korrekturgleichung zur Bestimmung der kleinsten Eigenwerte, speziell bei der Ausfithrung auf we-
nigen Prozessoren. So liegt der berechnete Speedup bis hin zu 32 Prozessoren oberhalb des linearen
Speedups, und bei Berechnung mit bis zu acht Prozessoren sogar iiber dem Speedup, der erreicht
wird wenn TFQMR als Léser verwendet wird.

Zur Bestimmung der 50 kleinsten Eigenwerte fiihrte nur noch der Lauf mit MUMPS als Léser zu
einer Konvergenz der Eigenwerte innerhalb der maximal moglichen Rechenzeit von 24 Stunden.
Beim Einsatz von 64 Prozessoren wurde hier das Ergebnis aber auch erst nach einer Wall-Clock-
Zeit von iiber 20 Stunden ausgegeben. Die approximierte Zeit fiir vier Prozessoren liegt bei iiber
einer Woche Rechenzeit. Da auf einem Prozessor nicht ausreichend Speicherplatz vorhanden war,
um dort von der thermal2-Matrix die 50 kleinsten Eigenwerten berechnen zu kénnen, wurde der
Speedup bezogen auf die Laufzeit mit vier Prozessoren.

Auch die Testldufe, die die zehn Eigenwerte aus dem Inneren des Spektrums berechnen sollten, sind
nach 24 Stunden nicht terminiert. Diese Problemstellungen sind derart aufwindig, dass noch mehr
Prozessoren eingesetzt werden miissten, um in der maximal moglichen Rechenzeit von 24 Stunden
auf der JUMP ein entsprechendes Ergebnis zu erzielen.

Ein dhnliches Verhalten wurde bei den selben eingestellten Parametern fiir die kurbel-Matrix fest-

gestellt, was auf die Grofe der Matrix, die Anzahl an Nicht-Null-Elementen und damit auch auf die
Schwierigkeit der Problemstellung zuriickzufiihren ist.
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Anz. Proz. MUMPS TFQMR MUMPS | TFQMR
10 kl. EW (Appr.) | 10 kl. EW (Appr.) || Speedup | Speedup
1 1 Tag 6 Std. 1 Tag 11 Std. 1 1
4 5 Std. 40 Min. 6 Std. 54 Min. 531 5.08
8 4 Std. 6 Min 5 Std. 42 Min. 7.32 6.15
16 1 Std. 36 Min. 1 Std. 40 Min. 18.82 21.09
32 50 Min. 36 Sek. 1 Std. 8 Min. 35.66 31.09
\ 64 | 36Min.50Sek. | 32Min.2Sek. | 4899 | 6566 |

Tabelle 6.9: Laufzeit-Approximationen fiir 10 kleinste Eigenwerte der Matrix thermal2

Anz. Proz. MUMPS MUMPS
50 kl. EW (Appr.) | Speedup
4 7 Tage 13 Std. 4
8 4 Tage 12 Std. 6.69
16 1 Tag 19 Std. 16.99
32 1 Tag 9 Std. 21.8
\ 64 | 20Std.38Min. | 352 |

Tabelle 6.10: Laufzeit-Approximationen fiir 50 kleinste Eigenwerte der Matrix thermal2

Etwas differenzierter gestalten sich die Ergebnisse der Approximationen an die Laufzeiten fiir
kleinste Eigenwerte der Matrizen bcsstk35 und cvxbgpl. Die Tabelle 6.11 zeigt die Ergebnisse der
Annidherungen fiir jeweils einen kleinsten Eigenwert der Matrix bcsstk35 mit beiden zu testenden
Losern. Wie auch fiir die Matrix cvxbgpl wurde das Jacobi-Davidson-Programm mit 32 Prozesso-
ren ausgefiihrt bei einer Wall-Clock-Zeit von 24 Stunden. Als Ergebnis der Laufe war festzustellen,
dass lediglich die Berechnung eines kleinsten Eigenwertes bei beiden Matrizen in dieser Zeit ter-
miniert wurde und zwar nicht durch Erreichen der geforderten Genauigkeit, sondern nur, weil das
Maximum an Iterationen, also 1 000 000, erreicht wurde. Die letzten Niherungen, abgebildet in
Tabelle 6.12 sprechen zwar fiir eine Konvergenz des Verfahrens, jedoch nur eine duflerst langsame.

Anz. Proz. MUMPS TFQMR MUMPS | TFQMR
1Kkl EW (Appr.) | 1kl. EW (Appr.) || Speedup | Speedup
1 23 Std. 45 Min. 5 Tage 11 Std. 1 1
4 7 Std. 24 Min. 1 Tag 7 Std. 3.21 4.75
8 4 Std. 29 Min 15 Std. 46 Min. 5.3 8.34
16 3 Std. 11 Min. 8 Std. 11 Min. 7.41 16.06
\ 32 | 4Std.29Min. | 4Std.48Min. || 53 | 273 |

Tabelle 6.11: Laufzeit-Approximationen fiir einen kleinsten Eigenwert der Matrix bcsstk35

MUMPS Residuum TFQMR Residuum

1kl. EW 1kl. EW
3.252404775325 | .165170773695D+02 || 3.562661054434 | .329113842023D+02
3.252401832779 | .345991488354D+02 || 3.562658029833 | .224523739308D+02
3.252398890192 | .165170499730D+02 || 3.562655005233 | .329113316911D+02
3.252395947660 | .345990914439D+02 || 3.562651980634 | .224523381222D+02
3.252393005069 | .165170225845D+02 || 3.562648956060 | .329112791943D+02
3.252390062522 | .345990340619D+02 || 3.562645931470 | .224523023133D+02

Tabelle 6.12: Die letzten Iterationen bei der Suche nach dem kleinsten Eigenwert von bcsstk35

Deutlich erkennbar ist auch hier wieder, dass TFQMR wesentlich besser skaliert. Die Gesamtlauf-
zeit hingegen fillt bei der Berechnung mit wenigen Prozessoren unter Einsatz des MUMPS-Losers

um einiges geringer aus.
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Noch deutlicher fillt die Tatsache auf, dass es einen Leistungseinbruch bei der Losung des Problems
mit MUMPS gibt, wenn mehr als 16 Prozessoren eingesetzt werden. Dieses Phanomen ist wahrend
den Testldufen des Ofteren aufgetreten und wurde aufgrund dessen auch speziell noch untersucht.
Im nichsten Teil dieses Kapitels wird gezeigt, dass die Losungs-Phase von MUMPS, auch wenn
zeitlich nur gering bemerkbar, unter Einsatz von mehr als 8 Prozessoren einen Geschwindigkeits-
verlust hinnehmen muss.

Bei den meisten Beispielen ist dieses Verhalten nicht so extrem aufgefallen, da viele der betrachteten
Testlaufe mit weit weniger als 1000 Jacobi-Davidson-Iterationen auskamen. Bei der Berechnung fiir
einen kleinsten Eigenwert der beiden Matrizen, besstk35 und cvxbgpl, wurden jedoch jedesmal die
maximal moéglichen 1 000 000 Jacobi-Davidson-Iterationen durchgefiihrt, bis die dann derzeitige
Eigenwertndherungen ausgegeben wurden. Dies ist darauf zurtickzufiihren, dass eine Iteration im
Durchschnitt nur etwas mehr als eine hundertstel Sekunde zur Ausfithrung benétigte, da die Matri-
zen von relativ kleiner Dimension und niedrigem Besetzungsgrad sind. Da aber nun in jeder dieser
Iterationen auch der Anzahl an Unterraum-Erweiterungen entsprechend oft die Korrekturgleichung
gelost werden muss, wird auch in jeder dieser Iterationen die Losungs-Phase von MUMPS einmal
aufgerufen. Da, wie oben bereits erwéhnt, bei hoher Prozessorzahl die Losungs-Phase von MUMPS
an Geschwindigkeit verliert, ist damit zu erkldren, warum ein riickldufiger Speedup bei der Suche
nach einem kleinsten Eigenwert der beiden Matrizen, bcsstk35 und cvxbgpl, mit MUMPS zu ver-
zeichnen ist, je mehr Prozessoren zum Einsatz kommen.
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Die Laufzeiten der drei MUMPS-Phasen

In Kapitel 4.3 wurde bereits darauf hingewiesen, dass es sich als sinnvoll erweist, die Faktorisierung
der linken Seite der Korrekturgleichung (A — 6I) nur einmal zu Beginn des Jacobi-Davidson-
Algorithmus mit der ersten Eigenwertndherung 6 durchzufiihren, auch wenn man dadurch mit einer
fehlerbehafteten linken Seite spitere Losungs-Phasen durchlaufen muss.

Die Abbildung 6.9 zeigt die Zeiten der einzelnen MUMPS-Phasen bei drei der Testmatrizen mit
unterschiedlicher Grée und beim Einsatz von unterschiedlicher Anzahl an Prozessoren. Man sieht
hier ganz deutlich, dass im giinstigsten Fall ungefihr ein Faktor 1000 zwischen der Zeit fiir eine
Faktorisierungs- und der fiir eine Losungs-Phase liegt. Sprich eine einzige Faktorisierung miiss-
te mindestens den selben Gewinn, also eine Verbesserung des Ergebnisses erzielen, wie 1000
Losungsphasen. Tests haben gezeigt, dass dieser Fall nie eintritt. Aus diesem Grund wurde auf wei-
tere Faktorisierungen des MUMPS-Losers wihrend der Ausfithrung des Jacobi-Davidson-Programms
verzichtet. Je grofler die Matrix wird, desto grofler wird dieser Zeitunterschied der MUMPS-Phasen.
Wihrend die Zeiten fiir eine Faktorisierung der Matrix relativ zur Matrixgrofle ansteigt, bleiben die
Zeiten der Losungs-Phasen nahezu identisch klein. Auch dieser Aspekt spricht speziell bei der Be-
rechnung grofler Matrizen gegen einen weitere Ausfithrung der Faktorisierungs-Phase von MUMPS
wihrend des Programmablaufs.

Wihrend der Laufzeit-Analyse der drei MUMPS-Phasen ist ein Aspekt negativ aufgefallen, der
auch wihrend den Testldufen zur Eigenwertberechnung bereits angesprochen wurde, namlich, dass
mit zunehmender Anzahl an Prozessoren die Zeit fiir die Losungsphase ansteigt. Dies spricht fiir
eine duflerst schlechte Skalierung dieser MUMPS-Phase. Der entsprechende Speedup der einzelnen
Phasen fiir die drei Matrizen bcsstk35, kurbel und thermal2 ist in der Grafik 6.10 gegen die Anzahl
der eingesetzten Prozessoren aufgetragen worden.

Wihrend die Analyse- und die Faktorisierungs-Phase bis zum Einsatz von acht Prozessoren zum
Teil noch linearen oder gar superlinearen Speedup aufweisen, zeigt sich hier ganz deutlich die
schlechte Skalierung der Losungs-Phase von MUMPS.

Literatur beziiglich Performance-Tests mit dem MUMPS-Loser ist nur wenig vorhanden. Die Bei-
trige, die man jedoch findet haben stets MUMPS mit allen drei Phasen gleichzeitig getestet, und
kamen dann zu Ergebnissen, die besagen, dass bis zu einer Anzahl von vier oder acht Prozesso-
ren der MUMPS-Loser eine gute Skalierung aufweist, bei mehr Prozessoren aber zum Teil sogar
langsamer wird. Die Abbildung 6.11 bestitigt genau diese Aussagen. Eine realtiv gute Skalierung
ist bis maximal acht Prozessoren zu erkennen fiir die bcsstk35- und die thermal-Matrix. Bei der
kurbel-Matrix wird lediglich bis zu vier Prozessoren ausreichend gut skaliert.
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Schlusswort zu den Testldufen

Das zu erreichende Ziel der Testldufe mit dem Jacobi-Davidson-Programm unter Einsatz der bei-
den Gleichungssystemloser MUMPS und TFQMR war, kiinftigen Benutzern der Eigenwertloser-
Bibliothek im Voraus sagen zu konnen fiir welche Aufgabenstellungen sich die Verwendung des
einen oder des anderen Losers besser eignet.

Uber die Testldufe hinweg hat sich mit der Zeit ein klares Muster abgebildet, wann der Loser
MUMPS zur Losung der Korrekturgleichung dem TFQMR-Léser vorgezogen werden sollte.

MUMPS lohnt sich vor allem bei der Berechnung grofiter Eigenwerte, wenn die Problemgrofie
ausreichend hoch ist, sprich, bei Matrizen, deren Dimension mindestens 50 000 entspricht und
von der mindestens zehn Eigenwerte bestimmt werden sollen. Je grofer die Matrix und je mehr
Eigenwerte bestimmt werden, desto iiberlegener wird der MUMPS-Loser.

Dabei sollten bei den Berechnungen der Eigenwerte jedoch nicht mehr als acht Prozessoren fiir
sehr grofle und nicht mehr als vier Prozessoren fiir kleinere Matrizen eingesetzt werden, da mit
steigender Anzahl von Prozessoren stets ein geringerer Vorteil von MUMPS gegeniiber TFQMR zu
beobachten war.

Einen weiteren Leistungszuwachs erhilt das Jacobi-Davidson-Programm unter Einsatz von MUMPS
wenn speziell die kleinsten Eigenwerte einer Matrix berechnet werden sollen.

Die Zeitmessungen zur Berechnung innerer Eigenwerte und Eigenwerte von unsymmetrischen
Matrizen ergab ein ganz anderes Ergebnis. Hier lagen die Ausfiihrungszeiten mit TFQMR als
Gleichungssystem-Loser immer weit unter denen, die mit MUMPS gemessen wurden.

Die Untersuchungen, die mit dem Programm unter Verwendung der beiden unterschiedlichen Losern
durchgefiihrt wurden fanden alle an ganz speziellen Matrizen statt, jeweils mit unterschiedlichen Di-
mensionen und Strukturen. Deshalb kénnen die oben genannten Ergebnisse lediglich als Leitfaden
genutzt werden, nicht aber als allgemeingiiltige Aussagen, besonders die Ergebnisse zu unsymme-
trischen Matrizen, denn fiir diese gab es nur sehr wenige Tests.






Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Ziel dieser Diplomarbeit war die Erweiterung eines Moduls, innerhalb des bestehenden parallelen
Jacobi-Davidson-Programms, zur Losung der Korrekturgleichung um den direkten Multifrontal-
Loser MUMPS.

Die durchgefiihrten Tests des Programms nach der Einbindung des neuen Losers haben gezeigt, dass
unter gewissen Voraussetzungen wesentliche Verbesserungen beziiglich der benotigten Rechenzeit
zu erzielen sind, wenn dieser Loser statt dem CG-artigen TFQMR eingesetzt wird. Speziell bei
der Berechnung kleinster Eigenwerte und bei der Suche nach vielen grofiten Eigenwerten hochdi-
mensionierter Matrizen konnten die bendtigten Rechenzeiten zum Teil drastisch gesenkt werden,
hauptsichlich jedoch, wenn gleichzeitig auch nur eine geringe Anzahl von Prozessoren zur Losung
des Problems eingesetzt wurden.

Die Berechnung von Eigenwerten aus dem Inneren des Spektrums macht trotz Einbindung eines
direkten Losers immer noch Probleme, hier sind weitere Untersuchungen des Jacobi-Davidson-
Programms notwenig, gegebenenfalls auch noch die Einbindung weiterer stabiler Loser-Routinen.

Bei der MUMPS-Version, die in das bestehende Eigenwert-Programm eingebunden wurde, handelt
es sich um die Version, die mit reellen Werten und doppelter Genauigkeit rechnet. Eine weitere
Version, die es zulidsst Gleichungssysteme mit komplexen Eintrigen zu 16sen konnte im Zuge einer
Weiterentwicklung des Jacobi-Davidson-Programms, die es ermdglicht auch Eigenwerte allgemei-
ner unsymmetrischer Matrizen zu berechnen, mit in das Programm einflieBen.
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Anhang A

Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel werden nun anschlieBend noch einige mathematische Grundlagen beschrieben,
die in den vorangegangenen Kapiteln benétigt wurden. Fiir einen ausfiihrlichen Uberblick zum
Thema Lineare Algebra siche [17] und fiir weitere Informationen zur numerischen Mathematik
siehe [15], [16].

A.1 Allgemeines zu Vektoren

Definition A.2. Seien x,y € R™ zwei reelle Vektoren, dann nennt man:

m
<zy>=> wiy
=1

Skalarprodukt der Vektoren = und y.

Seien u,v € C™ zwei komplexe Vektoren, dann nennt man:

m
<u,v>= E U;V;
=1

Skalarprodukt der Vektoren w und v, wobei u; die komplex konjugierte Komponente von u; be-
schreibt.

Definition A.3. Die 2er-Norm, die auch euklidische Norm genannt wird, hat folgende Gestalt:

Izl = V< x,z >

Sie beschreibt die Linge eines Vektors x im euklidischen Raum.
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A.4 Eigenschaften von Matrizen

Definition A.5. Eine Matrix A € R™ "™ heif3t genau dann symmetrisch, wenn sie gleich ihrer

Transponierten ist:
A= AT

Definition A.6. Sei A € R™*" eine Matrix, dann heifst A genau dann anti- oder schiefsymmetrisch,
wenn gilt:

A=-AT

Definition A.7. Eine Matrix A € R™*"™ heifit orthogonal, falls gilt:
ATA=F
mit der transponierten Matrix AT und der Einheitsmatrix E.

Bemerkung A.8. Folgende Aussagen sind dquivalent:
o A ist eine orthogonale Matrix

e Die Zeilen- und Spaltenvektoren a\?) von A bilden ein Orthonormalsystem beziiglich des Ska-
larprodukts im R"™, sprich:

1 firi=j

@) ,0) ~— 5. —
<av.a >_6”_{0 sonst

}Vi,j =1,..n
o AAT = E, das heifpt, AAT = AT A
o A ist invertierbar und es gilt: A™1 = AT

Definition A.9. Eine n x n Matrix A heift positiv definit, falls gilt:

<z,Ar> >0 Vz#0

Mochte man die Definition verallgemeinern, sodass man sie auch auf den komplexen Zahlenbereich
anwenden kann, so definiert man eine Matrix als positiv definit, wenn gilt:

Re(< z,Ax>) > 0 Va#0

Bemerkung A.10. Folgende Aussagen sind dquivalent:
o A ist positiv definit
e A hat nur positive Eigenwerte
o A ist invertierbar und A=V ist ebenfalls positiv definit

Bezeichnung A.11. Neben den klassischen und geliufigen Besetzungsarten fiir Matrizen, wie un-
tere und obere Dreiecksmatrix, oder Bandmatrix, will hier noch folgende genannt sein, die soge-
nannte Sparse-Matrix. Wie der Name Sparse (dt. spdrlich) schon besagt, handelt es sich hierbei um
diinnbesetzte Matrizen.
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A.12 Eigenwerte und Ritzwerte

Definition A.13. Seien A € R™*"™ eine Matrix, u € R™, u # 0 ein Vektor und \ ein Skalar, die die
Gleichung
Au = u

erfiillen, so nennt man \ Eigenwert und u Eigenvektor der Matrix A. Zusammengefasst zu (A, u)
heifsen sie auch Eigenpaar.

Bemerkung A.14. Die Eigenwerte von A entsprechen den Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms

det(\I — A) =0

Bezeichnung A.15. Seien A € R™*" eine Matrix, 6 € R eine Niherung fiir den Eigenwert A und
y € R™ y # 0 eine Ndherung fiir den zugehirigen Eigenvektor u der Matrix A, dann bezeichnet
man mit

r= Ay — 0y

das Residuum des gendiherten Eigenpaars.

Fiir numerische Berechnungen von Eigenwerten grofler Matrizen, werden hédufig Unterraumtechni-
ken angewandt, um das betrachtete Problem zu vereinfachen. Dazu folgendes:

Definition A.16. U C R" heifit Unterraum des R", falls gilt:
o U#0
e x+yclU Va,yeU (Additivitit)
e a-zc€U VzeUaécR (Homogenitit)

Zudem muss man beachten, dass ein Unterraum durch seine Basis festgelegt wird, die folgender-
malen definiert ist:

Definition A.17. Seien U C R" ein Unterraum und u; € R" miti = 1, ..,k und k < n Vektoren,
dann heifit uy, .., uy Basis des Unterraums U, falls:

o die Vektoren u; linear unabhdiingig sind und
k
e die lineare Hiille L = {Z oug, o ER =1, ..,k} =U ist

i=1
Desweiteren wird mit dim(U) = k die Dimension des Unterraums bezeichnet.

Viele iterative Loser linearer Gleichungssysteme nennt man auch Unterraumverfahren, weil sie das
gestellte Problem in Unterrdume projizieren. Zu ihnen gehoren gewisse lineare Teilrdiume des C”,
die sogenannten Krylov-Ridume.

Definition A.18. Sei dazu eine quadratische Matrix A € C"*"™ gegeben, sowie ein Vektor q € C",
dann ist der Krylov-Raum von A itiber q definiert als:

K (A, q) = span [q,Aq, ..,Am_lq] , m>1, KyAq) ={0}
Der Vektor q wird dabei als Startvektor der Krylov-Sequenz bezeichnet.
Bemerkung A.19. Seient € C" ein Vektor und U C C" ein Unterraum, und es gelte:
tlu VYueU

so schreibt man
t1l U
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und definiert
Ut ={teC": t LU}

als orthogonales Komplement des Unterraums U.

Reprisentiert Ay, eine Projektion von einer Matrix A auf einen niederdimensionalen Unterraum U,
so nennt man die Eigenwerte von Ay, Ritzwerte der Matrix A im Bezug auf den Unterraum U.

Definition A.20. Seien U C R" ein Unterraum, A € R™*"™ eine Matrix, z € U, z # 0 ein Vektor
und ein 0 € C ein Skalar, die die Ritz-Galerkin-Bedingung:

Az -0z 1 U

erfiillen, dann nennt man 0 Ritzwert und z Ritzvektor zu A beziiglich des Unterraums U. (0, z) ist
dann das entsprechende Ritzpaar.

Bei Eigenwertberechnungen kommt es zum Teil vor, dass man Eigenwerte aus dem Inneren des
Spektrums berechnen muss. Diese werden iiber sogenannte harmonische Ritzwerte bestimmt.

Definition A.21. Seien U C R"™ ein Unterraum, A € R"* " eine Matrix, 0 € C ein Skalar, dann
ist @ genau dann ein harmonischer Ritzwert von A beziiglich des Unterraums U, wenn 0~ ein
Ritzwert von A" in Bezug auf den Unterraum U ist.
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