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Zusammenfassung

In unterschiedlichen Bereichen der Natur- und Ingeniessenschaften treten immer wieder Pro-
bleme auf, die die Berechnung von Eigenwerten grof3er umhlzisetzter Matrizen erfordern.
Haufig sind dabei nicht alle Eigenwerte einer Matrix vorehasse, sondern nur die grof3ten oder
kleinsten Eigenwerte, beziehungsweise die Eigenwerteinemdestimmten Wert herum.
Projektionsverfahren, wie zum Beispiel das Jacobi-Danegerfahren, stellen genau diese Moglich-
keit zur Verfigung. Dazu wird das gegebene Eigenwertprobtunachst in einen Unterraum klei-
nerer Dimension projiziert, in dem daraufhin Eigenwerta Wigenvektoren bestimmt werden.
Diese Eigenwerte und -vektoren sind dann sogenannte Riewed Ritzvektoren der urspriingli-
chen Matrix, also Annaherungen an die gesuchte LosuregseDdApproximationen werden in jedem
Durchlauf des Jacobi-Davidson-Algorithmus stetig veskeeis Der Vektor, zur Erweiterung des Un-
terraums, wird jeweils durch Losen eines linearen Gleigissystems, der sogenannten Korrektur-
gleichung, bestimmt.

Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurde zur Losung der Kotneteichung ein weiterer Gleichungs-
systemloser zu dem Loser-Modul des bestehenden paralleicobi-Davidson-Programms hinzu-
gefugt. Dieser Loser, MUMPS, ist ein direktes Verfahren zosung linearer Gleichungssysteme
und basiert auf der Multifrontal-Methode. Durch die Eirthimg der neuen Loser-Routine konnte
unter gewissen Voraussetzungen die Berechnung der Eigenbeschleunigt werden.

Abstract

In different areas of the natural sciences and engineeienses appear over and over again the
problems which require the calculation of eigenvalues gfdaand sparsely populated matrices.
Besides, often not all eigenvalues of a matrix, but only tiggédst or smallest eigenvalues, or the
eigenvalues round a certain value are of interest. Projegiiocedures, as for example the Jacobi-
Davidson-procedure, make available exactly this possibHirst the given eigenvalue problem is
projected in a subspace of smaller dimension in which as @tregenvalues and eigenvectors
are determined. These eigenvalues and eigenvectors asdled-itz values and ritz vectors of the
original matrix, so approaches to the solution in requebesE approximations are improved in
every run of the Jacobi-Davidson-algorithm steadily. Thetwr, to the extension of the subspace,
is determined in each case by solving a linear system of emsathe so-called correction equation.

On the occasion of this dissertation it was added anotheesébr the solution of the correction
equation to the module of solvers of the existing parallebbaDavidson-program. This solver,
MUMPS, is a direct procedure for the solution of systems mdédir equations and is based on the
multifrontal-method. The calculation of the eigenvaluesld be accelerated under certain conditi-
ons by the integration of thit new solver.






Kapitel 1

Einleitung

In der Natur- und der Ingenieurwissenschaft missen aervigtellen numerische Berechnungen
von Eigenwerten grofRer, diinnbesetzter Matrizen durctngefverden. Sind dabei die Eigenwerte
an den Randern des Spektrums, sprich die grofdten oderstdai von Interesse, so stehen eine
Vielzahl von Algorithmen zur Verfigung, um diese zu erglitt Schwieriger wird es, wenn die
Eigenwerte aus dem Inneren des Spektrums berechnet westlen, glenn dafur existieren nur
wenige geeignete Verfahren. Ein grol3er Fortschritt audadie Gebiet lieferte die Entwicklung der
Jacobi-Davidson-Methode mit normalen, beziehungsweiséammonischen Ritzwerten. Hiermit
lassen sich haufig sehr gute Naherungen fur die gewters&tigenwerte bestimmen.

Da es wegen der hohen Komplexitat der Probleme oftmals miglglich ist, die Berechnungen
auf einem seriellen Rechner durchzufiihren, wurde in deztele Jahren innerhalb des Forschungs-
zentrums Jilich eine parallele Implementierung des Jdeabidson-Verfahrens vorgenommen,
welche daraufhin auf den Supercomputer JUMP portiert wurde

Um die gesuchten Eigenwerte zu bestimmen, wird innerhahldeobi-Davidson-Algorithmus das
Ausgangsproblem zunachst in einen kleineren Unterrawjizjgrt, da die Eigenpaare des proji-
zierten Problems weitaus einfacher zu berechnen sind. Wi Hieser berechneten Eigenpaare
konnen anschlieRend Approximationen fur die Eigenpdarseurspriinglichen Problems bestimmt
werden. Innerhalb dieses Algorithmus wird der oben besbkne Unterraum nach und nach er-
weitert in Abhangigkeit von der Losung einer sogenanterrekturgleichung.

Die Korrekturgleichung entspricht dabei einem lineareri€iungssystem, zu dessen Losung bis-
her Ubliche, bekannte Verfahren gebraucht wurden, dieaipiti€l 2 vorgestellt werden.

Die Losung der Korrekturgleichung tibt dabei einen searksn Einfluss auf die Konvergenzge-
schwindigkeit des gesamten Jacobi-Davidson-Verfahress da haufig mit sehr grof3en, diinnbe-
setzten Matrizen gerechnet werden muss. Aus diesem Grued igberaus wichtig, zur Losung
dieser Korrekturgleichung einen passenden und effektiveer zu verwenden.

Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurde deshalb zu den bishewnéghibaren Losern ein weiterer
hinzugefugt, der sogenannte Sparse-Matrix-SoMEIMPS der speziell zur Losung grolRer Glei-
chungssysteme mit diinnbesetzten Ausgangsmatrizenoietiwwurde. Der Nam&UMPS steht
dabei furMUltifrontal Massively Parallel Solversprich fur einen Loser, der auf der Multifrontal-
Methode basiert, und speziell fur die Berechnung mittelsafelrechnern ausgelegt ist. In Kapitel
2.3 wird ausfuhrlich auf das Prinzip der Multifrontal-Meide eingegangen.

Im Anschluss daran gibt das Kapitel 3 eingberblick ilber das Konzept des Jacobi-Davidson-
Algorithmus. Kapitel 4 beschatftigt sich schliel3lich méarcEinbindung des Multifrontal-Losers in
das bestehende Eigenwertprogramm. Ob sich die Integrdésmeuen Losers MUMPS positiv
auf die Konvergenzgeschwindigkeit des Jacobi-Davidsmmgamms ausgewirkt hat, wird anhand
einiger Beispiele im Kapitel 6 diskutiert.






Kapitel 2

Verfahren zur L osung linearer
Gleichungssysteme

In diesem Kapitel werden nun verschiedene Verfahren zsuhg linearer Gleichungssysteme der
Art:

Az =b mit Ae R undb e R" (2.1)

vorgestellt. Begonnen wird dabei mit klassischen direkiésern, wie der LU-Faktorisierung, so-
wie der Cholesky-Zerlegung. Beide Verfahren beruhen auGadi3elimination (siehe auch [16]).
Einen Ausblick auf gangige iterative Verfahren gibt deraddfolgende Teil, Kapitel 2.2. Mit diesen
Methoden lasst sich die Losung des oben gezeigten Glegsdsystems zwar nicht direkt bestim-
men, aber oftmals gut approximieren. In Kapitel 2.3 wirdligflich die Multifrontal-Methode be-
schrieben. Im Rahmen dieser Diplomarbeit sollte diese bihn das Jacobi-Davidson-Programm
eingefuigt wurde, um dort das Losen von Gleichungssysterndibernehmen.

2.1 Direkte Loser

Im Allgemeinen werden direkte Methoden bei dichtbesetoger bandstrukturierten Matrizef
des zu ldsenden Gleichungssystems eingesetzt. Ist diemdymtrix dagegen eher dinnbesetzt und
zusatzlich noch unregelmafiig strukturiert, so existiawveitaus effektivere Verfahren. Auf Proble-
me, die bei direkten Losern fur solche Matrizen auftrdk@nnen, wird an spaterer Stelle eingegan-
gen. Zwei klassische direkte Verfahren werden nun im Falgarvorgestellt.

Die klassische LU-Zerlegung

Um mit diesem Verfahren das Systetn = b mit A € R™*"™ undb € R™ zu ldsen, muss zunachst
fur die Matrix A einmal eine Gaul3elimination durchgefiihrt werden. Dadwhalt man furA
folgende Zerlegung:

A=LU

Es wird dabei vorausgesetzt, dass wahrend der Elimin&gonDiagonalelement gleich Null auf-
tritt. Sollte dies dennoch passieren, missen Zeilen ggiglteh vertauscht werden, dazu aber spater.
Die Zerlegung der Matrix4 wird LU-Zerlegung oder auch LU-Faktorisierung genanntpeid.
eine untere Dreiecksmatrix mit Diagonale 1 ufideine obere Dreiecksmatrix darstellt. Das ur-
sprungliche Losungssystem lasst sich nun auch schrailse

LUx =b

Losungsmethode nach LU-Zerlegung:
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e Lose zuerstLy = b und danactUVx = y.
e Dann istz genau die gesuchte Losung, denn es gilt:

b=Ly=LUxr = Ax

e Das Losen vorUx = y erfolgt dabei durch Ruckwartssubstitution, dennst obere Drei-
ecksmatrix.

e Mit L als untere Dreiecksmatrix l6st maty = b durch Vorwartssubstitution.

Zum Vergleich ist eine Gegenuberstellung des Aufwandsudgsriinglichen Gaul3elimination ge-
genluber dem Aufwand der LU-Zerlegung aufgefuhrt, wolei ufwand gemessen wird anhand
der Anzahl von Floating-Point-Operationen:

e Az = b mittels der gangigen Gauf3elimination hat einen Aufwand@telnung~ §n3
e L, U zu bestimmen mittels Gaul3elimination hat gleiche Ordnur@z?’
e LUz = b zu bestimmen jedoch nur einen Aufwand der Ordnungjn?

Anhand dieser Aufstellung ist deutlich zu erkennen, dass médtels LU-Zerlegung die Losung
fur mehrere unterschiedliche rechte Seitesehr einfach erhalten kann, da die Matrfixdazu nur
einmal inL undU zerlegt werden muss.

Wie oben schon angesprochen gelingt die LU-Zerlegung nemmwm Zuge der Elimination kei-
nes der Diagonalelemente gleich Null wird. Dies kann jeddicibeliebig regulare Matrizen nicht
vorausgesetzt werden. Abhilfe schafft ein passender @aillsch vor der Elimination einer Spalte.
Dieser Zeilentausch erfolgt durch Multiplikation mit eirfeermutationsmatrix’, wobei PA einen
Austausch entsprechender Zeilen uhif einen Austausch entsprechender Spalten hervorruft. Es
laRt sich zeigen, dass, werhe R™*™ regular ist, es Permutationdf, mit k = 1,...,n — 1 gibt,

so dass mit der Permutationsmaitx= P, 1 - ... - P; gilt:

PA=LU

Dabei istL wieder eine untere Dreiecksmatrix mit Diagonale 1 uh@bere Dreiecksmatrix. Es
folgt daraus fur die Losung des linearen Gleichungssyste

Ax = b
& PAx = Pb
& LUx = Pb

Nach der oben beschriebenen Methode hat man nun fur leliegulare Matrizen erreicht, dass

wahrend der Elimination der Spalten kein Diagonalelengggith Null ist.

Die sogenannte Spalten-Pivot-Suche geht noch ein wenigerv&o werden entsprechende Zei-
len der Matrix derart getauscht, dass anschlieBend nigahdtein Element ungleich Null auf der

Diagonalen steht, sondern das betragsgrof3te Elemenpdte SAnstelle der Spaltenpivotstrategie
mit Zeilentausch kann auch eine Zeilenpivotstrategie p@t®ntausch durchgefuhrt werden, beide
Strategien erfordern im schlimmsten F&l(n?) zusatzliche Operationen. Ausfuhrlich wird in [15]

auf diese Methode eingegangen.

Zu Beginn des Kapitels wurde schon angemerkt, dass direktbhdden ungeeignet sind, um eine
dinnbesetzte MatriXd zu faktorisieren. Der Grund dafir ist der, dass die Vedahricht zwischen
Null- und Nicht-Null-Eintragen in der Systemmatrix urgeheiden, und somit unabhangig von der
Besetzung der Matrix immer die selbe Menge an Operationeshilihren. Das hat zur Folge, dass
Berechnungen fur Null-Eintrage ausgefuhrt werden, afiviman solche Berechnungen vermeiden
sollte. Schlie3lich lauft dies darauf hinaus, dass diemggénen Faktore und U in der Regel
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nicht dinnbesetzt sind. Dieses Auffullen der Faktorerelmnet man gewohnlich algill-In“-
Effekt. Je grofRer dabei die zu faktorisierende Mattiist, desto schwerwiegender wirkt sich dieser
Effekt negativ auf die Effizienz des Verfahrens aus. Je naehdd des Fill-Ins kdbnnen zusatzlich
Speicherplatzprobleme auftreten, da die Matrizen arefgé@hid nicht mehr diinnbesetzt sind.

Die Cholesky-Zerlegung

Die Cholesky-Zerlegung wird im Folgenden sehr ausfuhrlieschrieben, da sie die Basis der in
Kapitel 2.3 beschriebenen Multifrontal-Methode bildeig @viederum das Kernstick dieser Di-
plomarbeit darstellt.

Um mit der Cholesky-Zerlegung ein lineares Gleichungssystier Form (2.1) losen zu kdnnen,
muss A eine symmetrisch positiv definite Matrix sein. Fir zubéle Informationen beziglich
dieser Methode siehe auch [16].

Die Matrix A kann wegen ihrer Symmetrie wie folgt dargestellt werden:

a1 a1 v Gpd
A A — a1
: RM

an,1

Da A" zusatzlich positiv definit ist, gilt auch; ; > 0, sodass an dieser Stelle auch kein Zei-
lentausch vorgenommen werden muss. Betrachtet man nunadiBeBmination fir diese Matrix
AWM so wird zunachst durch linksseitiges MultiplizierenexiMatrix L; die Elimination der ersten
Spalte vonA(!) eingeleitet. Daraus ergibt sich:

a1l 621t G

(1) _
LA 0

0
Wird auerdem mit der MatriX.? von rechts multipliziert, so erhalt man aus Symmetriegean
eine Matrix, deren erste Zeile und erste Spalte bis auf dagddialelement; ; eliminiert wurden:

a1 a1 vt Gt 1 —lop - —lya ag 0 - 0
A® =1, A0 LT = ! ! |

: R® : R®

0 1 0

Die Matrix A ist nun wieder eine symmetrische Matrix, denn es gilt:
(AT — (L AOLTYT — [ AOTLT = [ AT = 4@
Des Weiteren lasst sich auch zeigen, dass die Malttk positiv definit ist, denn:
<z, APz > = xTLlA(l)L{a: = (L{{L’)TA(D(L{QL’) = 7AWy =<y, AWy >

Mit y = LTz und LT regular, folgt aus: # 0 auchy # 0 und zusammen mit der Voraussetzung,
dassA symmetrisch positiv definit ist, erhalt man zuletzt:

< :L',A(2)l’ > =< y,A(l)y >> 0
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Mit diesen Erkenntnissen, erfiillt die Matri¥?) die gleichen Voraussetzungen wie die Mat#i¥),
so dass nun inl(?) analog die zweite Zeile und Spalte eliminiert werden kinne

a11 0 0
AB) = LA LT = L, AOLTIT = | ¢
S REB)
0 0

Sind gleichermalR3en — 1 Schritte abgearbeitet, so erhalt man folgende Darsigliiner Diago-
nalmatrix:

Ln_l...LlA(l)LlT...Lg_l —
(n)

Gn,n
Die DiagonalmatrixD bildet mit nur positiven Diagonalelementen ebenfalls eip@metrisch po-
sitiv definite Matrix.
Somit lasst sickd nun schreiben als:

A=Li' ol )t )t

Da fur alle regularen Matrizen! € R™*" gilt, dass(M7T)~! = (M~1)T, kann man die Matrix
rechts vonD nun umschreiben zu:

(LI ) =

n—1

yoahHr =@ttt =17

n—1

Zusammengefasst ist nun die Matrix darstellbar durch:

A=LDLT
wobei L eine untere Dreiecksmatrix mit 1 auf der Diagonalen resmtisrt. Diese Zerlegung der
Matrix A wird auchrationale Cholesky Zerlegungenannt.

Eine andere Art der Darstellung wird moglich, wenn die Diagimatrix noch mit in die Faktor-
matrix einfliel3t. Da die Diagonalmatri® nur Diagonalelemente grof3er Null enthalt, lasst sik sic
folgendermaf3en umformen:

dy Vi Vdi
D= - = o - = EET
dp Vi, Vi,

Schliel3lich erhalt man fur die MatriX die allgemein bekannte Darstellung d&nolesky- Faktori-
sierungmit L als untere Dreiecksmatrix:

A=LEE"L" =LL" ,L=LE
In der Praxis wird jedoch meist eine andere Form, die nicht mehr an die ledegung erinnert,

verwendet. Die Voraussetzung fur die Matrixbleibt identisch, sodass gefordert wird, dass
R™ " symmetrisch positiv definit mit = LL” ist, wobei:
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h i1
la1 lao
o =l o ; it
ln,l ln,2 ln,n
12,1 l272
@@= : |ert und L®=]|: -. c R(—1)x(n-1)
lna ln2  lon

Die Matrix A lasst sich also mit der Erkenntnis, dass= LL7T ist, darstellen als:

a1 a1 v Gpi ligy 0 -~ 0 g lon - pa
a1 T lan 0
RO - | L@ ; @7
Gn,1 ln,l 0
lil lialan -+ il
1111
A 1,121

L@@t @7
li1ln 1

Fuhrt man einen Koeffizientenvergleich der beiden Matridarch, lasst sich leicht erkennen, dass
fur j = 2,--- ,n Folgendes gilt:

P
Bi=ay = hi=a;
a/j71

V/a1,1

Die erste Spalte der Faktor-Matrik ist damit bestimmt, jedoch bleibt die Submatiix? noch
unbekannt. Da aber

haljn = L=

4@ .— @@ _ g@ _ 2T

af/z =ap —lialey fUr g, k>2

gilt, lasst sich nun aud® auf die gleiche Art und Weise die erste Spalte Vo, also die zweite
Spalte vonL berechnen. Diese Methode kann schlie3lich so lange duidgeverden, bis die
gesamte Matrix. bestimmt ist.

Der p-te Schritt des Verfahren kann nun wie folgt dargestelltdeer
Zur Berechnung der p-ten Spalte vén

l = a
S (22)
iy = 72 fir j = p+l.n

Zur Berechnung der Elemente der noch zu faktorisierendemimvia®+1:

+1 o
afk b= “gﬁz—limlkm fir 7 = p+1,---,n (2.3)

k= p+177]
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Ist die Matrix A schlieBlich im Ganzen faktorisiert, sodads= LL” gilt, kann zur Losung des
Gleichungssystemdx = b wie gewohnt vorgegangen werden.

Ar=LLTz =b
wird wie bei der LU-Zerlegung in zwei Schritten geldst:
Ly=5b durch Vorwartssubstitution

LTz =y  durch Ruckwartssubstitution

Bezuglich des Aufwands sei hier angemerkt, dass diesatiéiCholesky-Zerlegung in etwa halb
so grol3 ist, wie der Aufwand fur die LU-Zerlegung, néml'r@hén?’ Operationen. Der verringerte
Aufwand entsteht dadurch, dass nach Voraussetzung diexMsymmetrisch positiv definit sein
muss. Wegen der Symmetrie sind oberes und unteres Dreiebkadiex identisch, weshalb nur die
Halfte der Koeffizienten berechnet werden muss.

Zuletzt sei hier noch darauf hingewiesen, dass veschiddgpiementierungen der Cholesky- Fak-
torisierung existieren. Im Zuge der gerade beschriebenethdde wurden die Elemente der Faktor-
Matrix L spaltenweise bestimmt. Andere Algorithmen erreichen dgslihis, indem sie zeilenwei-
se faktorisieren oder aber mit Untermatrizen rechnen. Dielér Faktorisierung mittels Unterma-
trizen ist zum Beispiel grundlegend fur die in Kapitel 2esbhriebene Multifrontal-Methode.

2.2 lterative LoOser

In diesem Kapitel werden nun Methoden vorgestellt, mit ddiveare Gleichungssysteme iterativ
gelost werden konnen. Diese Verfahren sind, wie anfanpsrserwahnt, besonders geeignet fir
grol3e, diinnbesetzte Matrizen und werden in technischereAtungen oft eingesetzt. Warum dies
so ist, soll durch die nachfolgende Gegeniberstellungdiakten und iterativen Losern verdeut-
licht werden.

Wie in dem vorherigen Teil dieses Kapitels zu erkennen wasidrten direkte Verfahren zur Losung
von Gleichungssystemen auf der Faktorisierung der Eirgraagix A. Angenommen man hat ei-
nen x n Matrix zu faktorisieren, so benotigte die LU-Zerlegu@jN?3) Operationen und einen
Speicher vorO(N?), unabhangig von der Struktur der Eingangsmatrix.

Mittels iterativer Verfahren wird nun keine direkte Logumehr fir das Problemx = b berechnet,
sondern lediglich eine angenaherte Losurity. Um eine Folge von Naherungslosunggn® }
erzeugen zu kénnen, muss man das jeweilige iterative Menfamit einer Anfangsnaherung®
von x starten, wobet die unbekannte Losung des Problems darstellt. Es werdanftian solange
Naherungsldsungen erzeugt, bis die aktuelle Nahemitignah genug an der exakten Losung
liegt.

Die Ausfuhrungszeiten von iterativen Verfahren werdebaill@ominiert durch den Berechnungs-
aufwand der benétigten Matrix-Vektor-Multiplikationeblblicherweise entstehen bei der Multi-
plikation von einer Matrix mit einem Vekta®(N?) Operationen. Wird jedoch mit einer diinnbe-
setzten Matrix gerechnet, die zum Beispiel dufN') Nicht-Null-Elemente enthalt, so schrumpft
die Komplexitat der Matrix-Vektor-Produkte adi(V). Es lasst sich also erkennen, dass sich der
Einsatz von iterativen Verfahren besonders bei der LostomgGleichungssystemen mit grof3en
dinnbesetzten Matrizen lohnt. Ein weiterer Vorteil gadmar direkten Verfahren ist, dass weniger
Speicherplatz benotigt wird, um die Matrix abzuspeich&ma iterative Verfahren lediglich mit den
von Null verschiedenen Eintragen rechnen, brauchen aucldiese abgespeichert werden. Das
heil3t je schwacher die Matrix besetzt ist, desto wenigeicherplatz wird auch benotigt.
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Zwei grundlegende Parameter ergeben sich bei der Losumginearen Gleichungssystemen mit-
tels iterativen Verfahren imh-ten Schritt, und zwar der durch das Verfahren gemachteeFehtind
das Residuumy,:

e, = T — I

Ty = b—Al’k

Zusammengefasst gilt also fur das Residuym= Ae;. Da jedochz zu diesem Zeitpunkt noch
unbekannt ist, ist auch, nicht berechenbar. Man erwartet jedoch von einem guteatiten Ver-
fahren, dass der Fehler fir steigendesnmer kleiner wird. Ausfuhrlich ist dieser Sachverhalt in
[16] diskutiert.

Ein wichtiges Kriterium fUr die Gute iterativer Methodenr Losung von Gleichungssystemen ist
deren Konvergenzgeschwindigkeit, das heiR3t wie schnetdgenaherten Losungeft) gegen die
exakte Losung: konvergieren.

Klassische iterative Verfahren sind das Jacobi- , sowiéG@dagi-Seidel-Verfahren, welche spezielle
Splitting-Verfahren darstellen und ausfuhrlich in [15peitert werden.

In den folgenden Abschnitten sind die grundlegenden Algoren zu den CG-artigen Verfahren
abgebildet, die bisher Anwendung im Jacobi-Davidson-Atgmus fanden. Dazu gehoren das all-
gemeine Konjugierte-Gradienten-Verfahren (auch CGafedn genannt), sowie die zwei modi-
fizierten CG-artigen Verfahren, das QMR- (Quasi-MinimakReal) und das TFQMR-Verfahren
(Transpose-Free Quasi-Minimal Residual). Alle drei Meltrogehoren dabei der Klasse der Krylov-
Unterraum-Verfahren an (vgl. Kapitel A.12).

Das Verfahren der konjugierten Gradienten

Das CG-Verfahren ist ein iteratives Suchverfahren zuubgdinearer Gleichungssysteme mit sym-
metrisch positiv definiter Koeffizientenmatrik Der eigentliche Algorithmus der CG-Methode ba-
siert auf der Losung einer quadratischen Optimierungsdad. So wird das urspriingliche Problem,
die Losung des Gleichungssystems, darauf zuriickgefdas eindeutige Minimum der Funktion

F(x) = imTAx —a2Th
zu finden. Nach einigen Voruiberlegungen beziglich Va@eatzsingen und Gegebenheiten, die ausfuhr-
lich in [15] dokumentiert sind, erhalt man den in AbbilduRd beschriebenen Algorithmus.
Pro lterationsschritt werden jeweils eine Naherung desungsvektors:(*), das Residuum (%),
sowied®) gebildet, wobeil*) die Richtung angibt, in der die aktuelle Naherung des hgsuek-
tors bestimmt wird.

Es laRt sich zeigen, dass in exakter Arithmetik maximalliehdviele, sprich hdochstens CG-
Schritte erforderlich sind, um die exakte Losungu erhalten. Somit kann man das CG-Verfahren
bei exakter Arithmetik auch als ein direktes Verfahren hege

In der Praxis wird die exakte Losung jedoch wegen Rundemisfeinflissen im Allgemeinen
nicht erreicht. Man erhalt aber schon nach wenigen lmaschritten brauchbare Naherungen fur
die exakte Losung.

Wie in Abbildung 2.1 zu erkennen ist, wird die Iteration inm&lb des CG-Algorithmus abgebro-
chen, sobald eiKriterium erfillt ist. Was unter diesem Kriterium zu verstehen ist, sun verdeut-
licht werden. Wiinschenswert ware natirlich ein Abbkuitbrium, wie ||z — (|| ,hinreichend
klein“. Da dieses Kriterium aufgrund des unbekanntenicht ausfiuihrbar ist, verwendet man in
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der Praxis eine vereinfachte Abfrage. Alternativ wird g&flich zu Beginn eines jeden Durchlaufs
Uberpruft, ob
|7®)|| = ||z — 2®)|| 42 ,hinreichend klein®

ist. Eine ausfuhrliche Diskussion beziglich eines geslign Abbruchkriteriums ist auch in [16]
nachzulesen. Es sei an dieser Stelle nur kurz darauf hiegew; dass die Verwendung der Residu-
ennorm als Abbruchkriterium gewisse Probleme mit sichdiriSo kann es unter Umstanden sein,
dass die Norm des Residuums recht grol3 ist, obwohl bereiésgrite Annaherung an die exakte
Losung gefunden wurde. Andererseits kann auch der emgegetzte Fall auftreten, dass namlich
die Norm sehr klein wird, obwohl der Iterationsvektor nocgitwon der Losung entfernt ist.

wahlez© € R” beliebig

+O) — p— 420
40 — (0)
k=0

Kriterium nicht erfllt

_ T (k)
Tk = G007 4q0)

r(k"_l) = r(k) _|_ ’YkAd(k)

DT (k1)
r()T (k)

o =

dk+D) = _p(k+1) 4 5 g(k)

E=k+1

Abbildung 2.1: Algorithmus des CG-Verfahrens

In der Praxis werden im Allgemeinen iterative Losungsrodén, wie die CG-artigen Loser, in
Verbindung mit einem effizienten Verfahren Adorkonditionierungverwendet, damit die Konver-
genzgeschwindigkeit des Prozesses deutlich postiv besstfivird.

Da unter anderem fur das CG-Verfahren Abschatzungen devd¢genzgeschwindigkeit monoton
von der Kondition

ra(A) = [[All2 |A7H 2

bezuglich der Spektralnorm abhangig sind, muss man alegpfinden, die Kondition einer Ma-
trix A verringern zu kdnnen. Man sucht letztendlich nach eineghéhkeit das Problemiz = b
so zu transformieren, dass die Matrixvon moglichst kleiner Kondition ist. Wie das funktioniert
wird ausfihrlich in [16] beschrieben. Da diese erwinsdlgrbesserung der Kondition vehvor
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der Losung des Gleichungssystems erfolgen soll, ergibtcer Name fur diese Art der Transfor-
mation, die sogenann¥orkonditionierung Das gegebene Problem wird nun derart transformiert,
dass nicht mehAz = b mit einer symmetrisch positiv definiten Matrix geldst wird, sondern ein
gleichwertiges Problem, welches mit Hilfe einer beliebigevertierbaren Matrix3 entsteht:

Az=b, T:=B 'z A:=AB

Dabei muss jedoch darauf geachtet werden, dass das ProbieenSy/mmetrieeigenschaft nicht
verliert, damit die iterativen Loser auch weiterhin ddranwendbar bleiben.

Nach Definition muss die Systemmatrik eines Gleichungssystems symmterisch positiv definit
sein, damit das Verfahren der konjugierten Gradienten adber ist. Sind die Matrizen stattdessen
indefinit oder unsymmetrisch, so muss das CG-Verfahren fimmat werden.

Die beiden CG-artigen Methoden, das QMR-(Quasi-Minimaditeal) und das TFQMR-Verfahren
(Transpose-Free Quasi-Minimal Residual), zeichnen sartucth aus, dass sie teilweise auch im
Fall unsymmetrischer Systeme funktionieren. Garantientden kann dies jedoch nicht, da es in-
nerhalb der Verfahren zu Divisionen durch Null, sogenamf@seakdowns, kommen kann, welche
zur Folge haben, dass die Berechnung stagniert. Roland &nérbeschreibt diesen Sachverhalt
ausfuhrlich im Bezug auf das QMR-Verfahren in [13].

Auf das QMR- und TFQMR-Verfahren wird nun im Folgenden kurmegangen. Beide Methoden
beruhen, wie der Name schon verrat, auf dem Ansatzjdasi-minimalen ResidueAusfuhrliche
Beschreibungen der beiden Verfahren, sowie Vergleichereimander sind in [13], [14], [20], [21]
und [22] zu finden.

Das QMR-Verfahren

Wie schon erwahnt, besitzt das QMR-Verfahren gegeniber @G-Verfahren den Vorteil, dass es
auch auf unsymmetrische Matrizen anwendbar ist. Diesesdenft jedoch, dass nicht mehr nur eine
Matrix-Vektor-Multiplikation mit der Koeffizientenmatxi A durchgefuhrt werden muss, sondern
zwei. Ein Matrix-Vektor-Produkt wird dabei mit der Ausgamgatrix A berechnet und eines mit

ihrer Transponierten. Die Matrizen, mit denen multipliziird, sind dabei fettgedruckt, um diese
Operationen im Folgenden ein wenig hervorzuheben.

Die QMR-Methode basiert dabei auf dem klassischen unsynsuoleén Lanczos-Algorithmus (sie-
he auch [13]), der hier zur Erzeugung der Basisvektoren dgloiRaume verwendet wird und
auch zum Generieren von oberen Hessenberg-Matrizen dientyiederum bei der Berechnung
des jeweiligen QMR-Residuums benotigt werden. Kombimet dem Ansatz der quasi-minimalen
Residuen ensteht daraus das QMR-Verfahren. Zusatzliduelet man das Originalsysteftr = b
durch Vorkonditionierung derart zu transformieren, dassquivalentes System, sprich ein System
mit derselben Losung, jedoch mit einem giinstigeren Kayemzverhalten, entsteht. Mit Hilfe einer
Matrix M = MM, besitzt das vorkonditionierte System

Az = b
&AM (Mg ) = b
& MPAMY (Maz) = M

dieselbe Losung wie das urspringliche System= b. Der Algorithmus des QMR-Verfahrens, wie
er in Abbildung 2.2 dargestellt ist, enthalt dabei die \@rditionierung lediglich in Operationen der
Form:

lose MT 2 = 2
l6se Moy = y
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wahlez(©) € R” beliebig

F0) — AzO) _p G0 = 0
LoseM 1y = ¢!

p1 = yll2
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&=z, =1, no=-1
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else ifk > 1 then

k) _ ~  &kor (k-1 k) _ 5 pPrlk,,(k—1
pk) =g E::p( ) ¢ =z e:,li’/( )
end if

= Apk)

a=q""p, B=15, 0D =p— ga®
loseM y = o(k+1)
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loseM? 2 = o(k+1)
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9, — _Pht1 _ 1 _ —e—1pE}
k= s Tk V1+92’ "k Bevi_,

k1 = ||2[l2,
if £ =1then
dk) = Ukp(k)a (k) — kP
else ifk > 1 then
d® = mp®) + (9 9)2dY, 5B = pp 4 (g ) 25D
end if
o®) = g1 4 g ) = 1) 4 gB)

end while

Abbildung 2.2: Der QMR-Algorithmus
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Das TFQMR-Verfahren

Problematisch wird die Berechnung mittels QMR-Verfahreih Rarallelrechnern mit verteiltem
Speicher, denn dort ist das Transponieren einer Matrixt tiekonders effizient durchfuhrbar. Auf
diesen Sachverhalt wird unter anderem in [22] weiter eiagggn.

Das Problem umgeht die TFQMR-Methode, indem keine Matektwr-Produkte mit der Transpo-
nierten der MatrixA berechnet werden missen. Statt dessen generiert delitAigas pro Schritt

je zwei Iterierte auf einmal, wodurch alle erreichbarent8istitungen ausgenutzt werden. Wie das
genau funktioniert, ist anhand des zugehorigen Algorithim Abbildung 2.3 nachvollziehbar.

wahlez(©) € R” beliebig
10 = Az _p () = _p(0)

W) = @) L0 = AyD)
d0) — 0, 7= H?”(O)Hz
Ug=0, mp=0

wahler© so, dasgy = —7@" 70 £
while z(*) nicht konvergiert

_ =0T (k-1 _ Pr-1
— 707 ( )7 ap—1 = &=

Ok—1
y2R) = @k=1) _ (kD)

for s = 2k — 1,2k

WD = ) — Ay

193 — _Hw(s+1)”2 1

ol 0 18T /1402
_ A2
Ts = 73—1193737 Ns = Vg Os—1

46 = ) 4 %d(s—n

1
x(s) — x(s_l) + nsd(s)
end for

O = f(O)Tw(2k+1)’ 5k — piﬁl
)

y(2ht1) = 2R+1) g, (2K
V(k) e Ay(zk""l) _|_ ﬂk(Ay(2k) + /gky(k_l))

end while

Abbildung 2.3: Der TFQMR-Algorithmus

2.3 Die Multifrontal-Methode

Die Grundidee

Die Entwicklung der Multifrontal-Methode im Jahre 1983 duDuff und Reid war entscheidend
fur die Anwendung direkter Methoden zur Losung groRRericblengssysteme mit diinnbesetzten
Koeffizientenmatrizen. Urspriinglich wurde die Methode Eaktorisierung grol3er Maritzen ent-
wickelt, die nicht vollstandig in den Hauptspeicher eiRehners passten. Zur heutigen Zeit wird
die Multifrontal-Methode dazu benutzt, die FaktorisiagugroRer diinnbesetzter Koeffizientenma-
trizen effektiv durchzufuihren.

Die Idee dabei ist es, die Faktorisierung der Matrix zurikidhren auf die Faktorisierung vie-



16 KAPITEL 2. VERFAHREN ZUR L OSUNG LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME

ler kleiner, daflir aber vollbesetzter Matrizen. Fur dakterisierung solcher sogenannter Frontal-
Matrizen kann man dann wiederum Programmiertechniken adere die eigentlich zur Losung
von vollbesetzten Matrizen entwickelt wurden (vgl. Kapel). Die Zerlegung solcher vollbesetz-
ter Matrizen ist daraufhin sehr effizient auf Parallelressimndurchfihrbar.

Den Begriff, multifrontal* verwendeten Duff und Reid schlieRlich fiiede Verfahrensart, nachdem
sie die Frontal-Methode, die 1970 von Bruce Irons vorgkstelrde, mittels den oben beschriebe-
nenUberlegungen verallgemeinert hatten.

Die Losung des linearen Gleichungssystems wird dabeighRitasen aufgegliedert:
e Analyse
e Faktorisierung
e LOsung

In der ersten Phase wird zunachst esyenbolische Faktorisierunder Eingangsmatrixd durch-
gefuhrt mit dem Ziel, die Besetzungsstruktur der Matrixezmitteln. Zum einen kann aufgrund
der matrixspezifischen Struktur anschlielBend eine Petimusmatrix erzeugt werden. Wenn sie
auf die Matrix A angewendet wird, so wird da&ill-In* in der Faktor-Matrix L verringert. Zum
anderen wird in der Analyse-Phase ein sogenannter Elimirseliaum erstellt, der eine wesentli-
che Rolle bei der anschlielBenden Faktorisierungs- undirigsPhase spielt. Die Faktorisierung
in dieser ersten Phase wird symbolisch genannt, da die Mattediglich auf der symbolischen
Ebene betrachtet wird, im Gegensatz zu mi@merischen Faktorisierunigp der zweiten Phase, wo
die eigentliche Berechnung stattfindet.

Die Multifrontal-Methode ist dabei so ausgelegt, dass sieohl fir symmetrisch positiv definite
als auch fur unsymmetrische Matrizen geeignet ist. Desol@idende Unterschied liegt dabei in
der zweiten Phase, der Faktorisierung. Hier dient entwdide€holesky-Zerlegung oder diel/-
Zerlegung als Grundlage zur Faktorisierung der Systenimxnatr

Um die symbolische Faktorisierung zu beschleunigen, wird-alle einer unsymmetrischen Ko-
effizientenmatrix jedoch nichl zum Aufbau des Eliminationsbaums verwendet, sondern elie st
symmetrische Matrix\/ = A + AT Dies ist erlaubt, da der Eliminationsbaum der unsymmetri-
schen LU-Zerlegung vorl identisch ist mit dem der Cholesky-Zerlegung fur die syrtrigehe
Matrix M.

Da die Faktorisierung den wichtigsten Teil des Verfahrearstellt, liegt hier auch der Schwerpunkt
dieses Kapitels. Der Einfachheit halber ist jedoch nur dasz€pt der Faktorisierung fir den sym-
metrischen Fall dargestellt, so dass als Basis die Choleaktorisierung dient. Das Verfahren fir
den symmetrischen, sowie fur den unsymmetrischen Fafi [§] sehr ausfihrlich beschrieben.
Zuletzt wird in der dritten Phase das GleichungssystenetiRickwarts- und Vorwartssubstituti-
on gelost, vergleiche dazu auch Kapitel 2.1.

Als Grundlage fur dieses Kapitel dienten [1], [3], [4], [@hd [7].

Der Bezug zur Cholesky-Faktorisierung

Die Basis fur die Multifrontal-Methode beruht auf dem Atrsder Cholesky-Faktorisierung. Wie
in Kapitel 2.1 schon angemerkt, existieren im Grunde dré&rschiedliche Implementierungsarten
fur die Cholesky-Methode und zwar die zeilenweise Fakierung, die spaltenweise und die Fak-
torisierung mittels Untermatrizen. Wenn man von diesetddiing der verschiedenen Implemen-
tierungsarten ausgeht, so kann man die Multifrontal-Me¢hals eine Methode betrachten, die die
Cholesky-Faktorisierung mit Untermatrizen durchfibie neuartige Eigenschaft der Multifrontal-
Methode ist, dass die Update-Auswirkungen einer Fakttiesspaziglich der verbleibenden Unter-
matrix zwar berechnet, aber nicht direkt auf die Matrixeige angewandt werden. Unter Update-
Auswirkungen versteht man dabei die Beitrage aus einemiBditionsschritt, die fur spater zu
berechnenden Faktorspalten von Bedeutung sind. Man sadrdiasé Beitrage zunachst mit de-
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nen anderer Faktorspalten in sogenannten Update-Matiieeor das eigentliche aktuelle Update
durchgefuhrt wird.

Da im Folgenden oftmals der Begri¥ffektorprodukt-Updateauftauchen wird, soll nun an dieser
Stelle eine kurze Begriffserlauterung stattfinden. Dads&g@rodukt-Update wird hier zunachst an
einer vollbesetzten Matrix erklart. Dafir betrachte ndanCholesky-Zerlegung einer vollbesetzten
n x n Matrix A in LLT, wobei die oben beschriebene Cholesky-Faktorisierungeisit/ntermatri-
zen verwendet wird. Ein Schritt der Zerlegung kann nun wigtfdargestellt werden:

=0 e)=(5 06 L) (0 F)

Hierbei istd der erste Diagonaleintrag undstellt einen(n — 1)-Vektor dar. Die Submatrix

’UUt

C-T

bildet den verbleibenden, noch zu faktorisierenden Teilbev deren Faktorisierung rekursiv mit
derselben Technik durchgefiihrt wird.

Die nachsten Schritte der Faktorisierung konnen nuraelnferallgemeinert werden, sodass man
eine Blockschreibweise erhalt. Angenommen es wurdernitbgre- 1 Faktorisierungsschritte mit

j > 1 durchgefihrt, so ergibt sich folgende Aufteilung der NMdatd, die der Einfachheit halber in
einer2 x 2 Blockschreibweise beibehalten wurde:

A— (B VT> B ( Lp 0) (I 0 > <L£ LE;TVT>
v c¢) \vey" 1)\0o c-vBWWT)\ 0 I
Die Matrix B = LpL% bildet nun die Cholesky-Faktorisierung der vorheriggn- 1) x (j — 1)
Haupt-Untermatrix3. Wie oben auch bildet die Submatr®x — VB~1V7 wieder den noch zu
faktorisierenden Teil der Matrix, wobei hierbei nun deutlich sichtbar ist, dass @die— j + 1) x
(n—j+1) Untermatrix—V B~V die Update-Auswirkungen der ersteir-1) Zeilen und Spalten

bezlglich der MatrixC' reprasentiert. Diese Untermatrix lasst sich wie folgf@rmen der ersten
( — 1) Spalten des Cholesky-Faktors formulieren :

. 1
J=1 [ Y.k

—VBT'WT = —(VLL)(L5'VT) = s Gk e k)
k=1

ln,k

Hieran ist nun deutlich erkennbar, dass die UntermatfixB—2V” nun als eine Summe von einfa-
chen Vektorprodukten der zugehorigen Teile @er 1) Spalten des Cholesky-Faktors geschrieben
werden kann. Diese Schreibweise des Vektorprodukt-Updatdet die Grundlage fir die Defini-
tionen der benotigten Frontal- und Update-Matrizen zwtdigsierung von dinnbesetzten Matri-
zen.

In der Tat liefert die Multifrontal-Methode eine sehr effiek Moglichkeit, die oben angesproche-
nen Vektorprodukt-Updates durchzufiihren, ganz bessnaleer fir sehr diinn besetzte Matrizen,
wie im Folgenden erkennbar wird.

Die Frontal- und Update-Matrizen

Das Schlusselkonzept der Multifrontal-Methode beruliitdam Frontal- und Update-Matrizen. Sie
werden im weiteren Verlauf definiert durch Summentermeddieh ausgewahlte Teilmengen der
Vektorprodukt-Updates gebildet werden. Diese Teilmengerden des Weiteren beherrscht durch
eine Baumstruktur, auf die nun naher eingegangen wird.
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Dazu seiA zunachst einex x n symmetrisch positiv definite dinnbesetzte Matrix mit aine
Cholesky-FaktorL. Der sogenannt&liminationsbaumder Matrix A bildet eine Struktur mit:
Knoten derart, dass Knotenden Vater vonj darstellt genau dann, wenn gilt:

p=min{i>j|l;; # 0}

Es ist leicht nachvollziehbar, dass dies einen Baum dérstednn die MatrixL in jeder Spalte,
ausgenommen in der letzten, einen Eintrag ungleich Nuénaib der Diagonalen enthalt.

Der Index;j wird nun im Folgenden fir zwei Dinge verwendet, zum einardié Spalte der Matrix,
zum anderen fur den entsprechenden Knoten im Elimindisuns, der durch die Notatidfi(A)
reprasentiert wird, beziehungsweiBavenn aus dem Kontext der Bezug zur Matdxeindeutig ist.
Diese Baumstruktur wird schlie3lich bei der Berechnung Slegrse-Matrix Problems von grofRer
Bedeutung sein und dient bei paralleler Verarbeitung dézpatallelen Berechnungen der darauf-
folgenden Gauf3-Elimination einzuteilen.

Zunachst werden nun zwei Satze vorgestellt, durch di€e@djenschaften des Eliminationsbaums
spezifiziert werden. Mit dem Aufbau einer Faktorspalte ebal der Satz der Zeilenindizes von
Nicht-Null-Elementen der jeweiligen Spalte gemeint.

Satz 2.3.1.Falls der Knotenk einen Nachfahren vopi im Eliminationsbaum darstellt, dann ist
auch der Aufbau des Vektofs 1, - - - , 1, ) enthalten in der Struktufl; ;,--- , 1, ;)

Satz 2.3.2.Falls[; ;, # 0 undk < j sind, so ist der Knoteh ein Nachkmmling vory im Elimina-
tionsbaum

Die NotationT'[;] soll nun dazu dienen, die Menge aller Nachkommen des Kngtemeerhalb des
Eliminationsbaume§’ einschlieB3lichj selbst bezeichnen zu kénnen. In Abbildung 2.4 ist nun ein
kleines Beispiel einer Sparse-Matrik abgebildet, sowie deren Cholesky-FaklarDabei stehen
die, o“ fur die Nicht-Null-Eintrage der Matrix4 und die, o“ fur Eintrage, die in der Faktor-Matrix

L durch das Faktorisieren dazugekommen sind, die sogemaffriteIns®.

1 /a e o o 1 /a
2 b ° ° 2 b
3 c ° ° 3 c
4 ° d ° 4 ° d

A= 5 ° ° ° L=5 ° e
6 ° f 6 ° o e f
7| e g e e 7T | e g
8 ° ° e h 8 | e e ©¢ o O o h
9 o o 1 9 o 1

Abbildung 2.4: Beispiel fur dunnbesetzte Matrix und zugehorige Matieéx Cholesky-Zerlegung

9
20,

7(g) (1)6

1(a) 4(d) (e)5

2(b) (c)3

Abbildung 2.5: Eliminationsbaum fur die Matrix in Abbildung 2.4
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In Abbildung 2.5 ist der zu der Matrix aus Abbildung 2.4 zugege Eliminationsbaum dargestellt.
Die Notation7'[j] soll nun anhand eines Knotens verbildlicht werden. So kaan nun fur den in
Knoten6 eingewurzelten Unterbaum auch schreiben:

T[6] = {2,3,4,5,6}

An dieser Stelle angelangt, ist man nun in der Lage die Froutal die Update-Matrizen zu de-
finieren. Man betrachte dazu djete Spalte vonL und definiereig, ..., i, als die Zeilenindizes
der Nicht-Null-Elemente irn’,;, wobeiig = j ist und die Spaltg genaur Nicht-Null-Elemente

unterhalb der Diagonalen besitzt.

Die Unterbaum-Update-Matrixler Spaltej fur die Matrix A ist dann definiert als die Matrix:

Lk

l;
U=— 3 Y G e i) 2.4)
k€ T[j] - {5}

Li, ke
Das heil3t, die Matrix beinhaltet Beitrage von Vektorprkign aus vorangegangenen Spalten, die
im Eliminationsbaum direkte Nachfahren des Knotgdarstellen. Aus Satz 2.3.1 folgt unmittelbar,
dass wenrk im Eliminationsbaum ein Nachkdémmling vgrist, so ist auch die Menge von Indizes
der Nicht-Null-Elemente aufl; x,lj 11, ,lnk)’ enthalten in der Mengéj, ii,--- ,i,}. Die
Nicht-Null-Beitrage der Vektorprodukt-Updates allerapn der Nachkommlinge vgnsind somit
enthalten i’/ ;.

Anschliel3end kann man nun mit Hilfe der Unterbaum-Updagerid die j-te Frontal-Matrix fur A
bilden:

ajv.j ajyil e ajvir
Qiy,j —

F; = +U; (2.5)

j iy

Die Dimension(r + 1) der Frontal-MatrixF) ist die gleiche wie die der Matri& ; und reprasentiert
wieder die Anzahl der Nicht-Null-Elemente dgten Spalte des Faktors

Da Satz 2.3.2 besagt, dass wénr j und/;;, # 0 ist, k einen Nachkdmmling vori darstellt, so
kann man dafiir auch schreibkne T'[j] — {;j}, was bedeutet, dass das Vektorprodukt-Update der
Spaltek enthalten ist i/ ;. Mit dieser Erkenntnis lasst sich néf; wie folgt in zwei Komponenten
aufspalten:

Lik 0
— liy k liy k
Ui==> | V| Grlig )= D c | Ol Lik)
k<j ' ke T[] — {4} )
lj k#0 lu-,k U k=0 lz’,-,lc

An dieser Darstellung lasst sich einfach erkennen, dasslielerste der beiden Komponenten zu
der ersten Spalte der Unterbaum-Update-Mattfixbeitragt. Demzufolge ist nun die erste Spalte
vonU ;, die alle Nicht-Null-Update-Eintrage fur djete Spalte enthalt, gegeben durch:

Lk

A S

k<j

1j k70 lu-,k
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Diese Menge bezeichnet man auch alskdimplette Update-Spaltaur Spaltej.

Wie man anhand der Definition 2.5 filt; sehen kann, besteht die erste Spalte und die erste Zei-
le der Frontal-Matrix ausi,; und der kompletten Update-Spalte zur Spalt®as heil3t, went’;
berechnet ist, wurden die erste Zeile und Spalte Mpkomplett erneuert. Daflir ergibt ein Elimina-
tionsschritt bezliglicht; die Nicht-Null-Eintrage der Faktorspalfg, ;. Man erhalt damit folgende
Darstellung:

lj,j 0 1 0 lj,j lil,j cee lir,j
lilyj
F; = : (2.6)
L, j T 0 U; 0 I
Dayj,i1,--- ,i, gerade die Indizes der Nicht-Null-Elementelip; darstellen, ist einleuchtend, dass
der Vektor(l; ;. 1;, j,- - ,1;, ;)T vollbesetzt sein muss. Dies hat zur Folge, dass auch diezede

und Spalte der Frontal-Matrik; vollbesetzt ist. Ferner muss auch die nach diesem einenrfigm
rungsschritt noch zur Faktorisierung tibrig gebliebendsrM U; vollbesetzt sein, die im weiteren
Verlauf mit Update-Matrixder Spaltej bezeichnet wird.

Satz 2.3.3.

liy ke

Uy = — > | ¢ | Gk L) 2.7)

k€ T[j] Lio k

Beweis
Betrachtet man noch einmal die letzte Darstellung der Btdviitrix F;, so kann man sehen, dass
sie auch wie folgt umgeschrieben werden kann:

L 0 0
lil 7.j

Fy=1 | Uglag - lig) +

L, ; 0 Uj
Vernachlassigt man nun béj; die erste Zeile und Spalte, so erhalt man dieselbe Unteisnveie
durch Weglassen der ersten Zeile und Spalte der M&tjixZusammengefasst heif3t das:

lil,k li1,j

- ) P G )= [ Uiy e i) + U
k€ T[J}_{]} lir,k li'r,j

woraus direkt 2.3.3 folgt.

Es ist ilberaus wichtig, dass man zwischgrundU ; unterscheidet. Wie man anhand der Gleichung
(2.5) nachvollziehen kann, dient die Unterbaum-Updaterdda/; dazu, diej-te Frontal-Matrix zu
bilden. Die Update-Matrix/; hingegen entsteht erst aus einem Eliminationsschritt aritzdvor
erstellten Frontal-Matrixf;. Dies erkennt man anhand der Darstellung v¥gnin der Gleichung
(2.6). Um den Unterschied noch etwas zu verdeutlichen falgtein kleines Beispiel.
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Beispiel zu Frontal- und Update-Matrizen

Im Folgenden wird weiterhin auf die Matrix aus Abbildung Bdzug genommen, um die Defini-
tionen der Update- und der Frontal-Matrizen etwas zu vetrandichen. Unschwer erkennbar ist,
dass fiir die ersten drei Spaltéh = 0, U, = 0 undUs = 0 gilt, da 1, 2 und 3 Blatter im Elimi-
nationsbaum darstellen und somit keine Nachfolger habenSpBalte 4 entsteht folgende Menge
T[4] — {4} = {2} und die Unterbaum-Update-Matrix fur Spalte 4 ist gegebenctu

la2 3, lualgz 0 0
— l lool 12 00
Uy =— %2 (la lsa 0 0)=— 67204’2 82 o
0 0 0 0 0

Daraus folgt fur die Frontal-Matrix:

asga 0 asg asy a4 — liz —la2le2 asg asg
0 0 0 0 — —lgolso  —I2, 0 0

Fy = Uy = o g
4 as 4 0 0 0 + U4 ag 4 0 0 0
CL974 0 0 0 a9,4 0 0 0

Ein Eliminationsschritt bezuglich} ergibt schliel3lich die Faktor-Spalfe.,, sowie die vollbesetzte
Update-Matrix

Lo, —lgy— 154 —loalsa —lealoa
Us=— Z lg,k (167’? l8,k l9,k) - _l6,4 l8,4 —l§74 _1874 1974
ke {24} \lok —loalos —lgalos —lg,

Diese Darstellung lasst sich aufteilen in zwei Komponenta der Laufindex der Summe aus
einer zweielementigen Menge gewahlt wird. Zusammenigit= ly> = 0 ergibt sich daraus
folgendes Bild:

l6,2 l6,4
U=—|0|(lez 0 0)—[lsa] (lea lga loa)
0 lg,4

Etwas aufwandiger wird es fur die Update- und Frontaliiah der sechsten Spalte, da die 6 im
Eliminationsbaum vier Nachkommen besitzt. Das bedeutetM&ngeT’[6] — {6} = {2,3,4,5}
aus der dag der Summe zur Generierung der Unterbaum-Update-Matgigewahlt wird, ist nun
doppelt so groR wie béi,. Das Aufldsen der Summe ergibt schlieRlich:

- 16,2 0
Usg=—1 0 (l672 0 0) — | ls3 (0 ls3 0)
0 0
loa le,s
— s | (o2 lsa loa) — |lss | (lss lss 0)
lg.4 0

Die Frontal-Matrix Fg lasst sich daraufhin bilden aus:

2 12 )
age 0 ago a66 —lgo — 54— lgs —loalsa—leslss as9o —lealoa
77 2 2
Fs=10 0 0 |+Ug= —lgals.a —losls5 —l5s =154 — 155 —lgalya
)
agg 0 0O age — le.alg 4 —lgalg.a —lg4
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Ug beinhaltet an dieser Stelle alle Vektorprodukt-Beitrage Spalten, die im Eliminationsbaum
direkte Nachkommen darstellen. Da aber fur die dritte 8ggk = 0 gilt, erhalt man fur diese
Spalte keinen Beitrag bezuglich der ersten Spalte Kgngleiches gilt fur den Eintragy 3 = 0
bezuglich der letzten Spalte der Frontal-Matrix.

Ein Eliminationsschritt bezlglicli liefert wieder die Faktor-Spalté,s und die Update-Matrix
Us. Wie auch schon fUE/, beschrieben, lasst sich mit Hilfe von Satz 2.3.1 die Updiéarix wie
folgt in mehreren Komponenten darstellen:

l l l !
Us = — <%3> (Is3 0)— <l§’i> (lsa loa) — (%’5> (ls5 0) — <l§72> (Iss los)

Die Vektorprodukt-Updates voh,, tragen hier nicht zur Berechnung voi bei, dals > sowiely »
beide gleich Null sind.

Entwicklung der Frontal- und der Update-Matrizen mit Hilfe der erweiterten Addition

Da die Frontal-Matrizen sowie die Update-Matrizen von rat Bedeutung fur die Multifrontal-
Methode sind, wird in diesem Teil des Kapitels nun auf derzigilen Zusammenhang zwischen
den Frontal-Matrizeq F; } und den Update-MatrizefU; } eingegangen. Damit diese Beschreibung
des Zusammenhangs gelingt, benottigt man jedoch nochaiimelsl Hilfsmittel.

Es sei nun zunachdt einev x v Matrix, wobeiv Kkleiner oder gleichn, der Matrixdimension
der Ausgangsmatri, sein muss. Zudem sé&V einew x w Matrix ebenfalls mitw < n. Die
Zeilen und Spalten voiy und W werden gebildet aus Zeilen und Spalten der gegebenen Matrix
A, wobei lediglich die Nicht-Null-Elemente bertcksichtigerden. Dazu seieq < --- < i, die
entsprechenden Indizes vénin A undj; < --- < j, die von MatrixW. Stellt man sich nun
eine Vereinigung dieser beiden Indexmengen vor und deffidiese als:; < --- < kq, so erkennt
man, dass durch geschickte Erweiterung der Matfimittels Null-Zeilen und Null-Spalten, die
urspringliche Indexmenge der Matrix dann gerade der nguen - -- < k; entspricht. Dasselbe
gilt auch fur die Matrixi¥ und deren Indexmenge.

Definiert man nuri/ < W als die Matrix7" der Dimensiort x t, die durch Addition der beiden
Matrizen V' und I entsteht, dann kann man den dafur benotigten Operadrals erweiterte
Additionbezeichnen.

Diese Verallgemeinerung einer Matrixaddition lasst sacheinem kleinen Beispiel leicht veran-
schaulichen. Dazu seien nfhund W wie folgt definiert:
37 1 3
4 a b 4 e f
V= 6 < c d ) W= 8 < g h >

Die durch die erweiterte Addition gebildete< 3 Matrix V' <> W nimmt dann folgende Gestalt an:

1 3 7 1 3 7 1 3 7

470 a b 4 (e f O 4 /e a+f b
VAW=6(0cd |4 6[000]=6[0 c d
s\o oo s\g h 0 s\g h 0

In diesem Kapitel soll nun der Zusammenhang zwische€r} und{U;} beschrieben werden. Wie
gleich zu sehen ist, wird dies mit Hilfe des Eliminationsiveas und der gerade eingefiihrten erwei-
terten Addition moglich sein.

Dazu betrachte man zunachst wieder die Sgalied, wie im vorherigen Abschnitt auchyiq, - - - , 4,
die Zeilenindizes der Nicht-Null-Elemente der Spdltg. Der folgende Satz liefert dann die wich-
tige Beziehung zwischen den Update- und Frontal-Matrizen.
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Satz 2.3.4.Die Knoteney, - - - , ¢ seien die 8hne von Knoterj im Eliminationsbaum. Dann gilt
fur die Frontal-Matrix:

a]?] ajvll e a]yl’!
ailyj

‘%’ U01 ‘%’ T “I'} ch (2-8)

iy, j

Beweis

Fj ist in (2.5) definiert unter Verwendung der Matriz&n, die wiederum nach (2.4) die Summe
uber alle Vektorprodukt-Updates der Spalili] — {j} abbilden. Da numy, - - - , ¢, die Nachkom-
men des Knoteng im Eliminationsbaum darstellen, kaff|j] — {;j} vereinfacht als diglisjunkte
Vereinigungder Knoten in den Unterbaumérc,], - - - , T'[cs] beschrieben werden. Mit dieser Er-
kenntnis lasst sich nufr; berechnen als die Summe der Vektorprodukt-Updates deteBpalis
Tle], -+ Tles).

Fur jedes def'[¢;] mit 1 < ¢t < sgilt nach Satz 2.3.3, dass dessen Vektorprodukt-Updatgsgbeh

F; gegeben sind durcll.,. Das heif3t, alle Updates bezogen auf die Spdltgi — {j} sind in
Ue,,--- ,U., enthalten, woraus das in Satz 2.3.4 behauptete folgt.

Die UntermatrixU,, <> --- < U., aus (2.8) kann weniger Spalten und Zeilen enthalterfals
Ausgleichen kann man dies jedoch durch eine entsprechendeitErung, sodass die Indexsatze
der beiden Matrizen Ubereinstimmen. Da die nun erweitgrteermatrixU., < --- 4> U, alle
Vektorprodukt-Beitrage voly ; beziiglichF}; beinhaltet, ist sie nicht anderes als genau die benotig-
te Matrix U selbst.

Das Ergebnis ist die Grundlage der von Duff und Reid entwiekeMultifrontal-Methode. Sie be-
zeichnen dabei den gesamten Prozess zur Bildung-tem Frontal-MatrixF'; aus A,; und der
Update-Matrizen beziglich den Nachkommen im Eliminaimum als die Frontal-Matriassem-
bly-Operation. Demzufolge wird die Baumstruktur, auf der diseanbly Operationen basieren auch
alsassembly treealso als,Montage-Baum® bezeichnet.

Cholesky-Faktorisierung fiir diinnbesetzte Matrizen

Mit den nun gewonnenen Erkenntnissen ist man in der Lage,Adgorithmus der Cholesky-
Faktorisierung, der schon in Kapitel 2.1 vorgestellt wuyrdettels Frontal-Matrizen{F;} und
Update-Matrizen{U;} zu beschreiben.

Der Algorithmus aus Abbildung 2.6 schildert dabei die wéldme Kernidee der Multifrontal-
Methode. Um das Ergebnis aus Satz 2.3.4 in Bezug auf denddeliten Algorithmus etwas zu
verdeutlichen, sei nuitg wieder die Frontal-Matrix beziliglich der AusgangsmatnxAbbildung
2.4.

Auch wenn hier eigentlich vier Spaltefy, L3, Ly4 und L5 zu der Unterbaum-Update-Matrix
Usg beitragen, so hat der Knoten 6 jedoch nur zwei Kinder, négmdi und 5. Das bedeutet aber
wiederum nach Satz 2.3.4, ddsslediglich gebildet wird ausl,s und den beiden Update-Matrizen
U4 undUs. Die Matrix U, beinhaltet aber die notigen Update-Beitrage fir dielt8pat und 2U5
beinhaltet die Informationen von Spalte 3 und 5. Im Endéfegkalt man fir die beiden Update-
Matrizen folgende Darstellung:

l6,2 l6,4
U=—|0](legz 0 0)— |lsa] (loa Isa loa)
0 lg,a

0 l
Us = — (l&g) (0 lgg3) — (li:) (les ls5)
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Bestimme den Eliminationsbaufi A]

FOr Spaltej = 1,..,n

Wahlej,iq,--- ,i, als Zeilenindizes der Nicht-Null-Elemente van;

Es seiercy, - - - , ¢, die Nachkommen vop im Eliminationsbaum

Bilde die Update-Matrix{/ = U,, <} --- < U,

jj  Qjail - Qg
Qiy,j

F; = , $U

iy

FaktorisiereF; in
lig 0 1 0 g livg - iy
lil,j
F=| .

li,j

Abbildung 2.6: Algorithmus zur Cholesky-Faktorisierung mittels Frontahd Update-Matrizen

Der Indexsatz vorfy gleicht dem Indexsatz der Matrix, die durth < U entsteht. Es gilt also:
Us=Us G Us .

Allgemeines zu assembly trees

Der Eliminationsbaum an sich dient dazu, den Aufbau der tatonnd Update-Matrizen durch-
zufuhren, wie es in Satz 2.3.4 erlautert ist. Ein assenrily hingegen kann beziglich der Mul-
tifrontal -Methode viel allgemeiner angegeben werdem.di@ Definition eines assembly trees sei
zunachst ein Baum mit Knoten gegeben. Zudem muss fur jeden Kngtenit dem Vaterknoten,
also fur allev > j gelten, dass die Struktur vah,; unterhalb der Diagonalen eine Teilmenge der
Struktur vonL,,, darstellt.

Es ist nun einleuchtend, dass der Eliminationsbaum diessussetzung erfullt, aber es gibt auch
andere Baumstrukturen, die diese Eigenschaft haben. ZispiBekann man sich einen assembly
tree derart definieren, dass ein Knotenur dann einen Vater vopdarstellt, wenn gilt:

v =min{k > j | Struktur unterhalb der Diagonalen vén; C Struktur vor_, }

Anhand dieser Definition kann man einen neuen Baum flr dasi¥aispiel aus Abbildung 2.4
erstellen, wobei nun der Vaterknoten von Knoten 6 nicht n&fst sondern der Knoten 7, wie
anhand der Abbildung 2.7 nachzuvollziehen ist.

Mit jedem assembly tree ist man schlief3lich in der Lage, derzdéss der Multifrontal-Methode
durchfithren zu kdnnen. Offensichtlich mussen dann dieetUnterbaum-Update-Matrik/ ; sowie
die Frontal-Matrix entsprechend der Struktur des asselnégs gebildet werden und nicht mehr
bezuglich der Struktur des Eliminationsbaums.

In der Praxis verschafft diese allgemeine Art des assembbstjedoch haufig keinen sichtbaren
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°®
8
7(g
1@ ()6
4d (s
2 (©3

Abbildung 2.7: Ein moglicher assembly tree fur die Matrix aus Abbildung 2

Vorteil gegeniiber dem zuvor definierten Eliminationsbauso dass in Zukunft weiterhin der Eli-
minationsbaum zum Matrixaufbau verwendet wird. Dieseh8axhalt wird ausfuhrlich in [1] dis-
kutiert.

Graphentheoretische Interpretation

In diesem Unterkapitel wird nun kurz darauf eingegangeriches graphentheoretische Konzept
hinter der Idee der Frontal- und Update-Matrizen stecktd&zuG ein ungerichteter Graph, der zu
der gegebenen x n Matrix A aus Abbildung 2.4 gehort. Ohne Einschrankung der Allgahmest
kann man annehmen, daszusammenhangend ist. Betrachtet man nun jegliche zusah@&ngen-
de Teilgrapher’ von GG, so definiert man die a@' angrenzende Menge von Knoten &rsls die
Front der Teilmenge”. Um diese Front einer Teilmenge beziglich des Graghdrezeichnen zu
konnen wird die FunktiomMdj(C) verwendet, welche die Adjazenzliste zu der Teilme@gear-
stellt. Diese Funktion wird dazu gebraucht um einen Gragiizient abspeichern zu kdnnen. Die
Bedeutung wird nun im Folgenden an einem Beispiel verdshitli

Es ist offensichtlich, dass fur jeden Knotgimm Eliminationsbaum, der Unterbauiy;j] einen zu-
sammenhangenden Teilgraphen vodarstellt. Die Zeilen- und Spaltenindizes der Frontal4itat
F; und der Update-MatrixJ; sind prazise gegeben durch die Menggi} U Adjg(T'[j]) und
Adje(T1[j]).

1(a) 4(d) (e)s

\
\

i b

7 9 4 2 2 3

Abbildung 2.8: Ungerichteter Graph und Eliminationsbaum fur die Matris @&bbildung 2.4

In Abbildung 2.8 ist nun der ungerichtete, zu der Matrix inbdung 2.4 passende Graph dar-
gestellt, wobei jede durchgezogene Linie einen Nicht-ititrag ,,e“ in der Ursprungsmatrix4
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reprasentiert und eine gestrichelte Linie einen Filldhim Cholesky-Faktor. Detlbersicht halber
ist daneben noch einmal der dazugehorige Eliminatiormsbagebildet.

Betrachtet man zum Beispiel den Knoten 5, so bilddj (7'[5]) = Adjc({3,5}) = {6,8} genau
die Indexmenge der Update-Matii%. Aquivalentes Vorgehen fur den Knotérergibt mit7'[6] =
{2,3,4,5,6}, dassAdjc(T'[6]) = {8,9} ist, was dem Indexsatz vdr entspricht.

Ziel ist es, dass der ganze Eliminationsprozess der Mathlefdlich zurtickgefuhrt werden kann
auf ein Verfahren, bei dem lediglich mehrere dieser Frogehildet werden.

An einem kleinen Beispiel soll dieser Sachverhalt nun nocial verdeutlicht werden. Dazu sei-
en aus dem in Abbildung 2.8 dargestellten EliminationsbaigrkKnoten 1 bis 5 bereits eliminiert
worden. Zu diesem Zeitpunkt existieren dann genau drelbdeihe mit schon eliminierten Knoten
und zwarT'[1] = {1}, T[4] = {2,4} undT'[5] = {3,5}. Die zugehorigen Adjazenzlisten werden
durch die drei Frontedldj(T'[1]) = {7,8,9}, Adjc(T[4]) = {6,8,9} und Adjc(T'[5]) = {6, 8}
abgebildet.

Man betrachte nun den nachsten Schritt, in dem die Froméatix Fi mittelsUg gebildet wird, wo-
bei nach Satz 2.3.4 die MatriXg ja gerade au/, <> Us entsteht. Das heil3t also, dass zur Bildung
der Frontal-MatrixFg keine Update-Informationen beziglich des Knotens 1 tighdéerden. Ver-
einigt man nun die beiden Fronteflj (7'[4]) und Adjc(T'[5]), so erhalt man die Meng, 8,9},

die gerade der Indexmenge der Frontalmakipentspricht. Eliminiert man anschlielBend den Kno-
tens 6 aus dieser Menge, so entsteht eine neue Front mit degeVig, 9}, die genauAdj(7'[6])
entspricht und somit auch dem Indexsatz der Update-M&alix

Ein Eliminationsschritt auf einer Frort; bezuglich dem Knoterj im Eliminationsbaum fahrt
schlie3lich in einem von zwei Fallen zu der Bildung eineuar Front. Falls der Knoten ein
Blatt im Eliminationsbaum darstellt, so wird die neue Frdalj(7[j]) lediglich zu der Menge der
bisher bestimmten Fronten hinzugefiugt. Ist der betraet@oten aber kein Blatt, erhalt man die
neue Front durch Zusammenmischen der Fronten aller Naahkonvon Knotery.

Die Multifrontal-Methode bildet somit einen neuartigent&arf, der die numerische Berechnung
mittels der gerade dargestellten graphentheoretischemg&bung komplett umgestaltet.

Speicherung von Frontal-/ Update-Matrizen und Baum-Postadering

Der Algorithmus 2.6, der die Grundidee der Multifrontal-tiilede beschreibt, zeigt, dass die Spal-
ten in aufsteigender Reihenfolge von 1 bisabgearbeitet und gleichzeitig die Update-Matrizen
{U;} gebildet werden. Im Ablauf der zugrundeliegenden Choldsiktorisierung der MatrixA
kommt es jedoch vor, dass die gerade berechnete UpdatexNlgtnicht sofort zur Generierung
von Fj; beitragt, sondern erst in einem der nachsten Schritteagebt wird. Das hat zur Folge,
dass temporar Speicherplatz fur diese Matrix angelegtieemuss, damit sie fur darauffolgende
Bildungen von Frontal-Matrizen dienen kann.

Betrachtet man nochmals die Beispielmatrix in Abbildurd, 20 erkennt man, dass zur Bearbei-
tung der Frontal-Matrix lediglich die Update-MatrixX/; benotigt wird. Das heil3t, dass die beiden
MatrizenU; und U3 aus den vorherigen Schritten zunachst im Speicher aldigskglen missen.
Aus der Frontal-MatrixFy wird wiederum die Update-Matrik/, gebildet, die aber fur den nachs-
ten Schritt, in dem die Frontal-Matrik; mit Hilfe der im Speicher abgelegten Update-Matkix
berechnet wird, keine Verwendung hat. Sie muss also aucichshtemporar im Speicher abgelegt
werden, bis sie zur Berechnung der Frontal-Matfrjxwieder abgerufen wird.

Anhand diesetberlegungen wird deutlich, dass eine systematische Sgreing und Abfrage der

Update-Matrizen erforderlich ist, um mit der Multifrortislethode moglichst effektiv arbeiten zu
konnen. Um eine mogliche Verschwendung von Speicherglavermeiden, wird nun eine Neuan-
ordnung der Matrix vorgestellt, die basierend auf dem Eiationsbaum definiert ist.
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Um den Eliminationsbaumoptimal* durchlaufen zu kdnnen, muss dieser zunachstgesudnet
werden. Dazu wird das sogenanmestorderingverwendet, welches eine typische topologische
Anordnung beziglich'[A] darstellt. Laut Definition ist eine Anordnung bezugli¢hA] genau
dann ein Postordering, wenn die Knoten in jedem Teilbatjij mit j = 1,--- ,n konsekutiv
nummeriert werden, wobei der Wurzelknoten stets als letmtanmeriert wird. Siehe dazu auch
[1].

Durch die aufsteigend nummerierten Knoten in jedem Teitbatgibt sich nun der Vorteil, dass die
Update-Matrizen in einem Stack abgespeichert und im LIFi@z (last in first out) abgearbeitet
werden konnen. Ein unnotig langes Abspeichern von Uplttizen kann somit also umgangen
werden.

Das bedeutet, wenn die aktuelle Frontal-Matrix generigrtiwso speichert man die daraus ent-
stehende Update-Matrix auf dem Stack ab. Wird auf der and8este eine Update-Matrix zur
Berechnung einer der nachfolgenden Frontal-Matrizemtigin So wird diese unmittelbar aus dem
Stack geholt.

Anhand der Matrix aus Abbildung 2.4 und dem dazugehorigémiiationsbaum aus Abbildung
2.5 lasst sich das Prinzip des Postorderings und die dargstehenden Vorteile leicht nachvoll-
ziehen. In Abbildung 2.9 ist der neu sortierte Eliminatiogism zusammen mit der zugehdorigen
Matrix und ihrem Cholesky-Faktor abgebildet. Die Abbilgud.10 zeigt den benotigten Stack, in
dem die Update-Matrizen abgelegt werden. Hierbei beduthed Rechteck links von der betrach-
teten Frontal-MatrixF; gerade den Inhalt des Stacks vor der Berechnungiodeder der Pfeile
reprasentiert dabei das Holen einer Update-Matrix aus 8tok, welche zur Bildung der aktu-
ellen Frontal-Matrix benotigt wird. Man sieht nun deutljcdass zur Berechnung einiger Frontal-
Matrizen gar keine Update-Matrizen benotigt werden, wwghgen zur Bestimmung anderer Frontal-
Matrizen sogar mehrere Update-Matrizen beitragen.
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Abbildung 2.9: Postordering und neu geordnete Matrix fiir das Beispiekdasldung 2.4

F, I, Fy F,

u,| \u,| |Uu,| U, |U,
u,| |U,| |U,| |U,| |U,| |U,| |U,| |Ug
Abbildung 2.10: Die Stackinhalte bezogen auf das Posterdering aus Ablglgith

In [1] wird zudem noch ein Kriterium zum optimalen Postoidgrbeziiglich des Speicherver-
brauchs angegeben. In der Praxis reicht jedoch meistersirdaches Postordering, wie es oben
angegeben ist aus, um den Speicherverbrauch in ausre@rhevidRe reduzieren zu konnen.

Ein ausfihrliches Beispiel fur die Multifrontal-Method e

Um die Arbeitsweise der Multifrontal-Methode nun absdB&ad noch einmal zu verdeutlichen, sei
hier ein ausfuhrliches Beispiel anhand der symmetrisditipalefiniten Matrix
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4 1 1
1 4 1
4 2 3
A= 2 4 1
41
1 3 1
1 1 4

gegeben. Um einen nicht zu trivialen Eliminationsbaum undassagekraftiges Beispiel zu erhal-
ten, ist die Matrixdimension absichtlich ein wenig grogewahlt worden. Es wird nun im Folgen-
den die Zerlegung der MatriA in

A=LLT

gesucht.

In Abbildung 2.11 sind zudem der zugehorige zusammerdréae Graph sowie der Eliminations-
baum abgebildet, die zur Durchfihrung der Multifrontakfidlode bendtigt werden. Im Graphen
bilden die gestrichelten Linien auch hier wieder die Vedoingen, die durchFill-In“ entstehen,
wie im vorherigen Teil des Kapitels schon beschrieben wurde

Abbildung 2.11: Graph und Baum zur Matrix A

Des Weiteren benotigt man zur Berechnung der Frontal- ysdhté-Matrizen die Formeln aus den
Gleichungen (2.7) und (2.8), sowie zwei zusatzliche Inbengens; , L. Die MengeL; ist dabei
der Satz der Zeilenindizes von Nicht-Null-Eintragen eipalte; unterhalb der Diagonalen vof
und £;x ist dieselbe Menge inklusive des Indexeselber.

e Knoten 1:
Knoten 1 ist ein Blatt im Eliminationsbaum, was bedeutessdeeine Update-Matrizen aus
vorherigen Schritten mit zur Bildung der Frontal-MatiiX beitragen.

T={L2,7} L£;={2,7}

[ e SN
S O = N
S O~ N

1
Fl = <a1’1 al(’)£1> = 2
arcq,1 7

Der Knoten 1 steht nun zur Elimination bereit. Durch die Hfiation ausF;, mittels der
Gleichungen (2.2) aus dem Kapitel 2.1, erhalt man dannrdte 8palte der gesuchten Faktor-
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Matrix L:
1 /2
Ly = 3 %
2
Die Update-MatrixUU; hat unter Verwendung der Gleichung (2.7) schlief3lich fotigs Aus-
sehen:
7 1
2o (-1 _1
Uy = ( i ‘11>
T \~1 —1
e Knoten 2:
Knoten 2 besitzt den Knoten 1 als Sohn, was bedeutet, das$pdiate-MatrixUU; aus dem
vorherigen Schritt mit zur Bildung der Frontal-Matri%, beitragt. Da die Indexsatze nicht
Ubereinstimmen, wird mittels der erweiterten Additiorejae Null-Zeile und Null-Spalte in
beide Matrizen eingefuigt. Es ergibt sich dann Folgendes:
5=1{2,6} Ly={6}
2 6 7
2 (1 -1
Py = (;m azé“) $th=6 1 0 0
L2,2 1 1
2 7T \-7 0 —3
Der Knoten 2 steht nun zur Elimination aés bereit und man erhalt die zweite Spalte der
Faktor-Matrix L:
2 [
7 \_Vi5
30
Hier ist nun schon der Effekt degill-In“ zu erkennen. Die zweite Spalte vah hat nun
in der siebten Zeile einen Eintrag. Das entsprechende Fel&ykstemmatrixd war jedoch
unbesetzt.
Fur die Update-MatribtUs gilt:
6 7
6 (-4 L
=2 (70 -8)
15 15
e Knoten 3:

Knoten 3 ist wieder ein Blatt (keine Beitrage von Updatetfizan).

5=1{3,4,6} L3={4,6}

S OwiEay

3

as.s as .
F — ) 3~3 — 4
? <a5373 0 > 6

Der Knoten 3 steht nun zur Elimination abis bereit und man erhalt die dritte Spalte vbn

=N W
S O NN

3
Ly= 4
6

== DN

Fur die Update-MatribUs gilt:
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e Knoten 4:
Knoten 4 besitzt den Knoten 3 als Sohn und wird somit gleichabdelt wie Knoten 2
bezuglich seinem Sohn, dem Knoten 1.

Li=A{47} Li=A{T}

S O =N

4
_ [ a4 a4r, _ 1
Fa= <aﬁ474 0 > % V= (73 ! ’

Der Knoten 4 steht nun zur Elimination ats bereit und man erhalt die vierte Spalte vbn

1)

Auch hier hat wieder ein Fill-In stattgefunden, und zwar ar dechsten Zeile voh,. Fur
die Update-MatrixJ, gilt:
6 _
o= 8 (
e Knoten 5:

Knoten 5 ist ein Blatt (keine Beitrage von Update-Matrizen

-

Sl-g)—0
| —

ol =

~__

L5 =156} Ls={6}

5 6
o a575 a57£5 o 5 4 1
fe (o ) =0 (1)

Der Knoten 5 steht nun zur Elimination afs bereit und man erhalt die flinfte Spalte vbn

Fur die Update-MatridUs gilt:
6
Us= 6 (1)
e Knoten 6:
Der Knoten 6 ist der interessanteste Knoten, denn er baebgztSohne, die Knoten 2, 4
und 5. Das heil3t, es flieBen drei Update-Matrizen mit in diee8@nung vonkg ein. Damit
die Matrizen miteinander verrechnet werden kdnnen, werlech hier wieder mittels der
erweiterten Addition Leerzeilen und Leerspalten in die fizanh eingefugt, damit alle den
gleichen Indexsatz erhalten.

1=1{6} Li={}
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F6 _ <a6,6 a6(,)£6> %} U2 %} U4 (% U5

ALg.6

Der Knoten 6 steht nun zur Elimination a#is bereit und man erhalt die sechste Spalte der
Matrix L. Auch hier tritt wieder der Fill-In Effekt auf:

6 (V5
Le — 5

340

Fur die Update-MatridxUs gilt:
7
Us =7 (=3)

e Knoten 7:
Knoten 7 ist der letzte zu eliminierende Knoten im Eliminagbaum. Er besitzt den Knoten
6 als Sohn.
=7 Li={}
7
92

Fr = (ar7) % Us =7 (38)

Der Knoten 7 steht nun zur Elimination aé% bereit und man erhalt die siebte und letzte

Spalte vonL:

Die endgilltige Faktorisierung der Matrik in LL” ist schlieRlich mit der Matrix. moglich, die

aus den jeweils berechneten Spallgnaus den vorherigen Berechnungen zusammengesetzt wird.
Die drei Fill-In Werte, die wahrend der Faktorisierungstahden sind, wurden fettgedruckt, um sie
etwas von den anderen Eintragen hervorzuheben:

2
1 Vi
2 2
L= 1 V3
2
215 1 =3 1 8
15 4 12 2 5
1 /15 V3 3./85 /15691
2 30 3 340 63

Parallelisierung der Multifrontal-Methode
Daim Zuge der Diplomarbeit der Multifrontal-Loser MUMP8@in paralleles Eigenwertprogramm
eingebunden werden sollte, wird nun in diesem letzten Atitictes Kapitels erlautert, wie es
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moglich wird, die Multifrontal-Methode effizient auf eimeParallelrechner auszufiihren. Das heif3t,
die einzelnen Rechenschritte, die unabhangig ablaufend«, werden auf die zur Verfigung ste-
henden Prozessoren verteilt, die dann parallel an derrigodes Problems arbeiten. Allgemeines
zum Thema Parallelrechner ist desweiteren in [30] zu finden.

Bei der Parallelverarbeitung wird zunachst im Laufe dealfse-Phase der Eliminationsbaum auf
die jeweiligen Prozessoren statisch aufgeteilt. Diesegafog wird in der Literatur haufig auch als
Abbildung oder Mapping bezeichnet, vergleiche dazu augh [3

Das Ziel der Analyse-Phase ist es, eine Kontrolle Uiber dimkunikationskosten, den Ausgleich
des benutzten Speicherplatzes und auch Giber die Rechenkts einzelnen Prozessoren zu erlan-
gen. Die Rechenkosten werden dabei angenahert tUiber dighhan durchzufiihrenden Floating-
Point-Operationen. Es wird nun im Folgenden eine Vorgeheise dargestellt, die es ermoglicht,
den Eliminationsbaum derart auf die Prozessoren abzubittkess gleichzeitig die oben genannten
Faktoren kontrolliert werden kdnnen.

L

4

Abbildung 2.12: Einteilung des Eliminationsbaumes in die verschiedenerl_e

Es sei dazu als Beispiel ein Eliminationsbaum gegeben,|ddng 2.12, der von unten nach oben
Level fur Level bearbeitet wird. Level 0 wird dabei mit Hiltles nachstehenden Algorithmus 2.13
ermittelt. Die dazugehorigen Abbildung 2.14 soll die \@ngnsweise des Algorithmus noch ein
wenig verdeutlichen.

L sei die Menge der Wurzeln des Eliminationsbaums

while Belastung unausgeglichen

—

Finde Knoteny ausL,, der am meisten Rechenkosten verursach
Initialisiere Ly mit (Lo \ {¢}) U {Nachkommen vorg }

Verteile die Knoten vorlg zyklisch auf die Prozessoren
Schatze die Unausgeglichenheit ab

end while

Abbildung 2.13: Entwicklung und Abbildung des Anfangs-Levdlg
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L L L

1) 2) © e 3)
Abbildung 2.14: Ein Schritt bei der Bildung von Levedl,

Ein Knoten gehort zu;, < > 0, wenn alle seine Sohne 4y gehoren mitj < . Als erstes werden
die Knoten von Level 0 und deren untergeordneten Teilbaaingebildet. Dieser erste Schritt wird
durchgefuhrt, um den Arbeitsaufwand in den Unterbaumesziagleichen und die benotigte Kom-
munikation zu reduzieren, da alle Knoten eines Unterbaumslenselben Prozessor abgebildet
werden. Normalerweise ist es notwendig, viel mehr KnotenPabzessoren in Level 0 zu haben,
um einen guten Ausgleich zu erhalten. Deshalbligtauch abhangig von der Prozessoranzahl,
mit der die Multifrontal-Methode durchgefuhrt werdenls@8prich, je mehr Prozessoren beteiligt
werden, desto kleiner werden auch die Unterbaume, soldiegemit der Dimension der Matrix
vereinbar ist.

Die Abbildung beziiglich hoherer Levels im Baum bewirlditgich einen Ausgleich von Speicher-
platz. Fir jeden Prozessor wird als erstes der Speicharrbigd die Knoten aus Levdl, berechnet.
Fur Knoten aus allen anderen Levéls miti > 1 gilt, dass jeder noch nicht abgebildete Knoten auf
denjenigen Prozessor abgebildet wird, der bisher den wtmigSpeicherplatz bendtigt. Nach der
Abbildung des Knotens wird der Speicherplatzbedarf degd¥sors dementsprechend Korrigiert,
und es wird mit dem nachsten Knoten fortgefahren.

Anschlieend wird die Koeffizientenmatrix anhand diesecckgefiihrten Abbildung explizit auf
die jeweiligen Prozessoren verteilt. Zusatzlich ist eets der Abbildung nun moglich Aussagen
Uber den Umfang an Rechenarbeit und den SpeicherplatZbrditigen.

Anhand des ausfuhrlichen Beispiels fur die Faktorigigreiner Koeffizientenmatrix im vorheri-
gen Abschnitt des Kapitels konnte man erkennen, dass wéitem Prozesses der Faktorisierung
in einigen Knoten sehr viel mehr Rechenaufwand anfiel alsdeeen, weil immer mehr Update-
Beitrage aus Knoten niedrigerer Levels mit einbezogerderemissen, je weiter man im Baum
in Richtung Wurzel vordringt. Amestoy und Duff haben sogeigen konnen, dass in den obers-
ten drei Levels des Eliminationsbaumes mehr als drei \lidgs gesamten Berechnungsaufwandes
stattfindet. Dies macht es notwendig, fur diggel3en* Knoten in der Nahe der Wurzel eine Paral-
lelverarbeitung der Berechnungen innerhalb der Knoterefinmigren.

Die Parallelisierung wird dabei in drei verschiedene Typaterteilt, die Typl-, Typ2- und Typ3-
Parallelisierung.

Typl-Parallelisierung
Hier liegt der rein serielle Fall vor, sprich die Frontal-ivla F; eines Knoteng wird nur auf einem
einzigen Prozessor berechnet.

Typ2-Parallelisierung

In diesem zweiten Fall ist die Frontal-Matrix des Knotenggaf3, dass die Faktorisierung in meh-
rere Teile aufgespalten wird. Die Zeilen der Frontal-Matwierden dabei auf mehrere Prozessoren
aufgeteilt, wobei ein Prozessor glslaster* definiert ist und die restlichen gJSlaves‘. Wegen
der zeilenweisen Aufteilung der Matrix spricht man bei diesTyp der Parallelisierung auch von
der 1D-Block-Partitionierung Der Master-Prozess behalt dabei die Zeilen der Frontkilk] die
bereit sind zur Faktorisierung. Diese Zeilen werden aushfally-summed" also als vollstandig
summiert bezeichnet, weil keine Update-Beitrage ausrandeevels mehr mit einflie3en. Alle an-



2.3. DIE MULTIFRONTAL-METHODE 35

deren Zeilen werden dann den Slave-Prozessoren zugeordnet

Der Master erhalt schlie3lich zur Ausfihrungszeit vomee Sohnen symbolische Information
bezlglich der Struktur der Beitragsblocke, die er voreinaur Bildung seiner Frontal-Matrix ge-
schickt bekommt. Basierend auf dieser Information bestiaen Master die exakte Struktur seiner
Frontal-Matrix und entscheidet dann, welcher Slave-Paszean der Faktorisierung des Knotens
teilnehmen wird. Um diesen Sachverhalt etwas zu verdéetticist in Abbildung 2.15 eine grafi-
sche Darstellung eines solchen Typ2-Knotens gegeben.

\ MASTER
(Vollstdndig-summierte Zeilen)

Slave 1

Zeilen, fir die
noch Update-
Informationen
benétigt
Slave 2 werden

Abbildung 2.15: Typ2-Knoten: Aufteilung der Frontal-Matrix

Typ3-Parallelisierung

Die Frontal-Matrix wird bei Typ3-Parallelisierung nichievbei Typ2-Knoten zeilenweise verteilt,
sondern zunachst in Blocke unterteilt. Diese Blockeldyl nun kleine Teilmatrizen der Frontal-
Matrix. Der Master sammelt schlieRlich wieder symbolisktfermation aller seiner Sohne beziiglich
der noch mit einzubeziehenden Update-Informationen ulittosymbolisch die Struktur seiner
Frontal-Matrix.

Diese Information wird daraufhin an alle teilnehmenderzBssoren versendet. Somit kbnnen dann
bei der Faktorisierung der Frontal-Matrix die Update-Begje der Sohne ganz gezielt an diejeni-
gen Prozessoren gesendet werden, die diese Informatianéwrd Berechnungen auch bendtigen.
Wegen seiner Eigenschaften ist dieser Prozess auch bekaentlem BegrifZzyklische-2D-Block-
Partitionierung

Diese drei Typen der Parallelisierung sind in Abbildung62nbch einmal zusammen mit den zu-
gehorigen Frontal-Matrizen dargestellt, um eine delodlie Vorstellung der verschiedenen Auftei-
lungen zu erhalten.
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Abbildung 2.16: Aufteilung der Berechnungen eines Eliminationsbaums



Kapitel 3

Das Jacobi-Davidson-Verfahren

In diesem Kapitel wird das Jacobi-Davidson-Verfahren,cles von Sleijpen und Van Der Vorst

1996 (siehe auch [11]) erstmals beschrieben wurde, kukatert mit einem speziellen Augenmerk
auf die Losung der Korrekturgleichung. Im Rahmen der Dipdobeit sollte an dieser Stelle ein

zusatzlicher Loser fur lineare Gleichungssysteme fiminibesetzter Koeffizientenmatrix, der soge-
nannte Sparse Matrix Solver MUMPS, herangezogen werdénKagitel (2.3)).

Die Grundidee

Das Jacobi-Davidson-Verfahren dient zur Berechnung distgn oder der kleinsten Eigenwerte,
beziehungsweise von Eigenwerten aus dem Inneren des @meskin der Umgebung eines vorge-
gebenen Wertes. Der Einfachheit halber beschrankt seliottyjende Erlauterung des Verfahrens
auf die Berechnung des gro3ten Eigenwertes einer synsciegm und reellen Matrid. Somit ist
das folgende Eigenwertproblem gegeben:

Au =X u mit AeR™"™ symmetrisch

Mit Hilfe des Jacobi-Davisdon-Algorithmus will man nun dgrol3ten Eigenwerk, ..., Sowie den
dazugehorigen Eigenvektar,,,. von A bestimmen.

Die grundlegende Idee bei diesem Verfahren ist es, die BggyaatrixA in einen niederdimen-
sionalen Unterrauny zu projizieren. Hier wird dann das Eigenwertprobledirekt gelost* und im
Anschluss daran der Unterraum geschickt erweitert. Diesgeliensweise wird mittels Iteration so
oft wiederholt, bis das Residuum schlie3lich klein gentg is

Auf die einzelnen Schritte, die dazu notig sind, wird nunFolgenden eingegangen.

Der Projektionsschritt
Dazu seilV = [vy, ..., Uy, € R™™ orthonormal und’ = span{vy, ..., v, }. Die Projektion von A
in V ist gegeben durch:

H=vTAVv

Im Fall, dassV einen Eigenvektor von A zum dazugehorigen Eigenwekxtenthalt, besitzti
ebenfalls den Eigenwent. Im umgehrten Fall bedeutet dies, falls s) ein Eigenpaar vorf ist,

so ist(#, ) mitu = V's ein Ritzpaar von A bezuglicl. Das heiRtAu — fu steht senkrecht zu

mit u € V.

Die Ritzwerte bilden dabei Approximationen an die Eigeneeon A und die Ritzvektoren Nahe-
rungen an die Eigenvektoren voh Je kleiner schlie3lich der Winkel zwischen dem exakten Ei-
genvektor und dem Unterraubhist, desto besser sind die Approximationen.

37
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Die Unterraumerweiterung
Nach Berechnung der aktuellen Naherungamdu € V flr \je und 4., zerlegt man den
Vektor u,,qq in:

1
Umazr = U+ U,

wobeiut € U+ undU = span{u} ist. Mit Hilfe des Jacobi-Davidson-Verfahrens wird nun-ver
sucht den Vektor- anzunahern und daraufhin den Ralimm genau diese Naherung zu erweitern.
Hierzu projiziert man die Matrix4 wie folgt in den Raunt/:

B = (I —uu")A(I —uu®) (3.1)
Dabei wirdu als normalisiert angenommen.

Mit Hilfe der Definition fur das Residuum = AU — 6u und der Eigenschaft, dassl wu, gilt fur
den Ritzwert):

0u = Au—r
= ulfu = uwlAu—uTr
= 0 = ulAu (3.2)

Damit kann die Gleichung (3.1) auch geschrieben werden als:

= (I —uwu")AI — uu®)

= (A—uu AT —uul)

A —uut A — Avu™ + u(u? Au)u™

= B+uul A+ Auu” — Ouu” (3.3)

tee
SIS
I

Weiterhin gilt mitu, ., = u + u die Bedingung:
Alu+ut) = Mpaz(u+ub) (3.4)
Zudem erfullt die MatrixB die folgende Gleichung:

Bu = (I —uwu")AI —uu")u
= (I —wu")A(u —u)
=0 (3.5)

Nun folgt aus (3.4) unter Berlicksichtigung von (3.2), 3(3.5) undr = Au — Ou:

(B +uut A+ Auu® — 0uu®) (u + ut) = Apaz (u + u't)
& 0+ Bult +uf +wul Aut + Au+ 0 — Ou + 0 = Moot + Apagtt ™
& But — Mpagut = —(Au — 0u) + (Mnae — 0 — v’ Aut)u
& (B = A\paeDut = =1 4+ Apaz — 0 — uT Aut)u (3.6)

Da (B — )\m,ml)uL und r beide senkrecht zu sind, muss der Vorfaktor von gleich Null sein.
Damit gilt:

(B = ApaeDut = —r (3.7)

Da der Eigenwerd,,,.,. hicht bekannt ist, und das Losen dieser Gleichung ahwlidtvandig ware
wie das Losen des Ausgangsproblems, nahert man die @Gtegcin, indem man,,,,,. durché er-
setzt. Dies funktioniert allerdings nur zufriedenstedleyut, wenrg ,nah" an\,,... liegt. Falls dem
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nicht so ist, ist es effizientey,,,, durch einen konstanten Wert zu ersetzen, der in der Nahgedes
suchten Eigenwertes liegt. Damit kann verhindert werdassdlie Eigenwertnaherung schlief3lich
gegen einen unerwiinschten Wert lauft, beziehungsweéss, eine lokale Stagnation stattfindet.
Angenommerd ist ,nah* an\,,.., SO erhalten wir aus (3.7):

(B — OI)ul/ =—r
Mit (3.1) und der folgenden Gleichung:
I —wHut = ot (3.8)

fuhrt dies zu dem fiir die Diplomarbeit wichtigsten Absittyrzu der Korrekturgleichung:

(I — wuT)A(I — uu ) ol = —r
(0= wAL i ot =
(I —uu™)Au WMt = —r

tTTQ
I
|

—0(I —
(I —uuT)(A— 9[)
(I —wu™(A-0DI —uwuut = —r (3.9)

Ist ein Ritzwertd gegeben, so wird mit der Gleichung (3.9) eit’ berechnet, mit welchem
daraufhin der Unterraum erweitert wird. AnschlieRend blenet man wieder ein neues Ritzpaar
beziglich des erweiterten Unterraums. Diese Schrittelereso lange wiederholt, bis die neue Ei-
genwertnaherung exakt genug ist.

An der Gleichung (3.9) lasst sich jedoch leicht erkennassdiie Bestimmung vam™’ bei groen
Matrizen sehr aufwandig wird. Aus diesem Grund ist es dddich, die erhaltene Gleichung noch
zu vereinfachen. Wie das realisiert wird und welche Voetdiiraus entstehen ist explizit im folgen-
den Kapitel 4 erlautert.

In der Abbildung (3.1) ist das bisher beschriebene Jacabid3on-Verfahren in einem Nassi-
Shneidermann-Diagramm dargestellt. Wie auch in der Begalmg des Verfahrens ist man mit
dieser vereinfachten Form des Algorithmus nur in der Lage, grol3ten Eigenwent,,,,,, von A
anzunahern. Zusatzlich wird noch eine Variablg,,,. eingefuhrt. Mit deren Hilfe wird sicherge-
stellt, dass der Unterraum nicht beliebig oft erweitertdyita es dann zu Problemen kommen kann.
Zum einen kann der Speicherplatz eines Rechners Ubdtephrierden und zum anderen wird das
Losen des projizierten Eigenwertproblems mit wachsenteterraum immer aufwandiger. Um
diese Ineffektivitat zu vermeiden, wird ein Restart dgetiihrt, wennm,,,.,. Uberschritten wird.
Eine ausfuhrliche Erlauterung zum Thema Restart ist 14 #u finden.

Die Verallgemeinerung

Die Algorithmen zum Jacobi-Davidson-Verfahren, die mawenschiedener Literatur findet, be-
schreiben das Verfahren oft allgemeiner. So werden dorgdiB8ten oder kleinsten Eigenwer-

te einer Matrix bestimmt, wobei die Matrix auch nicht zwadagfig symmetrischen Ursprungs
sein muss. Zudem konnen mit Hilfe harmonischer Ritzwentgh&igenwerte aus dem Inneren des
Spektrums ermittelt werden. Auch zur Losung der Korraiichung werden einige verschiedene
Methoden dargestellt.
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Wahle einen normierten Startvektor

Wahle einm,,,., fir die maximale Unterraumerweiterung

SetzeV := [v]undm =1

berechne Projektiofl := VT AV

berechne grofites Eigenpdérs) von H

setze den Ritzvektar := V's

setze den Residuumsvektor= Au — Ou

lose naherungsweise eiraus(/ — uu”)(A — 0I)(I — uu® )t = —r
mit¢ |

orthonormalisiere gegeniibe” und fuge Ergebnis zU™ hinzu

setzem :=m+1

m > Mmax

Y N

fuhre einen Restart durch niit := [u]

Solange bis Konvergenz eintritt

Abbildung 3.1: Einfache Form des Jacobi-Davidson-Algorithmus zur Bemeclg des grofiten Eigenwerts
von A



Kapitel 4

Integration des Sparse Matrix Solvers
MUMPS in das
Jacobi-Davidson-Programm

4.1 Losung der Korrekturgleichung

Wie in Kapitel 3 beschrieben, ist es erforderlich die Kotuegleichung (3.9) in jedem Iterations-
schritt des Jacobi-Davidson-Verfahrens zu Iosen. AusedieGrund sollte versucht werden, dieses
Problem so zu vereinfachen, dass die Losung moglichf&airund somit effizient zu bestimmen
ist. Hierzu wird in Gleichung (3.9) die Vereinfachung (3e8)gesetzt:

(I —uu™)(A—0I)(I — uuT)ul' .,
< (I —uu)(A—0Dut = —r
= (A—0hut = —r+ou (4.1)

Daut’ zu diesem Zeitpunkt unbekannt ist, kanmur durch rechenintensive Umformungen be-
stimmt werden.

Betrachtet man die letzte Gleichung etwas genauer, bermenktauf der rechten Seite eine Linear-
kombination zweier Vektoren und «. Diese Linearkombination lasst sich mit zwei entspredhen
grol3en Spaltenvektorem,undy, ersetzen:

(A=0D)(z,y) = (u,r)
Daraus folgt:

(A-0l)z = u & = = (A-0I)"

L (4.2)
(A-0l)y = r < y = (A-600)"r

(4.3)

Auf diese Weise hat man die Gleichung (4.1) awki einfache lineare Gleichungssysteme zurtick-
gefuhrt.

Mit (4.2), (4.3) und der Gleichung (4.1) erhalt man letziich:

(A—6DHu = —r+au
& ut = —(A—0D)"'r+a(A—600)"tu
& v o= ar—vy (4.4)

41
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Da firr dasu’’ gefordert ist, dass es senkrecht auteht, kann aus (4.4) schlieBlich der Wert diir
bestimmt werden:

uTut' = wlax —uTy
& 0 = aulz—uTy
T
u

Da die linke Seite der Gleichungen (4.2) und (4.3), sp(i¢h- 67), in der Praxis meist eine groR3e,

dinnbesetzte Matrix darstellt, sollte innerhalb der Diphrbeit getestet werden, ob sich die Ef-
fizienz des Jacobi-Davidson-Verfahrens dadurch steigesst,l dass zur Losung der beiden Glei-
chungssysteme statt den bisherigen CG-artigen Loseenindkapitel 2 vorgestellt wurden, der

Sparse Matrix Solver MUMPS verwendet wird. Speziell beiBerechnung von kleinsten und in-

neren Eigenwerten traten in der Vergangenheit oftmals ia#eth Verfahren Konvergenzprobleme
auf, die durch Verwendung des MUMPS-L0sers beseitigt emsbllten.

In den folgenden Abschnitten dieses und des nachstené{apiird nun genauer auf diese Sach-
verhalte eingegangen. Dazu beschreibt das nachste Epieik4.2 zunachst die Funktionsweise
und die Moglichkeiten des neu eingebundenen Losers MUNI® 8.3 wird danach erlautert, an

welcher Stelle der Loser in das bestehende parallele &igigprogramm eingebaut wurde. Ab-

schlieBend soll in Kapitel 6 eine ausfuhrliche PerforreaAnalyse zeigen, ob sich mit Hilfe des

Losers MUMPS die Effizienz des Programms hat steigernitasse

4.2 Die Software-Bibliothek MUMPS

Einleitung
MUMPS (MUltifrontal Massively Parallel Solver), ist eineofbwvare-Bibliothek, die auf der Mul-
tifrontal Methode basiert (vergleiche Kapitel 2.3). Diedeaket dient zum Losen linearer Glei-
chungssysteme der Form

Az =b

bei denerd eine quadratische, dinnbesetzte Matrix ist. Des Weitkesien die Koeffizientenmatrix
unsymmetrisch, symmetrisch positiv definit, oder genasgtimetrisch sein. Die Faktorisierung der
Matrix A mit Hilfe des direkten Verfahrens kann auf zwei verschied&rten erfolgen, mitteld.U-
oder LD L"-Zerlegung, abhangig davon, ob die Originalmatrix unsyetrisch oder symmetrisch
ist.

Der Algorithmus zur Losung wird, wie auch schon in Kapited Beschrieben, in drei Phasen durch-
gefuhrt:

1. Analyse
2. Faktorisierung
3. Losung

MUMPS verteilt dabei die notigen Berechnungen zur Losdag Gleichungssystems auf die zur
Verfligung stehende Anzahl an Prozessoren. So wird zu BegmProzessor aldHost* definiert,
der im Anschlul3 den gesamten Losungsprozess steuernDigdiufgaben der drei Phasen sind
wie folgt unterteilt:

1. Zunachst fuhrt der Host in der ersten Phase ein Ordel@ndvatrix basierend auf der sym-
metrischen Matrix4d + A™ durch, wie es auch schon im Kapitel 2.3 erlautert wurde efud
ermittelt der Host Uiber die symbolische Faktorisierung defallenden Rechenaufwand fir
die in der Faktorisierungs-Phase zu berechnenden Frivtatizen. Nach der Erstellung des
Eliminationsbaumes und dem Mapping auf die Prozessorem, die entsprechende sym-
bolische Information vom Host an alle anderen Prozessoeesendet. Anhand dieser In-
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formation kann nun der von den Prozessoren fur die Faktonisg und Losung benotige
Speicherplatz abgeschatzt werden.

2. Zu Beginn der Faktorisierungs-Phase wird die Originéixauf die teilnehmenden Pro-
zessoren verteilt. Die numerische Faktorisierung eingereFrontal-Matrix wird daraufhin
von einem Master-Prozessor (wahrend der Analyse-Phasigtedt durch Host) und einem
oder mehreren Slave-Prozessoren (wahrend der Ausfiildymamisch zugeordnet) durch-
gefluhrt. Jeder Prozessor legt dazu einen Vektor fir didgeltgs und Faktor-Beitrage an, wobei
die Faktor-Beitrage bis zur Losungs-Phase gespeichendemn.

3. Wahrend der Losungs-Phase wird die rechte $alts Gleichungssystems vom Host an alle
anderen Prozessoren Uibermittelt. Die Prozessoren enectaraufhin die gesuchte Losung
x mit Hilfe der in Phase 2 berechneten Faktor-Beitrage. Disung des Problems wird
schlie3lich wieder auf dem Host gesammelt oder kann aucklewukinzelnen Prozessoren
verteilt bleiben.

Jede der drei Phasen kann durch Einstellung bestimmtemietgaseparat ausgefuihrt werden, wo-
bei MUMPS dem Host-Prozessor auch erlauben kann, mit an destBnungen der Faktorisierung
und Losung Teil zu haben oder nicht.

Mit dem MUMPS-Loser wurde fiir beide Arten von Matrizenpayetrische und unsymmetrische,
ein Verfahren entwickelt, das auf einer vollig asynchrmoi@mmunikation mit dynamischer Ver-
teilung der Berechnungsprozesse basiert.

Die asynchrone Kommunikation wird verwendet, damit Beneclgen und Kommunikation par-
allel stattfinden konnen. Durch die dynamische Verteilengsteht der Vorteil, dass sich der Al-
gorithmus sozusagen eigenstandig zur Laufzeit beriehtigann. So kdnnen wahrend der numeri-
schen Faktorisierung Berechnungen auf andere, zu der 2eiger ausgelastete Prozessoren ver-
teilt werden. Im Endeffekt fihrt eine Kombination aus is@ter und dynamischer Verteilung zum
erwinschten Ziel, einer moglichst ausgeglichenen Vfartg von Rechenzeit und Speicherplatzbe-
darf unter den einzelnen Prozessoren. Dazu werden nueeigigHauptprozesse anhand der aus
der Analyse-Phase ermittelten Erwartungen auf Prozesstatisch abgebildet. Alle anderen an-
fallenden Prozesse werden dynamisch zur Laufzeit auf dizeBsoren verteilt.

Des Weiteren besitzt MUMPS eine Vielzahl von Variablen zteugrung dieser drei Phasen des
Berechnungsprozesses durch den Benutzer. Auf einige asteimoglichkeiten der Software-
Bibliothek wir im Folgenden eingegangen. Fur einen Gegsaerblick tber das Ausmal der zur
Verfugung stehenden Mdoglichkeiten steht zum einen dar'’v¥<uide [10] zur Verfugung, zum
anderen dient der Artikel [5] zur Orientierung auf diesenbiee

Fur die Integration eines weiteren Losers in das pagllacobi-Davidson (JD) Programm bot sich
die MUMPS-Software-Bibliothek aus mehreren Griinden am2£inen ist die Software ebenfalls
in Fortran90 implementiert, sodass man nicht auf Schelltést zuriickgreifen muss, auch wenn
diese fur C und MATLAB schon existieren. Zum anderen basier Nachrichteniibertragung zwi-

schen den Prozessoren bei der parallelen Version von MUMIP$&IRBI, so dass auch hier keine

Probleme entstehen sollten, da die parallele Version de8rdBramms ebenfalls mittels MPI die

Kommunikation zwischen den Prozessoren koordiniert.

Die Datenstruktur von MUMPS

Im Folgenden wird nun zunachst kurz auf die Einstellmiitieiten der MUMPS-internen Parame-
ter eingegangen, die fur die Einbindung des Solvers in BaBrdgramm notig beziehungsweise
hilfreich waren.

Alle von MUMPS zur Ausfiihrungszeit benotigten Variabkind in einer grof3en Struktur namens
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[ SDCZ] MUMPS_STRUCT

deklariert, wobei jeweils nur einer der in eckigen Klammartrgefiihrten Buchstaben vorne an-
gehangen wird, je nachdem, ob MUMPS als REAL-, DOUBLE PREGCNs, COMPLEX- oder
DOUBLE COMPLEX-Version ausgefuhrt werden soll. Auf diemzélnen Komponenten, zum Bei-
spiel auf den Vektor ICNTL, kann dann wie folgt zugegriffeengden:

munps_par | CNTL

Der Einfachheit halber wird im Folgenden dafiir aber nurmder Komponentenname ICNTL ver-
wendet.

Kontrolle Uber die drei Phasen: Analyse, Faktorisierung,L 6sung

In diesem Teil des Kapitels wird nun auf die Komponenten daialblen mumpgpar% vom Daten-
typ DMUMPS.STRUCT eingegangen, die der Benutzer zur Steuerung von M&J8#zen muss.
Die Variablemumpspar%job ist vom Typ Integer und muss vom Benutzer auf allen Prozegssor
vor dem Aufruf von MUMPS initialisiert werderUber die Variable werden die Hauptaufgaben des
Solvers gesteuert. Folgende Moglichkeiten bestehen irgdshmg mit dieser Variablen.

e JOB = -linitialisiert ein Objekt der Struktur MUMPSTRUCT. Ein Aufruf der MUMPS-
Routine mit JOB=-1 ist in jedem Fall einmal zu Beginn durdiibwen. Dadurch werden
Default-Werte anderer Komponenten von MUMBSRUCT gesetzt, wie zum Beispiel ICNTL,
auf die an spaterer Stelle noch eingegangen wird. DiesauliéiVerte konnen selbstverstand-
lich im Anschlufd wieder verandert werden, bevor die Anadihase von MUMPS stattfindet.
Wichtig ist jedoch, dass vor dem Aufruf der Routine MUMPS d@B=-1 noch drei weitere
Komponenten vom Benutzer initialisiert werden. Diese sind

munps_par “COVM

munps_par %°AR

munps_par ¥6YM
Die Integer-Variablanumpspar®sCOMM muss auf einen giltigen MPI-Kommunikator ge-
setzt werden (z.B. MPCOMM_WORLD), der zum Nachrichtenaustausch innerhalb von
MUMPS gebraucht wird. Der Wert darf wahrend der Berechmumg Benutzer nicht mehr
verandert werden. Der Prozessor in diesem KommunikatoiRang O wird von MUMPS
als Host verwendet und es sollten auch nur ProzessorenesentdKommunikator MUMPS
aufrufen.

Mit Hilfe der Komponentemumpspar%PARDbesteht die Moglichkeit, dass der Host nicht
nur die Analyse-Phase durchfuihrt und die anderen Phalerwéacht. Durch Setzen der
Variablen PAR auf 1, statt dem Default-Wert 0, wird der Host im die Berechnung der
Faktorisierungs- und Losungs-Phase einbezogen. Istni@Bgs-Matrix sehr grof3 und nicht
verteilt Uber die Prozessoren, sondern nur auf dem Hoslledp so sollte von einem MUMPS-
Aufruf mit PAR=1 abgesehen werden, da es dann schnell zuddpeglichenheit im Speicher
des Hosts kommen kann, was den Programmablauf wesentligimgsamen kann.

Die Variablemumpspar%SYMmuss angegeben werden, um MUMPS mitzuteilen welche
Art von Matrix verarbeitet werden soll. Dabei stehen folgeMoglichkeiten zur Verfugung:

SYM =0 steht fur unsymmetrische,
SYM =1 fur symmetrisch positiv definite, und
SYM =2 fir symmetrische Matrizen.

Nach einem Aufruf von MUMPS mit JOB=-1 enthalt die internerkponente mumppar
%MYID jeweils den Rang des aufrufenden Prozessors.
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e JOB=-2ist das Gegenstiick zu JOB=-1 und zerstort somit ein ObjekMUMPS-Struktur.
Alle Variablen, die zu diesem Objekt gehoren, bis auf diemenutzer angelegten, wer-
den dealloziiert. Deshalb sollte MUMPS mit der Option auah aufgerufen werden, wenn
abzusehen ist, dass keine weiteren Aufrufe mit diesem ®hjekr stattfinden werden.

e JOB=l1leitet die Analyse-Phase ein. MUMPS wahlt dabei Pivotri#ate von der Diagona-
len und benutzt ein Auswahlverfahren, was dafir sorgts aeshrend der anschlieRenden
Faktorisierungs-Phase die Faktor-Matrix nicht unnotidgefullt wird. Zudem verwendet
MUMPS die Besetzungs-Struktur voh+ A’ dazu, unabhangig von den numerischen Wer-
ten den Eliminationsbaum zu bilden und den Aufwand der krfdén Berechnungen in der
Faktorisierungs-Phase abzuschatzen.

Da die numerischen Werte in der Analyse-Phase noch keide Raklen, reicht es prinzipi-
ell aus, diese MUMPS auch erst nach der ersten Phase zwgued zu stellen. Da in den
meisten Fallen die Input-Matrix vor der Analyse schon logitast, werden im Folgenden nur
die Unterschiede bei der Eingabe der Matrix beschrieberistSzs einerseits moglich, die
Matrix auf dem Host abzuspeichern, oder aber verteilt anfelazelnen Prozessoren, was
sich besonders bei sehr gro3en Matrizen anbietet. Abbasigdie Speicherung der Matrix
von dem ParametdCNTL(18) Uber den genau diese beiden Moglichkeiten steuerbdr sin
Besitzt die Variable den Default-Wert 0, so muss der BemutieKomponentemN, NZ, IRN,
JCN und A der MUMPS-Struktur eigenhandig definieren. N und NZ speichdabei die
Dimension und die Anzahl der Nicht-Null-Eintrage der Gmagmatrix. IRN und JCN sind
jeweils Vektoren der Lange NZ, auf denen anschliel3end dile@- und Spaltenindizes der
Matrixeintrage abgelegt werden. Auf dem Vektor A, der giein Lange sind die Nicht-Null-
Eintrage gespeichert.

Soll die Matrix verteilt abgelegt werden, ordnet man der Komentel CNTL(18) vor der
Analyse-Phase den Wert 3 zu. Diesederung beinhaltet jedoch auch, dass nun nicht mehr
nur auf dem Host wie oben die zusatzlichen Komponenten idefiwerden, sondern auf je-
dem einzelnen der Prozessoren. Die einizige Variable,ierandert auf dem Host definiert
wird, ist die MatrixdimensiorN. Alle anderen Komponenten andern sich wie folgt. Auf je-
dem Prozessor muss&¥ loc, IRNIoc, JCNloc und A_loc definiert werden. NZoc gibt
dabei die Anzahl von Zeilen der Originalmatrix lokal auf dentsprechenden Prozessor an.
IRN_loc, JCNloc und Aloc sind wieder Vektoren, nun aber der Lange_Ng, auf denen
jeweils die lokalen Zeilen- und Spaltenindizes, sowie d&tieintrage der entsprechenden
Nicht-Null-Elemente abgespeichert werden.

e Mit JOB=2wird die zweite Phase gestartet, die numerische Faktorsieder Matrix. Falls
fur den Aufruf von MUMPS mit JOB=1 nur die Struktur der Matrsprich N und NZ, IRN,
JCN beziehungsweise Nidc, IRN_loc, JCNloc, Ulbergeben wurde, missen spatestens jetzt
vor dem Aufruf mit JOB=2 auch die numerischen Werte A bezaigjsweise Aloc vom Be-
nutzer bereitgestellt werden. Logischerweise muss einuAubn MUMPS mit JOB=1 zuvor
stattgefunden haben, damit die Information der symbadisdraktorisierung bereitsteht.

e Die Losungs-Phase wird mitOB=3 begonnen. Um das Gleichungssystem Ax = b zu losen,
werden die rechte Seite, die zuvor vom Benutzer bereitiffesterden muss, und die Fakto-
ren, die wahrend der zweiten Phase durch MUMPS berechnetewubenotigt. Die rechte
Seite des Systems wird definiert durch die Komponentenpspar%RHS RHS wird da-
bei auf dem Host definiert als ein Feld der LangéRH S «+ LRHS), wobei NRHS die
Anzahl der Vektoren fur die rechte Seite angibt und LRHSRiimension der Originalma-
trix. Das heif3t, dass MUMPS fur mehrere rechte Seiten mumai aufgerufen werden muss,
wobei der Vektor RHS dann entsprechend verlangert wirdh@d Losung des Gleichungs-
systems fur gewohnlich die rechte Seite nicht weiter vexl®itung ist, wird default-malRig
(ICNTL(21)=0 RHS uberschrieben mit der Losung des System$CNTL(21)mit 1 initia-
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lisiert, wird die rechte Seite beibehalten. Die Losung @ésichungssystems wird dann auf
lokalen Vektoren, die auf allen teilnehmenden Prozesseoem Benutzer manuell angelegt
werden missen, verteilt.

e In dem Fall, dass zu Beginn oder zum Schluf3 einzelner Phase®WNJMPS bereits alle
vom Benutzer bereitzustellenden Daten angegeben wurd&ssen noch folgenden Aufrufe
zum Einleiten der nachsten Phasen nicht mehr einzelngeriolAuf folgende Art und Weise
kénnen mit der VariabledOB Aufrufe von mehreren Phasen zusammengefasst werden.

— JOB=4kombiniert die Aktionen von JOB=1 und JOB=2.
Ein Aufruf von MUMPS mit JOB=-1 muss zuvor schon stattgefemdhaben.

— JOB=5kombiniert die Aktionen von JOB=2 und JOB=3.
Ein Aufruf von MUMPS mit JOB=1 muss zuvor schon stattgefuntdaben.

— JOB=6 kombiniert die Aktionen von JOB=1, JOB=2 und JOB=3.
Ein Aufruf von MUMPS mit JOB=-1 muss zuvor schon stattgefemdhaben.

Zu der MUMPS-Struktur zahlen neben den bereits vorgésteKomponenten noch eine ganze Rei-
he weiterer, die zum Teil vom Benutzer modifiziert werdenrién, sodass die Bibliothek abhangig
vom zu lésenden Problem individuell einsetzbar ist.

In der MUMPS-Version 4.6.2., die fur diese Diplomarbeihggsetzt wurde, enthalt der Vektor
ICNTLinsgesamt 22 Felder mit unterschiedlicher Bedeutungaiziish zu den oben schon erwahn-
ten Moglichkeiten zur Manipulation der Programmaustiity kann zum Beispiel mit Hilfe dieses
Vektors auch die Ausgabe von Zwischenschritten und -Igsarerlaubt oder unterdriickt werden.
Weiterhin sind die Angabe von erwiinschten Skalierungs-@rdering-Strategien moglich, sowie
die Ausgabe der in der Faktorisierungs-Phase berechnetam-Bomplement-Matrix. Fir detail-
lierte Informationen steht der User’s Guide [10] zur Vediag.

In Abbildung 4.1 ist nun abschlielend noch ein kleines RorBeispielprogramm dargestellt. An-
hand dessen sollen ein paar der oben beschriebenen Mdatam die die Software-Bibliothek
bereitstellt, erlautert werden.

Mit diesem Programm wird ein kleines symmetrisches line&kichungssystem gelost, mit Koef-
fizienten-Matrix A = diag(12) und rechte Seitd® HS = [14]7. Wegen der sehr geringen GroRe
bleiben die Daten selbstverstandlich nur lokal auf demtiiosl werden nicht auf teilnehmende
Prozessoren verteilt. Damit die MUMPS-Struktur benutztdea kann, sowie auch benotigte MPI-
Routinen, werden zu Beginn die beiden Header-Dataipif.hnund dmumpsstruct.heingebunden.
DMUMPS steht dafur, wie oben schon erlautert, dass MUMP&r DOUBLE PRECISION Ver-
sion ausgefuhrt werden soll.

4.3 Einbindung in das Jacobi-Davidson-Eigenwertprogramm

Dieser Teil des Kapitels beschreibt nun abschlieRend, igiSdftware-Bibliothek MUMPS in das
Jacobi-Davidson-Programm eingebunden wird.

Das Jacobi-Davidson-Programm

Das bestehende Eigenwertprogramm wurde bewusst einfaeltge, sodass an vielen Stellen ohne
groBen Aufwandnderungen durchgefiihrt werden kénnen. Im Zuge der Dipidoeit [18] wur-
de das Programm-Paket derart modularisiert, dass es imniliesen in zwei Teile aufgespalten
wurde, in ein Hauptprogramm und ein Hauptunterprogrammcbdas Hauptprogramm wird der
gesamte Programmablauf gesteuert und im Hauptunterpnog@er eigentliche Jacobi-Davidson-
Algorithmus ausgefuhrt. Eine ausgelagerte Routine, mamelcorreq Ubernimmt im Laufe des
Hauptunterprogramms die Losung der Korrekturgleichubg.gerade die Losung der Korrektur-
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PROGRAM DMUMPS_TEST

| MPLI CI' T NONE

| NCLUDE '’ npi f. h’

I NCLUDE ’ drmunps_struc. h’

TYPE (DMUVMPS_STRUC) nmunps_par
| NTEGER | ERR, |

CALL MPI _I NI T(I ERR)

munps_par ¥COWM = MPlI _COVM WORLD
munps_par %YM = 1

munps_par %°AR
munps_par %9 OB

1
-1
CALL DMUMPS( munps_par)

IF ( munps_par%wID .eq. 0 ) THEN
munps_par %N = 2
munps_par ¥NZ = 2
ALLOCATE( munps_par % RN ( nunps_par %Nz ) )
ALLOCATE( munps_par %9CN ( nunps_par %Nz ) )
ALLOCATE( munps_par %A( nmunps_par %N\NZ ) )
ALLOCATE( munps_par “RHS ( nunps_par%N ) )
munps_par%4 RN = (/1, 2/)
munps_par %QCN = (/1, 2/)
munps_par%A = (/1.0, 2.0/)
munps_par¥%RHS = (/1.0, 4.0/)

END | F

munps_par % OB = 6
CALL DMUMPS( munps_par)

C Sol uti on has been assenbl ed on the host
IF ( munps_par%wID .eq. 0 ) THEN
WRITE( + , » ) ' Solutionis ',

1 (munps_par %R:HS( 1), | =1, nunps_par 9N)
END | F
C Deal | ocate user data
C Destroy the instance (deallocate internal data structures)

munps_par %WOB = -2
CALL DMUMPS( munps_par)
CALL MPI _FI NALI ZE( | ERR)
END

Abbildung 4.1: Losung eines Gleichungsystems mit der Software-BibéktlUMPS

gleichung einen groRen Einfluss auf die Konvergenzgesdigkrit des Jacobi-Davidson-Verfahrens
ausubt, wurden bisher schon verschiedene Methoden aegelatie je nach gesuchten Eigenwer-
ten und abhangig von der Art der Input-Matrikauf verschiedene Art und Weise die Gleichungs-
systeme losen. Zunachst wurden die bisher implemeeatieverfahren eingeteilt in einfache und
komplexe Losermethoden. Die einfachen Loser haben dhbdtigenschaft, dass die Iterationen
sehr schnell laufen, die Konvergenz jedoch sehr langsarDistkomplexen Loser bilden das ge-
naue Gegenteil dazu, sie sind sehr prazise, dadurch atiesabr aufwandig. Ergebnis ist, dass die
Iterationen sehr viel langer dauern, als die der einfadtimer, dafiir jedoch wesentlich weniger
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Iterationen benotigt werden. Es bietet sich daher amaust mit einem schnellen schlechten Loser
zu beginnen und nach einer gewissen Anzahl von Iterationéuen langsamen aber praziseren
Loser zu wechseln.

Im bisherigen Jacobi-Davidson-Programm standen dieskbdvioglichkeiten mittels den beiden
Prozedurensimplesolv und complsolv zur Verfugung, wobei als einfacher Loser die Multipli-
kation mit der Inversen der Diagonal-, beziehungsweiseemir inneren Bandmatrix verwendet
wurde. Als komplexe Loser dienten die in Kapitel 2.2 schorgestellten CG-artigen Methoden,
das QMR- und TFQMR-Verfahren. lsolcorreq wird anhand von eingelesenen Parametern aus
einer fur die Ausfiihrung des Jacobi-Davidson-Prograrenf@rderten Parameterdatei entschieden,
welcher Loser letztendlich verwendet werden soll. Weitaformationen und eine ausfiihrliche Be-
schreibung beziglich des gesamten Jacobi-Davidsordinogs und der definierbaren Parameter
istin [18] zu finden.

Wahrend dieser Diplomarbeit wurde nun eine weitere Pnazedmensnumpssolv mit in die
Routine solcorreq eingebunden. Wie der Name schon verrat, findet hierbei dshg der Glei-
chungssysteme, mittels der Software-Bibliothek MUMP & stie bereits im vorherigen Unterka-
pitel vorgestellt wurde.

Mit dieser neuen Prozedutumpssolv sollten letztendlich die Voriiberlegung zur Losung der-Ko
rekturgleichung aus dem Unterkapitel 4.1 mit den Moglatdn des Loser-Pakets MUMPS, die im
Teil 4.2 vorgestellt wurden, bestmaoglich vereint werden.

Mittels der beiden Gleichungen (4.2) und (4.3) war die Lrigsder Korrekturgleichung auf die Be-
rechnung von zwei einfachen Gleichungssystemen zuriighgevorden. Zur besserddbersicht
sind die beiden Gleichungen hier noch einmal abgebildet:

(A-0l)x = u (4.6)
(A-0I)y = r 4.7

Da sich die beiden Gleichungssysteme jedoch lediglichnerirechten Seite unterscheiden, muss
schlieBlich nur eine Faktorisierung der Mat(iX — 01I) stattfinden. Wie zuvor schon in Kapitel
2.1 erlautert wurde, erhalt man die Losung eines zweg&ichungssystems, das sich nur in der
rechten Seite vom ersten unterscheidet, sehr einfach e xesatzliche Faktorisierung mehr statt-
finden muss, sondern lediglich eine zweite Losungs-Phase.

Im Unterkapitel 4.2 wurde bereits beschrieben, dass die Benutzer bereitgestellte rechte Seite
RHSder MUMPS-Struktur aus mehreren Rechte-Seite-Vektoretehen darf. In diesem Fall wird
sie aus den beiden Vektorenund r der Gleichungen (4.6) und (4.7) gebildet. Diese beiden Vek-
toren liegen jedoch zu Beginn des Aufrufes vammpssolv noch verteilt auf allen Prozessoren,
mussen aber laut Definition der MUMPS-Bibliothek auf denstHgesammelt werden. Da zusatz-
lich die einzelnen Prozessoren auch eine verschiedenehAwaa Zeilen dieser beiden Vektoren
in ihrem Speicher bereithalten, jeder namlich genap Zeilen, muss zum Sammeln der Daten auf
die MPI-Routinempi_gathervzuriickgegriffen werden. Diese Routine ermdglicht eim8geln von
Vektoren unterschiedlicher Lange von den Prozessorasrhiath eines Kommunikators auf einem
festgelegten Prozessor. Eine ausfuihrliche Beschreilengur Einbindung des MUMPS-Losers
bendtigten MPI-Routinen erhalt man in [24]. Die oben &mnte Variableanp wird bereits durch
das Jacobi-Davidson-Programm definiert, und zwar wahdend/erteilung der eingelesenen Ori-
ginalmatrix A zu Beginn des Hauptprogramms.

Aus der Tatsache, dass bei vielen Problemstellungen der-Natd Ingenieurwissenschatft die Ei-
genwerte von zum Teil sehr groRen Matrizen berechnet wesdkem, folgt unmittelbar, dass auch
die linken Seiten der beiden Gleichungssysténie 01) ebenfalls sehr grol? werden kdnnen. In der
Software-Bibliothek MUMPS ist jedoch default-maRig diedffizientenmatrix lediglich auf dem
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Host abgelegt. Sprich, um das Problem von zu wenig Speilgierauf einem Prozessor zum Ab-
speichern der linken Seite zu umgehen, muss die Input-Matrf alle teiinehmenden Prozessoren
verteilt werden. Dazu muss zunachst fur die benotigtemponenterNZ loc, IRN.loc, JCNloc
undA_loc der MUMPS-Struktur, auf deren Bedeutung in 4.2 bereitsegaggen wurde, Speicher-
platz angelegt werden, bevor auf jedem Prozessor gendodZlemente der Matrix abgespeichert
werden kdnnen.

Anschlie3end sind alle von MUMPS benotigten Daten zunin@sdes Gleichungssystems bekannt.
Das heil3t, MUMPS kann alle drei Phasen, Analyse, Faktonisgeund Losung, nacheinander ohne
Unterbrechung durchlaufen. Dazu wird die Komponel®dB mit 6 initialisiert.

Da die Losung nun ausschlie3lich auf dem Host bekannteidggh alle Prozessoren diese Infor-
mation bendtigen, miussen die Daten im Anschlul? wieddeNewerden. Die geschieht mit dem
Gegenstiick zmpigathery namlich mitmpLscatterv Diese Routine ermoglicht es, ausgehend von
einem Prozessor eine unregelmafige Anzahl von Elementeerachiedene Prozessoren zu sen-
den, auch hier werden von jedem der beiden Losungsvektaiegternnp Zeilen an die jeweiligen
Prozessoren versendet. Die beiden Losungsvektorardy sind nun berechnet und liegen verteilt
auf den teilnehmenden Prozessoren. Das heif3t, im Ansahmluss die noch unbekannte Konstante
« aus Gleichung (4.5) bestimmt werden, um schlieBlich dasiesehteu" aus Gleichung (4.4)
berechnen zu kdnnen.

Bei der Bestimmung von

uTy
a =

ulz
kann nun jeder Prozessor die lokal verfigbaren Daten zvedBaung des Zahlers und Nenners
benutzen. Im Anschluss daran sendet jeder Prozessor dighwoiokal errechnete Zahler- und
Nenner-Summe an alle Prozessoren im Kommunikator mit datifRempiallreduce die an dieser
Stelle bewirkt, dass jeder Prozessor seine und die Dateandieren Prozessoren aufsummiert. So
besitzen anschlieRend alle Prozessoren die Wertefirund vz und kénnen durch einfache
Division das gesuchte bestimmen.
Mit dieser Konstanten kann zuletzt lokal auf jedem der &ilmenden Prozessoren das erwiinschte
Ergebnis

ult = ax — Y

berechnet werden. Jeder einzelne Prozessor hat schii@3édernnp Zeilen des Ergebnisvektors
in seinem Speicher abgelegt.

Weiter oben wurde bereits angemerkt, dass pro Aufruf von NREB\E zwei lineare Gleichungssys-
teme geldst werden mussen, die sich jedoch nur in ihrditeacSeite unterscheiden. Unabhangig
davon unterscheiden sich aber die linken Seite von AufriAaiiuf von MUMPS, denn die jewei-
lige Eigenwertnaherung wird stets von der Diagonalen datriM A abgezogen. Das heil3t, um eine
exakte Losung der Korrekturgleichung zu erhalten, naisst jedem Aufruf der Routine MUMPS
die Matrix (A — 6I) erneut faktorisiert werden.

Im einfuhrenden Kapitel 2 Uber die Gleichungssystersdravurde bereits erlautert, dass bei direk-
ten Losungsmethoden speziell die Faktorisierung derikisghr aufwandig ist.

Wahrend Testlaufen, die auch im folgenden Kapitel 6 dodwuimert sind, wurden die Ausfuhrungs-
zeiten fur eine Faktorisierung der Systemmatrk — 07) und fur eine Losung des Gleichungs-
systems nach erfolgreicher Faktorisierung isoliert lofiiet. Diese Messung ergab eine durchweg
gleich bleibende Zeitdifferenz mit einem Faktor von mirtdas 1000 zwischen den beiden Phasen.
Das hiel3e also, dass zeitlich gesehen wahrend einer Bigktorg mehr als 1000 Losungen-Phasen
durchlaufen werden konnten. Des Weitereren ergab diesdysa dass die Verbesserung des Er-
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gebnis nach einer erneuten Faktorisierung wesentlicresktdr ausfiel als die Verbesserung des
Ergebnis nach entsprechend vielen Losungs-Phasen,aild giiel Zeit in Anspruch nahmen.

Dieses Ergebnis fuihrte schlie3lich zu der EntscheiduadPdozedur MUMPS derart zu organisie-
ren, dass lediglich beim ersten Aufruf, die ersten beideasBh des MUMPS-Losers, sprich die
Analyse- und Faktorisierungs-Phase, durchlaufen weidienberechneten Daten aus der Analyse-
und Faktorisierungs-Phase bleiben von da an unverandfiejedem Prozessor gespeichert. Bei je-
dem weiteren Aufruf vomnumpssolv wird nur noch mit den entsprechenden, neuen, rechten Seiten
die Losungs-Phase durchlaufen. Das bedeutet, es werdectudie rechten Seiten auf dem Host
gesammelt und anschlieBend wird MUMPS d@B=3 aufgerufen. Die Berechnungen fiirund

u*" bleiben dabei unverandert.



Kapitel 5

Benutzung des Programms

Die Software-Bibliothek MUMPS

Die Software-Bibliothek MUMPS, Version 4.6.3, auf die besén Kapitel 4.2 ausfihrlich einge-
gangen wurde, ist ein frei verfugbares Software-Paketioméhternet unter [2] erhaltlich. Nach
dem Ausfillen eines Anfrageformulars erhalt man per Elilias gewiinschte Software-Paket.

Die in dem Paket enthaltene Readme-Datei sollte als erstgfakig gelesen werden, denn dort
sind alle Schritte ausfuhrlich erlautert, die notigsiom die Software auf dem jeweiligen Rechner
zu installieren. Ein kurzetberblick tiber diese Schritte soll hier nun gegeben werden

Da die Distribution fir verschiedene Rechnerarchitedtuimplementiert wurde, muss zunachst
ein passendes Makefile generiert werden, um den Quellcad®N4MPS Ubersetzen zu kdnnen.
Dazu stehen in dem Verzeichrivéake.incverschiedene vordefinierte Makefiles zur Verfigung, die
abhangig von der jeweiligen Architektur ausgewahlt veerchiissen. Das Makefile benotigt zur Ge-
nerierung des ausfilhrbaren Programmes zusatzlich nechrdjabe Uber die gewiinschte Prazision,
mit der spater MUMPS ausgefiihrt werden soll. Zur Auswathen dabei, einfache und doppelte
Genauigkeit, jeweils fir das Rechnen mit reellen oder anittkomplexen Zahlen. Entsprechend
mussen die Ausdriickemple, double, cmplrdercmplx16dem Aufruf vonmakemit Ubergeben
werden. Wird numakeausgefiihrt ohne Angabe von einer Prazision, so wird deli@ade stan-
dardmalig fir das Rechnen mit reellen Zahlen bei dopp€lemauigkeit Ubersetzt, mihake all
wird der gesamte zum Software-Paket gehdrende Code kenpil

Nach demUbersetzen enthalt das Verzeichinislude jegliche Header-Dateien, die von MUMPS
benotigt werden, und im Verzeichrlib sind alle generierten MUMPS-Bibliotheken zu finden. Ein
kleines Testbeispiel liegt im Verzeichrtisst welches zum einen zeigt, wie MUMPS nun verwen-
det und aufgerufen werden kann, und zum anderetUperpriifung dient, ob dadsbersetzen des
Quellcodes erfolgreich war.

Auch wenn die parallele MPI-Version von MUMPS auf einem elnen Prozessor funktioniert,
besteht zudem die Moglichkeit mit einem entsprechendekefiila (ebenfalls bereitgestellt in dem
VerzeichnisMake.ing eine rein sequentielle Version von MUMPS zu generiereresOs$t dann
sinnvoll, wenn man darauf verzichten mochte, alle bgtéih parallelen Bibliotheken, wie zum
Beispiel MPI und ScaLAPACK, auf dem Einprozessor-Systenmgtallieren. In diesem Fall liegt
in dem Verzeichnidibseqeine Dummy-MPI-Bibliothek bereit, die alle zur parallelBibliothek
gehorigen Symbole, die wahrend der Link-Phase bendiggtien, definiert.

Das Jacobi-Davidson-Programm und der MUMPS-loser

Das Jacobi-Davidson-Programm, welches im Laufe der Diphit [18] von René Puttin par-
allelisiert und modularisiert wurde, wird Uber viele vegedene Parameter gesteuert. Neben den
Default-Einstellungen, die innerhalb des Programms gesetrden, konnen weitere Parameter
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auch Uber eine Parameterdgeelal5.pardefiniert werden. Auf diese Weise kann das Programm
so ausgefuhrt werden, wie es der Benutzer wiinscht.

In der nachstehenden Tabelle 5.1 sind einige der Optionfgelatet, die in der Parameterdatei
angegeben werden kdnnen. Es werden hier jedoch nur diejelarameter vorgestellt, die fur die
Performance-Analyse in Kapitel 6 zum Einsatz gekommen. $¥adtere Informationen zu diesem

Thema sind in [18] zu finden. Zusatzlich sei noch angemeal&ss sich der Aufbau der Parame-
terdatei im Laufe der Weiterentwicklung des Programms ednig/ verandert hat. So werden nun
nicht mehr alle Parameter in der Parameterdatei angegsbedern, wie oben schon angemerkt,
lediglich solche, die abweichend von den Default-Einstejen gesetzt werden sollen.

| Option | Name | mogliche Werte |
Art der gesuchten Eigenwerte whicheigv | 0 = kleinste, 1 = grol3te,
2 =innere
Anzahl Eigenwerte numevs < max. Anzahl Iter. vor Restart
Loser fur Korrekturgleichung| precon 1=TFQMR, 5=MUMPS
Anz. Iterationen vor Restart | itm >1
Bildschirmausgabe-Level outlev 0 = keine Ausgabe

1 = nur Endergebnis
4 = alles wird ausgegeben

Inkrementierung der Anz. itinc 0 =nein
an Loser-Iterationen 1 = entspr. Iterationsschritt
2 = entspr. letztem Residuum
Ist Matrix symmetrisch ? matsym | O0=nein, 1=ja
max. Anz. Jacobi-Davidson- | jditmax >1
Iterationen
Bereich fur innere Eigenwerte tau eR
Abbruchgrenze: reseps c R>0V
Residuennorm / Anfangsnorm
Dateiname mit der filename | Character-String

einzulesenden Matrix

Tabelle 5.1:Parameter des Jacobi-Davidson-Programms

Die Tabelle 5.1 ist absichtlich in drei Teile unterteilt, di@ Einlese-Routine innerhalb des Jacobi-
Davidson-Programms unterscheidet, ob der Wert des esedien Parameters eine ganze Zahl
oder eine Gleitkomma-Zahl ist oder aber aus einer Zeictimrkbesteht.

So bildet der obere Teil der Tabelle diejenigen Optionendaioen Wertebereich die natirlichen

Zahlen sind. Die Parameter aus dem mittleren Teil werdeRl@8kommazahl abgespeichert und

als letztes wird der Dateiname als Zeichenkette angegé@bdappeltem Hochkomma eingeschlos-

sen.

Die Abbildung 5.1 zeigt ein Beispiel fur den Aufbau der Raeterdatejadal5.par Die unter-
schiedlichen, einzulesenden Werte der Parameter werdeh grieine Zeile mit, # “ und einer
abschlieBenden 0 “ voneinander getrennt. Die Namen der Parameter sind mfia@ien Hoch-
kommata anzugeben.

Urspriinglich war das Jacobi-Davidson-Programm ein ramalfeles Programm. Es wurde jedoch
im Laufe der Zeit derart weiterentwickelt, dass es sowolilesiwem Parallelrechner als auch auf
einem seriellen Rechner ausgefuhrt werden kann.

Die Eigenwert-Bibliothek ist seit Kurzem Uber den Intaendtritt des Zentralinstituts fur Ange-

wandte Mathematik des Forschungszentrums in Julich [@iffigbar. Entsprechende Hinweise zur
Installation dieser Bibliothek sind dort ebenfalls zu finde
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"whi chei gv’ 1

" nunmevs’ 10

" precon’ 5
it 60
"outl ev’ 1
"itinc’ 2

mat _symi 0
"jditmax’ 100000
| HHHHRHHHE 0

"tau’ 1.67e9
'reseps’ 1.d-4
| HHHH AR 0

"fil ename’ "bcsst k35"

Abbildung 5.1: Beispiel fur eine Parameterdatei

Nach der Ausfuihrung des entsprechenden Makefiles, Makeéfilec. SEQ fur die Installation auf
einem seriellen Linux-Rechner oder Makefile.AIX.PAR fiie dinstallation auf einem parallelen
AIX-System, kann das Jacobi-Davidson-Programm wie foégtartet werden.

Im seriellen Fall wird das Programm mit

./jadalb_g.exe [< Parameterdatei >|

aufgerufen.

Fur die parallele Version ist ein entsprechender Loadepérallele Programme notwendig. So hat
der Aufruf fur die parallele Version des Jacobi-Daviddtnogramms folgende Gestalt:

llrun —p <n > jadal5_g.exe [< Parameterdatei >|

wobein die Anzahl der einzusetzenden Prozessoren darstellt.

Bei beiden Aufrufen kann, wie oben schon beschrieben, eégene Parameterdatei mit Ubergeben
werden. Wird hier keine Datei angegeben, so benutzt dagd&mog standardmaliig die Dajar
dal5.par Deshalb sollte diese Datei vor jeder Ausfihrung des Rragrs Uberprift werden, ob
die richtigen Paramter eingestellt worden sind.

Die Wahl des Losers flur die Korrekturgleichung

In der Parameterdatgidal5.parist der jeweilige Loser mit Hilfe der Optiogoreconanzugeben, der

fur das Losen der Korrekturgleichung innerhalb des Jabalwidson-Verfahrens genutzt werden
soll. Wie aus der oben abgebildeten Tabelle 5.1 ersichiictkkann mit dem Wert 5 der neu in die
Bibliothek eingebundene MUMPS-Loser gewahlt werden ulbelr den Wert 1 wird der CG-artige
Loser TFQMR verwendet.

Wann schlie3lich MUMPS vorzugsweise gegenuiber dem bigtmvendeten Loser TFQMR zum
Einsatz kommen soll, zeigt die Performance-Analyse imlaief®denden Kapitel 6. Dort werden mit
Hilfe des Jacobi-Davidson-Programms verschiedene Eiggewon unterschiedlichen Matrizen
bestimmt, stets mit beiden Losern. So wird ein fairer eyl gewahrleistet, der als Fazit die Vor-
und Nachteile der beiden Loser aufzeigen soll.






Kapitel 6

Performance-Analyse

In diesem Kapitel werden zunachst einige dinnbesetztgidada vorgestellt, mit denen im An-
schluss das Jacobi-Davidson-Programm getestet wird, arPeliformance der beiden Korrektur-
gleichungsloser, TFQMR und MUMPS, miteinander verglerclzu konnen.

Die Testlaufe des Programms werden dabei auf dem SupeuwtempUMP des Forschungszen-
trums Julich durchgefiihrt. Nahere Informationen zu Bechnerarchitektur der pSeries 690 von
IBM, zu denen die JUMP gehort, sind unter [26] zu finden.

Als Vergleichskriterium zwischen den beiden Losern daiatbenotigte Rechenzeit fur den Jacobi-
Davidson-Algorithmus, gemessen mit Hilfe der MPI-Routmpiwtime Die Routine und deren
Anwendung wird in [24] naher erlautert.

Ziel der Performance-Analyse ist es, herauszufinden, weelder beiden Loser sich besser und
welcher sich weniger gut zur Losung des jeweiligen Eigetpveblems mit Matrizen von unter-
schiedlicher Grof3e und unterschiedlichem Besetzundsgjgmet.

Die Testmatrizen

Das Jacobi-Davidson-Programm wird mit sechs verschiegerellen Matrizen getestet. Drei Ma-
trizen sind dabei symmetrisch, zwei symmetrisch positiiniteund eine ist unsymmetrisch.

Bei den Matrizerbcsstk35cvxbqgpl bloweyb] thermal2undfidapml1lhandelt es sich um Matrizen
aus der Matrixsammlung der Universitat von Florida [28 won Matrix Market [29]. Alle funf
Matrizen sind diinnbesetzt mit reellen Eintragen und habeeils einen eigenen Praxisbezug. Die
Matrizenbcsstk35undbloweyblsind symmetrischgvxbgplundthermal2sind symmetrisch positiv
definit undfidapm2list unsymmetrisch.

Die Abbildung 6.1 zeigt die Strukturplots der einzelnen Nt und in der nachstehenden Tabelle
sind die Dimensionen der Matrizen, sowie die Anzahl der Nidhll-Elemente und die daraus ent-
stehenden Besetzungsgrade aufgefihrt.

Die Matrix kurbel die ebenfalls bei den Strukturplots und in der Tabelle zdeimist, wurde am
Zentralinstitut fur angewandte Mathematik im Forschuegérum Jilich erzeugt. Sie beschreibt
die Steifigkeit einer Kurbel und ist diinnbesetzt, reell agochmetrisch.
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bloweybl

cvxbgpl

Y

thermal2

Abbildung 6.1: Strukturplots der Testmatrizen

bcsstk35

fidapm11

| Matrix | Dimension | Eintrage | Besetzungsgrad|
bloweybl 30.003 109.999 0,012%
bcsstk35 30.237 1.450.163 0,159%
cvxbgpl | 50.000 | 349.968 0,014%
kurbel 192.858 | 24.259.520 0,065%
thermal2 | 1.228.045| 8.580.313 0,0006%

| fidapm11| 22294 | 623554 |  0,125% |

Tabelle 6.1:Dimensionen und Anzahl von Nicht-Null-Eintragen der Teatrizen
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Probleme bei der Zeitmessung und den Ergebnissen

Zu Beginn des Kapitels wurde bereits erwahnt, dass die ggene Zeit fur den Jacobi-Davidson-
Algorithmus als Vergleichskriterium zwischen den beiddgrsérn, TFQMR und MUMPS, dienen
soll. Es wird also die sogenannte Wall-Clock-Zeit gemessgrich die reale Zeit, in der die Prozes-
soren zur Losung des Problems belegt wurden. Diese Zeitmgsschliel3t dabei natrrlich Zeiten
eventueller Blockierung einzelner Prozessoren wahrardAdisfihrungszeit mit ein. Diese Blo-
ckierungen kommen zustande, da nicht vorhersehbar istheeProzessor wie lange fur die ihm
zugeteilte Aufgabe benotigt. Diese Ausfuhrungszeitrkanm Teil sehr stark schwanken, sodass
es zu Blockierungen anderer Prozessoren kommt, die an gchranke” im Programmcode auf
den langsameren Prozessor warten missen. Es existiardmioglichkeit nur die sogenannte
CPU-Zeit zu messen, also nur die Zeit, in der der Prozesgektivfarbeitet, jedoch erhalt man da-
durch keine reale Erkenntnis Uber die tatsachlich hgt@Zeit, um ein bestimmtes Problem losen
zu kodnnen.

Da also die Wall-Clock-Zeit als Vergleichskriterium diersoll, muss darauf geachtet werden, dass
so wenig storende Faktoren wie moglich mit in die gemess&git einfliel3en, da die Ergebnisse
ansonsten massiv verfalscht werden konnten.

Bei kleinen Matrizen, bei denen der eigentliche Rechenanfivsehr gering ausfallt, kann zum
Beispiel das Betriebssystem die Zeitmessung verfalsddieroben vorgestellten Testmatrizen sind
daher ausreichend grol3 gewahlt, um diesen Storfaktoesnggwie moglich ausfallen zu lassen.
Zusatzlich wird mit der Wahl grof3er Matrizen auch verhinddass die Zeit, die durch Kommuni-
kation zwischen den einzelnen Prozessoren anfallt, zk sts Gewicht fallt.

Werden neben dem Jacobi-Davidson-Programm auf einem Klete Supercomputers gleichzei-
tig weitere kommunikationsintensive Fremdprogramme efiggt, kann dies dazu fuhren, dass
das eigene Programm bei gleich eingestellten Parameteenzeim Teil wesentlich langere Re-
chenzeit aufweist. Dieses Phanomen lasst sich zwar wazhindern, aber die daraus entstehende
Verfalschung der Messzeit kann insofern eingedammt &rerdls dass die Testlaufe lediglich auf
den sogenannten Batch-Knoten des Supercomputers duiibingetrden. Die Batch-Knoten zeich-
nen sich dadurch aus, dass auf ihnen wesentlich wenigertBargleichzeitig rechnen, da die dort
ausgefuhrten Programme zum Teil sehr lange Ausfuhraigszaufweisen und viele Prozessoren
bendtigen.

Zusatzlich wurde das Jacobi-Davidson-Programm furalgeihden Testlaufe mit gleich eingestell-
ten Parametern je dreimal unabhangig hintereinanderefiitsg, um anschlielend eine Aussage
daruiber treffen zu kdnnen, wie sehr die Ausfiihrungspeiintereinander schwanken, beziehungs-
weise, um sehen zu kdnnen, ob bei gleich eingestelltemidean auch die Ergebnisse gleich sind.
Allgemein bekannt ist, dass parallele Programme nichtrawiestisch sind, sprich, dass sowohl die
Ergebnisse als auch die Zustandsanderungen wahrendatpafmablaufs nicht eindeutig sind.
So kann es vorkommen, dass ein und derselbe Testlauf zu ensahiedenen Ergebnissen fuhrt.
Solche Effekte treten zum Beispiel bei Summenbildungereruderwendung der MPI-Routine
MPI_Allreduceauf. Da im MPI Standard nicht festgelegt ist, in welcher Rafblge die jeweili-
gen Operationen durchgefiihrt werden sollen, kdnnen djetihisse von Lauf zu Lauf verschieden
ausfallen, bedingt durch Rundungsfehler.

Da das Jacobi-Davidoson-Programm nun auf einem Paralelez ausgefiihrt wird, kann es durch-
aus wahrend den Ausfiihrungen zu solchen nicht vorheasehtzwischenfallen kommen.

Sind wahrend den Tests alle drei Durchlaufe fir jeweltdolp eingestellte Parameter terminiert,
so wurden zur grafischen Darstellung und zum Vergleich dseL die jeweils kleinsten Zeiten be-
nutzt, weil die erhohten Ausfihrungszeiten auf oben besbene Fremdeinflisse schliel3en lassen.

Die Vorbereitungen fir die Testlaufe
Im Folgenden wird erlautert mit welchen Parametern dashldgavidson-Programm eingestellt
wurde, um von den oben bereits vorgestellten Matrizen digigechten Eigenwerte zu berechnen.

Ziel war es, fur die Matrizen kleinerer Dimensionen, shyrifiir bcsstk35cvxbgpl bloweyblund
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fidapm11 Testlaufe mit jeweils einem Prozessor und vier Prozessdurchzufihren. Dabei soll-
ten je ein grof3ter ('whicheigy’ = 1, 'numevs’ = 1) und ein ikister Eigenwert ('whicheigv’ = 0,
'numevs’ = 1), sowie zehn und 50 grof3te und kleinste Eigeteamestimmt werden. Zudem wurde
versucht je zehn innere Eigenwerte ('whicheigv’ = 2, 'nusiev 10) in der Nahe von 10%, 50%
und 75% des Spektrums zu finden. Dazu muss der Parametemitadem Wert besetzt werden, in
dessen Nahe die Eigenwerte gesucht werden sollen (zumi8eitau’ = 1.67€9) .

Fur die beiden grolReren Matriz&arbelundthermal2wurde die Untersuchung ein wenig der Di-
mension der Matrizen angepasst. Die Testlaufe wurdemrsaiéglich auf einem Prozessor, sowie
auf vier, acht, 16 und 32 Prozessoren durchgefiihrt. Auehvinirden je ein grof3ter und ein kleins-
ter Eigenwert, sowie zehn und 50 groR3te und kleinste Eiget@ngesucht, aulRerdem noch zehn
Eigenwerte aus der Mitte des Spektrums.

Alle Testlaufe wurden jeweils mit beiden Korrekturglaictys-Losern MUMPS (‘precon’ = 5) und
TFQMR (‘precon’ = 1) durchgefihrt.

Da die jeweiligen Unterraum-Erweiterungen an die Anzahl glessuchten Eigenwerte angepasst
werden muss, wurden diese zuvor entsprechend festgelagdid-Berechnung eines Eigenwertes
wurde eine Unterraum-Erweiterung von sechs ('itm’ = 6) gbli;"bei zehn Eigenwerten eine von

50 und bei 50 Eigenwerten eine Unterraum-Erweiterung vdn 15

Die Testlaufe, die im Folgenden dokumentiert werden, stets auf eine von drei Arten terminiert.
Im positiven Fall wurde innerhalb einer zuvor erwarteteiit das erforderte Residuum vdi—*
(reseps’ = 1.d-4) erreicht. Es kam jedoch auch vor, dassezidgr keine Konvergenz des Verfah-
rens stattgefunden hat oder aber die maximale Anzahl abiJBawidson-Iterarionen, zuvor auf 1
000 000 festgelegt (’jditmax’ = 1000000), erreicht wurdebkiden Fallen wurde versucht die Ur-
sache dafir zu finden, dass die gesuchten Eigenwerte nitsipirechend berechnet werden konnten.

Bei der Berechnung innerer Eigenwerte bei 10%, 50% und 75%&gektrums ware es prinzipiell
notig gewesen alle Eigenwerte zu berechnen, um zu wissendiese verteilt sind. Da dies zum
einen nicht im Sinne der Aufgabenstellung ist und zum anderieeinem sehr grofl3en zusatzlichen
Aufwand verbunden ware, versucht man die Verteilung dgeiiverte anzunahern. Daflr greift
man darauf zuriick, dass in der Regel die Matrizen der \gmtiden Problemstellungen in etwa
einer 3D-Diskretisierungen des Laplace-Operators emtbien. Bei solchen Problemen liegen die
Eigenwerte in etwa so verteilt vor, wie die Werte einer Sunaunse drei Quadratzahlen, die der
Grolie nach sortiert werden. Jede dieser drei Zahlen, ndaiméi Werte zwischen eins und der
dritten Wurzel aus der Matrixdimension an. Wird diese \ikrtey linear auf den Bereich zwischen
dem zuvor berechneten grof3ten und kleinsten Eigenweat Batrix skaliert, erhalt man eine sehr
grobe, aber ziemlich zuverlassige Aussage dariber, wiEigenwerte im Inneren des Spektrums
verteilt sein missten.

Da diese Berechnung bei sehr gro3en Matrizen dennoch sitiralig ist, kann man naherungs-
weise flr einen Eigenwert aus der Mitte des Spektrums aeiheiVert zurtickgreifen, der bei zehn
Prozent des grol3ten Eigenwertes liegt. In der Regel tenhéih so einen Wert, der sich ziemlich
genau in der Nahe von 50% des Spektrums befindet.

Die Tabelle 6.2 bildet die Naherungen ab, die die oben bedmmen Berechnungen ergaben. Diese
Werte wurden im Anschluss, zur Bestimmung der inneren Eigete, mit Hilfe des Parametetiau

in der Dateijadal5.par dem Jacobi-Davidson-Programm zur Verfugiing gestellt.

Fur die bloweybiMatrix wurden keine derartigen Naherungen an die Wenterinalb des Spek-
trums berechnet, da bei der Bestimmung kleinster und grigenwerte ganz spezielle Probleme
auftraten, die spater noch ausfuhrlich dokumentierdesr

Die Startvektoren fir den Jacobi-Davidson-Algorithmueréen standardmaliig durch das Lanczos-
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Matrix Wert bei 10% | Wert bei 50% | Wert bei 75%
des Spektrums| des Spektrums| des Spektrums
bcsstk35 5.6881e8 1.6738e9 2.3165€9
cvxbgpl 5.2440e4 1.6152e5 2.2392e5
fidapm11 -0.2683e0 0.7727€0 1.0670e0
kurbel - 7.8337e6 -
thermal2 - 0.7805e0 -

Tabelle 6.2:Naherungswerte der Suche fiir 10%, 50% und 75% des Spektrum

Verfahren, fur symmetrische Matrizen, und durch das AdiRgkrfahren, fir unsymmetrische Ma-
trizen, generiert. Dadurch wird gewahrleistet, dass di¢ea Eigenwert-Approximationen schon
ziemlich in der Nahe derer liegen, die als Ergebnis her@usken sollen. Diese beiden zur Start-
vektorerzeugung entwickelten Routinen wurden erst vozéar zu der in [18] beschriebenen Ver-
sion des Jacobi-Davidson-Programms hinzugefiigt. Denéfiur die Hinzunahme weiterer Rou-
tinen war, dass der Jacobi-Davidson-Algorithmus gerade daite Konvergenzeigenschaften auf-
weist, wenn sich die Eigenwertnaherungen schon in dereNkgn exakten Losung befinden. Da
die beiden Routinen genau dies in angemessener Zeit legstaidt man verbesserte Ausfiihrungs-
zeiten gegeniber Laufzeiten des Programms unter Vervagnen Startvektoren, die aus Pseudo-
Zufallsvektoren oder Einheitsvektoren bestehen.

Ein weiterer Vorteil, der sich durch den Einsatz des Arndeifahrens ergibt, ist der, dass nach Be-
enden des Verfahrens die berechneten Annaherungendiigenwerte ausgegeben werden und
anhand derer eine Aussage dariber getroffen werden kialie &igenwerte der unsymmetrischen
Matrizen ein reelles oder aber ein komplexes Spektrum milBges ist eine wichtige Information,
die zur Auswahl der Testmatrizen herangezogen wurde. DaxbidBavidson-Programm verfugt
zwar Uber die Moglichkeit nach nahezu beliebig vielemaxien oder inneren Eigenwerten zu su-
chen, jedoch wird ein reelles Spektrum dazu vorausgesetzt.

Aus Griunden der Zeitauslastung wurden fir einige extrechenintensive Testlaufe, speziell fur
die Bestimmung von kleinsten und inneren Eigenwertengletli Approximationen der jeweils

bendtigten Laufzeit ermittelt. Wie diese Approximatianien Einzelnen durchgefuihrt wurden, ist
in dem entsprechenden Teil dieses Kapitels naher ertaute
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Die Ubersetztung des Programms

Da das Programm ausschliel3lich auf dem parallelen RechuigiP getestet wurde, musste der
Quellcode, wie in Kapitel 5 bereits erwahnt, mit dem Malegfilakefile. AIX.PARompiliert wer-
den.

Im Folgenden werden nun kurz einige der Compiler-Optionergestellt, die fur die Testlaufe
verwendet wurden, um Ergebnisse aus zukiinftigen Testebesit den hiesigen vergleichen zu
konnen.

DasUbersetzten des Programmcodes fiir die Testlaufe hatmsiedem CompilempxIf und der
zusatzlichen Compiler-OptiorO2, sprich Optimierungsstufe zwei, stattgefunden. Teflabei
denen der Code ohne Optimierung, beziehungsweise nur ntitn@pungsstufe eins kompiliert
wurde, ergaben weitaus langsamere AusfuhrungszeiteRrdggamms. Testlaufe aus der Vergan-
genheit zur Perfomance-Messung des Jacobi-Davidsorrd@nogs, nachzulesen in [19], zeigten
zudem, dasdJbersetzungen des Codes mit der nachsthoheren Optimgistufe,-O3, zu stark
schwankenden lterationszahlen fuhren kdnnen. Deshatdenauf eine hohere Optimierungsstufe
als-O2 verzichtet.

Fur die 64bit Anwendungen, die der Supercomputer unteatsthusste die Option64 angegeben
werden. Zudem enthielt das Makefile den Zusatnaxdata:3500000000it bmaxdatawird eine
Obergrenze fur den maximal nutzbaren Speicherbereititemd der Programmausfiuhrung festge-
legt. Im Laufe der Ausfiihrung selbst muss aber nur der winkbenutzte Speicherplatz vorhanden
sein, weshalb man mit der Angabe fur die SpeichergroRdibser Option relativ grol3ziigig umge-
hen kann. Die Angabe erfolgt dabei in Bytes, sprich mit dégef Option vorbmaxdatawird ein
ausfuhrbares Programm erzeugt, welches einen maximpkgatigrplatz von 3,5 Gigabyte belegen
kann. Diese Option wurde notwendig bei der Eigenwertbanaich sehr groRer Matrizen. Bei Tests
ohne eine entsprechende Option war nicht gentigend Spglatzevorhanden, um alle, fur die Pro-
grammausfuhrung benotigten Datenobjekte anzulegen.

Zusatzlich notwendige Optionen, die zum Einbinden vorgRammbibliotheken, wie PESSLsmp
und ScaLAPACK, mit angegeben wurden, siddsslsmp-Ipessismp-less| -Iblacspd -Iscalapack
und-llapack

MUMPS bendtigt zudem beim Laden zwei weitere Bibliothekbdmumps.a und libpord.a, die
mit den Optionerrldmumpsund -lpord eingebunden werden. Diese Bibliotheken befinden sich in
dem, bei der Installation von MUMPS erzeugten Verzeiclihis

Die Testlaufe

Ziel der Tests ist es, dem Benutzer des Programms eine Aasisaigber liefern zu kénnen, wann
fur welche Matrizen, bei welcher Anzahl gesuchter Eigemeveind unter dem Einsatz wie vie-
ler Prozessoren, es sich lohnt den CG-artigen Loser TFQRBE aber den Multifrontal-Loser
MUMPS zu wahlen. Aus diesem Grunde wurden die Testmatiizé€rof3e und Struktur auch so
unterschiedlich wie mdglich ausgewahlt.

Zunachst werden nun die Ergebnisse prasentiert, diebgicder Berechnung der grofdten Eigen-
werte fur die gegebenen Testmatrizen ergaben. AnschiteBmd die Testlaufe fur kleinste und
innere Eigenwerte dokumentiert, die jedoch nur zum Teilenwbrgegebenen Zeit terminiert sind.
Die oben schon erwahnten Approximationen fir diese aettlwerden danach beschrieben.

In den beiden Abbildungen 6.2 und 6.3 sind die Ausfiihruetjsa der zu berechnenden grof3ten
Eigenwerte dargestellt. Bei der Matfixcsstk35zeigt sich schon zu Beginn ein klares Defizit beim
Einsatz des MUMPS-Losers. Ist die Problemstellung sebinteind die gesamte Ausfiihrungszeit
dementsprechend kurz, wie es bei der Berechnung einetegre&ityenwertes der Fall ist, benotigt
das Programm, verglichen mit der Rechenzeit bei VerwendongTFQMR, deutlich langer. Zu
erklaren ist diese Tatsache damit, dass zu Beginn beirarefatfruf von MUMPS je eine sym-
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bolische und eine numerische Faktorisierung der Matrixligefihrt werden muss. Diese sind je-
doch sehr rechenintensiv und zudem abhangig von der eotsggmden Matrixgrof3e. Da sowohl die
Faktorisierungs-, als auch die Losungs-Phase von MUMRSIl parallel durchgefuhrt werden,
minimiert sich dieses Defizit der zeitaufwandigen Falsierung, wenn mehr Prozessoren gleich-
zeitig an dem Problem arbeiten. Deshalb fallt die zeididbifferenz bei der Berechnung eines
grof3ten Eigenwertes unter Einsatz von vier Prozessoremwsesentlich geringer aus.

Deutlich erkennbar ist, dass die Ausfiihrungszeit zuriBesting der zehn groldten Eigenwerte bei
einem der Laufe nahezu identisch ist mit der Zeit fur diestemung eines Eigenwertes. In drei
von vier Fallen lag die Laufzeit sogar weit unter der, die Berechnung fur nur einen Eigenwert
gebraucht wurde. Bei naherer Betrachtung der Ergebrisdatirde erkennbar, dass bei der Be-
stimmung der zehn grof3ten Eigenwerte die Lanczos-Apprationen derart nah an der korrekten
Losung lagen, dass keine Korrekturgleichung gelost ereitmrauchte und die approximierten Werte
direkt als Losung ausgegeben wurden. Bei der Bestimmumasdtigenwertes war jedoch die kor-
rekte Losung nicht bei den Approximationen dabei und esadie fur beide Loser weitere sechs
Jacobi-Davidson-Iterationen und damit knapp 30 LosurnggrKorrekturgleichung, bis das errech-
nete Residuum gentigend klein wurde. Die 30 Losungen kandadurch zu Stande, da wahrend
jeder aulReren lteration des Verfahrens der Unterraunpreaisend der zuvor gemachten Angaben
erweitert wird. Da die Losung der Korrekturgleichung numeesehr zeitaufwandige Berechnung
verursacht, ist damit erklart, weshalb die Bestimmung®igroRten Eigenwertes zum Teil langer
dauert als die von zehn grof3ten Eigenwerten.

Warum dieses Verhalten gerade beiblesstk38Matrix auftrat, konnte jedoch aus zeitlichen Griinden
nicht weiter untersucht werden.

Ein besonderes Verhalten von MUMPS ist anhand der geringea@fzeiten fur die 50 grofdten
Eigenwerte beim Einsatz von einem Prozessor zu erkennerStarke des direkten Losers scheint
sich also bemerkbar zu machen, wenn die Problemgrol3e, stbgy nur wenige Prozessoren zum
Einsatz kommen. Dieses Verhalten wurde im weiteren VedaufTests noch de8fteren beobach-
tet.

Die Abbildung der Laufzeiten flir die Berechnung groRtegeawerte der Matrixxvxbgplspiegelt
wieder, was man erwartete hatte, namlich, dass fur meherechnende Eigenwerte der Aufwand
und damit auch die Ausfuhrungszeit des Programms ansteggliglich die Berechnung von 50
Eigenwerten mit einem Prozessor und MUMPS wurde nicht t@erti Die Naherungen der Ei-
genwerte verrieten, dass bei jedem der drei unabhangigefelder erste Eigenwert stetig steigt
und gegen keinen Wert konvergiert. Nach einer Wall-Cloelt-Zon 30 Minuten wurden die Laufe
abgebrochen. Der Grund fir ein solches Verhalten ist vidichuder oben schon erwahnte Sach-
verhalt, dass parallele Programme zum Tell nicht detestigitih und deren Ergebnisse somit vorab
auch nicht absehbar sind. Dass dies die Ursache nach alles@tinlichkeit nach auch ist, un-
terstreicht die Tatsache, dass lediglich zwei, der insgéesaei Testlaufe fur 50 grol3te Eigenwerte
mit TFQMR beim Einsatz von einem Prozessor terminierter. ditte Test wies genau das selbe
Verhalten auf, welches oben fur den Lauf mit MUMPS besdaiewurde.
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Laufzeiten fuer BCSSTK35 mit 1 und 4 Prozessor(en)
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Abbildung 6.2: Zeiten zur Berechnung der Eigenwerte von Mabosstk35
Laufzeiten fuer CVXBQP1 mit 1 und 4 Prozessor(en)
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Abbildung 6.3: Zeiten zur Berechnung der Eigenwerte von Matesxbgpl
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Die Ausfuihrungszeiten des Jacobi-Davidson-ProgrammdBetechnung groldter Eigenwerte der
kurbetMatrix sind in Abbildung 6.4 dargestellt. Man erkennt delit, dass mit steigender Ma-
trixdimension die Zeit fir die Faktorisierung von MUMPSsiGewicht fallt. Je groRer zudem die
Anzahl der eingesetzten Prozessoren ist, desto extremedigi Zeitdifferenz zwischen den Ergeb-
nissen mit den beiden Losern. Bei 32 Prozessoren liegitbaia Faktor 10 zwischen den Zeiten
zur Bestimmung von einem grof3ten Eigenwert.

Betrachtet man die Ausfuhrungszeiten mit MUMPS weiterzZiéhn grol3te Eigenwerte, stellt man
fest, dass hier kein grof3er zeitlicher Zuwachs stattfiridieises Verhalten ist auf zwei Sachverhalte
zuriickzufuhren:

Zum einen ist bei dekurbelMatrix ein ahnliches Verhalten, wie bei deksstk38Vatrix festzu-
stellen, namlich, dass die Lanczos-Methode bei zehntgnoBigenwerten wieder ziemlich gute
Naherungen der exakten Losung berechnet. Dadurch werdeBerechnung der zehn gro3ten Ei-
genwerte lediglich sechs Iterationen mehr vom Jacobi-d¥avi-Programm durchgefihrt, als die
51 Gesamtiterationen, die zur Berechnung eines groRganksiertes notig waren.

Zum anderen spielt aber auch hier wieder der SachverhaliRotie, dass, wenn einmal die bei sol-
chen Matrixdimensionen besonders aufwandige Faktonisgevon MUMPS durchgefiihrt wurde,
die weiteren Losungsschritte sehr schnell berechnetamekédnnen. Genaue Zeitangaben zu den
Ausfuhrungszeiten der drei MUMPS-Phasen sind im letzehdieses Kapitels zu finden.

Schliel3lich ist auch bei déwurbelMatrix wieder festzustellen, dass sich der Einsatz von MR8V
gerade dann lohnt, wenn die Problemstellung ausreichesfdligt. So werden bei der Berechnung
von 50 grof3ten Eigenwerten der Matrix mit MUMPS sehr vigddmre Ausfilhrungszeiten erreicht,
als es mit TFQMR der Fall ist. Auch hier ist wieder eindeuiigliessere Performance des MUMPS-
Losers beim Einsatz einer kleineren Anzahl an Prozessrtemnbar.
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Abbildung 6.4: Laufzeiten zur Berechnung der grof3ten Eigenwerte voniki&tirbel
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Zusatzlich zu den reinen Ausfiihrungszeiten mit den beldisern wurde fir di&urbelMatrix der
Speedup berechnet.

Der Speedup eines Programms wird Uiber

berechnetN ist dabei die Anzahl der eingesetzten Prozessorerfijihfldie benotigte Rechenzeit

zur Problemlosung auf einem Prozessor. Aufgetragen ieneiBiagramm gegen die Anzahl der
Prozessoren, kann somit die Effizienz, auch Skalierungrggnaines Programms festgestellt wer-
den. Das heil3t, man kann eine Aussage dariiber machenwieiviegn Programm parallelisierbar

ist und wie viel Zeit beim Einsatz von mehr Prozessoren aipge werden kann.

Das Amdahlsche Gesetz besagt Folgendes tUiber den Speedup:
Seienf der Anteil des Programmcodes, der ausschlief3lich sedstiefihrt werden kanny die
Anzahl der Prozessoren uistider erreichte Speedup, dann gilt nach diesem Gesetz:

- 1
T
Im Idealfall strebt nun mit immer grofRer werdenden Prolgatiungenf gegen 0 und S(N) ist

gleich N. Das hiel3e, bei doppelter Anzahl eingesetzterd®smren, wird nur die Halfte der zuvor
bendtigten Zeit gebraucht. Dieser Fall wird auch ideatirdinearer Speedup genannt.

S(N)

Abbildung 6.5 zeigt nun den Speedup, der durch das Jacohd&m-Programm unter Einsatz der
beiden Loser erreicht wurde.

Wie man erkennt, liegen alle Speedup-Kurven, die mit TFQMiRieht wurden weit Gber dem
linearen Speedup. Dies ist speziell bei parallen Programumel sehr gro3en Problemstellungen
keine Seltenheit. Begriindbar ist dieses Verhalten d@athe-EffekteJedesmal, wenn Daten der
Matrix fur die Berechnungen innerhalb eines Programm®tiginwerden, schickt der arbeitende
Prozessor eine Anfrage zu seinem Cache-Speicher, ob denDiart vorratig sind. Liegen die
Daten nicht im Cache tritt ein sogenannt&ache-Miss" ein und die benotigten Daten miissen aus
dem Arbeitsspeicher in den Cache geladen werden. Je gnaf3eltie Matrizen sind und je weniger
Prozessoren eingesetzt werden, desto haufiger kommemestkche-Misses vor. Dieses haufige
Anfragen der zum Rechnen benotigten Daten erfordert extiel Zeit. Werden hingegen mehrere
Prozessoren eingesetzt um eine Aufgabe zu losen, so igtahescheinlichkeit um einiges hoher,
dass die gerade bendtigten Daten bereits im Cache \whegen. Dieser Sachverhalt macht einen
superlinearen Speedupdoglich, so wie er hier bei déwurbelMatrix dargestellt ist.

Zudem sieht man deutlich, dass MUMPS erst superlinearerdsipeerreicht, wenn die Problem-
grolRe ausreichend grof3 ist, sprich bei der Berechnung QoEifenwerten. Insgesamt zeigen
die Testlaufe fur groRte Eigenwerte dairbelMatrix, dass der Speedup des Jacobi-Davidson-
Programms mit TFQMR zwar wesentlich hoher ausfallt als dé MUMPS, jedoch sprechen
die Laufzeiten aus Abbildung 6.4 fir den Einsatz des daeKtosers, wenn mit weniger als 16
Prozessoren 50 grof3te Eigenwerte der Matrix bestimmtevesdllen.
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Speedup fuer KURBEL mit TFQMR und MUMPS
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Abbildung 6.5: Speedup der Eigenwertberechnung von Mditixbel
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Die Testlaufe mit dethermal2Matrix zur Berechnung der grof3ten Eigenwerte spiegeétwa die
zuvor dokumentierten Ergebnisse der Eigenwertberechfiurdje kurbelMatrix wieder.

Wie anhand der Abbildung 6.6 zudem erkennbar ist sind eifigglaufe nicht terminiert. Da-
zu gehort zum einen die Bestimmung 50 grofdter Eigenwertesimem Prozessor unter Einsatz
von MUMPS. Mit einer Dimension von 1,2 Millionen und einer Zahl Nicht-Null-Eintrage von
mehr als 8,5 Millionen Ubeschreitet dizermal2Matrix die auf einem Prozessor verfligbaren Res-
sourcen. Bei der Bestimmung der 50 grof3ten Eigenwerte RQMR trat hingegen ein ahnliches
Problem auf wie bei decvxbgpiMatrix. Der jeweils erste Eigenwert wurde mit jeder Jaeobi
Davidson-Iteration immer grol3er, wahrend die restliciherungen der gesuchten Eigenwerte
ein sprunghaftes Verhalten aufwiesen, sprich nach jedeatlbn an einer anderen Eigenwertnahe-
rung arbeiteten. Auf diese Weise wurde das Programm sedlost zwei Stunden auf 32 Prozesso-
ren nicht terminiert und deshalb abgebrochen. Ein weiféestlauf hingegen mit 64 Prozessoren
erzielte nach nur 15 Minuten eine gentigend genaue NagetemEigenwerte. Da sich dieses Ver-
halten nun aber bei einigen, unabhangig voneinanderridefe Tests gezeigt hat, auch bei der
Berechnung von Eigenwerten unterschiedlicher Matrizestli sich die Frage, ob die ursache dafir
wirklich nur damit zu erklaren ist, dass parallele Progmamicht deterministisch sind. Leider blieb
nicht geniigend Zeit, die genaue Ursache fur dieses \Merfsahaher zu untersuchen.
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Abbildung 6.6: Laufzeiten fur grof3te Eigenwerte der Matthermal2
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Die folgende Grafik 6.7 stellt den Speedup dar, der bei deerigrtberechnung dehermal2
Matrix erreicht wurde. Aufgrund der oben schon beschriebefrobleme bei der Berechnung der
50 grofiten Eigenwerte fehlt hier jedoch die Kurve fir d&iQMR-Loser. Die entsprechende Kur-
ve fur MUMPS beginnt erst bei vier Prozessoren. Der Speeduge hier nicht beziglich der Zeit
mit einem Prozessor berechnet sondern beziiglich vieeBsoren. Dabei sind natirlich eine deut-
lich geringere Anzahl an Cache-Misses als bei der Bereahawih einem Prozessor aufgetreten,
weswegen die Kurve auch weit weniger steil verlauft, velgin mit der Kurve fur 50 Eigenwerte
bei derkurbelMatrix.

Die Abbildung zeigt zudem, dass auch bei den Tests mitldamal2Matrix mit steigender Pro-
blemgroRe der Speedup fur MUMPS weiter ansteigt, jedaets sunterhalb des Speedups von
TFQMR bleibt. Die Ausfuhrungszeiten von MUMPS mit kleingénzahl von Prozessoren liegen
ab einer Berechnung von zehn und mehr Eigenwerten weit aieteen, die das Programm mit
TFQMR als Loser benotigt. Je mehr Prozessoren zum Eihksatunen, desto geringer wirkt sich
der Zeitgewinn aus, was im Grunde an einer schlechten $kagieer Losungs-Phase von MUMPS
liegen muss, denn diese wird nach einmaliger Ausfuhrumdrdktorisierung nur noch aufgerufen.
Auf diesen Sachverhalt wird am Ende dieses Kapitels nobkem&ngegangen.

Speedup fuer THERMAL2 mit MUMPS und TFQMR
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Abbildung 6.7: Speedup der Eigenwertberechnung fiir Mathigrmal2
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Die Beschreibung der Testlaufe umfasst bis hierhin ziastaeur die Laufe zur Berechnung grof3ter
Eigenwerte von vier der sechs vorgestellten Matrizen, ddlagramm dabei meist in der vorgege-
benen Zeit terminiert wurde. Die bisher gesammelten In&tiomen lassen an dieser Stelle bereits
ein Muster erkennen, wann sich der Einsatz von MUMPS zuubhgsder Korrekturgleichung zu
lohnen scheint und wann eher TFQMR benutzt werden sollte.

Als nachstes werden die Ergebnisse der Testlaufe mitmgrmometrischefidapm1iMatrix vor-
gestellt.

Bei der Eigenwertberechnung unsymmetrischer Matrizenditfes des Jacobi-Davidson Programms
treten haufig Probleme auf, da das Jacobi-Davidson-Rrograich nur dann flr unsymmetrische
Matrizen eignet, wenn deren Spektrum auch reell ist. Seiftd&cigenwert dennoch einen imaginare
Anteil besitzen wird dieser ignoriert. Das heil3t aber, dis$ehler gemacht wird, der anschlieRend
durch eine hohere Genauigkeit im Realteil ausgeglichexderemuss, was die Konvergenz des Ver-
fahrens zum Teil sehr verlangsamt. Damit das Jacobi-Damitsogramm in diesem Fall iberhaupt
konvergiert, durfen die Imaginarteile der Eigenweri@ojeh nur sehr klein sein. Bei grof3eren Ima-
ginarteilen, bei vielen unsymmetrischen Matrizen haufig Faktor 10 oder 100 groRRer als deren
Realteil, kann es vorkommen, dass gar keine Konergenz nirethtte

Abbildung 6.8 zeigt die Ausfuhrungszeiten des Jacobiifsn-Programms mit beiden Losern zur
Bestimmung der kleinsten Eigenwerte. Bei dieser Berecofpraind keinerlei derartige Probleme
aufgetreten.

Hier ist deutlich ein anderes Verhalten als bei bisherigestl&aufen erkennbar. Mit MUMPS wird

hier nun jeweils mit einem und mit vier Prozessoren der kkeirEigenwert schneller berechnet
als mit TFQMR. Fur alle anderen Laufe lagen die Ausfulgsreiten mit MUMPS stets iber de-
nen mit TFQMR. Eine mogliche Erklarung fur dieses Vetdalist, dass MUMPS im Gegensatz
zu symmetrischen Matrizen, die unsymmetrischen nichtiaks @ntere Dreiecksmatrix verwalten
und faktorisieren kann. Hierbei scheint der MUMPS-Losarlzdosung der Korrekturgleichung ein

klares Defizit in seiner Perfomance aufzuzeigen.

In Tabelle 6.3 sind diejenigen Ausfuhrungszeiten der sTesir Berechnung grof3ter Eigenwerte
aufgelistet, die nach einer vorgegebener Zeit von vier kinderminiert sind. Wieder einmal tra-
ten sowohl bei der Berechnung eines grof3ten Eigenwerte$QMR, als auch bei 50 grofiten
Eigenwerten mit beiden Losern Probleme auf, wie sie figradiybgpiMatrix bereits beschrie-
ben wurden. Da jeweils der Wert des ersten Eigenwerteg siatieg, konnte bei diesen Laufen
keine Konvergenz des Verfahrens eintreten und somit auicie i&eit gemessen werden. Die Zei-
ten der terminierten Laufe zeigen aber auch hier wiedess dier Einsatz von MUMPS langere
Ausfuhrungszeiten bewirkt.

L oser Anz. Proz. || Laufzeit Laufzeit Laufzeit
1gr. EW | 10 gr. EWe | 50 gr. EW
MUMPS 1 4.05 16.24 -
TFOMR 1 - 15.93 -
MUMPS 4 2.24 4.88 -
TFOMR 4 1.57 2.59 39.03

Tabelle 6.3:Laufzeiten / [s] fUr grof3te Eigenwerte der Matfidapm11

Nur schwer interpretierbar waren die Zeiten, die zur Beneolg innerer Eigenwerte dédapm11

Matrix benotigt wurden. Zwischen dem grofRten Eigenwki984, und dem kleinsten;-0.5498,

die bereits als Ergebnisse der schon terminierten Tdstiarlagen, sollten nun bei0.2683,

0.7727 und beil.067 jeweils 10 Eigenwerte bestimmt werden. Die Tabelle 6.4dbildie dafir
bendtigten Zeiten ab.
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Laufzeiten fuer FIDAPM11 mit 1 und 4 Prozessor(en)
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Abbildung 6.8: Zeiten zur Berechnung der kleinsten Eigenwerte von Mditliappm11

Die Ergebnisse zeigen durchweg, dass sich die Eigenwerré5be des Spektrums ziemlich ein-
fach berechnen lassen, andere bei 50% eher schwerer. etBeing der Eigenwerte bei 10% des
Spektrums wurde auf vier Prozessoren nach funf Stundebeiden Losern nicht terminiert. Ein
Grund dafur mag sein, dass die Eigenwerte im Inneren seathugert vorliegen, sprich, sich erst
ab der dritten Nachkommastelle stark unterscheiden, sadzes viele Jacobi-Davidson-Iterationen
hinweg nur eine sehr langsame Konvergenz der Eigenweiitdtevird. Zum anderen kann es auch
vorkommen, dass wahrend der Ausfiihrung des Programreshoete Zwischenmatrizen komple-
xe Eintrage besitzen. In diesem Fall kann die Konverges2/defahrens stark abnehmen oder sogar
stagnieren.

Als Fazit der Laufzeitanalyse fur diese unsymmetrischérid&ann lediglich eine Aussage getrof-
fen werden, namlich, dass MUMPS allem Anschein nach grefBev@erigkeiten bei der Losung der
Korrekturgleichung hat. Deutlich sichtbar ist eine grofegdifferenz speziell zwischen den Laufen
fur innere Eigenwerte mit MUMPS und TFQMR. Ob dieses Vedrafenerell bei der Berechnung
innerer Eigenwerte auftritt, oder vielleicht nur an der zmsnetrie der Matrix liegt, werden weitere
Testlaufe zeigen mussen.

L oser Anz. Proz. Laufzeit Laufzeit Laufzeit
in. EW bei 10% | in. EW bei 50% | in. EW bei 75%
MUMPS 1 - - 43 Min. 56 Sek.
TFQMR 1 - - 10 Min. 51 Sek.
MUMPS 4 - 3 Std. 6 Min. 11 Min.54 Sek.
TFQMR 4 - 1 Std. 2 Min. 2 Min. 52 Sek.

Tabelle 6.4:Laufzeiten fur innere Eigenwerte der Matfidapm11
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Sehr schwierig gestaltete sich die Berechnung von mehrirésneEigenwert bei debloweybt
Matrix, wobei es hier keinen Unterschied macht, ob kleinster grol3te Eigenwerte zu bestimmen
waren. Die Tabelle 6.5 zeigt die Ausfiihrungszeiten deshlg@avidson-Programms zur Berech-
nung der jeweils extremsten Eigenwerte der Matrix, die siche jegliche Probleme bestimmen
lieRen.

An beiden Randern des Spektrums zeigten sich jedoch gleidf3en bei der Berechnung von
mehr als einem Eigenwert, dass je ein Eigenwert4BE)0 und —100 existiert und alle weiteren
bei+2.8 und —2.8 ganz dicht beieinander liegen. Innerhalb solcher Cludterschneiden sich die
Eigenwerte derart, dass sie nicht mehr unterscheidbay siuhss Projektionsverfahren, zu denen
auch das Jacobi-Davidson-Verfahren gehort, keine Kgever mehr aufzeigen.

Tabelle 6.6 zeigt die letzten vier Naherungen bei der Suelth den zehn kleinsten Eigenwerten.
Die letzte Naherung steht dabei in der Spalte ganz recltsvunde nach zehn Stunden beim Einsatz
von vier Prozessoren ausgegeben. Das gleiche Verhaltelewuf der anderen Seite des Spektrums
beobachtet, als die zehn grof3ten Eigenwerte der Matritknivet werden sollten, hier anderte sich
lediglich das Vorzeichen

Laut Beschreibung der Matrix Collection [28] fuhrten Taafe mit einer friheren Version eines
Gleichungssystem-Losers fur dinnbesetzte Matrid@&b7, der in [9] beschrieben wird, mit dieser
Matrix zu keinem Ergebnis. Deshalb war zu erwarten, das&an 2u Beginn nicht vorhersehbaren
Stelle auch bei der Eigenwertberechnung Probleme auttkétenen.

Loser | 1Proz./ | 4Proz./ | 1Proz./ | 4 Proz./
1grEW | 1gr EW | 1 kl. EW | 1 kl. EW
MUMPS | 0.0365 0.180 0.373 0.183
TFQMR | 0.0365 0.184 0.759 0.182

Tabelle 6.5:Laufzeiten / [s] zur Berechnung eines Eigenwertes von Matoweybl

1.EW || -99.986251114504 -99.986251116256 -99.986251115968 -99.98625111612§
2. EW || -2.812889142039| -2.814493964458| -2.814753021925| -2.812085989682
3. EW || -2.816894537345| -2.812639691088| -2.815275676714| -2.816261643265
4. EW || -2.816348992657| -2.814178848863| -2.813525905756| -2.816878114067
5.EW || -2.818377167161| -2.818311348353| -2.818309707709| -2.818370896389
6. EW || -2.816519971734| -2.816512831593| -2.804767378034| -2.799025727387
7.EW || -2.816302308877| -2.815247748679| -2.807217045748| -2.817293778542
8. EW || -2.812882413598| -2.806817929184| -2.807021759006| -2.814466844875
9. EW || -2.783929464118| -2.795881052306| -2.813215250474| -2.799708139678
10. EW || -2.618139476721| -2.618300235793| -2.618290255459| -2.618093339267

Tabelle 6.6:Die letzten Iterationen bei der Suche nach dem kleinsteariigrt vorbloweybl



73

Wie bereits zu Beginn der Testlauf-Dokumentation erwainumtde, scheint das Jacobi-Davidson-
Programm allgemein Schwierigkeiten zu haben fur alle zesidnh ausgesuchte Matrizen die kleins-
ten und ganz besonders die im Inneren des Spektrums lieg&igenwerte berechnen zu kénnen.
Man muss jedoch auch dazu sagen, dass die ausgewahltemdviaitie schwere Problemstellun-

gen darstellen und sich derart in ihrer Dimension und Strulihterscheiden, dass im Voraus nicht
absehbar ist, an welchen Stellen bei der Berechnung ihgemigierte genau Probleme auftreten
konnen.

Die beiden nachsten Tabellen 6.7 und 6.8 zeigen nun nodiz¢igen, die bei terminierten Testlaufen
zur Berechnung von kleinsten Eigenwertentih@rmal2Matrix, sowie von inneren Eigenwerte der
bcsstk35Matrix gemessen worden sind.

Anz. Proz. MUMPS TFQMR MUMPS | TFQMR
1 kleinster EW | 1 kleinster EW || Speedup | Speedup
1 660.11 989.39 1 1
4 186.65 288.92 3.56 3.42
8 90.57 141.61 7.29 6.99
16 50.6 64.04 13.05 15.45
32 32.67 41.68 20.21 23.74
Tabelle 6.7:Laufzeiten / [s] und Speedup fur einen kleinsten EigendertMatrixthermal2
Loser || Anz. Proz. Laufzeit / [s] Laufzeit / [s] Laufzeit / [s]
in. EW bei 10% | in. EW bei 50% | in. EW bei 75%
MUMPS 1 62.71 518.31 502.17
TFQMR 1 36.19 47.08 22.64
MUMPS 4 6.49 27.17 198.42
TFQMR 4 7.23 19.58 175.43

Tabelle 6.8:Laufzeiten fur innere Eigenwerte der Mathixsstk35

Die Laufzeiten aus Tabelle 6.8 unterstreichen die Vernmtanf die bei defidapm11Matrix be-
reits hingewiesen wurde, namlich, dass sich der EinsaMi#MPS-Losers beim Berechnen inne-
rer Eigenwerte gegentiber TFQMR nicht lohnt. Die gemessé@usfihrungszeiten des Programms
mit MUMPS zeigen bis auf einen einzigen Test massive Zditdhien, wenn MUMPS zum Lodsen
der Korrekturgleichung eingesetzt wird.

Im Gegensatz dazu scheint der Einsatz des MUMPS-LoserergcBnung kleinster Eigenwerten
sinnvoll zu sein. Hier wurden, auch wenn der Speedup mitlsmeader Prozessoranzahl sinkt,
stets bessere Laufzeiten erzielt als beim Einsatz des TFQB8ARTs.
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Laufzeit-Approximationen

Da sich die Berechnung kleinster und innerer Eigenwertetdadlie Testlaufe hinweg als sehr
aufwandig erwiesen hat, wurde beschlossen nur noch nat gnol3en Anzahl an Prozessoren diese
Tests durchzufiihren, um eine Aussage dartiber zu erhafterviele Jacobi-Davidson-Iterationen
bendtigt werden, um die Eigenwerte bis zu der gefordertena@igkeit zu berechenen. Die An-
zahl der Jacobi-Davidson-Iterationen dient dabei als einerlassige Messgrofie, da sie relativ
unanbhangig von der Anzahl eingesetzter Prozessordmigtnschluss werden mit weniger Pro-
zessoren dieselben Testlaufe bei gleich eingestelltemnidgern durchgefihrt, wobei jedoch nach
20 Jacobi-Davidson-Iterationen abgebrochen wird. VonZigten der Iterationen, die wahrend des
Programmablaufs ausgegeben werden, wird dann der Mittedyebildet. Dieser Wert multipliziert
mit der Anzahl der Iterationen, die zum Erreichen der gesgtiten Genauigkeit notig sind, ergibt
eine ziemlich gute Approximation fir die Laufzeiten, dig fveniger Prozessoren notig gewesen
waren.

Es wurden im Folgenden Testlaufe mit einer Wall-ClocktZein jeweils 24 Stunden gestartet,
die mit je 32 Prozessoren von decsstk35 der cvxbgpt und derkurbetMatrix alle kleinsten
Eigenwerte berechnen sollten, von d#erbelMatrix zudem auch die inneren Eigenwerte. Mit 64
Prozessoren bei gleicher Zeit sollten zudem kleinste undrén Eigenwerte deghermal2Matrix
bestimmt werden.

Selbst beim Einsatz einer derartigen Anzahl von Prozesddrer eine Zeit von einem Tag wurden
einige Testlaufe immer noch nicht terminiert, woran zueerken ist, dass es sich um nur aul3erst
schwer losbare Problemstellungen handelt.

Die beiden nachsten Tabellen 6.9 und 6.10 zeigen futldtemal2Matrix die Hochrechnungen
der Laufzeiten zur Bestimmung von zehn und 50 kleinstenrixigeten. Wieder eindeutig erkenn-
bar ist hier die Starke des Jacobi-Davidson-Programnsgmamen mit MUMPS als Loser fur die
Korrekturgleichung zur Bestimmung der kleinsten Eigeriesespeziell bei der Ausfiihrung auf we-
nigen Prozessoren. So liegt der berechnete Speedup bis BihRrozessoren oberhalb des linearen
Speedups, und bei Berechnung mit bis zu acht Prozessoran #ogr dem Speedup, der erreicht
wird wenn TFQMR als Loser verwendet wird.

Zur Bestimmung der 50 kleinsten Eigenwerte fihrte nur nbehLauf mit MUMPS als Loser zu
einer Konvergenz der Eigenwerte innerhalb der maximallitiign Rechenzeit von 24 Stunden.
Beim Einsatz von 64 Prozessoren wurde hier das Ergebnisaaisérerst nach einer Wall-Clock-
Zeit von Uber 20 Stunden ausgegeben. Die approximiertefirevier Prozessoren liegt bei Gber
einer Woche Rechenzeit. Da auf einem Prozessor nicht aberel Speicherplatz vorhanden war,
um dort von detthermal2Matrix die 50 kleinsten Eigenwerten berechnen zu konmamde der
Speedup bezogen auf die Laufzeit mit vier Prozessoren.

Auch die Testlaufe, die die zehn Eigenwerte aus dem InrdeeiSpektrums berechnen sollten, sind
nach 24 Stunden nicht terminiert. Diese Problemstellursijiesh derart aufwandig, dass noch mehr
Prozessoren eingesetzt werden missten, um in der maxigggicimen Rechenzeit von 24 Stunden
auf der JUMP ein entsprechendes Ergebnis zu erzielen.

Ein ahnliches Verhalten wurde bei den selben eingesteferametern fiur dikurbelMatrix fest-

gestellt, was auf die Grol3e der Matrix, die Anzahl an Nidiat-Elementen und damit auch auf die
Schwierigkeit der Problemstellung zurtickzufiihren ist.
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Anz. Proz. MUMPS TFOMR MUMPS | TFQMR
10 kl. EW (Appr.) | 10 Kkl. EW (Appr.) || Speedup | Speedup
1 1 Tag 6 Std. 1 Tag 11 Std. 1 1
4 5 Std. 40 Min. 6 Std. 54 Min. 5.31 5.08
8 4 Std. 6 Min 5 Std. 42 Min. 7.32 6.15
16 1 Std. 36 Min. 1 Std. 40 Min. 18.82 21.09
32 50 Min. 36 Sek. 1 Std. 8 Min. 35.66 31.09
\ 64 H 36 Min. 50 Sek. \ 32 Min. 2 Sek. H 48.99 \ 65.66 \
Tabelle 6.9:Laufzeit-Approximationen fiir 10 kleinste Eigenwerte diéatrix thermal2
Anz. Proz. MUMPS MUMPS
50 kl. EW (Appr.) | Speedup
4 7 Tage 13 Std. 4
8 4 Tage 12 Std. 6.69
16 1 Tag 19 Std. 16.99
32 1 Tag 9 Std. 21.8
\ 64 H 20 Std. 38 Min. \ 35.2 H

Tabelle 6.10:Laufzeit-Approximationen fiir 50 kleinste Eigenwerte §atrix thermal2

Etwas differenzierter gestalten sich die Ergebnisse derédyimationen an die Laufzeiten fir
kleinste Eigenwerte der Matrizéatsstk35und cvxbgpl Die Tabelle 6.11 zeigt die Ergebnisse der
Annaherungen fir jeweils einen kleinsten Eigenwert deitrid bcsstk35mit beiden zu testenden
Losern. Wie auch fur die Matrigvxbgplwurde das Jacobi-Davidson-Programm mit 32 Prozesso-
ren ausgefuhrt bei einer Wall-Clock-Zeit von 24 Stundels. Brgebnis der Laufe war festzustellen,
dass lediglich die Berechnung eines kleinsten Eigenwédebeiden Matrizen in dieser Zeit ter-
miniert wurde und zwar nicht durch Erreichen der gefordefEenauigkeit, sondern nur, weil das
Maximum an Iterationen, also 1 000 000, erreicht wurde. Bietén Naherungen, abgebildet in
Tabelle 6.12 sprechen zwar fUr eine Konvergenz des Vafahijedoch nur eine aul3erst langsame.

Anz. Proz. MUMPS TFQMR MUMPS | TFQMR
1Kkl. EW (Appr.) | 1 kl. EW (Appr.) Speedup | Speedup
1 23 Std. 45 Min. 5 Tage 11 Std. 1 1
4 7 Std. 24 Min. 1 Tag 7 Std. 3.21 4.75
8 4 Std. 29 Min 15 Std. 46 Min. 5.3 8.34
16 3 Std. 11 Min. 8 Std. 11 Min. 7.41 16.06
| 32 || 4sStd.29Min. | 4Std.48Min. || 53 | 273 |
Tabelle 6.11:Laufzeit-Approximationen flir einen kleinsten Eigenwaet Matrixbcsstk35
MUMPS Residuum TFQMR Residuum
1kl. EW 1kl. EW
3.252404775325 .165170773695D+02 3.562661054434 .329113842023D+02
3.252401832779 .345991488354D+02 3.562658029833 .224523739308D+02
3.252398890192 .165170499730D+02 3.562655005233 .329113316911D+02
3.25239594766(Q .345990914439D+02 3.562651980634 .224523381222D+02
3.252393005069 .165170225845D+02 3.562648956060 .329112791943D+02
3.252390062522 .345990340619D+02 3.56264593147Q .224523023133D+02

Tabelle 6.12:Die letzten Iterationen bei der Suche nach dem kleinsteariugrt vonbcsstk35

Deutlich erkennbar ist auch hier wieder, dass TFQMR weshnlesser skaliert. Die Gesamtlauf-
zeit hingegen fallt bei der Berechnung mit wenigen Proaessunter Einsatz des MUMPS-Losers
um einiges geringer aus.
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Noch deutlicher fallt die Tatsache auf, dass es einenlugiseinbruch bei der Losung des Problems
mit MUMPS gibt, wenn mehr als 16 Prozessoren eingesetztemeidieses Phanomen ist wahrend
den Testlaufen de@fteren aufgetreten und wurde aufgrund dessen auch Speai#l untersucht.
Im nachsten Teil dieses Kapitels wird gezeigt, dass disubgs-Phase von MUMPS, auch wenn
zeitlich nur gering bemerkbar, unter Einsatz von mehr alsd@éssoren einen Geschwindigkeits-
verlust hinnehmen muss.

Bei den meisten Beispielen ist dieses Verhalten nicht seexaufgefallen, da viele der betrachteten
Testlaufe mit weit weniger als 1000 Jacobi-Davidsonaltienen auskamen. Bei der Berechnung fur
einen kleinsten Eigenwert der beiden Matrizeosstk35und cvxbgpl wurden jedoch jedesmal die
maximal moglichen 1 000 000 Jacobi-Davidson-Iteratiodarchgefiihrt, bis die dann derzeitige
Eigenwertnaherungen ausgegeben wurden. Dies ist dawndidkzufuhren, dass eine Iteration im
Durchschnitt nur etwas mehr als eine hundertstel Sekund@wfiihrung benotigte, da die Matri-
zen von relativ kleiner Dimension und niedrigem Besetzgrays sind. Da aber nun in jeder dieser
Iterationen auch der Anzahl an Unterraum-Erweiterungeaspeachend oft die Korrekturgleichung
gelost werden muss, wird auch in jeder dieser Iteratione.dsungs-Phase von MUMPS einmal
aufgerufen. Da, wie oben bereits erwahnt, bei hoher Psozeshl die Losungs-Phase von MUMPS
an Geschwindigkeit verliert, ist damit zu erklaren, wareim riicklaufiger Speedup bei der Suche
nach einem kleinsten Eigenwert der beiden Matrizmsstk35und cvxbgpl mit MUMPS zu ver-
zeichnen ist, je mehr Prozessoren zum Einsatz kommen.
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Die Laufzeiten der drei MUMPS-Phasen

In Kapitel 4.3 wurde bereits darauf hingewiesen, dass ésasscsinnvoll erweist, die Faktorisierung
der linken Seite der Korrekturgleichungd — 67) nur einmal zu Beginn des Jacobi-Davidson-
Algorithmus mit der ersten Eigenwertnaheruhdurchzufihren, auch wenn man dadurch mit einer
fehlerbehafteten linken Seite spatere Losungs-Phasemldufen muss.

Die Abbildung 6.9 zeigt die Zeiten der einzelnen MUMPS-Rimabei drei der Testmatrizen mit
unterschiedlicher Gro3e und beim Einsatz von unterstbiet Anzahl an Prozessoren. Man sieht
hier ganz deutlich, dass im gunstigsten Fall ungefahr~aiktor 1000 zwischen der Zeit fur eine
Faktorisierungs- und der fur eine Losungs-Phase liegiticB eine einzige Faktorisierung miss-
te mindestens den selben Gewinn, also eine Verbesserungrdebnisses erzielen, wie 1000
Losungsphasen. Tests haben gezeigt, dass dieser Fahtnitt. Aus diesem Grund wurde auf wei-
tere Faktorisierungen des MUMPS-Losers wahrend derikuwehg des Jacobi-Davidson-Programms
verzichtet. Je groRRer die Matrix wird, desto grof3er wiesdr Zeitunterschied der MUMPS-Phasen.
Wahrend die Zeiten fur eine Faktorisierung der Matriat®l zur Matrixgrol3e ansteigt, bleiben die
Zeiten der Losungs-Phasen nahezu identisch klein. AwesediAspekt spricht speziell bei der Be-
rechnung groR3er Matrizen gegen einen weitere Ausfuhrengaktorisierungs-Phase von MUMPS
wahrend des Programmablaufs.

Wahrend der Laufzeit-Analyse der drei MUMPS-Phasen istAspekt negativ aufgefallen, der
auch wahrend den Testlaufen zur Eigenwertberechnur@tbangesprochen wurde, namlich, dass
mit zunehmender Anzahl an Prozessoren die Zeit fir diaihgsphase ansteigt. Dies spricht fur
eine aul3erst schlechte Skalierung dieser MUMPS-Phaserisprechende Speedup der einzelnen
Phasen fur die drei Matrizdocsstk35kurbelundthermal2ist in der Grafik 6.10 gegen die Anzahl
der eingesetzten Prozessoren aufgetragen worden.

Wahrend die Analyse- und die Faktorisierungs-Phase his Einsatz von acht Prozessoren zum
Teil noch linearen oder gar superlinearen Speedup aufmeiEgt sich hier ganz deutlich die
schlechte Skalierung der Losungs-Phase von MUMPS.

Literatur bezuglich Performance-Tests mit dem MUMP &araist nur wenig vorhanden. Die Bei-
trage, die man jedoch findet haben stets MUMPS mit allen lneisen gleichzeitig getestet, und
kamen dann zu Ergebnissen, die besagen, dass bis zu einagnlAon vier oder acht Prozesso-
ren der MUMPS-Loser eine gute Skalierung aufweist, beimibzessoren aber zum Teil sogar
langsamer wird. Die Abbildung 6.11 bestatigt genau diegesagen. Eine realtiv gute Skalierung
ist bis maximal acht Prozessoren zu erkennen flrbdiestk35 und diethermatMatrix. Bei der
kurbelMatrix wird lediglich bis zu vier Prozessoren ausreichgund skaliert.
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Schlusswort zu den Testufen

Das zu erreichende Ziel der Testlaufe mit dem Jacobi-BavidProgramm unter Einsatz der bei-
den Gleichungssystemloser MUMPS und TFQMR war, kinftigenutzern der Eigenwertloser-
Bibliothek im Voraus sagen zu konnen fur welche Aufgabelhshgen sich die Verwendung des
einen oder des anderen Losers besser eignet.

Uber die Testlaufe hinweg hat sich mit der Zeit ein klaresstu abgebildet, wann der Loser
MUMPS zur Losung der Korrekturgleichung dem TFQMR-Logergezogen werden sollte.

MUMPS lohnt sich vor allem bei der Berechnung grofdter Eigeme, wenn die ProblemgrofRe
ausreichend hoch ist, sprich, bei Matrizen, deren Dimensindestens 50 000 entspricht und
von der mindestens zehn Eigenwerte bestimmt werden sdigegroer die Matrix und je mehr
Eigenwerte bestimmt werden, desto Uberlegener wird deMRB-Loser.

Dabei sollten bei den Berechnungen der Eigenwerte jedaddit miehr als acht Prozessoren fir
sehr gro3e und nicht mehr als vier Prozessoren fur kleinagizen eingesetzt werden, da mit
steigender Anzahl von Prozessoren stets ein geringerégiMoon MUMPS gegentiber TFQMR zu

beobachten war.

Einen weiteren Leistungszuwachs erhalt das Jacobi-BamiProgramm unter Einsatz von MUMPS
wenn speziell die kleinsten Eigenwerte einer Matrix benethverden sollen.

Die Zeitmessungen zur Berechnung innerer Eigenwerte ugdnigierte von unsymmetrischen
Matrizen ergab ein ganz anderes Ergebnis. Hier lagen didiAusmgszeiten mit TFQMR als
Gleichungssystem-Loser immer weit unter denen, die mitMMR$ gemessen wurden.

Die Untersuchungen, die mit dem Programm unter Verwenden@e&lden unterschiedlichen Losern
durchgefuhrt wurden fanden alle an ganz speziellen Matritatt, jeweils mit unterschiedlichen Di-
mensionen und Strukturen. Deshalb kdnnen die oben gesraimgebnisse lediglich als Leitfaden
genutzt werden, nicht aber als allgemeingultige Aussalgesonders die Ergebnisse zu unsymme-
trischen Matrizen, denn flr diese gab es nur sehr wenigs.Tes






Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Ziel dieser Diplomarbeit war die Erweiterung eines Moduisierhalb des bestehenden parallelen
Jacobi-Davidson-Programms, zur Losung der Korrektighleng um den direkten Multifrontal-
Loser MUMPS.

Die durchgefiihrten Tests des Programms nach der Einbindiesmineuen Losers haben gezeigt, dass
unter gewissen Voraussetzungen wesentliche Verbesssrloegiglich der benotigten Rechenzeit
zu erzielen sind, wenn dieser Loser statt dem CG-artigeQMR eingesetzt wird. Speziell bei
der Berechnung kleinster Eigenwerte und bei der Suche nat@gmvgrofiten Eigenwerten hochdi-
mensionierter Matrizen konnten die benotigten Rechémzeium Teil drastisch gesenkt werden,
hauptsachlich jedoch, wenn gleichzeitig auch nur eingngerAnzahl von Prozessoren zur Losung
des Problems eingesetzt wurden.

Die Berechnung von Eigenwerten aus dem Inneren des Spekimaxht trotz Einbindung eines
direkten Losers immer noch Probleme, hier sind weitereet$nichungen des Jacobi-Davidson-
Programms notwenig, gegebenenfalls auch noch die Einbqdieiterer stabiler Loser-Routinen.

Bei der MUMPS-Version, die in das bestehende Eigenwentgdarom eingebunden wurde, handelt
es sich um die Version, die mit reellen Werten und doppeltenasigkeit rechnet. Eine weitere
Version, die es zulasst Gleichungssysteme mit komplexenagen zu losen kdnnte im Zuge einer
Weiterentwicklung des Jacobi-Davidson-Programms, dieregglicht auch Eigenwerte allgemei-
ner unsymmetrischer Matrizen zu berechnen, mit in das Bnogr einflie3en.
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Anhang A

Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel werden nun anschliefend noch einige nretische Grundlagen beschrieben,
die in den vorangegangenen Kapiteln benotigt wurden. dhien ausfuhrlichefdberblick zum
Thema Lineare Algebra siehe [17] und fir weitere Inform@agin zur numerischen Mathematik
siehe [15], [16].

A.1 Allgemeines zu Vektoren

Definition A.2. Seienz,y € R zwei reelle Vektoren, dann nennt man:

m
<my>=> Ty
=1

Skalarprodukt der Vektorenundy.

Seienu, v € C™ zwei komplexe Vektoren, dann nennt man:

m
<u,v>= E U;V;
=1

Skalarprodukt der Vektoren und v, wobeiw; die komplex konjugierte Komponente venbe-
schreibt.

Definition A.3. Die 2er-Norm, die auch euklidische Norm genannt wird, higjdode Gestalt:

H'mH? =v<zT>

Sie beschreibt diednge eines Vektors x im euklidischen Raum.
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A.4 Eigenschaften von Matrizen

Definition A.5. Eine Matrix A € R™ " heil3t genau dann symmetrisch, wenn sie gleich ihrer
Transponierten ist:
A= AT

Definition A.6. Seid € R™*™ eine Matrix, dann heilRi genau dann anti- oder schiefsymmetrisch,
wenn gilt:
A=-AT

Definition A.7. Eine Matrix A € R™*™ heil3t orthogonal, falls gilt:
ATA=E
mit der transponierten Matrixd” und der Einheitsmatrixe.

Bemerkung A.8. Folgende Aussagen siiddjuivalent:
e A ist eine orthogonale Matrix

e Die Zeilen- und Spaltenvektoreff) von A bilden ein Orthonormalsystem bglich des Ska-
larprodukts imR"™, sprich:

1 furi=j

@) ,0) ~— 5. —
<ava >_5”_{0 sonst

}w,j =1,..n
e AAT = E, das heiRtAAT = AT A
e Aistinvertierbar und es giltA—! = AT

Definition A.9. Einen x n Matrix A heil3t positiv definit, falls gilt:

<z,Ar> >0 Vz#0

Mochte man die Definition verallgemeinern, sodass man sie autden komplexen Zahlenbereich
anwenden kann, so definiert man eine Matrix als positiv defir@nn gilt:

Re(<xz,Az>) > 0 Vx#0

Bemerkung A.10. Folgende Aussagen sidjuivalent:
e A ist positiv definit
e A hat nur positive Eigenwerte
e Aistinvertierbar undA~" ist ebenfalls positiv definit

Bezeichnung A.11.Neben den klassischen und @gfigen Besetzungsarteiir Matrizen, wie un-
tere und obere Dreiecksmatrix, oder Bandmatrix, will hiech folgende genannt sein, die soge-
nannte Sparse-Matrix. Wie der Name Sparse (dirlggh) schon besagt, handelt es sich hierbei um
dinnbesetzte Matrizen.
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A.12 Eigenwerte und Ritzwerte

Definition A.13. Seiend € R™*" eine Matrix,u € R", u # 0 ein Vektor und\ ein Skalar, die die
Gleichung
Au = \u

erfullen, so nennt man Eigenwert undu Eigenvektor der MatrixA. Zusammengefasst z, u)
heiRen sie auch Eigenpaar.

Bemerkung A.14. Die Eigenwerte vom entsprechen den Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms
det(A\] —A) =0

Bezeichnung A.15.SeienA € R™*" eine Matrix,f € R eine Naherung @ir den Eigenwert\ und
y € R™, y # 0 eine NAherung @ir den zugebrrigen Eigenvektor der Matrix A, dann bezeichnet
man mit

r= Ay — 0y

das Residuum des gimerten Eigenpaars.

Fur numerische Berechnungen von Eigenwerten groRer Matriverden haufig Unterraumtechni-
ken angewandt, um das betrachtete Problem zu vereinfabiaen. folgendes:

Definition A.16. U C R" heif3t Unterraum de&", falls gilt:
o U#0
e x+yclU VayeU (Additivitat)
e v-xzelU VuzeU«acR (Homogeniat)

Zudem muss man beachten, dass ein Unterraum durch seiref8stgjelegt wird, die folgender-
mafen definiert ist:

Definition A.17. SeienU C R™ ein Unterraum unds; € R™ mit: = 1,.., k undk < n Vektoren,
dann heil3tuq, .., u; Basis des Unterraums U, falls:

e die Vektoren; linear unablangig sind und
k
e die lineare Hille L = {Z aug, o €ER =1, ..,k} =Uist
i=1
Desweiteren wird mitim (U ) = k die Dimension des Unterraums bezeichnet.

Viele iterative Loser linearer Gleichungssysteme neraut much Unterraumverfahren, weil sie das
gestellte Problem in Unterraume projizieren. Zu ihnentgeh gewisse lineare Teilraume des,
die sogenannten Krylov-Raume.

Definition A.18. Sei dazu eine quadratische Mattike C"*" gegeben, sowie ein Vektgre C",
dann ist der Krylov-Raum von #ber q definiert als:

Kn(A,q) = span [q, Ag,.., A" '] , m>1, Ko(4,q)={0}
Der Vektor g wird dabei als Startvektor der Krylov-Sequeeazdichnet.
Bemerkung A.19. Seient € C™ ein Vektor undJ ¢ C™ ein Unterraum, und es gelte:
tlu VueU

so schreibt man
t LU
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und definiert
Ut ={teC": t LU}

als orthogonales Komplement des Unterraums U.

Reprasentiert;, eine Projektion von einer Matrid auf einen niederdimensionalen Unterralim
so nennt man die Eigenwerte van, Ritzwerte der MatrixA im Bezug auf den Unterraufi.

Definition A.20. SeienU C R" ein Unterraum,A € R™*™ eine Matrix,z € U, z # 0 ein Vektor
und eind € C ein Skalar, die die Ritz-Galerkin-Bedingung:

Az -0z 1L U

erfullen, dann nennt maé Ritzwert undz Ritzvektor zud bediglich des Unterraumé/. (0, z) ist
dann das entsprechende Ritzpaar.

Bei Eigenwertberechnungen kommt es zum Teil vor, dass mgenkierte aus dem Inneren des
Spektrums berechnen muss. Diese werden iber sogenanmiertische Ritzwerte bestimmt.

Definition A.21. SeienU C R" ein Unterraum,A € R™*™ eine Matrix,0 € C ein Skalar, dann
ist # genau dann ein harmonischer Ritzwert vdrbeziglich des Unterraumg/, wennd—! ein
Ritzwert vonA~! in Bezug auf den Unterrauii ist.
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