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Kurzfassung

Im Rahmen der Arbeit wird eine Strategie zur Gebietszerlegung eines regul�aren
Finiten�Elemente�Gitters entworfen und im Programm TRACE� einem in FORT�
RAN �� geschriebenen Simulationsprogramm aus dem Bereich der Hydrogeologie�
implementiert� Die Parallelisierung des Programms basiert auf dem Schwarz�schen
Verfahren� bei dem das Finite�Elemente�Gitter in einander �uberlappende Teilgitter
zerlegt wird� Durch die Zerlegung k�onnen einzelne FE�Knoten in bis zu acht Teil�
gittern auftreten� Damit eine geeignete� dreidimensionale Zerlegung w�ahrend der
Programmausf�uhrung gefunden werden kann� wird eine Funktion de�niert� die den
durch die Zerlegung hervorgerufenen Mehraufwand bei der Berechnung angibt� Hier�
mit kann eine Zerlegung automatisch durchgef�uhrt werden� so da	 die Zahl der red�
undant zu berechenden FE�Knoten minimal ist� W�ahrend der Berechnungen m�ussen
infolge des Schwarz�schen Verfahrens Informationen zwischen den einzelnen Teilgit�
tern ausgetauscht werden� Hierbei kann ein Teilgitter Informationen von bis zu 
�
benachbarten Teilgebieten erhalten� Der Aufbau der auszutauschenden Bereiche
wird in der vorliegenden Arbeit erl�autert� Die zur parallelen Programmausf�uhrung
notwendigen �Anderungen bzw� Erweiterungen des Quell�Codes von TRACE werden
aufgezeigt� Das parallele Programm wird f�ur zwei unterschiedliche Simulationsmo�
delle� die aus bis zu 
��


 FE�Knoten bestehen� auf einer Intel Paragon ausgef�uhrt�
wobei der Ein�u	 unterschiedlicher Prozessorzahlen bzw� eines variierenden �Uber�
lapps untersucht wird�
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Einleitung

Auf die fortschreitende Industrialisierung� das enorme Bev�olkerungswachstum und
die intensive landwirtschaftliche Nutzung gro	er Gebiete lassen sich eine Vielzahl
von Umweltproblemen zur�uckf�uhren� Insbesondere die Qualit�at des Grundwassers
ist in den letzten Jahrzehnten erheblich beeintr�achtigt worden� Das Grundwas�
ser ist Bestandteil einer auf der Erde zirkulierenden Wassermenge von ungef�ahr
�� �� � �
�� m�� wobei der Anteil des Grundwassers nur circa � � �
�� m� betr�agt
�HOE���� Da die Flie	geschwindigkeit des Grundwassers sowohl in vertikaler als
auch in horizontaler Richtung sehr gering ist� machen sich die Auswirkungen von
Schadsto�en� die heute in dieses System gelangen� h�au�g erst nach vielen Jahr�
zehnten bemerkbar� Die Qualit�at und die Verf�ugbarkeit des Grundwassers sind von
gro	er Wichtigkeit� da Wasser eine existentielle Grundlage f�ur das Leben auf der
Erde darstellt� Deshalb ist es von allgemeiner Bedeutung� den Verlauf des Grund�
wasser�usses und den daran gekoppelten Sto�transport� z�B� von Schadsto�parti�
keln� zu untersuchen� Durch ein besseres Verst�andnis der Transportprozesse k�onnen
geeignete Gegenma	nahmen bei Unf�allen eingeleitet oder bereits stark belastete Ge�
biete saniert werden�

Es wurde schon fr�uh begonnen� diese Wasserkreisl�aufe durch geeignete Simula�
tionsrechnungen zu untersuchen und zu quanti�zieren �SPO���� Die verwendeten
mathematische Verfahren beruhen dabei entweder auf deterministischen oder auf
stochastischen L�osungsans�atzen� Bei einem deterministischen Modell sind exakte
Aussagen �uber ein zu simulierendes Gebiet m�oglich� wenn alle erforderlichen Pa�
rameter bekannt sind� Durch die Vielzahl der Parameter ist es aber in der Re�
gel nicht m�oglich� diese vollst�andig anzugeben� Im Gegensatz hierzu werden die
Parameter bei einem stochastischen Ansatz �DAG���� �GEL��� durch statistische
Verteilungsfunktionen beschrieben� Es werden verschiedene Simulationsrechnungen
durchgef�uhrt� bei denen die Parameterwerte aus vorgegebenen Verteilungen gezogen
werden� Durch Vergleich der Ergebnisse sind dann Aussagen �uber die Wahrschein�
lichkeitsverteilungen der gesuchten Gr�o	en m�oglich�

Mathematisch kann die Bewegung von Wasser und der Transport von Schadstof�
fen im Boden durch partielle nichtlineare Di�erentialgleichungen beschrieben werden
�HUY���� Da eine analytische L�osung dieser Gleichungen im allgemeinen nur f�ur ein�
fache F�alle bekannt ist� werden numerische Verfahren herangezogen �PIN���� Die
Darstellung der r�aumlichen Abh�angigkeit kann beispielsweise mit einem Finiten�
Elemente�Modell und die zeitliche Abh�angigkeit der Di�erentialgleichungen mit ei�
nem Finiten�Di�erenzen�Ansatz gel�ost werden� Das zu simulierende Gebiet wird
hierbei r�aumlich und zeitlich diskretisiert� Die einzelnen Gleichungen brauchen dann

�




 EINLEITUNG

nur noch an bestimmten Orten und zu bestimmten Zeitpunkten gel�ost werden�
Da bei der Problembeschreibung sehr gro	e Datenmengen anfallen� die die Ei�

genschaften des Bodens� die Art der Niederschl�age und weitere f�ur die Berechnun�
gen wichtige Parameter charakterisieren� und da durch die numerischen Verfah�
ren umfangreiche Gleichungssysteme entstehen� ist es bisher nur m�oglich� relativ
kleine Gebiete mit Hilfe von Computern zu berechnen� Beschr�ankende Faktoren
bei den Programml�aufen waren die zu geringen Speicherkapazit�aten und die nicht
gen�ugend hohen Geschwindigkeiten der verwendeten Maschinen� Durch die fort�
schreitende Entwicklung von neuen Computerarchitekturen und die weiter fallenden
Preise f�ur einzelne Hardware�Komponenten stehen nun leistungsf�ahigere Computer
zur Verf�ugung� Diese Maschinen erm�oglichen es� Rechnungen mit einer viel gr�o	eren
Zahl von diskreten St�utzstellen durchzuf�uhren� wobei entweder eine h�ohere r�aumli�
che Au��osung oder eine Vergr�o	erung des Simulationsgebietes erlangt werden kann�
Es m�ussen jedoch neue Verfahren angewendet werden� um die zur Verf�ugung ste�
hende Rechenleistung auch nutzbar zu machen�

In der vorliegenden Arbeit wird eine Partitionierungsstrategie erarbeitet und
implementiert� mit der das Programm TRACE �VER���� ein umfangreiches Simu�
lationsprogramm aus der Hydrogeologie� auf einem massiv�parallelen Rechnersy�
stem ausgef�uhrt werden kann� Um m�oglichst viele Prozessoren e�ektiv einsetzen zu
k�onnen� wird das Schwarz�sche Verfahren �SCH�
�� �BJO���� �WID�
� zur Erweite�
rung des bisherigen sequentiellen Programms �VNL��� eingesetzt� Dieses Verfahren
gestattet eine Parallelisierung von TRACE� ohne da	 die grundlegende Programm�
struktur ver�andert werden mu	� Um das Programm TRACE f�ur unterschiedliche Si�
mulationsrechnungen nutzen zu k�onnen� wird eine automatische Gebietszerlegung in
Abh�angigkeit der Zahl der einzusetzenden Prozessoren und der Gr�o	e des �Uberlap�
pungsbereiches durchgef�uhrt� Der Austausch von geeigneten Informationen w�ahrend
der Berechnungen� hervorgerufen durch das Schwarz�sche Verfahren� ist ein weiterer
wesentlicher Bestandteil dieser Arbeit�

In Kapitel � soll zun�achst ein �Uberblick �uber parallele Rechnersysteme gegeben
werden� Daran anschlie	end werden in Kapitel 
 die zum Verst�andnis der mathe�
matischen Zusammenh�ange wichtigen Verfahren vorgestellt� Eine Beschreibung der
sequentiellen Programmversion von TRACE �ndet sich in Kapitel �� Kapitel � und �
erl�autern die Strategien zur Gebietszerlegung und zur Kommunikation w�ahrend der
Berechnungen� Die Implementierung der Strategien soll in Kapitel � dargelegt wer�
den� Die ausgew�ahlten Simulationsrechnungen sowie die Ergebnisse der parallelen
Programmausf�uhrung werden in Kapitel � betrachtet� Im letzten Kapitel werden
die Erfahrungen dieser Arbeit zusammengefa	t und Ansatzpunkte f�ur Erweiterungen
gegeben�



Kapitel �

Parallele Rechnersysteme

Bereits Ende der �
er Jahre ist von John von Neumann ein Modell f�ur einen Uni�
versalrechenautomaten gescha�en worden� das bis heute hinsichtlich seiner Einfach�
heit und allgemeinen Anwendbarkeit nicht �ubertro�en worden ist �SCH���� Diese
Rechnerarchitektur besteht im wesentlichen aus nur drei Elementen� Zu nennen
sind die Zentraleinheit� die ein Steuerwerk und ein Rechenwerk beinhaltet� der Ar�
beitsspeicher und ein E�A�System� In Abbildung ��� ist der Aufbau dieses Rech�
ners schematisch dargestellt� Der von�Neumann�Rechner kann in die Klasse der
sequentiellen Rechner eingeordnet werden� Der Ablauf eines Programms besteht
aus Eingabe� Verarbeitung und Ausgabe �EVA�Prinzip�� wobei zu beachten ist� da	
der Programm�Code und die Daten gleichrangig im Arbeitsspeicher vorliegen� Hi�
storisch ist diese Architektur aus der Harvard�Architektur hervorgegangen� die �uber
getrennte Befehls� und Datenspeicher verf�ugte �JUN�
��

Abbildung ���� Aufbau eines von�Neumann�Rechners

Die von�Neumann�Architektur ist jedoch mit einem wesentlichen Nachteil ver�
bunden� Da Daten und Befehle jeweils �uber einen gemeinsamen Bus zwischen Ar�
beitsspeicher und Zentraleinheit �ubertragen werden m�ussen� k�onnen Verz�ogerungen
bei der Programmabarbeitung auftreten� Es kann beispielsweise nicht der n�achste
Befehl in die Zentraleinheit geladen werden� bevor die Daten aus der vorausgegan�
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genen Rechenoperation im Arbeitsspeicher abgelegt worden sind� Diese Engstelle
der rein sequentiellen Programmausf�uhrung wird als von�Neumann�Flaschenhals be�
zeichnet und begrenzt die M�oglichkeiten einer Leistungssteigerung� da die �Uber�
tragungsraten des Bussystems immer niedriger sind als die Rechengeschwindigkeit
der Zentraleinheit� Obwohl durch die fortschreitende Hardware�Entwicklung immer
schnellere Prozessoren und Bussysteme gescha�en werden� wird es nicht m�oglich
sein� diesen Engpa	 zu beheben�

Durch die Einf�uhrung von Cache�Speichern k�onnen die Zugri�szeiten der Zen�
traleinheit auf den Arbeitsspeicher deutlich verk�urzt werden� Ebenso ist durch eine

�uberlappende Befehlsabarbeitung oder durch den Einsatz von Koprozessoren f�ur
Spezialaufgaben eine Steigerung der Leistungsf�ahigkeit m�oglich� Hierbei handelt
es sich jedoch nur um Verbesserungen einzelner Systemkomponenten und nicht um
eine wesentliche �Anderung des klassischen Rechnermodells� so da	 die Struktur der
ausf�uhrbaren Programme immer noch auf einem sequentiellen Ansatz basiert� Sehr
rechenintensive Aufgabenstellungen oder neue Berechnungsmethoden� beispielsweise
aus der numerischen Mathematik� sind f�ur diese konventionellen Rechner h�au�g zu
komplex oder nicht in vern�unftiger Zeit ausf�uhrbar� Um eine h�ohere Rechenleistung
zur Verf�ugung stellen zu k�onnen� wurden unterschiedliche Konzepte verwirklicht� So
wurden durch die konsequente Weiterentwicklung des sequentiellen Rechners unter
anderem Systeme f�ur sehr spezielle� auf den entsprechenden Rechnertyp angepa	te
Programme gescha�en�

Abbildung ��
� Prinzipieller Aufbau eines Parallelrechners

Eine andere M�oglichkeit ist die Vervielfachung der Prozessorelemente� durch die
der von�Neumann�Flaschenhals aufgebrochen werden kann� Eine schematische Dar�
stellung dieser Rechnerarchitektur ist in Abbildung ��
 aufgezeigt� Die einzelnen
Prozessorelemente k�onnen den sequentiellen Rechnern entsprechen und sind deshalb
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auch in gro	en St�uckzahlen bei geringen Kosten verf�ugbar� Jeder Prozessor kann
entweder mit lokalem oder aber mit globalem� f�ur alle Prozessoren gemeinsamen� Ar�
beitsspeicher ausgestattet sein� �Uber ein Netzwerk sind die Prozessorelemente� die
jeweils wie beim von�Neumann�Rechner aus Steuerwerk und Rechenwerk bestehen�
sowohl miteinander als auch mit dem Arbeitsspeicher verbunden�

Bei einer geeigneten Aufteilung der zu l�osenden Aufgabe auf die einzelnen Prozes�
sorelemente kann diese parallel bearbeitet werden� Die m�ogliche Leistungssteigerung
wird jedoch durch erheblich kompliziertere Rechnerarchitekturen und einen gr�o	eren
Aufwand bei der Programmerstellung erschwert� Ein weiteres Problem ist je nach
Art der Anwendung die Zusammenfassung und Darstellung der Einzelergebnisse der
Prozessoren�

Die Entwicklung von Theorien und Algorithmen f�ur parallele Anwendungen wird
zus�atzlich dadurch erschwert� da	 sich bis heute kein Standardmodell f�ur einen Par�
allelrechner durchgesetzt hat� Es sind jedoch verschiedene Programmiermodelle
verf�ugbar� wie beispielsweise das Message�Passing� oder das Shared�Memory�Modell�

In vielen Bereichen der modernen Naturwissenschaften stellen Parallelrechner
ein wichtiges Hilfsmittel dar� Die L�osung von umfangreichen mathematischen Glei�
chungssystemen� wie etwa bei der Simulation von nichtlinearen Systemen� ist mit
sequentiellen Rechnersystemen kaum noch zu erreichen� Erst durch eine parallele
Bearbeitung kann die Ausf�uhrungszeit so reduziert werden� da	 auch rechenintensive
Anwendungen gel�ost werden k�onnen�

��� Rechnerklassi�kationen

Um einen �Uberblick �uber die verschiedenen Rechnersysteme zu erlangen� werden im
folgenden einige grundlegende Kriterien f�ur deren Unterteilung betrachtet�

Flynn �FLY��� hat eine Klassi�kation angegeben� der die Art der Daten� und
Befehlsbehandlung zugrunde liegt� Hiernach lassen sich die verschiedenen Rechner�
architekturen in die vier Klassen SISD� MISD� SIMD und MIMD unterteilen� Bei
einer SISD�Struktur �Single Instruction Stream�Single Data Stream� handelt es sich
um einen klassischen von�Neumann�Rechner mit einem Prozessor� bei dem ein Be�
fehlsstrom einen Operandenstrom erzeugt� Zur Klasse der MISD�Rechner �Multiple
Instruction Stream�Single Data Stream�� bei der viele Prozessoren mit unterschied�
lichen Befehlen dieselben Daten bearbeiten� z�ahlen Rechner� wie sie z�B� in der
Bildverarbeitung eingesetzt werden� Diese Rechner sind jedoch Spezialrechner� In�
teressanter sind die Klassen SIMD �Single Instruction Stream�Multiple Data Stream�
und MIMD �Multiple Instruction Stream�Multiple Data Stream�� da diese Klassen
die parallelen beziehungsweise massiv�parallelen Rechner klassi�zieren�

Grundlegend f�ur die Struktur eines SIMD�Rechners ist ein zentraler Steuerrech�
ner� der die Ausf�uhrung eines Programms synchron auf den einzelnen Prozessorele�
menten steuert� Jedes Prozessorelement f�uhrt entweder die gleiche Instruktion wie
alle anderen Prozessorelemente auf seinen lokalen Daten aus oder es ist inaktiv� Zu
den SIMD�Rechnern geh�oren Arrayrechner und Vektorrechner �BRA���� Der Unter�
schied zwischen beiden Rechnertypen liegt unter anderem im Verbindungsnetzwerk
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zwischen den einzelnen Prozessoren�

Rechner der MIMD�Klasse haben eine allgemeinere Architektur als SIMD�Ma�
schinen� Jeder Prozessor besitzt seinen eigenen Befehls� und Daten�u	� den er
unabh�angig von den anderen Prozessoren abarbeiten kann� MIMD�Rechner arbeiten
stets asynchron� �uber spezielle Befehle ist aber eine Synchronisation der einzelnen
Prozessoren m�oglich�

Ein Kriterium zur Charakterisierung unterschiedlicher MIMD�Rechner ist die
Topologie des Netzwerkes� welches die Prozessoren untereinander und gegebenenfalls
mit dem Hauptspeicher verbindet� Die einzelnen Verbindungen k�onnen entweder
statisch ��fest verdrahtet�� oder dynamisch angelegt sein� In Abbildung ��� sind
verschiedene Netzwerktopologien dargestellt� wobei die einzelnen Punkte jeweils die
Prozessoren symbolisieren �GAT���� �GOL���� �MON���� �STE����

�a� �D�Gitterstruktur �b� �D�Gitterstruktur

�c� �D�Hypercube �d� Baumstruktur �e� Ringstruktur

Abbildung ���� Topologie unterschiedlicher Netzwerke zur Charakterisierung eines
MIMD�Rechners

Grundlegend k�onnen Bus�Netzwerke� Netzwerkemit Schaltelementen und Punkt�
zu�Punkt Verbindungsstrukturen unterschieden werden� Im weiteren werden jedoch
nur die statischen Netzwerke in Form von Punkt�zu�Punkt Verbindungen betrach�
tet� da diese f�ur das Verst�andis des Aufbaus eines MIMD�Rechners entscheidend
sind� Ein vollst�andig vernetztes Netzwerk liegt dann vor� wenn jeder Prozessor mit
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jedem anderen Prozessor direkt verbunden ist� Diese Netzwerke sind jedoch sehr
kompliziert aufgebaut und lassen sich schlecht erweitern� H�au�ger werden nicht
vollst�andig vernetzte Netzwerke verwendet� Beispiele hierf�ur sind Netzwerke mit
Ring� oder Torusstrukturen� Baumstrukturen� Pyramiden� oder W�urfelstrukturen
sowie Gitternetzwerke� bei denen die einzelnen Prozessoren entweder zwei� oder
dreidimensional in einer rechtwinkligen Gitterstruktur angeordnet sind�

Welche Struktur sich am besten f�ur den Aufbau eines Parallelrechners eignet�
l�a	t sich nicht allgemein beantworten� Ein Vergleich zwischen Netzwerken oder eine
Eignungsanalyse f�ur ein bestimmtes Netzwerk kann eigentlich nur in Verbindung
mit einer parallelen Anwendung erfolgen� Eine Anforderung� die an ein Netzwerk
gestellt werden sollte� ist unter anderem� da	 die Zahl der Verbindungen� die gleich�
zeitig zwischen mehreren Prozessorpaaren aufgebaut werden k�onnen� m�oglichst hoch
ist� damit die Parallelverarbeitung der Prozessoren nicht durch das Verbindungsnetz�
werk eingeschr�ankt wird� Eine Verbindungsstruktur sollte erweiterbar �skalierbar�
sein� um die Rechenleistung eines Parallelrechners steigern zu k�onnen�

Ein weiteres Kriterium zur Unterteilung paralleler Rechnersysteme ist durch den
Aufbau des Hauptspeichers gegeben� Es gibt Systeme mit gemeinsamem Speicher
�shared memory� und mit verteiltem Speicher �distributed memory�� Bei �shared�
memory��Rechnern haben alle Prozessoren Zugri� auf einen gemeinsamen Speicher�
bereich� Jeder Prozessor kann zus�atzlich auch einen eigenen lokalen Speicher f�ur sei�
nen Programm�Code oder Zwischenergebnisse besitzen �GOL���� Synchronisation
und Datenaustausch erfolgen �uber Speicherbereiche� auf die koordiniert zugegri�en
werden kann� Rechner mit verteiltem Speicher haben keinen gemeinsam von allen
Prozessoren nutzbaren Speicherbereich� Jeder Prozessor verf�ugt �uber seinen eige�
nen� lokalen Speicher� Ein direkter Zugri� auf die Daten eines anderen Prozessors ist
nicht m�oglich� Die Prozessoren in einem �distributed�memory��Rechner entsprechen
logisch einem Verbund unabh�angiger Rechner� die �uber ein Netzwerk miteinander
gekoppelt sind� Kommunikation und Synchronisation zwischen den Prozessoren er�
folgen durch den Austausch von Nachrichten� die �uber das verbindende Netzwerk
verschickt werden m�ussen� Ein Vorteil dieser Architektur ist die zumindest theo�
retisch unbegrenzte Erweiterbarkeit solcher Systeme� falls ein Verbindungsnetzwerk
mit einer Punkt�zu�Punkt Struktur verwendet wird�

Ein umfangreicher �Uberblick �uber die zur Zeit verf�ugbaren parallelen Rechner�
systeme und ein Vergleich der Performance dieser Systeme ist in �DON���� �GAT���
und �STE��� angegeben�

��� Programmierung eines MIMD�Rechners

Gegen�uber einem System mit nur einem einzigen Prozessor besitzt ein n�Prozessor�
system eine potentiell n�fach h�ohere Leistung� Um diese Leistung nutzen zu k�onnen�
m�ussen jedoch bei der Programmierung einige grundlegende Regeln beachtet wer�
den� Alle Prozessoren� die zur Ausf�uhrung des Programms eingesetzt werden� sollten
auch �uber die gesamte Programmlaufzeit genutzt werden� Dies l�a	t sich schon nicht
mehr gew�ahrleisten� wenn ein Prozessor auf die Ergebnisse eines anderen Prozessors
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wartet� dieser aber mit seinen Berechnungen noch nicht fertig ist� Die Bereitstel�
lungszeiten f�ur Daten� die nicht lokal verf�ugbar sind� m�ussen ebenfalls ber�ucksich�
tigt werden� Der zus�atzliche Aufwand zur Synchronisation der einzelnen Prozes�
soren sollte m�oglichst gering sein� Hieraus ergibt sich� da	 die Teilaufgaben� die
die einzelnen Prozessoren bearbeiten� weitgehend unabh�angig voneinander sein soll�
ten� Der Aufwand� hervorgerufen durch die Datenbereitstellung f�ur die Prozessoren�
sollte ebenfalls minimal sein� Wenn beispielsweise f�ur den weiteren Programmab�
lauf wichtige Felder berechnet werden m�ussen� kann es vorteilhaft sein� da	 diese
Berechnungen von allen Prozessoren lokal durchgef�uhrt werden� anstatt da	 ein
Prozessor die Arbeit allein ausf�uhrt und seine Ergebnisse den anderen Prozessoren
durch Kommunikation mitteilt� Durch geeignete �Uberlappung von Rechnungs� und
Kommunikationsteilen in einem Programm kann der Kommunikationsaufwand ver�
borgen und die damit verbundenen Wartezeiten minimiert werden� An dieser Stelle
soll aber darauf hingewiesen werden� da	 es in den meisten F�allen nicht m�oglich ist�
die bei einem Parallelrechner potentiell zur Verf�ugung stehende Leistung vollst�andig
auszunutzen�

Ein paralleles Programm sollte ohne �Anderungen des Codes auf einer unter�
schiedlichen Zahl von Prozessoren ausgef�uhrt werden k�onnen� Um dies zu erm�ogli�
chen� mu	 die Verteilung der Aufgaben auf die einzelnen Prozessoren so ausgelegt
sein� da	 sie nicht statisch vorgegeben� sondern erst w�ahrend des Programmstarts
�exibel durchgef�uhrt wird� Der Ansatz der Datenparallelit�at ist f�ur eine Programm�
ausf�uhrung bei unterschiedlichen Prozessorzahlen geeignet� da hierbei gleiche Pro�
grammabschnitte auf unterschiedlichen Datensegmenten parallel ausgef�uhrt werden
k�onnen und die Datenaufteilung in derartige Segmente leicht beschrieben werden
kann� Dieser Ansatz unterst�utzt auch die asynchrone Parallelit�at eines MIMD�
Rechners� bei dem� wie in Abschnitt ��� beschrieben� die einzelnen Prozessoren
unabh�angig voneinander Teilaufgaben l�osen k�onnen� Die Prozesse� die dann auf den
Prozessoren bearbeitet werden� sind �sequentielle� Programme� die jedoch zur Ko�
operation bestimmte� architekturabh�angige Befehle wie beispielsweise Sende� oder
Empfangsbefehle ben�otigen� Sind die Teilaufgaben nicht v�ollig unabh�angig vonein�
ander� dann m�ussen die Prozesse untereinander Daten austauschen�

Grunds�atzlich lassen sich verschiedene Programmiermodelle unterscheiden� mit
deren Hilfe Programme f�ur parallele Rechnerarchitekturen geschrieben werden k�on�
nen� Zu nennen sind unter anderem die Modelle Shared Virtual Memory �SVM�
�BER���� �LI���� High Performance Fortran �HPF� �KOE��� und Message Passing�
Hier soll jedoch nur die Struktur von Programmen nach dem Message�Passing�
Ansatz betrachtet werden� Wird bei einem parallelen Programm eine Kommuni�
kation zwischen verschiedenen Prozessoren erforderlich� so wird diese direkt durch
den Austausch von Nachrichten durchgef�uhrt� Hierbei werden die auszutauschen�
den Daten in einem �Paket� zusammengefa	t� das Paket wird mit einer Adresse�
der Nummer des Zielprozessors� und einer eindeutigen Identi�kationsnummer ver�
sehen� und dann �uber das die Prozessoren verbindende Netzwerk verschickt� Dieser
Austausch kann im allgemeinen sowohl synchron als auch asynchron durchgef�uhrt
werden� Bei einer synchronen �blockierenden� Kommunikation m�ussen der sendende
und der empfangende Proze	 gemeinsam einen Synchronisationspunkt erreichen� um
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danach ausschlie	lich zu kommunizieren� Bei der asynchronen �nicht�blockierenden�
Kommunikation kann der sendende Proze	 seine Nachricht verschicken� ohne da	 der
empfangende Proze	 diese Nachricht sofort entgegennehmen mu	� Damit ein Pro�
gramm e�zient ausgef�uhrt werden kann� sollten die Teilaufgaben� die jeder Prozessor
zu l�osen hat� weitgehend unabh�angig voneinander bearbeitet werden k�onnen� Das
Aufteilen zu kleiner Aufgaben� wie etwa arithmetischer Ausdr�ucke� erfordert durch
die sehr oft auftretende Kommunikation hohe Synchronisationskosten und w�urde
den durch die parallele Programmausf�uhrung hervorgerufenen Gewinn zunichte ma�
chen�

Bez�uglich der Gr�o	e der ohne Kommunikationsanforderung ausf�uhrbaren Pro�
grammabschnitte wird qualitativ zwischen fein� und grobgranularen Prozessen un�
terschieden� Zur Bestimmung der Granularit�at eines Prozesses wird das Verh�altnis
der Menge der Berechnungen zur Zahl der Kommunikationsereignisse verwendet�
Ein kleines Verh�altnis entspricht einem feingranularen und ein gro	es Verh�altnis
einem grobgranularen Proze	 �IBB���� Bei feingranularen Prozessen werden sehr
h�au�g Synchronisationen durchgef�uhrt� w�ahrend bei grobgranularen Prozessen eine
signi�kante Zahl von Berechnungen zwischen den Kommunikationsereignissen auf�
treten kann� Die Granularit�at erm�oglicht jedoch keine Aussagen �uber die Menge des
Programm�Codes oder die zu erwartende Programmlaufzeit� da die relative H�au�g�
keit von Kommunikationsereignissen nicht notwendigerweise von ihr abh�angig ist�
Da der Zeitbedarf f�ur eine Kommunikation zwischen verschiedenen Prozessoren in
der Regel h�oher ist als die Dauer der Ausf�uhrung von arithmetischen oder logi�
schen Operationen und lokalen Speicherzugri�en� wird auf Mehrprozessorsystemen
im allgemeinen die Verwendung von grobgranularen Prozessen angestrebt�

Zur Charakterisierung eines parallelen Programms k�onnen verschiedeneKriterien
verwendet werden� So sollte zum Beispiel das in �BUR��� erw�ahnte �Volume�to�
Surface��Verh�altnis �Gleichung ���� m�oglichst gro	 sein� da dieser Quotient ein Ma	
f�ur den Kommunikationsaufwand bei der Verarbeitung von Daten angibt�

V �
Berechnungszeit

Kommunikationszeit
�����

Ein weiteres Kriterium f�ur die Beurteilung eines parallelen Programms ist die
Lastverteilung �Load�Balancing�� Es wird eine m�oglichst gute Ausnutzung der Ge�
samtheit der eingesetzten Prozessoren angestrebt� Die Aufgabe� die jeder Prozessor
zu l�osen hat� sollte in der Komplexit�at und in der Bearbeitungsdauer in etwa so gro	
sein wie die Aufgaben der anderen Prozessoren� H�au�g kann der Arbeitsaufwand
einzelner Prozesse jedoch nicht a priori abgesch�atzt werden� so da	 die Verteilung
auf die einzelnen Prozessoren erst w�ahrend der Programmlaufzeit erfolgen kann�
Ebenso kann es vorkommen� da	 sich der Aufwand f�ur einzelne Prozesse w�ahrend
der Laufzeit �andert� wobei dann keine ausgeglichene Lastverteilung mehr vorliegen
mu	� In diesen F�allen ist es vorteilhaft� wenn eine neue Aufgabenverteilung durch�
gef�uhrt wird� Ein solches Vorgehen erweist sich jedoch als schwierig� obwohl schon
einige Ans�atze f�ur eine dynamische Lastverteilung existieren �Simulated Annealing
�FOX�����

Die Programmierung eines MIMD�Rechners erweist sich als bedeutend schwie�
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riger als das Erstellen von sequentiellen Programmen� Wenn beispielsweise bei der
Proze	�Synchronisation Programmierfehler auftreten sollten� sind diese in der Re�
gel nicht sofort zu erkennen� Auch Probleme mit inkonsistenter Datenhaltung oder
sogenannte �Deadlock��Situationen sind m�oglich� Eine weitere Schwierigkeit ergibt
sich dadurch� da	 das Verhalten eines parallelen Programms trotz gleicher Daten bei
jedem Programmlauf unterschiedlich sein kann� Unterschiede im Zeitverhalten bei
der Kommunikation zwischen den Prozessoren k�onnen dabei die Reihenfolge nach�
folgender Aktionen beein�u	en� Ein weiteres Problem liegt darin� da	 es nur wenige
Hilfsmittel f�ur die Programmierung gibt und diese nicht auf allen Rechnersystemen
verf�ugbar sind� Durch die Komplexit�at einer parallelen Programmausf�uhrung ist
der Einsatz von Debuggern erheblich erschwert�

��� Portabilit�at

Zur Zeit hat sich aus der Vielzahl der m�oglichen parallelen Rechnerarchitekturen
noch keine dominierende Architektur herausgebildet� Deshalb sollte ein paralleles
Programm portabel sein� damit es auf unterschiedlichen Systemen ausgef�uhrt wer�
den kann� Zwischen der E�zienz und der Portabilit�at eines Programms mu	 h�au�g
ein Kompromi	 gesucht werden� da sich beide Anforderungen in der Regel widerspre�
chen� Je maschinenn�aher ein Programm realisiert ist� desto h�oher wird die E�zienz
bei gleichzeitiger Abnahme der Portabilit�at sein� Die Ausf�uhrbarkeit von Program�
men auf unterschiedlichen Rechnern bedeutet aber nicht� da	 diese Programme auf
allen Rechnern mit der gleichen E�zienz laufen� Eine individuelle Anpassung an
bestimmte Besonderheiten eines Systems kann deshalb durchaus sinnvoll sein� Auch
die Programmiersprache� in der ein Programm implementiert wurde� ist f�ur dessen
Portabilit�at entscheidend� So sind gerade auf neu entwickelten Rechnern in der Re�
gel nur Compiler f�ur wenige Sprachen verf�ugbar� Meistens sind dies FORTRAN und
C�

Bei der Programmierung eines MIMD�Systems sind neben den schon erw�ahnten
Kriterien auch die maschinenabh�angigen Befehle� die in Programme eingebunden
werden m�ussen� zu beachten� Zu nennen sind hier besonders Befehle zur Synchro�
nisation der einzelnen Prozessoren� zum Versenden und Empfangen von Daten und
zur Abfrage von bestimmten Systemparametern� wie beispielsweise der Anzahl der
eingesetzten Prozessoren� bestimmter Prozessornummern oder Variablen� die Lauf�
zeiten angeben� Da bislang jeder Hersteller seine eigenen Routinen entwickelte� gibt
es schon seit l�angerer Zeit Bem�uhungen� hier einen Standard zu de�nieren� So sind
herstellerunabh�angige Bibliotheken entwickelt worden� die standardisierte Befehle
auf die entsprechende Hardware abbilden� Eingesetzt werden zur Zeit unter ande�
rem die Software�Systeme PVM� PARMACS und MPI� die auf einer gro	en Zahl
unterschiedlicher Maschinen� von Workstations bis zu massiv�parallelen Systemen�
verf�ugbar sind� Auch eine Kopplung verschiedener Systeme zu einem heterogenen
Rechnersystem auf Basis dieser �Message�Passing��Bibliotheken ist m�oglich�
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��	 Begri
e zur Leistungsbewertung

Bei der Verwendung von Mehrprozessorsystemen ist der Performance�Gewinn� der
durch eine parallele Programmausf�uhrung im Vergleich zur sequentiellen Version
erzielt werden kann� eine bedeutende Gr�o	e� Im folgenden sollen mehrere Kriterien
vorgestellt werden� die eine Beurteilung eines parallelen Programms erm�oglichen�

Der Speedup Sp gibt den Geschwindigkeitszuwachs an� den ein Parallelrechner�
bei dem p Prozessoren genutzt werden� gegen�uber einem sequentiellen Rechner mit
nur einem Prozessor f�ur die L�osung eines numerischen Problems liefert� Eine De�ni�
tion dieser Gr�o	e hat Amdahl bereits ���� bei Leistungsbetrachtungen f�ur Parallel�
rechner �AMD��� angegeben� auch wenn er noch nicht den Begri� Speedup benutzte�
Er hat eine Gleichung aufgestellt� in der nur der sequentielle und der parallele Anteil
eines Programms als Parameter ber�ucksichtigt wird� Ein Ein�u	 der Problemgr�o	e
ist nicht vorgesehen� Durch dieses Gesetz �Gleichung ��
� wird eine theoretische
Grenze f�ur den maximal zu erwartenden Geschwindigkeitszuwachs vorgegeben�

Sp �
T�
Tp

�
�

�� � f� � f�p
���
�

Sp gibt den maximal zu erwartenden Speedup an� T� entspricht der Laufzeit des
Programms f�ur einen Prozessor� w�ahrend Tp die Laufzeit f�ur p Prozessoren angibt�
Der Faktor f entspricht dem Anteil der Laufzeit des sequentiellen Programms� der
parallel ausgef�uhrt werden kann� Der Wert f�ur f mu	 zwischen null und eins lie�
gen� entsprechend einer parallel ausf�uhrbaren Programmlaufzeit zwischen null und
einhundert Prozent� Der maximal m�ogliche Speedup entspricht der Zahl der Pro�
zessoren p� was bedeutet� da	 die parallele Programmversion nur ��p der Zeit der
sequentiellen Version ben�otigt� Aus dem Amdahl�schen Gesetz folgt� da	 ein Pro�
gramm� welches �� � parallelisierbaren Code aufweist� unabh�angig von der Zahl
der eingesetzten Prozessoren maximal um den Faktor �

 beschleunigt werden kann�
Danach w�are bei Programmen mit gro	em sequentiellen Anteil �� �
 �� der Einsatz
von Parallelrechnern nicht sinnvoll�

Es gibt eine Vielzahl von Gr�unden� die einen direkten Vergleich eines sequen�
tiellen mit einem parallelen Rechnern erschweren� So kann es sein� da	 ein f�ur einen
sequentiellen Rechner sehr gut geeigneter Algorithmus nicht e�zient auf einen Par�
allelrechner �ubertragen werden kann� Auch ein Software�Overhead bei Parallelrech�
nern� der beispielsweise durch Initialisierungen oder zus�atzliche Indexberechnungen
hervorgerufen wird� beeintr�achtigt einen Vergleich mit einem sequentiellen Rech�
ner� Zudem mu	 beachtet werden� da	 f�ur den Speedup die Gesamtlaufzeit des
Programms zugrunde gelegt wird� auch wenn der gr�o	te Teil der eingesetzten Pro�
zessoren schon l�angere Zeit mit seiner Aufgabe fertig ist� Hier l�a	t sich der Ein�u	
einer optimalen Lastverteilung auf die Laufzeiten der einzelnen Prozessoren erken�
nen� F�ur die Kommunikation mu	 ebenfalls ein Overhead f�ur die Bereitstellung
der entsprechenden Verbindungen eingerechnet werden� Ein weiteres Problem liegt
darin� da	 die Berechnungsdaten eines parallelen Programms oft nicht mehr auf ei�
nem sequentiellen Rechner geladen werden k�onnen� so da	 eine genaue Bestimmung
des Wertes T� nicht m�oglich ist�
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Bei Programml�aufen auf Parallelrechnern hat sich jedoch gezeigt� da	 auch bei
wachsender Prozessorzahl noch mit einem akzeptablen Speedup zu rechnen ist� Ein
wichtiger Faktor� der im Amdahl�schen Gesetz nicht ber�ucksichtigt wird� ist die Pro�
blemgr�o	e� da in der Regel der sequentielle Anteil eines Programms bei wachsender
Problemgr�o	e relativ abnimmt� Amdahl hat die Abh�angigkeit des Faktors f von
der Problemgr�o	e nicht betrachtet� so da	 die relative Abnahme des sequentiellen
Programmteils nicht ber�ucksichtigt wird� Um den Zuwachs der Problemgr�o	e bei
fester Rechenzeit angeben zu k�onnen� wird h�au�g ein Scaleup�Faktor angegeben�
Gleichung ��� nennt eine De�nition f�ur den Scaleup �BRA���� Hierbei gibt Ti�j�
die Ausf�uhrungszeit eines Programms mit der Problemgr�o	e j an� wenn es auf i
Prozessoren berechnet wurde�

Sc �
n

m
mit T��m� � Tk�n� �����

Der Scaleup Sc beschreibt den Skalierungsgewinn bei der L�osung eines Problems
der Gr�o	e n� welches mit k Prozessoren berechnet wurde� im Verh�altnis zu einem
kleineren Problem der Gr�o	e m� mit m � n� welches auf nur einem Prozessor be�
rechnet wurde� Die Ausf�uhrungszeiten T� und Tk h�angen nur von der Zahl k der
eingesetzten Prozessoren und der noch nicht n�aher de�nierten Problemgr�o	e ab� Die
Problemgr�o	e k�onnte beispielsweise durch die Zahl der Gitterpunkte einer Diskre�
tisierungsmethode angeben werden� die mit den beiden Programml�aufen berechnet
werden soll�

Gustafson �GUS��� stellt eine Formel f�ur den skalierten Speedup ScSP vor� Glei�
chung ��� gibt diese Formel an�

ScSP �
Tseq
Tpar

�
Ts � p � Tp
Ts � Tp

� � � f � �p� �� �����

In dieser Gleichung wird das Verh�altnis zwischen dem Zeitverhalten auf einem
sequentiellen Rechner und einem Parallelrechner mit p Prozessoren bestimmt� Mit
Ts wird die Zeit f�ur die Bearbeitung des Anteils des Programms bezeichnet� der
nicht parallelisiert werden kann� w�ahrend Tp die Zeit f�ur den Programmteil angibt�
der parallel ausgef�uhrt werden kann� Eine Einschr�ankung ist sicherlich� da	 der
sequentielle Anteil bei der Skalierung konstant bleibt und sich nur der parallele
Anteil vergr�o	ert� f entspricht wieder dem Anteil des Programms� der parallel
ausgef�uhrt werden kann �siehe Gleichung ��
��

Eine weitere De�nition f�ur den Speedup wird von Moler �PAT��� angegeben�
Dieses Gesetz ist eine Erweiterung des Amdahl�schen Gesetzes in der Beziehung�
da	 Parallelismus bei hinreichend gro	en Berechnungen einen vern�unftigen Speedup
ergeben kann� Gleichung ��� gibt die Zeit an� die eine parallele Berechnung mit p
Prozessoren ben�otigt� und Gleichung ��� entspricht der Gr�o	e des Speedups�

Tp �
� � �f � �� � T�

p
� �� � f� � T� �����

Sp �
p

� � �p� �� � �� � f�
�����
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T� gibt die Laufzeit des Teils des Programms� welcher nicht parallelisiert werden
kann� f entspricht der De�nition beim Gesetz von Amdahl� jedoch nimmt Moler
an� da	 f eine Funktion der Problemgr�o	e n ist� Bei einem e�ektiven parallelen Pro�
gramm gilt nach Moler� da	 f�ur n�� auch f � 
 gilt� was bedeutet� da	 der se�
quentielle Teil eines Programms bei hinreichend gro	er Problemgr�o	e vernachl�assigt
werden kann� F�ur p � � gilt f�ur den Speedup nach Moler immer Sp �

�
��f

� Der
maximal zu erreichende Speedup bei Programmen� die auch einen sequentiellen An�
teil besitzen k�onnen� ist  im Unterschied zu Amdahl  immer p� falls ein e�ektiver
paralleler Algorithmus gew�ahlt wurde�

Als Ma	 f�ur den erreichten Speedup einer Anwendung relativ zum maximal
m�oglichen Speedup wird auch h�au�g der Begri� der E�zienz E benutzt� In Formel
��� wird die E�zienz mit Hilfe der Gr�o	en Sp f�ur den erreichten Speedup und p f�ur
die Zahl der Prozessoren angegeben�

E �
Sp
p

�����

Die Aussagekraft von Zahlenwerten f�ur die oben beschriebenen Kriterien ist
nur mit gewissen Einschr�ankungen zu verallgemeinern� Die Werte f�ur Speedup
und Scaleup sind immer anwendungsbezogen und k�onnen nur sehr bedingt auf an�
dere Problemstellungen �ubertragen werden� Weitergehende Betrachtungen zur Lei�
stungsanalyse k�onnen unter anderem in �FOX��� und �PAT��� nachgelesen werden�

��� Die Intel Paragon XP�S �


Die Intel Paragon ist ein skalierbarer Parallelrechner der Firma Intel Supercompu�
ter Systems Division� der seit September ���
 ausgeliefert wird� Dieser Rechner
kann entsprechend Abschnitt ��� zur MIMD�Rechnerklasse gez�ahlt werden� wobei
er �uber verteilten Arbeitsspeicher und eine Message�Passing�Architektur �BOE���
verf�ugt� Die Paragon ist eine Weiterentwicklung der Systeme iPSC���
 und Touch�
stone Delta�

Die Knoten �nodes� dieser Maschine basieren auf einem oder mehreren i��
 RISC�
Prozessoren von Intel� Untereinander sind sie mit einem zweidimensionalen� recht�
winkligen Gitternetzwerk verbunden� Jeder Knoten besitzt mindestens �� MB Ar�
beitsspeicher �INT���� Generell lassen sich die Knoten in drei Gruppen mit un�
terschiedlichen Aufgaben einteilen� compute nodes� service nodes und I�O nodes�
Die compute nodes werden zur parallelen Programmausf�uhrung ben�otigt� die service
nodes stellen dem Anwender das Betriebssystem �OSF��� und einige Werkzeuge zur
Programmentwicklung zur Verf�ugung� und die I�O nodes bilden die Schnittstelle
zur Peripherie wie beispielsweise Massenspeichern oder externen Netzwerken� Das
die Knoten verbindende Netzwerk besitzt eine �Ubertragungsrate von bis zu ���
MB�s in jeder Richtung �BOE���� Die Kommunikation zwischen zwei Prozessoren
wird mit der Wormhole�Routing�Strategie mit einem deterministischen Algorithmus
durchgef�uhrt�
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F�ur die Paragon werden von Intel oder Drittanbietern verschiedene Program�
miermodelle angeboten� Neben dem Message�Passing�Programmiermodell sind ein
Data�Parallel�Programmiermodell mit High Performance Fortran �HPF� und ein
Shared�Memory�Programmiermodell mit Shared Virtual Memory �SVM� verf�ugbar
�ESS���� Theoretisch k�onnen auf jedem Knoten mehrere Prozesse ausgef�uhrt wer�
den� die sich mit einem Time�Sharing�Verfahren die Rechenleistung des Prozessors
teilen�

Die bei der vorliegenden Arbeit eingesetzte Intel Paragon XP�S �
 ist im Zentral�
institut f�ur Angewandte Mathematik des Forschungszentrum J�ulich installiert und
verf�ugt �uber ��� compute nodes� � service nodes und � I�O nodes� Eine ausf�uhrli�
che Beschreibung der Intel Paragon ist im Handbuch des Herstellers �INT��� und in
�ESS��� gegeben�



Kapitel �

Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel soll zun�achst die im Programm TRACE verwendete Finite�Ele�
mente�Methode beschrieben werden� da durch diese Methode das diskrete Gitter�
welches bei der Parallelisierung des Programms zerlegt werden mu	� de�niert wird�
Daran anschlie	end wird das Schwarz�sche Verfahren vorgestellt� Bei diesem Verfah�
ren k�onnen durch eine Zerlegung des Gesamtgitters in mehrere sich �uberlappende
Teilgitter die numerischen L�osungen f�ur die Teilgitter parallel berechnet werden�
Durch Kombination der Teill�osungen wird dann die L�osung f�ur das Gesamtgitter
angegeben�

��� Die Finite�Elemente�Methode

Bei der mathematischen Beschreibung physikalischer Zusammenh�ange werden sehr
oft Di�erentialgleichungen verwendet� die nicht mehr analytisch gel�ost werden k�on�
nen� Durch die verf�ugbaren Rechnersysteme k�onnen die L�osungen dieser Glei�
chungen jedoch numerisch bestimmt werden� Verfahren� die hierzu verwendet wer�
den� sind die Finite�Elemente�Methode �FEM� und die Finite�Di�erenzen�Methode
�FDM�� Der grundlegende Unterschied zwischen FEM und FDM ist� da	 bei FEM
die L�osungsfunktion direkt und bei FDM die Ableitung der L�osungsfunktion ap�
proximiert wird� Daraus ergibt sich� da	 FEM r�aumlich kontinuierliche L�osungen
liefert� w�ahrend FDM nur L�osungen f�ur diskrete Punkte angeben kann �MAR����
FEM besitzt mehrere Vorteile gegen�uber FDM� So k�onnen beispielsweise irregul�are
Gebietsberandungen ohne zus�atzliche Formeln angegeben werden oder in einem
Gitter fein� und grobaufgel�oste Diskretisierungsgebiete gleichzeitig auftreten� Im
Programm TRACE wird die zeitliche Abh�angigkeit der Modellgleichungen durch
eine Finite�Di�erenzen�Methode und die r�aumliche Abh�angigkeit durch eine Finite�
Elemente�Methode ausgedr�uckt� Da das Finite�Elemente�Gitter bei der Paralleli�
sierung von TRACE zerlegt werden mu	� soll die Finite�Elemente�Methode� die im
Programm TRACE mit einem Ansatz von Galerkin Anwendung �ndet� vorgestellt
werden�

Bei der Finiten�Elemente�Methode wird der De�nitionsbereich der zu approxi�
mierenden Funktion in nicht �uberlappende Teilbereiche zerlegt� deren Formen weit�
gehend beliebig gew�ahlt werden k�onnen� Diese Teilbereiche werden �nite Elemente

��
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genannt� Ein Element kann durch Punkte aus dem De�nitionsbereich beschrieben
werden� Um beispielsweise ein dreieckiges Element anzugeben� gen�ugen drei Gitter�
punkte� F�ur jedes �nite Element wird� entsprechend der dem Element zugeordneten
Zahl der Gitterpunkte� eine analytische N�aherungsl�osung des gegebenen Problems
mit unbestimmten Koe�zienten angesetzt� Die w�ahrend der Rechnung zun�achst
noch unbekannten Werte f�ur die Koe�zienten di�erieren im allgemeinen von Ele�
ment zu Element und werden so bestimmt� da	 eine m�oglichst gute N�aherungsl�osung
resultiert �MAR����

Die Finite�Elemente�Methode soll im folgenden exemplarisch f�ur eine einfache
lineare Di�erentialgleichung beschrieben werden� Es wird die Poisson�Gleichung
�Gleichung 
��� betrachtet� die in der Elektrotechnik oft zum Berechnen von elek�
trischen beziehungsweise magnetischen� statischen Feldern verwendet wird�

�!u � f �
���

In dieser Gleichung sollen u und f jeweils ortsabh�angige Funktionen sein mit
u � u�x� y� z� und f � f�x� y� z�� Weiterhin wird gefordert� da	 u� f � V gilt�
also Funktionen entsprechen� die in einem geeignet gew�ahlten Vektorraum de�niert
sein sollen� Es wird nun eine L�osung dieser Gleichung f�ur ein vorgegebenes dreidi�
mensionales Gebiet R� berandet durch �R gesucht� Eine Multiplikation der Poisson�
Gleichung mit einer beliebigen Wichtungsfunktion v � V � H�

� � also einer Funktion�
die auf dem Rand des Gebietes verschwindet und einmal schwach di�erenzierbar ist�
und anschlie	ende Integration f�uhrt auf Gleichung 
�
� Diese Gleichung soll f�ur alle
Funktionen v gelten und ist �aquivalent zu der Ausgangsgleichung 
���

Z

R

�!u � v d" �
Z

R

f � v d" �v � V �
�
�

Durch Anwenden der �� Green�schen Formel �einmalige partielle Integration�� an�
gegeben in Gleichung 
��� auf das linke Integral in Gleichung 
�
 und gleichzeitigem
Ausnutzen der Information� da	 alle Funktionen v auf dem Rand immer identisch
Null sind� folgt Gleichung 
���

Z

R

!U� � U� d" �
Z

�R

U� � rU� dS �
Z

R

rU� � rU� d" �
���

Die Integralgleichung 
�� wird schwaches Poisson�Problem in bilinearer Form ge�
nannt� Wenn eine Funktion h in bilinearer Form vorliegt� dann gilt h�u� � u�� v� �
h�u�� v� � h�u�� v�� beziehungsweise das entsprechende f�ur die Variable v�

Z

R

ru � rv d" �
Z

R

f � v d" �v � V �
���

Wenn in Gleichung 
�� die linke Seite a�u� v� und die rechte Seite f�v� genannt wird�
dann l�a	t sich die Aufgabenstellung umformulieren� Zu l�osen ist nun Gleichung 
���
Diese Gleichung mu	 wiederum f�ur alle v erf�ullt sein# die gesuchte L�osungsfunktion
ist erneut u�
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a�u� v� � f�v� �v � V �
���

Die L�osungsfunktion u wird nun durch einen Polygonzug nachgebildet� Hierzu
wird das Gebiet R in n nicht��uberlappende Teilgebiete Ri mit i � � � � � n zerlegt�
Falls die Funktion v Unstetigkeiten aufweist� m�ussen die Grenzen der Teilgebiete
so gew�ahlt werden� da	 die Unstetigkeiten jeweils auf den R�andern der Teilgebiete
liegen� In Abbildung 
�� ist diese Zerlegung und die Nachbildung durch einen Poly�
gonzug f�ur eine eindimensionale Diskretisierung aufgezeigt� Die exakte L�osung der
Di�erentialgleichung soll durch die Funktion u und die N�aherungsl�osung durch die
Funktion uh angedeutet sein� Mathematisch betrachtet wird die Aufgabenstellung
in einen anderen Raum transformiert� Dieser Raum ist ein n�dimensionaler Vek�
torraum Vh� der durch sogenannte Basisfunktionen �i mit i � �� � � � � n aufgespannt
wird� Jedem der n Teilgebiete� die auch Elemente genannt werden� wird nun eine
Basisfunktion zugeordnet� Die Konstruktion der Basisfunktionen ist beliebig� je�
doch werden in der Praxis h�au�g Funktionen benutzt� die entsprechend Abbildung

�� aufgebaut sind� Warum diese Form sehr g�unstig f�ur die numerische L�osung ist�
soll sp�ater erl�autert werden�

Abbildung 
��� L�osungsfunktion uh und Basisfunktionen �i bei eindimensionaler
Diskretisierung

Die N�aherung uh f�ur die L�osungsfunktion u l�a	t sich schreiben als �Uberlagerung der
einzelnen� mit einem Koe�zienten �i multiplizierten� Basisfunktionen �i�

uh �
nX
i��

�i � �i �
���
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Die Wichtungsfunktionen v k�onnen entsprechend Gleichung 
�� ebenfalls durch eine
Summe dargestellt werden�

vh �
nX

j��

	j � �j �
���

Die Aufgabenstellung l�a	t sich erneut umformulieren� Gesucht ist nun ein uh � Vh�
so da	 f�ur alle vh � Vh gilt�

a�uh� vh� � f�vh� �vh � Vh� �
���

Einsetzen der Summe f�ur vh in Gleichung 
�� f�uhrt zu Gleichung 
���

a�uh�
nX

j��

	j � �j� � f�
nX

j��

	j � �j� �
���

Indem die Bilinearit�at der Funktion a ausgenutzt wird� kann gezeigt werden� da	 es
gen�ugt� die Gleichung 
��
 f�ur alle Basisfunktionen �i� �j zu l�osen� um die Funktion
uh zu berechnen�

a�uh� �j� � f��j� �j � � � � � n �
��
�

Durch Einsetzen der Summe f�ur uh kann Gleichung 
��� angegeben werden� Die
Aufgabenstellung lautet nun� diese Gleichung nach �i f�ur alle Funktionen � auf�
zul�osen�

a�
nX
i��

�i � �i� �j� � f��j� �j � � � � � n �
����

Durch Ausnutzen der Bilinearit�atsbedingung f�ur a kann die Summe aus der Funktion
a herausgezogen werden �Gleichung 
��
��

nX
i��

�i � a��i� �j� � f��j� �j � � � � � n �
��
�

Die Funktion a��i� �j� soll im folgenden mit aij bezeichnet werden� Aus Symme�
trie�uberlegungen folgt sofort� da	 aij � aji gelten mu	� Die Funktion f��j� soll
durch fj angegeben werden�

nX
i��

�i � aij � fj �j � � � � � n �
����

Gleichung 
��� kann als Matrixgleichung geschrieben werden�

A � 
x � 
b �
����

In Gleichung 
��� entspricht A einer �n x n��Matrix� in der die einzelnen aij einge�
tragen sind� Diese Matrix wird oft Stei�gkeitsmatrix genannt� Da aij � aji gelten
soll� ist die Transponierte der Matrix A gleich der Matrix A� Der Vektor 
x hat
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die Dimension �n x �� und besitzt die Elemente �� � � � �n� w�ahrend der Vektor 
b die
Dimension �n x �� hat und die Eintr�age f� � � � fn hat�

Die Aufgabenstellung lautet nun� die Matrixgleichung 
��� nach 
x aufzul�osen�
Dies entspricht einem linearen Gleichungssystem mit n Gleichungen und n Unbe�
kannten� F�ur eine numerische L�osung dieser Gleichungen bieten sich verschiedene
wohlbekannte Verfahren an� die aber an dieser Stelle nicht weiter betrachtet werden�

Die Wahl der oben beschriebenen Basisfunktionen �i hat nach Gleichung 
���
einen direkten Ein�u	 auf den Aufbau der Matrix A�

aij � a��i� �j� �
Z

R

r�i � r�j d" �
����

Falls die Elemente i und j nicht benachbart sind� ist das Produkt r�i � r�j gleich
Null� so da	 das entsprechende aij ebenfalls den Wert Null annimmt� Hieraus ergibt
sich f�ur die Matrix A eine Bandstruktur und die Matrixgleichung 
��� wird in Bezug
auf die numerische L�osbarkeit erheblich vereinfacht�

Eine Darstellung der Finiten�Elemente� beziehungsweise Finite�Di�erenzen�Me�
thode erfolgt in �HUY����

��� Das Schwarz�sche Verfahren

Gebietszerlegungsverfahren haben f�ur die Entwicklung numerischer Methoden zur
L�osung von partiellen Di�erentialgleichungen mit Hilfe von Parallelrechnern eine
wachsende Bedeutung gewonnen �WID���� F�ur die parallele L�osung der oft sehr
gro	en linearen oder nichtlinearen algebraischen Gleichungen� die bei der L�osung
von elliptischen Di�erentialgleichungen durch Anwendung von Finite�Elemente� be�
ziehungsweise Finite�Di�erenzen�Methoden entstehen� stellen Gebietszerlegungsver�
fahren einen guten Weg dar� Bei einem Gebietszerlegungsverfahren wird das gesamte
Gebiet� in dem die zu berechnenden Gleichungen de�niert sind� in eine Vielzahl
von Teilgebieten zerlegt� die sich auch �uberlappen k�onnen� F�ur jedes Teilgebiet
kann dann weitgehend unabh�angig eine L�osung berechnet werden� Diese Verfahren
k�onnen als �Divide and Conquer��Algorithmen verstanden werden� bei denen geeig�
nete Informationen zwischen den einzelnen Teilgebieten in Zusammenhang mit den
Iterationen der L�osung ausgetauscht werden m�ussen �WID���� Im folgenden soll ein
Verfahren mit �uberlappender Gebietszerlegung betrachtet werden� das von Schwarz
vorgestellt worden ist �SCH�
��

Dieses Verfahren ist eines der ersten Gebietszerlegungsverfahren zur L�osung el�
liptischer Di�erentialgleichungen� Schwarz hat dieses Verfahren bereits ���� ohne
die Kenntnis der heutigen Parallelverarbeitung angegeben� Er wollte mittels des
Verfahrens die Existenz von harmonischen Funktionen auf Gebieten mit nichtglat�
ten Grenzen einf�uhren �WID���� Das Verfahren basiert auf einer alternierenden
Berechnung der L�osung f�ur zwei sich �uberlappende Teilgebiete� Zun�achst wird die
f�ur das erste Teilgebiet angepa	te partielle Di�erentialgleichung entweder analytisch
oder iterativ berechnet� Dann werden die Werte� die auf dem Rand des zweiten Ge�
bietes liegen� als Dirichlet�Randwerte �ubernommen� und das zweite Gebiet wird
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damit berechnet� In Abh�angigkeit der gew�unschten L�osungsgenauigkeit wird die�
ses Verfahren mehrmals wiederholt� Durch Zusammenf�uhren der Teill�osungen kann
schlie	lich eine N�aherung f�ur die Gesamtl�osung erhalten werden� Das Schwarz�sche
Verfahren soll mit Hilfe eines Beispiels genauer vorgestellt werden�

Betrachtet werden soll die Poisson�Gleichung� angegeben in Gleichung 
���� bei
der ohne Einschr�ankung der Allgemeinheit die Randwerte auf dem Gebiet " als
Dirichlet�Randwerte mit Nullwerten angenommen werden sollen�

�!u�x� y� � f�x� y� ��x� y� � " �
����

Das Gebiet " soll beschr�ankt sein� entweder zwei� oder dreidimensional aufgebaut
sein und einen Lipschitzstetigen Rand haben� Die Berandung des Gebietes sei durch
�" beschrieben�

u�x� y� � 
 ��x� y� � �" �
����

Das Gesamtgebiet " wird nun in zwei sich �uberlappende Teilgebiete "��	 und
"��	 zerlegt�

Entsprechend Abbildung 
�
 soll mit "��	 das linke Teilgebiet� mit "��	 das rechte
Teilgebiet und mit "��	 das beiden Teilgebieten gemeinsame �Uberlappgebiet bezeich�
net sein� Die Berandung des Teilgebietes "��	� die im Teilgebiet "��	 liegt� soll mit
$
 und die Berandung von "��	� die in "��	 liegt� mit $� bezeichnet werden�

Durch Anwenden einer Finiten�Elemente�Methode wird die gegebene Di�eren�
tialgleichung diskretisiert� Hierzu wird ein Finiter�Elemente�Raum Vh eingef�uhrt�
der ein Teilraum von H�

� �"� ist� Entsprechend der im vorhergehenden Abschnitt
dargestellten Finite�Elemente�Methode wird die Poisson�Gleichung beidseitig mit
einer beliebigen Wichtungsfunktion v � H�

� multipliziert� Nach Integration dieser
Gleichung und Anwendung der �� Green�schen Formel ergibt sich Gleichung 
����
Da diese Gleichung in der Variationsformulierung angegeben ist� wird das Maxi�
mumprinzip� welches von Schwarz zum Beweis der Konvergenz seines Verfahrens
ben�otigt wurde� �uber��ussig� Einen Beweis hierf�ur hat Sobolev �SOB��� angegeben�

a��u� v� �
Z

�

ru � rv d" �
Z

�

f � v d" � f�v� �v � H�
� �"� �
����

Die L�osung u ist ebenfalls im Raum H�
� �"� de�niert� Damit kann das diskreti�

sierte Problem mit Gleichung 
��� beschrieben werden� wobei uh � Vh die approxi�
mierte L�osung enthalten soll�

a��uh� vh� � f�vh� �vh � Vh �
����

Die exakte L�osung dieser Gleichung kann angegeben werden durch

uh � PVhu� �
�

�

welches der orthogonalen Projektion der kontinuierlichen L�osung u � H�
� �"� von

H�
� �"� nach Vh entspricht �BJO����
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Abbildung 
�
� Bezeichnung der Teilgebiete und der R�ander f�ur das Schwarz�sche
Verfahren

F�ur den kontinuierlichen Fall kann das Schwarz�sche Verfahren in seiner tradi�
tionellen Form betrachtet werden� Bei diesem Verfahren geh�oren zu einem vollen
Iterationsschritt jeweils zwei Teilschritte� der erste f�ur das Teilgebiet "��	 und der
zweite f�ur das Teilgebiet "��	� un�� gibt die L�osung f�ur den �n � ���ten vollen
Iterationsschritt mit n � 
� �� � � � an�

�!un���� � f in "��	

f�ur Gebiet � un���� � 
 f�ur �"��	 � �"
un���� � un auf $�

�!un�� � f in "��	

f�ur Gebiet 
 un�� � 
 f�ur �"��	 � �"
un�� � un���� auf $


P� L� Lions �LIO���� �LIO��� hat dieses klassische Verfahren genauer untersucht
und durch Ausnutzen der Variationsformulierung neu angeben k�onnen� Er benutzte
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orthogonale Projektionen� die sowohl f�ur den kontinuierlichen als auch f�ur den dis�
kreten Fall angewendet werden k�onnen�

Das Schwarz�sche Verfahren kann damit in Variationsformulierung f�ur das Teil�
gebiet "��	 entsprechend

a��u
n����
h � unh� vh� � f�vh�� a��unh� vh� �vh � Vh

� a��uh � unh� vh�

und f�ur das Teilgebiet "��	 entsprechend

a��u
n��
h � u

n����
h � vh� � f�vh�� a��u

n����
h � vh� �vh � Vh

� a��uh � u
n����
h � vh�

angegeben werden�
Werden die Randwerte der Teilgebiete w�ahrend der Zwischenschritte einer Ite�

ration konstant gehalten� kann durch Ausnutzen der orthogonalen Projektion eine
Vereinfachung des Verfahrens gewonnen werden� P� und P� entsprechen zwei linea�
ren Operatoren� die die orthogonalen Projektionen von Vh auf Vi � Vh � H�

� �"
�i	�

mit i � �� 
 angeben� Der Finite�Elemente�Raum Vh kann damit dargestellt werden
als die Summe der beiden Teilr�aume V� und V� �DRY�
��

Vh � V� � V� �
�
��

Die Iterationsvorschrift f�ur die L�osung uh kann nun mit Hilfe der Operatoren P�
und P� festgelegt werden�

u
n����
h � unh � P��uh � unh� �
�

�

un��h � u
n����
h � P��uh � u

n����
h �

Der Fehler� der bei der �n����ten Iteration in Bezug auf die tats�achliche L�osung
uh auftritt� kann mit

en��h � �I � P�� � �I � P�� � e
n
h

� �I � �P� � P� � P� � P��� � e
n
h �
�
��

angegeben werden� In dieser Gleichung ist enh � unh � uh der Fehler bei der n�ten
Iteration� F�ur bestimmte� geeignet gew�ahlte Funktionen kann das Schwarz�sche Ver�
fahren als eine direkte� iterative Methode zum L�osen der Gleichung 
�
� betrachtet
werden �BJO����

�P� � P� � P� � P�� � uh � gm �
�
��

Das im Vorhergehenden beschriebene Verfahren wird wegen des Produktterms
P��P� in Gleichung 
�
� auch dasmultiplikative Schwarz�sche Verfahren genannt� Die
Kombination der Operatoren Pi stellt ein Polynom vom Grad 
 dar� Zur parallelen
Berechnung ist dieses Verfahren nicht ideal� da zwei sequentielle Schritte enthalten
sind� Wenn mehr als zwei Teilgebiete benutzt werden sollen� dann verst�arkt sich



���� DAS SCHWARZ
SCHE VERFAHREN 
�

dieser E�ekt weiter� auch wenn der Grad des resultierenden Polynoms meistens
kleiner ist� als er theoretisch sein k�onnte �WID�
��

Um das Schwarz�sche Verfahren f�ur den Einsatz auf Parallelrechnern verwenden
zu k�onnen� mu	 Gleichung 
�
� angepa	t werden� Der einfachste Weg besteht darin�
den st�orenden Produktterm wegzulassen �BJO���� Zu l�osen ist dann eine Gleichung�
die durch ein Polynom �� Grades bestimmt wird� Die rechte Seite der Gleichung

�
� mu	 entsprechend berechnet werden� jedoch ist diese Berechnung ohne gro	en
Aufwand m�oglich�

�P� � P�� � uh � ga �
�
��

Dieses modi�zierte Verfahren wird additives Schwarz�sches Verfahren genannt�
da nur noch additive Verkn�upfungen der Operatoren vorliegen� Bei der Anwendung
dieses Verfahrens wird das gesamte Gebiet in �uberlappende Teilgebiete zerlegt� Die
Pseudogrenzen� also die Grenzen� die zwischen den Teilgebieten liegen� m�ussen vor
der ersten Iteration geeignet vorbelegt werden� Danach k�onnen sofort alle Teil�
gebiete parallel berechnet werden� Am Ende jedes Iterationsschrittes werden alle
Pseudogrenzwerte gleichzeitig ausgetauscht� Der Unterschied zum multiplikativen
Verfahren liegt darin� da	 beim additiven Verfahren alle Gebiete zeitgleich und un�
abh�angig voneinander berechnet werden k�onnen� Beim multiplikativen Verfahren
konnten die Teilgebiete nur nacheinander berechnet werden� da der Austausch der
Randwerte erst erfolgen konnte� wenn ein Teilgebiet vollst�andig berechnet war�

Ist der Operator P��P� symmetrisch und positiv de�nit in Bezug auf die bilineare
Form� so kann zur L�osung der Matrixgleichung das konjugierte Gradientenverfahren
�CG� eingesetzt werden� Es kann gezeigt werden� da	 die Zahl der CG�Iterationen�
die beim additiven Verfahren ben�otigt werden� maximal das Doppelte der Zahl der
CG�Iterationen beim multiplikativen Verfahren bei gleichbleibender Genauigkeit der
Ergebnisse ist �BJO���� Hieraus folgt� da	 im schlechtesten Fall �Berechnung von
zwei Teilgebieten mit zwei Prozessoren� das additive Verfahren doppelt so viele Ite�
rationen ben�otigt wie das multiplikative Verfahren bei Einsatz nur eines Prozessors�
F�ur die parallele Berechnung werden aber in der Regel eine sehr gro	e Zahl Teil�
gebiete benutzt� wodurch sich der Unterschied der beiden Verfahren zugunsten des
additiven Verfahrens verbessert�

Eine Verbesserung der Konvergenzrate des Schwarz�schen Verfahrens kann nach
G� Rodrigue �ROD��� erreicht werden� wenn die Randwerte� die an den Grenzen der
Teilgebiete ausgetauscht werden� nicht als Dirichlet�Werte sondern als gemischte
Randwerte gesetzt werden  auf der einen Seite Neumann�Randwerte� auf der ande�
ren Seite Dirichlet�Randwerte� Rodrigue hat weiter angegeben� da	 die beste E��
zienz bei paralleler Berechnung nur dann erzielt werden kann� wenn die Teilgebiete
ann�ahernd gleich gro	 sind und der �Uberlapp der Teilgebiete minimal ist�

Das Schwarz�sche Verfahren f�ur mehr als zwei sich �uberlappende Teilgebiete wird
in �DRY�
� und �BJO�
� beschrieben�
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Kapitel �

Das Programm TRACE

Das Programm TRACE �Transport of Contaminants in Environmental Systems�
ist ein Simulationsprogramm� das den Wasser�u	 in variabel ges�attigten� por�osen�
heterogenen Medien berechnet und mit dem Sto�transport in diesen Zonen kop�
pelt� TRACE basiert auf einem dreidimensionalen Finiten�Elemente�Modell des
Wasser�usses in ges�attigten und unges�attigten por�osen Medien� Das Modell gestat�
tet es� viele f�ur die Hydrogeologie wichtige Strukturen wie heterogene und anisotrope
Medien zu behandeln� Es k�onnen sowohl r�aumlich verteilte als auch punktf�ormig
angeordnete Quellen und Senken simuliert werden�

Partielle Di�erentialgleichungen bilden die vielf�altigen Wirkungszusammenh�ange
auf ein mathematisches Ger�ust ab� Als Randbedingungen k�onnen Cauchy�sche� Neu�
mann�sche� Dirichlet�sche und variable Bedingungen angenommen werden� F�ur die
numerische L�osung dieser Gleichungen wird eine Diskretisierung mit einer gro	en
Zahl an Knotenpunkten ben�otigt� Das resultierende Gleichungssystem ist zeit�
abh�angig und unter bestimmten Bedingungen streng nichtlinear�

Um den Einsatzbereich des Programms TRACE besser verstehen zu k�onnen� soll
im folgenden ein kurzer hydrogeologischer �Uberblick �uber den Wasser�u	 im Boden
gegeben werden� Danach werden die im Programm verwendeten Modellgleichungen
vorgestellt� Eine Beschreibung des Programms TRACE und der Gr�unde� die eine
Erweiterung des Programm�Codes erforderlich machten� schlie	en sich an� Als Re�
ferenzversion des Programms TRACE f�ur die Erkl�arungen in diesem Kapitel wird
die Version betrachtet� wie sie am Anfang dieser Arbeit eingesetzt wurde�

Da in der vorliegenden Arbeit nur der Programmteil zur Berechnung des Was�
ser�usses bearbeitet wurde� wird im folgenden der Sto�transport weitgehend ver�
nachl�assigt� Eine ausf�uhrliche Beschreibung �ndet sich in �VER��� und �VER����

��� Grundlegende hydrogeologische Begri
e

Um einen Einblick in die hydrogeologischen Zusammenh�ange gewinnen zu k�onnen�
auf denen das im Programm TRACE verwendete Modell basiert� sollen in diesem
Abschnitt die wichtigsten Begri�e erkl�art werden� Eine allgemeine De�nition des
Begri�s Grundwasser wird in der DIN �
���� �DIN��� angegeben�


�
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�Grundwasser ist unterirdisches Wasser� das die Hohlr�aume der Lithosph�are
zusammenh�angend ausf�ullt und dessen Bewegungsm�oglichkeit ausschlie	�
lich durch die Schwerkraft bestimmt wird��

Gesteinsk�orper� die Hohlr�aume enthalten und damit geeignet sind� Grundwasser
weiterzuleiten� werden als Grundwasserleiter oder in Anlehnung an den englischen
Ausdruck auch als Aquifer bezeichnet� Unter nat�urlichen Bedingungen enth�alt jeder
Boden� ab einer bestimmten Tiefe stets Wasser� Der Wassergehalt des Bodens
wird durch die S�attigung gekennzeichnet� Falls der gesamte Porenraum des Bodens
mit Wasser gef�ullt ist� liegt eine S�attigung von einhundert Prozent vor� es wird
von der ges�attigten Zone gesprochen� Wenn einzelne Poren nicht mehr mit Wasser
gef�ullt sind� f�allt der Wassergehalt unter einhundert Prozent und es wird von der
unges�attigten Zone gesprochen�

gesättigte Strömung

gesättigte Strömung

Strömung
ungesättigte

Niederschlag
Verdunstung

Nichtleiter

Legende:

Nichtleiter

1. Grundwasserleiter 
(ungespannt)

2. Grundwasserleiter 
(gespannt)

Grundwasserspiegel
der einzelnen Grund-
wasserleiter

Abbildung ���� Pro�lschnitt durch den Boden zur Darstellung von verschiedenen
hydrogeologischen Begri�en

In Abbildung ��� werden die wichtigsten hydrogeologischen Begri�e zusammen�
gefa	t dargestellt� Zu erkennen ist ein Pro�lschnitt durch den Boden� in dem zwei
Grundwasserleiter beziehungsweise zwei Nichtleiter eingezeichnet sind�

Der erste Grundwasserleiter kann in zwei Schichten aufgeteilt werden� In der obe�
ren Schicht liegt eine unges�attigte Wasserstr�omung in vertikaler Richtung vor� Die

�Der Begri� Boden wird in dieser Arbeit f�ur Untergrund verwendet	 Im geologischen Zusam�
menhang bezeichnet Boden jedoch nur die oberen Dezimeter bis Meter des Erdreichs	 In 
SCH��

wird eine De�nition des Begri�s Boden angegeben� Boden ist das mit Wasser� Luft und Lebe�
wesen durchsetzte� unter dem Ein�u� der Umweltfaktoren an der Erdober��ache entstandene und
im Ablauf der Zeit sich weiterentwickelnde Umwandlungsprodukt mineralischer und organischer
Substanzen mit eigener morphologischer Organisation� das in der Lage ist� h�oheren P�anzen als
Standort zu dienen und die Lebensgrundlage f�ur Tiere und Menschen bildet	
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S�attigung betr�agt in dieser Schicht weniger als einhundert Prozent� Durch Nieder�
schlag oder Verdunstung kann sich der Wassergehalt in dieser Schicht �andern� In der
unteren Schicht ist der Boden zu einhundert Prozent mit Wasser ges�attigt� es stellt
sich eine ges�attigte Wasserstr�omung in horizontaler Richtung ein� Der �Ubergang
von der oberen zur unteren Schicht kennzeichnet den Grundwasserspiegel� Im er�
sten Grundwasserleiter wird auch von freiem Grundwasser gesprochen� da sich das
Wasser im hydraulischen Gleichgewicht be�ndet� Die Grundwasserober��ache f�allt
mit dem Grundwasserspiegel zusammen und liegt innerhalb des ersten Grundwas�
serleiters� ein Anstieg des Wasserstandes ist m�oglich� Grundwasserleiter mit diesen
Eigenschaften werden ungespannte Leiter genannt�

Nach unten wird der erste Grundwasserleiter durch eine nur gering wasser�
durchl�assige Schicht abgeschlossen� Diese Schicht verhindert weitgehend eine verti�
kale Wasserstr�omung und wird Nichtleiter genannt�

Der zweite Grundwasserleiter wird oben und unten durch einen Nichtleiter be�
grenzt� Der S�attigungsgehalt in diesem Leiter betr�agt einhundert Prozent� es liegt
eine horizontale� ges�attigte Wasserstr�omung vor� Durch die begrenzenden Schich�
ten erh�oht sich der Wasserdruck innerhalb des zweiten Grundwasserleiters� so da	
sich das Wasser nicht mehr im hydraulischen Gleichgewicht be�ndet� Die Grund�
wasserober��ache entspricht dem oberen Abschlu	 des Leiters� Der Grundwasser�
spiegel liegt h�oher als die Grundwasserober��ache� da sich das Wasser infolge des
erh�ohten Druckes ausbreitet� Ein Grundwasserleiter� bei dem die Grundwasserober�
��ache nicht mit dem Grundwasserspiegel �ubereinstimmt� wird als gespannter Leiter
bezeichnet�

Die wasserf�uhrenden Schichten bestehen oft aus Sanden und Kiesen� w�ahrend
die nur gering wasserdurchl�assigen Schichten aus Ton bestehen�

Die Dynamik eines Grundwasserleiters h�angt entscheidend von den hydrauli�
schen Druckverh�altnissen ab� Auch bei freiem Grundwasser herrschen innerhalb des
Grundwasserleiters unterschiedliche Dr�ucke� An der freien Grundwasserober��ache
ist der Druck gleich dem der �uberlagernden Luft �Luftdruck�� mit zunehmender
Tiefe addiert sich der Druck� der aus dem Gewicht der �uberlagernden Wassers�aule
resultiert�

Der Grundwasserspiegel ist in der Regel nat�urlichen zeitlichen Schwankungen un�
terworfen� die besonders durch die Niederschlagsmengen verursacht werden� Ebenso
haben der Grundwasserzu�u	� der Grundwasserab�u	 und die k�unstliche F�orderung
von Grundwasser� z� B� durch Brunnen� Ein�u	 auf den Verlauf des Grundwassers�
Etwa �
� der Grundwasserneubildung erfolgt im Winterhalbjahr zwischen Novem�
ber und April� In diesem Zeitraum ist die Wasseraufnahme durch die P�anzen und
die Verdunstungsrate des Wassers im Boden geringer als in den Sommermonaten�

Zeitlich kann das Wasser unter Umst�anden mehrere Jahre ben�otigen� um von
der Gel�andeober��ache in den ges�attigten Bereich des ersten Grundwasserleiters zu
gelangen� Diese Tatsache h�angt jedoch sehr stark von den Eigenschaften des zu
durchdringenden Bodens und dessen Bewuchs ab� Die Geschwindigkeit des vorwie�
gend horizontalen Wasser�usses in einem Grundwasserleiter liegt zwischen einigen
Millimetern bis Metern pro Tag� Je tiefer ein Grundwasserleiter liegt� desto �alteres
Wasser f�uhrt er im allgemeinen� In tieferen Grundwasserleitern kann das Wasser
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schon seit mehreren zehntausend Jahren transportiert worden sein� Aus diesen Zah�
lenwerten wird ersichtlich� da	 sich der Ein�u	 von Schadsto�en im Grundwasser
gegebenenfalls erst zu einem sehr viel sp�ateren Zeitpunkt bemerkbar macht oder
�uber einen langen Zeitraum von Bedeutung sein kann�

Der oberste Grundwasserleiter ist in vielen Gebieten der wichtigste zur Wasserge�
winnung� Durch den Ein�u	 des Menschen kann dieser Leiter regional schon derart
stark belastet sein� da	 die Qualit�at des Wassers nicht mehr den Anforderungen f�ur
Trinkwasser gen�ugt� In diesem Fall wird bei der Wassergewinnung Wasser aus tie�
fer liegenden Leitern zugemischt� so da	 die erforderlichen Grenzwerte eingehalten
werden k�onnen�

Weitere wichtige E�ekte� die vor allem den obersten Grundwasserleiter betre�en�
sind die Transpiration �Aufnahme von Wasser durch P�anzenwurzeln und Abgabe
an die Atmosph�are� und die Evaporation �Verdunstung von Wasser im Boden oder
von freien Wasser��achen��

Schadsto�e k�onnen entweder �uber die Bodenober��ache �z�B� Landwirtschaft�
oder aber direkt im Boden �z�B� M�ulldeponien� in einen Grundwasserleiter eindrin�
gen� Die Sto�e k�onnen im Wasser gel�ost oder gebunden� z� B� an Kolloide oder
Bakterien� vorliegen� Abh�angig von der Art des Schadsto�es kann sich dieser kon�
servativ oder reaktiv verhalten� Konservative Schadsto�e unterliegen w�ahrend ihres
Transportes keinen Reaktionen� Reaktive Schadsto�e k�onnen mit dem Boden� der
Biomasse oder anderen Substanzen reagieren�

Den Transport von Schadsto�en im Grundwasser bestimmen vor allem Disper�
sions�� Di�usions� und Sorptionsprozesse sowie chemische Reaktionen� Mit Disper�
sion wird die Tatsache beschrieben� da	 sich eine Schadsto�wolke mit zunehmen�
der Entfernung beziehungsweise Zeit in allen Raumrichtungen ausbreitet� Unter
der Di�usion wird die Ausbreitung der Schadsto�molek�ule im Wasser aufgrund der
Brown�schen Bewegung verstanden� wobei der hydrogeologische Begri� der Di�usion
dem physikalischen Begri� der thermischen Di�usion entspricht� Unter Sorption f�allt
der E�ekt� da	 sich Teile des im Wasser gel�osten Schadsto�es an eine Ober��ache
binden und sich erst verz�ogert weiterbewegen�

Da dieser Abschnitt nur einen kurzen �Uberblick geben sollte� sind nur wenige�
zum allgemeinen Verst�andis n�otige Zusammenh�ange aufgezeigt worden� Weiterf�uh�
rende Betrachtungen k�onnen in �FET���� �FRE���� �MAT��� und �SCH��� gefunden
werden�

��� Herleitung der Modellgleichungen

Das erste grundlegende Gesetz f�ur den Wasser�u	 im Boden hat Buckingham ���
��
aufgestellt �FET���� Er erkannte� da	 der hydrostatische Druck %� hervorgerufen
durch die �uberlagernde Wassers�aule� im unges�attigten Boden eine Funktion des Was�
sergehalts &� der Temperatur T und der Gesamtdichte des Bodens ist� Der Druck
%� welcher auch als Potential verstanden werden kann� wird de�niert als Arbeit�
die notwendig ist� um eine Einheitsmenge Wasser von einem gegebenen Punkt eines
Kraftfeldes zu einem Bezugspunkt zu transportieren� Das Potential des Wassers
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kann mit Gleichung ��� angegeben werden�

% � m � g � h �����

Hierbei ist m die Masse des Wassers� g die Erdbeschleunigung und h die H�ohe
�uber einer freien Wasser��ache als Bezugsniveau� Eine Normierung des Potentials
auf als konstant angenommene Gr�o	en ist �ublich� Sehr oft wird das Gewicht des
Wassers als Bezugsgr�o	e gew�ahlt� so da	 % die Dimension einer L�ange� angegeben
in cm Wassers�aule� annimmt�

Das Wasser bewegt sich immer von Stellen h�oheren Potentials �h�ohere potenti�
elle Energie� zu Stellen mit niedrigerem Potential� Diese Bewegung h�alt so lange
an� bis an allen Stellen das Gesamtpotential den gleichen Wert erreicht hat� Nach
Sposito �SPO��� hatte Buckingham keine Kenntnis der Arbeiten von Darcy� der be�
reits ���� erste experimentelle Versuche zur Untersuchung des Grundwasser�usses
in mit Sand gef�ullten R�ohren durchgef�uhrt hatte und die gewonnenen Erkenntnisse
in einer Formel angeben konnte �FRE���� Der Wasser�u	 kann �uber eine Funktion
der Potentialdi�erenzen in der unges�attigten �nach Buckingham� beziehungsweise
in der ges�attigten Zone �nach Darcy� dargestellt werden� welches dem Gradienten
des totalen Potentials ' entspricht� Das totale Potential ' eines Volumenelementes
setzt sich zusammen aus dem hydrostatischen Potential % und dem Gravitations�
potential %z� Das Gravitationspotential gibt den Ein�u	 des Gravitationsfeldes der
Erde auf das im Boden be�ndliche Wasser an� Wird das Gewicht des Wassers als
Bezugseinheit verwendet� dann entspricht das Gravitationspotential der Ortsh�ohe
z� Das Bezugsniveau f�ur das totale Potential wird so gew�ahlt� da	 das Gravita�
tionspotential ein positives Vorzeichen und somit von der freien Wasserober��ache
nach oben gerichtet zunehmende Betr�age erh�alt� Gleichung ��
 gibt den Zusammen�
hang zwischen dem totalen Potential '� dem hydrostatischen Potential % und dem
Gravitationspotential %z an� wenn das Gewicht als Bezugseinheit verwendet wird�

' � % �%z

� %� z ���
�

F�ur das totale Potential wird h�au�g auch der Begri� Standrohrspiegelh�ohe und
f�ur das hydraulische Potential der Begri� Druckh�ohe verwendet� Der Ein�u	 des
atmosph�arischen Drucks wird durch eine Korrektur der gemessenen Pegelst�ande
ber�ucksichtigt� so da	 er in der gesamten Rechnung vernachl�assigt werden kann�

Um die Zusammenh�ange zwischen dem Wasser�u	 und dem Gradienten des to�
talen Potentials auszudr�ucken� wird noch eine Proportionalit�atsmatrix K ben�otigt�
die im allgemeinen eine Funktion der S�attigung des Bodens mit Wasser ist� Der
S�attigungsgehalt ist in der unges�attigten Zone eine Funktion des hydrostatischen
Potentials und wird oft durch Auswerten von sogenannten Wasserspannungskur�
ven ermittelt� In ges�attigten Zonen ist der Wert des S�attigungsgehalts immer kon�
stant einhundert Prozent� Die Proportionalit�atsmatrix K wird auch hydraulische
Leitf�ahigkeit beziehungsweise Permeabilit�at genannt�
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Die Formel ��� gibt das Flu	gesetz nach Buckingham beziehungsweise Darcy
an� in dem 
Q den Wasser�u	 in Volumeneinheiten pro Zeit� K��� die hydraulische
Leitf�ahigkeit in L�angeneinheiten pro Zeit� r' den dimensionslosen Gradienten des
totalen Potentials und A die durchstr�omte Fl�ache in Fl�acheneinheiten bezeichnet�


Q � �K��� � r' �A �����

Eine weitere Gr�o	e� die im Modell f�ur die Kopplung des Wasser�usses mit dem
Sto�transport ben�otigt wird� ist die Flie	geschwindigkeit des Wassers im Boden�
Da durch Gleichung ��� die gesamte Wassermenge� die durch eine gegebene Fl�ache
�ie	t� berechnet werden kann� mu	 diese Gleichung nur durch die betrachtete Fl�ache
dividiert werden� um die Geschwindigkeit zu erhalten� In Gleichung ��� soll A diese
Fl�ache bezeichnen�


q �

Q

A
� �K��� � r' �����

Die Kontinuit�atsgleichung f�ur den Wasser�u	 durch ein Volumenelement in der
unges�attigten Zone kann angegeben werden durch die �Anderung des Wassergehalts
& mit der Zeit� Dies entspricht der Summe des zu� und ab�ie	enden Wassers in
dem betrachteten Volumenelement� Gleichung ��� gibt die Kontinuit�atsgleichung
an� wobei qx� qy� qz den Wasser�u	 in den einzelnen Raumrichtungen kennzeichnet�
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� ��

�qx
�x

�
�qy
�y

�
�qz
�z

� �����

In Vektornotation ergibt sich hieraus

�&

�t
� �r � 
q �����

Durch Kombination der Gleichungen ��� und ��� ergibt sich die Richards�Glei�
chung� angegeben in Gleichung ���� die Richards ���� �RIC��� angegeben hat�

�&

�t
� r � �K��� � r'� �����

Durch eine Umformung des Di�erentialoperators auf der linken Seite von Glei�
chung ��� gelangt man zur Gr�o	e des Speicherkoe�zienten F� der mit der Einheit
Eins pro L�ange angegeben werden kann�
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Damit l�a	t sich die Richards�Gleichung in der folgenden Form angeben�

F �
�%

�t
� r � �K��� � r'� ����
�
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Eine Erweiterung der Richards�Gleichung um einen Quellen��Senkenterm S f�uhrt
auf Gleichung ����� die die allgemeine Form dieser Gleichung angibt�

F �
�%

�t
� r � �K��� � r'� � S ������

Die Richards�Gleichung beschreibt den Wasser�u	 in ges�attigten und unges�attig�
ten Bodenzonen� Bedingungen� die f�ur die G�ultigkeit der Richards�Gleichung erf�ullt
sein m�ussen� sind im einzelnen� da	 die Temperatur� die Dichte des Wassers und der
Luftdruck konstant sind und da	 die Permeabilit�atsmatrix K nicht deformierbar ist�
woraus folgt� da	 die Eigenschaften des Bodens bei �Anderung des Wasserdrucks er�
halten bleiben� Die Richards�Gleichung ist eine partielle Di�erentialgleichung vom
Typ der parabolischen Di�erentialgleichungen� die durch zeitliche Ableitungen er�
ster Ordnung und zweiten Ableitungen nach dem Ort gekennzeichnet werden� Falls
die zeitliche Ableitung des Wassergehaltes & Null ergibt� ist die linke Seite der Glei�
chung ���� identisch Null und der Typ der Richards�Gleichung �andert sich in eine
elliptische Di�erentialgleichung�

In der unges�attigten Zone kann der Wassergehalt & durch verschiedene empirisch
hergeleitete Gleichungen angegeben werden� Im Modell wird die van�Genuchten�
Gleichung benutzt� die van Genuchten ���
 �VGE�
� empirisch aus dem Zusam�
menhang zwischen dem hydrostatischen Druck und dem Wassergehalt hergeleitet
hat� Formel ���
 gibt diese Gleichung an� wobei die Parameter n und � entspre�
chend Gleichung ���� und ���� berechnet werden k�onnen�

& � &r �
&s �&r

�� � �� �%�n�m
����
�

n �
�

� �m
������

� �
�

hb
� �


�

m � ����m ������

Die einzelnen Gr�o	en in Gleichung ���
 werden aus einer experimentell ermittel�
ten Wasserspannungskurve bestimmt� die die Zusammenh�ange zwischen % und &
darstellt� Hierbei entspricht &s dem Wassergehalt f�ur sehr gro	e %  Wassergehalt
bei S�attigung �& � &s� f�ur % � 
  und &r dem Wassergehalt f�ur sehr kleine %  
Wassergehalt bei Rests�attigung �& � &r� f�ur %	 ��� Der Wert f�ur den Parameter
m kann ebenfalls aus dieser Kurve bestimmt werden� hb gibt den Druck an� bei dem
der Boden entw�assert wird �bubbling pressure�� Auch dieser Wert kann mit Hilfe der
Wasserspannungskurve bestimmt werden�

Die hydraulische Leitf�ahigkeitK kann mit der Mualem�van�Genuchten�Gleichung
berechnet werden� In dieser Gleichung wird die hydraulische Leitf�ahigkeit Ksat im
ges�attigten Leiter benutzt� welche ebenso wie der funktionale Zusammenhang zwi�
schen & und % r�aumlich variabel ist� Die Werte dieser Gr�o	en k�onnen durch Zu�
fallsfunktionen angegeben werden� die aus dem ersten und dem zweiten statistischen
Moment entstehen�
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Die Richards�Gleichung bildet den Kern des Programms TRACE� Um diese
Gleichung vollst�andig angeben zu k�onnen� m�ussen Anfangs� und Randwerte vor�
gegeben werden� Die Randwertbedingungen k�onnen Dirichlet�sche� Neumann�sche�
Cauchy�sche oder variable Bedingungen sein� je nachdem� welche Flie	bedingungen
an den R�andern des Gebietes� in Abh�angigkeit von den verschiedenen Zonen� gelten
sollen�

Unter einer Dirichlet�schen Randbedingung versteht man eine Randbedingung
erster Art� bei der auf dem Rand des Gebietes ein konstanter Funktionswert vor�
gegeben wird� Diese Bedingungen sollten bei Boden�Wasser�Grenz��achen� wie bei�
spielsweise Seen und Fl�ussen� verwendet werden� Eine Neumann�sche beziehungs�
weise Cauchy�sche Randbedingung� auch Randbedingungen zweiter Art genannt�
liegt vor� wenn auf dem Rand des Gebietes f�ur die Normalenableitung der Funk�
tion ein konstanter Wert vorgegeben wird� Bei Neumann�schen Bedingungen wird
der Gradient von '� dem totalen Potential� und bei Cauchy�schen Bedingungen
der Gradient von %� dem hydraulischen Potential� vorgegeben� Bei einer variablen
Randbedingung kann sich die Art der Bedingung w�ahrend der Berechnung �andern�
Es k�onnen hierbei sowohl Dirichlet�Randwerte als auch Cauchy�sche Randbedin�
gungen gew�ahlt werden� Die variablen Randbedingungen sollten bei Boden�Luft�
Grenz��achen benutzt werden� um Niederschl�age� Evaporation und Transpiration
angeben zu k�onnen�

Dirichlet	sche Randbedingung

' � 'd ������

Neumann	sche Randbedingung

� 
n �K � r' � 
vn ������

Cauchy	sche Randbedingung


n �K � r% � 
vc ������

Variable Randbedingung

' � 'p

�
n �K � r% � 
qnet ������

' � 'min

Die Anfangsbedingungen werden f�ur das totale Potential ' f�ur jeden Punkt des
De�nitionsbereiches der Richards�Gleichung angegeben�

Anfangsbedingungen

' j t�� � '��
x� ������

Die Bodenbescha�enheit kann eine Ver�anderung des Aufbaus der Modellglei�
chungen bewirken� Wenn der Wasser�u	 im ges�attigten Grundwasserleiter berechnet
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werden soll� ist die Permeabilit�at K beispielsweise keine Funktion des hydrostati�
schen Druckes %� so da	 sich die Gleichungen vereinfachen lassen�

F�ur die Umsetzung des mathematischen Modells in von Computern l�osbare For�
meln wird die zeitliche Abh�angigkeit der Gleichungen nach der Methode der �niten
Di�erenzen und die r�aumliche Abh�angigkeit nach der Methode der �niten Elemente
diskretisiert� Die Finite�Elemente�Methode basiert auf einem Ansatz von Bubnov�
Galerkin� bei dem lineare hexaedrische Elemente benutzt werden� Eine Erkl�arung
der verwendeten Finite�Elemente�Methode kann in Abschnitt 
�� nachgelesen wer�
den�

Die r�aumliche und zeitliche Diskretisierung f�uhrt auf eine nichtlineare Matrix�
Gleichung �siehe Gleichung ��

�� bei der A eine Koe�zientenmatrix in Abh�angig�

keit vom L�osungsvektor 
h und 
y ein bekannter Vektor� bestehend aus Informationen
aus den Randwerten des Problems� ist�

A�
h� � 
h � 
y ���

�

Die wesentliche Aufgabe f�ur das Programm TRACE liegt darin� diese Matrix�
gleichung numerisch zu l�osen� Da eine direkte L�osung nicht angegeben werden kann�
wird die Gleichung� nachdem sie linearisiert wurde� iterativ durch ein Konjugiertes�
Gradienten�Verfahren �GOL���� �BAS��� gel�ost�

Im Programm�Code von TRACE ist auch ein mathematisches Modell f�ur den
Sto�transport im Grundwasser enthalten� Die grundlegende mathematische Glei�
chung ist die Konvektions�Dispersions�Gleichung� bei der c die Sto�konzentration
im Wasser� 
u die Porengeschwindigkeit� D den Dispersions��Di�usionstensor und S
einen Quellen��Senkenterm bezeichnet�

r � �D � rc� c � 
u� �
�c

�t
� S�c� t� ���
��

Auf die Beschreibung des Modells wird an dieser Stelle jedoch verzichtet� da es
zum einen den Rahmen dieser Arbeit �uberschreiten w�urde und zum anderen in der
momentanen parallelen Programmversion keine Anwendung �ndet�

Eine ausf�uhrliche Beschreibung des im Programm TRACE benutzten Modells
�ndet sich in �VER����

��� Entwicklungsgeschichte von TRACE

Das Programm TRACE basiert auf zwei Programmen� die von Yeh �Oak Ridge Na�
tional Laboratory �ORNL�� entwickelt wurden� Zum einen ist dies das Programm
�DFEMWATER �YEH���� geschrieben ����� welches zur Berechnung des Grundwas�
ser�usses in ges�attigten und unges�attigten� por�osen� heterogenen Medien verwendet
wird� Das zweite Programm ist ein von Yeh nicht ver�o�entlichter Code� der den
Sto�transport im Grundwasser simulieren kann�

Durch die Kombination der beiden Teile im Institut f�ur Chemie und Dynamik
der Geosph�are� Institut f�ur Erd�ol und Organische Geochemie �ICG���� Forschungs�
zentrum J�ulich� ist ein umfangreiches und leistungsstarkes Simulationsprogramm f�ur
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hydrogeologische Fragestellungen entstanden �VER���� Dieses Programm� TRACE
genannt� besteht aus ca� �
�


 Zeilen FORTRAN ���Code und ist auf unterschied�
lichsten Rechnersystemen� von PC�s �uber Workstations bis hin zu parallelen Rech�
nersystemen� einsetzbar�

Im Forschungszentrum J�ulich ist das Programm weiterentwickelt worden� Un�
ter anderem wurden numerische Verfahren durch e�zientere und modernere Ver�
fahren ersetzt und Anpassungen des Programms f�ur spezielle Rechnerarchitekturen
durchgef�uhrt� Systeme� auf denen TRACE ausgef�uhrt wurde� sind beispielsweise die
CRAY X�MP����� die CRAY Y�MP����
 und der iPSC���
 von Intel �VER����

Die Entwicklung des Programms TRACE ist noch nicht abgeschlossen� die zur
Zeit existierenden Produktionsversionen gestatten jeweils nur in der Funktionalit�at
eingeschr�ankte Simulationsl�aufe� Eine graphische Darstellung der Berechnungser�
gebnisse ist noch nicht m�oglich�

In j�ungster Zeit sind mit dem Programm TRACE erste Probel�aufe f�ur den Ein�
satz auf massiv�parallelen Rechnersystemen durchgef�uhrt worden� Es wurden zwei
verschiedene Parallelisierungsstrategien verfolgt� Zum einen ist ein Gebietszerle�
gungsverfahren� aufbauend auf dem Schwarz�schen Verfahren� und zum anderen ein
Ansatz zur Verteilung der Matrizen �data partitioning method� implementiert und
getestet worden� In �GER��� und �VNL��� k�onnen die Ergebnisse dieser Probel�aufe
nachgelesen werden� Da f�ur diese Vorversionen nur die n�otigsten Programm�ande�
rungen durchgef�uhrt wurden und dadurch die benutzten Verfahren nur f�ur einge�
schr�ankte Testf�alle lau��ahig waren� ist es das Ziel dieser Arbeit� den Gebietszer�
legungsansatz f�ur eine automatische dreidimensionale Partitionierungsstrategie zu
verallgemeinern�

��	 Struktur von TRACE

In diesem Abschnitt soll die Struktur des Programms TRACE vorgestellt werden�
Als Grundlage f�ur diese Darstellungen wird die Programmversion herangezogen�
wie sie am Anfang dieser Arbeit eingesetzt wurde� Zun�achst soll die Umsetzung
des in Abschnitt ��
 betrachteten Modells aufgezeigt werden� Danach werden die
Datenstrukturen und die Dateien mit den Eingabeparametern erl�autert� da diese
bei der Parallelisierung von TRACE angepa	t werden m�ussen�

����� Umsetzung des Modells

Durch Anwendung der Finiten�Elemente�Methode auf die verallgemeinerte Richards�
Gleichung �siehe Gleichung ����� ergibt sich eine nichtlineare Matrixgleichung ent�
sprechend Gleichung ��

�

F �
d

dt

h�K � 
h� 
R� 
D � 
S � 
 ���

�

In dieser Gleichung steht F f�ur die Gewichtsmatrix� K f�ur die Leitf�ahigkeitsma�
trix� 
R und 
D f�ur Lastvektoren und 
S f�ur einen Quellen��Senkenvektor� Der Vektor

h entspricht dem hydrostatischen Potential f�ur alle diskreten Gitterpunkte und stellt
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den L�osungsvektor dieser Matrixgleichung dar� Alle Vektoren haben die Dimension
n� die Matrizen besitzen die Gestalt �n 
 n�� Der Parameter n entspricht der Zahl
der FE�Knoten des durch die Finite�Elemente�Methode erzeugten Gitters� Um die
weitere Beschreibung �ubersichtlicher zu gestalten� soll der Vektor 
r eingef�uhrt wer�
den�


r � 
R� 
D � 
S ���
��

Hiermit ergibt sich f�ur Gleichung ��

 die folgende Form�

F �
d

dt

h �K � 
h � 
r ���
��

Um die zeitliche Ableitung des Vektors 
h numerisch bestimmen zu k�onnen� wird
eine Finite�Di�erenzen�Methode benutzt� Dazu wird die kontinuierliche Zeitvariable
t in eine Zahl gleichgro	er Zeitschritte !t zerlegt�

tn � n �!t n � 
� �� � � � ���
��

Damit kann der �n����te Zeitschritt durch den n�ten Zeitschritt angegeben werden�

tn�� � tn �!t ���
��

Durch Anwendung eines Di�erenzenschemas� dessen Struktur durch den Parameter
� mit 
 � � � � ver�andert werden kann� wird Gleichung ��
� zeitlich diskretisiert�
Die Hochindizes sollen im folgenden den Zeitschritt angeben� zu dem die entspre�
chende Gr�o	e betrachtet werden soll�

F �

hn�� � 
hn

!t
�K � �� � 
hn�� � ��� �� � 
hn� � � � 
r n�� � ��� �� � 
r n ���
��

Falls � � 
 gesetzt wird� ist das benutzte Di�erenzenschema ein explizites Schema
mit Vorw�artsdi�erenzen� F�ur � � � ergibt sich ein implizites Di�erenzenschema mit
R�uckw�artsdi�erenzen� F�ur den Fall � � 
� � wird von einem Crank�Nicolson� oder
zentralen Di�erenzenschema gesprochen�

Gleichung ��
� kann nun sukzessive f�ur alle Zeitschritte gel�ost werden� wenn
f�ur t � 
 die Anfangsbedingungen eingesetzt werden� Zu jedem Zeitschritt kann
der Vektor 
hn�� berechnet werden� in dem der schon berechnete Vektor 
hn benutzt
wird� Eine Umformung von Gleichung ��
� liefert die folgende Gleichung� die wieder
eine Matrixgleichung mit dem L�osungsvektor 
hn�� darstellt�

A � 
hn�� � 
g n ���
��

In Gleichung ��
� entspricht A einer �n 
 n� Matrix und 
g n einem Vektor der Di�
mension n�

A �
�

!t
� F� � �K ���
��


g n � �
�

!t
� F� ��� �� �K� � 
hn � � � 
r n�� � ��� �� � 
r n ����
�
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Die L�osung der Matrixgleichung ��
� entspricht der L�osung eines linearen Glei�
chungssystems mit n Gleichungen und n Unbekannten� Die Schwierigkeit dieser
Gleichung liegt jedoch darin� da	 die Matrizen F und K indirekt zeitabh�angig sind
und aktualisiert werden m�ussen� Der Grund hierf�ur liegt darin� da	 die Bodenei�
genschaften im allgemeinen eine Funktion des hydrostatischen Potentials� also des
L�osungsvektors 
hn� sind� Es w�are vorstellbar� die Matrizen immer am Ende eines
Zeitschrittes zu aktualisieren� Das Problem bei diesem Vorgehen ist aber� da	 das
Gleichungssystem f�ur einige Simulationen mit bestimmten Eingangsparametern in�
stabil werden kann� Damit diese Instabilit�aten vermieden werden k�onnen� m�ussen
die beiden Matrizen immer mit dem L�osungsvektor des aktuellen Zeitschrittes be�
rechnet werden� Es ergibt sich damit eine implizite Matrixgleichung� die jedoch
immer stabil ist�

An�� � 
hn�� � 
g n ������

Um die implizite Matrixgleichung numerisch l�osen zu k�onnen� wird im Programm
TRACE die Picard�Methode �Methode der sukzessiven Approximationen� verwen�
det� Mit dieser Methode kann iterativ zu jedem Zeitschritt n � � Gleichung ����
gel�ost werden� Hierzu wird in jedem Iterationsschritt ein lineares Gleichungssystem
aufgestellt� das dann mit einem L�osungsverfahren� im Programm TRACE ist dies
das Verfahren der konjugierten Gradienten� gel�ost werden kann� In Gleichung ���

sollen die Hochindizes n den zu berechnenden Zeitschritt und p den Iterationsschritt
des Picard�Verfahrens angeben�

An���p � 
hn���p�� � 
g n ����
�

Die Matrix A kann im �p����ten Iterationsschritt bez�uglich des Picard�Verfahrens

mit dem schon berechneten L�osungsvektor 
hn���p f�ur den �n����ten Zeitschritt auf�
gestellt werden� Eine Beschreibung des Picard�Verfahrens �ndet sich in �HUY����
Die Picard�sche Iteration wird abgebrochen� wenn die Bedingung entsprechend Glei�
chung ���� erf�ullt ist�


 �

���
hn���p�� � 
hn���p
������
hn���p��

����
���
hn���p

��� � � ������

Im folgenden soll die Implementierung der beschriebenen numerischen Verfahren
im Programm TRACE betrachtet werden� Hierzu zeigt Abbildung ��
 die sequen�
tielle Programmstruktur von TRACE� Es soll an dieser Stelle noch einmal darauf
hingewiesen werden� da	 nur der Programmteil betrachtet wird� der zur Berechnung
des Grundwasser�usses ben�otigt wird�

Nachdem die Dateien mit den Eingangsparametern eingelesen worden sind� wer�
den zun�achst vom Programm TRACE die Bodeneigenschaften berechnet� Grund�
legend lassen sich dann zur Berechnung des Grundwasser�usses drei ineinanderlie�
gende Schleifen in der Abbildung ��
 erkennen� Die �au	ere Schleife ist die Zeit�
schleife� Hier wird mit Hilfe der Finiten�Di�erenzen�Methode der insgesamt zu si�
mulierende Zeitbereich in gleichgro	e Zeitintervalle zerlegt� die einzeln berechnet



���� STRUKTUR VON TRACE ��

n

j

j

j

n

n

Zeitschleife

Randwertschleife

n.l. Schleife

Daten einlesen

Bodeneigenschaften berechnen

Randbedingungen aufstellen

Matrix A aufstellen

Randbed. aufstellen

Lin. Gl.-System lösen

Lsg. genau genug ?

Bodeneigenschaften berechnen

Randbed. anpassen ?

Alle Zeitschritte berechnet ?

Ausgabe der Ergebnisse

Abbildung ��
� Sequentielle Struktur des Programms TRACE

werden k�onnen� F�ur jeden Zeitschritt werden zun�achst die Randbedingungen neu
berechnet�

Die mittlere Schleife ist die Randwertschleife� Mit dieser Schleife k�onnen die
Randbedingungen angepa	t werden� die sich entweder in Abh�angigkeit der Zeit�
schritte oder in Abh�angigkeit der berechneten L�osung �andern k�onnen�

Die innere Schleife ist die nichtlineare �n� l�� Schleife� die durch Anwendung
des Picard�Verfahrens die implizite Matrixgleichung entsprechend Gleichung ����
linearisiert� Hierzu mu	 zun�achst f�ur jeden Iterationsschritt die Matrix A zusam�
mengesetzt werden� Danach werden die Randbedingungen aufgestellt� damit die
rechte Seite der Matrixgleichung �siehe Gleichung ���
� berechnet werden kann�
Das resultierende lineare Gleichungssystem wird dann mit dem Verfahren der kon�
jugierten Gradienten gel�ost� Wenn das Abbruchkriterium� entsprechend Gleichung
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����� f�ur den L�osungsvektor erf�ullt ist� wird die innere Schleife verlassen� Da sich
die Bodeneigenschaften in Abh�angigkeit des L�osungsvektors ge�andert haben k�onnen�
m�ussen diese erneut berechnet werden�

Falls sich eine �Anderung der Randbedingungen ergeben hat� mu	 die innere
Schleife erneut ausgef�uhrt werden� Wenn alle Zeitschritte berechnet worden sind�
wird die �au	ere Schleife verlassen und die Berechnungsergebnisse in eine Datei aus�
gegeben�

Die in diesem Abschnitt vorgestellte Struktur des Programms TRACE konnte
nur schematisch dargestellt werden� Eine ausf�uhrliche Beschreibung der numerischen
Verfahren zur Implementierung der Modellgleichungen im Programm TRACE �ndet
sich in �VER����

����� Datenstrukturen

Im Zentrum der Variablendeklarationen f�ur das Programm TRACE stehen eine Viel�
zahl von Feldern� die die zu berechnenden Variablen und die hierf�ur erforderlichen
Parameter beinhalten� Die Gr�o	e der Felder entspricht sehr oft der Gesamtzahl der
FE�Knoten oder FE�Elemente� die das zu simulierende Gebiet beschreiben� Alle
f�ur die Berechnung wichtigen Felder sind in COMMON�Bl�ocken gespeichert� so da	
diese Felder in allen Routinen als globale Variablen zur Verf�ugung stehen k�onnen�
Da FORTRAN �� keine dynamische Speicherverwaltung zul�a	t� m�ussen die Felder
schon zur �Ubersetzungszeit dimensioniert werden� Ein Nachteil dieses Vorgehens
liegt darin� da	 bei einer �Anderung der Gr�o	e des Simulationsgebietes die Felder�
dimensionierungen im Quell�Code ge�andert werden m�ussen� Hierdurch wird eine
erneute �Ubersetzung des Programms erforderlich�

Durch die gewachsene Programmstruktur sind die Variablende�nitionen un�uber�
sichtlich strukturiert� so da	 die Anpassung von TRACE an ein neues Modellgebiet
fehleranf�allig ist� Zudem m�ussen �Anderungen an unterschiedlichen Stellen im Quell�
Code vorgenommen werden� so da	 eine Programmanpassung f�ur einen Benutzer�
der mit dem Quell�Code nicht vertraut ist� nur schwer durchzuf�uhren ist�

Au�allend an der Datenstruktur von TRACE ist� da	 sehr viele Variablen nur
ein einziges Mal gesetzt werden und dann �uber die gesamte Programmlaufzeit nur
noch f�ur Berechnungen oder Abfragen ausgewertet werden� Eine Kapselung von zu�
sammengeh�orenden Daten in RECORD�Strukturen ist nicht vorgesehen� da solche
Datentypen nicht von FORTRAN �� unterst�utzt werden� Auch bei der Namensge�
bung der Variablen wird weitgehend der Standard von FORTRAN �� eingehalten�
der nur sechs Zeichen f�ur Namen vorsieht�

����� Dateien mit Eingangsparametern

Die f�ur den Programmteil zur Berechnung des Wasser�usses wichtigste INPUT�
Datei ist eine umfangreiche ASCII�Datei mit Namen WATDAT�hom f�ur homogene
beziehungsweise WATDAT�het f�ur heterogene Bodeneigenschaften� Der interne Auf�
bau der WAT�er��DAT�a��Datei besteht aus maximal �� Datens�atzen� die je nach
Komplexit�at der Simulation verwendet werden k�onnen� In den Datens�atzen sind
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jeweils logisch zusammengeh�orende Daten gespeichert� Es existieren beispielsweise
Datens�atze f�ur die Koordinaten der diskreten Gitterpunkte� f�ur die Bodeneigen�
schaften� f�ur die Anfangswerte� f�ur die Randwerte und f�ur die Quellen� und Sen�
kenterme� Mehrere Datens�atze enthalten auch Steuerparameter� mit denen die Pro�
grammausf�uhrung von TRACE beein�u	t werden kann� Die Zahl der maximal
durchzuf�uhrenden Iterationen� die Ausgabe von Zwischenergebnissen und vergleich�
bare Parameter k�onnen �uber diese Datens�atze vorgegeben werden� Die WATDAT�
Datei kann weitgehend automatisch mit dem Programm INPGEN �KUH��� generiert
werden� Die Gr�o	e der Datei kann je nach Simulation mehrere tausend bis zehn�
tausend Zeilen erreichen� Obwohl das Editieren der Datei umst�andlich ist� bleibt
die M�oglichkeit� individuelle Anpassungen der Eingangsdaten vorzunehmen� Im
Anhang A ist ein verk�urzter Ausschnitt einer WATDAT�Datei angegeben� Eine
ausf�uhrliche Beschreibung der Struktur und der f�ur das Einlesen einzuhaltenden
Syntax der WATDAT�Datei �ndet sich in �YEH����

Neben derWATDAT�Datei ben�otigt das Programm TRACE vier weitere INPUT�
Dateien� Mit Hilfe der Datei CLIMAT k�onnen variable Randbedingungen f�ur die
Grenz��ache Boden�Atmosph�are de�niert werden� Die Datei CROPDAT liefert Pa�
rameter zur Berechnung des Ein�usses von P�anzenwachstum auf die Vorg�ange im
Boden� Die Datei HYST�DAT beschreibt die Materialeigenschaften des Bodens und
des Grundwasserleiters� Die Datei SOLDAT beinhaltet alle f�ur die Berechnung des
Sto�transportes ben�otigten Parameter�

��� Grenzen der sequentiellen Programmversion

Da das Programm TRACE in FORTRAN �� geschrieben ist und deshalb keine dy�
namische Speicherverwaltung m�oglich ist� ist die Zahl der FE�Knoten� die maximal
berechnet werden k�onnen� durch die Gr�o	e des verf�ugbaren Arbeitsspeichers� be�
ziehungsweise bei Systemen mit virtuellem Speicher durch die Programmlaufzeiten
begrenzt� Einen Ein�u	 auf die Zahl der FE�Knoten in Abh�angigkeit von dem zu
simulierenden Boden hat die Korrelationsl�ange� Unter dem Begri� der Korrelati�
onsl�ange versteht man den r�aumlichen Abstand� in dem sich einzelne Parameter�
wie zum Beispiel die Permeabilit�at� beein�ussen k�onnen� Eine Vorgabe f�ur die zu
verwendende Knotenzahl ist� da	 pro Korrelationsl�ange mindestens vier FE�Knoten
angeordnet sein sollten �GEL���� F�ur geologische Fragestellungen ist die Korrelati�
onsl�ange in vertikaler Richtung sehr viel kleiner als in horizontaler Richtung� Dies
liegt daran� da	 sich in vertikaler Richtung h�au�ger die Bodeneigenschaften �andern
als in horizontaler Richtung �vergleiche die einzelnen Bodenschichten in Abbildung
�����

Das ICG�� betreibt ein Versuchsgel�ande zur Untersuchung der Ausbreitung von
Schadsto�en im Grundwasser� Die Gr�o	e dieses Gel�andes betr�agt ��
m 
 �
m 

�
m �L x B x T�� Die horizontale Korrelationsl�ange kann mit � m� die vertikale
Korrelationsl�ange mit 
�� m abgesch�atzt werden� Die bei den Versuchen experimen�
tell ermittelten Ergebnisse sollen mit den Berechnungen des Programms TRACE
verglichen werden� Um dieses Gel�ande zu simulieren� werden f�ur eine horizontale
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Gitterebene ca� ��

 FE�Knoten und f�ur die vertikale Richtung ungef�ahr �

 FE�
Knoten bei den vorgegebenen Korrelationsl�angen ben�otigt� Die Gr�o	e des Simula�
tionsgebietes w�urde bei dieser Rechnung ��



 FE�Knoten betragen�

Bei bisherigen Programml�aufen auf dem iPSC���
 konnten �



 FE�Knoten�
beziehungsweise auf der CRAY X�MP���� �



 FE�Knoten pro eingesetztem Pro�
zessor berechnet werden� Durch den Einsatz eines massiv�parallelen Rechnersy�
stems mit verteiltem Arbeitsspeicher kann� bei geeigneter Anpassung von TRACE
auf diese Rechnerstruktur� durch Ausnutzen einer bestimmten Zahl von Prozessoren
der gesamte zur Verf�ugung stehende Arbeitsspeicher durch Kombination der lokalen
Speicher so vergr�o	ert werden� da	 das vollst�andige Simulationsgebiet geladen und
berechnet werden kann�

Um realistische Simulationen durchf�uhren zu k�onnen� wird eine gro	e Zahl an
Zeitschritten ben�otigt� Dies bedeutet einen hohen Berechnungsaufwand� der auf
sequentiellen Rechnern eine lange Programmlaufzeit verursacht� Durch eine Paral�
lelisierung von TRACE l�a	t sich die Programmlaufzeit verk�urzen�

Ein weiteres Problem der sequentiellen Programmversion ist die Schnittstelle
zum Anwender� Die Anpassung des Programms an unterschiedliche Simulations�
gebiete �Vorgabe der Simulationsgr�o	e und der Daten f�ur die Eingabedateien� ist
un�ubersichtlich� wobei eine Ver�anderung des Quell�Codes an mehreren� nicht zu�
sammenh�angenden Stellen erforderlich wird� Auch die Ausgabe der Berechnungser�
gebnisse in geeigneter Form ist im Programm TRACE noch nicht implementiert�
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Die Zerlegung des FE�Gitters

	�� Struktur des FE�Gitters

Um die Finite�Elemente�Methode �FE�Methode� zur L�osung partieller Di�erential�
gleichungen im Ortsraum nutzen zu k�onnen� wird der De�nitionsbereich der Glei�
chungen diskretisiert� Es entsteht ein dreidimensionales Gitter� bei dem den einzel�
nen Gitterpunkten jeweils drei Raumkoordinaten zugeordnet werden� Im folgenden
soll die Struktur eines diskreten Gitters betrachtet werden� welches im Programm
TRACE zur Berechnung des Wasser�usses in por�osen� heterogenen Medien verwen�
det wird� Der Aufbau des Gitters wird durch die folgenden Regeln charakterisiert�

� Das gesamte Gitter hat die Struktur eines Hexaeders�

� In einer Richtung �x�� y� oder z�Richtung� mu	 die Anzahl der Gitterpunkte
konstant sein�

� In unterschiedlichen Richtungen kann die Zahl der Gitterpunkte �nx� ny� nz�
variieren�

� Der r�aumliche Abstand zwischen den Gitterpunkten in einer Richtung kann
unterschiedlich sein�

� Jeder innere Gitterpunkt ist immer mit sechs anderen Gitterpunkten verbun�
den�

� Gitterpunkte auf den R�andern haben im allgemeinen f�unf Verbindungen zu
benachbarten Punkten� Eckknoten besitzen drei Verbindungen�

� Durch Stauchen� Dehnen oder Verdrehen des Gitters kann dieses immer in
eine hexaedrische Gestalt �uberf�uhrt werden� wobei jedoch die Verbindungen
zwischen den Gitterpunkten erhalten bleiben m�ussen�

Ein so beschriebenes Gitter geh�ort zur Klasse der strukturierten Gitter� In Ab�
bildung ��� �a� ist die einfachste Form eines derartigen Gitters dargestellt� Die
Winkel zwischen den Koordinatenachsen k�onnen unterschiedlich sein� Sie m�ussen

��
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�a� allg	 Gitterstruktur �b� Schnittebenen

Abbildung ���� Das Finite�Elemente�Gitter

nicht� wie in der Abbildung dargestellt� �
 Grad betragen� Durch die FE�Methode
werden Elemente erzeugt� die mit bestimmten Eigenschaften� beispielsweise Ma�
terialeigenschaften� verkn�upft werden k�onnen� Beim Programm TRACE de�nieren
immer acht Knoten ein Element� In der Abbildung ��� �a� ist ein Element in der vor�
deren rechten Ecke des Gitters besonders hervorgehoben� Die Elemente haben eine
hexaedrische Form� Zwei benachbarte Elemente besitzen immer vier gemeinsame
Knoten� die in einer Ebene liegen� F�ur die in diesem Kapitel folgenden Betrach�
tungen �uber die Zerlegung des Gitters reichen zur vollst�andigen Charakterisierung
die Gitterparameter nx� ny und nz� das hei	t die Anzahl der FE�Knoten in den drei
Raumrichtungen� aus�

NNP � nx � ny � nz �����

NEL � �nx � �� � �ny � �� � �nz � �� ���
�

Mit den Gr�o	en NNP �Number of Nodal Points� und NEL �Number of Elements�
werden die f�ur dieses Gitter ma	geblichen Werte angegeben�

Um das FE�Gitter programmintern beschreiben zu k�onnen� sind die FE�Knoten
und die FE�Elemente jeweils mit Nummern versehen� Die Numerierung der FE�
Knoten ist in Abbildung ��
 dargestellt� Es soll ein Gitter betrachtet werden� bei
dem in x�Richtung �� in y�Richtung � und in z�Richtung mindestens � FE�Knoten
auftreten�

Die FE�Knoten werden zun�achst immer in Ebenen mit z � const� numeriert�
Der Knoten mit der Nummer � liegt in der vorderen� linken� unteren Ecke des
Gesamtgebietes� Die folgenden Knoten sind in Richtung der x�Achse angeordnet�
Wenn der rechte Rand des Gebietes erreicht ist �Knotennummer� ��� dann folgt der
n�achste Knoten wieder am linken Rand des Gebietes� jedoch um einen Knoten nach
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Abbildung ��
� Numerierung der FE�Knoten

hinten �in y�Richtung� verschoben �Knotennummer� ��� Auf den letzten Knoten der
unteren Ebene �Knotennummer� nx � ny � 
�� folgt der erste Knoten der n�achsten
Ebene in z�Richtung �Knotennummer 

�� Dieser Knoten besitzt die gleichen x��
y�Koordinaten wie der Knoten mit der Nummer �� Der Knoten mit der h�ochsten
Nummer �Knotennummer� NNP � be�ndet sich in der obersten Ebene� hinten rechts�
Die Numerierung der FE�Elemente wird entsprechend durchgef�uhrt�

	�� Anforderungen an die Zerlegung

Um das Gesamtgitter parallel bearbeiten zu k�onnen� wird beim Programm TRACE
das Schwarz�sche Verfahren in der additiven Variante eingesetzt� Hierzu mu	 das
Gitter in Teilgitter zerlegt werden� die einzelnen Prozessoren zugeordnet werden
k�onnen� Das Schwarz�sche Verfahren verlangt� da	 die Teilgitter �uberlappen� Dieser
�Uberlapp soll in den drei Raumrichtungen jeweils gleich gro	 sein�

An die Zerlegung des gesamten Gitters werden zus�atzliche Forderungen gestellt�
die die Rechenzeit des Programms und den Aufwand f�ur die Kommunikationen
w�ahrend der Programmlaufzeit beein�ussen� Das Programm TRACE berechnet
mit Hilfe des diskretisierten Gitters sowohl den Wasser�u	 als auch den Sto�trans�
port� In welchen Teilbereichen des Gitters der Rechenaufwand gro	 ist� h�angt von
einer Vielzahl von Eingangsparametern ab und kann bei unterschiedlichen Simula�
tionen variieren� Da eine a priori Absch�atzung nicht angegeben werden kann und
eine dynamische Lastverteilung zur Zeit nicht vorgesehen ist� wird angenommen� da	
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der Rechenaufwand f�ur jeden Gitterpunkt gleich ist� Eine ausgewogene Lastvertei�
lung kann bei den getro�enen Annahmen dann erreicht werden� wenn das gesamte
Gitter gleichm�a	ig auf alle Prozessoren aufgeteilt wird� Die Zahl der Knoten� die
zu den einzelnen Teilgittern geh�oren� soll deshalb ann�ahernd gleich gro	 sein� Die
entstehenden Teilgitter sollen wieder die Form eines Hexaeders besitzen� der bei
gleicher Knotenzahl in den einzelnen Raumrichtungen in einen W�urfel �ubergeht� Im
einzelnen lassen sich folgende Bedingungen an die Zerlegung stellen�

� Es sollen m�oglichst viele Prozessoren eingesetzt werden� um die Gesamtrechen�
zeit zu minimieren�

� Jeder Prozessor soll genau ein Teilgebiet zur Berechnung zugewiesen bekom�
men�

� Der Arbeitsspeicher der Prozessoren soll m�oglichst gut ausgelastet werden�

� Das gesamte Simulationsgebiet soll statisch verteilt werden� was bedeutet� da	
die Aufteilung beim Programmstart durchgef�uhrt wird und w�ahrend der Pro�
grammabarbeitung erhalten bleibt�

� Die Zahl der Pseudoknoten� d�h� der Knoten� die durch die Gitterzerlegung
auf neu entstandenen R�andern der Teilgebiete liegen� soll gering sein� um den
Aufwand f�ur die Kommunikation w�ahrend der Rechnung klein zu halten�

� Die Zahl der FE�Knoten� die in den �Uberlappgebieten liegen� soll minimal sein�
da diese Knoten redundant in jedem Teilgebiet berechnet werden m�ussen�

� Die Zahl der Gitterpunkte� die jeder Prozessor zur Berechnung bekommt� soll
ann�ahernd gleich sein� um eine m�oglichst gute Lastverteilung zu erhalten�

Um eine Entscheidung �uber die Art der Zerlegung des FE�Gitters im Zusammen�
hang mit den oben aufgestellten Bedingungen tre�en zu k�onnen� stehen neben den
Gitterparametern nx� ny und nz auch die Zahl der einzusetzenden Prozessoren C
und die Gr�o	e des �Uberlapps L zur Verf�ugung� Der �Uberlapp gibt die Zahl der Ele�
mente an� die im �Uberlappbereich liegen sollen� Eindimensional betrachtet bedeutet
dies� da	 bei einem �Uberlapp von einem Element zwei Knoten im �Uberlappbereich
liegen m�ussen� Im folgenden soll von einer konstant vorgegebenen Prozessoranzahl
C ausgegangen werden�

C � cx � cy � cz �����

Entsprechend Gleichung ��� wird die Zahl der Prozessoren in die drei ganzzah�
ligen Faktoren cx� cy und cz zerlegt� Um das Gesamtgebiet in einzelne Teilgebiete
aufzuteilen� werden Schnitte durch das Gesamtgebiet gelegt� Ein Schnitt mu	 ent�
sprechend Abbildung ��� �b� durch das vollst�andige Gebiet gezogen werden� Eine
Schnittebene liegt immer in der Ebene� in der die FE�Knoten liegen� was bedeutet�
da	 die Elemente des Gitters erhalten bleiben� Hieraus ergibt sich� da	 die Kno�
ten� die in der Schnittebene liegen� immer zu den Gebieten beiderseits des Schnittes
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geh�oren� Die Folge hiervon ist� da	 sich die Zahl der Knoten im �Uberlappbereich ver�
doppelt� Die um � erniedrigten Faktoren ci mit i � x� y� z sollen die Zahl der Schnitte
in den einzelnen Raumrichtungen angeben� In Abbildung ��� �b�� in dem das Gebiet
in z�Richtung zweimal geschnitten wurde� w�are dementsprechend cz � �� Bei diesem
Vorgehen werden hexaedrische Teilgebiete erzeugt� die zusammenh�angend sind� Die
Ber�uhrungs��ache zweier Teilgitter erstreckt sich �uber den gesamten Querschnitt der
Gitter� es gibt keinen Versatz�

Wie schon erw�ahnt� l�a	t sich das FE�Gitter vollst�andig durch die Gitterparame�
ter nx� ny und nz beschreiben� Der �Uberlapp L soll f�ur jeden Schnitt unabh�angig
von der Raumrichtung gelten� Die Bestimmung der Schnittebenen soll nun exem�
plarisch f�ur die x�Richtung aufgezeigt werden� F�ur die anderen beiden Richtungen
gilt das Entsprechende� In Abh�angigkeit von der Zahl der Schnitte �cx��� und dem
vorgegebenen �Uberlapp �L� soll Neff die e�ektive Knotenanzahl in der x�Richtung
angeben�

Neff � nx � �cx � �� � �L� �� �����

Diese Zahl� angegeben in Gleichung ���� gibt die Gesamtzahl der FE�Knoten
in der x�Richtung an# sie entspricht der Summe der FE�Knoten aller Teilgebiete
in der x�Richtung� Durch die Summenbildung wird ber�ucksichtigt� da	 die in den
�Uberlappgebieten liegenden FE�Knoten doppelt gewertet werden� Um die L�ange
der Teilgebiete in der x�Richtung angeben zu k�onnen� wird eine Integer�Division
und eine Restberechnung durchgef�uhrt �siehe Gleichung �����

G � Neff DIV cx

R � Neff MOD cx �����

Jedes Teilgebiet besitzt in x�RichtungG FE�Knoten� falls der RestR der Division
ungleich Null ist� werden die ersten R Gebiete jeweils um einen Knoten erweitert�
Bei diesem Vorgehen sind die L�angen der einzelnen Teilgebiete um maximal einen
Knoten unterschiedlich� Dreidimensional betrachtet bedeutet dies� da	 sich die Teil�
gebiete um h�ochstens eine Knotenebene pro Raumrichtung unterscheiden�

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

8 8 8 7

Abbildung ���� �D�Betrachtung der Zerlegung

Abbildung ��� zeigt ein eindimensionales Gitter� das aus nx � 

 FE�Knoten
besteht� Diese Knoten sollen bei einem vorgegebenem �Uberlapp von 
 Elementen
�L � 
� in � zusammenh�angende Teilgitter �cx � �� zerlegt werden� Die e�ektive
Knotenanzahl f�ur diese Kon�guration betr�agt Neff � 

�� �� � ��� Aus Gleichung
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��� folgt G � � und R � �� so da	 dieses Gitter in die Teilgitter mit den Gr�o	en
������� zerlegt wird� Um die Zerlegung durchzuf�uhren� werden zun�achst von links
die ersten acht Knoten abgez�ahlt� Der achte Knoten gibt die Ebene an� in der
ein Schnitt durchgef�uhrt werden mu	� Die Schnitte sind in der Abbildung durch die
Pfeile �uber der Knotennumerierung angedeutet� In Abh�angigkeit vom �Uberlapp wird
dann um L Elemente� entsprechend der Kreuze in Abbildung ���� zur�uckgegangen�
Von Knoten � an werden wieder acht Knoten abgez�ahlt� so da	 Knoten �� wieder eine
Schnittebene angibt� Dieser Vorgang wird bis zum Ende des Gebietes fortgesetzt�

F�ur die Verwaltung der Teilgebiete wird dieselbe Numerierung verwendet� die
bei der Bezeichnung der FE�Knoten beziehungsweise der FE�Elemente eingef�uhrt
wurde� Es ist hierbei jedoch der Unterschied zwischen der lokalen und der glo�
balen Numerierung zu beachten� Bei jedem Teilgebiet beginnt die lokale Knoten�
beziehungsweise Elementnumerierung mit dem Wert Eins� so da	 aus der lokalen
Numerierung ohne weitere Informationen nicht mehr auf die globale Numerierung
geschlossen werden kann�

	�� Die K�Funktion

F�ur die Faktorisierung der Prozessorzahl C gibt es eine endliche Zahl m�oglicher Kom�
binationen cx� cy und cz� Im folgenden soll der Ein�u	 der Wahl einer bestimmten
Kombination auf das Laufzeitverhalten des Programms TRACE genauer untersucht
werden� Dazu wird ein zweidimensionaler Ausschnitt eines Gitters betrachtet� in
dem jeweils ein Schnitt in jeder Richtung ausgef�uhrt wurde� Der �Uberlappbereich
entspricht zwei Elementen� In Abbildung ��� sind vier Teilgebiete "� bis "
 zu
erkennen� die in der Mitte einen gemeinsamen �Uberlappbereich besitzen� Dieser
Bereich ist im Vordergrund der Abbildung vergr�o	ert dargestellt� wobei die Kreise
jeweils den Knoten des Gitters entsprechen� In den Gitterpunkten ist die Zahl der
Zugeh�origkeiten dieser Punkte zu den einzelnen Teilgebieten eingetragen� Es las�
sen sich Gruppen von Gitterpunkten zusammenfassen� die entweder zu einem� zu
zwei oder zu vier Teilgebieten geh�oren� Dies wird in der Abbildung durch verschie�
dene Grauschattierungen angedeutet� Bei einem in drei Dimensionen geschnittenen
Gesamtgitter k�onnen bis zu acht Teilgebiete einen gemeinsamen �Uberlappbereich
besitzen� so da	 Gitterpunkte� die in diesem Bereich liegen� achtfach vorkommen
und berechnet werden m�ussen�

Ein Vergleich der verschiedenen Kombinationen f�ur die Faktorisierung der Pro�
zessorzahl ergibt� da	 die Zahl der Knoten� die in den gemeinsamen �Uberlappbe�
reichen liegen� stark variieren kann� Knoten� die in mehreren Teilgebieten liegen
und dementsprechend auf verschiedenen Prozessoren mehrfach vorhanden sind und
berechnet werden m�ussen� besitzen f�ur den Fortgang der Berechnung keine wei�
terf�uhrenden Informationen� da sie jeweils im Rahmen der numerischen Genauig�
keit zu denselben Berechnungsergebnissen f�uhren� Um eine Entscheidung �uber die
optimale Kombination in Zusammenhang mit dem Mehraufwand� der durch die

�uberlappende Zerlegung des Gitters hervorgerufen wird� tre�en zu k�onnen� wird
ein Kriterium de�niert� welches aus dem Quotienten der Zahl der tats�achlich zu
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Abbildung ���� H�au�gkeit des Auftretens von einzelnen FE�Knoten in einem �Uber�
lappungsbereich von vier Teilgebieten

berechnenden FE�Knoten und der urspr�unglichen Gesamtzahl der FE�Knoten be�
steht� Diese Funktion� im folgenden auch K�Funktion genannt� wird in Gleichung
��� angegeben�

K �
Zahl tats
achlich zu berechnender FE�Knoten

Gesamtzahl FE�Knoten
�����

Wenn das Gesamtgebiet nur mit einem Prozessor berechnet werden soll� also
keine Gebietszerlegung durchgef�uhrt wird� ist die Zahl der tats�achlich zu berech�
nenden FE�Knoten gleich der Gesamtzahl der FE�Knoten� In diesem Fall gibt die
K�Funktion den Wert � an� was bedeutet� da	 der Rechenaufwand gleich dem ur�
spr�unglichen Aufwand ist� Falls mehrere Prozessoren eingesetzt werden sollen� ist
der Wert der K�Funktion immer gr�o	er als �� da durch die Gebietszerlegung �Uber�
lappbereiche entstehen� die zu einem erh�ohten Rechenaufwand f�uhren� Eine theore�
tische Grenze f�ur den Maximalwert� den die K�Funktion bei einer dreidimensionalen
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Zerlegung annehmen kann� ist �� Dies ist jedoch nur ein theoretischer Wert� da dies
bedeuten w�urde� da	 alle FE�Knoten jeweils im gemeinsamen �Uberlappbereich von
acht Teilgebieten liegen m�u	ten�

Um die K�Funktion berechnen zu k�onnen� werden zun�achst drei neue Gr�o	en
eingef�uhrt� Diese sind die Zahl der e�ektiven �Uberlappknoten �Ueff �� die Zahl der
inneren Knoten �I� und die Gesamtzahl �G� der FE�Knoten� Gleichung ��� gibt die
K�Funktion� bestehend aus den neuen Gr�o	en� an�

K �
Ueff � I

G
�����

Die Zahl der e�ektiven �Uberlappknoten setzt sich aus der Zahl der Knoten zusam�
men� die in den �Uberlappbereichen liegen� jeweils multipliziert mit der Zahl der
Zugeh�origkeit der Knoten zu unterschiedlichen Teilgebieten� Die Zahl der inneren
Knoten gibt die Knoten an� die nicht in den �Uberlappbereichen liegen� Die Gesamt�
zahl der FE�Knoten entspricht der Zahl der Knoten des urspr�unglichen Gesamtge�
bietes� Um die Zahl der inneren Knoten berechnen zu k�onnen� wird die Gr�o	e Ueinf �
die Zahl der einfach gewerteten �Uberlappknoten� eingef�uhrt� Damit kann f�ur I der
Zusammenhang nach Gleichung ��� angegeben werden�

I � G� Ueinf �����

Zur Verdeutlichung sollen diese Gr�o	en f�ur den ein�� den zwei� und den dreidi�
mensionalen Fall berechnet werden�

�D�Betrachtung

Betrachtet werden soll Abbildung ���� In dieser Abbildung ist ein eindimensio�
nales Gebiet dargestellt� welches aus nx � �
 FE�Knoten besteht� Dieses Gebiet
wird in drei Teilgebiete der Gr�o	en ����� mit einem �Uberlapp von L � � Element�
entsprechend zwei FE�Knoten� zerlegt� Bei dieser Zerlegung werden zwei Schnitte
durch das Gebiet gelegt� so da	 c � cx � � gilt� �Uber den einzelnen FE�Knoten
ist jeweils die Zahl der Zugeh�origkeiten dieser Knoten zu verschiedenen Teilgebieten
angegeben�

5 5 4

1 2 2 2 21 1 1 1 1

Abbildung ���� �D�Gitterbetrachtung

F�ur diese einfache Anordnung ergeben sich f�ur die gesuchten Gr�o	en die folgenden
Werte� wie leicht durch Abz�ahlen nachvollzogen werden kann�

G � �
 Ueff � �
Ueinf � � I � �

Die Parameter lassen sich gem�a	 den Gleichungen ��� bis ���
 angeben�
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G � nx �����

Ueinf � �cx � �� � �L � �� ����
�

Ueff � 
 � �cx � �� � �L� ��

� 
 � Ueinf ������

I � G � Ueinf

� nx � �cx � �� � �L � �� ����
�

Hiermit ergibt sich f�ur die gesuchte K�Funktion eine Funktion� wie sie in Gleichung
���� aufgestellt ist�

K �
Ueff � I

G

� � �
�cx � �� � �L � ��

nx
������

Der kleinste Wert� den die K�Funktion annehmen kann� ist �� Dies entspricht� wie
bereits erw�ahnt� dem Rechenaufwand f�ur das Gebiet ohne �uberlappende Zerlegung
�cx � ���

�D�Betrachtung

L+1 ny

L+1L+1

nx

Abbildung ���� 
D�Gitterbetrachtung

In Abbildung ��� ist ein zweidimensionales Gitter dargestellt� welches in x�
Richtung aus nx � �� und in y�Richtung aus ny � � FE�Knoten besteht� Dieses
Gitter wird nun in x�Richtung zweimal �cx � �� und in y�Richtung einmal �cy � 
�
geschnitten� Der �Uberlapp wird mit L � 
 Elementen� entsprechend � FE�Knoten�
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gew�ahlt� Die f�ur die Berechnung der K�Funktion relevanten Gr�o	en k�onnen aus der
Abbildung entnommen werden�

G � �
� Ueff � ���
Ueinf � �� I � ��

Bei diesem einfachen Beispiel f�allt auf� da	 sich der Berechnungsaufwand� her�
vorgerufen durch die �uberlappende Zerlegung� mehr als verdoppelt hat� Es m�ussen
insgesamt Ueff � I � ������ FE�Knoten berechnet werden� Das Ausgangsproblem
bestand jedoch nur aus G � �
� FE�Knoten�

Ix

Iy

Abbildung ���� 
D�Gitterbetrachtung mit verschobenen �Uberlappungsbereichen

F�ur eine allgemeine Analyse der zweidimensionalen Gitterzerlegung soll Abbil�
dung ��� betrachtet werden� In dieser Abbildung sind die �Uberlappbereiche jeweils
in Richtung der R�ander des Gebietes verschoben worden� Die gitterspezi�schen Pa�
rameter nx und ny� die Gr�o	e der �Uberlappbereiche und die Zahl der Knoten� die in
den Schnittmengen der �Uberlappbereiche liegen� bleiben bei dieser Operation erhal�
ten� F�ur die Bestimmung der Zahl der Knoten� die nicht in den �Uberlappbereichen
liegen� ergibt sich jedoch nach der Verschiebung� da	 diese Knoten in einem recht�
eckigen� zusammenh�angenden Bereich liegen und deren Anzahl einfach berechnet
werden kann� Die Zahl der Knoten� die in dem Rechteck liegen� kann durch das
Produkt von Ix und Iy angegeben werden� wobei Ix und Iy entsprechend Abbildung
��� die Zahlen der Knoten angeben� die auf den R�andern des Rechtecks liegen�

I � Ix � Iy ������

In x�Richtung betrachtet ist Ix die Di�erenz der Gesamtknoten nx in x�Richtung
und der Knoten in den �Uberlappbereichen� Gleichung ���� gibt die Zahl der inneren
Knoten in x�Richtung an�

Ix � nx � �L � �� � �cx � �� ������

F�ur die y�Richtung kann derselbe Zusammenhang angegeben werden�

Iy � ny � �L� �� � �cy � �� ������
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Entsprechend Gleichung ���� kann nun die Zahl I der inneren Knoten angegeben
werden�

I � nx � ny

� �L� �� �
n
�cx � �� � ny � �cy � �� � nx

o

� �L � ��� � �cx � �� � �cy � �� ������

Die Gesamtzahl G der FE�Knoten des Gitters kann sofort berechnet werden�

G � nx � ny ������

Zur Bestimmung der Zahl Ueff der e�ektiven �Uberlappknoten m�ussen die Kno�
ten betrachtet werden� die in den �Uberlappbereichen liegen� Hierzu werden diese
Bereiche getrennt voneinander in der x� bzw� in der y�Richtung untersucht� In der
x�Richtung existieren cx � � �Uberlappbereiche mit jeweils �L � �� � ny FE�Knoten�
Jeder Knoten� der in einem �Uberlappbereich liegt� geh�ort zu genau zwei Teilgebie�
ten� so da	 die Zahl der e�ektiven �Uberlappknoten in Bezug auf �Uberlappbereiche
in der x�Richtung angegeben werden kann�


 � �cx � �� � �L � �� � ny

F�ur die y�Richtung kann genau dieselbe Betrachtung durchgef�uhrt werden� wobei
die Knoten in den �Uberlappbereichen ebenfalls genau zu zwei Teilgebieten geh�oren�


 � �cy � �� � �L� �� � nx

Bei einer gemeinsamen Betrachtung beider Richtungen geh�oren die Knoten� die in
der Schnittmenge der �Uberlappbereiche liegen� zu vier Teilgebieten� w�ahrend die
anderen Knoten der �Uberlappbereiche genau zu zwei Teilgebieten geh�oren� Da die
Zahl der Knoten der �Uberlappbereiche bei der nach Richtungen getrennten Be�
trachtung schon mit dem Faktor 
� das hei	t der Zahl der Zugeh�origkeit der Knoten
zu Teilgebieten� gewichtet wurde� ergibt sich f�ur die Gesamtzahl Ueff der e�ektiven
�Uberlappknoten eine einfache Addition der Teilergebnisse� Gleichung ���� gibt diese
Gr�o	e an�

Ueff � 
 � �L� �� �
n
�cx � �� � ny � �cy � �� � nx

o
������

Einsetzen der berechneten Parameter in die mit Gleichung ��� beschriebene K�
Funktion und Umformen dieses Ausdrucks f�uhrt zu Gleichung ��

�

K � � �
�L� �� �

n
�cx � �� � ny � �cy � �� � nx

o

nx � ny

�
�cx � �� � �cy � �� � �L � ���

nx � ny
���

�
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Da die Zahl C der Prozessoren fest vorgegeben wird und C � cx � cy gelten mu	�
kann cy � C�cx in die K�Funktion eingesetzt werden� Die K�Funktion besteht dann
aus den bekannten Gr�o	en nx� ny� L�C und der Zahl cx� die die optimale Aufteilung
des Gebietes bestimmt�

In Abbildung ��� ist die K�Funktion �uber der Zahl der Prozessoren� die in x�
Richtung eingesetzt werden sollen� aufgetragen� Den Berechnungen liegt das Beispiel
aus Abbildung ��� zugrunde� Die Zahl der insgesamt einzusetzenden Prozessoren
wird konstant auf C � � gehalten� so da	 f�ur die Faktorisierung von C nur die
Kombinationen � � �� 
 � �� � � 
 und � � � auftreten k�onnen�
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Abbildung ���� 
D�Beispiel� K�Funktion

Aus der Abbildung kann entnommen werden� da	 es bei diesem speziellen Bei�
spiel nicht m�oglich ist� eine Gebietszerlegung durchzuf�uhren� bei der sich die Ver�
gr�o	erung des Rechenaufwands� hervorgerufen durch die �uberlappenden Zerlegung�
in Bezug auf die Zahl der zu berechnenden FE�Knoten nicht mindestens verdoppelt�
Die Zerlegung mit � Prozessoren in x�Richtung und dementsprechend 
 Prozessoren
in y�Richtung liefert die in Hinsicht auf den Berechnungsaufwand optimale L�osung�


D�Betrachtung

Im folgenden soll ein Weg zur Bestimmung der Parameter G�Ueff und I f�ur
eine dreidimensionale Gebietszerlegung aufgezeigt werden� Hierzu wird ein Gebiet
entsprechend Abbildung ��� betrachtet�

Das Gebiet soll durch nx Knoten in der x�Richtung� ny Knoten in der y�Richtung
und nz Knoten in der z�Richtung de�niert sein� Unter der Annahme� da	 �
 Prozes�
soren �C � �
� zur Verf�ugung stehen� wird das Gesamtgebiet in �
 Teilgebiete mit
einem �Uberlapp von L � 
 Elementen zerlegt� Hierzu wird das Gebiet in x�Richtung
zweimal und in y�� bzw� z�Richtung jeweils einmal geschnitten� In diesem Beispiel
ergeben sich damit f�ur die ganzzahligen Faktoren der Prozessorzahl C die Werte
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Abbildung ���� �D�Gitterbetrachtung

cx � �� cy � 
 und cz � 
� In der Abbildung sind die gemeinsamen �Uberlappberei�
che der Teilgebiete als Scheiben der Dicke �L� �� FE�Knoten zu erkennen�

Die Gesamtzahl G der FE�Knoten kann sofort mit den Parametern nx� ny und
nz des Gesamtgitters angegeben werden�

G � nx � ny � nz ���
��

Um die Zahl I der inneren Knoten berechnen zu k�onnen� werden die �Uberlapp�
scheiben� entsprechend der zweidimensionalen Betrachtung� zu den R�andern des Ge�
bietes hin verschoben� Es entsteht ein quaderf�ormiger� zusammenh�angender Bereich
von Knoten� Die Zahl dieser Knoten kann mit Hilfe von Gleichung ��

 angegeben
werden� wobei die Zahlen Ix� Iy und Iz die Knoten angeben� die auf den Kanten des
Quaders liegen�

I � Ix � Iy � Iz ���

�

Die Berechnung der Parameter Ii mit i � x� y� z erfolgt entsprechend der zweidi�
mensionalen Gitterbetrachtung�

Ii � ni � �ci � �� � �L� �� i � x� y� z ���
��

Durch Einf�ugen der Parameter Ii in Gleichung ��

 kann die Zahl I der inneren
Knoten angegeben werden�
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I � �nx � �cx � �� � �L � ���

� �ny � �cy � �� � �L� ���

� �nz � �cz � �� � �L� ��� ���
��

Das Aufstellen der Formel f�ur die e�ektive �Uberlappknotenzahl wird ebenfalls
entsprechend der zweidimensionalen Betrachtung durchgef�uhrt� Zun�achst werden
die �Uberlappbereiche wieder getrennt nach Raumrichtungen betrachtet� In der x�
Richtung ergeben sich cx � � Scheiben der Dicke L � � mit einer Grund��ache von
ny �nz FE�Knoten� Jeder Knoten� der in einer solchen �Uberlappscheibe liegt� geh�ort
wieder zu genau zwei Teilgebieten� Die e�ektive �Uberlappknotenzahl f�ur Schnitte
in x�Richtung kann damit angegeben werden� 
 � �L � �� � �cx � �� � ny � nz� F�ur
die y�Richtung ergibt sich 
 � �L� �� � �cy � �� � nx � nz und f�ur die z�Richtung folgt

 � �L� �� � �cz � �� � nx � ny�

Aus der gleichzeitigen Betrachtung aller drei Raumrichtungen folgt� da	 die Kno�
ten� die in der Schnittmenge jeweils zweier �Uberlappscheiben liegen� zu genau vier
Teilgebieten geh�oren� Knoten� die in der Schnittmenge von drei �Uberlappbereichen
liegen� geh�oren zu acht ineinandergreifenden Teilgebieten� Knoten� die nicht inner�
halb der Schnittmengen von zwei oder mehr �Uberlappscheiben liegen� aber zu den
�Uberlappbereichen geh�oren� treten in genau zwei Teilgebieten auf� Um die Gr�o	e
der e�ektiven �Uberlappknotenzahl angeben zu k�onnen� werden wieder die Teiler�
gebnisse der nach Richtungen getrennten Betrachtung summiert� F�ur den Fall� da	
zwei Bereiche eine gemeinsame Schnittmenge besitzen� ist die e�ektive Knotenzahl
analog zum zweidimensionalen Fall direkt durch die Addition gegeben� Falls drei Be�
reiche eine gemeinsame Schnittmenge besitzen� werden die Knoten bei der Addition
nur sechsfach gewichtet� so da	 f�ur diesen Fall ein zus�atzlicher Term auftritt� Die
Schnittmenge von drei �Uberlappbereichen besteht aus genau �L � ��� FE�Knoten�
Insgesamt treten diese Bereiche �cx��� ��cy��� ��cz��� mal auf� Damit die Knoten
in diesen Bereichen achtfach gewichtet werden� mu	 der folgende Term zu der Zahl
der e�ektiven �Uberlappknoten addiert werden�


 � �L� ��� � �cx � �� � �cy � �� � �cz � ��

Damit ergibt sich f�ur Ueff der Zusammenhang nach Gleichung ��
��

Ueff � 
 � �L� �� �
n
�cx � �� � ny � nz

� �cy � �� � nx � nz

� �cz � �� � nx � ny

� �cx � �� � �cy � �� � �cz � �� � �L� ���
o

���
��

Auf die Herleitung der K�Funktion f�ur den dreidimensionalen Fall entsprechend
Gleichung ��� soll an dieser Stelle verzichtet werden� da das Einsetzen der Formel�
ausdr�ucke f�ur Ueff � G und I zu einer sehr un�ubersichtlichen Form f�uhrt� aus der
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keine weiteren Aussagen abgeleitet werden k�onnen� Da die Prozessorzahl C kon�
stant vorgegeben wird� kann aus der Faktorisierung entsprechend Gleichung ��� eine
Variable eliminiert werden� Die Beschreibung der Gebietszerlegung kann dann durch
die beiden unabh�angigen Gr�o	en cx und cy angegeben werden�

cz �
C

cx � cy
���
��

Wenn die zus�atzliche Annahme aus Gleichung ��
� in die K�Funktion eingesetzt
wird� besteht diese Funktion nur noch aus den bekannten Gr�o	en nx� ny� nz� L�C
und den zu optimierenden Parametern cx und cy�
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Abbildung ���
� �D�Beispiel� K�Funktion

In Abbildung ���
 ist ein Beispiel f�ur eine dreidimensionale Gebietszerlegung
dargestellt� Es soll ein Gebiet� bestehend aus nx � 


� ny � �

 und nz � �


FE�Knoten� auf C � �� Prozessoren aufgeteilt werden� F�ur diese Zerlegung soll
ein �Uberlapp von L � 
 Elementen vorgegeben werden� Auf der x� bzw� y�Achse
ist jeweils die Prozessorzahl aufgetragen� die in der jeweiligen Richtung eingesetzt
werden soll� Die z�Achse gibt den Wert der K�Funktion f�ur die entsprechende Pro�
zessorkombination an� Da die Werte f�ur cx� cy und cz nat�urliche Zahlen sein m�ussen
und die Multiplikation der drei Gr�o	en die Gesamtprozessorzahl C ergeben mu	�
sind nicht alle Kombinationen� die in der Abbildung dargestellt sind� w�ahlbar� Die
optimale Aufteilung wird erreicht� wenn in x�Richtung vier� in y�Richtung acht und
in z�Richtung zwei Prozessoren eingesetzt werden� Die K�Funktion ergibt den Wert
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�� �
 f�ur diese Kombination� was einem sehr geringen Mehraufwand f�ur die parallele
Berechnung entspricht�

Eine Erweiterung der in diesem Kapitel vorgestellten Partitionierungsstrategie
f�ur n�dimensionale Gitterstrukturen erscheint m�oglich� soll aber im Rahmen dieser
Arbeit nicht weiter betrachtet werden�

	�	 Beispiele f�ur Gitterzerlegungen

F�ur das Programm TRACE wird die Zahl der Prozessoren� die jeweils eingesetzt wer�
den sollen� beim Programmstart vorgegeben� F�ur diese Zahl soll dann eine in Hin�
sicht auf den Berechnungsaufwand optimale Aufteilung des Gesamtgebietes durch�
gef�uhrt werden� Hierzu werden zun�achst alle Kombinationen f�ur die Faktorisierung
der Prozessorzahl berechnet� und danach wird f�ur jede Kombination die K�Funktion
aufgestellt� Die optimale Kombination ist diejenige� bei der die K�Funktion ihren
kleinsten Wert annimmt� In diesem Kapitel werden einige Beispiele f�ur Gitterzerle�
gungen mit Schnitten in einer� zwei und drei Raumrichtungen vorgestellt� Es sollen
dabei jeweils die Werte der K�Funktion f�ur unterschiedliche Prozessorzahlen und die
entsprechende optimale Gebietszerlegung betrachtet werden�
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Abbildung ����� Beispiel �� K�Funktionen mit Schnitten nur in z�Richtung

Im ersten Beispiel wird ein kleines Gebiet mit �
�� FE�Knoten betrachtet� bei
dem die Gitterparameter die Gr�o	en nx � �� ny � � und nz � 
�� FE�Knoten
besitzen� Dieses Gebiet soll f�ur einen �Uberlapp von ein� zwei und drei Elementen
auf bis zu �

 Prozessoren aufgeteilt werden� In Abbildung ���� sind die Werte
der K�Funktion f�ur die verschiedenen Zerlegungen �uber der Zahl der Prozessoren
aufgetragen� Die jeweils optimale Zerlegung wird erreicht� indem das Gebiet nur
in z�Richtung geschnitten wird� Hieraus ergibt sich f�ur die Prozessorzahlen� da	
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cx � �� cy � � und cz � C gelten mu	� Diese Zerlegung ergibt sich sofort aus der
Betrachtung des Gebietes� da die Knotenzahlen in x� und in y�Richtung sehr viel
kleiner sind als die Knotenzahl in z�Richtung� Bei sehr gro	en Prozessorzahlen kann
es bei diesem kleinen Gebiet vorkommen� da	 die Zahl der inneren Knoten der einzel�
nen Teilgebiete� also die Zahl der Knoten� die nicht in den �Uberlappbereichen liegen�
Null wird� Im Extremfall k�onnten sich die �Uberlappgebiete� die jeweils von oben und
von unten in ein Teilgebiet hineinragen� in der Mitte des Teilgebietes �uberlappen�
Dieser Fall ist f�ur eine g�ultige Zerlegung entsprechend dem Schwarz�schen Verfahren
�siehe Abschnitt 
�
� nicht zul�assig und mu	 deshalb vom Programm TRACE bei
der Berechnung der Zerlegung erkannt und ausgeschlossen werden� Gleichung ��
�
gibt die Grenze f�ur eine sinnvolle Gebietszerlegung an�

ni � �ci � �� � �L� ��

ci
� 
 � �L� �� i � x� y� z ���
��

Die Zahl der FE�Knoten� die in einer Raumrichtung zu einem Teilgebiet geh�oren�
sollte mindestens so gro	 sein wie die Zahl der Knoten� die im �Uberlappbereich lie�
gen� F�ur den Fall� da	 zwei �Uberlappbereiche in der betrachteten Raumrichtung in
das Gebiet hineinragen� gew�ahrleistet diese Absch�atzung� da	 sich die �Uberlappbe�
reiche nicht �uberschneiden und da	 immer mindestens ein FE�Knoten ein innerer
Knoten des Gebietes ist� Bei der Zerlegung entsprechend Abbildung ���� ist im
weiteren zu erkennen� da	 bei einer wachsenden Prozessorzahl ein gleichm�a	ig stei�
gender Berechnungsaufwand� hervorgerufen durch die Gebietszerlegung� auftritt� Da
das Gebiet nur in z�Richtung geschnitten wird und dementsprechend die Faktorisie�
rung der Prozessorzahl immer nach der Regel � � � � C durchgef�uhrt wird� k�onnen
alle Prozessorzahlen f�ur die Programmausf�uhrung gew�ahlt werden� Die Zahl der
FE�Knoten in z�Richtung� die jeweils zu den Teilgebieten geh�oren� kann durch Ver�
wendung von Gleichung ��� angegeben werden�

Als zweites Beispiel soll ein Gebiet mit ��



 FE�Knoten betrachtet werden�
In Abbildung ���
 ist die K�Funktion f�ur unterschiedliche Prozessorzahlen f�ur dieses
Gebiet aufgetragen� Das Gebiet setzt sich aus nx � 


� ny � �
 und nz � �
 FE�
Knoten zusammen� Die Zerlegung soll jeweils f�ur einen �Uberlapp von 
 Elemen�
ten durchgef�uhrt werden� Bei diesem Gebiet kann der Ein�u	 der Vorgabe einer
bestimmten Prozessorzahl erkannt werden� Falls C sich aus dem Produkt von drei
Primzahlen zusammensetzt� kann die optimale Kombination nur durch Permutation
der Faktoren bestimmt werden� Bei dem in der Abbildung dargestellten Beispiel lie�
gen die Werte der K�Funktion f�ur diese Primzahlenkombinationen jeweils auf einer
Geraden� Diese Geraden sind mit C � � � �� C�
 � � � 
 usw� beschriftet� F�ur
einige Prozessorzahlen konnten keine sinnvollen Gebietszerlegungen gefunden wer�
den� da das Kriterium ��
� nicht erf�ullbar war� Diese Prozessorzahlen �z�B� ��� �
��
���� sind nicht in der Abbildung dargestellt� Eine untere Grenze f�ur den Rechen�
aufwand� der bei optimaler Gebietszerlegung mindestens durchgef�uhrt werden mu	�
wird durch eine konvexe� monoton steigende Funktion beschrieben�

In Tabelle ��� sind einige optimale Zerlegungen des Gebietes f�ur vorgegebene
Prozessorzahlen angegeben� Falls 
� Prozessoren eingesetzt werden sollen� ergibt
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Tabelle ���� Gebietszerlegungen zum Beispiel 


sich die optimale Gebietszerlegung f�ur die Kombination ������ Bei dieser Kombina�
tion betr�agt der Berechnungsaufwand nur 

 Prozent mehr als er bei sequentieller
L�osung betragen w�urde� Wenn �� Prozessoren eingesetzt werden sollen� ergibt sich
f�ur die optimale Zerlegung die Kombination ������� da die vorgegebene Zahl eine
Primzahl ist� Die K�Funktion besitzt den Wert ���� was einem hohen Mehrauf�
wand� hervorgerufen durch die �uberlappende Zerlegung entspricht� In diesem Fall
w�are der Einsatz von �
 Prozessoren e�zienter� da der zus�atzliche Aufwand f�ur die
Berechnungen nur �� Prozent betragen w�urde�

Aus den beiden in diesem Kapitel vorgestellten Beispielen l�a	t sich erkennen� da	
eine allgemeine Angabe einer sinnvollen Zahl von Prozessoren f�ur die Programm�
ausf�uhrung nicht m�oglich ist� Falls die Werte der Gitterparameter nx� ny und nz
nahe beieinander liegen� sollte die Prozessorzahl m�oglichst nicht aus drei Primzahlen
zusammengesetzt sein� w�ahrend bei weit auseinander liegenden Gitterparametern
auch Primzahlen f�ur C gew�ahlt werden k�onnen�



Kapitel �

Der Austausch von FE�Knoten

Mit der additiven Variante des Schwarz�schen Verfahrens �Abschnitt 
�
� ist eine
gleichzeitige parallele Berechnung von sich �uberlappenden Teilgebieten eines Finiten�
Elemente�Gitters m�oglich� Durch die Zerlegung des Gesamtgitters entstehen neue
R�ander� die mit geeignet gew�ahlten Dirichlet�Randwerten belegt werden m�ussen�
W�ahrend der Berechnungen m�ussen diese Randwerte durch entsprechende Werte
aus den angrenzenden Teilgebieten aktualisiert werden� In diesem Kapitel sollen
zun�achst die Nachbarschaftsbeziehungen der Teilgebiete betrachtet werden� Daran
schlie	t sich eine De�nition an� die die auszutauschenden Bereiche beschreibt� Zur
Verdeutlichung wird danach die Struktur dieser Bereiche f�ur bestimmte Nachbar�
schaftsbeziehungen aufgezeigt�

��� Nachbarschaftsbeziehungen

Wie in Kapitel � beschrieben� sollen die bei der Zerlegung des Gesamtgitters ent�
stehenden Teilgitter eine hexaedrische Gestalt besitzen� die durch die Zahl der FE�
Knoten in der x�� y� und z�Richtung angegeben werden kann� Die Schnitte sind
immer senkrecht zu einer Koordinatenachse durchzuf�uhren und sollen durch das
gesamte Gebiet gelegt werden� so da	 kein Versatz der Teilgebiete beiderseits der
Schnitt��ache auftreten kann� Da die Schnitte in allen drei Raumrichtungen gezogen
werden k�onnen und die bei einem Schnitt entstehenden Teilgebiete jeweils um die
Zahl der �Uberlappknoten ineinander geschoben werden� erh�oht sich die Komplexit�at
der Geometrie�

In diesem Abschnitt soll eine dreidimensionale Zerlegung des Gesamtgebietes
betrachtet werden� In Abbildung ��� ist diese Zerlegung dargestellt� In jeder Raum�
richtung wurden jeweils zwei Schnitte gezogen� so da	 sich insgesamt 
� Teilgebiete
ergeben� Jeder W�urfel in der Abbildung soll ein Teilgebiet charakterisieren� wobei
vereinfachend angenommen wurde� da	 alle Teilgebiete dieselbe Gestalt besitzen�
Bei einer dreidimensionalen Zerlegung kann ein Teilgebiet maximal 
� Nachbarn
besitzen� Jedes Teilgebiet entspricht jeweils einem dreidimensionalen Gitter aus
FE�Knoten� das jedoch nicht in der Abbildung dargestellt ist� Da die Abbildung
nur die Nachbarschaftsbeziehungen aufzeigen soll� wurden die �uberlappenden Teil�
gebiete auseinandergezogen� Alle Teilgebiete sind urspr�unglich jeweils in das Gebiet

��
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Abbildung ���� Interne Numerierung der direkten Nachbarprozessoren

des heller dargestellten W�urfels um die Zahl der �Uberlappknoten hineinverschoben�
Hieraus ergibt sich� da	 einzelne FE�Knoten des Gesamtgebietes in dieser Abbildung
mehrfach vorhanden sind�

Im folgenden soll jeweils der heller dargestellte W�urfel in der Mitte der Abbil�
dung betrachtet werden� da dieser W�urfel die maximal m�ogliche Zahl von 
� Nach�
barw�urfeln besitzt� Generell lassen sich drei Arten von Verschiebungen erkennen�
Unter einer �D�Verschiebung soll eine Verschiebung in nur einer Raumrichtung ver�
standen werden� Ein Beispiel hierf�ur ist das Teilgebiet mit der Nummer �� welches
um genau die Zahl der �Uberlappknoten in vertikaler Richtung in das Gebiet des
helleren W�urfels hineinverschoben werden mu	� Auch f�ur die Teilgebiete ��� ��� ���
�� und 

 mu	 jeweils eine �D�Verschiebung durchgef�uhrt werden� so da	 die �D�
Verschiebung insgesamt sechsmal auftreten kann� Bei einer �D�Verschiebung wird
ein Teilgebiet zun�achst um die Zahl der �Uberlappknoten in einer Raumrichtung und
danach um die Zahl der �Uberlappknoten in einer hierzu senkrechten zweiten Raum�
richtung in den helleren W�urfel verschoben� Als Beispiel soll der W�urfel mit der
Nummer � betrachtet werden� Zun�achst wird dieser W�urfel vertikal nach oben und
danach horizontal nach links in den helleren W�urfel verschoben� 
D�Verschiebungen
werden f�ur insgesamt �
 Teilgebiete �
��������
��
����������
��
��
�� durchgef�uhrt�
Bei einer 
D�Verschiebung wird ein Teilgebiet entsprechend in drei Raumrichtungen
jeweils um die Zahl der �Uberlappknoten verschoben� Ein Beispiel hierf�ur ist der
W�urfel mit der Nummer �� Dieser W�urfel wird zun�achst horizontal nach rechts�



���� PSEUDO�RANDKNOTEN ��

dann vertikal nach oben und anschlie	end senkrecht zur Papierebene nach hinten
um jeweils die Zahl der �Uberlappknoten in den helleren W�urfel hineinverschoben�
�D�Verschiebungen treten insgesamt achtmal auf �W�urfel �����������

�
��
���

Es ergibt sich� da	 nach den Verschiebungen der 
� Nachbarn des helleren
W�urfels einige der Nachbarn ebenfalls gemeinsame FE�Knoten besitzen� So wird bei�
spielsweise zwischen den W�urfeln mit den Nummern � und 
 eine �D�Verschiebung
stattgefunden haben� Dieser Fall ist analog zu der Verschiebung von W�urfel ��� so
da	 die Betrachtung des helleren W�urfels zur Darstellung aller Nachbarschaftsbe�
ziehungen ausreicht�

Da f�ur das Programm TRACE die Annahme gelten soll� da	 jeder Prozessor nur
genau ein Teilgebiet zur Berechnung zugewiesen bekommt� k�onnen die W�urfel in
Abbildung ��� auch zur Symbolisierung der Prozessoren verwendet werden� In der
Abbildung sind die Nachbarprozessoren jeweils mit einer Nummer versehen� die der
Numerierung der FE�Knoten in Abschnitt ��� folgt� Jeder der 
� Prozessoren mu	
w�ahrend der Berechnungen unter anderem einen Teil der Ober��ache des helleren
Prozessors mit neuen Randwerten belegen� Im n�achsten Abschnitt soll erl�autert
werden� welche FE�Knoten ausgetauscht werden m�ussen�

��� Pseudo�Randknoten

Unter einem Pseudo�Randknoten soll allgemein ein FE�Knoten verstanden werden�
der w�ahrend der Berechnungen von Nachbarn aktualisiert werden mu	� Da jeder
Prozessor ein Randwertproblem zu l�osen hat� werden nur die Knoten berechnet�
die nicht auf der Berandung des zu berechnenden Gebietes liegen� Da f�ur das
Schwarz�sche Verfahren eine Gebietszerlegung durchgef�uhrt wird� werden neue Ge�
bietsberandungen erzeugt� die nicht mit Randwerten vorbelegt sind� Diese Werte
werden vor dem Beginn der Berechnungen abgesch�atzt� so da	 wieder f�ur jedes Teil�
gebiet ein Randwertproblem angegeben werden kann� Da diese gesch�atzten Rand�
werte im Regelfall nicht der exakten L�osung entsprechen� aber auch nicht von dem
Prozessor berechnet werden k�onnen� auf dessen Gebietsberandung diese Knoten lie�
gen� werden diese Werte von anderen Prozessoren w�ahrend der Berechnungen aktua�
lisiert� Voraussetzung f�ur einen Austausch ist jedoch� da	 der entsprechende Knoten
im Inneren des Gebietes des aktualisierenden Prozessors liegt�

Nach diesen �Uberlegungen l�a	t sich eine De�nition f�ur Pseudo�Randknoten angeben�

Pseudo�Randknoten sind die Knoten� die in der Schnittmenge der Kno�
ten der Gebietsberandung des empfangenden und der inneren Knoten des
sendenden Gebietes liegen�

Nach dieser De�nition k�onnen die Knoten� die ausgetauscht werden m�ussen� f�ur die
drei Arten von Verschiebungen angegeben werden� Bei einer �D�Verschiebung liegen
die Pseudo�Randknoten alle in einer Ebene� bei einer 
D�Verschiebung entsprechend
in zwei Ebenen und bei einer �D�Verschiebung in drei Ebenen� Falls die Teilgebiete
keine echten Randknoten� also Knoten� die bei dem Gesamtgebiet schon auf einem
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echten Rand gelegen haben� besitzen� kann der Austausch gem�a	 der De�nition
durchgef�uhrt werden�

Ein Problem ergibt sich jedoch� wenn ein Teilgebiet echte Randknoten besitzt�
Als Beispiel hierf�ur soll der Prozessor �� in Abbildung ��� betrachtet werden� Das
Gebiet dieses Prozessors besitzt auf der rechten Seite keine weiteren Nachbarn� so
da	 alle Knoten� die auf der rechten Seite des W�urfels liegen� echte Randknoten
sind� Das Gebiet des Prozessors �
 wird mit einer �D�Verschiebung in das Ge�
biet des Prozessors �� hineingeschoben� Entsprechend der De�nition mu	 Prozessor
�
 w�ahrend der Berechnungen alle Knoten von �� aktualisieren� die auf der vor�
deren Seite des W�urfels liegen� Ausgenommen von der Aktualisierung sind jedoch
die Knoten� die auf den vier vorderen Kanten des W�urfels �� liegen� da sie sich
nicht im Inneren von W�urfel �
 be�nden� Falls auf dem echten Rand Dirichlet�
Randwerte vorgeben wurden� sind diese Werte f�ur die in beiden Teilgebieten dop�
pelt auftretenden Knoten gleich gro	 und m�ussen nicht ausgetauscht werden� Da
bei Dirichlet�Randwerten Zahlenwerte f�ur die entsprechenden Knoten vorgegeben
werden� sind diese Randwerte nicht von den Berechnungen abh�angig� Falls jedoch
Flu	randbedingungen �Neumann�sche oder Cauchy�sche Randbedingungen� vorge�
geben wurden� �andern sich diese Werte in Abh�angigkeit der Berechnungen� da jeweils
Gradienten der L�osung gebildet werden m�ussen� Da die Randwerte der einzelnen
Teilgebiete nur durch Austausch mit den benachbarten Teilgebieten aktualisiert wer�
den k�onnen� werden nach der angegebenen De�nition f�ur die echten Randwerte nie
neue Werte zur Berechnung der Flu	randbedingungen erlangt� Im speziellen f�ur ein�
dimensionale Simulationsrechnungen mu	 deshalb die oben angegebene De�nition
erweitert werden�

Erweiterung der De�nition f�ur Pseudo�Randknoten�

Wenn eine oder mehrere Ebenen des empfangenden Gebietes� auf de�
nen Pseudo�Randknoten liegen� durch echte Randknoten begrenzt wer�
den� m
ussen diese Randknoten� obwohl sie auf dem Rand des sendenden
Gebietes liegen� ebenfalls ausgetauscht werden�

Mit Hilfe der in diesem Abschnitt angegebenen De�nitionen k�onnen alle Knoten
bestimmt werden� die w�ahrend der Berechnungen zwischen benachbarten Gebie�
ten ausgetauscht werden m�ussen� Da maximal acht Teilgebiete einen gemeinsa�
men �Uberlappungsbereich besitzen k�onnen� ist es m�oglich� da	 bestimmte Pseudo�
Randknoten des empfangenden Gebietes von mehreren sendenden Gebieten gleich�
zeitig aktualisiert werden m�ussen� Da verschiedene Berechnungsergebnisse in den
einzelnen Teilgebieten auftreten k�onnen� obwohl es sich um denselben FE�Knoten
in Bezug auf das Gesamtgitter handelt� werden die empfangenen Werte gemittelt�
Dabei k�onnen Pseudo�Randknoten� die auf einem echten Rand des Gesamtgebietes
liegen� beim empfangenden Gebiet von maximal zwei Nachbargebieten aktualisiert
werden� Pseudo�Randknoten� die keine echten Randknoten sind� k�onnen beim emp�
fangenden Gebiet von maximal vier Nachbargebieten aktualisiert werden� Im weite�
ren sollte beachtet werden� da	 die Zahl der Pseudo�Randknoten und die H�au�gkeit
der Mehrfachaktualisierungen von der Gr�o	e des �Uberlapps abh�angen�
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��� Struktur der auszutauschenden Bereiche

In diesem Abschnitt sollen exemplarisch die Strukturen der auszutauschenden Be�
reiche f�ur die drei Arten der Verschiebung dargestellt werden� Es wird wieder Abbil�
dung ��� betrachtet� wobei der hellere W�urfel in der Mitte jeweils die schra�erten
Teilbereiche seiner Ober��ache von dem entsprechenden Nachbarn empfangen soll�

	���� �D
Verschiebung

a)

b)

c)
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Abbildung ��
� �D�Verschiebung� auszutauschende Pseudo�Randknoten

In Abbildung ��
 ist das Teilgebiet des Prozessors 

 durch eine �D�Verschiebung
senkrecht nach unten um die Zahl der �Uberlappknoten �� Knoten bzw� � Elemente�
in das Gebiet des helleren Prozessors verschoben worden� Falls die beiden betrachte�
ten Teilgebiete keine gemeinsamen echten Randknoten besitzen� wird entsprechend
Teilbild a� eine Ebene mit den hell gezeichneten Pseudo�Randknoten ausgetauscht�
Im Teilbild b� sind die Pseudo�Randknoten f�ur den Fall dargestellt� da	 auf der
rechten Seite keine weiteren Nachbarn vorhanden sind� F�ur das Teilbild c� wurde
davon ausgegangen� da	 sowohl auf der rechten als auch auf der vorderen Seite keine
Nachbarn existieren� Man kann erkennen� da	 bei einer �D�Verschiebung die Gr�o	e
des �Uberlapps keinen Ein�u	 auf die Zahl der Pseudo�Randknoten hat�

	���� �D
Verschiebung

Abbildung ��� zeigt eine 
D�Verschiebung� Das Gebiet des Prozessors 
� wird
zun�achst um die Zahl der �Uberlappknoten �in der Abbildung sind dies � Knoten
bzw� 
 Elemente� vertikal nach unten und danach um die Zahl der �Uberlappkno�
ten horizontal nach rechts in das Gebiet des helleren Prozessors verschoben� Die
Pseudo�Randknoten liegen auf zwei Ebenen� wobei im Teilbild a� wieder davon aus�
gegangen wurde� da	 keine echten Randknoten vorhanden sind� Teilbild b� stellt
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a)

b)
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Abbildung ���� 
D�Verschiebung� auszutauschende Pseudo�Randknoten

die auszutauschenden Knoten f�ur den Fall dar� da	 auf der vorderen Seite keine
Nachbarn vorhanden sind�

Im Fall einer 
D�Verschiebung ist die Zahl der Pseudo�Randknoten von der Gr�o	e
des �Uberlapps abh�angig� Bei einem �Uberlapp von nur einem Element wird von den
zwei Ebenen� auf denen die Pseudo�Randknoten in Abbildung ��� liegen� nur die
beiden Ebenen gemeinsame Kante ausgetauscht� Mit steigendem �Uberlapp nimmt
auch die Zahl der Pseudo�Randknoten zu� wie aus der Abbildung ersichtlich ist�

	���� �D
Verschiebung
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Abbildung ���� �D�Verschiebung� auszutauschende Pseudo�Randknoten
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Als Beispiel f�ur eine �D�Verschiebung �Abbildung ���� soll das Gebiet des Prozessors

� betrachtet werden� Dieses Gebiet wird bei einem �Uberlapp von � Knoten bzw� �
Elementen zun�achst nach unten� dann nach links und anschlie	end nach vorn in das
Gebiet des helleren Prozessors verschoben� Die Pseudo�Randknoten liegen auf ins�
gesamt � Ebenen� Da bei der Gebietszerlegung davon ausgegangen wurde� da	 die
Schnitte immer durch das gesamte Gebiet gelegt werden� kann kein Versatz zwischen
den Teilgebieten auftreten� Hieraus ergibt sich� da	 bei einer �D�Verschiebung nie�
mals echte Randknoten auf den auszutauschenden Ebenen auftreten k�onnen� Aus�
getauscht werden wieder die hell dargestellten Knoten�

Die Zahl der Pseudo�Randknoten bei einer �D�Verschiebung ist wie bei der 
D�
Verschiebung eine Funktion des �Uberlapps� Bei einem �Uberlapp von einem Element
wird nur der Knoten ausgetauscht� der auf allen drei Ebenen liegt �Eckknoten hinten
rechts�� Mit wachsendem �Uberlapp nimmt die Zahl der auszutauschenden Knoten
ebenfalls zu�
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Kapitel �

Die Parallelisierung von TRACE

In diesem Kapitel sollen die �Anderungen der sequentiellen Programmversion von
TRACE f�ur den Einsatz auf einem massiv�parallelen Rechnersystem vorgestellt wer�
den� Um die Portabilit�at des Programms zu garantieren� sollen alle �Anderungen
innerhalb des Sprachumfangs von FORTRAN �� durchgef�uhrt werden� Das Ausnut�
zen von Befehlen� die spezielle FORTRAN�Compiler zur Verf�ugung stellen� ist nicht
vorgesehen� Zun�achst werden allgemeine Programm�anderungen betrachtet� die zu
einer Vereinfachung und besseren �Ubersichtlichkeit des Programm�Codes f�uhren sol�
len� Daran anschlie	end werden die Implementierung des Schwarz�schen Verfahrens
in den Programm�Code und die n�otigen �Anderungen vorgestellt� Die Notwendigkeit
einer Anpassung der Struktur der WATDAT�Datei soll ebenso betrachtet werden�

��� Vorbereitende Programm�anderungen

Da das Programm TRACE �uber einen l�angeren Zeitraum von verschiedenen Perso�
nen entwickelt und erweitert wurde� war eine �Uberarbeitung des Programm�Codes
notwendig� So wurden unter anderem eine Neuordnung der Datenstrukturen� das
Einf�ugen einer INCLUDE�Datei und die Einrichtung einer zus�atzlichen Eingabeda�
tei erforderlich� Durch diese �Anderungen wird eine Anpassung von TRACE zur
Berechnung unterschiedlicher Simulationsgebiete vereinfacht� Den Programmablauf
steuernde Parameter� wie beispielsweise Abbruchkriterien� k�onnen nun ohne erneute
�Ubersetzung des Programms ge�andert werden�

����� Datenstrukturen

In den bisherigen Versionen des Programms TRACE wurde f�ur die meisten Variablen
die implizite Variablendeklaration verwendet� wie sie FORTRAN �� vorsieht� Ein
eigener Deklarationsteil f�ur diese Variablen ent�el� Um den Code �ubersichtlicher zu
gestalten� wurde die IMPLICIT NONE Compiler�Direktive in das Hauptprogramm
und alle Unterprogramme aufgenommen und die ben�otigten Variablen explizit� also
durch Angabe des Variablennamens und des zugeh�origen Datentyps� de�niert� Diese
Direktive z�ahlt nicht zum FORTRAN �� Standard� Sie wird inzwischen jedoch von

��
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den meisten Compilern unterst�utzt und bietet sich f�ur eine �ubersichtliche Variablen�
deklaration bei in der Entwicklung be�ndlichen Programmen an�

Durch die Kopplung der beiden Programme von Yeh �siehe Abschnitt ���� hat
sich eine Vielzahl von Variablen mit doppelter Bedeutung ergeben� Um diese vonein�
ander unterscheiden zu k�onnen� haben alle Variablen� die den Sto�transport kenn�
zeichnen� den Buchstaben c als Erweiterung ihres Namens erhalten� Hiermit war
eine klare Unterscheidung dieser Variablen im Hauptprogramm m�oglich�

Alle f�ur die Berechnungen wichtigen Variablen waren im Programm TRACE in
COMMON�Bl�ocken gespeichert� so da	 jede Routine bei Bedarf auf diese Varia�
blen zugreifen konnte� Bei den beiden alten Programmteilen waren oft Routinen
vorhanden� die gleiche Namen besa	en und auf Variablen mit gleichen Namen zu�
gri�en� Diese Routinen hatten jedoch unterschiedliche Funktionalit�at� so da	 beide
Versionen verwendet werden mu	ten� Um bei der Zusammensetzung der beiden
Programmteile diese voneinander unterscheiden zu k�onnen� wurde wieder der Buch�
stabe c als Erweiterung f�ur den Namen der Routinen verwendet� die den Sto��
transport betre�en� Da die Kopplung der Variablen zwischen dem Hauptprogramm
und den Routinen �uber die COMMON�Bl�ocke durchgef�uhrt wurde� war eine An�
passung der Variablennamen innerhalb der Routinen nicht n�otig� Es ergab sich
hierdurch eine inkonsistente Variablenstruktur� die die Analyse der einzelnen Pro�
grammteile zur Weiterentwicklung oder Fehlersuche erschwerte� Die Struktur der
COMMON�Bl�ocke war zum Teil un�ubersichtlich gegliedert� da je nach Bedarf ein�
zelne COMMON�Bl�ocke erweitert oder neu angelegt wurden�

Damit zwischen dem Hauptprogramm und den aufgerufenen Routinen eine klare
Schnittstelle de�niert werden konnte� �uber die alle Daten zwischen den einzelnen
Programmteilen ausgetauscht werden m�ussen� wurden alle COMMON�Bl�ocke durch
eine Erweiterung der Parameterlisten der Routinen ersetzt� Durch dieses Vorge�
hen l�a	t sich erreichen� da	 das Programm TRACE von mehreren Personen wei�
terentwickelt werden kann� ohne das Anpassungen in nicht von der Weiterentwick�
lung betro�enen Routinen durchgef�uhrt werden m�ussen� Au	erdem ist durch die
Schnittstelle zwischen dem aufgerufenen und dem aufrufenden Programm�Modul
sofort ersichtlich� welche Variablen von der aufgerufenen Routine ben�otigt und ge�
gebenenfalls ver�andert werden� Ein Nachteil der Parameterlisten ist sicherlich in der
zum Teil gro	en Zahl der Parameter zu sehen� die �ubergeben werden m�ussen�

Vom Hauptprogramm aus gesehen werden maximal vier Routinen nacheinander
aufgerufen# von den tiefer liegenden Routinen werden meist nur wenige Parameter
zur Berechnung ben�otigt� Hieraus ergibt sich eine �ache Struktur des Programms
TRACE� bei der die meisten Variablen� die als Parameter �ubergeben werden� nur von
der zuerst aufgerufenen Routine ben�otigt werden� Zudem wird auf viele Variablen
w�ahrend der gesamten Programmlaufzeit nur lesend zugegri�en� Damit die L�ange
der Parameterlisten deutlich verk�urzt werden kann� sollten diese Variablen in einem
zweiten Schritt wieder in COMMON�Bl�ocken zusammengefa	t werden�
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����� Die INCLUDE
Datei

Die Dimensionierung der einzelnen Felder war bei der bisherigen Version des Pro�
gramms TRACE nur schwer an die zu simulierende Gebietsgr�o	e anzupassen� H�au�g
mu	ten an verschiedenen Stellen im Programm�Code �Anderungen von Zahlenwer�
ten� die die Gr�o	e der Felder angaben� vorgenommen werden�

Um den Vorgang der Anpassung des Programms f�ur unterschiedliche Simulati�
onsgebiete zu vereinfachen� sind alle Variablen� die zur Dimensionierung der Felder
ben�otigt werden� in einer INCLUDE�Datei zusammengefa	t worden� Diese Dimen�
sionierungsdatei wird in jede Routine� die mindestens einen Wert aus der Datei
ben�otigt� mit Hilfe der INCLUDE�Anweisung eingebunden� Diese Anweisung geh�ort
nicht zum FORTRAN �� Standard� Die Vorteile bei der Verwendung dieses Befehls
gleichen jedoch den Nachteil des Verlassens des Standards aus�

Im Anhang B ist eine INCLUDE�Datei angegeben� wie sie vom Programm TRACE
verwendet wird�

Interessant erscheint die M�oglichkeit� die Struktur des Programms TRACE durch
den Einsatz weiterer INCLUDE�Dateien zu verbessern� So k�onnte beispielsweise eine
Aufteilung der INCLUDE�Datei in zwei voneinander unabh�angige Dateien dazu ge�
nutzt werden� die Trennung der beiden Programmteile zur Berechnung des Was�
ser�usses beziehungsweise des Sto�transportes wiederherzustellen� Die einzelnen
Dateien m�u	ten dann nur noch in die Routinen eingebunden werden� die ihrem Pro�
grammteil entsprechen� Hierbei w�urden bei �Anderungen einer der beiden Dateien
nicht mehr alle Routinen neu �ubersetzt werden m�ussen�

����� Die CONTROL
Datei

Um einen direkten Ein�u	 auf die numerischen Verfahren nehmen zu k�onnen� die im
Programm TRACE implementiert sind� existieren mehrere Variablen� die als Steu�
erparameter verwendet werden� Beispiele hierf�ur sind die Residuen f�ur die einzelnen
Schleifen� Obergrenzen f�ur die maximale Zahl an Schleifendurchl�aufen oder auch
die Zahl der maximal zu berechnenden Zeitschritte� Diese Variablen konnten bisher
teilweise entweder im Programm�Code� verbunden mit einer erneuten Compilierung
des Programms� oder aber in der WATDAT�Datei ge�andert werden�

Durch die Zusammenfassung dieser Variablen in einer eigenen Datei� die zu Be�
ginn der Programmausf�uhrung eingelesen werden mu	� wurde ein Weg gefunden� der
eine leichte und bequeme �Anderung dieser Parameter gestattet� Die CONTROL�
Datei ist eine reine ASCII�Datei� die Kommentare und Zahlenwerte f�ur die Steuer�
parameter beinhaltet� Diese Datei wird beim Programmstart �uber einfache READ�
Befehle eingelesen� Falls das Programm TRACE auf einem Mehrprozessorrechner
eingesetzt wird� werden die Werte von einem Prozessor eingelesen und mit Message�
Passing�Befehlen den anderen Prozessoren zugeschickt�

Ein Beispiel f�ur eine CONTROL�Datei� wie sie vom Programm TRACE einge�
lesen wird� ist im Anhang C angegeben�
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����� Einschr�ankungen der Struktur des FE
Gitters

Im Gegensatz zur sequentiellen Version des Programms TRACE sind bei der paral�
lelen Version einige Einschr�ankungen bez�uglich der Struktur des FE�Gitters vorge�
nommen worden�

Im einzelnen waren die folgenden Einschr�ankungen n�otig� Ein FE�Element soll
immer mit genau acht FE�Knoten de�niert werden� und zwei benachbarte FE�Ele�
mente besitzen immer genau vier gemeinsame FE�Knoten� die auf einer Randseite
der Elemente liegen m�ussen� Die Zahl der FE�Elemente beziehungsweise FE�Knoten
in einer Raumrichtung soll immer gleich gro	 sein� In verschiedenen Richtungen kann
diese Zahl jedoch unterschiedlich sein� Die Numerierung der Knoten beziehungsweise
Elemente mu	 entsprechend Abbildung ��
 vorgenommen werden� Eine ausf�uhrliche
Beschreibung der Struktur des FE�Gitters ist in Abschnitt ��� angegeben�

Die Einschr�ankungen beruhen zum Teil darauf� da	 das Schwarz�sche Verfah�
ren f�ur nicht strukturierte Gitter nicht allgemein verwendet werden kann� Bei einer
dreidimensionalen Gebietszerlegung mit �Uberlapp sind mehrere F�alle vorstellbar� bei
denen eine eindeutige Zuordnung von Pseudoknoten� die w�ahrend der Rechnung von
Nachbargebieten aktualisiert werden m�ussen� nicht m�oglich ist� Zus�atzlich konnte
durch die Einschr�ankungen die Performance des Programms verbessert werden� Die
Ausf�uhrung rechenintensiver Routinen� die beispielsweise der Bestimmung von Ele�
menten auf der Ober��ache des Gesamtgebietes dienen� konnte deutlich beschleunigt
werden� Auf das Einlesen einer gro	en Zahl von Daten aus der WATDAT�Datei
zur Kopplung der Knotennummern mit den Elementnummern konnte verzichtet
werden� da die vorgegebene Numerierung eine Berechnung dieser Zusammenh�ange
erm�oglicht�

��� Implementierung

der Parallelisierungsstrategie

Entsprechend Abschnitt 
�
 ist das der Parallelisierung des Programms TRACE zu�
grunde liegende Gebietszerlegungsverfahren das Schwarz�sche Verfahren� Der Ein�
bau dieses Verfahrens in die sequentielle Programmstruktur und die notwendigen
Anpassungen beziehungsweise Erweiterungen sollen im folgenden betrachtet wer�
den�

����� �Anderung der sequentiellen Programmstruktur

Die Parallelisierung von TRACE konnte so durchgef�uhrt werden� da	 ein gro	er
Teil der sequentiellen Programmstruktur erhalten blieb� Im Hauptprogramm ist im
wesentlichen nur eine einzige Schleife zu der bisherigen Struktur hinzugef�ugt wor�
den� Innerhalb dieser Schleife f�uhrt eine neue Routine die Kommunikationsaufgaben
w�ahrend der L�osung des linearisierten Gleichungssystems aus� Um eine parallele
Ausf�uhrung von TRACE erreichen zu k�onnen� waren zus�atzlich auch �Anderungen
an mehreren Routinen erforderlich� die schon in der sequentiellen Programmversion
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verwendet wurden� Abbildung ��� zeigt die Struktur der parallelen Programmver�
sion von TRACE� Im folgenden sollen die notwendigen �Anderungen der Programm�
struktur im Vergleich zu der in Abschnitt ����� beschriebenen sequentiellen Struktur
betrachtet werden�
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Ausgabe der Ergebnisse

Abbildung ���� Struktur des Programms TRACE in der parallelen Version� Die
neuen bzw� die zu erg�anzenden Programmteile sind durch vertikale Balken auf der
rechten Seite hervorgehoben�

Damit das Programm parallel ausgef�uhrt werden kann� m�ussen zun�achst die Be�
stimmung der Gebietszerlegung und die Verteilung der Daten durchgef�uhrt werden�
Hierzu �ubernimmt der Prozessor mit der Prozessornummer Null die Kontrolle des
Programms und f�uhrt die notwendigen Berechnungen zur Bestimmung der Teilge�
biete und der den Gebieten zugeh�origen Daten durch� Nachdem dieser Prozessor
eine geeignete Gebietszerlegung gefunden hat� liest er zeilenweise Daten aus der



�
 KAPITEL 
� DIE PARALLELISIERUNG VON TRACE

WATDAT�Datei ein und schickt diese zu den Prozessoren� denen die entsprechen�
den Teilgebiete zugeordnet wurden� In Abbildung ��� sind diese Aufgaben in dem
oberen Kasten �Daten einlesen� Verteilen der Daten� zusammengefa	t� Die Realisie�
rung wird innerhalb der Routine DATAIN durchgef�uhrt �siehe Abschnitt ��
���� Die
Daten aus den anderen Eingabedateien sind f�ur alle Prozessoren gleich� es braucht
keine Berechnung zur Verteilung durchgef�uhrt werden� Prozessor Null liest diese
Dateien ebenfalls ein und verschickt sie an alle anderen Prozessoren�

Wenn alle Daten verteilt sind� besitzt jeder Prozessor sein eigenes Teilgebiet� auf
dem er alle folgenden Berechnungen lokal durchf�uhren kann� Hieraus ergibt sich�
da	 das Programm TRACE nach der Datenverteilung auf jedem Prozessor wie in
der sequentiellen Programmversion ausgef�uhrt werden kann�

Da durch die Gebietszerlegung neue R�ander entstanden sind� mu	te die Routine
zur Berechnung der Randbedingungen angepa	t werden� F�ur jeden neuen Rand� der
kein Rand des gesamten Gebietes ist� werden Dirichlet�Randwerte angenommen� die
in der Routine BC �vergleiche Abschnitt ��
��� gesetzt werden�

ImVergleich zur sequentiellen Programmstruktur �siehe hierzu Abbildung ��
� ist
bei der parallelen Version innerhalb der schon vorhandenen Schleifen �Zeitschleife�
Randwertschleife und nichtlineare Schleife� die Schwarz�Schleife neu hinzugekom�
men� Durch diese Schleife wird die Kopplung der einzelnen Prozessoren bei der
L�osung des linearen Gleichungssystem m�oglich� Nachdem jeder Prozessor sein lo�
kales linearisiertes Gleichungssystem gel�ost hat� werden die Randwerte der benach�
barten Prozessoren mit den berechneten L�osungen aktualisiert� Falls die Di�erenz
des aktuellen L�osungsvektors und des L�osungsvektors aus dem vorhergehenden Ite�
rationsschritt kleiner ist als ein vorgegebener Grenzwert� wird die Schwarz�Schleife
verlassen� Falls der Grenzwert �uberschritten wird� wird das Gleichungssystem mit
den aktualisierten Randwerten erneut von jedem Prozessor lokal gel�ost� Der Aus�
tausch der Randwerte wird mit der Routine NODECOMM durchgef�uhrt� Eine Be�
schreibung dieser Routine erfolgt in Abschnitt ��
���

Nachdem alle Zeitschritte berechnet wurden� m�ussen die Ergebnisse der einzelnen
Prozessoren zusammengefa	t und geeignet gespeichert werden� Hierzu sollte wieder�
wie beim Einlesen der Daten� ein Prozessor die Kontrolle �uber das Programm �uber�
nehmen und sich die Daten der einzelnen Prozessoren sukzessive zuschicken lassen�
Da sich die Teilgebiete �uberlappen� m�ussen die mehrfach auftretenden Werte ge�
mittelt werden� Die Ausgabe der Ergebnisse soll in der vorliegenden Arbeit jedoch
nicht weiter betrachtet werden�

����� Die Routinen aus HWUTIL

Damit das Programm TRACE ohne gro	e �Anderungen auf massiv�parallelen Rech�
nern verschiedener Hersteller ausgef�uhrt werden kann� werden alle Befehle� die her�
stellerspezi�sch und deswegen nicht standardisiert sind� nachgebildet �vergleiche Ab�
schnitt ����� So wird beispielsweise zum Senden einer Nachricht der Befehl SEND
benutzt� der seinerseits die herstellerspezi�sche Senderoutine� f�ur die Intel Paragon
ist dies die Routine CSEND� aufruft� Alle derartigen Befehle sind in der Datei
HWUTIL�F zusammengefa	t� so da	 bei einem Systemwechsel nur diese Datei an�




��� IMPLEMENTIERUNG DER PARALLELISIERUNGSSTRATEGIE ��

gepa	t werden mu	�

In Tabelle ��� sind die vom Programm TRACE ben�otigten Befehle aufgef�uhrt�
die von HWUTIL zur Verf�ugung gestellt werden�

Routine Intel Paragon Erkl�arung
ASYNCSEND ISEND Asynchrones Senden
ASYNCTEST IPROBE Empfangsbu�er abfragen
GETETIME DCLOCK Zeitroutine
GIVEUP FLICK Programmkontrolle abgeben
GLOBALISUM GISUM Globale INTEGER�Summe
MYCPU MYNODE Bestimmung Prozessornummer
MYPID MYPTYPE Bestimmung Prozesstyp
NUMCPUS NUMNODES Gesamtzahl Prozessoren
RECEIVE CRECV Synchrones Empfangen
SEND CSEND Synchrones Senden
SYNCCPUS GSYNC Synchronisation aller Prozessoren
WAITTILSEND MSGWAIT Asynchrones Senden abwarten

Tabelle ���� Nachbildung herstellerspezi�scher Befehle �Intel Paragon�

Eine ausf�uhrliche Beschreibung der Funktionalit�at und der erforderlichen Para�
meter der einzelnen Routinen f�ur die Intel Paragon ist in �ISC��� angegeben�

����� Das Hauptprogramm

Im Hauptprogramm wurden an mehreren Stellen Fallunterscheidungen f�ur den Ein�
satz eines oder mehrerer Prozessoren eingef�uhrt� Im wesentlichen entspricht das
Hauptprogramm aber noch immer der sequentiellen Version�

Die Umsetzung des Schwarz�schen Verfahrens soll durch den auf der folgenden
Seite gezeigten Ausschnitt aus dem Programm TRACE dargestellt werden�

Falls nur ein Prozessor eingesetzt wird �IANZNO � ��� kann das linearisierte
Gleichungssystem direkt mit dem Verfahren der konjugierten Gradienten �CGALG�
gel�ost werden�

Wenn mehrere Prozessoren verwendet werden� wird von jedem Prozessor die
Schwarz�Schleife ausgef�uhrt� Damit eine Kopplung der Prozessoren untereinander
hergestellt werden kann� wird innerhalb der Schwarz�Schleife nach der Berechnung
der Matrixgleichung die Routine NODECOMM aufgerufen� Diese Routine �uber�
nimmt alle Kommunikationsaufgaben zum Austausch der Pseudo�Randknoten� Mit
der Variablen PARADIFMAX gibt die Routine NODECOMM die maximale Abwei�
chung des L�osungsvektors von dem L�osungsvektor aus dem vorhergehenden Itera�
tionsschritt zur�uck� Falls die L�osung aller Prozessoren der vorgegebenen Schranke
EPSPARA gen�ugt� wird die Schwarz�Schleife verlassen� Wenn mindestens ein Pro�
zessor das Kriterium nicht erf�ullt� wird f�ur alle Prozessoren ein weiterer Iterati�
onsschritt ausgef�uhrt� Da sich durch den Austausch der Pseudo�Randknoten die
Berechnungen ver�andern k�onnen� ist es in diesem Fall erforderlich� da	 alle Pro�
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zessoren das Gleichungssystem erneut l�osen� auch wenn sie das Abbruchkriterium
schon erf�ullt haben�

IF �IANZNO �EQ� �� THEN

C Keine parallele Ausfuehrung ��� keine Gebietszerlegung

PARADIFMAX � 	�	D	

IPLOOP � �

CALL CGALG�NNP
 CMATRX
 GNOJCN
 DIAG
 RLD
 RI
 LSGVEC


� RL
 RESEPS
 TOLREL
 seqMAXIT
 VORKON


� ANZIT
 IDIAG
 IPLOOP
 ANZELZ
 SQRTDIAG�

ELSE

C parallele Ausfuehrung ��� Schwarz�Schleife

DO ���� iploop � �
 maxploop

CALL CGALG�NNP
 CMATRX
 GNOJCN
 DIAG
 RLD
 RI
 LSGVEC


� RL
 RESEPS
 TOLREL
 MAXIT
 VORKON


� ANZIT
 IDIAG
 IPLOOP
 ANZELZ
 SQRTDIAG�

C Schwarzsche Kommunikation

CALL NodeComm�RL
 RLALT
 RI
 RLD
 NNP


� IPLOOP
 PARADIFMAX


� NeiBuf
 xNodes
 yNodes
 zNodes


� NPUCount
 Overlap
 ncDOP�

IF �IPLOOP �GT� �� THEN

IF �PARADIFMAX� LE� EPSPARA� THEN

IKONV � �

ELSE

IKONV � 	

ENDIF

ENDIF

IKONVOLD � IKONV

CALL GlobalISUM�IKONV
 IWORK�

IF �IKONV �EQ� IANZNO� THEN

C Sprung aus der Kommunikationsschleife

GO TO ��
	

END IF

ikonv � ikonvold

C Schleifenende Kommunikationsschleife

���� CONTINUE

C Sprungadresse

��
	 CONTINUE

C Ende der parallelen Schwarz�Schleife

END IF

����� Die Routine DATAIN

Die Routine DATAIN ist f�ur das Einlesen und Verteilen der wichtigsten Eingabe�
dateien verantwortlich� In der sequentiellen Version konnte die Datei WATDAT
�Abschnitt ������ zeilenweise eingelesen und die Daten direkt in die daf�ur vorgese�
henen Felder gespeichert werden�

Auch in der parallelen Version wird die WATDAT�Datei von einem Prozessor
eingelesen� In Abh�angigkeit von der Zahl der eingesetzten Prozessoren� der Dimen�
sionierung des Simulationsgebietes und der Gr�o	e des �Uberlapps entscheidet dieser
Prozessor �uber die durchzuf�uhrende Gebietszerlegung �Kapitel ��� Wenn eine ge�
eignete Zerlegung gefunden wurde� interpretiert der einlesende Prozessor die Daten
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und verschickt sie entweder sofort an die entsprechenden Prozessoren oder beh�alt
sie in seinen eigenen� daf�ur vorgesehenen Feldern� Da der Arbeitsspeicher des le�
senden Prozessors nicht ausreicht� alle Daten� oder wenigstens einen Datensatz�
vollst�andig einzulesen� m�ussen die Daten direkt den einzelnen Teilgebieten zugeord�
net werden k�onnen� Im allgemeinen kann innerhalb eines Datensatzes eine willk�ur�
liche Reihenfolge in Bezug auf die Numerierung der FE�Knoten vorliegen� so da	
f�ur jeden Wert eine direkte Zuordnung zu einem oder mehreren Gebieten m�oglich
sein mu	� Die Kopplung von bestimmten Eigenschaften an einen FE�Knoten� bei�
spielsweise die Nummer des vorgegebenen Pro�ls f�ur einen Dirichlet�Randknoten�
wird durch die Position von Zahlenwerten innerhalb verschiedener Datenbl�ocke an�
gegeben� Da nicht alle eingelesenen Daten gespeichert werden k�onnen� mu	te die
Struktur einzelner Datens�atze innerhalb der WATDAT�Datei ge�andert werden� da�
mit diese Abh�angigkeiten aufgel�ost werden konnten� Im Anhang D ist eine ge�anderte
Datei angegeben�

Nachdem die WATDAT�Datei und die Eingabedatei f�ur die Bodeneigenschaften
eingelesen und verteilt worden sind� werden von allen Prozessoren lokal mehrere Be�
rechnungen f�ur verschiedene Felder durchgef�uhrt� Als Beispiel soll die Umrechnung
der globalen FE�Knotennummern in die lokale Numerierung erw�ahnt werden�

����	 Die Routine BC

Die Routine BC wird f�ur das Setzen der Randwerte des Simulationsgebietes ver�
wendet� Um die durch die Gebietszerlegung entstandenen Teilgebiete berechnen zu
k�onnen� m�ussen die Randwerte dieser Gebiete mit Werten belegt sein� Da diese
R�ander auch im Inneren des Gesamtgebietes liegen k�onnen� werden dort die vorge�
gebenen Anfangswerte als Dirichlet�sche Randwerte gesetzt� Die Werte auf einem
echten Rand werden entsprechend der sequentiellen Version ebenfalls von dieser
Routine berechnet�

����� Die Routine NODECOMM

Innerhalb der Schwarz�Schleife �ubernimmt die Routine NODECOMM den Aus�
tausch der Pseudo�Randknoten� Die Realisierung der Kommunikation soll mit Hilfe
eines Programmausschnittes dargestellt werden� wobei zu beachten ist� da	 diese
Routine von jedem Prozessor ausgef�uhrt wird�

Nachdem ermittelt wurde� mit wievielen Prozessoren Pseudo�Randknoten aus�
getauscht werden m�ussen �NeiCount�� wird in die dargestellte REPEAT�UNTIL�
Schleife verzweigt� Die Strategie zur Kommunikation basiert darauf� da	� falls noch
kein Nachbarprozessor Botschaften gesendet hat� eigene Botschaften verschickt wer�
den k�onnen� Falls jedoch mindestens eine Botschaft eingegangen ist� wird die zu�
erst empfangene Botschaft ausgewertet� bevor eigene Botschaften versendet werden
d�urfen� Der Empfang von Botschaften wird synchron durchgef�uhrt� w�ahrend das
Senden asynchron� in Verbindung mit einem Wartebefehl� statt�ndet�

Mit den Z�ahlern CtrSend und CtrRecv wird die Zahl der empfangenen bezie�
hungsweise gesendeten Botschaften verwaltet� Die REPEAT�UNTIL�Schleife wird
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solange ausgef�uhrt� bis mit allen Nachbarn Botschaften ausgetauscht wurden�
Die Routinen GetNodeBuf und PutNodeBuf haben die Aufgabe� das Heraussu�

chen und Speichern der Pseudo�Randknoten durchzuf�uhren� Welche FE�Knoten des
lokalen Gitters betro�en sind� ist in Abschnitt ��� beschrieben�

C ����������������������������������������������������������������������

C REPEAT � UNTIL � Schleife

C ����������������������������������������������������������������������

��	 CONTINUE

IF �CtrRecv �LT� NeiCount� THEN

IF �ASyncTest���� �EQ� �� THEN

C Botschaft empfangen

CALL RECEIVE�MAXCoBNP � lDOUBLE
 NodeBuf���
 ���

C empfangene Knoten in RLD eintragen

CALL PutNodeBuf�RLD
 NodeBuf
 NPUCount


� xNodes
 yNodes
 zNodes
 Overlap


� NeiBuf�

C Empfangszaehler erhoehen

CtrRecv � CtrRecv � �

ELSE

IF �CtrSend �EQ� NeiCount� THEN

C Kontrolle fuer �	ms abgeben

CALL GiveUp��

END IF

END IF

END IF

IF �CtrSend �LT� NeiCount� THEN

C Botschaft senden

C Nachbarn ermitteln
 der Botschaft empfangen soll

��	 CONTINUE

IF �NeiBuf�PosNeiBuf� �LT� 	� THEN

PosNeiBuf � PosNeiBuf � �

GOTO ��	

END IF

C auszutauschende Knoten aus RL bestimmen

CALL GetNodeBuf�PosNeiBuf
 RL
 NodeBuf


� xNodes
 yNodes
 zNodes
 Overlap


� NeiBuf�

C Botschaft senden

IDSend � ASyncSEND�NeiBuf�PosNeiBuf�
 ME
 IANZNO


� MAXCoBNP � lDOUBLE
 NodeBuf���


� ME
 PID�

C Warten
 bis Botschaft CPU verlassen hat �Buffer wieder frei�

CALL WaitTilSend�IDSend�

C naechsten Nachbarn ermitteln

PosNeiBuf � PosNeiBuf � �

C Sendezaehler erhoehen

CtrSend � CtrSend � �

END IF

IF ��CtrSend �LT� NeiCount� �OR� �CtrRecv �LT� NeiCount�� THEN

C Schleife muss erneut ausgefuehrt werden

GOTO ��	

END IF

C ����������������������������������������������������������������������

C Ende REPEAT � UNTIL � Schleife

C ����������������������������������������������������������������������



Kapitel 	

Ergebnisse
auf der Intel Paragon XP
S

In diesem Kapitel werden zwei Simulationen f�ur unterschiedliche Gittergr�o	en vor�
gestellt� die mit dem Programm TRACE auf einer Intel Paragon XP�S �
 durch�
gef�uhrt wurden� Die erste Simulation �SIM�� wurde f�ur unterschiedliche diskrete
Gitter bestehend aus �
��� 
���� und 
��


 FE�Knoten berechnet� Bei diesen
Berechnungen konnte eine gro	e Zahl von Prozessoren eingesetzt werden� da die
Gebietsgr�o	en eine dreidimensionale Gebietszerlegung zulie	� Bei der zweiten Si�
mulation �SIM
� ist das Modell aus �GER���� �VNL��� verwendet worden� Hierbei
wurde ein Gitter eingesetzt� welches aus �
�� FE�Knoten bestand� Die Berechnun�
gen f�ur das zweite Modell gestatteten einen Vergleich der neuen parallelen Version
von TRACE mit der in �GER��� eingesetzten Programmversion�

Die Komplexit�at der Berechnungen ist f�ur das Modell SIM
 erheblich gr�o	er
als f�ur SIM�� Zun�achst sind deshalb mehrere Rechnungen f�ur SIM� durchgef�uhrt
worden� da bei diesem Modell eine einfachere Interpretation der Berechnungsergeb�
nisse m�oglich war� Bei beiden Simulationen wurden jeweils nur wenige Zeitschritte
berechnet� Diese Zahl kann sich bei realistischeren Simulationsl�aufen auf mehrere
hundert Zeitschritte erh�ohen�

Zun�achst werden die beiden Modelle betrachtet� die den Berechnungen zugrunde
lagen� Daran schlie	t sich eine Betrachtung der verschiedenen Programml�aufe an�
wobei vor allem die Skalierbarkeit des Programms untersucht werden soll� Die Be�
rechnungen sind jeweils f�ur unterschiedliche Prozessorzahlen und einen variierenden
�Uberlapp durchgef�uhrt worden� Die Erkenntnisse� die bei der Variation dieser Pa�
rameter gewonnen wurden� werden ebenfalls in diesem Kapitel vorgestellt�

��� Beschreibung der eingesetzten Modelle


���� Das Simulationsmodell SIM�

Bei der ersten Simulation �SIM�� wird der Wasser�u	 in einem dreidimensionalen
Bodenbereich berechnet� der in der ges�attigten Zone� also unterhalb des Grundwas�
serspiegels� liegt� Der Boden besitzt eine homogene Permeabilit�at� Innerhalb des

��
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Bereiches sind die Anfangswerte f�ur die Simulation so gew�ahlt� da	 kein Wasser�u	
auftritt� Durch entsprechende Vorgabe von Dirichlet�Randwerten f�ur das gesamte
Simulationsgebiet entsteht ein Wasser�u	 in das Gebiet hinein� Berechnet werden
�� Zeitschritte� was einer Simulationsdauer von �� Sekunden entspricht� Am Ende
der Simulation hat sich der Potentialunterschied� hervorgerufen durch die gew�ahlten
Randwerte� ausgeglichen� so da	 kein weiterer Wasser�u	 mehr auftritt�

Dieses Modell wird f�ur drei verschiedene� quaderf�ormige Gebiete berechnet� Der
Abstand zwischen zwei FE�Knoten betr�agt in jedem der Gebiete in jeder Raumrich�
tung jeweils � cm� Zun�achst wird ein Gebiet betrachtet� welches aus �x�x
�� ��
���
FE�Knoten besteht� Die Gr�o	e dieses Gebietes ist so gew�ahlt� da	 es noch mit einem
Prozessor berechnet werden kann� Bei Verwendung mehrerer Prozessoren k�onnen
jedoch nur eindimensionale Zerlegungen in der z�Richtung durchgef�uhrt werden�
Das zweite Gebiet setzt sich aus ��x��x�� �
����� FE�Knoten zusammen� so da	
eine dreidimensionale Gebietszerlegung bei entsprechender Prozessorzahl m�oglich
ist� F�ur das dritte Gebiet werden �
x�
x�
 �
��


� FE�Knoten ben�otigt� so da	
eine sinnvolle Auslastung einer gro	en Prozessorzahl erreicht werden kann�

Die r�aumliche Ausdehnung der drei betrachteten Gebiete ist verh�altnism�a	ig
klein� Die Zahl der FE�Knoten des dritten Gebietes entspricht jedoch den Anfor�
derungen einer realistischen Simulation� wobei hier h�au�g eine geringere Au��osung
des FE�Gitters verwendet wird�
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Beispielberechnungen SIM1
Aenderung des hydrostatischen Potentials in der Gebietsmitte

Mittleres Gebiet
Grosses Gebiet

Abbildung ���� Zeitliche Ver�anderung des hydrostatischen Potentials im Inneren des
Simulationsgebietes �Modell� SIM�� f�ur das mittlere und das gro	e Simulationsge�
biet

Den Verlauf der �Anderung des simulierten hydrostatischen Potentials % �uber der
Zeit zeigt Abbildung ���� Die Ergebnisse sind jeweils f�ur einen FE�Knoten darge�
stellt� der in der Mitte des mittelgro	en beziehungsweise des gro	en Simulationsge�
bietes liegt� Die �Anderung des Potentials wird auf den Anfangswert der Simulation
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bezogen� Die Zeitachse ist zur besseren �Ubersichtlichkeit logarithmisch geteilt� Da
die beiden betrachteten Gebiete eine unterschiedliche r�aumliche Ausdehnung besit�
zen� ist der Abstand der FE�Knoten� f�ur die der Verlauf des Potentials dargestellt
ist� von den jeweiligen Gebietsr�andern verschieden� Hieraus erkl�art sich der zeitli�
che Unterschied f�ur den Anstieg des hydrostatischen Potentials� da das zustr�omende
Wasser in dem gro	en Gebiet einen weiteren Weg zur�ucklegen mu	�

Bei den durchgef�uhrten Berechnungen stimmten die numerischen Ergebnisse in�
nerhalb der m�oglichen Genauigkeit mit den analytischen L�osungen �uberein� Insbe�
sondere waren die Resultate unabh�angig von der Zahl der eingesetzten Prozessoren
und der Gr�o	e des �Uberlappungsbereiches�


���� Das Simulationsmodell SIM�

F�ur die zweite Simulation �SIM
� wird ein dreidimensonaler Bodenbereich betrach�
tet� in dem eine homogene Permeabilit�at vorliegen soll� Innerhalb dieses Bereiches
liegen sowohl die unges�attigte als auch die ges�attigte Zone� Die obere Berandung
wird durch den �Ubergang Atmosph�are�Boden dargestellt�

Das Gebiet wird mit �x�x
�� ��
��� FE�Knoten diskretisiert� An den R�andern
werden bis auf den �Ubergang Atmosph�are�Boden Dirichlet�Randwerte angenommen�
Die Randwerte auf der oberen Berandung werden als variable Randbedingungen
gesetzt� In Abh�angigkeit der S�attigung des Bodens kann ihr Typ entweder eine
Neumann�sche oder eine Dirichlet�sche Bedingung sein� Ebenso wie bei SIM� betr�agt
der r�aumliche Abstand zwischen zwei FE�Knoten in jeder Raumrichtung jeweils
� cm�

Simuliert wird der Verlauf des Grundwassers in Abh�angigkeit von Niederschl�agen
und Verdunstung an der oberen Grenz��ache� Insgesamt werden �� Zeitschritte be�
rechnet# dies entspricht einer Simulationsdauer von � Stunden� Im Vergleich zu
SIM�� bei der durch die Vorgabe eines relativ gro	en Potentialunterschiedes zeitlich
sehr schnelle Ver�anderungen des hydrostatischen Potentials auftraten� wird bei SIM

ein l�angerer Zeitraum simuliert� da der Ein�u	 von Niederschl�agen und Verdunstung
in der unges�attigten Zone in einem kleinen Zeitintervall nur geringe Ver�anderungen
bewirkt�

��� Darstellung der Ergebnisse


���� Allgemeines

Auf der Intel Paragon wurde w�ahrend der Programml�aufe das BetriebssystemOSF��
Version ��
�� eingesetzt� Als Compiler wurde der FORTRAN �� Compiler if�� von
Intel �Version ���� �IFF��� mit den Optionen �nx� �O� und �Knoieee verwendet�

F�ur alle in diesem Abschnitt angegebenen Berechnungen wurde das Abbruchkri�
terium der nicht�linearen Schleife auf �
�� und die Abbruchkriterien f�ur das Verfah�
ren der konjugierten Gradienten beziehungsweise f�ur die Schwarz�Schleife auf �
��

gesetzt�
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Im Anhang E sind zu den in diesem Abschnitt dargestellten Abbildungen Tabel�
len angegeben� die die Ausf�uhrungszeiten des Programms TRACE und die gew�ahlten
Gebietszerlegungen wiedergeben�

Damit eine getrennte Betrachtung der Laufzeiten f�ur die Berechnungen und das
Einlesen und Verteilen� beziehungsweise die Ausgabe der Daten erfolgen kann� sind
jeweils die Zeiten f�ur die Ausf�uhrung des Gesamtprogramms und f�ur die Zeitschleife
gemessen worden�


���� Ergebnisse f�ur SIM�

SIM� f
ur ein Gebiet mit ���� FE�Knoten

Abbildung ��
 zeigt den Speedup des Gesamtprogramms und der Zeitschleife�
der bei der Berechnung des kleinen Beispiels f�ur SIM� mit �� 
� �� �� �� und �

Prozessoren erreicht wurde� Bei allen Programml�aufen wurden nur Zerlegungen in
der z�Richtung durchgef�uhrt� da die Geometrie des Simulationsgebietes nur eine
�D�Zerlegung zulie	�
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Abbildung ��
� Speedup des Gesamtprogramms und der Zeitschleife bei der Berech�
nung von SIM� mit �
�� FE�Knoten

Wie die Abbildung ��
 zeigt� steigt der Speedup f�ur die Zeitschleife bei allen
eingesetzten Prozessorzahlen an� Der Speedup f�ur das Gesamtprogramm liegt bei
Verwendung von �� 
� � und � Prozessoren sogar �uber dem Speedup der Zeitschleife
und zeigt hier superlineares Verhalten� Eine Untersuchung der Gr�unde hat ergeben�
da	 die Routine PAGEN� die au	erhalb der Zeitschleife aufgerufen wird� bei der Ver�
wendung von nur einem Prozessor eine circa f�unfzehnfach l�angere Ausf�uhrungszeit
besitzt als bei Verwendung von vier Prozessoren� Die Laufzeit der Routine PAGEN
ist in erster N�aherung proportional zum Quadrat der Anzahl der FE�Knoten� Ein
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Zeitgewinn in der Gr�o	enordnung �� ist daher zu erwarten� wenn� wie in diesem
Fall� auf nur einem Viertel der Daten operiert wird�

Bei gr�o	eren Prozessorzahlen steigt der Speedup langsamer an� was durch die
redundanten Berechnungen der FE�Knoten im �Uberlappungsbereich der Teilgebiete
und dem erh�ohten Kommunikationsaufwand w�ahrend der Berechnungen begr�undet
werden kann� Bei Verwendung von �
 Prozessoren macht sich die Verteilung der
Daten beim Programmstart st�arker bemerkbar� so da	 der Speedup f�ur das Ge�
samtprogramm zur�uckgeht�

SIM� f
ur ein Gebiet mit ����� FE�Knoten

Das mittlere Gebiet f�ur die Simulation SIM� konnte nicht mehr auf einem Pro�
zessor berechnet werden� da die Gr�o	e des Arbeitsspeichers dies nicht zul�a	t� Eine
Angabe f�ur den Speedup ist deshalb nicht m�oglich� Das Gebiet ist so dimensioniert�
da	 bei einer entsprechend gew�ahlten Prozessorzahl eine dreidimensionale Gebiets�
zerlegung durchgef�uhrt werden kann�

Die in den folgenden Abbildungen dargestellten Ergebnisse wurden bei der Aus�
f�uhrung des Programms TRACE mit �� �� ��� 
�� �
 und �� Prozessoren erhalten�
Bei allen Programml�aufen� ausgenommen der ��Prozessorlauf� wurde das Simula�
tionsgebiet dreidimensional zerlegt�
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Abbildung ���� Laufzeit des Gesamtprogramms und der Zeitschleife bei der Berech�
nung von SIM� mit 
���� FE�Knoten

Abbildung ��� zeigt� da	 die Laufzeit des Programms TRACE f�ur dieses Beispiel
bis zum Einsatz von 
� Prozessoren gut skaliert� Die Laufzeit der Zeitschleife ver�
ringert sich etwa um einen Faktor ���� wenn � mal soviele Prozessoren eingesetzt
werden� Ebenso wie bei der Berechnung des kleinen Gebietes f�ur SIM� kann auch
bei diesem Beispiel eine relative Verschlechterung des Verh�altnisses von Gesamt�
programm zu Zeitschleife bei gro	en Prozessorzahlen festgestellt werden� Auch hier
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Abbildung ���� Ein�u	 der Gr�o	e des �Uberlapps auf die Laufzeit des Gesamtpro�
gramms bei der Verwendung von �� Prozessoren
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31x31x31 FE-Knoten (SIM1)
64 CPUs, 15 Zeitschritte, variierender Ueberlapp

1 Element
2 Elemente
3 Elemente
4 Elemente
5 Elemente

Ueberlapp

Abbildung ���� Zahl der Durchl�aufe der Schwarz�Schleife in Abh�angigkeit des �Uber�
lapps und des Zeitschritts beim Einsatz von �� Prozessoren
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macht sich der gestiegene Aufwand f�ur die Zerlegung des Gebietes in eine gro	e Zahl
von Teilgebieten bemerkbar�

Abbildung ��� stellt die Gesamtlaufzeit des Programms f�ur die Berechnung mit
�� Prozessoren bei variierendem �Uberlapp dar� Das Simulationsgebiet wurde bei
diesen Berechnungen in jeder Raumrichtung jeweils dreimal geschnitten� Bei einem
�Uberlapp von � Elementen besitzt jeder Prozessor maximal ein Teilgebiet der Gr�o	e
��x��x�� FE�Knoten� Die Wahl eines �Uberlapps von mehr als � Elementen ist f�ur
diese Zerlegung nicht mehr m�oglich� Bei einem �Uberlapp von 
 Elementen wird ein
Minimum f�ur die Programmlaufzeit beobachtet�

In Abbildung ��� ist die Zahl der Durchl�aufe der Schwarz�Schleife f�ur die Pro�
gramml�aufe mit �� Prozessoren und variierendem �Uberlapp von einem bis zu f�unf
Elementen �uber der Nummer des Zeitschrittes aufgetragen� Hierbei kann erkannt
werden� da	 die Schwarz�Schleife bei gr�o	er werdendem �Uberlapp seltener ausgef�uhrt
werden mu	� obwohl die Gr�o	e der zu berechenden Teilgebiete zunimmt� Bezogen
auf die Gesamtlaufzeit des Programms ist jedoch entsprechend Abbildung ��� ein
�Uberlapp von 
 Elementen das Optimum�

Bei den f�ur das Modell SIM� durchgef�uhrten Berechnungen nahm die Zeit�
schrittl�ange in jedem Zeitschritt zu� Die sich verl�angernden Zeitschritte begr�unden
die Zunahme der Zahl der Durchl�aufe der Schwarz�Schleife in den ersten Zeitschrit�
ten� Da bei SIM� eine konstante L�osung nach einer bestimmten Zeitschrittzahl
erreicht wird� f�allt die Zahl der Durchl�aufe wieder ab� da die berechnete L�osung
im Rahmen der numerischen Genauigkeit schon gut approximiert wurde� In den
letzten beiden Zeitschritten kann keine Verbesserung der L�osung mehr erreicht wer�
den� weswegen die Schwarz�Schleife nur noch mit der im Programm vorgegebenen
Mindestzahl von 
 Aufrufen durchlaufen wird�

SIM� f
ur ein Gebiet mit ������ FE�Knoten

Um Aussagen �uber die Partitionierungsstrategie und das Laufzeitverhalten des
Programms TRACE f�ur Gebiete mit einer gro	en Zahl von FE�Knoten tre�en zu
k�onnen� ist das Modell SIM� ebenfalls f�ur ein Gebiet mit 
��


 FE�Knoten berech�
net worden� Die Zahl der FE�Knoten be�ndet sich hierbei in der Gr�o	enordnung
der bei realistischen Simulationen angestrebten Gitterau��osung�

Die Simulation SIM� ist f�ur das gro	e Gebiet mit �
� ��� ��� �
�� �
� und ���
Prozessoren berechnet worden� Abbildung ��� zeigt die gemessenen Laufzeiten f�ur
das Gesamtprogramm und f�ur die Zeitschleife� Die Berechnungen wurden f�ur ��
Zeitschritte und einen �Uberlapp von � Elementen durchgef�uhrt�

Bis zu einem Einsatz von �
� Prozessoren nimmt die Laufzeit der Zeitschleife bei
den Berechnungen f�ur dieses Beispiel ab� Eine Vergr�o	erung der Prozessorzahl um
einen Faktor ��� bedeutet eine Verringerung der Ausf�uhrungszeit f�ur die Zeitschleife
um den Faktor 
��� Der Einsatz einer gr�o	eren Zahl von Prozessoren f�uhrt hingegen
zu einer Verschlechterung der Laufzeit des Programms�

Die Gr�unde f�ur diese Verschlechterung liegen darin� da	 bei den vorgegebenen
Prozessorzahlen nur Gebietszerlegungen m�oglich sind� die eine gro	e Zahl von redun�
dant zu berechnenden �Uberlappknoten besitzen� Ein Vergleich mit der in Abschnitt
��� de�nierten K�Funktion zeigt� da	 bei Verwendung von ��� Prozessoren 
�� mal
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Abbildung ���� Laufzeit des Gesamtprogramms und der Zeitschleife bei der Berech�
nung von SIM� mit 
��


 FE�Knoten
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80x80x40 FE-Knoten (SIM1)
Ueberlapp 3 Elemente,  Berechnungsaufwand

Abbildung ���� Die K�Funktion f�ur �
x�
x�
 FE�Knoten und drei Elemente �Uber�
lapp bei der Zerlegung des Gebietes f�ur den Einsatz von �
� ��� ��� �
�� �
� und
��� Prozessoren
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80x80x40 FE-Knoten (SIM1)
Ueberlapp 3 Elemente, 15 Zeitschritte

32 CPUs
64 CPUs
96 CPUs
108 CPUs
128 CPUs
136 CPUs

Abbildung ���� Zahl der Durchl�aufe der Schwarz�Schleife in Abh�angigkeit der Zahl
der eingesetzten Prozessoren und des Zeitschritts

mehr FE�Knoten berechnet werden m�ussen� als im zu berechnenden Gesamtgebiet
vorhanden sind� In Abbildung ��� ist die K�Funktion f�ur dieses Gebiet bei einer
Zerlegung mit drei Elementen �Uberlapp f�ur die hier betrachteten Prozessorzahlen
dargestellt�

Ein Vergleich der Abbildungen ��� und ��� legt nahe� da	 die Vorgabe einer be�
stimmten Prozessorzahl zu einer Minimierung der Laufzeit des Programms f�uhren
kann� Bei Simulationen mit vielen Zeitschritten k�onnen mit Hilfe der K�Funktion ge�
eignete Prozessorvorgaben gefunden werden� die bei Probeberechnungen mit kleiner
Zeitschrittzahl auf ein Minimum der Ausf�uhrungszeit f�ur die Zeitschleife �uberpr�uft
werden k�onnen�

Auch bei diesem Beispiel kann eine relative Zunahme der Laufzeit des Gesamt�
programms gegen�uber der Laufzeit f�ur die Zeitschleife erkannt werden� Da bei der
Gebietszerlegung f�ur ��� Prozessoren viele FE�Knoten in den gemeinsamen �Uber�
lappbereichen liegen� m�ussen diese Knoten beim Programmstart von dem einlesen�
den Prozessor mehrfach verschickt werden� wodurch die Zunahme der Laufzeit f�ur
diese F�alle zum Teil erkl�art werden kann�

F�ur die Gesamtlaufzeit des Programms zeigt Abbildung ��� f�ur �� Prozessoren
ein Minimum� Da der Ein�u	 der Gebietszerlegung bei vielen Zeitschritten jedoch
relativ abnimmt und die Zeitschleife die weitere Laufzeit des Programms domimiert�
erscheint f�ur dieses Beispiel der Einsatz von �
� Prozessoren bei vielen Zeitschritten
am g�unstigsten zu sein�

In Abbildung ��� ist die Zahl der Durchl�aufe der Schwarz�Schleife �uber der Num�
mer des berechneten Zeitschritts f�ur unterschiedliche Prozessorzahlen aufgetragen�
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Erkannt werden kann� da	 die Schwarz�Schleife bei gr�o	eren Prozessorzahlen �ofter
ausgef�uhrt werden mu	� was jedoch nicht zwingend die Laufzeit des Programms
erh�oht�


���� Ergebnisse f�ur SIM�

Das Modell SIM
 wurde mit verschiedenen Prozessorzahlen zwischen � und �� be�
rechnet� In Abh�angigkeit von der Zahl der Teilgebiete und der Gr�o	e des �Uberlapps
konnten alle Zerlegungen jedoch nur f�ur Schnitte in der z�Richtung durchgef�uhrt
werden� da die Dimensionierung des Simulationsgebietes keine anderen Schnitte zu�
lie	�

In diesem Abschnitt werden jeweils die Ergebnisse des Prozessors betrachtet� der
das oberste Teilgebiet berechnet� Durch den Ein�u	 der variablen Randbedingungen
ergibt sich in diesem Teilgebiet der gr�o	te Berechnungsaufwand�

Ein Vergleich mit den Berechnungsergebnissen der alten Programml�aufe� die in
�GER��� angegeben sind� belegt die �Ubereinstimmung beider Programmversionen�
Im weiteren konnte bei dem Modell SIM
� entsprechend zu SIM�� kein Ein�u	 der
Zahl der Teilgebiete oder der Gr�o	e des �Uberlapps auf die Berechnungsergebnisse
festgestellt werden�
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Abbildung ���� Speedup des Gesamtprogramms und der Zeitschleife bei der Berech�
nung von SIM


Abbildung ��� zeigt den Speedup� der bei einem �Uberlapp von � Elementen und
einer Berechnungsdauer von �� Zeitschritten erzielt wurde� Ein Vergleich mit den
in �GER��� angegebenen Me	werten zeigt keine wesentlichen �Anderungen f�ur die
Ausf�uhrung des Programms TRACE auf ��� oder � Prozessoren� Bei � Prozessoren
ist eine leichte Verbesserung des Speedups zu erkennen� jedoch wurde auf der Intel
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Paragon bei den alten Testl�aufen eine andere Version des Betriebssystems eingesetzt�
die noch nicht den auf jedem Knoten vorhandenen Message�Prozessor unterst�utzte�
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6x6x256 FE-Knoten (SIM2)
Ueberlapp 3 Elemente, 14 Zeitschritte

Routine CG
Routine SPROP
Routine ASSEMBL

Abbildung ���
� Speedup f�ur rechenintensive Routinen �SIM
�� Der Speedup f�ur
die Routinen ASSEMBL und SPROP verl�auft weitgehend identisch� weswegen sich
die beiden Kurven �uberlagern

Da die automatische Gebietszerlegung es zul�a	t� das Programm auf einer beliebi�
gen Anzahl von Prozessoren auszuf�uhren� ist die in �GER��� beschriebene manuelle
Generierung der Eingabedateien nicht mehr n�otig� Die Ergebnisse f�ur den Speedup
der Zeitschleife zeigen entsprechend Abbildung ��� f�ur bis zu �� Prozessoren ein
lineares Verhalten� Erst f�ur gr�o	ere Prozessorzahlen verschlechtern sich die Werte�
was durch den gestiegenen Kommunikationsaufwand und die redundanten Berech�
nungen f�ur die FE�Knoten in den �Uberlappbereichen begr�undet werden kann� Ent�
sprechend den Ergebnissen von SIM� nimmt der Speedup f�ur das Gesamtprogramm
bei gr�o	eren Prozessorzahlen wieder relativ zur Zeitschleife ab� Die Ursache hierf�ur
ist wiederum der Ein�u	 der Datenverteilung beim Programmstart�

Um einen Vergleich verschiedener� rechenintensiver Routinen des Programms
TRACE bei unterschiedlicher Prozessorzahl durchf�uhren zu k�onnen� sind die Aus�
f�uhrungszeiten der Routinen jeweils ins Verh�altnis zur Ausf�uhrungszeit mit nur ei�
nem Prozessor gesetzt worden� Abbildung ���
 stellt den Speedup f�ur diese Routinen
dar�

Der Berechnungsaufwand der Routine ASSEMBL �Aufstellen der Elementma�
trix� und der Routine SPROP �Berechnung der Bodeneigenschaften� h�angt direkt
von der Zahl der FE�Knoten des Teilgebietes ab� Da die Teilgebiete bei gr�o	er
werdenden Prozessorzahlen kleiner werden� nimmt der Berechnungsaufwand f�ur
ASSEMBL und SPROP ab� weswegen Abbildung ���
 eine gute Skalierbarkeit zeigt�
Die Routine CG �L�osung der linearisierten Matrixgleichung mit dem Verfahren
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der konjugierten Gradienten� berechnet iterativ innerhalb der Schwarz�Schleife die
L�osungsvektoren� Bei kleiner werdenden Gebieten� entsprechend gr�o	eren Prozes�
sorzahlen� skaliert die Routine CG schlechter als ASSEMBL und SPROP� Sie weist
bei Verwendung von �� Prozessoren nur noch einen Speedup von ���� auf� Daher
begrenzt die Routine CG den Speedup f�ur die Zeitschleife� obwohl die Routinen
ASSEMBL und SPROP einen absolut gesehen h�oheren Zeitbedarf haben als die
Routine CG�
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6x6x256 FE-Knoten (SIM2)
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Zeitschleife
Routine ASSEMBL
Routine SPROP
Routine CG

Abbildung ����� Ein�u	 des �Uberlapps auf die Laufzeit der Berechnungen f�ur SIM


Eine f�ur dieses Beispiel durchgef�uhrte Untersuchung des Ein�usses eines variie�
renden �Uberlapps auf die Programmlaufzeit hat ergeben� da	 ein �Uberlapp von zwei
Elementen� entsprechend den Programml�aufen aus SIM�� zu den besten Ergebnissen
f�uhrt� In Abbildung ���� sind die Ergebnisse der Programml�aufe mit jeweils � Pro�
zessoren f�ur einen �Uberlapp zwischen einem und f�unfzehn Elementen angegeben� Die
Laufzeit der Zeitschleife besitzt f�ur einen �Uberlapp von 
 Elementen ein Minimum�
w�ahrend die Routine CG f�ur einen �Uberlapp von � bzw� � Elementen die k�urzes�
ten Laufzeiten besitzt� Da der Berechnungsaufwand der Routinen ASSEMBL und
SPROP von der Zahl der FE�Knoten abh�angt� steigt der Zeitbedarf bei wachsendem
�Uberlapp linear an� da die Gebietsgr�o	e entsprechend dem �Uberlapp zunimmt�



Kapitel �

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit ist eine dreidimensionale Partitionierungsstrategie f�ur das
Schwarz�sche Verfahren entwickelt und im Programm TRACE implementiert wor�
den� Die erarbeitete Strategie gestattet die Ausf�uhrung des Programms TRACE auf
einem massiv�parallelen Rechnersystem� wobei die Zahl der einzusetzenden Prozes�
soren frei gew�ahlt werden kann� ohne da	 vom Bediener eine Datenverteilung auf
die einzelnen Prozessoren vorgegeben werden mu	�

Die sequentielle Struktur des Programms konnte bei der Parallelisierung weitge�
hend erhalten bleiben� da das Schwarz�sche Verfahren nur eine schwache Kopplung
der Prozessoren vorsieht� F�ur die Umsetzung der Partitionierungsstrategie war es
erforderlich� da	 vom Programm TRACE eine automatische Verteilung der Daten
zu Beginn der Programmausf�uhrung in Abh�angigkeit von der gew�ahlten Gebiets�
zerlegung durchgef�uhrt wird� Damit die Kopplung der Prozessoren w�ahrend der
Berechnungen hergestellt werden kann� mu	te eine De�nition f�ur die von den Pro�
zessoren auszutauschenden Bereiche gefunden werden�

Programml�aufe mit bis zu ��� Prozessoren auf einer Intel Paragon XP�S �
 mit
Simulationsgebieten� die aus maximal 
��


 FE�Knoten bestanden� haben gezeigt�
da	 auch Berechnungen mit mehreren Millionen FE�Knoten m�oglich sind� Die Be�
rechnungen f�uhrten jeweils unabh�angig von der Zahl der eingesetzten Prozessoren
immer zu den gleichen numerischen L�osungen�

Die bei der parallelen Programmausf�uhrung erzielten Ergebnisse best�atigen die
E�zienz des Schwarz�schen Verfahrens� wobei jedoch die Performance des Pro�
gramms bei gro	en Prozessorzahlen durch die redundanten Berechnungen in den
�Uberlappungsbereichen der Teilgebiete und durch den Aufwand f�ur die Verteilung
der Daten w�ahrend des Programmstarts beschr�ankt wird� Mit Hilfe der in dieser Ar�
beit eingef�uhrten K�Funktion kann eine Absch�atzung des vergr�o	erten Berechnungs�
aufwands� hervorgerufen durch die Gebietszerlegung� durchgef�uhrt werden� Hiermit
wird das Au�nden einer geeigneten Prozessorzahl zur Programmausf�uhrung erleich�
tert�

Der Zeitbedarf f�ur die Verteilung des Gesamtgebietes auf die Prozessoren hatte
in den Simulationsrechnungen mit einer gro	en Prozessorzahl einen wesentlichen
Ein�u	 auf die Gesamtlaufzeit des Programms� Da sich die Programmlaufzeit bei
realistischen Simulationsrechnungen durch die gro	e Zahl von Zeitschritten jedoch

��
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deutlich verl�angert� nimmt der Anteil f�ur die Gebietszerlegung relativ ab� Eine
Optimierung der hierf�ur zust�andigen Routinen erscheint dennoch sinnvoll�

Mit der vorliegenden parallelen Programmversion von TRACE kann eine Un�
tersuchung des Ein�usses bestimmter Gebietszerlegungen� der Gr�o	e des �Uberlap�
pungsbereiches und der Wahl geeigneter Abbruchkriterien f�ur die einzelnen numeri�
schen Verfahren durchgef�uhrt werden� So hat sich gezeigt� da	 eine �Uberlappung der
Teilgebiete von zwei Elementen� anders als bei Rodrigue �ROD���� zu den schnellsten
Programmlaufzeiten bei den Berechnungen der Modelle SIM� und SIM
 gef�uhrt hat�
Die Beschleunigung der Konvergenzrate des Schwarz�schen Verfahrens� gerade bei
der Verwendung vieler Prozessoren� ist ein weiterer Aspekt� der zuk�unftig untersucht
werden sollte�

Da neben einer guten Performance des Programms bei paralleler Ausf�uhrung
auch die Gr�o	e des verf�ugbaren Arbeitsspeichers zur Berechnung einer m�oglichst
gro	en Zahl von FE�Knoten von Bedeutung f�ur realistische Simulationen ist� bietet
die Partitionierungsstrategie einen Weg� viele Prozessoren mit lokalem Arbeitsspei�
cher einzusetzen� Die Ausf�uhrung von TRACE auf zwei miteinander gekoppelten
massiv�parallelen Rechnersystemen erscheint in Hinsicht auf die Vergr�o	erung des
verf�ugbaren Arbeitsspeichers interessant� da zudem nur eine schwache Kopplung der
Prozessoren erforderlich ist�

Die Zusammenfassung und Ausgabe der Berechnungsergebnisse der einzelnen
Prozessoren ist in der parallelen Programmversion von TRACE noch nicht imple�
mentiert� Eine L�osung dieses Problems k�onnte aufbauend auf die in der vorliegenden
Arbeit realisierte Partitionierungsstrategie erarbeitet werden� Die Parallelisierung
des Programmteils zur Berechnung des Sto�transportes im Grundwasser ist eine
ebenfalls noch durchzuf�uhrende Aufgabe�
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Anhang A

WATDAT�Datei �sequentielle
Version


� SIMULATION OF ONE�D COLUMN INFILTRATION�EVAPORATION� L�CM
 T�DAY
 M�G �	� 	

C ������� DATA SET �� BASIC INTEGERS

���	 ��� � 	 � 
 � 	 	 �		 �	 � �		

C ������� DATA SET �� BASIC REAL PARAMETERS

	�	�D	 	��	D	 	��D	 ��	D�� ��	D�� ��	D	 ����
D��

������D� ���	D	 	��D	 	��D	 ��	D	

� TIME VARIABLES

� START OF CALCULATIONS � � � � � � � � � DAY � � � � ��� � ��N

MONTH � � � ��� � ��N

YEAR � � � � ��� ���	 ��N

� END OF CALCULATIONS � � � � � � � � � � DAY � � � � ��� �	 ��N

MONTH � � � ��� � ��N

YEAR � � � � ��� ���	 ��N

C ������� DATA SET �� PRINTER
 STORAGE CONTROL AND TIME STEP SIZE RESETTING

DIAGNOSTIC FLOW INFO Y���
N�	� � �

PRESSURE HEADS Y���
N�	� � 	

TOTAL HEADS Y���
N�	� � 	

WATER CONTENTS Y���
N�	� � 	

VELOCITIES Y���
N�	� � 	

��	D	� ��				D� ��	D��

C ������� DATA SET �� MATERIAL PROPERTIES

��	D	 	�	D	 ��	D	 	�	D	 	�	D	 	�	D	

C ������� DATA SET 
� SOIL PROPERTY PARAMETERS

C ������� DATA SET �� NODE COORDINATES

� �� �� 	 	 	 �		 	 	

� �� �� 	 	 �		 �		 	 	

� �� �� 	 	 �			 �		 	 	

�����

���� 	 	 ��			 �		 �
	 	 	 	

���� 	 	 ��			 �		 ��	 	 	 	

���� 	 	 ��			 �		 ��	 	 	 	

���	 	 	 ��			 �		 ��	 	 	 	

	 	 	 	 	 	 	 	 	

C ������� DATA SET �� SUBREGIONAL DATA

�

� � � ��� 	

	 	 	 	 	 END OF NNPLR�K�

� ��� � � �

	 	 	 	 	 END OF GNLR�I
��

� ��� � ��
 �

	 	 	 	 	 END OF GNLR�I
��

C ������� DATA SET �� ELEMENT INCIDENCES

� �� �� � �� 
	� ��
 � �� 
	� ��� ��

� �� �� � �� 
	� ��� � �� 
�	 ��� ��

� �� �� � �� 
�	 ��� � �
 
�� ��� ��

�����

��
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��� �	 �� �	
 ��� ��� �	� �	� ��� ��� �	� ��

��� �	 �� �	� ��� ��� �	� �	� ��	 ��� �	� ��

��
 
 � �
� ��� ���
 ��
� ��	 ��� ���� ��
� �

��� � � ��� ��� ���� ���
 ��� ��	 ���� ���� �

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	

C ������� DATA SET ��� INITIAL CONDITIONS

� �� �� ��		 	 	

� �� �� ��		 	 	

� �� �� ��		 	 	

�����

�		 �� �� ���	 	 	

�	� �� �� ��		 	 	

�	� �� �� ���	 	 	

�	� �� �� ��		 	 	

	 	 	 	 	 	

C ������� DATA SET ��� SOURCE�SINK AND B� C� CONTROL INTEGERS

	 	 	 	 	 	 	 	 �� � � 	

�� �	 � � 	 
� ��� � � 	 
 �� � � 	

	 	 	 	 	

C ������� DATA SET ��� VARIABLE BOUNDARY CONDITIONS

	�	D	 ��	D		 ��	D	 ��	D		 ��		�D	 	�	D	 ��	D�� 	�	D	

� �� � � 	

	 	 	 	 	 END OF IRTYP

� �� � �� �� 
�� 
	� �� �� �� ��

�� �	 � �	� ��	 ��� �	� �� �� �� ��

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 END OF ISV�J
I� J��
�

� �� � �� ��

�� �� � 
	� ��

�� �� � �	� ��

�� �� � �	� ��

	 	 	 	 	 END OF NPVB

� �� � 	�	D	 	�	D	 	�	

�� �� � 	�	 	�	 	�	

�� �� � 	�	 	�	 	�	

�� �� � 	�	 	�	 	�	

	 	 	 	�	 	�	 	�	 END OF HCON

� �� � ��	�	D� 	�	D	 	�	

�� �� � ��	�	d� 	�	 	�	

�� �� � ��	�	d� 	�	 	�	

�� �� � ��	�	d� 	�	 	�	

	 	 	 	�	 	�	 	�	 END OF HMIN

C ������� DATA SET ��� DIRICHLET BOUNDARY CONDITIONS

	�	D	 	�	D	 ��	D�� 		�	D	

	�	 �	�	d	 ��	d�� �	�	d	

	�	 �		�	d	 ��	d�� �		�	d	

	�	 ��	�	d	 ��	d�� ��	�	d	

	�	 �
	�	d	 ��	d�� �
	�	d	

	�	 �		�	d	 ��	d�� �		�	d	

	�	 �		�	d	 ��	d�� �		�	d	

��� ��� ��� ��
 ��� ��� ��� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���	

� 
 � � �

� 
 � � �

	 	 	 	 	 END OF IDTYP

c ������� DATA SET �
� CAUCHY BOUNDARY CONDITIONS

	�	d	 	�	 ��	d�� 	�	

� 
� � � 	

	 	 	 	 	 END OF ICTYP

� �� � � �� 
	� ��
 �� �� �� ��

�� � � ��� �
� �
	 ��� � � � �

�� �� � ��� �	� �	� ��� �� �� �� ��

�� 	 	 ��� ��� ���� ���
 	 	 	 	

�� �	 � � ��
 ��� � � � � �


� � � ��� ���� ���� ��	 � � � �

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 END OF ISC�J
I� J��
�

� �� �� �� �� 
� �� ��

�� �	� ��� ��� ��� ��� �
� ���

��� ��� ��� �	� ��� ��� ��� ���

�
� ��� ��� �	� ��� ��� ��� ���
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�
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�
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	� 
�	 
�� 
�� 
�
 

� 
�	


�� �	� ��
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	 �
�

��
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 ��� ��	 ���

�
� ��
 ��� �		 ��� ��� ��
 ���

�
	 ��� ��� ��
 �		� �	�	 �	�� �	��

�	�
 �	
� �	�	 �	�� ��	� ���
 ���� ���	

���� ��
� ���
 ���� ��� ���� ���


���� ���� ���� � � � � 
 � � �

�	 �� ��
 ��� ��� ��� 
		 
	� 
	� 
	�


	� 
	� 
	


C ������� DATA SET ��� NEUMANN BOUNDARY CONDITIONS

	�	D	 ����	D		 ��	D�� ����	D	

� � � � 	

	 	 	 	 	 END OF INTYP

� 	 	 ��� �
� ��� ��� 	 	 	 	

� � � �
� ��� �
� ��� � � � �

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 END OF ISN�J
I� J��
�

��� �
� ��� ��� ��� ��	 �
� ��� ��� ��


��� ��� �	� ���

	 	 	 	 	 END OF NPNB



�

 ANHANG A� WATDAT�DATEI �SEQUENTIELLE VERSION�



Anhang B

Die INCLUDE�Datei

C Anfang INCLUDE � Datei

C XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

C ���
���	�����
���	�����
���	�����
���	�����
���	�����
���	�����
���	��

C XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

C Elements

INTEGER MAXEL

PARAMETER �MAXEL � 
����

C Nodal Points

INTEGER MAXNP

PARAMETER �MAXNP � ���
�

C Boundary Element Sides

INTEGER MAXBES

PARAMETER �MAXBES � ���	�

C Boundary Nodal Points

INTEGER MAXBNP

PARAMETER �MAXBNP � 
��
�

C Bandwidth CMATRX

INTEGER JBAND

PARAMETER �JBAND � ���

C Time Steps

INTEGER MAXNTI

PARAMETER �MAXNTI � �		�

C Delt Changes

INTEGER MXNDTC

PARAMETER �MXNDTC � ���

C Subregion Nodal Points

INTEGER LTMXNP

PARAMETER �LTMXNP � �
	��

C ���

INTEGER LMXNP

PARAMETER �LMXNP � ���
�

C Subregion Bandwidth

INTEGER LMXBW

PARAMETER �LMXBW � ���

C Subregions

INTEGER MXREGN

PARAMETER �MXREGN � ��
�

C Source Elements �C�

INTEGER MXSELC

PARAMETER �MXSELC � ��

C Source Profiles �C�

INTEGER MXSPRC

PARAMETER �MXSPRC � ��

C Data Points � Well�Source�Sink Profile �C�

INTEGER MXSDPC

PARAMETER �MXSDPC � ��

C Well Nodal Points �C�

�
�



�

 ANHANG B� DIE INCLUDE�DATEI

INTEGER MXWNPC

PARAMETER �MXWNPC � ��

C Well�Source�Sink Profiles �C�

INTEGER MXWPRC

PARAMETER �MXWPRC � ��

C Data Points � Well�Source�Sink Profiles �C�

INTEGER MXWDPC

PARAMETER �MXWDPC � ��

C Cauchy Nodal Points �C�

INTEGER MXCNPC

PARAMETER �MXCNPC � �		�

C Cauchy Elements Surfaces �C�

INTEGER MXCESC

PARAMETER �MXCESC � �		�

C Cauchy Flux Profiles �C�

INTEGER MXCPRC

PARAMETER �MXCPRC � ��

C Data Points � Cauchy Flux Profile �C�

INTEGER MXCDPC

PARAMETER �MXCDPC � ��

C Neumann Nodal Points �C�

INTEGER MXNNPC

PARAMETER �MXNNPC � �
�

C Neumann Element Surfaces �C�

INTEGER MXNESC

PARAMETER �MXNESC � ���

C Neumann Flux Profiles �C�

INTEGER MXNPRC

PARAMETER �MXNPRC � ��

C Data Points � Neumann Flux Profiles �C�

INTEGER MXNDPC

PARAMETER �MXNDPC � ��

C Variable Element Surfaces �C�

INTEGER MXVESC

PARAMETER �MXVESC � ��

C Variable Nodal Points �C�

INTEGER MXVNPC

PARAMETER �MXVNPC � ��

C Rainfall Profiles �C�

INTEGER MXRPRC

PARAMETER �MXRPRC � ��

C Data Points � Rainfall Profile �C�

INTEGER MXRDPC

PARAMETER �MXRDPC � ��

C Dirichlet Nodal Points �C�

INTEGER MXDNPC

PARAMETER �MXDNPC � ���

C Dirichlet Total Head Profile �C�

INTEGER MXDPRC

PARAMETER �MXDPRC � ��

C Data Point � Dirichlet Total Head Profile �C�

INTEGER MXDDPC

PARAMETER �MXDDPC � ��

C Source Elements

INTEGER MXSEL

PARAMETER �MXSEL � ��

C Source Profiles

INTEGER MXSPR

PARAMETER �MXSPR � ��

C Data Points � Well�Source�Sink Profile

INTEGER MXSDP

PARAMETER �MXSDP � ��

C Well Nodal Points

INTEGER MXWNP

PARAMETER �MXWNP � ��

C Well�Source�Sink Profiles

INTEGER MXWPR

PARAMETER �MXWPR � ��



�
�

C Data Points � Well�Source�Sink Profile

INTEGER MXWDP

PARAMETER �MXWDP � ��

C Cauchy Nodal Points

INTEGER MXCNP

PARAMETER �MXCNP � �		�

C Cauchy Element Surfaces

INTEGER MXCES

PARAMETER �MXCES � �		�

C Cauchy Flux Profiles

INTEGER MXCPR

PARAMETER �MXCPR � ��

C Data Points � Cauchy Flux Profile

INTEGER MXCDP

PARAMETER �MXCDP � ��

C Neumann Nodal Points

INTEGER MXNNP

PARAMETER �MXNNP � �		�

C Neumann Element Surfaces

INTEGER MXNES

PARAMETER �MXNES � �		�

C Neumann Flux Profiles

INTEGER MXNPR

PARAMETER �MXNPR � ��

C Data Points � Neumann Flux Profiles

INTEGER MXNDP

PARAMETER �MXNDP � ��

C Variable Element Surfaces

INTEGER MXVES

PARAMETER �MXVES � �		�

C Variable Nodal Points

INTEGER MXVNP

PARAMETER �MXVNP � �		�

C Rainfall Profile

INTEGER MXRPR

PARAMETER �MXRPR � ��

C Data Points � Rainfall Profile

INTEGER MXRDP

PARAMETER �MXRDP � 
		�

C Dirichlet Nodal Points

INTEGER MXDNP

PARAMETER �MXDNP � ���
�

C Dirichlet Total Head Profiles

INTEGER MXDPR

PARAMETER �MXDPR � ��

C Data Points � Dirichlet Total Head Profile

INTEGER MXDDP

PARAMETER �MXDDP � ��

C Soil Parameters � Material

INTEGER MXSPPM

PARAMETER �MXSPPM � ��

C ���

INTEGER MNCOL

PARAMETER �MNCOL � ����

C ���

INTEGER MNPLS

PARAMETER �MNPLS � ��

C ���

INTEGER MNIRDP

PARAMETER �MNIRDP � ��

C ���

INTEGER MNLAID

PARAMETER �MNLAID � ��

C ���

INTEGER MIGR

PARAMETER �MIGR � ��

C Dateivariablen fuer INPUT und OUTPUT
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INTEGER LI�

PARAMETER �LI� � ��

INTEGER LI�

PARAMETER �LI� � ��

INTEGER LI�

PARAMETER �LI� � ���

INTEGER LI�	

PARAMETER �LI�	 � �	�

INTEGER LI
	

PARAMETER �LI
	 � 
	�

INTEGER LI��

PARAMETER �LI�� � ���

INTEGER OutPutLO�

PARAMETER �OutPutLO� � ��

INTEGER LO�

PARAMETER �LO� � ��

INTEGER LO�

PARAMETER �LO� � ��

INTEGER LO�

PARAMETER �LO� � ���

INTEGER LO�

PARAMETER �LO� � ���

INTEGER LO�

PARAMETER �LO� � ���

INTEGER LO


PARAMETER �LO
 � ���

INTEGER LO�

PARAMETER �LO� � ���

INTEGER LO�

PARAMETER �LO� � ���

INTEGER LO�

PARAMETER �LO� � ���

INTEGER LO�	

PARAMETER �LO�	 � ���

INTEGER LO��

PARAMETER �LO�� � ���

INTEGER LO��

PARAMETER �LO�� � ���

INTEGER LO��

PARAMETER �LO�� � �
�

C Dateinamen fur INPUT und OUTPUT�Dateien

CHARACTER��	 FLI�

PARAMETER �FLI� � �data�in�WATDAT�hom��

CHARACTER��	 FLI�

PARAMETER �FLI� � �data�in�SOLDAT�hom��

CHARACTER��	 FLI�

PARAMETER �FLI� � �data�in�CROPDAT��

CHARACTER��	 FLI�	

PARAMETER �FLI�	 � �data�in�CLIMAT��

CHARACTER��	 FLI
	

PARAMETER �FLI
	 � �data�in�HYST�DAT��

CHARACTER��	 FLI��

PARAMETER �FLI�� � �data�in�CONTROL�DAT��

CHARACTER��	 FLO�

C PARAMETER �FLO� � �data�out�OUTPUT������

PARAMETER �FLO� � ��usr�tmp�rwOUT�OUTPUT������

CHARACTER��	 FLO�

PARAMETER �FLO� � �data�out���

CHARACTER��	 FLO�

PARAMETER �FLO� � �data�out�OUT�����

C PARAMETER �FLO� � �data�out�PRHEAD��

CHARACTER��	 FLO�

PARAMETER �FLO� � �data�out�THEADS��

CHARACTER��	 FLO�
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PARAMETER �FLO� � �data�out�WATCON��

CHARACTER��	 FLO


PARAMETER �FLO
 � �data�out�DVELOS��

CHARACTER��	 FLO�

C PARAMETER �FLO� � �data�out�SOLOUT������

PARAMETER �FLO� � ��usr�tmp�rwOUT�SOLOUT������

CHARACTER��	 FLO�

PARAMETER �FLO� � �data�out�SOLCON��

CHARACTER��	 FLO�

PARAMETER �FLO� � �data�out�SOLFLO��

CHARACTER��	 FLO�	

PARAMETER �FLO�	 � �data�out�wp��

CHARACTER��	 FLO��

PARAMETER �FLO�� � �data�out�cp��

CHARACTER��	 FLO��

PARAMETER �FLO�� � �data�out�test��

CHARACTER��	 FLO��

C PARAMETER �FLO�� � �data�out�testhom������

PARAMETER �FLO�� � ��usr�tmp�rwOUT�testhom������

C Ende INCLUDE � Datei
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Anhang C

Die CONTROL�Datei

MAXIT� Maximale Anzahl der Iterationen im CG

�

MaxZeitschritte� Maximale Anzahl der Zeitschritte

��

Overlap� Zahl der Elemente
 die im Ueberlapp liegen

�

NITER� Number of Picard�Iterations

�	

NCYL� Number of Boundary Iterations

�	

NPITER� Number of Linear Iterations

�		

TOLA�

��	D��

TOLB� Residuum Picard�Schleife

��	D��

VORKON�

�

TOLREL� Residuum � CG�Schleife

��	D��

RESEPS� Residuum � CG�Schleife

��	D��	

MAXPLOOP� Maximale Anzahl der Schwarz�Schleifen

�		

EPSPARA� Residuum Schwarz�Schleife

��	D��

Output in OUTPUT����

	

OUTPUT in SOLOUT����

	

OUTPUT in rwOUT����

	

OUTPUT in distOUT����

	

OUTPUT in commOUT����

	

�
�
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Anhang D

WATDAT�Datei �parallele
Version


� Testsimulation Programm TRACE

SIMULATION OF �D REGION �Laenge��cm
 �Zeit��DAY
 �Masse��g

	 IBUG

� ICHNG

� WatDatTyp

������� DATA SET �� BASIC INTEGERS

��
			 Number Nodes

�	 Number Nodes in x�Direction

�	 Number Nodes in y�Direction

�	 Number Nodes in z�Direction

������ Number Elements

	 Type of Material 	� homogen � �� heterogen

� KSS� Boundary Conditions 	� stationary � �� instationary


 �NMPRM

� Gravitation 	� No � �� Yes

	 Lumping 	� No � �� Yes

	 �IMID

� �NDTCHG

������� DATA SET �� BASIC REAL PARAMETERS

	�		�D	 DELT

	��	D	 CHNG

��	D	 DELMAX

��	D	 W

��	D	 OME

	��D	 OMI

��	D	 DAYINC

� TIME VARIABLES

� START OF CALCULATIONS � � � � � � � � � DAY � � � � ��� �� ��N

MONTH � � � ��� 	� ��N

YEAR � � � � ��� ���	 ��N

� END OF CALCULATIONS � � � � � � � � � � DAY � � � � ��� 	� ��N

MONTH � � � ��� 	� ��N

YEAR � � � � ��� ���� ��N

������� DATA SET �� PRINTER
 STORAGE CONTROL AND TIME STEP SIZE RESETTINGS

DIAGNOSTIC FLOW INFO Y���
N�	� � �

PRESSURE HEADS Y���
N�	� � 	

TOTAL HEADS Y���
N�	� � 	

WATER CONTENTS Y���
N�	� � 	

VELOCITIES Y���
N�	� � 	

	���D	 	��D	 ��	D��

������� DATA SET �� MATERIAL PROPERTIES

��	D	 ��	D	 ��	D	 	�	D	 	�	D	 	�	D	 	�	D	

������� DATA SET �� NODE COORDINATES

� �� � 	� 	� 	� ��					 	� 	�

�� �� � 	� ��					 	� ��					 	� 	�

�
� �� � 	� �	�					 	� ��					 	� 	�

�
�
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�����

������ �� � 	� ��	�			 ����			 ��					 	� 	�

������ �� � 	� ����			 ����			 ��					 	� 	�

	 	 	 	� 	� 	� 	� 	� 	�

������� DATA SET ��� INITIAL CONDITIONS

� 
��� � ��	�			 	�D	 	�D	


�	� 
��� � �	��			 	�D	 	�D	

�����

����	� 
��� � �	�				 	�D	 	�D	

���
	� 
��� � ���				 	�D	 	�D	

	 	 	 	�	 	� 	�

������� DATA SET ��� SOURCE�SINK AND B�C� CONTROL INTEGERS

	 	 	 	 	 	 	 	 ���	� � � 	

	 	 	 � 	 	 	 	 � 	 	 	 	 � 	

	 	 	 	 	

������� DATA SET ��� DIRICHLET BOUNDARY CONDITIONS XX ��

	�	D	 ��	�	D	 ��	D�� ��	�	D	

� 
��� � ���
	� � � 	


�	� 
��� � � � � 	

���	� �� � 
�	� � � 	

�����

���	� �� � ��
�
	 �	 � 	

����� �� � ����
	 �	 � 	

	 	 	 	 	 	 	



Anhang E

Tabellarische �Ubersicht der
Ergebnisse

Zeit �s� mittleres Gebiet gro	es Gebiet
FE�Knoten Nr� ����� FE�Knoten Nr� ���
�



�
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�

� 
�
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�


 
�
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��
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��
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���
 ����
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��� ���
� �����
��
� ��
�� ��
��
���� ���
� �����
���� ����� �����

����� ����� �����


�
� ����� �����
����� ����� �����
�
�
� ����� ���
�
����
 ����� �����

Tabelle E��� �Anderung des hydrostatischen Potentials �in cm� bei der Simulation
SIM� f�ur das mittlere ���x��x�� FE�Knoten� und das gro	e ��
x�
x�
 FE�Knoten�
Gebiet �Abbildung ����

���
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CPUs Laufzeit Speedup Laufzeit Speedup
Gesamt Gesamt Zeitschleife Zeitschleife

� ����
 ��

 ����
 ��



 ��
�� 
�
� �

�� 
���
� ����� ���� ����� ����
� ���� ���� ���� ����
�� ���� �
��� �
�� �����
�
 �
�� ����� 
��� 
����

Tabelle E�
� Laufzeiten �in s� und Speedups f�ur die Berechnung des kleinen Gebietes
von SIM� ��x�x
�� FE�Knoten� � Elemente �Uberlapp� �� Zeitschritte�� Aufteilung
der Prozessoren jeweils �x�xCPUs �Abbildung ��
�

CPUs Laufzeit Laufzeit CPUs
Gesamt Zeitschleife x y z

� �
���� ����� � 
 

� ����
 ����
 
 
 


�� ����� ����
 
 
 �

� 
���� 
���� � � �
�
 
���� 
�
�
 
 � �
�� 
���� ����� � � �

Tabelle E��� Laufzeiten �in s� und Gebietszerlegung f�ur die Berechnung des mittleren
Gebietes von SIM� ���x��x�� FE�Knoten� � Elemente �Uberlapp� �� Zeitschritte�
�Abbildung ����



���

Zeit� �Uberlapp �Elemente�
schritt � 
 � � �

� �� �� �� �
 �


 
� �� �� �
 ��
� �
 �� �� �� ��
� �� 
� �� �� ��
� �� �
 
� 
� 


� �� �� 
� 
� 
�
� �
 �
 �
 
� 
�
� �� �� �� �� �

� �� �� �� �� ��

�
 �� �� �� �� 
�
�� �� �� 
� 
� 
�
�
 �� 
� �� �� ��
�� �� � � � �
�� 
 
 
 
 

�� 
 
 
 
 


Tabelle E��� Zahl der Durchl�aufe der Schwarz�Schleife bei der Berechnung des mitt�
leren Gebietes f�ur SIM� mit �� Prozessoren ���x��x�� FE�Knoten� �� Zeitschritte��
Aufteilung der CPUs� �x�x� �Abbildung ����

�Uberlapp � 
 � � �
Laufzeit 
���
 
�
�� 
���� �

�
 ��
��

Tabelle E��� Laufzeiten �in s� des Gesamtprogramms bei variierendem �Uberlapp
f�ur das mittlere Gebiet bei SIM� bei Berechnung mit �� Prozessoren ���x��x��
FE�Knoten� �� Zeitschritte�� Aufteilung der CPUs� �x�x� �Abbildung ����

CPUs Laufzeit Laufzeit K�Funktion CPUs
Gesamt Zeitschleife x y z

�
 
����� ������ ���� � � 

�� ������ ����
 ���� � � 

�� ��
��� ����� ���� � � 

�
� ������ ����� ���� � � �
�
� 

���
 ��
�� 
�

 � � 

��� 
����
 ����� 
�
� � �� 


Tabelle E��� Laufzeiten �in s� des Gesamtprogramms und der Zeitschleife� sowie die
Zerlegung des Gebietes und die zugeh�origen Werte der K�Funktion f�ur die Berech�
nung des gro	en Gebietes von SIM� ��
x�
x�
 FE�Knoten� � Elemente �Uberlapp�
�� Zeitschritte� �Abbildungen ��� und ����
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Zeit� CPUs
schritt �
 �� �� �
� �
� ���

� �
 �
 �
 �
 �
 �


 �
 �� �� �� �� �

� �� �
 �� �� �� ��
� �� �� �� �� �� ��
� �� �� �� �� �� 
�
� �� 
� 
� 
� 
� 
�
� 
� 
� 
� 
� �
 ��
� �
 �� �� �� �� �

� �� �� �� �� �� �


�
 �� �� �
 �� �� �

�� �� �� �� �� �� ��
�
 �� �� �� �� �� ��
�� �
 �� �� �� �� ��
�� �� �� �� �� �
 ��
�� �� �� 
� 
� 
� 
�

Tabelle E��� Zahl der Durchl�aufe der Schwarz�Schleife bei der Berechnung des gro	en
Gebietes f�ur SIM� mit unterschiedlicher Prozessorzahl ��
x�
x�
 FE�Knoten� ��
Zeitschritte�� Aufteilung entsprechend Tabelle E�� �Abbildung ����

CPUs Laufzeit Speedup Laufzeit Speedup
Gesamt Gesamt Zeitschleife Zeitschleife

� 

���� ��

 

���� ��



 ������ ���� ��
��� ����
� �

�
 
��
 ����� 
���
� ����� ���� ����� ����
� ����� ���� ����� ����
� ����� ���� ����
 ����
� ����� ���
 ����� ����
� ����� ��
� �
��� ����
� 
���� ���� 
���� ����
�
 
���� ���� 
�
�� ��
�
�� ����� ����� ����� �����

� ����� ����� ����� �����
�
 ����� ����� ����� �����
�
 ����� ���

 �
��� 

��

�� ����� ���

 ���� 

���
�� ����
 ����� ���� 
��


�� ����� ����� ���� 
����

Tabelle E��� Laufzeiten �in s� und Speedups des Gesamtprogramms und der Zeit�
schleife f�ur die Berechnung von SIM
 ��x�x
�� FE�Knoten� � Elemente �Uberlapp�
�� Zeitschritte�� Aufteilung der Prozessoren jeweils �x�xCPUs �Abbildung ����



���

�Uberlapp
Laufzeiten � 
 � � � � � � � �

Zeitschleife ��
�
 
���� �
��� �
��� ����� �
��� ����� ����� ��
�� �����
ASSEMBL ����
 ����� �
��� �
��� �
��� ����� ����� ����� ����� ��
��
SPROP ���� �
�� �
�� ���
 ���� �
�� �
�� �
�� ���� ����
CG ���� ���� ���
 ���
 ���� ���� ���� ���� ���� �
�


Tabelle E��� Laufzeiten �in s� der Zeitschleife und rechenintensiver Routinen bei
variierendem �Uberlapp f�ur SIM
 bei Berechnung mit � Prozessoren ��x�x
�� FE�
Knoten� �� Zeitschritte�� Aufteilung der CPUs� �x�x� �Abbildung �����

CPUs Laufzeit Speedup Laufzeit Speedup Laufzeit Speedup
CG CG SPROP SPROP ASSEMBL ASSEMBL

� 

��� ��

 ����� ��

 �
��� ��



 ����� ���� ����� ���� ����� ����
� �
��� 
��� 
���� 
��� �
��� 
���
� �
�
 
��� ��
�� ���� 
���� ����
� ���� ���� �
��
 ���� ����� ����
� ���
 ��
� �
��� ���� ��
�� ����
� �
�� ���� ���
 ���� ����� ����
� ���� ��
� ���
 ���� �

�� ���

� �
�� ���� ���� ��
� ��
�� ��
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 ���
 ��
� ���� ����
�� ���� ��
� ���� ����� ���� �����

� 
��
 ���
 ���� ����� ���
 �����
�
 
��� ���
 
��� 
���
 ���� 
����
�
 

�� �
��� 
��� 
���� �
�
 
����
�� 

�� ���
� ���� ����� 
��� �����
�� ���� ����� ���� ���
� 
��� ����

�� 

�� ����� ���� �
��� 
��� �
���

Tabelle E��
� Laufzeiten �in s� und Speedups rechenintensiver Routinen f�ur die
Berechnung von SIM
 ��x�x
�� FE�Knoten� � Elemente �Uberlapp� �� Zeitschritte��
Aufteilung der Prozessoren jeweils �x�xCPUs �Abbildung ���
�
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