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The equilibrium conditions of an infinite crystal lattice result in symmetry rela-
tions of lattice sums. This was first shows by KuN HUANG who obtained these
relations by comparing the linear ïheory of elasticity with the corresponding limit
of lattice theory, a procedure which has been criticized by some authors. It is
shows here how ose cas obtain KUNHUANG's results by using only trivial invariance
properties of the potential energy . The Same method is applied to get equilibrium
relations for higher order (anharmonic) terms of lattice theory which are symmetry
relations of tensors used in non linear elastic theory .

1 . Einleitung
In der Theorie idealer Kristalle geht man im allgemeinen nach BORN und

OPPENHEIMER1 von der Existenz einer potentiellen Energie 0 ( . . . .~k . . .) aus, die
von den Koordinaten r11 der Kerne abhängt . Da die Auslenkungen der Atome aus
ihren mittleren Lagen (Gleichgewichtslagen) Tl` bei hinreichend tiefen Tempera-
turen und kleinen mechanischen Beanspruchungen klein sind, kann man die poten-
tielle Energie nach diesen Auslenkungen entwickeln und die Entwicklung nach
wenigen Gliedern abbrechen. Die Koeffizienten dieser Entwicklung [die sog.
Kopplungsparameter (K.P .)] bestimmen dann die Kristalleigenschaften .

Da die potentielle Energie und damit auch die K.P . in den wenigsten Fällen
explizitbekannt sind, versucht man häufig mit einem Schema von allgemeinen K.P .
zu arbeiten, also eine Modelltheorie zu diskutieren . Diese allgemeinen K.P . können
nun nicht vollständig unabhängig gewählt werden, sondern sie sind einschränkenden
Bedingungen unterworfen, welche die Modelltheorie erst physikalisch konsistent
machen. Dabei ist es notwendig, daß alle einschränkenden Bedingungen erfaßt
werden .

Eine Reihe von einschränkenden Bedingungen erhält man aus Invarianz- ünd
Symmetrieüberlegungen 2 , 3 . Es gibt aber eine Gruppe von Bedingungen, die erst-
mals von KuN HUANG4 angegeben wurde und die einer Gleichgewichtsbedingung
entspricht . Diese Bedingung ist wichtig, wenn man der Theorie einen unendlichen
Kristall zugrunde legt, was im allgemeinen geschieht, um Oberflächeneffekte ver-
nachlässigen zu können. Im endlichen Kristall ist der Zusammenhang zwischen
K.P. und äußeren Kräften im Gleichgewicht sofort ersichtlich . Diese einfache
Gleichgewichtsbedingung geht im unendlichen Kristall verloren und muß durch
eine andere Bedingung, die Kun-Huang-Bedingung, ersetzt werden .

1 BORN, M., u . R . OPPENHEIMER : Ann . Phys ., Lpz . 84, 457 (9927) .
2 BEGBIE, G.H ., u . M. BORN : Proc . Roy . Soc . Lond . A 188, 179 (9947) .
3 LEIBFRIED, G . : Handbuch der Physik, Bd . VII/1, S . 104. Berlin-GÖttingen-

Heidelberg : Springer 1955 .
4 HUANG, K. : Proc . Roy . Soc . Lond . A 203, 178 (1950) .
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KUN HUANG hat seine Bedingung daraus abgeleitet, daß er die Verträglichkeit
der elastischen Kontinuumstheorie mit dem entsprechenden Grenzfall der Gitter-
theorie forderte 4 . Wir gehen hier einen anderen Weg und zeigen den direkten Zu-
sammenhang der Kun-Huang-Bedingung mit der Gleichgewichtsforderung. Wir
benötigen also einenVergleich mit der elastischen Theorie, der von einigen Autoren 5
angezweifelt wurde, nicht. Ferner wird gezeigt, wie diese Gleichgewichtsbedingun-
gen sich auf K.P . höherer Ordnung auswirken. Es zeigt sich, daß man damit ein
vollständig konsistentes Schema im Rahmen der Gittertheorie erhält .

In Abschnitt 2 und 3 werden zunächst rein formale Zusammenhänge definiert,
welche'die physikalische Bedeutung nicht unmittelbar erkennen lassen . Im letzten
Abschnitt werden die physikalischen Zusammenhänge dann noch erläutert. Wir
haben diesen Weg wegen der kürzeren Darstellung gewählt.

2. Potentielle Energie und Invarianzeigenschaften der K. P.
bei Rotationen und Translationen

Es sei eine beliebige Anordnung von N Atomen betrachtet . Für
diese Anordnung läßt sich eine potentielle Energie 0( . . . angeben,
die die Wechselwirkung der Atome untereinander beschreibt, und die
von den Lagen der Atome gtI, . . . gil, . . . Jil abhängt. Bei kleinen Ver-
schiebungen ql` aus diesen Lagen läßt sich die potentielle Energie schrei-
ben als

mit
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ist es klar, daß die K.P . invariant sind gegen eine Vertauschung der
Indexpaare (z . B. T mit ~')

=0ra
;'

. . .

	

~
i
n
i
ra .

. .
.

.

. - . . . .

	

(2.2)i . .

Die potentielle Energie ist ein Skalar; sie ändert sich deshalb nicht
bei einer beliebigen Translation oder Drehung des Systems, d.h . sie ist
nur eine Funktion der relativen Abstände der Atome 3, e. Bei einer all-

5 LAVAL, J. : C. R. Acad . Sci., Paris 232, 1947 (l951) ; 238, 1773 (l954) . -
LE CoRRE, Y. : C. R. Acad . Sci., Paris 236, 1903 (l953) . - LE CoRRE, Y. : Bull .
Soc. franc. Mineral. et Crist. 76, 464 (1953) ; 77, 1363 (l954) ; 78, 33 (l955) . -
VISWANATHAN, K. S. : Proc . Indian Acad . Sci. A 39, 196 (l954) ; A 41, 98 (l955) . -
RAMAN, C. V., u. K. S. VISwANATHAN : Proc . Indian Acad . Sci. A 42, 1, 51 (1955) . -
RAMAN, C.V., u. D. KRISHNAMURTI : Proc . Indian Acad . Sci. A 42, 111 (l955) .

6 LEIBFRIED, G., u. W. LUDWIG : Theory of Anharmonic Effects in Crystals .
In : Solid State Physics (im Druck) .

Z. Physik . Bd. 160
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gemeinen Operation D (Drehung S2 und Translation Z), wird aus einem
Vektor TV,

oder auch

DTtn =P gt'' + Z

	

bzw .

	

(D. i~°) i =

	

7
' -{-T .

	

(2-3)

Der Ausdruck für die Invarianz von 0 gegen die Operation D ist dann

0 (D (N1a -}- qTt ) ) = h (f2 (N' + q') -}- Z) = O(Tt"t
-{- q

lt
)

	

(2.4)

0(utk +('Q-1)NI, +.Qqk+Z) = (»(Nla+qh) .

insbesondere für v = 0, 1, 2

v
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symmetrisch in i und k sein müssen* .
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Für eine infinitesimale Drehung ist 9 -1 =co« 1 mit antisymmetri-
schem co (cozk -~-u~ki= 0) und %=O. Entwickelt man nun beide Seiten
von (2.4a) nach co und q la, wobei höchstens in co lineare Glieder berück
sichtigt werden dürfen, so müssen die Koeffizienten bei gleichen Po-
tenzen von q1' übereinstimmen, da die qit beliebig vorgegeben werden
können. Das-liefert nach einiger Umformung
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Da co bis auf die Antisymmetrie in 9f' beliebig ist, muß also die ge-
schweifte Klammer in (2.5) symmetrisch in j und f' sein . Diese Rota-
tionsbedingung verknüpft also die K.P . verschiedener Ordnung . . Für
v =0, 1, 2 bedeutet das, daß die Größen

(2.5 a, b, c)

Entsprechende Betrachtungen lassen sich für eine infinitesimale
Translation (52=1, Z=t) anstellen, die allen Atomen die gleiche infi-
nitesimale Verschiebung q'=t zuordnet. Dann erhält man für alle v

(2.6)
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* Beim Übergang von (2 .5) nach (2 .5 a, b, c) ist von den Relationen (2 .2)
Gebrauch gemacht worden .



Diese Größen sind offenbar symmetrisch gegen eine Vertauschung der
Indexpaare ik, jl, r s, . . . untereinander. V ist das (endliche) Volumen,
das die Anordnung von Atomen einnimmt . Für diese Größen Sil � , folgt
aus der Rotationsbedingung (2 .5)

v
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"A, . . " ,lvrvai,IRÖIjzl =0.

	

(3 .2)fl,
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Für die niedrigsten Ordnungen (v=0, 1, 2) erhält man für
v=0 mit Cik = Sik ,

v =1

	

mit
Cik = chi,

Cila,jl = Sik,il - Cklaij,

Ciml = Cil,ik = Cki,jl = Cimi "

	

(3 "4b)
Das letzte Gleichheitszeichen bestätigt man leicht, wenn man ik in il
(und umgekehrt) umbenennt und bei Sik,il die Paare vertauscht .

v=2 mit Cik,jl,rs = Sik,il,rs- Ckl,rsaij -Cjl,ksair -Cik,isajr (3 "3C)
Cik,il,rs =Cjl,ik,rs= " " = Cki,il,rs = Cik,lj,rs = Cik,jl,sr ,

	

(3 "4c)

Diese Beziehungen erhält man, indem man die aus (3 .2) für v=2
folgende Gleichung

Sih,il,rs- Skl,rsaij - Sil,ks air = Ski,il,rs - Sil,rsaki- Sil,isakr

mittels (3 .3b) in

Sik,il,rs - Ckl,rsaij- Cil,ksair - Ski,il,rs- Cil,rsakj- Cil,isakr

6*

(3 " 3 a)
(3.4a)
(3 .3 b)

umformt, wobei die Terme erster Ordnung Ckl herausfallen . Bei der
letzten Gleichung subtrahiert man rechts und links Cik, ls aj r und unter-
sucht alle Kombinâtionsmöglichkeiten, die durch Umbenennung der
Indizes und Vertauschen der Index-Paare bei Si k, jl, r, gebildet werden
können, was schließlich (3 .4c) liefert .

Dieses Verfahren kann mansukzessive fortsetzen undbekommt dann
an Stelle der Si k, i l . , . , Größen Ci k, j l, , , ;,diesowohl gegenVertauschungder
Paare ik, jl, . . . untereinander als auch gegen Vertauschung von i mit
k, j mit l, . . . symmetrisch sind.

Gleichgewichtsbedingungen in der Gittertheorie $3

3. Symmetrieeigenschaften von Gittersummen
Mit Hilfe der K.P. werden nun folgende Größen definiert :

Sik,jl,rs = V1 Y .r . . . Xk�c Xln Xp " . . . (3-1)
M, 'Z, p
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Die durch (3 .1) definierten Größen sind unbequem, da sie, wie in
Abschnitt 4 näher diskutiert wird, Oberflächenbeiträge enthalten. Das
ist besonders störend, wenn man, wie bei vielen Anwendungen üblich,
zu einem unendlich ausgedehnten Kristall übergehen will . Man kann
sich aber von diesen Oberflächeneffekten für vZ 1 durch Einführung

neuer Größen C befreien . Unter Berücksichtigung von (2.6) ergibt sich

S .
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Cii,kl ist offensichtlich symmetrisch gegen Vertauschung von k mit 1
sowie gegen Vertauschung von i mit j wegen der Eigenschaften derSi k, j 1.

Ebenso ergibt sich

mnp

	

oaSik,jl,rs + Sil,jk,rs -V ~ ~ i j r (Xps
-Xms ) (Xk

orc
-Xn

k) (Xl - Xltrt)
mnp

	

(3 .5 b)
-2Cij,rs,kl "

Dieser Ausdruck ist symmetrisch in 1z, l und in i, j wieder wegen der
Eigenschaften von Sik,jl,rs, aber nicht in y, s! Für die Vertauschung
vony und s folgt aus der Rotationsbedingung (2 .5 c) nach Umbenennung
der Indizes (m .-.-P, i -e* r, k -}s), Addition von-Z 0peätX!=0, Multi-

plikation mit (Xkt-Xk) (Xi-X�) und nachfolgender Summation über
m und n, daß der Ausdruck

Cij,rs,kl + Crj,kl Sis + Cir,kl Sjs symmetrisch in r, s

ist. Ersetzt man Sik,jl . .,

	

nach (3 .3), so erhält man aus (3 .5)

C3h,jl +Cil,jk =2 (Cii,lal - Ckl Si9)

	

(3.7a)

(3 .6)

Cik,jl,rs +Cid,ik,rs o 2 (Cij,rs,kl - Ckl,rs Sij) ,

	

(3 "7b)
- (Cjk,ls +Cjl,las) Sir - (Cik,ls +Cil,ks) Sir.

Dadurch werden weitere Beziehungen für die C festgelegt . Wegen der
Symmetrien der C müssen nämlich die rechten Seiten von (3 .7) symme-
trisch sein gegen eine Vertauschung der Paare ij und kl miteinander.
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Die Beziehungen (3 .7) lassen sich nun leicht nach den Cik,il�� auf-
lösen 3. Es resultiert

wobei die rechten Seiten die volle Symmetrie der Cik,_haben müssen .

Hiermit ist gewährleistet, daß sich alle Größen S, C und C ineinander
umrechnen lassen ; insbesondere lassen sich Sund Caus den gittertheore-

tisch einfacher definierten Größen C berechnen. Die hier abgeleiteten
Relationen gelten für eine beliebige Anordnung von Atomen . Sie sehen
zwar ziemlich kompliziert aus, doch vereinfachen sie sich sehr, wenn eine
symmetrische Anordnung vorliegt .

4. Die Kun-Huang-Bedingung

Um den eingeführten Größen S, C, C eine physikalische Bedeutung
beimessen zu können, sei im folgenden eine Anordnung von Atomen
betrachtet, die einem primitiven Gitter entsprechen. Im unendlichen
Kristall läßt sich ein primitives Gitter beschreiben durchAngabe dreier
Basisvektoren a(i) , die eine Elementarzelle des Gitters aufspannen . Die
Gesamtheit der Atomlagen wird durch

9i", = Am

	

bzw.

	

Xi�=lAikiizt

	

(4.4)

beschrieben, wobei A durch Aik =a(k) definiert ist und m einen Vektor
mit ganzzahligen Komponenten darstellt. Im unendlichen Kristall er-
geben sich für die K.P . weitere Invarianzeigenschaften . Da eine Trans-
lation des gesamten Gitters um einen Gittervektor A f) das Gitter in
sich überführt, folgt unmittelbar

(4.2)i j . .

	

i

	

j . . .

Die K.P . hängen also nur von Differenzen der oberen Indizes ab. -
Ebenso führt eine Inversion die primitiven Gitter in sich über, woraus,
wie man sich leicht überlegt, folgt

,»li
/ . . . = (-- 4)° Oitt itt . .

	

(4-3).,

wo v die Ordnung der K.P . ist. Weitere Invarianz-Eigenschaften ergeben
sich aus der speziellen Symmetrie des Gitters 2, 3, °. Sie werden im fol-
genden jedoch nicht benötigt .

Cik,jl =Cii , kl +Ckj,il- Cik,jl - chi Sii- Cilbjk +Cjlôik , (3.8a)

Cik,il,rs = Cii,rs,lel + Chi, rs,il- Cik,rs,il -

- chi, rs Sij - cil,rsôjk +Cjl,rsSik -
(3 .8b)

- 2 {2 Cik,ls +Cil,ks +Cis,kl} Sjr +

+ 2 {C i - -s,k l Cj 1, k s} Si r +2 {Ci 1, js Cs, jl} Skr, r ,



86 G. LEIBFRIED und W. LUDWIG :

Aus (4.2) und (4.3) folgt, daß die K.P. erster Ordnung immer ver-
schwinden, wenn überhaupt ein (ideales) Gitter vorliegt . Im endlichen
Kristall dagegen wäre die Gleichgewichtsbedingung

,P2u = Kzn

	

(4.4)

wobei Kill die i-Komponente der von außen am Atom m angreifenden
Kräfte (z. B. Oberflächenkräfte) ist . Der Index m bedeutet hier nur eine
Indizierung der Atome, da im endlichen Kristall die Atomabstände
nicht mehr einheitlich sind . Die Abweichungen von einer durch (4 .4)
beschriebenen �idealen" Struktur sind jedoch nur wesentlich nahe der
Oberfläche, falls die Kräfte ebenfalls nur in der Nähe der Oberfläche
angreifen (Spannungen!) . Wenn Gleichgewicht herrschen soll, dann
müssen die gesamte Kraft und das gesamte Drehmoment verschwinden :

1, K;n = 0

	

und

	

EKmX)n _ E KkIt Xit .

	

(4.5)

Ersetzt man Km nach (4.4) durch 0tin, so sind diese Bedingungen iden-
tisch mit den Translations- und Rotationsbedingungen (2.6a) und (2 .5 a)
für die K.P .

Da nun die 0111 im unendlichen Kristall bei idealer Struktur ver-
schwinden, so lassen sich Gleichgewichtsbedingungen und Oberflächen-
kräfte im Formalismus des unendlichen Kristalls nur schwer beschreiben.
Und es ist auch klar, daß es zunächst gar nicht möglich ist, Gleich-
gewichtsbedingungen für den unendlichen Kristall aufzustellen . Ferner
erkennt man, daß auch die Zahl der Bedingungen [z . B. (2.5b)] beim
Übergang vom endlichen zum unendlichen Kristall stark eingeschränkt
wird . So geht etwa (2 .5 b), die für NWerte (n) gelten muß, für den un-
endlichen Kristall in eine einzige, von n unabhängige Beziehung über .
Mit (4.2) und (4.3) folgt

01i179 Xm -
7, Omo Xm

	

(4.6)i ; h

	

ki i
m

	

m

was sehr viel weniger besagt als (2 .5 b) . Trotzdem kann man die Gleich-
gewichtsbedingungen, ausgehend vom endlichen Kristall, auf den un-
endlichen Fall übertragen .

Im endlichen Kristall gelten auch die Beziehungen (4.2) und (4 .3)
nicht mehr. Sind aber höchstens Oberflächenkräfte vorhanden, so sind
sie �im Innern" des Kristalls noch gültig ; nur in der Nähe der Ober-
fläche gibt es, meist vernachlässigbare, Korrekturen.

Im folgenden werden nur Oberflächenkräfte 91"t betrachtet, die
konstanten Spannungen entsprechen und daher auch (abgesehen von
Oberflächeneffekten) im Gleichgewicht wieder ein ideales Gitter liefern
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sollten. In diesem Fall werden durch (2.5 a) bzw. (3 .3 a) der Spannungs-
tensor oril, = Cik und seine Symmetrie definiert

Ci %v =
N

	

N

NV

	

~mXk71

	

= NV ~Km~
_ Cki,

	

(4.7)

wobei die Kill so bemessen sein sollen, daß die Cik konstant werden. Für
das Volumen V ist NV gesetzt worden, wo V =det (AI das Volumen
einer Elementarzelle ist. Man kann sich leicht überlegen, daB die durch
(4 .7) definierten Spannungen bis auf vernachlässigbare Oberflächenterme
korrekt sind*.

Die Größe zweiter Ordnung

1
Sik,ii =V~,

O2l ll Xk1 = Sfl,ik

	

(4.8)
mn

ist offenbar symmetrisch gegen Vertauschung der Paare ik und 9l mit-
einander [vgl. (3 .1)] . Nun kann man im �Innern" des Volumens V,
ohne größere Fehler zu begehen, alle Symmetrieoperationen (4 .2, 3) des
unendlichen Gitters benutzen : O'Zk=01i . Dieser Volumenanteil

Sk,i i = v

	

oit 1X

	

1

	

(4.9a)
mit

imInnern

ist demnach noch gegen Vertauschung von i mit y
.
oder k mit l symme-

trisch .
Dagegen gelten (4 .2, 3) in der Nähe der Oberfläche nicht mehr; der

Oberflächenanteil

Sth,ii =v

	

~i i
X~i

`I'i
m n

Oberfläche

(4.9b)

besitzt nicht die Symmetrien von Sv . Da man sich nun leicht überlegt,
daß SO von gleicher Größe ist wie Sv (beides ist proportional zu N/V),
muß man in (4 .8) beide Anteile berücksichtigen, wobei die Symmetrie
in i, k für den endlichen Kristall verlorengeht .

Bei dem Tensor Cii.k1 nach (3 .5 a) sieht man sogleich, daß die Ober-
fläche nur einen vernachlässigbaren Beitrag liefert, da in der Summe nur
Differenzen der Koordinaten auftreten (CvNN/V, C0NN~/V; C°« Cv;
C =CI) . Daher kann man nun in C überall die Relationen (4 .2, 3) be-
nutzen, wodurch

Ci?.ka =_-2 V

	

gk-1l

	

(4.10)
z i)

* Am besten macht man sich das klar an einem würfelförmigen Kristall, an
dessen Oberflächenatomen Kräfte angreifen, die in den einzelnen Oberflächen
konstant sind .
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resultiert *. Dann gelten die durch (3 .5 a) und (3 .7a) festgelegten Sym-
metrien auch noch für den durch (4.40) definierten �Kun-Huang-
Tensor" nicht nur im endlichen, sondern auch im unendlichen Gitter

Cij,kl = Cji,kl = Ci9,lk = Cii,lk

	

(4.44a)

sowie die �Kun-Huang-Bedingung" (3 .7a) **:

Cif, AI -Ckl Sii _ Ckl,ij _ Cii Skl .

Nur wenn im Gleichgewicht keine Spannungen vorhanden sind (Cki =0),
ist der Tensor C selbst gegen Vertauschung der Paare ij und kl symme-
trisch

Cii,kl

	

Ckl,ii

	

für

	

Ckl =0 .

(4.14 b)

(4 .44 c)

Die Kun-Huang-Bedingung (4.44 b) folgt also ganz zwangsläufig aus den
allgemeinen Eigenschaften der K.P ., wobei nur vorausgesetzt wurde,
daß ein Gitter vorliegt, welches sich mit den Spannungen im Gleich-
gewicht befindet . Falls kein Gitter, sondern nur ein allgemeiner Punkt-
haufen vorliegt, tritt an die Stelle von (4.40) die Definition (3 .5 a) . Bei
verschwindenden Spannungen und kubischen Kristallen liefert (4.44 c)
keine einschränkende Bedingung für die K.P .

Die gleiche Argumentation läßt sich für die Größen dritter Ordnung
durchführen. Für den �Kun-Huang-Tensor dritter Ordnung" ergibt
sich wieder bis auf vernachlässigbare Oberflächenterme

Cij,rs,kl =`2V
yoil? g xs x~ x~,

	

(4.42)

der gegen Vertauschung vonimit j oder k mit 1 symmetrisch ist. Für die
Vertauschung von runds gilt (3 .6), während die (4.4 4 b) entsprechende
Kun-Huang-Bedingung dritter Ordnung besagt, daß der Ausdruck

2 (Cii,rs,kl - Ckl,rssij) - (Cjk,ls +Cp,ks) Ôir` (Cik,ls +Cil,ks) Ô! 1'
(4'"43)

symmetrisch gegen Vertauschung von ij mit kl ist.
Es gibt weitere Symmetrien von Cij,rs,klr die durch (3 .8b) fest-

gelegt werden ; da Cik,il,rs symmetrisch ist gegen Vertauschung von i
mit k, . . . sowie der Paare ik mit jl, . . . , muß dieses auch für die rechte
Seite von (3 .8b) gelten . Es kann deshalb nicht mehr unabhängige

* Bei Summen der Form (4 .90), die einem Volumenanteil entsprechen, kann
manauch im endlichen Gitter über ï? bis oo summieren, da die K. P. mitwachsendem
Tj hinreichend schnell abfallen müssen.

** Indem man die Gl. (4-11 b) für alle möglichen Kombinationen von Indizes
(i, j, h, l = 9, 2, 3) aufschreibt, bestätigt man leicht, daß (4 .11 b) die Gesamtheit
der Kun Huangschen Gln. (4 .25) bis (4.34) in 4 umfaßt .



Gleichgewichtsbedingungen in der Gittertheorie

	

$9

Komponenten für C geben als für C. Bei einem Modell mit Wechsel-
wirkung nurzwischen nächsten Nachbarn gibt es in kubischen Kristallen
durch (4.13) auch keine weiteren Einschränkungen für die K.P.

Während die Kun-Huang-Bedingungen für den endlichen Kristall
aus den allgemeinen Eigenschaften der K.P . folgen, gilt dies für den
unendlichen Kristall nicht, da das Verfahren des Abschnitts 3 nicht mehr
durchführbar ist, weil die Summen divergieren. Für
den unendlichen Kristall kann man die Kun-Huang-Bedingungen nur
durch Extrapolation aus den Gleichgewichtsbedingungen des endlichen
Kristalls erhalten . Sie stellen dann echte zusätzliche Gleichgewichts-
bedingungen dar, die die Anzahl der unabhängigen K.P . weiter ein-
schränken können .

5. Physikalische Bedeutung von S, C, C

Um den Größen S, C und C eine anschaulichere Bedeutung beilegen
zu können, seien noch einige Betrachtungen über den Ausdruck (2 .1)
der potentiellen Energie angeschlossen. Für die Verschiebungen q2 aus
den mittleren (Gleichgewichts-)Lagen sei eine spezielle Form, nämlich
eine homogene Verformung vik gewählt*, für die gilt

xy1 =Xh +ZvikX2,

	

also

	

qh =ZvibXb, .
k

	

k

Damit wird aus (2 .1) nach Division durch das Ausgangsvolumen V
und unter Berücksichtigung von (3 .1)

a
1 sik,il,rsvikvilvrs +"
ikil
rs

(5 .2)

Hier treten nurnoch Größen auf, die die Struktur des Gitters nicht mehr
in Erscheinung treten lassen . u= O/V-0./V kann als Energiedichte
des verformten Zustandes interpretiert werden . Die Koeffizienten S
geben die Verknüpfung zwischen Energiedichte und Verformung . Na-
türlich darf sich die Energiedichte bei einer reinen Rotation nicht ändern .
Überlagert man also demverformten Zustandeineinfinitesimale Rotation
Wik=-wki, so darf der Ausdruck (5 .2) sich nicht ändern. Die Durch-
führung der Rechnung liefert genau wieder (3 .2), wie es sein muß.

Da die Energiedichte sich bei reinen Rotationen nicht ändert, ist es
zweckmäßig, nach Größen zu entwickeln, die keine Rotationen enthalten.

* Bei infinitesimalen Verformungen vik stellt der symmetrische Anteil von vi k
eine echte Verzerrung, der antisymmetrische Anteil eine Rotation dar .
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Dazu bieten sich die sog. endlichen Verzerrungen* 7;k an, die durch

2''Vik=vik+vki+

	

vii vik =2 'Vk i

	

(5-3)

definiert sind . Damit wird die Energiedichte
1

u=ECik

	

k+21 ~Cik,7llvik vil+
ik

	

ikjl

Diese C sind mit den,in (3 .3) definierten identisch. Daß die Symmetrien
übereinstimmen, ist sofort ersichtlich . Von der Identität der Größen
selbst überzeugt man sich leicht, wenn man (5 .3) in (5 .4) einsetzt und
nach Potenzen von vik ordnet . Zunächst erhält man

u= 1 Cikvik+2Lr{Cik,il+Cklbi;) vik vil+ik

+'i 1{Cik,jl,rs+ 2Cik,IsÖjr+ 2Cks,jlÖir}Vikvjlvrs+''

Da jedoch nur der gegen Vertauschung der Paare i1a, jl, -rs, . . . unterein-
ander symmetrische Ausdruck in die obige Form eingeht, können wir
dafür auch schreiben

U = ECik vik + .2111Cik, il + Chl a% iI vi k Vil + 1 (5 .5)
+g1 {Cik,il,rs+Cik,lsajr+Cks,ilair+Ckl,rsaij~vik Vil vrs+"

(5.4)

Durch Vergleich mit (5 .2) folgt genau wieder die Verknüpfung (3.3)
zwischen S undC** . DieEntwicklung (5 .4) definiert die elastischen Kon-
stanten 1 ., 2., . . . Ordnung (erste Ordnung : Spannungen ; zweite Ord-
nung : gewöhnliche elastische Konstanten ; dritte Ordnung : nicht-
lineare elastische Konstanten ; etc.) und ihre Symmetrien, womit die
Bedeutung der C festgelegt ist. Die Entwicklung (5 .2) ist eigentlich
nur dann sinnvoll, wenn sie nach dem quadratischen Glied abgebrochen
werden kann, und die Spannungen verschwinden (Cik =0) . Dann gilt

sik,ii =Cik,jl .
Um auch noch die C zu erläutern, sei die zu (2 .1) gehörige Bewegungs-

gleichung betrachtet (der Einfachheit halber für ein unendliches Gitter ;
M: Masse der Atome) .

Mqm =_ ~, chm~ qi - -2 Z, hniv p qn qv .- . . . ,

	

(5 .6)
nl

	

np
7r .

* Eine Drehung wird dargestellt durch D= 1 +v mit CQ=1 . Damit wird
2'V= .Q -1-I-C- 1 -{- (.Q'- 1)(Q-1) =d2'Q - 1=0, d.h. 7i verschwindet fürreine
Drehungen.

** Daraus ist auch ersichtlich, warum gerade die Definition (3 .3) für die C be-
nutzt wurde.



Damit folgt aus (5 .2)

Gleichgewichtsbedingungen in der Gittertheorie

Durch Einführung langsam veränderlicher Verschiebungsfelder (gt'm= gt\) 3

qi
=qi (gi, +A(n-m))

`= qi + 1 IA(n-m)lk gilk + 2

	

P(n-m)]l gjlkl +

	

. .

	

(5-7)

erhält man daraus unter Beachtung von (4.2) und (4.3) mit den Ab-
kürzungen (4.10) und (4.12) sowie MTV, =P

Sik,il +S,1,jl, = 2eii,kl

P4i =1 Cii,klgjlk , +1 Cij,rs,klgrlsqjlkl + . . .,

	

(5-8)
ikl

	

iklsr

Andererseits lautet die Bewegungsgleichung der elastischen Theorie

2 Zi = 7, aiklk,

	

crik :

	

Spannung,

	

(5 .9)

wobei die Ableitungen der Verschiebungen nach dem Ort mit -dem Ver-
formungstensor verknüpft sind :

a qj _
a XI, -gjlk = vjk .

P4'i' jZSik,jlgilkl+ESik,il,rsgrlsgjlkl + . . .
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(5-10)

(5 .11) und (5.8) sind zunächst nicht identisch. Da in (5,11) aber nur die
in h und l symmetrischen Anteile eingehen, folgt durch Vergleich mit
(5 .8), daß

und Sik,jl,rs -f- Sil,jk,rs =2 Cij,rs,kl (5 .12)

sein müssen, was mit (3 .5) übereinstimmt. Dieses ist das ursprünglich
von Kurt-HUANG verwendete Verfahren zur Aufstellung seiner Bedin-
gungen. Gleichzeitig ist mit der Gültigkeit der Kun-Huang-Bedingung
die übliche Form der elastischen Gleichung sichergestellt, im Gegensatz
zu verschiedentlich geäußerten Vermutungen s *.

Damit sind die Bedeutung aller Größen sowie ihre Symmetrien und
Beziehungen untereinander klargestellt . Für ein endliches Gitter folgen
sie zwangsläufig aus der Rotations- und Translationsinvarianz der K.P .,
für unendliches Gitter muß ihre Gültigkeit vom endlichen Gitter her
extrapoliert werden.

	

Gittertheoretisch einfach definiert sind nur die
�Kun-Huang-Tensoren" C nach (4.10) und (4.12), die elastischen Kon-
stanten C selbst müssen dann nach (3 .8) aus den C ermittelt werden.

* Es muß aber betont werden, daß dieses Resultat unter der Voraussetzung
folgt, daß die Atome als einfache Massenpunkte ohne weitere Freiheitsgrade be-
handelt werden können. Ferner ist angenommen, daß es sich um primitive Gitter
handelt; der Übergang auf nichtprimitive Gitter bereitet keine besonderen Schwie-
rigkeiten.
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Zum Schluß seien die Beziehungen zwischen C und C speziell für
kubische Symmetrie angegeben . Mit dieser Symmetrie verträglich ist
nur, ein homogener Druck p, alle anderen Spannungen müssen ver-
schwinden (Cti k = -Y a% k) " Die Ci k, i t, � , kann man wegen (3 .4) in der
Voigtschen Weise indizieren

; ik=11, 22, 33, 2 3, 31, 12->Oc=1, 2, 3, 4, 5, 6 .

	

Die
von Null verschiedenen Konstanten sind dann

ci , = C11,11-ci ;

	

CI 2=2 CI2,12- Cll,22+cl ;	C44=C1l,22 - cl ;

Cil1 = C11,11,11 - 3 cil ;

	

C112 = Cil,22,11 - C12 ;

	

" ~ (5 .13)

C123 =2 C12,33,12 - 011,22,33+C12 ;

	

C456 = C33,12,12 - 044 ;

e144 =011,22,33 - C12 ; C166 = 011,12,12 - C12 -2C44*

Alle hier diskutierten Beziehungen sind jedoch nurbei Rechnungen mit
allgemeinen K.P. nötig. Ist die potentielle Energie zwischen den Gitter-
bausteinen dagegen in expliziter Form gegeben, so lauten die Gleich-
gewichtsbedingungen z . B . für primitive Gitter, daß die Energie pro
Atom (bzw. proZelle) minimal sein muß gegenüberVariationen derDaten
der Elementarzelle . Dadurch sind die Aik festgelegt . Für diesen (span-
nungsfreien) Gleichgewichtszustand sind die Kun-Huang-Bedingungen
(4.11) und (4.13) dann automatisch erfüllt . Dieses Verfahren ist aber
nur möglich, wenn die gesamte potentielle Energie explizit als Summe von
Zweikörper-Potentialen p(2) (L, r'), Dreikörper-Potentialen rp(3) (-:, x', x")
etc. gegeben ist (vgl. 7) .

7 BAUER, K. : Staatsexamens-Arbeit Göttingen 1956 .
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