|

Institut for Plasmaphysik
KERNFORSCHUNGSANLAGE JULICH

des Landes Nordrhein-Westfalen

Zur Theorie der magnetischen Kompression

zylindersymmetrischer Plasmen

von

H.Kever

Jul-2-PP November 1960

Als Manuskript gedruckt




8
A

Berichte der Kernforschungsanlage Jolich —= Nr. 2

Institut for Plasmaphysik Jol — 2 - PP

Dok.: PLASMA — MAGNETIC COMPRESSION « DK 533.21.01 : 621.039.6.01

Zu beziehen durch: ZENTRALBIBLIOTHEK der Kernforschungsanlage Jilich
Jilich, Bundesrepublik Deutschland




Institut fir Plasmaphysik

KERNFORSCHUNGSANLAGE JULICH

des Landes Nordrhein-Westfalen

Zur Theorie der magnetischen Kompression

zylindersymmetrischer Plasmen

von

H. Kever

Jul - 2 - PP

als Manuskript gedruckt

November 1960




Inhalt

Zusammenfassung
Einleitung

1. Der Ablauf des Kompressionsvorganges nach dem
free-particle Modell

1.1 Das free-particle Modell

1.2 Die Gleichung fir das dulere Magnetfeld

1.3 Die Berechnung der Bewegung im free-particle Modell

1,4 Erginzungen zum free-particle Modell

2. Der Ablauf des Kompressionsvorganges nach dem
Schneepflug-Modell bei eingeschlossenem innerem
Magnetfeld

2.1 Das Schneepflug-Modell

2.2 Die Gleichung fiir das innere und fir das dulere
Magnetfeld

2.3 Die numerische Integration der Bewegungsgleichung

2.4 Ergebnisse., Die Energie des Plasmas

3. Rechnungen mit einem adiabatischen Modell
(Osovets-Modell) des Kompressionsvorganges bei
eingeschlossenem inneren Magnetfeld

3.1 Das Osovets-Modell der magnetischen Kompression

3.2 Lésungen der Bewegungsgleichung

Literaturverzeichnis

11
17
28

(O8]
-

47
55

65
14

82




Zusammenfassung,

Der Vorgang der magnetischen Kompression eines zylindrischen Plasmas
wird an drei verschiedenen Modellen untersucht, denen jeweils verschie-
dene Voraussetzungen tiber die Eigenschaften des Plasmas und seines
Strémungsfeldes zugrunde liegen,

In der als free-particle Modell bezeichneten Ndherung, in der Stofle der
Plasmateilchen vernachldssigt werden, lassen sich die flir den Vorgang
kennzeichnenden Gréflen wie Plasmaradius, Kompressionszeit, Strom usf,
in expliziter Form analytisch berechnen, Insbesondere 148t sich ein Aus-
druck fir die Energie des Plasmas angeben; die sich daraus ergebenden
Folgerungen flir die Dimensionierung werden erdrtert, Als entscheidender
Parameter erweist sich dabei das Verhdlinis der Induktivitdt der Kom-
pressionsspule zur Induktivitdt des duleren Kreises,

Um den Einflull des bei magnetischen Kompressionsexperimenten wesent-
lichen inneren Magnetfeldes auf den Ablauf des Kompressionsvorganges

zu untersuchen, wurde von der als Schneepflug-Modell bezeichneten Nihe-
rung ausgegangen, Dazu wurde eine Ableitung der Bewegungsgleichung des
Schneepflug-Modells aus den magneto-hydrodynamischen Grundgleichungen
gegeben, die den Fall innerer Magnetfelder einschlieft und welche die Vor-
aussetzungen des Modells deutlich werden 148t, Die den Kompressionsvor-
gang beschreibende nicht-lineare Differentialgleichung wurde numerisch
mit einem automatischen Digitalrechner integriert, nachdem eine anfangs
bei der Lésung der Gleichung auftretende Schwierigkeit behoben war, Die
Energie des Plasmas nach dem Schneepflug-Modell wird besonders unter-
sucht; insbesondere deren Abhédngigkeit von der Stdrke des anfangs einge-
schlossenen Magnetfeldes, Fiir nicht zu grofe Werte desselben ergeben
sich die gleichen Abhédngigkeiten von den ibrigen Bedingungen des Experi-
mentes wie im free-particle Modell, Die dort geltenden Dimensionierungs-
betrachtungen treffen daher auch auf die magnetische Kompression nach
dem Schneepflug-Modell zu.

Im dritten Modell werden gewisse bei der Anwendung des Schneepflug-

Modells auf Zeiten nach dem ersten Kompressionsmaximum entstehende




Schwierigkeiten behoben. Die Kompression wird als adiabatisch
angenommen, und die endliche Schwingungsdauer des dufleren
Stromes bertcksichtigt. Die Annahme eines schwingenden ring-
fsrmigen Plasmas mit innerem Magnetfeld im nichtleitenden
Neutralgas und die Voraussetzung von Ahnlichkeitsldsungen fir
das Stromungsfeld in einem vollstédndig leitenden homogenen
Plasmazylinder fihren zur selben Form der Bewegungsgleichung.
Mit dieser wird der Vorgang des Einschwingens des Plasmazylin-
ders in die quasi-stationdre Gleichgew.ichtslage berechnet, die
durch das Druckgleichgewicht zwischen innerem und dulerem
Magnetfeld gegeben ist., Die elektrische Kreisgleichung wird ohne
Vernachlissigung als zweite Differentialgleichung neben der Be-
wegungsgleichung benutzt, wodurch sich insbesondere der Ein-
fluB eines duBleren elektrischen Widerstandes auf den Ldésungsver-

lauf erfassen 148t,




Einleitung.

Von den verschiedenen Methoden zur Erzeugung und Einschliefung von
Plasmen hoher Temperaturen mit dem Ziel, kontrollierte thermonu-
kleare Reaktionen im Laborversuch zu verwirklichen, hat die magnetische
Kompression erst in den letzten Jahren Bedeutung erlangt. Die ersten Be-
richte Uiber magnetische Kompressions-Experimente wurden auf der Zwei-
ten Genfer Atomkonferenz Vorgelegtl’ 2. Seitdem sind eine Reihe weiterer
Arbeiten auf diesem Gebiet bekannt geworden3’ 4,56, 7; einen Uberblick
iber den Stand der Arbeiten bis zum Ende des Jahres 1958 enthéiltg, eine
weitere Ubersicht mit Beriicksichtigung der Arbeiten bis Mitte 1959 ist
in9 enthalten,

Das allen magnetischen Kompressions-Experimenten gemeinsame Prinzip
der Versuchsanordnung besteht in folgendem. Eine niederinduktive Kon-
densatorbatterie hoher Kapazitédt wird Uber eine gerade Spule entladen,
Innerhalb der Spule befindet sich das Entladungsrohr mit dem zu kompri-
mierenden Gas, Wihrend der Entladung der Kondensatorbatierie ermeugt
der Spulenstrom ein zeitlich stark verdnderliches, im Entladungsrohr
vorwiegend axiales Magnetfeld, das ein azimuthales elektrisches Feld in-
duziert und damit Stréme im Gas erzeugt, deren Stdrke von der elektrischen
Leitfdhigkeit innerhalb des Gases abhédngig ist. Wenn die elektrische Leit-
fahigkeit gentigend grofl ist, verhindern diese Stréme das Eindringen des
Magnetfeldes in das 'Gas, das nach einiger Zeit, zundchst in Gebieten
hoher Stromdichte, vollstdndig ionisiert ist und daher in den Plasmazu-
stand tibergeht, Die Strome bleiben dann auf der Oberfldche des Plasmas
begrenzt und damit auch die elektromagnetischen Krifte, die das Magnet-
feld auf das Plasma ausiibt., Unter der Wirkung dieser Krdafte bewegt sich
das Plasma nach innen und wird verdichtet. Infolge der Energieaufnahme
des Plasmas widhrend der Kompression und der durch die Kompression
bedingten hohen Dichten werden Ionen-Temperaturen von einigen 10 °K
erzielt, und es ergeben sich bei Verwendung von Deuterium als Fillgas

5 7
bei Anfangsdrucken von einigen 10 bis 100 pyHg Neutronenpulse von 107 - 10




Neutronen. Zwei Gruppen von Neutronen sind dabei zu unterscheiden, die
offenbar als Folge verschiedener Anfangsbedingungen der Entladungen,
wie Dichte, Ionisationsgrad, inneres Magnetfeld, entstehenlo’ 11,12
Neutronen der einen Gruppe treten auf im Zusammenhang mit harter
Réntgenstrahlung von 100 - 200 keV Energie und gleichzeitigen starken
Schwingungen des im Plasma eingeschlos senen ‘Magnetfeldes. Diese Neu-
tronen entstehen durch Verschmelzungsreaktionen von Deuteronen, die

in kurzzeitig auftretenden hohen inneren elektrischen Feldern beschleunigt
werden, In diesen Feldern beschleunigte Elektronen sind die Ursache der
harten Réntgenstrahlung. Bei der zweiten Gruppe von Neutronen wird kei-
ne gleichzeitige Emission von Rontgenstrahlung beobachtet oder nur sol-
che, die der Temperatur des Plasmas entspricht. Diese Neutronen treten
im Maximum der Kompression auf, die Erzeugungsraten sind in Uberein-
stimmung mit der Annahme eines thermischen Plasmas der oben angege-
benen Temperatur, woraus auf den thermonuklearen Ursprung dieser Neu-
tronen zu schlieflen ist,

Bei aller prinzipiellen Einfachheit magnetischer Kompressions-Experi-
mente stellen sich einer vollstdndigen Erfassung der Vorgidnge erhebliche
Schwierigkeiten entgegen. Sie liegen auf theoretischer Seite nicht allein

in der mathematischen Komplikation des Problems stark instationdrer
Vorgédnge in zylindrischen Plasmen, sondern haben zudem ihren Grund

in der Liickenhaftigkeit der Vorstellungen tber dissipative Vorgéinge in
Hochtemperaturplasmen geringer Dichte. Damit zusammenhédngende Fra-
gen sind bisher selbst fir ebene stationdre Vorgédnge in Hochtemperatur-
plasmen noch nicht gekldart, Der Grund dieser Schwierigkeit liegt in der
geringen Wechselwirkung der Plasmateilchen bei hohen Temperaturen,
Eben diese Kleinheit der Wechselwirkung begrenzt auch die Anwendbarkeit
magneto-hydrodynamischer Gleichungen, denen bestimmte Annahmen iber
die Form des Drucktensors, lber elektrische und Wéarmeleitfdhigkeit zu-

grunde liegen, Sie erméglicht aber andererseits erhebliche Vereinfachun-

gen in.der Berechnung der Anfangsphase der Bewegung.




Das Ziel der im folgenden beschriebenen Rechnungen war, anhand dreier
Modelle: des free-particle Modells, des Schneepflug-Modells und eines
adiabaten Modells, durch welche die Berechnung der Bewegung auf die
Losung gewshnlicher Differentialgleichungen reduziert werden kann, quan-
titative Aussagen Uber die Dynamik des Kompressionsvorganges hauptsich-
lich in der ersten Phase der Plasmaverdichtung und tber die dabei erreich-
baren Energien zu gewinnen., Im Mittelpunkt der Betrachtung wird dabei der
Einflufl des im Plasma eingeschlossenen Magnetfeldes stehen, Die Beschrei-
bung der Dynamik durch gewodhnliche Differentialgleichungen setzt bestimm-
te Annahmen liber das Plasma und sein Strémungsfeld voraus, die durch

die spezielle Art der Versuchsbedingungen nahegelegt sind. Die verschie-
denen Modelle liefern unter gewissen Bedingungen im wesentlichen die
gleichen Abhédngigkeiten der fir den Vorgang mafligeblichen GréBen, mit
Unterschieden lediglich in den Zahlenfaktoren. Diese schon friiher bei

der Dynamik des Pinch-Effektes von Rosenbluth 13 bemerkte Tatsache
148t die Vermutung zu, dafl sich dieselben Abhédngigkeiten auch bei Be-
trachtung detaillierterer Modelle des Vorgangs ergeben.

Der mit dem Kompressionsvorgang verbundene Ablauf von Verschmelzungs-
Reaktionen bleibt unberiicksichtigt, da der Einflul der Reaktionsprodukte
auf die Dynamik des Vorganges wegen der Kleinheit der Reaktionsraten

zu gering ist, Auch wurden seitliche Teilchenverluste vernachldssigt, de-
ren Einflufl auf den Kompressionsvorgang sich nur in den spédteren Phasen
der Kompression auswirkt, und umso spiter, je kleiner das Verhiltnis

von Plasmaradius zur Spulenldnge ist, Die Anordnung, die im folgenden
betrachtet wird, ist eine zylindrische Spule mit Ldnge 1, die als grof3 im
Vergleich zum Innenradius 3 des Entladungsrohres anzunehmen ist, Im
Innern des Rohres liegt mit gemeinsamer Achse der Plasmazylinder mit
Radius a, der ebenso wie die Stidrke des zwischen Spule und Plasma ge-
legenen Magnetfeldes B eine Funktion der Zeit ist, zu deren Bestimmung
im folgenden Abschnitt das free-particle Modell herangezogen werden

soll, wobei zundchst das Plasma als magnetfeldfrei betrachtet wird.




l. Der Ablauf des Kompressionsvorganges nach dem free-particle Modell.

1,1 Das free-particle Modell,

Die Voraussetzungen des Modells.

Damit das free-particle Modell sinnvoll anwendbar ist, miissen zwei
Voraussetzungen erfiillt sein. Die erste Voraussetzung betrifft die elektri-
sche Leitfihigkeit des zu komprimierenden Plasmas, Diese soll so grof
sein, dafl wdhrend der Dauer des Kompressionsvorganges kein Magnetfeld
in das Plasma eindringt. Dazu geniigt schon, dafl die dulere Randschicht
des Plasmas geniigend hochleitend ist. Dies kann durch eine dem eigent-
lichen Kompressionsexperiment voraufgehende stromstarke Hochfrequenz-
entladung erreicht werden. Da die elektrische Feldstirke am Rande des
Entladungsrohres am groflten ist, wird dort die Ziindung der Entladung
auch ohne vorherige Heizung zuerst einsetzen und das Gas in dieser Zone
am ehesten, in spdteren Phasen am besten leitend sein. Der Einsatz der
Zindung am Rande wird auch experimentell beobachtet. Fiir den Nachweis
dafl kein Magnetfeld in das Plasma eindringt, wird gelegentlich die
Spitzersche Leiti’éihigkeitﬁforI'ne.l‘4 fir ein vollionisiertes Plasma heran-
gezogen, mit dieser in bekannter Weise eine Diffusionszeit fiir das Magnet-
feld berechnet und gezeigt, dafl diese Zeit in praktischen Fillen wesentlich
groBer als die Dauer des Kompregsionsvorganges ist, Wir versuchen hier
nicht, die Spitzer sche Leitfdhigkeitsformel auf einen stark instationdren
Vorgang in einem Plasma anzuwenden, das sich sicher nicht in der Nihe
eines thermischen Gleichgewichts befindet, zumal selbst unter stationdren
Verhdltnissen Zweifel an der Anwendbarkeit der Spitzer schen Forrhel
bestehen15. Vielmehr wird hier nur die experimentelle Erfahrung zu Hilfe
genommen, dafl unmittelbar nach dem elektrischen Durchbruch des Gases
trotz starken Anstiegs des Spulenmagnetfeldes im Innern des Plasmas kein

oder nur geringer Magnetfeldanstieg beobachtet wird.

Die zweite Voraussetzung betrifft die Geschwindigkeit des Kompressions-
vorganges. Die Geschwindigkeit der durch die Kompression bewirkten
Teilchenbewegung soll so grofl sein, dafl die Wechselwirkung der bewegten
geladenen Teilchen des Plasmas mit den noch nicht vom Kompressions-

vorgang erfafiten ruhenden Teilchen vernachldssigt werden kann. Diese




Forderung ist erfiillt, wenn die freien Weglidngen der bewegten Teilchen
grof} sind im Vergleich zum Radius des Plasmazylinders., Fiir den Wir-

kungsquerschnitt von Deuteronen fiir elastisché Streuung gilt angendhert

-19
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mit der Teilchenenergie E in keV. Daraus folgt fir die mittlere freie
Wegldnge von Deuteronen
18 -1 _2

P o 1
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woraus sich bei 1 keV Deuteronen-Energie und einer Dichte von

n = J.Ol6 crn_3 eine freie Weglidnge von rd. 200 cm, bei einer Energie

von 0, 1 keV immer noch eine freie Wegldnge von 2 cm ergibt. Die radi-
alen Abmessungen iiblicher Entfladungsrohre bei magnetischen Kompres-
sionsexperimenten betragen demgegeniiber einige cm. Ferner wird die
Geschwindigkeit der gerichieten Bewegung der Teilchen groff im Vergleich
zur thermischen Geschwindigkeit und damit zur Schallgeschwindigkeit,

der Kompressionsvorgang als nicht-adiabat angenommen werden. Das
Plasma soll also im Vergleich zur Energie der gerichteten Bewegung kalt,
aber andererseits hinreichend durchionisiert sein, dafl die Gesetze fliir die

Wechselwirkung geladener Teilchen in vollionisierten Plasmen angewendet

werden kénnen.

Mit diesen Voraussetzungen ergibt sich das folgende Bild des Kompres-
sionsvorganges. Die Lorentzkréfte greifen nur am duleren Rand des Plas-
mas an, das Innere des Plasmas bleibt magnetfeldfrei, wenn anfangs kein
Magnetfeld vorhanden war. Die Kompression des Plasmas erfolgt dann so,
als ob sich ein zylindrisches Rohr verengen wiirde, wobei die in dem Rohr
befindlichen Gasteilchen durch elastischen Stof mit der Wand des Rohres
nach innen reflektiert werden, und zwar nach der zweiten Voraussetzung

ohne Wechselwirkung mit den noch ruhenden Teilchen des Plasmas.




Der Reflexionsvorgang.

Der Vorgang der Reflexion der Plasmateilchen am Magnetfeld ist fir den
ebenen Fall bei stationdrer Bewegung von Rosenbluth-Garwin
analysiert worden. Das Ergebnis ist folgendes: In einer relativ kleinen
Plasmaschicht im Ubergangsgebiet vom Plasma zum Magnetfeld tritt
Ladungstrennung der Elektronen und Ionen auf. Diese Grenzschicht ist
infolge der Ladungstrennung ein Gebiet starker elektrostatischer Felder
mit Feldstdrkenrichtung normal zur Grenzschicht. Innerhalb dieser Grenz-
schicht, die von Morozov 18 auch als E-Schicht bezeichnet wird, steigt
das Magnetfeld exponentiell infolge der tangential in der Grenzschicht

flieBenden Stréome auf seinen Wert aulerhalb des Plasmas an,

Die Struktur dieser Grenzschicht 148t sich unmittelbar verstehen, wenn
man den Einschaltvorgang eines Magnetfeldes aulerhalb eines durch eine
Ebene begrenzten Plasmas betrachtet. Die anfangs ruhend gedachten Elek-
tronen werden wegen ihrer geringeren Masse durch das tangential zur
Grenzfliche induzierte elekirische Feld stdrker beschleunigi als die Tonen,
bewegen sich aber infolge des Vorhandenseins des Magnetfeldes nicht nur
tangential, sondern auch senkrecht zur Grenzschicht, wodurch eine Tren-
nung der Elektronen von den Ionen n ormal zur Grenzschicht erfolgt. Die
durch die Ladungstrennung verursachten elektrostatischen Felder wirken
der Liadungstrennung entgegen und begrenzen daher den durch das Magnet-
feld bewirkten Trenneffekt, wodurch sich schlieflilich im stationdren Fall
eine Grenzschicht mit gleichbleibender Dicke ausbildet, deren Gréfle und
genauere Struktur aus der Rechnung folgt. Die in der Grenzschicht flie-
Benden Stréme fihren, da durch Induktion erzeugt, zu einer Kompensation
des dulleren Magnetfeldes im Innern des Plasmas, so dafl vor der Grenz-

schicht das innere Magnetfeld Null ist.

Die Bewegungsgleichung im free-particle Modell.
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Als ein wesentliches Ergebnis der Rosenbluthschen Rechnung  folgt
eine Druckbilanz, die an der Grenzschicht erfillt ist, in der Form

2 N [yt
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Gleichung (1.1) 148t sich unmittelbar interpretieren: Da da/dt = a (t)

die Geschwindigkeit, mit der sich die Grenzschicht gegen das Plasma
verschiebt, so werden je Zeit- und Flidcheneinheit n, & Elektronen und
Ionen an der Grenzschicht reflektiert, wenn man die Anfangsgeschwindig-
keit der Teilchen gegeniiber der Geschwindigkeit des '"magnetischen
Kolbens'" vernachlidssigt, und der auf die Teilchen Ubertragene Impuls
betridgt 2me 4 fir die Elektronen und 2mj & fir die Ionen, da die Teilchen
mit der doppelten momentanen Grenzschicht-Geschwindigkeit die Grenz-
schicht verlassen und in das Plasma hinein reflektiert werden. Der da-
durch gegebene kinetische Druck des Plasmas mufl kompensiert werden

durch den magnetischen Druck der Stréme innerhalb der Grenzschicht.

Da innerhalb der Grenzschicht keine St68e von Teilchen auftreten und
auch die von der Grenzschicht reflektierten Teilchen sich ohne Stofle
frei durch das Plasma bewegen sollen, wird das der Gleichung (1.1) zu-
grundeliegende Modell als free-particle Modell bezeichnet. Zu Beginn
der Kompressionsbewegung ist natirlich die thermische Geschwindigkeit
der Teilchen gegentiber der Geschwindigkeit ihrer gerichteten Bewegung

nicht vernachldssigbar: man mufl setzen

v

(,1.7_,) =p + ?_(W\e'\-W\()\/\oaL

BL
e ,
worin p den Druck der thermischen Bewegung des Plasmas bezeichnet,
Da aber in einem sinnvollen magnetischen Kompressionsexperiment sehr
bald nach dem Einschalten des Magnetfeldes der magnetische Druck we-
sentlich groBer ist als der anfidngliche thermische Druck des Plasmas,
wird man keinen groen Fehler erwarten, wenn schon gleich fir den An-
fang der Bewegung der thermische Druck in der Bewegungsgleichung ver-

nachldssigt wird,

1 .
Noch eine andere Schwierigkeit, auf die in der Literatur zuerst in hin-

gewiesen wurde, ergibt sich bei der Anwendung der Gleichung (1.1) auf




eine Bewegung des Plasmas aus der Ruhe, d.i. bei einer Anfangsge-
schwindigkeit der Grenzschicht a (0) = 0. Die Anfangsgeschwindigkeit

der reflektierten Teilchen ist dann ebenfalls zunichst klein, und da sich
die Grenzschicht infolge der Zunahme des duleren Magnetfeldes mit zu-
nehmender Geschwindigkeit hinter bereits reflektierten Teilchen her be-
wegt, werden Teilchen, die sich zu einem fritheren Zeitpunkt von der
Grenzschicht abgeldst hatten, wieder eingeholt und erneut beschleunigt.
Das hat zur Folge, daBl ein Teil der Masse, die anfangs in dem von der
Grenzfldche iberstrichenen Volumen enthalten war, zu sp'altereyn Zeit-
punkten wieder als trdge Masse am Kolben auftritt. Im Extremfall ¥ wird
man die jeweils am Kolben anliegende Masse gleich der verdridngten
Masse annehmen, und gelangt damit zu dem gleichfalls von Rosenbluth -
Garwin L7 vorgeschlagenen und von diesen fiir die Berechnung der
dynamischen Eigenschaften des instationdren Pinch-Effektes benutzten
Schneepflug-Modell (snow plow) Dieses Modell, das von Kolb ! bereits
zur Berechnung des Kompressionsablaufes in einem magnetfeldfreien
Plasma benutzt wurde, hat gegeniiber dem free-particle Modell den Nach-
teil, dal sich Loésungen, die fiir die ganze Dauer des Kompressionsvor -
ganges gelten, nur durch numerische Rechnungen auffinden lassen, woge-
gen sich die Bewegung im free-particle Modell unter bestimmten Be-
dingungen in einfacher Weise exakt berechnen 1l48t. Weil das Modell als
solches bereits lediglich eine Ndherung darstellt, bedeuten exakte Lésun-
gen zwar sachlich keinen Gewinn, sie erleichtern aber die Untersuchung
des Einflusses von Parametern auf die Bewegung. Es lassen sich damit
auf einfachq Weise bereits Aussagen gewinnen, die auch fur den Fall ei-
nes Plasmas mit innerem Magnetfeld Giltigkeit besitzen oder sich doch
mit entsprechenden Abidnderungen ilibertragen lassen, Fiir die Integration
von Gl.(1l.1) ist zunidchst die Gleichung fiir das dullere Magnetfeld aufzu-
stellen, die sich durch Anwendung des Kirchhoffschen Gesetzes auf den aus

Kondensator-Batterie und Kompressionsspule gebildeten Kreis ergibt.

*Dall es sich tatsidchlich bei den Modellen um Grenzfédlle mit kontinu-
ierlichem Ubergang zwischen beiden handelt, geht aus einer kirzlich
bekannt gewordenen Arbeit?0 zur Theorie des sogenannten rail-gun
Plasma- Beschleunigers hervor,




1.2 Die Gleichung fiir das dulere Magnetfeld,

Die Stdrke des dufleren Magnetfeldes ist iber

(43) Bt

mit dem Spulen- und Entladestrom I verbunden. In (1.3) ist bereits vor-
ausgesetzt, daBl die Spule lang, d.i. der Radius klein im Vergleich zur
Lange 1 der Spule ist, und daher das Feld im Spuleninnern auflerhalb des
Plasmas nahezu homogen ist, Die Proportionalitdt von Magnetfeld und
Stromstdrke gilt jedoch unabhédngig von der obigen Voraussetzung tber die
Geometrie der Spule. Wollte man die endliche Liédnge der Spule berick-
sichtigen, so kdme die mit der z-Abhdngigkeit aller Grélen, vor allem
der dynamischen, verbundene Komplikation des Problems ins Spiel. Es
wiirde dann BZ sowohl eine Funktion der Koordinate z auf der Achse wie
auch des Radius sein. Bei Vernachlidssigung der endlichen Linge der
Spule wird aber so der Proportionalitdtsfaktor zwischen Magnetfeld und
Spulenstrom eine insbesondere vom Radius unabhédngige Konstante, wo-
durch die Gleichung fiir den Strom sofort als Gleichung fiir das Magnet-
feld geschrieben werden kann, Das Magnetfeld ist dann durch die elek-

trische Kreisgleichung fliir den dufleren Entladekreis gegeben.

Die elektrische Kreisgleichung, Einfithrung des Parameters A .

Sei d)S der magnetische Flufl durch den Spulenquerschnitt, LB die Induk-
tivitdt der Kondensatorbatterie samt ihren Zuleitungen zur Spule, R der
elektrische Widerstand des Kreises und Uo die Ladespannung der Bat-

terie, so ist die Gleichung fir die Stromstédrke I

al _
(41.-4) O%ij +LBF + RT = {, ,




worin U _, die Spannung an der Kapazitdt C der Kondensatorbatterie

C
zum Zeitpunkt t bedeutet: ¢

U - U - [Tde
C 0 CJ

Der Zeitnullpunkt soll mit dem Beginn der Entladung der Batterie, d.i.
mit der Zndung des Schalters, zusammenfallen,

Die Induktivitdt q)s/l der Kompressionsspule setzt sich aus zweil Antei-

len zusammen. Der erste Beitrag kommt von dem Flufl durch die Quer-
schnittsfldche des Entladungsrohres, oder allgemeiner, wenn die Spule
nicht dicht auf dem Entladungsrohr gezogen ist, von dem FluBl zwischen
Innenradius der Spule und Innenradius des Entladungsrohres, Wenn die

Differenz 6 dieser beiden Radien klein gegeniiber dem Innenradius des

Entladungsrohres ist, wird die diesem Flufl entsprechende Induktivitédt

einfach '_ B Zﬁg@g

o= ‘«4 o et
o

Der zweite Anteil rithrt von dermn Flufl durch die Fldche zwischen Innen-
radius des Entladungsrohres und dem dulleren Radius a des Plasma-
zylinders ; wegen der Zeitabhidngigkeit von a ist dieser Anteil zeitlich
verdnderlich, Das Innere des Plasmas liefert keinen Beitrag zum Flufi,
da es wegen der vorausgesetzten hohen Leitfdhigkeit des Plasmas zu-
mindest fir die Dauer der nachfolgend betrachteten Kompressionsvor-

gidnge magnetfeldfrei bleibt. Mit

L
T Ao

fir die Induktivitédt des Spuleninnern ohne Plasma wird der magnetische

Flufl

(1.5) (I)j:ILO +IL5[/1—(%)L}




Die Kreisgleichung wird daher

d T T -V
il ) +RT -

mit L. als der gesamten Induktivitdt des Batteriekreises

(4.6) L:LB+LO+L5[/1¢('%)LJ

Die Summe der beiden ersten Induktivitidten bezeichnen wir mit La und
nennen sie die dullere Induktivitdt zum Unterschied von der zeitlich ver-
dnderlichen inneren Induktivitdt der Spule, welche anfangs Null ist, vor-
ausgesetzt, dafl das Plasma zu Beginn der Kompression an der Wand an-
liegt. Die der Anfangsinduktivitdt 1.(0) = La zugeordnete Frequenz des
Kreises wird im folgenden mit w_ bezeichnet. Iihrt man noch an Stelle

des Radius des Plasmazylinders den auf aj bezogenen Wert als dimen-

sionslosen Radius y(t) ein und fiir den Quotienten der Induktivitéten LS

und La den Parameter >\

(13) yie)=—— L

so wird die Gleichung (1.4) schlieBlich

¢
0( vl 1 ___k_)_o‘ _ 2
(4.8) ! { [ A+ M-y )]I} + qu‘ < woofrdf

Das Auftreten von y(t) in der Stromgleichung bedeutet die Kopplung mit
der Bewegung, so da Gleichung (1.8) im allgemeinen nur im Zusam-

menhang mit der Bewegungsgleichung lésbar ist.




Die Vernachldssigung des elektrischen Widerstandes R.
Falls jedoch UC,N, UO = const, 148t sich die Lésung der Stromgleichung

sofort angeben, Mit L I = 4) wird
¢ K ¢
(1.%) (i):%[exp({%d()d%’ +Cexya(- {%dé)

mit einer Integrationskonstanten C, die jedoch bei der Anfangsbedingung
I =0firt =0 gleich Null ist, so daB die hier interessierende L&ésung
durch das partikuldre Integral der inhomogenen Gleichung (1.8) gegeben

ist, Fir kleine t kann man entwickeln
t ¢! /
!
Ofmo(o[_f_o(e)o(& ~ d/uww

worin der elektrische Widerstand des Kreises als konstant betrachtet

ist, was wegen der Verdnderlichkeit des Widerstandes der Batterieschal-
ter in Wirklichkeit nicht erfillt zu sein braucht, Die zeitliche Verédnder-
lichkeit hat aber auf die Rechnung keinen Einflu}, wir denken uns den

groten Wert von R eingesetzt. Da der Nenner des Integranden rechts

t
R R 1z
L / 44%(/( -y) < ZL_é

A

> 1, hat man

und schliefllich

(*4.%a) oz Ut [/1 --}L—;é ¥ o(%el)]




Im allgemeinen ist.die Ddmpfungszeitkonstante 2-LS~/R, grofler als die:
Schwingungsdauer des.-Kreises, jedochfbrauchtffiir;groﬁe)\; nicht das -
gleiche flir 2 La/R zi- gelten. Eur grofle A istiindessenauch:.die Abschéit-
-zung des-Integrals:unglinstig;. stattﬁLa' ‘hat man'einen Mittelwert zu wih-
len, der nache bei L_ (1 + )\ ) liegt, welcher Wert dann auch in (1.9) er-
scheint. Dann ist aber der Ausdruck Rt/ZvLag in(1.9) klein gegentiiber  :
dem! ersten Glied in der Klammer fir Vorgédnge, deren Dauer klein dst:
im-Vergleich zur:Schwingungsdauer des Kreises. Im folgenden wird da-

her der elektrische Widerstand gleich Null gesetzt werden. ./ i

Naherungsausdricke fir das Magnetfeld.
Auch im Fall R = 0, aber jetzt mit UC zeitlich verdnderlich, 148t sich
die Stromgleichung formal sofort integrieren und gibt

Lo

o) Ty LTt e [T

i

/1+%(/f y)

Setzt man rechts wieder {fiir. I ein, so erhilt man-eine Reihendarstellung
- A . .
von I nach Potenzen von w . Bei Einfihrung einer zundchstnoch will-
o)
kirlichen Zeitkonstanten.t wund einer dimensionslosen:Zeitvariablen.
c A

vermoge ti= 1.t o mit einer: Stromelnhe1t I:und eineridieser Stromstédr-

ken entsprechenden Magnetfeldstdrke B

T = t B = T L,

La

(A.M)

C

ferner mit dem Parameter a = (w t ) kommt nach Multiplikation der

Glelchung (1. 10) mlt dem Proportlonalltatsfaktor aus Glelchung (l 3)

0( /0{( TO{'C
o ’H A(/f )’l)

~£‘{)/1+>(/1 ‘// 4+/\(A Yl/ +




Auf diese Weise gewinnt man einen expliziten Ausdruck fiir die magne-
tische Feldstdrke, der durch Einsetzen in die Bewegungsgleichung auf
eine Integro-Differentialgleichung fiir y(t) fiihrt, die zur Auffindung von
N&herungslésungen in beliebiger Ordnung in a benutzt werden kann. Aus
der Darstellung (1.12) ist ersichtlich, dag die Reihe fiir a <1 konver-
giert, da der Wert der Integrale kleiner als 7T n/n'. ist, wodurch ober-
halb 7 > n das Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen erfiillt
ist. Die Konvergenz besteht jedoch auch fiir a > 1, Gute Konvergenz
der Reihe ist natiirlich fir a <<1, 7 /Sl zu erwarten, Bricht man die

Entwicklung (1:12) bei kleinen a mit dem ersten Glied ab, so kommt

AA3) R
( A+ M (A-Y")

Diese Lidsung ergibt sich unmittelbar aus der Stromgleichung mit R = 0,
wenn in (1,8) gesetzt wivd UC Uo“ Lésungen mit a oder wg gleich

Null bedeuten daher Konstanz der Spannung am Kondensator., Diese An-
nahme ist solange zuldssig, als die Abnahme der Spannung an der Ka-
pazitdt widhrend der betrachteten Zeit t klein ist gegeniiber der Anfangs-

spannung der Kondensatorbatterie, wenn also gilt
€
L [Tde < U,
0

Wenn diese Voraussetzung nicht mehr erfillt ist, hat man in ndchster
N&dherung in (1.12) das Glied proportional zu a zu berticksichtigen., Es
wird dann tiber die Bewegungsgleichung (1.1) auch y eine Funktion

A
von a . In gleicher Ndherung wie fir B ist daher zu setzen y = )’[o)-&"‘}’s)

und man erhélt durch Entwicklung und Vergleich der Koeffizienten von a

(o) (1)

durch Gleichung (1.12) nahegelegte Verfahren bietet grundsatzlich die

je eine Differentialgleichung fiir y* / und y . Das hier angedeutete,

Méglichkeit, die Bewegung in beliebiger Ndherung in a aus einem Satz




ungekoppelter Differentialgleichungen zu berechnen. Da jedoch die

Zeit tc in der Definition durch Gleichung (1. 15) in einem sinnvoll
angelegten Kompressionsexperiment kleiner als die Viertelperiode der
Batterie-Schwingung und daher a << 1 ist, wird im folgenden die Bewe-
gung nur in der durch y(o) gegebenen Ndherung untersucht, also a =0

gesetzt, aber wieder y statt y(o) fir die Grofle des Plasmaradius in

dieser Nédherung geschrieben,

1.3 Die Berechnung der Bewegung im free-particle Modell,

Die Bewegungsgleichung in dimensionsloser Schreibweise, Einfithrung
der Kompressionszeit tc.

Einsetzen von (1,13) in die Bewegungsgleichung (1.1) fir das free-
particle Modell liefert als Gleichung fiir den Radius a(t)

A
T?)?” T’ )

. , = lp &
Lo [ aen(a-y)]” |

(. A )

Darin bezeichnet JOO die Dichte des Plasmas vor der Kompression

fo = (Wle+m( )h"
Werden in Gleichung (1.14) auch rechts mit a = ya s t=T tC die dimen-
sionslosen Variablen y, T eingefithrt, so schreibt sich die Differential-
gleichung (1,14) besonders einfach, wenn die bisher noch unbestimmt

gebliebene Zeitkonstante t , die zundchst nur aus Dimensionsgriinden
c

eingefithrt war, definiert wird durch

wis) g - (e )




Die durch Gleichung (1.15) bestimmte Zeitkonstante wird im folgenden
als Kompressionszeit bezeichnet werden, obwohl sie nur mittelbar bis

auf eine noch zu bestimmende Funktion von >\' ein Mafl fiir die tatsédch-

liche oder absolute Kompressionszeit darstellt. Sie ist die fiir den Ab-

lauf der Bewegung charakteristische Zeitkonstante, ebenso wie die ent-
sprechende Gréfle beim Pinch-Effektl3. Numerisch ergibt sich mit

po = Anfangsdruck des Gases in Torr, ao und 1 in cm, La in nH und

UO in kV, A = Massenzahl des zu komprimierenden Gases

0,04 (el @;)”LW

(4_/(50\) ‘(‘c ~

Nach der Definition von tc durch Gleichung (1.15) wird die Differential-
gleichung der Bewegung fiir den in Frage kommenden Zweig der Lésungs-

kurven, Strich bedeutet Ableitung nach der Zeitvariablen,

VA

(/1./1()) 4

Wie man sieht, ist das Verhdltnis ,\ der inneren zur dulleren Induktivitét
der einzige Parameter, von dem die Lésungskurven y(t) abhingig éind,
alle anderen Abhéngigkeiten sind durch die Wahl von 3 und tC als Einhei-
ten eliminiert. Im allgemeinen Fall mit a {: 0 wiirde noch a als Para-
meter hinzukommen, von dem die Lésungen zusétzlich abhidngig sein
wirden. Gleichung (1.16) enthdlt bereits das Ahnlichkeitsgesetz der
Bewegung im free-particle Modell: Kompressionsversuche bei gleichem
a s tC und Induktivitdtsverhdltnis LS/La verlaufen gleich, bei gleichem/\
dhnlich.

Die Losungen fur Radius und Magnetfeld.

Die Anfangsbedingungen der Lésung von (l.16) sind y =1 fiir 7 = 0;
daB die Anfangsgeschwindigkeit Null ist, ist bereits in (1,16) enthalten.




Die Integration der Gleichung (1,.16) ist ersichtlich sofort durch Quadra-

tur moéglich und liefert y als implizite Funktion von T

Ay 1~
(1ar)  (1ed)y -2y =d s 2N Lo

S 3 l
Explizit 148t sich y(t) dagegen leicht nur mit gewissen Vernachlissi-
gungen berechnen, So erh&lt man fiir den Anfang der Bewegung aus (1,17)
mit Vernachldssigung der dritten Ordnung in der Abweichung 1 - y von

der Anfangslage

1
(4,4;10\) Y = /A~ TN (]//HZATL_A} ,

wahrend man andererseits fir kleine y erhdlt

34+ 2) .t
SA4N)  2(A))

Die strenge Lésung von (1,16) fir y aus (1,17) ist nicht erforderlich;

(1.4%4) y =

es geniigt die Kenntnis der Umkehrfunktion {y) , die unmittelbar durch
die Gleichung (1.17) gegeben ist, Mit der Kenntnis von y(1) oder der
Umkehrfunktion kdénnen nun auch die Ubrigen Gréfen als Funktion von T
oder y geschrieben werden. Flir das mit ]g normierte Magnetfeld b = B/]g

folgt
T“

A4 x[A-yH ]

Es ist daher b gleich dem Betrag der Geschwindigkeit y'. Die Anderung

L) =

des Magnetfeldes ist gegeben durch

L
| /A~ 2/\ >/ ’6
Ad X(A-7%)
Der Stromanstieg ist variabel; er f4llt zundchst und steigt erst spéter
wieder an., Das Magnetfeld verlduft zwischen den Geraden b = 7 fur klei-
ne T und b = 7/1 +>\f\'ir grofle T, entsprechend den dann wirksamen

Induktivitdten L = La und L = La + LS. Abb. 1 zeigt den Verlauf von y,b
und bt fir /\ =5,
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Abb, 1

Plasmaradius y, Magnetfeld b und Magnetfeldanstieg b* nach dem
free-particle Modell {ir ein Induktivitdtsverh&ltnis \ = 5,

Die Implosionszeit.,

Wesentlicher als die Bestimmbarkeit expliziter Ausdricke fir den Radius
als Funktion der Zeit ist der Umstand, daBl aus dem free-particle Modell
unmittelbar ein Ausdruck fir die Implosionszeit des Plasmazylinders als
Funktion des Induktivititsverhdltnisses A folgt., Fir den Zeitpunkt der
vollstdndigen Kompression des Plasmas in der Achse erhdlt man aus

Gleichung (1.17) mity =0

7
(1.48) T, = A4 (A EN)T

C




Fir kleine A ist daher bis auf den konstanten Faktor aus Gleichung (1.18)
die Implosionszeit durch tc selbst gegeben, Fir A 2, 1 wird der Einflug
der Spuleninduktivitdt auf den zeitlichen Verlauf des Kompressionsvor-
gangs wirksam.

Die Annahme y = 0 fiir den Zeitpunkt der maximalen Kompression ist
nattirlich unrealistisch; sie ist gleichbedeutend mit der Annahme unendlich
hoher Kompressionsgrade. Jedoch gibt das Modell in seiner elementaren
Form keine Mdglichkeit, ‘einen von Null verschiedenen Minimalradius zu
bestimmen, Die Lidsungskurven existieren sogar fir negative y-Werte,

ein weiteres Anzeichen dafiir, daBl das einfache Modell nicht mehr anwend-
bar ist, wenn der Radius sehr klein gegeniiber 1 wird. Die Abidnderungen,
die dann noch innerhalb des Rahmens der dem free-particle Modell zugrun-
deliegenden Vorstellungen vorgenommen werden kénnen, um das Modell
der Wirklichkeit anzupassen, werden in 1,4 betrachtet werden. Hier sei
nur festgestellt, dafl fir kleine y die Zeit 7(y) relativ unempfindlich
gegeniiber Anderungen des Radius ist. Bei kleinen Minimalradien kann
daher T als eine Abschitzung fir die tatsdchlich bis zur Erreichung des
ersten Kompressionsmaximums erforderliche Zeit gelten. In absoluten
Einheiten wird die Zeit von Beginn der Kompression bis zur Erreichung

des Kompressionsmaximums

/
T [(te L) %2 ]

(1.49) U,

oder numerisch mit den gleichen Einheiten wie in Gleichung

"
(1.494) T, % 0,055 [(Lﬂ L0631 ) “&e ;//TF:J LWQC




TC nimmt mit La und mit L zu, wie zu erwarten ist, da beide die Trég-

S

heit des Vorgangs erhshen. Doch trigt LS nicht mit seinem vollen Wert

zur dulleren Induktivitét L., bei, Aufgrund der Verédnderlichkeit des Plas-

A
maradius ist vielmehr ein Mittelwert der mit dem Flufl durch die Spule
verbundenen Induktivitdt bestimmend fiur die Zeit bis zum Erreichen der
Achse. Dieser Mittelwert ist proportional zu LS mit einem von >\ unab-
hédngigen Faktor.,und kleiner als LS selbst, weil die mit dem Flufl durch
die Spule verbundene Induktivitidt anfangs null ist und erst widhrend der

Zeit TC auf den Wert L_ ansteigt,

S
Die Energieaufnahme des Plasmas wdhrend der Kompression,

Im folgenden wird die Energie betrachtet, die das Plasma nach dem
free-particle Modell wihrend der Kompression aufnimmt, Die analytisch
einfache Form des Modells ermdglicht es, geschlossene Ausdricke dafir
anzugeben, Anhand dieser sollen die verschiedenen Abhidngigkeiten einge-
‘hender untersucht werden, da es sich bei der FEnergie um eine wegen der
Zielsetzung magnetischer Kompressionsexperimente wegentliche Gréflie
handelt, auf die auch die Dimensionierung Riucksicht zu nehmen hat.

Die auf das Plasma Ubertragene Energie ist gleich der Arbeit der Lorentz-

krédfte bei der Kompression und zundchst noch allgemein gegeben durch

é.

(4.20) E,. =T az’g’ido(k
0

Dafiir kann wegen der Bewegungsgleichung (1.1) jetzt speziell fiir das
free-particle Modell geschrieben werden
QAo
o1
A.24 . = Ux [an,ma‘da
( 7 El(l " ’
o
Dafl dieser Ausdruck tatsidchlich die Energie darstellt, die nach dem
vorliegenden Modell in der Plasmabewegung steckt, erkennt man un-

mittelbar: Das einzelne Teilchen hat nach der Reflexion an der Grenz-




schicht die Geschwindigkeit 2a, daher die Energie m(2 a) 2/2, und die
Zahl der wéhrend der Zeit dt mit der Geschwindigkeit2a von der mag-
netischen Wand reflektierten Teilchen betrdgt 2 1 n a da, wenn man nur
die Reflexion der anfangs ruhenden Teilchen betrachtet, deren Dichte am
Kolben unabhéngig vom Radius gleich der Anfangsdichte n_ des Plasmas
ist,

Fihrt man in (1,21) die Lésung fiir & ein, so wird bis auf einen dimen-

sionsbehafteten Faktor

(4.22) lM(y) ~ F(1 ) - Fy,>)

mit

023) F(y,)) _ A 2N = (140)y +4

3>/3 d
iy e Y

Man erhdlt fir die Energie in Abhédngigkeit von Radius und Induktivitdts-

verhdltnis

Ee( 5.
n.24) AL—Y)= (/’”)MZ\/ ok
E R NVE

lin

Abb, 2 gibt den Verlauf von (1,24) fiir verschiedene A . Nach oben auf-
getragen ist die Energie, bezogen auf die maximal erreichbare Energie
Ekin flir y = 0, nach rechts der vom Plasmazyllnder aus der Anfangslage
= 1 zurilickgelegte Weg., Man sieht, wie die auf Ekin bezogenen Energie-
werte fiir verschiedene Induktivititsverhiltnisse A bei festem y verhdlt-
nisméBig wenig voneinander abweichen und zwischen der unteren Grenz-
kurve fir >\ = 0 und der gestrichelt gezeichneten oberen Grenzkurve

fir ,\—9 oo liegen., Weiter sieht man, dafl die Energie in der Ndhe der

Achse nur noch wenig zunimmt, der Hauptteil wird bei groflen bis mitt-




leren Radien aufgenommen, obwohl dort das Magnetfeld zundchst schwi-
cher ist als spéter in der Nihe von y = 0. Wenn das Modell in Achsennihe
unrichtig wird, das Integral (1.23) daher bei einem bestimmten Radius
abgeschnitten werden mufl, kann trotzdem (1.24) wegen der langsamen
Verdnderlichkeit fiir kleine y als eine Abschédtzung fiir die Plasmaener-

gie betrachtet werden,

10
é kin
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Abb. 2

Die Energie des Plasmas nach dem free-particle Modell in Abhdngigkeit
von der Entfernung des Plasmazylinders aus seiner Anfangslage. Die
Zahlen an den Kurven bezeichnen den zugehdrigen A -Wert, Die gestri-
chelte Linie ist die Grenzkurve fir )\ e 2%
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Fir die Energie E selbst, die nach dem free-particle Modell erreicht

kin
wird, wenn der Plasmaradius Null wirde, ergibt sich

2 4
(1.25) Ein = 3 ao}/% U°4+,\

Zunichst entnimmmt man Gleichung (1.25) , daBl die Energie nicht von den

>

Induktivititen selbst, sondern nur von deren Verhiltnis )\ abhingig ist,
Die beiden letzten Faktoren in (1.25) geben die Spannung an der Spule,
genauer die an der Innenseite des Entladungsrohres liegende Spannung,

die mit UE bezeichnet sei

).y
EwLa‘*LSO

Fiir gute Energieiibertragung auf das Plasma wird man A grofl wihlen,

8

d.h, die dulleve Induktivitat L& klein gegeniiber der Spuleninduktivitit L
halten, was im Hinblick auf die bei groflen La erforderliche nutzlose
Magnetfeldenergie unmittelbar einzusehen ist. Die Forderung grofler

X - Werte bedeutet auch kleines Lo. Andererseits hat es keinen Sinn,
) sehr grof zu wihlen und auf fuBerste Kleinheit von La zu achten.
Bereits die beiden Fille /\ =5und A = 10 unterscheiden sich bei sonst
gleichen Bedingungen um weniger als 1/10 in der Energie (1.25) . Die
Funktion UE/Uo erreicht eben sehr rasch ihren asymptotischen Wert 1,
Aus (1.25) entnimmt man weiter, daf die Ehdenergie bei festem A nur
tdbe r die Liniendichte N =T aozno des Plasmas vom Anfangsradius a
abhingig ist. Es ist nur die je Lingeneinheit des Plasmazylinders zu
beschleunigende Masse, nicht deren Dichte und daher nicht der Anfangs-
radius des Plasmazylinders bestimmend fiir die erreichbare Energie,

wenn die elektrischen Daten des Kreises festgehalten werden oder auch

nur die Spannung bei groflen A . Man hat sich vorzustellen, daf8 bei gleicher
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Spannung UE zwar die induzierte elektrische Feldstirke und dam.it alle
zu dieser proportionalen Groflen, wie die radiale elektrostatische Feld-
stdrke in der E-Schicht, mit aO—l abnehmen, dagegen die Wege, auf
denen die Krifte Arbeit leisten, mit ao zunehmen.,

Bezieht man die Energie (1.25) auf das einzelne Teilchen, so kommt

fir die Ionen
- .
T, :_Z-_)/ml _E
(AL6) K t 3 ‘ﬂ'ro h‘dh'

Die Teilchenenergie ist hier durch eine Temperatur 'I‘i charakterisiert.

Ob die allgemein tbliche Anwendung des Temperaturbegriffes auf die
Teilchenenergien am Ende der ersten Kompressionsphase sinnvoll ist,
soll hier nicht untersucht werden, Wenn die Kompressionsgrade am
Ende der ersten Kompressionsphase sehr hoch und damit die Dichten
grofl sind, ist jedenfalls starke Wechselwirkung der Ionen und damit
eine Thermisierung der Energlen zu erwarten. Fiur die Einleitung ther-
monuklearer Reakiionen gind beil gchuellen Kompresgionsexperimenten
hohe Kompressionsgrade offenbar ebenso wesentlich wie hohe Teilchen-
energien,

Nachtrag: Ableitung des Ausdruckes (1.20) fir die Energie.

Die bis zum Zeitpunkt t von der Kondensatorbatterie geleistete Arbeit

betrigt ¢

ro_
(1.2%) w=J UIdt
0

also nach Einsetzen fiir die Kondensatorspannung UC aus der Kreisglei-
chung ¢
(.2%a ) W = /I.f% (LI)dt

0




Da diese Arbeit ausschliefllich zum Aufbau des Magnetfeldes und zur
Beschleunigung des Plasmas geleistet wird, daher in der magnetischen
Feldenergie des Kreises und in der kinetischen Energie des Plasmas

steckt, folgt

6
_Ct 0““

I
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—z I t EKI'W

/
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Wegen

)TLdl = A (LT*) - T?%dL

wird damit die Energie des Plasma&a

. f ’O’LOJ

0

i

| 2
Mit dL = - >\Lady und AL = L_ folgt daraus

E_ :_T_\I.M_gfIZO\O(C(
Kiw ¢

und nach Einfithrung des Magnetfeldes BZ an Stelle von I
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Der Ausdruck (1,28) fir die kinetische Energie des Plasmas unterschei-
det sich von (1.20) durch den Faktor 1, die Linge der Spule. In der Tat
handelt es sich hier, wie aus der Ableitung hervorgeht, um die gesamte
kinetische Energie des Plasmas, dagegen in (1.20) nur um die kinetische

Energie je Lidngeneinheit des Plasmazylinders,

1.4 Ergédnzungen zum free-particle Modell.

Der EinfluB der mehrfachen Reflexion von Teilchen,

Die bislang benutzte Gleichung (l,1) fiir die Kompressionsbewegung nach
dem free-particle Modell setzt voraus, daf nur jeweils ruhende Teilchen
von der Grenzschicht erfafit und ins Innere des Plasmas reflektiert werden,
Da aber die Geschwindigkeit, mit der die E-Schicht nach innen lduft, zu-
ndchst stark zunimmt, werden bereits bewegte Teilchen wieder eingeholt

und erneut beschleunigt. Der Beitrag dieser Teilchen zum Druck betrigt
. . A B ) i, N4
(/{'Z’O)) Zf (QD“c ) &7 (¢) - \/ (LO)

worin y' (t) die momentane Geschwindigkeit der E-Schicht und y¥(t,) die
Geschwindigkeit der E-Schicht zur Startzeit der zur Zeit T erneut von
der Grenzschicht erfaten Teilchen bedeutet. Im Fall einer ebenen Wand
ist die Dichte f dieser Teilchen gleich der anfdnglichen Dichte PO ;
wogegen beim zylindrischen Problem die Teilchendichte (O infolge des
radialen Zusammenlaufens der Teilchen mit dem reziproken Radius des

Teilchenortes zunimmt

Z s )

plT) = fo ( .

Zunidchst is festzustellen, wann eine zwei- oder mehrmalige Reflexion
von Teilchen an der E-Schicht zustande kommt., Dazu mufl die Bahn oder,

in hydrodynamische Bezeichnungsweise, die Lebenslinie eines zur




Zeit 1 = To reflektierten Teilchens, welche durch
(4.30) y—\/(?o)=2>f’(ro)(r—to)

mit T > Ty gegeben ist, vor Ablauf der Kompressionszeit T, die Liebens-
linie der E-Schicht schneiden, Gleichung (1.30) muss daher mit y (t)

aus Gleichung (1.17) einen zwischen T und T. gelegenen Wert 7 = T,
liefern. Die analytische Form von y (1) , y'("[:o) erlaubt es nicht, einen
solchen Wert T, unmittelbar anzugeben. Ebenso umstindlich erweist sich
die Berechnung der Bewegung mit Beriicksichtigung des Beitrages (1.29)
im allgemeinen Fall, d.i. ohne weitere Zusatzannahmen.

Wenn man jedoch den Einflufl der zweiten Reflexion nur fir den Anfang
der Bewegung betrachtet, ldft sich leicht eine Abschidtzung dieses Ein-
flusses angeben, Dann sind T, und T, benachbart, und der Beitrag der zZum.
zweiten Mal reflektierten Teilchen zur Impulsbilanz kann durch eine erste
Néherung in §7 =7 - T erfaft werden, Zunidchst ist die vollstindige

Bewegungsgleichung mit Beriicksichtigung des Beitrages (1.29)

(1.34) p = yll(r) : [\/'(r)— Zy’(to)]z

1 3\2
Darin bezeichne p den magnetischen Druck in Einheiten ZPO (Q o {“c )
Setzt man fir y* (1:0) die Entwicklung an der Stelle T = To + S"r ein, so
entsteht bei Vernachldssigung quadratischer und hdherer Terme von gr

in der Klammer in Gleichung (1.31)
[/ \ L
an) p= gyt (2ytToy)R

Hierin sind alle Funktionswerte an der Stelle T zu nehmen. Die Differenz
gr zwischen der Zeit der ersten und der zweiten Reflexion folgt aus

Gleichung (1,30) in derselben Ndherung wie Gleichung (1.32) zu 2y'/3y",




Damit wird die Bewegungsgleichung

b= (A 2y
Der Typ der Differentialgleichung dndert sich demnach in dieser Ndherung
fir den Beitrag der zweitmalig reflektierten Teilchen nicht gegeniiber
frither, und auch die Lésungen der Bewegungsgleichung bleiben die glei-
chen. Die zweite Reflexion wirkt sich in dieser N&herung nur so aus, als
ob die Dichte der ruhenden Teilchen relativ um den Betrag 1/9 gegentber
dem tatsédchlichen Wert erhoht wédre. Da die fir den Ablauf der Bewegung
maflgebende Zeiteinheit durch tC gegeben, tc selbst aber nur proportional
zur vierten Wurzel aus der Dichte ist, verlduft die Bewegung durch den
EinfluB der zweiten und mehrerer Reflexionen derselben Teilchen um
den Faktor 1, 03 langsamer als in 1,3 berechnet. Dieser Unterschied ist
innerhalb der Genauigkeit des Modells v6llig vernachldssigbar. Wenn man
in Gleichung (1,32)den quadratischen Term beibehalten wiirde, ergibe
sich

. / I
A0 B Yy
PP 9 7/ ' v, 7”2’

Damit &ndert sich der Typ der Differentialgleichung, wodurch die strenge

Losbarkeit der Bewegungsgleichung verloren geht. Die Ndherung in Glei-
n

chung (1.32) setzt ersichtlich voraus >’ I)/(l) X y 2

Wegen y'"' ™ 1, y'!''a2 y! bedeutet die Ndherung y‘z << 1; diese Voraus-
setzung ist noch fir relativ grofe T(y' & T) erfillbar. Zusatzterme
von der gleichen GréBenordnung liefert auch die Beriicksichtigung der
Zylindergeometrie des Problems durch den Faktor y(l‘o) /v (t) vor der
Klammer in Gleichung (1.31) , die deshalb von Anfang an bereits ver-

nachldssigt wurden.




Beriicksichtigung der Gegenstrdmung von Teilchen,

In den spéteren Phasen der Kompressionsbewegung werden keine Teilchen
mehr von der E-Schicht eingeholt, da sich die Geschwindigkeit der E-Schicht
nur noch wenig dndert. Dann aber werden die Teilchen wirksam, die von
gegeniiberliegenden Stellen des Plasmazylinders herkommend, durch die
Achse gegangen sind, oder auch Teilchen, die durch elastische Reflexionen
mit gegenstréomenden Teilchen in der Achse des Plasmazylinders auf ihre
Ausgangsstelle in der Grenzschicht, aber mit umgekehrter Bewegungsrich-
tung, zurickkehren. Wenn keine Dispersion des Teilchenstrahls beim
Durchgang durch die Achse oder bei der Reflexion in der Achse eintritt,

also der Stofl des Teilchens als zentral vorausgesetzt wird, besteht zwischen
beiden Fidllen in der Wirkung auf den Bewegungsvorgang kein Unterschied,
Der Zeitpunkt des Eintreffens von Teilchen mit einer zur augenblicklichen
Bewegungsrichtung der E-Schicht entgegengesetzt gerichteten Geschwindig-
keit ergibt sich als Schnitt der Bahn Gleichung (1.30) dieser Teilchen mit
der Lebenslinie der diametral gegentberliegenden Stelle der -Schicht,

die durch den negativen Ausdruck der durch Gleichung (1.17) definierten
Funktion y () gegeben ist, Fithrt man der leichteren Unterscheidung
wegen s als Startzeit der Teilchen ein, so ist der Zeitpunkt v des Auf-

tretens von Gegenstrdmung in Abhédngigkeit von der Startzeit s bestimmt

durch

(1.33) y(t) +y(s) =-2y'(s)(t-5) /

worin die Funktionen y (1) , v (s) durch Gleichung (1.17) definiert sind.
Nach dem Zeitpunkt des ersten Auftretens von Gegenstrémung lautet die
Bewegungsgleichung mit Beriicksichtigung des Beitrags der gegenstromen-
den Teilchen zum Impuls

pae) p =y e L [yle2y)




Die Bewegungsgleichung gilt in dieser Form, solange die Bewegung kom-
pressiv ist, also noch ruhende Teilchen von der Grenzschicht erfaflit wer-
den. Schreibt man die Differentialgleichung (1.34) als expliziten Ausdruck
fir y', so sieht man, daBl wegen y!(s) < 0 eine Kompression des Plasmas
nach dem Auftreten von Gegenstrémung nur moglich ist, wenn folgende
Ungleichung gilt

y(e)p(®

(135) Y (s)p(s) %

Diese Bedingung bedeutet, dafl der magnetische Druck im Zeitpunkt des
Auftretens von Gegenstrdmung einen durch Gleichung (1.35) festgelegten,
nur von )\ abhéngigen Wert iberschreiten mufl, um den Impuls der gegen-
stromenden Teilchen aufzufangen und eine weitere kompressive Bewegung
zu ermoglichen.

Wenn hingegen die Bedingung (1.35) nicht erfiillt ist, wird die Bewegung
expansiv, y!> 0, und der erste Term rechts in Gleichung (1.34) ist zu
streichen, Dann lautet die Differentialgleichung fir die Bewegung nach dem

Auftreten von Gegenstrémung

7
h30) Y=oy (2 )t

In den Gleichungen (1.34) und (1.36) ist fiir das nicht bezeichnete Argu-
ment T, fiir das Argument s die iber Gleichung (1.33) definierte Funk-
tion s (T) eingesetzt zu denken.

Die analytische Berechnung des Bewegungsablaufs nach dem Auftreten von
Gegenstrdmung ist schon wegen der Schwierigkeiten in der Bestimmung
von s (t) aus Gleichung (1.33) sehr kompliziert. Die Berechnung des

Zeitpunktes T, ,in dem erstmals Gegenstrémung auftritt, und von dem

ab eine der beliden Gleichungen (1.34) und (1.36) fiir die weitere Berech-
nung der Bewegung verwendet werden miissen, kann erheblich verkirzt
werden durch die Uberlegung, dafl in diesem Zeitpti‘nkt dt/ds = 0 sein
mufl. Auch besitzt die Einfiilhrung von v, = y(s) und vy = y(T) an Stelle

von s und T rechnerische Vorteile. Fiir den im Hinblick auf die Anwendung




allerdings wenig interessanten Fall kleiner >\ ,d.i, mit )\ = 0 lassen
sich mit Ausnutzung dieser Vereinfachungen Y, und vy schnell analytisch
berechnen, und es folgt Y, A, 0,62 und Yy ~ 0,14, Die Bedingung (1.35)
ist mit diesen Werten nicht erfillt, daher wird die Bewegung unmittelbar
nach dem Auftreten von Gegenstromung expansiv. Die Lebenslinie der
E-Schicht steigt dann im Kompressionsmaximum nicht glatt, sondern mit
einem Knick zu groBeren y-Werten an, Die tatsdchliche Implosionszeit
des Plasmazylinders ist unter diesen Umstidnden durch die Zeit 1:1 des
ersten Auftretens von Gegenstréomung gegeben; sie ist daher fir ) =0
relativ nur um den Betrag 0, 07 kleiner als die in 1,3 berechnete Implo-

sionszeit T .
c

Unméglichkeit,in magnetischen Kompressionsexperimenten eine Uber-
kompression des Plasmas in der Achse zu verwirklichen,

In der bereits mehrfach erwédhnten Arbeit von Rosenbluth-Garwin H
findet sich eine kurze Notiz, wonach ein ¥super pinch® méoglich sei, wenn
der elektrische Entladekreis eine grofle dulliere Indulktivitit besitze. Als
super pinch wird dabei eine Plasmakontraktion bezeichnet, bei der die

zu verschiedenen Zeiten von der E-Schicht in das Plasmainnere hinein
reflektierten Teilchen zu gleicher Zeit durch die Achse gehen, wodurch
dann dort kurzzeitig hohe Teilchendichten auftreten, die eine starke
Wechselwirkung der Teilchen und daher hohe Reaktionsraten elastischer
thermisierender und auch inelastischer zu Fusionsreaktionen filhrender
StoBe bspw, von Deuteronen zur Folge haben.

Wir leiten hier das Kriterium fiir die Entstehung einer derartigen Uber-
kompression des Plasmas aus dem free-particle Modell ab und zeigen,
dafl mittels eines magnetischen Kompressionsexperimentes ein solcher
Fall nicht verwirklicht werden kann., Der Zeitpunkt 7, in dem ein zur

Zeit 1;0 von der Grenzschicht reflektiertes Teilchen die Achse erreicht,

ist gegeben durch Gleichung (1.30) mit y = 0:

(4_3}) -y(ro) = 2}’/(?0)(7—30>




Wenn alle Teilchen zu gleicher Zeit durch die Achse gehen, ist die durch
Gleichung (1,37) definierte Funktion { 1:0) eine Konstante, Durch Ablei-

tung von Gleichung (1.37) nach T, folgt daher
- I/
v-To =Y /oy

Einsetzen in Gleichung (1.37) fir 7 - T, und Integration ergibt dann als

Bedingung fir den super pinch

(/1.38) yy/ = Cowndt

Im free-particle Modell ist nun y' proportional zum Magnetfeld., Deshalb

bedeutet die Forderung (1.38)

(4.38a) B = (om!-y

In dem von Rosenbluth-Garwin behandelten z-Pinch gilt fir das

= A

azimuthale Magnetfeld B/~ I/y, so daB als Bedingung fiir das Zustande-
kommen einer Uberkompression eine wihrend des Kontraktionsvorganges
konstante Stromstirke gefordert werden mufl, realisierbar durch eine
hohe duBere Induktivitét.

In einem magnetischen Kompressionsexperiment ist dagegen das Magnet-
feld mit einem konstanten, y-unabhingigen Faktor proportional zum Strom,
so daf fiir die Entstehung einer Uberkompression die Stromstidrke ent-
sprechend (1.38a) umgekehrt porportional zum Plasmaradius zunehmen
miifite. Damit ein solcher Stromverlauf mdoglich ist, muB die Spannung

an der Spule wdhrend der Kompression erhtht werden. Der Spannungsver-

lauf bei einer Kondensatorentladung zeigt jedoch gerade das umgekehrte

Verhalten.




2. Der Ablauf des Kompressionsvorganges nach dem Schneepflug-Modell
bei eingeschlossenem inneren Magnetfeld,

2.1 Das Schneepflug-Modell,

Das free-particle Modell bietet, worauf schon hingewiesen wurde, in der
in 1,3 diskutierten Form keine Md&glichkeit, den am Ende der ersten Kom -
pressionsphase erreichten Minimalradius zu bestimmen, Es war das Ziel
der in 1.4 beschriebenen Erweiterung der Bewegungsgleichung fir das
free-particle Modell, welche die Gegenstromung bereits reflektierter Teil-
chen berticksichtigt, eine genauere Berechnung der Zeit bis zum ersten
Kompressionsmaximum durchzufihren, den Minimalradius des Plasmas
am Ende der ersten Kompressionsphase zu bestimmen, und den expan-
siven Teil der Plasmabewegung zu erfassen,

Die angedeutete Erweiterung ist jedoch nur dann sinnvoll, wenn sich die
Plasmateilchen nach der Reflexion von der Grenzschicht wirklich radial
auf geraden Bahnen durch das Plasma bewegen. Wenn jedoch in dem von
der Grenzschicht eingeschlossenen Volumen ein Magnetfeld vorhanden ist,
wird die Vorstellung von rein radial sich bewegenden Teilchen unrealistisch.
Da die Anfangsgeschwindigkeit der Teilchen gering ist, ist zumindest im
Anfang der Bewegung der Gyrationsradius selbst der Ionen klein gegentiber
dem Radius des Plasmazylinders. Bereits reflektierte Teilchen kehren
dann infolge ihrer Gyrationsbewegung wieder in die Grenzschicht zuriick
und liegen dort an, genau wie es der dem Schneepflug-Modell zugrunde
liegenden Vorstellungen entspricht., Durch die Kompression steigt das
innere Magnetfeld an, so dal} trotz erhdhter Geschwindigkeit der Teilchen
derselbe Effekt auch in spdteren Phasen wirksam bleibt. Das bedeutet,

daB die Teilchen jetzt auch am inneren Magnetfeld reflektiert werden und
die Bewegung der Teilchen zwischen zwei magnetischen Wénden erfolgt,
deren Grenzfldchen sich mit der Zeit infolge der Kompressionsbewegung
verschieben. Anstelle des Impulses der gegenstromenden Teilchen be-

grenzt dann der Druck des inneren Magnetfeldes die inwérts gerichtete

Bewegung des Plasmas.




Fir nicht homogen ionisierte Plasmen spricht noch ein anderer Grund
gegen die Anwendung des free-particle Modells, Das free-particle Modell
setzt schwache Wechselwirkung der reflektierten Teilchen mit den noch
ruhenden Teilchen im Inneren des Plasmas voraus. Dies trifft fir ein
weitgehend durchionisiertes Plasma zu, nicht aber fiir ein Neutralga;s

oder ein Plasma mit geringem Ionisationsgrad, Wenn sich die hochleitende
Grenzschicht in ein Neufralgas oder in ein schwach ionisiertes Plasma
hineinbewegt, kénnen die reflektierten Teilchen durch inelastische Stofle
mit Neutralieilchen ihre Energie verlieren. Aber schon die Reflexion von
Teilchen aus der Schicht heraus wird fraglicth. Die Grenzschicht ist ein
Gebiet hoher Stromdichte, in die bei der inwédrts gerichteten Bewegung
Neutralteilchen hineingelangen und teilweise ionisiert werden, Diejenigen
Teilchen, die die Schicht nicht zu durchdringen vermogen, bleiben ver-
mutlich eingefangen, ohne ins Plasma hineinreflektiert zu werden. Ein
solcher Einfang von Teilchen in einer Grenzschicht ist wieder erst recht
wahrscheinlich, wenn sich das Neutralgas oder das schwach ionisierte
Plasma in einem Magnetfeld befindet,

Fir die Vermutung des Einfangs der Teilchen in einer relativ dinnen
Schicht spricht die experimentelle Beobachtung, wonach nur ein kleines
Ringgebiet am Rande des Plasmazylinders stark leuchtend ist, w&hrend
das Innere nur wenig Licht emittiert, daher von geringerer Temperatur
ist und mdéglicherweise nur aus Neutralgas besteht.

Urspringlich war bei den Experimenten an die zusdtzliche Einfihrung eines
axialen Magnetfeldes gedacht als Sonde fiir den Ablauf des Kompression s-
vorganges, Die speziellen Versuchsbedingungen bei magnetischen Kom-
pressionsexperimenten bedingen aber ohne jedes Zutun bereits ein axiales
Magnetfeld innerhalb des Plasmas, so dafl es gerade umgekehrt besonderer
Vorkehrungen bedarf, um dieses innere Magnetfeld aufzuheben oder seinen
Wert in definierter Weise vorzugeben,

Mit der Untersuchung der Bewegung eines Plasmas mit innerem Magnet-
feld nach dem Schneepflug-Modell befaflt sich der folgende Abschnitt.

Zundchst wird gezeigt, mit welchen Annahmen die Gleichung fir das




Schneepflug-Modell aus der magneto-hydrodynamischen Bewegungsglei-
chung folgt, und wie an Stelle des dufleren magnetischen Druckes in

der urspringlichen Rosenbluth-Garwin schen17 Form der Bewe-
gungsgleichung fiir das Schneepflug-Modell jetzt die Differenz aus dulerem
und innerem magnetischen Druck erscheint., Mit der hier gegebenen Ab-
leitung wird auch eine gewisse Unsicherheit gekldrt, die durch eine alter-
native Schreibweise der Gleichung des Schneepflug-Modells in der Lite-
ratur aufgetreten ist, Statt zur Definition des Impulses des Plasmas die
ganze Masse einzuftihren, wéhlten einige Autoren die bewegte Masse, die
sich in einem Sektor mit Offnungswinkel 1 rad befindet. Die hier gegebene
Ableitung ist zwangsldufig und bestédtigt den urspriinglichen Rosenbluth -

schen Ansatz,

Die Ableitung der Gleichung flir das Schneepflug-Modell aus der magneto-

hydrodynamischen Bewegungsgleichung,

Die magneto-hydrodynamische Bewegungsgleichung fiir das Stréomungsfeld

eines Plasmas lautet in ihrer allgemeinen Form:

(2.4) pelie — - vep e b

Darin bezeichnen, wie in der hydrodynamischen Bewegungsgleichung,Tw
die totale zeitliche Ableitung der Geschwindigkeit N = /O(V 6/ v.e P dfe
Divergenz des Durcktensors P und /} X J{)} die Lorentz-Kraftdichte auf das
Plasma, genauer auf die Trédgerdes Stromes der Dichte } im Magnetfeld i
Die Voraussetzung fiilr die Giiltigkeit der Gleichung (2.1) sind die Quasi-
Neutralitit des Plasmas und die Kleinheit des Massenverhiltnisses rne/rni
der Elektronen und Ionen, aus denen sich das Plasma zusammensetzt.
Wenn man die durch den Drucktensor bedingten Kréafte als klein gegeniiber
den elektromagnetischen Kréften vernachldssigt, was bei geringen Dichten
- und Anfangstemperaturen des zu komprimierenden Plasmas und bei den

hohen Magnetfeldstdrken magnetischer Kompressionsexperimente sicher

erlaubt ist, ergibt sich bei Anwendung der Gleichung (2.1) auf ein radial-




symmetrisches Plasma fiur die r-Komponente

(2.2) f(:%{-’ +Vr?v') (%),

worin v,. die lokale radiale Geschwindigkeit des Plasmas bedeutet. In
Gleichung (2.2) ist auBlerdem 9/’3}: O angenommen, d.i. lings der
Achse des Plasmazylinders sollen die gleichen Verhéltnisse herrschen.
Es wird also ein unendlich langer Plasmazylinder betrachtet, ohne
z-Abhidngigkeit, entsprechend der Voraussetzung einer langen Spule.
Mit der zweiten Maxwellschen Gleichung bei Vernachldssigung der Ver-

schiebungsstromdichte

B, _
YR 39

wird die r-Komponente der magnetischen Kraftdichte

' R 4 B 782 !
X = = A
( ) f Z he D
die sich daher in bekannter Weise durch den Gradienten des magneiischen
Druckes 8 L
&,
Pon =5

Zfre
darstellen 138t.

Integration der Bewegungsgleichung tiber den Querschnitt des Plasmazy-

linders zwischen den Grenzen aj und a; = a] + d gibt zunichst

.

L
(2.3) ZT)o('DVr + ,fg\t>ra{r =2 | F .51‘_9;"_"‘01:“

Q, a,
Darin bedeutet ap den dufleren Radius des Plasmagylinders, a] dagegen

eine Stelle im Innern des Plasmas mit der Eigenschaft

\/r(,.(e): 0 .f-ﬁir r<a,

Die Funktionswerte an den Stellen aj und ap sollen der kiirzeren Be-

zeichnung wegen mit dem Index 1 bzw. 2 bez eichnet werden. Partielle Inte-




gration der rechten Seite von (2.3) liefert jetzt

a, Q,
ql.
anr%}o—mo(r = Zn[*)om] VA jlomo&r
r q
1 qﬂ

A

Wegen P > 0 wird das zweite Integral rechts

e poot qur P> pa
/Pmdf < |
pad e Py

a‘l
und geht daher mit d gegen Null, so dal mit Vernachldssigung eines

weiteren Beitrages proportional zu d/a2
DV ) _
04) Zuff Ly v, o rdr =~ Jwa, (p, - }p,,

Zur Berechnung des auf der linken Seite stehenden Integrals fiigen wir im
Integranden zu dem Augdruck in der Klammer die mit v multiplizierie
. I

Kontinuitdtsgleichung

%}jc_. + 42-{(”0‘/,):0

hinzu; das Integral wird dann

q
Q, .
D /oyt
(2.5) Zn'/r;_t.(f\/,)o(f + Zﬁ!’a_r—(ﬁv{ )dr
Q, A

Das zweite Integral in (2.5) 148t sich sofort integrieren und erkennen,

dafl sein Wert Null ist; man hat ndmlich
A,
T
@) [R(pnt)dr = 4R - Apy
r
Qa

Da a2 eine Stelle aulerhalb der Grenzschicht im Vakuum bezeichnet,
ist fz = 0, wogegen Vo als materielle Geschwindigkeit, dort keinen

Sinn hat, Andererseits bedeutet al eine Stelle vor der Grenzschicht im




noch unbewegten Plasma, weshalb im zweiten Term von (2.6) vy = 0.

Die linke Seite von (2.4) reduziert sich daher auf das Integral

al, C)L
(Z-?) Z'E/r%(f’v/>0(f =/g,:o(r

mit F =27 rEV_ da r von der Zeit unabhidngig ist, Fir (2.7) kann

man schreiben

Qy

a.
F 0 '
/%?a{rz}a_ea/{fo(r-iabqtﬁa
a y

A
Aus den gleichen Grinden wie vorhin sind aber hier FZ und Fl als pro-

portional zu er gleich Null,

Nehmen wir nun noch die Geschwindigkeit in der Grenzschicht als homo-

gen an,

v (41 = aft) e, < <A,

worin a die Geschwindigkeit, mit der sich auch die Grenzschicht ver-

schiebt, so kommt

Ay

Ay
(2.8) a/?itr"(v,uou ] %(zmc{fydv)

Es ist aber der Faktor zu a die in der Grenzschicht enthaltene Masse,

die gleich der seit Beginn der Bewegung von der Grenzfldche tiberstriche-

nen Masse ist, da keine Teilchen der Grenzschicht voraufgelaufen sind;

anderenfalls widre nicht vor der Grenzschicht v = 0, Daher ist

Q

Qe t
ZTLJ[Jordr = 27 /}oordr
Q a
(26) ] a
= Tf, [aoz —aZZ(A—z%)]




worin wieder wie im vorhergehenden d/aZ zu vernachlidssigen ist, Da
das Integral in (2.8) nur mehr von der Zeit abhingig ist, bedeutet die
partielle Ableitung zugleich die totale., Damit erhdlt man, wenn man
wieder a statt a, fir den dufleren Radius des Plasmazylinders setzt,
als Gleichung fiir die Bewegung der Grenzschicht und damit fir den Ab-

lauf der Kompression
_a2)d ;o
gl ()2 ] - awa(paepa)

oder mit den Ausdricken fir P, und Py

d Lt da &E_i _ B',Z
(2.40) E[Wf@(a‘} “ )‘g{T] ;“ij(z;‘o EF>

In Gleichung (2.10) bedeuten Ba das Magnetfeld auflerhalb des Plasmas
im Vakuum und Bi das Magnetfeld innerhalb des Plasmas vor der Grenz-
schicht. Aus der hier gegebenen Ableitung von Gleichung (2,10) geht
hexrvor, dafl ein nicht vernachlidssigharer skalarer hydrodynamischer
Druck additiv zu BiZ/Z. By mit seinem Wert vor der Grenzfliche a, auf-
treten wiirde. Durch Vernachldssigung des Drucktensors in Gleichung (2.2)
ist aber dieser Term bereits in Gleichung (2.10) unterdrickt. Die von
Rosenbluth-Garwin mitgeteilte Form der Bewegungsgleichung er-
gibt sich als Sonderfall aus (2.10) mit B, = 0.

Da Gleichung (2.10) nur das Quadrat der inneren Feldstidrke enthilt, ist
das Vorzeichen von Bi und damit die Richtung des inneren Magnetfeldes
im vorliegenden Modell ohne Einflul auf die Dynamik des Vorganges,
Was geschieht, wenn man die Voraussetzung einer homogenen Geschwin-
digkeit in der Grenzschicht aufgibt, geht aus Gleichung (2.8) hervor.

Setzt man an Stelle von Vr(r, t) =a (t) eine allgemeine Abhéngigkeit

v, (r,t) =£(r,t) a(t),

so erscheint nach Ausfiihrung der Integration von F ein zeitabhédngiger

Faktor g (t) zu der Dichte f" , so daB in der Gleichung (2.10) an Stellefo




eine effektive Dichte JDog(t) =f(t) erschiene, die Uiber g (t) noch zeit-
abhdngig sein wirde. Indem man g (t) = | setzt, vernachldssigt man

in Gleichung (2.10) einen Beitrag proportional zu g, Weil nicht zu er-
warten ist, dafl sich die Struktur der Schicht wdhrend der Kompression
wesentlich d4ndert, erscheint die Vernachldssigung von g jedoch plausibel,
Bevor aus der Gleichung (2,.10) die Funktion a (t) berechnet werden
kann, sind zundchst noch die innere und duflere Feldstdrke als Funktion

der Zeit und des Radius zu bestimmen,.

2,2 Die Gleichung fiir das innere und fir das duBlere Magnetfeld,

Die Gleichung fir das innere Magnetfeld.

Die Voraussetzung in L.l Uber die elektrische Leitfdhigkeit wird im
folgenden beibehalten werden, mit der gleichen Begriindung wie dorts
Wéahrend der Dauver des Kompressionsvorganges kann die Magnetfeld-
diffusion vernachldssigt, der magnetische ¥lufl durch den von der hoch-
leitenden Grenzschicht des Plasmazylinders umrandeten Querschnitt

als konstant angenommen werden. Fir die Berechnung der Feldstdrke
des inneren Magnetfeldes ist dann nur noch die Kenntnis des rdumlichen
Verlaufs dieser Feldstdrke erforderlich., Wenn das Plasma im Innern
schwachleitend oder Uberhaupt das von der Grenzschicht eingeschlossene
Volumen aus Neutralgas besteht, also nur kleine Stromdichten auftreten
konnen, ist das Magnetfeld im Innern nahezu homogen, und die Voraus-
setzung der FluBlkonstanz gibt im Idealfall verschwindender innerer

Strome ,
(2.41) B, = Bo(%o)

worin Bo die Magnetfeldstdrke im Plasma vor dem Einsatz der Kom-
pression bezeichnet. Wegen der Eigenschaft (2+11) bezeichnet man das
innere Magnetfeld als eingeschlossen, Der gleiche Ausdruck gilt auch

dann, wenn sich im Innern ein hochleitendes Plasma befindet, wobei




jedoch eine bestimmte Voraussetzung fir das Strémungsfeld zu treffen

ist, Damit das Magnetfeld von Null verschieden und homogen ist, muf

bei hoher Leitfdhigkeit notwendig tUberall im Plasma die lokale Strémungs-
geschwindigkeit A # 0 und ﬁberdies proportional zum Abstand der be-
trachteten Stelle von der Achse des Plasmazylinders sein., Die Vorstel-
lung einer Grenzschicht, die sich in ein ruhendes Plasma hineinbewegt,
ist dann nicht ldnger haltbar; wie das Modell dann abzudndern ist, wird

im 3, Abschnitt diskutiert werden,

Die Gleichung fiir das dulere Magnetfeld bei eingeschlossenem inneren
Magnetfeld.
Die Stromgleichung fiir den Kompressionsvorgang mit innerem Magnet-

feld gilt wieder in der Form
¢
ol /
2. A2 ACLT) = U, - 2 [Tdt
(242) 2 (LT) . [ ,

worin Uo zundchst wieder die Ladespannung des Kondensators und der
Zeitpunkt t = 0 den Einsatz der Entladung bezeichnen mége. In (2.12)

hat L die gleiche Bedeutung wie frither, da der Flufl des inneren Feldes
wegen der vorausgesetzen Konstanz keinen Beitrag zur FluBdnderung liefert.

Je nach den Versuchsbedingungen sind zwei Fédlle zu unterscheidens:

I. Zu Beginn der Batterieentladung sei das im Entladungsrohr befindliche
Gas tberall nicht oder nur schwach leitend., Dann kann das Magnetfeld
ungehindert eindringen, und es herrschen daher die gleichen Verhéltnisse
wie bei einem vollig evakuierten Entladungsrohr. Die Spuleninduktivitadt
besitzt in diesem Fall den fiir eine Spule im Vakuum geltenden Wert, und

das Magnetfeld wird in Abhédngigkeit von der Zeit

(2/13) B = AH"UO C SlV\ COE C\)mz-——‘ C(Lg'f“[—j)
), VL4+L5 | v




Zur Zeit to erfolge dann der Durchschlag des Gases. Da die induzierte
elektrische Feldstdrke bei homogenem Magnetfeld linear mit dem Ab-
stand von der Spulenachse geht, sei angenommen, dafl die Ziindung in

einem schmalen Ringgebiet am Rande des Entladungsrohres erfolgt.

II. Im zweiten Fall sei eine stark ionisierte und hochleitende Randschicht
des Plasmas zu Beginn der Kondensatorentladung bereits vorhanden,

Dieser Fall ist verwirklicht, wenn entweder vor dem Einschalten der
Kondensatorbatterie das Gas bereits durch eine induktive Hochfrequenz-
entladung vorgeheizt ist, oder aber die Kompression in der zweiten Halb-
welle der Entladung betrachtet wird, bei der ebenfalls ein hochleitendes
Plasma ausgebildet und ein inneres Magnetfeld von der voraufgehenden
Phase her im Plasma vorhanden ist. Sei BO die Stdrke dieses inneren
Feldes, so benétigt die Kondensatorbatterie bis zur Erreichung des Druck-
Gleichgewichts von dulerem und innerem Magnetfeld die Zeit %;—2 Boelq /P‘U"'

Statt der Induktivitdt L.+ I, ist jetzt nur L. flir den Vorgang bestirmmmend
a & a z»’ g ’

da das Plagmainnere keinen Beitrag zur Flufliinderung liefert, wenn noch
vorausgesetst wird, dafl das Plasma zu Beginn der Kompression das ganze
Spuleninnere ausfiillt, der Plasmaradius daher gleich dem Innenradius ag
des Entladungsrohres ist.

In beiden Fillen ist die Induktivitdt des Kreises bis zum Einsatz der
Kompression zeitlich konstant, Fiir t z to hingegen wird sie verédnder-
lich. Wenn sich die Spannung an der Kondensatorbatterie widhrend des

mit t = tO beginnenden Kompressionsvorganges nicht merklich dndert,

wird die Lésung fir den Strom in beiden Féillen

- U({'o)(("’{'a ) '\":_r L({“n)
AM 1 = 2
(0. 44) RIEEE D)

worin U(to) und L(to) Spannung und Induktivitdt zu Beginn der Kompres-

sion bezeichnen, Nach Einfiihrung der Feldstdrken

(2.45) 3 - . Uyt ‘BO:M
Ala ! £




und der Zeit vom Beginn der Kompression bis zum Zeitpunkt t in Ein-

heiten t_ wird Gleichung (2.14)

B (/T_+};EL(¥§))
g La

(2.44a) B =
A+ 2(A=Y*)

A

Darin ist bereits U(to) = U_ angenommen. Den Quotienten Bo/ B

bezeichnen wir im folgenden mit {3

A
(1.46) p =2 /3
Da uns hauptsédchlich der Fall II eines durch Hochfrequenzheizung vor-
ionisierten Plasmas interessiert, fur den im Idealfall L (to) = La wegen
Abschirmung des Inneren vom duleren Magnetfeld gilt, wird der Aus-

druck fir das dullere Magnetfeld

(5+T

Ay

(2.4%)

‘*:s@>i =

7y
Fiir den Quotienten B/ B werden wir b schreiben., Der Fall I ist in

(2.17) enthalten; man hat bei der Ubertragung der fir den Fall II be-
rechneten Ergebnisse auf den Fall I zu beachten, dafl bei vollstdndigem
Eindringen des Magnetfeldes in das Plasma bis zum Zeitpunkt des Be-
ginns der Kompression L(to) = La( 1 +)\) istund daher in Gleichung (2.17)
an Stelle von P jetzt B(l + )\ ) steht, Im Fall I hat B daher die Be-

o~
deutung Bo =B f3/l+A .

Verschiedene Bedeutungen des Parameters (3.

B ist in Gleichung (2.16) zunichst nur als Rechengréfe eingefiithrt, als
Abkirzung fiir den Quotienten aus der Stdrke des anfangs eingeschlossenen
Magnetfeldes zu einer Feldstdrke g, welche bei konstanter Batteriespan-

nung U nach der Zeit tc im Auflenraum des Plasmas erreicht wirde,
o

wenn das Innere entsprechend dem Fall II vollstédndig abgeschirmt ist.




Mit dem Ausdruck fir Bo wird sofort B = to./tc . Daher ist § auch das
Verhdltnis der Zeit t0 von Beginn der Batterieentladung bis zum Errei-
chen des Druckgleichgewichtes zur Kompressionszeit tc

Zweil weitere Bedeutungen von  ergeben sich, wenn man die Definition tC
durch Gleichung (1.15) benutzt. Man findet nach Einsetzen fir g in (2.16)

und Erweiterung des Quotienten mit tc/ao

__Bo &
" (pepo) @

L
Darin ist B /( r«of’o =V, die Alfvén-Geschwindigkeit, d.i. die Fort-
o A
pflanzungsgeschwindigkeit einer transversalen magneto-hydrodynamischen

Welle in einem Plasma der Dichte [, in einem Magnetfeld BO; und

ty = La.(por)" /3,

entsprechend die Laufzeit 1:A einer solchen Welle iiber den Durchmesser
des Entladungsrohres, B ist daher das Verhilinis der Kompressions-
zeit t: zu dieser Laufzeit 'tAs Kleines {3 deutet auf dynamische Vorginge
hin, die schnell im Vergleich zum Ausbreitungsvorgang der Alivén-Welle
Verlaufen.

Definiert man andererseits 2 ao/tc als eine mittlere, den Kompressions-
vorgang kennzeichnende Kompressionsgeschwindigkeit V. und bezieht
diese auf die Alfvén—Geschwindigkeit VA, womit entsprechend dem
hydrodynamischen Fall eine magneto-hydrodynamische Machzahl des

Vorgangs definiert ist

so wird P gleich der reziproken Machzahl des Kompres sionsvorganges.
Dafl in den Ausdriicken der Faktor 2 beim Radius erscheint, ﬁnd daher
der Durchmesser an Stelle des Radius als Bezugslidnge auftritt, mufl als
eine gewisse Inkonsequenz betrachtet werden, die sich jedoch beheben
liele, wenn man tc anders, nidmlich durch den halben Wert definierte,

was an sich auch durch die folgende Gleichung (2.19) nahegelegt wird.




Noch mufl betont werden, dal die Bedeutung von P hier nicht zusammen-

f&llt mit der in der Plasmaphysik vielfach tiblichen Bedeutung als Quo-
(\J

tient aus kinetischem und magnetischem Druck, der hier mit P bezeich-

net werden moge:

(2.48) | ﬁ _ e

Im Schneepflug-Modell ist zundchst kein kinetischer Druck und damit
auch keine thermische Energie definiert, wohl aber 148t sich an deren
Stelle eine Dichte der gerichteten kinetischen Energie definieren, etwa

2
SOOVC /2. Benutzt man diese an Stelle der thermischen Energiedichte

~ r~>
zur Definition von B, so zeigt (2.18) daBl zwischen B, B und M, der
~ -2 2
Zusammenhang besteht B = pf 7 = M,

2,3 Die numerische Integration der Bewegungsgleichung.
Mit den in Gleichung (2,2) angegebenen Ausdriicken fir das innere und
dullere Magnetfeld wird die Bewegungsgleichung fir das Schneepflug-
Modell der Kompression eines Plasmas mit eingeschlossenem Magnet-
feld in dimensionsloser Schreibweise
- +T L Z

(2.49) 4 [(a-yr) 2L ] 4 hy [T - 1£ =0

dc olt A+ M1y y
Darin ist der Faktor 4 in den beiden letzten Termen lediglich des leich-
teren Vergleichs wegen mit voraufgegangenen Rechnungen im free-particle-
Modell beibehalten worden, wodurch tc und damit T die gleiche Bedeutung
wie friher haben. Dieser Faktor liefe sich durch Wahl einer halb so
grolen Zeiteinheit an Stelle von ‘cC fortschaffen, was aber hier nicht ge-

schehen soll., Entsprechend der Bemerkung in 1.3 ist zur (2.19) fest-

zustellen, daBl nach dem Schneepflug-Modell Kompressionsvorginge




mit innerem Magnetfeld nur dann dhnlich verlaufen, wenn neben )\ auch
f den gleichen Wert besitzt. Vom hydrodynamischen Gesichtspunkt her
gesehen ist dies verstidndlich, da B durch die Machzahl des Vorganges
gegeben ist,

Eine analytische Ldsungsmdoglichkeit der Gleichung (2.19) scheint nicht
gegeben. Beim Versuch jedoch, die Differentialgleichung (2.19) nach
einem der iiblichen Verfahren - es wurde schliefllich das Taylor-Ver-
fahren benutzt, - ergibt sich jedoch folgende Schwierigkeit., Fur
die Anwendung des Verfahrens ist die Kenntnis der zweiten Ableitung im
Anfangspunkt erforderlich. Es zeigt sich zun&dchst, dall mit den Anfangs-~
bedingungeny = 1, y¥ = 0 fiir 7 = 0 die zweite Ableitung unbestimmt ist,

Man hat ndmlich

Ly "2,4_.. L pre 1
e U ]

Die Anwendung der Hospitalschen Regel auf den rechts stehenden Aus-

(2490) Yy =

druck liefert y'"(0) = - w0 . Damit schien auch eine numerische Inte-
gration ausgeschlossen, da ein solcher Anfangswert bei der digitalen
Berechnung nicht vorgebbar ist.

Unabhidngig von dieser Seite des Problems bestand zudem die Schwierig-
keit, dafl y'f eine Beschleunigung bezeichnet und daher unendlich grofles
l y”] physikalisch sinnlos ist. Die Bewegung der Grenzschicht besteht
in einer Verschiebung von Teilchen endlicher Masse, deren Beschleuni-
gung daher notwendig einen endlichen Wert besitzen mufl, Man kann also
nicht die Anfangsmasse der Grenzschicht, wie es im Modell geschieht,
gleich 0 setzen, sondern muf} eine anfdngliche endliche Masse fiir die
Grenzschicht annehmen, welche dann im Nenner von (2.19%a) als ein
additiver Term erscheinen und damit die Singularitdt von y*'' aufheben
wirde , indem jetzt sogar y'*¥(0) = 0 erschiene. Es entsteht die Frage,
den Betrag dieser Masse zu bestimmen, wobei klar war, dafl er nicht
aus dem vorliegenden Modell bestimmbar ist, Statt aber eine Abédnderung

des Modells zu versuchen, kann man sich mit der Uberlegung behelfen,




dafl der Beitrag dieser Masse im Nenner klein gegentiiber 1 ist, da diese
Zahl fir die ganze je Lidngeneinheit des Plasmaiylinders enthaltene Masse
steht, und die Anfangsmasse, verglichen mit der gesamten Masse, sicher
sehr klein ist, etwa € mit ¢ ’<<l. Dann folgt sofort, dafl diese Anfangs-
masse auf den Vorgang keinen wesentlichen Einflufl mehr haben kann,
sobald 1 - yz > ¢ gilt, Das ist nachy & 1 - ¢/2 der Fall, also bei klei-
nen ¢ nahe beiy = 1, so daBl dann wieder die Gleichung in der Form(2.19a)

gilt, also wieder das bisherige Modell zutreffend ist,

Die Liosung der Differentialgleichung (2,19) ,
Ein Ausweg aus der mit der Singularitdt im Anfangspunkt verbundenen
Schwierigkeit ergab sich erst, nachdem eine Ndherungslésung der Glei-

chung (2,19) fir den Anfang der Bewegung gefunden war, Setzt man
y=1- n , mitn <<l

so ergibt sich bei Vernachldssigung von quadratischen Termen in ¥| zu-
ndchst

ooy AN gy [(BET) L]

At A+ 2hn A=Y

t

und falls noch 4 A m << 1, was fir grofie A > 1 erst recht n << 1

nach sich zieht,

(2.04) %2;7; I

Sei jetzt auBerdem noch 7 << 3, dann gilt ndherungsweise

2.22) AN gpe
ATt




Gleichung (2.22) 148t sich unmittelbar integrieren und liefert mit den

Anfangsbedingungen fir ymschlieflich

(2.23) 1 ==32—}/§“ o

Damit ergibt sich als Ndherungslésung von (2.19)

\ 2 3/
(.24 ) \/-—-A—B—b]’&‘fl

Die Bedingung 4 A\n << 1, die Voraussetzung fir die Gitiltigkeit von Glei-

chung (2.24) ist, bedeutet mit Einsetzen von (2,23)
2.25 N A,
(2.2 ool I

Wegen 7<<p ist

§ L
v « Bap
;/3 /
13
und die Forderung (éZb) igt sicher eritllt, wenn gilt lﬁ) ;{, A

Setzt man "r/ﬁ =¢ , so wird 4 >\'T) e 5 /\ {29 € /L und man erkennt, wie
durch geeignete Wahl von ¢ flir jeden Wert von A [32 zu erreichen ist, daf

die Bedingung 4 A\ 1 << 1 erfiillt wird; man hat

(2.26) ¢ <<(5>(‘)7‘)—2/3

zu wdhlen, Die Bedingung T << f fiir v ist aber wegen der Kleinheit von g
meist einschneidender als (2.26) .

Man erkennt jetzt auch, von welcher Art die Singularitdt im Anfangspunkt

der Bewegung ist, ndmlich

Y‘/ ~ - T"{/L

1

wogegen y! ~.T '*, und ferner, daBl alle Ableitungen an der Stelle
T=0, vy = 1 divergieren, weshalb eine Reihenentwicklung dort nicht

moglich ist,




Der weitere Gang der Rechnung ergibt sich jetzt ohne Schwierigkeiten.

Mit der Niherungsldsung (2.24) wird ein reguldrer Punkt in der Nihe des
singuldren Punktes y = 1 aufgesucht und in diesem als Entwicklungspunkt
eine Taylor-Entwicklung vorgenommen, da aulerhalb T = 0 die Differential-
gleichung wieder analytisch ist:

(2_27_) VA ';Yo + \/OIK . —"—\/0”/21 s ie-}’o“,'£34'

2

Darin kénnen die hoheren Ableitungen wegen Proportionalitdt mit T

noch sehr grofl werden, Einsetzen fur Y1 liefert

3 l A )3
g s A )

°©

und entsprechend fir y‘l

] — A 14
(LN@} Y, mw/mtmL(A+Z%;wY%L$.“)

Da die Taylor-Entwicklung (2.28a,b) um den Punkt T nur in einem Kreis

konvergiert, der den im Abstand TO vom Entwicklungspunkt liegenden
singuldren Punkt T = 0 nicht einschliet, so mufl der Radius h dieses
Kreises kleiner als "L‘O sein, Wenn daher h/TO £q <1, konvergieren die
Reihen (2. 28a,b) , un d der Fehler bei Abbruch der Entwicklung ist kleiner
als das erste vernachldssigte Glied, Andererseits muBl fir die Anwendbar-
keit der Ndherungsldsung der Entwicklungspunkt ”CO noch innerhalb des
Giltigkeitsbereiches der Ndherungslésung fallen. Damit besteht fiir h die
Forderung h << To << B,

Hat man sich durch schrittweise Berechnung von dem anfdnglichen Ent-
wicklungspunkt 'CO entfernt, so kann man die Rechenschrittweite h erhoéhen,
da der Konvergenzradius mit jedem weiteren berechneten Punkt gréfler
wird, Dadurch lassen sich die Haufungsfehler herabsetzen, und die Rechen-

zeit 1468t sich verkiirzen., Bei der Durchfihrung der Rechnung wurde, da




keine B-Werte kleiner als 10-4 untersucht wurden, To = 10_6 gewdhlt,
wodurch ungiinstigenfalls immer noch 7 < lO—2 f erfillt war, Die Schritt

g 2

weite wurde in diesem Punkt zu h = 10 gewihlt, wodurch h/rO =10 7,

was sich fir gute Konvergenz des Verfahrens als ausreichend erwies,

Ein weiteres Lésungsverfahren fiir die Differentialgleichung (2.19),
Es wurde noch eine andere Moglichkeit gefunden, die mit der Singularitit
im Anfangspunkt verbundene Schwierigkeit bei der numerischen Integration
der Differentialgleichung (2.19) zu umgehen. Statt den in (2.19) links
auftretenden Differentialausdruck auszudifferenzieren, um eine explizite
Darstellung fur die bei dem Integrationsverfahren bendtigte zweite Ab-
leitung von y zu gewinnen, kann man durch Einfilhrung einer neuen Va-
riablen z (y) vermittels
ol d

(2.29) JE:(””V”'J%
eine Differentialgleichung fir z (v) aufsteller

s0) de gy [ [T PP }
(2 FIE AN RS VRDE T
welche die Eigenschaft hat, dafl die zweite Ableitung im Anfangspunkt
jetzt durch einen reguldren Ausdruck dargestellt wird: z!'Y(0) = 0, und
fiir die daher die mit der Gleichung (2, 19a) verbundene Schwierigkeit
nicht auftritt. In dem in (2.30) rechts stehenden Ausdruck ist y als
Funktion von z einzusetzen, Gerade darin liegt aber die mit dieser Sub-
stitution neu auftauchende Schwierigkeit begriindet, da y(z) als Wurzel
der Gleichung f (y, z) = y3 -3y + 3z =0 mit der Eigenschaft 0 <y <1,
ein nicht explizit darstellbarer Ausdruck ist., Auch zeigt sich, dafl im
Anfangspunkt y = 1, wo die genaue Kenntnis y (z) besonders wichtig ist,
die Berechnung mittels Ndherungsverfahren schwierig und zeitraubend

wird, da hier 9 "/D'l; verschwindet. Man kann jedoch ohne Entwicklung

von Nullstellensuchprogrammen zu einer Loésung gelangen, wenn man




die Funktion y (z) tabellarisch vorgibt., Dazu wurde die Funktion z (y)
beginnend mity = 1, z =2/3 in Abstdnden von lO—3 bisy =0, z =0
berechnet und die Funktionswerte in aufeinanderfolgende Speicherzellen
weggespeichert, Jedesmal, wenn das Taylor-Verfahren einen neuen
Wert Z 11 liefert, wird die Speicherzelle der Tabelle aufgesucht, in der
dieser z-Wert enthalten ist, und aus der Adresse der Speicherzelle der
y-Wert bestimmt, der fiir die Berechnung des jeweiligen z-Wertes benutzt
wurde. Der so gefundene y-Wert wird dann in den Ausdruck fir z'! einge-
setzt, wodurch der Anschlufl an das Ubliche Verfahren hergestellt ist.

Die Genauigkeit der Rechnung wird natiirlich begrenzt durch den Umfang
der Tabelle, Wollte man die Genauigkeit auf vier Stellen erhthen, so wirde
man schon 104 Speicherzellen bendtigen und kdme damit an die Grenze

der Kapazitit des Speichers der benutzten Maschine (12 000 Zellen) .
Trotzdem wurde das zweite Verfahren ebenfalls durchgefithrt, allerdings
mit einer vom ersten Verfahren unabhéngigen Lidsungsmethode fiir die
Differentialgleichung, um eine vom ersten Verfahren unabhidngige Bestédti-
gung der Liosungskurven zu erhalten. Diese zweite Methode bestand in

der iterativen Berechnung der Funktionswerte mittels der Simpsonschen
Regel, Die Iteration wurde solange durchgefiihrt, bis der Unterschied

zweier aufeinanderfolgender Niherungen kleiner als eine obere Genauig-

z"(k+l) . nlk
n n

da die Forderung einer gréfleren Genauigkeit wegen der auf drei Stellen

keitsschranke & = ] ) l war, wobeil 6 = }.0_3 gewdhlt wurde,
begrenzten Genauigkeit der Tabelle sinnlos ist,

Der Vergleich beider Methoden wurde an einer Reihe von Parameter-
kombinationen durchgefithrt. Tabelle 1 enthdlt als Beispiel die Ergeb-
nisse fir ,\ =5,p =0,1 und 0,0L, Bis zur Ndhe des Kompressions-
maximums stimmen die Werte durchweg tiberein. Fir die Werte nach dem
Kompressionsmaximum ergeben sich aber bereits Abweichungen, die nicht
mehr innerhalb sinnvoller Schranken liegen., Es ist jedoch zu vermuten,
dafl die Abweichungen durch groéere Ungenauigkeit des zweiten Verfahrens
bedingt sind. Diese Vermutung wird nahegelegt durch die Tatsache, daf

. . . . -3,
fir gewisse Parameterwerte die Genauigkeitsgrenze von & = 10 ~ in der




Ndhe des Kompressionsmaximums nicht mehr unterschritten wird, wo-
durch die Maschine nicht mehr aus dem Iterationszyklus herausgelangt
und fortgesetzt den Funktionswert an der gleichen Stelle berechnet, so
dafl das zweite Verfahren in diesen Féllen fir die Berechnung des wei-
teren Losungsverlaufs versagt, Uberdies erwies sich das zweite Ver-

fahren als langsamer als das erste. Daher wurde fiir die eigentliche

Rechnung durchweg das erste Verfahren benutzt.

Tabelle 1
B=0,1 g =0,01

T y y

l, Verfahren 2. Verfahren 1, Verfahren 2. Verfahren

0,0 1,000 0, 999 1, 000 0, 999
0,2 0, 9664 0, 966 0, 9769 0, 977
0,4 0, 9095 0, 909 0, 9251 0, 925
0,6 0, 8444 0, 844 0, 8604 0, 860
0,8 0, 7760 0,776 0, 7893 0, 789
1,0 0, 7066 0, 707 0,7143 0,714
1,2 0, 6376 0, 638 0, 6364 0,636
1,4 0,5706 0,571 0,5561 0,556
1,6 0,5077 0,508 0,4737 0,474
1,8 0,4519 0,452 0,389% 0,389
2,0 0,4076 0,408 0,3032 0,303
2,2 0,3798 0,381 0,2158 0,216
2,4 0,3726 0,373 0, 1285 0,129
2,6 0,3854 0,386 0, 0516 0, 053
2,8 0,4123 0,412 0, 0783 0,076
3,0 0, 1687 0, 159
3,2 0, 2597 0,242

3,4 0,3416 0,318




2.4 Ergebnisse, Die Energie des Plasmas,

Der Verlauf der Lésungskurven,

Typische Beispiele fiir den Verlauf der Lésungskurven enthalten die
Abbildungen 3 und 4, die den Radius als Funktion der Zeit in Abhidngigkeit
vom Anfangswert des inneren Magnetfeldes fir die beiden Induktivitéts-
verhdltnisse >\ = 5 und >\ = 10 darstellen. Man sieht, daB fir A = 5 der
Radius bei B -Werten oberhalb 0, 1 im Mittel nicht kleiner als y = 0, 4;

fur /\ = 10 bei den gleichen B-Werten im Mittel nicht kleiner als 0,5
wird, Bei solchen B-Werten ist daher die Kompression des Plasmas
durch das eingeschlossene innere Magnetfeld stark behindért, und auch
die Energieaufnahme des Plasmas erweist sich nach den Ergebnissen der
Rechnungen des nidchsten Abschnittes als sehr gering. Die Bewegung er-
folgt nahezu mit Druckgleichgewicht zwischen innerem und duflerem Mag-
netfeld., Bei kleinen B-Werten ist der Einflul des inneren Magnetfeldes
auf die Bewegung anfangs gering; infolgedessen fallen die Kurven fir den
Radius bei verschiedenen p-Werten bis auf geringe Abweichungen zunédchst
zusammen, Groflere Abweichungen ergeben sich nur bei kleinen Radien,
weil erst fir diese das innere Magnetfeld infolge des durch die Kompres-
sion erhdhten Wertes wirksam wird. Die zweite Ableitung wird dann po-
sitiv und y? schlieflich Null. Dies ist umso spédter, bei umso kleineren
Radien der Fall., je kleiner die Magnetfeldstdrke anfangs war, Die an das
Kompressionsmaximum anschlieBende Expansion erfolgt umso rascher,
je kleiner der Minimalradius ist, da der Uberdruck des inneren Magnet-
feldes gegeniiber dem duBleren Magnetfeld, das in der Ndihe des Kompres-
sionsmaximums nahezu stationdr ist, mit kleiner werdendem Minimal-
radius zunimmt. Die Extrapolation der Kurven nach y = 0 fir die jeweils
kleinsten B-Werte, die bis in die Nidhe des Kompressionsmaximums

den magnetfeldfreien Fall approximieren, ergibt als Zeit bis zum ersten
Kompressionsmaximum fir /\ =5 rund T = 2,7 und fir A = 10 nahezu

T =3,5. Im free-particle Modell wiirden sich fir dieselben )\ -Werte
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Der Radius des Plasmazylinders nach dem Schneepflug-Modell bei ver-
schiedenen B-Werten des eingeschlossenen Magnetfeldes fir die Induk-
tivitdtsverhdltnisse )\ =5 (Abb. 3) und X = 10 (Abb. 4) .

nach Formel (1, 18) T, = 2, 95 und T, = 3, 91 ergeben,

In den beiden Abbildungen 5 und 6 ist der Verlauf der Anstiegsrate des
inneren und des dufleren Magnetfeldes fiir den Fall A=l dargestellt,

Des leichteren Vergleichs wegen ist der Radius mit eingetragen; die
Kompressionszeit im magnetfeldfreien Fall wiirde nach dem free-particle
Modell "UC = 1, 8 betragen, Man erkennt, daf} bis zu Radien y = 0,5 die
Zunahme des dufleren Magnetfeldes stark abfdllt, das Magnetfeld fir
mittlere Radien nahezu stationdr wird und erst dann wieder mit zuneh-

mender Anstiegsrate ansteigt. Das innere Magnetfeld ist unter den
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Plasmaradius y und Anstiegsraten des duBleren (b) und des inneren
Magnetfeldes (bi) nach dem Schneepflug-Modell fir ein inneres Mag-
netfeld mit B =0, 1 bei einem Induktivitidtsverhiltnis /\ =1,
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Die gleichen GréBlen wie in Abb, 5 fiir ein inneres Magnetfeld mit
B =0,0l bei dem gleichen Induktivitdtsverh&ltnis wie oben.




gleiche’n Verhdltnissen bis zuy = 0,5 dagegen nahezu konstant, nimmt
dann aber stark bis zum Kompressionsmaximum zu und wird im Kom-
pressionsrﬁaximum selbst stationdr. Bei der anschliefenden Expansion
nimmt das Magnetfeld schlieflich wieder ab, weshalb hier bi‘ negativ
wird, Bei § = 0, 0l steigt das innere Magnetfeld erst in der Ndhe des
Kompressionsmaximums rasch an., Durchweg fdllt bei kleineren bis mitt-
leren § -Werten das Auftreten der Spannungsspitzen proportional zu bi'
mit dem Kompressionsmaximum zusammen,

Abbildung 7 zeigt schlief§lich eine Folge von Oszillationen des Plasma-
zylinders nach dem Schneepflug-Modell fiir den Fall A =5, g =0,05,
Die Amplitude der Schwingungen nimmt zundchst ab, ist aber in den
letzten drei Schwingungen nahezu konstant. Der Minimalradius nimmt
mit jedem weiteren Kompressionsmaximum ab, entsprechend der Zunahme
des duBeren Magnetfeldes, und fdllt nahezu linear mit der Zeit., Mit der
Zunahme des sufleren Magnetfeldes verkiirzt sich die Schwingungsdauer;
dieses Verhalten ist bereits aus einer linearisierten Theorie des Schwin-
gungsvorgangs zu erwarten, da die Schwingungsfrequenz proportional zur

Stdrke des duleren Magnetfeldes zunimmt,

Abb, 7

Radiale Oszillationen des Plasmazylinders nach dem Schneepflug-Modell
bei einem inneren Magnetfeld mit § = 0, 05,




Die Energieaufnahme des Plasmas,

Wie Radius oder Geschwindigkeit 188t sich auch die Energie des Plasmas
im Schneepflug-Modell im allgemeinen nicht als explizite Funktion der
Zeit darstellen. Nur wenn man sich auf die Betrachtung des Anfangs der
ersten Kompressionsphase beschrédnkt und das innere Magnetfeld vernach-
ldssigt, 148t sich ein geschlossener Ausdruck fir die kinetische Energie
angeben. Die Ndherung, welche dieser abzuleitenden Gleichung fir die
Energie zugrundeliegt, schlielt die Annahme einer wdhrend der Kompres-
sion konstanten Induktivitdt des Kreises ein, die daher gleich der Anfangs-

induktivitdt ist. Wir setzen daher sofort -

e Y,

m‘%% mit % e S
ba= 01,

und erhalten mit Bi = 0 die Bewegungsgleichung

Do YAy c %m .,,A)“
(}’5/?) di [(/ f?) 3\{{1 } I f .ma 7; %

22
In gleicher Ndherung ist von Braginski-Migdal die Energie des

Plasmas im z-Pinch-Effekt abgeschédtzt worden. Setzt man
z Y
‘31\4 f a B = B4 /

so wird unter der Voraussetzung 1 - y << 1 die Losung
2
4 Ba
2
BA

2
Man erkennt, dal wegen 1 - y~t die zweite Ableitung von y fir das

(2.32) Y =4~

~

Schneepflug-Modell ohne inneres Magnetfeld im Anfangspunkt y = 0

eine Konstante ist, wodurch die bei Bi # 0 auftretenden Schwierigkeiten
entfallen.

Die Arbeit, die am Plasma wdhrend der Kompression geleistet wird, ist

je Liangeneinheit des Plasmazyllnders nach 1,3 wieder

Ba
(2.33) = “f da




2
woraus nach Einsetzen fur Ba aus (2,32) und Integration in derselben .

N&heruhg wie bisher folgt

z }ZZ L
WFL = Z_‘TTG(O Li""’ (/1’”7 )

und mit dem urspriinglichen Ausdruck fir Bl

(1.34) iyt = e (e P L
2.3 -

f Tpe \ CLa /3o fo

2
Da die Masse mit t und die Geschwindigkeit mit t widchst, nimmt daher

Wpl zundchst mit der vierten Potenz von t zu.
Dividiert man die Energie des Plasmas dhnlich wie in (1,3 ) durch die
Zahl der in der Grenzschicht enthaltenen Teilchen und bezeichnet die Teil-

chenenergie wieder durch die entsprechende Temperatur, so kommt mit

B in Gaufl und daber hier voribergehend durch H beseichnet,

po_ b

40% mn K !

(2.35) K = 438 .46‘A6@v?/ok

fir die Temperatur der Jonen in einem magnetischen Kompressionsexperi-
ment. Der Ausdruck (2.35) wurde ohne Ableitung von F it ch23 angegeben.
Wenn das Plasma am Ende der ersten Kompressionsphase nur mehr wenig
Energie aufnimmt, so daf die durch die N#dherung (2,35) gegebene Energie
nahezu die am Ende dieser Kompressionsphase tatsdchlich erreichte Energie
darstellt, und wenn die Thermisierung des Plasmas wegen der dann er-
hoéhten Dichte und der damit vergroferten Anzahl elastischer Stéfle nahezu
abgeschlossen ist, besitzt der Ausdruck (2,35) fir die Temperatur einige
Relevanz. Es zeigt sich, daBl die so berechnete Temperatur in experi-
mentell realisierten Fadllen um Gréflenordnungen hdher als die bei einer
adiabaten Kompression des Plasmas im Druckgleichgewicht mit dem
duBBeren Magnetfeld auftretenden Temperatur ist.

Auch fir Bi # 0 lassen sich noch geschlossene Ndherungsformeln fiir die




Plasmaenergie angeben, die aber zumal fiir kleine $§ in der Anwendung

auf kleine Zeiten begrenzt sind, Wir betrachten daher den Fall Bi £0
gleich allgemein. Setzt man in den allgemeinen Ausdruck (2.33) fur Ba

aus der Bewegungsgleichung (2. 10) ein, so ergibt sich mit Gleichung (2.11)

nach elementarer Integration fiir die Arbeitsleistung des dufleren Magnet-

Wi = na, %j[(%)l" Ab}

36 iy 1
(22¢) b RP, Ay 0;;’—'&_“/"\/)5(0{-7]% .

Der erste Anteil in (2.36) stellt offenbar die Arbeit dar, die bei der Kom-

feldes

pression des inneren Magnetfeldes durch das dulere Feld geleistet wird,

Die Energie des inneren Magnetfeldes je Lingeneinheit ist
P 1 - -
2 2 A 2 q (2
1ia P =qu£,=}°~ +raolg°l(___°>m4/,
Zr‘if) Z.,"i) lf’“ﬁ Q = [

der erste Term rechis stellt darin die anfdngliche Magnetfeldenergie des

Plasmas dar,

.Der kinetische Anteil W’;l der Plasmaenergie ist durch den zweiten

Beitrag in (2.36) gegeben .

(23%) Wy = 1p.as /YO{(MY)

mit M =J.-y2.

Fir Bi = 0 ist dieser Anteil gleich Wpl selbst, weshalb bei der voraufge-
henden Ndherungslosung die kinetische Energie durch WPl bezeichnet wurde.
Offenbar besteht W¥*_ nicht allein aus der gerichteten Energie der Masse M:

P 1 -4y 2
diese ist in Einheiten T Qo fo (Go*c )

(238) \/_\/PL= -g-(/i»\/L)y’z




Die tatsdchliche kinetische Energie des Plasmas ist demgegeniiber,
, R , t -4 &
wieder in Einheiten T &, f)’o (Q ° {'( ) T
* W f I\ s ] ol
= + T

A,
Der zweite Anteil Wp = W;l - W __in (2.39) stellt den StoRverlust der

1 1
Teilchen beim Einfang in der Grepnzschicht dar. Im Schneepflug-Modell
ist der Reflexionsvorgang der Teilchen in der Schicht vollkommen un-
elastisch, was sich darin duflert, daBl nach dem ®StoB® die gerichtete
Geschwindigkeit der Teilchen gleich der Geschwindigkeit der Grenzschicht
ist. Abb, stellt den Verlauf dieses Anteils fiir \= 10 bei verschiedenen
B - Werten dar, Als Einheit auf der Ordinaten-Achse ist wie in den For-
meln ‘IT@;"P(, é:dewéihlt. Die Kurven fir = 0,0L und B =5- 1073 fallen
praktisch mit der Kurve fiir § = 10—3 zusammen und sind nicht gesondert
eingetragen. Die Kurve fiir § = 0, 5 verlduft in geringem Abstand nahezu
parallel zur Abszissen-Achse; bei groflen §§ ist die Energieaufnahme des
Plasmas gering.

3=0.001

0,03 +

=005

0,02 1

0,01 1

§ T

Abb, 8

A
Die Energie W _. des Plasmas nach dem Schneepflug-Modell fiir verschie-
dene PB-Werte Bei einem Induktivitdtsverhdltnis /\ = 10,




S
In welche Form die Energie W __ im Plasma tibergeht, bleibt nach dem

Modell offen. Sie kann durch iriilastische Stofle der Teilchen mit Neutral-
gasteilchen, die in die Grenzschicht eingedrungen sind, zu Ionisations-
oder anderen Anregungsprozessen verwendet werden; sie kann sich, bei
den hohen Dichten in der Grenzschicht, bereits wdhrend der Kompression
in Temperatur umsetzten oder auch als kinetische Energie der Gyrations-
bewegung der Teilchen erhalten bleiben. Sie kann aber auch durch Strah-
lungs- und Teilchenverluste dem Plasma verlorengehen,

Sieht man von solchen Verlusten ab, so stellt dieser zweite Anteil in (2.37)
im Maximum der Kompression, d,i. fir y! = 0, die ganze zu diesem Zeit-
punkt im Plasma enthaltene Bewegungsenergie dar, Trigt man die Werte
des Integrals zur Zeit des Kompressionsmaximums in Abhingigkeit von
auf, so liegen diese Werte fiir gleiche P nahezu auf einer Hyperbel Xw .
Dies legt nahe, die kinetische Energie ni;ht in Einheiten T 6(;’ fo %L-Lzu

A
rechnen, sondern statt desaen M Q’(:i f)‘){i ‘ >\ oder in Analogie zur ent-
o,
sprechenden Rechnung im free-particle Modell El . als Energieeinheit
: i
zu wihlen., Die so gewonnenen Werte W l/Ek' sind in Tabelle 2 enthalten.
P in

Tabelle 2
N 1 2 3 4 5
0,1 0, 229 0, 220 0, 208 0, 206 0, 179
0, 05 0, 267 0,270 0, 266 0, 262 0, 257
0,01 0, 286 0, 299 0,301 0, 297 0, 308
0, 005 0, 291 0,300 0, 307 0,310 0,312
0, 001 0, 292 0,301 0, 308 0,311 0,313

Man sieht, dafl die kinetische Energie des Plasmas im Kompressions-
maximum nach dem Schneepflug-Modell fiir verschiedene ,\ in dem hier

untersuchten Bereich nahezu konstant und nur noch von B abhingig ist. Die
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ﬁbhéﬁngigkeit der Energie Wp1 von A ist daher im wesentlichen durch
Ekin gegeben. In diesem Fall gelten die Betrachtungen aus 1.3 auch
fur die Kompression von Plasmen mit innerem Magnetfeld. Die Ener-
gien fiir kleine B -Werte, die den magnetfeldfreien Fall approximieren,
sind rd. eine Grofenordnung kleiner als die entsprechenden Werte im
free-particle Modell. Dieser Unterschied in den Werten der Energie
erkldrt sich wieder groflenordnungsmiflig aus den verschiedenen Ge-
schwindigkeiten, welche die Plasmateilchen nach beiden Modellen
nach dem Stof mit der Grenzschicht annehmen. Unter sonst gleichen
Verhdltnissen ist fiir das free-particle Modell der vierfache Wert zu
erwarten., Doch bleibt der wesgentliche Unterschied, daff es sich beim

free-particle Modell primir um gerichiete, im Schneepflug-Modell

um thermische oder Gyrations-Energie handelt,




3. Rechnungen mit einem adiabaten Modell (Osovets-Modell) des
Kompressionsvorganges bei eingeschlossenem inneren Magnetfeld,

3.1 Das Osovets-Modell der magnetischen Kompression,

Wie die Beispiele in 2.4 zeigen, oszillieren die L&ésungen flir den Radius
des Plasmazylinders im Schneepflug-Modell, wie durch das Auftreten der
zweiten Ableitung von y in Gleichung (2.10) zu erwarten ist., Doch ent-

halt die Gleichung (2.10) in Anwendung auf die Phase nach dem ersten
Kompressionsmaximum einen Widerspruch, da bei der Expansion des Plas-
mas die Zahl der wdhrend der voraufgegangenen Kompression in der
Grenzschicht eingefangenen Teilchen entsprechend der Zunahme des Radius
nicht wieder mit N~ ao2 - al (t) abnimmt, Vielmehr wird das innere Mag-
netfeld alle in der Grenzschicht bis zum Kompressionsmaximum einge-
fangenen Teilchen reflektieren und daher die in der Grenzschicht enthaltene
Masse konstant bleiben, da der duflere Rand der Grenzschicht sich jetat

ins Vakuum verschiebt und daher von dort keine neuen Teilchen in die Grenze
schicht eintrefen kénnen, vorausgesetzt, da im Beveich r >a(t) wirklich
Vakuum ist,

Anderenfalls witirde die Masse auch nicht abnehmen, wie es das Modell
voraussetzt, sondern zunehmen. Wenn man einen solchen Effekt beiseite
148t, folgt die Konstanz der Teilchenzahl bei der expansiven Bewegung.
Wird die Bewegung wieder kompressiv, infolge des weiterhin ansteigenden
Magnetfeldes, so ist wieder eine Zunahme der Masse der Grenzschicht
moglich, denn die Bewegung erfolgt jetzt wieder in das Neutralgas oder
das schwach ionisierte Plasma hinein, wobei die Dichte gegentiber der
Dichte in der ersten Phase kleiner geworden ist, da das im Innern vor-
handene Gas sich verdinnt hat,

Andererseits ist damit zu rechnen, dafl die bei hohen Kompressionsgraden
und daher hohen Feldstdrken des inneren Magnetfeldes auftretenden hohen
elektrischen Feldstdrken zum Durchschlag des Neutralgases und zur
weiteren Aufheizung des Plasmas fiihren kénnen, wodurch auch im Innen-
gebiet ein hochleitendes Plasma vorliegen kann, in dem die elektromag-

netischen Krédfte zur Entstehung von Plasmabewegungen fihren. Die Vor-




stellung einer kleinen Grenzschicht, vor deren inneren Radius die Gas-
geschwindigkeit Null ist, trifft dann nicht mehr zu.

Es wurde in (1.13) vorausgesetzt, dal die Dauer des zu betrachtenden
Vorgangs klein sei gegeniiber der Schwingungsdauer des Entladekreises,
Nur so liefl sich ein einfacher expliziter Ausdruck fir das Jullere Mag‘net—
feld angeben und daher das Problem auf die Lidsung nur einer Differential-
gleichung zurickfihren. Will man hingegen lidngere Zeitrdume betrachten,
so mufl man die Verdnderlichkeit der Spannung der Kondensatorbatterie
berilicksichtigen, also auf die vollstdndige Kreisgleichung (1.8) zuriick-
greifen.

Der genannten Grinde wegen wurden die bereits im Schneepflug-Modell
enthaltenen radialen Plasmaoszillationen an dem in gewisser Hinsicht
realistischerem adiabaten Modell untersucht. Auch in dem neuen Modell
wird die Voraussetzung der Flulkonstanz des inneren Magnetfeldes bei-
behalten, die jedoch zumindest in den spédteren Phasen der Kompression
keine gute Niherung mehr darstellt. Inshesondere 148t sich die durch die
endliche Lieitfdhigkeit im Innern des Plasmas bedingte Ddmpfung der ra-
dialen Oszillationen in diesem Modell nicht erfassen, Andererseits bietet
sich leicht die Mdoglichkeit, den Einflul seitlicher Teilchenverluste auf
den Kompressionsvorgang zu untersuchen., Da jedoch der Einflul} des
kinetischen Druckes bei hohen Anfangsmagnetfeldstidrken gering ist, der
seitliche Teilchenverlust die Wirkung des Druckes noch verringert, wurde

der EinfluBl des kinetischen Druckes in der numerischen Rechnung nicht

systematisch untersucht,




Die Bedingung fir die Giltigkeit der Gleichung (2.1)l) fir das innere
Magnetfeld bei vollkommen leitendem Plasma,

Der in 2,2 angegebene Ausdruck fir die Stdrke des inneren Magnetfeldeé
bleibt, wie schon doxt betont, auch bei leitendem Gas im Innengebiet des
Plasmazylinders giltig, sofern nur wieder an jeder Stelle eine so hohe
Leitfdhigkeit herrscht, da die Magnetfelddiffusion vernachldssigt werden
kann, Fir die auf ein Elektron im mitbewegten System wirkende azimuthale

elektrische Feldstdrke gilt dann
r
4R -
(3.4) g@=.rfr8£o(r + v, By, =0
0

Wenn iiberall v, proportional zu r ist, ist Gleichung (3.1) mit der Homo-
genitdt des Magnetfeldes BZ vertrdglich, Wird ndmlich ?BZ/? r =0

vorausgesetzt, so folgt aus Gleichung (3.1) zundchst

W 2y
- r

Pl r

Damit wirklich B von v unabhingig ist, mufl man fir v den Ansaiz
% ‘ r

machen

v, =a(t) =

worin a zunidchst einen willkirlich gew&dhlten Radius und a (t) die an dieser

Stelle vorhandene Gasgeschwindigkeit bezeichnen mége, Die Gleichung (3.1)

liefert dann 2
= (owhd

d.i. Konstanz des magnetischen Flusses innerhalb von Querschnittsfldchen
mit Radius a bei homogener Magnetfeldverteilung. Der Ausdruck (2.11l)
gilt demnach, wenn das Strémungsfeld vr(r, t) durch eine Ahnlichkeits-
lésung beschrieben wird.

Unter Ahnlichkeitsldsungen versteht man bekanntlich eine Klasse von
Loésungen des hydrodynamischen Gleichungssystems, die sich als Produkt
einer reinen Zeitfunktion mit einer nur vom relativen Ort x = r/a(t) ab-
hdngigen Funktion darstellen lassen, Fir irgendeine Grofle des Strémungs-

feldes gilt dann (_P(r, t) =1 (x) g(t) .




Insbesondere gilt fir die radiale Geschwindigkeit zunédchst
(33) | Vr(r({fy ""d({_)F(X)/

wenn noch zuséitzlich gefordert wird, da f (1) =1 sein soll, da am Plas-
marand a (t) die Strémungsgeschwindigkeit v, gleich der Geschwindigkeit
ist, mit der sich die Grenzfliche zwischen Vakuum und Plasma verschiebt,
Wenn keine Diffusion durch die Grenzfldche erfolgt, 148t sich anhand der
Kontinuitétsgleichung leicht zeigen, da f (x) = x eine Ahnlichkeitslésung
ist. Es gilt ndmlich fir die Dichte f)(r, t) =& (t) g (x). Integriert man
iber dem Querschnitt des Plasmazylinders, so erhidlt man mit mN als

Masse je Léngeneinheit des Plasmazylinders

m N

gj(%) = )
Zﬂaz’fj/x)'xdx
V)

Da die Magse wegen der vorausgesetzten Konstanz der Teilchenzahl
konstant und das Integral im Nenner von ¢ (t) ebenfalls zeitunabhingig

ist, folgt
(3.4) T T g
Die Kontinuitdtsgleichung

0 41
?E_+7§7(vfav)= 0

ergibt nach Einsetzen fir & , vr und r = xa
L
d (XC” -x'q ) = 0
d x

Die Lésung ist f = x mit einer gleich Null gesetzten Integrationskonstanten.
Die Benutzung von Ahnlichkeitslésungen fir das Strémungsfeld eines Plas-
mazylinders geht urspringlich auf Leontovich und Osovets 24 zurick,
welche damit Gleichungen fiir das dynamische Verhalten eines Plasmas

im instationdren z-Pinch-Effekt ableiteten. In 24wu.rde der Strom im Plas-

ma als zeitlich linear ansteigend angenommen, wie es der Voraussetzung




einer groflen Kapazitdt der Entladebatterie und einer im Vergleich zur
Induktivitdt des Entladungsrohres groflen duBleren Induktivitit entspricht.
In einer weiteren Arbeit von Osovets 25 wurde die letztgenannte Voraus-
setzung fallen gelassen und die Verdnderlichkeit der Gesamtinduktivitit
beriucksichtigt, die erste Voraussetzung hingegen beibehalten. Wegen der
Vernachldssigung der Abnahme der Spannung an der Kondensatorbatterie
handelt es sich hierbei nur um eine fiir die erste Phase des Kompressions-
vorganges relevante Beschreibung. Fiir diese Phase ist andererseits die
Voraussetzung von Ahnlichkeitsl8sungen und adiabaten Druckédnderungen
weniger zutreffend, weil die dem Schneepflug-Modell zugrunde liegende
Annahme eines in der Ausdehnung begrenzten Geschwindigkeitsfeldes im
Anfang der Bewegung der Wirklichkeit ndher kommen diirfte, Wir bezeich-
nen das Modell, das der im folgenden fiir den Radius des Plagmazylinders
benutzten Gleichung zugrunde liegt, als Osovets-Modell und meinen damit
im wesentlichen die Annahme von Ahnlichkeitsldsungen und eines adiabaten
Druckgeasizes. Bel dev Anwendung deg Modelle auf die Verhilinisge bei
der magnetigchen Kompregaion sind im allgemeinen sowohl inneres Mag-

netfeld alg auch seitliche Teilchenverluste zu bericksichtigen.

Die Bewegungsgleichung im Osoveta-Modell,
Die magneto-hydrodynamische Bewegungsgleichung fir ein zylinders-

symmetrisches Plasma war

D Vr 0Vr ®
(3.5) Iy +Vr,b,.)=‘5;(\0*’l”m)/

wobei zum Unterschied von frither der skalare hydrodynamische Druck p

neben dem magnetischen Druck P bericksichtigt ist, um den Fall hoher
Anfangsgasdichten des zu komprimierenden Plasmas mit grofSier Endtem-
peratur miterfassen zu kénnen. Dadurch enthilt (3.5) auch eine allge-

meinere Gleichgewichtsbedingung. Einsetzen fir v, und Integration iber

dem Radius r liefert

. | 2 'L
(3. 6) mNa = — 2Zna l_z—?%;_(}jw%o)]/




worin a
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0

die Massen-Liniendichte der radial bewegten Teilchen ist; P, bezeichnet
den Druck in der Achse.

Die Voraussetzung der FluBlkonstanz im Plasmazylinder bedeutet
B3 (L)

Fir den kinetischen Druck wird ein adiabates Gesetz in der Form

¥ 2y
x (a1
3 - ()
(5:8) PP g
angesetzt. Hierin bedeuten die mit Stern bezeichneten Gréfien den Wert

im Gleichgewichtszustand, fir den gilt

e

. - R o
) e 2 {;) 2 u l ik

2o 2o 2po
worin ’B’* den E -Wert des Plasmas ebenfalls im Gleichgewichtszustand
bezeichnet, Vernachldesigt man den kinetischen Druck, so erscheint die

Bewegungsgleichung in der Form

2 *
(4]

Dieselbe Form ergibt sich, wenn man in der Gleichung fiir das Schnee-

(3.40) mN o —_——NM[

pflug-Modell die Masse in der Grenzschicht als konstant ansetzt, was
dort jedoch nur fiir die exﬁansive Phase zuldssig ist,

Fihrt man noch ein

a(t) 4 = Ba

¥
a* ' Bor /

(3.44) X =




so wird, weil Bj = B;K fir den Anfang der Bewegung

. T2 7 ~Y
(3.42) Xz_f%x(@~x )

Uber eine Integration dieser Gleichung in einem Sonderfall wird weiter
unten zu sprechen sein. Vernachldssigt man andererseits in (3.6) die
Beschleunigung, was nur fir langsame quasi-stationdre Bewegungen zu-
lissig ist, so liefert die Gleichung (3.6) des Druckgleichgewichtes einen
expliziten Ausdruck fir den Radius in Abhédngigkeit von den Ubrigen Gréflen.
Hiervon macht Kolb ! Gebrauch, wobei zusétzlich noch der Druck des
inneren Magnetfeldes gegeniiber dem kinetischen Druck vernachldssigt
wird,

Gleichung (3.8) gilt tibrigens auch fiir den Mittelwert des Druckes tiber
dem Querschnitt, wie sich wieder bei Annahme von Ahnlichkeitsldsungen

aus der Energiegleichung eines dissipationsfreien Plasmas
g L f?) DS e .7 /B (/} ’ s
(3.43) ot (P/ o ) ot Ve (F / pi)=o

ableiten 148t. Man kann zwar die Dichte als unabhingig vom Ort annehmen,
aber nicht dasselbe vom Druck fordern, da die Bewegungsgleichung inner-
halb des Plasmas bei vorausgesetzter Homogenitdt des Magnetfeldes eine
Ortsabhdngigkeit des Druckes ergibt.

Da fiir eine Ahnlichkeitsldsung von p(r,t) wieder gilt p(r,t) =7 (t) -h(x),
so kommt mit den Ausdriicken

%p g g p _ 1d
5%_7—{/& XTJE’ Y Q

und den entsprechenden fir gO durch Einsetzen in die Adiabaten-Glei-

chung (3.13) T q
L
—_— = — Ly —
(3.41) T F =

Der mittlere Druck ist definiert durac(h

nalfp = [rp(i)de
0




oder

A
p = Zu(t)ij%(x)dx

Weil die Zeitabhingigkeit von p aufgrund der Annahme einer Ahnlichkeits-

l6sung nur in mw(t) steckt, gilt fir p dasselbe Anderungsgesetz wie fir

m (t) , also

blp = -2r%a

oder
d (ca27
(3.45) OE'(FO\ ): 0

Das adiabate Gesetz in der Form (3.8) gilt bei Ahnlichkeitslésungen daher
auch fir den mittleren Druck p. Die Dichteverteilung unterliegt dagegen
im Modell keinen Einschrédnkungen., Beispielsweise ist die Annahme homo-
gener Dichte vereinbar mit der Homogenitdt des Magnetfeldes, Fiir ein
vollkomimen leitendes Plasma wiirde sogar die bekannte hydromagnetische
Aussage bestehen, dafl die Dichte notwendig tiberall proportional zum
Magnetfeld mit einem ortsunabhingigen Faktor ist. Jedoch braucht ein
solcher Zusammenhang nicht zu bestehen, wenn ein Plasma erst innerhalb

eines Magnetfeldes aus Neutralgas entsteht,

Beriticksichtigung seitlicher Teilchenverluste,

Bei kleinen Magneff.eldste’irken und hohen Drucken kann auch der seitliche
Teilchenverlust in den spdteren Phasen den Ablauf der Kompression stark
beeinflussen, Die detaillierte Erfassung des Verlustes von Teilchen setzt
natlirlich die Bericksichtigung der Abhéngigkeit aller den Plasmazustand
kennzeichnenden Groéflen von der in Achsenrichtung gemessenen z-Koordi-
nate voraus, Dies gilt insbesondere fiir Systeme mit Spiegelgeometrie,
Wegen der damit verbundenen Schwierigkeit sei hier nur angenommen, daf
der Ausstrémvorgang summarisch durch die Annahme einer mittleren

Teilchendiffusionszeit "L‘D und durch ein exponentielles Ausstrémgesetz




in der Form

3N A
LAY
(3.46) oy %

fiir die Liniendichte N der Teilchen beschrieben werden kann,

Die Anderungen, die am Druckgesetz anzubringen sind, lassen sich dann
unmittelbar angeben. Um zuvor jedoch die Voraussetzungen kennenzulernen,
die in dem Ausstrémgesetz stecken, gehen wir von der Kontinuitdtsglei-

chung aus

A
(3.47) ,71+—r;a-;(mv,) +%(hvt): 0

Y

Sind darin alle Gréfien aufler A selbst unabhéngig von z, so liefert die

Integration iiber z mit 1 = Spulenlédnge

4

/e[’?"l+"r3 yvxv)]_:_nvzl
2t r 0
mit noEngED VeV = {}Z und | = .'l./Z{/Z
on + (Y nv, ) = e e
2t F ’br T
Integration iber den Querschnitt gibt jetzt
a a

I 2 ,/2 vy -_N
2T ’3&.0(” + Tvar<  )dr =

0

wegen

Q

Q
frl‘ur = |nrdr - anag
.t 2%

daher

)

e

|

N N
F T

)

also Gleichung (3.16) mit 1_:D= 1/2‘-}Z .




Die Unabhéngigkeit der Ldsung von der z-Koordinate entspricht der freien

Molekularstrémung. Im allgemeinen ist T von der Dichte abhidngig. Es

D

wird also ™D sicher von der Zeit abhdngen. Zur Erfassung des generellen
Einflusses von Teilchenverlusten bei hohen Anfangsdichten des Plasmas

soll ™D auch als zeitlich konstant angenommen werden. Es ist dann

(3.43) N = N*exyg (-

oder mit Riickgang auf die Bedeutung von N

(3. 49) V\* (QK)ZQX)o(— )

Bei Annahme adiabater Verdichtung des Plasmas wird daher bei Teilchen-

verlusten statt (3.8)

(3.20) p = }9%(—?: )Z?f@(}o (—}% )

3.2 Die Lésung der Bewegungsgleichung.

Die Integration der Gleichung (3.12) in einem Sonderfall: radiale hydro-

magnetische Oszillationen nach Green-Niblett 26.

Wenn man in Gleichung (3.12) b = 1 setzt, also das duBlere Magnetfeld fir

die Dauer des zu betrachtenden Vorganges als konstant annimmt, und die

Kopplung des Magnetfeldes mit der Bewegung beiseite 148t, gestattet die

Gleichung (3.12) die Berechnung einer exakten Liésung. Mit der Abkiirzung
Ba

(3-24) o= (T pona )12

und einer Integrationskonstanten C in unserer Schreibweise lautet diese

(321) xt =/ + Clin2my,t




e i , 26
Diese Losung wurde von Green-Niblett gefunden. Sie beschreibt
eine nichtlineare Schwingung mit einer konstanten, d.i. nicht von der

Amplitude abhdngigen Frequenz y bei der nicht die Amplitude, sondern

deren Quadrat eine harmonische Séhwingung ausfihrt,

Schwingungen treten auf, wenn entweder x(o) # 1; x(o) beliebig oder

x(o) =1; %(0) # 0ist, Der Fall C = 0 entspricht der statischen L&ésung

x = 1, dem Verweilen des Plasmas in der Gleichgewichtslage a = a* .,

In (3.22) ist die eine Anfangsbedingung x(o) = 1 bereits vorausgesetzt.
Die Anfangsbedingungen selbst sind natiirlich der Gleichung nicht zu ent-
nehmen: Die Amplitude der Schwingung bleibt unbestimmt.

Das Green-Niblettsche Ergebnis gilt auch dann noch, wenn b(t) lang-
sam veranderlich ist, so dafl viele Oszillationen bei nahezu konstantem b
erfolgen. Dies trifft fiir das Strommaximum zu, in dem dann das duflere
Magnetfeld nahezu stationdr ist, Die jeweilige Frequenz wird dann durch den
jetzt tiber B ebenfalls zeitabhdngigen Ausdruck (3.21) gegeben. Ferner
gilt die L.ésung noch, wenn der kinetische Druck nicht vernachlidssigt wird,
aber die Kompression zweidimensional erfolgt, Dazu ist erforderlich, daf
die Oszillationsfrequenz grofl genug ist, um Ubergidnge von Energie auf den
dritten Freiheitsgrad in z-Richtung auszuschliefen, wenn daher die Ionen-
stoBzeiten grof} gegeniiber der Schwingungsdauer der Oszillationen sind.
Andererseits bedeutet die Voraussetzung eines konstanten dufleren Magnet-
feldes fiir Experimente mit ,\ 2 1 eine Begrenzung der Lésung auf Schwin-
gungsformen mit vernachldssigbarer Amplitude. Denn nur unter dieser

Voraussetzung ist die Verdnderlichkeit der Induktivitdt und damit des

Magnetfeldes wdhrend der Schwingungen zu vernachlissigen.

Die BPerechnung der Kompression als Einschaltvorgang mit Berticksichti-

gung der endlichen Kaparzitdt der Batterie.

Faflt man die entsprechenden in 3.1 beschriebenen Ausdriicke zusammen,

so erhdlt man mit den Abklirzungen

a o
3.23) F”‘% b= 2ty = Peiep /32




fir die Bewegungsgleichung im Osovets-Modell des magnetischen Kom-

pressionsvorganges

d* S [ B 2 L)
(5.24) d_ré—,--my)@ -%(mpoy /]

Die Gleichung fiir das dulere Magnetfeld wird jetzt, ebenfalls in dimen-

sionsloser Schreibweise

3.25) d LA+ M(A-y)]4 -

Qa\ —(‘04 fz@dr

Setzen wir nun

LR
L’r’lofaaoz

und definieren tC wie friher, durch Gleichung (1.15) , so erhilt B,y eben-

=

falls die gleiche Bedeutung wie friher und die Gleichungen werden wieder

besonders einfachs

d°y _ _y, QgZ_ A+ €
R v | : ( )]

d[geay9) L = A - N/4m~
:

Darin hat o die gleiche Bedeutung wie in 1,2; es ist

o T ~erff=§8

mit 6 =t /T1/4, und o daher nahezu gleich dem Verhé&ltnis der Kom-
pressionszeit t zur Dauer der Viertelperiode T1/4 des duBleren Entlade-
kreises bei der Induktivitat L 2’ d.i. bei vollstidndiger Leitfdhigkeit und
konstantem Radius a des Plasmas in der Spule.

Fir die numerische Rechnung hat man noch b als explizite Funktion der
tUbrigen GréBen auszurechnen, Das zu l6sende Gleichungssystem wird

danach fir ar = 5/3




(5.260) 2% = -ty [ % (A+ﬁayz/3)}

dy dé dy 2 ity
(3.264) dth NG DG by s - ed
A +)‘(/(—>/Z)

[0
~
-

mit den Anfangsbedingungen
(3.242) y(o) =4 (3.234) K(D):/’#(M(sof/t

ara) Y(e)-0  (sae) A'fo)=h
(3-'2»7c) \/ll (o) -0 (32}7{) ,é"(Q)z—bCP(/H Pﬁ)h

Dabei folgt (3.27d) aus der Forderung der Druckgleichheit zu Beginn der
Kompression und bedeutet, daB die Bewegung aus dem Druckgleichgewicht
heraus erfolgt mit einer Anfangsgeschwindigkeit y? = 0, was der Annahme
y(o) =1 entspricht, und (3.27e) folgt aus (3.26b) ebenfalls mit den An-
fangswerten von y und y*!. Die Anfangswerte fiir y** und b*' sind hier zu
den Anfangsbedingungen mitgezdhlt, da sie in dem benutzten Rechenver-
fahren gleichwertig zu den eigentlichen Anfangsbedingungen hinzutreten,
Die Tatsache, daBl y'*(o) = 0, erlaubt beim Osovets-Modell die unmittel-
bare Anwendbarkeit des Taylor-Verfahrens.

Wenn anstatt (3.26a) die zweidimensionale Kompression mit ): 2 berech-
net werden soll, fdllt die y-Abhédngigkeit im '5 -Wert des Plasmas fort

und die Gleichung wird

(3.2%) %:~qy[41_%(/1+'\1)}

Die Gleichung (3.28) unterscheidet sich formal nicht von der fir den
Fall ohne kinetischen Druck geltenden, weil gilt

2 o Bt
(3-2%a) 2 - Yy (4t T )

(—'L




mit (; =B (1 + g()l/a‘-r'xstelle von 3, so dafl also beide Fille durch dieselbe
Rechnung erfafit werden. Der Grund liegt nattirlich darin, daB fir 'ar =2
der kinetische Druck im selben Mafle wie der magnetische Druck umge-
kehrt mit der vierten Potenz des Radius zunimmt,

Da in (3.26) die Ableitungen der rechts stehenden Ausdriicke begrenzt
sind, ist eine Reihenentwicklung der Ldsungen fiir y und b nach Potenzen
von auch analytisch méglich, Die Berechnung der Ableitungen im Ent-
wicklungspunkt 7 = 0, y = 1 ist aber zumal bei den Ableitungen héherer
Ordnung langwierig und mihsam, Zudem bestehen Anzeichen dafir, dafl
die Reihen gerade in interessierenden Fédllen, wie beispielsweise fir
groflie /\ ,2, 1, schlecht konvergieren, und daBl die ersten Glieder der Rei-
henentwicklung daher keine zuverldssige Berechnung beispielsweise des
ersten Kompressionsmaximums zulassen, Die verwickelten Abhéngigkei-
ten der Koeffizienten von den verschiedenen Parametern erschweren tiber-
dies die Diskussion., Das Gleichungssystem (3.26) wurde daher ebenfalls
numerisch integriert, wodurch sich ohine Schwierigkeiten auch die Dim-
pfung des Stromes durch den elekirischen Widerstand R des Batteriekrei-

ses berticksichtigen lie, Mit der Zeitkonstanten T = / La/R fur die

R
Ddmpfung ist dazu rechts in Gleichung (3.26b) ein Term

(3.29) (0(215 ) T 5§  dd

ATE Ry A4A(AyY dlT

hinzuzufiigen, der als proportional zu R die Dissipation der elektrischen

Energie des Kreises enthdlt.




Beschreibung der Lésungskurven,

In den Abbildungen 9 und 10 sind die Ergebnisse fir den Fall M =5,
B=0,1Lund B =0,0l zusammengestellt, Die Dauer der Viertelperiode
betrdgt in beiden Beispielen Tl/4 =2,5 tC; der kinetische Druck des Plas-
mas wurde vernachldssigt, Qualitativ ergibt sich zunédchst das gleiche
Bild wie im Schneepflug-Modell: Kompression mit einer Zeitkonstanten,
die bis auf einen \-abhéngigen Faktor durch die Kompressionszeit tc
gegeben ist, Die Verdnderlichkeit der Batteriespannung filhrt aber jetzt
dazu, daf auch im Mittel die Kompression nicht unbegrenzt zunimmt,
sondern das Plasma im Augenblick des Nulldurchgangs des Stromes an
die Wand gelangt. Trotz der Schwingungen des duleren Magnetfeldes sind
die mittleren radialen Oszillationen des Plasmazylinders selbst relativ
gleichférmig, so daB fiir diesen Teil Gleichung (3.22) bei geeigneter
Wahl der in Gleichung (3.22) noch unbestimmten Gleichgewichtslage
einen Ndherungsausdruck fur den Radius darstellen kénnte, Doch sind

die Periodenldngen, wie schon betont, nicht durch das momentane duflere
Magnetfeld, sondern durch den Einschaltvorgang, d.i. durch die Zeitkon-
stante tC gegeben, Durch diesen sind auch die bei26 unbestimmt geblie-
benen Amplituden bestimmt,

Abbildung L1 gibt die Verh&dltnisse bei Tl/4 =10 tc wieder, Das Strom-
maximum wiirde bei konstanter Induktivitdt des Kreises mit dem Zeit -
punkt t = 10 tc zusammenfallen, Infolge der Zunahme der Spulenindukti-
vitdt bei der Kompression des Plasmas ist die tatsdchliche Dauer der
Batterieschwingung gréfler, so dafl der Stromanstieg noch dber L0 tc
hinaus erfolgt. Infolgedessen entspricht der gezeichnete Verlauf einem
im Mittel linear zunehmenden duBeren Magnetfeld. Die Zahl der Schwin-
gungen je Viertelperiode ist im Vergleich zum Fall T1/4 =2,5 tc erhdht,
die Periodenldnge der Oszillationen ist aber wieder durch ‘cC bestimmt.
Infolge der hohen Kompressionsgrade hat das innere Magnetfeld qualitativ
den gleichen Verlauf wie in Abbildung L0, Das duflere Magnetfeld hat da-
gegen im Mittel einen glatteren Verlauf als fiir & = 0,4, Man entnimmt

den Kurven noch, daB b! auch negativ wird.
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Abb. 9

Plasmaradius, duBleres und
inneres Magnetfeld nach dem
Osovets-Modell fir ein inne-
res Magnetfeld mit fb =0,1

und einem Induktivitdtsver-
haltnis )\ = 5, Dauer der
Viertelschwingung Tl/4:2’ 51‘:C.

Abb, 10

Plasmaradius, dufleres und
inneres Magnetfeld nach dem
Osovets-Modell fir ein inne-
res Magnetfeld mit (b: 0,0l
und einem Induktivitdtsver-
hdltnis >\ = 5, Dauer der Vier-
telschwingung Tl/4 = 2,5 t -
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Abb. i1 Abb. 172
Plasmaradius und duBleres Der Einflufl eines elektrischen
Magnetfeld nach dem Csovets- Widerstandes auf den Verlauf von
Modell fir ein inneres Mag- Plasmaradius und innerem Mag-
netfeld mit{) = O, OJ, >\ =5, netfeld bei den Parameterwerten
Dauer der Viertelperiode X =10, ﬁ) = 0, 05, Gestrichelte
T1/4 =10 t.. Linien: Verlauf ohne Ddmpfung.

Abbildung 12 zeigt-als Beispiel fiir den Einflul des elektrischen Wider-
standes den Verlauf der Losungskurve fiir den Fall einer relativ groflen
Démpfung mit Ty = O,5 T bei A= 10, P = 0,05 Die gestrichelte Linie
bezeichnet den Verlauf ohne Ddmpfung bei gleichen Werten der ibrigen
Parameter, Die Kompression erfolgt langsamer und ist schwécher als
ohne Ddmpfung. Die Amplitude des inneren Magnetfeldes ist merklich
kleiner, der Kurvenverlauf flacher, und das Maximum liegt zeitlich
spidter. Man entnimmt diesen Kurven, dafl der elektrische Widerstand
trotz geringer Anderung der Eigenfrequenz des Kreises einen merk-

lichen Einflufl auf den zeitlichen Ablauf hé,ben kann,




Literatur

1) A.C. Kolb,

Magnetic compression of shock preheated deuterium,

Proceedings of the Second United Nations International Conference
on the Peaceful Uses of Atomic Energy, Geneva 1958,

Vol. 31, Seite 328 - 340

2) W.C. Elmore, E,M. Little, W.E. Quinn,

Neutrons from Plasma compressed by an axial magnetic field (Scylla) .
Proc. of the Second United Nations International Conference on the
Peaceful Uses of Atomic Energy, Geneva 1958,

Vol. 32, Seite 337 - 342

3) F.B. Ribe,

Recent experimental results on fast-compression plasma heating and

rotating plasmas.
Proc. of the Fourth International Conference on Ionization Phenomena

in Gases, Uppsala 1959,
Vol. 2, Seite 1032-1036

4) A.C. Kolb, H.R. Griem, W.R, Faust,

Dense plasmas confined by external fields.
Proc. of the Fourth International Conference on lonization Phenomena

in Gases, Uppsala 1959,
Vol, 2, Seite 1037 - 1041

5) H. Fay, E. Hintz, H.L. Jordan,

Experiments on shock-compression of plasmas.,
Proc., of the Fourth International Conference on Ionization Phenomena

in Gases, Uppsala 1959,
Vol. 2, Seite 1046 - 1049

6) H.A. Bodin, T.S. Green, G.B.F. Niblett, N.J. Peacock,

An experimental investigation of the rapid compression of a plasma

using azimuthal currents.,
Proc., of the Fourht International Conference on Ionization Phenomena

in Gases, Uppsala 1959,
Vol, 2, Seite 1061 - 1064

The formation and implosions of a cylindrical current sheat in the

thetatron,
Seite 1065 - 1072




7

8)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

- 83 -

I.P. Kvartzhava, K.N. Kervalidze, J.S. Gvaladze,

Some magnetohydrodynamic effects by the impulse plasma confinement.
Proc. of the Fourth International Conference on Ionization Phenomena
in Gases, Uppsala 1959,

Vol. 2, Seite 876 - 883

H.L. Jordan, H. Kever, K. Schindler,

Notes on fast magnetic compression of plasmas.
Nuclear Instruments and Methods,
Vol. 4 (1959) Seite 322 - 326

A.C. Kolb,

Recent progress in shock wave research.
Proc. of the Fourth International Conference on Ionization Phenomena

in Gases, Uppsala 1959,

Vol. 2, Seite 1021 - 1031

A.C. Kolb, C.B. Dobbie, H.R. Griem,

Field mixing and associated neutron production in a plasma.,

Physical Review Letters, Vol. 3 (1959) Seite 5

E. Hintz, H, Fay, H.L. Jordan,

Eifect of radiofrequency preionisation on neutron production by a fast
magnetic compression.

Bulletin of the American Physical Society, Ser., II, Vol.5(1960) 328
K. Boyer, W.C. Elmore, E.M. Little, W.E. Quinn, J.L. Tuck,

Studies of plasma heated in a fast -rising axial magnetic field.
Physical Review, Vol. 119 (1960) Seite 831

M. Rosenbluth,

Dynamics of a pinched gas, Sct. l in ""Magnetohydrodynamics'"
Herausgeber: R.K.M. Landshoff, Stanford University Press,
Stanford, 1957

1., Spitzer,
Physics of fully ionized gases.
Interscience Publishers, New York, 1956

O. Bunemann,

Instability, turbulence and conductivity in current carrying plasma.
Physical Review Letters, Vol. 1 (1958) Seite 8




16)

17)

18)

19)

20)

22)

23)

24)

25)

26)

- 84 -

R.F. Post,

High-temperature plasma research and controlled fusion.
Seite 372 in E, Segré, L.I. Schiff Edits.

"Annual Review of Nuclear Sciences', Vol, 9, 1959
M. Rosenbluth, R, Garwin,

Infinite conductivity theory of pinch

Los Alamos Report LA-1850 (1954)

A.I. Morozow,

The acceleration of a plasma by a magnetic field,
Sov. Physics JETP Vol. 5 (1957) Seite 215 - 220
M.U. Clauser, L.O. Heflinger,

Equations for fast pinch.
Aeronautical Research Laboratory Report ARL-57-1010,
Ramo Wooldridge Corp., Los Angeles (1957)

C.F. Wandel,

A phenomenological theory for magnetically driven shocks.
Unveroffentlichter Seminarvortrag,

International Summer Course in Plasma Physics, Riss, 1960
N.J. Philips,

The current sheet in a gas discharge.

Proc. Physical Society, Vol. 74 (1959) Seite 700-704

S.I. Braginskij, A.B. Migdal,

Processes in a plasma column associated with rapid current rise.
Seite 28 in '""Plasma physics and the problem of controlled thermo-
nuclear reactions', Bd. II, Pergamon Press, 1959

R.A. Fitch, Kolloquiumsvortrag, unveroffentlicht,

M.A. Leontovich, S.M. Osovets,

On the mechanism of current constrictions in high-current gas
discharges. J. Nuclear Energy, Vol. 4 (1957) Seite 209-212
S.M. Osovets,

The theory of rapid processes.,
Seite 193 in '""Plasma Physics and the problem of controlled thermo-
nuclear reactions', Bd. III, Pergamon Press, 1959

G.F.B. Niblett, T.S. Green,

Radial hydromagnetic oscillations.
Proc. Phys. Society, Vol. 74 (1959) Seite 737-745




Vorliegender Bericht ist ein Abdruck meiner im November 1960
an der Technischen Hochschule Aachen eingereichten Disser-
tation.

Herrn Professor Dr. W. Fucks danke ich fir sein féorderndes
Interesse und fiir die Bereitstellung von Mitteln zur Durchfithrung
der numerischen Rechnungen,

Herrn Dr, H.L. Jordan gilt mein besonderer Dank fiir die An-
regung zu dieser Arbeit und fiir Diskussionen.

Dank gebihrt Frdulein Dipl.-Ing. Ganowski fir Hilfe bei der
Auswertung numerischer Ergebnisse, sowie den an den Rechnungen
auf der Siemens 2002 beteiligten Mitarbeitern des Rechenzentrums
der Technischen Hochschule Aachen, insbesondere Herrn Buskies ,
Herrn Dr, Haupt danke ich fiir stete Hilfsbereitschaft und sein
Entgegenkommen in der Bereitstellung von Maschinenzeit,







