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Zusammenfassung. Die Ausbildung von Defektkaskaden in Kristallen unter BeschuB von energiereichen Teilchen wird theo-
retisch untersucht. In Erweiterung der bekannten Modelle von KiNcHIN und PEasE [1] sowie von Serrz, Harrisown [2], Sny-
DER und NEGFELD [3] werden verschiedene StoBgesetze behandelt. Ferner wird der EinfluB der Annahme iiber die Befreiung
eines Atonis aus seinem Gitterplatz genauer untersucht. Fiir den Mittelwert und die Schwankung der Defektzahlen in einer
Kaskade lassen sich Integralgleichungen aufstellen. Diese Integralgleichungen werden fiir verschiedene Modelle diskutiert, um
die Empfindlichkeit von Mittelwert und Schwankung gegeniiber Verinderungen im StoBgesetz und in der Entkommwahrschein-

lichkeit festzustellen.

Fiir Kaskaden mit groBen Defektzahlen ergibt sich, daB die Resultate mit den bekannten Modellen iibereinstimmen, also
weitgehend unabhingig sowohl vom StoBgesetz als auch von den Annahmen iiber den Befreiungsproze sind.

I. Einleitung

Wenn man die durch Bestrahlung bei Kristallen auftreten-
den Anderungen physikalischer Eigenschaften verstehen will,
mufl man in erster Linie wissen, welcher Art die hervorgerufe-
nen Gitterstérungen sind. Heute macht man sich dariiber,
jedenfalls bei einfachen Metallen und homéoopolaren Kristallen,
auf die wir uns hier beschriinken wollen, das folgende Bild:
Einfallende Teilchen hoher Energie iibertragen durch StoBe
Energie auf die Atome des Kristallgitters. Ist die iibertragene
Energie groB genug, so verlat das angestoBene Atom (Primér-
atom) seinen Gitterplatz und wird ins Zwischengitter ver-
lagert. Im einfachsten Fall entsteht am StoBort eine Leer-
stelle und zwischen reguliren Gitterplitzen ein Zwischen-
gitteratom, also ein Frenkel-Defekt. Das Primiratom kann
aber auch so viel Energie erhalten, daB es durch StoSe weitere
Atome (Sekundédratome) verlagert und schlieBlich eine Kas-
kade von vielen Leerstellen und ebensovielen Zwischengitter-
atomen auslést (Abb. 1). Diese Defektkaskaden sind besonders
interessant bei der Bestrahlung von Kristallen mit energie-
reichen Teilchen.

In dieser Arbeit wird die Ausbildung solcher Defekt-
kaskaden, die durch Priméiratome in einatomigen Kristallen
ausgelost werden, eingehender betrachtet. Insbesondere
sollen untersucht werden:

1. Die Zahl der Defekte in einer Kaskade in Abhéngigkeit
von der Energie des Primiratoms und die Schwankung, der
diese Zahl unterworfen ist.

2. Der EinfluB des StoBgesetzes zwischen den Atomen des
Gitters auf die Zahl der Defekte und ihre Schwankung.

3. Der EinfluB des Elementarvorganges bei der Befreiung
eines Atoms aus einem Gitterplatz. Der Elementarvorgang
wird beschrieben durch eine Entkommwahrscheinlichkeit P(T),
wobei T’ die kinetische Energie des angestoBenen Gitteratoms
ist. Unterhalb einer Schwellenenergie 7'= E, fir den Ver-
lagerungsvorgang soll P = 0 sein. Der Einflul von thermischer
Bewegung der Atome wird nicht beriicksichtigt.

II. StoBe zwischen Atomen

Die Erzeugung von Defekten laBt sich durch StoBe be-
schreiben. Die wichtigste GroBe bei solchen Sto8en ist die
Energie T, die von einem bereits ausgelosten Atom der kine-
tischen Energie E bei einem StoB auf ein ruhendes Atom iiber-
tragen wird. Bei den vorwiegend interessierenden Materialien
mit mittleren und hohen Atomgewichten sind diese Stofe
elastisch [4], [5], d.h. die kinetische Energie ¥ findet sich
nach dem StoB in der kinetischen Energie 7' des gestoBenen
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Atoms und der kinetischen Energie £’ des stoBenden Atoms
vollsténdig wieder:
E=T+F. (I1.1)

Ferner ist die Behandlung der StoBe mit den Methoden der
klassischen Mechanik ausreichend [4]. Die Energieiibertragung
beschreibt man am einfachsten mit dem differentiellen Streu-
querschnitt do [4]. Dabei bedeutet do den Wirkungsquer-
schnitt dafiir, daB das stoBende Atom (4) der Energie E auf das
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Abb. 1, Schematische Darstellung einer Defektkaskade, die durch ein

Primiratom ausgelést wird. A4 Ausloseort des Prim#ratoms; P Primir-

atom; ‘Weg des Primératoms; — - — Wege der verlagerten Atome;
O Leerstellen; @ Zwischengitteratome

ruhende Atom (B) beim Stofl eine Energie zwischen 7' und
T +dT iibertrigt. Allgemein kann man schreiben

do = K(E, T)dT, (I1.2)

wobei die Funktion K(Z, 7') durch das Potential ¥(r) zwischen
den stoflenden Atomen bestimmt ist. Der totale Streuquer-
schnitt o ergibt sich durch Integration von do bis zur maximal
iibertragbaren Energie 7'=FE

E
o(E) = [ K(E, T)dT. (I1.3)
0
Die Verteilung der auf B iibertragenen Energien T wird
charakterisiert durch das ,,StoBspektrum‘‘ gp:

K(E, T)
. (IL.4)

falls o(E) existiert. Dann ist gg(E, T') dT' die Wahrscheinlich-
keit, daB die iibertragene Energie im Intervall (7,7 - dT)
liegt. Die Verteilung der verbleibenden Energie E’ des

9p(E, T) =
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stoBenden Atoms A ist wegen des Energiesatzes (IL.1)
Ju (B, E)=gp(E,E—T)=g,(E,T). (11.5)
Die StoBspektren sind normiert:

ng (E,T)dT = ngB(E, E—T)dT=1. (IL6)
0 0

Man kann das Stofigesetz auch durch die Energieverteilung
G(E; B, T) darstellen. G(E; E’, T)dE’dT ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, die Energien £’ und 7' der beiden StoB-
partner nach dem Stol in den entsprechenden Intervallen
anzutreffen. Wegen des Energiesatzes (IL.1) kann @ durch
die Abhingigkeit z.B. von 7' allein charakterisiert werden.
Dann kann man unter Benutzung von (II.4) schreiben

HE; B, T)=gg(E,T)-6(E—F —T), (IL7)

wobei § die Diracsche Deltafunktion bedeutet.

Fiir Potentiale V(r), die erst im Unendlichen verschwinden,
divergiert K(E, T) in (I1.2) fiir 70 bei klassischer Rech-
nung. Fir kleine 7' miilte man aber bei der Berechnung von
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Abb. 2. Die Funktion K(E,T) fir abgeschirmte Coulomb-Potentiale (be-
zogen auf den Fall harter Kugeln) und verschiedene Primirenergien nach {6].
Die verwendeten Coulomb-Potentiale haben die Form V(r) = (Eg/2)(a/r) X
exp(—r/a). Die Kurven gelten fiir Kupfer mit Ep ~10% eV, ¢ ~0,2 A. Fir
harte Kugeln ist K= Kgg = xR*(E)/E mit R(E) nach (I.8)

K(E, T) Korrekturen beriicksichtigen [6]. Diese sorgen im
allgemeinen fiir die Beschrianktheit von K(E, T'), werden aber
erst bei sehr kleinen Energieiibertragungen wichtig und spielen
daher bei unseren Problemen keine Rolle.

Die Funktion K(E, T') und damit die StoBspektren g4
und gp sind durch das Potential V(r) bestimmt. Man steht
bei der Berechnung von K(E,T) aber vor zwei Schwierig-
keiten. Einmal ist das Potential V(r) im allgemeinen nicht
gut bekannt und man ist daher auf mehr oder weniger plausible
Annahmen angewiesen [4], [6], [7). Zum anderen ist die
klassische Berechnung des differentiellen Streuquerschnittes,
selbst wenn V(r) bekannt wire, mathematisch kompliziert.
Meist behandelt man angenommene Potentiale in ,,Harter-
Kugel-Naherung*’, d.h. man betrachtet die Atome als un-
durchdringliche Kugeln, deren (energieabhingiger!) Stof-
radius der Minimalabstand R fiir ZentralstoBist. Der Minimal-
abstand R ist erreicht, wenn beim StoB die Relativgeschwin-
digkeit zwischen den StoBpartnern Null ist. Es gilt als Be-
stimmungsgleichung fir R:

V(R) = Ej2. (I1.8)

Der totale Streuquerschnitt (I1.3) fiir harte Kugelnist ¢ = 7 R2.
Das StoBspektrum fiir harte Kugeln ist konstant (d.h. alle
iibertragenen Energien 77 kommen mit gleicher Wahrschein-
lichkeit vor):

Ju(B, B') =g, (B, T) = gg(E, T) = % fir 0ST<E
(sonst Null).

Uber die Giite dieser Naherung laBt sich bisher nichts Quan-
titatives aussagen. In letzter Zeit wurden Untersuchungen

(IL.9)

dariiber angestellt. HorLmes et al. [6] haben fiir abgeschirmte
Coulomb-Potentiale die Funktion K(E,T) numerisch be-
rechnet. In Abb. 2 ist diese Funktion, bezogen auf den Fali
harter Kugeln, fiir verschiedene Primirenergien # aufge-
tragen. Die Abweichungen vom Fall harter Kugeln sind be-
trachtlich. Daher ist es um so wichtiger, den EinfluB von
gp(E, T) auf die Zahl der Defekte in einer Kaskade zu unter-
suchen.

III. Die Erzeugung von Defekten

Uber die Entstehung von Defektkaskaden durch ein
energiereiches Primératom sind bisher zwei einfache Vorstel-
lungen entwickelt worden, die wir in den folgenden Abschnitten
verallgemeinern werden.

Zunichst besprechen wir das Modell von KincHIN und
PEasE [1], dessen noch genauer zu umreiflende Verallgemeine-
rung wir kurz das Modell der ,,ungebundenen‘ Atome nennen
wollen. Es wird im Abschnitt IV diskutiert.

Dann behandeln wir in Abschnitt V das Modell von SErTz,
Harrison [2], SNYDER und NEUFELD [3], das sich als Spe-
zialfall des allgemeineren Modells der ,,gebundenen‘‘ Atome
erweisen wird.

Beiden Modellen sind einige vereinfachende Annahmen
gemeinsam:

1. Alle St6Be werden als ZweierstoBie behandelt, d.h. ein
durch das Gitter fliegendes Atom steht jeweils mit hochstens
einem Atom des Gitterrverbandes in Wechselwirkung.

2. Alle StoBe sind elastisch (vgl. Abschnitt IT).

3. Alle Stofle finden zwischen einem schnell bewegten
Atom und einem Atom auf einem reguliren Gitterplatz statt.
Dasg Gitteratom soll dabei vor dem StoB als ruhend betrachtet
werden, obwohl es thermische Schwingungen um seine Ruhe-
lage ausfithrt; denn seine thermische Energie ist klein gegen
die Schwellenenergie £ .

4. Die periodische Anordnung der Atome im Gitter wird
auler acht gelassen. Bei niedrigen Energien spielen zwar kor-
relierte Stofe, die auf Grund der periodischen Atomanordnung
gustande kommen, eine Rolle (vgl. [8] bis [12]). Jedoch sollten
diese korrelierten St6Be keinen wesentlichen Einfluf auf die
hier interessierende Zahl der Defekte in einer Kaskade haben,
Sie bestimmen lediglich ihre raumliche Ausdehnung. Hinsicht-
lich der unmittelbaren Umgebung eines Gitteratoms, der
niichsten Nachbarn, kann jedoch die RegelmiBigkeit der An-
ordnung einen EinfluB haben, da sie die Wahrscheinlichkeit
mitbestimmt, daB ein angestoBenes Atom seinen Gitterplatz
verlassen und ins Zwischengitter gelangen kann (vgl. [4],
[13], [14)).

Wir wollen nun kurz die beiden bisher bestehenden Mo-
delle skizzieren und vergleichen.

Das Modell von KiNckIN und PEask [1] besagt:

a) Es gibt eine scharfe Ausloseenergie By fiir ein Atom
im Gitter.

b) Ein StoBpartner, der mindestens die Energie E; nach
dem StoB hat, verliBt den StoBort mit unverminderter Ener-
gie. Hat er eine geringere Energie, so verliBt er den StoBort
nicht. Fir Primérenergien E< 2K, ist also keine Erzeugung
von zugitzlichen Defekten mdglich. )

¢) Die Wechselwirkung zwischen stoBenden Atomen -sei
die harter Kugeln (I1.9).

Nun kann man eine einfache Integralgleichung fiir die
mittlere Zahl 7#(E) der Atome in einer Kaskade aufstellen, die
ein Primératom der Energie £=2E; auslost. Die Zahl 7(F)

-ist zu verstehen als Mittelwert iiber viele Kaskaden. Dabei

wird das Primaratom stets mitgezahlt. Hat das Primératom
einen zusétzlichen Defekt erzeugt, so sind zwei ausgeloste
Atome vorhanden. Die Bilanzgleichung, da8 7(E) gleich ist
der Summe der von diesen beiden im weiteren Verlauf der
Kaskade ausgelosten Atome, lautet
_ 2 F_
(E) = T [ a(T)dT;
Eq
mit #(E)=1 fir E<2E,;. Die vollstindige Losung lautet
1; 0<E<2E,; }
E2E;; 2E;<E.

Im Modell von Semrz et al. [2], [3] wird angenommen, da
jedes Gitteratom in einem Potentialtopf der Tiefe B sitzt. Bei
einer Verlagerung kann daher das gestoBene Atom sich nur
mit einer Energie weiterbewegen, die um E; kleiner ist als die

E=2E, (ITL1)

n(E) = { (111.2)
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beim Stof iibertragene, da es, um ins Zwischengitter zu ge-
langen, erst den Potentialtopf verlassen muf. Ein ausgelostes
Atom soll stets im Zwischengitter bleiben, im Gegensatz zum
vorhergehenden Modell, wo das stoende Atom den Platz des
gestoBenen einnehmen kann. Damit beginnt hier die Produk-
tion von verlagerten Atomen bereits bei £ =E;. Fir E<E;
ist »=1.
Die Bilanzgleichung lautet hier

E E
w(B)=[ %ﬁ(’.”) dr+ | %ﬁ(T—Ed)dT; E=E; (IIL3)
Egq .

0
mit #=1 fiir E< E;. Nach Erweitern mit £ und Differenzie-
ren nach E erhilt man eine Gleichung, die man rekursiv fir
zunehmendes E intervallweise losen kann. Wegen der um-
fangreichen Berechnung des asymptotischen Verhaltens von
n(¥) verweisen wir auf [4] und [15]. Man erhalt

1; 0<E<E,
n(B)={1+n(B/Ey); E;<E=<2E; } (IIL4)
0,561(E/Ey); B> Ey

Fiir groBe Primérenergien (E > E;) unterscheiden sich (IT1.2)
und (111.4) um nur 10%.

Die beiden Modelle enthalten gegeniiber den in Wirklich-
keit vorliegenden Verhéltnissen zwei stark idealisierende An-
nahmen, die wir spéter fallen lassen werden.

Zunichst wird die Ausloseenergie als scharf angenommen.
Wegen der regelméfigen Anordnung der nichsten Nachbarn
eines Gitteratoms wird jedoch das Gitteratom zu seiner Ver-
lagerung in verschiedenen Richtungen verschiedene Energien
brauchen. Dies wird im folgenden durch eine Entkommwahr-
scheinlichkeit P(7') (vgl. Abschnitt I) beriicksichtigt, die fiir
das Modell von SErrz et al. bereits von einigen Autoren [15],
[16] behandelt wurde.

Fir P(T) soll gelten

Hm:{

05 T<Eg } (ITL5)

1; T>E,2E,.

Den Verlauf zwischen E; und Ej lassen wir vorerst noch offen.

Die Schwellenenergie K, liegt nach theoretischen {14], [17]und
experimentellen Untersuchungen [18], [19] fiir Metalle und
homdopolare Kristalle in der Gré8enordnung von 25 eV. Die
Energie £} konnte bisher weder theoretisch noch experimentell

ermittelt werden. Nach Rechnungen von VINEYARD et al. [12]
wird E} bei Kupfer vermutlich in der GréBenordnung von

100 eV liegen. Die Beriicksichtigung einer Verteilung der Aus-
loseenergie wird die Zahl #(E) der Verlagerungen in einer
Kaskade wesentlich beeinflussen. Das asymptotische Ver-
halten (£:> E;) von n(E) wird namlich durch die Ereignisse
bei kleinen Energien (F a E;) mitbestimmt, da alle ausgelosten
Atome durch Sto8e schlieBlich zu kleinen Energien gelangen.
Man kann sich das drastisch veranschaulichen: Wenn in einer
Kaskaden die letzte Generation der verlagerten Atome nicht
geboren wird, ist die mittlere Anzahl der Defekte in dieser
Kaskade um die Halfte kleiner.

Ferner wird das StoBgesetz harter Kugeln angenommen.
Wir wollen spater auch andere StoBgesetze untersuchen.,

IV. Das Modell der ungebundenen Atome

Das folgende Modell ist eine Verallgemeinerung der
im Abschnitt IIT diskutierten Uberlegungen von
KinoHIN und Prase [1]. Wir behalten hier die Auf-
fassung bei, daB ein verlagertes Atom den StoBort
mit unverminderter Energie verlaflt, also keine Arbeit
gegen eine Bindungskraft zu leisten hat. In diesem
Sinne sprechen wir von ,,ungebundenen® Atomen,
Abb. 3 zeigt die Art, in der man sich ein Atom im
Gitter befestigt denken soll. Bei der Aufstellung der
Gleichung fiir die als Mittelwert iiber viele Kaskaden
zu verstehenden Zahl #(E) der durch ein Priméiratom
erzeugten Defekte in einer Kaskade beschreiten wir
einen von LEIBFRIED [20] gezeigten Weg.

Die Ausbildung einer Kaskade ist nicht scharf
definiert. Sie ist ein statistischer Vorgang, der durch

eine Wahrscheinlichkeit w, (&) beschrieben wird, mit
der ein Primérteilchen der Energie £ eine Kaskade
mit genau »n Frenkel-Defekten erzeugt. Unsere Auf-
gabe ist zundchst die Bestimmung von w,(Z). Aus
dieser GroBe liBt sich neben der mittleren Zahl % (E)
der Defekte auch ibre Schwankung und damit die
Schirfe der Verteilung von n(E) iiber viele Kaskaden
ermitteln. Die wahrscheinlichkeitstheoretische Be-
handlung ermoglicht eine geschlossenere Darstellung
des Problems und auBerdem einen besseren Einblick

ADb. 3. Die beiden StoSpartner vor dem Stofl im Modell der ungebundenen
Atome. 4 Primératom mit der Energie E im Zwischengitter; B ruhendes
Gitteratom; — ——, Potentialschwelle der Nachbaratome, die das

Entkommen behindert; E;z Mindesthohe der Potentialschwelle, die B um-
gibt; E; maximale Hohe der Potentialschwelle [Energie, von der ab die
Entkommwahrscheinlichkeit Eins wird; vgl. (IIL5)]

in den Mechanismus der Kaskadenbildung als dies
durch eine Bilanzgleichung (vgl. Abschnitt III) mit
einer summarischen Aussage iiber viele Kaskaden der
Fall ist.

Wir gehen aus von einem bereits vorhandenen
Priméiratom mit einer kinetischen Energie B, das im
Kristallgitter durch eine &uBlere Teilchenstrahlung
ausgelost worden ist. Die Ausbildung der Kaskade
beginnt mit dem ersten
Stofl des Priméaratoms 4 auf
ein ruhendes Gitteratom B.

Unmittelbar nach diesem

StoB habe das Atom 4 die

Energie £’ und das Atom B

die Energie T' (Abb.4). Die 7
Ausbildung der Kaskade ist
durch das weitere Schick-
sal von 4 und B bestimmt.
Die Zahl der Defekte in der
Kaskade ist gleich der Sum-
me der von 4 und B ins-
gesamt erzeugten Defekte.
Dabei sollen 4 und B sta-
tistisch unabhingig weiter-
wirken. Die Wahrscheinlichkeit, daB beide Atome
zusammen n Defekte bewirken, sei W,. Sie hingt ab
von der Primérenergie E, vom StoBgesetz G (E; E', T)
nach (II.7) und von den Entkommwahrscheinlich-
keiten! P(T) und P(E’) der beiden Stof8partner (vgl.
Abschnitt ITT). Bei der Berechnung von W, (E', T)
geht man schrittweise vor. Da der Primérdefekt stets
mitgezahlt wird, ist W, =0. Bei der Berechnung von W,
mull man drei Moglichkeiten unterscheiden:

a) A bleibt nach dem StoB innerhalb der Sphire S
(s. Abb. 4), B hingegen verldft S und erzeugt mit der
Wahrscheinlichkeit w, (7) genau ein Zwischengitter-

f;

Abb. 4. Das Primiratom und sein
erster StoBpartner unmittelbar
nach dem StoS. 4 Primiratom
mit der Energie E’; B gestoBenes
Gitteratom mit der Energie T =
E—E’; S den Stoort umgebende
Sphiire, die durch die Potential-
schwelle der Nachbaratome
(Abb. 3) definiert ist

1 Die Energieabhingigkeit der Entkommwahrscheinlich-
keit wird fiir beide StoBpartner als gleich angenommen. Das
ist nicht selbstverstindlich. Sie ist zunichst fiir ein Atom
im Gitterverband gedacht, d.h., fiir das gestoBene Atom. Fiir
das stofende Atom hat die Entkommwahrscheinlichkeit sicher
einen anderen Verlauf, denn es startet nach dem StoB nicht
von einem Gitterplatz aus. Nur der Einfachheit halber soll
im folgenden die Entkommwahrscheinlichkeit fiir beide StoB-
partner durch dieselbe Funktion P beschrieben werden.

1*
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atom. Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis ist auftritt:
E
{1 — P(E")} P(T)w(T). wy(B) =% [ P(T) P(E— T)g.45(E, T)X
0
b) B bleibt innerhalb von 8, A jedoch verlilit S n=1
und erzeugt mit der Wahrscheinlichkeit w, (E') genau X Zw,(T)w,_ (BE—T)dT +
ein Zwischengitteratom. Die Wahrscheinlichkeit fiir #el
dieses Ereignis ist + [ {1 — P(T)} P(E—T)x (IV.5)
0

{l— P(T)} P(E')w, ().

¢) 4 und B bleiben innerhalb von 8. Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir ist

{1— P} {1 — P(T)}.

Damit ist die Wahrscheinlichkeit, da 4 und B zu-
sammen ein einziges Zwischengitteratom erzeugen,

Wi(E', T) = {1 — P(E)} P(T)uw,(T) +
+{1— P(T)} P(E')w,(E") + {1— P(E"} {1— P(T)}.
Entsprechend erhilt man
W, (E', T) = {1 — P(B")} P(T)wy(T) +
+ P(E")w, (E') P(T)w,(T) 4 {1 — P(T)} P(E’) w,(E")
und allgemein
n—1

W.(E', T) = P(E) P(T)”Z)lw,, (E") w,—, (T) +

+ {1 — P(E")} P(T)w,(T) +

+ {1 — P(T)} P(E") w, (') +

+ 6,1 {1 — P(E")} {1 — P(T)}
fir n=1,

(IV.1)

wo J,, das Kronecker-Symbol bedeutet. Fiir die ge-
suchte Wahrscheinlichkeit w, () erhdlt man, indem
man W, (&', T) unter Beriicksichtigung von (I1.7)

nach E’ und 7' integriert,
w,(B) = [W,(E',T)G(E;E',T)dE'dT. (IV.2)

Setzt man (I1.7) und (IV.1) ein und fiihrt die Integra-
tion nach £’ aus, so erhilt man schlieBlich als Integral-
gleichung fiir w, (£)

E

n~—1
X Nw,(T)w,_,(B—T)dT +
p=1

E
+ Of {1—P(T)} PIE—T){gs(E, T)+ } (1V.3)
r
+ 6,y [ {1 —P(E —T)} {1~ P(T)} x
0

Xgp(E, T)dT

mit w, (E)=24,, fir E<2E,.
Die GI. (IV.3) dndert sich nicht, wenn man gz (%, T)
durch gy (B, E—T) ersetzt. Deshalb kann man mit

95(B, B—T)+g5(B,T)=g.4(E, T)+gy(E, T )} (IV.4)
=945, T)

die GI. (IV.3) so schreiben, daf} das StoBspektrum nur
in der zu T =E/2 symmetrischen Form g,5z(E,T)

Xgap(l, T)w,(E—T)dT +
z

+ %0, f{1 —P(E—T)}x
0

X{l— P(T)} g45(E, T)dT.

Aus (IV.5) kann man die Integralgleichungen fiir

n(E) und E(E) erhalten. Mit der Definition des
Mittelwertes

n(E) = nw,(E) (IV.6)
erhilt man aus (IV.5)
E
i(B) = [ P(T)g45(B, T)a(T)dT+
0 (IV.7)

E
+4[ (1= P(D} (1 — P~ T)} 45 (B, T)T.

Dabei wird benutzt, daB
22 nwy (T)w,_, (E—T)
n ou

=§§ (u+p)w,(T)w, (B —T)=n(T) +n(E—T),

wenn u' = n — y als neuer Summationsindex eingefiihrt
wird. In gleicher Weise erhilt man mit der Definition
des quadratischen Mittelwertes,

n2(E) = ; n2w, (E) (IV.8)
unter Beachtung von

2 xnrw,(T)w, (E—T)

n = n2(T) + n2(B—T) + 2n(T)n(E—T)
die Integralgleichung

_ E _
nE(E) = [ P(T) g.p(B, T) (1) AT +
+4 11— P(T)}
1]
X {l — P(E—T)} g45(B, T)dT + | AV-9)

E
+0f P(T) P(E—T)g,5(E, T) X

x#(T)7(E — T)dT.

Die Gleichungen fiir #(Z) und n?(E) unterscheiden sich
nur im dritten Term von (IV.9). Diese Inhomogenitéit
ist aber bekannt, wenn man #(#) bestimmt hat.
Die Nebenbedingungen fiir (IV.7) und (IV.9) lauten:
n(E)=n*E)=1 fir 0SE<2E,.

Den hier aufgestellten Formalismus, der fiir be-
liebiges StoBspektrum g und beliebige Entkommwahr-
scheinlichkeit P gilt, wollen wir nun auf verschiedene
Fille anwenden.
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1. Das Stopspektrum harter Kugeln
und verschiedene Entkommwahrscheinlichkeiten

Im Falle harter Kugeln erhilt man nach (IV.7)
und (I1.9)
B

ﬁ(E’):%fP(T)ﬁ(T)dT+
. (IV.10)
+4 [ (1= P} 04— P(E—1T)}dr
0
und nach (IV.9)
E
w2 () :%IP(T)Zz(T)dT+
y
+%f{1—P(T)}{1—P(E—T)}dT+ (IV.11)
0E
+%.fP(T)P(E—T)ﬁ(T)ﬁ(E’—T)dT.
0

Nach Erweitern mit £ und Differenzieren nach £ be-
kommt man aus beiden Integralgleichungen gewdhn-
liche Differentialgleichungen. Man erhilt als Losung
von (IV.10)

E
() =712,~exp{f2P(8) %}x
0

B \ (IV.12)
X f {;inl(n)} exp { — f 2 P(ry) dn’Z'} dn
mit °
I(n) =0fn{1 — P(e)} {1 — Pln— o)} do.
Die Losung von (IV.11) ist
w2 (E) =%exp{f21’(e) i’éi} x
. (IV.13)

mit
H(n) = I(n) +0fn2P(9) Py —o)n{g)n(n —eo)do.

Die Losung (IV.12) erweist sich fiir £=2 E; und eine
nach (IIL1.5) beliebige Entkommwahrscheinlichkeit P
als linear:

E

A(E) =7@H) 55

E=2E; (IV.14)
Die Proportionalititskonstante kann durch die Aus-

wertung bestimmter Integrale berechnet werden.

A. Die senkrechte Stufe
Fiir
0; E<E,
P(E) = Iv.15
) {1; E=E, } ( )

liegt der bereits in Abschnitt ITI behandelte Fall von
KincaIN und Prase vor. Aus (IV.10) erhilt man die
bekannte Gl. (II1.1) mit der Losung
_ 1; 0<E<2E,
n(l) =

(IV.16)
Ej2E;; E=2E,.

Aus (IV.13) erhilt man

1; E<2E,

— 37; 2E,<E<3E

nA(B)y=1 _' ,_ _ ¢ ‘v
4nlnfn+4—n;, 3E,<E<4E,
w4+ (@4lnt —1)n; 4E,<E

in Ubereinstimmung mit [20]. Das Schwankungs-
quadrat ist fiir F=4E; oder n =2

n2—ﬁ2=(4ln%—l)7z:0,l5ﬁ. (IV.18)
7y
PrE)
&
!
g 174 £4 £
a
% (a,c)
1,0 E=7
|
96 |s-0,7.f
(23 £=05
£=0,25
9,2 &-0
0 1 ! ! l
7 4 3 ¢ § a
b
70 a-1,e-1
() !
a=2,6=0%8
a=3 =05
5 |-
a-=3,6=025
7
1 1 | 1
0 2fg 4Ly 6lg Wl w0tg F

[

Abb. 5a—c. Die mittlere Zahl der Defekte in einer Kaskade fiir das Stof}-
spektrum harter Kugeln und die Doppelstufe als Entkommwahrscheinlich-
keit, a Die Entkommwahrscheinlichkeit (IV.20); b der Faktor x(a, &) nach
(IV.22); ¢ die mittlere Zahl der Defekte in einer Kaskade fiir verschieden

‘Wertepaare (a, €) .

Fiir groBere Werte von # ist das relative Schwankungs-
quadrat .
(n® —n?)n? = 0,15/n (IV.19)

sehr klein.

B. Die senkrechte Doppelstufe
Eine weitere Modellfunktion P(&) ist (s. Abb. 5a)

0; 0ZE<E,
PE)y=4¢e E,<E<E; (1V.20)
1, E;<E

mit den Parametern E;, E;=F,; und ¢(0=<es=<1).
Zur Berechnung der Inhomogenitat I(£) in (IV.12)
muB man die Fille B;<2E,; und E;=2E, gesondert
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betrachten. Nach Einsetzen von I(E) in (IV.12) er-
hilt man die Funktion #(E). Wenn man sie fir
E < 2E; berechnet hat, ist sie nach (IV.14) fiir alle £
bekannt. Die Ergebnisse fiir J(Z) und #(Z) sind in
Tabelle 1 zusammengestellt. Zum Vergleich mit dem
Ergebnis (IV.16) der alten Theorie setzen wir im

7,0y r
rE) i
|
a5 ,
!
!
1
g f £ £
a
%0
xa)
a,8
9,6
04
92
0 1 1
7 2 3 a-Lyfly *
b
70, a-1
7(£)
IE-Z
a-2,5
St a-3
7
L i1 ]
g ¥ty 6Ly Wiy £ 2064

¢

Abb. 6a—c. Die mittlere Zahl der Defekte in elner Kagkade fir das Sto8-

spektrum harter Kugeln und die schrige Stufe als Entkommwahrschein-

lichkeit. a Die Entkommwahrscheinlichkeit (IV.23); —-—-— s ——— Ver-

lauf zweiter grober N#herungen; b der Faktor »(a) nach (IV.25); —-—-— N

——~— Verlauf filr die Niherungen von P(E); c die mittlere Zahl der
Defekte in einer Kaskade fiir verschiedene Werte a

Bereich der linearen Abhingigkeit (IvV.14)
— B
n(B) =—x(E}, ¢). .
( ) 2de( d:e) (IV21)

Mit ;/E;=a wird nach Tabelle 1 und GI. (IV.21)

4 -
e+ 200 Ly
1<a<2
2 & a\2e—1
x(a, £) = 7{1+m[1‘(’2‘) ]+ (IV.22)
-1 1 a—1
tarr g ek
2<a

mit 0=<e=<1. In Abb.5b ist x(a, ¢) dargestellt. In
den Grenzfillen ¢ =0 bzw. ¢ =1 liegt wieder der Fall
einer einfachen Stufe vor mit B; bzw. E; als Schwellen-
wert, wie es sein muB. In Abb. 5¢ ist #(¥) fir einige
Wertepaare (a, £) aufgetragen.

Wir haben die Behandlung der Doppelstufe durch-
gefilhrt, da die Losung #%(E) noch exakt angegeben
werden kann. Fir alle Funktionen P, die nicht
stilckweise konstant sind, treten in #(E) Integrale
auf, die sich nur noch numerisch auswerten lassen. Das
Resultat fiir die Doppelstufe wird uns auBerdem einen
wertvollen Vergleich mit der im folgenden behandelten
schriigen Stufe liefern.

C. Die schrige Stufe

Eine den wirklichen Verhiltnissen sicher angemes-
senere Entkommwahrscheinlichkeit ist die stetige |
Funktion (s. Abb. 6a)

0; 0<E<E,
P(E) = % E,<E<E;}; (Iv.23)
L E;<E

mit zwei Parametern £; und E;> E,. Die Berechnung
der Inhomogenitdt I(#) in (IV.12) ist sehr umstind-
lich. Einfacher ist es, gleich die Ableitung dI/dE zu
berechnen. Bei der Berechnung von #(E) nach
(IV.12) muB man wieder die beiden Fille E;<2E,
und E;=2E,; unterscheiden. Nach Einsetzen von
dIjdE in (IV.12) und Auswerten der Integrale erhilt
man # (). Die Ergebnisse fiir dI/dE und #(E) sind
in Tabelle 2 zusammengestellt. Zum Vergleich mit
der alten Theorie (IV.16) setzen wir im Bereich line-
arer Abhéngigkeit (IV.14)

E E

)= o = —— 2,  E=2E;. (IV.24
’}'L( ) 2(Ed)eff Zde(Ed): —2 d ( )
Dabei bedeutet (E;)est eine senkrechte Ersatzstufe fiir
die schrige Stufe der Entkommwahrscheinlichkeit.

Mit Ej;/E;=a wird nach Tabelle 2 und Gl (IV.24)

4 2a a+1Y,
(a—l)z{alna—i—l ~In 2 }’
1=axL2

2a .
a+1

—e‘cln«——aj;1 —{—-i- —a}; 2<a

28, d(a) + (a—11)2 {4a1n

(Iv.25)
e-2y 2
a—1)2a—1 (@ —1)%

Xfxze—zz{1+x (5_—2:.1_)}“-1(,13;;
v 2<a.

Das Integral in (IV.25) 148t sich nur fiir ganzzahlige
Werte von 2/(a — 1) exakt berechnen. Sonst kann man
es jedoch bequem nach oben und unten abschitzen;

denn es gilt
2 2

1§{1+x(a;1)}a_—7§{l+a;1}ﬁ.
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Tabelle 1. Die Funktionen I(E) und 7(E) fir das Spektrum harter Kugeln und die doppelstufige Entkommwahrscheinlichkeit

E I(E) #(E)
(0, £y B | 1
(Eq, B)) E(1—2¢)+2¢E, 1
(B, 2B | —E+2eB;+ 21,1 —¢) 1
’ ’ E
(2E;, B3+ Ey) E(ez—l)+2£Ed(1—e)+2Ed(lf8) 5E, &2 —(e2—1) E'd§2Ed
, , E B
(B, + By, 2B) | — (1 — et + 2 (1 — o) oy wm, 2o ey
(2B, ) 0 [s. (IV.14)]
(09Ed) E 1
(B, 2B,) (BE—E)(1—2¢) + B, 1 b s
(2B, B)) (B—2E;)(1— )+ 2H,(1—¢) L+ 2 2e|1“(m) ]
- ) \ E &2 E:i 2e—1 . . ,
(B By+ By | 2(Bg+ B, —E)(1—¢) + (1— e} (E— 2, E'd{T——z—e [l_(m) ]—{—s}—(s —1) B 228,
" " " E g2 Eq \2¢-1
(By+ By, 2E) | @E;—E)(1— e {1+ 155 1 gy ]}+
E B
g, B g O OO
(2B, ) 0 [s. (IV.14)]

Tabelle 2. Die Funktionen dI/dE und 7(E) fir das Spektrum harter Kugeln und die schrige Stufe als Entkommwahrscheinlichkest

E dIldE n(E)
(OrEd) 1 1

I3 E——Ed
(Ed’Ed) 1—2m 1
(B,,2E)  |—1 1 .

1 (E—2E;\? 253 1 E E } ,

4 — e —_— = S
@By, Byt By) |~ 1+ (E&_Ed) ~ gyt T @—Ey {E 4B, 0 55 B, <2E,
» 1 (E—2E)2 1 E E;+E,; 4E}

1, 4 - = R 4 -—E
Byt Ep. 2By) | — 5 (E;,—Ed) 2 (B,— B, {41} InE'-{—E' — 481 2E, E }
(2K}, ) o [s. (IV.14)]

(03Ed) 1 1
E—E,
E;,2E _
(Eq, 2Ey) 1 2E;1_Ed 1
, E—E, E— 2K\
2
2By, E)) 2 gty (Ed Ed) 1+ E &(E)

4 ’ F Z.Ed E _AE; >

(B, B+ Ey) _1+_2_(m) 1+ EoE) + L 2 Ty {E 4B, In 5+ E, =28,
AE}— E} 2B
E, }— (B;—Ey)?

, , E—-2E; , E , E

(By+Ey, 2B) |~ (Ed Ed) EO(E)+ L+ T F—E {4E"lnEIz+E¢ -

B +E;, AB,—Ep 4Ep
| | A e A e
(2B}, ) 0 [s. (IV.14)]
2F; ZE E 2;1 2E;
Dabeiist  B(B)= gp (5] ¢ ¢ e " (’7 w‘i) Ba—Fag BB g,  9p <E<E,
28 E,
2E;

Der Verlauf von x(a) ist in Abb. 6b dargestellt. Fiir groBeren Energiewerten wandert. Fir a>>1 ist
a =1 ergibt sich x =1, der Fall der senkrechten Stufe x(a) =const/a. Die senkrechte Ersatzstufe riickt also
bei E = Ej;. Mit wachsendem g nimmt x monoton ab. wegen ,
Das bedeutet nach (IV.24), daB die senkrechte Ersatz- (B,) a By a1 '

a

stufe der schrigen Stufe mit wachsendem Ej zu t = Fa oongt = Sonst’
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asymptotisch gegen F = Ejjconst. Mit (IV.25) ergibt
sich, da man fiir ¢>>1
2

e -

(Bgese = E4/2,37.

setzen kann,

Die Ersatzstufe bleibt fiir alle ¢ praktisch in der Mitte
zwischen E; und E;. Zur Ubersicht ist in Tabelle 3
die Lage der Ersatzstufe fiir verschiedene a-Werte
relativ zur Mitte (E; - E,;)/2 der schrigen Stufe auf-
gefithrt. In Abb. 6e ist # firr einige Werte o aufge-
tragen. Man kann einwenden, dafl diese Kurven nur
heuristischen Wert haben, da sie fiir eine im Intervall

b g (ET)

Defektzahlen (vgl. [4]) nicht durch den Einflull der
Entkommwahrscheinlichkeit verursacht werden.

Wir haben bei allen Rechnungen angenommen,
daB das Primératom seinen Gitterplatz verlassen hat.
Um die effektiv erzeugte Anzahl von Defekten zu
erhalten, muB3 man den ermittelten Wert 7 (E) noch
mit der Entkommwahrscheinlichkeit P(E) fir das
Primdratom multiplizieren. Die Beriicksichtigung
einer Entkommwahrscheinlichkeit beeinflu$t nicht nur
die Erzeugung von Sekundiratomen, sondern auch
die von Primératomen.

Die Berechnung von n?(E) ist sehr kompliziert.
Wegen der vielen Fallunterscheidungen und des Auf-
tretens nur numerisch auswertbarer Integrale wurde
die Berechnung nicht durchgefiihrt.

2
£

™

2 .
E[ gEn | gEn

-7 .7

b

a

Abb, 7. a) Das lineare StoBspektrum gp(E, T) = — 2

|
/2

£ g £/2

c

£

E + 2 (L—b)T mit 1 <b=2 und ga =gp(E, E—T); b)das kastenférmige StoBspektrum

gB(E,T)=2/E fiir 0T <E|2 und g4 =gp(E, E~T); ¢) g4+ g =948 im Falle harter Kugeln [vgl. (IV.4) und (I1.9))]

(B4, B3) ganz speziell verlaufende Funktion P(E) be-
rechnet worden sind, und daB fiir eine andere Funk-
tion P ein ganz anderer Verlauf von # zu erwarten ist.
Das ist aber offenbar nicht der Fall. Approximiert
man in grober Weise den linearen Verlauf von P(E)

Tabelle 3. Relative Lage der Ersatzstufe fiir die schrige Stufe
) als Entkommwahrscheinlichkeit

« (@) (Ed)efL _2_ 1
B3+ E))  x a+l
1 1 1
1,5 0,80 1
2 0,68 0,98
3 0,52 0,96
>1 2,37/a 0,85

zwischen E; und Ejdurch eine Konstante vom Werte
(s. Abb. 6a), so liegt genau der bei der Doppelstufe
fir £ =1/2 behandelte Fall vor. Ein Vergleich von
x(a) fir die schrige Stufe mit x(a, £ =1/2) fiir die
- Doppelstufe zeigt fiir nicht zu grofie a eine sehr gute
Ubereinstimmung (s. Abb. 6b). Bei @ =3 z.B. ist die
Abweichung erst 9%. Man kann die schrige Stufe
P(E) in grober Weise auch durch eine senkrechte Stufe
bei (E;+E;)/2 anndhern (s. Abb. 6a). Der Faktor
wird dadurch fiir a =3 um weniger als 5% geindert.
Wir ziehen daraus den SchluB, daB » und damit %
vom Verlauf der Entkommwahrscheinlichkeit P zwi-
schen E; und E; nur wenig abhingen und da$ man,
wie bei [21], die Entkommwahrscheinlichkeit bei
P =1/2 durch eine senkrechte Stufe ersetzen darf. Der
Faktor % bestimmt die Steigung in der fir £>2E)
linearen Abhangigkeit der Defektzahl #(E) von der
Primérenergie. Da E; in der GrdBenordnung von
100 eV liegen wird, die Primérenergien bei Bestrah-
lung mit Protonen, Deuteronen oder Neutronen jedoch
hoher liegen, konnen die Diskrepanzen zwischen den
bei diesen Strahlenarten experimentell ermittelten

2. Verschiedene StoBspektren

In die Grundgleichung (IV.5) fir die- Wahrschein-
lichkeiten w, (E) gehen die StoBspektren der Atome
nur in der nach (IV.4) symmetrisierten Formyg, 5 (&, T)
ein. Die Losungen # und n? der daraus abgeleiteten
Gln. (IV.7) und (IV.9) sind daher gleich fiir alle
StoBgesetze mit gleichen g,5(E, T). So ergeben z.B.
ein lineares Spektrum (Abb. 7a) und ein kastenformi-
ges Spektrum (Abb. 7b) identisch die gleiche Lésung
wie das Spektrum harter Kugeln (Abb. 7¢), obwohl
der einzelne StofprozeB vollig verschieden ist vom
StoB zwischen harten Kugeln. Auf Grund dieser
extremen Beispiele wird man einen nur geringen Ein-
fluf} der StoBspektren auf die Zahl der Defekte in einer
Kaskade erwarten. An Hand des exponentiellen und
des kastenférmigen StoBspektrums wird dies naher
untersucht.

A. Das exponentielle StoBspektrum
und die senkrechte Stufe

Ein Stofispektrum, das kleine Energieiibertragun-
gen bevorzugt, ist ein exponentielles Stofspektrim der
Form (s. Abb. 8)

95(B, T) =F(E)e~TE; O0<T<E (IV.26)

mit dem Parameter E,(0< ¥,<C o0). Der Faktor F(E)
ergibt sich aus der Normierungsbedingung (I1.6) zu

F(E) = {B,(1 — e ElE}1, av.2m
Eine identische Umformung von (IV.26) liefert
(B —2T)[2E,

98B, 1) = gpnapnys 0ST=E. (IV.28)
Weiter folgt
9ap(B,T) =gp(B,E—T) +gp(E,T)
_ cosh(B—2T)28, ;g

E,sioh Bj2H, °
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Tabelle 4. 72 (E) fiir das exponentielle Stofspekirum (IV.26)

P ()
(0,2E,) 1
(2E;,3E,) 1+ 3G(E —2E,)
"1 (E—3E;\ B h e/

— inh ¢/2E
3, 4F 14+3G(E—2 _7(_ d) 4 Jf sinh &2 5,
(384, 4By) 3G B)—g|\—g, ) T4Gesh 5 lnsinh3Ed/2Ecd€

3E;

E E; . sinh4E;2E
4E,, 143G(E—2E)+ GE —4E) + % (TE,— 2E) 1 4G(E — Zd 1, B2 Pe
(4B, =) +36( a) + @ '+ 5 ( . )+ 4G(E — 4B cosh - In 312 T,

d
Eq _sinh ¢/2E,
-+ 4G cosh chlnsimde
3Ey
Dabeiist G = {2E,sinh (E;/E;)}™?

Die Integralgleichung (IV.7) lautet mit der senkrechten
Stufe (IV.15)

E
JA(T)

Eg

1 cosh(27 — E)2E, .
E, sinh B2 E, aT; (Iv.29)

Sie 148t sich leicht in die Differentialgleichung

&
T

n(E)

sinh B

2E, () =0

iberfithren, deren Losung
n(E) =D, + D,E

lautet. Die beiden Konstanten folgen aus n(2£;) =1
und der Integralgleichung (IV.29). Fir n(E) erhilt
man schlieBlich

0<FE<2E,

1;

BE—2E;
1+§EcsinhEd/Ec’ 2B, =B
Der Parameter E,, der fir die Steilheit des StoB-
spektrums (IV.26) verantwortlich ist, bestimmt den
(linearen) Anstieg der Lésung fir E=2E,;. Fir
E,— co geht (IV.26) in das Spektrum (I1.9) iiber
und die Losung (IV.30) wird identisch mit der Losung
(IV.16) fiir harte Kugeln. Fiir E,—0 wird aus (IV.26)
gp{E, T)=46(T) d.h., das stoBende Atom behélt seine
Energie vollstindig und gibt keine Energie an seine
StoBpartner ab. In diesem singuliren Fall bleibt
n(E) trivialerweise immer Eins. Fir E=2E; kann
man (IV.30) auch schreiben:

a(E) = { } (IV.30)

A(B) = 1+ x(2) {—2% - 1} (IV.31)
mit ¢
#() = o A=E H,.  (IV32)

Die Funktion »(A) ist in Abb.9 aufgetragen. Fir
A=0 und A= oo ergeben sich die oben diskutierten
Grenzfille.

Die bemerkenswerte Aussage unseres Resultates
(IV.31) ist die Feststellung, dafl mit zunehmender
Steilheit (abnehmendes E,) des Stofispektrums die
Zahl7 der Defekte in einer Kaskade abnimmt. Das
ist zu erwarten, da zunehmende Steilheit vermehrte
Bevorzugung der Ubertragung kleiner Energien und

damit zunehmende Verzettelung der Energie in
St6Ben ohne Verlagerung bedeutet. Eine quantitative
Betrachtung zeigt aber (s. Abb. 9), daB fir E, = E, die

Loq (£7)

1

VEfFon1
I | ) \E/Fo=3
g 092 o4 06 08 10 I/F

Abb. 8. Das exponentielle StoBspektrum nach (IV.26) und (IV.27) (redu-
zierter MaBstab). . Exponentielles Spektrum fiir verschiedene
Primirenergien; — — — zum Vergleich das Spektrum harter Kugeln

Abweichung vom Fall harter Kugeln nur 15% be-
tragt. Drastische Abweichung erhidlt man erst fiir
E < E;!
7,0r
*(A)

1 .1 !

1 1 1
0 4z 0£4608 10 2 J YA/l #
Abb. 9. Der Faktor »(4) nach (IV.32)

Die Integralgleichung (IV.9) fiir n?(E) ist ebenfalls
nach Uberfithren in eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung ohne grundsitzliche Schwierigkeiten 16sbar.
Die Losung ist in Tabelle 4 zusammengestellt. Man
kann sich davon iiberzeugen, daB} fir K ,—oco der
bekannte Fall (IV.17) harter Kugeln folgt und daf
n? fiir E,—0 identisch Eins wird, wie es sein muB, da
hier wegen W, =34,, die Verteilung scharf ist, die
Schwankung also verschwindet.
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Fiir £ =4 E; kann man E durch #(E) nach (IV.30)
ausdriicken. Mit dem Resultdt in Tabelle 4 erhilt
man als Schwankungsquadrat [vgl. (IV.18)]

n*(B)— n2(E) = B,n(E)+ B,.  (IV.33)

Die Konstanten B, und B, die den Parameter E_ des
StoBspektrums enthalten, sind in Abb. 10 dargestellt.
Die Konstante B, enthélt den Eulerschen Dilogarith-
mus, der unter anderen von MiTcHELL [22] tabelliert
wurde.

1,0

&%)
L4,(4)

951

9,75

!
0 7 § Aty /F 0
Abb. 10. Die Faktoren B,(4) und Bg(4) in (IV.33)

Fiir Experimente mit energiereichen Neutronen ist
im allgemeinen #>>1 [man beachte, dal #>>1 wegen
(IV.30) E>2E, -sinh E;/E, bzw. nach (IV.31)
E>2E,[x(2) bedeutet]. Fir n>>1 gilt nach (IV.33)

(IV.34)

Damit wird das relative Schwankungsquadrat groBer
als im Falle harter Kugeln (IV.19), da B,(1)= B,(0)

n?(E) —n*(E) ~ B, 7(E).

|
x(f8)
7L

00
2B818)

TN R TR SN U W |

]
g /74 94 96 28
Abb. 11, Der Faktor »(8) in (IV.36)

1

108

ist. Praktisch wird aber E, > E; sein. Dann ist (siche
Abb. 10) B,(2)~ B,(0) =41n % —1 und das Schwan-
kungsquadrat dndert sich gegeniiber dem Fall harter
Kugeln nicht. Auch hier ist also die Zahl der Defekte
fiir grofle n-Werte nur einer geringen Streuung unter-
worfen.

B. Das Kastenspektrum

Ein StoSspektrum, das in extremer Weise die in
Wirklichkeit sicher (vgl. Abb.3) vorhandene Uber-
tragung kleiner Energien bevorzugt, ist ein konstantes
Spektrum, das schon vor der maximal iibertragbaren
Energie verschwindet:

1 .
FE— ’
mit dem Parameter S(0<8<1). Fiir =1 liegt das
bekannte Spektrum harter Kugeln vor.

Wir werden uns hier auf die Lésung der Gl. (IV.7)
fiir n(E) beschrinken. Das hierbei benutzte mathe-
matische Verfahren wird im Anhang skizziert. Neben
der Losung fiir kleine Primérenergien (s. Anhang)

9p(B,T) = 0<T<BE  (IV.35)

interessiert uns besonders die asymptotische Losung.
Asymptotisch ist

A(B) =55 - #(B)

0=p=<1/2; (IV.36)

12 <p<1;

B> E,lB

E [2B-B(f);
E>2E,

" 2B | B(p);
mit
B(f)y=p{f—Fnp+(1—ppPn1—pH}~
In Abb. 11 ist der Faktor x»(f) aufgetragen. Man er-
kennt, daB fiir §=1/2 die Zahl der Defekte sich maxi-
mal um nur 10% gegeniiber dem Fall harter Kugeln

dndert, also sehr unempfindlich selbst gegeniiber dra-
stischen Anderungen des StoBspektrums ist. :

(IV.37)

V. Das Modell der gebundenen Atome

Nunmehr soll das bereits in Abschnitt ITI er-
wihnte Modell von Swerrz, HARRISON, NEUFELD und
SNYDER naher betrachtet werden.

Wihrend im Modell von KincHIN und PEASE ein
angestoBenes Atom seinen regulidren Gitterplatz mit

unverminderter Energie verlassen kann — sofern
4 /’ \\\ ,/ N
.—’[ Cd \ S

™
a~

Abb. 12. Die beiden StoSpartner vor dem StoB im Modell der gebundenen
Atome. A Primiratom mit der Energie E im Zwischengitter; B ruhendes

. Gitteratom; E; Tiefe des Potentialtopfes, in dem das Atom A den Partner B

splirt; ez Energiegewinn des Primiiratoms beim Eintauchen in den Poten-
tialtopf; — — — Behinderung beim Entkommen durch die néchsten Nach-
barn; E; Energie, von der ab die Entkommwahrscheinlichkeit Eins wird

seine Energie nach dem Stof iiber einer gewissen
Schwellenenergie liegt — soll es nun beim Befreiungs-
prozeB eine feste Energie E; verlieren. E; soll dieselbe
Energieschwelle sein wie im bisher behandelten Fall
der ,,ungebundenen‘ Atome. Dem liegt die physi-
kalische Vorstellung zugrunde, daB jedes Gitteratom
in einem Potentialtopf der Tiefe Z; sitzt und dafl beim
BefreiungsprozeB der Gewinn E; an potentieller Ener-
gie von der beim Stofl erhaltenen kinetischen Energie
geliefert werden mufl. Da die Geschwindigkeiten der
stoflenden Atome, falls sie noch Defekte erzeugen
konnen, weit iiber der Schallgeschwindigkeit in Kri-
stallen liegen, darf man wihrend der Ausbildung einer
Kaskade das jedes Atom umgebende Gitter als starr
betrachten. Dann kann man von einer potentiellen
Energie eines Gitteratoms sprechen und das Bild eines
Potentialtopfes ist zuldssig (Abb. 12). Man darf die
Topftiefe £,, die in der GréBenordnung von 25 eV
liegt, nicht mit der Bildungsenergie von Zwischen-
gitteratomen gleichsetzen, die nur einige eV betrigt.
Die Bildung von Zwischengitteratomen bei thermi.
schem Gleichgewicht infolge der thermischen Schwan-
kungen ist viel leichter, da die umgebenden Nachbar-
atome hier den Befreiungsvorgang unterstiitzen. Bei
einer Verlagerung durch Sto8 hingegen ist das um-
gebende Gitter starr und die Befreiung deshalb viel
schwieriger. '

SEITZ et al. nahmen an, daB der StoB zwischen
einem im Zwischengitter fliegenden Atom und einem
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im Potentialtopf ruhenden Gitteratom am Rande des
Topfes stattfindet, d.h. das stoBende Atom soll beim
StoB nicht in den Topf eintauchen. Diese vollig
unsymmetrische Behandlung der StoBpartner ver-
bietet die Moglichkeit eines ErsetzungsstoBes und
damit die Anwendung der Theorie auf strahlungs-
induzierte Umordnungsprozesse in Legierungen.

Zunichst werden wir wie in Abschnitt IV die Wahr-
scheinlichkeit w,(E) dafiir berechnen, daBl ein vor-
handenes Primidratom der Energie E-eine Kaskade
mit genau n Defekten erzeugt und dabei eine beliebige
Entkommwahrscheinlichkeit P und ein beliebiges
StofBspektrum g beriicksichtigen.

Spiter werden wir formal die Moglichkeit ein-
raumen, daB der StoB in beliebiger Hohe des Poten-
tialtopfes stattfindet und den Fall vélliger Symmetrie
(StoB im Potentialminimum) explizit behandeln.

1. Unsymmetrische Behandlung der Stofpartner

Bei der Berechnung von W, (E’, T') verwenden wir
dieselben Bezeichnungen wie im Modell der ungebun-
denen Atome. Wieder ist W0 =0. Fiir die Berechnung
von W, braucht man nur eine einzige Moglichkeit des
StoBablaufes zu betrachten : Das stoBende Atom 4, das
‘immer im Zwischengitter bleibt, erzeugt mit der Wahr-
scheinlichkeit w, (E’) genau ein Zwischengitteratom
und das Gitteratom B bleibt auf seinem Platz. Also

Wi(B', T) = w, (B') {1— P(T)}.

Die Erzeugung von zwei Zwischengitteratomen (und
Lochern) kann auf zwei Wegen erfolgen:

a) A erzeugt genau zwei Zwischengitteratome
wahrend B auf seinem Platz bleibt,

b) A erzeugt genau ein Zwischengitteratom wih-
rend B seinen Platz verlif3t (wobei es die Energie £,
verliert und ebenfalls genau ein Zwischengitteratom
erzeugt).

Also ist
Wo(E', T)
= wy(B') {1 — P(T)} + wy ()
Allgemein erhdlt man fir n=1
W (B, T) = w,(E') {L — P(T)} +

'3 0,(B) P(T) w0, (T — E).

P(T)w,(T—E,).

(V.1)

Wie in (IV.2) gilt
w,(B) = [ W(E', T)GQ(E; E', T)dE'dT (V.2)
QUE; B', T) = gy(B, T) 8(E — B — T).

Setzt man (V.1) in (V.2) ein und fithrt die Integration
iiber B’ aus, so erhilt man als Integralgleichung fiir
w, (H)
E
w,(B) = [ g5 (E, T)w,(T){1— P(E—T)}dT +
0
E
+ [ 95(E, T) P(E — T) X
0

n—1
X X w,(T)w,_,(E—T— E,dT,
p=1

wobei w fir negative Argumente stets verschwindet.
Aus (V.3) folgt mit (IV.6) die Integralgleichung fiir
n(H)

E

A(E) = [#(T) g(8, T)dT +
E_ (V4)
+ [#(T — E,;) P(T)gp(E, E— T)dT
0

und mit (IV.8) die Integralgleichung fiir n2(K)

E
— [7(T) gy (B, T)dT+
]

E.

+ J 13 (T—B)) P(T)gy (B, B — T)dT+ | (v

2fEP(T)n E—T)x
0

X#(T — By) g (B, E—T)dT,

wobei 72 und # fiir negative Argumente stets ver-
schwinden. Die Nebenbedingung fir (V.4) lautet
7n(B) =1 fir 0 E< E,;, wobei E; wieder die Energie-
schwelle fiir Verlagerung ist. Das ist physikalisch ein-
leuchtend, da erst von einer Primérenergie E; ab ein
weiteres Gitteratom ausgelost, also ein zusitzlicher
Defekt erzeugt werden kann (das Primédratom bleibt
stets im Zwischengitter!). Die Nebenbedingung fiir
(V.5) lautet n2(E) =1 fir 0< E< E,;, da hier W, =4,,
die Verteilung also scharf ist und daher die Schwan-
kung verschwindet.

Diese Gleichungen fiir #(E) und n?(E) unterschei-
den sich nur durch die Inhomogenitit in (V.5). Diese
ist bekannt, wenn man 7 (E) bestimmt hat. Im Gegen-
satz zum Modell der ungebundenen Atome sind die
beiden Gleichungen nicht invariant gegen Ersetzung
von ggz(E, T) durch gp(E, E—T).

Nun kann man wieder wie in Abschnitt IV fiir
verschiedene StoBspektren und Entkommwahrschein-

lichkeit # sowie n? berechnen. Wir wollen uns aber
auf den Fall harter Kugeln beschrinken und der Ein-
fachheit halber die senkrechte Stufe als Entkomm-
wahrscheinlichkeit benutzten. Mit (II.9) und (IV.15)
wird aus (V.4) die bereits bekannte Gl. (ITL.3)

E
7 () %fﬁT)quLEf (T — B,)dT, (V.6)
0

wobei #(E) =1 fir 0<E<E,;, und aus (V.5) wird

E
f (TYdT+ Efnz (T—E,)dT+
0 Ea (V.7)
%f #(E— T)a(T — By dT,

Eq

wobei n2(E) =1 fir 0<E<E,.
Die Gl. (V.6) hat nach [4], [15] die Losung

1; 0<E<E,
#(B) ={ 1+In(E|E,); E,<E<2E, | (V.8)
~0,561(1 +E/E,); 2E,<E.

Fiir 0< E<2E, ist die Losung exakt. Fir £=2E,
wurde die asymptotische Losung angegeben, die aber
schon von 2E; ab eine sehr gute Niherung ist.
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-Die Gleichung fiir 22 wurde bereits von PAL und
NEmeTH [23] aufgestellt. Die von uns angegebene Her-
leitung ist wesentlich einfacher und umgeht die von
den Autoren benutzen umfangreichen Methoden der
mathematischen Statistik. Die asymptotische Losung
von (V.7) lautet nach [23]

n2(E) = (0,561 E/E,)? + 0,0685E/E,.  (V.9)
Fiir das Schwankungsquadrat folgt aus (V.8) und (V.9)

n?—n? =0,122%.

Dasrelative Schwankungsquadrat (n? —#2)[#? = 0,122/
ist etwas kleiner als in (IV.19). Die Zahl der Defekte
in einer Kaskade streut also fiir groBe Werte von 7
ebenfalls sehr wenig.

Die mittlere Zahl der Defekte im Fall harter Kugeln
und schriger Stufe als Entkommwahrscheinlichkeit
wurde mit einer Naherungsmethode bereits von
SampsoN et al. [16] berechnet,

Eine weitere Verbesserung hat Frix [15] versucht,
indem er an Stelle des festen Energieabzugs E,; bei
einer Verlagerung einen die Anisotropie des Gitters
beriicksichtigenden variablen Energieabzug eingefiihrt
hat. Nach unserer Meinung ist dies aber nicht mit
der Vorstellung des Potentialtopfes vertriglich. Ab-
gezogen werden darf nur die Energiedifferenz zwischen
der Lage eines Atoms im Gitter und der mittleren
Lage im Zwischengitter.

Wenn man die Anisotropie des Gitters in Betracht
ziehen will, so kann man dies im Rahmen des hier
behandelten Modells nur durch die Beriicksichtigung
einer Entkommwahrscheinlichkeit tun. Das durch die
néichsten Nachbarn mehr oder weniger stark behin-
derte Entkommen kann sich physikalisch darin aus-
driicken, daf der Rand des Potentialtopfes (s. Abb.12)
gegeniiber dem Zwischengitterniveau in verschiedenen
Richtungen verschieden stark iiberhoht ist.

2. Symmetrische Behandlung der StoPpartner

Der vorgefiihrte Formalismus zur Bestimmung von

n (E) und n%(E) 1aft sich auch auf den allgemeineren
Fall anwenden, daB der StoB zwischen den beiden
StoBpartnern in beliebiger Tiefe ¢; (vgl. Abb. 12) des
Potentialtopfes stattfindet (0<{e,< E,). Man muB be-
achten, dal nun die beim StoB verfiigbare Energie
nicht E, sondern ¢, ist, da das mit der Energie £
im Zwischengitter fliegende Atom vor dem StoB noch
die Energie ¢; gewinnt. Jetzt lautet die Energie-
bilanz E’' 4 T =F +e; unmittelbar nach dem StoB.
Die Energie ¢; wird im allgemeinen von der Primir-
energie und der Form des Potentialtopfes abhingen.
Da jetzt die Moglichkeit des Einfangs besteht, mufl
man fiir beide StoBpartner Entkommwahrscheinlich-
keiten einfithren. Fiir das gestoBene Atom B, das nach
dem Stof die Energie 7' hat, ist die Entkommwahr-
scheinlichkeit [vgl. (ITL.5)]

Py = P(T) (V.10)

und fir das stoBende Atom A4, das nach dem StoB
die Energie £’ hat, gilt

Py=PE'+E;—e) =PE—TLEy), (V.1)

denn es hat unmittelbar nach dem StoB die potentielle
Energie E;— e, gegeniiber dem Topfboden.

Wieder ist W,=0. Bei der Berechnung von W,
mufl man drei Fille unterscheiden:

a) A bleibt nach dem Sto im Topf, B verliBt
ihn und erzeugt mit der Wahrscheinlichkeit w, (7' — E;)
genau ein Zwischengitteratom.

b) A verlifit den Topf und erzeugt mit der Wahr-
scheinlichkeit w,(E’'—e;) genau ein Zwischengitter-
atom wahrend B im Topf bleibt.

¢) A und B bleiben im Topf.

Damit wird

W (B, T;e5) = {1 — Ps} Ppw, (T — Ey) +
+ {1 — Py} Pyw, (B' — e5) + {1 — P}{1 — Pg}.
Allgemein erhilt man fir # >1

W (B, T'; eg)
n—1
= Py Py leu(El —eg) Wy, (T— Ey) +
o

+{1 — Pg} Pyw, (B'—e¢;) +
+ {1 — Py} Pyw, (T — E,) +
+ Oy {1 — P(1— P}
Aus (V.12) kann man wieder die Gleichungen fiir
w, (E), n(E) und n? () gewinnen.

Wir wollen zwei Grenzfille mit der senkrechten
Stufe als Entkommwahrscheinlichkeit naher betrach-
ten: Den Stofl am Topfrand und den StoB im Poten-
tialminimum (Topfboden). Im ersten Fall ist ¢; —0
und daher P,=1. Man erhilt die bekannte Losung
(V.8). Im zweiten Fall ist e;=E,;. Die Entkomm-
wahrscheinlichkeiten (V.10) und (V.11) haben dann
denselben Verlauf. Als Integralgleichung fiir 7 erhilt
man

_ E+Ea
n(B) = [ P(T)n(T —By) {gg(E + By, T) +
(1}

+9p(B + By B+ E;— T)}dT
E+E;

+[{1—PE+E, —T)}{l—P(T)}x
0

Xygp(E +E,;, T)dT,

wobei #n(E) =1 fir 0<XE<E;. Man sieht, dal (V.13)
invariant ist gegen die Ersetzung von gz (E +E,;, T)
durch gp(E +E;, E+E;—T). Die beiden StoB-
partner werden also vollig symmetrisch behandelt.
Die Gl. (V.13) laBt sich leicht 16sen fiir die senkrechte
Stufe (IV.15) als Entkommwahrscheinlichkeit und das
StoBgesetz harter Kugeln, das die erwihnte Energie-
bilanz beriicksichtigt :

93(E + Ey, T) = 1/(E + E,);

Fir E=E; kann man (V.13) in eine sehr einfache
Differentialgleichung umwandeln. Die komplette
Lésung von (V.13) lautet

1; E<E, ]

(V.12)

(V.13)

0<T<E+E,.

(V.14)

31

(B)=14 1
si, (B+E); BB j
Ein Vergleich mit der alten Losung (V.8) von
SErTz et al. zeigt, daB eine allgemeine Beriicksichtigung
der Eintauchtiefe e; beim StoB nur eine geringe Rolle
spielen wird. Der Unterschied gegeniiber (III.2) im
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primitiven Modell von KiNcHIN und PEASE ist nur bei
Kkleinen Priméirenergien wesentlich. Fiir groBe Energien
werden (V.14) und (IIT.2) praktisch gleich. In Abb.13
sind die verschiedenen Losungen dargestellt.

VI. Ergebnisse

Die beim Bestrahlen von Kristallen mit energie-
reichen Korpuskularstrahlen auftretenden Defekt-
kaskaden wurden ndher untersucht. Dazu wurde fiir
ein ausgelostes Primiratom die mittlere Zahl der
Defekte 7 (%) in einer Kaskade und deren Schwankung
8 =(n?—#n?)[n? in Abhingigkeit von der Energie £
des Primédratoms berechnet.

10—

i(F)
gk

I 1 L
£ b, w5 £

Abb. 13. Die mittlere Zahl der Defekte in einer Kaskade. 1 im Modell von

KINCKIN und PEASE; 2 im Modell von SEITZ et al. (unsymmetrische Be-

handlung der StoBpartner); 3 bei symmetrischer Behandlung der Stof3-
partner im Potentialtopf

Untersucht- wurde die Abhéngigkeit der Grofen n
und S von ¢

1. der Art, in der bei StoBvorgingen Atome im
Gitter befestigt sind (Verankerung), ‘

2. den Annahmen iiber die Art der Befreiung von
Atomen aus ihren Gitterplitzen,

3. dem StoBgesetz zwischen Atomen.

Als Modell der Verankerung von Atomen im Gitter
wurden die Vorstellungen von Kivcain und Prasr[1]
(Modell der ,,ungebundenen Atome) und von SEITZ
et al. [2], [3] (Modell der ,,gebundenen‘ Atome) er-
weitert und néher untersucht.

Die Verlagerung von Atomen aus ihren Gitter-
plétzen wird durch die nichsten Nachbarn erschwert.
Den EinfluB dieser Anisotropie kann man durch ver-
schiedene Entkommwahrscheinlichkeiten beriicksich-
tigen. Es wurden die senkrechte Stufe, die schrige
Stufe und die Doppelstufe untersucht.

Die Zweikérper-8té8e zwischen den Atomen lassen
sich durch StoBspektren beschreiben. Bei den Be-
rechnungen wurden das konstante Spektrum harter
Kugeln, ein lineares, ein exponentielles und ein kasten-
férmiges Spektrum herangezogen. Die wesentlichen
Ergebnisse der behandelten Fille (s. Abschnitte IV
und V) sind fiir groBe Defektzahlen (n>>1):

1. # und S hingen von den benutzten Veranke-
rungsmodellen der Atome im Gitter praktisch nicht ab.

2. 7 dndert sich weniger mit dem Verlauf der Ent-
kommwahrscheinlichkeit 2 als mit der Lage des
Punktes P =1/2. In guter Néherung darf man die
Entkommwahrscheinlichkeit durch eine senkrechte
Stufe bei P =1/2 ersetzen.

3. # und 8 sind weitgehend unabhéingig von der

" Form des StoBspektrums. Der geringe Einfluf des

Stofspektrums fiithrt zu der Folgerung, daB man in
wohl allen praktischen Fillen mit der mathematisch
sehr angenehmen Néherung harter Kugeln auskommt,
Die Schwankung S ist so gering, daB man fiir groe
Defektzahlen stets von einem scharfen Wert # spre-
chen darf.

Herrn Professor Dr. G. LEiBFRIED, danke ich fiir
viele fruchtbare Anregungen und Diskussionen wih-

rend der Anfertigung dieser Arbeit. T
Anhang o

Mit B/E;=2« und T/E;=z erhilt man aus (IV.7) unter
Verwendung des Spektrums (IV.35) und der senkrechten Stufe
(IV.15) die fiir die Losung handlichere Differential-Funktional-
gleichung

4 (Bziia)) = BP(B)7(B2) + } A
+ (@) — (1= ) P(1— ) 25 {(1— ) 2

mit der Nebenbedingung z(z)=1 fir 0=2=2. Die Losung
148t sich nicht in geschlossener Form angeben. Man kann aber
die Losung einerseits von kleinen Primarenergien x ausgehend
gewinnen, und andererseits ihr asymptotisches Verhalten er-
mitteln. Da der Parameter § alle Werte von 0 bis 1 durch-
laufen kann, sind zur Losung Fallunterscheidungen erforder-
lich. Sie lassen sich an Hand von
Abb. 14 bequem iiberblicken. 70
T

1. Die Losung fiir kleine Primdr-
energien

Im Gebiet I (Abb. 14) ist
#=1. Im Gebiet II ist ebenfalls
n=1, wovon man sich an Hand
von (A.l) iiberzeugen kann. Im
Gebiet III wird aus (A.1)

d ., _
= (B}

} a2 |
= pR(fx) + n(x)

mit #(x)=1 fir 0<2x=2. Fur
2< 2 <2/Bist n(fx)=1und aus
der Gl (A.2) wird die lineare e
Differentialgleichung 2

£ (pan@) =p+7()

0

! ]
% % % B
-8 Abb. 14, Fallunterscheidungen
1 ZVE g im Losungsbereich der (8, z)-
1'——[3 9 : Ebene

Die Integrationskonstante wurde aus #(2) =1 bestimmt. Fir
x=>2/p ist (A.2) ebenfalls eine lineare Differentialgleichung.
Darin ist #(fx) eine békannte Funktion, da fiir <1 (fiir
B=1ist alles bekannt) das Argument Sz stets in einem Gebiet
liegt, indem die Losung #(x) bereits bestimmt wurde. Man
kann so die einfache Differentialgleichung (A.2) rekursiv 16sen,
was aber wegen der vielen erforderlichen Fallunterscheidungen
sehr mithsam ist. Im Gebiet IV lautet (A.1)

mit der Losung

n(x) =

2 (pei() = prPa) +7(x) ~ A= AF(A—H2). (A3

Wir geben die Losung von (A.3) nur fiir zwei Teilgebiete von IV
an, in denen (A.3) in eine gewohnliche Differentialgleichung

iibergeht.
a) 1< <2/(1—P) und 13=p=1/2.
Hier ist #(8z) =% {(1 —p)x} =1.
Mit der AnschluBbedingung %(1/8) =1 lautet die Losung

18 e
wo =1L 60 P —(F=5).
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b)) 1(l—-Pp)=z=2/f und 112823,

Hier ist ebenfalls #(fz) =% {(1 —f)2} =1. Die Anschluf3-
bedingung lautet aber nun anders. PaBt man die Losung im
Gebiet III bei x=2/8 an, so erhilt man

i) = (f‘-)l’;ﬂ {»—1— — 20— ﬁ)]¥} -(3=5).
p) 1-5 1-8

Fiir #=1/2 folgt bekannterweise z(x)=1/2.

Fiir groBere « kann man (A.3) entsprechend dem Fall TIT
fir  =2/p, rekursiv losen.

Wir haben damit unsere Ausgangsgleichung (IV.7) fiir
kleine « gelost und sind in der Lage, von dieser Losung aus-
gehend 7 (z) fiir groBere  schrittweise zu bestimmen. Fiir die
dabei erforderlichen Fallunterscheidungen mull man die
(B, x)-Ebenen in ein Netz von Flachenstiicken zerlegen und
darin die Losung jeweils gesondert bestimmen.

2. Die Losung fiir grofle Primdrenergien

Im Gebiet IV der (B, x)-Ebene gilt fiir #(x) die GL (A.3).
Diese Gleichung kann man unter Beriicksichtigung der
Nebenbedingungen asymptotisch (z:>1) 16sen. Fir §<1/2 ist
die Losung exakt und - fir §=1/2 laBt sich eine Naherungs-
losung angeben. Unangenehm ist, daB im Argument die
Variable « mit einem Faktor behaftet ist. Durch eine geeignete
Substitution kann man das Argument zerlegen in die isolierte
Variable und ein additives Glied, das nur den Parameter §
enthélt. Dann kann man durch Anwendung der Laplace-
Transformation eine Gleichung erhalten, in der alle Argumente
nur noch die Variable selbst enthalten. Die Gleichung im
Laplace-Raum ist zudem algebraisch. Aus der Laplace-
Transformierten liBt sich das asymptotische Verhalten von
% (x) ermitteln.

Fiir 0= 8 <1/2 ist die Nebenbedingung zu (A.3)

nx)=1; 0=Zz<1/8.

Fiihrt man als neue Variable y =In(8z) ein, so wird aus (A.3)

ﬂdiyf(y)=ﬂf(y+lnﬂ)+(1—ﬂ)f(y)—(l—ﬁ)f{y+ln(1—ﬁ)}

mit der Nebenbedingung f(y)=1 fir —oo<y=<0. Nach
Anwendung der Laplace-Transformation

Z? 1(y) e~3¥ dy = F(s)

erhalten wir die Gleichung
BU—1+8F(6)} =B+ (1~ %) + 1 F(s) + (1 — f) Fls) —
—(1=f) 5 (A~ 1Bl — (1 — fe+1 F(g)
mit der Losung
86426 —1 =iy (1— it
BT —1— T (L=}

Die ¥unktion f(y) erhalt man aus ¥(s) durch die Umkehrung
der Laplace-Transformation

F(s) =

, too-t0,
Hy) =mfe”lf’(s)ds; Re(s) = 0 > g,.

—1400+0,

Das Verhalten von f(y) fiir y>1 kann man untersuchen,
indem man die Singularitdten von F(s) untersucht (siehe
G. DoerscH [24], Bd. II).

Die fiir den asymptotischen Verlauf von f(y) entscheidende
Singularitit ist ein Pol erster Ordnung bei s=1. Weitere
Singularititen von F(s) kénnen nur verschwindende Beitriige
liefern, da die im folgenden ermittelte Funktion 7 (), wie man

sich durch Einsetzen leicht iberzeugt, fiir 2>>1 die Gl. (A.3),

von der wir ausgegangen sind, befriedigt. Asymptotisch gilt
1

also iooto,

1 1 ,
fly) = m/e{”ﬁ’(s) ds:mZﬂzRes {e—8V F(s)}s=1

—400 4,

=~ ev B(B)

mit B(B) nach (IV.37). Macht man die Substitution y =In(fx)
riickgingig, so erhilt man asymptotisch

n(@)~zpB(f); *>1/p;

bzw. (IV.36).

Fir 1/2=<8=<1 kann man die asymptotische Losung nur
niherungsweise angeben. Wenn man den letzten Term auf der
rechten Seite der Gl. (A.3) weglifBit, so hat man die exakte
Gl (A.2) fir das Gebiet ITI. Naherungsweise kann man (A.2)
durch (A.3) ersetzen. Der Fehler wird nicht groB sein, denn
im Gebiet IIT ist # {(1 — )2} =1, so daB sich dort (A.2) und
(A.3) nur durch die additive Konstante (1 —f£)<1/2 unter-
scheiden. Fiir fas 1 ist die Naherung sicher sehr gut, ebenfalls
fiir f~ 1/2, da dort der Bereich ITI in z-Richtung wenig aus-
gedehnt ist; dazwischen wird die Naherung noch brauchbar
sein. Wir konnen also #(x) durch (A.3) sowohl im Gebiet IV
als auch im Gebiet IIT beschreiben. Die Nebenbedingung
lautet

0=p<1/2

A@)=1; 0<z=<2; 12<p<L.

Mit der Substitution z=1In(2/2) wird aus (A.3)

B g =Bole+Inf) + (1—p)g() —(1—B)g &+ In(1—f)}

mit der Nebenbedingungen g(z)=1 fir — oo <2=<0. Ab-
gesehen von der Substitutionist alles dasselbe wiefir0 < <1/2
wenn man dort g(2) an die Stelle von f(y) setzt. So erhilt man
als asymptotischen Verlauf von g(z) ‘

gle)~ e B(f); z>1
und daraus fiir den asymptotischen Verlauf von # (z) die Form
n@)~x3BB); =>2; 1281
bzw. (IV.36).
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