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CHR. LEEMANN und G. LEIBFRIED

Mit 7 Figuren im Text
(Eingegangen am 23. Januar 1961)
Focusing collisions along 110 directions in {. c. c. lattices are investigated. For small
angular deviations from this direction an exact treatment of subsequent collisions
is possible. The results are compared with machine calculations by VINEYARD and
collaborators®. The agreement is practically complete. The influence of neigh-
bouring atomic chains can be neglected.

1. Einleitung
In der letzten Zeit sind eingehende theoretische und experimentelle
Untersuchungen von StoBfolgen entlang dicht gepackter Gittergeraden
in flichenzentrierten Kristallen durchgefiihrt worden-5, Als anschau-

Fig. 1. a StoBfolge entlang einer Reihe dquidistanter ,harter Kugeln®. b Vereinfachte Darstellung mit
dem StoB- oder Harten-Kugel-Radius R zur Konstruktion der StoBwinkel

lichen Startpunkt zur Diskussion solcher Folgen kann man einen Stof
entlang einer Reihe von Billardkugeln vom Radius R’ betrachten (Fig. 1a).
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3 TaompsoN, M. W.: Phil. Mag. 4, 139 (1959). — THomPpsoN, M.W., and R.S.
NersoN: Atomic Energy Res. Establishment, Harwell, Report AERE-R 3320
(April 1960). — Proc. Roy. Soc. Lond. A 1961 (im Druck).

4 ViNEVARD, G.H., and ].B. GiesoN, A.N. Goranp, M. MiLgraM: J. Appl
Phys. 30, 1322 (1959). — Brookhaven National Laboratory Report 4871. — Phys.
Rev. 120, 1229 (1960).

5 Eine zusammenfassende Darstellung findet man in den Vorlesungen von
G. H. VINEYARD, M.W. THoMPsoN und G. LEIBFRIED an der Sommerschule iiber
,,Radiation Damage'* im Sept. 1960 im ,,Centro di Studi Nucleare di Ispra‘
[Nuovo Cimento (im Druck)].
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Einen StoB zwischen zwei Kugeln vom Radius R’ beschreibt man am
einfachsten als Sto zwischen einem Punkt und einer Kugel vom dop-
pelten Radius R =2R’. Da beim StoB harter Kugeln nur Impuls in
radialer Richtung iibertragen wird, so erhélt man aus dem Startwinkel®),
der ersten Kugel in der Reihe den Startwinkel €&, der zweiten Kugel
durch Verbinden des StoBpunktes F, mit dem Mittelpunkt der zweiten
Kugel (Fig. 1b).

Wir werden nur kleine Winkel @ diskutieren. Dann ist offenbar das
Verhiltnis von @, zu @, durch

_® D—-R D
A=g-=—% =%

1 (1)

gegeben.

Da die gleiche Uberlegung fiir jeden folgenden Stof durchgefiihrt
werden kann, so erhilt man

0, =40, (2)

fiir den Winkel des Atoms Nummer #. Die Gré8e A, der ,,Fokussierungs-
parameter”, entscheidet das Verhalten der Stoffolge. Ist A>1, so
wichst der Winkel stindig mit # an. Ist A<1, so wird der Winkel
monoton kleiner und man hat schlieBlich eine Folge von Zentralst68en
ohne Winkelinderung. Dieses Verhalten nennt man auch Fokussierung
(des Winkels), wihrend man im Falle /4 >1 von Defokussierung spricht.
Die Fokussierungsbedingung

A< (3a)
kann auch durch

R>7 | (3b)
ersetzt werden. Ist (3b) erfiillt, so erhilt man auch bei endlichem (klei-
nen) Startwinkel @, schlieBlich eine Folge von Zentralst6Ben, wihrend
andernfalls der Winkel solange wéchst, bis kein Sto mehr stattfindet
und die Folge unterbrochen wird.

Diese Uberlegungen kann man auch auf wirkliche StoBfolgen in
Kristallen anwenden. Wir werden speziell StoBe entlang der dichtest-
gepackten 110-Richtungen in flichenzentrierten Gittern untersuchen
(Fig. 2). Das Wechselwirkungspotential @(r) zwischen den Atomen sei
rein abstoBend*. Ist @(r) ein schnell (z.B. exponentiell) abfallendes
Potential, so kann man fiir den Stof eine ,,Harte-Kugel-Niherung*
({HKN) verwenden, bei der R durch den Minimalabstand bei zentralem

* Die fiir den Fokussierungseffekt wesentlichen Energien sind so grof3, daB die
anziehenden Anteile des Potentials vernachlissigt werden diirfen. Ferner kann man
sich leicht klarmachen, daB quantenmechanische Korrekturen vernachlissigbar
sind, daB also die klassische StoBtheorie ausreicht.
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StoB bestimmt ist1~48. Ist E, die Energie des Atoms Numaner 0, so ist
das korrespondierende R, durch

O (Ry) ="2; Ry =R(Ey) 4
gegeben. :

Betrachtet man nur kleine Winkel und fokussierende St6Be, so wird
die Energie praktisch vollstindig iibertragen und man kann die Energie-
dnderung entlang der Kette vernachlissigen. Das entspricht dann genau
dem Billardball-Modell mit konstantem R =R(E,). Der Fokussierungs-
parameter ist damit eine Funktion der StoBenergie E,=FE

D
AHK = W —1. (1 a)
Eine solche einfache StoBfolge entlang einer Reihe ohne Beriicksichti-
gung von Nachbarn ist sicher am besten realisiert entlang den dichtesten
Geraden, da deren Nachbargeraden den groBten Abstand besitzen. Fiir
ein ,,Born Mayer Potential“ der Form
7
D) =Ae @; A =22500€V, a=% (5)
(D=2,5 A ist der Abstand benachbarter Atome im Cu-Gitter),

welches fiir Kupfer hiufig verwendet wird, ist Ayk (E) in Fig. 6 dar-
gestellt. Es stellt sich heraus, daB die Ubereinstimmung der HKN mit
den auf der Maschine gerechneten

Werten? nicht sehr gut ist. Die . . /{ 0

Fokussierungs-Grenzenergie E, de-

finiert durch A(E ) =1 liegt z.B. in . . Ve

der HKN mit dem Potential (5) bei . . / .

70 €V, nach Ausweis der Maschinen-

rechnung aber bei 30 eV. Das Ziel . 4 .

dieser Arbeit ist es, die Abweichun- Ve

gen von der HKN zu diskutieren  ° /7 * *

und quantitativ zu berechnen. / e .
Noch eine andere Folge der HKN A

sei hier bemerkt2 Bei Zentral- /4 . . .

stoBen bleibt das stoBende Atom Fig.2. 100-Ebene eines flichenzentrierten Gitters,
: : Die StoBfolge soll sich entlang der bezeichneten
am StOBpunkt hegen' Die Endlagen 110-Geraden fortpflanzen. Die Kreuze bezeichnen
der Atome in der 110-Richtung der die Mitten zwischen den einzelnen Ruhelagen
Fig. 2 liegenim Fokussierungsbereich
vor der durch ein Kreuz gekennzeichneten Mittellage. Die Mittellage
ist gleichzeitig eine Symmetrielage. Bleibt ein Atom vor dieser Lage
liegen, so versuchen die Nachbarreihen, es in seine alte Lage zuriick-
6 HorMmes, D.K., G. LEiBFrRIED and O.S. Oen: Oak Ridge National Labora-
tory, Ann. Rep. 1959.
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zutreiben. Anders im defokussierenden Bereich, wo die Nachbarreihen
das Atom in die benachbarte Lage treiben wollen. Benutzt man diese
Endlage als Kriterium, so wiirde also bei defokussierenden Sté8en
schlieBlich ein Zwischengitteratom entlang 110 transportiert, wihrend
eine Leerstelle in 0 zuriickbleibt. Das stationidre Zwischengitteratom
bildet sich dann in der Umgebung der 110-Reihe aus, z.B. da, wo der
Winkel so groB wird, daf der StoB unterbrochen wird. Anders im Fall
von fokussierenden StdBen, bei denen nur Energie aber keine Masse
transportiert wird und -auch keine Leerstelle zuriickbleibt. Dieses
Kriterium fiir den Massentransport ist sehr qualitativ und grob, wird
aber in der HKN nahegelegt.

2, Ergebnisse der klassischen Streutheorie

Der nahezu zentrale Sto kann bei beliebigem Potential ohne groe
Miihe streng behandelt werden. Da die Potentiale sehr schnell mit der
Entfernung abfallen und die Ruhe-

1}"”)” abstinde D der StoBpartner so groB
sind, daB @ (D) gegen ®D(R) ver-
nachlissigt werden kann, so geniigt
es, die asymptotischen Verhiltnisse

12k [~ gr0) o ” :
b ) \ fiir ,,groBe’ Entfernungen zu disku-
é 7 X% tieren,
. Der Sto8 werde in der iiblichen
ig. 3. Zur Berechnung der Bahn in der . . . .
Kassischen StoBtheorte Weise (Fig. 3) beschrieben. Das Teil-

chen 0 mit Geschwindigkeit v, und
Energie E, stoB8t auf ein im Ursprung ruhendes Teilchen 1. Der ,,StoB-
parameter sei b. Gesucht sind die Bahnen x,(f), v, (2), %, (¢), v, (f) der
beiden Teilchen. Das mechanische Problem ist in Schwerpunkts- und
Relativkoordinaten %, ¢ separierbar. Wir beschrinken uns der Einfach-
heit halber auf gleiche Massen g, =m, =m. Dann ist

§R=%(r0+r1) r0=§R+%

; )
t=1—1 r1=ER—-2—
und die Bewegungsgleichungen werden
M#%t=o, (72)
o oD
ur=— 2t (7b)
mit M=m0+m1—_—/2m und u= mg‘;”l = %

Die Losung von (7a) ist
R =R(0) +R(O)¢ ®)
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mit den Anfangswerten % (0) und R(0) zur Zeit ¢ =0. Die Gleichung fiir
die Relativkoordinaten zerlegt man zweckmaiBig nach Polarkoordinaten
7, p(x =7 cos ¢, y =7sin g) und benutzt Energie- und Drehimpuls-
erhaltung:

L 412" + () =Ea, (92)
prip =My = puyb. (9b)

Hier ist M, der Drehimpuls und E_, die Energie in Relativkoordinaten
(Schwerpunktssystem). Mit unseren Anfangsbedingungen ist

_ K2 ~H. 2 _ E
Erel—?vo—}—@(r(o)) =Sv =" =@ (R). (10)

Die potentielle Energie @ (r(0)) im Anfangszustand mit Abstand 7(0)
kann aus den oben dargelegten Griinden immer vernachlissigt werden.

Aus den Gln. (9) erhilt man

) Er— @) b2\ _ At

0=kl ) =g W

do _ ¢ b - b

ar =75 £ . E,el_m(y).__‘«’_}é=i 2{1_ D) B2\F° (12)
§ { W)y § R) ,2}

Das negative Zeichen der Wurzel ist zu nehmen, bevor 7 () sein Mini-
mum R, (b), definiert durch # ==0, erreicht hat. Im Minimum wechselt
die Wurzel das Vorzeichen.

Die Integration von (12) liefert ¢ als Funktion von r

7 (0) 7
bd
(p(r) =¢(O)—— f+ 2 Erel_dj(rr) b2 &}' (123,)
S ‘{ wi2)v ‘72'}

Diese Form setzt voraus, da$ 7 (f) das Minimum bereits durchlaufen hat.
Wir wollen den Ausdruck (12a) fiir kleine Winkel (kleine ) und asympto-
tisch fiir groBe r (etwa 7 () wieder groBer als der Anfangsabstand 7(0))

diskutieren. Dann ist
7{0)

o) o0 =2 [ T to(L = ) e

’ {1“?»75}

i) =n— 25 10 (12¢)
Regt 4

Beim Ubergang von (12a) nach (12b) wurde vom zweiten Integral in
(12a) ein Integral von 7(0) bis » abgespalten, in dessen Integrand die
Wurzel gleich Eins gesetzt werden kann. Ferner ist iiberall 42 vernach-
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lassigt (R, (b) =R), ebenso @ (r(0)). Beim, Ubergang nach (12¢) ist ¢(0)
durch 71— b/r(0) ersetzt worden (Fig. 3). Der effektive Radius R,y ist

definiert durch -2b
1 i dv T(O) 3 dr
o = . 13)
Regt D(r) | D(») |4 (
{rl-awl 4 rb-sm)

Fiir ein Hartes-Kugel-Potential wiirde R ; mit R iibereinstimmen. Tat-
sichlich ist R, nach (13) kleiner als R. Die exakte Winkeldnderung
beim StoB wird also nicht durch den Harten-Kugel-Radius R, sondern
durch den effektiven Radius Ry bestimmt. Im Vergleich mit der HKN
ist das ein die Fokussierung vermindernder Effekt (A wird groBer).

Diese Abweichung von der HKN liefert dann einen Fokussierungs-
parameter

Ai= - —1. ‘ 4
Dieses A4 stimmt schon wesentlich besser mit den Maschinenergebnissen
iiberein, allerdings liegt jetzt A (E) etwas zu hoch, die Fokussierungs-
energie zu niedrig (etwa 25 eV, vgl. Fig. 6). Der Grund fiir diese Abwei-
chung liegt darin, daB nicht nur der Ablenkwinkel fiir die StoBfolge eine
Rolle spielt, sondern auch die genaue Bahn der angestoBenen Teilchen.
Das Teilchen 0 wirkt schon vor Erreichen des Minimalabstandes R auf
Teilchen 0 ein. Dadurch wird Teilchen 1 etwas in Richtung auf Teil-
chen 2 verschoben, wodurch sich, grob gesprochen, der Abstand D fiir
den StoB zwischen 1 und 2 auf D —d verkiirzt. Dies fithrt dann zu

D—d
A: Reff -1 (15)

Wihrend (14) fiir die jeweils ersten StoéBe gilt, ist (15) fiir alle spiteren
StoBe einer Serie zu verwenden.
Die Berechnung von 4 ist ebenfalls einfach. Die GI. (11) wird inte-
14

griert e ,
d
f—{—f Fra— @ () BT = v,t. (16)
£ { - 7?}

R, (n/2) v§

Asymptotische Entwicklung und Vernachlissigung von b2 ergibt

7 (0)
d
r==r(0) —2 “—;(m + vyt. (16a)
i {’_ ¢<R)}
Daraus erhilt man
X =7CoS@Q =—7; y:rsin«p;——b-&—zh (17)

Ret
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und unter Benutzung von (6) und (8)

%) =3 (—70) 4o t—7) %@ =3 (—70)+vt+7),
- br _ 7 (18)

Yolt) = 5 () =b(1— ).
Aus (18) kann man zunichst die Ruhelage des stoBenden Teilchens 0

nach einem ZentralstoB ablesen
7(0) oo

w0~ [ s forf ]|,

P @ (R) & (R)
Die Ruhelage ist nicht wie in der HKN bei — R, sondern um die Strecke A4
nach rechts verschoben. Man kann sich auch noch leicht davon iiberzeu-
gen, daB beim kleinsten
Abstand R (x,— x=R)
das Atom 0 bei x,=
— R+ A4/2 liegt.

GL. (18) liefert auch die
asymptotischeGerade, auf
der Teilchen 1 sich nach
dem StoB bewegt. Der
Winkel dieser Bewegung
gegen die Einfallsrichtung
ist b/Ry (Fig. 4). Diese
Gerade trifft aber nicht
SlellelnSSt?rtIzg?ekt l;ii;;:lglé Fig. 4. Die asymptotische zzesg;%g der Atome O und 1 nach\
im Gitter), sondern ihr
Schnittpunkt mit der x,-

b

Achse ist um d nach rechts J 0 12— bRy 2
verschoben. Diese Strecke 7 4 _ 71’ )
d ergibt sich nach (18) zu ) _.]

J-d
0= %o ( %) + Reg (20) Fig. 5. Zur Berechnung der Winkelinderung und der scheinbaren
=—R 4+ A+ Ry. Verkiirzung von D

Nach Fig. 5 ergibt sich als Fokussierungsparameter @], der Wert A4

nach (14), wihrend fiir alle anderen St68e eine Verkiirzung der Strecke D

um 4 in Rechnung zu setzen ist. Dabei ist nach Fig. §
b

Reit . J

b b, R’

d=20 (21)

Rest D D
Das ergibt schlieBlich den Fokussierungsparameter 4 nach (15).
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3. Vergleich mit den Ergebnissen von Vineyard und Mitarbeitern

VINEYARD u. Mitarb.4 haben StoBfolgen entlang 110-Geraden in
einem riumlichen Modell mit einer Rechenmaschine vom Typ IBM 704
untersucht. Als Potential wurde (5) verwendet. Sie haben ferner solche
Ereignisse in einem Film dargestellt. Schon in diesem Film kann man
sehen, daB bei Fokussierungsfolgen entlang 110 die Umgebung praktisch
unbeeinfluBt bleibt (allerdings sieht man die nichst benachbarten
110-Reihen im Film nicht). Dann aber miissen unsere Ergebnisse, bei
denen nur die Atome einer Reihe beriicksichtigt sind, direkt auf die von
VINEYARD untersuchten StoBfolgen anwendbar sein.

Die benstigten GroBen R, Rz und A sind mit dem Potential (5)
leicht zu berechnen:

R =aln(24/E), (22)
A=2aln2, (23)
R dr _ dy
Regs Rf /2 {1 P }% f(1 +p)2{t —e—nRlap}’ (24a)
R @ (R) .
R

Rett

~ 42 om2 — Z (T 42—
R Rz(i | ) (24b)
=14+139 % — 1,365 +—

Die Darstellung (24b) ist die asymptotische Entwicklung von (24a).
Die asymptotische Entwicklung ist im Anhang abgeleitet. Benutzt
man diese asymptotische Entwicklung, so kann man auch die drei
verschiedenen Fokussierungsparameter nach a/R entwickeln mit dem

Resultat: D

Aug =7 —1, (1a)
D a?
A = Auk +f(1’39%~1’36ﬁ)’ (14a)
2
A=Ay~ 25 3_293 . (152)
D

Die Entwicklung ist nur bis zu quadratischen Gliedern in a/R durchge-
fithrt. Man erkennt hier auch deutlich die Reihenfolge Ay>A>Ayk.
Diese Entwicklung ist aber nicht zur Berechnung der A-Kurve benutzt
worden. )

In Fig. 6 sind die Ergebnisse von VINEYARD fiir die Verhiltnisse
zweier aufeinanderfolgender Winkel in Abhingigkeit von der Sto8energie
dargestellt (nach Ref. 5). Dabei kommen hauptsichlich St68e in einer



Fokussierende 110-StoBfolgen in flichenzentrierten Kristallen 211

Folge vor, fiir die (15) zutreffen sollte. Aber auch Anfangsst6Be nach (14)
sind (wahrscheinlich nur vereinzelt) verwendet worden. Bei der Auswahl
sind nur kleine Winkel beriicksichtigt. Ferner enthilt Fig. 6 die Parameter
Anx nach (1a), Ay nach (14) und A nach (15 und 21).

Wihrend die HKN schlecht zu VINEYARDs Ergebnissen paBt, liefert
A eine ganz augezeichnete Ubereinstimmung. Es sollte bemerkt werden,
daB A die exakte Losung im Grenzfall kleiner Winkel ist. Bei anwach-
sendem Winkel wird 0,/@, vergréBert, was man schon am Modell harter
Kugeln deutlich sieht. Daher liegt auch die A-Kurve am unteren Rand

20 T T T T T T T T T T T T T T

By
[N

770~ Fokussrerungsparameler
S

750

|
7
£ & Energre (eV)

Fig. 6. Vergleich mit den Ergebnissen von VINEvArRDA. O OO ,,MeBwerte* nach VINEYARD; AgK Fokus-
sierungsparameter in der Niherung harter Kugeln; Aegt Fokussierungsparameter fiir die AnfangsstoBe;
A Fokussierungsparameter fiir die St6B8e innerhalb einer Folge

der ,,MeBpunkte®, die ja nicht ganz infinitesimalen Winkeln entsprechen.
Das tritt vor allem bei hohen Energien auf, wo naturgemi8 immer etwas
groBere Winkel untersucht werden. Diese gute Ubereinstimmung zeigt
auch, dabB der jedenfalls fokussierende Effekt der Nachbargeraden ver-
nachlissigt werden kann.

Die neue Endlage des stoBenden Atoms (Verschiebung um 4 gegen
die Endlage der HKN) erfordert auch eine neue Entscheidung dariiber,
ob der Sto8 nur Energie oder auch Masse transportiert. Legt man wie
in der Einleitung die Endlage als Kriterium zugrunde, so kann man nun
eine Energie E, durch R(E)—A — 313_ (25)
definieren, bei der die Endlage gerade in der Mitte liegt. Unterhalb E,
hat man nur Energietransport, oberhalb auch Massetransport. E, ist
etwa 17 eV (Fig. 6) und kleiner als E; =235 eV. In der HKN fallen E,
und Ey zusammen. Auch dieser Tatbestand paBt gut zu den Ergebnissen
von VINEYARD.
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Fiir 7(¢) erhdlt man aus Gl. (16)
7€) =R + oyt —t) +2aln2(1 4+
Dabei ist ¢, die ,,StoBzeit"”, bei der 7 () =R ist:
vyt =2aln 2 —7(0) — R. (27)

%(t—t.,)) .

(26)

Fig. 7 enthilt x,(!) und x,(f) nach VINEYARD fiir eine Energie von
E,=100¢eV und ZentralstoB (@,=0). Als Anfangsbedingung haben wir
%0(0)=—7r(0)=—D und
%,(0) =0. Die eingezeich-
neten Punkte sind dem

b
N

N

3
LSS

OR nach (6), (7), (12a) und (26)
a / fiir ZentralstoB berechne-
ten x,(f) entnommen.

Die Ubereinstimmung
ist gut. Nach der HKN
X (t)+4 sollte die Endlage in Fig. 7
des Teilchens Nummer 0
a1 /)< bei D—R sein, in der
anz | , korrigierten Theorie dage-

0 327 70"sec & ¢ gen bei D—R-+2aln 2.

Fig. 7. Die Bewegung der Atome 0 und 1 bei zentralem StoB. Man sieht, daB diese be-
Aufgetragen ist x,(¢) + D und x(2). Nach VINEYARD;
X X X nach (26), (27) rechneten wahren Endlagen

auch erreicht werden.

Aus der vorangehenden Diskussion ist ersichtlich, da man die
Fokussierungsst6Be in 110-Richtung bei kleinen Winkeln praktisch exakt
in einfacher Weise berechnen kann. Der Einflufl benachbarter Geraden
ist zu vernachlissigen, wihrend er bei StoBfolgen in anderen kristallo-
graphischen Richtungen entscheidend ist. Der EinfluB benachbarter
Geraden soll in einer spdteren Arbeit untersucht werden.

X(t)

Den Herren M. W. THoMPsoN und G.H. VINEYARD danken wir fiir zahlreiche
Diskussionen im Grand Palace Hotel zu Varese, sowie fiir die Uberlassung noch
nicht veroifentlichter Ergebnisse.

Anhang
Asymptotische Entwicklung des Integrals
o0
I@)= o= [ o D oam By (A1)
ot J (1) —emoni @

Man entwickelt nach ¢~%7 und erhilt

o

M R3 . pan. (2p)!
e ~ [ T 2,407 An= g (A-2)
. =
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oder

ZA,,e#af ¢ ”:m dn. (A.3)

Partielle Integration ergibt

o

o0
—pan
1

Die asymptotische Entwicklung des Integrals in (A.4) erhilt man durch fortgesetzte
partielle Integration*,

o0
e—kan e—Ha (—1)7n! .
dn ~ fir =+ 0. AS
1f n T ua ,;0 (o)» “ (85)
Damit wird

ood

M pan — _pmpa S AN A.4a
i/‘nze Z (wal” fiir u = 0. (A.4a)

Schlielich erhalten wir (4g==11!)

X _pmat 24
I@) ~1— Y AL S A
on un
n=1 pu=1
- 4 2 &4 6 w4 (4.6)
1
Io) ~ 1+ — e 2 =8 4 = il
( aﬂZ_l” azu};,ﬁ as;ﬂ
Die einzelnen Summen konnen mit Hilfe der Darstellung
1 o0
fr) = e == D Aps® (A.7)
V’ - u=1
berechnet werden**:
A
7 f—fx)_21n2_139, (A.7a)
o0
A d d d
Z—é’=f-,f— 1) = {1, — 1, 5]} — 302
S (A.7D)

2
= i’6~ —2(In2)2 = 0,68.
* Das Integral ist identisch mit — E¢(— ua).
% ln | 1— |
Ly(x) =— 7 dt ist der Eulersche Dilogarithmus.

[}
n? 1 n? (In 2)2
Lw=% Liy)=5 -5
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Die dritte Summe l4aBt sich bequem abschitzen; denn es ist

)
A
I;L+1§I1n:Z“‘;i§Fn—1; To=4,=—.
pu=1

00
Ay
Z 7 <TI,=0,68.

In dem uns interessierenden Bereich (E 2 50 eV; Rja = a £ 6,5) bedeutet demnach
die Vernachlissigung des letzten Gliedes in (A.6) einen Fehler von etwa 1%, so dal
in guter Naherung gilt
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Folglich gilt
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Die gleiche asymptotische Entwicklung kann man einfacher erhalten:
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Die Substitution no = » liefert
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Die Entwicklung des Integranden nach #/a liefert ebenfalls die gewiinschte asym-
ptotische Entwicklung
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Das erste Integral in der Summe ist identisch mit dem Integral in (19). Wir haben
diese Darstellung nicht benutzt, weil uns die Abschitzung der I, mit Hilfe der
A,-Summen bequemer erschien.



