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The effect of vibrational anharmonicity on the thermal scattering of X-rays from
crystals is calculated for temperatures above the Debye temperature. A revised
method of interpreting the experimental data is suggested. The (temperature
dependent) dispersion curves (frequency vs. wave-vector) for small wave-vectors
are determined by the isothermal rather than the adiabatic elastic constants.
A procedure is outlined to extrapolate from the (temperature dependent) scattering
data the (temperature independent) dispersion curves which correspond to' the
harmonic approximation.

1. Einleitung

In den letzten Jahren hat sich die Untersuchung der thermischen
Rontgenstreuung an Kristallen als ein geeignetes Mittel erwiesen, um
Aussagen fiiber die zwischen den Gitterbausteinen wirkenden Krifte zu
erhalten. Es ist iiblich anzunehmen, daB sich diese Krifte durch eine
potentielle Energie @(...t0...) beschreiben lassen, die nur von den
Lagen t? der Atome1... Y ... N abhingt**, Bewegen sich die Atome nur
wenig um ihre mittleren Lagen R, so ist die Entwicklung der potentiellen
Energie nach den Auslenkungen % sinnvoll:

® — RO 4 b (1.1)
¢:@0+®1+(DZ+¢3+(D4—|—~-~ (1.2)
mit
By =B H..); B =T BUgE—0; By= 1 S OTqTq]
i mn
D ! @mnp gm o on oo, 1 mupr m tni r (1.22)
3=~3-!—Z LiRaT g b ¢4=ﬁ2@ijglqiqjq£ql'
mnp mnpr

ik Y
Die Kopplungsparameter (K.P.) y-ter Ordnung @7%:--(...®0...) sind
definiert durch die »-ten Ableitungen von @ nach den 1Y, genommen an

** Adiabatische Naherung von M. BorN u. R. OPPENHEIMER: Ann. Phys., Lpz.
84, 457 (1927)
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den mittleren Lagen M. Die K.P. erster Ordnung @™ verschwinden in
primitiven Gittern!.2, auf die wir uns beschrinken wollen.

Bei allen bisherigen Interpretationen der Streuexperimentel!.3.4
wurde die Entwicklung (1.2) bereits nach dem quadratischen Glied ab-
gebrochen. Dann stimmen die mittleren Lagen mit den durch das
Minimum der potentiellen Energie definierten Ruhelagen iiberein*:
% = J. Die Eigenschwingungen eines Kristalls sind in dieser quadra-
tischen Naherung ebene harmonische Wellen, deren Frequenzen @ (£, 4)
aus den K.P. zweiter Ordnung berechnet werden kénnen?2. %, Sie hingen
von der Wellenlinge (Wellenzahlvektor f) und der Polarisation 4 [Pola-
risationsvektor €(f, A), 4=1, 2,3 fiir die verschiedenen Zweige] der
Gitterschwingungen (Phononen) ab. In dieser harmonischen Niherung
lassen sich die Eigenfrequenzen aus der thermischen Roéntgenstreuung
relativ einfach bestimmen?3.4,

Die Intensitit der Streustrahlung ist im wesentlichen gegeben durch
den Faktor8**

I=73 =) _ N3 p2,860)

by b
- 1.
N3 et A )
b

wo f(®) der Atomformfaktor und & die Differenz der Wellenzahlvektoren
von einfallendem und gestreutem Rontgenstrahl ist. Zu mitteln ist iiber
die jeweiligen Lagen q” der Atome. Fiir hohe Temperaturen (oberhalb
der Debye-Temperatur), auf die wir uns der Einfachheit halber be-
schrinken, ist die Gewichtsfunktion

,— KT o= (= BT

W( )= dr=dq'...dq", (1.4)

T = [ @—BIKT 5

mit @ nach (1.2). In der harmonischen Niherung ist @ — @, —®,. Die

* Alle auf diese Ruhelagen bezogenen GroSen sind im folgenden mit einer
Tilde (~) versehen.

** In (1.3) wurde (1.1) beriicksichtigt und o. B. d. A. R°=0 gesetzt. Ferner
wurde, wie iiblich, der Einfachheit halber ein unendlicher Kristall zugrunde gelegt,
der in Periodizititsvolumina ¥V aus N Atomen eingeteilt ist. Die mittleren Lagen
sind dann RY = A%, wo fj ein Vektor aus ganzzahligen Komponenten ist und 4 die
Matrix aus den Basisvektoren, die das Gitter aufspannen.

1 BorN, M., and G.H. BeGBIE: Proc. Roy. Soc. Lond. A 188, 179 (1946).

2 LEIBFRIED, G.: Handbuch der Physik, Bd. VII/1, S. 104—324. Berlin-Got-
tingen-Heidelberg: Springer 1955.

3 WALKER, C.B.: Phys. Rev. 103, 547 (1956) und die dort zitierten Arbeiten.

4 OLMER, P.: Bull. Soc. frang. Minér. 75, 197 (1952). — Acta crystallogr. 1,
57 (1948).

5 BorN, M., and K. HuaNG: Dynamical Theory of Crystal Lattices. Oxford 1954.
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Verteilung der Auslenkungen ist dann‘gauBisch. Fiir eine solche Ver-
teilung 1aBt sich leicht zeigen, dall

5y = o R(@0—a0) _ o —3[R (D —a0)]? (1.5)

gilt”. Die quadratiéchen Mittelwerte lassen sich ebenfalls leicht berech-
nenz8. Dann wird

I=NZf2emﬁb'eXP[—% 5522 (1—6”“3‘[’)}, (1.6a)
b ia

(M = Masse der Atome).

Entwickelt man nach dem mit ¢/*%” behafteten Term in der Exponen-
tialfunktion, so wird daraus

kT Re)2 /)2
I:N,ezexp[_T w ]x{N&i,(@)—[—kTZ%ép(@—}—f)—}—
2 i (1 6b)

1 (kT)? (®)€ (R2)? N
B I L b b

da Y ¢%% — N§,(R) eine 5-Funktion mit der Periodizitit des rezi-
)]

~p o~y

proken Gitters ist. €, @’ stehen fiir (¥, '), ar (¥, 4).

Gl. (1.6b) ist die Grundlage fiir die Auswertungen der thermischen
Réntgenstreuung. Der erste Term in der geschweiften Klammer gibt
nur in den Laue-Punkten einen Beitrag zur Intensitit, wihrend die
anderen Terme zwischen den Laue-Punkten Beitrige liefern. Diese
Terme beschreiben die sog. Ein-, Zwei-, ... Phononen-Prozesse, bei
denen jeweils ein, zwei, ... Phononen f, fund ¥, ... an der Streuung
beteiligt sind.

Wenn diese Terme mit wachsender Ordnung schnell kleiner wiirden,
brauchte man auler dem ersten nur noch das zweite Glied in der ge-
schweiften Klammer zu beriicksichtigen und konnte ¢ (f, 1) daraus be-
stimmen. Leider sind die ndchsthoheren Glieder aber nicht zu vernach-
lassigen, sondern miissen bei der Auswertung beriicksichtigt werden3.4.
Aus den Frequenzen ¢ (¥, 1) lassen sich dann unter vereinfachenden An-
nahmen itiber die Reichweite der atomaren Krifte die K.P. zweiter Ord-
nung ermitteln.

Bei einer genaueren Untersuchung der Eigenschaften von Kristallen
stellt sich heraus, daB der harmonische Ansatz fiir die potentielle
Energie nicht ausreicht. Man mufB vielmehr, um z.B. die thermische

6 JamEes, R.W.: The Optical Principles of the Diffraction of X-rays. London
1948. — ZACHARIASEN, W. H.: Theory of X-ray Diffraction in Crystals, New York
1945, und viele andere.

7 BrocH, F.: Z. Physik 74, 295 (1932), F.N. S. 309.
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Ausdehnung und die Temperaturabhingigkeit der elastischen Konstanten
beschreiben zu koénnen, in der potentiellen Energie hthere, anharmoni-
sche Glieder @,, @, beriicksichtigen.

Dabei hat sich gezeigt, daB eine Reihe von Beziehungen, die in der
harmonischen Theorie abgeleitet wurden, fragwiirdig oder sogar falsch
werden 2,8,9,10,

Deshalb soll hier versucht werden, den Einflul der Anharmonitit
auf die thermische Réntgenstreuung zu diskutieren. Insbesondere
interessierte uns die Frage nach der Bedeutung der Frequenzen, die man
aus den Messungen der Intensitit zwischen den Laue-Punkten ermittelt,
und welche Korrekturen man insgesamt zu beriicksichtigen hat.

Die Rechnung selbst ist etwas langwierig und hier nicht im einzelnen
angegeben. Insbesondere haben wir, um die Darstellung nicht zu um-
fangreich werden zu lassen, des 6fteren auf zwei andere Arbeiten?. ? {iber
den EinfluB anharmonischer Effekte auf Kristalleigenschaften hinge-
wiesen. Dort ist ein groBer Teil der hier benutzten Beziehungen dis-
kutiert. Wir betrachten hier nur primitive Gitter bei hohen Tempe-
raturen (oberhalb der Debye-Temperatur). Eine quantenmechanische
Rechnung fiir den ganzen Temperaturbereich soll spiter durchgefiihrt
werden. Der EinfluB der Anharmonizitdt wird auch bei der Neutronen-
streuung eine dhnliche Rolle spielen. Er mull bei der Auswertung der
Experimente dann auch beriicksichtigt werden.

2. Berechnung der Streuintensitit

Bei Beriicksichtigung anharmonischer Effekte stimmen die mittleren
Lagen %Y #nicht mehr mit den durch das Minimum der potentiellen
Energie definierten Lagen tiberein. Vielmehr sind sie als Ausgangslagen
fiir die Entwicklung (1.2) so gewdhlt, daf sie die wirklichen mittleren
Lagen der Atombewegung bei einer (festen) Temperatur T° sind. Da-
durch ist in den Y selbst noch ein anharmonischer Effekt (thermische
Ausdehnung) enthalten. Fiir eine genauere Diskussion vgl. &9 Wir
konnen jedoch nach wie vor annehmen, dafl die Entwicklung (1.2) sinn-
voll ist, wenn wir uns auf geniigend tiefe Temperaturen beschrinken.

Nun ist

5y — e'la¥—a") (2.1)
mit der Gewichtsfunktion (1.4) zu berechnen. Die Entwicklung der
potentiellen Energie (1.2) brechen wir jetzt nach dem Glied @, ab, weil

8 Lupwig, W.: J. Phys. Chem. Solids 4, 284 (1958).

9 LEIBrFRIED, G., and W. LubpwiG: Solid State Physics, Bd. 12. New York u.
London 1961.

10 LEIBFRIED, G., u. W, Lupwia: Z. Phys. 161 (im Druck).
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sich bei-der Diskussion anderer anharmonischer Effekte gezeigt hat, daB3
das eine gute Niherung ist, solange man nicht in die unmittelbare Nihe
der Schmelztemperatur kommt#8 9 Dann erhalten wir

—B&—BW
s =15 T B=r W=0+0,.  (22)

§ =
fe—‘B'p“_ﬂWdr

Ferner definieren wir einen ,,quasiharmonischen’ Mittelwert durch

s7h — [s-e PPy

fe"ﬂ‘p’d-r (23)

,» Quasiharmonisch* bedeutet hier, daB @,(..RY..) zwar formal genau
mit dem Ausdruck der harmonischen Niherung iibereinstimmt, daB es
aber iiber die mittleren Lagen R9(7) einen anharmonischen Effekt
(thermische Ausdehnung) enthilt. Dasselbe gilt fiir alle aus @, abge-
leiteten GroBen, wie z.B. die Eigenfrequenzen.

Der Ausdruck (2.2) 148t sich exakt nicht auswerten. Das iibliche
Verfahren ist dann, die Terme @, + @, = W als Storung zu behandeln*:

=5 g{sW" "W + | o
_’_%ﬂg{mqh__gqhw‘gqh_ ZWV_“ -V_th-|—2§(th)3}+ een } ( : )
Hier lassen sich zunéchst noch einige Vereinfachungen vornehmen. Zur

Beschreibung der anharmonischen Effekte geniigt es im allgemeinen,
wenn wir

d; bis zu quadratischen, @, bis zu linearen Gliedern (2.5)

beriicksichtigen. Hohere Glieder wiirden Effekte liefern, die von der
gleichen GréBenordnung sind wie die Effekte der in (2.2) vernachlissig-
ten Terme D, @;, ... Sie machen sich nur in der Nihe des Schmelz-
punktes bemerkbar. Ferner ist @,%* =0 (vgl. 8° und Anhang). Damit
wird aus (2.4):

Sy =50 — 5T, — B (5B, — T + }
Y e A )
Bei Berticksichtigung von (1.2a) sehen wir jetzt, daB die in (2.6) iiber die

quasiharmonische Verteilung zu mittelnden Ausdriicke alle von der
Form

(2.6)

q7q}... ¢+ (a9 —q0) (2.7)

* Dieses Verfahren ist korrekt, obwohl es eine Entwicklung nach Gré8en
(@, D,) ist, die proportional zn N sind. Das muB so sein, da sp selbst eine von N
unabhingige GréBe sein muB (vgl. dazu dhnliche Entwicklungen fiir die Zustands-
summe in 2).
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sind. Die Mittelwerte lassen sich leicht angeben, wenn wir von der
Funktion

s=eZxtel (2.8)

ausgehen; jede Differentiation nach einem speziellen K7 schafft einen

Faktor ¢ vor den Exponentialausdruck. Haben wir deshalb den Mittel-

wert 57 berechnet, so erhalten wir die Mittelwerte ¢ g s , g7 q“Sq

durch Differentiation von 57" nach den betreffenden KM etc. Die Mlttel—
werte der Ausdriicke (2.7) erhalten wir, wenn wir nach Durchfiihrung der

Rechnung setzen

Ky =0 fir g=b, g=0.

Ebenso erhalten wir die Mittelwerte von ¢''g"..., wenn wir am Ende
alle K§ =0 setzen.

Der Mittelwert von (2.8) iiber die quasiharmonische Verteilung ist
leicht zu berechnen (vgl. Anhang). Es ergibt sich

Teh (R9e) (R9'e) GLROY
5ok = exp{ Z Mok (1) } (2.9)
(R99' =R — NY). Die Eigenfrequenzen sind gegeben durch
Mo?(t Z e.e) %m:%@pMT (2.10)

o (f, 2) und e(f, A) enthalten jetzt, da sie sich auf die mittleren Lagen %9
beziehen, einen anharmonischen Anteil. Dagegen ist ER? frei von jeder
Anharmonizitit, da f proportional zu einem Vektor des reziproken Gitters
ist, dessen Produkt mit Y eine reine Zahl liefert (fiir eine genauere Dis-
kussion vgl. &9).

Mit (2.10) kénnen wir alle in (2.6) auftretenden Mittelwerte berech-
nen (vgl. Anhang). Zur Abkiirzung fithren wir die GroBen

s o g N prop
2 A N 2 on Mesejey - URTHERAER) (5 44 )
NM/ mnp
1]k

o e : m Tt s pP r ot
gy _ 13 OMeee e AR HIRATI L) (5 44
A NM? i 3pr
1 ikl

€=t 1), ..., 0 =0 (F,2),...).

ein, die nichts anderes als die Fourier-Transformierten der K.P. sind.
Diese enthalten auf Grund der Invarianz der @7}::: gegeniiber Trans-
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lationen um einen Gittervektor R =4}
Py =omIngh (2.12)
ein Kronecker-Symbol* der Form &, (f+1+ - - ).
Im Rahmen unserer Niherung (2.5) 148t sich das Ergebnis schreiben

T — _ (ﬁe)2 _ 1fin)
(kT2 < (Re)? 1) |oiL i @} ﬁ —f (2-132)
XM= 2Nz M w? ( - Z w2w’’? Z
i vy
mit
{5 4 4
. (kT)? Dy ] i iERD
F=1 _lNzMslzz (ww’w”)2 (Ste) (Re’) (Re”) e -

1 { (kT)? Z ( qj/’ll ﬂ. .@8) (@e:) (@eu) 66{9&"]2 +

NERIR 0w @)
Bk L LT
(kT)3 q’zl Ay Ay ‘DA, Agdg
+ 4 N3 M2 Z (w1w2w3w4w5)2 (@ 61) (ﬁ‘ 62) (@ 63) (964) (2,’13 b)
w [1— 4689 4 gt | ia-nw) _
LI LI
_(kTp Dl A7
YT > XL (Rey) (Sep) (Reg) (Seg) X

x [1—4et% 4350+
Nun kénnen wir nach (2.5) den Ausdruck in der geschweiften Klammer
von (2.13a) als Exponentialfunktion schreiben. Da die Abhingigkeit

dieses Ausdrucks von (fe)2[1 — ¢t dieselbe ist wie in dem quasi-
harmonischen Term vor der Klammer, kénnen wir beide Terme zusam-
menfassen und statt (2.133) schreiben

5 =exp[ I Z gﬁgz ( —e“”‘b)]xF (2.14)

mit neuen Frequenzen

trvy [ ¥ g if
1 1 + kT Z l‘pu'z"I_z__ D, ax x (2.152)
22(%, ) w?(f, A) 2N wt “ w'Zw”? & ’? ’
ra
oder
| 35 48 AT t—tv~¥
kT 1P 2| D, r
@) =2t i) — <L [ L N L FERE
o 7
v
* Da die -Werte diskret sind, ist §,(f+ ¥+ --) nur eine bequemere Schreib-

weise fiir das Kronecker-Symbol.
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Der Exponentialfaktor in (2.14) hat genau die Form wie der entspre-
chende Streufaktor s, der harmonischen Theorie, nur daB die harmoni-
schen Frequenzen durch die anharmonischen 2 (¥, 1) nach (2.15) zu er-
setzen sind. AuBerdem tritt in (2.14) durch die Anharmonizitit ein
Faktor F auf, der nicht ohne weiteres zu vernachlissigen ist, der aber
andererseits auch nicht formal in eine ,,harmonische Form‘ gebracht
werden kann, jedenfalls nicht ohne ziemlich willkiirliche und unanschau-
liche Umformungen. Im nichsten Abschnitt wird gezeigt, da3 die durch
(2.15) definierten Frequenzen auch vom physikalischen Standpunkt her
sinnvoll sind.

3. Die Bedeutung der Frequenzen Q(f,1)

Um die Bedeutung der Frequenzen £2(f, A) in einfacher Weise zu
sehen, diskutieren wir zunédchst den Fall der linearen einatomigen Kette
mit nichster Nachbarwechselwirkung allein (Federkonstante f, Anharmo-
nizititskonstanten g, 4) (Fig. 1). Die potentielle Energie ist

=0+ 32— N2+ 52" — ¢+

(3-1)
+ A=)+
=2 -7 1/ 7 2 3
000 00000000 G00000000 000000000 000000000 000000000 000
f—a—+ % /1

Fig. 1. Lineare Kette mit Massenpunkten (Masse M) an den Orten 0, a4, +2a,... Federkonstante f,
Anharmonizitdtskonstanten g, &

und die (2.10) bzw. (2.11) entsprechenden GréBen sind (¢ = Abstand
nichster Nachbarn)
w?=A4f/M sin? ka2
QFFE" — [ 8g/M®2.sin ka2 - sink’a/2 - sink"aj2 X
X 2 (—1)" 8k +k + k' — 2:mmla)

(3.2)
QFFFK” — {6 h/M?2 - sin ka2 -sin k'aj2 -sin k"a/2 - sin k'""aj2 X
X 2(— 1"+ + R +R"— 2nm/a).
Fiir die anharmonischen Frequenzen erhalten wir
fol =4f/M{1 —_;‘fis(gz—hf)}sinzka/z. (3.3)

Nun beziehen sich die K.P. aber auf die mittleren Lagen bei der jeweiligen
Temperatur, also auf (7). Eine Entwicklung um die harmonischen
mittleren Lagen ¢ (Minimum der potentiellen Energie) liefert (vgl. ®)

f@)=f+3-(@—ad) mit [=f@, g=2 (3.4)

da |a=g
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Die Differenz a —a,die thermische Dehnung, ist gegeben durch?:
a—a=—32f kT. (3.5)

Ferner konnen g und % in (3.3) bei Vernachlissigung hoherer Terme durch
die auf das Minimum der potentiellen Energie bezogenen Gréfen ersetzt
werden: g(a) ~g (@) =§¢; h(a) ~h(a)=h.
Mit N
@) =7(1—kT- g2/’ (3.6)
erhalten wir
. kT , .~ > .
92:4f/M-{1—7 (2g2——hf)}-sm2ka/2. (3.7)
2

Die A-Werte sind fir die

7 i egeben durch
2Vl B2 si0Ral2__— 7= lineare Kette gege
-

27 v
- kZTW; Nj2<v=NJ|2
(vgl.2.%). Ebenso wie a hingt
also % von der Anharmonizitdt
Y (und Temperatur) ab; dage-
Z gen hidngt ka=2mv/N nicht
Z davon ab.
L Durch (3.7) wird jeder
Fig. 2, Verlauf der Dispersionskurve £ (%) fiir versciiediZe Temperatur eine Dispersions-
Temperaturen Ty>T,>T;>0 kurve£2 (k) zugeordnet (Fig. 2).
Aus dieser Schar temperatur-
@'L abhingiger Dispersionskurven
~ erhalten wir die harmonische
~ Dispersionskurve, indem wir
Sa fiir jeweils festes ka den bei
hohen Temperaturen (ober-
halb der Debye-Temperatur)
gemessenen Verlauf Q(7) li-
1 near auf 7'=0 extrapolieren
2] 7 (Fig. 3). Die resultierende
Fig. 3. Tenfperaturabhé‘mgigkeit der Frequenzen .Q(?‘) fiir Kurve ist in Flg 2 gestrichelt_
festes ka bei hohen Temperaturen (ausgezogen) und lineare . .
Extrapolation (gestrichelt) Dasselbe Ergebnis ergibt
sichim dreidimensionalen Fall.
Fiir jeden Zweig der Dispersionskurven erhalten wir in jeder Richtung
von f eine Schar temperaturabhingiger Kurven, deren lineare Extra-
polation auf T=0 fiir festes %Za jeweils die harmonische Dispersions-
kurve liefert.
Ferner interessiert der Quotient £/ im Limes 2—0, da dieser im
harmonischen Grenzfall die Schallgeschwindigkeit fiir elastische Wellen

\
>

\
SN

27)
/
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liefert, die in einfachem Zusammenhang mit den elastischen Konstanten
steht. In der harmonischen Theorie ist die Schallgeschwindigkeit
temperaturunabhingig.

Aus (3.7) folgt zunichst
lim Q2/k2 = fa?/M {1 — kT[2f?(2
k—0

o

i)}, (3.8)

Um dimensionsmiBig in Uberein-
stimmung mit denimriumlichen Fall
definierten GréBen (elastische Kon-
stanten, Dichte) zu kommen, ergéin-
zen wir die lineare Kette durch Paral-

W
lelschaltunggleicher Ketten zu einem

000000Q0 000000000
dreidimensionalen ,,Gitter (Fig. 4), i
wobei zwischen den Ketten keine

Wechselwirkung existieren soll, aber  Fig.4. Modell einer linearen Kette, die durch
parallele Anordnung mehrerer Ketten zu einem

entsprechende Atome in allen Ketten  raumlichen Gebilde ergéinzt wurde. Die Verbin-

: : : dung zwischen den entsprechenden Atomen der
immer die gleIChen Auslenkungen verschiedenen Ketten denke man sich etwa durch

haben sollen. Die Dichte 4 ist dann starre Stangen der Linge a hergestelit
M|a3, und man erhilt

lim Q¥/k% = C)p (3.9)
k—>0
mit
C®=fla{1 — kTj2f2 (282 —}f)} = } (5.40)
=71a {1 — kT[22 (282 — k] — EF/a)} . '

Dabei ist (3.5) benutzt worden. Ci* ist genau die an anderer Stelle® ab-
geleitete isotherme elastische Konstante fiir hohe Temperaturen. Da die
Schallgeschwindigkeit w bei Beriicksichtigung anharmonischer Effekte
aber durch die adiabatischen elastischen Konstanten gegeben ist?19,

w? = C%¥p, (3.11)

gilt hier nicht mehr wie in der harmonischen Theorie, daB Q& fir k—0
gleich der adiabatischen Schallgeschwindigkeit ist.

Wir wollen jetzt zeigen, daB3 dieses Ergebnis auch fiir dreidimensio-
nale Gitter giiltig ist. Dazu seien nacheinander die drei Terme in (2.15)
untersucht.

a) Nach (2.10) ist fiir kleine f, da @9 = &¢~? und X PP =0 ist
(vgl. 2:5,9) b

Mot 2) =— 1 2D XD XDese; - &,
17rs
A (3.12)
:V:ZCii,rs(a) ' eieikrks’

ifrs
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wobel wir den durch

Py

Cijrsla) =— - DO XD X? (3.13)

b
definierten Kun-Huang-Tensor eingefithrt haben. V, ist das Volumen
einer Elementarzelle. Der Kun-Huang-Tensor hingt hier, da sowohl
die X? wie auch die ®}? und V, auf die mittleren Lagen bezogen sind,
noch von diesen ab.

b) Es folgt fiir kleine f aus (2.41a), da @I =0 7P" 7L und
Z @I, =0 ist, mit m—p =g, n—p=h d.h KR =R, ...

1
27,

Ty 0 U P,
oiLL — Ms/z > PN XN H A+ R e ek,
i S gh0 y-8 it %D (-14)
R 3h it e . e,
_M3/2‘Zb TrXret M eje ek,
8

Die letzte Zeile ergibt sich, da nach dem auf S. 409/410 Gesagten P51
ein Kronecker-Symbol 6, (f + ¥ +4-¥’) enthilt, welches fiir £—0 gerade
V' =—1V liefert.

Bei einer homogenen elastischen Verformung des Gitters gehen die
mittleren Lagen R {iber in

:§R+vm bzw. X;ZX,-—{—Zv,-,X,.

Der Verformungstensor v;, beschreibt die Anderung der Lagen. Bei
einer solchen Verformung dndern sich ebenfalls die Frequenzen o’ (¥, 1');
ihre Anderung 148t sich mit (2.10) schreiben als (alle Ableitungen nach
den v;, sind zu nehmen an der Stelle der unverformten mittleren Lagen,
d.h. fiir v;, =0)

8 ’2 ot r 0 ot -2 o)
w _Z lkeek‘l“zt eyek, J_=Z¢%?2ngﬁm ., (3.15)

k
a"hf 7 61) avi, b

da ¥'RY auch im verformten Zustand dieselbe reine Zahl ist wie im un-
verformten. Das erste Glied in (3.15) ist genau der in (3.14) auftretende
Ausdruck; der zweite Term in (3.15) verschwindet, da er wegen ¢;;, =1,
gleich

Z e; aek —2Mw

6ek rg 0 ’9
=Mw'?_—"— € =
ov;y ; k 0

ist (2 e, =1 wegen der Normierung der Eigenvektoren). Damit erhalten
%

wir schlieBlich

fft
AM dlnw’? 61nw2
i X i = 3 e sbhe 640

f
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c) Entsprechend ergibt sich fiir kleine f aus (2.11b) mit p—t =14,
n—r=g, m—r=g’
2 g ’ ’ AR ATE 4 b
QE Ef}.' )f’ — Tz Z @% ?Q?Xg Xgek € etf ®. eiejkr ks: (317)
wklfs
und da (ganz entsprechend zur 1. Ableitung unter b)

, b 0t,, Oepe;
e 9 90 Yo Yaa! of PR k! %1
8'0“31173 I)% ¢17 L X' Xsekel ¢ + Zl 3711:1 67/]'5 (318)
ki
ist, erhalten wir*
. q;i‘} fz"_f: 2nw dlnw'? dlnw’?
%1_1;1’(1);” w’? - M Z{Bv”@?},s 0v;y dvjs }eiejk’ks. (-19)
Insgesamt ergibt sich dann mit (3. 12, 16, 19) und M/V,=p
A R lnw
1 2 "
lim 0 22(t, 2) = Z{C,,,”( 2NV av“a%} ceik k. (3.20)

iirs

Der Ausdruck in der geschweiften Klammer stellt noch nicht genau
die elastischen Konstanten dar, denn er hat noch nicht die richtigen
Symmetrien. Aus (3.13) folgt

2NVC”,s ———Z@ X}")(X?———X;")
— ™myn m __ 29, &,
Z¢ (X’ Xs +Xs X:l) - 6vi,6v7-s a 3Uisavir a’
a Z@T;‘ =0 ist (vgl. #%1), Somit wird
m
o 1 - 2D, Flnw’
flg%QQ ( NI/‘; i;s{aviravfs _>——k Z 0v;, dv s}e e k k (321)

An anderer Stelle8,9,12 st in ganz allgemeiner Weise fiir die #sothermen
elastischen Konstanten bei hohen Temperaturen der Ausdruck

Z aaz mod  yr (3.22)

i P
NV, C3 g = ——2
2Tngs Vir Vs

0y 0Vjs

a

* Der zweite Term in (3.18) wird im folgenden vernachlissigt, obwohl er im
allgemeinen von Null verschiedene Beitrige liefert. Man kann sich aber an einem
einfachen Beispiel (z.B. zweidimensionales Gitter) klarmachen, daBl diese Beitrage
sehr klein sind (nur einige %, von dem ersten Term). Mit dieser Einschrankung sind
die im folgenden gemachten Aussagen giiltig. Der Beitrag des zweiten Terms ver-
schwindet bei zwei speziellen Modellen: 1. Zentralkrifte nur zwischen nichsten
Nachbarn, 2. alle Zweige der Gitterschwingungen werden durch einen mittleren
Zweig ersetzt, d.h. w hingt nicht von A ab (eine Art Debye-Modell).

11 Huang, K.: Proc. Roy. Soc. Lond. A 203, 178 (1950); vgl. auch LEIBFRIED, G.,
u. W. Lubpwia: Z. Physik 160, 80 (1960).

12 BorN, M.: Proc. Cambridge Phil. Soc. 39, 100 (1943).
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hergeleitet worden, wobei der Tensor der (symmetrischen) endlichen
Verzerrungen V;, mit dem der Verformungen v;, durch

2 %1 =V;y + Uy + Z Upi Uy
k

verkniipft ist. Bei Beriicksichtigung der Gleichgewichtsbedingung

2,
0Vir

1 2

SRS =0 6-29)
12 o

stimmt der Ausdruck in (3.21) dann gerade mit (3.22) iiberein®® Wir

haben also
tlin(l) o2 (L 2) =2 Cjs-ee;- b kg, (3.24)
g ijrs
was formal genau mit der entsprechenden Beziehung der harmonischen
Theorie iibereinstimmt. Damit ist auch gewihrleistet, daB der Einfiih-
rung dieser Frequenzen £2(f, 1) im vorigen Abschnitt eine verniinftige
Bedeutung zukommt. Hier stehen an Stelle der in der harmonischen
Niherung temperaturunabhingigen elastischen Konstanten die ¢so-
thermen elastischen Konstanten. Da die Schallgeschwindigkeiten im
rdumlichen Fall ebenso wie bei der linearen Kette durch die adiabatischen
elastischen Konstanten bestimmt sind®1°, liefert Q (¥, 4) fiir ¥—>0 nicht
die Schallgeschwindigkeiten.

4. Diskussion

Es soll nun versucht werden herauszupriparieren, was bei der thermi-
schen Roéntgenstreuung gemessen wird, bzw. wie man zu Aussagen iiber
die K.P. gelangen kann. Zunichst betrachten wir den Exponential-
faktor in (2.14) und lassen den Korrekturfaktor F auBer acht. Dann
haben wir einen Ausdruck, der formal wie in der harmonischen Niherung
gebildet ist, nur hingen die Frequenzen jetzt nach (2.15) von der Tempe-
ratur ab. Fiir die Intensitit haben wir dann

— i RRY kT () it R
I=N>f2e? -exp[—T —m?ﬂ—em) . (4.1)
b 12
Dieser Term ist experimentell schwiefig zu diskutieren. Es ist zweck-
miBig, ihn wie in der harmonischen Niherung (1.6) nach Phononen-
Prozessen zu entwickeln (vgl. 3:4.8):
I=Nf2exp[— LT—Z (Rﬁ}x

N M2
j ¥

(Re)?
X{N(Sp(a@)—l—kT%: e Spa+ab -]

(4.2)
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Der Faktor vor der geschweiften Klammer ist der Debye-Waller-Faktor,
der jetzt auch von der Anharmonizitit abhingt. Wiren nun alle
Mehr-Phononen-Prozesse sowie die Abweichung des Faktors F von
Eins klein verglichen mit der Ein-Phonon-Streuung, so kénnte man
aus (4.2) die Dispersionskurven £2(T) als Funktionen der Temperatur
ermitteln, indem man die Intensitit der Réntgenstrahlen zwischen den
Laue-Punkten ausmifft. Die Temperaturabhingigkeit der Ein-Phonon-
Prozesse ist (abgesehen vom Debye-Waller-Faktor) qualitativ in Fig. 5
dargestellt. Harmonisch steigt die Intensitit linear mit 7 an, die an-
harmonischen Terme geben einen in T quadratischen Beitrag.
Bei der Auftragung in Fig. §

muB man (z.B. fiir kubische
Kristalle) entweder ‘ _
1. ta, bzw. Ra wegen der - ankarmonisch
Funktionin (4.2), konstant lassen. § harmomisch
Dieses Produkt hingt nach S.412 & ,
bzw. 414 nicht mehr von der An- & /////
harmonizitit ab. Oder man hilt /4
2. f bzw. & konstant; dann //
muB man die thermische Ausdeh- i
nung & (7) noch beriicksichtigen, & v
die ebenfalls Proporﬁonal za T Fig. 5. Intensitit der Ein-Phonon-Streuung nach
ist. Qualitativ wird Fig. 5 dadurch (4.2) als Funktion der Temperatur

nicht gedndert.
Dieser zweite Fall diirfte fiir die Auswertung der Experimente der
giinstigere sein. Wir kommen darauf etwas weiter unten zuriick.
Wenn man die Zwei-Phononen-Prozesse (und hohere sowie den Fak-
tor F) vernachlissigen konnte, wire diese Bestimmung von 2(%, 1)
wieder ein relativ einfaches Verfahren. Durch Wahl einer entsprechend
groBen Wellenlidnge A fiir das Rontgenlicht kann man im Prinzip den
Beitrag der Zwei-Phononen-Prozesse und auch von F gegeniiber dem der
Ein-Phonon-Prozesse beliebig klein machen, doch wird dann gleichzeitig
auch die Intensitit der Ein-Phonon-Prozesse immer kleiner. -Praktisch
arbeitet man mit Roéntgen-Wellenlidngen in der GroBenordnung der
Gitterkonstanten. Dabei stellt sich dann leider heraus, daB3 der Beitrag
zur Intensitit durch die Zwei-Phononen-Prozesse bis zu 50% betragen
kann?®4, Dieser Anteil muB3 jeweils durch Rechnung ermittelt und ab-
gezogen werden (vgl. dazu die Rechnungen von C.B. WALKER?). Auch
die Drei-Phononen-Prozesse kénnen bis zu 5% Korrekturen liefern.
Um die GréBenordnung des anharmonischen Effekts abschétzen zu
kénnen, vergleichen wir den anharmonischen Beitrag zu den Ein-
Phonon-Prozessen (also die Korrektur in £2), mit den harmonischen Zwei-
Phononen-Prozessen. Beide Terme gehen mit 72. Bei diesem Vergleich
Z. Physik. Bd. 161 28
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machen wir einige Niherungen. Wir vernachlissigen die Dispersion in
den harmonischen Frequenzen @ (f, 4) und mitteln {iber alle Polarisa-
tionsrichtungen A der Phononen. Nach einigen Umformungen erhalten
wir niherungsweise fiir den anharmonischen Beitrag zum Ein-Phonon-
Proze§3

3{3’72 verglichen mit % (4-3)
fir die harmonische Zwei-Phononen-Streuung. y ist die Griineisen-
Konstante (fiir kubische Kristalle), « die Gitterkonstante, A die Réntgen-
wellenlinge. Wegen der Niaherungen gilt (4.3) natiirlich nur ,,im Mittel®,
d.h. es kann fiir ganz bestimmie einzelne Prozesse durchaus vorkommen,
daB die Zwei-Phononen-Streuung groBer ist als die anharmonische Kor-
rektur. Im Mittel sollte der Vergleich aber etwa die richtigen Verhéltnisse
beschreiben. Da y a2 ist, so ist 8/a® mit 1/42 zu vergleichen, wobei in
praktischen Fillen A ~ a ist. Die anharmonische Korrektur zu den Ein-
Phonon-Prozessen sollte etwas groBer sein als die von den Zwei-Phono-
nen-Prozessen herrithrenden Korrekturen. Im Prinzip kann selbstver-
standlich durch Wahl des A auch erreicht werden, daB die Verhiltnisse
umgekehrt liegen.

Dieselben GroBenordnungen ergeben sich bei einem Vergleich des
anharmonischen Beitrags zu den Zwei-Phononen-Prozessen mit den
harmonischen Drei-Phononen-Prozessen etc.

Um die temperaturabhingigen Dispersionskurven £(®, 1) zu er-
mitteln, kénnte man daher, solange man nur den Ausdruck der rechten
Seite von (4.2) betrachtet, wie bisher vorgehen. Von der gemessenen
Intensititsverteilung wird die Zwei-Phonon-Streuung nach dem Ver-
fahren von C.B. WALKER® und pauschal auch die Drei-Phononen-
Streuung* abgezogen *.

Die kleinen Anharmonizititskorrekturen in der Zwei-Phononen-
Streuung kann man niherungsweise beriicksichtigen, indem man fiir
die Temperaturabhingigkeit der £ (¥, 1) dieselbe wie die der isothermen
elastischen Konstanten annimmt. Aus der iibrigbleibenden Ein-Phonon-
Streuung erhielte man dann die Dispersionskurven £2 (§, A) fiir eine be-
stimmte Temperatur T; (Fig. 2). Wenn man die Intensitit bei verschie-
denen Temperaturen (oberhalb der Debye-Temperatur) messen wiirde,
erhielte man eine Schar temperaturabhingiger Dispersionskurven, aus
deren linearer Extrapolation die harmonische Dispersionskurve folgen
wiirde.

Dabei haben wir aber den anharmonischen Korrekturfaktor F in
(2.14) nicht beriicksichtigt. Leider ist es so, daB er, zumindest der erste
von Eins verschiedene Term in (2.13b), nicht vernachlissigt werden
kann. Durch eine GréBenordnungsbetrachtung 4hnlich der, die zu (4.3)

* Natiirlich muB vorher die Compton-Strenung beriicksichtigt worden sein.
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gefithrt hat, erkennen wir, daB dieser Term fiir 4 ~ a etwas kleiner ist
als der Anteil der harmonischen Zwei-Phononen-Prozesse. Um zu guten
Ergebnissen fiir £2 (¥, 4) zu gelangen, muB dieser Term also relativ genau
berechnet werden, etwa so, wie C.B. WALKER? die Zwei-Phononen-
Streuung berticksichtigt hat. Dazu ist aber groBer numerischer Aufwand
erforderlich. Die GréBe der Anharmonizititskonstanten @)% ¥ bzw. @719
kann, wenigstens niherungsweise, aus der thermischen Dehnung ent-
nommen werden. ‘

Fiir die drei letzten Terme in (2.13b) geniigt es dagegen, wenn sie
ziemlich pauschal beriicksichtigt werden, etwa so wie die Drei-Phononen-
Prozesse, da sie etwa von derselben GroBenordnung sind (fiir a ~A).

Alle bisherigen Experimente sind nach (4.2), ohne Berticksichtigung
des Faktors F ausgewertet worden. Da der erste von Eins verschiedene
Termin F aber, jedenfalls fiir 4 a2 a, von derselben Gréfeist wie der Unter-
schied zwischen £ und &, sind die nach (4.2) erhaltenen Ergebnisse mit
einer entsprechenden Ungenauigkeit behaftet.

An dieser Stelle sei nochmals auf die zwei Niherungen hingewiesen,
die bei der Ableitung von 5, [Gl. (2.14)] gemacht wurden, nimlich

1. Abbrechen der potentiellen Energie (1.2) nach dem @,-Glied,

2. Beriicksichtigung von Gliedern, die hochstens quadratisch in @,
bzw. linear in @, sind.

Die niachsthoheren Glieder, sowohl unter 1. als auch unter 2., wiirden
Effekte gleicher GréBe und gleicher Temperaturabhingigkeit liefern.
Es 148t sich abschitzen, daB der Korrekturbeitrag dieser Glieder zum
Ein-Phonon-ProzeB etwa von der GréBe der harmonischen Drei-Phonon-
Prozesse sein wiirde (fiir 4 ~~ ) und die gleiche Temperaturabhéngigkeit
haben wiirde. Da man von diesen héheren anharmonischen Gliedern
aber, z.B. bei elastischen Konstanten etc., nichts bemerkt, solange man
nicht in unmittelbare Nihe der Schmelztemperatur kommt, wiirde das
bedeuten, dafl man auch die Drei-Phononen-Prozesse vernachlidssigen
konnen miiBte.

Wir schlagen deshalb folgendes Verfahren zur Auswertung der ge-
messenen thermischen Réntgenstreuung vor: Man ermittelt in der tbli-
chen Weise die Intensititsverteilung* zwischen den Laue-Punkten fiir
verschiedene Temperaturen (oberhalb der Debye-Temperatur) und divi-

diert die so erhaltene Verteilung durch den Debye-Waller-Faktor

exp{__ % (Tg’eg);} Letzterer kann mit hinreichender Genauigkeit

berechnet werden (vgl. unten). Den Rest [d.h. also die Ein-, Zwei-, . . .
Phononen-Prozesse mit dem anharmonischen £ (f, 1) und dem FaktorF]
dividiert man durch die Temperatur T und trigt das Ergebnis fiir festes
% Natiirlich nach Abzug der Compton-Streuung und Beriicksichtigung aller
Faktoren, die in (2.1) weggelassen wurden.

28*
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fa = Qa als Funktion von T auf (Fig. 6). Liegen dann die Punkte an-
nihernd auf einer Geraden, so kénnen Drei-Phononen-Prozesse und andere
Beitrige derselben: Temperaturabhingigkeit vernachlissigt werden.
Denn die letzteren sind in'der skizzierten Auftragung proportional zu 7.
Liegen die Punkte nicht auf einer Geraden, miissen diese Terme beriick-
sichtigt werden. Im Rahmen der experimentellen und auch theoretischen
Genauigkeit sollte dieses Verfahren ausreichend sein. Durch Extrapola-
tion des Temperaturverlaufs auf 7" =0 erhilt man dann den Anteil der
harmonischen Ein-Phonon-Prozesse (Fig. 6), aus dem man dann in der

~~

~ N

=9

5‘2 Drei-Ph.~Pu.a~T*
'y e

3 Farm. Zwei-Ph.~P

*1' = ,,/—’/” anharm. Beitrag 2. bin-Pb. »/’] ~T
I P el 7. anharm. Jermin F
X I e e T— —
T harm. Ein-FPh.~P

H
[~ 7
Fig. 6. Vergleich der Temperaturabhingigkeit der verschiedenen Beitréige zur thermischen Rontgenstreuung:
Ein-, Zwei-, Drei-Phononen-Prozesse, anharmonische Beitrige und Korrekturen etc.

iiblichen Weise leicht die harmonischen Dispersionskurven und damit
die K.P. zweiter Ordnung ermitteln kann.

Man kann aber genau so gut eine Auftragung wihlen, in der man &
konstant ]JdBt. Dann gibt es zusitzliche Beitrdge der thermischen Aus-
dehnung a(T) zu den in T linearen und quadratischen Termen der Fig. 6,
die aber den extrapolierten Wert nicht beeinflussen.

Schwieriger ist die Bestimmung der temperaturabhiingigen Dispersions-
kurven £2(®, ). Um sie zu erhalten, muB man viele andere
Beitriage abziehen, was relativ ungenau sein diirfte. Nur wenn sich
herausstellen sollte, daBl man die in T quadratischen Beitrige nach Fig. 6
vernachlissigen kann, koénnte man vermutlich zuverlissige Aussagen
erhalten.

Zum SchluB sei noch eine Bemerkung iiber den Debye-Waller-Faktor
kT Re)? h K2 T
of- 5 PR} e - A ) o
1A

gemacht. Die rechte Seite von (4.4) erhilt man, wenn man das Debye-
sche Spektrum fiir die Gitterschwingungen zugrundelegt, wie es bei der
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Diskussion dieses Faktors im allgemeinen geschieht (vgl. :1%), Experi-
mentell 148t sich der Debye-Waller-Faktor z. B. aus der diffusen thermi-
schen Réntgenstreuung ermitteln!4, woraus man die Debye-Tempera--
tur @pyw bestimmen kann. Auch dieser Faktor, d.h. @py, hingt iiber die
£(t, 1) von der Anharmonizitit ab. Driickt man @y in der iiblichen
Weise durch die elastischen Konstanten aus, so muB3 man nach den in
Abschnitt 2 angestellten Betrachtungen die dsothermen elastischen
Konstanten zu der jeweiligen Temperatur benutzen. Man kann also
schreiben (fiir hohe Temperaturen)

Opw = O {1 — BkT}. (4.5)

@ ist die harmonische Debye-Temperatur; die Gré8e B hingt davon ab,
wie man @y aus den elastischen Konstanten ermittelt. Fiir ein ¢sofropes
Kristallmodell ist z.B.

1 k2 [ M \§ i/1 2\, Y
Bbw W(eﬁ) e (Z T E)’ o =Dichte  (4.6a)
und damit
_ 1 dlng 1 dlncy, dlnv&}
2Bk =1 “n — L lo, ar T2 TR (46D)

mit isothermen elastischen Konstanten ¢,, und ¢;;. Im allgemeinen
ist d1n ¢, 5/dT<<0 und dem Betrage nach gro3 gegen 4 In p/dT, so daB3
B positiv ist.

Der harmonische Wert @ stimmt nicht iiberein mit dem Wert, den
man erhilt, wenn man fiir ¢,z die bei 7= 0 gemessenen (isothermen)
elastischen Konstanten einsetzt. Denn fiir T—01ist kT in (4.5) durch die
Nullpunktsenergie zu ersetzen, wodurch Differenzen zwischen Opy (0)

und @ resultieren.

Wesentlicher sind die Unterschiede, die bei einem Vergleich von (4.5)
mit der aus der spezifischen Warme fiir 7—>0 ermittelten Debye-Tempe-
ratur auftreten. Um den Vergleich durchzufithren, mull man natiirlich
erst das durch (4.6a) definierte @py auf das die spezifische Wiarme be-
stimmende umrechnen*, Dann zeigt sich aber, daBl weder das so umge-

rechnete © noch das Opw (0) mit der aus der spezifischen Wérme fiir

* Beide Werte unterscheiden sich durch die Art der Mittelung. Fir das @ der
spezifischen Wiarme gilt, wenn man die harmonische Niherung zugrunde legt, z. B.

fiir isotropes Material
3 1 2
ST YN EL L
&3 1872 13 11 Caa
13 DEBYE, P.: Verh. dtsch. phys. Ges. 15, 678, 738, 857 (1913). — Ann. Phys.
43, 49 (1914). — WALLER, I.: Theoretische Studien zur Interferenz und Disper-

sionstheorie der Rontgenstrahlen. Uppsala 1925.
14 PAsKIN,A.: Acta crystallogr. 11, 165 (1958); 12, 190 (1959).
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T —0 ermitttelten Debye-Temperatur {ibereinstimmen. Fiir eine ge-
nauere Diskussion miissen wir auf andere Arbeiten verweisen®9 Um
numerische Aussagen zu machen, stehen uns nicht geniigend experimen-
telle Daten zur Verfiigung.

Experimentell 148t sich o bestimmen, indem man @y bei verschie-
denen Temperaturen (>6@pyw) aus der diffusen Réntgenstreuung ermittelt
und linear auf T'= 0 extrapoliert.

Herrn Professor Dr. G. LEIBFRIED danken wir fiir anregende und fordernde
Diskussionen.

5. Anhang
Den quasiharmonischen Mittelwert von
S = exp {iZK?qlg} (5.1)
[:12

erhalten wir in derselben Weise, in der der Mittelwert von S=exp {i & (a0 — %)}
berechnet wird, indem man Normalkoordinaten einfithrt, die das System der
Oszillatoren in der quasiharmonischen Niherung entkoppeln. Die Rechnung ist in
vielen Darstellungen publiziert!>¢:7 und soll hier nicht diskutiert werden. Es resul-
tiert

- —_— g g’ , ’
ah _ XS gogy sl _ kT (8%e) (R% ) rme0
S exp{ > ZKI K g7 97 ;= exp AN ZZ Mo (5, ) e (5.2)
i T
mit RS = Re — R,
Durch zweimalige Ableitung nach K und ¢ K'; folgt daraus

KT < ejej jpmmn = (kT\2 (R%e) (8% ¢)
m no_ KL 17 IR = e (3 o
GG S= N LMt s-(%) 2 Mooy 9%
7 1T 53 (5.32)
« HIRMO LirgnY | =

oder mit (1.2a) und (2.10)

—_— kT)2 g g’ . ;o
5,5 =,-5 - -7 z Wo@%e) s 5, (53D)
ag

wobei (2.12) benutzt wurde und @, = § N& T ist.
Ganz entsprechend folgt mit (2.11) und (2.12)

_ i(kT)? (D}}'}: , . B it R i pr D=
BS= cxion 2 (waraE O (B96) (RY€) (R ¢") RO+ it 58S (5.4)
T Py
A
It ¥-p
— = = = (kT3 D, w o ,
DS = S-Sy (wm'w/,)TZ (R8e) (RY e) 170 4
t 89
e LLtnt
= (kT)¢ D > (5.5)
TS AN 2 (o) o (e (Rrer) (Rvey) (Rhey) x
allefg \ 127374 alleg
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5; und 63 sind, wie schon in Abschnitt 2 ausgefithrt, dadurch definiert, da nach
Durchfithrung der Rechnung
f8=0 firalleg

gesetzt wird. Insbesondere sehen wir sofort, daB alle ungeraden Potenzen von ¢,
also ¢, q}“q;?qg, ... bei der Mittelung verschwinden.

In (2.6) heben sich das erste Glied von (5.5) und von (5.6) jeweils heraus. Der
Rest liefert dann nach einer etwas lingeren, aber einfachen Umiformung unter
Beriicksichtigung von

/b= @, RO=—§; R8 =0 fiiralle g=§,0

gerade (2.13). Wir wollen die Rechnung im einzelnen hier nicht angeben. Die in
(5.5) und (5.6) jeweils im zweiten Term auftretenden Glieder mit 1”4 4 bzw.
A" A sind von héherer Ordnung in den Anharmonizititsparametern und wurden
daher bei der weiteren Rechnung fortgelassen.
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