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In small-angle scattering experiments with slit-height geometry one measures an intensity distribution due to a scattering
function distorted by a correctable slit-breadth effect and the effect of slit-height. We discuss the influence of a finite range of
measured intensity on retrievable information for two limiting types of scattering functions. The relationship in scattering
function, slit-height function and range of intensity distribution can be used for optimizing measurements and also in the design
of apparatus.

Bei Kleinwinkelstreuexperimenten mit Spaltgeometrie fithrt der sog. Spalthoheneffekt neben dem allgemein korrigierbaren
Spaltbreiteneffekt zu einer systematischen Verschmierung der Streufunktion. In der vorliegenden Arbeit wird fiir analytische
Losungen der Integralgleichung des Spalthoheneffektes der EinfluB des endlichen MeBbereiches auf die aus der Messung erhélt-
liche Information iiber die zugrundeliegende isotrope Streufunktion an zwei Grenztypen fiir experimentell auftretende Intensi-
tatsverteilungen diskutiert. Der gewonnene Zusammenhang zwischen Streufunktion, Spalththenfunktion und MeBbereich kann
fiir die Optimalisierung von Messungen und fiir die Dimensionierung von Apparaturen verwendet werden.

1. Einleitung

Bei Kleinwinkelstreuapparaturen wird oft statt
Lochblenden aus meBtechnischen und apparativen
Griinden (Nachweis mit Zahlrohren, fokussierende
Anordnungen mit Zylinderspiegeln [1]) eine Spalt-
geometrie bevorzugt, wodurch bei kleiner Breite des
Primérstrahls die Intensitit der Neutronen oder Ront-
genstrahlen gegeniiber einer Punktgeometrie erhéht
werden kann. Eine derartige Geometrie fithrt jedoch
zu systematischen Verschmierungen der wahren Streu-
funktion. Man muf} hierbei zwischen zwei Effekten
unterscheiden: 1. die Spaltbreitenverschmierung in-
folge der noch endlichen Breite des Primérstrahls, und
2. die Spalthdhenverschmierung, die durch die aus-
gedehnte Spalthéhe hervorgerufen wird.

II. Spaltbreiten- und Spalthoheneffekt

Die Intensititsverteilung iber den Primérstrahl
sei durch ¢y (k,u) beschrieben, wobei

4n . 9 2n

k:Tsmiz 77@‘},

B (1)
u=2"gn % ~ 27 .

2 2 i

# ist der schlieBliche MeBwinkel und ¢ der Azimut-
winkel in u-Richtung senkrecht zu A. Ist die Primér-
intensitdt 7,(h,u) nach » und u separierbar, so daf3

io(h’u) = zB(h) ' iH(u)’ (2)

so kann die Spaltbreiten- und Spalthohenverschmie-
rung, ebenfallssepariert, exakt mathematisch formuliert
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und korrigiert werden [2]. So wird die Spaltbreiten-
verschmierung durch ein echtes Faltungsintegral
beschrieben [3, 4]:
Go(h) = f tg(h') - G(h — R')dh'. (3)

Diese Integralgleichung 148t sich gemill dem Fal-
tungssatz durch Fouriertransformation [2] von G (k)
und iz(k) nach G(k) 16sen, was einer Korrektur auf
unendlich schmalen Spalt entspricht. Diese Korrektur
ist numerisch um so exakter durchfiithrbar, je breiter
die Funktion Gy(h) bzw. G (k) gegeniiber ¢y (k) ist und
je schwicher der Abfall G(h) — 0 fiir |A] — co ist. Im
Gegensatz zu G,(h) enthilt die so gewinnbare Inten-
sititsverteilung G (k) nur noch den Spalthoheneffekt.
In der Folge soll angenommen werden, dal3 der Spalt-
breiteneffekt bereits korrigiert bzw. die Spaltbreite
gegeniiber der Spalthohe sehr klein sei und der Spalt-
breiteneffekt deshalb vernachlassigt werden kénne.

Der Spalthoheneffekt wird durch eine vom Fal-
tungstyp unterschiedliche Integralgleichung beschrie-
ben [2, 5, 6]:

Gy = [ i) J/R® + u?) du, (4)
0

wenn .J (k) die wahre Streufunktion bedeutet, die nur
durch das streuende physikalische System bestimmt
ist, und ¢ (u) = ¢ (u) + iz (—u) gesetzt wird.

Diese Gl. (4) 148t sich durch Substitution um-
schreiben in die Form:

G(h) = f N

Aus dieser Gestalt der Integralgleichung kann di-
rekt abgelesen werden, daf3 der Spalthoheneffekt mit
der Spalthéhe und — im Gegensatz zur Spaltbreiten-
verschmierung — mit der Reichweite der Streufunk-
tion J (&) zunimmt, da G(#) durch den Verlauf von
J (v) fiir v = h bestimmt ist.

Die Losung der Integralgleichung (4) bzw. (5) kann
fiir einige Sonderfélle in analytischer Form angegeben
werden :

1. Kann der Spalt als unendlich hoch und gleich-
méfig ausgeleuchtet angenommen werden, also ¢ (u) =
= ( = const. fir 0 < |u| < oo, so lautet die Losung
(5, 71:

”2"‘2’ v J(v)d (5)

o th F u?)

J (k) =— = e

,;of

oder nach Substitution:

) du, (6)

J () = / e ™)

2. Kann die Spalthohenfunktion bei ,,endlichem**
Spalt durch eine GauBfunktion dargestellt werden:

i(u)=C e ¥ 0 =< |u] < oo,s0heilt die Losung [8]:
1 ., - d
J(h) = — - ehia’ — e X
( ) C 0/ thz Tz

(8)

k4w du
X |G(V/h2+u?) e a ———
[ (v ) JWHw
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oder nach Substitution:

1 < d

Lo 1D

J (k) o f o
h

II1. Der Einfluf des endlichen Mefibereiches

Die Messung der Intensitatsverteilung G(k) kann
im Experiment nur bis zu einem maximalen MeBpunkt
(Impulsiibertrag) |k| .« = b gemessen werden, sei es
aus Grinden der Mefzeit, der Intensitit oder der
Apparatedimension. Das Problem ist nun die Wahl
eines im Hinblick auf die gesamte Auslegung des Ex-
periments optimalen Ay, oder anders formuliert: Wie
groll muf hy, bei vorgegebener Spalthohe sein, um bei
Messung einer Intensitidtsverteilung G'(k) im Bereich
|2] < hy geniigend, den iibrigen experimentellen Be-
dingungen angepafite Information iiber die wahre
Streufunktion J (k) zu erhalten ?

Wie aus (7) und (9) ersichtlich, geht 2, ganz emp-
findlich in die Bestimmung der Streufunktion J (%) ein,
da infolge des endlichen MeBbereiches || < hy, die
Integrationen nur bis hy ausgefiithrt werden kénnen.
Uber h,, hinaus kénnen iiberhaupt keine Aussagen
mehr gemacht werden. Die erhéltliche Information
iber J (k) geht mit |k| — hy gegen Null. Die Situation
wird durch Anpassung einer analytischen Funktion
G* (k) fur |k| = hy, keineswegs verbessert, sondern
lediglich verschleiert.

Anhand der beiden experimentell zu erwartenden
Grenzfille fiir monoton abfallende isotrope Intensitéts-
verteilungen G (k), ndmlich die GauBfunktion G (k) =
= K - e= ¥, die mit |h| — oo stidrker als jede Potenz
|h|=" gegen Null geht, und die Lorentzfunktion
G(h) = K - (1 + h*bZ)7?, die sehr schwach gegen Null
geht, wurde der Einflul des endlichen MeBbereiches
auf die Streufunktion J(h) quantitativ mittels der
Loésungsgleichungen (6) bzw. (7) fir den unendlichen
Spalt und (8) bzw. (9) fir den endlichen Spalt mit
gauBformiger SpalthShenfunktion i(u) = C - e—v/e
bestimmt. (Die beiden Grenzfille entsprechen der sog.
Guinierschen Naherung und der Streufunktion bei
kritischer Streuung.)

Dazu wurde jeweils die Funktion J(k, hy) nach
den GI. (6a)

[G(v) e~ ¥*]dv . (9)

[ R —
4 2 2
Tk hy) = — = . L TR+ ) gy (6a)
n C . VA 5w
und (8a)
Vg — b
1 d
J(h7 klu):_gehz/az D ¢
c of dJr + u? (8a)
[ _ Rt du
(Vi w?) T

soweit moglich, analytisch und numerisch mit Hilfe
eines Fortran-Programmes mit einer TBM 1401* be-
rechnet, wobei zls Parameter der Quotient aus Mel3-
bereich %, und Breite b der meBbaren Funktion
G (h), hylb, sowie das Verhiltnis aus Breite b der Funk-
tion G'(h) und Spaltbreite a, b/a, variiert wurden.
bja wurde so gewihlt, daBl der Bereich von unendlicher
Spalthéhe bis nahezu Punktgeometrie {iberdeckt

! TBM 1401 des Instituts fiir Angewandte Mathematik der
Kernforschungsanlage Jiilich.
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wurde. Die Abb. 1-3 zeigen iiber einem reduzierten
MeBbereich h/h,, den Verlauf der Quotienten
J (h, hu)
fir die GauBfunktion und die Lorentzfunktion bei
Variation der moglichen Parameter. J (h, o) bedeutet
die bei unendlichem MeBbereich erhiltliche, also
ideale, Funktion J (k).
Fir die analytisch 16sbaren Falle ergibt sich:

1. i(u) =

C = const. fir 0 =< |u| < co:
a) G(h) =K -e= PP 0 < |b] = hyys

Q(h, hyy) — (’”M Vl— R ) (10)

wobei @(y) das Fehlemntegral bedeutet.

: (i)z)*

, 0= |h] = Ry

<h >
w

(11)

iy (B2
+aretg( bo l/—;—i—k—L}[)_—z_
Vi () ()
2 i(u):O-e—u’/az fir 0 < [u]<00'
a) Gh)=K-e WP 0= b <
QU hyy) — (1/1+ Pl (LY ); (13)
b) G(h)=K-(1+ (-b’”—)z)_ L0 = |B] < hy:

Fiir diesen Fall warden die Integrationen numerisch
durchgefiihrt.

1V. Diskussion

Im folgenden sollen die in den Abb.1-3 dar-
gestellten KErgebnisse diskutiert werden. Alle Dia-
gramme enthalten fiir 0 < |A| < A, den Quotienten
Q(h, hyy), das Verhdltnis der fehlerhaft berechneten
zur idealen Streufunktion, so dafi J(k, hy)/Q(k, hyy)
direkt die ideale Streufunktion fiir diese Fille liefert.
Im Idealfall sehr guter Messung bei praktisch unend-
lichem Mefbereich wire der Verlauf von Q(k, ky,) eine
Rechteckfunktion @ =1 fiir 0 < Afh,, < 1. Die Ab-
weichungen der Kurvenverldufe in Abb.1-3 von
dieser Rechteckfunktion spiegeln den EinfluBl des end-
lichen MeBbereichs auf die Spalthéhenkorrektur und
somit auf den Verlauf der aus den Messungen erhélt.
lichen Streufunktionen.

Abb. 1 enthélt in zwei Kurvenscharen die Verldufe
des Quotienten @ (k, hy) fir den Fall unendlicher
Spalthéhe ¢(u) = const. fiir die beiden Grenzfille
GauBfunktion und Lorentzfunktion. Als Parameter
wurde hy/b bzw. hy /b, zwischen 1 und 10 variiert
(d bzw. by sind die lfe- bzw. Halbwertsbreiten der
Funktionen ¢ (#)). Daraus ergibt sich: Wird die Gaul}-
funktion nur bis Ay = b, also hy/b = 1, gemessen, so
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ist der in J(k, hy) enthaltene systematische Fehler
infolge des endlichen MeBbereiches im besten Fall
(h=0) 31,5% und die Information nimmt mit
|| —~ hpy = b sehr schnell ab. MiBt man jedoch bis
hy = 2b, so wird bereits fiir den halben MeBbereich
|k| £ b die Abweichung kleiner als 109 und fir
hy = 3b bis 10b geht der Quotient @Q(h, k,,) sehr

0 95 0

Abb. 1. Einflu des endlichen MeBbereichs [h| < hpy auf die spalththen-

korrigierte Streufunktion bei unendlicher Spalthéhe i(u) = C, |u] < oo.

G(h) = K - exp (—h’/b*) ———— G(h) = K/(L + hibd);
= 0,833 %)

schnell gegen 1: im gesamten Mefibereich |&| < 10b
wird die Streufunktion J (%) recht genau erhalten. Die
Ursache fiir die starke Konvergenz des systematischen
Fehlers gegen Null mit A ,,/b — oc liegt natiirlich in dem
starken Abfall der GauBfunktion, die in ihren Aus-
laufern keine wesentliche Information mehr enthilt.
Im Gegensatz hierzu konvergiert der Quotient fiir die
Lorentzfunktion duBerst schlecht, was in ihrem sehr
schwachen Abfall mit |A|~2 begriindet ist. Hier kann
ein Fehler von 59 nur im Gebiet |h| < 5b, fir h),
= 10b, unterschritten werden. Das bedeutet, dafl im
Falle der Kleinwinkelstreuung am kritischen oder
Curie-Punkt mit lorentzformigem Streugesetz eine
Spaltgeometrie mit nahezu (verglichen mit der Breite
by) unendlicher Spalthohe sehr ungiinstig ist, da zur
Elimination des Spalthoheneffektes ein sehr grofBer
MeBbereich erforderlich ist. Dagegen ist der Einflu§
beziiglich der Guinierschen Néherung (GaufBfunktion)
nicht allzu groB. Der Fehler 18t sich bei einem MeB-
bereich A, > 3b praktisch im ganzen Bereich sehr
gut korrigieren.

Wenn umgekehrt Apparatur und maximaler Mef3-
bereich k,, festliegen, so kann nur fir die Fille aus-
reichende Information iiber den Verlauf von J (k) er-
halten werden, fir die b < k,,/3 fir Gaubfunktionen
und b, < hy,/10 fiir Lorentzfunktionen ist. Nur solche
Funktionen sollten sinnvollerweise mit einer solchen
Apparatur gemessen werden.

Abb. 2 stellt entsprechend Abb. 1 fiir den Grenzfall
der gaulbformigen Intensitatsverteilung G(h) den
Quotienten @(h, hy) in drei, den Parametern bja = 0;
1; und 2,83 zugehorigen Kurvenscharen (A, /b = 1; 2;
3; 10} dar, wobei die Spalthohenfunktion ¢ (u) zwecks
Variation der Spalthohe als gauBférmig mit der Breitea
angesetzt wurde. Der Ubergang von bja =0 zu
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bja = 2,83 stellt den Ubergang von unendlicher Spalt-
hohe (relativ zur Breite b) zu nahezu Punktgeometrie
dar. Aus den Kurvenscharen 1aBt sich der abnehmende
Spalthoheneffekt bei abnehmender Spalthohe, d. h. die
starke Konvergenz der Kurven gegen 1 mit bjfa — co

"o 95 b
A

g —

Py

Abb. 2. EinfluB des endlichen MeBbereichs |k| =< hy auf die spalthshen-
korngxerte Streufunktion bei gauBformiger Spalthohenfunktion <(u)
= C - exp (—u?/a®) fur den Grenzfall G(h) = K exp (—hb?), ———r
bja = 0 (unendliche Spalthohe); —— —b/la = 1; — - — - — bla = 2,83

direkt ablesen. Aus diesem Diagramm lassen sich die
fiir eine hinreichend genaue Bestimmung der Streu-
funktion aus quasi gauBférmigen Intensitatsverteilun-
gen erforderlichen Parameter fiir das Streuexperiment
entnehmen. Hierbei miissen die Parameter den iibrigen,
die Fehler des Experiments bestimmenden Bedingun-
gen (z. B. Impulsrate) angepalt werden, wie es die
Optimalisierung eines Experiments erfordert. Ist z. B.
eine Erniedrigung der Spalthéhe ohne Intensitéts-
verlust moglich (Fokussierung), so wird man nahe an
Punktgeometrie herangehen, denn hier (bja~ 3) ge-
niigt der MeBbereich hy /b = 2, um den Spalthéhen-
effekt in diesem Bereich praktisch quantitativ zu eli-
minieren. Ist eine Anderung der Spalthéhe mit einem
erheblichen Intensitédtsverlust verbunden, so muf ein
Kompromifl zwischen dem fiir eine geforderte In-
formation iiber die Streufunktion J(h) notwendigen
MeBbereich (bei gegebenem Spalthéhenparameter bja)
und der durch die so festgelegte Intensitat bestimmten
MeBdauer geschlossen werden. Hinzu kommt z. B. bei
Neutronenstreuversuchen die Frage der noch vertret-
baren Kosten, die sowohl mit dem MeBbereich als auch
mit der MeBzeit stark ansteigen.

Abb. 3 enthilt die der Abb.2 entsprechenden
Kurvenscharen fiir den Grenzfall der Lorentzfunktion.
Bemerkenswert ist hierin, daB im Gegensatz zur unend-
lichen Spalthohe (bja = 0) die Konvergenz des Quo-
tienten fiir Ay, /b, — co sehr stark ist, so dall auf jeden
Fall bei Streuung am kritischen Punkt von Gasen oder
am Curie-Punkt oder bei Streuung an Versetzungen
[9], mit schwach abfallenden Streufunktionen, ent-
weder die Spalthohe direkt oder durch Soller-Kolli-
matoren die effektive Spalthohe verringert werden muf3.
So liefert die Messung bei by/a = 1 sehr gute Aussagen
iber J (k) fir |h| < hy,, wenn der MeBbereich lediglich
drei Halbwertsbreiten von G (k) umfalit: by = 3b,.
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Ausschlaggebend fiir die Wahl der geeignetesten
Parameter fiir eine Optimalisierung ist stets der Zweck
der Messung. Haben z. B. Probemessungen ergeben,
daB der Intensitétsverlauf einer GauBfunktion ent-
spricht, und interessiert lediglich die Breite b (z. B. zur
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Abb. 3. EinfluB des endlichen MeBbereichs [#| < hy auf die spalthShen-
korrigierte Streufunktion bei gauBformiger Spalthohenfunktlon i (u)
= (- exp (—u*/a®) fiir den Grenzfall G(h) = K/(l + hﬁlbo)
bofa = 0 (unendliche Spalthohe); — - — + — byfa =

boja = 2,33

Bestimmung des Trégheitsradius in Guinierscher Néhe-
rung fir vergleichende Messungen der Partikelgrofie),
so genligt es, im MeBbereich A, = 2b mit unendlicher
Spalthohe (vgl. Abb. 2: Kurve hy/b = 1 fiir b/a = 0)
den Ort des 1/e-Abfalls von G (k) genau zu bestimmen,
um b festzulegen. Die Abweichung der experimentell
bestimmten GroBe b* vom wahren Wert b ist um so
kleiner, je geringer die Differenz des Quotienten
@ (b*, hy) von seinem Anfangswert @ (0, k) ist. Dann
mag zwar der Absolutwert von J(h, k) erheblich
falsch sein, die Breite b hat jedoch nur einen kleinen
Fehler. Das Verhiltnis 5*/b berechnet sich bei An-
nahme von Gaulfunktionen fir G(k) zu:
_ Q (5%, hy)
T_Vl +ln<Q(O,hﬁ)

Die hier durchgefithrte Behandlung des Zusammen-
hanges zwischen Spalthoheneffekt und MeBbereich
gilt in dieser Form allgemein fiir isotrope Streuinten-
sitdtsverteilungen. Die in den Diagrammen 1-3 dar-
gestellten Ergebnisse beziehen sich jedoch nur auf
monoton abfallende Funktionen. Streufunktionen mit
Nebenmaxima werden in ihrer Gestalt wesentlich
starker beeinflufit, so daf lokal die Abweichungen von
der Idealfunktion J(h) die hier gezeigten Ausmale
weit Uiberschreiten konnen.

V. Schiup

Anhand der beiden Grenzfille fiir monoton ab-
fallende isotrope Kleinwinkelintensititsverteilungen
(GauBfunktion und Lorentzfunktion) wird der Einflufl
des endlichen MeBbereichs auf die erhiltliche Infor-
mation iiber die Streufunktion im Zusammenhang mit
dem Spalthoheneffekt bei Kleinwinkelstreuexperi-
menten mit Schlitzgeometrie diskutiert. Der Fehler
einer Spalth6henkorrektur bei endlichem MeBbereich
ist in reduzierten Diagrammen dargestellt.

(14)
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Wihrend die fiir ein Experiment geforderte Winkel-
auflosung zusammen mit einer Optimalisierung der
Intensitit die Lingendimensionierung einer Klein-
winkelstreuapparatur festlegt, liefern die hier ge-
machten Uberlegungen Gesichtspunkte fiir die Wahl
der Gesamtbreite der Detektorebene z. B. bei Simul-
tanmessungen mit Detektorbianken.
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