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I. Einleitung

Es gibt zwei Arten von Wasserstoffmoleklilen: Orthowasser-
stoff (Ortho~H2) mit parallelen und Parawasserstoff
(ParamHz) mit antiparallelen Kernspins. Die Wellenfunktion
der Kerne muB antisymetrisch gegen eine Vertauschung der
beiden Protonen sein, da diese Fermionen sind. Beim Ortho-
H
hdngige Teil der Wellenfunktion antisymmetrisch sein. Beim

ist die Spinfunktion symmetrisch, also muB der ortsab-

Para-H, ist es umgekehrt. Dadurch werden die Rotationszu-
stdnde der Wasserstoffmolekiile auf die beiden Modifikationen
aufgeteilt. Ortho—H2 kann die durch die Drehimpulsguanten-

zahlen J=1,3,5... beschriebenen Zustdnde annehmen; Para—H2

die Zustidnde mit J=0,2,4... .

Wasserstoff wird bei 20°K fliissig, bei 14°K fest.
Ortho—H2 befindet sich bife tiefen Temperaturen praktisch
ganz im Zustand J=1. (4E/§= 7SOOK; AE = Energiedifferenz

zwischen den Zustinden J=3 und J=1).

Bei schnell abgekiihltem Wasserstoff ist das Verh&ltnis
o 2U Ortho—H2
ndmlich 1:3 wegen der dreifachen Entartung des Zustands

Para-=H dasselbe wie bei hohen Temperaturen,

I=1 (m?O,i:l). Man kann aber die Konzentration an Ortho--H2

bis auf liber 99 % steigern. (Verfahren: Adsorption an Ton-
erde (Al,0,) ist flir Ortho-H, und Para-H, wesentlich ver-
schieden [8] ). Die Rate fiir die bei tiefen Temperaturen
erfolgende Umwandlung des Ortho—H2 in Para-H, liegt bei

etwa 1% pro Stunde.

Fester Wasserstoff mit mehr als 62% Ortho—Hz—Anteil
zeigt bei einer Temperatur T eine A-Anomalie der spezi-
fischen Wdrme. T, liegt zwischen J,5 und 3°K und ist um so
hdher, je grdBer die Konzentration an Ortho—H2 ist. 3°K
entspricht der Extrapolation flir reinen Ortho—Hz. - Unter-
sucht man die magnetische Kernresonanz (NMR) des H,, so
treten unterhalb einer Temperatur T,u4, die nahe bei Ty
liegt, Seitenlinien auf, wdhrend dag zentrale Absorptions=-



signal klein wird. - Eine gute Zusammenstellung aller
MeBergebnisse flir spezifische Wdrme und NMR mit ausfihrli-
chen Literaturangaben findet sich bei Mills, Schuch und
Depatie in [41.

Eine Erkldrung der A-Anomalie der spez. Wirme ist
mehrfach versucht worden (Literaturangaben bei [3] ). Man
ist Ubereinstimmend zu der Ansicht gekommen, daf die elek-
trischen Quadrupolkrdfte zwischen den Hz—Molekﬁlen verant-
wortlich sind. (N&heres iiber alle im Ortho—Hz-Kristall
vorkommenden Krdfte in Kapitel II). Man glaubt, daf in der
Ndhe von 7. eine Ordnung der Orientierung der HZ-Molekﬁle
im Kristall entsteht, wodurch die dreifache Entartung des
Zustandes J = 1 aufgehoben wird. D. h. die Entropie £
nimmt im Verlauf der Zunahme der Ordnung um insgesamt £ N &n3
ab, (N = Gesamtzahl der Molekiile) und bewirkt so das Maxi-
mum der spez. Wdrme nach (, = T'%g.

v
Aber iiber die Art der Ordnung und iiber den Grundzu-

stand gingen die Ansichten auseinander.

Ende 1965 entdeckten Mills und Schuch [2], daB fester
Wasserstoff mit mehr als 62% Ortho—H2 bei einer Temperatur
T, seine Kristallstruktur &ndert, wobei die Dichte kon-
stant bleibt. Oberhalb T,, ist die Struktur eine hexagonal
dichteste Kugelpackung (hcp), unterhalb T,, eine kubisch
dichteste (kubisch flichenzentriertes Gitter (fcc)). Alle
vorherigen Arbeiten hatten ndmlich angenommen, dag das

hcp-Gitter bis herunter zu T = O erhalten bleibt.

Genaue Messungen der Umwandlungstemperatur T,, in Ab-
hiéngigkeit von der Konzentration an Ortho—H2 und Vergleich
mit dem nahe bei T, liegenden T, der Messungen der spezi-
fischen Wirme finden sich bei Mills, Schuch und Depatie [1].

Im Jahre 1966 gelang es dann Raich und James 3] mit




einem sehr allgemeinen Variationsansatz nach der Methode
von Bragg-Williams einen Grundzustand des Ortho=-H2 im
fcc=Gitter zu finden, der eine wesentlich tiefere Energie

liefert als alle anderen bisher betrachteten Anordnungen.

Dieser, allerdings komplizierte, Grundzustand wird in
Kapitel IV ndher untersucht und bildet die Grundlage fiir

die in dieser Arbeit entwickelte Drehimpulswellentheorie.

Ferner ergibt die Rechnung von Raich und James [ 3]
einen Phasenilibergang erster Art beil TZ =4,53°K von einem
Zustand, in dem die Molekiile bezliglich ihrer Orientierung
noch stark geordnet sind, in einen g&nzlich ungeordneten
Zustand, der fiir alle T >T, stabil ist. N&dheres in Kapitel
IV und Anhang C.

In Analogie zur Spinwellentheorie, soll die vorliegen-
de Arbeit die niedrigsten angeregten Spinzustdnde von
festem Ortho—H2 beschreiben, die darin bestehen, daB sich
Anderungen der Orientierung der Molekilil-Drehimpulse wel-

lenftrmig im Kristall ausbreiten,



IT. Die Krdfte zwischen 2 Wasserstoffmolekiilen

Der Hamiltonoperator eines Systems von N Wasserstoff-

molekiilen ist:

He +-IZ &E;

.)<“

H =

<,

(1)
Hi ist der Hamiltonoperator des freien Molekiils i. Ein
Molekiil habe die Masse m und das Trdgheitsmoment M. Inner-
molekulare Schwingungen werden bei den betrachteten tiefen
Temperaturen praktisch nicht angeregt und werden vernach-
l4ssigt. Es bleiben ein Translations-= und ein Rotations-

anteil:
A X o,

Der 2. Term in (1) beschreibt die Wechselwirkung der Mo-
lekiile untereinander und ist eine Summe von 2-Teilchen-
Operatoren W, .. Echte Drei- und Mehrk&rperkrédfte werden
vernachlédssigt., Wij wird hervorgerufen durch die Coulomb-
Wechselwirkung zwischen den Bestandteilen der Wasserstoff-

molekiile. Man unterscheidet

a) Quadrupol-Quadrupol-Krdfte
b} Van der Waals-Krédfte
c) Uberlappkrédfte.

Zu a) Eine Multipolentwicklung des elektrostatischen Po-

tentials des H,-Molekiils ergibt folgendes:

Die beiden ersten Glieder der Entwicklung verschwinden,

da Hy-Moleklile elektrisch neutral sind und kein perma-

nentes Dipolmoment besitzen. Erst das 3. Glied liefert

einen Beitrag, da die Wasserstoffmolekiile ein permanentes

Quadrupolmoment haben: Mg = 00 A0 st
Literatur bei [4] und [5] .

In Anhang A 1 ist die Berechnung der Quadrupol-Quadrupol-

Wechselwirkungsenergie zwischen zweil H2-Molekﬁlen durch-

geflihrt. Man erhdlt
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Dabei ist Rij der Abstand der Molekiile,
%;j der Vektor in Richtung der Verbindungslinie,

¥, der zugehdrige Einheitsvektor,
-~

Si und 5} sind Einheitsvektoren in Richtung der Quadru-

polachsen.

Neben der koordinateninvarianten Form (3) braucht man zur
Berechnung der bei der Drehimpulswellen-Theorie vorkommen-
den Matrixelemente Ausdriicke fur Aﬁfz in speziellen Koordi-
naten: Es ist naheliegend, %q' als 2- Achse eines Kugel-
koordinatensystems zu wdhlen. Nach Ausfiihren der Skalar-

produkte in {3), nadmlich

(S 1) = cn (STQ&) -

—>

(S;S,') = W’)/' = S’wy;»WJl'lml\/‘;-W'») +(,¢/,,‘9V'.W,1}l)~

und mit Hilfe der Additionstheoreme flir Kugelfunktionen

erhdlt man:



4 v
We = AlR) - 40 7 Nk IR
| ! 3 1,/;/ (.2—/14).'("”/%),' Yl:/‘“(ﬂJ >,/\”‘/u (ﬂ‘)
( 4)
/W‘;t é"l 1
iRy - . e
vy - 3
AS Qq
(5)
L=y 2 = (4 ¥

Vv
Der winkelabhdngige Anteil wird im folgenden mit d;{

abgekiirzt, also
y ol v
Nl:" = ;}, ‘ ﬁ,‘,'l 0;" (ﬂ;' ﬂ’) (6 )

Der Index V bedeutet hier wie auch weiterhin "im System
der Verbindungslinie der Molekiile". Die Eigenfunktionen
eines freien Ortho-Molekiils im Zustand J = 1 sind z. B.
der Satz Kugelfunktionen th{ %ﬂ&i Y,., ,und da qu
ebenfalls in Kugelfunktionen vorkiegt, kann man leicht

die Matrixelemente

[

4 Y:;'W(ﬁ;’“x‘w (ﬁ,) I a\,’)‘v, y4lw‘_j (ﬁf," YA’W“ (ﬁ)) > ¢7)

. — d . R It TR A h
abgeklirzt = < Au; Wy | J§,¢MM >

berechnen. ,

Diese (9 x 9)- Matrix (die Darstellung von qu in der
orthonormalen Basis Y&A;)QU; \ ) ist im Anhang A 2
explizit angegeben. Die Faktoren bei R;{ und Qﬁy sind

so gewdhlt, daB in dieser Matrix nur einfache ganze Zahlen
vorkommen. Da Uberdies 62 der 81 Elemente Null sind,
werden spdter vorkommende kompliziertere Matrixelemente
gewbhnlich als Linearkombination von Elementen des Typs
(7) dargestellt,




In den Matrixelementen kommen nur Winkelintegrationen
vor, weshalb der ortsabhingige Anteil A [ﬂ;;) stets nur

ein Faktor ist und mit A;i abgeklirzt wird.

Speziell flir Qq = R, ( abstand nichster MNachbarn )
erhdlt man
A (4 = 0,90;.40"‘@} (R, 235 Al
= 0 USEh meV (8)
/1“24)/k = (/I6§lf o)

A(R,) wird meist einfach mit A bezeichnet und als Ener-

gleeinheit verwendet.

Manchmal ist es niitzlich (Kapite% III) die Quadrupol-
Quadrupol-Wechselwirkungsenergie iJ}& bezogen auf eine
raum- bzw. kristallfeste Achse zu kennen. Bezeichnet man
mit Jzﬁ = (ekﬂ ¢d/) die Winkelposition von %V relativ
zu dieser Achse, so erhdlt man aus (3) bzw. (4) nach Gush

und van Kranendonk [6] :

AT 5=V ; ; - .
Qb‘- q Y30 L\_/ C (A2, wam) >4’w(.!2;)yil4\(_/gl~) yaw (_Qb,l,)( 9 )
M A ¢ “m
Dabei ist der Clebsch-Gordan-Koeffizient

C 22k mua) = \/4__41. . \/ U s ram)i (b= a—an) !
' g/

(A= YL 240} {200 (2 40) !

Die Matrixelemente <'“t“ﬁl &q (ﬁﬂ;luq%%{>51nd in Anhang

A 3 explizit angegeben.

Zu b) Die van—der—Waals-Kréfteientstehen durch Induktion

von Dipolmomenten in den Molekiilen ( ~ 7 &~5 - anziehend) .
! )

Zu c) Ferner gibt es ein Uberlappen der elektronischen

Ladungswolken der Molekilile, was AbstoBung zur Folge hat.




Die van-der-Waals-Krdfte sind flir die Bildung des
Hmeristalls verantwqftlich und halten sich im Gleichge-
wicht ( bei K,= ¥?$ A = Abstand nichster Nachbarn) die
Waage mit den Uberlappkrédften.

Wir interessieren uns in dieser Arbeit filir die rela-
tive Orientierung der Molekiile zueinander und brauchen
deshalb nur die anisotropen Anteile der van-der-Waals-
und Uberlappkrdfte zu betrachten, die im folgenden der
Gr&Benordnung nach mit der rein anisotropen Quadrupol-
Quadrupol-Wechselwirkung verglichen werden sollen.

Der Vergleich kann am besten durchgefiihrt werden,
wenn man die von de Boer (1942) [10] und Margenau (1943)
[11] angegebenen Ausdriicke fiir die Uberlapp- und van- der -
Waals-Krdfte so wie die Gleichung (4) schreibt. Dies
wurde von Elliot und Hartmann [5] durchgefiihrt und ergibt:

W = A ¥ :
Mi S C(l&,-) {yA,a(ﬂv‘) t 1‘0(*&,)}

(10)
a7 Vo v
+ . l—k(ﬂc,‘)/_J C;AVJ,/A(JZ;),YQ'_/A(_Q’)
/QA-
Dabei gilt
a) Quadrupol-Quadrupol-Kr&fte
Aus (4) und (5) entnehmen wir:
[_4:(} ’ [:(é‘.'.]z%fzq,: ef&f’ ’,;;w:. !
S0 Qo (2!
R (2l

D( Rad = 0 b meV

b) van- der- Waals— Krdfte

TR e £ )

h

2
r; (ﬂq) = ““J;”z v

AL £ i

W
o~
&
W
v
o~
ol
i
F




mit Q, = Bohr'scher Radius; ﬁ4 = 2/1Q0

(S

KX mittlere Polarisierbarkeit des Hzm Molekiils

= ‘ . .
L= o (2o, + ) ; /- A, - o, Anisotropie

Mit p/; = 0,27 und fir ﬂq = f, erhdlt man

Do lh,) = =0 24 ameV TR = 8,5 40 ey
c) Uberlappkrédfte
(R ¢ [ b a, " A5
. -‘;)= _‘? A2+ 40 (T") + A,qé./lo?’ (ﬂ-}
‘;" leul
(R = 036 auev
2 - o
e _ g 18 Vg éé
LR = 2= sy 49 (;“) |
0 v ) i, = -44
W= A

Die ersten Terme von Nb-in (10) h&ngen nicht von der rela-

tiven Orientierung der Molekiile ab.

Die Matrixelemente

£ ¢M¢¢“;/bﬁjA”ﬁ‘i 4“5i¢“f > sind proportional JLH'W%I, { ot
also nur Diagonalelemente. Betrachtet man nicht nur ein o
Paar wvon H2=Molekﬁlen, sondern ein Molekiil mit allen seinen
Nachbarn in einer dichlitesten Kugelpackung, wie sie beil
festem H2 vorliegé%, so heben sich die Beitrdge gegenein-

ander auf.




Interessant flir uns sind also nur die zweiten Terme
in (10), die von der relativen Orientierung der Molekiile

abhdngen. Vergleicht man nun die Faktoren

o der Wl

~ -1
rzl(l&} = - 935 .40 mmeV
I, (i) = A6 4670 amev

&M'C;dvfu'ool-li‘ , ) ,
[ (Ra) SR L

so erkennt man, daf die Beitrdge der Quadrupol-Quadrupol-
Krdfte etwa um den Faktor 100 grdBer sind als die aniso-
tropen (und von der relativen Orientierung der Molekiile
abhdngigen) Teile der vah—der—Waals— und Uberlappkrifte.

Es erscheint daher gerechtfertigt, in der weiteren
Rechnung nur die Quadrupol-Quadrupol-Krdfte zu berlick-

sichtigen.




IITI. Drehimpulswellentheorie, dargestellt an einem

einfachen Modell

Die Kristallstruktur von Ortho—H2 unterhalb von T, ist
kubisch fl&chenzentriert (Kapitel I).

In diesem Kapitel soll der Formalismus der Drehimpuls-
vellen an einem einfachen Modell dieses fcc-Kristalls

dargestellt werden, das erlaubt, die S&kulargleichung

allgemein zu l&sen und die Dispersion der Drehimpuls-

wellen fiir diesen Fall anzugeben.

Es wird angenommen, daff alle Molekiile des Kristalls sich
bei T = 0 im gleichen Zustand befinden. Die Konficuration,
die unter diesen Annahmen die tiefste Energie hat, wurde
1962 von Bell und Fairbain [7] gefunden und besteht darin,
daB sich alle Molekiile im Zustand m = O befinden, wobeil
die Quantisierungsachse parallel zu einer der Wirfelkanten

des fcc=Gitters ist.

Diese Konfiguration wurde lange Zeit fiir den Grundzustand
agehalten. Raich und James [3] haben jedoch 1966 gezeigt,
daB die Annahme, alle Atome seien im gleichen Zustand, zu
sehr einschrédnkt. Sie zerlegten das fcc-Gitter in seine

4 einfach kubischen Untergitter und nahmen lediglich an,
daB sich innerhalb eines jeden Untergitters alle Molekiile
im gleichen Zustand bhefinden. Mit diesem Ansatz fanden
Raich und James den richtigen (Hartree-) Grundzustand,

auf den in Kapitel V die Drehimpulswellentheorie aufgebaut

wird.

Im folgenden benutzen wir das Modell von Bell und Fairbain,
um daran den Formalismus der Drehimpulswellen zu demon-
strieren. Die Verallgemeinerung auf das in seine 4 einfach
kubischen Untergitter zerlegte fcec-Gitter ist dann leicht

méglich. (Kapitel V).
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Ohne die langreichweitigen Korrelationen der Drehimpuls-
wellen, die ja erst noch berechnet werden sollen, gehen

wir vom Hartree-=Grundzustand aus:

-~
(i] = “ ydo (:) (1)
4 1
oder h#» = b2 S = | f
(la)
| > = vakuumzustand

#
Dabei ist b{M der Erzeugungsoperator eines Molekiils im

Zustand it der Wellenfunktion i = J +
ustand m mit de »GMA(L, QM Jxa)

Eine Anregung entsteht, wenn eines der Molekiile, z, B.

das j - te, in den Zustan%/~= + 1 oder/m»= - 1 gebracht
wird. '
, x ¢
‘43‘ = ¢ b oo X o ;
, ) ‘1 L ) LI TR N > I. u: r/’ = i‘ ( 2 )
[;"‘ o .
= i b , ¢ > ( 2a )

{

Der Hartree-Grundzustand ¢ ist jedoch nicht wie im Fall
eines Ferromagneten der wahre Grundzustand, da ¢ nicht
Eigenfunktion des Hamiltonoperators ist. Dies sieht

man z. B. an der Matrix < m; m; “ﬁgiWJMq'>- in Anhang AZ:

1 Lo
.’%i W}i 100> = Lloo> tAAca> 4 20-4,0> (3
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Wir versuchen daher, den Grundzustand zu verbessern,
und fithren mit Hilfe von Dichtematrizen ein zeitab-

hédngiges selbst-konsistentes Feld ein. Diese Methode
entspricht der Random Phase Approximation (RPA). Wir
filhren die Rechnung in der Art durch, wie Brenig die

Gitterschwingungen behandelt hat [18] .
Die Definition der Dichtematrizen lautet:

2 :/“Y ¥ N ( 1 )
f’tub‘, = < bm}.'. b(uf‘> YAREEY

Bildet man den Erwartungswert bezliglich des Hartree-
Grundzustandes ¢ ; SO nimmt QGV eine sehr einfache Gestalt

ans:

1 e = <O16 B> = WL g7

/’ /4 =
nit N(“:[ fir poss (6)
v 0 g&f’ /\A: A =

Allgemein ist flir einen festen Kdrper
P/‘Av - ?/MV r‘ (7)
4,” - A *([I'
denn an jedem Gitterpunkt soll genau ein Molekiil

sitzen., Wir haben nun die Bewegungsgleichung:

zu 1Osen.
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Wir beschriénken uns auf ein starres Gitter:; dann ist

—— AV 2
lf =</‘.";"'/;V>: lt‘M }(]M)((/“": LZ §MY ( 10)
M

damit

[.— T‘, S)]’/:v = 0

Wir flihren ein mittleres Feld Vi ein, welches die
Wirkung aller Moleklile auf das Molekiil i beschreibt,

wenn der Zustand des Kristalls durch die Dichtematrix ¢

angegeben wird:

:/MV o =7 . )
Ve =<’;IV“/>=Z‘J</"f,r]pv’["i>p.’l}’ (11 )
, u
S bedeutet Summation tber alle j (#i );/M,wz‘y; U, 1A
I

In cder Hartreendherung ist

¥ v 1 b oo
LTI S ¢ = )R s 1z
Ji ¥ | ] Ha riree ’ ) vi
woran man die Verallgemeinerung (1l1) gegeniiber der

Hartreendherung leicht erkennt.

W steht in der Folge flir W (Cperator der Quadrupol-
Quadrupol-Wechselwirkung) . Flir die Matrixelemente

verwenden wir die in Kapitel II eingefiihrte Schreib-

weise.

oo mE ) y o (13)
< 1)’,)L‘/lﬂ > -</uri|»\/b-,lwt>

Dann ergibt (11) in (9) eingesetzt:
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* My NANA ‘ _
SEq | S

—~LSEIW.. 15, my
lW'ljwlf'\(/; v, J (14 )

WV 5 F, y = 0

Air betrachten nun kleine Beimischungen von angeregten

Zustdnden zum Hartree-Grundzustand und linearisieren die

?'a:

. /MV v ¥ .
¢ - oM — MV et ot
14 g, + Havtree + ‘J/L e "" (J_L V/w e
( 15)

NEEH e 0 e ™ 4 ae)

i

Wir setzen dies in die Bewegungsgleichuna (14) ein und
linearisieren diese ebenfalls. Man erhdlt unter Aus-

nutzung von (6):

W, ( VL"“V(L—&NL’—{;.C,) _

Nov-w v 7! S
( )Y </M0IW.,IVU> + (N, —/\//‘)Z'f/mrlwﬁlwl>(5}za "

vy
o] |
\7) ' TV -iwt
L </AOIN1);9\ (T Fdocl
iE ’
.. - . — ~tivt
"<§0'wv‘,\/5> {U‘;/kr@/ }'(‘,C,)
(16 )
Aus der Hartree-Gleichung folgt, daB
|
/MG’LV IYosS = O fir m Y ist. (17)

:/AO,LJ”)/AO > bezeichnen wir mit £/ ( 17a )

N L\q
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. . VY N0
Speziell ist 1/23L E - T E = EH = Summe aller Wechsel-
o(#)) wirkungsenergien im
Hartree-Grundzustand

Damit vereinfacht sich (16) auf:

._/MV L ) - i
203 t_a‘a.)=(E/“-E")(E/“Ve i)
A f”*)\ </W:r:w vy > R e ™ e)
“L ( 18 )
Ls folgt
-l e el 5 = W ) ) Gkl Wy > © 8
'l‘l(r (19)

Wegen (6) folgt hieraus, daB nur 7% und y “* verschieden

von Null sind.
Damit erhdlt man aus (19) die folgenden RPA~-Gleichungen:

J

NAPS
(td - %) T )4[ xum,‘;wﬁsfﬂ VI ;UV>0 ]
0 ( 20)
x) = I _’l‘, AT . ¥ o
f
/ Wit ‘x,l’g':ffﬂ
mit &% = EX_E Y - Energie, die bendtigt wird, um

ein Molekiil von m = O nach m = X anzuregen, wobel alle

anderen Molekiile im Zustand m = O bleiben.

Bevor wir diese Gleichungen exakt l&sen, betrachten wir

eine Ndherung: In Anhang B wird an einem einfachen Beispiel
(lineare Kette) demonstriert, daB sich die RPA~-Anregungen

flir den Fall, daB sie durch eine Energieliicke vom Grundzu-
stand getrennt sind, nicht wesentlich von denen unterschei-
den, die sich ercgeben, wenn man die Matrixelemente4<d//iJ”iag>
wegldBt. Der Unterschied ist um so geringer, je grdBer die

Energieliicke im Vergleich zur Breite des Spektrums ist.



In unserem Fall kann man direkt einsehen, daf eine
Energieliicke vorhanden ist: Eine kleine ZAnderung der Ro-
tationszustdnde aller Moleklile (das entspricht einer
Welle mit&}»O) kann keine Translation oder Rotation des
ganzen Kristalls bewirken, bei denen nédmlich die Energie

. . %
der Welle verschwinden wiirde.

Wir lassen also zundchst einmal die Matrixelemente
JAATW b oe>  in (20, 20a) weg. Vie am Ende dieses Kapi-
tels gezeigt wird, bedeutet dies, daB wir ndherungsweise
vom Hartreegrundzustand ausgehen und die Drehimpulswellen
nach Art der Bloch'schen Spinwellen berechnen. Gleichung

(20) lautet dann:

~)
- 7 . v
Ly - & PO = ) KXol W, io4> \'T,/‘ (21)
1/
(N‘g o Ngiooh)

Gleichung (20a) kann befriedigt werden, indem man Toq;o

setzt.

Unter Ausnutzung der Gittertranslationsinvarianz machen
wir flir die (T;Oeinen Ansatz in Form ebener Wellen und
reduzieren damit die Ordnung des Eigenwertproblems (21)

von 2 N auf 2:

mit
V@: Ortsvektor des i-ten Molekiils
/& : Wellenvektor

+
LC % Polarisationsvektor

*Im Gegensatz dazu dann beim akustischen Zweiqg der Gitter.
schwingungen eine kleine rdumliche Verschiebung allex

Molekilile eine Translation des ganzen Gitters verursachen.
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Damit
(Mg -e%) ™ - Z Z) 3"424&’2'0(01 Wil 94> c (23)
A, !
oder ot Vﬁ" i }2" - K
ng’éc/’:&/g c® ( 24 )

Dabel sind die Elemente der Sédkularmatrix S:
o( | 0 oK,
ol & / . ,
S e Aol Wyl 23

i
Mit Hilfe der in Anhang A3 angegebenen Matrixelementen

kann S %A explizit berechnet werden und damit auch 4 .

Dies geschieht weiter unten.

Wir wenden uns jetzt wieder den RPA-Gleichungen (20, 20a)

zu und wollen diese exakt 1lb6sen.
Es gilt <O(()IN'\[ID(()>—.<'o(0)],\/¢}.’,;o> ( 26 )

X =t/ C X s -
) x X

Hieraus folgt

- 0 =7} ) -—7) _ - -
E7 2 LAKOIN N> -E" = )Y <&yl 70> 6% 7 ( 27 )
/ |
é"{x:é‘:av & (28)
Ferner gilt
<X W, lue> = —<o<olN.’,~i&§>:-<o?‘oi;vk,ioo<>"( 20 )

= . - - ¥
L P Wil oo > —<°‘le»‘,‘16«><>:-<-><0)”;,‘!0°(> ( 29a )

it

¥
Die Vorzeichen entstehen wegen y;w :F”ﬁw y
' A4 - A

( COMJou-SLorily-ROtuvewt¢0wf )
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Die RPA-Gleichungen lauten danit:

o/ -
=g ) 2 L Lo Wy Ligs> (0425 A 30
oA |

) oy AR ‘ , — 95— A
e g) T = ) LKl Wgvg> L8 80T 3020
'/4

%
Die Gleichungen (30, 30a) kdénnen zusammengefafBt werden

21U

l

~ ),4

o b <(<‘7ll\/»'lioﬁ>(\iﬁ;~"{7_[,‘)?/<)(
W

31 )

Wir machen wieder einen Ansatz in Form ebener Wellen:

G. - ’JV?- o d'fQ%,;
- .o be ( 32)

) w l
7 v

Soe ltxoqu,lJ/g,sc/f ( 33 )
|

>
[\ 2
o
1
>y

7 : ! /k %‘;' o < 2

), XZ P S T § N N +£4”V‘Zc/’= WHE ( 34)
| o RE

&_‘__\" i I

S [ qe (18] (35 )
X S LA e«
A e ¢

/
Wir vergleichen dies mit (24): X sV ¢4 . AP

und sehen, daB wir bei cer exaktén Losung der RPX~
Gleichuncen dieselbe Sdkularmatrix erhalten wie bei der
oben durchgefiihrten Ndherung. Nur steht an Stelle

von 4, jetzt der Ausdruck N;;gl

D.h.

erA 2

2¢ B
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N=Nm'-£\ﬁl—i"&-—/i
oder
- A4 ) ‘ R
NRM- £ V4 + i Amc t A@ = £+ 4 ( 37)

b bppy ® Ky fir ldl<< £

Wir wollen nun zeigen, daB die ndherungsweise LOsung
der RPA-Gleichungen (Weglassen der Matrixelemente

< oS ngl ¢S ) identisch ist mit der Berechnung
der Drehimpulswellen nach der Bloch'schen Spinwellen-

theorie,

Wir gehen n&dherungsweise vom Hartree-Grundzustand
= 19... 0
\¢>"I.'f°',v> , ,
aus. Aus den Zustdnden \¢7‘> = |y Xen B, die
die Anrequng eines einzelnen Molekiils am Ort j beschrei-
ben, gewinnen wir den Zustand der Anregungen des Gesamt-

kristalls durch Linearkombination
= ’ . , o.:i.
R f“@“al ‘¢J> A=24 (38

Zur Bestimmung der ai“ bildet man

PN IWIY> =EQ’ = |E, +4s)a 39 )

Wir machen wieder einen Ansatz in Form ebener Wellen,
um die Ordnung des Eigenwertproblems (39) von 2 N auf 2

zu reduzieren:

L ™ éﬁ!%¢ ( 40 )

und erhalten

YR J44%&‘ ” LA A A
|
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oder Z SM/ﬁc/j: Ly C/&
& (42)

Lv/k?zt“ ,
S YT e p A wi $h> -, &V

mit 7

~N

= <MW s =B s T g g ey €430
: v [
{

W ist eine Summe von 2-Teilchenoperatoren; (43) ver-

einfacht sich zu:

S‘O(/ﬁ %‘;

(vt £ g, g, ) o
I

¢ a0l Wy 1paxt 44)

£°\ g“/ﬁ -i" Z?@L/k'%
{

Dies ist in der Tat identisch mit Gleichung (25).

1

b, EPVA i .- Ny K
SN0 Wyl oA > ( 45)

Die bis hierher 8urchgefithrten Rechnungen werden in
Kapitel vV auf das in seine 4 einfach kubischen Un&er-

glitter zerlegte fcc-Gitter verallgemeinert.

Wir wollen nun S dﬁ, Wg und h%qupeziell fiir das Bell
und Fairbain Modell berechnen. Alle in S“/ vorkommenden
Matrixelemente sind vom Typ <:4u¢40’j Ah{} Mﬁ’¢ui'>

Dabei beziehen sich die Quantenzahlen m auf eine allen
Moleklilen gemeinsame Quantivierungsachse, die parallel
zu einer der Wiirfelkanten des fcc-Gitters ist (sieche

1, Seite dieses Kapitels).

Deshalb benutzen wir zweckmdBig die auf eine kristall-

feste Achse bezogene Darstellung von Wij:
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Wl;i = A (;Q’;’.) - (4, 4, _d&j}

I1,9
= Rc,' -\5(;,’ ( )

JQW :(e%“ ¢HJ ist die Winkelposition von Zﬁy

relativ zur Quantisierungsachse.

Die Matrixelemente < M, M, W ] M gt > gind im
Anhang A3 angegeben. Speziell bendtigen wir: -

KOOIy loo> = kY, , (4 (46 )

( Y bedeutet nicht normierte Kugelfldchenfunktion)

Damit
irbain ) = & E’ Viiy 47
EH(Bell + Fairbain)= <« E = N Y ,L’. >/4‘0(‘£V.).) ( )
/
Ferner
<o<c|&.',-zo<c>:<o‘?cicc,'toTa>}__2§ ( 48 )
Cnt TGl bas = <Ko Ty lek> "
damit
- ) n~
- % _ Y 49
B g%t = = L) Ay Y, (4y) (49
/
e vy
/\“'{ »'|- - ) L [ A:
% Ja é‘lg’lv,e )y“w&)} ( 50 )
)
, - A ot (51)
LAGIGyiox >0 Qi iox> == }’M
( 52 )
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Die charakteristische Gleichung des Eigenwertproblems

m A 2
ZS/‘C/‘- We D bpy = Laea FET

= 24
y s C ( )
bzw. ( 35 )
hat die L&sungen: [\/& = GAH £ S 'x;]
A (,'417(4' — .
A = a2V, “ 17 KK ¥
2 £ &f‘/ l"zl,l € y/,l t }6 L 1%6,'6 ' U ‘
‘ (53)
b}w NKPA = £ V%B -

s
Wegen ﬂgIzv 4//Kﬁ ist es eine brauchbare N&heruna,
nur die Wechselwirkungen zwischen ndchsten Nachbarn zu

betrachten.

Die Summen in (35) laufen dann Uber die 12 ndchsten Nach-
barn des beliebig herausgegriffenen Molekiils 1. A s 2@/
sollen in einer kartesischen Koordinatensystem angegeben
werden, dessen Achsen parallel zu den Wirfelkanten des
fce~-Gitters sind. Nach Ausfihren der Summation erhdlt man:
Bell + Favrbacu

E N 5 L Ad
M =z AN £=74 (54)

Netk)= 2 [ 42 - M ctrm v+ £2enr Lo aa b no)
(55)

. Y } I |
X \/15 Cot b (L1 - )t F A0 st gy ]

mit der Abkiirzung

W f

's
v o= f&,k = _@ 4 a = Gitterkonstante (56)
W 3 1 ¥

b

Diskussion von (55) ergibt:

AX & bgidk) £ 262 (57




D. h, die Breite der Energieliicke {1, ) ist klein gegen
die Breite des Spektrums (25 1), weswegen man flir diesen
Fall vermuten kann, daf die einfache Bloch'sche Spin-

wellenndherung unzureichend ist.

Betrachtet man die Ergebnisse der RPA, ndmlich

- o Als ; o
/\/Wﬂc/g-n = Ars) .Y e _ (58 )

$,25 1

so sieht man, daB in der Tatt%ww fiir gewisse Ak ~Werte
imagindr wird, d.h., daB das Modell von Bell und Fairbain
sogar instabil ist. Diese Instabilitdt hat man in der

Bloch'schen Ndherung vollig ilbersehen.

Dies bestdtigt das Ergebnis von Raich und James, daB
es eine energetisch tiefer liegende Grundzustandskonfigura-

tion gibt. Dieser wenden wir uns im ndchsten Kapitel zu.



1IV. Der CGrundzustand des festen Orthowasserstoffs

Nagai und Nakamura [16] sowie Feldsteiner [17] fanden

in klassischer Rechnung, daB die folgende Anordnung von
linearen Quadrupolen im fcc-Gitter die tiefste Energie
liefert: In jedem der 4 einfach kubischen Untergitter des
fcc-Gitters sind die Achsen aller Quadrupole parallel
zueinander und auBerdem parallel zu einer der 4 Raumdia-
gonalen. Jedem Untergitter ist eine andere der 4 Raum-
diagonalen., zugeordnet. Eine Zeflegung des fcc-Gitters

in mehr als 4 Untergitter bringt mit groBer Sicherheit
keine Anderung des tiefsten Zustandes. Dies wurde bis

hin zu einer Zerlegqung in 32 einfach kubische Untergitter

Uberpriift.

Raich und James [ 3] untersuchten mit der Methode von
Bragg-williams (bzw. mit der Methode des Weif'schen
inneren Feldes) ,wie die Ordnung der Orientierung der
Ortho—H2
nahmen sie Quadrupol-Quadrupoliechselwirkungen zwischen

- Moleklile von der Temperatur abhdngt. Dabei

den Molekiilen an. Sie fanden, daB sich bei T = O in
jedem der 4 Untergitter alle Molekiile im Zustand m = O
befinden, bezogen auf die zum jeweiligen Untergitter
gehdrende Raumdiagonale.[ber Zustand J = 1, m = O,

entspricht klassisch einer Ausrichtung des Molekiils

in z-Richtung: 2 2
: p A ”vﬂ%évw
JeA, m=0t Y, = tubsprocht ]
Die beiden zu m = O orthogonalen Zusté&nde m = -1 sind

entartet. Mit wachsendem T nimmt ¢ (Wahrscheinlichkeit})
eines angeregten Zustandes, also m = +1 oder m = -1)

langsam zu und erreicht bei Tc = 4,53O K den Wert =~ 0,4.
An diesem Punkt gibt es einen Phasenilbergang erster Art

und ¢ springt abrupt auf den Wert 2/3, der der ungegrd-
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neten Phase entspricht.

(1)
/1 &
Abb., 1
Z/3 +
T
7 T

[

Eine genaue Diskussion der Ergebnisse von Raich und James
in [3] mit Berechnung des £ (T) und Zeichnung der stabilen
und unstabilen Aste von ¢ (T) findet sich in Anhang C.

Der oben beschriebene Grundzustand soll die Grundlage
einer Drehimpulswellentheorie bilden. Dazu muf man ihn
besser kennenlernen; insbesondere interessiert die relative

Lage der Untergitter =zueinander.

Es wird zundchst eine willkiirliche Nummerierung der

Untergitter vorgenommen:

Nr. des Unter- Richtung der zum Untergitter
gitters gehdSrigen Raumdiagonalen = Z-
Achse

g

o) [111] (1)
1 [111] im

2 [111] kubischen

3 [111] System




Diese Nummerierung hat den Vorteil, daB es eine Merkregel
gibt: Die Nummer des Untergitters gibt an, die wievielte
Komponente des Vektors, der die zugehtrige Raumdiagonale

beschreibt, mit einem negativen Vorzeichen zu versehen ist.

Ferner werden folgende Abkilirzungen eingefiihrt:

V-System = Koordinatensystem, in dem die
Verbindungslinie zweier Molekiile
Polar—Achse ist.
(g)—-System = Koordinatensystem, in dem die zum

g-ten Untergitter gehdrige Raumdia-

gonale Polar-~Achse ist.

Fir die Rotationseigenfunktionen eines Ortho—Hz-Molekﬁls
(mit J = 1) des g-ten Untergitters wird wieder die Basis
yMMk(ﬁsh‘w:o,LA gewdhlt. Die Wechselwirkung zwischen zwel

Molekiilen i und j der Untergitter (g) und (h) wird durch

die Matrixelemente

<Yyt Y, “;(.ﬂ"‘) KD AN E N (2f)> (2
t 1 ' ,

beschrieben,
Die auf verschiedene Untergitter-Systeme bezogenen Funktio-
nen werden im V-System der beiden Moleklile darcestellt

nmittels der Transformation

N/ v s ‘ﬁ pe 1 . ( 3 )
¥ _ \ .
X,‘W \fl” = f;{ %Mlm («,)((,)., lﬁ,.)"/ )')’) yd'w’ (_QV/

*
Dabei sind “?l/ﬁ'Yﬁ die Euler'schen Winkel, um die das

*Es wurde folgende Definition der Euler'schen Winkel henutzt:

% Drehung um die urspriingliche z-Achse

/! Drehung um die neue y-Achse

' Drehung um die endgliltige z-Achse

In de{ Literatur finden sich noch eine Reihe anderer
Definitionen.

W nu



V= System in das (g)=System gedreht wird. Die Matrix p’
findet man z. B. bei Rose, "Elementary Theory of Anqgular
Momentum".[9] S. 67 ,

4 .,;m’cx.,gmlr A
‘ = ¢ 4
Do = € Ao (4)
mit
= (At g) ~L . ¢4
2 A L)
«i4 = . S /4 ) -4
X /A o o
L e tma) TZ‘S g A ,{’(Mm/s)

Um die Schreibweise zu vereinfachen und um Verwechslungen zu
vermeiden, wird fiir die im V-System dargestellten
eine neue Bezeichnung eingefiihrt:

Gl. (3) lautet dann

o M G o ,
V) e X e i) Yy (2Y) (5)

] !
i AM'

und die Matrixelemente (2) lauten

oW W ! , R
V. » v v 7 W 6
<\f91 (u),%h'(’) , C“;J / yja (e} \,/MI[}) > ( )
Jedes ¥ ist eine Linearkombination aus 3 Funktionen X&u(jﬁL

D.h. (6) wird berechnet als Summe der 81 Matrixelemente

- v
< My, Wl, \'dl,”, I WAI W'»L(,\-’ ( 7)

die in (II,6) eingefiihrt und im Anhang A 2 explizit auf-
gefihrt sind.

Von diesen 81 Matrixelementen verschwinden 62 und der Rest
sind einfache ganze Zahlen, so daB die Summation einfach

auszufilhren ist. Die Gewichte der Summanden h&ngen von den
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Euler'schen Winkeln 0(3, /fj, 'y) w. o, t/{m Ve ab.

X
Fliir den Grundzustand werden nur die Funktionen Y? bzw.
WZ benttigt.,

0 -vA : o
Vo= e “EiXA*m/%m+e~%%ﬁh4 (8)

mit Indices (g) bzw. (h).

Hierin kommt x'nicht vor, Die beiden ersten Euler'schen
Winkel (:Xund/i) geben die Winkelposition der z-Achse des
(g)=-bzw. (h)-Systems im V-System an.

%q Abb. 2
ZL}; /{
: «
Ty o Y

Im Grundzustand befinden sich alle Moleklile im Zustand
m = O bezliglich der zu ihrem Untergitter gehSrenden Raum-

diagonale.

Die Energie des Gesamtsystems aus N Molekililen kann nun

leicht berechnet werden:
4 v T v 2,0
TR U R AL T RIS P (9
ad
(speziell fiir ndchste Nachbarn RI&V}=A{£J =2 )
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Diese Energie hidngt aber noch von der relativen Lage der
Untergitter zueinander ab. Die von Raich und James [3]

durch Variation ermittelte Grundzustandsenergie ( E}fgz

= ’qu AV flir Ndchste-Nachbarn-Wechselwirkung) erhdlt man nur
fiir die in Abb. 3 angegebenen zwei Grundtypen von Unter-
gitterkonfigurationen. Jede andere, nicht auf diese 2

Typen zurlickflihrbare Konfiguration liefert eine hdhere Ener-

gie (Bewels folgt weiter unten).

In der Abb. 3 ist jeweils eine kubische Einheitszelle
des fcc-Gitters gezeigt mit einem Tetraeder, dessen 4 Ecken
von Molekiilen aus je einem anderen Untergitter besetzt sind
(die Zahlen an den Molekiilen sind die Nummern der Untergitter).
Die 6 Bindungen in diesem Tetraeder sind reprédsentativ flir
alle im Kristall vorkommenden Ndchste-Nachbar-Bindungen,
Der Ursprung des kubischen Koordinatensystems in der oberen
Zeichnung von Abb. 3 ist willkiirlich in ein Molekil des

O.ten Untergitters gelegt worden.




= 3] =

(3)

IT.

Abb. 3 Untergitterkonfigurationen

Die beiden angegebenen Konfigurationen unterscheiden sich

in ihrem Schraubensinn. Abb. 4 =zeigt jeweils die (111)-
Ebene durch 3 Molekiile der Untergitter 1,2,3 mit den Projek-
tionen der zugehtrigen Raumdiagonalen auf diese Ebene.
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(X
T
~ >
Y
&«
Q o \
k;) [04-4] (1)
(3)
’e
X ¢
> >
&
(1) (044] ()

® Durchstofungspunkt der zu (0) gehSrenden [111] -Raumdia-
gonalen
Abb. 4
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Die beiden Konfigurationen in Abb. 3 zeichnen sich dadurch
aus, daB alle Ndchste-Nachbar-Bindungen physikalisch gleich-
geartet sind und die gleiche Energie liefern: - 19/, - A

Im ganzen Kristall gibt es 6 N Ndchste-Nachbar-Bindungen
(Oberflédcheneffekte  vernachldssigt). Also

RE N ~ A9
EH_—;Z;).néN:—?XN ( 10 )

Abb. 5

wobedl d%_und ®, durch die folgenden Relationen definiert

sind:
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i

s b,

Y

alsr Jls

Swviw Py
(11 )

4 0
é% x 35°%

~7

bp » S,

Abb. 6 Wasserstoffmolekiil mit Dichte der
Ladungsverteilung der Elektronen.

Wegen der Symetrie der Wasserstoffmolekiile (Abb. 6) stellt

der Fall

X, = <, o(szo

/gk:r‘@,q /{5=7'f

physikalisch dieselbe Situation dar wie

O(C»:‘#)ﬂ 0(530

Ao = ©a /J‘f

AuBerdem entstehen durch Inversion der Z‘ﬁ, EL&’ und Z:V

Achsen noch weitere gleichartige Fdlle, insgesamt 8:




- 35 =

¢4

of, =

-, Fp § ?_

O(é» = B ‘ /fh—_f /{é‘;%
- ¢, - Q,q (12 )

Ty 4y

( AuBerdem kann man natlirlich die Indices g und h vertau-

schen) .

Durch Berechnung der ¥ und/4 kann man sich davon {iberzeu-
gen, daB alle Ndchste-Nachbarn-Bindungen, die in den in
Abb. 3 gezeigten Konfigurationen vorkommen, vom Typ (12)
sind und die Energie
A9 .
/1<W e‘}(de’W W& "}{7’1
liefern.
Damit E}f‘) = - ,;9_ AN nach (10).

Jede andere Konfiguration der Untergitter liefert eine
hthere Energie. Denn neben dem bisher untersuchten Bindungs-
typ (12), beil dem einer der Winkel/igleich<%7war und der

andere gleich é% oder - €, , treten jetzt noch zwei andere

Typen auf:
D fy s fe (13)
R T - (14)
RER +
whyct o el
M&/\M Zvch 4

S fls = e Ay = 7
Bestlmmt man die zuqehérlgen Winkel X und berechnet
WZ luw J Y7 W >, so ergibt sich in beiden F&llen
eine hohere Enerqle als -4$4X,4 Damit ist gezeigt, daf die
in Abb. 3 angegebenen Untergitterkonfigurationen die niedri-

gste Energie liefern.




Der Beitrag der liberndchsten Nachbarn 148t sich librigens
leicht berechnen, da diese stets zum selben Untercitter
gehdren. Dacdurch wird die Darstellung der X;w im V-System
nicht bendtigt. | "

Nach Anhang A 3

< X,‘o(ﬂv%) YMO Lﬁ*ﬁ} , M/L‘} (420‘}’ ){1‘0 ("'Q(,&l y,,‘(,(-éi"/> c1e)

i

= AR Y, (1)

u

- %? A (dy) mit K = {A, Abstand
tibernédchster Nachbarn.
- A
N = b A4 .
U Vi + 7 oder T fir

alle Bindungen.

Insgesamt gibt es 3 N Binduncgen; der Beitrag der iliberndchsten

Nachbarn ist dann

o ah . oA A ) = =
‘q/l‘ﬁk) A g #EQU&)‘ZN- s AN (16 )

Zusammen erhdlt man als Grundzustandsenergie

-f&‘;[?v)_a‘ A F (17)
E, - .2/V(f3+”5{

(o)

Das bedeutet gegenlber :5} /eine Absenkung um ca. 12%.

Bei Mitnahme der Nachbarn hbherer Ordnung verlduft die
Rechnung analog dem in diesem Kapitel benutzten Verfahren

flir die ndchsten Nachbarn.



Eine flir das folgende sehr wichtige Uberlegung ist diese:
Obwohl es 2 Konfigurationen (Abb. 3) mit derselben Grund-
zustandsenergie E, gibt, spielt diese Entartung fiir eine
Drehimpulswellentheorie praktisch keine Rolle. Der Ubergang
von einer Konfiguration zur anderen erfordert ndmlich sicher-
lich viel umfangreichere Anderuncen in der Orientierung der
Molekiile als die Anregung eines Molekiils von m = O nach

m = %1, Anders ausgedriickt: Der Potentialwall zwischen den
beiden Grundzustand-Konfigurationen ist im Vercoleich zu den
in der Drehimpulswellentheorie betrachteten Anrecungen sehr
hoch. Da auBerdem die Anregungsenergien beider Konfiguratio~
nen gleich grof sind, ist es agerechtfertict, die Drehimpuls-
wellentheorie auf einer der beiden aufzubauen. Es wird hier
willkiirlich die erste (in Abb. 3 ) genommen. Die Rechnung mit
der anderen Konfiguration verlduft analog und brinct die

gleichen Ergebnisse.




V. Drehimpulswellentheorie flir festen Ortho“H2

Wir wollen die Rechnungen des Kapitels III auf den Fall
verallgemeinern, daf eine kubische Elementarzelle 4 Molekiile
enthdlt., Jedes dieser Molekiile gehtrt zu einem anderen der

4 einfach kubischen Untergitter ¢ (g = 0,1,2,3) aus denen

das fcc-Gitter aufgebaut ist.

Die Position eines Molekils im Gitter beschreiben wir,
indem wir dic kubische Zelle, in cder es sich befindet, durch
einen VektorindexM = (M4 m,  my ) charakterisieren, und
die Lage innerhalb der Zelle durch einen Vektor (} . Die
Ortskoordinate des Molekiils 4 = C%Kj) in Zelle 4 undé
Untergitter g ist dann ¥, - a(Aw;=X%) , wobei a die Gitter-

konstante ist.

In jedem Untergitter ist eine andere der 4 Raumdiagonalen
¢%3, Quantisierungsachse. In (IV,1) wurde die folgende Zu~-

ordnung zwischen dem Index g und den Raumdiagonalen gewdhlt:
ol, = [114] ;o = [Aaal, ody= L4441 A =Card] (1)

Im Hartree-Grundzustand befinden sich alle Molekile im
Zustand m = O bezliglich der Achsen (l). Dabei sind nach
Kapitel IV im Prinzip zwei Untergitterkonficurationen mog-
lich (Siehe 2abb. 3):

I. )”0 = ; n:%[mol ; X’irf[ow]l» ’15"/2//[/’0"’] Ca

1. Y =0 ¥a= i’[/to/n?( e g 4401, 0, = 4 {0447

Wie im letzten Abschnitt des vorigen Kapitels erldutert,

genligt es, nur die Konfiguration I zu betrachten.
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Die Drehimpulswellentheorie verl&uft nun genau analog
Kapitel III. Wir milssen nur beachten, daB der Index 1 jetzt
(M, 4) bedeutet und j £ (M, 4], Auserdem mlissen die Funktio-
nen L@‘) = )GV“ (4.) einen zusdtzlichen Index g erhalten,
der angibt, in welchem der (g)-Systeme sie definiert sind;
d.h. welche der Achsen a& Quantisierungsachse ist.

Wie in Kapitel IV verwenden wir die Abklirzung: )/ (ﬁ3} VVQH
Die Matrixelemente

</"‘f' V‘t
[ WIts - <SMELWy vy >
lauten dann

SATRAT l«/l')”a"tc) K> =< W;’ vrl W,y ] ij prs

d (3)

Es ist nicht n6tig, die in Kapitel III durchgefiihrten
Rechnungen fir den verallgemeinerten Fall nochmals hinzu-
schreiben, da die einzige formale ZAnderung darin besteht,
alle 1-Teilchen-Wellenfunktionen zus&tzlich mit einem Index
g bzw. h zu versehen.

Die RPA-Gleichungen lauten:

- W‘,;le I YL O RN s e Y] e

(g% Zf WWZILJ;,~IWJ”V,{‘;G:’/‘+<W;‘V,(‘IN.\,IV{V’f;0‘?0] (4b)

k

Fiir die Matrixelemente gelten die Relationen (III,26 bis 29):
. o( 0 0 - ) -
<Y, Vo LWyl w; v, S - <)0§°‘WXIN¢/.I w; prS (5)

Hieraus folgt £q=:£§’3£

YL VING 0L 5= PP 0 VTS =< 0T 2 101 K7y S
VP VENRGIPEVE > == <VEVEIRI P Vs - =< v 1 7 v S

(6)
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Dadurch kodnnen die Gleichungen (4) zusammengefaft werden zu:

(7)
]
<P ) v )

-

A')( Z, "
g;v_ 50«:( A 4 )
v N-¢& WéE

'LE‘/WI/‘j} '. 7‘; (/ﬂ/’(»[

Der Ansatz in Form ebhener Wellen lautet hier:

l._lfo _..C»;(- -0 .y 0 b'//?yu' (8)

wit K= o m sy

Wir erhalten ein Eigenwertproblem der Ordnung 8

Z’ S"X/S C/{ - '—N_:"‘;—’gjﬁ;( ’. 0(,/{:1'4 ( 9)
/4' ‘ 3,4: 6,422
mit
S'O(./ﬂ - g ((O(/i Z "(‘/k%[‘ -W'lx " W | 9Oy A ( 10 )
T o T € SR RSS T

i~ § & M

Fir den Fall der Bloch'schen N&herung erhalten wir

in genauer Analogie zu Kapitel III das Eigenwertproblem:

NG o
/\Z Sje €L = % 2 o

d.h., es gilt auch hier die Beziehung

o _ R /\/ '
&V'Wﬂp;{“é“/lgg"fl (12 )




Wegen der Relationen (5), (6) besitzt die Sdkular-

matrix S die folgenden Symmetrien:

1.) S A8 E | Ltef-w\,'t.;sch

2.) N LN N
Sgu ' (gw) = g&} Hegen 7.l (13)

3.) Stxf — % -
- a o % &
e = | S ‘
§ ga.) 4y Méwﬂj
Durch Ausnutzung dieser Symmetrien brauchen nur noch 14
der 64 Elemente von S explizit berechnet zu werden.

Die in g?ﬁ vorkommenden Matrixelemente

¢

SYIYITW Y vSs (14)

werden in gleicher Weilse berechnet wie das Element
< V; %Z{leql V; ng>in Kapitel IV: Wir stellen die

Funktionen ¥ im V-System der Molekiile i und j dar:

A A
L‘v = { » v

it

I’AM Ix4
. : AV
V{,«. lJ) g /)M‘w (O(C“/fa, y@,) y,{‘w‘ (ﬂl /
Dementsprechend nehmen wir fiir wij die in (II,4 bis 6)

angegebene Darstellung im V-System, also

. ") V
Wbll = ;L/J ! O/,,'J (16 )

Die Matrixelemente (14) werden dann als Linearkombination

der  in Anhang A 2 angegebenen Matrixelemente <Muuujiﬂflau%%ﬂ>

berechnet, wobei die Gewichte der Summanden von den Euler'-

schen Winkeln «31/%1J} und W@UA&'r@ abhdngen.

Bevor wir dies tatséd@chlich durchfiihren kénnen, miissen
wir noch festlegen, von wo ab wir die Winkel y’ zdhlen;
d.h. wir miissen die %~ und y=Achsen der (g)-Systeme fest-

legen. Bisher genligte die Festlegung der z-Achsen (IV,1),
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.h . R A
da beil der Berechnung von < )’; VZ | W;" | V; W&)die Winkel
x‘nicht auftraten (IV,8) , A

Es ist nicht m&glich, die Eigenwerte der (8x8) ~Matrix S
mit einem analytischen Verfahren allgemein zu bestimmen.
Aber wenn man die x- und y-Achsen der ¢-Systeme moglichst
symmetrisch bezliglich einer der Raumdiagonalen = 2YLachsen
wdhlt, so hat man die Chance, durch relativ einfache an-
sdtze die S&kularmatrix flir Wellen in Richtung dieser Raum-
diagonalen zu reduzieren und die Eigenwerte und -vektoren

analytisch zu bestimmen.

Es wird willkiirlich die [lll] -Raumdiagonale = Z(O)—

Achse dazu ausersehen.

Symmetrisch soll heiBen, daB bel einer Drehung um n . 120°
um diese Achse die Koordinatensysteme der ibrigen 3 Unter-

gitter ineinander iberfilhrt werden. Das kann man z.B. durch

folgende Wahl erreichen:

Untergitter Richtung der Richtung der
z=Achse x—-Achse
0 [ 4447 | WER|
A [ 4441 | [ oA4]
4 [AdA] [aoil (17D
3 [444] [A40]

Damit sind auch die y-Achsen eindeutig festgelegt.
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Damit ist alles Wesentliche zur Berechnung der Matrixelemen-
te von S gesagt.

Die Bestimmung der zu den einzelnen Bindungen gehSBrenden
Euler'schen Winkel entsprechend der Festlegung in (17),
die Berechnung der Matrixelemente (14) wie beschrieben und
das Einsetzen in Gleichung (10) soll nicht im einzelnen
vorgefiiihrt werden. Es folgen die Ergebnisse fiir den Fall,
daB nur die Wechselwirkungen zwischen ndchsten Nachbarn
berlcksichtigt werden. Dies ist wegen Zﬁ A 4/’K%; eine
brauchbare Ndherung. Alle in den ndchsten Kapiteln angege-
benen Ergebnisse gelten nur in dieser N&herung.

Mit den Abkilirzungen:

h
M = («V) = 4% . a = Gitterkonstante (18)
W

¥l



A: 32 +25z4 g

folgt filir

g‘H’
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% +
A e tnmiiomy

Iy ._
64' T A - - ’3;"/»
| ¢ = e (19 )
, = _H0 TR
A& / A8 1= a8 * (20)
¢+ CH-
S = ( 21 )
g-* <™
l ! '
A9 'Ae_am'anv | Aetwn iy | Acrym. wos vy

%—————1— —
A4

A*w«,mw

+ -
“Retnm inw -Re v imw

STefmmimintr l—f‘e—w; O b

“R & tnmemiy |’K"’+“’°“"‘”"
, 14
“Te s i ‘—?e+;u;.d4-Mv
‘-{le*mo.mw »ﬂe'wwm\*'
A9

|-]e*9u;v:§u‘4w I—JxevM«-w‘a \r!

(22)
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Re crmeenr | Aetomviwmw | Reom. wor
2T Cmamony | +Te vt | 47 sitnr it
R e cnane s , ,
0 Ao = A i
+1e ety
A
ﬂeQMV'WWJ y .
A wmi 0 “Altom. anv
rlef ot w
R erms onwr
¥ ¥
“A v i A wme v 0
+ T s on
( 23)
und Sm_ = (SH)-f wegen (13) ( 24 )
S’* : +~)+
= (S wegen (13) ( 25 )

In den folgenden Kapiteln werden die Eigenwerte von S
ermittelt, die nach (11) identisch sind mit 4, (k) .
Die RPA-Energien erhdlt man aus (12):

1

- AUz &)
A/RM('{‘)“Q/—_:&'/’ (26)
(mit £ =19 [], da wir nur die Wechselwirkung zwischen
nidchsten Nachbarn berlicksichtigen)

Der Einfachheit halber werden jedoch meist nur die

Formeln fiir 533 explizit angegeben.
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:(é in (22,23) ist der Faktor

. d
AlR,) = A {berall weggelassen. Wir erhalten daher die

Bei den Matrixelementen S

Eigenwerte von S, und damit auch 4/ und NNA , in der
Einheit A = 0,0564 meV.
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VI. Reduktion der Sdkularmatrix flr Wellen in speziellen

Richtungen. Dispersionskurven

Die Raumdiagonalen (if&x=.f£3 :ﬁ»&} ) sind 3-z&hlige Symmetrie-
achsen. Eine Drehung um n. 120° um eine dieser Achsen {iber-

fiihrt den Grundzustand in sich selber.

Da die Wahl der Koordinatensysteme in den Untergittern
willklirlich ist, &ann man i.A. nicht erwarten, daB auch die
analytische Beschreibung des physikalischen Zustandes bei einer

der oben genannten Drehungen dieselbe bleibt.

Im vorigen Xapitel wurde jedoch gezeict, daf man die
Koordinatensysteme so wdhlen kann, daB bei Drehung um eine
bestimmte Raumdiagonale immerhin die Koordinatensysteme der
3 Ubrigen, nicht zu dieser Raumdiagonalen gehtrenden Unter-

gitter ineinander Uberfiihrt werden.

Die Wahl wurde in (V, 17) speziell so cgetroffen, daf bei

(o)

Drehung um n. 120° um Z édie Untergitter-Systeme (1), (2),

(3) ineinander Uberfiihrt werden.

Man kann nun erwarten, daB die Matrix S fir kx = ky = kz

(Z<O)—Achse) eine Struktur aufweist, die diese Drehsymmetrie

sichtbar macht, und daB 8 sich fiir diesen I'all reduzieren

laBt.

Betrachtet werde zunédchst eine Welle, zu der die einzel-

(o)

nen Unteroitter nur Beimischungen in Richtung von 2 liefern,

also eine Art longitudinale Welle. Die Untergitter (1), (2),

(o)

(3) liegen zu Z symmetrisch, weshalb ihre Beitrdge gleich

grofl sein miissen. Deshalb werden die 2. bis 4. und 6. bis 8.

Komponente des Eigenvektors

L= (o ¢,"ote < (1)

1



einander gleich gesetzt:
(2)

Uber den Beitrag von (o) 148t sich zun&dchst noch nichts
sagen, weshalb hierflir noch eigene Parameter freigehalten

werden. Damit lautet der Ansatz:

(3)
L= (a0, a6, 0, by, b, b, b,)

Eine weitere Normalschwingung muf hierzu orthogonal
sein. Die Untergitter (1), (2), (3) werden samt den zuge-
horigen Koordinatensystemen bei Drehung um n. 120° um Z(O)
ineinander Uberfithrt. Deshalb werden die Beitrdge von (1),
(2), (3) so angesetzt, daB sich die Phasen um jeweils 120°
= %1/ unterscheiden. Also eine Art zirkularpolarisierte

Welle. Der Beitrag von (o) wird wieder offengelassen.

Damit
¥ - v _
CTA=(0{0|0¢,,8,0£,@ '0(1 80,6’46,(34(:'6,,) (4)
) . 0.7 _ Dy
(maot é’v':e*/bb,‘ ¢ = ¢ €
bzv.

o o ) ’ (5)
/CTL = ({o, {4@ 'f,, @*l/,,:. jal 94 tﬂjﬂ'; 34/

bei Polarisation mit entgegengesetztem Drehsinn.



Wir betrachten nun S flir den Fall kX = ky = kz bzw
u=v=w= ¥ in dimensionslosen Koordinaten.
— - - T — T — T 7
[ -
A4 ‘Ae o ¥ : Acten*t A wlF
|
T e e
Aefwnt 1 A4
_Tetawtt STl tE
S'H'-———I——-'—‘—I———'
) |-Re en'F | -Ret waly (
A e t'F oA |
l- J*Q'W&F I.:-Z e,+91/u r
¥ r lﬂlge{’ml? I"’eeﬁ"”&}- |
A co L TetontE | T sy 13
_ e e N S RS
<™. (‘S++)‘f
e i e T
.  Re o' Retwrt 1+ R on*¥
| -
,H e ¥ :+Ye*wﬁ¥ | + 1 oY
______ O T
R e torF ! |
B ) | = AT ey '-_A”wa‘r (
PTe T | | |
S e R Bttt
Ret cn'¥ |
LAYt 0 | A" et}
P QARSI | [
_‘T_T___l_w_.l_ — -
ﬂ.m f ] ¥ ' ¥ 2 I
F1 oY , !
-, o ]
g'+ - (S +‘)-r
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6 )
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Wir haben die Eigenwertgleichung

Sk = 2 (

zu ldsen. Als erstes setzen wir flir { den Ansatz jLaus

(3) ein und erhalten die folgenden 8 Gleichungen:

14 a, =W, (
)ff 2 b3 CA - ¥
AeTarva, « f0, + (Ren*Y +T0urF)e by + 4 b= 4,0, ¢

Ao corta, o, + (Rt + Tslr)e by +£7 b, =4 a, (

AV et ¥ a, + 8,0, + (Rt F +T0ai8) by + £, 6, a,!

Ag l{)o = /\/a 010(
(R cort + Tour)eta, +6, 0, +Ae w®F by +8, b, =&, b, (
(Rent¥ + T utle 0o + 80, + Aetco T byt £l = Hg b, (

Ren*Fr 1"l F) ap + §ion + A corFlogt §ib, =tyeh,

mit den Abkiirzungen: (

54 = A8 + R ¥ + F17] s ¥

f = =24 co*x (

8 )

9)

11 )

12 )

13 )

14 )

15 )

17 )

18 )
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Man iliberzeugt sich leicht davon, daf sich die Gleichungen
(9) = (16) nur erfillen lassen, wenn aj = Lb = Q0 ist.
Dann sind die Gleichungen (9) und (13) identisch Null,
(10) bis (12) und (14) bis (16) sind jeweils untereinan-

der gleich. Es verbleiben 2 linear unabhdngige Gleichungen:

- ¥
d Uy ¥ L b, = Ly oa, ( 19 )

oder R

mit {4 lj)«¥
S_ = ( 20 )
n ‘ .
f S,
Die L&sung der charakteristischen Gleichung von SII lautet
B
Wy = £+ 4L
= A4 F RenE +12]1] e RE £ AT 'Y
(21 )

Nji = /19 + "; + [N “Z}i“ ha "2//“] (/‘}715

Damit haben wir 2 der 8 Zweige der Wellen in Z(O)—Richtung

gewonnen.
Fir ¥t = i— ist N,gz A/f- Fiir ¢ #-g— haben die Eigenvektoren

£, die Form (a1 = 1 gesetzt):
Lo - “Ya L Y4 CYy
{Z,(ul /1' A( /1/' ule l(// le‘ } (22)
R R 7 A “Ya
,7((/‘/1[/1(/!’\46 e -t
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LY
wobel 7, die Phase von A=Al ¢ ‘4 ist. (siehe VvV, 20)

Der in (4) in Analogie zu zirkularpolarisierten Wellen
gemachte Ansatz
R L F - . , ,
/ér,, = (ufol A, , A, e As €, € ¢ Ui, (4}

soll kiirzer behandelt werden: Bildet man

S};n:l‘/a'cm ( 23 )

so sieht man, daB nicht dO und e, zugleich # O sein dlirfen,
Wir wdhlen z.B. e, = O; dann sind die 2. bis 4. Gleichung
in (23) linear abhdngig, ebenso die 6. bis 8. Gleichung.
Ferner ist die 5. Gleichung identisch Null. Es verbleiben

3 linear unabhdngige Gleichungen:

‘ ’/Ufo\: ‘ , O‘O ( 24 )
fsif \ da ' = b vy
¢, e,
mit
/’ 19/ A wlE RutE 7oty
SE B % AXWf? A4 R - 3]3) wa i AR E

B | ( 25 )

Rt E T Aty A4 = 2R

Die Wahl do = O entspricht der Welle, bei der die Polari-

sation den entgegengesetzten Drehsinn hat (5):

L‘TL - ( 0' !“ ¢ '{4@+1 f”,‘ j"’) 34€~I j4e+l ((f/l)
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Man erhdlt aus SﬂCnf=A% Loy

A9 = AR 4 Y - 4, R F + 7wty Avwﬁf /ﬂ
2R o £ T R _ S5 A% 1 g -
SR o™ 41 cuf) 48 - ¢, SA w'f L9 (=0
. (26 )
A wtrE A T AL R - TR Wl 4 1,
Nach Umstellung der Elemente ist dies
Sy 5] |
SE-WZM S0 = ( 27)
fa
J : : : ] o : '
SIII hat die gleichen Eigenwerte wie SIII’ die beiden
Ldsungen

i ot - -
( do,dAeVIJAeI d4; 0,eef e e,

( 28)
~ + - b
und (0'(461("@:’{"[ 5013461?"(’/34/
sind also miteinander entartet.
Damit ist die (8x%x8)-Matrix S fiir den Fall kx = ky = kz
auf eine (2x2)-Matrix SII und zwei (3x3)-~Matrizen SIII und

SIII' reduziert. Die Dispersionskurven konnen in 2 "longi-
tudinale" und 6 "zirkular-polarisierte" Zweige aufgeteilt

werden; von den letzteren sind je zwel miteinander entartet.

Die charakteristische Gleichung von S wurde bereits in

II

¢ , ,
IT1T bzw. SIII 1ldBt sich als kubische

Gleichung, deren Koeffizienten Funktionen von § sind,

(21) geldst. Die von S
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nicht allgemein (d.i. fiir beliebige § ) 18sen, wohl aber
flir spezielle Werte ( ¥ = 7, TIZ )

Man erh8lt aus (25) nach einfacher Rechnung:
a) ¥=0 d.h. k=0
Eigenwerte von SIII:

W = A9 -2k
WE - A9 g £ 24
G (29)
Eigenwerte von S o't &Ji = Aég : ly;; . 4@5
i -

Dazu kommen noch die Eigenwerte von S., fiir £= 0.

aus (21) LJB

4/1=/l§r/2r2),4)

D.h. fiir 'k«= O nehmen Ay und «j,, die folgenden Werte an:

[\/_7) Nﬁ?,q: 49)/2/\)3/43"/1‘ Em'ﬁai‘tuv\}
A3 + R+ 2IAl = 2755 216 19 olre fack
A9+ R = IAL 8 TRY : (307
19 - 3R = 42,33 A0, 38 2Zwed fack
(alles in der Einheit ) angegeben)
p) ¥=F dhk= (4, L =)
Eigenwerte von SIII:
s
NSZ = Aq - E
( 31)
LB e
Nu/b/ p Ag - z
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. [ B 8 g £
Eigenwerte von SIII : !Ué = Aé : LJ%? . @@Q

Dazu kommen die Eigenwerte von S.. fiir ?‘:fi

D.h. fiir #=- (£ & &) nehmen 4. und ./ die folagenden
&, ™ 7z RPq -

Werte an:

' = A4V 20, /45 - Entartung
s W%W,-)J Alg /1§ - 1 ]

E
19 + 5/3 = 20,67 20,59 vierfach
19 - 5/3 = 17,33 17,26 vierfach

' el

Un die Eigenwerte von SIII bzw, SIII flir beliebiges ¢
zu ermitteln, kénnte man die charakteristische Gleichung
von SIII numerisch ldsen. Da jedoch im ndchsten Kapitel
alle Eigenwerte der (8x8)-Matrix S filir beliebige 4 mit
einem direkten Verfahren numerisch bestimmt werden, mbchte
ich auf die Ergebnisse des ndchsten Kapitels vorgreifen
und alle Dispersionskurven der Wellen in Richtung der
Raumdiagonalen zeigen: ~z (¥) in Abb. 8a und «/4p (F/ in
Abb. 8b. (Alles in der N&dherung, daB nur die Wechselwir-
kungen zwischen ndchsten Nachbarn berilicksichtiat werden).
Ein Vergleich der Dispersionskurven zeigt, daB 4/; eine
brauchbare Ndherung fiir ‘Vﬁmo ist, was die Gestalt der
Kurven betrifft. Die GrdBe der Dispersion ist etwa aleich
(15,33 1 bei 4/, und 15,22 bei 4 ; das sind 77 %
Unterschied). Aber die Breite der Energielﬁcke ist bei ¢/,
mit 12,33 2 um 18,8% gréBer als bel «&,,, , wo sie 10,38 A

betridgt.
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Wy LA A

A9 +R + 21 = 23,58 =~ __

2067 =48+ %

A4
733 = A9- %%

AL+ R - QA1 = A4 429

AQ’ZR :42133 -
/1.‘.
(0( 0' 0 ) ('E, %, E‘T{—)
—_— — — Zweb'?[act. entortet
Z\/g (+4&, - EERN

Abb., 8a
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26,18

RIAY
A9

A28

Ak, 34

A0}

A
o
(Olono) (Q.Z‘E}

— — — 2wefack entartet
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Die (g)=Systeme waren in (V, 17) so gewihlt worden, daB eine

Reduktion von S fiir die Z(O)mRichtung mbglich wurde. Drehungen
um n. 120° um 2P, 7(2) (3)
fiir die (g)-Systeme; man darf daher nicht erwarten, S fiir

oder Z sind keine Deckoperationen
diese Richtungen durch einfache Ansdtze wie in (3), (4)

und (5) reduzieren zu k&nnen.

Trotzdem existieren flir alle Raumdiagonalen die gleichen,
in Abb. 8a;8b gezeigten Dispersionskurven; denn man kénnte
ja zur Behandlung jeder einzelnen Raumdiagonalen die (g)-
Systeme neu so wdhlen, daB die Reduktion mit den gleichen
Ansdtzen wilie oben fiir die Z(o)—Richtung durchgefilhrt werden
kann. Die numerische Berechnung von #(4)aus S im nichsten
Kapitel ergibt dann auch fiir alle Raumdiagonalen die gleiche

ILdsung.

Nach der Behandlung der Raumdiagonalen wenden wir uns
nun einer weiteren Klasse von Richtungen zu, flir die S in
Untermatrizen zerlegbar ist, deren charakteristische
Gleichungen vollstdndig analytisch geltst werden k&nnen.

Dazu ordnen wir die Zeilen und Spalten von S so um, daB

sie statt
+ t R - - - -
Cotca.czlcsicolé’,,‘Ck‘Cs ( 33)
die Reihenfolge
+ - - - -
P R N A AN e ( 34)

haben. Dann sieht S so aus (mit den Abkiirzungen su = sin u;

CuU = COS U USW.) 3




= H9 =

1 ﬁ m
T _ _ | _
Mw;mu@ﬂ_in -t = — — — — »Il_l — = li_l -
by
£ M) ww«\ ‘
B N R Lll‘il S
#1565 2, - ka.3+m. - _ _ _
kq.bulww«\ kso._‘_u.*omb mN\ _ ‘
km.smxmlkuéﬂwﬁmﬂu a5 M5 2,0+ g . ‘ .
ku.sw& _53&6»@% Vite) sf&u ﬁ\ _ . |
|
' |
0 _ 4D NI pf = | L1200 Y- L1 D Y 3% _ 4
vyl g emaye gy OIS
+ Su.SUbQYO_
£19 4 Y- 413D | - 0 4973 5 ISR L | S Bl by
_ _ - 41202 ,2 Y- £12°WD 2y -
_— = = = - - - 4 - - - - |- — 1 -
219 w2 i _Ru&G 2y | 22.%o 2y £75-ws [+ 505,20+ psews 2[4 i
_ + | - _ 0 473 w3 Y £77 .k.o.*&w\ $o.$.u:® i _ w\
\#MU Jr\v‘u J_,er ‘Q.U \IMU I\«U lv\.U +0U
sv'vo = Vi _w { VI Y]

X % S

23M2 W29 X243 70 )y
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S besteht aus vier (4x4)-Untermatrizen, von denen die in
den Ecken nur Kosinusfunktlonen zusammen mit der Konstanten
A enthalten. Die Untermatrizen auf der Hauptdiagonalen
enthalten Sinusfunktionen mit I als Faktor, sowie Kosinus-
funktionen mit R als Faktor.

Wenn nun zwei der drei Variablen u, v, w gleich i’%:
sind (dazu gibt es 12 M8glichkeiten), so hat S die Form

SE 0
S = ( 35)
)
0 5_:3
Wir betrachten als Beispiel den Fall v= 4= %; : dann ist
44 Te e Tet 1 oo
, ¥ o_ ,
Tetoem A9 “le gien -TJe?
S = . - - 36
L e Tetaim A T 38
Voim  -1%e” N AP0 A4
Die charakteristische Gleichung wvon SIV und SIV' lautet:
9w )Y = 2031701 4 20tn) (G =22 1T (A + 200 ) = 0 (37 )
Dies 138t sich schreiben als
. . 1
LS = ) = i31* (a4 2 waad] " = 0 (38)

Es folgt (SIV und St ' haben die gleichen Eigenwerte) :

\Y

Ay = A8 £1T] V A+ 2 sutan  (jede Losung vierfach) ( 39 )
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Die 8 Zweige dexr Dispersionskurven fallen also zu zweil
je vierfach entarteten zusammen.
Mit 4 = %/kund :(:g,g T . lautet (39):

Mo lh) = A9 + £ A+ 2 o (& hy) (40)
3 2 —
[@’ zz’ % ]
Der Verlauf dieser Funktion ist in Abb. 9a gezeigt;
NﬂM in Abb. 9b.

Die durch 4 sy = ’Ifestgelegte Linie ist das Lot vom
N (o)

Punkt ( —'E‘ %—‘ g ) der Raumdiagonalen 2 auf die Fl&chen-
diagonale I"ﬁ =k, . Hierzu symmetrisch sind die Lote auf die
beiden anderen Fldchendiagonalen Z,(:ﬁ} und £,- £, , da die
Raumdiagonalen dreizdhlige Symmetrieachsen sind. AuBerdem
ist W, (k)invariant gegen alle m&glichen Vorzeichendnderungen
der Komponenten von 4 . Das bedeutet: Fiir alle 12 Linien,
die dadurch definiert sind, daB8 2 der 3 Komponenten von //€
gleich ?fg%oder ,gsind, erhdlt man die gleiche L&sung wie

in Abb. 9%a bzw. 9b.

Die 12 Linien bilden innerhalb dexr 1. Brioullin-Zone

einen Wirfel der Kantenlénge % . Den Mittelpunkt des Wiir-

fels bildet 4, = O. Die 8 Eckpunkte haben die Koordinaten

tx ¥ {L_' * ",l:) und sind Randpunkte der 1. Brioullin-Zone.
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Ad441= 499¢

e e L

A§-V11 = A% vy \/

A4~ <43

- ton,

%)
1 B

i

T 2
Y &3
(Zweije je v.’effcu,h C/mf;cwtet)

/;/g (’{u'-fgh "_"-g} Ar. Zykl.

Abb. 9 a
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VII. Numerisches Verfahren zur direkten Bestimmung der
Eigenwerte der Sdkularmatrix beili beliebigem Wellenvektor,

Weitere Dispersionskurven,

Abgesehen von den gerade behandelten Fdllen ist eine analyti-
sche Bestimmung der Eigenwerte von S nicht m6glich, weshalb

man auf numerische Verfahren angewiesen ist.

Das Aufstellen der charakteristischen Gleichung von S,
die dann z.B. mit dem Newton'schen Verfahren iterativ geldst
wird, ist hier nicht zu empfehlen. Wegen dexr hohen Dimension
von S (8x8) ist der Rechenaufwand betrdchtlich und die Fehler-
kontrolle schlecht. AuBerdem gibt es beim L&sen der charakter-
istischen Gleichung Komplikationen und Konvergenzverschlech-
terung, sobald mehrfache Wurzeln auftreten.

Deshalb soll hier eines der Verfahren benutzt werden, mit
denen die Eigenwerte aus der Matrix selbst iterativ berech-
net werden. Flir unseren Fall erscheint das von Jakobi 1846
angegebene Verfahren besonders geeignet, das auf hermitische
Matrizen zugeschnitten ist und auch nur fiir diese gliltig ist.
Es hat den entscheidenden Vorteil, daB es v6llig unempfindlich
gegen den gewdhnlich sehr unangenehmen Fall betragsgleicher

oder betragsnaher Eigenwerte ist.

Die Matrix, deren Eigenwerte gesucht sind, wird durch
eine Folge ebener Drehungen (zweidimensionale unitdre Trans-
formationen) mehy und mehr in Diagonalform {iberfithrt, so das
die Diagonalelemente der transformierten Matrizen sich den
Eigenwerten gdnahern, wdhrend die Spalten der Gesamt-Trans-
formationsmatrix® die zugehtrigen Eigenvektoren anndhern.

Bei jeder Eingzeltransformation wird ein auBerhalb der
Diagonale stehendes Elementenpaar kai Ay, = qit (¢+k)
in Null verwandelt. Die so erzeugten Nullen gehen zwar beil

#;Produkt der Matrizen der Einzeltransformationen
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der folgenden Transformation, die ein neues Elementenpaar

zu Null macht, wieder verloren, aber man kann zeigen ( s. ﬁﬁ),
daB die Quadratsumme der Diagonalelemente mit jedem Schritt
zunimmt bzw. daBf die Summe der Betragsquadrate der AuBer-
diagonalelemente abnimmt und gegen Null konvé@iert. Damit
entsteht eine Diagonalmatrix, die die Eigenwerte in irgend-
einer Reihenfolge enthdlt.

Bei der ndheren Untersuchung ist es zweckmdfig, die soge-
nannte Euklid'sche Noxrm g einer Matrix einzufiihren:

B sei eine beliebige quadratische Matrix.

Def. /VLQ(K)= f}o(73+73)= 5’0(227’/ (1)

Diese Norm hat die Invarianzeigenschaft

MUB) = 4 (WB) = a4 (BW)

wobei W unitdr ist.

(2)

A sei hermitisch; W sei unitdr mit

A= WAW?

wobeli D diagonal sein soll. [Diagonalelemente 5&]

(3)

Dann gilt

W) = p(AAT] = GUAA) s S (WIWTW D L)

= SP ( QXU da sich die Spur bei einer
unitdren Transformation nicht
= Y gt dndert.
WA = ) gt it A=At (4)
1T

Die Euklid'sche Norm einer hermitischen Matrix ist gleich
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der Wurzel aus der Quadratsumme der Eigenwerte der Matrix.

Andererseits gilt

A = G (Ak) = ) ag a,, = ) 1A )" (5 )

‘/Ik ‘Lg k

[A=a! = ay -0 ]
Damit

%x(mszlad“x:z&l ( 6)
vk ¥

2
Z Q; + Z la, 1" = ) et (7)
v CEk C

Es folgt die Abschidtzung

gacfé:g&;?” o)

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn A diagonal

isto,

Um die Konvergenz des Jacobi-Verfahrens zu beweisen,
braucht man nun nur noch zu zeigen, daB die Quadratsumme
der Diagonalglieder ( ‘Z qo? ) bei jeder unitdren Trans-
formation, die 2 AuBerdiagonalglieder zu Null macht,

zunimmt.
Dann folgt aus (7), daB die Summe der Betragsquadrate
der AuBerdiagonalelemente ( EZIQqu ) bei jeder der

Ckk
Transformationen abnimmt und gegen Null konvergiert,
Damit konvergiert die Diagonale gegen die Eigenwerte &;;
denn es werden ausschlieflich unitdre Transformationen
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durchgefiihrt. Wir betrachten nun eine einzelne unitire
Transformation:

- F — )

/ - i ) @

A /= A mit aﬁk = Qlﬂ' =0 (9)

d.h. die Elemente Q. 4. Qu. = Q¢: sollen bei der Trans-
formation zu Null werden. Dies kann man durch eine soge-
nannte ebene Drehung (zweildimensionale unitdre Transforma-
tion) erreichen. Dabeili weicht die Transformationsmatrix T
nur in den Elementen (i, 1i); (k, k);: (i, k); (k, i) von der

BEinheitsmatrix ab.

tki ‘ka ( 10 )

alle sonstigen Elemente sind Null. ;
Es geniigt, die Untermatrizen Adkund Im_bzw,TE(zu betrachten

Tc: Ack Tck = /40:” (1)
oder
to fx: Qe Ay toe o ‘addm 0 (12)
td b \0a O tee  tuk ) % Q;fl’
Wegen 1 ' 1.=/ gilt auch 7}: 71k =4
Damit

All (A::()) . "11(/4%)
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oder
(4;2 (4’1 2 2 'y
Qg+ Qo = Qi +0,, + Aoy (13 )
wegen (6).

Bei der Transformation'Ti4TWerden wegen (10) in A nur die
Elemente der i-ten und k-ten Zeile und Spalte geé&ndert.
Speziell filir die Diagonalelemente gilt daher

“)

aee = aea !wf e#uﬂ@#k (14)

Es gilt filir die Quadratsumme der Diagonalglieder: vor der
Transformation ) Qp,"

[
nach der Transformation

2
NP4 Z’ (4,2‘ (412 “ 2
- !
/Za“/ G Qe LY t Ay,
v
K

= 1 e 2
- Z Ree + Qg+ A wej e (44 )
i

Z ae; + atf(,‘l + am‘z +11ka)1 NCJC“ (/13)

ex
b
o 2
/E:QC& - Z Qe + A0t (15)
¢

D.h. die Quadratsumme der Diagonalglieder nimmt bel jeder
unitidren Transformation zu, die 2 AuBerdiagonalelemente (1, k)
und (k, i) 2zu Null macht. g. e. d.

Die Zunahme betrdgt 2 -}Q;k)L . D.h. die Konvergenz des
Jacobi-Verfahrens 1st um so besser, je grbBer die Betrdge

der AuBerdiagonalelemente sind, die bei den Einzeltrans-

formationen zu Null gemacht werden.
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Ndheres zur praktischen Durchfilhrung des Verfahrens
in Anhang D.

Mit Hilfe der Methode von Jacobi kbnnen also filir jeden
Wellenzahlvektor £ die zugehdbrigen 8 Eigenwerte der Sdku-
larmatrix S numerisch berechnet werden. Damit kénnen die
Dispersionskurven der Drehimpulswellen filir jede Richtung
bestimmt werden, die man betrachten mdchte.

Als erstes nehmen wir uns zur Kontrolle die Richtungen von
V3 vor, flir die wir im vorigen Kapitel analytische Ausdriicke

von 4/(#)gewonnen haben. Dies sind

a) Die 12 Linien KX = 43= {i u.s.w., flir die alle 8 Zweige
analytisch berechnet worden sind. (VI, 40); Abb. 9a,b
b) Die Raumdiagonalen. & (k) wurde analytisch berechnet fiir

k=0 und f= ( rE tgl rg), sowie fiir die beiden
"longitudinalen" Zweige. (VI, 21); Abb. 8a,b

Von den restlichen 6 Zweigen ist bekannt, daB sie zu 3 2zwei-
fach entarteten zusammenfallen,

Die Kontrolle ergibt, daB die numerische Rechnung die gleichen
Ergebnisse liefert wie die analytische. (Innerhalb der durch
den numerischen Rechenaufwand bestimmten Fehlergrenzen;

ndheres dazu weiter unten).

Es folgt eine Reihe von numerisch berechneten Dispersions-—
kurven, die wir im n&chsten Kapitel benttigen. Alle numerischen
Rechnungen wurden im Rechenzentrum der TH Aachen mit einer
"Control Data 6400" durchgefiihrt. Die dabei benutzten und
flir diese Arbeit geschriebenen Programme ( in der Programmier=—
sprache F@PRTRAN formuliert) sind in Anhang D angegeben.
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Die Iteration nach dem Jacobi-Verfahren wurde jeweils
solange durchgefiihrt, bis alle AuBerdiagonalelemente dem
Betrage nach mindestens um den Faktor 103 kleiner als der
Mittelwert der Diagonalelemente waren. Die Eigenwerte von
S waren dann bis auf einen relativen Fehler von ,f‘c:lom6
bestimnt.” Diese Fehlerangabe beruht nicht auf einer Ab-
schdtzung, sondern auf dem quantitativen Vergleich mit

den im vorigen Kapitel analytisch berechneten Werten.

Ferner wurden die Symmetrien Ulberpriift:

W (r~&x,t &3,r ) = A/l&w,&b Lz fiir alle Vorzeichen-
kombinationen. Speziell erhdlt man fiir alle Raumdiagonalen
die gleichen Dispersionskurven (siehe auch voriges Kapitel).

AuBerdem ist die Dispersion fiir Wellen in Richtung
jeder kubischen Achse die gleiche. (Da die Raumdiagonalen

dreizdhlige Symmetrieachsen sind).

Zu bemerken ist noch, daB das Jacobi=Verfahren nicht
selbstkorrigierend ist. D.h. die beim numerischen Rechnen
‘unvermeidlich entstehenden Rundungsfehler summieren sich
im Laufe der Iteration auf. Dadurch kann die Stellenzahl
der Maschine nicht voll ausgenutzt werden. Das ist aber
unwichtig, solange die Genauigkeit, mit der die Maschine
rechnet, um einige Stellen groBer ist als die gewlinschte

Genauigkeit.

*Wie aus der Stoérungsrechnung bekannt, ist die N&herung fiir
die Eigenwerte stets etwa eine Ordnung besser als die fiir die
Eigenvektoren (bzw. Eigenfunktionen). Sind z.B. die Eigenfunk-
tionen in O. Ordnung bekannt, so kann man die Eigenwerte bereits
in 1. Ordnung berechnen u.s.w.

Deshalb sind hier die Eigenwerte schon ziemlich gut be-
rechnet, widhrend die Eigenvektofen (= Spalten der Gesamt-
transformationsmatrix) vergleichsweise noch ungenau sind.
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Um einen Eindruck von der GrdB8enordnung der Rundungs-
fehler beim Jacobi-Verfahren zu geben, betrachten wir als
Beispiel den Computer CD 6400 ¥ und unsere Sdkularmatrix.
Die relative Genauigkeit der Eigenwerte auf der Raumdia-
gonalen wurde zu diesem Zweck auf 10_8 gesteigert. (Dies
wurde erreicht, indem weiter iteriert wurde, bis daB alle
AuBerdiagonalelemente dem Betrage nach um den Faktor 104
kleiner als der Mittelwert der Diagonalelemente waren) .
Die Rundungsfehler machen sich dadurch bemerkbar, daB die
Matrix S(n) (n = Ordnung der Iteration) nicht mehr genau
hermitisch ist, und liegen alle zwischen 10_13 und 10"14,
sind also relativ zu 10~° zu vernachlédssigen.

*’Die CD 6400 arbeitet mit einem Zentralrechnerwort von 60
bit. In der Gleitkommadarstellung der reellen Zahlen entfal-
len davon 1 bit auf das Vorzeichen, 11 bit auf den Exponenten
und 48 bit auf die Ziffernfolge. Diese 48 bit entsprechen
etwa 15 dezimalen Stellen.
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Wy [AT A
A4+ E=20,67 ¢
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Abb. 1l3a
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VIII. Das Spektrum der Drehimpulswellen,

Als Spektrum bezeichnet man die Verteilungsfunktion g (4 )
der Energieeigenwerte & (4).
Es ist

g(mmz_i/(x% C1)
V

Integriert wird Uber das Gebiet V des/k=Raums, in dem
A (£) im Intervall [ 4, w+ de] liegt. Wegen der Normierungs-—

bedingung
fﬁ(h)dw =
ist v, - fﬂt}’k ( 2)
V.

Dabei ist A eine Elementarzelle des reziproken Gitters.
Wir benutzen die symmetrisch um den Nullpunkt gelegene
Elementarzelle des reziproken Gitters, welche 1. Brioullin-

Zone genannt wird. (siehe Abb. 13 unterer Teil)

Flir das fcc-Gitter ist vy = 4 (25'/a)3~

Substituiert man

k- ¥ o2 e in (v,35 f4llt a h :
iy wl E-AW wie in ' 33), so f& a heraus:
yir 3 '
Ve

Im folgenden werden die dimensionslosen Koordinaten u, v, w
benutzt,

Da die Eigenwerte & () numerisch vorliegen, wird die Inte-
gration in (3) numerisch ausgefilhrt: Man legt in Vl ein
mdglichst engmaschiges Netz und berechnet 4 (&) an allen
Netzpunkten. Dann zerlegt man den Wertebereich von & in
Intervalle der Linge 4. und ermittelt die normierte Ver-
teilung der berechneten Energiewerte auf die einzelnen

Intervalle.
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Man bildet
Anzahl der Energiewerte in L& w+ dwl A (4)
Gesamtzahl der Energiewerte Ao

und erhdlt damit niherungsweise g (&) im Intervalllw widw].

Wegen der Symmetrie w (M, v, tur) = W ( M, 0 0)
(alle Vorzeichenkombinationen) geniigt es in unserem Fall,
als Integrationsgebiet den Teil der 1. Brioullin-Zone zu
nehmen, der im 1. {(oder einem anderen) Oktanden des U-Raumes

liegt.

Dieses Gebiet wird durch die folgenden Bedingungen ab-
gegrenzt:
0 < MV, tr < ir
und 2 ( 5)
Mt vt L
Dieses Gebiet soll Vl/8 genannt werden, da es 1/8 der ge-
samten Brioullin-Zone V, umfaft. Die Randpunkte von V1/8

haben relativ zu den inneren Punkten von Vl/8 ein falsches
Gewicht., So kommt z.B. der Nullpunkt in V1 einmal vor, in
V1/8 incl. Rand jedoch ebenfalls einmal, obwohl Vl/8 nur der
8. Teil von vV, ist. Deshalb darf kein Netzpunkt auf dem
Rand von V1/8 liegen. Anererseilts soll das Netz das Inte-
grationsgebiet gleichméfig ausfiillen, weshalb das Netz bis
dicht an den Rand herangehen mufB.

Da die Raumdiagonalen dreiz&hlige Symmetrieachsen sind,
wiirde es geniigen, ein geeignet gewdhltes Drittel von V1/8
zu nehmen, also 1/24 der ganzen Brioullin-Zone. Dies ist
aber rechnerisch ungiinstig, da die Grenzen dieses Gebietes
analytisch kompliziert zu beschreiben sind.

Um zu verhindern, daB wir wegen der eben erwdhnten Sym=
metrie an verschiedenen, aber zueinander symmetrischen '
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Punkten die Energiewerte berechnen, was flir die Bestimmung
von g (4 ) keine neue Information liefern wiirde, wihlen wir als

Netz die Punkte/ﬁkz

M:?’//, ‘,’MA'J’
mit M - (Wh,’W»,f%;/

( 6)
W= 1t m, o §
. ganz

M, M, M
“TATR 411e verschieden

C< '(71' Z/L‘ 8}44",’/
mit den Bedingungen
MV W < kv L 30
Damit erreichen wir gleichzeitig, daB kein Netzpunkt ein

Randpunkt ist.

Das F@RTRAN-Programm zur Berechnung von g («) ist in
Anhang D angegeben. Das Programm zur Bestimmung derA/(ﬁb
nach dem Jacobi-Verfahren ist darin als Unterprogramm ent-

halten.

Es wurde die Schrittweite 4 = 0,2 benutzt und %, = 0,01;

¢, = 0,05; .= 0,1 gewdhlt. Das Netz umfaBte dann 2048
Punkte. Es wurden 2048 ° 8 = 16 384 Energiewerte berechnet
und deren Verteilung auf Intervalle der Liange 4. ermittelt.

Der Fehler, den man bei der numerischen Berechnung der
4J(dav) macht, pflanzt sich nicht auf das Ergebnis g (&)
fort, wenn nur die N(/ﬁ@) so genau bestimmt werden, daB
sichergestellt ist, daB jedes N(&Qw) dem richtigen Intervall
zugeordnet ist. Die kleinste hier benutzte Intervalldnge war
Au = 0,25, DietU(/ﬁ@) liegen in der GrdBenordnung 10 - 30;
d.h. der relative Fehler der;N(lZw) mus < 107> sein. Diefﬂ(iaJ
wurden, wie im vorigen Kapitel, mit einem relativen Fehler
von X~ 10-6 berechnet, womit diese Bedingung gut erfiillt ist.
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Problematischer ist die Intervalldnge 4. Wihlt man 4«
zu groB, so geht Information verloren; man hat den Rechen-
aufwand schlecht ausgenutzt. Wird dagegen 4#zu klein ge-
wdhlt, so fallen in die einzelnen Intervalle zu wenig
Werte. In g (& ) treten zu groBe Schwankungen auf, da die
Integration zu ungenau wird. Selbstverstdndlich kann man 4+
um so kleiner wdhlen, je engmaschiger das Netz ist und

je mehr Werte somit berechnet werden.

Durch Variation der Intervalldnge ( 4# = 0,25; 0,4
und ganzzahlige Vielfache davon) zeigte sich, daB8 es in
unserem Fall mit 16 384 berechneten Energiewerten und einer
Breite des Spektrums von # 15 glinstig ist, 4#= 0,4 zu
wihlen. Bei dieser Intervallteilung sind nur sehr kleine
Schwankungen in g (4 ) sichtbar, und die Konturen des

Spektrums treten scharf hervor.

Abb. l4a zeigt das so ermittelte Spektrum der Drehimpuls-
wellen in der Bloch'schen Ndherung. (Dabel sind, wie stets
seit Kapitel V, nur die Wechselwirkungen zwischen ndchsten
Nachbarn beriicksichtigts:) Der Schwerpunkt des Spektrums liegt
bei 19, da der Mittelwert der 8 4, -Werte, die zu jedem Y4
gehtren, 19 betrdgt.

Aus dem Spektrum in der Bloch'schen Niherung | g(ﬁ@;)
kann man mit Hilfe der Beziehung wp,, = & /2Wgl & = 4
das RPA-Spektrum %(A%M)berechnen.

. W, 5 ety W
g (tg ) ol - 3( Mzg“) L by (7)
d.h. ) 0 By kel (8)
,{ (UVQPA ) = gm4 ( ﬂ;ig /

Wenn g ( 4z) wie in Abb. l4a als Histogramm vorliegt,
so erh8lt man das Histogramm des RPA-Spektrums (Abb. 14b)

durch
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Spektrum der Drehimpulswellen in der Random Phase Approximation
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{«; "(ANMA )i = j@ (Adg),

(44g),

(A[JMA)L

—\é\
<.
i
[V
<

(9)

mit (4u); = t,, -ty . WP ¢ VAWEJE -4

r 14

( Der Index i 2z&hlt die Intervallgrenzen bzw. die Inter-
valle und die zugehbrigen Funktionswerte ab)

Aus Ay = EVAlg /e -1 folgt Mgy ¢ L1z 3 doh. der
Schwerpunkt des RPA-Spektrums liegt tiefer als der des

Spektrums in Bloch'scher N&herung. Numerische Rechnung
exgibt 44y, = 18,66,
Ferner gilt

——

2 =2
Nm = lft;/g £ ( 10 )

Es 1ist [/; = £=49 (s.0.), damit

s

1 -
W, = A

o (11 )

Es folgt eine Zusammenstellung einiger charakteristischer
Daten der Spektren.

Spektrum
in Bloch'scher in RPA
Ndherung
Energieliicke zwischen
Spektrum u. Grundzustand 12,33 10,38
Breite A@mX - A, 15,22 15,81
Schwerpunkt P : 19 18,66
V ai - 54 3,54 3,58
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Singularititen der Ableitung von g ( K

Man kann (1) in ein Oberflidchenintegral uvmwandeln und
erhdlt

(w);_/l / ds
? Vs J }gwxo(,&w] (12 )

Dabei ist ds ein Fldchenelement auf der Fldche S, , fir

die die Energie konstant und gleich 4 ist.

Als kritische Punkte werden die Punkte des 4 -Raums bezeich-
net, ftir die grad # (k) = O ist. Diese Punkte #, bewirken

in der Spektralfunktion g (« ) an den Stellen &« (4,) =4/,
sogenannte Van-Hove-Singularitdten. Bei eindimensionalen
Problemen hat g (4 ) Wurzelsingularitdten, bei zweidimensio-
nalen logarithmische; bei dreidimensionalen ist g (&« ) selbst
stetig, aber die Ableitung hat an den Stellen 4, Wurzel-
singularititen. Wenn man weiBl, wie sich & (4) in der Um-
gebung von »&C verhdlt (Extremum, Sattelpunkt), kann man

nach van Hove [12] die analytische Form von g (&) in

der Umgebung von 4, angeben. Anhand der in den vorigen
Kapiteln berechneten Dispersionskurven ist es mdglich, eine
ganze Reihe von kritischen Punkten in & (k) bzw. 4, (4)

zu finden und mit einiger Sicherheit auch ihren Typ zu
bestimmen. Die Ergebnisse fiir A; (4) sind auf der folgenden
Seite zu einer Tabelle zusammengefaft, in der auch das
Verhalten von g(&q) in der Umgebung der ‘ﬂ; angegeben ist.



Verhalten von g (#) in der

. Umgebung von &5 fiir
/&C A/E = /\/g [’kc)
Typ des kritischen
c .
2] Punktes &% < by A@ S A@F
19-3R = 12,33 Minimum fiir 2 Zweige 0 C, Vg - 4223

(0,0,0)

19+R-2(Aa|= 14,89

19+R+2 |Al= 27,55

{absoclutes)

Minimum fir 2 Zweilge
+ Sattelpunkt 2. Art
fiir einen Zweig

Maximum flir 3 Zweige
(absolutes)

¢ -¢C y/u,,zs-u&

€ V2355 - 0,

G +c, Vg - ey

u. zyklisch

119+R ¢laI= 24,38

194R- |Aal= 18,06

Sattelpunkt 1. Art
fir 2 Zweige

Sattelpunkt 2. Art
flir 2 Zweige
(sehr flach)

€, + 0’(4}8 - 2438)

€ -V -2432

Co + O(w-140¢)

(

g
4
S’lé"[
"
Sz
-
Pl:,
e a

alle Vorzei-
chenkombina-
tionen

19+ &5/3 20,67

19- §/3

17,33

Maximum £lr 3 Zweige
+ Sattelpunkt 2. Art
fir 1 Zweig

Minimum £ir 2 Zweige
+ Sattelpunkt 1. Art
fiir 2 Zweige

Cpo + Cua V20,67 -4,

~Cy V20,63 -

Cre + 0 (lg - 13 23)

Coo + 0 (g -20,62)

—Cus Yug - 47353

mLBm
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Sattelpunkt 1. Art bedeutet, daB in der Umgebung von ég_die
Fléchen gleicher Energie filr & < 4/ einschalige Hyperboloide
sind, fir & >4, jedoch zweischalige. Beim Sattelpunkt 2. Art
ist es umgekehrt.

Die Ci sind positive Konstanten, die hier unbestimmt
bleiben. Man kann nur qualitativ sagen, dag die Ci’ die als
Faktoren vor den Wurzeln auftreten, um so grBer sind, je
flacher das jeweilige Maximum bzw. Minimum etc. ist.

g (Wg) ist jedoch numerisch berechnet worden. (Histogramm
in Abb. 14a) Vereinigen wir nun unsere Kenntnisse iiber die
Singularitdten (Tabelle) mit dem, was wir aus dem Histogramm
ilber den Verlauf von g (¢Qz) wissen, so kann man sagen, daB
g (&) etwa die in Abb. 15a gezeichnete Form haben sollte.

Ganz analog kann man herausfinden, wie .{(avkz4) ungefshr
verlduft. Abb. 15b.
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IX. Der EinfluB der Gitterschwingungen auf die Drehimpuls~

Fir die Berechnung der Drehimpulswellen haben wilr ein starres
Gitter angenommen. Wir wollen nun abschdtzen, wie groB die
Wechselwirkung zwischen den Gitterschwingungen und den Dreh-
impulswellen ist, um zu erkennen, ob diese Ndherung erlaubt

wax,

Dazu betrachten wir 2 Ortho«Hz-Molekﬁle i und j im
Abstand f¢; . Das Molekiil i werde um Bﬁ,aus der Ruhelage
ausgelenkt. Es wird lﬂla Se << &V angenommen, dann kann die
Wechselwirkung zwischen den Molekiilen nach Potenzen von Pd

entwickelt werden:

WIR %) = LR + W;AMW/%,%' (1)

'AN':J' = N(%” +n;) - N(%&a)

(2)
TR 2
= 1. - gradl N/ p 4V g LN
L/,/ @ Arn -Fn.,
o
/
Berechnet man die Anderung der Wechselwirkung zwischen dem
Molekiil 1L und allen seinen Nachbarn, die sich in ihren Ruhe-
lagen befinden sollen, so verschwindet die Summe liber die
in ¥ linearen Glieder in (2) wegen der kubischen Kristall-

symmetrie. Wir brauchen uns also nur noch mit den in 7
guadratischen Gliedern in (2) zu beschéftigen.

Nach Kapitel II spielen filir die Drehimpulswellen nur die
anisotropen Wechselwlrkungen eine Rolle. Unter diesen lber-
wiegt die Quadrupol-Quadrupol-Wechselwirkung beil weitem.

Es geniigt also, A N@? zu berechnen. (Index Q wird in der
Folge wieder weggelassen).
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Wir benutzen W in der Darstellung im System der Ver-
bindungslinie der beiden Molekiile.

%
Nc,- = A (Ry) Qg (2, 27) (12,6)

Wir betrachten den Spezialfall, daB /) parallel zu %;lv ist.
Dann gilt

( 3)

1}

AW _ 5 e §6 .=
"l ki gb Wvl + K 2 S’,, NUI e,

)

| v

(Die Faktoren entstehen durch Differentitation von }l~'ﬁq-5
nach R; die in V" linearen Glieder sind der Vollstindigkeit
halber mit angegeben). Die ﬁnderuhg der Wechselwirkungs-
energie ist dann

_ ' e ‘ 444.:, !
AE; = <Pyl aug ¥ il o

- & _ M, X .
- —d-:‘_ S'L < W(? YL' ’ Nt«‘/’ y; V"Z">

S 6 . .
“) .
die Funktionen VY sind in ( IV,5 ) definiert.

Es gilt nach Kapitel IV
M, : wm,! ] '
(<YW 1YY S € 1<V PG Pl s )

M
Dami t ‘1% Lol » 1A

(6)

fee VN X,

Man kann sich davon iiberzeugen, da8 AEyfﬁr den Fall, daB ¥,
nicht parallel zu %qist, stets kleiner ist als der in (6)
angegebene Ausdruck. Deshalb gilt

|AE, | ¢ 42— ¢ 7. Sl 2
l/ll ﬂ.;' u/lu‘ + ﬂ‘g’ gv Rx

o
g /
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< § L
14 E‘;{] < |4 Y Rcd' I i Th /'l.:;'

“I ¢
Y1 Imax ~ Ao 2
“l ﬂw ( 7)

Nun soll die #nderung AE; der Wechselwirkungsenergie zwischen
dem um 7% ausgelenkten Molekiil 1 und seinen Nachbarn berech-
net werden, die wir uns festgehalten denken.

Nattirlich kann ¥; nicht parallel zu allen %c[ sein.
Trotzdem soll fiir jede Bindung zwischen dem Molekiil i und
seinen Nachbarn j die maximale Enderung LAEQ‘LwaxaUS (7)
eingesetzt werden. Das ergibt dann eine ganz grobe Ab-
schdtzung fir IAE%[ ¢ Spezlell fir Wechselwirkung nur zwi-
schen ndchsten Nachbarn: '

|AE, | < 12, =4 ¢* ) (8)

Bel den tiefen Temperaturen, die wir betrachten, ( T «< 3%%)
spilelt praktisch nur die Nullpunktschwingung der Molekiile
eine Rolle. Diese ist nach Poll und van Kranendonk [13]

B

YYo= A0 A0t R (9)

Damit

|AE, | <Az.%f-./w'*w;,1 ( 10 )

4

IZKEi) <364 = 92 rmueV

Die Breite des Phononenspektrums kann durch die Debye-
Temperatur abgeschitzt werden: T, =405’k 2 9,06 meV [14].
Genauere Information liefern die Messungen des Spektrums
durch Gush, Hare, Allin und Welsh [15] , die eine Breite
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von 64 cm ' £ 8 meV angeben.

In die Abb. 17 sind qualitativ die Dispersionskurven
der Phononen undder Drehimpulswellen eingetragen. Man erkennt,
daB nur flir sehr kleine /k, d.h, fiir einen kleinen Bereich
groBer Wellenldngen die Kopplung ins Gewicht f&llt. Ihre
GrbBe ist nach der obigen Abschdtzung jedenfalls < 0,2 meV.
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Eine grobe Abschitzung ergibt, daB fiir 0 < k < 0,5/a die
Kopplung so grofi ist, daB die Dispersionskurven stark ver-
dndert werden. Aber dieser Bereich umfaft nur einen kleinen
Bruchteil der Brioullin-Zone (weniger als 2%), so daB die
Auswirkung auf das Spektrum ?llﬂ nur sehr gering sein kann.
Sie beschrédnkt sich auf die unmittelbare Umgebung der Werte
Wy (k=0 =12,33 2 ; 14,894 und 27,551 bzw.
Appp(k=0) = 10,38 2 ; 14,31 1 ; 26,19 A.
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X. Anregung von Drehimpulswellen durch Neutronenstreuung.

Die Drehimpulswellen sind bisher noch nicht experimentell
nachgewiesen worden. - Zum Nachweis scheint die inelastische
Neutronenstreuung geeignet zu sein. Im folgenden soll des-
halb der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir die Anre-
gung von Drehimpulswellen durch Neutronenstreuung berechnet

werden.

Die Schrddingergleichung fiir das System Neutron-Kristall
lautet:

o krlstali
“4 R 4, +

1 m,,

(1)

Mar-ar, ) [V = EV

(SN Z\ﬂ

Dabei sei U das Fermi'sche Pseudopotential:

" (4r-ar, | = \%;a Stw-m [ b+ b’(ﬁf;)] 2
N
mit A’ Ort des Neutrons
& Spin des Neutrons
M, s Masse des Neutrons
M,: Ort des Wasserstoffatoms 1
ji: Spin des Wasserstoffatoms 1
b : kohdrente Streuldnge des Wasserstoffatoms
b : inkohdrente Streulidnge des Wasserstoffatoms

Wir betrachten zundchst den wechselwirkungsfreien Fall
(u = 0).
a) Wellenfunktion des freien Neutrons:

.;, Neutron . har Neutron ( 3)
Y, = ¢ X

~, Neutron
z ¢ Spinfunktion des Neutrons
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b) Kristalleigenfunktionen:

Kristall Kristall
Wo "“x ¢7R (4)

R enthdlt die Schwingungs-= und Elektronenzustédnde der
Molekiile. Bei Streuung von Neutronen mit niedriger Energie,
wie wir sie betrachten, bleiben diese Zustdnde ungedndert.
Wir nehmen also an, daB der Operator U nicht auf R wirkt.

a + b) Die Eigenfunktionen des Operators HKriStall - i—-ﬁ-:— 4,
sind damit "

Neut Kristall
¥§$ V@ eutron VQ rista
W Vs
s ¢ kNeutron ' ZKristall' 4).( (5)
A Ak
- X-b- A
mit
Kri 11
7(3 kNeutron . 2rsta

Das System der Funktionen 4) soll durch einen Index D
abgez8hlt wexrden; (D wie Drehimpulswelle). Das System der
Spinfunktionen Y} durch einen Index S. Damit lautet (5)

S 9 C A |
Vo' - e Y. oK (6)
Zur Abkiirzung setzen wir A = (S,D):
A O Ao 4r
V,” = ¢ ¥, (7)

mit V/Ai: ks‘#@'ﬂ

V/,, sei eine Ldsung der inhomogenen Gleichung (1)
(inclusive der Wechselwirkung U’). Vf, soll nach den ‘/’4
entwickelt werden:

V/A:%j%mv/ﬁ | (8)




= 00 =

Man erh&lt in Born'scher Ndherung

" o' ) r-nrt s
Vo (wr) = = K f;r..,,w'l e Yl M) WS o
(4

AT

NP
__ My e ‘ v XA T 1
= e - <%.]ZMW—%)@ | Yo > ol ar
e (92)
fir '] >S4,
mit g= % a/k’ /&’:Wellenvektor des Neutrons nach

der Streuung
Damit lautet die Ldsung von Gleichung (1):

ear . ok ( 10 )
\V"’\)‘}o%‘\l/ﬂ*e WA“’Z@;Q '
A ' A
mit der Streuvamplitude
N Y Cicar! 2
Ay =[SVl LMiweme) e V> diar (11)
' ¢
Mit U w' - #, ) aus (2) ist dies

al =<y, | Slbrb@iple ™ v

N
14

Wir wollen den Operator V umformen: Statt liber die H-Atome

soll lUber die HzmMolekﬁle summiert werden. Mit den Molekilil-

(12)

schwerpunkten

%; =

NN

Car,, + ary (13)

und den Relativkoordinaten

->

€. = M - 4 ( 14 )

v vA vl
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lautet V:
v v ) l-Kj(%Lf’Z S/:) . .
=44{6 [ bvb'(¢ L. )]
v ta
F 4 -y
v (K -2 ¢
A - 2
re [b*“"fﬁ;bl][ (15)
v’ v Lxxku“' V; } )('>577 5 o 5
s Loe [ 26 en T2 b bl on K5 R T T
" - T Ty
. . i . )é).();) F_? ‘;) e -
’L“bw‘f(“liu’l.i)f (16 )

Der 1, Term in (16) beschreibt die koh#rente Streuung;
wegen b ~ O fiir H2 kann er vernachldssigt werden.

Der 2. Term beschreibt inkohdrente Streuung, bei der der
g ->

Gesamtkernspin 1L, + in ungeédndert bleibt. D.h., es han-
delt sich um Ortho-Ortho-Ubergdnge. Bei den tiefen Tempera-
turen, die wir betrachten, sind dies Uberginge innerhalb

der J = 1 Zustidnde.

Der 3. Term beschreibt ebenfalls inkohdrente Streuung, beil
der aber der Gesamtkernspin gedndert wird, also Ortho-Para-
Ubergénge bzw. Para-Ortho. Bei uns kommt nur J = 1> J = O
in Frage. (inelastisch mit einem Energieilibertrag von

ﬁiﬁ Z 15 meV; M = Trdgheitsmoment des H,- Molekils).

Wir betrachten im folgenden nur den 2. Term, der den {ber-
gang zwischen verschiedenen Drehimpulswellen-Zustdnden
o

~> -

vermittelt. Zur Abkiirzung wird J_ =1 4+ benutzt.
1 /LL
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Ny -3 =
LY,

Al o
Ay = <Varl X e b wn XX (ET) 1 Wa>

=>

- S(Q' ; 5){/%‘; . =3 -
=00y = <A pp 1 S e B eSS X by >

c{c’%

-3 = - =
= L):Ze LU NCLI > P | on X pp>
(17)

Wir bendtigen nun die Wellenfunktionen ¢p, ¢p' in
einer expliziten Form. Dazu rechnen wir am besten in der
Bloch'schen Spinwellen~N§herung,.weil dann dié Wellen-
funktionen eine einfache Gestalt haben. Wie wir in den
Kapiteln VI bis VIII durch quantitativen Vergleich der
Ergebnisse gesehen haben, ist es in unserem Fall eine
gute Ndherung, die RPA durch die Bloch'sche Ndherung

zu ersetzen.

Der Hartree-Grundzustand wird beschrieben durch

N

(éa = T )ﬂgo(l:) (18 )

mit  4=lg), 2w ), VG = Y, (88 (v,2 £6)
Aus den zustdnden ¢% = V() _‘», Wa"m cd=ta , die die
vi#F)!

Anregung eines einzelnen Molekiils am Ort 3j beschreiben,
gewinnt man den Zustand der Anregungen des Gesamtkristalls
durch Linearkombination

A AR
43[{%@ e 4, (19)

Dabei ist & der Wellenvektor der Drehimpulswellen
(friher ,% genannt) . Analog zu (III,38 ££f) und (V, 10)
erhdlt man
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die Energie der Anregungen durch L8sung des Eigenwertpro-

mit ( t v
S;‘f=£g +Ze"*' TV IW 1Y) eSS

Zu jedem { gehSren 8 Eigenwerte Aéﬁ(qlund Eigenvektoren
,Cq”(¢) (p =1,2,...8). Der Index p, der die Polarisation

der Wellen beschreibt, wird jedoch vorerst weggelassen,

um die Schreibwelise 2zu vereinfachen.

Wir betrachten speziell den Fall, daB eine Drehimpuls-

welle aus dem Grundzustand angeregt wird; d.h.

by = b, - FVafcoi

_ Vo, lek
'/;1./;{6 ¢, 4’;‘

Damit lautet (17)

; ‘.zk“, - - ( y )’
= ‘ I, 4 l 9.)
b %:e <7zs,lw,¢,-)l7cs></;il);€9'c:‘4>‘.“[w3“7%1q50>

, L(}(qu% —)..
S T ul?c><ZC"‘45°‘lwﬂ LR
(21 )

In den Streuquerschnitt geht nur das Absolutquadrat der
Streuamplitude ein:

L, CCi-g) (H-op) -
@ | =) e <X TN E> < 20 1501 > -
"l ( 22)

=~ )

o<:LJC”K¢°(l&M ,~¢o>’<:§jca ¢‘K 6ﬁ £4I‘¢ ::
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Die Kernspins der verschiedenen Moleklile sind nicht aus-
gerichtet. Durch Mittelung liber alle Richtungen erhdlt

man
- =2 -2 2 e J A 2
( 'flg,) l/') = (f:{ ‘I)
{ ¢ :
_ A
lf“/ ( 23 )
- -
{Der Eigenwert von ( 0 ii ) ist 1/2 flir alle Quartett-

zustdnde des Systems Neutron+0rtho—H2-Molekﬁl, und -1 fir
die beiden Dublettzustinde.]

Damit

12 2 ‘ .
14,17 b 4 0 T < g o K g, 2

Es ist
,;“ = VX V”()/
) &l
0 ( 25 )
Cﬁo =Y, ()
Damit
9!2’ %3 '>~>
la, " = b %;’Z I%\—{ng W;tc)[ £ | )” >t 26

Das Matrixelement exgibt fiir Moleklile, die zum gleichen
Untergitter gehSren, den gleichen Wert. Deshalb wm:t dzéugj);

X’ Y | T<givtin fm ) vos )

3 0 3

=

R 3 BN

b Bd

cos &ga wird nach Kugelfldchenfunktionen entwickelt:
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Coa K«f,, = 70’&0 - hir 73,(&"); y (‘st) X,'ay (-ﬁ,}g) L2

mit _Qg = Winkelposition wvon ¥ im (g) -System

l§il = ¢ = Abstand der Protonen im H,-Molekiil
Die weiteren Glieder enthalten Kugelfldchenfunktionen
hherer Ordnung, die in der J = 1 Mannigfaltigkelt keine
von Null verschiedenen Matrixelemente liefern.
Die j sind sphdrische Besselfunktionen:

U 7 2o oo %P
1o£o)— e L= 7%
Ca L G L w T
R

e [0 Ay~ 3 ~
’1*(”,'(«;3' 0)9‘”"?%”

Die )03“(5) in (27) schreiben wir nun ausfithrlich als X/“(ﬁ }

3
ARyt
la; ) = 44 §0’§\3<Jq o (23] 023 K Jxo(ﬁp)(sm
(28) eingesetzt
2 X

Y - 2
/3_\/}-1{“ /]4;% ;X,-vwéKX,«'%.vm,D,

4t ~ t
=5 b %“' 12 (,(chd X(-« (ﬂé)<)’/"°‘)x'“)x'°>)z

( 31)

( f; bedeutet nicht normierte Funktion)
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Atyd Ayt 5 12
Qg "= 7 b [ﬁ(%’)]'zz );ffﬁ I ( 32 )

Die C; hi&ngen wvon A ab und miissen noch mit einem Index p

versehen werden, da es zu jedem § 8 Polarisationsvektoren ,CW
gibt. D.h.

3
" N . _ 5> ( 33)
Z ’Z Cg:PJ(g) Y&,«(‘Q&%)} = +(¢C(M(!%I),§)=+(Q'P, %/ |

3:0 o

F kann berechnet werden, da die TPy y jedes ¢ numerisch
bestimmt werden k&nnen (Kapitel VII) und ¥ vom Experiment
her bekannt 1st. Der differentiale Wirkungsquerschnitt lau-
tet

V& Y A )
=2, §Te-u LAY R 34 )
N 0e é,’ 2 (9)] a, | ( 34)
Die angeregte Drehimpulswelle wird duxrch ihren Wellenvektor
¢ wund ihren Polarisationsvektor L Q ) charakterisiert.
Der zugehdrige Energieeigenwert ist A/KW( QL). Die Z in (34)

[

wird demnach durch eine Summe iibex %F ersetzt. A

]
4% xe 7tV @ b = @
<y L I £l - 4] o (A )
%p
Die bisherige Rechnung galt filir Streuung am Einkristall. Im
Falle eines Polykristalls kann man F {iber alle Richtungen
von ¥ mitteln.

WRES

F(xPg), &) - % Ii‘f cj"‘"’ Yo It =X ) cxen
§

v .
2 | 516 0 6d) - 282 0m  [grg e

p3
—
——
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¥ Ao
mit Vo, (R3) = 7. (0} ¢ '
%, P
Fs P o A5 (373
2 A7
A Y 2
= am Z 2. CoP /’)z,, CHPWE
a:o (24 g
9 %
v v
= cxP, 2 ( 38)
Sat s

: P ‘
= 3/5, da die PolariSationsvektoren,&%4§) normiert sind.

Damit
2 S‘: 2 v /
Ve 2
5 valeam b o)
P

Daraus kann man das Spektrum der Drehimpulswellen ermitteln.

7

20
Plti

Weil P nur 0,75 A gro8 ist, ist Xf£4 0,5 fir X<
1,2 A" paher 148t sich [1;(’§§)]‘ entwickeln. Das erste Glied
ist proportional ¥, Im Gegensatz dazu ist der Wirkungs-
querschnitt fiir l-Phononprozessenfx}. Die Drehimpulswellen
haben kleine Energlen im Vergleich zu den meisten Phononen
( — Kapital IX) und sind also, wenn man die in eine Rich-
tung gestreuten Neutronen nach der Energle aufldst, bei klei-
nen libertragenen Energien zu finden, wo das Phononenspek-
trum noch gut durch die Debye'sche N&herung beschrieben
werden kann. Deshalb kann man im Prinzip den Wirkungsquer-
schnitt fiir die Anregung von Drehimpulswellen trennen von
dem der Phononenanregungen.
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Nachtrag

Wahrend der Niederschrift dieser Arbeit wurden einige
Artikel verdffentlicht, die das gleiche Problem behandeln
wie diese Arbeit, dabei jedoch andere Methoden bzw. mathe-
matische Formalismen benutzen:

S. Homma, K. Okada und H. Matsuda [19] (abgeklirzt HOM)
J.C. Raich und R.D., Etters |21] (abgekiirzt RE)

H. Ueyama und T. Matsubara |20] ( abgekilirzt UM)

Es folgt ein kurzer Uberblick iiber die verwendeten
Methoden und die Ergebnisse, soweit sie die Dispersions-
kurven und das Spektrum betreffen. Wir berilicksichtigen
dabei nicht den Einfluf der Nullpunktsbewegungen der

Drehimpulse, die einige Autoren zus&dtzlich behandeln.

HOM bilden in Analogie zur Spinwellentheorie von
Holstein - Primakoff einen effektiven Hamiltonoperator.
Die Energie der Anregungen wird in Storungstheorie 1.
Ordnung berechnet. Die Erzeugungsoperatoren der Anregungen
sind Bose - Operatoren. Die von HOM erhaltenen Dispersions-
kurven und das Spektrum haben eine dhnliche Gestalt wie
die Ergebnisse dieser Arbeit und der von RE; die Dispersion
betrdgt jedoch nur 7,7 A und ist damit etwa halb so groB

wie bei allen anderen Autoren.

RE verwenden die Bewegungsgleichungs-Methode von
D.C. Wallace, Phys. Rev. 152, 261 (1966) und berechnen
die Energie der Anregungen in Stdrungstheorie 1. Ordnung.

Im ersten Teil der Arbeit wird angenommen, daB die
Kommutatoren der Erzeugungsoperatoren mit dem Hamilton-
operator linear sind. Diese "lineare Theorie" entspricht
genau dem Vorgehen von HOM; RE erhalten aber im Gegensatz
zu HOM eine Dispersion von 15,24 ; das ist der gleiche
Wert wie wir ihn flir A%{éu erhalten haben. Auch sonst
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stimmen die Ergebnisse der linearen Theorile von RE exakt
mit denen der Bloch'schen N&herung in dieser Arbeit Uberein.

Im 2, Teil der Arbeit von RE sind die Erzeugungsopera-
toren der Anregungen i. A. keine Bose-Operatoﬁ% mehr, Die
oben erwdhnten Kommutatoren sind nicht linear. Die Exrgebnisse
dieser "nicht linearen" Theorie sind genau die gleichen,
wie wir sie in der RPA erhalten haben. Insbesondere folgt
analog zu Wgp, = 492 Y24z (434 - A aus den Formeln (4.20)

u, 15,22 ff. die Beziehung A ikt 2 = AQQ'Vilhhuwv/4@d-v4
und die Dispersion betrdgt 15,8 1 .

UM arbeiten mit doppelt zeitabhdngigen Green-Funktio-
nen und l8sen die Bewegungsgleichung fiir diese Funktionen
in der RPA. Die Theorie von UM sollte &guivalent sein mit
der nicht-linearen Theorie von RE und unserer RPA, die
darin besteht, daB wir mit Hilfe von Dichtematrizen ein zeit-
abhédngiges, selbst- konsistentes Feld eingefiihrt haben und
die Bewegungsgleichung fiir die Dichtematrizen geldst haben.
UM erhalten zwar ebenfalls eine Dispersion von 15,8 1 ,
jedoch ist die Gestalt der Dispersionskurven und des Spek-
trums verschieden von allen anderen Autoren.
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Diese Arbeit wurde angeregt und betreut von Herrn Dr. W,
Biem und Herrn Dr. H. Hahn, KFA Jiilich, denen ich dafiir
herzlich danke. Ebenso danke ich Herrn Professor Dr. G.
Leibfried filir eine Reihe von kl&renden Diskussionen.






Wechselwirkungsenergie zwischen 2 elektrischen Quadrupolen

Vo= _(fthﬂ Yisw) d's ist die potentielle Energie einer
Ladungsverteilung ¢ (4°) in einem elektrischen Feld, das
durch sein Potential ¥( 4 ) beschrieben wird. Wenn ¢#(4)
nur in der Ndhe von # = O von Null verschieden ist und die
Ladungen, die das elektrische Feld erzeugen, weit vom
Nullpunkt entfernt sind, so ist eine Multipolentwicklung

von V moglich:

V::%M'W“”-+y.fUJV7mJ f%.% (@‘thw)*“'(l)

. (G}
R
] il

Gesamtladung
Dipolmoment von ¢(#)

Tensor des Quadrupolmoments

i

Im Fall des reinen Quadrupols ist 6?4= O und 7’= 0O; ebenso

verschwinden die Oktupolmomente etc.

Damit
V:,@‘(P(QC’{Y)/ ) ( 2)

~ % N PR
Die Elemente von 'Y sind —Tfﬁgr
vA v K
AV ist spurfrei wegen A¥= 0 in der Nihe von # = O. Die

Elemente des Tensors Q sind
QLK :«%-[’/x;xk () dour -;IJ}k] A (spurfrei gemacht).

Wir setzen fiir ¥ speziell das Potential eines Quadrupols

ein, nidmlich

;o - 11y e .L_/l
y/‘-z(),n(&V?)’If;QW\ ix Oxe 7 Y

V ist dann die Wechselwirkungsenergie zwischen 2 Quadru-
polen (1) und (2), deren Abstand grof ist im Vergleich zu
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ihrer Ausdehnung.

V=W, = %ffp [ 02 G (4024 ]

2
Y S L SN
h ¥ Vol o T o o, T
= % (Q a ik 4
v I ] ;
WLKC { ¢ QXJVﬁ'gxn]X& Y
2 ) ()
e
= ? £ Qtl" Ql{(/ DL (7, 94‘ 9(_ -
w.mc ( 4)

Der Quadrupol des Hz-Molekﬁls 148t sich durch einen ge-
streckten Quadrupol darstellen, bei dem 4 Ladungen auf einer
Geraden liegen. Fiir einen solchen ist

» 4
Qq = ?iq[ T3 9y fz ( 5)

Q zelgt in Richtung der Ldngsachse des gestreckten Quadru-
pols. QQ= q 1st ein MaB fiir die GrdBe des Quadrupol-

moments. (5) in (4) eingesetzt:

<& ) (4205 980" 2 St

.;ké

(z/

‘YT/
Es ist
1
V0.0 = = §’5';L—“-Kr—“—’(k- A
‘kCT gS’ (lCXXk’L[)&X/\K
+ka X’ XC + ‘{/.K )(Lr\’e)

{

(JLCX X '*f xkxt) t fg? (Jﬁ»ﬁz +<Gk42c + Jﬁ Lm)
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Damit erhdlt man nach ldngerer Rechnung aus (6):

Wiz = ;é %_z[s.z [(gz’o)tg?zf“’{wo]z‘ fMW
- s [lgrag -4 ¢ " gu g A
4 szgmfuﬁ‘rg T}qw&f]

mit zl = é?

(7)

1 e
Wenn die beiden Quadrupole das gleiche Moment ?%= 7W=/ﬁa

haben, so kann man mit den Einheitsvektoren
-> (1} _ Q1)

S1: : S =
’le / 2 ,?uv

(7) wie folgt schreiben:

fd

4 R

13 TR IE
Wy, = L e/almznsm ($.%] (8)

-SLEL’ 1)) - 20E 0 NS0 EL) + 2661 |
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o e s e S s s S s S
eERERaEaEEs

Y i
Matrixelemente < M, W | Q. | W, W' >
v [

nv o A0 — N A
QLJ = 2 1 ﬁi (,2744"(/21‘/44)/ y&/ﬁ (-/c,pJ y;l./h (ﬂ)/

40 —

—
L

]

57N e
L COah o, o) Vipu QR Y, ()

C: Clebsch-Gordan-Koeffizienten
Nach Rose, "Elementary Theory of Angular Momentum" [9] ’
Kap.III,IV ist:

il

<)W\" W g v . i ' ss - - ]
) IQW | MM s 0 nur fir m, =g+ m I, o,

ndmlich

= é—glzf C Rk e’ wpwg! | CLAA A w-wl' ) C(A2a w-w' )

Diese Matrixelemente sind in das folgende Matrixschema

eingetr&}gfﬁ; A4 A9 44 00 G Ay
| l B
A4 46 w0 v ¢ 0 | 0 0 0
A0 0 -1 0 | A0 9 0 0 0
A1 O A I 4 0 0
0.1 S S I -2 0 0 | ¢ 0 0
J v o v 2 | o 4 0 ! 2 0 0
g -1 Y c 0 -2 ‘ S SV
-4.4 0 v 4-—f g 2 O———I A /AN
A0 /Y, ‘ 0 0 -2 | S S
A -4 ] 0 U : J 0 0 ‘ O g A
I




G T e’ s o i e oy e

" T—:"7 ' *
‘a‘(ﬁ"ﬂhﬁv‘a')‘ 1—3— (yor /) CLU, pv) XI/JﬂJ Yw U?,-/)é (*ﬂ,.j)
S 1+

Nach Rose [9] » Kap. III, IV ist:

Lt | Gl 'y > = YRR C AR g )

¥
. ! . . . ,
C (220w mg-we!). € (424 M, ) Y (2.
b ;- Wc’““,"wi’
Speziell werden bendtigt:

la’s

o0l Q100> = 4 Yy, (L)

LA0 1 Qejr1do> = <0 | @yl 0> .
_ _— (A
A0 | Qe l 0> = <o) dopi 0 > 4,0 /)
<°<0l6?")00\(->:_.i V*(ﬁ 0(‘+
1l t k2 gl =t 4

g’bedeutet nicht normierte Kugelfldchenfunktion.
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RPA bei der linearen Kette

Wir betrachten den folgenden nichtdiagonalisierten Hamilton=-

operator in Besetzungszahl-Schreibweise:

. / ) - i i
H = :(b:bk+ - t_%’%)m ;(*bzf)(‘a«.* Lu:{ L)
H, H,

) P
‘Z bedeutet g:). Fiir die I, bkksollen die Bosonvertau-
o '

schungsregeln gelten: ,
[by by 1 < dyy ; Dhg, by l=Cb bS] =

Fir &~,=4&, ist H der Hamiltonoperator einer linearen
Kette von Atomen im Abstand d mit Federkopplung zwischen
ndchsten Nachbarn f = M»N;L, H, ist dann der Hamilton-
operator flir einen Satz wechselwirkungsfreier Bose-Teilchen,
die die Energie t 4/ unabhingig von % haben (Einsteinpho-
nonen) . Durch den Wechselwirkungsterm Hl werden daraus die
Phononen der Gittertheorie nach Born und v. Karmann., «/_ =4/,
bewirkt, daB die Phononenenergie ﬁAQ fiir 4> 0 proportional
k ist (akustisches Verhalten). Wir untersuchen das Verhalten

flir w, 2 4y

5 1
(1) kann man schreiben als H = i: IJQ mit

W, = b, (oo, v ) = 52 cnkt [l b, + b, bt b by 4 b b))
(2)

Im folgenden wollen wir in Teil B 1 den Hamiltonoperator
exakt diagonalisieren, in Teil B 2 nd&herungsweise, d.h.
unter Weglassen aller Terme mit klkbk und bé*b“{ . Diese
Ndherung entspricht bei den Drehimpulswellen dem Weglassen
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der Matrixelemente < of £ | W;,“ 00> 0(,/5 =+
AnschlieBend wollen wir die Ergebnisse von B 1 und B 2

vergleichen und sehen, wann die Ndherung in B 2 gut ist.

Teil B 1

Mo = b (b by s 2] = 5% ol [y b v b, b Foh b b

ill("}o i én' 'l
= + (7‘715\/0'-" g—:/ ("/034(0() IOA‘* jﬁk

b,

= 2] &Vﬁ [ 10,4 bk + lﬁ—{‘ blf + bk* b’{j}

( 3)
Dies kann man schreiben als:
. b
. 4=/ + i %
Hl"’"ﬂa*’(«.b«)*( +)
¢ 3 & hk (4)
4 0,- t-%"’ s kol “%“‘ o1 ool
/lMt;‘ff : =
w%%”mbt —‘li:_‘h co1 ook
( 5)

F soll diagonalisiert werden
i b& . Q&
Uoé,r/, bg) + ( bZ ) = (Ql:. Q,k) Q ( Q,Z)

( £, 0 .
mie D = 0 5,1,) ( )
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so daB die akt Gy wleder Boseteilchen erzeugen bzw. ver-
nichten. Dies geschieht durch eine Transformation

Ay " b,

a.. b_" (7)
Ansatz: {4 = (;t :;)
mit olet U = it -t = 4 , damit fiir

die dk‘ak* die gleichen Vertauschungsrelationen gelten

wir fir die by b, .
—_ -t -

Fem'om b =W Fan (8)
oder T -t h
_ MV v M' ,

T ( _ v £+ O (9 )
0

Dies kann man mit Hilfe einer Matrix

( A 0
E = 0 -4 (10)
umschreiben:

Wegen (:::) = 8 (:::) mnd, (Z)v—ﬁ(::) (11 )

ist

- [ a e ey (12
- :SAZ('U;,) Mmool +(M)Z’ELKZM)
Mm¥ -
(_UV),( A¢) sind Eigenvektoren in dem verallgemeinerten
Eigenwertproblem:

-

T M, = A, B M (13)
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-

M, : Eigenvektor A, =&,
- (14 )
R&"“ £,
L8sung der charakteristischen Gleichung det (+- 1,8 ) =0
ist:
Rd :tNa( VA TP )
> = - E L kd (15)
Wegen £, =2, £ :-2, unterscheidet man 2 Fidlle:
I. II.
s
2; = _i, (A4 ) £4: ﬁ%o (A‘_rﬂ)
; 16
é@‘“’E%Y(A=-fﬁ) &("E¥9L4+fﬁ) ( )

Um zu entscheiden, welcher der beiden Fdlle physikalisch
sinnvoll ist, setzen wir die Ergebnisse in den diagonali-

sierten Hamiltonoperator ein:

Y ) ) _ + 4
“’/l:’"k :Z { t’i"" J,(C{,C,Q—k)(i gi) (Qa{:j)}

)
= tNC« +

.,V’{ &,
P ! _‘_ £A+£ +
L =+ &g )af a, +g,v} -

Fall I:

V' [ s
HZ{Z{ +tw, Ya- &%MQQQ iwa+&mr—7;

A A

Vi ,
- L b, V-t (fa, + 1) (18 )

Js




Hieraus folgt die Dispersionsgleichung

7

WIk) = 4, | 4= 51 g im
~y
Fall II ergibt:

H "AJ ﬁé/ 7 a4 a, + ¢ ) negative Energien, physikalisch
nicht sinnvoll

Teil B 2

|, = ¥ 4) _ b4,

Hk - twa(bk bk +.L) - —lfi OMAO{«{LJ_/( L’k t L)_(( '0(,++ [a;fba + lﬂ{j/ﬁ-(j]
Wir lassen die b_, b, und b“" b,,f weg und erhalten den
gendherten Hamiltonoperator

4%

)
b= [t 2)- il (s by b 0]

[

Y '
* L Fhes (o b o) =52 o b (b by + by bt ]
v t
= | B - M k] (b 4]
P { j k Py z.) ( 19 )
Die Dispersion ist dann:
G Uh) =ty (A-F % g bd) ( 20 )

d.h. es gilt

—

A y '
N(&):NoV%L&L-A [oiw. ﬁ(é)‘Ml (21)
; L4,
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Wir vergleichen nun die beiden Ergebnisse:

GUk) = ly VA= 0 o bl L), (A- f-% wtkd) (22 )
) Y

1‘ Fall Nﬂ :A)()

e e n 4
ML)z Wy ¥ 4-onid L) = Ly (A -1 k) (23 )
Disk.: &lo)= 0 o) = flJJ
linearer Anstieq, parabelftrmiger
akustisches Verhalten Anstieqg
W
7 A ,
A
/ < e - - = 5\7(4)( Wﬂlemk}
% ———— N(&)/ exakt
R
Y,
- w/t'&/o
0s+—"
- — Tho
R b ;
2 Ablb, B4

Das bedeutet: fliir 4, = 4/, ist die Ndherung sehr schlecht;
die Form der Dispersionskurve wird v8llig verzerrt.

2, Fall 4, < 4/,

. _ 4, - A4 4y
Lik) =ty VA 2otk = Wo (-1 % ook 4o ) o
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Dies stimmt in den beiden ersten Gliedern der Entwicklung:

mit A(h)s Lol A-4 % tsshol)  Uberein. Die Bedeutung der
v

h6heren Glieder ist um so geringer, je kleiner das Verhiltnis
Qd/wo iste

“““““ 3euche,~&

—  exakt

03
J108

Abb, B2

Das bedeutet:

Wenn die Dispersionskurve kein akustisches Verhalten zeigt,
sondern wenn eine Energieliicke besteht (das ist der Fall
Ly< Ly )y so ist es eilne brauchbare Ndherung, im Hamilton-
operator die Glieder ka bk und bk+ b_Z' wegzulassen.,

Die Form der Dispersionskurve bleibt erhalten.

Die Ndherung ist um so besser, je grbBer die Energie-
licke ist (d.h. je kleiner das Verhdltnis Wy [ 4y ist).
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Anhang_C

Wir setzen die L&sung fiir den Grundzustand des Ortho-H2 nach
Raich und James hier voraus und wollen eine kurze Ableitung
fir die Anzahl ¢ (T) der Anregungen der Molekiile aus dem

Zustand m = O nach m = f 1 angeben. Insbesondere wollen wir
die Temperatur Tc bestimmen, bei der es einen Phaseniibergang
aus einem Zustand mit Fernordnung in einen ohne Fernordnung

gibt. Wir rechnen in der Bragg-Williams-N&herung.

Die Wechselwirkungsenergie zwischen 2 Ortho-Hz—Molekﬁlen

i und j in den Zustdnden 4, und Mﬁ<wird durch das Matrixele-

ment

< y'f.w(;' YA, W ’ NC,’] y,1‘ e, yv,,l W/A > (1)

berechnet. Mit Hilfe von Anhang A 2 und A 3 sieht man, daB
die Zustdnde - tfund w:=-4 energetisch gleichberechtigt sind

(Entartung) . Insbesondere gilt:

< y4,<x y/tm )L\/,"f qu %,x>: );4< yw VX,;/WL'[)X‘J \I{w> ¢2)
und

i Vs DY Vo> = - <0 Y W TS (3

X=34
Die Molekiile im Zustand m = O sollen A-Molekiile heiBen,
die im Zustand m = * 1 B-Molekiile. (/y, sei die Wechselwir-
kungsenergie zwischen zwel A—Molekiilen;;ﬁ/gd’%d entsprechend.
Dann lauten (2) und (3)

‘JZK =7 G (4)
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Man braucht also nur eines der drei A/ zu berechnen.

Im Grundzustand bei T = O befinden sich nach Raich und James
[3] alle N Molekiile im Zustand m = O, bezogen auf die zu
ihrem Untergitter gehdrende Raumdiagonale. Es ist L&A::«ifj

A3
fiir ndchste Nachbarn. Damit
= A, ( IV,10 )
EN - LA‘%M =3 AN !
Fir 7 > ¢ sind nicht alle Molekiile im Zustand m = O.

NB sei die Anzahl der B-Molekiile. NA die der A-Molekiile,

- Wir setzen

- g NV ( G
g =~ A . / = X G )
& Voo Ty
Dann ist die Wechselwirkungsenergie zwischen irgend zwei
Molekiilen:
: (7))
N‘Wﬁ%): ['4 Ypn *ZWPAMM t P Y
4 ) . -
= l‘//},q L/OA - )/}A/ojg rz’{ }/]b,*), mach UI}/B}
/ i A 22
= Wan Lpa = 2 fix)
= Wy (4-2 pe)? |
AA A [,’3 wegen ),/‘A +/3g:4
Die gesamte Konfigurationsenergie ist dann:
/ . ‘ 3 R
W pg) = (N tigy (4% pz)
( 8)



Wir wollen Pg (T) ermitteln., Dazu bilden wir die freie Ener-
gie

= M-TS

Entropie S:
2 TkNLps bepa b opg e L ps] (o)

_"z/\/L/f)S &’"‘/),S +(A ) )&A _/7 /7 &AZ]

Damit

T =~ 3 . G = . . L
toeoby (A5 Pal t kI N L tepa t(4-pg) tul 4~/95)-,05.lktl ]
( 10)
Wir flhren die Temperatur TO ein mit
oL = E A5 3
CRN LA S S A K (11 )
fo v T r bo1i C e
Auerdem setzen wir zur Abkiirzung
/)S =z .S.v ( 12 )

Damit lautet (10):

F ° 3 ) ~~ T e ; e
s = T (A ) e T [ FlA-F) dala-gf- 742 [( 13 )

Die Stabilitdtsbedingung ist, daB8 F ein Minimum annehmen
muf
T —

3 [ —_— >
A /C\‘;[g»fy)+;u. 4 . (14)
‘ / AAa-¢)

Diese Gleichung wird durch

. .- 2,
¢ = //E fiir alle T ( 15)

befriedigt. (Sintilire Lésung).
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)0 instabil

i TS T stabil ( 16 )

Neben der Losung (15) gibt es jedoch noch andere L&sungen.
Wir bringen (14) in die Form

(17)

und k&nnen dann ¢ (7)) graphisch schnell ermitteln als

Schnittpunkt der Kurve L. [¢/2(41-¢))] mit den Geraden
/T 3

( ¢- %) deren Steigung proportional zu 1/T ist,
( Abb, Cl). '

—]
Aus der Bedingung '

4+ (¢) < ¢ erkennt man, welche Ldsungen
instabil sind.
~— § - 5/
+ 1£)<0 oclev : < A {18 )
¢(A-7) b —F

Ala-¢)
(mit ¢ #¥27% . Der Fall V=24

ist bereits in (16)
untersucht), (18) ist erfiillt fiir einen Bereich ¥ < ¢«

o 2
Numerische Rechnung ergibt

2 .
Yox Ik THAE)=T] = h$S3k
Ferner gilt T '( ¢c)

0 (exakt).

In Abb., C 1 sind die Ergebnisse gezeigt.
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Zusammenfassung:

Bei T = 0 ist f = O;.alle Molekille sind A-Molekiile. Mit
wachsendem T nimmt ¢ zu und erreicht bei 7, = 4,53° K den
Wert ¢ =~ 0,4, Hier wird die Steigung von ¢ (T) unendlich.
Es gibt einen Phaseniibergang 1. Art und ¢ springt auf den
Wert 2/3, der flir alle T >-Tc stabil ist und der unge-

ordneten Phase entspricht,
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' T<T; g L(gsunge%

[4 4 Lé‘SU»ug

0 o4 ¢

AQcT)
A—-——“‘\

-
\v
AN
AN
e
\

B .
]

T T

: stabile LOsungen

————— instabile Ldsungen

—- — . — . —metastabile L&sungen
(F hat ein Min., aber es exis-
tiert noch ein tiefer liegen-
des Min.)

Abb., C 1
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I'YRTRAN - Programme

1.)

Das Programm SPECTRA tastet ein Netz von Punkten im

K -Raum ab, berechnet per Unterprogramm JACPBI die

8 Enercgieeigenwerte zu jedem Punkt und ermittelt die
Verteilung dieser Werte auf Intervalle von vorgegebener

Lénge.,

Das Unterprooramm JAC@BI hat als Eingangsparameter die
Koordinaten x, y, z eines Punktes im 4 -Raum; Ausgangs-
parameter ist das Feld E, dessen Komponenten die 8
Cnercieeigenwerte der Sdkularmatrix S sind, die zu die-
sem Punkt gehdren. Der Fincanasparameter N bestimmt die
Genauigkeit: Die Iteration nach cdem Jacobi-Verfahren
wird abgebrochen, sobald alle AuBerdiagonalelemente

dem Betrage nach mindestens um den Faktor lON kleiner
sind als der Mittelwert der Diagonalelemente. Zu bhe-
merken ist noch, daf bei jeder Einzeltransformation
nicht das jewells betraosar8fte Paar von AuBerdiagonal-
elementen zu Null cgemacht wird. Vielmehr ist aus Zeit-
griinden ein Zyklus festgeleat, nach dem die Transfor-
mationen erfolgen. Die einzelne Transformation wird nur
ausgefiihrt, wenn der Betrag des betreffenden Elementen-
paares grSfier als eine vorgegebene Schranke ist, (die am
Anfang gleich dem Mittelwert der Diagonalelemente ge-
setzt wird). Anderenfalls wird zum ndchsten Elementen-
paar lbergegangen. Der Zyklus wird durchlaufen, bis alle
Augerdiagonalelemente kleiner als die Schranke sind.
Diese wird dann um eine Zehnerpotenz erniedrigt, und der
Zyklus abermals durchlaufen usw. bis zu dem durch den

Parameter N festgelegten Ende.
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oA

XX

PROGRAM SPECTRA (OQUTPUT)
DIMENSION NPRO(B0),NWI(80),E(8)
PRINT 1

FORMAT (LH1)

NGE=(

DO 2 K=1,80

NPRO(K)=D

NWI(K)=D
ALPHA=3,14159+*1.5

DO 6 K=1,16
Xz=0.2«FLOAT(K=1)+0,01

DO 6 L=1,16
Y=0.2«FLOAT(L-1)+0.05
M=6

220 .2%FLOAT(M=17+0,1
IF(X+Y+Z.GT.ALPHA) GO TO 6
CALL JACOBI (3,X,Y,Z,E)
NGE=NGE+8

DC 4 [=1,8

As10.

DO 3 INT=1,80

Az=A+0.,25
IF(E(I)=-A.GE.D,25) GO TU &
NPROCINT)Y=NPROCINT) +1

GO TO 4

CONTINUE

CONTINUE

DO 6 1=1,8

A=10,

DO 5 INT=1,50

A=A+0.4 .
IF(E(I)-A,GE.0,4) GO TOY
NWICINT)=NWICINT)+1

GO TO 6

CONTINUE

CONTINUE

PRINT 7,NGE

FORMAT(I10)

PRINT 8, (NPRO(K),K=1,80)
PRINT 1

PRINT 8, (NWI(K),K=1,50)
FORMAT (/,12110,/)

STOP

END



X1

SUBROUTINE JACOBI (N, X,Y2Z,E)
CUMPLEX SoAanDpDC:Ti;TlelTﬂ;:
DIMENSION S(8,8),T(8,8),TH(8,8),C(8,8),E(8)
CXsC0S{X)

CYsCOS(Y)

CZ=0C08(2)

SXeSIN(X)

SY=SINCY)

SZ=SINCZ)

No &+ I1=1,8

S(I,1)=(19.,0.)

W=SART(3.)

AR=237./18.

AlsWw25,/718,

AzCHMPLX (AR, AD)

R=41./18.

VRe1,

Viswwxi0,/18.

VaCMPLX(VYR,VI)

DR=a-0,5

DI=D,D%N

D=CMPLX(DR,DI)

NC=C0ONJG (D)

S5¢1,2)8A*DCx (CX*CY)
S(1,3)=2AxDx(CY®CZ)
S(1,4)=An(CX%x3Z)
§(2,3)1=5~Dw (R« X*CZ)~DrVr(8X*E2)
8(2,4)=~DC*(R¥CY*LZ)=DCwlONJG(V) e (5Y%8Z)
S(3,4)s~Dw(ReUX*CY)-DwVa(SX*SY)
po2 I1=s1,3

IM=]+1

[Tel+4

D2 K=1M,4

KT=sn+4

S(IT,KT)Y=CONJG(3(1,K))
$(1,5)=(0.,,0.)
S(1,6)=DCw(ReUX*CY)+VxDCw (BX¥*SY)
S(2,5)1=25(1,6)
S(1,7)=l«(R¥CY#CZ)+VxDw (8Y®RSZ)
S(1,8)=R*CX*CZwVx(SX*32)
§(4,5)=28(1,8)

S(2,6)=(0,,0.)
S(2,7)==-CONJG(AY=({(X%xCZ)

S(2,8)=~CONJG(A)»(CY®TZ)
S(4,6)=5(2,8)

S(3,7)=(0.,,04)
5(3,8)s-CONJG(A)I*(CX*LY)
S(4,7)=5(3,8)

$(4,8)=(0,,0,)

Do & I=1.,7

IM2l+1l

DO 3 K=1Iv,8
S(K,1)=CINJG(S(I,K))

DO 9 LL=1,N

ETA=19./(10.xx L)

Do 8 I=1.,7

IMg]=]

DO 8 K=14,8
[F(CABS(S(I,K)).LT,ETA)Y GO 7O 8
DELTA2((REAL(SC(],1))=REAL(S(K,K)))w0,5)ww2+(CABS(S([,K)))ww2



90

XXII

Q= (REAL(SCI,I))~REAL(S(A,K)II*0 . 5+SQRT(DELTA)
Ti=~-S(1,K)/Q
T2=~CONJSI(TL)
TAB=CABS(T1)
Pz1./SQRT(1,+TAB%TAB)
Do 7 L=1,8

DO 7 M=1,8
IF(L"M)éJS’é
T(L,M)e(L.,0.)
TH(L,MY=(2.,0,)

GO 10 7

TCL M)=(D,,0,)
TH(L,M)I=(0,,0,)
CONTINUE

TCI,K)=TLi#P
T(K,1)=T2%P
TH(l,K)s=T1«pP
TH(K,[)==T2%P
T(I,1)=P

T(K,K)=P

TH(I, [)=P

TH(K,K)=sP

CALL MUKOMA (S,T,0)
CALL MUKOMA (TH,C,S)
CONTINUE

DO 9 I=1,7

IM=[+1]

DO 9 Ke=IM,8
TF(CABS(S(I,K)).GT,ETA) G0 TO 4
CONTINUE

DO 90 1=1.,8
ECI)=REAL(S(I, 1))
RETURN

END

SUBROUTINE MUKOMA (B,F,C)
COMPLE:X 3,F,C

DIMENSION B(8,8),F(8,8),0(48,8)
DO 1 L=1,8

00 1 J=1.,8

ClL,Jl)=(0,,0.)

I 1 M=1,8
C(LD\_l):G(L)‘J)"'R(L)M)*F(Mld)
RETURN

END
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