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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einfiihrung

In einem Projekt des Forschungszentrums Jiilich versucht man, die Zusammensetzung eines Bo-
dens mit moglichst geringem Aufwand zu ermitteln. Um dies zu erreichen, wird das Verfahren
der Electric Resistance Tomography (ERT) genutzt. Dieses Verfahren gehért zu der Klasse der
tomographischen Verfahren, bei denen die Verteilung eines Parameters in einem Objekt ermittelt
werden soll. Das wohl bekannteste Verfahren ist die Computer-Tomographie, die oft in der Me-
dizin eingesetzt wird.

Bei der ERT werden Elektroden in Bohrléchern und auf der Oberfliche eines Bodens verteilt,
die sowohl die Moglichkeit besitzen, Strome abzugeben / aufzunehmen, als auch die Eigenschaft,
Potentiale zu messen. Nun kann man durch eine der Elektroden Gleich- oder Wechselstrom inji-
zieren und diesen an einer anderen wieder abflielen lassen. Es stellt sich ein Potential im Boden
ein, das an den iibrigen Elektroden gemessen werden kann. Diese Messungen kénnen anhand ver-
schiedener Ein- und Auslassstellen des Stroms und bei verschiedenen Frequenzen durchgefiihrt
werden. Mit Hilfe dieser gewonnenen Daten versucht man, die Bodenstruktur moéglichst exakt zu
identifizieren.

Diese Aufgabe gehort zu der Klasse der inversen Probleme. Wihrend man bei den direkten
Problemen (Vorwértsproblemen) aus bekannten Ursachen die unbekannten Wirkungen ermittelt,
versucht man bei den inversen Problemen (Riickwértsproblemen) anhand der beobachteten Wir-
kungen auf die Ursachen zu schlieSen. Auf das hier geschilderte Problem der Bodenidentifizierung
angewandt bedeutet dies, dass versucht wird, aus einer gemessenen Potentialverteilung und einer
bekannten Stromeinspeisung eine (eindeutige) Bodenstruktur zu ermitteln.

In der Regel lassen sich mehrere Zusammensetzungen bestimmen, die der Losung des gemessenen
Spannungsbildes geniigen. Mit Hilfe vieler gemessenen Daten und sogenannten Regularisierungs-
verfahren (siehe [5]) wird versucht, die Menge der moglichen Lisungen einzugrenzen.

Zur Identifizierung des Bodens miissen daher sehr viele grofie Gleichungssysteme gelost werden,
die haufig mehr als tausend Unbekannte beinhalten. Da zu deren Bestimmung viel Arbeitsspeicher

und Zeit benotigt werden, versucht man, diese Gleichungssysteme moglichst effizient zu 16sen.



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

1.2 Problembeschreibung

Jeder Bodentyp besitzt eine frequenzabhéingige Leitfdhigkeit, die durch die vier sogenannten Cole-
Cole Parameter (siehe Kapitel 2.2) dargestellt werden kann. Somit sieht die Potentialverteilung

je nach Bodenzusammensetzung und Frequenz des injizierten Stroms unterschiedlich aus.

Abbildung 1.1: Gebiet 2, Rénder I'y und T',,, Elektroden

In einem Versuchsaufbau wird bei einer gegebenen Frequenz w und einer bekannten Strom-

einspeisung I das sich einstellende Potential
(I, w) (1.1)
an p Sonden gemessen
ap(l,w) k=1,...,p. (1.2)

Nun kann man bei dem gleichen Versuchsaufbau (I, w) das Vorwirtsproblem bei einer beliebigen
Verteilung der Cole-Cole Parameter ¢ numerisch berechnen. Hierbei ist zu beachten, dass die Cole-
Cole Parameter ¢ auf dem Gebiet nicht konstant sein miissen. Je nach Bodenschicht kénnen sich

die vier Parameter (pg, m, 7,7) unterscheiden. Es sollen daher nicht nur vier Parameter identifizert
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werden, sondern eine Verteilung der Parameter iiber €. Auch bei der numerischen Ndherung
u(l,w,c) mit ¢ = (po, m, 7,7)". (1.3)

werden nur die Potentiale ug(I,w,c) betrachtet, die sich an den Messsonden befinden. Fiir eine

moglichst genaue Approximation der Bodenstruktur versucht man, die Differenzen
mg(c) =G —ug(c) k=1,..,p (1.4)

moglichst klein (betragsmiflig) zu halten. Je kleiner die Betréige der Differenzen sind, desto nidher
liegt die numerische Losung ug(c) an der gemessenen Losung iy (bei festem I und w).
Um mehr Informationen zu gewinnen, werden verschiedene Stromeinspeisungen und Frequenzen

verwendet. Seien nun insgesamt n verschiedende Messungen mit den Eingangsdaten
(Ij,wj) ]Z 1,...,7’l (15)

durchgefiihrt worden. Hierbei ist es durchaus moglich, dass bei einer Stromeinspeisung I mehrere

Frequenzen w benutzt werden. Somit bezeichnet
my;(c) = p(lj,w;) —up(lj,wje), k=1,.,p, j=1,..,n (1.6)

einen Wert, der sich aus der Differenz der Messung im j-ten Versuch an dem k-ten Sensor mit
dem entsprechenden numerisch angendherten Wert ergibt.

Ziel ist es nun, eine Verteilung der Cole-Cole Parameter in Q zu bestimmen, so dass alle my ;(c)
moglichst klein sind. Diese Verteilung wird von nun an ¢, genannt. Um diese zu ermitteln, wird
ein weiterer Index 7 definiert, der die Indizes k£ und j ersetzen soll. Das bedeutet, dass jedes @

eindeutig fiir einen Messpunkt %k in einem Versuch j steht, wie dies zum Beispiel der Ausdruck
i=0G—-1)-p+k

verdeutlicht. Somit ergibt sich fiir eine Differenz in einem Messpunkt bei einem beliebigen Ver-

suchsaufbau

mi(c) =U; —u(c) i=1,..,s mit s = n - p. (1.7)

m(c) := (1.8)



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

zusammengefasst.

Bemerkung;:

Bei diesem Problem ist die Funkiton m;(c) komplex. Lediglich bei Gleichstrom (w = 0) sind die

Ergebnisse reell.

Mit Hilfe der Formulierung (1.7) kann man das inverse Problem in ein Least Squares Problem

iiberfiihren.

Definition 1 Least Squares Problem

Finde ¢,,, einen lokalen Minimierer fiir
1 1 9
M(c) = s 52 Imi(c)]”,
i=1

wobei die Funktionen m; : R* — C,i =1, ..., s gegeben sind und es gilt: s > z.

Um das Minimum der Funktion M (c) zu finden, wird diese mit Hilfe der Taylorentwicklung

angendhert. Es gilt

M(c+h) = M(c) + " - g(c) + O(||h[*), (1.9)
wobei g der Gradient ist,
Gl (c)
g(c) == M'(c) = : . (1.10)
)

Ist nun ¢, ein lokales Minimum und ||A|| klein genug, dann existiert kein Punkt ¢, +h mit einem
kleineren Funktionswert, d.h. M (¢, + h) > M(cp,).

Theorem 1 Notwendige Bedingung fiir ein lokales Minimum

Wenn ¢, ein lokaler Minimierer von M (c) ist, dann gilt

Gm = M'(cpm) = 0.

Dieses notwendige Kriterium kann ebenso iiber die Funktion m(c) dargestellt werden:

M) = 53" @) = (@) = gm(e) @), (111)
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wobei m(c)? der hermitsche Vektor zu m(c) ist.

Auch die Funktion m(c) kann iiber die Taylor-Entwicklung angendhert werden:
m(c+h) =m(c) + J(c) - h+ O(|[h]]*), (1.12)

wobei J die Jacobi-Matrix représentiert. Diese Matrix beinhaltet die ersten partiellen Ableitungen

der Funktionsparameter

(e = Gt (113)
Aus Gleichung (1.11) folgt:
oM 5 om;
9, () = > mile) 7c, ©- (1.14)

i=1

Daraus ergibt sich fiir den Gradienten der Funktion M:
g(c) = M'(c) = J(e)m(c) (1.15)

Die in [5] beschriebenen Regularisierungsverfahren bauen auf die Linearisierung der Funktion
m(c) (Gleichung (1.12)) auf. Da zur Berechnung von m(c), von J(c¢) und somit von g(c) mehre-
re Randwertprobleme gelost werden miissen, wird das kontinuierliche Problem zuné&chst in eine
diskrete Form iiberfithrt. Erst dann kann das Vorwértsproblem numerisch gelost werden. Mit
diesen gewonnen Daten und des Satzes diber implizite Funktionen (vgl. Kapitel 2.4) kann man die
Jacobi-Matrix J(cg) (vgl. 1.13) aufstellen.

Da einige Regularisierungsverfahren auch die Adjungierte der Jacobi-Matrix J(co)? benstigen,
muss auch diese numerisch approximiert werden.

Alle diese numerischen Berechnungen fithren zu der Aufgabe, grofle lineare Gleichungssysteme
aufzustellen und zu 16sen. Da die Matrizen neben ihrer diinnen Besetzung weitere spezielle Eigen-
schaften besitzen, sollen Losungsverfahren angewandt werden, die diese Charakteristika ausnutzen

und somit zu einer schnelleren Losung fithren.

1.3 Ziel der Arbeit

In dieser Arbeit wird nicht das gesamte inverse Problem gelost; es werden die Schnittstellen
zur Verfiigung gestellt, die die in [5] beschriebenen Regularisierungsverfahren zur Losung des

Problems benétigen. Diese sind:
e Losung des Vorwértsproblems
e Berechnung des Produktes J(cp) - ¢,

e Berechnung des Produktes J (co) - x
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Mit Hilfe der zentralen finiten Differenzen wird das elliptische Randwertproblem (siehe Kapitel
2.1) numerisch approximiert. Somit kann das Vorwiirtsproblem mittels Losen eines linearen Glei-
chungssystems berechnet werden.

Zum Aufstellen einer Spalte der Ableitungsmatrix J(cg) muss jeweils ein Randwertproblem gelost
werden. Um nun die gesamte Matrix aufzustellen, ist sehr viel Rechenzeit und ein hoher Aufwand
(siehe Kapitel 4.3) notig. In allen in [5] vorkommenden Regularisierungsverfahren wird jedoch die
Ableitung in einem Punkt ¢ in Richtung ¢, gesucht. Somit wire es sinnvoll, nicht die gesamte
Matrix J(cp) zu ermitteln, sondern direkt das Matrix-Vektor Produkt J(cg) - ¢;. Dies erspart viele
Berechnungen und beschleunigt die Verfahren. Da nun J(c¢p) nicht vollstindig ermittelt werden
muss, sollten auch die Matrix-Vektor Produkte J(c) - z direkt ermittelt werden.

Zur Bestimmung eines Produktes miissen sehr grofle Gleichungssysteme gelost werden, die be-
stimmte Charakteristika aufweisen. Nutzt man das Wissen iiber diese Eigenschaften aus, so kann
man die Gleichungssystem-Loser optimieren und eine Beschleunigung erzielen.

In dieser Arbeit wird neben den klassischen Losern (LU- und Cholesky-Zerlegung) auch das itera-
tive ADI-Verfahren (siehe Kapitel 2.7) untersucht, welches nicht ein Gleichungssystem iiber zwei
Richtungen 16st, sondern dieses Grofle auf zwei Kleinere iiberfiihrt, die nur in eine Richtung gelost
werden miissen.

Diese Berechnungen sollen mit Hilfe eines C++ Programms realisiert werden, das speziell an
dieses elliptische Randwertproblem angepasst ist. Es soll das Vorwiértsproblem sowie die beiden
Matrix-Vektor Produkte J(cp) - ¢ und J#(cp) - 2 ermitteln kénnen. Hierbei wird ein besonderes
Augenmerk auf ein effizientes und schnelles Losen der linearen Gleichungssysteme gelegt. Zum
Vergleich wird eine C-Bibliothek herangezogen, die speziell fiir das optimierte Losen groler Glei-

chungssysteme mit diinnbesetzten Matrizen entwickelt wurde.

Alle folgenden Herleitungen beschrinken sich auf ein zwei-dimensionales Modell, das eine vor-
gegebene Breite (x-Richtung) und eine Tiefe (y-Richtung) (vgl. Abbildung 1.1) besitzt. Ziel ist es
nicht, dass Problem unter realen Bedingungen zu analysieren, sondern eine Optimierung der Re-
chenoperationen zu erreichen. Zur Bestimmung des inversen Problems miissen mehrere tausend
Differentialgleichungen und somit viele Gleichungssysteme gelost werden. Da diese Gleichungs-
systeme in diesem verkleinerten Modell die gleichen Charakteristika wie im drei-dimensionalen

Fall aufweisen, wird die Optimierung der Loser auf das zwei-dimensionale Modell reduziert.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Das Randwertproblem

Aufgrund der physikalischen Eigenschaften eines Bodens kann man die Potentialbildung w durch

eine Differentialgleichung formulieren, deren Herleitung in [6] ausfiihrlich beschrieben wird.

—div (o - grad(u)) = I in Q (2.1)
u = 0 auf I'y (2.2)
ou = 0 auf I', (2.3)

Der Strom I wird eingeleitet und fiihrt je nach Leitfdhigkeit 0 des Bodens zu dem bestimmten
Potential u.

Die Neumann-Bedingung an der Oberfliche T',, (vgl. Abbildung 1.1) wurde aus physikalischen
Griinden auf 0 gesetzt, da ,,an der Oberfliche bei ausreichender Luftfeuchtigkeit keine elektrischen
Ladungen entstehen“!. Weil Luft ein sehr guter Isolator ist, endet das elektrische Feld E an der
Oberfléche (v- E = 0).

Auf den Réndern I'y soll das Potential 0 sein. Da sich die Messsonden in der Regel nicht direkt
an den Dirichlet-Réndern befinden, sind die numerischen ”Messungen” unabhéngig von dieser
Randbedingung. Mit zunehmender Entfernung zur Stromquelle nimmt das Potential immer weiter

ab, so dass es irgendwann (am Dirichlet-Rand) den Wert 0 besitzt.

Bemerkung:

Hierbei ist zu beachten, dass die Leitfdhigkeit o eines Bodens von den Cole-Cole Parametern c

(siehe Kapitel 2.2) des Bodens und der Frequenz w abhingt.

o: (c,w) —  ocw) (2.4)

Lsiehe [6]
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Je nach Frequenz und Beschaffenheit des Bodens (Cole-Cole Parameter) ergibt sich eine andere

Leitfihigkeit und somit ein anderes Potential.

2.2 Das Cole-Cole Modell

Zur Bestimmung der Zusammensetzung eines Bodens wird dessen Frequenzgang der Leitfadhigkeit

genauer betrachtet. Cole and Cole [7] entwickelten ein Modell der Gesteinsleitfihigkeit, das neben

der Frequenz von vier Cole-Cole Parametern abhéngig ist. Mit Hilfe dieser Parameter kann man

einen Boden eindeutig identifizieren. Eine Herleitung dieser Formel wird in [4] genauer formuliert.

olw) =

ple,w) = po- [1—m'(1—1+(

Erlduterung:

mit ¢ = (po, m, T, ’y)T

(2.5)

(2.6)

Die Leitfdhigkeit o(c,w) ist der Kehrwert des Widerstandes p(c,w). Dieser ist frequenzabhéngig

und lasst sich durch die vier Cole-Cole Parameter charakterisieren:

e po: Widerstand im Gleichstromfall (w = 0)

e m: Aufladefdhigkeit des Bodens
e 7: Frequenzabhéngigkeit

e 7: Zeitkonstante

In der Regel ist die Leitfihigkeit komplex, da eine Frequenz w # 0 immer einen imaginéiren Anteil

in den Widerstand bringt (7, # 0).

In Tabelle 2.1 sind typische Parameter fiir Boden aufgelistet.

po_| m T v
polarisierbarer Boden | 100 | 0.25 | 1072 | 0.1
steiniger Boden 1000 | 0.1 [ 107*5 | 0.4
Bruchzone 500 0.4 10 0.3

Tabelle 2.1: Cole-Cole Parameter verschiedener Boden

2.2.1 Ableitungen der Cole-Cole Funktion

Um das Riickwirtsproblem l6sen zu kénnen, werden die Fréchet-Ableitungen (siche Kapitel 2.3)

des Potentials nach den Cole-Cole Parametern benétigt. Um diese berechnen zu kénnen, miissen
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unter anderem die partiellen Ableitungen der Cole-Cole Formel ermittelt werden.

do -1
(W) = (2.7)
L () (s
1 — ——
g—;(w) = _ 14 (iwT) - (2.8)
1
po- |1 —m- (1_W>_
do 1 my - (iwT)?
E(W) - [ 1 12 T(1+ ((i(,m))'y)2 (29)
po- [L=m- (1w ) |
(Gwr)Y - In(i
g—a(w) _ , 1 . m (sz)‘ 171(2;17') (2.10)
v PO'_l—m'<1—m)_ (1 + (iwr)7)

2.3 Fréchet-Ableitungen

Im Kapitel 1.2 wird die Linearisierung einer Funktion M (c) (vgl. Ausdruck (1.9)) bzw. m(c)
(vgl. Ausdruck (1.12)) beschrieben, um deren Minima zu ermitteln. Als wichtiges Hilfsmittel zur
Berechnung einer Ableitung ist die Definition der Fréchet-Differenzierbarkeit, die einen Differen-

zierbarkeitsbegriff fiir Operatoren auf Banachriaumen beschreibt.

Definition 2 Die Fréchet-Differenzierbarkeit

Seien X und Y Banachrdume. Eine Abbildung f : X — Y heifit Fréchet-differenzierbar an der
Stelle zy € X, falls es eine beschrénkte, lineare Abbildung L,, : X — Y gibt, so dass

flzo 4+ h) = f(xo) + Lyyh + O(J|h||x) fiir h— 0.
Die Abbildung L, heifit Fréchet-Ableitung oder Linearisierung von f in . Man schreibt

Ly, == f'(z0).

Beispiel:
Es sei A eine lineare, stetige Abbildung zwischen den normierten Riumen X und Y. Dann gilt
fiir ein beliebiges z¢ € X:

A(zo + h) = Azg + Al

und damit A’(zp) = A. Die Fréchet-Ableitung eines linearen stetigen Operators ist also dieser

Operator selbst.
Ist insbesondere X = R™ und Y = R™, so ldsst sich die Abbildung A € L(R™,R™) durch eine
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Matrix

am1 o Qmn

vom Typ (m,n) darstellen. Analog gilt dies fiir die Ableitung: A’(xzg) = A = a.

2.4 Implizite Funktionen

Eine implizite Funktion ist eine Funktion, die nicht in der einfachen Zuordnungsvorschrift y = f(x)
gegeben ist, sondern implizit definiert ist: F'(z,y) = 0. Diese Gleichung definiert eine Funktion
implizit dadurch, dass jedem Wert z derjenige Wert y(x) zugeordnet wird, der die Gleichung
F(z,y(z)) = 0 erfiillt.

Auch die in Kapitel 2.1 beschriebene Differentialgleichung kann durch eine implizite Funktion

dargestellt werden.

—div (o - grad(u)) — I
g(o,u(0)) := u| g =10 (2.11)
ou | Ty

2.4.1 Ableitung impliziter Funktionen

Bisher ist es lediglich moglich, aus einer vorgegebenen Cole-Cole Parameter Verteilung ¢ und einer
Frequenz w die Leitfahigkeit und somit das sich einstellende Potential zu berechnen. Fiir das in-
verse Problem wird jedoch die Ableitung des Potentials nach den Cole-Cole Parametern benotigt.
Da die Funktion u (o(¢,w)) nur implizit gegeben ist, wird der Satz iber implizite Funktionen zu

Hilfe genommen.

Satz 1 Implizite Funktionen

Seien X, Y und Z Banachriume iiber C, (zg,y0) € X X Y und V(zq, yo) eine offene Umgebung
mit
g:V(zo, yo) C X x Y — Z Fréchet-differenzierbar.

Ist 9y g(zo, o) € L(X x Y, Z) bijektiv, dann gibt es eine Umgebung V, fiir die gilt:

1) Va € V hat g(x,y) = 0 genau eine Losung y(x)
2) y(x) ist Fréchet-differenzierbar auf V
3) 0z y(xo) € L(X,Y) ist gegeben durch

Op Y(wo) = — y 9(%#(%))71 0 0, (0, y(z0))
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2.5 Der adjungierte Operator

Sei A derjenige Operator, der zu dem gegebenen Randwertproblem bei einer festen Frequenz w
die Cole-Cole Parameter ¢y auf die Ableitung des Potentials u nach den Cole-Cole Parametern in
cop abbildet.

0
A:icy— 8—2(%) (2.12)

Fiir einige in [5] beschriebenen Regularisierungsverfahren wird jedoch auch noch der adjungierte

Operator A* zu A benétigt, der sich wie folgt definieren lésst.

Definition 3 Der adjungierte Operator

Fiir einen beschriankten linearen Operator L auf einem separablen Hilbert-Raum H wird durch
(Lv,w) = (v, L*w), v,w € H,

der sogenannte adjungierte Operator L* definiert.

Gilt L* = L, so bezeichnet man L als selbstadjungiert.

Im diskreten Fall des hier untersuchten Problems ist der Operator A eine (komplexe) Matrix. Der

adjungierte Operator A* ist die hermitsche Matrix zu A:

A* = AH (2.13)

2.6 Der Satz von Gaufl

Mit Hilfe des Satzes von Gaufl ldsst sich das Integral iiber die Divergenz eines Vektorfeldes
leichter berechnen. Er stellt eine Beziehung zwischen einem n—dimensionalen und einem n-1 —
dimensionalen Integral her. In dieser Arbeit wird ein zwei-dimensionales Integral auf ein ein-

dimensionales zuriickgefiihrt.

Satz 2 Integralsatz von Gaufl

Gegeben seien eine vektorielle Ortsfunktion p(#) auf einem geschlossenen zwei-dimensionalen
Gebiet €2, das durch dessen stiickweise stetig differenzierbaren Rand 02 begrenzt ist, sowie der

duflere Normalenvektor v auf diesem Rand. Dann gilt:

/ div(p) dA = / (5, 7) ds

Q o0

Die in einem Volumen aus den Quellen des Vektorfeldes erzeugten Vektoren miissen durch dessen
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Oberfliche hindurchtreten. Integriert man die aus dem Volumen austretenden Vektoren iiber
die gesamte Oberfliche, dann muss man gerade den im Innern des Volumens erzeugten Strom

erhalten.
Beispiel:

Gegeben sei das Gebiet 2 und das Vektorfeld p mit

%y
Q=(0,2)x(0,1) , P(fﬂvy):< .2)

»
»

Abbildung 2.1: Gebiet 2 mit Normalenvektoren v; auf den Réndern

Gesucht ist das Volumen des Vektorfeldes iiber dem Gebiet.

e direkte Berechnung
Mit

div(p(z,y)) = Owpz(x,y) + Oypy(x,y) =2 -2y +2 -2y =4 - 1Y

folgt fiir das Integral:

2 1
/div(p)dA - /dw()dmdy //dw< 22) dz dy
Q 0 0 Ty
2 1 1
//4:vydxdy wdm~/ydy
0 0 0

3’;
2 1o

Il

=~
| — |
o
_ 1
| — ]
o |S,
_
o =

Il

=~

O\w
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e Berechnung mit Hilfe des Integralsatzes von Gauf3

4

/div(p) dA /<ﬁ,ﬁ> ds = > / (B pq, Ti) ds

Q a0 =1 5q,
2

<p(a?,0),l/1> dx + <p(27y)71/2> dy
/ /

2+2 =4

2.7 Das ADI-Verfahren

Das ADI-Verfahren (alternating direction implicit) wurde speziell fiir die Losung von Differen-
tialgleichungen im Mehrdimensionalen entwickelt. Liegt ein grofles zwei-dimensionales Problem
vor, zerlegt das ADI-Verfahren dieses in zwei kleinere ein-dimensionale Probleme. Dabei wird ein
Zeitschritt des Problems in zwei Halbschritte aufgeteilt. Im ersten Halbschritt wird in x-Richtung
explizit und in y-Richtung implizit gerechnet und im zweiten Halbschritt umgekehrt.

Beispiel:

Gegeben ist die 2D-Diffusionsgleichung
Ut = Ugg + Uyy (2.14)
und deren diskrete Form
u; = Aju + Asu. (2.15)

Zerlege das zwei-dimensionale Problem in zwei (einfachere) ein-dimensionale Probleme. Die Néhe-

rungen u" sind zeitabhingig (" = t° + n - At) und werden iterativ bestimmt:
— Un

1 1
i = A A 4 S (A + Asu™) 4 O(AP) (2.16)
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bzw.

At At At

At n+1l __ n 3

Durch Umformen ergibt sich:
(1800 (- A= (18 (1A ooy

Zur Losung dieses Systems wird die Ndherung v in zwei Schritten ermittelt:

<I - A;Al) Ve = (I + A;Ag) "

(180 o= (180, ) o

und

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)



Kapitel 3

Diskretisierung des

Randwertproblems

3.1 Einleitung

Aus Kapitel 2.1 ist bekannt, dass das Randwertproblem im 2D-Fall folgende Form besitzt:

—div(o - grad(u)) = T in Q (3.1)
u = 0 auf I'y (3.2)
Ou = 0 auf T, (3.3)

Die Operatoren Divergenz und Gradient werden mit Hilfe der zentralen finiten Differenzen ap-
proximiert. Die einzelnen Berechnungen werden auf verschiedenen &dquidistanten Gittern durch-

gefiihrt. Hierbei wird zwischen drei verschiedenen Gittern unterschieden:

o u-Gitter: diskrete Form des Potentials (vgl. Abbildung 3.1)

e p-Gitter: Produkt aus diskretem Gradienten und der diskreten Leitfdhigkeit
(vgl. Abbildung 3.3)

o f-Gitter: diskrete Form des injizierten Stroms (vgl. Abbildung 3.4)

Die Auflésung aller Gitter wird durch den Approximationsgrad des u-Gitters bestimmt, welches
in n, x ny Gitterpunkte unterteilt werden soll. Die Absténde der einzelnen Punkte sind bei allen

drei Gittern gleich,

274 und hy = 270 (3.4)
Ng Ny

hy =

wobei z1 und zo die Begrenzungen des Gebiets in x- bzw. y; und y, die Begrenzungen in y-

Richtung sind.
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Da jeder Operator diskretisiert werden muss, werden sowohl der Gradient als auch die Diver-
genz durch ein Matrix-Vektor Produkt dargestellt. Auch die Multiplikation mit der Leitfihigkeit
und die rechte Seite des Randwertproblems werden durch Matrizen ausgedriickt. Somit wird die

kontinuierliche Gleichung (3.1) in die diskrete Gleichung

-D-A-G-u=F (3.5)
iiberfiihrt.
Erlduterung:

Matrix fiir die diskrete Divergenz
Matrix, in der die Leitfihigkeiten eingetragen sind

Matrix fiir den diskreten Gradienten

5 Qe U

Matrix der diskreten rechten Seite

Um die Randbedingungen zu erfiillen, wird eine weitere Matrix B benétigt, die die Dirichlet-

Rénder erzwingen soll. Es ergibt sich das vollstandige Gleichungssystem
-D-A-G-u+B-u=F. (3.6)

Die Matrizen D, G und B sind bei einer festen Gittereinteilung (siehe Kapitel 3.2) konstant. Die
Matrizen A und F &ndern sich je nach Leitfahigleit o bzw. rechter Seite I. Somit lisst sich das
diskrete Problem

(=D -A(0)-G+ B)u=F(I) (3.7
:=R(o)
in die vereinfachte Gleichung
R(o) - u(c) = F(I) (3.8)

umformen.
Im Folgenden wird nun erléutert, wie die einzelnen Matrizen aufgestellt werden. Um ein besseres
Verstéindnis zu erlangen, werden alle Matrizen anhand eines kleinen Beispiels berechnet. Hierzu

wird das Gebiet in ein dquidistantes Gitter der Groe n, = 4x 3 = n, eingeteilt (vgl. Kapitel 3.2).

Bemerkung;:

Zur Vereinfachung der Diskretisierung werden zunéchst alle Stromquellen genau auf den Git-
terpunkten positioniert. Dies hat den Vorteil, dass sich die diskrete rechte Seite F'(I) sehr leicht

ermitteln ldsst. In Kapitel 3.10.1 wird die beliebige Positionierung der Stromquellen in 2 erldutert.
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3.2 Einteilung des Gebietes in ein dquidistantes Gitter

Um eine diskrete Variante der in Kapitel 2.1 beschriebenen Differentialgleichung zu erhalten, wird
das Gebiet ) zunédchst durch ein dquidistantes Gitter beschrieben. Dieses Gitter wird durch die
Anzahl der Punkte n, in x-Richtung und n, in y-Richtung definiert.

Somit wird das kontinuierliche Potential u durch n, - n, diskrete u-Gitterpunkte (vgl. Abbildung
3.1) approximiert. Je grofer die Anzahl der Punkte ist, desto feiner wird das Gitter und desto

besser wird das Potential angenéhert.

I_‘n
Usq Uz Us 4 T
r b I
d Upy Uy Uys Uyl ¢ ?
}iy
Yo U U Uy U,
I,
4“—h—r
X

Abbildung 3.1: dquidistantes u-Gitter auf €2, n, =4,n, =3

Bemerkung:

Sowohl bei den Zeichnungen als auch bei den Herleitungen der Matrizen werden die Gitterpunkte
dhnlich einer Matrix durchnummeriert (sieche Abbildung 3.1). Dies erleichtert das Versténdnis
beim Aufstellen der diskreten Gleichungen.

Intern wird das u-Gitter jedoch auf einem Vektor abgespeichert:

U
Uzl U3z U3 U34 ug U0 Ul U12 Uz
U21 U2 U23 U4 = Us Ug Uy us = (39)
Uil U2 U3 Ui4 Uy U2 us Uy Uil

U12

Somit werden auch alle weiteren Gittergroflen, wie z.B. der Gradient des Potentials, durch einen
Vektor dargestellt. Im Folgenden werden daher zunéchst alle Herleitungen und Bilder zum bes-
seren Verstdndnis an einer Gitterstruktur verdeutlicht, die Matrizen-Aufstellung jedoch anhand

des durchnummerierten Vektors.
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3.3 Diskretisierung des Gradienten

Der Gradient reprasentiert alle partiellen Ableitungen einer Funktion. Da das Gebiet zwei-dimen-
sional ist, muss eine partielle Ableitung sowohl in x- als auch in y-Richtung bestimmt werden.
Auch die diskreten Gradienten werden beziiglich ihrer Richtung unterschieden. Da der Gradient
aus den zwei benachbarten u-Gitterpunkten ermittelt wird, wird dieser genau in der Mitte der
beiden Punkte positioniert (vgl. Abbildung 3.2).

Fn Fﬂ
831 8132 833
8,21 822 8,23 8,24
8121 a2 8123
811 8y12 Ey13 814
[ 8x12 813
x: Gitter der diskreten Potentiale x: Gitter der diskreten Potentiale
o: Gitter des diskreten Gradienten in x-Richtung o: Gitter des diskreten Gradienten in y-Richtung
(a) partielle Ableitung in x-Richtung (b) partielle Ableitung in y-Richtung

Abbildung 3.2: Aufteilung des diskreten Gradienten

Die partielle Ableitung in x- bzw. in y-Richtung wird mit Hilfe der zentralen finiten Differenzen

itber u bestimmt und ist wie folgt definiert:

O Uij R Go ij = : (Uij+1 — uij) (3.10)

S
ha
x

Oy uij = gy ij = 7— - (Uir1j — uij) (3.11)

hy

Somit ldsst sich der Gradient durch eine einfache Matrix-Vektor Multiplikation approximieren:

grad(u) = ( sz ) ( gz ) u=G-u (3.12)

Die beiden Matrizen G, und Gy, sind diinn besetzt. Es sind 2-Band Matrizen, da der Gradient

nur von dem rechten und linken bzw. oberen und unteren Wert des u-Gitters (vgl. Abbildung

Q

3.1) abhéingt. Somit ist die zusammengefasste Matrix G eine 4-Band Matrix.

In der internen Schreibweise (Potential u als Vektor) sind die einzelnen Gitterpunkte des Gradi-
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enten nun wie folgt angeordnet:

9z 31 Yz 32
gz 21 Gz 22
gz 11 gz 12
gy21 Gy22 Gy23 Gy24
gy11 Gy12 YGy13 Yy 14

gz 33 g7
Ga 23 = g4
gz 13 g1

914
gio

915
g11

)=

gs
gs
g2

916
912

99
g6
g3

gi7
gi3

)~

gio

Jie
gi7

Somit lésst sich der Vektor g in dem 4 x 3 Beispiel folgendermafien berechnen:

g1 Uy
92 U2
G
Gy
gi6 U1
gi7 U2
mit
-= = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0o - = 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 o -+ = 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 - = 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 - = 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 - = 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 - &= 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 - &= 0
G = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —7= =
~5; O 0 0 o 0 0 0 0 0 0 0
0 -5 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0
0 0 —% 0 0 0 = 0 0 0 0 0
vy Yy
0 0 0 -2+ 0 0 0 &= 0 0 0 0
Y Y
0 0 0 0 -5 0 0 0 e 0 0 0
0 0 0 0 0 -2+ 0 0 0 L= 0 o0
Yy Y

0 0 0 0 0 0 - 0 0 0 a0
0 0 0 0 0 0 —7%& 0 0 0 =
Y Yy

Die Dimension dieser Matrix ist 17 x 12. Es gibt neun partielle Ableitungen in x- und acht in

y-Richtung, die mit Hilfe der zwolf u-Gitterpunkte berechnet werden.
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3.4 Diskretisierung der Leitfahigkeit

Wie in der Abbildung 3.2 zu sehen ist, ist der Gradient in der Mitte der Gitterkanten zwischen
zwei u-Gitterpunkten definiert. Da im Randwertproblem das Produkt aus der Leitfdhigkeit o und
dem Gradienten gebildet werden muss, ist es demnach sinnvoll, die diskreten Leitfahigkeiten an
exakt den gleichen Koordinaten zu positionieren. Nun kann punktweise das Produkt berechnet
werden, so dass sich ein p-Gitter ergibt, das genau wie das Gradienten-Gitter angeordnet ist und

wie folgt definiert wird:

1=1, , Ny — 1
Pxij = 0zij Jzij (3.13)
=1, , Ny
k=1 ) y N
Dy kl = Oy kil Gykl (3.14)
=1, , ny —1

Um diese Produkte zu ermitteln, werden zwei Hilfsmatrizen A, und A, definiert, auf deren

Diagonalen die Leitfihigkeiten der x- bzw. y-Kanten eingetragen sind:

U~grad(u)m<f(l_)x ; >-<2x>~u:A-G-u (3.15)
y y

Fiir das mitgefiihrte 4 x 3 Beispiel wird der Vektor p durch

P1

b2 _ diag(o1, ..., 09) 0 Cou
0 diag(o10, ..., 017)

P16

P17

berechnet.

3.5 Diskretisierung der Divergenz

Die Divergenz ist ein Differential-Operator eines Vektorfeldes. Im zwei-dimensionalen Fall 1dsst
sie sich durch die vier benachbarten Punkte berechnen. Da ein Divergenz-Punkt d;; genau in der
Mitte der vier umliegenden p-Gitterpunkte liegt (vgl. Abbildung 3.3), wird das Divergenz-Gitter
wieder auf das urspriingliche u-Gitter abgebildet.

Hierbei ist jedoch zu beachten, dass die Divergenz (zunichst) ! nur in den inneren Gitterpunkten
von €2 berechnet werden kann, da die Randpunkte des Gitters keine vier Nachbarn besitzen. Daher

wird in diesen Punkten die diskrete Divergenz auf den Wert 0 gesetzt.

In diesem Kapitel wird lediglich die Divergenz im Inneren des Gebietes 2 berechnet. Um die Neumann-
Bedingung zu erfiillen, muss auch an I',, die Divergenz approximiert werden. Genaueres wird in Kapitel 3.7.1
erldutert.
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1_'71
. P . .
4 A% AV O
D [
P D D
4 X A9 K O 4 U : X
d, d s
J )
) 0 0 . 0 >
x: Gitter der diskreten Divergenz
o: Produkt Leitfdhigkeit mit Gradient

Abbildung 3.3: diskretes Divergenz-Gitter

Die Divergenz lisst sich wie folgt approximieren:

1 1 =2 .. Ny — 1
1 L Co )L L o
dij _ T (px i,j — Pxi,j 1) Ry (py i,j — Py 1,]) J=2.n,—1 (316)

0 sonst

Da alle Gitterpunkte dquidistant angeordnet sind, werden sowohl zur Berechnung des Gradienten
als auch zur Bestimmung der Divergenz die zentralen Differenzenquotienten ermittelt. Dies fiihrt

dazu, dass der Ausdruck —div(o - grad(w)) durch eine Approximation 2. Ordnung diskretisiert

wird.
000 0 0 0 00O0O0TO 0 0O 0 0 0
000 0 0O 0 0O0O0O0TO 0 0O 0 0 0
000 0 0 0 00O0OTO 0 0O 0 0 0
000 0 0 0 00O0DO0 O 0 0O 0 0 0
000 0 0 0 0000 O 0 00 0 0 0 P

D.p= 000;—5%(1)0000;: ?100%?0 p2
000 0 7 20000 0 7000 £ 0 .
000 0 0 0 00OO0O0TO 0 0O 0 0 0
000 0 0O 0 00O0O0TO 0 0O 0 0 0 b
000 0 0 0 0000 O 0 0O 0 0 0
000 0 0 0 0000 O 0 0O 0 0 0
000 0 0 0 00O0O0TO 0 00 0 0 0
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Jeder innere Divergenz-Gitterpunkt d;; lisst sich aus vier Gradientenkomponenten darstellen. Da

diese vier Gradienten aus nur fiinf u-Gitterpunkten ermittelt werden, ist
L(o):=-D-A(0)-G

eine 5 Band Matrix.
1

Bei einer Leitfihigkeit 6 konstant 1 Q! [Oh—m} und den Abmessungen x = 1m, y = 2m besitzt

L(6) im mitgefithrten Beispiel folgende Form:

0 O 0 0 O 0 0 0 0 0 0 O
0 O 0 0 O 0 0 0 0 0 0 O
0 O 0 0 O 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0
0 O 0 0 O 0 0 0 0 0 0 O
L(6) = o -1 0 0 -9 20 -9 0 0 -1 0 O
o 0o .10 0 -9 20 -9 0 0 -1 0
0 O 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0
0 O 0 0 O 0 0 0 0 0 0 O
0 O 0 0 O 0 0 0 0 O 0 O
0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 O
Bemerkung;:

Um die Neumann-Bedingungen in die diskrete Variante einzubringen, wird die Matrix D und
somit auch L(c) um einige Eintrige erweitert. Eine detaillierte Beschreibung der Anderungen

wird in Kapitel 3.7.1 angegeben.

3.6 Diskretisierung der rechten Seite der Differentialglei-

chung

Die rechte Seite I der Differentialgleichung (siehe Kapitel 2.1) représentiert den eingeleiteten
Strom. Die einzelnen Stromquellen sind §-Quellen und sind (zunichst)! genau auf einem Gitter-
punkt positioniert. Hierbei ist zu beachten, dass das f-Gitter der diskreten rechten Seite (vgl.
Abbildung 3.4) identisch ist mit dem u-Gitter.

1Eine allgemeine Positionierung ist in Kapitel 3.10.1 beschrieben.
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Eine 6-Quelle ist dadurch charakterisiert, dass das Integral iiber diese Quelle identisch 1 ist.

/ 5=1 (3.17)
Q

Diese Eigenschaft soll auch die diskrete rechte Seite F' besitzen. Nur an den Gitterpunkten, an
denen sich eine §-Quelle befindet, soll ein Wert # 0 stehen. Um die Bedingung (3.17) zu erfiillen,
muss dieser Wert die Grofie ﬁ besitzen (siehe Kapitel 3.10.1).

Somit kann man bei einer beliebigen Anzahl an §-Quellen auf dem Gitter eine diskrete rechte Sei-
te F' ermitteln. Dies wird in dem mitgefiihrten Beispiel anhand zwei frei angeordneter §-Quellen

verdeutlicht.

S, L
S 3
S S5 VES f34
Fd - 5 F
e d
Sai S S 2‘? S
S Siz Ji3 S
I,
x: diskretes Gitter der moglichen Stromquellen
O: eingeschaltete Stromquellen

Abbildung 3.4: Diskretisierung der rechten Seite des RWP bei zwei -Quellen

Bei dieser Konstellation der zwei §-Quellen und einer Durchnummerierung des Vektors entspre-
chend Ausdruck (3.9) besitzt die diskrete rechte Seite F' bei dem 4 x 3 Beispiel folgende Form:

fll
fi2
fi3
f14
f21
f22
f23 —h
f2a
fa1
[f32
f33
f34

o O O o o O

8
>
<

- o of

H:‘
<
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3.7 Die diskreten Randbedingungen

Im letzten Schritt der Diskretisierung des elliptischen Randwertproblems miissen noch die Rand-

bedingungen eingebracht werden. Diese lauten wie folgt:

u = 0 auf 'y (3.18)
du = 0 auf Iy, (3.19)

Hierbei ist zu beachten, dass die Dirichlet-Bedingung (3.18) numerisch anders behandelt wird als
die Neumann-Bedingung (3.19).

An der Oberfliche von 2 kommt die Frage auf, ob die Eckpunkte der Neumann- oder der Dirichlet-
Bedingung unterliegen. In dieser Arbeit werden diese Eckpunkte als Dirichlet-Bedingung behan-
delt, da diese das Losen der Gleichungssyteme vereinfachen (vgl. Kapitel 5.2).

3.7.1 Neumann Bedingung

Die Neumann-Bedingung besagt, dass die Normalen-Ableitung des Potentials am oberen Rand
des Gebietes (2 gleich 0 ist. Um diese Bedingung diskret erfiillen zu kénnen, wird das Randwert-
problem gedanklich gespiegelt und auf ein doppelt so groles Randwertproblem iiberfiihrt:

r d
Fn um+ 7
4 A z A A T
F d b b h V' N S d
um —1 um. um_+] ______1 _____ j E"'jﬂ""l(""j _____ -
Uy i ]| {72 LY
L mj—1 m|j H
um 1j
um—l i
r
d rd
T: N(.)rmalenablel.tung am.Neumann—Rand T: partielle Ableitung in y-Richtung
x: Gitterpunkte eines u-Gitters x: Gitterpunkte eines u-Gitters
(a) urspriingliches Gebiet © mit Neumann-Rand (b) gespiegeltes Gebiet Q*, nur Dirichlet-Rand

Abbildung 3.5: Umgestaltung des Randwertproblems

Das Gebiet 2 und die rechte Seite I des Randwertproblems werden am oberen Neumann-Rand
gespiegelt. Somit existiert an allen Réndern des doppelt so grofien Gebietes 2* nur noch die

Dirichlet-Bedingung. Die Normalen-Ableitung 0,u = 0 ist nunmehr eine partielle Ableitung in-
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nerhalb des Gebietes.
Diese partielle Ableitung an der Spiegelachse ldsst sich durch eine Approximation 2.0Ordnung

darstellen:
Um+1,j — Um—1,j5

2 h,

~

Oyt j =

Durch die Symmetrieeigenschaft des Randwertproblems ist auch die Losung des doppelt so groflen

Randwertproblems eine Spiegelung des urspriinglichen Randwertproblems. Demnach ist

Um+1,j = Um,j—1

und die Bedingung der partiellen Ableitung an der Spiegelachse erfiillt.
Des Weiteren ist es nun auch moglich, die diskrete Divergenz an der Spiegelachse auszurechnen
(siehe Kapitel 3.5):

. 1 1
div(umg) = 7= (Pomj = Pomj-1) + 7= Py mj = Py m—1,5)
T Y
Der Summand hl—w(pz m,j — Pz m,j—1) ist fiir das urspriingliche Gebiet © wohl definiert. Lediglich
der zweite Summand beinhaltet zunéchst einen Punkt, der nicht in €2 liegt. Aber auch hier kann

man sich die Symmetrieeigenschaft zu Nutze machen.

x: diskretes U-Gitter
o: Produkt Gradient mit Leitfdhigkeit

Abbildung 3.6: diskretes Gitter am Neumann-Rand (vergroBert)
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Es ergibt sich fiir den zweiten Summanden:

1
7(p m,j I % m—l,')
R, Py y J
1 1 1
= hiy hiy Oy my (Uma1j — Um,j) — h—y Oy m—1,j - (Umj — Um—1,5) (3.20)
1
= 2 (Jy my - (Wmt1,j = Um,j) + 0y m—1,5 * (Um—15 — Um,;)) (3.21)
Y
Symm 1
v 72 Oym-—l;- (Umt1,j = Um,j + Um—1,j — Um,j) (3.22)
Y
Symm 1
y: ﬁ -O'y m—1,j 2. (um,Lj _um,]) (323)
Y
1 1
= n —2: By Cumoli” (tm,j = Um—1,;) (3.24)
1
= (2 pymory (3.25)
y

Alle diese Uberlegungen sind lediglich ein Gedankenspiel. Zur Losung des urspriinglichen Rand-
wertproblems muss nicht ein doppelt so grofles Randwertproblem berechnet werden. Durch die
Berechnung der Divergenz am Neumann-Rand T',, mittels der in € befindlichen Punkte wird die
Neumann-Bedingung des Randwertproblems erfiillt. Es muss lediglich der fiktive Punkt py p, j,
der sich auBlerhalb des Gebietes §2 befinden wiirde, durch seinen symmetrischen Bruder py ,,,—1_;
ersetzt werden. Somit lasst sich die Divergenz am Neumann-Rand wie folgt berechnen:
. 1 —2
div(o - grad(u))m; ~ 7= Pomg = Pomj-1)+ 5= Pym-1j, Umj € I'n (3.26)
z Yy
Diese Berechnung fiihrt zu neuen Eintréagen in der D-Matrix, die in dem 4 x 3 Beispiel nun folgende

Form besitzt:

0000 0O 0O 0O 0 0O 0 0 000 0 0
0000 0O 0 0O 0 0O 0 0 000 0 0
0000 0O 0 0O 0 0O 0 0 000 0 0
0000 O 0O 0O 0 0O O0 000 O0 0 0
0000 0O 0O 0O 0 0O 0 0 000 0 0
Dzoooﬁh—toooooﬁoooioo
000 0 7 74/ 0 0 00 0 7 00 0 7 0
0000 0O 0 0O 0 0O 0 0 000 0 0
0000 O 0O 0O 0 0O O0 0 00 O0 0 0
000 0 0 0 3 ;= 000 0003 0 0
0000000;—3%000000;30
0000 0 0 0 0 000 0000 0 0
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3.7.2 Dirichlet-Bedingung

Die Dirichlet-Bedingung besagt, dass das Potential am Rand den Wert 0 besitzt. Somit muss auch

das lineare Gleichungssystem der diskreten Losung so aufgebaut sein, dass auch bei der Losung
u=R(o)' F (3.27)

alle Werte auf dem Dirichlet-Rand diese Bedingung erfiillen. Die in dem Gleichungssystem
R(o) - u=(L(c)+B) - u=F (3.28)

befindliche Matrix B ist fiir die Einhaltung der Dirichlet-Bedingung zusténdig. Da die Divergenzen
nur innerhalb des Gebietes €2 und auf dem Neumann-Rand definiert sind, sind deren diskrete
Werte auf dem Dirichlet-Rand 0. Dies fiihrt (vereinfacht) im diskreten Fall zu einer Gleichung:

L(o)-ug =0 -up=fr, , up € Ty (3.29)

Da es numerisch nicht sinnvoll ist, eine §-Quelle in die Nihe des Dirichlet-Randes zu setzen (vgl.

2.1), kann man den Strom auf 'y gleich 0 setzen.
fe=0 , fr €Ty (3.30)
Somit ergibt sich ein Problem, da fiir jeden Wert von u; die Gleichung
L(o) - ur=0-u, =0, u, € Ty (3.31)

erfiillt ist. Um nun den Wert uy gleich 0 zu erzwingen, muss der Eintrag aus der Matrix B ins

Spiel kommen. Vereinfacht sieht das folgendermafien aus:
R(o) ur=L(o) up +b-up,=0+b)-up =0 , up € Ty (3.32)

Ist b # 0, muss uy den Wert 0 annehmen, damit die Gleichung (3.32) erfiillt ist.
Somit kann man die Matrix B des diskreten Randwertproblems als Diagonalmatrix aufstellen, auf
deren Diagonalen by der Wert 1 steht, wo sich das Potential uy auf dem Dirichlet-Rand befindet.

1, u el
B = diag(by) mit by = { k=2 } (3.33)
0, sonst

Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass jede Nullzeile z;, von L(o) eine 1 im Diagonalelement Lyy,

eingetragen bekommt. Somit ist die Matrix R(o) regulir.
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Im 4 x 3 Beispiel sieht die Matrix B wie folgt aus:

O O O O O O O o o o o
O O O O O O O o o o~ O
SO O O O O o O o o+~ o o
o O O O O O O o+~ o o o
SO O O O O o o+~ o o o o
O O O O O O O o o o o o
SO O O O O O O o o o o o
o O O O O O O o o o o
S O O BH O O O O o o o o
O O O O O O O o o o o o
SO O O O O O O o o o o o
= O O O O O o o o o o o

3.8 Zusammenfassung aller Diskretisierungen

Nachdem jeder Operator als Matrix aufgebaut wurde, kann nun bei gegebener Leitfihigkeit o
die gesamte Matrix R(o) berechnet werden. Diese Matrix ist immer regulir und ist (im zwei-
dimensionalen Modell) durch fiinf Bander charakterisiert. Durch die gewahlte Nummerierung des
u-Gitters ist eine Matrix entstanden, die diinn besetzt ist und deren Nebendiagonalen jeweils
paarweise gleich sind. Lediglich die Neumann-Bedingung verfilscht diese Aussagen ein wenig.
Somit besitzt die linke Seite des Gleichungssystems bei einer konstanten Leitfdhigkeit 6 von 1

1, den Abmessungen z = 1m,y = 2m und einer Einteilung in n, = 4 x 3 = n, folgende Form:

10 o0 0 o0 o0 o0 o0 0 0 0 O Uy
0 1 o 0 o o o o o 0o 0 o0 Ug
0 0 10 o o0 o0 o0 0 0 0 O us3
o o0 o0 1 0 O o o o0 o0 0 o Uy
0o 0 0 0 1 o o0 0 0 0 0 O Us
R()-u— 0o -1 0 0 -9 20 -9 0 O -1 0 O Ug
o o0 -10 0 -9 20 -9 0 0 -1 0 Uy
o 0 o0 0 0 0 O 1 0O 0 0 O ug
o o0 o0 0 0o 0 0 o0 1 0o 0 O Ug
o o0 o o0 o0 -2 0 0 -9 20 -9 O U10
0o 0 0 0 O -2 0 0 -9 20 -9 U1l
0o 0 0 0 O o 0 o0 0 O 1 U12
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3.8.1 Zusammenhang Beispiel-Matrix und Randwertproblem

Fiir das mitgefiihrte Beispiel existieren nun folgende Zusammenhénge zwischen der Matrix R(&)

und den Gitterpunkten des Randwertproblems:

1 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0

0 0 10 O 0 0 0 0 0 0 0

0 O 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0O -1 0 0 -9 20 -9 O 0O -1 0 0

k(o) =

o 0 -1 0 0 -9 20 -9 O 0 -1 0

0 0 0 O 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 O 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 1
e Dirichlet-Randbedingung ° °
e Berechnung — div (o - grad(u)) innerhalb von € e o o o
Berechnung — div (o - grad(u)) am Neumann-Rand e o o o

3.9 Approximierte Losungen einiger Vorwirtsprobleme

Die in den vorherigen Kapiteln hergeleitete diskrete Losung
u=R(G)F

des elliptischen Randwertproblems wird anhand einiger Beispiele vorgefiihrt. Das zwei-dimensionale
Gebiet 2 besitzt in jedem Problem die Abmessungen (z = 50m) x (30m = y) und eine konstante
Leitfihigkeit von 1 27!, Am oberen Rand gilt die Neumann-Bedingung, ansonsten Dirichlet (vgl.
Abbildung 3.1).

Bemerkung:

Die Positionen der §-Quellen sind in jedem Beispiel so gewihlt, dass diese genau auf einem Git-

terpunkt liegen. Beliebige Positionen werden im Kapitel 3.10.1 behandelt.
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3.9.1 Lo6sung eines Vorwirtsproblems bei grober Auflésung

Im ersten Beispiel werden zwei d-Quellen mitten in Q positioniert.

T, (50,30)

18-

|
(0,0) 15 35

¢ Position der positiven 6-Quelle
® Position der negativen 6-Quelle

Abbildung 3.7: Positionierung der §-Quellen in €2

Bei einer groben Gitterauflésung von n, = 11 x 6 = n, kann das kontinuierliche Potential « nur

sehr grob angenéhert werden.

50

40

10
y-Achse

Abbildung 3.8: diskretes Potential bei grober Auflésung

Trotz der geringen Auflésung kann man erkennen, dass die Potentiale am Dirichlet-Rand den
Wert 0 besitzen, wihrend am Neumann-Rand Werte # 0 ermittelt wurden. Da sich die beiden 6-
Quellen lediglich in ihrem Vorzeichen unterscheiden, erkennt man in den approximierten Losungen

zwei etwa gleich hohe Erhebungen.
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3.9.2 Lo6sung eines Vorwirtsproblems bei feiner Auflésung

In diesem Beispiel werden die gleichen Positionen der §-Quellen wie im Beispiel 3.9.1 verwendet.
Eine feinere Auflgsung des Gitters (n, = 51 x 31 = n,) liefert eine deutlich exaktere Approxima-

tion der Losung des kontinuierlichen Vorwértsproblems.

0.6
0.4

0.2

7/ )
N
R R RN
SR> Satintinnaess

M.

i

i
.
S

y-Achse x-Achse

Abbildung 3.9: diskretes Potential bei feiner Auflésung

3.9.3 Positionierung einer 9-Quelle am Neumann-Rand

In diesem Beispiel wird bei einer Auflésung von n, = 51 x 31 = n, eine §-Quelle direkt auf dem

Neumann-Rand positioniert.

20 " (5030)

1
(0,0) 17 37

¢ Position der positiven 6-Quelle
* Position der negativen 6-Quelle

Abbildung 3.10: Positionierung einer §-Quelle am Neumann-Rand



32 KAPITEL 3. DISKRETISIERUNG DES RANDWERTPROBLEMS

Hier wird gezeigt, dass auch am Neumann-Rand die diskrete Lésung die Randbedingung erfiillt.

06 0"“ N
04 R
- i
Rz
RRRRZIZIZZIIIIIESSS
0.2 RIS
S sss—ssss————
0 — =
NI
-0.2 SIS
- SN
X
-0.4 NN
-0.6
-0.8
30
50
20
40
30
10 20
10
- 0 o
y-Achse x—-Achse

Abbildung 3.11: diskretes Potential mit §-Quelle am Neumann-Rand

3.9.4 Mehrere 6-Quellen in ()

Auch wenn mehrere (vier) 6-Quellen eingeschaltet sind, ermittelt das diskrete Randwertproblem

eine gute Approximation.

0.6
0.4 e
<IN\
SRZ75L \
S e
0 T N
SRR K.
===
o —
R
-0.4 >
-06
-0.8
30
50
20 40
30
10 20
10
- 0 o
y-Achse x—Achse

Abbildung 3.12: diskretes Potential bei vier 6-Quellen
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3.10 Verfeinerung

Bei dem Feldversuch des Forschungszentrums Jiilich werden die Elektroden/Messsonden an fe-
sten Stellen angebracht und zunéchst nicht mehr bewegt. Damit stellt sich das Problem, dass je
nach Auflésung des dquidistanten Gitters sowohl die Elektroden als auch die Messsonden nicht

zwingend auf den Gitterpunkten liegen.

r,

® Position einer Elektrode
® Position einer Messsonde

Abbildung 3.13: diskretes Gitter mit Elektrode (4-Quelle) und Messsonde

Somit kann zum Beispiel ein numerisch berechnetes Potential nicht ein Potential an einer Mess-
sonde reprisentieren. Das Potential an dieser Messsonde muss aus den vier umliegenden u-
Gitterpunkten (vgl. Abbildung 3.13) gemittelt werden. Die Berechnung der diskret gemessenen
Spannungen wird im Kapitel 3.10.2 erldutert.

Ebenso muss der abgegebene Strom auf das diskrete f-Gitter (vgl. 3.6) aufgeteilt werden. Liegt
die Elektrode nicht genau auf einem Gitterpunkt (siehe Abbildung 3.13), wird die -Quelle ent-
sprechend auf die vier umliegenden Gitterpunkte verteilt. Genaueres ist in Kapitel 3.10.1 zu lesen.
Des Weiteren kann man mit Hilfe mehrerer verschiedener Versuchsdurchfithrungen (Versuchsauf-
bauten) mehr Informationen erhalten. Durch die Wahl verschiedener Frequenzen (Kapitel 3.10.3)
und einer Reihe verschiedener Messungen (Kapitel 3.10.4) kann man Daten generieren, die spéter
zu einer genaueren Losung des inversen Problems fiithren sollen.

Zuletzt wird versucht, die Kosten der Berechnungen des inversen Problems zu senken. Wahrend
das Vorwértsproblem auf dem (in der Regel) sehr feinen u-Gitter berechnet werden soll, kann
das inverse Problem (unter Umsténden) auf einem groberen c-Gitter (vgl. Abbildung 3.24) aus-

gerechnet werden. Diese Uberlegungen werden im Kapitel 3.10.5 fortgefiihrt.
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3.10.1 Beliebige Positionierung der §-Quellen

In der geoelektrischen Widerstandstomographie ist die Gewinnung von relevanten Daten zunéchst
sehr gering. Demnach ist es sehr wichtig, die Eingangsdaten moglichst genau zu behandeln. So
werden die Elektroden im realen Versuch an festen Stellen positioniert und dann nicht mehr
verdndert.

Da die Elektrode in der Regel nicht genau auf einem f-Gitterpunkt (vgl. Kapitel 3.6) liegt, muss
der abgegebene / aufgenommene Strom auf die vier umliegenden Punkte des diskreten Gitters
aufgeteilt werden.

Sei nun eine d-Quelle nicht auf einem Gitterpunkt gelegen (vgl. Abbildung 3.13). Bei der Ver-
teilung des Stromes auf die vier entsprechenden Gitterpunkte muss beachtet werden, dass das

Integral {iber diese verteilte Quelle identisch 1 ist.

/5diskret =1 (334)

Q

Um dies auch in der Approximation zu erreichen, werden die diskreten Werte mit Hilfe einer
Hiitchen-Funktion (siche Abbildung 3.16) ausgewertet.
Zum besseren Verstdndnis wird diese Verteilung zunéichst im ein-dimensionalen Fall dargestellt

und spéter auf das zwei-dimensionale Problem erweitert.

e 1 dimensional

Abbildung 3.14: §-Quelle beliebig in Q (1 D)

Um die Verteilung der 6-Quelle auf die beiden f-Gitterpunkte zu ermitteln, wird iiber jedem
dieser Punkte ein Rechteck der Breite h aufgebaut.

Abbildung 3.15: Rechtecke iiber diskrete Gitterpunkte definieren

Die Hohen f; und f; sind abhéngig von dem Abstand der §-Quelle zu den Gitterpunkten.
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Demnach wird als erstes eine Gewichtung von

o h—x ~ h—x
flz h ! ) = 2

vermutet. Berechnet man mit diesen Werten nun die Fliche

22 Sy h=h (3.35)

Azzfl-h+f2~h:<h :

ist die Bedingung (3.34) nicht erfiillt. Setzt man nun fiir die Hohen
1 h— I . 1
h h
1

fi= 3
h—xg 1
h

(3.36)

fa=

(3.37)

=8 =8

>

h

so ist die Fliche der Rechtecke identisch 1.
Diese Hohen konnen mit Hilfe einer Hiitchen-Funktion berechnet werden.

£ 2

Abbildung 3.16: Hiitchen-Funktion iiber 4-Quelle (1 D)

Die Breite der Hiitchen-Funktion ist 2 - h, da der Wert der §-Quelle auf zwei diskrete f-
Gitterpunkte aufgeteilt werden soll. Lediglich die Hohe f und somit die gesuchten Werte f
und fo des Gitters sind unbekannt. Doch diese Hohe f kann mit Hilfe des Strahlensatzes

ermittelt werden:

h_f L_f
o h bzw. ol (3.38)

>

Es ergibt sich

:ﬁ.h:%'%.h:l_
i) T2 h

f

(3.39)

Die gewichteten Werte f; und f; lassen sich somit mit Hilfe der Hiitchen-Funktion der Breite
2 - h und der Hohe % iiber der §-Quelle berechnen. Der Wert eines diskreten Gitterpunktes
ist daher umgekehrt proportional zu dem Abstand zu der §-Quelle. Je kleiner der Abstand,
desto grofler ist die Gewichtung des Gitterpunktes.
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e 2 dimensional

Abbildung 3.17: §-Quelle beliebig in Q (2 D)

Auch im zwei-dimensionalen Fall wird zuniichst eine Hilfe benétigt. Uber jedem Gitterpunkt

wird ein Quader mit der Grundflache h, - h, aufgebaut.

Abbildung 3.18: Quadrate iiber diskrete Gitterpunkte definieren

Hierbei sind die Hohen jedoch nicht mehr nur von einem Abstand der §-Quelle zum ent-

sprechenden Gitterpunkt, sondern von den beiden Abstinden, in x- bzw. in y-Richtung,

abhéingig. Daraus ergibt sich analog zu (3.36) und (3.37) fiir die einzelnen Hohen:
h:c — X1 1 h — yl
ha Iy
hy — o i h ~— U
ha Iy

hm_xl i h _y2
ha I,

n= (5
=i
= (i
= (5

ha — a2\ i.h —yz
I I,

Berechnet man das Volumen V der vier Quader, so ist mit

Vo= (he-hy)-(fr+ fot fs+ f2)

1
B - hy,

T2yt yo a2y F 1Y) =

1

(3.40)
(3.41)
(3.42)

(3.43)
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die Bedingung (3.34) erfiillt.

Auch hier kénnen die Hohen

iiber zwei Hiitchen-Funktionen berechnet werden. Wéhrend eine Funktion entlang der x-
Kante (siehe Abbildung 3.19) aufgestellt wird, wird die andere entlang der y-Kante (siehe
Abbildung 3.20) definiert. Die Breiten sind (analog zur ein-dimensionalen Herleitung) 2 - h,,

bzw. 2 - hy, wihrend mit f,

= % bzw. f, = }le die Hohen angesetzt werden.

/

Abbildung 3.19: Hiitchen-Funktion entlang der x-Kante

A

/
/

Abbildung 3.20: Hiitchen-Funktion entlang der y-Kante

Somit lassen sich die einzelnen Hohen durch die Produkte der beiden Hiitchen-Funktionen

(ausgewertet an den entsprechenden Kanten) berechnen.

fi = Ja,
fo = fa,
fs = fu
fo = fa

'f?h
'fyz

'fyz

T
(

(
(

=

b“,_.

8

F= T~

(3.44)
(3.45)
(3.46)

(3.47)
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Bemerkung;:
Im ein-dimensionalen Fall ist die Hohe eines Rechtecks umgekehrt proportional zum Verh#lt-
nis vom Abstand der d-Quelle zum Gitterpunkt und der Gitterbreite:

(3.48)

Bei der Berechnung der Hohe im zwei-Dimensionalen sind es nun zwei Absténde, iiber die

die Hohen der Quader definiert werden:

1 (he — ;) (hy — i) '

- ' 4
he - hy, - hy (3.49)

Diese Verteilung der d-Quelle(n) auf das diskrete Gitter kann durch eine Matrix dargestellt wer-

den, in der die einzelnen Gewichte eingetragen sind.

3.10.2 Position der Messpunkte

Auch die Sensoren miissen nicht zwingend auf einem Gitterpunkt liegen. Im Gegensatz zu den
Elektroden, bei denen eine §-Quelle auf die vier benachbarten f-Gitterpunkte verteilt wird, muss
bei den Messungen ein Potential aus den vier umliegenden Potentiale des u-Gitters berechnet
werden.

Befindet sich die Sonde exakt in der Mitte eines Gitter-Rechtecks, so ist der numerisch gemessene
Wert genau i der Summe der vier angrenzenden Gitterpunkte. Bei einem Messpunkt genau auf
einem Gitterpunkt wird nur dieser Wert gewichtet. Somit ist auch der Anteil eines Gitterpunktes
umgekehrt proportional zur Entfernung zur Messsonde.

Auch diese Gewichtung der Potentialpunkte zu den Messstellen kann man iiber eine Matrix defi-
nieren. Dabei repriisentiert jede Zeile der Matrix die Gewichtung von maximal vier u-Gitterpunkten
zu einer Messstelle. Die Summe aller Zeilenelemente muss 1 sein, damit die Gewichtung richtig
berechnet wurde. Durch die wenigen Messstellen bei einem Versuch ist auch diese Matrix sehr

diinn besetzt.
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Fﬂ
Uy Uy N U,
mZ
my
I 4 ® c I’
d Us ug u7 u8 d
m]tl
u, u, Uj u,
Fd
® Position einer Messstelle im u-Gitter

Abbildung 3.21: Beispiel-Anordnung der Messsonden

Fiir diese Anordnung der Messstellen im 4 x 3 Gitter gilt:

mi 004 00006 0 00 0 0 0
me | =1 0 0000l 01 00 04 04 0 |-u (3.50)
ms 0 000 0 1 00 0 0 0

3.10.3 Verschiedene Frequenzen

Eine Moglichkeit, noch mehr Informationen zu gewinnen, ohne die Anordnung der Elektroden und
Messsensoren neu zu gestalten, ist die Messung bei verschiedenen Frequenzen. Da die Leitfihigkeit
frequenzabhéngig ist, kann man bei verschiedenen Frequenzen, aber gleichen Versuchsaufbauten,
einige neue Daten erfassen.

Am bedeutsamsten ist der Ubergang vom Gleichstrom (w = 0) zum Wechselstrom (w > 0).
Wiéhrend die Leitfdhigkeit beim Gleichstrom reell ist, erhélt man bei den {ibrigen Frequenzen
komplexe Leitfihigkeiten (siehe Kapitel 2.2).

Hierbei sollte man jedoch beachten, dass man neue Frequenzen geschickt wéahlt. Zwei zu nah
aneinander liegende Frequenzen liefern in etwa das gleiche Potentialbild und somit wenig neue
Informationen (siehe [6]).

In der numerischen Losung muss fiir jede Frequenz das Vorwirtsproblem gelost und an den
entsprechenden Messstellen ausgewertet werden. Diese Daten werden fiir das inverse Problem mit
ihren im Versuch zu der Frequenz passenden Potentialen verglichen (siehe Ausdruck (1.6)) und

fithren somit zu einer genaueren Losung.
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3.10.4 Messprogramme

Eine weitere Moglichkeit zur Informationserweiterung ist die Wahl verschiedener Messprogramme.
Es ist nicht zwingend notwendig, immer alle Elektroden und Messsonden einzuschalten. Das Ein-

und Ausschalten der jeweiligen Gerédte kann nach Belieben eingestellt werden.
e Schaltung der Elektroden

Bei mehreren Elektroden gibt es sehr viele Moglichkeiten, diese zu schalten. Einige kénnten
den Strom injizieren, einige diesen absorbieren und einige sogar ausgeschaltet bleiben. Man
sollte jedoch darauf achten, dass der abgegebene Strom auch wieder wegflielen kann.
Somit erhélt man je nach Messprogramm weitere niitzliche Daten, da jede Schaltung der
Elektroden ein anderes Potentialbild erzeugt.

Diese Schaltung der Elektroden kann auch mit Hilfe einer Matrix definiert werden. Jede
Spalte der Matrix représentiert eine Messung. Eine 1 bzw. -1 steht fiir Stromabgabe bzw.
Stromaufnahme. Eine ausgeschaltete Elektrode wird durch eine 0 dargestellt. Angenommen
es gibe vier Elektroden und es sollen sechs verschiedene Schaltungen durchgefiihrt werden,
dann kann die Schalt-Matrix J der Elektroden folgende Form besitzen:

J= 3.51
) . (3.51)

e Messprogramm der Sonden

In der Regel sollte man so viele Daten wie moglich sammeln. Daher ist es eigentlich sinnvoll,
alle Sonden eingeschaltet zu haben.

In dem realen Versuchsaufbau besitzen die im Boden befindlichen Geréte sowohl die Féhig-
keit, den Stromfluss zu regulieren, als auch die Moglichkeit, diesen zu messen. Im Versuch
ist es daher nicht moglich, eine Elektrode auch gleichzeitig als Messsonde zu nutzen. Diese
muss ausgeschaltet bleiben.

Somit gibt es bei der Mess-Matrix P exakt gleich viele Spalten wie bei der Schalt-Matrix J.
Die Spaltengrofie wird durch die Anzahl der Messsonden festgelegt. Hierbei steht die 1 in

der Spalte fiir eine eingeschaltete Sonde und die 0 fiir einen Messpunkt, der ausgeschaltet

bleibt.
Bei vier Messpunkten und obiger Schalt-Matrix J kann die Mess-Matrix folgende Form
haben:
0 01 001
01 0 011
pP— (3.52)
000 110
011100
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Bemerkung:

Sei eine feste Frequenz und eine Schaltung der Messsonden bei einem Versuch vorgegeben. Nun
gibt es n Elektroden im Gebiet, die nach Belieben Strom abgeben, aufnehmen oder ausgeschaltet
sein konnen. Somit sind 3™ verschiedene Schaltungen der Elektroden moglich. Diese liefern aber
nicht immer neue Informationen. Viele gemessene Potentiale sind aus Linearkombinationen an-
derer darstellbar. Dies liegt am linearen Superpositionsprinzip der Potentialverteilung:

Seien im Gebiet zwei §-Quellen an beliebigen Stellen r;, r; ¢ # j positioniert. Die Elektrode an der
Position r; gebe den Strom ab, und die andere nehme ihn auf. Dann ist ¢; ; die Potentialverteilung,

die das Randwertproblem
—div(o - grad(¢;,;)) = 6&(r—r;) —6(r —r;) + Randbedingungen (3.53)

bei einer gegebenen Leitfahigkeit ¢ erfiillt.

Seien nun ¢o,; und ¢2 3 zwei Losungen der Randwertprobleme

—div(¢ - grad(¢o1)) = 0(r—ro) —d(r—m1) + RB (3.54)
—div(6 - grad(¢23)) = d(r—re) —d(r—r3) + RB. (3.55)

Schaltet man nun diese vier §-Quellen gleichzeitig und ermittelt dann das Potential ¢z 13, so ist
die neue Potentialverteilung die zusammengefasste Variante der beiden urspriinglichen.

( —div(6 - grad(so,1))
+ —div(6 - grad(¢2,3))
—div(é - grad(¢o,1 + ¢2,3))
———

$02,13

§(r—ro) —8(r —r1) +RB )
d(r —r2) —d(r —r3) +RB )
5(r—ro) +d0(r —ra) —6(r —r1) —6(r —r3) +RB

Auch in der diskreten Losung kann man die Linearitéit erkennen. Es werden zwei Potentialvertei-

lungen auf einem Gebiet mit zwei §-Quellen berechnet.

- 0 - 0
y-Achse 0 x-Achse y-Achse 0

x-Achse

(a) Potentialverteilung ¢o,1 (b) Potentialverteilung ¢2 3

Abbildung 3.22: Potentialverteilungen bei zwei verschiedenen Stromeinspeisungen
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Schaltet man alle §-Quellen gleichzeitig und berechnet die daraus resultierende Potentialvertei-

lung ¢o2,13, so ist diese gleich der Summe der beiden einzelnen Verteilungen ¢g 1 + ¢2 3:

AN
20555
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>
$5582
$5805507,
B XN
SN
IR
SIS

2 X\
77
"";;,"l{"‘“‘\‘
G
SIS
l,,':::: Jos

2%
SIS
DRSS
SN
L

40 40

0
y-Achse o x-Achse y-Achse x-Achse

(a) Losung des zusammengefassten Problems (b) Summe der einzelnen Potentialverteilungen
Abbildung 3.23: Gegeniiberstellung beider Potentialverteilungen

Nun werde eine Elektrode (e;) von insgesamt n Elektroden immer als Stromausgang genutzt.

Somit gibt es n — 1 Tupel, so dass nur zwei Stromquellen geschaltet sind:
(e1,€;) i=2,...,n.

Da man alle anderen Schaltungen durch eine Summe dieser n — 1 Tupel realisieren kann, gibt es

insgesamt n — 1 linear unabhéngige Potentialverteilungen.

Diese Bemerkung ist in der Numerik ein wenig kritisch zu betrachten. Sind die Eingangsdaten
gestort, kann es dennoch sinnvoll sein, mehr als n—1 Schaltungen durchzufiihren. Der Grund liegt
in der Nicht-Linearitdt der Storungen, so dass das lineare Superpositionsprinzip nicht angewandt

werden kann.

3.10.5 Grobes c-Gitter

Um den Aufwand zur Berechnung der Ableitungsmatrix (siehe Kapitel 4) moglichst gering zu
halten, kann man das in der Regel sehr feine u-Gitter der Gréfe n, x n, durch ein groberes c-Gitter
(vgl. Abbildung 3.24) ersetzen. Da fiir jedes Rechteck des c-Gitters die Ableitung ausgerechnet
werden muss, erspart man sich durch eine grobere Einteilung eine Vielzahl an Rechnungen. Je

grober jedoch das c-Gitter ist, desto grober ist auch die Auflésung des inversen Problems.
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I,

i1 feines u-Gitter
] grobes c-Gitter

Abbildung 3.24: grobes c-Gitter auf feinem u-Gitter gelegt

Jedes Rechteck des c-Gitters soll die vier Cole-Cole Parameter dieser Region enthalten und somit
den Boden in diesem Teilgebiet charakterisieren. Mit einer vorgegebenen Frequenz kann man nun
die Leitfahigkeit fiir dieses Gebiet berechnen und diese auf das feinere u-Gitter tibertragen. Dieser
Ubergang vom groben auf das feinere Gitter kann wieder durch eine Matrix dargestellt werden.

Somit wird fiir die Vorwértsberechnung das feinere u-Gitter und fiir die Riickwértsberechnung

das grobere c-Gitter verwendet.






Kapitel 4

Ableitung und adjungierte
Ableitung des Randwertproblems

4.1 Bestimmung der gesuchten Ableitung 0.u(c)(cy)(c;,)

Bei dem gegebenen elliptischen Randwertproblem ist die Leitfihigkeit o eine Funktion o(c,w),
wobei ¢ die Verteilung der vier Cole-Cole Parameter (siche Kapitel 2.2) einer Bodenschicht in
Q représentiert. Zur Losung des Vorwértsproblems muss lediglich die Leitfahigkeit o betrachtet
werden, die sich aus den Cole-Cole Parametern und der Frequenz berechnen lasst.

Die Ableitung hingegen soll bzgl. der Cole-Cole Parameter berechnet werden, weil diese im inver-
sen Problem identifiziert werden sollen. Da bei der Funktion m(c) (siche Kapitel 1.2) lediglich die
Funktion u von den Cole-Cole Parametern abhéngt (vgl. Ausdruck (1.7)), werden die partiellen
Ableitungen des Potentials u nach den Cole-Cole Parametern in einer aktuellen Verteilung cg in

Richtung c, gesucht, also

Ocu(c)(co)(cr)- (4.1)

Zur Bestimmung der gesuchten Ableitung (4.1) kann man sowohl bei der kontinuierlichen Glei-
chung, als auch bei der diskreten Losung, den Satz der impliziten Funktionen (vgl. Satz 1) an-

wenden.
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4.1.1 Bestimmung der Ableitung im kontinuierlichen Fall

Wie in Kapitel 2.4.1 beschrieben, l4sst sich das kontinuierliche Randwertproblem als eine implizite

Funktion darstellen.

—div (o - grad(u)) — I 0
g (U(Cv CU), U(C, w)) = U | L'y = 0 (42)
ou | Ty, 0

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit wird nun eine feste Frequenz wy vorgegeben. Somit kann
die komplexe Gleichung (4.2) in eine vereinfachte Gleichung iiberfiithrt werden, da die Leitfihigkeit

o und somit auch das Potential « nur noch von den Cole-Cole Parametern ¢ abhingt.

—div (o(c) - grad(u)) — I
g (e u(e)) = u| Ty
Opu | Ty

(4.3)

Wendet man nun den Satz iber implizite Funktionen (Kapitel 2.4.1) auf Gleichung (4.3) an, lasst
sich die gesuchte Ableitung d.u(c)(co)(c;) folgendermafien berechnen:

de u(c)(co)(er) = —Bugle,u(e))(co) " 0degle, ule))(co)(er) (4.4)
T
= Ouglc,u(c))(cg) o s = —=08.9(c, ulc)) (co)(er) (4.5)
Mit
L(o(c), u) := —div (o(c) - grad(u)) (4.6)

ist ein Operator definiert, der sowohl in u als auch in ¢ linear ist !. Uber diesen Operator lassen

sich die partiellen Ableitungen berechnen:

e Berechnung von 9, g(c, u(c)) (co)

9w g(c, u(c)) (co) = Ou u|Tq (co) (4.7)
ou | Ty,

Da der Operator L(o(c), u) linear in u ist, ist die Ableitung 9,,L(o(c), u) wieder der Operator
L(o(c), u) selbst. Auch die Abbildung von u bzw. d,u auf die Réander I'g bzw. I';, sind durch

Lsiehe [6]
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lineare Operatoren ausdriickbar. Es folgt

L(o(c),u)—1T L(o(c), u) L(o(co), u)
8u u | Iy (C()) = u | Ty (C()) = u | Ly (48)
ou | Ty, ou | Ty ou | Ty
Es gilt
L(o(co), u)
du g(c, u(c)) (o) = u|lq (4.9)
ou | Ty,

e Berechnung von 9. g(c,u(c))(co)(er)

L(o(e), u(e)) — 1
e g(c,u(c))(co)(cr) = O ul| Ty (co)(cr) (4.10)
ou | Ty

Die Abbildung von u auf u | I'y bzw. d,u | T',, ist unabhéingig von den Cole-Cole Parametern

¢ und somit als konstant zu betrachten. Es folgt:

L(o(c), u(c)) -1 9 (L(a(c), u(c)) — 1)
d. u|Tq (co)(er) = 0 (co)(er)  (4.11)
Ou | Ty 0

Nun muss fiir den Ausdruck 9. (L(o(c), u(c)) —I) (co)(c,) die Kettenregel angewandt wer-
den, da die Leitfahigkeit von den Cole-Cole Parametern abhéngt.

Oe (L(o(c), u(e)) = I) (co)(er) = BeL(o(c), ulco)) (co)(cr) (4.12)
(95L(0(c), ulco)) 0 dea(c)) (co)(er)  (4.13)

Nun wird wiederum die Linearitit des Operators (in o) ausgenutzt und
0,L(c(c),u(c)) = L(o(c), ulc)) (4.14)
in Gleichung (4.13) eingesetzt.

(L(a(c), u(c)) 0 dea(e)) (co)(er) = L(Deo(c)
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Somit gilt fiir die zweite partielle Ableitung des Ausdrucks (4.5):

L(0ca(co)(cr), ulco))
e g(c, u(e))(co)(er) = 0 (4.17)
0

Verwendet man nun die Ergebnisse aus den Gleichungen (4.9) und (4.17), ldsst sich die Gleichung
(4.5) in

L( O'(Co) s S) L( aca(co)(cT) ) U(Co) )
s | Ty, — _ 0 (4.18)
ad, sTy 0

iiberfithren.

Somit kann die gesuchte Ableitung s iiber zwei Randwertprobleme bestimmt werden:

1.Randwertproblem:
—div (o(co) - grad(s)) = div(0.o(c)-grad(ug)) in Q (4.19)
s =0 auf T'y (4.20)
d,s = 0 auf T, (4.21)

wobei ug Losung ist von

2.Randwertproblem:

—div (o(eg) - grad(ug)) = f inQ (4.22)
u = 0 auf 'y (4.23)
Ouy = 0 auf Iy, (4.24)

4.1.2 Bestimmung der Ableitung im diskreten Fall

Die im Kapitel 4.1.1 ermittelte Gleichung

L(co, 9) L(9d.0(c) (co)(cr), ug)
s|Ty | =- 0 (4.25)
0,sTy, 0

kann auch fiir die diskrete Berechnung der Ableitung s genutzt werden. Die linke Seite der Glei-
chung (4.25) lasst sich, wie in Kapitel 3 beschrieben, durch

(=D - A(o(co)) - G+ B) - s = R(o(co)) - s (4.26)
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approximieren, wahrend
— (=D - A(8.0(co)(cr)) - G) - ug (4.27)

eine Niherung der rechten Seite darstellt. Hierbei wird der Ausdruck d.0(¢)(co) mit den diskreten
co Parametern berechnet und kann durch eine Matrix dargestellt werden, die fortan S., genannt

wird.
deo(c)(co) =5 8, (4.28)

Somit ist der Ausdruck d.0(c)(co)(c,) lediglich ein Produkt aus der gerade definierten Matrix S,
und dem Richtungsvektor c,..
Gleichung (4.27) wird in die Form

(D-A(S¢ - ) - G) - ug (4.29)
iiberfiihrt, wobei ug die Losung des diskreten Vorwértsproblems
R(o(cp)) - u=F (4.30)
ist. Zusammenfassend lésst sich die diskrete Ableitung s durch

R(o(cp))-s = (D-A(Se - ¢r)-G) - ug
= (D-A(Sc-cr)-G)- (R (o(co)) - F)
s = R '(o(co)) (D-A(Seq ) G)- (R (o(co)) - F)

4
o=y (co) s = Ry'-(D-A(Sq-c)-G)- (Ry'-F) (4.31)

berechnen.

¢ Bestimmung der Ableitungsmatrix

Die komplette Ableitungsmatrix J représentiert die Ableitung in dem Punkt ¢y in jede beliebige
Richtung c,. Da sich alle Richtungen durch die Basisvektoren c.,, ..., c., darstellen lassen, muss
die Ableitung in Richtung jedes Basisvektors berechnet werden. Diese berechneten Ableitungs-
vektoren werden hintereinander als Spalte der Matrix abgespeichert, so dass man nach n Schritten
die gesamte Ableitungsmatrix J aufgestellt hat. Nun kann man die Ableitung in eine beliebige
Richtung ¢, durch das Matrix-Vektor Produkt J - ¢, bestimmen.

Bemerkung:

Natiirlich kann man die Richtung direkt in Gleichung (4.31) einsetzen. Muss man jedoch sehr
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viele Richtungsableitungen (mehr als n) im Punkt ¢y ermitteln, ist es sinnvoller, erst die gesamte

Matrix aufzustellen.

4.2 Bestimmung des adjungierten Operators

Im Kapitel 4.1 wurde der Operator ermittelt, der die Ableitung eines Potentials in einer Cole-Cole
Verteilung ¢y in Richtung einer anderen Verteilung ¢, berechnet. Gesucht ist nun der adjungierte
Operator zu dem gerade beschriebenen, sowohl kontinuierlich als auch diskret.

Es ist jedoch nicht zwingend, den adjungierten Operator komplett aufzustellen. Lediglich das
Ergebnis von dem adjungierten Operator angewandt auf einen Vektor w muss berechnet werden.
Im diskreten Fall wird der Operator J durch eine Matrix angenéhert. Nicht die ganze Matrix J*

muss aufgestellt werden, das Matrix-Vektor Produkt J* - w reicht aus.

4.2.1 Bedeutung des adjungierten Operators in der geoelektrischen To-
mographie
In der geoelektrischen Tomographie beschreibt der adjungierte Operator den Einzugsbereich eines

Sensors in 2. Angenommen im Punkt zg des Gebietes befindet sich ein Sensor. Dort wird bei

einer Cole-Cole Verteilung ¢, ein Potential u(cy) ermittelt.

Fn Tﬂ
u(ck) u(c,+Acy)
.Xo .xo
I, Iy | |, I,
Ac
~e ~e
Fd Fd
(a) Potential in xzg bei Leitfdhigkeit o (b) veriindertes Potential in zg

Abbildung 4.1: Anderung der Leitfihigkeit lokal in &

Nun werde in einem in 2 befindlichen Punkt Z die Cole-Cole Parameter lokal ein wenig veréndert.
Dies fiihrt zu einem geénderten Potentialwert an der Stelle xg. Je weiter der Punkt & von dem
Messpunkt zy entfernt ist, desto weniger macht sich die Verdnderung der Leitfahigkeit in & be-
merkbar.

Daher wird in einigen Regularisierungsverfahren (siehe [5]) der adjungierte Operator verwendet,
um die urspriinglichen Gleichungen auf einen kleineren Unterraum zu projizieren, bei dem nur
die relevanten Werte in Betracht gezogen werden. Das heifit, dass diejenigen Punkte Z; bei einem

Sensor zy mehr Gewichtung erhalten, die im Einzugsgebiet dieses Messpunktes liegen.
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4.2.2 Bestimmung des adjungierten Operators im kontinuierlichen Fall

Sei A, der Operator, der die Cole-Cole Parameter ¢, auf die Ableitung d.u(c) (¢o)(c,) abbildet,
d.h. in Richtung ¢, bei einer Potentialableitung in einem festen Punkt ¢y. Gesucht ist nun der

adjungierte Operator A% | so dass gilt:

co?

<Aco Cr, w>L2 = <cr7 AZOW>L2 (432)

Mit s = O.u(c) (co)(cr) lésst sich die Ableitung berechnen durch (siehe (4.19)):

—div(o(co) - grad(s)) = div(9d.0(c)(co)(er) - grad(ug)) (4.33)
:=R(s)
& s = R (—div(d.0(c)(co)(c,) - grad(ug))) (4.34)

Fiir die linke Seite der Gleichung (4.32) lasst sich

<A Cr, W >L2 = <5’ w>L2 (435)
<R*1 (= div(9d.o(c)(co)(cr) - grad(ug) ) ) , w>L2 (4.36)

bestimmen. Da der Operator R eine Abbildung zwischen zwei (in der Regel komplexen) Riumen
darstellt, gilt nach [9]:

(R'a,b),, = (a,R7'D),, (4.37)

Setzt man die Gleichung (4.37) in die Gleichung (4.36) ein, erhélt man

<—div( 9.0(c)(co)(er) - grad(ug) ), R_l(w)> = (div(r), t) - (4.38)

Nun kann man die L2-Norm berechnen:
(—div(r), t) . = / —div(r) -t dx (4.39)
Q

Im néchsten Schritt wird der Ausdruck —div(r)-¢ umgeformt und anschliefend der Satz von Gaufl

(Kapitel 2.6) angewandt:

édiv(r)wdx - 4
|

div(r - t) — r - grad(t) dz (4.40)

v-r-tde+ /r - grad(t) do (4.41)
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Da t = R~'w eine Losung des urspriinglichen Randwertproblems (siehe Kapitel 2.1) ist, gilt mit

t|ITy=0 (4.42)
ot|Ty =0 (4.43)
fiir das Integral iiber den Réndern:
/V-T-tdxzo (4.44)
r

Somit bleibt nur noch das zweite Integral {ibrig, das wieder als ein Skalarprodukt dargestellt

werden kann.

(AcyCr,w) 2 = /r - grad(t) dx (4.45)
Q

= [ (@@l grad(u)) - (erad(R @) de (140)
Q

= (9.0(c)(co)(cr), grad(ug) - grad(R™"(w)) )2 (4.47)

Zuletzt muss die Richtung ¢, in der linken Seite des Skalarproduktes isoliert werden. Da die

Leitfiahigkeit o von vier Cole-Cole Parametern abhéingt (vgl. Kapitel 2.2), gilt:

4
dea(c)(co)(er) = Z e, 0 (c)(co)(cr,) (4.48)
4
= Z d;0(c)(co) - ¢r, (4.49)
ooe)(co) \
= e (4.50)
dso(c)(co)
Es ergibt sich
d1o(c)(co)
(AgoCr )2 = <c,«, : grad(ug) - grad(R™*(w)) > (4.51)
940 (c)(co) L

= (e, Afw) s (4.52)
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Somit ist

dha(c)(co)
A w = grad(ug) - grad(R™* (w)). (4.53)
dao(c)(co)

4.2.3 Bestimmung des adjungierten Operators im diskreten Fall

Im diskreten Fall ist es zunéchst einfach, den adjungierten Operator zu der Matrix J zu bestim-
men. Man muss lediglich die gesamte Ableitungsmatrix aufstellen und anschliefend die hermitsche
Matrix JH berechnen.

Da dies jedoch sehr kostenaufwendig (siehe Kapitel 4.3) und demnach nicht empfehlenswert ist,
soll auch hier das Produkt J - w direkt berechnet werden. Die Herleitung verlduft #hnlich der

kontinuierlichen Herleitung.

div(o(co) - grad(s)) div(0co(c)(co)(cr) - grad(ug) )
- s| Ty - 0 (4.54)
9y 5| 0
= Ry-s = D-A(Ss -¢r) - G-ug (4.55)

Demnach ergibt sich:

<Jcocr;w> = (s,w) (4.56)
= <R61 D - A(Se, - ) - G - ug, w) (4.57)
= <A(SCO ¢r) - G-ug, DH - R7H w> (4.58)

=v e

Nun ist es problematisch, im Ausdruck
(A(Se, - ¢r) - v,b) (4.59)

die Richtung ¢, zu isolieren, da die Matrix A eine Diagonalmatrix ist, auf deren Eintrége die

Ableitungen des Potentials in ¢g in Richtung ¢, stehen.

(Sco : Cr)l U1 b1
(A(Sey - ¢r) -0, b) = < AN : | > (4.60)
(Sco : cr)n Un bn

(Sco : Cr)l - U1 b1
T()
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Im néchsten Schritt kann man das Skalarprodukt ausschreiben. Hierbei ist wieder zu beachten,

dass die einzelnen Komponenten komplex sind.

(SCO . Cr)l - U1 b1 no
< | ) | > = Z (Sco . Cr)i ;- by (462)

(Sco Cr)n'vn by, =1
= > (Seo-¢r)i- (Wi bi) (4.63)
1=1
v1by
= <Sc0-cr, | > (4.64)
VU bn,
v1by
= (Sep-c) | | (4.65)
Unbn,
v1by
= o | S¥ | (4.66)
Uy bn,
v1by
= <CT,S£§- | (4.67)
Wb’n

Ersetzt man nun die Substitutionen wieder durch ihre urspriingliche Form, erhélt man zu der

Matrix J., den adjungierten Operator J7 .

<J00 Cr, ’U)> = < Cr, '](*Ow> (468)

1 - by
_ <SH | > (4.69)

(Guo)l(DHRO_Hw)l
<CT’SCI-(I). | >

(G- ug)p - (DT - Ry - w),

(4.70)

4.3 Kostenvergleich: Ableitungsmatrix gegen Matrix-Vektor
Produkt

In diesem Kapitel werden die Kosten verglichen, die bei der Aufstellung der kompletten Ablei-
tungsmatrix J bzw. dem Matrix-Vektor Produkt J - ¢ entstehen. Unter Kosten wird hier die
Anzahl der zu losenden Gleichungssysteme verstanden.

Bei beiden Varianten muss zunéchst das Vorwartsproblem, also ein Gleichungssystem gelost wer-
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den.

Mit der ersten Variante berechnet man die gesamte Ableitungsmatrix J und kann somit pro-
blemlos die hermitsche J# ermitteln. Dies ist jedoch sehr aufwendig, da fiir jeden Einheitsvektor
des Gebietes die Ableitung ermittelt werden muss. Also hat man bei n Einheitsvektoren auch n
Gleichungssysteme zu losen.

In der zweiten Variante werden diese Matrix-Vektor Produkte auf direktem Weg berechnet. Somit
miissen auch nur zwei Gleichungssysteme gelost werden. Hierbei ist jedoch zu beachten, dass diese
direkten Produkte bei vielen iterativen Regularisierungsverfahren (siehe [5]) angewandt werden.

Demnach muss pro Iterationsschritt ein Gleichungssystem gelost werden.

e direktes Aufstellen der Matrix:
- 1 Randwertproblem fiir das Losen des Vorwértsproblems
- fiir jeden Einheitsvektor das Gleichungssystem losen

- Berechnung der hermitsche Matrix ohne Kosten

e Matrix-Vektor Produkt:
- 1 Randwertproblem fiir das Losen des Vorwértsproblems
- fiir jeden Iterationsschritt:
- 1 Randwertproblem fiir J - v
- 1 Randwertproblem fiir J# - v

Da bei diesen Versuchen auch noch weitere Messprogramme und verschiedene Frequenzen in die

numerischen Berechnungen eingehen, wird somit das Aufstellen der gesamten Ableitungsmatrix

sehr teuer.
Kosten
ng | ny | Anzahl Frequenzen | Anzahl Messungen pro Frequenz | J berechnen \ J - ¢ direkt !
2 2 1 1 5 3
8 8 1 1 65 3
32 | 32 1 1 1065 3
32 | 32 5 25 133125 375

Tabelle 4.1: Kosten der verschiedenen Varianten bei gegebenen Beispielen

1Kosten bei nur einem Iterationsschritt






Kapitel 5

Spezielle Loser der linearen

Gleichungssysteme

5.1 Einfiihrung

Wird das Gebiet in ein u-Gitter der Gréfie n, x n, eingeteilt (vgl. Kapitel 3.2), so ergibt sich ein

Gleichungssystem mit n := n, - n, Unbekannten, die sich durch
R-u=f, ReER™" (5.1)

berechnen lassen. Neben (5.1) muss (bei gleicher Matrix R) fiir die Berechnung des adjungierten

Operators das System
RH .y =5, ReR™" (5.2)

gelost werden.

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit wird eine feste Frequenz wg und eine Cole-Cole Vertei-
lung ¢y vorgegeben, so dass sich eine Matrix Ry ergibt, die in sehr vielen Gleichungssystemen
verwendet wird. Es dndern sich lediglich die rechten Seiten.

Ziel ist es nun, einen/mehrere Loser zu entwickeln, der einerseits die Eigenschaften von Ry bertick-
sichtigt, jedoch auch die Losung der hermitschen Gleichung (5.2) mit sich bringt.

Bei diesem Randwertproblem ist es moglich, das grofle Gleichungssystem auf ein kleineres zu redu-
zieren, ohne dabei das Ergebnis des inversen Problems zu beeinflussen. Die Matrix des verkleiner-
ten Systems wird mit R,,; bezeichnet. Es ist sogar moglich, die Matrix R, auf eine symmetrische
Form zu bringen, die fortan Ry, genannt wird. Diese Thematik wird im Kapitel Optimierung
(5.2) genauer behandelt.

Da die Matrix Ry (und deren optimierte Matrix) eine regulidre 5-Band Matrix ist, sollen zunéchst

die klassischen Verfahren das Gleichungssystem l6sen. Hierbei wird die LU-Zerlegung (Kapitel
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5.3) bei beliebigen und die Cholesky-Zerlegung (Kapitel 5.4) auf symmetrischen Matrizen durch-
gefiihrt. Desweiteren werden speziell angepasste Loser, wie das ADI-Verfahren (Kapitel 5.5) und
UMFPACK (Kapitel 5.6), genauer betrachtet.

Bemerkung:

Auch hier werden alle Matrizen anhand eines kleinen Beispiels veranschaulicht. Es wird eine Git-

tereinteilung von n, = 4 x n, = 3, sowie eine Leitfahigkeit konstant - 07! vorgegeben. Es

100
ergibt sich fiir die Matrix Ry:

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
Ry — 0 -0.04 0 0 -0.09 0.26 -0.09 0 0 -0.04 0 0
0 0 -0.04 0 0 -0.09 0.26 -0.09 0 0 -0.04 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 -0.08 0 0 -0.09 0.26 -0.09 O
0 0 0 0 0 0 -0.08 0 0 -0.09 0.26 -0.09
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

5.2 Optimierung

Um eine Optimierung der Gleichungssysteme durchfithren zu kénnen, miissen vorab zwei Bedin-

gungen an das diskrete Problem gestellt werden:

1. Es darf kein Strom auf den Dirichlet-Rand abgebildet werden.

fi=0,Vf;€lyq

2. Die Messsonden diirfen keine Messungen am Dirichlet-Rand durchfiihren, d.h. alle Werte
werden aus diskreten Punkten innerhalb des Gebietes oder am Neumann-Rand ermittelt.

Somit sind die numerischen Ergebnisse am Dirichlet-Rand fiir die Losung uninteressant.

Treffen diese Bedingungen nicht ein, miissen entweder die §-Quellen bzw. Messsonden neu posi-

tioniert oder die Auflosung des Vorwiértsproblems verfeinert werden.
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5.2.1 Verkleinerung des Gleichungssystems

Will man die Gleichungen (5.1) und (5.2) mit Hilfe eines kleineren Gleichungssystems lésen, muss

jede Gleichung einzeln analysiert werden.
e Berechnung von Ry -u = f

Wird kein Strom auf dem Rand abgebildet, werden auch alle Potentiale u;, die auf dem
Dirichlet-Rand liegen, den Wert 0 annehmen (vgl. Kapitel 3.7.2). Dies hingegen bedeutet,
dass alle Spalten der Matrix Ry gestrichen werden kénnen, die mit einem u; € I'g multipli-

ziert werden, da das Produkt ohnehin den Wert 0 annehmen wird.

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 —0.04 0 0 —-0.09 026 —-0.09 0 0 —0.04 0 0
0 0 —-0.04 0 0 —-0.09 0.26 —0.09 0 0 —0.04 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 —0.08 0 0 -0.09 0.26 —0.09 0
0 0 0 0 0 0 —0.08 0 0 -0.09 0.26 —0.09
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Es bleiben NULL-Zeilen stehen, die keine weitere Verwendung fiir das Gleichungssystem
besitzen. Werden auch diese Zeilen (und die f; € T'y) gestrichen, bleibt ein kleineres Glei-
chungssystem mit der Matrix R, iibrig, welches nur noch die Potentiale w;,, innerhalb von

) und am Neumann-Rand identifziert.

Ug fe
Uy Iz
Ropt * Ui = Ropt : = = f1n
Ui fio
U1 f11

mit

0.26 —-0.09 -0.04 0
—-0.09 0.26 0 —0.04

Ropt = (53)
—0.08 0 0.26 —0.09

0 —-0.08 —-0.09 0.26
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Die vollstéindige Losung u kann nun wieder aus der Losung von u;, bestimmt werden.

o O o o o

e Berechnung von Ry" -v =

Auch das Gleichungssystem mit der hermitschen Matrix Ry” kann auf ein kleineres System
reduziert werden. Bei der hermitschen Matrix werden die inneren Punkte des Gebietes und

die Werte am Neumann-Rand unabhéngig von den Werten des Dirichlet-Randes identifi-

ziert.
1 0 0 0 0 -0.04 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 -0.04 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 -0.09 0 0 0 0 0 0
ROH _ 0 0 0 0 0 0.26 -0.09 0 0 -0.08 O 0
0 0 0 0 0 -0.09 026 O 0 0 -0.08 0
0 0 0 0 0 0 -0.09 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 -0.09 0 0
0 0 0 0 0 -0.04 O 0 0 0.26 -0.09 0
0 0 0 0 0 0 -0.04 0 0 -0.09 026 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.09 1

Somit kann zur Bestimmung der diskreten Werte v; in €2 und am Neumann-Rand die ver-

kleinerte Matrix

026 —0.09 —0.08 0

—009 026 0  —0.08
RoM)ope = 5.4
(Fo™)opt —004 0 026 —0.09 (54)

0 -0.04 -0.09 0.26
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verwendet werden. Die Werte am Dirichlet-Rand werden wiederum auf 0 gesetzt. Dieses
Ergebnis der optimierten Losung stimmt jedoch nicht exakt mit der Losung des grofien
Problems Ry - v = s iiberein, da dieses Werte ungleich 0 am Dirichlet-Rand ermittelt. Bei

einer rechten Seite
s =(0,0,0,0,0,6,0,0,0,0,—6,0)

werden die Losungen

0 0
0.8528 0
—0.0123 0
0 0
1.9187 0
21.3189 21.3189
V= bzw. v, =
—0.3072 —0.3072
—0.0277 0
—0.4831 0
—5.3679 —5.3679
—24.9823 —24.9823
—2.2484 0

berechnet. Hierbei kann man erkennen, dass in den inneren Punkten von {2 und am Neumann-
Rand die gleichen Werte identifizert werden. Es unterscheiden sich lediglich die Ergebnisse
am Dirichlet-Rand. Hier greift jedoch die zweite Bedingung ein, die es verbietet, Werte des
Dirichlet-Randes zu 'messen’. Da nur die Ergebnisse innerhalb €2 und am Neumann-Rand

von Bedeutung sind, spielt es keine Rolle, ob nun das grofle System
ROH V=35

oder das reduzierte

(ROH)opt *Vin = Sin

gelost wird.

Bemerkung:

Fiir die Berechnung der verkleinerten Matrizen gilt:

(ROPt)H = (RH)Opt (5-5)
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5.2.2 Erzeugung einer symmetrischen Matrix

e Berechnung von Ry -u = f

Die Umwandlung der groBen Matrix Ry in die symmetrische Matrix Ry, baut auf die
zuvor erklirte Verkleinerung des Systems auf. Die urspriingliche Matrix Ry ist eine n X n-
Matrix (n = ny - ny), die auf eine kleinere Matrix R,y reduziert wird. Bei dieser Matrix
ist die Symmetrie fast gegeben. Lediglich die Diskretisierung der Differentialgleichung an
den n, — 2 Punkten des Neumann-Randes verfélschen (zunichst) diese Bedingung (vgl.
(5.3)). Werden nun die letzten n, — 2 Zeilen von Ry mit dem Faktor + multipliziert, ist

die Symmetrie gegeben.

0.26 —0.09 -0.04 0

. B —0.09 026 0  —0.04
w2008 00 026 —0.09
L. 0 —008 —0.09 0.26

0.26 —-0.09 —0.04 0

B —0.09 0.26 0 —0.04
B —0.04 0 0.13  —0.045
0  —0.04 —0045 0.13

Um nun wieder das gleiche Ergbenis u;, zu erhalten, muss auch die rechte Seite f;, ent-

sprechend multipliziert werden.

o
fr
- f1o
“fn

fsym =

N|— N[

Nun ist die Losung der Gleichung
Rsym *Ujp = fsym
gleich der Losung von

Ropt *Uin = fzn



5.2. OPTIMIERUNG 63

e Berechnung von Ry” v =3

Multipliziert man die letzten n, — 2 Spalten der Matrix (Ro™)op (vgl. Gleichung (5.4)) mit

dem Faktor %7 so erhélt man die symmetrische Matrix

0.26 —-0.09 —0.04 0

H —0.09 0.26 0 —0.04
(R )sym =
—0.04 0 0.13 —0.045
0 —0.04 —0.045 0.13

Bei diesem Gleichungssystem wird die rechte Seite s;,, nicht verdndert. Nach der Ermittlung

der Losung von
" .
(R )sym *Vin = Sin

miisssen die letzten n, — 2 Elemente von 0;, mit dem Faktor % multipliziert werden, um

wieder die urspriingliche Losung von
(RH)opt *Vin = Sin
zu erhalten.

Bemerkung:

Die Berechnung des hermitschen Gleichungssystems kann bei der symmetrischen Matrix auch mit

Hilfe der urspriinglichen Matrix durchgefiihrt werden. Da
Ryym = R, (5.6)

gilt, lasst sich fiir das hermitsche Problem folgendes schreiben:

H ~ ~
RYsym 0 = Regym -0 = s
& Reym -0 = 5

s Roym -0 = 3

Somit muss nur einmal die Matrix Ry, z.B. mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung gesplittet werden

und kann anschliefend ebenfalls das hermitsche Problem losen.
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5.3 Die klassische LU-Zerlegung

Nutzt man zur Losung des linearen Gleichungssystems die klassische LU-Zerlegung, wird ein
Aufwand der Ordnung %n?’ benétigt. Zwar sind bei einer diinn besetzten Matrix Ry die Matrizen
L und U auch diinn besetzt, sie behalten jedoch nicht die Eigenschaft als Band-Matrizen. Man
kann im Vorhinein nicht erkennen, an welcher Position die fill-in erzeugt werden.

Das Gleichungssystem (5.1) kann nun iiber die Matrizen L und U berechnet werden:
(L-U)ou = f

Durch die Eigenschaft, dass L eine untere und U eine obere Dreiecksmatrix ist, lisst sich die

Losung sehr schnell in zwei Schritten berechnen

Ly = f
U-u =y

Wurde die LU-Zerlegung fiir die Matrix Ry durchgefiihrt, kann mit diesen beiden Matrizen die
Losung der Gleichung (5.2) ermittelt werden.

R v=(L- ) .v=U". L7 .v=5
Nun ist U eine untere und L eine obere Dreiecksmatrix, so dass das Problem durch

UH-y = s
L.y = Y

geltst werden kann.

Fiir das mitgefiihrte Beispiel lédsst sich Ry durch das Produkt aus

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
I_ 0 -0.04 0 0 -0.09 1 0 0 0 0 0 0
0 0 -0.04 0 0 -0.35 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 -0.31 -0.12 -0.01 -0.09 1 0 0
0 0 0 0 0 0 -0.35 -0.03 0 -0.39 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



5.4. DIE CHOLESKY-ZERLEGUNG 65

und
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

U— 0 0 0 0 0 0.26 -0.09 0 0 -0.04 O 0
0 0 0 0 0 0 0.23 -0.09 O -0.01 -0.04 O
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.25 -0.09 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.21  -0.09
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

berechnen.

5.4 Die Cholesky-Zerlegung

Um eine Cholesky-Zerlegung durchfithren zu kénnen, muss die Matrix des Gleichungssystems
symmetrisch positiv definit sein. Demnach kénnen die im Kapitel 5.2.2 beschriebenen Matrizen

Rgym mit Hilfe einer unteren Dreiecksmatrix dargestellt werden
Ryym =L-L"
Zur Berechnung dieser Dreiecksmatrix wird ein Aufwand von %n?’ benstigt. Das Gleichungssystem
Reyym-u=L-LT u=f
kann wiederum in zwei Schritten berechnet werden

L-z

LT u = =z

|
~

Da die Losung des hermitschen Problems auf die Losung der Gleichung mit der urspriinglichen
symmetrischen Matrix Ry, zuriickgefiihrt werden kann (vgl. Kapitel 5.2.2), ist kein weiterer

Aufwand fiir
(ROH)sym . 'ﬁzn = fzn

notig.
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Fiir das Beispiel gilt:

Reym = L- LT
mit
0.5099 0 0 0
_ -0.1765  0.4784 0 0
-0.0784  -0.0289  0.3507 0
0 -0.0836  -0.1352 0.3236

5.5 Losen mit Hilfe des ADI-Verfahrens

Das ADI-Verfahren wurde urspriinglich zum Losen instationédrer Differentialgleichungen ent-
wickelt. Die Losung u der Gleichung (5.1) ist jedoch eine stationéire Losung eines elliptischen
Randwertproblems. Aus diesem Grund wird diese Gleichung in eine zeitabhéngige Variante um-
geschrieben, die von einem Startpunkt wuy, iterativ exaktere Losungen w;, ermittelt. Fiir £ — oo
soll das Ergebnis die stationdre Losung w sein.

Um aus dem Gleichungssystem ein iteratives Verfahren zu erhalten, wird die Matrix Ry, durch

die Summe zweier Matrizen R, und R, dargestellt.
Ryym = Ry + Ry (5.7)

Hierbei repriisentieren die beiden Matrizen die Approximation des Randwertproblems in x- bzw.
in y-Richtung, so dass diese (durch die Wahl der zentralen finiten Differenzen) jeweils nur drei
Bénder beinhalten. Die Bestimmung der Matrizen I, und R, wird in dem Kapitel 5.5.1 erldutert.

Mit (5.7) kann man Gleichung (5.1) in eine der beiden (dquivalenten) Formen

(Ry+t-I)-u+(Ry—t-I)-u = f (5.8)
(Ry—t-I)-u+(Ry+t-I)-u = f (5.9)

umwandeln. In der Peaceman-Rachford Methode [2] ldsst sich nun der Vektor u(™+1) in zwei

Schritten aus dem Vektor u(™ berechnen.

(Ro+t-1)-u™3) 4 (R, —t-T)-u™ = f (5.10)
(Rg —t- 1) -ul™™2) 4 (R, +t- 1) - u™) = ¥ (5.11)

N

Da nun anstatt einem Gleichungssystem mit einer 5-Band Matrix mehrere Gleichungssysteme mit
3-Band Matrizen gelost werden miissen, wird eine schnellere Ermittlung der Loésung u erhofft.

Durch die Wahl des Relaxationsparameters ¢ wird die Schrittweite des instationédren Problems
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gesteuert. Eine optimale Wahl von ¢ wird in Kapitel 5.5.2 beschrieben.

Als Abbruchkriterium der Iteration wird die neue Approxmiation u("*1) mit dem vorigen Wert
u(™ verglichen. Unterschreitet der Quotient aus dem Maximum von ’u(”‘H) — u(”)| und dem
Maximum von ‘u("‘*‘l) ’ eine Schranke e, wird die Iteration beendet. Da bei den anderen Verfahren

Genauigkeiten von ¢ = 1071% erreicht werden, wird diese Schranke auch fiir das ADI-Verfahren

iibernommen.
wéihle:
Reym = Re + Ry
wrth —
do:
w™ = 4 (ntD)
(Ry +t-1)-u(nt3) = f—(Ry—t-I)-u™
(Ry+t-1) I (Ry —t-1) WCES )
. max|u(”+1)—u<")| _
while (nwu(|u("+1)| > 10 15
Abbildung 5.1: ADI-Verfahren
Bemerkung:

Fiir die Anwendung des ADI-Verfahrens miissen die Matrizen R, bzw. R, eine Bedingung erfiillen.
Sie miissen die Eigenschaften einer Stieltjes-Matriz besitzen, d.h. dass sie symmetrisch sind und
auf den Diagonalen (und nur dort) Werte gréBer 0 stehen. Aus diesem Grund wurde auch die
Matrix Rgym als Ausgangspunkt des ADI-Verfahrens genommen, da deren Aufspaltung in x- und

y-Richtung diese Bedingung erfiillt.

5.5.1 Erzeugung der Richtungs-Matrizen

Die Matrix Rgym ist eine 5-Band Matrix, da diese mit Hilfe der zentralen finitien Differenzen in
x- bzw. in y-Richtung ermittelt wurde. Diese soll durch die Summe zweier Matrizen dargestellt

werden.
Reyym = Ry + R,

Da die Nummerierung des Gitters entlang der x-Achse verlduft (vgl. Kapitel 3.2), sind die Bénder
links und rechts neben der Diagonalen nur von der Approximation des Randwertproblems in x-
Richtung abhingig. Die zwei Béander, die sich weiter auflen befinden, machen die Approximation
in y-Richtung aus. Lediglich auf der Diagonalen von Ry, befinden sich gemischte Terme. Diese

werden (in dieser Arbeit) je nach Auflésung (n, xn,) gewichtet. Ist die Anzahl der Einteilungen in
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x-Richtung grofler als die in y-Richtung, so erhélt die Diagonale von R, eine stirkere Gewichtung

als die von R,,. Die Gewichte lassen sich berechnen durch:

B (ng — 1)2
95 = e =12+ (ny — 1)2
(ny — 1)2

W =12 (- 1
Somit gilt fiir die Aufteilung der Beispiel-Matrix:

0.26 -0.09 -0.04 O

Ropm = -0.09  0.26 0 -0.04
-0.04 O 0.13 -0.045
0 -0.04 -0.045 0.13
0.18 -0.09 0 0 0.08 0 -0.04 O
B -0.09 0.18 0 0 0 0.08 0 -0.04
B 0 0 0.09 -0.045 - -0.04 O 0.04 0
0 0 -0.045 0.09 0 -0.04 O 0.04

5.5.2 Steuerung der Schrittweite

Das System
R-u=f
wird in zwei Systeme der Form
Ry+t-I)-u""2) = f—(R,—t-I)-u™
y
(Ry +t-1)-u™tD f=(Ry—t-I)-urt3s)

tiberfiihrt, wobei R, und R, die Stieltjes-Bedingung erfiillen.

Zur Analyse der Schrittweitensteuerung durch ¢ wird das System zunéchst stark vereinfacht. Ist
R eine skalare Grofle, kann man die Loésung zwar direkt bestimmen, sie ldsst sich jedoch auch
durch das ADI-Verfahren ermitteln. Es gilt:

R, +t
O R e () Rl
R, +t

Somit kann man u("*™D direkt aus u(™® ermitteln mit

unty) = = Ba) (= Ry) ) ?'t

(t+R.) - (t+Ry) (t+Ry)-

=V ::.f
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Das Verfahren konvergiert, falls der skalare Wert V' zwischen —1 und 1 liegt. Dies ist aber fiir
jedes t > 0 erfiillt, da

t— R,
< 1 Vt>0
’t+Rz
t—R
und Yl < 1 Vt>0.
t+ R,y

Ziel ist es nun, den Relaxationsparameter ¢ so zu wihlen, dass |V| moglichst klein wird. Im
skalaren Beispiel nimmt V mit ¢ = R, oder ¢ = R, den Wert 0 an. Somit wird die iterative
Losung nach nur einem Schritt ermittelt.

1 f

(n+1) — 9. (™ 4 F =
U u\™ + f 7

Fiir mehrdimensionale Matrizen R ist die Argumentation dhnlich. Die Konvergenz hingt nun
nicht mehr von zwei skalaren Gréflen R, und R, ab, sondern von den Eigenwerten der Matrizen
R, und R,. Kennt man diese, so kann man ¢ in jeder Iteration so wihlen, dass ein Eigenwert
und somit auch der zugehorige Eigenvektor des Gleichungssystems wegfillt. Demnach ist es beim
ADI-Verfahren sinnvoll, in jedem Iterationsschritt einen anderen Wert fiir ¢ zu nehmen, so dass
jeder Eigenwert beriicksichtigt werden kann.

Da es jedoch mit hohen Kosten verbunden ist, Eigenwerte einer Matrix zu ermitteln, versucht
man, je nach Randwertproblem, die Eigenwerte zu schétzen. In der hier vorliegenden Problem-
stellung ist es jedoch nicht ohne hohen Aufwand moglich, gute Abschitzungen fiir die Eigenwerte

zu bestimmen.

Das ADI-Verfahren wird oft anhand einfacher Randwertprobleme erliutert, wie z.B.

- = f in
u = 0 auf I'

Fiir dieses Randwertproblem lassen sich explizit die Eigenfunktionen und somit auch die Eigen-
werte fiir die Operatoren in x- bzw. in y-Richtung bestimmen. Somit hat man auch die Eigenwerte
der Matrizen berechnet und kann ein optimales ¢ bestimmen.

Das hier vorliegende Randwertproblem hat (vereinfacht) die Form

—(o-u) = f in Q
u = 0 auf I'y

du = 0 auf T'),

Eine Bestimmung der Eigenfunktion ist nun nicht so einfach, da die Funktion o(z,y) in Q ver-

schiedene Werte annehmen und daher nicht abgeschétzt werden kann.
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Somit besteht nur noch die Moglichkeit, ein optimales ¢ mittels experimentellen Analysen zu

ermitteln. Die Ergebnisse dieser Untersuchungen werden im Kapitel 6.1 vorgestellt.

5.6 Die UMFPACK Bibliothek

UMFPACK ist eine Bibliothek (geschrieben in der Programmiersprache C), die fiir das Losen
grofler Gleichungssysteme mit diinnbesetzten Matrizen entwickelt wurde. Intern bearbeitet ein
Multifrontal-Solver das Problem. Dies bedeutet, dass die Matrix zunéchst einer symbolischen
Analyse unterzogen wird, so dass eine Permutationsmatrix erzeugt werden kann, mit deren Hilfe
moglichst wenig fill-in in den Zerlegungsmatrizen L und U erzeugt werden. Anschlieend wird die
permutierte Matrix in Teilmatrizen aufgeteilt, fiir die dann jeweils die LU-Zerlegung durchgefiihrt
wird. Diese LU-Zerlegung der Untermatrizen kann parallel laufen, da sich die einzelnen Elimi-
nationsschritte nicht beeinflussen. Die Teilergebnisse werden darauf hin wieder zusammengefasst
und das Gleichungssystem mittels Vorwiérts- und Riickwérts-Substitution gelost.

Bei den in dieser Arbeit vorkommenden Gleichungssystemen treten sehr héufig die gleichen Ma-
trizen auf. Diese miissen nur einmal symbolisch analysiert werden und kénnen dann beliebig oft
die Gleichungssysteme mit Hilfe der numerischen Analyse 16sen. Da man dem L&ser sogar mit-
teilen kann, ob das urspriingliche oder das hermitsche Problem gel6st werden soll, muss fiir beide

Gleichungssysteme nur eine symbolische Analyse durchgefithrt werden.



Kapitel 6

Numerische Ergebnisse

6.1 Steuerung des ADI-Verfahrens

Dieses Unterkapitel befasst sich mit der Bestimmung des Relaxationsparameters ¢ des ADI-
Verfahrens. Es wird anhand von Experimenten untersucht, wie stark dieser Parameter die Kon-
vergenz beeinflussen kann. Des Weiteren wird analysiert, inwiefern externe Faktoren (Frequenz,

Cole-Cole Parameter) das Verfahren und somit die Bestimmung von ¢ beeinflussen.

6.1.1 Konvergenzgeschwindigkeiten in Abhingigkeit von ¢

In diesen Testbeispielen wird gezeigt, dass die Steuerung des Relaxationsparameters ¢ einen star-
ken Einfluss auf die Konvergenzgeschwindigkeit des ADI-Verfahrens hat. Hierbei wird in allen
Durchfithrungen eine Frequenz von 0 Hz und ein Gleichstromwiderstand von 1 € gesetzt. Durch
die Verénderung der Auflésung des Problems werden verschieden groie Gleichungssysteme aufge-
stellt, zu deren Losung jeweils ein anderer Relaxationsparameter ¢ verwendet wird. Das optimale
t wird an der Anzahl der Iteration gemessen, die das ADI-Verfahren durchlaufen muss.

In den Versuchsdurchfithrungen wird daher bei verschiedenen Relaxationsparametern die Anzahl

der Iterationen dokumentiert und mit Hilfe einer Graphik veranschaulicht.
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e 4 x 3 Auflosung

K

\ # Iterationen

0.02
0.04
0.06
0.08
0.10
0.12
0.14
0.16
0.18
0.20

o7
28
27
24
21
27
32
37
42
46

Tabelle 6.1: Konvergenzgeschwindigkeit bei 4 x 3 Auflosung
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50
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Anzahl der Iterationen

i i i

i i i i

0.02 0.04 0.06 0.08

0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
Relaxationsparameter t

Abbildung 6.1: Konvergenzgeschwindigkeit bei 4 x 3 Auflésung

Ergebnis:

Bei einer geringen Auflésung hat der Relaxationsparameter ¢ einen grofien Einfluss auf die

Konvergenzgeschwindigkeit. Wahlt man den Wert zu klein, werden viele unnétige Iteratio-

nen durchlaufen, um ein akzeptables Ergebnis zu erhalten. Die Kurve féllt bis zur Schritt-

weite t = 0.1 ab, bei der bei nur noch 21 Iterationen durchgefiihrt werden miissen. Entfernt

man sich wieder von diesem optimalen ¢, steigt die Anzahl der Iterationen.

Will man nur einen groben Wert von t,, bestimmen, bewirken Abweichungen von 20%

zum optimalen Parameter zwar mehr Iterationsschritte, diese Anzahl liegt dennoch in einer

Toleranzgrenze von 20%.
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e 12 x 8 Auflésung

| t | # Iterationen |
0.33 102
0.39 99
0.45 94
0.51 89
0.57 86
0.63 93
0.69 101
0.75 110
0.81 118
0.87 127

Tabelle 6.2: Konvergenzgeschwindigkeit bei 12 x 8 Auflésung

125 b

110 1

105 b

Anzahl der Iterationen

100} - i . : i

035 04 045 05 055 06 065 07 075 08 085
Relaxationsparameter t

Abbildung 6.2: Konvergenzgeschwindigkeit bei 12 x 8 Auflésung

Ergebnis:

Auch bei einer feineren Auflosung gibt es einen Relaxationsparameter, der eine minimale
Anzahl an Iterationen erzielt. Je weiter man sich von diesem Wert entfernt, desto rechen-
intensiver ist die Bestimmung der Losung des ADI-Verfahrens.

Des Weiteren kann man erkennen, dass das optimale ¢ bei dieser Auflosung grofer ist als

im Beispiel der groberen Auflosung.
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e 25 x 25 Auflosung

’ t \ # Iterationen
0.90 225
1.00 219
1.10 207
1.20 201
1.30 191
1.40 185
1.50 195
1.60 207
1.70 219
1.80 231

Tabelle 6.3: Konvergenzgeschwindigkeit bei 25 x 25 Auflésung

230

2201 : : .

210t ' : :

Anzahl der Iterationen

200 ' : .

1901 ' : .

185 i i i i
0.9 1 1.1 1.2 13 1.4 15 1.6 1.7 1.8

Relaxationsparameter t

Abbildung 6.3: Konvergenzgeschwindigkeit bei 25 x 25 Auflosung

Ergebnis:

Bei einer sehr feinen Auflosung steigt die Anzahl der Unbekannten und somit auch die Grofie
der Matrix des Gleichungssystems. Die Kurve besitzt gleiche Charakteristika wie bei den
zuvorigen Beispielen. Mit einem Relaxationsparameter von 1.40 wird das Ergebnis nach 185

Iterationen berechnet.
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6.1.2 Variation der Leitfdhigkeit

Bei dem inversen Problem werden verschiedene Cole-Cole Verteilungen miteinander verglichen.
Diese Parameter und die Frequenz bestimmen die Leitfihigkeit. Demnach ist es von Bedeutung, ob
die Variation der Leitfihigkeit die Steuerung des ADI-Verfahrens beeinflusst. Diese Anderungen
werden bei einer 4 x 3 Auflésung durch eine konstante Cole-Cole Verteilung bei verschiedenen

Frequenzen erreicht.

’ Frequenz topt \ # Iterationen ‘
1074 0.3728 55
1073 0.3788 95
1072 0.3797 55
107! 0.3875 55
10° 0.3916 55
10! 0.3916 56
102 0.4070 95
103 0.4107 56
10% 0.4129 56

Tabelle 6.4: Variation der Leitfahigkeit

o
0.41f |
0.405 1
[}
T 04| 1
£
[
[
o
2 0.395 1
S
T
s
S 0.39f |
4
&
7]
2 0385 1
0.38| |
0.375| |
1 1 1
0™ 107 10° 10 10*

Frequenz

Abbildung 6.4: Variation der Leitfihigkeit
Ergebnis:

Bei der Wahl des optimalen Relaxationswertes darf die Leitfdhigkeit nicht vernachléssigt werden,
da bei verschiedenen Leitfihigkeiten verschiedene beste Schrittweiten ¢ ermittelt werden. Dies
zeigt, dass die Leitfdhigkeit die Eigenwerte der Matrix beeinflusst und deren Approximation

somit komplizierter wird.
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6.1.3 Optimale Steuerung

Bei den folgenden Untersuchungen wird analysiert, wie das optimale ¢ und die Anzahl der Ite-
rationen von der Auflésung und somit von der Anzahl der Unbekannten des Gleichungssystems
abhéingen.

Um diese Werte ermitteln zu konnen, wurde das Optimum mit Hilfe einer Intervall-Schachtelung
bestimmt. Es wurde ein Intervall vorgegeben, in dem sich der beste Relaxationsparameter be-
findet. Dieses wurde anschliefend gedrittelt und das ADI-Verfahren mit den beiden inneren Re-
laxationsparametern gestartet.

Der Wert mit der kleineren Anzahl an Iterationen wird als Mittelpunkt des neuen Intervalls de-
finiert, das durch den rechten und linken Nachbarn des vorigen Intervalls begrenzt wird. Wird

keine Verbesserung erreicht, ist der beste Wert ermittelt.

Auflésung

Ng ‘ Ny bester Relaxationspar. | Anzahl Iterationen
4 3 0.0953 21
4 4 0.1037 21
5 4 0.1502 28
5 5 0.1579 28
6 6 0.2226 40
10 7 0.4469 71
12 8 0.5417 86
15 10 0.7051 104
16 16 0.8318 118
18 17 0.9491 130
20 18 1.0427 143
20 20 1.0541 145
22 22 1.1933 165
25 25 1.3439 185
30 25 1.5360 208
30 30 1.6668 228
35 40 1.9959 258

Tabelle 6.5: optimaler Relaxationsparameter in Abhéingigkeit der Auflosung
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bester Relaxationsparameter
o o = = = =
o o<} = N = o (o<}
T T T T T T T
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)

i i i i i i
200 400 600 800 1000 1200 1400
Anzahl der Unbekannten

Abbildung 6.5: optimaler Relaxationsparameter in Abhéngigkeit der Auflosung
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Abbildung 6.6: Anzahl der Iterationen bei optimaler Steuerung

Ergebnis:

Je grofler die Anzahl der Unbekannten wird, desto grofler werden auch die optimale Schrittweite
und die Anzahl der Iterationen. Die ermittelten Ergebnisse hingen auch von der Vorgabe des
Intervalls ab. Wird ein groberes Intervall angegeben, werden zwar die gleiche Anzahl an minimalen
Iterationen ausgegeben, der Relaxationsparameter kann sich jedoch ein wenig unterscheiden.

So gibt es zum Beispiel bei einer Auflésung von 4 x 3 ein ganzes Intervall fiir ¢, in dem 21

Iterationen erreicht werden.
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6.1.4 Unterschiedliche Steuerung bei gleicher Dimension

Graphik 6.5 ldsst die Vermutung aufkommen, dass die Steuerung des Relaxationswertes ¢ mit

Hilfe der Wurzelfunktion abgeschétzt werden kann.

topt = Q- v/Anzahl der Unbekannten

1.8

1.6

141

12

0.8

bester Relaxationsparameter

0.6

0.4

0.2

L L L L
200 400 600 800

Anzahl der Unbekannten

L L
1000 1200 1400

Abbildung 6.7: Approximation der Kurve durch Wurzelfunkion mit a = 0.051

Hierbei ist diese Aussage jedoch sehr kritisch zu betrachten, da die Auflésungen n, und n, immer

im gleichen Verhéltnis vergréfiert wurden (vgl. Tabelle 6.5).
Bei dem folgenden Versuch ist daher die Anzahl der Unbekannten konstant 240. Es werden die-

jenigen Auflésungen untersucht, fiir die gilt: n, - n, = 240.

bester Relaxationspar.

Anzahl Iterationen

Auflésung
Ng \ Ny
4 60
5 48
6 40
8 30
10 24
12 | 20
15 16
16 15
20 12
24 10

0.1140
0.1762
0.2149
0.3270
0.4685
0.6183
0.7447
0.8403
1.0256
1.1943

38
54
63
75
81
87
106
117
144
173

Tabelle 6.6: optimaler Relaxationsparameter bei gleicher Dimension

Ergebnis:

Der optimale Relaxationsparameter hingt nicht ausschliellich von der Anzahl der Unbekannten

ab. Die Auflésung spielt dabei eine sehr grofie Rolle.
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6.1.5 Aussagen iiber die Abschitzung des Relaxationsparameters

Es ist nicht moglich, aus der Auflésung und der Leitfihigkeit ein optimales ¢ abzuschéitzen. Aus der
Versuchsreihe des Kapitels 6.1.1 erkennt man, dass kleine Abweichungen (20%) zu dem optimalen
Relaxationsparameter immer noch aktzeptable Ergebnisse liefern, da die Anzahl der Iterationen
auch um ca. 20% steigen.

Das Problem liegt jedoch darin, dass man dieses Intervall nicht abschétzen kann. Verschiedene

Leitféhigkeiten und im Besonderen die Auflésung des Gitters beeinflussen das t,,+ sehr stark.

6.2 Vergleich der Loser

In diesem Kapitel werden die einzelnen Loser miteinander verglichen. Es soll die gesamte Ab-
leitungsmatrix und deren hermitsche Matrix berechnet werden. Das Testbeispiel beinhaltet drei
verschiedene Frequenzen bei einer konstanten Cole-Cole Verteilung und zwei unterschiedliche

Stromeinspeisungen.

6.2.1 Vergleich des urspriinglichen Systems mit dem optimierten Sy-

stem

Im Folgenden wird getestet, ob die Optimierung der Matrix einen Vorteil erbracht hat. Nur
die LU-Zerlegung und der Black Box Loser konnen sowohl das grofie als auch das verkleinerte
Gleichungssystem losen.

Um die anderen Verfahren (Cholesky und ADI) anwenden zu kénnen, sind symmetrische Matrizen

und somit die Optimierung vorausgesetzt.
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e Optimierung bei der LU-Zerlegung

Zeit (s)

Auflosung Dauer (sek)

Ny \ ny | groBes GLS \ optimiertes GLS
) 5 0.01 0.01
6 6 0.01 0.01
10 7 0.07 0.06
12 8 0.14 0.12
15 10 0.42 0.35
16 16 1.33 1.16
18 17 2.19 1.85
20 18 3.36 2.84
20 20 4.03 3.56
22 22 6.65 5.85
25 25 13.39 11.55
25 30 23.02 20.91
30 30 33.60 30.84
35 40 106.17 94.22

Tabelle 6.7: LU-Zerlegung auf dem optimierten System

120

100

80

60

40

20

LU auf groBem GLS
LU auf optimiertem GLS

200

600

800 1000 1200 1400

Anzahl der Unbekannten

Abbildung 6.8: LU-Zerlegung auf dem optimierten System
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e Optimierung bei UMFPACK

Auflésung
Ng | Ny
5 5
6 6
10 7
12 8
15 10
16 16
18 17
20 18
20 | 20
22 | 22
25| 25
25 | 30
30 | 30
35 | 40

Dauer (sek)
grofles GLS ‘ optimiertes GLS
0.01 0.01
0.01 0.01
0.04 0.04
0.08 0.08
0.20 0.20
0.55 0.55
0.79 0.79
1.09 1.10
1.35 1.36
1.98 1.99
3.35 3.36
4.79 4.82
6.95 6.95
16.68 16.95

Tabelle 6.8: Optimierung mit UMFPACK

18
UMFPACK auf groBem GLS
16k UMFPACK auf optimiertem GLS
14
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)
%
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Anzahl der Unbekannten

Abbildung 6.9: Optimierung mit UMFPACK

Ergebnis:

Eine Optimierung liefert fiir die LU-Zerlegung eine schnellere Losung. Durch die Verkleinerung

der Matrix miissen auch weniger Schritte der LU-Zerlegung durchgefiihrt werden.
Bei dem UMFPACK Loser ist keine Verbesserung der Geschwindigkeit zu erkennen. Dies liegt
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u.a. daran, dass auch UMFPACK die urspriingliche Matrix optimiert und dass das Umwandeln
des eigenen Matrix-Formates in das UMFPACK-Format viel Zeit in Anspruch nimmt. Das C++
Programm speichert die Matrizen in einer anderen Form als UMFPACK. Somit miisses die Daten
fiir jede Berechnung so umformatiert werden, dass UMFPACK diese Gleichungssysteme 16sen

kann.

6.2.2 Vergleich aller optimierten Loser

In diesem Test sollen alle Loser das gleiche Problem bewéltigen. Hierbei werden ausschlieflich die

optimierten Varianten angewandst.

Auflssung Dauer (sek)

Ny \ ny, | LU-Zerlegung \ ADI-Verfahren \ Cholesky-Zerlegung \ UMFPACK
5 ) 0.01 0.02 0.01 0.01
6 6 0.01 0.03 0.01 0.01
10 7 0.06 0.14 0.04 0.04
12 8 0.12 0.24 0.08 0.08
15| 10 0.35 0.51 0.20 0.20
16 16 1.16 1.22 0.56 0.55
18 17 1.85 1.67 0.83 0.79
20 18 2.84 2.26 1.17 1.10
20 | 20 3.56 2.63 1.45 1.36
22 22 5.85 3.83 2.19 1.99
25 | 25 11.55 6.12 3.75 3.36
25 30 20.91 8.77 5.62 4.82
30 30 30.84 12.26 8.14 6.95
35 40 94.22 26.44 20.67 16.95

Tabelle 6.9: Vergleich aller optimierten Loser
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Abbildung 6.10: Vergleich aller optimierten Loser

Ergebnis:

Abbildung 6.10 zeigt, dass die LU-Zerlegung fiir das gegebene Randwertproblem unbrauchbar
ist. Dies liegt an dem Grund, dass zur Berechnung der hermitschen Ableitungsmatrix auch die
hermitschen L und U benétigt werden. Bei der Cholesky-Zerlegung und dem ADI-Verfahren wird
sowohl fiir das urspriingliche als auch fiir das hermitsche Problem nur eine Matrix betrachtet.
Demnach ist das Ergebnis wesentlich schneller berechnet.

Die schnellste Art, diese spezielle Gleichungssysteme zu 16sen, wird mit Hilfe der UMFPACK-
Bibliothek erreicht.

Diese Ergebnisse sind anhand eines zwei-dimensionalen Modells berechnet worden. Wird das
Problem auf die dritte Dimension erweitert, kann das ADI-Verfahren von Vorteil sein. Die Matrix
des Gleichungssystems ist dann eine 7-Band Matrix, die in drei 3-Band Matrizen aufgeteilt werden

kann.






Kapitel 7
Zusammenfassung und Ausblick

Die Aufgabe der geoelektrischen Widerstandstomographie ist in zwei Schritte geteilt, das Losen
des Vorwirts- und des Riickwértsproblems. In dieser Arbeit wird das direkte Problem (Vorwérts-
problem) zunichst diskretisiert und anschlieBend geldst. Die Potentialbildung ldsst sich durch
eine Differentialgleichung beschreiben, die mit Hilfe der zentralen finiten Differenzen approxi-
miert werden kann. Hat man auch die Randbedingungen in eine diskrete Form gebracht, l&sst
sich das Vorwértsproblem mit Hilfe eines Gleichungssystems losen.

Fiir das inverse Problem muss sehr oft das Produkt aus der Jacobi-Matrix mit einem Vektor bzw.
der Adjungierten der Jacobi-Matrix mit einem Vektor berechnet werden. Auch diese Berechnun-
gen kann man diskret formulieren, so dass die Bestimmung der Produkte wiederum Lésungen von
Gleichungssystemen sind.

Diese Gleichungssysteme sind in der Regel sehr gro8 und besitzen spezielle Charakteristika, die
man zur Beschleunigung der Loser ausnutzen kann. Geht man davon aus, dass kein Strom auf
dem Rand abgebildet wird und keine Potentiale am Rand gemessen werden, kénnen alle Glei-
chungssysteme verkleinert und die Matrizen sogar auf eine symmetrische Form gebracht werden.
Zur Losung dieser Gleichungssysteme ist es nicht ratsam, die klassische LU-Zerlegung zu verwen-
den. Am schnellsten berechnet die UMFPACK-Bibliothek das Problem, gefolgt von der Cholesky-
Zerlegung und dem ADI-Verfahren. Hierbei ist es nicht moglich, eine optimale Steuerung des
Relaxationsparameters des ADI-Verfahrens ohne groflen Aufwand zu ermitteln. Abschitzungen
iiber die Eigenwerte der Matrizen kénnen auf Grund der Komplexitéit der Differentialgleichungen

ohne genauerer Betrachtung nicht durchgefiihrt werden.

Alle Berechnungen wurden an einem zwei-dimensionalen Modell durchgefiihrt. Bei dem realen
drei-dimensionalen Problem kann das ADI-Verfahren Vorteile haben, da hier noch der Operator
in Richtung der dritten Dimension herausgefiltert werden kann, so dass anstatt einer grofien 7-
Band Matrix nur noch drei 3-Band Matrizen die Losung des Gleichungssystems bestimmen.

Des Weiteren sollten Uberlegungen zur Bestimmung des optimalen Relaxationsparameters des

ADI-Verfahrens gemacht werden. Die Leitfdhigkeit beeinflusst stark die Eigenwerte der Matrizen.
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Abschétzungen oder Vereinfachungen der Differentialgleichung kénnten zu einer besseren Bestim-
mung des Relaxationswertes fiithren.

Bei sehr groflen Gleichungssystemen gewinnen die Multigrid-Loser immer mehr an Bedeutung,
da deren Konvergenzgeschwindigkeit proportional zu c-n ist. Hierbei ist ¢ jedoch eine sehr grofle
Konstante, so dass diese Verfahren erst bei der Erweiterung auf das drei-dimensionale Problem
vorteilhaft sind.

Ein anderer Ansatz wire es, andere Diskretisierungs-Methoden zu verwenden. Anstelle eines dqui-
distanten Gitters kann das Gebiet sowohl an den Messsonden als auch an den Elektroden sehr
fein und auf dem restlichen Gebiet grober approximiert werden. Die diskreten Werte kénnen dann

neben den finiten Differenzen tiber die finiten Elemente oder finiten Volumen berechnet werden.
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