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Uber die stationdre Ldsung

der Diffusionsgleichung mit Drift-Term

von

M. Profant und H. Walther



Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wird eine elliptische Differentialgleichung

3 behandelt, die den Strom der Defekte in einem strahlgeschidigten

in E
metallischen Werkstoff beschreibt. Die Defektstruktur in diesem Werk~
stoff ist nicht nur durch die Erzeugungsart der Defekte, sondern in ho-
hem MaBe auch durch die Wechselwirkung der wihrend der Bestrahlung ther-
misch beweglichen Defekte bestimmt. Diese Wechselwirkung ist in metal-
lischen Werkstoffen im wesentlichen elastischer Natur. Dadurch fiihren
die Punktdefekte eine Driftdiffusion aus, die in guter Niherung durch
Gleichung (1) beschrieben wird. Dabei ist weniger die L8sung der Glei-

chung (1) von Interesse, als vielmehr der Wert des FluBintegrals (4).

Im ersten Kapitel wird gezeigt, da8 das FluBintegral (4) der Minimalwert
des Funktionals der entsprechenden Variationsaufgabe ist. Diese Tatsa-
che bestimmt auch die L&sungsmethode. Fiir die L8sung der Variationsauf-
gabe haben wir das Ritz'sche Verfahren gew#hlt, wobei die Koordinaten-
funktionen die Eigenfunktionen des Laplace-Operators sind. Diese Wahl
der Koordinatenfunktionen garantiert uns (wegen der Ahnlichkeit - im
Sinne von Michlin - beider Operatoren), daB sie in einem geeigneten Hil~-
bertraum ein minimales System bilden. Die Existenz und Eindeutigkeit
der L8sung wird im Kapitel 2 gezeigt, wo auch die erforderlichen Grund-
begriffe kurz skizziert sind. Fiir die numerische Rechnung empfiehlt es
sich, die Anzahl der dreidimensionalen Integrationen mdglichst zu re-
duzieren, um annehmbare Rechenzeiten zu erreichen. Im Kapitel 3 (und im
Anhang 4) wird daher gezeigt, daB fiir die Ritz'sche Matrix nur eindi-

mensionale und zweidimensionale Integrationen notwendig sind.

Um die Giite unserer Ergebnisse abzuschitzen, rechnen wir das FluRfinte-
gral auch direkt aus der (numerisch) bekannten L8sung und vergleichen

(im Kapitel 4) mit dem Minimum des Funktionals. Wiinschenswert wire die
Gleichheit beider Gr8Ben; wir erhalten eine Differenz von etwa 1 Z.
Testfall fiir unser Programm ist der Fall G = | (winkelunabhingiger Fall),
wo wir das Problem analytisch 1&sen kdnnen. Die numerischen und analy-
tischen Ergebnisse stimmen in diesem Fall auf 4 - 5 Stellen iiberein.

Die ganze Rechnung fiir den winkelunabhingigen Fall wurde fiir fiinf ver-

schiedene Parameter B (zwischen B = 330 und B = 2.468) durchgefiihrt.



Dabei hat sich gezeigt, daB das Verh#ltnis zwischen dem FluBintegral fiir

G = 1 und dem FluBintegral fiir G aus (2) ungefdhr bei 79 7 liegt.

Die Autoren danken Herrn R. Kaussen und Herrn G. Groten fiir ihre Hilfe
bei der Programmerstellung und Herrn J. Wick fiir wertvolle mathematische

Diskussionen.



1. Formulierung des Problems

Im AuBeren der Einheitskugel des dreidimensionalen euklidischen Raums

suchen wir die Losung ¢ = c(r,0,4) der elliptischen Differentialgleichung

e)) div [grad c+c- grad(- -I}—G(—g-!-?—)—)] = 0,
r

Mit r, 6 und ¢ bezeichnen wir in der {iblichen Art und Weise die sphiri-
schen Koordinaten. Es ist G = G(8,¢) eine bekannte Funktion, die nicht
von r abhingt.

In unserem Falle gilt:

2) G =5+ (sin®® + cos’ + sin®0 sin’ + cos®e) - 3.
Weiterhin ist B ein reeller Parameter mit 330 < B < 2468,

Die Randbedingungen fiir ¢ lauten:

(1a) c=0 flir r =1 und
(1b) c>1l fir r >,

Es sel Y die durch 1 < r < R definierte Kugelschale, SR sei ihre duBere

und 8, ihre innere Begrenzungsflidche. Mit

(3) g = g(r,8,¢) = - 1—3-—'—-(-;%9-'3—)-
r

gilt dann nach dem GauB'schen Integralsatz fiir alle R > 1:
V_rdiv[gradc+cgrad g}°dv-
R
- (224 c 28)as - ((2¢4 28
sg(ar + e 58) as sg(ar * ¢ 5p) ds.

Wegen (1) ist die linke Seite dieser Relation Null. Deshalb sind die bei-
den Flichenintegrale auf der rechten Seite gleich. Und das gilt fiir jedes

beliebige R > 1.

Die Berechnung des somit von R unabhingigen FluBintegrals

0) o= om) = JES+cByas
R



ist die Hauptaufgabe dieser Arbeit.
Die Ldsung ¢ der Gleichung (1) setzen wir in der folgenden Gestalt an:
(5) c = u(r,8,9) * expd.

Die so definierte Funktion u erfiillt dann die Differentialgleichung
(6) -Au+pu=0

mit den Randbedingungen

(6a) Uu=0 fiir r =1 und

(6b) u+ 1 flir r+e,

Die Giiltigkeit von (6b) ist leicht einzusehen, da 1lim g = O ist.

T=> 00
In (6) haben wir zur Abkiirzung gesetzt:
1 2 1
¢)) P =p(r,8,4) = 7(grad g)° - 3 Ag.
In dem auf (2) zuriickgehenden Spezialfall gilt:
p? 7B
(8) P -_8-pl(e’¢) ___5'02(69¢)
4r 2r
mit
(9a) Pp=9" [5(sin"e cosa¢ + sin®e sin4¢ + cosae) - 3]2 +
+ 400 sin29 cosze(sinze cosh¢ + sin26 sin4¢ - cosze)2 +
+ 25 5in% sin%4,
(9b) Py = & =5 pin(20)+ sin’® + sin?(26 ) .

Das FluBintegral (4) hat jetzt die Form:

= a—u - 1 -3 .
(10) o S{ar exp ( %—)ds -7 Sgu a—5— exp (- %)ds

Filr r + » gj i - - im i
r gilt ii: exp ( %9 1 und iig 3% = 0, Deshalb erhalten wir



an ¢ = lim Sf%%ds.
R "R
Das Differentialgleichungsproblem (6) ersetzen wir nun durch ein dqui-

valentes Variationsproblem. Und zwar minimieren wir das Funktional
2 2
(12) J(v) = |[[(grad v)" + pv" ] av.
v

Dabei erstreckt sich die Integration iiber das AuBere der Einheitskugel.
Zur Konkurrenz lassen wir Funktionen zu, fiir die das Integral (12) einen
Sinn hat. Weiterhin miissen diese Funktionen die Randbedingungen (6a) und
(6b) erfiillen. Unter anderen konkurriert z.B. v, = 1 - %-mit. Diese Funk-
tion wire die LSsung des Problems im Fall der reinen Laplace-Gleichung

(b =0).

Der Betrag des Gradienten von p wichst fiir kleine r sehr stark an. Dies
scheint der Grund dafiir zu sein, daB Versuche mit Differenzenverfahren
scheiterten.

Die Autoren halten daher den Ubergang zum Variationsproblem fiir einen er-
folgversprechenderen Ansatz zur numerischen L8sung. Da p jedoch Werte bei-
der Vorzeichen annimmt, sieht man nicht unmittelbar ein, daB ein Minimal-
wert des Funktionals (12) iiberhaupt existieren muB., DaB die Variations-
methode gerechtfertigt ist, wird erst in § 2. mit Hilfe eines verwandten

Problems bewiesen.

Nach (6) und (12) ist der Minimalwert des Funktionals

(13) JMin = J(u) =

= f(pﬁz - uAu)dV + lim Sfu—aﬂds -Sfﬁa—“ds .
A R "R 1

Wegen der Randbedingungen (6a) und (6b) gilt dann
(14) Ty -limsf%i—;ds-o.
in  poe SR
Der Minimalwert des Funktionals (12) ist also gleich dem gesuchten Fluf-

integral (4). Und das ist der entscheidende numerische Vorteil der Vari-

ationsmethode.



Die starken Oszillationen von p machen auch bei dieser Methode Schwierig-
keiten. Da ¢ aber jetzt als Volumenintegral beschrieben werden kann, wer-

den diese Fehler weitgehend ausgeglittet.

Bei der zuerst versuchten L&sung des Differentialgleichungsproblems mu8
man den FluB ¢ aus einem Flichenintegral berechnen. Die starken Gradienten

von g bzw. p verursachen dann katastrophale Fehler in ¢.



2. Der theoretische Hintergrund

In diesem Abschnitt behandeln wir die bekannten Sitze aus der Theorie der

Hilbertrdume, die wir spiter bei unserer Aufgabe anwenden [1].

Der Einfachheit wegen betrachten wir zuerst die Randwertaufgaben mit ho-

mogenen Randbedingungen.

Inhomogene Randbedingungen konnen wir ja durch geeignete Wahl der Inho-

mogenitit der Differentialgleichung beriicksichtigen.

Die erste Randwertaufgabe lautet dann: Gesucht ist eine Funktion 4L(x) im

Gebiet V mit Rand S, welche die Gleichung
(15) Ay = f in V
und die Randbedingung

(15a) =0 in S erfiillt.

Wir setzen voraus, da8 f in V stetig und quadratisch summierbar ist. Von
u fordern wir noch die Stetigkeit in V = V + S und die Existenz der 2.
Ableitungen in V. Weiterhin seien u und die ersten partiellen Ableitungen

in V quadratisch summierbar.

Dann kénnen wir u und f als Elemente des Hilbertraums H der iiber V qua-

dratisch summierbaren Funktionen auffassen.

Einen symmetrischen Operator A in H nennen wir positiv, wenn (Au,u) > O
ist fiir alle u € H, wobei (Au,u) = O nur fiir das Nullelement von H gilt.
Ein positiver Operator heift positiv definit, wemnn ein ¥ > O existiert,

sodaB fiir alle u € H ist (Au,u)> Y‘[ullz.

Es gibt Beispiele fiir Operatoren, die in einem beschrinkten Gebiet posi-
tiv definit, in einem unbeschrinkten Gebiet aber lediglich positiv sind.
Beim Ubergang vom beschridnkten zum unbeschrénkten Gebiet kann auch die

’

Diskretheit des Spektrums verlorengehen.

Es sei nun D(A) der Definitionsbereich eines positiven Operators A. Auf
der Menge D(A) konnen wir ein neues Skalarprodukt [ u,v] = (Au,v) erkliren.
Nach der Vervollstidndigung erhalten wir den sog. Energie-Raum H,. Fiir
positiv definite Operatoren A gilt HA(I H. Es gelten nun folgende Sitze:



Satz 1: Sei A ein positiver Operator, dann hat die Gleichung (15) in H
héchstens eine Ldsung. Ist diese Gleichung in H 13sbar, so realisiert diese

L5sung das Minimum des Funktionals
(16) F(u) = (Au,u) - 2(f,u)

in der Menge D(A). Andererseits erfiillt die Funktion, die das Funktional

in D(A) minimiert, auch die Gleichung (15).

Satz 2: A sei ein positiver Operator, und das lineare Funktional (f,u)

sei beschridnkt in H,. Dann existiert ein Element u € H, welches das Funk-

By
tional F(u) aus (16) minimiert.
Beweis: Nach dem Riesz'schen Satz impliziert die Beschrinktheit des Funk-

tionals (f,u) die Existenz eines Elemente31%)e H,, so daB gilt:
(f,u) = [uo,u].

Jetzt kdnnen wir (16) so darstellen
F(u) = [ﬁ,u] - 2(u,f) =

- L] - 2[00 -

= [lumu |15 - u |IZ .

Daraus ergibt sich, daB‘%)e HA das Minimum unseres Problems ist.

Im folgenden betrachten wir ein unendliches Gebiet V. Dieses soll Wiirfel
mit beliebig groBer Kantenlinge enthalten. Man spricht hier auch von einem

unendlichen "Gebiet vom 1. Typ". Zu dieser Klasse gehdren z.B. alle Gebiete,
die auBerhalb endlicher Grenzen liegen.

In einem Gebiet V vom 1. Typ sei der Differentialoperator A durch )

3
an Au=- 2o M,y mit A, =
o axj jk axk jk Ak

.

J

Kl4rt. Di . . - . .
if ldrt. Die Koeffizienten Ajk Ajk(x) seien im abgeschlossenen Gebiet
V zweimal stetig differenzierbar. Weiterhin gebe es zwei positive Kon-

stanten Ml und MZ’ so daB gilt:



3 3
(17a) M | t |2 < A- b <

3
2
<M, _Ek_l |t | :

Das Definitionsgebiet D(A) des Operators bestehe aus allen finiten Funk-
tionen (die auBerhalb einer individuellen Sphire verschwinden) und die

in V zweimal stetig differenzierbar sind.

Dann gilt der

Satz 3: Der im Vorangegangenen definierte Operator A ist positiv, und
es gilt

3
du 9du
(18) (Au,u) = f Z A, — = dx .
vV iR ik axj axk

Fiir die Existenz einer L&sung der entsprechenden Variationsaufgabe (16)
zur Gleichung (15) brauchen wir noch die Beschridnktheit des Funktionals
(f,u) in der Metrik (18). Aus dieser Bedingung kann man zwei weitere

Sdtze herleiten.

Satz 4: Die Aufgabe (16) besitzt in H, eine L3sung, wenn gilt

A
(19) vﬁx|2 . |f(x)'2 dx < + @,

Satz 5: Die Minimierungsaufgabe (16) besitzt dann und nur dann eine L3-

sung in H,, wenn die "Divergenzbedingung" erfiillt ist. Um dieser Bedingung

gerecht zu werden, muB sich f in der Form f(x) = div F(x) mit |F| € L2(V)

darstellen lassen.

Wir gehen jetzt zuriick zur urspriinglichen Differentialgleichung (1), um

Existenz und Eindeutigkeit des Problems zu zeigen.

Wir suchen die L3sung in der Gestalt

(20) c=v . exp(-g).
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Durch den Ansatz (20) wird v = v(r,6,$) eindeutig definiert. Fiir diese

Funktion ergibt sich die Differentialgleichung:
21) - div(exp(g) * grad v) = 0
mit den Randbedingungen

(21a) v=0 fiir r =1 und

(21b) v+1 fiir r+ e,

Der Differentialoperator der Gleichung (21) hat schon die gewiinschte Form
(17). Um die inhomogenen Randbedingungen zu beseitigen, zerlegen wir die
Lisung v in v = v, ot V. Dabei soll v, eine zweimal stetig differenzier-
bare Funktion sein, die die Randbedingungen (21a) und (21b) erfiillce;

es kdme etwa in Frage:

(22) v, " 1] = — .

Dann erhdlt man wegen (21) fiir v die Differentialgleichung

(23) - div(exp(-g) °* grad v) =

= div(exp(-g) * grad vo) = f(x)
mit den homogenen Randbedingungen
(23a) v=0 fiir r =] und

v-—+0 fiir r » o,

Die rechte Seite
(24) f = div(exp(-g) * grad vo)
erfiillt die Bedingung (19), wenn wir v, gemis (22) wihlen.

Daher hat die Gleichung (23) nach Satz 4 eine eindeutige L3sung. Diese
Aussage gilt dann auch fiir das Problem (21) und die urspriingliche Diffe-

rentialgleichung (1). Und das gilt dann auch fiir das Problem (6), das
wir aus (1) hergeleitet hatten.



Um die inhomogenen Randbedingungen der Gleichung (6) zu beseitigen, machen

wir den L¥sungsansatz

(25) u = u  +u mit unbekannter Funktion u und

Dann haben wir die partielle Differentialgleichung

(26) -Au + pu = Auo - Pu_ mit
(26a) u=20 fir r=20 und
(26b) u-=>0 fir r > o,

Das Funktional der (26) entsprechenden Variationsaufgabe ist

(27) F (u) = j[(grad u)2 + pu? - 2(Au_-pu )ujdv
v o o

Es unterscheidet sich nun um einen konstanten Summanden vom Funktional

(28) J(u) = F(u) = “,r( grad(umo) L o(u+uo)2)dv-

Also gilt

(28a) Fo(u) = F(u) - J((grad “0)2 + pug) e dv.

Wir wollen jetzt die Minimalwerte der Funktionale (27) bzw. (28) bestim-

men. Nach (14) erhalten wir das gesuchte FluBintegral als Minimum von (27).
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3. Die Ritz'sche Methode

Das Minimum des Funktionals F berechnen wir mit der Ritz'schen Methode.
Als Koordinatenfunktionen $kim wihlen wir die Eigenfunktionen des Laplace-

Operators mit homogenen Randbedingungen im Gebiet V:
(29) ¢klm = ¢k1m(r’e’¢) =

1 yk,1, ,m
klm 7_" 1 (_;L.) Pk(cos 8) cos(mé).

r k+f

= C

Hier sind die Y1 die 1-ten Nullstellen der Bessel-Funktionen J 1 und
b4 k+__
2
Pﬁ die abgeleiteten Legendre-Polynome. Den Normierungsfaktor klm setzen
wir
2%kt (km) !

B0 qn * T@OT

Diese GrdBe ist der Zahlenfaktor in der Reihenentwicklung der Legendre-
Funktionen [ 2].

Man wird zunichst (29) entsprechende Koordinatenfunktionen in sin(m$) ver-
missen. Fiir unser Problem brauchen wir aus Symmetriegriinden die zuletzt

genannten Funktionen nicht.

Aus Symmetriegriinden konnen wir uns weiterhin auf die Funktionen (29) mit

m = 0,4,8,... und k-m gerade beschrinken.

Im folgenden ist des &fteren die Rede von Koordinatenfunktionen ¢s mit nur
einem Index. Gemeint sind nach wie vor die Funktionen (29). Man muB sich

nur vorstellen, daB diese Funktionen durch irgendeine Vorschrift in eine
lineare Anordnung gebracht worden sind.

Durch
(31) Bu = -Au + pu
definieren wir noch den Operator B. Mit

B(u,v) = I (grad u * grad v + p.u.v) dV
\'4

haben wir dann die Ritz'sche Matrix
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(32) Bps = BSp - (B¢S,¢p)’ ¢s = ¢ks,ls,ms

Die rechte Seite der Ritz'schen Gleichung ist dann
(33) By = = (Bug,s ¢)

oder ausgeschrieben

B = - rad rad + dv.
o Vf(ga u, 8rad ¢, + pu, ¢)

Die Niherungsldsungen fiir die Variationsaufgabe (28) setzen wir in der
Form
N
(34) U-E xiq;i
an, Fiir die Koeffizienten Xs s die im {ibrigen noch von N abhingen, gelten

dann die Gleichungen:

N
(35) g- Bps-xs = Bp fir p=1,...,N .

Um die spiteren Rechnungen auf der Maschine zu beschleunigen, miissen die
in (32) und (33) enthaltenen Integrale noch vereinfacht werden. Die de-
tailierten Umrechnungen finden sich im Anhang A. Hier fassen wir lediglich

die Ergebnisse zusammen.

Der Einfachheit halber lassen wir den Normierungsfaktor Cxim 2YS (30) zu-

ndchst auBer Betracht. Er wird erst spidter beriicksichtigt.

Dann gilt
(36) _£ grad ¢k1m * grad ¢GBY e gV =

ro fir (k,1,m) $ (a,B,Y)

4 2 2 1F(H'Gm o)

= Pl A/ 1 -
Ve, 1 S (Yk,l) TS fir (k,1,m) = (a,8,Y)
k~ und k,m # 0
-4 Yo,l * c082 Yo,l fir (k,1,m) = (2,8,Y)

und k = m = O,
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a(u+u°)

(42) ds =)x -‘f sin 6 d06 d¢ -
S

k.

1
= - (v *x)
- Z x. 1Y x J (y x) k k.,1,
i 1[ ki’li X ]2 k‘i’li X 1 1, 1

o.

m.
» J“Pkl(cos 8)cos (m;4) sin & do do.
S L3

Wir miissen noch erwdhnen, daB

k
i Vx J ( )y - —J ,(yx)
(43) 1lim [y X . 2 YX ~ x ; ]

0 fiirk>0,

21 fir k=0 .
l ™

Die Besselfunktion J (x) verhdilt sich ndmlich wie x® fiir x + O.
n

Aus (42) und (43) erhalten wir

3(u+uo)
(44) 1imf N T dS =
x>0 S

2 Yo 1 . m‘
- - 2{: —_— . Pol(cos e)cos(mi¢)'sin 8+de dé
S

Damit haben wir eine Kontrollgrtfe fiir die Berechnung des Minimums von

(28) gewonnen. Das Funktional (28) hiéngt nur von den Koeffizienten der

winkelunabhingigen Koordinatenfunktionen ab, wie aus (44) hervorgeht. Das

bedeutet aber nicht, daB die L3sung winkelunabhiéngig ist. Das bedeutet
weiterhin nicht, daB die winkelabhingigen Funktionen in der Zerlegung
(40) keine Rolle spielen; ihr EinfluR ist indirekt {iber das Gleichungs-~

system (35) vorhanden.
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4. Numerische Ergebnisse

Bevor wir auf die numerischen Ergebnisse eingehen, fiihren wir noch eine

aus programmtechnischen Griinden niitzliche Bezeichnung ein.

Jedem m ordnen wir einen Vektor Vm zu. Die erste Komponente von Vm ent-

hZlt m selbst, die zweite die gewilinschte Zahl der Nullstellen von Jl(x);

2
die dritte Komponente von Vm enthdlt schlieBlich die gewiinschte Zahl der
Nullstellen von J3(x), usw., Die Zeilenvektoren Vm bilden eine Matrix, die

2
uns iliber die benutzten Koordinatenfunktionen informiert.

Im folgenden Beispiel haben die Vm 31 Komponenten. Die Matrix ist:

(o, 1, 0, 2, 0, 1, (25) 0)
4, ) o, 2, (25) 0)

Das bedeutet, da8 wir mit den folgenden Koordinatenfunktionen rechnen:

1 Yo,1. 1 Y2,1. .0
—J, (—>), — J. (=) P, (cos 6)
i r ’ 5 *'r 2
/r 5 r 5
1 Y2.2. 0 1 Y4,1. 0 o
7—_35 (—;—Z—) PZ (cos 3), —f-_Jg (—-;—) P‘l (COS ),
r = T
2
1 Y41, &
-;'/—_ J9 (—;z-') ]:"'4 (cos 6),
r =
2
1 Y4,2, 4
7—_J9 (—;&—) P4 (cos 8) * cos(4 ¢).
r

2

In der Ritz'schen Matrix (32) und bei der rechten Seite des Gleichungs-

system brauchen wir nur ein- und zweidimensionale Integrale zu berechnen.
Lediglich zur Ermittlung des Minimalwertes des Funktionals ist eine drei-

dimensionale Integration notwendig.
1 1 m+%

Die Integrale von der Form J.xm I, (%) J, (Y,x)dx und \fx J, (rx)dx
o 7 7 0 7

werden analytisch berechnet. Die restlichen Integrale werden per Programm

mit Hilfe der GauB'schen Quadraturformel ausgewertet
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Einen guten Test fiir das Programm erhdlt man, wenn man in (3) G mit ! iden-~
tifiziert. In diesem Fall kdnnen wir nimlich auch die analytische L3sung
ermitteln. Diese L&sung ist nicht vom Winkel abhingig. Vergleiche zwischen
pumerischer und analytischer L&sung wurden fiir B = 330 und B = 2468

(siehe (3)) gemacht.

Die ndchsten Tabellen geben Auskunft iiber das numerische Verhalten des
Funktionals (28) und der KontrollgrdBe (44) in Abhingigkeit von der Wahl
der Koordinatenfunktionen und der Zahl der Stiitzstellen bei der Gauss -
Quadratur.

Die numerischen Werte des Funktionals werden mit FF, die numerischen Werte

der KontrollgrdBe mit FFO bezeichnet. Die exakte Ldsung ist

S A/

4
(45) FF —3 0,892979577
e X dx

0
(fir den Fall G = 1).

Zahl der Stiitzstellen / 9 Stiitzstellen 16 Stiitzstellen
Koordinatenfunktionen FF FFO FF FFO
(0,10,0,...) 97,283 94,98
(0,15,0,...) 96,95 96,49 97,247 96,4906

1. Die winkelunabhingige Ldsung G = 1, B = 330.

Der wirkliche Wert FF = 97 24628,
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Zahl der Stiitzstellen / 16 Stiitzstellen
Koordinatenfunktionen FF FFO
(0,10,0,...) 215,7 148,94
(0,15,0,...) 190,598 183,9
(0,20,0,...) 190,317 186,66
(0,22,0,...) 190,289] 187,0
(0,25,0,...) 190,299| 188,07

2. Die winkelunabhingige L3sung G = 1, B = 2468.

Der wirkliche Wert FF = 190,17,

Wir sehen, daB8 man bei gréBerem B mehr Koordinatenfunktionen braucht.
Weiter kommt es darauf an, mit wievielen Stiitzstellen wir integrieren.
Eine Verbesserung der numerischen Integration ist nur durch die Erhdhung
der Stiitzstellenzahl zu erreichen, was dann zu einer betrichtlichen Ver-
lingerung der Rechenzeit fiilhrt. In unserem Fall dauert eine Integration
mit 16 statt 9 Stiitzstellen flinfmal linger; bei 40 Stiitzstellen ergibt

sich eine etwa 13 mal so lange Rechenzeit wie bei 16.

Nach (45) verhdlt sich FF wie ?—. Wir wollen priifen, ob diese Regel auch
im allgemeinen Fall (3) gilt. Die numerischen Ergebnisse zum allgemeinen

Fall (3) sind in den Tabellen 3 und 4 zusammengefaBt.
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