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ABSTRACT

Within the impact parameter treatment for inelastic atomic
collisions the accuracy of the two-state approximations
with atomic and molecular orbitals is estimated by compari-
son with an exactly soluble linear model. In this model
with two & -function-potentials of equal strength, sugges-
ted by G. Breit, the transition probabilities for elastic
collisions and for charge exchange are solved exactly.
These solutions show characteristic oscillations with
varying impact velocity as have been found experimentally
e.g., in proton hydrogen collisions. Even in the low velo-
city limit the two state approximations reproduce these os-
cillations only qualitatively in position and amplitude.
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I Einleitung

Bei St&Ben zwischen Atomen und Ionen kommen im allgemeinen elek-
tronische Ubergdnge vor, so daB neben den elastischen Wirkungs-
guerschnitten auch die fiir Anrequng, Ionisation und Elektronen-
einfang interessieren. Flir die Berechnung dieser GrdBen genligt

bei Energien von einigen keV oder mehr eine StoB8parameterbehand-
lung, bei der man fiir die Kerne eine geradlinige unbeschleunigte
Trajektorie annimmt. Dann erfolgen die elektronischen Ubergidnge

in eirem duBeren zeitabhdngigen Potential. Schon filir den einfachsten
Fall einer Proton-Wasserstoffatomstreuung ist die Schrddingergleich-
ung nicht exakt l18sbar. Bei Geschwindigkeiten, die groB sind gegen
die mittlere Elektronengeschwindigkeit, geniigt die 1. und 2. Born-
sche Ndherung /1/. Bei mittleren und kleinen Geschwindigkeiten ver-
sucht man die Wellenfunktion nach Atom- oder Molekiilzustidnden zu
entwickeln und sich auf die niedrigsten Anregqungszustdnde zu be-
schrdnken. Im einfachsten Fall der 2Zweizustandsn&herung beriicksich-
tigt man nur die beiden atomaren Grundzustdnde, bzw. die beiden
niedrigsten Molekiilzustdnde /2,3,4,5/.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die Glite der Zweizustandsniherungen
durch Vergleich mit einer exakten Modellrechnung zu untersuchen.
Dazu berechnen wir die exakte Wellenfunktion flir das folgende von
Breit /67 vorgeschlagene lineare Modell: Ein Teilchen der Masse m
ist im Anfangszustand an ein lineares § -Potential gebunden. Ein
zweites¢5—?otential der gleichen Stdrke bewegt sich mit konstanter
Geschwindigkeit y durch das Teilchen hindurch. Es werden die exak-
ten Ubergangswahrscheinlichkeiten berechnet, und zwar fiir elastischen
Sto8 (d.h. m bleibt im Anfangszustand) und fiir den AustauschstoB
(d.h. m wird in den Bindungszustand des bewegten Potentials einge-
fangen). Beide Ubergangswahrscheinlichkeiten zeigen bei kleinen ¢/
charakteristische Oszillationen, die abwechselnder Streuung an den
cf—Potentialen entsprechen. Solche Oszillationen sind beobachtet
worden bei Proton-Wasserstoffatomst®Ben /7,87 bzw. bei der Streuung
von o -Teilchen an 7L({ -Kernen 0/,



Unm die exakten Ubergangswahrscheinlichkeiten mit der Entwicklung
nach niedrigen Anregungen zu vergleichen, formulieren wir die
Zweizustandsndherung in der StoBparameterbehandlung fir eindimen-
sionale St&Be mit zwei gleichen symmetrischen, aber sonst beliebi-
gen Potentialen. Die Entwicklung nach Atomzustdnden liefert bei
hohen Geschwindigkeiten das Resultat der 1. Bornschen Ndherung.

Das ist nur qualitativ richtig, da die exakte Austauschwahrschein-
lichkeit filr eine groBe Potentialklasse, z.B. auch fﬁrc{-Potentiale,
um einen Faktor 4/9 kleiner ist /1Q/. Dagegen ist die Entwicklung
nach Molekililfunktionen bei groBen # im allgemeinen nicht brauch-
bar. Fir kleine Geschwindigkeiten zeigen beide Zweizustandsndherun-
gen die typischen Oszillationen, und zwar zwischen den Werten O

und 1 in der Ubergangswahrscheinlichkeit. Die bessere Ubereinstim-
mung mit der exakten Modellrechnung liefert die Entwicklung nach
Molekiilfunktionen. Abstand und Lage der Maxima und Minima werden gut
wiedergegeben, wdhrend die Amplitude der Oszillationen zu grofB ist.
Das liegt an der Kopplung mit den hdheren Zustdnden, die im Modell
mit J.-Potentialen besonders stark ist, da der antisymmetrischen Mo-

leklilzustand bei endlichem Abstand in das Kontinuum ilibergeht.

Die Zweizustandsniherungen liefern also eine gute Ubersicht fiir die
ibergangswahrscheinlichkeiten im gesamten Geschwindigkeitsbereich.
Zur quantitativen Berechnung braucht man jedoch selbst bei niedrigen

Energien hdhere Anregungszustédnde /11/.



I1 Exakte L&sung fiir ein einfaches Modell

Die einfachsten inelastischen Streuprozesse kommen bei Dreikdrper-
stéBen vor, z.B. bei der Streuﬁng von Protonen an Wasserstoffato-
men. Die Wechselwirkung der drei Massen m, M und M’ wird durch

die drei Zentralpotentiale wﬁuy’und b@’ beschrieben (Fig. 1).
Dabei bilden z.B. mund M im Anfangszustand ein "Atom", auf das
M'einfidllt.

In der StoBparameterbehandlung von Streuprozessen werden die
(Kern-) Massen M und M’ als (unendlich) groB gegeniiber der (Elek-
tron-) Masse m angenommen. Die kinetische Energie des einfallen-
den Teilchens PVist so grofB vorausgesetzt, daB sich M’ mit kon-
stanter Geschwindigkeit geradlinig bewegt. Dann wird nur das
Teilchen M quantenmechanisch behandelt. Das Dreik&rperproblem
ist auf ein Einkdrperproblem reduziert, allerdings mit zeitab-
hdngigen Potentialen W'und W . Wir beschrdnken uns im folgenden
auf den eindimensionalen Dreikdrperstos.

In dem System der Relativkoordinaten.k’und)((f), in dem die Masse
M runt (Fig. 2), ist die "internukleare" Koordinate X zwischen M

undlﬂ' eine Funktion der Zeit alleine, d.h. bei gleichformiger
Bewegung

X)) = vt (2.1)

mit der Reltivgeschwindigkeit ¢ .

In diesem System lautet die Schrddingergleichung fiir die Masse m

H¥bst) = i) ¥(xt) (2.2)

mit dem Hamiltonoperator

2

H = '12% & w0+ e - X))

G ER R (R

7@‘?% *w(x) ; W, = w'Ge-X(¢)) (2.3)
'gyci *wle-X(¢) : Wp= W(x)
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Fiir + »-c0obilden m und M ein gebundenes System, d.h. der Anfangs-
zustand ist

—— -Lg.
Y(od) oo £ Gebr=Lkx)e et

(2.4)

% L (xd) =ik £ (x4)

Das "internukleare" Potential VV&XZf)) ist eine Funktion der Zeit
allein und trdgt lediglich zu einem zeitabhdngigen Phasenfaktor

in der Wellenfunktion 213§f) bei, der die Ubergangswahrschein-
lichkeiten nicht beeinfluBt.PVUQﬁy braucht daher nicht beriick-

sichtigt zu werden.

Flir den Ladungsaustausch ben®tigt man noch den Bindungszustand
zwischen m und M’

Llet) = fle-vt)eh ¥ Y e
Lng (2.5)

X =
4 (id) = ihc, e t)

Aufgrund einer Galileitransformation erhdlt der an M/ gebundene
Zustand j} in dem hier gewdhlten System von Relativkoordinaten
einen zusdtzlichen Phasenfaktor, wie man durch Einsetzen in die

zeitabhdngige Schrddingergleichung leicht zeigen kann (siehe

z.B. [ 1J/).

Die Bindungszusténde;f und.&vkbnnen sowohl Grund- als auch ange-
regte Zustdnde sein. Im folgenden soll flir heide nur der Grund-

zustand betrachtet werden.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit fir elastischen Stof ist dann

in StoBparameterbehandlung gegeben durch



= Lo | £ (IF
E fwe E (2.6)

L&) = (L8, YG,0)

Dabei ist gﬁﬁgf) Losung der Schrddingergleichung (2.2) mit
je(xﬂf) als Anfangsbedingung.
4

Die Jbergangswahrscheinlichkeit flir Ladungsaustausch erhdlt man

analog

: i P/ 2

(2.7)

L= (LCet) Y xt))

In Anlehnung an eine Arbeit von G. Breit / 6 ./ lassen sich die
Jpergangswaanrscheinlichkeiten fir elastischen StoB und flir Aus-
tauscn fir ein lineares Modell in Stofparameterbehandlung exakt
berechnen. sei diesem linearen Modell haben die Wechselwirkungs-
notentiale W und w' nach Fig. 1 die Form zweier gleich starker

anziehender 6‘—Potentiale

wie) = w'(x) = ",?777"’" d ) (2.8)

Diese Potentiale (2.3) sind in die Gleichungen (2.2), (2.3) und
(2.4) einzusetzen. Da das d -Potential nur einen gebundenen Zu-
stand hat, sind angeregte gebundene Zustdnde nicht zu beriicksich-
tigen. Der gebundene Zustand an W ist

i ,
Flet) = Lie) €5 (2-9)

s g ($)ep(-Ee) e aF



Der gebundene Zustand an w'’ ergibt sich aus (2.5)

In der X -# -Ebene bilden die beiden d -Potentiale zwei "halb-
durchldssige Spiegel", die sich im Koordinatenursprung kreuzen
(Fig. 3). AuBer auf den Geraden #=C und x=¢¢ haben wir es nit
einer potentialfreien Schrddingergleichung zu tun. Die L&sungs-
methode ist ein Iterationsverfahren analog dem Spiegelungsver-
fahren der Elektrodynamik. Es zeigt sich, daf mit diesem Ver-
fahren eine LOsung nur fiir negative oder nur fir positive Zeiten

konstruiert werden kann.
.an ist die Ubergangswahrscheinlichkeit

D= F(¢ —»o0) )% (2.10)
nit der Ubergangsamplitude filir elastischen Stof nach (2.6)

(2.11)

E(#) = (£Get), Y (x4))

bzw,. flir Austausch nach (2.7)

(2.12)

A) = (LGt) ¥ b))

Sf?qt)ist die retardierte Streul&sung der Schroddingergleichung

(2.2) mit der Randbedingung

Y"qu);t‘o‘; LOed) (2.13)

wir filhren noch zwel avancierte StreulSsungen ein. Fir die

avancierte Streuldsung, bei der m im Endzustand an w gebunden

ist, gilt

Yo t) o L let) (214

Entsprechend gilt fiir die zweite avancierte Streuldsung, bei

der mm im Endzustand an w' gebunden ist

Yl t) 7ovm L) (2.15)



Diese drei Streuldsungen sind LOsungen der Schrodingergleichung
(2.2) zum vollen Hamiltonoperator H{£) d.h.

YW 4 ) = VDY (0D (2.56)

YWl t) = U EDY (% 0)

mit dem unitdren Zeitentwicklungsoperator (/(£%,)

HG) UL E) = ihd UE,) ; U, t,)=1

_— (2.17)
i (s
ﬁf{” Tt

U@t )=T e

und dem Dysonschen Zeitordnungsoperator T.
Mit diesen Streuldsungen lassen sich die Ubergangsamplituden
fiir £ - ©© so umformulieren, daB nur die Streuldsungen zur Zeit

£= eingehen.

Fir elastischen StoB

EAE) 7= (W et ¥t 00) = (UL Q)Y Ce O) ULE D) Y e O))

(2.18)
= (Y& ¥0)
und flr Austausch
B T8 (Y6 d) Y Gt n=(Ult 0¥ e ) Ut )Y 60
(2.19)

=(Y G0, ¥ 0

Da die drei Streuldsungen auBerdem durch geeignete Transformationen

ineinander iberfinhrt werden kdnnen, ist nur eine der drei Ldsungen
+ .

z.8. Y¥'(x(/) , zu konstruieren.

Das TIterationsverfahren beginnt nun damit, daB man den am Potenial
W gebundenen, exponentiell abfallenden Zustand;ﬂ(xﬁf) nach
(2.9) als einfallende Welle X, betrachtet (Fig. 3). Diese Welle



fillt auf das Potential w! und fiihrt zu einer Streuwelle X4 .
Diese Streuwelle fallt auf das Potential w und filihrt zu einer
weiteren Streuwelle Xz usw. Die Aufsummation aller Streuwellen

fihrt zu der gesuchten LOsung.

In das L&sungsverfahren gehen also die Streulsungen an den ein-
zelnen Potentialen W und W' ein. Diese Streuldsungen sollen des-
halb zuerst betrachtet werden. Sie sind L&sungen der Schrédinger-
gleichung

B2 {3 vau SOt~ Xlsbr) = ih QX ik w) (2.20)
- B ud(e-vt)aw ' i v=0; v

Fiir Streuung am Potential w ist y=¢ , und L®sungen zu (2.20)

sind

x‘ﬂ}n/tzz‘ . —pixl -t%)(zt

X(¢t,r=0)= &/ Z-% e (2.21)

Der erste Summand ist die homogene L8sung, eine von links (rechts)
einfallende, ebene Welle, der zweite Summand die an w gestreute
Welle. Flir das Iterationsverfahren braucht man diese L&sungen
mit beliebig komplex. Die Randbedingung, daB die Gesamtwellen-
funktion filir £—==~°90 den exponentiell abfallenden Bindungszustand
!;-(x’,i) nach (2.9) darstellt, erfordert Re(,’()ZO ., Die Streu-
wellen X Dbreiten sich dann exponentiel abfallend von den Poten-
tialen w und w' aus und sind iiberall beschrdnkt. Fir ¢<0 fallen
auf das Potential w nur Streuwellen von X“<C7 ein. Man bendtigt

in der Ldsung (2.21) nur das negative Vorzeichen im Exponenten.

Fiir endliches ¥ , d.h. fiir Streuung am Potential w' erhilt man

Lésungen zu (2.20) durch eine Galileitransformation aus (2.21)
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, Y e 240 S IRY
o 3 /,/W gf—,, /,"t eufx-(/g,taf)l.»r-vt)-gﬁ,xé ,»Q)E”( @) “
Xt v)=e v PRI (2.22)

i, 4+ ¢ . _my
/t -/L..)Lx P k= _—% g
Der erste Summand ist die auf das Potential w’ einfallende Welle,
der zweite die Streuwelle. Fir t<( fallen auf das Potential

nur Streuwellen von X=y¢ > ein. Daher wird nur das positive

Vorzeichen im Exponenten der einfallenden Welle bendtigt.

Da die LOsungen nur zur Zeit £=0 eingehen, sind die entsprechen-

den Streuldsungen

-) - plxl
X(xt=0 v=0) :6/‘»-#2;(__& e (2.23a)

. VL doex - (p-le)i el 3

Die Konstruktion der Wellenfunktion Y’YX','Z:) fﬁrt"&beqinnt also,
wie angedeutet, mit der Anfangswellenfunktion ;f(x‘ £) nach (2.9),
die als einfallende Welle betrachtet wird

. th -Fbe
X, e bot) = £ltbm-0) < ()T (2.242)

d.h. die auf das Potential w' einfallende Welle ist

h Ex
X =(%)" ez (2.24b)

[+

(&

Die entsprechende Streuldsung ist nach (2.23b) mit }(':z



(X - (% ~l) ) %]

X (e t~-0)= (f) _2&, € < (2.25a)

Im weiteren Schritt fdllt diese Streuwelle auf das Potential w
und flihrt zu einer weiteren Streuldsung. Die auf das Potential
fallende Welle ist dann

~(&-2ie)x

roi \ 2 &
Xyt x_ p (2.25b)
(z‘) <l

Sie fihrt zu einer Streuldsung nach (2.23a)

~(&-2ie)l%l
_ °4 2 & L 2.26)

Die ndchste Streuwelle am Potential w’ ist
AL Lf)(‘-—(%“\g,_f>h?'i (2.27)

X (x‘i“‘(7) (2’) ~2it -%af-éwc €

uswe.

Die Gesamtwellenfunktion erhdlt man durch Aufsummation aller Streu-
1l6sungen. Die Reihe ergibt eine Uberlagerung von sin und cos-Funk-

tionen

Yilit=-0) =5 X, ot ~-0)

={%)//z M{Z (zx 2n(£,‘¢"*'f +eiae>e§ z&fﬂf/[‘z‘af’*’gf”"} (2.28)

“2n) n=p <% (Rrr+4)!

_,:(%)’ée‘,%lxi {m@%fciafm)“-ez;fxsjh(%fe{aelxl )}
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Die hier nicht mitbehandelten exponentiellen Zeitfaktoren gewdhr-
leisten, daB mit RC(},)") :%‘:zO die Anfangsbedingung (2.13) bei
der LOsungskonstruktion erfiillt ist. Es bleibt nur dieses eine

Glied in der Summe iibrig, die anderen Glieder verschwinden fir

t—>--00 .

Die avancierten Streul®sungen y/-(x,f) und ?{"—(X,£> erhdlt man
durch einfache Transformationen aus der Streuldsung Z?ﬂﬁﬁéQ (2.28).

Die mit der Geschwindigkeit -+ Galilei-transformierte Wellen-
funktion

?(ﬁfﬁé’_aexnzzﬁ"x? Yilerort ) (2.29)
ist die LOsung der Galilei-transformierten Schrddingergleichung
.Zz;é{szmaf(x)v-o&d(xwt)}?(&f) =ikd), Pixt) (2.30)
mit der ebenfalls Galilei-transformierten Randbedingung
?(x‘,f—v-w):=e"£"e"£f"a"?jt’?(xwz¢) (2.31)

Die zeitgespiegelte, konjugiert komplexe Wellenfunktion A?*()q-—f)
ist L&sung der Schrédingergleichung (2.2) mit der Randbedingung

?*(x‘lf-—ww)—»/;(x’f) (2.32)

D.h. nach (2.15) ist die retardierte Streuldsung, bei der m
im Endzustand an w’ gebunden ist, gegeben durch



_13..

Yl t)= F¥Ge-4)

(2.33a)
bzw. nach (2.29)

y//-(x; 0) = Ec'aex Yf—*(x: 0)

(2.33b)

Analog erhdlt man durch ein Zeit- und Ortsspiegelung die retar-
dierte LOsung fir den elastischen Stof, d.h.

Ylet) = Yx-2)

(2.34a)
bzw.

Yk 0) = Yéx,0)

(2.34Db)

Mit diesen Resultaten wird die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir
elastischen Stof nach (2.18)

b (t=w) = (Y0 ¥ 0))- Johe ¥ U 0)¥ 66,0

(2.35)
Es werden folgende Substitutionen eingefiihrt
oL fiot U
A 2L T 2mu U
Ao (7.36)
LG T 207
Y= X = My o



- 14 -

Dabei ist Y die Geschwindigkeit, die das Teilchen m im gebun-
denen Zustand besitzt (analog der Geschwindigkeit des Elektrons
auf der ersten Bohr'schen Rahn im Wasserstoff).

Mit den Substitutionen (2.36) und der L&sung fir y/*('x,ﬁ) nach
(2.28) ergibt sich fiir die Ubergangsamplitude das Integral

f =2/\_f0'g 52)‘y{w0(2/i£‘?7)+z”wog S/M(,Z/\eéy)} (2.37)
0

Analog wird die Ubergangsamplitude flir Austausch nach (2.19) und
(2.33b)

ﬁrﬁlf -ODO):(Y"(X;IO’/’ y/?x’; (7)):_‘;[(/*}?-‘8* 3{/*"8(,{; 0) (2.38)

Mit den Substitutionen (2.36) und der Ldsung fir y/*(,(, () nach
(2.28) bleibt fiir die Ubergangsamplitude das Integral

0_0 ) . . . l.A‘
£, =22 Iy e”"‘y{wog coo(2Ae?) + L sinllhe 7)} (2.39)
0

Die Integrale (2.37) und (2.39) k&nnen wir analytisch nicht
l6sen. Es kOnnen aber asymptotische Entwicklungen fir grofie und
kleine Geschwindigkeiten V  angegeben werden.,

Fiir kleine Geschwindigkeiten U& U, wird A 7 . Kleine
Geschwindigkeiten bedeuten andererseits auch, die dem Teilchenm
beim Austausch lbertragene kinetische Energie ist klein gegeniiber
der Bindungsenergie: 5—m0'e<<€0

Aufgrund des Exponentialfaktors exf/v('-Z/?g) in den Integranden

von (2.37) und (2.39) tragen nur die kleinen Werte y<< v “‘/{"

—(/'0' =
zum Hauptanteil der Integrale bei. Im Integranden kann man die
Exponentialglieder der Form £¢¥ nach kleinen ¥< TN

entwickeln. Eine solche Entwicklung ergibt fiir elastischen StoB
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(2.40)

a: 2/{/0/ ‘Zzly Lﬁ(ldy) +_‘zj e—)ﬂ(*ﬁ[y- 73 }

Dabei sind Glieder vernachldssigt, die nach Ausfiihrung der Inte-
gration kleiner oder gleich (éf)a sind.
(-]

Damit wird die Ubergangsamplitude fiir elastischen StoB8 bei kleinen

Geschwindigkeiten
J % - + 22
P A@LZ) ”)26 (G2 ) (2.41)
E” 2 87\
und die Ubergangswahrscheinlichkeit
2 4 A g T
=4’I T /7—') oS (42 + 5 (2.42)
Relk] =i -5(7;) cos(45+ %

Die gleiche Entwicklung in (2.39) fiihrt fiir die Ubergangsamplitu-
de bei Austausch zu

, A (A A/ % -[(22+E) (2.43)
i~z e *3"(/\) € ’

o}

und zu der Ubergangswahrscheinlichkeit

Boelbl ~d 2 30%) ey

Beide Wahrscheinlichkeiten gehen also fiir -0 asymptotisch ge-

Y
gen den festen Wert 1@. und oszillieren mit proportional (Q%%)'L
abnehmender Ampltitude um diesen Wert.

Fir p-»0 ist F + E\ ~ 4/2 . Die Wahrscheinlichkeit

]3 4_(T>+F>) 9&_ muB als Wahrsc heinlichkeit fiir Ionisation
angesehen werden, da angeregte Bindungszustdnde beim d-Potential
fehlen.

Fir groBe Geschwindigkeiten zri?lg kann man in (2.37) und (2.39)
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nach léﬂf entwickeln. Fiir die elastische Ubergangsamplitude er-

gibt sich dann

F;_:%Z/\afc/y em”)']y{hi/\ +i)\e“29} (2.45)

Dabei sind Glieder vernachldssigt, die nach Integration kleiner
oder gleich (L%Af)s sind. Die Ubergangsamplitude wird dann nach
Integration

. ré
FE% 1+(A - A (2.46)

und die Ubergangswahrscheinlichkeit filir elastischen Stof ist

S 2 _ [ Us\R
PE _H’E/ x (_u_f_) (2.47)
Die entsprechende Entwicklung nach ‘%/u- in (2.39) ist bei

Vernachldssigung von Gliedern die kleiner oder gleich (U%Q})4
sind

1%’&5 LA /'c/y 6.-2/]‘.7{(,% +LN ’/\2)89 +§£~g’—(/lz+¢'§,ﬁ }) 5‘3:7}

%ié—é(%)s (2.48)

Die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir Austausch ergibt sich damit

fir groBe Geschwindigkeiten zu

2 6
R=1%] %%(277) (2.497
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Die Austauschwahrscheinlichkeit verschwindet fiir groBe Geschwin-
digkeiten proportional L»‘b . Das Ergebnis (2.49) stimmt Uberein
mit der exakten Hochenergieentwicklung nach K. Dettmann / 10 7
flir dieses Modell. In der exakten Hochenergieentwicklung ist ge-
zeigt, daf in der Austauschwahrscheinlichkeit die erste und die

zweite Bornsche Ndherung den flihrenden Term liefern, d.h.

P

2
R~ H;BN + 7(:23»/, (2.50)

Eine numerische Auswertung der Integrale (2.37) und (2.39) zeigen
die Kurven fiir By , Po und Bz +Fa in Fig. 4.

Das oszillierende Verhalten der Wahrscheinlichkeiten?éundELléBt

sich durch eine semiquantitative Betrachtung erkldren:

Man kann sich den Dreik&rperstoB durch eine Reihe von ZweikOrper
wechselwirkungen dargestellt denken. Das Teilchen m "springt" da-
bei zwischen den Kernen M und M' hin und her und tritt jeweils
mit dem einen Kern in Wechselwirkung, in dessen Wirkungsbereich
es sich gerade befindet. Die mittlere Ausdehnung des Grundzustan-
des avz:é% ist zugleich der Wechselwirkungsbereich der Kerne M
und M! mit m . Die Zeit, die das Teilchen t»m braucht, um die
mittlere Ausdehnung des Grundzustandes @, mit seiner zugehdrigen
Geschwindigkeit Y, = %Ei einmal zu durchlaufen, ist die mittlere
Zeit zwischen zweli Springen:

b = % = I
° Vo Ao

i, Ve .
Die Geschwindigkeit des einfallenden Kernes M ist ¢ . Ein Maximum

fiir Austausch wird immer dann auftreten, wenn die gesamte Wechsel-

wirkungszeit

- 2o
‘L'W‘Lr

ein nicht geradzahliges Vielfaches der Zeit t, ist, d.h. bei

_ A e i 4 des St s
V=340, n= 435,... . Dann finden wdhrend des oBprozesses



n=13.5.. Springe statt, und am Ende befindet sich das Teilchenm
bevorzugt am Kern M’ .

Entsprechend wird ein Minimum fiir Austausch auftreten, wenn tw
ein geradzahliges Vielfaches von 'l;o ist, d.h. bei z/‘:;,’l-(j;; n= 2,4,‘
Dann finden widhrend des Prozesses eine gerade Zahl von Sprilingen

statt, und v ist bevorzugt an Kern /M gebunden.

Maxima (Minima) filir elastischen StoB8 ergeben sich bei den Ge-
schwindigkeiten, bei denen die Austauschwahrscheinlichkeit ein
Minimum (Maximum) hat.

Diese Erkldrung stimmt sehr genau mit den ersten Maxima und Mini-
ma Uberein (Fig. 4). Bei kleineren Geschwindigkeiten treten Phasen-
verschiebungen auf. AuBerdem &ndern sich die Abstédnde der Maxima
bzw. Minima. Fir sehr kleine Geschwindigkeiten ¢ <<V, ist der
Abstand zwischen zwei benachbarten Maxima bzw. Minima A(—“?):g .

Die semiquantitative Erkl&rung ergibt dagegen den konstanten Ab-
stand A(%o):,e .
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III Zweigustandsndherung

An dem in Kapitel II dargestellten, exakt l&sbaren Modell sollen
die Resultate der Zweizustandsndherung, die zur Berechnung der
Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir mittlere und kleine Energien
benutzt wird, liberpriift werden. Dafiir werden zundchst die Ergeb-
nisse der Zweizustandsndherung im linearen Fall allgemein ent-
wickelt und dann auf das spezielle Modell aus Kapitel II angewen-
det.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit filir elastischen StoB ist in StoB-

parameterbehandlung nach (2.6)

R= fim (DI

(3.1)

Bt) = (£004) ¥(x4))

Analog ist die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir Austausch nach

(2.7)

B = b 1, (0)FF

{n—vi’o

£it) = (£ Ged) ¥Wixt)

(3.2)

In (3.1,2) ist yﬂﬁqf,) Lésung der Schrddingergleichung (2.2) mit

der Anfangsbedingung

Wi £ —=-00)= £(x4) (3.3)
und sz(x‘,ﬁ) sind die Grundzustdnde in W bzw. w’! nach (2.4)
baw. (5.5).

In der Zweizustandsniherung macht man flir die Wellenfunktion

¥(xt) den Ansatz
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(3.4)

Vlxt) = a, () (ud) +a,(6) £ Ge,t)

Bei dieser Entwicklung sind die Funktionen fl[x;f) zundchst
beliebig.

Bei kleinen Geschwindigkeiten » geht man von der adiabatischen
Ndherung aus und nimmt an, daB keine Ubergdnge zu h&heren angereg-
ten Zustdnden des Dreiteilchensystems vorkommen. Man macht dann
eine Entwicklung nach den beiden niedrigsten Molekiilzustdnden des
gesamten Systems aus M, M’ und m: j‘”()ﬁ)(’(é)) und fa)(,x’, X)) .
Dabei sind die molekularen Eigenfunktionen die stationdren Ldsungen

der Schrddingergleichung

H 706 X) = €700 6eX) (3.5)

mit Eigenenergie 5"”(X) und mit dem festen Abstand X als Parame-
ter.

Eine andere Entwicklung ist die nach den beiden Atomfunktionen
im Grundzustand J‘ilx‘,f) und J?(X:i).

Die Amplituden @,{f) werden bestimmt durch Einsetzen in die
zelitabhdngige Schrddingergleichung bzw. in das entsprechende
Variationsverfahren. Setzt man den Ansatz (3.4) in das zeitab-

hdngige Variationsverfahren fiir die Schrédingergleichung ein
7 = Jo{Cee), - ¥ie0)) ¢ c.c.) (3.6)

und bildet J?:O bei unabhingiger Variation von at,lf), C‘Jéf&),
so erhdlt man fir die Amplituden das gekoppelte Gleichungssystem
(bzw. das konjugiert komplexe System)

S L6, (WP Loty t) =0 - ym 14 (3.7
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Die Molekiilfunktionen jpoﬂ6¢£) und,/12z¢£)sind orthogonal, die
Atomfunktion f(x';ﬁ) und /}()gf)sind asymptotisch fiir¢d—-2?oco or-
thogonal. Da F(xi=~-») - Y(ct=-o):flet)ist, folgt aus (3.4)

a (t) gmmm (Lled), Lt [ p= 42 (3.8)

Der einfachste Fall zur L&sung dieses gekoppelten Differential-
gleichungssystems liegt vor bei Symmetrie der beiden stationiren
Zustdnde /}(:H und j;&‘) d.h.

wie) = w'Ge)

Llx) = f;(x)zflst) (3.9)

é.l. ::E; =8

Die weitere Behandlung beschrédnkt sich auf diesen Resonanzfall.

a) Entwicklung nach Atomfunktionen

Die Zustidnde JZ,(x';é) sind bei dieser Entwicklung durch den Anfangs-
zustand f‘?(x;t) nach (2.4) und den Endzustand bei Austausch £p(x%)
nach (2.5) gegeben. Fir die Wahrscheinlichkeitsamplituden gilt

dann in der Zweizustandsndherung nach (2.6) bzw. (2.7) und mit dem

Ansatz (3.4)

Eld=00) = a o)+ qpled(fe), (@) = ;>

(3.10)

4;\(&,&) = @(o (_7;(,(’00)[ _/‘?(x;»)) Q) = (ple”)
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da die zustinde #(x;%) und Jp(et) fir groge Zeiten It]—>oo
orthogonal sind. Die lbergangswahrscheinlichkeiten fir elasti-

schen StoB bzw. Austausch sind also

72: = IQ’L(*DO)IZ
(3.11)

B\ = ,C/;(fm)lz

Unabhingig von der Symmetrie gilt mit (2.4) und (2.5)
(fﬁ(xjt),(H-—ith)f,&,t))=(£(x;£),wé,é&=,é)); vl F  (3.12)

Das Gleichungssystem (3.7) vereinfacht sich damit wie folgt

Zf{(/;,(&é),mg,i/&f))aé,lé)-[ﬁ(ﬁ c‘;{)’_{;(&f»&g&)} =0 (3.13)
v=i,Ff

&=y
Man erhdlt also ein gekoppeltes System von Differentialgleichun-

gen 1. Ordnung filir die a.t_,Lf). Die Anfangsbedingungen fiir die
Qe[t) lauten nach (3.8)

a (t) 7= 1
(3.14)
Q) T-= 0

Bei Symmetrie werden folgende Skalarprodukte gleich

SeX0)- Bhctl 4 60)= (60, £ 1)+ e 600 fe-X)eF e 3¥)
U0 (Rl g B )= (§ et m £6c)< e T D) 1 X &M )

L

Wi (X)= (Lbctim 2t) (Rlethms 660 Jo Fe I 3-X) 766
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Dabei wurde folgende Substitution verwendet

X = ot (3.16)

Dann 148t sich das Gleichungssystem (3.13) entkoppeln, indem man

zu den Grofen

by ld) = a () +opl#)
b)) = a tt) -a )

(3.17)

ibergeht. Durch Addition bzw. Subtraktion der beiden Differential-
gleichungen (3.13) erhdlt man unter Verwendung der Substitution
(3.16)

(w;;(X) + wig (XD b, (X) = ibr 1+ S (X)), (X)

(3.18)
(wi; )= Wy (X0 b (X)=iber (4-Sp X)) b (X)
Zusammen mit den Anfangsbedingungen
by (X) x=== 1 (3.19)
sind die Losungen fir £—+o0 bzw. X =
belerw) = eXp(~i 75 G ()
(3.20)

=3 gy (X) 2 e (X 7
4.l Z X (- L
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n sich hieraus nach (3.11)

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten ergebe

und (3.17) wie folgt

]E ‘r/" lb+( ) +b ()" = oo ( té(ﬁ)b* Qw)
(3.21)

. ) 2 A - ‘( )
o 4] -t =i (B2

Das bedeutet, unabhidngig von der Geschwindigkeit & gilt

BB =1

Es sollen noch die Entwicklungen fiir grofie und kleine Geschwin-

digkeiten angegeben werden.

v <
Aufgrund der Symmetrien der Skalarprodukte (3.15)

S (Xv) = Sif (Xwr) = Sy X))
W ('XlU) s VVI?(X‘U)

W, (X) = (X)) s Wi X)

lassen sich die Phasen (3.20) wie folgt darstellen

9+ ) = Zjdx{wu<x )__i %[WJ(X,U)"' Wi:(x.lf)]
) o 13 ".2-4},51;()(‘0)+SL.’;(X’U) (3.20a)

In der E i
ntwicklung der Phasen (3.20a) nach kleinen Geschwindigkeiten

U< W, en i i n
o tfallen mit (3.15) die ungeraden Potenzen in v , und ma
14



erhdlt bis zu quadratischen Gliedern

2 2

o Fo [0 2 ey Kr=0)- £ fe woere- $) P X0 } (3.22)
Elw) ZJJX { A2[S,,(Xv=0) -3 2 *(foe), (- 3X )V 1x-X) ]

Ausgenommen von dieser Entwicklung ist das d -Potential. Eine ent-
sprechende Entwicklung ist in der expliziten Anwendung der Ergebnis-
se der Zweizustandsndherung auf das d -Potential angegeben.

Fiir v =0 sind dann die Phasen unabhingig von der Geschwindigkeit
Vv , so daB die Ubergangswahrscheinlichkeiten folgendes oszillieren-
des Verhalten zeigen

P~ wst [fe (-0) -O-0)]

E
(3.23)

R ~ sin2[s (6,0-0)- Alr-0)]
U2,

Die Skalarprodukte (3.15) lassen sich im Fourierraum berechnen

nach

S (Xur) =27 FX [aee™ Fn) Flk )
g (X227 € FX [l e, 67 P) P22 k)

(3.24)

i (X) =27 bty e X ) Pk yia sk,

Dabei istquk)die Fouriertransformierte des stationdren Anfangs-

bzw. Endzustandes

W N
f(b =2—2;_/dx~ /(v)e_‘kr (3.25)

etc.
Mit Hilfe einer "semiasymptotischen"Entwicklung der Fouriertrans-

formierten, wie sie von K. Dettmann und G. Leibfried /1Q/ angege-

ben wird, lassen sich die Integrale (3.24) filr groBe Geschwindig-

keiten v >>V, entwickeln. Diese Entwicklung beschrédnkt sich auf
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symmetrische Potentiale, die bei x=0 singuldr werden wie
e"e'x" e—xl)ﬂ.'ﬂ-yz . Die Entwicklung schlieBt auch das J.—Po—
tential ein, ausgeschlossen sind dagegen Potentiale wie cosh 22X
e'zzxz, ( 4+2)  ete.

Mit dieser Entwicklung nach /1Q7 gilt dann fiir groBe Geschwindig-

keiten

S (Kvd)= ",;%:,77 7°0) w(22)cos (T2 ) (3.26)

D.h. Si4(Xv) verschwindet mindestens wie /)2 und kann im Nenner
ven (3.20) gegeniiber 1 vernachldssigt werden.

Damit vereinfacht sich das Argument in den Ubergangswahrschein-
lichkeiten (3.21)

06 q0)] ~ 55 [dX we (X
s (3.27)

il

A (enf v_{c//? P FLy i (k¥ )

Mit der Entwicklung nach /1Q/ ergibt sich fiir groBe Geschwindig-
keiten

2—%}[('2(”)° Q(U)] = "3;5:,,,3 25)* 70 Wz(f’f) (3.28)

und die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir elastischen Stof und fir

Austausch verhalten sich nach (3.21) fiir groBe Geschwindigkeiten wie

10 _4 p% v~ 4
P2 ﬁf(O)lw(zf)'m (3.29)

=1 R
Ein Vergleich mit der Hochenergieentwicklung von K. Dettmann und
G. Leibfried /1Q/ zeigt, daB das Hochenergieverhalten der Zwei-
zustandsndherung mit Atomfunktionen identisch ist mit dem Hoch-
energieverhalten der 1. Bornschen Ndherung.,

Die exakte Behandlung des Hochenergieverhaltens ergibt dagegen
nach /107
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7 “, "
R"«:%,—;ﬁ"f O (FE)) gz-,-i-:»-‘;z. (3.30)
B=1-7

Da die erste und zweite Bornsche Ndherung zum fiihrenden Term der
exakten Hochenergieentwicklung beitragen, ergeben Bornsche Ndhe-
rung und Zweizustandsndherung mit Atomfunktionen ein um einen Fak-
tor 9/4 zu hohes Resultat.

b) Entwicklung nach Molekiilfunktionen

Die Molekililfunktionen sind die stationdren Ldsungen der Schro-
dingergleichung (3.5)und bilden im Gegensatz zu den Atomfunktionen
eine orthogonale Basis. Im Unterschied zur Zweizustandsndherung mit
Atomfunktionen sind die Ergebnisse der Zweizustandsndherung mit Mole-
kilfunktionen nicht galileiinvariant, d.h. sie hdngen ab von der Wahl
des Koordinatensystems. In dem Koordinatensystem nach Fig. 2 geniigen
zur Darstellung des Anfangszustandes (3.3) allein die beiden
niedrigsten Molekiilfunktionen, wdhrend in dazu galileitransfor-
mierten Systemen dafiir eine Entwicklung nach dem vollstdndigen
System der Molekiilfunktionen notwendig ist. Beziiglich der Dar-
stellung der Anfangsbedingung (3.3) in Zweizustandsndherung mit
Molekiilfunktionen stellt das Koordinatensystem nach Fig. 2 ein
optimales System dar. Die Ergebnisse der Zweizustandsndherung

mit Molekiilfunktionen werden deshalb in diesem System entwickelt.

In Falle der Symmetrie w(x)~= w'(x) kommutiert der Hamiltonope-

rator H nach (2.3) mit dem Spiegelungsoperator S
[HS]=0 SY(G) = ¥ix) (3.31)

und die Molekiilfunktionen konnen symmetrisch und antisymmetrisch
gewdhlt werden. Es seien ﬁ(xlxlf» und £ (¢ X(£) die niedrigste
symmetrische (+) bzw. antisymmetrische (-) Eigenfunktion, die fir
unendlichen Abstand |X| ~~0t0 zur selben Eigenenergie & gehOren:



- 28 -

HAGX) = e2(X)L6e X) ; X <ot

gT(X) = sXCIXD (3.32)

o+
EX (X)) == €

Dabei ist & die Bindungsenergie im Zustand H£(*,%) bzw. bei
Symmetrie auch im Zustand ./2(*‘,‘5).
Mit diesen Eigenfunktionen ergibt das Gleichungssystem (3.7)

S 1600, )4, , ~iha, W, ikt (f6et) faonf0 o

#24-
SES

Dabei verschwindet jeweils der dritte Term in diesen Gleichungen:

Vi (L8] L064)= (SEt) IS L Get )=~ (£,0¢2) ILGet)) =0
(3.34)

Da die Eigenfunktionen reell gew#hlt werden kénnen, sind auch die
Glieder mit vrg Null:

Vet i (B8, Q Kted)) ] (Ll td fotedd) =0 (3.35)

Mit der Substitution (3.16) erhdlt man dann fiir die Amplituden
%  die entkoppelten Differentialgleichungen 1. Ordnung

ENUX)a, (X)) = Bora/(X)
EX)a (X) =her @/ (X)

(3.36)
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Fir unendlichen Abstand IX(#)|—»© | q.h. fiir £ =+ 00 , ver-
halten sich die Molekiilfunktionen wie

flet) mé{f&):f(x—xa)) (3.37)

Die Anfangsbedingungen fiir die @, lauten dann nach (3.8)

/£ _%87f (3.38)

Die Integration der Gleichungen (3.36) liefert zusammen mit den

Anfangsbedingungen (3.38)

£
a,(t) = éexp(-,f/ezﬁ- ifdzf¢(X(z)))> , L= (3.39)

Mit dem asymptotischen Verhalten der Molekiilfunktionen nach (3.37)
gilt dann fir die Ubergangsamplituden in Zweizustandsndherung

nach (3.1) bzw. (3.2)

L) 7= (0, W)+ 2 ()

L dmv=g )t ~hmonr , _ 3 (3.40)

Lo s = (S0, €57 £60)

Die Zweizustandsentwicklung nach Molekiilfunktionen ist zwar nur

quantitativ Dbegriindet fir lf«l’é , d.h. der Galileifaktor
ist <&%”Y¥> a4/ zu setzen, jedoch soll hier auch das Hochener-

gieverhalten der Niherung beriicksichtigt werden.

Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten gilt:
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B = co? [is JoX ()00
o (3.41)

B = [<EFS I s[5 [oX ()~

Fiir die Energieeigenwerte EI(XC) liegen i.a. keine exakten
L&sungen vor. Man ist also auf Ndiherungen angewiesen, z.B. auf
die Heitler-London-Niherung. In dem Verfahren nach Heitler und
London werden die exakten Moleklileigenfunktionen flr alle X er-
setzt durch den Ansatz, der fir X* o mit den exakten LOsungen

ibereinstimmt.

P e Xtb) = G { f0e) = Soe - XU (3.42

Es ergeben sich die entsprechenden Energieeigenwerte nach Rayleigh-
Ritz

£ (X)- e (Foe) wie )P * (Poey wots fe-XD) (5 43

4+ Fex), £-X0)

Die Zweizustandsndherung mit Molekiilfunktionen unterscheidet sich
also einmal in der Phase des sin? bzw. cos® von der Ndherung mit
Atomfunktionen. Fir v—=C werden Zweizustandsndherung mit Atom-—
funktionen und mit Molekiilfunktionen unter Verwendung der Energie-
eigenwerte nach Heitler-London gleich. Zum anderen fehlt in der
Ndherung mit Atomfunktionen der Galileifaktor |<e"r%"""*> 12 in
der Ubergangswahrscheinlichkeit fiir Austausch. Dieser Galileifak-
tor in dem Ansatz mit Molekiilfunktionen bewirkt, daB die Austausch-

wahrscheinlichkeit fir groBe Geschwindigkeiten stark reduziert
wird, so daB gilt

P+P < A1

g  'A
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per Rest P=4-(R+F,) ist die Ubergangswahrscheinlichkeit
flir Anregung und Icnisation.

Es sollen noch die Entwicklungen filir kleine und grofe Geschwindig-
keiten U angegeben werden,

Flir kleine Geschwindigkeiten &Y, 1&B8t sich der Galileifaktor

in der Austauschwahrscheinlichkeit entwickeln

oL 2 2 (3.44)
e F™ ST x {-(29) <2>

Dann zeigen also filir kleines V- die Uibergangswahrscheinlichkeiten

folgendes, oszillierendes Verhalten:

) .

E:' = cs? [;,4—50}5/)((‘5*0(')'5'0()) (3.45)

F)

A

o sin? [ Jax (6100 & XD

so daB gilt

@'43%4

i echen-
Ersetzt man die Energieeigenwerte g¥(X) durch die entspr

den Ergebnisse aus dem Heitler-London-Ansatz, SO sind die ﬁahr-
scheinlichkeiten (3.45) identisch mit dem Resultat der Zweizu

standsndherung mit Atomfunktionen (3.23).

—.L mod 1w . im
Der Erwartungswert des Exponentialfaktors % l14ft sich i

Fourierraum berechnen nach
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<e’i'"””7=2;7/c/kf(%7,‘”‘b)f(/?) (3.46)

Die Entwicklung des Faltungsintegrals in (3.46) flir groBe Geschwin-
digkeiten zfj>¢6 ist analog dem Verfahren nach /[ 1o/, das bei
der Zweizustandsnidherung mit Atomfunktionen angewendet wurde. Da-

mit gilt
e FT > x - Fr PO W (BE) 5 (3.47)

Die fiihrenden Terme der Ubergangswahrscheinlichkeiten bei grofen

V- ergeben also

R~ - skl Jareo)-e o)

(3.48)

P~ 2572 LB g e - OO

Die Austauschwahrscheinlichkeit in Zweizustandsndherung mit Mole-
kiilfunktionen verschwindet fir groBe Vv in Ubereinstimmung mit
dem exakten Resultat (3.30) mindestens proportional Uﬁé. Die 1.
Bornsche Nidherung bzw. die Entwicklung nach Atomfunktionen (3.29)
unterscheidet sich dabei lediglich um einen konstanten Faktor vom
exakten Verhalten. Die Wahrscheinlichkeit fiir Austausch nach (3.48)
weicht dagegen aufler um einen konstanten Faktor, der proportional
iJaX[Z'CX)-£'Cx))j2 ist, um den geschwindigkeitsabhdngigen
Faktor I&V(CQS)IZ von der exakten L3sung ab und verschwindet

gegeniiber dieser i.a. proportional zu einer kleineren Potenz in
Y
vy .
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2
c) Beispiel: wilx) = w'le) = -f-n—lob d(x)

Zur Beurteilung der Resultate der Zweizustandsndherung sollen
diese mit den exakten Ergebnissen aus Kapitel II verglichen wer-
den. Die LOsungen der Zweizustandsndherung werden daher auf das in
Kapitel II benutzte Modell angewandt, d.h.

wix) = w'lx) - —2udo)

: w2 -Z)xi
L) = £pe) = P):(%5) e (3.49)
H o®
& =& &%
Aot
% * Zm

1) Entwicklung nach Atomfuaktionen

Nach Gl. (3.15) gehen folgende Skalarprodukte in die Ldsung ein

w. (X)=(£0ed)w, £0et))= - mu? g—odXJ

~L oK -Z1XI
e

wee Xu)= (L) wy fGet))= -t e %7
(3.50)

S (Xo)= (£lnd), frlet)

-ZlX ) e~ [mu
i €5 BN - sin(Z 1)}

Aus diesen Gr&gen miissen nach (3.20) die Phasen gebildet werden

5;/1/') z_ld)((%;(j’()s;gff)(l#)) (3.51)
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Mit der Substitution

X

7 =

iR

erndlt man

5T o
&6 = -2k c/“ &+ ao(#T) 7 (3.52)

A : ' R
¢ (CT +{‘7a#)z[&me'%ot)+%,€bp$lﬂ(2‘ét)j

Nach den Gleichungen (3.21) ergeben sich hieraus die bergangs-

wahrscheinlichkeiten fiir elastischen StoB bzw. Austausch

.2/ 60w
PE T o9 2 ber

) - )
2h

Die Integrale in (3.52) sind in analytischer Form nicht angebbakr,
sie lassen sich aber fiir kleine und grofie Geschwindigkeiten
entwickeln.

VKU

Den Hauptbeitrag zum Integral (3.52) liefern kleine Werte T .
Fir kleine Geschwindigkeiten ¢ <&¢; erhdlt man folgende Entwick-
lung

AR 'Zﬁa‘/a/r/ ‘(»/fz{ Zr i) +0&*%) (3.53)

_E /
< Do (3.54)

Glr) ~ -2b5C+ ) ; C- /dz

et +1t
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Bei éjv} liefert der Grenzwert y—s({ einen Integranden, cer bei

Z'=-0 wie "7'1- divergiert. Mit der Substitution
-7
g€

ergibt die IEntwicklung (3.53) fiir [z’({,‘)

_ 4/
-j -ryé;?y '*/,2(/) y(/‘ﬁ?y)

éZ(&‘)« -2k, /t(y/ } +((y?) (3.55)

Zum Hauptbeitrag des Integrals (3.55) tragen die Verte g 1

bei., Man kann dann in (3.55) 2zusdtzlich nach yx,/ entwickeln

7 : 2
Gl) ~ -2k /z/y[( g/) " (;327)‘} x -JhY, 572‘”; +00F) 3.56)

Die Phasen des cos*bzw. sin® in (3.21) werden also bei kleinen
Geschwindigkeiten durch das divergierende Glied 6_7[(}) und durch
C in (3.54) bestimmt, so daB gilt

I -/ ) + 06
R~ sz[g""(ﬁ“f&; +)] - 0t)

(3.57)

Der Vergleich mit den entsprechenden Entwicklungen der exakten

Losung (2.42) und (2.44) zeigt, daB das oszillierende Verhalten

. . h
bei kleinen Geschwindigkeiten ¢<¢}, weder in der Amplitude noc

in der Phase ilibereinstimmt. Die Schwingungsphasenweist gegenliber

dem exakten Resultat eine logarithmische Verzerrung auf.
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v >
Fiir groBe Geschwindigkeiten ¢

¢; kann man die allgemeine Ent-

wicklung der zweizustandsndherung (3.29) verwenden (oder das In-

tegral (3.52) entwickeln). Mit

FL0) = (£)"

v(Z) - -3

(3.58)
i)
m

ergibt sich

~ (2%)°

p Y v)

(3.59)

fz

TV

Zum weiteren Vergleich soll fiir die Austauschwahrscheinlichkeit die
1. Bornsche Niherung hinzugenommen werden. Sie liefert fiir grofle
Geschwindigkeiten nach /10/ folgendes Ergebnis

n 14)6 (3.60)
’“(27/;'

Die Zweizustandsndherung mit Atomfunktionen und die Bornsche
Ndherung zeigen also fiir Austausch gleiches asymptotisches Ver-
halten. In Ubereinstimmung mit /107 liefert jedoch die 1. Bornsche
Ndherung beim Austausch nicht allein den fiihrenden Term in der

Hochenergieentwicklung, sie ist um einen Faktor 9/4 gegeniiber dem
exakten Ergebnis zu groSB.

Fig. 5a,b und Fig. 6a,b zeigen numerische Auswertungen der Uber-
gangswahrscheinlichkeiten in Zweizustandsniherung mit Atomfunk-
tionen in Vergleich mit den exakten Resultaten und den Ergebnis-

sen der Zweizustandsndherung mit Molekiilfunktionen.
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2) Zweizustandsndherung mit Molekiilfunktionen

In die Ergebnisse fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten gehen
nach (3.41) die Energieeigenwerte E*(X) und E'(X) der niedrigsten
symmetrischen bzw. antisymmetrischen Eigenldsung der Schrddinger-
gleichung (3.5) ein. Die Schrddingergleichung ist hier fiir das

Beispiel zur Vereinfachung in symmetrischer Form angegeben
21 42
“2% 4{(2r +0(J(x+24X) *DC({(X-%X)}_@({X):fI(X)_/f[)CX) (3.61)

Da der Hamiltonoperator invariant ist gegen eine Vorzeichenum-
kehr von X , hingen £ und £f nur ab von IX].

Es sei
s1(IX1) = - L RE(XI) 20+ ey (1XD20 (3.62

Im potentialfreien Gebiet sind Ldsungen von (3.61) Exponential-
funktionen eyp[f&@ﬂ*ﬂf]. Mit den Randbedingungen

fi(x»-—-i’oo/ IX’) =0

) (3.63)
ergeben sich die L&sungen
] e A1
L6e 1X0) = N.AX) {E-b,()(»r—;l)ﬂl , g bixs 2] |
(3.64)

. - A -k OO+2 X
£ 61X = (p e RO g% ]
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N+UXJ> sind Normierungskonstanten.
Fdr'kiaxverhélt man dann transzendente Bestimmungsgleichungen,

die sich graphisch 18sen lassen (Fig. 8)

o L ~kJ(1X1)1X
£ 2, (IXI)-1:2e 2l A1) 1K) (3.65)

Fﬁr]X’)j%existieren eine symmetrische und eine antisymmetrische
Lodsung. Fir ij<j% existiert nur eine symmetrische Lodsung, die
antisymmetrisch verschwindet. Die antisymmetrische Losung geht
fir {Xl:o% mit verschwindender Steigung in die Ldsung Null dber.
AuBerdem verschwinden in diesem Punkt auch alle weiteren Ablei-
tungen.

Fiir grofe Abstinde leé>§% lassen sich die Gleichungen (3.65)

in Stdrungsrechnung behandeln. RBis zu Gliedern 1. Ordnung erhidlt
man

o _ -y
2, (IX1) x-z’é—(//.f? Zm) (3.66)

Un die Integrale in (3.41) analytisch l8sen zu kénnen, sollen
als zusdtzliche iNidherung fiir die exakten Losungen (3.65) die
Lntwicklungen (3.66) filir alle X angenommen werden. Berlicksich-

tigt man, daB fiir kleine Abstinde die antisymmetrische L&sung ver-
schwindet, sind die Energieeigenwerte

+ . ;;2('2 ' - = I
X)) % -3=% (1+2072X)

2 oL? o =%IX e 3.67)
g (1207 X242

s(X) =~
% ; IXI<Z2 2

Den Vergleich der exakten L&sungen (3.65) mit den

Ndherungen
(3.67) zeigt Fig. 9.



- 39 -

In die Integrale in (3.41) geht nur die Differenz

eUX)- g"(X) ein. In Fig. 10 ist diese Differenz in exakter
L8sung und in Ndherung dargestellt. Die Fldche unter der Kurve
ist proportional dem zu berechnenden Integral. Die Hdherung ist

weniger als 10% kleiner als die exakte L&sung.

Mit den Ndherungen (3.67) werden die Phasen in (3.41)

(3.63)

Sl

A T Ny AN e A
o [ €00 =15

Der Galileifaktor in der Wahrscheinlichkeit £lir Austausch ergibt

v [Ta)
I<e‘—mw<l l_}_(._f o]~ 'm"*l 1 (3.69)
- 90

(4+()D)°

Damit sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten fir elastischen

5tof und fiir Austausch

clbn

) = Fezas(3es

& lnr.

B a cos® (185 =)

sir* (18 8) gy (3 Fees 64 )

(3.79)

™ i 2 (71 (5;*)2)2

b! i hwindi i i die wahr-
Fir kleine Geschwindigkeiten ¢ <<y verhalten sich W

scheinlichkeiten wie

(3.71)
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Die Zweizustandsniherung mit Molekiilfunktionen zeigt also wie

das exakte Ergebnis ein oszillierendes Verhalten. Die Ldnge

einer Oszillation stimmt dabei sehr genau mit dem exakten Resul-
tat {iberein, wenn man noch den durch die zusdtzliche Ndherung
gemachten Fehler berilicksichtigt. Die Oszillationen der Wahrschein-
lichkeiten in Zweizustandsndherung zeigen jedoch nicht den pro-
portional u‘ﬁ’ geddmpften Verlauf um den Wert "/4 , sondern
ein ungeddmpftes Schwingen um den Wert ’7& . Die Wahrscheinlich-
keiten oszillieren so zwischen O und 1. Zusdtzlich tritt eine
Phasenverschiebung gegeniiber dem exakten Resultat auf. Es ist
also fir kleine Geschwindigkeiten E-fp ~ // in Zweizustands-
ndherung mit Molekiilfunktionen) gegeniiber Fz +7,>\ N%‘ in der
exakten Losung. Dabei ist R = 4-(R+R) = . die Wahrschein-
lichkeit fir Ionisation, da keine angeregten, gebundenden Zustdn-
de existieren.

Fiir v—+( 148t sich der Anteil 1/2 der Ionisation in einer mo-
difizierten Zweizustandsndherung fiir dieses Modell verstehen.

Man kann z.B. fiir Zeiten #£<- %@ (ao =;—E—) d.h. fiir solche
Abstinde X der Massen M und M’ » die wdhrend der Anndherung
gréBer sind als &, , eine Entwicklung der Wellenfunktion ¥YO&E)

nach dem vollstdndigen System der molekularen Eigenfunktionen
machen

Wled) =, (D[ +atd)f C\;¥)+[/é{ag(£){ bt egyI L) (3.72)

Setzt man diese Entwicklung in das Variationsverfahren fiir die
Schrddingergleichung ein, so erhdlt man fiir die Entwicklungsko-
effizienten folgendes Differentialgleichungssystem

QaeW =5 2 N0 = [k G206 X) G £260 X))

(3.73)

Gai )¢ 5 Ik o2 (X) = //ézz;ov/{ wX) 44 6X)- a0, 0%, £76eX)



- 41 -

Dabei sind f.t der symmetrische und antisymmetrische Bindungs-
zustand mit Eigenenergie gt(X) , die in der Zweizustandsndherung
vegwendet wurden. !z.‘! sind die Ionisationszust&inde zur Energie
%’;hz - In dem Gleichungssystem (2.73) ist die Zeit durch den
internuklearen Abstand X=yf dargestellt. Die Randbedingungen
sind analog zur Zweizustandsniherung

0, (X) gz i e wE
0

(3.74)

of (X) x=—=

Behandelt man das Gleichungssystem (3.73) fiir #-—+{¢ in Stdrungs-
rechnung, so kann man die Inhomogenititen auf der rechten Seite
der Gleichungen streichen. Fiir @y (X<-a,) ergeben sich dann die
L8sungen der Zweizustandsniherung (3.39), alle #(X) verschwin-
den. D.h, das System bleibt adiabatisch in den beiden Bindungs-
zustdnden, Kopplungen in Ionisationszustdnde finden nicht statt.
Die Zweizustandsniherung miiBte fir X<-a, das exakte Ergebnis

fir -0 ergeben.

In diesem speziellen Modell muB man jedoch beachten, daB fir
Zeiten - %,-‘?é{:é %? , d.h. fiir Abstdnde IX/<£@, kein antisymme-
trischer Bindungszustand existiert. Vielmehr geht dieser bei
weiterer Anniherung als X= -, in den antisymmetrischen Ioni-
sationszustand zur Energie Null iber. Da auch hier keine Kopp-
lung stattfindet, bleibt der antisymmetrische Anteil auch in
diesem Zustand, selbst fir Zeiten t>%.° oder fiir solche inter-

nuklearen Abstidnde, die beim Entfernen der Teilchen voneinander

gréger sind als @, . In diesem Bereich existiert zwar wieder ein

antisymmetrischer Bindungszustand, fir -0 findet aber keine
Kopplung vom Ionisationszustand der Energie Null zum Bindungszu-

stand statt.

Flir Zeiten f>£9 wird also die Wellenfunktion durch eine Zwei-
7

Zustandsndherung nach dem symmetrischen Bindungszustand un dem

antisymmetrischen Ionisaatonszustand mit verschwindender Energie
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beschrieben

Yht>%) =5 a,Lt) ra -2 4 (x¢) (3.75)

.Die Ubergangswahrscheinlichkeiten fir elastischen Stof und fir
Austausch ergeben sich aus (3.1) bzw. (3.2) mit dem asymptotischen
Verhalten (3.37). Die Atomgrundzustdnde .{(x‘,é) und ,{}(x;t) lassen
sich fiir v - nach (3.37) asymptotisch fiir groBe Zeiten t bzw.
groBe Abstdnde X darstellen als Summe bzw. Differenz der beiden
niedrigsten gebundenen Molekiilzustdnde Jﬁ(&;f) . Da diese ortho-
gonal auf dem antisymmetrischen Ionisationszustand 4;(:&,-&) sind,
verschwinden die Projektionen von {f(x',é) auf /;—(vlf)

(£ 6ot 2,60 75 (4 GtV [{8) 2 L6s)]e¥¥) - O

Man erhidlt dann fiir -0

4
R~%la(=)? =%
q (3.76)
R ~4la(=)? =4
Die Wahrscheinlichkeit fiir Ionisation ergibt sich zu
P [Jo 1 etmw) Ylet o)) =l (-%)1? = 4
(T e lp X TT) TN =la CE)0 =3 (3.77)

Die gesamte Ionisation findet dabei in dem Zustand mit verschwin-
dender Energie statt.

Diese Ergebnisse der Ubergangswahrscheinlichkeiten sind identisch
mit den exakten Resultaten fiir Geschwindigkeiten gz —¢ . Fir
das Versagen der Zweizustandsndherung bei dem Modell mit d -Funk-
tionen fir kleine Geschwindigkeiten ist also das Verscinwinden
des antisymnmetrischen Bindungszustandes und das Ubergehen in den

Ionisationszustand zur Energie Null in einem bestimmten Bereich
verantwortlich .

Fir groBe Geschwindigkeiten V=Y, geht die wWahrscheinlichkeit
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fir elastischen StoB sowohl in der exakten Behandlung (2.47)
als auch in der Ndherung (3.70) gegen %}fx A

Die Wahrscheinlichkeit fiir Austausch verhdlt sich flir ¢3¢ in

Zweizustandsndnerung mit Molekiilfunktionen nach (3.48) wie
yZ, ok )@
= L:‘S,(’ZZ") (3.78)

Dabei ist der Zahlenfaktor durch die zusdtzliche Hiherung flr die
Eigenenergien beeinfluBt. Der Wert ist etwas niedriger als der
entsprechende Wert der Zweizustandsndherung mit Atomfunktionen
(3.59) bzw. der Wert der Bornschen iidherung (3.60). Gegeniiber
dem entsprechenden Wert der exakten Losung nach (2.49) bazw.
(3.30) ist das Ergebnis um einen Faktor aw < 2zu grof.

Den Verlauf der Wahrscheinlichkeiten in Zweizustandsndherung mit
Molekiilfunktionen (mit zusdtzlicher Naherung fur ff(X) ) zeigen
Fig. 5a,b und Fig. 6a,b in Vergleich mit den entsprechenden
exakten Frgebnissen und den LOsungen der Zwelzustandsndherung
mit Atomfunktionen. Die Summe }%ﬁrfa zeigen Fig. 7a,b ebenfalls
in Vergleich mit dem exakten Ergebnis. Bei der Zweizustandsndhe-

rung mit Atomfunktionen ist die Summe unabhdngig von ¢~ inmer
g

F}'?F}::// .
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IV Diskussion

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten fir elastischen Stof und fir
Austausch zeigen sowohl in der exakten Behandlung des einfachen
Modells als auch in der allgemeinen Behandlung der Zweizustands-
ndherung mit Atom- und Molekiilfunktionen Oszillationen. Diese
Oszillationen lassen sich qualitativ verstehen, Wenn man den
Dreik&rperstof als eine Reihe von ZweikOrperstédBfen betrachtet,
die abwechselnd an den Kernen M und M' stattfinden.

Fiir groBe Geschwindigkeiten v->>Uf geht die Wahrscheinlichkeit
fiir elastischen StoB8 im exakten Resultat und in den Zweizustands-

niherungen mit Atom- und mit Molekiilfunktionen gegen ‘%x,/ .

Das Hochenergieverhalten der Austauschwahrscheinlichkeit in 2Zwei-
zustandsniherung mit Atomfunktionen ist identisch mit dem der

1. Bornschen Niherung. Da der filhrende Term der exakten Entwick-
lung /[ 10 7 jedoch von der 1. und 2. Bornschen Ndherung gelie-
fert wird, ist das Ergebnis um einen Faktor 9/4 zu groRf.

In der Zweizustandsndherung mit Molekiilfunktionen ist zu beachten,
daB die Resultate filir endliche Geschwindigkeiten p» nicht gali-
leiinvariant sind und von der Wahl des Koordinatensystems abhé&ngen.
Das Koordinatensystem nach Fig. 2 ist ein optimales System, da

der Anfangszustand in diesem System allein durch die beiden niedrig-
sten Molekiilfunktionen vollstdndig dargestellt wird.

In dem behandelten Beispiel mit § -Potentialen verschwindet filir
grofe v die Austauschwahrscheinlichkeit in Zweizustandsndherung
mit Molekiilfunktionen mit der gleichen Potenz in % wie die
exakte LOsung. Sie ist &hnlich wie in der Ndherung mit Atomfunk-
tionen (bzw. in Bornscher Ndherung) um einen Faktor ~ 2 gegeniiber
dem exakten Resultat zu grof. Bei anderen Potentialen verschwin-
det jedoch die Austauschwahrscheinlichkeit in der Ndherung mit
einer kleineren Potenz in %, als das exakte Resultat.

Das Hochenergieverhalten der Ubergangswahrscheinlichkeiten wird
also durch die Zweizustandsniherung mit Atomfunktionen besser

dargestellt. Eine Ausnahme bildet bei dem Beispiel mit d -Poten-
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tialen die Austauschwahrscheinlichkeit, wo beide Niherungen ein
dhnliches Resultat gergeben.

Im Bereich mittlerer und kleiner Geschwindigkeiten zeigt die
Zweizustandsndherung mit Molekillfunktionen die bessere Uberein-
stimmung mit den exakten Ergebnisse. Selbst fiir sehr kleine Ge-
schwindigkeiten wird noch der Abstand und die Lage der Maxima
und Minima der Ubergangswahrscheinlichkeiten richtig wiederge-
geben. Die N&herung mit Atomfunktionen weist dagegen erhebliche
Verzerrungen auf.

In die L&sungen der Zweizustandsndherung mit Molekiilfunktionen
gehen die Eigenenergien der beiden verwendeten Molekiilzustdnde
ein. Ersetzt man die exakten Eigenenergien durch die Energien,
die man aus dem Heitler-London-Verfahren erhdlt, so sind fir

v —~ (J die Resultate der Ndherung mit Molekiilfunktionen iden-
tisch mit denen der Entwicklung nach Atomfunktionen.

Die Zweizustandsniherung mit Molekiilfunktionen erscheint am besten
gerechtfertigt fiir kleine Geschwindigkeiten v —~(@. Fiir diesen Bereich
stimmt sie aber in dem Beispiel am wenigsten mit der exakten LOsung
Uberein. So oszillieren z.B. die !bergangswahrscheinlichkeiten fir
»-0um den Wert 1/2 zwischen O und 1 und nicht wie in der exakten
Losung um den Wert 1/4 mit ~fy abnehmender Amplitude. AuSerdem
ist fir p~0 RB+R=1 und nicht Pt = Y2 . Der ?rund
dafiir liegt in dem Verhalten des antisymmetrischen Molekilzu-
standes in dem behandelten Modell: Der antisymmetrische Bindungs-
zustand geht bei Anndherung der StoBpartner und bel kleinen in-
ternuklearen Abstidnden iiber in den Ionisationszustand mit ver-

Beim Entfernen der StoSpartner voneinander

schwindender Energie. , .
adiabatisch in

bleibt der antisymmetrische Anteil fir v+l

i um
dem Ionisationszustand. Diese starke Kopplung an das Kontinu

fihrt zum Versagen der gweizustandsnidherung fir =0 .

d
Flir den resonanten StreuprozeB proton-Wasserstoff haben Lockwoo

und Everhart [/ 7 J die Austauschwahrscheinlichkeiten in einen

festen Winkel (3°) zwischen 0,7 und 50keV Einfallsenergile gemes=

sen, Sie erhalten ein oszillierendes verhaltem, wie es die exak%e
L3sung fiir das lineare Beispiel mit J -Potentialen ergibt und wie



es auch die Zweisustandsndherungen zeigen. Fiir die Abstdnde
der laxima bzw. Minima haben sie einen annidhernd konstanten

\tert bekormen, der mit

4 L _23b
% v, <Ea>

angegeben ist. Dabeil sindc& Y die Geschwindigkeiten zweier be-
nachbarter :laxima bzw. Minima, & ist die Distanz iber die der
Stop stattfindet, und £ ist eine Wechselwirkungsenergie, die
rit der Oszillation verkniipft ist. Die Klammern deuten einen
"effektiven Wert' dieser GrofRe an. Sie haben diesen effektiven

iiert abgeschdtzt zu

el
lEa> = fE(s)c/s

-0
Dabei ist gfg ein Wegelement des einfallenden Protons, und E()
ist die Wechselwirkungsenergie entlang des VWeges. Ersetzt man
die wWechselwirkungsenergie £(s) durch die Inergiedifferenz
zwischen den Eigenenergien der niedrigsten symmetrischen und
antisymnetrischen Mclekiilzustdnde, so ist das Ergebnis iden-
tisch nmit den Resultat der Zweizustandsndherung mit Molekil-

furnktionen.

Die experinentellen Werte von / 7 [/ oszillieren ebenso wie

die exakte LOsung des Modells mit J-Potentialen zwischen am’j,/
una E:S Q‘f . Dagegen oszillieren die Vlerte der Zweizustands-
niherung riit Molekilfunktionen zwischen Zi:C7 und 515,4 , und
Fy=1 gilt fir (- ¢ (3ei der Niaherung mit Atomfunktionen
sciwanken die \lerte im ganzen Bereich zwischen Q=0 undRB=4 ).
Die Abweichuncen lassen sich dnnlich wie bei dem behandelten
veispiel auf eine starke Kopplung an einen weiteren Molekiilzu-
stand des ﬁé* -olekiils zurlckflihren. Bates und Williams /11 /
haben diese Xopplung perlicksichtiqgt und eine qute Ubereinstimmung
mit den experimentellen Werten erzielt.

Ein weiteres resonantes Systen ist der nukleare Streuprozef o=
e ] tro -

Teilchen-"A¢ . Xelleter et al. { ¥ 7 haben die elastische
Streuung in feste 'linkel (309 47,59, 59, 60°) fir tfinfallsener-

sien von 8,6-12,51eV und 17,0-22,5MeV genessen. Sie erhalten



neben einer Untergrundstreuung ebenfalls ein oszillierendes
Verhalten. Der oszillierende Anteil zeigt gute Jbereinstimmung

mit der Darstellung
27 4 N
B:' ™~ oS (Zho*@x‘5>

Dabei ist Eéx die nittlere Energiedifferenz zwischen den Liagen-
energien der niedrigsten symmetrischen und antisymmetrischen
stationdren Molekiilzustidnde. S ist die Ausaehnung des i -
Kernes. Das ist wiederum das Ergebnis der Zweizustandsndherung
mit Molekiilfunktionen, wobei das Integral liber die Differenz

der Eigenenergie entlang des Vieges des einfallenden ¢« -Teilchens

durch den Mittelwert £,, S ersetzt ist.
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Abbildungslegenden

Fig. 1: Bezeichnung der Potentiale und Massen im Dreik&rper-
system

Fig. 2: Koordinatensystem des linearen DreikSrperstoges

Fig. 3: Darstellung der Potentiale w ~ Jy und w'~ d(e-vt)
im x-t-Koordinatensystem mit Andeutung des Grundzu-

standes

2
Dreikdrpersystem mit w(x) = w'x)= °£‘.‘,,°‘-J(”) / "5"%

Fig. 4: Exakte L&sung der Ubergangswahrscheinlichkeiten (nu-

merische Auswertung)

Fig.5a,b: Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir elastischen Sto8
in Abhdngigkeit von Y/ (Fig 5a) bzw. Y%[v (Fig. 5b)

Fig.6a,b: Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir Austausch in Abh&ngig-
keit von Y, (Fig. 6a) bzw “%/u (Fig. 6b)

Fig.7a,b: Summe der tbergangswahrscheinlichkeiten fiir Austausch

und elastischen StoB8 in Abhdngigkeit von th (Fig. 17a)
bzw., Yo/ (Fig. 7b)
Fig. 8: Graphische L&sung der symmetrischen bzw. antisymmetri-

schen Energieeigenwerte des Molekiilsystems mit zwei
gleichstarken, anziehenden d -pPotentialen im Abstand X

Fig. 9: Energieeigenwerte des Molekiilsystems aus Fig. 8 als

Funktion des Abstandes X

Fig. 10: Differenz zwischen symmetrischem und antisymmetrischem

Energieeigenwert des Molekiilsystems aus Fig. 8
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